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J. MARTINEZ Professeur à l’INSA de Rennes Rapporteur
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à l’aboutissement de ces travaux de recherche.
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1.3 Importance relative des différents mécanismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.1 Modélisation d’un doublet capillaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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2.2.2 Principe de l’étude numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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3.2 Prise en compte de la capillarité dans le code de calcul . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.2.1 Loi locale d’interaction de type capillaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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4.2 Soluté et capillarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.2.1 Influence d’un soluté sur les caractéristiques physiques du pont liquide . . 99
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Introduction

Les matériaux granulaires sont universellement répandus dans la nature et entrent dans de
nombreux domaines de l’activité humaine ; ils sont omniprésents sous bien des formes et des
tailles différentes dans notre environnement. Du château de sable à l’exploration spatiale, en
passant par les industries de transformation, pharmaceutiques, agro-alimentaires, les matériaux
de construction, le stockage des céréales et des minerais, etc..., la matière granulaire fait partie
de notre vie quotidienne. A l’heure actuelle, près de 80 % des produits (ou intermédiaires) des
industries de procédés se trouvent être sous forme de grains ou de poudres. Pour répondre à
l’ensemble des besoins de notre société, l’industrie extractive nationale doit traiter chaque année
7 tonnes de granulats par habitant, soit l’équivalent de 20 kg par jour et par personne.

L’importance de la matière en grains dans notre vie quotidienne, mais aussi les propriétés
parfois surprenantes qui y sont associées, expliquent le nombre croissant de travaux de recherche
sur les matériaux granulaires et l’abondante littérature qui s’y rapporte [Guyon et Troadec,
1994; Claudin, 1999; Duran, 1999, 2003]. En effet, même les matériaux granulaires sans cohésion
(pulvérulents), où seules des interactions de contact et de frottement interviennent entre les
grains, présentent des comportements complexes. On peut citer par exemple les phénomènes de
ségrégations granulaires, d’avalanches, de répartition des forces, d’écoulements, de formations
de voûtes... Certains de ces phénomènes sont connus depuis longtemps - Coulomb s’est intéressé
dès le XV IIIe siècle aux angles d’avalanches du sable - mais la connaissance des mécanismes
physiques mis en oeuvre n’est souvent que partielle. Cette méconnaissance s’explique notamment
par la difficulté d’accéder à des informations locales, à l’échelle des grains, et par la compréhen-
sion imparfaite des relations entre les interactions locales et le comportement macroscopique des
matériaux granulaires.

Depuis une trentaine d’années, les méthodes numériques en éléments discrets offrent des
possibilités croissantes grâce à la progression des outils de calcul et apportent des éléments
permettant de compléter notre connaissance de la matière en grains. Ces méthodes discrètes
proposent une modélisation des matériaux granulaires par un ensemble de grains numériques.
Chacun de ces grains présente un comportement propre régi par les mécanismes physiques agis-
sant sur le grain ; il est ainsi possible d’accéder à des informations locales et au comportement
macroscopique du matériau granulaire. Ces approches numériques sont bien sûr des modélisa-
tions des matériaux granulaires ; elles ne permettent pas la prise en compte de toute la complexité
des matériaux granulaires réels, aussi bien en terme de description des phénomènes physiques
qu’en terme de géométrie et nombre de grains. Cependant, ces méthodes discrètes constituent
un outil d’étude efficace qui permet de mieux comprendre la physique des matériaux granulaires,
en particulier dans le cas pulvérulent, mais aussi, plus récemment, dans le cas des matériaux
granulaires cohésifs.

Le développement des méthodes discrètes permet la prise en compte d’interactions de plus
en plus complexes entre les grains. Parmi ces interactions, la cohésion par capillarité, due à la
présence de ponts liquides entre les grains, est un mécanisme qui suscite l’intérêt de nombreuses
disciplines : les sciences des sols [Mohtar et Braudeau, 2003], les applications géotechniques
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[Harr, 1981; Holtz et Kovacs, 1991; Mitchell, 1993], l’industrie cosmétique et pharmaceutique
[Nokhodchi, 2005], les industries de procédés à travers par exemple le frittage, les procédés de
granulation [Iveson et al., 2001] ou la nano-manipulation [Rollot et Régnier, 2000]... L’impor-
tance du mécanisme de cohésion par capillarité dans la matière en grains a donné naissance à
de nombreux travaux sur le sujet. La plupart de ces travaux proposent des études dans le cas
monodisperse, c’est-à-dire pour des grains de même taille. Les études abordant le cas polydis-
perse (grains de tailles différentes) sont encore peu nombreuses.

Le travail présenté ici a pour but d’étudier les forces capillaires entre grains de tailles dif-
férentes et l’influence de ces forces locales sur le comportement mécanique macroscopique de
matériaux granulaires polydisperses.

Le mémoire comporte quatre chapitres.

Le premier chapitre aborde la question des interactions de type cohésif au sein des milieux
granulaires humides. Ce chapitre présente une revue bibliographique des interactions cohésives à
l’échelle locale. Le cas de la cohésion par capillarité et des différents modèles qui s’y rapportent
est plus particulièrement détaillé.

Le deuxième chapitre est consacré à l’analyse de la cohésion par capillarité à l’échelle d’une
paire de grains. Cette analyse repose sur une étude théorique, couplée à une étude expérimen-
tale, et permet de comprendre comment deux grains de tailles différentes peuvent être liés par
un pont liquide. Ce travail a pour objectif de proposer un modèle explicite décrivant la force
capillaire en fonction des caractéristiques physiques et géométriques de l’ensemble grains-pont
liquide. Le modèle comporte une relation décrivant la force capillaire et un critère de rupture
des ponts liquides ; ces relations ont été écrites sous une forme qui se veut simple en vue d’une
implémentation dans un code de calcul.

Le troisième chapitre présente la méthode numérique en éléments discrets utilisée pour ef-
fectuer des simulations à l’échelle macroscopique, dans une configuration tridimensionnelle. La
méthode de prise en compte de la cohésion par capillarité dans le code de calcul est détaillée
à travers la loi locale d’interaction et la gestion de l’eau au sein des échantillons numériques.
Une validation expérimentale de l’approche sur un matériau granulaire modèle est effectuée. Ce
chapitre présente également les avantages des simulations en éléments discrets sur un cas d’étude.

Le quatrième chapitre présente des extensions possibles de l’étude. Les milieux granulaires
présentent un comportement mécanique sensible aux variations environnementales. Les cas d’une
élévation de température, de la présence d’un soluté dans les ponts liquides et de la cristallisation
de ce soluté sont abordés à travers l’étude de leurs influences respectives sur le comportement
mécanique du matériau granulaire.
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Chapitre 1

Interactions de type cohésif au sein

des milieux granulaires humides

1.1 L’eau dans les milieux granulaires - Cas des sols

Les manifestations de l’effet de l’eau dans les sols sont multiples et parfois surprenantes.
En effet, la présence d’eau dans un sol peut modifier significativement son comportement. A
titre d’exemple, les problèmes de tenue mécanique, de compactage, de gonflement des sols et
l’action du gel révèlent sans ambiguı̈té l’importance du rôle de l’eau dans le comportement et le
fonctionnement des sols [Holtz et Kovacs, 1991].

État et comportement des sols

L’état et le comportement des sols sont très sensibles à la quantité d’eau qu’ils contiennent.
La quantité d’eau est caractérisée par la grandeur “teneur en eau” : il s’agit de la masse d’eau
dans le sol pour une masse de particules sèches unité, cette grandeur est notée w. Dans le cas
des sols à particules fines comme les argiles, l’état du sol peut ainsi varier de l’état solide à l’état
liquide selon la teneur en eau. Les limites de consistance ou limites d’Atterberg permettent
de délimiter différentes plages de teneurs en eau dans lesquelles le comportement du sol peut
se révéler très différent [Atterberg, 1911] (Fig. 1.1). Les valeurs limites couramment utilisées
sont la limite de liquidité (wL), la limite de plasticité (wP ) et, quelquefois, la limite de retrait
(wS). Lorsque la teneur en eau augmente, le sol passe graduellement du comportement d’un
matériau solide (w < wP ) au comportement d’un matériau plastique (wP < w < wL), puis au
comportement d’un liquide visqueux (w > wL).

Comportement Comportement Comportement

(%)w
L

w0
“solide” “plastique” “liquide”

w
P

Fig. 1.1 – Teneurs en eau et différents états d’un sol.

Compactage

La teneur en eau est également un paramètre important dans le compactage des sols. Le
compactage consiste en une densification des sols par application d’énergie mécanique dans le
but d’améliorer les propriétés géotechniques des sols. Les principes du compactage ont été exposés
dans les années 1930 par Proctor [1933]. Celui-ci a mis au point un essai de compactage normalisé,
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Fig. 1.2 – Allure typique d’une courbe de compactage. L’optimum Proctor correspond à la
teneur en eau qui permet d’obtenir la masse volumique sèche maximale, pour un sol donné, un
mode de compactage et une énergie de compactage donnés.

l’essai Proctor, et a démontré que le compactage dépend de trois facteurs : la teneur en eau,
l’énergie de compactage, et le type de sol à compacter. L’essai Proctor, pour un sol donné, pour
un mode de compactage et une énergie de compactage donnés, permet de déterminer l’évolution
de la masse volumique finale du sol sec en fonction de la teneur en eau, comme l’illustre le figure
1.2. Selon le type de sol et le procédé de compactage utilisé, la masse volumique du sol sec varie
avec la teneur en eau dans des proportions plus ou moins grandes. Le sommet de la courbe
correspond à l’optimum Proctor : il s’agit de la teneur en eau optimale qui permet d’obtenir
le compactage maximal du sol. La teneur en eau est donc un paramètre important dans le sol
puisqu’elle peut modifier considérablement l’efficacité des opérations de compactage.

Retraits et gonflements

Les variations de teneurs en eau peuvent engendrer des phénomènes de retrait ou de gonfle-
ment des sols, entrâınant parfois l’apparition de fissures ou des soulèvements dans les sols. Le
retrait et les fissures qui en résultent sont la conséquence d’une diminution de la teneur en eau
engendrée soit par une évaporation de surface, soit par des causes internes au sol (abaissement de
la nappe phréatique ou dessiccation des sols par la végétation). Les phénomènes de gonflement
sont quant à eux dus à une augmentation de la teneur en eau. Ces phénomènes de retrait et de
gonflement sont surtout significatifs dans les sols à grains fins de type argileux où ils peuvent
créer des dommages importants de par les tassements différentiels qu’ils occasionnent.

Action du gel

La présence d’eau dans les sols, combinée à une baisse de la température, est à l’origine de
l’apparition du gel, ce qui peut également entrâıner des conséquences néfastes sur le comporte-
ment des sols. En effet, lorsque la température de l’air devient négative, l’eau interstitielle peut
geler. Le volume du sol peut alors augmenter de près de 10% à cause de l’expansion volumétrique
de l’eau due au gel. Des lentilles de glace peuvent également apparâıtre dans le sol et créer des
dommages aux ouvrages ou des soulèvements de sol. Le gel et le dégel du sol ne s’effectuant
pas uniformément, des tassements différentiels peuvent en résulter et engendrer des dommages
significatifs.

Ces effets de l’eau sur le comportement des sols sont les conséquences à l’échelle macrosco-
pique de phénomènes qui se produisent à l’échelle locale, c’est-à-dire à l’échelle de la particule de
sol (également appelée grain). A l’échelle du grain, la présence d’eau a de multiples effets. L’eau
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(a) (b) (c) (d)

Fig. 1.3 – Représentation schématique des différents états de l’eau dans un sol : (a) régime
hygroscopique, (b) régime pendulaire, (c) régime funiculaire, (d) saturation.

peut en particulier interagir avec les minéraux des particules du sol. Ces interactions physico-
chimiques sont particulièrement importantes dans le cas des argiles [Delage et Cui, 2000]. L’at-
traction particulière exercée par les argiles sur l’eau s’explique notamment par des phénomènes
électriques interfaciaux (double couche électrique) et par la création de liaisons hydrogène [Mit-
chell, 1993]. Le phénomène de double couche électrique joue également un rôle important dans
l’organisation des plaquettes d’argiles [Chappuis, 1999]. Dans un sol, l’eau se comporte comme
un solvant, ce qui favorise les phénomènes de dissolution. La concentration d’éléments dissous
dans l’eau est à l’origine de phénomènes osmotiques qui influencent la migration des molécules
d’eau dans les pores du sol. L’eau se comporte alors comme un vecteur de constituants à l’inté-
rieur du sol. Les sols humides sont également le siège de phénomènes de cohésion. La tenue des
sols granulaires humides peut ainsi être assurée par de nombreux mécanismes à l’échelle du grain
et notamment par la présence de ponts liquides entre les grains. Quelques uns des mécanismes
cohésifs significatifs seront abordés dans la section 1.2.

Comme le montrent ces différents exemples, l’eau joue un rôle majeur dans le comportement
des sols. Dans le cas des sols non saturés, la phase liquide (l’eau) et la phase gazeuse (l’air)
cohabitent dans les pores de façon différente suivant la teneur en eau [Magnan, 1999]. Il est
possible de distinguer plusieurs régimes selon l’état que l’eau prend dans le sol. L’eau peut être
liée ou adsorbée à la surface des grains très fins de par l’action de phénomènes d’attraction
moléculaire et électrostatique. Il s’agit du régime hygroscopique pour lequel la phase liquide est
discontinue (Fig. 1.3(a)). La présence d’eau de constitution et d’eau liée est surtout marquée
pour les sols fins argileux. Dans le cas de matériaux granulaires tels que les sables, il n’y a pas
d’eau de constitution et en général pas d’eau liée. Lorsque la teneur en eau augmente, des ponts
liquides peuvent apparâıtre entre les grains mais la phase liquide reste discontinue (Fig. 1.3(b)) :
il s’agit du régime pendulaire. Si la teneur en eau augmente, les ponts liquides se développent ;
le régime funiculaire, pour lequel il existe une continuité de la phase liquide, est atteint (Fig.
1.3(c)). Enfin, le régime de saturation est atteint lorsque l’espace poral est rempli d’eau et que
seules quelques poches d’air occlus peuvent subsister (Fig. 1.3(d)).

Dans la suite de ce manuscrit, le cas du régime pendulaire sera retenu pour l’étude de la
cohésion par capillarité dans les milieux granulaires humides.
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1.2 Mécanismes de cohésion entre grains en présence d’eau

La cohésion dans les milieux granulaires a de multiples origines possibles, aussi bien de
type physique que chimique. Les mécanismes de cohésion sont pour la plupart des phénomènes
locaux qui permettent de lier des grains entre eux, contribuant ainsi à la tenue mécanique
du milieu granulaire dans son ensemble. Quelques uns des principaux mécanismes de cohésion
fréquemment rencontrés dans les milieux granulaires humides sont présentés dans cette section,
la présence d’eau n’étant pas forcément une condition nécessaire (sauf dans le cas de la cohésion
par capillarité, bien sûr !).

1.2.1 Les forces de Van der Waals

Les forces de Van der Waals ont été étudiées dès les années 1930 par Hamaker [1937]. Ces
forces dépendent des matériaux en contact, à travers la constante de Hamaker, et de la distance
d’interaction. L’évaluation de la constante, qui détermine le calcul de la force, nécessite de
nombreuses données physiques sur les matériaux. Contrairement à d’autres types d’interactions,
les forces de Van der Waals existent quels que soient les corps que l’on considère [Israelachvili,
1992; Gerschel, 1995]. Ces forces sont omniprésentes dans le monde qui nous entoure, c’est
d’ailleurs grâce à elles que les geckos peuvent se déplacer sur des murs verticaux [Eisner, 2002].
L’expression “forces de Van der Waals” est en fait un terme collectif qui regroupe différents
phénomènes d’interactions pouvant survenir entre des molécules ou des particules. L’interaction
totale de Van der Waals résulte de la combinaison de trois types d’interactions :

- les forces dipôlaires correspondant au terme de Keesom,

- les forces de polarisation traduites par le terme de Debye,

- les forces de dispersion exprimées par le terme de London.

Le terme de London est le terme prépondérant en intensité au niveau de l’interaction totale.
De plus, ce terme est toujours présent car, contrairement aux autres termes, il ne dépend pas des
propriétés des molécules : c’est pour cette raison que les forces de Van der Waals sont présentes
quelle que soit la nature des surfaces en interaction. Ces forces intermoléculaires dépendent de la
distance de séparation D des molécules ; elles sont inversement proportionnelles à D7. Lorsque
ces actions intermoléculaires sont intégrées entre des corps macroscopiques, comme par exemple
des particules sphériques, la force résultante est moins sensible à la distance de séparation, elle
est inversement proportionnelle à D2 dans le cas d’interaction sphère-sphère [Seville et al., 2000] :

FV W =
AR

12D2
(1.1)

où R est le rayon des sphères, A est la constante de Hamaker. Les forces de Van der Waals
sont des actions longues distances (en théorie à l’infini !...) et ne présentent pas de rupture. En
pratique, la distance d’action correspond à la plage de distance pour laquelle les forces sont
significatives : la distance effective est alors comprise entre 0, 2nm (espaces interatomiques) et
10nm (en pratique, la distance n’excède pas 100nm) [Gerschel, 1995].

1.2.2 Les forces électrostatiques

Dans un système de deux charges q1 et q2, chaque charge exerce sur l’autre une force élec-
trostatique, dirigée selon la droite qui relie les deux charges et dont l’intensité est donnée par la
loi de Coulomb [Gerschel, 1995] :

Félectrostatique =
| q1 q2 |

4π ε0 εr D2
(1.2)

où ε0 = 8, 854.10−12 C2 J−1 m−1 est la permittivité du vide, εr = 80 est la permittivité relative
de l’eau et D la distance entre les charges. Cette force est attractive si q1 et q2 sont de signes

12



Fig. 1.4 – Un exemple de structure naturelle composée de grains liés par cimentation : la rose
des sables.

opposés et répulsive si q1 et q2 sont de même signe. Un corps chargé peut donc attirer et être
attiré par les corps portant une charge de signe opposé à la sienne. Au contraire, il repousse
ceux qui portent une charge de même signe. Les forces électrostatiques peuvent donc être soit
répulsives soit attractives, et contribuer dans ce dernier cas à la cohésion entre les particules.
Cependant cette action est inversement proportionnelle au carré de la distance entre les grains, et
son action devient vite négligeable lorsque la distance inter-particulaire augmente. De plus, sauf
dans le cas de milieux particuliers, la matière contient en général autant de charges positives
que de charges négatives et donc, au-delà de l’échelle des inhomogénéités, leurs influences se
compensent.

1.2.3 Liens solides et cimentation

Les particules peuvent être liées par des joints solides de natures très diverses : présence
de liant (colle, résine...), ponts de neige [Nicot et Darve, 2005], ponts de glace résultant du gel
de ponts capillaires, phénomène de cimentation... Le comportement de la liaison dépend de la
nature du lien, de sa composition (la présence d’impuretés ou de porosités, comme des bulles d’air
dans un pont de glace, fragilise le lien), mais aussi de l’interaction du lien avec les particules.
Il est ainsi possible de distinguer des ruptures adhésives, dues à la fragilisation de l’interface
lien-particule, et des ruptures cohésives.

Le phénomène de cimentation est un mécanisme majeur de cohésion dans les milieux naturels
tels que les sols. En effet, de nombreux liens peuvent se développer suite à la cimentation de
carbonates, silices, alumines, oxydes de fer et composés organiques. Un exemple concret de cette
cohésion par cimentation est l’existence de structures comme les roses des sables (Fig. 1.4).

Les phénomènes de précipitation et de cristallisation de composés tels que les sels parti-
cipent également au mécanisme de cohésion. Ces liaisons entre particules peuvent être dues à la
décomposition puis recomposition des grains eux-mêmes ou à un apport d’éléments provenant
du fluide circulant dans le milieu. Ce phénomène de cimentation peut générer des contraintes
de cohésion de plusieurs centaines de kPa et joue un rôle considérable dans le comportement
mécanique des sols. En effet, même de faibles pourcentages de cimentation (2% à 4%) modifient
de façon notable l’allure des courbes contraintes-déformations (Fig. 1.5).
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Fig. 1.5 – Courbes de contraintes-déformations pour un sable à différents degrés de cimentation
(d’après Mitchell [1993]).

1.2.4 Ponts liquides : forces capillaires

La présence de ponts liquides au sein de milieux granulaires génère des forces de cohésion
entre les grains. Ces forces dépendent de la quantité de liquide présent dans le milieu et de ses
propriétés. Haines [1925] et Fisher [1926] furent les premiers à proposer une expression pour
la force capillaire entre deux particules sphériques. Afin d’estimer la force capillaire, nous nous
limiterons dans un premier temps au cas d’un pont liquide entre particules de même taille
(Fig. 1.6). Le rayon de courbure r1 est considéré constant, le pont liquide a ainsi la forme d’un
toröıde. La force Fcapillaire générée par le pont liquide est la somme de la force due à la tension
superficielle σ et de la force due à la dépression dans le pont liquide :

Fcapillaire = 2π r2 σ + π r2
2 ∆p (1.3)

où ∆p = pgaz −pliquide est la différence de pression entre l’air et le pont liquide et r2 est le rayon
de courbure intérieur.

Fig. 1.6 – Pont liquide entre deux grains de même taille dans le cas de l’approximation toroı̈dale.

Les différents modèles associés à la cohésion par capillarité seront plus amplement développés
dans la section 1.4.

1.2.5 Effets de géométrie et de surface

La forme des particules et leur position relative peuvent créer une sorte de “cohésion appa-
rente” au sein du milieu granulaire sans qu’il y ait pour autant attraction physique ou chimique
entre les particules [Mitchell, 1993]. Ce type de cohésion est qualifiée d’“apparente”car il n’existe
pas à proprement parler d’actions cohésives entre les grains, mais on observe une résistance au
déplacement relatif des grains, ce qui s’apparente à de la cohésion. La géométrie des surfaces
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Fig. 1.7 – Effets géométriques de surface entre deux particules.

en contact peut créer des blocages à cause de reliefs macroscopiques et donc une résistance au
déplacement dans une direction (Fig. 1.7). Cette résistance au déplacement due à la géométrie
des particules ou à des irrégularités de surface contribue à la cohésion globale en limitant le
mouvement des particules en contact les unes par rapport aux autres.

1.2.6 Liaisons chimiques

De nombreux phénomènes de liaisons chimiques peuvent intervenir dans la cohésion entre
particules solides : liaisons hydrogène, métalliques, covalentes.

Les liaisons hydrogène peuvent créer des regroupements de molécules : les molécules “s’asso-
cient entre elles” [Gerschel, 1995; Israelachvili, 1992]. Les atomes H créent des liaisons avec des
atomes électronégatifs comme O, N, F, Cl... Ce phénomène est très fréquent en présence de mo-
lécules d’eau. La liaison hydrogène est une liaison très sensible à la température ; elle est stable
dans le cas de températures constantes, mais les variations de température peuvent entrâıner
très rapidement la rupture de la liaison. Sa distance d’action est limitée de par sa nature à la
distance intermoléculaire O-H, c’est-à-dire 0, 176nm.

La liaison métallique est due à un phénomène d’origine collective qui assure des liaisons de
forte énergie entre atomes métalliques [Gerschel, 1995]. Ce type de liaison est limité au cas des
éléments métalliques et à des distances très faibles entre particules.

Les liaisons covalentes [Israelachvili, 1992] peuvent avoir des effets importants pour de très
petites particules comme les feuillets d’argiles et générer une sorte de soudage à froid entre
particules. Même si l’intensité de ces liaisons est significative, ce mécanisme n’intervient qu’à
l’échelle inter-atomiques, c’est-à-dire pour des distances inférieures à 0, 3nm.

De manière générale, les liaisons chimiques génèrent des forces de cohésion importantes mais
interviennent pour des distances très faibles entre particules, de l’ordre de la distance inter-
atomique. De plus, en dehors de lieux extrêmement contraints, les liaisons chimiques à la surface
des corps solides ont tendance à être saturées par des substances contaminantes (oxydation...)
et ne peuvent alors plus créer de liaisons lors du contact entre corps.

1.2.7 Synthèse

La figure 1.8 récapitule les mécanismes de cohésion en présence d’eau qui ont été abordés
dans cette section.
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Fig. 1.8 – Illustration synthétique des mécanismes de cohésion au sein des milieux granulaires
humides.

1.3 Importance relative des différents mécanismes

Bien entendu, les différents mécanismes cohésifs n’interviennent pas de la même façon selon
la nature du matériau granulaire et les conditions environnementales que l’on considère. Les
mécanismes de cohésion par liaisons chimiques ne seront pas considérés : ces liaisons n’inter-
viennent pas, de façon générale, dans la cohésion entre corps solides. De même, la résistance
au déplacement due aux effets de surface ne sera pas prise en compte dans la comparaison des
mécanismes cohésifs : il ne s’agit pas, à proprement parler, d’un mécanisme de cohésion, mais
plutôt d’un effet de géométrie de surface qui est appréhendé à travers la géométrie des grains ou
le frottement en fonction des tailles caractéristiques des reliefs surfaciques. Nous ne considérons
donc, dans cette comparaison, que les cas de la cimentation, des forces de Van der Waals et des
forces capillaires.

La figure 1.9 présente l’évolution comparée des forces de Van der Waals, de la force capillaire,
de la force électrostatique et de la force gravitaire en fonction de la taille des grains. Plus la taille
des grains est faible, plus les forces de capillarité et de Van der Waals sont prédominantes par
rapport à la force électrostatique et au poids. Même pour des particules de taille caractéristique
égale au millimètre, l’action de la pesanteur est compensée par les forces capillaires et de Van der
Waals. Cette étude comparative montre également que, quelle que soit la taille des particules,
la force capillaire génère une action d’intensité plus importante que la force de Van der Waals.
Aveyard et al. [1999] ont également étudié le phénomène de condensation capillaire entre deux
surfaces solides en tenant compte de l’influence des forces de Van der Waals sur le phénomène
de cohésion par capillarité. Leur étude montre que la contribution des forces de Van der Waals
à la cohésion par capillarité est faible pour des distances de séparation entre surfaces solides
supérieures à 2nm.

Dans le cas des sols, quelle que soit la nature des particules constitutives (argiles ou sables),
les mécanismes de cohésion prépondérants sont la cimentation et la capillarité (Fig. 1.10) [Mit-
chell, 1993]. Les mécanismes de cohésion par cimentation et par capillarité sont d’autant plus
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Fig. 1.9 – Comparaison des intensités de différentes forces interparticulaires pour des contacts
ponctuels, dans l’air (d’après Seville et al. [2000]) ; en traits pleins, pour des grains de même
taille, en pointillés, pour une aspérité de taille caractéristique 0, 1µm en contact avec un plan.
La force de Van der Waals est déterminée pour une constante de Hamaker A = 6, 5.10−20 J (cas
du quartz) et des distances entre particules variant entre 1, 65 Å et 4, 0 Å. La force de capillarité
est estimée à sa valeur maximale, lorsque les grains sont en contact : Fcapillaire = 2π R σ,
avec σ = 73.10−3 N.m−1 (cas de l’eau). La force électrostatique est considérée à son intensité
maximale (charge de signe opposé), pour une charge surfacique de 10 µCm−2. Le poids est
évalué pour une masse volumique ρ = 3.103 kg.m−3.
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Fig. 1.10 – Contributions comparées des forces de Van der Waals, de la capillarité et de la
cimentation dans le cas des sols [Mitchell, 1993].

importants que les tailles des particules sont élevées : c’est en particulier le cas pour des par-
ticules de diamètre supérieur au centième de millimètre, ce qui correspond au cas des milieux
granulaires (sables).

Dans la suite, le cas de la cohésion par capillarité sera plus particulièrement étudié. Ce choix
est justifié par l’importance de ce phénomène dans de nombreux domaines où la matière granu-
laire intervient, et sur le fait que ce mécanisme de cohésion n’est dû qu’à la seule présence de
fluides (en l’occurrence l’eau et l’air) au sein du milieu granulaire.

1.4 La cohésion par capillarité

Dans les paragraphes précédents, on a montré qu’à l’échelle locale, les forces de capillarité
jouent un rôle très important dans la cohésion entre les grains. En effet, pour des particules de
tailles suffisamment petites, les forces de capillarité peuvent compenser - et même surpasser -
l’action de la gravité [Duran, 1999]. Il est ainsi possible de maintenir un doublet de billes de
verre par un ménisque d’eau dans le champ de pesanteur, comme le montre la figure 1.11(a).
L’importance des forces de cohésion par capillarité se retrouve également à l’échelle d’un petit
échantillon macroscopique. La seule présence de ponts liquides permet, par exemple, d’assurer
la tenue mécanique d’un petit échantillon macroscopique composé de billes de verre de diamètre
1, 5 mm (Fig. 1.11(b)).

1.4.1 Origines physiques de la capillarité

Les phénomènes de tension superficielle se produisent à l’interface entre deux liquides non
miscibles ou entre un liquide et un gaz. L’interface liquide-gaz se comporte comme une membrane
tendue caractérisée par une tension superficielle σ qui s’oppose à ses déformations.
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(a) (b)

Fig. 1.11 – Effets de la cohésion par capillarité : (a) billes de verre liées par un pont liquide
constitué d’eau, (b) échantillon composé de billes de verre de 1, 5 mm de diamètre maintenues
par des ponts liquides constitués d’eau.

(a) (b)

Fig. 1.12 – Forces agissant sur une molécule d’eau : (a) au sein d’une masse d’eau, (b) à l’interface
eau-air.

L’origine physique de la tension superficielle est une différence dans le nombre et la nature
des interactions attractives entre les molécules. A l’interface entre le liquide et le gaz, les molé-
cules sont soumises à un ensemble de forces d’interactions non équilibrées, à la différence d’une
molécule située au sein du liquide. Une molécule de liquide au sein d’une masse de liquide est
soumise à des actions de même nature (Fig. 1.12(a)), alors que celle à l’interface liquide-gaz, est
soumise à des actions différentes : actions dues au liquide et actions dues au gaz (Fig. 1.12(b)).
Les molécules de liquide situées à l’interface sont donc attirées vers la masse de liquide et la
surface du liquide est soumise à une force perpendiculaire à cette surface. C’est cette attraction
qui engendre la tension superficielle σ à l’interface [De Gennes et al., 2002; Delage et Cui, 2000].

Bien que son origine s’explique au niveau moléculaire, la tension superficielle σ est une gran-
deur macroscopique qui peut être considérée comme une force par unité de longueur. La tension
superficielle varie considérablement d’un liquide à l’autre. Pour l’eau, grâce aux liaisons hydro-
gène, la tension superficielle est relativement élevée (de l’ordre de 72.10−3 N/m à 25̊ C). L’effet
de la tension superficielle est impressionnant : elle permet aux insectes de se tenir sur l’eau. Par
contre, la tension superficielle est très sensible à la modification de la composition du liquide :
l’ajout de polluants (comme les détergents par exemple) peut faire chuter considérablement sa
valeur et ainsi faire couler les insectes...

Au niveau d’un pont liquide entre deux grains, grâce à la tension superficielle, l’interface
liquide-gaz se comporte donc comme une membrane tendue, ce qui a pour effet de maintenir les
grains ensemble. La tension superficielle est également à l’origine d’une dépression à l’intérieur
du pont liquide. Lorsqu’on traverse l’interface liquide-gaz, il y a un saut de pression entre la
phase gazeuse et la phase liquide. Le théorème de Laplace (1805) exprime cette différence de
pression ∆p = pgaz − pliquide comme le produit de la tension superficielle σ par la courbure C de
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(a) (b)

Fig. 1.13 – Pont liquide entre deux grains de même taille (cas monodisperse) : (a) vue d’ensemble
du doublet capillaire, (b) détail du pont liquide.

la surface enveloppe du pont liquide au niveau de l’interface liquide-gaz :

∆p = σ C (1.4)

Dans le cas d’un pont liquide de forme concave, la pression du gaz est supérieure à la pres-
sion du liquide. La différence de pression génère une action attractive entre les grains. La tension
superficielle est ainsi à l’origine de la cohésion par capillarité entre deux grains grâce, d’une part,
à l’interface liquide-gaz qui se comporte comme une membrane tendue et, d’autre part, grâce à
l’action de la différence de pression qui a tendance à rapprocher les grains.

1.4.2 Modèles de cohésion par capillarité à l’échelle locale

Devant la complexité et la diversité des formes possibles pour les grains, le milieu granulaire
est très généralement assimilé à un milieu granulaire idéal pour étudier la cohésion par capilla-
rité. Cette description du milieu granulaire est basée sur les hypothèses suivantes : les grains sont
supposés sphériques et parfaitement lisses (rugosité nulle). De plus, pour l’étude de la cohésion
par capillarité, le pont liquide est considéré dans une situation quasi-statique, les phénomènes
de viscosité du liquide n’interviennent donc pas. L’action de la pesanteur est également négligée,
en terme de force et de distorsion du pont liquide.

Le phénomène capillaire est appréhendé à l’échelle d’un“doublet capillaire” : le doublet capil-
laire est constitué d’une paire de grains sphériques et lisses liés par un pont liquide. Les modèles
les plus fréquemment rencontrés concernent le cas de grains de même taille, que l’on appelle
cas monodisperse. La description géométrique d’un doublet capillaire dans le cas monodisperse
est représentée sur la figure 1.13(a). Les deux grains solides de rayon R sont séparés par une
distance appelée distance intergranulaire et notée D. L’angle δ représente l’angle de remplissage
correspondant à la portion de grain solide “mouillée” par le liquide. La façon dont le liquide
mouille les grains solides est caractérisée par un angle de mouillage noté θ. L’axe x du doublet
est défini comme la droite passant par les centres des grains. Cet axe x constitue un axe de sy-
métrie pour le doublet capillaire, le pont liquide se présentant comme un volume axisymétrique
dont la forme est décrite par le profil y(x).

En ce qui concerne la force capillaire, une première expression fut proposée par Haines [1925].
La force exercée par le pont liquide entre les deux grains est calculée à partir de la différence de
pression ∆p = pgaz − pliquide :

FH = ∆p π R2 sin2δ (1.5)

Une correction fut apportée par Fisher [1926] qui montra qu’un deuxième terme, associé à
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l’action de la tension superficielle le long du périmètre de mouillage des grains, intervenait dans
l’expression de la force capillaire :

FF = 2π R σ sinδ sin(δ + θ) (1.6)

Il est depuis reconnu que la force capillaire est la somme des deux expressions précédentes,
soit :

Fcapillaire = FH + FF = ∆p π R2 sin2δ + 2π R σ sinδ sin(δ + θ) (1.7)

ce qui correspond au double effet de la tension superficielle décrit précédemment.

Le profil y(x) du pont liquide est défini par l’équation de Laplace (Eq. 1.4) qui impose une
courbure moyenne constante à l’interface liquide-gaz. Une approximation classique consiste à
considérer que le profil du pont liquide prend la forme d’un arc de cercle : il s’agit de l’approxi-
mation toröıdale. Cette approche permet de décrire le doublet capillaire et la force capillaire
en fonction de paramètres intimement liés à la géométrie du pont liquide [Hotta et al., 1974;
Kim et Hwang, 2003; Lian et al., 1993; Pierrat et Caram, 1997; Seville et al., 2000; Urso et al.,
2002]. La forme du pont liquide est définie par le rayon de courbure extérieur du pont liquide
ρ et par le rayon de courbure intérieur à la demi distance intergranulaire y0 (Fig. 1.13(b)). Se
pose la question de savoir dans quelle section du pont liquide exprimer la force de capillarité.
Plusieurs expressions de la force de capillarité existent [Hotta et al., 1974]. Une première pos-
sibilité consiste à calculer la force de capillarité au niveau de la ligne triple (ligne de contact
correspondant à l’interface liquide-solide-gaz sur le grain), ce qui permet de retrouver la relation
(1.7) :

FBoundary = ∆p π R2 sin2δ + 2π R σ sinδ sin(δ + θ) (1.8)

où la valeur de ∆p est déterminée par l’équation de Laplace au niveau de la ligne triple. Cette
formulation de la force de capillarité s’appelle “Boundary method”. Une alternative à cette
expression est de déterminer la valeur de ∆p au niveau du rayon de gorge y0 du pont liquide,
pour obtenir :

Fmodif = π R2 sin2δ σ

(
1

ρ
− 1

y0

)
+ 2π R σ sinδ sin(δ + θ) (1.9)

Cette expression est également utilisée pour estimer la force de capillarité [Pierrat et Caram,
1997].

Une troisième possibilité consiste à utiliser l’aire de projection correspondant au rayon de
gorge y0 du pont liquide pour déterminer le terme associé à ∆p, et la tangente à ce rayon de
gorge pour le terme associé à la tension superficielle. Cette méthode est connue sous le nom de
“Gorge method” et donne :

FGorge = πy2
0∆p + 2πy0σ (1.10)

Cette relation semble donner une bonne approximation de la force capillaire [Lian et al., 1993].
A partir de ce modèle, des expressions simplifiées de la force capillaire sont possibles [Gröger

et al., 2003; Lian et al., 1998]. La force capillaire est directement exprimée en fonction des rayons
de courbure principaux ρ et y0 du pont liquide :

F = πσy0

(
1 +

y0

ρ

)
(1.11)

Ces modèles décrivent la force capillaire en fonction de paramètres liés directement à la
géométrie du pont liquide ; ces paramètres ne sont pas facilement accessibles par la mesure ou à
partir de paramètres macroscopiques.
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Les paramètres permettant de décrire le doublet capillaire peuvent être classés en deux caté-
gories. La première catégorie concerne les paramètres que l’on peut qualifier de “géométriques”,
c’est-à-dire directement liés à la géométrie du pont liquide : il s’agit en particulier des rayons de
courbure intérieur et extérieur du pont liquide (notés ici respectivement y0 et ρ). La deuxième
catégorie concerne les paramètres plus “physiques” qui sont liés à la configuration générale du
doublet capillaire et potentiellement reliables à des grandeurs macroscopiques. Il s’agit notam-
ment de :

– paramètres liés à la nature du liquide et de l’environnement (gaz et solide) : la tension
superficielle σ et l’angle de mouillage θ,

– paramètre lié à la quantité de liquide mise en oeuvre : le volume du pont liquide V (à
relier à la teneur en liquide macroscopique),

– paramètres liés à la géométrie du doublet : les rayons des grains R1 et R2 (à relier à la
granularité), la distance intergranulaire D (à relier à la texture du squelette solide).

Il est intéressant d’exprimer de façon explicite la force de cohésion par capillarité en fonction
de paramètres aisément mesurables (ou accessibles) et pouvant être éventuellement reliés aux
paramètres macroscopiques teneur en liquide et texture du matériau. Dans cette optique, les
paramètres retenus pour la description du doublet capillaire sont ceux de la deuxième catégorie.

En considérant toujours le cas monodiperse dans le cadre de l’approximation toroı̈dale, les
travaux d’Israelachvili [1992] suggèrent une relation décrivant la force capillaire comme une
fonction de la distance intergranulaire D [Bocquet et al., 2002] :

F = 2πσRcosθ

(
1 − D

2ρ

)
(1.12)

Cette relation tient compte de la distance intergranulaire D, mais également du rayon ρ de l’arc
de cercle décrivant le profil du pont liquide. En poursuivant les développements théoriques, il
est possible d’obtenir une relation entre la force capillaire, la distance intergranulaire D et le
volume du pont liquide V [Maugis, 1987; Pitois et al., 2000] :

F = 2πσRcosθ


1 − 1√

1 + 2V
πRD2


 (1.13)

Cette relation s’inscrit dans le cadre d’un matériau monodisperse avec approximation toroı̈-
dale. Elle suppose un pont liquide de forme cylindrique afin de déterminer le volume de liquide
mis en oeuvre pour former le pont. Cette relation présente l’inconvénient de ne pas être définie
pour les distances intergranulaires nulles. De plus, l’approche toroı̈dale ne permet pas de conser-
ver une courbure constante au pont liquide et pose des problèmes quant à la définition de la
rupture du pont liquide.

Pour s’affranchir de ces difficultés, un modèle a été développé par Mikami et al. [1998],
dans le cas d’un matériau monodisperse, en tenant compte de la forme exacte du profil du
pont liquide. A partir du modèle théorique, une résolution numérique des équations est réalisée.
Une approximation des solutions numériques obtenues permet de proposer une relation explicite
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décrivant la force capillaire en fonction des paramètres du doublet capillaire D, V , σ et θ :

F = 2π Rσ
[
c + exp

(
a D

R + b
)]

a = −1, 1
(

V
R3

)−0,53

b =
(
−0, 34 ln

(
V
R3

)
− 0, 96

)
θ2 − 0, 019 ln

(
V
R3

)
+ 0, 48

c = 0, 0042 ln
(

V
R3

)
+ 0, 078

(1.14)

Cette relation est fort intéressante de par son caractère explicite lié à des paramètres aisément
mesurables et potentiellement reliés à des paramètres macroscopiques du matériau.

L’inconvénient de cette modélisation, comme toutes les précédentes, réside dans le fait que
l’étude de la capillarité est limitée au cas de grains de même taille. Cette restriction au cas
monodisperse ne permet pas de tenir compte de la diversité des tailles des grains rencontrés
dans les milieux granulaires. En particulier, cette restriction condamne beaucoup d’applications
aux sols pour lesquelles la granularité joue un rôle important dans l’organisation de la texture
et dans le comportement mécanique

A notre connaissance, peu d’études ont été réalisées dans le cas de grains de tailles diffé-
rentes (cas polydisperse). Des modèles ont été développés en adoptant une approche toroı̈dale
[Fairbrother et Simons, 1998; Rossetti et Simons, 2003] ou une fonction polynomiale du second
degré [Pepin et al., 2000] pour décrire la forme du profil du pont liquide entre deux grains de
tailles différentes. Cependant ces modèles ne proposent pas de relation explicite force capillaire
F = F (D,V...), mais décrivent la force capillaire à l’aide de paramètres géométriques définissant
la forme du pont liquide. On peut citer dans ce cadre les travaux de Willett et al. [2000] qui
proposent une relation explicite du type F = F (D,V...) pour la force capillaire. Le cas de ponts
liquides entre grains de tailles différentes est ramené au cas monodisperse en utilisant l’approxi-
mation de Derjaguin : le rayon équivalent considéré pour les grains est : 1

R = 1
2( 1

R1
+ 1

R2
). La

force capillaire adimensionnée est notée F ∗ = F/2πRσ, le volume adimensionné s’écrit V ∗ = V
R3 .

La relation décrivant la force est obtenue par une approximation des solutions numériques. Elle
s’exprime en fonction de S+ = D

R

√
V ∗ sous la forme :

lnF ∗ = f1 − f2 exp(f3 lnS+ + f4 (ln S+)2) (1.15)

f1 = (−0, 44507 + 0.050832 θ − 1, 1466 θ2) + (−0, 1119 − 0, 000411 θ − 0, 149 θ2) lnV ∗

+(−0, 012101 − 0, 0036456 θ − 0, 01255 θ2) (ln V ∗)2

+(−0, 0005 − 0, 0003505 θ − 0, 00029076 θ2) (ln V ∗)3

f2 = (1, 9222 − 0, 57473 θ − 1, 2918 θ2) + (−0, 0668 − 0, 1201 θ − 0, 22574 θ2) lnV ∗

+(−0, 0013375 − 0, 0068988 θ − 0, 01137 θ2) (ln V ∗)2

f3 = (1, 268 − 0, 01396 θ − 0, 23566 θ2) + (0, 198 + 0, 092 θ − 0, 06418 θ2) lnV ∗

+(0, 02232 + 0, 02238 θ − 0, 009853 θ2) (ln V ∗)2

+(0, 0008585 + 0, 001318 θ − 0, 00053 θ2) (ln V ∗)3

f4 = (−0, 010703 + 0, 073776 θ − 0, 34742 θ2) + (0, 03345 + 0, 04543 θ − 0, 09056 θ2) lnV ∗

+(0, 0018574 + 0, 004456 θ − 0, 006257 θ2) (lnV ∗)2

(1.16)

Cette relation F ∗
capillaire = F ∗

capillaire(S
+, V ∗) est établie dans le cas d’un pont liquide dont le

volume est approximé par une forme cylindrique, le profil par un arc de cercle, la force capillaire
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est réduite à la seule contribution de la différence de pressions, et les rayons sont remplacés
par un rayon équivalent, se ramenant ainsi au cas monodisperse. De plus, la relation explicite
obtenue est fort complexe et n’est pas définie dans le cas d’une distance intergranulaire nulle.
Afin de s’affranchir de ces deux derniers points, une relation plus simple a également été proposée
par Willett et al. [2000] sous la forme :

F = 2πRσ
(1 − cosδ)cosθ

(1 − cosδ) + 2D
(1.17)

Dans ce cas, la force est exprimée en fonction des paramètres géométriques du pont liquide qui
sont difficilement accessibles.

1.4.3 Rupture du pont liquide

L’étude de la rupture des ponts liquides est également un aspect important de la com-
préhension de la cohésion par capillarité. La rupture du pont liquide est gouvernée par des
considérations énergétiques. En effet, la rupture du pont liquide se produit afin de minimiser
la surface de l’interface liquide-gaz : lorsque la surface du pont liquide en contact avec l’air ne
correspond plus à une surface d’énergie minimale, le pont liquide est rompu. Deux gouttes se
forment à la surface des grains. L’aire totale de l’interface liquide-gaz formé par ces deux gouttes
est inférieure à l’aire de l’interface liquide-gaz du pont liquide originel [Pepin et al., 2000].

Un pont liquide entre deux grains est donc “stable” jusqu’à une certaine valeur de la dis-
tance intergranulaire, à laquelle il se rompt. A partir de résolutions numériques de l’équation de
Laplace-Young, certains auteurs ont mis en évidence l’existence de deux solutions qui convergent
en une seule pour une distance intergranulaire critique qui est assimilée à la distance de rupture
[Erle et al., 1971; Bisschop et Rigole, 1982]. Des critères de rupture arbitraires, basés sur le rayon
de gorge ou l’angle de remplissage, ont alors été proposés.

En se basant sur des considérations énergétiques, dans le cas monodisperse, Lian et al. [1993]
ont proposé la relation (1.18) entre la distance de rupture Drupture, le volume du pont liquide
V , et l’angle de remplissage θ :

Drupture = (1 + 0, 5 θ)V 1/3 (1.18)

Cette relation est valable pour les angles de mouillage inférieurs à 40̊ . Fairbrother et Simons
[1998] ont vérifié le bon accord entre des valeurs de distances de rupture déterminées expéri-
mentalement et les valeurs calculées à l’aide de la relation (1.18) dans les mêmes conditions. La
validité de la relation (1.18) a aussi été confirmée théoriquement par Dai et Lu [1998] grâce à
l’étude de la stabilité d’un pont liquide de forme cylindrique.

Dans le cas polydisperse, Willett et al. [2000] ont proposé un critère théorique de rupture qui
exprime la distance de rupture Drupture en fonction de la taille des grains R1 et R2, du volume
du pont liquide V , et de l’angle de remplissage θ :

Drupture =

(
1 + 0, 25 θ

(
R1

R2
+ 1

)) (
V 1/3 +

(
R1

2R2
− 2

5

)
V 2/3

)
(1.19)

1.4.4 Conclusion

De nombreux modèles permettent d’évaluer la force de capillarité aussi bien dans le cas mo-
nodisperse que dans le cas polydisperse. Cependant, beaucoup d’entre eux expriment la force
capillaire en fonction de paramètres géométriques du pont liquide, ou proposent des relations
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relativement mal adaptées à une implémentation dans un code de calcul.

Pour améliorer la compréhension de la cohésion capillaire dans les milieux granulaires hu-
mides polydisperses, il s’avère utile de disposer d’une expression simple de la force de capillarité
à l’échelle locale. Cette expression doit, en particulier, répondre aux deux exigences suivantes :

– décrire l’évolution de la force de façon explicite en fonction de paramètres accessibles par
la mesure et reliables à des grandeurs macroscopiques du matériau granulaire (à savoir la
distance intergranulaire D, le volume de pont liquide V , la taille des particules...),

– être suffisamment simple pour que son implémentation dans un code de calcul en éléments
discrets permette des simulations de durée “raisonnable”. En effet, le développement des
moyens de calcul et l’utilisation de méthodes numériques en éléments discrets permettent
d’effectuer des simulations sur des milieux granulaires humides en prenant en compte
des lois de capillarité. De nombreux travaux de simulations numériques [Gröger et al.,
2003; Lian et al., 1998; Mikami et al., 1998] ont été réalisés sur des milieux granulaires
humides monodisperses ; l’utilisation d’un modèle local de cohésion capillaire dans le cas
polydisperse devrait permettre de compléter la connaissance des effets de la capillarité
dans les milieux granulaires.

L’étude complète d’un doublet capillaire constitué de grains de tailles différentes et la déter-
mination d’une expression de la force capillaire de ce type font l’objet du deuxième chapitre.
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Chapitre 2

Influence de l’eau à l’échelle locale

2.1 Modélisation d’un doublet capillaire

La cohésion par capillarité est appréhendée à l’échelle d’une paire de grains : il s’agit d’étudier
la façon dont deux grains de tailles différentes sont liés par un pont liquide. L’objectif est
d’exprimer la force de capillarité en fonction de paramètres physiques : distance intergranulaire,
volume de pont liquide, taille des grains... Par la suite, on parlera de “doublet capillaire” pour
désigner une paire de grains liés par un pont liquide.

2.1.1 Cadre de l’étude et hypothèses

Afin d’établir un modèle local de cohésion par capillarité, le milieu granulaire est assimilé à
un milieu granulaire idéal en retenant un certain nombre d’hypothèses.

Devant la diversité des formes possibles pour les grains, la première hypothèse consiste à
assimiler les grains à des sphères. Les grains sont de plus supposés de même nature, c’est-à-
dire que les propriétés physiques et chimiques des grains sont identiques. Les grains sont donc
supposés être tous constitués du même matériau, ou du moins de matériaux équivalents.

La modélisation géométrique du doublet capillaire retenue pour l’étude est représentée sur
la figure 2.1(a). Les rayons des grains sont notés R1 et R2 ; R2 désignera par la suite le rayon
du grain de plus grande taille. La distance intergranulaire est notée D, les angles δ1 et δ2 re-
présentent les angles de remplissage, qui correspondent aux portions de grains “mouillées” par
le liquide. La façon dont le liquide mouille les grains solides est caractérisée par un angle de
mouillage noté θ. L’axe x du doublet est défini comme la droite passant par les centres des
grains. Le pont liquide se présente alors comme un volume axisymétrique d’axe x, dont la forme
est décrite par le profil y(x). Au niveau de la plus petite section du pont liquide se trouve le
rayon de gorge y0 qui correspond au point le plus bas du profil du pont liquide (Fig. 2.1(b)).

La surface des grains présente toujours une certaine rugosité qui peut modifier la force
capillaire [Bocquet et al., 2002]. En relation avec cette rugosité, plusieurs régimes de variation
du phénomène de capillarité peuvent être distingués, pour de faibles teneurs en liquide [Halsey
et Levine, 1998] :

– Le “régime d’aspérités” (Fig. 2.2(a)) apparâıt lorsque de très faibles quantités de liquide se
trouvent dans le milieu. Le mécanisme capillaire se traduit par l’accumulation de liquide
autour d’un petit nombre d’aspérités en contact. Ce régime se maintient tant que la région
mouillée par le pont liquide n’excède pas la distance séparant deux irrégularités (stries ou
sillons).

– Lorsque la quantité de liquide augmente, une extension latérale des ponts liquides se pro-
duit, il s’agit du “régime de rugosité” (Fig. 2.2(b)). Les ponts liquides grossissent, remplis-
sant de liquide certains microsillons.
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(a) (b)

Fig. 2.1 – Pont liquide entre deux grains de tailles différentes (cas polydisperse) : (a) vue
d’ensemble du doublet capillaire, (b) détail du pont liquide.

(a) (b) (c)

Fig. 2.2 – Capillarité et rugosité : (a) régime d’aspérités, (b) régime de rugosité, (c) régime
sphérique.

– Quand l’extension latérale de l’ensemble liquide entre grains se stabilise, le rayon de cour-
bure moyen des grains devient prépondérant par rapport aux grandeurs caractéristiques
des aspérités, le “régime sphérique” est atteint (Fig. 2.2(c)). Dans ce régime, la rugosité
n’influe que très peu la force de capillarité et celle-ci peut être étudiée avec l’hypothèse de
surfaces lisses pour les grains.

Dans la suite de l’étude, la surface des grains est supposée parfaitement lisse : ce qui induit une
rugosité nulle.

Il parâıt raisonnable de négliger les effets de la gravité pour les faibles volumes de ponts
liquides. D’une manière générale, ces effets peuvent être négligés pour de faibles valeurs du
nombre de Bond [Pitois, 1999], soit :

Bo =
L2 ∆ρ g

σ
� 1 (2.1)

où ∆ρ est la différence de masse volumique entre les deux phases constituant l’interface et L
une longueur caractéristique du système. Dans le cas de particules de sols liées par un pont
liquide constitué d’eau, la tension superficielle σ est de l’ordre de 73.10−3 N/m pour une tempé-
rature d’environ 20̊ C et la différence de densité est telle que ∆ρ ≈ 1000 kg/m3 . Si on considère
comme longueur caractéristique L du système le rayon moyen R des grains avec R = 1 mm,
alors Bo = 0, 13, ce qui vérifie la relation (2.1). Pour la modélisation du doublet capillaire, l’effet
de la gravité sera donc négligé, aussi bien en terme de distorsion du pont liquide qu’en terme de
force.

Le pont liquide est étudié dans une configuration quasi-statique. Les effets de viscosité sont
négligés : en effet, la viscosité du liquide et les vitesses relatives entre grains sont supposées être
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suffisamment faibles pour que la force dynamique du pont liquide soit négligée. Pour vérifier la
validité de cette hypothèse, il faut examiner la contribution de la viscosité d’une part, et de la
tension superficielle, d’autre part, au niveau des forces exercées sur le pont liquide ; le nombre
capillaire adimensionné Ca = µ v

σ , c’est-à-dire le rapport de la force dynamique à la force statique,
permet de réaliser cette comparaison [Mikami et al., 1998]. Les effets de la viscosité dominent
les effets de la force de cohésion par capillarité quand Ca est plus grand que 1 ; au contraire,
les effets de la tension superficielle sont prédominants quand Ca ≤ 10−3. Iveson et al. [2002]
ont également observé que, pour des valeurs du nombre capillaire inférieures à 10−4, le compor-
tement macroscopique d’échantillons granulaires est indépendant de la vitesse de déformation.
Dans le cas de l’eau à 20◦C, la tension superficielle σ vaut 73.10−3 N/m et la viscosité µ est
de 1, 01.10−3 Pa.s. En estimant que la vitesse relative entre les grains n’excède pas 0, 01 m/s,
le nombre capillaire est tel que Ca < 1, 38.10−4. L’hypothèse est donc vérifiée et, de ce fait, on
peut considérer que les grains peuvent se déplacer tangentiellement sans résistance visqueuse :
le pont liquide n’exerce qu’une force normale entre les grains.

En conclusion, les hypothèses suivantes sont retenues pour la modélisation de la cohésion
par capillarité à l’échelle d’un doublet capillaire :

– les grains sont supposés parfaitement sphériques et de même nature (propriétés physiques
et chimiques),

– la surface des grains est supposée parfaitement lisse (rugosité nulle),
– l’action de la pesanteur est négligée aussi bien en terme de force qu’en terme de distorsion

du pont liquide,
– le pont liquide est étudié dans une configuration quasi-statique ; les effets de la viscosité

sont négligés.

2.1.2 Profil du pont liquide entre deux grains de tailles différentes

Le profil du pont liquide, qui n’est pas connu de façon explicite, est régi par une équation
différentielle qui conditionne la forme du pont liquide entre les deux grains. Cette équation peut
être établie en se basant sur des approches a priori différentes : l’étude de l’équilibre d’une portion
de pont liquide, la recherche de la forme d’une surface d’énergie minimale ou bien l’équation de
Laplace.

Équilibre d’une portion de pont liquide

En isolant un élément du pont liquide de très faible épaisseur dx, on obtient une portion de
pont liquide centrée sur l’axe x du doublet ayant sensiblement la même forme qu’un tronc de
cône de petit rayon y(x1) et de grand rayon y(x2) (Fig. 2.3).

Les actions mécaniques exercées sur cet élément du pont liquide sont, d’une part, les forces
dues aux pressions et, d’autre part, les forces générées par la tension superficielle σ du liquide.

Le liquide en contact avec cette portion du pont liquide exerce une force de pression sur les
deux sections circulaires orthogonales à l’axe x du doublet. Le gaz présent dans l’espace poral
génère quant à lui une action de pression orthogonalement à la surface libre. La résultante de
ces actions de pression est portée par l’axe du doublet et vaut :

(pgaz − pliquide) π
(
y2(x2) − y2(x1)

)
= ∆p π

(
y2(x2) − y2(x1)

)
(2.2)

Dans chacune des sections extrémales, la tension superficielle σ du liquide génère une action
en chacun des points de la membrane extérieure du pont liquide (c’est-à-dire au niveau de
l’interface liquide-gaz). Ces actions élémentaires sont orientées d’un angle β par rapport à l’axe
x du doublet et s’écrivent en projection sur l’axe x, au niveau de la section d’abscisse xi :

2π y(xi)σ cos βi (2.3)
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Fig. 2.3 – Equilibre mécanique d’une portion de pont liquide.

L’équilibre mécanique de cet élément de pont liquide permet alors d’écrire (projection sur
x ) :

∆p π
(
y2(x2) − y2(x1)

)
+ 2π y(x2)σ cos β2 − 2π y(x1)σ cos β1 = 0 (2.4)

Les angles βi peuvent être exprimés en fonction des dérivées du profil du ménisque à travers
la relation tanβi = y′(xi). De plus, en utilisant le fait que cos (arctan u) = 1√

1+u2
, il est possible

de réécrire l’équation précédente sous la forme :

∆p π
(
y2(x2) − y2(x1)

)
+ 2π y(x2)σ

1√
1 + y′2(x2)

− 2π y(x1)σ
1√

1 + y′2(x1)
= 0 (2.5)

ou encore :

∆p π (y(x2) − y(x1)) (y(x2) + y(x1)) + 2π σ

(
y(x2)√

1 + y′2(x2)
− y(x1)√

1 + y′2(x1)

)
= 0 (2.6)

En divisant cette équation par dx (non nul), et en effectuant un passage à la limite pour dx
tendant vers zéro, on obtient les expressions suivantes pour les différents termes constitutifs de
l’équation :

lim
dx→0

(y(x2) − y(x1))

dx
= y′(x) (2.7)

lim
dx→0

(y(x2) + y(x1)) = 2y(x) (2.8)

lim
dx→0

(
y(x2)√

1+y′2(x2)
− y(x1)√

1+y′2(x1)

)

dx
=

y′(x)√
1 + y′2(x)

− y(x) y′(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
(2.9)

On obtient ainsi l’équation suivante :

2∆p π y(x) y′(x) + 2π σ

(
y′(x)√

1 + y′2(x)
− y(x) y′(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2

)
= 0 (2.10)
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Fig. 2.4 – Surface d’énergie minimale

soit :

y′(x)

(
∆p y(x) + σ

1 + y′2(x) − y(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2

)
= 0 (2.11)

En écartant le cas où la dérivée du profil est nulle pour tout x, on obtient l’équation diffé-
rentielle régissant la forme du profil du ménisque :

∆p y(x) + σ
1 + y′2(x) − y(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
= 0 (2.12)

Approche thermodynamique : recherche d’une surface d’énergie minimale

Le pont liquide prend une forme telle que l’interface liquide-gaz corresponde à une surface
d’énergie minimale. La température et la pression externe (pression du gaz) sont considérées
comme constantes. Le potentiel thermodynamique considéré pour l’étude s’écrit : G∗ = F +
pext V , où F est l’énergie libre.

Une petite variation de G∗ s’écrit alors :

δG∗ = σ δA − pint δV + pext δV (2.13)

où A est l’aire de la surface considérée, pint la pression de liquide et pext la pression du gaz.

L’interface liquide-gaz est une surface de révolution d’axe x, dont la forme est définie par
la fonction y(x) qui représente l’ordonnée du profil au point d’abscisse x. La surface étant à
l’équilibre, une variation δy de la fonction y(x) doit entrâıner une variation δG∗ = 0 (le potentiel
G∗ est minimum).

En utilisant les notations de la figure 2.4, il est possible de définir :

– la longueur d’un élément de profil de dimension à la base dx :

dl =
√

1 + y′2(x) dx (2.14)

– l’aire d’un élément de surface de dimension à la base dx :

dA = 2π y(x)
√

1 + y′2(x) dx (2.15)

– le volume de ce même élément :

dV = π y2(x) dx (2.16)

L’équation (Eq. 2.13) s’écrit alors :
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Fig. 2.5 – Position de la ligne triple sur les grains.

0 = δG∗ = (pext − pint)

∫
δ(dV ) + σ

∫
δ(dA) (2.17)

ou encore, en notant xc1 et xc2 les abscisses correspondant au contact entre le pont liquide et
les grains (ligne triple définissant l’interface solide-liquide-gaz) (Fig. 2.5) :

0 = 2π ∆p

∫ xc2

xc1

y(x) δy(x) dx + 2π σ

∫ xc2

xc1

(
δy(x)

√
1 + y′2(x) +

y(x) y′(x)√
1 + y′2(x)

δy′(x)

)
dx

(2.18)
En effectuant une intégration par parties, l’équation devient :

0 =∆p

∫ xc2

xc1

y(x)δy(x)dx + σ

∫ xc2

xc1

√
1 + y′2(x)δy(x)dx + σ

[
y(x)y′(x)√
1 + y′2(x)

δy(x)

]xc2

xc1

− σ

∫ xc2

xc1

d

(
y(x)y′(x)√
1 + y′2(x)

)
δy(x)dx (2.19)

Cette dernière expression est nulle pour toutes valeurs de la fonction δy. Il est donc possible
de choisir δy telle que δy(x1) = δy(x2) = 0 :

0 = ∆p

∫ xc2

xc1

y(x) δy(x) dx + σ

∫ xc2

xc1

√
1 + y′2(x) δy(x) dx − σ

∫ xc2

xc1

d

(
y(x) y′(x)√
1 + y′2(x)

)
δy(x) dx

(2.20)
de plus

d

(
y(x) y′(x)√
1 + y′2(x)

)
=

(
y′2(x) + y(x) y′′(x)

) (
1 + y′2(x)

)
− y(x) y′2(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
(2.21)

d’où

0 =

∫ xc2

xc1

(
∆p y(x) + σ

(
1 + y′2(x) − y(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2

))
δy dx (2.22)

Les fonctions considérées étant continues, il faut, pour que cette intégrale s’annule partout
quelle que soit la valeur de δy(x), que l’on ait en tout point :
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∆p y(x) + σ
1 + y′2(x) − y(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
= 0 (2.23)

On obtient ainsi la même équation différentielle (Eq. 2.12).

Équation de Laplace

Le théorème de Laplace (1805) établit que l’accroissement de pression hydrostatique ∆p qui
se produit quand on traverse la surface de séparation de deux fluides, est égal au produit de la
tension superficielle σ par la courbure de la surface C = 1

ρint
+ 1

ρext
, soit :

∆p = σ

(
1

ρint
+

1

ρext

)
(2.24)

où ρint et ρext sont les rayons de courbure algébriques de la surface [De Gennes et al., 2002].

Dans le cas d’un pont liquide dont la forme est définie par le profil y(x), l’équation de Laplace
permet d’écrire au niveau de l’interface liquide-gaz :

pliquide − pgaz

σ
=

1

ρint
+

1

ρext
(2.25)

avec la courbure intérieure de la surface du pont liquide :

1

ρint
=

1

y(x)
√

1 + y′2(x)
(2.26)

et la courbure extérieure de la surface du pont liquide :

1

ρext
=

−y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
(2.27)

l’équation (Eq. 2.25) peut donc s’écrire :

1

y(x)
√

1 + y′2(x)
− y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
=

pliquide − pgaz

σ
(2.28)

ce qui donne :

(
1 + y′2(x)

)
− y(x) y′′(x)

y(x) (1 + y′2(x))3/2
=

pliquide − pgaz

σ
(2.29)

et donc finalement :

∆p y(x)
(
1 + y′2(x)

)3/2
+ σ

(
1 + y′2(x) − y(x) y′′(x)

)
= 0 (2.30)

Conclusion : Équation différentielle définissant la forme du pont liquide

Les trois approches précédentes, bien que différentes dans leur nature, conduisent à une même
équation différentielle définissant la forme de la surface du pont liquide entre deux grains :

∆p y(x) + σ
1 + y′2(x) − y(x) y′′(x)

(1 + y′2(x))3/2
= 0 (2.31)

Il est intéressant de remarquer que lorsque ∆p = 0, le profil y(x) est celui d’une surface de
révolution à courbure nulle comme le montre l’équation (2.25). Le profil a alors la forme d’une
“châınette” et peut s’écrire, en notant y0 le rayon de gorge (ordonnée à l’origine), sous la forme :
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Fig. 2.6 – Film de savon entre deux anneaux circulaires : le profil du film de savon correspond
à une “châınette”.

y(x) = y0 cosh

(
x

y0

)
(2.32)

Il s’agit par exemple de la forme d’un film de savon tendu entre deux anneaux circulaires, comme
l’illustre la photographie de la figure 2.6.

2.1.3 Géométrie du pont liquide

La modélisation du pont liquide doit intégrer les deux grandeurs V (volume de pont liquide),
d’une part, et D (distance intergranulaire), d’autre part, afin de conserver un lien avec les
grandeurs macroscopiques teneur en eau et structure du milieu granulaire. Les deux grandeurs
V et D dépendent de la configuration géométrique du pont liquide et sont liées à la position de
l’interface solide-liquide-gaz sur les grains.

Volume du pont liquide

Le volume du pont liquide entre les grains est calculé comme étant égal au volume recouvert
par la surface correspondant à l’interface liquide-gaz, auquel sont soustraits les volumes corres-
pondants aux portions de grains “mouillées” par le pont liquide. Le volume V du pont liquide
s’exprime alors sous la forme suivante :

V = π

∫ xc2

xc1

y2(x) dx − V1 − V2 (2.33)

Dans cette expression, les termes V1 et V2 désignent les volumes des portions de grains solides
recouvertes par le pont liquide. Ces portions “mouillées” par le pont liquide sont des calottes
sphériques (parties grisées sur la figure 2.7 (a)), de volumes respectifs :

Vj = 1
3 π R3

j (1 − cosδj)
2(2 + cosδj) , j = 1, 2 (2.34)

Les termes xc1 et xc2 sont les abscisses correspondant à la position de la ligne triple, c’est-à-
dire la ligne définissant l’interface solide-liquide-gaz, respectivement sur le grain 1 et sur le grain
2. Le volume V du pont liquide s’écrit donc :

V = π

∫ xc2

xc1

y2(x) dx − 1

3
π R3

1 (1 − cosδ1)
2(2 + cosδ1) −

1

3
π R3

2 (1 − cosδ2)
2(2 + cosδ2) (2.35)
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(a) (b)

Fig. 2.7 – Pont liquide entre deux grains de tailles différentes : (a) portions de grains recouvertes
par le pont liquide, (b) position de la ligne triple sur les grains.

Distance intergranulaire

La distance intergranulaire D est la distance de séparation entre les deux grains. Son expres-
sion est déterminée grâce à la géométrie du pont liquide, à travers les valeurs de R1, R2, xc1 et
xc2 :

D = xc2 − R2(1 − cosδ2) − xc1 − R1(1 − cosδ1) (2.36)

2.1.4 La force de cohésion par capillarité

La force capillaire entre les grains résulte de la combinaison de deux forces : d’une part, la
force de tension superficielle du liquide et, d’autre part, la force due à la différence de pression
entre l’air présent dans l’espace poral et l’eau constituant le pont liquide (voir chapitre 1).

La force capillaire est calculée au niveau de la plus petite section du pont liquide, c’est-à-dire
au niveau du rayon de “gorge” y0, et s’écrit :

Fcapillaire = 2π y0 σ + π y2
0 ∆p (2.37)

2.1.5 Conclusion

Le cas d’un pont liquide entre deux grains constitue une parfaite illustration d’un système
avec couplage forme-force. En effet, la forme du pont liquide et la force capillaire sont intimement
liées comme le montrent les équations précédentes (Eq. 2.31 à 2.37). La détermination de la
configuration du pont liquide et de la force capillaire nécessite la résolution d’un système couplé
dans lequel intervient une équation différentielle du second degré non linéaire dont la résolution
analytique est particulièrement délicate. L’étude de la cohésion par capillarité nécessite donc
une résolution numérique des équations :

∆p y(x) + σ 1+y′2(x)−y(x) y′′(x)

(1+y′2(x))3/2
= 0

V = π
∫ xc2

xc1
y2(x) dx − 1

3 π R3
1 (1 − cosδ1)

2(2 + cosδ1) − 1
3 π R3

2 (1 − cosδ2)
2(2 + cosδ2)

D = xc2 − R2(1 − cosδ2) − xc1 − R1(1 − cosδ1)

Fcapillaire = 2π y0 σ + π y2
0 ∆p

(2.38)
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Ce système d’équations est complété par les équations définissant les conditions de raccor-
dement du pont liquide sur les grains (ces équations sont détaillées à la section suivante). Dans
le système d’équations, interviennent les grandeurs D, V , R1, R2, θ, σ, ∆p, y, xc1, xc2, δ1 et δ2.
Les grandeurs R1, R2, θ et σ seront considérées comme des paramètres, c’est-à-dire qu’ils sont
connus au cours d’une résolution numérique. Les grandeurs ∆p et δ1 constituent les variables
d’entrée pour la résolution numérique. Au cours de la résolution numérique, les inconnues y, xc1,
xc2 et δ2 sont calculées et permettent de déterminer les grandeurs de sortie D, V et Fcapillaire.

2.2 Étude numérique du doublet capillaire

Le but de cette étude est de trouver, à partir du modèle local, une relation liant, d’une part,
la force capillaire entre deux grains de tailles différentes et, d’autre part, les paramètres décrivant
la configuration du doublet capillaire (D, V , R1, R2, θ, σ).

2.2.1 Préliminaire à l’étude : paramétrage et adimensionnement du modèle

Afin d’étudier l’ensemble des configurations possibles en s’affranchissant d’une géométrie
particulière des grains, les équations établies au paragraphe précédent sont adimensionnées. Le
modèle local est alors étudié numériquement en fonction du paramètre r = R1

R2
(rapport des

rayons des deux grains constitutifs du doublet). Les différentes grandeurs géométriques sont
adimensionnées par une grandeur caractéristique qui est R2, à savoir le rayon du grain de plus
grande taille. Les grandeurs adimensionnées, notées avec une astérisque, sont définies ci-après :

R∗
1 = R1

R2
= r

V ∗ = V
R3

2

x∗ = x
R2

y∗ = y
R2

y∗0 = y0

R2

(2.39)

Les dérivées s’écrivent sous la forme suivante1 :

y′(x) = y∗
′

(x∗)

y′′(x) = y∗

′′

(x∗)
R2

(2.40)

Grâce à ces grandeurs adimensionnées, les équations obtenues précédemment s’expriment sous
forme adimensionnelle.

L’équation différentielle (2.31) régissant la forme du pont liquide s’écrit :

∆pR2

σ
y∗(x∗) +

1 + y∗
′2

(x∗) − y∗(x∗) y∗
′′

(x∗)
(
1 + y∗

′2

(x∗)
)3/2

= 0 (2.41)

1En notant y(x) = y∗.R2 et x = x∗.R2, on a :

y
′(x) =

dy(x)

dx
=

dy∗.R2

dx∗.R2

=
R2

R2

dy∗

dx∗
= y

∗

′

(x∗)

y
′′(x) =

dy′(x)

dx
=

dy∗

′

(x∗)

dx∗.R2

=
y∗

′′

(x∗)

R2
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en notant H le terme adimensionnel ∆pR2

σ , l’équation différentielle devient :

H y∗(x∗) +
1 + y∗

′2

(x∗) − y∗(x∗) y∗
′′

(x∗)
(
1 + y∗

′2

(x∗)
)3/2

= 0 (2.42)

La force de cohésion par capillarité est adimensionnée2 par le terme 2π R2 σ, ce qui donne,
en l’exprimant au niveau du rayon de gorge :

F ∗
capillaire =

Fcapillaire

2π R2 σ
=

π y2
0 ∆p + 2π y0 σ

2π R2 σ
=

1

2
y∗

2

0 H + y∗0 (2.43)

2.2.2 Principe de l’étude numérique

La forme du pont liquide est régie par une équation différentielle du second degré non linéaire.
La première étape de l’étude numérique du doublet capillaire consiste à résoudre cette équation
différentielle.

Définition de la forme du pont liquide : résolution de l’équation de Laplace

Le profil du pont liquide est défini par l’équation (2.42) :

y∗
′′

(1 + y∗
′2

)3/2
− 1

y∗
√

1 + y∗
′2

= H (2.44)

Pour résoudre cette équation différentielle, deux conditions aux limites sont nécessaires. La
première condition est définie par la dérivée du profil du pont liquide au niveau de la gorge du
pont : pour x∗ = 0, y∗

′

(0) = 0. La deuxième condition est donnée par la valeur du rayon de
gorge : pour x = 0, y∗(0) = y∗0. Cette valeur y∗

0 du rayon de gorge doit être déterminée. Pour

cela, le changement de variables suivant est effectué : Q = 1 + y∗
′2

. L’équation (2.44) s’écrit
alors :

1

2Q3/2

dQ

dy∗
− 1

y∗ Q1/2
= H (2.45)

ce qui conduit à

dQ

dy∗
− 2Q

y∗
= 2H Q3/2 (2.46)

Il s’agit d’une équation différentielle de type Bernoulli dont la solution3 est :

Q =
4 y∗

2

(2K − H y∗
2

)2
(2.47)

où K est une constante d’intégration. En remplaçant Q par sa valeur, à savoir 1 + y∗
′2

, il est
possible d’écrire :

2Pour adimensionner la force capillaire, il faut utiliser une grandeur de même dimension qu’une force. L’uti-
lisation du terme de tension superficielle σ permet de s’affranchir d’un liquide particulier. Pour être de même
dimension qu’une force, le terme σ doit être multiplié par une longueur ; le choix de la grandeur R2 permet de
conserver l’homogénéité de l’ensemble des adimensionnements.

3Le cas y∗ =
√

2K
H

ne pose pas de problème. En effet, les équations (Eq. 2.51 et 2.52) permettent de vérifier

que y∗ < y∗

1 <

√
2K
H

, d’une part, et y∗ < y∗

2 <

√
2K
H

, d’autre part.
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y∗√
1 + y∗

′2

+
1

2
H y∗

2

= K (2.48)

La constante K est déterminée en utilisant les conditions de contact entre les grains et le pont
liquide, c’est-à-dire les conditions au niveau de la ligne triple. Au niveau de la ligne triple sur

le grain 1, y∗1 = r sinδ1 et y∗
′

1 = 1
tan(δ1+θ) , en utilisant ces expressions dans l’équation (2.48), on

obtient :

r sinδ1√
1 + 1

tan2(δ1+θ)

+
1

2
H r2 sin2δ1 = K (2.49)

comme cos2a = 1
1+tan2a

, l’équation (2.49) s’écrit :

r sinδ1 cos(δ1 + θ) tan(δ1 + θ) +
1

2
H r2 sin2δ1 = K (2.50)

ce qui donne finalement :

r sinδ1 sin(δ1 + θ) +
1

2
H r2 sin2δ1 = K (2.51)

La constante K peut également être calculée au niveau de la ligne triple du grain 2, avec

y∗2 = sinδ2 et y∗
′

2 = 1
tan(δ2+θ) :

sinδ2 sin(δ2 + θ) +
1

2
H sin2δ2 = K (2.52)

Les deux expressions précédentes de K sont bien entendu équivalentes et permettent donc
de relier les angles de remplissage δ1 et δ2.

Le repère définissant le doublet capillaire est centré sur l’axe du doublet au niveau de la gorge
du pont liquide. Au niveau du rayon de gorge, c’est-à-dire pour x∗ = 0, le profil du pont liquide

est tel que y∗
′

(0) = 0. Avec cette condition, l’ordonnée du profil à l’origine y∗
0, correspondant au

rayon de gorge, peut-être calculée à l’aide de la relation (2.48) :

1

2
H y∗

2

0 + y∗0 = K (2.53)

La constante K correspond à la force capillaire F ∗
capillaire. Cette constante étant connue, le

rayon de gorge peut être déterminé :

y∗0 =

{
K si H = 0

−1+
√

1+2 H K
H si H 6= 0

(2.54)

Les deux conditions aux limites sont donc connues, il est donc maintenant possible de résoudre
l’équation différentielle (Eq. 2.44).

Recherche de triplets (D∗, V ∗, F ∗)

L’objectif est d’obtenir par résolution numérique un ensemble de triplets (D∗, V ∗, F ∗) pour
différentes valeurs du rapport de tailles des grains r et de l’angle de mouillage θ. Au cours
de la résolution numérique, les paramètres r et θ sont constants. Les paramètres d’entrée de la
résolution numérique sont l’angle de remplissage δ1 et le terme adimensionnel H. Les paramètres
de sortie sont la distance intergranulaire D∗, le volume du pont liquide V ∗ et la force capillaire
F ∗

capillaire. Pour des valeurs de δ1 et H données :
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1. La force capillaire F ∗
capillaire et la constante K sont déterminées en premier :

F ∗
capillaire = K =

1

2
y∗

2

0 H + y∗0 (2.55)

2. Le profil du pont liquide est ensuite déterminé par résolution de l’équation différentielle

(Eq. 2.44) en tenant compte des conditions aux limites y∗
0 et y∗

′

(0) = 0. Pour cela, la
fonction ode23t du logiciel MATLAB est utilisée4. On obtient ainsi un profil par points
défini par les valeurs discrètes y∗

k.

3. A partir de ce profil, une recherche de la position de la ligne triple (contact entre les
grains et le pont liquide) est effectuée. Les ordonnées correspondant à la position de la
ligne triple sur les grains sont connues. Pour le grain 1, l’ordonnée du contact pont liquide-
grain est y∗c1 = r sinδ1. Pour le grain 2, il s’agit de y∗

c2 = sinδ2, l’angle de remplissage
δ2 étant déterminé grâce aux relations (2.51) et (2.52) définissant la constante K. Les
abscisses x∗

c1 et x∗
c2 sont obtenues par la recherche des points du profil dont l’ordonnée

vaut respectivement y∗
c1 et y∗c2.

4. On peut alors déterminer la distance intergranulaire D∗, d’une part :

D∗ = x∗
c2 − (1 − cosδ2) − x∗

c1 − r(1 − cosδ1) (2.56)

et le volume de pont liquide V ∗, d’autre part :

V ∗ =

c2∑

k=c1

π y∗
2

k − 1

3
π r3 (1 − cosδ1)

2(2 + cosδ1) −
1

3
π (1 − cosδ2)

2(2 + cosδ2) (2.57)

Il est ainsi possible d’obtenir la valeur de la force capillaire pour une configuration de doublet
capillaire donnée. Par itération sur les paramètres δ1 et H, un ensemble de solutions numériques
discrètes est obtenu, pour un rapport de rayons r et un angle de mouillage θ donnés. Un exemple
illustré de la méthode numérique utilisée est présenté en annexe A.

2.2.3 Modèle théorique de cohésion par capillarité

Relation explicite

L’étude numérique du modèle de cohésion par capillarité à l’échelle locale permet d’obtenir un
ensemble de valeurs discrètes reliant la force de capillarité F ∗

capillaire aux paramètres décrivant
la configuration du doublet capillaire à savoir la distance intergranulaire D∗, le volume du
pont liquide V ∗, le rapport des rayons des grains r, et l’angle de mouillage θ. Grâce à un
ajustement mathématique effectué sur ces valeurs numériques discrètes, il est possible d’obtenir
une relation explicite du type F ∗

capillaire = F ∗
capillaire(D

∗, V ∗, r, θ). Cette relation explicite
constitue une extension au cas polydisperse du modèle proposé par Mikami et al. [1998] dans le
cas monodisperse. Cette relation s’écrit :

F ∗
capillaire =

√
r

2
(c + exp (aD∗ + b)) (2.58)

où r = R1

R2
est le rapport des rayons des grains et D∗ = D

R2
est la distance intergranulaire. Les

coefficients a, b, et c sont des fonctions du volume de pont liquide V ∗ = V
R3

2

, et de l’angle de

4Les “pas” de calcul et les tolérances utilisés sont de 10−6. Pour plus d’informations, on pourra consulter les
travaux de Shampine et Reichelt [1997].
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mouillage θ (en radians) :

a = −1, 1 (V ∗)−0,53

b = (−0, 148 ln (V ∗) − 0, 96) θ2 − 0, 0082 ln (V ∗) + 0, 48

c = 0, 0018 ln (V ∗) + 0, 078

(2.59)

Critère de rupture

Afin de compléter ce modèle théorique de cohésion par capillarité, il est nécessaire de disposer
d’un critère simple qui permet de définir la rupture du pont liquide. Dans le cas monodisperse,
Lian et al. [1993] ont proposé la relation suivante entre la distance de rupture Drupture, le volume
du pont liquide V , et l’angle de mouillage θ :

Drupture = (1 + 0, 5 θ)V 1/3 (2.60)

Dans le cas polydisperse, Willett et al. [2000] ont proposé un critère théorique de rupture qui
exprime la distance de rupture Drupture en fonction des rayons des grains R1 et R2, du volume
du pont liquide V , et de l’angle de mouillage θ :

Drupture =

(
1 + 0, 25 θ

(
R1

R2
+ 1

)) (
V 1/3 +

(
R1

2R2
− 2

5

)
V 2/3

)
(2.61)

L’utilisation de l’un de ces critères théoriques de rupture, basés sur des grandeurs accessibles
par la mesure, permet de compléter le modèle théorique de cohésion par capillarité décrit par
les relations (2.58) et (2.59).

Analyse du modèle théorique

Le modèle théorique de cohésion par capillarité (Eq. 2.58 et 2.59) permet d’évaluer l’influence
des différents paramètres D, V , r et θ sur la force capillaire. De façon générale, quelle que soit
la configuration du doublet capillaire, la force capillaire diminue avec la distance intergranulaire
(Fig. 2.8).

Dans le cas d’un angle de mouillage θ nul (cas fréquemment rencontré dans la littérature en
ce qui concerne le mouillage de l’eau sur du verre [Taylor, 1948]), il est possible de dégager les
tendances générales de l’évolution de la force de capillarité. Pour un rapport r des rayons des
grains donné, la force capillaire est quasiment identique pour une distance intergranulaire nulle
quel que soit le volume du pont liquide. Par contre, pour une distance intergranulaire non nulle
donnée, la force capillaire augmente lorsque le volume du pont liquide augmente (Fig. 2.8(a)).
Ces observations sont en adéquation avec les constatations déjà effectuées par de nombreux
auteurs, en particulier Pitois [1999]. Le paramètre r a aussi un effet sur l’intensité de la force
capillaire : à distances intergranulaires égales et volumes de pont liquide égaux, la force capillaire
augmente avec le rapport r (Fig. 2.8(b)). Ces constatations soulignent l’importance du rôle des
paramètres D, V , et r dans la détermination de la force capillaire.

Le paramètre angle de mouillage θ joue également un rôle important dans l’évolution de
l’intensité de la force capillaire. Globalement, l’intensité de la force capillaire diminue quand
la valeur de l’angle de mouillage augmente, tous les autres paramètres étant égaux par ailleurs
(figures 2.8 (a), (c) et (e), d’une part, et figures 2.8 (b), (d) et (f), d’autre part). Lorsque la
valeur de l’angle de mouillage augmente, l’effet du volume du pont liquide sur l’intensité de la
force capillaire dépend de la distance intergranulaire (Fig. 2.8 (c) et (e)) : pour les distances
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intergranulaires faibles, la force est d’autant plus élevée que le volume est faible. Au contraire, à
partir d’une certaine valeur de distance intergranulaire, le comportement “classique” est observé,
c’est-à-dire qu’à distances intergranulaires égales, la force capillaire est d’autant plus élevée que
le volume du pont liquide est important. Ce point d’inversion de l’évolution de la force capillaire
se produit pour des valeurs de distance intergranulaire d’autant plus élevées que la valeur de θ
est importante.

Cette analyse montre que la force capillaire est particulièrement sensible à l’évolution des
paramètres qui la décrivent.
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Fig. 2.8 – Évolution de la force capillaire en fonction des paramètres D, V , r et θ sur quelques
exemples : (a) R1 = R2 = 3 mm et θ = 0◦, (b) R2 = 3 mm, V = 2 mm3 et θ = 0◦, (c)
R1 = R2 = 3 mm et θ = 20◦, (d) R2 = 3 mm, V = 2 mm3 et θ = 20◦, (e) R1 = R2 = 3 mm et
θ = 40◦, (f) R2 = 3 mm, V = 2 mm3 et θ = 40◦.
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2.3 Confrontation du modèle théorique avec des données de la

littérature

La pertinence du modèle théorique proposé au paragraphe 2.2.3 a été vérifiée par confronta-
tion avec les résultats de Willett et al. [2000].

Ces auteurs ont réalisé des expériences sur des doublets polydisperses constitués de billes
de saphir de différentes tailles. Les rayons des billes sont respectivement R = 2, 381 mm,
R = 1, 588 mm et R = 1, 191 mm, ce qui permet de constituer différentes configurations de
doublets capillaires. Leurs résultats expérimentaux corroborent les résultats théoriques fournis
par la résolution numérique de l’équation de Laplace-Young. En se plaçant dans les mêmes condi-
tions que celles utilisées par Willett et al. [2000], la figure 2.9 présente les valeurs déterminées
par Willett et al. [2000], d’une part, et déterminées par le modèle théorique, d’autre part : la
bonne concordance des valeurs permet de vérifier la pertinence du modèle théorique.

2.4 Études expérimentales à l’échelle locale

Des expériences à l’échelle locale sont effectuées sur différentes configurations de doublets
capillaires afin, d’une part, de vérifier la pertinence du modèle sur d’autres configurations et,
d’autre part, de mieux comprendre l’influence des différents paramètres intervenant dans la
cohésion par capillarité.

2.4.1 Dispositif et protocole expérimentaux

Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est illustré sur la figure 2.10. Une vue d’ensemble du dispositif est
présentée sur la figure 2.11(a).

Les grains sont constitués de billes en acier inoxydable 18/10 (AFNOR ZCN 18-09, fournis-
seur Marteau-Lemarie), dont le diamètre varie de 2 mm à 10 mm avec un incrément de 1 mm
(Fig. 2.11(b)). La tolérance sur le diamètre nominal est de 12, 5 µm, l’erreur de sphéricité vaut
2, 5 µm, et la rugosité est Ra = 0, 125 µm. La bille inférieure est fixée sur un support posi-
tionné sur le plateau d’une balance de précision (la précision est le dixième de milligramme).
La bille supérieure est fixée sur une table micrométrique. Une potence permet de maintenir la
table micrométrique à la verticale au-dessus du plateau de la balance (Fig. 2.11(c)). De l’eau
déminéralisée est utilisée pour former les ponts liquides entre les deux billes. Une microseringue
de marque Hamilton série 700 de 10 µl de contenance, graduée tous les 0, 1 µl, sert à mesurer le
volume d’eau et à introduire l’eau entre les billes pour former le pont liquide.

La diversité des tailles de billes permet de réaliser différentes configurations de doublets
capillaires (Fig. 2.11(d)), aussi bien en terme de volumes de pont liquide que de tailles de grains.

Protocole expérimental

Le principe des expériences consiste à effectuer des essais de traction contrôlés en déplacement
sur des doublets capillaires de configurations variées. Après dégraissage à l’acétone, rinçage et
séchage, les billes sont mises en place dans le dispositif expérimental : la bille inférieure est
positionnée sur le plateau de la balance et la bille supérieure est fixée à la table micrométrique
(Fig. 2.10). La microseringue permet d’introduire un volume d’eau donné entre les grains afin de
créer le pont liquide. La distance intergranulaire est contrôlée par la vis micrométrique. L’état
initial de l’essai correspond au contact entre les billes d’acier inoxydable (distance intergranulaire
nulle). L’état final correspond à la rupture du pont liquide. La traction exercée sur le pont liquide
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(a)

(b)

(c)

Fig. 2.9 – Comparaison du modèle théorique avec les résultats de Willett et al. [2000] obtenus
pour des ponts liquides de volume V réalisés avec une huile silicone de tension superficielle
σ = 20, 6.10−3 N/m pour les rayons de billes suivant : (a) R1 = 2, 381 mm et R2 = 2, 381 mm
(soit r = 1), (b) R1 = 1, 588 mm et R2 = 2, 381 mm (soit r = 2/3), (c) R1 = 1, 191 mm et
R2 = 2, 381 mm (soit r = 0, 5).
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Fig. 2.10 – Illustration du dispositif expérimental.

est effectuée par incréments de distance intergranulaire de 50 µm. Pour chaque incrément, la
force capillaire est obtenue par pesée différentielle :

Fcapillaire = (ms − ma) g (2.62)

où ms correspond à la masse sèche de la bille inférieure et de son support, ma est la masse
apparente relevée pour chaque valeur de la distance intergranulaire et g est l’accélération de
la pesanteur. Chaque mesure nécessite approximativement 20 s, le temps que le pont liquide
soit à l’équilibre et que la balance se stabilise. Environ 40 mesures sont effectuées pour suivre
l’évolution de la force capillaire depuis le contact entre les grains jusqu’à la rupture du pont
liquide, ce qui correspond à une durée moyenne d’essai de 15 min.

2.4.2 Résultats expérimentaux

Premières constatations

Les figures 2.12 (a) et (b) mettent en évidence une variation non monotone de la force ca-
pillaire au cours des essais et l’existence de deux phases. Dans une première phase, pour de
faibles valeurs de la distance intergranulaire, la force capillaire crôıt avec la distance intergranu-
laire jusqu’à une valeur maximale. De plus, dans cette phase, à distances intergranulaires égales,
plus le volume de pont liquide est faible, plus la force capillaire est élevée. Dans une deuxième
phase, la force capillaire diminue avec la distance intergranulaire quelle que soit la configuration
du doublet capillaire (en terme de tailles de grains et de volume de pont liquide). Dans cette
phase, à distances intergranulaires égales, la force capillaire augmente avec le volume du pont
liquide. Ces observations expérimentales correspondent aux constatations effectuées au para-
graphe 2.2.3 à partir du modèle théorique. L’existence de ces deux phases peut être expliquée
grâce au paramètre angle de mouillage.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.11 – Dispositif expérimental : (a) Présentation d’ensemble, (b) billes en acier inoxydable
présentées sur leurs supports inférieurs et supérieurs, (c) potence et table micrométrique, (d)
doublet capillaire en cours d’essai.
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(a)

(b)

Fig. 2.12 – Évolution de la force capillaire obtenue expérimentalement pour différents volumes
de ponts liquides et deux rapports de rayons de grains : (a) R1 = 1, 5 mm et R2 = 3 mm, (b)
R1 = 2 mm et R2 = 3 mm.
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Fig. 2.13 – Photographie d’un doublet capillaire.

Influence de l’angle de mouillage θ

L’angle de mouillage θ est un paramètre sensible dans la description de la force capillaire
comme le montre l’analyse du paragraphe 2.2.3. Afin d’apprécier la valeur de ce paramètre, des
photographies ont été effectuées au cours d’essais de mesure de la force capillaire. La figure 2.13
présente un exemple de photographie d’un doublet capillaire. Il est possible de constater sur cette
photographie que l’angle de mouillage est non nul. En effet, la valeur de l’angle de mouillage
peut varier considérablement en fonction de nombreux facteurs parfois difficiles à évaluer : la
présence d’impuretés à la surface des billes ou dans l’eau, la rugosité des billes...[De Gennes
et al., 2002]

De plus, l’angle de mouillage n’est pas constant, il varie notablement en cours d’essai comme
le montre la figure 2.14.

Dans la première phase, le pont liquide prend une forme convexe et les valeurs de l’angle de
mouillage sont élevées. Cette phase correspond à la mise en place du pont liquide et explique
l’évolution inattendue de la force capillaire par rapport au modèle théorique pour les faibles
distances intergranulaires (augmentation de la force capillaire avec la distance intergranulaire).
Dans la deuxième phase, le pont liquide prend une forme concave qui correspond à la modé-
lisation géométrique de la section 2.1 : l’évolution de la force est alors en adéquation avec les
résultats de l’étude théorique du paragraphe 2.2.3.

Une série de photographies effectuées au cours d’essais permet d’étudier graphiquement l’évo-
lution de l’angle de mouillage en fonction de la distance intergranulaire (Fig. 2.15). L’évolution
obtenue pour l’angle de mouillage corrobore les mesures effectuées par Pepin et al. [2000]. Grâce
à une approximation effectuée sur les résultats des mesures, une relation donnant la valeur de
l’angle de mouillage θ en fonction du rapport D/Drupture peut être proposée :

θ(D) = 38 − 16 ln
D

Drupture
(2.63)

où la valeur de θ est obtenue en degrés.
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Fig. 2.14 – Illustration de l’évolution de l’angle de mouillage θ au cours d’un essai de traction
sur un doublet capillaire avec R1 = R2 = 3 mm et V = 3 mm3.

Fig. 2.15 – Évolution de l’angle de mouillage en fonction du paramètre D/Drupture (détermina-
tion expérimentale et modélisation).
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(a)

(b)

Fig. 2.16 – Évolution de la force capillaire en prenant en compte la variation de l’angle de
mouillage (Eq. 2.63). Pour (a) et (b), le volume de pont liquide considéré est V = 3 mm3.

Fig. 2.17 – Illustrations des valeurs limites de l’angle de mouillage : angle d’avancée θa et angle
de reculée θr.

La relation (2.63) peut être utilisée dans le modèle théorique (Eq. 2.58) et (Eq. 2.59). Pour
un rapport r de rayons des grains et un volume V de pont liquide donnés, l’évolution de la force
de capillarité dépend alors à la fois de la distance intergranulaire D et de l’angle de mouillage
θ. La prise en compte de cette évolution de l’angle de mouillage permet d’expliquer l’allure des
courbes obtenues expérimentalement : en effet, l’intégration de l’évolution de l’angle de mouillage
dans le modèle théorique permet de retrouver l’évolution de la force capillaire observée expéri-
mentalement (Fig. 2.16 (a) et (b)).

L’angle de mouillage présente également une certaine hystérésis : sans que la ligne triple ne se
déplace, l’angle de mouillage θ peut prendre différentes valeurs comprises entre les valeurs seuils
θa et θr (Fig. 2.17). L’angle d’avancée θa correspond à la valeur de l’angle de mouillage pour
laquelle la ligne triple se déplace lorsqu’on augmente le volume de liquide. L’angle de reculée
θr correspond quant à lui à la valeur pour laquelle la ligne triple décroche lorsqu’on diminue le
volume de liquide. Pour une surface “propre”, l’intervalle θa − θr peut être inférieur à 5̊ . Par
contre sur une surface rugueuse, ou sale, cet intervalle peut être grand (jusqu’à 50̊ ) [De Gennes
et al., 2002]. Dans le cas de sols en présence d’eau naturelle, l’angle de mouillage peut même
varier dans une plage de 25̊ à 110̊ [Bachmann et al., 2000].

Ce phénomène d’hystérésis se retrouve également au niveau de l’évolution de la force de
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Fig. 2.18 – Mise en évidence expérimentale de l’hystérésis de la force capillaire dans le cas de
billes de rayons R1 = R2 = 2, 5 mm et V = 3 mm3.

capillarité en fonction de la distance intergranulaire comme le montre la figure 2.18. La par-
tie supérieure de la courbe correspond à une augmentation de la distance intergranulaire : les
deux billes sont éloignées progressivement l’une de l’autre jusqu’à une distance limite inférieure
à la distance de rupture. La partie inférieure de la courbe correspond à une diminution de la
distance intergranulaire : à partir de la distance limite, les deux billes sont rapprochées pro-
gressivement l’une de l’autre jusqu’au contact. Au contact, il est intéressant de constater que
l’on retrouve la force capillaire initiale. La présence de l’hystérésis de mouillage participe au
phénomène d’hystérésis de la force capillaire comme le montre cette courbe expérimentale. Ces
phénomènes d’hystérésis au niveau de la force capillaire ont également été étudiés par Willett
et al. [2003].

La force capillaire

La figure 2.19 présente l’évolution comparée de la force de capillarité calculée avec le mo-
dèle théorique et mesurée expérimentalement pour un volume de pont liquide V = 3 mm3 et
différents rapports r de rayons de grains. Afin de conserver la simplicité du modèle théorique,
l’évolution (Eq. 2.63) de l’angle de mouillage n’est pas intégrée dans le modèle. Pour calculer la
force capillaire, la valeur moyenne de 50̊ observée expérimentalement est utilisée pour l’angle
de mouillage θ. La valeur de la tension superficielle σ est estimée expérimentalement par des
mesures d’ascension capillaire : la valeur σ = 65.10−3 N/m est retenue.

Excepté dans la première phase des essais, pour les distances intergranulaires faibles, les
valeurs expérimentales et théoriques de la force capillaire sont assez proches, bien que le modèle
théorique surestime la force capillaire. Par nécessité expérimentale, les billes utilisées ont des
tailles peu représentatives des tailles caractéristiques des grains de sol et les volumes de ponts
liquides sont aussi assez importants. Au cours des essais, le nombre de Bond est donc élevé et
les effets de la gravité se font ressentir : la gravité déforme le pont liquide et diminue la force
capillaire. De par la position du doublet capillaire dans le champ de pesanteur, une fraction
indéterminée de la masse d’eau qui constitue le pont liquide vient nuancer la mesure de la force
capillaire. Il est possible de donner un ordre de grandeur approximatif de la contribution maxi-
male de la masse du pont liquide : pour un pont liquide de volume V = 3 µl, le poids de la
totalité du pont liquide peut nuancer la valeur de la force capillaire à hauteur de 3.10−5 N . L’éva-
poration du pont liquide peut également expliquer les écarts entre modèle théorique et résultats
expérimentaux. En effet, des essais ont permis d’évaluer à 20 minutes la durée de l’évaporation
conduisant à la rupture d’un pont liquide de 3 µl d’eau. Les mesures durant une dizaine de
minutes, le volume du pont liquide diminue au cours des essais, ce qui n’est pas pris en compte
dans le modèle.
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De nombreux facteurs peuvent donc expliquer les écarts observés. Cependant, bien que
quelque peu éloignées du cadre de la modélisation, les expériences à l’échelle locale permettent
de valider les estimations théoriques de la force capillaire.

La distance de rupture

Les essais de traction sur les doublets capillaires sont conduits jusqu’à la rupture des ponts
liquides. Comme le montre la figure 2.15, l’angle de mouillage diminue avec la distance intergra-
nulaire au cours des essais. Juste avant la rupture du pont liquide, la valeur moyenne observée de
l’angle de mouillage est 30̊ . La figure 2.20 présente l’évolution de la distance de rupture en fonc-
tion du volume du pont liquide. Les critères théoriques (Eq. 2.60) et (Eq. 2.61) sont également
représentés sur ce graphe. Les valeurs théoriques des distances de rupture sont calculées avec la
valeur θ = 30◦. Les deux critères théoriques donnent des valeurs similaires pour les distances de
rupture. Ces valeurs théoriques sont proches des valeurs expérimentales. Cependant, les critères
théoriques surestiment les distances de rupture réelles des ponts liquides. Ce phénomène peut lui
aussi s’expliquer par l’effet de la gravité sur les ponts liquides, effet qui a tendance à diminuer
la distance de rupture [Pitois, 1999].

Les critères théoriques permettent d’estimer de façon satisfaisante la rupture des ponts li-
quides. Les deux critères étant équivalents en terme de pertinence, le plus simple, à savoir le
critère (Eq. 2.60) est utilisé pour compléter le modèle théorique de cohésion par capillarité.

2.4.3 Validation du modèle théorique

En testant la cohésion capillaire dans différentes configurations du doublet capillaire, les
expériences à l’échelle locale ont permis :

– d’apprécier et de vérifier l’effet de la variation des différents paramètres sur l’intensité de
la force capillaire, et en particulier l’effet de l’angle de mouillage θ,

– de valider le modèle théorique de cohésion par capillarité en terme de force capillaire et
de sélectionner un critère théorique de rupture du pont liquide pertinent.

2.4.4 Effet de la présence d’eau sur le frottement entre grains

La présence d’eau dans le matériau granulaire génère des actions cohésives mais peut éga-
lement modifier le frottement entre grains. Afin d’évaluer l’effet de l’eau sur le frottement, des
expériences ont été effectuées à l’échelle locale.

Principe des expériences

Le principe des essais de frottement est représenté sur la figure 2.21. Une plaque de verre5 est
fixée sur un support immobile. Trois billes de verre sont collées sur un support mobile. Ces billes
de verre sont en contact avec la plaque de verre. Une masse calibrée est posée sur le support
mobile qui est lui-même relié par un câble à un récipient. Le récipient est progressivement rempli
de sable. La masse de sable qui engendre le déplacement du support mobile permet d’accéder à
la valeur de la force tangentielle qui engendre le glissement entre les grains et la plaque de verre,
pour une force normale donnée.
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Fig. 2.19 – Exemples de forces capillaires déterminées expérimentalement et théoriquement pour
un volume de pont liquide V = 3 mm3 et différents rapports r de rayons de grains.
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Fig. 2.20 – Évolution de la distance de rupture en fonction du volume du pont liquide : données
expérimentales et critères théoriques de Lian et al. [1993] et de Willett et al. [2000].

Fig. 2.21 – Dispositif expérimental permettant d’estimer le coefficient de frottement verre-verre.
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(a)

(b)

Fig. 2.22 – Résultats des mesures du coefficient de frottement et approximations linéaires des
résultats : (a) vaporisation d’eau sur la plaque de verre, (b) immersion de la plaque et des billes
dans l’eau.
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Résultats obtenus

Les essais de frottement sont réalisés pour différentes configurations : état sec, vaporisation
d’eau déminéralisée sur la plaque de verre, immersion de la plaque et des billes dans un bain
d’eau déminéralisée. Les mesures sont effectuées pour plusieurs valeurs de la force normale. Les
résultats obtenus sont représentés sur la figure 2.22. Il existe une relation linéaire entre la force
normale N et l’effort tangentiel T donnée par la loi de Coulomb :

T = N.f (2.64)

où f est le coefficient de frottement. D’après les résultats obtenus, le coefficient de frottement
à l’état sec est f = 0, 19, dans le cas de l’eau vaporisée f = 0, 21 et dans le cas de l’immersion
dans l’eau f = 0, 17. La présence d’eau modifie donc quelque peu le coefficient de frottement,
mais une valeur moyenne acceptable pour le frottement est f = 0, 2.

2.5 Conclusion

La modélisation d’un doublet capillaire constitué de grains de tailles différentes, associée à
une étude expérimentale à l’échelle locale, a permis de définir une relation explicite simple qui
exprime la force capillaire entre les grains en fonction des caractéristiques du doublet :

Fcapillaire = π σ
√

R1 R2

(
c + exp

(
a

D

R2
+ b

))
(2.65)

où R1 et R2 sont les rayons des grains et D est la distance intergranulaire. Les coefficients a,
b, et c sont des fonctions du volume du pont liquide V , de l’angle de mouillage θ (exprimé en
radians), et du rayon du plus grand grain R2 :

a = −1, 1
(

V
R3

2

)−,53

b =
(
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)
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)
θ2 − 0, 0082 ln

(
V
R3

2

)
+ 0, 48

c = 0, 0018 ln
(

V
R3

2

)
+ 0, 078

(2.66)

Un critère de rupture théorique permet de définir la distance de rupture Drupture du pont liquide
en fonction du volume du pont liquide et de l’angle de mouillage :

Drupture = (1 + 0, 5 θ)V 1/3 (2.67)

Ce modèle local de cohésion par capillarité, défini par les relations (Eq. 2.65 à 2.67), sera
utilisé, dans le chapitre 3, dans un code de calcul en éléments discrets afin d’évaluer l’influence de
la cohésion locale par capillarité sur le comportement macroscopique des matériaux granulaires.

5Dans la suite de l’étude, des essais macroscopiques seront effectués sur des milieux granulaires constitués de
billes de verre. C’est pour cette raison que le frottement est étudié dans le cas verre-verre et non entre billes de
métal.
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Chapitre 3

De l’échelle locale à l’échelle

macroscopique

3.1 Simulation numérique : la méthode des éléments discrets

3.1.1 Quelques éléments sur les simulations numériques

Les milieux granulaires sont le siège de nombreux phénomènes physiques qui trouvent leur
origine à l’échelle locale, comme nous l’avons vu dans les chapitres 1 et 2 avec le cas de la cohé-
sion par capillarité. Dans ce contexte, les modélisations numériques basées sur des approches en
éléments discrets constituent un outil privilégié pour étudier l’influence des phénomènes locaux
sur le comportement macroscopique des milieux granulaires. En effet, dans ce type d’approches,
les grains sont considérés indépendamment les uns des autres. Chaque grain présente un mouve-
ment qui lui est propre, et qui est régi par les équations du mouvement. L’approche en éléments
discrets est basée sur un processus itératif combinant des calculs dynamiques et des calculs d’in-
teractions.

Depuis les premières simulations effectuées par Cundall et Strack [1979], plusieurs méthodes
en éléments discrets ont été développées dans le but d’étudier le comportement des matériaux
granulaires. On peut distinguer, en particulier, deux grandes familles :

– Les méthodes de type explicite. Parmi ces méthodes, la méthode “Non Smooth Contact
Dynamics”, développée par Moreau [2000] et Jean [1999], est une méthode couramment
utilisée et permettant de prendre en compte les contacts multiples.

– Les méthodes de type explicite. Parmi ces méthodes, les méthodes “Molecular Dynamics”
sont, à l’origine, destinées aux particules de gaz en collision, et s’intéressent à des parti-
cules de faibles dimensions telles que les atomes et les molécules [Allen et Tildesley, 1987;
Gerschel, 1995]. Les méthodes “Discrete Element Method”, initiées par Cundall et Strack
[1979], considèrent les actions mécaniques entre grains sous forme de ressorts, patins et
amortisseurs.

Ces méthodes ont été, le plus souvent, appliquées au cas de matériaux granulaires sans co-
hésion [Masson et Martinez, 1997, 2001; Moreau, 1994, 2001; Radjaı̈ et al., 1997; Radjäı, 1999].

Le cas de la cohésion entre grains a aussi été étudié, aussi bien en terme d’actions normales
et tangentielles entre grains [Preechawuttipong et al., 2001; Nicot et Darve, 2005], qu’en terme
d’actions combinées [Delenne et al., 2004]. Le cas de la cohésion par capillarité a également été
appréhendé par des méthodes de simulations numériques en éléments discrets, mais essentiel-
lement dans le cas monodisperse [Lian et al., 1998; Mikami et al., 1998; Gröger et al., 2003;
Thornton et al., 2004]. L’objectif est ici d’étudier l’influence des forces capillaires locales sur le
comportement macroscopique des matériaux granulaires polydisperses.

57



3.1.2 Description de la méthode numérique utilisée

Le code de calcul utilisé, dénommé tapio-K, a été développé au sein de l’équipe “Milieux
Hétérogènes” du LMGC de Montpellier, en s’inspirant du code de calcul développé par J.Y.
Delenne [2002] pour la cohésion solide en 2D. Le code tapio-K est une extension au cas cohésif
et au cas 3D de la méthode DEM (“Discrete Element Method”) initiée par Cundall [1974]. La
méthode DEM est une méthode newtonienne de type explicite, c’est-à-dire que cette méthode
utilise des lois d’interactions régulières qui s’écrivent sous la forme de fonctions régulières. Trois
grandes étapes se succèdent au cours d’une simulation numérique :

1. L’étape de pré-traitement.
Cette étape consiste à définir :

– la géométrie des grains et leurs arrangements respectifs dans la configuration initiale, ce
qui constitue la texture du squelette solide,

– les caractéristiques physiques de l’échantillon : masses des grains, paramètres des lois
d’interactions...

– les conditions initiales en terme de forces ou de déplacements au temps initial,
– les conditions aux limites en terme de forces ou de vitesses de déplacements.

2. L’étape de calcul.
L’étape de calcul se décompose en deux volets exécutés de façon itérative :

– Le premier volet consiste à calculer les efforts en fonction des déplacements des grains
obtenus au pas de temps précédent. Ces déplacements sont calculés à partir des grandeurs
cinématiques de position, vitesse et accélération.

– Le deuxième volet consiste à calculer les grandeurs cinématiques à partir d’une inté-
gration des équations de la dynamique, en tenant compte des efforts calculés à l’étape
précédente et des grandeurs cinématiques déterminées au pas de temps précédent.

3. L’étape de post-traitement.
Cette étape regroupe toutes les opérations qui permettent d’exploiter les données issues
de la simulation numérique : études statistiques, suivi des grandeurs au cours des essais,
visualisation de l’évolution des échantillons... Pour cette étape de post-traitement, les outils
de visualisation des milieux granulaires sont fort utiles et appréciés des chercheurs ; pour
ces travaux de thèse, on utilise l’outil mgpost développé par V. Richefeu [2004] au LMGC
de Montpellier.

L’étape de calcul constitue évidemment le coeur des simulations numériques. C’est cette
étape qui est plus particulièrement détaillée dans la suite.

Description du milieu granulaire

Les échantillons sont constitués de grains sphériques ; pour un grain repéré i, le centre est noté
Oi et le rayon Ri. Les positions, vitesses et accélérations des grains sont calculées dans un réfé-
rentiel global (O, ~X, ~Y , ~Z) galiléen (Fig. 3.1). A chaque grain est associé un repère (Oi, ~xi, ~yi, ~zi)
dont le trièdre de base est initialement confondu avec le trièdre de base du repère global.

Lorsque le grain i considéré (appelé candidat) est susceptible d’interagir avec un grain j
(appelé antagoniste), un repère d’interaction de base (~n, ~t, ~s) est défini (Fig. 3.1) :

– le vecteur ~n est porté par la normale entrante par rapport au grain i et s’écrit

~n =
~OjOi∥∥∥ ~OjOi

∥∥∥
(3.1)
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Fig. 3.1 – Définition des notations utilisées pour les simulations numériques.

– les vecteurs unitaires tangents1 ~t et ~s s’écrivent

~s =
~Y ∧ ~n∥∥∥~Y ∧ ~n

∥∥∥
(3.2)

~t = ~s ∧ ~n (3.3)

La distance qui sépare deux grains i et j est dénommée distance intergranulaire. Elle est
notée D. Cette distance est calculée grâce à la relation :

D =
∥∥∥ ~OjOi

∥∥∥− (Ri + Rj) (3.4)

On peut ainsi distinguer trois situations possibles :

– les grains sont en contact et s’interpénètrent lorsque D < 0,
– les grains sont en contact sans s’interpénétrer lorsque D = 0,
– les grains ne sont pas en contact lorsque D > 0.

La capillarité est abordée à travers un comportement normal entre grains, le repérage an-
gulaire d’un point matériel à la surface du grain n’est donc pas nécessaire. A partir de cette
description géométrique de l’échantillon granulaire, il est possible de définir les grandeurs ciné-
matiques associées aux grains. A chaque grain est associé un torseur cinématique qui décrit le
mouvement du centre du grain : {

~Ωi/0
~V (Oi, i/0)

}

Oi

(3.5)

où ~Ωi/0 est le vecteur rotation du repère associé au grain i par rapport au repère global noté 0,

et ~V (Oi, i/0) est le vecteur vitesse du centre Oi du grain i dans le repère global.

Interactions

Les grains interagissent à travers des actions de contact frottant et de cohésion capillaire.
De nombreux modèles existent quant à la description du contact et du frottement entre grains
[Cambou et Jean, 2001; Maugis, 2000]. Les lois de contact et de frottement utilisées dans le code
de calcul sont des lois simples classiques.

Par convention, dans le code de calcul tapio-K, les forces de compression sont comptées
positivement et les forces de traction sont comptées négativement.

1Un cas particulier peut exister si ~n et ~Y sont colinéaires. Si ~n et ~Y sont de même sens, alors ~t = − ~X et ~s = ~Z ;
si ~n et ~Y sont de sens opposés, alors ~t = ~X et ~s = ~Z.
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Fig. 3.2 – Loi de contact linéaire.

Le code de calcul est basé sur une méthode explicite ; les lois d’interaction considérées sont
donc des lois régulières, présentées sous la forme de fonctions bijectives.

L’action de contact entre grains est décrite par une loi régularisée (Fig. 3.1.2) inspirée de la
loi de Signorini. Cette loi permet de déterminer la force normale Fn en fonction de la distance
intergranulaire D :

Fn =

{
−Kn D si D ≤ 0

0 si D > 0
(3.6)

le terme Kn est un coefficient de régularisation, il correspond à une raideur de contact ; le compor-
tement au contact est assimilé au comportement d’un ressort qui empêcherait l’interpénétration.

Le frottement entre les grains i et j génère une force de frottement ~Ffrot dans le plan tangent
(~n,~t) opposée à la vitesse de glissement entre les grains. La prise en compte du frottement entre
les grains nécessitent donc l’étude de la cinématique entre grains. Le point de contact entre deux
grains i et j est noté P (Fig. 3.1). Le point matériel du grain i correspondant à ce contact est
noté Pi, celui du grain j est noté Pj . La vitesse relative ~Vij du grain j par rapport au grain i est

exprimée dans le repère global (O, ~X, ~Y , ~Z) comme suit :

~Vij = ~V (Pj , j/0) − ~V (Pi, i/0)

= ~V (Oj , j/0) + ~PjOj ∧ ~Ωj/0 − ~V (Oi, i/0) − ~PiOi ∧ ~Ωi/0
(3.7)

Cette vitesse relative est exprimée dans le repère local d’interaction moyennant les compo-
santes normale et tangentielles :

~Vij = Vijn~n + Vijt~t + Vijs~s (3.8)

La vitesse de glissement ~VijG du grain j par rapport au grain i s’écrit :

~VijG = Vijt~t + Vijs~s = ~Vij − Vijn~n (3.9)

La force de frottement Ffrot est donnée par la loi de Coulomb “régularisée” (Fig. 3.1.2). La
force de frottement est alors telle que :

Ffrot = −min(Kt |VijG| , µ Fn)sgn(VijG) (3.10)

où |VijG| est la norme de la vitesse de glissement, Kt est le coefficient de régularisation tangentiel
et µ le coefficient de frottement [Cambou et Jean, 2001].

Le cas de la cohésion par capillarité et son influence sur les lois de contact et de frottement
sont détaillés à la section 3.2.

Au niveau des contacts entre grains, des dissipations d’énergie apparaissent. Ces dissipations
peuvent provenir des actions de frottement mais aussi de phénomènes d’amortissement. Pour

60



Fig. 3.3 – Loi de frottement régularisée.

tenir compte de ces dissipations dans le code de calcul, on introduit généralement un coefficient
d’amortissement normal ν. La loi de contact (Eq. 3.6) s’écrit alors :

Fn =

{
−Kn D + ν VijN si D ≤ 0

0 si D > 0
(3.11)

Intégration des équations du mouvement

La cohésion par capillarité étant appréhendée seulement au niveau d’une description normale
entre les grains, la position angulaire du grain n’est pas nécessaire et seule la cinématique des
centres des grains est prise en compte pour obtenir la position des grains.
La cinématique des grains est obtenue grâce à l’utilisation d’algorithmes d’intégration. Ces al-
gorithmes consistent à déterminer, au temps t + ∆t, les vecteurs positions ~Xi, vitesses ~Vi et
accélérations ~Ai des centres des grains dans le repère global, à partir des positions, des vitesses
et accélérations au temps t.

Les méthodes d’intégration couramment employées pour les méthodes de type DEM sont des
méthodes explicites basées sur une discrétisation temporelle par différences finies [Allen et Til-
desley, 1987; Cambou et Jean, 2001]. L’algorithme utilisé dans le code de calcul est l’algorithme
“velocity Verlet”. Connaissant les variables cinématiques ~Xi, ~Vi, et ~Ai au temps t, les nouvelles
positions au temps t + ∆t sont calculées en utilisant le développement limité au second ordre :

~Xi(t + ∆t) = ~Xi(t) + ∆t ~Vi(t) +
1

2
∆t2 ~Ai(t) + ~o(∆t3) (3.12)

L’algorithme “velocity Verlet” permet une bonne détermination des vitesses des grains grâce
à un calcul en plusieurs étapes.

Les vitesses sont d’abord calculées à un pas de temps intermédiaire en l’utilisant l’équation
aux différences finies à droite :

~Vi(t +
1

2
∆t) = ~Vi(t) +

1

2
∆t ~Ai(t) + ~o(∆t2) (3.13)

Ensuite, les accélérations ~Ai(t + ∆t) sont déterminées en utilisant le Principe Fondamental
de la Dynamique, les actions mécaniques exercées sur le grain i étant déterminées grâce aux
positions ~Xi(t + ∆t) et aux vitesses ~Vi(t + 1

2∆t). Le calcul des vitesses peut alors être réajusté
en utilisant l’équation aux différences finies à gauche :

~Vi(t + ∆t) = ~Vi(t +
1

2
∆t) +

1

2
∆t ~Ai(t + ∆t) + ~o(∆t2) (3.14)
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L’algorithme d’intégration nécessite le choix d’un pas de temps ∆t. Afin de pouvoir décrire de
façon satisfaisante le comportement mécanique des grains, le pas de temps ne doit pas dépasser
un pas de temps critique ∆tcritique. Le pas de temps critique, qui correspond à la durée d’un choc
entre deux grains, peut être déterminé en considérant le cas du choc frontal entre un grain i et
un grain j liés par un système ressort-amortisseur (pour plus de détail, voir annexe B) [Duran,
1999]. Tant que les grains sont en contact, il y a interpénétration et on peut écrire :

mD̈ + ν Ḋ + KnD = 0 (3.15)

où m est la masse réduite (m =
mimj

mi+mj
pour deux grains de masses différentes), Ḋ est la dérivée

de la distance intergranulaire D par rapport au temps, et D̈ la dérivée seconde. A partir de la
relation (Eq. 3.15), il est possible de déterminer l’amortissement critique qui correspond à une
interpénétration minimale des grains (0 ≤ ν < νcritique) :

νcritique = 2
√

mKn (3.16)

et le pas de temps critique qui correspond à la durée du choc entre les deux grains :

∆tcritique =
π√

Kn
m − ( ν

m)2
(3.17)

Le pas de temps doit être suffisamment faible par rapport au pas de temps critique. Par
précaution, le pas de temps critique est considéré dans le cas le plus défavorable, en considérant
qu’il n’y a pas d’amortissement :

∆tcritique = π

√
m

Kn
(3.18)

La relation (3.18) montre que le pas de temps critique est proportionnel à
√

m et inversement
proportionnel à

√
Kn. La méthode DEM considérée nécessite l’utilisation de pas de temps très

petits. Pour réduire la durée globale des temps de calcul, c’est-à-dire conserver des pas de
temps compris entre 10−7 s et 10−5 s tout en assurant la stabilité des calculs, il est possible
de modifier “artificiellement” la valeur du pas de temps critique en agissant sur l’un ou l’autre
des paramètres m et Kn. Dans le but de conserver une raideur au contact élevée, le paramètre
Kn n’est pas modifié. Les masses des grains, par contre, sont pondérées par un facteur de
masse afin d’augmenter le paramètre m et donc diminuer artificiellement la valeur du pas de
temps critique. Les simulations sont effectuées pour des configurations quasi-statique, l’inertie
des grains n’a donc que peu d’influence et l’utilisation de ce facteur de masse ne perturbe pas
les résultats des essais. Cette méthode est fréquemment utilisée dans les simulations de milieux
granulaires en quasi-statique [Thornton et Antony, 2000; Gröger et al., 2003].

Optimisation par voisinage

De par sa nature même, la méthode utilisée implique un calcul des distances intergranulaires
à chaque pas de temps ∆t. Cette opération est particulièrement coûteuse en temps de calcul ;
elle l’est d’autant plus que les pas de temps sont en général petits (de 10−7 s à 10−5 s) et que
le nombre de grains est élevé. En effet, si le nombre de grains dans l’échantillon est égal à N , il
faut, a priori, déterminer N(N−1)

2 distances intergranulaires.

Afin de limiter ce nombre d’opérations, une solution consiste à ne prendre en compte que les
grains j contenus dans un voisinage proche du grain i et donc susceptibles d’interagir directement
avec le grain i. Plusieurs techniques d’optimisation par voisinage peuvent être utilisées [Müller,
1996].
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Fig. 3.4 – Illustration de la technique du “halo”.

La technique retenue pour nos simulations numériques est la technique dite du“halo”ou“voi-
sinage de Verlet” (Fig. 3.4) qui est particulièrement bien adaptée aux situations polydisperses.
Cette technique consiste à conserver la liste des plus proches voisins de i, c’est-à-dire la liste de
l’ensemble des grains situés dans un périmètre défini par une distance dH par rapport au grain
i. La liste définissant le voisinage de chaque grain i est mise à jour à des intervalles de temps
réguliers ∆tv supérieurs au pas de temps ∆t (dans les simulations numériques présentées dans ce
mémoire, ∆tv = 100∆t). Au cours de la simulation, entre chaque mise à jour du voisinage, pour
un grain i, il suffit d’évaluer les distances aux grains contenus dans la liste de voisinage de i, les
autres grains étant situés à des distances trop grandes pour qu’il y ait des contacts possibles.
Cette technique permet de réduire sensiblement les temps de calcul.

3.2 Prise en compte de la capillarité dans le code de calcul

La prise en compte en simulations numériques de la capillarité dans un milieu granulaire
s’effectue à travers deux aspects : la description de la force capillaire entre grains, d’une part, et
la gestion de l’eau au sein du milieu granulaire, d’autre part.

3.2.1 Loi locale d’interaction de type capillaire

Description de la loi

Les études théoriques et expérimentales du chapitre 2 permettent de proposer une loi locale
d’interaction de type capillaire. Cette loi relie la force normale Fn entre grains à la distance
intergranulaire D, en se basant sur les considérations suivantes :

1. Le volume du pont liquide entre deux grains est supposé constant tant que le pont n’est
pas rompu. Si on suppose que les grains sont en contact à l’instant initial et qu’un pont
liquide existe, cela revient à effectuer un essai de traction sur le doublet capillaire à volume
de liquide constant.

2. Lorsque les grains sont en contact, c’est-à-dire D ≤ 0, une loi de contact est utilisée pour
décrire la relation force-déplacement. Une loi linéaire, dont la pente est donnée par une
raideur Kn grande devant la “raideur capillaire” (au moins six ordres), est utilisée pour
établir la relation force-déplacement (Fig. 3.5(a)).

3. Tant que 0 ≤ D < Drupture, et donc qu’un pont liquide existe entre les grains, l’effort
normal entre les grains est donné par les relations (2.65 et 2.66) de façon réversible, c’est-à-
dire que la distance intergranulaire D soit croissante (les grains s’écartent) ou décroissante
(les grains se rapprochent). Dans cette approche, le phénomène d’hystérésis qui existe au
niveau de la force de capillarité n’est pas pris en compte.
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(a) (b)

Fig. 3.5 – (a) Loi de contact linéaire, (b) loi de cohésion par capillarité.

Fig. 3.6 – Allure de la loi d’interaction normale entre grains.

4. Lorsque la distance intergranulaire atteint la distance de rupture, le pont liquide entre les
grains est rompu ; il n’existe donc plus de force de cohésion par capillarité, l’effort normal
entre grains est nul (Fig. 3.5(b)).

A partir de ces considérations, il est possible d’établir une relation force normale (Fn) -
distance intergranulaire (D) qui traduit le comportement normal entre grains. Cette relation Fn

- D correspond à la combinaison d’une loi de contact et de la loi de cohésion par capillarité :
la figure 3.6 donne l’allure de cette relation pour un volume de pont liquide donné dans le cas
général. Cette loi locale permet, pour D ≥ 0, de déterminer la force de cohésion généré par le
pont liquide entre les grains jusqu’à sa rupture. Le terme Fcoh correspond à l’intensité de la force
capillaire lorsque les grains sont en contact (D = 0).

La présence de la cohésion nécessite une modification dans le calcul de la force de frottement.
La relation (3.10) devient, en tenant compte de Fcoh :

Ffrot = −min(Kt |VijG| , µ (Fn + Fcoh)) sgn(VijG) (3.19)

Possibilité de formation de ponts liquides

La loi d’interaction normale entre grains n’est pas réversible une fois que le pont liquide
est rompu. Pourtant, même si un pont liquide entre deux grains s’est rompu, il est tout à fait
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Fig. 3.7 – Illustration d’un type de loi locale de cohésion par capillarité réversible.

possible qu’un nouveau pont se forme. De même, selon la situation, des grains, initialement trop
éloignés pour être liés par un pont liquide, peuvent se rapprocher, permettant ainsi à un pont
liquide de s’établir.

Il est donc nécessaire de disposer d’un critère définissant la formation de ponts liquides.
Une solution simple consiste à créer un pont liquide entre deux grains lorsque ceux-ci sont au
contact. Cependant, dans un milieu granulaire contenant de l’eau, des gouttes peuvent se former
à la surface des grains, et des essais simples permettent de se rendre compte qu’un pont liquide
peut s’établir sans que les grains se touchent. Il parâıt judicieux d’utiliser un critère de formation
de pont liquide à l’image du critère de rupture : il s’agit donc de définir une distance Dcréation

qui permet de définir la distance intergranulaire pour laquelle un pont liquide peut se former
entre les grains. Le critère proposé est basé sur une pondération de la distance de rupture (donc
du volume du pont liquide) par un coefficient kcréation :

Dcréation = kcréation Drupture (3.20)

La distance de formation, et donc le facteur kcréation, sont particulièrement délicats à évaluer
car fortement tributaires des facteurs environnementaux et de la disposition spatiale des grains.
Des essais effectués à l’échelle locale lors des essais de traction sur les ponts liquides (chapitre 2)
permettent d’estimer la distance de reformation d’un pont liquide rompu à environ 20% de la
distance de rupture. Même si ces essais ne sont pas forcément représentatifs de ce qui se passe
dans un matériau granulaire réel, la valeur kcréation = 0, 2 est utilisée pour définir le critère de
formation d’un pont liquide au cours des calculs numériques2.

Une fois qu’un nouveau pont liquide est établi, il se comporte suivant la relation Fn - D
établie précédemment (Fig. 3.6). La figure 3.7 présente l’évolution de la relation Fn - D pour un
doublet de grains initialement liés par un pont liquide (courbes en trait plein, flèches pleines),
jusqu’à la rupture du pont liquide, puis la reformation du pont liquide (courbes en traits poin-
tillés, flèches ouvertes) : cela revient à éloigner deux grains initialement en contact jusqu’à la
rupture du pont liquide, puis à les rapprocher jusqu’à la reformation du pont liquide.

Avantage de la loi capillaire

La loi utilisée pour décrire la cohésion par capillarité dans le cas polydisperse est particu-
lièrement bien adaptée aux simulations numériques. En effet, des simulations de compression

2Des simulations ont été effectuées dans des conditions identiques avec une valeur de kcréation = 0, 1 et
kcréation = 0, 3 pour tester l’influence de ce paramètre : les résultats macroscopiques en terme d’évolution de la
force de compression avec le déplacement du plateau ne sont pas sensibles à ce paramètre.
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Fig. 3.8 – Photographie d’une couche polydisperse de billes de verre en présence d’eau colorée.

diamétrale d’un échantillon polydisperse de 1000 grains ont été effectuées dans les mêmes condi-
tions en utilisant la loi proposée par Willett et al. [2000] et la loi capillaire décrite au chapitre
2 : pour des résultats macroscopiques similaires (écart relatif maximum : 14%), la simulation
effectuée avec la première loi nécessite près de 312 minutes alors que la simulation utilisant la
deuxième loi ne dure que 128 minutes. De plus, la loi proposée par Willett et al. ne prend pas
en compte les distances intergranulaires nulles. On comprend dès lors l’intérêt de posséder des
lois capables de décrire de façon satisfaisante les phénomènes physiques tout en permettant des
simulations rapides.

3.2.2 Répartition de l’eau au sein de l’échantillon numérique

L’intégration de la cohésion par capillarité dans un code de calcul en éléments discrets né-
cessite la prise en compte de la gestion de l’eau au sein de l’échantillon granulaire. En effet, la
force capillaire dépend du volume du pont liquide entre les grains. Se pose donc la question de
savoir comment répartir numériquement au sein de l’échantillon un volume d’eau macroscopique
donné pour former les ponts liquides.

L’étude de la répartition de l’eau est d’autant plus délicate que les échantillons sont poly-
disperses et que la configuration est tridimensionnelle. Pour tenter d’apporter des éléments de
réponse, des expériences ont été réalisées sur un milieu modèle. Une couche de billes de verre de
rayons 2, 3 et 4 mm est déposée dans une coupelle en verre. De l’eau colorée est introduite dans
cet échantillon jusqu’à saturation du milieu. L’ensemble est placée dans une étuve afin d’abaisser
la teneur en eau par évaporation et ainsi obtenir des ponts liquides disjoints entre les grains.
Des séries de photographies sont réalisées en cours de séchage (Fig. 3.8).

A partir de ces photographies, il est possible d’identifier des ponts liquides entre les grains et
d’estimer la taille de ces ponts liquides. Cependant, ces observations ne permettent pas d’iden-
tifier de façon satisfaisante une relation entre la taille du pont liquide et la configuration du
doublet.

Une possibilité consiste à répartir l’eau de façon uniforme dans tout l’échantillon, ce qui
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implique que tous les ponts liquides ont le même volume. Cette distribution semble tout à fait
pertinente dans le cas monodisperse. Cependant, dans le cas polydisperse, il n’y a, a priori, au-
cune raison pour que l’eau soit répartie uniformément dans l’échantillon. Le critère de répartition
de l’eau doit respecter les deux contraintes suivantes :

– tenir compte de la diversité des tailles des grains ; a priori, plus les grains sont de tailles
importantes, plus un pont liquide de volume important peut s’établir entre eux,

– lorsqu’on se rapproche d’une configuration monodisperse, les volumes des différents ponts
liquides doivent tendre vers une même valeur.

Le critère utilisé tient compte de ces deux contraintes ; la répartition de l’eau est effectuée en
fonction de la taille des grains du doublet. Pour chaque pont liquide k susceptible de se former
entre deux grains i et j, un volume indicateur Ṽk est calculé :

Ṽk = RiRj(Ri + Rj) (3.21)

Ce volume indicateur permet d’attribuer à chaque doublet capillaire un volume d’eau corres-
pondant à une fraction du volume d’eau macroscopique Vliquide et qui dépend de la taille des
grains3. Ainsi, au niveau d’un pont liquide k, le volume d’eau utilisé pour le calcul de la force
capillaire est :

Vk =
Ṽk∑
l Ṽl

Vliquide (3.22)

La somme de ces volumes locaux correspond ainsi au volume d’eau macroscopique introduit
dans l’échantillon.

3.2.3 Gestion de la répartition de l’eau au sein du matériau granulaire

En plus du critère de distribution de l’eau, la prise en compte de la capillarité dans le code
nécessite un suivi de l’état des interactions. Chaque interaction possède un“statut” qui constitue
une mémoire numérique de son état, à savoir présence ou absence de pont liquide entre les grains.

Une première étape du calcul numérique consiste à initialiser les statuts, c’est-à-dire à définir
la présence ou l’absence de pont liquide entre les grains dans la configuration initiale.

Une fois les statuts des interactions définis, chaque interaction de type pont liquide se voit
attribuer un volume de liquide à l’aide du critère (3.22). Le calcul de ces volumes locaux est
effectué à chaque actualisation de la liste de voisinage de Verlet.

Entre deux réactualisations de la liste de voisinage, des ponts liquides peuvent disparâıtre
ou au contraire se former ; les statuts sont modifiés au cours des calculs. Lorsqu’un pont liquide
est formé entre deux actualisations de la liste de voisinage, un volume de pont liquide moyen
Vmoyen est utilisé pour le calcul de la force capillaire. Ce volume moyen est calculé au cours de
l’actualisation de la liste de voisinage :

Vmoyen =
Vliquide

Zponts
(3.23)

où Zponts est le nombre de ponts liquides au moment de l’actualisation de la liste de voisinage.

La méthode globale de gestion numérique de l’eau au sein de l’échantillon granulaire est
illustrée en annexe C. La figure 3.9 montre l’évolution du volume de liquide contenu dans un
échantillon au cours d’un essai de compression simple. Cet échantillon polydisperse est constitué
de 8000 grains, le volume de liquide introduit initialement dans l’échantillon est 2, 58.10−7 m3.
Le volume global en cours d’essai est obtenu par sommation des volumes des différents ponts

3On peut remarquer que lorsque Ri = Rj = R, Vindick
= 2R3, ce qui permet d’obtenir des ponts liquides de

volumes identiques.
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Fig. 3.9 – Évolution du volume de liquide global au cours d’une simulation de compression
simple. Le volume global introduit initialement dans l’échantillon granulaire est 2, 58.10−7 m3.

liquides. L’erreur relative maximale entre le volume global et le volume initialement introduit
est de 0, 18%, ce qui permet de vérifier l’efficacité la méthode globale de gestion numérique de
l’eau au sein de l’échantillon granulaire.

3.3 Quelques remarques sur les effets de la taille des grains

Afin d’appréhender les effets de la taille des grains sur les simulations numériques, des essais
sont réalisés sur des échantillons cubiques monodisperses (les grains qui composent un échan-
tillon sont tous de la même taille). Les échantillons sont des cubes de 18 mm de côté ayant une
même teneur en eau massique w = 3 % (Fig. 3.10).

Les rayons de grains utilisés sont : 0, 5 ; 0, 75 ; 1 et 1, 5 mm. Des simulations d’essais de
compression sont réalisées à une vitesse de 2 mm/s durant 1 s.

A partir de ces simulations de compression, il est possible d’étudier l’effet de la taille des
grains sur le nombre de grains dans l’échantillon, sur le poids des grains et sur les valeurs
moyennes en cours d’essai des paramètres suivants : nombre de coordination global, nombres de
contacts, nombres de ponts liquides sollicités en traction, efforts moyens de contact et efforts
capillaires moyens (Fig. 3.11). Si on considère que la taille caractéristique des grains est donnée
par leur rayon R, alors on peut constater que pour un même volume d’échantillon, une même
configuration et une même teneur en eau :

– le nombre moyen d’interaction par grain atteint 6 pour les faibles valeurs de R et 4 pour
R = 1, 5 mm,

– le temps de calcul4 est lié à R−3,7,
– le nombre de grains dans l’échantillon dépend de R−3,
– le poids d’un grain est bien sûr directement lié à R3,
– le nombre moyen de contacts entre grains au sein de l’échantillon évolue en R−3,7,
– le nombre moyen de ponts liquides sollicités en traction évolue en R−2,9,
– les efforts moyens de contact évoluent en R4,2,
– les efforts moyens de capillarité dépendent de R.

Ces résultats sont toutefois à nuancer ; les valeurs obtenues sont à la fois conditionnées par le
nombre de grains et par les conditions aux limites choisies pour ces essais. Pour être significative,

4Il faut distinguer la durée de simulation qui correspond à la durée de l’essai “simulé”, et le temps de calcul
qui correspond au temps de calcul réel nécessaire pour effectuer cette simulation numérique.
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Fig. 3.10 – Configurations géométriques des échantillons cubiques monodisperses : (a) rayon
des grains R = 0, 5 mm, (b) R = 0, 75 mm, (c) R = 1 mm et (d) R = 1, 5 mm. Illustrations
réalisées avec mgpost [Richefeu, 2004].
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Fig. 3.11 – Évolution des paramètres moyens en fonction de la taille des grains : nombre d’in-
teractions par grain, temps de calcul, nombre de grains, poids des grains, nombres de contacts
et de ponts liquides sollicités en traction, efforts moyens de contact et de capillarité.
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une simulation numérique nécessite donc un choix du nombre de grains (et donc de tailles de
grains) adaptées aux conditions aux limites utilisées dans l’essai.

Néanmoins, ces résultats permettent de souligner l’influence de la taille des grains sur les
simulations numériques. Comme on peut s’en douter, le nombre de grains peut très vite aug-
menter si on diminue la taille des grains, pour un même volume macroscopique. La conséquence
est une augmentation du nombre d’interactions et des temps de calculs. Parmi ces interactions,
le nombre d’interactions de contact est prédominant par rapport au nombre d’interactions ca-
pillaires pures (nombre de ponts liquides sollicités seulement en traction). Le nombre de grains
apparâıt comme un facteur limitant par rapport aux temps de calcul. Cependant, plus les grains
sont de tailles importantes, plus les effets relatifs de l’accélération de la pesanteur sont sensibles.
De plus, il est nécessaire d’utiliser en simulation numérique un nombre de grains suffisant pour se
rapprocher de la réalité et pour solliciter un maximum d’interactions, et donc mettre en évidence
les phénomènes locaux à l’échelle des grains. Le nombre de grains utilisé pour les échantillons
numériques résulte donc d’un compromis entre un niveau de description suffisamment fin du
matériau granulaire et un temps de calcul jugé raisonnable.

3.4 Essai de compression simple

Afin d’évaluer l’influence de la cohésion locale par capillarité sur le comportement macrosco-
pique des matériaux granulaires, des essais de compression simple sont réalisés sur des échan-
tillons polydisperses pour différentes teneurs en eau. Cette étude macroscopique est effectuée
à la fois par simulation numérique grâce au code de calcul tapio-K et par expériences sur un
matériau modèle.

3.4.1 Simulation numérique

Avant de réaliser des simulations de compression simple, il est nécessaire de définir une
géométrie des échantillons granulaires. Les échantillons sont constitués de 8000 grains dont le
diamètre est compris entre 0, 8 mm et 1, 3 mm ; la répartition granulométrique est donnée par
la figure 3.12. La géométrie de l’échantillon est obtenue par dépôt des grains sous gravité dans
un cylindre enveloppe de diamètre 25 mm (Fig. 3.13). Une fois le dépôt effectué, la surface
supérieure de l’échantillon est “aplanie” par l’application d’une compression de 1 N à l’aide du
plateau supérieur. A l’équilibre, l’échantillon est libéré du cylindre enveloppe. L’échantillon nu-
mérique obtenu se présente ainsi sous la forme d’un cylindre de 25 mm de diamètre et d’une
hauteur de 17 mm dont la compacité5 est : c = 0, 62.

La géométrie de cet échantillon numérique polydisperse sert de base aux simulations de
compression simple. Les paramètres de simulation sont donnés dans le tableau 3.1. La masse
volumique des grains est celle du verre et l’angle de mouillage est nul, ce qui correspond au
cas du mouillage de l’eau pure sur du verre [Taylor, 1948]. Le coefficient de frottement entre
grains µ est égal à 0, 2 ; cette valeur correspond à la valeur moyenne déterminée au chapitre 2.
Le coefficient de frottement avec murs correspond au coefficient de frottement entre les grains
et les plateaux de compression. La raideur normale Kn est choisie de façon à être suffisamment
grande devant la “raideur capillaire” (au moins six ordres). La raideur tangentielle est déterminée
en utilisant la relation Kt = 2

7Kn [Luding, 1998; Landry et al., 2004]. Les compressions sont
réalisées à une vitesse constante de 1 mm/s ; seul le plateau supérieur est mobile, le plateau in-
férieur est fixe. La figure 3.14 illustre les essais de compression de deux échantillons : le premier
est considéré à l’état sec (w = 0 %) et le deuxième dans un état humide avec une teneur en eau

5La compacité correspond au volume solide divisé par le volume total. La porosité n correspond au volume des
vides divisé par le volume total, pour cet échantillon : n = 1− c = 0, 38.
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Fig. 3.12 – Répartition granulométrique au sein de l’échantillon numérique.

Fig. 3.13 – Illustration de la fabrication de l’échantillon granulaire numérique.
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Tab. 3.1 – Valeurs des paramètres utilisées pour les simulations de compression simple.
Paramètres Valeurs

Masse volumique des grains (kg/m3) 2500
Facteur de masse 102

Angle de mouillage θ (rad) 0
Tension superficielle σ (N.m−1) 73.10−3

Raideur normale Kn (N.m−1) 106

Coefficient de régularisation tangentiel Kt (N.s.m−1) 2, 85.105

Coefficient de frottement entre grains µ 0, 2
Coefficient de frottement avec les plateaux 0, 3
Pas de temps (∆t en s) 10−6

w = 1 %. Le déplacement final du plateau supérieur est de 1 mm. Ces deux essais montrent déjà
de façon qualitative l’effet de la cohésion par capillarité sur le comportement macroscopique des
échantillons : l’échantillon humide conserve une tenue mécanique pendant toute la durée de la
compression alors que l’échantillon sec perd sa forme dès le début de l’essai.

Des essais numériques de compression simple sont réalisés pour différentes teneurs en eau
massiques : w = 0 %, 0, 5 %, 1 %, 2 %, 3 %, 5 %, 7 %, 8 %, et 10 %. Les essais de compression
sont réalisés pour un déplacement total du plateau supérieur de 1 mm, ce qui correspond à
une déformation de 5, 9 %. La figure 3.15 présente l’évolution de la force de compression en
fonction du déplacement du plateau supérieur pour ces différentes teneurs en eau6. La courbe
correspondant à l’état sec n’est pas représentée : l’échantillon s’écroule sous son poids propre, la
valeur retenue pour la force à la rupture est donc 0. Toutes les courbes ont globalement la même
allure : dans une première phase, la force de compression crôıt rapidement avec le déplacement
du plateau jusqu’à une valeur maximale, puis décrôıt. Dans la première phase de la compres-
sion, pour un même déplacement du plateau supérieur, la force de compression est d’autant plus
élevée que la teneur en eau est importante. Ceci est également vrai pour les valeurs maximales
des forces de compression. Ce comportement macroscopique est qualitativement en accord avec
les observations effectuées à l’échelle locale dans le chapitre 2. Par contre, lorsque les essais de
compression dépasse la force maximale, il ne se dégage pas d’effet notable de la teneur en eau
sur la décroissance de la force de compression.

La valeur maximale de la force de compression pour un essai donné correspond à la force
maximale que peut supporter l’échantillon ; cette force est appelée “force à la rupture”. La figure
3.16 représente l’évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Cette courbe
met en évidence l’augmentation de la résistance à la compression de l’échantillon granulaire avec
la teneur en eau.

Afin d’appréhender l’influence de la tension superficielle sur la résistance à la compression des
échantillons, des simulations sont effectuées dans les mêmes conditions en considérant une tension
superficielle σ = 65.10−3 N/m, qui est la valeur observée au cours des essais locaux (chapitre 2).
La figure 3.17 montre l’évolution comparée de la force à la compression en fonction de la teneur
en eau pour les deux valeurs de la tension superficielle. Les deux courbes ont sensiblement la
même allure, pour une même teneur en eau, la résistance à la compression est plus faible lorsque
la tension superficielle est 65.10−3 N/m. Ces deux courbes montrent l’influence de la tension
superficielle sur le comportement macroscopique des échantillons granulaires.

6Certaines courbes ne sont pas complètes, les simulations ont été interrompues avant la fin de l’essai, une fois
que la force maximale a été atteinte, pour des raisons de temps de calcul.
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Fig. 3.14 – Images en cours de simulation : état sec (w = 0 %) et état humide (w = 1 %). Les
numéros correspondent aux étapes de simulation : état initial (1), état intermédiaire (2), état
final (3). Illustrations réalisées avec mgpost [Richefeu, 2004].
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Fig. 3.15 – Essais numériques de compression simple pour différentes teneurs en eau massiques
des échantillons.
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Fig. 3.16 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Courbe obtenue
à partir des simulations numériques de compression simple avec une tension superficielle σ =
73.10−3 N/m.

Fig. 3.17 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Influence de la
tension superficielle.
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3.4.2 Étude expérimentale

Afin de vérifier les résultats de compression simple obtenus numériquement, des essais simi-
laires sont effectués sur des échantillons de billes de verre. Les échantillons sont constitués de
billes de verre dont les diamètres sont répartis entre 0, 8 mm et 1, 3 mm. Les échantillons ont une
forme identique à celle des échantillons numériques : il s’agit de cylindre de 25 mm de diamètre
et de 17 mm de hauteur. Le diamètre 25 mm correspond au diamètre intérieur du moule. Pour
obtenir la hauteur souhaitée, plusieurs essais préliminaires ont été effectué pour déterminer la
masse de billes nécessaire.

Fig. 3.18 – Processus expérimental pour les essais de compression simple : (1) remplissage
du moule cylindrique avec des billes de verre humides, (2) compactage de l’échantillon, (3)
retournement de l’ensemble moule-socle-piston, (4) retrait du socle, (5) dégagement du moule,
(6) chargement de l’échantillon à l’aide d’une coupelle en aluminium remplie de sable.

Le principe des essais expérimentaux est illustré sur la figure 3.18. Ces essais sont effectués
pour différentes teneurs en eau de 0, 5 % à 12 %. La teneur en eau des échantillons est contrôlée
par pesée différentielle. Les essais ne sont pas poursuivis au-delà de 12 % de teneur en eau car
cette valeur correspond à une limite à partir de laquelle les échantillons ne retiennent plus la
totalité de l’eau introduite au cours de la préparation. Les échantillons humides sont obtenus par
mélange dans un récipient hermétique de 100 g de billes de verre sèches et de la quantité d’eau
nécessaire à l’obtention de la teneur en eau désirée. Une masse de billes humides est prélevée au
sein du récipient puis versée dans un moule cylindrique dont la face inférieure est fermée par un
socle. Un piston permet de compacter l’échantillon. L’ensemble moule-socle-piston est retourné
pour venir s’appuyer sur le piston. Le socle est alors retiré et le moule est abaissé pour libérer
l’échantillon (Fig. 3.19).

Une coupelle en aluminium est positionnée sur la face supérieure de l’échantillon. Cette
coupelle est progressivement remplie de sable jusqu’à l’obtention de la rupture de l’échantillon. La
rupture de l’échantillon n’est pas immédiate. Il existe une sorte d’adaptation de l’échantillon à la

77



Fig. 3.19 – Échantillon constitué de billes de verre de diamètres compris entre 0, 8 mm et
1, 3 mm, pour une teneur en eau w = 3 %.

charge : l’échantillon se déforme progressivement jusqu’à la rupture qui est soudaine. Les masses
cumulées de la coupelle, d’une part, et de la quantité de sable déposé au moment de la rupture,
d’autre part, permettent de déterminer la valeur de la force à la rupture. Le comportement des
échantillons est fortement influencé par la teneur en eau. Les échantillons à faibles teneurs en eau
présentent un comportement qui se rapproche de celui d’un matériau de type plastique fragile
(Fig. 3.20(a)), alors que ceux à teneurs en eau élevées ont un comportement qui se rapproche
plutôt de celui d’un matériau de type plastique ductile (Fig. 3.20(b)).

L’influence de la teneur en eau se manifeste également au niveau de la force à la rupture :
celle-ci dépend de la teneur en eau de l’échantillon. La figure 3.21 présente l’évolution de la force
à la rupture en fonction de la teneur en eau de l’échantillon.

Les résultats expérimentaux présentent une certaine dispersion qui est inhérente au proto-
cole expérimental et au matériau testé lui-même ; l’incertitude absolue de chaque mesure est de
±0, 01 N . Les résultats expérimentaux montrent une augmentation de la force à la rupture avec
la teneur en eau. Cette tendance est en accord avec les observations expérimentales effectuées à
l’échelle locale (chapitre 2).

Une deuxième campagne d’essais a été réalisée, dans les mêmes conditions, sur des échan-
tillons de billes de verre dont les diamètres sont compris entre 0, 5mm et 1mm. Les échantillons
sont composés à 60%7 de billes de verre de diamètres compris entre 0, 5 mm et 0, 8 mm, et de
40% de billes de verre de diamètres compris entre 0, 8 mm et 1 mm. Les échantillons sont des
cylindres de 25 mm de diamètre et de 17 mm de hauteur. Les essais de compression simple sont
effectués pour différentes teneurs en eau.

Les forces à la rupture observées expérimentalement en fonction de la teneur en eau sont

7Il s’agit du pourcentage en masse.
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(a)

(b)

Fig. 3.20 – Échantillons après rupture : (a) w = 1 %, (b) w = 12 %.

Fig. 3.21 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Détermination ex-
périmentale sur des échantillons constitués de billes de verre de diamètres compris entre 0, 8 mm
et 1, 3 mm.
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Fig. 3.22 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Détermination ex-
périmentale sur des échantillons constitués de billes de verre de diamètres compris entre 0, 5 mm
et 1 mm.

indiquées sur la figure 3.22. On observe la même tendance que pour les essais effectués pour
la granularité 0, 8 − 1, 3 mm, à savoir une augmentation de la force à la rupture en fonction
de la teneur en eau. Cependant, pour une même teneur en eau, dans le cas de la granularité
0, 5 − 1 mm, la force à la rupture est plus importante que celle obtenue pour la granularité
0, 8 − 1, 3 mm (Fig. 3.23). Cette différence peut notamment s’expliquer par un effet de texture
des échantillons granulaires. Les échantillons réalisés pour la granularité 0, 5 − 1mm contiennent
plus de billes de verre que ceux réalisés pour la granularité 0, 8 − 1, 3 mm, pour un même vo-
lume macroscopique. Les interactions de type contact-frottant et les ponts liquides sont donc
plus nombreux, ce qui peut expliquer la meilleure résistance à la compression. De plus, l’effet de
la force gravitaire est relativement moins important dans le cas de billes de plus petites tailles. Il
y a donc un effet significatif de la taille des grains sur la résistance à la rupture des échantillons
granulaires.

3.4.3 Confrontation simulation-expérience

Les essais numériques et les expériences sont effectués dans des conditions similaires, ce qui
autorise une confrontation des résultats numériques et expérimentaux. La figure 3.24 présente
l’évolution comparée de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau déterminée numéri-
quement (avec σ = 65.10−3 N/m et σ = 73.10−3 N/m) et expérimentalement pour la granularité
0, 8 − 1, 3 mm.

L’évolution globale de la force à la rupture avec la teneur en eau est la même pour les essais
numériques et les expériences. Dans une première phase, la force à la rupture augmente rapide-
ment avec la teneur en eau, puis dans une deuxième phase, la force à la rupture se stabilise et
n’évolue que très peu.

Les résultats numériques surestiment les valeurs des forces à la rupture mesurées expérimen-
talement, pour les faibles teneurs en eau. Plusieurs facteurs peuvent expliquer ces écarts :
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Fig. 3.23 – Évolution comparée de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Déter-
mination expérimentale pour la granularité 0, 5 − 1 mm et pour la granularité 0, 8 − 1, 3 mm.

Fig. 3.24 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Confrontation des
résultats numériques et expérimentaux dans le cas de la granularité 0, 8 − 1, 3 mm.
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Fig. 3.25 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Confrontation des
résultats numériques et expérimentaux dans le cas de la granularité 0, 5 − 1 mm.

1. La forme et la rugosité des grains, considérés sphériques et lisses dans les simulations nu-
mériques, peuvent influencer le comportement des échantillons.

2. La granularité de l’échantillon n’est pas connue de façon précise ; elle a été déterminée
par reconnaissance d’images sur quelques échantillons. Il peut donc y avoir des écarts
avec la granularité utilisée numériquement. La granularité est un facteur important qui
peut modifier de façon notable le comportement mécanique d’un échantillon granulaire.
La figure 3.25 présente l’évolution comparée de la force à la rupture en fonction de la teneur
en eau obtenue à partir des simulations numériques (granularité 0, 8 − 1, 3 mm et tension
superficielle de 65.10−3 N/m ou 73.10−3 N/m) et à partir des expériences (granularités
0, 5 − 1 mm). Cette figure montre une bonne adéquation entre simulations numériques
et expériences avec une granularité 0, 5 − 1 mm. Il est donc possible que la répartition
granulométrique utilisée numériquement ne corresponde pas tout à fait à la répartition
granulométrique des essais expérimentaux réalisés avec la granularité 0, 8 − 1, 3 mm ; il se
peut que la proportion de grains de tailles élevées soit plus importante expérimentalement
que numériquement, ce qui peut expliquer l’importance des écarts entre les forces à la
rupture pour les faibles teneurs en eau.

3. La gravité peut modifier sensiblement la distribution de l’eau au sein de l’échantillon. Ce-
pendant, pour les faibles teneurs en eau, l’effet devrait être relativement faible.
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4. Les deux paramètres angle de mouillage et tension superficielle peuvent modifier de façon
sensible la force capillaire à l’échelle locale (voir chapitre 2) et donc la force à la rupture
du matériau granulaire. Les simulations numériques ont été effectuées pour deux valeurs
de tension superficielle : σ = 73.10−3 N/m qui est la valeur correspondant au cas de l’eau
pure, et σ = 65.10−3 N/m qui est la valeur observée expérimentalement pour les essais
locaux. La figure 3.24 montre que le cas de l’eau pure constitue une sorte de limite supé-
rieure des essais expérimentaux, alors que le cas σ = 65.10−3 N/m permet une meilleure
estimation des forces à la rupture observée expérimentalement.

5. L’hystérésis de la force capillaire, liée à l’hystérésis de l’angle de mouillage, n’est pas prise
en compte dans les simulations numériques. Cette hystérésis est à l’origine d’un écart de
force capillaire important à l’échelle locale, pouvant atteindre 50%. Le fait de négliger
l’hystérésis de la force capillaire peut ainsi contribuer à surestimer la résistance à la com-
pression des échantillons numériques. En effet, bien que le chargement macroscopique soit
monotone, les interactions locales peuvent osciller compte tenu des réarrangements granu-
laires.

6. Le frottement entre grains contribue à la tenue et à la résistance mécanique des matériaux
granulaires. Le coefficient de frottement entre grains en présence d’eau a été évalué expéri-
mentalement au chapitre 2 dans une configuration spécifique (billes de verre sur plaque de
verre) ; la valeur du coefficient de frottement déterminée à partir de ces essais est utilisée
dans les calculs numériques. Il est possible que cette valeur ne corresponde pas exactement
à la valeur réelle du coefficient de frottement dans les échantillons granulaires, ce qui peut
expliquer partiellement les écarts observés entre les simulations et les expériences.

7. Dans les essais numériques, on utilise un critère de répartition de l’eau qui permet une
distribution de l’eau “équitable” dans la totalité de l’échantillon. Expérimentalement, les
échantillons sont préparés avec toutes les précautions d’usage afin d’obtenir un mélange
intime des billes de verre et de l’eau. Cependant, il est très délicat d’accéder à la répartition
de l’eau au sein des échantillons et il n’est donc pas possible d’assurer une distribution de
l’eau identique dans les échantillons réels et les échantillons numériques.

8. Le phénomène d’évaporation peut expliquer au moins partiellement les écarts qu’on observe
pour les faibles teneurs en eau entre les courbes numériques et la courbe expérimentale.
En effet l’évaporation peut être rapide, notamment pour les faibles teneurs en eau, et être
à l’origine d’une diminution du volume d’eau : les volumes de ponts liquides peuvent donc
diminuer au cours des essais expérimentaux, ce qui entrâıne une chute des forces capillaires
qui n’est pas prise en compte numériquement.

9. La méthode de chargement utilisée expérimentalement diffère de la méthode utilisée au
cours des simulations numériques. Dans le cas expérimental, une charge est appliquée à
l’échantillon de façon progressive mais non continue, alors que dans les simulations numé-
riques, le chargement est piloté en déplacement ; ces deux modes de chargements peuvent
créer des réarrangements différents dans les échantillons et donc modifier le résultat en
terme de force à la rupture.

De nombreux facteurs peuvent contribuer à expliquer les différences observées entre les simu-
lations numériques et les résultats expérimentaux. Cependant, malgré ces différences, les deux
approches donnent des résultats comparables en terme d’évolution et de valeurs de la force à la
rupture en fonction de la teneur en eau.
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Fig. 3.26 – Simulation de la compression diamétrale d’un échantillon granulaire cylindrique
composé de 8000 grains polydisperses, pour une teneur en eau massique w = 3 %.

3.5 Essai de compression diamétrale

Grâce au calcul numérique, il est possible d’effectuer des essais de compression diamétrale
sur des échantillons cylindriques, ce qui est beaucoup plus délicat, voire impossible, à réaliser
expérimentalement !

3.5.1 Description de l’essai

Les échantillons utilisés ont la même configuration géométrique que ceux des essais en com-
pression simple ; la différence concerne la sollicitation de compression qui est exercée suivant
deux génératrices diamétralement opposées. Le plateau inférieur est immobile, seul le plateau
supérieur est mobile. Les essais de compression sont réalisés à une vitesse constante de 2, 5 mm/s,
jusqu’à un déplacement final du plateau de 2 mm, ce qui correspond à une déformation de 8%.
La figure 3.26 présente trois captures d’image effectuées au cours d’une simulation afin d’illustrer
le principe de l’essai.

Les essais de compression diamétrale sont réalisés pour trois teneurs en eau massiques dif-
férentes : w = 1 % ; w = 3 % et w = 6 %. Les caractéristiques physiques considérées pour le
calcul des forces capillaires correspondent au cas de l’eau pure à savoir : une tension superficielle
σ égale à 73.10−3 N/m et un angle de mouillage θ = 0̊ . L’accélération de la pesanteur n’est pas
prise en compte afin de ne mettre en évidence que les effets de la capillarité.

3.5.2 Résultats et grandeurs locales

La figure 3.27 montre l’évolution de la force de compression en fonction du déplacement du
plateau supérieur pour les trois teneurs en eau. Dans une première phase de l’essai, pour des
déplacements de plateau inférieurs à 0, 15 mm, les trois courbes sont identiques. Cette obser-
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Fig. 3.27 – Évolution de la force de compression avec le déplacement du plateau supérieur durant
la compression diamétrale d’échantillons granulaires humides.

vation est à mettre en relation avec les observations effectuées à l’échelle locale (chapitre 2) ;
lorsque l’angle de mouillage est nul, pour les distances intergranulaires proches de zéro, les forces
capillaires sont identiques. Par contre, pour les déplacements de plateau supérieurs à 0, 15 mm,
l’effet de la teneur en eau sur la force de compression est perceptible : pour un même déplace-
ment du plateau supérieur, la force de compression est d’autant plus élevée que la teneur en eau
est importante. De la même façon, à l’échelle locale, pour une même distance intergranulaire,
la force capillaire entre deux grains est d’autant plus élevée que le volume du pont liquide est
important. L’effet de la capillarité à l’échelle macroscopique est donc en adéquation avec les
tendances observées à l’échelle locale.

L’intérêt de la simulation numérique réside également dans la possibilité d’accéder à des
informations locales telles que les vitesses des grains, les efforts normaux entre grains, les inter-
actions granulaires... Quelques uns de ces aspects sont abordés sur cet exemple de compression
diamétrale.

La figure 3.28 montre l’évolution des intensités des vitesses au cours de l’essai de compres-
sion diamétrale d’un échantillon de teneur en eau w = 1%. Les couleurs chaudes correspondent
aux vitesses élevées et les couleurs froides aux vitesses faibles. Cette figure met en évidence un
comportement symétrique de l’échantillon au cours de l’essai, laissant apparâıtre deux “coins”.
Dans la zone supérieure (grains de couleurs chaudes), les grains ont des vitesses de déplacement
élevées. Il s’agit des grains entrâınés par frottement par le plateau supérieur, ces grains se com-
portent comme un “coin” qui pénètre à l’intérieur de l’échantillon. Symétriquement, il existe un
“coin” inférieur pour lequel les vitesses des grains sont très faibles ou nulles : il s’agit d’une zone
de l’échantillon où les grains sont immobiles au cours de l’essai. L’existence de ce comportement
de type “coins” entrâıne l’existence de deux zones latérales assez homogènes pour lesquelles les
vitesses des grains sont relativement faibles.

Il est également possible de suivre l’évolution des forces capillaires au cours de l’essai. La
figure 3.29 présente l’évolution des forces de traction exercées par les ponts liquides entre les
grains dans la section médiane de l’échantillon. Les actions entre grains sont représentées par
des traits qui lient les centres des grains ; l’épaisseur du trait est proportionnelle à l’intensité
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Fig. 3.28 – Évolution de la vitesse des grains (S.I.), au cours de la simulation (échantillon avec
une teneur en eau w = 1%).
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Fig. 3.29 – Évolution des forces capillaires entre les grains contenus dans la section médiane
(d’épaisseur 2 mm), au cours de la simulation (échantillon avec une teneur en eau w = 1%).
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Fig. 3.30 – Évolution des forces de contact entre les grains contenus dans la section médiane
(d’épaisseur 2 mm), au cours de la simulation (échantillon avec une teneur en eau w = 1%).

de la force, le trait le plus épais correspondant à la force maximale de traction à un temps de
simulation donné. La répartition des forces de traction est assez uniforme au début de l’essai.
En cours d’essai, on peut constater une plus faible densité de forces au centre de l’échantillon,
alors que les deux zones latérales présentent une densité assez élevée d’interactions capillaires.
Cette répartition témoigne de la rupture progressive des ponts liquides au centre de l’échantillon,
alors que les deux zones latérales restent cohésives. Ce comportement est en adéquation avec les
observations effectuées en terme de vitesse des grains. La localisation de la zone de rupture privi-
légiée des ponts liquides correspond aux observations effectuées par Thornton et al. [2004] dans
le cas de la compression diamétrale d’échantillons granulaires cohésifs denses. Ce type d’essai,
inspiré de l’essai “brésilien”, est particulièrement intéressant dans le cas qui nous intéresse. En
effet, il est difficile de réaliser des essais autres que dérivés de la compression sur les matériaux
granulaires, alors que la cohésion par capillarité est plutôt mise en évidence au cours d’essais
de traction. Les essais de compression diamétrale permettent de concilier ces deux aspects : la
compression est utilisée pour solliciter l’échantillon en traction en son centre.

La figure 3.30 présente la distribution des forces de contact dans la section médiane de
l’échantillon. Au cours de la compression, un réseau de force de contact s’établit entre le pla-
teau supérieur et le plateau inférieur. Ce réseau se développe symétriquement à partir de la
zone supérieure de l’échantillon en contact avec le plateau supérieur et de la zone inférieure de
l’échantillon en contact avec le plateau inférieur. Au fur et à mesure de la compression, ce réseau
se scinde en deux réseaux ; de part et d’autre de la zone centrale, deux réseaux de forces de
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contact s’établissent, correspondant aux deux zones latérales cohésives de l’échantillon en fin
d’essai.

L’analyse combinée de l’évolution des grandeurs cinématiques et des forces locales et de
compression permet de mettre en évidence l’effet de la présence d’eau dans le comportement
macroscopique d’un échantillon granulaire.

3.6 Conclusion

La prise en compte de la cohésion par capillarité dans un code de calcul en éléments discrets
nécessite l’intégration d’une loi locale d’interaction et une gestion de l’eau au sein des échan-
tillons granulaires. Une loi locale d’interaction de type capillaire a été proposée en tenant compte
du contact entre les grains et de la cohésion par capillarité. Cette loi est complétée par un critère
de rupture qui permet de définir la rupture des ponts liquides. Une méthode numérique de ré-
partition de l’eau est utilisée au sein du code de calcul. Elle permet de distribuer le volume d’eau
macroscopique entre les ponts liquides en tenant compte des tailles respectives des doublets de
grains.

Des simulations numériques de compression simple sur des échantillons humides polydis-
perses ont permis de tester le code de calcul et l’implémentation d’un comportement de type
capillaire. Des expériences similaires ont été effectuées sur des échantillons constitués de billes
de verre. On observe une bonne adéquation des résultats numériques et expérimentaux, aussi
bien sur le plan qualitatif que sur le plan quantitatif. Ces essais de compression simple montrent
l’influence de la cohésion capillaire à l’échelle locale sur le comportement macroscopique des
matériaux granulaires.

Des essais de compression diamétrale sur des échantillons granulaires ont permis d’illustrer
l’intérêt des approches discrètes pour l’étude des milieux granulaires, notamment en ce qui
concerne l’accès et l’analyse d’informations locales, à l’échelle des grains. Ce type d’approche ne
constitue pas un outil de prédiction, mais offre des possibilités de représentation et d’analyse
des phénomènes physiques particulièrement intéressantes, en particulier pour la mécanique des
sols [Liu et al., 2003; Delenne et al., 2004].
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Chapitre 4

Couplages dans les milieux

granulaires humides

L’objectif de ce chapitre est de montrer les potentialités de l’approche de type milieux granu-
laires pour l’étude des milieux complexes. Il s’agit ici de présenter quelques éléments concernant
les couplages associés à la présence d’eau au sein des milieux granulaires, accompagnés des pre-
miers résultats. La réflexion porte en particulier sur les effets de variations de température, la
présence de solutés dans l’eau, et sur la cristallisation de ces solutés.

4.1 Température et capillarité

Les changements de température peuvent modifier les propriétés des ponts liquides entre
les grains et donc modifier le comportement macroscopique des matériaux granulaires. Le cas
d’une élévation de température est étudié ici à l’échelle locale et à l’échelle macroscopique. On
considère que les grains ne se dilatent pas (le coefficient de dilatation volumique de la silice est de
l’ordre de 5, 6.10−7 K−1, alors que celui de l’eau est de l’ordre de 4.10−4 K−1). L’atmosphère est
considérée saturée en vapeur d’eau, ce qui exclue toute évaporation des ponts liquides. L’effet de
la température sur la cohésion par capillarité est abordée ici de façon théorique. Nous considérons
le cas de l’eau pure pour la détermination des propriétés physiques, à l’exception de l’évolution
de l’angle de mouillage qui est déterminée expérimentalement.

4.1.1 Influence de la température sur les caractéristiques physiques du pont

liquide

Les liquides sont très sensibles aux variations de température. Ces variations modifient en
effet les propriétés physiques des liquides, ce qui peut avoir des conséquences sur la force locale
de capillarité. L’effet de la température sur la cohésion par capillarité est abordé à travers l’évo-
lution de la tension superficielle et du coefficient de dilatation volumique de l’eau, supposée pure
par ailleurs. L’évolution de l’angle de mouillage, déterminée expérimentalement, en fonction de
la température est également prise en compte.

Influence de la température sur les caractéristiques physiques de l’eau

La variation de tension superficielle de l’eau pure en fonction de la température est donnée
par la relation [Tidestrom, 1961] :

σ(T ) = 7, 35.10−2 − 1, 65.10−4(T − 15) (4.1)

91



Fig. 4.1 – Évolution de la tension superficielle de l’eau pure en fonction de la température.

Fig. 4.2 – Évolution du coefficient de dilatation volumique de l’eau pure en fonction de la
température.

pour des températures T comprises entre 15̊ C et 70̊ C (où T est exprimée en C̊ et σ en N/m).
La tension superficielle décrôıt donc linéairement en fonction de la température (Fig. 4.1).

Les variations de température engendrent également des variations de volume. Le pont li-
quide est considéré dans le cas d’une atmosphère saturée en vapeur d’eau, il n’y a donc pas
d’évaporation d’eau au niveau du pont et celui-ci ne subit qu’une dilatation volumique due à
la modification de la température. Le volume de liquide à une température T est donné par la
relation :

V (T ) = (1 + β(T )T )V0 (4.2)

où V0 est le volume de liquide à la température T = 0̊ C et β(T ) le coefficient de dilatation
volumique du liquide. Dans le cas de l’eau pure, pour des températures T comprises entre 15̊ C
et 70̊ C (où T est exprimée en C̊ et β en K−1), le coefficient de dilatation volumique est donné
par la relation [Handbook, 1976] :

β(T ) = 1, 6.10−4 + 8.10−6(T − 15) (4.3)

Le coefficient de dilatation volumique de l’eau augmente donc linéairement avec la tempéra-
ture (Fig. 4.2).
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Influence de la température sur la géométrie du pont liquide : évolution de l’angle

de mouillage

L’angle de mouillage est également un paramètre sensible aux variations de température. Ce
paramètre présente un comportement complexe fortement influencé par les conditions environ-
nementales. Son évolution en fonction de la température semble être un problème ouvert compte
tenu du peu d’informations disponibles dans la littérature. Pour pallier ce manque, l’évolution
de l’angle de mouillage en fonction de la température a été déterminée expérimentalement, à
partir d’une première étude prospective. Un pont liquide constitué d’eau colorée est établi entre
deux anneaux métalliques. L’ensemble est placé dans une enceinte contrôlée en température et
en humidité. L’humidité relative de l’enceinte a été fixée à HR = 100 %, ce qui permet d’éviter
toute évaporation du pont liquide. La température de l’enceinte est augmentée par paliers de
5̊ C, en conservant la condition HR = 100 %. Des photographies du pont liquide sont réalisées
à l’équilibe, pour différentes températures comme le montre la figure 4.3.

Fig. 4.3 – Effet de la température sur la géométrie d’un pont liquide pour une humidité relative
HR = 100 %.

Le contraste des photographies s’altère avec l’augmentation de la température ; cette altéra-
tion est due à l’effet des températures élevées et de HR = 100% sur l’appareil numérique utilisé
pour l’acquisition des images. Cependant, même pour la température de 60̊ C, le pont liquide
est identifiable. Chaque photographie permet d’obtenir par mesure graphique quatre valeurs
de l’angle de mouillage. Les valeurs obtenues pour chacune des températures sont moyennées
afin de déterminer l’évolution de l’angle de mouillage moyen en fonction de la température. La
figure 4.4 montre que, dans ces conditions d’essai, l’angle de mouillage moyen diminue avec la
température.

Pour effectuer ces mesures expérimentales basées sur une détermination graphique, il a fallu
utiliser des volumes de ponts liquides importants et de l’eau colorée. Les valeurs obtenues ne
correspondent donc pas aux valeurs de l’angle de mouillage dans le cas de l’eau pure. Bien que
réalisés dans un contexte particulier, ces essais permettent d’obtenir des informations sur les
valeurs de l’angle de mouillage qui sont utilisées pour déterminer la force capillaire dans le cas
de différentes températures.

4.1.2 Influence de la température sur la force capillaire à l’échelle locale

Prise en compte de la température dans le modèle local

Par l’intermédiaire des grandeurs tension superficielle, volume de pont liquide et angle de
mouillage, la force capillaire semble sensible aux variations de température. La force capillaire,
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Fig. 4.4 – Évolution de l’angle de mouillage moyen en fonction de la température. Détermination
expérimentale.

entre deux grains sphériques de rayons R1 et R2, s’écrit donc en fonction de la température sous
la forme (voir chapitre 2) :

Fcapillaire(T ) = π σ(T )
√

R1 R2

(
c(T ) + exp

(
a(T )

D

R2
+ b(T )

))
(4.4)

avec les coefficients a(T ), b(T ), et c(T ) fonction du volume du pont liquide V (T ), de l’angle de
mouillage θ(T ) (exprimé en radians) et du rayon du plus grand grain R2 :

a(T ) = −1, 1
(

V (T )
R3

2

)−0,53

b(T ) =
(
−0, 148 ln

(
V (T )
R3

2

)
− 0, 96

)
θ2(T ) − 0, 0082 ln

(
V (T )
R3

2

)
+ 0, 48

c(T ) = 0, 0018 ln
(

V (T )
R3

2

)
+ 0, 078

(4.5)

La distance de rupture du pont liquide est également modifiée par les changements de tem-
pérature par l’intermédiaire des termes θ(T ) et V (T ) (chapitre 2). Le critère de rupture devient :

Drupture(T ) = (1 + 0, 5θ(T ))(V (T ))1/3 (4.6)

Calcul

L’effet de la température sur la force capillaire est déterminé pour trois températures : 30̊ C,
45̊ C et 60̊ C. Les valeurs de la tension superficielle, du coefficient de dilatation volumique et
de l’angle de mouillage sont déterminées à l’aide des relations (4.1), (4.3) et de la figure 4.4. Le
calcul des volumes des ponts liquides à la température T est effectué avec la relation (4.7) qui
prend, comme référence, le volume du pont liquide à la température 30̊ C :

V (T ) =
1 + β(T ) T

1 + β(30) 30
V30 = α(T )V30 (4.7)

Les valeurs des paramètres utilisées pour le calcul de la force capillaire locale en fonction
de la température sont synthétisées dans le tableau 4.1. Les rayons des grains et les volumes de
ponts liquides considérés pour le calcul des forces capillaires à l’échelle locale correspondent à
des configurations rencontrées dans l’étude macroscopique (paragraphe 4.1.3).
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Température Angle de mouillage Tension superficielle Coefficient volumique
θ (radians) σ (N/m) α(T )

30̊ C 0, 575 0, 071 1

45̊ C 0, 541 0, 0685 1, 0095

60̊ C 0, 464 0, 066 1, 0226

Tab. 4.1 – Valeurs des paramètres utilisées pour le calcul des forces capillaires à l’échelle locale.

Résultats

La figure 4.5 présente l’évolution de la force capillaire en fonction de la température pour
différentes configurations de doublets capillaires. Les distances de rupture sont déterminées à
l’aide de la relation (4.6). Dans tous les cas étudiés, l’intensité de la force capillaire à l’échelle
locale est très peu influencée par la température. Pour une même configuration du doublet capil-
laire, la force capillaire est plus faible pour une température de 45̊ C que pour une température
de 30̊ C (Fig. 4.6). La force capillaire est également plus faible pour une température de 60̊ C
que pour une température de 45̊ C, excepté pour certaines valeurs de distance intergranulaire
et de volume de pont liquide (Fig. 4.6). Le volume du pont liquide apparâıt ainsi comme un
paramètre clé, puisqu’il peut modifier l’intensité de la force capillaire d’une façon importante.
Cependant, comme le montre la figure 4.6, les écarts relatifs en terme de forces sont très faibles,
et dans ces conditions d’étude, la température a peu d’effet sur l’intensité de la force capillaire.
Cette faible dépendance de la force capillaire avec la température peut s’expliquer par les faibles
variations engendrées par la température sur les paramètres tension superficielle, coefficient de
dilatation volumique et angle de mouillage. De plus, les variations de ces différents paramètres
ont tendance à se compenser :

– la tension superficielle diminue avec la température, ce qui diminue l’intensité de la force
capillaire,

– le volume du pont liquide augmente avec la température (par l’intermédiaire du coefficient
de dilatation volumique), ce qui a tendance à augmenter la force capillaire,

– d’après nos essais, l’angle de mouillage semble diminuer avec la température. Cependant,
ces résultats sont à considérer avec précaution. En effet, ce paramètre présente un compor-
tement sensible aux conditions environnementales et sa dépendance avec la température
n’est pas mâıtrisée. L’influence de ce paramètre sur la force capillaire est complexe (voir
chapitre 2), il est donc difficile d’identifier l’effet de l’angle de mouillage et de la tempéra-
ture sur la force capillaire.

L’évolution de la force capillaire à l’échelle locale est fortement influencée par l’évolution combi-
née de ces différents paramètres et par la combinaison des valeurs qu’ils prennent ; il est difficile,
dans ces conditions, de dégager une évolution de la force capillaire avec la température.

4.1.3 Influence de la température sur le comportement macroscopique de

milieux granulaires humides

Afin d’évaluer l’effet de la température sur la cohésion par capillarité à l’échelle macrosco-
pique, des essais de compression simple sont effectués numériquement sur des échantillons ayant
la même configuration géométrique que ceux utilisés au chapitre 3 (à savoir échantillon cylin-
drique polydisperse dont les diamètres des grains sont compris entre 0, 8 mm et 1, 3 mm, figure
4.7). Les conditions d’essai sont les mêmes exceptée la durée de simulation (0, 5 s) et la vitesse
de compression (2 mm/s). Ces deux paramètres de simulation sont modifiés afin de réduire les
temps de calcul.

La teneur en eau massique des échantillons est w = 3 %. Les essais de compression sont
réalisés pour les trois températures : 30̊ C, 45̊ C et 60̊ C, en prenant en compte à l’échelle locale
les relations (4.4) à (4.7).
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Fig. 4.5 – Évolution de la force capillaire en fonction de la température pour différentes confi-
gurations de doublets capillaires (R2 = 0, 65 mm).
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Fig. 4.6 – Évolution des écarts relatifs entre les forces capillaires avec la température ; la force
capillaire à 30̊ C étant prise comme référence.

Fig. 4.7 – Échantillon numérique utilisé pour les essais de compression simple à différentes
températures.
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Fig. 4.8 – Effet de la température sur la force de compression, dans le cas de la compression
simple d’échantillons de teneur en eau w = 3 %.

La figure 4.8 montre l’évolution de la force de compression pour les trois températures. La
force maximale de compression est d’autant plus élevée que la température est faible. L’écart
entre les forces à la rupture pour les différentes températures n’est cependant pas très impor-
tant : l’écart entre la force à la rupture pour 30̊ C et la force à la rupture pour 60̊ C est inférieur
à 10%. Lorsque le déplacement du plateau supérieur dépasse 0, 2 mm, l’évolution des forces de
compression est assez singulière. En effet, la force de compression correspondant à la tempéra-
ture 60̊ C augmente pour devenir la plus élevée. Ce comportement est à analyser avec réserve
car il doit s’agir des effets combinés de la température et de réarrangements géométriques des
grains à l’intérieur de l’échantillon.

La prise en compte des effets de la température sur la cohésion par capillarité nécessiterait
une étude plus approfondie, en particulier en ce qui concerne l’évolution de l’angle de mouillage.

Dans le cas d’une atmosphère à pression de vapeur non saturante, les élévations de tempéra-
ture peuvent également engendrer des phénomènes d’évaporation accrus et donc des modifica-
tions des volumes de ponts liquides et de la répartition de l’eau au sein des matériaux granulaires,
modifiant ainsi l’intensité des forces capillaires. Pour tenir compte de cette évaporation, il fau-
drait compléter le modèle de cohésion par capillarité par des cinétiques d’évaporation.

A l’inverse, une diminution de la température peut aussi modifier les propriétés physiques
des ponts liquides ; ces modifications peuvent même aller jusqu’au gel des ponts liquides, intro-
duisant ainsi un comportement de type ponts solides entre les grains.
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4.2 Soluté et capillarité

Dans les chapitres et paragraphes précédents, la cohésion par capillarité a été étudiée dans
le cas de ponts liquides constitués d’eau pure. Dans le but d’appréhender l’effet de la présence
d’un constituant en solution dans l’eau sur la cohésion par capillarité, nous nous intéressons ici
au cas d’une solution de chlorure de sodium saturée, appelée saumure saturée1.

4.2.1 Influence d’un soluté sur les caractéristiques physiques du pont liquide

La présence de chlorure de sodium (NaCl) en solution dans l’eau génère une augmentation
de la tension superficielle du liquide (Fig. 4.9) [Kaufmann, 1960] ; pour une solution aqueuse
saturée en chlorure de sodium, l’augmentation de tension superficielle par rapport à la tension
superficielle de l’eau pure est de 9, 8.10−3 N/m. La tension superficielle de la saumure saturée est
donc 82, 8.10−3 N/m, en considérant que la tension superficielle de l’eau pure est 73.10−3 N/m
(la température ambiante est ici supposée constante).

Fig. 4.9 – Effet de la quantité de chlorure de sodium par gramme d’eau sur la tension superficielle
d’une solution aqueuse [Kaufmann, 1960].

L’influence de la quantité de chlorure de sodium par gramme d’eau sur l’évolution de l’angle
de mouillage de la solution n’est pas connue et mériterait une étude détaillée. La présence de
chlorure de sodium est supposée ici ne pas avoir d’effet sur l’angle de mouillage. La valeur θ = 0
correspondant au cas théorique de l’eau pure est retenue pour le calcul de la force capillaire.

4.2.2 Influence d’un soluté sur la force capillaire à l’échelle locale

L’augmentation de la tension superficielle avec la concentration en chlorure de sodium d’une
solution aqueuse est à l’origine d’une augmentation de la force capillaire. La figure 4.10 illustre
cet effet dans le cas d’un pont liquide de volume V = 2 mm3 entre deux billes de rayons
R1 = R2 = 2 mm. L’intensité de la force capillaire étant proportionnelle à la valeur de la tension
superficielle (voir chapitre 2), une concentration en chlorure de sodium donnée du pont liquide
engendre une augmentation de la force capillaire dans des proportions identiques, quelle que soit
la configuration du pont liquide. Dans le cas d’une saumure saturée, la force capillaire est ainsi
supérieure de 13, 4% au cas de l’eau pure, pour une configuration de doublet capillaire donnée.

1Saumure saturée : solution aqueuse de chlorure de sodium contenant environ 351 g de chlorure de sodium
pour 1000 g d’eau.
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Fig. 4.10 – Effet de la variation de la tension superficielle, due à la quantité de chlorure de sodium
par gramme d’eau, sur l’intensité de la force capillaire (R1 = R2 = 2 mm et V = 2 mm3).

4.2.3 Influence d’un soluté sur le comportement macroscopique d’un maté-

riau granulaire

Approche numérique

Des essais de compression simple sont effectués numériquement pour évaluer l’influence de
la cohésion capillaire en présence de saumure saturée sur la résistance à la compression. Les
échantillons considérés sont ceux présentés au chapitre 3, les conditions de simulation sont les
mêmes que celles utilisées au paragraphe 4.1.3. Les essais de compression sont effectués pour
différentes teneurs en saumure saturée : w = 0, 5%, 1%, 2%, 3%, 5% et 7%.

La figure 4.11 présente l’évolution de la force de compression en fonction du déplacement
du plateau supérieur pour les différentes teneurs en saumure saturée. A partir de ces essais, il
est possible d’identifier la force à la rupture pour chacune des teneurs en saumure saturée. Ces
valeurs sont reportées sur le graphe de la figure 4.12. Dans le cas sec, l’échantillon s’écroule sous
son poids propre, la valeur retenue pour la force à la rupture est donc 0. Pour comparaison, les
forces à la rupture dans le cas de l’eau pure ont été reportées sur ce même graphe. Les deux
courbes ont globalement la même allure : la force à la rupture augmente avec la teneur en liquide.
Cette augmentation est d’autant plus rapide que les teneurs en liquide sont faibles. A partir d’une
teneur en liquide de 5 %, la force à la rupture semble se stabiliser. L’écart relatif moyen entre les
forces à la rupture pour les deux liquides est de l’ordre de 24%. Ces essais numériques montrent
la sensibilité au paramètre tension superficielle de la résistance à la compression des échantillons
granulaires, dans le cas de la cohésion par capillarité.

Approche expérimentale

Des essais de compression simple sont effectués sur des échantillons identiques à ceux du
chapitre 2. Le mode opératoire est également le même. Les échantillons sont des cylindres de
17 mm de hauteur et de 25 mm de diamètre. Ils sont constitués de billes de verre dont les
diamètres sont compris entre 0, 8 mm et 1, 3 mm. Les essais de compression sont réalisés pour
différentes teneurs en eau pure et différentes teneurs en saumure saturée. La figure 4.13 présente
l’évolution de la force à la rupture moyenne en fonction de la teneur en liquide dans ces deux
cas. Pour chaque teneur en liquide, la force à la rupture moyenne est obtenue par le calcul de la
moyenne de cinq résultats de mesure, excepté pour la teneur w = 1% en eau pure pour laquelle
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Fig. 4.11 – Essais de compression simple sur des échantillons numériques pour différentes teneurs
en saumure saturée.

Fig. 4.12 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la teneur en liquide : comparaison
eau pure et saumure saturée. Étude numérique.
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Fig. 4.13 – Évolution de la force à la rupture moyenne en fonction de la teneur en liquide :
comparaison eau pure et saumure saturée. Étude expérimentale.

Fig. 4.14 – Effet du volume de pont liquide et de la présence de NaCl cristallisé au niveau de la
ligne triple sur les grains d’un doublet capillaire.

les difficultés de réalisation des échantillons n’ont pas permis de multiplier les essais. Pour une
même teneur en liquide, la force à la rupture est plus élevée dans le cas de la saumure saturée,
ce qui confirme les tendances obtenues numériquement. Cependant, les forces sont globalement
plus faibles que dans le cas numérique. Plusieurs facteurs peuvent expliquer cette différence
comme nous l’avons évoqué au chapitre 3 (forme et rugosité des grains, granularité réelle des
échantillons, effets de gravité, effets de l’angle de mouillage, effets d’hystérésis, répartition du
liquide au sein des échantillons...).

La figure 4.13 montre que, pour les faibles teneurs en liquide, l’écart relatif entre les forces
à la rupture est important (de l’ordre de 90%). Cet écart diminue lorsque la teneur en liquide
augmente. Une explication physique possible de cette tendance réside dans la présence de dépôts
de NaCl cristallisé au niveau des lignes triples sur les grains. Pour les faibles teneurs en liquide,
les ponts liquides sont de petites dimensions ; lorsque la cristallisation du NaCl débute, les dépôts
de cristaux peuvent rapidement se trouver en contact, créant ainsi des aspérités et des blocages
qui augmentent la résistance à la compression des échantillons. Pour les teneurs en saumure
saturée plus élevées, les ponts liquides sont de tailles plus conséquentes et les cristaux de NaCl
ne sont pas en contact, l’interaction cohésive entre les grains reste donc de type capillaire (Fig.
4.14).
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4.3 Une approche expérimentale de la cristallisation

L’influence de l’eau sur le comportement mécanique des matériaux granulaires ne se limite pas
seulement au mécanisme de cohésion par capillarité. En effet, l’eau peut également jouer le rôle
de vecteur pour d’autres constituants et, par exemple, favoriser les phénomènes de dissolution
et/ou de cristallisation de solutés entre les grains. L’effet de la cristallisation est abordé dans cette
section à travers l’exemple de la compression simple d’échantillons granulaires [Voivret, 2005].
Pour préparer les échantillons, une saumure saturée est utilisée. Les échantillons sont sollicités
en compression après des temps de repos différents, ce qui permet de réaliser des essais pour
différents états de cristallisation. La cristallisation est ici une conséquence de l’augmentation de
concentration en NaCl dans l’eau due à l’évaporation.

4.3.1 Influence de la cristallisation sur la force de cohésion à l’échelle locale

L’étude expérimentale de la force de cohésion générée par un pont cristallisé de chlorure
de sodium entre deux grains est particulièrement délicate. Lorsqu’un pont liquide constitué de
saumure saturée est établi entre deux billes, la cristallisation du NaCl s’initie très rapidement au
niveau des lignes triples (lignes définissant l’interface solide-liquide-gaz sur les grains). La cristal-
lisation du pont liquide se développe à partir de cette zone, au niveau de l’interface liquide-gaz.
On observe ainsi une cristallisation en périphérie du pont liquide, conduisant à la formation d’un
“volcan” de NaCl cristallisé entre les grains (Fig. 4.15 et 4.16). Ce phénomène de cristallisation
du NaCl à l’interface liquide-gaz est également observé dans des tubes capillaires [Benavente
et al., 2004]. Le pont cristallisé est relativement fragile, ce qui rend délicate toute manipulation
du doublet. Un essai de traction à l’échelle locale sur un doublet cristallisé avec le dispositif
utilisé au chapitre 2 dans le cas des ponts liquides est donc délicate. Outre la résistance à la
traction, le pont cristallisé présente une résistance élevée au cisaillement. L’étude expérimen-
tale d’un doublet cristallisé nécessiterait donc la définition d’un protocole expérimental et d’un
dispositif d’essai adaptés, d’où le passage à une étude expérimentale macroscopique.

Fig. 4.15 – Pont de NaCl cristallisé entre deux billes de verre.

Fig. 4.16 – Illustration de la cristallisation du NaCl contenu dans un pont de saumure saturée.
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Fig. 4.17 – Processus de fabrication des échantillons granulaires pour les essais de compression
simple : (1) remplissage du moule cylindrique avec un mélange de billes de verre et de saumure
saturée, (2) compactage de l’échantillon, (3) retournement de l’ensemble moule-socle-piston, (4)
retrait du socle, (5) dégagement du moule, (6) échantillon sur son support de manipulation, prêt
à l’emploi.

4.3.2 Influence de la cristallisation sur le comportement macroscopique d’un

matériau granulaire

Description des essais

Les échantillons granulaires sont constitués de billes de verre de diamètre nominal 1 mm. Les
échantillons sont fabriqués selon le même mode opératoire que celui utilisé au chapitre 3 (Fig.
4.17). Contrairement aux essais macroscopiques réalisés dans le cas de l’eau pure, les essais de
compression ne sont pas effectués juste après démoulage. Pour chaque teneur initiale en saumure
saturée, les échantillons sont soumis à des temps d’évaporation différents, ce qui permet d’obtenir
des résultats de compression pour des échantillons contenant des masses de chlorure de sodium
cristallisé variables. Il est donc nécessaire d’utiliser un support permettant la manipulation et
le stockage des échantillons pendant la cristallisation du chlorure de sodium. Pour cela, un plot
métallique est placé à l’intérieur du moule en cours de fabrication (ce plot métallique est appelé
support de manipulation).

La masse sèche de billes utilisée pour fabriquer les échantillons est toujours la même, à savoir
13, 8 g. Des échantillons sont fabriqués pour deux teneurs initiales en saumure saturée : w = 3%
et w = 5%. Les échantillons obtenus au démoulage sont des cylindres de diamètre 25 mm et de
hauteur 17 mm. La cristallisation du chlorure de sodium est obtenue en plaçant les échantillons
à l’air libre sur leurs supports de manipulation (Fig. 4.18).
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Fig. 4.18 – Échantillon granulaire cimenté par cristallisation de NaCl. La cristallisation du
chlorure de sodium s’effectue de façon préférentielle à la surface des billes de verre situées sur la
surface latérale de l’échantillon.

L’appareil utilisé pour réaliser les essais de compression est un texturomètre ; il s’agit d’une
machine d’essai permettant d’effectuer des essais de traction et/ou de compression sur des échan-
tillons de faibles dimensions et pour des forces relativement faibles (Fig. 4.19). Le texturomètre
est piloté en déplacement, à une vitesse de 5 mm/min, pour un déplacement total de 5mm. Une
coupelle de verre est placée sous le support de manipulation afin de retenir les parties de l’échan-
tillon détachées en cours d’essai. La figure 4.20 présente un échantillon granulaire contenant du
NaCl cristallisé en début d’essai de compression.

Résultats et conclusion

Les échantillons sont pesés juste après leur fabrication, pour obtenir la masse mfabr, et juste
avant l’essai de compression pour obtenir la masse messai. Ces deux masses permettent de définir
la masse d’eau évaporée mévap et donc la masse de sel cristallisé mcrist :

mévap = mfabr − messai

mcrist = 351
1000mévap

(4.8)

La figure 4.21 présente les cinétiques de cristallisation du chlorure de sodium pour les deux
teneurs initiales en saumure saturée. Pour des temps de séchage égaux, la masse de sel cristallisé
est d’autant plus importante que la teneur initiale en saumure saturée est élevée. La quantité
d’eau évaporée, et donc la masse de sel cristallisé, augmentent rapidement au cours des premières
heures de séchage puis ce phénomène se stabilise dans le temps pour atteindre un état d’équilibre.

Après séchage, on peut observer une cristallisation privilégiée du NaCl en périphérie des
échantillons macroscopiques (Fig. 4.22 (a) et (b)). De la même façon, dans le cas de pierres
poreuses non saturées en présence d’une saumure, on observe une cristallisation du NaCl à la
surface des pierres [Benavente et al., 2004]. Pour les faibles temps de séchage, la périphérie de
l’échantillon est cimentée par cristallisation de NaCl alors que le coeur de l’échantillon est encore
humide. Ce phénomène est à l’origine de la création des croûtes de billes de verre cimentées par

105



Fig. 4.19 – Vue d’ensemble du texturomètre utilisé pour la compression des échantillons granu-
laires cimentés par cristallisation de NaCl.

Fig. 4.20 – Essai de compression simple sur un échantillon granulaire contenant du NaCl cris-
tallisé.
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Fig. 4.21 – Cinétiques de cristallisation. Les traits horizontaux en pointillés correspondent aux
masses de chlorure de sodium totales contenues dans un échantillon pour les deux teneurs initiales
en solution.

Fig. 4.22 – Cristallisation privilégiée en périphérie : (a) détachement de billes agglomérées par
cristallisation de NaCl en périphérie, pendant l’essai de compression, (b) couronnes de billes
agglomérées par cristallisation de NaCl en périphérie d’échantillons, observées après l’essai de
compression.
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Fig. 4.23 – Courbe force-déplacement obtenue avec le texturomètre pour un échantillon à une
teneur initiale en saumure saturée de 3% après un temps d’évaporation de 1/4 d’heure.

du NaCl qui se détachent parfois de l’échantillon en cours d’essai de compression. L’épaisseur de
la couronne de NaCl cristallisé augmente avec la teneur initiale en saumure saturée et le temps
de séchage. Ce phénomène de cristallisation en périphérie est l’image à l’échelle macroscopique
de la cristallisation à l’interface liquide-gaz observée à l’échelle locale.

Le texturomètre permet d’étudier l’évolution de la force de compression en fonction du
déplacement du plateau supérieur, et ce pour des chargements de niveau relativement faible
comme c’est le cas pour les essais réalisés. La figure 4.23 présente un exemple de courbe force-
déplacement obtenue pour un échantillon contenant une teneur initiale en saumure saturée de
3% après un temps d’évaporation de 1/4 d’heure. La figure 4.24 présente un exemple de courbe
force-déplacement obtenue pour un échantillon contenant une teneur initiale en saumure saturée
de 3% après un temps d’évaporation de 19 heures. On observe un écart important entre les deux
forces à la rupture données par les valeurs au pic. Cet écart montre que la cimentation peut
améliorer de façon considérable la résistance à la compression des échantillons granulaires. Des
essais similaires à ceux présentés dans les figures 4.23 et 4.24 ont été réalisés pour deux teneurs
initiales en saumure et différents temps d’évaporation. Pour chacun de ces essais, on a relevé
la force à la rupture et calculé la masse de chlorure de sodium cristallisé lors de l’évaporation
de l’eau. La figure 4.25 présente l’évolution de la force à la rupture en fonction de la masse de
chlorure de sodium cristallisé pour les deux teneurs initiales en saumure saturée. Cette figure
montre que, pour les deux teneurs en saumure saturée, les allures des courbes sont identiques.

Par ailleurs, pour chaque teneur initiale en saumure saturée, lorsque la masse de chlorure de
sodium cristallisé est faible, les valeurs des forces à la rupture sont très faibles et varient peu avec
une tangente quasiment nulle. Cette tangente crôıt rapidement à partir d’une masse de NaCl
cristallisé donnée. Ce comportement traduit l’évolution du matériau entre deux états extrêmes
que l’on pourrait qualifier de “mou”et “raide”pour des masses de NaCl cristallisé respectivement
faibles et élevées. Entre ces deux états, l’évolution de l’évaporation conduit à une formation
progressive de ponts solides qui augmentent naturellement la résistance du matériau granulaire.

Il est ainsi possible d’identifier deux types de comportements limites correspondant à ces
deux états extrêmes. Pour l’état “mou”, l’échantillon granulaire contient essentiellement une so-
lution liquide. Son comportement est celui d’un milieu granulaire humide. Ceci explique que les
valeurs des forces à la rupture observées correspondent aux valeurs obtenues dans le cas de la
cohésion par capillarité : on peut ainsi parler d’un comportement de type capillaire. Pour l’état
“raide”, les liens entre les grains sont des ponts de chlorure de sodium cristallisé, c’est-à-dire des
liens solides : les forces à la rupture atteignent alors des valeurs plus élevées puisque le compor-
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Fig. 4.24 – Courbe force-déplacement obtenue avec le texturomètre pour un échantillon à une
teneur initiale en saumure saturée de 3% après un temps d’évaporation de 19 heures.

Fig. 4.25 – Évolution de la force à la rupture en fonction de la masse de chlorure de sodium
cristallisé.
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tement des échantillons est de type cimenté.

Cependant, les courbes présentées dans la figure 4.25 doivent être interprétées avec précau-
tion. En effet, pour une masse de NaCl cristallisé donnée, la force à la rupture dépend fortement
de la teneur initiale en saumure saturée. Cette remarque soulève une interrogation quant à la
pertinence du paramètre masse de NaCl cristallisé. En effet, on pourrait s’attendre à ce que,
à une masse de NaCl cristallisé, corresponde un nombre de liens solides, indépendamment de
la teneur initiale en saumure. Cette hypothèse semble remise en cause par les résultats de la
figure 4.25. En fait, le phénomène de cristallisation s’avère fortement dépendant de la quantité
de solvant (eau) présent dans le milieu. En particulier, ce phénomène conduit à la formation
d’aggrégats de NaCl isolés dans le cas de teneurs en solvant fortes, et à la formation d’aggrégats
de NaCl localisés aux points de contact pour les faibles teneurs en solvant. Ce sont ces derniers
qui se traduisent en réalité par des ponts solides entre les grains.

La prise en compte de ces phénomènes de cristallisation dans un code de calcul en éléments
discrets nécessite, d’une part, l’utilisation d’un modèle de cohésion par cimentation et, d’autre
part, l’introduction d’un modèle de cristallisation.

Des modèles discrets tenant compte de la cohésion à l’échelle locale ont été utilisés pour
l’étude des effets de cimentation [Magnier et Donzé, 1998; Potapov et Campbell, 1998; Pisarenko
et Gland, 2001]. Cependant, le plus souvent, ces modèles ne prennent pas en compte le caractère
multidirectionnel du comportement mécanique des liens cimentés. En effet, les ponts solides entre
grains présentent une résistance mécanique aux sollicitations normales (traction et compression),
aux sollicitations tangentielles, mais aussi aux sollicitations combinées (traction, compression,
cisaillement et couple). La prise en compte de ces interactions dans un code de calcul en éléments
discrets a été proposée par Delenne [2002] dans le cas 2D. L’extension au cas 3D de ce type
d’approche nécessite, en particulier, le repérage des points d’ancrage des ponts solides à la
surface des grains et la définition de la cinématique de ces points. Cette approche numérique
doit également être couplée à une étude locale pour déterminer les paramètres pertinents, et les
valeurs associées, pour caractériser les ponts solides de NaCl.

La prise en compte de la cristallisation nécessite aussi de connâıtre la cinétique de pénétration
du front de cristallisation dans le matériau granulaire.

4.4 Conclusion

La cohésion par capillarité au sein des matériaux granulaires est très sensible aux variations
des paramètres environnementaux. Des modifications de paramètres physiques ou de constituants
peuvent avoir des effets significatifs sur la force capillaire et donc sur le comportement macro-
scopique des matériaux granulaires. Les différents exemples abordés dans ce chapitre concernent
l’augmentation de température et la sensibilité de la cohésion par capillarité à la présence d’un
soluté dans l’eau.

L’eau joue également le rôle d’un vecteur de solutés au sein des matériaux granulaires. Les
ponts liquides peuvent devenir des points privilégiés de cristallisation entre les grains et favoriser
ainsi l’apparition de ponts solides. Les matériaux granulaires humides sont le siège de phénomènes
cohésifs complexes qui évoluent progressivement d’une cohésion de type capillaire jusqu’à une
cohésion de type solide. Concernant ce dernier aspect, la première approche qui a été proposée
mérite d’être poursuivie et développée.
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Bilan et perspectives

Bilan

L’objectif de ce travail était double. Il s’agissait d’étudier les interactions de cohésion d’ori-
gine capillaire entre les particules d’un milieu granulaire, d’une part, et l’effet de ces interactions
sur le comportement macroscopique, d’autre part. Le bilan ci-dessous met en lumière quatre
aspects importants de cette thèse. Les trois premiers aspects sont consacrés à l’étude de la co-
hésion par capillarité en présence d’une solution d’eau pure. Le quatrième aspect constitue une
ouverture vers la prise en compte de considérations thermodynamiques telles que l’effet de la
température et la présence d’un soluté dans l’eau. En effet, une des particularités du phénomène
de cohésion par capillarité réside dans sa cohabitation incontournable avec des phénomènes de
transferts.

* Une analyse bibliographique a montré que la capillarité constitue un mécanisme de cohésion
important à prendre en compte, dès lors qu’on s’intéresse à des milieux granulaires humides. Il
a également été montré à quel point ce phénomène est complexe, compte tenu de la multipli-
cité des paramètres qui le conditionnent. Une possibilité d’étude de la sensibilité de la cohésion
par capillarité à ces différents paramètres passe par des approches de type micro-macro. Ces
approches nécessitent une bonne caractérisation des interactions locales et leur intégration dans
une modélisation macroscopique. Le choix qui a été fait ici consiste à privilégier une approche en
éléments discrets de type DEM en configuration tridimensionnelle. Une telle approche comporte
deux volets. Le premier se rapporte à la proposition d’une loi de cohésion par capillarité adaptée
aux conditions de l’étude. Le deuxième volet consiste à construire un code de calcul prenant en
compte les phénomènes capillaires en vue du passage micro-macro.

* Les points mis en avant dans la caractérisation d’une loi de cohésion par capillarité découlent
d’une volonté de partir de la physique des phénomènes à l’échelle locale. Cette physique devait
intégrer le caractère polydisperse traduisant ainsi la granularité souvent étalée des milieux gra-
nulaires. De plus, cette physique devait prendre en compte les caractéristiques des constituants
et leurs éventuelles évolutions thermodynamiques. Ces considérations ont orienté le choix d’une
expression explicite de la loi de cohésion par capillarité. Par ailleurs, ce choix a semblé le mieux
adapté à une implémentation dans le code de calcul. La loi proposée exprime la force capillaire
en fonction de la configuration géométrique des grains, de la distance intergranulaire, du volume
du pont liquide ainsi que des caractéristiques des constituants telles que la tension superficielle,
l’angle de mouillage... Elle a été élaborée sur la base d’une approche couplée théorique et expéri-
mentale, à l’échelle locale, dans différentes configurations du doublet capillaire. L’originalité de
cette loi réside dans son caractère explicite nécessitant un minimum d’opérations de calcul tout
en prenant en compte les différents paramètres qui influent sur la capillarité.
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* Outre la loi de cohésion par capillarité, la construction du code de calcul en éléments discrets
a nécessité la prise en compte du contact-frottant, de la rupture des ponts liquides, ainsi que la
répartition de l’eau au sein du milieu granulaire. Concernant le contact-frottant, une loi classique
de type Signorini-Coulomb a été utilisée. Le critère de rupture proposé par Lian et al. [1993] a
été testé expérimentalement avec succès, ce qui a conduit à l’adopter dans sa formulation ori-
ginelle. La répartition de l’eau dans un milieu polydisperse tridimensionnel est difficile d’accès.
Une première approche a consisté à répartir l’eau en fonction de la taille des grains constituant
les doublets capillaires. Dans un but de validation, un essai de compression simple, réalisé sur
un échantillon granulaire cylindrique humide et polydisperse, a été choisi. Les simulations et les
expériences ont été effectuées dans les mêmes conditions de géométrie, teneurs en eau, et des
conditions similaires de granularité. Comme pour l’expérimentation, les simulations ont confirmé
l’augmentation attendue de la force à la rupture en fonction de la teneur en eau. Les courbes
présentant les résultats obtenus numériquement et expérimentalement sont tout à fait similaires
en terme d’allure et d’ordre de grandeur. Ceci a montré la capacité du code de calcul à décrire, de
façon satisfaisante, l’influence de la cohésion par capillarité sur le comportement d’un matériau
granulaire humide.

* Par leur nature, les phénomènes capillaires sont associés à la présence d’eau liquide dans
le milieu granulaire. Contrairement au squelette solide, cette eau est un constituant particuliè-
rement sensible aux interactions avec l’environnement. Elle peut être le siège de transferts, de
changements de phase et jouer le rôle de vecteur de solutés. Ces phénomènes sont eux-mêmes
dépendants de la température. Dans ce contexte, et sans aller vers une étude thermodynamique
complète du pont liquide, il a été choisi de privilégier dans une première approche l’effet de la
température et de la présence d’un soluté qui peut éventuellement cristalliser.

L’effet d’une augmentation de température sur la cohésion par capillarité a été abordé de
façon théorique et numérique. Cette étude préliminaire a permis de souligner la complexité de
l’analyse des effets de la température. Elle a montré le caractère antagoniste des effets de la
tension superficielle, de la dilatation de l’eau et de l’angle de mouillage, sur la force capillaire
lors d’un changement de température.

En ce qui concerne la présence de solutés dans l’eau, on a choisi le cas d’un milieu granulaire
contenant une saumure saturée de NaCl. Une étude expérimentale et numérique a permis de
mettre en évidence la sensibilité du phénomène de cohésion par capillarité aux constituants qui
composent les ponts liquides. Elle a également montré que la nature des interactions peut chan-
ger lors de l’évaporation du solvant qui peut entrâıner une cristallisation partielle ou totale du
soluté. Une première approche expérimentale a ainsi montré l’existence de deux comportements
limites au cours de l’évaporation du solvant, à savoir un comportement de type capillaire en
début d’évaporation, et un comportement de type solide en fin d’évaporation.

Perspectives

Au terme de cette étude, des prolongements directs de ce travail nous semblent naturels pour
aller vers une meilleure connaissance des effets de la présence des liquides sur le comportement
mécanique des milieux granulaires. Ces prolongements sont présentés ici en deux catégories. La
première se rapporte aux trois premiers aspects du bilan, portant sur l’étude de la cohésion par
capillarité en présence d’eau pure. La seconde concerne le quatrième aspect du bilan, traitant
d’une ouverture vers des études thermodynamiques plus complètes du comportement mécanique
de milieux granulaires humides.
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* Lors de la présente étude, une série de difficultés a été mise en évidence et a été contournée
dans une première approche. Ces difficultés sont liées à une méconnaissance de l’évolution de
l’angle de mouillage, des phénomènes d’hystérésis et des effets de la viscosité du liquide sur les
contacts frottants et sur la cohésion.

En effet, l’angle de mouillage présente une évolution complexe et une forte dépendance avec
les conditions environnementales. Il influence de façon significative l’intensité de la force capil-
laire au point de justifier une étude approfondie. En ce qui concerne les phénomènes d’hystérésis,
il conviendrait d’envisager une analyse détaillée de ces effets à l’échelle macroscopique, en parti-
culier dans le cas de chargements cycliques. Pour ce qui est des effets de la viscosité du liquide,
il serait intéressant d’étudier l’évolution du coefficient de frottement entre grains, et l’influence
des forces de viscosité au niveau des ponts liquides.

Par ailleurs, la répartition du liquide au sein des matériaux granulaires est aussi un point
clé de l’étude des matériaux granulaires humides. Une étude expérimentale approfondie de la
distribution et de la taille des ponts liquides au sein des matériaux granulaires est nécessaire
pour vérifier la validité du critère de répartition utilisé, et le cas échéant, en proposer un autre.

* Comme nous l’avons vu dans le chapitre 4 consacré à des aspects de couplages complexes
dans les milieux granulaires, un vaste domaine d’exploration se présente comme une perspective
directe du travail préliminaire réalisé. En effet, l’influence de l’eau sur le comportement méca-
nique du matériau granulaire résulte de plusieurs phénomènes dépassant le cadre de la cohésion
par capillarité. Ainsi, les approches en éléments discrets peuvent constituer des outils d’analyse
pertinents pour étudier d’autres phénomènes associés à la présence d’eau. Parmi ces phénomènes,
le cas des changements de phase, liés à des variations de température et à la présence de solutés
dans les ponts liquides, constitue une ouverture intéressante de l’approche granulaire vers les
domaines de la thermodynamique et de la chimie.

Par ailleurs, tout au long de cette étude, les grains solides ont été supposés insensibles à
la présence d’eau. Pourtant, dans plusieurs applications, le retrait ou le gonflement de grains
lors du séchage ou de l’imbibition, peut présenter un intérêt certain. Des extensions de l’ap-
proche présentée dans cette étude sont donc envisageables dans cette direction. Il est possible
de modéliser numériquement la déformation des grains en introduisant dans le code de calcul
des cinétiques de retrait ou de gonflement issues de l’expérience.

Enfin, les paramètres géométriques, physiques et thermodynamiques intervenant dans la
description des phénomènes associés à la présence de liquide dans le milieu granulaire n’ont
évidemment pas le même degré d’importance pour une situation donnée. Ce constat impose une
vision de synthèse afin de hiérarchiser les effets respectifs de ces paramètres et de dégager leur
pertinence selon le contexte.
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J.-Y. Delenne, M.S. El Youssoufi, F. Cherblanc, et J.-C. Bénet. Mechanical behaviour and failure
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Notations

Lettres Grecques

δ angle de remplissage (représente la portion de grain mouillée par le pont liquide)
δ1 angle de remplissage du grain 1
δ2 angle de remplissage du grain 2
∆p différence de pression entre la phase gazeuse et la phase liquide, ∆p = pgaz − pliquide

∆t pas de temps utilisé
θ angle de mouillage
θa angle d’avancée (limite supérieure d’un angle de mouillage)
θr angle de reculée (limite inférieure d’un angle de mouillage)
µ coefficient de frottement (numérique)
ν coefficient d’amortissement
νcritique coefficient d’amortissement critique
ρ rayon de courbure extérieur du pont liquide dans l’approximation toroı̈dale
ρint rayon de courbure intérieur du pont liquide dans un cas quelconque
ρext rayon de courbure extérieur du pont liquide dans un cas quelconque
σ tension superficielle

Lettres Latines modernes

Bo nombre de Bond
D distance intergranulaire

D∗ distance intergranulaire adimensionnée, D∗ = D
R2

Dcréation distance de création d’un pont liquide
Drupture distance de rupture d’un pont liquide
Fcapillaire force capillaire
Ffrot force de frottement
Fn force normale entre les grains
F ∗

capillaire force capillaire adimensionnée

g accélération de la pesanteur

H paramètre adimensionnel, H = ∆p R2

σ
kcréation coefficient permettant de définir la distance de création d’un pont liquide
K constante d’intégration
Kn raideur normale
Kt coefficient de régularisation tangentielle
m masse réduite
mi masse du grain i
mj masse du grain j
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ms masse sèche
ma masse apparente
Oi centre du grain i
Oj centre du grain j

r rapport des rayons des grains, r = R1

R2

r1 rayon de courbure extérieur du pont liquide dans l’approximation toroı̈dale
r2 rayon de courbure intérieur du pont liquide dans l’approximation toroı̈dale
R rayon de grain (notamment dans le cas d’un milieu granulaire monodisperse)
R1 rayon du plus petit grain d’un doublet capillaire

R∗
1 rayon du grain 1 adimensionné, R∗

1 = R1

R2

R2 rayon du plus grand grain d’un doublet capillaire
Ri rayon du grain i
Rj rayon du grain j
T température
V volume du pont liquide

V ∗ volume adimensionné du pont liquide, V ∗ = V
R3

2

Vk volume de pont liquide affecté au pont liquide k

Ṽk volume indicateur affecté au pont liquide k
Vliquide volume macroscopique de liquide
Vmoyen volume moyen de pont liquide
x axe du doublet et abscisse associée
x∗ abscisse adimensionnée, x∗ = x

R2

xc1 abscisse correspondant à la position de la ligne triple sur le grain 1
x∗

c1 abscisse adimensionnée correspondant à la position de la ligne triple sur le grain 1
xc2 abscisse correspondant à la position de la ligne triple sur le grain 2
x∗

c2 abscisse adimensionnée correspondant à la position de la ligne triple sur le grain 2
y ordonnée définissant la forme du profil du pont liquide
y∗ ordonnée du profil adimensionnée, y∗ = y

R2

y0 ordonnée à l’origine du profil du pont liquide
y∗0 ordonnée du profil à l’origine adimensionnée, y∗

0 = y0

R2

w teneur en liquide massique
wL teneur en eau correspondant à la limite de liquidité
wP teneur en eau correspondant à la limite de plasticité
wS teneur en eau correspondant à la limite de retrait
Zponts nombre de ponts liquides
Z0 nombre d’antagonistes (numérique)

Vecteurs et repères

~Vij vitesse relative entre les grains i et j
~VijG vitesse de glissement
~VijN , ~VijT , ~VijS composantes de ~Vij dans (~n,~t, ~s)
~V (Oi, i/0) vecteur vitesse du centre du grain i dans le repère global
~Ωi/0 vecteur rotation du repère associé au grain i

(~n,~t, ~s) base du repère local d’interaction

(O, ~X, ~Y , ~Z) repère global
(Oi, ~xi, ~yi, ~zi) repère associé au grain i
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1.1 Teneurs en eau et différents états d’un sol. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Allure typique d’une courbe de compactage. L’optimum Proctor correspond à la
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à une “châınette”. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.7 Pont liquide entre deux grains de tailles différentes : (a) portions de grains recou-
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exemples : (a) R1 = R2 = 3 mm et θ = 0◦, (b) R2 = 3 mm, V = 2 mm3 et θ = 0◦,
(c) R1 = R2 = 3 mm et θ = 20◦, (d) R2 = 3 mm, V = 2 mm3 et θ = 20◦, (e)
R1 = R2 = 3 mm et θ = 40◦, (f) R2 = 3 mm, V = 2 mm3 et θ = 40◦. . . . . . . . 42
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tion expérimentale sur des échantillons constitués de billes de verre de diamètres
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configurations de doublets capillaires (R2 = 0, 65 mm). . . . . . . . . . . . . . . . 96
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sodium par gramme d’eau, sur l’intensité de la force capillaire (R1 = R2 = 2 mm
et V = 2 mm3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.11 Essais de compression simple sur des échantillons numériques pour différentes
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Annexe A

Exemple détaillé de recherche de triplets de valeurs (D∗, V ∗, F ∗)

Cette annexe a pour objectif de détailler, à l’aide de figures d’illustration, la méthode de dé-
termination de la configuration géométrique du doublet à partir des données de base R1, R2, δ1, θ,
de la différence de pression ∆p et de l’équation différentielle régissant la forme du profil. La mé-
thode de détermination de la configuration géométrique du doublet suppose que le profil est
symétrique par rapport à l’axe x. Outre l’aspect illustratif de la méthode, le tracé du doublet
capillaire permet une vérification du sens physique des résultats numériques obtenus ainsi qu’une
vérification des hypothèses utilisées. Les graphes ont été initialement réalisés à l’échelle 1 : 1 à
l’aide d’un logiciel graphique, les figures ci-dessous correspondent à des “zooms” de ces graphes
afin de faciliter leur lisibilité.
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Les données utilisées pour le calcul sont les sui-
vantes : les rayons R1 = 1mm et R2 = 4mm,
l’angle de remplissage du premier grain δ1 = 20̊
et l’angle de mouillage θ = 20̊ . Le rapport des
rayons des grains est donc r = 0, 25. La dif-
férence de pression est ∆p = 1000Pa, ce qui
permet de calculer le paramètre adimensionnel
H = 55, 7. Nous pouvons donc représenter les
deux grains, l’angle δ1, ainsi que la tangente au
point de contact du profil sur le grain 1 (angle
de mouillage θ = 20̊ ). Par contre nous ne pou-
vons pas positionner les grains l’un par rapport
à l’autre en ce qui concerne la distance inter-
granulaire : il s’agit d’une figure “flottante” en
x.

Connaissant les paramètres H et δ1, on peut cal-
culer la valeur de la constante C (Eq. 2.48) et
donc déterminer y∗

0 (Eq. 2.54). Les résultats nu-
mériques donnent y∗

0 = 0, 08, ce qui correspond
à une ordonnée à l’origine de y0 = 3, 2.10−4 m.
Mais nous ne pouvons pas encore placer y0 sur le
graphe. A l’aide de la constante K, il est possible
de déterminer la valeur de δ2 = 0, 089157 rad =
5, 1̊ : il s’agit de la valeur δ2 annulant l’équa-
tion (Eq. 2.52). Nous pouvons ainsi positionner
l’angle de remplissage du grain 2 sur le graphe
ainsi que la tangente au point de contact du pro-
fil sur le grain 2 (angle de mouillage θ = 20◦).
Les conditions initiales étant connues, le pro-
fil est déterminé par résolution numérique de
l’équation différentielle (Eq. 2.44).

Connaissant le profil numérique, il est possible
de déterminer les coordonnées des points de
contact du profil sur les grains (points triples).
Il s’agit de trouver les abscisses des points qui
vérifient : y∗1 = r sinδ1 = 0, 0855 et y∗2 =
sinδ2 = 0, 08889, c’est-à-dire y1 = 3, 42.10−4 m
et y2 = 3, 5558.10−4 m. Par dichotomie, nous
obtenons les valeurs x∗

c1 = −0, 01151 et x∗
c2 =

0, 01376, soit xc1 = −4, 604.10−5 m et xc2 =
5, 504.10−5 m. Nous pouvons donc calculer la
distance intergranulaire D∗ = 6, 22.10−3 soit
D = 2, 488.10−5 m et positionner les grains sur
la figure.
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Il est également possible de positionner en abs-
cisse l’origine du repère associé au doublet, ce
qui correspond au rayon de gorge y0. Le rayon
de gorge est positionné par rapport aux centres
des grains, son abscisse est nulle. Le profil du
pont liquide peut alors être tracé : il relie les
deux points de contact en passant par le rayon
de gorge y0 (où la tangente est horizontale) et
se raccorde aux grains suivant les tangentes.

Vérification

Le tracé du profil peut être utilisé pour déter-
miner la valeur de la différence de pression ∆p
associée et ainsi vérifier la pertinence de la mé-
thode de calcul (vérification a posteriori). Le
profil est approximé par un arc de cercle de
rayon Rext = 5, 6.10−5 m. La loi de Laplace per-
met de relier la courbure du pont liquide à la
différence de pression ∆p et à la tension super-
ficielle σ du liquide :

∆p = σ

(
1

Rext
− 1

y0

)
(9)

en considérant que la valeur de la tension super-
ficielle est σ = 0, 073 N/m, nous obtenons une
différence de pression ∆p :

∆p = 0, 073

(
1

5, 6.10−5
− 1

3, 2.10−4

)
= 1075, 4 Pa

(10)
ce qui est cohérent avec la valeur ∆p utilisée
pour la détermination du profil.

Profil “limite”

Il est également possible de tracer le profil “li-
mite” du pont liquide (avant interpénétration
des grains). Cette limite est atteinte pour H =
77, 5 ce qui correspond à une différence de pres-
sion ∆p = 1414, 3 Pa. Les valeurs géomé-
triques correspondantes sont : y∗

0 = 0, 0814,
δ2 = 0, 08824 rad = 5, 05̊ , x∗

c1 = −0, 00868 et
x∗

c2 = 0, 01035. La distance intergranulaire vaut
D∗ = 6, 242.10−5 , soit une distance intergranu-
laire quasi-nulle.
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Annexe B

Choc frontal entre deux grains

Le cas du choc frontal entre deux grains est envisagé ici dans le cas le plus simple où l’inter-
action de contact entre les grains est représentée par un modèle à ressort de raideur Kn (pour
rendre compte de la restitution de la force élastique), couplé à un amortisseur linéaire d’amor-
tissement ν. Cette modélisation élémentaire ne permet pas de rendre compte de la subtilité des
interactions de contact et, en particulier, des déformations plastiques qui accompagnent l’inter-
pénétration. Néanmoins, cette modélisation présente l’avantage de donner un sens physique aux
paramètres numériques utilisés.

Fig. B-1 – Modélisation de l’interaction de contact entre deux grains par le système ressort-
amortisseur couplé.

Les deux grains i et j entrent en collision frontale suivant l’axe x passant par le centre des
grains (Fig. B-1).

La distance intergranulaire D est telle que :

D = xi − xj − (Ri + Rj) (11)

où xi et xj correspondent à la position des centres des grains i et j, et Ri et Rj à leurs rayons
respectifs. La dérivée première de la distance intergranulaire par rapport au temps est notée Ḋ
et la dérivée seconde D̈.

Considérons le cas du contact entre les grains (D ≤ 0). En isolant le grain i, le Principe
Fondamental de la Dynamique en projection sur l’axe x donne :

miẍi = −KnD − νḊ (12)
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en considérant comme position de référence pour le système couplé ressort-amortisseur le cas
D = 0, ce qui correspond au contact entre les grains sans interpénétration. Pour le grain j :

mjẍj = KnD + νḊ (13)

Comme D̈ = ẍi − ẍj, on obtient :

D̈ =
−KnD − νḊ

mi
− KnD + νḊ

mj
(14)

soit encore :

D̈ = −mi + mj

mimj
(KnD + νḊ) (15)

en notant m =
mimj

mi+mj
la masse réduite, on obtient finalement :

mD̈ + νḊ + KnD = 0 (16)

ce qui correspond à l’équation d’un oscillateur amorti :

D̈ + 2αω0Ḋ + ω2
0D = 0 (17)

La pulsation propre de cet oscillateur est :

ω0 =

√
Kn

m
(18)

et le taux d’amortissement est :
α =

ν

2
√

Knm
(19)

Si α ≥ 1, l’oscillateur est amorti : cela correspond à un choc amorti, c’est-à-dire que les grains
restent en contact et ne rebondissent pas, le contact est “permanent”. Le cas α = 1 correspond au
régime critique ; dans ce cas, l’amortissement prend une valeur appelée amortissement critique :

νcritique = 2
√

Knm (20)

Cette valeur d’amortissement critique correspond à une interpénétration minimale des grains.
Lorsque 0 ≤ ν < νcritique, l’oscillateur à un comportement sous-amorti de type sinusoı̈dal

(pour ν = 0) ou sinusöıdal amorti (pour ν > 0) ; le contact entre les grains n’est pas permanent
mais de durée limitée. La pseudo-période de cet oscillateur est :

T =
2π

ω
=

2π

ω0

√
1 − α2

=
2π√

Kn
m −

(
ν
m

)2 (21)

Le temps de contact entre les deux grains correspond donc à une demi-période T/2. Ce temps
de contact est d’autant plus court que l’amortissement ν est faible. L’interpénétration entre les
grains, quant à elle, augmente lorsque ν diminue. Le choix de l’amortissement ν résulte donc
d’un compromis entre durée du contact entre les grains et interpénétration.

Dans tous les cas, pour prendre en compte les interactions de contact entre grains, le pas de
temps ∆t utilisé pour les simulations numériques doit être suffisamment faible par rapport à ce
temps de contact. Il existe donc un pas de temps critique qui est :

∆tcritique =
π√

Kn
m −

(
ν
m

)2 (22)

Par précaution, le pas de temps critique est considéré dans le cas le plus défavorable, en consi-
dérant qu’il n’y a pas d’amortissement :

∆tcritique = π

√
m

Kn
(23)
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Annexe C

Gestion de la répartition de l’eau au sein du matériau granulaire

En plus du critère de distribution de l’eau, la prise en compte de la capillarité dans le code
nécessite un suivi de l’état des interactions. Chaque interaction possède un“statut” qui constitue
une mémoire numérique de son état, à savoir présence ou absence de pont liquide entre les grains.

Une première étape du calcul numérique consiste à initialiser les statuts, c’est-à-dire à définir
la présence ou l’absence de pont liquide entre les grains (Fig. C-1).

Pour cela, une distance initiale de création de pont liquide Dcréation(0), identique pour toutes
les paires de grains, est définie :

Dcréation(0) = kcréation

(
Vliquide

Z0

)1/3

(24)

où Vliquide correspond au volume d’eau macroscopique introduit dans l’échantillon et Z0 le
nombre total d’antagonistes contenus dans la liste de voisinage à l’instant initial, c’est-à-dire
le nombre de paires de grains susceptibles d’interagir.

Une fois les statuts des interactions définis, chaque interaction de type pont liquide se voit
attribuer un volume de liquide à l’aide du critère (3.22). Le calcul de ces volumes locaux est
effectué à chaque actualisation de la liste de voisinage.

Entre deux réactualisations de la liste de voisinage, des ponts liquides peuvent disparâıtre ou
au contraire se former ; les statuts sont modifiés au cours des calculs (Fig. C-2). Lorsqu’un pont
liquide est formé entre deux actualisations de la liste de voisinage, un volume de pont liquide
moyen Vmoyen est utilisé pour le calcul de la force capillaire. Ce volume moyen est calculé au
cours de l’actualisation de la liste de voisinage :

Vmoyen =
Vliquide

Zponts
(25)

où Zponts est le nombre de ponts liquides au moment de l’actualisation de la liste de voisinage.
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Fig. C-1 – Description de la gestion globale de répartition de l’eau au sein du code tapio-K.
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Fig. C-2 – Description de la gestion de la répartition de l’eau au sein du code tapio-K entre
deux mises à jour de la liste de voisinage.
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RESUME

La capillarité dans un milieu granulaire est étudiée aux échelles locale et macroscopique
dans le cas 3D polydisperse. A l’échelle locale, un modèle explicite de cohésion par capil-
larité est proposé. Il comprend une loi de comportement et un critère de rupture locaux
fonctions des caractéristiques du doublet. La pertinence du modèle est vérifiée expérimen-
talement sur des billes de verre. Il est implémenté dans un code de calcul en éléments
discrets, en association avec une gestion numérique de la répartition de l’eau dans le mi-
lieu. Des essais de compression sont réalisés numériquement et expérimentalement. Leur
concordance a permis de valider l’approche en éléments discrets dans le cas de la capil-
larité, et d’envisager l’étude du comportement macroscopique des matériaux granulaires
humides. Enfin, l’influence de certains couplages est abordée afin de montrer la sensibilité
de la cohésion par capillarité aux conditions environnementales ainsi que les possibilités
offertes par le code.
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