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Notation

A m < w >

I1i

ensemble des nombres naturels.

ensemble des nombres réels.

ensemble des nombres réels non négatifs.
ensemble des vecteurs réels de dimension .

ensemble des matrices réelles de dimension n x m.

vecteur de composantes égales & 1.

séquence de vecteurs x;, xq,..., Tk, ...

matrice unité de dimension n.

¢lément de la ligne ¢ et de la colonne j de la matrice A.
i-eme ligne de la matrice A.

matrice transposée de A.

matrice des valeurs absolues des éléments de la matrice A.

restriction de 'application A4 au sous-espace V.
spectre de la matrice A.
rang de la matrice A.

noyau de la matrice A.

Les éléments (4, 7} des matrices A et B vérifient Ay = By

nombre d’éléments de 'ensemble 7.

« égal par définition ».
« tel que ».

« il existe ».

« quel que soit »

« appartient a ».

% contenu dans ».

< équivaut & ».
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Introduction Générale 1

Introduction Générale

Du fait de sa simplicité et de son applicabilité assez large, la modélisation linéaire de
systemes dynamiques a toujours été trés employée dans Vanalyse, mais également dans
la résolution d’un grand nombre de problémes d’Automatique. La prise en compte, dans
le processus de modélisation, de contraintes d'ordre physique et d’ordre technologique est
pour sa part relativement récente, bien que de telles contraintes soient présentes dans
la quasi totalité des problemes réels. Auparavant, on concevait généralement les asser-
vissements sans prendre en compte les contraintes, et 'on espérait que le comportement
réel du systéme reste dans les limites de linéarité. Cette approche s’est vite révélée peu
satisfaisante, car elle entrainait des pertes significatives en performance, et était méme,
parfois, incapable de garantir la stabilité du systéme.

C’est dans ce contexte que ’'on a commencé 4 s’'intéresser de plus en plus a des systémes
a modélisation linéaire soumis & des contraintes sur leurs variables d’état et sur leurs
variables de commande, car de telles contraintes sont associées soit 3 des limitations
physiques inhérentes a un processus de comportement linéaire, soit au domaine de validité
de la linéarisation d’un systéme non linéaire. Les asservissement concus pour de tels
systemes doivent évidemment étre capables d’accomplir les spécifications de performance,
tout en respectant les contraintes.

L’intégration des contraintes dans la formulation d’'un probléme de commande op-
timale semble assez naturelle, et cette approche a, en effet, produit les premiéres mé-
thodes pour traiter les problemes de commande sous contraintes. Cependant, ces tech-
niques conduisent généralement & des lois de commande en boucle ouverte, parfois du
type « bang-bang ». En outre, leur complexité rend leur mise en ceuvre difficile, car elles
nécessitent une grande capacité de stockage de données.

Une approche alternative est celle basée sur le concept d’invariance positive. L'inva-
riance positive d’un domaine fermé de ’espace d’état, relativement 4 un systeme dyna-
mique, implique que toutes les trajectoires issues de ce domaine y restent. Etant donné
que les contraintes définissent en général un domaine dont la trajectoire du systéme ne
doit pas s’échapper, une facon de garantir le respect de ces contraintes est de forcer les
états initiaux du systéme & appartenir 3 un domaine positivement invariant inclus dans
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le domaine de contraintes.

Le concept d’invariance positive est étroitement lid & celui de fonction de Lyapunov.
Des domaines positivement invariants peuvent en effet étre directement déduits d’une
fonction de Lyapunov d’un systéme dynamique, et la forme de ces domaines dépend
¢videment de la fonction de Lyapunov choisie. C'est ainsi que dans quelques travaux,
dont nous pouvons citer {47, le probleme du respect de contraintes i été traité i travers
I'étude de domaines positivement invariants quadratiques. Ce choix a été motivé par une
connaissance plus approfondie des propriétés et surtout des outils de calcul de fonctions de
Lyapunov quadratiques, issus de I'étude intensive, dans les années 60 et 70, de problemes
de commande optimale Linéaire Quadratique et de stabilisation de systémes linéaires.

[i se trouve néanmoins qu’en pratique, les limitations physiques propres au fonction-
nement des systémes dynamiques se traduisent souvent par des contraintes linéaires sur
leurs variables. Les domaines quadratiques étant inappropriés au traitement de ce type
de contraintes, l'intérét pour 'étude de domaines positivement invariants polyédriques
a logiquement grandi. C'est alors que quelques travaux portant sur I'invariance positive
de polyedres convexes, pour des systémes en temps discret dans un premier temps, ont
commencé & apparaitre {4, 5, 9, 10]. Depuis, des progrés importants ont été faits dans
ce theme de recherche, mais la force principale de la théorie des polyédres positivement
invariants demeure la caractérisation de P’invariance positive au moyen dec relations ma-
tricielles linéaires.

L’application la plus simple de cette théorie a la résolution de problemes de commande
sous contraintes consiste a vérifier I'existence (et en cas d’une réponse positive, & effec-
tuer le calcul) d'une loi de commande par retour d’état linéaire qui rende positivement
invariant le polyédre défini par les contraintes. Cette approche présente toutefois quelques
limitations importantes. Premiérement, il est relativement rare qu’il existe une commande
capable de rendre positivement invariant le polyedre défini par les contraintes. Deuxie-
mement, ['utilisation de lois de commande par retour d’état linéaire peut restreindre les
possibilités de faire respecter les contraintes. On est alors amené a considérer, d’une part,
d’autres domaines que celui défini par les contraintes, et d’autre part, des lois de com-
mande plus générales.

C’est dans ce cadre plus général que le concept d’(A, B)-invartance trouve sa place.
L’(A, B)-invariance d'un domaine fermé de 'espace d’état, relativement & un systéme
dynamique linéaire représenté par la paire (A4, B), implique la possibilité de forcer toutes
les trajectoires issues de ce domaine a y rester. Un domaine (A, B)-invariant est donc
un domaine susceptible d’étre rendu positivement invariant au moyen d’une action de
commande appropriée. L’utilisation de ce concept élargit nettement les possibilités de
commande d’un systéme contraint.

La propriété d’(A, B)-invariance appliquée & des polyédres convexes avait en effet déja
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fait 'objet de quelques travaux, lesquels utilisaient la description de polyedres compacts
en termes de sommets pour obtenir une caractérisation de I'( A, B )-invariance. Cette carac-
térisation par sommets présente néanmoins quelques inconvénients de taille, notamment
V'impossibilité de traiter le cas de polyédres non compacts, Ueffort numérique important
requis par le calcul des sommets, et la difficulté de caractériser I'(A, B)-invariance pour
des systémes en temps continu.

Il a alors paru important de poser la question de savoir si, & partir de la description de
polyedres par un ensemble d’inégalités linéaires, il était possible, a I'instar de ce qui avait
été fait pour l'invariance positive, d’obtenir une caractérisation de la propriété d'{A4, B)-
invariance de polyedres convexes généraux, en termes de relations matricielles linéaires.
C’est en grande partic & la réponse A cette question que ce mémoire est consacré.

L’ensemble des contributions de ce travail s’inscrit donc dans étude de la propriété
d'(A, B)-invariance de polyédres convexes et de son application & quelques problémes de
commande de systemes linéaires sous contraintes. Les systémes en temps discret et continu
ont été analysés. En particulier, nous avons mené une étude approfondie du probléme d’at-
ténuation de perturbations persistantes, connu dans la littérature sous la dénomination

de probléme de commande opitmale #'. Des systémes & modéle incertain ont également
été analysés.

Ce mémoire est structuré en cing chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons des concepts et résultats de base concer-
nant l'approche par invariance positive de problémes de commande sous contraintes. Une
attention plus particuliére est portée 4 ceux qui seront utilisés par la suite. Nous nous
attardons davantage sur 'étude de I'invariance positive de polyédres symétriques non bor-
nés. En particulier, nous obtenons des conditions structurelles nécessaires et suffisantes
pour que de tels polyédres soient positivement invariants relativement & des systémes dont
le modéle est incertain.

Le deuxiéme chapitre est consacré i 'étude de la propriété d’(A4, B)-invariance de po-
lyedres convexes pour des systémes en temps discret. Une caractérisation en termes de
conditions nécessaires et suffisantes, sous la forme de relations matricielles linéaires, est
initialement proposc¢e. L'existence d’un domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans
un polyedre donné est alors caractérisée et une méthode numérique est proposée pour le
calculer. Une attention spéciale est portée au cas de polyédres symétriques par rapport a
lorigine. Nous montrons en particulier que le calcul du domaine suprémal peut étre fait
de fagon décomposée. Ensuite nous nous intéressons au calcul d’une loi de commande qui
rende positivement invariant un polyedre (A, B)-invariant. Nous étendons au cas général
une loi linéaire par morceaux proposée dans la littérature pour des polyedres compacts,
et nous montrons qu’une loi plus simple peut étre obtenue & condition que des relations
légerement plus fortes que les relations d’( A4, B)-invariance soient satisfaites. Enfin, nous
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étendons 'étude & des systémes soumis & des contraintes linéaires sur le vecteur de com-
mande.

L’étude menée pour le cas discret dans le deuxiéme chapitre est étendue dans le troi-
sieme chapitre aux systémes en temps continu. En raison du caractére continn des tra-
Jectoires, ce type de systéme présente quelques difficultés supplémentaires qui nous ont
amenés a avoir recours a des résultats d’analyse différentielle pour obtenir les relations
d’(A, B)-invariance. Une autre différence par rapport au cas discret cst I'impossibilité,
dans la plupart des cas, de calculer avec exactitude le domaine {A, B)-invariant suprémal
inclus dans un polyedre donné (car ce domaine n’est pas polyédrique en général). Nous
nous servons dans ce cas d'un systéme approché en temps discret, proposé dans la litté-

rature, pour montrer comment une approximation polyédrique du domaine réel peut étre
obtenue.

A la lumiere des résultats d’(4, B)-invariance obtenus précédemment, une approche
géométrique est proposée dans le quatriéme chapitre pour la résolution du probleme d’atté-
nuation de perturbations persistantes, dans un premier temps pour le cas discret (probléme
£Y). L’étude de I'( A, B)-invariance de polyédres est initialement étendue & des systémes
soumis a des perturbations additives bornées. Nous proposons ensuite d’étudier le pro-
bléme de respect de contraintes avec stabilisation simultanée des trajectoires du systéme
a travers le concept de domaines intérieuremnent stabilisables. T'existence d’un domaine
intérieurement stabilisable suprémal inclus dans un polyédre donné est montrée et une
méthode numérique est proposée pour le calculer. Des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de solutions au probleme £! sont alors présentées, et une méthode numérique
est proposée pour le caleul d’une loi de commande associée. Une classe de systémes pour
lesquels la solution au probléme peut étre obtenue de fagon directe est étudiée. Le cas
continu est finalement étudié (probléme £'). Sa spécificité principale est Pimpossibilité de
calculer précisément les domaines intérieurement stabilisables suprémaux, et, par consé-
quent, la solution au probléme d’atténuation de perturbations. Une solution approchée
peut néanmoins étre obtenue dans ce cas.

Pour terminer, nous étudions dans le cinquieéme chapitre la propriété d’(A, B)-
invariance de polyedres par rapport & des systémes dont le modele est soumis & des
incertitudes du type structuré.

En outre, & la fin du mémoire, une annexe présente quelques concepts et résultats
concernant les polyedres convexes, utiles pour la compréhension de la théorie développée
tout au long du mémoire.
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Chapitre 1

Approche par Invariance Positive de
Problemes de Commande sous
Contraintes

1.1 Introduction

En pratique, les limitations physiques rencontrées dans le fonctionnement des proces-
sus industriels se traduisent presque toujours par des contraintes du type inégalité sur les
variables d’état et/ou sur les variables de commande des modeles considérés. L avenement
de nouvelles techniques pour la conception de contréleurs pour des systeémes linéaires sou-
mis a ce genre de contraintes a été relancé par le développement de la théorie des polyvedres
positivement invariants, qui sont des domaines de 'espace d’état d’oti les trajectoires du
vecteur d’état ne peuvent pas s’échapper. L'idée de base derriere les techniques dérivées
de cette théorie, est de déterminer une loi de commande qui impose l'invariance positive
du polyédre défini dans 'espace d’état par les contraintes. Ainsi, depuis quelques années,
cette approche a été utilisée pour résoudre différents problemes de commande de systemes
lin€aires sous contraintes. Citons en particulier les travaux de these développés au sein du
Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systémes (LAAS-CNRS) [27, 80, 3, 7, 77, 23].

Que ce soit dans le cas de systémes linéaires en temps discret ou continu, la propriété
d’invariance positive d'un polyédre convexe est caractérisée par l'existence de solutions
a deux relations matricielles lindaires, appelées relations d’invariance positive. La satis-
faction de ces deux relations implique en fait la décroissance d’une fonction scalaire non
négative associée au polyédre, au long des trajectoires du systéme considéré.
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Dans ce chapitre nous faisons un tour d’horizon des principaux résultats concernant
Vapproche par invariance positive de problémes de commande de systémes linéaires sous
contraintes. Une attention particuliére est portée & ceux qui seront utilisés par la suite de
ce mémoire. Les relations d'invariance positive sont ainsi présentées pour les cas discret
et continu. Nous présentons ensuite quelques approches développées pour la commande
de systémes contraints, ayant les relations d’invariance positive comme base.

Une étude plus approfondie est alors menée sur la propriété d’invariance positive de
polyedres pour des systemes dont le modele n’est pas précisément connu. Nous obtenons
en particulier des conditions structurelles pour I'existence d’une loi de commande par
retour d’état linéaire rendant positivement invariant un polyedre symeétrique non borné,
par rapport a un systéme linéaire dont le modéle est soumis & des incertitudes structurées.

1.2 Domaines Positivement Invariants de Systémes
Dynamiques

1.2.1 Domaines d’espaces linéaires

Tout d’abord, rappelons quelques concepts fondamentaux concernant les domaines
d’espaces linéaires. Pour plus de détails, voir 'ouvrage [59).

Soit €2 un domaine d’un espace linéaire normé X. Un point p € Q est un point intérieur
de 2 §'il existe un scalaire € > 0 tel que tout point z vérifiant ||z — pi} < e appartienne
également & Q. Le symbole ||.|| représente une norme définie dans X. La collection de
tous les points intérieurs de £} est nommeée intérieur de 2. Un domaine  est ouvert s'il
coincide avec son intérieur.

Un point z € A" est un point de fermeture d'un domaine { si pour tout scalaire € > 0
il existe un point p € & vérifiant ||x — p|| < €. La collection de tous les points de fermeture

de @ est nommée la fermeture de 2. Un domaine est fermé s’il coincide avec sa fermeture.
Dans ce travail nous étudierons uniquement des domaines fermés.
Un domaine 2 est borné s'il existe un scalaire s > 0 tel que ||z|| < s, Vz € Q.

Un domaine € d’un espace normé de dimension finie est compact s’il est borné et
fermé.
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1.2.2 Invariance positive de domaines de ’espace d’état

Soit le systeme dynamique, en temps discret, invariant dans le temps, décrit par:

Tip1 = f(xh), (1.1)
ok € N, et z € R est le vecteur de variables d’état {ou tout simplement vectour d’état).

L’invariance positive d’un domaine non vide fermé 2, relativement & (1.1), est définie
ainsi (53, 57}:

Définition 1.1 Un domaine non vide fermé Q@ < R" est un domaine positivernent in-
¥y

variant du systeme (1.1) si pour tout état initial zg € €, la trajectoire du vecteur de
variables d’état reste dans €.

Cette définition est générale et peut étre exactement transposée aux systémes en temps
continu. Le domaine fermé €2 est lui aussi général, pouvant étre, par exemple, un polyédre,
un cone ou un sous-espace vectoriel. Dans ce dernier cas, pour des systémes linéaires,
Pinvariance positive équivant au concept classique d’A-invariance de sous-espaces [85].

L’invariance positive de Q équivaut & la condition :

T € QXVE e N, Yz, € .

Soit 0Q la frontiére de € et AQ2 'ensemble de tous les vecteurs Az, z € 2. Une propriété

plus forte que I'invariance positive, définie uniquement pour des domaines compacts, est
la suivante.

Définition 1.2 Le domaine non vide compact €2 est un domaine contractif du systéme
(1.1) siVag € A2, avec Ag € R, 0 < Ay < 1, et pour tous les instants de temps distincts

ki et ko, avec ky > Kk > 0, il existe Ay, A; € R satisfaisant 0 < Ay < A; < Ay, tels que:
Ty € A108 et Tg, € Aq OS2,

L’étude de domaines positivement invariants de systémes non linéaires a fait 'objet
d’un certain nombre de travaux, parmi lesquels on peut citer [13, 63] et les travaux de
I'école lilloise [69, 66, 67]. C’est néanmoins dans le cadre des systémes linéaires que l’on
peut trouver la majorité des résultats concernant I'invariance positive.
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1.2.3 Domaines positivement invariants de systémes linéaires

Soit le systéme linéaire, en temps discret, invariant dans le temps, décrit par:
Ty = /4.’15;“., (12)
ouk e N et x € R

Le concept d’invariance positive est fortement lié & celul de fonctions de Lyapunov,
dont nous rappelons la définition, particularisée au cas linéaire

Définition 1.3 Une fonction continue V(z) : R" — R est une fonction de Lyapunov
du systeme (1.2} si elle vérifie:

1. V(0) =0,
2. V{x) > 0Vx #£0,
3. Vg — Vizy) <0Vk e N.

Si une telle fonction existe, alors le systéme (1.2) est stable. De plus, si l’on a également
Vi{zep) — Vizg) <0Vk € N, zi # 0, alors le systéme est asymptotiquement stable.

Considérons maintenant le domaine de Pespace d’état, F(V, «), associé & la fonction
de Lyapunov V(z), défini par:

F(V,a) 2 {zeR*; V(z) <a, >0}

Alors, & partir de la définition de fonctions de Lyapunov, on peut voir que pour toute
valeur & > 0, F(V, ) est un domaine positivement invariant par rapport a (1.2).

Considérons réciproquement un domaine compact de 'espace d’état, 2, contenant
l'origine, et la fonctionnelle de Minkowski de 2 définie sur chaque point de R" par [59]:

Tl 2 0 siz=10
(@) = inf{r} ; feﬂ siz#0

Supposons que §2 soit positivement invariant. Dans ce cas, on peut voir que ¥(z) est
une fonction de Lyapunov du systéme (1.2), lequel est, pour sa part, stable. Si en plus
Q2 est contractif, alors le systéme (1.2) est asymptotiquement stable. Il est important de
souligner que I'hypothése de compacité de Q est fondamentale pour garantir la stabilité
du systéme. L’invariance positive d’un domaine non borné n’implique pas forcement la
stabilité.

Des concepts et résultats équivalents a ceux présentés ci-dessus existent également
pour les systémes en temps continu.
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1.3 Invariance Positive de Polyédres Convexes

1.3.1 Relations d’invariance positive

Dans ce travail, nous nous intéressons i commander des systémes soumis A des
contraintes lin¢aires sur le vecteur de variables d’état, décrites par Gz < p, avee ¢ € RY*™,
Ces contraintes définissent dans l’espace d’état le polyadre convexe:

R[G. pl = {r e R"; Gu < p}. (1.3)

Tout au long de ce mémoire, nous nous restreindrons & I’étude de polyédres R[G, p]
qui contiennent I'origine, c’est-a-dire au cas: p > 0.

L'invariance positive de R[G, p] relativement & (1.2) peut étre caractérisée comme suit :

Proposition 1.1 {5, 10, 48] Le polyédre R[G, p| est un domaine positivement invariant
du systéme (1.2) si et seulement s’il eziste une matrice non négative H (H > 0) telle que -

HG = GA, (1.4)
Hp < p. (1.5)

Tout au long de ce mémoire, on entendra par matrice non négative une matrice dont
tous les éléments sont positifs ou nuls.

Supposens a présent que la trajectoire du vecteur d’état soit soumise aux contraintes
symétriques par rapport & Vorigine: [Qz;| < i, avec u > 0. Ces contraintes définissent le
polyédre convexe symétrique :

S(@,p) ={z; Q| < pu}.

Des relations d’invariance positive spécifiques de polyadres symétriques S (Q, 1) peuvent
etre obtenues. Elles sont décrites en particulier sous les trois formes suivantes :

Corollaire 1.1 [9] Le polyédre S(Q, 1) est positivement invariant par rapport au systéme
(1.2) si et seulement s'il existe une matrice H telle que:

HQ = QA,
Hlp < p
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Supposons g = 1, ot 1 est un vecteur de méme dimension que g, et dont tous les
éléments sont égaux a 1. Sans perte de généralité, tout polyedre symétrique contenant
l'origine peut étre mis sous la forme S(Q), 1) par un ajustement approprié des normes des
vecteurs lignes de (). Le corollaire précédent peut étre rééerit en utilisant la norme Il -] oc :

Corollaire 1.2 [55, 68] Le polyédre S(Q,1) est positivement invariant par rapport au
systéeme (1.2} si et seulement s'il existe une matrice H telle que:

HQ = A, (1.8)
[H]lo < 1. (1.9)

ot ||Hllo = max (Z |HU[)
i

Corollaire 1.3 [9] Le polyédre S(Q, u) est positivernent invariant par rapport au systéme
(1.2} si et seulement s'il eziste des matrices HY, H™ > 0 telles que :

(HY-—H7)Q = QA, (1.10)
(Ht+H )p < p (1.11)

En fonction du probléme & traiter, 'une ou 'autre de ces formulations peut étre la
plus appropriée.

Des conditions d’invariance positive, basées sur la représentation par sommets de po-
lyédres compacts, ont également été proposées dans [15].

Systémes en temps continu

Soit le systéme linéaire, en temps continu, invariant dans le temps, décrit par:
i(t) = Az(s), (1.12)
ot >0et e R est le vecteur de variables d’état.

Un domaine positivement invariant pour ce type de systéme est défini de la méme
fagon que pour le cas discret. Des conditions pour qu'un polytdre convexe RIG, p] soit
positivement invariant sont maintenant données par le résultat suivant :
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Proposition 1.2 [81, 11, 26] Le polyédre R[G, p] est un domaine positivement invariant
du systéme (1.2) si et seulement s’il existe une matrice H telle gue :

HG = GA, (1.13)
Hp <0, (1.14)
Hy > 0Vi# ] (1.15)

Une matrice qui vérifie la condition (1.15) est appelée matrice essentiellement non
négative.

Des relations d'invariance positive spécialisées 3 des polyédres svinétriques S(Q, 1)
peuvent également étre obtenues dans le cas continu :

Corollaire 1.4 [11] Le polyédre S(Q, /1) est positivement invariant par rapport au systéme
(1.12) si et seulement s’il existe une matrice H telle que

HQ = QA, (1.16)
Hy < o, (1.17)

s 5 Hysii=j
ou i = . o
’ |Hij| sii# j

Avec p = 1, cette proposition peut étre rééerite en utilisant la norme logarithmique
nuoo(') :

Corollaire 1.5 {55, 68] Le polyédre S(Q,1) est positivement invariant par rapport au
systéme (1.12) si et seulement s’il existe une matrice H telle que :

HQ = QA, (1.18)

poo(H) < 0, (1.19)

0U fhoo(H) = max (Hn' +3 |H13‘)

i

Corollaire 1.6 [11, 40] Le polyédre S(Q,p) est positivement invariant par rapport au
sysiéme (1.12) si et seulement sil existe des matrices H*, H- telles que :

(H* —HT)Q = QA, (1.20)
(H*+H )u < 0, (1.21)
HY > 0sii#7, (1.22)
H™ > 0. (1.23)
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Des conditions d'invariance positive, basées sur la représentation par sommets de poly-
edres compacts, et sur une approximation en temps discret du systéme en temps continu,
ont été proposées dans [15]. Dans [78], des conditions d’invariance positive ont ¢té présen-
tées pour un domaine formé par I'intersection de deux cones, par rapport a des systémes
pour lesquels la matrice e** a la propriété de rendre positivement invariant un céne propre.

1.3.2 Fonctions de Lyapunov polyédriques

On peut montrer que 'invariance positive du polyédre R[G, p| est équivalente & la
non croissance au long des trajectoires du systéeme (1.2), ou (1.12), de la fonction scalaire

9, 81, 23];
G;
w(z) = max {max (;:I, 0)} .

Dans le cas d'un polyedre compact, on peut voir que cette fonction devient la fonc-
tionnelle de Minkowski de R{G, pl:

L'invariance positive de R[G, p] implique, dans le cas d’un polyedre compact, que ¥(z)
est une fonction de Lyapunov polyédrique du systéeme (1.2}, ou (1.12).

A partir de cette propriété, quelques travaux ont proposé des techniques de construc-
tion de domaines positivement invariants pour des systémes stables. Dans [10, 11, 23, 26],
des polyedres symétriques positivement invariants, définis par n contraintes (n étant la
dimension du systéme), sont construits pour des systémes stables dont les valeurs propres
satisfont, en outre, une condition spectrale. Dans le cas ou ces conditions spectrales ne
sont pas respectées, les méthodes proposées dans [62, 49, 68] (voir aussi [63]) permettent
de construire des polytopes positivement invariants définis par un nombre de contraintes
plus grand que n.

1.3.3 Le domaine positivement invariant suprémal

Etant donné un domaine de contraintes dans Pespace d’état, un probleme de grand
intérét est de déterminer le domaine de toutes les conditions initiales pour lesquelles ces
contraintes sont respectées. Il se trouve que ce domaine est le plus grand domaine posi-
tivement invariant (ou domaine positivement invariant suprémal) inclus dans le domaine
de contraintes. Dans le cas ol le domaine de contraintes d’un systéme en temps discret
stable est un polyedre convexe RiG, p], il peut étre montré que ce domaine suprémal est
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donné par Pensemble d’inégalités [42]:
GAFx < p Yk e N,

Il a également été montré dans [42] que si le systeme est asymptotiquement stable, si la
paire (G, A} est observable, et si R|G, p] est horné, alors ce domaine suprémal est défini
par un nombre fini de contraintes. Dans [34] nous avons proposé une méthode numérique
efficace pour le calcul de ce domaine. Cette méthode génere, a chaque pas, uniquement
des contraintes qui ne sont pas redondantes.

1.3.4 Systémes soumis i des perturbations additives

Soit maintenant un systéme linéaire, en temps discret, soumis 3 des perturbations
additives, décrit par:
Tpy1 = AE;C + Edk, (124)

oll z € M est le vecteur d’état et d € RY est le vecteur d’entrées de perturbation, que
Pon suppose contraint d’évoluer dans un domaine de R¢ -

de €D Vke N. (1.25)
La définition qui suit étend le concept d’invariance positive & ce type de systéme.

Définition 1.4 Un domaine Q ¢ R* est dit positivement D-invariant par rapport au
systeme (1.24), (1.25) si pour tout état initial zo € 2, la trajectoire du vecteur de variables
d’état reste dans (2, quelle que soit la séquence de perturbations {d},avecd, € DVk e N

Supposons maintenant que le domaine de perturbations, D, soit un polyédre convexe
décrit par:

RID,w]={deR; Dd<uw).

La D-invariance positive d’un polyédre R[G, p] peut étre caractérisée comme suit

Proposition 1.3 [61] Le polyédre R[G, p] est un domaine positivement D-invariant du

systéme (1.24), (1.25), avec D = R[D,w), si et seulement s’il existe des matrices non
négatives H et K telles que :

HG = G A, (1.26)
KD = GF, (1.27)
Hp+ Kw < p. (1.28)



14 Invariance Positive et Commande sous Contraintes

Un résultat équivalent pour le cas continu a été obtenu dans [62].

Des conditions de D-invariance positive, basées sur la représentation par sommets de
polytdres compacts, ont été proposées dans [15].

Citons enfin I'article [31], ol quelques propriétés des domaines D-invariants sont pré-
sentées. En particulier, une étude y est mence sur le plus grand domaine de perturbations
admissible, D*. Etant donné un polyedre de I'espace d’état, D* est le plus grand domaine
de perturbations telles que ce polyédre soit positivement D-invariant.

1.4 Commande par Retour d’Etat Linéaire de Sys-
temes Linéaires Contraints

Soit maintenant le systéme commandé :
Tpgr = Az + Buy, (1.29)

avec 1, € R”, wp € R™. Dans un premier temps nous considérerons que seul le vecteur de
variables d’état est soumis a des contraintes linéaires du type: x € R[G, p].

S1 I'on utilise une loi linéaire de commande par retour d'état statique wy = Fay,
I'évolution du systenie en boucle fermée est déerite par:

g = (A+ BF)xy. (1.30)
Le probleme a étudier ici est le suivant:

Probleme de Régulation Linéaire sous Contraintes (PRLC): Etant donné un
domaine d’états initiaux adinissibles, A}, calculer une matrice F telle que pour
tout état initial 2y € Ay, la trajectoire du vecteur de variables d’état soit amenée
asymptotiquement a l'origine, tout en respectant la contrainte 2, € R{G, p], Yk € N.

Le PRLC peut étre résolu en imposant 'invariance positive en boucle fermée de R{G, p]
et la stabilité asymptotique de {1.30). En effet, en interprétant géométriquement les rela-
tions d'invariance positive, et en prenant en compte les propriétés spectrales impliquées
par ces mémes relations, des techniques de placement de structure propre ont été proposées
pour la résolution du PRLC dans {23, 25, 26].

Une autre approche possible est d’utiliser les relations d’invariance positive comme
contraintes d’un probléme de programmation linéaire. Nous étudions a présent cette ap-
proche dans le cas de polyédres symétriques de systémes en temps discret, mais elle peut
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facilement étre étendue au cas de polyedres genéranx, et au cas de systdmes en temps
continu.

Dans le cas de polyédres symétriques compacts, S(Q, 1), on peut done résoudre le
PRLC & partir de la formulation d’un probléeme de programmation lindaire ayant comme
contraintes les conditions;

(H* — H)Q = Q(A + BF), (1.31)

avec H*, H™ > 0, et (1.11) (voir le corollaire 1.3). Il est en outre important pour la
performance du systéme commandé que la vitesse de convergence de 1'état vers ’équi-
libre soit aussi grande que possible. Une mesure de cette vitesse peut alors étre utilisée
comme fonction objectif & optimiser. La solution du PRLC peut étre obtenue A partir du
programme linéaire (PL) [82]:

FA- €
sous (H™ — H7)Q = Q(A + BF),
(HY ~ H )p— e < 0, (1.32)
H', H™ >0.

Alors, si la solution & ce PL est telle que ¢* < 1, le polyedre symétrique compact S(Q, u)
est positivement invariant et le systeme en boucle fermée est asymptotiquement stable.

En revanche, lorsque rang(Q) < n, le polyedre S((Q, 1) posséde des directions infinies.
Dans ce cas, I'invariance positive n’implique pas la stabilité en boucle fermée. D’autre
part, la condition (1.31) ne peut étre vérifiée ni pour toute paire {A4,B) ni pour tout
domaine S5(@, /). Des conditions structurelles doivent aussi étre satisfaites.

Considérons donc Uespace quotient X = E% et soit P : W™ — X la projection

canonique. Les applications suivantes peuvent alors étre définies [85]:

. A, 'application induite dans X par I'application A4, donnée par AP = PA,
. B, donnée par B = PB,
. @, donnée par QP = Q.

. F, donnée par FP = F.

Alors, le « systeme quotient » suivant peut étre défini dans ¥ [85]:
.f)k_|_1 = Afk—FBuk, (133)
et en boucle fermée, sous une loi de commande du type ux = Fa, ,0n a:

Try1 = (A + BF) . (1.34)
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On peut également définir le polyédre:

S(Q, 1) = {7 1Qz] < ), (1.35)
et son extension a N7

S(Q, 1) = 5(Q, 1) P. (1.36)

Le résultat suivant peut étre énoncé:

Proposition 1.4 Le polyédre symétrique S(Q, p) est positivement invariant par rapport
au systeme (1.29) si et seulement si:

1. Le sous-espace ker(Q)) est (A, B)-invariant.

2. Le polyédre compact S(Q, ) est positivement invariani par rapport au systéme

(1.34).

Si en outre I'on souhaite que le systeme en boucle fermée soit stable, alors ker(Q) doit
étre (A, B)-invariant avec stabilité.

Notons au passage que puisque ker((Q)) doit étre (A, B)-invariant, les applications qui
représentent le systéme réduit (1.33) sont alors bien définies [85]. Cette observation est
valable pour tous les systemes de ce type qui seront définis tout au long du mémoire.

Une preuve constructive de la proposition précédente peut étre trouvée dans [40], ot
sont proposée des techniques basées sur des changements de la base de représentation du
systeme (1.29) pour aboutir & une représentation matricielle du systéme (1.33). Un tel
changement de base permet de tester directement les conditions structurelles d’invariance
positive avec stabilité & partir des matrices qui définissent le systéme,

1.4.1 Systemes soumis a des contraintes sur la commande

Considérons & présent un systéme (1.29) dont le vecteur de commande est soumis aux
contraintes:

up EU={uER™; — tm < up < uprl, aVEC U, ups > 0.

Une premiére difficulté posée par ces contraintes est le fait qu’elles restreignent le
domaine de commandabilité du systeme. Autrement dit, tous les états d'un tel systéme
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ne sont pas atteignables. Il est alors important de déterminer 'ensemble d’états attei-
gnables. Ce probleme a été traité dans Iarticle (58], oli une technique a 6té proposée pour
déterminer I'ensemble d’états atteignables 4 N pas, pour un systéme en temps diseret.

Supposons maintenant que l'on stabilise le systéme au moyen dune loi par retour
d’état linéaire uy = Fry. Le modgle linéaire (1.30) n’est alors valable que pour les états
appartenant au domaine:

S(F: umauﬂ/f) = {IE v — Uy S FT S “‘]\{}-

Il est intéressant dans ce cas de connaitre le comportement du systéme en dehors
de S(F, 1y, urr). Des réponses & ce genre de question peuvent étre obtenues i partir de
étude de régulateurs saturés (voir par exemple [77, 56, 44] et ses reéférences). Une premiere
question est de savoir s’il est possible de construire de tels régulateurs de manidre que le
systeme en boucle fermée soit globalement asymptotiquement stable. Cela n'est en fait

possible que lorsque le systéme en boucle ouverte est asymptotiquement ou critiquement
stable [77, 22].

Un autre probléme intéressant est de calculer un domaine positivement invariant,
qui soit aussi large que possible, par rapport 4 un systéme commandé au moyen d’'un
régulateur saturé, (voir par exemple [79, 44] et ses références). Un systéme commandé par
un régulateur saturé a un comportement non linéaire en dehors de la région de linéarité,
ce qui rend difficile I'étude de Uinvariance positive.

Si I'on souhaite cependant que le systéme contraint garde un comportement linéaire,
une solution est d’essayer d’imposer soit Pinclusion d’un polyedre positivement invariant
dans S(F, unm,, unr) [82], ce qui est toujours possible si le systéme est stabilisable, soit
Pinvariance positive du polyedre S(F, uyy,, upr) li méme, supposé contenir ensemble des
états initiaux admissibles. Dans ce dernier cas, par application de la propositicn 1.1, une
condition nécessaire est 'existence d’une matrice H telle que:

HF = F(A + BF).

A partir de Panalyse de cette équation, il a été montré que linvariance positive de
S{F, um, up) avec stabilité asymptotique de (A + BF) n'est possible que si la paire (A, B)
est stabilisable et si le sous-espace engendré par les modes instables en boucle ouverte a
une dimension r < m, m étant la dimension du vecteur de commande [51, 14]. Dans
[51] une technique est proposée pour la construction d’autres domaines positivement, in-
variants admissibles lorsque cette condition n’est pas satisfaite. Finalement, dans [24] une
méthode numeérique, basée sur des changements de la base de représentation du systeme,
permet de traiter le probléme relativement & un sgrstéme d’ordre réduit.
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1.5 Approche par Invariance Positive de Problémes
de Commande Robuste sous Contraintes

Une autre difficulté qui découle des problémes pratiques, est que souvent le modale
des systémes n’est pas précisément connu. Le concept de robustesse est alors apparu:
la robustesse est la qualité qui caractérise un systéme peu affecté par des incertitudes
et perturbations inhérentes ou extérieures au systéme. Un systéme est robuste lorsqu’il
garde ses caractéristiques et qualités (stabilité, performance, etc.) méme sous I'influence
de ces perturbations. Une commande robuste doit donc garantir au systéeme toutes ces
propriétés soit en prenant en compte, au niveau de la synthese, les incertitudes, soit en
garantissant des marges de stabilité et/ou de performance données. Depuis une douzaine
d’années, une grande partie des travaux dans le domaine de I’Automatique ont utilisé le
concept de robustesse pour P’analyse et/ou la commande des systémes linéaires. Pour un
tour d’horizon dans ce domaine, voir par exemple I'ouvrage [65].

Nous nous intéressons maintenant & des systémes linéaires qui sont soumis a la fois
a des contraintes linéaires sur ’état et/ou sur la commande et & des incertitudes sur
leurs modeles. L'étude est divisée selon la nature des incertitudes: non structurées ou
structurées,

1.5.1 Incertitudes non structurées

Soit le systéme linéaire en temps discret décrit par:
Try1 = (Ao + AA)xy + (By + AB)uy (1.37)

ol AA et AB appartiennent respectivement aux domaines de perturbations D4 C R**"
et Dy C RM*™,

Dans un souci de simplifier la présentation, nous considérerons que le vecteur de va-
riables d’état de (1.37) est soumis aux contraintes linéaires symétriques: |Qxy| < 1, oul
Q@ € R est une matrice de rang n. Ces contraintes définissent dans I’espace d’état le
polyedre symétrique compact :

S(Q,1)={zeR"; |Qz] <1} (1.38)

En général, il y a deux problémes que I’on peut se poser:
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Probléme d’analyse: Etant donnés le systéme (1.37) et une loi de commande par
retour d’état lindaire statique w, = Fu, déterminer si S(Q,1) est positivement
invariant, pour le systéme nominal en boucle fermée et, si c'est le cas, déterminer le
niveau permis d’incertitude (dans le sens d’une norme définie a priori) de facon &
ce que S(Q}, 1) soit positivement invariant pour tous les modales admissibles.

Un probleme classique de synthése serait de déterminer une loi de commande par
retour d’état pour laquelle S(@, 1) soit positivement invariant pour le systeme en boucle
fermée pour tout AA € D4 et AB € Dp. Cependant, pour des systémes oll la structure
des incertitudes n’est pas connue, la résolution de ce probléme n’est pas évidente, ce qui
explique que le probléme de synthése soit posé différemment :

Probléme de synthése: Déterminer une loi de commande par retour d’état linéaire
pour laquelle S(Q, 1) soit positivement invariant pour le systéme nominal en boucle
fermée, et la robustesse vis-a-vis des perturbations A4 € D4 et AB ¢ Dp soit
maximisée.

Ces problémes ont déja été objet de quelques études. Dans [50], non seulement une
mesure de robustesse est maximisée, mais aussi des conditions suffisantes pour I'invariance
positive robuste de S(Q, 1) ont été établies. Dans [75], & partir d’un formalisme qui permet
de considérer une classe plus riche de contraintes sur I’état, des résultats équivalents ont
été trouvés pour la maximisation de la robustesse. Le probleme d’analyse y a été également.
traité, ceci pour des incertitudes uniquement sur la matrice A. Dans [76], des contraintes
sur la commande sont aussi considérées.

Nous résumons ici les résultats présentés dans [50]. A partir du corollaire 1.2, si l'on
applique un retour d’état uy, = Fxy, une condition nécessaire et suffisante pour l'invariance
positive robuste de S(Q, 1) pour le systéme en boucle fermée est donnée par:

|Ho + AH||e <1 (1.39)

ol Hy et AH sont données par:

HyQ = Q(Ao + ByF), AHQ = Q(AA + ABF). (1.40)

A partir des propriétés de 'opérateur ||.||o, on arrive done & la condition suffisante :

”AHHOO Sl-¢p ougp= ”HO”oo (1'41)

Il est donc clair & partir de cette relation qu’une petite valeur de ¢ permettrait au
terme de perturbation AH d’atteindre des valeurs importantes, ce qui permet d’utiliser



20 Invariance Positive et Commande sous Contraintes

1 — ¢ comme une mesure de robustesse. Le probleme de synthése peut donc étre posé
ainsi :

min ¢ = || Holu

sous 1 HoQ = Q(Ag+ BoF) (1.42)

Si la solution & ce probléeme est telle que ¢* < 1, S{Q@, 1) est positivement invariant
pour le systéme nominal en boucle fermée, et la robustesse aux perturbations A4 € D4 et
AB € Dy est maximisée. Il est intéressant de remarquer la ressemblance de cet algorithme
avec le PL (1.32). Cela indique que la maximisation de la vitesse de convergence de 1’état
vers ’équilibre pour le systéme nominal, implique la maximisation de la robustesse de ce
systeme vis-a-vis des perturbations additives AA et AB.

La solution du probleme précédent, cependant, ne garantit pas l'invariance positive
de §(@Q, 1) pour toute perturbation AA et AB. Seules des conditions suffisantes penvent
étre obtenues.

Considérons donc les matrices Hy et AH (1.40), lesquelles peuvent étre paramétrées
sous la forme:

Hy = Q(A¢ + BoF)Q*, AH = Q(AA+ ABF)Q¥,

ol @* est une matrice qui vérifie: Q#@Q = I. Un choix possible pour Q¥ est la pseudo-
inverse de @, c’est-d-dire la matrice (Q7Q)'Q”. A partir de (1.41) et des propriétés de
Popérateur |[|.||e, une condition suffisante pour I'invariance positive robuste de S(Q,1)
est donc:

1QAAQ¥||oo + [1Qllac I ABllool Fllooll @ Hoo < 1= .

Si l'on impose
1Flleo < 7, (1.43)

et si les incertitudes vérifient : |QAAQ# |lx < 84, [|AB|ls < 88, alors la condition (1.41)
est satisfaite si:

dp<1— 4] (1.44)
1~ @ — 5,4
op < ———————— 1.45
T [e] M [z (1.45)
Le probleme & résoudre est maintenant:
ming = || Hole
sous 1 HoG = G(Ag+ ByF) (1.46)

F)loo <
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Si la solution & ce probleme existe et est telle que ¢* satisfait (1.44), (1.45), l'invariance
positive de S(Q,1) est garantie pour tout AA et AB admissibles. Sinon, la valeur de

7 peut étre diminuée jusqu'a ce que 'admissibilité du domaine de perturbations soit
éventuellement atteinte.

Il faut remarquer que les conditions (1.44), (1.45) sont uniquement suffisantes et
peuvent étre, par conséquent, excessivement conservatrices. L’absence de solution & (1.46)
est donc loin d'impliquer 'impossibilité de trouver une loi de commande rocbuste aux per-
turbations AA et AB. L’obtention de résultats plus forts n’est généralement possible que
lorsque AA et AB ont une structure particuliere. Cela sera le cas dans la section qui suit.

1.5.2 Incertitudes structurées

Seront considérés des systémes linéaires en temps discret décrits par:

Tpp) = A(Q)J‘k + B(ﬁ’)uk, (147)

ouz € R" est le vecteur des variables d’état, w € R™ le vecteur des variables de commande
et les éléments de A(a) et B( ) sont des fonctions linéaires de ces parameétres, ¢’est-a-dire :

Ala) = Ag+ Ay + -+ ap A, = Ay + AA(w), (1.48)

B(ﬁ):Bo+61B1+"'+ﬁqu:BD+AB(ﬂ)= (1'49)

ou les vecteurs de parametres incertains ¢ € R? et £ € R sont compris dans les intervalles :

—Qy < a < ay, (1-50)
WE}.M <g< QM (1.51)
Nous considérerons les oy, i = 1,---, p et les 8,1 =1,--+,q indépendants entre eux.

Les relations (1.50), (1.51) définissent des bornes supérieures et inférieures pour cha-
cun des éléments incertains de A(q) et B (8), ce qui permet de définir des hypercubes
A4 avec ny = 2P sommets et Ap avec np = 27 sommets auxquels doivent appartenir
respectivement toutes les matrices incertaines A et B. Soit donc Af la valeur de A(a) au
sommet i et B? la valeur de B(f3) au sommet 5. Toutes les matrices 4 € A, et B Ag
peuvent donc étre écrites comme une combinaison lnéaire convexe des matrices A* et BJ
respectivement :

n4 ) n4
AAé{Aem"*ﬂ; A=Y 64, Y&=1, &20}, (1.52)
=1 =1

kL¥:3

. B
./_\.Bé{BeéR"Xm; B=) B, Y u=1, ﬂjEO}- (1.53)
i=1 i=1
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On considére maintenant que le vecteur des variables d’état du systéme (1.47) est
soumis aux contraintes linéaires symétriques: |Qx| < p, lesquelles définissent le polyedre
symétrique compact :

S(Q,p) ={z; Qx| < u}.

Le probleme que 'on se pose est de trouver une loi de commande par retour linéaire
d’état up = Fx, pour laquelle le polyedre S5(Q), u) soit positivement invariant pour le
systéeme en boucle fermée

iy = (A + BF)xy, (1.54)

VA e Ay, Be Apg.

Ce probléme, avec aussi des incertitudes sur la commande, a été étudié dans [16]. La
méthode qui y est proposée consiste 4 résoudre des inégalités linéaires dont le nombre
est déterminé par la combinaison de tous les sommets de A4, Ap et S{Q, i), ce qui la
rend coliteuse du point de vue numérique. En outre, la synthése d’une solution pour des
systemes en temps continu nécessite soit le calcul de cones tangents, soit Papproximation
du systeme en temps continu par un autre en temps discret, ce qui complique énormément
la résolution du probléme.

Dans [12], pour des systemes en temps discret avec des incertitudes du type « interval
matrices » sur la matrice A seulement, et avec aussi des contraintes sur la commande, un
algorithme, qui exige également un effort de calcul trés important, a été proposé.

Une amélioration des résultats de {12, 16] a été proposé dans [60] ol ont été établies
des conditions nécessaires et suffisantes pour Pexistence de solutions au PRLC pour des
systémes incertains décrits par (1.47)-(1.53). Si I'on ne considére que des contraintes sur
I'état, le résultat suivant peut étre énoncé:

Proposition 1.5 [60] Le polyédre S(Q, i) est positivement invariant par rapport au sys-

téme (1.54) si et seulement s’il existe des matrices F et HY telles que, Vi = 1,---n, ,
j = 11 ERRENLY: P

HYQ = Q(A' + BF), (1.55)

B < g (1.56)

Si le polyedre symétrique S(Q, 1) n’est pas compact (rang(Q) < n), les conditions
(1.55) ne peuvent étre vérifiées ni pour tout systéme (1.47)-(1.51) ni pour tout polyédre
S(Q, 1). Des conditions structurelles doivent également étre satisfaites.

Pour que S(Q@, i) soit positivement invariant en boucle fermée, il faut qu’il vérifie la
condition (1.31) pour le systéme incertain, c’est-a-dire, il faut qu’il existe un ensemble de
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matrices H(q, §) vérifiant
H(a, 5)Q@ = Q(A(a) + B(B)F) (1.57)
pour tous les ¢ et ﬁ admissibles.

Puisque I'on suppose que les paramatres &, [ sont indépendants, & partir de (1.48),
(1.49), la condition (1.57) peut étre réécrite ainsi -

(Ho + AH(a) + AH(8))Q = Q(Ao + AA(a) + (Bo + AB(B))F) (1.58)

En raison, 4 nouveau, de 'indépendance entre a et 4, les trois conditions suivantes
doivent donc &tre satisfaites a la fois:

HoQ = QAo + BoF) (1.59)
AH(a)}Q = QAA(a) (1.60)
AM(B)G = GAB(f)F (1.61)

On peut démontrer (2, 25] que ces conditions sont équivalentes 4 :

a) ker(QQ) est un sous-espace (Ay + ByF)-invariant.
b) ker(()) est un sous-espace AA(q)-invariant pour tout o admissible.
c) Il existe une matrice F vérifiant (1.59) telle que ker(Q) soit un sous-espace AB(f)F-

invariant pour tout 8 admissible.

Puisque les deux derniéres conditions doivent étre satisfaites respectivement pour tous
les o et 3 adimissibles, on peut les réécrire autrement :

b.1) ker(Q) est un sous-espace A;-invariant pour = 1---,p

c.1) 1l existe une matrice F vérifiant (1.59) telle que ker(Q) soit un sous-espace B;F-
invariant pour j =1,---,q.

La condition (b.1) ne dépend que de Q, matrice qui définit les contraintes, et des A;,
matrices qui définissent la structure des incertitudes. Dans le cas ot elle est vérifiée, la
matrice de retour d’état F' doit donc étre choisie de facon A vérifier les conditions {a) et
(c.1). Les conditions d’existence d'une telle matrice ont été établies dans [8]. Soit

B; ' ker(Q) Z{veRrm, By €ker(@Q)}, j=1,--+,q (1.62)
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R 2N, B ker(Q) (1.63)

o B ! représente 1'image inverse de "application B;. Soit encore P € ™ 1a projection
de R™ sur R.

Proposition 1.6 [8] I existe une matrice F telle que ker(Q) soit (Ay + BoF)-invariant
et BjF-invariant, j = 1,---,q, st et seulement si ker(Q) est un sous-espace (Ag, ByPg)-
wmvariant.

Les conditions algébriques d’existence d’un retour d’état vérifiant (1.57) peuvent donc
étre établies:

Corollaire 1.7 Il existe des matrices F' et H(a, ) telles que H(e, )Q = Q(A(q) +
B(B)F) pour tous les ¢, B admissibles si et seulement s

Ao ker(Q) C Im(By Pr) + ker(Q)

Aiker(Q) C ker(Q), i=1,---,p

Considérons a présent 'espace quotient X = 2 — et soit P : R" — X la projection
p q ker{Q) proj

cenonique. Les applications suivantes peuvent alors étre définies:

. A;,i=1,...,p, les applications induites dans X par les applications A;, données par
AiP — PA,‘_,

. E’j, 7 =1,...,q, données par Bj — ij’
. @, donnée par QP = Q.

. F, donnée par FP = F.

Alors, le « systéme quotient » suivant peut étre défini dans X :
Tr41 = A(g)ik -+ B’(ﬁ)uk, (1.64)
et en boucle fermée, sous une loi de commande du type uy = Fxy:

Tr+1 = (A{Q) + B(B)F)iy. (1.65)

Soit aussi les polyédres (1.35), (1.36). On peut établir le résultat suivant :
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Proposition 1.7 Le polyédre symétrigue S(Q, i) est positivement invariant par rapport
au systéme (1.54) si et seulement si:

1. Les conditions du corollaire 1.7 sont vérifiées.

2. Le polyedre compact S(Q, 1) est positivement invariant par rapport au systéme in-
certain (1.65).

Une preuve constructive de cette proposition peut étre trouvée dans [33], ol sont pro-
posées, pour des systémes en temps continu, des techniques basées sur des changements de
la base de représentation du systéme (1.47) pour aboutir & une représentation matricielle
du systéme (1.64). Un tel changement de base permet de tester directement les conditions
structurelles d’invariance positive robuste avec stabilité robuste A partir des matrices qui
définissent le systéme.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tracé un panorama général des travaux portant sur Pin-
variance positive de polyeédres convexes et son application 4 la commande de systémes
linéaires sous contraintes, réalisés ces derniéres années. Nous avons pu constater que la
plupart des techniques dérivées de cette approche sont basées sur 'utilisation des rela-
tions d’invariance positive. Cette utilisation est rendue facile par la forme linéaire de ces
relations.

Notre contribution dans ce chapitre a porté sur ’étude de la possibilité de rendre
positivement invariant, par un retour d’état linéaire, des polyddres symétriques et non
bornés de systémes & modele incertain, les incertitudes étant du type structuré. Nous
avons en particulier obtenu des conditions structurelles nécessaires et suffisantes pour
Pexistence d’un tel retour d’état.

Quelques conclusions importantes peuvent étre tirées des résultats présentés tout au
long de ce chapitre. En premier lie, il est relativement rare qu’un polyédre donné puisse
eétre rendu positivement invariant. On doit dans ce cas considérer d’autres domaines que
celui défini par les contraintes. Deuxidmement, le choix d’une loi de commande par re-
tour d’état linéaire peut restreindre considérablement les possibilités de commande d’un
systéme contraint. Une solution & cette difficulté est de considérer des lois de commande
plus générales.

Ces considérations peuvent étre prises en compte de facon naturelle A travers le concept
d’(A, B)-invariance, qui sera I'objet d’étude des deux chapitres suivants, d’abord pour le
cas de systémes en temps discret dans le chapitre 2, et ensuite pour le cas continu dans
le chapitre 3.
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Chapitre 2

Sur I'(A, B)-Invariance de Polyedres -
Systémes en Temps Discret

2.1 Introduction

Dans le cadre de I'approche géométrique pour la commande de systemes linéaires,
le concept d’(A, B)-invariance de sous-espaces joue un réle fondamental. En particulier,
ce concept a été intensivement utilisé dans la solution de quelques problémes classiques
de commande, tels que rejet de perturbations et découplage entrée/sortie. Une étude
détaillée de (4, B)-invariance de sous-espaces et de ses applications peut étre trouvée
dans les ouvrages de Wonham [85] et Basile et Marro [2].

Le concept d’( A, B)-invariance, bien que sous une dénomination différente, a également
été appliqué & des polyédres convexes pour caractériser la possibilité de commander un
systeme en temps discret soumis & des contraintes dures de trajectoire. Les premiers
travaux, dont on peut citer les articles [84, 43, 6], remontent aux années 60 et 70, et
se situent & un niveau plutét conceptuel. Pour ce qui est de résultats plus appliqués,
une caractérisation sommet par sommet & été proposée dans [45] pour des polyédres
compacts. Plus précisément, il y est montré qu’un polyddre compact est (A, B)-invariant si
et seulement s’il existe pour chaque sommet une commande admissible telle que, a un pas,
le vecteur d’état reste dans le polyédre. En outre, une loi de commande 3 structure variable
est proposée pour imposer l'invariance positive en boucle fermée. Dans [54], cette approche
est utilisée pour résoudre un probléme de commande en temps minimum. Finalement dans
{17], les résultats de [45] ont été étendus & des systémes & modéle incertain soumis & des
perturbations bornées en norme.
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Deux inconvénients majeurs peuvent cependant étre décelés dans cette approche. Pre-
miérement, elle ne s’applique qu’aux polyedres compacts. Or, il est bien connu que, dans
un nombre important de problémes, le polyddre engendré par des contraintes sur 1’état
ou sur la commande n'est pas forcement compact. Ceci est le cas, par exemple, du pro-
bleme £', qui sera étudié dans le Chapitre 4. En second lieu, en fonction de la complexité
du polyédre considéré, le calcul de ses sommets, et par conséquent le test des conditions
d’(A, B)-invariance, peut s’avérer excessivement cofteux du point de vue numérique.

Il est vrai néanmoins que les polyedres engendrés par des contraintes linéaires sur
I’état ou la commande ne sont pas (A, B)-invariants en général. Les contraintes peuvent
malgré cela étre respectées si I'on restreint 'état initial & un domaine (A4, B)-invariant
inclus dans le domaine de contraintes. Le domaine généralement choisi, car il est celui
que l'on peut le plus facilement caractériser et calculer, est le domaine suprémal, c’est--
dire, celui qui contient tous les autres. Des algorithmes pour le calcul de ce domaine ont
ainsi été proposés {46, 17]. Puisqu’il sont basés sur la caractérisation sommet par som-
met de I'(A, B)-invariance, ces algorithmes souffrent également de problemes numeriques
importants.

La contribution principale de ce chapitre s’inscrit dans la caractérisation de la pro-
priété d’(A, B)-invariance de polyédres convexes pour des systémes en temps discret. Aun
moyen de 'application du Lemme de Farkas, des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un polyédre convexe général soit (A, B)-invariant sont établies sous la forme de rela-
tions matricielles linéaires. Une forme particuliére de ces relations est dérivée pour le cas
de polyédres symétriques par rapport & origine. Les domaines (A, B)-A-contractifs sont
alors introduits et caractérisés. Une section est alors consacrée & 1'étude des domaines
(A, B)-invariants suprémaux inclus dans un polyédre donné. Ces domaines sont caracté-
risés théoriquement et une méthode numérique basée sur les relations d’(A, B)-invariance
est proposée pour les calculer. Ensuite, des lois de commande qui rendent positivement
invariant en boucle fermée un polyddre (A, B)-invariant sont étudiées. Une loi de com-
mande linéaire par morceaux, laquelle est une extension au cas non compact de celle
proposée dans [45], est dérivée pour le cas général. Il est en outre montré que P'inva-
riance positive en boucle fermée peut étre obtenue au moyen d’une loi de commande par
retour d’état linéaire, & condition que deux relations matricielles linéaires particuliéres,
légerement plus fortes que les relations d’(A, B)-invariance, soient vérifiées. Finalement,
I'étude de 1'(A, B)-invariance est étendue & des systémes soumis 3 des contraintes sur

la commande. Une partie de ces résultats ont également été présentés dans les articles
34, 35].
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2.2 Caractérisation de I’(A, B)-invariance

Soit le systéme linéaire, en temps discret, stationnaire, déerit par:
Try1 = Az + Bug, (21)

avec k € N. z € R"™ est le vecteur d'état et u € R™ est le vecteur de commande, Un
domaine (A, B)-invariant est défini comme suit :

Définition 2.1 Un domaine non vide fermé Q C R est dit (A4, B)-invariant par rapport
au systeme (2.1) si Vz € Q il existe un vecteur de commande u € R™ tel que Az + Bu & €.

On peut dire également que 2 C R" est (A, B)-invariant vis-a-vis de (2.1) si Yzo €
il existe une séquence de commande {ux}, k € A telle que la trajectoire du vecteur d’état
du systéeme commandé soit entierement inclue dans €. Autrement, dit, I'état x, peut étre
forcé a rester dans {2 par un choix adéquat de la commande.

Cette définition est analogue a celle de sous-espaces (A4, B)-invariants [85] ou « inva-
riants controlés » {2] de I'approche géométrique, mais dans un cadre plus général.

Il convient ici de faire la différence entre les concepts d’(A, B)-invariance et d’inva-
riance positive d’un systéme commandé. L’(A, B)-invariance d’un domaine €2 indique l1a
« possibilité » de commander un systéme de fagon A forcer sa trajectoire & rester dans
£, alors que concernant 'invariance positive cette action de commande a déja été ap-
pliquée. En bref, un domaine (A4, B)-invariant est un domaine susceptible d’étre rendu
positivement invariant par une action de commande adéquate.

Le concept suivant sera fondamental pour la caractérisation de 1'(A, B)-invariance.

Définition 2.2 Le plus grand domaine admissible & un paes du domaine € est défini ainsi
[17]:
Q) ={zeR*; JueR™; Av+ Bue Q). (2.2)

On peut voir que Q(£2) est 'ensemble de tous les états qui peuvent étre ramendés
vers {2 en un pas. Il est donc clair que (A, B)-invariance de £ équivaut a la condition
géométrique suivante :

Proposition 2.1 [43, 6] Le domaine 2 C R™ est (A, B)-invariant par rapport au systéme
(2.1) si et seulement si

0 C Q). (2.3)
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2.2.1 (A, B)-invariance de polyédres - cas général

Nous nous restreindrons désormais & 'étude de I'(A, B)-invariance de polyédres
convexes contenant 1’origine, c’est-a-dire, an cas:

Q=R[G,p|={z; Gz <p}, p=0.

Pour un instant & donné, I'admissibilité du vecteur d’état & l'instant suivant est ca-
ractérisée par les contraintes:

GArxy + GBug < p. (2.4)
Ces contraintes définissent le polyédre convexe I1 dans I’espace vectoriel défini par le
vecteur étendu 1 Le plus grand domaine d’états admissibles & un pas associé a (2.4)
Uk
est donc la projection de II sur Pespace d’état. A partir du lemme A.2, une expression
explicite de cette projection peut étre obtenue:

Proposition 2.2 Le plus grand domaine admissible ¢ un pas, Q(R|G, p]), est le polyédre
conveze R[TGA, T p}, ot les vecteurs ligne de la matrice T forment un ensemble générateur
minimum du noyeu non négatif ¢ gauche de la matrice GB, défini par:

F={weR; w>0, (GB)Y w=0} (2.5)

Démonstration : Immédiate, & partir du lemme A.2. O

A partir des Propositions 2.1 et 2.2, I'(A, B)-invariance de R{G, p| peut donc étre
caractérisée géométriquement par:

R[G, p| € R[TGA, Tp]. (2.6)

Cette caractérisation est traduite en relations matricielles & travers le résultat suivant :

Proposition 2.3 Le polyédre convere R[G, p] C R est (A, B)-invariant par rapport au
systéme (2.1) si et seulement sl existe une matrice non négative Y telle que:

YG =TGA, (2.7)

Yp<Tp. (2.8)
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Démonstration : Immédiate & partir de la condition (2.6) et du lemme A.4. ©

Il convient ici d’insister sur les avantages de cette caractérisation par rapport & d’autres
trouvées dans la littérature. L’avantage majeur est 1ié au fait que la proposition 2.3 s’ap-
plique a tout polyédre convexe, contrairement & la caractérisation proposée dans [45, 17]
qui ne s’applique qu'a des polyédres compacts. Nous avons précédemment supposé p > 0.
Cependant, la proposition 2.3 reste valable quel que soit p, c’est-a-dire, aussi pour des
polyédres convexes qui ne contiennent pas ’origine.

Le deuxitme avantage est de nature numérique. Dans I'approche proposée dans [45,
17}, pour tester I’(A, B)-invariance il faut d’abord calculer les sommets du polyedre, ce
qui constitue déja une tiche numérique trés complexe, surtout pour des systémes de
grande dimension. Ensuite il faut tester, pour chaque sommet, I'existence d’une commande
admissible. En revanche, en ce qui concerne la proposition 2.3, une fois que Pon a calculé
la matrice T, calcul pour lequel des méthodes efficaces (et en général moins coiliteuses que
celles destinées au calcul de sommets) sont disponibles (voir l'annexe), le test de I'(A, B)-
invariance & travers les relations (2.7), (2.8) peut se faire au moyen de la résolution d’un
simple programme linéaire.

Les deux cas suivants sont importants & signaler :

— Dans le cas ou T est le vecteur ligne nul, le domaine R[TGA,Tp| est tout les-
pace d’état R, la condition (2.6) est trivialement vérifice, ainsi que les relations

(2.7}, (2.8), avec Y = 0. Le polyédre convexe RI[G, p] est alors trivialement (A, B)-
invariant.

— Dans le cas d’un systéme non commandé (B = 0), T est tout le cone RL, T =1,
et les relations (2.7), (2.8) deviennent les relations classiques d’invariance positive
pour des systemes autonomes (1.4), (1.5).

T est enfin intéressant de noter & partir des relations (2.7), (2.8) que I'(4, B)-invariance
du céne caractéristique R[G, 0] est une condition nécessaire pour I'(A, B)-invariance de

R[G, pl.
2.2.2 (A, B)-invariance de polyédres symétriques

Nous nous intéressons & présent au cas de polyédres symétriques par rapport a l'origine,
c’est-a~dire au cas:

Q=5(Q,p) ={z; |Qz| <y}

Soit la matrice [T} T3] dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur mi-
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Q@

nimum du céne polyédrique I’ (2.5), avec G = [ . Soit également la matrice 7,

sous-matrice de la matrice T1 — Ty, formée en supprimant les lignes 7}; — T5; pour les-
quelles ou bien 77, — 15, = 0 ou alors Ty; — Ty, = ~Ty; + Ty pour j < i. Le résultat
suivant peut donc étre établi:

Corollaire 2.1 Le polyédre conveze syméirique S(QJ, ) C R™ est (A, B)-invariant par
rapport au systéme (2.1) si et seulement s'il existe une matrice Y telle que :

YQ = TQA, (2.9)

Yl < [T g (2.10)

Démonstration : D’apres la Proposition 2.3, S(Q, u) est (A, B)-invariant si et seulement
§’il existe des matrices non négatives ¥ et ¥, telles que:

(Vi - ¥2)@ = (T} ~ T)QA, (2.11)

M1+ Yo)u < (T + o). (2.12)

Les lignes ¢ pour lesquelles 71, — T3; = 0 n'ont pas besoin d’étre considérées parce que
dans ce cas les relations (2.11), (2.12) sont vérifiées trivialement avec Yj; = Yo, = 0. Le
meéme raisonnement s’applique aux lignes i pour lesquelles Ty; — Ty, = ~7} j+ 1y, pour
J < t, car si pour la ligne j il existe des vecteurs ligne Yy, et Y,; vérifiant les relations
(2.11), (2.12), alors les mémes relations seront vérifiées pour la ligne i avec Y;; = Ya; et
Yo, = 1 I

Considérons a présent la matrice 7 et ses lignes 7;. Les affirmations suivantes sont
vraies (autrement les générateurs associés a la ligne i de 7 dans [T} T3] n’appartiendraient
pas & I'ensemble générateur minimum) :

e 7;; = 0 seulement si les éléments associés dans T; et Ty sont également nuls.
e 7;; > 0 (< 0) seulement si les éléments associés dans 77 et T sont respectivement

positif {nul) et nul (positif).

En raison de ces faits, & partir des relations (2.11), (2.12), I'(A, B)-invariance de
5(Q, 1) équivant a Pexistence de matrices non négatives J; et YV, qui vérifient:

D =X)Q = TQA, (2.13)
O+ < (Tl (2.14)
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Maintenant, soit ¥ = Y — ), et considérons les matrices Y et Y~ définies par:
) p

YJ = max{¥;,;,0} (2.15)
Y7 = max{-Y};,0}. (2.16)
La nécessité des conditions (2.9), {2.10) est déduite du fait que ces matrices sont telles
que Y© - Y " =Y =Y -Vyet (Y +V )u=|V|u< (W + )i <|T|u La suffisance
est également démontrée puisque Y'* et Y~ vérifient les relations (2.13), (2.14). O

Remarquons que tout vecteur ligne ¢ appartenant au noyau & gauche de Iapplication
(B peut étre mis sous la forme: ¢ = t; —ty; £}, t, > 0. Cela veut dire que ft1 157 appar-

Q

tient & T (2.5), avec G = [ . Par conséquent, la matrice 7 contient nécessairement,

comme une sous-matrice, une base de vecteurs ligne du noyau a gauche de application

QB.

Pour un systéme non commandé, on a 7 = I, et les relations (2.9), (2.10) deviennent
les relations d’invariance positive (1.6}, (1.7).

Le Corollaire 2.1 peut étre spécialisé au cas de sous-espaces vectoriels :

Corollaire 2.2 Le sous-espace ker(Q) C R™ est (A, B)-invariant si et seulement s'il
existe une matrice M telle que

MQ=KQA

ot les vecteurs ligne de K engendrent le noyau & gauche de Uapplication QB.

Démonstration: A partir du corollaire 2.1, ker(Q) = S(@,0) est (A, B)-invariant si et
seulement s'il existe une matrice ¥ vérifiant (2.9) (la condition (2.10} étant trivialement
vérifiée). Comme les vecteurs ligne de T engendrent ker(QB), la condition (2.9} peut étre

réécrite sous la forme:
M K
= A,

ol les vecteurs ligne de K sont sélectionnés en 7 de fagon & engendrer le noyau & gauche
de QB. Puisque MQ) = KQA, alors NQ = LKQA est vérifiée sous le choix N = LM . O

Considérons a présent ’espace quotient X = vﬁ'@) et soit P: " — X la projection
canonique. Les applications suivantes peuvent étre définies [85]:
e A, Uapplication induite dans X par Papplication A, donnée par AP = PA,

e B, donnée par B = PB,
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e (), donnée par QP = Q.

Alors, le « systéme quotient » suivant peut étre défini dans X [85]:

fk-{—l = A:f‘k + B’U.k, (217)
ainsi que le polyedre:
S(Q, 1) = {z; Q%] < p}, (2.18)
et son extension a R":
S(Q, 1) = S(Q, p)P. (2.19)

Le polyédre S(Q, 1) est donc décomposé sous la forme suivante (voir lannexe) :

S(Q, 1) = ker(Q) + S(@, ). (2.20)

Le résultat suivant est une conséquence directe du corollaire 2.1:

Corollaire 2.3 Le polyédre symétrique S(Q, p) est (A, B)-invariant par rapport au sys-
teme (2.1) st et seulement si:

1. Le sous-espace ker(QQ) est (A, B)-invariant.

2. Le polyédre compact S(Q, i) est (A, B)-invariant par rapport au systéme (2.17).

Démonstration: Supposons d’abord que S(Q,u) est (A, B)-invariant. L'(A, B)-
invariance de ker(Q) découle de (2.9), du fait que les vecteurs ligne de la matrice T
engendrent le noyau a gauche de P'application @B, et du corollaire 2.2. Encore A partir de
(2.9), il existe une matrice Y telle que YQP = TQPA = TQAP, et donc, YQ = TQA.
Ceci, avec (2.10), montre (A, B}-invariance de S(Q, u).

Supposons en revanche que ker(()) est (A, B)-invariant et que S(Q, u) est (A4, B)-
invariant par rapport au systéme (2.17). Tout vecteur z € S(Q}, u) peut étre éerit sous la
forme z = z9 + 2%, avec 29 € ker(Q), z° € S(Q, u). Par hypothése, il existe une matrice
FQ telle que ker(Q) est (A+ BF?)-invariant, et une séquence de commande {uf}, k € N
telle que z7 € ker(Q) + S{(Q, p). 1l est donc clair que S(Q, 1) est positivement invariant
sous la loi de commande v = F@x® 4+ «f. O
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2.2.3 Domaines (A, B)--contractifs

Dans le cas ol lorigine est & intérieur d’un domaine compact, il est souvent im-
portant de doter la trajectoire du systéme d’un certain taux de convergence, soit pour
justement accélérer la convergence vers I’état d’équilibre, soit pour incorporer les effets
de perturbations et/ou d’incertitudes. D’ot la définition suivante :

Définition 2.3 Etant donné 0 < A < 1, un domaine compact Q C R" est dit (4, B)-
invariant A-contractif par rapport au systéme (2.1) si Yz € Q il existe un vecteur de
commande v € R™ tel que Az + Bu € Q.

Les domaines (A, B)-invariants A-contractifs seront désormais appelés plus simplement
domaines (A, B)-\-contractifs ce qui permettra de les différentier des domaines positive-
ment invariants contractifs définis dans le chapitre 1.

Il est clair qu'un domaine (A4, B)-invariant est un domaine (A, B)-A-contractif avec
A=1

Etant donné le taux de contraction A, le plus grand domaine admissible & un pas est
maintenant défini ainsi:

QA ={z; Ju; Az + Bue AQ).

Dans le cas ol lorigine est a l'intérieur du polyddre convexe R[G.p] (p > 0), 1a
condition d’admissibilité & un pas (2.4) peut donc étre remplacée par la condition d’(A, B)-
A-contractivité :

GAzy + GBuy < Ap.

Les résultats suivants en découlent,

~ Etant donné le taux de contraction A, le plus grand domaine admissible 3 un pas du
polyédre R[G, p] est le polyedre convexe R[TGA, AT'p], ol la matrice 7" est définie
comme dans la Proposition 2.3.

~ Le polyédre convexe R[G, p] C R* est (A, B)-A-contractif par rapport au systéme
(2.1) si et senlement s'il existe une matrice non négative Y telle que (2.7) soit vérifiée
et:

Yp < ATp, (2.21)

~ Le polyédre convexe symétrique S(Q, 1) C R" est (A, B)-A-contractif par rapport
au systéme (2.1) si et seulement s’il existe une matrice non négative Y telle que

(2.9) soit vérifiée et
Vi < AT (2.22)
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2.3 Le Domaine (A, B)-invariant Suprémal

Supposons a présent que I'état du systdéme (2.1) soit soumis aux contraintes z € .
En général, le domaine (2 n’est pas (A, B)-invariant, donc il y a des états dans 2 pour
lesquels les contraintes ne peuvent pas étre respectées 3 un pas. Une solution possible i ce
probleme est donc de restreindre ’état initial & un domaine (A, B)-invariant inclus dans
{). 1l est en outre souhaitable que ce domaine soit le plus grand possible. Tl s’avere qu'un
domaine suprémal existe, ce qui découle de la propriété suivante:

Proposition 2.4 La famille de tous les domaines (A, B)-invariants inclus dans un do-
maine conveze fermé (1 est fermée sous U'opération « enveloppe convere de l'union ».

Démonstration: Soient S) et S, deux domaines (A, B)-invariants inclus dans . Alors,
pour z; € 8) et z; € Sy, il existe des commandes uy;, et uy, telles que:

Tigyp = Aflflk + B?L]k = 81,

Topyy = Al‘gk + Buy, € 8.
Soit maintenant = un point appartenant & I'enveloppe convexe de I'union de &, et
S22z € C(5 US,). Alors, z peut étre écrit sous la forme: z = ax; + (1 — a)z,, avec

Ty € 8, 73 € 8, 0 < o < 1. Soit aussi la commande: vy = oy + (1 — @)ugy. Alors,
pour z = x € C(8; U &y),

Tgyr == Axg + Bug
= Aoz + (1 — @)zee) + Blouy + (1~ a)ugy)
= (T4 + (1 — a)mng € C((Sl U 82),

ce qui démeontre la proposition. O

Puisque le domaine £ est fermé, cette proposition garantit I'existence dans la famille
des domaines (A, B)-invariants inclus dans Q d’un élément suprémal (un élément qui
contient tous les autres):

C>=(2) £ domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans 2.

Ce domaine suprémal peut étre caractérisé par la formule de récurrence suivante [17]:
Cit1 = Q(CINC;, avec G = Q, {2.23)

C®(R) = lim C;. (2.24)

1—00
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On peut voir que le domaine C; est ensemble d’états pour lesquels il existe une
séquence de commande telle qu'ils restent dans Q en ¢ pas. D’aprés (2.23), & < C;_;, et
le domaine suprémal est obtenu quand i — oo. :

51 'on souhaite doter les trajectoires du systéme d’un taux de convergence A, on doit
alors calculer le domaine:
C™(2,A) £ domaine (A, B)-A-contractif suprémal inclus dans €.

Pour ce faire, il suffit de remplacer la récurrence (2.23), (2.24) par:

Ci+1 = Q(/\Cﬁ) M Ci, avec C() = Q, (225)
(O, 0) = lim C;. (2.26)

Nous nous intéresserons désormais au calcul de C>®(Q2) pour Q = R[G, pl.

Dans [46] une formule de récurrence autre que (2.23), (2.24) est utilisée. La méthode
numérique qui en résulte est néanmoins trés complexe puisqu’elle se sert alternativement
de la représentation de polyédres par sommets et par inégalités linéaires. En outre, elle
exige que la matrice A soit réguliere. L'article {17] utilise la formule (2.23), (2.24) sous
I'hypothése que R[G, p] est compact (puisque (A, B)-invariance y est testée sommet par
sommet).

D’apres la Proposition 2.2, le plus grand domaine admissible 4 un pas de R[G, pl,
Q(R[G, p]}, coincide avec le polyédre R[TG A, T'p]. Ce résultat permet donc de construire le
plus grand domaine (A, B)-invariant inclus dans R[G, p], au moyen de la récurrence (2.23),
(2.24). Cette construction demande en général un effort de calcul trés important. Au cours
du processus itératif beaucoup de contraintes redondantes peuvent étre générées. Il est
donc particuliérement souhaitable de construire un algorithme qui génére uniquement
des contraintes non redondantes (par rapport au domaine de contraintes de litération

précédente) a chaque itération. Cette propriété peut &tre obtenue en utilisant les relations
d’(A, B)-invariance (2.7), (2.8).

Algorithme 2.1 Calcul du domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans le polyédre
conveze R[G, p].

1. Initialiser i = 1, [y =0, 70 =0, t, = 0, G® = G, p* = p, go = g. Définir une
précision e.

2. Calculer la matrice T* € R%*9 dont les vecteurs ligne forment un ensemble généra-
teur du cone polyédrique I = {w; (G"B) w = 0, w > 0} et décomposer T comme

suit :
2—1

Ui
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3. Résoudre par programmation linéaire les problémes suivants, pour j =1,...,r;:
1111,11}1 Yip (2.28)
V)G = UiGiA
sous 7 1 ) (2.29)
Y 2 0

SiVj, Yip' — Ulp' < e, alors alors C*(R[G, p]) = R[GY, o], arréter.
Sidj; Yip' —Ujp* > ¢, ordonner les lignes de U® et Y, en utilisant une matrice de

permutation F;, sous la forme:

. Ui
PU = i
U3
avec Yy € R5*7 | de maniére que:
'Y']ipi
}/21.pl _
4. Construire les matrices
GH—I — G1
TiG A

Faire giy 1 = g + L.

) Vi
, PY'=| 1|,
Y3
—-Uipt < ¢ (2.30)
Uit > e 2.31)
it1 I
y P = -
Ly

5. Faire i =i 4 1 et retourner au 2éme pas.

Le fait que I'algorithme proposé converge vers C*(R|[G, p]) découle du résultat suivant :

Proposition 2.5 Le polyédre R[G*?, p*'] est identique au domaine Q(R[GY, p'])NR[G?, p'].

Démonstration : D’aprés la Proposition 2.2 et (2.27), le domaine Q(R[G*, #']) N R[G?, p]

est défini par le domaine de contraintes:
G'z
UiG Ar
UG Ax

IA IA A

i

P
Uipt .
Usp*

Notons que les lignes relatives & 77! en (2.27) ont déja été prises en compte dans le calcul

de R{G*, p].
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Linclusion de Q(R[G", p'])NR[G, p'] dans R[G'*, p"*1] est évidente. Inversement, tout
point = € R[G**, p*+!] vérifie, avec la matrice non négative ¥} vérifiant (2.29), (2.30) ;

UiGiAz = Y@z (2.32)
< Y (2.33)
< Uip (2.34)

ce qui implique R[G™**, p'*'] C Q(R[G, p']) N R[G?, 4], O

(Quelques remarques sur cet algorithme se font nécessaires

— II'se peut que dans certains cas (notamment quand rang(G') < n) le PL (2.29) n’ait
pas de solution admissible pour certaines valeurs de j. Les lignes U} et Y;’ associées
doivent alors faire partie respectivement des matrices Uj et Yy (2.31).

- Le domaine C*(§)) n’est pas obligatoirement polyédrique. Il ne I'est que s7il est
généré par un nombre fini d’itérations. Il peut néanmoins étre approché par un
polyedre. En effet, il a ét¢ montré dans [17] que, étant donné le domaine C*((2, A),
0 <A< Lalors VA, A < XN <1, 3 Cy est N-contractif, avec Cy donné
par la récurrence (2.25). Une approximation de C™(§2) peut donc étre obtenue &
travers la récurrence (2.25), avec une valeur de A proche de 1, jusqu’a obtention
d’un polyedre C; qui soit (A4, B)-invariant.

Exemple 2.1
Soit le systéme (2.1) pour lequel :

0.4 0.
A 09 L fo]
0.6 1.8 1

et le polyedre R[G, o] avec

0.2 0.2 1

-1 -1 1
G = , =

-1 0.35 g 1

0.25 -0.5 1

Le calcul du plus grand domaine (A, B)-A-contractif inclus dans R[G, p], avec A = 0.8,
donne C*(R[G, p], A) = R|G", p'], avec:
G p
G' = 0.6 1.35 , pr=| 56
—1.5429 -—-3.4714 3.0857
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F1G. 2.1 - R[G, p] et C*(R|G, pl, \).

Les polyedres R[G, p] et R[G', p'] sont représentés dans la figure 2.1.

Pour R[G", p'], une matrice T* dont les vecteurs ligne générent le noyau non négatif
& gauche de G'B est donnée par:

51 0 0 0 0
50 0 2 0 0
50 0 0 0 0.281
0 1 2871 0 0 0
T'=10 0 28571 2 0 0
0 0 28571 0 0  0.2881
01 0 0 07407 0
00 0 2 07407 0
(00 0 0 07407 0.2881
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Les conditions d’(A, B)-A-contractivité (2.7), (2.21) sont vérifides par la matrice:

[0 000 0 0 ]
0 000 0 —0.3889
0 000 0 —0.1440
00000 1
Yi=]000 0 0 06111
00000 0.850
00000 01440
0000 0 —0.2449
00000 0 |

Il est intéressant de remarquer que pour des polyédres symétriques non bornés le
calcul de C*(£2) peut se faire d’une facon décomposée. Soit done un polyedre symétrique
non borné S(@Q, ;1) et V* le sous-espace (A, B)-invariant suprémal inclus dans ker(Q) .

Considérons également l'espace quotient X = % et le systéme d’ordre réduit :
fr41 = A%y + Buy. (2.35)

Les applications A et B sont définies & partir de la projection orthogonale P, : ®" —
&, comme leurs équivalents dans le systeme (2.17). Le polyadre S (@, 1) est maintenant
décomposé ainsi:

S(Q, 1) =V +5(Q, 1),
o S(Q, p) = S(Q, WPy, avee S(Q, 1) = (& ;102| < ).
Définissons aussi les domaines:
C(8(Q, p)) £ domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans S(Q, 1),
et son extension 4 R,
C=(5(Q, 1)) = C>(3(Q, ) Py

Le résultat suivant peut alors étre établi:

Proposition 2.6
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Démonstration : Vz € V* + C®(S(Q, x)), il existe z¥ € V* et € ¢ CE’O(S(Q,M)) tels
que £ = a¥ + €. A partir de la construction de V* et C*(S(Q, 1)), 3 F* tel que V*
est (A + BF”)-invariant et il existe une séquence de commande {u{}, k € A telle que
2 € V' + C*(S(Q, n).

Considérons en revanche un point générique x, € C*(S(Q, 1)). Puisque C=(S(Q, 1))
est (A, B)-invariant, il existe une commande w, telle que x4y, € S(Q, jt). Maintenant, le
vecteur zx € S(Q, 1) peut &tre décomposé sous la forme: xy = ¥ + z{ avec 2} € V* et
73 € S(Q, 11). Le vecteur de commande uy, peut étre décomposé comme : 1y, = FUay + uf,
avec V* (A + BF?)-invariant. Alors, 2z}, = (4 + BF¥)z} € V*. Considérons & présent
le systeme (2.35) et supposons que zj ¢ C®(S(Q,u)). Donc, on peut voir que B, =
A#s + Bui ¢ S(Q, 1), ce qui contredit I’hypothése z;, € C®(S(Q, 1)). O

2.4 Calcul d’Une Loi de Commande

La vérification des relations d’(A, B)-invariance présentées auparavant garantissent,
pour tout point appartenant au polyédre en question, 'existence d’une séquence de com-
mande qui force la trajectoire du vecteur d’état a rester dans le dit polyédre. Cela ne
présuppose pas pour autant un type particulier de loi de commande. Il est cependant
important, voire impératif en pratique, de commander le systéme au moyen d’une loi de
commande en boucle fermée.

Une réponse & cette question a été donnée dans [45] et perfectionnée dans [17]. Une
loi de commande & structure variable du type linéaire par morceaux a été proposée pour
garantir 'invariance positive en boucle fermée de polyédres (A, B)-invariants compacts.
Pour ce faire, les polyédres y sont divisés en secteurs définis par 1’enveloppe convexe de
Porigine et de n sommets (n étant la dimension du systéme). Une loi de commande par
retour d’état linéaire est alors calculée pour chacun des secteurs.

La loi de commande décrite par la suite étend cette loi au cas de polyédres non
compacts.

2.4.1 Cas général

Considérons la décomposition du polyédre R{G, p], présentée dans I'annexe, comme la
somme du céne caractéristique R[G, 0] avec un polytope II. Un ensemble de commandes
admissibles (v, ...,v,) peut étre associé aux sommets (zi,...,z,) du polytope II. Elles
vérifient :

GAz; + GBv; < p.
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De méme, un ensemble de commandes (wy, ..., wy) peut étre associé A I'ensemble des
géncrateurs M; de R[G,0], de manitre que:

GAAJJ -+ GB’UJj < p

Chaque point de R[G,p] est représenté par Dlensemble de coordonndes
(ay, ..., aq, 01, ..., Bp), & travers la relation :

r=" o;M;+ > Bz, (2.36)

avec oy > 0V, 0 < 3 < 1Vi; 3P, 8 < 1. La fonction de commande suivante peut
alors étre considérée :

u(z) = iaj’wj + iﬁivi. (2.37)

Pour p > 0, une partition de R[G, p] peut étre dérivée du paramétrage {2.36). Chaque
région X, de R[G, p] est générée & partir de la relation (2.36) par un ensemble de généra-
teurs et/ou sommets (My, z;), j' € J;, i' € T,, tels que:

o card(7;) + card(Z,) = n.

e Un point z € X, est donné par:

r = Z O:’erjr + Z ﬁif.f[.‘ir, ' (238)

J'eETr vely

avec oy > 0,0 < gy < 1 By < 1.
3 = =
e,

La transition entre deux régions adjacentes est caractérisée par une opération de pi-
votage a travers laquelle un des coefficients (o, 8;) devient nul et, ou bien un générateur
Mj;, j ¢ Jr, ou alors un vecteur z;, i ¢ 7, remplace dans la représentation {2.38) le géné-
rateur ou vecteur pour lequel a; ou By est devenu nul. L’intersection entre deux régions
adjacentes a l'intérieur vide, et I'union de toutes les régions X, forme le polyedre R[G, p).

Un exemple de décomposition de polyédre est donné par la Figure 2.2,

Soit maintenant X, une matrice carrée dont les colonnes sont les générateurs /sommets
définissant la région X,, et U, une matrice dont les colonnes sont les vecteurs de commande
wy, v;, associés. Une commande & structure variable du type linéaire par morceaux est
donc donnée par:

wp = Frzy = U (X)) 'ax, pour zx € X,. (2.39)
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FiG. 2.2 — Un polyédre R|G, p] et les régions associées.

Cette commande est une réalisation possible de la loi (2.37).

Les polyédres compacts sont complétement représentés par ses sommets car le cone
caractéristique est nul. Dans ce cas les régions dans lesquelles ils sont divisés sont des
poly&dres compacts formés par ’enveloppe convexe entre 1'origine et n sommets. La loi
de commande (2.39) devient alors exactement celle proposée dans [45, 17].

2.4.2 Cas symétrique

Pour des polyédres symétriques non bornés, la loi de commande peut étre calculée
d’une facon décomposée. Soit donc un polyédre symétrique non borné S(Q, p); V* le
sous-espace (A, B)-invariant suprémal inclus dans ker(Q); le « systéme quotient » {2.17).
Le résultat suivant, peut alors étre établi:

Corollaire 2.4 i le polyédre S(Q, ) est (A, B)-invariant par rapport au systéme (2.1),
alors une lot de commande le rendant positivement invariant en boucle fermée est donnée
par:

Uy = szk +'Hi,

ou F” est tel que ker(Q) soit (A + BF")-invariant, et uj est une loi de commande qui
rende positivement invariant en boucle fermée le polyédre compact S(Q, p) (2.18) défini
pour le systéme (2.17)

Démonstration : Directe & partir du corollaire 2.3.
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2.4.3 Existence d’une loi de commande linéaire

Nous avons observé que dans beaucoup de cas Pinvariance positive en boucle fer-
mée d’un polyedre (A, B)-invariant peut également étre obtenue en utilisant des lois de
commande en boucle fermée bien plus simples. 11 s’agit de lois de commande linéaires,
lesquelles sont caractérisées par des conditions d’(A, B)-invariance légérement plus fortes
que celles établies dans la Proposition 2.3.

Proposition 2.7 Soit la matrice T dont les vecteurs ligne forment un ensemble généra-

T
teur minimum du cone polyédrique T (2.5) et la matrice dont les vecteurs ligne

engendrent le noyau & gauche de Dapplication GB. 87l existe une matrice non négative
H telle que

T T

}HG = GA, (2.40)
N N

THp < Tp, (2.41)

alors il existe une loi de commande par retour d’état de la forme:
u=Fr+u, (2.42)

sous laquelle le polyédre R[G, p] est positivement invariant par rapport au systéme (2.1).

T
Démonstration : Considérons la matrice K = N dont les vecteurs ligne engendrent

le noyau & gauche de I'application GB. La relation K(HG — GA) = 0 implique, & partir
du lemme A.3, 'existence d’une matrice F telle que:

HG = GA + GBF. (2.43)

Egalement, par application du lemme A.2, la condition (2.41) équivaut & Pexistence d’un
vecteur constant 1, tel que:

Hp+ GBu, < p. (2.44)

Par conséquent, le choix d'une loi de commande (2.42) qui vérifie (2.43), (2.44) garantit,
quel que soit z € R[G, p|, GAz + GBu = (GA + GBF)z + GBu, = HGzx + GBu,. La
matrice H étant non négative, la condition Gx < p implique HGz < Hp. Donc, avec
I'inégalité (2.44), GAz + GBu < p. O

Il peut étre facilement démontré que les conditions (2.40), (2.41) sont également néces-
saires a l'existence d’'une loi de commande par retour d’état (2.42) pour laquelle R[G, p] est
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positivement invariant. Méme si ces conditions sont seulement suffisantes pour I'{4, B)-
invariance, nous avons observé qu’elles sont vérifiées dans beaucoup de cas.

En pratique, 'existence des matrices F, H et du vecteur u, vérifiant les relations (2.43),
(2.44) peut étre testée directement, et une solution peut étre calculée par programmation
linéaire, en utilisant une extension du PL (1.32).

Si le terme de commande constant u. n’est pas nul, alors la trajectoire du systéme
en boucle fermée ne converge pas vers Vorigine. Si elle converge, I'équilibre est atteint i
Pétat z; € R[G, p] qui vérifie: (I, — 4 — BF)z; = Bu,.

Cependant si R[G, p] est compact, alors la convergence vers l'origine peut étre imposée
par une loi de commande & structure variable. Le polyedre R[G, p] peut étre partagé en
g secteurs, chacun étant défini par I'enveloppe convexe entre Yorigine et une facette.
Un vecteur = € R[G, p] appartient au secteur associé a 1'i-eme facette, pour laquelle
i = argmax; %’-m Considérons a présent la fonction:

G;
¥(z) = max {Eﬂt} (2.45)

Pour des polyédres compacts contenant 1'origine, ¥(z) est la fonctionnelle de Minkowski
de R[G, p] [59]. Tl peut étre démontré que dans ce cas ¥(z) est défini positif et contim.

Proposition 2.8 Si R[G, p] est positivement invariant A-contractif avec 0 < A < 1 sous
une loi de commande (2.42), alors la trajectoire du systéme (2.1) converge vers lorigine
sous la loi de commande a structure variable :

w=Fzr+u¥(z). (2.46)

Démonstration: Puisque ¥(z) est défini positif, pour démontrer la convergence vers
Porigine il suffit de démontrer que W(z) est strictement décroissant. En effet,

Gxryp = GAz, + GB(F:L‘k + uc‘I’(Ik)) (2.47)
= G(A+ BF)z; + GBu ¥ (zy) (2.48)
= HGzp + GBu Y () (2.49)

Par definition de ¥(z), Gzx < p¥(x¢). Par conséquent, Gzpy; < (Hp+ GBu)¥ () <
p¥(zy) (en raison de (2.44) et de 'hypothese de A-contractivité, 0 < A < 1) et finalement

Gi
miax{;;a:kﬂ} = U(zp41) < U(zk).

K]
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Remarquons qu’a I'intérieur du i-éme secteur la loi de commande est tout simplement
le retour d’état linéaire:
uw=(F+ ucgi):n.
Pi
En plus, en raison de la continuité de ¥(z), la commande est définic de fagon unique

sur la frontiere entre deux secteurs i et j (notons que la frontidre est caractérisée par

el Gy
Cigp = =Lr).
2 £

Il est important de noter que la loi de commande (2.46) est moins complexe que
celle proposée dans [45, 17], car pour cette derniére le nombre de secteurs dans lequel le
polytope est divisé est toujours plus grand ou égal a g.

Exemple 2.2

Reprenons lexemple 2.1. Pour le polyedre R[G?, p*], les conditions de la proposition
2.7 sont vérifiées avec:

0 0.1412 0
0 0 0.2745
0 0 0.2539
0 0 0 0 0.1471 0
2.6170 0 0.2516 0 0 0
| 0.4965 0 0.0477 0 0.0863 0.5199 |

0
0
0

o o O
R evo S e}

H,

Une loi de commande admissible est alors donnée par: ux = Fizg + u., avec Fy =
[ —0.5765 —1.7471 |, uey = 0.0471.

0.0774
Sous cette loi, la trajectoire du systéme en boucle fermée converge vers ry = [ ] :

0.0516
La convergence vers origine peut étre obtenue sous la loi de commande 3 structure va-

riable (2.46), le domaine R[G!, p!] étant divisé en six secteurs.

Le domaine R[G', p'] divisé en secteurs est représenté par la Figure 2.3, ainsi qu'une
trajectoire partant du sommet d’en haut, obtenue sous la loi de commande (2.46).
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I

F1G. 2.3 - R[G, p!| divisé en secteurs.

2.5 Systémes Soumis a4 des Contraintes sur la Com-
mande

Soit le systeme (2.1) dont le vecteur de commande est maintenant soumis aux
contraintes:

uy EUCR™ Ve N (2.50)

Définition 2.4 Un domaine @ C R" est dit &-(A, B)-invariant par rapport au systéme
(2.1), (2.50) si, V z € &, il existe un vecteur de commande u € U tel que Az + Bu € Q.

Le plus grand domaine admissible & un pas est défini maintenant ainsi [17] :

QOAUU)={zeR"; Sueld; Az + Bu € Q}. (2.51)

Le domaine § est donc U-(A, B)-invariant par rapport au systéme (2.1), (2.50) si et
seulement si:

c oL U).
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2.5.1 U-(A, B)-invariance de polyédres - cas général

Nous nous consacrons désormais & 1'étude de la propriété d'U-(A, B)-invariance de
polytdres R[G, p] pour des systémes soumis 4 des contraintes du type (2.50) sur la com-
mande, avec:

U=RUY|={uveR™; Uu<y}
A un instant k donné, 'admissibilité du vecteur d’état i instant suivant est caracté-
risée par les contraintes:

GAzy, + GBuy
U'U.k

P,

<
< 4 (2.52)

Le plus grand domaine admissible & un pas peut donc étre caractérisé de la facon
suivante:

Proposition 2.9
Q(R[G, pl, RIU,¥]) = RIT,GA, T,p + T,
ot les vecteurs ligne de la matrice [T, T,] forment un ensemble générateur minimum du

GB .
noyau non négalif ¢ gauche de la matrice [ - }, défini par:

I_‘“ _ 'l.Ug , wg 2 0, 'U)g
Wy, Wy, | Wy

Démonstration : Tmmédiate & partir des conditions (2.52) est du lemme A.2. O

(GB)T U] =0, } (2.53)

La U-(A, B}-invariance de R[G, p|, avec U = R[U, ], peut donc étre caractérisée par
la condition géométrique:

R[G, 0] C RIT,GA, Typ+ T, (2.54)

et par la condition algébrique donné par la Proposition suivante:

Proposition 2.10 Le polyédre R[G,p] est U-(A, B)-invariant par rapport au systéme
(2.1), (2.50), avec U = R[U, 9|, si et seulement s’il eriste une matrice non négative
Y telle que:

YG = T,GA, (2.55)
Yo < Typ+ T (2.56)
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Démonstration : Immédiate & partir de la condition (2.54) et du lemme A.4. O

A partir de cette Proposition, on peut remarquer que I'(4, B)-invariance de R[G, p] est
une condition nécessaire pour I'UY-(A, B)-invariance. Ceci découle du fait que les vecteurs
ligne de la matrice [T' 0], ot les lignes de T' forment un ensemble générateur du cone I’
(2.5), appartiennent au cone I, (2.53).

2.5.2 U-(A, B)-invariance de polyédres symétriques

La Proposition 2.10 peut étre spécialisée au cas de polyédres symétriques. Soit donc
U = S(V,¢). Soit aussi la matrice [T, T,, T,, T.,] dont les vecteurs ligne forment un

Q})Ut

ensemble générateur minimum du céne polyédrique I', (2.53), avec G =

?

v
[ v ] - Soit également la matrice: [7; T,], sous-matrice de la matrice [T,, ~T,, T,, -T,.]

formée en supprimant les lignes T7; — To; pour lesquelles une des égalités suivantes sont
vérifiées :

® Toi = Ty =0,

o T, T, = mTq,j +T,,2j, pour j < i,
® Tuyi~ Tuy; =0,
® Tuyy — Tuyy = =Ty j + Toyj, pour j < i.

Le résultat suivant peut donc étre établi. Sa démonstration est omise car elle peut étre
facilement déduite de celles du corollaire 2.1 et de la proposition 2.10.

Corollaire 2.5 Le polyédre conveze symétrique S(Q, ) C R* est U-(A, B)-invariant par

rapport au systéme (2.1), (2.50), avec U = S(V, @), si et seulement s'il existe une matrice
Y telle que:

YQ = T,QA, (2.57)
Yu < | Tolp + | Tolg- (2.98)

Des conditions pour qu’un sous-espace ker(Q) soit U-(A, B)-invariant peuvent étre
obtenues:
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Corollaire 2.6 Le sous-espace ker(Q) est U-(A, B)-invariant par rapport au systéme
(2.1), (2.50), avec U = S(V,¢), si et seulement s'il existe une matrice ¥ telle que :
YQ = T,QA.

En général cette condition n’est vérifiée que lorsque ker(Q)) est A-invariant, ceci en
raison des contraintes sur la commande. C’est la raison pour laquelle il n’est pas possible
d’étendre le corollaire 2.3 & des systémes soumis & des contraintes du type (2.50). Seules
des conditions nécessaires peuvent étre établies dans ce cas.

Corollaire 2.7 Le polyédre symétrique S(Q, 1) est U-(A, B)-invariant par rapport au
systéme (2.1), (2.50) avec U = S(V, ¢), seulement si:

1. Le sous-espace ker(Q)) est U-(A, B)-invarient.

2. Le polyédre S(Q, p) est U-(A, B)-invariant par rapport au systéme (2.17), (2.50).
Démonstration: Supposons que S(Q,p) soit U-(A, B)-invariant avec I = SV, ¢).
L’(A4, B)-invariance de ker(Q}) découle de:

— La relation (2.57),

- Le fait que les vecteurs ligne de la matrice [T} 7, 0 0], oi les lignes de [T} 73]

forment un ensemble générateur du céne I' (2.5) avec G = ¢ , appartiennent
au cone [, (2.53),

~ Le fait que les vecteurs ligne de la matrice T, — Ty engendrent le noyau & gauche de
lapplication @B,

]

Le corollaire 2.2.

Encore a partir de (2.57), il existe une matrice Y telle que YQP = T,QPA = T,QAP, et
done, YQ = T,QA. Ceci, avec (2.10), montre If ~ (A, B)-invariance de S(Q, p). 0

2.5.3 Le domaine U-(A, B)-invariant suprémal

Il peut étre démontré que la famille de tous les domaines U-(A, B)-invariants inclus
dans un domaine §2 est fermé sous I'opération « enveloppe convexe de 1'union », ce qui
garantit 'existence du domaine suprémal :

C>(Q,U) £ domaine U-(A, B)-invariant suprémal inclus dans €.
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A partir de la définition du domaine admissible & un pas, et a exemple de la formule
(2.23), (2.24) pour les systémes non contraints, ce domaine suprémal est donné par la
formule de récurrence:

Ci+1 - Q(C;,U) n C,‘, avec C() = Q,

C®(Q,U) = lim C,.

Un algorithme de calcul de C=(Q,U) pour Q = R[G, p], U = R[U, | peut alors étre
facilement dérivé de 'algorithme 2.1.

Exemple 2.3

Reprenons le systéme de 'exemple 2.1 et supposons maintenant qu’il est soumis aux
contraintes sur la commande: {—2 < u; < 1}. Le calcul du domaine U-(A, B)-invariant
A-contractif suprémal inclus dans R[G, p], toujours avec A = 0.8, donne, au bout de 13
itérations, C*(R[G, p|,U, A) = R[G*3, p'*], avec:

~- - - -

~1 -1 1
-1 035 1
GB =1 025 ~05 |, p®*= 1
-1 -27 1.8

| 0.7400 2.1149 | | 3.2168 |

Pour R[G"3, p'¥], une matrice dont les lignes forment un ensemble générateur du cone
Iy (2.53) est donnée par:

1 28571 0 O 0 |0 0]

0 28571 2 0 0 [0 0

0 28571 0 03704 0 |0 O

0 28571 0 0 0 |01

1 0 0 0 04728]0 0

Boean |00 2 0 04728|0 0
" Tl= 0 0 0 03704 04728|0 0
0 0 0 0 04728(0 1

1 0 0 0 0 |1 0

0 0 2 O 0 |10

0 0 0 03704 0 |1 0

(0 0 0 0 0 {1 1|
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Une matrice Y3 qui vérifie les conditions de la proposition 2.10 est :

(04084 0 0 1.1345 0
02496 0 0 06933 0
03417 0 0 09493 0
04084 0 0 (01345 0O
00688 0 0O 01912 0

yis | 00000 0 01702 0  0.4019

00022 0 0  0.0060 0

¢c 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 02298 04574 0

0 0 0095 07723 0
0 0 0 0 0

Les polyedres R[G, p] et R[G', p'*] sont représentés dans la Figure 2.4

Xe 2f

1L ~—

FIG. 2.4 - R[G, p] et C*(R[G, p|, U, A).

2.6 Conclusion

Le concept d’(A, B)-invariance a depuis longtemps été appliqué 3 des SOUS-espaces
dans le cadre de I'approche géométrique pour la commande de systemes linéaires. Son
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application a des polyedres, méme si elle est plus récente, s’est révélée trés utile dans le
cadre de la commande de systémes soumnis & des contraintes linéaires.

Dans ce contexte, pour des systémes en temps discret, nous avons proposé une carac-
térisation explicite de la propriété d'( 4, B)-invariance de polyédres, laquelle se traduit par
des conditions nécessaires et suffisantes sous la forme de relations matricielles linéaires.
Cette caractérisation présente deux avantages majeurs vis-a-vis de celles rencontrées dans
la littérature: elle s’applique a tous les polyddres convexes, et non seulement & des po-
lyeédres compacts; elle ne nécessite pas le calcul de sommets, tiche numériquement trés
coiiteuse. Ces avantages se font sentir notamment dans le calcul du domaine (A4, B)-
invariant suprémal inclus dans un polyedre donné, pour lequel nous avons proposé une
méthode numérique. Cette méthode se sert des relations d’(A, B)-invariance pour d’une
part générer d’un pas & I’autre uniquement des contraintes qui ne sont pas redondantes,
et d’autre part fournir un test de convergence efficace.

Tous ces résultats ont en outre été particularisés au cas de polyédres symétriques par
rapport a l'origine. En particulier, nous avons montré que (A, B)-invariance d’un poly-
edre symétrique non borné équivaut a I'(A, B)-invariance d’un sous-espace et a I'(4, B)-
invariance d’un polyédre compact défini pour un systéme d’ordre réduit.

Le probleme de calculer une loi de commande rendant positivement invariant en boucle
fermée un polyédre (A, B)-invariant a également été traité. Une loi par retour d’état
linéaire par morceaux proposée dans la littérature pour le cas de polyédres compacts a
ainsi ¢té étendue au cas général. En outre, nous avons observé que, dans un grand nombre
de cas, 'invariance positive en boucle fermée peut étre obtenue au moyen d’une loi de
commande simplement linéaire. Ce cas particulier est caractérisé par des relations qui sont
a peine plus fortes que les relations d’(A, B)-invariance. Dans le cas ou cette loi ne force
pas la trajectoire du systéme vers l'origine, nous avons proposé une loi  structure variable,
linéaire par morceaux, moins complexe cependant que celle trouvée dans la littérature.

Nous avons également généralisé les relations a des systémes soumis & des contraintes
linéaires sur le vecteur de commande. Les systémes soumis & des perturbations additives
dont la norme infinie est limitée seront 'objet d’étude du chapitre 4, qui sera consacré au
probléme d’atténuation de la norme £
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Chapitre 3

Sur I’(A, B)-Invariance de Polyédres -
Systemes en Temps Continu

3.1 Introduction

Les travaux concernant 'étude de la propriété d’(A, B)-invariance de polyedres
convexes pour des systémes en temps continu sont moins nombreux que ceux relatifs
a des systémes en temps discret. Si pour ces derniers I'(A, B)-invariance peut étre facile-
ment, caractérisée par I'évolution du systéme & un pas, pour des systémes continus on est
obligé en revanche d’étudier les déplacements infinitésimaux des variables d’état.

Quelques résultats ont malgré cela été établis. Dans (18], une caractérisation de
I'(A, B}-invariance, basée sur la représentation par sommets de polyedres compacts, pour
des systémes en temps continu incertains, est obtenue & travers 1'étude d'un systéme
en termps discret qui est une approximation du systéme en temps continu d’origine. Les
problémes posés par la caractérisation par sommets ont été soulevés dans le chapitre précé-
dent. Le fait d’utiliser une approximation du systéme en temps continu entraine quelques
problémes supplémentaires. Il est en effet particuliérement difficile de déterminer un degré
d’approximation qui permette de bien représenter le systeme d’origine.

Une autre difficulté inhérente au caractére continu des trajectoires se fait sentir dans
le calcul du plus grand domatne (A4, B)-invariant inclus dans un domaine de contraintes
polyédrique. La encore, dans [19] il est proposé de calculer une approximation du domaine
suprémal, obtenue & partir d’un systéme discret approché.

Pour ce qui est du calcul d’une loi de commande, le méme type de loi linéaire par
morceaux proposée pour le cas de systémes discrets peut étre utilisée [18]. Une loi du
méme type, mais moins complexe dans le sens o1 le nombre de régions dans lesquelles
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le polyedre compact est divisée est inférieur, a été proposée dans [19]. Cette loi a pour
défaut d’étre discontinue, et applicable uniquement 3 des systémes mono-entrées.

Dans ce chapitre nous étendons aux systémes en temps continu I'étude de I'(4, B)-
invariance de polyédres convexes menée dans le chapitre 2 pour des systémes en temps
discret. En faisant appel & des techniques d’analyse différenticlle, I'( A, B)-invariance d'un
polyédre convexe est caractérisée par des relations matricielles linéaires. Ces relations
sont alors généralisés au cas ol un taux de convergence exponentiel est imposé aux tra-
jectoires du systeme. Ensuite, au moyen d une approximation en temps discret du systéme
continu, & 'instar de [19], mais cette fois-ci & la lumigre des relations d’(A, B)-invariance,
nous étudions la possibilité de calculer une approximation du domaine (A, B)-invariant
suprémal inclus dans un polyédre. Le probléme de calculer une loi de commande qui
rende positivement invariant un polyédre (A, B)-invariant est alors abordé. Des systémes
en temps continu dont la commande est contrainte sont finalement considérés. Une partie
des résultats de ce chapitre ont été rapportés dans Particle [36].

3.2 Caractérisation de I’(A, B)-invariance

Soit le systeme linéaire, en temps continu, stationnaire, décrit par:
i(t) = Az(t) + Bu(t), (3.1)
avec t > 0. x € R" est le vecteur d’état et u € R™ est le vecteur de commande. Un

domaine (A, B)-invariant du systéme (3.1) est défini ainsi:

Définition 3.1 Un domaine 2 C R" est dit (A, B)-invariant par rapport au systéme
(3.1) si pour tout état initial z(0) € § il existe une fonction de commande u(t), t > 0,
telle que z(t) € Q Vt > 0.

On définit la classe de fonctions de commande C;, de 1a facon suivante:

Définition 3.2 La fonction de commande u(t, z) est dite appartenir & la classe C;, si elle
est continue et Lipschitz par rapport au vecteur d’état.

La proposition suivante est démontrée dans un cadre légérement différent dans [71],
corollaire 1, page 295.
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Proposition 3.1 Une condition nécessaire et suffisante pour U(A, B)-invariance dun
domaine conveze 0 par rapport au systéme (3.1), avec une fonction de commande dans
la classe Cyp, est l'ezistence d'une fonction de commande dans la classe Cy définie sur lg
frontiere de 2 pour laquelle, sur tout point x de cette frontiére, le déplacement infinitésimal
partant de x reste dans €.

3.2.1 (A, B)-invariance de poly&dres - cas général

Considérons désormais un polyedre convexe de R", & = R[G, p], incluant V'origine
(p > 0). Soit T une matrice dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur
minimum du noyau non négatif & gauche, ', de application GB, défini comme dans (2.5)
par:
F={weR; w>0, (GB)Tw=0}.

Proposition 3.2 Le polyédre conveze R[G,p] C R™ est (A, B)-invariant par rapport au
systéme (3.1) si et seulement s’il existe une matrice Y telle que:

YG = TGA,
Yp <0,
Yy > 0 siTy=0,

Démonstration :

Nécessité : Supposons que R[G, p| soit (A, B)-invariant par rapport au systéme (3.1).
Soit 7; un vecteur ligne de 7. A partir de la définition de la matrice T', ce vecteur est un
générateur du cone I'. Il est non négatif et vérifie:

T.GB = 0. (3.5)
Le programme linéaire suivant, noté (F,), peut étre associé & ce vecteur:

max z; = T.GAzx

sous: Gz =p; siT; #0
Gj.’L'Spj si T;_?:D

Le probleme dual de (F,), noté (D;), est défini comme suit :
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- — Y
rrgnyi—hp

SOuS : Y,G =T,.GA (3.8)
Y; >0 si Ty =0 (3.9)

Deux situations sont donc possibles:

— Si I’ensemble de conditions (3.6), (3.7) est admissible, alors il définit une face de
R[G, p]. Pour que R|G, p} soit {4, B)-invariant, il faut que sur chaque point z de
cette face le déplacement infinitésimal soit admissible. Il faut donc qu’il existe un
vecteur de commande u tel que:

La condition (3.5} implique > 7T;;G;B = 0. Et puisque T}; > 0, la multiplication
Ji Tij#0
a gauche de chaque condition (3.10) par Tj; donne, pour tout z vérifiant (3.6), (3.7):

2 = ﬂGA.’L' = 2 T;,JG]AI S 0.

7 T #0

Par conséquent, la solution optimale au probleme (F;), notée z;, vérifie z; < 0.
Alors, la valeur optimale de la fonction objectif du probleme dual (D;), y, vérifie:

yi =24 =Y'p<0

— Si les conditions (3.6), (3.7) ne sont pas admissibles, alozs le probléme primal (P;) n’a
pas de solution. Cependant, puisque R[G, p] n’est pas vide, les conditions (3.6), (3.7)
peuvent étre rendues admissibles si 'on remplace certaines contraintes égalité G,z =
p; par la contrainte inégalité associée Gz < p;. Une solution au probléme dual
relaxé est alors admissible pour le probléeme dual de départ (D;). Par conséquent, la
solution optimale & (D;) est non bornée. Il existe alors un vecteur ligne Y; vérifiant
(3.8), (3.9) et tel que Yip < 0.

Suffisance : Supposons A présent qu'il existe une matrice ¥ vérifiant les conditions (3.2)-
(3.4). Soit un point z sur la frontiére de R[G, p|. Les lignes de la matrice G et du vecteur
p peuvent étre séparées en deux sous-ensembles, d’indices 1, 2, de dimensions g, ¢», et

réordonnés comme suit :
G
G=| |, o=|"1,
Gy P2
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tels que:

{Gix - n (3.11)

Gyr < p

Soit la matrice non négative T}, dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur
minimum du céne polyédrique {fw>0, w'(G,B) = 0}. Tout vecteur ligne Ty; peut étre
complété de maniére & générer un vecteur ¢, € T’ défini par:

ti = [Tbi 0]

Alors, d’apreés la définition de T, 3¢ > 0 tel que t; = £T. 1l est done clair que tous les
vecteurs ligne de la matrice t = (T7; 0] appartiennent 4 T, et par conséquent, 3 = > () tel
que:

t=ZT

La multiplication & gauche des relations (3.2), (3.3) par Z donne:

ZG = (GA=T,GLA (3.12)
Zp < 0. (3.13)

ou Z = ZY. En plus, les conditions

tii = D tuTyy

k
Zig = Y &aYy
%

et = > 0, montrent que ti; = 0 si, pour chaque k, ou bien &; = 0 ou alors Tiy; = 0. A partir

de la condition (3.4), cela implique, respectivement, ou bien & = 0 ou alors Vi; =0, et
donc,

Zi}‘ > 0si tij =0 (314)

Les conditions (3.12)-(3.14) montrent, par dualité, que pour tout z vérifiant (3.11)

T,G1 Az < 0. (3.15)
D’apres le lemme A.2, cette relation ¢quivaut & l'existence d’un vecteur u € R™ tel que:

Considérons & présent la décomposition du polyedre R[G, p] comme la somme du cone
caractéristique R[(,0] avec un polytope II, présenté dans ’Annexe. La relation (3.16)
s’applique & tous les points sur la frontiere de R[G, p}, et en particulier a tous les sommets
(1, -.., zp) du polytope I1. Un ensemble de commandes admissibles (v, ..., v,) peut y étre
associé. Elles vérifient :

GrAz; + GrBv, <0 Yk i Grx; = py. (3.17)
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De méme, le cone caractéristique R[G, 0] vérifie trivialement les relations (3.2)-(3.4) (avec
p =0, Y = 0). Par conséquent, un ensemble de commandes (w;, ..., w,) peut étre associé
a 'ensemble des générateurs M; de R[G, 0], de fagon 4 satisfaire:

GkAMj + Gkaj S 0vVEk ] Gij ={. (318)

Chaque point de R[G,p] peut étre représenté par lemsemble de coordonudes
(rviy ooty 31, ) & travers T relation

4 P
€T = Zaij-i-Zﬂi:E,;, (319)
i=t i=1

avec a; > 0V7;0 < 4 <1Vi; 3I_, 4 <1 La fonction de commande suivante peut
alors étre considérée :

a4 P
U(T) = Z Uy -+ Z ,Bi‘l)i. (320)
i=1 1=1

En choisissant convenablement ’ensemble de coordonnées (comme par exemple dans
(2.38)), on peut donc montrer que cette fonction de commande est définie sur chaque
point de R[G, p], est continue et Lipschitz. Elle génére un déplacement admissible  partir
de chaque point de la frontiére de R[G, p|. Par conséquent, d’aprés la proposition 3.1, le

polyedre R[G, p| est (A, B)-invariant par rapport au systéme (3.1), avec une fonction de
commande dans la classe C,. O

Comme pour le cas des systémes en temps discret, si le noyau non négatif & gauche de
I'application GB est I'ensemble vide, alors T' = ( et les conditions (3.2)-(3.4) sont trivia-
lement vérifiées avec ¥ = 0. Le polyedre R[G, p| est alors trivialement (A, B)-invariant.

Egalement, dans le cas des systémes autonomes (B = 0), le cone T est le cone R,
T = I,, et les relations (3.2)-(3.4) deviennent les relations classiques d’invariance positive
pour des gystémes continus autonomes (1.13)-(1.15).

Enfin, on peut voir a partir des relations (3.2)-(3.4) que I’(A, B)-invariance du cone
caractéristique R[G, 0] est une condition nécessaire pour I'(A, B)-invariance de R[G, p}.

3.2.2 (A, B)-invariance de polyédres symétriques

La proposition 3.2 peut étre spécialisée au cas symétrique: Q = S(Q, p). Soit la
matrice [T} 7] dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur minimum du

cbne polyédrique 1" (2.5), avec G = . Soit également la matrice 7, sous-matrice

de la matrice 77 — T3, formée en supprimant les lignes 77; — T5; pour lesquelles ou bien
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T, — Ty, =0, ou alors Ty; — Ty; = —11; + T35 pour j < u. Le résultat suivant peut étre
établi:

Corollaire 3.1 Le polyédre convere symétriqgue S(Q, u) C R® est (A, B)-invariant par
rapport au systéme (3.1) si et seulement 51l existe une matrice Y telle que:

YQ = TQA, (3.21)
Yu < 0, (3.22)
ot ¥ est donné par:
Yl si Ty =0
Yj=qVY, s&T;>0.
-Yy s T <0

Démonstration : ID’apres la proposition 3.2, S(Q, 1) est (A, B)-invariant si et seulement
'l existe des matrices Y] et Y5 telles que:

M1 -1)Q = (Ty - TH)QA, (3.23)

M +¥)u < 0, (3.24)

Yy 2 081 Ty =0, Yoy > 0si Ty = 0. (3.25)

Comme pour le cas discret (voir la démonstration du corollaire 2.1), les lignes i pour
lesquelles ou bien T1; — To; = 0 ou alors Ty; — Ty, = —T4; + Ty; pour j < 4, n'ont pas

besoin d’étre considérées. En outre, les éléments de la matrice 7 sont tels que (voir encore
la démonstration du corollaire 2.1): 7;; = 0 seulement si les éléments associés dans T et
T sont également nuls; 7;; > 0 (< 0) seulement si les éléments associés dans T} et P
sont respectivement positif (nul) et nul (positif).

En raison de ces faits, & partir des relations (3.23)-(3.25), I'( A, B)-invariance de S(@, p)
équivaut a Pexistence de matrices non négatives )V, et Y, vérifiant:

- )Q = TQA, (3.26)
V1 +d)p < 0, (3:27)
Vi; >0si T, =00u T <0, (3.28)
Yoig 2 05 Ty = 0 ou Ty > 0, (3:29)

Maintenant, soit ¥ = Y, — ), et considérons les matrices Y+ et Y~ définies par:

max{Yj;, 0} s 7; =0 max{—Y;;,0} siT; =0
Yi=4Y; siT; >0, Y7 =<0 ST >0 . (3.30)

0 si ’Ej <0 —}f,;j si ’Ej <0
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La nécessité des conditions (3.21), (3.22) est déduite du fait que ces matrices sont tclles
que Yt Y =Y =Y -WVet(YT+Y )lu=¥Ypu< (V1 + Vo)t < 0. La suffisance est
également démontrée puisque Y'* et ¥~ vérifient les relations (3.26)-(3.29). O

"t

Considérons encore une fois I'espace quotient X = T @) la projection canonique
P : ®" — X, les applications: A donnée par AP = PA B = PB, @ donnée par
QP = (. Le « systéme quotient » suivant peut alors étre défini dans 7 :

(1) = Awlt) + Bu(t), (3.31)
ainsi que le polyédre S(Q, 1) = {Z; {QZ] < p}, et son extension i R*, S(Q,p) = S(Q, 1) P.

I’(A, B)-invariance d’un polyédre symétrique par rapport & un systéme continu peut
également étre caractérisée selon le résultat suivant, lequel peut étre démontré de la méme
facon que le corollaire 2.3.

Corollaire 3.2 Le polyédre symétrique S(Q, 1) est (A, B)-invariant par rapport au sys-
téme (3.1) si et seulement si:

1. Le sous-espace ker(Q)) est (A, B)-invariant.

2. Le polyédre S(Q, 1) est (A, B)-invariant par rapport au systéme (9. 31).

3.2.3 (A, B)-invariance avec taux de convergence exponentiel

Comme pour les systémes en tempé discret, dans le cas ou Dorigine appartient &
Vintérieur d'un domaine compact, il est possible de doter la trajectoire du systéme d’un
certain taux de convergence. Soit donc la fonctionnelle de Minkowski de R[G, Ik

¥(z) = max {Ex} . (3.32)

1] pl

La dérivé totale de ¥(x) par rapport au systéme (3.1) est donnée par:

{\I'(m + At(Az + Bu)) — \Il(m)} |

Dt (z,u) = AltE%+ sup

At

Définition 3.3 Un domaine Q C R est dit (A, B)-invariant avec un tauz de convergence
exponentiel €, € > 0, si Vz(0) € R[G, p| il existe une fonction de commande u(t), ¢t > 0,
telle que la trajectoire du vecteur d’état vérifie:

D*(z,u) < —e¥(x).
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Le résultat suivant peut donc étre établi:

Proposition 3.3 Un polyédre conveze R|G, p] C R est (A, B)-invariant par rapport qu
systéme (3.1), avec un tauz de convergence exponenticl €, st et seulement sl eriste une
matrice Y telle que:

YG = TGA (3.33)
Yp < —€T'p (3.34

Démonstration : La démonstration se sert des mémes idées que celle de la proposition
3.2. Seules les lignes générales de la démonstration de la suffisance seront done présentées.

Soit I(x) I'ensemble d’indices & pour lesquels ¥(z) = g{ff Par définition de ¥(z),

Gz = pp¥(z) pour k € I(x)
Gz < ;¥ (z) pourl ¢ I(x)

En outre, en raison de la continuité de ¥(z), il peut étre démontré que (81]:

Gip(Az + B
D*(z,u) = max {_k(_ri—h_u)} (3.36)
kel(x) Pr

Considérons & présent la matrice T, = [T 0] dont les vecteurs ligne forment un
ensemble générateur du cone polyédrique {w > 0: wT(GxB) = 0}. A partir des relations
(3.33)-(3.35) et de la démonstration de la proposition 3.2, il existe une matrice Y3, avec
Yaij 2 0 si Ty = 0, telle que T,GAz = V,Gz < Yip¥(z) < —eT3p¥(z). Alors, d’apres le
lemme A.2, il existe un vecteur u tel que Gy Az + GrBu < —ep¥(z), et done, DY (z,u) <
—e¥(z). O

On peut remarquer que dans le cas considéré (domaine compact contenant V’origine),
U(zx) est une fonction de Lyapunov du systéme (3.1).

Le résultat décrit par la proposition précédente peut étre facilement 'spécialisé au cas de

polyedres symétriques. Soit donc la matrice 7', définie comme dans I’énoncé du corollaire
3.1.

Corollaire 3.3 Le polyédre conveze symétrigue S(Q, 1) € R" est (A, B)-tnvariant avec
un taur de convergence ezponentiel €, par rapport au systeme (3.1), si et seulement s’
existe une matrice Y telle que :

YQ = TQA, (3.37)

Yu < —¢|T|u, (3.38)
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ot Y est donné par:
Yl st Ty =0
ﬁj = }/U" 51 ij = 0 .
'—}:’j 81 7;3' <0

Démonstration : Immédiate, & partir des démonstyations de 1 propesition 3.7 ot du
corollaire 3.1.

3.3 Approximation du Domaine (A, B)-invariant Su-
prémal

Comme pour le cas discret, étant donné un domaine convexe £, 1l est possible de
démontrer que la classe de tous les domaines (A4, B)-invariants inclus dans R|G, p] possede
un élément supremum, C=(2). Ceci découle de la propriété suivante :

Proposition 3.4 La famille de tous les domaines (A, B)-invariants inclus dans un do-
maine conveze §) est fermée sous opération « enveloppe convere de lunion ».

Démonstration : Soient S| et Sy deux domaines (A4, B)-invariants inclus dans . Alors,
pour (0) = z; € Sy et z(0) = x5 € S, il existe respectivement des commandes uy (t) et
uy(t) telles que:

4

zi(t) = eMay + [ MO By, (0)dp € S, Wi > 0,
0
t

Zo{t) = ez, +f eA(“G)BUQ(B)dB £ 8; ¥Vt >0,
0

Soit maintenant = un point appartenant & Penveloppe convexe de I'union de S, et Ss:
z € C(81USy). Alors, & peut dtre écrit sous la forme: z = ax) + (1 — )2y, avec 7, € &),
Ty € 82, 0 < a < 1. Soit aussi la commande: u(t) = oy () + (1 — a)us(t). Alors, pour
z(0) =z € C(&; USy),
t
o(t) = eVo+ [eANBu(p)a0
0

= Moz + (1= a)e) + [ "0 Blauy (6) + (1 — a)us(8)
= ar(t)+ (1 -a)z(t) € C(SUS), Vt>0.
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Ce résultat garantit I'existence dans la famille des domaines (A, B)-invariants inclus
dans £2 de ’élément suprémal :

C™{Q) £ domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans ).

Etudions & présent le cas polyédrique: @ = R[G, p)- Contrairement aux systémes
en temps discret, le domaine suprémal C®() n’est pas polyédrique en général dans le
cas continu, ce qui rend trés difficile son caleul exact. Une approximation polyédrique
arbitrairement proche de C*(R[G, p]) peut néanmoins étre obtenue si 'on considére le
systeme approché d'Euler (SAE) de (3.1), décrit par [18, 19]:

g1 = (I + TA)QJ;C + TB?,L;C, T > (. (339)

Proposition 3.5 §i R[G, p] est (A, B)-invariant par rapport au SAE (3.39), alors R(G, p|
est (A, B)-invariant par rapport au systéme (3.1).

Démonstration : Puisque R[G, p] est (A, B)-invariant par rapport & (3.39), alors, d’aprés
la proposition 2.3, il existe une matrice non négative K telle que:

KG=%TGU+TAL (3.40)

Kp< %Tp, (3.41)

ou les lignes de T forment un ensemble générateur du cone polyédrique T (2.5). Les
expressions précédentes peuvent étre mises sous la forme:

(K - 11ya =TGA,
T

ce qui implique, d’apres la proposition 3.2, I'(A4, B)-invariance de R|[G, p] par rapport au
systeme (3.1}, O

Proposition 3.6 Si R[G, p| est (A, B)-invariant par rapport au SAE (8.89), alors R|G, p]
est (A, B)-invariant par rapport au SAE 2, = (I + T Az, + 7' Buy, V7' < 7.

Démonstration : Puisque R[G, p] est (A, B)-invariant par rapport a (3.39), alors, d’apres
la proposition 2.3, il existe une matrice non négative K telle que (3.40), (3.41) soient
vérifiées. Ces expressions peuvent étre réécrites sous la forme:
T 1
(K +(1- 2)5)G = <TG +7'A),
T T

Tl
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. T 1

ce qui implique, d’aprés la proposition 2.3, I'(4, B)-invariance de R[G, p] par rapport au
systeme 2 = (I + 7' A)zy + 7' Buy, V' < 7. O

Corollaire 3.4 Soient C°(R[G, p]) ¢t C°(RI[G, p}) les domaines (A, B)-invariants supré-
mauz inclus dans R(G. p| par rapport an SAF (3.39) avee m = o of 7= 70 respechinem ot
Sir < 13, alors CF(RG, pl) C G (RIG, pl).

Démonstration : Immédiate a partir de la proposition 3.6. O

Des approximations arbitrairement proches de C*(R|G, p]} peuvent donc étre obtenues
en calculant le domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans R[G, p], par rapport & un
systeme en temps discret {3.39), avec 7 suffisamment petit.

Une approximation du domaine (A, B)-invariant suprémal inclus dans R[G, p] avec un
taux de convergence exponentiel €, C*(R[G, pl, €), peut également étre obtenue & partir
d'un SAE. Ceci est basé sur le résultat suivant, lequel peut étre démontré de la méme
fagon que la proposition 3.5:

Proposition 3.7 §i R[G,p] est (A, B)-A-contractif par rapport au SAE (3.89), alors
R[G, p} est (A, B)-invariant avec un tauz de convergence exponentiel e = LT’\Z par rapport
au systéme (3.1).

Pour ce qui est de polyedres symétriques non bornés, il peut &tre démontré sans peine
que la proposition 2.6 est également valable pour les systémes en temps continu.

Exemple 3.1
Soit le systéme (3.1) pour lequel:
A= —0.14 -1.27 B= 0 ’
—-1.35 0.98 1

et le polyedre R{G, p] avec

02 02 1

-1 -1 1
G = L p=

-1 0.35 P 1

0.25 —0.5 1
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Le but est de calculer une approximation de C*°(R|[G, p}, €), le domaine (A4, B)-invariant
suprémal inclus dans R[G, p] avec un taux de convergence exponentiel € = 0.5. Soit donc
le SAE (3.39) avec 7 = 0.1. D’apres la proposition 3.7, une telle approximation peut étre
obtenue en calculant C*(R|G, p|, A), avec A = .95, par rapport & (3.39), ce qui donne au
bout de 89 itérations, C*(R|[G, p|, A) = R[G*®, p*%), avec:

G p
G¥ = | —86.4109 11.1300 |, 2% = | 64.8682
86.4109 —11.1300 324.3406

Les polyedres R[G, p] et R[G*, p*] sont représentés dans la figure 3.1.

)

I

F1G. 3.1 — R[G, p} et une epprozirmation de C*(R[G, p|, €).
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Pour R[G®, p*], une matrice 7% dont les vecteurs ligne générent le noyau non négatif
a gauche de G* B est donnée par:

[ 5 1 0 0
5 0 0 0
50 0 0 0.0898
0 1 2871 0 0 0
=10 0 287 2 0 0
0 0 2871 0 0  0.0808
001 0 0 0.08888 0
00 0 2 0088 0
00 0 0 00898 0.0808 |

Les conditions d’(A, B)-invariance avec taux de convergence ¢ (3.33)-(3.35) sont véri-
fiées par la matrice:

[ —100.0000 —20.0000 0 0 0 0 ]
—100.0000 0 0 —44.1301 0 0.3567
—50.0000 0 0 0 0 0.1015

0 —23.9969 —100.0000 0 1.4287 0
Y8 = 0 19.1567 —100.0000 —100.0000  0.6424 0
69.9846 0 —100.0000 0 0 —~1.3272
0 ~10.0000 0 0 0.1015 0
0 33.1536 0 ~100.0000  —0.6848 0
0 0 0 0 ~100.0000  —100.0000 |

3.4 Calcul d’Une Loi de Commande

A I'exemple des systémes en temps discret, (A4, B)-invariance d’un polyédre pour un
systéme en temps continu ne présuppose pas un type particulier de loi de commande. Le
méme type de loi de commande & structure variable que celui proposé dans le chapitre 2
pour des systemes discrets peut néanmoins étre utilisé pour imposer linvariance positive
en boucle fermée d’un polyédre (A, B)-invariant. Une telle loi a été proposée dans [18] pour
des polyédres compacts. Son extension au cas de polyedres non compacts a été présentée
dans la démonstration de la proposition 3.2. La fonction de commande u(z) (3.20) peut
donc étre implémentée & travers la partition (2.38), résultant ainsi en la loi de commande:

u(t) = Fra(t) = U(X,) 'z(t), pour z(t) € X,. (3.42)
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Pour des polyedres symétriques non bornés, la loi de commande peut étre calculée
d’une fagon décomposée, & I'exemple des systémes en temps discret. Le résultat suivant,
lequel peut étre facilement montré & partir du corollaire 3.2, peut donc étre établi:

Corollaire 3.5 Si le polyédre S(Q, 1) est (A, B)-invariant par rapport au systéme (8.1},
alors une loi de commande le rendant positivement invariant en boucle fermée est donnée
par:

u(t) = F'z(t) + u®(t),
ot FV est tel que ker(Q) soit (A + BF¥)-invariant, et u*(t) est une loi de commande quit

rende positivement invariant en boucle fermée le polyédre S(Q, 1) défini pour le systéme
(8.81)

Il convient de mentionner encore que dans [19] une autre loi de commande 3 structure
variable & été proposée, toujours pour des polyedres compacts. Elle est certes plus simple
que la loi (3.42), mais elle est discontinue et ne s’applique qu’a des systémes mono-entrées.

3.4.1 Existence d’une loi de commande linéaire

Comme pour les systémes en temps discret, nous avons observé que dans beaucoup
de cas il est possible d’obtenir l'invariance positive en boucle fermée & partir de lois de
commande bien plus simples que la loi (3.42).

Proposition 3.8 Soit la matrice T dont les vecteurs ligne forment un ensemble généra-
T
teur minimum du cone polyédrique ' (2.5} et la matrice N dont les vecteurs ligne

engendrent le noyau & gauche de Uapplication GB. S’il existe une matrice essentiellement
non négative H (Hy; > 0 Vi # j) telle que:

T
N

HG = GA, (3.43)

THp < 0, (3.44)

alors le polyédre R[G,p| C R™ est (A, B)-invariant par rapport au systéme (3. 1} et posi-
tivernent invariant sous une loi de commande par retour d’état de la forme:

u=Fz + u,. (3.45)
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Démonstration : L'(A, B)-invariance de R[G, p] peut étre démontrée facilement par ap-
plication de la proposition 3.2 sous le choix Y = T'H. La relation {3.43) implique exis-
tence d'une matrice F' pour laquelle (voir la démonstration de la proposition 2.7):

HG = GA+ GBF. (3.46)

Par application du lemme A.2, la condition (3.44) équivaut 4 V'existence d’un vecteur
constant u, tel que:

Hp+ Ghu, < 0. (3. 17}

A partir du développement en série de el+BF)t ot et et de (3.46), les propriétés
suivantes peuvent étre facilement démontrées [62]:

GC(A+BF)t — SHtG,

eflt =1 + /'l eH0d0H, /'te”"da =/ M gp,
0 1] 0

En plus, si H est essentiellement non négative, alors e/t > 0 ¥t > 0. Par conséquent,
le choix d’une loi de commande par retour d’état (3.45) vérifiant (3.46), (3.47) garantit,
vV z(0) € R[G, pl,

Gz(t) = Ge 871 1(0) + ft Ge A+ BINE-0 Byy dp =
0
MGz (0) + /0 t H=DGBuds <
ther/:eH(t'B)GBucdH =
(I+ fo t eA-0do ) p + /D t A-OGBy.df =

t
p+/ e do(Hp + GBu,) < p.
0

Il peut étre montré que les conditions (3.43), (3.44) sont également nécessaires pour
qu’il existe une loi de commande du type (3.45).

Si le terme de commande constant u. n’est pas nul, alors la trajectoire du systéme
en boucle fermée ne converge pas vers l'origine. Si elle converge, 'équilibre est atteint &
I'état z; € R|G, p| qui vérifie (A + BF)z; = —Bu,.

Cependant, & 'exemple du cas discret, si |G, p| est compact, alors la convergence vers
Porigine peut étre imposée par une loi de commande & structure variable. Reconsidérons
donc la fonctionnelle de Minkowski (3.32).

Proposition 3.9 5i R[G, p| est positivement invarient avec un taur de convergence expo-
nentiel € sous une loi de commande (8.45), alors la trajectoire du systéme (2.1) converge



Calcul d’Une Loi de Commande 71

vers 'origine sous la loi de commande & structure variable -

u=Fr+u¥(z). (3.48)

Démonstration : La dérivé totale de ¥(x) par rapport au systéme (3.1) est donnée par
(3.36) :

D*(z,u) = max {M}

kel(z) Dk

—  max {Gk((A + BF)z + Bu,¥(r)) }
kel(z) Dk

= max {HkG$ + GkBuc\I!(:r)} (& partir de (3.46)).
kel(x) P

Gir = pp¥(z) pour k € I(z)

. Alors, puisque H est essentiel-
Giz < p¥(x) pourl ¢ I(x)

Par définition de ¥ (x), {

lement non négative,

D (z,u) < max
kellr)

{(Hkp-i' GkBUC)‘I’(I)} <0 (3.49)

Pk
en raison de (3.47), de hypothése € > 0 et de la définition positive de ¥(z). O

Une loi discontinue avec la méme structure que (3.48) en ce qui concerne le partage
des régions a été proposée dans [19] pour des systémes mono-entrées.

Exemple 3.2

Reprenons le systéme (3.1) représenté par la paire (A, B) de I'exemple 3.1, et soit le
polyedre R[G, p| défini par:

0.2 02 1
G=1|-1 1|, p=1|1
-1 0.35 1

Une matrice T dont les lignes générent le noyau non négatif & gauche de GB est donnée
par:
1
T 5 0 ’
0 1 2.8561
et les conditions de la proposition 3.2 sont vérifiées avec :

Y =
0 —-3.7686 3.2286

—100  —20 0 }
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Le polyédre R[G, p| peut étre représenté sous la forme (3.19) & partir des sommets:
(.5556 -1
r = y T2 = )
4.4444 0

1
-1

partageant donc R[G, p] en trois régions:

et du générateur:

- A définie par les sommets z; et z,
- X, définie par le sommet x; et le générateur M,

-~ Xy définie par le sommet z, et le générateur M.

Des commandes admissibles associées (vérifiant (3.17) ou (3.18)) sont données respec-
tivement par:

v = 100, v = —1.35, w; = 0.8485.

Une loi de commande du type (3.42) peut donc étre utilisée, avec:

- Fu=[1.3500 —22.6688 |,
- F = ~18.9333 -20.1333 |,

- Fy=[135 015].

1l est néanmoins possible d’imposer 'invariance positive de R[G, p] au moyen d’une loi

de commande linéaire du type (3.45). En effet, les conditions de la proposition 3.8 sont
vérifiées avec
—-0.1400 0.7257 0

H= 0 —3.7686 0
0 0 1.1300

Une loi de commande admissible est alors donnée par u(t) = Fz(t) + u,, avec F =

[ —2.2786 —3.4786 ], u, = —3.6286. Pour cet exemple, il n’est pas possible d’obtenir
'invariance positive en boucle fermée de R[G, p] avec u, = 0.

Le polyedre R[G, p| divisé en régions est représenté dans la figure 3.2, ainsi que deux

1
trajectoires partant du point z(0) = [ 5 | 'une sous la loi linéaire (3.45) et I'autre sous

la loi linéaire par morceaux (3.42).
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T2

F1G. 3.2 - R[G, p] divisé en secteurs, avec des trajectoires résultant: --- de la loi de
commande linéaire; - - - de la loi de commande linéaire par morceau.

Il est intéressant de remarquer que la trajectoire obtenue sous la loi de commande
linéaire par morceaux reste dans le céne R[G, 0] & partir du moment ot elle Patteint. Ceci
est dii au fait que cette loi, par construction, rend le cone caractéristique positivement
invariant.

On peut également noter que le systéme en boucle fermée est instable.

3.5 Systémes Soumis & des Contraintes sur la Com-
mande

Supposons & présent que les entrées du systéme (3.1) soient soumises aux contraintes :
u(t) eU CR™, Vt>0. (3.50)
Définition 3.4 Un domaine  C R"™ est dit U-(A, B)-invariant par rapport au systéme

(3.1), (3.50) si pour tout état initial z(0) € Q il existe une fonction de commande ult) €
UVt >0, telle que z(t) € Q vt > 0.

Nous étudierons a présent cette propriété appliquée & des polyédres convexes R|G, p]
pour des systemes soumis & des contraintes (3.50) du type polyédriques, c’est-a-dire avec:
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U = RU,¢p = {ue R ; Uu < 9}. Pour ce faire, considérons & nouveau la ma-
trice [T, T,] dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur minimum du céne
polyédrique I',, défini comme dans (2.53) par:

w w u
I\u — 9 ; ) 2 0 , q
wu 'u}u ?-U‘H.

Une condition nécessaire et suffisante pour I'td-( A, B)-invariance de R[G, p] est donnée
par la proposition suivante.

KGmTUﬂ:U,}

Proposition 3.10 Le polyédre R[G, p] C R" est U-(A, B)-invariant par rapport au sys-
teme (3.1), (3.50), avec U = R|U, ), si et seulement s’il existe une matrice Y telle que:

YG = T,GA (3.51)
Yp < T (3.52)
Yy > 0 siy, =0 (3.53)

Démonstration : Cette proposition peut étre montrée essentiellement de la méme fagon
que la proposition 3.2. C’est pourquoi quelques détails sont omis.

Nécessité : Supposons que R[G, p| soit U-(A, B)-invariant par rapport au systéme (3.1),
(3.50). Soit [T, T,;] un vecteur ligne de la matrice non négative [T, T’} dont les vecteurs
ligne forment un ensemble générateur minimum du céne I, (2.53). Le programme linéaire
(P;) suivant peut étre associé a ce vecteur:

max z; = T, GAz
x

sous: Gz =p; siTy. #0 (3.54)
Giz<p; siTl,;=0 (3.55)
ainsi que son dual (D;):
miny; = Yip

SOus : Y,G =T,GA (3.56)
Y20 s T,,=0 (3.57)

Deux situations sont alors possibles:

~ Si Pensemble de conditions (3.54), (3.55) est admissible, alors il faut qu’il existe un
vecteur de commande u tel que:

Gji = GJA$+GJBU

< 0
- , Vi, Ty #0. 3.58
Uu < J J # ( )

)
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La multiplication & gauche de chaque condition (3.58) par [T, 9i; Tuij] donne, pour
tout z vérifiant (3.54), (3.55):

2y = TgiGAfE S Tm-’l,[).
Par conséquent, la solution optimale du probléme dual (D;) vérifie:

Y:.O < Tui'd)

- 5i les conditions (3.54), (3.55) ne sont pas admissibles, alors la solution optimale &
(D;) est non bornée. Il existe alors un vecteur ligne Y; vérifiant (3.56), (3.57) ct tel
que Yip < T3,

Suflisance:

Supposons qu'il existe une matrice Y vérifiant les conditions (3.51)-(3.53). Soit
un point r sur la frontiére représenté par (3.11). Soit aussi la matrice non néga-
tive [T,, T.s| dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur minimum de
{{ W } : [ Yo } >0, [wg j] [(GiB)T UT) =0, } Tout vecteur ligne [T,, Tl

Wy Wy Wy
peut étre complété de maniére 3 former un vecteur t; = [t, t.); € T, donné par:
[Ts, O Tupli- Alors, 3 Z > 0 tel que: t = E[T, 7). La multiplication a gauche des
relations (3.51)-(3.53) par = donne, avec Z = =

ZG = 1GA=T,GA,
Zp S Tubw’

Z‘ij > 0 st tgij = 0,

ce qui montre, par dualité, que pour z vérifiant (3.11):
TgbGlA.T S Tub’lp-
D’aprés le lemme A.2, cette relation équivaut & 'existence d’un vecteur u € R™ tel que:

Gl.’i: == GIAE + GlB‘U _<_ 0
Uu < )
A partir de 13, en utilisant les mémes arguments développés dans la démonstration de

la proposition 3.2, on peut montrer ’existence d’une loi de commande dans la classe Cj,

qui génére un déplacement admissible 4 partir de chaque point de la frontitre de R[G, ]
a
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Supposons maintenant que le domaine I soit symétrique: U = S(V, ¢), et considérons
la matrice [T, 7.] définie avant le corollaire 2.5. Les résultats suivants peuvent étre
montrés de la méme fagon que leurs équivalents en temps discret.

Corollaire 3.6 Le polyédre convexe symétrique S(Q, p) C R” est U-(A, B)-invariant par
rapport av systéme (3.1), (8.50), avec U = S(V, §), si et seulement s'il existe une matrice
Y ielle que:

YQ = T,QA, {3.59)
Y <iTlé, (3.60)

avec Y définie comme dans le coroliaire 3.5.

Pour terminer, les conditions nécessaires suivantes peuvent étre établies pour U'U4-( 4, B)-
invariance de polyedres symétriques non bornés.

Corollaire 3.7 Le polyédre symétrique S(Q, 1) est U-(A, B)-invariant par vapport au
systeme (3.1), (3.50), avec U = S{V, @), seulement si:

1. Le sous-espace ker(QQ) est U-(A, B)-invariant.

2. Le polyédre S(Q, i) est U — (A, B)-invariant par rapport au systéme (3.31).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étendu aux systémes linéaires en temps continu les ré-
sultats obtenus dans le chapitre 2 pour le cas discret, concernant la propriété d’(A4, B)-
invariance de polyédres convexes. Cette extension n'a pas été sans difficulté, car en raison
du caractére continu des trajectoires nous avons dii étudier le comportement infinitésimal
des trajectoires du vecteur d’état.

Nous avons donc proposé des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un polyédre
convexe soit (A, B)-invariant, sous la forme de relations matricielles linéaires, lesquelles
ne dépendent que des matrices définissant le systéme et le polyédre. Nous estimons que
ce résultat, ainsi que ses extensions, sont assez originaux, car jusqu'ad présent, & notre
connaissance, aucune caractérisation équivalente n’était disponible. La seule que nous
ayons pu trouver dans la littérature fait appel & une approximation en temps discret du
systeme d’origine, ce qui résulte en des conditions seulement suffisantes puisqu’il n'y a

pas de méthode systématique pour déterminer un degré d’approximation adéquat.
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Nous avons cependant été contraints de faire appel & 'approximation en temps discret
pour pouvoir calculer une approximation du domaine (A, B)-invariant suprémal inclus
dans un polyedre.

Enfin, nous avons étendu au cas continu les résultats relatifs aux polyedres symé-
triques, au calcul d'une loi de commande, et aux systémes dont la commande est contrainte,






Introduction 79

Chapitre 4

Atténuation de Perturbations
Persistantes - Le Probléme /1

4.1 Introduction

A instar du probleme de commande optimale H, le probléeme de commande optimale
£, pour des systémes en temps discret (£! pour des systémes en temps continu), cherche
a minimiser Pinfluence de perturbations additives sur les sorties du systeme. Pour le
probleme H,, cette influence est mesurée en termes de I'amplification de énergie de
entrée de perturbations, alors que pour le probléme £', c’est Pamplification maximale de
Pamplitude de I'entrée de perturbations qui est prise en compte. Plus précisément, le but
du probléme ¢! est d’obtenir un compensateur qui stabilise le systéme en boucle fermée, et
qui minimise 'amplitude maximale de la sortie du systéme, excité par des perturbations
d’amplitude unitaire. Cela correspond 3 avoir une atténuation de perturbations uniforme
dans le temps, d’olt 'autre dénomination du probléme £!: probléme d’atténuation (ou
rejet pour quelques auteurs) optimale de perturbations persistantes.

Ce probléme a initialement été formulé dans [83], ot des solutions 3 des cas simples
ont également été proposées. Une solution compléte au probleme €' a été proposée dans
(28] : & partir d’un paramétrage de tous les compensateurs qui stabilisent le systéme, un
compensateur optimal linéaire, éventuellement dynamique, est obtenu & travers la résolu-
tion de programmes linéaires appropriés. Dans [72] il a été montré que des compensatenrs
statiques mais non linéaires peuvent accomplir la méme performance que celle obtenue par
des compensateurs dynamiques. Un résultat similaire a 6té obtenu de facon constructive
dans [21]: un compensateur A structure variable y est construit en associant l'obtention
d’une performance #* 3 I'existence d’un domaine D-(A, B)-invariant de Pespace d’état. Un
domaine est D-(A, B)-invariant s'il existe une commande capable de forcer la trajectoire
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du systéme & y rester méme en présence de perturbations arbitraires, mais appartenant &
un domaine borné.

Cette méme idée a été employée dans [73]. Cependant, contrairement a 121] qui fait
appel a un compensateur linéaire dynamique pour en construire un statique, on y cherche
a déterminer directement le meilleur niveau de performance pour lequel il existe un do-
maine D-(A, B)-invariant associé. Un niveau de performance donné définit un domaine
admissible pour le vecteur d’état. Une condition nécessaire pour I'obtention d’une telle
performance est que le domaine D-(A, B)-invariant suprémal inclus dans le domaine ad-
missible ne soit pas vide.

Cette condition n’est cependant pas suffisante en général, car le domaine D-(A, B)-
invariant suprémal peut ne pas étre compact, auquel cas la D-(A, B)-invariance ne garantit
pas la stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée. Dans [73], ce probleme est
résolu en bornant artificiellement le domaine de performance. Une telle approche n’est
évidement pas satisfajsante en général, car en fonction de la maniére dont le domaine de

performance est borné, le domaine suprémal qui en résulte peut s’avérer vide méme si une
solution existe.

Dans ce chapitre nous étudions dans un premier temps le probleme d’atténuation de
perturbations persistantes bornées en norme infinie, pour des systémes en temps discret.
Ce probléme est connu dans la littérature sous la dénomination de probléme de com-
mande optimale ¢'. Tout d’abord, nous étudions la propriété d’(A, B)-invariance de poly-
edres convexes de systémes soumis 4 des perturbations appartenant 4 un domaine borné.
En étendant I'étude menée dans le chapitre 2, nous définissons un ensemble D-(A, B)-
invariant, et nous obtenons des conditions nécessaires et suffisantes, sous la forme de
relations matricielles linéaires, pour la D-(A, B)-invariance d’un polyédre convexe.

L’(A, B)-invariance d’un polyadre non compact ne garantit pas 'existence d’une loi de
commande qui, & la fois, le rende positivement invariant et stabilise les trajectoires i son
intérieur. Cette question peut étre traitée a partir de la définition de domaines (A4, B)-
invariants intérieurement stabilisables. Nous montrons donc que la famille des domaines
intérieurement stabilisables, inclus dans un domaine convexe donné, admet un élément
suprémal, pour lequel nous proposons un algorithme de calcul. Nous montrons en outre
que pour un polyedre symétrique non borné, ce domaine suprémal est égal a la somme
d’un sous-espace intérieurement stabilisable avec un domaine qui est I’extension & les-
pace d’état d'un domaine intérieurement stabilisable compact défini dans un espace de
dimension réduite.

A partir de 'extension aux systemes perturbés du concept d’(A, B)-invariance avec
stabilisabilité interne, nous établissons donc des conditions nécessaires et suffisantes pour
I'existence d'un compensateur qui impose au systéme un niveau de performance £! donné.
Une solution existe si et seulement si le domaine D-(A, B)-invariant intérieurement sta-
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bilisable suprémal inclus dans le domaine de performance n'est pas vide. Une approche
décomposée, débouchant sur une méthode numérique efficace, est alors proposée pour le
calcul de ce domaine suprémal. Cette approche géométrique va nous permettre notam-
ment de déterminer de fagon directe la solution au probléme de commande optimale ¢!
pour une classe importante de systémes 4 déphasage minimal,

Finalement, nous montrons comment ces résnltats peuvent étre étendus 4 la solu-
tion du probléme d’atténuation de perturbations bornées en norme pour des systémes en
temps continu. Il est connu que le compensateur qui fournit Patténuation maximale n’est
pas rationnel en général. Il est néanmoins possible de calculer un compensateur rationnel
sous-optimal a partir d’'un systéme en temps discret qui est une approximation du sys-
téme en temps continu. Le calcul de ce compensateur est basé sur une approximation du
domaine D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable suprémal inclus dans le domaine
de performance.

Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été rapportés dans les articles
[37, 39, 38].

4.2 Présentation du Probléme /!

Soient les espaces:

e ¢': Vespace de séquences h = {hs} telles que:

Ja
Al = D {h] < oo,
keN

e £ I'espace de séquences h = {h;} telles que:

A
||2]| e = sup |fx| < oo,
keN

e £7: lespace de séquences bornées de vecteurs de R, v = {v}, avec une norme
définie par:

FaY
”Ullfm = Tkne%{”'l)k“oo = max ||’Uik||£°°-

Soit maintenant un opérateur (fonction de transfert) W : £ — £*°. La norme induite
£ vers £ de W est définie ainsi:

W & sup DVl
vllgoo 0 |[0]|eo
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11 se trouve que dans le cas ot W est un opérateur linéaire, représenté par une matrice
W € ®7*9, la norme ||W||go_ s est égale & la norme {W||n de la matrice de séquences de
g
o o A _
pondération définie par |Wilp = maxd  |Wi;ila. C'est pourquoi, par abus de langage,
1

i=1
méme dans le cas ot W n’est pas linéaire, la norme ||W||go_ e~ est notée ||[W||, [74].

Les systémes considérés sont linéaires, en temps discret et stationnaires, Ils sont décrits
par:

Try1 = A.’l’)k + Bldk + BQ‘U.k, (41)
Zh = C.I‘k, (42)

ol z € R” est le vecteur d’état, supposé complétement accessible, d € 17 est le vecteur
d’entrées de perturbation, u € R™ est le vecteur d’entrées de commande, et =z € R? est le
vecteur de sorties commandées.

Le vecteur de perturbations d est supposé contraint d’évoluer dans un domaine borné
D CR?:

dp €D Vk & N. (43)

On peut voir que ce genre de perturbations agit continiment dans le temps, n’ayant
donc pas une énergie finie. C’est précisément la raison pour laquelle ces perturbations sont
appelées perturbations persistontes. En raison de cette énergie infinie, elles ne peuvent pas
étre traitées dans le cadre de ’'approche H ..

La norme induite £*° — £* du systéme {4.1)-(4.3), qui sera nommée désormais norme
21 est égale & vy si

sup ||z]jee = 7. (4.4)
[|dljroo <1
Ceci implique, Vk € N :

Selon cette formulation, le domaine d’entrées de perturbation admissibles est donné par:
D= 5(l,,1) = {d; |d] <1} (4.6)

et pour une performance £! donnée, 7, le domaine de vecteurs d’état admissibles est donné
par:

Q=5(C,71) = {=z; |Cz| < y1}. {4.7)

Le domaine défini dans I'espace d’état par ces contraintes ¢! sera désormais appelé
tout simplement domaine de contraintes.
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Le probléme £ qui sera traité ici peut étre formulé ainsi:
p q b

Formulation du Probléme ¢! : Etant donnée une performance £!, vy, vérifier s'il existe
une séquence de commande qui accomplisse cette performance tout en stabilisant asymp-
totiquement le systeme (4.1)-(4.3) avec D = {0}, et le cas échéant calculer cette séquence
de commande.

Le but du probleme de commande optimale ¢* est donc de calculer la valeur minimale
admissible pour +.

I a été montré dans (21, 73], et cela est d'ailleurs intuitivement évident & partir de
la formulation du probleme ¢, que le respect des contraintes de performance (4.7) n'est
possible que §’il existe un domaine inclus dans € tel que la trajectoire du vecteur d’état
puisse y étre confinée, méme en présence de perturbations bornées. De tels domaines
seront l'objet d’étude de la section suivante.

4.3 Systemes Soumis 4 des Perturbations Additives
Bornées - D-(A, B)-invariance de Polyédres

Soit le systéme linéaire, en temps discret, stationnaire, soumis 3 des perturbations
additives, décrit par ’équation (4.1}, pour lequel le vecteur de perturbations d est contraint
d’évoluer a l'intérieur d’un domaine borné D C R? (4.3). La définition suivante étend le
concept d’(A4, B)-invariance 4 ce type de systéme.

Définition 4.1 Un domaine & C R" est dit D-(A, B)-invariant par rapport au systéme
(4.1), (4.3) si ¥V = € Q il existe un vecteur de commande u € ™ tel que Az+B)d+Byu € 2,
VdeD.

Dans cette définition, il est sous-entendu que le vecteur d’entrées de perturbation n’est
pas mesuré, ce qui constitue le cas de plus grand intérét en pratique. Cette hypothése sera

retenue par la suite. Le cas ol les entrées de perturbation sont mesurables & été étudié
dans [35].

Le plus grand domaine admissible & un pas du domaine © par rapport au systéme
(4.1), (4.3) est défini maintenant ainsi [17]:

QD) ={reR"; IueR"; Az+ BucQ Yd e D}. (4.8)
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Comme pour le cas non perturbé, il est clair que la D-(A, B)-invariance de  équivaut
a la condition :

QcC QD) (4.9)

4.3.1 Polyedres convexes généraux

Nous nous intéressons & présent & Pétude de la D-(A, B)-invariance de polyédres
convexes, c'est-a-dire, au cas Q = R[G, p]. Les perturbations considérées appartiennent
également & un domaine polyédrique borné,

D=RD,w={deR?; Dd<w}

A un instant k donné, Padmissibilité du vecteur d’état 4 'instant suivant est caracté-
risée par:
GAzy + GDBydy + GByuy < p Vdy € R[D,w]
On peut voir que cette condition est satisfaite si et seulement si:
GAzxy + GBouy < p— 6, (4.10)

ou les éléments §; du vecteur 4 sont donnés par:

51': max GiBld. (411)
de R[ D w)]

Le résultat suivant peut donc étre énoncé:

Proposition 4.1
Q(R(G, pl, R[D,w]) = R[T'GA, T(p — 8)],

ot les vecteurs ligne de la matrice T forment un ensemble générateur minimum du noyau
non négatif ¢ gauche de la matrice G By, défini par:

F={weR; w>0, (GB) w=0}. (4.12)

Démonstration : inmédiate, & partir des relations (4.10), {(4.11) et du lemme A.2. O

La D-(A, B)-invariance du polyédre R[G, p] peut donc étre caractérisée par la condition
géométrique :
R[G,p) C RI[TGA,T(p — 6)). (4.13)
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Cette condition peut étre traduite en une condition algébrique par le biais de la proposition
suivante :

Proposition 4.2 Le polyédre conveze R|G, p] est D-(A, B)-invariant par rapport auw sys-
teme (4.1), (4.3), avec D = R[D,w}, si et seulement s'il existe une matrice non négative
Y telle que:

YG =TGA, (4.14)

Yp<T(p-34). (4.15)

Démonstration : Immédiate & partir de la condition (4.13) et du lemme A.4. O

4.3.2 Le domaine D-(A4, B)-invariant suprémal

Comme pour le cas de systémes non perturbés, il cst possible de montrer Pexistence
d’un domaine D-(A, B)-invariant suprémal, inclus dans un domaine convexe ) -

C>(1, D) £ domaine D-(A, B)-invariant suprémal inclus dans .

Ce domaine est donné par la formule de récurrence :
Ci-H = Q(C“‘D) DC,, avee CU =1
COO(Q, D) = lim C,‘.
=00

3

Un algorithme de calcul de C**(Q, D) pour ) = R[G, p], D = R|D,w] peut également
étre dérivé de 'algorithme 2.1.

Exemple 4.1

Supposons qu'une entrée de perturbations soit rajoutée au systeme de 1'exemple 2.1.
Nous nous retrouvons donc avec un systéme du type (4.1), (4.3).

1
B]:[l

le caleul du domaine D-(A, B)-A-contractif suprémal (avec A = 0.8) inclus dans RIG, p]
donne, au bout d’une itération, C*(R[G, p], D, A) = R[G", p'], on:
G P
G = 0.6 1.35 , pl= 5.2
—1.5429 —3.4714 3.0857

Avec

, D={d;0<d<02},
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Puisque la matrice G* est la méme que celle de Pexemple, 2.1, les lignes de sa matrice
T! forment un cusemble générateur du cone T (4.12).

[ 0.0800 ]
0
0
0
0.3900
0

L n

Le vecteur §' (4.11) est donné par: 6! =

La méme matrice Y' de Uexemple 2.1 vérifie les conditions de la proposition 4.2,

4.3.3 Polyedres symétriques

La proposition 4.2 peut étre spécialisée au cas symétrique, ¢’est-a-dire, avee 3 =
S((Jw l"‘): et
D=S(E,n) ={d; |Ed <n}.

Soit la matrice [T} T,] dont les veeteurs ligne forment un ensemble générateur mi-
: t

nimum du ¢one polyédrique I' (4.12), avec G =

:|, Soit également la matrice 7,
sous-matrice de la matrice Ty — T, formée en supprimant les lignes Ty, —T5; pour lesquelles
on bien 1y — 1y, = 0 on alors Ty, — Ty, = —T1; + Ty, pour j < 4. Soit enfin le vecteur £
dont les éléments & sont définis par:

. = aX ,’B {. .
& 1[61}1*1(}311) @B (4 16)

Le résultat suivant peut donc étre établi:

Corollaire 4.1 Le polyédre S(Q, p) C R™ est D-(A, B)-invariant par rapport au systéme
(4.1}, (4.3) avec D = S(E,7n) st et seulement si p > € et il exviste une matrice Y telle
que :

YQ = TQA, (4.17)
Y] <TI0 - €). (4.18)

Démonstration : 11 est clair que si pg; < & pour un certain indice 4, alors le domaine
admissible a un pas, Q(5{(Q, 1), S(E,n)), est vide, d’ol la condition nécessaire u > £.
Pour le reste, la démonstration est similaire 4 celle du corollaire 2.1. O
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Considérons & présent un polyédre S (Q, 1) non borné et sa décomposition sous la
forme:

5(Q, p) = ker(Q) + S(Q, 1), (4.19)
ou le polyedre symétrique compact 5(Q, 1) est la projection de S(Q, 1) sur le sous-espace
ker(@)*. Considérons également 'espace quotient X = X et solt P: R — X la

ker(Q)
projection canonique. Les applications suivantes peuvent alors étre définies :

o A, lapplication induite dans X par Papplication A, donnée par AP = PA,

By, donnée par B, = PB,,

B,, donnée par B, = PB,,

@, donnée par QP = ().

Alors, le «systéme quotient» suivant peut étre défini dans X
Tre1 = f—lfk + Bldk + Bg’uk, (420)
ainsi que le polyadre S(Q, 1) = {7 ; Qi) < (e}

Pour des poly2dres symétriques non bornés, des résultats analogues & ceux des corol-
laires 2.3 et 2.4 peuvent donc étre établis.

Corollaire 4.2 Le polyédre symétrique S(Q, 1) est D-(A, B)-invariant par rapport au
systéme ({.1), (4.3), avec D = S(E,n), si et sculement si :

1. Le sous-espace ker(Q) est (A, B)-invariant,

2. Le polyedre compact 5(Q, i) est D~ (A, B)-invariant par rapport au systéme (4.20).

Corollaire 4.3 Si le polyédre S(Q, p) est D-(A, B)-invariant avec D = S(E,n), alors
une loi de commande le rendant positivement D-invariant en boucle fermée est donnée

pﬂ.'l".'
g = FVzp + uj,
ot FV est tel que ker(Q) sout (A + BF")-invariant, et uy, est une loi de commande qui

rende positivement D-invariant en boucle fermée le polyedre S(Q, 1) (2.18) défini pour le
systeme (4.20).
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Considérons maintenant I'espace quotient X = 55" et soit P, : R® — X la projection

canonique. Le systéeme d’ordre réduit suivant peut étre défini:
.’E’k+1 = A%y + Bldk + Bzuk,

ainsi que le polyadre S(Q, u) 2 {#; Q%] < u)} et son extension a R", S(Q,pn) =
S(Q, i) P,. Un résultat analogue A la proposition 2.6 peut étre établi:

Proposition 4.3

C®(S(Q, 1), S(E,m)) = V" +C>(8(Q, ), S(E, n)).

olt C®(S(Q, 1), S(£, 7)) est défini de facon analogue a celle utilisée pour le domaine
C>(S(Q, 1)) dans la proposition 2.6.

4.4 Polyédres (A, B)-invariants Intérieurement Stabi-
lisables

Reconsidérons maintenant des systémes non perturbés, étudiés dans le chapitre 2,
décrits par (2.1):
Thry — Ail}k + Buk.

L’(A, B)-invariance d’un domaine non borné n’implique pas la stabilité asymptotique des
trajectoires commandées du vecteur d’état. C’est pourquoi le concept d’(A, B)-invariance
avec stabilisabilité interne est d’importance capital pour 'étude de la stabilité de systémes
contraints. Dans ce mémoire, le terme stabilité interne par rapport & un domaine convexe
donné, veut dire que les trajectoires intérieures & ce domaine convergent vers I’origine.

Définition 4.2 Un domaine non vide fermé Q C R est dit (A, B)-invariant intérieure-
ment stabilisable (ou tout simplement intérieurement stabilisable) par rapport au systéme
(2.1) si Vz € £ il existe une séquence de commande {u;}, k € N telle que 7, € Q Yk € N
et r; converge asymptotiquement vers |'origine.

Ce concept est la généralisation de celui de sous-espaces (A, B)-invariants intérieure-
ment stabilisables de I'approche géométrique [85, 2).

Proposition 4.4 La famille de tous les domaines intérieurement stabilisables inclus dans
un domaine § est fermée sous Uopération « enveloppe conveze de 'union ».
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Démonstration : Soient S, et S, deux domaines intérieurement stabilisables inclus dans
2. Soit x un point appartenant & I'enveloppe convexe de I'union de Sret Sy x € C(SUS,).
Alors, z peut étre écrit sous la forme: 2 = axy + {1 — @), avee 21 € §, 1, € So,
0<a<l.

Puisque S; et S; sont intérieurement stabilisables, il existe des séquences de commande
{ui} et {ua} telles que:

i = Arz, + A Buyg o+ Buy_, € 8y,

Top = AA:.’EQ + Ak‘lBU‘QQ + -+ B’U,gk_l € 82.

Pour tout ¢ > 0, il existe également un nombre entier &' tel que (k] < e |zl < ¢
Yk > K.

Soit. maintenant la séquence de commande: {u} = ofu,} + (1 — a){uz}. Alors, pour
xg =z € (S, US,),

ary = A*z 4+ A 'Bug+ -+ Bu,_,
= Af(az + (1 — a)2g) + A 1 Blau, + (1 - )ugy) + -
+B(aug—y + (1 — eyuse_y)
= aty+{(l-a)ry € C(SUS,).

En outre, pour tout & > &',
el = lleerrs 4 (1 = @dwanl] < allzigll + (1= o) lzg]| < e,
ce qui démontre la proposition. O

Ce résultat garantit Uexistence dans la famille des domaines intérieurement stabili-
sables inclus dans €2 d’un élément suprémal :

S%(Q) £ domaine intéricurement stabilisable suprémal inclus dans €.

Ce domaine suprémal peut étre caractérisé comme suit :

Proposition 4.5 Soit la formule de récurrence :

S =0 (4.21)
S = {z e Ju; Az+Bu € S*'}, p=1,2,.. (4.22)

Le domaine intérieurement stabilisable suprémal inclus dans Q@ est donné par: S®() =
lim &*.

H— 00
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Démonstration : Il suffit de noter que S* est ’ensemble d’états qui peuvent étre ramenés
vers l'origine dans p pas sans sortir de §2. Donc, il est clair que S#! C S* et que le domaine
mtérieurement stabilisable suprémal dans {2 est obtenu quand g — oc. O

On peut également remarquer que chaque domaine S* de la récurrence de la proposi-
tion 4.5 est lul méme intérieurement stabilisable.

4.4.1 Polyedres convexes généraux

Nous nous intéressons maintenant au calcul de $%(2) pour Q = R|[G, pl.
Soit le domaine &* de la récurrence de la proposition 4.5 donné par:

St = {z; Gz < p"}.

Le domaine 8#*! est obtenu & partir du pas (4.22) ainsi:

7
P

G"(Ax + Bu)

. 4.23
O } (4.23)

<
SEH = {z; Ju; { -
<

Soit T# une matrice dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur du céne
polyédrique :
= {t>0; tYG*B = 0}.

L’application du lemme A.2 donne:

S““:{:r; }

Aprés la suppression de contraintes redondantes, le domaine SH 1 eut étre écrit sous
p P H P
la forme:

THGHEA

JLL
T < ™
p

S.u+1 — {.’L‘; Gu+1m < pp-t—l}_
L'algorithme est exécuté jusqu’a ce qu’un point fixe soit numériquement atteint. C’est-a-
dire, jusqu’a ce que, pour une précision donnée, S#t! = §#. Puisqu’il s’agit de polyédres,
ce test peut se faire par programmation linéaire en appliquant le lemme A .4. Le point fixe
est un polyédre:
SF = {z; G¥z < p'}.

Ce polyedre coincide avec S®(R|[G, p}) lorsque S®(R[G, p|) est généré de fagon finie, et il
est une approximation interne finie de S*(R|G, p]) sinon. Dans les deux cas, le domaine
calculé est intérieurement stabilisable.
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Il est important de signaler quun algorithme similaire a été proposée dans [54] pour
résoudre un probléme de commande 3 temps minimum.

4.4.2 Polyédres symétriques

Dans le cas d’un polyedre symétrique S(Q, ;1) possédant des directions infinies, le
calcul de S*(S(Q), i)} peut étre rendu plus simple en utilisant une approche décomposde.

Rappelons avant cela le concept de matrice « amie » d'un sous-espace. Une matrice F
est dite amie d'un sous-espace (A, B)-invariant V si elle vérific: A+ BFYV C V.

Soit done S(Q, 1) décomposé sous la forme {(Ad):

S(@ n) = ker(Q) + S(Q, ), (4.24)

oli le polyédre symétrique compact S(Q, 1) est la projection de S(@, 1) sur le sous-espace
ker(Q)*, et considérons le systeme (2. 17).

Corollaire 4.4 Le polyédre symétrique conveze S(Q, ) est intérieurement stabilisable si
et seulement si:

1. ker(Q)) est un sous-espace intérieurement stabilisable,

2. Le polyédre compact S{Q, i) est (A, B)-invariant par rapport au systéme (2.17).

Démonstration : Supposons que S(Q, ) soit (A, B)-invariant intérieurement stabili-
sable. Alors, d’aprés le corollaire 2.3, le sous-espace ker(Q2) est (A4, B)-invariant. Raison-
nons maintenant par 'absurde. Supposons que ker(Q) soit (A, B)-invariant, mais ne soit
pas intérieurement stabilisable. Soit alors V, le plus grand sous-espace intérieurement
stabilisable inclus dans ker(Q) et decomposons ker(Q) ainsi: ker(QQ) = Vi & L, avec L
orthogonal & V. Donc, un point zq € ker((Q) peut étre écrit sous la forme: Tg = z¥ + b

avec z¥ € V7, zl € £. Décomposons ug sous la forme: v, = F¥zy + ul, avec FU ami de
ker(Q)) telle que (A + BE")|V; soit asymptotiquement stable. L’existence d'un tel F® est
assurée par le fait que toutes les amies de ker(Q) sont également amies de V; [85]. Alors,

zy = (A+ BF")*z" + %) + ASTIBuyg 4 Buy_, € S(Q, ).

Soit maintenant z} = (A+BF¥)¢z" ¢ Vi, et XQ+XQ A Buf 4+ Buk | € S(Q, p),
avec X2 ¢ ker(Q), XQ € 5(Q, ). On a donc,

Te =z + (A + BF")*zh + X2 + X9
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Lorsque £ — oo, la norme du terme z} devient négligeable. De son c¢oté, la norme de
(A+ BF") 2l + X2 € ker(Q) devient trés importante (en raison de Ihypothese x* € L),
et cela est de méme pour la somme de ce terme avec le terme X,? inclus dans le domaine
S(Q, p). 11 est donc clair que la trajectoire du systéme ne converge pas vers |'origine, ce
qui contredit 'hypothése d’(4, B)-invariance avec stabilisabilité interne. La nécessité de
la partie 1 du corollaire est donc démontrée. La nécessité de la partie 2 découle de la
partie 2 du corollaire 2.3, et du fait que le polyedre S{Q, i) soit compact.

Pour montrer la suffisance, il suffit de décomposer les points de S(Q, 1) comme dans
(4.24) et d’appliquer la loi de commande u, = F¥zy + t_tf, avec F'¥ ami de ker(Q)), tel que
(A+ BF")| ker(Q) soit asymptotiquement stable, et uf telle que le polyedre S (Q, u) soit
positivement invariant (et par conséquent intérieurement stable, car il est compact) par
rapport au systéme (2.17). O

La démonstration de la proposition précédente suggere en outre une loi de commande
qui rende S(@, i) positivement invariant avec stabilité interne,

Corollaire 4.5 Si le polycdre S(Q, 1) est intérieurement stabilisable par rapport au sys-
téme (2.1), alors une loi de commande le rendant positivernent invariant, avee stabilité
asymptotigue en boucle fermée, est donnée par:

up = Flop + uy,

ol ¥ est tel que ker(Q)) est (A+BF"}-invariant, les valeurs propres de (A+ BFv)| ker(Q)
sont @ lintérieur du cercle unité du plan complexe, et uf est une loi de commande qui
rend posttivement invariant en boucle fermée le polyédre compact S(Q, ) (2.18) défini
pour le systeme (2.17)

On peut voir que cette loi de commande stabilise asymptotiquement le systéme.

Considérons a présent le domaine intérieurement stabilisable suprémal inclus dans
ker(Q), 8®(ker(Q)). A partir de la définition 4.2 de domaines intérieurement stabili-
sables, et du fait que ker(Q)) est un sous-espace, il est clair que {85, 2]:

S*®(ker{@)) = V; = le plus grand sous-espace (A, B)-invariant intérieurement stabili-
sable inclus dans ker(Q),

ol l'indice g se réfere au valeurs propres en boucle fermée situées & l'intérieur du cercle
unité du plan complexe.

Il est bien connu que Vinvariance en boucle fermée de V; avec stabilité asymptotique
peut étre obtenue au moyen d’une loi de commande par retour d’état :

U = Fvil,'k.
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Soit £ le sous-espace orthogonal complémentaire & V; dans ker(Q), tel que:
ker(@) =V, & L.
Le domaine S((@, 1) est maintenant décomposé ainsi:
S(Q, 1) =V, + ¥, (4.25)
avec, par définition, ¥ = £ + S(Q, u).

Considérons maintenant I'espace quotient X = 2 et soit P, R" —» X la projection
. . . . g o s
canonique. Les applications suivantes peuvent alors etre définies :

- /1, Papplication induite dans X par Papplication 4, donnée par APQ = F,A4,

- B, donnée par B = P,B,

— (), donnée par QPH = Q.
Alors, le «systéme quotient» suivant peut étre défini dans X :
Ty = Afy + Buy,. (4.26)
Définissons également le sous-espace :
— £ donné par L’EPH =L,
et les domaines:
- ¥ donné par P, = ¥,

et

S () £ domaine (A, B)-invariant intérieurement stabilisable suprémal inclus dans V.
(4.27)

On remarque & partir de ces définitions que

T = L+ 5(Q, w). (4.28)

Tous ces domaines sont bien définis car ¥ appartient & un sous-espace orthogonal au
sous-espace (A, B)-invariant V [85].

Le résultat suivant peut donc étre établi:
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Proposition 4.6 5°(¥) est un domaine compact de X.

Démonstration : Pour montrer que le polyadre symétrique gm(\if) est compact, 1l suffit
de montrer qu’il ne posseéde aucune direction infinie. Supposons que:

3% € §%(T); Az € S®(F) VA € R. (4.29)
Puisque € U, & peut étre décomposé sous la forme: ¥ = xl + .'::Q, avee 2k e L et
9 € S(Q, ). Puisque S(Q, 1) est borné dans un sous-espace orthogonal & L, (4.29) n’est
possible que si 2% = 0, donc & = 2% € £. A partir de cela et du corollaire 4.4, S*(F) ne
peut étre (A, B)-invariant intérieurement stabilisable que §'il existe un sous-espace inclus
dans £ qui soit lui aussi (A, B)-invariant intérieurement stabilisable. Or, par hypothése,
V; N L = {0}, donc (4.29) ne peut étre vérifide que si & = z* = 0. O

Soit maintenant §*(¥) le domaine défini par: S () = 5‘0"(@)139. Le domaine
8%(5(Q, 1)) peut étre caractérisé comme suit :

Proposition 4.7
5°(S(Q, 1)) = V; + S°(W).

Démonstration: Vz € V; + 8§=(W), il existe z° € Vi et 25 € S®(U) tels que 7 =
&' + %Y. Par construction de V; et S%(T), 3 F* tel que V; est (A+ BF?)-invariant avec
stabilité asymptotique interne, et il existe une séquence de commande {u$¥}, k =0,1, ...
telle que z3¥ € Vi + S®(T) et z5¥ converge asymptotiquement vers 'origine.

Considérons en revanche un point générique z € S®(S(Q, 1)). A partir de la définition
4.2, 1l existe une séquence de commande {uc}, & = 0,1, ... telle que, pour x5 = z, 2 €
S(Q, 1) Vk € N et x; converge asymptotiquement vers I'origine. Maintenant, le vecteur
x € S(Q, p) peut étre décomposé conformément a (4.25): x = 2¥+z¥ avec ¥ € V;eta¥ e
V. Pour tout instant de temps &, le vecteur de commande 1, peut 8tre décomposé sous la
forme: uy = F¥z¥+u}, avec F¥ ami de V; et tel que (A+ BF")}|V; soit asymptotiquement
stable. Alors, 2y € V;, Vk € N, et converge asymptotiquement vers I'origine. Consi~dérons
a présent le systéme (4.26) et supposons que ¥ ¢ §(¥). Donc, ou bien ¥ ¢ ¥ pour
au moins un instant &, ou alors &} ne converge pas vers l'origine par rapport a (4.26), ce
qui contredit I'hypothése z € §®(5(Q, u)). D

4.5 Solution du Probleme ¢!

4.5.1 Polyédres D-(A, B)-invariants intérieurement stabilisables

Le respect des contraintes £! exige que deux propriétés soient vérifiées par un domaine
inclus dans le domaine de contraintes: D-(A, B)-invariance et stabilisabilité interne. La
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combinaison de ces deux concepts donne lieu a la définition suivante :

Définition 4.3 Un domaine £ C R" est D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable
par rapport au systeme (4.1), (4.3} s'il est & la fois D-(A, B)-invariant, ct intérieurement
stabilisable par rapport au systéme non perturbé (D = {0}) décrit par:

T+ = Axy + Bouy. (4.30)

Comme pour le cas non perturbé, il est également possible de montrer que la famille de
tous les domaines D-(A, B)-invariants intérieurement stabilisables est fermée sous l'opé-
ration «enveloppe convexe de l'union», ce qui garantit Pexistence du domaine :

5, D) & domaine D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable suprémal

inclus dans £2.

La caractérisation suivante de §%(§, D) découle directement de la définition 4.3,

Corollaire 4.6
§%(2, D) = C™(S™(2), D).

Polyédres symétriques

Soit un polyedre symétrique possédant des directions infinies, 5(Q, i), décomposé sous
la forme (4.19), et le systéme d’ordre réduit (4.20).

Corollaire 4.7 Le polyédre symétrique conveze S(Q, 1) est D-(A, B)-invariant intérieu-
rement stabilisable si et seulement si:

1. ker(Q)) est un sous-espace (A, B)-invariant intérieurement stabilisable,

2. Le polyédre compact 5(Q, 1) est D~ (A, B3)-invariant par rapport au systéme (4.20).
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Démonstration : Analogue a celle du corollaire 4.4.

Corollaire 4.8 Si le polyédre S(Q, p) est D-(A, B)-invariant intéricurement stabilisable
par rapport au systéme (4.1), alors une loi de commande le rendant positivement D-
tnvariant, avec stabilité asymptotique en boucle fermée est donnée par:

Uy = Fvﬂik +u’sc,

ot F¥ est tel que ker(QQ) soit (A+BF")-invariant et les valeurs propres de (A+BF?)| ker(Q)
soient a lintérieur du cercle unité du plan compleze, et u} est une loi de commande qui

rend positivement D-invariant en boucle fermée le polyédre compact S(Q, 1), défini pour
le systéme (4.20).

Soit maintenant £ le sous-espace orthogonal complémentaire a V; dans ker(Q), tel
que: ker(Q) = V; @ L. Le polyedre S(Q, u) peut donc étre décomposé sous la forme:
S(Q, 1) = V; + ¥, avec ¥ = L£45(¢}, u). Considérons également I'espace quotient X = ﬁ:
et soit P, : R* — X la projection canonique. Les applications suivantes peuvent alors
étre définies :

— A, l'application induite dans X par Uapplication A4, donnée par fng = P4,
— By, donnée par B, = P, By,
— B,, donnée par B, = P, By,

- (Q, donnée par QPg = Q.

Alors, le « systéme quotient » suivant peut étre défini dans X :

Tpy1 = xi.'fk + Bldk + BQU,C. (431)

Définissons également le sous-espace £ donné par ﬁPy = L, et les domaines: S(@Q, )

donné par S(Q, u)P, = S(Q, 11); ¥ donné par ¥P, = ¥, et

S (¥, p) IS domaine D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable (4.32)

suprémal inclus dans W¥.

Proposition 4.8 “§°°(l~II,D) est un domaine compact de A,
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Démonstration : Inmédiate & partir de la proposition 4.6 et du corollaire 4.6, O

Proposition 4.9
S§%(Q, D) = V; + 8°(¥,D).

Démonstration: En tenant compte du corollaire 4.6, la démonstration est analogue i
celle de la proposition 4.7. O

4.5.2 Existence de solutions au probleme /!

On est maintcnant en mesure d’établir des conditions d’existence d'une solution au
probleme ¢, 11 suffit en effet de particulariser les résultats précédents au domaine de
performance 2 = S(C,v1), au domaine de perturbations D — S(1;, 1}, et au systéme
quotient défini par (4.31) et I'équation de sorties:

2 = CZy, (4.33)

olt C est donnée par cp, =C.

Proposition 4.10 Il ezisie une solution au probléme €' si et seulement si le domaine
8§%(Q, D) n'est pas vide.

Démonstration : La nécessité est évidente, car si $®(Q2, D) est vide, alors il n’y a pas
de séquence de commande capable de respecter les contraintes {4.5) tout en stabilisant le
systeme. La suffisance peut étre facilement déduite du corollaire 4.7 de la proposition 4.6
et du corollaire 4.8. O

Un résultat similaire, mais applicable uniquement dans le cas ot € est compact, a
été montré dans [73], a partir d'une approche basée sur la théorie de viabilité [1]. I ost
important aussi de mentionner les études théoriques [43, 6] qui, dans un cadre plus général,
ont traité des problémes de commande de systémes soumis & des perturbations bornées.

4.5.3 Synthése d’une solution

Nous nous intéressons a présent. & la mise en ceuvre de la décomposition proposée
précédemment pour le calcul d’une solution au probléeme £!. En particulier, il est tou-
Jours possible, au moyen de matrices orthogonales, d’appliquer au systéme (4.1}, (4.2), un



98 Le Probléme £}

changement de base du type [41]:
=R, u= 24, (4.34)

on les e premiéres colonnes de R engendrent V;. Dans la nouvelle base, les matrices
définissant le systéme sont données par

A Ay Ax , B
A=R'AR=|"" ¥ | B =R'B =] ", (4.35)
Ay Ay 12
By, B., | . ]
— RTBQZ - A2n 212 C=CR= [ 0 C2 ] , (436)
By, 0

ou Ay; € Rexe; Bzm € R(=e)xt oot yne matrice de rang de ligne complet; Bl1 € Roxe,
Cy € RP*(=9)_ Le domaine de contraintes est maintenant : () — {#; |C#| < 41}.

Cette représentation reflete les décompositions suivantes des espaces d’état et d’entrée :
?Rn = Xl @Xg, ng =L11 @uz,

Ot! XI = V*, Bg”g = Im(Bg) N V*, ngl == IIII(Bz)
q g

Si 'on considére une matrice de retour d’état générique Fr € Rrn pr= | M 12
Fy Fp
avec Iy; € R 1a famille d’amies de V; est donnée par [41]:
F(f);) = {F; Agy + By By = 0}, (4.37)

et puisque V; est intérieurement stabilisable, il existe une matrice F' € F(} ;) telle que:

F
F“ D cc,. (4.38)

a (Au + [ Bgu B'Zw ] .

ou C, représente l'intérieur du cercle unité du plan complexe.
Considérons a présent le systéme d’ordre réduit :
.’i‘ng = Azz.’fgk + Blgdk + anﬂ.lk, (439)

Y = Ozi‘z, (4.40)
et le polyédre:
Qy = {&y; Cady < 71} (4.41)
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Le systeme (4.39), (4.40) et le domaine §2, sont respectivement équivalents au systeme
(4.31), (4.33) et au domaine ¥, projection de ) sur V(’;‘L. Constdérons également les
domaines:

S$=(€1) £ domaine intérieurement stabilisable suprémal inclus dans {2, (4.42)

Soordy oy A domaine D-(A, B)-invariant intéricurement stabilisable suprémal
S (Q‘Z: D) = . A
inclus dans €2,
(4.43)
qui sont les équivalents respectifs de S>(U) (4.27) et S®(¥, D) (4.32).

D’apres la proposition 4.9, S‘X’(Q,D) est donné par:
SOO(Q,D) = {I: :i;l } D ag € Sw(Qz,D)} .

Done, d’aprés la proposition 4.10 le probléme £ a une solution si et seulement si le
domaine §>{(1,, D} n’est pas vide.

D’apres la proposition 4.9, SOO(SAZQ, D) peut étre calculé comme le domaine D-(A, B)-
invariant suprémal inclus dans $(§2,). Le caleul du domaine 8%(Q) suit directement, la
décomposition de la proposition 4.7. Une fois V, caleulé, il suffit de calculer SOO(QQ) pour
le systéme d’ordre réduit (4.39), au moyen de la récurrence (4.21)-(4.23).

La convergence numérique de cet algorithme est garantie en raison de la propriété
décrite dans la proposition 4.6. Si, par contre, cet algorithme est appliqué au systéme
dans sa base d’origine, il n’est pas capable de générer les directions infinies dans le cas ot
§(Q) en posséde.

A partir de la description polyédrique de SOO(QQ) (ou d’une approximation de celle-
c1), le caleul de (€2, D) peut se faire au moyen de l'algorithme 2.1 adapté au cas de
systémes perturbés.

Soit maintenant une loi de commande par retour d’état i, {(Z2) sous laquelle S"“(Qg, D)
est positivement D-invariant avec stabilité en boucle fermée. Une telle loi peut étre cal-
culée comme, par exemple, dans [45, 17, 73]. Conformément au corollaire 4.8, une loi de
commande qui impose au systéme une performance v est donc donnée par :

[ i () } _ { Fy
iy (£)

ou Fyy, Fy, vérifient (4.37), (4.38).
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4.5.4 Optimisation de la norme ¢!

Le calcul itératif de C*(S>(Q), D), avec S®(£2) calculé pour des valeurs décroissantes
du coiit v, méne & la valeur minimale atteignable, v*. Pour toute valeur 7 < v", le domaine
C®(8%°(Q2), D) est V'ensemble vide.

Une telle construction itérative peut s’avérer trés coiiteuse du point de vue numérique.
Le résultat suivant montre néanmoins qu’il suffit de calculer S*(Q, D) pour une seule
valeur positive de 7.

Proposition 4.11 Soit le domaine non vide Q' = AQ), avec A > 0. Alors, §®°(V) =
AS®(Q)).

Démonstration : Soit la formule de récurrence présentée dans la proposition 4.5, et
supposons que S®71 = AS#~! Alors, 8" = {z' € A F; Az’ + By € ASHIY =
{Az; z € Q, Fu; MAz + Byu) € AS#7'} = AS*. La proposition est donc démontrée par
récurrence puisqu'il est clair que & = A\S!.

Soient done §%(2) = S(G",p"), et le domaine de contraintes associé au coiit ' :
¥ = 5(C,~'1). Alors, en accord avec la proposition précédente, S (') = S(GF, Z{— 7).

Exemple 4.2

Soit le systeme (4.1), (4.2) pour lequel:

0 1 0 0 0
A = 0 O ]. 1 BI = 0 b B2 = 0 1
46 —-235 2.7 1 1

C=[1 -25 1]
Le changement de base (4.34) donne:

—0.8729 0.3419 —0.3482
R=1 -04364 —0.2279 08704 |, Z=1.
—-0.2182 -0.9117 —0.3482

Le sous-espace V; est engendré par la premiére colonne de la matrice ). Sous la repré-
sentation (4.35), (4.36), on a:

—0.7571 —0.3780 4.4103 —0.2182 —0.2182
A= | 52522 —3.9429 213417 |, B —0.9117 |, By=| —0.9117 |,
—2.0057 —2.2695 7.4000 —0.3482 —0.3482

Il
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C=[0 0 ~2.8723 |.

Les matrices F, amies de V. ont la forme: F = [ -5.7610 X X } , ol les éléments X
sont libres pour assumer n’importe quelle valeur. Si Pon les anuule, on a :

0.5000 —0.3780 4.4103
A+ B F = 0 —3.9429 21.3417
0 —2.9695 7.4000

Le systéme posséde un zéro invariant, 0.5000. Le calcul de 5%(€1,, D) est réalisé pour le
systeme d’ordre réduit (4.39), (4.40) avec:

- —3.9429 21.3417 - —0.9117 - —0.9117
Agp = . Blz = , B an . 3
—2.2695 7.4000 —(.3482 —{).3482

Cr=[0 -28723].

Avec Qg = {@y; |Chdy| < 1} il génére:

> Q = {7y é Ty < 11 avec @ =
() = {#2; Gaay < 1} 2 0 —92.8793

—0.7977 —0.7834 }
La norme #' optimale pour cet exemple est v = 3. Avec Q, = {Zy; |C'2:?72} <~*1l}ona :

o . . 0 —2.8723 3
S0, D) = {F9; Moty <) avec M = , 1= .
(22, D) = (i May < ) {1.5954 1.5667 ] 7 L}

Dans ce cas, I'invariance en boucle fermée de Sm(QQ,D) peut étre obtenue au moyen
d'une simple loi de commande par retour d’état linéaire : () = F1&, + Fofy, avec
=B B |=[-57610]-49231 22.8216 |.

Et dans la base de départ,

1 =25 1 3
SO, D) ={x; Mz < , c M= , = )
> ) ={z z <7}, ave [ 01 5 } n [ ) }

F'=| 46 235 -22 ].

Le méme résultat peut étre obtenu par I'approche par fonctions de transfert de [32].
La technique proposée ici est néanmoins plus générale dans le sens ol elle s’applique aussi
a des systémes avec plusieurs entrées et sorties (MIMO).
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4.6 Optimisation de la Norme ¢! pour une Classe de
Systémes

Les relations de D-(A, B)-invariance peuvent s’avérer trés utiles dans la résolution du
probléme d’optimisation de la norme ¢'. Nous montrerons par la suite que pour une cer-
taine classe de systémes linéaires, la solution & ce probléme est directe. Pour ce faire, éta-
blissons d’abord les conditions sous lesquelles le domaine de contraintes ¢*, {2 = S(C, 1),
est D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable, avec D = S(I,,1).

Considérons V'espace quotient X' = ka et la projection canonique P : R"* — X. Un
systéme d’ordre réduit du type (4.20) peut étre défini (mais ici avec X' = E%L ainsi que
les domaines:

S(C,11) = {#: |08l < 1),
S(C,v1) = §(C,~1)P.

Le domaine S(C, 1) peut étre décomposé sous la forme :

S5(C,v1) = ker(C) + S(C,41). (4.44)

Par application directe du corollaire 4.7, le domaine de contraintes Q = S(C, y1) est.
D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable si et seulement si:

1. ker(C) est un sous-espace intérieurement stabilisable.
2. Le domaine compact S(C,vy1) est D — (A, B)-invariant par rapport au systéme
(4.20), avec D = S(I,, 1).
Définissons & présent la classe de systémes & étudier. Elle est caractérisée par I'hypo-
thése suivante :

Hypothése H, : rang(CB,) =rang(C) = p < m, la paire (A, Bs) est commandable, et le
triplet (A, Bz, C) est & déphasage minimal.

Cette classe contient comme une sous-classe les systémes mono-variables & déphasage
minimal pour lesquels une solution explicite a été proposée dans [32]. Le résultat suivant
peut étre établi:
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Proposition 4.12 Sous U’hypothése H,, la valeur du coit €' optimum cst:
v = [1CB (4.45)

1l peut étre obtenu au moyen d’une loi de commande par retour d’ctat linéaire u, = Fr,
sous laquelle, pour le systéme non perturbé (4.30), le sous-espace ker(C') est (A + ByF)-
tmvariant avec stabilité, et la «réponse pile» est obtenue dans Uespace quotient K%(“F)
Démonstration : Puisque rang(CB,) =rang(C) = p < m, la matrice T définie avant le
carollaire 4.1 est nulle. Donc ker(C) est trivialement (A, B,)-invariant, et puisque le triplet
(A, By, C) est & déphasage minimal, ker(C) est également intérieurement stabilisable. Il
existe donc une matrice F¢ telle que ker(C) est (A+ B2 F“)-invariant et les valeurs propres
de (A + B2F“}| ker(C) sont a Vintérieur du cercle unité.

e

Soit maintenant le systéme (4.31), (4.33) défini pour X = reriey- D'apres le corollaire
4.1, le polyedre S(C,v1) est trivialement D-(A, B)-invariant, avec Y =0, v > 1C B || s
En outre, puisque rang(C'B,) =rang(C) = p < rm, il existe une matrice £ telle que les
conditions de D-invariance positive par retour linéaire d’état :

HC =C(A+ BF), |Hy1 <41 - |[OB1,

sont satisfaites avec H = 0 (il faut noter que le vecteur £ (4.16) pour D = S(I,, 1) est
donné par £ = [C'B1|1). Donc, la D-invariance positive de S(C, 71) et le cout €' optimum
7" sont obtenus par la loi de commande u, = Fzy, avec F = FC + FP. O

Exemple 4.3

Soit le systéeme pour lequel :

0.48 088 —0.77 0.53
A=| -061 065 —096 |, By=| —035 |,
~0.27 0.49 0.99 0.44
—0-84 042 0.65 0.77 —0.99
By=1| 075 -02 |, C= ' ' S
0.49 —0.06 —0.84
—0.04 0.24

Le triple (A, By, C) posséde un zéro invariant: z = 0.66. Dans cet exemple la matrice
C B3 est carrée et non singuliére. Le zéro invariant est donc placé comme valeur propre en
boucle fermée et la réponse pile est imposée dans X = ij(—c) a travers la loi de commande
ug = Fxy, avec F' donnée uniquement par:

F=—(CB)"'CA=
1.3470 —-2.7081 -—3.4464

1.2655 —1.1764 —1.0583 ]
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La performance ¢! optimale obtenu par cette loi de commande est v* = ||C B,
1.0496.

”oo =

4.7 Extension aux Systémes en Temps Continu - Le
probléme !

Il a été montré dans [29] que le compensateur qui minimise I'influence de perturbations
persistantes sur les sorties d’un systéme linéaire en temps continu n’est pas rationnel
en général. La mise en ceuvre de ce type de compensateur s’avere extrémement difficile
en pratique. C'est pourquoi la plupart des méthodes proposées jusqu’a maintenant ont
cherché & calculer un compensateur sous-optimal rationnel capable d’atteindre un niveau
de performance proche de I'optimum [29, 64, 20]. Dans [20] en particulier, & travers I'étude
d’un systéme approché d'Euler (SAE), il est montré qu’un compensateur linéaire rationnel
est capable d’atteindre un coiit £! arbitrairement proche de 'optimum.

Dans cette section, comme dans [20, 21], nous nous servons d'un SAE pour étudier le
probléme £' & coiit garanti. Nous étendons d’abord au cas continu I’étude de la D-(A, B)-
invariance de polyedres convexes menée précédemment. Fnsuite nous montrons qu’une
approximation du domaine intérieurement stabilisable suprémal peut étre obtenu a travers
Pétude d’un SAE, et nous analysons la fagon dont cela se répercute sur le probleme £!.

4.7.1 Présentation du probléeme (!

Soient les espaces:

e L!: I'espace de fonctions du temps h(t) telles que:
A o0
Ib@)ller 2 [ In(e)ldt < oo,
e L : Vespace de fonctions h(t) telles que:

A
[|A(t)|| 2o = sup |R(t)]| < oo,
£20

e L£: lespace de fonctions bornées de vecteurs de R?, v(t), avec une norme définie
par:

[o(®)lle= = max [[v(t) oo = max [|v;(t)]| 2.
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Soit maintenant un opérateur (fonction de transfert) W : £% -5 £ La norme
induite £% vers £ de W est définie ainsi:

A Wull,
Wliewrew 2 sup Wolle
lehesro [Vl
Il se trouve que dans le cas olt W est un opérateur linéaire, représenté par une matrice
W e 377, la norme [|[Wljze .,z est égale & la norme ||IWW]i 1 de la matrice de réponse
g
impulsionmelle définie par {|W || 2 max Y _ [[hi;]lz1. Cest pourquoi, par abus de langage,
1

J=1
méme dans le cas oft W n'est pas linéaire, la norme ||[W|| e, s est notée | Wzt

Les systémes linéaires, stationnaires, en temps continu, considérés ici sont décrits par:
a(t) = Ax(t) + Bid(t) + Byu(t), (4.46)

z(t) = Cxz(t). (4.47)
ou z € R" est le vecteur d’état, supposé complétement accessible, d € RY est le vecteur

d’entrées de perturbation, u € R est le vecteur d’entrées de commande, et z € R? est lc
vecteur de sorties commandées.

Le vecteur de perturbations d(f) est supposé contraint d’évoluer dans un domaine
borné D C R

d(t) €D ¥t > 0. (4.48)

La norme induite £ — £ du systéme (4.46)-(4.48), qui sera appelée désormais
norme L', est égale & ~ si

sup |[2fize = .
lallzoo <

Ceci implique, ¥Vt > 0
ICx(t)] < ~1; Vd(B) <1, 8 €[0,t].

Sous cette formulation, le domaine d’entrées de perturbation admissibles est donné par:
D = 5(1;,1) = {d; |d{ < 1}, et sous une performance £' donnée, =, le domaine de
vecteurs d'état admissibles est donné par: O = S(C,v1) = {u; |Cz| < 41).

Le probléeme £ qui sera traité ici peut étre formulé ainsi:

Formulation du Probléme £': Etant donnée une performance £, vy, vérifier 'l existe
une fonction de commande qui accomplisse cette performance tout en stabilisant asympto-
tiquement le systéme (4.46)-(4.48) avec D = {0}, et le cas échéant calculer cette séquence
de commande.
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Le but du probléme de commande optimale £' est donc de calculer la valeur minimale
admissible pour .

4.7.2 D-(A, B)-invariance de polyédres - systémes en temps
continu

Soit le systéme (4.46). Un domaine D-(A, B)-invariant d’un systéme en temps continu
est. défini ainsi:

Définition 4.4 Un domaine Q C R” est dit D-(A, B)-invariant par rapport au systeme
(4.46), (4.48) si pour tout état initial 2(0) € £ il existe une fonction de commande u(t)
telle que la trajectoire du vecteur d’état reste dans Q2 Vd(t) € D, V¢ > 0.

Cette définition suppose que le vecteur d’entrées de perturbation n’est pas mesuré.
I p I

Nous nous intéressons a I’étude de cette propriété appliquée A des polyédres convexes,
c’est-a-dire au cas ) = R[G, p|. Les perturbations appartiennent au domaine polyédrique
bormné: D = R[D,w]| = {d € R9; Dd < w}.

Soit donc une matrice T' dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur mini-
mum du céne polyédrique I' (4.12), et le vecteur & dont les composantes §; sont données
par (4.11).

Proposition 4.13 Le polyédre conveze R[G, p| C R" est D-(A, B)-invariant par rapport

au systéme ({.46), (4.48), avec D = R[D,w], si et seulement s’il existe une matrice Y
telle que:

YG = TGA, (4.49)
Yp < -T$, , (4.50)
Yy, > 0 siTy,=0. (4.51)

Démonstration :

Nécessité : Supposons que R[G, p soit D-(A, B)-invariant par rapport au systéme (4.46),
(4.48). Soit T; un vecteur ligne de T. A partir des Programmes Linéaires (P;) et son dual
(D;) définis dans la démonstration de la proposition 2.3, on peut conclure que deux
situations sont possibles:

-~ Si ensemble de conditions (3.6), (3.7) est consistent, alors il faut qu’il existe un
vecteur de commande u tel que:

Gji? = GjAI + GjBld + G’ngu <0, Vde R[D, U)], Vi T%j #£0,
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et donc,
GjACL‘ + G]‘Bg’u, < —6]‘, Vi, Tij.- # 0. (452)

La multiplication & gauche de chaque condition (4.52) par T; donune, pour tout x
vérifiant (3.6), (3.7):
z=TGAz < -T,4.

Par conséquent, la solution optimale du probleme dual {D;) vérifie:
Yip < =T

- 51 les conditions (3.6), (3.7) ne sont pas consistantes, alors la solution optimale de
(D:) est non bornée. Il existe donc un vecteur lgne Y; vérifiant (3.8), (3.9) et tel
que Yip < —T;4.

Suffisance : Supposons qu’il existe une matrice Y vérifiant les conditions (4.49)-(4.51).
Soit un point x sur la frontiére de R[G, p] représenté par (3.11). Soit aussi la matrice non
uégative Ty dont les vecteurs ligne forment un ensemble générateur minimum du cone
polyédrique {w > 0 ; w"(G1B) = 0}. Tout vecteur ligne T}, peut étre complété de
maniere & générer un vecteur ¢; € T défini par: ¢; = [Ty 0] Alors, 3 = > 0 tel que
t = ET. La multiplication & gauche des relations (4.49)-(4.51) par = donne, avec Z = ZY,

ZG = 1GA = TG, A,
Z[) S lj‘f)fsla

Z:j 2081 tij ’—-—0,

ou 4, est un vecteur formé par des éléments du vecteur & selon la partition (3.11). Ces
relations montrent, par dualité, que pour z vérifiant (3.11):

TbGlA.’L' S —Tbél.
D’apres le lemme A.2, cette relation équivaut a 'existence d’un vecteur u € R™ tel que:
Gl.’ﬁ = GlA.I.' -+ GlBQU S —61,

et donc,
Gl‘n’.’) = GlAf + GlBid + GlBQU g 0, Vd € R[D,U)]

A partir de la, en utilisant les mémes arguments développés dans la démonstration de la
proposition 3.2, on peut montrer 'existence d’une loi de commande dans la classe Cr, qui
génere un déplacement admissible & partir de chaque point de la frontitre de R[G, p]. O

Pour le cas symétrique, avec Q = S(Q, 1), D = S(F,n), et ¢ donné par (4.16), on a:
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Corollaire 4.9 Le polyédre conveze symétrique S(Q, ) C R" est D-(A, B)-invariant par

rapport au systéme (4.46), (4.48), avec D = S(E, 1), si et seulement s'il existe une matrice
Y telle que:

YQ=TQA, (4.53)
Y < =TI, (4.54)

avec Y définie comme dans le corollaire 3.3.

Les équivalents en temps continu des corollaires 4.2 et 4.3, et de la proposition 4.3
sont également valables.

4.7.3 Approximation du domaine intérieurement stabilisable su-
prémal

Un domaine intérieurement stabilisable dans le cas continu est défini ainsi

Définition 4.5 Un domaine 2 C R" est dit (A, B)-invariant intéricurement stabilisable
(ou tout simplement intérieurement stabilisable) par rapport au systeme (3.1) si Yz(0) € Q
1l existe une fonction de commande wu(t), ¢ > 0, telle que z(t) € 2 V¢ > 0 et 2(¢) converge
asymptotiquement vers I'origine.

Comme pour le cas discret, la propriété suivante est également valable.

Proposition 4.14 La famille de tous les domaines intérieurement stabilisables inclus
dans un domaine § est fermée sous lopération « enveloppe conveze de l'union ».

A défaut de pouvoir calculer avec exactitude le domaine intérieurement stabilisable
suprémal inclus dans un polyédre, on peut en obtenir une approximation 3 partir d’un
systeme discret. Ce calcul approché est basé sur la proposition suivante.

Proposition 4.15 $ile polyédre compact R[G, p| est (A, B)-invariant intérieurement sta-
bilisable par rapport au SAE (3.39), alors R[G, p] est intéricurement stabilisable par rap-
port au systéme (3.1).

Deémonstration: L’(A4, B)-invariance par rapport au SAE découle de la proposition 3.5,
et puisque R[G, p] est compact, I'(A, B)-invariance impligue la stabilisabilité interne. O
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Un domaine intérieurement stabilisable arbitrairement proche de S*(R[G, p]) peuat
donc étre obtenu en calculant le domaine intérienrement stabilisable suprémal inclus dans
R{G, p], par rapport & un SAE avec 7 suffisamment petit.

Dans le cas de polyédres symétriques non bornés, on peut facilement montrer que des
résultats équivalents & ceux du corollaire 4.4 et des propositions 4.6 et 4.7 sont égale-
ment valables pour les systémes en temps continu. On peut alors voir que dans ce cas,
I'hypothése de compacité dans la proposition précédente peut étre levée,

4.7.4 Solution du probléme £!

Définition 4.6 Un domaine Q C R est dit D-(A, B)-invariant intéricurcment stabili-
sable par rapport au systeme (4.46), (1.48) s'il est & la fois D-(A, B)-invariant et intéricu-
rement stabilisable par rapport au systéme non perturbé décrit par:

@(t) = Az(t) + Bou(t). (4.55)

La famille de tous les domaines D-(A, B)-invariants intérieurement stabilisables étant
fermée sous I'opération « enveloppe convexe de 'union », on peut définir le domaine:

5%(0, D) A domaine D-(A, B}-invariant intérieurement stabilisable suprémal
’ inclus dans €.

I est donc possible d’établir les conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une
solution au probleme £1:

Proposition 4.16 Il eziste une solution au probléme £ si et seulement si le domaine
E®(Q, D) n'est pas vide.

Le corollaire 4.6 et la proposition 4.9 sont aussi valables dans le cas continu. En
utilisant un SAE, on peut donc vérifier Iexistence de solutions au probleme £}, 4 partir
de la technique développée dans la section 4.6. Puisqu’il s’agit d’une approximation, il
est clair que la valeur minimale de -y pour laquelle S%(82, D) n’est pas vide n’est pas la
solution optimale du probleme d’origine.

Enfin, les résultats obtenus dans le cas discret pour les systemes satisfaisant I’hypothese
(H,), formulée dans la section 4.6, sont également valables dans le cas continu.



110 Le Probléme #*

4.8 Conclusion

Le probléme de minimiser le transfert créte des entrées de perturbation vers les sor-
ties d'un systeme linéaire, autrement dit, le probleme de commande optimale ¢!, a été,
depuis quelques années, ’objet de nombreuses études. En revanche, ce n'est que récem-
ment que 'on a commencé & 'interpréter d’un point de vue géoméirique. Cette nouvelle
interprétation a permis notamment d’envisager des schémas de commande autres que des
compensateurs linéaires dynamiques (d’ordre trés important parfois).

Les contributions de ce chapitre s’inscrivent dans cette méme démarche: traduire
en langage géométrique des concepts et des résultats développés initialement en termes
de fonctions de transfert. Dans cet esprit, nous avons dans un premier temps étudié
la propriété d’(A, B)-invariance appliqué a des systémes en temps discret soumis i des
perturbations additives bornées. Les résultats obtenus sont une extension plus au moins
simple de ceux développés dans le chapitre 2 pour des systémes non perturbés,

Le probléme de stabilisation des trajectoires a l'intérieur d’un polyédre (A4, B)-invariant
a alors été traité & travers I’étude des domaines (A, B)-invariants intérieurement stabili-
sables. Méme si ces domaines ont déji été utilisés dans d’autres contextes, nous estimons
que notre approche permet de les interpréter sous une autre optique, c’est-a-dire, comme
la généralisation aux polyedres convexes du concept de sous-espaces intérieurement sta-
bilisables de I’approche géométrique. Nous avons en outre montré que le calcul du plus
grand domaine mtérieurement stabilisable pour un polyédre convexe non borné peut étre
séparé en deux: le calcul d’un sous-espace intérieurement stabilisable suprémal et le calcul
d’un domaine intérieurement stabilisable suprémal pour un systéme réduit. Cette décom-
position est utile non seulement pour réduire l'effort de calcul, mais aussi pour faciliter le
calcul d’une loi de commande.

Ensuite, les résultats relatifs aux domaines intérieurement stabilisables ont été étendus
aux systdmes perturbés. A partir de cette extension, nous avons pu facilement dériver
des conditions d’existence de solutions au probléme £' A coiit garanti. Ces conditions,
établies en termes d’existence d’un domaine D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable
suprémal, constituent un progrés par rapport a celles disponibles jusqu’a présent dans la
littérature, dans le sens ou il n’y a la nécessité ni de tronquer le domaine de performance
pour le rendre compact, ni de faire appel & un compensateur dynamique déterminé o
priort. En plus, I'approche décomposée pour le calcul du domaine suprémal permet de
réduire 'effort de calcul et d’interpréter géométriquement le comportement du systéme
en boucle fermée. Cette interprétation géométrique appliquée & une classe particuliére
de systémes a donné lieu & la possibilité de calculer directement la solution optimale au
probléme ¢*.
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Pour terminer, nous avons étudié le probleme d’atténuation de perturbations persis-
tantes pour les systémes en temps continus, dit probleme £'. Cette étude a été basée sur
I'extension au cas continu des résultats de la D-(A, B)-invariance, et sur une approximas-
tion en temps discret, déja proposée dans la littérature, du systénic en temps contim.
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Chapitre 5

Sur I’(A, B)-invariance de Polyedres -
Systemes & Modeéle Incertain

5.1 Introduction

I arrive souvent que quelques paramétres des modéles des systemes dynamiques ne
solent, pas connus avec exactitude, mais qu’il soit cependant possible de déterminer des
intervalles dans lesquelles ces paramdtres prennent leurs valeurs. La commande pour de
tels systémes doit étre robuste dans le sens of I'objectif que 'on se fixe au niveau de la
synthese doit, étre atteint quelles que soient les valeurs de ces parametres.

Dans le cadre d’un probleme de commande sous contraintes, comme cela a été Ie cas
tout au long de ce mémoire, le but a atteindre est souvent d’empécher le vecteur d'état
de sortir de I'intérieur d’un domaine défini par les contraintes. Dans le cas d’un systeme
linéaire incertain, cet objectif peut étre satisfait en restreignant 1'état initial & un domaine
qui soit (A, B)-invariant pour toute paire (A, B) incluse dans un domaine d’incertitudes
défini par le champ de variation des paramétres incertains. Dans ce chapitre, de tels
domaines seront appelés domaines A — (A, B)-invariants. Nous montrerons comment les
concepts et résultats d’(A, B)-invariance de polyddres, obtenus dans les chapitre 2 et 3
dans le cas de modeles précisément connus, peuvent étre étendus aux systemes 4 modele
incertain. Les incertitudes considérées sont du type structuré, avec les matrices 4 et B
appartenant a un domaine convexe nommé « polytope de matrices ».

Ce probleme a déja fait 'objet de quelques études. En se basant sur les résultats
obtenus dans [45] pour les systémes en temps discret et a modéle certain, il a été montré
dans [17] qu’il est possible de forcer la trajectoire de I'état & rester dans un polyedre
compact si et seulement s’il existe pour chaque sommet de ce polyédre une commande
admissible telle que, & un pas, le vecteur d’état reste dans le polyedre, quelles que soient
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les valeurs des parameétres incertains de la paire (4, B).

Nous avons vu précédemment que I'(4, B)-invariance d’'un domaine compact implique
Pexistence d’unc fonction de Lyapunov, associée i ce domaine, garantissant la stabili-
sabilité des trajectoires du systéme. A partir de cette observation, une application tres
intéressante des domaines A — (A, B)-invariants a été proposée dans [18]. Dans le cadre
plus général d'un probléme de stabilisation d’un systéme incertain {en temps continn
ou discret), il y a été montré notamment que la classe de fonctions de Lyapunov poly-
édrigues est universelle dans le sens o1 §'il existe une commande continue et une fonction
de Lyapunov qui résolvent le probléme de stabilisation robuste du systéine, alors il existe
une commande continue et une fonction de Lyapunov polyédrique qui résolvent le méme
probleme. Autrement dit, la stabilisabilité d’un systéme incertain dans le sens de Lya-
punov implique la stabilisabilité « polyédrique » de ce systeme. Ce résultat a alors été
particularisé aux systémes soumis & des incertitudes structurées du type polytopique.

Les fonctions de Lyapunov polyédriques sont done plus générales, en ce qui concerne
la stabilisabilité robuste, que les fonctions quadratiques. Il n'en reste pas moins que les
méthodes numériques développées pour le calcul de fonctions quadratiques, basées sur
les LMI (linear matriz inequalifies), sont A présent trés performantes. L'utilisation de
fonctions polyédriques a cet effet présuppose done que l'on soit capable de développer des
méthodes numériques efficaces pour le calcul de telles fonctions.

L’étude menée dans ce chapitre apporte une contribution au développement de tech-
niques d’analyse et de commande robuste de systémes linéaires, basées sur les fonctions
de Lyapunov polyédriques. Nous proposons notamment des conditions nécessaires et suf-
fisantes, en termes de relations matricielles linéaires, pour qu'un polyédre convexe soit
A — (A, B)-invariant, c’est-a-dire, (A, B)-invariant par rapport a toute paire de matrices
(A4, B) appartenant & un domaine d’incertitudes polytopique. Deux exemples numériques
illustrent I'avantage d’utiliser cette caractérisation pour calculer le plus grand domaine
A — (A, B)-invariant inclus dans un polyédre donné, comparativement 3. la caractérisation
en termes de sommets proposée dans [17, 18].

5.2 A — (A, B)-invariance de Polyédres - Systémes en

Temps Discret

Soit le systeme linéaire en temps discret décrit par:

Tery = Az + B(p)u, (5.1)
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ou les matrices incertaines A(£) et B(y) appartiennent aux doimaines convexes Ajet Ap
définis respectivement par les polytopes de matrices ;

A "
Ay = {A ERVNLA=DgA, Se =1, &> 0}, (5.2)
=1 1=1
T3 ) ng
Ay 2 {B ERTLB=S B, S =1 p > 0} . (5.3)
3= =1

Définition 5.1 Un domaine 2 ¢ R est dit A — (A, B)-invariant par rapport au systéme
(5.1)-(5.3) si, Vz € Q, il existe un vecteur de commande, uv € R™ tel que Az + Bu ¢
Q, vAc Ay Be Ap.

Le plus grand domaine admissible & un pas cst maintenant donné par:

QOA)={zeR"; JucR": Az + Buc Q, VAe Ay, Be A} (5.4)

La A — (A, B)-invariance équivaut done A la condition géométrique :
2C QU A), (5.5)

ct le domaine Q est A—{A, B)-invariant par rapport au systéme (5.1)-(5.3) si et senlement
si:

QC QI A).

5.2.1 A — (A, B)-invariance de polyédres - cas général

Considérons maintenant le cas polyédrique, @ = R[G, p]. Définissons les matrices

suivantes : 3 ) A -
GA! ez 7
G A? GR! o
G A GB’
GA! GB?
(GA)? = : , (GB)® = : , 0= (5.6)
GA™ GB*? P
GA! GB"s p
| GAM | | GBs | o |
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Rappelons que G € R*". Donc: (GA)? € Rmarasxn (GB)A ¢ Rranpalxm of p& ¢
m(ng.ng.g)xl_

Le plus grand domaine admissible & un pas peut étre caractérisé ainsi:

Lemme 5.1

Q(RIG, pl, A) ={&; Fu; (GAYz 1+ (GB)*u < p*). (5.7)

Démonstration: La nécessité découle du fait que le vecteur d’état 2 doit étre admissible
par rapport & chaque paire de sommets A, B des polytopes de matrices A, et Ag. La
suffisance peut étre directement démontrée & partir de la définition de ces polytopes de
matrices (5.2), (5.3), sous la forme d’une somme convexe de leurs sommets. En effet, on
peut voir que, pour tout vecteur z vérifiant les inégalités (5.7), Ju tel que:

na . ng ' na ng
G(Z &EA N x + G(Z B u < p, V&, p; >0 Z& =1, Z i = 1.
=1 j=1 1=1 i=1

Par conséquent, z est admissible quelles que soient les matrices A € Ay et B € Ag. O

Définissons maintenant la matrice 72 € R*(47589) sous la forme suivante :
TA _ [ LU 2l Trasl L2 0 Tra2 L, Tlme .. 7manp ]7 (58)
ol les vecteurs ligne de T2 forment un ensemble générateur minimum du céne polyédrique
I'2 défini par:
T
e ={weRmmed . o >0, (GB)® w=0}. (5.9)

A partir du lemme précédent et des techniques employées dans le chapitre 2, la carac-
térisation explicite suivante de Q(R[G, p], A} peut étre obtenue:

Proposition 5.1
Q(R[G, pl, A) = R[TA(G A2, T2p). (5.10)

Une condition nécessaire et suffisante pour la A — (A, B)-invariance de R[G, p] est
donc donné par la relation d’inclusion

RIG, | C RIT*(GA)*, T%%)

qui peut étre traduite en relations matricielles & travers le résultat suivant:

Proposition 5.2 Le polyédre convere R[G, p| est A — (A, B)-invariant par rapport au
systéme (5.1)-(5.8) si et seulement s’il existe une matrice non négative Y € N9 telle
que :

YG = T2(GA)2, (5.11)

Yp < TR, (5.12)
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1l convient ici d’insister & nouvean sur les avantages de tester la A — {A, B)-invariance
au moyen de ces relations matricielles linéaires, comparativement 3 Papproche utilisée
dans [17], qui teste I'admissibilité sur chaque sommet d’un polyedre compact. En premier
lieu, les conditions de la proposition précédente s’appliquent a tout polyedre convexe, non
obligatoirement compact. En second lieu, la méthode proposéc dans {17] teste Pexistence
d'une commande admissible sur tous les sommets du polyadre en question. Dans le cas de
systémes soumis & des incertitudes du type (5.2), (5.3), cet inconvénient est, aggravé par
le fait que la commande sur chaque sommet doit étre admissible pour toutes les ny.np
paires de matrices (A%, BY).

5.2.2 A — (A, B)-invariance de polyédres symétriques

Etudicns 4 présent la A — (A, B)-invariance de polyédres symétriques § (@2, 11). Solent
d’abord les matrices (QA)* ct (QB)% définies de la méme fagon que les matrices (GAA
et (GB)® respectivement, avec G remplacé par @), et la matrice p® définie comme la
matrice p® avec p remplacé par p. Soient également la matrice T2, T4,] dont les
vecteurs ligne forment un ensemble générateur minimum du céne polyédrique I'® (5.9},

B A
avec (GB)® = [ (?QE;)A , et la matrice 72, sous-matrice de T2, — T2, formée en
supprimant les lignes (I'*y — T'4;); pour lesquelles ou bien (T2, — T2,); = 0, ou alors
(T2, — TRy); = —(T? — T25); pour un j < i. Le résultat suivant peut étre établi:

Corollaire 5.1 Le polycdre conveze symétriqgue S(Q, pt) est A— (A, B)-invariant par rap-
port au systéme (5.1)-(5.8) s1 et seulement s’il existe une matrice Y telle que:

YQ =T2(QA)%, (
Y| < | T2 b (

o83}

13)

o

14)

Une conséquence directe de ce résultat sont les conditions suivantes de A — (A, B)-
invariance d’un sous-espace vectoriel :

Corollaire 5.2 Le sous-espace ker(Q) C R est A — (A, B)-invariant par rapport au
systéme (5.1)-(5.3) si et seulement s’il existe une matrice Y telle que Y Q = TAQA)A.

T

Considérons mainienant ’espace quotient X = —-, la projection canonique P : R —
P 1 Y pro)j q

A, et les applications:

o A' i =1,..,n4, les applications induites dans X par les applications At données
par A'P = PA‘,
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e Bi j=1,..,np, données par B! = PB7,

e @, donnée par QP = Q.

Alors, le systéeme d’ordre réduit suivant peut étre défini dans X :

Trpr = A(E)T) + Bp)us, (5.15)

ainsi que le polyedre compact 5(Q, 1) = {Z; |Q7F| < j}, et son extension & R*, S(Q, u) =
5(Q, w)P. Le résultat suivant peut étre établi de facon analogue A celle employée dans la
démonstration du corollaire 2.3.

Corollaire 5.3 Le polyédre symétrique S(Q, u) est A — (A, B)-invariant par rapport au
systéme (5.1)-(5.83) si et seulement si:

1. Le sous-espace ker(Q) est A — (A, B)-invariant.

2. Le polyédre compact 5(Q, p1) est A— (A, B)-invariant par rapport au systéme {5.15).

On peut observer que la A — (A, B)-invariance du sous-espace ker((Q) est une condition
structurelle rarement satisfaite en général. Le cas ker(Q) = 0, qui caractérise les polyédres
S(@, 1) compacts, sera en pratique le plus intéressant.

5.2.3 Le domaine A — (A, B)-invariant suprémal

On peut montrer que la famille des domaines A — (A, B)-invariants inclus dans un
domaine ) est fermée sous 'opération « enveloppe convexe de 'union », ce qui assure
I'existence du domaine suprémal :

C™(§2, A) £ domaine A — (A, B)-invariant suprémal inclus dans Q,
lequel est donné par la récurrence:
C'i-i—l = Q(C“A) ﬂCi, avec C() = Q,

C®(Q, A) = lim C;.
11— 00
Un algorithme de calcul de ce domaine suprémal pour (2 = R[G, p] peut étre dérivé de
l'algorithme 2.1. On peut remarquer a partir de la définition de Q(R[G, p], A) (5.10) que
cet algorithme peut générer des domaines polyédriques C; extrémement complexes, définis
par un nombre élevé de sommets. D'oit Pavantage d'utiliser la caractérisation (5.11),
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(5.12), au lieu de celle basée sur la représentation en termes de sommets dn polyédre,
pour tester la A — (A, B)-invariance a chaque pas de I'algorithme.

Supposons a présent que le domaine Q(R[G. p}, A) (ou une approximation poly-
édrique), représenté par un polyedre compact R[GT, p7'], ait été obtemu. La fonctionnelle
de Minkowski, ¥(z) = max {J:r est dans ce cas une fonction de Lyapunov polvédrique

: .

(A

du systéme incertain (5.1)-(5.3), lequel est alors stabilisable.

Les résultats obtenus dans cette section penvent étre étendus sans peine aux systémes
soumis a des contraintes sur la commande et & des perturbations bornées.

Exemple 5.1

Supposons maintenant que trois parametres du systéme de Vexemple 2.1 soient incer-
tains:

0
1+ 73

A=

?

0.4 0.9+ o D=

avec —0.1 <o) <01, -02 < ay €02, 0.1 < B8 < 0.1. Les matrices A et B appar-
tiennent donc aux domaines convexes A A et Ap donnés par:

1 4
AAZ{A;AZZ&AI, Yo&=1, &-20},
3 =1

=1

2 2
ABZ{B;B:Z#_;;Bj, Zuj:]-) szo}s
J=1

3=1
ol: ] ] )
g | 0408, 04 08
| 04 18} |08 18|’
|04 g 04 |
| 04 18 | |08 18 |
Bl Ol po| O]
0.9 |’ |11

Le polyedre R[G,p] est le méme que celui de Pexemple 2.1. Le calcul du domaine
A — (A, B)-A-contractif suprémal inchus dans R[G, p], avec X = 0.8, donne, au bout de 23
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itérations, C*°(R[G, p], A, \) = R[G*, p¥], avec:

-1 -1 1
~1 0.35 1
025  —05 1
—2.0087 —4.0722 2.9668
oo | TL206 —a0m2 | L, | 2.9668
0.9947  1.3025 3.4490
0.9947  1.3934 3.4490
0.1866  1.5372 3.4490
0.9947  1.4462 3.4490
| 0.9947 15372 | | 3.4490 |

Les polyedres R[G, p] et R[G*, p**] sont représentés dans la figure 5.1.

Ty Ll

F1G. 5.1 - R{G, p] et C®(R[G, p], A, A).

5.3 A~ (A, B)-invariance de Polyédres - Systémes en
Temps Continu

Soit le systéme linéaire en temps continu décrit par:

z(t) = A(§)x(t) + Bp)u(?), (5.16)
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ou les matrices incertaines A(£) et B (1) appartiennent aux domaines convexes A 4 et A B
définis comme dans (5.2), (5.3):

A . na
Ay {A RV A=A, Y g=1, &> 0}, (5.17)
i=1 i=1
A np ) np
Ap =4BeR™™ B=> 1B, S u=1, u>0y. (5.18)

Définition 5.2 Un domaine  C R" est dit A — (A, B)-invariant par rapport au systome
(5.16)-(5.18) si pour tout état initial x(0) € §2 il existe une fonction de commande u(t),
t >0, telle que z(t) c AVt >0, VA € Ay, Be Ag.

Des conditions nécessaires et suffisantes pour la A — (A4, B)-invariance d’un polyddre
R[G, p| sont données par le résultat qui suit.
Définissons d’abord ’ensemble d’indices:
I()={k; b=j+(s—1)g, s=1,.,npng}, (5.19)
et considérons les matrices (GA)®, (GB)®, p® (5.6) et T2 (5.8).

Proposition 5.3 Le polyédre conveze R|G, p] est A — (A, B)-invariant par rapport au
systeme (5.16)-(5.18) si et seulement s’il existe une matrice Y ¢ R%9 telle que:

YG = THGA®, (5.20)
Yp <0, (5.21)
Vi > 0 siT%; =0Vk e I(y). (5.22)

Démonstration :

Nécessité : Supposons que R[G,p| soit A — (A, B}-invariant par rapport au systéme
(5.16)-(5.18). Soit T'%; un vecteur ligne de T4, A partir de la définition de la matrice T2,
ce vecteur est un générateur du cone I'®. 11 est non négatif et vérifie:

T3, (GB) = 0. (5.23)
Le programme linéaire suivant, noté (F;), peut étre associé a ce vecteur :
max z; = T2,(GA) z

sous: Gz =p; si T # 0 pour au moins un k € (7)), (5.24)
Giz < p; siT®; =0Vk € I(5). (5.25)
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Le probleme dual de (£,), noté (D;), est défini comme suit :

n%,in ¥ = Yip

SOUS V.G =T2,(GA)
Yi; >0 si T4, =0Vk € I(5).

[ui) B ]
OV R N}
-1 &

Deux situations sont donc possibles:

— Si Pensemble de conditions (5.24), (5.25) est admissible, alors il définit une face de
R[G, p]. Pour que R[G, p] soit A — (A4, B)-invariant, il faut que sur chaque point
x de cette face, et pour chaque modele appartenant au domaine d’'incertitudes, le
déplacement infinitésimal soit admissible. 11 faut donc qu'il existe un vecteur de
commande « tel que

Gt <OVA €Ay, Be Ag, V5 ;T2 # 0 pour an moins un k Z(y),
et donc:

(GA)* 2+ (GBY*u <0V € I(5), ¥j ; T®« # 0 pour au moins un k € ().
(5.28)
La multiplication & gauche de chaque condition (5.28) par T2, donne, pour tout x
vérifiant (5.24), (5.25):

7z =T (GA)x < 0.

Par conséquent, la solution optimale au probléme (P;), notée 2! vérifie z7 < 0. Alors,
la valeur optimale de la fonction objectif du probléme dual (D), y?, vérifie:

*

v =% =Y"p<0.

— Si les conditions (5.24), (5.25) ne sont pas admissibles, alors la solution optimale &
(D;) est non bornée. Il existe alors un vecteur ligne Y; vérifiant (5.26), (5.27) et tel
que Y;p < 0.

Suffisance : Supposons qu’il existe une matrice Y vérifiant les conditions (5.20)-(5.22).
Soit un point z sur la frontidre de R[G, p|. Les lignes de la matrice G et du vecteur P
peuvent étre séparées en deux sous-ensembles, d’indices 1, 2, de dimensions g, gy, et

réordonnés comme suit :
G ,
G=|" Pl =",
Gy or
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tels que:

{GEI - e (5.29)

Gz < p;

On peut définir Pensemble d’indices suivant, associé 4 ce point sur la frontiere -

Ip={k; k=7+ (s~ D.g, s=1, ..na.np} pour tous les j tels que Gy est une ligne de
la sous-matrice G,

ainsi que les sous-matrices :

(GA)* g = (GA)%,, (GB)*, = (GB)*,, Yk € Ty

Soit la matrice non négative 7% dont les vecteurs ligne forment un ensemble géne-
rateur minimum du cone polyédrique {w > 0 ; w'(GB)*, = 0}. Tout vecteur ligne
T%,; peut étre complété avec des éléments nuls de maniére & former un vecteur 12 e I8

Alors, 4 Z > 0 tel que:
th =274

La multiplication & gauche des relations (5.20)-(5.22) par Z donne, avee Z = Y

ZG = t3GA)® =T (GA)",, (5.30)
Zp < 0, (5.31)
Zi; > 0sit®y =0 VkeZ(5). (5.32)

Les conditions (5.30)-(5.32) montrent, par dualité, que pour tout z vérifiant (5.29):
T%(GA)® z <0, (5.33)
D’aprés le lemme A.2, cette relation équivaut a lexistence d'un vecteur u € R™ tel que:
(GA)® oz + (GB)® Lu < 0,
et par convexité du domaine d’incertitudes:
Gpt = GpAr+ GpBu<0VYAc Ay, Be Ap.

Donce, comme dans la démonstration de la proposition 3.2, on peut montrer 'existence
d’une loi de commande dans la classe Cr, qui résulte en un déplacement admissible pour
chague condition initiale sur la frontiere de R|G, p]. D

Les conditions exprimées par cette proposition sont testées directement sur le systeme
réel, contrairement a celles proposées dans [18] qui sont exprimées en fonction d’un sys-
teme approché dont I'existence est garantie, mais pour lequel il n’y a pas de méthode
systématique de calcul.
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Appliquons & présent la proposition précédente au cas de polyedres symétriques. Soient
les matrices (QA)* et (QB)* définies de la méme fagon que les matrices (GA)2 et (GB)»
respectivement, avec G remplacé par @, et la matrice u® définie comme la matrice p™ avec
p remplacé par p. Soit aussi [T2; T4] une matrice dont les vecteurs ligne forment un

(@B)=
—-(@B)>
Soit également la matrice 72, sous-matrice de T2, — T2,, formée en supprimant les
lignes (I21 — T23); pour lesquelles ou bien (T4, — T4,), = 0, ou alors (T4, —T3,), =
—(T2, — T2;); pour un j < i. Par application directe de la proposition précédente, les
conditions de A — (A, B)-invariance d'un polyedre symétrique prennent la forme suivante :

ensemble générateur minimum du cone polyédrique I'® (5.9), avec (GB)? =

Corollaire 5.4 Le polyédre conveze symétrique S(Q, u) C R est A — (A, B)-invariant
par rapport au systéme (5.16)-(5.18) si et seulement s'il existe des maotrices Y; et Yy telles
que :

M =Y2)Q = (T% - T%,)(QA4)%, (5.34)
Yi+¥)u < 0, (5.35)
iy, 2 0 & T2, =0Vke Z(s), (5.36)
Yo > 0 s T =0Vke Z(). (5.37)

Une approximation du domaine A - (A, B)-invariant suprémal, inclus dans un polyedre
R[G, p] donné, noté C*{R[G, p], A), peut & nouveau étre obtenue en calculant le domaine
suprémal par rapport & un systéme approché d’Euler:

Ty = (L + 7A(E))xp + 7B (1) ug. {5.38)

Cette approche est utilisée dans (18], ou la A — (A, B)-invariance est testée vis-a-vis
du systéme approché a chaque pas de I'algorithme. L’exemple suivant montre qu’une
approximation plus fine de C*(R[G, p], A) peut étre obtenue lorsque I’on utilise les condi-
tions nécessaires et suffisantes de la proposition 5.3 {ou du corollaire 5.4) pour tester la
A — (A, B)-invariance a chaque pas.

Exemple 5.2

Cet exemple a été emprunté de [18]. Soit le systéme:

& = A(&)x(t) + Bu(t) + Ed(t), (5.39)
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0.1 o« 0 1
A= , B= .
-1 0.1 1 1
avec 1 <o <2, —0.05 < d(t) < 0.05. La matrice A appartient donc au domaine convexe
d’incertitudes:

pour lequel :

E =

2

g |01 o]0 2
-1 01|’ -1 01 |

[l s’agit d’un systéme & modéle incertain soumis A des perturbations bornées. Les condi-
tions de A — (A, B)-invariance de polyedres, obtenues précédemment pour des systémes
incertains non perturbés, peuvent étre facilement étendues au systeme de cet exemple.
Les détails de cette extension sont donc omis.

2
AA={A; A=>"¢AY & =1, 5220},
=1 i=1

ol

On souhaite calculer une approximation du domaine A — (A4, B)-invariant suprémal
niclus dans le polyedre symétrique S{Q, i) avec:

1] (1)

En exécutant la procédure de calcul du domaine suprémal C®(S(Q, u), A, D, A} par
rapport au SAE (5.38}, avec 7 = 1, A = 0.8, on se rend compte qu’au bout d’'une seule
itération on arrive & un domaine A — (A, B)-invariant avec un taux de convergernce expo-
nentiel € = 0.2 par rapport au systéme en temps continu (5.39). Par contre, si l'on teste
la A — (A, B)-invariance par rapport au SAE, alors trois itérations sont nécessaires, ce
qui résulte en une approximation moins bonne, comme montrée dans la figure 5.2.

Le domaine A — (A, B)-invariant obtenu est donné par S(Q!, u!), avec:

10
Q=111 1 , ,ul = 5
1.1 2 H
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Fia. 5.2 - 5(Q, ) et deux approzimations de C=(S(Q, 1), A, D,¢€), avec la A — (4, B)-
invariance testée par rapport au systéme en temps continu (trait continu ) et par rapport
@ un SAE (trait discontinu).

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes placés dans le cas ol quelques paramétres des mo-
déles linéaires de représentation des systémes dynamiques ne peuvent pas étre déterminés
avec exactitude. Seules des bornes sur ces paramétres peuvent étre établies. Pour traiter
ce cas, il a été nécessaire d’étendre la caractérisation de la propriété d’(A, B)-invariance de
polyedres convexes, proposée dans les chapitres 2 et 3, & des systémes dont le modéle est
soumis & des incertitudes structurées, la structure de ces incertitudes étant caractérisée
par appartenance des matrices A et B & un domaine convexe polytopique.

Nous avons désigné par domaines A— (A, B)-invariants les domaines de 'espace d’état
pour lesquels il existe une commande capable de forcer le vecteur d’état & y rester, pour
toutes les paires (A, B) appartenant au domaine d'incertitudes. Nous avons ensuite établi
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polyédre convexe soit A — (A, B)-
invariant, sous la forme de relations matricielles linéaires. Comparativement & d’autres
caractérisations trouvées dans la littérature, celle que nous avons proposée a avantage
de s’appliquer & tout polyédre convexe, et de ne pas nécessiter le calcul de sommets de
polyédres. Les cas de systémes en temps discret et en temps continu ont été traités.

Le concept de A — (A, B)-invariance de polyédres se réveéle particulidrement utile
pour la résolution de deux problemes importants de commande de systémes linéaires: le
probleme de commande robuste de systémes soumis & des contraintes linéaires, et le pro-
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bléeme de stabilisation robuste. Dans les deux cas on peut étre amené 3 calculer le domaine
A — (A, B)-invariant suprémal inclus dans un polyedres donné. Cest principalement dans
le calcul de ce domaine suprémal que notre contribution trouve son importance. Comme
nous avons pu le constater & travers les exemples numériques, plusicurs itérations peuvent
eétre nécessaires pour que 'algorithme de calcul converge. I est done souhaitable que le
test de A — (A, B)-invariance soit fait de facon numériquement efficace. Nous estimons
qu'a cet égard le test de A — (A, B)-invariance au moyen des relations matricielles i
néaires proposées dans ce chapitre est plus efficace que le test effectué sur chaque sommet
du polyedre. D’autant plus que pour les systémes incertains les domaines suprémaux sont
en général définis par un nombre important de sommets.

L'intérét de la caractérisation que nous avons proposée est encore plus grand dans
le cas de systémes en temps continu. La A — (A, B)-invariance peut en cffet étre testée
dircctement sur le systéme en temps continu, plutét que sur un systéme approché en femps
discret. Nous avons montré a travers un exemple que le fait d’éviter d’utiliser ce systeme
approché peut résulter en une approximation plus fine du domaine A — (A4, B)-invariant
suprémal.
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Conclusion Générale

Dans la quasi totalité des problémes réels d’Automatique, on est confronté i dos 8VE-
temes dynamiques sujets & des limitations d’ordre physique ou d’ordre technologique, ou
parfois dictées par des impératifs de sécurité. Ces limitations se traduisent dans la ma-
jorité des cas par des contraintes linéaires sur les variables (’état et Jou de commande
du modeéle de représentation du systéme. La prise en compte de telles contraintes dans
la conception des asservissements des systemes dynamiques fait depuis quelques années
I'objet d’études intensives.

Dans ce mémoire, nous avons présenté un ensemble de contributions portant sur 'ana-
lyse et la commande de systémes linéaires contraints, avec, comme base théorique, ’ap-
proche par invariance positive. L'idée maitresse de cette approche est de contraindre 'état
du systéme & évoluer dans un domaine, alors nommé domaine positivement mvariant, in-
clus dans le domaine défini par les contraintes. En Poccurrence, puisque nous nous sommes
limnités au cas de contraintes linéaires, elles définissent des polyedres convexes dans I'espace
d’état.

En particulier, la propriété d'( A, B)-invariance de polyedres convexes de Pespace d’état
a été étudiée en profondeur. La vérification de cette propriété permet de conclure sur Ia
possihilité de confiner I’état d’un systéme linéaire 4 'intérieur d’un domaine donné, au
moyen d'une action de commande adéquate, sans pour autant imposer au préalable des
restrictions sur la nature de cette commande. Cet outil théorique nous a permis également

de traiter quelques problémes importants de commande sous contraintes de systémes
linéaires.

Nous avons d’abord fait un bilan succinct des concepts et résultats de base de I'ap-
proche par invariance positive. L’invartance positive d’'un polyedre convexe est caractérisée
par l'existence de solutions & deux relations matricielles linéaires. Le test d’existence et
le calcul d’une loi de commande par retour d’état linéaire rendant positivement invariant
un polyedre donné peut alors se faire de fagon simple par résolution d’un probléme de
programmation linéaire. Nous avons proposé des conditions structurelles pour Dexistence
d’une telle loi de commande dans le cas de polyddres symétriques non bornés et pour
des systémes & modele incertain. Le choix au préalable de ce type de loi commande s’est
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toutcfois révélé limitatif, car dans de nombreux cas un polyédre ne peut pas étre rendu
positivement invariant par une commande linéaire, Paccomplissement de cet objectif au
moyen de lois non linéaires étant pourtant possible. Le concept d’(4, B)-invariance permet
Justement de considérer directement des lois de commande plus générales,

Dans un premier temps, nous avons proposé des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'un polyedre convexe soit (4, B)-invariant relativement i un svstéme en temps
discret. Etant données la paire (A, B) qui définit le systéme et les matrices qui définissent le
polyedre, les conditions d’( A, B)-invariance prennent, A instar des conditions d’invariance
positive, la forme de relations matricielles linéaires. Cette forme les rend faciles & tester.
Elles sont en outre applicables & tout polyédre convexe.

Dans le cadre d'un probléme de satisfaction de contraintes, il se peut que le polyédre
défini par le contraintes ne soit pas (A, B)-invariant. Une solution possible dans ce cas
est de restreindre état initial du systéme au domaine (A, B)-invariant suprémal inclus
dans le domaine de contraintes. Nous avons tiré profit des relations d’(A, B)-invariance
pour développer un algorithme efficace de caleul de ce domaine suprémal. Nous avons
¢galement étendu étude de (A, B)-invariance a des systémes linéairement contraints sur
la commande. En ce qui concerne le caleul d’une loi de commande rendant positiveinent
mvariant un polyédre (A, B)-invariant, nous avons présenté une extension au cas général
d’une loi linéaire par morceaux proposée dans la littérature. En raison de la complexité
de cette loi, nous avons étudié la possibilité de concevoir des lois plus simples. Nous
avons alors montré que Yexistence d'une loi lindaire est conditionnée & la satisfaction
de relations matricielles linéaires particulieres, légérement plus fortes que les relations
d’( A, B)-invariance.

Les résultats obtenus en temps discret ont été ensuite étendus aux systémes en temps
continu. Les conditions d'(A, B)-invariance ont & nouveau été exprimées sous la forme
de relations matricielles linéaires. Ces conditions, nécessaires et suffisantes, sont testées
directement sur le systéme en temps continu, contrairement & une autre caractérisation
trouvée dans la littérature qui fait appel & une approximation en temps discret du systéme
d’origine. Cela a des implications importantes dans le calcul du domaine (A, B)-invariant
suprémal inclus dans un polyedre donné. Puisqu’il n’est pas possible, en général, de le
faire avec exactitude, on cst obligé de calculer une approximation de ce domaine suprémal.
Une approximation plus fine peut étre obtenu lorsque, a chaque itération de Palgorithme
de calcul, I'(A, B)-invariance est testée directement sur le systéme en temps continu.

La propriété d’(A, B)-invariance a également été étendue au cas de systémes dont le
modele est soumis & des incertitudes paramétriques appartenant & un domaine convexe.
Nous avons présenté des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un polyédre convexe
de l'espace d’état soit A — (A, B)-invariant, c’est-a-dire, pour qu’il existe une commande
telle que toute trajectoire partant d’un point de ce polyédre y reste, quelles que soient
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les valeurs prises par les paramétres incertains. Une application majeur du concept de
A — (A, B)-invariance est dans la recherche d’une fonction de Lyapunov polyédrique qui
prouve l'existence d'une commande qui stabilise de facon robuste le systéme incertain.
Cette application est d’autant plus intéressante qu’il a été montré par ailleurs que, par
rapport au probleme de stabilisabilité robuste, les fonction de Lyvapunov polyédriques sont
plus universelles que les quadratiques, communément employées pour la résolution de co
type de probléme. Le calcul de fonctions polyédriques représente toutefois une lourde tiche
numérique. Les relations de A — (4, B)-invariance sous la forme de relations matricielles
lindaires peuvent pallier cette difficulté, méme si un grand effort dans ce sens reste i
accomplir.

En étendant I'étude de I'(A, B)-invariance i des systémes linéaires soumis 4 des pertur-
bations additives bornées, & travers la définition du concept de D-(A, Bl-invariance, nous
avons proposé une approche géométrique pour la solution du probléme d’atténnation de
perturbations persistantes, connu dans la littérature sous la dénomination de probléme 01
L’objectif de ce probleme est de limiter Pamplitude maximale des signaux de sortic d’un
systéme excité par des signaux de perturbation d’amplitude bornée, tout cn stabilisant
asymptotiquement en boucle fermée les trajectoires de I'état. Cette limitation en atnpli-
tude définit un domaine polyédrique symétrique (généralement non borné) de contraintes
sur I’état, lesquelles contraintes ne peuvent étre respectées que si le polyedre qu’elles dé-
finissent contient un domaine D-(A, B)-invariant. Cette condition n’est pas suffisante en
général, car I’(A4, B)-invariance d’un polyaédre non borné n’implique pas existence d’une
commande qui accomplisse stmultanément les objectifs de rendre ce polyedre positivement
Invariant et de stabiliser asymptotiquement le systeme. Nous avons proposé d’aborder ce
probleme & partir de la définition de domaines (A, B)-tnvariants intérieurement stabili-
sables. Un niveau de performance ' donné peut étre obtenu si et seulement s'il existe
un domaine D-(A, B)-invariant intérieurement stabilisable inclus dans le domaine de per-
formance. Nous avons donc montré que le domaine intérieurement stabilisable suprémal
inclus dans un polyedre symétrique non borné peut étre calculé de facon décomposée,
ce qui permet de réduire Peffort numérique requis par ce calcul. Cette décomposition
se répercute sur le calcul de la loi de commande, et permet également de déduire des
propriétés dynamiques du systéme en boucle fermée. En particulier, nous avons montré
qu’a partir de cette interprétation géométrique du probléme £', une solution directe peut,
étre déduite pour une classe importante de systémes. Finalement, nous avons discuté la
solution du probléme d’atténuation de perturbations persistantes pour les systémes en
temps continu. Les résultats théoriques du cas discret peuvent étre plus ou moins direc-
tement transposés au cas continu. La différence principale se situe au nivean du domaine
intérieurement stabilisable suprémal, lequel ne peut pas généralement étre calculé avec
exactitude. La encore, les relations de D-(4, B)-invariance que nous avons proposées se
révelent tres utiles pour le calcul d’un domaine approché.
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En termes de perspectives de ce travail, nous estimons qu’un effort important reste
a faire dans la recherche de lois de commande plus simples pour imposer I'invariance
posttive de polyédres (A, B)-invariants. Il serait particuliérement souhaitable de pouvoir
déduire une telle loi directement des relations d’( A, B)-invariance. Une piste possible serait
d’envisager des lois de commande dynamicques.

Concernant la solution du probléme £!, quelques améliorations sont également pos-
sibles dans la minimisation de la norme £i. Dans quelques exemples que nous avons traités,
nous avons en effet pu déterminer cette valeur minimale directement A partir du domaine
intérieurement stabilisable suprémal relatif au systéme non perturbé. Nous avons ainsi
évité de reéaliser le calcul, souvent lourd, de domaines D-{A, B)-invariant suprémaux pour
des valeurs décroissantes de la norme ¢!, ce qui a permis de réduire considérablement
Peffort de calcul requis. Le probléme de généralisation de cette approche reste ouvert.

Une autre idée a approfondir est d’utiliser les degrés de liberté offerts par la commande
qui accomplit un niveau donné de performance £', pour essayer de satisfaire des objectifs
de commande complémentaires, comme par exemple la minimisation d’un cout Hs ou H,
ou le placement de quelques valeurs propres en boucle fermée. Le paramétrage de la loi
de commande que nous avons proposé, issu du changement de Ia base de représentation
du systéme, peut étre utile a cet effet.

Un autre axe de recherche d’'intérét pratique certain consiste a étudier des systémes
pour lesquels toutes les variables d’état ne sont pas accessibles. Cela permettrait de trouver
des solutions & certains problémes ouverts, tels que, parmi d’autres, les problémes de
commande sous contraintes, de stabilisabilité robuste, et de minimisation de la norme

¢ par retour de sortie. Quelques études préliminaires dans cette direction ont déja été
entamées.
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Annexe A

Cones et Polyeédres

A.1 Domaines Polyédriques

Un polyedre convexe fermé de R, R[G, ], avec G € R*™ et p € R, est défini par
I'ensemble d’inégalités lindaires :

R[G,p|={z e R"; Gz < p).
Un cone polyédrique de R", R[G, 0], est défini par I’ensemble d’'inégalités linéaires :
R[G,0]={z e ®"; Gz < 0}.
Un polyedre convexe symétrique de R", § (Q, 1), est défini, pour g > 0, par 'ensemble
d’inégalités linéaires:

S(@ ) ={zeR"; |Qz| < p}.

Le domaine S(Q), u) peut étre écrit sous la forme R[G, pl, avec g = 2q et

_QQ}, p=[ﬂ. (A1)

Un polytope est un polyedre compact.
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A.2 Générateurs de Cones Polyédriques
Un ensemble générateur du cone polyédrique R[G, 0] est défini comme suit :

Définition A.1 Les vecteurs colonne de la matrice M forment un ensemble générateur
du cone polyédrique R[G,0] si et seulement s'il existe un vecteur non négatif £ tel que
© = Mg, vz € R[G,0]. Chaque vecteur colonne de M est un générateur de R[G, 0.

Définition A.2 Un ensemble générateur de R[G, 0] est dit ensemble générateur mingmum
sl est formé par le plus petit nombre possible de générateurs.

L enveloppe affine de R[G, 0] est donnée par A = R[G,0]N—R[G,0] = {z e R*; Gz =
0} [70]. La dimension de Uenveloppe affine est i = n—rang(G). Dans le cas général, tout
cone polyédrique R[G, 0] peut étre décomposé sous la forme R[G, 0] = P+ A, ot P est un
cone propre. Si A = {0}, le cOne est pointé et un ensemble générateur peut étre obtenu
en sélectionnant un vecteur non nul de chaque rayon extréme du cone. Cet ensemble de
vecteurs forme un ensemble générateur minimum [30].

A.3 Décomposition de Polyédres

A.3.1 Polyedres généraux

Tout polyédre R[G,p] C R™ admet une décomposition minimale [70] sous la forme
de la somme du cdne caractéristigue R[G, 0] avec un polytope IT défini par ses sommets
(51,00 2p)

R[G,p] = R|G,0] +1I, (A.2)
L’addition de ces deux domaines est définie par:
z € R[G,p} = e R|G,0], zel; z=y+ 2.
Chaque sommet (z, ..., zp) du polytope II est sur une face minimale du polyedre R[G, p|.

Si les vecteurs M;, (7 = 1,..,¢) forment un ensemble générateur du céne poly-
édrique R|G, 0], alors tout point = € R[G, p} peut &tre défini par 'ensemble de coefficients
(ay,...,c) et (B,..., By) & travers expression linéaire:
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¢ »
7=1 i=1
avec oy 20V =1,..,¢;0< 3 <1Vi=1,..,p, &0 4 < 1.

Il faut remarquer que le polytope TT appartient toujours au polyedre R[G, p|, ce qui
peut étre montré en sélectionnant y = 0 dans la décomposition (A.3). Au contraire, le cone
caractéristique R[G,0] n’appartient & R[G, p| que si le vecteur nul appartient également,
a R[G, pl.

A.3.2 Polyédres symétriques

Le cOne caractéristique associé au polyedre symétrique S (@, 1) C R™ est défini par
, Qe < 0
I'ensemble d’inégalités: Qr < 0 ce qui définit également son enveloppe affine
—Qr <

A = ker(Q), de dimension n — r, avec r =rang((Q).

Chaque sommet (py, ..., p,) du polytope II associé i S{Q, 1) doit étre situé sur une face
minimale du polyedre R[G, p]. Ce polyedre est clairement symétrique. Un choix particulier
pour 1l peut étre défini par la projection de S(Q, u) sur le sous-espace ker(Q)*, orthogonal
a ker(Q)). Ainsi, sous le choix TI < ker(Q)*, la décomposition (A.2) de R[G, p], avec G
et p définis comme dans (A.1), est unique et minimale [70]. Par conséquent, le polyddre
x € 5(Q, u) peut étre uniquement décomposé ainsi:

S(@,u) = ker(Q) + 11 (A4)
Tout point z € S(Q, 1} est ainsi donné par:

=z"+a", avec 2 € ker(Q) et 2" ¢ II.

A.4 Le Lemme de Farkas

Lemme A.1 Soit M une matrice et v un vecteur. Alors, 3z © Mz < v st et seulement
sty > 0Vy >0 yM =0.

L’ensemble de vecteurs ligne candidats y tels que y > 0 , yM = 0 forme un cone
polyédrique pointé. Dans ce mémoire, ce cOne est nommé noyeu non négatif ¢ gauche de
la matrice M.
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Soit W une matrice non négative dont les vecteurs ligne forment un ensemble géné-

rateur minimum de noyau non négatif & gauche de A{. Alors, le Lemme (A.1) peut étre
énoncé autrement comme suit:

Lemme A.2 Jdz ; Mz < v si et seulement si Wo > 0.

Par convention, W = 0 si le noyau non négatif & gauche de M ne contient que le
vecteur ligne nul.

Comme cela a été montré dans [54], il est possible de calculer la matrice W par la
technique d’élimination de Fourier-Motzkin {70].

Dans le cas de contraintes égalité, la version étendue du Lemme de Farkas suivante
peut étre énoncée :

Lemme A.3 Soit M et V' deuz matrices de dimensions approprides. Alors, 3X ; MX =
V' si et sculement st yV =0 Vy; yM = 0.

Une autre variante de Lemme de Farkas fournit un ensemble de conditions nécessaires
et suffisantes sous lesquelles R[G, p] C R[P, 1], avec P € RP*" ot o) € RP [48]:

Lemme A.4 Pour z € R", l'ensemble d’inégalités Px < 1 est vérifié pour chaque point
du domaine polyédrique convere non vide défini par U'ensemble d'inégalités Gx < p si
et seulement s’il eriste une matrice duale U € RP*T quec toutes ses composantes non
négatives et qui vérifie:
e
Up

P,
.

A
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Sur I’{4, B)-invariance de poly2dres convexes ; application & la commande sous contraintes et an
probléme £

Ce travail porte sur I'étude de la propriété d’(4, B)-invariance de polyedres convexes et son application 3
la commande sous contraintes et au probléme 71,

D’abord, nous proposons une caractérisation explicite de 1'( 4, B)-invariance de polyédres convexes pour
des systémes en temps discret. Cette caractérisation se traduit par des conditions nécessaires et suffisantes sous
la formne de relations matricielles lindaires, ot présente deux avantages majeurs vis-a-vis de celles rencontraes
dans la littérature: elle s’applique & tous les polyédres convexes et clle ne nécessite pas le caleul de sommets. Ces
avantages se font sentir notamment dans le caleul du domaine (4, B)-invariant suprémal inclus dans un polyedre
donné, pour lequel nous proposons une méthode numétigue. Le probleme de calealer une loi de rommande
rendant positivement invariant en bowcle fermée un polyedre (A, B)-invariant cst également traité. Les relations
d’(A, B)-invariance sont alors génér: lisées & des systémes soumis 2 des contraintes linéaires sur la commande et
a des systémes soumis 4 des perturiations additives horndes. Puis, les résultats obtenus en temps discret sont
étendus aux systémes en temps continy.

Ensuite, le probleme d’atténnation de perturbations additives persistantes, connu dans la littérature comme
probléme £ est étudié. Les domaines (A, B)-invariants intérieurement stabilisables sont d'abord caractirisés.
Puis, nous proposons une approche décomposée pour le caleul du domaine intérieurement stabilisable suprémal
inclus dans le polyédre défini par les contraintes de performance #'. Un niveau de performance donné est attei-
gnable si ot seulement si ce domaine suprémal n’est pas vide. Cette approche géométrique permet notammnent
de déterminer directement la solution du probléme £ pour une classe importante de systémnes.

Enfin, nous étendons I'étude de (A, B)-invariance de polytdres A des systémes dont le modéle est soumis
a4 des incertitudes du type structuré,

Mots clefs : Systémes linéaires, invariance positive, commande sous contraintes, (4, B )-invariance, atténuation
de perturbations, probléme ¢!,

On (4, B)-invariance of convex polyhedra; application to the control of constrained systems and
to the # control problem

This work analyses the property of (A, B)-invariance of convex polyhedra and its application to the control
of constrained systems and to the £' control problem.

Firstly, an explicit characterization of {A, B)-invariance of convex polyhedra for discrete-time systems is
proposed. Such a characterization amounts to necessary and sufficient conditions in the form of linecar matrix
relations, and presents two major advantages compared to the ones found in the literature: it applies to any
convex polyhedron and it does not require the computation of vertices. Such advantages are particularly felt in
the computation of the supremal (4, B)-invariant domain included in a given poltyhedron, for which we propose
a numerical method. The problem of computing a control law which makes an (A, B)-invariant polyhedron pos-
itively invariant in closed-loop is treated as well. The (A, B)-invariance relations are then generalized to systems
subject to lincar constraints on the control vector and to systems subject to bounded additive disturbances.
The results obtained for discrete-time systems are then cxtended to continuous-time systems.

Next, the problem of attenuation of persistent additive disturbances, known in the literature as the ¢!
control problem, is studied. The internally stabilizable {4, B)-invariant domains are firstly characterized. Then,
a decomposed approach is proposed for the computation of the supremal internally stabilizable domain included
in the polyhedron defined by the ¢! performance constraints. A given performance is achievable if and only if this
associated supremal domain is not empty. Such a geometric approach allows to directly determine the solution
of the ! problem for an important class of systems.

Finally, the study of (A, B)-invariance of polyhedra is extended to systems whose model is subject to
structured uncertainties.

Keywords: Linear systems, positive invariance, control under constraints, (A, B)-invariance, disturbance at-
tenuation, £' cantrol problem.



