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Introduction

Dans le cadre du projet Monastir regroupant les industriels Renault, PSA, Michelin,
SNCF, nous avions pu voir les limites des méthodes de linéarisation dans le domaine du
Crash. Cette expérience, partiellement rapportée en section 3.7.2 page 55, est a l'origine du
travail que nous présentons dans cette these.

D’autre part, dans de nombreux problemes d’optimisation pratiques, les critéres a mini-
miser sont le résultat de I'exécution de codes de calculs longs auxquels on ne peut pas se
permettre de faire appel trop souvent. Il est également assez fréquent que les dérivées de ces
criteres par rapport aux parametres a optimiser soient inaccessibles. Dans d’autres cas, il se
peut que le phénomene physique soit tellement instable que le gradient, bien que calculable,
ne soit pas d’une grande utilité en raison de son caractere trop local. C’est essentiellement
pour ces raisons que nous nous sommes intéressés a la construction de modeles qui four-
nissent une bonne approximation peu couteuse en temps de calcul des criteres a minimiser.
Afin de pouvoir utiliser des techniques d’optimisation basées sur 'utilisation du gradient,
nous cherchions également a batir des modeles qui disposent de dérivées d’ordre un. Nous
sommes parvenus a satisfaire toutes ces exigences en nous servant des réseaux de neurones.

Les réseaux de neurones cherchent a imiter la structure (neurones, synapses, ...) du cer-
veau humain. En 1943, Warren McCulloch (neurophysiologiste) et Watter Pitts (mathéma-
ticien) [51] ont construit un réseau de neurones capable de traiter des nombres binaires.

En 1949, Donals Hebb décrit les processus d’apprentissage. Ces travaux sont a l’origine
des fonctions d’apprentissage utilisées actuellement. En 1957, Frank Rosenblatt crée le pre-
mier modele de réseau neuronal avec apprentissage supervisé. Ce modele est trés important,
car il est capable de généraliser. Cela signifie qu’il a la capacité de restituer une réponse
correcte pour des données non apprises. Un des inconvénients de ce modele est qu’il n’a pas
la capacité de résoudre des problemes qui ne sont pas linéairement séparables. Les réseaux
de neurones sont utilisés pour la premiere fois pour résoudre des problemes réels en 1960 :
ADALINE (ADAptative LInear Elements).

Les méthodes neuronales sont abandonnées par la communauté scientifique en 1969.
Elles reviennent au gott du jour dans les années 80, avec, la méme année (1985) la concep-
tion de l'algorithme de rétro-propagation du gradient (que 1’on appelle méthode adjointe en
mathématiques appliquées) et la publication du livre de John Hopfield sur les réseaux de
neurones. En 1986, Rumel Hart et McClelland utilisent I’algorithme de rétro-propagation du
gradient pour résoudre des problemes hors de porté du perceptron : ils utilisent des réseaux
multicouches.

Les réseaux de neurones sont utilisés dans de nombreuses applications issues de différents
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domaines (cf. chapitre 3). Bien que I'algorithme d’apprentissage supervisé nécessite lui-méme
la résolution d’un probleme d’optimisation, I'utilisation directe de réseaux de neurones pour
résoudre des problemes d’optimisation globale n’est pas, a notre connaissance, encore tres
habituelle. On peut trouver des travaux sur ’optimisation en utilisant les réseaux de neurones
depuis quelques années [60, 11, 57, 71, 68, 32]. On peut citer des travaux récents combinant
méthodes neuronales et algorithmes génétiques [3, 14, 62, 30, 75, 55].

Afin d’illustrer immédiatement I'apport de notre travail, nous allons comparer un résultat
d’approximation de la fonction parabole ((x,y) — 2? + y*) par une approche neural clas-
sique. Nous présentons la meilleure approximation que nous avons obtenu avec la « tool-
box » de Matlab.

On peut constater sur cette figure 1 que Matlab introduit des oscillations pour approcher
une fonction lisse.

Au contraire, nous verrons a la section 4.2.1 (page 70) que la méthode que nous proposons
nous permet d’approcher une fonction oscillante, dont on cherche le minimum global, par un
réseau lisse.

surface approchée par le reseau de neurones

Var. fixes

I
S
ST
A\ ,

-5 -10

Notre méthode zéro-mémoire

Réseau neuronal classique

Fic. 1 — Comparaison a Matlab

Dans le chapitre 1, nous allons motiver notre étude de 'utilisation des réseaux de neurones
en optimisation. Dans un premier temps, nous expliquerons comment ce travail peut apporter
une solution au probleme de la perte de stabilité lors de la linéarisation d’un probléme
d’évolution non linéaire. Ensuite, on s’intéressera a I'optimisation de fonctions qui présentent
plusieurs minima locaux (fonctions oscillantes). Enfin, on décrira brievement 'intérét de ce
travail pour I'optimisation de fonctions de type “boite noire” [52].

Le chapitre 2 porte sur les plans d’expérience dont nous nous servons pour choisir d’une
maniere judicieuse les couples utilisés au cours de 'apprentissage du réseau. Apres quelques
rappels sur les plans d’expérience, nous décrirons comment nous les utilisons pour construire
des couples d’apprentissage.

Au chapitre 3, nous commencerons par de brefs rappels sur les réseaux de neurones (sujet
amplement développé dans la littérature depuis les années 80 : [1, 15, 16, 17, 33, 34, 35, 36,



Introduction 3

45, 59, 69]). Nous décrirons ensuite une méthode d’apprentissage zéro-mémoire que nous
avons développée en couplant des techniques telles que la méthode de Gauss-Newton, le gra-
dient conjugué, les modes de la différentiation automatique, ... Nous détaillerons également
quelques méthodes de régularisation utilisées pour pallier a d’éventuelles erreurs sur les
données. Ces méthodes font intervenir : la méthode de Tikhonov, la stratégie d’arrét de ’ap-
prentissage, la taille du modele et pour terminer I'utilisation de la méthode de Gauss-Newton.
Cette approche de régularisation permet en plus d’éviter les minima locaux (qui posent un
sérieux probléme pour les méthodes classiques), en augmentant la taille du modele pour as-
surer I’apprentissage et en le réduisant ensuite pour la régularisation. Enfin, nous illustrerons
la méthode d’apprentissage par des résultats numériques, aussi bien sur des cas académiques,
que sur des cas industriels. Tous les aspects présentés, sur I’exemple de réseaux neuronaux
peuvent, a priori, étre adaptés a tous problemes inverses

Au dernier chapitre, nous verrons comment nous avons exploité les réseaux de neurones et
leur gradient pour résoudre des problemes d’optimisation des types présentés au chapitre 1.






Chapitre 1

Motivation a D’utilisation des réseaux
de neurones

1.1 Dérivation d’un probleme d’évolution non linéaire

Les problemes modélisés par des équations d’évolution non linéaires comme I’équation de
Burger, les équations de Navier-Stokes ou le probleme du pendule possedent des propriétés
de stabilité. Ces dernieres sont essentiellement basées sur une estimation de type énergie et
découlent du fait que le probleme non linéaire décrit un phénomene physique. En revanche,
les problemes linéarisés associés ne bénéficient pas nécessairement de ces mémes bonnes
propriétés. Comme la dérivée de la solution d’un probleme d’évolution non linéaire par
rapport a un parametre de conception donné est justement solution de I’équation linéarisée,
on ne peut la prendre en considération que sur un intervalle de temps fini 7. Elle a donc un
caractere trop local et se révele peu pertinente pour les problemes d’optimisation.

1.1.1 Equation de Burger

[’équation de Burger
u?
U + E =0
€T

U + uuy, =0

ou, sous sa forme quasi-linéaire,

est un modele qui présente les mémes caracteres fondamentaux que le systeme de 3 équations
(conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie) & 3 inconnues (par
exemple la vitesse, la pression et I’entropie spécifique) de la dynamique des gaz unidimen-
sionnelle [53].

Elle représente également le phénomene du “bang sonique” : loin d’'un avion supersonique
et en particulier pres du sol, le bruit engendré par I’avion se concentre dans certaines zones

ou la pression est gouvernée par I’équation de Burger [18].
2

U .. )
Le terme <?> est un terme non linéaire de convection.
xr
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Si on ajoute un terme linéaire mais dissipatif a I’équation écrite ci-dessus

u?
U + > = Vlgy,
x

avec v > 0, on obtient une équation de type parabolique.
Le systeme qui suit est un assez bon modele des équations de Navier-Stokes qui seront
vues a la section suivante.

Up+ Uy = Vg, dans [0, L] x]0, T (1.1)
u(z,t=0) = wug(z),
u(z =0,t) = wuy(0) =0,
u(zr =L,t) = wuy(L)=0.

En multipliant (1.1) par u et en intégrant par rapport a z, on obtient

. I, .
/ Uy = v / U gy — / uu, (1.2)
Jo Jo Jo
L I. I,
_(/ UQ)t = V/ UlUgy — / u2um- (13)
2°Jo 0 0

Moyennant quelques intégrations par parties et 1'utilisation des conditions aux limites,

/ULuu,m; = — /[]L(ug«,)2 + [uug)y = — /[]L(um)2 (1.4)

pour le terme de viscosité et

L L L
—/ wu, = 2/ wu, — Uty = 2/ w?u, (1.5)
0 0 0

pour le terme non linéaire. Cela veut dire que,

T
2
/ u u, = 0.
0

En reportant (1.4) dans (1.3), et en utilisant (1.5), on aboutit a

%(./OLuQ)t = l//UL(u‘,]E)2 < 0. (1.6)

La derniere équation montre que la contribution du terme non linéaire est nulle et que
I’énergie cinétique décroit.

Appelons U la dérivée de u par rapport a un parametre quelconque. Pour simplifier les
calculs, nous disons que ce parametre est v. Alors U est la solution de

ou encore

on a

U +Uu, +ulU, = vU,, + tyy. (1.7)



1.1 Dérivation d’un probleme d’évolution non linéaire 7

Appliquons la méme technique que pour traiter I’équation (1.1) : en multipliant par U et en
intégrant par rapport a x, on a

1 L L L L L
—(/ UQ)t:V/ UUer/ Uum—/ U2um—/ wU U,. (1.8)
2 0 0 0 0 0

En faisant quelques intégrations par parties et en tenant compte des conditions aux
limites, on obtient

/UL UUs = [UU,]§ — /{}"(U;,C)2 =— /UL(UI)Q’ (1.9)

L L L
/ Uty = [U uT]OL — / Uy, = —/ Uy, (1.10)
0 0 0

L L L
/ Uuy, = [~Uu)l + 2/ UU,u = 2/ UU, u. (1.11)
0 0 0

En reportant dans (1.8), on obtient

%(./OL U, = —y./OL(Um)? - _/OL Uyt + _/OL Ul (1.12)

On perd les propriétés de stabilité pour de petites valeurs de v, et on ne peut plus garantir
la décroissance de 1'énergie.
1 — cos(4mx)

5 0<x<05 etv=

On illustre ce phénomene numériquement avec uy =
1073

Burger Burger - énergie en fonction du temps
T T T T T

T T
— uinitial
uaT/4
0.9 uaT/2
— ua3T/4
—uaT

\

L L L L L .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Profils de uw pour t = 0, T'/4, T/2, 3T /4 et T Energie en fonction du temps

Fic. 1.1 Equation de Burger

D’apres la figure 1.1, on peut noter que I'énergie décroit en fonction du temps. En re-
vanche, dans le cas linéarisé (figure 1.2), on ne peut pas faire la méme affirmation : 1’énergie
“explose”. On en déduit que le calcul des dérivées en utilisant I’équation linéarisée n’est pas
exploitable.
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Burger linéarisé x10° Burger linéarisé — énergie en fonction du temps
T T T T T T

10 7
0
| 61
|
-10[ \\ “T
AW/
20 Wi &
-30 1
A
-40
-50 ¥
-60
— duinitial 2
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Fic. 1.2 Equation de Burger linéarisée

1.1.2 Navier-Stokes

On considere maintenant le mouvement d’un fluide modélisé par les équations de Navier-
Stokes données ci-dessous dans un domaine Q borné de R?, dont la frontiere I' est suffi-
samment réguliere.

u + (u.V)u —vAu+Vp = 0, dans Qx]0, 7] (1.13)
div(u) = 0, dans Qx]0, T (1.14)
u(z,t) = 0, dans I'x]0, 7] (1.15)
u(z,0) = wug(x), dans Q. (1.16)

Le vecteur u et le scalaire p représentent respectivement la vitesse du fluide et sa pression.

En multipliant par u et en intégrant par rapport a x, on aboutit a

/Qu.ut:V/Qu.Au—/Q(u.V)u.u—/Qu.Vp (1.17)

ou encore, en intégrant par parties le terme fQ u.Au et en tenant compte des conditions aux

limites,
1 2 2
([ Jul"y=—v [ |Vul|]"= [ (w.V)uu— [ u.Vp. (1.18)
2o Jo Jo Jo
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On a aussi

—/(u.V)u.u = /Zu, (Vu)u /sza“l u;
0
871,7 8111
ij
= /Zu?div(u)+/Z1L<Zu,-aui
Q< ! Q< ‘ - ]8377‘
i L J ’
= /div(u) | u |? +/(11,.V)u.u,
Q Q

/qu— /Z“Zax /Zaw /nguip—/ﬂdiv(“)p

On en déduit, en utilisant (1.14),

%('/Q u?), = V/Q(vu)2 <0. (1.19)

Encore une fois, on montre que I'énergie cinétique totale décroit. En appliquant la méme
technique que pour I’équation de Burger, on constate a nouveau une perte de stabilité de la
solution de I’équation linéarisée pour de petites valeurs de v.

1.1.3 Pendule élastique

On considere un ressort de raideur k£ et de longueur nominale [, mobile autour d'un
axe de rotation. Une masse m est suspendue au ressort dont la longueur devient [, avec
| = \/2? + y? (x position horizontale, y position verticale).

La maqqe m est alors soumise a son poids ? = Tn? et a la force de rappel du ressort
? = —kIM On néglige la masse du ressort et tous les frottements [64].

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au systeme, il vient

md=F+P=—kIM+mg (1.20)

— =
oit @ est l'accélération et TM = OM — 07

[ —1,
x
(1) (2)- (2
Y Yn L
l y
En projetant sur les axes, la relation fondamentale de la dynamique donne
k(l, —1
miyy = %.’E,
k(l, —1)
MYy = —— Y — mg.

l
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FiGc. 1.3  Pendule élastique

On suppose maintenant que la masse est unitaire et on se donne un parametre v qui joue
le role d'une accélération dont l'objectif pourrait étre de controler la position horizontale
de M. Le systeme devient alors

k(ln B l)

l
k(L — 1)

l

Ty = T+,

(1.21)

Yt = Yy—4g-

Si on dérive (1.21) par rapport a -y, on obtient le systeme linéarisé

4 (MDY, e

"y l l
d (k(l, —1) K, — 1)
Y = — - 7 " Y
t iy ( ; ) Y+ ;i )

ou X (resp. Y) représente la dérivée de x (resp. y) par rapport a v et

d (k(l, —1) In
ST o kT (X 4+ yY).

Le systeme linéarisé s’écrit alors

(éﬂ““(if()*(é) (1.22)

avec
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Calculons les valeurs propres de la matrice A

k(ln _l) Ly 2 k(ln _l) Ly 2 21721, 2,2
det(A —\I) = <f—kl—qx —)\> <f—kl—qy —A —k l—6x Y
k(l, — 1) 2 k(. - ) [ A
= |— A —|——=— A — k—x
< z ) < z EERRITR
k(l, —1) k(l, —1) I,
= (B ASCORVANE W I )
(=) [ |
k(l, —1
_ ( ( : ))\> (—k — A
Les deux valeurs propres de A sont donc A\ = —k et \y = ————=. Si les deux valeurs
propres sont négatives, la solution se comporte comme etiVAL Ep revanche, si A a une valeur
k(l, —1
propre positive A, la solution se comporte comme etVM . Des que [ < l,, Ay = % > 0.

On illustre les propriétés établies ci-dessus pour un ressort de longueur nominale [,, = 1
et de raideur £ = 10 en prenant comme conditions initiales

Dans la figure 1.5, on peut observer que si la longueur du ressort a un instant ¢ est plus
petite que sa longueur nominale, alors la valeur propre de la matrice A devient positive et
les dérivées des positions par rapport a v “explosent”, c’est-a-dire que le systeme perd sa
stabilité.

Par contre, si on regarde la figure 1.4, on peut remarquer que la longueur du ressort
est toujours plus grande que sa longueur nominale, et le systeme linéarisé ne perd pas ses
propriétés de stabilité.

La figure 1.6 représente 1’évolution de 'ordonnée y(T') de U'extrémité du ressort a l'instant
final considéré en fonction de yo. On peut constater que la courbe est assez oscillante, en
particulier, comme prévu, lorsque y(0) est choisi loin du cercle d’équilibre (ligne rouge). Il
est assez aisé de concevoir que le calcul des dérivées dans ce type de situation soit une tache
ardue.
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Fic. 1.6 Evolution de y(T) en fonction de I'ordonnée initiale y0

1.2 De l’intérét des réseaux de neurones

Un moyen de pallier aux problemes décrits dans la section 1.1 est d’utiliser les réseaux de
neurones [33, 37, 4, 40] pour créer une surface de réponse associée au probleme et optimiser
le modele ainsi obtenu.

Une autre application possible est 'optimisation de fonctions dont 1’évaluation cotite cher
et / ou dont on ne peut pas calculer le gradient.

Les réseaux neuronaux permettent également de chercher le minimum global de fonctions
oscillantes telles que la fonction de Griewank ou de Rastrigin.

1.2.1 Pour Poptimisation globale

Calculer le minimum global de fonctions tres oscillantes est une tache difficile. Considérons,
par exemple, la fonction de Rastrigin représentée sur la figure 1.7 page 14. Elle possede de
nombreux minima locaux, mais elle n’a qu’un minimum global, quelle que soit la dimension
du probleme.

Fi1ac. 1.7 - La fonction de Rastrigin en 2 dimensions et ses contours

Sur un tel exemple, les réseaux de neurones nous permettent d’obtenir une approximation
trés grossiere de la fonction (section 3.7.1 page 49). On exploite ensuite le modele ainsi
obtenu pour obtenir le minimum global (section 4.2.1 page 70) sans étre piégé dans les
minima locaux.
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1.2.2 Pour ’optimisation de fonctions de type « boite noire »

Dans la plupart des problemes pratiques ou industriels, la fonction & approcher (et opti-
miser) n’est pas explicite : on ne la connait que par des mesures parfois couteuses ou difficiles
a réaliser. Dans ce cas, on construit une surface de réponse a partir des données dont on dis-
pose. Pour ce faire, plusieurs méthodes existent, dont les méthodes neuronales. Un avantage
non négligeable de ces dernieres est qu’elles permettent un calcul de gradient pour un cout
ajouté négligeable.

Considérons, par exemple, le probleme de la modélisation d'un choc frontal d’un véhicule
sur un mur (section 3.7.2 page 55). On cherche a optimiser un certain critere de déformation
en fonction de parametres tels que la position du pare-chocs ou sa raideur. Une technique
naturelle consiste a utiliser une méthode d’optimisation basée sur le gradient du critere. Un
calcul de ce dernier via un code de différentiation automatique conduit la démarche a I’échec
pour les raisons mentionnées ci-dessus (section 1.1).






Chapitre 2

Les méthodes de plan d’expérience

L’utilisation de réseaux de neurones nécessite une phase d’apprentissage. Ce dernier est
basé sur la connaissance de couples d’apprentissage. La qualité de ’apprentissage du réseau
dépend en grande partie de la bonne répartition de ces couples dans I'espace de recherche.
Dans la majorité des cas, pour des raisons de cout ou de temps de calcul, le nombre de
couples d’apprentissage n’est pas tres élevé. Il est donc important qu'’ils soient judicieusement
répartis dans I'espace de recherche. C’est pourquoi nous nous sommes intéressés aux plans
d’experience.

Les méthodes de plan d’experience [13] dépassent largement le cadre du calcul numérique
et elles sont bien antérieures au développement récent des outils de calcul. Elles ont tout
d’abord été utilisées pour réduire le nombre d’expériences réelles a effectuer (réalisation
de prototypes, sondages géologiques, ...). Dans la littérature, les parametres sont appelés
facteurs et les différentes valeurs discretes prises par un facteur sont les niveaux.

Nous commencons par une présentation des plans d’expériences inspirée par une littérature
abondante sur ce sujet [73, 12, 61, 66, 6, 67, 25, 26, 27]. Malheureusement, a notre connais-
sance, il n’existe pas de document accessible présentant une approche systématique pour la
construction de plans d’expérience. Nous essayons, dans ce chapitre, de contribuer a combler
ce vide.

2.1 Plan factoriel pour deux facteurs a deux niveaux

Prenons par exemple I’étude de la résistance (critére de Von Mises) d’une structure coque
dépendant de deux facteurs, 'épaisseur e € {3, 5} et le module d’Young £ € {3x10* 4x10'}.

Les 4 traitements ou combinaisons de niveaux des 2 facteurs, épaisseur et module d’Young,
sont

e codé (A) | eréel | E codé (B) | E réel
1 -1 3 -1 3 x 10?
2 +1 5 -1 3 x 10*
3 -1 3 +1 5 % 10*
4 +1 5 +1 5 x 10*

ou les niveaux des facteurs dits codés sont exprimés dans la méme unité : niveau bas a -1
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et niveau haut a +1. Ce changement d’unité permet 1’étude simultanée de facteurs définis a
des échelles différentes et facilite 'approche mathématique de ce type de probleme.

Ces 4 traitements peuvent étre représentés graphiquement par les sommets du carré dans
I’espace défini par les facteurs codés.

Un tel plan est désigné comme plan factoriel 22 ou plus généralement plan factoriel a® ol
a est le nombre de facteurs et b est le nombre de niveaux.

Nous supposons que la réponse Y est reliée aux niveaux des facteurs codés, notés A et
B, par :

Y = f(A,B) +¢

ou f(A, B) est appelée la réponse théorique et représente la résistance de la structure pour les
niveaux considérés de A et B et ¢ est I'erreur. Pour les 4 traitements, les réponses théoriques
sont présentées dans le tableau

B f(A.B)
-1 -1 f( 17 1)
1 —1  f(1,-1)
-1 1 f(-1,1)
11 F(1,1)

et peuvent etre estimées en réalisant des expériences. Néanmoins, elles ne permettent pas de
comparer les influences respectives de A et B sur Y.
Pour ce faire, on définit les effets factoriels de A et de B de la maniere suivante :

1
Effet de A : 5( (moyenne de f pour A = +1) - (moyenne de f pour A = —1) )

o) = JLD+/AD L)L)

4 4
4
— Effet de B : %( (moyenne de f pour B = +1) - (moyenne de f pour B = —1) )

ep) = LLODAELD SO

JODHFCLY FO D) A1)
4

Notant aussi

1,-1)— f(—-1,-1
e(A—) = f, =D = f=1,=1) Veffet de A lorsque B = —1

1,1) — f(-1,1
e(A+):'f(’ ) - f(=11) Ieffet de A lorsque B =1,

on a e(A+) — e(A—) = 0 si 'effet de A ne dépend pas de B.
Cette différence e(A+) — e(A—) caractérise la dépendance ou I'indépendance des effets.
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On définit donc I’effet d’interaction entre A et B par

2 2 2
4

e(AB) =

et la moyenne générale notée e(1) par

e(1) = fEL-D+ A=)+ =1L D+ 01
1

Les 4 effets factoriels définis a partir des 4 réponses théoriques sont donc
1
la moyenne générale e(l) = ( (—1,—-1)+ f(1,-1) + f(—1,1) + f(1,1)),
2(A) = ( (L, =1+ f(1,1) = f(=1,-1) = f(=1,1)),
Veffet de B e(B) = (L) + F(=1,1) = f(1L,=1) = f(~1,-1),
(A

leffet de A

2

B) = {(7(1,~1) = F(=1,~1) = F(1,1) + f(~1,1)).

On peut écrire la réponse sous la forme

I'interaction entre A et B e

f(A,B)=¢(1)+e(A) x A+ e(B) x B+e(AB) x A x B.
Si 'on écrit le plan d’expérience sous la forme

Al BTAB] f(4 B)
11| 1]f(1,-1)
=1 =1 f(1,-1)
-1 1] =1] f(-1,1)
1] 1] 1] fa,1)

[N UG NI (Y J—y

les effets précédents sont obtenus en effectuant le produit scalaire des 4 colonnes par la
colonne f(A, B) et en divisant le produit scalaire par 4. Ceci peut étre écrit sous forme
matricielle en considérant la matrice des effets

1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
H= 1 —1 1 —1

1 1 1 1

qui représente les colonnes 1, A, B, AB du tableau précédent. On peut alors écrire

0 s 5"
e T 1,—1
e | T3 | Fen
e(AB) F(1,1)
e:iHTf
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Comme la matrice H est orthogonale (HH” = 41), on a
f=He.

D’une maniere générale, une matrice H de rang n dont les termes ne prennent que les
valeurs +1telle que HH" = nld, est appelée matrice de Hadamard. Une telle matrice
n’existe que pour n = 2 et pour n multiple de 4.

2.2 Plans factoriels fractionnaires pour facteurs a deux
niveaux

Considérons un plan factoriel pour 7 facteurs a 2 niveaux. Le plan complet comprend
27 = 128 expériences. Il permet d’estimer 128 effets qui se décomposent en

1 moyenne,
7 effets principaux,
21 interactions entre 2 facteurs,
35 interactions entre 3 facteurs,
35 interactions entre 4 facteurs,
21 interactions entre 5 facteurs,
7 interactions entre 6 facteurs,
1 interaction entre 7 facteurs.

Mais, si I'on peut estimer ces effets, ils ne sont pas tous importants. Il existe une certaine
hiérarchie entre eux : les effets principaux tendent a étre supérieurs aux interactions de 2
facteurs, qui sont elles plus grandes (en valeur absolue) que les interactions de 3 facteurs, ...

Il est souvent vrai qu’a un certain niveau, les interactions d’ordre le plus élevé sont
négligeables et peuvent donc étre éliminées. De plus, quand le nombre de facteurs grandit,
il arrive souvent que certains d’entre eux n’aient pas d’effet.

Si p n’est pas petit, il existe une redondance dans un plan 2P qui correspond a un exces
du nombre des interactions et parfois du nombre de facteurs envisagés. Les plans factoriels
fractionnaires exploitent cette redondance.

Les principes de construction de fractions de plans factoriels 27 sont présentés ci-dessous
pour des cas simples avec p = 2, 3,4 et 5 facteurs.

2.2.1 Cas de deux facteurs a deux niveaux

Dans un plan factoriel complet 2 pour les facteurs A et B, le tableau des 4 expériences
qui permet le calcul des effets factoriels s’écrit :

Al BlAB]| f
11| 1]/

L1 1] J(
—1| 1 1] f(=1,1)
1] 1| 1| f@,1)

—_ = = =] =
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Examinons le cas d’école suivant : on ne peut expérimenter que 2 expériences parmi les 4.
On choisit de sélectionner le premier et le quatrieme pour lesquels AB = 1.

A] B]AB| f(A B)
11 1[f(1,-1
1 1| 1] f,10)

La réalisation de ces deux expériences permet d’estimer f en 2 points :

f(=1,—-1) = e(1)+e(AB) — (e(A) + e(B))
f(1,1) = e(1)+e(AB) + (e(A) + e(B))

et en résolvant ce systéme, on pourra calculer e(1) +e(AB) d'une part et e(A) +e(B) d’autre
part.

Ces effets, groupés par paquets de 2, indissociables I'un de I'autre, sont dits confondus.
Le nombre d’expériences a été divisé par 2 mais les effets que I'on calcule ne sont plus purs,
ils sont confondus 2 par 2.

Le cas d’école a 2 facteurs n’est pas tres intéressant pratiquement, car on ne peut plus
estimer les effets principaux des 2 facteurs.

Si on note X la matrice
1 -1 -1 1
X = ( 1 1 1 1 )

les effets confondus correspondent a des colonnes linéairement dépendantes.

La relation AB = 1 qui a permis de sélectionner les expériences du plan factoriel complet
est appelée relation de définition du demi-plan. On dit que I'effet de AB est confondu
avec la moyenne générale. La relation A = B peut étre retrouvée formellement en faisant le
produit d’un facteur donné (par exemple B) par le terme dont U'effet est confondu avec la
moyenne générale : en utilisant le fait que B2 =1, on a

AB=1— AB>=B — A= B.

2.2.2 Trois facteurs a deux niveaux

Dans le plan complet 2% pour les facteurs A, B, C, le tableau permettant le calcul des
effets est

1[A[B|[C[AB[AC[BC[ABC] f(A,B,C)
V[ -1|-1|-1] 1| 1] 1] -1[f(-1-1-1)
T 1|11 -1 -1 1 1] f(1-1,-1)
U1 11| -1 1] 1 1] f-1,1-1)
T 1] 1]-1 T 1| ] fa,1,)
T[1]-1]1 T 1 1] f(-1,-1,1)
T 11| 1] 1| 1] 1] 1] f(1,1,1)
V|1 1] 1] 1| 1] 1] 1] f(1,1,1)
U111 1| 1] 1 1] f(1,1,0)
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Pour réaliser seulement la moitié des 8 essais, choisissons les expériences 2, 3, 5 et 8 pour
lesquels ABC = 1.

1[A[B| C[AB[AC|[BC[ABC | f(AB,C)
T 111 1| 1| 1 1 f(1,-1,1)
T 11| -1] 1] 1 1 f(-1,1,1)
T2 1] 1| 1] 1 1[f(-1,-1,1)
11 1] 1] 1] 1| 1 1] f(1,1,1)

f(,=1,-1) = e(1)+e(ABC) + (e(A) + e(BC)) — (e(B) + e(AC)) — (e(C) + e(AB))
f(=1,1,-1) = e(1)+e(ABC) — (e(A) + e(BC)) + (e(B) + e(AC)) — (e(C) + e(AB))
f(—=1,-1,1) = e(1)+e(ABC) — (e(A) + e(BC)) — (e(B) + e(AC)) + (e(C) + e(AB))

f(1,1,1) = e(1)+e(ABC) + (e(A) +e(BC)) + (e(B) + e(AC)) + (e(C) + e(AB))

dont les inconnues sont les paquets d’effets confondus

e(1) + e(ABC),
o(4) + ¢(BO).
e(B) + e(AC),
e(C) +e(AB).

Comme dans le cas de 2 facteurs, les effets confondus entre eux correspondent aux colonnes
linéairement dépendantes de la matrice

1 -1 -1 -1 -1 1
-1 1 -1 -1 1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1

1 1 1 1 1 1

O O G
—_ =

Contrairement au plan précédent, les effets principaux e(A), e(B), e(C') ne sont plus confon-
dus entre eux mais avec les interactions de 2 facteurs e(BC), e(AC), e(AB). Le demi-plan
ainsi obtenu permet de calculer les effets e(A), e(B), e(C') si les interactions e(BC'), e(AC), e(AB)
sont négligeables.

La relation de définition ABC = 1 peut étre multipliée par tout autre facteur pour
obtenir les autres relations BC' = A, AC = B,AB =C.

Ici, la confusion des effets principaux avec les interactions de 2 facteurs peut étre génante
car les interactions d’ordre 2 ont de faibles chances d’étre négligeables. Cette propriété du
plan choisi s’exprime avec la notion de résolution : le plan décrit est de résolution III car la
relation de définition confond une interaction de 3 facteurs avec la moyenne. Cette résolution
I1T signifie aussi que les effets principaux sont confondus avec les interactions de 2 facteurs.

2.2.3 Quatre facteurs a deux niveaux

Le plan complet 2% pour les facteurs A, B, C, D comprend 2% = 16 expériences. Si on
reproduit la technique précédente pour choisir 2® = 8 points parmi les 16 du plan complet,
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on va sélectionner celles pour lesquelles ABC'D = 1. Cette relation de définition permet
d’établir que D = ABC. On peut donc construire les 2> = 8 expériences du plan factoriel
pour les 4 facteurs A, B, C' et D a partir du plan factoriel complet pour les facteurs A, B,
C en calculant la colonne D via le produit terme a terme des colonnes A, B et C.

1{/A|B|C|D=ABC
1(-1]-1]-1 —1
1 1]-1]-1 1
(-1 1]-1 1
111 -1 -1
1(-1-1] 1 1
11 1]-1]1 —1
1)-1 1 —1
111 1 1

A, B, C sont nommés facteurs de base du plan fractionnaire. En multipliant la relation
de définition par les termes d’ordre 1 (effets principaux), on obtient D = ABC, A = BCD,
B = ACD,C = ABD et si on multiplie par les termes d’ordre 2, on a CD = AB, AC = BD,
BC = AD.

Finalement, la relation de définition s’écrivant ABCD = 1, l'effet confondu avec la
moyenne est une interaction de 4 facteurs : le plan est de résolution IV (quatre)... Cela
signifie aussi que les effets principaux (d’ordre 1) sont confondus avec des interactions de 3
facteurs (14+3=4) et que les interactions de 2 facteurs sont confondues entre elles (24+2=4).

L’avantage qualitatif de ce plan par rapport a ceux qui ont été vus précédemment est
que les effets principaux ne sont pas confondus avec les interactions d’ordre 2. Ces dernieres
sont confondues par paires.

2.2.4 Cinq facteurs a deux niveaux

Pour construire deux demi-plans d'un plan factoriel 2°, on partage en deux le tableau des
effets au moyen d’une relation de définition. L.'un des demi-plans factoriels est construit en
utilisant ABCDFE = 1, tandis que I'autre est défini par ABCDFE = —1. Pour chacun d’eux,
la moyenne générale est confondue avec une interaction d’ordre 5.

Pour couper le plan en 4, on ne confond plus 1 mais 2 effets avec la moyenne générale.
Ceci correspond a l'égalité de 2 colonnes avec la colonne de la moyenne générale. Dans le cas
ol on confond les effets de 'interaction des 3 facteurs ABC et de l'interaction des 3 facteurs
CDE avec la moyenne générale, les expériences retenues vérifient ABC = CDE =1 et sont
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au nombre de 8 :

11 A| B| C| D| E|ABC |CDE
11-1]-1 11-1]-1 1 1
1 11-1]-1 111 1 1
111 1)1 111 1 1
1 1 1 11-1]-1 1 1
11-1]-1 1 1 1 1 1
1 11-1]-1]-1 1 1 1
111 11-1]-1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

La construction de ce quart de plan est en fait réalisée en notant que ABC = CDE =1
implique C' = AB, D = CE = ABE. Le plan est donc établi en calculant C' et D a partir
d’un plan complet 22 défini pour les facteurs de base A, B et E.

On aurait pu aussi choisir les expériences pour lesquels ABC = —CDFE = 1, ou bien
—~ABC =CDEFE =1, ou bien ABC =CDEFE — 1.

La confusion des effets de ABC' et de CDE avec la moyenne générale définit donc 4
fractions de plan différentes.

A partir de la relation ABC' = —CDFE = 1, en effectuant le produit de ABC et de CDF,
on déduit que —1 = ABC?DE = ABDE. L’effet de ABDE est donc également confondu
avec la moyenne générale.

Les effets confondus entre eux sont donc ceux des 4 termes suivants

1, ABC,CDE, ABDE.

On en déduit les effets confondus avec un effet quelconque, par exemple celui de A, par
multiplication avec chacun des 4 termes :

e(A) = e(A’BC) = ¢(ACDE) = e(A’BDE),
. e(A) = e(BC) = e¢(ACDE) = e¢(BDE).

La somme d’effets qui pourra étre estimée est donc e(A)+¢e(BC)+e(ACDE)+e(BDE).
Cette somme donnera une estimation de e(A) a condition que les interactions e(BC'), e(ACDE)
et e(BDE) soient négligeables.

Les sommes comprenant les 4 autres effets principaux et pouvant étre estimées sont

e(B) +e(AC) + e(BCDE) + e(ADE),
e(C) +e(AB) + e(DE) + ¢(ABCDE),
e(D)+ e¢(ABCD) + e(CE) + ¢(ABE),
e(E) +e(ABCE) +e(CD) + e(ABD).

Les effets principaux e(A), e(B),e(C),e(D), e(E) seront donc estimables si les interactions
présentes dans ces sommes sont négligeables. A partir des 8 expériences du quart de plan,
trois autres sommes d’effets comprenant des interactions pourront aussi étre estimées.

Les termes d’ordre le plus faible dont l'effet est confondu avec la moyenne générale sont
des interactions de 3 facteurs : on dit que le plan 2°2 construit ici est de résolution III.
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2.2.5 Bilan

Le nombre de facteurs considérés est p. On n’étudie qu'une fraction 1/27 de 1’ensemble
des 2P expériences. Seulement 2P~7 expériences sont donc réalisées.

Les 2P effets factoriels : moyenne, effets principaux, interactions jusqu’a l'ordre p ne
pourront tous étre estimés car il y a seulement 2779 observations.

Mais ces effets sont regroupés en 2P~9 groupes de 29 effets. Les 29 effets de chacun des
groupes ne sont pas dissociables : ils sont confondus. On n’estimera qu'une combinaison
de ceux-ci. Si I'un des effets de cette combinaison est important et que les autres sont
négligeables, on peut considérer que 'effet important est estimable.

Ces plans sont définis par 'ensemble des q effets confondus avec la moyenne générale. Des
regles algébriques simples permettent de construire le plan et de trouver les effets confondus.

En formant les produits des ¢ termes confondus avec la moyenne générale, on obtient un
ensemble de 29 effets confondus. Pour obtenir le plan, on construit un plan factoriel complet
pour p — ¢q facteurs dits facteurs de base et on en déduit les niveaux des ¢ autres facteurs en
utilisant les relations de confusion.

Si l'interaction d’ordre le plus faible appartenant a cet ensemble est une interaction de 3
facteurs, le plan est dit de résolution III; si c’est une interaction de 4 facteurs, le plan est de
résolution IV.

La notation classique d’une fraction 1/29 d’un plan 27 de résolution R est 2%, 9.

Avec p = 5 facteurs, on a construit une fraction % du plan complet 2° : g =2, 27°2=38
expériences sont retenus. Les 32 effets factoriels sont confondus par paquets de 22 = 4 effets.
Le plan est défini par ABC = CDFE = 1 relation qui est complétée (par produit des termes
entre eux) en ABC = CDE = ABDFE = 1. Cette derniére relation permet de trouver les
effets confondus avec un effet quelconque (par exemple AB) en la multipliant par le terme
considéré :

AB x ABC = ABx CDE = AB x ABDE = AB x 1
C =ABCDE = DE = AB.

La combinaison e(C) + ¢(ABCDE) + ¢(DE) + e(AB) fait partie des 8 combinaisons
estimables. Les facteurs de base sont A, B, E a partir desquels on construit C = AB, D =
ABE. Le plan appartient a 'ensemble des plans notés 2?;,2.

2.3 Construction récursive de plans factoriels fraction-
naires

On s’intéresse ici a développer une méthode de construction des points d'un plan factoriel
fractionnaire 2°~%. Par souci de clarté, on notera () = p — g. On cherche donc 2% sommets
de ’hypercube [—1,+1]P. Nous détaillons ici une maniere récursive de construire ces points.

On divise I'espace de recherche en deux sous-espaces de dimension (p — 1) :

(1) X [FLA41P (1) x [1, 417,
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Dans chacun de ces 2 sous-espaces, on cherche 29~ points en construisant deux plans fac-
toriels fractionnaires 2°~1=4¢. On répete cette procédure, de maniére récursive, tant que le
nombre de points a construire est supérieur a un. A ce niveau, on prend, au hasard, un point
dans 'hypercube [—1, 1]7.

On note pf(p, @, flag) le plan factoriel fractionnaire (29 points) de p facteurs & 2 niveaux
(flag € {—1,1}). La méthode récursive que nous proposons est résumée dans la figure 2.1.

Procédure plan = pf(p, @, flag)

si (Q = 0),
plan = {(flag, flag, ..., flag)}
p,):gis
sinon
p=p—1
RQ=Q-1
N =29

appel a pf(p, @, flag) qui retourne {dy,ds, ...,dy} C R?
appel a pf(p, Q, — flag) qui retourne {gi, ga, ..., gn} C R

pl(I,TL = {(13 d])a (13 d?)a EED) (la dN)a (71391)3 (71392)3 ey (71agN)} C RIH—l
fin du si

F1a. 2.1 — Construction récursive d’un plan factoriel fractionnaire : algorithme pf(p, Q, flag)

Par exemple, pour un plan factoriel fractionnaire (227! points) de p = 2 facteurs a deux

niveaux, il y a deux solutions. Une des solutions est donnée par flag = 1 et 'autre par
flag = —1 (cf. fig. 2.2).

+1  +1

F1G. 2.2 - Plan factoriel fractionnaire 227! (p=2,¢=1,Q = 1)

Un exemple du calcul récursif du plan factoriel fractionnaire 23~ est montré dans la
fig. 2.3 pour trouver quatre points (Q = 2) dans [-1,1]>.

2.4 Construction de plans factoriels fractionnaires or-
thogonaux

La procédure décrite ci-dessus fonctionne tres bien si la dimension p du probleme n’est
pas grande et si la différence entre p et () n’est pas plus grande que 2 (¢ = p — @ < 2).
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pf(3,2,1)

1 pf(1, 0, -1)

N =
~ 7/

x-1 -1 1 -1

H\i pf(l, 0, 1)
1

F1G. 2.3 — Plan factoriel fractionnaire 2*°° 2 (p=3,¢=2, Q = 1)

Sinon, on risque de créer des plans factoriels qui sont linéairement dépendants. On constate
en effet sur la figure 2.4 que les 2 dernieres colonnes de la matrice a 4 lignes et 5 colonnes
construite en utilisant pf(5,2,1) sont identiques.

Pour éviter ce probleme, on commence par construire un plan factoriel complet de @)
facteurs a 2 niveaux. Considérons ’ensemble des points ainsi obtenus comme un tableau
de 29 lignes et @) colonnes. L’objectif est ensuite de compléter ce tableau, en rajoutant
des colonnes linéairement indépendantes, entre elles et avec celles déja construites, jusqu’a
'obtention d'un nouveau tableau a 29 lignes et p colonnes. Cet algorithme est décrit dans
la figure 2.5.
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———~1_ pf(3,0,-1)

T~ (-1,-1,-1) -1 1 -1 -1 -1

. 1 pf3,0,1) lj
(1,1,1)

F1G. 2.4 — Plan factoriel fractionnaire 2°~% (p = 5, ¢ = 3, @ = 2) : non orthogonal

Procédure plan = pfo(p, Q, flag)
Calculer le plan factoriel complet pf(Q, @, flag).
Notons (¢, ..., ¢g) les colonnes du tableau ainsi construit.
Calculer le nombre des colonnes a ajouter : nbcol = p — Q).
Pour k£ =1 jusqu’a k = nbcol, répéter
(a) sélectionner au hasard deux colonnes distinctes ¢; et ¢;,
(b) notons nc le produit terme a terme de ¢; et ¢;,
(c) si la nouvelle colonne nc est linéairement indépendante de (cq, ¢y, ..., coi(k-1)),
CQ+k = NC,
sinon
retourner a (a).
fin pour.

Fig. 2.5 Plan factoriel fractionnaire orthogonal : algorithme pfo(p, Q, flag)
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2.5 Application a la génération de points bien répartis
dans un domaine donné

L’approximation et 'optimisation d’une fonction de p variables par réseaux de neurones
nécessite la connaissance d’un ensemble de points initiaux afin de construire un premier
modele. Ce modele initial doit étre pertinent, sans pour autant exiger un nombre important
de points, car les fonctions a approcher peuvent étre tres cotuteuses en temps de calcul.

La facon la plus facile de choisir les points initiaux est d’utiliser une série pseudo-aléatoire.
Mais une telle méthode ne permet jamais d’obtenir des informations pour les valeurs extrémes
du domaine de recherche. Dans ce cas, dans les zones extrémales, le réseau fonctionne en
extrapolation.

Une interpolation étant toujours préférable, tant pour I'apprentissage que pour 1'opti-
misation, les points d’initialisation du modele sont répartis de maniere a donner au modele
une information dans les coins de ’ensemble de définition. Cependant, comme il existe une
infinité de fonctions quadratiques qui ont la méme valeur en tous les sommets d’'un hyper-
cube, il est indispensable de considérer des points a I'intérieur du domaine de recherche pour
interpoler une fonction.

Dans un espace de grande dimension p, il n’est pas possible d’utiliser tous les sommets
de I’hypercube comme points initiaux : en effet, leur nombre grandit exponentiellement avec
la dimension du probléme.

Pour toutes ces raisons, nous choisissons trois types de points :

des sommets de I'hypercube externe (dont les coordonnées sont dans {—1,1}7),
des sommets d'un hypercube interne (dont les coordonnées sont dans {—1/3,1/3}?),

— des points tirés aléatoirement dans [—1, 1.

Dans certains cas, le nombre de points initiaux est limité et ne permet pas d’utiliser les
trois types de points décrits ci-dessus. Nous procédons alors comme dans la figure 2.6. Le
choix de I'entier () est guidé par la volonté de construire une matrice de taille 29 x p avec
des colonnes linéairement indépendantes.
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Soit N;,i: le nombre de points initiaux.
On cherche @ tel que p < 29,
Si N, >= 29, alors
on choisit 29 sommets de I'espace de recherche : externes = pfo(p, Q, 1),
si Njpiy >= 291! alors
on compléte par 29 sommets d’un hypercube interne :
internes = externes/3,
et par N, — 291! points pseudo-aléatoires,
sinon
on compléte par Nj,;; — 29 points pseudo-aléatoires.
fin du si
sinon si N;,; >= 297!, alors
on choisit 29° sommets de I'espace de recherche : externes = pfo(p, @ — 1,1),
si Njnie >= 29, alors
on compléte par 297! sommets d’un hypercube interne :
internes = pfo(p, @ —1,—1)/3,
et par N;,;; — 29 points pseudo-aléatoires,

sinon
on complete par Nj,;; — 297! points pseudo-aléatoires.
fin du si
sinon
si on souhaite utiliser des plans d’expériences, alors
il faut augmenter N;,;;,
sinon
on se contente de tirer N;,;; points pseudo-aléatoires.
fin du si
fin du si

FiG. 2.6 — Algorithme pour le choix de points bien répartis




Chapitre 3
Optimisation pour apprentissage

Dans le cadre de 'approximation de fonctions, il existe plusieurs méthodes :
— l'approche linéaire, ou les fonctions de base sont fixées a 'avance, d’une maniere indé-
pendente du phénomene a approcher (ex. : polynomes, splines, ...),
I’approche non linéaire, ou les fonctions de base sont construites en fonction des données
a apprendre (ex. : réseaux de neurones).
Il convient de citer une approche intermédiaire : une base hilbertienne de L? est construite
a l'avance (Fourier, ondelettes), mais on ne considére qu'un sous-ensemble de cette base. On
retrouve alors
une approche linéaire, dans le cas ou la série est tronquée a un ordre fixé,
une approche non-linéaire, si on écarte les fonctions de base associées aux petits coef-
ficients.
Nous avons choisi d’utiliser les réseaux de neurones [4], et nous allons montrer les avan-
tages de cette méthode.

Les réseaux de neurones sont des systemes artificiels capables de simuler certaines capa-
cités des systémes naturels [72]. Le cerveau, par exemple, effectue des calculs d’une facon
completement non conventionnelle et complexe. Les réseaux de neurones doivent leur effica-
cité, d'une part, a leur structure parallele et, d’autre part, a leur capacité d’apprentissage et
de généralisation.

Les réseaux de neurones [16] ont été beaucoup étudiés et utilisés dans divers domaines
depuis des années : la reconnaissance de formes, la détection d’anomalies, la prédiction de
données, ...

L’utilisation des réseaux de neurones offre, entre autres [33] la possibilité d’approcher des
phénomenes réels complexes et non linéaires.

Dans de nombreux cas, en particulier dans les contextes industriels, le nombre de neurones
peut devenir énorme. En conséquence, la taille du probleme, et donc les temps de calcul,
grandissent démesurément. Dans ce chapitre, nous décrivons une technique d’apprentissage
“zéro-memoire” .
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3.1 Les neurones biologiques

Le neurone biologique est la pierre élémentaire du cerveau. Il existe environ 10 000 types
différents de neurones [74]. On compte au total quelques 10'* neurones, chacun pouvant
recevoir, par I'intermédiaire de ses dendrites (F1a. 3.1), les informations provenant d’environ
200000 entrées. Le cerveau est formé par un ensemble de neurones, connectés entre eux
par des liens appelés synapses. Les poids de ces liaisons conditionnent le mécanisme de
mémorisation et d’oubli. Le cerveau humain recoit des signaux d’entrée de plusieurs sources ;
les signaux sont traités pour créer une réponse. Le cerveau a des millions de neurones qui
sont interconnectés pour élaborer des ”"Réseaux de Neurones”. Ces réseaux exécutent les
millions d’instructions nécessaires pour avoir une vie normale. Deux éléments du neurone
biologique sont particulierement intéressants pour nous : les dendrites et les synapses.

AN | Synapse

ALY '\f N ¢

* “Dendrite

FiG. 3.1 — Un neurone biologique

Les dendrites sont des extensions du neurone qui lui permettent de se connecter a d’autres
neurones, tandis que les synapses sont des portes qui acceptent des connexions provenant
d’autres neurones. Un neurone biologique peut donc a la fois se connecter a d’autres neurones
comme accepter des connexions en provenance d’autres neurones. Ainsi nous avons les bases
d’un réseau. Le processus électro-chimique de transfert de 'information entre les neurones
est complexe. Le signal se propage le long des axones jusqu’aux synapses. La synapse a la
particularité de pouvoir moduler la diffusion des neuro-médiateurs et peut avoir un effet
aussi bien excitateur qu’inhibiteur. Ainsi un faible influx nerveux peut engendrer la trans-
mission de I'information. Les dendrites ne modifient pas le signal recu en entrée. Si le signal
résultant est suffisant, il y a création d’un signal a transmettre. Un neurone naturel recoit des
neurones voisins une certaine quantité d’information sous forme d’impulsions électriques par
I'intermédiaire de ses dendrites. L’information, une fois traitée par le neurone, est transmise
a d’autres neurones par I'intermédiaire des synapses. Cette information n’est transmise qu’a
partir d’un certain seuil.

3.2 Structure d’un neurone artificiel

Le concept de réseau de neurones est inspiré du comportement du cerveau humain. Le
réseau artificiel est constitué d’un ensemble de cellules appelées neurones. La figure 3.2
montre la structure basique d'un neurone. On peut identifier les éléments suiavnts [33] :
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un ensemble de e entrées (X, Xy, ..., X) qui représentent les parametres indépendents
du probleme (signaux d’entrée),
un ensemble de e poids synaptiques (w;) (un poids w; représente la connexion entre
I'entrée x; et le neurone),
— un biais b,
— un opérateur de sommation (les entrées sont pondérés par les poids),
une fonction d’activation.
A chaque neurone, on associe une valeur réelle z, appelée état du neurone, qui est calculée
au moyen de la formule

z=f ze:WiXi—Fb

=1

X1 1

Xo

T

Fic. 3.2 — La structure d’un neurone artificiel

3.3 Architectures neuronales

Un réseau est constitué par un ensemble de neurones interconnectés par des poids et
organisé comme une succession de couches. Un réseau a au moins deux couches (une couche
d’entrées et une couche de sorties) [40]. Les neurones d’entrée sont les valeurs des pa-
rametres indépendants du probleme et la couche de sortie est constituée par les parametres
dépendants. Les neurones qui se trouvent entre la couche d’entrée et la couche de sortie sont
appelés neurones cachés et I'ensemble de ces neurones forme la (ou les) couche(s) cachée(s).

La facon dont sont disposés les neurones dans un réseau et la maniere dont ils sont
connectés entre eux donnent lieu a différents types d’architectures. Nous en mentionnons ici
trois genres différents.

Réseau a deux couches

Dans ce type de réseau, il n’existe aucune couche cachée. Les neurones de la couche
d’entrée sont directement connectés (via les poids synaptiques) avec les neurones de la
couche de sortie. Ce genre de réseau est essentiellement utilisé dans des problemes qui sont
linéairement séparables tels que les problemes de mémoire associative.
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b=+1

Fic. 3.3 — Structure d’un réseau monocouche

Il est connu [33, 44] qu’un réseau se limitant & deux couches (une couche pour les cellules
d’entrée et une couche pour les cellules de sortie) peut se révéler insuffisant pour 'appren-
tissage de fonctions simples telles que le ou exclusif

g: {071} X {071} — {071}
(71, T9) F— X+ T9 — 27129,

En effet, un réseau a deux couches ne peut effectuer qu'une séparation linéaire. Cela
s’explique par le fait que (si f est monotone) I'ensemble X = {z € R : f(d w,z;) < a}
est le demi-espace délimité par I'hyperplan ) w;z; = f~Ya). Par ailleurs, g prend deux
valeurs 1 et 0. On peut voir facilement que ’on ne peut pas construire une droite qui sépare
les deux ensembles g~ !(1) et g~ '(0) : les deux enveloppes convexes de ces deux ensembles ne
sont pas disjointes.

Réseau avec couche(s) cachée(s)

Ce type de réseau est une généralisation du précédent. Il a une ou plusieurs couches dites
cachées. Les neurones qui appartiennent a ces couches s’appellent neurones cachés. Chaque
neurone est connecté a tous les neurones de la couche suivante (il n’y a pas de cycles).
L’information circule de I'entrée du réseau vers sa sortie.

Réseaux récurrents

C’est un réseau dans lequel un neurone peut étre connecté avec lui-méme ou avec des
neurones des couches précédentes [2].

3.4 Evaluation d’un réseau avec couche(s) cachée(s)

Chaque neurone dans le réseau recoit en entrée un ensemble de signaux, leur applique
Iopérateur de sommation pondérée et transmet le résultat aux neurones suivants via la
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Fi1c. 3.5 Structure d'un réseau récurrent
fonction d’activation.
L’état des neurones qui appartiennent a la premiere couche cachée peut s’écrire
e
z=1f (Z w;r; + b) (3.1)
j=1
ou, de facon vectorielle,
z= fw" x4 b) (3.2)
L’état des autres neurones est décrit par :
m
z=f (Z 11)'7-.7?_7-) (3.3)
J=1
ou, de facon vectorielle,
z= fw") (3.4)
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olt w = [wy, we, ..., w,]" représente le vecteur des connexions entre neurones, ¥ = [x1, Ty, ..., To]"
I’ensemble des signaux d’entrée et f représente la fonction d’activation qui définit 'état du
neurone. La fonction d’activation la plus utilisée dans le domaine des réseaux de neurones
est la fonction sigmoide définie par

1

f(T) = 1te @O/

et représentée sur la figure 3.6 pour différentes valeurs des parametres 7 et 6.

(3.5)

F1G. 3.6 Fonction sigmoide pour §# = 0 (7 =1 en noir, 7 = 10 en rouge, 7 = 100 en bleu)

3.4.1 La solution retenue

D’apres un résultat diu a Kolmogorov [37, 38, 39|, on peut approcher n’importe quelle
fonction réguliere avec un réseau a trois couches. (Naturellement, la taille de la couche
centrale peut augmenter rapidement avec la précision de 'approximation.) Nous avons donc
choisi de nous limiter a de tels réseaux.

Dans le premier étage (entre la couche d’entrée et la couche cachée), nous utilisons la
fonction d’activation suivante
( 1

e H/T 1 g 1 ,
fla) = 4 (“7“)< - ) (1+eu/r> +(m) S (3.6)

et/ 1\’ 1 ,
\ (33+M)< - ) (1+e“/7> + (714_6“”) stz < —p,

ot p = 37 et § = 0. Il s’agit simplement de la fonction sigmoide habituelle modifiée de telle
sorte que les poids ne deviennent pas trop grands (cf. figure 3.7). Ce premier étage nous sert
a construire une base de fonctions non orthogonale.

Dans le deuxieme étage, nous utilisons une fonction d’activation linéaire qui nous permet
de réaliser I'approximation de la sortie souhaitée par les fonctions de base créées dans le
premier étage.

La structure des réseaux que nous avons choisie est illustrée par la figure 3.8.

Le nombre optimal de neurones dans la couche cachée, est difficile a déterminer. C’est
pendant la phase d’apprentissage (cf. 3.5 page 37) que I'on peut se rendre compte de I'apti-
tude du réseau a ”apprendre”.

si || < p,
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Fi1G. 3.7 Fonction sigmoide modifiée pour § = 0 (7 = 5 en rouge, 7 = 10 en noir, 7 = 100
en bleu)

3.5 L’apprentissage

Le processus d’apprentissage d’un réseau consiste a ajuster les poids de connexion entre
les neurones.

Les différents types d’apprentissage

On peut classer les algorithmes d’apprentissage en deux catégories (cf. figure 3.9 issue
de [70]) : supervisés et non supervisés. Dans les algorithmes non supervisés, on ne connait
pas la sortie que doit approcher le réseau (sortie souhaitée). Le réseau s’organise alors en
regroupant selon les mémes caractéristiques les différents signaux d’entrée. Dans les algo-
rithmes supervisés, on connait la sortie souhaitée et on peut faire la correction de la sortie du
réseau par rapport a la sortie ciblée. On observe la sortie donnée par le réseau et on calcule
la différence entre elle et la sortie souhaitée. Ensuite, les poids des connexions sont modifiés
afin d’atténuer cette différence. L’apprentissage supervisé peut lui-méme étre de 2 types :
I’apprentissage par renfort et ’apprentissage par correction. Dans le premier, I'information
est du type booléenne. 1l s’agit donc de classification. Dans I'apprentissage par correction, on
connait 'ordre de grandeur de ’erreur, et on peut modifier les poids de connexion de telle
sorte que cette erreur soit la plus petite possible.

L’apprentissage : un probleme d’optimisation

Notons R la réponse du réseau a trois couches considéré, e le nombre d’entrées (sans
compter le biais), m le nombre de neurones cachés, s le nombre de sorties et p le nombre
de poids de connexion a ajuster. En se référant a la figure 3.4, il est facile d’établir que
p=(e+1+s)m.

La réponse R dépend de I'entrée du systeme x (I’état des cellules d’entrée) et des poids
de connexions W € R?

R: RExR —» R®
(2, W) — R(z,W).

WO

Ainsi on peut écrire W = ( e

>, WO e Rmx(et) of W € R*™. Les deux vecteurs
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creation des fonctions recherche des
de base coefficients

Fic. 3.8 — Structure du réseau et fonctions d’activation retenues

WY et W' ne jouent pas les mémes roles. Le vecteur W permet la définition des fonctions
de base et W' est le vecteur des coefficients dans cette base. Cette remarque jouera un role
fondamental dans la régularisation du probleme d’apprentissage.

La phase d’apprentissage (supervisé) consiste a minimiser I’écart, au sens des moindres
carrés, entre la sortie souhaitée G(x) et la sortie du réseau R(z, W). Il s’agit donc de résoudre
le probleme

: 1 2
min (W) =2 37 || B(r, W) - G(o) |, (37)

WEeRP
zeN

dans lequel Q est ’ensemble des couples d’apprentissage. Un élément (z, G(x)), x € Q) est
appelé couple d’apprentissage.

Le fait d’avoir choisi une fonction d’activation f différentiable permet d’utiliser les méthodes
classiques d’optimisation. Le gradient de .J est généralement calculé par la méthode classique
de “rétropropagation du gradient ”.

L’efficacité de l'apprentissage dépend de la structure du réseau (nombre de neurones
cachés). Si le nombre de neurones est insuffisant, 'apprentissage se révele impossible. Au
contraire, si le nombre de neurones dans la couche cachée est trop grand, le réseau apprend
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APPRENTI| SSAGE

[ |
SUPERVI SE NON SUPERVI SE

|
[ ]
RENFORT CORRECTI ON

Fi1c. 3.9 Les différents types d’algorithmes d’apprentissage

I'information par cceur. Dans ce cas, le réseau restitue correctement les réponses relatives
aux couples déja appris, mais s’avere incapable de donner une réponse correcte pour un
nouveau cas [46]. On dit que le réseau ne généralise pas. Cela rappelle les probléemes classiques
d’interpolation : les polynomes de bas degré ne donnent pas une bonne approximation et les
polynomes de degré élevé oscillent.

Généralisation

[’ensemble de couples €2 est utilisé pour le processus d’apprentissage. Cet ensemble est
généralement scindé en deux lots. Une fois que le réseau a appris I'ensemble des couples
d’apprentissage du premier lot (en ajustant ses poids), on vérifie sur 'autre lot que la réponse
du réseau n’est pas trop éloignée de la sortie souhaitée. Ce processus (capacité de produire
des sorties correctes pour des couples non appris) s’appelle la généralisation [5]. Il est un
bon indicateur de la qualité de ’apprentissage. En effet, si on parvient a bien apprendre les
couples du premier lot, sans étre capable de généraliser, on peut conclure que I'information
fournie par le réseau n’est pas fiable.

En pratique, il est délicat de trouver le bon compromis entre apprentissage satisfaisant
et bonne généralisation.

3.6 Une méthode d’apprentissage zéro mémoire

Afin de simplifier 'exposé de la méthode, nous considérons, dans cette section, que le
nombre de sorties dans le réseau est s = 1.

3.6.1 Gauss-Newton ou Levenberg-Marquardt

Nous utilisons la méthode de Gauss-Newton pour résoudre le probleme d’optimisation (3.7).
Pour simplifier les écritures, nous notons

EF: R — R
W (R, W) = Glan), Bz, W) = G(2), . R, W) = Gls) )
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ou ¢ est le nombre de couples d’apprentissage contenus dans 2. Ainsi le probleme (3.7) s’écrit

1

min J(W) = || E(W) |]>. 3.8

min J(W) = || E(W) | (38)
Notons encore DE' la jacobienne de E. C’est une matrice a ¢ lignes et p colonnes. La

premiere fagon de voir la méthode de Gauss-Newton est d’appliquer la méthode de Newton au

probleme (3.8) en négligeant les termes ou interviennent les derivées de E' d’ordre supérieur.
La direction de Newton d est la solution du systeme linéaire

V2J(Wy)d = —V.J(Wy). (3.9)

Dans notre cas, on a :

VJ(W)=DE(W)" E(W)
et
V2J(W) = DE(W)'DE(W) + Z E;(W)V?E;(W).

Comme le second terme de V2J(W) peut étre difficile & calculer, on le néglige. Cette ap-
proximation se justifie, au voisinage de la solution, lorsque E devient petit. On aboutit alors
a la méthode, dite de Gauss-Newton,

DE(W)'DE(W})d = —DE(W,)' E(W,). (3.10)

Dans la majorité des cas, le nombre ¢ des couples d’apprentissage est bien plus petit
que le nombre total p de poids dans le réseau. De ce fait, la matrice DE(W )" DE(Wy)
peut étre singuliere. On utilise alors I'algorithme de Levenberg-Marquardt [42] : le systeme
linéaire (3.10) est transformé en

(DE(W)'DE(W) +al)d=-DE(W)"E(W) (3.11)

ol a est un réel strictement positif. La valeur de o ne change pas la solution finale du
probléme (3.8), mais il permet d’accélérer la convergence et de rendre le systeme linéaire (3.10)
plus stable.

Le systéeme linéaire (3.11) est résolu via la méthode du gradient conjugué. C’est une
méthode itérative qui permet de résoudre des systemes linéaires Ax = b lorsque la ma-
trice A est symétrique définie positive. Developpée en 1952 par Hestenes et Stiefel [9], cette
méthode ne fait pas appel a des parametres définis par 1'utilisateur. Elle ne nécessite que la
connaissance du produit de la matrice A par un vecteur.

3.6.2 Différentiation automatique

Le produit matrice-vecteur DE(W)TDE(W )d est ici effectué en exploitant les techniques
de différentiation automatique [22, 21, 28, 63]. On commence par calculer z = DE(W)d. Ce
produit peut étre réécrit comme ci-dessous

DE(WA — tim POV +2d) = B(W)

e—0 g

= 86E(W + c‘fd) ‘6:0.
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Il s’agit alors de dériver une fonction vectorielle E par rapport a un seul parametre [29]. On
utilise pour ce faire le mode direct qui consiste a dériver un code de sa premiere instruction
a la derniere.

Il reste ensuite a calculer

c
DE(W)"z =Y DE;(W)z.
i=1
Comme la somme des dérivées est égale a la dérivée de la somme, nous avons

DE(W)Ts — D(Z Fi(W)z) = D(:T BE(W)),

1l s’agit donc de dériver une fonction scalaire 2" E(W) par rapport & un grand vecteur W.
La dérivation en mode inverse est la plus appropriée. Elle consiste grossierement a dériver
de la derniere instruction a la premiere en utilisant les regles de dérivation des fonctions
composées.

L’utilisation de la méthode du gradient conjugué et cette combinaison des modes direct
et inverse de la différentiation automatique permettent de faire I’économie de calculs tres
couteux tels que

— le calcul de la jacobienne DF,

— le calcul du produit matriciel DETDE,

et sa factorisation.
Ce gain est d’autant plus crucial que le probléme est de grande taille.

3.6.3 Régularisation

[’estimation d’une fonction ¢g a partir de données en nombre limité peut devenir un
probleme mal posé [43], c’est-a-dire que la solution obtenue par minimisation de ’écart
quadratique moyen existe mais n’est pas unique. L’idée fondamentale de la régularisation
est de transformer un probleme mal posé en un probleme bien posé. Pour ce faire, on impose
des contraintes supplémentaires a la fonction [72, 24].

On commence par faire un apprentissage “par cceur” : on augmente la taille de W (plus
exactement le nombre m de cellules cachées) afin d’avoir un résidu proche de zéro apres
apprentissage. On s’assure ainsi que le réseau est assez riche pour approcher la vraie fonction.
Dans ce cas, la généralisation n’est pas assurée : la réponse du réseau pour des données non
apprises est peu satisfaisante. De nombreuses techniques de régularisation existent. Nous
allons discuter quatre méthodes.

Régularisation de Tikhonov

Pour éviter les oscillations du réseau, on cherche a lisser les fonctions de base en conservant,
les poids du premier étage petits. La solution régularisée est celle qui minimise la combinaison
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pondérée de la norme du résidu et de la norme des poids du premier étage :
1
(I EW) I8 W |I?) (3.12)

olt  est le parametre de régularisation [58] et W les poids de connexion entre la couche
d’entrée et la couche cachée. Le systéme linéaire associé a ( 3.12) est de la forme :

(DE(W)TDE(W) +a1+5< é g )) ( g? ) = -DE(W)"E(W) - 3 ( Vgo ) .
(3.13)

Le deuxieme étage est laissé sans régularisation.

Avec une grande valeur de 3, le processus d’optimisation privilégie la réduction de la
norme des poids de connexions W9 au détriment de la norme du résidu. En conséquence,
les fonctions de base construites dans le premier étage sont étirées (cf. figure 3.6 ; de petits
poids WY correspondent & un 7 grand).

Dans notre cas, pour choisir le parametre 3, 'ensemble 2 des couples d’apprentissage est
découpé en trois lots : un premier lot L1 composé de 80 % des couples d’apprentissage, un
second lot .2 constitué de 12 % des couples d’apprentissage et un troisieme lot .3 comprenant
le reste des couples.

Le lot L3, sur lequel aucun traitement n’est jamais effectué, sert de lot de validation.

L’apprentissage est alors réalisé en deux phases :

Phase 1 :

a) apprentissage du lot L1 avec f = 0. Tant que || E(W) ||[< tol, on augmente
le nombre de neurones cachés et on réapprend. Ainsi, on augmente le nombre de
fonctions de base nécessaires pour bien approcher le phénomene.

b) Une fois trouvé le nombre de neurones cachés approprié, on apprend le lot L1 en
choissisant le 8 qui minimise le résidu sur le lot L2.

Phase 2 : apprentissage des lots L1 et .2 en utilisant le 5 trouvé dans la phase 1 et en
démarrant des poids obtenus a cette méme phase.

Les pourcentages donnés n’ont qu’un caractere indicatif.

Régularisation par réduction du nombre de neurones cachés

Cette technique consiste a réduire le nombre de cellules dans la couche cachée pour
ameliorer la généralisation. Malheureusement, il arrive souvent que 1’on passe d’une situation
ou I'on apprend sans généraliser a une situation ou I’on n’apprend plus. Il n’est pas toujours
facile de trouver un compromis.

La technique décrite dans le paragraphe précédent permet d’obtenir, avec un nombre de
neurones cachés donné, une valeur optimale du parametre [3.

Si ce nombre de neurones cachés est trop grand, le phénomene de sur-apprentissage peut
se produire malgré la régularisation. De plus, le temps de calcul augmente avec le nombre
de neurones cachées. Pour ces deux raisons, nous effectuons en pratique de nouveaux tests
avec moins de neurones cachés.
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Ainsi, en combinant la régularisation de Tikhonov et le choix du nombre de neurones
cachés, on parvient a trouver le nombre minimum de neurones cachés qui permet un bon
compromis entre temps de calcul et bonne approximation de la fonction.

Régularisation par arrét prématuré des itérations

Cette méthode est connue sous le nom de “stopped training method” [10, 65] ou “ Landweber
iteration” [43]. Elle est basée sur 1'observation suivante (sur-apprentissage) : trop apprendre
a partir d’'un nombre limité de couples d’apprentissage peut dégrader la généralisation. En
pratique, I’erreur sur les couples du lot L1 décroit a chaque itération puis se stabilise, alors
que l'erreur dans le lot L2 passe par un minimum avant de croitre. Il faut donc arréter
I’apprentissage autour de ce minimum du résidu du lot L2.

Régularisation par Gauss-Newton

En choisissant un W? initial de petite norme, nous initialisons le réseau avec des fonctions
de base étirées (régulieres). Comme le processus de Gauss-Newton calcule des perturbations
de norme minimale [48], les poids de connexion du premier étage WO restent petits et les
fonctions de base bien régulieres.

La combinaison de ces techniques de régularisation permet d’éviter les minima locaux
pour I'apprentissage (qui posent sérieux problemes pour les méthodes classiques).

3.7 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons illustrer les possibilités offertes par la méthode décrite
ci-dessus sur deux types d’exemple : des exemples synthétiques basés sur I'approximation de
fonctions classiques et des cas réels issus de divers domaines tels que l'industrie automobile
ou le domaine pétrolier.

Pour chaque résultat numérique, nous indiquerons

e la structure du réseau : nombre de neurones d’entrée e - nombre de neurones cachés
m - nombre de neurones de sortie s.

e la répartition des couples d’apprentissage (section 3.6.3 page 41) : taille du lot
d’apprentissage L1 - taille du lot de généralisation L2 - taille du lot de vérification L3.

3.7.1 Exemples synthétiques

Nous allons illustrer la capacité de réseaux de neurones a approcher des fonctions clas-
siques [47].

Notons f la fonction a approcher. Elle est définie sur R® a valeurs dans R®. Les couples
d’apprentissage s’écrivent alors (z, f(z)), on z € D C R°. Les ¢ valeurs de x peuvent étre
crées de 4 manieres différentes :
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e option=1 : elles sont lues dans un fichier de données.
e option=2 : elles sont choisies de facon aléatoire dans D.

e option=3 : elles sont construites en utilisant deux plans d’expériences (section 2.4
page 26); un premier plan extérieur et un second intérieur. Le reste des valeurs de
x est choisi de facon aléatoire.

e option=4 : elles sont choisies comme ci-dessus, mais les deux plans d’expériences sont ici
Croisés.

La figure 3.10 permet d’illustrer la génération de couples au moyen de plans d’expériences.
Les étoiles rouges représentent les points du plan factoriel externe, les étoiles bleues symbo-
lisent les points du plan factoriel interne et les étoiles vertes sont les couples tirés aléatoirement.

1000 * * b 1000 * —
500 q 500 q
* * *
of E of g
* * *
-500 - q -500 - q
-1000 * * 4 -1000 * 4
e = o s 10 e = o s 10
Points générés par 'option 3 Points générés par l'option 4

7 N

Fi1c. 3.10 Points générés a 1'aide de plans factoriels

Dans de nombreux cas, en particulier dans les exemples réels, la fonction a approcher
est tres cotteuse a évaluer. On cherche alors a réduire le nombre d’appels a cette fonction.
Lorsque le nombre d’entrées e est grand, on ne s’autorise donc pas a se donner autant de
couples d’apprentissage que de sommets de I’hypercube (pour e = 10, il faudrait construire
2'% = 1024 couples!!!). L’option 4 nous sert essentiellement dans ces cas 1a (lorsque nous
sommes limités par le nombre de couples d’apprentissage).
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Ou exclusif

Il s’agit d’une fonction tres simple qui n’est pas linéairement séparable. Pour cette raison,

elle fait partie des exemples classiques utilisés pour tester les réseaux de neurones.

Données
Fonction f(z,y) = 2% +y*— 22y
Domaine D =10,1] x [0,1]
Structure du réseau 3/4/1
Lots 6/2/2
Option 3
Apprentissage

Réseau avec =0
Nombre d’itérations de GN 36
Nombre d’itérations du GC 257
Erreur d’apprentissage 2.31410°°
Erreur de généralisation 0.0079
Erreur de vérification 0.01129

Var. fixes :

0.8 0.2
10

Réseau avec § =0

Contours de la fonction, du réseau avec 5 =0

Fi1G. 3.11 Apprentissage du “ou exclusif”.
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La parabole

Fonction

Domaine

Structure du réseau
Lots

Option

Nombre d’itérations de GN
Nombre d’itérations du GC
Erreur d’apprentissage
Erreur de généralisation
Erreur de vérification

Fia. 3.12

w100

Contours de la fonction, du réseau avec =0

Données

fla,y) =a* + ¢

D = [-100,100] x [—100, 100]
3/3/1

20 /3 /2

4

Apprentissage

Réseau avec =10
54

504

2.44 1071

41103

3.410°3

-100 "-100

’

% w e w0 0 2 4 e @

i
|
|
\

Apprentissage de la parabole
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Fonction sinus

Données
Fonetion Flany) = sin(z —3)  sin(y +5)
(-3  (y+5)
Domaine D = [-3,8] x [-10, 0]
Structure du réseau 3/10/1
Lots 22 /3/2
Option 3
Apprentissage

Réseau avec =0
Nombre d’itérations de GN 93
Nombre d’itérations du GC 2042
Erreur d’apprentissage 5.21 1075
Erreur de généralisation 0.010
Erreur de vérification 0.007

Contours de la fonction,

du réseau avec =0

FiGc. 3.13 — Apprentissage du sinus
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Fonction Rosenbrock

Fonction

Domaine

Structure du réseau
Lots

Option

Nombre d’itérations de GN
Nombre d’itérations du GC
Erreur d’apprentissage
Erreur de généralisation
Erreur de vérification

Contours de la fonction,

Données

flr,y) = 100(2* +y°) + (1 — x)°
D=[22x][22]

Apprentissage

3/10/1
25 /3/2
3
Réseau avec =0
96
2366
1.871075
0.0079
0.0038

du réseau avec 5 =0

FiGc. 3.14 — Apprentissage de la fonction de Rosenbrock
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Fonction Rastrigin

Données

Fonction f(z,y) = 2° +y* — cos(181) — cos(18y)
Domaine D =[-2,2] x [-2,2]
Structure du réseau 3/3/1
Lots 22 /3/2
Option 1

Apprentissage

Réseau avec =10 Réseau final

Nombre d’itérations de GN 100 100
Nombre d’itérations du GC 1040 1200
Erreur d’apprentissage 0.031 0.045
Erreur de généralisation 0.075
Erreur de vérification 0.0278 0.0198

Var. fixes

-2
E] 15 El ED o 05 1 15 2

Contours de la fonction,

Var. fixes

E s o 05 1 15

-2
E2

du réseau avec 3 =0 et du réseau final

2

Fi1G. 3.15 Apprentissage de la fonction de Rastrigin
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Fonction sinus - sinus décalée

Données
Nb. de sorties 2
Fonction filz,y) = _sinfw =3)  sinly+1)
(z— 3)5 (y+ 1)2
b y) = _sin(z +5)  sin(y +2)
(x+5) (y +2)
Domaine D = [-3,8] x [—10, 0]
Structure du réseau 3/10/2
Lots 22 /3/2
Option 3
Apprentissage
Réseau avec =0
Nombre d’itérations de GN 100
Nombre d’itérations du GC 2297
Erreur d’apprentissage 0.0013
Erreur de généralisation 0.0260
Erreur de vérification 0.0304

Contours du réseau f,

Réseau avec = 0 pour f;

du réseau fs

FiG. 3.16 — Apprentissage de la fonction sinus - sinus décalé
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Fonction somme de sinus et sinus décalé

La sotie de cette fonction est la somme des deux fonctions de la section précedente : sinus
et sinus décalé.

Données
Nb. de sorties 1
) sin(z —3)  sin(y+ 1)
Fonction f(z,y) = —3) E)
sin(x 4+5)  sin(y + 2)

@+5) (+2)
Domaine D =[-3,8] x [-10,0]
Structure du réseau 3/10/1
Lots 22 /3/2
Option 3

Apprentissage

Réseau avec 5 =0 Réseau final
Nombre d’itérations de GN 100 60
Nombre d’itérations du GC 533 1800
Erreur d’apprentissage 0.049  4.9916e — 05
Erreur de généralisation 0.04555
Erreur de vérification 0.08079 0.01326

Var. fixes. Var. fixes.

05 A\ 05,
0 /(‘\?'\“\‘)?(‘ o .
XS 3 Z
- RXXXOE K <2777
1 \A,\“«“O" .{Q};{{' 7 - AQA‘ ""If;j/[llli/
" % , S50
- . RN

1 204
<L
=<

o 1z 3

Contours de la fonction, du réseau avec 3 =0 et du réseau final

Fi1Gc. 3.17 Apprentissage de la fonction somme de sinus et sinus décalé
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Fonction Ou exclusif - parabole - parabole décalée

Données

Nb. de sorties 3
Fonction filz,y) =2* + 4> — 22y

folw.y) = 2* +y

folw,y) = (v —2)" + (y — 2)°
Domaine D =[-3,3] x [-3, 3]
Structure du réseau 3/5/1
Lots 22 /3/2
Option 3

Apprentissage

Réseau avec f =0 Réseau final
Nombre d’itérations de GN 40 40
Nombre d’itérations du GC 817 1175
Erreur d’apprentissage 0.09298 0.00196
Erreur de généralisation 0.088
Erreur de vérification 0.0658 0.0139

Var. fxes

Réseau final pour f;

Var. fies

9%
9 p

"I,II// 4 2
2 T
s 1A
74 = R R e S Y
m R ses ol
s RSOCUUS SO,

SSSCS
———

Réseau initial pour f3

Var fes

£
£
0‘0‘0’0:"'
oot/ 4
S0 4

772
%

Réseau final pour fo Réseau final pour f3

F1a. 3.18 — Fonctions xor - parabole - parabole décalée : réseaux
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Contour de la fonction pour f; et pour f, et pour f3

F1c. 3.19 — Fonctions xor - parabole - parabole décalée : contours
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Fonction somme du Ou exclusif, de la parabole et de la parabole décalée

La sortie de cette fonction est la somme des des trois fonctions de la section précedente :
ou exclusif, parabole et parabole décalée.

Données
Nb. de sorties 1
Fonction flz,y) =22> +2y> — 2zy + (v — 2)° + (y — 2)*
Domaine D =[-3,3] x [-3, 3]
Structure du réseau 3/5/1
Lots 22 /3/2
Option 3
Apprentissage

Réseau avec =0 Réseau final
Nombre d’itérations de GN 30 60
Nombre d’itérations du GC 765 1800
Erreur d’apprentissage 0.00322 8.64772¢ — 05
Erreur de généralisation 0.006580
Erreur de vérification 0.014723 0.0029756

Var. fixes Var. fixes

70 70

Contours de la fonction, du réseau avec § =0 et du réseau final

FiGc. 3.20 — Apprentissage de la fonction somme de xor, parabole et parabole décalée
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3.7.2 Exemples réels

CRASH

On étudie un modele de choc frontal d’un véhicule sur une barriere déformable. Il s’agit de
déterminer I'influence de certains parametres sur le comportement du véhicule :

1 : raideur du “bumper” de la barriere,

T9 : raideur du corps de la barriere,

r3 : position horizontale de la barriere,

x4 :  position verticale de la barriere,

x5 : angle d'impact du véhicle sur la barriere,

xrg : vitesse d’'impact du véhicule,

x7 . assiette du véhicule.

Critére dynamique
{ réponse )

Critére statique
( fatigue )

Crash

Validation

La sortie observée est y, 'effort sur le mur en fond de barriere.

Comme I’évaluation de y en fonction des z; est tres cotiteuse, on cherche a approcher
ce probleme a l'aide d’un réseau de neurones. Pour ce faire, on dispose de 100 couples
d’apprentissage. On considere

— un lot L1 de 80 couples pour I'apprentissage,

— un lot L2 de 15 couples pour le choix du parametre de régularisation [,

— et un lot L3 de 5 couples pour la vérification de la généralisation.

La stratégie d’apprentissage du réseau de neurones a trois couches que I'on considere est
décrite ci-dessous. Les résultats qui suivent ont été obtenus avec 12 neurones dans la couche
cachée.

On fait I'apprentissage “par coeur”, c’est-a-dire que 1’on cherche a bien apprendre les
couples du lot L1, mais on ne fait aucun traitement pour généraliser les lots .2 et L.3. Dans
la figure 3.21, on peut constater que ’apprentissage du lot L1 est correct, et comme prévu
(puisque rien n’a été fait), il n’y a pas de généralisation sur les lots L2 et L3.
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521

5
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Comportement du lot 1.3
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Crash : apprentissage avant régularisation

Pour parvenir a généraliser les lots L2 et L3, la seconde étape est nécessaire. Elle sert a
trouver le parametre de régularisation [ qui permet que le résidu sur le lot L2 soit le plus
petit possible, sans trop dégrader 'apprentissage du lot L.1. Une fois trouvé le parametre de
régularisation, on apprend les lots L1 et L2 ensemble, puis on vérifie la généralisation sur le

lot L3. On peut apprécier le résultat sur la figure 3.22.
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FiG. 3.22 — Crash : apprentissage apres régularisation

Un autre probleme du CRASH

On étudie un modele de choc latéral. Le modele du pied milieu est découpé en 5 zones.
Les variables d’entrée sont les épaisseurs de coque (de 0.6 a 1.5 avec un pas de 0.1) pour
chaque zone. Les variables de sortie, au nombre de 6, sont des criteres de déplacement. On

dispose de 250 données que I'on réparti en 3 lots :

un lot L.1 de 200 couples pour 'apprentissage,
— un lot L2 de 40 couples pour le choix du parametre de régularisation [,
— et un lot L3 de 10 couples pour la vérification de la généralisation.

Nb. de sorties 6
Structure du réseau 6 /10 /6
Lots 200 / 40 / 10

Option 1
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On fait 'apprentissage « par coeur », pour bien apprendre les couples du lot 1. Dans les
figures ci-dessous ( 3.23, 3.24, 3.25, 3.26, 3.27, 3.28), on peut constater, en comparant 1’écart
entre les étoiles bleues et les cibles rouges, que I'apprentissage du lot 1.1 est correct. Les étoiles
vertes représentent les résultats de I’apprentissage apres régularisation, c’est-a-dire apres la
phase 2 décrite dans la section 3.6.3 page 41.
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Fia. 3.28 — Crash : apprentissage avant et apres régularisation du déplacement 6

Dans les figures précédentes, on peut remarquer que, pour tous les déplacements, ’ap-
prentissage avant régularisation du lot L1 est correct. En ce qui concerne la généralisation,
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les lots L2 et L3 se comportent déja bien avant régularisation (étoiles bleues). Apres la se-
conde phase (étoiles vertes), les résultats sont encore meilleurs : 'apprentissage des lots L1
et L2 est correct et la généralisation du lot L3 n’est pas dégradée.

Un exemple en industrie pétroliere

Le cas PUNQ est un modele de réservoir synthétique inspiré de données réelles. 11 a été
créé, dans le projet européen PUNQ, afin de comparer les différentes méthodes d’inversion
permettant de contraindre les modeles stochastiques de réservoir aux données dynamiques.
Le modele géologique est composé de 5 couches indépendantes. Les couches 1, 3, 4 et 5 sont
supposées de bonne qualité tandis que la couche 2 est de moins bonne qualité. Les porosités
et perméabilités ont été générées en utilisant des méthodes géostatistiques. Sur la carte du
toit du réservoir (figure 3.29), on peut voir que celui-ci est entouré par un aquifere au Nord
et a I’Ouest et est délimité par une faille au Sud et a I'Est.

Tops
e ]
2339 2347 2355 2963 2371 2979 2367 2295 2403 2417

o 800 1600 2400 3200

2000 - T
| PRO-12]

4000

Z1 'y
[Pros| |

FALLT

PUNGS XY plans 1

Fic. 3.29 Cas pétrole : toit d’'un modele de réservoir synthétique

La fonction objectif (représentée figure 3.30) a été calculée en prenant en compte le
« Gas Oil Ratio », la « Bottom Hole Flowing Pressure »et le « Water Cut »pour les 6 puits
producteurs. Les données observées utilisées correspondent a un cas de référence connu. Les
deux parametres qu’on a fait varier pour tracer la fonction cout correspondent, pour x, a
un multiplicateur de la perméabilité horizontale pour les 5 couches et, pour x5, a la méme
chose pour la perméabilité verticale. La quantité z; prend 29 valeurs entre 0.1 et 10, tandis
que 5 en prend 28 entre 107° et 3.
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Fia. 3.30 — Cas pétrole : représentation de la fonction objectif & minimiser

On dispose de 812 données qui sont réparties de la maniere suivante
— un lot L1 de 80% des données pour 'apprentissage,
un lot L2 de 20% des couples pour le choix du parametre de régularisation £.

Les résultats qui suivent ont été obtenus avec 20 neurones dans la couche cachée.
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F1a. 3.32 — Cas pétrole : réseau approchant la fonction objectif (8 = 0)

Dans la figure 3.31, on peut constater que 'apprentissage est correct, sauf pour certaines
valeurs qui se trouvent au-dessus de 120. On passe donc a la phase suivante : trouver la
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valeur du parametre de régularisation . Les résultats obtenus pendant cette phase peuvent

etre observés sur les figures 3.33 et 3.34.
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F1G. 3.34  Cas pétrole : réseau approchant la fonction objectif (8 optimal)

Apres la phase 2, on peut observer que les résultats sont bien meilleurs. L’apprentissage
n’a pas été dégradé et on parvient a obtenir une tres bonne généralisation.



Chapitre 4
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Certains problemes des sciences physiques sont difficiles a résoudre dans le sens ou les
seules données sont des mesures parfois cotiteuses ou longues a réaliser. Une optimisation est,
dans ces cas-la, forcément limitée par le nombre réduit de données. On choisit donc souvent
de remplacer la fonction a optimiser par un modele peu couteux auquel on peut appliquer
les algorithmes classiques de l'optimisation [23, 19, 56, 9]. Ainsi, on construit une surface
de réponse a partir des mesures dont on dispose. Nous avons vu au chapitre 3 comment
construire une surface de réponse a l'aide des réseaux de neurones. Ces derniers permettent
de disposer d’un gradient, pour un cout ajouté négligeable, grace a la différentiation automa-
tique [22, 8, 7, 49, 50, 28, 21]. Nous allons expliquer comment nous avons exploité le modele
ainsi obtenu pour résoudre le probleme (d’optimisation) original.

4.1 Boucle d’optimisation

On note G : R® — R la fonction a minimiser et 12 un réseau de neurones qui doit I'appro-
cher. Soit €2 I'ensemble des couples d’apprentissage. Il est choisi en utilisant les techniques
de plan d’expérience proposées dans le chapitre 2. On construit alors un premier modele
R par réseau de neurones, avec I’ensemble €2, en utilisant la technique proposée dans la
section 3.6 page 39. Ce modele est ensuite optimisé par rapport aux signaux d’entrée. No-
tons X* la solution de cette optimisation. On compare alors R(X*) a G(X*). Si les deux
valeurs coincident, alors on considere que la quantité X* est le minimum de la fonction G
et 'algorithme s’arréte. Si le réseau R et la fonction G' ne donnent pas le méme résultat
(|JR(X*) — G(x*)| > €), on consideére que le réseau n’a pas suffisamment bien appris la fonc-
tion. On ajoute alors le nouveau couple (X*, G(X*)) a I'ensemble d’apprentissage 2 et on
refait la boucle d’optimisation (fig. 4.1). Des travaux similaires sont consultables dans [20, 41].
Une bonne approximation de la fonction dépend de plusieurs facteurs (nombre d’itérations
dans la méthode de Gauss-Newton, nombre de neurones cachés, ...), mais le nombre des
couples initiaux est fondamental. Dans ce chapitre, nous commencons par faire une premiere
approximation avec un nombre limité de couples d’apprentissage. Puis nous enrichissons le
modele R en ajoutant les couples de points proposés par I'optimiseur.

Nous allons illustrer cette démarche en I'appliquant a des fonctions de dimension 2.
Puis nous résumerons dans un tableau les résultats que nous avons obtenus pour quelques
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fonctions de dimension supérieure. Enfin, nous conclurons avec un résultat dans le domaine
pétrolier et une perspective dans le domaine automobile.

Q

apprentissage

Ajout de

Réseau
de Neurones
R
Optimisation

de R

G(X™)
(x)

R(X™)

(X*,G(X*) aQ

NON

OUI

STOP

FiGc. 4.1 Schéma de la boucle d’optimisation

4.2 Reésultats numériques

4.2.1 Exemples en dimension deux

Nous allons tester la méthode décrite ci-dessus en 'appliquant a des fonctions de deux

variables.

Comme cela a déja été dit dans la section précédente, la premiere étape consiste a faire une
premiere approximation de la fonction considérée. Pour ce faire, nous utilisons la méthode
décrite dans le chapitre 3. La différence que I'on peut observer entre les premiers réseaux
dans ce chapitre 4 et les résultats d’approximation présentés dans le chapitre 3 est due au
nombre de couples utilisés pour faire le premier apprentissage. En effet, si le premier réseau
approche trop fidelement la fonction a minimiser, il existe de gros risques que 1'optimisation
aboutisse a un minimum local. Nous préférons donc démarrer avec un réseau qui approche
tres grossierement la fonction a minimiser et laisser la liberté a 'optimiseur de proposer les
points pertinents qui permettront d’améliorer le réseau au fur et a mesure.
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Sinus
Données
) sin(x —3)  sin(y + 5)
Fonction flz,y) = — —
NN T NN TE)
Domaine D =[-3,8] x [-10,0]
Structure du réseau 3/5/1
Nombre de couples initiaux 9
Option 3

Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée [3.0 ,-5.0] / [3.012, -5.000]
Nb. total de couples 30

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

Fi1G. 4.2 Apprentissage et optimisation de la fonction sinus
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« Sinus décalé »

Données

. . 5
Fonction flz,y) = _sinfw) _ sinly +2)

() (y+2)
Domaine D =[-3,8] x [-10,0]
Structure du réseau 3/5/1
Nb. de couples d’apprentissage initial 9
Option 3

Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée (0.0, -2.0] / [0.003, -1.997]

Nb. total de couples 23

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

F1G. 4.3 — Apprentissage et optimisation de la fonction « sinus décalé »
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« Chameau »

Cette fonction est symétrique par rapport a l'origine. Elle admet 3 minima locaux.
minimum global se situe au point £(0.0898, —0.7126)

Données
. g 21 4 1 2 4
Fonction f(z,y) = 42" — 10° + 37 +ay —4y” + 4y
Domaine D=[-1,1] x [-1,1]
Structure du réseau 3/14/1
Nombre de couples initiaux 15
Option 3

Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée  [0.0898 , 0.7126] / [-0.0917, 0.7128]
Nb. total de couples 30

Var. fixes Var. foes

ity

\

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

Fi1G. 4.4 — Apprentissage et optimisation de la fonction « chameau »
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Branin

Cette fonction admet sa valeur minimale (environ 0.398) en 3 points différents :
(—3.142,12.275), (3.142,2.275), (9.425,2.425).

Données

5.1 5 ?
Fonction flz,y) =y —=2*°+ -2 -6

472 ™

+ {10 ! () + 10
— — | cos
8 v
Domaine D = [-5,10] x [0, 15]
Structure du réseau 3/12/1
Nb. de couples d’apprentissage initial 15
Option 3
Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée 9.425 | 2.425] / [9.4399 , 2.4814]

Nb. total de couples 24

- 88 8 B R &8

58

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

Fi1G. 4.5 Apprentissage et optimisation de la fonction de Branin
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Griewank

Cette fonction admet plus de 500 minima locaux. Son minimum global est atteint en
r=1y=0.

Données
Ly x y
Foncti r,y) = — + —— — cos(—=) cos(—=) + 1
onction flz,y) 500 T 200 Coq(ﬁ)coq( 2)-i-
Domaine D = [-100,100] x [—100, 100]
Structure du réseau 3/10/1
Nb. de couples d’apprentissage initial 10
Option 3

Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée [0.0,0.0] / [-0.073, 0.079]
Nb. total de couples 13

Réseau final

-
R0 w0 w2 2 @ w0 W @ 0 = 0 » 4 @ ;10

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

F1G. 4.6 — Apprentissage et optimisation de la fonction de Griewank
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Rastrigin

Cette fonction admet plus de 50 minima locaux. Son minimum global est atteint au point
r=1y=0.

Données
Fonction f(z,y) = 2" +y° — cos(18z) — cos(18y)
Domaine D =[-1,1] x [-1,1]
Structure du réseau 3/10/1
Nb. de couples d’apprentissage initial 10
Option 3

Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée [0.0,0.0] / [-0.0152 , -0.0326]
Nb. total de couples 20

Var.fies

Réseau final

os o4 oz E T T

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

Fi1G. 4.7 Apprentissage et optimisation de la fonction de Rastrigin
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Rosenbrock

Cette fonction est connue pour étre la « fonction banane » et son minimum global est
atteint au point z =y = 1.0.

Données
Fonction f(z,y) =100(2* + y*)* + (1 — 2)?
Domaine D =[-2,2] x[-2,2]
Structure du réseau 3/12/1
Nb. de couples d’apprentissage initial 25
Option 3

Apprentissage et optimisation

Solution exacte/approchée 1.0, 1.0] / [1.062, 1.127]
Nb. total de couples 50

Réseau final

Contours de la fonction, du premier réseau et du réseau final

Fi1G. 4.8 — Apprentissage et optimisation de la fonction de Rosenbrock
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Récapitulatif

Nous indiquons, dans les tableaux ci-dessous (4.1, 4.2), 'ensemble des résultats numériques
d’optimisation que nous avons obtenus pour I'optimisation de fonction de deux variables.

Ces résultats nous semblent satisfaisants. En particulier, on peut remarquer que le nombre
d’évaluations de la fonction ne dépasse jamais 50.

Naturellement, pour les fonctions de Rastrigin ou de Griewank, le réseau n’approche pas la
fonction, mais nous rappelons que I'objectif n’est pas de construire une bonne approximation
de ces fonctions, mais bien de trouver le minimum global sans étre piégé par les minima
locaux.

4.2.2 FExemples en dimension supérieure

Nous avons également réalisé des tests en dimension supérieure, dont les résultats figurent
dans le tableau 4.3. Ils nous paraissent assez satisfaisants en ce sens que le minimum approché
n’est pas trop éloigné du minimum exact.

4.2.3 Comparaison de nos résultats avec ceux de C. Massat

Le tableau 4.4 permet de comparer nos résultats (colonne MV), en terme de nombre
d’évaluations de la fonction, & ceux obtenus par C. Massat [50] (colonne CM). Pour mémoire,
cette derniere utilisait une méthode combinant des idées issues des méthodes de descente,
des algorithmes génétiques et du recuit simulé.

4.2.4 FExemples industriels
Dans I’industrie pétroliere

Il s’agit du probleme décrit dans le chapitre 3.

Comme dans la majorité des cas industriels, nous ne disposions pas de la fonction-objectif,
mais uniquement de 812 mesures.

Nous avons commencé par construire un réseau (visualisé dans la figure 3.34 page 62)
a ’aide de toutes ces données. C’est ce modele que nous avons utilisé en guise de fonction-
objectif dans la boucle d’optimisation 4.1, que nous avons initialisé avec un ensemble de 100
couples d’apprentissage. Comme il est signifié dans le tableau 4.5, nous n’avons eu besoin
que de 12 évaluations supplémentaires de la fonction-objectif pour aboutir 2 un minimum
qui a completement satisfait les ingénieurs pétroliers.

Nb de couples initial / total | Sol exacte | Sol approchée
100 / 112 (1, 1) (1.01245, 0.98270)

TAB. 4.5 Résultats de I'optimisation pour le cas pétrole (Pungq)
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Nb de couples | Solution Solution
Fonction Domaine initial/total exacte approchée
2% + y? —100 < 2,y < 100 10 /19 (0,0) (0.051421,0.07004)
(x —2)? + (y — 2)? —3<z,y<3 10 /13 (2,2) (1.9929,1.99055)
sin(z —3) s 5
_sin(@—3) _ sin(y +5) 3<r<8 9/ 30 (3-5) | (3.01209,-5.0002)
(z —3) (y +5)
—10<y<0
. . 5
_sin(z) _ sin(y +2) 3<r<38 9/ 23 (0,2) | (0.00319,-1.99695)
(z) (v +2)
~10<y <0
(30 + xsin(x))(4 + e V) 0<zy<5 9 /12 (5,5) (5,5)
e® (42 + 2y% + day + 2y + 1) S1<z,y<1 9 /12 (0.5,-1) (0.51352,-1)
Goldstein
[1+ (z+y+1)°(19 — 142 + 32° — 14y + 62y + 3y*)]* —2< 1,y <2 9 / 46 (0-1) | (-0.086046,-1.01584)

[30 + (22 — 3y)*(18 — 32z + 1227 + 48y — 36zy + 27y?)]

sonbuownu syeynsoy 7'y

&L



(031n8) 7 uoISULWIP Ud suOIpou0} sop Inod uoryesturydo,p syeymsoy] — 'y "4V,

Nb de couples Solution Solution
Fonction Domaine initial /total exacte approchée
Hamma [31]
1 8
§x3 +9f - 2? oy + 3 0<z,y<5 9/ 24 (2,2) (1.9994,2.00978)
Rosenbrock
100(z? + y?)* + (1 — x)? —2<z,y<?2 25 / 50 (1,1) (1.06197,1.12756)
Branin
51 , 5 )
+10(1 = o) cos(x) + 10 —5<z<10 0<y<15 15 / 24 (9.425 | 2.425) | (9.4399 , 2.4814)
T
Freudenstein
(13 4+ 2+ (15— y)y — 2)y)? 0<z<15 2<y<5H 9 /20 (5,4) ( 5.049, 3.98)
+(—29+ 2+ ((y + 1)y — 14)y)?
Griewank
G (—=) cos(—=) + 1 100 < 2,y < 100 10 /13 (0,0) (0.073,0.079)
— + — — cos(—=) cos(—= - x -0. :
200 " 200 J1 5 =0Y= ’ ’
Rastrigin
2?2 + y? — cos(18x) — cos(18y) —1<z,y<1 10 / 20 (0,0) (-0.0152 , -0.0326)
Chameau
o 21 4 1 2 4
4" — T0° + 37 + zy — 4y” + 4y —-1<z,y<1 15/ 30 (0.0898, 0.7126) | (-0.0917, 0.7128)

7L

uoryesturdo, | od o3esstyuoaddy



aanaLdns uorsuswIp uo suorouoj sop 1nod uoryestuiydo p syeynsoy — ¢'§ "dv],

Nb de couples | Solution Solution
Fonction Dim Domaine initial/total exacte approchée
(0.01606, 0.115235,
Zle x? 4 —100 < z; <100 30 / 38 (0, 0, 0, 0) 0.07596, 0.01757)
(x1 + 1029)? + 5(x3 — 14)*+ (-0.02593, 0.05995,
(9 — 223)" +10(ay — 24)" 4 —3<ux,<3 20 / 50 (0, 0,0, 0) 0.016419, -0.01721)
0,0,0 (0.08385, 0.08517, 0.00215,
Z?:] x? 6 —100 < z; <100 20 / 36 0, 0, 0) 0.00066, -0.03629, -0.016263)

sonbuownu syeynsoy 7'y

GL
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Apprentissage pour 'optimisation

Fonction Domaine MV | CM
Chameau
g 21 4 1 g 2 4
4z BT —l—gx +xy — 4y° + 4y —1<z,y<1| 30 94
Goldstein

1+ (z +y+1)°(19 — 14z + 32° — 14y + 62y + 3y°)]*
30 + (22 — 3y)*(18 — 32z + 122? + 48y — 36zy + 27y?)]

y<2| 46 | 355

(ZIIl + 10:172)2 + 5([1)3 — ZII4)2+
(29 — 223)* + 10(z1 — 24)*

—3<7; <3 50 | 700

Branin
2.1 )
(y — —a% + =z — 6)? —5<z<10
472 T
+10(1 = o) cos(x) + 10 0<y<15 | 24 | 117
i
Rastrigin

x? 4+ y? — cos(18x) — cos(18y)

—1<z,y<1] 20 98

TAB. 4.4 — Comparaison de nos résultats avec ceux de la these de C. Massat
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Dans ’industrie automobile

Un autre exemple industriel est en cours d’étude dans le domaine de 'optimisation de
forme de pare-brise chez VALEOQO. L’essuyage d’un pare-brise est fortement influencé par la
forme de la vitre et par 'orientation de ’axe de rotation du systeme d’essuyage. L’optimisa-
tion de la forme de la vitre est donc effectuée en deux temps. La premiere étape consiste a
optimiser, pour une vitre donnée, 'orientation de 1’axe de rotation du systéeme d’essuyage.
Dans ce contexte, on a 3 variables indépendantes qui correspondent a des angles d’orienta-
tion du balai et 6 criteres globaux (3 pour le coté passager et 3 pour le coté conducteur).
Dans un second temps, on procede a 'optimisation de la forme du pare-brise. Cette fois, les
parametres d’entrée sont au nombre de 9 et correspondent a des points de controle d’une
modification de surface représentée par un produit tensoriel de fonctions splines. On apprend
au réseau les différents criteres globaux. La fonction cotit se présente alors comme une somme
pondérée des différents criteres. Le lecteur intéressé pourra se référer a la these de Fabien
Muradore [54].






Conclusion

Nous avons contribué par ce travail a une amélioration des réseaux neuronaux. Cette
amélioration comprend plusieurs aspects. Le premier aspect est lié a la mise en oeuvre
d’une méthode de Gauss Newton pour 'apprentissage sans calcul de jacobienne. En effet,
en combinant les modes direct et inverse de la différentiation automatique, nous évitons le
calcul de la jacobienne, de son produit par sa transposée et la factorisation de la matrice ainsi
obtenue. Cette méthode permet de réduire d'une maniere considérable la mémoire nécessaire,
permettant ainsi le traitement de problemes d’apprentissage qui étaient hors de portée par
les méthodes classiques.

Une autre amélioration concerne la maitrise d’une technique de régularisation qui per-
met la généralisation (réponse exacte du réseau neuronal sur des données non apprises). La
méthode de régularisation communément utilisée consiste a réduire le nombre de cellules
cachées du réseau neuronal. Cette approche conduit malheureusement a un mauvais appren-
tissage. Nous proposons de commencer a apprendre une partie des données (lot L1) sans
régularisation pour s’assurer que le réseau comprend suffisamment de neurones pour effec-
tuer un apprentissage (par coeur). Ensuite, nous appliquons un certain nombre de techniques
de régularisation :

Gauss-Newton,
— Tikhonov, restreint au premier étage du réseau,
— arrét prématuré des itérations de Gauss-Newton,
réduction de nombre de neurones cachées.
de sorte & minimiser le résidu sur les données non apprises (lot L2).

En ce qui concerne 'optimisation, au lieu de minimiser une fonction cout complexe définie
par un code (ou par des expériences cotuteuses), nous proposons d’appliquer I'algorithme
d’optimisation a un modele réduit défini par un réseau neuronal. Chaque fois que I'algorithme
d’optimisation, appliqué au modele, converge, nous évaluons la fonction cout complexe au
point optimal proposé et nous demandons au réseau neuronal d’apprendre ce nouveau point,

. etc. Le processus s’arréte au bout d'un certain nombre d’itérations. La succes constaté
de la méthode (au plus 50 évaluations de la fonction cotlit complexe) est intimement 1ié
a la maitrise de la méthode de régularisation. Remarquons que c’est exactement le méme
algorithme qui est appliqué a des fonctions de nature tres différentes : d’un coté les fonctions
de Griewank et de Rastrigin qui présentent plusieurs minima locaux, de l'autre coté la
fonction de Rosenbrock qui présente des difficultés liées a son bassin d’attraction.
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