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1 Modélisation de membranes hétérogènes

1.1 La configuration physique

Ωε := ω × (−ε, ε), où ω ⊂ R
2 est un ouvert borné.

W (ε) : Ωε × R
3×3 → [0, +∞) : densité d’énergie élastique à croissance 1 < p < ∞.

Pour une déformation admissible u : Ωε → R
3, on définit l’énergie élastique par

E(ε)(u) =
1

ε

∫

Ωε

W (ε)(x;∇u) dx, u ∈ W 1,p(Ωε; R
3).
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1.2 La configuration “rescalée”
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Changement d’échelle: on pose Ω := ω ×

I︷ ︸︸ ︷
(−1, 1) et ∀ (

xα︷ ︸︸ ︷
x1, x2, x3) ∈ Ω,

v(xα, x3) = u(xα, εx3).
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L’énergie devient:

Eε(v) = E(ε)(u) =

∫

Ω

Wε

(
x;∇αv

∣∣∣
1

ε
∇3v

)
dx, v ∈ W 1,p(Ω; R3).

Théorème 1 (Braides-Fonseca-Francfort) ∃ Ŵ : ω × R
3×2 → [0, +∞) t.q.

Eε(v)
Γ(Lp)
−−−−→ E(v) =





2

∫

ω

Ŵ (xα;∇αv) dxα si v ∈ W 1,p(ω; R3),

+∞ sinon.
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Exemples:

• Le Dret-Raoult : Wε(x; F ) = W (F ) ⇒ Ŵ (xα; F ) = QW0(F )

W0(F ) := inf{W (F |z) : z ∈ R
3}.

• Braides-Fonseca-Francfort: Wε(x; F ) = W (x3; F ) ⇒ Ŵ (xα; F ) = W (F )

W (F ) = inf
L,φ

{
1

2

∫

Q′×I

W (x3; F + ∇αφ|L∇3φ) dxα dx3 : L > 0,

φ ∈ W 1,p(Q′ × I; R3), φ = 0 sur ∂Q′ × I

}
.

• Braides-Fonseca-Francfort/Shu : Wε(x; F ) = W (xα/ε, x3; F ).

• Shu: Wε(x; F ) = W (xα/ε2; F ).
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1.3 Description des résultats

Hétérogénéités macroscopiques et microscopiques:

• B.-Francfort : Wε(x; F ) = W (x; F ). �

• B.-Báıa : Wε(x; F ) = W (x, xα/ε; F ).

• B.-Báıa : Wε(x; F ) = W (x, x/ε, xα/ε2; F ).

Théorème 2 (B.-Francfort) Si Wε(x; F ) = W (x; F ) est une fonction de

Carathéodory, alors Ŵ = W où

W (yα; F ) = inf
L,φ

{
1

2

∫

Q′×I

W (yα, x3; F + ∇αφ|L∇3φ) dxα dx3 : L > 0,

φ ∈ W 1,p(Q′ × I; R3), φ = 0 sur ∂Q′ × I

}
.

Méthode de dédoublement de variable ( 6= Acerbi-Fusco).
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Γ-limite plus riche:



uε

W 1,p

−−−⇀ u ∈ W 1,p(ω; R3),

1
ε∇3uε

Lp

−−⇀ b ∈ Lp(Ω; R3) ⇒
∫

I
1
2ε∇3uε dx3

Lp

−−⇀ b ∈ Lp(ω; R3).

Bouchitté-Fonseca-Mascarenhas : cas homogène Wε(x; F ) = W (F ).

Théorème 3 (B.-Francfort) Si Wε(x; F ) = W (x; F ) est une fonction de

Carathéodory, alors

Eε(v)
Γ(Lp)
−−−−→ E(v, b) =





2

∫

ω

Q∗W (xα;∇αv|b) dxα si v ∈ W 1,p(ω; R3),

+∞ sinon,

où W (xα; F ) = infz∈R3 Q∗W (xα; F |z).
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Objectif: remplacer W (xα, x3; F ) par W (yα, x3; F ) où yα est “proche” de xα.

Outils:

• Théorème d’équi-intégrabilité de Bocea-Fonseca:

{uε} suite min. ⇒
{∣∣(∇αuε

∣∣ 1
ε∇3uε

)∣∣p} équi-intégrable.

• Théorème de Scorza-Dragoni:

∀η > 0, ∃Kη ⊂ Ω t.q. L3(Ω \ Kη) < η et W |Kη×R3×3 est continue.

• Théorème d’Extension de Tietze:

∃ W η : R
3 × R

3×3 → [0, +∞) continue t.q. W = W η sur Kη × R
3×3.
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Démonstration de la Γ-lim inf: Ŵ (x0; F ) ≥ W (x0; F )?

Soit u(xα) = F · xα sur Q′
r(x0) × I.

1 – ∃{uε} ⊂ W 1,p(Q′
r(x0) × I; R3)

Lp

−−→ u t.q.

E(u) = lim
ε→0

∫

Q′
r(x0)×I

W

(
x;∇αuε

∣∣∣
1

ε
∇3uε

)
dx

∼ lim
ε→0

∫

Q′
r(x0)×I

W η

(
x;∇αuε

∣∣∣
1

ε
∇3uε

)
dx.

2 – On écrit Q′
r(x0) =

⋃h2

i=1 Q′
i,h où L2(Q′

i,h) = r2/h2.

E(u) ∼ lim
ε→0

h2∑

i=1

∫

Q′
i,h×I

W η

(
xα, x3;∇αuε

∣∣∣
1

ε
∇3uε

)
dx.
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3 – Propriété de continuité (uniforme sur les compacts) de W η ⇒

E(u) & lim sup
ε→0

h2

r2

h2∑

i=1

∫

Q′
i,h

∫

Q′
i,h×I

W η

(
yα, x3;∇αuε

∣∣∣
1

ε
∇3uε

)
dx dyα.

4 – On revient à W grâce à équi-intégrabilité:

E(u) & lim sup
ε→0

h2

r2

h2∑

i=1

∫

Q′
i,h

∫

Q′
i,h×I

W

(
yα, x3;∇αuε

∣∣∣
1

ε
∇3uε

)
dx dyα

&
Fatou

h2

r2

h2∑

i=1

∫

Q′
i,h

lim inf
ε→0

∫

Q′
i,h×I

W

(
yα, x3;∇αuε

∣∣∣
1

ε
∇3uε

)
dx

︸ ︷︷ ︸
≥2r2/h2W (yα;F ) (Braides-Fonseca-Francfort)

dyα.

⇒ 2

∫

Q′
r(x0)

Ŵ (yα; F ) dyα = E(u) ≥ 2

∫

Q′
r(x0)

W (yα; F ) dyα.
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2 Le problème de la passoire de Neumann

Description de films minces possèdant une microstructure dégénérée due à la

présence de trous sur la surface moyenne.

ωδ,r = ω ∩
⋃

i∈Zn−1

B′
r(iδ), Ωε

δ,r = [ω × (0, ε)] ∪ [ω × (−ε, 0)] × [ωδ,r × {0}] :

δ

ε

−ε

B′
r(iδ) × {0}

(ω \ ωδ,r) × {0}

0
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Trois paramètres:

• ε: épaisseur du cylindre.

• δ: période de distribution des connections.

• r: rayon des connections (inconnu).

Cas δ ∼ ε (Ansini) et aussi de façon similaire ε ≫ δ.

Taux de convergence:

• ε ≪ δ par hypothèse (Ansini-B.-Zeppieri).

• r ≪ δ ⇐ (ω \ ωδ,r) × {0} est une partie du bord.

• r/ε → ℓ ?
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Soient {εj}, {δj} et {rj} ց 0, Ωj := [ω × (0, 1)] ∪ [ω × (−1, 0)] × [ωδj ,rj × {0}]:

δ

1

−1

B′
r(iδ) × {0}

(ω \ ωδ,r) × {0}

0

Déf.: {uj} ⊂ W 1,p(Ωj ; R
m) → (u+, u−) ⇐⇒





uj |ω×(0,1)

Lp(ω×(0,1);Rm)
−−−−−−−−−−→ u+

uj |ω×(−1,0)
Lp(ω×(−1,0);Rm)
−−−−−−−−−−−→ u−.
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ε, r ≪ δ

r/ε → ℓ

Théorème 4 (Ansini-B.-Zeppieri)

∫

Ωj

W

(
∇αu

∣∣∣
1

εj
∇nu

)
dx

Γ(Lp)
−−−−→

∫

ω

QW0(∇αu+) dxα +

∫

ω

QW0(∇αu−) dxα

+R(ℓ)

∫

ω

ϕ(ℓ)(u+ − u−) dxα.

Coefficients R(ℓ):

ℓ = 0 ℓ = +∞ ℓ ∈ (0, +∞)

R(ℓ) = limj
rj

n−p

εjδj
n−1 limj

rj
n−p−1

δj
n−1 R(∞) = ℓ−1R(0)

(p < n − 1)

Energie interfaciale ϕ(ℓ): formules de type capacités non linéaires.
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ε, r ≪ δ

r/ε → ℓ

Méthode: (Ansini-Braides) Séparer les contributions proches et lointaines des

zones de connexion.

{uj} ⊂ W 1,p(Ωj ; R
m) → u± suite min.  {wj} ⊂ W 1,p(Ωj ; R

m) → u± t.q.

wj =





ui+

j sur ∂B′
ρi

j
(iδj) × (0, 1),

ui−
j sur ∂B′

ρi
j
(iδj) × (−1, 0)

avec δj > ρi
j > rj convenablement choisi.
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Démontration de la Γ-lim inf (ℓ ∈ (0, +∞)):

∫

Ωj

W

(
∇αwj

∣∣∣
1

εj
∇nwj

)
dx

=

∫

Ωj\(

S
i B′

ρi
j

(iδj)×I)

W (·) dx

︸ ︷︷ ︸
→ · ≥

∫
ω
QW0(∇αu±) dxα

(Le Dret-Raoult)

+
∑

i

∫

(B′

ρi
j

(iδj)×I)\(B′
rj

(iδj)×{0})

W (·) dx.

1

−1

rj

ρi
j

(B′
ρi

j

(iδj) \ B′
rj

(iδj )) × {0}

(B′
ρi

j

(iδj ) × I) \ (B′
rj

(iδj ) × {0})

00
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Naissance du terme d’énergie interfaciale:
ε, r ≪ δ

r/ε → ℓ

∑

i

∫

(B′

ρi
j

(iδj)×I)\(B′
rj

(iδj)×{0})

W

(
∇αwj

∣∣∣
1

εj
∇nwj

)
dx

=
∑

i

rn−1
j r−p

j

∫

(B′
δj/rj

×I)\(B′
1×{0})

rp
j W

(
rj

−1∇αzj |εj
−1∇nzj

)
dx

︸ ︷︷ ︸
≥inf{·}≡ϕ

(ℓ)
j (ui+

j −ui−
j )

≥
rn−1−p
j

δn−1
j︸ ︷︷ ︸

→R(ℓ)

∑

i

δj
n−1ϕ

(ℓ)
j (ui+

j − ui−
j )

︸ ︷︷ ︸
→

R

ω
ϕ(ℓ)(u+−u−) dxα

,

où ϕ
(ℓ)
j → ϕ(ℓ).
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Exemple: W (F ) = |F |p ⇒ ϕ(ℓ)(z) = c(ℓ)|z|p.
ε, r ≪ δ

r/ε → ℓ

c(ℓ) ∼ lim
j→+∞

inf
ζ∈W 1,p

{∫

(B′

δj/rj︸ ︷︷ ︸
→+∞

×I)\(B′
1×{0})

∣∣∣∣∣

(
∇αζ

∣∣∣
rj

εj︸︷︷︸
→ℓ

∇nζ

)∣∣∣∣∣

p

dx :

ζ = 1 sur ∂B′
δj/rj

× (0, 1), ζ = 0 sur ∂B′
δj/rj

× (−1, 0)

}

= inf
ζ∈X

∫

(Rn−1×I)\(B′
1×{0})

|(∇αζ|ℓ∇nζ)|p dx.

Espace fonctionnel limite X : soit ζj une fonction test, on veut obtenir de la

compacité en ayant uniquement une borne sur ∇ζj dans Lp.

Idée: on étend ζj dans la direction xα par la valeur sur le bord latéral.

18


