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Résumé. Soient D (les données) et M (les modéles) deux ensembles de relations
binaires sur un ensemble fini d'objets X. Le but de cet exposé est I'étude, d'un point de
vue axiomatique, des (D,M)-procédures (ou ﬁultiprocédures) c'est a dire les
applications qui & tout sous-ensemble fini de D associent un (ou plusieurs) élément de
M.

La premiére partie contient la caractérisation axiomatique des procédures et
multiprocédures qui ne dépendent que des matrices de préférences ainsi que la
caractérisation de ces matrices pour différents ensembles de données.

La seconde partie est une étude d'une classe de multiprocédures qui généralisent la -
notion de fonction de choix.

Enfin, dans la troisiéme partie, sont développées les notions de procédures et de
multiprocédures prudentes ainsi que des variantes séquentielles de la procédure de

Borda.

Abstract. Let D (the data) and M (the models) be two sets of binary relations on X, a
finite set of alternatives. This Ph. D. Thesis is an axiomatic study of the
(D,M)-procedures (and multiprocedures) that is mappings from the finite subsets of D
to M (or the non empty subsets of M).

In the first part is given an axiomatic characterization of procedures relying only on
matrices of preferences, and also characterizations of those matrices for different sets
of data.

In the second part we extend and then study the notion of choice function.

The third and last part deals with "prudent” procedures and multiprocedures, and

sequential variations of Borda's procedure.

Mots clefs : décision multicritére, agrégation de préférences, fonction de choix, aide &

la décision, axiomatique.






INTRODUCTION

Le cadre général de cet exposé est connu sous le nom d'agrégation de préférences
individuelles en une préférence collective, probléme rendu célébre par Arrow [1951].

Plus précisément, un ensemble de v votants expriment leurs préférences sur un
ensemble fini d'objets X = {x4,xp, ...,xp} par lintermédiaire d'une relation binaire
RcXxX ; R est choisie parmi un ensemble de relations binaires D : I'ensemble des
données. Ry, Ro...R,, sont agrégées en une préférence collective : un élément (resp.
plusieurs) choisi parmi un ensemble J1 de relations binaires : I'ensemble des
modeéles. Une (D J1)-procédure (resp. multiprocédure d'agrégation) est une
application F : DN (resp. F: D/t -0), avec D= UvenDV. Un élément 1 -

(Ry,...Rk,---Ry) de D’ est appelé un D -profil, on lui associe trois matrices & n lignes et

n colonnes :
E(I1) (matrice "électorale”) : eii(n) = |{k/ XiRk"j” (0< eij(l'l)s V),
M(IT) (matrice ”majoﬁtaire"') : mij(n) = 2eii(n) v (v< mij(ﬂ) <v);

B(IT) (matrice de "Benjamin Franklin") : bij(ﬂ) = eij(l'l) -e]-i(ﬂ) (-v< bij(") <v).

L'exposé qui suit est la réunion des investigations que nous avons menées sﬁr les
(D J1)-procédures (et multiprocédures) d'agrégation dont le résultat F(IT) ne dépend
que de M(IT) ou bien de B(IT).

Dans une premiére partie, nous caractériserons de maniére axiomatique les
procédures d'agrégation qui ne se référent qu'a la matrice majoritaire ou la matrice de

Benjamin Franklin pour déterminer la préférence collective ; nous caractériserons



aussi ces matrices pour différents ensembles de données (en particulier pour D =X =
{les ordres totaux} et D =T = {les préordres totaux}).

Dans une seconde partie, nous étendrons la notion de fonction de choix et ménerons
une étude axiomatique de ces nouvelles procédures d'agrégation.

Dans la troisiéme et derniére partie, nous continuerons notre étude axiomatique pour
deux procédures d'agrégation classiques : les (X X)-multiprocédures d'agrégation et
les (7 .7 )-procédures d'agrégation ; nous examinerons notament les algorithmes

consistant en I'application successive d'une fonction de choix.

De maniére plus détaillée, nous pouvons résumer linéairement cet exposé comme
suit.

Le chapitre 1 contient les définitions et notations utilisées par la suite, ainsi que les
liens principaux entre les problémes que nous avons envisagés et des problémes |
classiques d'agrégation de préférences. |

Dans le chapitre 2, nous caractérisons les procédures F qui ne dépendent que de la
matrice de Benjamin Franklin (c.a.d. B(IT) = B(IT) = F(IT) = F(IT')) ou de la matrice
majoritaire.

Dans le chapitre 3, nous caractérisons pour divers ensembles D les matrices (n,n)
qui sont des matrices de Benjamin Franklin ou des matrices majoritaires d'un D-profil.
Dans le ehapltre 4, nous étudions une classe de procédures (et multiprocédures)
qui associent a tout 2D -profil (avec 2 cX) une (ou plusieurs) "k-élite” : une k-élite étant
une relation binaire Y— formée par une clique Y & k-éléments dominant une partie
stablelé n-k éléments (Va,be X, a¥Y—b & acY).

Dans le chapitre 5, nous démontrons I'analogue de la caractérisation axiomatique
de Young de la fonction de choix de Borda pour une multiprocédure définie au
chapitre 4.

Dans les chapitres 6 et 7, nous étudions en détail les ordres et préordres prudents.
Le chapitre 8 est consacré a des procédures qui peuvent étre algorithmiquement
décrite comme itération de certaines fonctions de choix.

L'annexe contient un document peut connu de Benjamin Franklin qui a été & l'origine



des recherches contenues dans la premiére partie.

Je tiens a remercier tout particuliérement pour leur soutient et leur aide attentionnée
‘Hervé Raynaud et Jean-Pierre Barthélémy. Le premier a su développer mon intérét
pour toute les structures "prudentes” ; le second m'a fait découvrir un autre aspect de
l'agrégation des préférences : les structures "médianes".

Chacun d'entre eux pourra reconnaitre tout au long de cet exposé la marque de son
influence, qui ne sera pas considérée, je l'espére, comme un manque d'originalité
mais plutét comme l'apport enrichissant de nos interactions.

Je tient & remercier aussi Bernard Monjardet et Maurice Salles pour leurs remarques
constructives concernant I'élaboration du manuscrit final.

Je n'oublierais pas non plus toute I'équipe du LSD au sein duquel s'est effectué ce

travail et dont 'ambiance amicale s'est révélée chaque jour plus précieuse.






Chapitre 1

PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Le but de ce premier chapitre est de poser le décor : notations, définitions, problemes
envisagés et références a des problémes voisins.

Dans un premier temps, nous allons définir les modéles mathématiques due nous
utiliserons pour représenter les préférences individuelles. Nous expliciterons ensuite
le terme de procédure d'agrégation ainsi que le vocabulaire employé dans cet expose.
Les concepts de base étant clarifiés, nous définirons alors les différents problemes qui
ont retenu notre attention par lintermédiaire de quelques procédures d'agrégation

classiques.

1.1. MODELISATION DES PREFERENCES.

La premiére étape consiste en la définition d'un ensemble d'objets (actions, décisions,
solutions, candidats...) sur lesquels portent les préférences individuelles. Ces objets
peuvent étre a priori en nombre fini ou infini ; nous nous sommes limités au cas ou cet
ensemble est fini. Désignons par n son cardinal, et par X = {xq,Xa, ...,.xp} I'ensemble
des n objets. Lorsque la notation en indice ne sera pas nécessaire, des objets

quelconques de X seront désignés par a, b, ¢, d...

Dans lidéal, les prétérences individuelles sur les objets de X peuvent étre



représentées par l'intermédiaire d'une échelle numérique comme par exemple en
théorie de ['utilité. A tout objet a est associé son utilité u(a) ; a est préféré (au sens
large) a b si et seulement si u(a) > u(b). Pour tout couple d'objets, il est alors possible
de définir lintensité de la préférence de a sur b par u(a) - u(b).

Les infinies variations de cette intensité permettent uné grande finesse de traitement.
De ce fait, la validité des résultats dépend directement de la qualité de I'évaluation des
utilités.

Ce modele est donc bien adapté lorsque les objets de X sont rangés sur une échelle
numérique grace a des instruments de mesure de précision suffisante (voitures
rangées en fonction de leur vitesse, entreprises classées en fonction de leur chiffre
d'affaire...). Par contre, si I'échelle est subjective (candidats & une élection classés par
ordre de préférence, objets classés selon leur qualité esthétique) la construction d'une
fonction d'utilité introduit des biais d'autant plus importants que cette 1oﬁction est
soumise a de grandes variations sur de courtes durées.

Dans ce cas, le modeéle est inadapté, qui plus est inapplicable, il est nécessaire d'en

construire un autre.

Des modéles qui répondent & cette nécessité ont été introduits par Roy, plusieurs
modalités de préférences y sont distinguées. Par exemple, lorsque flintensité de
préférence entre deux objets est trop faible pour étre ressentie clairement, lé notion de
préférence faible est introduite. Une synthése de ces problémes peut étre trouvée

dans Roy [1985].

Pour notre part, nous modéliserons toute préférence individuelle sur les n objets par
une relation binaire R sur X (c'est a dire un sous-ensemble du produit cartésien
XxX). Nous noterons en abrégé aRb lorsque (a,b)e R, et aRb lorsque (a,b)e R.
Pour tout couple d'objets, les quatre situations ci-dessous modélisent les quatre
modalités de préférences :

aRbetbRa :aest préféré strictement ab ;

aRb et bRa : b est préféré strictement a a ;



aRb et bRa : a et b sont indifférenciés ;

aRb etbRa : a et b sont incomparables .
Cette hypothése consiste simplement & rajouter la modalité d'incomparabilité &
l'axiomatique de May [1952].
La relation R peut étre naturellement décomposée en trois relations : la préférence
stricte P (aPb < aRb et bRa), l'indifférence E (aEb <> aRb et bRa), et l'incomparabilité
| (alb & aRb et bRa); ces trois relations forment une partition de R, donc en
particulier R = PUEUIL.
Si R est une relation binaire, on notera -R la relation inverse ; elle est obtenue en
inversant les préférences strictes de R (-R est souvent appelée relation réciproque de

R). (L'utilisation de cette notation non classique se justifiera a l'usage.)

Des conditions supplémentaires sur les préférences individuelles se traduisent par
des propriétés sur les relation binaires.
Une relation R sera dite :
réflexive si et seulement si V ae X aRa
symétrique si et seulement si vV a,b € X2 aRb = bRa ;
antisymétrique si et seulement siv abe X2aRbetbRa= a=b:
transitive si et seulement si vV a,b,c e X3 aRb et bRc = aRc ;
totale si et seulement si V a,b € X2 aRb ou bRa. ,
D'autres propriétés (la transitivité négative par exemple) sont utiles dans des

contextes différents.

Nous adopterons les définitions suivantes : un ordre total est une relation totale,
antisymetrique, et transitive ; un ordre partiel est une relation réflexive, antisymétrique,
et transitive ; un préordre est une relation totale et transitive ; une relation
d’'équivalence est une relation réflexive, symétrique, et transitive ; un tournol est une
relation totale et antisymétrique.

Nous désigerons respectivement par £,8,&,X,0,7,R,Y, T, l'ensemble des

relations antisymétriques, relations totales (ou complétes), relations d'équivalence,
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ordres totaux (linear orders), ordres partiels, préordres, relations réflexives, relations

réflexives et symétriques, tournois.

Remarques.
1. Dans beaucoup de contextes, la notion de réflexivité n'est pas requise, ou méme,
est dépourvue de sens ; cependant, nous supposerons que toutes les préférences
individuelles sont réflexives, car il en résulte une simpliﬁcatior_\ des notations et des
définitions.
2. Il est possible d'établir des correspondances entre les divers types de préférences
individuelles exprimées par une fonction d'utilité, et diverses relations binaires ; a titre
d'exemple :
R est un ordre total si et seulement si il existe une fonction u & valeurs réelles telle
que : aRb & u(a)> u(b);

a=b & u(a) = u(b).
R est un préordre total si et seulement si il existe une fonction u & valeurs réelles telle
que : aRb < u(a) 2 u(b). |
R est un ordre partiel si et seulement si il existe une fonction u & valeurs réelles telle
que : aRb = u(a) > u(b);

a=b & u(a) = u(b).
Il serait possible d'élargir I'évantail des relations que nous avons considérées par les
notions d'ordre d'intervalle (cf Fishburn [1970]) ou de quasi-ordre (introduit par Luce
[1956]). De telles considérations sont intéressantes du point de vue de la modélisation
des préférences individuelles, mais elles n'apportent aucune modification aux
résultats de notre exposé.
Pour mémoire citons malgré tout :
R est un ordre d'intervalle si et seulement si il existe deux fonctions u et v & valeurs
réelles telles que :

aRb ¢ u(a) > u(b) + v(b).
R est un quasi-ordre si et seulement si il existe une fonction u et une constante v telles

que :
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aRb < u(a) > u(b) + v.
Pour plus de détails se référer & Fishburn [1972] (ou plus récemment & Chandon &
Vincke [1981])).
3. La modélisation des préférences individuelles par des relations binaires peut
malgreé tout rétablir la notion d'intensité de préférence. Cette extension astucieuse est

exposée par Cook & Kress [1985].

Conventions.

Tout au long de cet exposé, les objets seront désignés par des lettres minuscules, les

relations de préférence seront désignées par des lettres capitales ; les ensembles de

_relations par des lettres cursives.

Soient a, b, ¢, d, e cing objets de X :

1- abcde désignera l'ordre total ot a est I'objet préféré a tous les autres, suivi de b
puis de c puis de d, et enfinde e ;

2- un préordre sera noté de la méme maniére qu'un ordre total & ceci prés que les
objets formant une classe d' ex aequo seront entre parenthéses (ab)(cd)e
désignera le préordre ou a et b sont premiers ex aquo, ¢ et d troisiéme ex a&quo,
et e dernier ;

3- un ordre partiel sera désigné par son diagramme de Hasse :

d

aRb aRc aRd
bRd cRd

@ €
a

4- {abc}{de} désignera la relation d'équivalence a deux classes abc et de.
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1.2. METHODES D'AGREGATION.

Les premiéres études de méthodes d'agrégation de préférences portent sur l'analyse
des scrutins ; en effet, dés le dix huitiéme siécle, Borda [1781] et Condorcet [1785]
étudiaient le probléme de l'élection d'un candidat par un ensemble de votants (pour
une compilation des différents problémes liés a I'analyse du scrutin et leurs références
historiques précises se référer a Black [1958] et Guilbaud [1952]).

La terminologie électorale est d'autant plus employée que tout probléme d'agrégation
peut se reformuler par lintermédiaire d'un paradigme électoral ; nous parlerons donc
de votants (pour désigner des juges, experts, critéres, variables...), de maijorité,
d'oligarchie, de dictateur...

Tous ces termes seront employés dans un contexte mathématique précis, leur
interprétation au sens du iangage courant est une acrobatie intellectuelle bien

téméraire a laquelle nous ne nous livrerons pas !

1.2.1. Notations et définitions.

Supposons donc qu'un ensemble de votants V = {1...v} expriment chacun leurs
préférences selon une relation binaire sur X choisie parmi un ensemble de relations
binaires D c R.

D est I'ensemble des données grace auxquelles la préférence collective va pouvoir
étre déterminée.

Les ensembles de données 2 dont nous parlerons posséderons toujours la
propriété : ReD = -ReD. D représentera selon le contexte I'un des ensembles £,

e.2X0,7,R,T.
DEFINITION 1.1 : On appelle 2D -profil sur X tout v-uplet
Il = (R4, Ry,..., Ry) de v relations binaires de D . (Par convention

lorsque v est nul, le profil est vide.)

Notons e;i(n) le nombre de votants du profil [1 pour lesquels x; et Xj sont en relation (x;
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est préféré strictement & Xj ou bien x; et xj sont indifférenciés). La matrice E([]) =
' (eij(l'])) i#j, i =1..n, j = 1..n est connue sous le nom de matrice électorale, son
utilisation remonte a Condorcet et son usage éxplicite a Dodgson [1876].

Cependant, deux autres matrices retiendront notre attention :

DEFINITION 1.2 : La matrice M(I]) = (m"(ﬂ)) iz, l=1.n, ] =1..n ol i#] =
m”(l']) = 2e"(l'[) - v sera appelée matrice majoritaire ; elle mesure, pour
chaque paire d'objets, I'écart entre le nombre de voix obtenues et la

majorité.
Un autre codage des informations contenues dans le profil [1 est souvent utilisé :

DEFINITION 1.3 : La matrice B(IT) = (bj(IT)) I+, | = 1..n, ] = 1..n ol I¥] =
b“([[) = e“(H) - e"(l'l) sera appelée matrice de Benjamin Franklin (en
abrégé matrice de B-F) ; elle mesure, pour chaque paire d'objets, le
nombre de préférences de x; sur Xj qui ne sont pas compensées par des

prétférences de x; sur x;.

Cette matrice a été employée sous des nom divers, nous avons décidé de lui donner
le nom du plus ancien utilisateur (& notre connaissance). La référence relative a son

utilisation est une lettre de Benjamin Franklin qui est reproduite en annexe.

Lorsque, dans le contexte, le profil [I auquel on se référe est bien défini, nous
abrégerons les notations E(I1), eii(l'l), M(TT), mij(ﬂ), B(IT) et bij(n) enE, €ij M, M B et
bij-

Ces différentes matrices seront désignées sous le nom générique de matrices de

préférences.

1.2.2. (D J1)-procédure d'agrégation.

Si D représente I'ensemble des relations binaires admissibles pour I'ensemble des



votants, DV représente I'ensemble des profils sur D a v composantes.

L'ensemble de tous les profils sera noté D' = U v
v eN

Les préférences collectives appartiendront & un ensemble de modéles J1 choisi-
avant le vote. Nous supposerons que /1 est un ensemble de relations binaires tel
que: 3reN/V Re Jl |{aeX / aRa}| = r. La nécessité de cette propriété est
uniquement technique, la notion de réflexivité n'intervenant pas dans le calcul de la

préférence collective.

DEFINITION 1.4 : Une (D, 1 )-procédure d'agrégation (resp' (D,
JU)-multiprocédure d'agrégation ) sera application F : D' s n (resp F :
D' 52N . (e

Lorsque le contexte sera bien défini, nous parlerons tout simplement de procédure
d'agrégation pour désigner les (D J1 )-procédures d'agrégation ou les

(D J1)-multiprocédures d'agrégation ou bien les deux |

Cette définition regroupe des modélisations trés différentes de la notion d'agrégation,
que l'on différencie en particularisant les données et les modeéles. Citons pour
exemple deux procédures introduites par Arrow [1951] : les fonctions de bien étre
collectif qui sont en correspondance biunivoque avec les (7,7 )-procédures
d'agrégation, ou encore les fonctions de choix collectif (la correspondance sera

explicitée en détail au chapitre 4).

Ce formalisme n'est pas gratuit, au contraire, nous allons pouvoir parler de
linformation nécessaire au calcul du résultat F(IT), sans avoir & particulariser la
procédure d'agrégation employée.

Ce résultat peut dépendre uniquement de la matrice de B-F B([1), ou encore de la
matrice majoritaire M(IT), ou plus généralement de la matrice électorale E(IT) ou plus
généralement encore du profil 1.

Le paragraphe 3 met en évidence ces différentes possibilités par lintermédiaire de
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procédures d'agrégations "classiques” dont certaines seront étudiées plus en détail

dans des chapitres ultérieurs.

1.3. QUELQUES EXEMPLES DE PROCEDURES D'AGREGATION.

Une étude des procédures d'agrégation peut s'envisager du particulier au général ;
aussi, commengons par fixer le nombre de votant & une valeur arbitraire v ; parlons de
(D N ,v)-procédures d'agrégation.

Une étape nécessaire a l'analyse d'une procédure d'agrégation F est alors la
détermination de ses ensembles décisifs. . |

Nous dirons qu'un ensemble de votants W ¢ V est un ensemble décislf si et
seulement si VIIe DV V(a,b)e X2 Yke W aRkb => aF(IT)b ou ce qui revient au méme
VIleDV, (M .w Rk < F(I).

Une procédure d'agrégation ne posséde pas toujours d'ensemble décisif comme par
exemple la (X,X)-procédure d'agrégation sur X = {a,b,c,d} qui & tout profil associe
F(IT) = abcd.

A l'opposé, certaines procédures d'agrégation peuvent étre définies uniquement par
l'intermédiaire de leurs ensembles décisifs, nous les appelerons procédures
majoritaires généralisées. Dans ce cas, si W ¢ 2X est I'ensemble des ensembles
décisifs de F alors F(IM) = Uwew (Miew Rk

Cette définition impose des restrictions importantes aux ensembles de données et de
modéles puisque intuitivement, intersecter des relations binaires interdit d'obtenir une
relation F([1) totale, et réunir ensuite ces intersections va contre la transitivité du
résultat. Ces procédures majoritaires généralisées sont caractérisées
axiomatiquement par les divers théoremes d'impossibilité dans la lignée du théoréme
d'Arrow. Sur le plan théorique, les articles de Barbut [1961] Monjardet [1978] et
Barthélémy [1981] rendent compte de la situation.
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EXEMPLE 1 : Oligarchies et dictatures.

Soit D un ensemble de données stable par intersection et inclus dans I'ensemble
des modéles J1. Soit @ « W < V posons W = {W}. Une oligarchie est une
(D J1,v)-procédure d'agrégation définie par : F([1) = UwGw ﬁkew R = mkeW Ry
Tout votant k de W posséde le droit de véto puisqu'il est impossible que aF(IT)b et
que bRya. Une oligarchie au sens faible Guha [1972] serait définie par F([1) c ﬁkew
Ry

Soit D un ensemble de données stable inclus dans I'ensemble des modales /1. Soit -
W = {k} c V et W = {W}. Une dictature (cf Mas-Colell & Sonnenschein [1972]) est une
(D J1 v)-procédure d'agrégation définie par : F(I) = Uy  hew Pk = Pk
Remarquons que ce concept de dictature sont plus restrictif que la dictature au sens

d'Arrow [1951] ou F(IT) < Ry

Dans ces deux cas, le résultat de la procédure d'agrégation nécessite la

connaissance du profil [T ; les matrices E, M ou B ne sont pas suffisantes.

EXEMPLE 2 : La régle des quota.

Soit ¢ une constante inférieure & v ; considérons les ensembles décisifs W = {W c V/
Wl 2¢}.

La régle des quota est la (D,R,v)-procédure d'agrégation telle que :

FT) = Wi (M Veew Ric= { (Xixj)e XxX /i = ou e > c}.

Cette procédure d'agrégation ne dépend que de la matrice électorale.

Dans le cas ou c est égal a la partie entiére de (v + 2) / 2, elle ne dépend que de la

matrice majoritaire ; elle est alors appelée régie majoritaire.

Les procédures d'agrégation décrites jusqu'ici ne sont pas satisfaisantes sur bien des
points :

1- le nombre de votants est fixé a priori ;

2- l'ensemble des modéles doit posséder la propriété trés restrictive de

stabilité par intersection ;



17

3- le resultat de F est construit en tenant compte de "quel votant a voté quoi”
(ensembles décisifs) et non pas de "combien de votants ont voté quoi” (matrices

de préférences).

Notons que la régle des quota peut cependant étre définie lorsque le nombre de
votants varie : si A est un nombre positif inférieur ou égal a un, les ensembles
majoritaires sont alors de laforme W = {Wc V/|W|/v2 1}

En particulier la régle majoritaire est parfaitement définie lorsque D =X, 7 ou T et 1
=T oubienpourD =€ouX et/l =Y.

Le fait que pour un ensemble de relétions transitives et totales, la régle majoritaire ne
soit définie pour tout profil que lorsque J1 = T (effet Condorcet) est trés restrictif d'un
point de vue pratique. Nous nous intéresserons a trois classes de procédures :

1-  les procédures médianes ;

2- les procédures scores (plus précisément la procédure de Borda) ;

3- les procédures prudentes. .
Lorsque la régle majoritaire s'applique, les procédures médianes et prudentes
fournissent aussi ce résultat alors que ce n'est pas le cas de la procédure de Borda.
Cependant cette procédure posséde de nombreuses propriétés axiomatiques, c'est

la raison de son intérét.

Nous allons décrire ici ces trois classes de procédures en termes de problémes
d'optimisation, les différentes interprétations des procédés de construction, et leurs

propriétés axiomatiques seront examinées en détail tout au long de cet exposé.
Si R est une relation binaire notons r sa fonction caractéristique ; si a et b sont deux

éléments quelconques de X nous avons donc r(a,b) = 1 <> aRb et r(a,b) =0 < aRb.

EXEMPLE 3 : (D M )-multiprocédure médiane.
Cette procédure fut introduite par Kemeny [1959] en tant que (X,X)-multiprocédure



d'agrégation. Cette méthode selectionnait les ordres totaux L qui minimisaient
Yk<v O(Rk,L) ou 3 représente la distance de la différence symétrique. Ce principe
peut étre étendu a des relations binaires quelconques (pour une revue exhaustive
des problémes sur la multiprocédure médiane cf Barthélémy & Monjardet [1981]).
Dans le cas le plus général, R, € D ot R e R,nous avons alors :

8(R.R) = IRKUR] - IROR] = i e XocX I35 5

3(R,R)=n-r+ Zi:&i |’(xi-xj)"k(xi-xj)| ;

(R, R)=n-r+ zi#i r(xi,xj)(1—rk(xi,xj)) + (1-r(x;,xj))rk(xi,xi) ;

3(R,R)=n-r+ Zi#j ['(xi-"j)“'z'k(xi-xj» + 'k(xi-"j)] .

Nous déduisons alors les égalités :

Dkey SRR = Xy [ 0= 4 i [r6.%)(1-2r(xi. ) + rilxi )] ]

v(n-r)+ Zi,jstv [r(xi. ) (1-2ri(x3%7)) + clxi. ;)]

vin-r)+ zi;éj [r(xi,xj)(v-2eij) + eij]
=v(n-r1)+ zi#i 8jj + zi;e] r(xj.Xj)(v-2e5)
Soit finalement Eksv 3(Rk,R)=v(n-r) + Zi,t] 8jj - zi#i mijr(x;.xj) -
La (D J1)-multiprocédure médiane est alors définie par :
F(MM={ReJl / YReM, 2pey S(RKR) € Diey S(RRY))
Comme le terme v(n - 1) + Zi;ej ejj est une constante liée au profil et & 'ensemble des
modeéles choisi au départ, I'évaluation de F(IT) ne dépend que de la matrice
majoritaire.
Si on note Y(I1,R) = Zi;ej mj; '(Xi-xj)- la (D J1)-multiprocédure médiane est définie de
maniére équivalente par : F([T) = {ReJ1 / VR'eJ1, {(I1,R) = y(I1,R)}.
Cette procédure a été caractérisée axiomatiquement par Levenglick et Young [1978].
En tant que probléme d'optimisation, il est naturel d'envisager aussi les
multiprocédures :
F(IT) = {ReJl / YR'e 1, Y(TLR) 2 Y(TL.R)} avec Y(ILR) = Xi bij (i)
F'(IT) = {ReJl / VR L, Y(TLR) 2 Y(TLR)} avec Y'(TLR) = Liy ©jj ().
Nous reviendrons‘ sur ces problémes d'optimisation au chapitre 7. L'utilisation et
linterprétation de la distance de la différence symétrique sera examinée aux

chapitres 4 et 7.
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EXEMPLE 4 : (X,X)-multiprocédure de Borda.
Soit S(L) le vecteur score de L : Sj(L) = k-1 si et seulement si I'objet x; occupe le
kieme rang dans L (I'objet de rang 1 est Ié préféré). La (X,X)-multiprocédure de
Borda est définie par :
F(T) = {LeX / VL'€Y, Dpeq .y NS(L)-SLNZ < Loy, I1SL)-SLN2 } ou |
représente la norme euclidienne.
it v 1SS = iy v Ziet..n [Silli)-Si(L)

= Yiet.v Ziet.n [SLIZ-2S(LISILHS(LI2
or 2i=1..n [Si(Lk)]z = 02+12+22+...+(n-1)2 ; ce terme est constant et donc le
probléme d'optimisation initial est équivalent au nouveau probléme d'optimisation :
F(T) = {LeX /VL'eX, iy n SiL) [Xkat.v Silli]l 2 ey SilL) Rk=1.v
Si(L)l}
Cette multiprocédure donne donc les rangs les plus faibles aux objets pour lesquels
la sommé des rangs sur les ordres du profil est la plus faible. Elle a été définie
initialement par Borda [1781]. Nous verrons au chapitre 2 que le résultat F([1) de éelte
multiprocédure peut se calculer uniquement en fonction de la matrice B(I1).
Diverses extensions de cette mutiprocédure seront exposées aux chapitres 4 et 8. Le
probléme de la caractérisation axiomatique de ces extensions (qui font suite aux

travaux de Young [1974]) sera envisagé aux chapitres 5 et 8.

EXEMPLE 5 : (D J1)-multiprocédure prudente.
Posons a(fl,R) = Mi"i#j bii r(xi,xj). o(I1,R) est d'autant plus faible qu'il existe un
couple d'objets pour lequel les préférences individuelles ne peuvent atteindre la
majorité. .
Suite & des travaux de Koéhler [1978] et conformément & Debord & Raynaud ['1 986},
nous définissons la (D J1)-multiprocédure prudente par :

F(IT) = {ReJ1 / VR'e 1, o(I1,R) 2 o(I1.R")}.
L'interprétation de cette mutiprocédure, qui ne dépend que de la matrice de B-F, sera

examinée dans le chapitre 4 et fera I'objet du chapitre 6.
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De méme que pour I'exemple 3, deux nouveaux problémes d'optimisation se posent
naturellement, le calcul de :

F'(IT) = {ReJt / YR'eN1, o([1,R) > o'(1,R)} o a’'(I1,R) = Minj_; mj; r(xj,xj)

F(IT) = {ReJl / VR'eJ1, a"([1,R) > «"(1,R")} o "(I,R) = Mini# ©ij r(xi,xi)

L'étude de ces procédures sera développé dans les chapitres 4, 6, 7, et 8 en

particularisant ensemble de données et de modéles.
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PARTIE 1

CODAGE DES INFORMATIONS UTILES PAR DES

MATRICES DE PREFERENCE

Le role de cette premiére partie est double :

1- caractériser axiomatiquement les procédures et multiprocédures d'agrégation qui
ne dépendent, quant a la détermination de leur résultat F([T), que des matrices de
préférence B(IT) ou M(I1) ;

2- caractériser les matrices de préférence B([1) et M(IT) pour différents ensembles de

données.

Toutes les propriétés énoncées dans cette premiére partie étant valables aussi bien
pour les procédures, que pour les multiprocédures d'agrégation, nous ne les

énoncerons que pour les premiéres.
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Chapitre 2

AXIOMATISATION DES PROCEDURES
D'AGREGATION NE DEPENDANT QUE DES

MATRICES DE PREFERENCE

Le but de ce chapitre est de mettre en évidence les relations entre procédures
d'agrégations qui ne dépendent que des matrices électorales, ou que des matrices
majoritaires, ou bien encore que des matrices de B-F. De telles caractérisations
permettent de mieux se rendre compte des différentes pertes d'informations entre le
profil initial et la matrice utilisée.

2.1. PROPRIETES ALGEBRIQUES DES MATRICES DE PREFERENCE.

Introduisons d'abord les relations algébriques entre les profils.

Soit I1 (resp. IT') un profil construit a partir de v (resp. v') relations binaires. Le profil [1

+ II' sera le profil constitué de la concaténation des v + V' relations binaires qui

constituent [] et IT'. Cette notation permet d'écrire simplement une condition qui nous
servira trés souvent :

CONDITION 2.1. Homogénéité :

Une procédure d'agrégation F est homogeéne si et seulement si pour tout D-profil [T,

F(I1+I1) = F(IT).
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Introduisons la notion de profil inverse par le biais suivant : si [] = (R4. Rp,..., R,) est
un profil, on notera -[] le profil -IT = (-Ry, -Ry,..., -Ry).
Nous sommes maintenant en mesure de parler sans ambiguité de la somme ou de la

différence de deux profils ; et par consequent de la multiplication d'un profil par un
entier relatif.

Si A'est une matrice notons Al sa transposée.

Ces opérations algébriques sur les profils induisent des propriétés algébriques sur les
matrices de préférences. Ces propriétés découlent directement des définitions des
. coefficients des différentes matrices, et en particulier des deux égalités B(IT) = E(I) - '
E(TT)* et 2B(IT) = M(IT) - M(T)!.

PROPRIETES :

Si [1 et IT' sont deux profils quelconques alors nous avons les relations suivantes :

1- E(TT+IT) = E(I) + E(IT) ;

2- M(TT+IT) = M(IT) + M(IT') ;

3- B([I+IT) = B(IT) + B(IT) ;

4- E(IT) = E()';

5= M(-IT) = M(ID)!

6- B(-IT) = -B(IN).

Ces relations permettent de mieux comprendre la fagon dont une relation binaire est
codée pour les diverses matrices de préférence. i
Pour chaque relation binaire (pour chaque votant), et pour chaque couple d'objets

(Xi-"j) sont associées les variables 8jjk = eij(Rk)' Miji = mij(Rk)v bijk = b;i(Rk). Leurs
valeurs sont données par le tableau de correspondances suivant :

"iRk"j et "i”k"j (x; est strictement préféré a xi) 8jjk = 1 Mjjk = 1 bijk =1;

XjR X ot xiRycxj (x; est strictement préféré a x;) Gjjk =0 M =-1 by =-1;

XjRxj et Xi{RiXj (xj et x; sont indifférents) k=1 mjk=1 byk=0; -
XiRyxj et x; R yx; (x; et xj sont incomparables) Gijk =0 mMjj=-1 bjj=0.

La prétérence individuelle du votant k, Ry . sera donc définie par les n(n-1) valeurs de
Bijk- (resp. My, bij).

D'aprés les propriétés ci-dessus les coefficients des matrices de préférence E, M et B
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peuvent étre définis de maniére équivalente par les égalités :

i# = ejj = i 8jjk
k=1
k=1

i# = bij = i biik
k=1

Remarquons que pour les matrices de B-F, l'inversion d'une relation de préférence
revient a inverser le codage : pour un couple d'objets donné, la variable bijk est

transformée en -bj, dans la relation inverse.

Les propriétés décrites dans ci-dessus nous serviront constamment dans toutes les

démonstrations.

PROPRIETE :

Une application immédiate de ces considérations nous permet de verifier que le
-résultat 'de la (X,X)-multiprocédure de Borda ne dépend que de B(I1). En effet, S;(Ly)
est égal au nombre d'objets préférés strictement a x; dans L,. Comme zl'#i biji est
égal au nombre d'objets auxquels x; est strictement preféré dans Ly, moins le nombre
d'objets preférés strictement & x; dans Ly, et que la somme du nombre d'objets
préférés strictement a x; ‘et du nombre d'objets auxquels x; est strictement préféré est
égal a n-1, nous en déduisons que 2S;(Ly) = n-1 - Zi¢i bjj. Par conséquent, 2
Dkt v Sillg) = Xiaqy I0-1 - Zj;ti bjji] = v(n-1) - 2]:1 .n Djj:

Posons Bi(Il) = Zl# b“. F peut donc étre définie par :

F() = {LeX /VLX Xiq p Sit) B € Ticq_n Si(L) BTD ).

F(IT) ne dépend que de B(IT).
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2.2. CINQ CONDITIONS AXIOMATIQUES.

Dans ce paragraphe, nous allons définir cinq conditions qui permettent de

caractériser l'information utilisée par les procédures d'agrégation qui les vérifient.

2.2.1. Trois conditions d'anonymat.

La premiére condition, trés classique, exprime que la procédure d'agrégation
n'introduit aucune discrimination parmi les votants. Soit o une permutation sur 1v et
IT = (R4, Ro,..., R) un profil, notons [I° le profil (Ro(”, Ro(2)'"-v Ro(v))'
CONDITION 2.2. Anonymat :

Une procédure d'agrégation F est anonyme sl et seulement si pour toute permutation

o, F(IT) = F(I1°).

Si une procédure d'agrégation vérifie la condition 2.1 alors il est facile de vérifier que
F(IT + IT) = F(IT' + IT). Il est possible de commuter des profils sans changer le
résultatde F. .

Notons de plus que par définition de la somme de deux profils, il est toujours possible
d'associer des profils sans changer le résultat de F. Pour toute procédure

d'agrégation, F( IT+( IT+ IT")) = F(( [T+ IT)+ IT").

La deuxieme condition indique que, pour une paire d'objets quelcondue, l'opinion de
n'importe quel votant a la méme influence sur le résultat fourni par la procédure |
d'agrégation.

CONDl'I'iON 2.3. E-anonymat :

Une procédure d'agrégation F est dite E-anonyme si et seulement si :

E(IT) = E(IT') = F(IT) = F(IT)

La condition 2.3 est une généralisation de la précédente. Nous allons maintenant

définir une troisiéme condition qui englobe elle-méme la E-anonymat.
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CONDITION 2.4. M-anonymat :
Une procédure d'agrégation F est dite M-anonyme si et seulement si :

M(IT) = M(IT") = F(I) = K(IT)

Condition qui peut encore étre généralisée par la suivante :

CONDITION 2.5. B-anonymat :

Une procédure d'agrégation F est dite B-anonyme si et seulement si :
B(IT) = B(IT)) = F(IT) = F(IT)

L'enchainement des différentes conditions peut étre résumé par :

B-anonymat = M-anonymat = E-anonymat = anonymat

2.2.2. Deux conditions de stabilité. ,
Nous allons maintenant déterminer deux classes de profils qui, si on les ajoute & un
profil quelconque, laissent stable le résultat de la procédure d'agrégation. Les
conditions qui en résultent sont, d'un certain coté, similaires a la condition de
"positive responsi\}eness” de May [1952]. Il s'agit, non pas de définir la plus petite
modification du profil qui induit une modification du résultat, mais de définir quelles
modifications le laissent inchangé.

Un profil TT vérifie la propriété d’'unité si et seulement si : IJkeN /i = 8jj = k.

Un profil [T vérifie la propriété d'égalité si et seulement si : i#j = &jj= 8ji-

CONDITION 2.6. U-stabilité :
Une procédure d'agrégation F est U-stable si et seulement si : si [] est un profil

quelconque alors pour tout profil [T, vérifiant la propriété d'unité F(IT+ ITy) = F(I).

CONDITION 2.7. E-stabilité :
Une procédure d'agrégation F est E-stable si et seulement si : si [1 est un profil

quelconque alors pour tout profil [Io vérifiant la propriété d'égalité F([I+
I1 e) = F(IT).
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Ces deux conditions sont liées par limplication :

E-stabilité = U-stabilité.

Les conditions de stabilité peuvent paraitre anodines, mais il ne s'agit que d'une
illusion trompeuse. En effet, plagons nous dans le cas ou D =7 . Soit R un préordre
quelconque. La condition de U-stabilité impose que Vve N F(vX2 +R) =F(R)ce q
revient & dire que si tous les votants considérent les objets comme ex sequo &
I'exception d'un "original”, alors c'est I'opinion de cet "original® qui prévaudra ! Cette
hypothése peut néanmoins s'imposer lorsque le but recherché est de départager &
tout prix les objets. C'est d'ailleurs exactement ce que prévoit la régle majoritaire (ce
qui explique que dans les commissions "paritaires”, le président a voix

prépondérante en cas d'ex aequo).

Remarques.
1-  L'égalité peut aussi étre considérée comme une condition de "consistance
faible”. H. P. Young [1974] puis A. Levenglick & H. P. Young [1978] définissent la
consistance par F(II) nF(IT)#@ = F([1+IT) = F(IT) nF(IT') ; et la "cancellation
property” par : si TI est un profil qui vérifie la propriété d'égalité alors F(IT) = J1. Une
procédure qui vérifie ces deux propriétés vérifie aussi la propriété d'égalité.
2- La propriété d'égalité peut aussi s'écrire : un profil [1 vérifie la propriété d'égalité
si et seulement si E([T) = E(-[1). Ceci ne signifie pas forcement que I = -[I. La
structure de tels profils est plus complexe, comme d'ailleurs la structure des profils
vérifiant la propriété d'unité. L'exemple suivant illustre bien ce fait.
Soient les six ordres totaux sur quatre objets :
Ly=bdca Lry=cadb Lg=dachb

‘Lg=bacd Lg=cadb 'L6=dacb

Le profil T = 4Ly + Lo + 3L3 + 4L4 + 3Lg +Lg vérifie la propriété d'unité (et donc

aussi la propriété d'égalité).
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2.2.3. Résultats.

THEOREME 2.1 : Soit F une procédure d'agrégation homogeéne. F est M-anonyme si
et seulement sl elle est U-stable et E-anonyme.

Preuve.

La condition nécessaire peut étre vérifiée aisement.

Pour la condition suffisante soient [] et IT' deux D -profils de méme matrice
majoritaire. Sans perte de généralité supposons que v < v'. Comme M(II) est égal a
M(IT) alors i#j = mij(l'[) = mij(ﬂ') donc 2eii(ﬂ).- V= 2eij(ﬂ') - v' donc v et v' on méme
parité. Posons 2k = V' - v ; on en déduit eii(ﬂ) = eii(ﬂ') + k.

Dans le cas ou X2e D (siD estégala 7, &, ou R), eij(") = eij(ﬂ'+ kX2) par
E-anonymat nous avons donc F(I1) = F(ﬂ'+kX2) et par U-anonymat F(I1) = F(IT').
Dans le cas ou X2e¢ D (D est alors égal a T, X, ou 0)2D contient toujours un ordre
total L. Zeii([]) = 2eji-(ﬂ') + 2k donc eii(2ﬂ) = eii(2ﬂ'+ kL - kL) ; par E-anonymat F(2[])
="F(2IT'+kL -kL) par U-stabilité F(2[1) = F(2IT') et par homogénéité F(IT) = F(IT). La
condition suffisante est démontrée.

¢

THEOREME 2.2 : Une procédure d'agrégation est B-anonyme si et seulement si elle
est anonyme et E-stable.

Preuve.

Il est facile de vérifier la condition suffisante. En effet, par définition les coefficients de
la matrice de B-F ne dépendent que de ejj : F est donc anonyme. De plus, si I'on fait
la somme d'un profil vérifiant la propriété d'égalité et d'un profil quelconque, la
matrice de B-F de ce dernier est identique a celle du résultat de la somme des deux
profils ; la procédure d'agrégation fournit donc le méme résultat ; elle est E-stable.
Pour la condition nécessaire, considérons deux profils I et IT' qui sont associés a
une méme matrice de B-F. En d'autres termes, V i#j eij(n) - eji(ﬂ) = eij("') - eii([l').
Ce que l'on peut traduire en: V i#j eii(ﬂ') + ei;(l’l) = eji("') + eij(l'l). Soit

"= -[1 + [T', d'aprés la relation ci-dessus, [1" vérifie la propriété d'égalité. Comme



F est E-stable, F(I1) = F(IT+I1") = F(IT+(-IT +IT")) = FIT-TT)+IT). Comme F est
anonyme F((I1-T) + IT') = F(IT + (IT-IT)). Le profil [T -I1 vérifie la propriété d'égalité,
donc par E-stabilité, F(IT) = F(IT'+(IT-IT)). En réunissant ces cinq égalités, on
obtient le résultat final : F(IT) = F(IT). En résumé B(IT) = B(IT) = F(IT) = F(IT"), Ia
condition nécessaire est bien démontrée.

¢

COROLLAIRE 2.1 : Une procédure d'agrégation est B-anonyme si et seulement si elle

est E-anonyme et E-stable.

COROLLAIRE 2.2 : Une procédure d'agrégation est B-anonyme sl et seuiement si elle

est M-anonyme et E-stable.

Remarquons que si D est un ensemble de relations symétriques (par exemple D =
£) la relation d'E-stabilité imposerait que F(I1) soit constante pour tout D -profil ; la
condition de E-stabilté est donc inenvisageable pour ces procédures d'agrégation.
Par contre, la condition d'U-stabilité garde tout son sens comme pour la procédure
médiane qui est M-stable.

Ces conditions d'anonymat et de stabilité semblent néanmoins trés raisonnables ; de
fait, elles sont vérifiées par de nombreuses procédures d'agrégation. Citons, en
suivant par exemple la terminologie définie par Fishburn [1977], les procédures
d'agrégation de Borda, Condorcet, Copeland, Fishburn, Kemeny, Nanson, Schbvartz,
ainsi que les procédures définies par Arrow & Raynaud [1986] vérifient toutes les

- conditions d'anonymat et de stabilité.



31

Ces différents théoremes mettent en évidence les relations entre procédures
d'agrégation E-anonymes, M-anonymes et B-anonymes. Pour un ensemble de
données D fixé, il se pose donc le probléme de la caractérisation des différentes
matrices de préférence. Un raisonnement analogique laisserait supposer que ces
problémes de caractérisation sont reliés. lis le-sont effectivement ; néanmoins, ils
présentent une grande différence de complexité. En effet, le chapitre 3 met en
évidence la caractérisation de I'ensemble des matrices de B-F et des matrices
majoritaires pour les ensembles de relations binaires 2 déja cités alors que le
probléme de la caractérisation des matrices électorales reste ouvert lorsque 2 est

égala? ou,XL.
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Chapitre 3

CARACTERISATION DES DIFFERENTES

MATRICES DE PREFERENCES

Nous allons examiner les trois problémes de caractérisation par ordre de complexité
croissante. Mais auparavant introduisons quelques notations et propriétés matricielles

qui simplifieront notre tache.

3.1. NOTATIONS ET PROPRIETES.

Toutes les matrices que nous considérerons sont des matrices nxn a coefficients

entiers relatifs dont les éléments diagonaux ne sont pas définis.

DEFINITION 3.1 : Soit donc A = (a;) i=1..n, j=1..n une matrice telle que Vi ajjeZ;.
A sera appelée matrice paire (resp. impaire) si et seulement si V iz] ajj est pair (resp.

Vi ajj est impair).

LEMME 3.1 : Soit [T un D-profil composé de v relations binaires,
1- sl v est pair alors M est une matrice paire ;

2- siv estimpair alors M est une matrice impaire ;
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3- siD cT alorsM=B.
Preuve.

Par définition mjj = 29‘] - v suivant la parité de v, I'une des propriétés 1 ou 2 est
vérifiée. Si D est un ensemble de relations binaires tofales et antisymétriques alors V
i#] ejj + ejj = v. De plus, par définition by; = ejj - €ji- On en déduit donc bj; = 2e;; - v =
mjj ; ce qui démontre le lemme 3.1.

¢

Ces matrices vérifierons éventuellement les propriétés de :
somme nulle : Vizj a; +a; =0
somme positive : Vixj a;+a; 20
somme négative : V i#j aj; + a;; <0 ;
somme constante : ImeMN/V i#| a; + aj =m ;

symétrie : V izj aj; = aj;.

Notons A;; la matrice 4 somme nulle dont tous les éléments sont nuls sauf le coefficient
de la ligne i et de la colonne j qui est égal a 1, et le coefficient de la ligne j et de la

colonne i qui est égal a -1.

LEMME 3.2 : L'ensemble des matrices A" pour i<i<j<n est un systéme libre et
générateur de I'ensemble des matrices & somme nulle muni de I'addition et de la -
multlbllcatlon par un entier relatif.

Preuve.

Elle est laissée au soin du lecteur.

Remarquons tout de méme que I'ensemble des matrices a8 somme nulle muni de
l'addition et de la multiplication par un scalaire forme une structure de module sur
'anneau (Z,+,.). Cette structﬁre est I'analogue de celle d'espace vectoriel sur (Q,+,.)
mise en évidence et utilisée pér Young [1974], mais l'extension au corps des

rationnels ne s'impose pas ici.
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Nous avons maintenant assez d'éléments pour démontrer les théorémes de

caractérisation.

3.2. CARACTERISATION DES MATRICES DE B-F.

Le probléme des &€-profils ne se posant pas, nous allons examiner successivement les

cas des X-profils puis des 7" -profils et finalement des O-profils.

THEOREME 3.1 : Soit D un ensemble de données tel que XcDcT. Une matrice A
est une matrice de B-F obtenue a partir d'un 2D-profil si et seulement si A est une

matrice paire & somme nulle ou une matrice impaire 4 somme nulle.

La condition nécessaire provient du lemme 3.1 ; la condition suffisante est obtenue en

regroupant les 2 lemmes ci-dessous.

LEMME 3.3 : Si A est une matrice paire &8 somme nulle alors A est une matrice de B-F
associée a un profil constitué d'ordres totaux.

Preuve.

Soit "ij (pour i<j) le profil constitué des deux ordres suivants:

X4 Xjct Xig1-o- Xt Xja1- Xn Xi Xj ;
Xj Xj Xp--Xjed Xjog-or Xig1 Xi-1-- Xq -

Soit Bjj sa matrice de B-F associée. Il est facile de vérifier que Bjj = 2A;; .
Soit A une matrice a somme nulle dont tous les coefficients sont pairs.
D'aprés le lemme 3.2 : A= )y i<j &jj Aij = 2 i<j (ajj2) Bjj
A est donc la matrice de B-F associée au profil [T = 2, i<j (@jj2) M.
¢

LEMME 3.4 : Si A est une matrice impaire a somme nulle, alors A est une matrice de

B-F associée a un profil constitué d'ordres totaux.



Preuve.
Soit A une matrice & somme nulle dont tous les coefficients sont impairs.
Soient C et D les matrices définies par:

si i>] alors cjj=aj-1 et dj=1;

si i<] alors cjj= -cjj et dj= 1. ,
Par construction A=C + D. Or C est une matrice & somme nulle dont tous les
coefficients sont pairs ; C est donc une matrice de B-F associée & un profil constitué
d'ordres totaux. Le profil constitué de l'unique ordre x{xs ...x, admet D pour matrice
de B-F associée. La somme des deux profils définis ci-dessus constitue donc un profil
formé d'ordres totaux dont la matrice de B-F associée est A.

L

La notion d'ordre total est trés restrictive, puisque l'indifférence est la relation d'égalité.
La notion de préordre total constitue une premiére extension ; les objets ex aequo de

la relation d'indifférence ne sont plus des singletons.

THEOREME 3.2 : Soit 2 un ensemble de données tel que 7' 2. Une matrice A est
une matrice de B-F obtenue 4 partir d'un D-profil si et seulement si A est une matrice
somme nulle.
Preuve.
Si A est une matrice de B-F alors A est une matrice 8 somme nulle.
Réciproquement, soit A une matrice & somme nulle. Soit 1’1" (i<j), le profil constitué des
deux préordres suivants:
Xi Xj Xq.oXj -4 Xigq - Xj -1 Xja1- Xn ;
Xp-Xjad Xjog oo Xigd Xj -1 xq( Xj xj) .
Il est simple de vérifier que B(ﬂ“) = Aij .
D'aprés le lemme 3.2: A = 2 i<j ajjAIj= 2 i<j ajj B(ITj) = B( 2 i< e Iy
A est donc la matrice de B-F associée au profil  TT= 2, i< aj Iyj-

¢
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Remarques.

1- En dautres termes, ce théoréme indique que les résultats potentiels de la
méthode d'agrégation ne seront pas accrus en relachant la notion de préordre total |
Le probleme de la caractérisation de B(II) reste entier si I'on impose aux relations
considérées de ne pas étre des préordres totaux.

2- Soit [lg un profil vérifiant la propriété d'égalité ; d'aprés la condition d'E-stébilgté
F(X2) = F(Ilg) ; et donc, du point de vue du résultat de la procédure d'agrégation, tous
ces profils sont équivalents. En particulier, si I'ensem'ble des modeles J1 est
I'ensemble des préordres, il est naturel de postuler F([]) = X2, on obtient la condition

interessante F([lg) = X2 pour tout profil "égalitaire”.

THEOREME 3.3 : Soit D un ensemble données tel que OcD. Une matrice A est une
matrice de B-F obtenue a partir d'un D-profil si et seulement si A est une matrice a
somme nulle.

Preuve.

Soit “ij (i<j), le profil constitué de l'ordre parﬁel :
Xj

. . s .
Xj X4 Xn
Il est simple de vérifier que B(nij) = Aij .
La suite de la preuve est identique a celle du théoréme précédent.

¢

Etendre la notion d'ordre total a 'une des notions d'ordre partiel ou de préordre revient
donc a couvrir I'ensemble des résultats possibles de la méthode d'agrégation. En fait,
moyennant certaines propriétés de la procédure d'agrégation, son étude restreinte aux
X-profils est un paradigme suffisant pour la connaitre sur tous les autres domaines D

contenant X.
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THEOREME 3.4 : Soit D un ensemble de données qul contient X. SI F est une
(X,1)-procédure d'agrégation anonyme, E-stable et homogéne alors Il existe une
unique extension de F a I'ensemble des D-profils qui vérifie ces deux conditions.
Preuve.

Soit F une procédure d'agrégation qui vérifie les deux conditions. Comme F est
anonyme et E-stable, d'aprés le théoréme 2.2, F est B-invariante. Soit [T un b-profil,
B(IT) est une matrice a somme nulle. B(IT+I1) est une matrice & somme nulle dont tous
les coefficients sont pairs d'aprés le lemme 3.1 c'est donc une matrice de B-F d'un
X-profil [T : B(IT+IT) = B(IT'). Par B-invariance F(I1+I1) est est égal & F(IT) ; et donc par
homogénéité, F(I1) est égal a F(IT).

¢

La démonstration du théoréme repose en partie sur I'hypothése : la procédure
d'agrégation vérifie la condition 2.1.

Les deux premiéres remarques ci-dessous nous aménent & penser qu'une méthode

d'agrégation anonyme et E-stable ne peut étre définie de maniére satisfaisante sur les

7 -profils que si elle est homogéne.

Remarques. _

1- Soit 1 le profil constitué du seul préordre P = Y4Y5...Y ou les Y; constituent une
partition de X. Soit [T un profil constitué de v ordres totaux sur X, Ly, Lo ... L, tels que
les L; sont construits en prenant des orientations particulieres de P et tels que la
restriction de IT' & un Y; quelconque vérifie la propriété d'égalité. Il est facile de vérifier
que B(IT') = vB(II) = B(vIl). Si F est une procédure d'agrégation B-invariante alors
d'aprés la condition 2.1 d’homogénéité F(IT) = F(IT).

2- Soit [T un profil constitué de k préordres P4, Po...P). Soit [1; un profil constitué de
v;j ordres totaux et construit & partir du préordre P; selon la technique exposee

ci-dessus. Soit [ le profil défini par:
k
Mo = Z ppem(vi...vk) IT;

i=1 vi
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Il est facile de vérifier que ppcm(vy...vi) B(I) = B(Ilg). Si F est homogéne noﬁé
aurons F(IT) = F([).

3- Les différents théorémes sont démontrés en exhibant un profil avec un nombre v
bien déterminé d'ordres totaux (par exemple v = Z i<j | ajj /2]), ce qui souléve
évidemment la question du v minimal (nous reviendrons sur ce point au paragraphe
3.4). On peut se poser une autre question, de réponse peut-étre moins ardue : s'il
existe un profil de matrice de B-F B, avec v ordres, en existe-t-il avec v + k ordres ?

(Evidemment oui pour k pair).

3.3. CARACTERISATION DES MATRICES MAJORITAIRES.

Toute matrice A peut se décomposer en sa partie positive A, et sa partie négative A..
Soit A, la matrice dont I'élément ij est égal & ajj si aj; > 0 et a 0 sinon.
Soit A la matrice dont I'élément ij est égal & ajj si ajj < 0 et a 0 sinon.

A=A, +A_.

Rappelons que d'aprés le lemme 3.1 les matrices M sont paires ou bien impaires ; et
que de plus elles coincident avec les matrices de B-F pour les ensembles de
données composés de relations totales et antisymétriques.

Nous en déduisons donc :

THEOREME 3.5 : Soit D un ensemble de données tel que YcDcT. Une matrice
A est une matrice majoritaire obtenue a partir d'un 2D-profil si et seulement si A est

une matrice paire a somme nulle ou bien une matrice impaire 4 somme nulle.

THEOREME 3.6 : Soit D un ensemble de données tel que 7 <D €. Une matrice
A est une matrice majoritaire obtenue a partir d'un D-profil si et seulement si elle est

paire a somme positive ou bien impaire 8 somme positive.



Preuve.

La condition nécessaire est immédiate. Puisque les relations binaires du profil sont
totales nous avons l'implication i#j = ejj + ejj 2 v et donc par conséquent mjj + mjj =
2(eij + 6ji - v) 2 0.

Réciproquement, soit A une matrice paire & somme positive.

A=A_+A, =(A_-A)+ (A +AY)

Posons C = A_-A_l, C est une matrice & somme nulle dont les coefficients sont tous .
pairs ; ;)osons D=A,+A <', D est une matrice dont tous les coefficients sont positifs et
pairs.

D'aprés le théoréme 3.1 C est une matrice majoritaire d'ordres totaux. Comme
XcT <D notons [T un 7 -profil tel que C = M(TT).

Soit H;i (pour i#j), le profil constitué des deux préordres :

06 ) X9 X4 Xjpq - Xj-1 Xjg1- X 3

X Xjgd Xjo1 oo Xigd Xiegoo Xq Xj %] -

On vérifie que M("ij) est une matrice dont tous les coefficients sont nuls a I'exception
de mjj qui est égal a 2. Il en résulte donc la décomposition :

D=2 i= dij /2 M(IT;;) = M(2. i=j dij /2 Tjj)

E est donc la matrice majoritaire associée au profil [ = zi;&j dij /2 TTjj -

La matrice A est donc la matrice majoritaire du profil IT' = [T + zi#i -djj /2 I

Un argument identique a celui du lemme 3.4 permet de conclure dans le cas des
matrices impaires & somme positive.

¢

THEOREME 3.7 : Soit D un ensemble de données tel que OcDc#A. Une matrice
A est une matrice majoritaire obtenue a partir d'un 2D-profil si et seulement si A est
paire 8 somme négative ou bien impaire & somme négative.

Preuve.
La condition nécessaire est immédiate. Puisque les relations binaires du profil sont
antisymétriques nous avons limplication izj = ejj + €j; < v et par conséquent mjj + mji

= Q(Qii + eji -v) <0.



41

Réciproquement, soit A une matrice paire &8 somme négative.

A=A +A_=(A -Ah)+(A_+A))

Posons C = A, - A,!, C est une matrice & somme nulle dont les coefficients sont tous
pairs ; posons D = A_ + A, 1, D est une matrice dont tous les coefficients sont négatifs
et pairs.

D'aprés le théoreme 3.1 C est une matrice majoritaire d'ordres totaux. Comme
XcOcD notons [T un O-profil tel que C = M(IT).

Soit nii (pour i%j), le profil constitué de l'ordre total XnesXjgt Xjo1 - Xigd Xie1 X9%j %

? %

et de l'ordre partiel défini par :

X4

Xi Xj
On vérifie que Mﬂhp est une matrice dont tous les coefficients sont nuls a I'exception
de mj qui est égal a -2. Il en résulte donc la décomposition :
D =X iy -dij/2 ML) = M(X. i -dj /2 Tlij)
E est donc la matrice majoritaire associée au profil  [I = zi#i -djj /2 Tjj -
La matrice A est donc la matrice majoritaire du profil [T’ = [T + Ei;tj -djj /2 T
Un argument identique a celui du lemme 3.4 permet de conclure dans le cas des
matrices impaires a somme négative.

L

THEOREME 3.8 : Soit D un ensemble de données tel que £ cD Y. Une matrice
A est une matrice majoritaire obtenue a partir d'un D-profil si et seulement si cette
matrice est paire et symétrlqué ou bien impaire et symétrique.

Preuve.

Pour toute relation symétrique, e;jj = ejj donc m;j = m;; ; M est donc une matrice
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symétrique. De plus d'aprés le lemme 3.1 elle est paire ou impaire.

Réciproquement, considérons les cinq relations d'équivalence :
Eq = {xj} {x1...% -9 Xj41 - Xp) :
Ep = {xi} {x1...xj S RITEIRS Xp} -

Egk = {xj %k} {x9}... {xp) :
Eqk = {xi xk} {x1}..- {xp};
Eg = {x xi} {x4}... {xp} .

Et soit [Tj; le profil :

Mij=(-1)Eq +(n-1) Ep+ Ny Egp + Ty Egi + (20 - 3) Eg +(2n - 3) X2.

v=(n-1)+(n-1)+(n-1)+(n-1)+(2n-3)+(2n-3)=8n-10

Calculons sa matrice majoritaire :

mjj=2(2n - 3+2n - 3)- 8n + 10 = -2

k#j =2 my=2(n-1+n-1+2n-3)-8n+10=0

et par raison de symétrie k=i = My =0

ki ljeti<j=>my=2(n-1+n-1+2n-3)-8n+10=0.

Soit [T = Eg + X2 ; la matrice majoritaire de ce profil a tous ses coefficients nuls

exceptés mj; et my; qui sont égaux a 2.

Si A est une matrice paire symétrique, A=A, +A_.

Nous avons les égalités A_ = Zi < (agj/ 2) M(ITy) = M(ij (-agjj/ 2) ITy). A, est

donc la matrice majoritaire du D -profil Zi < (-ajj/ 2) ITjj. De méme, A, = 2i<i (asij/ .

2)M("ij) = M(Zi <j (3sj/ 2) "ij)- Comme A=A, +A_, A est donc la matrice majoritaire ~ ©

du D-profil Xij [(-aij/ 2) ITjj + (@i / 2) Ty,

Si A est une matrice symétrique impaire elle peut toujours s'écrire A = C + M(xz). C

est une matrice symétrique paire donc il existe [T un 2D-profil tel que C = M(IT) et donc

A =M(I) + M(XZ) =M(IT+ X2) ce qui fini de démontrer le théoréme.

L
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3.4. CARACTERISATION DES MATRICES ELECTORALES.

Le probléme connu sous le nom de "caractérisation des matrices électorale”
correspond a la caractérisation de E dans le cas des X-profils. Il a suscité de
nombreuses études (G. Th. Guilbaud [1970], N. Megiddo [1977], H. P. Young [1978],
T. Dridi [1981]...) mais le probléme n'est pas résolu a ce jour. Le probléeme de
reconnaissance associé est conjecturé NP-difficile.

Il en est de méme pour les 7 -profils.

Cependant, pour les autres ensembles de données, une adaptation des résultats des
paragraphes précédents fournit une solution immédiate. Par contre si le nombre de
votants est fixé (comme c'est en fait le cas pour la caractérisation des matrices
électorales pour les X-profils), le probléeme n'est résolu que dans le cas trivial des
tournois.

L'exemple suivant illustre bien les remarques précédentes : la matrice exy = 8yz = 2,
@xz = 8zx = 1, @yx = 8y = 0, est une matrice électorale de deux tournois, mais non de
deux ordres totaux, alors que la matrice B correspondante est une matrice de B-F

pour un profil de quatre ordres totaux.

Les résultats seront énoncés sans démonstration.
Cas des T- profils.
Une matrice A est une matrice électorale de v tournois si et seulement si A est une
matrice de somme constante v. En effet, soient Ty = (tjjc) les matrices électorales
associées a un tournoi, et qui sont définies par les relations :

i<ietk5aii=tijk= 1 e“jik=0;

I<jetaj<k=ty =0ett =1.
Par construction A =T¢ +... + Ty,
Cette caractérisation s'adapte bien évidemment aux cas des matrices majoritaires et
des matrices de B-F ce qui met bien en évidence que tous les problémes de

caractérisations que nous avons étudiés ne sont pas triviaux uniquement a cause des
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propriétés restrictives des ensembles de données. En effet, dans la plupart des cas
les tounois T ne sont pas transitifs ; leur construction est d'autant plus aisée.

La méme remarque s'appliquerait lorsque D est égal 3 ¥ ou 4.

Cas des O-profils.
Une matrice A est une matrice électorale d'ordres partiels si et seulement si i#j = a5

+aj; <v. En effet, soit [1;; le profil constitué de l'ordre partiel
X

Xi X<| X

A= E( ij ajj nij ).

Cas des &- profils.
Une matrice A est une matrice électorale de relations d'équivalence si et seulement si
A est symétrique. Soit nii le profil constitué de la relation d'équivalence {x; xi]

{x4}...{xp} on vérifie que A = E(Z i<j djj "" ).

Les conditions d'anonymat et d'E-stabilité permettent de définir une procédure
d'agrégation comme une application dont I'ensemble de départ est 'ensemble des
matrices de B-F. Il peut paraitre surprenant que la variété des résultats de F ne soit
pas accrue si les relations binaires sont étendues a des notions plus générales que )
les préordres (ou que les ordres si F est homogéne).

La méme remarque s'applique (mais de maniére moins sensible) pour les
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procédures d'agrégation E-anonymes et U-stables comme le montrent les différents
théorémes de caractérisations.

Ces remarques me suggérent deux réponses. Premiérement, d'un point de vue
pratique, le nombre de votants considérés est borné : il est alors clair que l'ensemble
des matrices majoritaires ou de B-F s'accroit strictement lorsque les votants expriment
leurs préférences selon des relations de moins en moins restrictives (d'ou lintérét
pratique des ordres d'intervalle et des quasi-ordres). La variété des résultats
augmente donc bien avec la liberté des votants.

.D'un péint de vue théorique, il est bien sir intéressant de considérer des votants en
nombre arbitrairement grand. Dans ce cas, il apparait que les conditions de stabilité
sont d'une importance déterminante -l'utilisation des matrice B ou M se traduisant par
une perte d'information, et particuliérement du nombre v de votants. Les supprimer
revient a rassembler les informations utiles dans la matrice électorale E, et la
caractérisation de telles matrices est un probléme non résolu a ce jour pour les X et

T -profils!
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PARTIE 2

UNE EXTENSION DE LA PROBLEMATIQUE DES

FONCTIONS DE CHOIX

Cette partie est consacrée a I'étude d'une nouvelle classe de multiprocédures
d'agrégation. Nous la développerons en liaison avec les trois thémes exposés au
chapitre 1 :

1- les multiprocédures prudentes ;

2- les multiprocédures médianes ;

3- la multiprocédure de Bbrda.

Nous mettrons en évidence le rapport entre les propriétés des multiprocédures et les
differentes matrices de préférence : matrice majoritaires M([1), et matrices de Benjamin

Franklin B(TT).

L'ensemble des données sera toujours supposé contenir les ordres totaux (Xc2).
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Chapitre 4

(D ,5k)-MULTIPROCEDURES D'AGREGATION

Le choix d'un sous-ensemble de meilleurs objets parmi un ensemble d'objets en
compétition est un probléme déja largement étudié. Malgré tout, un aspect particulier
de cette problématique mériterait d'étre plus amplement développé : la détermination
d'un sous-ensemble de meilleurs objets de cardinal k fixé a I'avance.

Supposons, par exemple, que I'on veuille construire une équipe Y de k personnes et
que l'on ait le choix parmi un ensemble X de n candidats. La notion de fonction de
choix collectif Arrow [1951], ou celle de fonction de choix utilisée par Fishburn [1973],
n'est plus adaptée a ce probléme et ceci pour deux raisons principales :
premiérement, le cardinal k de I'ensemble de choix recherché est fixé a prioti ;
deuxiémement, il est tout a fait possible que plusieurs ensembles de choix aussi
satisfaisants les uns que les autres soient mis en évidence -ils sont autant
d'alternatives possibles au choix.

Ce probléme comporte une autre singularité : Y est considéré en tant qu'ensemble. Ii
parait alors naturel que les relations entre éléments de Y ne .soient pas prises en
compte ; et d'autre pan, que le choix de Y ne soit fondé que sur les relations des
éléments de Y sur les éléments de X-Y. Certaines conditions axiomatiques

spécifiques sont donc requises.
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Aprés avoir étendu la notion de fonction de choix & notre probléme spécifique, nous
présenterons deux axiomatiques qui préciseront la notion de "meilleurs objets”. Pour
chacune d'entre elles, nous étudierons les procédés de construction permettant de
mettre en évidence ces meilleurs objets. Finalement, nous envisagerons ces
différentes multiprocédures d'agrégation d'une maniére duale qui nous servira lors du

chapitre 8.

4.1 'NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Un nouveau type de relations binaires nous est apparu nécessaire pour notre
exposé ; il modélise la notion intuitive d'élite. Cette notion s'inscrit dans un contexte

plus général qui ne nous sera pas utile ici (cf Raynaud [1986]).

DEFINITION 4.1 : Soit Y un sous-ensemble de X, nous appelierons élite

la relation binaire notée Y- telle que : a¥Y—ob & aeY.

Dans une élite Y—, tous les éléments de Y (qui sont indifférenciés) sont strictement
préférés aux éléments de X-Y (qui eux sont incomparables).
L'ensemble des élites sera noté & (good). L'ensemble des élites de cardinal k (]Y] = k)

sera noté &, ses élément seront appelés k-élites.

Toute élite (notée Y—, Y'—>, Y"—...) est en correspondance canonique avec un
sous-ensemble de X (noté Y, Y', Y"...) que nous appellerons aussi élite. Cette
correspondance conserve des propriétés qui nous seront aussi utiles dans les

chapitres 5 et 8.
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PROPRIETES :

1- Yoc Y- oYY,

2- Y'-5n Y"5e§ et sionnote Y- = Y'-n Y"> alors Y = Y'N\Y" ; ce que l'on peut
noteren abrégé Y'-NY"-» =YNY"> ;

3- Y'-U Y"—e¥ et sion note Y- = Y'-»uU Y"— alors Y = Y'UY" ; ce que 'on peut
noter en abrégé Y'- u Y"'5 = YU Y'5

4- (8, n, U) est un treillis distributif isomorphe a (2X, A, U).

Les propriétés ci-dessus justifient l'introduction du concept d'élite (en tant que relation
binaire) alors qu'a priori 'ensemble des préordres a deux classes aurait pu tout aussi

bien convenir ; mais il ne vérifie aucune de ces propriétés.

Les multiprocédures d'agrégation exposées dans l'introduction de ce chapitre seront
modélisées par les (D §)-multiprocédures d'agrégation ; c'est a dire les applications
qui & tout 2D -profil associent un ensemble non vide de k-élites. (D représentera %, €,

X,0,7,R,ouT, il contiendra donc toujours les ordres totaux.)

Lorsque k est égal a un, les élites sont des singletons qui sont autant d'alternatives
possibles au choix d'un meilleur objet. Cet ensemble de singletons peut étre identifié a
un ensemble d'objets, et permet donc de construire une fonction de choix au sens de
Fishburn [1973] (une application qui & tout D -profil associe un sous-ensemble non
vide de X). De cette maniére, les 1-fonctions de choix sont en bijection avec les

fonctions de choix.

Afin de déterminer une élite, la premiére question que I'on peut se poser est de savoir
pour quels profils le résultat de la (D §)-multiprocédure ne souffre aucune
contestation. Nous y répondrons selon deux points de vue classiques ceux de

Condorcet puis de Pareto.



4.2. PRINCIPE DE CONDORCET APPLIQUE AUX
(D,5K)-MULTIPROCEDURES.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que si une majorité stricte de votants
expriment que les éléments d'un sous-ensemble Y de X sont préférés aux éléments
-restants alors la préférence collective ira a I'élite Y—. Formellement, cette Condition

peut étre comprise de deux maniéres différentes :

DEFINITION 4.2 : Soit Y- une élite et [T un D -profil. Yo sera
(strictement) Condorcet si et seulement si 3 Wc V/ |W| > v/i2 et ke W

Xje Y Xle X-Y = lekX' et le kXi-

CONDITION 4.1. Condorcei (stricte) :

Une (D,%)-multiprocédure F est (strictement) Condorcet sl et seulement
sl : lorsque [1 est un D -profil contenant une k-élite (strictement)
Condorcet Y- alors F([1) = {Y—}.

Cette condition appelle une justification puisqu'elle suppose l'unicité des k-élites
Condorcet. Le lemme 4.1 et le corollaire 4.1 qui seront démontrés au paragraphe 4.1.1

la fourniront.

DEFINITION 4.3 : Soit Y- une élite et [T un D-profil. Y- sera faiblement
Condorcet si et seulement si 3 WcV / |W|>v/2etkeW xjeY Xje X-Y =

X'kal.

CONDITION 4.2. Condorcet faible :
Une (D ,%)-multiprocédure F est faiblement Condorcet sl et seulement

st : lorsque 1 est un D-profil contenant une k-élite faiblement Condorcet
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alors F([1) = { k-élites falblement Condorcet }.

Un contre exemple a l'unicité des k-élites faiblement Condorcet est fourni par le profil
constitué du seul préordre xq...Xg_1(Xk X4+1)XKk42---Xn 00 Y = {Xq...x} et Y' =

{X{.-- X1 XK+ 1} SONt deux k-élites faiblement Condorcet.

Nous avons bien sur les deux implications :
Y - est une élite strictement Condorcet = Y—» est une élite faiblement Condorcet

F est Condorcet = F est faiblement Condorcet

Le nombre de profils ou le résultat de F est obtenu directement par I'une des deux
conditions ci-dessus est trés restreint ; cependant, si des (D $k)-multiprocédures
vérifient certaines conditions d'anonymat et de stabilité, des résultats sont déductibles

pour des classes beaucoup plus vastes de profils.

4.2.1. Elites majoritaires.

Ce que nous appelons ici élite majoritaire correspond a ce que J. H. Smith [1973]
désignait par "Condorcet Critérion™. Nous avons préféré réserver ce terme pour une
propriété directement visible de certains profils, et ne résultant pas de calculs sur les

relations de préférences.

DEFINITION 4.4 : Y— sera dite élite (strictement) o-majoritaire sl et

seulement sl : VxjeY Vxje Y by«

DEFINITION 45 : Y- sera dite élite faiblement o-majoritaire si et

seulement sl : VxjeY VxjeY mj2a

Les élites strictement (resp. faiblement) 1-majoritaires seront appelées simplement

élites strictement (resp. faiblement) majoritaires.



Ces deux définitions sont reliées comme on s'en doute aux définitions 4.2 et 4.3.
LEMME 4.1 : Toute élite faibiement Condorcet est faiblement ma]oritalre :
toute élite Condorcet est majoritaire.

Preuve.

Soit Y— une élite faiblement Condorcet ; par définition IW cV /|W| > v/2 et ke W xje Y
Xje X-Y = xikai. Pour tout xj élément de Y et pour tout Xj élément de X-Y nous avons
donc ej; > v/2 et donc m;; = 2ejj-v > 0 ; Y- est une élite faiblement majoritaire.

Soit Y- une élite Condorcet ; par définition 3IW c V/ |W| > v/2 et ke W x;e Y Xje XY=
X{Ryx; et xjRx;. Pour tout x; élément de Y et pour tout x élément de X-Y nous avons
donc ejj > v/2 et gj; < v/2 donc bj; = gj; - ej; >0 ; Y- estune élite majoritaire.

¢

THEOREME 4.1 : Soient Y- et Y'— deux élites ma]orlialres, st Y] < Y
alors Yo c Y -o.

PreuQe.

1- Si Y- = Y'> le théoréme est bien vérifié.

2- Si Y- # Y'— supposons que Y— ne soit pas incluse dans Y'— (et donc que Y n'est
pas inclus dans Y'). Soit C=Y'-Y et D=Y-Y' comme Y n'est pas inclus dans
Y' alors D n'est pas vide ; d'autre part comme le cardinal de Y’ est supérieur ou égal
au cardinal de Y et que Y' # Y alors C n'est pas vide. Soit x; un élément de C et x; un
élément de D.

xieCet xjeD = xjeY' et xjeY' = bj; >0

xjeDet xjeC = xjeV et xjeY = bji > 0

donc bj; + by; > 0 ce qui est en contradiction avec la propriété de somme nulle des
matrices de B-F.

¢
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COROLLAIRE 4.1 : S'll existe une k-élite majoritaire alors elle est unique.
Preuve.
Soient Y- et Y'— deux k-élite majoritaire. D'aprés le théoréme précédent :
Yl <IY'| =2 YocY'—5;
Y1 <lY] =2 YocYo.
donc Yo = Y'—.

¢

Les élites majoritaires sont donc emboitées. Ce n'est pas le cas des élites faiblement

majoritaires puisque ce n'est déja pas vrai pour les k-élites faiblement Condorcet.

THEOREME 4.2 : Soit D un ensemble de données tel que XcD cT. Un
D -profil I contient une k-élite faiblement majoritaire si et seulement si il
existe un D -profil [T' contenant une k-élite faiblement Condorcet tel que
M(ID) = M(IT).

Preuve.

La condition nécessaire provient du lemme 4.1.

Pour la condition suffisante, rappelons avant tout que d'aprés le théoréme 3.5 M(I) est
une matrice paire ou impaire a somme nulle.

1- Examinons tout d'abord le cas simplifié ou I'élite faiblement majoritaire de [1, Y-,
est telle qu'il existe une constante c telle que V xe Y V Xje Y m;j (IT) = c> 0 (c est
un coefficient de M(I1), il est donc de la parité de v).

Si M(IT) est une matrice paire.

Soit [Ty un profil sur Y dont la matrice majoritaire est la restriction de M(IT) a Y. Soit 1))
un profil sur X-Y dont la matrice majoritaire est la restriction de M(IT) & X-Y. Comme
M(IT) est paire, les deux profils sont composés d'un nombre pair d'ordres totaux.
Puisque rajouter deux ordres opposés ne modifie pas les matrices majoritaires, on
peut toujours se placer dans la situation ou |[14] = |T1o] > c. Soit I3 le X-profil sur X

obtenu en concatenant (|I14| + c)/2 ordres de [14 devant (|[T4| + c)/2 ordres de Io, et



les (JIT4] - c)/2 ordres restants de [15 devant les (|I14] - ¢)/2 ordres restants de [1;.
Par construction, M(13) est égale & M(I) ; de plus, il est facile de vérifier que Y— est
une k-élite faiblement Condorcet pour Tl3.
Si M(I1) est impaire.
Soit Y- une élite faiblement majoritaire, et soit L un ordre total ou tous les éléments
de Y sont strictement préférés aux éléments de X-Y. M(I1-L) est une matrice paire ; la
construction d'un profil [T'3 exposée dans.le cas précédent opére. [I'3 est tel que
M(IT-L) = M(IT'3) et donc M(IT) = M(IT'3+L). Il est simple de vérifier que Y— est une
k-élite faiblement Condorcet pour r_l3 =[T'3+L.
2- Plagons nous maintenant dans le cas ou Y— est une k-élite faiblement majoritaire
quelconque de [1. Soit ¢ le minimum des coefficients "’ij(m tels que xje Y et Xje Y.
D'aprés la premiére partie de la démonstration, il est possible de construire un profil
I3 pour lequel Y— est une k-élite faiblement Condorcet et dont la matrice majoritaire
est identique a M(I1) a ceci prés que les coefficients de M([l3) tels que x;e Y et xieY
sont tous identiques & la constante c. Considérons maintenant un coefficient my; tel
que xjeY et x;eY qui soit strictement supérieur a la constante c. mj; et ¢ sont de
méme parité donc mjj - € est pair. Sans perte de généralité, on peut supposer que Y =
{x4 ... x} et qu'il s'agit en fait du coefficient my, 1. Rajoutons & []3 les deux ordres
suivants:
| Xq..-Xp ;

XpXn-1---Xk4+2 XkXk+1 Xk-1XKk-2---X1-
Comme un des deux ordres place les éléments de Y en téte, Y— est toujours une
k-élite faiblement Condorcet pour le nouveau profil. Le seul changement dans M(I13)
est que le coefficient myy . est augmenté de deux unités (et le coefficient my, 1
diminué de deux unités). De proche en proche, en rajoutant des paires d'ordres, il est
donc possible de construire un profil [T' o Y— est une k-élite faiblement Condorcet et
de méme matrice majoritaire que I1. '

¢
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THEOREME 4.3 : Soit D un ensemble de données tel que 7 cDcP. Un
D -profil [1 contient une k-élite faiblement majoritaire si et seulement si il
existe un D -profil [I' contenant une k-élite faiblement Condorcet tel que
M(IT) = M(IT)-
Preuve.
D'aprés le théoréme 3.6 M(IT) est une matrice paire ou impaire & somme positive.
La premiére partie de la démonstration du théoreme précédent s'applique de la méme
maniére ; il est po‘ssible de construire un profil [13 tel que :
V xeYV XieY mjj (T3) = m;j (I ;
VxeYVxeY 0<my(llz)=c< my;() ;
V xeY V xjeY mjj (13) =-c;
VxeYVxeY my(Tl3) = m; () ;
ou Y— est une k-élite faiblement Condorcet.
Et de méme en rajoutant & [13 des couples d'ordres il est possible de construire [14 tel
que :
VxeY VxeY my(ll) = m )
V xjeY V xjeY 0< mjj (ITy) = mjj (I ;
V xeY V xieY mjj (Ig) = - mjj (IMy) < mjj (I ;
vV xeYV xjeY mjj (My) = m;; (I ;
ou Y— est une toujours une k-élite faiblement Condorcet.
Considérons maintenant un coefficient mj;(I14) tel que xjeY etxjeY qui soit
strictement inférieur a mji (IT). Sans perte de généralité, on peut supposer que Y = {x4
... XK} et quiil s'agit en fait du coefficient my, 1i. Rajoutons a [I4 les deux préordres
suivants :

Xq.--Xk-1 (XkXk4+1) Xka2 - Xn

Xp---Xq-
Comme un des deux préordres place les éléments de Y en téte, Y— est toujours une
k-élite faiblement Condorcet. Le seul changement dans M(I14) est que le coefficient

My, 1k est augmenté de deux unités. De proche en proche, en rajoutant des paires de
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préordres, il est donc possible de construire un profil [T' o Y— est une k-élite
faiblement Condorcet et de méme matrice majoritaire que 1.

¢

THEOREME 4.4 : Soit D un ensemble de données tel que OcD c. Un
D -profil T1 contient une k-élite faiblement majoritaire si et seulement si il
existe un D -profil [T' contenant une k-élite faiblement Condorcet tel que
M(IT) = M(IT').

Preuve. .

D'aprés le théordme 3.7 M(IT) est une matrice paire ou impaire & somme négative.

La premiére partie de la démonstration du théoréme précédent s'applique de la méme
maniére ; il est possible de construire un profil [14 tel que :

VxeYVxeVY mjj (My) = mjj () ;

)
VxeYV xieY 0< mjj (IMy) = mjj (I ;
vV xeYV xieY M (IMy) = - m; (Tly) 2 mjj () ;
VxeYV xiceY mjj (TMy) = mjj (T ;
ou Y- est une k-élite faiblement Condorcet de I1,.
Considérons maintenant un coefficient m;j(IT4) tel que xjeY et Xje Y qui soit
strictement supérieur a mij(")- Sans perte de généralité, on peut supposer que Y = {xy
... Xk} et quiil s'agit en fait du coefficient my, 1. Rajoutons & [14 l'ordre total x4...x, et

l'ordre partiel :
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Xk X k41

Xk42

Y— est toujours une k-élite faiblement Condorcet. Le seul changement dans M(IT4) est
que le coefficient my, 1 est diminué de deux unités. De proche en proche, en
rajoutant des paires d'ordres partiels, il est donc possible de construire un profil [T' de
méme matrice majoritaire que I ot Y— est une k-élite faiblement Condorcet.

¢

COROLLAIRE 4.2 : Les théorémes 4.2 et 4.4 peuvent étre énoncés en
remplagant faiblement Condorcet par Condorcet. Par contre, ce n'est pas
possible dans le théoréme 4.3.

Preuve.

La premiére partie du corollaire provient du fait que les définitions d'élite Condorcet et
d'élite faiblement Condorcet sont équivalentes lorsque I'ensemble de données 2D est
composé de relations antisymétriques.

Pour la seconde partie nous allons fournir un contre éxemple. Soit [1 le profil constitué
de deux fois le préordre xq...Xk_1(Xk Xk4+1)Xk42:-Xp- L'élite Y— pour laquelle Y =
{x1...xK} est une k-élite faiblement majoritaire. Supposons qu'il existe un profil [T' tel
que M(IT') = M(IT) ou R soit une k-élite Condorcet de IT'.

My 1k(TT) = 2 = My 4 (IT) = 2e40, 1< (IT) - V' = 2 = e 1 ([IT) = v/2 + 1.



i€ XY =

XjRkXj et x;Ryxj donc en particulier le nombre de votants qui prétérent strictement xy , 1

Comme Y est une k-élite Condorcet, 3W' c V' / [W'| > v/2 et ke W' x;e Y x

a Xk est inférieur a v'/2 d'ou la contradiction.

¢

COROLLAIRE 4.3 : Un 2D -profil [1 contient une k-élite majoritaire si et
seulement sl il existe un X-profil [I' contenant une k-élite Condorcet tel
que B([1+[1) = B(IT').

Preuve.

Si D =X la preuve découle du lemme 3.1 du théoréme 4.1 et du corollaire 4.2.

Sinon comme B(IT+I1) est une matrice paire alors il existe un X-profil [1" tel que B(IT")
= B([T+[1). La partie si du corollaire s'applique et fournit la conclusion.

¢

Remarquons une fois de plus le réle central joué par les ordres totaux (rappelons que
nous avons supposé dans ce chapitre que I'ensemble des données contient toujours

les ordres totaux).

En réunissant ces divers théorémes, nous sommes maintenant en mesure d'énoncer
les résultats relatifs aux (D ¥ )-multiprocédures et non pas simplement aux profils
considérés. )

Soit [T un 2D -profil.

1- Si F est une (D %)-multiprocédure faiblement Condorcet, E-anonyme, U-stable
et homogeéne, et si Y— est une élite faiblement majoritaire alors F(IT) est égal a
I'ensemble des élites faiblement majoritaires de 1. De plus, lorsque YD cT ou
bien OcDcA alors F([T) = {Y-).

2- SiF est une (D $)-multiprocédure Condorcet, anonyme, E-stable et homogéne,

et si Y- est une élite majoritaire alors F([1) ={ Y-}
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Notons C et C4 (Condorcet et faiblement Condorcet) les (D Ek)-multiprocédures telles

que :

1- si Y- est une k-élite majoritaire alors C([1) = (Y-} ; C(Il) = Sk sinon ;

2- si Y— est une k-élite faiblement majoritaire C¢(IT) = {k-élites faiblement
majoritaires} ; C(IT) = ) sinon.

Malgre les résultats que nous venons de démontrer, le nombre de profils ou les

(D S)-multiprocédures C et Cy sont discriminantes n'est pas suffisant pour les rendre

opérationnelles. C'est pourquoi nous proposons une nouvelle extension du principe

de Condorcet.

4.2.2. Principe de prudence.

Le principe de Condorcet revient dans une certaine mesure a n'accorder la préférence
collective que lorsque un certain seuil de crédibilité ('accord d'une majorité de
votants) est atteint. Malheureusement, une telle cohérence des votes est rare, mais on
peut supposer que si des informations jusque la indisponibles étaient rassemblées la
cohérence serait rétablie. Ce réle d'informateur privilégié peut étre joué par la
personne a qui incombe la nécessité de trancher : un président d'assemblée ou un
décideur. Celui-ci vote alors avec un poids de plus en plus élévé jusqu'a ce le principe
de Condorcet puisse étre mis en ceuvre. '

Nous présentons deux conditions de prudence :

CONDITION 4.3. Prudence :
Soit p le plus petit entier naturel tel qu’il existe une relation binaire R de
D pour laquelle C([T+pR) # §. Une (D% )-multiprocédure F vérifie la
condition de prudence si et seulement si :

Y- e F([1) = 3Re D | C([1+pR) = (Y-} .

CONDITION 4.4. Prudence faible :

Soit p le plus petit entier naturel tel qu'il existe une relation binaire R de



D pour laquelle C¢(I1+pR) = . Une (D B )-multiprocédure F vérifie la
condition de prudence si et seulement si :

Y- e F(I1) = 3 Re D | Y- € C(I1+pR).

Soit L un ordre total pour lequel tous les éléments de Y sont rangés avant tous les
éléments de X-Y. Si Y— est un élément de F(]]) et si F est prudente (resp. faiblement
prudente) alors {Y—} = C([T+pL) (resp. Y—e Cy(I1+pL) ). Donc si x; est élément de Y et
xj est élément de X-Y linégalité suivante est vérifiée bij +p >0 donc bii > -p (resp.
mj; > -p). Y— est donc une k-élite a-majoritaire (resp. faiblement a-majoritaire) pour
laquelle a est maximum.
-p peut étre interprété comme le seuil de crédibilité que doivent dépasser les
coefficients de la matrice de préférence pour xje Y ot xje X-Y.
La condition 4.3 de prudence est donc & relier avec le probléme d'optimisation
présenté dans I'exemple 5 du paragraphe 1.3 dans le cas particulier /1 = Ck:
F(II ={Y—oe/l /V Y'9ell, o(I1, Y=3) 2 o(I], Y'3)}
ou cette fois ci o(I1, Y—3) = Miny;c yyje v bjj -
De méme, la condition 4.4 de prudence faible se rattache au probléme d'optimisation :
F(I) = {YoeJl /V Y'oset, a1, Y-3) 2 o'(IT, Y'-)}
ou cette fois ci a'(I1, Y—) = Miny;c yyje v Mjj -
Nous avions introduit un troisi@éme probléme d'optimisation :
FOIT) ={Y-oe/l/VY'selt, a'(Il, Y-) 2 a'(I1, Y'-)}
ou a’([l, Y=3) = Miny;c yyje v bjj - Mais comme par définition, m;i(TT) = 2e4(I1) - v alors

F'(IT) = F*(I).

Le probléme de la détermination des k-élites a-majoritaires (resp. faiblement

o-majoritaires) est donc posé, nous y répondrons partiellement.

DEFINITION 4.6 : Le graphe b(a) = (X,U) construit de la maniére

suivante: (x,,xl)eU =S b“ < o sera appelé graphe minoritaire au seuil o.
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Le graphe m(a) = (X,U) tel que (x,,xl)e Ue mj; < o sera appelé graphe

faiblement minoritaire au seuil o.

THEOREME 4.5 : Le graphe minoritaire au seuil o (resp. faiblement
minoritaire) est fortement connexe sl et seulement sl il n'existe pas
d'élites a-majoritaire Y— (resp. faiblement a-majoritaire ) non triviales (Y
=@ ou Y =X).

Preuve.

1- Supposons que le graphe minoritaire au seuil o (resp. faiblement minoritaire) soit
fortement connexe. Soit Y un ensemble propre de X, x; un élément de Y et Xj un
élément de Z = X-Y. b(a) (resp. m(a)) est fortement connexe donc il existe un chemin
joignant x; a Xj dont tous les arcs ont leur coefficient associé inférieur strictement a a.
Donc il existe un arc (xq,x0) x1eY, xoeZ dont le coefficient associé est inférieur
strictement & a. Y n'est dont pas une élite a-majoritaire (resp. faiblement ‘
a-majoritaire).

2- Supposons que le graphe minoritaire au seuil o (resp. faiblement minoritaire) ne
soit pas fortement connexe. Il existe donc deux objets x; et X tels qu'aucun chemin ne
les joigne. Soit X4 I'ensemble des sommets que I'on peut atteindre a partir de x; ; soit
Y4 = X-X4. Par construction aucun arc de X{ vers Y4 ne figure dans b(a) (resp. m(a)) ;
tous ces coefficients associés aux arcs de Xy vers Y4 sont donc supérieurs ou égaux &

a. X4 est une élite a-majoritaire (resp. faiblement a-majoritaire ).

¢

THEOREME 4.6 : SI Y- et Y'5 sont deux élites a-majoritaires (resp.
faiblement o-majoritaires) alors YonY'- et YS>UY'— sont des élite:
o-majoritaires (resp. faiblement o-majoritaires).

Preuve.
Soient Y- et Y'— deux élites a-majoritaires. Si YNY' = @ ou bien YUY' = X2 le résultat

est immédiat. Supposons donc que YNY'# @ et YUY' # X2. Les matrices M et B ne
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seront pas distinguées, leurs propriétés respectives n'intervenant pas dans la
démonstration ; nous les désignerons par A.
1- Soit x;e YN Y’ et Xje YO Y

Xie YNY' = xje Yet xje Y’

Xj € YnY = Xj € Y ou Xj € Y

Si Xj € Y puisque x; € Y alors gjj2 o

Si Xj € Y' puisque x;e Y' alors aijZa

donc YN Y'-s estune élite a-majoritaire (resp. faiblement a-majoritaires).
2- Soit xje YUY' et Xj e YUY

Xj € YOY' = xje YouxeY'

Xj & YUY = Xj € Y el Xj ¢ Y’

si xje Y puisque Xj & Y alors gjj> o

si xje Y' puisque xje Y' alors aj;> o

donc YU Y'— est une élite a-majoritaire (resp. faiblement o-majoritaires).

Remarques.

1- L'ensemble des élites a-majoritaires (resp. faiblement a-majoritaires) d'un profil [1,
muni des relations d'intersection et de réunion est un sous-treillis distributif du treillis
€., V).

2-  Pour un profil donné, et un o donné, il n'existe pas toujours une élite non triviale (Y
# @ et Y # X) qui contienne toutes les autres ou qui soit contenue dans toutes les

autres. Soit X = {a,b,c}, le X-profil [1 = (abc,abc,bca,bca,cab) est un contre exemple :

a b ¢
al . 11 -1 {a,b} {b.c}
Bm= || |3 / \
{a} {b}

JANEIE \g/
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Pour a = -1, les élites a-maijoritaires sont @—, {a}—, {ab}—, {bc}— et X—.

4.2.3. Cas particulier des (D ,§ {)-multiprocédures (fonctions de choix).

Dans le cas ou l'on recherche un objet meilleur que les autres, c'est a dire lorsque 'on
veut caractériser une (D, {)-multiprocédure prudente (resp. faiblement prudente), la
tache est beaucoup plus aisée. En effet, les coefficients sur lesquels se base la
recherche des 1-élites a-majoritaires (resp. faiblement a-majoritaires) sont ceux qui
sont contenus sur une ligne de la matrice de B-F (resp. matrice maijoritaire).
Rechercher les 1-éliies a-majoritaires (resp. faiblement a-majoritaires) de seuil a est le
plus élevé possible, revient a déterminer les objets x; tels que le minimun des

coefficients de la ligne i de la matrice de B-F (resp. matrice majoritaire) soit maximun.

4.3. PRINCIPE DE PARETO APPLIQUE AUX (D ,%K)-MULTIPROCEDURES.

Soit F une (D ,§)-multiprocédure.
4.3.1. Elites Pareto.

DEFINITION 4.7 : Une élite Y- sera dite (strictement) Pareto si et

seulement si : keV, xe, Xje Y= x,ka] et x]n kXi-

CONDITION 4.5. Pareto (stricte) :
Soit Y- une k-élite Pareto et [1 un D -profil. F est Pareto si et seulement

sl F(IT) = {Y>)-

Comme dans le paragraphe précédent nous pouvons aussi examiner la version faible

de cette définition et de cette condition :

DEFINITION 4.8 : Une élite Y—> sera dite faiblement Pareto sl et
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seulement si :

ke V, xje Y, xle Y>> XiRkX' .

CONDITION 4.6. Pareto faible:
Soit Y- une k-élite falblement Pareto et [1 un 2 -profil. F est Pareto sl et

seulement si F(I1) = {k-élites faiblement Pareto}.

Il est bien évident que le principe de Pareto (strict resp. faible) est beaucoup plus
contraignant que le principe de Condorcet (strict resp. faible) en ce sens qu'il ne
s'applique qu'a u.n nombre encore plus restreint de profils. Il peut néanmoins répondre
a un besoin plus impérieux du respect des préférences individuelles. La préférence
stricte d'un objet sur un autre exprimée par un votant est alors d'une crédibilité

absolue qu'il ne s'agit de remettre eén cause que contraint et forcé.

4.3.2. Principe médian.

Nous condérerons que la plus petite modification que peut subir une relation binaire R
consiste & transformer x;Rx; en ximii ou bien linverse. Dans ce cas le nombre de
modifications élémentaires pour transformer R en R’ est égal a S(R,R') ou & représente
la distance de la différence symétrique.

Sil=(Ry...Ry) etIl' = (R'y...R"y) sont deux D-profils, le nombre de modifications
élémentaires pour transformer [1 en [T’ est donc égal & A(TLIT) = zksv 3(Ry,R').

Soit U(Y) 'ensemble des D -profils de méme cardinal que I1 et tels que I'élite Y— soit
Pareto.

Soit U'(Y) l'ensemble des R -profils de méme cardinal que ] et tels que I'élite Y— soit
faiblement Pareto.

Si le principe de Pareto (resp. Pareto faible) est érigé en idéal a atteindre, on peut .
penser que la préférence collective ira aux élites Y— telles que le nombre de
modifications élémentaires pour transformer [1 en un profil de U(Y) (resp. U'(Y)) soit

minimum ; notons A(IT1,U(Y)) la quantité min IT'e U(Y) A(Tl,l’l') et A'(TT,U(Y)) la quantité
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min 11¢ yr(v) AILIT)-

CONDITION 4.7. Prlnclpe médian (strict) :
Soit IT un D -profil et F une (D §k) multiprocédure. F vérifie le principe
médian si et seulement si

YoeFIl)=VY-oe8 A(ILUY)) < A(TLY(Y)).

CONDITION 4.8. Principe médian (falble) :

Soit IT un D -profil et F une (D ,%)-multiprocédure. F vérifie le principe
médian falble si et seulement si

YoeFIl) VY oe¥ A(I1,U(Y)) < A(IT,U(Y')).

Remarques.

1- Cette approche a déja été décrite dans le cas des (D5 )-multiprocédures par D.
Farkas et S. Nitzan [1979] .

2- Dans le cas particulier des X-profils, la distance entre deux ordres totaux L4 et Ly
d(Ly, Lo)=|{ (a,b)e X2 | le classement relatif de (a,b) dans L4 différe de son
classement relatif dans Lo }|. 8(L{, Lo) est aussi le double du nombre de permutations
entre deux objets classés & des rangs consécutifs, nécessaires pour transformer L4 en
Lo. |

3- Les (D 5)-multiprocédures que nous allons étudier sont donc en relation étroite
avec la (D J1)-multiprocédure médiane telle que nous I'avons définie dans I'exemple

3 du paragraphe 1.3.

Notons y(I1,Y-») (resp. ¥(I1,Y—)) la somme des coefficients de B([1) (resp. de M(I1)).

correspondant aux couples d'objets (xi.xi) tels que x; € Y et Xj € X-Y.

DEFINITION 4. 9 : Y- sera dite k-élite médiane sl et seulement sl :
VY'> e 8, v (ILY-) 2y (ILY'-).
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DEFINITION 4.10 : Y- sera dite k-élite faiblement médiane si et

seulement sl :

VYo e 8, v(ILY-) 2 y'(TL,Y'-).

THEOREME 4.7 : Solt F une (D ,5y)-multiprocédure falblement médiane.
Y- e F(II) = Y- est une k-élite falbiement médiane.
Preuve.
Soit R’ la relation binaire déduite de Ry par la construction :
xie Y xje Y xjRioxj = xRy ;
xje Y xje Y xinX; = xiR'kx] ;
Xie Y xje Y = xR
Soit IT' le profil obtenu & partir de [T par la construction précédente (Comme D = #,E,
X£,0,7,R,ouT,IT est toujours un D-profil).
3(Ry,R) = IRKURY] - IRNRY ;
8(RicRK) = 2 xie Y xje Y (1-0ij(TD-+ojuc(TD)
8(RiRK) = 2 xie Y xje ¥ (1-Di(TD) -
Nous déduisons alors les égalités :
AMILIT) = Xyey 2 yie Y xje Y (1- biji(I1))
=2 vie Y.xje Y 2ksy (1- by(ID)
=X e Y.xje Y (v-bym)
=vkinK) - X yic v xje v by(IT)
= vk(n-k) - Y(I1,Y->)
Il est simple de vérifier que A(IT,U(Y)) = min IT'e U(Y) A(ILIT) = A(ILIT). Y- est donc
une k-élite médiane.

¢

THEOREME 4.8 : Soit F une (D ,5)-multiprocédure faiblement médiane.

Yo e F(Il) = Yo est une k-élite faiblement médiane.
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Preuve.
. Soit R’ la relation binaire déduite de Rk par la construction :
xiRk"i = XiR'k"j :
xie Y xje Y ximkxi = XRXj.
Soit IT' le profil obtenu & partir de [1 par la construction précédente (IT' n'est pas
forcement un 2D -profil puisque les relations Ry ne sont plus forcement transitives ni
antisymeétriques).
Or, 8(Ri. R = IRRUR - IRKORY = 2ic v e v leijT-eilT
SRR = 2 yie v xje v (1-0ij(TD) .
Nous déduisons alors les égalités :
AMLIT) = Xy 2 xie Y xje v (1-eij(I)
=2 ie Y xje Y Dkey (1- ejjk(IM)
=2 yie Ve Y (v-e()
= 12 [vk(nK) - 2 yic v xje Y MiiTD]
= 1/2 [vk(n-k) - Y(TT.Y=)]
Il est simple de vérifier que A'([].U(Yj) = Min [Je u'(Y) A'(TLIT) = A(ILIT). Y- est
donc une élite faiblement médiane.

¢

Les théorémes 4.7 et 4.8 montrent bien le rapport entre 'exemple 3 du paragraphe
1.3 et les conditions 4.6 et 4.7. Une (D §)-multiprocédure médiane peut étre définie
par le probléeme d'optimisation :

F(IT) c {Re 8 / VR'e Ey, Y(IT.R) 2 W(IL,R")}
ou cette fois ci Y(I1,R) = Zi# xiRxj Dij
Une (D §)-multiprocédure faiblement médiane peut étre définie par le probleme
d'optimisation :

F(IMT) c {Re 8 / VR'e 8y, Y(I1,.R) 2 Y(IL.RY)}
ou cette fois ci Y(I1,R) = zi#i xiRxj Mij
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Quant au probléme d'optimisation :
F(IT) < {ReJ1 / YR'e N1, y(I1,R) 2 y(I1,R")}
avec Y'(I1,R) = Zi#i xiRxj Mjj » il est équivalent au probléme précédent puique mjj =

2eii - V.

La définition d'une multiprocédure sous la forme d'un probléme d'optimisation permet
de I'exposer rapidement ; pour une utilisation pratique, la détermination d'un procédé

de construction est primordial.

Si, malheureusement, nos recherches n'ont pas abouti dans le cas des
multiprocédures faiblement médianes, les multiprocédures médianes nbus
réservaient une surprise : les (D ,§))-multiprocédures médianes sont en relation trés
étroite avec la (X,X)-multiprocédure de Borda définie dans I'exemple 4 du

paragraphe 1.3.

THEOREME 4.9 : Y- est une k-élite médiane si et seulement si il existe
un ordre L solution de la (X,X)-multiprocédure de Borda pour lequel les
éléments de Y occupent les k premiéres positions de L.

Preuve.

Rappelons la notation introduite au paragraphe 2.1. Si x; est élément quelconque de
X, Bi(I1) désignera la somme des coefficients de la iéme ligne de B(IT).

Die v BillD = X yie Y xje X-v by = 2 xie Y xje v by(I) + Y yie Y xje Y by(I)
Yicy Bl =y ([1.Y-) +c

c représente la somme des coefficients de la matrice de B-F du profil [] restreint 3 Y ;
la propriété de somme constante des matrices de B-F entraine donc que ¢ est nul et
donc que y(I1.Y—>) = ine y B;(I). ,
Rappellons que l'application de la (X,X)-multiprocédure de Borda consiste & ranger
les x; en faisant croitre leur rang en fonction des B;(IT), le meilleur rang correspondant

a la somme B;(IT) maximale.
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Le résultat découle alors directement de la définition 4.9.

¢

Nous pouvons donc légitimemment appeler (D ,§)-multiprocédure de Borda la
multiprocédure définie par :
F(IT) = (Y€ & / VY'5e §, NILY-) 2 f{ILy'-))
oury (1Y) = Lie v Bi(TD.
Le chapitre 5 sera consacré a son étude axiomatique, mais auparavant examinons

quelques propriétés de dualité que nous exploiterons dans le chapitre 8.

4.4. UN MOT SUR LA DUALITE.

Toutes les propriétés que nous avons exposées jusqu'alors auraient pu étre

développée en utilisant la notion duale de rebut (cf H. Raynaud [1986])) :

DEFINITION 4.11 : Soit Y un sous-ensemble de X, nous appellerons

rebut toute relation binaire notée « Y telle que : a<Yb < beY.

Tous les éléments de X-Y (qui sont indifférenciés entre eux) sont strictement préférés
aux éléments de Y (qui sont incomparables entre eux).

Nous noterons 5 (bad) 'ensemble des k-rebuts (rebuts «Y tels que Y| = k).

Chaque définition, condition et propriété sur les élites permet de construire une

définition, condition, propriété sur les rebuts grace aux régles de passage :

1-  si R est une relation binaire -R est obtenue en inversant les préférences strictes
de R.

2-  si <Y estunrebut-(«Y)estune éliteet -(«Y)=Y—;

3+ MEID = M)
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4-  B(-IT) = -B(I).
La clef de linterprétation duale étant fournie, lorsque nous en aurons besoin, les

propriétés duales seront enoncées sans aucune démonstration.

En guise de conclusion, nous insisterons sur la divergence, qui n'est peut étre pas
apparue clairement, entre approches prudentes et médianes.

Alors que les (D 5 )-multiprocédures Condorcet sont toutes Pareto, aucune relation
de ce type ne peut étre mise en évidence entre approche prudente et médiane. Soit X
= {a,b,c,d,e} et [1 le profil composé de trois ordres identiqués a abcde, et de deux
identiques & deabc illustre bien la différence entre une (D .§ 3)-multiprocédure
prudente F et une (D 8 3)-multiprocédure médiane F'. On vérifie en effet que la 3-élite
{a.b,c}— est une 3-élite majoritaire et donc que F(IT) = { {a,b,c}-}; alors que la 3-élite

{a,b,d}—> est la seule 3-élite médiane et donc que F'(I1) = { {a,b,d}-}.
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Chapitre 5

CARACTERISATION AXIOMATIQUE DE LA

(D ,€x)-MULTIPROCEDURE DE BORDA

L'étude des (D §))-multiprocédures médianes ayant focalisé une nouvelle fois notre
attention sur la méthode de Borda [1781], il était naturel de tirer parti de la
caractérisation de Young [1974]. Et d'autant plus tentant d'ailleurs, qu'une preuve
uniquement combinatoire a ét_é découverte par Hansson et Sahiquist [1976).

Nous allons voir en effet qu'une adaptation "naturelle” des conditions de Young,
" permet de caractériser la (D & k)-multiprocédure de Borda.

Dans une premiére partie nous étendons les conditions de Young aux
(D S )-multiprocédures. La deuxiéme partie met en évidence le réle central joué par
le "coefficient de Borda généralisé By" pour les (D §)-multiprocédures vérifiant ces
conditions. La troisieme partie étudie les propriétés des nombres fy. La quatrieme et

derniére partie démontre la caractérisation annoncée.

Si p est une permutation sur 1...n par abus de notation nous noterons p(II) (resp.
p(F(IT)) ) le profil (resp. le résultat fourni par F) déduit de IT (resp. de F(II) ) en

renumérotant les objets de X selon p.
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D désignera un ensemble de données qui contient les ordres totaux, [T un D-profil, F
une (D S )-multiprocédure, Y- une k-élite (en tant que relation binaire) et Y le

sous-ensemble de X de cardinal k associé canoniquement & Y—s.

5.1. DEFINITION DES CONDITIONS DE YOUNG.

Dans ce paragraphe, nous proposons une adaptation -a notre avis trés naturelle- des
conditions de Young aux (D% )-multiprocédures. Nous avons adopté les traductions
suivantes: Neutralité pour "Neutrality;" Egalité pour "Cancellation Property" ; Loyauté

pour "Faithfuliness”; Consistance pour "Consistancy".

CONDITION 5.1. Neutralité :

F est neutre sl et seulement sl pour toute permutation p sur X,
F(p(ID)=p(F(I1))-

CONDITION 5.2. Egalité :

F est égalitaire sl et seulement si pour tout profil [] vérifiant la propriété
d'égalité, F(IT) = 5.

Cette condition peut aussi s'énoncer de la maniére suivante soit [T un profil, si tous

les coefficients de B(IT) sont nuls alors F(IT) = 5.

CONDITION 5.3. Loyauté :

F est loyale si et seulement si pour tout profil [ constitué d'un seul ordre

total X4X9...Xp » F(IT) = { (X-', X2,...Xk}-—-)}.

CONDITION 5.4. Consistance : _

F est consistante sl et seulement si pour tous profils [1 et [T’ tels que
F(IT) AF(IT) = @ , F(IT+IT") = F(IN) ~F(IT’)-

En particulier si IT' = 1, F(IT+I1) = F(I1) ; F vérifie donc aussi la condition 2.1
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d'’homogénéité.

Rappelons ici que la méthode de Bérda -considérée comme (D, )-multiprocédure
revieni a choisir les k-élites telles que y(I1,Y—) est maximum, y(I1,Y—) étant défini par :
WLY-) =2 ey, xje Y Dij
D'aprés le théoreme 4.9, Y(I1,Y-) = 2 xic Y Bi(IT). Pour des raisons de cohérence,
nous noterons By (1) = )y xie Y Bi(IT) =Y, xie Y, xje Y bij : By(IT) sera appelé coefficient

de Borda généralisé.

THEOREME 5.1 : La (D ,§)-multiprocédure de Borda est l'unique
(D 8 )-multiprocédure qui vérifie les conditions de neutralité, égalité,

loyauté et consistance.

Il est facile de vérifier que la (D §)-multiprocédure de Borda vérifie bien les quatre
conditions de Young. Pour montrer qu'elle est la seule méthode les satisfaisant, nous
allons montrer dans un premier temps que le coefficient de Borda généralisé joue un
role central pour les (D §k)-multiprocédures neutres, égalitaires, loyales et

consistantes.

5.2. QUELQUES CONSEQUENCES DES CONDITIONS DE YOUNG.

La premiére conséquence est une application directe de la remarque 1 du paragraphe

2.2.2.

LEMME 5.1 : Si F est égalitaire et consistante alors F est B-anonyme (F
ne dépend que des coefficients de la matrice de B-F).

Preuve.
Soient [T et IT deux profils qui ont méme matrice de B-F ; autrement dit, V i#j eij(ﬂ) -

eii(”) = eij(n') - eji(ﬂ'). On en déduit que -T1+IT et IT -1 vérifient la propriété d'égalité,
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et donc F(-[1+IT) = F(IT -IT) = . Par conséquent, F(IT)= F(IT)"Ey= F(I) F(-IT+IT')=
F( IT-TT+IT) = F(-TIT+IT)nF(IT) = SkNF(IT) = F(IT) les troisidme et quatriéme égalités
sont vérifiées car F est consistante.

’
Remarquons en particulier que F est anonyme.

Nous allons maintenant introduire un outil permettant de mettre en évidence le réle de
By(IM). Soit Y— une k-élite. Soit P(Y) I'ensemble des permutations sur X qui permutent
les éléments de Y entre eux et les éléments de X-Y entre eux.

Soit [y = 2. pe () P(ID

Dans un tel profil, toutes les différences entre éléments de Y d'une part, et éléments de
X-Y d'autre part, sont annihilées. D'autre part par construction, By (ITy) = (n-k)! k!
By(I1). La matrice B(I1y) prend alors une forme trés simplifiée :

1- sixeY et xe Y alors b[ly) =0 ;

2- sixeYetxeY alors by(lly) =0 ;

3- sixeY etxeY alors by(Ily) = (n-k-1)! (k-1)! By(T).

LEMME 5.2 : Soit F une (D ,%)-multiprocédure égalitaire, sl By([1) = 0
alors F(Ily) = §-

Preuve.

Si By(IT) = 0 tous les coefficients de B(ITy) sont nuls et comme F est égalitaire F(ITy) =
Sk

¢

LEMME 5.3 : Soit F une (D ,%)-multiprocédure égalitaire, loyale et
consistante ; sl By(I) > 0 alors F([ly) = {Y-).

Preuve.

Sans perte de généralité supposons que Y = {xq...xk}. Nous supposerons aussi que

By(IT) est pair; s'il ne 'est pas le méme raisonnement s'applique avec le profil 2[1, ce



77

qui ne change rien puisque (2[1)y = 2(Ily) et que F(2(I1y)) = F(Ily).

Soit IT' le profil constitué -des deux ordres xq...XgXk4q---Xp 6t Xk...X{Xp..-XK41-
Posons 1" = [By(ITy) /2 k (n-k)] IT. Comme F est l‘oyale F(Xq...XKkXKkq41---Xp) =
F(xk..-X1Xp---Xk41) = (Y3} ; et comme F est consistante F(IT') = {Y—} et donc F(IT") =
{Y—}. Or il est facile de vérifier que B([ly) = B(II") et donc le lemme 5.1 fournit la
conclusion cherchée : F(ITy) = {Y-}.

¢

LEMME 5.4: Soit F une (D ,§y)-multiprocédure égalitaire, loyale et'
consistante ; si By([l) < 0 alors Y- ¢ F(Ily).

Preuve.

Si By(IT) < 0 alors By(-IT) > 0 et donc d'aprés le lemme 5.3 F(-Ily) = {Y—}. Or comme
F est égalitaire F(ITy -TTy) = § et donc par consistance F(ITy)nF(-ITy) = @. Il en
résulte que Y—¢ F(Ily).

¢

Dans les lemmes suivants, F désignera une (D §)-multiprocédure neutre, loyale,

égalitaire et consistante.

LEMME 5.5 : Si Y- est un élément de F([I) alors :

1- By(Il) =0 = F(IT) = ;

2- By(l) >0 = F(ID =¥ ;

3- YoeF(I) = By(Il) 2 0.

Preuve.

Soit Y— un élément de F(IT). Si p est une permutation quelconque de P(Y), par
neutralité, Y— est élément de F(p(IT)).

'Comme F est consistante Y—se F(Ty) =) pe B(v) F(PD)

Les trois implications (1) (2) et (3) se déduisent facilement de I'égalité précédente et
des lemmes 56.2,5.3, et 5.4.

¢
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Remarquons en particulier que : F(IT) = Sk =V Yoe &y By(I1) = 0.

LEMME 5.6 : V Yse 8y By(ID) = By(IT) = F(IT) = F(IT).
Preuve. ,
VYoe G By(ITI+IT) = -By(IT) + By(IT) = 0
D'aprés le lemme 5.5 F(-[T+IT) = €k, et comme d'autre part [1-[] vérifie la propriété
d'égalité F(I1-1) = §. Comme F est consistante :
F(I) = FIDE = F(I)N F(-TT+IT) = F(T-I+1T)
F(IT) = §knF(IT) = F(-TT+IMAF(IT) = F(TT-TT+T)
ce qui démontre le lemme.

¢

En résumé, F ne dépend que des nombres By (IT).

5.3. PROPRIETES DES NOMBRES By(Il).

La condition du lemme 5.6 apparait difficile & vérifier ; en fait , il n'en est rien, puisque
comme nous l'avons rappelé au paragraphe 5.1 :

By(M) = 2 4 ¢ v Bi(ID).
Nous pouvons donc donner une nouvelle interprétation du lemme 5.6. En effet, si [ et
IT sont deux profils quelconques, il est bien évident que V Y—e Sk By(IT) = By(IT) est
équivalent & dire que V xje X By(IT) = Bi(IT). Le lemme peut donc se récrire :
LEMME 5.6': V xje X By(IT) = By(IT) = F(IT) = F(T). 4
Le résuitat de I'application de F ne dépend donc que des B;(IT) comme la fonction de

choix de Borda. Nous allons voir que Ia similarité ne s'arréte pas Ia.

LEMME 5.7 : X y_, c gy By(Il) = 0.
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Preuve.
Soit nj; le nombre de k-élites telles que xje Y et xje X-Y. n;; est bien sir égal au nombre

de combinaisons & k-1 éléments parmi n-2 ; donc en particulier, n;; est égal é‘“ji-
2 vocekBy =X v ek X xiey, xje X-Y bjj
> {xi,xjjcX ij bij + Mji Bji
= 2 (aixleX Mjoib))
Gréace 4 la propriété de somme nulle des matrices de B-F le résultat est démontré.

¢

Remarquons finalement que, de part les propriétés des matrices de B-F, By (I1+IT') =
By(IT) + Py (IT) et que By (-IT) = -By(IT).

5.4. CARACTERISATION.

Pour démontrer que la (D §)-multiprocédure de Borda est la seule a satisfaire les
quatre cohdilions du paragraphe 5.1, nous allons utiliser le schéma suivant : si I est
un profil quelconque nous allons déterminer un profil [T' qui nous permette de nous
placef dans le cadre du lemme 5.6' et tel que [T’ se décompose en une somme de
profils "élémentaires” pour lesquels le résultat de F est connu ; par consistance,
limage de [T’ sera déterminée et donc du méme coup celle de I1. .
Les deux lemmes suivants définissent les profils "élémentaires” en question ainsi que

* leur image par F.

LEMME 5.8 : Si E; est le profil constituée des deux ordres
XjX{- X[ 41X} 41 --- X O XX .o X[ 41 X]-q---Xq @lOrs F(Ep) = (Yo e Gy / xe Y]
Preuve.

Soit Y— un élément de ) pour lequels x; n'est pas contenu dans Y ; il est facile de
vérifier que By(E;) < 0 et donc d'aprés le lemme 5.5, Y— n'est pas élément de F(E;).

Nous venons donc de démontrer linclusion F(E;) c {Y—e¥ / xje Y}. Pour linclusion
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réciproque, considérons un élément quelconque Y— de F(E;) (il existe toujours car
F(E;) est non vide par définition) ; Y contient I'objet ;. Considérons aussi une
transposition t sur deux objets différents de x;. L'application de t au profil E; ne modifie
pas B(E; ), le lemme 5.1 et la neutralité de F permettent donc de déduire limplication :
Yoe F(E) > t(Y-)e F(t(Ej)) = F(E;). De transpositions en transpositions, nous
pouvons donc démontrer l'inclusion reciproque.

¢

La matrice B(E;) est identique & celle du profil constitué du seul préordre Xj (Xq...Xp)

B(Ei) = -!

Les profils élémentaires ne serons pas les E; mais en fait des profils équivalents a une

somme de E; ; plus précisemment :

LEMME 5.9 : Considérons le profil [1j = Eq+...+E}.

1- sik21alors F(IT)) = { Yo e ¥/ {x4...x;} <Y }

2- stk<tlalors F(IT)) ={ Yo e ¥/ Y c{xq...x3} }.

Preuve.

1- Comme k2i F(Eq)n...nF(E;j) ={ Y-8 / {xy...x;})cY } # @, la condition de
consistance opére, et donc F(ﬁi) = F(Eq+...4E)) = F(E{)...nF(E;). Le premier point est
bien démontré.

2- Nous démontrerons le second point par induction sur i.

Si i =n alors [1; vérifie la propriété d'égalité ; laxiome d'égalité implique donc F(Il,)) =

%k Supposons que le lemme soit démontré jusqu'au rang j+1; démontrons le au rang
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j- Soit Y= un élément de F(l'l]-) » supposons que Y ne soit pas inclus dans {x4 ...xi}. il
existe donc un élément x; de Y tel que | est strictement supérieur a j. Soit t la
transposition qui échange x, et Xj415 elle laisse B(nj) inchangée. F étant neutre, on
déduit Y—e F(]'lj) =t(Y-o)e F(t(ﬂi)) = le')' De plus, Xj41 est élément de t( Y—a)
donc d'aprés le lemme précédent, t( Y—) est élément de F(Ei +1)- Par consistance
nous pouvons écrire I'égalité suivante: F(l]]-+Ej +1) = F(Hj) N F(Ej +1)- Comme ﬂ]- +
Ej 1= "j +1. On déduit que F([]‘- s F(Ej +1), ce qui est faux par hypothése.

¢

Le profil [; a la méme matrice de B-F que le profil constitué des deux ordres totaux

Xq.--Xp €t Xj...X4Xp...Xj, 1 , OU du seul préordre (xq...X;) (Xj41---Xp) :

X

B(II;) =

Nous supposerons dans la suite de ce chapitre que les objets de X sont indicés par

B;(IT) décroissant; ce qui est toujours possible F étant neutre.

LEMME 5.10 : Soit [I un profil quelconque. Solt §; [I'entier
By(TT) - By41(IT)- Les profils nIl et IT" = 84114 + ... + 8,.qI1,,.4 Sont dans
le cadre d'application du lemme 5.6'.

Preuve.

IT = [B4(IT) - Bo(ID] g + ... + [B(TT) - Bjpq (TD] T+...+ [Bpy-(IT) - B (TN ITp-4

IT = B4(ID) Iy + Bo(ID) [ T -TTq] +...+ Bi(ID) [TT; - Thiq] +...+ Bpoq(TD [ TT-q - Mp-2]

- Bn(") nn-‘l
Or TI;-Tj.q = Ej. et B(- [1,,.1) = B(Ep,). On en déduit que B(IT) = B4(IT) B(E{) +...+
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Bi(T) B(E;) +...+ By(IT) B(Ep) et donc que By (IT) = By(IT) B(E4) +...+ By(TT) B; (E
+...+ Bp(IN) B; (Ep) ce que I'on peut récrire Bi(IT) = -p4(IT) -... -Bj.4(IT) + (n-1)B;(IT)
-Bi41(I1) -... -Bp(IT). Comme d'aprés le lemme 5.7 B4(IT) +... +Bi(IT) +... +By([1) =0
on en déduit B;(IT') = nP;y(IT) = Bj(nIT) ce qui démontre le lemme.

¢

La caractérisation annoncée découle directement du lemme 5.10 et de la propriété de
consistance. En effet, F(IT) = F(nIT) = F( 8411y + ... + 3,-4[In-1 ), et comme F(IT4) ...
A F(TTy-1) = {{Xq...-xg} -} # B on peut déduire par consistance que F(IT) = (" Vg .oF (IT;)
et donc que F(IT) = { Y€ 8 / V Y'2e ) By(IT) 2 By(IT)}.

Remarquons en guise de conclusion que la caractérisation de Young vient d'étre
étendue des (D% 1)-multiprocédures (fonctions de choix) aux (D E)-multiprocédures
et ceci pour des ensembles de données soumis a l'unique contrainte de contenir les

ordres totaux.
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PARTIE 3

(£,X)-MULTIPROCEDURES
ET (7,7 )-PROCEDURES D'AGREGATION :

CONSIDERATIONS ALGORITHMIQUES ET

Kl

AXIOMATIQUES

Dans cette partie, nous examinerons deux classes de procédures d'agrégations qui
vérifient deux types de conditions :

1- des conditions de prudence ;

2- des conditions de consistance.

Ces procédures modéliserons le comportement d'une personne confrontée a un

probléme d'agrégation ; cette personne fictive sera appelée "décideur multicritére".

Toutes les procédures F étudiées seront anonymes et E-stables ; autrement dit, F(I1)
ne dépendra que de la matrice de Benjamin Franklin B(IT). Rappelons que d'aprés le
théoréme 3.1, si [T est un )f-proﬁl B(IT) est une matrice paire @ somme nulle ou bien

une matrice impaire & somme nulle ; et d'aprés le théoréme 3.2 B(I) est une matrice

d'un 7 -profil si et seulement si elle est & somme nulle.
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Chapitre 6

ORDRES ET PREORDRES PRUDENTS

Supposons que v votants veuillent classer n objets selon un ordre total, chaque votant
exprimant ses préférences sur les n objets selon un ordre total. Une premiére
démarche consiste a appliquer la régle majoritaire. Mais lorsque le nombre d'objets et
le nombre d'individus augmentent, celle-ci ne s'applique que rarement. Cependant,
devant la nécessité de prendre une décision, un débat s'instaure, et généralement,
une solution se "dégage d'un accord commun”|

La problématique exposée briévement ci-dessus est trés courante, et, malgré Ieur.coté
empirique et informel, des milliers de décisions sont prises sans étre remises en cause.
Une interprétation possible de cette apparente contradiction peut-étre due a une forte
structure hiérarchique sous-jacente & 'ensemble des votants considéré. En effet, en
cas de non efficience de la régle majoritaire, une personnalité (chef d'entreprise,
supérieur hiérarchique, président...) a tendance a forcer, ou du moins a fortement
influencer, la décision finale. Son opinion personnelle prend alors un "poids” important
qui fait basculer la majorité.

C'est ce comportement que nous avons modélisé ici.



Dans sa thése, G. Kghler donne un algorithme pour calculer ces deux constantes et
fournir un ordre prudent ; nous I'avons reproduit ci-dessous.

Etape r : Identifier dans chaque ligne de la matrice de B-F courante le plus petit bii-
L'un au moins de ces minima est plus grand que tous les autres. En cas d'ex saquo on
prend I'un quelconque d'entre eux. La ligne contenant ce minimum correspond & un
objet qui sera classé au rang r de I'ordre total résultat. Si r < n, supprimer la ligne et
la colonne correspondantes de la matrice de B-F, pour obtenir la matrice de B-F
courante de I'étape (r+1).

L'algorithme s'arréte lorsque la matrice de B-F est vide.

THEOREME 6.3 (K&hler, [1978]) : L'algorithme de K8hler fournit un ordre total prudent,

et le plus petit des maxima successifs est égal & a..

Remarques.

1- o peut donc également étre défini comme maximum des minima des coefficients
de B-F des ordres sur X. a et B sont donc des coefficients particuliers de la matrice de
B-F ; ils ont donc la méme parité que n'importe quel autre coefficient de cette matrice.
2-  Si un X-profil [T est donné, le calcul d'un ordre prudent L et des constantes « et B

est un probléme polynomial de I'ordre de n3.

6.1.2. Autre caractérisation des ordres prudents.

Le comportement décrit dans l'introduction de ce chapitre peut étre modélisé par : soit
p le plus petit entier naturel pour lequel il existe un ordre total L tel que l'application de
la régle majoritaire au profil [T =T + pL soit un ordre total ; le résultat de la
procédure d'agrégation est R4 (IT+pL). Intuitivement p représente la pression minimale
que doit exercer le décideur pour qu'un choix puisse se dégager.

Lorsque la régle majoritaire s'applique et donne L, alors la pression est nulle.



87

Le plus grand a tel que R, contienne un ordre total sera noté a.

Le plus petit a tel que R4, 1 ne contienne pas de circuit sera noté f.

THEOREME 6.1 (K6hler[1978]) : Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1- Lestun ordre prudent;
2- LeXetxLyy= by 2 o;
3- LeX et bjj 2 B+1 = x; Ly;
encore LeX etx; £ xj= by<p.

Soit plus synthétiquement : L est prudent & LcR,, & SRB <Ll
THEOREME 6.2 (Kdhler[1978]) : . a+B=0.

LEMME 6.1 :

1- SI R4 n'est pas un ordre total alors a <0 <.

2- Si R4 est un ordre total alors f < 0 < a et de plus
Ry =Rg =Rgsyq-

Preuve.

1- Supposons que a > 0 ; c'est & dire a 2 1. Dans ce cas, par définition, R, contient

un ordre total L, donc "il—"j implique d'apras le théoréme 6.1 que bii 2 1 donc, par

somme nulle de B, bj; = -bjj< -1, donc R4 =L ce qui est en contradiction avec

I'hypothése. o est négatif ou nul.

Etant donné que d'aprés le théoréme 6.2 o + B = 0, l'inégalité o < 0 < P est vérifiee.

2- En effet, par définition de o nous avons : 0 <« , et comme d'aprés le théoréeme

6.2 o + B = 0 nous avons bien B <0 < a.

Par définition de 9ty nous avons les inclusions R,cR1cRp,q. Comme R4 estun

ordre total et que %, contient un ordre total alors Ry =L = R¢. Rp, ¢ est sans circuit

et contient R4 qui est un ordre, donc Rp,¢ = Ry. Donc en fin de compte :.
9‘1 = SRa = 9‘[34,1 .

L
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Les résultats présents dans ce chapitre sont une extension de ceux de Arrow &
Raynaud [1986] ; ils sont le fruit de la collaboration avec H. Raynaud (un lecteur
interressé peut les trouver sous une autre forme dans Debord & Raynaud [1986]).

Dans un premier paragraphe nous supposerons que les votants expriment leurs
préférences selon un ordre total (IT est un X-profil), et que le résultat recherché est
aussi un ordre total ; nous relirons cette problématique ((X,X)-multiprocédures
d'agrégation) & celle des ordres prudents. Dans un second paragraphe nous
I'étendrons au cas ou les votants expriment leurs préférences selon un préordre total,
et ou le résultat recherché est aussi pré-ordinal (problématique des (7,7 )-procédures

d'agrégation).

6.1. CAS DES PROFILS D'ORDRES TOTAUX.

Soit R,(I1) la relation binaire définie par : xj Ra(IT) Xj < bij(n) >a
La relation binaire 3t4(IT) est donc le résultat de la régle majoritaire.

Lorsque le profil de référence [I1 sera bien spécifié nous noterons simplement R .

6.1.1. Les ordres prudents, définition et propriétés.
A chaque couple (x;, xi) de L on peut associer son coefficient de B-F bij- Considérons

'ensemble des coefficients de B-F correspondant aux couples de L. Soit a(L) la valeur

du plus petit d'entre eux : a(L) = min xiLxj bii'

DEFINITION 6.1 : Un ordre total sur X, L, est prudent si et seulement si :
vL'eX ofL)> ofL’) '



89

Si R4 (IT + pL) contient le couple (xi,xi) on est dans 'une des deux situations :
1-  si xiLxl- alors bij(n+pL) = bij(n) +p>0;
2- sixk Xj n'‘est pas dans L alors bij(n+pL) = bii(") -p>0.

THEOREME 6.4 : Si R{(I1) n’est pas un ordre total sur X et R4([T+pL) est un ordre"
alors p2p+ 1.

Preuve.

Supposoné que p < B + 1 ; soit encore p < p. Comme R(II) n'est pas un ordre total,
alors d'aprés le lemme 6.1, B=0.

1- Sip =0 alors p = 0 ce qui est en contradiction avec le fait que R4 (I1+ pL) est un
ordre total.

2- Si B > 0 par construction SRB contient au moins un circuit. Soit (xi,xj) un arc du

circuit ; bij(ﬂ) > B>0.

Si "i'—"j alors b;j(l'hpL) = bij(m +p=p+p>0donc ("iv"i) est élément de R4 (IT+ pL).

Six L X alors bii(ﬂ+pL) = bij(l‘l) - p, comme p <f alors bij(l’l+pL) 2 0. De plus, si

bii(l'l+pL) = 0 alors de part la propriété de somme nulle - bij([I+pL) = bji(l'[+pL) =0
donc ni (xi,xi) ni (xj,xi) n‘appartiennent & R4(I1+ pL) ce qui est en contradiction avec le

fait que R4 (I1+ pL) est un ordre total. On a donc bij(ﬂ+pL) >0; (xi,xj) est élément de
Rq(IT+ pL).

Par conséquent, tous les arcs du circuit sont dans R {(I1+ pL) ce qui est en

contradiction avec le fait que R4 (I1+ pL) est un ordre total.

¢

COROLLAIRE 6.1 : Si Rg(Il) n'est pas un préordre sur X et Rg(I1+ pL) est un
préordre sur X alors p>p + 1. |
Preuve.

Supposons que p < B + 1; soit encore p < B. Comme R(I1) n'est pas un préordre et
donc n'est pas un ordre total, nous savons d'aprés le lemme 6.1 que B 2 0.

1- Sip =0 alors p = 0 ce qui est en contradiction avec le fait que R(IT+ pL) est un



préordre.

2- Si B > 0 par construction ‘.RB contient au moins un circuit. Soit (xi,xj) un arc du
circuit ; bn(ﬂ) > B>0.Si xiin alors bii(ﬂ+pL) = bij +p2pB +p20. De méme, si
X £ Xj alors bq(l’l+pL) = b“(n) -p, comme p<p alors b;j(ﬂ+pL) 20. Tous les
arcs de ce circuit sont donc dans Rq(I1+ pL).

Comme R(I1+ pL) est un préordre tous les objels du circuit sont ex aquo. Donc en
particulier, si (xi,xi) appartient au circuit alors (x',xi) appartient & Rq(I1+ pL). Soit ("i-"i)
un arc du circuit, par hypothése b;](n) 2B >0 donc bﬁ(n) <0, donc bji(m -p<0.
La seule situation possible pour ("i-xi) appartienne & R (IT+ pL) est donc que Xj soit
strictement préféré a x; dans L. Donc, quel que soit ("iv"i) élément du circuit Xj est
strictement préféré a x; dans L ce qui est en contradiction avec le fait que L est un ordre
total.

¢

Le fait de parler de majorité au sens large ne fait pas diminuer la pression a exercer

sur le profil ; c'est pour cela que nous ne parlerons que de majorité au sens strict.

THEOREME 6.5 : SI %t4(1) n'est pas un ordre total alors p = B+ 1.

Preuve.

D'aprés le théoréme 6.4, il suffit de trouver un ordre L tel que R (IT+(B+1)L) soit un
ordre total. Soit L un ordre prudent, montrons que R4 (IT+(B+1)L) = L.

Si xiLx] est dans L alors d'aprés le théoréme 6.1 bijm) > o donc bii(") +B+12a+p
+ 1 et d'aprés le théoréme 6.2 b;i(ﬂ) +B+121donc b;i(ﬂ+ B+ 1)L)= bi](ﬂ) +PB + 12
1 et par conséquent (xi,x‘) est élément de R4 (IT+(B+1)L).

Six L X alors "ii(“) < B+ 1donc bi]([]) -p -1 < 0donc bii(n+ B+ 1)L)= bij(m -
B - 1 <0 et par conséquent ("i»"j) n'est pas dans Ry (I1+ (B+1)L).

¢

La pression minimale & exercer sur le profil de départ est donc nulle si la méthode
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majoritaire s'applique, égale a B+1 sinon.

THEOREME 6.6 : Quel que soit I'ordre L choisi SRB” cR4(IM+pL) cR,-
Preuve.

Si  p=0alors R4(Il) est un ordre total donc d'aprés le lemme 6.1, R¢(I1+pL) =
R(T) =R = Rp41-

Supposons maintenant que p > 0 , d'aprés le théoréme 6.5, p = f+1.

Si ("i"‘j) est éléement de ‘Rﬁ” alors bij(n) > pB+1 donc bijm) -B-120; comme
bij(") et B ont méme parité bij -B-1>0. Donc si xiin ou bien si x; L X alors
bij(ﬂ+pL) > 0 et donc (xj.x)) appartient & Rq(I1+ pL).

Si ("i-xi) est élément de R4 (I1+pL) et de L alors bij(“) +p+1>0 donc
bij(") > -B-1 = a -1 donc bij(") 2 a. Si (xi,xj) est élément de R4 ([1+ pL) mais pas
de L alors bij(") -B-120 donc bii(n) 2 fB+1 et comme B20 bij(") >02a.
Quel que soit le cas de figure nous avons bien g, 1< R¢([1+pl) R,

¢

Remarque.
R4 (IT+ pL) n'est pas forcement un ordre ; mais si c'est un ordre il est prudent.
L'exemple suivant du (Arrow & Raynaud [1986]) résume trés bien les différents cas de

figure possibles : soit le profil I = {abc, abc, bca, bca, cab}.

B)= -1 . 3
1 -3

On vérifie facilement que a = -1 et B =1 ; de plus comme R (I) n‘est pas un ordre
p = B+1 = 2. Les ordres prudents sont ceux qui contiennent SR[;H ; il y a donc trois
ordres prudents abc, bac, bca. Si L est prudent alors %R (I1+2L) = L, par contre

94 (IT+ 2cab) n'est ni un ordre ni un préordre, mais R4 (IT+ 2acb) = abc.
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THEOREME 6.7 : L est un ordre prudent si et seulement si Rq([T+ pL) = L.

Preuve.

D'aprés les théorémes 6.1 et 6.6, si R4 (IT+ pL) est un ordre total alors il est prudent.
De plus la démonstration du théordme 6.5 utilise le fait que si L est un ordre prudent
alors R4(I1+ pL) = L.

¢

6.2. CAS D'UN PROFIL DE PREORDRES.

On suppose maintenant que les v votants rangent chacun, par préférence
decroissante, les n objets de X selon un préordre sur X.

Pour des raisons que nous avons déja explicitées au paragraphe 3.2, nous pensons
qu'une procédure d'agrégation anonyme et E-stable ne peut raisonnablement étre
définie pour les 7 -profils que lorsqu'elle est homogéne (condition 2.1). Nous
modéliserons donc le comportement décrit dans l'introduction de ce chapitre par une
(7.7 )-procédure d'agrégation F anonyme, E-stable et homogéne.

Dans ce cas, rappelons que d'aprés le théoréme 3.4, si F est définie pour les X-profils,
elle peut alors 8tre étendue de maniére unique a l'ensemble des T -profils.

Cette extension se fait par le biais suivant. Soit [T = (P4, ....,Py) un 7 -profil. Les
préordres sont des relations binaires de dimension 2 ; chaque P; peut donc étre
recouvert par exactement deux ordres totaux Ljy et Ljp (Pj= Ljj U Ljo). Soit IT' =
(L14,L42. Lpq, Loo ..., Ly, Liyo), 2B(I1) = B(IT') et comme F est homogéne alors
F(IT) = F(IT').

Utilisons cette méthode pour notre étude sur les ordres prudents.
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6.2.1. Nouvelle caractérisation des ordres prudents.

Supposons qu'une personnalité essaie d'influencer le résultat final en donnant un
poids p entier naturel minimum a son opinion, de fagon que R (IT'+pL) soit un ordre
total . Si on travaille avec le profil I, on veut que R 4,o(I1+p/2L) soit un ordre total ; ou

de maniére équivalente, on veut que Rq,o(I1+pL) soit un ordre total 2p étant un entier.

Remarques.

1- Lorsque l'on travaille sur le profil [1 la régle majoritaire sera définie par R o
puisque la pression p pourra étre un demi entier.

2- Comme [] est un L profil, d'aprés le théoréme 3.2 B([1) est une matrice &8 somme

nulle (certains coefficients peuvent étre pairs et d'autres impairs).

Les résultats obtenus sont similaires a ceux du paragraphe 6.1; nous ne donnerons les
démonstrations que lorsqu'elles varient par rapport a celles du paragraphe 6.1.

Le seul changement notoire est la valeur de la pression a exercer : la pression
minimale & exercer sur le profil [ de départ est nulle si la méthode majoritaire

s'applique, égale a B+ 1/2 sinon.

Si Ryo(I1+ pL) contient le couple (xi,xj) on est dans l'une des deux situations :

1- si XiL"j -est dans L alors bii +p212>0,;

2- si X L x; n'‘est pas dans L alors bij -p21/2>0.

Comme dans le cas d'un X-profil, lorsque la régle majoritaire s'applique et donne L,

alors la pression est nulle.

THEOREME 6.8 : Si %4 ,o(I1) n'est pas un ordre total sur X et Rq,o([1+ pL) est un
ordre total alors p>p +1/2.

Preuve identique a celle du théoréeme 6.4.



COROLLAIRE 6.2 : SI Rg(IT) n'est pas un préordre total sur X et Ro(IT+ pL) est un
préordre total sur Xalors p>p + 1/2.

Preuve identique & celle du corollaire 6.1.

Comme dans le paragraphe 6.1, le fait de parler de majorité au sens large ne fait pas
diminuer la pression a exercer sur le profil ; une fois encore nous ne parlerons que de

majorité au sens strict.

THEOREME 6.9 : Sl %t4,5(I1) n'est pas un ordre total alors p = p+1/2.

Preuve.

D'aprés le théoréme 6.8, il suffit de trouver un ordre L tel que R4 (IT+ (B+1/2)L) soit un
ordre total. Soit L un ordre prudent, montrons que R4 (IT+ (B+1/2)L) = L. '

Si x,in alors b“(m 2 a donc bij(m +B+ 1220+ + 12 = 1/2 donc (xi,xi) est
élément de R4 ,o(IT+ (B+1/2)L).

Six ¥ X alors bi](ﬂ) < pB+1 donc bij(m -B-1/2 < 1/2 comme bg](ﬂ) et B sont des
entiers b“ -B-1/2 <0 donc (xi,x]-) n'est pas dans R4 (I1+ (B+1)L).

¢

THEOREME 6.10 : Quel que soit I'ordre L choisli Rpe1 © Rys2(l1+pL) Ry,
Preuve.

Si p = 0 alors R4 (IT) est un ordre total donc d'aprés le lemme 6.1, R4,o(IT+ pL) =
Ry () = Reg = Rp1. | '
Supposons maintenant que p > 0, d'aprés le théoréme 6.9, p = B+1/2.

Si (xi,xj) est élément de 9‘B+1 alors bii(m 2 B+1 donc biim) -p-120 donc
b;j(l’l) -p-1/221/2>0. Donc que xiLx' ou bien x; £ Xjs (xi,xj) appartient a
Ry /o([+(B+1/2)L).

Si (xi,xj) est élément de R4 ,o(I1+(B+1/2)L) et de L alors bii(ﬂ+(B+1/2)L) = bil("’ +B+
1/2> 0 donc by(IT) > -B -1/2 = o -1/2 donc comme by(Tl) et o sont des entiers
bij(m >a. Si (x;,x,) est élément de R4 ,o(I1+(B+1/2)L) mais pas de L alors b“([h



95

(B+1/2)L) = bij(ﬂ) - B -1/22>0 donc bij(n) 2 B+1/2 et comme B 20, bij(m >02a.
Quel que soit le cas de figure nous avons bien SRB +1 S Rypo(l+pl) 9(3 -

L/

THEOREME 6.11 : L est un ordre prudent si et seulement si %t4,o(IT+ pL) = L.

Preuve identique a celle du théoréme 6.7.

6.2.2. Les préordres prudents.
Si P est un préordre il peut étre recouvert par deux ordres L et L' ce que l'on peut

traduire parP =L U L'.

DEFINITION 6.2 : Soit P un préordre, L et L' deux ordres qul le recouvrent , P est

prudent si et seulement si L et L' sont prudents.

Cette définition appelle une justification : si P est un préordre prudent alors quel que
soit le recouvrement de P par deux ordres L" et L™ alors L" et L™ sont prudents. En effet,
L et L' sont prudents donc d'aprés le théoréme 6.1, LR, L'cR, comme LUL' =
L"uL™ alors L"c%R,, L"cR, ; L" et L™ sont donc prudents.

Le théoréme 6.1 peut donc s'étendre aux préordres.

PROPRIETE6.1:P est prudent  %p,q cP & P c%,

De méme la définition des ordres prudents permet de déduire une autre interprétation
des préordres prudents. A chaque couple (x;, xj) de P on peut associer son coefficient
de B-F bij~ Considérons I'ensemble des coefficients de B-F correspondant aux couples
de P. Soit ap la valeur du plus petit d'entre eux a(P) = min XiPXj bii(")- '

PROPRIETE 6.2 : Un préordre P sur X est prudent si et seulement si pour tout autre
préordre P’ sur X : o(P) > a(P’).

-Preuve.
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Si P = L u L' est un préordre prudent alors a(L) = a(L') = a(P). Comme L et L' sont
prudents, quel que soit P'= L" u L™, L est un ordre prudent donc a(L) > o(L") et oy(L)
> a(L™) donc a(L) 2 o(P') = min(o(L’) , o(L™)).

Réciproquement, soit P= L U L' un préordre tel que pour tout préordre P' a(P) >
a(P') , comme o(P) = min(a(L) , a(L")) alors pour tout préordre P' a(L) > a(P') et a(L') >
a(P’). Ces relations sont vraies en particulier si P' est un ordre total donc par définition,
L et L' sont prudents ; P est donc prudent.

¢

Remarque.
Si P désigne un préordre prudent, et L un ordre prudent, alors a(P) = a(L)= o ; a
peut donc également étre défini comme maximum des minima des coefficients de B-F

des préordres sur X.

Le théoréme 6.11 donne alors une interprétation des préordres prudents :
PROPRIETE 6.3 : soit P = Lu L' un préordre, P est prudent si et seulement si
Rqo(IT +(B+1/2)L) =L et Rq,o(IT +(B+1/2)L°) = L".

Les ordres et les préordres prudents nous paraissent justifier une étude plus poussée,
notamment la détermination des procédures d'agrégation dont le résultat F([1) est un
ordre ou un préordre prudent, et ceci pour trois raisons (Arrow & Raynaud [1986]) :

1- tout ordre ou préordre "imprudent” comportera au moins une préférence plus
discutable (b“ < a) qu'un ordre ou préordre prudent ; il sera donc moins
défendable ;

2- - un ordre ou un préordre prudent inclura toutes les préférences les plus crédibles

(bii 2B+1);
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3- il suffit d'une pression minimum pour "imposer" F(I1) ; en particulier lorsque la
régle majoritaire s'applique cette pression est nulle.

" Une partie du chapitre7 sera consacrée aux (X,£)-multiprocédures dont le résultat F(IT)

est prudent ; une partie du chapitre 8 sera consacrée aux (7,7 )-procédures dont le

résultat F(IT) est prudent.
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Chapitre 7

(€,X)-MULTIPROCEDURES D'AGREGATION

Ce chapitre est consacré a I'étude d'une (X,X)-multiprocédure d'agrégation : la
multiprocédure prudente que nous comparerons a la multiprocédure médiane (pour la
définition exacte de ces deux procédures se référer au paragraphe 1.3). Deux
questions seront abordées successivement : la détermination du cardinal de F(I1) et la

"proximité", au sens de la différence symétrique, des ordres résultats.

7.1 DEUX (X,X)-MULTIPROCEDURES D'AGREGATION CLASSIQUES.

La (D J1)-multiprocédure médiane a été définie au paragraphe 1.3 par le probléme
d'optimisation :
F(TT) = {ReJ1 / VR'eJ1, f(ILR) 2 {TLR)} avec ILR) = X ot xiRxj (D
Nous avions aussi mentionné les multiprocédures :
F'(IT) = {ReJl / VRe 1, Y(ILR) 2 Y(TLR)} avec Y(ILR) = Xiy et xiRxj 5D :
F*(IT) = {ReJ1 / VR'eJ1, y(ILR) 2 Y'(TLR)} avec Y(TLR) = Ziyj et xiRtxj 0D
Comme par définition de la matrice majoritaire, mij(ﬂ) = 29ij(“) - v nous avons Y(I1,R)

= 27'(ILLR) -n(n-1)v/2 et donc F(IT) = F*(IT).

Dans le cas qui nous intéresse ici D =J1 =X, comme d'aprés le lemme 3.1 M(I]) est



égal a B(I), la (X,X)-multiprocédure médiane se définie de maniére équivalente par
I'un des trois problémes d'optimisation présentés.
De plus, Young & Levenglick [1978] en ont founi une caractérisation axiomatique qui

peut en fait s'étendre pour tout ensemble de données contenant les ordres totaux.

CONDITION 7.1. Young-Condorcet :

Soit L un ordre total de la forme --XjXj... et L' 'ordre total obtenu & partir de L en
échangeant x; et X} F est Young-Condorcet si, pour tout couple d'objets de X :

1- by(ID) > 0 = LeF(I) ;

2- b"(ﬂ) =0 = [LeF([l) & L'eF(I1)].

THEOREME 7.1 (Young & Levenglick) : La (¥,X)-mutiprocédure médiane est l'unique
(X, X)-multiprocédure qul soit neutre (condition 5.1), consistante (condition 5.4) et

Young-Condorcet.

COROLLAIRE 7.1 : Solt D un ensemble de données qui contient les ordres totaux. La
(D,X)-multiprocédure médiane est I'unique (D,X)-multiprocédure qul solit neutre,
consistante et Young-Condorcet. .

Preuve.

La (D X)-multiprocédure médiane vérifie bien les conditions.

Réciproquement, si D = X le théoréme précédent fournit la réponse. Sinon, soit ITg un
profil qui vérifie la propriété d'égalité ; tous les coefficients de B(I1g) sont donc nuls.
Comme par définition F([1g) est non vide et que F est Young-Condorcet alors F(Ilg) =
X. Soit [T un profil quelconque, par consistance F([1+I1g) = F(IMNF(Ig) =F(IT) ; F est
donc E-stable. De maniére symétrique on montre aussi que F(ITg+IT) = F(IT), et donc
la démonstration du théoréme 2.2 s'applique, F est donc B-anonyme. D'aprés le
théoréme 3.3 il existe donc une unique extension de F sur D ce qui démontre le
corrollaire.

L]
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Malheureusement, la détermination de F(IT) est un probléme NP-difficile (comme
d'ailleurs la détermination du résultat de la (D J1)-multiprocédure médiane pour la
plupart des ensembies de données 2D et de modeles J1, pour plus de précisions se
référer & Wakabayashi [1986]). '

Or I'évaluation du nombre d'ordres médians associés & un profil donné reste un
probléme ouvert et n'est accessible que par énumération, il nécessite une résolution
informatique trés couteuse en place mémoiré et en temps de calcul. Une évaluation
par simulation du cardinal de F(IT) ne serait envisageable que pour de trés petites

valeurs de v et de n, ce qui lui enléve tout intérét pratique.

Par contre, de tels résultats ne sont pas inaccessibles pour la (X,X)-multiprocédure
prudente. Le cardinal de F(I1) sera noté P(n,v,IT) (nombre d'ordres prudents d'un profil
I1 de v votants sur n objets) ; P(n,v) représentera le nombre moyen d'ordres prudents
. pour lI'ensemble des profils [1 de v votants sur n objets. Une évaluation de P(n,v)
permétrait de savoir si la (X,X)-multiprocédure prudente peut étre employée comme
moyen discriminant pour dégager un consensus, ou si une telle procédure doit étre
suivie d'une seconde procédure pour réduire le cardinal de F(I1) & un nombre

"raisonnable”.

7.2. DENOMBREMENT DES ORDRES PRUDENTS.

L'évaluation du nombre d'ordres prudents associés a un profil [T est soumis & la seule

contrainte du temps de calcul ; elle nous imposera un nombre d'objets maximum de 7.

L'approche la plus directe, et la plus satisfaisante, est de générer les (nl)V X-profils
pour décompter ensuite le nombre d'ordres prudents et en déduire la valeur exacte de
P(n,v). Cependant le nombre de profils augmente trés rapidement avec n et v : pour n
=v=3ilyadéja 216 profils ; pour n =4 et v=>5ily en a plus de 7 millions. La

génération de mille profils pour n = 4 et v = 5 nécessite 6 minutes de calcul ;
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I'énumération compléte prendrait donc approximativement 700 heures de calcul | Pour
avoir néanmoins une estimation de P(n,v) nous avons généré 1000 profils tirés selon
une loi uniforme (chacun des n! ordres totaux a la méme probabilité d'apparition) ; le
nombre d'ordres prudents obtenus ont été rassemblés dans les deux tableaux TABLE |
et TABLE II. TABLE | correspond aux simulations effectuées pour un nombre impair de
votants ; TABLE Il un nombre pair. Les résultats sont séparés car ils correspondent &

deux hypothéses distinctes.

7.2.1. La simulation.

Le programme est écrit en Light Speed Pascal et a tourné sur Machintoch Plus.

Pour v et n donnés le programme génére 1000 profils ] ou plus exactement les mille
matrices B(I1). Pour chaque profil un ordre prudent L est calculé par l'algorithme de

Kéhler (cf paragraphe 6.1.1). Si on note p = -o(L) d'aprés le théoréme 6.1 un ordre est

prudent si et seulemement si SRB +1< L'. Le programme calcule alors le nombre

d'ordres prudents en les énumérants.

Le programme a été testé en examinant les résultats plus finement de maniére &
déterminer le nombre de profils ol un vainqueur de Condorcet apparait, et de méme
pour compter le nombre de fois ou la régle majoritaire fournit un ordre total. Les
résultats obtenus sont bien en accord avec les simulations déja existantes comme

celles de David Klahr [1966] et celles de Colin D. Campbell & Gordon Tullock [1965].

7.2.2. Les résultats.
nombre de votants (v)
P(n,v)l 3 5 7 ' 9 11 13 15 17

3 1,305 1,301 1,297, 1,25501,207 11,193 |1,153 1,187

nombre :
3,635 3 ,232 2,704, 2,478} 2,508 2,038 | 1,943 1,961

d’'objets (n) OI
) 5 20,190 14,345 10,28 7,9551 5,968 | 6,155 | 5,556 4,800

6 [107,141] 57,855 37,053L 26,0260, 057 Lg,no 9,190 | 15,699

7 591,456237,815119,454h 80,34674,214 ho,g03 pe,753 | 65,460




103

TABLE |
P(n,v)

4 6 8 10 12 14 16
3 2,211 1,903 1,801 1,765 1,664 1,635§ 1,592
nombre 4 3,855 3,353 3,080 2,721 2,630 2,478} 1,418
d'objets(n) ¢ 7,846 7,641 6,424 7,738 7,539 5,908] 5,644
6 19,502 30,651 30,442} 25,821} 26,035 18,977{16,620
7 56,571} 190,166} 176,312] 134,336] 109,803} 77 ,326]67,123

TABLE 1l

Des temps de calculs prohibitifs nous ont interdit de continuer la simulation pour un
nombre d'objets supérieur & 7. En effet le temps de calcul augmente de maniére
exponentielle avec le nombre d'objets : pour v = 3 avec un nombre d'objets égal a 3,
4, 5, 6, 7 et finalement 8, les durées d'une simulation sont respectivement de 2, 5, 17,
78, 260 et 1380 minutes. Le dernier chiffre étant une estimation puisque aprés 16
heures de calqul le programme n'avait examiné que 337 profils!

Par contre, les temps de calcul restent du méme ordre de grandeur lorsque v
augmente a n fixé. Nous avons donc donné une valeur arbitraire au nombre de votants
maximum.

Afin de tester la précision des résultats nous avons fixé le nombre d'objets et de
© votants et effectué dix fois de suite la méme simulation. Le tableau ci-dessous indique
successivement, a n et v fixés, la durée de I'évaluation de P(n,v) sur 1000 profils, les

résultats de 10 simulations successives, enfin la moyenne et I'écart type de ces

observations.

n 3 6 6
m 17 4 15
durée en mn 6 24 35
simulation 0 1,166 14,816 20,651
simulation 1 1,153 19,541 16,885
simulation 2 1,138 18,781 19,191
simulation 3 1,215 18,363 20,175
simulation 4 1,172 18,788 20,151
simulation 5 1,149 17,636 18,293

simulation 6 1,139 19,137 18,886



simulation 7 1,143 16,700 17,263
simulation 8 1,197 14,552 16,214
simulation 9 1,152 17,357 16,849
moyenne 1.162 17,567 18.456
ecart type 0,024 1,656 1,513

Notons p(n,v) = P(n,v)/n_‘! » cette valeur peut étre interprétée comme la probabilité d'un

ordre d'étre prudent. Les tableaux TABLE | et Il peuvent se réécrire :

nombre de votants (v)
p(n.v) 3 5 7 9 11 | 13 15 17

3 0,2175] 0,2168] 0,216 0,2092]0,2012 |0,1988 |0,1922 | 0,1978

nombre 0,1515| 0,1347] 0,1127 0,1032}0,1045 |0,0849 lo.oaw 0,0817

dobjets(n) - | 0,1682] 0,195 0,0857 0,0663]0,0497 |0,0513 |o.0463 | 0.0400

6 0,1488] 0,0803] 0,051 0,0361]0,0279 }0,0270 |0.0266 0,0218

7 | 0.1154] 0,0472 0.0237| 0,0159{0,0147 10,0158 |0.0152 0,0130

TABLE I'

nyv
p(nY) 4 6 8 10 12 14 | 16

3 0,3685| 0,3172] 0,3002| 0,2942] 0,2773] 0,2725| 0,2653

nombre 4 0,1606] 0,1397} 0,1283] 0,1136] 0,1096/ 0,1032] 0,0590

d'objets(n) 5 | 0.0654] 0,0637] 0,0535| 0,0645| 0,0628] 0,0492| 0,0470

6 0,0270f 0,0426] 0,0423] 0,0359] 0,0362] 0,0264] 0,0231

7 0,0112} 0,0377| 0,0350] 0,0267] 0,0218] 0,0153| 0,0133

TABLE I

Les résultats de cette simulation sembleraient indiquer que d'une part p(n,v) diminue
lorsque n augmente ; et que d'autre part, lorsque v augmente, p(n,v) passe par un
maximum pour décroitre ensuite. Ces indications n'ont malheureusement pas été

confirmées, ni infirmées, par des résultats théoriques.
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7.3 "PROXIMITE" DES ORDRES RESULTATS F([1).

Si L est un ordre total sur X rappelons que :
1- a(L) est le plus petit coefficient de B-F associé a la relation binaire L,

oL) = min i) j by D) :
2- L est un ordre prudent si et seulement si V L'eX, a(L) 2 a(L’)
Les n! ordres totaux sur X peuvent étre regroupés en classes d'équivalence indicées
par leur seuil a(L). Au seuil le plus élevé correspondent les ordres prudents.
Rappelons que le permutoédre est le graphe dont les sommets sont les n! ordres
totaux. L et L' sont reliés par une aréte si et seulement si ils ne difféerent que d'une
permutation d'objets de rangs consécutifs. La remarque 2 du paragraphe 4.2.1 fournit
le lien entre le permutoédre et la distance de la différence symétrique.

Toute plus courte chaine entre L et L' sera dite tendue.

THEOREME 7.2 : Si L et L’ sont deux ordres quelconques du permutoeédre alors il
existe une chaine tendue les joignant telle que sl Lj est un sommet de cette
chaine alors o(Lj) 2 min( o(L), a(L’) ).

Preuve par induction sur le nombre d'objets de X.

Sin =2, il n'y a que deux ordres, la propriété est bien évidemment vérifice.
Supposons maintenant la propriété vraie au rang n, et démontrons la au rang n+1.
Sans perte de généralité, notons L = xXo...X, 1. Soient o et o' les restrictions de L
et L' aux objets x5 , X3 , ...X,, 1- Par hypothése de recurence, il existe une chaine
tendue ¢ = (04,02...0k) reliant les ordres o et o' (on pose 01=0 et 0k=0'), telle que si o;
est un élément de cette chaine alors o(0;) 2 min(a(o),a(0’)). Soit k' le rang de x4 dans
l'ordre L'. Soit C = (Ly,...Lg,L'2...L') la chaine dont les éléments L; sont obtenus en
plagant en téte de o; I'objet x4 , et dont les éléments L'j sont obtenus en incorporant
I'objet x4 en iéme position dans l'ordre oy. C est une chaine joignant L = Ly et L' =
L'ye. Vérifions maintenant I'hypothése de récurence.

1- c est tendue, par construction (Ly...Ly) est donc tendue ; on remarque que x4 reste

toujours au premier rang. (L's...L"y) est tendue puisque seule la position relative de



x4 varie et que le rang de x4 décroit de 1 exactement quand on passe d'un sommet de
la chaine & un sommet consécutif. Par conséquent C est tendue.

2- Soit o; un élémént de c, a(0j) 2 min(a(o),a(0’)), comme o (o) > a(L) et
a(o’) 2 a(L) alors a(o;) 2 min(a(L),a(L’)). De plus, comme en aucun cas les
coefficients de B-F associés & la préférence de x4 sur n'importe quel autre objet ne
peuvent étre inférieurs & a(L) nous avons bien a(Lly) 2 min(a(L),a(Ll’)). De méme,
comme tous les coefficients de B-F associés aux préférences de I'un queliconque. des
k'-1 premiérs objets de L' sur x4 sont supérieurs a a(Ll'), nous avons bien
o(L'}) 2 min(a(L),a(L")).

¢

COROLLAIRE 7.2 : SI L et L’ sont deux ordrps prudents alors Il existe une chaine
tendue C les joignant composée uniquement d'ordres prudents.

Preuve:

Elle se déduit directement du théoréme et de la définition d'un ordre prudent.

L

On pourrait penser que le corollaire 7.2 reste vrai si I'on considére I'ensemble des
ordres qui ont un méme seuil a. Il n'en est rien comme le prouvent les ordres bac et

acb du contre exemple suivant. Soit [T = {abc, acb, bac}

B(n) = -1 . 1
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Cette propriété de proximité des ordres solutions n'est pas vérifiée par les ordres
médians. Pour le profil [1 = {abc, bca, cab} les trois ordres du profil sont les trois

ordres médians; ils ne sont pas voisins entre eux.

Cabe

bac . acb

bca , cab

Cebad

COROLLAIRE 7.3 : Si L est un ordre quelconque et L' un ordre prudent, alors il existe
une chaine C = (L4...L) les Joignant telle que :

1- Ly=Letly=L

2- Vie [1.k-1], a(Lj) < a(Lj,q)-

Preuve.

D'aprés le théoréme 7.1. il existe une chaine C4 joignant L et L' telle que si L; est un
élément de cette chaine alors a(L;) 2 min(a(L),a(L’)) = a(L). Soit ky le dernier indice
pour lequel le point 2 du corollaire est verifié. Si Ly 4 = L' le corollaire est démontré ;
sinon a(Lkq) < a(L’) on peut donc réappliquer le théoréme et construire une chaine
Code Lq al'... Comme a(Lyj, 1) > a(ly;), le processus s'arréte ; la chaine C obtenue
par concaténation des C; vérifie bien le corollaire 7.3.

¢

Il existe donc une maniere d'effectuer des permutations entre objets de rang
consécutifs telle que chaque nouvelle permutation ne peut qu'augmenter le seuil de

l'ordre considéré.



La simulation décrite au paragraphe 7.1 semblerait indiquer que, statistiquement, le
cardinal de F(IT) pour la (X,X)-multiprocédure prudente reste élevé et donc que
I'ambiguité quant au choix final demeure (malgré la propriété intéressante de
proximité des ordres résultats).

Le chapitre suivant est consacré A I'étude d'une classe de procédures qui résolvent

ce probléme : les (7,7 )-procédures d'agrégation.
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Chapitre 8

(7,7 )-PROCEDURES D'AGREGATION

Une préoccupation concréte et trés courante des décideurs multicritéres est d'effectuer
le classement d'un ensemble d'objets en un unique préordre a partir de
préférences individuelles exprimées elles aussi par des préordres. En effet, au lieu de
présenter un ensemble de possibles qui a de quoi laisser perplexe, un choix
clairement défini est a suivre.

Tout processus utilisé a cette fin, dans la terminologie d'Arrow [1951] toute fonction de
bien-étre collectif, peut étre décrit par une (7°,7 )-procédure d'agrégation.

Cette notion étant née de la pratique, de nombreuses (7,7 )-procédures d'agrégation
ont été crées, et il nous a paru intéressant de confronter cette approche pragmatique
avec la démarche axiomatique que nous avons menée jusqu'a présent. C'est ce que
nous avons exposé dans le premier paragraphe.

De cette rencontre sont apparues des insuffisances de part et d'autre que nous avons
essayer de combler. Le deuxiéme paragraphe comporte des développements
axiomatiques qui nous ont parus nécessaires a4 une meilleure compréhention de
‘certaines procédures. Ces axiomes nous ont eux méme suggérés de nouvelles
interprétations et de nouveaux algorithmes qui sont exposés dans les troisieme et

quatriéme paragraphes.
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Comme on peut le voir, les préoccupations qui ont motivé ce chapitre sont en grande
partie pratiques, que le lecteur ne s'étonne pas de trouver des axiomes en relation
avec ces préoccupations, qu'il ne s'étonne pas non plus des descriptions de
(7.7 )-procédures d'agrégation en termes d'algorithmes.

Tous les résultats en relation avec I'axiome de prudence sont présents dans Debord &
Raynaud [1986], la présentation y est différente et peut contribuer & une meilleure

compréhension.

Mais avant de nous lancer dans cette exposeé, nous allons d'abord préciser quelques

notations et définitions.

. Pour des raisons de cohérence (déja amplement développées aux chapitre 1 et 3)

nous nous limiterons a 'étude des (7,7 )-procédures d'agrégation homogénes.

A toute (7,7 )-procédure d'agrégation F peut étre associée de maniére canonique la
(7 % 1)-procédure d'agrégation (la fonction de cholx) t définie par {(I1) = {{a} e &4

/ a est rangé en premiére position dans F(l])}. De maniére similaire, la
(7" .73 )-procédure d'agrégation (la fonction de rejet) f' peut étre définie de maniére
canonique par f([1) = {«{a}e B4 / a est rangé en derniére position dans F(I1)}.

Les termes fonction de choix et fonction de rejet sont beaucoup plus imagés que ceux
de (7,5 1)-procédure d'agrégation et de (7,7 1)-procédure d'agrégation, c'est pour
cela que nous les utiliserons.

Les (7,7 )-procédures d'agrégation seront notées par des majuscules, la minuscule
correspondante désignera la fonction de choix associée, un prime supplémentaire

indiquera la fonction de rejet associée.
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8.1. QUELQUES CONDITIONS AXIOMATIQUES.

Nous avons repris ici les conditions axiomatiques les plus souvent mentionnées dans
les études des procédures d'agrégation. Cette énumération n'est nullement
exhaustive ; nous n'avons en fait mentionné que les axiomes qui nous sont apparus

en rapport avec I'étude déja menée sur les (D ,§))-multiprocédures d'agrégation.

Rappelons la condition 5.1 de neutralité.
CONDITION 5.1. Neutralité :

F est neutre si et seulement si pour toute permutation p sur X,

F(p(ID)=p(F(ID).

CONDITION 8.1. Egalité :
Soit [1 un profil vérifiant la propriété d'égalité, F est égalitaire si et
seulement si F([1) = X2,

CONDITION 8.2. Loyauté :

Soit [T le profil constitué du seul préordre P, F est loyale si et seulement

sl F(I1) = P.

CONDITION 8.3. Monotonie :
Si 1 et IT' ne difféerent que parce qu'un votant qui range a juste aprés b

dans [I, inverse leur ordre dans [I’, alors pour tout c, aF(IT)c implique

aF(I1')c.

CONDITION 8.4. Croissance :
Si [I et IT' ne différent que parce qu'un votant qui range a juste aprés b
dans [1, inverse leur ordre dans []', alors pour tout c, aF(IT)c implique

aF([T')c; de plus cette derniére préférence est stricte.



De méme que pour les (D Fk)-multiprocédures d'agrégation, le respect des élites
majoritaires, puisque celles-ci sont emboitées (cf paragraphe 4.1.1), peut constituer
une condition souhaitable.

CONDITION 8.5. Smith-Condorcet :

Soit Y- une élite majoritaire, F est Smith-Condorcet sl et seulement si
tout objet de Y est classé dans F([I) strictement avant tout objet de X-Y.

D'autres conditions axiomatiques expriment que les similarités relevées dans les
résultats de l'application de la (7,7 )-procédure d'agrégation & deux profils donnés
doivent se retrouver dans dans I'application de la procédure a la somme des deux
profils. De telles conditions ne sont pas en contradiction avec le résultat préordinal de
la (T T )-procédure d'agrégation, en effet, les deux relations F(IT) et F(IT) étant
transitives, F(IT)NF(IT') l'est aussi. De telles conditions ont ét6 étudies par des
auteurs comme Smith [1973], Fine & Fine [1973], Young [1974] [1978], Levenglick
[1975] [1977], Dutta & Pattanaik [1978] pour n'insister que sur les précurseu}s ; ot
récemment par Gehrlein & Fishburn [1982), mais aussi par Gehrlein, Gopinath,
Lagarias & Fishburn [1982]. |

CONDITION 8.6. Séparabllité :

SI I1 et IT' sont deux profils, alors F(IT)F(IT') CF(IT+IT’) ; et de plus, si
l'une des préférences xF([I)y ou xF([T')y est stricte alors x est préféré'
strictement & y dans F([T+IT').

CONDITION 8.7. Séparabilité faible :
SI I1 et IT' sont deux profils, alors F(I)NF(IT') c F(IT+IT').

Mentionnons aussi une variante de la condition 5.4 adaptée aux (7.7 )-procédures
d'agrégation.

CONDITION 8.8. Consistance :

Solent [1 et IT' deux profils tels que F(IT)"F(IT') est un préordre alors

F(IT+IT') = FDNF(T').

B B M i b o e R L L o S —— Pttt s L e
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Puisque F(IT)F(IT) est transitive, la condition de consistance peut aussi s'énoncer :
soient [T et [T’ deux profils tels que F(IT)"F(IT) est une relation totale alors F(IT+IT) =
F(IM)NF(IT).

Nous avons les implications :

séparabilité = séparabilité faible = consistance.

Nous allons voir l'enchainement de ces différentes propriétés.

Définissons une éxtension de la (X.X)-multiprocédure de Borda explicitée dans
I'exemple 4 du paragraphe 1.3.

Une fonction score généralisée (en tant que (X,7 )-procédure d'agrégation) peut étre '
définie comme suit : un objet se voit assigné un vecteur score & composantes réeelles
s; = (Sj1.---Sjn) chaque fois qu'un votant le place en iéme position ; pour chaque objet k
les vecteurs scores ainsi assignés sont totalisés en un vecteur Sy ; les Sy sont rangés
lexicographiquement ; les objets sont classés dans le méme ordre. Remarquons que
la fonction de choix associée a F est une fonction score telle que l'a définie Young
[1974], ce qui justifie & posteriori le nom de fonction score généralisée, écart de

langage par rapport au nom donné originellement par Smith.

THEOREME 8.1 (J. H. Smith[1973]) : Les seules (X,7)-procédures
d'agrégation qui solent neutres, anonymes et séparables sont les

fonctions score généralisées.

La condition de séparabilité apparait donc comme une condition trés forte, puisqu'elle
entraine la caractérisation de certaines (£,7 )-procédures d'agrégation.

Une propriété remarquable des fonctions scores généralisée est la suivante :

THEOREME 8.2 : Soit F une fonction score généralisée, F est croissante
sl et seulement si F est loyale.

Preuve.

Soit F une fonction score généralisée. Soient a,b,c trois objets quelconques.



Soit L un ordre ol b occupe la i#me position et a la i+1éme; soit L' l'ordre déduit de L

en permutant les objets a et c; soit L" I'ordre déduit de L en transposant a et b. Les
profils IT = {L,L'} et IT'={L",L"} se trouvent dans le cadre d'application de la condition de

croissance, comme S4(IT) = S¢(IT), a et ¢ sont rangés au méme rang dans F(IT), et
donc par croissance a est rangé strictement avant ¢ dans F(IT'). Nous avons donc
Sa(IT) = S4(I1)-8j44+8) > Sc(IT') =Sc(IN) et donc s; > s;, 1. Si F est croissante alors

S1>...>Sn.

Réciproquement, si 1 et IT' ne différent que parce qu'un votant qui range a juste aprés

b dans [1, inverse leur ordre dans [T, alors pour tout ¢ distinct de a, Sc(IT') = S¢(I) et

Salll') =S4(I1)-sj,q+sj. Comme s; > s;, 1, aF(IT)c (c'est & dire Sy(IM) 2S¢(IT) )

implique aF(IT)c ; de plus cette dernidre préférence est stricte.

En résumé, F est croissante si et seulement si sy>...>s,.

Il est aisé de vérifier que F est loyale si et seulement si s>...>s,.

L

Une autre conséquence est que le résultat d'une fonction score généralisée ne
dépend que du nombre de fois oi un objet est rangé a un rang donné. Dans le cas
général, une fonction score généralisée ne dépend pas seulement des coefficients de
B-F. Comme nous l'avons vu, une méthode d'agrégation dépend uniquement des
coefficients de B-F si et seulement si elle est anonyme et E-stable. La condition de
stabilité signifie que si [T est un profil quelconque alors pour tout profil I1g vérifiant la
propriété d'égalité F(IT) = F([1+I1g) ; ce qui suppose en particulier que F(Ig) = F(Q).
Dans le cas des (£,7 )-procédures d'agrégation, il parait nécéssaire de supposer que
F(Q) = X2, et donc, si l'on veut que F ne dépende que de B(I1), de supposer que F est
égalitaire.

Remarque.
Une fonction score généralisée peut aussi étre définie comme (7,7 )-procédure
d'agrégation.

1- En effet, si [1 représente un X-profil qui soit un carré latin ; chaque objet occupe



115

une et une seule fois un rang k fixé et donc F([1) = X2.

2-  Si [1 est un profil constitué du seul préordre P = Y1Yo...Yy ou les Y;j représentent
les classes d'ex aquo, associons le profil [T' constitué de ppcm(|Y ¢|,...IYkl) ordres'
totaux o la restriction de IT & Y; est composée de ppcm(|Y 4 l--IYkl) 7 1Yl carrés latins
sur les objets de Y;. Il est naturel de poser F(IT) = F(IT').

3- A tout 7 -profil I1 associons le X-profil [T ou chaque préordre de IT est remplacé
par I'ensemble d'ordres obtenus par la construction précédente. Posons F(I1) = F(IT).
Il serait fastidieux de calculer F(IT) grace a F(IT') mais le calcul de F([) peut s'effectuer
directement par la construction : chaque objet se voit assigner un vecteur score a
composantes réelles s' = zi=1'|y' Si+j-1 / Y| chaque fois qu'un votant le place en
ieme position parmi un ensemble d'ex cequo Y ; pour chaque objet k les vecteurs
scores ainsi assignés sont totalisés en un vecteur Sy ; les Sy sont rangés

lexicographiquement ; les objets sont classés dans le méme ordre.

Si la (7,7 )-procédure de Borda est la procédure qui & tout 7 -profil associe le préordre

qui range les objets de X par B;(IT) = z,- bij(") décroissant alors :

THEOREME 8.3 : La seule (7,7 )-procédure d'agrégation qui soit neutre,
égalitaire, loyale et consistante est la (7,7 )-procédure de Borda.
Preuve:
Ce théoréme découle directement de I'étude sur les (D ,§)-multiprocédures
d'agregation qui vérifient les méme conditions (adaptées aux (D §)-multiprocédures).
Nous rappelerons le cheminement suivi sans donner les démonstrations. En premier
lieu, si F est égalitaire et consistante alors F([1) ne dépend que des coefficients de B-F.
En second lieu, si F est neutre, égalitaire, et consistante alors elle posséde la propriété
suivante: '

Wie X Bi(IT) = 0 = F(IT) = X2,
(adaptation d'une propriété démontrée par Young [1974]). Posons §; = B;j(IT)-Bj,.1(IT).
En troisiéme lieu, si I'on suppose que les objets de X sont indicés par B; décroissant et

que [I; est le profil constitué du seul préordre Pj= (xq...X{}{(Xj,1..-Xp) alors



F(IT) = (g0 F(IT;) et donc par loyauté F(IT) = M si=0 Pj ce qui démontre le
théoréme.

¢

Contrairement & ce que I'on bourrait penser, les conditions de séparabilité,
séparabilité faible ou consistance, n'introduisent pas de différences (impossibilité ou
augmentation du nombre de procédures solutions) dans I'axiomatique des procédures
neutres, loyales, et égalitaires.

Remarquons aussi que la condition 2.2 d'anonymat disparait ici puisque si F est
égalitaire et consistante elle ne dépend que des coefficients de B-F, elle est donc

anonyme.

COROLLAIRE 8.1 : la seule (7,7 )-procédure d'agrégation quil soit neutre,
séparable, loyale et égalitaire est la (7,7 )-procédure de Borda.

Preuve.

Etant donné que si F est séparable alors elle est consistante, la seule (7 .7 )-procédure
d'agrégation qui puisse vérifier ces propriétés ne peut étre, d'aprés le théoréme
précédent, que la (7,7 )-procédure de Borda. Il suffit donc de vérifier que celle-ci est
bien séparable. La vérification est immédiate, en effet, si xiF(n)xj et xiF(II')x] alors
Bi(TT) = B(TT) et Bi(IT') 2 B{(IT) donc B(MM+IT') = By(TT) + Bi(TT') = B(TT) +
Bj([l') = ﬁj(ﬂ+]']'). Le méme raisonnement s'applique lorsque l'une des inégalités est
stricte, la (7,7 )-procédure de Borda est donc séparable.

¢

La propriété d'égalité réduit donc de fagon draconienne le nombre de
(7,7 )-procédures d'agrégation neutres, anonymes, croissantes et séparables.

Néanmoins, si la condition d'égalité est jugée souhaitable, c'est la condition de
consistance qu'il faudra relaxer afin de pouvoir modéliser plusieurs comportements

possibles de notre décideur multicritére.
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Par analogie avec I'étude des (D $)-multiprocédures d'agrégation, nous allons

maintenant examiner la condition de prudence :

CONDITION 8.9. Prudence :
Le préordre résultat F([T) est prudent.

De part les résultats de la simulation exposée au chapitre précedent, nous savons
déja que lintroduction de cette condition ne permet pas de définir une
(T .7 )-procédure d'agrégation unique, la encore, de nouvelles conditions
axiomatiques sont requises, mais cette fois afin de préciser le comportement du

décideur multicritére.

Nous avons donc recherché parmi les comportements les plus fréquents des
décideurs multicritdres ceux qui permettaient a la fois d'élargir I'horizon des

procédures consistantes, et de restreindre celui des procédures prudentes.

8.2. METHODES SEQUENTIELLES.

L'analyse du comportement des décideurs multicritéres met en évidence trois attitudes
paradigmatiques (cf Debord & Raynaud [1986]) :

1- la premiere consiste a ranger d'abord les objets qui sont indiscutablement les
meilleurs, s'il en existe, et a itérer le processus sur les objets restants.

2- la seconde, par opposition, consiste a éliminer d'abord les plus mauvais objets,
puis s'il reste encore des objets, a éliminer les plus mauvais parmi ceux-ci... '
3- la troisieme enfin, consiste a ranger simultanément les meilleurs objets et les

pires et & recommencer avec les objets non encore rangés.

Ces trois comportements ont en commun deux propriétes.

Premiérement, les objets sont classés au cours d'un processus séquentiel qui range



& I'étape courante les objets qui apparaissent comme les plus nettement classables.
Deuxiémement, a un pas donné, lidentification des objets extrémes du classement se
fait Indépendamment des objets déja classés. Par conséquent, les premiers et (ou)
les derniers objets sont déterminés a partir de toute I'information disponible & I'origine.
Puis, une fois ces objets éliminés, les objets rangés a leur suite sont eux aussi
identifiés & travers un processus qui prend en compte toute linformation résiduelle,
etc.

Il est clair cependant, qu'une telle diminution de l'information utilisée au cours du
processus, ne peut satisfaire qu'un décideur qui focalise son attention sur
ldentification des meilleurs objets ; ou au contraire privilégie I'élimination des pires ; &

moins qu'il ne désire remplir ces deux objectifs simultanément.

Nous avons formalisé ces trois attitudes par trois conditions d"indépendance
séquentielle”.
Soit Y un sous-ensemble de X, [1,y et F([1);y représenterons respectivement les

restrictions de [1 et F(IT) aux seuls objets de Y.

CONDITION 8.10. Indépendance A-séquentlelle :

Soit Y I'ensemble des objets qui ne sont pas rangés au premier rang par
F. Une (7,7 )-procédure d'agrégation est dite A-séquentielle sl et
seulement sl : F(Il),y = F(Il;y) .

CONDITION 8.11. Indépendance Z-séquentielle :

Soit Y l'énsemble des objets qul ne sont pas rangés au dernier rang par
F. Une (7,7 )-procédure d'agrégation es( dite Z-séquentielle él- et
seulement sl : F([);y = F(Il;y).

CONDITION 8.12. Indépendance AZ-séquentielle :
Soit Y I'ensemble des objets qui ne sont rangés par F ni au premier, ni

au dernier rang. Une (7 ,7 )-procédure d'agrégation est dite



119

AZ-séquentielle si et seulement si : F(Il);y = F(Il;y)-

Formellement, une (7,7 )-procédure d'agrégation qui vérifie 'une des trois conditions
d'indépendance séquentielle est déterminée par l'application successive de sa
fonction de choix associée f ( si F est A-séquentielle) ; de sa fonction de rejet associée
' si F est Z-séquentielle ; ou des deux simultanément si F est AZ-séquentielle.
Autrement dit la relation binaire F([1) est obtenue en prenant l'union des différentes
- élites (qui est elle méme une élite cf § 4.1) ou rebuts fournis par la fonction de choix ou
de rejet.
Soit encore :
1- A= (@

F(IT) = A—> U F(IT/x.A) si F est A-séquentielle ;
2 «2="U_prm <@

F(IT) = F(Iyx.7) w «Z si F est Z-séquentielle ;
3 A-=U,,am @

«Z=U_eem <@

F(IT) = A- U F(I)x.A-z) ¥ «Z si F est AZ-séquentielle.
Il est intéressant de remarquer que dans le cas des méthodes AZ-séquentielles, les
fonctions de choix et de rejet associées sont cohérentes entre elles ; si un objet est
4 la fois choisi et rejeté alors il en est de méme pour tous les autres objets (ANZ=0 =

A=2).

DEFINITION 8.1 : Une fonction de choix f et une fonction de rejet f' sont
dites cohérentes entres elles si et seulement si pour tout profil []
Iimplication suivante est vérifiée : Jae X / {a}- e K([]) et —{a}ef(Il) =
Vae X / {a}-> € (1) et «{a}ef'(I]).

Réciproquement, une fonction de choix et une fonction de rejet ne permettent de
définir une méthode AZ-séquentielle que si elles sont cohérentes entre elles.

Prenons 'exemple des fonctions de choix et de rejet de Borda. Algorithmiquement, il
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est possible définir f(IT) comme la réunion des 1-élites {xj}— pour lesquelles B;(IT) est
maximun ; et f'([T) comme la réunion des 1-rebuts «{x;} pour lesquels B;(IT) est
minimun. Il en résulte donc que les fonctions de choix et He rejet de Borda sont
cohérentes entres elles. Nous pouvons donc parler sans ambiguité de la méthode de
‘Borda A-séquentielle ou Z-séquentielle, ou encore AZ-séquentielle. Pour l'instant, de |
telles méthodes apparaissent comme des procédés algorithmiques, nous préciserons

leurs propriétés axiomatiques dans le paragraphe suivant.

Notons que si F est une (7,7 )-procédure d'agrégation quelconque, nombres de
propriétés sont transmises de F & f et f', et que dans le cas des méthodes séquentielles
des propriétés des fonctions de choix se généralisent & la (7,7 )-procédure

d'agrégation.

LEMME 8.1 : F est égalitaire si et seulement si f est égalitaire.
Preuve.
évidente d'aprés les définitions.

¢

LEMME 8.2 : Les conditions de neutralité, loyauté, Smith-Condorcet se
transmettent de F a f et. f. L'orsque F est A-séquentielle elles se
transmettent de f & F (resp. de ' & F lorsque F est Z-séquentielle, resp.
de f et f' & F sl F est AZ-séquentielle).

Preuve.

Toutes ces preuves sont analogues ; les conditions nécessaires découlant des
définitibns, les conditions suffisantes se démontrant par induction sur le nombre de
classe d'ex aaquo du préordre résultat.

¢

Nous sommes maintenant en mesure de réaliser les deux objectifs que nous étions

fixés & savoir concilier les desiterata des décideurs multicritéres avec les conditions de



121

consistance et de prudence.

8.2.1. Condition de consistance.

La premiére difficulté résidait dans le fait que la condition de consistance restreignait
notre décideur multicritére a un seul comportement possible. Pour tenir compte de
lindépendance séquentielle il est donc nécessaire de relaxer la condition de

consistance. Nous en proposons trois versions :

CONDITION 8.13. A-consistance :
Solent 14 et [Io deux profils tels que F([1{) et F(Il3) coincident sur les k
premiers objets, F est A-consistante si et seulement si F(I14) et F([l;)

coincident aussi avec les k premiers objets de F(I14+Il5).

CONDITION 8.14. Z-consistance :
Solent [I4 et [Io deux profils tels que F([14) et F(II3) coincident sur les k
derniers objets, F est Z-consistante si et seulement si F(I1{) et F(Il5)

coincident aussi avec les k derniers objets de F(I14+II5).

CONDITION 8.15. AZ-consistance :

Solent [14 et [I5 deux profils tels que F([1{) et F(II3) coincident sur les |
premiers et les k derniers objets, F est AZ-consistante si et seulement si
F(IT4) et F(II3) coincident aussi avec les | premiers et les k derniers

objets de F(I[14+Il2).

A titre d'exemple, dans le cas ou F est A-consistante, si F(I11) = abc et F([1) = (ab)c
les deux résultats ne sont en accord que sur le premier objet et donc nous pouvons
déduire que a est rangé en premiére position dans F(IT1{+I1p). De méme, si F([14) =
a(bc)de et F([1) = a(bcde) alors a est rangé en premiére position dans F(IT+I1o), b et

c sont rangés deuxiéme ex aquo.
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THEOREME 8.4 : Il existe une unique (7,7 )-procédure d'agrégation qul
soit neutre, égalitaire, loyale, A-séquentielle et A-consistante (resp.
Z-séquentielle et Z-consvlstante, resp. AZ-séquentieiie et
AZ-consistante) : la méthode de Borda A-séquentielle (resp. la méthode
de Borda Z-séquentielle, resp. la méthode de Borda AZ-séquentielle).
Preuve.

Nous allons uniquément du cas AZ-séquentiel, les autres s'en déduisant rapidement.
Si F est AZ-consistante il est facile de vérifier que f et f sont consistantes. Si F est
AZ-sequentielle et que f et f sont consistantes on vérifie tout aussi facilement que F est
AZ-consistante.

Grace au lemme 8.2 nous sommes donc en mesure d'affirmer qu'étant donné une
(7 .7 )-procédure d'agrégation AZ-séquentielle, celle-ci est neutre, égalitaire, loyale et .
AZ-consistante si et seulement si f et f' sont neutres, égalitaires, loyales et
consistantes.

Comme d'aprés le théoréme 5.1 la seule fonction de choix (resp. de rejet) qui vérifie
ces propriétés est la fonction de choix (resp. de rejet) de Borda, le théoréme est donc
démontré.

¢

Les (7,7 )-procédures d'agrégation ainsi décrites restent elles-mémes trés claires, et

elles modélisent un comportement idéal souhaitée par le décideur.

Nous allons maintenant examiner linfluence des conditions d'indépendance

séquentielle sur les (7 7" )-procédures d'agrégation prudentes.

8.2.2. Condition de prudence.

Le lien entre indépendance séquentielle et prudence sera explicité dans le lemme
8.3 ; mais auparavant il est nécessaire d'établir la propriété suivante :

LEMME 8.3 : Si Y est un sous-ensemble de X, L un ordre prudent sur X et

L' un ordre prudent sur Y alors a(L') > a(L).
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Preuve:

Soit Ly la restriction de L aux éléments de Y. Soit L' un ordre prudent sur Y. Par
construction o(L,y) 2 a(L). Par définition de la prudence a(L') 2 a(L,y) et donc
a(l') = a(L).

¢

LEMME 8.4 : Soit F une (7,7 )-procédure d'agrégation prudente :

1- sl {a}— e {(I1) alors Il existe un ordre prudent ou a figure en premiére
position ;

2- si «{a)ef'(Il) alors il existe un ordre prudent ou a figure en derniére
position.

Lorsque F est AZ-séquentielle (resp. A-séquentielle; resp.
Z-séquentielle) et que f et f (resp. f ; resp. f') vérifient les propriétés
précédentes alors F est prudente.

Preuve.

Nous allons démontrer le lemme dans le cas d'une fonction AZ-séquentielle ; au prix
d'une modification minime, elle peut étre étendue au deux autres définitions
d'indépendance séquentielle. |

La condition nécessaire découle des définitions.

Pour la condition suffisante, considérons un profil II et F une (7,7 )-procédure
d'agrégation AZ-séquentielle. Formellement, F(IT) peut étre décrit comme le resuitat
d'un algorithme qui & chaque pas place les 1-élites de {(I1) en téte de classement et
les 1-rebuts de f'([1) en queue de classement. Plagons nous a un pas donné de cet
algorithme ; soit Y I'ensemble des objets non encore classés ; soit x; un objet dont le
rang est déterminé a ce pas ; soit Xj un objet quelconque de Y. L désignera un ordre
prudent sur X ; L' un ordre prudent sur Y.

1 - Si {x;)— est élement de {([1,y) alors bij est supérieur ou égal a a(L') , et d'aprés le
lemme 8.3 a(L') = a(L) ; par conséquent bij 2o .

2 - Si «{x;} est élément de f'([1;y) alors bl'i est supérieur ou égal a a(L’) , et d'aprés le

lemme 8.3 a(L') 2 a(L) ; par conséquent bij > o(L).



En conclusion, si xiF(ﬂ)xi alors bij 2 a(L), et par définition, F(IT) est donc prudent.

¢

Une conséquence immédiate de ce lemme est que le nombre des (7,7 )-procédures
d'agrégation séquentielles et prudentes est trés important (cf simulation du § 7.2).
Cependant, pour un décideur multicritére, une telle (7,7 )-procédure d'agrégation ne
semble présenter d'intérét pratique que lorsque sa fonction de choix associée (ou de

rejet) I'est aussi. Vérifions que de telles exigences ne sont pas contradictoires.

LEMME 8.5 : Soit L un ordre prudent. Soit f une fonction de choix
prudente. V{x;}-e {(I1) V‘xl # Xj, b" 2 afL).
Preuve.
Soit : - {x}>un élément quelconque de (IT) ;
- Xj un élément quelconque de X - {x;} ;
- Xk le premier é6lément de L ;
- Xj un élément de X pour lequel by soit minimum (by; est le minimum de la
ligne k de B(I1)).
Comme L est un ordre prudent, by > a(L); de plus par construction de (I1), bii 2 by
donc bj; > a(L).

L

LEMME 8.6 : Solt L un ordre prudent. Soit ' une fonction de rejet
prudente. V«-—{xl)e '(n v x; = Xj 5 b" > a(L).
Preuve.
Soit: - «-—{xi} un élément quelconque de f(I1) ;
- Xj un élément quelconque de X - {xi} ;
- Xk le dernier élément de L ;
- x un élément de X pour lequel by soit maximum ( by est le maximum de la
ligne k de B(IT)).
Comme L est un ordre prudent, by, = - by 2 a(L) ; de plus par construction de f(IT),
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bii < by, : donc bij = - bji > - by et par conséquent bi] 2 a(L).

¢

Notre décideur multicritére est donc rassuré, une fois déterminées une fonction de
choix f et une fonction de rejet ' prudentes et cohérentes entres elles, l'algorithme qui,
a chaque pas classe en téte des objets non encore classés les 1-élites de la fonction
de choix et en queue les 1-rebuts qui constituent f(I1), fournit un préordre résultat
pruderit. |

Mais pourquoi opter pour telle ou telle fonction de choix ou de rejet prudente ? Une

réponse possible est proposée dans le paragraphe suivant.

8.3. UNE CLASSE DE METHODES SEQUENTIELLES PRUDENTES.

Rappelons tout d'abord une propriété caractéristique des fonctions de choix
prudentes. Une fonction de choix ést prudente si et seulement si : {(I]) est obtenu par
réunion de 1-élites a-majoritaires o étant le plus grand possible. Ces 1-élites
a-majoritaires sont les éléments pour lesquels le minimum de la ligne correspondante
de B(IT) est maximum.

Dés lors se pose la question : pourquoi privilégier telle 1-élite a-majoritaire par rapport
a telle autre ? Ou encore, pourquoi privilégier telle ou telle fonction de choix
prudente ? Une réponse possible est qu'un critére de nature hétérogéne permet de
départager ces 1-élites ex aquo. Ce critere permet donc d™expliquer” la fonction de
choix prudente. '
Plus formellement :

DEFINITION 8.2 : Une fonction de choix f est prudente de critére
hétérogéne =n si et seulement si f(II) est constitué des 1-élites
a-majoritaires pour o maximum {x;}— dont la valeur de x; selon = est
maximale.

Le méme raisonnement est valable en ce qui concerne les fonctions de rejet
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prudentes.

DEFINITION 8.2 : Une fonction de rejet f est prudente de critére
hétérogéne n si et seulement si '(IT) est constitué des 1-rebuts
B-minoritaires pour B minimum «{x;}, dont la valeur de Xj selon n est

minimale.

Le fait que les fonctions de choix et de rejet soient définies sur des critéres
hétérogénes distincts pose des problémes de cohérence puisqu'un objet pourrait étre
a la fois choisi et rejetél

Nous n'avons pas examiné ces (7,7 )-procédures d'agrégation pour le moins
bizarres ; nous supposerons donc qu'un unique critére hétérogéne intervient dans le
choix ou le rejet .

Etdans ce cas :

LEMME 8.7 : SI une fonction de choix et une fonction de rejet sont
prudentes et définles par rapport & un méme critére hétérogéne n alors
elles sont cohérentes entre elles.

Preuve.

Supposons que x; soit & la fois choisi et rejeté. Dans ce cas, le minimum de la idme
ligne de B(IT) est égal & son maximum : la iéme ligne de B(IT) est donc nulle; et par
définition d'une fonction de choix ou de rejet prudente, B(IT) est donc nulle. De plus =
est & la fols maximun et minimun pour X; ; il en est donc de méme pour n'importe quel
objet X de X et donc, Vae X / {a}—e {([1) et «{a)e f(IT).

¢

Cependant, dés linstant o le respect de la condition de prudence est considéré
comme un dogme, cela oblige & mettre au méme rang touts les objets qui constituent
une 1-élite a-majoritaire pour o maximum.

Le cas des fonctions de choix ou de rejet prudentes dont le cardinal de I'ensemble de

choix ou de rejet est maximal, ou dit d'une autre maniére, ou le critére hétérogéne n
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classe tous les objets ex aquo, apparait comme un cas central.

Dans le cas d'une méthode A-séquentielle, le résultat de la VA ,‘f)-procédure
d'agrégation pourrait apparaitre alors comme purement "démagogique”, puisqu'il met
au premier rang toutes les objets que I'on n'a guére de raison de repousser plus loin.
De maniére symétrique, si la (7 7" )-procédure d'agrégation est Z-séquentielle, le
résultat pourrait alors apparaitre comme "élitiste" puisque le plus grand nombre
possible d'objets n'ayant pas de raison a priori d'étre mieux classés sont rangés au
dernier rang | L'argument utilisé en "défaveur” d'un objet rejeté est de dire qu'il n'est
préféré a n'importe quelle autre objet que par au plus P préordres.

Néanmoins, ces interprétations sont sujettes & une objection : la quantité d'information
disponible au départ et effectivement utilisée pour ranger les éléments non rejetés
sera réduite, et donc un tel modéle ne pourrait guére convenir a un décideur

philosophiquement élitiste ou démagogue.

Néanmoins, lintroduction d'un critére de nature hétérogéne s'intégre parfois trés
naturellement a la démarche du décideur multicritére comme dans l'exemple
ci-dessous.

Supposons qu'une entreprise veuille classer des projets afin de choisir ceux a réaliser
en priorité. Dans un premier dégrossissement du probléme, l'espérance de profit sur la
vie du projet classé peut étre considérée comme un critére tout a fait qualitatif, ou I'on
trouvera, par exemple, cing grandes catégories. Aucun critére hétérogéne ne semble
s'imposer. Par contre, si I'on en vient a départager des ex aquo trop nombreux,
l'espérance du profit pourra étre prise comme une variable ayant de trés nombreuses
modalités ; I'espérance du profit devient un critére numérique qu'il convient de traiter
différemment des critéres purement ordinaux. Parmi les ex squo, seuls sont reconnus

ceux pour lequel ce critére de nature hétérogéne est maximal.

Trouver une fonction de choix adéquate peut étre une tentative pour réduire le nombre

des ex cequo du préordre résultat ; cet objectif nous a inspiré le paragraphe 8.4.
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8.4. METHODES ITERATIVES.

Conformément & un document de L. Born et F. Guerra [1986], le critére de "finesse",
qui est lié au nombre de classes d'ex sequo distinguées par l'algorithme, peut
apparaitre comme essentiel pour juger de la qualité d'une (7.7 )-procédure
d'agrégation. Une possibilité d'amélioration de la "finesse” de nos algorithmes solution
est l'itération des principes de calcul aux ensembles d'ex &quo, jusqu'a ce que cette
itération produise un résultat stable.

Malheureusement, les algorithmes itératifs nous ont parus beaucoup plus difficilement
axiomatisables que les algorithmes séquentiels. Le gain de finesse qu'il est possible
d'obtenir nous a semblé bien maigre en comparaison avec la perte de certaines

conditions souhaitables.

Nous nous sommes donc limités a des considérations uniquement algorithmiques et
ceci & partir de deux fonctions de choix déja envisagées : d'une part la fonction de
choix de Borda ; d'autre part les fonctions de choix prudentes (condition 4.3)

introduites au paragraphe 4.1.2.

La fonction de choix de Borda appliquée de maniére itérative semble perdre toute
propriété de consistance qui la rendait intéressante. L'exemple suivant rend bien

compte de la situation : soit [14 le profil consitué de l'ordre abcd soit [15 un profil tel

2 10 -4
que B([14)= 2 . -2 12
5 2 . 14

4 -6 -14

Il est aisé de vérifier que la fonction de choix de Borda itérée fournit abcd comme
préordre résultat pour les deux profils [Ty et [15 alors que pour 14 + I le résultat est

acbd.
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Nous n'avons donc pas poursuivi nos investigations plus en avant dans cette voie.

Par contre, litération de fonctions de choix prudentes conduit toujours & un préordre
prudent puisqu'une méthode séquentielle conduit déja & un préordre prudent et que
toute orientation d'un préordre prudent est prudent. Malgré cette propriété -
encourageante, nous n'avons pas trouvé les conditions axiomatiques que vérifient les

préordres résultats et qui permettraient de caractériser ces méthodes itératives.

Les desiderata méthodologiques des décideurs multicritéres, modélisés par les
~axiomes d'indépendance séquentielle, nous ont permis, via l'affaiblissement des
conditions de consistance, de caractériser trois nouvelles (7,7 )-procédures
d'agrégation.

Ce n'est pas avec le méme bonheur que nous avons étudié les (7,7 )-procédures
d'agrégation prudentes, puisque qu'aucune caractérisation n'a vu le jour. Cependant,
nous espérons que cette confrontation théorie-pratique permettra, par une meilleure

compréhension du sujet, que plus malin que nous aboutisse au résultat!
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ANNEXE

London, Sept. 19 1772

Dear Sir,

In the affair of so much importance to you, where in you ask my advice, | cannot, for
want of sufficient premises, advise you what to determine, but if you please | will tell you
how. When those ditficult cases occur, they are difficult, chiefly because while we have
them under consideration, all the reasons pro and con are not present to the mind at
the same time; but sometimes one sgt present themselves, and at other times another,
the first being out of sight. Hence the various purposes or inclinations that alternately
prevail, and the uncertainty that perplexes us.

To get over this, my way is to divide half a sheet of paper by a line into two
columns; writing over the Pro, and over the other the Con. Then, during three or four
days consideration, | put down under the different heads short hints of the different
motives, that at different times occurs to me, for or against the measure. When | have
thus got them all together in one view, | endeavor to estimate their weights; and when |
find two, one on each side, that seem equal, | strike them both out. If | find a reason pro
equal to some two reasons con, | strike out the three. If | judge some two reasons con,
equal to three reasons pro, | strike out the five; and thus proceeding | find at length
where the balance lies; and if, after a day or two of further consideration, nothing new
that is of importance occurs on either side, | come to a determination accordingly. And,
though the weight of reasons cannot be taken with the precision of algebraic quantities,
yet when each is thus is considered, separately and comparatively, and the whole lies
before me, | think | can judge better, and am less liable to make a rash step, and in fact
I have found great advantage from this kind of equation, in.what may be called moral or
prundential algebra.

Wishing sincerely that you may determine for the best, | am ever, my dear friend,

yours most affectionately.

B. Franklin






AUTORISATION DE SOUTENANCE

DOCTORAT 3éme CYCLE, DOCTORAT-INGENIEUR, DOCTORAT USTMG

Vu les dispositions de 1'Arrété du 16 avril 1974,

Vu les dispositions de 1'Arrété du § juillet 1984,

Vu les rapports de Mr. .Bcr.har.J. . HONJMDET ...............
ue. Movtree. .. SKLES ...l

H(..lb&‘.hbr,a...}.mb. ................................ est autorisé
a présenter une thése en vue de 1l'obtention du M . c‘l. .o DOVRWL coo

& 4 Univennle. . S.esw\&}:?w. & TMM%W. o Hedeale . & Gamalle
(ovekl  mimetdowed du 5 Mm LI78)

J 4 OCT, W/ .

Crenoble, le....ccvvivuicncncncean

Le Président de 1'Université Scientifique

Technologique et Médicale

i

J.J PAYAN







	00000001.tif
	00000002.tif
	00000003.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000006.tif
	00000007.tif
	00000008.tif
	0000000a.tif
	0000000b.tif
	0000000d.tif
	0000000e.tif
	0000000f.tif
	0000000g.tif
	0000000h.tif
	0000000i.tif
	0000000j.tif
	0000000k.tif
	0000000l.tif
	0000000m.tif
	0000000n.tif
	0000000o.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000r.tif
	0000000s.tif
	0000000t.tif
	0000000u.tif
	0000000x.tif
	0000000y.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001c.tif
	0000001d.tif
	0000001e.tif
	0000001f.tif
	0000001g.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000002s.tif
	0000002t.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003k.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004a.tif
	0000004b.tif
	0000004c.tif
	0000004d.tif
	0000004e.tif
	0000004f.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004k.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004p.tif
	0000004q.tif
	0000004r.tif
	0000004s.tif
	0000004t.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	0000004y.tif
	0000004z.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000056.tif
	00000057.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	0000005a.tif
	0000005b.tif
	0000005c.tif
	0000005d.tif
	0000005e.tif
	0000005f.tif
	0000005g.tif
	0000005h.tif
	0000005i.tif
	0000005j.tif
	0000005l.tif
	0000005m.tif
	0000009d.tif
	0000009e.tif
	0000009f.tif
	0000009g.tif
	0000009h.tif
	0000009i.tif
	0000009j.tif
	0000009k.tif
	0000009l.tif
	0000009m.tif
	0000009n.tif
	0000009o.tif
	0000009p.tif
	0000009q.tif
	0000009r.tif
	0000009s.tif
	0000009t.tif
	0000009v.tif
	0000009w.tif
	0000009x.tif
	0000009y.tif
	0000009z.tif
	000000a0.tif
	000000a1.tif
	000000a2.tif
	000000a3.tif
	000000a4.tif
	000000a5.tif
	000000a6.tif
	000000a7.tif
	000000a8.tif
	000000a9.tif
	000000aa.tif
	000000ab.tif
	000000ac.tif
	000000ad.tif
	000000ae.tif
	000000af.tif
	000000ag.tif
	000000ah.tif
	000000ai.tif
	000000aj.tif
	000000ak.tif
	000000am.tif
	000000an.tif
	000000ao.tif
	000000ap.tif
	000000aq.tif
	000000ar.tif
	000000as.tif
	000000at.tif
	000000au.tif
	000000av.tif
	000000aw.tif
	000000ax.tif
	000000ay.tif
	000000az.tif
	000000b0.tif
	000000b1.tif
	000000b2.tif
	000000b3.tif
	000000b4.tif
	000000b5.tif
	000000b6.tif
	000000b7.tif
	000000b8.tif
	000000b9.tif
	000000ba.tif
	000000bb.tif
	000000bc.tif
	000000bd.tif
	000000be.tif
	000000bf.tif
	000000bg.tif
	000000bh.tif
	000000bi.tif
	000000bj.tif
	000000bk.tif
	000000bl.tif
	000000bn.tif
	000000bo.tif
	000000bp.tif
	000000bq.tif
	000000br.tif
	000000bs.tif
	000000bt.tif
	000000bu.tif
	000000bv.tif
	000000bw.tif
	000000bx.tif
	000000by.tif
	000000bz.tif
	000000c0.tif
	000000c1.tif
	000000c2.tif
	000000c3.tif
	000000c4.tif
	000000c5.tif
	000000c6.tif
	000000c7.tif
	000000c8.tif
	000000c9.tif
	000000ca.tif
	000000cb.tif
	000000cc.tif
	000000cd.tif
	000000ce.tif
	000000cf.tif
	000000cg.tif
	000000ch.tif
	000000ci.tif
	000000cj.tif
	000000ck.tif
	000000cl.tif
	000000cm.tif
	000000cn.tif
	000000co.tif
	000000cp.tif
	000000cq.tif
	000000cr.tif
	000000cs.tif
	000000ct.tif
	000000cu.tif
	000000cv.tif
	000000cw.tif
	000000cx.tif
	000000cy.tif
	000000d0.tif
	000000d1.tif
	000000d2.tif
	000000d3.tif
	000000d4.tif
	000000d5.tif
	000000df.tif
	000000dg.tif
	000000dh.tif
	000000di.tif
	000000dj.tif
	000000dk.tif
	000000dm.tif
	000000dq.tif
	000000dt.tif
	000000dv.tif
	000000dx.tif
	000000e3.tif
	000000e5.tif
	000000e7.tif
	000000ec.tif
	000000ee.tif



