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qui a su m’encourager et me conseiller durant ces années de thèse. Sa confiance en moi et son
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durant la rédaction de ma thèse.
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Résumé

Approches pour analyse des signaux à phase polynomiale dans

un environnement non gaussien

Les travaux présentés dans cette thèse portent sur l’étude des approches d’estimation des Si-

gnaux à Phase Polynomiale (SPP) affectés par un bruit impulsif non gaussien. Nous considérons

deux modélisations pour ce type de bruit : le premier modèle est défini par une Somme Pondérée

de Gaussiennes (SPG) et le second par des distributions α-stables. L’inconvénient majeur d’un

bruit impulsif est la dégradation des performances des algorithmes classiques qui sont souvent

développés dans un contexte de bruit gaussien.

Dans la première partie de la thèse, nous abordons les méthodes classiques d’analyse temps-

fréquence des SPP. L’utilisation des statistiques d’ordre fractionnaire permet d’obtenir des al-

gorithmes robustes en présence de bruit impulsif ; nous exploitons cette propriété pour proposer

une Distribution de Wigner-Ville Polynomiale adaptée à l’analyse des SPP dans ce contexte.

Cette nouvelle distribution, comparée aux distributions classiques, permet de mieux représenter

la fréquence instantanée du SPP bruité dans le plan temps-fréquence.

La deuxième partie est consacrée aux méthodes récentes d’analyse spectrale adaptées aux SPP.

En premier lieu, nous présentons une version de la méthode de Capon pour l’estimation des

paramètres de la phase, à partir de laquelle nous proposons un estimateur MUSIC robuste

obtenu par une décomposition en valeurs singulières de la matrice de covariation. L’estimateur

obtenu, nous permet de suivre l’évolution temporelle des coefficients de la phase dans le plan

temps-coefficient.

Dans la troisième partie, nous présentons une approche de l’estimation des SPP fondée sur le

filtrage de Kalman. Cette approche repose sur une représentation d’état non linéaire du signal

avec un bruit d’observation défini par la somme pondérée de deux gaussiennes. Nous présentons

trois types de filtres de Kalman robustes au bruit impulsif pour la poursuite des coefficients de la

phase du SPP. Le premier filtre, appelé filtre de Kalman étendu robuste est basé sur une version

modifiée du gain de Kalman dépendant de la fonction de Huber modifiée. L’inconvénient ma-

jeur de ce filtre est que son fonctionnement dépend du seuil de la fonction de Huber. Pour cela,
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nous proposons d’utiliser deux filtres de Kalman étendus (EKF) opérant en parallèle et dont

le résultat de l’estimation est pondéré par la probabilité d’apparition du bruit impulsif. Enfin,

il est possible d’améliorer les performances du filtre de Kalman étendu parallèle en remplaçant

le filtre de Kalman étendu par un filtre UKF ”‘unscented Kalman filter”’ qui contrairement

au filtre EKF ne nécessite pas une linéarisation des équations d’états et permet d’obtenir une

meilleure estimation des paramètres du signal.

Mots clés : Signaux à phase polynomiale, distribution temps-fréquence, fréquence instantanée,

statistiques d’ordre fractionnaire, algorithme MUSIC robuste, représentation d’état, filtrage de

Kalman.



Abstract

Polynomial phase signal analysis in non Gaussian environment

Polynomial phase signals (PPS) belong to the family of non stationary signals and have found

use in many area of engineering such as in Radar and communication. The main problem is to

estimate the parameters of such signals. Many research works have been extensively conducted in

the last decade and led to the development of various algorithms based on different mathematical

tools such as time-frequency, subspace methods, High order statistics and Kalman filtering, etc.

Though, these techniques have proven to perform well in estimating the signal parameters, Most

of them rely on second order statistics, and assume that the noise affecting the PPS is white

Gaussian noise.

The research work presented in this thesis deals with the analysis of PPS in non Gaussian envi-

ronment as an extension to the Gaussian case. In this context, the impulsive noise is considered

to have either an α-stable distribution, or ǫ-contaminated model.

Three approaches of estimation are explored. The first method concerns robust time-frequency

analysis of PPS, we propose to integrate the fractional lower statistics (FLOS) in the kernel

of the polynomial phase Wigner-Ville distribution (PWVD) in order to obtain a robust time-

frequency distribution able to reveal the instantaneous frequency of the PPS of order M > 2

affected by impulsive α-stable noise. The FLOS based PWVD is compared with other recently

proposed robust algorithm using information theory based measures.

The second approach deals with robust subspace method based on the MUSIC estimator. Using

covariation matrix decomposition, we propose a modified robust MUSIC algorithm which is able

to track the value of the coefficients of the phase of the PPS in a time-coefficient plane.

Finally, using the nonlinear state space representation of PPS, we explore the use of Kalman

filtering technique for robust estimation of PPS in ǫ-contaminated noise. In this context, three

types of Kalman filters are proposed and compared : The robust extended Kalman filter, the

parallel extended Kalman filter (EKF) and because the EKF require linearization an alternative

method is proposed based on parallel unscented Kalman filters UKF.
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Keywords : Polynomial phase signal, polynomial phase Wigner-Ville distribution, Instanta-

neous frequency, fractional lower order statistics, robust MUSIC estimator, state space repre-

sentation, Kalman filtering.



Abréviations

AR Processus Autorégressif

d.d.p. densité de probabilité

EKF Extended Kalman filter - filtre de Kalman étendu

EQMM Erreur Quadratique Moyenne Minimale

FI Fréquence Instantanée

FIM Fisher Information Matrix - Matrice d’Information de Fisher

FLOM Fractional Lower-Order Moment - Moment d’ordre fractionnaire

FLOPWVD Fractional Lower-Order Polynomial Wigner-Ville Distribution

FLOS Fractional Lower-Order Statistics - Statistique d’ordre fractionnaire

FM Frequency Modulation - Modulation de Fréquence

GAF Generalized Ambiguity Function- Fonction ambigüıté généralisée

GSNR Generelized Signal to noise ratio - Rapport signal à bruit généralisé

i.i.d. indépendant et identiquement distribué

MUSIC MUltiple SIgnal Classification

MV Maximum de vraisemblance

MSE Mean Square Error - erreur quadratique moyenne

PEKF Parallel EKF - Filtres EKF parallèles

PWVD Polynomial Wigner-Ville Distribution - Distribution de Wigner-Ville Polynomiale

PUKF Parallel UKF - Filtres UKF parallèles

REKF Robust Extended Kalman filter - Filtre de Kalman etendu robuste

SαS Symétrique alpha Stable

SNR Signal to noise ratio - Rapport signal à bruit

SPG Somme Pondérée de Gaussiennes

SPP Signal/signaux à Phase Polynomiale

TF Transformée de Fourier
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TPP Transformée de Phase Polynomiale

UKF Unscented Kalman filter

v.a. variable aléatoire

WVD Wigner-Ville Distribution - Distribution de Wigner-Ville



Notations

ℜ{�} Partie réelle de l’argument

ℑ{�} Partie imaginaire de l’argument

〈a〉 Opérateur : moment d’ordre fractionnaire

φ(t) Phase polynomiale

N (µ, σ2) Loi normale de moyenne µ et de variance σ2

E {�} Moyenne de l’argument

ϕ(t) Fonction caractéristique

b Amplitude d’un SPP

α Characteristic exponent - exposant caractéristique

β Asymmetry parameter - paramètre d’asymétrie

γ Scale/ dispersion parameter - paramètre d’échelle

µ Location parameter - moyenne

σ2
w Variance de w(t)

Wx(t, f) La distribution de Wigner-Ville de x

W q
x(t, f) La distribution de Wigner-Ville polynomiale de x

Sα(µ, β, γ) Loi α stable

δ {�} Distribution de Dirac

M Degré de la phase

w(t) Bruit additif

x Vecteur d’état

t Temps continu

k Temps discret

ai Coefficient du terme de degré i

ǫ Probabilité d’apparition du bruit impulsif

x̂ Vecteur d’état estimé

P̂ E
{
(x − x̂)(x − x̂)T

}
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3.3 La fonction de x〈a〉 pour différentes valeurs de l’exposant a . . . . . . . . . . . . 35
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3.5 Signal après application de l’opérateur 〈a〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.6 Exemple de comparaison entre la WVD et la FLOWVD, (a) : WVD du signal

sans bruit, (b) : signal chirp plus bruit α = 1 avec un GSNR=10 dB, (c) : La

FLOWVD du signal chirp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37



xx TABLE DES FIGURES
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Signaux à phase polynomiale (SPP)

1.2 Contributions et organisation du document

1.1 Signaux à phase polynomiale (SPP)

Dans certaines applications technologiques telles que les télécommunications, le radar et le sonar,

les signaux utilisés appartiennent à la catégorie des signaux non stationnaires qui peuvent être

aléatoires ou déterministes, et dont la caractéristique principale est la variation de la fréquence

en fonction du temps. Les analyses temporelle et fréquentielle ne permettent pas de fournir une

analyse complète des signaux non stationnaires. L’analyse conjointe en temps et en fréquence a

été introduite pour palier aux insuffisances des méthodes classiques d’analyse des signaux. Un

des outils de base de l’analyse conjointe temps-fréquence est le spectrogramme [50] défini comme

le carré du module de la Transformée de Fourier (TF) du noyau obtenu à partir du produit du

signal et d’une fenêtre glissante. L’application du spectrogramme a montré ses limites en terme

de résolution, ce qui a conduit à la recherche et au développement de nouvelles transformées plus

performantes. A titre d’exemple, nous pouvons citer la distribution de Wigner-Ville introduite

à l’origine par Wigner en mécanique quantique [133] et ensuite par Ville [130] pour l’analyse

temps-fréquence. Dans [53], Gabor a proposé une transformée qui porte aujourd’hui son nom

et qui consiste à décomposer le signal sur une famille de gaussiennes. La nécessité d’obtenir des

Représentations Temps-fréquence (RTF) de meilleure résolution et robustes au bruit gaussien a

amené à la mise en place de nouvelles distributions qui permettent de représenter la fréquence

instantanée (FI) de façon à éliminer les termes d’interférence. Nous citons, par exemple, les

distributions introduites par Choi-Williams [34], Barkat et Boashash [15], [17], Qian et Morris

[102], Guo et al.[58], Cohen et al.[35], Narasimhan [90].
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Depuis les années 80 et jusqu’à ce jour la communauté scientifique du traitement du signal

porte une attention particulière à l’étude des SPP. Comme leur nom l’indique ces signaux ont

une phase modélisée par un polynôme que l’on notera φ(t). Dans le cas où le degré de φ est

supérieur ou égal à 2 les SPP sont non stationnaires. On retrouve la modélisation de signaux non

stationnaires par des SPP dans diverses situations et nous citons quelques exemples ci-dessous.

Dans la nature, on peut modéliser les ondes émises par les chauves souris et par certains mam-

mifères marins par des impulsions dont la modulation en fréquence est quadratique.

Dans les applications biomédicales, les signaux cardio-vasculaires peuvent être modélisés par

une somme de signaux chirps pour étudier les phénomènes d’hypertension [134].

Dans les applications radar à compression d’impulsions qui utilisent des signaux FM quadra-

tiques, l’écho radar d’une cible en mouvement possède une phase non-linéaire dont les paramètres

dépendent de la cinématique de la cible. L’onde réfléchie s’écrit alors sous la forme d’un SPP

x(t) = ρ(t)ejφ(t), où ρ(t) est l’amplitude et φ(t) la phase du signal :

φ(t) = Φ0 + vyt+
1

2
(ay +

v2
x

Φ0
)t2 +

1

2Φ0
axvxt

3 + . . . . (1.1)

où Φ0 est la phase initiale, vy et ay désignent respectivement la vitesse et l’accélération radiale,

vx et ax sont la vitesse et l’accélération orthogonale de la cible [132].

Dans le domaine des transmissions satellitaires, le modèle de signaux basé sur les SPP a été

utilisé dans [49] pour caractériser les variations importantes de la fréquence porteuse dans les

liaisons entre la terre et le satellite.

En communications numériques, dans une série de publications, El-Khamy et al. [47], [48] et

plus récemment dans [72] et [64], les signaux chirps ont été utilisés comme séquences d’étalement

dans les systèmes de communications à accès multiples.

La littérature scientifique sur la modélisation, l’estimation et la représentation temps-fréquence

des SPP est très abondante. Nous citons, à titre d’exemple, les travaux de Boashash [26, 24],

Friedlander [56], Peleg et al. [98], et Benidir-Ouldali [94], [1], [20].

La plupart des applications traitent du problème de l’estimation des paramètres du SPP à partir

d’un signal bruité y(t) donné par

y(t) = bejφ(t) + w(t)

= bej{
PM

k=0 akt
k} + w(t). (1.2)

On suppose que l’amplitude b du signal est constante et que la phase polynomiale φ(t) est de

degré M . Le signal w(t) est un bruit additif indépendant du SPP. On note que pour M = 2 on

obtient un SPP appelé chirp.
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Fréquence instantanée

La fréquence instantanée (FI) d’un signal est définie par

fi(t) =
1

2π

dφ(t)

dt
(1.3)

et dans le cas d’un SPP elle a pour expression :

fi(t) =
1

2π

M∑

i=1

iait
i−1. (1.4)

Le problème de l’estimation des SPP affectés par un bruit gaussien additif a été largement

étudié par les spécialistes de ce domaine. Nous citons quelques travaux récents publiés par

Djurovic et Stankovic [46] qui ont étudié l’influence du bruit gaussien avec une large variance

dans l’estimation de FI, Barkat et Boashash [16] qui traitent l’estimation de la FI par l’analyse

temps-fréquence, Angeby [8] qui propose une estimation par une approche de moindres carrés

non linéaire, alors que d’autres méthodes reposent sur l’analyse temps-échelle [110], [9] . D’autre

part, l’estimation des SPP affectés par un bruit multiplicatif ou modulés par une amplitude

aléatoire ou déterministe à temps variable est motivée par certaines applications notamment en

radar et en sonar [21], [112] [93], [22].

Dans certains cas, le signal utile peut être altéré par un bruit de grande amplitude par rapport

à l’amplitude du SPP. Ce type de bruit a des caractéristiques impulsives et admet souvent une

distribution non gaussienne. En effet, les perturbations atmosphériques en radar [127] et le bruit

acoustique sous-marin en sonar ont des distributions non gaussiennes [91]. Ces caractéristiques

impulsives se manifestent par des valeurs élevées et des durées brèves de certains échantillons

du signal.

Les études menées dans le contexte de bruit dit impulsif sont très limitées et la littérature peu

abondante. Nous citons entre autres les travaux de Shamsunder et al. [111] et de Gini et al [55]

qui traitent le problème de l’estimation des SPP à amplitude aléatoire noyés dans un bruit non

gaussien par une approche cyclostationnaire. Par ailleurs, Stankovic et al. [77], [18] et Griffith

et al. [63] proposent des distributions temps-fréquence robustes.

Sur la base de ces travaux reposent les principales motivations qui nous ont amené à l’étude du

problème de l’estimation des SPP noyés dans un bruit non gaussien. On spécifiera dans la suite

du manuscrit les différents modèles de distributions qui caractérisent le bruit impulsif.



4 Introduction

1.2 Contributions et organisation du document

Contexte de la thèse

Ce travail de thèse entamée en décembre 2001, a été effectué au sein du Laboratoire des Signaux

et Systèmes (LSS) à l’École Supérieure d’Électricité (Supélec), sous la direction du Professeur

Messaoud Benidir.

Objectifs de la thèse

L’objectif principal de cette thèse est de rechercher des techniques qui permettent de représenter

et d’estimer les SPP affectés par un bruit impulsif. Dans un premier temps, nous avons étudié

les méthodes d’analyse temps-fréquence robuste pour la représentation d’un SPP. Notre idée

est d’intégrer dans les distributions temps-fréquence un opérateur qui permet de débruiter le

signal utile sans nécessairement passer par un traitement tel que le seuillage. Le second objectif

est l’estimation des paramètres d’un SPP noyé dans un bruit impulsif α-stable en nous basant

sur les méthodes d’analyse spectrale développées essentiellement dans [95].

Le dernier objectif de ce travail est l’étude des approches par filtrage de Kalman pour l’estima-

tion des paramètres du SPP dans un environnement impulsif, en considérant plusieurs approches

adoptées dans la littérature [138], [109].

Contributions

Les résultats obtenus au cours de cette thèse ouvrent de nouvelles perspectives dans la recherche

et le développement de nouveaux algorithmes pour l’analyse des SPP affectés par du bruit

impulsif.

Nous avons étudié différentes distributions temps-fréquence robustes au bruit impulsif. En par-

ticulier, nous avons privilégié l’utilisation des statistiques d’ordre fractionnaire adaptées à l’ana-

lyse du bruit impulsif α-stable. Nous avons proposé une distribution de Wigner-Ville polyno-

miale robuste basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire [41]. Cette distribution donne de

meilleurs résultats par rapport aux distributions classiques et par rapport à la distribution de

Wigner-Ville polynomiale utilisant le M-estimateur proposée dans [18]. Une approche par calcul

de la mesure de distance entre les distributions temps-fréquence a été utilisée pour comparer les

performances des différentes distributions par rapport à celle que nous proposons.

Par ailleurs, l’approche par analyse spectrale robuste basée sur l’estimation de la matrice de

covariation, nous a permis d’étendre les résultats obtenus dans [95]. Nous avons proposé un

estimateur MUSIC robuste basé sur les statistiques d’ordre fractionnaire pour estimer les coef-

ficients des SPP dont on peut visualiser l’évolution temporelle dans un plan temps-coefficient
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par analogie avec le plan temps-fréquence [40].

Enfin, nous nous somme intéressés à l’estimation des SPP par filtrage de Kalman. A cet effet,

nous avons proposé un filtre de Kalman robuste utilisant un gain basé sur une fonction de Huber

modifiée. Les performances du filtre de Kalman robuste sont nettement supérieures au filtre

de Kalman classique [42]. En nous inspirant du travail [109], nous avons abordé une seconde

approche qui consiste à adapter le concept de réseau de filtres de Kalman au contexte de

l’estimation des SPP, nous avons alors proposé l’utilisation de deux filtres de Kalman étendus

opérant en parallèle [43]. Enfin, nous avons proposé d’utiliser deux filtres de Kalman UKF

opérant en parallèle. Le filtre UKF donne de meilleurs résultats d’estimation que l’EKF vu

qu’aucune linéarisation n’est nécessaire [131].

Organisation du document

Le travail présenté dans cette thèse a pour objectif l’analyse des SPP affectés par un bruit non

gaussien, en utilisant différentes méthodes robustes. Afin de permettre une meilleure lecture

de ce document, nous présentons les détails de calcul en annexe. Ce mémoire s’organise de la

manière suivante.

Le deuxième chapitre comprend deux parties. Dans la première, nous présentons les diffé-

rentes distributions temps-fréquence adaptées à l’analyse des SPP généralement affectés par un

bruit gaussien. Dans la seconde partie nous présentons les signaux impulsifs et les outils sta-

tistiques pour l’analyse de cette classe de signaux. Nous rappelons les modèles ε-contaminé et

α-stable qui nous seront utiles dans les chapitres suivants.

Dans le troisième chapitre nous présentons les nouvelles distributions temps-fréquence ro-

bustes adaptées aux SPP et nous introduisons une nouvelle transformée : la distribution de

Wigner-Ville polynomiale basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire (FLOPWVD), pour le

cas des SPP noyés dans un bruit impulsif α-stable. Nous comparons cette nouvelle représenta-

tion temps-fréquence avec une autre distribution de Wigner-Ville polynomiale robuste proposée

dans la littérature à l’aide de mesures fondées sur la théorie de l’information. Nous prolongeons,

naturellement cette distribution temps-fréquence utilisant les statistiques d’ordre fractionnaire

pour définir une classe de distributions temps-fréquence robustes adaptées aux signaux multi-

composantes.

Le quatrième chapitre porte sur l’analyse spectrale robuste des SPP affectés par un bruit

additif non gaussien. Dans un premier temps, on présente la méthode Capon pour l’estima-

tion et l’observation de l’évolution temporelle du coefficient de la phase polynomiale par une

représentation bidimensionnelle temps-coefficient. On propose une extension de cette méthode

par l’utilisation de l’algorithme MUSIC. En se basant sur les méthodes des sous-espaces or-
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thogonaux appropriées aux signaux α-stable, nous introduisons un nouvel estimateur MUSIC

basé sur la décomposition de la matrice de covariation qui permet d’obtenir une représentation

temps-coefficient robuste.

Dans le cinquième chapitre, nous adoptons l’approche par représentation d’état utilisée pour

l’estimation des paramètres d’un SPP. Un modèle d’état non linéaire est présenté pour ces

signaux. On considèrera encore le cas où le signal utile est noyé dans un bruit impulsif modélisé

par une somme de gaussiennes. Pour ce problème nous proposons trois approches originales

qui sont le filtre de Kalman étendu robuste, le réseau de filtres de Kalman étendu, et enfin le

réseau de Kalman UKF. Les performances de ces méthodes sont étudiées et comparées en terme

d’erreur quadratique moyenne pour un signal à modulation quadratique de fréquence.

Enfin, dans le sixième chapitre, nous présentons les conclusions générales et les perspectives

pour des travaux futurs.

Principales publications de l’auteur

1- M. Djeddi, M. Benidir, ” Time-frequency analysis of polynomial phase signals in impulsive

noise”, en cours de soumission à IEEE signal processing.

2- M. Djeddi, M. Benidir, ”A two parallel Extended Kalman Filtering algorithm for the estima-

tion of chirp signals in non-Gaussian noise”, EUSIPCO 2005.

4- M. Djeddi, H. Belkacemi, M. Benidir, S. Marcos, ”A robust MUSIC estimator for polynomial

phase signals in α-stable Noise”, ICASSP’05, Philadelphia, Mars 2005.

3- M. Djeddi, M. Benidir, ”Estimation of the parameters of chirp signal in non-Gaussian noise

using robust extended Kalman filter”, Fourth International Conference on Physics in Signal and

Image Processing, pp. 61-64, Toulouse, Février 2005.

5- M. Djeddi, M. Benidir, ”Robust polynomial Wigner-Ville distribution for the analysis of

polynomial phase signals in α-stable noise”, ICASSP’04, Vol. 2, pp. ii-613-16, Canada, 17-21

Mai 2004.

6- M. Djeddi, M. Benidir, ”Separation of AR signals disturbed by impulsive noise using the EM

algorithm and Kalman filtering”, ECCTD03, Krakow, Poland, Septembre 2003.
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Ce tableau permet de reprendre les différentes notations en faisant apparâıtre clairement nos contributions

Chapitre 3 Chapitre 4 Chapitre 5 

Bruit non gaussien 
Signal à phase 

polynomiale (SPP) Bruit  gaussien 

Bruit -stable Bruit -contaminé 

SPP avec une phase 

de degré  2

WVD

Distribution de 

Wigner-Ville 

FLOWVD  

Distribution de 

Wigner-Ville robuste 

basée sur les 

statistiques d'ordre 

fractionnaire, 

RWVD (Distribution 

de Wigner-Ville 

robuste)

SPP avec une phase 

de degré  >2 

PWVD 

Distribution de 

Wigner-Ville 

Polynomiale 

Estimateur de 

Capon adapté aux 

SPP

EKF 

Fitre de Kalman 

étendu

FLOPWVD 

Distribution de 

Wigner-Ville 

Polynomiale basée sur 
les statistiques d'ordre 

fractionnaire,

RPWVD  

Distribution de 

Wigner-Ville 

polynomiale robuste. 

MFLOM-MUSIC 

Estimateur MUSIC 

robuste

adapté au SPP 

REKF  

Filtre de Kalman 

étendu robuste, 

PEKF 

Filtre de Kalman 

étendu parallèles, 

PUKF 

Filtre UKF parallèles 
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Chapitre 2

Rappels sur les outils d’analyse des

SPP et modèles de signaux non

gaussiens

2.1 Introduction

2.2 Outils pour l’analyse des signaux à phase polynomiale

2.3 Signaux non gaussiens

2.4 Conclusion

2.1 Introduction

Les techniques non-paramétriques utilisant l’analyse temps-fréquence font partie des méthodes

les plus populaires pour le traitement des signaux non stationnaires. Une classe de signaux de

ce type qui nous intéresse dans cette thèse est formée par des signaux dits à phase polynomiale.

L’analyse de tels signaux a nécessité l’introduction d’un ensemble de transformées et nous allons

rappeler dans la suite celles qui sont nécessaires à la concrétisation des objectifs de cette thèse. Il

est unanimement acquis que les signaux non stationnaires peuvent porter une part importante

d’information. La transformée de Fourier a montré ses limites et insuffisances dans l’analyse

de ce type de signaux et on comprend aisément l’intérêt et les enjeux pour développer des

outils adaptés à ce contexte. Vues sous cet angle, les représentations temps-fréquence sont d’une
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importance majeure puisqu’elles permettent de suivre l’évolution d’un signal conjointement en

temps et en fréquence et ainsi en identifier les caractéristiques. Actuellement, nous disposons

d’une panoplie d’outils d’analyse temps-fréquence orientés vers certains types de signaux non

stationnaires. Dans les années 40, D. Gabor a introduit la notion de l’analyse temps-fréquence

par la transformée de Fourier à court terme et son module au carré appelé spectrogramme.

Cette transformée ne permet pas d’avoir une localisation parfaite à la fois en temps et en

fréquence. La recherche de nouvelles distributions plus performantes a permis d’obtenir des

classes de distributions dont la classe de Cohen [36] est un exemple. La Distribution de Wigner-

Ville (WVD) [130], [133] est certainement l’élément de cette classe le plus connu. L’application

de la WVD et de ses versions lissées à l’analyse des SPP a montré son inadaptation lorsque

la phase du signal est de degré M > 2. Des extensions ont été développées pour obtenir des

distributions d’ordre élevé afin de mieux concentrer l’énergie du signal autour de la fréquence

instantanée. Dans [26], les auteurs généralisent la WVD en proposant une nouvelle distribution

appelée distribution de Wigner-Ville polynomiale (PWVD), cette dernière permet d’estimer de

façon efficace la FI d’un SPP d’ordre supérieur à 2.

Dans la famille des méthodes paramétriques, la solution du maximum de vraisemblance a été

proposée dans [25] pour l’estimation des SPP. Toutefois, elle nécessite la maximisation d’une

fonction multidimensionnelle qui est coûteuse en terme de complexité calculatoire. Une alter-

native à l’estimateur de MV, plus simple du point de vue calcul est la transformée de phase

polynomiale (TPP) [99]. Le principe de cette méthode consiste à transformer le signal à phase

polynomiale en un simple harmonique pour obtenir une estimation des coefficients de la phase.

La TPP est utilisée pour l’initialisation de la méthode du MV [51], ainsi que pour l’estimation

par la méthode MUSIC des coefficients de la phase [137]. Une autre possibilité consiste à utiliser

la méthode de déroulement de phase [44], [103] où encore la modélisation et l’estimation de la

phase en utilisant une base définie par des polynômes de Legendre [129, 78, 79] . Enfin, les

techniques par filtrage de Kalman ont été proposées pour la poursuite des paramètres de la

phase d’un SPP [66], [3]. Dans la suite de l’exposé, on considère que le SPP n’est pas bruité, et

on discutera ces différentes méthodes en présentant leurs caractéristiques essentielles.

2.2 Outils pour l’analyse des signaux à phase polynomiale

2.2.1 Distribution de Wigner-Ville

La Distribution de Wigner-Ville d’un signal complexe x(t) est définie par [133], [130]

Wx(t, f) =

∫ ∞

−∞
x
(
t+

τ

2

)
x∗
(
t− τ

2

)
e−j2πfτdτ. (2.1)



2.2 Outils pour l’analyse des signaux à phase polynomiale 11

A titre d’exemple, pour un signal chirp ( SPP d’ordre 2) défini par

x(t) = bej(a0+a1t+a2t2). (2.2)

la WVD de x(t) se calcule facilement et on obtient

Wx(t, f) = b2 δ(2πf − (a1 + 2a2t)). (2.3)

où δ(.) est la distribution de Dirac.

L’équation (2.3) montre que le résultat du calcul de la WVD du signal donne une série de pics

représentés par la distribution de Dirac le long de la fréquence instantanée du signal définie par

fi(t) = a1 + 2a2t. (2.4)

Ainsi, en calculant la pente et l’ordonnée à l’origine de la droite représentée par l’équation (2.4),

on obtient les valeurs des paramètres a1 et a2 du signal chirp .

Les figures 2.1 et 2.2 représentent respectivement l’évolution temporelle de la partie réelle du

signal chirp et sa WVD.
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Fig. 2.1: Évolution temporelle du signal chirp
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Fig. 2.2: La WVD du signal chirp

La WVD possède des propriétés importantes, telles que la conservation d’énergie, la vérification

des lois marginales en temps et en fréquence, la conservation des supports temporel et fréquentiel.
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Cependant, la WVD peut prendre des valeurs négatives, ce qui pose problème quant à son

interprétation comme une grandeur désignant une densité d’énergie. La forme quadratique de la

WVD entrâıne généralement l’apparition de termes croisés d’interférence dans le cas de signaux

multicomposantes et perd son pouvoir de résolution quand la phase du signal SPP est de degré

supérieur à 2 comme on peut le remarquer sur la figure 2.3. En effet, considérons un signal

obtenu par la somme de deux signaux chirp dont l’évolution temporelle est donnée par la figure

2.3(a), et un SPP d’ordre M > 2 représenté par la figure 2.3(b). Les fréquences instantanées

associées à ces deux signaux sont représentées sur les figures 2.3(c) et 2.3(d) respectivement.

Nous remarquons que RTF des deux signaux présentent des ondulations et des termes croisés

qui rendent l’interprétation de la FI difficile.
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Fig. 2.3: Exemple de SPP et leurs WVD, (a) : évolution temporelle de la somme de deux signaux

chirps, (b) : évolution temporelle d’un SPP d’ordre 5, (c) : la WVD du signal en (a), (d) : la

WVD du signal en (b)

2.2.2 Distribution de Wigner-Ville polynomiale

Lorsque la phase du SPP est de degré M ≥ 3, la distribution de Wigner-Ville polynomiale

(PWVD) d’ordre q est plus adéquate pour la représentation de la fréquence instantanée (FI)
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dans le plan temps-fréquence, elle est définie par [26] :

W q
x (t, f) =

∫ ∞

−∞
Kq
x(t, τ)e

−j2πfτdτ. (2.5)

où le noyau Kq
x(t, τ) est défini par

Kq
x(t, τ) =

q/2∏

k=0

[x(t+ tkτ)]
γk [x(t+ t−kτ)]

−γ−k (2.6)

Les paramètres γk, tk, et q sont calculés de sorte que la PWVD d’un SPP donné se réduise à

W q
x (t, f) = brδ(2πf − φ′(t)) (2.7)

avec

r ,

q/2∑

k=0

γk. (2.8)

La figure 2.4, illustre la PWVD d’un signal à phase polynomiale de degré 5 représenté sur la

figure 2.3(b). La FI de ce signal est représentée dans le plan temps-fréquence. On observe bien

la suppression des ondulations secondaires présentes dans la figure 2.3 de la WVD du signal.
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Fig. 2.4: La PWVD d’un SPP d’ordre 5

2.2.3 Transformée de phase polynomiale

La transformée de phase polynomiale (TPP) proposée dans [99] permet d’estimer les paramètres

de la phase de manière séquentielle. L’idée principale sur laquelle repose la TPP est la transfor-

mation du signal à phase polynomiale en une raie spectrale dont la fréquence ne dépend que du

coefficient du terme de plus haut degré de la phase polynomiale. La TPP d’ordre M est définie

par [99] :
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PM (x, θ, τ) ,

T∫

0

M−1∏

k=0

{
x$k(t− kτ)

}(M−1
k )

e−jθtdt (2.9)

où

x$k ,





x

x∗

pour k pair

pour k impair
et

(
M − 1

k

)
=

(M − 1)!

k!(M − 1 − k)!
(2.10)

PM (x, θ, τ) = b2
M−1

T e
j
h
(M−1)!aM−1τ

M−1− eψ+
eφ
2
T
i
sinc (

φ̃

2
T ) (2.11)

φ̃ = M !aM τM−1 − θ (2.12)

ψ̃ = 0.5M !(M − 1)aM τM . (2.13)

D’après (2.11), il est possible de déterminer le coefficient aM à partir de l’opérateur PM qui est

fonction d’un sinus cardinal centré en θ = M !aM τM−1. L’estimation du coefficient aM−1 est

ensuite obtenue par la TPP du signal modulé x(t)ejaM tM .

Lorsqu’on applique la TPP à un signal à phase polynomiale d’ordre strictement inférieur à

l’ordre de la TPP, on observe une raie spectrale à la fréquence nulle.

Quand le degré de la phase du SPP est inconnue, on calcule la TPP à un ordre supérieur au

degré de la phase. Ainsi tant qu’une raie à la fréquence nulle subsiste, on décrôıt graduellement

l’ordre de la TPP jusqu’à ce qu’une raie apparaisse à une fréquence non nulle. L’ordre de la

TPP est alors égal au degré de la phase polynomiale φ(t) du SPP.

2.2.4 Distribution de Wigner-Ville généralisée

Soient t0 . . . tQ des réels distincts vérifiant l’équation suivante [19]

φ(l)(t) =

Q∑

k=0

γlkφ(t− tk) ∀t (2.14)

où φ(l) désigne la dérivée d’ordre l de la phase et les paramètres γl0 . . . γ
l
Q sont obtenus à partir

du système d’équations suivant :




1 1 ... 1

t0 t1 ... tQ
...

...
...

tl0 tl1 ... tlQ
...

...
...

tM0 tM1 ... tMQ







γlQ

γlQ
...

γlQ
...

γlQ




=




0

0
...

(−1)ll!
...

γlQ




. (2.15)
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La distribution de Wigner-Ville généralisée (GWVD) d’un signal complexe x(t) est définie par

[20]

W l
Q+1(t, θ) =

∫ T

0
KQ
x (t, τ)lτ l−1e−jθτ

l
dτ l 6= 0 (2.16)

où

KQ
x (t, τ) =

Q

Π
k=0

[x(t− tkτ)]
γl

k . (2.17)

On peut remarquer que pour l = 1, la GWVD se réduit à la PWVD évaluée sur l’intervalle

[0, T ].

Si on considère un SPP d’amplitude b = 1, alors pour des paramètres arbitraires tk et pour

Q ≥M , on a

W l
Q+1(t, θ) = T l exp

(
j
φ(l) − θ

2
T l

)
sinc

(
j
φ(l) − θ

2
T l

)
. (2.18)

L’équation 2.18 montre que le module de W l
Q+1(t, f) est directement relié au module d’un sinus

cardinal centré en φ(l)(t). Cette propriété nous permet de déterminer le coefficient aM de la

phase en utilisant l’expression suivante

argmax
θ

∣∣WN
M+1(t, θ)

∣∣ = M !aM . (2.19)

En multipliant le signal x(t) par exp
{
−jaM tM

}
et en appliquant la GWVD au nouveau si-

gnal, nous obtenons l’estimée du coefficient aM−1. Cette procédure est répétée jusqu’à l’obten-

tion du coefficient a1. Enfin, pour déterminer le coefficient a0, il suffit de calculer la phase de

x(t)exp
{
−j∑M

i=1 ait
i
}

= exp {ja0}.

2.2.5 Fonction d’ambigüıté généralisée

La fonction d’ambiguité généralisée (GAF) est définie par [93]

Aℓ
Q+1(x, θ, τ) ,

∫ T

0
Kℓ

Q+1(x, t, τ)e
−jθtdt (2.20)

avec

Kℓ
Q+1(x, t, τ) =

Q∏

k=0

[x(t− tkτ)]
αℓ

k (2.21)

et

αℓk = ℓ!
σQ−ℓ
Q (tl 6=k)∏

i6=k
(ti − tk)

, k = 0, . . . , Q. (2.22)

où σQ−ℓ
Q représente l’ensemble des polynômes symétriques des paramètres t0, . . . , tQ.
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Pour ℓ = M − 1, nous avons

AM−1
Q+1 (x, θ, τ) = bδ(M−1)T exp

(
j

[
(M − 1)!aM−1τ

M−1 +
φ̃

2
T

])
sin

(
φ̃

2
T

)
. (2.23)

Ainsi, le coefficient du terme de plus haut degré de la phase est donné par l’équation suivante

argmax
θ

∣∣∣AM−1
Q+1 (x, θ, τ)

∣∣∣ = M ! aM τM−1 (2.24)

où

φ̃ = M !aM τM−1 − θ (2.25)

δ(M − 1) =





1

0

si M = 1

si M 6= 1.
(2.26)

Les équations (2.23) et (2.24) sont valides si et seulement si les paramètres t0, . . . , tM−1 satisfont

la condition suivante

M−1∑

i=0

ti = 0. (2.27)

Le résultat obtenu dans l’équation (2.23) montre que AM−1
Q+1 est indépendante des paramètres tk

et que
∣∣∣AM−1

Q+1 (x, θ, τ)
∣∣∣ est une fonction du module d’un sinus cardinal centré en θ = M !aM τM−1.

Ainsi, si l’argument du maximum de
∣∣∣AM−1

Q+1 (x, θ, τ)
∣∣∣ est nul pour tout τ , alors on a aM = 0. En

revanche, nous pouvons déterminer la valeur du coefficient aM si l’argument est non nul pour

τ 6= 0. Les autres coefficients de la phase sont calculés en utilisant la même procédure décrite

pour l’estimation des coefficients par la GWVD.

2.2.6 SPP noyés dans un bruit gaussien additif et multiplicatif

Dans les applications pratiques, telles que le traitement des signaux radar, le signal reçu peut

subir une modulation d’amplitude principalement due au mouvement de la cible par rapport à

l’observateur et peut être approximé par un SPP. De même qu’en sonar, le signal acoustique

est souvent sujet à un bruit multiplicatif dû au phénomène de propagation du signal en milieu

sous marin.

L’analyse des signaux harmoniques noyés dans un bruit multiplicatif a été largement étudiée

dans la littérature. Nous citons, à titre d’exemple, les références [21], [54], [37]. Dans [21], les

auteurs considèrent le problème de l’estimation d’une sinusöıde affectée par un bruit multiplicatif

généré à partir d’un modèle AR. Dans [22], les auteurs proposent une approche basée sur

l’estimateur des moindres carrées non linéaires pour l’identification des paramètres des signaux

chirps avec une amplitude aléatoire.
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Une autre approche proposée dans [112] et qui repose sur la cyclostationnarité a été appliquée

dans le cas plus général des SPP. Dans [27] et [28], les auteurs proposent un estimateur de la

FI de signaux FM affectés par un bruit multiplicatif, à l’aide des méthodes temps-fréquence en

utilisant une distribution appelée le trispectre de Wigner-Ville.

L’analyse statistique et l’étude des performances des estimateurs dans le cas des SPP noyés

dans un bruit gaussien multiplicatif sont présentées dans les travaux [1] et [93] pour la TPP, en

distinguant le cas d’un bruit multiplicatif de moments non nuls et le cas d’un bruit multipli-

catif blanc centré. Dans [89] une étude comparative entre la WVD et l’estimateur basé sur les

moments cycliques est proposée et ce dernier donne de meilleures performances.

Dans le cas de signaux multicomposantes, il est utile de distinguer entre les signaux à amplitude

variable et ceux à amplitude constante, pour cela une version modifiée de la transformée à phase

polynomiale a été proposée dans [94].

2.3 Signaux non gaussiens

2.3.1 Introduction

La majeure partie des algorithmes développés en théorie du signal supposent que les signaux

étudiés obéissent à une loi gaussienne. A titre d’exemples, le signal du fouillis radar, le bruit

thermique dans les circuits électroniques et le bruit dans les canaux de télécommunications sont

de nature gaussienne. Cette hypothèse permet généralement d’obtenir des solutions analytiques

compactes.

Cependant, on est de plus en plus conduit à traiter des signaux d’origine naturelle et des signaux

de synthèse qui ne sont pas de type gaussien. Les signaux dus aux perturbations atmosphériques

ont des distributions de probabilités qui peuvent être modélisées par des lois non gaussiennes.

Nous citons, à titre d’exemple, les t-distributions, et les K-distributions. Dans cette thèse nous

étudierons les lois α-stables dont les statistiques du second d’ordre sont infinies [115]. Les inter-

férences électromagnétiques en communication HF sont de nature impulsive avec une densité

de probabilité égale à une somme pondérée de gaussiennes.

Dans ce qui suit, Nous nous intéresserons aux signaux impulsifs générés à partir des lois α-stables

[108] et du modèle ǫ-contaminé [87].

2.3.2 Somme pondérée de gaussiennes

Dans les années 50, Middleton a été le premier à démontrer l’existence des bruit non gaussiens

dans les canaux acoustiques sous marins [88] ainsi que dans les canaux de transmissions urbains.

Dans une série de publications [87], [117], [118], Middleton a proposé un modèle adapté aux
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interférences éléctromagnetiques (EMI) appelé modèle ǫ-contaminé ou modèle de Middleton.

Le modèle proposé est défini comme la somme d’une composante impulsive et d’une composante

gaussienne. Middleton subdivise ce modèle en trois classes :

Classe A : somme de lois normales pondérées

Classe B : somme de lois hypergéométriques confluentes

Classe C : combinaison des deux premières classes (A,B).

Un cas particulier de la classe A est le modèle ǫ-contaminé défini par [135]

f(x) = (1 − ǫ)N (m,σ2
1) + ǫN (m,σ2

2). (2.28)

La valeur de la variance σ2
1 correspondant à la composante gaussienne est plus faible que celle de

la composante impulsive σ2
2 . On note le rapport des variances r = σ2

2/σ
2
1 qui est généralement

de l’ordre de 100. Le paramètre ǫ est appelé facteur de contamination.

La figure 2.5 représente la densité de probabilité du bruit impulsif pour différentes valeurs de ǫ,

avec σ2
1 = 0.05 et σ2

2 = 50.
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Fig. 2.5: La densité de probabilité du modèle de bruit de Middleton

2.3.3 Signaux α-stables

Les lois α-stables sont utilisées dans de nombreux domaines pour modéliser des signaux en

télécommunication, Struck et Kleiner [120] ont démontré d’une façon empirique que le bruit dans

les lignes téléphoniques est bien décrit par une loi α-stable. Dans le domaine des finances, les

travaux de Mandelbrot [82], en informatique [23], [68], et dans les applications biomédicales [59]

[13] [107], les lois α-stables se sont révélés adéquates pour modéliser les phénomènes impulsifs.

Nikias et al. ont contribué au développement de différents algorithmes en traitement du signal

[115] qui tiennent compte du bruit impulsif α-stable. Parmi les algorithmes proposés par Nikias
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et al, on peut citer la détection et la classification de signaux [114], l’estimation autodidacte de

canal [80], le traitement d’antennes et le radar [121], [124], [122], la mise au point de récepteurs

optimaux et sous-optimaux en présence de signaux impulsifs [125], l’estimation des paramètres

d’une distribution α-stable [30], [126], [80]. Plusieurs ouvrages ont été consacrés à ces lois et

nous citons le livre de Taqqu [108] qui a étudié les lois α-stables d’une manière approfondie dans

le cas univarié et multivarié.

Définition 1 Une variable aléatoire (v.a.) X est dite α-stable s’il existe des paramètres 0 <

α ≤ 2,−1 ≤ β ≤ 1, γ ≥ 0, et µ ∈ R tels que sa fonction caractéristique ait la forme suivante :

Φ(ω) = exp{jµω − γ |ω|α [1 + jβsigne(ω)κ(ω,α)]} (2.29)

où

κ(t, α) =





tgαπ2 , α 6= 1

2
πln(t) , α = 1

signe(t) =





1

0

−1

si t > 0

si t = 0

si t < 0.

Les quatre paramètres caractérisant une loi α-stable sont les suivants.

α : appelé exposant caractéristique, 0 < α ≤ 2. Il détermine la forme de la distribution. Plus la

valeur de α est petite, plus la queue de la distribution est lourde.

µ : appelé paramètre de position ou de centrage, µ ∈ R. Pour α > 1, µ est égal à la moyenne

de la distribution.

γ : appelé le paramètre de dispersion (ou échelle), ce paramètre correspond à la moitié de la

variance dans le cas où α = 2.

β : appelé paramètre d’asymétrie, β ∈ [−1, 1]. Si β = −1, la distribution est totalement asymé-

trique à gauche. Si β = 1, la distribution est totalement asymétrique à droite. Pour β = 0, la

distribution est symétrique par rapport au paramètre µ.

Définition 2 Une v.a. X a une distribution stable si et seulement si pour tout k et toute suite

de variables aléatoires i.i.d. {X1 . . . Xk} de même loi que X, il existe ak > 0 et bk deux réels,

tels que

X1 + · · · +Xk , akX + bk. (2.30)

Pour bk = 0, la distribution est dite strictement stable.

On notera la distribution α-stable de paramètres α, β, γ et µ par Sα(β, γ, µ).
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Quelques cas particuliers

• La loi normale N (m,σ2) correspond à une loi α-stable définie par S2(0, σ
2/2,m) et on a :

N (x;m,σ2) =
1√
2πσ

exp(−(x−m)2

2σ2
)

• La loi de Cauchy correspond à une loi S1(0, σ,m)

S1(x; 0, σ,m) =
1

π

γ

γ2 + (x−m)2

• La distribution de Lévy correspond à la loi α-stable avec les paramètres α = 1/2 et β = −1

S1/2(x;−1, σ,m) =

√
γ

2π

1

(x−m)3/2
exp(− γ

2(x−m)
), x > µ

Dans le cas général, pour α quelconque, nous n’avons pas de forme explicite pour la distribution

α-stable. Dans [123] les auteurs proposent une méthode d’approximation basée sur une forme

polynomiale :

Sα(β, 1, 0) =





1
πx

∑∞
k=1

(−1)k−1

k! Γ(αk + 1)
(
x
c

)−αk
sin
(
kπ
2 (α+ ϑ)

)

1
πx

∑∞
k=1

(−1)k−1

k! Γ( kα + 1)
(
x
c

)k
sin
(
kπ
2α (α+ ϑ)

)
pour 0 < α < 1

pour 1 < α ≤ 2
(2.31)

où Γ(s) est la fonction Gamma définie par Γ(s) =
+∞∫
0

ts−1e−t dt

et

c = (1 + η2)−1/2α, ϑ = − 2

π
arctgη

η = βtg(πα/2). (2.32)

L’équation (2.31) n’est pas exploitable car elle implique une somme infinie de termes et cela

pose un problème pour le choix du degré du polynôme qui donne la meilleure approximation

de la distribution. Dans [75], l’auteur montre que l’utilisation de cette approximation conduit

à une instabilité numérique ce qui la rend d’une manière générale inexploitable pour obtenir la

d.d.p. de lois α-stables.

2.3.3.1 Distribution symétrique α-stable SαS

Une distribution α-stable est dite symétrique α-stable (SαS) lorsque β = 0. Dans ce cas, la

fonction caractéristique définie par l’équation (2.29) devient plus simple, et elle a pour expression

Φ(ω) = exp{jµω − γ |ω|α}. (2.33)
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2.3.3.2 Les moments de lois α-stables

Si X est une v.a. qui suit une loi Sα(β, γ, µ), alors on a les propriétés suivantes :

Pour α = 2, E|X|p < +∞ et pour 0 < α < 2, on a deux cas :

E|X|p = +∞ pour p ≥ α et

E|X|p < +∞ pour 0 ≤ p < α, dans ce dernier cas on a l’expression suivante :

E |X|p = C(p, α)γp/α (2.34)

où

C(p, α) =
2p+1Γ(p+1

2 )Γ(−p/α)

α
√
πΓ(−p/2) . (2.35)

Lorsque α est strictement inférieur à 2, la variance d’une loi α-stable est infinie. De plus, si α

est strictement inférieur à 1, c’est la moyenne qui devient infinie.
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Fig. 2.6: Les moments de lois α-stables pour différentes valeurs de α

Dans la figure 2.6, on représente les moments d’ordre p pour différentes valeurs de α correspon-

dant aux propriétés définies dans (2.34) et (2.35).

2.3.3.3 Approximation par un mélange de gaussiennes

Il est possible de représenter une v.a. α-stable en fonction d’une v.a. gaussienne et d’une autre

v.a. α-stable [75]

Théorème 1 Soit X ∼ Sαx(0, γx, 0) avec 0 < αx ≤ 2 et soit αz vérifiant 0 < αz < αx. Alors,

il existe une v.a. Y positive α− stable indépendante de X avec

Y ∼ Sαz/αx
(−1, (cos(

παz
2αx

))αx/αz , 0) (2.36)
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telle que la nouvelle v.a. Z = Y 1/αxX soit aussi α-stable et on a :

Z ∼ Sαz(0, γx, 0) (2.37)

Théorème 2 Soit X ∼ N (0, 2γx) et soit αz vérifiant 0 < αz < 2. Alors, il existe une v.a. Y

positive α-stable indépendante de X avec

Y ∼ Sαz/2(−1,
[
cos(

παz
4

))2/αz

]
, 0) (2.38)

telle que la nouvelle v.a. Z = Y 1/2X soit aussi α-stable et on a :

Z ∼ Sαz(0, γx, 0). (2.39)

La d.d.p. de Z est déduite à partir de la propriété des lois marginales par :

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fZ|V (z|v) fV (v) dv

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(
− z2

2γv2

)
fV (v)v−1 dv (2.40)

où Y = V 2 et fV (v) est une densité appelée densité de mélange. L’intégrale (2.40) est approchée

par une somme finie sur un ensemble de N points qui permet d’obtenir une approximation de

la loi α-stable par un modèle de mélange de gaussiennes [75] :

fα,0,γ,µ(z) ≈

N∑
j=1

exp

(
− (z−µ)2

2γv2j

)
fV (vj) v

−1
j

N∑
j=1

fV (vj)

(2.41)

avec

fV (v) = 2vfY (y) . (2.42)
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Fig. 2.7: La d.d.p. d’un signal α-stable pour différents exposants caractéristiques
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Fig. 2.8: Queue d’une loi α-stable en fonction de α

La figure 2.7 représente les densités de probabilités du bruit α-stable pour différentes valeurs de

α. On remarque que la valeur α détermine la forme de la distribution. Plus la valeur de α est

petite, plus la distribution a une forme pointue et sa queue décrôıt plus lentement que celle de

la distribution gaussienne comme on peut le vérifier sur la figure 2.8.
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Fig. 2.9: Effet du paramètre d’échelle sur une d.d.p. α-stable
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Les effets du paramètre de dispersion γ et le paramètre d’asymétrie β sur la forme de la distri-

bution α-stable sont illustrés par les figures 2.9 et 2.10 respectivement. On observe sur la figure

2.9 que l’augmentation de la valeur de γ rend la distribution plus aplatie tandis que la dimi-

nution de sa valeur la rend piquée. Sur la figure 2.10 nous remarquons qu’une valeur négative

de β correspond à la présence d’une queue de distribution vers la gauche tandis qu’une valeur

positive correspond à une queue de distribution vers la droite.
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Fig. 2.11: Différents signaux obtenus pour différentes valeurs de α ; (a) : α = 2, (b) : α = 1.5,

(c) : α = 1, (d) : α = 0.5

Pour illustrer l’influence du paramètre α, on génère différents signaux correspondant à différentes

valeurs de l’exposant caractéristique. La figure 2.11 montre que plus la valeur de α est petite

plus le signal présente des impulsions avec des amplitudes très grandes.

2.3.3.4 Propriétés des variables aléatoires α-stables

Propriété 1 Si deux v.a. α-stables X1 ∼ Sα(β1, γ1, µ1) et X2 ∼ Sα(β2, γ2, µ2) sont indépen-

dantes, alors X1 +X2 ∼ Sα(β, γ, µ) avec

β =
β1γ

α
1 + β2γ

α
2

γα1 + γα2
, γ = (γα1 + γα2 )1/α, µ = µ1 + µ2

Propriété 2 Si X ∼ Sα(β, γ, µ) alors pour tout réel c 6= 0 et d ∈ R, on a

cX + d ∼





Sα(signe(c)β, |c| γ, cµ+ d)

S1(signe(c)β, |c| γ, cµ+ d− 2
πcβγ ln |c|)

pour α 6= 1

pour α = 1
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2.3.3.5 Covariation

La covariance joue un rôle très important dans le cas gaussien, malheureusement cette quantité

n’est pas définie dans le cas α-stable car les moments d’ordre 2 sont infinis. La covariation,

définie ci-dessous, joue un rôle analogue à la covariance dans le domaine des signaux α-stables.

Soient deux v.a. X et Y SαS avec un exposant caractéristique 1 < α ≤ 2, la covariation de X

et Y est définie par :

[X,Y ]α =

∫

C
xy〈α−1〉dΓ(S) (2.43)

où C est le cercle unité, Γ(S) est une mesure spectrale [39], [81] et l’opérateur 〈α− 1〉 est défini

par

y〈α−1〉 =





|y|α signe(y)

|y|α−1 y∗

pour y ∈ R

pour y ∈ C.
(2.44)

Lorsque 1 < α ≤ 2, l’équation (2.44) a pour expression [115]

[X,Y ]α =
E(XY 〈p−1〉)
E(|Y |p) γy, 1 ≤ p < α. (2.45)

La covariation n’est pas symétrique

[X,Y ]α 6= [Y,X]α. (2.46)

Pour α = 2, la covariation est reliée à la covariance des variables X et Y par :

[X,Y ]2 =
1

2
Cov(X,Y ). (2.47)

Enfin, nous avons l’égalité suivante :

[Y, Y ]α = γy. (2.48)

Le coefficient de covariation

Par analogie avec les lois pour lesquelles le coefficient de covariance existe, on introduit dans le

cas des signaux α-stables le coefficient de covariation comme suit.

Définition 3 Le coefficient de covariation de X et Y est donné par

λXY =
[X,Y ]α
[Y, Y ]α

. (2.49)
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La covariation et le coefficient de covariation sont liés au moment d’ordre fractionnaire inférieur

à α de la manière suivante :

λXY =
E(XY 〈p−1〉)
E(|Y |p) , 1 ≤ p < α (2.50)

et

[X,Y ]α = λXY γy, 1 ≤ p < α. (2.51)

Propriété 3 Pour les lois SαS la covariation est linéaire à gauche, c’eat à dire :

[aX1 + bX2, Y ]α = a[X1, Y ]α + b[X2, Y ]α ∀(a, b) ∈ R
2, ∀X1,X2, Y

La covariation n’est pas linéaire à droite dans le cas général. Mais, si Y1 et Y2 sont indépen-

dantes, alors on a :

[X, cY1 + dY2]α = c〈α−1〉[X,Y1] + d〈α−1〉[X,Y2] ∀(c, d) ∈ R
2, ∀X,Y1, Y2.

2.3.3.6 Variable complexe α-stable

Une v.a. complexe X = X1 + jX2 α-stable est définie par sa fonction caractéristique [121] :

Φ(ω) = E{exp[jℜ(ωX∗)]} = E{exp[j(ω1X1 + ω2X2)]} avec ω = ω1 + jω2. (2.52)

La v.a. X est dite isotropique SαS si le couple (X1,X2) a une mesure spectrale uniforme [121].

Dans ce cas, la fonction caractéristique est réduite à l’expression suivante :

Φ(ω) = E{exp [jℜ(ωX∗)]} = exp(−γ |ω|α). (2.53)

2.3.3.7 Génération de processus α-stables

Dans cette partie, nous présentons la technique utilisée pour générer des échantillons à partir

d’une distribution α-stable. Cet algorithme développé par Chambers et al. [32] permet de simuler

les lois stables Sα(β, 1, 0) comme suit :

Sα(β, 1, 0) =





G sin[α(U−U0)]

(cosU)1/α

(
cos(U−(U−U0))

V

) (1−α)
α

, pour α 6= 1

2
π

[
(π2 + βU)tgU − β ln

( π
2
V cosU
π
2
+βU

)]
, pour α = 1

(2.54)

où

V est une v.a. de loi exponentielle standard

U est une v.a. uniforme sur
]
−π

2 ,
π
2

[

G = [cos(arctg(β{tg(πα/2)))]−1/α

U0 = −π
2β(1−|1−α|

α )

Pour obtenir une loi avec une valeur de dispersion quelconque, on effectue le changement de

variable défini par la propriété suivante.
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Propriété 4 Une distribution α-stable est appelée distribution standard, lorsque µ = 0 et γ = 1.

Toute distribution α-stable peut être réécrite dans une forme standard en appliquant le change-

ment de variable suivant :

X suit une loi Sα(β, γ, µ) ⇐⇒ Y =
X − µ

γ1/α
suit une loi standard Sα(β, 1, 0).

Dans le cas gaussien (α = 2, β = 0), on obtient X = 2
√
V sinU qui correspond à la méthode

de Box-Müller [31] pour la génération de variables aléatoires avec une loi gaussienne N (0, 2).

Pour simuler une loi de Cauchy (α = 1, β = 0), on a X = tg(U)

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans cette partie les principales transformées et distributions temps-

fréquence adaptées pour la représentation et l’estimation des SPP. En particulier, nous avons

passé en revue d’une manière un peu plus approfondie la transformée de phase polynomiale,

la distribution de Wigner-Ville polynomiale et la fonction d’ambigüıté généralisée qui ont fait

l’objet de plusieurs publications citées précédemment et démontrant ainsi que l’utilisation de

ces outils pour l’analyse des SPP noyés dans un bruit gaussien additif ou multiplicatif reste

valide.

Nous avons aussi rappelé deux modèles de distributions non gaussiennes souvent utilisés pour

définir le bruit impulsif. Nous avons vu que le modèle du bruit ǫ-contaminé défini par la somme

pondérée de deux gaussiennes est un modèle simple et que le modèle α-stable qui est plus flexible

et permet d’obtenir une large gamme de distributions. Ces deux modèles sont liés comme le

prouve les résultats présentés dans [7], [75] qui montrent qu’il est possible d’approximer les lois

α-stables par une somme de gaussiennes.

Vu la nature des signaux non gaussiens dont les statistiques du second d’ordre sont infinies, la

représentation est l’estimation des SPP noyés dans ce type de bruit pose problème. Ce dernier

sera étudié dans les prochains chapitres et dans lesquels nous proposons des solutions robustes.



Chapitre 3

Méthodes d’analyse temps-fréquence

robustes

3.1 Introduction

3.2 L’effet du bruit impulsif

3.3 Distributions temps-fréquence robustes

3.4 Conclusion

3.1 Introduction

Dans le précédent chapitre, nous avons présenté les outils temps-fréquence pour l’analyse des

SPP à amplitude constante noyés dans un bruit additif et multiplicatif gaussien. Cependant

dans certain cas le bruit peut être de nature impulsive.

Dans [69], les auteurs ont proposé un algorithme appelé M-periodogramme qui permet d’analy-

ser les signaux harmoniques affectés par un bruit impulsif avec une distribution à queue lourde.

Le M-periodogramme utilise la fonction Minimax de Huber [60]. Dans le même contexte, un

spectrogramme et une distribution de Wigner-Ville robustes (RWVD) ont été proposés respec-

tivement dans [45] et [71].

La RWVD a été ensuite étendue dans [18] au cas des SPP de degré supérieur à 2. La nouvelle

distribution dénommée distribution de Wigner-Ville polynomiale robuste (RPWVD) a été étudié

pour des SPP noyés dans un bruit non gaussien obtenu en faisant passer un bruit gaussien dans

un filtre non linéaire.
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Dans [81], les auteurs ont introduit une nouvelle classe d’algorithmes robustes au bruit impulsif

α-stable exploitant les statistiques d’ordre fractionnaire. Ils proposent une fonction d’ambigüıté

robuste appelée FLOAF (Fractional Lower-Order Amibiguity Function) pour estimer le temps

de retard et la fréquence de retard [128]. Dans [63], les auteurs proposent une distribution de

Wigner-Ville robuste basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire. Cette nouvelle distribution

appelée FLOWVD (Fractional Lower-Order Wigner-Ville Distribution) est obtenue en exploi-

tant la définition de la covariance d’ordre fractionnaire définie dans [81].

Dans ce chapitre nous présentons une nouvelle distribution pour les SPP à amplitude constante

affectés par un bruit impulsif α-stable. Cette distribution appelée FLOPWVD (Fractional

Lower-Order Polynomial Wigner-Ville Distribution) se base sur les statistiques d’ordre frac-

tionnaire [41]. On comparera cette distribution à la PWVD classique ainsi qu’à la RPWVD.

3.2 L’effet du bruit impulsif

Dans cette partie, nous étudions l’effet du bruit impulsif sur les différentes distributions temps-

fréquence classiques. A titre d’exemple, nous considérons l’effet du bruit α-stable pour différentes

valeurs du paramètre caractéristique α à la fois sur le spectrogramme et sur la distribution de

Wigner-Ville. Avant de procéder à une étude plus approfondie, nous considérons tout d’abord

l’exemple simple suivant.

Soit un signal y(t) obtenu à partir de la somme d’un signal x(t) et d’une impulsion de Dirac à

un instant ti avec une amplitude A >> Ex, où Ex est l’énergie du signal, y(t) s’écrit comme :

y(t) = x(t) +Aδ (t− ti) . (3.1)

La WVD du signal y(t) a pour expression :

Wy(t, f) = Wx(t, f) + 4ℜ
{
Ax(2t− ti)e

−j2(t−ti)f
}

+ 2 |A|2 δ(t − ti). (3.2)

On remarque que la WVD du signal y(t) comporte une composante ayant une valeur égale

à 2 |A|2 qui contamine le plan temps-fréquence sur tout l’axe des fréquences à l’instant ti de

l’apparition de l’impulsion. S’ajoutent à cela les termes croisés entre le signal utile x(t) et

l’impulsion, dus à la forme quadratique du noyau Ky(t, τ) = y(t+ τ/2)y∗(t− τ/2).

De manière générale, soit un signal affecté par un bruit additif w(t) comme défini dans l’équation

(1.2) et calculons sa fonction d’autocorrélation :

Ry(t, τ) = E
{
y(t+

τ

2
)y∗(t− τ

2
)
}
. (3.3)
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En développant l’expression ci-dessus, on obtient

Ry(t, τ) = x(t+
τ

2
)x(t− τ

2
) + x(t+

τ

2
)E
{
w∗(t− τ

2
)
}

+ (3.4)

x∗(t+
τ

2
)E
{
w(t+

τ

2
)
}

+ E
{
w(t+

τ

2
)w∗(t− τ

2
)
}
.

A titre d’exemple, pour τ = 0, l’équation (3.4) se réduit à

Ry(t, 0) = |x(t)|2 + x(t)E {w∗(t)} + x∗(t)E {w(t)} + E
{
|w(t)|2

}
. (3.5)

Supposons que le bruit w(t) est de nature α-stable. Nous avons vu dans le chapitre 2 que

E {w(t)} est infinie pour α ≤ 1 et que E
{
|w(t)|2

}
devient infinie pour α < 2. Cette propriété

rend la WVD totalement inefficace pour estimer la FI du signal.
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Fig. 3.1: Effet du bruit additif α-stable pour différentes valeurs de α, (a) (b) (c) : spectro-

gramme ; (d) (e) (f) : WVD

Dans la figure 3.1, nous avons représenté le spectrogramme et la WVD d’un signal chirp affecté

par un bruit blanc additif de distribution gaussienne et un bruit α-stable, de paramètre α = 0.8.

Dans les figures 3.1(b) et 3.1(e) on remarque qu’il est toujours possible de distinguer la fréquence

instantanée dans le cas du bruit gaussien. On observe dans les figures 3.1(c) et 3.1(f) que les
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différentes représentations temps-fréquence sont fortement dégradées par le bruit α-stable qui

présente des raies verticales, le long de l’axe des fréquences. On n’observe plus la fréquence

instantanée du signal représentée dans les figures 3.1(a) et 3.1(d).

Dans le cas où le bruit est α-stable, les auteurs dans [123] proposent une mesure équivalente au

rapport signal sur bruit (SNR) pour le bruit gaussien. Cette mesure appelée rapport signal à

bruit généralisé (GSNR) est définie par

GSNR = 10 log

(
1

γwN

N∑

t=0

|x(t)|2
)
. (3.6)

3.3 Distributions temps-fréquence robustes

3.3.1 PWVD robuste pour les SPP noyés dans un bruit non gaussien

Dans [18], les auteurs proposent une distribution de Wigner-Ville polynomiale robuste définie à

partir d’un problème d’optimisation qui est le suivant :

m̂ = arg min
m

J(t, f,m) (3.7)

avec

J(t, f,m) =

N/2∑

n=−N/2
g(nT )F [e(t, f, n)] (3.8)

et

e(t, f, n) = K(q)
x (t, n) e−j4πfnT −m (3.9)

où K
(q)
x (t, n) est le noyau défini en (2.6), F [e(t, f, n)] une fonction appelée fonction perte et

g(nT ) une fenêtre quelconque.

Si F [e(t, f, n)] = |e(t, f, n)|2, on obtient la PWVD standard définie en (2.5) dans sa forme

discrète.

Afin de diminuer l’effet du bruit non gaussien, on utilise un critère en valeur absolue défini par

l’estimateur des moindres modules F [e(t, f, n)] = |e(t, f, n)| et on obtient une PWVD robuste

W r
x(t, f) vérifiant :

W r
x(t, f) =

N/2∑

n=−N/2

d(t, f, n)

D0(t, f)
K(q)
x (t, n) e−j4πfnT (3.10)

où

d(t, f, n) =
g(nT )∣∣∣K(q)

x (t, n) e−j4πfnT −W r
x(t, f)

∣∣∣
(3.11)



3.3 Distributions temps-fréquence robustes 33

et

D0(t, f) =

N/2∑

n=−N/2
d(t, f, n). (3.12)

Vu que W r
x apparâıt à gauche et à droite de l’égalité en (3.10), on obtient alors l’algorithme

itératif suivant qui permet de calculer la RPWVD à partir de la PWVD standard définie par

(2.5) et qu’on notera W s
x(t, f). Les étapes de l’algorithme sont données ci-dessous :

1) Initialisation : W 0
x (t, f) = W s

x(t, f)

2) Pour i = i+ 1,

3) Calculer d(t, f, n) et D0(t, f) à partir de (3.11) et (3.12)

4) Calculer W i
x(t, f) qui correspond à la RPWVD à l’itération i

en utilisant l’équation (3.10)

5) Arrêt de l’algorithme si pour un seuil fixé η on a

∣∣W i
x(t, f) −W i−1

x (t, f)
∣∣ /
∣∣W i

x(t, f)
∣∣ ≤ η

6) Sinon retour à à l’étape 2,

Tab. 3.1 – Algorithme RPWVD

Exemple 1 On considère le SPP d’ordre 4 suivant

x(t) = exp
{
j
(
−14.8606 t+ 0.26474 t2 − 1.73032 10−3 t3 + 4.24097 10−6 t4

)}
+ w(t). (3.13)

On propose de représenter la RPWVD du SPP noyé dans un bruit α-stable pour différentes

valeurs de α. Le calcul de la RPWVD est effectué avec une fenêtre de Hanning de longueur

L = 16 échantillons. Le bruit w(t) est un bruit complexe SαS où le paramètre α est varié pour

différentes valeurs.

L’algorithme RPWVD a été validé dans le cas où le signal est affecté par un bruit non gaussien

obtenu par une fonction non linéaire d’un signal gaussien. Dans ce qui suit nous proposons de

tester les performances de la RPWVD dans le cas d’un bruit impulsif α-stable. Les simulations

données par la figure ci-dessous montrent que la RPWVD résiste bien au bruit α-stable pour

α ≥ 1.
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Fig. 3.2: L’effet du bruit impulsif α-stable sur la RPWVD, (a) : FI théorique, (b) : α = 1.6,

(c) : α = 1, (d) : α = 0.5

La figure 3.2 illustre l’effet du bruit α-stable pour différentes valeurs de α. On remarque que

pour des valeurs de 1 ≤ α < 2, la RPWVD permet de révéler la fréquence instantanée du signal

à phase polynomiale. Cependant, elle échoue pour les valeurs α < 1.

3.3.2 WVD basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire

Dans [63] Griffith et al. ont étudié l’effet du bruit impulsif α-stable et ont proposé une WVD

robuste en utilisant les moments statistiques d’ordre fractionnaire qu’on présentera en cours de

ce paragraphe.
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En se basant sur le spectre évolutif défini dans [29] :

Sx(t, f) = E {Wx(t, f)} =

∫ ∞

−∞
E
{
x
(
t+

τ

2

)
x∗
(
t− τ

2

)
e−j2πfτ

}
dτ (3.14)

et afin d’éviter l’effet dégradant du bruit α-stable, dans [81], les auteurs ont introduit la cova-

riance d’ordre fractionnaire (FLOC) définie par :

Rax(t, τ) = E
{
x〈a〉

(
t+

τ

2

)
x〈a〉

(
t− τ

2

)}
(3.15)

où (.)〈a〉 est l’opérateur appelé le aime moment d’ordre inférieur fractionnaire 1 défini par :

x〈a〉 ,





|x|a+1 /x∗

0

si x 6= 0

si x = 0
(3.16)

x−〈a〉 , (x∗)〈a〉 = (x〈a〉)∗. (3.17)

La figure 3.3 représente les différentes fonctions non linéaires définies par l’équation (3.16) en

fonction du paramètre a.

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

x

x〈 
a

 〉

a=1
a=0
a=0.5
a=0.1

Fig. 3.3: La fonction de x〈a〉 pour différentes valeurs de l’exposant a

On remarque que pour a = 0, on obtient la fonction signe tandis que pour a = 1 aucune

transformation n’est appliquée au signal. Pour 0 < a < 1, on obtient une fonction qui atténue

la valeur de l’échantillon avec une grande amplitude. Pour un signal z(t) = rejθ, on remarque

que l’opérateur défini par (3.16) n’agit que sur l’amplitude du signal z(t) et préserve sa phase,

puisque :

z−〈a〉 = raejθ. (3.18)

1Phased fractional lower-order moment
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Fig. 3.4: Signal avant application de l’opérateur 〈a〉

La figure 3.4 représente un SPP avec une amplitude b = 1, noyé dans un bruit impulsif α-stable

avec α = 1. On note bien l’écart entre le signal d’origine et le signal bruité.
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Fig. 3.5: Signal après application de l’opérateur 〈a〉

Après application de l’opérateur donnée par l’équation (3.17) avec le paramètre a = 0.1, on

remarque que l’amplitude du signal bruité diminue considérablement.

Tenant compte de l’équation (3.15), dans [63], les auteurs ont introduit une distribution appelée

spectre de Wigner-Ville robuste défini par :
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S〈a〉
x (t, f) =

∫ ∞

−∞
E
{
x〈a〉

(
t+

τ

2

)
x〈a〉

(
t− τ

2

)}
e−j2πfτdτ. (3.19)

A partir de (3.19) on définit la WVD basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire (FLOWVD)

[63] par :

W 〈a〉
x (t, f) =

∫ ∞

−∞
x〈a〉

(
t+

τ

2

)
x〈a〉

(
t− τ

2

)
e−j2πfτdτ. (3.20)

Afin, d’illustrer l’efficacité de la FLOWVD, on considère un signal chirp affecté par un bruit

impulsif α-stable avec α = 1. La figure 3.6(a) montre la FI du signal sans bruit. Sur la figure

3.6(b) on remarque que le bruit impulsif dégrade considérablement l’interprétation de la re-

présentation temps-fréquence. Enfin, sur la figure 3.6(c), on représente la FLOWVD du signal

bruité et on remarque que la FI apparâıt clairement.
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Fig. 3.6: Exemple de comparaison entre la WVD et la FLOWVD, (a) : WVD du signal sans

bruit, (b) : signal chirp plus bruit α = 1 avec un GSNR=10 dB, (c) : La FLOWVD du signal

chirp
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On a vu que la WVD ne nous permet pas d’obtenir la FI de façon efficace pour les SPP de

degré M ≥ 3. Étant donné que la FLOWVD a la même forme quadratique que la WVD, on

s’attend à ce que ces deux distributions aient les mêmes caractéristiques. En effet,la figure 3.7

représente la FI du signal SSP de degré 5 obtenue par la FLOWVD et la WVD du signal

filtré par un filtre médian. Ce dernier est généralement utilisé dans le traitement d’image pour

supprimer le bruit impulsif [2] et son application en analyse temps-fréquence a été proposé dans

[70]. Nous remarquons que le filtre médian associé à la WVD est moins performant comparé à la

FLOWVD qui comme la WVD présente aussi des ondulations secondaires. Nous proposons donc

d’utiliser les propriétés de la FLOC associée à la PWVD classique pour généraliser le concept

de la FLOWVD aux signaux à phase polynomiale d’ordre supérieur à 2.
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Fig. 3.7: La FLOWVD d’un signal à phase polynomiale d’ordre 5 avec un GSNR=10 dB, (a) :

α = 1.6, (b) : α = 1, (c) : signal après filtrage médian d’ordre 4 (α = 1.6), (d) : signal après

filtrage médian d’ordre 4 (α = 1).
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3.3.3 PWVD basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire

Nous avons montré que l’utilisation de la FLOWVD ne permet pas d’obtenir une représentation

temps-fréquence pour les SPP d’ordre supérieur à 2. Pour palier à cette difficulté, on va utiliser

les statistiques d’ordre fractionnaire pour définir une nouvelle distribution capable de révéler la

fréquence instantanée du signal dans un bruit impulsif. Cette distribution appelée FLOPWVD

est définie par [41] :

W 〈a〉,q
x (t, f) =

∫ +∞

−∞
K〈a〉,q
x (t, τ)e−j2πfτdτ (3.21)

avec

K〈a〉,q
x (t, τ) =

q/2∏

k=0

[x〈a〉(t+ tkτ)]
γk [x−〈a〉(t+ t−kτ)]

−γ−k (3.22)

où l’opérateur (.)〈a〉 a été introduit par l’équation (3.16). Il est à noter aussi que le calcul des

paramètres tk et γk de la FLOPWVD se fait de la même manière que dans le cas de la PWVD

classique.

Exemple 2 L’exemple suivant montre la forme du noyau calculé dans [15].

K6
x(t, f) = [x(t+ 0.62τ)x∗(t− 0.62τ)]

×[x(t+ 0.75τ)x∗(t− 0.75τ)]

×[x(t+ 0.87τ)x∗(t− 0.87τ)]. (3.23)

En utilisant la définition du noyau donné par (3.22), on obtient le noyau suivant :

K〈a〉,6
x (t, f) = [x〈a〉(t+ 0.62τ)x−〈a〉(t− 0.62τ)]

×[x〈a〉(t+ 0.75τ)x−〈a〉(t− 0.75τ)]

×[x〈a〉(t+ 0.87τ)x−〈a〉(t− 0.87τ)]. (3.24)

Fig. 3.8: Schéma d’implantation de la FLOPWVD

On considère un SPP x(t) d’ordre 5 avec une amplitude constante b = 2 et une phase φ(t) =

2.55 10−5 t5+0.1t. On calcule la FLOPWVD de ce signal en utilisant le noyau donné par (3.24).



40 Méthodes d’analyse temps-fréquence robustes

Les figures 3.11, 3.12, 3.13, illustrent la FLOPWVD du signal x(t) noyé dans un bruit α-stable

avec différentes valeurs de α. La FLOPWVD est obtenue en utilisant la valeur a = 0.1.
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Fig. 3.9: Évolution du SPP noyé dans un bruit impulsif
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Fig. 3.10: PWVD du signal noyé dans un bruit impulsif

La PWVD classique ne permet pas d’obtenir la FI du signal considéré. La simulation de la figure

3.10 est obtenue avec un bruit impulsif SαS avec α = 0.5.
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Fig. 3.11: La FLOPWVD du signal en présence d’un bruit impulsif avec (α = 1.6)

Nous représentons dans la figure 3.11 une simulation de la FLOPWVD du même signal avec un

bruit impulsif SαS avec α = 1.6. La FLOPWVD permet d’obtenir la FI du signal utile.
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Fig. 3.12: La FLOPWVD du signal en présence d’un bruit impulsif (α = 1)

La figure 3.12 représente la FI pour un bruit SαS avec α = 1. On remarque que l’influence du

bruit est plus importante que dans la figure précédente qui correspond à α = 1.6.
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Fig. 3.13: La FLOPWVD du signal avec un bruit impulsif (α = 0.5)

Pour un bruit SαS avec α = 0.5 donc fortement impulsif, on remarque l’apparition de raies dues

au bruit. Ceci est nettement meilleur que pour la simulation obtenue pour la RPWVD dans la

figure 3.2(d).

Remarque 1 Le choix de l’exposant a est très important pour l’obtention d’une représentation

temps-fréquence sans artefacts dû au bruit impulsif. Pour cela la valeur de l’exposant a doit être

strictement inférieure à α
2 .

3.3.4 Comparaison des distributions temps-fréquence robustes

Nous avons présenté dans les sections précédentes deux distributions robustes adaptées aux SPP

d’ordre M > 2 : la RPWVD basée sur le critère en valeur absolue et la FLOPWVD basée sur

les statistiques d’ordre fractionnaire. Dans cette partie, nous proposons de comparer ces deux

distributions temps-fréquence robustes. Pour ce faire, nous introduisons les méthodes fondées

sur la mesure de distance et de divergence définies pour les densités de probabilité en statistique.

L’utilisation de mesures d’information en traitement du signal et images est très courante, que ce

soit en communication, en codage, en détection ou en estimation. L’utilisation de ces mesures

est aussi extensible à l’analyse temps-fréquence pour comparer les signaux à partir de leurs

distributions. Plusieurs travaux dans ce sens ont été présentés, nous citons par exemple [14] [11]

et [12].

Plusieurs mesures de divergence pour les densités de probabilité existent dans la littérature [113]

[104]. Parmi les mesures connues, nous citons la divergence de Kullback-Leibler et la divergence



3.3 Distributions temps-fréquence robustes 43

de Renyi qui appartiennent à une classe plus large appelée f-divergence de Csiszar [38].

La divergence Kullback-Leibler est définie par

KL (C1, C2) =

∫ ∫
C1(t, f) log

C1(t, f)

C2(t, f)
dtdf. (3.25)

où C1(t, f) et C2(t, f) sont deux distributions temps-fréquence.

Cette mesure est positive et son application est restreinte seulement aux distributions positives

tel que le spectrogramme. Sachant que la distribution de Wigner-Ville peut prendre des valeurs

négatives, l’application de la mesure de Kullback-Leibler pose un problème [14].

Une façon de contourner ce problème de la validité des mesures de divergence consiste à comparer

ces distributions en utilisant des signaux pour lesquels la distribution est toujours positive. Ceci

peut se faire en utilisant le théorème de Hudson [61], [36] qui montre que la WVD est positive

pour les signaux de la forme

x(t) =
(a2

π

)1/4
exp
(
−a2t

2/2 + ja1t
2/2 + ja0t

)
. (3.26)

Pour palier à ce problème, une autre mesure appelée l’entropie de Rényi d’ordre ℓ a été introduite

et elle est définie par [104] :

Hℓ (C1) =
1

ℓ− 1
log

∫ ∫
Cℓ1(t, f) dtdf ℓ > 0, ℓ 6= 1. (3.27)

On définit alors la divergence de Rényi pour deux distributions temps-fréquence C1(t, f), C2(t, f)

par :

Dℓ (C1, C2) =
1

ℓ− 1
log

∫ ∫
Cℓ1(t, f)C1−ℓ

2 (t, f) dtdf. (3.28)

A la différence de la mesure de Kullback-Leibler, la divergence de Rényi est généralement définie

pour toutes les distributions de la classe de Cohen non positives pour ℓ ≥ 2 (voir exceptions

dans [14]). Il a été démontré dans [86] que la divergence de Renyi est sensible aux différences

entre les phases et entre les amplitudes des composantes du signal.

Une approche générale pour construire des mesures de divergence est l’utilisation de la différence

de Jensen en fonction de l’entropie H de deux densités de probabilité p1 et p2 qui est définie

par :

J(p1, p2) = H

(
p1 + p2

2

)
− H(p1) +H(p2)

2
. (3.29)

Cette différence est utilisée pour introduire une nouvelle mesure de divergence, appelée la di-

vergence de Jensen-Shannon définie par :

J(C1, C2) = Hℓ(
C1 + C2

2
) − Hℓ(C1) +Hℓ(C2)

2
. (3.30)
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Dans [86], les auteurs proposent une modification de la mesure de Jensen-Shannon en introdui-

sant une nouvelle mesure de divergence, appelée la divergence de Jensen-Rényi, définie par :

J1(C1, C2) = Hℓ(
√
C1C2) −

Hℓ(C1) +Hℓ(C2)

2
. (3.31)

L’équation (3.31) est nulle lorsque C1 = C2 et on peut montrer, en utilisant l’inégalité de

Cauchy-Schwartz, que [14] :

Hℓ(
√
C1C2) ≥

Hℓ(C1) +Hℓ(C2)

2
. (3.32)

L’équation (3.32) prouve que la divergence de Jensen-Rényi est positive.

On considère un SPP à amplitude constante b = 1 et ayant une phase φ(t) = 0.1 t+2.55 10−5t5.

Le signal est affecté par un bruit α-stable avec le paramètre α = 1. A titre d’exemple, on obtient

la figure 3.14 ci-dessous, où la mesure de Jensen-Rényi à été calculée pour ℓ = 3.
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Fig. 3.14: La divergence de Jensen-Rényi pour différentes distributions (α = 1)

Cette figure donne la mesure de Jensen-renyi de différentes distributions comparées à la PWVD

du signal original. Les distributions sont la PWVD du signal bruité par un bruit impulsif avec

α = 1 (courbe en rouge). La FLOPWVD est représentée par une courbe en vert. La RPWVD est

donnée par la courbe en magenta, et la courbe en noir représente le PWVD du signal tronqué en

utilisant la technique de seuillage par histogramme [106]. Enfin, la courbe bleu clair représente

la PWVD du signal filtré par un filtre médian d’ordre 4.

On observe que la FLOPWVD donne la meilleure performance en terme de divergence minimale

par rapport à toutes les autres distributions.
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3.3.5 Signaux à phase polynomiale multicomposantes

Soit un signal composé de plusieurs signaux à phase polynomiale selon le modèle suivant :

y(t) =

K∑

i=1

xi(t) + w(t). (3.33)

Si les xi(t) sont des signaux chirp, on peut étendre le concept de la FLOWVD pour définir des

distributions FLOWVD lissées et ainsi limiter les effets des termes croisés qui apparaissent dans

la FLOWVD. On obtient :

C〈a〉
y (t, f) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(t, ν, τ)y〈a〉(t+ τ/2)y−〈a〉(t− τ/2)e−j2π(tν+fτ)dνdτ. (3.34)

De même, nous pouvons définir une classe de FLOPWVD lissées pour les SPP d’ordre M > 2

et on obtient :

C〈a〉,q
y (t, f) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(t, ν, τ)[y〈a〉(t+ tkτ)]

γk [y−〈a〉(t+ t−kτ)]
−γ−ke−j2π(tν+fτ)dνdτ. (3.35)

Dans le tableau ci-dessous, nous présentons quelques fenêtres de pondération notées h(t, ν, τ)

qu’on rencontre dans la littérature.
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fenêtre expression

gaussienne à variables séparables exp
(
−π2ν2

2σ2
ν

)
exp

(
−π2τ2

2σ2
τ

)

Choi-Williams [34] exp
(
−2π2ν2τ2/σ2

)

Zhao-Atlas-Marks (ZAM) [136] |τ | exp
(
−uτ2

)
sinc

(
ντ
v

)

Margenau-Hill [85] cos (πντ)

Page [96] exp (−ν |τ | /2)

Rihaczek [105] exp (−ντ/2)

Bessel [57] 2
π|τ |

√
1 −

(
v−t
uτ

)2
Π
(
v−t
2uτ

)

B-distribution [17]
[

|τ |
cosh2(t)

]

Tab. 3.2 – Liste de noyaux classiques

A titre d’exemple, nous représentons la FI d’un signal obtenu à partir de la somme de deux

signaux chirp, ce signal est noyé dans un bruit α-stable de paramètre α = 0.5. Nous considérons

les versions robustes de la WVD, la distribution de Choi-Williams, la distribution de Bessel et la

distribution de ZAM présentées respectivement sur les figures 3.15(a), 3.15(b), 3.15(c), 3.15(d).

Dans cette exemple, nous remarquons que la distribution de ZAM basée sur les statistiques

d’ordre fractionnaire donne une meilleure représentation temps-fréquence par rapport aux autres

distributions.
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Fig. 3.15: Exemple de différentes distributions robustes d’un signal multicomposantes en pré-

sence d’un bruit α-stable (α = 0.5), (a) : FLOWVD, (b) : FLOCWD, (c) : FLOBD, (d) :

FLOZAMD

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré l’effet dégradant du bruit impulsif obtenu à partir d’une

loi α-stable sur les représentations temps-fréquence classiques d’un signal à phase polynomiale.

Nous avons proposé la FLOPWVD basée sur les statistiques d’ordre fractionnaire qui est une

distribution temps-fréquence robuste et qui permet de révéler la fréquence instantanée de SPP

d’ordreM ≥ 3. De même, nous avons montré que les performances de cette nouvelle distribution

sont meilleures comparées à celles de la PWVD robuste proposée dans [18]. Il est à remarquer

que l’implantation de la FLOPWVD est plus simple à implanter que la RPWVD puisque celle-ci

est obtenue par la PWVD classique du signal observé à la sortie un filtre non linéaire du SPP
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corrompu par le bruit impulsif. Le choix des paramètres de la FLOPWVD est très important

pour l’obtention de performances satisfaisantes. Une direction intéressante à explorer serait le

choix optimal du paramètre du moment fractionnaire 〈a〉 qui permettra d’obtenir la meilleure

représentation temps-fréquence du signal.



Chapitre 4

Méthodes d’analyse spectrale

adaptées à l’estimation des SPP

4.1 Introduction

4.2 Méthode de Capon pour l’estimation des SPP

4.3 Algorithme MUSIC pour les SPP affectés par un bruit gaussien

4.4 Algorithme MUSIC Robuste pour les SPP affectés par un bruit impulsif

4.5 Conclusion

4.1 Introduction

Dans [137], l’algorithme MUSIC (Multiple Signal Classification) a été proposé pour l’estimation

des paramètres d’un signal à phase polynomiale. La méthode est basée sur la transformation

du signal par le noyau défini pour la TPP (2.9)-(2.13), qui permet de ramener le problème d’es-

timation des paramètres du SPP à celui de l’estimation de signaux harmoniques. L’algorithme

MUSIC est ensuite appliqué pour l’estimation du coefficient du plus haut degré de la phase,

les autres coefficients sont également obtenus par le même algorithme après démodulation du

signal. Les auteurs montrent que la TPP transforme le bruit gaussien additif qui reste blanc

pour un SPP de degré 2 et peut même être considéré comme blanc dans le cas d’un SPP de

degré supérieur à 2 lorsque la TPP est évaluée pour τ = 1.

Cette idée a été récemment reprise dans [106] en considérant un bruit impulsif α-stable. L’es-

timateur MUSIC a été appliqué en utilisant la matrice de covariance du signal harmonique
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tronqué, puis en utilisant la matrice de covariation généralisée du signal bruité. Néanmoins,

la transformation du bruit impulsif α-stable par la TPP génère un bruit impulsif qui n’est

pas nécessairement α-stable. L’application des statistiques d’ordre fractionnaire pose problème.

Une alternative proposée par [106] a été d’utiliser l’algorithme M-estimateur de la covariance

introduit dans [60].

D’autres travaux [95], [119] se sont basés sur l’estimateur de Capon en proposant une version

modifiée pour l’estimation des paramètres des SPP sans passer par l’étape de la TPP qui

engendre des erreurs dans l’estimation au fur et à mesure que le signal est démodulé. En nous

basant sur cette idée, nous présentons dans ce chapitre, une nouvelle variante de l’estimateur

MUSIC adaptée aux SPP et qui sera appliquée dans le cas d’un bruit gaussien puis ensuite

dans le cas où le signal utile est contaminé par un bruit impulsif α-stable. Cet estimateur sera

dénommé MFLOM-MUSIC (Modified Fractional Lower-Order Moment based MUSIC ) dans la

suite de l’exposé.

4.2 Méthode de Capon pour l’estimation des SPP

Dans [95], l’auteur propose une version modifiée de l’estimateur Capon pour l’analyse des SPP.

En considérant un signal SPP multicomposantes

x(n) =
K∑

k=1

xk(n) (4.1)

=

K∑

k=1

bke
jφk(n), 0 ≤ n ≤ N − 1. (4.2)

où les amplitudes bk sont constantes et chaque phase φk est un polynôme de degré Mk. On fait

passer le signal x(n) dans un filtre variable d’ordre p de telle façon qu’une seule composante à

phase polynomiale soit sélectionnée à la fois. La sortie du filtre pour une phase exp [jφ(n)] est

donnée par :

H(n, β) =
n∑

m=n−p
h(n,m)e−j[φ(n)−φ(m)] = hT (n)bp(n, β). (4.3)

où h(n) est la réponse impulsionelle du filtre

h(n) = [h(n, n), h(n, n − 1), . . . , h(n, n − p)]T (4.4)

et le vecteur bp(n, β) est donné par :

bp(n, β) = [1, e−j[φ(n)−φ(n−1)], . . . , e−j[φ(n)−φ(n−p)]]T . (4.5)
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Le vecteur β = (β1, β1, . . . , βR) contient les coefficients des fonctions noyau de phase

φ(n) =

R∑

i=0

βin
i. (4.6)

Afin de sélectionner une composante à phase polynomiale du signal dans (4.1), nous devons

résoudre le problème de minimisation sous contrainte suivant

min
h(n)

hT (n)Rx,p(n)h∗(n)

sous la contrainte hT (n)b(n, β) = 1. (4.7)

La solution à l’équation (4.7) est obtenue par minimisation quadratique et elle est donnée par :

h∗
opt(n) =

R−1
x,p(n)b(n, β)

b(n, β)R−1
x,pb(n, β)

. (4.8)

On obtient une Représentation Temps-Coefficient (TCR) [95]

PM−Capon(n, β) =
1

bHp (n, β)R−1
x,p(n)bp(n, β)

(4.9)

où R̂x,p(n) = E{x(n)xH (n)} est la matrice d’autocorrélation du vecteur x(n) défini par

x(n) = [x(n), x(n− 1), . . . , x(n− p)]T . (4.10)

L’idée de l’estimateur de Capon modifié (M-Capon) pour l’estimation des coefficients de la phase

polynomiale consiste à effectuer un balayage en utilisant une famille de phases polynomiales au

lieu d’un balayage sur l’axe des fréquences comme dans le cas de l’estimateur de Capon classique

pour les fréquences pures.

Nous remarquons que l’estimée de la matrice R̂x,p(n) est une matrice singulière puisqu’elle est

estimée à partir d’un seul vecteur de réalisation. Afin de calculer l’inverse de R̂x,p(n) dans

l’équation (4.9) nous devons ajouter une charge diagonale :

R̂x,p(n) = E
{
x(n)xH(n)

}
+ ρI, ρ > 0 (4.11)

En utilisant le lemme d’inversion matriciel, on obtient

R̂−1
x,p(n) =

1

ρ

(
I − x(n)xH(n)

ρ+ x(n)xH(n)

)
. (4.12)
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L’estimateur de Capon modifié peut être réécrit sous la forme suivante paramétrée par ρ :

PM−Capon(n, β, ρ) =
ρ

(p+ 1) − [|b(n, β)x(n)|2/(ρ+ ||x(n)||2)] . (4.13)

Exemple 3 On considère le SPP d’ordre 4 sur une durée 0 ≤ n ≤ N − 1

x(n) =





ej(10π/256)n
4

ej(50π/256)n
4

pour 0 ≤ n ≤ 63

pour 64 ≤ n ≤ 255.
(4.14)

La figure 4.1 montre l’évolution de la valeur du coefficient de la phase du signal ci-dessus en

fonction du temps. On utilise pour la simulation la famille de fonctions de phase ayant la forme

φ(n) = (π/N)kn4, −N ≤ k ≤ N − 1 et 0 ≤ n ≤ N − 1. La taille de la fenêtre est p = 30.
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Fig. 4.1: Estimateur M-Capon du coefficient de la phase d’un SPP d’ordre 4

La méthode Capon modifié permet d’estimer le coefficient de la phase et d’observer l’évolution

de ce coefficient en fonction du temps.

Exemple 4 Dans cet exemple, le signal x(n) est la somme de deux SPP de même ordre mais

avec des coefficients différents

x(n) = ej(10π/256)n
4

+ ej(50π/256)n
4
, 0 ≤ n ≤ 255. (4.15)
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Fig. 4.2: Estimateur de M-Capon du coefficient de la phase de deux SPP d’ordre 4

La figure 4.2 montre l’évolution des paramètres des deux composantes à phase polynomiale. On

constate que leur représentation temps-coefficient présente des interférences entre les différentes

composantes des deux signaux.

4.3 Algorithme MUSIC pour les SPP affectés par un bruit gaus-

sien

Nous avons montré dans la section précédente que la méthode de Capon modifiée repose sur

l’addition d’une matrice diagonale ρI (charge diagonale) qui rend possible l’inversion de la

matrice d’autocorrélation du signal. Le choix du paramètre ρ dans l’équation (4.13) influe sur

les performances de l’estimateur. On suppose que les SPP sont affectés par un bruit gaussien et

nous définissons la représentation temps-coefficient basée sur une méthode haute résolution qui

est l’algorithme MUSIC. La décomposition de l’espace des observations en deux sous-espaces :

un sous-espace signal et un sous-espace bruit [40] conduit à la décomposition suivante :

Rx,p = BΛBH + σ2
wI. (4.16)

L’estimateur MUSIC modifié est défini par

PM−MUSIC(n, β) =
1

bHp (n, β)Ex,pEHx,pbp(n, β)
(4.17)

où la matrice Ex,p = [eK+1, eK+2, . . . , ep] est obtenue par décomposition en valeurs propres

(EVD) de la matrice d’autocorrélation R̂x,p et en retenant les vecteurs propres associés aux

p−K plus petites valeurs propres de R̂x,p.
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Pouvoir de résolution des estimateurs

L’inverse de la matrice R̂x,p peut écrite sous la forme [119]

R̂−1
x,p(n) =

1

σ2
w

[
I −

N∑

i=1

vi(1 +
σ2
w

λi
)−1vHi

]
(4.18)

où vi et λi sont respectivement les vecteurs et les valeurs propres de la matrice Rx,p.

Pour le signal multicomposantes donné dans l’équation (4.1), les vecteurs propres sont propor-

tionnels aux composantes du signal. Ceci résulte en une combinaison linéaire des spectrogrammes

de chaque composante normalisée par son amplitude [119]

PM−MUSIC(n, β) =
1

(p+ 1) −∑K
k=1 SPECxk

(n, β)/b2k
. (4.19)

L’étude théorique montre que les estimateurs de Capon et MUSIC adaptés aux SPP s’écrivent

en fonction du spectrogramme et possèdent le même pouvoir de résolution pour deux coefficients

appartenant à deux composantes différentes. Cependant, l’utilisation de l’estimateur de MUSIC

présente deux avantages majeurs par rapport à l’estimateur de Capon. Le premier avantage

permet d’éviter le chargement diagonal de la matrice d’autocorrélation et donc le choix du

paramètre ρ. Le second avantage est que les sous-espaces signal et bruit peuvent être obtenus

sans passer par la décomposition de la matrice d’autocorrélation en utilisant des techniques

comme le propagateur [84] qui permettent de réduire la complexité calculatoire.

4.4 Algorithme MUSIC Robuste pour les SPP affectés par un

bruit impulsif

Représentation temps-coefficient robuste

Dans [76], les auteurs proposent un estimateur MUSIC robuste au bruit impulsif α-stable dans

le cadre de l’estimation des directions d’arrivées en traitement d’antenne. Cet estimateur est

basé sur les statistiques d’ordres fractionnaire. Dans ce qui suit, nous proposons d’étendre le

concept défini dans 4.2 pour l’estimation des SPP noyés dans un bruit impulsif α-stable [40].

On définit la matrice de covariation Ĉx,p dont les éléments (i, j) sont obtenus en utilisant le

vecteur (4.10) [76], soit :

Ĉx,p(i, j) = E{x(i)|x(j)|r−2x∗(j)} (4.20)

où le nombre r, appelé ordre du moment fractionnaire, doit vérifier 1 < r < α ≤ 2.
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On démontre dans [76] que la matrice Ĉx,p est bornée et elle peut être exprimée sous la forme

analogue à (4.16) :

Ĉx,p = B Λ B
H

+ δI (4.21)

où Λ, B et δ sont définis dans [76]. La représentation temps-coefficient robuste est obtenue par

PMFLOM−MUSIC(n, β) =
1

bHp (n, β)Ex,pE
H
x,pbp(n, β)

(4.22)

où Ex,p = [eK+1, eK+2, . . . , ep] est obtenu par décomposition en valeurs singulières (SVD) de

la matrice Ĉx,p et en retenant les vecteurs singuliers gauches associés aux p − K plus petites

valeurs singulières de Ĉx,p.

La figure 4.3 montre l’effet du bruit impulsif sur l’estimation du coefficient de la phase du

SPP par la méthode Capon. On constate comme pour l’analyse temps-fréquence, une nette

dégradation de la représentation temps-coefficient. Cette dégradation à l’inverse de celle observée

dans le plan temps-fréquence, ne présente pas de raies mais plutôt des artefacts sur tout le plan

temps-coefficient.
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Fig. 4.3: Estimateur M-MUSIC du coefficient de la phase d’un SPP d’ordre 4 dans un bruit

impulsif α = 1.2, γ = 1
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Fig. 4.4: Estimateur MFLOM-MUSIC pour le SPP noyé dans un bruit impulsif α = 1.2, γ = 1

L’application de l’algorithme MFLOM-MUSIC permet une estimation robuste des paramètres

du signal à phase polynomiale. La figure 4.4 comparée à la figure 4.3 montre une amélioration

dans l’observation de l’évolution du coefficient de la phase.
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Fig. 4.5: MFLOM-MUSIC Estimateur pour deux SPP noyés dans un bruit impulsif α = 1.2,

γ = 1

Le même résultat est obtenu pour le signal multicomposantes affecté par un bruit α-stable. On

distingue plus clairement dans la figure 4.5 les deux coefficients associés à chaque phase.

Dans le paragraphe suivant, on étudie l’influence des paramètres qui rentrent dans le calcul de

l’estimateur FLOM-MUSIC. Cette étude permettra le bon choix de ces derniers pour obtenir

une représentation temps-coefficient robuste en fonction des paramètres du bruit impulsif.

Influence des paramètres sur la représentation Temps-coefficient robuste

Dans cette partie, nous étudions l’influence des paramètres sur la performance de l’estimateur

de MUSIC robuste. Les trois paramètres sont la taille du filtre p, la dispersion du bruit impulsif
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γ et enfin l’exposant r qui rentre dans l’estimation de la matrice de covariation.

• Influence du paramètre p : taille du filtre

Nous considérons le signal donné dans l’exemple 3 et nous faisons varier la taille du filtre p.

Nous observons que la taille du filtre joue un rôle important et plus cette taille est grande plus la

représentation est meilleure. Mais l’augmentation de la valeur de p est très coûteuse en termes

de calcul et de place mémoire spécialement pour l’estimateur de Capon qui implique l’inversion

de la matrice R(n) de taille (p + 1) × (p + 1). La complexité de calcul est de O((p + 1)3) pour

chaque itération n, 0 ≤ n ≤ N − 1.
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Fig. 4.6: Influence de la taille du filtre, (a) : p=10, (b) : p=30

• Influence du paramètre γ : dispersion du bruit α-stable

Nous faisons varier la valeur de la dispersion du bruit α-stable pour vérifier la robustesse de la

méthode. Nous choisissons α = 1.2 et nous faisons varier la valeur de γ.

La figure 4.7 représente le MSE de l’estimation du terme de plus haut degré de la phase du

signal donné dans l’exemple 3 en fonction du GSNR.
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Fig. 4.7: Performances des estimateurs M-MUSIC et MFLOM-MUSIC en fonction de la dis-

persion

Puisque l’estimateur MFLOM-MUSIC est un estimateur robuste, il donne naturellement une

meilleure estimation du coefficient de la phase que celle donnée par M-MUSIC à très faible

GSNR. Nous remarquons aussi que le MSE dans le cas du MFLOM-MUSIC est pratiquement

nul pour des valeurs de γ petites ( 5 < GSNR < 10).

• Influence du paramètre r : exposant de la matrice de covariation

Nous considérons un bruit SαS avec α = 1.6, γ = 5 et nous faisons varier le paramètre r avec

1 < r < α = 1.6. Le résultat de simulation obtenu dans la figure 4.8 montre la valeur du

MSE (dB) de l’estimation du paramètre de la phase en fonction du paramètre r entrant dans

la définition de la matrice de covariation donnée par l’équation (4.20).
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Fig. 4.8: MSE de l’estimateur MFLOM-MUSIC pour différentes valeurs de r
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La courbe montre que pour une valeur de r = 1.1 le MSE est à -18 db, les performances de

l’estimateur se détériore au fur et à mesure que r devient grand, pour r = 1.5 on a MSE=-7 db.

On constate donc que plus la valeur de r est choisi proche de 1, plus l’estimation du coefficient

est meilleure.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux méthodes de décomposition en sous-espace

bruit et signal (Capon et MUSIC) pour l’estimation des SPP. Dans un premier temps, nous

avons présenté une méthode de Capon adaptée à l’estimation du coefficient de la phase. Cette

méthode nous a permis de représenter l’évolution temporelle des coefficients sur un plan temps-

coefficient par analogie avec les représentations dans le plan temps-fréquence. De même, nous

avons présenté un estimateur MUSIC en considérant le sous espace bruit supposé gaussien. L’es-

timateur MUSIC permet d’estimer les coefficients de la phase sans ajouter de charge diagonale

à la matrice d’autocorrélation comme dans le cas de l’estimateur de Capon. Il est aussi possible

de réduire la complexité calculatoire de cette méthode en utilisant à titre d’exemple la méthode

du propagateur. Comme il a été déjà mentionné, ces méthodes ne sont pas robustes en pré-

sence d’un bruit impulsif α-stable. Nous avons utilisé la matrice de covariation pour obtenir un

estimateur MUSIC robuste. Cet estimateur est valide pour des bruits impulsifs α-stables avec

α > 1. Dans le cas contraire (α ≤ 1 ), on peut utiliser l’algorithme fondé sur la non linéarité à

mémoire nulle (ZMNL) [74] 1.

1Zero-memory nonlinearity
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Chapitre 5

Approches basées sur la

représentation d’état

5.1 Introduction

5.2 Modélisation

5.3 Estimation par un filtrage de Kalman étendu robuste

5.4 Estimation par deux filtres de Kalman étendus parallèles

5.5 Estimation par deux filtres UKF parallèles

5.6 Conclusion

5.1 Introduction

L’estimation paramétrique par filtrage de Kalman a été largement étudiée dans le cas des SPP

affectés par un bruit gaussien. L’utilisation du filtre de Kalman est motivée par les avantages

qu’il présente sur le plan pratique pour la poursuite de la fréquence du signal dans plusieurs

applications [116], [97]. Les premiers travaux dans ce domaine ont été consacrés à l’identifi-

cation des signaux chirp. Un modèle d’état linéaire peut être alors obtenu en se basant sur

l’approximation de Tretter [67] qui transforme le bruit additif en un bruit sur la phase. Ce

modèle est linéaire et gaussien, il permet l’application du filtre de Kalman qui est optimal au

sens du minimum de variance mais reste approximatif d’autant plus qu’il n’est applicable que

dans le cas d’un signal mono-composante. Dans [100],[101] les auteurs ont étudié le problème

d’identification des signaux chirp par filtrage de Kalman étendu en proposant et en comparant
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deux modèles exacts non linéaires du signal : le premier modèle est non linéaire par rapport à

l’état et le second par rapport à la mesure. Plus récemment, dans [4] les auteurs ont proposé

une méthode pour estimer les signaux chirps en utilisant deux filtres de Kalman en cascade.

Kootsookos et al. [73] ont proposé un filtre de Kalman étendu pour la démodulation des SPP

en utilisant une représentation d’état d’un SPP dont la phase est exprimée en fonction des

polynômes de Legendre.

Ainsi le problème d’estimation par la technique de filtrage de Kalman des SPP dans le cas

non gaussien reste ouvert. Dans cette partie, nous présentons le problème d’estimation utilisant

le filtre de Kalman des SPP noyés dans un bruit impulsif de type Middleton classe A. Nous

proposons trois solutions qui rendent le filtre robuste et nous comparons leurs performances.

5.2 Modélisation

Dans cette partie, nous supposons que le signal étudié s’écrit comme suit :

y(k) = s(k) + w(k) (5.1)

où s(k) est un SPP donné par :

s(k) = b(k) cos(φ(k)) (5.2)

et w(k) est un bruit impulsif qui suit le modèle ǫ-contaminé.

Modélisation d’un SPP monocomposante

Commençons par un signal chirp (SPP d’ordre 2) que l’on représente par le modèle d’état suivant

x(k) =
[
b φ(k) ∆φ(k) ∆2φ(k)

]T
(5.3)

avec

∆φ(k) =
1

2
(φ(k + 1) − φ(k − 1)) (5.4)

∆2φ(k) =
1

2
(∆φ(k + 1) − ∆φ(k − 1)) (5.5)

La représentation d’état du signal est donnée par :

x(k + 1)= Fx(k)

y(k) = H(x(k)) +w(k)
(5.6)

Si on suppose un bruit d’état, alors cette représentation s’écrit comme suit :

x(k + 1)= Fx(k) + v(k)

y(k) = H(x(k)) +w(k)
(5.7)
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où

F =




1 0 0 0

0 1 1 1/2

0 0 1 1

0 0 0 1




, H(x(k)) = x1(k) cos x2(k) (5.8)

v(k) est un bruit blanc gaussien avec une matrice de covariance Qv et w(k) est un bruit ǫ-

contaminé avec une d.d.p. donnée par :

p(w(k)) = (1 − ǫ)N (0, σ2
1) + ǫN (0, σ2

2). (5.9)

Pour un SPP d’ordre M , le vecteur d’état est de la forme

x(k) =
[
b φ(k) ∆φ(k) ∆2φ(k) . . . ∆Mφ(k)

]T
. (5.10)

On peut montrer que la matrice de transition F a la forme suivante

F =




1 0 0 . . . 0

0 1 1/1! . . . 1/M !
...

. . .
. . . . . .

...
...

. . .
. . . 1 1/1!

0 . . . . . . 0 1




, ex. : pour M = 3, F =




1 0 0 0 0

0 1 1 1/2 1/6

0 0 1 1 1/2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1




.

(5.11)

Le filtrage de Kalman classique ne permet pas l’estimation des états du système donné par

l’équation (5.6) car les équations d’état et d’observation ne sont pas linéaires. Le filtre de Kalman

étendu repose sur la linéarisation des équations du système à l’aide d’un développement de

Taylor limité au premier ordre, autour de l’estimation courante x̂(k). Remarquons que pour le

système donné par (5.6), seule l’équation d’observation est à linéariser. Des développements de

Taylor d’ordres supérieurs à 1 sont envisageables mais au prix d’une complexité plus importante.

On peut donc linéariser l’équation d’observation autour de l’état courant x̂(k) et on a :

y(k) = H(x̂(k)) + H(k) [x(k) − x̂(k)] (5.12)

où

H(k) =
∂H(x(k))

∂x(k)

∣∣∣∣
x(k)=bx(k)

. (5.13)

La matrice H(k) définie par (5.13) sera donc utilisée pour définir une version robuste du filtre

de Kalman étendu (EKF).



64 Approches basées sur la représentation d’état

Modélisation d’un SPP multicomposantes

L’extension de l’estimation par filtre de Kalman aux SPP multicomposantes peut être facilement

obtenue en définissant le vecteur d’état suivant

x(k) =
[
b1 φ1(k) ∆φ1(k) · · · ∆M1φ1(k) · · · bK φK(k) ∆φK(k) · · · ∆MKφK(k)

]T

(5.14)

où l’opérateur ∆ est défini dans (5.4). Comme dans le cas d’un SPP d’ordre 2, l’équation d’état

est donnée par :

x(k + 1) = Dx(k) (5.15)

où la matrice D est définie par :

D =




F1 0 . . . 0

0 F2 . . . 0
...

. . .
. . .

...

0
. . . 0 FK



. (5.16)

Les matrices Fj pour j = 1...K sont définies comme la matrice F introduite dans (5.11).

D’autre part, l’équation d’observation s’écrit :

y(k) = x11(k)cos(x21(k)) + x12(k)cos(x22(k)) + · · · + x1K(k)cos(x2K(k)) + w(k). (5.17)

Ainsi, les algorithmes qui seront considérés dans la suite peuvent être appliqués de manière

identique pour le signal monocomposante en utilisant (5.6) et pour le signal multicomposantes

en utilisant (5.15)-(5.17).

Dans la suite, nous considérons, sans perte de généralité, l’exemple de l’estimation d’un signal

chirp pour la comparaison entre les algorithmes proposés. Ces derniers peuvent être aisément

appliqués aux SPP d’ordre M > 2 en utilisant le modèle plus général déduit à partir de (5.10).

5.3 Estimation par un filtrage de Kalman étendu robuste

Dans cette partie, nous présentons un algorithme basé sur le filtre de Kalman robuste étendu

(REKF) [42]. La différence principale entre le REKF et le filtre de Kalman classique réside

dans le calcul du gain du filtre. L’idée sur laquelle repose l’algorithme est la fonction modifiée

M-estimateur de Huber définie dans [52]. Cette fonction est donnée par :
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ρ(e(k)) =





e2(k)/2

∆2/2

si |e(k)| < ∆

si |e(k)| ≥ ∆.
(5.18)

On associe à la fonction ρ(e(k)) la fonction poids q(e(k)) définie par :

q(e(k)) ,
1

e
.
∂ρ(e)

∂e
. (5.19)

On obtient alors

q(e(k)) =





1

0

si |e(k)| < ∆

si |e(k)| ≥ ∆
(5.20)
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Fig. 5.1: Fonction M-estimateur de Huber modifiée

La figure 5.1 représente les fonctions ρ(e) et q(e) simulées pour ∆ = 12. La fonction ρ(e) est

quadratique pour les valeurs inférieures à un seuil ∆.

En présence d’un bruit ǫ-contaminé, le seuil ∆ est obtenu à partir de la probabilité d’apparition

des impulsions et de la l’écart type du signal d’erreur e(t). Cette relation est donnée par [33] :

ǫ = Pr {|e(k)| > ∆} = 1 − erf

(
∆√
2σ̂e

)
(5.21)

où erf(s) = 2√
π

∫ s
0 e

−t2dt est la fonction erreur et σ̂e l’estimée de l’écart type de e(k). Cette

variance s’obtient de façon récursive par [52] :

σ̂2
e(k) = λeσ̂

2
e(k − 1) + (1 − λe)c1median (Ψ(k)) (5.22)

c1 = 1.483(1 +
5

Ng − 1
) (5.23)

Ψ(k) =
∣∣e2(k), . . . , e2(k −Ng + 1)

∣∣ (5.24)

où Ng définit la longueur de la fenêtre du filtre médian. Ce dernier procède tout d’abord par

un tri dans un ordre croissant des échantillons voisins au point que l’on considère. Ensuite, on
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sélectionne l’élément milieu du tri. Le filtrage consiste à remplacer l’échantillon en considération

par la valeur médiane du voisinage de l’élément milieu du tri. Pour une longueur Ng, le filtre

est robuste pour Ng/2 impulsions consécutives. En pratique, la valeur de Ng est choisie entre 5

et 11. Le filtre de Kalman robuste peut être résumé comme suit.

Différentes étapes du REKF

Initialisation

x(0) = x0, P(0) = P0 = Π0

Effectuer les étapes suivantes pour k = 1, 2, ..., :

1. Calculer l’erreur :

e(k) = y(k) −H(x(k)) (5.25)

2. Calculer la matrice de gain de Kalman :

K(k) = q(e(k))P(k|k − 1)HT (k)
[
H(k)P(k|k − 1)HT (k) + σ2

wI
]−1

(5.26)

3. Estimer l’état courant :

x(k|k) = x(k|k − 1) + K(k)e(k) (5.27)

4. Estimer l’état à un pas :

x(k + 1|k) = Fx(k|k) (5.28)

5. Calculer la matrice de covariance de l’erreur d’estimation :

P(k|k) = λ−1 [I − K(k)H(k)] P(k|k − 1) (5.29)

6. Détermination de la matrice de covariance de l’erreur d’estimation :

P(k + 1|k) = FP(k|k)FH + Qv. (5.30)

Le vecteur des paramètres θ =
[
b a0 a1 . . . aM

]T
est obtenu par [4]

θ̂(k) = AF−kx̂(k|k) (5.31)

où la matrice A est diagonale et est donnée par :

A =




1 0 0 . . . 0

0 1 . . .
...

...
. . . 1/1! . . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 . . . . . . 0 1/M !




. (5.32)
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Fig. 5.2: Signal chirp noyé dans un bruit non gaussien

Exemple 5 On considère un signal chirp à amplitude constante b = 1. Les paramètres de

la phase ont les valeurs suivantes : a0 = π/2, a1 = 0.1 et a2 = 1.25 × 10−3. La probabilité

d’apparition du bruit impulsif est ǫ = 0.01. On prend σ2
1 = 0.05 et σ2

2/σ
2
1 = 500. Le filtre REKF

a pour paramètres : λ = 0.99, λe = 0.9 et la longueur de la fenêtre du filtre médian est Ng = 8.

Les conditions initiales sont données par :

x0 =
[

0.5 π/3 0 3.10−3
]T

et

P0 = diag
[

1/2 π2/9 π2/9 4.3865.10−6
]
.
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Fig. 5.3: Estimation par REKF d’un signal chirp

La figure 5.3 est un exemple de simulation dans les conditions présentées ci-dessus, la valeur

du SNR est -13 dB. La figure 5.3(a) représente l’estimation de l’amplitude du signal chirp par

l’EKF et le REKF. Les figures 5.3(b), 5.3(c) et 5.3(d) illustrent l’estimation des coefficients de

la phase : a2, a1 et a0 respectivement. Les figures 5.3(e) et 5.3(f) donnent l’estimation de la

phase et de la fréquence instantanée du signal. On observe sur les figures que, le REKF arrive
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à poursuivre les paramètres du signal, tandis que le filtre EKF classique diverge complètement.

Dans la figure suivante, nous traçons le MSE des paramètres pour un SNR allant de -5 db à 10

dB.
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Fig. 5.4: MSE des paramètres du signal chirp obtenus par REKF

Enfin, les MSE des paramètres estimés par le filtre REKF sont donnés dans la figure 5.4. Nous

remarquons sur la figure 5.4(a) que le MSE de l’amplitude du signal décrôıt en augmentant le

SNR et se stabilise à 0.004 entre 6 dB et 10 dB. Le MSE du coefficient du plus haut degré a2 est

représenté sur la figure 5.4(b), le MSE diminue progressivement et se stabilise à 10−7 à partir de

7 dB. La figure 5.4(c) donne le MSE du paramètre a1 qui se stabilise à 0.5 10−3 pour SNR=10

dB. Enfin, la figure 5.4(d) représente le MSE du coefficient a0 qui atteint la valeur zéro à 10 dB.

5.4 Estimation par deux filtres de Kalman étendus parallèles

Récemment un algorithme basé sur l’estimation par un réseau de filtres de Kalman parallèles

dans le cas d’un modèle linéaire avec bruit d’état non gaussien a été proposé dans [83] pour
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l’égalisation de canal en communication numérique. Ce problème a été étendu pour la détection

multi-utilisateurs en considérant un bruit d’observation impulsif [109].

Etant donné que le modèle d’état dans (5.6) est non linéaire et non gaussien (bruit d’observa-

tion impulsif) nous proposons un ensemble de deux filtres EKF fonctionnant en parallèle pour

l’estimation des paramètres du SPP noyé dans un bruit impulsif.

Le théorème de Bayes permet d’écrire la distribution de probabilité a posteriori comme suit :

p(x(k)|Y k) =
p(x(k)|Y k−1)p(y(k)|x(k))

p(y(k)|Y k−1)
(5.33)

avec

Y k−1 = [y(k − 1), y(k − 2), . . . y(0)]. (5.34)

Connaissant la d.d.p. du bruit d’observation, on a

p(y(k)|x(k)) = (1 − ǫ)N (y(k) −H(x(k)), σ2
1) + ǫN (y(k) −H(x(k)), σ2

2). (5.35)

La densité prédite de l’état, sachant les observations passées p(x(k)|Y k−1), est approximée par

une Somme Pondérée de Gaussiennes (SPG) comme suit [5] :

p(x(k)|Y k−1) =

ξ
′

(k)∑

i=1

α
′

i(k)N (x(k) − xi(k|k − 1),Pi(k|k − 1)). (5.36)

où {xi(k|k − 1)}i=1...ξ′(k) sont les moyennes des gaussiennes de la SPG, {Pi(k|k − 1)}i=1...ξ′(k)

sont les matrice de covariances et
{
α

′

i(k|k − 1)
}
i=1...ξ′(k)

sont des pondérations qui quantifient

la contribution de chaque gaussienne dans la SPG. On obtient alors [43] :

p(x(k)|Y k) = γk



ξ
′

(k)∑

i=1

α
′

i(k)N (x(k) − xi(k|k − 1),Pi(k|k − 1))


 .




2∑

j=1

λjN (y(k) −H(x(k)), σ2
j )




(5.37)

où λ1 = 1 − ǫ et λ2 = ǫ. La d.d.p. pour l’itération suivante est obtenue par :

p(x(k + 1)|Yk) =

∫
p(x(k + 1)|x(k))p(x(k)|Yk)dx(k) (5.38)

et à partir de la d.d.p. du bruit d’état, on a :

p(x(k + 1)|x(k)) = N (x(k + 1) −Fx(k),Qv) (5.39)

Le développement des calculs présenté dans l’annexe A, nous permet d’aboutir à une version

du réseau de filtres de Kalman étendus constitué de deux filtres EKF en parallèle. L’algorithme

est résumé dans les équations suivantes.
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Etape de prédiction

1. Etat prédit

x̂(k|k − 1) = Fx̂Eqmm(k − 1|k − 1)

2. Calcul de l’erreur

e(k|k − 1) = y(k) −H(x̂(k|k − 1))

3. Calcul de la covariance de l’erreur de prédiction

P̂(k|k − 1) = FP̂Eqmm(k − 1|k − 1)FT + Qv

4. Variance d’erreur de sortie prédite

ζ2
j (k|k − 1) = σ2

j + H(k)P̂(k|k − 1)HT (k) j = 1, 2

Etape de filtrage

5. Calcul du gain de Kalman

Kj(k) = P̂(k|k − 1)HT (k)/ζ2
j (k|k − 1)

6. Covariance d’erreur d’estimation

P̂j(k|k) = (I − Kj(k)H(k))P̂(k|k − 1)

7. Calcul de l’état estimé

x̂j(k|k) = x̂(k|k − 1) + Kj(k)e(k|k − 1)

Estimation EQMM

8. Calcul des pondérations

βj(k) = N (e(k|k − 1), ζ2
j (k|k − 1))

αj(k) =
λjβj(k)∑2
j=1 λjβj(k)

9. Etat estimé selon EQMM

x̂Eqmm(k|k) =
∑2

j=1 αj(k)x̂j(k|k)
10. Calcul de la matrice de covariance de l’état estimé EQMM

P̂Eqmm(k|k) =
∑2

j=1 αj(k)P̂j(k|k) + (x̂j(k|k) − x̂Eqmm(k))(x̂j(k|k) − x̂Eqmm(k))T

Tab. 5.1 – Algorithme PEKF



72 Approches basées sur la représentation d’état

La structure du PEKF est représentée sur la figure 5.5 où la sortie de chaque filtre est pondérée

par la probabilité d’apparition du bruit impulsif ǫ-contaminé.
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Fig. 5.5: Structure du filtre de Kalman parallèle

Estimation des SPP à amplitude constante

En utilisant le signal chirp donné par l’exemple 5, nous traçons sur la figure 5.6, les estimées

des paramètres du signal chirp. Cette étude est complétée par une comparaison en terme de

MSE entre le REKF et le PEKF représentée dans la figure 5.7. Nous observons que le PEKF est

plus robuste et donne une meilleure estimation des paramètres du signal chirp. En effet, pour

un SNR=−5 dB, le MSE de l’amplitude estimée par le PEKF est égal à 0.01 alors que le MSE

obtenu par le REKF est à 0.037. De même pour le coefficient a2, le MSE de l’estimation par

PEKF est égal à 2.50−7 cette valeur est inférieure à la valeur du MSE obtenue par REKF. La

valeur du MSE de l’estimation par PEKF du coefficient a1 est 1.9 10−3, alors qu’elle est égal

à 5.70−3 pour le meme SNR=−5 dB. Enfin, nous remarquons que le MSE de l’estimation par

PEKF de a0 est inférieur à celui obtenu par REKF et on voit que le MSE=0 pour un SNR=4

dB en utilisant le PEKF tandis qu’il s’annule pour un SNR=10 dB en utilisant le REKF.
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Fig. 5.6: Estimation des paramètres d’un signal chirp par deux EKF parallèles
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Fig. 5.7: MSE des estimations d’un signal chirp : EKF comparé au PEKF

Estimation des SPP à amplitude variable

Dans ce qui suit, nous supposons que l’amplitude du SPP est variable suivant une balade

aléatoire,

b(k) = b(k − 1) + v(k). (5.40)

où v(k) est un bruit blanc gaussien de variance σ2
v .

Le modèle d’état est donné par :

x(k + 1) = Fx(k) + Gv(k)

y(k) = H(x(k)) +w(k)
(5.41)

où F,H sont définis par (5.8) et G =
[

1 0 0 0
]T

.
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Dans ce cas, l’étape (3) de dans le PEKF correspond au calcul de la covariance de l’erreur de

prédiction est donnée par :

P̂(k|k − 1) = FP̂Eqmm(k − 1)FT + GGTσ2
v (5.42)

Exemple 6 On considère le signal chirp dont les paramètres de la phase ont pour valeurs

a0 = π/2, a1 = 0.1 et a2 = 1.25 × 10−3. Le bruit v(n) est un bruit gaussien centré avec une

variance σ2
v = 0.01.

La figure 5.8 représente un signal chirp avec une amplitude variable. Dans les figures 5.9(a),

5.9(b), 5.9(c) et 5.9(d) nous traçons les valeurs estimées des paramètres du signal (courbes en

bleu) et sur le chaque graphe nous portons la vrai valeur de chaque paramètre (courbes en

rouge).

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−4

−2

0

2

4

6

8

10

échantillons

Sig
na

l c
hir

p 

Fig. 5.8: Signal chirp à amplitude variable noyé dans un bruit non gaussien
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Fig. 5.9: Estimation par deux filtres EKF parallèles d’un signal chirp à amplitude variable

La figure 5.9(a) représente la poursuite (courbe en bleu) en utilisant le PEKF de l’amplitude

variable du signal chirp (courbe en rouge).

5.5 Estimation par deux filtres UKF parallèles

Le filtre de Kalman étendu (EKF) suppose que les fonctions sont linéarisées. Le filtre UKF ”

unscented Kalman filter” développé par Julier et Uhlmann [65] permet d’éviter cette linéarisa-

tion.

On peut utiliser le filtre UKF au lieu de EKF pour estimer les états du modèle, en utilisant le

même concept de réseau de filtres de Kalman UKF développé dans [6]. Ainsi, de façon similaire,

nous proposons d’utiliser deux filtres UKF en parallèle pour l’estimation du signal noyé dans

un bruit impulsif ǫ-contaminé. Chacun des deux filtres UKF opère sur la variance de chaque

composante du bruit (composante gaussienne et impulsive).
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Pour appliquer le filtre UKF, le modèle d’état doit être réécrit en utilisant le nouveau vecteur

d’état (vecteur augmenté) défini par :

xa(k) =
[

xT (k) vT (k) wT (k)
]T
. (5.43)

La matrice de covariance correspondant à xa(k) est donnée par :

Pa(k) =




P(k) 0 0

0 Qv 0

0 0 Rw


 . (5.44)

où P(k), Qv etRw sont les matrices de covariance des vecteurs x(k), v(k) et w(k) respectivement.

L’idée de Julier et al. [65] est de représenter la distribution du vecteur x par une distribution

discrète où chaque point de l’approximation discrète est obtenu par transformation directe à

travers les équations du modèle. La distribution de x est représentée par des points appelés points

sigma qu’on calcule en utilisant la transformation appelée par Julier et Uhlmann unscented

transformation donnée par :

X0 = xa(0) avec xa(0) =
[

xT (0) 0 0
]T

(5.45)

Xi(k − 1) = xa(k − 1) +
(√

(L+ κ)Pa(k − 1)
)
i
, i = 1 . . . L (5.46)

Xi(k − 1) = xa(k − 1) −
(√

(L+ κ)Pa(k − 1)
)
i−L

, i = L+ 1 . . . 2L (5.47)

W0 =
κ

(L+ κ)
(5.48)

Wi =
1

2(L+ κ)
, i = 1 . . . 2L (5.49)

où L est la taille du vecteur xa et le terme (
√

(L+ λ)Pa(k − 1))i est la ime colonne de la

matrice racine carrée de (L+ λ)Pa(k− 1) qui peut être facilement obtenue par factorisation de

Cholesky, les Wi sont les poids associés aux points sigma Xi et κ est un paramètre de réglage

de la dispersion des points sigma autour de x.

L’utilisation de l’UKF pour éviter l’étape de linéarisation au niveau du filtre PEKF nécessite

son adaptation au cas d’un modèle non linéaire avec un bruit d’observation non gaussien. Nous

avons vu que les équations de l’algorithme du PEKF sont la combinaison de deux filtre EKF

où chaque filtre opère sur chacune des deux variances des composantes du bruit (composante

gaussienne et impulsive). Il est alors logique de suggérer l’utilisation du filtre UKF à la place du

EKF pour définir de façon similaire au PEKF, un dispositif formé de deux filtres UKF parallèles

(PUKF). On obtient alors l’algorithme suivant :
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Etape de prédiction

Xi,j(k|k − 1) = FXi,j(k − 1|k − 1) i = 0, . . . , 2L et j = 1, 2

x̂j(k|k − 1) =
∑2L

i=0WiXi,j(k|k − 1)

P̂j(k|k − 1) =
∑2L

i=0Wi (Xi,j(k|k − 1) − x̂j(k|k − 1)) (Xi,j(k|k − 1) − x̂j(k|k − 1))T

Yi,j(k|k − 1) = H(Xi,j(k|k − 1))

ŷj(k|k − 1) =
∑2L

i=0WiYi,j(k|k − 1)

Etape de filtrage de Kalman

ζ2
j (k|k − 1) =

∑2L
i=0Wi (Yi,j(k|k − 1) − ŷj(k|k − 1))2 + σ2

j

Pxy(k|k − 1) =
∑2L

i=0Wi (Xi,j(k|k − 1) − x̂j(k|k − 1)) (Yi,j(k|k − 1) − ŷj(k|k − 1))

ej(k|k − 1) = y(k) − ŷj(k|k − 1)

x̂j(k|k) = x̂j(k|k − 1) + Kj(k)ej(k|k − 1)

P̂j(k|k) = P̂j(k|k − 1) − Kj(k)ζ
2
j (k|k − 1)KT

j (k)

Kj(k) = Pxy(k)/ζ
2
j (k|k − 1)

Etape d’estimation

βj(k) = N (ej(k|k − 1), ζ2
j (k|k − 1))

αj(k) =
λjβj(k)∑2
j=1 λjβj(k)

x̂Eqmm(k) =
∑2

j=1 αj(k)x̂j(k|k)

P̂Eqmm(k) =
∑2

j=1 αj(k)P̂j(k|k) + (x̂j(k|k) − x̂Eqmm(k))(x̂j(k|k) − x̂Eqmm(k))T

Tab. 5.2 – Algorithme PUKF
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En utilisant les mêmes paramètres du signal chirp défini dans l’exemple 5, nous présentons dans

la figure 5.10 le résultat de simulation de l’erreur quadratique moyenne du PUKF comparée à

celle du PEKF. Nous remarquons que le PUKF présente une meilleure estimation que le PEKF.
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Fig. 5.10: MSE des paramètres d’un signal chirp : PEKF comparé au PUKF

En effet, dans la figure 5.10(a) nous comparons le MSE de l’amplitude estimée par le PUKF

par rapport au MSE de l’amplitude obtenu par PEKF. Nous remarquons que pour un SNR=-5

dB, le PUKF donne un meilleur résultat d’estimation que le PEKF et pour un SNR=10 dB, le

MSE du PUKF est nul alors que celui du PEKF ne l’est pas.

La figure 5.10(b) représente le MSE de l’estimation du terme de plus degré de la phase a2.

Pour la valeur du SNR=-5 dB, le MSE obtenu par le PUKF est égal à 1.42 10−3 cette valeur

est inférieure à celle obtenue par le PEKF qui est à 2.5 10−3. Le MSE calculé à 10 dB pour

le PUKF reste toujours inférieur par rapport à la valeur obtenue par le PEKF. La supériorité

du PUKF reste valide aussi pour les coefficients a1 et a0 donnés respectivement par les figures

5.10(c) et 5.10(d).
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5.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à l’estimation des SPP par des algorithmes basés sur le filtrage de

Kalman.

La représentation d’état des SPP noyés dans un bruit impulsif implique une modélisation non

linéaire avec l’hypothèse que le bruit d’observation est de nature non gaussienne. Le modèle

d’état ainsi obtenu est non linéaire et non gaussien. Nous avons constaté que le filtre de Kalman

classique diverge lorsque le signal utile est affecté par un bruit impulsif. Nous avons proposé

dans une première partie un filtre de Kalman étendu robuste obtenu par une modification du

gain du filtre de Kalman. Ce dernier est pondéré par une fonction poids calculée à partir de la

fonction M-estimateur de Huber.

Dans une seconde partie, nous avons présenté une version modifiée de la méthode utilisant un

réseau de filtres de Kalman [109]. Cette version, adaptée aux SPP utilise deux filtres de Kalman

étendus fonctionnant en parallèle pour l’estimation des paramètres du signal.

Afin d’améliorer encore cette estimation, nous avons proposé, dans une troisième partie, l’uti-

lisation de deux filtres UKF en parallèle au lieu d’un filtre EKF pour éviter les problèmes de

linéarisation coûteux en précision de calcul ainsi qu’en terme de stabilité du filtre.

Comme perspective, il serait intéressant d’étudier l’application des filtres gaussiens proposés

dans [62] qui donnent de meilleurs résultats d’estimation que le filtre UKF.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion générale

6.2 Perspectives

6.1 Conclusion générale

Le travaux présentés dans le cadre de cette thèse reposent sur l’analyse des signaux à phase

polynomiale (SPP) affectés par un bruit impulsif dont la loi est donnée par l’un des deux modèles

suivants : le modèle de Middleton défini par une somme pondérée de gaussiennes (SPG) et le

modèle utilisant les lois α-stables. Notre principale contribution réside dans la proposition de

plusieurs méthodes pour estimer les paramètres des SPP aussi bien la fréquence instantanée que

les coefficients de la phase.

Notre première contribution a été l’utilisation des statistiques d’ordre fractionnaire pour obte-

nir une version robuste de la distribution de Wigner-Ville polynomiale (FLOPWVD) adaptée à

l’analyse des signaux à phase polynomiale affectés par un bruit impulsif α-stable. Cette distribu-

tion peut être facilement étendue au cas des signaux multicomposantes en incluant des fenêtres

de lissage comme celles utilisées pour les distributions de Choi-Williams, Zhao-Atlas-Marks, etc.

La deuxième contribution a consisté en la proposition d’une version modifiée de l’estimateur

MUSIC pour l’estimation des coefficients de la phase d’un SPP. L’avantage de cette méthode

est qu’elle permet de visualiser l’évolution temporelle du coefficient de la phase dans un plan

temps-coefficient.
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Dans une troisième contribution, nous avons privilégié l’estimation des paramètres du SPP par

filtrage de Kalman. Le filtre de Kalman étendu robuste (REKF) a été proposé en incorporant

la fonction de Huber dans l’équation du filtre. Ce dernier dépend d’un seuil qui permet de geler

l’estimation du gain lorsque une impulsion est présente dans le signal. Afin d’éviter le problème

de seuil, nous avons proposé d’utiliser un dispositif de deux filtres de Kalman étendus opérant

en parallèle. Enfin, pour le problème de linéarisation effectué dans EKF, nous avons proposé

un autre ensemble de deux filtres de Kalman UKF (Unscented Kalman Filter). La méthode de

filtrage de Kalman s’étend de façon très simple aux SPP quelque soit le degré M de la phase,

ainsi qu’aux SPP multicomposantes en augmentant la taille du vecteur d’état.

6.2 Perspectives

Les travaux que nous serons amenés à effectuer dans le cadre de l’approfondissement de ce sujet

seraient d’étudier, de manière théorique, les performances des distributions temps-fréquence

proposées dans le premier chapitre de ce manuscrit.

On peut aussi envisager l’étude de ces distributions dans le cas de bruit impulsif α-stable corrélé.

D’après les propriétés du bruit α-stable avec un paramètre α donné, le paramètre réducteur de

bruit 〈a〉 dans les distributions temps-fréquence basées sur les moments d’ordre fractionnaire doit

être choisi en considérant la condition a < α/2. Il serait intéressant de chercher une procédure

qui permettra d’obtenir la valeur optimale de a selon un critère telle que la divergence de Rényi.

Dans le cadre de l’estimation par représentation d’état défini comme un problème non linéaire

et non gaussien. Nous avons vu que le bruit affectant les SPP peut être modélisé par le modèle

de Middleton défini par la somme pondérée de deux gaussiennes (SPG).

Un problème intéressant à explorer dans le futur serait de proposer un algorithme adapté au

cas où le bruit d’observation dans le système d’état est α-stable. L’approche de Monte Carlo

Séquentielle (SMC) connue sous les noms d’algorithme de filtrage particulaire [10], [92] permet

de considérer ce type de modèle. Le but consiste à étudier le principe du Filtrage Particulaire

(FP) et ses différentes variantes adaptées pour le système d’équations écrites en (A.1), afin

d’appliquer ce dernier à l’estimation des paramètres du SPP dans les deux cas de modèle de

bruit (SPG, α-stable).

On s’intéressera également à comparer les performances du FP avec le réseau de filtres de

Kalman que nous avons testé précédemment pour estimer le vecteur d’état dans le cas d’un

bruit SPG.

Une autre perspective serait d’effectuer un travail de validation en appliquant les différentes

méthodes sur des signaux réels de type radar, sonar ou télécommunications, et effectuer une

étude plus approfondie des signaux à phase polynomiale à amplitude variable.
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Dans le cas général, on peut considérer que les paramètres du bruit non gaussien sont inconnus

et il serait intéressant de développer des algorithmes qui permettent de déterminer aussi pour

ces paramètres. A titre d’exemple, on pourra utiliser l’algorithme de Gibbs.
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Annexe A

Détails de calculs des équations du

PEKF

En utilisant la même procédure de calcul donnée dans [83], et le modèle défini par le système

d’équations considérant un signal avec amplitude variable, on a :

x(k + 1)= Fx(k) + Gv(k)

y(k) = H(x(k)) + w(k).
(A.1)

où les matrices F, G et la fonction H et sont définies dans (5.8). Le bruit d’état v(k) est gaussien

de variance σ2
v et w(k) est supposé un bruit non gaussien ǫ-contaminé.

En utilisant le théorème de Bayes, on a

p(x(k)|Yk) = ckp(x(k)|Yk−1)p(y(k)|x(k)) (A.2)

où 1
ck

= p(y(k)|Yk−1) avec Yk−1 = [y(k − 1), y(k − 2), ..., y(0)].

La détermination de la d.d.p. a posteriori fait appel visiblement à la vraisemblance de l’obser-

vation p(y(k)|x(k)), qui est facilement calculée si la densité de w(k) est connue, et à la densité

prédite de l’état étant donné les observations passées, soit p(x(k)|Yk−1).

Approximons par une somme pondérée de gaussiennes la d.d.p. p(x(k)|Yk−1),

p(x(k)|Yk−1) =

ξ
′

(k)∑

i=1

α
′

i(k)N (x(k) − xi(k|k − 1),Pi(k|k − 1)) (A.3)

avec {xi(k|k − 1)}i=1,...,ξ′(k) et {Pi(k|k − 1)}i=1,...,ξ′(k) sont des vecteurs et des matrices de

dimension (K)× 1 et (K)× (K), respectivement, et où les matrices Pi(k|k − 1) approchent du

zéro.
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(i) La détermination de p(x(k)|Yk) à partir de la connaissance de p(x(k)|Yk−1)

D’aprés les équations (A.2) et (A.3), on peut écrire,

p(x(k)|Yk) = ckp(x(k)|Yk−1)p(y(k)|x(k)) (A.4)

= ck



ξ
′

(k)∑

i=1

α
′

i(k)N (x(k) − xi(k|k − 1),Pi(k|k − 1))


 × p(y(k)|x(k)) (A.5)

En approximant, donc, la d.d.p. de bruit comme la somme de deux gaussiennes on peut écrire :

p(y(k)|x(k)) = (1 − ǫ)N (y(k) − H(k)x(k), σ2
1) + ǫN (y(k) − H(k)x(k), σ2

2) (A.6)

En remplaçant l’équation (A.6) dans l’équation (A.5), et en notant λ1 = 1 − ǫ et λ2 = ǫ, on

aura,

p(x(k)|Yk) = ck



ξ
′

(k)∑

i=1

α
′

i(k)N (x(k) − xi(k|k − 1),Pi(k|k − 1))


×




2∑

j=1

λj ×N (y(k) − H(k)x(k), σ2
j )




(A.7)

D’une façon plus compacte, en notant Aji = N (x(k) − xi(k|k − 1),Pi(k|k − 1)).N (y(k) −
H(k)x(k), σ2

j ), pour i = 1, ..., ξ
′

(k) et j = 1, 2, nous avons,

p(x(k)|Yk) = ck

ξ
′

(k)∑

i=1

2∑

j=1

λjα
′

i(k)A
j
i (A.8)

Calcul du termeAji :

On fixe i, i = 1, ..., ξ
′

(k) et j = 1, 2

Aji =
1

ai,j
exp

{
−1

2
[x(k) − xi(k|k − 1)]T Pi(k|k − 1)−1 [x(k) − xi(k|k − 1)]

}
×

exp

{
− 1

2σ2
j

[y(k) − H(k)x(k)]T [y(k) − H(k)x(k)]

}

avec ai,j = (2π)
(K+1)

2 σj|Pi(k|k − 1)|1/2.
En réécrivant le terme H(k)x(k) comme suit,

H(k)x(k) = H(k) (x(k) − xi(k|k − 1)) + H(k)xi(k|k − 1)

et en le réinjectant dans l’expression du terme Aji , nous obtenons,

Aji =
1

ai,j
exp

{
−1

2
[x(k) − xi(k|k − 1)]T Pi(k|k − 1)−1 [x(k) − xi(k|k − 1)]

}
×

exp

{
− 1

2σ2
j

[(y(k) − H(k)xi(k|k − 1)) − H(k) (x(k) − xi(k|k − 1))]2

}
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En développant les termes de la deuxième exponentielle, nous aboutissons à l’expression sui-

vante,

[(y(k) −H(k)xi(k|k − 1)) − H(k) (x(k) − xi(k|k − 1))]2 =

(y(k) − H(k)xi(k|k − 1))T (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))+(x(k) − xi(k|k − 1))T H(k)TH(k) (x(k) − xi(k|k − 1))

−2 (x(k) − xi(k|k − 1))T H(k)T (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

D’où,

Aji =
1

ai,j
exp

{
−1

2
[x(k) − xi(k|k − 1)]T

[
Pi(k|k − 1)−1 +

H(k)TH(k)

σ2
j

]
[x(k) − xi(k|k − 1)]

}
×

exp

{
− 1

2σ2
j

(y(k) − H(k)xi(k|k − 1))T (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

}

× exp

{
1

2σ2
j

2 (x(k) − xi(k|k − 1))T H(k)T (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

}

Définissons Pi,j(k|k) comme suit,

Pi,j(k|k) =

[
Pi(k|k − 1)−1 +

H(k)TH(k)

σ2
j

]−1

(A.9)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle, on obtient,

Ki,j(k) = Pi(k|k − 1)H(k)T
[
σ2
j + H(k)Pi(k|k − 1)H(k)T

]−1
(A.10)

Pi,j(k|k) = Pi(k|k − 1) − Ki,j(k)H(k)Pi(k|k − 1) (A.11)

D’après les équations (A.9), (A.10), on obtient après quelques calculs, le résultat suivant :

Pi,j(k|k)−1Ki,j(k) =
H(k)

σ2
j

T

(A.12)

Ainsi,

Aji =
1

ai,j
exp

{
−1

2
[x(k) − xi(k|k − 1)]T [Pi(k|k)]−1 [x(k) − xi(k|k − 1)]

}
×

exp

{
− 1

2σ2
j

(y(k) − H(k)xi(k|k − 1))T (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

}
×

exp
{
(x(k) − xi(k|k − 1))T Pi,j(k|k)−1Ki,j(k) (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

}

=
1

ai,j
exp

{
−1

2
[x(k) − xi(k|k − 1)]T [Pi(k|k)]−1 [x(k) − xi(k|k − 1)]

}
×

exp

{
− 1

2σ2
j

(y(k) − H(k)xi(k|k − 1))T (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

}
×

exp
{
(x(k) − xi(k|k − 1))T Pi,j(k|k)−1Ki,j(k) (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))

}
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= 1
ai,j

exp
{
−1

2 [x(k) − xi(k|k − 1) − Ki,j(k) (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))]T

[Pi(k|k)]−1 [x(k) − xi(k|k − 1)]
}
×

exp

{
− 1

2σ2
j

(y(k) − H(k)xi(k|k − 1))T (y(k) −H(k)xi(k|k − 1))

}
×

exp
{
+1

2(x(k) − xi(k|k − 1))TPi,j(k|k)−1

Ki,j(k) (y(k) − H(k)xi(k|k − 1))}

(A.13)

Introduisons,

xi,j(k|k) = xi(k|k − 1) + Ki,j(k) [y(k) − H(k)xi(k|k − 1)] (A.14)

Aprés quelques réarrangements dans l’équation (A.13), on obtient,

Aji = 1
ai,j

exp
{
−1

2 [x(k) − xi,j(k|k)]T [Pi,j(k|k)]−1 [x(k) − xi,j(k|k)]
}
×

exp
{
−1

2 [y(k) − H(k)xi(k|k − 1)]T[
1
σ2

j
− Ki,j(k)

TPi,j(k|k)−1Ki,j(k)

]
[y(k) − H(k)xi(k|k − 1)]

} (A.15)

En utilisant le lemme d’inversion matricielle et les équations (A.9), on aura,
[

1

σ2
j

− Ki,j(k)
TPi,j(k|k)−1Ki,j(k)

]−1

= σ2
j + H(k)Pi(k|k − 1)H(k)T (A.16)

D’où,

Aji ≃ N (x(k) − xi,j(k|k),Pi,j(k|k)) ×N (y(k) − H(k)xi(k|k − 1), σ2
j + H(k)Pi(k|k − 1)H(k)T )

(A.17)

En posant

βi,j(k) = N (y(k) − H(k)xi(k|k − 1), σ2
j + H(k)Pi(k|k − 1)H(k)T ) (A.18)

L’équation (A.8) s’écrit,

p(x(k)|Yk) = ck

ξ
′

(k)∑

i=1

2∑

j=1

λjα
′

i(k)A
j
i (A.19)

p(x(k)|Yk) =

ξ
′

(k)∑

i=1

2∑

j=1

ckλjα
′

i(k)βi,j(k)︸ ︷︷ ︸
αi,j(k)

N (x(k) − xi,j(k|k),Pi,j(k|k)) (A.20)

=

ξ
′

(k)∑

i=1




2∑

j=1

αi,j(k)N (x(k) − xi,j(k|k),Pi,j(k|k)


 (A.21)

=

2ξ
′

(k)∑

l=1

αl(k)N (x(k) − xl(k|k),Pl(k|k)) avec l = (i, j) (A.22)
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avec

αl=(i,j)(k) = ckλjα
′

i(k)βi,j(k) (A.23)

ck est déterminé de la façon suivante,

2ξ
′

(k)∑

l=1

ckλjα
′

i(k)βi,j(k) = 1 (A.24)

On aura, donc,

ck =
1

∑2ξ′ (k)
l=1 λjα

′

i(k)βi,j(k)
(A.25)

Finallement, on obtient,

p(x(k)|Yk) =

2ξ
′

(k)∑

l=1

αl(k)N (x(k) − xl(k|k),Pl(k|k)) avec l = (i, j) (A.26)

xi,j(k|k) = xi(k|k − 1) + Ki,j(k) [y(k) − H(k)xi(k|k − 1)]

Pi,j(k|k) = Pi(k|k − 1) − Ki,j(k)H(k)Pi(k|k − 1)

Ki,j(k) = Pi(k|k − 1)H(k)T
[
σ2
j + H(k)Pi(k|k − 1)H(k)T

]−1

ξ(k) = 2ξ
′

(k)

βi,j(k) = N (y(k) − H(k)xi(k|k − 1), σ2
j + H(k)Pi(k|k − 1)H(k)T )

αl=(i,j)(k) =
λjα

′

i(k)βi,j(k)
ξ(k)∑
l=1

l=(i,j)

λjα
′

i(k)βi,j(k)

Nous venons de décrire une méthode qui à partir d’une représentation par une SPG de p(x(k)|Yk−1)

permettait de représenter la distribution p(x(k)|Yk) par une autre SPG. Il nous faut donc main-

tenant décrire la méthode qui permette de représenter p(x(k + 1)|Yk) par une SPG lorsque

p(x(k)|Yk) est donné par l’équation (A.2).

(ii) Calcul de p(x(k + 1)|Yk)

En appliquant l’approximation par une SPG, la densité de probabilité du bruit d’état peut

s’écrire comme suit,

p(x(k + 1)|x(k)) = N (x(k + 1) − Fx(k),GGTσ2
v) (A.27)

En réécrivant

Fx(k) = Fxi,j(k|k) + F(x(k) − xi,j(k|k)) (A.28)

p(x(k + 1)|Yk) aura l’expression suivante en utilisant les équations (A.20) et (A.28) :
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p(x(k + 1)|Yk) =

∫
p(x(k + 1)|x(k))p(x(k)|Yk)dx(k) (A.29)

=

ξ(k)∑

l=1
l=(i,j)

αl(k)

∫
N (x(k) − xl(k|k),Pl(k|k)) ×

N (x(k + 1) −Fxi,j(k|k) + F(x(k) − xi,j(k|k)),GGTσ2
v) (A.30)

Notons par

Bj
i = N (x(k) − xl(k|k),Pl(k|k)) × (A.31)

N (x(k + 1) − Fxi,j(k|k) − F(x(k) − xi,j(k|k)),GGTσ2
v)

Posons,

xi,j(k + 1|k) = Fxi,j(k|k)

Ainsi, on peut écrire,

Bj
i = 1

a′i,j
exp

{
−1

2 [x(k) − xi,j(k|k)]T Pi,j(k|k)−1 [x(k) − xi,j(k|k)]
}
×

exp
{
−1

2(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k) − F(x(k)−xi,j(k|k)))T×
(GGTσ2

v)
−1 × (x(k + 1) − xi,j(k + 1|k) − F(x(k)−xi,j(k|k)))

}
(A.32)

avec a′i,j = (2π)K |Pi,j(k|k)|1/2
∣∣GGTσ2

v

∣∣1/2 .
Aprés quelques réarrangements dans l’équation (A.32), on obtient,

Bj
i = 1

a′i,j
exp

{
−1

2 [x(k) − xi,j(k|k)]T
[
Pi,j(k|k)−1 + FT (GGTσ2

v)
−1F

]
[x(k) − xi,j(k|k)]

}
×

exp
{
−1

2(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k))T (GGTσ2
v)

−1 (x(k + 1) − xi,j(k + 1|k))
}
×

exp
{
−1

2(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k))T (GGTσ2
v)

−1 F [x(k) − xi,j(k|k)]
}
×

exp
{
−1

2 [x(k) − xi,j(k|k)]T FT (GGTσ2
v)

−1(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k))
}

(A.33)

L’utilisation du lemme d’inversion matricielle, nous permet d’ecrire,

P
−1

=
[
Pi,j(k|k)−1 + FT (GGTσ2

v)
−1F

]−1
(A.34)

= Pi,j(k|k) − Pi,j(k|k)FT
[
GGTσ2 + FPi,j(k|k)FT

]−1
FPi,j(k|k) (A.35)

En introduisant,

Pi,j(k + 1|k) = GGTσ2
v + FPi,j(k|k)FT
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on aura,

(GGTσ2)−1 = Pi,j(k + 1|k)−1 + (GGTσ2
v)

−1FP
−1

F
T
(GGTσ2

v)
−1 (A.36)

En remplacant l’équation (A.36) dans (A.33), on aura,

Bj
i = 1

a′i,j
exp

{
−1

2 [x(k + 1) − xi,j(k + 1|k)]T Pi,j(k + 1|k)−1 [x(k + 1) − xi,j(k + 1|k)]
}
×

exp

{
−1

2

[
x(k) − xi,j(k|k) − P

−1
FT (GGTσ2

v)
−1(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k))

]T
P

·
[
x(k) − xi,j(k|k) − P

−1
FT (GGTσ2

v)
−1(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k))

]}

(A.37)

Ainsi,

Bj
i ≃ N (x(k + 1) − xi,j(k + 1|k),Pi,j(k + 1|k))×

N (x(k) − xi,j(k|k) − P
−1

FTq (GGTσ2
v)

−1(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k)),P−1
)

Finalement, p(x(k + 1)|Yk) s’écrit,

p(x(k + 1)|Yk) =

ξ(k)∑

l=1
l=(i,j)

αl(k)

∫
N (x(k + 1) − xi,j(k + 1|k),Pi,j(k + 1|k)) ×

N (x(k) − xi,j(k|k) − P
−1

FTq (GGTσ2
v)

−1(x(k + 1) − xi,j(k + 1|k)),P−1
)dx(k)

D’où

p(x(k + 1)|Yk) =

ξ(k)∑

l=1
l=(i,j)

αl(k)N (x(k + 1) − xi,j(k + 1|k),Pi,j(k + 1|k))

Ainsi on peut résumer les équations comme suit,

Prédiction :

xi,j(k|k − 1) = Fxi,j(k − 1|k − 1)

Pi,j(k|k − 1) = FPi,j(k − 1|k − 1)FT + GGTσ2
v
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Estimation :

ξ(k) = 2ξ
′

(k)

xi,j(k|k) = xi,j(k|k − 1) + Ki,j(k) [y(k) − H(k)xi,j(k|k − 1)]

Pi,j(k|k) = Pi,j(k|k − 1) − Ki,j(k)H(k)Pi,j(k|k − 1)

Ki,j(k) = Pi,j(k|k − 1)H(k)T
[
σ2
j + H(k)Pi,j(k|k − 1)H(k)T

]−1

αi,j(k) =
λjα

′

i,j(k)βi,j(k)

2ξ(k−1)∑
i,j

λjα
′

i,j(k)βi,j(k)

βi,j(k) = N (y(k) − H(k)xi,j(k|k − 1), σ2
j + H(k)Pi,j(k|k − 1)H(k)T )

L’estimation du vecteur d’état x(k) est donnée par,

x(k|k) =

2ξ(k−1)∑

i,j

αi,j(k)xi,j(k|k) (A.38)

et la matrice de covariance de l’erreur est donnée par,

P(k) =

2ξ(k−1)∑

i,j

αi,j

(
Pi,j(k|k) + (xi,j(k|k) − x(k|k)) (xi,j(k|k) − x(k|k))T

)
(A.39)

Enfin, en prenant i = 1 et ξ(k) = 1, nous obtenons l’algorithme du PEKF adapté à l’estimation

des SPP noyés dans un bruit ǫ-contaminé.



Annexe B

Détails de calcul de la borne de

Cramer-Rao

Dans cette annexe, nous calculons les expressions générales des bornes de Cramer-Rao (CRB)

pour les estimées des paramètres. La CRB donne la limite inférieure de la variance des para-

mètres estimés.

La matrice permettant d’obtenir les CRB s’obtient en inversant la matrice d’information de

Fisher (FIM), soit :

CRB(θ) = J(θ)−1 (B.1)

où chaque élément de la matrice de Fisher est obtenu par

Jij(θ) = I(λ)

N−1∑

n=0

∂2s(n, θ)

∂θi∂θj
(B.2)

où la fonction I(λ) est défini par :

I(λ) = π

∫ ∞

0

[ṕ(x)]2

p(x)
x.dx (B.3)

En supposant que le bruit d’observation n(t) est non gaussien avec une d.d.p.

p(x) =
(1 − ǫ)√

2πσ1

exp

(
− x2

2σ2
1

)
+

ǫ√
2πσ2

exp

(
− x2

2σ2
2

)
(B.4)

La dérivée première de p(x) s’obtient comme suit

∂p(x)

∂x
= −x(1 − ǫ)√

2πσ3
1

exp

(
− x2

2σ2
1

)
− xǫ√

2πσ3
2

exp

(
− x2

2σ2
2

)
(B.5)

L’équation (B.5) élevée au carré, nous donne
(
∂p(x)

∂x

)2

=
x2(1 − ǫ)2

2πσ6
1

exp

(
−x

2

σ2
1

)
+
x2ǫ2

2πσ6
2

+
x2(1 − ǫ)ǫ

πσ3
1σ

3
2

exp

(
−
(

1

2σ2
1

+
1

2σ2
2

)
x2

)
(B.6)
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En remplaçant (B.4) et (B.6) l’intégrale dans (B.3) devient

Posons λ1 = 1 − ǫ et λ2 = ǫ

I(λ) =

√
π

2

∫ ∞

0

∑2
l=1

∑2
q=1

λlλq

σ3
l σ

3
q

exp
[
−
(

1
2σ2

l
+ 1

2σ2
q

)
x2
]

∑2
r=1

λr
σr

exp (−x2/2σ2
r )

x3dx (B.7)

Pour calculer l’intégrale en (B.7), il est nécessaire d’utiliser des méthodes numériques.

Dans le cas gaussien (ǫ = 0), on peut vérifier que I(λ) = 1
σ2

On prendra pour exemple un signal chirp de la forme

s(k) = A(k)cos(φ(k)) = A(k)cos(a0 + a1k +
a2

2
k2) (B.8)

Le vecteur de parametres θ = [A, a0, a1, a2]

[J(θ)]11 =
N−1∑
n=0

∂2s(n,θ)
∂2θ1

=
N−1∑
n=0

[
cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]12 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ1

∂s(n,θ)
∂θ2

= −
N−1∑
n=0

cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)

[J(θ)]13 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ1

∂s(n,θ)
∂θ3

= −
N−1∑
n=0

n cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)

[J(θ)]14 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ1

∂s(n,θ)
∂θ4

= −
N−1∑
n=0

n2

2 cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)

(B.9)

[J(θ)]21 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ2

∂s(n,θ)
∂θ1

= −
N−1∑
n=0

cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)

[J(θ)]22 =
N−1∑
n=0

∂2s(n,θ)
∂2θ2

=
N−1∑
n=0

A2
[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]23 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ2

∂s(n,θ)
∂θ3

= −
N−1∑
n=0

A2n
[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]24 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ2

∂s(n,θ)
∂θ4

= −
N−1∑
n=0

A2 n2

2

[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

(B.10)

[J(θ)]31 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ3

∂s(n,θ)
∂θ1

= −
N−1∑
n=0

n cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)

[J(θ)]32 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ3

∂s(n,θ)
∂θ2

=
N−1∑
n=0

A2n
[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]33 =
N−1∑
n=0

∂2s(n,θ)
∂2θ3

= −
N−1∑
n=0

A2n2
[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]34 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ3

∂s(n,θ)
∂θ4

= −
N−1∑
n=0

A3 n3

2

[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

(B.11)
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[J(θ)]41 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ4

∂s(n,θ)
∂θ1

= −
N−1∑
n=0

n cos
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)

[J(θ)]42 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ4

∂s(n,θ)
∂θ2

=
N−1∑
n=0

A2 n2

2

[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]43 =
N−1∑
n=0

∂s(n,θ)
∂θ4

∂s(n,θ)
∂θ3

= −
N−1∑
n=0

A2 n3

2

[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

[J(θ)]44 =
N−1∑
n=0

∂2s(n,θ)
∂2θ4

= −
N−1∑
n=0

A2 n4

4

[
sin
(
a2
2 n+ a1n+ a0

)]2

(B.12)
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ABSTRACT
In this paper, we address the problem of the estimation of chirp
signals in ”ε-contaminated” impulsive noise using Kalman filter-
ing technique. We consider an estimation method based on theex-
act non linear state space representation of the chirp signal. The
observation noise’s probability density function is assumed to be
a sum of two-component Gaussians weighted by the probability of
appearance of the impulsive and gaussian noises in the observations.
We propose to use two extended Kalman filters (PEKF) operating
in parallel as an alternative to the usual methods which generally
use either clipping or freezing based algorithms. Simulation results
show that the PEKF compared to the robust extended Kalman fil-
ter (REKF) based on Huber’s function is less sensitive to impulsive
noise and gives better estimates of the chirp parameters.

1. INTRODUCTION

Chirp signals (also called polynomial phase signals of order 2) arise
in many natural phenomena like seismic and bat echolocationsig-
nals, but are mainly known in engineering applications suchas in
radar, sonar and telecommunication. The estimation of chirp signals
is a well known problem in signal processing community and has
received considerable interest in literature. Several methods have
been proposed for the estimation of the parameters of chirp signals
affected by additive Gaussian noise. Most of these methods rely
on maximum likelihood principle (ML), LMS/RLS estimators,and
time-frequency representations [9].
In signal processing, a widely used approach to estimate thesignal
parameters is the Kalman filter [1] which is the optimal tracking al-
gorithm when the signal models are assumed linear and both state
and observation noises are additive Gaussian [7]. When these as-
sumptions do not hold, that is when one have to tackle non linear
models, then the Extended Kalman Filter (EKF) [2] is used by con-
sidering a local linearization using first order Taylor expansion of
the non-linear equations. Many algorithms based on the EKF with
various configurations have been proposed. For instance, the au-
thors in [6] proposed a state space model obtained by incorporating
spatial information consisting of the corrupted signal andits de-
layed version using two sensors, then the chirp signal parameters
were estimated using two EKFs in cascade. Still, in many situation
the observation noise is non Gaussian. In [5], the authors consid-
ered the estimation of chirp signals in additive/multiplicative non-
Gaussian noise using ML and LSE estimators.
In this paper, we consider the estimation of the parameters of a
chirp signal corrupted by additive noise based on a state-space rep-
resentation using two Kalman filters operating in parallel.In our
approach, we consider the exact non linear state-space model for
mono-component chirp signal derived in [7], but we assume the ad-
ditive noise is impulsive with a non Gaussian distribution to obtain
a non linear/ non Gaussian state space model. It is well known
that impulsive noise due to natural phenomena or man-made ap-
plications such as atmospheric disturbances affecting HF commu-

nication significantly degrades the performance of most frequency
tracking EKF based algorithms in which noise is assumed Gaussian
[8]. Many models for the impulsive noise can be considered such as
α -stable distributions which do not have a general closed form dis-
tribution. A more practical model for the pdf of the impulsive noise
is the sum of two weighted Gaussian density function. One wayto
to use Kalman filtering in impulsive environment is by eitherclip-
ping the observation signal or by changing the Kalman gain with
respect to a defined threshold. In order to overcome the limitation ,
We propose to use parallel Kalman filtering whose principle is that
each extended Kalman filter is tuned on one Gaussian component
and their estimates are weighted to produce the final state estimate.
This paper is organized as follows. In section 2, we will present the
exact non linear state space modelisation of mono-component chirp
signal where the additve noise has a non Gaussian distribution. In
section 3, we describe the PEKF algorithm for the estimationof the
non linear/ non Gaussian SS model. Section 4 provides simulation
results and comparison with respect to the robust extended Kalman
(REKF). Finally, we give some concluding remarks and perspective
work in section 5.

2. NON LINEAR/NON GAUSSIAN STATE-SPACE
REPRESENTATION OF CHIRP SIGNAL

We consider the discrete signaly(k) modeled by a polynomial phase
signal of order 2 :y(k) embedded in additive noisev(k) as given
below

y(k) = A(k)e{ jφ(k)}+v(k) k = 0, ...,N (1)

whereA(k) is the amplitude of the signal which can be constant or
time varying, andφ is a deterministic polynomial phase given by

φ(k) =
α
2

k2 +βk +γ (2)

The parametersα , β andγ are real coefficients.
In this paper we will consider the real part ofy(k)

z(k) = ℜ {y(k)} = A(k)cos(φ(k))+n(k) (3)

and
n(k) = ℜ {v(k)} (4)

The noisen(k) is modeled by

n(k) = r(k)+ i(k) (5)

wherer(k) is an additive Gaussian noise with zero mean and vari-
anceσ2

1 , andi(k) is the impulsive noise with a probability of appear-
ance equal toε and is it is assumed to be a zero mean Gaussian noise
with varianceσ2

2 where(σ2
2 >> σ2

1 ). Typically the ratio(σ2
2/σ2

1 )
is between 100 to 500 [4].
The probability density function of the noisen(k) is given by

p(n(k)) = (1−ε)N (0,σ2
1 )+εN (0,σ2

2 ) (6)
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Figure 1: The pdf of the noise for different values ofε

2.1 The exact Model

Defining the state vector of dimension 4

x(k) =
[

A(k) φ(k) ∆φ(k) ∆2φ(k)
]T (7)

where

∆φ(k) =
1
2
(φ(k +1)−φ(k−1)) (8)

and

∆2φ(k) =
1
2
(∆φ(k +1)−∆φ(k−1)) (9)

And the observation equation is given by

z(k) = A(k)cos(φ(k))+n(k) (10)

which can be rewritten as

z(k) = x1(k) cos(x2(k))+n(k) (11)

Now assuming that the amplitude of the signal follows an autore-
gressive model

A(k) = A(k−1)+w(k) (12)

Hence, the state space model associated with the chirp signal z(k)
can written as a linear state equation and a non-linear observation
equation

x(k +1) = Fx(k)+Gw(k)
z(k) = h(x(k))+n(k) (13)

where

F =




1 0 0 0
0 1 1 1

2
0 0 1 1
0 0 0 1


 , andG = [ 1 0 0 0 ]T (14)

The nonlinear functionH(x(k)) is

h(x(k)) = x1(k) cos(x2(k)) (15)

In order to use the EKF, we linearize the observation function
around the current vector estimate

H(k) =
∂h(x(k))

∂x(k)

∣∣∣∣
x=x̂

= [ cos(x̂2(k)) −x̂1(k)sin(x̂2(k)) 0 0 ]

(16)

3. ROBUST ESTIMATION BASED ON THE PARALLEL
EKF ALGORITHM

Based on [3], the author in [10] proposed a network of Kalman fil-
ters (NKF) in the case where the the observation noise is Gaussian
while the state noise is non Gaussian. In [13] the authors proposed a
NKF to estimate a linear/non Gaussian state space model for chan-
nel equalization problem. A modified version of this algorithm is
proposed here, it is based on the computation of the a posteriori pdf
of the state

p(x(k)|Zk) =
p(x(k)|Zk−1)p(z(k)|x(k))

p(z(k)|Zk−1)
(17)

whereZk−1 = [z(k−1),z(k−2), . . . z(0)]
The likelihood of the observationp(z(k)|x(k)) is given by

p(z(k)|x(k)) = (1−ε)N (z(k)−H(k)x(k)),σ2
1 )+

εN (z(k)−H(k)x(k)),σ2
2 ) (18)

The main idea is to approximate the densitiesp(x(k)|Zk) and
p(x(k)|Zk−1) by a weighted sums of Gaussian density functions

p(x(k)|Zk) =
ζk

∑
i=1

αi,kN (x(k)− x̂i(k),Pi(k)) (19)

and

p(x(k)|Zk−1) =
ζ ′

k

∑
i=1

α
′
i,kN (x(k)− x̂

′
i(k),P

′
i (k)) (20)

The predicted pdfp(x(k + 1)|Zk) for the next iteration is obtained
using

p(x(k +1)|Zk) =
∫

p(x(k +1)|x(k))p(x(k)|Zk)dx(k) (21)

Since the noisew(k) is assumed Gaussian, we have

p(x(k +1)|x(k)) = N (x(k +1)−Fx(k),GGT σ2
w) (22)

Following the mathematical development in [10] (see Appendix)
and [13], we propose the two parallel EKF algorithm for chirp
signal estimation.

Table 1: summary of the PEKF algorithm

Given the initial conditions, compute for k:1, 2, 3 ...

Prediction step
x̂(k|k−1) = Fx̂MMSE(k−1)
e(k|k−1) = z(k)−h(x̂(k|k−1))
P̂(k|k−1) = FP̂MMSE(k−1)FT +Gσ2

wGT

ξ 2
j (k|k−1) = σ2

j +H(k)P̂(k|k−1)HT (k) j = 1,2

Filtering step
G j(k) = P̂(k|k−1)HT (k)/ξ 2

j (k|k−1)

P̂j(k|k) = (I −G(k)H(k))P̂(k|k−1)
x̂ j(k|k) = x̂(k|k−1)+G j(k)e(k|k−1)

MMSE state estimation
β j(k) = N (e(k|k−1),ξ 2

j (k|k−1))

α j(k) =
λ jβ j(k)

∑2
j=1 λ jβ j(k)

whereλ1 = 1−ε, andλ2 = ε

x̂MMSE(k) = ∑2
j=1 α j(k)x̂ j(k|k)

P̂MMSE(k) = ∑2
j=1 α j(k)

[
P̂j(k|k)+

(x̂ j(k|k)− x̂MMSE (k))(x̂ j(k|k)− x̂MMSE (k))T
]



100 Principales publications de l’auteur

   Delay

 

         EKF  n˚2

   Delay

x

y

+

x

α

α

1−ε

ε

x
Eqmm

^
(k)

P
Eqmm

^
(k)

x (k|k)

x (k|k)

1

2

1

2

(k)

(k)

(k)

         EKF  n˚1

Figure 2: PEKF scheme

In order to estimate the parametersθ = [ A(k) α β γ ]T

are obtained using the following relation [6]

θ̂(k) = AF−k
x̂(k) (23)

where the matrixA is a diagonal with elements 1, 1, 1, 0.5.

4. SIMULATION RESULTS

In this section, we give some simulation results for the estimation
of the chirp signal in non Gaussian noise based on the dual EKF.
We consider a signal which is 1000 samples long and the sampling
period equals 1. The true values of the chirp parameters are as fol-
lows : α = 1.25×10−3, β = 0.1, andγ = π

2 . The state noisew(k)
is zero mean Gaussian white noise withσ2

w = 10−2.
The non Gaussian noisen(k) is distributed as in (6), with vari-
anceσ2

1 = 0.25, and the ratioσ2
2/σ2

1 = 500. The chirp parame-
ters convergence plots are given in simulation figures 3 to 7 which
are obtained forε = 0.01 with the following initial conditions
x0 =

[
0.5 π/3 0 3.10−3

]
, and

P(0) = diag
[

1/2 π2/9 π2/9 4.3865.10−6
]
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Figure 3: Chirp signal

In order to assess the gain in performance, we compare the MSE
of the PEKF with the robust extended Kalman filter in [8] which
is based on a modified Kalman gain expression that in terms of the
modified Huber’s function. We observe in figures 8 to 11 that the
PEKF is more robust and gives better estimates of the chirp param-
eters for low SNR.

5. CONCLUSION

We have presented a method for estimating the parameters of achirp
signal described by non linear state space model where the observa-
tion noise in non Gaussian modelled by weighted-sum of two Gaus-
sians densities having different variances. The estimation is carried
out by using a parallel extended Kalman filtering algorithm with-
out resorting to threshold computation as compared to the robust
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extended Kalman filter REKF. Simulation results showed thatthe
performance of the PEKF is better in terms of robustness and es-
timation accuracy compared to the REKF. On the other hand, this
algorithm allows the extension to multicomponent chirp signals and
higher order polynomial phase signal with constant as well as vari-
able amplitude signal which will be presented in future work.
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ABSTRACT

In this paper, we address the problem of estimation of the parame-
ters of mono and multicomponent Polynomial Phase Signals (PPS)
affected by alpha-stable noise using subspace methods. We pro-
pose two new estimators : a modified multiple signal classification
MUSIC for PPS affected by Gaussian noise, and a modified ro-
bust MUSIC algorithm for PPS based on fractional lower-order
statistics (FLOS). Simulation results show that the robust MUSIC
estimator is able to estimate the values of the phase parameters in
impulsive environment hence outperforming the standard estima-
tors.

1. INTRODUCTION

Constant amplitude polynomial phase signals (PPS) are commonly
used in many fields of engineering such as radar, sonar and telecom-
munications [1]. Many algorithms have been proposed in literature
for the analysis of PPS. Non-parametric methods relying on time-
frequency analysis tools such Polynomial Phase Wigner-Ville Dis-
tribution(PWVD) has been extensively used for the instantaneous-
frequency (IF) estimation, as well as parametric methods such as
the polynomial phase transform for the estimation of the param-
eters of the phase. In many practical situations, the signal under
consideration may be subjected to additive noise which is assumed
to be Gaussian. Several papers have considered this case as in [2].
However, the assumption of Gaussianity is not valid in some cases
when noise is generated from atmospheric or underwater acoustic
phenomena which displays impulsive characteristics with heavy-
tailed distributions that degrade significantly the signal. Impulsive
noise can be modeled byα-stable random process. The fact that
α-stable random variables withα < 2 have infinite second mo-
ment means that many techniques based on second order statistics
(SOS) do not apply, and therefore, we must consider other alterna-
tives to mitigate the effect of the non-Gaussian impulsive noise. In
[3] we proposed a robust FLOS based PWVD for IF representation
of PPS inα-stable noise. Recently some subspace methods have
been proposed to analyse PPS. In [4], the authors derived a Capon
form of the wigner distribution and polynomial periodogram. In
[5], the author extended the Capon estimator to the analysis of
PPS by considering a time-dependent autocorrelation sample esti-
mates of the nonstationary signal. In [6] the MUSIC algorithm has
been applied for parameter estimation of PPS in Gaussian noise
by transforming the phase to a linear phase using the polynomial
phase transform.
In this paper, we propose a robust MUSIC estimator for PPS of
order higher than 2 corrupted by additiveα-stable impulsive noise
using Fractional Lower-Order Statistics (FLOS) introduced in [7]

which handle robustly the presence of heavy-tailed noise in the
data .
This paper is organized as follows. In section 2, we briefly re-
view the model of PPS. Then in sections 3, we present the model
of complexα-stable noise. In section 4,we introduce our FLOS
based subspace method for the estimation of PPS in impulsive
noise. Some simulation examples are presented in section 5. Con-
cluding remarks are given in Section 6.

2. THE POLYNOMIAL PHASE SIGNAL MODEL

The constant amplitude polynomial phase signal of orderM is
given by

s(n) = A exp {jφ(n)} = A exp

{
j

M∑

i=0

ain
i

}
(1)

whereA is the amplitude of the signal, theai’s (i = 0, . . . , M)
are the phase coefficients; assumed real and unknown.
The instantaneous frequency (IF) is defined as

fi(n) =
1

2π

dφ(n)

dt
=

1

2π

M∑

i=1

i ai ni−1. (2)

3. COMPLEX α STABLE NOISE

There exists many physical processes generating interference con-
taining noise components that are impulsive in nature (e.g., at-
mospheric noise in radio links; and radar reflections from ocean
waves, and reflections from large, flat surfaces including build-
ings and vehicles). The amplitude distributions of such returns
are not Gaussian, and tend to produce large-amplitude excursions
and occasional bursts of outlying observations. Impulsive noise
profoundly degrades the performance of standard algorithms and
produce poor results.
In our case, the impulsive noise is modeled by complexα stable
signalX = X1 + jX2 which is better defined by its characteristic
function [8]

ϕ(t) = E{exp[jℜ(tX∗)]} = E{exp[j(t1X1 + t2X2)]} (3)

wheret = t1 + jt2. X is called isotropic SαS if (X1, X2) has a
uniform spectral measure [8]. In this case, the characteristic func-
tion reduces to

ϕ(t) = E{exp [jℜ(tX∗)]} = exp(−γ |t|α) (4)

The stable distribution is completely characterized by the param-
etersα (0 < α ≤ 2) named the characteristic exponent,γ is the
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dispersion (γ > 0). The characteristic exponent determines the
shape of the distribution. The smallerα is, the heavier the tails of
the alpha stable density. We should also note that forα = 2 the
distribution coincides with the Gaussian density. The dispersionγ
determines the spread of the distribution in the same way that the
variance of a Gaussian distribution determines the spread around
the mean [7]. Forα-stable processes only the moments of order
r < α exist. So estimation methods based on second order statis-
tics of the data cannot be applied. Through out this paper the value
of α is assumed known.

4. TIME-COEFFICIENT REPRESENTATIONS FOR THE
ANALYSIS OF PPS

The multicomponent signal is modeled by the sum ofK PPS

x(n) = y(n) + w(n) (5)

=
∑K

k=1 sk(n) + w(n) 0 ≤ n ≤ N − 1 (6)

with
sk(n) = Akejφk(n) (7)

where theAk are constant amplitudes,φk are modeled as in (1)
and thew(n) is the additive noise.

4.1. Capon’s estimator for PPS analysis

In [5], a modified Capon method is proposed for noiseless mul-
ticomponent PPS analysis, where the signal is passed through a
time-varying filter of orderp, so that only one particular PPS is
selected and the others are suppressed. The output signal is given
by

z(n) =
n∑

m=n−p

h(n, m)x(m) = h
T (n)x(n) (8)

whereh(n) is the impulse response of the filter

h(n) = [h(n, n), h(n, n − 1), . . . , h(n, n − p)]T (9)

andx(n) is the short-time signal vector

x(n) = [x(n), x(n − 1), . . . , x(n − p)] (10)

Then for an input signal with phase termejφ(n), the transfer func-
tion of the filter which can be viewed as the extension of the Zadeh’s
generalized transfer function to PPS is given by

H(n, β) =
n∑

m=n−p

h(n, m)e−j[φ(n)−φ(m)] = h
T (n)bp(n, β)

(11)
The vectorbp(n, β) is given by

bp(n, β) = [1, e−j[φ(n)−φ(n−1)], . . . , e−j[φ(n)−φ(n−p)]]T (12)

whereφ(n) =
∑R

r=0 βrn
r is polynomial phase kernel functions

andβ is the coefficient vectorβ = (β1, β2, . . . , βR). Minimizing
the power at the filter output subject to the constraint that the signal
of interest is passed undistorted, i.e.H(n, β) = 1, one obtains the
time-coefficient representation (TCR) [5]

PCap(n, β) =
1

bH
p (n, β)R−1

x,p(n)bp(n, β)
(13)

whereRx,p(n) = E{xH(n)x(n)} is the time-dependent autocor-
relation ofx(n).
In [9], the authors showed that the spectrogram and the Capon
estimator have the same performance in terms of resolution and
estimation of the instantaneous frequency of mono and multicom-
ponent signals. However, the Capon estimator can have a better
concentration in time-frequency plane.

4.2. MUSIC estimator for PPS in Gaussian noise

If we consider thatw(n) is Gaussian noise, and by following the
same procedure as in [5] with kernel function vector given in (12)
we propose the MUSIC estimator. Using the vectorx(n), we can
be write

x(n) = Bs(n) + w(n) (14)

where
s(n) =

[
s1(n), . . . , sK(n)

]
T

(15)

B =
[

bp(n, β1), . . . , bp(n, βK)
]

(16)

and the noise vector

w(n) =
[

w(n), . . . , w(n − p)
]

(17)

It can be shown that the covariance matrix can be decomposed
into two subspaces : signal and noise subspaces [10]. The MUSIC
estimator can be written as

PMUSIC(n, β) =
1

bH
p (n, β)Ex,pEH

x,pbp(n, β)
(18)

whereEx,p = [eK+1eK+2 . . . ep] is obtained by performing the
eigendecomposition on the covariance matrixRx,p(n) and retain-
ing eigenvectors vectors associated to the smallestp − K eigen-
values of the covariance matrix.
The matrix in equation (13) is singular, the problem of inversion
can be solved by using diagonal loading ([5], eq. 12) which leads
to an additional parameter to be determined. The use of matrix
decomposition allows to solve this problem. On the other hand,
it is possible to reduce the computational complexity of the MU-
SIC estimator by using algorithms to estimate the noise subspace
without eigendecomposition such as the propagator method.

4.3. Proposed FLOM-MUSIC as an estimator of PPS in im-
pulsive noise

Many papers have treated the problem of direction of arrival esti-
mation (DOA) in the presence of impulsive noise. algorithms like
ROC-MUSIC and FLOM-MUSIC have been introduced in [8, 11].
We propose to modify the above MUSIC estimator in (18) to es-
timate the parameter of PPS in impulsiveα-stable. In following
we consider only FLOM-MUSIC [11]. Assuming that the noise
w(n) in (6) is impulsive withα stable distribution, the second or-
der statistics (SOS) can not be applied. In this case the covariation
matrix forα-stable processes is equivalent to the covariance matrix
in the case of gaussian noise. In this paper we consider1 < α ≤ 2.
For α < 1, one can use the zero-memory nonlinearity to clip the
impulsive noise [12].
The(i, j)th element of the covariation matrix̂C are obtained using
the vector in (10) as defined in [11]

Ĉx,p(i, j) = E{x(i)|x(j)|r−2x∗(j)} (19)
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where the value of the fractional momentr must satisfy the fol-
lowing inequality1 < r < α ≤ 2, so the matrixĈ is bounded and
can be written using (14) in the form [11]

Ĉ = BΛBH + δI (20)

whereB is defined in (16).Λ, andδ can be derived from ([11],
theorem 2). The robust time-coefficient representation is given as
follows

PFLOM−MUSIC(n, β) =
1

bH
p (n, β)Ex,pE

H
x,pbp(n, β)

(21)

whereEx,p = [eK+1eK+2 . . . ep] is obtained by performing the
SVD on the matrixĈ and retaining the left singular vectors asso-
ciated to the smallestp − K singular values of̂C.

5. SIMULATION RESULTS

In this section, we will demonstrate the performance gains when
using fractional lower order statistics. In our simulation we used
signals of orderM = 4 and kernel function phasesφ(n) = (π/255)kn4,
with 0 ≤ k ≤ 100. The filter orderp = 50. First, we consider a
monocomponent PPS as given below

x(n) =

{
ej(10π/255)n4

,

ej(50π/255)n4

, .

0 ≤ n ≤ 63
64 ≤ n ≤ 254

(22)

Figure 1 shows the Capon estimator for the fourth order noiseless
PPS. Now, we consider a complex SαS noise with the following
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Fig. 1. Capon estimator for the fourth order PPS

parametersα = 1.2, γ = 1. Figure 2(a) shows the effect of
the implusive noise on the MUSIC estimator. Using the proposed
FLOM-MUSIC with fractional momentr = 1.1, we can distin-
guish the two rays corresponding to the value of the phase param-
eters as shown in figure 2(b).
Now, we consider a two-component fourth order polynomial phase
signal whose Capon time- coefficient representation is shown in
figure 3.

x(n)) = ej(10π/255)n4

+ ej(50π/255)n4

, 0 ≤ n ≤ 254

Fig. 2(b) shows again the outperforming results of FLOM-MUSIC
w.r.t. standard algorithms illustrated in figures 4(a) and 4(b).
From simulation, the choice of the order of the filterp is important,
an example in figure (6) shows the TCR forp = 10 andp = 30.
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Fig. 2. (a): MUSIC and (b): FLOM-MUSIC estimators of fourth
order PPS inα-stable noise withα = 1.2 andγ = 1
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Fig. 3. Capon estimator for two fourth order PPS

We observe that increasing the value ofp gives better representa-
tion. On the other hand, increasing the value of the dispersionγ
beyond value 3 (GSNR=-5dB) with worst caseα = 1.01 leads to
a degraded TCR. The GSNR is defined according to [8]

GSNR = 10 log

(
1

γN

N−1∑

n=0

|s(n)|2
)

(23)
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Fig. 4. (a): Capon and (b): MUSIC estimator of two fourth order
PPS inα-stable noise withα = 1.2 andγ = 1
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Fig. 5. FLOM-MUSIC estimator for two fourth order PPS inα-
stable noise withα = 1.2 andγ = 1

0 20 40 60 80 100

50

100

150

200

250

Radian phase−coeff. index

T
im

e

(a)

0 20 40 60 80 100

50

100

150

200

250

Radian phase−coeff. index

T
im

e

(b)

Fig. 6. FLOM-MUSIC for two different values of the filter order
(a): p = 10, (b): p = 30

6. CONCLUSION

In this paper, we reviewed a new time-coefficient representation
(TCR) for polynomial phase signals. We proposed to use the MU-
SIC algorithm to estimate the values of the parameters of the phase
of PPS affected by Gaussian noise. From simulation we showed
that impulsive noise degrades considerably the TCR as it is the
case for time-frequency representation (TFR). In order to attenuate
the effect of impulsive noise, we proposed a Fractional Lower Or-
der Moment based MUSIC to estimate these parameters for PPS
affected by impulsiveα-stable noise. From simulations, we ob-
served that the approaches considered in this paper performed sig-
nificantly better than the standard algorithms. As perspective, we
investigate the choice of the ”r” of the covariation matrix whenα
is unknown.
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processus stables additifs non gaussiens de paul lévy. Comptes-rendus à l’Académie des
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