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INTRODUCTION

On est conduit dans certains domaines de traitement
de 1'information comme la compilation des langages de programmation et

la traduction automatigue des langues naturelles, & manipuler des struc-

tures arborescentes.

Cette notion de structure arborescente a été forma-
lisée par PAIR et QUERE [Pa,Qu] sous le nom de ramification. Cette for-

malisation permet de traiter algébriquement les structures arborescentes.

I1 est intéressant alors de reprendre pour le trai-
tement des ramifications ce qui a été fait en théorie des langages pour
le traitement des chaines de caractéres, c'est-ad-dire de définir des
systémes de reconnaissance, de génération et de tranmsduction d'ensembles

de ramifications, appelés bilangages par PAIR et QUERE.

Des études ont été consacrées & la reconnaissance
des bilangages par THATCHER [Th1, TW], DONER [Do], ARBIB [Ar], a la gé-
nération des bilangages par BRAINERD [Br], & la transduction par
ROUNDS [Ro], THATCHER [ThZ]. Toutes ces études considérent des ramifi-
cations sur un vocabulaire stratifié (1]. Or on ne peut pas toujours pla-
quer de fagon naturelle une stratification sur le vocabulaire des rami-

fications traitées. -

Les systémes étudiés ici sont différents et s'appuient

sur la définition des ramifications de PAIR et QUERE.

(1) Un vocabulaire stratifié est un couple <A,0> , ol A est un ensemble

fini, et 0 : A>N = {0,1,2,... }. Soit An = O_q[n). t est un arbre

sur <A,0> si et seulement si t = a@ Ajout =at, t, ... t, avec

atilﬁn et t1,..., tn sont des arbres sur <A,0>. Les arbres ainsi dé-
finis sont des ramifications particuliéres. Pour pouvoir traiter les
ramifications en général, il faut définir O comme une relation, éven-
tuellement infinie, sur A x N. C'est ce qui a été fait par THATCHER

et ARBIB [Th1.Ar]1.



Les chapitres O et 1 sont des rappels sur la théorie

des langages et sur les définitions des ramifications.

Au chapitre 2 sont étudiés des automates reconnais-
sant les bilangages réguliers définis algeébriquement par PAIR et QUERE,

ainsi que des automates plus généraux.

Le chapitre 3 est une généralisation aux ramifica-
tions de 1'étude de BRAINERD sur la génération d'arbres sur un vocabulai-

re stratifié.

Les résultats des chapitres 2 et 3 sont appliqués
au chapitre 4 pour résoudre des problémes de décisions concernant les

bilangages réguliers.

Au chapitre 5 sont données des définitions de trans-

ducteurs de ramification.



CHAPITRE O

RAPPELS SUR LA THEORIE DES LANGAGES

. —— . T T - s S - (o S S o % = -

1. MONOIDE

On appelle monoide tout ensemble muni d’une loi de

composition interne associative et admettant un glément neutre.

2. MONOIDE LIBRE ENGENDRE PAR UN ENSEMBLE FINI

Si V est un ensemble fini, le monoide libre engendré

X
par V, noté V', est 1l'ensemble des suites finies(appelées mots ou chaines)

d'éléments de V. L'opération sur ce monoide, appelée concaténation, sera

notée par un point, qui sera généralement omis; 1'élément neutre de la

concaténation, le mot vide, sera noté €. On appelle langage sur V tout

X
sous-ensemble de V', V étant le vocabulaire du langage.

3. GRAMMAIRE

3.1. Une grammaire est un guadruplet <V, VN’ S, P> ou V et VN sont des

ensembles finis tels que VN V = @, S €iVN et P est un ensemble de cou-
X
ples, les régles de production, notées ¢ ~ Y, avec o, €(V U VN]



3.2. Dérivation dans une grammaire

Etant donné une grammaire G = <V,VN,S,P>, on défi-

nit une relation § entre mots de (V U VN]X, en posant ¢ §~w si et

seulement si ¢=¢ ou il existe m1,m253(v u VN]’< tels que ¢= m, ¢’ m,,

Y = m, (VR m, et ¢' > Y'€ P. Soit ¢~ la fermeture transitive de la rela-

] X
tion § , le langage généré par G est 1'ensemble des mots W de V tels

que S == W.

3.3. Les grammaires ainsi définies peuvent générer n’importe guel ensem-
ble récursivement énumérable. En apportant diverses restrictions & cette
définition, on définit différentes classes de langages. Ces classes peu-

vent aussi &tre définies & partir de procédés de reconnaissance (automa-

tes). Enfin, dans certains cas, on peut donner une définition algébrique.

4. LANGAGES D'ETATS FINIS

4.1. Définition algébrique

Un langage L sur V est un langage d'états finis s'il
existe un monoide fini M, une partie M' de M et un homomorphisme de mo-

noides U de V¢ dans M tel que L = u—1[M').

4.2. Automates d'états finis

4.2.1. Un automate d'états finis est un quintuplet <Q,V,qO,F,f> ol
@ est un ensemble fini d'états, V un vocabulaire Fini,‘qD un élément de Q,
1'état initial, F un sous-ensemble de @, 1l'ensemble des états finaux et f

une application de Q X V dans Q, la fonction de transition de 1'automate.

% .
On définit une fonction f extension de f & Q X \x

en posant

#*(gq,e) = q Vq£ 0

X % X

f (g, xa) = f(f (g,x),a) VYge Q, x €\V", a &V

X
Le langage reconnu par 1'automate est alors 1l'ensemble des mots x de V

¥
tels que f (g,x)é F.



4.2.2. Un langage est d'états finis si et seulement si il est recon-

nu par un automate d’'états finis.

4.%. Grammaires d'états finis

4.3.1. Une grammaire d'états finis est une grammaire dont toutes
les regles de production sont soit du type X + a ou X *> a¥, solt du type

X > aou X~ Ya, avec a - V,X,Ye V . Elle peut également avoir la regle

N
S > €.

4.3.2. Un langage est d'états finis si et seulement si il est généré

par une grammaire d'états finis.

5. LANGAGES HORS CONTEXTE

5.1. Automates 3 pile

5.1.1. Un automate & pile est un 7-uplet <Q,V,Z,qO,F,ZO,f> ol Q est
un ensemble fini d’états, V un vocabulaire fini, I un vocabulaire fini,
Qg un glément de Q, 1'état initial, F un sous-ensemble de @, 1'ensemble
des états finaux, ZD un élément de % et f une application de @ X V X ¥
dans 1l'ensemble des parties finies de @ X Zx telle que, pour tout ge& Q,
a€\V, AEL -{ZO}, flg,a,A) c K X (Z-{ZO}]x, et flg,a,Z )< @ x ZO[Z-{ZD})x

- X X
si <gq',y> & f(g,a,A), pour tout W €V, z «1 , on écrit
<g,aW,zA> b= <q',W,zy>
}ﬁietant la fermeture transitive de j—, le langage reconnu par 1'automate

est 1'ensemble des mots W de V tels que il existe g € F avec

X ‘
<qo,w,ZO> fomer <q,€,ZD>

5.1.2. Un langage est hors contexte si et seulement si il est reconnu

par un automate & pile.



5.2. Grammaire hors contexte

5.2.7. Une grammaire hors contexte est une grammaire dont toutes
les regles de production sont de type X > ¢ , avec X& VN et
, X
o€ (VU VN]

5.2.2. Un langage est hors contexte si et seulement si il est géné-

ré par une grammaire hors contexte.

6. LANGAGES SOUS-CONTEXTE

6.1. Grammaire sous-contexte

Une grammaire saous-contexte est une grammaire dont

toutes les régles sont du type ¢ A Y > ¢ WU , avec ¢, Y€V U VN]*,

A€V, WE WU \/NJ’K - {e}.

6.2. Un langage est sous-contexte si et seulement si il est généré par

une grammaire sous-contexte.

6.3. 11 existe des automates, les automates linéaires bornés gui recon-

naissent la classe des langages sous-contexte. (voir Dﬁﬂ].



CHAPITRE 1

DEFINITION ET PROPRIETES DES RAMIFICATIONS

—— - T " — - ———t— — T s " W S T o

1. DEFINITION PAR LA THEORIE DES GRAPHES [Be]

1.1. GraEhe

Un graphe est un doublet <X;U>, ol X est un ensem-
ble (wiisemble des sommets) et U une relation binaire sur X, c'est-a-
dire un sous-ensemble de X x X.

Pour tout x,y € X, on écrira xUy si le couple (x,y)
satisfait la relation U.

X On notera U(x) 1l'ensemble des y€& X tels que xUy,

U la fermeture transitive de U et UX la fermeture transitive forte (c’est-

d-dire reflexive) de U.
1.2. Itinéraire -

C'est un ensemble ordaonné de sommets x1,...,xn tel

que, pour tout i compris entre 1 et n-1, on ait

x. U x. ou/et X, U x.
i i+1 i+1 i

1.3. Cycle

C'est un itinéraire XyowonsXy tel que X1 = X,



1.4. Chemin

C'est un

tel que, pour tout i compris

1.5. Circuit

C'est un

1.6. Graphe connexe

C'est un

mets X,y, 1l existe au moins

1.7. Arborescence

C'est au

- 11 est connexe

- pour tout x = X, 11 existe

ensemble ordonné de sommets xq,...,xn

entre 1 et n-1, on ait x,Ux.
1771+1

chemin x,l,...,xn tel que Xq = xn

graphe tel que, pour tout couple de som-

un itinéraire joignant x a vy.

graphe satisfaisant aux conditions suivantss

au plus un y ¢ X tel que yUx

- il existe un sommet et un seul X, pour lequel il n'existe aucun y & X

tel que yUxO

On appelle racine de 1'arborescence le sommet Xge

On appelle feuille tout élément x € X pour lequel il

n'existe aucun y & X tel que

Exemple

xUy .

Le graphe ci-dessus est une arborescence. 1 est sa racine, 2,4,5,6 sont

cpe o111 110ce



1.8. Arborescence orientée

C'est un triplet <X,U,0> tel que

- <X,U> est une arborescence
- 0 est une relation d'ordre partielle sur X telle gue
Les restrictions de O & chacun des sous-ensembles U(x), x € X,
sont des ordres totaux.
. Si xUy est vrai, et xUz ne l'est pas, y et z ne sont pas compa-

rables par la relation O.

Exemple

La relation U est représentée par des traits pleins, O par des pointillés.
I1 est souvent commode d’interpréter une arborescence orientée comme un
arbre généalogique, U(x) étant les enfants du sommet x, le premier élé-

ment de U(x) suivant O étant le fils ainé, etc...

1.9. Arborescence étiquetée

C'est un triplet <X,U,A> ol <X,U> est une arborescen-

ce et A une application de X dans un ensemble fini V.

V est le vocabulaire de 1'arborescence étiquetée, les

gléments de V sont ses étiguettes.
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1.10. Arborescence orientée étiquetée

C'est un guadruplet <X,U,0,A> ob <X,U,0> est une

arborescence orientée, et A a la méme signification qu'en 1.8.

1.11. Pseudo-arborescence sur un vocabulaire V [Pa]

Deux arborescences orientées <X,U,0> et <X',U',0'>
sont dites isomorphes s'il existe une application f de X dans X' satis-

faisant aux conditions suivantes

- T est une bijection
- Vx,y¢ X tels gue xUy, on a f(x)JU'f(y)
- Vx,y € X tels que x0y, on a f(x)0'f(y)

Notons ~ la relation sur l'ensemble des arborescen-

ces étiguetées par des éléments d'un vocabulaire V ainsi définie

<X,U,0,A>~. <X',U',0",A'> si et seulement si
- 1l existe un isomorphisme f entre <X,U,0> et <X',U',0'>

- pour tout x ¢ X, A(x) = A'(f(x)), soit -encore A = A’of (o notant la
composition des applications).
- I1 est clair que la relation ~ est une relation d'&-

quivalence.

1.11.3. Définition

On appellera pseudo-arborescence sur V toute classe

de la relation ~ précédemment définie.

1.12. Ramification sur un vocabulaire V

On appelle ainsi toute suite finie ordonnée de pseudo-

arborescences sur V.
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Exemple :

On appellera V 1'ensemble des ramifications sur V.

1.13. Sous-ramifications

1.13.1. Définition

Soit r = <X,U,0,A> une ramification sur un vocabulai-
re V.

Notons DS la relation successeur immédiat dans O
X Ds y si et seulement si x0Oy et il n'existe pas de z & X tel gue x0z et
z0y .

Une sous-ramification de r est une ramification

<x',U',0',A'> o

X'S X et pour tout x', y' € X’
x'U'y' si et seulement si x'Uy'
x'Déy' si et seulement si x’Dsy'

A' est la restriction de A & X'.

C'est une sous-ramification de r, <X',U’',0',A'> telle

que x g X', xUy impliquent y € X'.

C'est une sous-ramification compléte de r telle que

x & X', yOx impliquent y & X'.
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C'est une sous-ramification compléte de r telle que

x &X', x0y impliquent y& X'.

r =

est une sous-ramification de r

o
T smasaacsnr (57)

est une sous-ramification compléte de r

I J )
B G
I
E H est une sous-ramification compléte & gauche de r
/N /N
D i F I J
K - |
) //\\ est une sous-ramification compléte a droite de r
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2. DEFINITION ALGEBRIQUE

2.1. Binoide [Pal

On appelle binoide sur un ensemble V un ensemble

muni
- d'une loi de composition interne associative admettant
un élément neutre, notée ici +
- d'une loi de composition externe & opérateurs dans V, no-

tée X.

Homomorphisme de binoides

Soit@)et {jﬁ‘&deux binoides sur le méme vocabulaire V.

- ; ‘} f
Un homomorphisme f def{ﬁ dans@/ est une application f de{w dans@* telle

que :

P C% 7l -
fle) = e (e notant les éléments neutres de et A
f(r+s) = flr) + f(s) pour tout r,s‘gﬁ
flrxa) = flr) x a pour tout rﬁ@i ag Vv

A~

2.2. Définition d'une structure de binoide sur V

———— —— —— ————— o T " ———— o — " T T — -

V est le monoide libre engendré par 1l'ensemble des
pseudo-arborescences sur V. La concaténation sur ce monoide sera notée +,

son élément neutre, la ramification vide, A.

Exemple :
A C W A
/> /\ /\ |
B C H J C D B
/N T |
D E I E C

(_I—J_-n
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O womremae >

reR!. =

]

Soit r une ramification sur V, a un élément de V.
Si r est la ramification vide alors r X a = a sinon r est une suite de
pseudo-arborescences <Xi,Ui,Di,Ai> i =1,...,n. On suppose les Xi deux
a deux disjoints.

Soit vy la racine de <Xi,Ui>.

Alors r X a est la pseudo-arborescence <X,U,0,A>
ainsi définie :
- X est la réunion des Xi et d’'un élément v n'appartenant & aucun Xi

- xUyE>( 31 iny) oulx=v et 3i y=v,)

—

- xOyé%%}( Ji xDiyJ ou ( 3i,j i< j et X =v, ety = vj]

- Alx) = Ai[x] pour tout x Q'Xi ,  Alv) = a
Exemple :
A C W
B/ C /\J A/\C
| /\
/N

H
D F W

r = \\ % i rox W=

-

V, muni des opérations + et X, est un binofde sur V.

On trouvera dans [Pa,Qu] les démonstrations des

propriétés suivantes



2.3. Pour tout r € V non vide, il existe AE V, r'€ V, r" € V tels

que :

r=r'"+r" XA

2.4. Principe de récurrence

2.4.1. Soitg)un prédicat tel que
- .(I)(AJ est vrai
- VYr, s € \A/, ?(r] ot Ps) impliquent VYA €& V g’[wsxA]

Alors ?[r] est vrai pour tout r & V.

e o i o et o o e o s T Y e S G o O " o A — ——— ———— T — T

Soient un ensemble E, e un élément de E, et gp
v x B2 > E pour tout A € V.
" I1 existe alors une application f de v dans E et une

seule telle que :

f(A) = e
flr+sxA) = gA(r,s,f[r],F[s]J pour tout A €V, r, s € V.

2.5. Toute ramification non vide sur V est une combinaison finie d'élé-

ments de V par + et X.

Exemple :

La ramification r X W ci-dessus s'écrit, en suppo-

sant X plus prioritaire que +

((B+ (D+E+F)XC) XA+ (WxH+KxJ ) xC) xW

2.6. Pour tout binoicmadasur V, il existe un homomorphisme et un seul
de V dans 6

&Best donc le binoide libre engendré par V.
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2.7. Définitions

D'aprés 2.5., toute ramification sur V peut &tre re-

X
présentée par une chaine de (VU{+,x,(,)}) .

Si on fait la convention d'écrire 1'opérateur exter-
ne & droite du signe x et l’opérande & gauche, 1l'ordre des sommets dans

la chalne représentant la ramification sera appelé ordre postfixé des som-

mets de la ramification.

Si on fait la convention inverse (1'opérateur externe
& gauche du signe % 1'opérande & droite), 1'ordre des sommets dans la

chalne représentant la ramification sera alors appelé ordre préfixé des

sommets de la ramification.

2.8. Définitions par récurrences sur V

2.8.1.1. Expression parenthésée postfixée compléte

C'est une application P de V dans (VU{(,]}]xtelle que

P(A) = g, € représentant la chaine vide T
Plr+sxA) = P(r) . (.P(s).).A , . étant 1’opérateur de concaténation

sur (V U{(,I %, pour tout r,s€V, A&V,

-~

PR .
On écrira aussi s, :=-@V.

2.8.1.2. Expression totalement parenthésée postfixée

. ) . . o N
Soit r€V, T son expression parenthésée postfixée compléete.

Son expression totalement parenthésée postfixée s'écrit alors (P).
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C'est une application P' de U dans (VU{(,)})’< telle
que
P(N) = €

P(r+sxA) = si s = A alors P(r)A sinon P(r) . (.P(s).).A

Par la suite, on emploiera "expression parenthésée postfixée" pour dési-

gner une quelcongue des 3 expressions définies ci-dessus.

Exemple :
Les expressions parenthésées postfixées respective-
ment compléte, totalement parenthésées, simple représentant la ramifica-

tion rxW définie en 2.6 sont

(COBCODOEOF)OA(COWH(OK)IC)W
(CCOBCODOEOF)C)ACCOWH(OK)I)CIW)
((B(DEF)C)A((WH(K)I)C)W

On peut définir des expressions parenthésées préfixeées
complétes, totalement parenthésées, simples de fagon analogue.

Par exemple, une expression parenthésée préfixée comple-
te sera une application P de V dans (VU{(,]}]x telle que
P(AN) = €
P(r+sxA) = P(r)A.(.P(s).). , Yr,s€V , A€V

C'est une application # de Q dans 1'ensemble des eﬁ-
trées non négatifs N telle gue
#(N) =0
H(r+sxA) = #(2)+ $(s)+1 pour tout r,s €V, A €V

C'est une application h de U dans N telle que
h(A) =0
h(r+sxA) = si h(r) > h(s) alors h(r) sinon h(s)+1
Intuitivement, c'est la longueur du plus long chemin d'une racine a une

feuille.
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2.8.5. Mot des_racines
-~ X
C'est une application p : V >\ telle que
p(A) = ¢
plr+sxA) = p(r)A

C'est le mot obtenu en concaténant les racines de 1la ramification de

gauche & droite.

2.8.6. Mot des feuilles
C'est une application ¢ : V-+VX telle que
o(A) = ¢

¢(r+sxA) = si s = A alors ¢(r)A sinon ¢(r) ¢(s)

C'est le mot obtenu en concaténant les feuilles de 1la ramification de

gauche & droite.

2.8.7. Largeur d'une ramification
C'est une application £a : U + N telle que
La(A) = 0O
La(r+sxA) = Max (L(p(r+sxA)),La(r),Lals))
L(p(r+sxA)) étant 1la longueur du mot des racines de r+s xA;la largeur
d'une ramification est le nombre maximum de racines et de fils d'un méme

sommet.
2.9. Dioide [Qu]

On appelle dioide un ensemble D muni de deux lois de
composition interne, notées par exemple + et X, associatives, admettant

le méme €lément neutre, et satisfaisant la relation

pour tout x,y,z @ D (x+y) Xz = xxz+y

Remarque :  On supposera sauf spéeification contraire que x est plus prio-
ntaine que +.
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2.10. Définition d'une structure de dioide sur V

On peut prolonger l’enracinement défini en 2.2 en une

l1oi interne en accrochant la ramification & enraciner & la premiere feuil-

le suivant 1'ordre postfixé de la ramification & laguelle on 1l'enracine.

A
VAN
o= B D H I K
| /\
C E T J
C A
AN AN
r” = D E F B C
VAR
D E F
/\ C
T
D H T K
| /N

VONAN
AN

D E F

Soit formellement, par récurrence, & notant 1'enracinement sur des glé-
ment de V du binoide
Vs & U Ax s =35

Vr,s,tE\?,aEV (tga+r) xs=1(txs) @ a+r
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Homomorphisme de dioldes

Soit@ et &Ydeux dioides, e et e' leurs éléments

neutres. Une application h deﬁ@ dans ﬁa}est un homomorphisme si elle

satisfait :

hie) = e’

vd.dre D h(d+d') = h(d)+h(d")
h{dxd') = h{d)xh(d")

On peut montrer le théoréme suivant

Pour tout dioideéy et pour toute application f de V dans 59, telle que
P_1(AJ = @, il existe un homomorphisme et un seul de v dans P gui pro-
longe f.

V est donc le dioide libre généré par V.

3. OPERATIONS SUR LES RAMIFICATIONS

3.1. Ramification réfléchie d'ime ramification

La ramification ¥ réfléchie d'une ramification r est

définie par :

X-n

Intuitivement, c'est la ramification obtenue en inversant 1'ordre des fils

de chaque sommet, et 1'ordre des pseudo-arborescences.

Exemple :
A /G\
B C A B
N ,////]\\\\\
D E F
G A

)
)
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4]
s x A=28xA
~s A, N
r + s =8 + U
Yy
r =r

D'autre part, si on se place sur un dioide, en posant

P ne”’
v n
rgs =8 XTI,

On définit une nouvelle loi de composition interne, qu'on peut appeler
1'enracinement & droite, r ® s étant obtenue en accrochant la ramifica-
tion s & la derniére feuille suivant 1'ordre postfixé de r.

On peut montrer facilement gque

Y] v
T Xs =T Q S

Enfin, si r est une sous-ramification compléte & gauche (resp. & droite)

de s, alors ¥ est une sous-ramification compléte & droite (resp. & gauche]
de ¥.

3.2. Ramification duale d'une ramification

3.2.1. Expression duale d'une_expression_sur_un dioide

Soit E une expression sur un dioideg . Soit +
les opérations de 9, D l'ensemble sous-jacent deg . Supposons gue
+,%,(,) ne soient pas des éléments de D, et qu'il n'y ait pas de priorité
sur les opérateurs de@. E peut-&tre représentée par une chaine infixée sur
sur (D {0, o+, xh*

Soit alors E 1'expression obtenue en remplagant dans
1a chaine infixée représentant E chaque occurrence de + par X, et chague

occurrence de X par +. E est 1'expression duale de E.

Si deux expressions sur un dioide sont égales, leurs

expressions duales sont égales.
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Démonstration
Soit E et E' deux expressions sur un diolde
E = E’' si et seulement si il existe une séguence d’expressions surégy
E1 e En’ avec E1 = E, En = E' et pour tout i compris entre 1 et n-1.
Ei s'écrit ¢i((xi+yi] X zi]wi ou ¢i([xi yi] + zilwi
et Ei+1 s’'écrit respectivement
¢i[[xiXZiJ + yi]wi ou ¢i[[xi+zi] X yi)wi
X
¢i et wi étant des chaines sur (DU{(,),+,x})" , X;sYs02,; des chaines sur

[DU{(,],+,x})x représentant des expressions.

Notons ¢i, wi’ Xi0 Yio 24 les chaines obtenues & partir des précédentes

"par dualité”

Considérons la séquence d'expressions sur éZ’

E}, Eé, e, En . Elle est telle que, pour tout i compris entre 1 et n-1,
Ei s'écrit ¢i ((xiXyiJ + zi) wi ou ¢i[[xi+yi] X zi) wi
et Ei+1 s'écrit respectivement

¢i[(xi+zi3 X yi] wi ou ¢i((xixzi] + yi] wi.

On a donc"_fi = E et donc E = E’.

i+1°

On a vu en 2.8 que 1'on pouvait définir une structu-
re de dioide sur Q. Deux expressions E, E' sur ce dioide représentent la
méme ramification si et seulement si E = E’.

La proposition 3.2.2 autorise alors la définitian:

suivante

Définition :

On appelle ramification duale d'une ramification r
la ramification représentée par 1'expression duale d’une expression sur

le diolde V représentant r. On notera r la ramification duale de r.
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si &) est un dioide, y un homomorphisme de U danséz}

alors ¥(r) = Y(r') si et seulement si P(r) = y(r') pour tout r,v' & v
= z P Z Z
L'implication 3%? résulte immédiatement de la propriéteée

pir) = P(r) pour tout r & V, et de la proposition 2.2.2. La récipro-

gque résulte de 1'idempotence de la dualité.

Exemple

=1
1
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Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition de

la ramification duale d'une ramification.

r+s =r1r X3

X s =r1r + g

sl s

]
+
[92)
1
1
X
o |

5
X
0
n
S
+
o]

1l'ordre postfixé des sommets de T est 1'inverse de 1'ordre postfixé des

sommets de r.

3.3. Composition des opérations de réflexion et de dualité

—
. . - o= Lz = . 2
Les opérations v, &, =, U ont été étudiées par

HOLT [Ho] qui a montré les propositions suivantes

Proposition

Pour toute ramification r, 1'ordre préfixé des som-
Ll

mets de r est identique & 1'ordre postfixé des sommets de }ﬁ

Proposition

Pour toute ramification r, 1'ordre pgstfixé des som-

mets de r est identique & 1'ordre préfixé des sommets de .

Proposition

Pour toute ramification r, il existe deux entiers m,

n tel gue

(" ()™ ‘

T =T et r =r
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CHAPITRE 2

RECONNAISSANCE DE BILANGAGES

-~

On appelle bilangage tout sous-ensemble de V.
Nous allons définir et étudier dans ce chapitre des systémes de reconnaissance
des bilangages. Les premiers, gque nous appellerons automates de ramifications
réguliers (ARR], reconnaissent les bilangages réguliers définis par PAIR [Pa]
Nous nous efforcerons ensuite de définir des automates plus généraux (ARR non
déterministes, automates de ramifications conservant une information prise
dans un ensemble fini, automates de ramifications & pile). Nous verrons que
seuls ces derniers, qui peuvent 8tre considérés comme une généralisation

des automates & pile, reconnaissent une classe de bilangages plus vaste

que celle des bilangages réguliers.

Tous ces automates balaient la ramification gu'ils
examinent suivant 1'ordre postfixé des sommets. Nous définirons aussi des
automates dont le sens de balayage est différent (Automates de ramifications
réguliers inversés, préfixés, préfixés inversés), et nous montrerons que
les automates qui balaient les ramifications de haut en bas (Automates
de ramifications réguliers inversés, automates préfixés) ont des propriétés

différentes de celles des ARR.

1. DEFINITION DES AUTOMATES DE RAMIFICATIONS REGULIERS

1.1. Un ARR est un guintuplet

<Q,V.q0,F,f>

ol Q@ est un ensemble fini d'états
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V est un vocabulaire fini
dq est un élément de Q, 1'état initial
F est un sous-ensemble de Q, l'ensemble des états finaux

f est une application de szV dans @, la fonction de transition de 1'autome

1.2. Fonction de transition généralisée d'un ARR

C'est une application f de V dans Q telle gue
f(A) = .

flr+sxA) = f(f(r), f(s),A), pour tout r,s@V, AEV

On voit que ; est telle que, pour tout AV, ;(A] =
f[qo,qo,AJ.
Un ARR parcourt la ramification d'entrée suivant 1'ordre postfixé des sommets.
Si g est le résultat de 1l'examen de la ramification Jjusqu'au frere ainé d'un
sommet étigueté A, g’ le résultat de 1l'examen jusqu’au fils benjamin de A,
1'automate passe a 1'état f(g,q',A). Si A n’a pas de frére ainé et/ou s'il
n'a pas de fils, on a respectivement q = g, et/ou g’ = Ay

1.3. Bilangage reconnu par un ARR

-~

Une ramification r de V est reconnue par un ARR
A = <Q,V,qO,F,-F> sl et seulement si ;(rl €F,
Le bilangage reconnu par A est 1'ensemble des ramifications reconnues par A
L(A) = {r&V | F(r)EF]}.

1.4.

Un ARR peut encore &tre représenté comme une machine
munie de 2 mémoires susceptibles de contenir chacune un état qu’on appellera
respectivement "état horizontal” et "état vertical®” de 1'automate.
L'automate dispose aussi d'une téte de lecture qui opére de gauche a droite
sur un "ruban d'entrée”, et d'une tdte de lecture-écriture pouvant se déplacer
dans les deux sens, opérant sur un autre ruban, la "pile d'états”. Le ruban
d’entrée contient une chaine parenthésée postfixée représentant une ramifica-
tion. La téte de lecture parcourt cette chaine de gauche & droite, caractére

par caractere.
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Quand 1'automate 1lit une parenthése ouvrante, 1l stocke
son état horizontal sur la pile d'état et met g dans sa mémoire horizontale

et dans sa mémoire verticale.

Quand 1'automate 1it une parenthése fermante, il met son
état horizontal dans sa mémoire verticale, désempile 1'état qui est au sommet

de la pile d'états et le place dans la mémoire horizontale.

Quand il 1it un caractére de V, soit A, si g est son état
horizontal, et g' son état vertical, il place 1'état f(g,q',A) dans sa mémoire
horizontale, et qO dans sa mémoire verticale.

On peut formaliser tout ceci de la fagon suivante :

1.5. Configuration d'un ARR

C'est un quadruplet <g,q',m,a> ol
g et gq' sont des éléments de O, respectivement 1'état horizontal et 1'état
vertical de 1'automate
m est un élément de ZOQx, ZO étant un symbole non élément de Q marquant le fond
de la pile. m est le contenu de la pile d'états.
a est une chaine de i n* pour laguelle il existe une chaine p de
[VU{[,]}]X telle que pa est une expression parenthésée postfixée représentant
une ramification sur V. a est 1'ensemble des caractéres de la chaine d'entrée
qui restent & analyser. On appellera Pr(a) le premier caractere de a,
c'est-a-dire celui qui est sous la téte de lecture de 1’'automate, et a’la

sous-chaine de a telle que a = Pr(a).a'. On notera e la chaine vide.

Configuration successeur d'une configuration <q,q',m,a>

C'est la configuration <qs,qé.ﬂs,as> définie si et

seulement si a # € de la fagon suivante :

si Pr(a) ( alors 9479

' = T =T a =a’
o’ 9579 "s g’ “s

1]

si Pr(a) ) alors on a toujours m=n"g"”, avec g" &€Q

)} "= = ? =
g =a ., G570, TE T ag=a
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si Pr(al=vE&€V alors q8=f(q,q'nﬂ, qé=qo, m =T, a_=a’

si C et C' sont deux configurations, on écrira
Cr——C’' si et seulement si C' est le successeur de C.
C[_O._C
‘ n ’ s ” n—/l ” ” ]
Ce—=C', n>1 si 3 C" tel que CHrC” et C"—r=C

Comnm C' si et seulement si 3:1_1 0 tel que Cy_i_.C'.

pf__ est donc la fermeture transitive forte de la relation se. .

Configuration initiale

C'est une configuration <qD,qO,ZD,a>, ol a est une

. expression parenthésée postfixée représentant une ramification.

Configuration finale

~C'est une configuration <q,qO,ZO,e> ol g est un état

final.

1.6. Proposition

Soit’A un ARR, L(A) le bilangage qu’il reconnait. Alors :
- ~ «
L(AJ={reV |Jqé€F, <AyrGg2Z 0T e <g.q,.Z,.€>}
~
r

étant 1'expression parenthésée postfixée représentant r.

Démonstration

On va montrer par récurrence sur r que :
%
< < >
qD,qO’ZOn’rg —— F(r].qo.zoﬂ,€
X
pour tout T€Q

Cette proposition implique évidemment la proposition 1.7.
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X

-~ ~
1.6.1. La proposition est vraie pour r=A car f(A]=qO, A=¢ et Ce—=——C.

1.6.2. Si la proposition est vraie pour r=t et r=u,
tout r=t+uxA, AEV.
&N ~

On a : t+uxA = t(u)A. Alors, par hypothése de récurrence,

tel que :
s an n -~ ) -
<q_,q_,Z T, t(U)A> b— <Ff(t),g_,Z m, (UJA>
8] @] (w] o @]

<fct1,qo,zon,(u)A>o—-<.qO,qo,zOnﬂt), A

Par hypothé&se de récurrence, il existernehﬁ tel que :
- . - m - “ K

<q0,q0,zowf[tl, UJA> p=—— <F(UJ.QO,ZDWF[t),JA>

<f(u],qO,Zan[t],]A>4—-<f(t),F(u],ZOﬂ,A>

<f(t],F(u],ZOW,A>&-'<F(f(t).?[u],A],qO.ZOﬂ,€>

Donc
N % -~
<q0,q0,20ﬂ,t+uxA> e <f(t+uxA],ZDﬂ,e>

1.7. Exemple d'ARR

Soit 1'ARR <Q,V,QO.FJF>

avec Q = {qo,qq,qz,qa.q4}
V = {S,A}
F = {q4}
'F(qo.qu:AJ - q/]

f(qq,qo,A) = dg
F(q1,q3,81 = dg
F(qo,qs,S] =y

f prend la valeur a, partout ailleurs.

elle est vraie paur

il existe n€ N+
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L'automate reconnait le bilangage

S

reconnaissance de r = ,

<q0,q0,20,[A(AA]SJS>
<qD,q0,ZOqO,A[AAJS]S>
<q1,qO,ZOqD.(AA]S)S>
<q0,q0,20q0q1,AA]S]S>
<q1,q0,20q0q1,A]S]S>
<q3,qO,ZOqu1,]S)S>
<q1.q3,ZOqO,SJS>
<q3.q0,zoqo.)s>
<q0,q3,ZO,S>

<q4'qo'zo'€>

>

) s ey

, soit

S
/ﬁ\ﬁ
Af/ ENYS 5 eeas
£ \‘\
}// N
J ,}\5
A PN
A A
(A(AA)S]S
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F[r)=f{qo,f(f(qo,qo,A),F[?(qo,qo,A],qO,A],S),SJ=q4

4

Ce calcul peut encore &tre représenté par la ramification suivante :

D'une fagon générale, le calcul d’'un ARR sur une ramification r peut

gtre représenté par une ramification r' obtenue en complétant r "& gauche
et en dessous” par des sommets étiquetés par 1'état initial, et portant sur
les autres sommets, 1'étiquette v de r et 1'état f(g,q',v), g et g' étant

les états portés respectivement par le frére ainé et le fils benjamin de V.



1.8. Représentation d'un ARR comme algébre

Soit A un ensemble non vide. On appellera opération

n-aire sur A toute application O : AT s A et algeébre tout systéme
<A,D1,... Ds>, ol A est un ensemble non vide, et 01,.5. Ds des opérations
sur A.

Il est bien CODHU(LB?]}QU'UH automate d'états finis peut &tre considéré
comme une algébre ol 1'ensemble A est fini, contient des éléments distingués

(états initial et finauxJ, et ol toutes les opérations sont unaires.

e ot s o e e e e e S et o e o e o s 0 e ot e

Soit <Q,V,qO,F,f> un ARR avec V={V1,...Vm}

. 2
Soit, pour tout i=1,...m, FV : 9 > 7 telle que FV [q.q'}=¢(q,¢’,vi}

QU est alors une V-pépiniére finie, selon la terminologie

de LESCANNE [LGJ, L'ARR peut alors 8tre représenté par le systeme :

<Q,qO;F,FV ,.,.Fv >

1 m

Autrement dit, un ARR est un algébre dont 1'’ensemble sous-jacent est
fini, contient des éléments distingués (&tats initial et finaux) et dont
toutes les opérations sont binaires.
La fonction de réponse de 1'automate se définit comme précédemment

-

c'est une application ¥ de V dans Q telle que

f(A) = 9%

1°[r+sxvi] = FV (f(r), f(sJJ pour tout r,s€V, vi€v.
i

1.9. Bilangages reconnus par les ARR

Les notions de pépiniére et d'homomorphisme de pépiniere
introduites par LESCANNE permettent de montrer trés simplement gue les
bilangages reconnus par les ARR sont les bilangages réguliers définis par

PAIR [Pa].
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1.9.1. V-Pépiniere

On appelle V-pépiniére un ensemble muni de # V lois de
composition internes (# V notant cardinal VJ.

On munit V d'une structure de V-pépiniere en posant pour
tout A€V, r, s&V
fA[r,s] = r+sxA
1.9.2. Bilangages réguliers

1.9.2.1. Premiére définition

Un bilangage est régulier s’'il existe un binoide Qg
flnl, une partie 05% de dB tels que, si ¥ est 1'homomorphisme de V dans dJ
L= w ( é&] On dit alors que L est associé au triplet <Q§ (Eb ,P>.

1.9.2.2. Deuxiéme définition

Un bilangage L sur V est régulier s'il existe un dioide
- . / . ‘ s Y
fini ﬁ), une partie Q) de §z> tels que, si ¥ est un homomorphisme de V

dans fD , L=¢—1( @']

1.9.2.3. Troisiéme définition

Un bilangage L sur V est régulier s’il existe une V-
peplnlere Flnle P, une partie P’ de P tels que, si Y est un homomorphisme de
\ dans P, L= ¢ (P)

On trouvera dans [Qu] et [Le] la démonstration de 1'équi-
valence de ces trois définitions, ainsi que les démonstrations des théoremes

suivants.

1.9.2.4. Propriétés des bilangages réguliers

1.9.2.4.1. Théoréme

Les langages hors contexte sont les ensembles des mots

des feuilles des bilangages réguliers, et eux seuls.

1.9.2.4.2. Théoréne

Les langages d'états finis sont les ensembles des mots

des racines des bilangages réguliers et eux seuls.
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1.9.2.4.3. Théoréme

La classe des bilangages réguliers est fermée pour laréun
l'intersection, le passage au complémentaire, la réflexion, la concaténation,
1’enracinement sur le dioide V, la concaténation itérée et 1'enracinement

itéré.

1.9.2.4.4, Proposition

Le bilangage dual d’un bilangage régulier est régulier.
Cette proposition résulte immédiatement de 1la proposition 4.2.4. du chapitre I
et de la définition 3.1.2. des bilangages réguliers. Les bilangages réguliers
étant fermés pour la réflexion, il suit immédiatement qu'ils sont fermés
pour les opérations « ey E ,'r;:j-

1,9.2.4.5. Théoréme

Les langages d'états finis sont les bilangages réguliers

de hauteur 1 et eux seuls.
1.9.2.4.6. Théorame

Les langages d'états finis sont les bilangages réguliers

de largeur 1 et eux seuls.
1.9.2.4.7. Théoréme

La classe des bilangages réguliers est la plus petite
classe contenant les bilangages finis et stables pour la réunion, la conca-
ténation, la concaténation itérée, 1la greffe, la greffe itérée et 1la

transcription.

1.9.2.4.8. Bilangages grammaticaux

1.9.2.4.8.1. Grammaire

Une grammaire est un triplet G = <V,>,S> ol
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- V est un ensemble fini

- > une relation binaire sur V x Va telle que, pour tout v € V,
1'ensemble des o & Vx tels que v = o est un langage d'états finis.

a est une production de v

- S est un langage d'états finis sur V, 1l'’ensemble des axiomes de G.

Les grammaires hors-contexte définies au chapitre O, § 5.2. sont un
cas particulier des grammaires définies ci-dessus : 1'ensemble des productions
de chaque élément de V est un langage fini, et il y a un seul axiome de longueur 1.
En fait, ces deux types de grammaires sont éguivalents. On trouvera la démonstration

de cette équivalence dans [Pa 1].

1.9.2.4.8.2. Bilangages_grammaticaux

Une ramification est engendrée par une grammaire G si

- son mot des racines est un axiome de G
- pour tout sommet v, si o est le mot obtenu en concaténant de

gauche & droite les fils de v, alors v > a

Le bilangage engendré par G est 1'esnemble des ramifications
engendrées par G.

Un bilangage est grammatical s'il est engendré par une grammaire.

1.9.2.4.8.3. Théoreme
Tout bilangage grammatical est régulier.
Réciproquement, 11 existe des bilangages réguliers qui ne sont.pas

grammaticaux.

1.9.3. Théoréme

Les bilangages reconnus par les ARR sont les bilangages réguliers

et eux seuls.
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Démonstration

Soit A = <Q,V,q_,F,f> un ARR.

~

f munlt @ d'une structure de V- pépiniére,et f est un homomorphlsme
de V-pépiniéres de V dans Q. L(A) est alors associé au triplet <Q,F, F>
Réciproguement, soit L associé au triplet <P,P*',y>. Alors, L
est reconnu par 1'ARR <P,V,y(A),P’',f>, f étant telle que pour tout
PP, €P, VEV,

F[p1,p2,vl = Dv(p1,p2J ol OV est l'opération de P correspondant & 1'élément

v de V.



Nous allons maintenant étudier des automates plus généraux que les
ARR. Les premiers seront les ARR non déterministes. Nous montrerons gu'ils

sont en fait éguivalents aux ARR déterministes.

2. AUTOMATES DE RAMIFICATIONS REGULIERS NON DETERMINISTES

2.1. Un ARR non déterministe est un guintuplet
<@, V,0Q,,F.F>

ol Q est un ensemble fini d'états
V un vocabulaire fini
DO un sous-ensemble de Q, l’ensemble des états initiaux
F un sous-ensemble de @, l'ensemble des états finaux
f une application de szV dans l'ensemble des parties de @,
c'est la fonction de transition de 1'automate.
On définit le bilangage reconnu par un ARR non déterministe de la

méme fagon que pour un ARR déterministe.

2.2. Fonction de transition généralisée d'un ARR non déterministe

-~ S

C’' est une application f de DZXV dans 1'ensemble des parties de Q

définie par récurrence sur V comme suit

f(N) = QO pour tout g,gq'€ @

f(r+sxA) = L“} f(i,j.,A) pour tout r,sé€V
i€ f(r) AE YV
JE&F(s)

2.3. Bilangage reconnu par un ARR non déterministe

Soit M =<Q:V,QO,F,f> un ARR non déterministe.

Le bilangage reconnu par M, L(M) est défini comme suit :

Lim={reV | § q €0,, FOF(riA}

2.4. Configuration d'un ARR non déterministe

C'est un quadruplet <qg,q',m,a> identique & une configuration d'un

ARR déterministe.
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Configuration successeur d'une configuration

<g,q’,m,Prlala’'> k—ro <anC[é,'ITS,a > avec

si Pr(aj = (  alors qs€ QO, qsé QO, T, = TQ

si Pr(a) = ) alors m=1"qg", avec q"€ Q et 4g=a", ql=q, w_ ="
. - - ’ ’ =

si Prla) = v &V alors q’€0 ., q, €fla.q’,vl, m_=m.

Configuration initiale

C’est une configuration <q0,qé,20,a>, ol a est une chafne paren-

thésée postfixée représentant une ramification sur V, et qo,qééiao.

Configuration terminale

C'est une configuration <q,qo,ZO,e>, avec q€F, qDE QO.

On montre de la méme fagon que pour les ARR déterministes, gue le

bilangage reconnu par un ARR non déterministe M peut &tre défini comme suit

- ~ %
LD = dre v [Ja€F. <a..a),7,,7> <a,q2.7, 00> avee g ,q0,q2 € 0

2.5. Séquence d'états d'un ARR pour une ramification

Soit M un ARR, a une ramification.

Soit un calcul de M pour a, c’est-&-dire une séquence de configu-
rations telle que :
<q0,qé,20,3>:~—-..... k-—-<q,qS,ZO,e>

On appellera séguence d'états de 1'ARR M pour la ramification a,

la suite des états horizontaux (c'est-a-dire des premiéres composantes) de
configurations de M formant un calcul pour a.

On a alors la propriété suivante :

Une suite d’'états s,, «..3S

1 n+1
ramification r+sxA si et seulement si s*fQO et 11 existe s

est une séguence d'états pour la

K compris entre

1 et n tel gue 81, ...;SK est une séguence pour r, Sﬁ+1’ e

1€ f(sK, S, A).

s est une
n

séguence pour s et S 4
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2.6. Théoréme

Un bilangage est reconnu par un ARR non déterministe si et seulement

si il est reconnu par un ARR déterministe.

Démonstration

La démonstration est calquée sur la démonstration du théoreme

analogue concernant les automates d’états finis Dkﬂ.

Un ARR déterministe est un cas particulier d'ARR non déterministe.

D'ol la premiére partie du théoreme.

Réciproquement, soit M = <Q,V,QO,F,f> un ARR non déterministe.

On construit un automate D(M) = <T,V,tO,G,g> tel que

=62[D]

.
tD:QO

s - re PofJaerns

g est une application de TZxV dans T définie comme suit :

g(tq,tz,v] = (ﬁ} {F(q1.q2,v]} pour tout tq,tzéidj(Q)
q1et1 vE 'V
9€t,

L'ARR D(M) est déterministe.

On va maintenant montrer qu'il reconnait le méme bilangage que M.

2.6.1. L(M) est_inclus_dans_L(D(M))

—— o (T o o -

Lemme

Pour tout a€V, pour toute séguence d'états S A de M

pour a, d_,, € gla)

Démonstration

On procéde par récurrence sur a.

- La proposition est vraie paur a=A, car g[A)=tO et tout qOG'DO=tO est une

séquence d'états de M pour A
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- 31 la proposition est vraie pour les ramifications r, s, elle est vraie pour

toute ramification r+sxA, A€V.

On a vu en 2.5. gue toute séquence g ...qk pour r,

Qsqr *o qn pour s, et 94 g est un élément de F(qk,qn.A].
Or, par définition de g et de g :
glr+sxA) = glg(r), g(s),A)

1i

{ / f[qq.qz,ﬂl

qqe:g(rl

ngg(s]
Or, par hypothése de récurrence, qkég(r] et qn€ g(s). Donc, F(qk,qn,A] C
g(r+sxA) et qn+1€g[r+sxAJ

C.Q.F.D.

a€ L(M) si et seulement si il existe une séquence d'états de M pour a

Gg”*** Oy telle que qn+1( F
D'aprés le lemme, Ineq € glal. Donc g(a)€G et a€L(D(M)).
2.0.2. L(DCED) ‘est_inclus_daas L(M)

e e o et o o 4 et e o —

Lemme

VagV pour tout g€ gla), il existe une séquence d'états de M pour a G2+ d

Démonstration

Par récurrence sur a

-~

- La proposition est vraie pour a=A car g(AJ=Q0

- 51 la proposition est vraie pour les ramifications r, s, elle est vraie pour

toute ramification r+sxA, A€V.
En effet, glr+sxA) = ‘ , flqg,g',A)

a€g(r)
q'€ gls)
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-

Donc, pour tout ST glément de g(r+sxA), il existe un a, élément

de gl(sJ), un 9, glément de g(rj tels que qn+1€'F(qk,qn,AJ

D'autre part, par hypoth&se de récurrence, pour tout qn(g(s]
il existe une séguence d'états Gy <-0, POUT T» et pour taut qke_g(r] il
. p e
existe une séquence d'états qo,...qK pour r. Alors qo,...qk,qo,...qn, A1
est une séquence d'états pour r+sxA.

C.Q.F.D.

aeL[D(P’I]) si et seulement si gla) €G, c'est-a-dire s'il existe g€ glaiNF.
D'aprés le lemme précédent, il existe une ségquence d'états de M pour
a g,»---g. Comme qg€F, a€L(M).

Ce qui achéve la démonstration du théoréeme 2.6.

3. AUTOMATES DE RAMIFICATIONS CONSERVANT UN RENSEIGNEMENT SUPPLEMENTAIRE

On peut essayer de généraliser les ARR en définissant des automates
gqui conservent une information supplémentaire pendant le parcours de la
ramification d’entrée. On peut d'abord définir des automates de ramifications
oll cette information est prise dans un ensemble fini ; c'est le cas des automates
définis en 3.1., ol 1l'information supplémentaire est un état. Nous montrerons
que ces automates ne sont en fait pas plus puissants gue les ARR. On peut également
définir des automates de ramifications ol 1'information supplémentaire est prise

dans un ensemble infini.C'est le cas des automates de ramifications a pile (ARP]
&tudiés en 3.2. Ceux-ci seuls constituent une généralisation des ARR, car ils
reconnaissent une classe de bilangages plus vaste que la classe des bilangages

réguliers.

3.1. Automates de ramifications conservant un état supplémentaire

3.1.1. C'est un guintuplet
<Q)V1qOJFD-F>

ou Q est un ensemble fini, 1l'ensemble des états
V est un vocabulaire fini
a, gst un élément de Q, 1'état initial
F est un sous-ensemble de @, 1l'ensemble des états finaux

f est une application de szv dans Q, la fonction de transition de 1'automate.
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C'est une application f de QxV dans @ telle que

f(g,\) = g pour tout q€Q
f(flqg,r), f(fl(g,rl,s),A), pour tout q€Q, r,s€v, A€V

n

flg,r+sxA)

Un AR de type 3.1. balaie la ramification d'entrée suivant 1'ordre
postfixe des sommets, comme un ARR. Mais, pour une ramification r+sxA, le calcul
sur s dépend du résultat du calcul sur r, alors gque pour les ARR, les deux

calculs sont indépendants.

3.1.3. Bilangage reconnu_par_un_ARR de type 3.1.

Soit A = <Q,V,qO.F.F> un AR de type 3.1. Le bilangage reconnu
par A, L(AJ), est :

L(A) = {r €V | flq .7 €F}

Le théoreme suivant montre que les AR de type 3.1. ne sont pas plus
généraux gque les ARR.
Théoréme

Tout bilangage reconnu par un AR de type 3.1. est régulier.

Démonstration

Soit A = <Q,V,qO,F,f> un AR de type 3.1. et soit

A" = <QQ,V.qé,F’,f'> 1'ARR tel que
Q" est l'ensemble des applications de @ dans Q
q' est 1’application identique de QQ
F' est 1'ensemble des applications qui envoient g, Sur un état final et
f' 1l'application de QQXQQxV dans QQ telle que, pour tout Lﬂ,t,b( EJQ, AEv,

f'[Q,¢,A)=0 , o0 6 est l'application de QQtelle que,
pour tout q€Q, 6(g) = F(P(qi, (Yo (qg),A)
(Le signe o note la composition des apelications).

La fonction de transition généralisée f’'de A' est alors telle que
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£00) = g

Q

f(r+sxA) = A, ol A est 1l’application de Q@  telle gue, pour tout g€ Q

Ag) = FRIr)(q), [Flsiof’ (r)](q),A)

Pour prouver que A et A' sont éguivalents, montrons par récurrence

sur r que flr)(q) = flg,r) pour tout q€Q

La proposition est vraie pour r = A car ?'[A)(q)=qé[q3=q=¥(q,r]

pour tout g€ Q

Si la proposition est vraie pour T, s€ V, alors pour tout AEV,

q €0

;Tr+sxA][q3

n

Fe(ritg), [£'(siof’ ()] (q),A)

F(Flq,r), Fls)(flg,r)),A)

i

f(Flq,r), FIFla,r),8),A)

f(g,r+sxA]
Alors

r€ L(A) <=> F[qo,r)!EF <=> f"[r](qO]EF <=> f'(r)EF' <=> r€L(A"]

3.2. Automates de ramifications 3 pile (ARP)

En dotant un automate d'états finis d'une pile, on obtient une
machine reconnaissant les langages hors-contexte. Nous nous proposons de
faire la méme chose avec les ARR.

On peut aussi définir des ARP inversés, préfixés et préfixés

inversés. (cf. 4)

3.2.1. Définition

Un automate de ramifications & pile est un 7-uplet
<Q,V, Z;CIO;F:ZD;'F> ou

Q est un ensemble fini d'états

V un vocabulaire fini

2 un alphabet fini, 1'alphabet de la pile

d, 1'état initial, F l'ensemble des états finaux

ZO est un symbole particulier, marquant le fond de la pile
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f est une application de szVleJ{ZO} dans 1'ensemble des parties finies de
oxz¥ telle que, pour tout g,q'€ Q, A€V, a € I,
fla,q",Aa) € Ox2”, et £(d.q',A,Z )€ Oxz_. 2"

3.2.2. Bilangage reconnu _par_un ARP

Pl e Lt = Py petpuipuipbaysogud GNP ntpusispudpiihtysiofiipdiyeiiyeil

3.2.2.1. Fonction de transition généralisée d'un ARP

3.2.2.1.1. On commence par généraliser f a szVxZO.Zx en posant :
Ya,q'€0, A€V, a € TUIZ ), oa €7_.5%,

f(g,q',A,0a) = {<q,0b>|<q,b> € f(g,gq',A,al}

3.2.2.1.2. La fonction de transition généralisée est alors une appli-

cation de VxZO.Zx dans l'ensemble des parties finies de Qxe définie par

-~

récurrence sur \V comme suit :

f(A,0) =<g_,0> pour tout o € ZOZX

'F(P*'SXA,O] = ‘ , U ‘F[q,l,qz,A.O'z).
<q,.0,> flr,o) <4,,0,> Ef[s,01]

Le bilangage reconnu par un ARP M peut alors étre défini :
LMy = {r€V [JqgF, <g,Z_> € flr,z )}

3.2.2.2. Un ARP peut 8tre représenté comme travaillant sur une
chaine parenthésée postfixée de la méme maniére qu'un ARR, avec en plus

évidemment sa pile.

Configuration d'un ARP

C'est un guintuplet <qg,q',m,P,a> ol g et q' sont des éléments de Q,
™ est un élément de Zon' P est un é&lément de ZOZx, a une sous-chaine "a droite”

d'une expression parenthésée postfixée représentant une ramification.
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Configuration successeur d'une configuration <q,q',m,P,Pr(a).a'>,

Pr(aj € V
C'est une configuration <q8,qé,ﬂs,PS,a'> telle gue :
si Pr(a)=( alors 9,0, qé=q0, ﬂ8=ﬂq', PS=P
si Pr(aj=) alors w=m"q", avec q”" € Q, et
QS=Q": Qé=Q» W5=“": PS=P
si Prla)=v € V alors gl!=q_, m_=7, <q..P.> € f(q,q',v,P)

On définit 8lors b , b—eem , —— comme d'habitude.

Configuration initiale

C'est une configuration <q0,q0,20,zo,a>, ol a est une chaine parenthésée postfixée

représentant une ramification.

Configuration finale

C'sst une configuration <q,qO,ZO,ZO,e>, avec g € F, € chaine vide.

3.2.2.3. Proposition

Soit A un ARP, L(A) le bilangage qu'il reconnait. Alors
L(A)={reVv|Ya€F. <q_,q,.2,:2,> T <Gs0,12,,2,4€”

‘T étant 1'expression parenthésée postfixée représentant r.

Démonstration

On va montrer que pour tout (g,0)€ f(r,P),

~ X
<qO,qO,ZOﬂ,P,r> F-*-<q,q0,20n,o,e> -
On procéde par récurrence sur r
La proposition pour r=A car ;(A,P]=(qD,PJ
Si elle est vraie pour r=t et r=u, elle est vraie pour tout r=t+axA, AEV :
Pour tout [q,c]e-;(r,P) 3 n€ N tel que

~ n ”~
<qo.q0,20ﬂ,P,t(u)A>bw-—~ <q,qO,ZOn,o,(u]A>

~. ~
- 20U, L > ) 20, >
<g,q,,Z 0 (U)A> b=—=<q_,q_»Z Tq,0 ulA
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Pour tout [q',o']E-FLu.c),Jrn(hﬁ tel que
.. m ’ '
<q0,q0.20wq.o, u JA> ——<q ,qD,Zqu,o » JA>
<9'.4,,7,19,0", JA>—<q,q",Z_T,0" ,A>
’ ’ l
<g,q .Zoﬂ,c ,A>v—-<qs,qo.20ﬂ,os,€>

pour tout (qé,osj €f(g,q',A,0') € F(t+uxA,P)

—— e —

Q= {qo,q1,qz,qs,q4,q5,q8,q7}

V = {S,A,B,C} L = {1}
QO= {qo}
F = {qB}

#(g,,a,.A,0) = (g,,0I) Vo >k
. X

F(qo,qo,c,cI] = [qs,o) Yo € L

£(d,,9,.80) = (a5,0) Vo € 1

F(qo,qB,S,ZOJ = [qB,ZO)

f(q1,q3,S,ZD] = (q4.ZOJ
F(qS,qS.S,ZD) = [q7,ZOJ
F(qq,qs.S,ZD] = (q4.ZD]
f(qS,q7,S,ZO] = (q7,20]
F(q1,q7,S,ZO] = [q4,ZD]

flg.,q',v,0) = (qz.ol partout ailleurs.

L'ARP reconnait le bilangage
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Exemples de calculs de 1'automate

soit (A(C)SB)S

<qo'qo’zc’zo’(A[C]SB)S>
<qoan;ZDqO,ZO,A(C]SB]S>
<q1:qD,ZOqO,ZOI,[C)SB]S>
<q0,q0.20q0q1,ZDI,C)SB)S>
<qS’qc1’Zoqoq’l’Zo’]SB]S>
<a,,95,2,0,+Z,+5B)S>
<Gy»0,s 20,72, BIS>
<q3,q0,ZOqO,ZO,]S>
<qo,q3,ZO,ZD,S>
<qB’qo’zo’Zo’€>

Ce calcul peut encore &tre représenté par
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Autres exemples

- e et o e e e s e e s s = S S s o o o n T o S o g Som s e

Soit M = <Q,V,Z,QD,F,ZO,F> un ARP. Tout calcul de M sur une
ramification de hauteur 1 est identique au calcul de 1'automate & pile
M' = <Q,V,Z,Q,F,Zo,f'>, avec f’(q,v,0]=f(q,q0,v,cl pour tout g€Q, vE£V,
OGZZU{ZO}, sur la chaine obtenue en prenant le mot de racine (ou de feuille !)
de la ramification examinée par M.

On a,avec les ramifications de largeur 1, le méme résultat.

3.2.5. ARP déterministe

Un ARP <Q.V,Z,{QO}JF,ZD.f> si et seulement si f est une application
de szVxZ U{ZO} dans QxI*.

La proposition suivante découle immédiatement de 4.4.
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3.2.5.1. Proposition

I1 existe des ARP pour lesquels il n'existe pas d'ARP déterministe

égquivalent.

jegmegupetgdnd < Jotef < Dutpuiiipadpuiepueipaipipetp L SPSR P PPl

3.2.6.1. Théoréme

Les bilangages réguliers forment une sous-classe stricte des

bilangages reconnus par les ARP.

Démonstration

L'inclusion au sens large est immédiate, car les ARR peuvent gtre
considérés comme des cas particuliers des ARP. v

L'inclusion stricte résulte de la propriété 4.4. et du théoreme
3.1.3.2. De 4.4., on tire aussi la proposition sulvante, en considérant de

fagon évidente les bilangages de hauteur 1 ou de largeur 1 comme des langages

3.2.6.2. Proposition

Les bilangages de hauteur 1 (respectivement de largeur 1) reconnu

par les ARP sont les langages hors-contexte et eux seuls.

3.2.6.3. Ensemble dés mots des feuilles et des mots des racines des

bilangages reconnus par les ARP

De 3.2.6.2., il résulte que tout langage hors-contexte est -
ensemble des mots des racines d'un bilangage reconnu par un ARP.

La réciproque me semble vraie, mais je n'ai pas pu la démontrer
rigoureusement.

L'exemple 4.3. prouve que des langages sous-contexte, gui ne sont
pas hors-contexte (en l'occurrence {AnCan|Qi1}] peuvent &tre ensemble des mots
des feuilles de bilangages reconnus par un ARP.

I1 serait intéressant de comparer les ensembles des mots des
feuilles des bilangages reconnus par les ARP avec les langages indéxés

définis par AHO DUJ.
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3.2.7. Théoréme

-———— e ——

Les bilangages reconnus par les ARP sont fermés pour la réunion,
la concaténation,1’x. Ils ne sont pas fermés pour 1'intersection, ni pour le

passage au complémentaire.

Démonstration

3.2.7.1. Réunion

Soient L1 reconnu par <Q1,V1,21,QO1,F ZO,P1>
L2 reconnu par <Q2,V2,22,Q02,F2,ZO,?2>

On peut toujours supposer que Q1() Q2 =g

1’

Alors L,IUL2 est reconnu par 1'ARP

<Q,u QZU{k},vquvz,21U22,Q01U002,F1UF2,F>,

avec k¢Q1UQ2 et
F[q,q’,v,o]=€1[q,q’,v,oj pour tout g,q'€ Qq, vE\ﬁ1,CI€Z1
f(g,9',v,0)=f,(q,9’,v,0) pour tout q.,q’' €0, vCVz, o€,22

f(g,q',v,0)=k partout ailleurs.

3.2.7.2. Concaténation

Soient L1 reconnu par <Q1,V1,Z1,QO1,F1,ZO,f1>

L2 reconnu par <02,V2,22,Q02,F2,ZO,F2>

avec Q,IOQZ = 0.
Alors L,|+L2 est reconnu par 1'ARP <Q,V,Z,QO,F,ZO,f>

avec Q = 01U02U{K}, v=vquv2, z=21u22, QO=001,

F, et f tel que :

e F

n

f(q,q”,v,o]=¥1(q,q',v,o) pour tout g,q'€ Q1, v(\%, c3621
F(q,q',v,03=f2(q,q',v,0] pour tout q,q'EQZ, V€V2, o€ 22
s f 9 = ’ 3 - ) ’
flg,q ,v,ZO] {thqo,q ,v,ZOquoﬁ QO } pour tout qEF,I, o} QQZ, v€V2

2
flg,q',v,0)l= k partout ailleurs.
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3.2.7.3. Concaténation itérée

Si L est un bilangage, L%=L+L LdateteL, %= 0 L
i=1

Si L est reconnu par 1'ARP <Q,V,Z,QO,F,ZO,F>, L* est reconnu par
1 ARP <Q,V,2,QO,F,zo,f*> avec

fx(q,q’,v,0]=F[q,q',v,o] pour tout q,q'€ Q, v E&V, O%ZO

x ] h - 1) b 1)

+(g,q ,v,ZOJ~{F[q,q .v,ZOJ} pour tout q¢F, a'€0, vEV
X ' = ¥ ’

f7tg,q' v, 7] {f(g,q ,v.ZO}}U{f[qO,q ,v,ZDJ}

pour tout g€ F, Q'€ Q, VEV.

3.2.7.4. Intersection et passage au complémentaire

La non fermeture pour 1'intersection résulte immédiatement de la
proposition 4.6.4., du fait gue 1'intersection de deux bilangages de hauteur 1
est un bilangage de hauteur 1, et que les langages hors-contexte ne sont pas
fermés pour l'intersection.
La non fermeture pour le passage au complémentaire résulte de la formule de

De Morgan : c(L1UL2) = cL1ﬂcL2.

De la proposition 4.6.4., il résulte que tous les prcbléemes de
décision récursivement indécidables pour les langages hors-contexte sont &
fortiori récursivement indécidables pour les bilangages reconnus par les

ARP .,

4. AUTOMATES DE RAMIFICATIONS REGULIERS INVERSES (ARRI)

Tous les automates étudiés jusqu'd présent parcourent la ramification
gqu'ils examinent suivant 1l'ordre postfixé des sommets, c'est-a-dire de bas en
haut et de gauche & droite. Les automates gue nous allons définir dans ce
paragraphe balaient la ramification d'entrée a 1l'envers, c'est-a-dire de haut
en bas et de droite & gauche. L'ordre de parcours des sommets est alors l'orare

postfixé des sommets de la ramification duale de la ramification d'entrée.



4.1. ARRI déterministe

4.1.7. Un ARRI déterministe est un quintuplet

<Q,V,q_.F,F>

ot @ est un ensemble fini d'états
V un vocabulaire fini
g, un élément de Q, 1'état initial
F un sous-ensemble de O, 1'ensemble des états finaux

f une application de QxV dans 02, la fonction de transition de 1‘automate.

Posons Qm = ﬁ Ql

et Yq€Q, AEV, 'F(q,A]=<1°1[q,A], fz[q,Aji>
i=1

-~

La fonction de transition généralisée f d’un ARRI est une applica-

tion de QxV dans Qw définie comme suit :
flg,A} = <g> , pour tout g€Q
f(g,r+sxA) = <F[F1[q,A3.r), fif,(q.A),8)> , pour tout r,s€VvV, A€V, g€Q

S -~

f est une extension de f & V car paur tout A€V,

g, A+AXA) <f{F1[q.A),A), F[FZ(Q,A],A]>

i

i

*?'Fj tq,AJ: -F2[q’Al>

i)

flg.Al

Une ramification r de V est reconnue par un ARRI
A = <Q,V,q,F,f> si et seulement si, pour tout qe;(qo,r), q€F.

On notera L(AJ] le bilangage reconnu par 1'ARRI A
UA)={r€th€;(%er GEF}
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4,2. ARRI non déterministe

4.2.1. Un ARRI non déterministe est un quintuplet
<D,VJQD’F’<F>

ol @ est un ensemble fini d'états
V un vocabulaire fini
QD un sous-ensemble de Q, 1'ensemble des états initiaux
F un sous-ensemble de Q, 1l'ensemble des états finaux
f une application de QxV dans 1'ensemble des parties de Qz, la fonction

de transition de 1'automate.

e o o o o e o o e e T o e o e e o e o e e o e

-~

C'est une application de QxV dans 1'ensemble des parties de Qm

telle que :

f(g,A) = <g> , pour tout g&Q

flg,r+sxA) = kM} {“2 <k,1>
<i,j*€f(q,A) KE&F(i,r)

1€ 7(j.8)

Soit M = <Q,V,QO,F,f> un ARRI non déterministe
Le bilangage reconnu par M, L(M) est

LM) ={r&V] 3q0€Q0,3<q1,...,qk> € flg_,r), qE€F, ... q, € F}

4.3. Exemple d'ARRI déterministe

Nous donnons un ARRI déterministe qui reconnait le bilangage de

1'exemple 1.8., c'est-&-dire le bilangage
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b
I

= <Q,V,q4,F,F> avec

Q= {qo.qq.qz,q3,q4}

V = {S,A}
F = {qo}
F[q4,SJ = <q0,q3>
f(qB,SJ = <q1,q3>
F(ngAJ = <q1,q0>
F(qq,A] = <g,-4,” f prend la valeur <G5,95> partout ailleurs.
Le calcul de A sur la ramification r = Ei
NG
/ . S
A’ /)“\\\\
A A

#n z Z ° . . o
peut etre représenté par la ramification suivante :

S/q4

qOW~'49“;}g\\\

o - 4,?,_,_._....{__”_-”—-
|
3 ,
H
: éff/
9 M- -
0 }
]
§
i
¥
|
i a
q
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La ramification est reconnue car f[q4,r) = <qo,q0,qo,q0,qo,qo>

4.4. Théoréme

Les bilangages reconnus par les ARRI non déterministes sont les

bilangages réguliers et eux seuls.

Démonstration

—— e o e o e o o .

4.4.1. spit un ARRI non déterministed = <Q,V,Q_,F,f>
Soit 1'ARR at= <Q<J{z},V,Qé,G,g> , avec

Z¢ Q. Q)=F, G=0, et g : (Q U{Z}]2XV > @(QU{Z}) telle que
pour tout g,q’'< Q, v&V, si
h = {g"€ Q[F(q",v) = <q,q'>}#0 alors glg,q',v)=k sinon glg,q’,vl=z

et pour tout g€Q, V&V, g(q,z,v)=glz,q,v)=glz,z,v)={z}

reconnait le méme bilangage que(f.

4.4.2. Réciproquement, étant donné un ARR déterministe §%= <Q,V,qD,F,F>,

on obtient un ARRI non déterministe équivalent :f = <Q',V,0,6.g>

avec Q' = Qu{z} , Z¢Q
o, - F
F = {qo}

g @ Q'xV > 0(&1*‘2] telle que :
pour tout q€Q, VEV, si h = {<g',q">€ 02|F(q’,q",v]=q}#ﬂ
alors glg,vli=h sinon glg,vi={<z,2>}

et pour tout v€V glz,vi={<z,z>}. .

Un ARRI déterministe étant un cas particulier d'ARRI non détermi-
niste, le théoréme 4.4. implique que tout bilangage reconnu par un ARRI déter-
ministe est régulier. Le probléme se pose alors de savoir s'il y a éguivalence
entre ARRI déterministes et non déterministes, comme c'est le cas pour ies ARR.

La réponse est non, et ceci fait 1l'objet du théoreme suilvant.
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4.5. Proposition

Les bilangages reconnus par les ARRI déterministes sont une

sous-classe stricte des bilangages réguliers.

Démonstration

I1 suffit de donner un exemple de bilangage régulier qui n’est pas
reconnu par un ARRI déterministe.

Soit un vocabulaire V = {A,B} et L le bilangage sur V ainsi défini
rgl si et seulement si, pour tout sommet v de r, si t+uxv est la sous-ramificatio
de r compléte & gauche de v, alors t = t'+U'xv’ et u = t"+u”xv”, avec v, v'E V,
impligquent v'=v”,

Donc une ramification de Q fait partie de L si et seulement si tous
ses sommets satisfont la condition suivante : s'ils ont & la fois un frére ainé

et des fils, alors le frére ainé et le fils benjamin ont la méme étiquette.

En effet, L est reconnu par 1'ARR <Q,V,qO,F,F> avec

Q= {qo,q1,qA,qB}

vV = {A,B}

F = {qA,qB}

F(qo,qo, {g}l = {Zg}

fla.a, {1 = {Zg}

flag.a,, (5} = {zg} '
fla .a,, (g} = {Zg}

fla .ag (A1) = {zg}

£y, (1) - {Zg}

flag.ag Q1 - {Zg}

T est égale a a, partout ailleurs.
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4.5.2. I1 n'existe pas d'ARRI déterministe qui reconnait L. En effet,
soit un ARRI déterministe qui reconnaisse L, g sa fonction de transition,
g, son gtat initial. Posons g[qO.A] = <q',g">.

Soit (r1+s xA)+[t1+u1xA)xA et [r2+52xB]+[t2+u2xB)xA deux ramifications de L

/l

Alors g(q”,r1+s1xA) et g[q",t2+u2xB) ne contiennent que des états finaux.

Par suite, 4} reconnait la ramification [r1+s1xA}+(t2+u2xBixA, gqui ne fait pas

partie de L. On aboutit donc & une contradiction.

4.6. ProEosition

Les bilangages reconnus par les ARRI déterministes forment une

sous-algébre de Boole de 1'algebre de Boole des bilangages réguliers.

Démonstration

Nous allons montrer que la classe des bilangages reconnus par les
ARRI déterministes est fermée pour le passage au complémentaire et l’inter-

section.

4,6.1. Fermeture_pour_le_passage_au_complémentaire
3i L est reconnu par un ARRI déterministe <Q,V,qD,F,F>,eL est

reconnu par 1'ARRI déterministe <Q,V,qo,cF,f>.

o o e s e e e ot o o o o

Soient L1 et L2 deux bilangages définis sur un vocabulaire L

reconnus par deux ARRI déterministes = <Q,V,qo.F,f> et 3,= <T,V,tO,G,g>.
Soit alors 1'ARRI <DxT.V,<qO,tD>, FxG, fxg>, fxg étant l”apﬁli~

cation de @xTxV dans (QxT]2 telle que pour tout g€Q, t €T, vVEV,

(fxg) (<g,t>,ul = <<f1[q,v], gqtq,v)>, <€2(q,v], gz[q,vJ>>.

~

Cet automate est un ARRI déterministe. Il est obtenu a partir
de:j et j‘de fagon analogue au produit de deux automates d'états finis. Pour

montrer qu'il reconnait L1ﬂ L2, prouvons gue
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Lemme

: - ~
Pour tout q&Q, t€T, r€V, (fxgil<g,t>,r) = <<qq sty aeeen<qp Lty >> avec
1 1 r r

<qi1'"'?’qir> = f(g,rJ et <ti1""tir> = glt,r)

On procéde par récurrence sur r.

La proposition est vraie pour r=A car pour tout g£Q, t €T

Fa\ -~
(fxg)(<g,t>,A} = <q,t> = <f(qg,A), E(t,A)>

Si la proposition est vraie pour r=x et r=y, elle est vraie pour tout

N
r = x+yxv, v€ V., En effet, pour tout q€Q, t&T, (fxgl)(<qg,t>, X+ YXV)

A N
= <L?ng(Fxg)1(<q,t>,V],x],[Fxg3([fxg)2[<q,t>»V3:y3>

#N . . ", . ,
= <[Fng[<F1(q,vJ,g1(t,v5>,x),[Fng(<f2(q,vJ.g2(t,vJ>,yJ>

= <<qi ,ti >, eaoy <qi

Jtn >;<q. .vte >J"'J<qn ;tn >>
i
1 1 X X

Jq I Jy Jy

avec

<Gy seeaQy > = P(F1lq,v],x],<qj ,...,qj > = ?[fzfq,vJ,yJ
1 X 1 \

<ti ,...,ti > = g(gq(t,w,xJ,<tj ,...,tj > = y(gzit,v),yj
1 X 1 N

Mais alors

n

<q. flg,x+yxv] et

i l'ﬂ'lqi lqa ;-l-,qj >

1 X J1 y

<t, ,.M,ti T, ,e0e,t, 2>
1 x I Jy

g(g,x+yxv)
C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant montrer gque 1l'automate reconnait L1f¥L2.

Une ramification r est reconnue si et seulement si,
. %’\ ( )
= << > ey <Q. >>
si (fxg) qo.rJ a; ’ti ) <q1 ,ti , alors
1 1 r r

<qi1,ti1> £ FxG,uun, <qir,tir> £ FxG

c'est-a-dire si et seulement si qi seeesdy € F et ti ,..a,ti € G, ce gui est
1 r 1 r

vrai si et seulement si ré€ L1 et r‘ELz, d'aprés le lemme



u
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4.7. Proposition
Tout bilangage grammatical est reconnu par un ARRI déterministe.

Démonstration

Soit G = <V,>,S> une grammaire, avec V ='{vili=1,...,n}
Appelons Li,i=1,...,n, 1l'ensemble des productions de vi,i=1,...,n.
Les Li étant des langages d'états finis, il existe des automates d'états finis

déterministes <Qi,v,qO ,Fi,Fi>, i=1,...,n qui les reconnaissent de droite &
i
gauche ; il existe aussi un automate d'états finis déterministe <QO,V,qO ,FD,FO>
)
gqui reconnait S de droite & gauche ; enfin, on peut toujours supposer gue les
Qi, i=0,...,n sont tous disjoints.

Alors le bilangage engendré par G est reconnu par 1'ARRI déterministe

'<Q:V,CIO:F,'F> avec
n
o-(J o
. 1
1=0
qO B qO

0

n
e F
N 1

i=0

f(q,vjj = <Fi(q,vJ,qu> pour tout quQi, 120, ea4,n,
’ pour tout Vj€\/

Réciproquement, les bilangages grammaticaux ne forment pas une algebre de Boole,
contrairement aux bilangages reconnus par les ARRI déterministes, il existe
des bilangages non grammaticaux reconnus par un ARRI déterministe. Comme exemplie
de tels bilangages, on peut citer le bilangage L+L', ol L est généré par la.
grammaire dont 1'axiome est {a}l,et les productions de a sont {a,e}, et L' est
généré par la grammaire dont 1’axiome est {b}, les productions de b sont {b,a}t
et les productions de a {€}. On construit facilement un ARRI déterministe
gui reconnait L+L' ; on trouvera dans [Qu] une démonstration de la non-gramma-
ticalité de L+L’'.

Nous résumons les propositions 4.5., 4.6. et 4.7. dans le théoréme

suivant :



4.8. Théoréme

Les bilangages reconnus par les ARRI déterministes forment une
sous-algébre de Boole contenant les bilangages grammaticaux de 1'algébre de

Boole des bilangages réguliers.

5. AUTOMATES DE RAMIFICATIONS REGULIERS PREFIXES ET PREFIXES INVERSES

En modifiant le principe de récurrence défini au chapitre 1 § 3.4.,
on peut définir des automates de ramifications préfixés et préfixés inversés,

dont les propriétés sont identiques & celles des ARRI et des ARR.

5.1. Nouveau schéma de récurrence

5.1.1. si 6}est un prédicat tel que

- O)[A] est vrai _
- Y e ,,/\
- pour tout r,sf€V, UJ(P) et U)[S] impliguent YA€V &J(SXA+P]
/ -
alors G>est vrai pour tout r€v

Cecl résulte immédiatement de ce gque, pour tout r €V non vide, il existe AEV,

r,s€V uniques tels que r=sxA+r.

~

o e o e e e o e o e e e e o S o oo o o e e e e o o ot S St o S o e S o S T o o

Soient E un ensemble, e un élément de E, et gA:szE2+E
pour tout A€V
I1 existe alors une application f de& dans E et une seule telle
gue f(A)=e
P(sxA+r]=gA(r,s,+‘(r],F[s]) pour tout A€V,r,s€\7 -

5.2. Automates de ramifications réguliers préfixés

Une automate de ramification régulier préfixé déterministe est un
guintuplet <Q,V,qO,F,f> identigue & un ARRI (4.1.), mais la fonction de

(e}
transition généralisée f : QxV > Q est définie & l'aide du nouveau schéma

de récurrence :

flg,A) = <g> pour tout g&Q
f(g,sxA+r) = <F[f1(q,A],sj,f[fzfq,A],r3>



B1 -

pour tout q€Q, A&V, I‘,SQ(/.

Le bilangage reconnu par l'automate est 1l'ensemble des PE{}tels
gque pour tout qE;(qO,r], qg€&F.

La définition des ARR préfixés non déterministes se fait de la méme

fagon & partir de la définition des ARRI non déterministes (4.2.).

5.3. Automates de ramifications réguliers préfix€s inversés

Un automate de ramifications régulier préfixé inversé est un
quintuplet <Q,V,qO,F,f> identique & un ARR postfixé, mais dont la fonction

de transition généralisée f ¢ V > Q est définie comme suit

;[A) = g pour tout g,gq'€ Q
FloxA+r) = £(£(r),f(s),A).
pour tout r.s€\7, A€V
Le langage reconnu par l'automate est 1'ensemble deS]?EQ tels
que ;(r]€ Fa
La définition des ARR préfixés inversés non déterministes se fait

de la méme fagon & partir de la définition des ARR postfixés non déterministes

donnée au § 2.

5.4. Bilangages reconnus par les ARR préfixés et préfixés inversés

De la définition des ARR, il résulteimmédiatement gu'un bilangage
L est reconnu par un ARR préfixé déterministe (resp. préfixé non déterministe,
préfixé inversé déterministe, préfixé inversé non déterministe) si et seulement
si le bilangage réfléchi t gst reconnu par un ARRI déterministe (resp. non
déterministe, postfixé déterministe, postfixé non déterministe].

I1 en résulte que les bilangages reconnus par les ARR pré?ixég
non déterministes, préfixés inversés déterministes et préfixés inversés non
déterministes sont les bilangages réguliers et eux seuls.

Les bilangages reconnus par les ARR préfixés déterministes forment
une sous-classe des bilangages réguliers. L'identité de cette sous-classe et
de celles des bilangages reconnus par les ARRI déterministes résulterait d'une

éventuelle fermeture de ces classes pour la réflexion.






CHAPITRE 3

GENERATION DE BILANGAGES

Nous allons étudier dans ce chapitre des grammaires génératives
de ramifications qui géneérent les bilangages réguliers et eux seuls. Pour cette
raison, nous les appellerons grammaires de ramifications réguliéres (GRR).
Cette étude est & rapprocher de celle de Brainerd [Br} sur des pseudo-arbores-
cences sur un vocabulaire stratifié. Elle est une généralisation (comme celle

de Brainerd) de 1'étude de BUCHI sur les systemes réguliers canoniques [Eﬁﬂ

1. DEFINITION ET PROPRIETES DES GRR

1.1. Une GRR est un triplet <V,P,I'> ol

V est un vocabulaire fini
P un ensemble fini de reégles de production du type ¢ v, avec (.P,Lp EV

I' est un ensemble fini de ramifications sur V, 1l'ensemble des axiomes.

1.2. Dérivation dans une GRR

1.2.7. Soit G = <V,P,T> une GRR, r, s des ramifications sur V, L (resp. RJ

1'ensemble des parties gauches (resp. droites) des régles de G.
Alors r'_ELg s (s est une conséquence immédiate de r dans G)

sl et seulement si il existe (?+¢ €P telle que s€ S(\,y,r), S étant 1'application
de LxRxQ dans l'ensemble des parties finies de Q telle que, pour tout Y,y tels
que Y-yE€P,

S, v, M) = {A}
et pour tout t,u €\7,A €v,

S y,truxA) = si Y# t+uxA  alors

(S, ¥,r)+sxA} U {r+S(¥,y,s)xA}  sinon {y}
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Intuitivement r‘—fi-a s si et seulement si il existe
Y-y €P telle que {f est une sous-ramification compléte & gauche de r, et s est
obtenu en remplacant dans r une occurrence complete a gauche de Lppar une
occurrence de Y. c

La relation de dérivation est obtenue & partir de - de la fagon
suivante :
(1) T pem T pour tout r‘(i
(2) r Fill- 5 et s -ELat implique r pf;—s, k > 1
(3) T s si et seulement si il existe i >0 tel que rruin.s

i est la longueur de la dérivation TL:L.S'

r|~Eu_s (i1 existe une dérivation dans G de r & s) est la fermeture transitive
de la relation >

\

jreangengtgping & Juif & JudfiNy o heiapuiuaipui VR Spuagg e dattadad

On peut maintenant définir le bilangage L généré par

[ep]
I

= <V,P,T>
{r€V|§'yEF :Y p— T}

-
u

1.3. Exemples de GRR

1.3.1.

vV = {S,A} P={Q+@Q} F={|}

Le bilangage généré est

A A A
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1;3.2. V = {SJA}

-{Qﬁ‘ﬁ\é//x}
5 \
A A

Bilangage généré

S S
A S LRIy e s e
S
A A A@\ A v\\
\
\
A A N

| ﬁif;”\\\A

1.4. Propri€tés des sous-ramifications complétes i gauche

o
1

3
1]

=

1.4.1. La notion de "sous-ramification compléte 2 gauche” est identigue
& la notion de "sous-ramification” définie par QUERE [Qu] de la fagon suivante :
L'ensemble des sous-ramifications complétes & gauche de r‘€§'est la partie de
Q SR(r} telle que :
SR(A) = {A}
SR(t+uxA) = SR(r)u SR(u) Vv {t+uxA}
QUERE a démontré que la relation "sous-ramification compléte a

gauche” est une relation d'ordre partielle sur V.

1.4.2. La notion d'occurrence d'une sous-ramification compléte & gauche
d'une ramification peut &tre définie & partir de la notion d'occurrence d'une
sous-chaline d'une chaine de la fagon suivante : -

. ] . 0] ~ ”~ o ) z -z
Soit r une sous-ramification compléte & gauche de s, T 1'expression parenthésée

postfixée compléte représentant r, s 1'expression totalement parenthésée

postfixée de s.
"
Les occurrences de (0 (c’est-a-dire de r immédiatement & droite
~ A z . 13
d'une parenthése ouvrante) dans s, et elles seules, définissent les occurrences

completes & gauche de r dans s.



1.4.3. Soient r et s deux occurrences complétes & gauche de deux sous-
ramifications pas nécessairement distinctes d'une ramification x. On n'a

alors que trois possibilités :

- r et s sont disjointes
- r est une occurrence compléte & gauche de s

- ¢ est une occurrence compléte & gauche de r

1.5. Propriété des GRR

Soient (1)(']+-¢1 et [2](12 > ¥, deux régles d’une GRR
G et soit r une ramification possedant une occurrence dei.‘::,I et une de (§2 completes
3 gauche disjointes. Alors les régles (1) et (2) peuvent &tre appliguées dans

n'importe gquel ordre avec le méme résultat.

1.6. Grammaires de ramifications avec vocabulaire non terminal

C'est un gquadruplet <VT,VN,P,P> ol

VT et VN sont des vocabulaires finis, comprenant respectivement les éléments

terminaux et non terminaux. V. N Vy = ¢ P
P est un ensemble de regle @+ y, avec Q. v & VT L)VN

I est un ensemble fini d'éléments de VTLJ VN

Une dérivation est définie de la méme fagon gqu'en 1.2., mails le bilangage généré

L ne contient gue les ramifications ne comportant pas d'éléments non terminaux
L={r€\/T |3 Yy €T : Yp—r}

Les GRR définies en 1.1. sont un cas particulier des grammaires avec vocabulaire
terminal.

Nous verrons par la suite gue 1'introduction d’éléments non Ferminaux
n'argumente pas la capacité générative des GRR. Il s'agit simplement d'un outil
commode dans beaucoup de démonstrations. D'autre part, 1l'analogie avec les
grammaires de chaines donne certains résultats.

Les grammaires que nous considérerons dans ce paragraphe pourront

dtre tels gue V # ¢. On pose V = V. V) Vy -



ai
[sp]

1.7. Proposition

-~

Soit X = r+sxA, x' = r’'+s’'xA des ramifications sur V, A€ V.
Supposons qu'il existe une dérivation D = X - X, > ee. > X, » avec x_ = X,
X, = x', telle que pour tout i, o <1 < n-1, la partie gauche de la régle

N

appliquée a X4 est une sous-ramification stricte compléte & gauche de X -
Alors rpr' et s p——s’
Réciproguement r p——r’ et st—-s’ impliguent x:—x".

Démonstration

1. Par récurrence sur la longueur de la dérivation n

0

i) n => X x'" =>r=r'"ets=358" = rer' et st—zs'

ii) vrai pour toute dérivation de

de longueur n

longueur n-1 => vrai pour toute dérivation

X, = % = T+sxA
= ' E R ol Sew
><1 r1+sxA ou r+s1xA > rt r,l ou s 51
X4 +---x' et la longueur de la dérivation est n-1. Donc, par hypothése

de récurrence, (P1g-~r' et sp—5') ou (re—1r' et 5, 5'] et, —— &tant

transitive,

2. * 41’

S 35"

(rp—=1' et s +—5') dans les deux cas.

=> r+sXA p— ' +3xA

=> p'+gXA p——1r'+35"'xA

et par transitivité@ r+sxA p~r’+s’'xA

1.8. Définitions

1.8.1.

1.8.2.

Deux GRR sont dites équivalentes si elles générent le méme bilangage.
Une GRR est dite simple si

- elle possede un seul axiome, consistant en une ramification réduite :
un seul symbole non terminal, soit S

toutes ses regles de production sont de 1'une des formes suivantes
>/

> A

Y+A

TxA

Y+TxA

X

->

->

<X X X X X X
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A - X
A > X
Y+A > X
TxA X

Y+TxA =+ X
o X,Y,T,X' sont des symboles non terminaux,
A est un symbole terminal, A est la ramification vide,+ et x les opérations

de concaténation et d'enracinement sur V.

1.8.3. Une GRR est dite expansive si
- elle posséde un seul axiome, consistant en une ramification réduite a
un seul élément non terminal, soit S

- toutes ses régles de production sont de 1'une des formes suivantes :

X > A
X > A
X -+ Y+A
X =+ TxA
X > Y+TxA
avec les m@mes notations gue précédemment.
Nous allons maintenant montrer gue pour toute GRR, on peut trouver

une GRR simple et une GRR expansive équivalentes.
1.9. Lemme

Pour toute GRR G = <V,P,I'>, on peut trouver une GRR G’ équivalente A

<V',P',{S}>, qui a un seul axiome S réduit a un seul symbole non terminal.

Démonstration -

SoitS¢V Vi =vu{s} P =PuUl{s~>y | yeT

On a bien évidemment L(G') = L(GJ.
1.10. Théoréme

Pour toute GRR G = <V,P,I>, on peut trouver une GRR simple

G' = <V',P',{S}> équivalent & G.
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Démonstration

Le lemme 1.8. permet de supposer que I = {S}, S€ VN
P’ va &tre construite de la fagon suivante :

Paur toute regle(f - w € P, on introduit de nouveaux symboles non
terminaux Uk et ka.U <kgn, 0< K' <m, n et métant le nombre de sommets de

q& et y, respectivement.

On crée ensuite

. N . P ‘o . i
i) des régles gui vont réduire la ramification q& sommet par sommet au seul UO
‘o N i i
ii) la regle U~ > V

0 s}
‘e N . L . N . i
iii) des regles gui vont générer wi sommet par sommet & partir de V0

Les phases 1) et iii) sont définies précisément par les algorithmes

suivants.

Notations : A est la ramification vide, r et s des ramifications non vides

sur V, A un élément guelconque de V.



Phase i)

réduction de ¥, a U
i 0

i

- 89 -

Y -a ou= | créer A u* w-~u~——5§;;7
i 0
non
pile :=¢
k :=0
t = q&
t = A ouz t créer A Ui
k t= k + 1
non |
( T,
{ pile = ¢‘}——-ﬂgﬂ——-— 1= sommet (pile)
désempiler
~' oui
\7/
( B oui . i i o
t —;EZE:)nmn—mu——-—creer Uk+1+A > Uk >
! k 1= k+1
non £ 1= p
~ oui . i i
t = sxA créer Uk+1xA - Uk
kor= k1 >
non £ o= s
Y . i i
creer Uk+1+uk+2XA
.
k 1= k+1 i
t =71
empiler s




Phase iii) génération de wi a partir de V;
A
Y, = A out créer VI > A ‘__W
‘ i 0

non

pile := ¢

k :=0

t 1= wi

prd
N
_ oui ’ . i
{t A} creer VK > A
k 1= k+1
( pile - ¢) non |t := sommet (pile) _
désempiler
“Y oui
\/
- oui . i i

t = r+A créer VK - Vk+1+A o
k 1= k+1 d
t :=r

non

t = sxA out  créer Vl - Vl XA
k = k+1
t := s

7
. i i i

créer Vk - Vk+1+vk+2XA >
k 1= k+1
t :=1r
empiler s




Soit G' = <V',P',Z> avec V' = VU{Ui}U{Vi} et P' égal & 1i'ensemble
des régles créées au cours des phases i) ii) iii)

G' est une GRR simple.

L(G) « L(G")

En effet, par construction de G',(Pi._E;wi impligue qg+w9_-«wi.
D'autre part, la propriété suivante :

"Spit r une ramification , x une sous-ramification compléte & gauche
de r, r' la ramification obtenue & partir de r en changeant x en x'.

G 3 3 G ’ ”

Alors X p— x' implique rp—r1T
résulte immédiatement de la transitivité de la relation "sous ramification
complete a gauche”

Il s'en suit que r€L(G) impligue r€L(G').

L(G") € L(G)

r€L(G') <=> S . r

On simule la déduction de S vers r dans G' par une déduction dans G
obtenue de la fagon suivante : chaque fois que 1'on appligue dans G' une regle
U - V on appligue dans G la regle(} > w . On obtient ainsi une déduction de
S vers r dans G. En effet, pour pouvoir appllquer la regle U - V il faut avoir
au prealable appliqué toutes les régles contractantes de G' qui permettent de
construire U Ceci implique gqu'auparavant, ($ soit une sous- ramification complete
a gauche. Donc(ﬁ > w peut s'appliguer. D'autre part, une fois V obtenu, on
peut appliquer, dans cette partie de la ramification, que les regles expansives
de G', et on est obligé de les appliguer toutes pour éliminer les non-terminaux.

On se retrouve alors avec la ramification wi.

Remarques

1) Dés qu'on a appliqué a q&, dans G', la premiére régle contractante, on ne peut
plus appliquer, pour obtenir une ramification terminale, que les régles condui-
sant a wi dans cette partie de la ramification (on peut aussi appliquer des regles
du type A > X. Mais alors, soit AN, auquel cas on peut trouver une dérivation
équivalente sans ces regles, soit A—y # A C.VT, mais alors, on ne peut plus déri-
ver de ramification terminale). Par contre, on peut appliquer d'autres regles

sur des sous-ramifications complétes a gauche disjointes de qg. La propriété 1.5.
permet toutefois de construire une dérivation dans G' ol toutes les regles

concernant le passage de qa a wi s'appliquent les unes & la suite des autres.



Exemple

Construisons G' simple équivalente & la grammaire 1.4.2. (sans tenir

compte de 1'axiome). Ces régles sont :

g

)

U > Vg

V;”} V:llx IS
v

V;]->A

vl - v%( A

Vi oA

et les dérivations

s S S
- > - > S
A U A U7 v V]
o o 1 1
vV
) S 2
> 3 - / g > e
A A
A
v 1 A A A
2 vy

1.11. Lemme

Pour toute GRR simple G = <V,P,{S}>, on peut trouver une GRR

expansive G' = <V,P’',{S}> équivalente a G.
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Démonstration

P'={X—>A|Xg.E...A}U{X—>/-\|Xg.E_..A}U{X—>Y+A|X§.E._Y+A}

UIX > TxA | X FeTxA} U {X > Y+TxA | Xeom Y+TxA}
avec X,T,Y€ VN, /\QVT

On a évidemment LI(G’') < L(G)
Pour montrer gque L(G) € L(G'), montrons la proposition plus forte

X o €V, implique X G

x, pour tout X CVN.

On procéde . par récurrence sur X.

A
> X

i} La proposition est vraie pour Xx

En effet Xbii—A <=> X > A €P’ §

A= XS A

n

ii) Si la proposition est vraie pour r,s, glle est vraie pour tout r+sxA, AEVN

G G .
X pom— T+ 8XA <=> ] Xosees Xy tels que xi'+ X541 0<1i<m

et x = X, x_ = r+sxA
0 m

Désignons par D(x) le dernier sommet suivant 1'ordre postfixé de

la ramification x.

Soit x 0 < k < m la ramification telle que D[XK) # A et que, D[xk+13 =

KJ
oo = DIx_ ) = A

m
G étant simple, on doit avoir x_ = X' [ VN et x = A ou Y+A

K k+1
ou TxA ou Y+TxA, Y,T € VN.

Mais alors X}"g“'A ou Y+A ou TxA ou Y+TxA, et alors X > A ou Y+A
ou TxA ou Y+TxA € P’'.

Mais, d'aprés la proposition 1.7., YFJE—-F et/ou T&-E-s.
’ ’
‘Donc, par hypothése de récurrence, Y kE_—»r et/ou T}—E——-s et finalement,

dans tous les cas, XF«Q——~r+sxA. -

Remarque : La démonstration du lemme 1.11 est effective (c'est—d-dire la
grammaive expansive G' peut Etre construite par un programme) si et seulement
st les prédicats Xe—N, Xt—Y+A, X+—TxA et X b—Y+TxA sont décidables pour les

GRR simples. Ceci est vrai et sera démontré dans un chapitre ultérieur.
(Chapitre 4, Th. 2).



1.12. Théoréme

valente.

Pour toute GRR, on peut trouver une GRR expansive qui lui est équi-

La démonstration résulte immédiatement du théoréme 1.10. et de la

proposition 1.11.

1.13. Grammaire expansive réduite

C'est une grammaire expansive <V,P,{S}> telle que X -~ AP

seulement si X = S,

Seul 1'axiome peut apparaitre en partie gauche d’'une regle dont la

partie droite est la ramification vide.

1.14. Proposition

Pour toute GRR expansive <V,P,{S}>, on peut trouver une GRR expan-

sive réduite <V,P’,{S}> équivalente.

Démonstration

P' contient toutes les reégles de P (ﬁ+ Y avec ¢ # A ou (f= S.

Pour chaque regle X -~ A €P avec X # S, on applique l'algorithme suivant

si X n'apparait en partie droite d'aucune regle de P, il est parasite dans G.

On ne crée
Sinon paur
pour
pour
pour
pour
<V,P',{S}>

alors aucune régle correspondante dans P'.

tout T > X+A€P, on crée dans P' T > X+A et T > A

tout T - XxXA€P, on crée dans P' T - XxA et T -~ A

tout T > X+XxA€P, on crée dans P' T - X+XxA, T - X+A, T > XxA, T > A
tout T > Y+XxA€P, on crée T + Y+XxA et T > Y+A

tout T > X+YXA€P, on crée T > X+YXA et T - YxA

est expansive réduite et génére le méme bilangage que <V,P,{S}>

1.15. Théoréme

Pour toute GRR, on peut trouver une GRR expansive réduite équivalente

La démonstration résulte immédiatement du théoréme 1.12. et de la proposition

1.14.



La ramification vide est générée par une grammaire expansive réduite
<V,P,{S}> si et seulement si S » A&P.

Les GRR expansives réduites sont 1'éguivalent pour les ramifications
des grammaires d’'états finis dont les régles autre que S > € sont du type

X > Ya ou X >~ a, X et Y étant des symboles non terminaux et a un symbole terminal.



2, EQUIVALENCE DES GRAMMAIRES DE RAMIFICATIONS REGULIERES ET DES AUTOMATES DE
RAMIFICATIONS REGULIERS

Cette équivalence est exprimée par le théoréme suivant
Théoréme

Les bilangages générés par les grammaires de ramifications régu-

lieres (avec ou sans non terminaux) sont les bilangages réguliers et eux seuls.

Démonstration

2.1. Proposition

Tout bilangage généré par un GRR (avec ou sans non terminaux) est

régulier.

Démonstration

D'apres le théoréme 1.14., & toute GRR, on peut associer une GRR
G expansive réduite équivalente.
Soit G = <VT,VN,P,{S}> une GRR expansive réduite
Soit A(G) = <Q,VT,QD,{S},f> 1'ARR (éventuellement non déterministe) ainsi construi

Q = si A€L(G) alors VN sinon VNlJ{qO}, 9% i VN

QO = si AEL(G) alors {S} sinon {qo}

<=> X - AEP
X +~ Y+AEP

flg,.q,.A) 3
F[Y,qD,AJ 3
f(qO,Z,A'J ] <=> X > ZxA€P -
flY,Z,A) 3 <=> X > Y+ZxAEP

pour tout X,Y,Z GVN, AG.VT

xX X X X
A
i
v

- N G
Pour montrer que r€L(G) <=> r€ L(A(G)), c'est-a-dire que S T

<=> f(r) 3 S, prouvons la proposition plus forte suivante

pour tout XEVN, X*"‘Q"‘r <=> f(r] 3 X

On procede par récurrence sur r.



i) La proposition est vraie pour r = A, car
X G A <=> X > A P <=> X =98<=>g =3
ii) Si la proposition est vraie pour r, s & VT' elle est vraie pour tout

r+sxA, A '%ZVT

a) r=s =\
G

X:i~ A<=> X~>A P <= f(qo,qO,AJ;E X <=> f(A).BX

b) r=A, s #L

x5u9w<sxA <=> X > YXA£P et Y PEL~5 <=> f(qO,Y,A]:3 X et fls) Y <=> f(sxA) =
f(qO,F[s],A]ZB X

c)r#A, s =A
G

X r+A <=> X - Y+A=P et YF“Q“*P <=> f(Y,qO:A)f*X et flr) =Y <=> f(r+A) =
?[f[r),qO,A].B X

d) r#AA, sEAN

X2 prsxA <=> X > Y+ZXAL P et vl o ret z:% s <= F(Y,Z,A) 5 X et
f(r) 3 Y et fl(s) 27 <=> flr+sxA) = f(f(r), f(s),A) =X

Ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.1,

2.2. Proposition

Tout bilangage régulier est généré par une GRR sans non terminaux.

Démonstration

L régulier <=> il existe un ARR déterministe <Q,V,qO,F,F> gui le
reconnait.
Notons # Q le nombre d'éléments de Q, et pour toute ramification r,
h(r) sa hauteur, la .r) sa largeur (cf. chapitre 1 ), #r le nombre de ses sommets.
Considérons la GRR G = <¥,P,T'> avec
P={Y-v | ((h) <nh(p) = # 0 et le (§) < #0et
M[w3<#(N9£(M@ < #Q et h(y) < #Q et
1o (§) < la (y) = A Q) et (FP) = F(p)I)
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I'={r€L | hir) < #Q et la (r) < #Q}

G est une GRR car P et T sont finis.

r€L(G) => 7 s €T tel que sf-G T
;(r] = ;[s] par définition de P

Or ; (s)E€F par définition de T
Donc, ;[r)ﬁF'<=> ré L

2.2.2. L L(G)
2.2.2.1. Lemme
Soit A un ARR déterministe, #Q le nombre de ses é&tats. Pour tout

g€0, s'il existe une ramification r telle gue f(r)J = g, alors il existe une

ramification s telle que h(s) < #0Q, la (s) < #Q et f(s)] = qg.

La démonstration de ce lemme sera faite dans le chapitre consacré

aux problemes de décision pour les bilangages (chapitre 3, 3.1.1.).
2.2.2.2. Lemme

Pour tout r£V, il existe s€V tel gue h(s) < 4Q et la (s) < #Q,
er§~ r et f(s) = f(rj

Démonstration

al si hir) < #Q et lalr) < #0Q, alors s = r

-

bl si h(r) > # Q et lalr) < #Q, soit r' une sous-ramification complete & gauche

de r telle que h(r') = #Q (on a toujours la(r') < lalr) < #QJ.
Le lemme 2.2.2.1, implique :3 s' tel gue h(s') < hir’') = #40Q,
la(s') < AQ, #s' < #1' 8t f(s') = £(r').

Alors s' -~ r'€ P.



Soit s, une ramification obtenue & partir de r en remplagant une

N N Y G
occurrence compléte & gauche de r' par s'. #’51 < #r. Alors s, —»r car

1
s' > r'€ P. D'autre part, f(s1) = f(r) car f(s') = fl(r'J.
Si h(s1) > #Q et laf81) < #Q, on appligue 1’algorithme b) & s, pour obtenir s,.
Si h(s13 < # Q et la[s1] > #Q, on appligue 1'algorithme c) (voir plus bas]

Si h{sﬂ)

{v

#0Q et latsql‘i # Q, on applique l'algorithme d) (voir plus bas)
Si h[sq) < # Q et 1a[51] < #Q, on s'arréte.

Donc, on sort de bJ) avec une ramification s telle que #s < #r

~

telle gue s = sj~+ S 41 T e T8, T dans G et f(s] = F(sj) = ... = flrl).

c) si h(r) < #Q et la(rj > #Q, soit r’ une sous-ramification compléte & gauche

de r telle que lalr’'] = #Q

D'aprés le lemme 2.2.2.1., il existe s’ telle que his’) < hir') < #Q et
la(s') < la(r') = #Q et f(s') = f(r'), et #s' < #r'

Alors s' > r'€P

Soit s, une ramification obtenue & partir de r en remplagant une occurrence
compléte & gauche de r' par s'. On a :

M%]ihh”)<#&et#sq<#r

5, _ELsr car s' -~ r'é& P, D'autre part, f[813 = f(r) car fi(s'] = f(r'")

Comme h(sq) < # @, deux cas sont possibles :
1) 1a(s1] < # Q. Alors, on s'arréte

2) la[s1j > #0Q. On répete 1’algorithme c) pour obtenir Sos Sgs e
[h[sz],h[s3],... < #0QJ, mais puisque & chaque pas lal(s') < la(r’), 1’'algorithme
se termine aprés un nombre fini de pas avec h(si] < #Q et la(si] < #Q et
> s, > ... > 5, > r dans G et
~ 1i-1 -~ 1
f(s.) = ..o = flr]

d) si hir) > #Q et lal(r) 2 #0

Soit r, une sous-ramification compléte & gauche de r telle que

ou bien h(rq] < #0Q et la(rql‘z #Q
ou bien hir,) > #Q et lalr,) < #Q

On appligue alors a r, l'algorithme de c) (respectivement bl J.

1
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Soit 81 la ramification obtenue. Elle est dans tous les cas telle gue

G
81 hw—vrq, # 51

< #1"1, 1’[51) =
Soit s une ramification obtenue
gauche de r, /
sk2—1, #s < A1, fls) = f(r)

par s

si h(s) < #,‘_L'J et la(s) < #Q on
si h(s) > #Q et lal(s) < #Q on
si h(s] < #Q et la(s) > #0Q on

si h(s) > #Q et la(s) > #Q on

?(rq)

en remplagant dans r une occurrence compléte &

s'arréte
appligue b)
applique c)

applique dj

Comme dans tous les cas, le nombre d'éléments de la ramification

diminue strictement & chaque pas, on s'arréte au bout d'un nombre fini de pas

avec une ramification satisfaisant les conditions du lemme 2.2.2.2. La démons-

tration du lemme 2.2.2.2. peut &tre schématisée par l'organigramme suivant.

b, c, et d sont les algorithmes

précédents. Pour chaque ramification d'entrée i,

ils fournissent comme résultat la ramification j.
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i=r
(h(i)<#0 et 1ali)<#Q )} oul s=1i ——W
. A
non
(h[i]fﬁ/&l et la(i)<# Q)._.__BJ.J_Z‘EM_, Appeisge ° »
non
(i #a et dati)>#0 } fppey 0 ° 5
Appel de d
> i=j >

Prouvons maintenant que r €L implique r €L(G)

r€L <=> f(r) = g&F.

D'aprés le lemme 2.2.2.2., il existe s €V tel que h(s) < #Q, lals) < #Q,
st—Co et Fls) = £(r) =qg€F.

Mais alors s € I' et et s;—E—-r implique r€ L(GJ. Ce qui achéve la démonstration

du théoreéme 2.

Corollaire

Pour toute GRR, on peut trouver un GRR <V,P,I'> sans non terminaux

et telle que pour tout Lf+~w(P, Y £ N



...82_.

2.3. Théoréme

Soit G = <V,P,T> une GRR telle que C?%-u;QP => ¢ # N et avec un

ensemble d'axiomes infini régulier. Alors L(G) est un bilangage régulier.

Démonstration

I' régulier => il existe une grammaire expansive G' = <V',P',{S}>
qui génére T'. On peut toujours supposer que VN N VN = ¢. Soit G” = <v",p",{s}>
avec V" = VUV', P” = PUP’, Nous allons montrer que L(G") = L(G).

2.3.1. L(G) € L(G")

rEL(G) => :!YEP, Ye-E-r => Y jpm— 1 car P& P”
YETr => 5""8“\( => SME“-Y car P'c P”
S;—E—~ Ys y&E—— r => SF—§—~ r <=> r€L(G")

2.3.2. L(G") € L(G)
Soit r€ L(G"). Alors il existe une dérivation de S vers r dans G”.

Si cette dérivations est de longueur < 2, elle est de longueur 1, car S ¢fv

donc S--G—-> r, car S¢V , alors r € T et r€L(G).

Si la dérivation est de longueur > 2, alors il existe Tiq? Tir Tiugq tels que
Ss~§_ r | > r, >r 5-:£~ r
i-1 i i+1

Supposons que 1'on passe de L

et de r; a Ti.q Par application d'une régle de P'. G' étant expansive, il existe

a r, par application d'une régle de P

une occurrence compléte & gauche d'une ramification X, Xé\«r dans Tye

D'autre part, ri étant obtenue & partir de Ty -4 Par applicatidn d'une
regle Lf+ V&P, il existe une occurrence complete a gauche de ¥ dans ri.

Y étant une ramification non vide de Q, les occurrences de ¢ et X
dans ry sont disjointes.

Alors LA contient des occurrences disjointes de (Pet X. D’aprés
la proposition 1.5., on peut intervertir lordre d'application des deux régles
sans changer le résultat.

En procédant ainsi de proche en proche, on obtient une dérivation de
S vers r telle que toutes les régles de P' sont utiliséesavant les régles de P.
On obtient ainsi & partir de S un axiome de G, dont on déduit r. Par suite

r€L(G).



2.4. Théoréme

Considérons des GRR dont la dérivation est définie de fagon habi-

tuelle, mais se fait & partir de sous-ramifications complétes & droite et non

plus & gauche. Les bilangages générés par de telles GRR sont les bilangages

réguliers et eux seuls.

Démonstration

Posons G = <V,P,I>, avec T = {Yq""’Ym}’ P = {Qﬂ > w1""’%% > wn}

Soit € une GRR <V,B,%> avec T = {?1,...,3 }, ?i étant la ramification réfléchie
m

0, N , n de y, (cf. chap. 1.

R A N N 1

. , y

Soit L(G) le bilangage généré par G & partir de sous-ramifications

e

complétes & gauche. L(GJ est régulier.

D'autre part, si L(G) est le bilangage généré par G a partir de
sous-ramifications completes a droite,

v

L(G) = L(GJ, car si West une sous-ramification compléte & gauche de r,
AY) Y
West une sous-ramification compléte a droite de r.

Donc L(G) est régulier. La réciproque est immédiate.

Remarque

On peut démontrer 1'éguivalence des GRR utilisant des sous-ramifi-
cations compliétes & droite et des ARR préfixés inversés définis au chapitre 2
§ 5.3., de la méme fagon que l’on a démontré le théoréeme 2 ; en particulier,
on démontrera 1'équivalence des GRR et des grammailres "gimples” dont les regles

sont des types

> A+Y
> TxA
TxA+Y
- X!

> = X X X X X X
¥

A+Y ~
TxA ~
TxA+Y -

x X X X
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ol A est un symbole terminal et X,Y,T,X' des symboles non terminaux et des

grammaires "expansives” dont des régles sont du type

-+ A

> A

> A+Y
> TxA
> TxA+Y

xX X X X X

avec les mémes notations.

Les grammaires expansives réduites de ce type sont 1'éqguivalent
pour les ramifications des grammaires d’'états finis dont les reégles autre gue
S »~ e sont du type X > a¥ ou X > a, ol X,Y sont des symboles non terminaux,

et a est un symbole terminal.

3. APPLIGATION AUX SYSTEMES COMBINATOIRES [Da]

En appliguant les résultats démontrés en 2 aux ramifications de
hauteur 1, considérées comme des chaines de caractéres, on retrouve deux

résultats démontrés par BUCHI.
3.1. Théoréme

Les langages générés par des syst@mes combinatoires dont toutes

les reégles sont du type

gh > @P

sont les langages d'états finis et eux seuls.
3.2. Théoréme -

Les langages générés par des systémes combinatoires, dont toutes

les régles sont du type

Pg + Pg

sont les langages d'états finis et eux seuls.
3.3. Théoréme

Soit G une GRR dont la dérivation est définie en utilisant des

sous-ramifications complétes (et non plus compléte & gauche ou.d droitel.




Alors, tout ensemble récursivement énumérable est ensemble des mots des racines

d'un bilangage généré par une telle grammaire.

Démonstration

En effet, des grammaires de ce type ne manipulant gue des ramifications
de hauteur 1, gue 1'on peut considérer comme des chatnes de caractéres, sont alors

des systémes semi-thuiens , et il est bien connu que les systémes semi-thuiens

peuvent générer n'importe quel ensemble récursivement énumérable.

Remarque
Oon a le méme résultat avec des grammairves de ramifications dont la

dérivation est "ormale', c'est-d-dire que l'occurrence compléte d gauche de
la partie gauche d'une régle est remplacée par une occurrence compléte a
droite au méme niveau de la partie droite de la régle ; avec des grammaires de
ramifications "antinormale", "de Post'.

Toutes ces grammaires générent des bilangages qui ne sont pas
yeconnaissables. Mais il existe des bilangages reconnaissables qui ne sont pas
générés par de telles grammaires ; en effet, toutes ces grammaires transforment
des sous—ramifications complétes;tout bilangage de largeur 1 qu'elles générent
est régulier.

3.5. Application aux expressions parenthésées

Toute ramification sur V peut &tre représentée par une expression

parenthésée postfixée (ou préfixée] sur V.

2.5.1. Théoréme

o ————

~ .
Soit L un bilangage régulier sur V et L 1l'ensemble des expressions
parenthésées postfixées complétes représentant les ramifications de L. Alors

~ o
L est un langage hors-contexte sur [Vi}{(,J}Jx.

On a le méme résultat avec l'ensemble des expressions parenthésées

préfixées complétes représentant les ramifications d'un bilangage régulier.
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Démonstration

L régulier <=> | est généré par une GRR expansive <V,P,{S}>.
~
Soit <V,P,{S}> le systéme obtenu en écrivant les parties gauches et droites
~
de P sous forme d’expressions parenthésées postfixées. Les régles de P sont

alors de 1'un des cing types suivants

> €

> a

- Ya

-~ (Tla
X > Y(Tla

€ étant la chaine vide, a un élément du vocabulaire terminal, X,Y,T des

xX X X X

éléments du vocabulaire non terminal.
~ ~
<V,P,{8}> est donc une grammaire hors-contexte gqui génére L.
La démonstration est analogue pour les expressions parenthésées préfixées

completes.

3.5.2. Corollaire
L'ensemble des expressions parenthésées postfixées simples et
1’ensemble des expressions totalement parenthésées postfixées des ramifications
d'un bilangage régulier sur V forment des langages hors-contexte sur
vu{(, i},
Le corollaire reste vrai si on remplace "postfixées” par

"préfixées”.

Remarque : La réciproque du théoréme 3.5.1. est fausse. IL existe des bilangages
non réguliers tels que l'ensemble des expressions parenthésées postfixées

(resp. préfixées) représentant leurs ramifications forme un langage hors—contexte.

Exemple
Le bilangage A+B, A+A+B+B, A+A+A+B+B+B, ..., n'est pas régulier.
L'ensemble des expressions parenthésées postfixées et préfixées forme le

langége {Aanlqi1} gui est hors-contexte.
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3.5.3. Théoreme
Soit S un systéme semi-thuien dont le vocabulaire est vu{(,71},
dont les axiomes sont des expressions totalement parenthésées postfixées sur V,

et dont toutes les régles s'écrivent :

(£ ~(£', £ et &' étant des expressions parenthésées postfixees
complétes sur V.

Alors 1'ensemble des théoremes de S est un langage hors-contexte
sur VO{(,1}.

En effet, un tel systéme combinatoire est une gécriture parenthésée
postfixée d’une GRR. Le théoreme 3.5.3. est alors une conséquence immédiate

du corollaire 3.5.2.

Soit S’ un systéme semi-thuien défini comme en 3.5.3., mais dont

toutes les régles s'écrivent

£} >~ &'j, avec les mémes notations gu’en 3.5.3.

L'ensemble des théorémes de S' est un langage hors-contexte sur
vu{(,)}. En effet, un tel systéme est une écriture parenthésée postfixée du type
de GRR défini en 2.4. Le théoréme 3.5.4. est alors une conséqguence immédiate

du théoréme 2.4. et du corollaire 3.5.2.

3.5.5. Le théoréme analogue concernant des systemes semi-thuiens dont

les régles s'écrivent (& ~&€'J ou &) > (g' est faux (cf. la remarque en 3.3.7).

3.5.6. On a des résultats analogues & 3.5.3., 3.5.4. et 3.5.5. en rem-

plagant "postfixées” par "préfixées”.
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CHAPITRE 4

PROBLEMES DE DECISION POUR LES BILANGAGES REGULIERS

——— o o S e e e e o e o = T o —

1. DEFINITIONS DES BILANGAGES REGULIERS

Nous avons donné, au chapitre 2 et 3, les définitions suivantes

entre autres des bilangages réguliers

(a) Un bilangage est régulier si et seulement si

de

(b} Un
de

(c) Un
de

(dJ Un
de

(e) Un
de

ramifications

bilangage est

ramifications

bilangage est

ramifications

bilangage est

ramifications

bilangage est

ramifications

régulier déterministe.

régulier si et seulement si

régulier non déterministe.

régulier si et seulement si

réguliére.

régulier si et seulement si

régulieére simple.

régulier si et seulement si

réguliére expansive.

il

il

il

il

il

est

est

est

est

est

reconnu par un automate
reconnu par un automate
généré par une grammaire

généré par une grammaire

gEnéré par une grammaire

Nous avons démontré 1'équivalence des définitions (a) et (b] au

chapitre 2, et celle des définitions (bJ, (c), (d] et (e) au chapitre 3.
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Nous nous posons ici le probléme de 1'effectivité de ces démons-

trations, c'est-a-dire de savoir si elles fournissent des algorithmes permettant
de construire les différents systémes reconnaissant ou générant un bilangage
régulier d'aprés les définitions (al), (bJ, (c), (d) ou (8} & partir d'un d'entre eux.
Si les démonstrations sont effectives, nous pourrons utiliser n’'im-
porte laquelle des définitions (a), (b), (c), (d) ou (e) pour résoudre des
problémes de décisions pour les bilangages réguliers.
Les démonstrations de (b) > (a) (chapitre 2, 2.6.), (a) » (c)
(chapitre 3, 2.2.), (c) » (d) (chapitre 3, 1.10.], (e) ~ (b) (chapitre 3, 2.1.]
sont clairement effectives. L'implication manguante (d) > (e) (chapitre 3, 1.11.)
est effective si et seulement si les prédicats Xa=—— A, X¢—Y+A, Xt—TxA
et X j— Y+TxA sont décidables pour une GRR simple. C'est ce gue nous allons

maintenant démontrer.
2. THEOREME

Soit G une GRR simple, VT et VN ses vocabulaires terminaux et non
terminaux, X,Y,T des éléments pas nécessairement distincts de VN, A un élément
de VT‘ A la ramification vide.

Alors les prédicats Xp——— A, Xp——Y+A, Xiue=TXA, X o= Y+ T XA

sont décidables.

Démonstration

2.1. Définitions

Soit r, - r, > aee > r, une dérivation dans une GRR. On appelle
hauteur de la dérivation 1l'entier h = max{h(rillQiiim},largeur de la dérivation
1'entier la = max {la[rillqiifm}, h[ri) et la[ri] notant respectivement la
hauteur et la largeur de la ramification ry-

La dérivation sera dite propre si elle satisfait la condition
suivante : pour tout T 0<i<m, tout sommet de Ty qui porte un symbole non
terminal est tel que la sous-ramification de ry réduite & ce seul sommet est une

~

sous-ramification compléte & gauche de r, -



2.2. Lemme

Soit d = L -> T, F el > r. une dérivation dans une GRR simple
avec r0=X et rm=A ou Y+A ou TxA ou Y+TxA (avec les mémes conventions gue précé-
demment]). Alors il existe une dérivation propre de r, vers T de longueur infé-

rieure ou égale & la longueur de d.

Démonstration

Supposons gue r ne scit pas propre. Alors il existe ri, 0<i<m
tel que la dérivation de Ty a ri_1 soit propre, et r;, ne satisfasse pas & la condj]
tion ci-dessus.La dérivation se faisant dans une GRR simple, on a alors appliqué
une regle A > U pour passer de L a T La dérivation d aboutissant 3
rm=A ou Y+A ou TxA ou Y+TxA, le sommet U ainsi créé conduit dans d & A. Alors
on obtient une autre dérivation de r, Vers rm en éliminant r, et toutes les
ramifications obtenues & partir de r; en appliquant une régle & la sous-ramifi-
cation créée a partir du sommet U.

Si la dérivation obtenue n'est pas propre, il suffit de répéter
le méme processus. Au bout d’un nombre fini de pas, on obtiendra une dérivation

r Vvers r_ propre.
de Y n Propre
2.3. Lemme

Pour toute dérivation d = ro°+ r1 T oae. > rm dans une GRR simple,

avec rO=X et rm=A ou Y+A gu TxA ou Y+TxA, de hauteur et/ou de largeur supé-
rieures a 1+ "#VTXE# VN+1]3, il existe une dérivation de r, vers r_ de hauteur
et de largeur inférieures ou égales & 1+é‘VT(#5VN+1]3'[é£VT, #SVN = nombre

de symboles terminaux et non terminaux de la grammaire].

Démonstration

Le lemme 2.2. nous permet de supposer que d est une dérivation
propre. Pour tout O<i<m, définissons une relation, notée K, entre les sommets de

ry et ceux de L de la fagon suivante :

/]

Soient (fﬁ-w la régle appliquée pour passer de r, a ri+1, ry -Lf et Pi+1 -y

les sous-ramifications de ry et Ti,q NON impliquées par 1'application de la régle.
On a évidemment r; —(f = Tiq T Y. La relation K est établie entre tout sommet

de ri - qet son homologue de Ti+’l - ¥. D'autre part, si (f= X€V|\I et

Vo= Y+TxA, Y,T €'VNU{A}, A(VTUVN, on a alors XKA et si = Y+TxA et ¥ = X,

avec les mémes conventions, on a AKX.
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Enfin, la relation n'est pas définie pour(fou Y si ¢ = A ou

q:= A respectivement.

2.3.1. Si la hauteur h de d est supérieure a 1+(#5VT](#£VN+1]3,
soit Ly 0<i<m, dont un chemin d’'une racine & une feuille a une longueur égale
a he Soit Vv, ,V se04,V

1772 h
'] FRCRE NI ] V' <Jj< ’ of1 i i N o H
Vg vV, Vi-1 e T Pour tout 1<j<h, définissons deux entiers PJ et qJ tels que

les sommets de ce chemin. La dérivation étant propre,

Pj = min{QiliilkiKii implique [K_1]K(vj)=vj}

q, = max{m>1>i[i<k<l  => Kh[vjj=vj}

Pj et qj sont tels gue, paur tout Pjiﬂiqj, le sommet de Ty 1ié par la relation

K au sommet de vj de ry porte 1'étiquette Vj'

La grammaire étant simple, la dérivation r r_ , 1<j<h

-
P.1 P.
ne peut &tre réalisée que par application d'une regle dedla formd

xJ > vJe1IxAd avec xjévN, v, evuing, ale V.

D'autre part, toute dérivation rq _1+ rq » 1<j<h, ne peut étre
J J
réalisée que par application d'une regle du type :

Y'j+T’ij’j > X'j avec Y'j, T'jEVNU{A}, A’jQVT, X’jGIVN.
Considérons alors, pour tout j, 1<j<h-1 les séquences
Sj = <Aj,Yj,Tj,X'j>
Il v a au plus #4VT(#'VN+1)3 séguences différentes de ce type.

Comme h-1 > #%VT(#fVN+1]3, il existe deux entiers p, g,
1<p<g<h-1 tels gue S =S .
<p<q:< a b g q

On a alors deux dérivations "superposées” de X'J a partir de

N

YJ+TJxAJ, On peut donc construire une dérivation équivalente a d en appliquant

N

a l'océﬂrrenoe la plus "haute” de YJ+T‘]><AJ les reégles appliquées & la plus
"basse” dans d pour obtenir x'J. (cf. figure 1J. Si la dérivation obtenue a

encore une hauteur supérieure a 1+# V [#‘VN+1J3, on réapplique 1'algorithme

T
2.3.1. Comme la longueur des dérivations obtenues diminue strictement & chaque

pas, on obtiendra au bout d'un nombre fini de pas une dérivation de hauteur

W (HV +1)5,

inférieure ou égale a 1+#VT N



2.3.2. Si la largeur la de d est supérieure & 1+#5VT(££VN+1]3

<

soit r,, 0<i<m, dont un chemin d’un frére ainé & un frére benjamin a une longueur
égale & la. On procéde alors de fagon analogue & 2.3.1. Soient V1’V2""’V1a
les sommets de ce chemin. La dérivation étant propre, v1’v2""’vla—1%:VT

Pour tout j, 1<j<la, on définit deux entiers Pj et qj tels que

s
]

min{0<1<i|1<ksi => tK'“‘J"cijwj}

n
1t

max{mi;ii[iiKil => Kk(vjizvj}

Toute dérivation Tp —4 > Tp s 1<j<la vient de 1'application d'une
. J J
regle X? » vd«1Ixad, avec xJ% Vo vd, 19 v Y1l AJ{;VT. Toute dérivation

rq._1'+ rqu, 1<j<la, vient de 1l'application d'une regle Y’“-iﬂ“T'ij‘j > X'j
J RN I , .

avee V'3, I EY vin}, Al Ve, x'gv, .
Soit Sj = <Aj,Yj,Tj,X'j> » 1<j<la
Comme la>1+é‘VT(#‘VN+1J3, il existe deux entiers p,q, 1<P<g<la-1 tels que
Sp = Sq

I1 existe alors deux dérivations "paralleles” de X'J & partir de
YJ+TJxAJ. On peut construire une dérivation équivalente & d en appliquant a
1'occurrence la plus "3 droite” de YJ+TJxAJ las regles appliguées & la plus
"& gauche” pour obtenir X'j. La dérivation obtenue & une longueur strictement
inférieure & celle de d et une héuteur inférieure ou égale & celle de d. Si sa
largeur est encore supérieure & 1+#éVT (#fVN+1]3. on réappligue 1’algorithme
2.3.2. Au bout d'un nombre fini de pas, on obtiendra une dérivation de longueur
inférieure ou égale 3 1+ﬁ5VT(%#VN+1JS

L'algorithme 2.3.2. n'’augmentant pas la largeur de la dérivation,
en appliquant 2.3.1. puis 2.3.2., on obtient une dérivation de ro vers;rm

de hauteur et de largeur inférieures ou égales & 1+#5VT(£fVN+1]3
2.3.3. Exemples

a) Relation K

On reprend 1'exemple donné au chapitre 3, 1.10. La relation K est

en pointillés.
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b) Application de 1'algorithme 2.3.1.

La dérivation

>
¥
¥
><>
3
—< 5
¥
¥
>;

‘—‘.c-

¥
-7
4,
¥
¥
¥
%
¥
¥

-

o ) oY

T \V
|/¥ > . > U/T‘ . Zm - -
]

<

est remplacée par
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c) Application de 1'algorithme 2.3.2.

La dérivation

[rerpree—

>




..95..

est remplacée par :

‘. Y/ ]A E’---}A
T
. > I/N\" > /\ -> cenen
U iA .
Y,

2.4. Nous pouvons maintenant passer & la démonstration du théoréme 2.

Soit Lo e > T, une dérivation (avec r, =X et rm‘A ou Y+A ou TxA ou Y+TxAJ

de hauteur et de largeur inférieures ou egales a 1+# V (A#V +1]

Soit M le nombre de ramifications sur V=VTlJVN de largeur et de hauﬁeur infé-
rieures é'1+#5VT(#£VN+133. M est évidemment fini. Si la longueur de la dérivation
fn est supérieure & M, alors il existe 2 entiers p,g tels que O<p<g<m, rp=rq et

une dérivation plus courte, ©' > ... > T_ > T > iae T .
o} p g+1 m

Nous avons donc montré que si ro}—_-r , 11 exlsfe une dérivation de
hauteur et de largeur inférieures ou égales a 1+#/V [#‘V +1] et de longueur
inférieure @ M. Il n'y a gu'un nombre fini de telles dérlvatlons. On peut donc
décider si r0b-rm.

C.Q.F.D.

3. PROBLEMES DE DECISION POUR LES BILANGAGES REGULIERS -

3.1. Théoréme

Le probléme du bilangage vide est décidable pour les bilangages

réguliers.

Nous donnons deux démonstrations de ce théoréme. La premiére est
une simple application du théoreme analogue concernant les langages hors-
contexte. La deuxiéme est calquée sur la démonstration & partir des automates

d'états finis du théoréme analogue concernant les langages d'états finis.
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Un bilangage régulier est généré par une GRR expansive. Or, une
GRR expansive est une grammaire hors-contexte particuliére, et le probléme du

langage vide est décidable pour les langages hors-contexte.

3.1.2. Deuxiéme démonstration

o - o o o > o o s

Un bilangage régulier est reconnu par un ARR déterministe

3.1.2.1. Lemme
Soit A un ARR déterministe, # Q le nombre de ses é&tats. Pour tout
q&0, s’il existe une ramification r telle que f(r)=qg, alors il existe une

ramification s de hauteur et de largeur inférieures a # Q telle que f(s)=qg.

Démonstration

v Soit r telle que f(rl=g. Supposons que h(r) et/ou lalr) > #0
a) Si h(r) > #Q

~

Considérons un chemin d'une racine & une feuille de r de longueur
égale & h(r). Quand il parcourt ce chemin, h(r) étant supérieur ou égal & # Q,
1'automate doit nécessairement passer par le méme état au moins & deux reprises.
Autrement dit, il existe deux sommets v et v' de ce chemin tels que, si r(v)
et r(v') sont les sous-ramifications de r complétes a gauche de v (resp. v'),
Flr(v])=F(rlv')].

Supposons que ce soit v' qui soit un descendant de v ; r(v') est
alors une sous-ramification stricte compléte 2 gauche de r(v). -
Soit alors r' la ramification aobtenue en remplagant dans r 1'occurrence de

r(v) par une occurrence de r(v'). On a :
flr') = f(r) = q

Si h(r') > #Q, on lui réapplique le méme algorithme. Comme &
chague pas le nombre de sommets de la ramification décroit strictement, on

s'arréte au bout d'un nombre fini de pas avec une ramification r

hir,) < # Q et f(r,) = q.

y telle que

Remarquons que 1a(r1] peut &tre supérieur & la(r).
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Exemple d'application de 1'algorithme a)

b) Si la(r) > #Q

On procéde de fagon analogue.

~

Considérons un chemin d’un frére ainé & un benjamin de longueur

égale & la(r). Quand il parcourt un tel chemin, 1'automate doit nécessairement
passer par le mdme état au moins a deux reprises. Il existe alors deux sommets
v et v' de ce chemin tels que, si r(v) et r(v') sont les sous-ramifications

de r complétes & gauche de v (resp. v'J, ;[r[v]) = ;[r(v'J).

Si c'est v' qui est "a gauche” de v, c'est-a-dire si r(v') est une
sous-ramification stricte compléte & gauche de r(v]), on remplace dans r 1l'occur-
renee de r(v) par une occurrence de r(v'). On obtient une ramification r' telle
que ;(r') = ;[r] = g et h(r') < h(r). 8i la(r') > # Q, on réappligue & r' le
méme algorithme. Le nombre de sommets de la ramification décroissant strictement

3 chaque pas de 1l'algorithme, on s'arréte au bout d'un nombre fini de pas avec

une ramification r, telle que 1a(r1]<ﬁ‘Q, F[r1) = g et h(r1]ih(r].

Exemple d'application de 1'algorithme b)




En résumé, la ramification s du lemme est trouvée & partir de r

de la fagon suivante :
si h(r) et lal(r) :;##Q alors s=r

si hir) < #Q et lalr) > #Q alors s est fourni par 1'algorithme b)

N

sinon s est obtenu en appliquant & r 1'algorithme a), suivi éventuellement de

1'algorithme bJ.

3.1.2. Soit alors A = <Q,V,qO,F,f> un ARR déterministe. Le bilangage qu'il
reconnait est le bilangage vide si et seulement si, pour tout g €F, il n'existe
pas de ramification r telle que ;(r]=q. Ce qui, d'aprés le lemme 3.1.1., est vrai
si et seulement si pour tout g€F, il n'existe pas de ramification r de hauteur

et de largeur < #Q telle que f(r)=g. Le probléme de bilangage vide est donc

décidable pour les bilangages réguliers, car il n'y a gu'un nombre fini de rami-

fication sur V de hauteur et de largeur < #Q.
3.2. Théoréme

Le probleme du bilangage infini est décidable pour les bilangages
réguliers.

Comme le précédent, ce théoreme résulte du théoréme analogue concér-
nant les langages hors-contexte. On pourrait aussi le démontrer en adaptant pour
les ARR la démonstration du théoreéme analogue concernant les langages d'états

~

finls & partir des automates d'états finis.

Les problémes gue nous allons maintenant examiner sont indécidables
pour les langages hors-contexte ; considérer les bilangages réguliers comme des

langages hors-contexte particuliers ne conduit alors a rien.
3.3. Théoréme

Soit L un bilangage régulier sur V. Le probleme L=V ? est décidable.

Démonstration

Notons cL le complémentaire de L. L=V ? est équivalent a CL=¢ ?
D'autre part, si L est reconnu par 1’'ARR <Q,V,q0,F,F>, cL est reconnt

par 1'ARR <Q,V,qO,QF,?>, et le probleme du bilangage vide est décidable pour CL.



3.4. Définition du produit de deux ARR

Soient A = <Q,V.qO,F.€> et A' = <T,V,tD,B,g> deux ARR déterministes
de méme vocabulaire V.
Le produit de A et A’', AxA’ est par définition 1'ARR déterministe
< < > >
QAxT,V, qo’to ,FxG, fxg

oll @xT et FxG sont les produits cartésiens de Q et T, et F et G respectivement,

et fxg la fonction de (QxT)sz dans QxT définie par :

vq,q'€Q, t,t'€T, v €Y, (fxgl)(<g,t>,<q’,t'>,v) = <flqg,q’,v], glt,t',v)>
3.5. Théoréme

Le bilangage reconnu par le produit de deux ARR A et A' est

1'intersection du bilangage reconnu par A et de celul reconnu par A’.

Démonstration

-~

3.5.1. Montrons par récurrence sur r €V gue :

Ny ‘ ~ -~
(fxg)(r) = <f(r), glri>
La proposition est vraie pour r=A car
2\ - -
(fxg) (A) = <q0.to> = <f(A), g(h)>
Si la proposition est vraie pour r=x,y, elle est vraie pour
r=x+yxA

o ( P SN
(fxg) (x+yxA) = (fxg) ((fxg)(x),(Fxg) (y),A>

(Fxg) (<F(x), glx)>,<fly), glyl>,A) = <f(f(x), fly),A), glglxl), gly),A)>

L]

<F(x+yxA), gfx+yxA)>

3.5.2.

FEL(AXA') <=> (Fxg) (r) € FxG

<> <f(r), glr)> € FxG

<=> ;(rié F et é[r)ee <=> r€L(A) et r€ L(A")
<=> r € L(A) N L(A")
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3.6. Corollaire

Solent L et L' deux bilangages réguliers. Le probléme LNL' = ¢ ?
est décidable. |

En effet, si A et A’ sont des ARR déterministes reconnaissant res-
pectivement L et L', LANL’' est reconnu par AxA', et AxA’' peut 8tre effectivement

~

construit & partir de A et A’.
3.7. Théoréme

Soient L et L' deux bilangages réguliers. Alors le probléme
L =L" ? est décidable.

Démonstration

Soient A = <Q,V,qD,F,f>, A’ = <Q',V,qé,F’.f'> 2 ARR déterministes tels que
L(A)=L et L(A")=L"

Notons bA=<q,v,q_,bF, >, cA'=<Q',V,qé,GF',f'>.

L=l <=> LAfL" = g et bLaL: = ¢

<=> L[AXCA'] = ¢ et L[chA’) = ¢ gui est décidable d'aprés 3.6.

3.8. Théoréme

Solent L et L' deux bilangages réguliers. Alors le probleme
L& L' ? est décidable.

En effet, LgL' <=> LﬂcL’ = ¢ et la démonstration est analogue
a 3.7.
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CHAPITRE 5

TRANSDUCTION DE RAMIFICATIONS

- ——— " - —— ]~ " o o o S

1. INTRODUCTION

Les transducteurs de mots sont des automates auxquels on a ajouté
une fonction de sortie qui, pour chague couple <état,lettre>, Fournjt un mot
du vocabulaire de sortie. Nous nous proposons de faire la m8me chose avec les
automates de ramifications réguliers déterministes, postfixés et postfixés
inversés. Il n'y a pas de difficultés supplémentaires pour définir des transduc-

tions non déterministes, ou a pile.

La fonction de sortie d'un transducteur de ramifications, pour
chague couple <état,lettre>, fournira une ramification sur le vocabulaire de
sortie. Il s'agit alors de composer les différentes sorties. Pour les trans-
ductions de mots, cette composition est simplement une concaténation. Pour
les ramifications, il y a deux opérations, la concaténation et 1'enracinement.
Si la premiére est une opération entre ramifications, la deuxiéme est une
opération entre ramifications et lettres ; or, en sortie, on a besoin de deux
opérations entre ramifications, du moins dés que 1'application réalisée par
le transducteur n'est pas une simple transcription. On peut utiliser comme
deuxiéme opération 1l'enracinement sur les diofdes, qui est une opération entre
ramifications ; on obtient ainsi les transductions que nous appelons simples.
On peut utiliser une oﬁération plus générale, la greffe, que nous définirons
plus loin ; on obtient alors les transducteurs & greffe. Comme il n'y a pas
de raisons de se limiter & ces deux exemples. nous commencerons par donner
une définition générale des transducteurs, ol les sorties sont composées a

1'aide d'opérations définies pour chague transducteur et non pas & priori.
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2. TRANSDUCTEUR DE RAMIFICATIONS POSTFIXE

2.1. Un transducteur de ramifications postfixé est un 6-uplet
T = <Q,V,W,q0.F.g>

ol @ est un ensemble fini d’'états
V un ensemble fini, le vocabulaire d'entrée
W un ensemble fini, le vocabulaire de sortie
q, un €lément de Q, l’gtat initial
f une application de Q"xV dans Q, la fonction de transition du transducteur
g une application de szv dans onz, o0 O est un ensemble fini d’opérations
binaires sur & ; g est la fonction de sortie du transducteur. On pose,
pour tout g,q'€ Q, v€EV
glg,q',v) = <g1(q.q',v]. gz(q,q',v), gS(q.q',v)>

-~

2.2 On définit une application f de V dans Q en posant :

f(A) = g pour tout g,q'€ Q

flr+sxv) = f(f(r), f(s),v), pour tout r,s€V, vEV

-~ -~ -

Soit g 1l'application de V dans W ainsi définie :
g(A) = A

glr+sxA) = g[r)gztf(r],F(s),v](g(s)gs(f(f).f(s),v)g1[F(r],f(s),v]]

pour tout r,s €V, A€V.
Etant donné une ramification r sur V, le transducteur T fournit

comme résultat la ramification glr) sur W.

2.3. Exemples

2.3.1. Transducteur_qui_appligue_chague_ramification_sur.sa_ramification

EdassEmasx

T,] = “'<.{C]O},V,V:C|0.'F,g>

avec VVGV, g[qO’QO:V) <V:r'}":>(>:

N _ -
+g = s+r, Yr,s €V

V)
ol + est définie par, r
et x est 1'enracinement.

Alors g(r) = T pour tout r €V.
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T, = <{q0},V,V,qO,F,g>

' r\J ~, 3 o &
avec Vv€\h g(qo,qo,vl = <y,X,+>, ol X est 1l'enracinement sur le dioide V,
Y
et + 1'opération définie en 2.3.1.

Alors g(r) = r, pour tout ré& V.

2.3.3.

TS = <{q0},{a},{a}.qoaf:g>

avec g(qo,qo,a) = <a,+,8>,00 + est la concaténation et 6 1'opération définie

par s 6 a = (s+s)xa

T3 réalise 1'application suivante

a

’ LR ]

Q

- o — o ——— - o o o o e S o e o o e e e e o e S

2.3.4.1. Cet algorithme, utilisé par le systéme du C.E.T.A., travaille
sur des pseudo-arborescences binaires, dont les feuilles sont étiquetées par
des éléments d'un certain vocabulaire V, et les autres sommets portent comme
étiquette soit &, soit v, 6,y¢\h 8 (resp. y) signifiant que la liaison du
sommet & son fils cadet (resp. ainé) est privilégiée. L'algorithme condense en
un seul sommet les sommets liés par des relations privilégiées tout en conservant
toutes les autres liaisons ; 1'étiquette portée par le sommet ainsi créé est

celle de la feuille qui fait partie de 1l’'ensemble de sommets condensés.
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Par exemple, la structure S donne
6 /<\

a b///\i\\ f

/\

c

d e
la structure interprétée
d
\&\
\ f
b G e

o

2.3.4.2. Cet algorithme est réalisé par le transducteur
Ty = <{q0,q1},V’,V',qD,F.g> od V' = VU{y,8} et pour tout veV

flag.a,,v) = f(q1,q0,v] = flg,.q,.v) = fla,.q,.v) = a,

et g(qoaqox\/] = <V, +,X>
g(Q,’»CID»V] = SV, t,X>
g(qo,q1,V) = <V:+Je>

g[qz]’Q/I’V) = <VJ+Je>

ol © est 1l'opération définie par :

(rxa+sxb) 66 (rxa+s)xb

(rxa+sxb) 6y (r+sxblxa, pour tout r,s€V, a,b€V.

2.3.4.3. Exemple de calcul de T

Sur la pseudo-arborescence ,» qui donne

\07
P
o
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g(((a+b)xd8+(c+d)xylx8) = g(A]gZ(f[A],f[(a+b]x6+(c+d]xy),6) (

g([a+b)x6+(c+d]xy)g3(F[A3.f[(a+b)x6+(o+d)xy],6]g1(f(A],f([a+b]x6+(c+d]xy],6]

Comme ;([a+b]x6+[c+deY] = dq»
é(([a+b]x6+(c+d]xy]x6)=A+é[(a+b]x6+(o+d)xy]66
o (a+bIxs+ (c+d)xy)
- g((a+b)x81+ (glcrd)g,(a,.a,.¥)g, (a,.a,,7)) = g((a+b)x8)+ glo+d) oy
glordl=gle)+ (Mg} (q,.q,,d)g, (a,.q,.d)]
=é(c]+Axd

=c+d

g( (a+b)x§) g(A)+(g(a+b)g3[q0,q1.6)g1[qo,q1,6]]

A+ ((a+bl6d)

= axh

Donc

é((a+b]x6+(c+d]xy] axb+((c+d)By)

axb+dxc

et finalement

g(((a+b)x8+(c+d)xylxs) {axb+dxc) 66

i

n

(axb+d])xc
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3. TRANSDUCTEURS DE RAMIFICATIONS POSTFIXES INVERSES

Alors que les transducteurs définis en 2 parcourent la ramification
d'entrée comme les ARR, ceux que nous allons définir la parcourent commes les
ARRI.

3.1. Un transducteur de ramifications postfixé inversé est un B-uplet
T = <Q:V1w:q01{1g>

ol @ est un ensemble fini d'états
V un ensemble fini, le vocabulaire d'entrée
W un ensemble fini, le vocabulaire de sortie
g, un €lément de Q, 1'état initial
f une application de QxV dans Q2, la fonction de transition du transducteur
g une application de QxV dans &XDZ, ol 0 est un ensemble fini d'opérations
binaires sur @ ;5 g est la fonction de sortie du transducteur. On pose,
pour tout q€Q, vEv,
glg,v) = <g1(q,v],gZ[q,v],gS(q.vJ>

flg,v) <F1(q.vJ,F2[q,vJ>

-~ - -~

3.2. On définit une application g de QxV dans W comme suit :
glg,A) = A pour tout g €Q
glg,r+sxv) = g[f1(q.v],r1g2£q,vl(g(FZ(q,v),ngS(q.v)g1(q.v)]

pour tout g€Q, r,s€V, vE€V.
Remarque : Pour définir g, on n'a pas besoin de généraliser & QxV la fonction
de transition f. -

~

Pour r €V, le transducteur T donne la ramification S(r) €W telle

que S[r]=g(q0,r).

3.3. Exemple

Transducteur postfixé& inversé qui réalise 1'algorithme d'inter-

prétation des structures syntaxiques (cf. 2.3.4.1.).
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3.3.1. T = <{g LV fie veo= v {8 v}
avec g(qoav) = si v V alors <x,*,x> sinon <x,+,0>

8 étant 1'opération définie comme suit :

(rxv+sxy]68 (rxv+slxy

-~

(rxv+sxy) oy (r+sxy)xv, pour tout r,s V', v,y V’

3.3.2. Calcul de T5 pour la ramification

Y
-,
/\ ™. 8
a ;j
f %
H £y
b d

g(qo.[a+[b+d)x6)xy]

= g(qO,A]+[g[qO.a+[b+d]x6)ey

A+tg(qo,a3+(g[qo,b+d3953Jey

n

A+(a+(g(q0,b]+d)66)ey

(a+(b+d)68) 0y

(a+bxd) 8y

bxdxa

4. TRANSDUCTEURS SIMPLES

Ce sont des transducteurs postfixés ou postfixés inversés ol

61 = + et 62 ={xy , + étant la concaténation des ramifications et & 1’opération
ainsi d&finie :

-~

r &s = sxr pour tout r,s W, x notant 1'enracinement des ramifications définies

au chapitre 1, 3.7.

4.1. Transducteurs simples postfixés

4.1.1. Un transducteur simple postfixé est un 6-uplet
T = <Q,V,W,C|D,'F,g>

ol Q,V,W,qD,F sont définis comme en 2.1. et g est une application de szV dans W.
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4.1.2. On définit f application de V dans Q de la facon habituelle :

f(A) = g
flr+sxA) = f(f(r), f(s),A) pour tout r,s €V, A=V

On définit la fonction g de V dans W :
g(A) = A pour tout g,q’' €Q
glrsxA) = glr) + g(s) & g/f(r),f(s),A) pour tout g,q'e¢ @, r,s€V, A€V

~ -~ -~

T applique toute ramification r €V sur la ramification glr) € W,

Tout calcul d'un transducteur simple postfixé T = <Q,V,W,q0,f,g>
tel que g(g,q',v) est une ramification de hauteur 1 (resp. de largeur 1) pour tout v
sur une ramification de hauteur 1 (resp. de largeur 1) est identique au calcul d'une
"generalized sequential machine” Bﬁj sur la chaline correspondant & la ramifi-
cation.
La g.sm sera <Q,V,w,qo,f',g’> avec, s'il s'agit d'une ramification

de hauteur 1,

f'(qg,v) = -F[q,qo,v] pour tout g€Q, vev

g'(g,v) g(q,qo,v] pour tout q€Q, veEV

et s'il s'agit d'une ramification de largeur 1

]

f'(g,v)
g'(g,v)

-F(qo,q,v] pour tout q€Q, vE€V
g(qo,q.v) pour tout g€ Q, vE€V.

i

En ce sens, les transducteurs simples postfixés sont une générali-
sation aux ramifications des gsm.

On a pour les gsm le théoréme suivant [CiJ : Tout langage transduit
par une gsm d'un langage d’états finis est d'états finis. Le théoréme analogue

concernant les transducteurs simples postfixés et les bilangages réguliers est

faux.

I1 existe des transducteurs simples postfixés qui appliquent des

bilangages réguliers sur des bilangages qui ne le sont pas.
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Démonstration

Nous donnons un transducteur simple postfixé qui applique chaque
ramification sur son mot des feuilles, considéré comme une ramification de
hauteur 1. Ceci suffit pour démontrer la proposition 4.1.4. car il existe des
bilangages réguliers dont l'ensemble‘des mots des feuilles forme un langage
hors-contexte non d'états finis, et ies bilangages de hauteur 1 réguliers sont

les langages d'états finis et eux seuls. Ce transducteur est

TB = <{C]0;C|,|}.-V:V;Clo.fxg>

avec pour tout v €V,
f[qo,qo,v] = flqo,qq,vJ = F(qq,q1,v] = f[qq,qo,vl = g,
gla_.a .v) = g(qq,qo,vJ = v

g[qo.q1.v) = g[qq,qq,vJ = A

4.2. Transducteurs simples postfixés inversés

4.2.1. Un transducteur simple postfixé inversé est un B-uplet

T = <Q;V:W:q0,f:g>

ol Q,V,w,qo,f sont définis comme en 3.1. et g est une application de OxV dans W.

-~ -~ -~

4.2.2. g, application de QxV dans W, est définie comme suit :

glg,\) = A pour tout g€Q
glg,r+sxA) = g[fq[q,Ai,r]+g[F2[q,AJ,s]Q§ glg,A)

pour tout q€Q, r,s&V, AEV.

Tout calcul d'un transducteur simple postfixe inversé
T = <Q,V,w,q0,F,g> tel que gl(g,v) soit une ramification de hauteur 1 (resp. de
largeur 1) Yg£Q, vEV sur une ramification de hauteur 1 (resp. de largeur 1)
est identique au calcul d'une &sm sur la chaine correspondant & la ramification.
La gsm sera <Q,V,w,q0,f',g>
avec f'(g,v) = f1(q,vJ s'il s'agit de ramification de hauteur 1 et
f'(qg,v) = fz[q,v] pour les transducteurs sur les ramifications de largeur 1,

pour tout g®:Q, v V.
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5. TRANSDUCTEURS A GREFFE

5.1. Greffe de deux ramifications

Soit r et s deux ramifications sur un vocabulaire V, v un élément
de V. La ramification s ﬁggv r, greffe en v de s sur r, est la ramification
obtenue en accrochant s & chaque feuille étiquetée v de r. Cette opération est

définie formellement par récurrence sur r :
SQQV A=A

SQ§V (t+uxa) = si a # v ou u # A alors SQBV t o+ [SC}V ulxa

. s
sinon SQM}V t + sxa

5.2. Transducteurs 3 greffe

Ce sont des transducteurs ol 61 = + gt 62 est une greffe.

N

5.2.7.1. Un transducteur postfixé & greffe est un 6-uplet
T = <QJV:W: qO:-Fag>

ol Q,V,w,qo,F,g sont définis comme en 2.1. et g est une application de QZXV
dans WxW.

On pose glqg,q’,v] = <g1(q,q'.v], gz[q »q', v)> pour tout qg,q’' €Q,
vEV.

PN

5.2.1.2. f est 1'application de V dans Q telle que

f(A)=g pour tout g,q'% @
flr+sxv])=f(f(r), f(s),v) pour tout r,s&\V, vilV.

-~ -~

g est 1l'application de V dans W telle que

g(A) = A

glr+sxv) = é[r] + (é[s] ) 7, (flr), fls),v))

gz(f(r], f(s),v)



I

5.2.2.1. Un transducteur postfixé inversé a greffe est un 6-uplet
T = <QJV:W,CID;’F:g>

ol Q,V,w,qO,F sont définis comme en 3.1. et g une application de QxV dans
Wx W,

5.2.2.2. g est 1l'application de QxV dans W telle gue
glg,A) = A

gla,rrexv) = g(f, (q,vl,r) + (g(FZ[q,v],SJé§ (g,v])

g
gz[q,v) 1

5.2.3. Proposition

N

Les transducteurs postfixés (resp. postfixés inversés) a greffe

peuvent appliquer des bilangages réguliers sur des bilangages qui ne le sont pas.

Démonstration

Nous donnons deux transducteurs T7 et T8 qui appliquent

A . sur A A ,

sur A A » sur

> e >
2
T

e
b
>
>/
> > >

Ils appliquent donc le bilangage An, n>1, qui est régulier; sur
un bilangage qui n'est pas régulier, car 1'ensemble de ses mots des feuilles

n
est le langage A(2 j, qui n'est pas hors contexte.

T, = <{q }.{AL.{AL.q,.f.&>

avec g(qD,A] = <A+A,A>

Tg <{qo},{A},{A},qO,F',g'>

avec g'(qo,qo,A] = <A+A,A>
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CONCLUSION

On peut continuer cette étude

- en étudiant les bilangages, images des bilangages réguliers, par les différents

transducteurs gue nous avons définis.

- en définissant 1'équivalent pour les ramifications des automates linéaires
bornés, c'est-a-dire des automates de ramifications pouvant revenir sur les

sommets déja examinés.

- en définissant des machines de Turing pour ramifications et par suite une

théorie de la calculabilité des fonctions de ramifications.

On peut aussi essayer de définir des grammaires de ramifications
plus générales que celles étudiées ici, par exemple des grammaires générant
les bilangages reconnus par les ARP, les automates linéaires bornés de

ramifications, etc...

Parmi les applicatiohs possibles, citons plus particuliérement,
en linguistique, les grammaires transformationnelles,et en programmation, la .
sémantique des langages de programmation et les langages extensibles, ol
1'on peut utiliser les transducteurs de ramifications pour réaliser effecti-

vement des fonctions de ramifications.

En dehors du traitement de structures arborescentes, on peut
citer, & la suite de QUERE [QU], la discrétisation des figures planes, ol
1'on a jusqu'a présent utilisé la structure de monoide (voir par exemple EFQ]
alors qu’il est possible, &tant donné le caractére "& deux dimensions” des

bilangages, que celles de binoide ou de dioide soient mieux adaptées.
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