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INTRODUCTION

Ce fravail est une contribution 3 I'approximation des fonction-

nelles |inéaires.

St E est un espace vectoriel normé de fonctions définies sur une
partie X de la droite numérique, on s'intéresse 3 | 'approximation d'une
fonctionnelle & , linéaire, continue sur E , par des fonctionnelles
d'évaluation.

N N

L)Y v X Af(x.) = (Z A.8 )(f)
- . ; [ . iX,

i=1 =1 i

Si on suppose que GX est continue sur E  pour tout x dans X , la

N
fonctionnelle erreur R =2 - % AISX , est alors également continue
i=1 i

sur E et on a la majoration d'erreur
IRCOT < IRl Il Vf € E

Le choix des poids Ai € R et des noeuds X € X i=1,2,...,N

ouvert. C'est & cette question d'élaboration de formules optimales que

nous avons voué nos efforts. Initialement nous nous sommes intéressés

a un probléme précis : ['étude de |a fonctionnelle intégrale :
1

£ 15 = [ £(1)at , dans I'espace de Sobolev H!, \y - A I'occasion
O F

de cette étude, qui s'est révélée fructueuse, nous avons pu mettre en
évidence |'importance du choix de ['espace de travail : H10’1) est un
espace de Hilbert qui admet un noyau reproduisant.

On dit qu'un espace hilbertien H de fonctions réelles définies sur

X< R, admet un noyau reproduisant — ou encore que H est un espace

autoreproduisant — s'il existe une fonction g définie sur X x X avec




X g(x,.) € H ¥x € X
(g(x,.) désigne I'application t € X + g(x,t) € R)

X (g(x,.)|$) = p(x) ol (I) dénote le produit scalaire

¥x € X
¥oeH dans H .

(propriété de reproduction).

Cette notion, introduite par N. ARONSZAJN [1 ], puis généralisée par
L. SCHWARTZ, s'est avérée &tre d'une grande utilité. Cependant la chose
la plus importante dans %'exemple choisi, se trouvait &tre la forme du
noyau reproduisant.

A partir de la, il était tout & fait indiqué, de s'intéresser
aux espaces du '"méme type'". Nous avons ainsi été conduits & caractériser
une classe importante d'espaces hilbertiens, dans Iesduels nous pouvons
résoudre le probléme de |'existence de formules optimales.

Nous avons divisé notre travail comme suit :

Le chapitre | est consacré & |'introduction des outils essentiels : les
P 165

espaces hilbertiens & noyaux reproduisants.

Nous donnons en particulier une démonstration détaillée du
théoréme fondamental de la théorie de N. ARONSZAJN car ce résultat est
a la base de fout notre propre travail. Nous donnons ensuite des exemp les

importants de ces espaces.

L'objet du chapitre Il est |'étude de I'espace hilbertien H associé &
un noyau donné g . Nous introduisons & ce propos, une notion fort utile:
celle de support d'un noyau. Un support du noyau g définie sur X x X
est une partie S de X +telle que {g(x,.)lx € S} est une base de
L(g(x,.)]|x € X)) (espaée vectoriel des combinaisons linéaires finies
d'éléments g(.,x), x € X)

Nous nous intéressons également & la caractérisation de |'espace
H a partir de son noyau. Nous entendons par caractérisation le fait de

pouvoir décider, & I'aide d'un critére simple, si une fonction appartient

ou n'appartient pas @ H . Nous rejoignons 13, la théorie de L. SCHWARTZ



sur les sous espaces hilbertiens d'un espace vectoriel topologique.
Certains aspects de cette théorie son+t repris ici, dans un contexte
beaucoup moins abstrait, et nous avons donc adapté les démonstrations.
Notons aussi que dans le cadre plus restreint ol nous nous
sommes placés, on peut expliciter un peu plus certains résultats de

L. SCHWARTZ (cf.§l11.5 en particulier et généralisation par F. CATZ [12]).

Dans le chapitre Ill, nous introduisons la classe particuliére des noyaux
factorisables. Un noyau g est dit factorisable s'il s'écrit

g(x,y) = almin(x,y)) x b{max(x,y)) (x,y) € X x X

ol a,b sont deux fonctions définies sur X. Cette notion correspond a

la notion de covariance triangulaire chez les probabilistes (cf. NEVEU [32])

Nous appliquons les résultats des deux chapitres précédents 3
Ces noyaux, pour caractériser les espaces hilbertiens associés. Nous obtenon
ainsi un procédé fort intéressant pour générer des espaces hilbertiens de
fonctions. Nous terminons ce chapitre par de nombreux exemp les.

Le chapitre IV est consacré 3 |'étude de notre probléme initial : celui de
I'existence de formules optimales d'approximation des fonctionnelles li-
néaires par des fonctionnelles d'évaluation.

On peut dire sans exagérer que ce probléme demeure encore largemen
ouvert. En effet, il a été essentiellement étudié, dans le cas d'espaces
hilbertiens de fonctions analytiques. L'outil essentiel &tait alors |e noyau
de BERGMANN [11]. Citons en particulier les travaux de R.E. BARNHILL [6] 3
[9] , P.J. DAVIS et P. RABINOWITZ [17] , U. ECKARD [22] .

Nous avons, quant & nous, &tudié le probléme dans les espaces

intfrodui ts au chapitre 111 . Nous avons ainsi obtenu un théoréme d'existe
particuliérement intéressant (cf. § Iv.6). lci encore nous illustrons

nos propos par de nombreux exemples. Nous donnons ainsi explicitement

quelques formules d'intégration optimales dans les espaces de Sobolev
- choix des noeuds X el des poids Ai » 1=1,2,...,N , pour lesquels la
norme de la fonctionnelle erreur

b N
R(F) = [ f(x)dx - I A XD
a i=1

est minimum.



Quelques résultats de ce chapitre, concernant "|'ordre"
d'une formule optimale (§ IV - 7 ) sont valables dans un contexte plus

général.

Les deux derniers chapitres sont de nature un peu différente.

Dans le chapitre V, nous donnons une généralisation du théoréme fonda-
mental d'ARONSZAJUN. Nous introduisons la notion de couplage d'espaces
hilbertiens & noyaux reproduisants. Ceci semble &+re un moyen, pour
générer des espaces dans lesquels on puisse résoudre des problémes
d'existence d'approximations optimales d'une fonctionnelle , par
des fonctionnelles dépendant d'un paramétre (plus nécessairement des
fonctionnelles d'évaluation). Toutefois ce point de vue demeure encore
trés embryonnaire, et nous parait devoir mériter un plus grand dévelop-

pement.

Le chapifre VI est assez bref. Certains résultats relatifs aux espaces

de fonctions, demeurent encore valides dans les espaces de suites numé-
riques. L'objet de ce chapitre est d'énoncer ces résultats en termes
d'espaces de suites. Nous introduisons en particulier les espaces hilber-
tiens de suites & noyaux factorisables, (espaces hilbertiens de suites

du type espaces de Sobolev pondérés). C'est dans cette classe d'espaces
que J. BARANGER [i3] a pu étudier des formules optimales de sommation

de séries.

Quant & la forme, ce travail a été rédigé de maniére a faire
un tout cohérent, sans renvoi inutile 3 des ouvrages tfraitant abstraite-
ment de notre probléme. Les démonstrationssont donc toujours assez détail-

lées, et nous avons tout au long de ce travail multiplié les exemples.

Nous espérons ainsi que cette thése pourra é&tre lue aisément
par quiconque, et que les quelques idées que nous avons essayé de mettre
en évidence, pourront &tre reprises et développées. S'il| pouvait en &tre

ainsi, nous aurions atteint notre but.



Nous voudrions aussi signaler que le point de départ de ce
travail a été la lecture d'un article de H.S. WILF [42] .

Jamais un si court article ne nous aura tant fait réfléchir !

Pour terminer, mentionnons que F.M. LARKIN a un peu abordé,
en ferme trés voisins des nétres d'ailleurs, le probléme de |'approxi-
mation des fonctionnelles lindaires dans les espaces autoreproduisants
(cf. [30] ).






CHAPITRE 1

FONCTIONS SYMETRIQUES, DEFINIES POSITIVES OU NULLES

ET ESPACES HILBERTIENS A NOYAUX REPRODUISANTS






Introduction :

C'est a N. ARONSZAJN que I'on doit la théorie des noyaux
reproduisants : "Theory of reproducing kernels" cf [1 ]. En nous
limitant & la considération de fonctions réelles de la variable réelle,
nous nous proposons de rappeler les résultats essentiels de cette théorie.
Nous donnons ici la démonstration détaillée du théoréme fondamental, qui

est & la base de tout notre travail.

I.1. Notations :

Soit X une partie quelconque de la droite réelle : X< R.
On note IRX I'espace des fonctions définies sur X et & valeurs dans R.
Dans toute la suite H désignera un espace hilbertien réel : HC IRX .
Pour f,h € H on notera :
(f]h) le produit scalairede f et h ,
lIf]| = (f|f)1/2 la norme de f

I.2. Fonctions symétriques, définies positives ou nulles sur X :

Définition I.2.

Une fonction g : (x,y) € X x X > g(x,y) ¢ R , est dite
symétrique, définie positive ou nulle (sur X) si

a/  gx,y) = gly,x) ¥(x,y) € X x X

b/

no~Mg
no~Mg

AiAjg(xi,xJ.) > 0 ¥ne N , n>1

i=1  j=1
J ‘«;I(x1 ,xz,...,xn) e X1

V(A LA, A ) € R



I.3.

De maniére équivalente, on peut dire que g est symétrique,
définie positive ou nulle sur X , si quel que soit |'entier n , n > 1,
et quel que soit le n-uple (x1,x2,...,xn) de X" , la matrice carrée

d'ordre n : G = (g(xi,xj)) est symétrique, définie positive ou nulle.

Noyau reproduisant de HC E%X :

Définition I.3.

Une fonction k : (x,y) € X x X > k(x,y) € R est appelée
noyau reproduisant de 1'espace hilbertien H , HC RX , S1

a/ k(.,y) € H ¥y € X
b/ k(.. |e()) =oly) VYyeX,VpeH

k(.;y) désignant 1'application x € X »> k(x,y) € R.
Des définitions 1.2 et 1.3 il découle la

Propriété I.3.

Un noyau reproduisant k , est une fonction symétrique, définie

positive ou nulle.

Démonstration :

On a en effet d'aprés la définition 1.3 :

(kCo,y) k(%)) = k(y,x)
¥(x,y) € X x X

(kC.,x) [KCo,y))

k(x,y)

H étant un espace hilbertien réel, la symétrie du produit scalaire

entraine : k(x,y) = k(y,x) et donc k est symétrique sur X .
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D'autre part soient (x1,x

(A, As,eeesh ) € RT 0>

n
2,...,xn) € X et

n
® = I Aik("xi) € H, et on a d'aprés la propriété b/ de la défini-
i=1

tion |.3 (appelée "propriété de reproduction")

lolP =

n
I AA.k(x,,x.) >0 .
; . ] i’ =

1T j=1

W ™M>s

k est donc une fonction symétrique, définie positive ou nulle sur X .

—_—

Espace hilbertien associé 3 une fonction symétrique, définie positive
ou nulle sur X . (N. ARONSZAJN).

Nous venons de voir que le noyau reproduisant k d'un espace
hilbertien H., HC IRX , est une fonction symétrique, définie positive
ou nulle sur X .

Nous allons étudier le point de vue réciproque en démontrant le

Théoréme I.4.1.

Si g est une fonction symétrique, définie positive ou nulle
sur X , on peut lui associer un espace hilbertien réel H de fonctions,
Hc E{X , cet espace admettant g comme noyau reproduisant.

Démonstration :

Premiére étape.

s . X R
Considérons |'espace vectoriel H, & R”™ , des combinaisons

n
linéaires finies du type I Aig(.,xi) x; € X

=1 i=1,2,...,n ; n>
Ai € R

1
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On associe a f1 = |;1 A, g( I) et
m
f2 = J§1 Bj9(°’yj) , f1,f € Ho , le nombre réel
n m
[f1.%,] - i§1 jf] AiBjalxy ) (4.1)

1°) On définit ainsi une application de H, x Ho dans R. En effet
[f1:%2) =

expression qui ne dépend donc pas de la représentation de la fonction f

m
8.3 A, (x,y ) = § B.f(y) (4.2)
A R MR

II.M 3

1
dans Ho , mais seulement de ses valeurs. De méme [f1,f2] ne dépend pas
de la représentation de f2 .

2°) On vérifie immédiatement que quels que soient f,,f.,f. dans Ho

17°27°3
on a :
A[fI,fz] = [fz,f]] (symétrie de g) (4.3)
[f1+f2’f3] B [f1’f31 * [fZ’f3] (4.4)
[f1,f1] >0 (g définie positive ou nulle) (4.5)

- Si f1 = 0 , en reprenant |'interprétation de [f1,f2] , expres-

sion (4.2), [ 17 2] 0O ¥ f € Ho . En particulier [fl’f1] =0 .

- Réciproquement soit f1 Telle que [f1,f]] =0 . D'aprés (4.3),

(4.4), (4.5) la forme bilinéaire

(1)) > [f1,f2J

est symétrique, non négative, sur He X Ho . D'aprés |'inégalité

de Schwartz on a alors :

[(F ) < [t 200,000 Y2 =0, e e o

En particulier si f2 = g(.,x) on a :

[f],g(.,x)J = f1(X) =0 ¥ xe€ X, et donc f] =0 .




La forme bilinéaire (4.1) munit donc H, , d'une structure d'espace

préhilbertien, que nous noterons encore H,

Deuxiéme étape.

Complétion de Ho . On considére le complété H, de H,

pour la norme préhilbertienne, notée |] ||H . Rappelons que si C
o o
désigne |'ensemble des suites de CAUCHY de H, , et si on considére sur
CH la relation d'équivalence :
o
R:{f}nv{g} ssitim]|f -g]l, =0 (4.6)
n n <o n “n'' Ho

on a Ho = CH / R (ensemble des classes d'équivalence)
[e]

PN

et le produit scalaire dans He s'écrit si f,h € Hg

(fFlm. = 1im [f_,h ] si {f } appartient & la classe f
naw = NN n .

Ho eT'{hn} 3 la classe h

Troisiéeme étape.

L'espace H, n'est pas trés maniable, comme tout complété,
puisque ses éléments sont des classes d'équivalence. |l est cependant
aisé de mettre H, en correspondance isométrique avec un espace de
fonctions. Nous allons le montrer, justifiant par la-méme, la définition
de Ho , donnée ci-dessus.

Démontrons au préalable le

Lemme :

Si {fn} et {hn} appartiennent 3 Cy alors :

(o]
% les suites numériques {fn(x)} et {hn(x)} sont conver-
gentes, ¥ x € X

£ {f}~{h} ssilimf (x) =1limh (x) ,¥xeX.
N> >
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Démonstration :

1/ Pour f € Ho on a f(x) = [f,g(.,x)] et donc :

fLO0=F () = [f ~f ,9(.,%)]

1/2

et Ifn(x)—fm(x)| < || fn—fmllHo g(x,x) (4.7)

Par hypothése {fn} € C, , donc {fn(x)} est de CAUCHY dans R et
o

donc converge. On raisonnerait de méme pour {hn(x)} .

2/ Sio {f }a{hl} alors 1lim f (x) = Iim h (x) , ¥x € X
n n n n

n—>oo N>

En effet cela découle directement de (4.7). (Remplacer fm par hn).

3/ Réciproquement considérons {fn} , {hn} € C, et vérifiant
(o)
[im f (x) = limh (x) , ¥x € X . On a alors {f } ~ {nh }.
w1 s N n n
Pour le voir il suffit de montrer que si {fn} € C, vérifie
o

lim f (x) =0 ¥x € X , alors lim ||[f ||, =0 .
n n'' Ho

n->© n—>©
Ecrivons [If |1} = [f.f.] - [fn,fp] + [fn-fp,fn] (4.8)

La suite {fn} appartient & (C, , et est donc borne.

Ho

||fn||Ho <A ¥n > (4.9)

A e >0 fixé, on peut associer N1 € N tel que :

£

5A (4.10)

EUE LN

Prenons p = N1 dans (4.8).

I'l résulte de (4.8), (4.9), (4.10) 1'inégalité :

I, < l[fn,fN1]| fs ¥ >N, (4.11)



- 1.7 -

k
Or f est de la forme f, = % a.g(.,x.)
N N . i i
1 K 1 =1
et [fn,fN1] - a.f (x) (4.12)
Puisque |im f (x) = 0 ¥x € X, il existe un entier N2 tel que :
nseo
€
n>N, => I[fn,fN]1| <> (4.13)

= 2
et pour n >N =max (N, ,N,) on aura donc ||an H, S €

Donc Iim IHn|]ﬁ = 0, ce qui achéve la démonstration du lemme.
o
n=e

—_—

Ainsi Ho peut &tre mis en correspondance isométrique avec

'espace H , des fonctions définies sur X , & valeurs dans R, et

telles qu'il existe une suite {fn} , {fn} € CH , de limite ponctuelle f.
o

La norme et le produit scalaire dans H sont alors donnés par :
Il = 1im 11l

et (F]h), = Tim [ ,h ]

n—>oo

Quatriéme étape.

g est le noyau reproduisant de H. En effet

x g(.,x) e H (g(.,x) est limite ponctuelle de la suite stationnaire
{g(.,x)} de Ho)

X (flg(.,x))H = |im ﬁn,g(.,x)] = lim f 00 = ), ¥x € X

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.4.1.

En résumé on a le



I.5.

- 1.8 -

Théoréme I.4.2.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
g : (x,y) e XxX~> g(x,y) € R , soit le noyau reproduisant d'un
espace hilbertien H , HC E{X, , est que g soit symétrique, définie

positive ou nulle sur X .

Propriétés essentielles des noyaux reproduisants (pour toutes ces pro-
priétés on consultera N. ARONSZAIN [1]).

I.5.1. Existence :

On a :

Théoréme I.5.1.

Hc E{X

y € X , la fonctionnelle linéaire

admet un noyau reproduisant g ssi quel que soit

§y : feH~-»Sy(f) = £(y)

est continue sur H .

D'aprés la propriété de reproduction

(g, ) o) =py) ¥y e X
¥ e€eH

g(.,y) est donc le représentant dans H de la fonctionnelle &y .



I.5.2. Unicité :

- Théoréme I.5.2.

Si H admet un noyau reproduisant, celui ci est unique.

I.5.3. Inégalités :

¥ x € X g(x,x) >0

/ 1/2

et lg(x,y)] f_g(x,x)1 2g(y,y)

I.5.4. Convergence uniforme de fh vers f sur toute partie de X ou

g(x,x) est borné.

D'apreés (4.7) on a :

1/2
Ifn(x)-fm(x)l < ||fn—fm|| Hy 906X)

et donc fn converge uniformément vers f sur toute partie de X ol

g(x,x) est borné.

I.5.5.

Si H1 et H2 ont pour noyaux reproduisants respectifs 9
et 9, » alors g = 91 * 9 » est le noyau de |'espace H = Hl + H2
(somme ensembliste) avec : ‘

(R 1 S [ S | N
H f,o€H, T, 27,

t, € H,

=f+f

f 12
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I.5.6.

Soit H

d'un espace hilbertien quelconque H

un sous espace hilbertien (pour la topologie induite)

1

Si H admet un noyau reproduisant g , alors pour f € H1
la fonction h définie par :

hiy) = (f()jgC.,y))
est la projection orthogonale de f sur H .
I.5.7.

Si {ei}i c N est une base orthonormée de H , alors

g(x,y) = L ei(x)ei(y)

ie N

Exemples d'espaces hilbertiens 3 noyaux reproduisants.

Exemple I.6.1.

Les espaces de dimension finie.

X

Soit+ V , de dimension n ,

un sous-espace vectoriel de R

et f ,fn une base de V . La structure hilbertienne la plus

],fz,...
générale sur V , est déterminée par la donnée d'une matrice, symétrique,

définie positive, d'ordre n :

o = (aij) i,j=1,2,...,n (6.1)
avec (filfj) =0 i,j=1,2,...,n (6.2)
n n
et donc (f|lh) = £ I a,.a (6.3)
=1 g=1 T

n n
si f= % a.,f. ,h=% b fi
= 1




Posons B = a_1

Alors on peut vérifier que le noyau de |'espace hilbertien H défini
par (6.1), (6.3) s'écrit :

n n
g(x,y) = I L B, . f.(x)f.(y) (6.5)
. . ijoi J :
i=1  j=1
En particulier si o =1 (matrice identité n X n) il vient :
n
glx,y) = I fi(x)fi(y) (6.6)

i=1

ce qui n'est qu'un cas particulier de la propriété |.5.7.

Considérons en particulier |'espace de Hilbert :

Lo = W[y ptap? (1) < v, [pl|2 = [, p(t)p2()d7}

ol p vérifie p(t) >0, ¥t € X . Soit H le sous-espace hilbertien
de L;(X) , constitué des fonctions polynomiales dont le degré n'excéde
pas n . Si Po’P1""’Pn sont les (n+1) premiers polyndmes ortho-
normés sur X , par rapport au poids p , on a alors comme expression du

noyau g de H :

gix,y) =

N ™M >

PLOOP. (y) (6.7)

i=o

|

sur H est donnée (pro-

Si fe L;(X) , sa projection orthogonale Pf

priété 1.5.6) par la formule :
Pf(y) = (flg(.,y)) = IX p(t)g(t,y)f(+)d+ (6.8)

La formule (6.8) est I|'expression sous-forme d'intégrale & noyau du
développement de FOURIER, jusqu'ad I'ordre n , de la fonction f .

(Pour des applications voir par exemple [BQ])



Exemple I.6.2.

Les espaces H(u 8) (0 < a < B) et les espaces du type w1’2(x).
3

Remarques préliminaires.

Notons X = Jo,B[ .
Si e C°(X) et p'e L2(X) (' : dérivée distribution de ®)
on peut écrire pour X, € X :

X
P(x) =@lxe) + [ @' (H)dt
Xo

et
Y

Ply)p(x) = [ p'(H)dt
X

d'ol en appliquant |'inégalité de Schwartz :
y
o002 < Jy=x| | [ @'2(t)dt] < |y-x|.M
X

Ainsi @ est uniformément continue sur X , et on peut prolonger cette

fonction en une fonction continue sur X (cf [18]).
On a également :

2 Y
0< «p(xiji(y)) f.lf ®'2(+)dT| , et puisque ®' € L;
X

0 -0 2
i 0w [*

| x=y|~0 Y
X4y
_ P2(x)
En parficulier si xo € X avec®(xo) =0, [lim  Z—=—=0 .
o

X > Xo



Les espaces H(a,B) 0La<?R

On pose par définition :

2 , Q¥

o
= I (o4 en ! = 1 E 1
Hia,g) = e Fo, e’ € L) @MWy, e chp (x)¥' (x)dx >
si o #0
= {p.e C§ 0)=0 , @' € L*(0
' B

P = rn ! 1 H .

(p]‘P)H(O’B) fop GOV (x)dx} si a =0

Vérifions que H est un espace de Hilbert.

(o, B)

D'aprés les remarques préliminaires, on a H(a B)(: C°(X) et
il est légitime de parler de ()
Par ailleurs il est clair que la forme bilinéaire, symétrique définie sur
Yo, * Ma,p)

P,¥ > @),

(o, B)
est positive et non dégénérée (o > 0) . H(u 8) est donc un espace
’

préhilbertien. La seule question importante est relative & la complétion
de H(a,B)
Soit ﬁpn}n e N une suite de CAUCHY de H(a,B)
On considére la fonction g(x,A) = min (x,\) (x,A) € X x X .

On vérifie directement que

X 90,M) € H o (1)

A
X @ JgC.,0)) = [o'dx + @ (@) = (A) ¥ie X  (2)
n a n n n

X lloC., [P = A (3)



dlod o ) - 0]% = @ -9 [g(.,x))? <o, =@, [ x g0x,%
. 2
soit [cpn(X)‘cpm(X)]z < X]]@n -cpmH » ¥x < x (4)
Par hypothése ﬁpn} est de CAUCHY dans H(a g) et P € C°(X) , ¥n.
D'aprés (4), P~ converge donc uniformément vers une fonction ¢ sur tout

intervalle [u,X] , ¥A € X . On définit ainsi une fonction @ continue

sur X . Etudions la dérivée distribution ©' de © . Par définition de

H(a,B)
, , (P (W= (a))?
= ! !
o <.l o) orenll® + - o)

’ (o, B)
si o #0
= [leponl [* si g =0

(a,B)

D'aprés (4), ﬂpn(a)} est convergente, et donc {p%} est de CAUCHY ‘
2 . .
dans L (a,8) Ainsi

2 . ' 2 |
dh e L (a,B) wn —3 h dans L (a,8) |
N>

Montrons que @' et h définissent une méme distribution, autrement dit
oy ! 2 ‘
el (a,B) ° |
Pour k € D(X) — espace des fonctions indéfiniment différentielles sur X |

et & support compact K dans X —on a si < , > désigne la dualité entre

D(X) et D'(X) ,

B B
<p',k> = -<@,k' > = - pk'dx = - |im | @ k'dx car k est & support
a meo o,

compact, et P, converge uniformément vers o sur ce compact.

B B
Mais [ k'dx = -[ @!kdx et
o o

<®',k >=lim<e¢'!,k >=<h,k> puisque @' converge vers h dans Lz( -
00 n n a,B



! = 2 :
On a donc o he L (a,B) ° et finalement o € H(u,B)

H est donc complet , ce qui achéve la démonstration.

(o, B)

Noyau reproduisant de

H(a,B)

D'aprés ce qui précéde la fonction g(x,\) = min (x,A)

(x,A\) € X x X est le noyau reproduisant de Hia B)(: co(X).
’

Nous avons introduit a priori cette fonction g , avec certaines moti-
vations tfoutefois.
En supposant & priori que H(a 8) est un espace hilbertien de noyau

’

reproduisant g , on a —dans lecas oo =0, B <® par exemple —

gl.,A) € H(oc,B) ¥A € X

B
' ' = Y
fo 91 Ak ! ) dx = P (A) ¥Ae X, Yo e H(%B)

En particulier pour tout @ de D(X) , la derniére équation montre que

['on a alors nécessairement au sens des distributions:

- g"(.,A) = GA’
La premiére condition montre également que g(O,x) = O .

; Anri B o ! = ¢

Enfin en écrivant alqrs fogx(x,x)p (x)dx =) ¥p € H(Oﬁs)
on obtient la condition nécessaire supplémentaire g;(B,x) =0 .
Finalement si H(O 8) admet un noyau reproduisant, ce ne peut étre que

’

la solution du probléme aux limites :

- " =
g"(.,\) 6A

g(0,X) = g;(B,X) =0

c'est-a-dire précisément la fonction introduite: g(x,x) = min (x,)\).



Remargue s

Dans le cas B = +o , (| est aisé (cf. remarques préliminaires)

de montrer que :

2
lim 2 iX) =0 ¥ € H(a,+®) et & fortiori
n—>+oo
. plx)  _
o T Y

Nous utiliserons ces propriétés au paragraphe IV.6.

—_—

Dans le tableau ci-dessous, nous donnons les noyaux reprodui-
sants des espaces hilbertiens habituels du type W1’2(X) pour X = [0,1] ;
(cf. notation usuelle [31]) ainsi que le noyau de H1(|R). Ces noyaux sont

tous obtenus, en considérant que les conditions & satisfaire par le noyau
g(.,\) e H ¥A € X
(gt , M) ) =) ¥Ae X, ¥p e H

sont la formulation variationnelle d'un probléme aux limites que |'on
peut expliciter aisément, |'opérateur étant un opérateur du second ordre

du type sturm-Liouville.
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Exemple I.6.3.

Un espace de fonctions analytiques

X = ]-1,+1]

x [ee] (o]
On pose o=1fpe RMp(x) = £ ax" avec I a2<+ w}
n n
n=0 n=0
St ¥ €& P(x) = I anxn
¥(x) = I b x"
n
[e 0}
la forme bilinéaire (p,¥) » I anbn , munit & d'une structure hilber-
n=0
tienne.

L'application :
ped > {an}e'JL2

est une isométrie de

8

H={p e do|v), -

I o™

a b} sur I'espace de suites 27

n=0

1°) H admet un noyau reproduisant

o

- 2n,1/2 o 1/2
ona [p@] =]z aa"l <z oM x  z]a|H
n=0 n=0 n=0
PNV
soit pour a € X )| < (—="7 |o]|,
1-02
H admet donc un noyau reproduisant (théoréme 1.5.1).
2°) Noyau de H
[e 0]
g(.,a) € H donc g(x,a) = % un(a)xn , et on doit avoir pour
n=0

tout ® deH , c'est-a-dire pour toute suite {an} de 22




[ee] [e o]
T au@ = I za
n=0 N1 n=0 n
d'ou un(a) = q" ¥n € N, et
o 1
alx,a) = & o'x" =
n=0 1-x0

Nous étudierons au chapitre Il, quelques propriétés de # .






CHAPITRE II

ETUDE DE L'ESPACE HILBERTIEN H

ASSOCIE A UN NOYAU REPRODUISANT g DONNE






Introduction :

Le but de ce chapitre est d'établir quelques propriétés de

|'espace hilbertien H , HC IRX , donné uniquement par son noyau

reproduisant g

1°) En infroduisant la notion de support d'un noyau reproduisant,
nous verrons qu'il est possible de se restreindre & |'étude des noyaux
"posiFifs! sur X i ¥n > 1, ¥Oq,..x) € X", ¥ALAL LA ) € RT
X # Xj st 1 # ]
n n
z L AA. glx.,x.) >0).
=t g=r D
Ceci nous sera tfrés utile pour simplifier les démonstrations.
O . . . . . X
2°) A priori on sait simplement que H est inclus dans R
Nous essaierons de répondre & plusieurs questions
D) Quelles restrictions apporter @ g , pour que |'on puisse avoir
des inclusions plus strictes du type :
He ec R®
ol E est un sous-espace vectoriel de IRX ?
(D] Si on a une felle inclusion, que peut-on dire de |'injection

canonique de H dans E , lorsque E est muni d'une topologie ?

(théorie des noyaux de SCHWARTZ).

3°) Enfin, nous donnerons un critére permettant de discerner parmi
les fonctions de IRX , celles qui appartiennent & H .

Nous dirons alors que nous avons caractérisé H .

Dans le cas oli HC C°(X) , nous montrerons que ce critére peut é&tre

"affaibli". (critére moins sévére).
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IT.1. Notion de support d'un noyau reproduisant.

La notion que nous allons introduire, s'avérera &tre extré-
mement intéressante pour générer |'espace hilbertien H , associé & un

noyau donné.
Considérons donc une fonction g : (x,y) € X x X > g(x,y) € R, repré-
sentant le noyau reproduisant d'un certain espace hilbertien H , FiCIIRX

(g symétrique, définie positive ou nulle sur X). On suppose que g Z O .

IT.1.1. Définition de l'ensemble @

On définit la famille ® de parties A de X, ®Z< P(X) , de

la maniére suivante :

Si  Ae p(X) , Ae®B ssi quel que soit le nombre fini d'abscisses
(X1""’Xn) distinctes dans A , le systéme correspondant

(g(.,x]),...,g(.,xn)) est libre .

IT.1.2. Propriété :

Si on ordonne & par inclusion, ® est inductif.

Démonstration :
Soit {Ai}i e | une famille totalement ordonnée par inclusion,
de ® . On note K =U Ai
el
a/ A€ B . Considérons en effet n abscisses quelconques mais
distinctesdans A : XpaXoyeeesX
A chaque valeur de k , 1 <k <n , on peut associer ik € | Tel que :
X, € A.
k b
La famille {Ai}i e | étant totalement ordonnée, il existe m ,

1T <m<n , vérifiant :
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A, A k=1,2,...,n
et donc x, € A, k=1,2,...,n .

Mais A, €3 , et les abscisses ><1,...,xn sont distinctes, et donc
i
m

le systéme (g(.,x1),...,g(.,xn)) est libre.

On a donc A e B

b/ A est le plus petit des majorants de la famille {A.}ie
en effet si Be® , BD Ai , ¥i € | , on a nécessairement

B> U A, =A .
el !

B est donc inductif.

IT.1.3. Définition des supports d'un noyau g :

8 étant inductif, d'aprés le théoréme de ZORN (cf [18]),(5 admet

au moins un élément maximal. On prend alors comme

Définition IT.1.3.

Une partie S de X, Se® , et S maximale dans & ,
est appelée support du noyau g .

IT.1.4. Propriétés des supports d'un noyau g (g Z 0)

Propriété 1.
On a quel que soit le support S de noyau g :

Sc {x e X|g(.,x) # 0}

Ceci découle de la définition méme de 3
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Propriété 2.

Si x¢S, xeX,et g(.,x) #0 , alors le systéme
(g(.,x),g(.,x1),...,g(.,xn)) n'est pas libre, pour un choix convenable
d'un nombre fini XqseeesX d'abscisses distinctes de S (n> 1) .

En effet, s'il n'en était pas ainsi, on aurait S U {x} e¢® , et S

ne serait pas maximale. |4 en découle la :

Propriété 2°'.

Si S est un support de g , 1'ensemble {g(.,x)|x € S}
est une base de Ho = L(g(.,x)|x € X) .

On peut alors montrer sans difficulté les propriétés suivantes que nous

énoncerons sans démonstration.

Propriété 3.

S'il existe x€ X , x¢ S, g(.,x) # 0, alors on peut trouver

Yy, ye€S tel que :
S' =S - {y} + {x}

soit un support de g .

Propriété 4.

Le noyau g admet un support unique ssi quel que soit 1'entier

n, n>1, ona l'implication :

gl.,x;) #0 i=1,2,...,n ‘ .
=>(g(-,X1),--.,g(.,xn)) est libre
X distincts dans X

et alors S = {x ¢ X|g(.,x) # O}.




- 1.5 -

Propriété 5.

Si le systeme (g(.,x1),...,g(.,xn)) est libre ,
X, € X i=1,2,...,n , il existe un support S de g tel que

X;. € S 1i=1,2,...,n .

Remargues :

1) La notion de support est donc liée, & celle de base de |'espace
vectoriel V = L(g(.,x)[x € X) , espace engendré par les combi-

naisons linéaires finies :

n

X Aig(.,xi) , X € X

=1 i=1,2,...,n
Ai € R

Tous les vecteurs d'une base {g(.,x)|x € S} , appartiennent

donc a I'ensemble des générateurs de V

2) La notion de support peut étre généralisée, & toute fonction g

de deux variables définie sur un domaine '"rectangulaire"

(x,y) € X xY > g(x,y) € K (R ou &)

I1I1.2. Importance de la notion de support. Espaces HS .

IT.2.1. Les espaces HS.

Soit X< R et g une fonction symétrique, définie positive
ou nulle sur X . Au couple (X,g) on peut donc faire correspondre

|'espace hilbertien H , HC IRX , de noyau reproduisant g .

(X,g) » He R”®
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Soit S un support de g .

N

On note g la restriction a S x S de la fonction g .
IS
Il est clair que 9,5 est une fonction, symétrique, définie positive ,

sur S .

On peut donc faire correspondre au couple (S,gls) | 'espace hilbertien

noté HS , HS<: IRS , de noyau reproduisant 95 -

(5,9,9) » H© R

IT.2.2. Lien entre H et HS

Pour f € IRX on note :

~ S
rs(f) = flS € R

la restriction de la fonction f & S . En particulier 95 = rs(g)

On a alors :

Théoréme I1I.2.2.

rS(H) = HS » et 1y est une isométrie de H sur HS

Démonstration :

Nous avons noté (chapitre I) H, = L(g(.,x)|x € X). Notons
de méme HE = L(g(.,x)lslx € S). Les espaces H et HS sont générés
respectivement & partir des espaces préhilbertiens H, et H§ (cf

théoréme 1.4.1). Montrons que Hg = rS(Ho)

g ' i=1,2,....n (1)

Ai € R
feH et
on a par définition de S :
p(i) K \
g(.,x.) = X aig(.,xi) (2)

! k=1
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avec a? € R, x? €S i=1,2,...,n k=1,2,...,p(1)
d'ol :
n  p(i)
f= 2 z Aia gl.,x.)
i=1 k=1
et
n p(i) S
r«(f) = % L A.o.9(.,x.), . € Ho
> =1 k=1 'S

Hr5<f>HH5 = £l

Réciproquement soit h € H§

n
h = ¥ A.g(.,x,) X, € S i=1,2,...,n
iz i~ 1S '

On a alors aussi

n
f= ZAQL,x)€H ef ro(f)=n
=1
D'autre part f donné par (7), est I'unique élément de H, dont la
restriction a S est égale & h . || suffit en effet de vérifier

I'implication :

1
\4
—+

L1}
—
n
[t
3
>

Il en est bien ainsi car si x € X , x € S on a nécessairement

m
gl.,x) = ¥ B.gl.,a.) oa. € S

et alors :

m
£, 00 = [f],g(.,x)]Ho - E

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)



. s S
x On a donc montré que r. est une isométrie de Hy sur Hg
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’

S

- P X p s S
et cette isométrie se prolonge en une isométrie de H sur H

(on rappelle qu'une fonction f de H — respectivement HS -

est la limite ponctuelle d'une suite de CAUCHY de H, — respecti-

vement Hg).

IT.2.3. Application r

que |'application rg1 est parfaitement définie sur HS . Nous étendons
1

la définition de

€

;-: RS > R™ .

La démonstration du théoréme |1.2.2 a permis de constater

qQ
rg a R en prenant donc si h € IRS
[rs ], = heo si x €5
S (x)
n n

i=1 i=1

ﬂQX , et est parfaitement définie, car la représentation
n
)} Ai9(°’xi) X € S X € S i=1,2,..., n est nécessairement

i=1

unique d'aprés la définition de S .

On a alors comme conséquence du théoréme [1.2.2.

Théoréme II.2.3.

Alors

1)

2)

Soit S< X un support du noyau reproduisant g , et f e R

f € H, espace hilbertien associé 3 g ssi

fig € B

._‘] _
ro'(fg) = £ -

X, € A, Ai ¢ R i=1,2,.

X

by Ai h(x)i si x € S avec g(.,x) = I Aig(.,xi)

.Ne.
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IT.2.4. Cas o S est fini.

Si S = {x],xz,...,xn} x, € X i=1,2,00.,n

alors HS et donc H sont de dimension finie
dim(H>) = dim(H) = card(S) = n

et on a trivialement H = Hy = L(g(.,xi)| i=2,2,...,n).

Réciproguement, si H est de dimension n , il est clair que pour tout
support S de son noyau reproduisant on a card(S) = n (cf paragraphe |.6.1)

Nous donnerons ultérieurement des exemples.

Remargue N

Si |'application rg de IRS dans IRX est explicite, ce
qui signifie que I'on connait les relations de dépendance entre les
g(t.,x) , x € X, alors d'aprés le théoréme |1.2.3, la détermination de
|'espace H , se raméne & celle de |'espace HS . Le noyau de HS est 95
et HS

< . . . S . . .
ser a la détermination de |'espace H™ , ce qui revient pour alléger les

a comme support unique S . Dans ce qui suit nous allons nous intéres-

notations & déterminer H , sachant que S = X .

—_—

IT.3. Interpolation d'une fonction de RX ,_par des fonctions de H

espace hilbertien associé au noyau g .

IT.3.1. S = X.

Nous sommes donc dans le cas ol g est "positif" sur X .

nz n n

.yX_distincts = > h) L A A.g(x,,x.) >0 .
n . i) i7"

dans X P=1 =t
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Considérons f € IR>< .

Pour ne N , n>1 et x1,...,xn n abscisses de S, on note

= {p € Hlp (x;) = f(x) i=1,2,...,n}

W
f;x1,...,xn

est l'ensemble des éléments de H , gqui interpolent la

W
f,x1,...,xn

fonction f sur les noeuds XiseeesX
Nous allons démontrer le :

Théoréme II.3.1.

¥ne N, n>1, ¥x,...,x)eX", vie RS

est non vide, et il existe une et une seule fonction notée

, 1'ensemble

W
f;x1,...,xn

h dans H vérifiant :
f;x1,...,xn

e x x| = min | ]|
Py gy n H
! @ewf;x1,...,xn
La fonction hg, appartient a V = L(g(.,x.) | i=1,2,...,n) ,
3X7 4000, i

variété linéaire engendrée dans H par g(.,x1),...,g(.,xn).

De plus si f e H, hf'x x  ©st la projection orthogonale de £
o IE IR e o}

sur V .

Démonstration :

Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer les abscisses

X .,xn Toutes distinctes.

17"

1 W est non vide
) f;xl,;..,x2

Considérons un élément ¢ quelconque dans V

A.g(.,x.) ()

On peut imposer & ¢ de coTncider avec f sur les noeuds X

i=1,2,...,n , en choisissant les coefficients Ai , 1=1,2,...,n de




sorte que :
n
i§1 Aig(xj,xi) = f(xj) J=1,...,n (2)

(2) est un systéme l|inéaire, a matrice réguliére (><1,...,><n distinctes

dans X = S) et admet donc une solution unique. wf-x x n'est
3Xqae X
donc pas vide. ]
2) Existence et unicité de h,,
"’ ’..0,
£ Xy X,
wf-x «  esT un sous-espace vectoriel affine dans H ,
$ gy e ey
et par conséquent h existe et est unique. h est

fiXqseeesX

n
la projection orthogonale de O € H sur W
f;x1,...,x

1‘;><1,...,><n

n

h.. €V
3) f)Xl,...,Xn

Soit VY e complémentaire orthogonal de V dans H , et
ke VvVl . Ona:

k(x.) = (klgl.,x;)) =0 i=1,2,...,n (3)
et donc :
(k+ hf;x1,...’xn)(xi) = h

Autrement dit :

k+h €W ¥k € Vi
f;x1,---:xn f,x1,7..,xn
On a alors d'aprés la propriété de minimalité de hf;><1,...,xn
k+h > : ¥k € vt (5)
” f;X1,...,Xn”H-— ”hf;X1,...,Xn”H
ce qui signifie que hf;>< X €V .

1200 n



by st feH, d'aprés 3) et 2) , h est |'unique
SXy e aX

élément de V , vérifiant (2), c'est-a-dire tel que :

n
(f - iE] Aig(.,xi)|g(.,xJ.))H =0 j=1,2,...,n (6)
Autrement dit hf.>< N est la projection orthogonale de f sur V .

0N R R
———X—

%)1‘)"‘) “rin




IT.3.2. Cas gfnéral S < X

Le théoréme 11.3.1 est en défaut si S X.
#
Pour qu'il demeure valide il faut ajouter sur f la contrainte
-1 _ P
rg (fIS) = f (cf théoréme 11.2.3)
Donnons un exemple illustrant cette condition.
Exemple :
x = [0,2]
g(x,0) = min(x,a,1) , max(x,a) (x,0) € X x X

Nous pouvons vérifier directement que g est un noyau reproduisant avec :

a/ g(.,0) =0
b/ 9(.,a) =%g(.,8) si a,Be€ ]0,1]
c/ (g(.,x]),...,g(.,xn)) est libre, quel que soit n > 1, et
X,5+e0y% distinctes dans [1,2] .
1 n ;

Dans ces conditions un support S de g est de la forme :
S = ]1,2] U {ao} avec a_ € ]O,lJ.

En particulier on peut choisir S = [1,2].

On a dans ce cas pour f € IRX :

=1 _
re (fio) = f]i f(x) = kKx  ¥xe [0,1]] (Ke R).

Nous verrons au chapitre IIl, la justification des points b,c.



IT.4. Caractérisation de 1l'espace hilbertien H , associé au noyau repro-

duisant g .

Nous nous proposons de donner un critére permettant de discer-

ner parmi les fonctions de IRX , celles qui appartiennent & H .

IT.4.1. Cas S =X

On a le résultat suivant :

Théoréme IT.4.1.

Soit H< Rx , 1'espace hilbertien associé au noyau g , de

support S = X.
Si fe RX , les propositions suivantes sont équivalentes

1) feH

2) I1 existe une constante positive Mf , ne dépendant que de f ,

telle que :

¥n > 1

”hf;x .,XJ}If-Mf

LICHPPNE) e XM 100

ol hf;x1,...,xn est la spline d'interpolation de f sur les noeuds

X , X

1oee Xy

3) Vo> 1

n n
n
V(Xy,eee5x ) € X Ii§1 Af(x))] 5’”121 Asg(ox)lg

n
V(A,,.-,A ) € R

100

De plus si feH, ona:

€]} = sup [Ihe. I
h n >l f,x1,...,xn1{

(x1,...,xn)€Xn
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Démonstration :

l(l) - (2).[D'aprés le théoréme 11.3.1, h est
f;X1, e e, X

la projection orthogonale de f sur V : L(g(.,xi)l i=1,é,...?n).
On a donc ”hf;x1,...,xn”H S_Hf“H et on peut prendre Mf =||f”H .
'(2)-e> (3).|Par définition méme de o = hf;x1,...,xn on a
p € H et o (xi) = f(xi) i=1,2,...,n
donc
n n n
TAf(x.) = T Ap(x.) = (| & A.g(.,x.))
=1 e i=1 ! !
d'ol :

n n - n
2 sl <ol < 15 Astxpll, <l B Aol

[ (3) e (1).[Considérons sur H, = L(g(.,x)|x € X) , muni de sa

structure préhilbertienne, |'application L

f :

n
Aig(.,xi) € Ho > Lf(h) = X Aif(xi) € R
i=1

o
i
I ™M>S

i=1
I'l s'agit bien d'une application, car h € H, admet une représentation
unique (X = S). L'application Lf est linéaire, et elle est bornée par

hypothése :
|Lf(h)| < Mg llhllH° ¥h € Ho

Lf peut donc étre prolongée, en une application linéaire tf de H = Ho
dans R .D'aprds le théordme de F. RIESZ (cf. [27]) il existe z, € H

tel que :

V]
Le(h) = (zflh)H ¥h e H .



En particulier si on prend h = g(.,x) , X quelconque dans X
v}
Lf(g(.,x)) = Lf(g(.,x)) = f(x)

et :

V]
Lf(g(.,x)) =(zf|g(.,x)) zf(x)

Donc f = zf € H .

Norme de f dans H

D'aprés ce qui précéde si f € Hon a :

Il = Izl Il
f = ||z = Sup
T hero Il
h#0 °

Pour n > 1, (X1"°"Xn) e x" , (A1""’An) e MR" on note

Gn = (g(xi,xj)).

i,j=1,...,n 7 Gn € Mn(rR)

| A £(x,)
A= | ,Ae R" et T o= : , f e R"
. n . n
A fix )
n n

On a alors :




n -t
IOAf(x)]|? (f A)?2
2 =1 | | n
1] = sup { . - 21, O, eee,x ex” xAx; st 14}
2 T n
”'g Aig(.,xiﬂlHo AG A (AjsAsseea,A) € IRT, A £ O

i=1

zt-1= n . X
Sup {f G fnl N>, (X,eex ) € X0, X # x; st i}

Sup {"hf;x1,...,x 2 |n>1, (x X ) € X"} (cf paragraphe 11.3).
n

17

ce qui achéve la démonstration.

IT.4.2. Cas général : ScC X.

On devra rajouter la condition sur f :

On peut énoncer par exemple :

Théoréme IT.4.2.

X - - >~
» 1'espace hilbertien associé au noyau repro-

Soit HC R
duisant g , de support SCX,et:EeRX.

Alors f e H ssi

M r; (f,g) = £

(2) I1 existe une constante positive M. , ne dépendant que de f ,
f
telle que :
¥n > 1
| he. Il < M
V(Xp5eesx) € S £3x e xtH=F

~

ol hf'x X est la spline d'interpolation de f , sur les noeuds
$X1 500Xy



Et pour fe H on a:

ey = s .

n >

1,...,xn”H ’

(Xq5000,X) € sn

(Remarquons que si la condition (1) est satisfaite, on peut prendre

les ><i € X i=1,2,...,n dans (2)).

Ainsi pour pouvoir décider si une fonction f de IRX appar-
tient @ H , il est nécessaire de pouvoir expliciter les splines d'inter-
polation de f , et calculer leur norme.

Nous verrons au chapitre |11, que cela est possible pour une classe

importante de noyaux.

—

IT.5. Espaces hilbertiens de fonctions continues, i noyaux reproduisants.

On s'intéresse maintenant & I'inclusion de H dans un
sous-espace vectoriel de IRX . On suppose que X est muni de la topo-
logie, trace de la topologie de IR .

C°(X) désigne I|'espace des fonctions continues sur X , & valeurs dans R.

I1.5.1. Quand a-t-on HC C°(X) ?

On a a ce sujet le résultat simple :




Théoréme 11.5.1.

Hc ¢®(X) ssi
1) g est séparément continuesur X
2°) g(x,x) est localement borné sur X
Rappelons que g est dite séparément continue sur X si ['application
x > g(x,a) est continue sur X, et ce quel que soit a € X.

De la symétrie de g, il découle que I|'application y + g(a,y) est

alors également continue sur X, quel que soit a € X.

Démonstration :

1) Condition suffisante.

Soit x € X. On veut montrer que pour tout ¢, @ € H, @ est
continue en x. 11 suffit donc de considérer les points x non

isolés dans X.
Soit x un tel point, et {xn} une suite dans X,

xn~ﬂzfl—)x. Par hypothése, il existe un voisinage v, de x,

V. c X tel que
X .

0 < gly,y) <M Yy € Vx'

> X, il existe N € N tel que

Puisque X

n—>co

n >N =>0 < g(x ,x ) <M (1)
n’ n
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On a aussi puisque g est séparément continue sur X

lim g(x _,&) = g(x,¢g) ¥g € X (2)
N —->oo n ‘ .

ou encore
lim (g(.,xn)lg(.,g) ) = (gl.,x)|g(.,g)) Vg € X (3)
n --oo

et donc
l'im (g(.,xn)lw) = (g(.,x) |o) Yo € H_ (4)
n oo

Or ﬁo = H. De (1), (4) il résulte : (théoréme de la convergence faible
d'opérateurs linéaires continues dans un espace de Hilbert : Banach-
Steinhaus  cof [27] )

lim (gC.,x )]o) = (gC.,x) |p) Yo € H (5)
n->o n

Oou encore
lim (x ) = op(x) Yo € H (6)
n--oco n

¢ est donc continue en x. x n'étant pas précisé dans X on a
He c%X).

2) Condition nécessaire.

Par définition de g, on a g(.,a) € H, ¥o € X.
Donc H e C€%X) => g(.,a) € Co%X), ¥o € X et g est séparément continue

sur X.

D'autre part si x_ >x, on a pour @ € H e ¢°(X)

n->co
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lim m(xn) = p(x)

n—>co

donc im (g(.,xn)ICp) = (gC.,x) o), ¥y € H
n->co
Autrement dit g(.,xn) converge faiblement vers g(.,x) lorsque n tend

Ve s 2 _ 2
vers |'infini, et donc ”g(.,xn)“H g(xn,xn) < MVn (cf. [27])

Ceci ayant lieu quel que soit la suiTe{xn}convergenTe vers x, on a
nécessairement

0 < gly,y) < K

dans un voisinage V>< de x, et g(x,x) est localement borné sur X.

Exemgle
X = J~1)+1[

1

g(x,oc) 1—_)(—&

On vérifie que S

]

X (cf. § 11.6.a)

g est séparément continue sur X et gl{x,x) =

est localement bornée

sur X. On a donc H < ¢%(X). Nous | 'avons wvu 1=x

nition méme de H (§ 1.6.3).

directement par défi-

_
Remarque
I'l se peut que les hypothéses g séparément continue

g(x,x) localement bornée

ne soient pas vérifiées sur X, mais le soient sur S, S support de g.

Dans ce cas on a donc HS c ¢%(S), mais on n'a plus ® He ¢ (x)

o, o e o e o e a
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I'1-5-2. Caractérisation de H lorsque H © ¢%(X) ou seulement

H < ¢ %(s)

Les théorémes |1.4.1 et |1.4.2 donnent une caractérisation de
I'espace hilbertien H, associé au noyau g, lorsqu'aucune hypothése par-

ticuliére n'est faite sur g. Si nous formulons des hypothéses du type
ﬂa : g est séparément continue

Hé : 9(x,x) est localement bornée

nous allons voir gque nous pouvons affaiblir les conditions des théorémes

cités. On a :

Théoréme 11.5.2.

Soit H 1'espace hilbertien associé au noyau g, de ssupport
S = X, vérifiant les hypothéses H% et H& sur X, et soit {xi}ielq une
suite d'abscisses, dense dans X. Alors He ¢°(X) et pour

f € ¢® (X) les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) fe€H

(i1) I1 existe une constante positive Mf, ne d§pendant'que de f,
telle que
¥n > 1 Ihlly < M
ou hn = hf;x1,...,x est la spline d'interpolation de f, sur

les noeuds x1,...,x§ (n premiers termes de la suite’{xi}ielk)

De plus pour f € Hon a £l = lim » bl
N>
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Démonstration :

He C°(X)  (cf. théoréme 11.5.1.)
(i) => (i1) c'est une conséquence du théoréme I1.4.1.

(i1) => (1) La spline d'interpolation de f sur les n premiers noeuds

SRR vérifie par hypothése : thH < Mg, ¥n.

17
La boule unité de H étant faiblement compacte (cf. [ 27]) on peut
extraire de la suite {hn}nEﬁJ’ une suite {h } f aui converge fai-

n'(n) n€
blement vers h € H. . On a alors quel que soit i =1

hix.) = (hlg(.,xi)). lim (hn,(n)lg(.,xi))

n —»>oo

i
3
>

S

-
~~

(x.,) = f(x.)
n) i i

la limite étant atteinte dés que n'(n) > i.
On a donc f = h sur'{xi}ieﬁJ, qui est dense dans X.

Mais h € He C%(X) et f € C%°(X). Donc f = h sur X et f € H.

Norme de f dans H

De par la définition de h , 1a suite {”hnu } est croissante.

Pour f € H elle est majorée et donc converge.

D'autre part (hnlf) = thH2 ¥n € N (h ~est la projection orthogonale
de f sur L(g.,xi)) i=1,2,...,n)). On a donc
If12 = (£F]f) = 1im A (h |£) = tim Z(h_|£)
. H n n'(n) n n

Lim /' |Ih |12
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On a alors immédiatement (cf. théoréme 1.4.2.) le
Corol laire :

Soit H 1'espace hilbertien associé au noyau reproduisant g,
de support S < X, vérifiant les hypothdses ¥, et 3¢, sur S, et soit
{Xi}ie]l;J est une suite d'abscisses dense dans S ; alors HS c c°(9)
et pour f € RX et vérifiant flS € ¢°(S), les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) f€H

1) rltfg = et

il existe une constante positive Mf, ne dépendant que de f,
telle que |

vz 1 ||l < M,

oi h =h
n f;x see Xy
les noeuds Xpseee,X

est la spline d'interpolation de f sur

De plus pour f € Hon a |/f||; = 1im / [
n

Remargues

(1) La spline hh d'interpolation de f sur les noeuds STEERE vérifie

lim )’”hn”H = ||f]l, autrement di+ h, converge en norme vers f lors-
que n tend vers I'infini. En fait on peut montrer que l'on a
convergence forte de hn vers f. (Voir la démonstration du théoréme [1.5.1

(2) Soit H associé 3 g et vérifiant He ¢%(X). .
Si X c X, on peut associer & g,; un espace Hc C%(X).
Si de plus X D X, alors une suite dense dans X, permet de caractériser
ﬁ, mais aussi H. Cela signifie que I'application

FeH>f=fz€H

~
. P .
PR E R S SRR SR S N T T 1
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I1.5.3. - Applications

Considérons 3 nouveau |'espace de |'exemple |.6.3.

oo
H={f € RX | f(x) = nfO s x", Ta? < v, |2 -
ol

X = X-1,+1[
On a

glx,a) = ! et Hc c¥(x).

1-x0

On a en particulier

_ >¥p € IN.
<Pl =1

2}

W ™8
o
o)

n

Nous allons établir quelques propriétés & |'aide du théoréme 11.5.2.

Ces propriétés ne sont établies qu'd titre de curiosité, et I'utilisation

du théoréme 11.5.2., ne justifie en rien |'é+ablissement de ce théoréme

qui trouvera sa pleine application au chapitre 111,

~

Ij] Matrice de Gramm associée & N fonctionnelles d'évaluation dans

et support du noyau de

Soient xi, i=1,2,...,N, N abscisses distinctes dans

X = ]-1,+1[ et

1

Gn= (g(xi,xj)) =(m'—xj)
On pose N
FN(x) = .H- (x—xi) QD)
i=1
N 1

Hy(x) = x F (= (2)
X
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Propriété :

“1 = p.G.D. avec Dy matrice diagonale

GN est inversible et GN NCNCN

_ Hy(xy)

d'éléments d ?&Ti;? i=1,2,...,N.

D'aprés la propriété 4, § I1.1.4., sur I'unicité du support, on a donc
S =X =3-1,+1[.

Nous savons par ailleurs que H < C°(X).
Nous pouvons donc appliquer le théoréme |1.5.2. qui caractérise les fonc-

tions de C°(X) qui appartiennent & H .

Considérons une suite {Xi}iGWJ’ dense dans X = J-1,+1[, avec x; # xj,
si 1 # ].

Si on note hy» la spline d'interpolation de f € C°(X) sur les noeuds

XqseensXy ON 3 (cf. § 11.4.1.)
=t -1 -t -
2 _ =
Il = fy Gy F = f By Gy Oy Ty
ol
fix,)
- N - . 1
fN € R , fN = :
f(xN)

et on a (théoréme 11.5.2.) si f € H

2 t
nf”H iim by fN DN GN DN fN

N N HN(Xi)HN(Xj) f(xi)f(xj)

= lim » 3 1 . X~
Noo  i=1 j=1 TNXPIFROG) T Texgxg

En particularisant f, nous allons obtenir quelques résultats intéressants.
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E]UnegpropriéTé de la matrice 6&1

On prend f =1 ; f € H et |f|, =1.

On a donc

NN H (xOH (x ) NN
lim 2 5 E ey X e = lim 20T D ey =1 ()
N+ =1 j=1 "NTXGTTNCXG %5 New =1 = '

Nous allons expliciter la quantité

N N HN(xi)HN(xj) . N N -1
A = ; ; X o = I r (G,)),. (2
N,O =1 j=1 FN(XI)FN(XJ) 1 xixj =1 j=1 N“ij
Ecrivons
N HN(x.)
A = I A, =
N,O j=1 J FN(XJ) (3)
avec
N H, (x.)
N 1 .
A, = X Ty X Tox J = 1,2,...,N (4)
st TN i
Si on pose
HN(X) N
Hy 1O = g0 = T (T=xx) (5) h
)J J k=1
K#J

on peut interpréter AJ, comme la différence divisée de HN j(x) sur les
,J
noeuds x,,X,, ..., %y (cf. [28]). Hy J(x) étant de degré au plus égal a
’

N-1, Aj est égal au coefficient de ><N_1 dans HN J.(><) soit :
’

N
T x (6)
#

N N N.H O
A = (-1) (0 x,) x 3y —J (7)



H, (x)
En décomposant —=—— en éléments simples, on obtient
xFN(x)

H (x) N o
Fa e I (8
TN k=1 k
avec
p
Lo HN(O) i (_1)N . 1
o FN(O) N ’
I Xk
4 k=1
(9)
HN(X )
o, = - k = 1,2, SN
L k xkFN(xk)
H (%)
En étudiant le comportement de ———— au voisinage de |'infini on a
. xFN(x)
aussi
N N N
o+ z o, = (-1) I X (10)
k=1 k=1

(1)

>
i
~~
I
Nt
=
1
e =
X
X
n ™M=
Q
]
|
n |z
X

On a donc

NN
I I Gy, = 1-
i=1 j=1 N 1 K

A

2
N,O Xy

==

1

On vérifie bien que pour x, € J-1,+10, k=1,2,...,N
O0<A <1, et que A est une fonction croissante de N.
N,O N,O
On a AN 0= 1 ssi |'une des abscisses X} est nulle, ce qui correspond

au fait que g(.,0) = 1.
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Etendons les définitions (1), (2) de Hy et Fy au disque

unité du plan complexe D = {z | |z] < 1}.
N
F,.(z) = 1T (z-x,) (12)
N k=1 k
H () = 2 Fedy (13)

On considére f € g, f = x", Ifll&= 1.

On a

N2 = 1im » A =1
avec_
m
N N HN(xi)HN(XJ) X X

m
Ay =z oz 2 , x 1] (14)
N, m =1 j=1 FN(XI)FN(XJ) 1 Xixj

En utilisant |'identité

"1 = x=1) (x"TTex"T 2
On peut écrire
m-1 )
AN,m = AN,O - z Bp,N (15)
p=0
avec
N xPHN(x.)
B2 v = T —Frey (16)
On a donc ,compte tenu que lim ~» AN = lim » AN o= 1,
N->o0 ’ N->c0 ’
l'im B N T 0 p =0,1,2,...,m-1 (17)
’
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Or si C est le cercle unité du plan complexe, on peut écrire (théoréme
des résidus cf. [18 ])

[ szN(z)
B = ——— dz p = 0,1,...,m=1
p,N C FN(z)

m étant arbitraire, on a montré que

J szN(z)
lim dz = 0 Vp € N
Now Jc ENCE) P

Remargue >

Monsieur BERNARD X nous a indiqué que ce résultat quoique non classique,
pouvait étre dérivé de la "théorie des produits de BLASCHKE".
(cf. [ 20]).

x Professeur, Laboratoire de Mathématiques Pures Grenoble.
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IT.6 - Immersion d'un espace hilbertien de fonctions dans un espace vectoriel
topologique. Noyau de SCHWARTZ

L'objet de ce paragraphe est de rappeler les aspects de la théorie des
noyaux de Schwartz, qui nous seront utiles dans la suite.

Les démonstrations données ici sont originales, en ce sens que n'envi-
sageant pas les problémes sous leur plus grande généralité nous pouvons

Justifier aisément les théorémes annoncés.

Rappelons d'abord la définition d'un sous-espace hilbertien d'un espace

vectoriel topologique.

Définition 11.6 (L. SCHWARTZ cf [387)

Un espace hilbertien H, est appelé sous-espace hilbertien, de
1'espace vectoriel topologique E, et on note H < E, si

1°) HcE
2°) 1'injection canonique de H dans E est continue.
On a alors (cf. résultats de N. ARONSZAJN)

Théoréme 11.6.1.

SiE-= H{X muni de la topologie de la convergence ponctuelle, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

() H c:H{X admet un noyau reproduisant

(2) HGE
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Considérons le cas ol E = C°(X), muni_de la topologie de la convergence

uniforme sur tout compact. On a

Théoréme 11.6.2.

Pour que 1'espace hilbertien H,‘H C: BRX, de noyau reproduisant g
(Hﬁ<;>BRX) soit sous-espace hilbertien de E il faut et il suffit que

1°) g soit séparément continue sur X

2°) g(x,x) soit localement borné sur X |

Démonstration :

D'aprés le théoréme 11.5.1. nous sommes conduits & démontrer |'équivatence

(1)
HGE = Hcc®x)
(2)

x L'implication (1) est évidente par définition de E.

x Démontrons |'implication (2). H e ¢%(X) => HGE. i
On note i, |'injection canonique de H dans E.

La topologie sur E est définie par la famille de semi-normes

f > pK(f) = Max |f(x)| K compact de X.
x€K

Or i étant linéaire, elle est continue si et seulement si pour chaque

semi norme Py I'application Py © i est continue sur H. (cf. [37] ).

D'autre part, K compact et g(x,x) localement borné sur X entratne

lg(x,x)| = g(x,x) = Mé , ¥x € K

et donc



- 11.33 -

[f(x)]2? = I(flg(.x))H|2 < Hf“é 9(x,x) < MZ |If||2  ¥x € K
¥f € H.
d'ol

l(pkoi)(f)l < M Ifll, ¥ f € H

pkoi est donc continuesur H quel que soit le compact K de X, et i

est donc continue de H dans E , et H o E.

On retiendra |'équivalence :

"HGE = ¢%X) muni de la topologie de la T He

convergence uniforme sur tout compact

On a alors le corollaire immédiat :

Théoréme 11.6.3.

Pour que H, H c le, de noyau reproduisant g, soit sous-espace
hilbertien de E = ¢°(X), mumi de la topologie de la convergence uniforme
(X_compact) il faut et il suffit que

1°) g soit séparément continue sur X

2°) g(x,x) soit borné sur X.

Exemples :

=X = J-1,+1[

1
1-xa

glx,0) =
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On a donc # G E = c®(X) muni de la topologie de la convergence uni-

forme sur tout compact.

2) - X = [0,1]
glx,a) = min(x,a) x (1+p X max(x,a)) cf. exemple [11.8.
Toutes les conditions sont requises pour que |'espace hilbertien H

associé & g soit un sous-espace hilbertien de E = C%(X) muni de la

topologie de la convergence uniforme sur X. (en abrégé HG CEO 1 )
’

- 3) - H, c;CfO 11 i =1,2,3,4 si les Hi sont les espaces considérés
s
au paragraphe 1.6.2.

Noyau de Schwartz

~

Nous nous restreignons ici & la considération d'espaces vectoriels sur R).
L. SCHWARTZ a montré (cf [ 38]) qu'il existe une correspondance biunivo-
que entre |'ensemble L+(E',E) des applications linéaires, symétriques

et positives de E' dans E, et I"ensemb le J(E) des sous-espaces hilbertiens

de E (en supposant que E est un espace vectoriel localement convexe, sépa-

ré et quasi-complet : E evt lcsqc).
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Si L€ L+(E',E) et H € J(E) sont associés dans cette correspondance

on dit que L est le noyau de H (nous dirons noyau de Schwartz pour éviter

des confusions avec noyau reproduisant) et on a les propriétés suivantes

(<,> désigne la dualité entre E et E')

2°) (h|Le"), = <e',h> ¥e' € E', ¥h € H

En particulier si E = IRX, muni de la topologie de la convergence ponc-

N

tuelle, alors E' est |'espace des mesures a support fini dans X :

e' €E' ¥ e' = 3T A6 A. € R

et on a les relations suivantes entre noyau de Schwartz et noyau repro-

duisant :

x Si Hc E admet L € L+(E',E) comme noyau de Schwartz, le noyau repro-

duisant g de h est défini (cf. propriété 2°) ci-dessus) par

g(x,y) = <L6&x,8y> = (L(SxILcSy)H

x Réciproguement si H c:IRX admet le noyau reproduisant g, c'est-a-dire

HG E alors le noyau de Schwartz L de H est défini par

N N
LCZ A6 ) = I Ai g(.xi)

=1 X =1

Nous verrons au chapitre V, |'utilisation du noyau de Schwartz.






CHAPITRE III

LES NOYAUX FACTORISABLES.

ESPACES HILBERTIENS ASSOCIES.






S I

Introduction

Nous nous proposons de déterminer les espaces hilbertiens associés a
un certain type de noyaux reproduisants : les noyaux factorisables, que nous

allons au préalable définir.

ITT.1 - Fonction factorisable xur X ¢ R . Noyau factorisable

Définition I11.1.1

Une fonction symétrique g : (x,y) € X x X » g(x,y) € R est dite
factorisable (sur X) s'il existe deux fonctions a, b telles que

g(x,y) = a(x)b(y) si x <y
(x,y) € X x X

1

a(y)b(x) sinon

a,b sont appelées, dans cet ordre, les composantes de g.

On peut écrire de facon plus condensée : g(x,y) = almin(x,y))xb(max(x,y))

Définition I11.1.1.

Un noyau reproduisant g est appelé noyau factorisable, si g est ume
fonction factorisable.
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Exemple :
Le noyau de H(a,B) s'écrit (cf. § 1.6.2.)

g(x,y) = min(x,y) (x,y) € Ja,8[ x Jo,B[

g est donc factorisable

i
X

Ses composantes sont ; a(x)

¥x G]oc,B[
b (x)

1]
—

IIT-2 - Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une foriction factorisable

sur X soit un noyau reproduisant

Si g est factorisable sur X, g est symétrique. g sera un noyau repro-

duisant si cette fonction est également définie positive ou nulle sur X. On a le :

Théoréme: [11.2

La fonction g, factorisable sur X, de composantes a,b, est un
noyau factorisable ssi

1) v = g est positive, non croissante sur
M= {x € X ]| a(x)b(x) # 0}
2°)  si a(xo) =0 (x, € X) alors on a

- soit b(xo) =0
- soit a(x) = 0O ¥x < X, x € X
si b(xo) =0 (xo € X) alors on a

- soit a(xo) =0
- soit b(x) = O ¥x > X s x € X



Démonstration

Condition nécessaire : Soient x,y € M, x < y. Puisque g est un noyau

reproduisant la matrice de Gramm de (g(.,x),g(.,y)) est symétrique

définie positive ou nulle.

g(x,x) g(x,y) alx)b(x) a(x)bly) \
Ce grammien est G = =
g(x,y) gly,y) al(x)b(y) aly)b(y)
\
alx) o \ 1 1 vix)-v(y) O 1 0 a(x) o)
soit G =
o a(y)/ O 1 o) v(y) 1 1 o aly)

a(x) aly) # 0 et G symétrique définie positive => v(x)-v(y) =0
viy) =2 0,
et donc v est positive, non croissante sur M.

(on a en fait v(y) >0, y € M),

D'autre part, si H est |'espace hilbertien associé & g, on a

||g(.,><)||2 = glx,x) = a(x)b(x) = O ¥x € X (2)
Si X € X vérifie a(xo) = 0, alors d'aprés (2) gc,xo) =0 (3)
Or
g(.,x ) = al(x) b(x_) X € X
o o o
x € X (4)
= a(x )b(x) = 0 sinon
o

D'aprés (3), (4), on a donc soit b(xo) =0

soit a(x) =0 ¥x < Xys X > X

On démontrerait de méme, la condition portant sur b.

(1)



- 1.4 -

Condition suffisante : Pour montrer qu'une fonction factorisable, véri-

fiant les propriétés 1°) et 2°) est un noyau reproduisant, nous allons

démontrer que la matrice Gn.= (g(xi,xj)). , associée a n

i,j=1,2,...,n
abscisses quelconques dans X, est symétrique définie positive ou nulle.

Or G, définie positive ou nulle < P+GnP définie positive ou nulle ol
P est une matrice de permutation quelconque. On peut choisir cette per-

muation de fagon & n'avoir & envisager que le cas

< ...
X1SX2 < X

n
et alors
a1by 3yby a1b,
816y, 350, b,
G = (5)
n
a1bn aan anbn
avec
a, = alx,)
i i
i=1,2, , N
b, = b(x,)
i i
Par hypothése, si a; = 0 alors soit b; =0
soit aj =0 J =i
De méme, si bi =0 on a soit a; = 0
soit bj = Jo= i

Dans les deux cas on a donc & la fois i-iéme ligne et la i&me colonne
de Gn qui sont nulles. On peut donc pour montrer la définie positivité
de G_ se restreindre au cas a;b, #0 i=1,2,...,n, c'est-a-dire

X, EM, i =1,2,...,n
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Posons alors

4
N 0 0
~
N (6)
AN
0 h N
N an -1 1

i =1,2,...,n N

mlcr

En posant v, = V(Xi) =

on obtient

(v]-vz)
y N
D;1GnD;1L;1 = matrice diagonale n x n (8)

Par hypothése on sait que v est positive, non-croissante sur M. La

/

matrice An est donc définie positive, et il en est alors de méme de Gn

(Dn est réguliére ainsi que Ln).

Ce qui achéve la démonstration.

S VAR

Nous allons présenter maintenant sous forme de remarques, quelques
propriétés importantes découlant du théoréme |11.2, et qui nous seront

utiles par la suite.
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Remarque II1.2.1.

Si Xp < Xy <l < X,» avec x. € P, i =1,2,...,n

ol P est une partie de X surilaquelle v est définie et strictement

positive, strictement décroissante on a d'aprés (8)

G =D LA LD
n nN nnmnn

et (9)

R B e P
- Dn Ln An Ly Pn

Remarque III.2.2.

~ _alx)y - 1
En posant V(x) = NRRIS)

on a de maniére analogue si

S 3,
N 0 - (\A/Z-v1) o
\ n N
AN ' ~
N ‘) DA -
0 bn (Vn vn_1)
QI = v(x') i =1,2, s N
- h ~ortn
G. =DLALD
n nnnnn
et (10)
G-1 D—1Lt-1A-1L-1D 1
n n n 'n n ' n

Remarque III.2.3.

La matrice 6;1 est tridiagonale et on a en explicitant (10) par

exemple :
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o, B
1 1 0
By oy By
— ; N
L SN o~ an
n N \B
N N . n-1
() Bn—1 OLn
avec
1
B, = i =1,2,...,n=1
! u|,|+1
a
u’1 = - _2. X 1
9 M2
M. .
o = o '”{J' ! = 2,3, ...,n-1 (12)
i-1,i i,i+1
b
o = - n-1 1
n bn un-1 n
et ’
u"j = albj-—ajbI i, =‘1,2, , N
Remarque IIT.2.4.
i=1,2,...,n1

Dans (12) on a Moo # 0 c'est-a-dire 8, #0
Réciproquement si B est une matrice tridiagonale symétrique

hY P . .
vérifiant Bi#O

i=1,2,...
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La matrice inverse de B, si elle existe, s'écrit

(B )., = (B ).. = a.b, 1 <i<j<n

les ai’bi étant donnés par 1'algorithme suivant (cf. [ 5 ]) (la sin-

gularité essentielle de B est détectée)

(1 'a1 = 1
o4
a, = 81 a,
o a +B a
- - _99 g-1 g-1 - -
_aq+1 8 q 2,3, ,h=1
q

(2) X =8 a to.a #0 < B réguliére

n-1"n "nn

(3)  Si A #0

- 1
by = X
%
bn-1 7B bn
n-1
o0 a +B b 1
boq = - ——p— g = n-1,n-2,...,2
Si on ne fait pas |'hypothése Bi #0, i =1,2,...,n-1 alors B_1

si elle existe, est une matrice bloc-diagonale, chacun des blocs

[N

pouvant étre obtenu & partir de |'algorithme précédent.

Le colUt d'obtention de B.1 est de
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x 6n-5 multiplications ou divisions
calcul de ai’bi i=1,2,...,n
x 2n-1 additions
nin+1)

X ——5— multiplications calcul des (B_1)iJ i,j=1,2,..n

-1 . . '
D'autre part, B = peut étre mémorisée 3 |'aide de 2n mémoires seulement,

ce qui est extrémement important dans la pratique.

Notons enfin que cette technique semb le devoir s'appliquer, a des

matrices blocs-tridiagonales, symétriques (cf. [26 ]).

Remarque III.2.5.

Les conditions 2°) du théoréme I11.2 signifient que pour X < X5

X9 %Xy € M, alors a et b ne peuvent s'annuler que simultanément

en un point x de [x1,x2] n x.

En conclusion nous retiendrons que le théoréme |11.2 permet de carac- N
tériser simplement une classe importante de noyaux reproduisants.
Cela est intéressant dans la mesure ol étant donné une fonction g,
défimnie sur X x X, il est trés difficile en général de déterminer

si cette fonction est un noyau reproduisant.
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ITT.3 - Exemples de noyaux factorisables

(1%)

(2°)

(3°)

X = [0,1]
a(x) = b(x) = x ¥x € X

On a v(x) =1, ¥x € X et v est positive, non croissante sur M =']b,1]

X = [0,1]
alx) = b(x) = x-%
On a encore v(x) = 1 (x € X x %-%) et v est positive, non crois-

sante sur M = [0, %-[ U ]%31]
1

On vérifie que a et b s'annulent simultanément en x = 5, Ce qui illus-

tre la remarque 111.2.5.
QE% _
X = [0,3] 24- - -
i
alx) = x 0 € x <1 4 1---- : :
= 1 <« x < 2 ! '
= x-1 2 <x <3 “: ' >
0 1 a2 3 x
b(x
b(x) = x 0 € x <1 (LA
_ 3-x
= 5 1 € x < 2
x=1
= = 2 £ x <3 44— o
Yy t- __,:____. }
. o >
(o} 4 2 3 x




\r’(a.)

4\
On a ici M = X-{0} et
vix) =1 0 <x< 1 - A
= §£¥5 1< x <2 - — - — -5
1 ’» 5 !
=5 2 £ x <3 ¥ + ¥
(0] 1 2 )
___._%(_._—
( L]
(4°) X = N
d aln) =n
b(n) = 1 ¥n € N
.
On a ici M = N = X et v(n) = %-posi+ive, non croissante sur M.
S V-
p
(5°) X = R
€ alx) = n, n-1 € x €£n n > 1

b(x) = 1 ¥x € R

.

On a ici encore M = X et v positive, non croissante sur M.

—

Nous verrons ultérieurement que les exemples (4°) et (5°) correspon-
dent & des espaces hilbertiens de suites (& une isométrie évidente

prés .dans (5°)).
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(6°) Un_exemple de fonction factorisable qui_n'est pas un noyau reproduisant

X = ]o,o[

y a(x) = x
b(x) = 1 si x # 1
. = 0 si x =1

On a ici M= X et v est strictement positive, strictement décrois-
sanfte sur M mais la condition (2°) du théoréme |11.2 n'est pas satis-
faite puisque a(1) # 0, b(1) = 0 et b(x) # O x > 1.

IIT.4 - Etude des supports d'un noyau factorisable sur X.

ITT.4.1. - Supports d'un noyau factorisable

D'aprés la démonstration du théoréme 111.2, le systéme

(g(.x1),...,g(.,xn)) est libre si et seulement si
(1 a(xi')b(xi) # 0 i =1,2,...,n
(2)y i # ] => V(Xi) # v(xj)

On a donc :




S B

Théoréme [11.4.1.

Un support d'un noyau g, factorisable sur X, est une partie S de X
telle que

1°) v est strictement positive, strictement décroissante sur S

2°) S est maximale (au sens de 1'inclusion)

ITT.4.2. - Signification de la relation v(a) = v(B) # O, o < B, a,BEX

On a donc a,BE M = {x € X | alx)b(x) # 0}, et puisque v est non
croissante sur M, on a v(x) = v(a) ¥x €M n [a,él D'aprés les résul-
tats-précédents (théoréme 111.2) le systéme (g(.,x),g(.,a)) n'est donc
pas libre, quel que soit x € M n [a,B]. Autrement dit g(.,x) et g(.,a)

sont proportionnel les.

Or g(t,x) = al(t)b(x) si t < x
t € X
g(t,a) = a(t)b(a) si t < o
C'lest-a-dire
(t,x) =20 ot a) t <o t € X
9T ey 9t :
Cette relation est donc également vérifiée ¥+ € X
et on a :
- - - b(x) _ a(x)
via) = v(8) # 0 => g(.x) = 5oy &80 = gy (8459)

¥x € M n [a,B]




En conséquence, si H est |'espace hilbertien associé & g, on a

p(x) = %%g% pla) = T pla) ¥op € H

¥x € M n [a,B]

Oou encore

v = cte sur A c X => % (ou %) = cte sur A VYo € H

(1a constante dépendant de ¢)

Remargue

De I'ensemble des considérations précédentes, il ressort que si

g est un noyau factorisable sur X on a

n
gl.,x) = I A' g ( ,xi)

i=1
(g ,x1) g(.,x )) libre => n = 1 J
Ai € R, i = 1,2,...,n.

Autrement dit les seules relations de dépendance possibles sont

des relations de proportionnalité.

I11.4.3, - Exemples de supports

Nous reprendrons certains des exemples de noyaux factorisables

donnés au § I11.3.



Q)= 4
ffw-;
1°), x = [0,1]
a(x) = x ,
[
!
b(x) = 1 0 J >
B g J1% x
Iy a unicité du support S = ]0,1]
—_—
’ r(_:.)-:i
2°) Exemple 1 § I11.3. 1
X = [0,1] e —
j i
a(x) = b(x) = x ¥x € X , !
: o ﬁ(o a1 T

Tout support S est réduit & un point :
s ={o} o  €]o,1]

On a dans ce cas (cf. §. 11.2.4.) explicitement

o= le | o0a = ax, o, = [A])

X

3°) Exemple 2 § I11.3

X = [0,1]

a(x) = b(x) = x=-=

173
e

On a ici encore S = ’{do} avec Lo

a € ]o,—;-[ U ]%, 1] et

t= e | 900 = AGeR el = (A



- .16 -

4°) Exemple 3 - § 111.3

. T
X=[O’3]
a(x) = x 0 £ x £ 1
= 1 € x
= x-1 2 £ x <3 44
|
A’l
b(x) = x 0 X 1 * ! ! X
a 1 F - i s
b 1 2 . Y “x
=77 X = , 200§ 2 %4 3
= 1;X 2 £ x <3
On a
s =11,20 Ud{a 0}, aj €70,1], a, € ]2,3]
En particulier on peut prendre S = [1,2]
—_——
5°) Exemple 4 - § 111.3
x = N
aln) = n yhiel =>s =R = x.
b(n) = 1
X
A vix)
6°) Exemple 5 - § 111.3
X =R ' \
’
alx) = n, n-1<x<n, n > 1 f—————]
+ 5 + - . >
bx) = 1  ¥xe R 1 " . =

S = {an}néﬂv avec a € [n-1,n[, n € N
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On peut prendre en particulier

S =N
£ ——
7°) X = IR
a(x) = |x| ] ' !
b(x) = -fx si x €0 !

—

= Bx si x =20 : 1

Lqi‘—‘
[\]
[J
I
»
~

a > B >0
S est de la forme S = {ao,a1} 3 a <0, a, >0
et on a explicitement (cf. § 11.2.4.)
H={f | f(x) = c X st x <0 2 (Co+cl)2 c?
NG - g S
= Coyx si x 20
S VA

ITI-5 - Condition pour que H soit inclus dans CO(X) lorsque g est un noyau
factorisable

Nous avons vu au § I11.5.1. des conditions nécessaires et suffisantes sur
9 pour avoir H e ¢°(X). Peut on dans le cas d'un noyau g factorisable,
donner des conditions ne portant que sur les composantes a, b de g,

pour qu'il en soit ainsi ?

On a a ce sujet le :
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Théoréme 111.5

Si H est 1'espace hilbertien associé a un noyau g factori-
sable sur X, de composantes a,b , alors on a H < ¢°(X) ssi
a,b €°(X).

Démonstration :

1°) He c?x) => a,b € %)
On a en effet
g(x,a) = a(x)b(a) pour x € X, X £ 0
et g(.,a) € Hc C%(X). Donc a € ¢°(x N J-=,0 [), Yo € X,

< o) . A . s ’ .
d'ol a € C7(X). On montrerait de méme en considérant | 'expression

de g(x,a) pour x > a, que b € ).

2°) a,b € C°(X) => He ).
De par la définition g : g(.,a) = a(min(.,a))xb(max(.,a))
on a donc g(.,a) € C%(X), ¥o € X.

Par ailleurs x > g(x,x) = a(x)b(x) est continue sur X, et
donc localement bornée sur X. La condition suffisante du

théoréme 11.5.1. permet de conclure : H < ¢°(X).

ITI.6 - Caractérisation de 1'espace hilbertien H associé 3 un noyau factori-

sable g.

Nous allons pouvoir dans le cas d'un noyau g, factorisable sur X,

expliciter un peu plus les théorémes généraux de caractérisation |1.4.1.
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splines d'interpolation d'une fonction f de IRX, et calculer leur

norme.

I11.6.1. = Cas ol S'= X

Pour f € RX ot (X, 5% o

onavu§ I1.4.1. que I'on avait :

,xn) abscisses distinctes dans X,

2 =
th;x1,,,,,x Iy = f.6, f, (1)
avec :
f(x1)
F e mr", ¥ =
n n :
fix )
n
Gn = (g(xi’xj))i,j=1,2,...,n’ Gn € Mn(lR)

L'expression (1) de |h ”H ne dépend que des x; dans leur

foX,eee,X
ensemble, et on peut calculer l'gxpression (1) pour SR Xy Seen< X,
X, €S =X i=1,2,...,n.

1

On a immédiatement, en utilisant I'expression (8) de G; (§ 111.2
remarque 111.2.1.) et en posant
k(x) = 10 ey (2)
, a(x)

I T [eley) -k(xy, 1% 32 0p)
f;x1,...,xn H i=1 v(xi)—v(xi+1) V(an

(3)

ou encore en utilisant la seconde expression de 6;1 (expression (9)

§ 111.2 remarque 111.2.2.)



- 111.20 -

et posant k(x) = 5050 x € X (4)

],22()(1) n-1 [ﬁ(xi+1)'ﬁ(xl)]2

||h H2 = + I = —= (5)
f; FXq s e X H V(x1i i=1 v(xi+1) V(Xi)
et on peut énoncer le théoréme I1.4.1. sous la forme plus explicite
Théoréme 111.6.1.

Soit H 1'espace hilbertien associé au noyau g, factorisable sur
X, de support S = X. Alors pour f € IRX, les propositions suivantes sont

équivalentes :

1) f €H

2) il existe une constante positive Mf, ne dépendant que de f,
telle que

n-1 (kG -k, ]2 K  k(x))
VOO, VR T0)

i=1

n-1 [k(x;,q) k()]

V(x 1) V(x y < M

f

+
i=1

n
¥n o= 1, ¥(xq,Xp,..0,Xx)) € X7, x5 < X, <oo.< XL

De plus pour £ € Hon a

n-1 [k(xi)-k(xi+1ﬂ2 . kz(Xn)]
”f”ﬁ = Sug [.2 V(Xi)_v(xi+1) VX -

i=1
J

.,x )GX
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I'11.6.2 - Cas général S c X

On a un énoncé tout a fait analogue. |1 suffi+ d'adjoindre 3
la condition (2°) la condition supplémentaire r (fl = f, et de
prendre X, €S, i=1,2,...,n
—_——

III.7 - Cas particulier ol H c ¢°(X) ou HS c:CO(S).

De fagon similaire, on peut réénoncer le théordme I1.5.2. et son corol-

laire dans le cas d'un noyau factorisable.
Hypothéses Jq : g est séparément continue

m% : 9(x,x) est localement borné.

Théoréme |11.7

Soit H, 1'espace hilbertien associé au noyau factorisable g,
de support S = X, et vérifiant les hypothéses ¥ et 3¢, sur X, et soit

X; jen Wme suite d'abscisses, dense dans X, X; # xJ sii#j.
Alors H < ¢° (X) et pour f € c® (X) 1les prop051t10ns sulvantes sont équi-
valentes :

1) f €H

n-1 [k(ty)-k(t;,0]? k2 (t))

2% V(t ) V(t1+1) * V(tnf_

i=1

iz(t1) n-1 [fc(tiﬂ)-lz(’ci)]2

= 2
TFE L R, ey <M e N, na

ol Mf est une constante, ne dépendant que de f, et ol

'{t1,t2,...,tn} ='{x1,x2,...,xn} avec t; < t, <...<t,
De plus pour f € Hon a

o e . 124+ )
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Si X = [0,1] on peut prendre par exemple comme suiTe'{xi} la suite

générée par le partage dichotomique de [0,1]

S 31305
{Xi} = {2, 4, 4, 8, 8, 8 ouo}
p-T
On a alors pour n = 27 -
I S p_
{+1,+2,...,+n} ;o 1,2,...,2P=-1}

X

Pour S © X on énoncera le

Corollaire

Soit H 1'espace hilbertien, associé au noyau g, factorisable
sur X de support S c X, vérifiant les hypothéses Ha et 3& sur S, et soit

{xi}ienq , une suite dense dans S, x; # X si i # j. Alors H c c2(S) et
pour £ € IR telle que fIS € CO(S), les propositions suivantes sont
équivalentes :
1) feH

_1 -
2) | Tg (flS) f et

n1 Dl k(e )17 ke K2 (t,)
1 V(ti)‘vcti_i_-l) V(tn) m

i=

n-1 [ﬂ(tm)-l?(ti)]:
1 V(v

' M% ¥n, n >1
1=
oll Mg est une constante posivite ne dépendant qué de f, et ou
{t1,t2,...,tn} = {x1,x2,...,xn} SR ATYEIERS N

De plus pour £ € Hon a

. n-1 [k(ti)—k(tiH)JZ K2 (t)
L I G = vy e T G
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Exemple : Caractérisation des espaces H(a,B)

Considérons les espaces H(a,B) introduits au § 1.6.2.. O <a < B8
H(a,B) est |'espace hilbertien de fonctions, définies sur‘]a,B[ = X,
associé au noyau reproduisant factorisable g(x,A) = min(x,)A), (x,A) € X x X

Le support de g est S = X, et on sait que H c c°x).

On peut donc appliquer les théorémes I11.6.1. ou I11.7 indifféremment.
On a ici k(x) = fif) ; vix) = %-; k(x) = f(x) ; v(x) = x et on peut énoncer

par exemple la :

Propriété II11.7

Pour O < o < B, les propositions suivantes sont &quivalentes :

X = Ja,8D)
1) f€H (a,B)

2) fec§,f'eL2(X),f(0)=o sio=0

3) I1 existe une constante positive M, ne dépendant;gge'dé f, telle que
Yn > 1 2 2
f2(x ) n-1 [f(x;, ,)-£(x.)]
V&,x,nﬁgﬂp:——4—+ ) 1+1 1 < M2 ~
1°72 X, =1 Xj+17% f
X,<X, <..< X 1= 1 1
172 n
2" i ) M2
4 Vo f2(ar ) + 3 Ef(or By (e By2 o £
2 i=1 2 2 2
si B < +o, avec £ = B-o
et on a si £ € H(a,B)
° £2 (o)
fl|2 = fr2(x)dx + —%J si o #0
10 = | ;
r B
= fr2(x)dx si a =0
] O

ou
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£2(x)  n-1 [E(x5,4)-f(x;)]?

€112 = Sup [+ = -
H n>1 N i=1 Xj417%5 ]
(x1,x2,..,xn)EX
X1< Xy<aa<x)
ou encore si B < +o et £ = B-o
fIg, = 1im ~ 2" [£2(a+ X +2n-1f » D py 418y
1€y = Lim = 2% L2 Cor e T (£ (o Smn) (o +70) 7]

ITT.8 - Détermination de 1l'espace hilbertien H, associé 3 un noyau

factorisable sur X, de composantes continues sur X.

Si S est un support de g, noyau factorisable sur X, on a vu, cf. remarque §

[11.4.2., que I'application r 1 est trés simple :

S
si x € S on a soit gl.,x) =0 \
soit gl.,x) = Ag(.,y) y €5

alors pour f € R° on a

(r;1f)(x)

1]

f(x) si x € S
0 si et g(.,x)
Af(y) si x € S et gl.,x)

X
™
w

0 .
Ag(.y) vy €S

]
|1}

Dans le cas d'un noyau g factorisable, I|'obtention de H & partir de HS

est donc chose aisée.
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I1.8.1. - Image par v (v =-%) d'un support S du noyau g.

Onav(s) ={A € R | @x € S, v(x) = A} JO,+ef (1)
Notons vy = {} € R| &x € X, ab)b(x) # 0, v(x) = A} €]0,+[ (2)
On a la :

Propriété 111.8.1.

Quel que soit le support S, du noyau g ifactorisable sur X, on a
v(S) = Vy

En d'autres termes, |'image par v d'un support S de g, ne dépend pas du

support choisi.

Démonstration : Considérons A € R, A > O.

ona v 'O = {x€X | alx)b(x) #0, v(x) = A} c X.

Si v_1(k) # @ alors on a Voo NS # @ pour tout support S de.g.

En effet s'i! n'en était pas ainsi S ne serait pas maximal (cf. remarque
1.2.1. § 111.2).

Soient alors S, et S' deux supports de g, S #S', et a € v(S).
On a donc v (@) # @ et donc S' N v ' (a) # B.
Autrement dit il existe Zy € S!' avec

V(Za) =0 .

a n'étant pas précisé dans v(S), on a donc Vv(S) & v(S').

De fagon similaire on a v(S') € v(S) et donc
v(S) = v(S") S # S! (3)

D'autre part si x € X et g(.,x) # O, il existe au moins un support S de g

tel que x € S (cf. propriété 5§ 11.1.4.), et donc v(x) € v(S) compte tenu
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v(S) D vX

Mais si x € Vys dlors x € S, ¥S et finalement pour tout support S du noyau
g ona

v(S) = Vy

a

I'11.8.2. - Détermination de |'espace hilbertien H, associé & g

Soit S © X un support quelconque, mais fix&, de noyau factorisable g consi-

déré.

On a S Vy = v(S).

Nous allons voir que la structure de la partie Vy dans IR+, détermine la struc-
ture de |'espace hilbertien H associé & g.

111.8.2. ler_cas : vy = v(S) = (a,B) intervalle de R"

D'aprés les résultats précédents (§ [11.6.1. et [11.6.2.) nous devons pré-

ciser parmi les fonctions f, f € IRX, celles qui satisfont les deux condi-
tions suivantes :

-1 _ -1 P S
1) rS (flS) = f (rS est définie sur IRY).

~ =1 (kx)=k(x, D2 K2(x )
2) la quantité I 4
i=1

~~
x
|
[OF s

+
v(xi)-v(xi+1) V(Xn)

est bornée indépendamment de n, et du choix des abscisses X; €S,

i=1,2,...,n avec X < X5 < . 00 < X,

Introduisons |'application T de IRS dans IR(a’B)
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T:fg€ R >F - Tf e R(@H

F(t) = k(v ' (1)) Vt € (a,8) (1)

L'application F est parfaitement définie, puisque v est strictement

décroissante sur S.

Pour x, < x_ < ...< x x. €S i=1,2,...,n (2)
1 2 n i
on pose
v(xi) =V, € (a,B) i =1,2,...,n (3)
et donc
vn < vn_1 <... <v2 < vy (4)

On a alors

_ _ 2 2 2
n=1 [kOe-kOx, D] K20x ) Py ;
n

(FCv,
SRR eV xJ ~ v '
=1 VTV Y n

1)-F(v.))2
! (5)

Lorsque x parcourt S, v(x) parcourt (a,B). Pour f € !RX on a donc |'équi-

valence (cf. théoréme I11.6.1. et propriété 111.7 )
fi. € H 2 T(£,.) € H (6)
|s E (o,B) _
et
I£)sllgs = ITE Sl ’ (7)
| RRLICT)
Dans |'hypothése a,b € C°(X) on a aussi HC C°(X) (théoréme 111.5)

et nous énoncerons le théoréme essentiel suivant :
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Théoréme ITT.8.2.

~

Si H est 1'espace hilbertien associé 3 un noyau g, factorisable
(a,B) intervalle de &{+,
on a explicitement si S est un support de g et si rzg est 1'application
définie au § II.2.3.

de X de composantes a,b.e ¢°(X), vérifiant vy

1°) H <cc°(X)
2°) H = (Tors)_1H(a,B)

avec (T 'F)(x) = a(x)F(v(x)) ¥x € S
VF € H(a,B)

39) (Tors)'1 est une isométrie linéaire de H(a,B) sur H.

. _ _ -1 -1
”F”H(G,B) - Hf”H f = g © T (F).
—_—%
Remarque :

Si I'on ne fait pas I'hypothése a,b € C°(X) on n'a plus
la premiére conclusion : 1°) HC C°(X) mais seulement 2°) et 3°)
L'exemple

X = [0,1]

a(x) = x X f_%

= 272X X >‘%

b(x) =1 x < 1
-2

:2 X>;—

correspond & ce cas de figure (v, = [1,+[)
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EXEMPLES Nous développerons plus particuliérement le premier exemple, pour

indiquer la marche & suivre de fagon générale.

Exemple (1)
X = Jo,1[
a(x) = x
b(x) = 1+px o = -1

La condition p= -1 est une condition nécessaire et suffisante, pour que a,b
soient les composantes d'un noyau reproduisant factorisable sur X. En effet
on a ici v(x) =-% + p, et v est strictement décroissante sur X et .

v>0%< p=-1. '

On a donc
s =x =7Jo,1[.
1°)  a,b € ¢°(X) => H e c®X)

inf{lv(x) | x € X}= 1+p 2 0

]

2°) Nous avons o
et vy = Jip, el :

sup{v(x) | x € X}= +oo

Nous avons donc & déterminer

-1
H=T (H(1+p’+w))

(T E () = a(x) Flvix)) = xF(p+§) - f(x)  x € X

F € H(1+p’+m)

et F' € L2

[o] .
3°) Pour F € H (14p, +0)

o)
onafF € Cj1+p,+w[

et donc f € qfo 1[ (nous le savions déja d'aprés 1°)).

(1+p’+oo)
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Mais on a aussi (cf. § 1.6.2.)

COFP(H) L RO £2(x) .
Iim T = lim X(T+ox) = 'im 32 =0 s = -1
T=>o x>1 % X x>1 X o
et
. OFE(t) . f2(x) . f2(x)
lim T = |im FEFT I N l'im = 0
T>+oc0 X>0 X px X0

On a donc plus précisément

‘ o
f € H=> f 60[0’1]

f(0) 0

f(01)

0 si ps-1

Ecrivons maintenant que F' € L2

(]+p’+oo)
On a
k'(x) . f(x) f(x)
| = ——_—l = = =
Fr(+) = VARE si v(x) t k(x) a3 0x) X
d'ol
+oo f1 1
' 2
F'Z(.'_)d.i. = - .E__'.Lzldx = (f'- -f—)zd)(
v'(x) X
1+p0 o o

et donc f'—-; € L%O 1’ et on a comme expression de la norme de f dans
: ’
H :

+ 0o
; F2(1+p)
fF12 = ||IF] 2 = Fr2(H)dtse—r—>r= -
A L I [“p B
1 f £2(1)
= (f'- ;)de+ o si p > -1

o}

+ o0 1
| oFr2hat = | (rr-Dyzax siopo= -
0 0
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1 [ r1oco2 1 '
(fr-Dy2gx - f12(x)dx +J LS. S dx
A X A A x2 A X

1 2
= J F12(x)dx- X
X

A A
, L)
Pour F ¢ H , donc f € H on a vu que lim = 0 et donc
(1+p’+oo) .
1 1 x>0

J (f1- Dyzgy - J F120)dx - £2(1).

o X o

En résumé : Si F € H et f = T~1(F),-donc f €H, on a

(]+p,+oo)

O
a) x f € 0[0,1]
bY x f(0) = 0

c) x f' € 2

(0, 1)
d) x f(1) =0 sip = -1
2 1 2 P 2
e) x "f”H = L) f1o(x)dx- T f201) si p> -1
1
= J f1 2(x)dx si p = -1
o
Réciproquement si f vérifie a,b,c,d il est &vident que T(f) = F appartient
a H(1+p ) ” Il suffit en effet de voir que F(t+) = k(v—1(+)) est continue
sur‘]l+p,+w[ et que F' € L%1+p voo) * Ce dernier point découle directement
)
de la remarque suivante : si f € C?O 1] et vérifie f(0) = O,
f ’
' 2 . 2
fl € L(O,1) alors f = € L(O,1)'

On a donc finalement : H C:CEO 1] et explicitement :
’
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1
= 0 = 1ey 2 2 _ 12 __b 2 . -
H = {f€ 0[0’1] | £(0)=0, f GL(O’U, (k3] JO f'2(x)dx 155 f2(M}  sip> -1
o 1
= = = 1€1,2 2 - 12 i = -

{fe 0[0’1] I £(0)=£(1)=0, £ €L(0’1), ”fHH Io f'4(x)dx} Sip 1
Remarques |
X On aurait pu directement prendre X = [0,1]. Dans ce cas nous aurions été

amenés & considérer un support du noyau donné
s =Jo,1] si p >-1
= Jo,1[ st p= -1
et nous aurions déterminé HS pour obtenir H.
Nous aurions alors obtenu directement la condition f(0) = O (puisque
a(0) = 0).
—_——
X _ \ .
X Si p = 0 on retrouve |'espace H(O,1) (espace de type H(a,B)) (cf. aussi
§|.6.2. espace H).
X Si p=-1 on retrouve |'espace H, (§.1.6.2.)
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X = [0,1]
al(x) = chx

, _ ch(1-x)
bix) = TS

On vérifie que v'(x) = - est positive, strictement décroissante sur X

2 .
et donc S = X. ch®x

a,b € c®(x) et X compact => HG E = CEO 1] muni de la topologie de la con-
’

vergence uniforme sur X.

Ici a = v(1) >0 B = v(0) < +oo

et

B 1 -
f Fr2ee)ydt = J (f'-fthx)2dx si F € H y f=T )
o ° (a,B

Pour f € Hon a f € C2 et donc également f € L2 et
[0,1] (0,1)

Fr2et)dt +

B 2
F” (o)
”f”; = ”F”;(a,g) = J o

= (f'-f+hx)2dx+f2(1)+h1

el
= (F'2(x)+f2%(x))dx
‘o0

R _ 1 PR
Ainsi pour F € H(u 8) f =T F €Het vérifie

’

2
a) f € L(O,1)
2
b) fr € L(O,1)

1 :
c) (R f (F2(x)+f12(x))dx
'aY .
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Réciproguement une fonction f vérifiant a,b est telle que
Tf = F € H(a,B) et finalement

r1

H={f¢€L2 fr €12 , 112 = | (£2()+£'2 (%)) dx}
0,0 | 0,1 Il = | (o020

On récupére bien siir 1'espace de Sobolev H}O 1y déjad étudié au § 1.6.2.
’

Exemple 3
X = IR
al(x) = ex
e‘X

b(X) = —5—

Ona fci vi(x) = 2 of S=X-=R.
o = inf {vix) | x € R} =0
B = sup {vix) | x € R} = +o

On vérifie que les conditions pour que H soit inclus dans ¢°(R) sont

vérifiées.

Pour F € H(O,w) on a ici
oo +®k'2(“) + 00 \
Fr2eHdt = - | S8 dx = (f'-f)%dx < += et (f'-f)€L
o o V'O . (R)
2 2
D'autre part |im F ifﬁ =0 => |im f= 00 0
+->0 X> + 00 X
. ) )
et lm © i*l =0 => 1im X2y
i X
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et alors

+ 0o + 00
J (F'-f)2dx = j (F'2(x)+f2(x))dx

' 2
et donc f, f' € L(IR)

Réciproquement si f,f' € L2 F =

(R)’

Tf € H(O’w)

et on obtient

H={f | £f,f' € I‘%uz) > 11l

+ oo
j—oo

C(£'2(x)+£2(x))dx)}

1

On récupére |'espace de Sobolev Hir) (cf. § 1.
Exemple_4
™
X = [O’—Z_J
a(x) = sin x
b(x) = cos x
m

On vérifie que H c c®(X) et £(0) =
lci 0 =0 et B =+

et si F € H F(x) = (T TF) (%)

(0,°)

et

® Ul
J Fr2(+)dt = JZ (f1-f
(e} (e}

On aura ici

L f2(x) . F2(x)
[Tm sinx Him cosx
x>0 x%

et conségquemment

6.2.)

f(id =0 ¥f €H.

- et 1
= sinx F(fgx)

co+gx)2dx

= 0

x(E]O,g{
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N =
INTE

J (f'-fco+gx)2dx = [ (F'2(x)-f2(x))dx
o

Ainsi f = T V(F) vérifie

a) f,f' € L?
m™
(0,%)

b) f(O) = f(%& = 0

Réciproquement si f vérifie a,b on a Tf = F € H(O ) et
T
- 2
H={f | £,f2 €12, £(0) = £z =0, |fl2=| (F?@-f2(x))dx}
’7 o

Remarque - J.F. DUCATEAU avait déja envisagé cet espace en étudiant des "condi-
tions pour qu'un procédé d'interpolation provienne de la minimisation d'une
fonction hilbertienne" (cf. [19]).

Dans ce contexte H apparaissait comme "ltnsemble des fonctions u, telles

I
que h(u) = JZ [u'?(H)-u®(H)]dt < +®, of qui sont limites simples de
o

combinaisons l|inéaires de fonctions de la forme

si t+ € [0,x] alors sin x cost

sinon sin t cos x x € [O,E] ",

On voit que notre explicitation est beaucoup plus précise. D'autre part

les combinaisons linéaires envisagées convergent uniformément vers u sur
T

0,=].

[0,5]
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y o)
x = [0,] uJ2,3] S
alx) = x a < x <1 !
= x-1 2 £ x <3 4 l---- - e :
\ \
b(x) =1 \ ! i
\ N !
; s >
On obtient ici 0 1 2 5
t 3
i = [ e2eoae [ erooax )
0 2 o
_,___*_

Remargue

Si nous modifions ce dernier exemple en prenant

X = [0,3] et en complétant
alx) =1 1 € x

b(x) = 1 1 € x

alors nous obtiendrons :

~

H = {f € c?o,s] | f(0)

les définitions de a, b par

<

<

1}

2

2

0, f(x) = f(1) ¥x € [1,2], f' € BX ,

3
Iy = J f12(x)dx}.
O

Ceci illustre nos propos du § 11.2. Les espaces H et H sont isométriques,

leurs supports pouvant étre pris identiques

s = Jo,1] u]2,3]

1
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e (1) = f iik (x) = f(1)  x € [1,7]

N

Généralisont I'exemple

On considére pour X un intervalle fermé borné de IR. On peut toujours se
ramener & X = [0,1].
On suppose que les composantes a,b de noyau g vérifient

1) a,b € C2(X), a(x)b(x) # 0 ¥x € X

2) v' = (%)' est strictement négative sur X.

Nous allons déterminer |'espace hilbertien H associé & un tel noyau re-

produisant. Tout d'abord toutes les conditions sont requises pour appli-

quer le théoréme 111.8.2. On a
a= v(1) > 0O B = v(0) < +o B > a
et
_'] i
Ho= T iy ay)
avec
TR (x) = al(x)F(v(x)) si x € X
FEHG 8
Etudions les propriétés de f = T 'F, f €H, F € Hea, o)
[) 0 A Y 2
1°) f € C(X) (cf. théoréme 111.5) et donc f € L(X)
o 2 _ NE1 2 F2(a) (1)
2°) On a HfllH = |' ”[} o+ — < +o0
o,
or F(+) = k(v™ 1 (+)) k=1 ,v-08
a a

et
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d'ol 8 1 )
12 - . k'“(x) ‘
3 Fre(+)d+ JO EVARE) dx (2)
et
152 = - Tz iy dx s 20 L (3)
¥y = =] =<0 216 (1)
K= (i), _ fla-a'f ) vl o= b'a-a'b
a a? a2
et donc
1.8 ¢y2
k200 d . i (x)dx (4)
v'(x) o a'b-b'a
Notons
1
p = 2 h-b'a (5)
On a d'aprés 1), 2)
p € c%(X), pix) = P> O ¥x € X (6)

et (4) s'écrit

Y 2 1 1 12 1 '
—j E-———(—zldx = f pf'2dx + J P 2__f24x - 2 P 2 ff'dx
X o o a2 a

En intégrant par parties le 3éme terme de (7) on obtient

1 1 2
K2(x) _ 2 a' a' 2 a' .2
‘JX aRc Jo P d"*fo [p == +tp ) f2ax—p - #2|

a

a'?

a' P
Posons g = p " + (p ?;)'. On peut encore écrire
a

(8)
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q = p?(a'b"—a"b') (9)

et donc q € ¢°(X).
On a alors d'aprés (3) (8) (9)

1 2
: f°(1) a'
2 _ 12 2 —_— - p&_ 52 oo
Hf“H J (pf'2+qf )(X)dX+a(1)b(1) p— f < + (10)
o o
On a donc nécessairement compte tenu de (6)
' 2
P €L, n
D'autre part d'aprés (5) : pa'b—pb'a =1
d'ol
f2(1)  _ ,pa',, pa'., _ ,pa',s pb'. .2
FYEBEXED) ( = F2)Y 1)+ ( 3 f%)(0) = (_E—f )(O)—(—E~ f901)
et finalement
2 ! 2 2 pa'.2 pb' 2
105 = | of 7 rar®) (o dxe (BELE2) (0) - B2y (1) (1)
o}

En résumé si f € Hon a

X f € L2(X)

x f1 € L2(X)

et ”f”; est donnée par (11).

Réciproguement considérons f telle que f,f' € L2(X). D'aprés le théoréme

de Sobolev (cf ES]]) on a alors f € ¢°(X). D'autre part d'aprés les cal-

culs précédents on a alors :
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_ o
F =Tf € C(a,B)
' _\_ -
i c'lest-a-dire Tf € H(a,B)
1
F' € L(a,B)

et donc f € H. On a donc montré que

H={f € 1(X) | f' € L2(X) ;

I£1g = JX (pf'2+af?) (x) dx+ (R21£2) (0) - (BR1£2) (1))

avec p,q donnés par (5) et (9).
Nous_énoncerons la
Propriété

Si les composantes a,b de g noyau factorisable sur X = [0,1] véri-
fient

1) a,b€c?X), a(Xbx #0 x €X

2°) v' = (EJ' est strictement négative sur X

alors on a explicitement comme expréssion de 1'espace H associé a g
H={f] £f,f' € L2(X) ;
1€ - [X (p'2+q£?) (x) dx+ (R21£2) (0) - (B21£2) (1))

avec p = 1/(a'b-b'a) ; q = p?(a'b"-a'b")

L'exemple 6) généralise bien I'exemple 2).
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En effet, avec a(x) = chx
_ ch(1-x)
b(x) = T
onav'iix) = - —— < Ly e [0,1]
ch?(x)  ch?]

et
p(x) = g(x) =1

ef on retrouve bien |'expression déja trouvée pour H

.
2

1
e (o | 90" € L200,  [o)? - f (@174 (x)dx} = Hi, )
o 2

E@margue

De fagon générale, les calculs précédents peuvent bujours &tre développés
de fagon formelle dés que a,b € ¢ ¥X).

L'expression de la norme de f dans H s'exprime alors toujours par :
£12 = £124q2+28 620y RO g2 (g,
Ifly = P g - A

On peut vérifier ainsi que dans tous les exemples (1) ) (5) |'expression

précédente coTncide avec celle déja trouvée.
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i,i+1 € |

————————————————— i i+1 ?

111.8.2. 2&me cas Vy = %y (ai’Bi) B. < a,
i€l

leN

A la partition de Vy» correspond la partition de X : X = W Xi telle
. i€l
que vXi = (ai’Bi)’ i € I.

Considérons d'abors le cas | = {1,2,...,N}

A Xi on peut associer |'espace hilbertien Hi C:IRXi de noyau 9; = ng .
i

On a alors clairement (cf. théoréme 111.7)

flxi € Hi i = 1,2,...,N avec

M. _ : _ 2 2
, N 12 () N=1 [ku,) k(ki+1)] k®Cuy)
Iy = 2 VAR S IO By The e=tvr o wans v e
=1 I =1 i P+ N

ol A, = inf(x | x € X m, = Sup {x | x € X}

Si I = IN, il faudra ajouter les conditions

L L PR
lim ( Z dx) < +o
A

N—)-&-OO i=1 V'(X)_
i
N=1 Dkup -k 02 k2
lim (% ! ! ) T
1 vy

N>+ =1

) < +o

v(ui)—v()\i+

Remarque
Si Bi I ¥i, i+1 € |, les termes relatifs aux "sauts" de la fonction
v disparaissent et la norme de f est une expression de type intégrale.
Hiokr2x) :
Si au contraire B; = o € | les quantités f <00 dx disparaissent

et I'expression de Hfuﬁ est une série. Ce cas "1 correspond & un espace

de fonctions isométrique & un espace hilbertien de suites.
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EXEMPLES
Exemple_1
X = U [2n,2n+1]
hEIN
alx) = x
b(x) = 1
On obtient

H={f€c’X) | £(0) =0, £' € L2(X), 3z [f(2n)-f(2n-1)]%¢+w
n=1
avec
: © 2n-1
Hf”ﬁ = z (J f'2(x)dx+[f(2n)-f(Zn-1)]2)}f
n=1 2n-2
Exemple 2
X = U [2n,2n+1]
alx) =x-n x € [2n,2n+1] n € IN
/
b(x) = 1
On a choisi #ci a(x) de sorte que Vy = ]O,+m[ : la fonction v n'a pas

de sauts et alors

€11 = ]X £12(x)dx .

H={f €c’°(X) | £f' € L2(X), £(0) = 0, f(2n) = f(2n-1) ¥n € N

(les conditions f(2n) = f(2n-1) n € N proviennent de
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X = U Jn,n*1[ = R-N.
n€IN

n+1 x € ]n,n+1[

a(x)

b(x) 1

x€]nm+w

lci vix) = cte = —

Un support de g est réduit a une suite quelconque {Xn}nGIN vérifiant
X € ]n,n+1[, n € N.

On récupére ici un espace hilbertien de fonctions isométriques a un espace

de suites :

X

H={f e mRrR"| f(x) = £(x ), x € In,n+1[, n € N ;

g [f(xn+1)-f(xn)]2 < +oo

Il = £0xg) + 0 (F0xg,4)-£(x)) "

n=1

On a He cwx).

Remarque

En modifiant |'exemple ci-dessus comme suit :

x € [n,n+1[ n € IN

]
3

+
—_

a(x)

L1}
—_

b(x)

On obtient formellement la méme expression pour H, mais on n'a plus

He ¢?xX) = ¢°(RY (fonctions en paliers)






CHAPITRE IV

APPROXIMATION DE FONCTIONNELLES LINEAIRES
FORMULES OPTIMALES
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Iv.1 - INTRODUCTION

Soit H C:IRX, un espace hilberTien de fonctions admettant un noyau repro-
duisant g. On cherche & approximer une fonctionnelle £, linéaire continue

sur H, par une combinaison d'au plus N fonctionnelles de Dirac.

B x N B N
Posons x = (x1,x2,...,xNé € X A = (A1,A2,...,AN) € IR
Existe-t-il (XX,A*) €D-= XN X IRN tel que
N 2 N ] (PN
2= = AYS_ 4|5y = min - = A.8_ |5, ?
i=1 L XH o nyep o =1 L X H

Ce probléme est trés intéressant, dans la mesure ol I'on pourra, si la
réponse est affirmative, conclure a |'existence de meilleurs approximants.
Si 2 est la fonctionnelle intégrale -par exemple : 2(p) = @ (+)dt, nous

obtiendrons ainsi des formules d'intégration optimales. X

On peut dire qu'il s'agit de déterminer s'il| existe des formules d'appro-

ximation, optimales au sens de SARD [35], avec noeuds et poids variables.

Ce probléme n'est ni linéaire, ni convexe. Son étude demeure encore embryon-
naire aujourd'hui, sauf dans le domaine d'espaces hilbertiens de fonctions
analytiques (cf. [ 6 ], [15], [34] ).

-

Les résultats importants de ce chapitre concerneront surtout les espaces

hiIber+iens a noyaux reproduisants factorisables, D'autres sont valables

dans un contexte plus général (§ IV.7 en particulier).
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IV.2 - AUTRES FORMULATIONS DU PROBLEME DE MEILIEURE APPROXIMATION

Nous allons tout d'abord préciser le théoréme d'optimisation posé. Nous
travaillerons en fait dans |'espace H (et non dans son dual H') en intro-

duisant I'isomorphisme canonique A de H dans H'

A H->H!

On a par définition du noyau reproduisant :

-1

g(.,a) = A (6a)
On pose
h = 2"

Pour (x,A) dans D on note alors

=z

¥2(h;x,A) = ||h - = A, xIA (1)

et le probléme (P1) se formule de maniére équivalente :

Existe-t-il (xx,Ax) dans D = XN x H{N tel que
(P2)
¥2(h;xX,A%) = min  ¥2(h;x,A) ?
(x,A)€D

On peut encore modifier le probléme (P2) en éliminant la variable A
Posons :
N

2., . _ . _ 2
®° (h;x) AQ;SN |I'h i§1 Aig("xi)”H (2)

I'l s'agit bien d'un minimum : ®2(h;x) représente le carré de la distance
p

de h 3 la variété linéaire engendrée par (9("Xi) i=1,2,...,N) et on a
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Inf ¥2(h;x,A) = Ing @2 (h;x) (3
(x,A)€ED x€EX

et le probléme (P2) admet la formulation suivante :

Existe-t-il x* dans XN tel que
(P3)
92 (h;x™) = miny 02 (h;x) ?
x €X
IV.3 - EXPLICITATION DE LA FONCTION x € X » 2(h;x) € R
Notons V = L(g(.,x1),...,g(.,xN)). On a dim(V) = p < N.
Nous excluons le cas ol V = {0} pour lequel @%(h;x) = Hh”a, et on

suppose donc que l'on a 1 < p < N.

Soit {+1,+2,...,+p} C:{x1,x2,...,xN} tel que V = L(g(.,+1),...,g(.,+p))
On a

2 (h;x) = min _ ||h - : B 2
3x) = AT Il v (4)
BEIRP =1 !

Les poids réalisant le minimum dans (4) sont obtenus en écrivant les p

relations d'orthogonalité :

—~
o
I
™Mo
ey]
(e
—~
-
_'.
~
o
—~
_'_
~
~
]
o
[
i
-
N
-
-
©

(5)
i=1

Si on pose G = (g(Jri,‘rJ.))i G € Mp(ﬁ?)

:j=112:'-"p,
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B1 h(+1)
= h = . h p
B 5, x ht) ; B,h € R
: h(t )
B
. p

On tire de (5)

B =6 'h (6)
Posons encore G_1 = (Bij) (7)
On a d'aprés (6) :

; (+.) (h | ; )
B, = X B..h(+.) = (h L B,.g(.,t+.) i=1,2, s)
| j=1 N J j=1 1J
Soit : BI = (h | ui)
A = 1,2,...,p (8)
u, = I B..g(.,t.)
i =1 P
Or
P K

(u, | gC.,t+ ) = T B, .g(t+ ,+.) = & i,k=1,2,...,p (9

RN k? ' j i

autrement dit (u1,u2,...,up) est le systéme biorthogonal dans V, au sys-

téme (g(.,+1),...,g(.,+p)) et nous pouvons énoncer :
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Propriété V.3

p
La projection orthogonale Ph = I Big(.,ti) de h sur la variété

)

linéaire V de dimension p, engeﬁa}ée par (g(.,ti)i=1 2 D

est telle que
B, = (h | u,) i=1,2,...,p
les u; €tant déterminés de maniére unique par les relations :

Uy €V

) i,j = 1,2,...,p.
= = &J
(uilg(-,tj)) u; (85) = 8

et on a :

Ih-P, |2 = &2 (h;x)

]

P
HhHZ-,21 (hIUi)(hlg(-,ti)) ou encore
1=

L

92 (h;x) = ||h||2-RtG"

Remargue

u1,u2,...,up sont les "splines de base", construites sur les noeuds
+1,+2,...,+p et relatives & |'opérateur identité de H dans lui-méme
(cft. [ 2 ].

IV.4 - UNE CONDITION SUFFISANTE D'EXISTENCE D'UNE APPROXIMATTION OPTIMALE

On utilise la formulation 2 au probléme. On a le :
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Théoréme 1V.4

Si X est compact,

si 1'application o € X » g(.,0) €H est continue sur X et s'il
existe une constante positive M, ne dépéndant que de N et h, telle que,
quel que soit 1l'entier p, 1 <p <N, et quel que soit le systéme libre
(g(.,t1), g(.,tz),...,g(.,tp)), t. € X i=1,2,...,p
on a

|2(ui)] = [(h|u)| = M i = 1,2,...,p
alors il existe un élément (xx,Ax) au moins, (XX,AX) € XN X IRN tel
que
¥2(h;x A% = min Ny ¥Ehx,A)
(x,A)€EX xR
Démonstration

La continuité de I'application a+g(.,0) de X dans H entratne la continuité
de I|'application

+

(x,A) € D~ ¥2(h;x,A) € IR

Y

Soit (x,A) €D et X Big(.,Ti), la projection orthogonale de h sur
i=1

Hg(.,xi)

l i ety €X
le point (x,A) = (+t

N 81,...,BP,O,...,O) vérifie

=1,2,...,n), O <p < N. Quels que soient +p+

preees Tt eet

0% (h;x) = ¥Y2(h;%,A) < ¥2(h;x,A)

mais  |A.] = |(h|ui)| < M par hypothése. = 1,2,...,p

et A. =0 i = p+1,...,N.
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A 1'élément (x,A) de D, on peut donc toujours faire correspondre un
élément (X%,A) de XN X [—M,+M]N pour lequel

¥2(h;%,A) < ¥2(h;x,A)

On peut donc dans la recherche du minimum se restreindre au compact
XN [-M,+M]N, et de la continuité de |'application ¥2(h;x,A) sur D

découle le résultat annoncé.

IV.5 - APPLICATIONS

Nous allons étudier dans les espaces X,, Hé, H%, ﬂh (notés Hi i=1,2,3,4
au § 1.6.2), I'existence d'une meilleure approximation de la fonctionnelle
intégrale.

Dans ces quatre espaces, on peut vérifier que la "fonctionnelle intégrale"

P > IX p(t)dt
est linéaire continue.
Nous allons simultanément évaluer pour chacun de ces espaces :

(if) les splines de base u;, 1 =1,2,...,p relatives & un systéme libre

g, ty), gt )

(ZE) Le représentant h de la fonctionnelle intégrale dans 34
p

() La projection P, = I Bi9-,1) de hsur Lg(., 1)), 000,001 )
i=1 :

(EE) La quantité ®2(h;x)

En appliquant les résultats du paragraphe précédent, nous démontrerons
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Nous allons étudier dans le détail tous les points précédents dans le
cas de Ha = Hto 1 puis sans faire tous les calculs, nous donnerons sous
’

forme de tableaux, les résultats pour les quatre espaces considérés.

1

1°) Probléme aux limites générant le noyau reproduisant de H(O D
»

1
= : = 0 ! 2 = ! 1 ;
3, H(O,1) {p € 0[0,1] | @ 6L(O,1) , (@] Jo(mw+¢ Y1) (x)dx

En écrivant que g est le noyau reproduisant de H% on montre (cf. [30]) que
le représentant g(.,a) dans H de la fonctionnelle de Dirac 6& est solu-

tion du probléme aux |imites :

s

—uyn
y"ty = 8,

y'(0)

y' (1) = 0

La résolution de ce systéme donne immédiatement comme expression du noyau

reproduisant de ¥, (noyau de type factorisable)
1

chx ch(1-o)

shi 0 < x Lo
g(x,a)=
chacgé:-x) 6< x <

En dehors de x = a, la fonction g(.,0) satisfait donc |'équation diffé-

rentielle homogéne -y"+y = 0.

2°) Splines de base associées & un p-uplet +,,t.,...,t

17°2° P

De la structure méme du noyau g de 3C,, il découle qu'a un p-uplet d'abscis-
ses +1,+2,...,+p Toutes distinctes dans [0,1] correspond un systéme libre
(g(.,Tl),...,g(.,+p)) et inversement (S = X = [0,1])



- V.9 -

Soit V = L(g(.,+1),...,g(.,+p)) et supposons

0 5_-%1 < -rz <...< -fp 5_1

Les splines de base u; i =1,2,...,p sont détermindes (cf. § 1V.3)

par les conditions :

La premiére condition signifie que l'on a

fu'i'+ui = 0 en dehors de {+1,+2,...,+p}
g u; (0) = u; (1) =0
la seconde signifie i=1,2,..
ui(fi) = 1
u.(t.) =0 J=1,2, .,i-1,i+1,.;.,p

I'l vient immédiatemment :

( chx
cht, oLxz
hix=-1,)
u, (x) = 4 s 2
1 ShiT —T0) Tpix<t,
1 2
| t, < x <

-5 P
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6] 0 <x < +|—1
sh(x—+i_1)
sh(fi-+i_1) Tiop 2x 2 i
ui(x)- i=2,3,...
sh(x-+i+1)
t. < x < +
sh(+i-+.+1) i — — i+1
0 t. < x < 1
i+1 =7 =
40 0 < x < ¢
= = "p-1
sh(x-+2f1)
\ B Tp1 S x 2 1)
u (x)= PP
P (1-x)
ch(1-x
———— T < x < 1
\Ch(1-‘l‘p) p — >

3°) Représentant h de la fonctionnelle ‘intégrale dans X

1

1
On a f p(+)dt = <1,9> et on a trivialement h = 1.
o

De fagon plus générale le représentant h de la fonctionnelle
1
P > f z(H)ep(t)dt pour z € L%O 0
o , i

vérifie (cf. [27])

~h"+h

I
N

h'(0)

h'(1) = 0

et on a

1
hi(x) = [ g(x,Hz(t)d+
o]
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4°) Les hypothéses du théoréme IV.4 sont vérifiées

En effet X = [0,1] , et ona (cf. § 1.6.2.)

0
3’(..1 c C[O, 1] .

On a donc si o —»0. , o € [0,1]
N e

x d'une part (g(.,an)lw) = oo ) —=>0(0) (gC.,0) |@) Yo €I,
d'aprés la continuité de .

Donc g(.,an) converge faiblement vers g(.,a)

w d'autre part on a g(x,x) = a(x)b(x) avec a,b € c%(x)

et donc

2 _ _ 2
"9("‘%)U = ala Iblo )—x> a(a)b(a) = |lgC.,a)]
et g(.,an) converge en norme vers g(.,a).

Il y a donc convergence faible et convergence en norme, donc conver-
gence forte de g(.,an) vers g(.,a) lorsque n tend vers I'infini.

Donc a =+ g(.,a) est continue de X dans }q.

Enfin puisque |ui(x)| <1 i=1,2,...,p
on a

: ,
u. O dx| < 1 = 1,2,...,p

[chlu) | =|I

(¢]

et les hypothéses du théoréme V.4 sont donc vérifiées.
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P
5°) Calcul de @*(h;x) = || T B.g(.,+.)-h||2
i=1 T

Pour déterminer la ou les formules optimales, nous devons calculer la
quantité @*(h;x). En utilisant |'une ou I'autre des expressions de
8% (h;x) (propriété 1V.3) on obtient :

) P
2“(h;x) =1 - % B
1
avec Bi = (hlui) = J ui(x)dx
o

soit + -+

th(t )+ th (2]

5—)

m
1}

t.-1. T. -
i i-1 i+1
; _._2____.)+1-h( >

T,

os]
1]

—+

o

Un
n

2,3,...,p=1.

98]
"

+ -t
+h(—E§—Rll)++h(1-+p)

(Rappelons que +1,+2,...,+p sont les absicsses distinctes et ordonnées que

I'on peut extraire du N-uplet (x1,x2,...,xN))

et on a
p-1 T.-fi_1
®2(h;x) = 1- tht y+2 % +h(——L—§-———)4=fh( 1-+p)
i=2

Lorsque x parcourt [O,1]N, p peut varier de 1 & N et il est clair que
si ®*(h;x) est minimum, alors nécessairement p = N, c'est-a-dire que les

abscisses sont toutes distinctes.

6°) Détermination des formules d'intégration optimales dans ﬂa

D'aprés ce qui précéde, cela revient & déterminer les abscisses s

i=1,2,...,N de [O,ﬂ 0 < x, <x,<...< XN < 1 pour lesquelles la quantité

1 2
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, N-1 XiTX0 g
Oy = thx,+2 ifz +h(————§————)+1+1(1-xN) Qy = QN(X1’X2”"’XN))

est maximum. Nous savons a priori qu'un tel maximum a lieu pour des
abscisses toutes distinctes. Les noeuds optimaux s'obtiennent trés simple-

ment en écrivant les conditions nécessaires d'extrémalité de Qﬁ (cf.{jS] ).

2
NV 1
3x1 i ch?x i >I<2—X1 "0
1 ch?( > )
502
N = 1 - 1 =0 i=2,3, yN=1
Bxi , XX o » Xie1 X0 _
2ch“( 5 ) 2ch“( > )
2
0y _ 1 _ : .
axy 2, NN ch2(1-x,)
ch“( 5 ) N
d'ol
Xio17%) T xl-xl_1 = d i=2,3, ,N=1
2 1 2
NN-1 L L d
2 N T2
Or N
Xy * IooUxp=x, )+ l=xy = 1 = Nd
d'od i=2

N"o

Pour les noeuds correspondants, Qﬁ est extremum (nécessairement maximum)

. . N 1 2 _ 1
et lespoids sont tous égaux a 2+h(§N0 et QNma = 2N th 5N

X



- V.14 -

Théoréme V.5

Si dans 3¢, = H ! on considére la formule d'intégration
0,1

1
J f(x)dx = % Aif(xi)+R(f)
o i=1

alors il existe un choix unique d'abscisses x? i=1,2,...,N et de poids
A? i=1,2,...,N pour lesquels la norme de la fonctionnelle erreur R est

minimum et on a

x _ 2i-1
X3 T 72N
i=1,2,...,N
x 1
AT = 2th(7N)

et on a la majoration d'erreur :
171/2
IR(E)| < [1-2Nth (5] % Iy

1'égalité étant atteinte si et seulement si f = 1 (f = h)

7°) Remarques

X

1°) L'erreur R(f) est nulle pour f € VX L(g.,x]),...,g(.,xﬁ)), donc si f

est la projection orthogonale de f sur V™ on a

IR = [RCF=F)] < (1-2N ThE%)1/2”f-f”H1

Compte tenu de la structure du noyau g (il est factorisable) on peut

aisément expliciter Hf-ﬂhc et on frouve la majoration plus fine :
1
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1 N
X X = . X.
f(x)d 5 Aff( T)

o i=1

|RCf)]

NN
sz B f(xN)fxH|1/2
i=1 j=1 'J ' J

IA

1,1/2
(1-2Nthzs) {”f”ﬁ -

ol (B?J) est la matrice inverse de G = (g(xf,x?)), et dont |'expression
est aisée (formules chapitre I11).
Ce résultat est aussi la traduction de I'inégalité de |'hypercercle

(hypercercle inequality" cf. [25] )

2°) Pour N grand on a XT A

N
x 1
ATV N
2 .
et |'erreur relative IR(f)I N !

)12 12N?

Pour obtenir une erreur relative ﬁ;j) inférieure & € on devra prendre

approximativement N points avec

1 < g2
y —
soit 12N
N > —— soit approximativement N > 3.3 10P7" points pour € = 10 F
2V/3¢ /
Le fait que xT =-§% XS = 1- ﬁ% x?+1-x? =-% est & rapprocher du fait que danc

Jq, les fonctions ne sont pas nécessairement nulles aux bords ; on verra qu'il

n'en est pas de méme dans Hi = H;(O 1"

Pour N = 3 on a comme disposition des abscisses optimales :

X)'< Xx XX
1 2 3
Y - T
0 6 2 6
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Dans les tableaux qui suivent nous donnons, en rappelant ceux précédemment
obtenus pour'}q, les résultats relatifs aux autres espaces H% i =2,3,4.

Pour chacun i1 y a unicité de la formule d'intégration optimale.

Le tableau | donne le probléme aux |imites permettant la détermination du

noyau, le noyau, et le représentant de la fonctionnelle intégrale dans }q.

Le tableau Il donne I'expression des fonctions splines de base u;

i =1,2,...,p basées sur +1’+2""’+p (+1 # 0 dans H%, K%, Hh Tp # 1 dans

&%, 3,0 .

Le tableau Ili donne |'expression des coefficients Bi i=1,2,...,p de la
projection 5 '
P, = 151 Bi g(.,fi) de h sur V = L(Q,y1),g(.,Tz),...,g(.,+p)).

A p
Le tableau IV donne I'expression de ®%(h;x,) = [Ih- Z Bi g(.,+i)||2
i=1

Le ftableau V donne les noeuds et poids optimaux, et |'erreur relative

correspondante.

Pour chacun des espaces Jq i =2,3,4 on pourrait alors énoncer un thécréme

analogue au théoréme IV.5.
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Remargues

On observe un glissement vers la gauche et aussi vers la droite des
abscisses optimales lorsqu'on passe de H% a RH par exemple, ce qui est
expliqué par le fait que dans HH, les fonctions ne sont pas nécessaire-
ment nulles aux bords. Au contraire dans le passage de ﬂé a ﬂ%, ilya

un glissement & droite puisque les fonctions de H% s'annulent & 'origine,

mais pas nécessairement en x = 1.

On a pour les quatre espaces les expressions pour N grand :

Kol
i N
i =1,2,...,N
szl
i
Erreur relative minimum = ——l—-.
2/3N
Dans ﬁh, la formule optimale est exactement la formule des trapézes.

On peut donc dire que I'on a résolu un probléme inverse.: on a déterminé

un espace dans lequel la formu]e des trapézes est optimale.

Avant de déterminer explicitement les noeuds et poids optimaux, nous
avions a I'aide d'un programme -sur lequel nous reviendrons (cf. § 1v.3)-

déterminé expérimentalement ces noeuds et poids.

Le tableau ci-aprés résume les résultats obtenus pour ﬂé, et les premiéres

valeurs de N.
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Valeur asymptotique de Valeur de @ﬁ Valeur "exacte de @ﬁ :
P I N expérimentale ®2 = 1-2(N+1)+h S
N N /3 (N 1) N 2(N+1)
2 0,009]25925.. .| 0,00915752 |47 | 0,009157523
3 0,005|2083.. . | 0,0051759|95. | 0,005175985
54 0,0033|333... | 0,0033200(67. | 0,0033200537
5 0,0023|148...] 0,0023084|3..| 0,0023084027
6 0,001|7007. . | | |
' l |
.
l ,' |
—— -3
n. l |
i |
9 0,00083|33. .. | 0,00083250|32. | 0,0008325008

On a encadré les chiffres inexacts par rapport aux valeurs exactes

(derniére colonne).
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Une autre application

Considérons sur H'(R) (espace ﬂ% page 1.17) la fonctionnelle

+1
p > T(p) = f p(t)d+
-1

On se propose de déterminer les abscisses X1seeesXy (><i €|;-1,+1]
i=1,2,...,N) qui minimisent la norme de la fonctionnelle erreur dans

la formule de quadrature approchée

1 N
J POAdx = T AL 9lx ) FR()
-1 =1

Si nous développons les calculs suivant le plan adopté pour les exemples

précédents nous obtenons
a) Comme expression du noyau reproduisant dans H!(IR)

1 e-lx—a]

g(x,a) = 7

b) Comme expression du représentant h de T, dans H!(RR)

h(x) = shtl e x < =1
-1
= 1-e chx -1 < x <1
= shl & % T < x

On a alors comme expression de la projection Ph de h sur

< X, <o0.< X%, < 1

L(g(.,x1),...,g(.,xn)) si =1 §.x1 2 S X <
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avec
X =X
(1-e 1ch><1)e 2 1-1+e 1chx
AL = 2
1 -
shb& xp
S Pl %
AI = Th( ) + th > ) i = 2,3, ,N=1
(1-e 1chx e N N -1+e 1chx
" - N N-1
N sh(x. -x. .)
NTEN-1
N

On peut alors calculer |lh- Z A gl. »X )H , et chercher le minimum de

cette quantité pour Xqsee ,x € [ 1 +g

Tous calculs faits on obtient comme dans des exemples précédents :

X, =xr = d = cte = 1,2,...,N=1
i+1 i
et )
X2 oy
N 1
e+an+ ['unique zéro de la fonction 6(x) = _—ZE_Q_ -2ex_1+2e2x—2
surJ(D 1[ ch™ =7

Pour les poids correspondants a xx, on obtient (N > 1)

Ai 2 +h(N_—1) | = 2,3, ,N—1
A1 = AN = 1-e ++h(N_]) = Th(N_1) (N grand )



- 1v.26 -

Autrement dit les peids extrémes A et A tendent & devenir moitié des poids

intermédiaire A 2 < |.§ N-1.

Ce résultat est en concordance compléte, avec les résultats obtenus expéri-
mentalement par G. NISSEN et Y. CHERRUAULT (cf. [13] [hi] ) qui ont
étudié ce méme probléme, en faisant uniquement des essais numériques, sans

tenir compte d'ailleurs du fait que GN1 est une matrice tridiagonale.

Notons enfin que I'on a pour N grand

S 1
-><1 = XN = N=T
et
R(f) N 2
T 3(N=1)2

X

IV.6 - CONTINUITE DE L'APPLICATION x € XN > 8% (h;x) € R”

Introduction

I'l est trés naturel de s'intéresser & cette question, car dans le cas oll X est
compact, la continuité de ¢2(h;x) est alors une condition suffisante d'exis-
tence d'un meilleur approximant. On peuflnofer, que dans les exemples étu-
diés § IV.5 et concernant 1'étude de la fonctionnel le intégrale dans les
espaces H% (i=1,2,3,4), la fonction x € XN > ®2(h;x) est continue sur XN.

On peut se demander s'il né s'agit pas d'un phénoméne général dans ce type
d'espaces ; autrement dit en est-il de méme pour d'autres fonctionnelles que

la fonctionnelle intégrale ?

Le probléme revét |'aspect géométrique suivant :
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Etant donné un moint M de I'espace hilbertien H, et la variété
VX1”"’XN = L(u1,u2,...,uN) de dimension au plus égale & N, avec
P U(Xi) € H i=1,2,...,N; X €EXc R, i=1,2,...,N ;

que peut-on dire du point de vue de la continuité de |'application

u

L) € XN g,y ) (distance de M & V) 2
X g o e s Xy

(x1,..

Les difficultés sont en fait dues 3 ce que la dimension de V peut varier :
dim(V) < N.

Exemple

Dans R* on considére M = (1,1,
et I'application x € R > u(x) € IR® y(x) = (x,1,0).

Considérons V = L(u(0),u(x))

On a "

1}

plan x Oy si x # 0

= axe Qy si x = C

et d(M,V) demeure constante pour x # 0, mais subit une discontinuité lorsque

X s'annule

¥

X
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IV.6.1. - Etude lorsque H = H(a;B)

Nous nous proposons donc d'étudier le probléme général posé ci-dessus,
dans le cas particulier des espaces H(a 8)’ qui on le sait, sont des espaces
b4

d noyau reproduisant de type factorisable particuliérement simple :

g(x,A) = min(x,\) ¥(x,A) € X x X
(od X = Ja,8[ (0 < a <B) ) |
Rappelons par commodité la définition de H(a 8)
= 0 ' 2 0 = i = .
Hia,g) = le€c’ o | o € Lia,p)? ©0 =0sia=0;
B p(a)¥(a)
(cpl‘{’)H = P OOYT (x) dx =" s 5T a0
(o, B) o
R .
= J @' (x)¥'(x)dx si oc=0}3
o !
t H crs
eron e fa,e < x¢
N . oN
D'aprés les résultats du § 111.7, on a pour h € H(a,B) et x=(x1,x2,...,xN)€ X
h2(+1) p-1 (h(+i+1)—h(+i))2
2 (h;x) = Ihf?-] —— + 2 . | 1)
1 i=1 i+1 i '

ol o §_+1 < +2 < ...< Tp <B ; +1,...,+p étant les abscisses non nulles,

distinctes et ordonnées, que I'on peut extraire de {X1"“’XN}‘ Nous allons

démontrer le :
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Théoréme 1V.6.1.

Quel que soit h € H( la fonction x € X" > 02(h;x) € RY,

est continue sur X .

a,B)’

Démonstration :

Considérons x = (X1""’XN) € ?N. Nous supposerons fout d'abord que |'on a
x # 0 (ce qui est nécessairement vérifié dans le cas o > 0). Avec les nota-
tions précédentes ®%(h;x) est donné par (1). Nous allons étudier la continuité

en ce point.

Soit x(S) = (x(S), x(S),...,x(S)), x(S) € XN avec
1 2 N
. (s) _
lim x = X
S >+

Nous devons montrer que

I'im @2(h;x(5)) = ®%2(h;x)
S>+00
Posons d = min (+i+1_+i)' Puisque x # O on a d > O. Puisque
i=1,2,...,p-1
x(S) tend vers x quand s tend vers I'infini, on peut frouver S tel que
s 2S5 => ”x(S)—wa = Max |x§5)—xi| < %
i=1,2,...,N

ce qui signifie (puisque x; = 1., k € {1,2,...,p}) que les abscisses x?S)

(s)
X

de

, sont pour s > S, disposées en p groupes ne se ''chevauchant pas" :

{x§S) , 1 € lr} r=1,2,.0.,p
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P
avec | < {1,2,...,N} e Ny =@ sir #r! et I card(l)
et =1

(s) d B
| : Trl < 3 ¥i € lr r=1,2, » P
(] T
) ieT {7 en)
W e j}} r ] r
E, L, S
24
3
La partition de {1,2,...,N} en | .» 1 est fixe pour s > S.

p
Nous devons alors calculer Qz(h x(ag

. . s (s)
Pour cela nous ne devons retenir que les abscisses distinctes de x , et les

ordonner. Ce fravail peut &tre fait dans chacun des ensembles

: (s) .
{xi | i € 'r} , r=1,2,...,p
Soient +(r) < (r) .o <+(r) les abscisses distinctes et ordonnées
, 1, 2 s m(r,s),s
extraites de {x(S) | i€ Ir} r=1,2,...,p.

1 < m(r,s) < card(lr)

On a alors pour s > S (S peut étre pris suffisamment grand pour avoir

55) >0, si a=0)
s

N
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hz(+ (1)
1,s

(1)
+1,s

(1)

i+1,

) m(1,s)-1 [h(f 51))]2
. 5 i,s ]
P-1 (1)
+i+1,s i,s

s)-h(+

0% (h;x )= |

Ihl2
H(a,B)

(r) i (r)
p <m(r,s)—1 [h(+i+1,s)eh(+i,s)]

_° : | \
- . (ry _,.Cr)
r=2 i=1 +i+1,s +i,s /

2

(r+1), _ (r) 2
i [h(f],s ) h(+m(r’s),sﬂ
(r+1)_

(r)
1,s +m(r‘,s))s

P

I
oo

r=1 t

et donc lim Max [h(f.

0
Or h € C,g . s
sy 1=1,2,...,m(r,s)

(r)
(X) ’

) - h(+)] =0

et (1)

h2(+1 ) b2<+1)
lim — 1S5 -
S>>0 T+ 1) t
1,s

1
(re1)y . (P) . ) )

p-1 [h‘*1,s ) h(+m(r’5),sﬂ ) pz1th(+r+1) h(t )]
(Fe)_(r) T =T

1,s m(r,s),s r

I'im
S=>

([ e I |

1 t r=1 e

En conséquence on aura

lim ®2(h;x S’

) =®2(h;x) si et seulement si
s>00 .

r (r) (r) 2
(r,s)-1 h(t, : )-h(+. )
(m rzs . L i+1,s i,s ] )= 0

=1 r)

Iim
S>o

I ™MT

ry 4
i+1,s 'i,s

On a une somme finie de termes positifs, et donc pour que lim @2(h;x(5)) =62 (h;x)
il faut et suffit que chacun tende vers O . s
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et finalement x = @2(h;x) est continue sur XN-{O} ssi

Lhew-nan] 2
u-v

lim
u,v> w
u#v

0 ¥w € X-{0}

Or pour h € H(u 8) cette condition est toujours réalisée (cf. § 1.6.2.).

Il reste & considérer lecas ol o =0et x =0 € XN.

Dans ce cas ®%(h;x) = Hh”z. On obtient alors immédiatement comme condition
supplémentaire : h2 (+) » ce qui est précisément réalisé pour toute
I'im =
tro T

fonction h de H (cf. § 1.6.2.).

(o, B)

Ceci achéve la démonstration.

_
Remarque
Ce résultat n'est pas trés surprenant. En effet nous avons vu (remarque § 111.5.2.)
que dans un espace hilbertien & noyau factorisable, ici H les seules

(a,8)7
relations de dépendance entre g(.,xi), fonctionnelles d'évaluation, é&taient des

relations de proportionnalité. En particulier il est donc impossible d'avoir

X # Xpr X # X35 X # X g(.,xi) £0, 1 =1,2,3et

d(L(g.,x1),g(.,xz),g(.,x3)) = 2, c'est-a-dire trois vecteurs distincts et
coplanaires. Il ne peut donc pas se produire de phénoméne analogue & celui de

I'exemple introductif relatif & R3.

K
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IV.6.2. - APPLICATION : EXISTENCE DE FORMULES OPTIMALES POUR L 'APPROXIMAT ION DE
FONCTIONNELLES LINEAIRES CONTINUES SUR LES ESPACES H

(o, B)

Reprenons |'expression originelle de ®2(h;x) pour h € H(a B)

X = (Xl’xz"“’XN) e XN avec X =Ja,B8[ , 0O<ac<8B
N
2 . - : - 2
27 Chsx) = ming |lh .§ A 9C,x Y
A€ IR i=1 (a,R)

D'aprés le théoréme IV.6.1, I'application x € ?N -> Qz(h;x) est continue sur XN.

Si B < +x, ?N est compact, et en conséquence 32(h;x) atteint son minimum sur
RN : autrement dit il existe un jeu au moins de poids A? et de noeuds xf,
i=1,2,...,N tel que

N N
|lh=- 2 A? g(.,x )H = min N lh= & AL g(.,x.)||H
i=1 Hia,8) A (A, Ay )GIR =1 ! (a,B)
x=(x Xy X )€X
Nous allons montrer qu'il en est encore ainsi quand B = +w, En d'autres termes

nous allons prouver le :

Théoréme 1V.6.2.

Quel que soit h € H( B) (o <<x<6) et que soit 1'entier naturel N,
il existe toujours un jeu au moins de noeuds x € X et de poids A A €R
i=1,2,...,N vérifiant :

N % * ) N
Hh-iz1 Ai g(.,xi)”H = min N ”h-i§1 Ai g(.,xi)HH

(@,8) (x;A)EXx R (o,B)

(autrement dit/quel que soit Q'h admet une approximation optimale).
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Démonstration :

Nous n'avons & envisager que le cas ol B = +o2 le domaine D sur lequel on veut

minimiser la fonction continue @2(h;x), n'est pas compact :

D = XN avec X = [a,+w[

et on ne peut conclure directement.

Tout d'abord on remarquera que ®2(h;x) = @2(h;x1,x2,...,xN) est une fonction

symétrique des composantes X; de x, et donc

Inf ®2(h;x) = Inf ®2(h;x) avec D = {x €D |Ja < x, < x, <...< x
o Xy Xy ek S
x€D : XEDO

Kc Do’ tel que

Inf ®2(h;x) = min ®2(h;x).
XGDO xEK

Notre raisonnement est en quelque sorte un raisonnement par récurrence sur N.

Pour x € D,» on a foujours (cf. § IV.6.1.)

hz(xi) N-1 (h(xH)—h(xi))2
82(h,x) = ||h||2-[———-— > ] < |Ihll*
X1 =1 Xie17% -

Cette expression gardant un sens, si certaines composantes de x s'annulent

(cas a = 0) ou se confondent (continuité de x > ®2(h;x))
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1°) Montrons que dans la recherche du minimum de 92 (h;x) on peut s'astreindre

a faire varier x, dans un intervalle borné de R.
En effet, deux possibilités sont & envisager :

a) Soit @2(h;x) = ||h||? ¥x € D, et on a nécessairement h = O (dans ce

cas, le probléme de meilleure approximation de h ne se pose plus).

B) Soit il existe x € D_ avec @%(h;x) < |Ih|)2
Considérons alors x quelconque dans Do'

On sait que l'on a (cf. § 1.6.2.)

2
D lim flfgtl -0
F>+o0
et tin Dol
F, Uroo t-u
tT#u

Donc si on fait varier x dans Do’ de sorte que |im Xy = ¥, et donc

également lim Xj = e J =2,3,...,N, on aura

lim @2 (h;x) = |[h]|Z > ®%(h;x)
X . >+00

1
Autrement dit i1 existe Ay € R Aj > X, tel que

x € D |=> 32 (h;x) > ®2(h;x)

x1>A1

et par conséquent

inf ®2(h;x) = inf ®2(h;x)
XGDO x€D1

avec Dy = D, N {x €D [a < x; <A},



- V.36 -

2°) Supposons avoir mis en évidence Ai’ i=1,2,...,k avec a f.Ai

i=1,2,...,k et tels que

inf @2 (h;x) = inf 82 (h;x)
x€D x€D
o) k

ol D =D N {x €D, [a < Xj <A J =12,k

Considérons le compact Ck’ Ck C:Dk défini

C, = {x €D = x,, J = k#1,...,N} c ¥V

k ' o K’

La fonction @%h;x) est continue sur C, (+h. 1V.6.1.) et donc il existe

Kk
<€ Ck tel que

Qz(h;xx) = min ®2(h;x)
><€Ck

Deux éventualités sont alors possibles :

a) ¥x €D, ona %(h;x) > 62 (h;x*)
dans ce cas on prendra K = Ck
B) Ix € D, vérifiant 02(h;x) < 82(h;x*)

Soit alors x quelconque dans D+ x = (x1,...,xN)\

-X.

_ - 2
k=1 [hOx, ) =h(x )]
1 i1 7%y

@%(h;x) = |h||*- L
i=

E [p(xk+1)-h(xk{]2~ EE fh(x;, )=h(x.2)?

ket Tk P=ke+1 X141 7%
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Fixons XpseosXy et faisons varier x de sorte que x tende vers +x, et

k+1
donc Xj >+ o= k+l,...,N.

On a toujours d'aprés (i) et (i)

k=1 Thix, ,)=h(x.)]?
lim  @2(h;x) = |[h||%- % L '*1X ]
Xy 1 =1 Xie1T

x1,..><k fixés

®2 (h;x

1,...xk_1,xk,xk,...x )

% (h;X) avec X € Ch

On a donc

2,00 .3y - g 2(h:x)> ®2(h:x* -
®° (h;x) X"2+2 Ch;x)> @7 (h;x ) 3 ®2(h;x%) par hypothése
k+1

x1..xk fixés

P . ] ’ > -
et en conséquence on pput exhiber Ak+1 € R, Ak+1 Xy tel que

200 . 2,4.32 PP

®“(h;x) > &“(h;x) ¥x € q<e+ vérifiant e Ak+1
Ainsi

Inf @2Ch;x) = inf  @2(h;x)

x€Dk ><€Dk+1
en prenant

Dpoq = Dy N {x €Dy la < x; < AJ Jo= 1,2,...,k+1}
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3°) En itérant ce processus, on a au plus tard & |'étape N un compact

KcDoc>_(N et tel que

inf ®2(h;x) = min ®2(h;x)
xEDO x €K

Ce qui achéve la démonstration.

Conséquences :

Nous avons vu au chapitre Il que les espaces hilbertiens associés & des noyaux
de type factorisable (tout au moins une large classe de ces espaces) pouvaient
étre mis en correspondance isométrique avec des espaces de type H(a g) "

H4

Précisons cette correspondance :

On notera H |'espace de noyau g, factorisable sur X c R, de composantes a et

b () x € X alx) # 0, et on

b. On notera comme antérieurement v(x) eveny

posera (cf. chapitre I11)

vy = {+ € R | 3x € X alx)b(x) # 0  v(x) = +}.

On suppose en outre que v est un intervalle (a,B) de R.

X
On a alors (cf. Chapitre 111)

-1 -1 s s T
s °T  (Hey gy H=—=>H=>H g)

ol rg est |'opérateur de restriction des fonctions de H & un support S du

noyau g, et T |'opérateur défini en 111-8-2.

Calculons [Tors](g(.,x) AEX, g(.,\) #0
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On a g(x,M)f= alx)b(A) x < A
(x,A) € X x X
= a(A)b(x) sinon
Soit
9O M iy X < A
a(x) —
= a(l)v(x) Ayi X
ou encore
90LM L ovon x < A
a(x) -
= a(A)vix) A < x
d'ol
[TorS (g(.,2)) = a(A)+t si t < v(d)

(+) + € (a,B)

a(d) v()) si v(X) < t

Notons G(.,t) le représentant dans H(a 8) de la fonctionnelle 6*, autrement
2’

dit G est le noyau reproduisant de H(a g c'est-a-dire G(u,t) = min(u,t).
’

On a alors avec ces-notations :

TorS (g(.,\)) = a(Ar) G(.,v(N)) si g(.,A\) # 0
(M
=0 si g(.,A) =0

Considérons alors f € H et notons F = (Tors)(f), F € H(a,B)'TorS est une
isométrie, et d'aprés le théoréme 1V.6.2., F admet une approximation
optimale quel que soit N. Aufrement dit N &tant donné, il existe un jeu au moins
de poids Bf € R &t de noeuds A? € (57@5 i=1,2,...,N tels que :
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N N
X

X .
IF- = BYec. 2, = min ||F- 2 B,6C., A )|,

i=1 (a,B) BiGIR i=1
Aié(a,B) i=1,2,...,N

Compte tenu de (1) on a alors aussi

% x .
“f-ZAig(.,xi)”H = Xlg'R “f'ZAgg("X;)”
x €'X  E1,2,...,N

(a,B)

pour fout jeu (x[,AN) 1 = 1,2,...,N vérifiant
x -1 .,%
xj €v (A7)
% i=1,2,...,N
Ax=B1
i B
a(xs)

(2)

Autrement dit pour une trés large claése d'espaces hilbertiens 3 noyaux

factorisables (ceux envisagés au chapitre 111), I'existence pour toute fonc-

Yionnelle linéaire continue d'une approximation optimale par des fonctionnelles

d'évaluation, est acquise.

ExemEIes :

Si on considére H = H[_1’+1] ={p € L%-h*” | o' € L%_],”)

+1
(mlw>H = f (@¥+p'¥1) (x)dx}

H est isométrique 3 un'espace de type H(d 6)(cf. exemple I11). Si on consi-

dére sur H la fonctionnelle "valeur rincipale ="
X

, cette fonctionnelle

admet une approximation optimale par des fonctionnelles de Dirac.
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% - vp(;‘(—) @) = v f 20 e g (et [31] 0

Nous étudierons en détail au § I1V.9 un exemple de détermination d'une for-
mule d'approximation optimale pour une fonctionnelle du type

0

1)

1
® > ) = J ®(x) dx dans |'espace H (avec o

5 X (a,B)

—_—
Une interprétation des approximations optimales dans H = H«x 8)
On a pour f € H(a,B)
B 2
1% = f F12(x)dx + ) si o # 0
o o
B
= I fr2(x)dx - si o =0
o
Considérons f définie sur [O,d [
fix) = fla) x x si 0 <x <a
F(x) = f(x) : si a < x < B
On peut écrire
2 B - 2
- 1
”fHH f fre(x)dx
(a,B) o
D'autre part pour X, < x2'< e o< S € o ,8 i =1,2,...,n

on a
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n
2 . 2
®°(f;x) = min " Uf-.Z Aig("xi)”H
A€ IR i=1 (a,B)
f20c) =t (Fx, ) =F(x))?
- e [ - s —— ]10
1 i=1 Xi i _
— ~— _
M B
-1
M peut donc &tre interprété comme une valeur par défaut de ||f||? = J f 2(x)dx,
valeur obtenue en prenant comme approximation de f' ©
., ?(x1) f(x)
f (x) = < = x1' dans [Q,x1]
Fix, )-F(x.)  f(x, )=-f(x.)
-1
f (x) = Rl — ! = Rl — ! dans [X"Xi+1] i=1
Xie1 i Xi1 i !
i=1,2,...,n=1

» . X . .
Par conséquent les noeuds optimaux X; dans |'approximation de f, sont les noeuds

pour lesquels |'approximation par défaut, précédemment définie, est la meilleure

possible.

V=7 UNE CARACTERISATION DES APPROXIMATIONS OPTIMALES

Si on cherche dans H la meilleure approximation de la fonctionnelle

Ga : f > 6a(f) = f(a), par une combinaison X A.8§ , (N > 1), on aura bien
sir existence d'une telle meilleure approxi$5+ion. " 11 suffit en effet de
prendre x? = 0 i=1,2,...,N avec y A?‘ = 1.

i=1

I'l est intéressant de maniére générale de savoir, si pour une fonctionnelle %
: ‘ )

9 €EH' : £ €EH-> (f) € R
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et pour N fixé, une approximation optimale utilise N abséisseS“;?
i =1,2,...,N toutes distinctes.

Nous pendrons comme

Définition V.7

N
Une approximation optimale ooy A1 J X de £, 2 € H',
i=1 X5
est dite d'ordre p (1 <p < N) si le vecteur Xt = (xf,...,xN) a exactement

p composantes distinctes, les poids A correspondants étant non nuls.

Ainsi si & = Ga # 0,2 est d'ordre 1 quel que soit N > 1,
K .
Plus généralement si &= % aid o € R
j=1 'Y
Y € X
est d'ordre p, ol p est la dimension de E(Sy ,...,Gy ) dans H'.

1 k

Nous allons donner un résultat concernant |'ordre d'une approximation optimale.
Ce résultat est trés général, et ne s'applique pas seulement aux espaces envi-
sagés jusqu'ad maintenant mais dans tout espace H c:IRX tel que 6 € H!'

Va € X, et oll on suppose |'existence d'une approximation op+|male pour £ € H'.

On a le :

Théoréme V.7

Si % ne s'exprime pas comme combinaison 1linéaire de N-1 fonctionnelles
de Dirac

N-1

L - LA, 70 VA= (A, Ayo1) € R

N-1

2,.'.,
Va = (a1,az,...,aN_1) € X
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Démonstration

Supposons que 2* est d'ordre P, p <N, 2

si 1A et AT £0 1 =1,2,...,p.

Posons r = 2-2%. On a nécessairement (cf. 1V.8) les relations d'orthogonalité

(rlaxg)H, =0 = 1,2,...,p
|

mais par hypothése on a r £ 0. Donc il existe £ € X, & # x? i=1,2,...,p
tel que (r{ﬁg)H, # 0.

Considérons r = r-B6E BE& R

On a

FIIZ = Ir)l?=2B(r|8,)+B?||8 ||* = c-2Bb+B%a = P(B)
3 3

avec ¢ > 0, ab # 0, a >0 ; on peut donc trouver B # O tel que

P(B) <PO) = Hr”2 . Autrement dit on peut trouver un scalaire B, B # 0 tel

que
* X
12-2%-B8 12, < [[2-2%)|2,

p
et donc £X+BGg = I A?G x+BGg est une approximation de £ d'ordre p+1 et
i=1 i

meil leure que Rx, ce qui contredit |'optimalité de 2X. On a donc nécessairement

p = N.
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E@margues

(1°) Géométriquement |'existence de & tel que r(£) # O signifie que la bouleB de
centre £, de rayon ”n“ , dans H', coupe strictement la variété

E(8 x | i =1,2,...p, Sg) alors que B est tangente a L(8 x | i=1,2,...,p)
i i

—_——
(2°) On vérifie dans les exemples traités au § IV.5 : approximation de la fonction-
nelle intégrale 2(p) = 9 @(t)dt dans les espacex ﬂ% i =1,2,3,4 que les ap-

proximations optimales obtenues sont bien d'ordre N.

En fait dire que 2* est d'ordre N, signifie que pour calculer 2(p) on utilise

un maximum d'information sur . Ce résultat trés intuitif ne peut surprendre.

—_—
N
(3°) ‘Au lieu de parler de |'approximation de % par I Ai5x , on peut de maniére
équivalente considérer |'approximation de 1 ' b= A_1(Z) , h €H
N
par X Ai 9("Xi)’ dans H.
1
si 2% est une approximation optimale de &, d'ordre p, alors
x -1 P x > P x X . . . ,
h™ = A (X Ai GXx = I Ai g(.,xi) est une approximation optimale de h et
1 i 1
h* sera dite également d'ordre p.
S VA

(4°) De fagon plus précise on peut montrer que les hoeuds optimaux appartiennent
nécessairement au support de la fonctionnelle étudiée (cf. choix de &€ dans la

démonstration du théoréme I1V.7).
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IV - 8 - CONDITIONS NECESSAIRES D'EXISTENCE D'UNE APPROXIMAT ION OPTIMALE

Reprenons la formulation (P2) de notre probléme. On cherche & minimiser sur

N

X % IRN la fonction

N

o, A € XN xRN svEihix,a) = fn- 3 Ac(g.,x )2

N N
=[h|P-2 A h(x.)+ =
I 1

AiA' g(xi,x.) (1)
i=1 =1 ] J J

™M=z

1

Trés fréquemment, tout au moins dans les applications que nous avons pu envisa-

ger jusqu'ici, nous avons des fonctions suffisamment réguliéres vérifiant :

(1)

i

h € ¢1(x)

x > g(x,0) est dérivable sur X, sauf &ventuellement en x = o (on se
souviendra que g(.,2) est souvent solution d'une équation différentiel-

le aux distributions) auquel cas on a

- + idg(x x)]
! =
gx(a,a)+gx(a,a) L dx, (a)

N

ou

- ag(x,a)J + [Bg(x a)J
' =) =22 - = =2
gx(a,a) [ T (a=0) et g;(a,a) % (a+0)

En particulier les conditions (ii) sont satisfaites pour tout noyau factori-

sable g(x,a) = a(min(x,a))xb(max(x,a)) avec a,b € ct(x).

Supposons les conditions (i) et (ii)Nremplies, et supposons en outre que

h admet une approximation optimale ¥ A? g(.,x?), approximation d'ordre N

. . 1 .
ce qui est le seul cas intéressant dans 1a pnraticie
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Dans ces conditions, si on écrit les équations normales relatives & (1) on

obtient les conditions nécessaires d'optimalité du jeu (xx,Ax).

N
a) z A? g(x?,x?) = h(x?) i=1,2,...,N
1= 2)
N X xxx A’it =' . x % + X X b
J — =
RELIRCES [ 2, 68D, 5] = e
J# |
N X X
(On a tenu compte pour écrire (2) b) que I Ai g(.,xi) est d'ordre N,
clest-a-dire A? 0 1=1,2,...,00. !
Nous pouvons donner des équations (2) une interprétation géomatrique simple.
Posons
X N x X
h“(x) = L Ai g(x,xi) (3)

Les égquations (2) a) s'interprétent comme les conditions nécessaires d'ortho-
gonal 118 (hah*| g(.,x)) = 0 = 1,2,...,N

lorsqu'on minimise par rapport aux poids seulement.
De maniére globale les équations (2) s'interprétent ainsi

X Si g;(x,a) est continue sur X, ¥a € X alors les courbes h et h> sont tangentes

% .
en les x; i =1,2,...,N.

% sinon les poids anguleux de W (x) se disposent de maniére simple par rapport
a h(x)
en xf (i =1,2,...,N) la pente & la courbe h(x) est égale & la demi somme des

pentes a gauche et & droite de he(x).
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4 (=)

l N
)

cas g(.,0) dérivable sur X cas g(.,0) non dérivable en x = a

Ces propriétés géométriques nous ont permis d'élaborer un programme de calcul
des noeuds optimaux. C'est ce programme qui nous a permis par exemple de déter-

‘miner expérimentalement, I'approximation optimale de la fonctionnelle intégrale

dans Ré (cf. § 1V.22). Certes ces résultats expérimentaux n'avaient aucune valeur
en eux-mémes, mais nous ont été d'un précieux concours, pour aborder |'étude

théorique du probléme.
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Description de |'algorithme dans le cas ol x > g(x,a) n'est pas dérivable en x = q

(1) (1 (1 X(1) (. >((1)

1°)  x On part d'un jeu x = (x1 Xy aeeesXy ) ; {1 i=1,2,...,N-1
2°) x A partir du jeu x V) (X§V),...,XQV))

on détermine h

de maniére 3 satisfaire les relations d'orthogonalité (2) a), c'est-a-dire

que I|'on résoud le systéme linéaire

AV g (xOY) YYy L )y Jo= 1,2,...,N
i=1 ! o ’
On a alors E(x?V)) = h(x§V)) i=1,2,...,N.
+ - )
ATV e V)
~ 3°) x On détermine m, = £ > i=1,2,...,N

. (v)

si la droite (D) d'équation y—h(><i tv)

) = mi(x-xi ) n'est pas confondue avec

la tfangente a y = h(x) en xiV) on détermine un point d'intersection xiv

(distinct: de x?V)) de D avec y = h(x) et on prend

x(V)+x(V)
x§V+1) = > ! io=1,2,...,N

x . . 2 . 3 . e 2 . 2 A

x" s'il existe, est alors nécessairement point fixe de |'itération précédente.
Nous n'avons pas réussi & montrer la convergence de cet algorithme. Toutefois
cette convergence etait acquise expérimentalement dans les quelques exemples

que nous avons traités.
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Les résultats obtenus dans le cas de |'approximation dans Hé(o D de la fonc-
’

tionnelle intégrale

1
Qp > p(+)dt
(o]

semblaient indiquer que les noeuds optimaux étaient répartis de maniére équidis-
x x 1
tante sur [0,1] xi+1 xf =d = NeT

est effectivement réalisé).

i=1,2,...,N-1 (ce qui on le sait

S

C'est pourquoi nous nous sommes attachés & étudier de facon systématique ce

probléme, ce qui nous & conduit & |'ensemble des résultats précédents.

Q)

Ay

X

Interprétation géométrique de |'itération
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Cas ot g(.,0) est dérivable sur X

EXEMPLE (cf. H.S. WILF [42))

X =]—1,+1[

Dans
H = {p € R~ | o(x) = % anxn, Zaﬁ < 4o, ”f”ﬁ = 3 ag }
n=0 0
on considére |'approximation de la fonctionnelle intégrale
1
@ > L(p) = f pt)dt
o
par des fonctionnelles d'évaluation.
1
Le noyau de H est g(x,a) = T X,0 € J-1,+1[
Le représentant de la fonctionnelle L dans B s'écrit
1 1
h(x) = ; Log '1—_;
et des considérations précédentes il ressort alors que si
b
' ;‘ i =1,2,...,N; x? € [9,1[, minimisent la norme de la fonctionnelle erreur
Ai
1 N « «
R : ¢ > R(p) = J p(x)dx - X Ai m(xi)
o i=1

les courbes

crnrmdt FarmAaAarmtA~ A L I Y V]
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Les valeurs déterminées expérimentalement par H.S. WILF, pour N = 3, sont

les suivantes :

xf = 0.37903 Af = 0.72048
x5 = 0.89813 A, = 0.24302 IRI*2? = 0.0044
x§ = 0.99378 A§ = 0.02002

Y 1 i ]
Cas ol 6@6 H

Nous supposons ici que
Yo € X 6& :p € H->q ' (a)

est une fonctionnelle linéaire continue sur H.

Si I'on pose par analogie avec |'écriture g(.,a) = A—1(6u)’

les conditions nécessaires d'optimalité (2) peuvent s'dcrire ici

(h=h* | g(.,x7)) = 0
P=1,2, s N
X - X
(h-h" | 9(.,x:)) =0
X N b3 X
ce qui signifie que h™ = X Ai 9("Xi)’ est la projection orthogonale de h
sur la variété de dimensic’aﬁ1 2N engendrée par g(.,x?),...,g(.,x:),

5(.,xf),...,§(.,x;), et par conséquent cette projection ne dépend pas des
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Théoréme 1V.8

N
Si 6& € H' Vo € X, une condition nécessaire pour que .Z ’Azg(.,x§)

i=1
soit une approximation optimale de h, h € H, est que Xt = (x?,...,x;p soit

solution du systéme d'équations non linéaire

B. =0 i=1,2,...,N (B, = B;(X) i=1,2,...,N)

ot I [a. g(.,x.) + B. é(.,x.)]est la projection orthogonale de H sur
1<i<N- 1 i i i

L(g' ’X‘]) IR ,g("XN) ,é(' ’x']) yc e ,é(' ’XN)) °

ExemEIe :

On considére :

H = {p| o,0',0" € L2(0,1) ; @0)=p"(0) = 0 ; (CpI‘P)H = @"¥" 2 ¢y}

L'application du théoréme IV.8, conduit & expliciter les fonctions Vi

i=1,2,...,N (ce sont encore des splines de base cf. § IV.3) pour lesquelies
B, = (h]vi) i =1,2,...,N.

Si I'on explicite (cf. [21] ) ces fonctions pour la fonctionnelle intégrale

dans H .
1
P > f p(x)dx
o
alors les conditions Bi =0 i=1,2,...,N ne se trouvent vérifiées qu'en

un seul point de [Q,ﬂ N
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x. = id d = 1
N +—
i=1,2, s N +/8
et les poids correspondants sont
x X 1 1
AV = d 01 = 1,2,...,N-1 ALy = d(s + —)
I N 2 JE
La formule
1 N-1 : '
1 i 1 1 N
p(x)dx = Lol Y+ (s + —) pl——s)
fo Ne—  i=1  Ne—= 2 5T L
V6 /6 /6

est donc la seule susceptibled &tre optimale. On peut par un raisonnement direct,
montrer qu'il en est bien ainsi.
|

——

Remarques

1) Les hypothéses du théoréme 1V.4 ne sont pas vérifiées dans |'exemple ci-dessus.

2) Le systéme Bi =0 i=1,2,...,N du théoréme V.8 fait penser & |'obtention
des formules classiques de GAUSS. Pour trouver les abscisses de GAUSS relatives
a |'approximation de la fonctionnelle intégrale on est conduit & écrire que

la formule d'approximation

b
f f(x)dx = L Ai f(xi) + Z,Bi f'(xi)
a i=1 i=1

est exacte sur les polyndmes de degré au plus égal a 2N-1, puis & ajuster les

noeuds X; i=1,2,...,N de maniére 3 avoir
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De ce point de vue, les formules optimales du type précécent pourront donc

étre dites "gaussiennes".

En ce qui concerne le théoréme V.8, on pourra voir une présentation plus

générale dans [11].

V.9 - ETUDE DETAILLEED'UNE FORMULE OPTIMALE POUR L'APPROXIMATION
D'UNE INTEGRALE AVEC SINGULARITE A L'ORIGINE

On prend comme espace hilbertien H = H(a g) avec (a,B) =-[O,ﬂ

H: {e : [0,1] ~ R | P, €LY 4y 5 @0) = 0 ;

1
$¢|?>H = I @' (x)¥' (x)dx}
O .

On veut étudier la fonctionnelle L

1
® € H > L(p) = J »Eéﬁl dx
(@]

1°) L est linéaire continue sur H

On peut en effet écrire

1 1 1
J elx) | p(x) Log x lA - I ®'(x) Log x dx
A X A

or pour ¢ dans H on a

2 @ (x)

1
0G| = [ gt < flofl x'/Z et |2 < o
Y
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N (x) _1/2
d'oll ¢(x) Log x = @ X Log x — 30
><172

2

0,1) et donc

D'autre part logx.€ L

" (x) 1 " 0
lim j LX) gx = -I @'(x) Logx dx = [»-9—5— dx
A>0 JA X o o X

et

1
(x) 2 2 2

|2 iz < rosxiiz: ol
o X - Lo,

’

2°) Formules d'approximations optimales de L

D'aprés le théoréme IV.6.2. quel que soit N > 1, il existe un jeu au moins
de noeuds x; i = 1,2,...,N et un jeu de poids AY 1 =1,2,...,N pour

lesquels la fonctionnelle erreur

1 |
R(p) = j 209 4 - T A eixp)
o i=

~est de norme minimale dans H'.

D'aprés le théoréme 1V.7, on est assuré que quel que soit N la formule

optimale est d'ordre N.

Nous allons déterminer cette formule optimale, en déterminant le représen-

tant h dans H de L, et en écrivant les équations normales (2), “§ 111.4.8.

On a :
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! (x) 1
J 97:— dx = -J @' (x) Logx dx
o

, ,
= -[ ' (x) [xLogx-g]'dx

(@]x-xLogx)H

Autrement dit

h = x-xlogx l

h est dérivable sur](),il et a |'optimum cherché on a nécessairement

' 1 rh(x1) h(x1)—h(x2)
h (X1) =5 X + —x
L 1 X17%2
hix. )=h(x.) h(x. )=h(x.)
(s) hY (x;) =% >'<+1 — s Al ——— ]
-1 % Xie17%

h(x )=-h(x, )
h'(x. ) l[ N-1 N]

N 2 XN-1_XN”

C'est ce systéme non linéaire de N équations & N inconnues, que nous voulons

résoudre. Nous sommes assurés & priori de |'existence d'une solution.

Etude de (S)

e —————

h(a)-h(B)
o-8

Posons A =

On a

A = o-olLoga-B+BLogB _ . olLoga-BLoga+BLogo-BLogB
- a-B B a-B
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Oou encore

A = 1-Loga- 1 Log &
% _1 8
B
La premiére équation de (S) s'écrit alors compte tenu que h'(x) = -Logx
Logx, = 1 (Logx,-1-1+Logx,+ ! Lo il )
99 7 2 9% 9" X% 9 X
X, 2
X
soit 2
1 P N
X LOg(E‘) = 2
14 2
*2

La iéme équation de (S) donne 2 < i < N-1

Logx. = l[-1+Logx RO Log(xi—1)
i T 7 -1 X X
i-1_, i
X,
i
-1+Logx.+ S Log( ol )]
i X, X . ‘
T i+1
X1
Soit
- 1 Xi-1 1 X
2Logxif2 = Logxi_1+Logxi+ Log( )+ Log( )
X1 i o i+1
x| -1
i X1
ou
i-1 |
T X. X. X.
- Log( ;'1)+ x1 Log(—=) = 2 i = 2,3,...,N-1
*i-1 4 i i i+1
*q Xi+1
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Enfin la derniére équation de (S) se réécrit :

Logx,, = 1 (-1+Logx N Lo (XN-1))
9XN T 7 N-1 7 X 9 %
N-T_, N
X
soit N
1421 - L N Log(N=1,
ogxy = Logxy_4 T log(—
N-1_, N
*N
ou
XN-1
X X
N N-1
T+Logxy = i} Log( ™ )
-1
XN
ol
Posons Ai = i=1,2,...,N-1
Xi41

Le systéme (S) devient :

LogA1
2 = —
-1
Ao 1
(s") 2 = g1 Logh, _; * 1t Logh, i = 2,3,...,N-1
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Efudions la fonction f(x) = —22 x € Jo,1]

Son graphe a I'allure ci-dessous :

b g

avec f'(1) = —-% ; f' étant strictement négatif sur']O,ﬂ . Ainsi quel que

soit u, u € [1,+w[, I'équation f(xf = u admet une et une seule racine.

On obtient donc en résolvant f(x) = 2, la solution x = l1.
Notons alors up = 2.

On a donc f(A1) = u, et en reportant dans la 2&me équation de (S')

f(kz) = 2=-) up = u

1 2

et de maniére générale en posant u, = Z—Ai_1ui_1

f(Ai) = u; i=1,2,3,...,N-1
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Enfin la derniére équation s'écrit

ng(xN) = AN_1f(AN_1)-1 = AN-IUN-1 1
d'of A u 1
% = o N=1"N-1
N
et on a I'organigramme de calcul des Ai P=1,2, »N
\—\-Débufi
ERA

Résolution de f(x)=ui
=> x = A

e R e
i <N? J)—————>3 x, =ze

oui

|T7=i+1 |
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Nous savons & priori puisque la formule optimale existe, que ce procédé est
satisfaisant, c'est-a-dire qu'il détermine un Jeu d'abscisses toutes dis-
tinctes dans JO,1]. 0< Xp <X, <eanlix <L

Vérifions le directement.

Nous allons pour cela démontrer le

Lemme

. , . = . To - N .
Si 1< k< 2etsix est solution de —i%¥-= k, (x€] 0,1[ nécessairement
alors on a '

0 < xk <1
(1+x)k > 2
Démonstration :

On a déja xk > 0.

De plus
LogQ = xk-k =xk- ngﬁ

d'ol

Or pour x 6:]0,1] on a 5&%%5 <1

donc

’ 0 < xk < 1 pour 1< k < 2

D'autre part

Ltogx , _x Logx = (1+ Z ) Logx

(1+x)k = k+xk 2=1 =1 -7

Or |'étude de la fonction x + (1+

)Logx dans J0,1] montre que cette fonc-

x=1 ‘
tion est strictement décroissante, et on a (1+ <2)Loax > lim (1+ —2-)oax=2
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Donc

T+xk > 2 pour 1 <k < 2

—_—

L'équation f(A,) = uy = 2 admet une unique racine A1, k1 6:‘0,1[.

1

D'aprés le lemme on a donc || O < A1u1 <1
(1+)\1)u1 > 2

donc
u, = 2->\1u1 vérifie 1 < U, < 2= u,

On peut donc résoudre f(kz) = u, et on obtient

0 < X1 < AZ <

Supposons que |'on soit arrivé 3

Onaalorsu_ =2-A__.u .
P p-17p-1
Donc puisque 1 < up_1 < 2 on a d'aprés le lemme

d'ol

1 <u_ < up_1 ¢+ donc Ap-1 < Ap < 1.
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On a donc finalement la possibilifé de déterminer Ai i=1,2,...,N-1
avec

1 < Uy_q < uN__2 < .. < u, <u, =2

0 < Ay o< Ay < e <>\N_2<>\N_1 <1

I'l reste & déterminer Xy et montrer que 0 < Xy < 1 (car AN = xN).

Or Ay est solution de Logx, = AN_1UN_1-1
or AN-1UN-1-1 <0 =>0¢< Xy < 1.
Calcul des noeuds optimaux
Les Ai étant calculés i = 1,2,...,N-1 on a
O R
N
i = N-1,N-2 1
X
T X
N X X X . e e
qui vérifient 0 < X < x5 <...< XN < 1et il yadonc unicité de la formule

optimale.



- V.65 -

Calcul des poids optimaux

On sait calculer ces poids par résolution d'un systéme & matrice trés

simple. On obtient sans grande difficulté les relations :

% X, %
h(x1) h(x1) h(xz)

Al s —— - X X
X1 X1 7%
o hO_ ) =h () h () =h (X, )
A = - ! i= 2,3,...,N=1
i X X Ko X
X177 i P+
x b3
L h(XN-1)'h(xN)
N X - X
N-1 N

ce qui s'explicite ftrés simplement :

h(xT) %
A1 = 2 ” - 2 Log X7 = 2
X
1
%
% X % 1 o
AT = =2 Logx, +2x(-1+Logx.+ ———— Log )
[ [ i % X
X X'
i i+1
-1
X
i+1

= 2u,-2 2 < i < N-1

. x _ X - _
et enfin A = 2logx = 2(1 AN_1UN_1)

AT = 2 = |Logx
1 ILoexlipz o, 1)

A = 2(u-1) 2 < i < N-
i i 2=
x = —-—

Ay = 200-2y_qun-q)
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I'l se passe donc le phénoméne curieux suivant :

X

M

. Aﬁ sont les N premiers termes d'une'suite fixe

suite que |'on peut déterminer jusqu'ad un rang aussi élevé qu'on le désire

une fois pour toutes, ainsi que la suite

Si ces deux suites sont calculées jusqu'au rang P, on a immédiatement

n'importe quelle formule optimale utilisant N points, N< P, en prenant

AN~1(uN-1+2) _
xx - 6 2
N
% X oNo _
x5 X5 i = N-1,N-2,...,1
A’;‘ = o i = 1,2,...,N

Résultats numériques :

On peut calculer aisément par une méthode de point fixe le zéro de f(x) = k.

Nous donnons ci-dessous les premiéres valeurs des suites Ai’ A.

1,2...

les noeuds optimaux pour quelques valeurs de N ainsi que |'erreur relative

RMIN, correspondante.



+1
+2
+3
+4
+5
+6
+7
+8
+9
+10
+11
+12

+13

+17
+18
+19
+20
+21
+22
+23
+24
+25
+26

+27

+29

+30

+35
+36

+37

+40
+41
+42
+43
+44
+45
+46

+47

+49

LoDt

+2.031873688881542'-01
+3.014077519652069°'-01
+4. T046:1586807944°'-01
+5.485703955381263*-01
+6.009345441413289'-01
+6.520840361580042'—-C1
+6.880036966197839'-01
+7.172395870594239'-01
+7.414877251723237*'-01
+7.019184164538746'-01
+7.793032637229970'-01
+7.944294549947515'-01
+8.0757(9475040909'-01
+8.191334315624701°-01
+8.293447063870872'-01
+8.365344868804282'-01
+8.4675(9388822483'-01
+0.541094722626408'-01
+8.00900U8079230405'-01
+b.070359190308278°-01
+8.726497310709186*-01
+8.776057644204610°-01
+8.8¢5576500282894*-01
+8.8069509802249664*-01
+8.910238235957042'-01
+3. 9480992 30004277*-01
+8.983392098906882'-01
+9.0i6359850038037'-01
+9.047224655094085 '-01
+9.070479696907478°'-01
+9.103367487591802'-01
+9.128999855153579'-01
+9.153161212425506'-01
+9.175990374836189'-01
+9.197585596413133°'-01
+9.218043351053501'-01
+9¢237450338970666'-01
+9.255884745648424'-01
+9.¢73407693588069'-01
+9.29008459C736424'-01
+9.30598298203407C*-01
+9.321155673327522'-01
+9.332041404793163'-01
+9.3494855671808150*-01
+9.302728678787545'-01
+9.375408656733296°'-01
+9.387559511354005°'-01
+9.399213695576421'-01

+9.410399991067698'-01

#2.0000000000000C0" +00
+1.187250524447383*+00
+8.479117179780776*'-01
+6.601653054277032'-01
+5.407120662047240'-01
+4.579540803036614'-01
+3.972073826245528'-01
+3.507124591900705*-01
+3.139759664750708'-01
+2.842152245149703'-01
+2.596143532977218*'-01
+2.389395828585581'-01
+2.213204474234987'-01
+2.061261415639937*-01
+1.928883232010139'-01
+1.812519619222548*-01
+1.709450053525945*-01
+1.617502784559623'-01
+1.534989054876537¢-01
+1.460510524042951'~-01
+1.392966534915665'-01
+1.331433506496680°'-01
+1.275144704645443'-01
+1.223458285456305'-01
+1.175832869950844'-01
+1.131828428392798'-01
+1.091030231131587*-01
+1.053100566384626'-01
+1.017766933443656'-01
+9.847540804727339'-02
+9.538601070216978* -02
+9.248892084989623'-02
+8.976689446508245* -02
+8.720267185712993'-02
+8.478483727065943'~-02
+8.250130090988783'-02
+8.034127295873360* -02
+7.829508029326781'-02
+7.635402610441888' -02
+7.451225697107168* -02
+7.276056203489522'-02
+7.109254838718870'-02
+6.950239426143988' -02
+6.798677608143099*-02
+6.653872675379268'-02
+6.515585971971526'-02
+6.383198752802820'-02
+6.256543956446147'-02

+6.135066T724231075Y -0
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Premiéres valeurs des suites

Ki et Ai (poids optimaux).







N=10

Noeuds optimaux pour

quelques

IV-68 -

valeurs

1.12224720CS9%4060"' -0l
5.523213412021847'-01

RMIN=
4.865029999535493'-01

4.8066729€3152875'-02
2.3€5€357135007%0'-01
€.544527694781616'>01

RMIN=
3.690158479550882'~01

2.483921617102632'-02
1.2224183¢61C78598'-01
3.3819€45736i08386'-01
7.188643148898912'-01

RMIN=
2.9614382C2015459"'-01

1.446469214537022"'-02
7.118893376358649'-02
1.969440757320111*-01
4.166183226388594'-01
7.631C77543442914'-01

RMIN=
2.47130S51886612087'-vl

2.3812E3681552T743'-U3
1.1719€4573675009'-02
3.242238255844235'-02
6.891602€42252190"-V¢
1.25€2£4057411382'-01
2.0658839924%0639'-01
3.174255570420124*-01
4.613724586105437'-01
€.432612€E52590895'-U1
£.6152789482738J8"'-0Ul

RMIN=
1.35562(346172160'-01

de N

N=20

N=50

3.448117345220348°'-04
1.6670136303091i4'-03
4.6G4785692894539'-03
G.679093124214951*-U3
1.819108643060253'-02
2.99172C778891ci4>'-02
4,55€3520385074068'-02
6.56ECT7068346698870"-02
9.314472412334050-02
1.256187000286396'-01
1.6487158902562639'-01
2.115465235531372'-01
2.6628736160606190'~01
3,29738¢594C77161°-01
4.025457229534103'-uUl
4.85354€488841762'-vl
5.78E129844120320'~0i
6.82569344692023'-01
8.0C2736774007450'-01
9.265771011499442°-01

RMIN=
7.1239€4771910422' -0

2.387021667159322'-05
1.17476885€61C31702'-04
3.25005C8126783807'-04
6.9CE2C8774521108'-u4
1.2593112€264015'-03
2.C014871€22971723*-03
3.1819083245721G1'-03
4.6248419C1534345'-03
€.448112994634766'-03
B.6561€3059721195'-03
1.141353571711132°'-02
1. 4€446S257999%048*~02
1.8434227C8954470'-02
2.2826758622902068'-02
2.786696CC6212491'-02
3.3£59955862161023'-02
4.006938193635308"-02
4.722133157035193*'-02
5.540040133370808'-02
6.4351666C9654353*-0¢
71.4220300C86847306-02
8.5051€5067290395'-02
5.689119€34462206'-02
1.057845521383400"'~-01
1.237774742754045'-01
1.38916CCS587260694'-01
1.552463895425565'-01
1.728148€175539421'-01
1.91€6813484403306'-01
2.11852G€28156342°'-U1
2.3341€4482087311'-01
2.5€4C61438965078*-01
2.8C8699178054639'-Ul
3.C€£55€439541131'-01
3.3441147104471066'-01
3.€35861471896821°'-01
3.9442E7668685448'-01
4.26%EE7819635040°'-01
4.6131€6CC0S7739152%-01
4.574611545364105'-01
5.3547537€6531385'-01
5.754067957C55323'-01
€.17315937928¢408'-Ul
6.6124€4116405484'-01
7.072543184214176'-01
7.553933716180345*'-01
8.057178C€84450952*-01
8.582825040635908'-01
9.131428775446744°-01
9.7€3550097835584% -0Vl

RMIN=
2.5564896217206184'-02



- 1V-69 -

Contrdles des résultats obtenus

Nous avons calculé numériquement des valeurs approchées de

1
) = [ x*Tax = L
0

pour quelques valeurs de o , en utilisant :

Méthode A :

1
La formule d'approximation optimale de f f;X) dx avec
0
_a . 1 -
f(x) = x (f € H(O,1) si o > = ) utilisant N noeuds

(N = 20, 30, 40, 50).

Méthode B :

Une formule mixte frapézes-rectangle

1 N
1 1 i
fo 90 dx v sy [3g () + g1 + 2 iEzg(——w)]

qui consiste & prendre

1

N+1 1 1
[T 9tdx v g 90y
1
et & évaluer [ g(x) dx par la formule classique des
I
N+1

(@)

trapézes. (g(x) = x )
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I (o) |

(méthode A)

(méthode B)

0.9

0.8

0.75

0.6

0.5

. +24

0.2

+30
+a0

i +50

+1.951716755391295"'-¢1
+1977572739582127°'-01
+1.98703959€764578"'-01
+1.991506984710134'-01

+2.007558089283296"'-01
+2 4 IO3A6BH422TITLHR ' -1
+2.071982871853358'~-011
+2.201128152359492¢"'-¢1

0.5

+20
+30
+40
+50

+20
+30
+40
+50

+20

+30
+40
+50

+4.974631840132949°'-01
+4.988275770431462'-01
+4.993232185186042'-01
+4.995562781082412'-¢1

+9.97459958 1068851 ' =01

+9.988268889483760°'~-01
+9.993229893468914°'-01
+9.995561796199755"'-01

+5.011337868480721 " -01

+5.005202913631630"'-1
+5.2029744199887298"'-01
+5.001922337562471"'-01
+9.999999999999997'-01
+9.999999999999997"'-¢11

+9.999999999999997"'-01
+9.999999999999997"'-01

+1.1C8187698560354 +00
+1109760143424779"'+00
+1.110331851244¢07+00
+1.1102601008284439'+¢0

+1.1044395149878602"'+00
+1.126416789647127°'+00
+1.107462895872396"'+00
+1.108114386752517'+00

+20
+301
+4p

- +50

"+1.246211213255515+00

+1.248235C92644104"+0C
+1 24897829303 73382"'+00
+1e24933R781910769 *+00

+1.229483923336928"'+00
+1.234986529767220"+00
+1.237999455938113'+00
+1.239923975799540 ' +00¢

1.335...

1.666...

+20
+3¢
+40
+5¢

+20
+30@
+4¢
+50

+1.3287329338M1435"'+A0
+1.331166495542153"+0¢
+1.332070735788200"'+0¢
+1.3325@3357465350"'+0A0

+1.30135116577857@"*+0¢
+1.309466004278129"+00
+1.3139860111921764°+00
+13169029872427847"+020

+1 655289 184293704 +((
+1 660842796497 257 ' +60
+1e663074102443187 " +00
+1R6L20634T67TL65 +00

+1 5644256939050 76"'+002
+1 5857562258350 +@0
+1.598261170746742" +020
+1.60666185748163"'+20

+er
+36
+40
+50

+1.973125245578714'+00
F1aUSASTTTETORCTHR +00
+1.990013P8L344980 °+0(
+1.992789ARKI 125849 * +0(

+1.79G3389963505%5" +0(
+147270T188359 7606 +00
+1 45299630 3TTOO6A2T +00
+1.865507451675935" +07

On

s'explique bien puisque pour

infinie.

constate que pour

o > 1

o < 1

. o-1
, la fonction x

la méthode B est meilleure que la
méthode A ; c'est |'inverse qui se produit pour

a < 1 . Ce phénoméne

a une branche






CHAPITRE V

GENERALISATION D'UN THEOREME D'ARONSZAJN

- APPLICATIONS -






Introduction.

Dans le chapitre 1, nous avons montré (théoréme de
N. ARONSZAJN) qu'il existe une correspondance biunivoque entre |'ensemble
des fonctions symétriques, définies positives ou nulles sur X , et
I'ensemble des espaces hilbertiens, inclus dans IRX , et admettant un

noyau reproduisant.

L'objet de ce chapitre est de généraliser le théoréme

d'ARONSZAJIN. Nous verrons ensuite quelques applications.

Retour sur le théoréme d'ARONSZAJN.

X désigne toujours une partie de R.

Le théoréme 1.4.2 peut s'énoncer sous la forme suivante :

Théoréme V.1.

Soit g : (a,b) € X x X~ g(a,b) ¢ R.
Pour qu'il existe un espace hilbertien réel H , HC E{X
tel que :

1) g(a,.) € H Vae X

2) (g(a,.)[g®,-))y = g(a,b)  V¥(a,b) € X x X

il faut et il suffit que la fonction g soit symétrique, définie posi-

tive ou nulle sur X .

Si un tel espace H existe, alors g est le noyau reproduisant de H .

Cette formulation, on va le voir, est apte & généralisation.

Nous allons devoir considérer dorénavant plusieurs espaces hilbertiens
a noyaux reproduisants. Aussi nous conviendrons de noter H = Hg un

espace hilbertien de noyau reproduisant g .
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V.2 Généralisatinn du théoréme d'ARONSZAJN.

Soient X et Y deux parties de R
On considére deux fonctions ¢ et d définies respectivement sur

X xY et X xX & valeurs dans R.
P (X,y) € X xY > oplx,y) € R

d : (x1,x2) € X x X +-d(x1,x2) € R
avec d(x1,x2) = d(xz,x1) V(x1,x2) € X x X .
On s'intéresse au probléme suivant :
" Existe-t-il un espace hilbertien réel H , HC RY , vérifiant
1)  ®(x,.) € H ¥x € X

II) (x5 [@(x,,)) ) = d(x,,x,) ¥(x,x,)) € X x X 2

Si oui H admet-il un noyau reproduisant ? Lequel ? "

Y = X
On voit que le cas est traité par le théoréme V.1.
P =d ‘
et c'est bien d'une généralisation du théoréme V.1 dont il est question.

Notations. Définitions.

On notera &(X,.) la famille de fonctions, obtenue en consi-

dérant que la premiére variable de ® joue le rdle d'un paramétre
y :
o(X,.) ={lp(x,.)|x e X} < R (1
On considérera de méme
X
C.,Y) ={p.,y)]y € Y} = R (2)
Puisque d est symétrique on a

D(.,X) = D(X,.) ={d(x,.)|x € X} = RX (3)
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Nous avons introduit au chapitre |Il, la notion de support
d'une fonction symétrique sur X x X . Plus généralement on peut définir
la notion de support pour une famille de fonctions dépendant d'un para-
métre. Ainsi, un support de la famille ®(X,.) sera une partie § de X

Telle que :
®(S,.) = {p(x,.)|x € S}

est une base de L(®(X,.)) , variété lindaire engendrée par la famille
®(X,.) . (cf. chapitre IIl, § I11.1.4).

On convient alors de prendre comme

Définition V.2.

Les familles &(X,.) et D(X,.) sont dites liées ssi

elles ont un support conmun S< X .

Remargue N

De la définition de support, il résulte alors que &(X,.) et

D(X,.) -ont les mémes supports.

De fagon plus explicite les familles &(X,.) et D(X,.) sont

lides ssi quel que soit I'entier positif N , et quels que soient

N N
(X1’X2’°"’XN) € X , (A1,...,A ) € R
les fonctions
N Y N X

z A.@(xi,.) € R et I Aid(xi") € R
i=1 i=1 '
ne peuvent s'annuler identiquement sur leur domaine de définition respectif,
que simultanément, c'est-a-dire
N N

IoA®x,.) =0 R' 2 1 Ajd(x, ) = 0e RS .

i=1 i=1

Nous sommes alors en mesure de démontrer le
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Théoréme V.2.

Soient ¢ : (X,y) € X xY >P(x,y) ¢ R

d : (x1,x2) € X x X~ d(x1,x2) € R
@ Pour qu'il existe un espace hilbertien réel H , HC lRY , Vérifiant
I) oX,.)cH

il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifides :

III) d est symétrique, définie positive ou nulle sur X

Iv)  ¢(X,.) et D(X,.) sont liées.

Si H existe, d'aprés (III) on peut associer a d , 1l'espace hilber-
tien . Hd s Hdc R™ , de noyau reproduisant d , et alors H admet un

noyau reproduisant ssi ¢(.,Y) < H 3 -

Si H existe et admet un noyau reproduisant g , alors g a comme
expression

g(y] ,yZ) = (CP(°’YPI@(',y2)PId V()’-] ’yZ) €Y xY

On note alors H = HgC IRY .
Démonstration.

Premiére partie ‘ Existence de H.

Condition nécessaire. [H existe et vérifie (I)(II)]-—=> (L) et (1vy.

En effet H étant réel on a
Plxy, ) [Plxy,.0) = dxax)) = @0xy, I [Px,,.)) = d(x,,x,)

V(x}.,xz) € X x X

et d est symétrique.
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D'aprés (I1l) on a aussi

™M =
M=

N
Iz Ao, I -

AAd(x,,x:) >0
i=1 i A

1 j=1
et d est définie positive ou nulle sur X .
(I'11) est donc vérifiée.
On peut donc associer a d (cf. théoréme [.4.1) |'espace hilbertien-
Hd<: ﬂQX , de noyau reproduisant d , et on a
N N N N
|2 Adx, ), = L T AAdx.,x) =] Apix,.)|
=1 | i Hd i=1 j=1 (N P77 i= [ i H

et donc ®(X,.) et D(X,.) sont liées.

Condition suffisante.

(1) et (1V) sont vérifiées => H existe et vérifie () et (I1).

D'aprés (1V) on peut encore considérer |'espace Hd , Hd C;IRX.

Considérons |'application linéaire de L(&(X,.)) sur D(X,.) définie par
N . N
i f= 1z Aim(xi,.) € L(O(X,.)) >~ i(f) = I Aid(xi") € L(D(X,.))
i=1 i=1
I'l s'agit bien d'une application : Autrement dit i(f) ne dépend pas de
la représentation, non nécessairement unique, de f dans L(@(X,.));cela

- découle en effet de |'hypothése (I111) : &(X,.) et D(X,.) sont liées.

N
Associons alors a} f = I Aiw(xi,.)
i:
, f,h € L(®(X,.)) ()
M
e DA,
j=1
NGOM
le nombre réel [f,h] = I I AAN(x,x!) = (i(H)]i(h) (2)
=1 j=1 (R P Hd



On définit une forme bilinéaire sur L(o(X,.)) x L(®(X,.)) qui est

positive : [f,f] = o2 >0
d
non dégénérée : [f,f] =0 @[[ifl2 0@ i(f)=02f=0
) d
d'aprés (IV).
Autrement dit (2) munit L(&(X,.)) x L(®(X,.)) d'une structure

d'espace préhilbertien réel Ho » qui par complétion génére une espace

hilbertien réel H , HC IRY , Vérifiant (1) et (I1I) par construction

méme s i est d'aprés (2) une isométrie de HO sur L(D(X,.)) < Hd .
On a aussi L(D(X,.) = Hd et donc i se prolonge en une isométrie de
H sur Hd .
(fln), = (i) [ih) ¥(f,h) € H x H (4)
H Hd

Deuxiéme partie

On suppose donc que H existe, HC W?Y

On a alors d'aprés le théoréme d'existence 1.5.1

"

H admet un noyau reproduisant”

@ ¥ eyY |f®)]

IA

KEHf”H , ¥f e H (Kg ne dépend que de g)

@ ¥ ey |f®)] E_Kg”f”H » ¥EEH (H=H)
& ¥ eX
N N
YN > 1
- N [.g Agp(x,,8) | g_Kg”.Z Apdix,
V(x1,...,xN) € X i=1 i=1 d
N
V(AL LA) € R

~

¥eeY o@(.,8) € H (théorémes I1.4.1, [1.4.2 + propriété (IV))

d

®C.,Y) CH

~

q -
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Troisiéme partie

H existe et @(.,Y) C Hd .

On veut déterminer g , noyau reproduisant de H , HC IRY .
Nous avons vu au paragraphe |1.6 que |'on peut associer &8 H son
noyau de SCHWARTZ L .

Si E = IRY muni de la topologie de la convergence poncTueIIe}; L est

une application [linéaire symétrique, positive, de E' dans E vérifiant
L(E") = H (5)
<e',h > = (hfLe"), ¥e' € E', ¥h é H (6)
et alors
9(y sy, = < L8y, 8y, > = (L6y1|L6y2)H = (iLGy]liLdyZ)Hd (7

(ysyy) € Y x Y

Pour connaitre g il suffit donc d'expliciter LSy pour vy € Y.
Considérons la fonctionnelle RX ~linéaire continue sur H définie pour
¥x € X par

L, 0 heH>(h) = <m<x,.)|h)H (8)

On a d'aprés (4)

% (h) (i@(x,.)[ih)H = (d(x,.)[ih)H (ih)

q q (x)

n

soit lx(h) §x(in) ¥h € H (9)

¥x € X
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Prenons en particulier H = L8y . |l vient
L (L8y) = @(x,.)|L8y)  d'aprés (8)
= Sy (@(x,.)) d'aprés (6)
= P(x,y) par définition de &y € H!
soit QX(LGy) = y

Sx(@(.,y)) l par définition de &x € H!'

D'aprés (9) on a aussi

lx(LGy) = Sx(iLSy) ’

Donc d'aprés (10) et (11) il vient

Sx(@(.,y)) = 6x(ilL8y) ' ¥x € X
¥y € Y

ou encore
P(.,y) = ilL8y ' ' Yy € Y

et d'aprés (7)

9y ,y,) = <@(-,y1>|®(-,y2>)Hd ¥y ,y,) € Y x Y

ce qui achéve la démonstration.

(10)

(1

(12)

(13)

(14)
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Remargues N

1)

2)

Pour X =Y et ® = d on retrouver bien le théoréme
d'ARONSZAJN. Dans ce cas les familles &(X,.) et D(X,.)
sont foujours liées et on a toujours par construction méme
oC.,X) = &(X,.) C Hd , et donc |'espace hilbertien admet tou-

Jours un noyau reproduisant, et ce noyau est égal & @

Lorsque @ # d on peut trés bien obtenir |'existence de H ,

sans que H admette un noyau reproduisant. Donnons un exemple.

On prend

X = ]o,1] et Y =X

-xy

Px,y) e

(x,y) € X x Y = X2

I

d(x,y) min (x,y)

On vérifie aisément que pour SRR YRR distincts dans X

N N
ona I Ai ®(xi,-) =0¢ Ai =0 i=1,2,...,N& T d(xi,.) =0
i=1 i=1

et donc les familles &(X,.) et D(X,.) sont |iées.

D'autre part d est symétrique, définie positive sur X

(cf. chapitre Ill) et donc toutes les conditions sont requises
pour qu'il existe un espace hilbertien H , HC F?X Tel que
L'application e % x> e , appartient & H quel que
soit a € X

(e e™® ), = min (a,b)  ¥(a,b) € X x X

H
On vérifie toutefois que ®(.,a) = ¥(a,.) = e a- n'appartient
pas a Hd . En effet on a

1

Hy = {f € cip,1]ﬁ' € L(O,1) , f(0) =0, (flh)Hd = fof'h'dx}

et la condition ®(a,0) = 0 n'est pas satisfaite.
H n'admet donc pas de noyau reproduisant. Cela tient au fait

que la fonctionnelle d'évaluation 60 : feH-~> 5O(f) = £(0)

)
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fonctionnelle qui est définie sur ®(X,.) , n'est pas bornée sur (X, .).
On a en effet Go(e—a') =1 et Ie_a°"§ = a , et on ne peut pas trouver

un scalaire K tel que :

|6, e™) | < Kl va € J0,1] .

H

V.3 Espaces hilbertiens (3 noyaux reproduisants) couplés).

Deux espaces hilbertiens Hd<I F%X et Hg<: IRY , obtenus

par le procédé ci-dessus sont dits couplés. La fonction ¢ définie
sur X x Y est appelée fonction de cauplage de Hd et Hg (dans cet

ordre).

V.B.l; Relations de couplages :

Si Hd et H9 sont couplés par rapport a3 ® on a , d'aprés

ce qui précéde :

o(X,.) ='ﬁp(x,.)|x € X} .c ﬂ{Y
°(,) = (M |ye v < RS
@p(x1,.)kp(x2,.))Hg = d(x13x2) (noyau reproduisant de Hd) (K1)
() (-,}’1)|<P (-,Yz))Hd = g(y1 ,}'2) (noyau reproduisant de Hg)
D'autre part d'aprés (8), (9) ['isométrie
i Hg—-—)Hd
est définie par
(ih) x) = b (x,.)|h)y Vh e H,g | (R2)

8 W e X
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On peut alors considérer que Hd s'obtient a partir de H
(g est symétrique définie positive ou nulle sur Y et G(.,Y) et

®(.,Y) sont liées et ainsi |'isométrie

est définie par

=1

i 'f = . f ¥f e H R3

1 )(Y) @( Y)l )Hd . € (R3)
yeyY

Remargue N

Deux espaces hilbertiens H C IRY et Hd<: IRX de noyaux

reproduisants fespecTifs g et d , peuvent toujours étre considérés

comme couplés.

I'l suffit en effet de prendre comme fonction de couplage

8

plx,y) = T e.(x)f. (y) si {e.}. est une base ortho-
=0 | [ i“ieN
normée de H

d
{fi}ielN

normée de H

est une base ortho-

On vérifie en effet directement les relations de couplage (R1)

(cf. propriété 11.5.7).
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V.3.2. Exemples de couplages.

dﬁ se donne X,Y,p,d et on cherche & déterminer H9 et g

1) x =Y = [0,1]

d(a,x) = d(x,a) = min (a,x)
' 52 2 ¥(a,x) € X x X
®(a,x) =p(x,a) = min (?7 , 7?)
A Cu“’/ 0 p \?(“) )
; | ol N
! ? = [ 7! =
a 4 x o @ 4 . X
1) d est symétrique définie positive ou nulle sur X (cf. § 111.2) et
de fagon plus précise on a si 0 §.a1 < a, < ...< a <1
N , N
z Aid(ai") =0 Ai =0 i=2,...,N& I Aim(ai,.) =0
i=1 _ i=1
A1a1 =0

et ®(X,.) et D(X,.) sont liées.

On a aussi (cf. chapitre II1)
i
Hy = o€ RY| o' € L2(0,1), 9(0) = 0, (. o) = [ ! ! (X}
d 1Py =] P O

2) D'aprés le théoréme V.2 il existe donc un espace hilbertien H
HC RX vérifiant :

’

~ p(a,.) € H ¥a € X
(cp(a,.)lcp(b,.))H = min (a,b) ¥(a,b) € X x X
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3) Puisque la fonction ® est symétrique on a &(.,X) = &(X,.) C H

d
et donc H admet un noyau reproduisant g donné par :
1 min(a,b)
gla,b) = «p(.,a)m(.,b))H = [ o'(x,axp'(x,b)dx = / x? dx
d 0] 0
. o a® b’
soit g(a,b) = min ( = 3 )

4) Détermination de H = Hg'

Puisque g est de type factorisable sur X , on pourrait se
rapporter aux résultats du chapitre 11| pour déterminer Hg . On peut

aussi le faire directement en utilisant les relations de couplage § V.3 .

Soit f € H, .-On a donc f,f' € L2(0,1) ; £(0) = O ;

d
Posons h = i ' (f) heH G7H, = H)
’ 9 d g
On a d'aprés (R3)
X
h(x) = (m(.,x)lf)H = [ uf'(wdu
d 0
v .
soit h(x) = xf(x) - f4f(u)du ¥x € X
0
On vérifie donc que si h € H9 , donc h = i_1f avec f € Hd on a
h(0) =0
h e L2(0,1)
1
h s e 20,1
X

Réciproquement soit h € W?X et vérifiant ., .., et ...

J
1
La fonction o(x) = f D_éﬂl du est parfaitement définie et
0
vérifie p(0) =0
p € L2, 1)
h' -
v 2
® < € L2 (0, 1)



- V.13 - bis.

- X 1 X Uy
donc P € H et on a i ]«p) = X f h'(u) du - f d £L£I1d+)du
d (x) u T
0 0 0
X
= [ h'(wdu
0
= h(x)
donc h=il@) ef he y
Les propriétés ., .., ... caractérisent donc les fonctions de H9 et
['isométrie i de Hd sur Hg est définie par
X
. _ h'(u)
[|<h)](x) = fo — du h € Hy
X € X

1 hi Rt (x)
et donc  (h,[h)), = (|h1||h2)H = [ ——— dx
d 0] X

On a donc en résumé :

X)

X
dx

1
- o, O 2 . =0 G = @00
Hy = e Rofp, 5 ‘e L2€0,1) ; ®(0) = 0 ; (‘°1le2)Hg fo 1 2

X

3 3
avec gf(a,b) = min ( gg-, E%—)

(a,b) € X x X
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2°)( x = ¥ = [0,1]

d(a,x) = d(x,a) = min (a,x)

1

¢ (a,x) a-x si X < a

0 sinon

A \_?(x)au)

A
G

o 4 3 ' 0

1) d est symétrique définie positive ou nulle sur X (cf. exemple pré-

cédent) et si O <a, <a <. oo <a <

1 2 n
n , n
I Adla;,.) =0@ || A =0 i=2,...,n2 I A®(a.,.) =0
i=1 i=
A
191 = O

et &(X,.) et D(X,.) sont liées.
On a encore

1
Hy = B e Rp®' € L2(0,1) 590 = 0; @ |00, = [ 1! (x)dx}
d 1772 Hd 0 1 2

2)0n a clairement ®(.,a) € H ¥a € X et donc &(.,X) C H

d b
@C.,alpC.,b)
1

d

et donc g(a,b) H
d

dx = 1 - max (a,b)

max(a,b)

HV
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3) Déterminant de H9

Soit f € H, . On a d'aprés (R3)

_‘l d
h =1 (f) e Hg avec

1

hOGD = @GO [FC) = [ £1(H)dt = £(1)-
d

X

et donc

i(h) = f(x) = h(0) - h(x)
(x) :
1

DR ) ' '
De plus (h1|h2)Hg (|h]||h2)Hd fo hi(x)h)(x)dx

On a donc finalement

f(x)

= X ' 2 . = .
Hy {h € R%h,h' € L2(0,1) ; h(1) = O ; (h1|h2)H

= ! 1
fo hi (x)h(x)dx}

1

g(a,b) = 1 - max (a,b)

3°) Soit Y une partie quelconque de R: YC R.

On considére deux fonctions a » b définies sur Y

qui vérifient :

aly) # 0 Yy €Y

a valeurs dans R

y—>» viy) = bly) est positive, non croissante sur Y .

aly)

On prend alors

X={x>0]dy € Y : bly) # 0 v(y) = x}

+

et on suppose en outre que X est un intervalle (a,B) de R
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On pose alors :

d(x],xz) = min (x1,x2) (x1,x2 € X x X

P(x,y) x aly) si x < vy)

(x,y) € X x Y

b(y) sinon;

Nous allons voir que la fonction ¥ est une fonction de cou-

H C F?X de noyau reproduisant d

plage entre |'espace hilbertien Hd 2 Hy

et l'espace H_ , H C F%Y de noyau reproduisant g ol g est facto-

risable et admet comme composantes les fonctions a et b .
En effet :

1) d est symétrique, définie positive sur X (cf. définition méme de X,

et chapitre I11) et on a

Hy={Fe RYFFIEL; FO =0 si a-0,

X >
F1(a)F2(a)
(F Fy = FICOFL00dx + si a#0
d X o
= [ FIGOFM(x)dx  si a = 0}
1 2
X
2) Les familles &(X,.) et D(X,.) sont liées.
I'l suffit en effet de vérifier que I'on a pour
X, € X i=1,2,...,n X, # Xj st 1 # ]
n Y n X

z Aiw(xi,.) =0e R @& Ai =0 i=1,2,...,n& L Aid(xi") =0¢€ R
i=1 i=1

Ainsi d'aprés la premiére partie du théoréme V.2 il existe un espace hilber-
tien H, HC W?Y Tel que

a/ o(X,.) © H

b/ <m<x],.>lm<x2,.)> = d0xp,x,) = min (¢ ,%,)  ¥0x,,x5) € X X X

H
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3) P (x,y) = x aly) si X < v(y)
¥y € Y

b(y) sinon
et donc on a trivialement &(.,Y) C Hd .
L'espace hilbertien H admet donc (théordme V.2) un noyau reproduisant

g et on note alors H = Hg . On a

9ly sy, = (w(.,y1)l®(.,y2))Hd
B w(a,y1)m(u,y2)
/ Py 06y IPLOG,y,) ¢ si o #0

X o
B
0

f m;(x,y])w;(x,yz) si d= 0
soit dans tous les cas

9ly.,y,) = aly )bly,) si y, <vy
1772 1 2 1 2 Wiy y,) € Y x Y
= a(yz)b(y1) sinon

H = Hg<: IRY est donc I|'espace hilbertien, associé au noyau factori-

sable g , de composantes a, b .

D'aprés la relation de couplage (R3) on a

-1

Hg = (Hd) avec
-1
| i (F)](y) = (m(.,y)]F(.))Hd ¥F € H,
Yy €.Y
soit
b(y)
1 aly) ola,y)F(a)
[i (F)](y) = [, aFhdt o sT afo0
b(y)
a(y)
= f aly)F'(+)d+ si a=0
0
ou TR = a(y)F(v(y)) y €Y
(y)
: Fe Hd
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Cette relation ne nous est pas inconnue. Nous |'avons déja

rencontré au chapitre Il , lors de |'établissement du théoréme 111.8.2.

On retrouve ainsi de maniére différente |'isométrie entre un

espace hilbertien de fonctions, & noyau factorisable et un espace du

type H(a,B).

Exemple d'application du théoréme V.2.

On donne X = [O,+w[

Y = [0,1]

Plx,y) = e—xy_1 (x,y) € X x Y

On considérera X comme un ensemble de paramétres , et Y comme le

domaine de définition de certaines fonctions.

Soit f e F?Y , et considérons ‘e probléme suivant :

" Existe-t-il un choix des poids Ai € R, et des noeuds X, € X,
i=1,2,...,N tel que

N

(e) y > }'N(y) = .Z] Ap(x,,y)
1=

soit une "bonne approximation" de la fonction f ? "

e

Ce probléme est mal posé. Qu'entend-on par "bonne approximation" ? Plus
précisément, quel est |'espace de travail, et quel est le critére d'appro-

ximation ?

Si ces questions sont importantes pour le mathématicien, il peut ne pas
en éfre ainsi, pour la personne qui formule le probléme (P). Ainsi pour

"
cette personne, dire que fN est une bonne approximation de f , peut
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Y

signifier simplement (par exemple) que la suite {fN}N € converge

IN
uniformément vers f , sur Y . (done f est alors supposée appartenir

a cown.

On peut envisager de satisfaire cette exigence de la maniére suivante :

¥ Soit E un espace vectoriel normé de fonctions, EC ¢O(Y)
vérifiant
(1Y fekE
(e (x,.) € E, ¥x € X
C(LE1) L(®(X,.)) est dense dans E _
(1V) L'injection canonique de X dans C°(Y) muni de la Topologie

de la convergence uniforme, est continue (E G CowY)).

(V) ¥N € N, N > 1, il existe un choix au moins de noeuds x? € X
et de poids A’;e R , i=1,2,...,N vérifiant
N X » N
£ - iEl/\icp(xi,.)”E = min ||f - i§1Aiq>(><i,.)||E
><i € X
’ i=1,2,...,N

/-\i € R

(autrement dit dans E , on suppose acquise |'existence d'un

meilleur approximant de f )

N
o 'l suffira alors de prendre ?N = 3 A?p(x?,.) (donnée par (V))
i=1
On aura en effet d'aprés (1V)
N +> o
N o
"f—fNHCo(Y) < Kff-flle —— o0 d'aprés (111)

Bien entendu le choix plus naturel, semble &tre E = C°(Y) muni de la

topologie de la convergence uniforme sur Y . Malheureusement il est alors

trés difficile d'obtenir la condition (V).
Aussi il semble intéressant, de choisir une ,fopologie plus fine que la
topologie de la convergence uniforme. Nous allons voir, en développant

['exemple précédent, comment on peut se servir du théoréme V.2.
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Au triplet donné X,Y,p adjoignons la donnée de la fonction d

d(x1,x2) = min (x V(x1,x2) € X x X .

1 x2)
s

A cette fonction d , symétrique, définie positive ou nulle sur X ,
correspond (cf. chapifre IIl) ['espace hilbertien

o

Hy = {oecolo e L2, ,00=0, @|¥), = [ @W¥rdx}
d % (X) He 7o

On peut vérifier que toutes les hypothéses du théoréme V.2 sont vérifises
pour pouvoir associer a Hd s un espace hilbertien H9 , Hg(: IRY qui

vérifie
a/  L'application ®(x,.) : ye Y > e V- , appartient & Hg , ¥x € X

b/ «p(x1,.)|m(x2,.)) =A%) = min (O ,x,) V(x;,%,) € X x X

H
9

c/  @(.,y) € H Yy € Y

d ’

Dans ces conditions |'espace H9 posséde un noyau reproduisant qui s'écrit

‘ e Y1Y2
9y syy) = (CP(-,ypIqo(.,yz))H =

. W V(y1,y2) €Y xY

On peut vérifier que 9(y1,y2) est séparément continue sur Y , et

gly,y) est bornée sur Y , et dorc HgGC°(Y) (Théoréme 11.6.3).

Ainsi on a pu, en choisissant d , mettre en évidence un espace hilbertien

Hg , satisfaisant les conditions (I11), (I11), (IV). Mais par ailleurs

d d

' i(x,.)) = d(x,.) . Pour une fonction de Hd , |'existence d'une meilleure

approximation par des fonctions d'évaluation est acquise (théoréme IV.6.2)

H, et H_ sont isométriques et plus précisément i(Hg) = H, avec

et par conséquent, compte tenu de |'isométrie précédente, toute fonction
de H9 admet également une meilleure approximation par une combinaison

N
du type I Afp(xi,.) . En d'autres termes Hg satisfait également (V)
1
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Finalement nous serons en mesure d'affirmer |'existence de ¥N ,

si_et seulement si la fonction donnée f appartient a |'espace H9 ,
(condition (1)).

i_](H ) avec (cf. relations

Si nous poursuivons |'exemple on a Hg

d
de couplages § V.3).
=1 ) _
(i k)(y) = «p(.,y)lk)Hd k€ Hy
y €Y

Par conséquent f € Hg ssi il existe une fonction k de Hd vérifiant

G .,y |k) = f(y) ¥y e Y

H
d

Explicitons cette condition :
On doit avoir (e /" -1|k)H = f(y) Yy €Y

o . d
soit —yf k'(x)e Vdx = fly) Yy €Y

: 0

Ol en infégrant par parties , ce qui est Justifié pour k€ Hd

y2 [ 7Y k() dx = f(y)

0

Ainsi les fonctions f de H9 sont du type

f =g h
avec gly) = y? ¥y €Y
hiy) = [ 7 k(x) dx .
0

h est la transformée de Laplace d'une fonction de Hd

Cette caractérisation de |'espace Hg , n'est pas trés explicite,

mais i1 semble bien difficile d'é&ftre plus précis.
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Résumons nous :

Par le choix de la fonction d , nous avons pu mettre en &vidence
un espace Hg , Tel que si f € Hg , alors f admet une approximation

optimale (au sens de la norme dans H )

%
n N x XY
y > f ,(y) = ¥ Al(e -1
N . i
i=1
N
avec lim fN = f (dans C°(Y) muni de la norme du max)

N->c0

Cette maniére de procéder n'aura d'intérét que dans la mesure,
v

ol la détermination effective de fN est possible. Or cette question, on
['a vu au chapitre IV, n'est pas entié&rement résolue.

Toutefois, il est assez satisfaisant du point de vue de I'esprit, d'obtenir
des espaces normés, dans lesquels le probléme de la meilleure approximation

par une somme "d'exponentielles", admette une solution.

Nous n'avons pas développé d'avantage pour |'instant, cette
fagon d'envisager des problémes d'approximation non linéaire . || semble
auparavant souhaitable d'arriver & mieux caractériser les espaces hilber-

tiens associés & certains fypes de noyaux reproduisants (c'est ce que nous

avons fait pour les noyaux factorisables).

R

Nous terminerons ce bref chapitre par un exemple plus élémentaire

2
i =X (3- 1 =
Solt f0x) = T (3-20) x e [0,1] = x
n
On veut approcher f par une fonction fN du type
N N
fu = Z Acplx.,.) A. € R
Ny T ! i=1,2,...,N
x, € X 225000,
N
ol @(xl,xz) =min (— , =) V(x1,x2) € X x X

2 2
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Si nous considérons & nouveau la fonction d(x1,x2) = min (x1,x2)

définie sur X x X , et si nous appliquons le schéma précédent nous sommes
amenés & considérer le couple d'espaces hilbertiens (Hd , Hg ) de
I"exemple 1 § V.3.2.

1
Hy = lolpsp! € Ly 1),000) = 0;<w1|m2>Hd - fo plpldx}
1 ple)
- o' 2 - B 172
H {eplep, < € Lo, 1) @0 0;(@1|@2)H9 = fo » dx}

On a Hg(; CEQ 1], et d'autre part la fonction f donnée appartient 3 Hg

L'isométrie entre Hd et Hg est définie par :

i(Hg) = Hy o |(f)(y) = (fl¢(.,y))Hd

On trouve ici

i(f) = h avec h(x) = x(1 - )

X
2
Le probléme initial se raméne donc au probléme de |'approximation
dans Hd de la fonction h , par des fonctions d'évaluation dans cet
espace. Ce probléme a été résolu au chapitre IV (h est le représentant
dans Hd de la fonctionnelle intégrale) et le tableau ci-dessous résume
les résultats. On notera en particulier que |'approximation optimale kX
de k , n'interpole pas k en les x? . Ceci est di au fait que dans Hg ,
les fonctions approximantes o(x,.) X€X , ne sont pas les réprésentants
des ponctuelles. D'ailleurs le noyau reproduisant de Hg stécrit :
3 3
g(x1,x2) = min ( il , fZ )
3 3
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CHAPITRE VI

APPLICATIONS AUX ESPACES

HILBERTIENS DE SUITES NUMERIQUES
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Introduction :

VI.2

Dans les chapitres qui précédent, nous nous sommes intéressés
essentiel lement & des espaces hilbertiens de fonctions.
En effet, I'ensemble X , XZ R, domaine de définition de ces fonctions,
peut &fre une partie quelconque de la droite numérique, mais nous avons
considéré essentiellement soit le cas d'un intervalle soit celui d'une
réunion d'intervalles (cf. chapitre |11). Toutefois plusieurs des résultats
obtenus revétent une forme particuliére, si X est une partie discréte
de R . On a alors en réalité des espaces de suites. Nous nous proposons
dans ce bref chapitre d'énoncer en termes de suites les résultats essentiels

qui découlent des théorémes généraux précédemment démontrés.

Notations - Définitions - Enoncé du théoréme I.U.2 dans le cas des

espaces de suites.

H désignera a partir de maintenant un espace hilbertien réel,
de suites numériques.

Les suites de H seront indicées par N
Si G = (gi.) est une matrice infinie , i,j € N on notera G.p |la

On désignera par Gn , la tronquée au rang n de la

suite {gip}ie'lN

matrice G .

On identifiera alors le noyau reproduisant g d'un espace hilbertien H

de suites numériques a une matrice infinie G . Ainsi on dira par

Définition :
La matrice infinie G , 3 &léments réels, est le noyau repro-

duisant de 1'espace hilbertien réel H , de suites numériques, si :
1/ ¥pe N 1la suite G.p appartient 3 H
2/ (G.p|u)H = up Vpe N

Vu = {u.}.

i"i € IN € H.
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On peut alors énoncer :

Théoréme VI.2.

Pour que la matrice infinie G , 3 éléments réels, soit le
noyau reproduisant de 1'espace hilbertien réel H , de suites numériqﬁes,
il faut et il suffit que quel que soit ne N » la tronquée Gn de rang
n de la matrice G , soit une matrice symétrique, définie positive ou

nulle . (en abrégé Gn.Z 0 Vh € N).

Démonstration :

L'application stricte du théoréme d'ARONSZAJN (théoréme 1.2)

conduit dans le cas X = N& la CNS suivante :

G } 20 ¥n € IN

{i,,0,,000,1
12 v{i

n . . n
1,|2,...,|n} N
en désignant par GI J la sous-matrice de G constituée des &léments

’
de G appartenant & la fois aux lignes d'indice i € | et aux colonnes
d'indices j € J . Mais on a trivialement équivalence entre les deux pro-

positions suivantes :

a// G{io,i1,...,in}{io,...,in} 20 ¥neN ]
V{no,i1,...,in} € N
b// Gn B G{0,1,2,...,n}{O,],Z,...,n} 20 ¥n € N
—_—%—
Remarques :
X La suite G.p , dont les termes sont ceux de la p:eme colonne

de la matrice G , est donc le :représentant dans H de la fonctionnelle

d'évaluation Gp € H!

§ :tueH> 6 (u =
p i Y pr? T Y
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X La condition nécessaire et suffisante d'existence d'un noyau

reproduisant pour |'espace hilbertien H est que pour tout entier naturel

p , la fonctionnelle Gp soit continuesur H . (cf. théoréme 1.5.1).

—_—

Caractérisation de 1'espace hilbertien H 3 partir de son noyau G .

Soit G une matrice symétrique infinie, vérifiant Gn >0
¥n € N. On peut donc lui associer |'espace hilbertien H de suites
numériques, de noyau reproduisant G . En particularisant la définition
générale de support d'un noyau que nous avons donné au chapitre || , nous

dirons ici qu'un support de G est un ensemble d'indices S, SC N

tel que :
T GS S >0 (matrice définie positive)
N(p)
2 ¥p € SonaG.p = I AiG’ki ki €S i=1,2,...,N(p)
= A, € R
Autrement dit, si S est un support, la matrice GS S est réguliére,
’

et pour tout | < N tel que card (1) > card (S) si card (S) est fini

ou tel que | DS si card (S) = +» | |a matrice GI | est singuliére.

St ue€eH, lasuite u est complétement déterminde par ses composantes
i € S . En effet, si

N(p)
G.p = % A.G.k, k., € S i=1,2,...,N(p)
=1 [ i [

On a nécessairement pour u € H
N(p)

u = I A.u
Pooar Tl

Pour caractériser H , on se placera dans |'hypothése simplificatrice

S = N, autrement dit Gn >0 ¥ne€ N . On a alors (cf. théoréme |1-4<1).

u.
|

»
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Théoréme VI.3.

~

Soit u € IRlN . Pour que u appartienne i 1'espace hilbertien
réel H , HC ﬂﬂN , de noyau reproduisant G , de support S = N, il
faut et il suffit que 1'on ait

(n)t -1 . (n) 2 2
u G, u < K} ¥ne N (Ku ne dépendant que de u)

(u(n) désignant le tronqué de rang n de la suite u R u(n) € ﬂ{n+1).

De plus pour ue H on a :

t
Fally; = 1?m;‘ HORNRL)

Espaces hilbertiens de suites, 3 noyaux reproduisants factorisables.

En accord avec la définition générale que nous avens donnée au
chapitre |11, pour un noyau factorisable, on dira que la matrice symé-
. - IN .
trique G , noyau reprodidisant de H , HS R ", est un noyau factorisable

s'il existe deux suites numériques {an} et {b } N Telles que

n € N nne

G = (gij) avec gi,j = aibj st 1 <]

a.b. sinon
Joi

(i,j) € Nx N

En abrégé on dira que la matrice G est factorisable (cf. [5] ).

Les suites {an}n e n e {bn}n ¢ N Seront appelées les composantes de G .

Le théoréme (I111-2 ) s'énonce alors

Théoréme VI.4.1

Pour que la matrice factorisable G, de composantes {an}

ne
{bn}n N Soit le noyau reproduisant de 1'espace hilbertien réel H,
Hc R*™ , il faut et il suffit que

N’
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o

n

(o} .
La suite {v avec Vv_ = —
1 { n} ’ n- 3

ne N

=

soit positive, non croissante

oi N'={ne lNlanbn%O}

2° Si a =0 (n, ¢ N) et b # 0 alors a, =0 ¥n<n

n, o -0
de méme si bn =O(n0€ N) etan #Oalorsbn=0 Vnzno
0 o
Ce résultat est intéressant car il permet de générer de fagon simple des

espaces hilbertiens de suites a noyau reproduisant. En effet on a vu au
chapitre Il que 1'on pouvait calculer formellement |'inverse d'une ma-

trice factorisable, et exprimer trés simplement une forme quadratique du

T -
type u(n) Gh1 u(n) . On a en effet pour Gn réguliére
+ n-1 (k,-k, % k2 u.
u(n) G u(n) = I ML L L K, = gi i=1,2,...

n . _ .
i=0 ViTVing v i

t K2 -1 Gk, -k.)2 .

oL (n) G-1 (n) _ “o .3 -|+1 B Vo= — k; i

n v i=0 v, ,-v Y% b

o i+l i | i

et on a (cf. théoréme VI.3) le

Théoréme VI.4.2.

~

Soit ue R N . Pour que u appartienne 3 1'espace hilbertien
réel H, HC R N , de noyau reproduisant factorisable G , de composantes

{an}n e N €t {bn}rl e N ° de support S = IN , il faut et il suffit

que 1l'on ait :

k2 n-1 (k.,,-k:)? n-1 (k.-k., )2 k2
wo= 2+ 3 i dt Ty i K V. eN
Vo 10 Vigvy o 0 ViV v

oi K est une constante ne dépendant que de u

3
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et pour ue H on a :

2 -
uf2 = 1im Ay
H oo n
kK2 4o (i. -i.)z
= :9 + 3 _:lil_ri__
Vo i=0 Vi1~V
o (k.-k., )2 k2
=3 L T g R
1=0 v Vi e v
Exemple g:).
Les espaces He 0<6 <1
Posons
a =1
n
n ne€ N
b =9
" 1-8
Les suites {an}n e n o {bn}n e |y Peuvent &fre considérées comme

les composantes d'un noyau reproduisant factorisable associé & un espace

hilbertien réel de suites numériques, noté He . b

En effet, on a a #0 ¥ne€e N donc N' = N et Vi, T gﬂ = bn , donc
n
la suite vy est positive strictement décroissante sur IN'
u, [P ER X
Pour u € RIN on aici k, = —=u, V.-V, R 6'
i a, i i i+
i 1-6
et donc :
n-1 (k.-k. )% kX n-1 (Au,)? 42
S n _ i n
M, = by vl ) — (1-08) avec Aui = Uity
i=0 VitVig n i=0 6 S

On a donc u € H & u < kj ¥n e N.
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Nous allons caractériser H

5 °

Soit ue He On a donc M f.Ki ¥n € N
En particulier on a

Yn
a/ x (1-8) — < K2 ¥n => |imu_= 0 donc H © c_ ensembles des
n — u n o
6 n-»oo
suites convergentes vers O . -
n=1 (Aui)2 o (Aui)2
b/ x I - < K2 ¥n et donc la série X —— est convergente.
X i - u X [
i=0 6 i=0 0
© (bu)?
Montrons alors que |im f M, o= z : , autrement dit montrons que
n-co i=O 0
2
X n o _ _ - _ _
#LS gﬁ- =0 . En effet u, un+p U Une 1t e un+2+"'+un+p—1 un+p
n+p-1
= I Au,
i=n '
et donc :
n+p-1 ) n+p-1 |Aui| i n+p-1 (Aui)2 ntp=1 L
Iun-un+|:._2 |au, | = 2 i <(x T X 2 8) "7
P i=n i=n ) i=n 6 i=n

d'aprés |'inégalité de Schwartz.

Ou encore en faisant tendre p vers |'infini et en utilisant b)

w  (Au,)? en
lu |2 < (E ; ) x
i=n 0 1-6
2 o (Au,)?
et donc 0 < (1-6) =< 3 :
0" T i=n ©
u2
d'od lim— = 0o
oo 6
w (Au.)?
On a donc pour ueH [ulf = ;
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Réciproquement soit u e IRN vérifiant lim u = 0 et
oo (AU.)2 nee u2
z ! < +o alors qu'aprés ce qui précéde on a aussi lim — = 0

et donc no< Kj ¥n donc u € H, . On a finalement

(Aui)2 ©  Au.Av,
— <, v, = T L
0 0 i=

He = {u = {ui}i e N l'im u =0, E

N> i

J. BARANGER a étudié directement cet espace de suites et a montré que
o]

pour u € H6 la série 3 u; est absolument convergente, et que
i=0
I'injection cahonique de H dans £, est continue (He estT un sous-espace

1
hilbertien de &, ) «cf. [4] .

Exempleg:) a = n+1

1
n n+1

ne€ N

Pour déterminer H on va évaluer o » ne€ IN .

On a

u. u.
(- - I+1)2 2
n-1 ai ai+1 un
L o= I (1)
n =0 El ) bi+1 anbn
% %

Transformons formellement |'expression de Moo avant de remplacer a

et bn par leurs expressions.
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n =1

n

On pose
1 1
P, = = (2)
Pi%1a T 2Py ByhayTa b,
On a alors
n-1 , 2+ a, uﬁ»
U= I |p.uf o=+ p uZ e - 2p.u U, + — (3)
n i =0 [ i a; i+l I P |+1] anbn
o2 ”'21(8.+1Pi Si-1Pic o, - , Zn-1 . tn
RGN 2 UITEP YY) T Py e Y 3 T 2PNy
i=1 i n nn
(4)
Introduisons les quantités
a. .p.*a. .p.
I R T el R el _ _
qi - ai Pi Pi__] i"1,2,... (5)
(4) devient
2 21 n-t 2 1*Py-12n-1 Pn
= 1 2_ -1 n= 2
Hn T Pt 3 2pouou1 * .§ (qiui+(pi+pi-1)ui Zpiuiui+1)+ ab “n (6)
o =1 nn
a n-1 1+p__.a__.b :
- 2 1 _ 2 2 42 n=-1n=1"n _ 2
Po'o 3 Zpouou1+pou1+.§' [éiui+pi(ui+1 ui)]+[ ab pn—a “n o
v O y i=1 nn
o
n-1 1-p,_1b Aa -1
=a+ X q.u%+p.(Au.)2]+- n~_n n=l 2 (8)
IER R B i anbn n
et compte tenu de (2)
n-1 p__.Ab__
uo=o+ I [qiuzppi(Aui)"]——f%—t u? (9)
n
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et finalement

AaO 2 2 n- 2 2 |3n-1Abn—1 2
M, = (pd—g— uo-qouo) + iEo[qiui+pi(Aui) ]— F——Ii:———— u_ (10)

(qO est arbitfraire et on peut par exemple choisir la valeur donnée

par (5) pour i=0).

Dans notre cas nous avons : an = n+1
1 ne€ N
bn =
n+1
On obtient donc :
1 (1+1)(i+2) (i+1)(i+2)
p.= = =
D2 sl (i+2)22(i+1)2 2i+3
i+1 i+2
_ piAai—pi_1Aa._1 _ A(pi_1Aai_1)
qi a. a.
i i
(I+1)(7+2) i(i+1%
=[ A A
soit = 21+2
9% T i)
p Aa p__,Ab -
' . .0 o_2 n-1""n=1 _ _n+l
D'autre part qO = 3 TS
o n
et donc
n-1 2i+2 (i+1)(7+2) n+1
un = X u? f—_— (Aui)2 + uﬁ
i=0 "(2i+1)(2i+3) 2i+3 2n+1
\ _J

2
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Détermination de H :

Ona u {ui}iew¢ eR&yu <K ¥ne N
a/ si uH=>u <K => 1 s, converge => |im u? existe
n— u . i n
i=0 n->co
[ee]
donc u € H => | % S; converge n
0
lim u? existe (rn
e N
b/ réciproquement si (1) et (Il) sont satisfaites alors M est
bornée, indépendamment de n , et donc ue€e H .
Donc
, o 2i+2 (i+1)(i+2)
H = {u ={u.}i€|N|£= lim uﬁ existe ; s = I u?+ (Au?ﬂ<<+“§
’ ne i=0Y(21+1)(2i+3) 2i+3 '
ol =5+ 5
—_—
Remarques :
1/ On peut rapprocher |'expression de la norme, des expressions déja
trouvées au chapitre Ill en ce qui concerne les fonctions.

Les quantités

[ [ [pOof 1200+ gGof 2 (0] dx
X

L p,.(Au,)? + q,u?
X i | i
i=0

sont de méme type.
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Mais on a aussi

- b.Aa.-a.Ab,
[ R B

De méme |'expression (5) de q; peut se transformer.

On trouve

Pife; ~ Piphajy  Alpyghay )

i a, a.
i i

2 _ 2
JLI9N LCHRY Abi_y8 21

(attention : A% = A o A)
et on peut rapprocher les expressions

q = p2(a'b"-a"b")
- 2 _ 2
A = PPy (83,1870 _y=Ab; ,A%a, )
Enfin, en choisissant qO=O il vient d'aprés (10)

- 2 2 pn_1Abn_1 2
+ -Z (qiui+pi(Aui) ) - Iim«——j;—————

u
n
i=0 n->c n

2

Iolf = 0, =2 2

expression a rapprocher de la formule trouvée pour les fonctions :
(cas X = [0,1]),

pa' 1 pb!
[£17 = — £00+f [POOFr20+q0£200]dx - (— £2)(1)
a 0
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2/ Un probléme trés important serait |'étude de ce type d'espace
hilbertien de suites, du point de vue de l'injection dans &, . Ce
probléme a ét+é étudié par J. BARANGER (cf. [4] ) mais il est difficile
d'envisager le cas général ; un probléme encore plus difficile est celui
de la recherche de formules d'approximation optimales, de fonctionnelles

linéaires continues sur ces espaces de suites.

Remargue N

Pour d'autres considérations sur des espaces hilbertiens de

suites on pourra consulter aussi : F. CATZ ﬁ2] , N. GASTINEL [}3] .
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