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Introdu
tion
Mener à bien des simulations numériques, des prévisions météorologiques ou en-
ore 
réer des images de synthèse né
essitent des ressour
es de 
al
uls et de mémoiresans 
esse 
roissantes. La pré
ision et la 
omplexité des di�érents modèles sur les-quels 
es appli
ations sont basées augmentent régulièrement. Depuis longtemps, leparallélisme apparaît 
omme une solution pour répondre à 
ette forte demande deperforman
es. Bien que les performan
es des ma
hines séquentielles doublent tousles 18 mois, l'utilisation de ma
hines parallèles pourrait permettre de gagner plu-sieurs ordres de grandeurs de performan
es. Intuitivement, on peut penser qu'unprogramme pourra s'exé
uter m fois plus rapidement sur m ma
hines que sur uneseule. Cependant le développement d'appli
ations sur des ma
hines parallèles restedéli
at.Les ma
hines parallèles évoluent rapidement, et les supports d'exé
ution ont despropriétés distin
tes. Les ma
hines peuvent, par exemple, disposer d'une mémoirepartagée physique pour permettre aux di�érentes unités de 
al
uls de 
oopérer. Dansd'autres 
as, les ma
hines parallèles sont 
onstruites autour d'unités de 
al
ul do-tées de leur propre mémoire. Ces unités 
ommuniquent entre elles par é
hange demessages ; on parle aussi de ma
hines à mémoire distribuée. Aujourd'hui, on as-siste au développement rapide de ma
hines parallèles de 
e type : les grappes. Ellessont 
onstruites à partir de l'inter
onnexion de 
omposants �standard� don
 bonmar
hé, 
omme les stations de travail ou les ordinateurs personnels (PC). Ces ar-
hite
tures, pouvant être 
onstituées de plusieurs 
entaines de pro
esseurs, o�rentdes performan
es potentiellement ex
eptionnelles pour un prix modeste. Cependant,leur exploitation reste très déli
ate et pose en
ore de très nombreux problèmes.Les di�
ultés sont multiples et de natures di�érentes. Indépendamment de l'hé-térogénéité et de l'évolution rapide des ma
hines parallèles, les di�
ultés se situentau niveau algorithmique, au niveau des langages de programmation parallèle pourexprimer le parallélisme d'une appli
ation, ainsi qu'au niveau de l'ordonnan
ementet du pla
ement des di�érents 
al
uls d'une appli
ation parallèle sur les unités de
al
uls, les pro
esseurs.A
tuellement, il n'existe au
une appro
he générale pour développer une appli
a-tion parallèle. En pratique, sur une ar
hite
ture à mémoire distribuée, l'appro
he laplus répandue 
onsiste à utiliser dire
tement une bibliothèque bas niveau d'é
hangede messages (
omme MPI ou PVM). Dans 
e 
as, la dé
ision d'ordonnan
ement resteentièrement à la 
harge du programmeur : il doit expli
itement spé
i�er l'ordonnan-
ement de son appli
ation, 
'est-à-dire où et quand exé
uter les di�érents 
al
uls.



8 Même si 
e type d'appro
he reste tout à fait envisageable pour des appli
ations ré-gulières ou des appli
ations basées sur un parallélisme de données, il apparaît trèssouhaitable que la tâ
he 
omplexe de l'ordonnan
ement in
ombe à un 
ompilateurou à un environnement d'exé
ution. Dans 
ette optique, plusieurs langages et biblio-thèques de haut niveaux ont été développés [Fu97, CDGR98℄. L'appli
ation parallèleest alors dé
rite indépendamment de l'ar
hite
ture sous-ja
ente et une représenta-tion �ne de l'appli
ation peut être 
onstruite. Cette 
onstru
tion est habituellementappelée extra
tion du parallélisme, elle peut avoir lieu avant l'exé
ution ou au 
oursde 
elle-
i. La représentation �ne obtenue dé
rit les di�érents 
al
uls e�e
tués parl'appli
ation qui sont aussi appelés tâ
hes et elle o�re une vision des dépendan
esentre 
es 
al
uls. Elle est habituellement dé
rite à l'aide d'un graphe de pré
éden
eou d'un graphe de �ot de données. Un ordonnan
eur �n tirant parti de 
ette 
onnais-san
e peut alors être utilisé, soit dynamiquement à l'exé
ution, soit statiquement à la
ompilation. Cet ordonnan
eur doit réaliser le lien né
essaire ave
 la ma
hine 
ible.Il doit dé
ider où et quand exé
uter les di�érentes tâ
hes de l'appli
ation, tout entenant 
ompte des ressour
es et des spé
i�
ités de la ma
hine 
ible.L'une des 
ara
téristiques des ar
hite
tures a
tuelles 
omme les grappes de PC estle temps important des 
ommuni
ations, et notamment le temps des laten
es. Lorsde l'exé
ution d'une appli
ation parallèle, les unités de 
al
uls ont souvent besoinde 
ommuniquer entre elles pour partager des données ou des résultats. La prise en
ompte de 
es 
ommuni
ations dans la dé
ision d'ordonnan
ement apparaît 
ommeun fa
teur 
lé pour permettre des exé
utions e�
a
es sur 
e type d'ar
hite
ture.Pour prendre en 
ompte 
es 
ommuni
ations, di�érents modèles ont été proposés.Un point essentiel pour la réalisation d'algorithmes d'ordonnan
ement utilisables enpratique est la validité de 
es modèles. En e�et, le modèle doit être su�sammentréaliste pour que l'ordonnan
ement obtenu puisse être e�
a
ement exé
uté sur lama
hine 
ible. Les sur
oûts imprévus par le modèle doivent don
 être limités. Pourprendre en 
ompte les 
ommuni
ations, deux grandes appro
hes sont envisageables.La première 
onsiste à modéliser les 
oûts dire
ts qu'induisent les 
ommuni
ations.Le plus 
onnu, mais aussi le plus simple, de 
es modèles est le modèle délai, il permetde prendre en 
ompte une laten
e de 
ommuni
ation lorsque deux tâ
hes désiranté
hanger un résultat sont pla
ées sur des pro
esseurs di�érents. La se
onde appro
he,plus ré
ente est fondée sur une prise en 
ompte impli
ite des 
ommuni
ations. Elles'appuie sur un modèle d'appli
ation où les tâ
hes qui la 
omposent sont elles-mêmesdes a
tivités parallèles pouvant s'exé
uter sur un nombre variable de pro
esseursave
 une e�
a
ité variable dépendant notamment des 
oûts de 
ommuni
ations etdu parallélisme intrinsèque de la tâ
he. Il s'agit du modèle des tâ
hes malléables.Ce modèle se base sur une vision stru
turée et à deux niveaux d'une appli
ationparallèle.Dans le 
adre de 
ette thèse, je me suis intéressé aux problèmes d'ordonnan
ementsous 
es di�érents modèles. L'obje
tif est de pla
er et d'ordonner judi
ieusement lesdi�érentes tâ
hes a�n de minimiser le temps d'exé
ution de l'appli
ation. Il s'agit



9d'éviter de trop nombreuses 
ommuni
ations et de trouver un bon 
ompromis entrel'utilisation des ressour
es de 
al
uls et les 
ommuni
ations. Le problème de l'ordon-nan
ement dans le 
ontexte du 
al
ul parallèle est ainsi un problème d'optimisation.Sauf dans des 
as bien parti
uliers, les problèmes d'ordonnan
ement sous les modèlesprenant en 
ompte les 
ommuni
ations (que 
e soit les modèles délai ou le modèle destâ
hes malléables) sont NP-di�
iles. Il apparaît don
 très peu probable de pouvoirtrouver un algorithme polyn�mial pour résoudre optimalement 
eux-
i. Une solu-tion naturelle 
onsiste à se tourner vers des heuristiques qui 
al
ulent une �bonne�solution réalisable mais non né
essairement optimale.L'évaluation de la qualité d'une heuristique apparaît alors 
omme un point impor-tant. Une première appro
he 
onsiste à utiliser des jeux d'essais. Di�érentes instan
essont générées, et l'heuristique peut alors être 
omparée à d'autres sur la base de 
esinstan
es. Cependant la réponse apportée n'est alors que partiellement satisfaisante,la validité des jeux d'essais restant souvent très subje
tive. La notion d'algorithmesd'approximation apporte une réponse intéressante au problème de la qualité d'uneheuristique. Un algorithme est une k-approximation (d'un problème de minimisa-tion) si pour toute instan
e du problème la solution réalisable obtenue n'ex
ède pasla solution optimale d'un rapport au plus k. On parle aussi de la garantie de per-forman
e de l'algorithme. Dans le 
adre de 
ette thèse, j'ai essayé de privilégier lare
her
he d'algorithmes d'approximation.Le plan de 
e do
ument est le suivant. Dans le premier 
hapitre, nous dé
rivonsen détail les notions, les 
on
epts et les modèles que nous utiliserons. Nous dé
rivons
omment représenter �nement une appli
ation parallèle et notamment la notion degraphe de pré
éden
e. Il s'agit d'une représentation �ne d'une appli
ation que nousutiliserons tout au long de 
ette thèse. Puis, nous dé
rivons les ma
hines parallèlessur lesquelles nous envisageons d'exé
uter des appli
ations parallèles. Nous étudionsen détail les modèles à 
ommuni
ations expli
ites et le modèle des tâ
hes malléables,qui permettent une prise en 
ompte des 
ommuni
ations dans la dé
ision d'ordon-nan
ement. Nous nous intéressons notamment à la validité pratique de 
es modèles.Dans le se
ond 
hapitre, nous présentons un état de l'art des di�érents résultatsobtenus pour les problèmes d'ordonnan
ement prenant en 
ompte les 
ommuni
a-tions. Nous nous intéressons à la 
omplexité de 
es problèmes, aux algorithmes d'ap-proximation pour 
es problèmes et aux heuristiques utilisées dans la pratique. Nousprésentons notamment les résultats obtenus pour les problèmes d'ordonnan
ementsous les modèles de type délai 
ar 
eux-
i ont été largement étudiés. Puis nous ter-minons par les résultats 
onnus pour l'ordonnan
ement sous le modèle des tâ
hesmalléables et sous des modèles pro
hes.Les trois 
hapitres suivants présentent mes 
ontributions au domaine. Le troi-sième 
hapitre dé
rit nos travaux autour de l'ordonnan
ement sous le modèle destâ
hes malléables. Nous nous sommes intéressés au problème de l'ordonnan
ementave
 des 
ontraintes de pré
éden
es sous le modèle des tâ
hes malléables et sur unnombre �xé de pro
esseurs m. Nous avons utilisé une appro
he en deux phases. Dans



10 un premier temps, nous 
al
ulons une allo
ation, 
'est à dire un nombre de pro
es-seurs pour 
al
uler 
ha
une des tâ
hes malléables. Dans un deuxième temps, nousutilisons un algorithme d'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs (tâ
hes paral-lèles devant s'exé
uter sur un nombre �xé de pro
esseurs) pour 
al
uler dans quelordre exé
uter les di�érentes tâ
hes. La première phase est basée sur une relaxationdu problème initial. La 
ontrainte sur le fait qu'au plus m pro
esseurs travaillent àun instant donné est relâ
hée, et une nouvelle 
ontrainte plus faible est introduite ;elle exprime le fait que le travail total ne doit pas être trop important. Cette ap-pro
he nous a permis d'obtenir des algorithmes d'approximation o�rant une garantie
onstante pour 
e problème et pour des graphes de pré
éden
e de type �arbres� maiségalement pour des graphes de pré
éden
e quel
onques. Ces résultats sont le fruitd'un travail mené en 
ollaboration ave
 Gregory Mounié, Denis Trystram, BorutRobi
 et Gerhard Woeginger.Dans les deux derniers 
hapitres, nous nous sommes intéressés aux problèmesd'ordonnan
ement sous des modèles à 
ommuni
ations expli
ites. Le modèle quenous avons 
onsidéré est un modèle délai similaire à 
elui introduit par Papadimi-triou et Yannakakis [PY90℄. Toutes les tâ
hes ont une même durée unitaire et les
ommuni
ations sont modélisées par un délai uniforme � potentiellement grand. Sideux tâ
hes x et y liées par une relation de pré
éden
e sont ordonnan
ées sur despro
esseurs di�érents, alors la tâ
he y ne pourra 
ommen
er à s'exé
uter que � unitésde temps après la �n de la tâ
he x. Par 
ontre si les tâ
hes x et y sont pla
ées sur lemême pro
esseur alors la tâ
he y pourra s'exé
uter immédiatement après la termi-naison de la tâ
he x. L'ordonnan
ement sous 
e modèle est aussi appelé �problèmed'ordonnan
ement ave
 grand temps de 
ommuni
ation�.Le quatrième 
hapitre est une appro
he originale de 
e problème, elle est ba-sée sur une dé
omposition ré
ursive du graphe de pré
éden
e. Nous ré�é
hissions audépart sur le problème de la 
onstru
tion du graphe de pré
éden
e dé
rivant uneappli
ation sous le modèle des tâ
hes malléables. Notre dé
omposition ré
ursive dugraphe de pré
éden
e est fondée sur une dé
oupe 
onsistant à trouver deux groupesde tâ
hes indépendants (
'est-à-dire tels que 
ha
une des tâ
hes de l'un n'ait au
unerelation de pré
éden
e ave
 
ha
une des tâ
hes de l'autre) et tel que 
es groupesde tâ
hes soient les plus grands possibles. Ces deux groupes de tâ
hes peuvent êtreexé
utés de manière e�
a
e en parallèle. Cette idée permet ainsi de 
onstruire unedé
omposition du graphe de pré
éden
e. Nous n'avons pas réussi à trouver de garan-tie de performan
es pour 
ette appro
he. Cependant nous avons expérimenté 
ettenouvelle heuristique sur quelques graphes d'appli
ations réelles, en la 
omparantave
 un algorithme 
lassique pour le problème du regroupement DSC (DominentSequen
e Clustering) [GY92℄. Les premiers résultats sont parti
ulièrement en
oura-geants. Au vu de 
eux-
i, nous souhaitons maintenant valider notre appro
he sur desappli
ations réelles. En 
ollaboration ave
 Rémi Revire, un travail dans 
ette voieest en 
ours a
tuellement. Il s'agit d'intégrer notre appro
he et d'autres heuristiquesd'ordonnan
ement statiques dans Athapas
an1, l'environnement de programmationparallèle développé au ssin du projet Apa
he.



11Dans le dernier 
hapitre, nous nous sommes intéressés au problème de l'ordon-nan
ement ave
 grand temps de 
ommuni
ation et ave
 dupli
ation. La dupli
ation,
'est-à-dire l'exé
ution d'une même tâ
he sur des pro
esseurs di�érents, peut per-mettre de limiter les 
ommuni
ations et apparaît 
omme une appro
he intéressantepour les problèmes d'ordonnan
ement ave
 délai de 
ommuni
ations. En e�et, siune tâ
he a plusieurs su

esseurs (
'est à dire si une tâ
he doit 
ommuniquer unedonnée à beau
oup d'autres tâ
hes pour qu'elles puissent s'exé
uter), alors il peutêtre utile d'exé
uter 
ette tâ
he sur di�érents pro
esseurs a�n de pouvoir 
ommen
erà exé
uter des tâ
hes su

esseurs plus t�t. Dans 
e 
adre, nous avons montré qu'ilétait possible de réduire le problème initial à 
elui de l'ordonnan
ement d'une su

es-sion de �petits graphes�. Cette appro
he nous a permis de 
onstruire un algorithmed'approximation ave
 une garantie asymptotique en O(log(�)) pour ordonnan
er uneappli
ation dé
rite par un graphe de pré
éden
e arbitraire. Ce résultat améliore sen-siblement les résultats déjà 
onnus. Il est le fruit d'une étroite 
ollaboration ave
Christophe Rapine.



12



Motivation, modèles et 
on
epts CHAPITRE1
Dans 
e 
hapitre, nous allons présenter et détailler les notions, les 
on
eptset les modèles que nous utiliserons au long de 
ette thèse. Nous présentonsd'abord di�érentes façons de modéliser une appli
ation parallèle dont les graphesde pré
éden
e et les graphes de �ot de données et introduisons le vo
abulaire as-so
ié à 
es représentations. Nous présentons ensuite les di�érentes ar
hite
turesparallèle et notamment les ar
hite
tures émergentes 
omme les grappes de PC.Nous verrons que 
elles-
i sont souvent 
ara
térisées par des temps de 
ommu-ni
ation importants. L'ordonnan
ement est la dé
ision qui 
onsiste à 
hoisir oùet quand exé
uter les 
al
uls e�e
tués par une appli
ation. Prendre en 
ompte les
oûts des 
ommuni
ations dans la dé
ision d'ordonnan
ement apparaît 
ommeun fa
teur 
lé pour l'exploitation e�
a
e des ar
hite
tures parallèles a
tuelles.Nous détaillons don
 les di�érents modèles qui ont été proposés pour prendreen 
ompte 
es 
oûts de 
ommuni
ations.
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tion de la représentation d'une appli
ation . . . . . . . . . 17Des
ription des di�érentes ma
hines parallèles . . . . . . . . . 19Modélisation des 
ommuni
ations . . . . . . . . . . . . . . . . . 21Les modèles à 
ommuni
ations expli
ites . . . . . . . . . . . . . . . 21Le modèle des tâ
hes malléables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26Con
lusion partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28



14 Motivation, modèles et 
on
eptsCe 
hapitre a pour obje
tif de 
lari�er les notions, les 
on
epts et les modèles quenous utiliserons tout au long de 
ette thèse. Il permet également de bien 
omprendrel'intérêt pratique des problèmes d'ordonnan
ement que nous abordons dans 
ettethèse.Tout d'abord, nous présentons 
omment modéliser une appli
ation parallèle. Nousdétaillons notamment les notions de graphe de pré
éden
e et de graphe de �ot de don-nées ainsi que le vo
abulaire asso
ié à 
es représentations. Ces représentations o�rentune vision �ne des 
al
uls e�e
tués par une appli
ation. Les problèmes auxquels nousnous intéressons dans 
ette thèse 
onsistent à 
hoisir un lieu (pro
esseur) et un ordred'exé
ution pour 
es 
al
uls. C'est 
ette dé
ision que nous appelons ordonnan
e-ment. Dans notre 
adre, l'obje
tif de l'ordonnan
ement est de prendre une dé
isionjudi
ieuse a�n de minimiser la durée totale de l'exé
ution de l'appli
ation parallèle.Nous nous intéresserons plus parti
ulièrement aux algorithmes d'ordonnan
ementstatiques, 
'est à dire 
eux qui tirent parti de la 
onnaissan
e �ne de l'appli
ationà l'aide d'une représentation appropriée de type graphe de pré
éden
e ou graphe de�ot de données. Ces représentations �nes d'une appli
ation 
orrespondent en géné-ral au résultat d'une phase dite d'extra
tion du parallélisme. Nous nous intéressonségalement aux questions liées à la 
onstru
tion d'une telle représentation.Pour réaliser un ordonnan
ement e�
a
e d'une appli
ation, il apparaît aussiné
essaire d'avoir une des
ription �ne des ar
hite
tures 
ibles, a�n d'identi�er lesparamètres 
lés de 
es ar
hite
tures. Par la suite, nous présentons les di�érentes
ara
téristiques des ma
hines parallèles sur lesquelles on peut envisager d'exé
uterdes appli
ations parallèles. Nous nous intéressons notamment à l'évolution de 
elles-
i. Nous verrons que très souvent les ar
hite
tures a
tuelles 
omme les grappes dePC sont 
ara
térisées par des temps de 
ommuni
ation liés aux é
hanges de mes-sages pouvant être très importants. Il apparaît né
essaire de prendre en 
ompte 
es
oûts de 
ommuni
ation dans la dé
ision d'ordonnan
ement. Pour se faire, di�érentsmodèles ont étés proposés. Deux appro
hes sont prin
ipalement envisageables. Lapremière 
onsiste à modéliser expli
itement les 
ommuni
ations en 
onsidérant les
oûts dire
ts qu'elles induisent. La se
onde appro
he est fondée sur une prise en
ompte impli
ite des 
ommuni
ations. Elle s'appuie sur un modèle d'appli
ation oùles tâ
hes qui la 
omposent sont elles-mêmes des a
tivités parallèles pouvant s'exé-
uter sur un nombre variable de pro
esseurs ave
 une e�
a
ité variable dépendantnotamment des 
oûts de 
ommuni
ations et du parallélisme intrinsèque de l'appli-
ation. Il s'agit du modèle des tâ
hes malléables. Nous présentons en détail 
es deuxmodèles.



Modélisation d'une appli
ation 151. Modélisation d'une appli
ationA�n de pouvoir paralléliser et ordonnan
er une appli
ation parallèle, il est né-
essaire d'utiliser une représentation de 
ette appli
ation. Cette représentation doitexprimer le parallélisme présent dans 
ette appli
ation. Nous détaillons 
i-dessousdeux représentations très 
ouramment utilisées, d'une part le graphe de pré
éden
eet d'autre part le graphe de �ot de données qui o�re une vision plus �ne de l'appli-
ation. Par la suite nous verrons quand et 
omment 
onstruire 
es représentations.1.1. Graphe de pré
éden
eDans la représentation par graphe de pré
éden
e, l'appli
ation est divisée en unensemble �ni d'unités élémentaires, les tâ
hes. Ces tâ
hes peuvent 
orrespondre à desblo
s d'instru
tions ou à des fon
tions. Une tâ
he dispose en entrée d'un ensemblede données et produit un ensemble de résultats en sortie. Lorsque toutes les donnéesné
essaires à l'exé
ution d'une tâ
he sont disponibles, 
ette tâ
he peut s'exé
uter.Cette exé
ution dure un temps �ni, sans intera
tion ave
 l'extérieur, et produit unensemble de résultats. Lorsqu'une tâ
he a besoin du résultat d'une autre tâ
he pours'exé
uter on dit que les deux tâ
hes sont liées par une relation de pré
éden
e. Ungraphe de pré
éden
e G = (V;E) permet de dé
rire 
es relations ; il s'agit d'un grapheorienté et a
y
lique dans lequel les sommets représentent les tâ
hes de l'appli
ation etles ar
s représentent les relations de pré
éden
e entre les di�érentes tâ
hes. La �gure 1illustre le graphe de pré
éden
e de l'algorithme 1, un algorithme de programmationdynamique très 
lassique qui 
al
ule la distan
e entre les deux mots A et B. Ils'agit d'un exemple jouet mais qui permet de bien visualiser la notion de graphe depré
éden
e.En général, la des
ription d'une appli
ation par un graphe de pré
éden
e peutêtre plus ou moins �ne. Cette notion 
orrespond à la notion de granularité du graphe.On dit qu'il s'agit d'un graphe à grain �n, lorsque les tâ
hes 
orrespondent à des blo
sd'instru
tions de 
ourte durée d'exé
ution, 
omme par exemple quelques instru
tions.Lorsque les tâ
hes sont de plus grandes durées 
omme par exemple dans le 
as detâ
hes représentant des programmes entiers, on parle de graphe à gros grain.Dans toute la suite de 
ette thèse, par sou
i de simpli
ité, nous 
onfondronsla tâ
he et le sommet qui représente 
ette tâ
he dans le graphe de pré
éden
e. Enpratique les tâ
hes d'un graphe de pré
éden
e peuvent être et sont souvent étiquetéespar une durée d'exé
ution. Se pose alors le problème de 
al
uler et évaluer ave




16 Motivation, modèles et 
on
eptsAlgorithme 1 CompareMot(A;B)// distan
e[i; j℄ est la distan
e entre les mots A[1 � � � i℄ et B[1 � � � j℄// Initialisation de distan
e[i; 0℄ et distan
e[0; j℄pour i = 1 à Longueur(A) fairepour j = 1 à Longueur(B) fairedistan
e[i; j℄ = min( distan
e[i� 1; j � 1℄ + CompareLettre(A[i℄; B[j℄);distan
e[i� 1; j℄ + CoutAjout(A[i℄);distan
e[i; j � 1℄ + CoutAjout(B[j℄));�n pour�n pourreturn distan
e[Longueur(A); Longueur(B)℄;
t[i;j℄

Figure 1 � Le graphe de pré
éden
e de l'algorithme 1 pour un mot de longeur 3 etun mot de longueur 4. Chaque sommet t[i;j℄ de 
e graphe représente un 
al
ul dedistan
e[i; j℄. Les ar
s représentent les dépendan
es dus aux a

ès aux données. I
ipour 
al
uler distan
e[i; j℄, il faut avoir déja 
al
ulé distan
e[i; j�1℄, distan
e[i�1; j℄et distan
e[i� 1; j � 1℄.pré
ision 
ette durée. Les ar
s d'un graphe de pré
éden
e peuvent être égalementétiquetés pour représenter les tailles des données. Pour un graphe de pré
éden
e G,nous adoptons le vo
abulaire suivant :Prédé
esseur Une tâ
he x est un prédé
esseur d'une tâ
he y si et seulement si ilexiste un ar
 (x; y) dans le graphe G.Su

esseur Une tâ
he x est un su

esseur d'une tâ
he y si et seulement si la tâ
hey est un prédé
esseur de la tâ
he x.An
être Une tâ
he x est un an
être de la tâ
he y si et seulement si il existe un
hemin orienté reliant x à y dans le graphe G.



Modélisation d'une appli
ation 17
1.2. Graphe de �ot de donnéesUne appli
ation peut être représentée plus �nement grâ
e à un graphe de �otde données. Celui-
i est également basé sur un dé
oupage de l'appli
ation en unensemble de tâ
hes. Cependant, un graphe de �ot de données prend en 
ompte plus�nement les a

ès réalisés sur les données partagées. Un graphe de �ot de données Gest un triplet (V;D;E). V est un premier ensemble de sommets, il 
orrespond auxtâ
hes. D est un se
ond ensemble de sommets, il 
orrespond aux données partagées.L'ensemble E est un ensemble d'ar
s, il dé
rit les a

ès réalisés par les tâ
hes sur lesdonnées partagées. S'il existe un ar
 entre une tâ
he x et une donnée d, alors 
elasigni�e que la tâ
he x réalise un a

ès en le
ture à la donnée d. S'il existe un ar
entre une donnée d et une tâ
he x, alors 
ela signi�e que la tâ
he x réalise un a

èsen é
riture à la donnée d. Ainsi E ne dé
rit pas les relations de pré
éden
e entreles tâ
hes, 
ependant 
elles-
i peuvent se déduire à partir des a

ès réalisés sur lesdonnées. La �gure 5 page 25 représente deux graphes de �ot de données di�érentsqui 
orrespondent au même graphe de pré
éden
e.L'utilisation d'une représentation �ne, ave
 graphe de �ot de données d'une appli-
ation parallèle, pour l'ordonnan
ement n'est utile que sous des modèles 
omplexes
omme LogP, nous le verrons dans le paragraphe 3.1.2. Cela explique pourquoi lesalgorithmes d'ordonnan
ement proposés dans la littérature se fondent très souventsur des graphes de pré
éden
e.1.3. Constru
tion de la représentation d'une appli
ationEn pratique, une question importante 
on
erne la 
onstru
tion d'une représen-tation d'une appli
ation parallèle. Cette représentation est essentielle pour pouvoirordonnan
er �nement l'appli
ation. Elle est souvent le résultat d'une phase dited'extra
tion du parallélisme. La déte
tion du parallélisme est obtenue par analysedes dépendan
es de données, et 
omme nous allons le voir, elle peut être e�e
tuéesoit par 
ompilation, soit dynamiquement au 
ours de l'exé
ution.Une première appro
he 
onsiste à re
her
her dire
tement le parallélisme présentdans un 
ode séquentiel. On parle dans 
e 
as de parallélisation automatique. Laparallélisation automatique d'un 
ode séquentiel est un problème di�
ile qui n'estpas pleinement résolu à 
e jour [Fea95, DRV00℄. Pour l'instant 
ette te
hnique estsurtout utilisée pour des stru
tures de bou
les imbriquées dont les indi
es sont desfon
tions a�nes, 
es stru
tures de bou
le sont appelées les nids de bou
le [BDSV98℄.



18 Motivation, modèles et 
on
eptsUne se
onde appro
he est d'utiliser des langages permettant de dé
rire expli
i-tement 
ette représentation. Dans 
e 
as là granularité des tâ
hes est 
hoisie par leprogrammeur. Pyrros est, par exemple, un outil de programmation parallèle dontl'obje
tif est de générer un 
ode MPI utilisable sur des ar
hite
tures distribuées.Pyrros utilise un langage permettant de dé
rire expli
itement des graphes de pré-
éden
e dont la taille est �xée à la 
ompilation [YG92℄. Le programme make, outilstandard (IEEE) utilisé pour la 
ompilation modulaire, est un autre exemple. Les�
hiers �Make�le�, permettent de dé
rire une stru
ture de graphe de pré
éden
e àgros grain. Cette stru
ture permet d'une part, à l'outil make de n'e�e
tuer que lare
ompilation des modules né
essaires après une modi�
ation, d'autre part il permetd'e�e
tuer des 
ompilations parallèles sur des ma
hines multipro
esseurs.La faiblesse de 
ette appro
he basée sur une des
ription expli
ite du graphe depré
éden
e de l'appli
ation est liée à son 
ara
tère statique. En e�et, elle ne permetpas de dé
rire une appli
ation dont le parallélisme dépend des données en entrées,
omme 
ela est souvent né
essaire. Ainsi le graphe de pré
éden
e d'une élimination deGauss dépend de la taille des matri
es ; le parallélisme présent dans une fa
torisationde matri
e 
reuse dépend lui aussi de la stru
ture de 
ette matri
e.Une dernière appro
he 
onsiste à laisser à un système d'exé
ution le soin de dé-
ouvrir le parallélisme d'une appli
ation au 
ours de son exé
ution. Plusieurs langageset librairies rentrant dans 
e 
adre ont été proposés. C'est la 
as de Jade [RL98℄ oud'Athapas
an1 [CDGR98℄. Je détaille maintenant plus pré
isément quelques idéesdéveloppées dans Athapas
an1, la librairie C++ parallèle développée au sein du pro-jet Apa
he. En Athapas
an1, la granularité des tâ
hes et des données est expli
ite.Le programme prin
ipal et les tâ
hes elles-mêmes peuvent ré
ursivement 
réer denouveaux objets partagés et de nouvelles tâ
hes. Les tâ
hes sont des objets dont unefon
tion membre permet l'exé
ution. Le parallélisme lui est impli
ite. Les relationsde pré
éden
e entre les di�érentes tâ
hes sont déduites des a

ès (le
ture, é
riture)e�e
tués par les tâ
hes sur les objets partagés. Le graphe de �ot de données de l'appli-
ation est alors 
onstruit dynamiquement et évolue ave
 l'exé
ution de l'appli
ation.Il o�re une vision �ne du futur de l'exé
ution. Il est ainsi possible de �dérouler� enpartie l'appli
ation pour utiliser ensuite un ordonnan
eur statique, 
'est à dire unordonnan
eur tirant partie de la 
onnaissan
e �ne de l'appli
ation. Doreille a montrédans sa thèse que 
ette appro
he était très prometteuse [Dor99℄. Il l'a notammentillustrée pour une fa
torisation numérique 
reuse de Cholesky dont le parallélismedépendait fortement de la stru
ture de la matri
e 
reuse. Les questions que posent
ette appro
he sont liées aux sur-
oûts à l'exé
ution engendrés par 
ette analyse.



Des
ription des di�érentes ma
hines parallèles 192. Des
ription des di�érentes ma
hines parallèlesPour ordonnan
er �nement une appli
ation parallèle, il est également né
essairede bien identi�er les paramètres 
lés qui re�ètent les ar
hite
tures parallèles sur les-quelles on envisage d'exé
uter des appli
ations. L'obje
tif est de proposer ensuite desmodèles réalistes prenant en 
ompte 
es paramètres. Pour 
ela, nous allons d'aborddé
rire les 
ara
téristiques importantes des ar
hite
tures parallèles. Historiquement,l'une des premières 
lassi�
ations des ma
hines parallèles est 
elle proposée par Flynn[Fly66℄. Il 
lasse les ma
hines parallèles selon le fait qu'elles disposent de un ou plu-sieurs �ots d'exé
ution et de un ou plusieurs �ots de données. Il distingue ainsi lesma
hines SISD, SIMD, MIMD qui en anglais signi�ent respe
tivement �single ins-tru
tion single data�, �single instru
tion multiple data� et �multiple instru
tionmultiple data�. Une ma
hine de type MIMD est 
onstituée d'un ensemble d'unitésde 
al
ul. Chaque unité de 
al
ul exé
ute des instru
tions qui lui sont propres.Cette 
lassi�
ation qui a eu son intérêt en son temps, est aujourd'hui obsolète,la plupart des ma
hines parallèles sont du type MIMD. On distingue aujourd'huid'une part les ar
hite
tures à mémoire partagée et d'autre part les ar
hite
tures àmémoire distribuée. Les ar
hite
tures à mémoire partagée de type multipro
esseurssymétriques (SMP) sont des ma
hines aujourd'hui très 
ourantes et très populaires.Elles o�rent une mémoire partagée dont le temps d'a

ès est uniforme (UMA). Celafa
ilite grandement la programmation, puisqu'il su�t simplement de lire ou é
rireen mémoire pour é
hanger des données en prenant soin tout de même d'utiliser desprimitives de syn
hronisation, sans a priori se sou
ier de la lo
alité des données.L'interfa
e de programmation Posix fournit un ensemble de primitives pour la pro-grammation e�
a
e de 
e type de ma
hine [Pth95℄. Cependant la 
on
eption te
h-nique de ma
hines SMP de grande taille pose des di�
ultés, notamment au niveaude la gestion de la 
ohéren
e de 
a
he [Ste90℄. D'autre part, dans un tel dispositif, lamémoire apparaît au 
entre du dispositif et l'a

ès à 
elle-
i est alors plus 
oûteux.Certaines ma
hines parallèles très haut de gamme 
omme les serveurs SGI Origin3000 proposent des mé
anismes physiques pour implanter des mémoires partagées�s
alables� à temps d'a

ès non uniforme (NUMA). L'ordre de grandeur en tempsd'un a

ès en mémoire distante est dans 
e 
as inférieur à la mi
ro-se
onde [SGI00℄ ;
ependant 
ela se fait souvent au dépend des temps d'a

ès en mémoire lo
ale.A l'opposé, les ar
hite
tures à mémoire distribuée sont 
onstituées d'un ensemblede n÷uds 
omposés 
ha
un d'une mémoire et d'un pro
esseur, 
onne
tés entre euxpar des réseaux. La mise en oeuvre d'appli
ations parallèles sur 
e type d'ar
hite
tureest déli
ate ; le programmeur doit gérer expli
itement les a

ès lo
aux et tenir 
omptedu fait que les a

ès à distan
e sont souvent beau
oup plus 
oûteux et 
e notammentdu fait des laten
es réseaux. En pratique 
es a

ès à distan
e sont réalisés grâ
e à une



20 Motivation, modèles et 
on
eptslibrairie d'é
hanges de message 
omme MPI [MPI95, MPI97℄. Le programmeur doitdans 
e 
as expli
itement appeler une fon
tion MPI �send� pour envoyer un messageà un n÷ud ave
 lequel il désire 
ommuniquer. Ce n÷ud ré
epteur doit expli
itementappeler une fon
tion MPI �re
eive� pour re
evoir le message envoyé par l'émetteur. Ilest également possible d'utiliser une mémoire virtuelle partagée 
omme Treadmarks[KDCZ94℄ ou SCIos [KHCR99℄. Dans 
e dernier 
as, on parle aussi de ma
hine detype NUMA, 
ar 
ette 
ou
he fournit une mémoire partagée dont le temps d'a

èsest non uniforme (NUMA).Du point de vue des ma
hines parallèles disponibles, 
es dernières années ont
onnues une évolution très rapide. Les 
onstru
teurs de ma
hines parallèles spé
ia-lisées sont en perte de vitesse. On assiste aujourd'hui à une montée en puissan
edes solutions basées sur l'inter
onnexion massive de 
omposants standards, on parleaussi de grappes. Il est aujourd'hui possible de 
onstruire des systèmes très hauteperforman
e à 
oût réduit en inter
onne
tant des 
omposants standards. Les per-forman
es o�ertes par les solutions PC - notamment 
elles équipées de pro
esseursré
ents, Intel Pentium4 et AMD Athlon - ont largement rattrapé leur retard sur lessolutions basées sur des pro
esseurs RISC traditionnels [Spe00℄. Cette évolution peuts'illustrer sur les ma
hines qui étaient disponibles au laboratoire ID-IMAG dans le-quel j'ai e�e
tué ma thèse. Quand, j'ai 
ommen
é ma thèse le laboratoire disposaitd'une ma
hine parallèle spé
ialisée : un IBM SP1 à 32 pro
esseurs (RS6000-66mhz).Aujourd'hui le laboratoire ID-IMAG en 
ollaboration ave
 HP dispose d'une grappede 225 PC d'entrée de gamme 
onne
tés entre eux par un réseau Fast-Ethernet, etenvisage d'a
heter une grappe d'une 
entaine de PC SMP bi-pro
esseur reliées entreeux par une réseau plus performant.Du point de vue des réseaux d'inter
onnexion, les n÷uds des grappes peuventêtre reliées entre eux soit par des réseaux ordinaires de type Fast Ethernet, soit pardes réseaux à faible laten
e 
omme par exemple Myrinet. Cependant, les laten
esréseaux restent importantes. Un réseau de type Fast Ethernet o�re une laten
e aumieux de l'ordre de 100 �s [Die98℄ et une bande passante théorique de 100 Mbit/se
.Les réseaux 
omme Myrinet o�rent des performan
es supérieures ave
 des laten
esde l'ordre de 10 �s et une bande passante de l'ordre de 1 Gbit/se
 [CR98℄. Ces
hi�res sont à 
omparer au temps de 
y
le pro
esseur 1 ns pour un pro
esseur à 1Ghz, ou aux temps d'a

ès à une mémoire qui sont de l'ordre de 50 ns. La bandepassante d'une mémoire est elle de l'ordre de 16.8 Gbit/se
 (bande passante pourune mémoire de type DDR que l'on trouve dans les PC de bureaux). D'autre part
es laten
es sont 
elles potentiellement o�ertes par le support matériel, 
ependant lesur
oûts logi
iels sont souvent très importants. Ils sont dus à mauvaise intera
tionentre le système, les noyaux de 
ommuni
ation et les noyaux de multiprogrammationlégère. Ce problème est parti
ulièrement 
ritique dans l'utilisation de réseaux rapides.Il 
onvient souvent de repenser 
es interfa
es a�n de ramener 
e sur
oût logi
iel àun niveau 
ompatible ave
 les faibles laten
es des réseaux, des interfa
es 
omme lesmessages a
tifs permettent 
ela [vCGS92℄.
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ations 21Si l'on opte pour une des
ription d'une appli
ation basée sur un graphe à grain �n,il apparaît don
 né
essaire de prendre en 
ompte le temps de 
es 
ommuni
ations quipeuvent être largement supérieurs aux temps d'exé
ution d'une tâ
he. La laten
e d'unréseau Ethernet 
orrespond par exemple à 105 
y
les pro
esseurs d'un pro
esseur
aden
é à 1 Ghz.Les grappes de PC sont souvent 
onstituées de pro
esseurs homogènes ayant lesmêmes vitesses (ou tout au moins des vitesses du même ordre de grandeur), 
'estpourquoi dans 
ette thèse nous avons 
hoisi de ne pas 
onsidérer l'hétérogénéité devitesses 
omme un paramètre 
lé. D'autre part les laten
es d'a

ès entre des ma
hinesdi�érentes d'une grappe semblent peu sensibles à la lo
alisation exa
te des ma
hines,et à la topologie du réseau. Cependant, dans une optique �méta-
omputing� ; et ave
l'apparition de réseaux haut-débits et longue distan
e 
omme VTHD [VTH99℄, il estmaintenant envisageable d'inter
onne
ter plusieurs grappes de PC pour exé
uter unemême appli
ation parallèle. Dans un tel 
as, la topologie du réseau et notamment son
ara
tère hiérar
hique apparaît essentiel. Cette hiérar
hie est également importantelorsque l'on 
onsidère des inter
onnexions de ma
hines SMP dans une grappe.Prendre en 
ompte les temps des 
ommuni
ations dans la dé
ision d'ordonnan
e-ment est l'un des fa
teurs 
lés pour l'exploitation e�
a
e des ar
hite
tures a
tuelles.D'autre part, 
e fa
teur semble d'autant plus important que l'on envisage l'inter-
onnexion de ma
hines distantes, il a une importan
e 
apitale dans les ar
hite
turesré
entes 
omme les grappes de PC.3. Modélisation des 
ommuni
ationsPour prendre en 
ompte les 
ommuni
ations, deux appro
hes sont prin
ipalementenvisageables. La première 
onsiste à modéliser expli
itement les 
ommuni
ations en
onsidérant les 
oûts dire
ts qu'elles induisent. Les problèmes d'ordonnan
ement quien résultent sont pro
hes des problèmes d'ordonnan
ement 
lassiques. Ils 
onsistenttrès souvent à trouver pour 
haque tâ
he où l'exé
uter (
hoix d'un pla
ement) età quelle date l'exé
uter. La se
onde appro
he est fondée sur une prise en 
ompteimpli
ite des 
ommuni
ations. Elle s'appuie sur un modèle d'appli
ation où les tâ
hesqui la 
omposent sont elles-mêmes des a
tivités parallèles pouvant s'exé
uter sur unnombre variable de pro
esseurs ave
 une e�
a
ité variable dépendant notammentdes 
oûts de 
ommuni
ations. Il s'agit du modèle des tâ
hes malléables. Nous allonsmaintenant présenter en détail 
es deux appro
hes.
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3.1. Les modèles à 
ommuni
ations expli
itesLa première façon de prendre en 
ompte les 
ommuni
ations est de modéliserexpli
itement les 
oûts qu'elles induisent. Ainsi, si l'on 
onsidère une appli
ationdé
rite à l'aide d'un graphe de pré
éden
e et deux tâ
hes de 
ette appli
ation liéespar une relation de pré
éden
e, on peut alors introduire par exemple un sur
oûtdû à l'envoi d'un message ou bien une laten
e induite par le réseau si 
es deuxtâ
hes sont pla
ées sur deux pro
esseurs di�érents. D'autres paramètres 
omme la
ongestion du réseau peuvent aussi être pris en 
ompte. Deux 
ritères apparaissentalors antagonistes dans le 
hoix de 
ette modélisation 
omme d'ailleurs dans denombreuses autres modélisations : la simpli
ité du modèle et le réalisme du modèle.La simpli
ité d'un modèle de 
ommuni
ation permet d'obtenir et de 
onstruire desalgorithmes d'ordonnan
ement e�
a
es notamment d'un point de vue théorique. Sile modèle est trop 
omplexe il est alors extrêmement di�
ile de trouver un algorithmed'ordonnan
ement prenant en 
ompte les di�érentes subtilités du modèle. Cependant,
ette simpli
ité se fait souvent au détriment du réalisme de la modélisation des
ommuni
ations, et des 
oûts pourtant importants peuvent être négligés. Nous allonsmaintenant passer en revue les di�érents modèles qui ont été proposés.3.1.1. Les modèles délaiL'un des premiers modèles proposé pour prendre en 
ompte les 
ommuni
ationsest le modèle délai UECT (Unit Exe
ution and Communi
ation Time). Il a été in-troduit par Rayward-Smith [RS87℄. Comme son nom l'indique, 
e modèle 
onsidèreque toutes les tâ
hes ont une même durée unitaire. D'autre part 
e modèle supposeque si une donnée doit être transmise entre deux tâ
hes x et y pla
ées sur des pro-
esseurs di�érents, alors un délai de 
ommuni
ation de durée unitaire est né
essaire,
'est à dire que la tâ
he y ne peut 
ommen
er à s'exé
uter qu'une unité de tempsaprès la terminaison de la tâ
he x. La �gure 2 illustre le modèle UECT. Elle présented'une part un graphe de pré
éden
e ave
 le pla
ement des tâ
hes, et d'autre partun diagramme de Gantt représentant un ordonnan
ement valide sous le modèle délaiUECT. Il s'agit d'une représentation très 
lassique où l'abs
isse représente le tempset l'ordonnée représente les pro
esseurs.Les modèles délais 
onsidèrent 
omme l'illustre la �gure2, qu'il est possible d'exé-
uter des tâ
hes pendant l'envoi et la ré
eption des messages. Cela revient à supposerque l'envoi d'un message ne né
essite pas l'utilisation du pro
esseur. En pratique 
ere
ouvrement des 
ommuni
ations par des 
al
uls peut être appro
hé par l'exé
ution
on
urrente de plusieurs pro
essus légers (threads) sur 
haque pro
esseur [Gin97℄,
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Figure 2 � A gau
he, un graphe de pré
éden
e et un pla
ement des tâ
hes sur deuxpro
esseurs p1 et p2. A droite un diagramme de Gantt d'un ordonnan
ement validesous le modèle délai UECT. Les zones ha
hurées représentent les périodes d'ina
tivitédes pro
esseurs. Les lignes en pointillé symbolisent le délai de 
ommuni
ation. Lestâ
hes t3 et t6 sont exé
utées pendant l'envoi de messages, il y a re
ouvrement des
al
uls par les 
ommuni
ations.ou par l'utilisation de primitives de 
ommuni
ations non bloquantes.Le modèle délai UECT a par la suite été étendu. L'une des prin
ipales faiblessesdu modèle UECT est son très faible degré de réalisme. Il n'o�re en e�et au
unelatitude pour prendre en 
ompte la variabilité du 
oût des 
ommuni
ations entre lesdi�érentes ar
hite
tures. Il suppose aussi que l'utilisateur 
hoisisse pour dé
rire sonappli
ation une granularité, 
'est à dire un temps d'exé
ution pour les tâ
hes de sonappli
ation, égale au temps des 
ommuni
ations. Cela parait très déli
at. Papadimi-triou et Yannakakis [PY90℄ ont notamment étendu le modèle délai. Le modèle qu'ilsont proposé est toujours basé sur un temps d'exé
ution unitaire pour les di�érentestâ
hes, mais ils 
onsidèrent que le délai de 
ommuni
ation est 
ette fois un délai �variable et potentiellement grand. Nous appellerons par la suite LCT (Large 
om-muni
ation time) 
e nouveau modèle. La �gure 3 représente le diagramme de Ganttd'un ordonnan
ement valide sous 
e modèle.Ce modèle permet de modéliser, au moins partiellement la di�éren
e des 
oûts de
ommuni
ation sur di�érentes ar
hite
tures parallèles. Plus pré
isément il modélisee�
a
ement des temps de laten
e réseau. Cependant il suppose de disposer d'unréseau parfait, sans 
ongestion. Il suppose également soit de disposer d'un réseau ave
une bande passante in�nie, soit de supposer que les données devant être transmisesont toutes la même taille ou tout au moins le même ordre de grandeur. En e�et, le
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Pro
esseursp2p1 t2t1 t5t3
Temps

t7t6t4Figure 3 � Un diagramme de Gantt d'un ordonnan
ement valide sous le modèle délaiLCT ave
 un délai � = 2 pour le graphe de l'appli
ation de la �gure 2.délai de 
ommuni
ation � ne dépend pas de la taille des données à transmettre. Desmodèles délai plus �ns ont notamment été proposés par Hwang et al. [ACHL89℄. Ilsont proposé de 
onsidérer un délai de 
ommuni
ation dépendant d'une part de lataille des données à transmettre, et d'autre part de la topologie du réseau. Le délaide 
ommuni
ation dépend alors aussi de la paire de pro
esseurs qui 
ommuniquent.3.1.2. Des modèles plus �nsComme nous le verrons dans le 
hapitre suivant, les modèles délai ont été lar-gement étudiés. Cependant ils négligent 
ertains aspe
ts pouvant être en pratiqueimportants 
omme notamment les sur
oûts à l'envoi de message ou la 
ongestiondu réseau. En e�et pour e�e
tuer des 
ommuni
ations, il est parfois né
essaire d'ef-fe
tuer lo
alement plusieurs 
opies des régions mémoires 
ontenant les données àtransmettre. Ces 
opies peuvent être en pratique 
oûteuses, de nombreuses études
her
hent d'ailleurs à éviter 
es 
opies [TK95, WBT99℄. Le modèle LogP [CKP+96℄permet de mieux prendre en 
ompte 
es 
oûts. Dans 
elui-
i, le 
oût des 
ommu-ni
ations est alors modélisé à l'aide de trois paramètres L, o et g. Le paramètreL modélise la laten
e réseau, le paramètre o (pour overhead en anglais) permet deprendre en 
ompte un sur-
oût lo
al à l'envoi et la ré
eption des messages. En�n, leparamètre g (pour gap en anglais) dé
rit le temps minimal entre deux opérations de
ommuni
ation sur un même pro
esseur, 
ela permet de limiter le nombre de mes-sages en transit sur le réseau. Ainsi les modèles ave
 délais de 
ommuni
ation sontdes 
as parti
uliers du modèle LogP, 
ar il su�t de prendre o = g = 0. La �gure 4permet de bien 
omprendre le modèle LogP.La première dé�nition du modèle LogP ne 
onsidère que des petits messages detaille 
onstante, 
ependant il a été étendu par la suite, pour prendre en 
onsidérationdes tailles de messages variables [AISS97, ELW97℄. Les paramètres L, o et g sont
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Pro
esseursp2p1 t2t1 t3 t5 t4 t6 t7
TempsFigure 4 � Un diagramme de Gantt d'un ordonnan
ement sous le modèle LogP ave
un délai L = 1 et un sur-
oût o = 1=2 pour le graphe de l'appli
ation de la �gure 2.Les zones grisées sombres représentent les sur
oûts dus à l'envoi et à la ré
eption demessages.alors des fon
tions a�nes de la taille du message à 
ommuniquer. Dans 
e 
as, ilest alors né
essaire d'utiliser une modélisation très �ne de l'appli
ation. Un graphede pré
éden
e ne permet pas de dé
rire su�samment pré
isément l'appli
ation et ilest alors né
essaire d'utiliser une modélisation plus �ne d'une appli
ation 
omme ungraphe de �ot de données. En e�et, si une tâ
he produit deux résultats et 
ommunique
es résultats à deux tâ
hes pla
ées sur un pro
esseur di�érent, alors les 
oûts des
ommuni
ations sont di�érents de 
eux intervenant dans le 
as ou un même résultatserait 
ommuniqué à 
es tâ
hes. La �gure 5 illustre 
ela.t1

t2 t3
t1

t2 t3Figure 5 � Deux graphes des �ots de données di�érents 
orrespondant au mêmegraphe de pré
éden
e. Les �ronds� représentent les tâ
hes, et les �re
tangles� repré-sentent les données.Il existe également d'autres modèles prenant en 
ompte les 
ommuni
ations
omme BSP [Val90℄. L'idée prin
ipale de 
e modèle est de séparer les phases de
al
ul des phases de 
ommuni
ations, en 
onsidérant une su

ession de super-étapes
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on
epts(de l'anglais super-step). Les opérations de 
ommuni
ation utilisées sont alors prin-
ipalement des syn
hronisations globales et des 
ommuni
ations de type �tous verstous�. Ce modèle est à rappro
her d'un paradigme de programmation. Nous avons
hoisi de ne pas nous intéresser à 
e type de modèle dans 
ette thèse.3.2. Le modèle des tâ
hes malléablesA l'opposé des modèles à 
ommuni
ations expli
ites, le modèle des tâ
hes mal-léables est une autre appro
he pour la parallélisation d'appli
ation. L'idée prin
ipaledu modèle des tâ
hes malléables est de prendre en 
ompte les 
ommuni
ations demanière impli
ite en grossissant le grain de 
al
ul. Le modèle des tâ
hes malléablesa été introduit par [TWY92℄ ; il est issu du modèle de tâ
hes parallèles [DL89℄ dontil est très pro
he. Intuitivement, une tâ
he malléable est le regroupement d'un en-semble de tâ
hes séquentielles. Une tâ
he malléable peut être exé
utée en parallèlesur un nombre de pro
esseurs variable ave
 un temps d'exé
ution dépendant de 
enombre de pro
esseurs. Ce nombre de pro
esseurs sera 
hoisi par la politique d'ordon-nan
ement mais il reste 
onstant au 
ours de l'exé
ution d'une tâ
he malléable. Lesdi�érentes tâ
hes malléables qui 
omposent une appli
ation peuvent être ou non liéespar des relations de pré
éden
e. On parle alors de tâ
hes malléables indépendantes,et de tâ
hes malléables ave
 relation de pré
éden
e. Ces relations de pré
éden
e sontalors modélisées 
lassiquement à l'aide d'un graphe de pré
éden
e.Le modèle des tâ
hes malléables permet une parallélisation à deux niveaux. Ene�et on peut exploiter le parallélisme à l'intérieur d'une tâ
he malléable. Le tempsd'exé
ution d'une tâ
he malléable dépend du nombre de pro
esseurs qui exé
utent
ette tâ
he. Ce temps est fourni par l'utilisateur qui 
onnaît son appli
ation ; ilpeut être issu par exemple d'une mesure lors d'une exé
ution pré
édente. Ce tempsd'exé
ution prend en 
ompte les temps des 
ommuni
ations qui se produisent lorsquel'on exé
ute une tâ
he malléable sur plusieurs pro
esseurs. Il dépend également duparallélisme intrinsèque de la tâ
he. D'autre part, le modèle des tâ
hes malléablespermet d'exploiter le parallélisme entre di�érentes tâ
hes malléables. Dans le 
adre dumodèle des tâ
hes malléables les temps de 
ommuni
ations entre di�érentes tâ
hesmalléables sont très souvent négligés. Cela peut se justi�er par la taille du grain,
'est à dire par le fait que le temps d'exé
ution d'une tâ
he malléable est relativementimportant par rapport aux 
ommuni
ations, 
ar il s'agit d'un regroupement de tâ
hesséquentielles.Le modèle des tâ
hes malléables o�re don
 une vision stru
turée d'une appli
a-tion. Cette vision re�ète très souvent sa stru
ture logique. Elle s'adapte don
 trèsbien à des appli
ations tels que la dé
omposition de domaine. Au 
ours de son travailde thèse, Grégory Mounié a évalué l'utilité pratique du modèle des tâ
hes malléables[BDMT99℄. Il a notamment montré l'utilité de 
elui-
i pour la parallélisation d'une
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ation d'o
éanographie à grande é
helle. Pour mieux saisir les problèmes quenous 
onsidérons, nous avons 
hoisi d'illustrer 
eux-
i sur 
ette appli
ation d'o
éa-nographie. Celle-
i permet de modéliser la 
ir
ulation o
éanique sur un domaine telque l'o
éan Atlantique Nord. Elle est fondée sur la résolution appro
hée des équa-tions de Navier-Stokes à l'aide d'un s
héma aux di�éren
es �nies sur un maillageadaptatif [BD99℄. Le s
héma d'approximation numérique est basé sur une dis
réti-sation de l'o
éan en espa
e et en temps. Le maillage est 
onstitué d'un ensemble degrilles. Cha
une d'elles modélise une zone de l'o
éan. En fon
tion des besoins, desturbulen
es ou des évolutions lo
ales au 
ours du temps, on souhaite avoir une des-
ription plus �ne de 
ertaines grilles. Une grille �lle imbriquée dans une grille parent
orrespond à un ra�nement en espa
e et en temps de 
ette dernière. A partir de 
etarbre de ra�nement, il est possible d'en déduire un graphe de pré
éden
e dé
rivantl'appli
ation. Dans 
e 
as, le graphe de pré
éden
e est série-parallèle.La �gure 6 représente un arbre de ra�nement et le graphe de pré
éden
e asso
ié.Chaque 
al
ul d'intégration sur une grille peut être 
al
ulé sur plusieurs pro
esseurs,l'utilisation du modèle des tâ
hes malléables se prête don
 très bien à la parallélisa-tion de 
ette appli
ation.

E
AB1

B2
C1
C2D1;1D1;2D2;1D2;2

E1;1E1;2E2;1E2;2
Æt2

Æt
Æt4

A
D

B C
Figure 6 � Un arbre de ra�nement, et le graphe de pré
éden
e asso
ié.Dans le 
adre du modèle des tâ
hes malléables, le problème de l'ordonnan
ement
onsiste alors à trouver sur quel ensemble de pro
esseurs exé
uter 
haque tâ
he etdans quel ordre. Une interprétation géométrique permet de mieux 
omprendre leproblème. La �gure 7 représente à l'aide d'un diagramme de Gantt un exempled'ordonnan
ement valide pour le graphe de pré
éden
e pré
édent.Le modèle des tâ
hes malléables o�re don
 une alternative aux modèles plus
lassiques basés sur des 
ommuni
ations expli
ites tels que les modèles délai. En e�et,
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Figure 7 � Un ordonnan
ement sous le modèle des tâ
hes malléables du graphe depré
éden
e de l'appli
ation dé
rite �gure 6.
eux-
i ne prennent souvent en 
ompte que partiellement le 
oût des 
ommuni
ations.De plus l'ordonnan
ement sous 
es modèles est un problème très déli
at. Comme nousallons le voir dans le 
hapitre suivant, les algorithmes proposés dans la littérature nesont que partiellement satisfaisants.4. Con
lusion partielleDans 
e 
hapitre, nous avons présenté di�érentes appro
hes pour modéliser uneappli
ation parallèle et notamment les graphes de pré
éden
e, que nous utiliseronstout au long de 
ette thèse. En pratique, une question importante est 
elle de la
onstru
tion de 
ette représentation. Les langages parallèles de haut niveau 
ommeAthapas
an1 apportent une réponse à 
e problème. En 
onstruisant dynamiquementle graphe de �ot de données de l'appli
ation, ils permettent l'utilisation d'algorithmesd'ordonnan
ements statiques dans un 
adre large.Nous avons ensuite abordé la des
ription des ma
hines parallèles. L'un des points
lés est le 
oût très important lié aux 
ommuni
ations. Une première solution 
onsisteà utiliser des réseaux à faible laten
e ainsi que des interfa
es logi
iels adaptées à 
esréseaux rapides, a�n de réduire l'impa
t de 
es 
oûts. Une se
onde dire
tion 
omplé-mentaire 
onsiste à prendre en 
ompte 
es 
oûts de 
ommuni
ation dans la dé
isiond'ordonnan
ement. L'obje
tif est alors d'utiliser la 
onnaissan
e �ne de l'appli
ationpour pla
er judi
ieusement les di�érents 
al
uls de façon à minimiser le nombre de
ommuni
ations réellement e�e
tuées.
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lusion partielle 29Di�érents modèles ont été proposés pour prendre en 
ompte 
es 
ommuni
ations.Nous avons distingué parmi 
eux-
i deux grandes familles de modèles : les modèlesà 
ommuni
ations expli
ites et le modèle des tâ
hes malléables. Dans le 
hapitresuivant, nous présentons les di�érents résultats obtenus pour l'ordonnan
ement sous
es modèles.
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Ordonnan
ement ave
 prise en 
omptedes 
ommuni
ations CHAPITRE2
Dans le 
adre du 
al
ul parallèle, l'ordonnan
ement est la dé
ision qui 
on-siste à 
hoisir où et quand exé
uter les di�érentes tâ
hes d'une appli
ation. Surles ar
hite
tures à mémoire distribuée, les 
oûts des 
ommuni
ations peuventsouvent être très importants. Prendre en 
ompte 
es 
oûts de 
ommuni
ationsdans la dé
ision d'ordonnan
ement apparaît don
 
omme une né
essité pour ob-tenir une exé
ution e�
a
e. Di�érents modèles ont été proposés pour prendre en
ompte 
es 
ommuni
ations. Deux grandes familles ont été envisagées : les mo-dèles à 
ommuni
ations expli
ites et les modèles des tâ
hes malléables. Ils sontdé
rits dans le 
hapitre pré
édent. Les modèles à 
ommuni
ations expli
ites mo-délisent dire
tement plus ou moins �nement les 
oûts des 
ommuni
ations. Leplus 
onnu des modèles de 
e type est le modèle délai. Le modèle des tâ
hesmalléables s'appuie sur un modèle d'appli
ation où les tâ
hes qui la 
omposentsont elles-mêmes des a
tivités potentiellement parallèles. Ces tâ
hes peuvents'exé
uter sur un nombre variable de pro
esseur ave
 une e�
a
ité variable dé-pendant notamment des 
oûts de 
ommuni
ations. Dans 
e 
hapitre, nous nousintéressons aux di�érents problèmes d'ordonnan
ement induit par 
es modèles.Nous présenterons notamment les résultats obtenus pour les problèmes d'ordon-nan
ement sous les modèles de type délai 
ar 
eux-
i ont été largement étudiés.Puis nous terminerons par les résultats 
onnus pour l'ordonnan
ement sous lemodèle des tâ
hes malléables et sous des modèles pro
hes.
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32 Ordonnan
ement ave
 prise en 
ompte des 
ommuni
ations1. Ordonnan
ement sous le modèle délaiDans le 
adre des modèles délai, les problèmes d'ordonnan
ement 
onsistent à
hoisir pour 
haque tâ
he, d'une part un pla
ement, 
'est-à-dire un pro
esseur surlequel elle sera exé
utée, et d'autre part une date d'exé
ution. Pour que l'ordonnan-
ement soit valide, il faut qu'il respe
te les 
ontraintes imposées par la modélisationdes 
ommuni
ations. Lorsque le problème d'ordonnan
ement suppose un nombre nonborné de pro
esseurs, nous parlerons par la suite de problème de regroupement1 . Lenom regroupement s'explique par le fait que le problème 
onsiste alors à former desgroupes ordonnés de tâ
hes qui seront exé
utées sur un même pro
esseur. Lorsquel'on prend en 
ompte des délais de 
ommuni
ation, il peut être intéressant d'exé
uterplusieurs fois la même tâ
he sur des pro
esseurs di�érents. Cela peut être utile lors-qu'une tâ
he a de nombreuses tâ
hes su

esseurs, dupliquer 
ette tâ
he sur plusieurspro
esseurs permet alors d'exé
uter les tâ
hes su

esseurs plus t�t. Dans le 
as de ladupli
ation, la dé
ision d'ordonnan
ement 
onsiste à 
hoisir plusieurs pro
esseurs etplusieurs dates d'exé
ution pour 
haque tâ
he.Dans 
e paragraphe, nous allons présenter tout d'abord la 
omplexité des pro-blèmes d'ordonnan
ement sous les modèles ave
 délai de 
ommuni
ation. Nous ver-rons que très souvent les problèmes d'ordonnan
ement résultants sont NP-di�
iles.Fa
e à l'impossibilité de résoudre 
es problèmes en temps polyn�mial et raisonnable(sous réserve que P 6= NP), une solution souvent adoptée 
onsiste à se tourner versles algorithmes d'approximation. Nous présenterons don
 les di�érents algorithmesd'approximation proposés pour 
es problèmes. En�n nous terminerons par di�érentesheuristiques utilisées en pratique.1.1. ComplexitéPour désigner les di�érents problèmes d'ordonnan
ement, nous utilisons danstoute la suite de 
e paragraphe la notation à trois 
hamps � j � j 
 introduite parLawler et al. [Law82℄ et étendu ensuite par Veltman et al. [VLL90℄ pour prendre en
ompte les problèmes ave
 délai de 
ommuni
ation. Le premier 
hamp � dé
rit lesressour
es du système. Dans notre 
as, 
ela 
orrespond au nombre de pro
esseurs.Le premier 
hamp peut être égal à P1, P ou Pm, pour désigner respe
tivement unnombre in�ni de pro
esseurs, un nombre borné de pro
esseurs ou un nombre �xé depro
esseurs. Le deuxième 
hamp � dé
rit la stru
ture du graphe de pré
éden
e (pre
1
lustering
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as d'un graphe quel
onque, tree dans le 
as d'un arbre, ...). Le deuxième
hamp pré
ise également le délai de 
ommuni
ation 
onsidéré noté 
 et le temps destâ
hes noté p. Si par exemple, le deuxième 
hamp est tree; 
 = 1; p = 1 alors 
ela
orrespond à l'ordonnan
ement d'un arbre sous le modèle UECT qui a été présentédans le 
hapitre pré
édent. Ce 
hamp pré
ise aussi si l'on 
onsidère la dupli
ation,elle est alors notée dup ou la préemption notée pmtn. En�n le troisième 
hamp 

orrespond à l'obje
tif du problème. Au 
ours de 
ette thèse nous nous intéressonsex
lusivement à minimiser la durée total d'exé
ution d'un ordonnan
ement 2 ; 
e
ritère est habituellement noté Cmax.L'un des premiers résultats de 
omplexité 
onnu 
on
erne le problème de l'or-donnan
ement sous un modèle UECT sur un nombre borné de pro
esseurs [RS87℄.Le problème d'ordonnan
ement P j pre
; p = 1; 
 = 1 j Cmax est NP-di�
ile.Ce résultat a par la suite été étendu au 
as d'un nombre non borné de pro
es-seurs [Pi
95℄. Nous pouvons remarquer que 
e dernier problème était fa
ile dans le
as où les délais de 
ommuni
ations étaient négligés. Cependant si l'on 
onsidèrela possibilité de dupliquer des tâ
hes alors un résultat original a été trouvé parColin et Chrétienne [CC91℄, ils ont notamment montré que le problème de regrou-pement P1 j pre
; pj = 1; 
j = 1; dup j Cmax était polynomial. Un autre résul-tat sur la 
omplexité a été démontré par Hoogeven et al. : �dé
ider si le problèmeP j biparti; pj = 1; 
j = 1 j Cmax admet un ordonnan
ement de durée inférieure ouégale à 4� est un problème NP-
omplet [HLV94℄, 
ela implique qu'il n'existe pasd'algorithme d'approximation ave
 une garantie de performan
e meilleure que 5=4pour le problème P j pre
; pj = 1; 
j = 1 j Cmax si P est di�érent de NP .Si l'on 
onsidère des modèles prenant en 
ompte des grands délais de 
ommuni-
ations 
omme le modèle LCT présenté dans le 
hapitre pré
édent, alors les pro-blèmes d'ordonnan
ement semblent plus 
omplexes. D'un point de vue de leurs
omplexités, ils sont très souvent NP-di�
iles, et 
e même pour des stru
turesde graphes simples. Ainsi, Jakoby et al.. ont montré que le problème de regrou-pement P1 j binary tree; pj = 1; 
 j Cmax était NP-di�
ile [JR92℄. Ré
emment,Afrati et al.. ont montré que 
e même problème d'ordonnan
ement sur 2 pro
es-seurs (le problème P2 j binary tree; pj = 1; 
 j Cmax) était �déjà� NP-di�
ile[ABFM99℄. En�n, dans le 
as de grand temps de 
ommuni
ation, même si l'on
onsidère la dupli
ation, Papadimitriou et Yannakakis ont montré que le problèmeP1 j pre
; p = 1; 
; dup j Cmax était NP-di�
ile [PY90℄. Un état de l'art plus 
om-plet de la 
omplexité des problèmes d'ordonnan
ement sous les modèles délais a étépublié par Chrétienne et Pi
ouleau [CCLL95℄.
2makespan
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ompte des 
ommuni
ations
1.2. Algorithmes d'approximationNous avons vu que les problèmes d'ordonnan
ement sous des modèles ave
 délaide 
ommuni
ation sont très souvent NP-di�
iles. Fa
e à l'impossibilité de résoudre
eux-
i en temps polyn�mial, une solution intéressante 
onsiste à se tourner vers lesalgorithmes d'approximation. Intuitivement l'idée 
onsiste à �sa
ri�er� une partie dela qualité de la solution obtenue en é
hange d'un temps de 
al
ul polyn�mial. Unalgorithme est une k-approximation si pour toute instan
e du problème la solutionobtenue n'ex
ède pas la solution optimale d'un rapport au plus k. On parle aussi de lagarantie de performan
e de l'algorithme. Le 
adre des algorithmes d'approximationdépasse largement les problèmes d'ordonnan
ement, un ex
ellent état de l'art de
eux-
i peut être trouvé dans le livre de Ho
hbaum [Ho
96℄.Historiquement l'un des premiers algorithmes d'approximation proposé l'a étédans le 
ontexte de l'ordonnan
ement. Il s'agit des algorithmes de liste introduits parGraham [Gra66℄. Remarquons qu'à 
ette époque la notion de problème NP-
ompletn'existe pas en
ore ; elle sera introduite peu après par Cook [Coo71℄. Les algorithmesde liste, introduits par Graham, sont l'une des premières heuristiques proposées pourles problèmes d'ordonnan
ement de tâ
hes ave
 relation de pré
éden
e sur un nombrem de pro
esseurs. Les algorithmes de liste sont basés sur une allo
ation gloutonnedes tâ
hes aux pro
esseurs. L'idée 
onsiste à ne pas laisser un pro
esseur ino

upé àun instant t si il peut exé
uter une tâ
he à 
et instant. Dans le modèle 
onsidéré, unetâ
he peut être exé
utée à l'instant t si et seulement si tous ses prédé
esseurs ont déjàété exé
utés auparavant ; on dit aussi que la tâ
he est prête. Graham a notammentmontré le résultat suivant.Proposition 1 [Garantie de Graham℄. La durée d'un ordonnan
ement 
al
ulé àl'aide d'un algorithme de liste !liste est inférieure à !1m + (1� 1m)!1, où !1 désignele temps d'exé
ution sur un seul pro
esseur et !1 désigne le temps d'exé
ution surune in�nité de pro
esseurs.Comme !1m et !1 sont des bornes inférieures triviales du temps d'exé
ution d'unordonnan
ement, on en déduit le résultat très 
onnu suivant. Les algorithmes de listesont des algorithmes d'approximation dont la garantie de performan
e est 2� 1=m.De nombreux résultats d'approximation ont été proposés pour des modèles pre-nant en 
ompte des petits délais de 
ommuni
ation [LKV96, HM97, Gol99℄. In-tuitivement 
ela s'explique par le fait que 
es modèles sont pro
hes des modèlesd'ordonnan
ement sans 
oût de 
ommuni
ation. Il est fa
ile de 
onstruire, à partird'une k-approximation dans un modèle sans 
ommuni
ation, une 2k-approximationdans un modèle ave
 petit délai de 
ommuni
ation. Il su�t de 
onsidérer que la
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ution de 
haque tâ
he augmente du délai de 
ommuni
ation. Dans 
e
ontexte, l'obje
tif des di�érentes études a souvent été d'obtenir des algorithmesd'approximation ave
 une meilleure garantie. Hanen et Munier ont par exemple pro-posé un algorithme d'approximation dont la garantie est 2� 1=m pour le problèmeP j pre
; p = 1; 
 = 1; dup j Cmax, 
'est-à-dire la même garantie que pour les algo-rithmes de liste dans le 
ontexte sans 
ommuni
ation [HM97℄. Pour les problèmesd'ordonnan
ement sous des modèles plus réalistes prenant en 
ompte des grandstemps de 
ommuni
ations 
omme le modèle LCT, les algorithmes d'approximationproposés, en dehors de 
eux dont la garantie dépend linéairement du délai de 
om-muni
ation � sont beau
oup plus rares. Nous allons maintenant les présenter. Nousreviendrons par la suite sur les algorithmes dont la garantie dépend linéairementde �.Dans le 
as d'un grand délai de 
ommuni
ation, Papadimitriou et Yannakakis ontles premiers proposé un algorithme d'approximation de garantie 
onstante. Ils ont pro-posé pour le problème du regroupement ave
 dupli
ation P1 j pre
; p = 1; 
; dup jCmax un algorithme ave
 une garantie de 2. Celui-
i est basé sur l'introdu
tion d'uneborne inférieure �ne et dé�nie indu
tivement de la date d'exé
ution d'une tâ
he. Plu-sieurs auteurs ont par la suite étendu 
e résultat au 
as d'un délai de 
ommuni
ationvariable, dépendant des tâ
hes qui 
ommuniquent [JCL96, AK98, AD98℄. Ces résul-tats d'algorithmes d'approximation 
onstante pour les problèmes d'ordonnan
ementave
 grand délai de 
ommuni
ation et des stru
tures de graphe de pré
éden
e arbi-traires sont à notre 
onnaissan
e les seuls 
onnus. Malheureusement, ils ne sont pasutilisables en pratique. Le �travail� qu'ils engendrent de par la dupli
ation n'est pasborné relativement à la taille du graphe. Le nombre de tâ
hes réellement exé
utéespeut être très important. Dans 
e 
as il n'est alors pas possible de �replier� e�
a
e-ment le regroupement obtenu sur un nombre borné de pro
esseurs pour obtenir unordonnan
ement qui puisse être utilisé en pratique.Pour des stru
tures générales de graphes, et pour le même problème d'ordon-nan
ement mais sur un nombre borné de pro
esseurs P j pre
; p = 1; 
; dup j Cmax,Rapine a proposé dans sa thèse une extension originale des algorithmes de liste[Rap99℄. Il a montré qu'il était possible d'obtenir un algorithme dont la garantie deperforman
e dépendait de O(p�). La te
hnique utilisée 
onsiste à limiter le nombrede tâ
hes qu'il faut dupliquer pour exé
uter une tâ
he. Dans le 
as de stru
turesde graphe parti
ulières un résultat très intéressant a été proposé par Munier. Ellea proposée un algorithme d'approximation 
onstante pour le problème du regroupe-ment sans dupli
ation P1 j out � tree; p = 1; 
 j Cmax [Mun99℄. Ce résultat est lepremier résultat d'approximation 
onstante pour le problème de regroupement sansdupli
ation et ave
 grand délai de 
ommuni
ation.Ainsi, à notre 
onnaissan
e, dans le 
as de stru
tures de graphes générales, iln'existe pas d'algorithme d'approximation 
onstante ni pour le problème du regrou-pement sans dupli
ation ni pour le problème de l'ordonnan
ement ave
 dupli
ationsur un nombre borné de pro
esseurs sous des modèles prenant en 
ompte des 
om-
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ompte des 
ommuni
ationsmuni
ations 
oûteuses. Il n'existe pas non plus de résultat qui prouve que 
ela soitimpossible 3. Cependant dans le 
as où l'on 
onsidère que le graphe n'est pas 
onnuà l'avan
e et est dé
ouvert au fur et à mesure de l'exé
ution (on-line s
heduling) unrésutat négatif a été montré par Dang et al.. [DKM99℄. Dans 
e 
adre, ils ont montréqu'il n'était pas possible d'obtenir un algorithme d'approximation dont la garantiede performan
e est meilleure que O(�= log(�)).1.3. HeuristiquesEn pratique, le problème d'ordonnan
ement prenant en 
ompte des temps de 
om-muni
ation est très important, et de nombreuses heuristiques ont été proposées. Trèssouvent 
es heuristiques sont appliquées sur des graphes de pré
éden
e 
omposés deplusieurs milliers voire plusieurs millions de tâ
hes. Cette remarque est parti
ulière-ment vraie, lorsque l'on 
onsidère des graphes dont la granularité est �ne, 
'est-à-diredes graphes dont le temps d'exé
ution des tâ
hes est faible. En pratique, une atten-tion parti
ulière a don
 été portée sur la re
her
he d'algorithmes dont la 
omplexitésoit faible et pas seulement polynomiale. Les heuristiques proposées peuvent être
lassées en trois 
atégories, les algorithmes de liste, les algorithmes basés sur uneanalyse du 
hemin 
ritique et les algorithmes basés sur une dé
omposition du graphede pré
éden
e.1.3.1. Les algorithmes de listes revisitésLes algorithmes de liste ont été adaptés a�n de prendre notamment en 
ompte desdélais de 
ommuni
ations [ACHL89, WG90, CMPS97℄. L'heuristique la plus 
onnuede 
ette 
atégorie est ETF pour Earliest Task First [ACHL89℄. ETF est un algo-rithme glouton dont le prin
ipe est de ne pas laisser un pro
esseur ino

upé à uninstant donné si une tâ
he qui n'a pas en
ore été exé
utée peut l'être. La durée d'unordonnan
ement 
al
ulé à l'aide d'un algorithme de liste dans 
e 
ontexte !etf estinférieure à !1m + (1 � 1m)!1 + C, où !1 désigne le temps d'exé
ution sur un seulpro
esseur, !1 désigne le temps d'exé
ution sur une in�nité de pro
esseurs sans
ommuni
ation et C désigne la plus grande somme des délais de 
ommuni
ation ensuivant un 
hemin du graphe de pré
éden
e. D'autres extensions des algorithmesde liste ont été proposées. Doreille a montré que les algorithmes de liste pouvaientêtre étendus dans le 
as où le graphe n'est pas entièrement 
onnu à l'avan
e, touten o�rant le même type de garantie [Dor99℄. Kort et Trystram ont également mon-tré qu'ils pouvaient être étendus à des modèles de 
ommuni
ations plus �ns 
omme3C'est le 
as pour 
ertains problèmes 
omme la 
lique max. On dit aussi que 
es problèmes nesont pas APX
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ement sous le modèle délai 37LogP [KKT00℄. Il est à noter qu'il s'agit à notre 
onnaissan
e du seul algorithmed'ordonnan
ement qui a été proposé sous le modèle LogP pour des stru
tures degraphes arbitraires. D'autres résultats d'ordonnan
ement sous le modèle LogP ont
ependant été proposés pour des stru
tures très parti
ulières [LTZ01, BR97, Ver00℄.1.3.2. Les heuristiques basées sur une analyse du 
hemin 
ritiqueLes heuristiques basées sur une analyse du 
hemin 
ritique forment une autre
lasse très populaire d'heuristiques pour le problème du regroupement sans dupli-
ation [Sar89, BK88, GY94a, LP96℄. Le problème du regroupement 
orrespond auproblème de l'ordonnan
ement sur un nombre non borné de pro
esseurs. Il s'agit deformer un ensemble de groupes de tâ
hes qui seront exé
utées sur le même pro
es-seur. Historiquement, la première heuristique à avoir été proposée est 
elle de Sarkar[Sar89℄. Sarkar 
onsidère le problème du regroupement 
omme la phase préliminaireà l'ordonnan
ement sur m pro
esseurs, et nomme 
ette phase �Internalisation Pre-Pass�. Son heuristique 
onsiste à fusionner, 
'est-à-dire pla
er sur le même pro
esseurdeux tâ
hes 
ommuniquantes, et à itérer 
e s
héma jusqu'à 
e qu'une telle fusionn'améliore plus la durée du regroupement obtenu.t1 t2t3t5 t6t4t7

t1 t2t3t5 t6t4t7Figure 1 � Un exemple d'itération de l'algorithme DSC pour un modèle LCT ave
un délai de 
ommuni
ation � = 2 . A gau
he, un graphe partiellement regroupé, laligne en pointillé représente la séquen
e dominante. A droite le graphe obtenu aprèsune itérationA
tuellement, la plus 
onnue des heuristiques pour le problème du regroupement
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ompte des 
ommuni
ationsest DSC qui signi�e Dominant Sequen
e Clustering. L'algorithme DSC est un algo-rithme itératif qui a été proposé par Gerasoulis et Yang. L'idée de 
elui-
i est defusionner à 
haque étape deux groupes de tâ
hes de la séquen
e dominante. La sé-quen
e dominante est le plus long 
hemin du graphe partiellement regroupé. La �gure1 illustre le fon
tionnement de l'algorithme DSC. La 
on
eption de l'algorithme DSCa été guidée par le sou
i d'obtenir une faible 
omplexité. Ainsi l'algorithme proposéévite de re
al
uler la séquen
e dominante à 
haque itération. Cela a permis d'obtenirune 
omplexité O((e+ v): log(v)) pour l'algorithme, où e désigne le nombre d'arêteset v le nombres de tâ
hes dans le graphe de pré
éden
e. En pratique, les solutions ob-tenues à partir du problème du regroupement sans dupli
ation peuvent être repliéese�
a
ement sur un nombre borné de pro
esseurs. Sarkar a proposé une heuristiquepour pla
er les di�érents groupes de tâ
hes obtenus sur les di�érents pro
esseurs[Sar89℄. Le système Pyrros basé sur DSC utilise lui un système d'équilibrage de
harge pour adapter le regroupement produit par DSC [GY92℄.1.3.3. Dé
omposition du graphe de pré
éden
eUne autre famille d'heuristiques qui a été beau
oup moins étudiée est basée surla dé
omposition de graphe. M
Creary et Gill ont proposé une heuristique basée surune dé
omposition ré
ursive en �
lan� [GM89℄. Intuitivement un groupe de tâ
hesest un �
lan� si et seulement si toutes les tâ
hes de 
e groupe ont les mêmes tâ
hesprédé
esseurs et les mêmes tâ
hes su

esseurs en dehors de 
e groupe. La �gure 2illustre 
ette notion de �
lan�.

Figure 2 � Un graphe de pré
éden
e. Les deux groupes grisés de tâ
hes forment des
lans, par 
ontre le groupe de tâ
hes en pointillé n'en est pas un 
ar toutes les tâ
hesn'ont pas les mêmes prédé
esseurs.
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ement sous le modèle des tâ
hes malléables 39L'idée qu'ils ont proposée est fondée sur l'uni
ité de la dé
omposition ré
ursived'un graphe de pré
éden
e en �
lan�. Une 
omparaison de di�érentes heuristiquesa par la suite été publiée et a montré que 
ette appro
he semblait prometteuse[KMJ94℄. Cependant, l'un des freins à l'utilisation d'un tel algorithme est la 
om-plexité de 
al
ul de la dé
omposition qui est de O(v3). Ré
emment 
ette 
omplexitéa été ramenée à O(v2) [EGMS94℄. Nous pouvons noter que la dé
omposition ré
ur-sive proposée a également eu des appli
ations dans le domaine des représentationset dessins de graphes orientés [CMS98℄.2. Ordonnan
ement sous le modèle des tâ
hes malléablesLe modèle des tâ
hes malléables s'appuie sur un modèle d'appli
ation dans lequelles tâ
hes peuvent s'exé
uter sur un nombre variable de pro
esseurs. Une tâ
he mal-léable peut être vue 
omme le regroupement d'un ensemble de tâ
hes séquentielles.La durée d'exé
ution d'une tâ
he malléable dépend du nombre de pro
esseurs surlesquels elle est exé
utée. Cette durée variable peut être mesurée expérimentalementet elle permet de prendre notamment en 
ompte le temps des 
ommuni
ations. Lele
teur pourra trouver une des
ription plus 
omplète du modèle des tâ
hes malléablesdans le 
hapitre pré
édent. L'ordonnan
ement sous le modèle des tâ
hes malléables
onsiste à 
hoisir pour 
haque tâ
he d'une part un nombre de pro
esseurs pour exé-
uter 
ette tâ
he, et d'autre part une date d'exé
ution pour 
ette tâ
he. La �gure 7page 28 représente le diagramme de Gantt d'un ordonnan
ement sous le modèle destâ
hes malléables.Nous allons maintenant présenter les di�érents travaux déjà réalisés sur l'ordon-nan
ement ave
 le modèle des tâ
hes malléables. Nous présenterons également les ré-sultats pour des modèles pro
hes de 
elui des tâ
hes malléables 
omme le modèle destâ
hes 
ontinues [PM91℄ ou le modèle des tâ
hes multipro
esseurs [GGJ78, BDW86℄.Dans le modèle des tâ
hes 
ontinues, le nombre de pro
esseurs exé
utant 
haquetâ
he est un nombre réel qui sera 
hoisi par la politique d'ordonnan
ement. Dans lemodèle des tâ
hes multipro
esseurs, 
'est un entier �xé a priori. Un très bon arti
lede synthèse sur le sujet a été é
rit par Ma
iej Drozdowski [Dro96℄.La 
omplexité du problème de l'ordonnan
ement des tâ
hes malléables a été étu-diée par Du et Leung dans [DL89℄, qui les nommaient système de tâ
hes parallèles.Ils ont montré que le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables indépen-dantes était un problème NP-di�
ile au sens fort pour un nombre de pro
esseurségal à 5, et que le même problème ave
 des relations de pré
éden
e était fortementNP-di�
ile à partir de 2 pro
esseurs. Ce résultat implique notamment qu'il n'existepas de s
héma d'approximation pleinement polynomial pour 
es problèmes.
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ement ave
 prise en 
ompte des 
ommuni
ations
2.1. Tâ
hes indépendantesD'un point de vue théorique, le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes mal-léables indépendantes ave
 un nombre de pro
esseurs �xé admet un s
héma d'ap-proximation (polynomial time approximation s
heme) [JP98℄. Cela signi�e qu'il existeune famille d'algorithmes d'approximation (A�)�>0 où � est aussi petit qu'on le sou-haite, telle que la garantie de performan
e de l'algorithme A� est inférieure ou égale à1+�. Cependant 
ette famille d'algorithme n'est pas pleinement polynomiale, 
'est-à-dire que la 
omplexité des algorithmes n'est pas un polyn�me en 1� . D'autre part, bienque le s
héma de Klaus Jansen soit linéaire en fon
tion du nombre de tâ
hes, la 
om-plexité dépend d'une 
onstante multipli
ative en O(mm) qui fait que 
et algorithmen'est pas utilisable en pratique.En pratique, les tâ
hes malléables indépendantes sont très souvent ordonnan
éesen deux phases. La première phase 
onsiste à 
hoisir une allo
ation, 
'est-à-dire 
hoisirpour 
haque tâ
he le nombre de pro
esseurs qui seront 
hargés de son exé
ution.La deuxième phase 
onsiste à résoudre le problème d'ordonnan
ement de tâ
hesmultipro
esseurs indépendantes résultant du 
hoix de 
ette allo
ation. Deux voies
omplémentaires ont étés proposées pour résoudre le problème en mettant l'a

entsoit sur la première phase, soit sur la se
onde phase.Turek, Wolf et Yu [TWY92℄ ont montré le résultat suivant. A partir d'un algo-rithme ave
 une garantie � pour le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro-
esseurs indépendantes, il est possible de 
onstruire un algorithme ave
 une garantie� pour le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables indépendantes. Pour, le
hoix de l'allo
ation ils utilisent les deux bornes inférieures 
lassiques du temps d'exé-
ution d'un ensemble de tâ
hes multipro
esseurs : le 
hemin 
ritique (qui 
orrespondi
i au temps de la plus longue tâ
he) et le travail moyen. L'allo
ation de Turek et al.réalise un 
ompromis entre 
es deux 
ritères. Elle 
onsiste à réduire la plus longuetâ
he en lui allouant plus de pro
esseurs, tant que 
ela n'engendre pas trop de tra-vail. Le problème l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs indépendantes induitest très pro
he des problèmes de strip-pa
king bi-dimensionnel [BCR80, CGJT80℄,ainsi que des problèmes d'ordonnan
ement ave
 
ontraintes de ressour
es [GG75℄.En utilisant un algorithme de strip-pa
king tel que 
elui de Steinberg [Ste97℄, il estalors possible d'obtenir une garantie de performan
e de 2.Cependant, il est possible d'obtenir de meilleures garanties de performan
e enmettant l'a

ent sur la première phase du 
al
ul de l'allo
ation. Mounié, Rapine etTrystram ont ainsi montré qu'il était possible d'obtenir une garantie de p3 [MRT99℄.Ils ont ensuite amélioré 
e résultat pour obtenir une garantie de 3=2 [MRT01℄. Le
hoix de l'allo
ation est basé sur l'utilisation d'un problème de sa
 à dos entier depetite taille. Celui-
i permet de partitionner en deux ensembles les tâ
hes. La se
onde
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lusion 41phase 
onsiste dans 
e 
as simplement à ranger les tâ
hes sur deux étagères, 
ommel'illustre la �gure 3.
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Pro
esseurs
TempsFigure 3 � Ordonnan
ement ave
 deux étagères

2.2. Tâ
hes ave
 relation de pré
éden
eIl existe peu de résultats pour l'ordonnan
ement de tâ
hes parallèles prenanten 
ompte des relations de pré
éden
es. Prasanna et Musi
us se sont intéressés àun modèle de tâ
hes 
ontinues, pour lesquelles les fa
teurs d'a

élérations (rapportentre les temps d'exé
ution sur p pro
esseurs et sur un seul pro
esseur) 
onsidérésont une forme parti
ulière. Le fa
teur d'a

élération est en p� où p est la fra
tion depro
esseurs allouée à la tâ
he [PM91℄, et 0 � � � 1. Dans 
e 
adre, ils ont montréqu'il était possible d'utiliser la théorie du 
ontr�le optimal. Ils ont proposé un algo-rithme d'ordonnan
ement optimal pour le problème qui en résulte. Ils ont égalementmontré qu'il était possible d'appliquer 
es résultats à des problèmes d'algèbre linéaire[PM96℄. Cependant, une restri
tion importante liée à la forme du fa
teur d'a

éléra-tion impose que toutes les tâ
hes aient des fa
teurs d'a

élération identiques.Un autre résultat intéressant a été proposé par Feldmann et al. [FKS93℄. Ils 
onsi-dèrent un modèle intermédiaire entre le modèle des tâ
hes malléables et le modèledes tâ
hes multipro
esseurs. Ils 
onsidèrent que 
haque tâ
he doit s'exé
uter sur unnombre de pro
esseurs p �xé, 
ependant ils s'autorisent la possibilité de �virtualiser�
ette exé
ution, 
'est-à-dire la possibilité d'exé
uter la tâ
he sur un nombre de pro-
esseurs inférieur à p ave
 un travail identique. Cela peut être vu 
omme un modèlede tâ
hes malléables ave
 une parallélisation parfaite jusqu'à un 
ertain seuil quidépend de la tâ
he. Dans 
e 
adre, ils ont proposé un algorithme d'approximationave
 une garantie 3+p52 .
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ement ave
 prise en 
ompte des 
ommuni
ations3. Con
lusionLes modèles à 
ommuni
ations expli
ites et notamment le modèle délai ont ététrès étudiés. La 
omplexité de 
es problèmes a notamment été l'objet de nombreusesétudes. Cependant 
es études n'o�rent au
une réponse au problème du monde réel dela parallélisation d'appli
ation. Sous des modèles délai à petit temps de 
ommuni
a-tion, 
omme par exemple le modèle UECT, de nombreux algorithmes d'approxima-tion ont été proposés et la di�
ulté du problème semble bien maîtrisée. Cependant,
omme nous l'avons vu dans le 
hapitre pré
édent 
es modèles semblent peu adaptéspour dé
rire les 
oûts des 
ommuni
ations des ma
hines a
tuelles.Dans le 
as de modèles plus pro
hes de la réalité 
omme les modèles à grand tempsde 
ommuni
ation ou des variantes plus sophistiquées, la di�
ulté des problèmes quien dé
oulent n'est pas en
ore maîtrisée. Quelques algorithmes d'approximation ontbien été proposés, mais leur intérêt reste limité de par le modèle 
onsidéré ou de par lefait qu'ils soient restreints à des stru
tures parti
ulières. En pratique, les algorithmesutilisés n'o�rent eux souvent qu'une garantie de performan
e très médio
re en O(�).Ce pire 
as peut souvent être atteint en 
onsidérant un graphe de pré
éden
e aussisimple qu'une grille 2D !Le modèle des tâ
hes malléables est une appro
he plus ré
ente qui visait à ré-pondre à 
es problèmes. Pour l'instant, l'ordonnan
ement sous 
es modèles restemoins étudié. Le 
adre imposé par le modèle des tâ
hes malléables est plus restri
tif.Il ne permet qu'une prise en 
ompte impli
ite des 
ommuni
ations et il né
essite quel'utilisateur fournisse une vision stru
turée de son appli
ation. Ce modèle semble
ependant parti
ulièrement bien adapté pour des appli
ations telles que la dé
om-position de domaine ou dans le 
adre de l'utilisation 
on
urrente de programmes pa-rallèles sur une même ma
hine parallèle. De nombreux algorithmes d'approximationont déjà été proposés, et les algorithmes d'ordonnan
ement sous 
e modèle semblentpouvoir être appli
able plus fa
ilement.



Ordonnan
ement de tâ
hes malléables CHAPITRE3
Le modèle des tâ
hes malléables est une appro
he originale pour parallé-liser une appli
ation. Il s'appuie sur un modèle d'appli
ation dans lequel lestâ
hes sont elles mêmes des a
tivités potentiellement parallèles. Une tâ
he mal-léable peut ainsi être exé
utée sur un nombre variable de pro
esseurs, et sadurée d'exé
ution dépend de 
e nombre de pro
esseurs. Dans 
e 
hapitre nousnous intéressons au problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables ave

ontraintes de pré
éden
e, 
'est un problème fondamental qui reste en
ore peuétudié. Il s'agit de 
hoisir la date et le nombre de pro
esseurs pour exé
uter lesdi�érentes tâ
hes de l'appli
ation tout en respe
tant 
es 
ontraintes. Nous pré-sentons une appro
he en deux phases pour 
e problème. Dans un premier temps,nous 
al
ulons une allo
ation, 
'est à dire un nombre de pro
esseurs pour 
al-
uler 
ha
une des tâ
hes malléables. Dans un deuxième temps, nous utilisonsun algorithme d'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs (tâ
hes parallèlesdevant s'exé
uter sur un nombre �xé de pro
esseurs) pour 
al
uler dans quelordre exé
uter les di�érentes tâ
hes. La première phase est basée sur une re-laxation du problème initial. La 
ontrainte sur le fait qu'au plus m pro
esseurstravaillent à un instant donné est relâ
hée, et une nouvelle 
ontrainte plus faibleest introduite ; elle exprime le fait que le travail total ne doit pas être trop im-portant. Le problème relaxé peut ensuite être approximé en utilisant soit deste
hniques d'approximation duales, soit la programmation linéaire en nombreentier selon la stru
ture du graphe de pré
éden
e. Cette appro
he nous a per-mis d'obtenir des algorithmes d'approximation o�rant une garantie 
onstantepour 
e problème dans le 
as de graphes de pré
éden
e de type �arbres� maiségalement dans le 
as de graphes de pré
éden
e quel
onques.SommaireNotations et dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44Contiguité des ordonnan
ements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47De l'allo
ation vers l'ordonnan
ement . . . . . . . . . . . . . . 48Ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs . . . . . . . . . . . . . 49Choix d'une bonne allo
ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51Vers une meilleure garantie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53Approximation du problème de l'allo
ation . . . . . . . . . . . 55Cas des arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56Cas d'un graphe général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58Con
lusion et perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



44 Ordonnan
ement de tâ
hes malléablesDans 
e 
hapitre, nous nous sommes intéressés au problème de l'ordonnan
ementsous le modèle des tâ
hes malléables ave
 
ontraintes de pré
éden
e. Le modèle destâ
hes malléables ainsi que son intérêt pratique sont présentés en détail dans leparagraphe 3.2 du 
hapitre 1. Les di�érents algorithmes d'ordonnan
ement proposéssous 
e modèle sont présentés plus en détail dans le paragraphe 2 du 
hapitre 2. Lesrésultats présentés dans 
e 
hapitre sont le fruit d'un travail mené en 
ollaborationave
 Grégory Mounié, Denis Trystram et Gerhard Woeginger.1. Notations et dé�nitionsNous 
onsidérons un ensemble de tâ
hes malléables T . Les relations de pré
é-den
es entre 
es di�érentes tâ
hes sont dé
rites de façon 
lassique à l'aide d'ungraphe de pré
éden
e G. Nous notons � l'ordre partiel sur les tâ
hes induit par
e graphe de pré
éden
e. Le temps d'exé
ution d'une tâ
he x sur q pro
esseurs estnoté px;q. Le 
omportement habituel des programmes parallèle nous permet de faireles hypothèses naturelles suivantes sur les temps d'exé
ution.Hypothèse 1 [Monotonie℄.1. Le temps d'exé
ution px;q d'une tâ
he malléable x est une fon
tion dé
roissantedu nombre de pro
esseurs q qui l'exé
utent.2. Le travail wx;q := q:px;q d'une tâ
he malléable x est une fon
tion 
roissante dunombre de pro
esseurs q qui l'exé
ute.La �gure 1 illustre 
es hypothèses. En pratique, l'hypothèse 1 est véri�ée aumoins jusqu'à un 
ertain seuil. A partir de 
e seuil, l'ajout de pro
esseurs ne faitqu'augmenter le temps d'exé
ution. Dans un tel 
as il est possible d'exé
uter la tâ
hesur un nombre moindre de pro
esseurs pour 
onserver la validité de l'hypothèse.L'hypothèse 2 traduit simplement le fait que le sur
oût de gestion du parallé-lisme augmente ave
 le nombre de pro
esseurs. Visuellement, le travail d'une tâ
hemalléable est simplement l'aire de sa représentation dans un diagramme de Gantt.L'hypothèse signi�e que 
ette aire augmente lorsque l'on augmente le nombre depro
esseurs qui 
al
ulent 
ette tâ
he. Cette hypothèse implique que l'ajout d'unefra
tion de pro
esseurs ne peut diminuer le temps d'exé
ution plus que 
ette fra
-tion. Cette hypothèse est très souvent véri�ée sauf pour de problèmes de grandestailles dans lesquels les e�ets de la pagination ou de la gestion de 
a
he entrent enligne de 
ompte.Nous dé�nissons maintenant plus formellement 
e qu'est un ordonnan
ement sousle modèle des tâ
hes malléables.
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px;3px;2px;13 2:px;23px;12Figure 1 � Exé
ution d'une tâ
he malléable x sur un, deux et trois pro
esseurs.La surfa
e gris 
lair représente le travail sur un pro
esseur wx;1, elle est bien sûr
onstante quel que soit le nombre de pro
esseurs qui exé
utent la tâ
he. La surfa
egris moyen représente le sur
oût de parallélisme dû à l'exé
ution sur 2 pro
esseurs
'est à dire wx;2�wx;1. En�n la surfa
e gris fon
é représente le sur
oût de parallélismedû à l'exé
ution sur 3 pro
esseurs, 
'est à dire wx;3 � wx;2 .Dé�nition 2 [Ordonnan
ement℄. Un ordonnan
ement est un 
ouple de fon
tions(�; �). La fon
tion � asso
ie à 
haque tâ
he une date de début d'exé
ution, nousdirons que � est une datation. La fon
tion � asso
ie à 
haque tâ
he un nombre depro
esseurs pour exé
uter 
ette tâ
he, nous dirons que � est une allo
ation.Étant donné un ordonnan
ement (�; �), par sou
i de 
on
ision nous notons �x ladate d'exé
ution de la tâ
he x, et �x le nombre de pro
esseurs qui l'exé
utent. D'autrepart nous notons 
x(�;�) la date de terminaison de la tâ
he x dans l'ordonnan
ement(�; �), plus formellement 
x(�;�) = �x+px;�x. Lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possiblesur l'ordonnan
ement 
onsidéré, nous notons 
ette date de terminaison 
x.Nous nous sommes intéressés aux ordonnan
ements valides. Ils respe
tent les
ontraintes de pré
éden
e et sont tels que à tout instant au plus m pro
esseurssont impliqués dans un 
al
ul. Les 
ontraintes de pré
éden
e sont respe
tées si etsi seulement pour toute tâ
he x, et pour tout tâ
he y su

esseur de la tâ
he x,
x(�;�) � �y. D'autre part si l'on note X(t) l'ensemble des tâ
hes qui sont en 
oursd'exé
ution à l'instant t, X(t) = fx 2 T j �i � t < 
x(�;�)g, alors à tout instant t,il y a au plus m pro
esseurs impliqués dans des 
al
uls est équivalent au prédi
atsuivant : 8t;Px2X(t) �x � m.



46 Ordonnan
ement de tâ
hes malléablesLa temps d'exé
ution d'un ordonnan
ement (�; �) noté !(�;�) est la date de ter-minaison de la tâ
he qui �nit en dernier : !(�;�) = maxx2T 
x(�;�). Formellement, leproblème auquel nous nous intéressons est le suivant :Dé�nition 3 [Problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables℄. Trou-ver un ordonnan
ement valide (�; �) dont le temps d'exé
ution !(�;�) soit minimum.Nous notons dans toute la suite (��; ��) un ordonnan
ement optimal, son tempsd'exé
ution est noté !�. Nous pouvons notamment remarquer qu'étant donnée uneallo
ation �, le problème de trouver une datation � pour exé
uter les di�érentestâ
hes tel que le temps d'exé
ution de l'ordonnan
ement (�; �) soit minimum 
or-respond au problème 
lassique de l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs. Uneallo
ation � permet en e�et de �xer le temps d'exé
ution des di�érentes tâ
hes.Du point de vue de la 
omplexité, les problèmes de l'ordonnan
ement de tâ
hesmalléables et de tâ
hes multipro
esseurs même indépendantes sont tous deux desproblèmes NP-di�
ile au sens fort [DL89, BDW86℄. Du et Leung ont montré no-tamment que le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables indépendantesétait un problème NP-di�
ile lorsque le nombre de pro
esseurs est �xé à 5. Deplus, les problèmes de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables et de tâ
hes multipro-
esseurs ave
 
ontraintes de pré
éden
e sont des problèmes pour lesquels il ne peutexister de s
héma polynomial d'approximation. En e�et, le problème de l'ordonnan-
ement de tâ
hes séquentielles ave
 pré
éden
e est �déjà� APX -
omplet : il ne peutexister d'algorithme d'approximation dont la garantie soit inférieure à 4=3 [LK78℄.Sous 
et angle, l'une des prin
ipales questions est de savoir s'il existe des algorithmesd'approximation 
onstante pour 
es problèmes.Etant donnée une allo
ation � et un 
hemin dans le graphe de pré
éden
e G,nous dé�nissons la longueur de 
e 
hemin sous l'allo
ation � 
omme la somme destemps d'exé
ution des tâ
hes sur 
e 
hemin. Le plus long 
hemin du graphe G estappelé le 
hemin 
ritique de G. Dans toute la suite, nous notons !1� la longueurde 
e 
hemin. Le 
hoix de 
ette notation vient du fait qu'il s'agit aussi du tempsd'exé
ution de l'ensemble des tâ
hes multipro
esseurs induites par l'allo
ation �sur un nombre in�ni de pro
esseurs. D'autre part, nous notons W� le travail del'allo
ation � dé�ni 
omme W� =Px2T wx;�x =Px2T �x:px;�x. Nous nous sommesintéressés au problème suivant :Dé�nition 4 [Problème de l'allo
ation℄. Trouver une allo
ation � tel que lemaximum entre la longueur du 
hemin 
ritique !1� et le travail moyen W�m soitminimum.La proposition suivante permet de 
lari�er le rapport entre les solutions optimalesdu problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables et du problème de l'allo
ation.Proposition 5 . La valeur optimale du problème de l'allo
ation noté ~!� est plus
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ution optimal du problème de l'ordonnan
ement de tâ
hesmalléables !� .Preuve. La preuve de 
e résultat est extrêment simple. Comme ~!� est une solutionoptimale, pour toute allo
ation � nous avons ~!� � max(!1� ; W�m ). En parti
ulier si(��; ��) désigne un ordonnan
ement optimal pour le problème de l'ordonnan
ementde tâ
hes malléables ; on obtient alors :~!� � max(!1�� ; W��m ) (1)Un ordonnan
ement valide doit d'une part obéir aux 
ontraintes de pré
éden
esdon
 !1�� � !�, et d'autre part à tout instant il doit y avoir moins que m pro
esseursimpliqués dans des 
al
uls don
 W�� � m:!�. Finalement on obtient :max(!1�� ; W��m ) � !� (2)En 
ombinant les équations 1 et 2, on obtient le résultat souhaité. 2Le problème de l'allo
ation peut être vu, 
omme une relaxation du problème del'ordonnan
ement de tâ
hes malléables. En e�et, la 
ontrainte sur le fait qu'il ne doitpas y avoir plus de m pro
esseurs impliqués dans le 
al
ul est supprimée. Par 
ontreune nouvelle 
ontrainte plus faible (
ar elle est 
onséquen
e dire
te de la pré
édente)est introduite, il faut que le travail W� soit plus petit que m~!�.Dans la partie 2, nous verrons 
omment 
onstruire un algorithme d'approximationpour le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables à partir d'un algorithmed'approximation pour le problème de l'allo
ation. Puis dans la partie 3, nous ver-rons 
omment approximer 
e problème de l'allo
ation pour le 
as d'un graphe depré
éden
e stru
turé en arbre mais également pour le 
as d'un graphe de pré
éden
equel
onque. Pour l'instant, nous faisons un petit aparté sur les représentations et surla 
ontiguïté des ordonnan
ements malléables.1.1. Contiguité des ordonnan
ementsUn ordonnan
ement, tel que nous le dé�nissons, ne pré
ise pas sur quels pro
es-seurs seront exé
utées les tâ
hes mais informe seulement du nombre de pro
esseursqui 
al
ulent 
ha
une des tâ
hes. Ainsi la représentation d'un ordonnan
ement àl'aide d'un diagramme de Gantt n'est pas unique. Jusqu'alors nous avons toujoursutilisé des représentations 
ontiguë des ordonnan
ements, 
'est à dire telles que toutesles tâ
hes soient représentées par un re
tangle.S'il est souvent possible de trouver à partir d'un ordonnan
ement une repré-sentation 
ontiguë, 
ela n'est pas toujours possible. La �gure 2 illustre le 
as d'un
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Pro
esseurs

TempsFigure 2 � La tâ
he qui termine en dernier n'est pas exé
utée sur des pro
esseurs
ontigus et il n'existe pas d'ordonnan
ement équivalent tel que toutes les tâ
hessoient exé
utées sur des pro
esseurs 
ontigus.ordonnan
ement pour lequel il n'existe pas de représentation 
ontigu. Une questiondéli
ate que l'on peut alors se poser est de savoir 
e que l'on peut perdre si on se limiteaux ordonnan
ements pour lequels il existe une représentation 
ontigu. Cette ques-tion n'est pas seulement ludique et peut trouver un intérêt pratique si l'on 
onsidèrela topologie du réseau sur lequel s'exé
ute l'appli
ation.2. De l'allo
ation vers l'ordonnan
ementPour 
onstruire un algorithme d'approximation pour le problème de l'ordonnan
e-ment de tâ
hes malléables, nous allons tout d'abord étudier 
e problème à allo
ation
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ement 49�xée : 
'est le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs. Dans toutela suite de 
e paragraphe, nous notons �� l'allo
ation �xée et �� la datation que l'onre
her
he. Le temps d'exé
ution de l'ordonnan
ement (��; ��) est lui noté �! par sou
ide 
on
ision. Nous allons maintenant montrer un résultat préliminaire intéressant :sous 
ertaines hypothèses sur l'allo
ation �� 
onsidérée, il est possible d'ordonnan
erl'ensemble de tâ
hes multipro
esseurs induit ave
 une garantie 
onstante en utilisantun algorithme de liste.2.1. Ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseursLes algorithmes de liste ont été introduit par Graham [Gra66℄. Leur prin
ipe estextrêmement simple ; il 
onsiste à ne pas laisser des pro
esseurs ino

upés si unetâ
he qui n'a pas en
ore été ordonnan
ée peut l'être. L'algorithme 2 dé
rit plus for-mellement les algorithmes de liste. Il 
onstruit itérativement et 
hronologiquementla datation ��. La variable Pret désigne l'ensemble des tâ
hes prêtes 
'est à direl'ensemble des tâ
hes dont tous les prédé
esseurs ont déjà été ordonnan
és. La va-riable Ordonnan
e désigne l'ensemble des tâ
hes qui ont déjà été ordonnan
ées. Lafon
tion Date(x; (��; ��)) retourne la date au plus t�t à partir de laquelle la tâ
he xpeut être ordonnan
ée à partir de l'ordonnan
ement partiel (��; ��) dans lequel tousles prédé
esseurs de x sont déjà ordonnan
és. La fon
tion Pred(x) retourne tous lesprédé
esseurs de la tâ
he x.Algorithme 2 AlgorithmeDeListe(��)Pret = fx 2 T j Pred(x) = ;g ;Ordonnan
e = ; ;tant que Pret 6= ; faireDateMini = minfDate(x; (��; ��)) j x 2 Pretg ;y = Choix(fx 2 Pret j Date(x; �; �) = DateMinig) ;��y = DateMini ;Ordonnan
e = Ordonnan
e [ fygPret = fx 2 T j Pred(x) � Ordonnan
eg�n tant queNous étudions maintenant le 
omportement d'un algorithme de liste, en fon
tiondu nombre de pro
esseurs maximum né
essaire pour exé
uter une tâ
he multipro-
esseur. Nous notons 
e nombre de pro
esseurs Æ = maxx2T ��x. Dans la suite de 
eparagraphe nous notons �! le temps d'exé
ution d'un ordonnan
ement obtenu ave
un algorithme de liste.
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hes malléablesProposition 6 [Garantie de performan
e d'un algorithme de liste℄. Le tempsd'exé
ution �! d'un ordonnan
ement obtenu grâ
e à un algorithme de liste véri�e :�! � W�� + (m� Æ):!1��m� Æ + 1Preuve. La preuve est une simple généralisation de l'analyse de Graham. On par-titionne l'intervalle de temps [0; �!℄ en deux ensembles I+ et I� qui 
orrespondentrespe
tivement aux instants où stri
tement plus de m� Æ sont o

upés et moins dem � Æ pro
esseurs sont o

upés. Nous notons jI+j et jI�j la durée des périodes I+et I�.Le travail total e�e
tué pendant la période I+ est supérieur à (m � Æ + 1):jI+jet 
elui e�e
tué pendant la période I� est supérieur à jI�j. Nous obtenons don
fa
ilement l'équation : W� � (m� Æ + 1):jI+j+ jI�j (3)Nous allons maintenant borner la durée de la période I�. Pour 
ela, nous 
onstrui-sons un 
hemin P dans la fermeture transitive du graphe G. La dernière tâ
he du
hemin P noté x1 est l'une des tâ
hes qui termine en dernier. Supposons que les idernières tâ
hes du 
hemin P soient dé�nies. Ces tâ
hes sont notées x1; � � � xi et pardé�nition xi � � � � � x1. S'il n'existe pas d'instant appartenant à I� avant la datede début d'exé
ution de la tâ
he xi notée �xi alors la 
onstru
tion du 
hemin P estterminée.Dans le 
as 
ontraire, nous notons t le plus grand de 
es instants t = supft 2I� j t < ��xig. Il existe né
essairement un an
être de la tâ
he xi qui s'exé
ute outermine son exé
ution à l'instant t. En e�et dans le 
as 
ontraire la tâ
he xi auraitpu être exé
utée plus t�t, 
e qui est 
ontradi
toire ave
 un algorithme de liste. Nousdé�nissons xi+1 
omme l'un de 
es an
êtres.Par 
onstru
tion, à tout instant de I�, il existe une tâ
he du 
hemin P quis'exé
ute. Nous pouvons don
 très fa
ilement borner la durée de la période I�, parla longueur du 
hemin P et 
omme !1�� est une borne supérieure de la longueur de
e 
hemin, on en déduit l'équation suivante :!1�� � jI�j (4)Par 
onstru
tion �! = jI+j + jI�j, en multipliant l'équation 4 par m � Æ et enajoutant le résultat à l'equation 3 on obtient fa
ilement le résultat souhaité. 2On peut déduire de la proposition pré
édente le 
orollaire suivant dont la preuveest immédiate.
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ement 51Corollaire 7 La garantie de performan
e d'un algorithme de liste pour l'ordonnan-
ement de tâ
hes multipro
esseurs est 2m�Æm�Æ+1 .Dans le 
as de tâ
hes séquentielles, nous pouvons remarquer que 
ette garantie
orrespond à la borne bien 
onnue d'un algorithme de liste. En e�et, si Æ = 1, lagarantie vaut 2� 1m . Lorsque le nombre de pro
esseurs qui exé
utent une tâ
he n'estpas limité 
'est à dire si Æ = m, la garantie obtenue est mauvaise. La borne du tempsd'exé
ution de l'ordonnan
ement 
orrespond dans 
e 
as au travail de l'allo
ation. Sil'on 
onsidère des tâ
hes malléables, le travail de l'allo
ation est né
essairement plusgrand que le temps d'exé
ution séquentielle (d'après les hypothèses de monotonies).Cependant, si Æ = m2 , la garantie obtenue est intéressante, elle peut être bornéepar la 
onstante 3. Pour 
onstruire un algorithme d'approximation pour le problèmede l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables, nous utilisons 
e �bon� 
omportementdes algorithmes de liste pour l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs.2.1.1. Di�
ultés de l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseursIl nous est apparu impossible, lorsqu'au
une 
ondition sur le nombre maximumde pro
esseurs n'est spé
i�ée, d'obtenir des garanties relativement à une borne baséesur le maximum entre le travail moyen et le 
hemin 
ritique. Je pense qu'il s'agitlà de l'une des prin
ipales di�
ultés du problème de l'ordonnan
ement de tâ
hesmultipro
esseurs.Proposition 8 . Pour tout entier k, il est possible de trouver une instan
e 
'est àdire un graphe G, une allo
ation � et un nombre de pro
esseurs m tel que !�� �k:max(!1� ;W�=m) où !�� désigne la durée d'exé
ution de l'ordonnan
ement optimalbasé sur l'allo
ation �.Preuve. Le graphe de pré
éden
e que nous 
onsidérons est 
omposé de n 
haînes,et nous supposons que le nombre de pro
esseurs m est égal au nombre de 
haînes.La �gure 3 illustre le graphe de pré
éden
e et l'allo
ation que nous 
onsidérons pourm = n = 3. L'instan
e est telle que !1� = W�=m = 1 + �.Lorsque l'une tâ
he de la ieme 
haîne de durée 1=2i est exé
utée au plus une tâ
hede 
ha
une des tâ
hes suivantes sont exé
utées en même temps, et le travail e�e
tuépendant que 
ette tâ
he est exé
utée est au plus de 1=2(i�1). On en déduit que pourexé
uter toutes les tâ
hes il faut au moins (n+ 1)=2 unités de temps. Le résultat endé
oule de manière immédiate. 2
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�
1 1=2

�=2
1=4
1=4
1=4
1=4

1=2
�=2

� � �
�=4
�=4
�=4
�=4Figure 3 � Ce graphe de pré
éden
e est 
omposé de n 
haînes, les tâ
hes griséesdoivent s'exé
uter sur m pro
esseurs et les autres doivent s'exé
uter sur un pro
es-seur. Les durées des tâ
hes sont notées à 
oté de 
elles-
i.

2.2. Choix d'une bonne allo
ationPour 
onstruire un algorithme d'approximation pour le problème de l'ordonnan-
ement de tâ
hes malléables, nous utilisons le �bon� 
omportement des algorithmesde liste pour l'ordonnan
ement de tâ
hes multipro
esseurs lorsque le nombre maxi-mum de pro
esseurs est peu important. Notre idée est simple, elle 
onsiste à limiter lenombre maximum de pro
esseurs qui sont utilisés pour 
al
uler les di�érentes tâ
hes.Cette idée permet d'aboutir à la proposition suivante :Proposition 9 . S'il existe un algorithme de k-approximation pour le problème del'allo
ation alors il est possible de 
onstruire un algorithme de 4k-approximationpour le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables.Preuve. Soit � la solution du problème de l'allo
ation obtenue par l'algorithme dek-approximation. D'après la proposition 5, max(!1� ; W�m ) � k:!�, où !� désigne le
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ement 53temps d'exé
ution d'un ordonnan
ement optimal. Nous 
onstruisons à partir de �une allo
ation �� dans laquelle au
une tâ
he ne s'exé
ute sur plus de Æ pro
esseurs.Celle-
i est dé�nie formellement par ��x = �x si �x � Æ et ��x = Æ sinon.Un algorithme de liste peut être utilisé pour ordonnan
er les tâ
hes multipro
es-seurs induites par l'allo
ation ��. D'après la proposition 6, si ! désigne le temps d'exé-
ution de l'ordonnan
ement obtenue nous avons !:(m� Æ+1) �W�� + (m� Æ):!1�� .D'après l'hypothèse de monotonie 2 dé
rite dans le paragraphe 1 le travail de l'allo-
ation �� est plus petit que le travail de l'allo
ation �, 
'est-à-dire W�� �W�. D'aprèsla même hypothèse pour toute tâ
he x nous avons aussi Æ:px;��x � m:px;�x. On peuten déduire !1�� � mÆ :!1�En tenant 
ompte du fait que � est une solution obtenue par un algorithme dek-approximation, nous obtenons �nalement :!!� � k:m2Æ:(m� Æ + 1)Ce rapport est minimum pour 2Æ = m+1. Lorsque m est impair si nous 
hoisis-sons Æ = m+12 nous obtenons !!� � 4k(1+1=m)2 . Si m est pair en 
hoisissant Æ = m2 , onobtient !!� � 4k1+2=m et dans tous les 
as, nous avons !!� � 4 22.3. Vers une meilleure garantieIl est possible d'obtenir une meilleure garantie à partir d'une solution au problèmede l'allo
ation en analysant plus �nement la situation. L'idée 
onsiste à 
ombinerl'analyse de la garantie d'un algorithme de liste ave
 le pro
édé qui limite le nombre depro
esseurs pour exé
uter 
haque tâ
he. Cela nous permet d'aboutir à la propositionsuivante :Proposition 10 . S'il existe un algorithme de k-approximation pour le problème del'allo
ation alors il est possible de 
onstruire un algorithme de r(m):k-approximationpour le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables, où r(m) est une fon
tiondu nombre de pro
esseurs m bornée par 3+p52 .Preuve. La preuve est très pro
he de 
elle dé
rite pré
édemment mais légèrementplus te
hnique. Soit � l'allo
ation obtenue par l'algorithme de k-approximation pourle problème de l'allo
ation. Nous dé�nissons l'allo
ation �� par ��x = �x si �x � Æ et��x = Æ sinon, où Æ désigne une 
onstante. Nous étudions maintenant le 
omportementd'un algorithme de liste basé sur l'allo
ation �� en fon
tion de Æ. Nous notons �! ladurée de l'ordonnan
ement obtenu. Nous partitionnons l'intervalle de temps [0; �!℄en trois ensembles I+, I et I� qui 
orrespondent respe
tivement aux instants où
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hes malléablesstri
tement plus de m � Æ sont o

upés, entre m � Æ et Æ pro
esseurs sont o

upéset stri
tement moins de Æ pro
esseurs sont o

upées. Nous notons jI+j, jIj et jI�j ladurée des périodes I+, I et I�.Par dé�nition, nous avons �! = jI�j+ jIj+ jI+j. D'autre part, pendant la périodeI� au moins un pro
esseur exé
ute une tâ
he, pendant la période I au moins Æpro
esseurs exé
utent des tâ
hes et pendant la période I+ au moins (m � Æ + 1)pro
esseurs exé
utent des tâ
hes. On en déduit don
 l'équation suivante :(m� Æ + 1):�! �W�� + (m� Æ)jI�j+ (m� 2Æ + 1)jIj (5)Nous allons maintenant montrer un résultat intermédiaire qui nous sera très utilepour borner le se
ond terme de l'inégalité pré
édente :jI�j+ Æm jIj � !1� (6)Pour prouver que 
ette inéquation est bien véri�ée nous 
onstruisons un 
heminP dans le graphe G de la même façon que dans la preuve de la proposition 6. Ladernière tâ
he du 
hemin P notée x1 est l'une des tâ
hes qui termine en dernier.Supposons que les i dernières tâ
hes xi � � � � � x1 du 
hemin P soient dé�nies. S'iln'existe pas d'instant de (I� [ I) avant la date de début d'exé
ution de la tâ
he xialors la 
onstru
tion du 
hemin P est terminée. Dans le 
as 
ontraire, nous notons tle plus grand de 
es instants t = supft 2 (I� [ I) j t < �xig. Il existe né
essairementun an
être de la tâ
he xi qui s'exé
ute ou termine son exé
ution à l'instant t. Ene�et dans le 
as 
ontraire la tâ
he xi aurait pu être exé
utée plus t�t, 
e qui est
ontradi
toire ave
 le fon
tionnement d'un algorithme de liste. Nous dé�nissons xi+1
omme l'un de 
es an
êtres. Par 
onstru
tion, à tout instant de (I�[I), il existe unetâ
he du 
hemin P qui s'exé
ute. Nous 
al
ulons maintenant la longueur du 
heminP relativement à l'allo
ation initiale �.Toute tâ
he x qui est exé
utée pendant la période I� est exé
uté sur stri
tementmoins de Æ pro
esseurs, dans 
e 
as px;��x = px;�x. D'autre part le temps d'exé
utionde toute tâ
he x exé
utée pendant I véri�e Æ:px;��x � m:px;�x d'après les hypothèsesde monotonies. On en déduit que la longueur du 
hemin P relativement à l'allo
ation� est plus grande que jI�j+ Æm jIj. Comme !1� est une borne supérieure de la longueurdu 
hemin P relativement à l'allo
ation �, nous aboutissons à l'équation 6.Pour terminer l'analyse, nous distinguons deux 
as :� Cas 1 : m:(m� 2Æ + 1) � Æ:(m� Æ)L'équation 5 est équivalente à (m�Æ+1):�! �W��+(m�Æ)(jI�j+ Æm jIj). D'aprèsles hypothèses de monotonies et l'équation 6 que nous venons de montrer, onobtient : (m � Æ + 1):�! � W� + (m � Æ)!1� . Comme � a été obtenu par un
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ation 55algorithme de k-approximation nous avons �!=!� � k:(2m � Æ)=(m � Æ + 1)mais aussi �!=!� � km=Æ par hypothèse sur le 
as 
onsidéré.� Cas 2 : m:(m� 2Æ + 1) > Æ:(m � Æ)L'équation 5 est équivalente à (m� Æ+1):�! �W��+(m�2Æ+1)(jI�j+ Æm jIj).En utilisant les mêmes arguments que dans le 1er 
as on obtient aussi �!=!� �max(km=Æ; k:(2m � Æ)=(m � Æ + 1)).Si nous 
hoisissons Æ de façon à minimiser r(m; Æ) = max(m=Æ; (2m�Æ)=(m�Æ+1)), et que nous posons r(m) = min1�Æ�m r(m; Æ) alors nous obtenons un algorithmede k:r(m)-approximation.La fon
tion � ! m=� est dé
roissante entre 1 et m et la fon
tion � ! (2m ��)=(m � � + 1) est 
roissante sur 
et intervalle. La fon
tion � ! r(m;�) dé�niesur [1;m℄ est don
 minimum lorsque � est tel que m:(m � 2� + 1) = �:(m � �),
'est à dire pour � = (m=2)(3 �p5� 4=m). La valeur qu'il faut 
hoisir pour Æ estdon
 soit l'entier immédiatement au dessus ou immédiatement au dessous de �, etlorsque m tend vers l'in�ni le rapport Æ=m tend vers (3�p5)=2 ' 0:38. En évaluantl'expression r(m; Æ) pour Æ = � et Æ = �+1, intervalle sur lequel r(m) est 
roissanteon en déduit : r(m) � 3 +p52 ' 2:62 2
3. Approximation du problème de l'allo
ationDans la partie pré
édente nous avons montré que le problème de l'allo
ationapparaissait 
omme un problème 
lé pour obtenir des algorithmes d'approximationpour le problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables. Nous pouvons remar-quer que le problème de l'allo
ation est un problème NP-di�
ile au sens fort dans le
as général 
ela dé
oule des arguments de Lenstra et Rinnooy Kan [LK78℄. D'autrepart, pour le 
as d'une 
haîne le problème est NP-di�
ile au sens faible, il est trèsfa
ilement rédu
tible à un problème de type sa
 à dos. Dans 
ette partie, nous mon-trons 
omment approximer 
e problème d'abord dans le 
as de graphes de pré
éden
ede type arbres puis dans le 
as général.
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3.1. Cas des arbresLa version de dé
ision du problème de l'allo
ation 
onsiste à répondre à laquestion suivante : � Etant donné un entier �, existe t-il une allo
ation � tel quemax(!1� ; W�m ) � � ? � Dans le 
as d'un graphe de pré
éden
e de type �arbres� nousallons montrer qu'il est possible de 
onstruire un algorithme pseudo-polynomial,
'est-à-dire dépendant polynomialement de la taille de l'instan
e et de �, pour ré-pondre à 
ette question. Nous montrerons ensuite 
omment 
et algorithme nouspermet de 
onstruire un s
héma d'approximation pleinement polynomial pour leproblème de l'allo
ation (fully-polynomial time approximation s
heme).3.1.1. Programmation dynamiqueNous 
onsidérons un entier � �xé et nous supposons que le graphe de pré
éden
eG est de type arbre entrant et qu'il est 
omposé de n sommets. (le 
as des arbressortants est très similaire). Les sommets du graphe sont numérotés de 1 à n ave
 unordre 
ompatible ave
 l'ordre partiel du graphe G. Nous notons respe
tivement wi;qet pi;q le travail et le temps d'exé
ution de la tâ
he d'indi
e i sur q pro
esseurs. Nousdésignons par W (i; t) le travail minimum pour exé
uter les i tâ
hes 
orrespondantaux sommets numérotées de 1 à i en une durée inférieure à t sur une in�nité depro
esseurs, et par pre
(i) l'ensemble des indi
es des tâ
hes prédé
esseurs de la tâ
hed'indi
e i.Algorithme 3 Algorithme de programmation dynamique.pour tout t � 0 faireW (0; t) = 0 ;W (0;�t) = +1 ;�n pourpour tout t 2 [1; �℄ fairepour tout i 2 [1; n℄ faireW (i; t) = minq=1::mwi;q +Pj2pre
(i)W (j; t� pi;q)�n pour�n pourL'algorithme de programmation dynamique 3 
al
uleW (i; t) pour i 
ompris entre1 et n et t 
ompris entre 0 et �, il permet de répondre au problème de dé
ision posé.Sa 
omplexité dépend de O(n:m:�), il est don
 pseudo-polynomial. Il serait tout àfait possible de retourner une allo
ation � en utilisant un algorithme de marquageet en gardant la même 
omplexité.
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ation 573.1.2. Vers un s
héma d'approximation polynomialNous allons maintenant montrer 
omment �transformer� l'algorithme pseudo-polynomial que nous venons de 
onstruire en un s
héma pleinement polynomiald'approximation pour le problème de l'allo
ation. L'idée que nous proposons est ins-pirée des te
hniques d'approximations duales introduites par S
hmoys et Ho
hbaum[HS87℄.Dans notre 
adre, un algorithme de k-approximation dual répond, en temps po-lynomial, à la question � Existe t-il une allo
ation de valeur inférieure à � ? � soit parnon, soit par une allo
ation � tel que max(!1� ; W�m ) � k�. D'autre part, d'après leshypothèses de monotonies la valeur optimale du problème de l'allo
ation est 
omprisentre 0 et le temps d'exé
ution séquentiel de l'ensemble des tâ
hes W1 =Px2T px;1.En e�e
tuant une re
her
he binaire sur l'intervalle [0;W1℄ et en appliquant à 
haqueitération un algorithme de k-approximation dual, nous pouvons don
 trouver unalgorithme de k-approximation pour le problème de l'allo
ation.Etant donné un réel positif �, nous allons 
onstruire un algorithme de (1 + �)-approximation dual dont la 
omplexité soit en O(1=�). Cela nous permettra d'obtenirun s
héma d'approximation pleinement polynomial pour le problème de l'allo
ation.L'idée 
onsiste à utiliser notre algorithme de programmation dynamique sur uneinstan
e approximée et moins pré
ise. Soit une instan
e I du problème de l'allo
ation,et supposons que ~!� soit une borne supérieure de la valeur d'une allo
ation optimale.Notre obje
tif est de répondre en temps polynomial en la taille de l'instan
e et enO(1=�) à la question suivante :Trouver une allo
ation � telle que max(!1� ; W�m ) � ~!�(1 + �) ?Pour répondre à 
ette question nous 
onstruisons une nouvelle instan
e I 0 àpartir de l'allo
ation I. L'instan
e I 0 est 
omposée du même nombre de tâ
hes nave
 les mêmes relations de pré
éden
e mais les temps d'exé
ution des tâ
hes sontdi�érents. Ils sont dé�nis par p0i;q = bpi;qk 
 où k désigne une 
onstante que nous�xerons par la suite. Par 
onstru
tion l'instan
e I 0 admet une solution optimaledont la valeur est inférieure ou égale à b ~!�k 
. En 
hoisissant �0 = ~!�k , l'algorithmepseudo-polynomial 3 permet don
 de trouver une allo
ation que nous noterons ~�.Dans le 
as où l'algorithme 3 é
houe 
'est que notre hypothèse initiale était fausseet que ~!� était plus petit que la valeur optimale (la ré
iproque est bien entenduefausse !). Considérons maintenant un 
hemin P dans le graphe G, nous avons larelation suivante :Xx2P px;~�x �Xx2P k:(p0x;~�x + 1) � kn+ k:Xx2P p0x;~�x (7)



58 Ordonnan
ement de tâ
hes malléablesComme ~� est optimale pour l'instan
e I 0, nous avons k:Px2P p0x;~�x � ~!�. D'aprèsl'équation 7 nous en déduisons que !1~� � kn+ ~!�. D'autre part, nous avons W~� �k:Px2T ~�x(p0x;~�x + 1). En 
onsidérant l'optimalité de ~� pour l'instan
e I 0, nous ob-tenons W~� � knm+m~!�. Finalement, nous obtenons :max(!1~� ; W~�m ) � kn+ ~!�En 
hoisissant k tel que kn = �:~!�, on obtient le résultat souhaité. Il reste àvéri�er que le temps de 
al
ul de l'algorithme de programmation dynamique restebien polynomial. Sa 
omplexité est de O(n:m:�) où � = ~!�=k = n=�, sa 
omplexitéest don
 O(m:n2� ).3.2. Cas d'un graphe généralLe problème de l'allo
ation est très pro
he d'un problème bien 
onnu en gestionde projet : le problème du 
ompromis 
oût/temps 1 [DDGW97℄. Une instan
e de 
eproblème est dé
rite par di�érentes pro
édures qui doivent être réalisées. Ces pro
é-dures sont liées entre elles par des 
ontraintes de pré
éden
e et peuvent être réaliséesde di�érentes façons ave
 un 
oût et une durée variable. Un projet 
onsiste à 
hoisirpour 
haque pro
édure une façon de la réaliser parmi les di�érentes alternatives. Unprojet permet ainsi de �xer le 
oût total ainsi que la durée de réalisation (longueurde la plus longue 
haîne). Ce problème est un problème bi-
ritère puisqu'il s'agit detrouver un projet qui minimise à la fois le 
oût et la durée du projet. Dans la variante�budget�, il s'agit étant donné un budget B de trouver un projet minimisant la duréede réalisation tout en ne dépassant pas le budget alloué, nous notons D�(B) la duréede réalisation d'un projet optimal ne dépassant pas le budget B. En arrondissantla solution d'une relaxation d'un programme linéaire, Skutella [Sku98℄ a proposé unalgorithme polynomial permettant de trouver un projet dont le 
oût total est au plus2B et dont la durée est au plus 2D�(B).Ce résultat permet de 
onstruire fa
ilement un algorithme de 2-approximationpour le problème de l'allo
ation. En e�et une tâ
he malléable 
orrespond à une pro-
édure pouvant être exé
utée de m façons di�érentes. Le temps d'exé
ution d'unetâ
he 
orrespond alors au temps de réalisation de la pro
édure asso
iée, et son tra-vail 
orrespond à son 
oût. Une allo
ation � 
orrespond alors à un projet dont ladurée total est !1� et dont le 
oût est W�. En e�e
tuant une re
her
he binaire eten appliquant à 
haque itération l'algorithme de Skutella nous pouvons obtenir uneallo
ation ~� qui véri�e max(m!1~� ;W~�) � 2m~!� où ~!� désigne la valeur de l'allo-
ation optimale. Nous obtenons ainsi un algorithme d'approximation de garantie 21�Dis
rete time-
ost tradeo� problem� en anglais
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tives 59pour le problème de l'allo
ation. D'après la proposition 10, nous obtenons don
 unalgorithme d'approximation de garantie 3 +p5 dans le 
as général.4. Con
lusion et perspe
tivesDans 
e 
hapitre nous avons présenté une appro
he en deux phases pour l'or-donnan
ement de tâ
hes malléables ave
 des 
ontraintes de pré
éden
es. Dans unpremier temps, nous proposons de 
al
uler une allo
ation à partir d'une relaxationdu problème de l'ordonnan
ement de tâ
hes malléables. Puis nous adaptons 
etteallo
ation a�n qu'elle puisse être utilisée e�
a
ement par un algorithme de liste quiordonnan
e des tâ
hes multipro
esseurs. Cette appro
he nous a permis d'obtenir desalgorithmes d'approximation 
onstante aussi bien dans le 
as de graphes parti
ulierstels que les arbres que dans le 
as de graphes quel
onques, 
'est l'un des premiers ré-sultats dans 
e sens. Nous avons ainsi proposé un s
héma d'algorithmes polynomiauxde garanties (3+p52 ) + � dans le 
as des arbres et un algorithme d'approximation degarantie 3+p5 dans le 
as d'un graphe quel
onque. Il serait sans doute en
ore pos-sible d'améliorer 
es garanties mais il semble plus intéressant d'essayer de validerpratiquement 
es heuristiques.Dans un premier temps, une validation en �moyenne� du 
omportement de 
esheuristiques par des simulations pourrait être entreprise. En e�et, les résultats ob-tenus i
i sont des bornes au pire du 
omportement des algorithmes proposés. Cesbornes ne sont sans doute atteintes que dans de rares 
as (si elles le sont). De plusl'ordonnan
ement obtenu doit souvent pouvoir être 
orrigé a posteriori a�n d'obtenirun meilleur résultat. Dans 
ertains ordonnan
ements obtenus, il par exemple possibled'allouer plus de pro
esseurs à 
ertaines tâ
hes sans pour autant retarder l'exé
utiond'autres tâ
hes ! La prin
ipale di�
ulté pour e�e
tuer une telle analyse statistiquereste d'obtenir une bonne borne inférieure du temps d'exé
ution optimal.Dans un se
ond temps, 
es algorithmes pourrait être utilisés pour paralléliserdes appli
ations se prêtant bien au modèle des tâ
hes malléables. Dans 
e 
adre,il serait sans doute intéressant de ne 
onserver que la partie allo
ation (le nombrede pro
esseurs alloués à 
haque tâ
he) et de laisser un système d'exé
ution régulerdynamiquement la 
harge a�n de 
orriger les in
ertitudes probables sur les duréesd'exé
utions et les éventuelles problèmes dues à la 
harge des ma
hines. La garantieo�erte serait la même si le système de régulation est basé sur un algorithme de liste,
'est-à-dire s'il ne laisse pas des pro
esseurs ino

upés si une tâ
he peut être exé
utée.La parallélisation o�erte serait probablement plus robuste.
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Regroupement CHAPITRE4
Dans 
e 
hapitre nous nous intéressons au problème du regroupement ave
grand temps de 
ommuni
ation, 
'est à dire au problème de l'ordonnan
ementsur un nombre in�ni de pro
esseurs. Nous proposons une appro
he originale de
e problème basée sur une dé
omposition ré
ursive du graphe de pré
éden
e. Le
÷ur de 
ette dé
omposition est une dé
oupe 
onsistant à trouver deux grandsgroupes de tâ
hes indépendants, 
'est-à-dire non liés par des relations de pré
é-den
e. Ces deux groupes de tâ
hes peuvent s'exé
uter e�
a
ement en parallèleet sans 
ommuni
ation. Cette dé
oupe est alors appliquée ré
ursivement sur lesgroupes de tâ
hes induits tant que 
ela s'avère intéressant. Notre appro
he estvalidée expérimentalement par des simulations sur des graphes d'appli
ationsréelles. En�n, nous terminons par les perspe
tives de 
e travail et les travauxa
tuellement en 
ours autour de 
ette appro
he.

SommaireIntrodu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62Regroupement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63Regroupement et groupe de tâ
hes 
onvexes . . . . . . . . . . . . . 64Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68Algorithme de dé
omposition ré
ursive . . . . . . . . . . . . . 68S
héma général de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69Le problème de partitionement de DAG . . . . . . . . . . . . . . . 70Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74Travaux en 
ours et perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . 77Quelle garantie espérer pour une telle appro
he ? . . . . . . . . . . 78Etude du problème de partitionnement de DAG . . . . . . . . . . . 78Vers d'autres modèles de 
ommuni
ation. . . . . . . . . . . . . . . 79Intégration dans Athapas
an1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80



62 Regroupement1. Introdu
tionL'exé
ution e�
a
e d'une appli
ation parallèle sur une ar
hite
ture à mémoiredistribuée est étroitement liée à la dé
ision de l'ordonnan
ement des tâ
hes qui 
onsti-tuent 
ette appli
ation. En e�et, les temps dus aux é
hanges de données sur de tellesar
hite
tures peuvent souvent être très importants par rapport aux temps de 
al
uls.Pour obtenir une exé
ution e�
a
e, il apparaît souvent né
essaire de regrouper plu-sieurs tâ
hes à grain �n pour obtenir un rapport plus équilibré entre les 
al
uls etles 
ommuni
ations [Sar89℄. Ce problème est 
onnu en anglais sous le nom de �task
lustering�, nous l'appellerons par la suite le problème du regroupement. Il peut êtrevu 
omme un problème d'ordonnan
ement sur un nombre non borné de pro
esseurs.En pratique, il est souvent possible de �replier� l'ordonnan
ement obtenu sur unnombre �ni de pro
esseurs, ou bien également d'utiliser une te
hnique de vol de tra-vail sur les groupes de tâ
hes obtenus, nous verrons 
e point en détail par la suite. Leproblème du regroupement est un problème qui a été largement étudié. Cependantil n'existe pas de résultat pleinement satisfaisant, notamment lorsque les temps de
ommuni
ations sont importants. Nous renvoyons le le
teur intéressé au 
hapitre 2qui présente un état de l'art du sujet.Nous proposons dans 
e 
hapitre une heuristique basée sur une dé
ompositionré
ursive du graphe de pré
éden
e. Dans la littérature, on peut trouver un arti
lebasé sur une idée similaire [GM89℄. La dé
omposition 
onsidérée est une dé
ompo-sition ré
ursive en �
lan�. Intuitivement un groupe de tâ
hes est un �
lan� si etseulement si toutes les tâ
hes de 
e groupe ont les mêmes tâ
hes prédé
esseurs et lesmêmes tâ
hes su

esseurs en dehors de 
e groupe. L'idée proposée est fondée sur unedé
omposition ré
ursive 
anonique d'un graphe de pré
éden
e en �
lan�. Cependant,
ette dé
omposition ne permet pas toujours de déte
ter du parallélisme 
ar il peutexister des �
lans terminaux� (ie. ne pouvant plus être dé
omposé) de grande taille.Un graphe stru
turé en grille-2D par exemple ne peut être dé
omposé en 
lan bienqu'il soit tout à fait possible de paralléliser e�
a
ement une appli
ation dé
rite par
e graphe. Le prin
ipe de la dé
omposition à laquelle nous nous sommes intéressésest fondé sur une dé
oupe répondant au problème suivant : trouver deux groupes detâ
hes indépendants les plus grands possibles. Intuitivement deux groupes de tâ
hessont indépendants s'ils peuvent s'exé
uter en parallèle sans 
ommuni
ation. En ap-pliquant 
ette dé
oupe aux deux groupes de tâ
hes obtenus, ainsi qu'aux groupesde tâ
hes qui forment d'une part leurs prédé
esseurs, et d'autre part leurs su

es-seurs, 
ette idée permet de 
onstruire une dé
omposition ré
ursive du graphe depré
éden
e. Cette dé
omposition o�re alors une vision stru
turée de l'appli
ation ;et il est possible d'ordonnan
er l'appli
ation en utilisant 
ette dé
omposition et ens'arrêtant à un seuil de dé
oupe qui dépend de la modélisation des 
ommuni
ations.



Regroupement 63Le plan de 
hapitre est le suivant. Nous 
ommençons par présenter plus formel-lement le problème auquel nous nous intéressons, nous introduisons ensuite quelquesnotions sur les regroupements, et notamment les regroupements 
onvexes qui sont lastru
ture des regroupements que nous pouvons obtenir ave
 notre algorithme de dé-
omposition ré
ursive. Nous montrons que sous un modèle de 
ommuni
ation de typemodèle délai, 
es derniers sont 2-dominants, 
'est à dire qu'il existe un regroupement
onvexe dont le temps d'exé
ution est inférieur à 2 fois 
elui d'un regroupementoptimal. Nous présentons ensuite notre algorithme de dé
omposition en montrantpourquoi le problème de partitionnement de graphe orienté a
y
lique est intéres-sant pour 
e problème. Puis nous étudierons des heuristiques pour 
e problème departitionnement de graphe orienté a
y
lique. En�n, nous simulons 
ette nouvelleappro
he sur quelques graphes d'appli
ations réelles, en la 
omparant ave
 un al-gorithme 
lassique pour le problème du regroupement : DSC Dominant Sequen
eClustering [GY94a℄. Finalement, nous 
on
luons par quelques perspe
tives de 
e tra-vail. Une version préliminaire de 
e travail a été présentée à la 
onféren
e RenPar'13[Lep01℄.2. RegroupementDans toute la suite, nous 
onsidérons un graphe de pré
éden
e que nous notonsG = (V;E). Nous désignons par � l'ordre partiel sur les tâ
hes V induit par le grapheG, par 6� la relation 
omplémentaire, et par � la relation d'équivalen
e dé�nie parx � y si et seulement si x 6� y et y 6� x. Nous nous plaçons dans un 
adre simpli�édu modèle délai, la durée d'exé
ution de toutes les tâ
hes est supposée unitaire. Sideux tâ
hes 
ommuni
antes x et y (ie. (x; y) appartient à E) sont pla
ées sur despro
esseurs di�érents alors la tâ
he y ne peut 
ommen
er à s'exé
uter que � unitésde temps après la date de terminaison de la tâ
he x. Ce délai de 
ommuni
ation �est 
onstant et indépendant des tâ
hes x et y. Nous nous intéressons au problèmedes grands délais de 
ommuni
ation 
'est-à-dire que � est grand devant 1. Ce modèle
orrespond au modèle à 
ommuni
ation expli
ite LCT que nous avons dé
rit dans le
hapitre 1.Dé�nition 1 [Regroupement℄. Un regroupement R = f(Vi;�i)gi est une parti-tion de l'ensemble des tâ
hes, telle que 
haque groupe de tâ
hes est muni d'un ordretotal d'exé
ution �i 
ompatible ave
 l'ordre �.Les groupes de tâ
hes Vi d'un regroupement peuvent être vus 
omme les tâ
hesqui seront exé
utées sur un même pro
esseur. Il est possible de 
onstruire à partird'un regroupement R, un graphe induit noté GinduitR en introduisant les ar
s 
orres-pondant aux 
ontraintes introduites par le séquen
ement sur les groupes de tâ
hes,



64 Regroupement
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0
0 3t3 t4 t5

t6 t7
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0 0 0
GinduitR

t1

Figure 1 � A gau
he, le graphe initial. A droite, le graphe induit 
orrespondant auregroupement R = fft1 �1 t2g; ft3 �2 t4 �2 t6g; ft5 �3 t7gg. La longueur d'un pluslong 
hemin du graphe induit ((t1; t3; t4; t6) ou bien (t1; t2; t4; t6)) est !R = 7 (letemps des tâ
hes est unitaire.et en mettant à 0 les laten
es de 
ommuni
ations internes aux di�érents groupes detâ
hes. Dans la suite, nous appelons temps d'exé
ution d'un regroupement R, la du-rée d'exé
ution sur une in�nité de pro
esseurs de l'ordonnan
ement induit par R où
haque groupe de tâ
hes est exé
uté sur un pro
esseur di�érent . Nous noterons !Rle temps d'exé
ution d'un regroupement R, il 
orrespond aussi au plus long 
hemindu graphe induit, 
omme l'illustre la �gure 1.Le problème auquel nous nous intéressons est le suivant :Dé�nition 2 [Problème du Regroupement℄. Trouver un regroupement R =f(Vi;�i)gi du graphe G, tel que le temps d'exé
ution !R soit minimal.Ce problème est très pro
he du problème noté P1jpre
; pj = 1; 
 > 1jCmaxave
 la notation à trois 
hamps de la théorie de l'ordonnan
ement introduite parLawler et al [Law82℄ et étendu ensuite par Veltman et al [VLL90℄ : la notion dedate d'exé
ution pour les tâ
hes est rempla
ée par une notion d'ordre d'exé
utionsur les ta
hes exé
utées sur un même pro
esseur. Nous noterons par la suite le tempsd'exé
ution optimal !�, 
'est-à-dire le temps d'exé
ution d'un regroupement dont letemps d'exé
ution est minimum.
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2.1. Regroupement et groupe de tâ
hes 
onvexesUne regroupement R = f(Vi;�i)g est dit linéaire si et seulement si les ordres(�i)i sont tous in
lus dans l'ordre �. Intuitivement 
ela signi�e qu'il n'y pas deuxtâ
hes indépendantes dans un même groupe de tâ
hes. Les regroupements linéairesont été largement étudiés [GY93℄. En e�et les regroupements linéaires sont domi-nants lorsque les délais de 
ommuni
ation sont petits. C'est à dire que si le délai de
ommuni
ation � est inférieur ou égal à 1, il existe un regroupement linéaire optimal.Cependant, 
e résultat n'est bien évidemment pas vrai si les délais de 
ommuni
a-tion sont supérieurs à 1 même pour des graphes de pré
éden
e simples 
omme lesarbres binaires 
omplets, la �gure 14 page 79 permet de s'en 
onvain
re. Nous allonsmaintenant introduire la notion de regroupement 
onvexe. La dé
omposition ré
ur-sive que nous allons présenter par la suite permet de 
onstruire des regroupements
onvexes. Mais tout d'abord, nous allons dé�nir formellement 
es regroupements,puis nous allons montrer qu'ils sont 2�dominants lorsque les temps de 
ommuni
a-tion sont importants, 
'est à dire qu'il existe un regroupement 
onvexe dont le tempsd'exé
ution est inférieur à 2 fois 
elui d'un regroupement optimal.Etant donné un regroupement R = f(Vi;�i)g, alors nous pouvons 
onstruire ungraphe regroupé GgroupeR dé�ni de la façon suivante : les sommets sont les groupes detâ
hes du regroupement R 
'est-à-dire les ensembles de tâ
hes fVigi. Dans le grapheGgroupeR , il existe une arête entre Vi et Vj 6= Vi si et seulement si il existe une tâ
hex 2 Vi et une tâ
he y 2 Vj tels que (x; y) 2 E. D'autre part, à 
haque ar
 est asso
iéle poids �, et à 
haque sommet Vi est asso
ié le poids jVij. La �gure 2, illustre legraphe regroupé asso
ié au regroupement R dé�ni dans la �gure 1.Dé�nition 3 [Regroupement 
onvexe℄. Un regroupement R est 
onvexe si etseulement si le graphe regroupé GgroupeR est a
y
lique. Nous dé�nissons alors !groupeR
omme le plus long 
hemin dans le graphe GgroupeR .Nous pouvons remarquer que le graphe regroupé d'un regroupement R est indé-pendant de l'ordre sur les di�érents groupes de tâ
hes de 
e regroupement. D'autrepart le lemme suivant nous permet de 
lari�er le lien entre le plus long 
hemin dansle graphe induit !R et le plus long 
hemin dans le graphe regroupé !groupeR .Lemme 4 Pour tout regroupement 
onvexe R, le plus long 
hemin du graphe re-groupé !groupeR est une borne supérieure de son temps d'exé
ution !R.Preuve. Soit R = f(Vi;�i)g un regroupement, et soit C = (x1; � � � ; xm) un 
hemindans le graphe induit GinduitR . Soit (Wi)i les groupes de tâ
hes tels que xi 2 Wipour tout i dans [1;m℄. Remarquons que si Wi = Wk alors pour tout j dans [i; k℄,
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GgroupeR

2
3 2
3 3

Figure 2 � Le graphe regroupé GgroupeR asso
ié au regroupement R = fft1 �1t2g; ft3 �2 t4 �2 t6g; ft5 �3 t7gg. La longueur du plus long 
hemin est !groupeR = 8.Wi = Wj = Wk, sinon il y aurait un 
y
le dans le graphe induit. Le 
hemin D dansle graphe regroupé GgroupeR dé�nit 
omme les di�érents groupes de tâ
hes traverséspar le 
hemin C, a par dé�nition une longueur plus longue que 
elle de C. Comme
ela est vrai pour tout 
hemin C, le résultat du lemme en dé
oule. 2Nous pouvons également 
ara
tériser les groupes de tâ
hes d'un regroupement
onvexe. Pour 
ela, nous allons introduire la notion de groupe de tâ
hes 
onvexes.Dé�nition 5 [Groupe de tâ
he 
onvexe℄. Un groupe de tâ
hes T est 
onvexe siet si seulement pour tout 
ouple de tâ
hes (x; z) de T , toute tâ
he y tel que x � y � zest dans T .La dé�nition d'un groupe de tâ
hes 
onvexes est 
ohérente ave
 la dé�nitionmathématique habituelle de la 
onvexité.Proposition 6 [Propriété des groupes de tâ
hes d'un regroupement 
onvexe℄.Etant donné un regroupement 
onvexe R = f(Vi;�i)g, alors pour tout groupe detâ
hes Vi de 
e regroupement Vi est un groupe de tâ
hes 
onvexe.Preuve. Par l'absurde supposons que Vi ne soit pas 
onvexe, alors il existe x dansVi, z dans Vi et y dans Vj 6= Vi tel que x � y � z. Comme x � y il existe un 
heminentre Vi et Vj, et 
omme y � z, il existe un 
hemin entre Vj et Vi. Cela 
ontreditle fait que R est un regroupement 
onvexe, 
ar le graphe GgroupeR est a
y
lique si etseulement si R est un regroupement 
onvexe. 2
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t3 t4Figure 3 � Un ensemble de groupes de tâ
hes 
onvexes, mais un regroupement non
onvexe !Cette proposition justi�e le terme �regroupement 
onvexe� que nous avons 
hoisi.Cependant il faut voir qu'il ne s'agit pas d'une 
ondition su�sante. En e�et desgroupes de tâ
hes 
onvexes, n'implique pas né
essairement un regroupement 
onvexe.La �gure 3 permet de s'en 
onvain
re.Proposition 7 [2-Dominan
e des regroupements 
onvexes℄. Il existe un re-groupement 
onvexe R tel que !R � 2:!�.Preuve. L'idée 
onsiste simplement à partitionner l'intervalle [0; !�℄ en sous inter-valles de temps � et à insérer des temporisations pour les 
ommuni
ations entre
ha
un des intervalles. Considérerons R� = f(V �i ;��i )gi2[1;k℄ un regroupement opti-mal. Nous notons t�x la date à laquelle est ordonnan
ée la tâ
he x dans R� ; il s'agitdu plus long 
hemin menant à x dans le graphe GinduitR� . Soit q et r, le quotient et lereste de la division eu
lidienne de !�R par � : !�R = q:�+ r.Nous 
onstruisons alors la famille de groupes de tâ
hes (Vi;j)i2[1;k℄;j2[0;q℄ dé�niepar : Vi;j = V �i \ fx 2 V j t�x 2 [j�; (j + 1)�[g. Par 
onstru
tion (Vi;j)i;j dé�nibien une partition de l'ensemble des tâ
hes V , en e�et (Vi;j)j dé�ni une partitionde Vi. Soit �i;j l'ordre sur Vi;j dé�ni 
omme étant la restri
tion de ��i à Vi;j. Leregroupement R = (Vi;j ;�i;j) est 
onvexe. En e�et, par 
onstru
tion si il existe unearête entre deux groupes de tâ
hes di�érents Vi1;j1 et Vi2;j2 , alors j1 < j2 
ar il fautune durée � pour e�e
tuer la 
ommuni
ation né
essaire. Soit !groupei;j , la longueurdu plus long 
hemin qui mène à Vi;j dans le graphe GgroupeR . Comme jVi;jj � � parré
urren
e immédiate, nous avons : !groupei;j = 2:�:j+jVi;j j. De plus 
omme, jVi;qj � r,nous obtenons �nalement !groupeR = maxi2[1;k℄!groupei;q � 2:q + r � 2:!�. Finalementd'après le lemme 4, nous obtenons !R � 2:!�. 2Nous pouvons remarquer que 
ette proposition est également vraie pour le pro-blème de l'ordonnan
ement sur un nombre borné de pro
esseurs ave
 grand temps
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ommuni
ation, la preuve est très similaire à 
elle-
i. D'autre part 
ette proposi-tion montre aussi 
omment replier fa
ilement un ordonnan
ement sur une in�nité depro
esseurs (
'est-à-dire un regroupement) sur un nombre borné de pro
esseurs. Lepro
édé dé
rit i
i montre qu'il est possible de 
onstruire un algorithme d'approxima-tion de garantie 
onstante pour le problème d'ordonnan
ement sur un nombre bornéde pro
esseur à partir d'un algorithme d'approximation de garantie 
onstante pourle problème du regroupement.Cette proposition justi�e le 
hoix que nous avons fait de nous intéresser auxregroupements 
onvexes ainsi qu'aux groupes de tâ
hes 
onvexes pour 
onstruireune dé
omposition.2.2. NotationsNous allons maintenant introduire quelques notations sur les groupes de tâ
hes
onvexes qui nous seront utiles par la suite. Soit T un groupe de tâ
hes 
onvexe,nous notons :T> : les tâ
hes su

esseurs d'une tâ
he de T et qui ne sont pas dans T . Plus formel-lement nous dé�nissons T> 
omme fx 2 (V n T ) j 9y 2 T; y � xg.T< : les tâ
hes prédé
esseurs d'une tâ
he de T et qui ne sont pas dans T . Plusformellement nous dé�nissons T< 
omme fx 2 (V n T ) j 9y 2 T; x � yg.eT : les tâ
hes indépendantes de toutes les tâ
hes dans le groupe de tâ
hes T et quine sont pas dans T . Plus formellement eT est dé�ni par V n (T [ T< [ T>).T : la fermeture 
onvexe du groupe de tâ
hes T . Formellement T est dé�ni parT [ fy 2 V j 9x 2 T;9z 2 T; x � y � zg.Nous pouvons remarquer que les di�érents groupes de tâ
hes T<, T>, eT et Tforment des groupes de tâ
hes 
onvexes.3. Algorithme de dé
omposition ré
ursiveNous re
her
hons une dé
omposition ré
ursive du graphe de pré
éden
e, forméde groupes de tâ
hes 
onvexes. Pour 
ela, intuitivement, nous 
ommençons par re-
her
her un parallélisme à gros grain dans le graphe de pré
éden
e. Plus pré
isément,nous re
her
hons d'abord deux groupes de tâ
hes 
onvexes et indépendants (ie. nonliés par des relations de pré
éden
e) A et B tels que le plus petit des deux soit le
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ursive 69plus grand possible, 
es 2 groupes de tâ
hes pourront s'exé
uter en parallèle et sans
ommuni
ation. Si une telle dé
oupe permet d'obtenir un regroupement tel que leplus long 
hemin de son graphe regroupé !groupeG soit plus petit que le temps d'exé-
ution séquentiel alors nous appliquons 
e s
héma ré
ursivement a�n de trouver duparallélisme à grain plus �n.Le problème 
onsistant à trouver les deux groupes de tâ
hes A et B est 
entraldans notre appro
he, et nous l'étudierons en détail par la suite. Nous l'appelleronsle problème du partitionnement de DAG. Nous pouvons tout de suite remarquer que,sans perte de généralité, nous pouvons 
hoisir B = eA. En e�et les tâ
hes du groupede tâ
he B sont par dé�nition in
luses dans eA.3.1. S
héma général de l'algorithme
3 0

85 54 3 A36 47 58911
eB4

A<

A>
B>eA B

Figure 4 � Dé
omposition ré
ursive d'un graphe 
omposé de 16 tâ
hes pour � = 2.Le graphe est d'abord dé
omposé en 4 groupes de tâ
hes A<, A, eA et A>. I
i, seulle graphe induit par le groupe de tâ
he eA peut en
ore être dé
omposé. Les datesd'exé
ution sont ins
rites sur les tâ
hes. Le regroupement obtenu est 
omposé desgroupes de tâ
hes fA<; A;B; eB;B>; A>g. Le temps d'exé
ution est 12.



70 RegroupementNous 
onsidérons un groupe de tâ
hes A solution du problème de partitionne-ment de DAG. Les quatre groupes de tâ
hes 
onvexes A<, A, eA et A> dé�nissentune partition de notre graphe de pré
éden
e initial . Soit maintenant R un regrou-pement basé sur 
ette partition et ordonné selon un ordre arbitraire 
ompatible ave
l'ordre �. Le regroupement R permet aux groupes de tâ
hes A et eA de s'exé
uter enparallèle. Par 
onstru
tion nous avons !groupeR � jA<j+�+max(jAj; j eAj)+�+ jA>j,il n'y a pas égalité si l'un des groupes de tâ
hes A< ou A> est vide. D'autre part,nous avons max(jAj; j eAj)+min(jAj; j eAj) = jAj+ j eAj. Nous pouvons don
 en déduireque !groupeR � jV j+2:��min(jAj; j eAj). De plus d'après le lemme 4, !R < !groupeR , untel regroupement est don
 intéressant si min(jAj; j eAj) est supérieur à 2:�. Ce résultatintuitivement naturel explique pourquoi nous 
onsidérons le problème de partitione-ment de DAG, en e�et 
e dernier par dé�nition 
her
he à maximiser min(jAj; j eAj).Si le délai de 
ommuni
ation est su�samment petit par rapport à jAj et j eAj,le temps d'exé
ution du regroupement R est plus petit que 
elui d'une exé
utionséquentielle. Dans 
e 
as, nous pouvons appliquer ré
ursivement 
e même algorithmesur les graphes induits par les quatre groupes de tâ
hes A<, A, eA et A>. Dans le 
as
ontraire, nous exé
utons séquentiellement les groupes de tâ
hes A<, A, eA et A>,selon un ordre total 
ompatible ave
 �.Algorithme 4 Regroupe�(G(V;E))A = Partition(G);si Min(jAj; j eAj) � 2:� alorsRA = Regroupe�(Induit(G;A));R eA = Regroupe�(Induit(G; eA));RA> = Regroupe�(Induit(G;A>));RA< = Regroupe�(Induit(G;A<));return RA< ℄RA ℄R eA ℄RA> ;sinonreturn f(V;�)g ;�n siLa �gure 4 illustre le prin
ipe de 
ette dé
omposition ré
ursive. L'algorithme 4le dé
rit. Dans 
e dernier, la fon
tion Regroupe�(G) retourne un regroupement pourle graphe G. L'opérateur ℄ désigne la fusion de plusieurs regroupements, il s'agitd'un opérateur d'union ensembliste mais qui préserve l'ordre sur les regroupements.La fon
tion Induit(G;A) retourne le graphe induit par le groupe de tâ
he A. Lafon
tion Partition(G) retourne un groupe de tâ
hes A du graphe G, elle 
her
heà résoudre le problème de partitionement de DAG. En�n �, désigne un ordre total(arbitrairement 
hoisi) 
ompatible ave
 l'ordre �.
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3.2. Le problème de partitionement de DAGNous allons maintenant nous intéresser au problème qui 
onsiste à trouver ladé
oupe que nous e�e
tuons à 
haque appel ré
ursif de l'algorithme. Cela 
orrespondà la fon
tion Partition(G) de l'algorithme 4. Ce problème peut se formuler de lafaçon suivante :Dé�nition 8 [Problème de partitionnement de DAG℄. Etant donné un grapheG = (V;E), trouver un ensemble de tâ
hes A � V , qui maximise min(jAj; j eAj).On peut noter que 
e problème est relativement di�érent des problèmes 
las-siques de partitionnement de graphes non orientés. Pour 
es derniers, il s'agit sou-vent de partitionner l'ensemble des sommets d'un graphe non orienté en des groupesde sommets de taille égale (ou égale à un fa
teur près) de façon à minimiser lenombre d'arêtes entre les di�érents groupes. Un état de l'art des problèmes de par-titionnement de graphe non orienté peut être trouvé dans l'arti
le [Pot95℄. Ce pro-blème 
lassique de partitionnement de graphe est un problème NP-di�
ile. Nous ne
onnaissons pas a
tuellement la 
omplexité de 
e problème de partitionnement deDAG.3.2.1. Une heuristique naïveNous allons tout d'abord 
onsidérer une première heuristique pour 
e problème.Celle-
i 
onsiste à 
onstruire deux groupes de tâ
hes 
onvexes indépendants A et Bd'une manière symétrique et gloutonne en faisant �grandir� 
es deux ensembles.Nous partons de deux ensembles A et B réduits 
ha
un à une tâ
he, tels que
es ensembles soient indépendants. Nous ajoutons un ensemble de tâ
hes au pluspetit de 
es deux ensembles. Pour simpli�er 
onsidérons que A est le plus petit de
es ensembles, nous ajoutons à A une tâ
he x indépendante du groupe de tâ
he B(ie x 2 eB), puis nous e�e
tuons une fermeture 
onvexe sur l'ensemble A [ fxg a�nde 
onserver un groupe de tâ
hes 
onvexe. L'idée 
onsiste alors à 
hoisir la tâ
hex de manière gloutonne, 
'est-à-dire que nous 
hoisissons la tâ
he x qui maximiseA [ fxg. Puis nous re
ommençons 
ette itération jusqu'à 
e qu'il ne soit plus possibled'ajouter de tâ
he dans le plus petit groupe de tâ
hes.Cependant une telle heuristique fait rapidement ressortir ses limites. En e�et la
omplexité de 
elle-
i est très importante. Nous allons maintenant l'étudier. Nousdésignons par e = jEj le nombre d'ar
s dans le graphe de pré
éden
e et par v = jV jle nombre de tâ
hes dans 
e graphe. La 
omplexité d'une opération de fermeture
onvexe est bornée par O(e+ v). En e�et, étant donné un groupe de tâ
hes T , nous



72 Regroupementpouvons utiliser un algorithme de marquage sur les tâ
hes pour 
al
uler les ensemblesT<, T> et par 
onséquen
e nous pouvons également 
al
uler eT et T en O(e). Nouspouvons aisément borner le nombre d'opérations de fermetures 
onvexes par O(v2).A 
haque itération de l'algorithme nous e�e
tuons moins de v fermetures 
onvexes,et il y a moins de v itérations en tout. Si l'on 
onsidère les v2 paires d'ensemblesréduits à une tâ
he (
ela 
orrespond au 
hoix initial des groupes de tâ
hes A et B)alors nous pouvons borner la 
omplexité de 
ette heuristique par O(e:v4). Il seraitsans nul doute possible d'obtenir une meilleure borne pour la 
omplexité de 
etteheuristique. Cependant, lors des expérimentations nous n'avons pas réussi à utiliser
ette heuristique pour des graphes de plus d'une 
entaine de tâ
hes. Aussi, nousavons ré�é
hi à une heuristique de plus faible 
omplexité.3.2.2. Une heuristique aléatoireL'obje
tif des algorithmes de regroupement est double. D'une part 
eux-
i doiventpermettre d'obtenir des regroupements dont le temps d'exé
ution est faible, 
'està dire que le regroupement obtenu doit être de bonne qualité. D'autre part, la
omplexité des algorithmes de regroupement doit être �relativement faible�, 
ar ilsdoivent pouvoir être appliqués à des graphes de plusieurs milliers voir plusieurs mil-lions de tâ
hes. C'est 
e point que nous allons maintenant étudier. Il est parti
ulière-ment important notamment si l'on envisage d'utiliser un algorithme de regroupementà la volée. C'est à dire si l'algorithme de regroupement est utilisé au 
ours de l'exé
u-tion d'un programme parallèle pour déterminer où et dans quel ordre seront exé
utéesles di�érentes tâ
hes. Dans le 
adre de notre appro
he, il nous faut don
 trouver uneheuristique de partitionnement de DAG dont la 
omplexité soit faible. D'autre partune telle heuristique permettrait d'observer le 
omportement d'un algorithme de re-groupement par dé
omposition ré
ursive pour des graphes de tâ
hes de grande taille.L'heuristique que nous avons trouvée, est fondée sur le lemme suivant :Lemme 9 Soit deux tâ
hes indépendantes x et y ; les deux groupes de tâ
hes fxg>nfyg> et fyg> n fxg> sont deux groupes de tâ
hes indépendants.Preuve. Nous raisonnons par l'absurde. Supposons don
 qu'il existe deux tâ
hes z1et z2 appartenant respe
tivement à fxg> n fyg> et à fyg> n fxg> tels qu'il existe un
hemin entre z1 et z2 dans le graphe de pré
éden
e G, 
'est-à-dire tel que z1 � z2.Par dé�nition de z1 il existe un 
hemin entre x et z1 
'est-à-dire x � z1, don
 x � z2.Mais 
ela 
ontredit la dé�nition de z2 
ar z2 62 fxg>. Par symétrie, on en déduitimmédiatement le résultat. La �gure 5 permet de bien 
omprendre la situation. 2Nous pouvons remarquer que 
e lemme admet une version �symétrique� danslaquelle nous 
onsidérons les tâ
hes prédé
esseurs, ainsi fxg< n fyg< et fyg< n fxg<sont deux groupes de tâ
hes indépendants.
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z2z1 yx

fxg> \ fyg>fxg> n fyg> fyg> n fxg>
Figure 5 � Les di�érents groupes de tâ
hes 
onsidérésD'autre part la 
omplexité du 
al
ul de deux groupes de tâ
hes indépendants estfaible. En e�et, nous avons déjà remarqué qu'étant donnée une tâ
he x, le 
al
ulde ex, 
elui de x< et 
elui de x> pouvaient être réalisés e�
a
ement en utilisantun algorithme de marquage ave
 une 
omplexité en O(e + v). Nous rappelons quee = jEj désigne le nombre d'ar
s dans le graphe de pré
éden
e et que v = jV j désignele nombre de tâ
hes dans 
e graphe.Il reste à déterminer les tâ
hes x et y que nous séle
tionnons : une première idéepourrait être de 
hoisir parmi tous les 
ouples de tâ
hes (x; y) tels que x � y, 
eluiqui maximise : min(fxg> n fyg>; fyg> n fxg>). Cependant la 
omplexité serait alorsO(e:v2) et serait don
 en
ore une fois trop importante pour pouvoir être utilisée surdes graphes de grande taille.C'est pourquoi, nous avons opté pour un algorithme aléatoire. Ainsi nous 
hoisis-sons aléatoirement une tâ
he x. Si l'ensemblegfxg n'est pas vide alors nous 
hoisissonsy aléatoirement dans 
e groupe de tâ
he. Nous re
ommençons 
e pro
édé K fois, enretournant le meilleur résultat. K désigne une 
onstante pouvant être 
hoisie expéri-mentalement. Intuitivement notre idée peut se justi�er par le fait suivant. Dé�nissonsune tâ
he bloquante x 
omme une tâ
he tel que gfxg = ; ; si une majorité des tâ
hessont bloquantes alors notre algorithme ne permettra pas de trouver du parallélismedans l'appli
ation. Cependant, le graphe de pré
éden
e est alors �pro
he� d'une
haîne, une stru
ture de graphe non parallélisable.La 
omplexité de l'heuristique que nous avons dé
rite pour le problème de parti-tionnement de DAG est don
 �nalement en O(K:e). Si l'on suppose que 
ette heu-ristique partitionne le graphe en des ensembles de tailles voisines alors un algorithmede regroupement basé sur 
ette appro
he a une 
omplexité en O(K:e: log(v)). Mal-heureusement l'heuristique de partitionnement que nous avons proposée est parti
u-lièrement ine�
a
e lorsque le graphe de pré
éden
e est 
omposé d'un grand nombrede 
omposantes 
onnexes. Aussi en pratique dans le 
as d'un graphe non 
onnexe,nous partitionnons les di�érentes 
omposantes 
onnexes en deux parties. Ce pro-blème est très pro
he d'un problème de partition, pour lequel il existe des s
hémas



74 Regroupementd'approximation très e�
a
es.4. SimulationsNous avons implémenté l'algorithme de dé
omposition ré
ursive ainsi que l'heu-ristique dé
rite pré
édemment pour le problème de partitionnement de DAG. Nousavons ensuite simulé notre algorithme de regroupement sur des graphes d'appli
a-tions régulières tout en faisant varier les délais de 
ommuni
ation.Pour l'heuristique de partitionnement de DAG nous avons �xé la 
onstante Kà 10. Nous avons 
hoisi d'utiliser des graphes de pré
éden
e d'appli
ations réelles.Ces graphes de pré
éden
e sont réguliers et don
 fa
iles à générer. Les simulationsont étés 
onduites sur des graphes du type : Ja
obi, FFT, Elimination de Gausset Grille 3D. Ces graphes sont 
omposés respe
tivement de 62500, 53248, 31623 et64000 tâ
hes. Ces graphes de pré
éden
e sont représentées dans les �gures 6,7, 8 et9. Nous avons 
omparé notre algorithme de regroupement à l'algorithme de regrou-pement 
lassique DSC [GY94a℄. Les �gures 10, 11, 12, 13 représentent les résultats dela simulation. L'abs
isse représente le logarithme en base 2 du délai de 
ommuni
a-tion et l'ordonnée le logarithme en base 2 de l'a

élération. Cette dernière est dé�nie
omme le rapport entre le temps d'exé
ution séquentielle 
'est-à-dire i
i le nombrede tâ
hes et le temps d'exé
ution du regroupement R obtenu !R. Ainsi la droite des�gures 
orrespond au 
as où les délais de 
ommuni
ation sont très importants, etsont aussi important que le temps d'exé
ution de l'appli
ation en séquentielle, dans
e 
as il n'y a plus au
un parallélisme exploitable. La gau
he des �gures 
orrespondà un petit délai de 
ommuni
ation � = 1.Pour le 
as du graphe Ja
obi (�gure 10), nous avons représenté la moyenne, lemoins bon et le meilleur des temps d'exé
ution des regroupements obtenus pour10 expérien
es, pour les autres �gures il s'agit toujours d'une moyenne sur 10 expé-rien
es. Nous avons représenté 
es trois 
ourbes 
ar nous voulions observer l'in�uen
edu 
ara
tère aléatoire de l'heuristique de partitionnement de DAG. Les trois 
ourbesdans la �gure sont pro
hes bien que le fa
teur K soit seulement égal à 10, le 
ompor-tement de l'algorithme est don
 relativement stable (il faut bien garder en tête qu'ils'agit d'une é
helle logarithmique et qu'une petite di�éren
e est importante en valeurabsolue). Pour les graphes de Ja
obi et Grille 3D (�gure 13), on peut remarquer queDSC est légèrement meilleur pour de petits délais de 
ommuni
ation � < 16, alorsque lorsque le délai de 
ommuni
ation est plus grand, notre algorithme se 
omportebeau
oup mieux. Le temps d'exé
ution d'un regroupement 
al
ulé par l'algorithmeDSC est alors jusque 8 fois plus grand. De plus nous avons remarqué que 
e fa
teur
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Figure 6 � Graphe de type Ja
obi. Figure 7 � Graphe de type FFT.

Figure 8 � Graphe de type Elimination de Gauss. Figure 9 � Graphe de type grille 3D
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Figure 10 � Résultat pour un graphe ja
obi
omposé de 62500 tâ
hes.
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Figure 11 � Résultat pour un graphe FFT 
om-posé de 53248 tâ
hes.
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Figure 12 � Résultat pour un graphe Elimina-tion de Gauss 
omposé de 31623 tâ
hes.
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Figure 13 � Résultat pour un graphe grille 3D
omposé de 64000 tâ
hes.
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ours et perspe
tives 77est en
ore plus important lorsque le graphe de pré
éden
e est plus grand. Par 
ontrepour le graphe d'élimination de Gauss (�gure 12) l'algorithme DSC est toujours lé-gèrement meilleur quel que soit le délai de 
ommuni
ation. Ce bon 
omportement del'algorithme de DSC sur les graphes d'élimination de Gauss et de Gauss-Jordan est
onnu et a été analysé dans [GY94b℄. En�n pour le graphe de type FFT (�gure 11),l'appli
ation est très parallèle (la longueur du 
hemin 
ritique est en O(log(n)) et lenombre de tâ
hes est de l'ordre de O(n: log(n))), notre algorithme ne se 
omportemieux que DSC que lorsque le délai de 
ommuni
ation devient très important.Le nombre de regroupements que nous avons dû généré pour 
ette simulation estde 40. Nous avons utilisé le fait que seul le seuil d'arrêt de la dé
oupe ré
ursive dépenddu délai de 
ommuni
ation. Il su�t don
 d'e�e
tuer une dé
omposition ré
ursive dugraphe de pré
éden
e jusqu'au grain le plus �n ; puis de par
ourir la dé
ompositiongénérée jusqu'à une 
ertaine profondeur pour 
onstruire les di�érents regroupementslorsque l'on fait varier le délai de 
ommuni
ation. D'autre part, il y a 4 graphesdi�érents et 
haque 
ourbe est une moyenne de 10 expérimentations. Le temps de
al
ul de 
es 40 regroupements a né
essité moins d'une demi-heure sur un pentium3à 533 Mhz, soit moins d'une minute pour 
al
uler un regroupement. Ce temps de
al
ul est nettement supérieur à 
elui de l'algorithme DSC. Cependant il serait toutà fait possible d'aller plus vite 
ar le prototype a été é
rit a�n de pouvoir s'adaptertrès fa
ilement à d'autres algorithmes de partitionnement de DAG. D'autre part,nous n'avons pas pu 
omparer notre algorithme ave
 DSC pour des graphes de plusgrande taille 
ar la version disponible sur le web ne permettait pas de traiter desgraphes de pré
éden
e de plus de 105 tâ
hes. En�n nous avons remarqué que lefa
teur limitatif de notre heuristique de regroupement était prin
ipalement lié à laquantité de mémoire disponible. Le pro
essus 
ommen
e à utiliser le �
hier d'é
hange1 vers 106 tâ
hes (sur 128 Mo de mémoire de vive). Le temps de la première itérationde partitionnement de DAG devient alors rapidement très long. Cela s'explique parles nombreux par
ours itératifs d'une grande partie de la stru
ture du graphe qu'ilfaut alors 
harger à partir du disque dur, lors de l'utilisation de l'algorithme demarquage. Dans 
e 
ontexte, il pourrait être intéressant d'utiliser des représentationsparamétriques et don
 peu gourmande en mémoire, pour représenter le graphe depré
éden
e [CJ99℄.5. Travaux en 
ours et perspe
tivesLes premiers résultats obtenus lors des simulations sont très en
ourageants et 
esurtout lorsque les temps de 
ommuni
ation sont importants. L'appro
he par dé
om-1�swap� en anglais



78 Regroupementposition ré
ursive semble ouvrir de très nombreuses perspe
tives pour les problèmesd'ordonnan
ement sous des modèles ave
 des 
ommuni
ations 
oûteuses en temps. Ilreste 
ependant de nombreux points à é
lair
ir et d'autres points peuvent sans au
undoute être améliorés. Aussi, je 
ontinue à travailler a
tivement sur 
ette appro
he.Dans 
e dernier paragraphe, je vais essayer de faire un tour d'horizon de di�érentesperspe
tives 
e travail, et je vais présenter les di�érents travaux qui sont en 
oursa
tuellement.5.1. Quelle garantie espérer pour une telle appro
he ?L'une des premières questions que l'on peut de se poser est la garantie de perfor-man
e que peut o�rir une telle appro
he. Comme nous l'avons vu dans le 
hapitre 2,la garantie des algorithmes �
lassiques� pour le regroupement dépend très souventlinéairement du délai de 
ommuni
ation �. En supposant que l'on sa
he résoudrele problème de partitionnement de DAG (ou tout au moins que l'on dispose d'unalgorithme d'approximation pour 
e problème), on peut se poser la question de lagarantie de performan
e que l'on peut obtenir pour le problème du regroupement. Cetravail semble di�
ile. Cependant des avan
ées ré
entes ont eu lieu dans le domainede l'analyse des garanties de performan
es des algorithmes basées sur le paradigmediviser pour régner 2. Le livre [Ho
96℄ et plus parti
ulièrement le 
hapitre 5 de Shmoysen présente un résumé très instru
tif.Nous nous sommes 
ependant intéressés aux 
as qui semblent poser problème.Le pire 
as que nous 
onnaissons a
tuellement est 
elui de l'arbre binaire 
omplet.Considérons un arbre binaire 
omplet de hauteur 2: log �, il est 
omposé de �2 �1 tâ
hes. Et il est possible de l'ordonnan
er en 3:� � 2 unités de temps, il su�td'ordonnan
er les tâ
hes de hauteur plus petite que log � ensemble. Si l'on 
onsidèreun algorithme de partitionnement de DAG optimal 
elui-
i 
oupe à 
haque étapesimplement l'arbre en 2 et répète 
e s
héma. La durée d'exé
ution du regroupementobtenu est don
 de (�+1):log�+ (�� 1). La meilleur garantie que l'on peut espérerobtenir lorsque � est grand est don
 de l'ordre de O(log �). La �gure 14 illustre lesdeux types de regroupements que l'on a ainsi 
onstruit.5.2. Etude du problème de partitionnement de DAGLe problème de partitionnement de DAG est le problème 
lé de notre appro
he,aussi une étude approfondie de 
elui-
i apparaît né
essaire. Nous travaillons a
tuel-lement en 
ollaboration ave
 András Sebõ sur la 
omplexité de 
e problème. Nous2�Divide and Conquer� en anglais
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Figure 14 � A gau
he, un exemple de �bon� regroupement pour � = 2 et à droite le regroupementobtenu par notre appro
he.pensons que le problème estNP-di�
ile. Il est équivalent au problème de sous grapheéquilibré biparti 
omplet [GJ79℄ 3 dans un graphe de 
o-
omparabilité (ie. 
omplé-mentaire de la fermeture transitive d'un graphe de pré
éden
e). Ce dernier problèmeest un problème NP-
omplet dans le 
as d'un graphe quel
onque. D'autre part leproblème apparaît également 
omme très pro
he de problèmes tel que le �sommetséparateur minimum� 4 [CK94℄.Nous pensons que 
e problème estNP-di�
ile. Dans un tel 
as, il serait égalementintéressant d'étudier s'il est possible de trouver des algorithmes d'approximation pour
e problème. D'autre part une étude d'heurisitiques e�
a
es tant du point de vue dela qualité du partitionnement obtenu que du point de vue de leur 
omplexité pourraitêtre envisagée a�n de 
ompléter le travail entrepris.5.3. Vers d'autres modèles de 
ommuni
ation.Un autre point qui mérite d'être abordé est l'indépendan
e de l'algorithme departitionnement de DAG et plus généralement de l'appro
he envisagée vis à visde la modélisation des 
ommuni
ations. La dé
omposition ré
ursive du graphe depré
éden
e ne dépend pas par exemple du délai de 
ommuni
ation que nous avons
hoisi. Seul le seuil d'arrêt de la dé
omposition dépend de 
e délai. Ainsi, il apparaîtpossible d'étendre notre appro
he pour des modèles de 
ommuni
ation plus �ns telsque 
eux prenant un 
ompte un sur-
oût à l'envoi des messages 
omme par exempleLogP. De plus, on peut alors aussi imaginer regrouper les 
ommuni
ations entreles groupes de tâ
hes qui 
ommuniquent si 
ela s'avère intéressant dans le modèleenvisagé.3�balan
ed 
omplete bipartite subgraph� en anglais4�Minimum B-vertex separator� en anglais



80 RegroupementD'autre part, la vision stru
turée de l'appli
ation parallèle o�erte par notre ap-pro
he semble bien se marier ave
 les nouvelles ar
hite
tures parallèles, tels que lesgrappes de PC ou bien même des réseaux de grappes 
onne
tées entre elles par desréseaux haut débits 
omme VTHD [VTH99℄. Ces nouvelles ar
hite
tures sont 
a-ra
térisées notamment par des 
ommuni
ations hiérar
hiques. Les 
ommuni
ationsentre des ma
hines situées sur deux grappes di�érentes doivent par exemple traver-ser un réseau national ; elles sont beau
oup plus 
oûteuses que les 
ommuni
ationsà l'intérieur d'une même grappe. On peut dans 
e 
as imaginer de s'arrêter à un
ertain seuil de dé
omposition a�n d'exploiter un parallélisme à gros grain au niveauinter-grappes par exemple, et de dé
omposer plus �nement l'appli
ation a�n d'ex-ploiter un parallélisme à grain plus �n au niveau grappe ou bien même au niveauSMP. A notre 
onnaissan
e, il n'existe pas en
ore d'heurisitiques pour 
es nouveauxproblèmes d'ordonnan
ement qui émergent. Une étude théorique préliminaire sur la
omplexité des problèmes d'ordonnan
ement sous des modèles de type petit délai età deux niveaux de hiérar
hie a 
ependant été menée dans sa thèse par Giroudeau[Gir00℄.5.4. Intégration dans Athapas
an1D'un point de vue pratique, et au vu des résultats en
ourageants des simulations,nous souhaitons maintenant valider notre appro
he sur des appli
ations réelles. En
ollaboration ave
 Rémi Revire, un travail dans 
ette voie est en 
ours a
tuellement.Il s'agit d'intégrer notre appro
he et d'autres heuristiques d'ordonnan
ement statiquedans Athapas
an1.Athapas
an1 est une librairie parallèle simple d'utilisation développée au sein duprojet Apa
he. En substan
e, Athapas
an1 propose une interfa
e de programmationparallèle de haut niveau indépendante de l'ar
hite
ture. La granularité est expli
ite(tâ
he et objet partagé), mais le parallélisme est impli
ite les relations de pré
éden
eentre les di�érentes tâ
hes sont déduites des a

ès (le
ture, é
riture) e�e
tués par lestâ
hes sur les objets partagés. Cette mé
anique permet de 
onstruire dynamiquementtout ou partie du graphe de �ot de données asso
ié à l'appli
ation. Le graphe de �otde données est un outil très ri
he à partir duquel on peut notamment 
onstruire legraphe de pré
éden
e.Dans le 
adre de notre 
ollaboration ; nous avons réalisé une interfa
e génériquede par
ours de 
es deux types de graphes qui sont les entrées d'un algorithme d'or-donnan
ement statique. D'autre part, nous avons dé�ni une interfa
e objet pour desordonnan
eurs statiques. Plusieurs algorithmes d'ordonnan
ement ont été implantésou adaptés au dessus de 
ette interfa
e. Nous intégrons a
tuellement ETF, DSC ainsique notre heuristique en ayant e�e
tué un repliement sur un nombre borné de pro
es-seurs. Il serait également possible d'utiliser le regroupement obtenu 
omme base pour
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tives 81un algorithme de régulation de 
harge basé sur le vol de travail. Celui-
i pourraitalors voler des groupes de tâ
hes entier. Un tel mé
anisme pourrait par exemple per-mettre de réguler de faibles hétérogénéités de vitesse, ou d'amortir les impré
isionssur les temps de 
al
ul des tâ
hes (
onsidérés i
i 
omme tous identiques).Notre obje
tif est maintenant de valider et de 
omparer 
es di�érents ordon-nan
eurs sur quelques appli
ations telles que des appli
ations de programmationdynamique (
ombinaison par blo
s, 
omparaison de deux mots), ainsi que sur desappli
ations de programmation numérique (Elimination de Gauss, fa
torisation deCholesky 
reux).
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Ordonnan
ement ave
 dupli
ation CHAPITRE5
Dans 
e 
hapitre nous nous intéressons au problème de l'ordonnan
ementave
 dupli
ation et ave
 un grand délai de 
ommuni
ation � sur un nombre bornéde pro
esseurs. Nous introduisons tout d'abord une borne inférieure de la dated'exé
ution d'une tâ
he. Puis nous montrons qu'il est possible de réduire le pro-blème initial à 
elui de l'ordonnan
ement d'une su

ession de �petits graphes�.En�n, nous montrons 
omment une telle appro
he permet de 
onstruire un al-gorithme ave
 une garantie asymptotique en O(log(�)) pour ordonnan
er uneappli
ation dé
rite par un graphe de pré
éden
e arbitraire.
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84 Ordonnan
ement ave
 dupli
ation1. Introdu
tionDans 
ette partie nous nous intéressons au problème de l'ordonnan
ement ave
dupli
ation et ave
 un grand délai de 
ommuni
ation. Le modèle que nous 
onsidéronsi
i est similaire à 
elui introduit par Papadimitriou et Yannakakis [PY90℄. De façon
lassique, l'appli
ation parallèle est dé
rite par un graphe de pré
éden
e. Toutes lestâ
hes ont une même durée, que nous 
hoisissons égale à 1. D'autre part, les 
ommu-ni
ations sont modélisées par un délai uniforme �. Cela signi�e que si deux tâ
hesx et y liées par une relation de pré
éden
e sont ordonnan
ées sur des pro
esseursdi�érents alors la tâ
he y ne pourra 
ommen
er à s'exé
uter que � unités de tempsaprès la �n de la tâ
he x. Par 
ontre si x et y sont pla
ées sur le même pro
esseuralors la tâ
he y pourra s'exé
uter immédiatement après la terminaison de la tâ
hex. Sous un modèle de 
e type, il peut être intéressant de dupliquer 
ertaines tâ
hes.En e�et, si une tâ
he a plusieurs su

esseurs, il peut être utile d'exé
uter 
ette tâ
hesur di�érents pro
esseurs a�n de pouvoir 
ommen
er à exé
uter des su

esseurs plust�t. La �gure 1 illustre très brièvement le modèle et l'intérêt de la dupli
ation.
$\rho=2$
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Figure 1 � Un graphe de pré
éden
e et deux diagrammes de Gantt représentant desordonnan
ements ave
 et sans dupli
ation. La tâ
he t1 ha
hurée horizontalement estun dupli
ata.La prise en 
ompte de la dupli
ation a permis d'obtenir des garanties de perfor-man
e indépendantes du délai de 
ommuni
ation �. Ainsi, sous 
e modèle, Papadi-mitriou et Yannakakis ont proposé un algorithme d'approximation ave
 une garantiede 2 pour le problème de l'ordonnan
ement sur un nombre non borné de pro
esseurs.Ce résultat est l'un des rares résultats d'algorithmes d'approximation 
onstante pourles problèmes d'ordonnan
ement ave
 grand délai de 
ommuni
ation. Cependant, iln'est pas utilisable en pratique : le �travail� qu'il engendre, de par la dupli
ation(
.-à-d. le nombre de tâ
hes réellement exé
utées), n'est pas borné relativement àla taille du graphe. Il n'est don
 pas possible de �replier� e�
a
ement le regroupe-ment obtenu sur un nombre borné de pro
esseurs. Une des
ription plus 
omplète des
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ution d'une tâ
he 85modèles à 
ommuni
ations expli
ites ainsi que les prin
ipaux résultats obtenus pourl'ordonnan
ement sous 
es modèles a été présentée dans le 
hapitre 2.Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons à 
e même problème sur un nombreborné m de pro
esseurs. Pour 
e problème, nous proposons un algorithme d'approxi-mation ave
 une garantie asymptotique en O(log(�)). Intuitivement l'idée 
onsisteà ordonnan
er une su

ession de �petits graphes�. Cette notion de �petits graphes�est étroitement liée à la date d'exé
ution au plus t�t et sur un nombre non borné depro
esseurs des di�érentes tâ
hes 
onstituant 
e graphe . Dans le premier paragraphenous introduisons une borne inférieure de la date d'exé
ution d'une tâ
he, borne quinous permet de dé�nir formellement 
e que nous entendons par �petits graphes�.Dans le paragraphe 3.1, nous présentons plus formellement l'algorithme. Puis, nousanalysons 
elui-
i dans le paragraphe 3.2, en supposant 
onnu un algorithme pourl'ordonnan
ement de �petits graphes�. En�n dans le paragraphe 4, nous montrerons
omment ordonnan
er de �petits graphes�. Ce travail a été réalisé en 
ollaborationave
 Christophe Rapine.2. Une borne inférieure de la date d'exé
ution d'une tâ
heDéterminer pour une tâ
he x sa date d'exé
ution au plus t�t sur un nombrenon borné de pro
esseurs est un problème NP-di�
ile 
ar le problème du regroupe-ment l'est également. C'est pourquoi nous introduisons maintenant la hauteur d'unetâ
he x dans un graphe G. Nous montrons par la suite que 
ette hauteur est uneborne inférieure de la date d'exé
ution de la tâ
he x sur un nombre non borné depro
esseurs.Dé�nition 1 [Hauteur d'une tâ
he℄. La hauteur d'une tâ
he x dans un grapheG notée hG(x) est dé�nie de façon indu
tive par :� Si x est une ra
ine du graphe G alors hG(x) = 0.� Sinon, soit A(x) = fx1; : : : ; xjA(x)jg les an
êtres d'une tâ
he x ordonnés parhauteur dé
roissante, et soit p la plus petite valeur entre jA(x)j et �+1 ; alorsnous posons : hG(x) = maxi2f1;��� ;pghG(xi) + iLorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le graphe G 
onsidéré, nous notons la hauteurd'une tâ
he x, h(x). Nous pouvons remarquer tout de suite que la hauteur d'une tâ
heest une généralisation dire
te de la notion de 
hemin 
ritique dans un graphe. En e�et,la longueur du 
hemin 
ritique d'une tâ
he x dans un graphe G noté, !1G (x) peut sedé�nir indu
tivement d'une façon similaire. Dans le 
as où x n'est pas une ra
ine, et



86 Ordonnan
ement ave
 dupli
ationsi les an
êtres de x sont triés par longueur de 
hemin 
ritique dé
roissante alors lalongueur du 
hemin 
ritique vaut par dé�nition !1G (x) = !1G (x1) + 1. De même lahauteur d'une tâ
he est une généralisation de la borne introduite par Papadimitriouet Yannakakis [PY90℄, notée e(x). Si x n'est pas une ra
ine du graphe G alors e(x) =e(xp) + p où les an
êtres de x sont 
lassés par e(:) dé
roissant et où p est dé�ni
omme dans la dé�nition 1.Nous allons maintenant montrer que la hauteur d'une tâ
he x est une borneinférieure de sa date d'exé
ution au plus t�t.Lemme 2 Une tâ
he x ne peut pas être ordonnan
ée avant la date h(x).Preuve. La preuve se fait par indu
tion sur la stru
ture du graphe. Soit x une tâ
he.Si x est une ra
ine alors le résultat est immédiat. Dans le 
as 
ontraire, on se donne unordonnan
ement réalisable. Supposons que le résultat soit vrai pour tous les an
êtresde la tâ
he x. Nous notons 
es an
êtres A(x) = fx1; : : : ; xjA(x)jg et nous supposonsque 
eux-
i sont triés par hauteur dé
roissante. Nous allons montrer que le résultatest également vrai pour la tâ
he x.Considérons une tâ
he xi ave
 i 
ompris entre 1 et p = min (jA(x)j; �+ 1). Pourtoutes les tâ
hes xj ave
 j � i, nous avons h(xj) � h(xi). Or si la tâ
he x estordonnan
ée stri
tement avant h(xi) + 1 + �, alors toutes les tâ
hes xj ave
 j � isont ordonnan
ées sur le même pro
esseur que la tâ
he x (
es tâ
hes peuvent avoirdéjà été exé
utées sur d'autres pro
esseurs et être alors dupliquées). Comme 
etensemble est 
omposé de i tâ
hes, la tâ
he x ne peut alors pas être ordonnan
éeavant h(xi)+ i. Par dé�nition i � �+1, par l'absurde on démontre don
 que la tâ
hex ne peut pas être ordonnan
ée avant la date h(xi) + i. Finalement nous pouvons
on
lure que la tâ
he x ne peut être ordonnan
ée avant la date h(x). 2Dé�nition 3 [Hauteur d'un graphe℄. La hauteur d'un graphe G notée h(G) estdé�nie par : h(G) = maxx2G hG(x) + 1D'après le lemme 2, il apparaît de façon évidente que h(G) est une borne inférieurede la durée d'un ordonnan
ement du graphe de tâ
hes G sur un nombre non bornéde pro
esseurs et en dupliquant éventuellement 
ertaines tâ
hes. La notion de �petitgraphe� 
orrespond à un graphe dont la hauteur h(G) est plus petite que � + 1.Intuitivement 
ela 
orrespond aux graphes tels que toutes les tâ
hes ont moins que� prédé
esseurs (
e résultat dé
oule de la dé�nition de la hauteur d'une tâ
he). Unpetit graphe est don
 un graphe qui peut être ordonnan
é sur un nombre non bornéde pro
esseurs et en dupliquant 
ertaines tâ
hes, en moins de �+1 unités de temps.Il su�t alors d'exé
uter les di�érentes �feuilles� du graphe (tâ
hes sans su

esseur)sur des pro
esseurs distin
ts. Sur 
haque pro
esseur, il faut alors exé
uter tous les
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esseurs d'une tâ
he feuille. Ces prédé
esseurs peuvent être dupliqués un grandnombre de fois.3. Vers l'ordonnan
ement de graphes quel
onquesDans 
e paragraphe, nous nous intéressons à un algorithme pour l'ordonnan
e-ment des graphes de hauteur quel
onque. Il s'agit d'un algorithme par phases qui
onsiste simplement à ordonnan
er su

essivement des �petits graphes�. Nous al-lons notamment étudier la garantie que peut o�rir un tel algorithme en fon
tion del'algorithme d'ordonnan
ement pour les �petits graphes�.3.1. Un algorithme par phasesEtant donné un graphe G = (V;E), nous notons par la suite G� le sous-grapheinduit par l'ensemble des tâ
hes dont la hauteur est plus petite que � : fx 2 V jhG(x) � �g. Par dé�nition, nous avons h(G�) � �+1, G� est don
 un �petit graphe�.Pour ordonnan
er un graphe quel
onque, l'algorithme que nous proposons 
onsistesimplement à ordonnan
er le sous-graphe G�, à attendre une durée de � unités detemps pour permettre aux 
ommuni
ations d'avoir lieu, puis à re
ommen
er ave
 legraphe restant. L'algorithme 5 dé
rit 
ette démar
he plus formellement. Il prend enentrée un graphe G, un algorithme d'ordonnan
ement pour des �petits graphes� A,et un délai de 
ommuni
ation �. La fon
tion Induit(G;T ) renvoie le sous-grapheinduit par l'ensemble de tâ
hes T du graphe G, et la fon
tion Ta
hes(G) retournel'ensemble des tâ
hes du graphe G.Algorithme 5 Ordonnan
eur_grand(G;A; �)tant que Ta
hes(G) 6= ; faireT� = fx 2 G j hG(x) � �g;G� = Induit(G;T�);Ordonnan
er G� ave
 l'algorithme A;Attendre � unités de temps ;G = Induit(G; Ta
hes(G) n T�);�n tant que
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3.2. Analyse de l'algorithmeNous allons maintenant étudier les garanties de performan
es que peut o�rirun tel algorithme en fon
tion de 
elles o�ertes par l'algorithme d'ordonnan
ementpour des petits graphes A. Pour 
ela nous allons d'abord étudier le rapport entreles hauteurs h(G) et h(G0), où h(G) désigne la hauteur du graphe au début d'uneitération et G0 désigne le graphe restant après 
ette itération, en notant G0 = GnG�.Le lemme suivant est le point 
lé de l'analyse. En e�et il va permettre de borner lenombre d'itérations de l'algorithme.Lemme 4 Si la graphe restant G0 est non vide alors la hauteur du graphe dé
roîtau moins de �+ 1 unités : h(G)� h(G0) � �+ 1Preuve. Cette preuve est un peu te
hnique. Dans 
ette preuve, pour alléger lesnotations, nous noterons h0(:) la hauteur dans le graphe G0 
'est-à-dire hG0(:). Nousallons alors montrer que pour toute tâ
he x dans G0, h(x)�h0(x) � �+1. Le lemmeest une 
onséquen
e immédiate de 
e résultat. Soit don
 une tâ
he x dans le grapheG0. La preuve se fait par indu
tion sur la stru
ture du graphe G0. Dans le 
as où x estune ra
ine dans G0 le résultat est évident. Considérons une tâ
he x dans le grapheG0 qui ne soit pas une ra
ine. Soit A0(x) = fx01; � � � ; x0jA0(x)jg les an
êtres de la tâ
hex dans le graphe G0 
lassés par hauteur dé
roissante dans 
e graphe.Nous pouvons remarquer que les ensembles A0(x) et A(x) n fy j h(y) � �g sontégaux. Soit fx1; � � � ; xjA0(x)jg, les éléments de 
e dernier ensemble 
lassés par hauteurdé
roissante dans le graphe initial G. Les (x0i)i et les (xi)i ne sont pas né
essairement
lassés selon le même ordre. Plus pré
isément il existe une permutation � sur l'en-semble f1; � � � ; jA0(x)jg tel que xi = x0�(i). Nous notons ��1 la permutation inverse.Nous allons 
ommen
er par montrer un résultat intermédiaire : pour tout i dansf1; � � � ; jA0(x)jg nous avons h(xi)�h0(x0i) � �+1. En e�et, soit i dans f1; � � � ; jA0(x)jg,nous pouvons distinguer deux 
as :� Si i � �(i) alors h0(xi) = h0(x0�(i)) � h0(x0i). D'après notre hypothèse d'indu
-tion, nous avons aussi h(xi)� h0(xi) � �+ 1. En sommant 
es deux inégalitésnous obtenons don
 : h(xi)� h0(x0i) � �+ 1.� Si i < �(i) alors de par un argument de �ux, il existe j > i, tel que �(j) � i. La�gure 2 permet de bien 
omprendre pourquoi. Les �è
hes en trait plein illus-trent les trois équations que nous allons maintenant exhiber. Comme x0�(j) =xj, nous avons h0(xj) � h0(x0i) et h(xi) � h(xj). D'après notre hypothèse d'in-du
tion h(xj) � h0(xj) � � + 1 et �nalement en sommant 
es trois dernières



Ordonnan
ement de graphes de petites tailles 89équations on obtient également : h(xi)� h0(x0i) � �+ 1.
xi

h0(:)
h(:)xj

x0�(i) x0i x01
x1

x0�(j)
Figure 2 � Autant de �è
hes traversent le mur en pointillé dans un sens que dansl'autre.Considérons maintenant l'entier j 
ompris entre 1 et min(�+1; jA0(x)j) qui maxi-mise h0(x0j)+j ; par dé�nition de h0(x), nous avons : h0(x) = h0(x0j)+j. Don
 d'aprèsle résultat pré
édent nous avons : (h(xj) + j) � h0(x) � � + 1. En 
onsidérant ladé�nition de h(x) nous pouvons aisément 
on
lure que h(x)� h0(x) � (�+ 1). 2Dans la suite, par sou
i de simpli
ité, pour tout graphe G nous désignons par jGjle nombre de tâ
hes du graphe G. D'autre part, nous désignons en général par G desgraphes de hauteur quel
onque, et par H des �petits� graphes.Corollaire 5 Supposons que l'algorithme A retourne pour tout grapheH de hauteurplus petite que � + 1 un ordonnan
ement sur m pro
esseurs de durée inférieure ouégale à �: jHjm +�:(�+1). Alors pour tout grapheG de hauteur quel
onque, l'algorithmeproposé retourne un ordonnan
ement sur m pro
esseurs de durée inférieure ou égaleà �: jGjm + (� + 1):h(G) + �:(�+ 1).Preuve. La preuve est très simple. En e�et, supposons que l'algorithme 5 termineen k itérations et soit H1; � � �Hk les graphes ordonnan
és au 
ours des di�érentesitérations. Alors 
omme Pi=1;��� ;k jHijm = jGjm , on en déduit que la durée totale del'ordonnan
ement est inférieure ou égale à �: jGjm +k:�:(�+1)+(k�1):�. Or le lemmepré
édent permet de borner le nombre d'itérations de l'algorithme. En e�et d'après
elui-
i, à 
haque itération la hauteur du graphe restant dé
roît de �+ 1, le nombred'itérations k de l'algorithme est don
 inférieure ou égal à dh(G)�+1 e. La durée totale del'ordonnan
ement est don
 �nalement inférieure à : �: jGjm +h(G):(�+1)+�:(�+1).2 Ce résultat est très intéressant. Il montre que si l'on sait ordonnan
er un �pe-tit graphe� e�
a
ement (au sens dé�ni par le lemme), alors on peut ordonnan
ere�
a
ement un graphe de hauteur quel
onque.
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ement de graphes de petites taillesIl apparaît don
 
lairement que le problème de l'ordonnan
ement d'un graphe Hde hauteur inférieure ou égale à �+1 est le problème 
lé pour obtenir des algorithmesave
 une bonne garantie de performan
e. Dans la suite nous 
onsidérons le problèmede l'ordonnan
ement d'un graphe H de hauteur inférieure ou égale à � + 1 et destru
ture quel
onque. Pour toute tâ
he x de 
e graphe h(x) � �, par dé�nition nousavons don
 jA(x)j � �. Le graphe H peut don
 être ordonnan
é sur un nombre nonborné de pro
esseurs en moins de � + 1 unités de temps de façon immédiate. Leproblème auquel nous nous intéressons maintenant 
onsiste à ordonnan
er 
e graphesur un nombre borné de pro
esseurs.4.1. Un autre algorithme par phasePour 
ela, nous proposons à nouveau d'utiliser un algorithme par phase. Chaquephase de l'algorithme est 
onstituée d'une phase de travail de durée �+ 1, et d'unephase de 
ommuni
ation de durée � � 1 Dans la phase de travail, nous séle
tion-nons un ensemble S de tâ
hes �feuilles�, 
'est-à-dire de tâ
hes sans su

esseur. Puisnous ordonnançons 
ha
une de 
es tâ
hes ave
 tous leurs prédé
esseurs pendant 
ettephase. Dans la suite, étant donné un ensemble de tâ
hes X, nous noterons A(X) lesan
êtres de X au sens large, 
'est-à-dire A(X) = [x2XA(x) [X, et W (X) le 
ardi-nal de 
et ensemble W (X) = jA(X)j (le 
hoix de 
ette notation est lié au fait qu'ils'agit aussi d'un travail 
ar 
haque tâ
he a une durée unitaire). Par 
onstru
tionW (S) désigne le nombre de tâ
hes originales éxé
utées pendant une phase de travail.Nous détaillons maintenant plus formellement l'algorithme. La fon
tion Ta
hes(H)retourne l'ensemble des tâ
hes du graphe H, la fon
tion Induit(H;T ) permet de
onstruire un sous-graphe induit. La fon
tion Sele
tion(H;n) séle
tionne un en-semble de n tâ
hes feuilles dans le graphe H, et la fon
tion Ordonnan
e(H;S; t)ordonnan
e l'ensemble des tâ
hes S ainsi que leur prédé
esseurs dans le graphe H àpartir de la date t en � + 1 unitées de temps. Nous détaillerons 
es deux dernièresfon
tions dans les deux se
tions suivantes 4.2 et 4.3.Au 
ours de la première phase, m tâ
hes feuilles sont séle
tionnées ; aussi 
omme
haque tâ
he feuille a moins de � prédé
esseurs, ordonnan
er l'ensemble de 
es mtâ
hes ainsi que leurs prédé
esseurs en � + 1 unités de temps est fa
ile. Il su�td'exé
uter 
haque tâ
he feuille sele
tionnée et ses préde
esseurs sur un pro
esseur.Comme une tâ
he peut être predé
esseur de plusieurs tâ
hes feuilles sele
tionnées, il
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eur_petit(H;m; �)k = 0, t = 0tant que Ta
hes(H) 6= ; faireS = Sele
tion(H; 2k:m)Ordonnan
er(H;S; t)si W (S) � m:�+12 alorsk = k + 1�n sit = t+ 2:�H = Induit(H; Ta
hes(H) n A(S))�n tant quepeut alors être ne
essaire de dupliquer 
ertaines tâ
hes. Nous pouvons aussi remar-quer qu'une phase de 
ommuni
ation de durée �� 1 unités de temps est su�sante.En e�et les tâ
hes qui sont exé
utées en dernier sont des tâ
hes feuilles, qui n'ontpas de su

esseurs.Cependant au 
ours d'une autre phase, il y a 2k:m tâ
hes feuilles qui sont séle
-tionnées. Et 
elles-
i doivent être ordonnan
ées en moins de � + 1 unités de temps.Pour que 
ela soit possible nous devons pré
iser 
omment nous séle
tionnons lestâ
hes feuilles que nous souhaitons exé
uter.4.2. Sele
tion des tâ
hesAu 
ours d'une phase nous 
her
hons simplement à maximiser le nombre de tâ
hesqui vont être éxé
utées, 
'est-à-dire W (S). Cependant 
omme 
e problème est NP-di�
ile, nous séle
tionnons simplement un ensemble de tâ
hes S qui est lo
alementoptimal. C'est-à-dire que si nous é
hangeons une tâ
he feuille y non séle
tionnéeave
 une tâ
he x dans S alors le nombre total de tâ
hes qui seront exé
utées W (S)n'augmente pas. Plus formellement, nous voulons la propriété suivante :Pour toute tâ
he feuille x dans S et pour tout tâ
he feuille y non dans SW (S) �W (S n fxg) [ fyg) (1)Construire un ensemble de tâ
hes S qui satisfasse 
ette propriété est fa
ile etpeut être réalisé par un algorithme polynomial. Une pro
édure 2-Opt permet parexemple de le faire. Elle peut être dé
rite de la façon suivante : étant donné unensemble de tâ
hes feuilles arbitraire X de taille 2k:m, nous pouvons par exemple
onsidérer toutes les paires de tâ
hes feuilles (x; y) 2 (X � �X) et é
hanger les tâ
hesx et y dans l'ensemble X si 
ela permet de faire augmenter W (X) (nous désignons
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i par �X le 
omplémentaire de X dans l'ensemble des tâ
hes feuilles de H). Cetteopération peut alors être répétée jusqu'à 
e qu'il n'existe plus de tel é
hange.Un algorithme de séle
tion lo
alement optimal garantit que si peu de tâ
hes sontexé
utées au 
ours d'une phase de travail alors la hauteur du graphe restant a diminuéde façon signi�
ative. Cette idée est la 
lé de notre algorithme d'ordonnan
ement depetits graphes ; elle est 
lari�ée dans le lemme suivant.Lemme 6 Considérons une phase de l'algorithme. Soit S l'ensemble des feuillesséle
tionnées au 
ours de 
ette phase et soit H 0 le graphe restant à ordonnan
eraprès 
ette phase. Nous avons : h(H 0) � W (S)jSjPreuve. Etant donnée une tâ
he feuille z dans S, nous notons wS(z) = W (S) �W (S nfzg). Intuitivement, wS(z) 
orrespond au nombre de tâ
hes qui sont prédé
es-seurs de la tâ
he z et d'au
une autre tâ
he dans S. De manière triviale nous avonsdon
 W (S) � Pz2S wS(z). En utilisant le prin
ipe de la �
age à pigeons� nouspouvons a�rmer qu'il existe une tâ
he x dans S telle que :wS(x) � W (S)jSj (2)Considérons maintenant une tâ
he feuille y n'appartenant pas à S. La tâ
he y nesera pas ordonnan
ée au 
ours de la phase 
onsidérée. Par 
onstru
tion, nous avonshH0(y)+1 = W (S[fyg)�W (S). D'autre part, pour tout ensemble de tâ
hes feuillesX et Y , nous avonsW (X[Y )�W (X) = W (Y )�jA(X)\A(Y )j. En appliquant 
etteéquation d'une part ave
X = S et Y = fyg et d'autre part ave
 X = (Snfxg) et Y =fyg, nous obtenons fa
ilement :W (S[fyg)�W (S) �W ((Snfxg)[fyg)�W (Snfxg).Or l'ensemble des tâ
hes séle
tionnées est lo
alement optimal don
 d'après l'équation1 :W ((Snfxg)[fyg)�W (Snfxg) �W (S)�W (Snfxg). Finalement nous obtenonsl'équation suivante : hH0(y) + 1 � wS(x) (3)En 
ombinant 
ette dernière équation ave
 l'équation 2, nous obtenons que pourtoute tâ
he feuille y non séle
tionnée hH0(y) + 1 � W (S)jSj . Comme 
ela est valablepour toute tâ
he feuille y et don
 pour tout tâ
he du graphe H 0, nous pouvons
on
lure. 2
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4.3. Ordonnan
ement des tâ
hes séle
tionnéesAu 
ours de 
haque phase, nous séle
tionnons un ensemble de jSj tâ
hes ave
jSj = 2k:m, il faut maintenant ordonnan
er 
es tâ
hes ainsi que tous leurs prédé
es-seurs en � + 1 unités de temps. Nous pouvons d'abord remarquer qu'une durée de� � 1 unités de temps pour les 
ommuni
ations est su�sante 
ar les tâ
hes S sontdes tâ
hes feuilles.Corollaire 7 Soit H 0 le graphe restant après une itération de l'algorithme, soit Sl'ensemble des tâ
hes séle
tionnées et k la valeur de la variable k au début de 
etteitération.Si W (S) � �+12 :m, nous avons h(H 0) � �+12k+1Ce 
orollaire est une 
onséquen
e du lemme 6. Nous pouvons remarquer qu'un telrésultat peut également être obtenu ave
 un algorithme de re
ouvrement (
overing)tel que 
elui analysé par Ho
hbaum et Pathria [HP98℄. L'idée de 
elui-
i 
onsiste àséle
tionner les tâ
hes feuilles en utilisant un algorithme glouton. Plus pré
isémentla tâ
he x tel que W (S [ fxg) �W (S) soit maximum est ajoutée à l'ensemble S.Cette itération est alors répétée jusqu'à 
e que jSj = 2k:m.Le résultat de 
e 
orollaire peut s'interpréter de la façon suivante :� La 
ondition 
orrespond au fait que le nombre de tâ
hes originales exé
utéesau 
ours d'une phase est plus petit que la moitié de la surfa
e d'une phase.La surfa
e d'une phase 
orrespond au nombre maximal de tâ
hes pouvant êtreexé
utées au 
ours d'une phase.� Le résultat de l'impli
ation 
orrespond au fait que le graphe restant peut êtreordonnan
é sur un nombre non borné de pro
esseurs en une durée de �+12k+1unités de temps.Par indu
tion sur k, nous pouvons don
 aisément déduire du 
orollaire pré
édent7 le résultat suivant.Corollaire 8 Si H désigne le graphe au début d'une itération et k désigne la valeurde la variable k au début de la même itération, alors :h(H) � �+ 12kOn en déduit que 
haque tâ
he feuille peut être ordonnan
ée ave
 tous 
es pré-dé
esseurs sur un pro
esseur en une durée inférieur à �+12k . Il est don
 fa
ile d'ordon-nan
er les 2k:m tâ
hes feuilles, sur m pro
esseurs en �+ 1 unités de temps.
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4.4. Garantie de performan
eNous avons maintenant toutes les 
lés pour analyser la garantie de performan
ede notre algorithme pour ordonnan
er des petits graphes.Lemme 9 L'algorithme 6 peut ordonnan
er tout graphe H de hauteur plus petiteou égale à �+ 1 en une durée inférieure ou égale à :4: jHjm + �1 + 2: log(�+ 1)�:(�+ 1)Preuve. Pour prouver 
e résultat, nous pouvons distinguer deux types de phases :� Les phases où plus de �+12 :m tâ
hes originales sont exé
utées. Le nombre wde 
es phases peut être fa
ilement borné à l'aide d'un argument de travail, onobtient alors w � 2�+1 : jHjm .� Les phases où stri
tement moins de �+12 :m tâ
hes originales sont exé
utées. Lenombre de 
es phases k 
orrespond aussi à la valeur de la variable k à la �nde l'algorithme. Considérons la dernière phase de 
e type, soit F le graphe àordonnan
er au début de 
ette itération et k la valeur de la variable à la �nde 
ette itération. Comme la hauteur du graphe F est non nul et d'après le
orollaire 8, nous obtenons 1 � h(F ) � �+12k�1 , don
 k � log(�+ 1) + 1.Par dé�nition w+k 
orrespond au nombre total de phases, et 
omme 
haque phase aune durée de 2:�, la durée totale de l'ordonnan
ement vaut moins que (w+k):(2:�)��.On obtient �nalement :! � 4:��+ 1 : jHjm + �1 + 2:��+ 1 : log(�+ 1)�:(�+ 1) 2Si l'on 
ombine maintenant le 
orollaire 5 et le lemme 9 alors nous pouvonsénon
er le résultat important de 
e 
hapitre.Lemme 10 Les algorithmes 5 et 6 permettent, lorsqu'ils sont 
ombinés, d'ordon-nan
er tout graphe en une durée inférieur ou égale à :4: jGjm + 2:� log(�+ 1) + 1�:h(G) + �2:�: log(�+ 1) + 1�:(�+ 1)Comme jGjm est une borne inférieure triviale du temps d'exé
ution d'un ordon-nan
ement ! et 
omme h(G) est aussi une borne inférieure de la durée d'un ordon-nan
ement d'après le lemme 2, on peut en déduire le 
orollaire suivant.
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lusion 95Corollaire 11 Si la durée optimale d'un ordonnan
ement !� du graphe G est su-perieure au délai de 
ommuni
ation �, alors les algorithmes proposés permettentd'ordonnan
er le graphe G ave
 une garantie de performan
e de l'ordre de O(log(�)).
5. Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons proposé et étudié une façon naturelle d'aborder leproblème de l'ordonnan
ement ave
 un grand délai de 
ommuni
ation. Elle 
onsisteà dé
ouper le graphe initial en un ensemble de graphes pouvant être ordonnan
és en�+1 unités de temps sur une in�nité de pro
esseurs ave
 dupli
ation. Nous avons ainsimontré et isolé l'une des prin
ipales di�
ultés : le problème de l'ordonnan
ement de�petit graphe� sur un nombre borné de pro
esseurs.Cependant, bien que nos résultats améliorent très signi�
ativement les pré
édentsrésultats autour de l'ordonnan
ement ave
 grand temps de 
ommuni
ation, ils ne ré-pondent pas à la question de l'existen
e d'un algorithme d'approximation 
onstantepour 
e problème. Aussi de nombreuses questions restent ouvertes : notre appro
hepermet-elle de trouver un algorithme d'approximation 
onstante ? Existe-t-il un al-gorithme polynomial pour ordonnan
er e�
a
ement tout �petit graphe� ? Ou pluspré
isément, pouvons nous trouver un algorithme polynomial qui puisse ordonnan-
er tout petit graphe G en une durée proportionnelle à une 
onstante près à jGjm + �sur m pro
esseurs ? Cette borne est-elle su�sante ? Ou bien, au 
ontraire, existe t'ilune suite d'instan
e (Gi; �i;mi)i2IN telle que la durée d'un ordonnan
ement opti-mal !�n du �petit graphe� Gi sur mi pro
esseurs ave
 un délai �i soit supérieureà n:( jGijmi + �i) ? Nous pensons que, tout au moins pour des stru
tures de graphesparti
ulières telles que des graphes d'arité bornée, il doit être possible de 
onstruiredes algorithmes d'approximation 
onstante pour ordonnan
er ave
 dupli
ation toutgraphe sur un nombre borné de pro
esseurs. Je 
ontinue à travailler a
tivement sur
e problème en 
ollaboration ave
 Christophe Rapine.D'un autre 
oté, il est apparu que le problème d'ordonnan
ement ave
 dupli
ationd'un graphe de très petite hauteur (h(G) � �) était très di�
ile. En e�et, pourde telles instan
es une seule phase de 
ommuni
ation peut être déjà trop long. Il
onvient de partitionner les di�érentes feuilles du graphe sur les pro
esseurs touten exé
utant également les an
êtres asso
iés sur 
haque pro
esseur. Ce problèmeest très pro
he des de problèmes sa
s à dos ave
 pré
éden
es, des problèmes dere
ouvrement d'ensemble ou des problèmes de gestion de ma
hines et outils [CK99℄,
es deux derniers problèmes étant 
onnus pour leur non-approximabilité. Il sembledon
 illusoire de 
her
her un algorithme d'approximation 
onstante pour des graphesde hauteur inférieure à �. Cependant d'un point de vue pratique, 
e problème n'est
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oût de lan
ementdes di�érentes tâ
hes et 
ela né
essite au moins une 
ommuni
ation. On peut don
toujours 
onsidérer que la durée d'un ordonnan
ement est supérieur à �.En�n, les résultats que nous avons établis sont valables pour un modèle de typedélai uniforme, on peut se demander s'il est possible d'étendre 
es résultats pourdes modèles plus �ns 
omme des modèles à délais variables. Cela parait 
ependantdéli
at 
ar les algorithmes que nous avons utilisé jusqu'i
i sont des algorithmes parphase de longueur proportionnelle à un délai.



Con
lusion
Lors de l'exé
ution d'une appli
ation parallèle sur une ar
hite
ture à mémoiredistribuée, les unités de 
al
uls sont très souvent amenées à 
ommuniquer entreelles pour partager des données ou des résultats. La prise en 
ompte du 
oût de
es 
ommuni
ations dans la dé
ision d'ordonnan
ement et de pla
ement des 
al
ulsapparaît 
omme un fa
teur 
lé pour obtenir des exé
utions e�
a
es. J'ai étudié dansle 
adre de ma thèse des problèmes d'ordonnan
ement sous des modèles permettantune prise en 
ompte e�
a
e de 
es 
ommuni
ations : le modèle des tâ
hes malléableset le modèle délai à grand temps de 
ommuni
ation.Le modèle des tâ
hes malléables s'appuie sur un modèle d'appli
ation où lestâ
hes qui la 
omposent sont elles-mêmes des a
tivités parallèles pouvant s'exé
utersur un nombre variable de pro
esseurs. Dans 
e 
adre, nous avons proposé des algo-rithmes d'approximation ave
 garantie 
onstante pour le problème d'ordonnan
ementde tâ
hes malléables ave
 des 
ontraintes de pré
éden
e. Plus pré
isément, pour desgraphes de pré
éden
e de type arbre nous avons obtenu une garantie de performan
ede 3+p52 et de 3 +p5 pour des graphes quel
onques. Il serait sans nul doute en
orepossible d'améliorer en
ore 
es résultats en proposant des algorithmes d'approxima-tion o�rant de meilleures garanties ; mais il me semble plus intéressant d'étudier enpratique le 
omportement de 
es heuristiques dans des appli
ations réelles qui seprêtent bien à une parallélisation ave
 le modèle des tâ
hes malléables 
omme ladé
omposition de domaine. Ces heuristiques pourraient alors être 
omparées à desheuristiques plus 
lassiques 
omme le �gang� (heuristique qui 
onsiste à exé
utertoutes les tâ
hes sur tous les pro
esseurs) ou des heuristiques de type pla
ement parniveaux, qui n'o�rent elles au
une garantie de performan
e.Nous nous sommes ensuite intéressés au problème plus 
lassique de l'ordonnan-
ement ave
 délai de 
ommuni
ation. Nous avons 
hoisi de 
onsidérer 
e problèmedans le 
adre des grands délais de 
ommuni
ation, 
ar 
e modèle est beau
oup plusréaliste que les modèles ave
 petits temps de 
ommuni
ation. Les problèmes d'or-donnan
ement ave
 grand temps de 
ommuni
ation sont des problèmes déli
ats pourlesquels il n'existe pas en
ore de solution satisfaisante.Dans un premier temps, nous avons étudié 
e problème sur une in�nité de pro-
esseurs : le problème du regroupement. Il s'agit de regrouper des tâ
hes entre ellespour éviter de trop nombreuses 
ommuni
ations. Nous avons 
ara
térisé une famillede regroupements 2-dominants : les regroupements 
onvexes. En d'autres termes,
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ela signi�e qu'il existe un regroupement 
onvexe dont la durée d'exé
ution est pluspetite que deux fois la durée d'exé
ution d'un regroupement optimal. En plus de sim-pli�er grandement la re
her
he d'un algorithme d'approximation pour 
e problème,nous avons également montré que les regroupements 
onvexes pouvaient être trèsutiles pour permettre un repliement sur un nombre borné de pro
esseurs.Nous avons ensuite proposé une appro
he originale pour 
onstruire des regroupe-ments 
onvexes. Notre appro
he est basée sur une dé
omposition ré
ursive du graphede pré
éden
e. Pour la 
onstruire nous utilisons une dé
oupe du graphe de pré
é-den
e 
onsistant à trouver deux groupes de tâ
hes indépendants et les plus grandspossibles. Ce problème original que nous avons appelé le problème de partitionnementde DAG est au 
÷ur de notre appro
he, nous avons 
ommen
é son étude théorique etproposé des heuristiques e�
a
es pour le résoudre. Nous avons validé pratiquementnotre appro
he sur des simulations à partir de graphes de pré
éden
e d'appli
ationsréelles ; les premiers résultats sont très en
ourageants.Ces re
her
hes méritent d'être poursuivies, 
ar les perspe
tives de 
e travail tantdu point de vue théorique que pratique sont nombreuses. Dans un premier temps,nous souhaitons valider notre appro
he dans le 
adre d'un environnement de pro-grammation d'appli
ations parallèles Athapas
an1. Un travail dans 
ette voie est en
ours a
tuellement. Il s'agit d'intégrer notre appro
he et d'autres heuristiques d'or-donnan
ement statiques dans 
et environnement. D'autre part, notre algorithme dedé
omposition ré
ursive o�re une vision stru
turée et hiérar
hique des 
al
uls e�e
-tués par une appli
ation parallèle. Cette vision me semble primordiale pour prendreen 
ompte les 
ommuni
ations importantes et hiérar
hiques des ar
hite
tures émer-gentes 
omme les inter
onnexions de grappes de multipro
esseurs.Nous avons également étudié le problème de l'ordonnan
ement ave
 grand tempsde 
ommuni
ation sur un nombre �xé de pro
esseurs en 
onsidérant la possibilitéde dupliquer 
ertaines tâ
hes. La dupli
ation permet de réduire les sur-
oûts dusaux 
ommuni
ations 
oûteuses. Notre obje
tif initial était de trouver un algorithmed'approximation 
onstante pour 
e problème. Si nous n'avons pas réussi, nous avons
ependant nettement amélioré les résultats existants.Nous avons proposé et étudié une façon naturelle d'aborder 
e problème d'or-donnan
ement. Elle 
onsiste à dé
ouper le graphe initial en un ensemble de petitsgraphes relativement au délai de 
ommuni
ation et à ordonnan
er su

essivement
ha
un de 
es petits graphes. Nous avons ainsi montré et isolé l'une des prin
ipalesdi�
ultés : le problème de l'ordonnan
ement de 
es petits graphes relativement audélai de 
ommuni
ation sur un nombre borné de pro
esseurs. Cette appro
he nousa permis d'obtenir un algorithme d'approximation dont la garantie est O(log(�)) où� désigne le délai de 
ommuni
ation pour des graphes de pré
éden
es quel
onques.Nous pensons que 
es résultats pourront en
ore être améliorés en 
onsidérant desgraphes de pré
éden
es plus spé
i�ques, 
omme par exemple des graphes d'aritébornée. Les re
her
hes dans 
ette dire
tion doivent être poursuivis.
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