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Une approche formelle pour I’ optimisation de Systémes a événements discr ets

Juan Cardillo-Albarran

RESUME

Cette these est centrée sur I'optimisation de systemes dynamiques a événements discrets sur un
domaine fini.

Deux approches fondamentales de I'optimisation sont considérées: le principe du minimum et la
programmation dynamique. Dans chaque cas une méthode de calcul formel est développée pour
I'optimisation d’une forme polynomiale sur un domaine de définition fini.

Le résultat de I'approche basée sur le principe du minimum est établi sons la forme d’un théoreme
dans lequel la condition (nécessaire) d’optimalité est définie en terme d’une inégalité variationnelle
sons une forme séparable par rapport aux étapes (instants).

Celle-ci est explicitement fonction de la variable de commande a l'instant courant, (commande
courante), de la forme paramétrée de celleci et de I'état du systéme auquel peuvent s’ajouter des
parameétres exogenes impliqués dans le modele d’évolution.

La résolution de cette inégalité variationnelle paramétrique est développée selon une procédure de
type Min-Max avec une minimisation par rapport aux commandes courantes et une maximisation par
rapport aux autres commandes.

L’algorithme correspondant est désigné par le symbole SCDO (Symbolic Computation for Discrete
Optimisation).

L’approche basée sur la programmation dynamique exploite le caractére paramétrique de cette
méthode de décomposition. L’intégration de I'algorithme SCDO dans les deux phases de ce
processus d’optimisation permet ici encore d’exprimer la séquence de commandes optimales sous
une forme explicite de I'état du systeme et des autres parameétres exogenes.

Dans ce mémoire, nous considérons également le principe de relaxation pour transformer le
probleme discret en un probléme continu de résolution classique. Ainsi, pour une famille particuliere
de processus discrets linéaires par rapport a I'état et de fonction de codt concave, nous obtenons une
condition de type principe du minimum, équivalente pour I'optimum relaxé et I'optimum de
probléme original. Dans le cas de fonctions de codt linéaires, la condition obtenue est celle du
principe du minimum classique.



Un enfoque formal para la optimizacion de systémas a eventos discr etos

Juan Cardillo-Albarran

RESUMEN

El desarrollo de esta tesis se centra en la optimizacion de Sistemas Dinamicos a Eventos
Discretos sobre dominios finitos.

Para tal fin, se abordaron los dos principios basicos de la optimizacion: “El Principio de
Minimo” y *“la Programacion Dindmica”. Sobre cada uno de ellos, una extension basado en el
célculo formal se realizo considerando dominios de definicion finitos y pardmetros exdgenos de
evolucion.

El resultado del enfoque basado sobre el principio esta dado en la forma de un teorema, en
donde la condicion (necesaria) de optimalidad es definida en términos de una desigualdad
variacional sobre un forma separable en etapas (instantes).

Esta es una funcion explicita de la variable de control en el instante actual (control actual) en
forma paramétrica de esta y el estado del sistema el cual puede contener parametros exdgenos en
el modelo de evolucion

La resolucién de esta desigualdad variacional paramétrica es desarrollada segin un procedimiento
del tipo Min-Max con una minimizacién en funcion del control de la etapa actual y una
maximizacion en funcion del control optimo de esa etapa.

El algoritmo correspondiente para realizar la minimizacion es designado por el simbolo SCDO
(Symbolic Computation for Discrete Optimization), y obtiene minimos (parametrizados) de una
funcion definida sobre un el hiper-cubo con vértices en {-1,1}.

El enfoque basado sobre la Programacion Dinamica explota el caracter parametrito de este
método de descomposicion. La integracion del algoritmo SCDO en las dos fases de este proceso
de optimizacion permite expresar la secuencia de controles éptimos bajo una forma explicita del
estado del sistema y los otros parametros exdgenos.

En ésta memoria nosotros también consideramos el principio de relajacion para transformar el
problema discreto en un problema continuo de resolucion clasica. Asi para una familia particular
de procesos discretos lineales en el estado y una funcion de coto concava, obtenemos una
condicion del tipo principio de minimo para la condicion de equivalencia entre el 6ptimo relajado
y el 6ptimo del problema original. Para el caso donde la funcidn de costo es lineal, la condicion
de equivalencia obtenida es una condicion del tipo principio de minimo clasico.



A Formal Approach to Discrete Event Systems Optimization

Juan Cardillo-Albarran

SUMMARY

This thesis is centered on optimization of discrete event dynamical systems over finite domains. Two
basic optimization methods have been considered: the Minimum Principle and Dynamic
Programming.

The result of the approach based on the Minimum Principle has been established in the form of a
Theorem in which the necessary optimality condition is defined in terms of a variational inequality
separable with respect to stages. This inequality is an explicit function of control variables at the
current time, of state variables and possibly exogenous parameters involved in the evolution model.
A resolution technique for such a parametric variational inequality has been developed under a
« min-max » type process, respectively for the current control and the other controls.

A method of symbolic computation is proposed in the manuscript to optimize a polynomial form
defined over a finite discrete set. The corresponding algorithm is denoted by the acronym SCDO
(Symbolic Computation for Discrete Optimization). The outcome of the application of this
algorithm to solving the above mentioned « Min-Max » problem is the expression of the symbolic
control sequence in a symbolic form explicit in the system state (and the exogenous parameters).

The approach based on Dynamic Programming directly exploits the parametric character and the
decomposition framework of this method. Integration of the SCDO algorithm in both stages of the
process (optimization and trajectory reconstruction) here again generates an expression of the

optimal control sequence explicit in the state.
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INTRODUCCION

El principal interés de esta tesis esta focalizado en la optimizacion de Sistemas Dindmicos a Eventos
Discretos (SDED). Para ello, e desarrollo se centra en extensiones tanto en €l principio de minimo
como en la programacion dindmica, las cuales hemos denominado: Principio de Minimo de
Pontryaguin  sobre Dominios Finitos (PMPDF) y Programacién Dindmica Paramétrica (PDPA)
respectivamente. Asi, una breve descripcion de lo SDED se dard, luego presentamos un resumen de
los desarrollos realizados en la tesis y finalizaremos con una descripcion de cada capitul o.

|.1. Sistemas a Eventos Discr etos

En los afios recientes tanto en la industria como en € trabajo académico se ha tenido mas y mas
interés en técnicas para modelar, analizar, y controlar sistemas complejos tales como sistemas de
manufactura flexible, redes de comunicaciones, sistemas de procesamiento paralelo, sistemas de
control de tréfico, entre otros. Esta clase de sistemas son tipicamente jemplos de sistemas a eventos
discretos, SED, este tema es una disciplina que emerge en teoria de sistemas de control. Los SED son
una clase model os que contienen sistemas hecho por el hombre, estos consisten en un nimero finito de
recursos (esto es: maguinas, canales de comunicaciones, procesadores, etc.) que son compartidos por
varios usuarios (esto es: tipos de productos, paguetes de informacion, trabajos) los cuales contribuyen
al logro de una meta (esto es. ensamblaje de productos, transmisién punto-a-punto de un conjunto de
paguetes de informacion, computacion paralela, entre otros).

Una de las caracteristicas de los SED es que sus dindmicas son manejados por eventos en oposicion a
los manejados por tiempo: “ El comportamiento de los SED es gobernado por eventos en vez del tic
del reloj”. Un evento corresponde al comienzo o finaizacién de una actividad. Si nosotros
consideramos sistemas de produccién, entonces, posibles eventos son: La culminacion de una piezaen
la maguina, la parada de una méaquina, el vaciado de un buffer, etc. Los eventos ocurren en instantes
de tiempo discretos. Los intervalos entre eventos no son necesariamente idénticos (SDED
asincronos), ademés €llos pueden ser deterministicos o estocasticos.

En la mayoria de los casos, |os sistemas dindmicos a eventos discretos, SDED son caracterizados por
la sincronizacion y la concurrencia. La sincronizacion requiere de la disponibilidad de varios recursos
a mismo tiempo (esto es: antes de que podamos ensamblar un producto en un méguina, la maguina
tiene que estar disponible a igua que las piezas; antes de especificar el trabajo que se debe gjecutar en
un sistema de procesamiento en paralelo, €l procesador y todos los datos de entrada deben estar
disponibles, etc.). La concurrencia aparece cuando en un cierto tiempo, un usuario tiene que elegir
entre varios recursos (esto es: en un sistema produccion un trabajo puede ser gjecutado en una de las
magquinas gque estan disponibles en ese tiempo; en un sistema de procesamiento en paralelo de manegjo
de datos es un trabajo que puede ser g ecutado en uno de los procesadores que estén disponibles en e
tiempo 0 e que més pronto llegara a estarlo). Los SED tipicamente exhiben comportamientos
asincrénicos con mucho paralelismo e interacciones con su ambiente. Ellos usuamente tienen una
estructura complejay jerarquica.

Cuando nosotros queremos disefiar o redisefiar un control para asegurar que un sistema relina ciertos
requerimientos o cuando queremos verificar u optimizar el comportamiento de un sistema, nosotros
podriamos representar nuestro conocimiento sobre las propiedadesy el comportamiento del sistemaen
un modelo que nos permita estudiar y predecir el desempefio del sistema.

Hay muchas técnicas de modelado y andlisis de SED, tales como teoria de colas, méquinas de estado,
dgebra Max-Plus, lenguajes formales, automatas, |6gica temporal, procesos semi Markovianos
generalizados, redes de Petri, andlisis de perturbaciones, simulacion en computadora, y asi
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sucesivamente. Para méasinformacién y para articul os tutoriales sobre SED y |as técnicas mencionadas
anteriormente €l lector interesado es referido a [FB92], [LB95], [CC9I5], [GC94], [GC85], [GCY4],
[YH92], [PK93], [MB93], [TM89], [JP77], [JP81], [PI89], [MZ91] y las referencias citadas en estos.
Todas estas técnicas de modelado y andlisis tienen particulares ventgjas y desventajasy esto realmente
depende del sistema que deseamos modelar y de las metas que queramos a canzar, para luego escoger
la metodologia que mejor satisfaga nuestras necesidades. Cuando tenemos que elegir una metodologia
apropiada, quizas los aspectos primordiales a considerar son € poder del modelado y € poder de
decision: e modelo més exacto, es 1o menos que nosotros podemos decir analiticamente acerca de sus
propiedades del sistema. Por gemplo, si consideramos las Redes de Petri, una de las técnicas més
poderosas para € modelado matematico de SED, se tiene que una solucion analitica completa
usualmente no es disponible. Ademéas algunos de los problemas encontrados en andlisis de redes de
Petri son indecidibles [TM89], [JP81], esto quiere decir que para estos problemas no puede existir un
algoritmo general aplicable que resuelve € problema. El enfoque max-algebra permite determinar y
analizar muchas propiedades de los sistemas, pero este enfoque solo puede ser aplicado a la subclase
de SED que pueden ser descritos por model os invariantes en € tiempo max-lineales, podriamos decir
gue esta subclase corresponde a la subclase de SED invariantes en el tiempo deterministaen el cud la
sincronizacién y lano concurrencia ocurren.

La técnica mas ampliamente usada para estudiar SED ciertamente es la simulacién por computadora.
Una de las mayores desventajas de la simulacion por computadora es que computacional mente
requiere bastantes recursos, ya que hay un alto grado de detalle en e modelo. Sin embargo, esto
también lleva a un ato grado de correspondencia entre el modelo y € sistemareal. Otra desventgja de
la ssmulacién por computadora es que no se tiene un rea entendimiento del efecto de los cambio de
los pardmetros sobre las propiedades del sistema tales como robustez, estabilidad, optimalidad del
funcionamiento del sistema, y asi sucesivamente. Por consiguiente frecuentemente preferimos usar
model 0s matematicos que estan més preparados para € andlisis matematico. La principal razén de una
descripcion matematica de un sistema dado, queda en la existencia de algoritmos eficientes para
evaluar e desempefio del sistema. Esta es una significante ventgja sobre € tiempo consumido y los
costos de simulaciones, |o cual es usua mente requerido para obtener la misma informacion. Ademés,
las técnicas analiticas también proveen un buen punto de vista en el efecto de cambios de parametros
sobre las propiedades del sistema. Sin embargo, como ya hemos mencionado, tenemos que tomar en
cuenta que hay un intercambio entre la precision de nuestro modelo por un lado y latécnica disponible
para el andlisis por otro lado. Por consiguiente, normalmente se usa una mezcla de métodos analiticos
aproximaciones, heuristica, y simulaciones cuando queremos estudiar las propiedades y €
comportamiento de SED 6 cuando queremos disefiar un controlador para este.

Hay tres niveles principales para modelado de SED, €l nivel lé6gico, € nivel temporal, y € nivel
estocastico. Los modelos 14gicos (tales como (no medidos en tiempo): redes de Petri, maguinas de
estado finito) son usados para estudiar las propiedades que conciernen solamente al ordenamiento de
eventos. Si estamos interesados en € instante de tiempo en el cual & evento ocurre entonces tenemos
que usar modelos temporales (tales como redes de Petri temporizadas y model os max-algebraicos).
Los model os estocéasticos (tales como procesos de semi-Markov generalizados) si nosotros queremos
determinar el comportamiento esperado sobre alguna condicion estadistica dada. Los modelos
presentados en esta tesis, por ser modelos formales podrian estar en cualquiera de los niveles
anteriores, pero solo el nivel 16gico y el temporal seran considerados.

|.2 Breve Descripcion del Desarrollo de esta Tesis

Para la extension realizada @ Principio de Minimo, PMPDF, no es considerado ningun criterio de
convexidad, preservando la optimizacion multiobjetivo (con agun criterio de ordenamiento o
prioridad) y € formalismo Hamiltoniano. El resultado de la condicion de optimalidad, sobre un
espacio de estados y control finito, se traduce en un conjunto de desigualdades variacionales en
términos del control optimo u'(.), e control variado v y & estado como pardmetro. Asi, en principio,
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las funciones de sintesis en la optimizacion deberian ser dadas por la resolucién, hacia atras en €
tiempo, de la desigualdad variacional, generando una funcion paramétrica en el estado como control
Optimo en cada etapa. El proceso continua hasta que la condicién inicial es substituida y a tiempo
directo se obtiene los valores de control dptimo. Es de resaltar que no existe un Unico método para dar
solucion a conjunto de desigualdades variacionales. Por 1o que € mayor esfuerzo en este trabgjo se
centra en dar solucion a este conjunto de desigualdades variacionales. Por ello un procedimiento
denominado Min-Max para resolver las desigualdades variacionales es propuesto y desarrollado. El
procedimiento Min-Max obtiene primero la expresion del control variado v que minimiza la
desigualdad y luego la expresion del control optimo u'(.) que méximiza la desigualdad. Asi, una

funcion es obtenida en cada etapa. La obtencion del minimo y e méximo en el procedimiento Min-
Max, son dados por un procedimiento desarrollado € cual denominamos algoritmo SCDO. El
algoritmo SCDO, permite obtener los minimos de una funcién cuyo dominio de definicion es €

conjunto producto {—l,l}k”, por lo que el uso del algoritmo SCDO pasa por utilizar la representacion
diadica sobre e dominio de definicion de vy u'(.). Si bien es cierto que en primera instancia el
principio de minimo lleva las condiciones de optimo en lazo abierto, en nuestro caso la solucion de
Optimo son obtenida a lazo cerrado, pero en forma simbdlica. Debido a la naturaleza simbdlica del
algoritmo SCDO en e procedimiento Min-Max, es posible incorporar pardmetros exdgenos de
evolucion tanto en e sistema como en la funcidn de costo, permitiendo obtener un control Optimo en

funcion del estado y pardmetros exdgenos de evolucion haciendo atractivo este desarrollo respecto a
los métodos clasicos de optimizacién conocidos.

En el caso de la programacion dinamica, la extension es dada por el uso del algoritmo SCDO en cada
una de las etapas en el proceso de optimizacién discreta definida sobre espacio de estado y control
finitos. Asi, de la misma manera como en el PMPDF, SCDO permite obtener la forma explicita de la
control Optimo, inclusive cuando parametros exdgenos de evolucién, que afectan a sistema o a la
funcion de costo, son requeridos.

Los acances de lo desarrollado en esta tesis se presentan en cuatro capitulos y un anexo. Asi, en €
Capitulol: Modelos Formales de SED, la principal meta es la obtencién de model os formales a partir
de las descripciones clasicas de SDED. Asi sobre dos familiar particulares de SED, lenguajes formales
y autdmatas de estado finito, se muestran procedimientos para obtener estos modelos formales. La
intencion de este capitulo al obtener modelos formales es que las extensiones de |os métodos clasicos
de optimizacion, Principio de Minimo y Programacion Dinamica, necesitan estas descripciones. En €
Capitulo 2: Célculo Simbdlico en Optimizacion Discreta, se muestra el desarrollo progresivo de un
método para calcular minimos explicitos paramétricos de una funcién con dominio discreto finito. Este
método desemboca en un algoritmo simbélico & cual denominamos SCDO. SCDO permite obtener
los minimos de una funcion paramétrica en donde las variables estén definidas sobre €l hiper-cubo

{-11* vy los pardmetros estan definidos en un dominio dado. Asi e dominio discreto finito de la

funcion a minimizar es representado en los vértices de un hyper-cubo {-13*, y €l agoritmo SCDO
puede ser aplicado. Varias propiedades interesantes de funciones Booleanas son descubiertas agqui y
son relacionadas a una particular representacion, sobre los vértices de un hipercubo {-11*. El
algoritmo simbdlico propuesto tiene esenciamente la misma complejidad computaciona que los
métodos de busqueda clasica, con la ventgja de su posible aplicacion a la optimizacion paramétrica.
En e Capitulo 3: Enfogque Simbdlico del Principio de Minimo, esta dividido en tres partes,
fundamentalmente. En la primera parte, la extension del Principio de minimo para sistemas dinamicos
a eventos discretos, Teorema PMPDF, se presenta. Asi una breve descripcion del Principio de Minimo
en continuo es dada y luego nuestra extension es desarrollada con detale. El resultado de aplicar
PMPDF es una desigualdad variacional, del control variado v, el control 6ptimo u"(.), paramétrizada
en cada etapa por e estado, como condicién necesaria para € éptimo. Un algoritmo simbdlico parala
implantacion de la técnica es desarrollado y ejemplos son mostrados. La segunda parte se centraen la
resolucion de las desigualdades variacionales. Asi, e algoritmo Min-Max, basado en el agoritmo
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SCDO, es propuesto y desarrollado como método para obtener la solucion (simbdlica) de la
desigualdad variaciona. Ejemplos de ello son mostrados. Como un tépico adicional, es € uso del
método de relgjacion, en la optimizacion de problemas discretos ya que este tiene una relacion
estrecha con el principio de minimo. Dos casos considerados y resueltos; con funciones de costo
convexo y concavo sobre el estado final muestran esta relacion. En el Capitulo 4: Programacion
Dinamica Paramétrica, se da una extension del método de programacion dinamica cuando €l uso del
algoritmo SCDO es usado pararesolver en cada etapa |a ecuacion discreta de Bellman. El resultado es
una forma explicita (ssmbdlica) del control 6ptimo en funcion del estado. Asi, e método de
programacion dinamica en continuo y su equivaente en discreto se presentan. Luego dos enfoques
basadas en la optimizacion simbdlica en un paso se desarrollan y por ultimo € algoritmo para aplicar
la programacién dinamica paramétrica es desarrollado y aplicado a unos gemplos. En €l Anexo A:
Fundamentos sobre Lenguajes Formales y Realizacion Minima, aqui presentamos algunos
fundamentos matematicos requeridos para obtener los modelos formales del Capitulo 1. Un conjunto
de definiciones, y teoremas para lenguajes formales son mostrados, asi como procedimientos para
obtener una realizacion minima de modelos formales. Y por dltimo en Conclusiones y Problemas
Abiertos, una descripcién de los alcances obtenidos en € desarrollo de esta tesis, asi como algunas
perspectivas de trabajos futuros y problemas abiertos son expuestos.
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Capitulo 1
MODELOSFORMALESDE SDED

Como se dijo en laintroduccién, € principal interés de esta tesis esta focalizado en la optimizacion de
SDED. Para éllo, €l desarrollo se centra en extensiones tanto en el principio de minimo como en la
programacion dindmica, las cuales hemos denominado: Principio de Minimo para procesos a Eventos
Discretos sobre dominios finitos y Programacion Dinamica Paramétrica respectivamente.

En ambas extensiones, las descripciones formales (entrada-estado-salida) de SDED son requeridas. Es
por elo, que este capitulo lo dedicamos a desarrollo de modelos formales y consideremos dos
familias particulares de SDED. Estas familias corresponden a aquellas descritas por

e Lengugesformales,
e Autdématas de estado finito.

En el caso de lenguaes formales, el modelo formal es obtenido a través de sistemas dinamicos
inducidos por concatenacion. Asi una realizacion de estos sistemas es mostrada y una realizacién
minima del modelo se establece, basada en dos construcciones que se desarrollan.

En e caso de model os descritos por autdmatas de estado finito, el modelo formal se obtiene cuando la
dindmica del autémata (conexion de nodos por arcos) es atrapada en una descripcién viainterpolacion,
particularmente interpolacion de Lagrange. Asi un sistema dindmico con lado derecho polinémico es
obtenido.

En cada uno de los casos anteriores, un modelo formal (entrada-estado-salida) es obtenido.

A continuacion damos a lector una idea de como representar a esta clase de sistemas a eventos
discretos por modelos formales. Ejemplos ilustrativos son también mostrados. Asi, € modelo de un
sistema dinamico a eventos discretos, en nuestro caso, esta definido por la quintupla

G(X,2,Y), S(QY X,0(-.)1(-.)- (11)

donde:
— O esd conjunto no vaciod de eventos, esto es e conjunto de simbolos tales como
afabeto, nimeros, etc.
— Y esél conjunto no vacio de valores de salida.
— X esd conjunto no vaci6 de estados o valores del estado.
— f(,):XxU?X, lafuncién del préximo estado.
- ?(.,.):XxU?Y, eslafuncion de laproximasalida

1.1. Modelos Formales en Leguajes Cerrados. Casos Generales de Sistemas Linglisticos

Para la obtencién de modelos formales en lenguajes cerrados daremos algunos fundamentos
matematicos que nos permiten mostrar las propiedades de los lengugjes y como éstas pueden ser
usadas para la obtencion de modelos formales. Asi, la induccién de un sistema dindmico via
concatenacion y la realizacién minima de model os serén tratadas. Un g emplo sobre la simplificacion
de una expresion matemética, muestra como una descripcién lingtistica puede conformar un modelo
formal detal manera de proponer una estrategia Optima pararealizar dicha simplificacion.

L os fundamentos matematicos aqui presentados son complementados en el anexo A
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1.1.1. Lenguajes Cerradosy Realizaciéon Minima

Clase de Lenguajes
Sea L < 2* un lenguaje. Supongamos que para una palabra u € L, U= u,u,...u;, para todos los
i=0,1,...k-1, entonces podemos generar palabras que se encuentren dentro del lenguaje por
concatenacion de lasiguiente manera: Si U = UyUu,...U, ; Y X, = 0, entonces

X, =XoUp=Uy €L

X, =XU; = Ugu, el

=X,U = Uyu,---u, €L

X =X 4U g = Ul ---U €L

Prefijos
ueQ’, esprefijodeunapalabra ve Q' , s paraagin w € Q, v=uw.

Asi, X, = UyU,...U, ; ylos X, =uyu,...u,_, sonlosprefijosde lapalabrau.

Lenguaje Cerrado

Se dice que un lenguaje es cerrado < VU € L, los prefijos de u también pertenecen a lenguaje. Asi
Usi definimos la clausurade L como

E:{V:UVGL,paraalgl]n VGQ*}, LcQ

Para este tipo de lenguaje se definiran conceptos similares alos descritos en el anexo A. Consideremos
de nuevo unafuncién P como sigue:

p:LoY,LcQ
ueL,L(uy={v:wel}cQ’
=>ub=ueL=06¢€L

Otro caso particular deinteréses L(6) = L .Enefecto,buc L < uel.

Propiedades del L enguaje Cerrados
Distinguibilidad: Si setienen dos palabras U,V € L , son distinguibles, si :

1. L(u#L(v)y
2. wel(u)=L(V)= p(uw) = p(vw).

Indistinguibilidad: Si setienen dos palabras U,V € L , son indistinguibles, s :

1. L(u=L(v)6

2. dw e L(u)=L(v) = p(uw) = p(vw).
Esto se denota uNv. En los lengugjes cerrados, laindistinguibilidad es unarelacion de
equivalencia, para esto es necesario chequear que N es simétricay transitiva.

Transitiva: Si setienen dos palabras u,V € L , tenemos que probar que si uNzy zZNv = uNv.

Demostracion
L(u=L(2)yL(2=L(v) = L(u)=L(v) YW eL(u)=L(v)

1- 2
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p(uw)=p(zw) y p(vw)=p(zw) = p(uw)=p(vw) = uNv.
Simetria: La prueba esinmediata de la definicién de indistinguibilidad (ver anexo A).

Clases de equivalencia: Consideramos el conjunto de las palabras de L, que son equival entes
(indistinguibles) y 1o denotamos como [u], graficamente se muestraen laFigura 1.1.

Figura1.1: Clases de equivalencia

Como se puede observar la relaciéon de equivalencia hace una clasificacion de los elementos.
Entonces [u] = {v : qu} c L y por lo tanto debe cumplirse los siguientes casos:

1 [u]=[v]

2. [uln[v]=?

Conjunto X detodas las Clases de Equivalencia
Se define al conjunto X de todas las clases de equivalencia como:
X ={u]:uel}.
Sobre X podemos establecer a gunas definiciones como paracada X € X :

LO)=L([u])=L(u),

quedando bien definida ya que L(x) no depende del representante u de la clase x=[u]. Se puede
considerar también UNu’" , esto implicaque L(u)=L(u") =L(x), VX e X c Q.

Aplicacion Parcial (Dinamica)
Seabel =X, = [6] ¢ : XXQ" — X . Donde e dominio de ¢ esta dado por:

Dom(l) = UxeX {X}XL(X) ’
y {X}xL(x) contiene pares del tipo (x,v) tal que vV € L(X).

El dominio de ¢ no es completo lo que indica que es una aplicacion parcialmente definida.

Funcion de Transicion
Lafuncion detransicion ¢, esta parcialmente definidacomo, ue Q' ¢, : X - X,
¢, (X)=[uv]donde x=[v].

Funcién de salida
Lafuncion de salida esta definidacomo sigue, 6: X =Y, o(X) = c([u]) =p(u).

De la misma forma como se definié la relacién entre la cgjanegray € conjunto de ecuaciones para €l
afabeto y el sistema dindmico inducido por la concatenacion en e anexo A, se hard para €l lengugje
cerrado y la dinamica parcialmente definida.

1-3
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S laigualdad o(¢,(X,))=p(u) se cumple se habré obtenido la relacion entre ellas. Reescribiendo
tenemos L(x,)=L([6) ={u:6,ucL}=L. Asi gréficamente la relacion entre |a caja negra y
sistemallinglistico se muestraen laFigura1.2.

§ X > X, Xge X, ue U, L(X),
6: XY

> » Y

L e— —  » P o » Y

Figura 1.2: Relacion entre lacajanegray € sistemalinguistico

Lo que significa que (¢, (X,)) = o(d(X,,u)) = 5((9[6], u) = 5([bu]) = o([u]) = p(u) , Ia ecuacion
anterior representa la funcion de entrada salida por medio de una dindmica con entrada y una funcién
de salida, lo que implica que €ella es una realizacion. Asi € sistema linglistico (dindmico) y la cagja
negra tienen la misma notacion, respectivamente:

(X, X0,64,0),
donde:
X: Espacio de estado.

X, : Condicion inicial.

¢, :Dindmica

c: Salida

(Q,Y,P),

donde:

Q: Alfabeto.

Y: Sdida

P: Proceso.

Accesibilidad del cero o del estado inicial

Un sistema dindmico (X,X,,$,,5) es X,-accesible s para cada xeX exise uel con
X =, (X,). Por lo tanto e ser accesible considera que si X € X, entonces x=[u] = X = ¢, (X,),
probando laigualdad tenemos:

¢, (o) =0, (6] u) =[6u]=[u]=x.

En general podemos decir que un sistema dindmico (X, Xos $ 6), es una realizacion de la caja negra
p:L—>Ys:

Minimalidad
Aca se haran dos construcciones para establecer el concepto de minimalidad.

Primera construccion
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Si setiene un sistema original no accesible ()2,?0,5,8) de p:L —> Y, cualquiera, que sea
larealizacion. Se construye un sistema accesible que es larealizacion de lamisma aplicacion
p, y € cua es més pequefia, ya que es un subconjunto de X .

L os pasos a seguir para i:onstruir este sistema accesible son:
1. Sea X, < X unnuevo espacio de estado dado por:
X, =1{x:x, — accesible} = X
(X1 %064 Y,)=G,.

Definamos X, = X, € X,, BBBB. ¢(X,,0)=X,, s serestringe ¢ /X, como

O/ X, X, =X, talque §/X,=Jod" con ¢*: X, > X, ¥y I: X, > X,

X, — X,
iy N\,
Entonces (X, U) = (¢(X,, V), u) = §(X,, vU) € X ,.

Su importancia es que el estado, aplicando la dindmica, no va a salir del espacio de
estado X ;. En resumen queda:

X = ¢(Xq,u) = d(x5,u) = ¢, (X}, u) = x} — accesible.

2. Ahora se redefine la sdlida o, del nuevo espacio de estado X,. Tomemos
c,=6/X: X =Y,y sequierever s éstatiene lamisma aplicacion de entrada-
salida.Asi,
p(u)= 6(&)()?0)) = cl(q)l(xl, u)) = csl(&)(io, u)) = 6({)(7(0, u)) =p(u),
por lo que tenemos una nueva realizacion de la aplicacion p. En definitiva nuestro
nuevo espacio de estado tiene la notacion : (X 1 x%) O, csl), esta construccion nos
[leva a una nueva realizacion mas pequefia, pero, no es unarealizacion minima.

Segunda construccién

Esta segunda construccion se va a desarrollar de formasimilar que la primeray ademés se
usaran los resultados obtenidos en la misma.

Dado el sistema dinamico de la primera construccion, (xl,xl,¢1,cl) = X5, X, € X,.

L os pasos a seguir para construir este sistema accesible son:
1. Sedefine un nuevo espacio de estado X, como el conjunto de clases sobre el espacio X |,

tal que X, = {x]:x € X}, con x, =[x,], X, € X,, X, € X,. Como esindistinguible se

cumpleque L (x,) =L ([x,])=L(x,).
Ahora se redefine ladinamica ¢, como ¢, (X,,u) =d, ([x,],u)=[ ¢, (x,,u)].

Si consideramos, (x*,u) = ¢, ([ X* |, u) =[ ¢,(X",u) ], entonces [d)l(xl, u)]: [¢1(Y1, u)] y
hay que comprobar que X*NX* = (I)l(xl, u)Nd)l(il, u).
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Como sabemos u € L(x") =L(X").

Si tomamos V € L((I)l(xl, u))<3 uv e L(x"), como L(d)l(xl, u)): L( (X u)),v V,se
tiene que las salidas son:

6101 (0: (¢, 1), V) |= 0, (43 (¢, V) = 0, [0, (6, (K", 1), V)| = 0, (6, (R*, v))
por |o tanto [d)l(xl, u)]: [¢1(il, u)].

2. Ahoraseredefinelasalida o, como lasalida del espacio de estado X ,. Se define

o, (Xz) =0, ([Xl]) = Gl(Xl) =0, ([Yl]) = Gl(Xl)
y se quiere saber s tiene la misma aplicacion entrada-salida.
Entonces tomando cz(q)z(xg, u)): 02([ l(xé)]): 01( l(X%), u)): p(u), se observa que
€s una nueva realizacion con la misma aplicacion p. En definitiva, el nuevo espacio de
estado tiene por notacion (Xz,xg,d)z,cz), éste es un nuevo sistema dindmico definido
del sistema anterior en donde solo existen estados distinguibles.

Recordemos que esta realizacién debe contener como propiedades la accesibilidad y |a observabilidad,
por lo que ahora mostramos que esta nueva realizacién posee estas propiedades.

Accesibilidad : Considere X -accesible. Setoma x* e X, arbitrario, tal que

x? =[x|3u= x* = ¢,(x},u). Calculando

02 5. u)= 0 (b5 b u)= [0 (5. u)l = et [ =

Por lo tanto es accesible.
Observabilidad: Si X #X* = son distinguibles. Entonces hay que probar que3 u,
tal que:

L(x2)¢ L(YZ). S x?%= [xl],iz = [il],xl yXx*,
son distinguibles. Entonces L(x*)= L(%*) < L(x?)=L(%?).
Existe un u tal que 02(¢2(x2 : u)): cz(d)z(il : u))
)

Y a se habia sefialado que L(Xl);t L(Yl . No obstante se cumple que 3v e

o1(6, (x*,v)) = o, (6, (. v)).
Gl(d)l(xl’ V)): 02[¢1(X1’V)]: 02(‘1)2([)(1]’ V)): 62(¢2(X27V))’

por otro lado Gl(d)l(il,v));t 51(4)1(?2 , v)) lo que implica que
5,(0,(x?,v))= 5, (9,(%?,v)). Por lotanto o sistema es observable.

Asi

Realizacion Minima
Para obtener la realizacién minima de sistema, se mostrara un procedi miento basado en la siguiente
definiciony los dos teoremas. Otro procedimiento es mostrado en €l anexo A.

Definicion: Sean, (Xl,x(l),q)l,cl), (Xz,xg,cbz,crz) dos sistemas dinamicos, sobre el mismo L y con €l
mismo espacio desalidaY. Si f : X; — X, esuna aplicacion que cumple con las siguientes
propiedades:

1. f(xf))zxf),
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2. Sea x e X;; L(X)=L(f(x)), ueL(x), entonces f (¢, (X)) =F(d,, (X)),

3. o0,(X)=0,(f(x)), entonces se dice, que f preservaladindmica Si f preservaladinamica,
entonces los dos sistemas realizan el mismo sistema de entrada salida:

()= (54)) = (60 0))) =2 (0 52))) = b () =2 (6 (63) =)

De loa anterior podemos enunciar |os siguientes teoremas

Teoremal: S P:L — Y, tiene dos redizaciones minimas entonces ellas son isomorfas.
Teorema?2: Larealizacion (x,io,q),a) esminimasi y solosi X, esaccesibley observable. Esto
indica que la minimalidad implica accesibilidad y observabilidad.

Procedimiento
Aca se mostrara como redefiniendo el espacio de estado podemos obtener un modelo matemético del
proceso lingdistico.

Un nuevo espacio de estado
Este nuevo espacio de estado esta constituido por lalongitud de u. Seau= u,u,u,...u, ; y sulongitud
como Longitud de u por |u[ =k, con 6 < x, =[6]. Se define:

X, = 1{X, }, todas |as clases de longitud 0, es decir, la palabra vacia.

X, = {{u]:|u| = k}, todas Ias clases de las palabras de longitud k.

Una nueva dinamica

Si setoma ¢: X, XQ — X, como una dinamica global, donde X, depende de la longitud de la
palabra. Entonces se define una dindmica local que corresponde a las ecuaciones en diferencia como
f 1 X xQ— X, cuyo domino es Domf, :x e X, , con Q(x)= las letras accesibles. Si se tiene

w e Q(X), entonces ¢ esta definida como f, (X,w)=¢(X,w). Si se tiene un estado accesible,
entonces existe u=uU,U,U,...u, ; tal que ¢(X,,Uu) = X, con lo que se obtiene:

1 :fo(xo’uo) :[uo] € Xy,
‘ 2 :fl(xl’ul) :fl([uo]’ul) = [uoul] eX,

Xy = fK—l(XK—l’ uK—l) = fK—l([uo'”uK—z] ) uK—l) = [uo'”uK—l] € Xy -

Esta construccion nunca termina porque cada letra es accesible a la palabra anterior, ademas tiene
similitud con un control discreto, con la diferencia que esto es un modelo lingtistico
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1.1.2. Ejemplo: Simplificacion M atematica por calculo formal

Consideremos €l problema de simplificacion de una expresion matematica, a partir de un cierto
nimero de identidades que seran descritas. El objetivo es obtener la simplificacion de la expresion en
un nimero finito (minimos) de pasos, usando | as identidades mencionadas.

Consideremos la expresion
!XZ _ yz )
(1.2

(x+y)*
y lasidentidades siguientes.

(x*=y?) = (x+y)(x-y),

X2 = xx (1.3)
X_Y
X r

Una secuencia posible para obtener la simplificacion esta dada por:

(C-y?) _ (X=yx+y)  (X=yx+y) _ (x-V)
(x+y)? (x+y)? (X+Y)(x+y)  (x+Yy)’
(*-y*) __(Py®) _(xoy)x+y) (x-y)
(x+y)?  (x+Y)x+y)  X+Y)(x+y)  (x+Y)

Como vemos, |las identidades acttian sobre ciertas partes de la expresion.

Con esta descripcion del problema, podemos plasmar un sistema dinamico a eventos discretos definido
sobre un lengugje formal como sigue.

Un Modelo de Sistemas a Eventos Discr etos

Consideremos el hecho que un ambiente de célculo contiene las identidades anteriores con € fin de
efectuar la simplificacion de una expresién analoga a la descrita anteriormente.

Sea m;, i=1, ...}, @ conjunto de las j selecciones posibles para utilizar las identidades sobre la
expresion matematica. Seam, lacondicioninicial. Sean w,, I=1,... j, & conjunto de lasj identidades
y mj,; lacondicion final. Por hipotesis solo es posible aplicar una identidad a la porcion marcada
(m;) delaexpresion.

Sea, Q={mg,my,--,mj,,wy,--,w,;f, ¢ afabeto representante de las selecciones y las

operaciones. En el caso particular planteado en (1.2) y (1.3), € afabeto es e siguiente
Q={mg,my,---,my,wy,---,W3}. En éste caso & nimero de selecciones coincide con e ndmero de

operaciones, pero en general no necesariamente coinciden
El proceso comienza con una seleccion y consideramos la siguiente convencion :

mm, =mm,\V i,
mm; =mm,V NENE
m,w,, laselecciony la operacion deben corresponder.

De esta manera tenemos, por gemplo, que en el k-esimo paso, tenemos una palabra admisible de
longitud k, como la siguiente:
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k

El modelo

La yuxtaposicion o concatenacion de k+1 letra de una palabra de longitud k es considerada como una
accién sobre € estado, quiere decir que podemos interpretar €l proceso de yuxtaposicién deletras alas
palabras como la evolucion del sistema dinamico que definimos a continuacion. Sea L e conjunto de
todas las palabras posibles, formada por las letras de Q. Entonces podemos definir la dinamica sobre

L, como laaplicacion parcia f:LxQ.—L, f(wu)=wu. SiL =U_,L,,donde L, esel conjunto de todas
las palabras admisibles de longitud k, entonces, podemos obtener una palabras w =uyu, ---Uy 4,

pudiendo definir:
f L XQ > Ly, fe(Uguy Uy 4, U ) =UgUy -+ Uy jU, .

Si lapalabrainicial es xqg =0,y X, =uUyu,---U,; €L,, entonces X1 =f(X,,Ux), Xo =0 esuna
descripcion andloga de un sistema dinamico de control discreto o de un sistema dindmico a eventos
discretos.

Consideremos ahora, €l siguiente SDED:
X(k+1) =f, (x(k),u(k)), X(0) =x,,
donde
fX :XkXUk —)XkJrl, X(k)eXk, u(k)e Uk
Xia =X w(my,wp )y, dim(x(k)) =k, dim(u(k)) =1.

De esta manera, €l conjunto de controles admisibles para las palabras admisibles se presentan en la
siguiente tabla

Instruccién (Seleccidon/Operacion) | Control Admisibles Aplicacion de la ldentidad
my Condicion Inicial
m, 1 0C-y?) > (X =y?)
W, 2 O0C=y?) > (X-y)(X +Y)
m, 3 X2 — X
W, 4 X2 — X X
m, 5 y XIr X =y x/r X
W, 6 y xIr x —yir
my 7 Condicion Final

Tabla1.1: Seleccion vs. Operacion
El sistema dinamico anterior tiene una estructura inhabitual ya que dimension del vector de estado es
variable. La dinamica es definida como la concatenacién de instrucciones que formala palabra; quiere
decir que €ella describe la secuencia de identidades utilizadas para resolver € problema de
simplificacion
Cada palabra de longitud k esta representada por un vector de longitud k.

De estamanera, lasaplicaciones f, pueden ser calculadas. Obteniéndose |as siguientes etapas.

Etapa 1, Se comienza con laseleccion (u operacion). x, =0, U, ={13}, x"'={13 y
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fy(0,) =01=mym,,
f5(0,3) =03=mym,,

f(0,u(0)) = @Xo(o) * @u(o) ) ():(08;} '

Etapa 2, Seleccionar y operar sobre la sdleccion anterior. x“'={0103, U,={1234 vy
x?'={011,013, 033,031,012, 034}

la dinamica esta dada por:

f,(011)'=(011)'= mymm,,
f,(01,2)'=(012)' = mym,w,,
f,(01,3)'=(013)'= mymm;,
f,(01,4)'= No es permitido,
f,(03,)'=(03D)"'=mym,m,,
f,(03,2)'= No es permitido,
f,(03,3)'=(033)' = mym,m,,
f,(03,4)'= (034)'=m;m,w,.

La dindmica serd entonces descrita por:

Xo(2) 10 % (1) 0
(%o (0.%, (@), u®) =| %,(2) [=| 0 1 on(z)} 0 u(®
x,(2)) (0 oM 1
Etapa 3, Seleccionar u operar sobre el paso anterior, x?'={011,013,031,033,012, 034},

U,={1234 et x*={0111,0113,0131,0133,0311,0313,0331,0333,0123,0341} , La dindmica serd
descrita entonces por:

X,(3) (1 0 0 ‘(2 0
.3 01 0[° 0

£, (0(2):%:(2). X,(2,U(2) = :((3)) S B PAC IR TE
x;(3) |0 0 0 X2(2) 1

Etapa 4:x>'={0if1, 0ij3,0123,0341} , con i,j=1,3 U,={1234,y x*'={0ijk1, 0ijk3,01234,03412}
aveci,j,k =1,3. Ladindmica sera entonces descrita por:

Xo(4)) (1 0 0 0

(4| |0 100 ))((0((2))
fa(Xo(3), X5(3),u@®) = x,(4) [=|0 0 1 0O X1(3) +| 0u(d

Xz(4)| |0 0 0 1|2 0

x,(4) 0 00O %s(3) 1

Etapa 5: x*'={0ijkl1, 0ijk3, 01234, 03412} con ij,k=1,3, u,={135, y
x°'={0ijkIn1, Oijkn3,012345, 034125} coni,j,k,n=1,3. La dinamica sera entonces descrita por:

1- 10
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Xo(5)
X,(5)
X5(5)
@@ = 2 2 |-
X4(5)
X5(5)

o O O O O Bk

o O O o+ O

o O o+, OO

Etapa 6: x°'={0ijkn1, Oijkng3, 012345, 034125} con
x®'={0ijknql, Oijkng3, 0123456, 0341256} con i, j, k, n, q = 1, 3. Ladinamica sera entonces descrita:

Xo(6)
X, (6)
X, (6)
f5(Xo(5),-,X5(5),u(5)) =| x3(6) | =
X4(6)
X5(6)
X(6)

O O O O O O+

O O O O O r O

O O O O r OO

O O O+ O O O

O O, O O O

Etapa 7: x°®'={0ijknqgl, Oijkng3, 0123456,0341256; con i,
x7'={0ijknqu 0ijkngr3, 01234567, 03412567} , con i, j, k, n, g, r = 1, 3. La dindmica sera entonces

descrita por:

Xo(7)
X, (7)
X,(7)
%]
f5(Xo(6),...,X5(6),u(6)) = % (7) =
X5(7)
Xe(7)
X7(7)

O O OO0 o o o -
O O OO o o r o

En general tenemos que la dinamica nos queda:

Xo(k+1)
X1(k+2)
=F((Xo(K), -+, xy (k) u(k)) =
Xy (k+1)
Xk+1(k+1)

Definicion de una estrategia 6ptima

O O OO o r OO

O O OO OO O

O O O r O O O O

O r OO OO

O O Fr O O O O

i,

O r O O O O O

Xo(4)
X1(4)
X, (4) |+
X3(4)
X4(4)

R O O O O O

u(4)

k,n q=13 U,={136 vy

X
X
X
X
X
X

0o(®
1(9)
2(5)
3(5)
ne)
5(5)

J’_
m O O O O O O

u®

b kenog= 1,3 U,={137 vy

O O r O O O O O

o O +» O

O r O O O O O O

o O O

Xo(6)
X1(6)
X2 (6)
X3(6)
X4(6)
X5(6)

[ Xo(K) |
X1 (k)

Xy1(K)
| Xy (K) |

R O O O O O O

u(6)

R O O O O o

u(k) .

Las paabras obtenidas en € lengugje L, resultan de la realizacién de operaciones por medio de las
identidades. Ellas representan un planteamiento para solucionar € problema de simplificacion
buscado. Estas palabras pueden dar una solucion a problema; y en caso de fracaso se puede decir que

todavia no se llega a una solucion.

1-11
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Definimos una funcién sobre el lenguaje L de las palabras admisibles de |a siguiente manera:

0 Si u representa unasolucion.
s(u) =1, & iy
1 Si u no representa una solucion.

Por medio de la funcién s(.) se puede formalizar |a estrategia 6ptima (posible ayuda inteligente) para
encontrar una solucioén.

Sea |u| =|u; -+ u, | = k, lalongitud de una palabra u. Definimos lafuncion p:.L? Z, como:

p(u) ={v: sS(uv)=0y |v [? min}.

Entonces, dada la palabra u que representa la secuencia anterior de operaciones y selecciones, la
escogenciade v (una seleccidn u operacion) es:

e unabuenaadternativas p(uv) <p(u)
e no aportanadaalasolucién si p(uv) = p(u), y
e unamalaaternativa p(uv)> p(u).

Sea la condicién inicial, x, € X, correspondiente a la secuencia u=u,u, ---u, . Una palabra v,

V =VyV; -V, delongitud K, tal que uv € L es admisible si s(uv)=0. Debemos ahora minimizar la
longitud de la palabra.

Ahora € problema pasa a ser un problema de optimizacién: un problema de control éptimo de SED
descrito como sigue.

Dado el sistema dinamico:
x(k+D) =f, . (x(K),v(k)), k=0,---,K-1.
donde x(K) representa la secuencia de comandos uv de palabras y la funcion de costo bidimensional:
D(x(K), K) = (s(uv), |V)).

El minimo es definido através de unarelacion lexicogréficadadapor: (a, b) <(c,d) ssa<cdéa=cy
b<d.

El minimo sera entonces dado por: min ®(x(K),K) = (0,p(u)) y € problema de célculo de p en u,

p(u), se hareducido a un problema de control éptimo:

X(k+1) =1, (x(k),v(k)), X(0)=X,, ueX,,

Er\)irLuD(x(K),K).

1.1.3. Ejemplo: Supervisor parala primera etapa blanqueo de sebo

Un proceso genérico de blanqueo de sebo, consta principal mente de tres etapas. La primera etapa es el
secado del material, la segunda etapa es €l proceso de blanqueo y la tercera etapa es el filtrado. Aca
mostraremos &l funcionamiento de la primera etapa y describimos un modelo de comportamiento por
medio de autématas de estado finito y el modelo matemético formal de estos.

1- 12
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En la Figura 1.3 se muestra un mimico de un sistema de contol y adquisicién de datos (SCADA) para
el proceso de secado y en laFigura 1.4 se muestra el panel de control del mismo.

La primera etapa, denominada secado, se divide en dos procesos. El primer proceso es € |lenado del
tanque pulmdn. El segundo proceso es el proceso de secado del material a partir de dos ciclos de
recirculacién. El primer ciclo de recirculacion se establece entre el tanque pulmén y el intercambiador,
donde & sebo debe tener una temperatura de 90 grados centigrados, si es menor no es posible extraer
lahumedad y s es superior la grasa se puede quemar. La segunda etapa de recirculacion se establece
entre el tanque pulmon, € intercambiador y el extractor de humedad donde el sebo deberatener un 2%
de humedad. Al terminar este proceso, un sebo seco para el proceso de blanqueo es disponible.

.:_- Laakout - dibage. |[Ep - [Control 'anel|

Lk LCdt Ini=t Obect &Arsnge “hasge Cproc: Slaimi winzeo llep — =] x|
2513 (ECTIN
W
EETI
=
- Lyl (v A " =
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APoml SETIAHT . HLT O |
a0 "C = 3 2%
e
=UH
o 1322
J.u L
= 11z
e WS TR | sechzor |
= IMI. _A_UH 9 L u:
IS i z -l s o0 Wl
b 5 o -
a0 EEE -
U5S LT ZEC
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TR WAL . E 4T, EEXT
[ =
E S08
s 1
AUTO CONDICIONLS DC
ANRANALE DEL 'MWl CESO
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0 Oolarms
B | Irm.:IuI Lt: Lankaut dikagn - lkp 1 ]

Figura 1.3: SCADA Primera Etapa Blanqueo de Sebo

Figura 1.4: Panel de control

En la segunda etapa, denominada blanqueo, el sebo de la primera etapa es distribuido entre el tanque
de blanqueo y €l tanque de preparacion de tierra. En el tanque de preparacion de tierra, una parte de
sebo seco y otra de arcilla se mezclan para preparar latierra de blanqueo. El resto del sebo permanece
en el tanque de blanqueo. Cuando la mezcla en el tanque de preparacion de tierra adquiere une textura
homogénea, esto es, toma un color marrén uniforme, esta mezcla es enviada a tangque de blanqueo.
La mezcla de tierra de blanqueo y el sebo seco en e tangque de blanqueo se agitan hasta que las
condiciones de parada son satisfechas.

La preparacion de tierra para blanquear es diferente para cada tipo de jabdn a fabricar. Asi, diferentes
cantidades de material seco con diferentes cantidades y tipos de arcilla son usados.

En latercera etapa, denominada filtrado, una parte de la mezcla blanqueada se utiliza para preparar un

aditivo que acelerar €l proceso de filtraje en los filtros. Una vez que este aditivo es colocado en los
filtros se vierte la materia del proceso de blanqueo. El resultado es una grasa blanqueada seca que es
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almacenada para la produccion de jabon, quedando en € filtro latierra de blanqueo con las impurezas
delagrasa

Proceso Llenado Tanque Pulmén:

1. Abrir vavulade descarga del tangue de almacenamiento de grasa cruda

2. Encender bomba

3. Verificar e nivel del tanque pulmon hasta el punto de operacion prefijado o hasta un 75%
de su capacidad maxima.

4. Apagar bombay cerrar valvula

Autdmatas obtenidos para €l proceso de llenado del tanque pulmon

Pompe Réservoir Valve

Figura 1.5: Autémata de labomba, delavévulay del tanque pulmdn

VPRp

§7%
& ¢

Figura 1.6: Autdmata del Ilenado del tanque pulmon
M odelo matematico, proceso llenado tanque pulmon

Consideremos como estado inicial X, =6 =(000)', si u =5 entonces, f,(X,,u) = (100)".

El espacio de estado es X, =(100)' y las letras admisibles asociadas a este espacio de estado son
Uue {L?} = Ql{(loo)'}, lafuncion f, obtenida es
f,(x,u) = ((u—1)(000)—(u - 7)(110)')/ 6

El préximo espacio de estado es X, = {(OOO)' (110) } las letras admisibles asociadas a este
espacio de estado son: U e {5} = Q {(OOO)} 6 uc{34}=Q,{(110)"}, lafuncién f, obtenidaes:

1 1 1
f,(x,u)=1-%x)|0]|+x;/(u=2)0|-(u-3)|1
0 0 1

A continuacion se muestras | os restantes espacios de estado , letras admisibles y funciones obtenidas.

n=3, X, = {(100)', (111"}, ue {1,7} = Q,{(100)'} 6 ue {34}=Q, {111},

0 1 1
fo(x,u)=0-x,)|0[+Xx,|(uU=-3)|1|-(u-4)0
0 0 1

1- 14
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n=4, X, ={(000),(110), (100}, ue{5}=Q,{(000)} o6 wue{23}=Q,{110)}, o
ue{L7}=0, {10y,

1 1 1
f,oGu)=1-X)A-X) 0|+ X, X,[(u=2)|0|-(u=-3)[1||+
0 0 1

x, (1 X,) (“gl) 1 —(”:) 0
1 1

n=5, X, ={(001),(100)',(111)}, ue{7}=Q. {100y} o6 uef34}=Q.ja1n}, o
ue {4,5}=0Q,{(001)},

1 0 1 1
fou)=Q-x)A-%x,) (u=4)[0|-(Uu-90||+XX,|(U=3)|1|-(u-4)0]||+
1 0 0 1

X,(1-X,) L=, _(U;7) 1
0 0

n=6, X, ={(101)",(000)", (110)'}.
Se puede observar que los estados se van repitiendo de la forma Xy =X, =X, Xy =X, =X,
etc.

De manera general se obtiene e modelado X, =X,,,, k>5, por lo cua e periodo es 2. Si
consideramos a k un nimero arbitrario, entonces

R(k)= Res(k, mod2):{l S k esimpar

0,s k espar
esel residuo aladivision por 2 f, (x,u) =f, ., (X,U) .

Proceso de recirculacion

Abrir lavévula descarga del tanque pulmon.

Encender bomba.

Activar el control de vapor para el intercambiador (abrir valvula de vapor).

Abrir vlvula del intercambiador al tanque pulmon.

Se mantiene |los pasos 1-4 hasta que la temperatura en € intercambiador este alrededor de
los 90 °C. Al alcanzar el valor de 90 °C. Se precede con €l paso 6.

Abrir valvula del intercambiador al extractor de humedad

Cerrar vavuladd intercambiador al tanque pulmén.

Abrir vlvulaentre el extractor y el tangue pulmén.

Activar el control de humedad (calentar paredes del extractor, activar la aspersiéon del sebo
sobre |as paredes del extractor).

grODdDE

©oOoNO®

La recirculacion se mantiene hasta obtener sebo con 2% humedad . Una vez alcanzado los valores de
humedad dados, se procede con a segunda etapa, € blanqueo. Asi que se transfiere e sebo seco a la
segunda etapa, cerrando la valvula entre el extractor y €l tanque pulmén y abriendo la valvula que va
al tanque de blanqueo y preparacion detierra.
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Autdmatas obtenidos para el proceso derecirculacion

Pompe 2 Valve 2 Sensor 1

®
»
%

Valve 3 Sensor 2

Valve 4 Condition

(I
I

Figura 1.7: Autdmatas de las bombas 2, 3, 4, delas vélvulas 2, 3, 4, los sensores 1, 2, y dela condicién
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Figura 1.8: Autémata del proceso de secado

110001010

|

\

M odelo matematico, proceso derecirculacion
Consideremos que e estado inicid es  X,=(00000000)=6, entonces s

u e {13} = Q{(000000000)'} , lafuncién f, es f,(X,,u) = (020000000)'.

El espacio de estado es X, = (010000000)" y las letras admisibles asociadas a este espacio de estado
son U € {9,15} = Q{(010000000)'} , lafuncién f, obtenidaes
f,(x,u) = ((u — 9)(000000000)—(u — 15)(110000000)')/ 6.

El proximo espacio de estado es X, = {(000000000)', (110000000)}, y las letras admisibles
asociadas a este  espacio e estado son:  ue {13}=Q{(000000000)} 6
u € {11,6} = Q{(110000000)'} , lafuncién f, obtenida es:

(o}
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0 i 0 1)
1 1 1
0 0 1
0 0 0
f06U) = (L-x)| 0|+ 22| (u-6)| 0|~ (u-11)| 0
o| ° 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
A continuacion se muestras |0s restantes espacios de eﬂ;do , letras admisibles y fur;ci ones obtenidas.
n=3, X , = {(010000000)', (111000000)'} , u e {915} = Q{(010000000) '} 6
u e {8,21} = Q{(111000000) '},
i 0 1) i 1 1)
0 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 0
F,(X,U) = (1_6)‘1) u-9)]0|-(u-15/0 +% U-8)1|-(u-200
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

n=4, X, = {(000000000)', (111010000)', (110000000)}, u e {17,23}={(111010000)} 6
u e {6,11} = ©Q{(110000000)},

(1) = (1 X,) (1 Xs) (u-17) 0| (u-23)

O OO0 O oo ok o
+

OO0 o000 OoO kR PPk

OO0 ocOoO R R PR R
+
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(u-16) _(u-11)

Xz(l_ X3)

O O O o0 oo o ok
O ooooobkrr kR

n=5, X, ={(010000000)', (111000000)',(111110000)'}, u e {9,15}={(010000000)} ¢
u e {8,21} = Q{(111000000)'}, 6 u € {14,19} = Q{(111110000)},

i 1 1] i 1 1]
1 1 1 1
1 0 1 1
0 0 0 1
fs(x,u)=(1_xs)6(l_x4) U-9)1|-(u-15)0||+x.x, (“_514) 1 —(“_519) 1]+
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
) ) .
1 1
1 0
0 0
M (u=-8)|1|-(u-21 0|
13 . .
0 0
0 0
0 0

n=6, X , = {(000000000)", (111010000)', (110000000)", (111111000)'},

1- 18
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fe (X, ) = (1= X,)(1=X5)A~-X,)

X, (- %5)d—-X,)

5

fo(x,u)=

X3 (- X, )@~ Xs)
13

0 1 1
1 1 1
0 1 1
0 0 1
0|+ 228X 19 0| u-29)1
0 ° 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
i 0 1 i 1
1 1 1
0 1 1
0 0 0
W=6)0|-(u-11)] 0| |+ 222X (1 _16) 1 |- (u-23)
0 0 ! 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
n=7, X, ={(010000000)', (111000000)', (111110000)', (111101000)},
’ . .
0 1
0 0
0 0
(1-x5)2-x,)1-X;) u-9)0|-(u-15)| 0|+
° 0 0
0 0
0 0
0 0
1 1 1
1 1 1
1 0 1
0 0 0
U=8)1|-(u-2n0||+2ZXs | (y_14)1 |- (u-19)
0 0 > 0
0 0 0
0 0 0
0 0 I 0

1-19
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1 1
1 1
1 0
1 1
XX, (1= Xe) (Ul—38) 1 _(U1—311) 0
1 1
0 0
0 0
0 0
n=8, X, = {(OOOOOOOOO)' ,(111010000)", (110000000)', (111111000)", (110101000)'},
0 [ 1 1]
1 1 1
0 1 1
0 0 1
L 06 U) = (1= X, )@= X3)A=X)| 0 |+ x,x, = x )| =D o [~ LU=23 1y |||
0 6 0 6 0
0 0 0
0 0 0
0 I 0 0 |
_ 0 N ) . .
1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0 1
X, (1= X3)1=X,) -6 0| u-13 0|+ X% | (161 |- (u_23)1
5 0 0 7 . .
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 i 0 0
_ . N
1 1
0 1
0 1
§ XalXoXy (U-6)0|-(u-19) 0|
13
1 1
0 0
0 0
0 0

1- 20
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) ) .
1 1
0 1
0 1
Foou) =f, oouy+ X2 XXa | glo| - u-19) 0
13 . .
0 0
0 0
0 0/
n=9, X, =X, U {(110001000)},
) ) .
1 1
0 0
0 1
Fooou) =f, o)+ E2DATXXe | a9l y_29) 0
12 . .
0 0
1 0
0 0
n=10, X,, = X, U {(110001010)},
i ,U) =15 (X,0) = X, (- X, )0 X, )| L2 0] - L2

O O 0O o oo o bk o
O O o ooo kP kP Bk
+
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+ Xz(l_ X3)X4

3 (u—-16)

O ookr ooorr

n=11, X,, = X, U {(110001110)},

(1_ X3)(1_ XS)X6X7

fu(x,u)="F,(x,u) - 1

- (u-19)

(u=-17)

n (1_ Xa)(l_ XS)X6X7 (U _10)
17
n=12, X,, = X,, U{(110001111)}, _
(u-25)

f (x,u) =f10(X, u) - Xz(l_ Xs)(l_ X4)X6X7

1- 22
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n=13, X,, = X,, U {(010001111)},

1 1
1 1
0 0
0 0
00U = oy () — EEXDATXXXXe | (40 0y 2710 [+
17 . .
0 1
1 1
0 1
) ] .
0 1
0 0
0 0
+ (1—X3)d— X5)XeX 7 Xg (U-9)0|-(u-15)0
° 1 1
1 1
1 1
1 1

El procedimiento continua hasta obtener el ultimo estado X,

X,, =X, U {(000000001)}.

1.2. Conclusiones

Laprincipal meta en este capitulo, que esla obtencion de model os formales de SED a partir de
las representaciones clésicas se logray se muestran gjemplo de ello.

Para €l desarrollo ulterior de esta tesis |os modelos formales son un prerrequisito, ya que las
extensiones propuestas usan estas descripciones. Ademas, como ya mencionamos en la
introduccion, en la mayoria de los casos preferimos usar modelos mateméticos formales en
donde, en principio, setiene técnicasy herramientas para hacer andlisis. Adicionalmente, estas
técnicas analiticas proveen un buen punto de vistaen el efecto de cambios de parametros sobre
las propiedades del sistema.

Como podemos ver que en el caso de lengugjes formales la técnica usada para generar
model os mateméticos de sistemas dinamicos a eventos discretos posee una restriccion de gran
importancia, més aln si se trata de sistemas complejos, ya que en cada instante de tiempo
crece e espacio de estado. Esta restriccion puede complicar un poco € procedimiento que a
posteriori se presenta para realizar optimizacion sobre sistemas dinamicos a eventos discretos.

1-23
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Capitulo 2

COMPUTACION SMBOLICA en OPTIMIZACION
DISCRETA

En este capitulo presentamos una solucion a problema de optimizacion simbdlica de funciones
definidas sobre un conjunto discreto finito. El resultado principal en este capitulo es un algoritmo,
denominado SCDO, que permite obtener los minimos de una funcion paramétrica en donde las
variables estan definidas sobre el hiper-cubo {-1,1}* y los parametros estan definidos en un dominio
dado. Asi e dominio discreto finito de la funcion a minimizar es representado en los vértices de un
hyper-cubo {-1,1}*, y & algoritmo SCDO puede ser aplicado. Varias propiedades interesantes de
funciones Booleanas son descubiertas aqui y son relacionadas a una particular representacion, sobre
los vértices de un hipercubo {—L]}". El algoritmo simbdlico propuesto tiene esencialmente lamisma

complegjidad computacional que los métodos de bulsgueda clésica, con la ventga de su posible
aplicacion ala optimizacion paramétrica.

2.1. Introduccion ala Optimizacién de Funciones sobre Dominios Discr etos

La optimizacion de funciones definidas sobre un conjunto discreto es generamente redizada
puramente por algoritmos enumerativos numéricos, [RD84], con severas limitaciones en el nimero de
variables. Como un enfoque aternativo, aqui proponemos € uso de la computacién simbdlica para
obtener iterativamente la solucion éptima formal de un problema de minimizacion sobre un conjunto
finito de variables Booleanas.

Una formula explicita de la optimizacion de una variable es primero obtenida, usando, como la base
del dominio Booleano de una variable, a conjunto {-1,1} en vez del conjunto {0,1}. Entonces €
clculo ssmbdlico provee férmulas explicitas para € caso Booleano multivariable. Los dominios
finitos de variables enteras pueden ser transformados en un dominio Booleano finito con la ayuda de
una representacion diadica de enteros [RD84].

Adicionalmente, el polinomio de interpolacion de Lagrange provee una representacion genera de
funciones definidas sobre conjuntos discretos [FS99]. Una combinacion de estas herramientas genera
una representacion canonica de funciones definidas sobre conjuntos discretos. La aplicacién de esta

representacion canonica de funciones es caracterizada por una secuencia de matrices A, , las cuales

exhiben algunas propiedades que se resaltan en este capitulo. El uso de estas propiedades reduce
considerablemente la complejidad computacional del método.

Los gjemplos a final del capitulo ilustran e andlisis simbolico desarrollado y como se aborda €l
problema cuando funciones con pardmetros exdgenos se consideran.

2.2. Optimizaciéon Simbalica de Funciones Booleanas

Aqui, e minimo absoluto de funciones Booleanas sera expresado por una férmula explicita. El uso de
esta formula es propuesta como una aternativa a los métodos de busgueda clasicos. Una particular
caracteristica del enfoque propuesto es €l uso de valores Booleanos en el conjunto {-1,1} en vez del
conjunto {0,1} como dominio binario unidimensional béasico.



Capitulo 2

Asi, el dominio de lafuncién puede escogerse como un subconjunto de los vértices del hipercubo dado
por:

Dc{-13**, f:D > R.

Por conveniencia, una funcion definida sobre D puede ser extendida al conjunto entero del producto
{—:L:I}'“l, de la siguiente manera. Fijando un X, € D arbitrario, una apropiada extension de f sobre

{-1,3*" esdadapor:

f(x) if xeD,

_ ™ (2.0
f(xy)+1 ifxe{-1,1}""\D.

f_xo :{_L]}kﬂ - ER’ f_xo (X) :{

Es claro que el minimo absoluto y los puntos donde es alcanzado, son los mismos paralafuncion f y
fx,, agui podemos suponer, sin perder generadidad, que e dominio de definiciéon de la funcién

Booleanaes el conjunto producto: {—1, 1.

2.2.1. Caso monovariable
Consideremos, f :{—-11} — R . Entonces €l lema siguiente puede ser enunciado.

Lemma 2.1:
El valor minimo de la funcién Booleana f es obtenido por medio la funcidn signo (Sign) de la
siguiente manera

U =-Sign[f (D) - f (-] = Sign[f (-2) - ()], (2.2
donde lafuncién Sign es usada en el sentido siguiente:

1 if t>0,

Sign(t) = {_1 i <0 (2.3)

y, parat=0, Sign(0)={-1,1} esun conjunto valuado. En €l dltimo caso, lafuncién f obtiene su éptimo
(minimo o maximo) en ambos puntos del dominio.

La prueba de este lema es obtenida de forma inmediata, considerando los dos posible valores u” = -1
6u =17

2.2.2 Caso multivariable

La aplicacion del Lema 2.1 para €l caso vectorial toma la forma de un algoritmo €l cual contiene dos
partes. La primera parte es un calculo simbdlico hacia atrés, que consiste de k+1 pasos como se
describe abgjo. En cada paso, € Lema 2.1 es usado para proveer una expresion simbdlica del valor

optimo u;" (u,,---,U; ;) . La segunda parte, comienza con el célculo explicito del valor dptimo de u;.

Entonces se procede hacia delante para calcular la secuencia Optima de los ui* , parai=1, ..., k.

Las dos partes del algoritmo seran mostradas con detalle a continuacién.
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Parte 1
Considere lafuncion f, :{—],1}k+1 =R, Ty (Ug,..os U U ) = (Ugyeen, Uy g, Uy ).

e Paso 1: Sedefinelafuncion parcia u, — fy(Ug,..., U, ) para U,...,U,_,fijos. Por el Lema
2.1, el minimo del problema de optimizacién paramétrica es obtenido como

Ug (Ugs Uy, -y U )= Sign(f, (ug, Uy, weey Uy ,,-1) - T (UG, Uy, -y U, 1))

Sedefinelafuncion f, :{-1,3* - R, como:

f.(Ugs Uy, woey U y) =Fo(Ug, Uy, ooey Uy g Uy (U, Uy, ey Uy 4))
e Pasoi. Suponga que las funciones
f {-L3*" >R, f_ x> R,
estan generadas como en el paso 1y sus optimos simbdlicos son a canzados en

u;—l(uO""’uk—z)’“'7u;—i+2(u0""’uk—i+1) .
Entonces, apartir del Lema 2.1, lafuncion parcial
uk—i+:|. - fi—l(UO" t uk—i ! uk—i+1) ’
alcanza su minimo en

u;—i+1(u0’ ul’ e uk—i): Sign(fi.l(uo’ ula ey uk—i 1-1) - fi—l(um u11 ey uk—i 11)),

y la funcién a ser optimizada puede ser reemplazada por la funcién f :{-13"" — R,
definida por:

f.(Ug, Upy vy Uy ) =F(Ugy Uy, vy U Uy (U, Uy sy U L))

e Paso k. La dtima funcion f, :{-1L1} >R, a&canza su vaor minimo en
U, = Uy =Sign(f, (1) —f, (1)), e cual es un subconjunto {-1,1}. Por el Lema 2.1, nosotros

conocemos que u; pertenece a conjunto {-1,1} solamente en el caso de que f, sea constante
sobre{-1,1}.

Parte 2:
El célculo de los valores dptimos, u; , donde f,_(.) alcanza el minimo, es obtenida por substitucion

hacia delante de la siguiente manera:
e Pasol:

El valor inicial es: u, =Sign(f, (1) —f,(2)).
e Pasoi, parai=1,..k. Supongaque Uy, U, ..., U, sehan calculado. Entonces U; puede ser
calculado por larecursion:
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* + * *
u =u (uo,...,u. 1)

*

= Sign(fkfi (Ugs Uy .oy, 1) =, (U, ui,...,uifl,l)).
Dos posibles casos se pueden distinguir:

Cas0l Sif, (u:,,uz,...,ui*_l,—l);ztfk_i (u;,u;,...,ui*_l,l),entonceﬁ u e{-13

Caso 2. S fkfi(u;,uz,...,uiil,—l)szfi(u;,u;,...,uiil,l), entonces, los dos posibles

valores, -1 0 1, son admisibles para u;_i . Este caso genera dos secuencias éptimas las cuales
son exploradas en el siguiente paso.

Asi e nimero de secuencias Optimas se incrementan en uno cadavez que €l caso 2 ocurre.

2.3. Optimizacién sobre Dominio Discreto Finito
Consideremos ahora una funcion real general sobre un dominio discreto finito g(x):D, < VN >R,
El caso multidimensional (N>1) puede ser transformado en el caso monovariable por enumeracion.

El caso de dominio finito es tradadado en e previamente definido dominio Booleano usando €
siguiente lema.

Lema 2.2:
Considere e conjunto {0,1,...,n}, y {-11**". Si k es e entero més pequefio tal que n< 2,
entonces la aplicacion

v:{01....,n} > {-1,3"*,

es univocamente definida por su inversa:
u= x(uo,...,uk):%(u Up)+(1+ U+ + 27 (1+uy). (2.4)

La prueba del Lema 2.2 sigue de la unicidad de la representacién diddica de algn ne N, para
2“-1<n<2“'-1.?

La aplicacion del Lema 2.2 en € caso de n:Car(Dg) permite transformar la funcion
g(x):D, >R en la funcion  ¢(Uy,...,u, ) {-LB** >R sobre la condicion

2 -1<n<2“'-1. Lafuncién ¢(U,,...,u, ) esentonces univocamente definida por:

¢=0°Y.

Usando la extension descrita en la ecuacion (2.1), puede suponerse, sin restriccion, que € dominio de

0 eS{—].,]}k+1.
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2.3.1. Representacion polinémica candnica

Cuaquier funcién definida sobre un dominio finito puede reemplazarse, equivalentemente, por un
polinomio que toma los mismos valores que la funcion original en cada punto discreto.

En particular, cualquier funcion Booleana ¢ ( Ug,-.., Uy ) como la definida antes puede ser reformulada

como unafuncién polinémica f (U,...,u, ) sobre un dominioD ={-13**, como:

f (Ug,..., U ) =D c ugougs , (2.5)

con un ndmero finito de secuencias o = (ao, ...,ak) gue pertenezcan a un subconjunto finito de

Nk+l.

En e caso de una funcién ¢ definida sobre un dominio D —{-11}*"*, tenemos adicionalmente la
siguiente propiedad:

u’=1s pespar
. _ (2.6)
u’=u, s pesimpar.

Por lo tanto en todos los monomios implicados en la representacion (2.5), esto es: Uy ---U,*, €s
suficiente considerar (ao, ...,ak)e{O,]}k+1.
Tal representacion también es provista por la interpolacion de Lagrange sobre todos los puntos del

dominio.

U,+€, U, +¢€ u, +¢
f(u,,...,u, )= €0,Ep, ,6, |J——2—L L.k _K_\g, (2.7)
( 0 k) ge{%kn(p( 01 k) 280 281 28k

fe)="(e).

En esta representacion es obvio que todos los monomios en (2.7) tiene la forma uy®,u;*,---, U,
donde(oco,ocl, ey Oy ) e{O,]}k”. Aqui, todas | as funciones sobre {—:L]}k+l pueden ser representadas
Como:

f(Ugnt )= D, u™u*, (2.8)

(otg. vy ){ 01K
Si hacemos la correspondencia entre los valores de la funcién con los vértices del hipercubo {1,

en un vector de dimensién 2", denotado por I~:k , Y ordenamos los vértices del hipercubo en orden
lexicografico tenemos:

F :(f (-1-+,-L-1),f (-1,--,-11),--,f (],--~,:I.,1))T.

Ahora, ordenamos |os coeficientes de la expansion polindmica (2.8) en un vector de dimension 25,
en orden antilexicogréfico , denotado por F, , como:

T
Fk = (f111--<11 e ’f100--~07f011-~l’ e ’fooo-uo) .



Capitulo 2

Entonces el siguiente lema puede ser enunciado.

Lemma 2.3:
|~:i = A F, parai=0,...,k con

(2.9)

Prueba
El Lema 2.3 puede ser probado por induccion matematica.

Para i=0, unafuncién de unavariable u, e{-1,1} puede ser escrita
f(uy)=fu,+f,, u, e{-11.

La relacion entre los coeficientes f,, f, y los valores f(-1), f(1) es dada por la siguiente ecuacion

lineal:
[ff((_];-)}:{ll ﬂ{ﬂ estoes, £ = AF.

Ahora, suponemos que para algunafuncion dei+1 variables binarias,

F=AF,

entonces, paraalgunafuncion f (U,,---,U;, Uy, ) , con(Ug,-++, Uy, U;,;) e{-11"%,

f (UO" T ui '_1) = _Zfsoneilugo . 'uiSi + Zfsomsiougo . .uiSi '

conduce a

Fi+1,—1 = _Ai Fi+l,l + Ai Fi+l,0 (2.10)
y

f (UO’. T ui '1) = Zfs(yns‘luzo o 'ufi + Zfsomsiougo o .ufi !
conduce a
|~:i+1,1 = Ai Fi+1,1 + Ai Fi+l,0 , (2.11)
- |~: F|+
donde F|+1 = ~I+l_1 y I:H-l _|: 11:|
F|+1,1 F|+10

Asi
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= _Ai Ai Fi+11
I:i+1 = ' = Ai+lFi+l’
Ai Ai Fi+l,0

A _ _Ai Ai mzwzxzhz o
i+1 € "
A A

con

En la préctica, los pardmetros desconocidos son los componentes del vector F, parai=1---,K. Una
de las principales ventgjas de la representacion candnica propuesta, es la simplicidad para invertir la
matriz A, , tal como lo indica el siguiente lema.

Previo a anuncio del lema daremos laformula de Sur parainversion de matrices particionadas. Sea
FeM una matriz particionada en blogques de la siguiente forma:

oo

con AeM,_ .y DeM,  ambasinvertibles entonces

m+nxm+n

» (A- BD-lc)’1 -AB(D-CAB)"
) -D'c(A-BDC)"  (D-CA7B) |

Lemma 2.4:

1
2i+1 Ai )

Lamatriz A, esinvertible,y A =

Prueba
El Lema 2.4 también es probado por induccién matematica.

Parai=0, A, esdado por

entonces, obviamente
Lo =111 -1 1
-2t Hoda,

Supongamos ahora que A, satisface lo dicho en € Lema 2.4. Usando la conocida férmula de
inversion de Shur para bloques de matrices particionadas, obtenemos:

1 a1 -1
Ai‘i{_Ai AT: —SIATT SIA] |
BRI E

2-7
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Asi la hipétesis inductiva muestra:

_ 1 _Ai Ai 1
Ai31:F|: Ai Ai:|: 2i+2 Ai+l'?

Por lo tanto, a partir de los valores del vector I~:k , € vector de los coeficientes de larepresentacion F ,
pueden ser calculados por una simple multiplicacion matriz-vector como sigue:

1 -

Ro= WAKF" (2.12)

2.3.2. Optimizacion simbdlica

Usando la representacién canénica, una funcion general g(x) definida sobre un dominio discreto finito
puede ser optimizada por el algoritmo presentado en la seccién 2.2.

El vector de coeficientes de la representacion polinomial f,(Uy,..., U, U, )= (Ug,..., U4, Uy )
puede ser calculado directamente por laférmula (2.12), notando que:

= [f (L L-D), £ (-1, -12), o f (L 2)]
=[9(0), 9@, -, 92

Entonces, u, puede ser calculado por:
Ug (Ug, Uy, ..., Uy )= -Sign(fo (U, Uy, ...y Uy -1) - Fo (U, Uy, ooy Uy 1, 1))

La parte iterativa simbdlica procede como sigue, parai =k -1,---,0.
e Sustituir u;, en f,_, (Ug,--,U,,, )y obtenemos f, (Uy,---,U;).
e Evauar f,  (Ug,,U;) sobreel dominio D, (vector F).
e Generar lamatriz A, .
e Resolver el sistema de ecuaciones lineales

—A A, i
A- A Fi+1: i+1°"

Generar larepresentacion polinémica f, (uo,---, u, ) con coeficientes en el vector F

Cdcular u; (U, Uy, ..., U ,)=-Sign(f,; (U,, Uy, ..., U ;,1) - f,. (Uy, Uy, ..., U;,0))

La segunda parte del algoritmo es explicito y procede hacia adelante para calcular la secuencia éptima
(Ug, Ug,-++,U,) como en laparte 2 de la seccion 2.2.
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2.3.3. Mgorasen € algoritmo simbdlico

El algoritmo que acaba de describirse en 2.3.2. es algo dificil de poner en gecucion debido a la
necesidad de evaluar la funcion f,_; (U,,--,U;)en todos los vértices del hipercubo {— -1, para
obtener su representacion polindmica candnica. Una simplificacion importante seria alcanzada si es
posible calcular directamente el vector del coeficiente, -, para la iteracion i, a partir del vector de

coeficiente, F_,, enlaiteracion i+1, sin tener que calcular el vector de valores E . Tal mejora se puede

alcanzar usando el lema siguiente.
Definicion: x €M, entonces |x| =||x], |x|2---|x|n}T :
Lemma 2.5:

La secuencia de los vectores de coeficientes { F} de las funciones polindmicas canénicas f, ; para
i=k-1, ..., O satisface la siguiente expresion de recurrencia:

I:i 2|+1 |A| i+1,1);

+F,,- (2.13)

Prueba:
Lai-esmafiladelamatriz A, puede ser expresadapor A, ;.

Lafuncién f, , dei+1 variables:
f|(I Qre* kalso Suso.“uigi’

con g = (gy,+,&,) €{0,3*", fue obtenido de fk_l_i (Ug,-++,Uy,,) Substituyendo en u,, por

U (Ugyenon Uy) = —Sign{kail;eO_ngilugo U } .

€

Asi, por otra parte

_Esz—i—l;eomgilugo'” SJSlgn[ka i—Leg-e1Y Ug - u SI:|+sz JicLigg5,0 oUg’ -Uf" (2.14)

El correspondiente vector de valores I~:I puede ser calculado de (2.14) por

i

foi (1,1

fii(@--2)
Ai,1Fi+1,1Si gn I:Ai,1|:i+1,1] + Ai,1Fi+1,o

, J+ |+118| gn[ i 2 Fi+l,1:| +A, i 2 F|+10

2-9
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|A aFas

+ Ai,1Fi+l,0

+A . F

2\+1 |12i+1 i+1,0

|A i Fi+1,1

que es,

|~:i = _|AiFi+1,1

+AF..,=AF.

i"i+1,0

Por lo tanto, usando €l Lema 2.4, larecursion del Lema 2.5 es obtenida multiplicando ambos términos
de estaigualdad por lainversade A, .?

Usando el Lema 2.5, la secuencia de vectores de coeficientes { F } puede ser calculado desde el vector
de coeficientes {R} de las funciones polinémicas canonicas

fo(Ugs--os U U ) =F (Ug,.. U g Uy ).

Entonces, |as expresiones formales (Optimas) de las variables u; (uj,..., U;_, ) pueden ser calculadas
ahora como se describe en la seccién 2.3.2 con la ecuacion (2.13).

La complejidad de la manipulacion simbdlica de la aplicacion polindmica sobre el espacio producto es
bajo. La substitucion en los monomios Uyu,---U, , es de complejidad O(k). La substitucion en

f (uo,...,uk_l, uk) en la representacidn candnica es un producto escalar del vector de monomios por
el vector de coeficientes, el cua significa O(n) "elementales’ operaciones, donde n= 2. En este
contexto “elementales’ significa, por jemplo operaciones simbdlicas con monomios y polinomios de
laforma Z C,U*, donde g es un multi-indice vectororial de 0,1 . Esa complejidad esta también O(n),

por lo tanto la complejidad completa de la manipulacion simbdlica es O(n). La asignacion del Signo

es realizada por un producto matriz-vector entre escalares que también tienen complegjidad O(n). En

relacion con las complejidades mencionadas, €l algoritmo para minimizar la funcién sobre {—:L:I}"*l,

tiene complejidad O(n).

2.4. Ejemplos llustrativos

Los egjemplos siguientes pretenden ilustrar el uso tanto del algoritmo basico presentado en 2.3.2y la
mejora de latécnica hechaen 2.3.3.

24.1. Ejemplo 1
Considere el siguiente polinomio:

f (uO’ ul’ UZ) = a111u0u1u2 + a110uOul + a101uOuZ + a1OOuO + aOllulu2 + a010u1 + aOOZLUZ + aOOO

2.4.1.1 Optimizacion simbdlica
Usando € agoritmo en 2.2.2. y e esquema en 2.3.2., presentamos las dos partes que componen €l
algoritmo.

Parte 1l

2-10
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Paso 1
fo(Ug, Uy, Uy) = 8y,UgUs Uy +8550Ug Uy + 840,Ug U, + 800U + 811Uy Uy + 8g;0U; + 8o Uy + 8y s
u; (U, Uy ) = Sign[f,(Ug, Uy, —1) — o (U, Uy, 1) | = —=Sign[ay,UgU; + 8y0,Ug + 83Uy + 8gy ]
Paso 2

f,(up, uy) = (amuoul T U + 8 Uy + a001) u, (uo’ ul) F y50UoUy + 849U + 8gg0U; + 850
= _(amuoul + @y Up + gy Uy + aoo1) Sign [amuoul + Ao Up +8gyy Uy + aom] +
F @y30UoUy + Byp0Ug + 8gg0U; + 859
= D,,UqU; + ByoUg + Doy, + By = P, (U, Uy),

u; (uo) = Sign[pl(uo,_l) - pl(UO’l)] =-S gn[bnuo + b01] :

Los coeficientes b, y b, son obtenidos por la resolucién del sistema de ecuaciones lineales
siguiente

f,(-3-1] [1 -1 -1 1][b,
f(-11) | |-1 -1 1 1 by
f(L-1) | |-1 1 -1 1|[by, |
f,(11) 1 1 1 1| by
donde,
by, = %(fl(_l’ _1)+f1 (1'1) _fl(_l’l) -t (1’ _1))’

1
by, = Z(1‘1(—1,1) +f,(11)-f,(-1-1)-f,(1-1)),
UI (uo) = _Sign [(am — &y ~8py; T aom) u; (_11 _1) + (am Ty +ay; t+ a001) U; (1’1) +
_(_aill —Qp Tyt a001) U; (_:Ll) - (_anl +8 Qg T a001) qur (1' _1) + 4%110} U, +
+ (_a111 — 0 T a001) u; (_:Ll) + (a111a101 +85; t+ a001) qur (:Ll) -

_(a111 — &g ~ 8y a001) qur (-1-1) _(_alll 8 — 8 t+ a001) u;(], -+ 48.010]
Paso 3

(Us) = [ (Bu1so + 83 ) U (Ug) + (BuonUy + By ) U3 (Ugs U (Us) )+ (Busolo + Boso) U (Ug) + Buog + B
=b,u, +b, =p,(u,).

u; () = Sign[p,(-1) - p, (D] =-Sign[b,].

El coeficiente b, es obtenido por laresolucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales

2-11
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f,(-)] [-1 1][b,
f,() {1 J b, |’

US () = _Sign [[(3111 + aou) UI (_1) — &t aom] UZ (_1' UI (_1)) + (_ano + aom)“lr (_1) -
(B3 + B3 ) U5 (1) + By + By U5 (U5 (1)) — (Bugo + Bogo) U (1) — 284 |-

donde b, :%(—fz(—l) +f,(D).y

Parte 2

Paso 1
u; () =-Si gn [[(3111 + aon) UI (_1) T aom] qur (_:L UI (_1)) + (_3110 + aom)“I (_1) -

[ (Buan + 8o12) U (D) + gy + gy U3 (LU (D) = (B0 + Bigo) U} () — 235 |

Paso 2
U; = _Sign[[(anl ~ &y~ T aom) qur (-1-1)+ (a111 T8y T8 + a001) U; @+
_(_am — 8 T8y T a001) u; (-11)- (_3111 T8y — 8 3001) u; Q-+ 430110] u:) +
+ (_am —8 T8y T a001) u;(—l,l) + (31113101 +tag; + a001) u; 11—
_(aill ~ — 8y T a001) u;(_l -1) —(—8111 T — 8 T a001) U;(l,—l) +4a010]'
Paso 3

u,=-S gn[aﬂluoul T Uy + 8oy + 3001]

2.4.1.2. Mgoradel algoritmo simbdlico
Para aplicar el Lema 2.5, a gemplo, debemos definir:

Fz = [am'ano'aml!amo'aonl‘r"om""‘oovaooo]T )
I:2,1 = [alll’ L aon!aom]T ,

T
Fz,o = [auo’awo’aom’aooo] .

Entonces, podemos calcular F =[ay,,a,,8y,80 |y K =[a.8,]. La expresion optima de cada
variable u; , i=0, 1, 2, esta dada por:

up =-Sign(a,],

u, = —Sign[aﬂu; +a01],

U; =-S gn[anlu;uz + alOlu:) + aonu; + aooJ J
donde

I:1,1 = [aﬂ’am]T )
Fo = [0:8]
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Ra=[a]'.
Foo =[],
con
8y = —%(Iam ~Bugr — Bgus + Bgon| |81z~ Bugy + By + B -
|81 + @iy~ Bgus + oo +[@uss + Buor + Bgns + Boa| ~ 410,
8, = —%(—Iam — 8oy~ Bgus + Bgoa| | -Bus1 — By + By + Be|
|81 + @iy~ Bgus + g +[@uss + Buor + Bgns + Boa| ~ 410,
8y = —%(—Iam g1~ Boys + Bgon| |81y — Bugy + gy + B +
|84y, + By — By + Bor| +[Bu + Bu + Bz + B~ 4343 )
8o = —%(Iam ~Bugr — Bgur + Bgoa| |11 — B + By + B+
-84y, + By — By + Bgor| +[Bu By + Brs + B~ 4By )
a,= —%(—I—aﬂ+ 8| +au: + | 435 ).
2.4.2. Ejemplo 2

Considere el autdmata representado en lafigura 1.

Figure 2.1: Un autdmata con 4 escogencias

Una representacion equivalente a este automata es mostrado en latabla 1.

U uo | ul E
1 -17-1 2+7p-p°
2 1)1 6+2p-p°
3 11 6+p
4 11 1+2p

Tabla2.1: Tablapara el autémata de 4 escogencias

2-13



Capitulo 2

Aplicando el agoritmo descrito anteriormente, podemos obtener una expresion para determinar €l
camino 6ptimo en funcién del pardmetro p:

Paso 1
El polinomio f de variables [uO,ul], esta definido por:

f, =a00+ a0lul+ alOu0+ alluOul.

Asi, e control optimo esta dado por: u* (1) = Sign(—2a01- 2a11u0).
Como los valores son:

F=[2+7p-p®, 6+2p-p’, 6+p, 1+2p}T :
entonces,

F, =[all al0, a0, a00] .
Lamatriz A[1] es.

1 -1 -1 1
-1 -1 1 1
-1 1 -1 1|
1 1 11

A[1] =

Como la ecuacion (2.12) obtenemos los coeficientes F, y sus expresiones son:

-9+6p
4
all| | _1-6p+2p?
al0 3 4
a0l| | -1-4p
a00 4
15+12p - 2p°
L 4 J

El polinomio nos queda :
f0=15+12§) 2p 1 62+2p w0 144pu1 9+6p

uOul. (2.15)

Entonces u (1) =Sign B +2p +%u0— 3pu0} :

Paso 2
El polinomio f con variable uO, es definido por: ad+aluO. El control éptimo esta dado por:

u*(0)=-Sign[al],
y lamatriz A[0] es:
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-11
A[0] = .
-7
Por el Lema 2.5, los coeficientes F, satisfacen la siguiente expresion:
-1
F :7AO|AOFL1|+ Fio- (2.16)

De donde

- _[al}_ 1[—1 1}(_1 1} g(—3+2p) X %(—1—6p+2p2)

a0] 201 Y1 1) 1 5 E+§p_pz
2 2 2
Asi, los coeficientes son:
a:%‘z—gp‘—%‘mgp +%(—1—6p+ p’),
(2.17)
2
aO=E+3p—p—,
4 2
y
. (1], 5] 1/, 5] 1 »
u (0) =Sign| =[2-=p|-=|2+=p|+=(-1-6p+ : 2.18
(0) QM Zp‘ 2‘ LA pp)} (2.18)

Para dos valores particulares de p, tenemos:
e Sip=1, lasecuenciaes[uO,ul]=[1,1], y en coordenadas originales: U, = 4.

e Sip=5, lasecuenciaes[uO,ul]=[-1,1], y en coordenadas originales: u, = 2.

2.5. Conclusiones

e El algoritmo de optimizacion ssimbélico propuesto es aplicable para funciones generales
definidas sobre un dominio discreto finito.

e Aqui, e minimo absoluto de funciones Booleanas es dado por unaférmula explicita. El uso de
esta formula es propuesta como una alternativa a los métodos de blisqueda clasica.

e El método esta compuesto por dos partes. La primera es un célculo recursivo hacia atras , en
donde se abtienen las expresiones implicitas de las variables Booleanas.. La segunda parte,
instancia progresivamente | as expresiones explicitas de |os valores optimales de las variables

o Lacomplejidad del algoritmo es comparable con los métodos numéricos de tipo enumerativo.
Pero € algoritmo propuesto tiene la ventaja de poderse aplicar directamente a los problemas
en los cuales tanto las decisiones como la funcion de costo asociadas dependen de parametros
exdgenos.

e La complgidad de la manipulacién simbdlica de la aplicacion polindmica sobre el espacio
producto es bajo. La substitucion en los monomios u,u, ---u, , es de complejidad O(k). La
substitucion en f (ug,...,U,_,,U, ) en la representacion candnica es un producto escalar del

vector de monomios por €l vector de coeficientes, e cual significa O(n) "elementales’
operaciones, donde n= 2! En este contexto “elementales’ significa, por eemplo
operaciones simbdlicas con monomios y polinomios de la forma Z:Cgu§ , donde ges un
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multi-indice vectororial de 0,1 . Esa complejidad es también O(n), por lo tanto la complejidad
completa de la manipulaciéon simbdlica es O(n). La asignacion del Signo es realizada por un
producto matriz-vector entre escalares que también tienen complgidad O(n). En relacién con

las complgjidades mencionadas, € algoritmo para minimizar la funcion sobre {—:L]}"*l, tiene
complejidad O(n).

e El agoritmo presentado en 2.2.2, con las mejoras en 2.3.3 conforman €l algoritmo que hemos
denominado SCDO.
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ENFOQUE SMBOLICO DEL PRINCIPIO DE MINIMO

El principio de minimo tiene en fisica una larga e interesante historia. La busgueda de tales principios es
predicada sobre la nocién de que “la naturaleza siempre minimiza ciertas cantidades importantes cuando
un proceso fisico toma lugar”. El primero de tales principios de minimo fue desarrollado en la optica.
Hero de Algandria en el segundo siglo a.C. encontr6é que la ley que gobernaba la reflexion de la luz
puede ser obtenida cuando un rayo de luz, vigjando de un punto a otro por una reflexion desde un espejo
plano, siempre toma el camino mas corto posible. Una simple construccion geométrica verifica que el
principio de minimo hace la igualdad de los angulos de incidencia 'y de reflexion para un rayo de luz
reflejado sobre un espejo plano. El principio de Hero sobre el camino mas corto no puede, sin embargo,
producir una correcta ley para la refraccion. En 1657 Fermat, reformulé el principio a postular que un
rayo de luz siempre vigja desde un punto a otro en un medio por un camino gue requiere e menor tiempo.
El principio de Fermat de menor tiempo Ilevé inmediatamente, no solo, alaley correcta de reflexion, sino
también alaley de Snell de refraccion.

El principio de minimo contintio siendo tratado y en la Ultima parte del siglo XVII, empiezan a aparecer
los resultados Newton, Leibniz y los Bernoulli dando origen a lo que se conoce como célculo de
variaciones. Asi, problemas tales como el Braquistocrono, la forma de una cadena de horca, entre otros
problemas fueron resueltos.

La primera aplicacion de un principio de minimo en mecanica fue hecha en 1747 por Maupertuis, quien
afirmé que el movimiento dindmico toma lugar con minima accién. El principio de menor accién de
Maupertuis fue basado en fundamentos teol égicos (accién de minimizar a través de la sabiduria de Dios)
y su concepto de accién fue bastante vago. Recordamos que la accidn es una cantidad con la dimensién de
longitud por momento 0 energia por tiempo. Solamente después, Lagrage en 1760 dio una firmé
fundamentacion matemética al principio de menor accion. Sin embargo si esta aplicacion tuvo la ventgja
de hacer la transicion de la mecénica clasica hacia la Optica 'y a la mecanica cuantica, e principio de
menor accidn sigue siendo menos general que el principio de Hamilton y puede derivarse de él.

En 1828 Gauss desarrollo un método de tratado mecanico por su principio de menor restriccion, una
modificacion fue hecha mas tarde por Hertz y lo personalizo en su principio de menor curvatura. Estos
principios estén estrechamente relacionados a principio de Hamilton y no adicionan nada a contenido de
la formulacion més general del Hamiltoniano, solamente resaltan € interés por un principio del minimo
enlafisica

Asi, el principio de Hamilton puede ser descrito como sigue:

“De todos los caminos posibles a lo largo del cual un sistema dinamico puede moverse desde un punto a
otro sin un intervalo de tiempo especificado (mientras siga siendo compatible con las restricciones), €
actual camino seguido es e que minimiza la integral de la diferencia entre la energia cinética y la
energia potencial”.

En el cllculo de variaciones € principio de Hamilton esta dado por:

SH(T-U)dt=0 T =T(%), U=U()

ty

Esta formulacién establece que T-U debe ser un extremo, no necesariamente minimo, pero en casi todas
las aplicaciones importantes en dinamicas la condicion de minimo ocurre.
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Si L =T-U=L(x,x), laecuacion de Euler — Lagrange se escribe como Z—L—%Z—L =0
X X

3.1. Ecuaciones Candnicas de M ovimiento en e Formalismo Hamiltoniano

El estado de un sistema que consiste de n particulas, sujeto a m restricciones que conectan algunas de las
3n coordenadas rectangulares, esta completamente especificado por s=3n-m coordenadas generalizadas.
Podemos representar € estado de tal sistema por un punto en un espacio s-dimensiona [lamado espacio
de configuracion. Cada dimensiéon de este espacio, corresponde a una de las coordenadas en donde
podemaos representar el tiempo histérico de un sistema por una curva en el espacio de configuracion; cada
punto especifica la configuracion del sistema en un instante particular. A través de cada punto pasa una
infinidad de curvas representantes del movimiento posible del sistema; cada curva corresponde a un
conjunto particular de condiciones iniciales. Por lo tanto podemos hablar del camino de un sistema como
el movimiento através del espacio de configuracion.

Si la energia potencial de un sistema es independiente de la velocidad, entonces los componentes del
momento lineal en coordenadas rectangul ares esta dado por

de forma equival ente podemos definir el momento generalizado por:

_oL
a4,

Nosotros sabemos que el Hamiltoniano, H =q,p,, esigual alaenergiatotal, si la energia potencia es

independiente de la velocidad y si la transformacion de las ecuaciones entre coordenadas rectangulares y
generalizadas no contiene e tiempo explicitamente, por lo que € Hamiltoniano es una cantidad

conservativa. Bgo estas condiciones, y si a%t =0, entonces H=E=constante. Asi, las ecuaciones de
movimiento Hamiltoniano o ecuaciones candnicas del movimiento se escriben como sigue:
oH | oH oL _oH

e AT

3.2 El Principio de Minimo para Procesos Continuos

3.2.1. Preliminares

El objeto basico de la teoria clasica de sistemas de control es € sistema lineal descrito por la ecuacion
diferencial

%:Ay(t)mu(t), y(0)=xeR" (3.1)

y unarelacion de observacion o salida
w(t)=C y(t), t=0. (3.2

Las transformaciones lineales A:R" > R", B:R™ 5> R", C: R™ 5>R*en (31) y (32) estan
identificadas con representaciones matriciales, M(n,n), M(m,n), M(m,k) respectivamente y elementos en

ROR™, RE,
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Considere la siguiente ecuacion

%=A(t)q(t)+a(t), olto) = do k", (33)

sobre un intervalo fijo [0,T]; to €[0,T], donde A()eM(nn), AM)=a;(t); ij=1...n], at) eR",
at)=[a;;i=1,..,n], te[0,T].

Consideremos € siguiente sistemano lined
y=f(y,u), y(0)=xeR", (3.4)
w= h(y). (3.5

Las funciones f(.) y h(.) estdn definidas sobre R"xR™My R" y toman valores en R" y R
respectivamente.

Consideremos
z="1(z(t),t), z(ty) =x e R", (3.6)

donde t, es un nimero no negativo y z una aplicacion de R"xR en R" . Una solucion z(t), te [O,T], de
la ecuacion (3.6) sobre el intervalo [0,T], ty <T, es una funcion arbitraria absolutamente continua

z():[0,T] - R" que satisface (3.6), para todo te[O, T]. Una solucion local de (3.6) es una funcion
absolutamente continua definida sobre € intervalo [to,r), T>1, que satisface (3.6) para cas todo
[to,r). Si una solucion local definida sobre [to,r), no puede ser extendida a una solucion sobre un
intervalo mas grande|t,,t;), t; >, este es un intervalo de existencia maximo. Asi, una solucién local
arbitraria tiene una extension a una maxima.

Teorema 3.1 Asuma que los elementos de la funcion A(.) son localmente integrables. Entonces existe
unafuncion S(t), te [0, T], con valores en M(n,n) y con elementos absol utamente continuos tales que

%S(t) = A(t)(t) paratodo t<[0,T], (3.7)

S(0)=I. (3.8

Ademés, lamatriz S(t) esinvertible paraun t € [0, T] arbitrario y la Gnica solucién de la ecuacion (3.3) es
delaforma

t
q(t) =SS (to)do + [S()SH(a9)ds, te[0,T]. (3.9)
t

(Prueba, [JZ95], Parte |, pagina 11.)

Teorema 3.2. Asuma que para x e R", la funcion f(x,.): [0,T] > R", es Borel medible y para una
funcién c(.), no negativa, integrable en [0,T], setiene que

If (x, )] < c(t)(x| +2), (3.10)
[f(x,t)—f(y, )| <c(t)x-y] x,ye®R", te[0,T], (3.11)

entonces la ecuacion (3.6) tiene exactamente una solucion z(.,x). Ademas, para t € [0, T] arbitrario, la

aplicacion x — z(t,x) es un homeomorfismo de R"en R" . (Prueba, [JZ95], Parte |1, pagina 74.)
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Teorema 3.3. Asuma que la condicion del Teorema 3.2 se satisface para t € [0, T] arbitrario, y ademés la
funcion f(.,t) tiene una derivada continua f, (.,t) y que las funciones f(.,t) y f, (.,t) son acotadas sobre

subconjuntos acotados de [0, T]x R " . Entonces la aplicacion x — z(.,x), que actGiadesde R" a espacio de
funciones continuas C(0.T; R"), es Fréchet diferenciable en un punto arbitrario x, y la derivada

direccional v e R" esunasolucion &(.) delaecuacion lineal

E =t (2t x), )&, Eto) =V (312)

En particular, lafunciont— z, (t, xo) es absolutamente continua y satisface la ecuacién lineal

%zx (t,xo)="fy (z(t,xo). 1)z, (t,xy) paratodo te[0,T], (3.13)
z,(tg,xo)=1. (3.14)

(Prueba[JZ95], Parte |1, pagina 75.)

Los resultados anteriores son |os resultados clasicos de existencia, unicidad de soluciones, asi como los
de la dependencia continua respecto a los pardmetros y las condiciones iniciales para (3.3) y (3.6)
respectivamente.

3.2.2. El Principio de Maximo: El problema de control con tiempo final fijo.
Consideremos un sistema de control

y=Ff(y,u), y(0)=xeR", (3.15)
y unafuncional de costo

3:(x,u()) = fo(y(®),u(t) dt+G(y(T)), (3.16)

con T>0, un ndmero finito fijo. El conjunto de parametros sera denotado por Uc R™, la derivada de f
con respecto alas variables de estado, por f, ,y lasderivadasdegy G, por g, y G, , respectivamente.

Teorema 3.4 Asuma que las funciones f, g, Gy f,, g,, G, son continuas y €l par de, un control
acotado 0(.) y la solucién absolutamente continua correspondiente a (3.15) maximiza la funcional (3.16)

parat € (0,T), arbitrarios, tal que la derivada por la izquierda de y ((jj—t)?(t)), existe y es igua a

f(9(t),0(t)), entonces la siguiente igual dad se satisface

(P, £ (5(0), 6(1))) + 9(I(0), 6(V) = max(p(t), 1§V, u(r)))- (3.17)
En (3.17), p(t), simboliza la solucién absolutamente continua de la ecuacion
p=—f (5 0)p-gx(9,0), (318)
con lacondicién final
P(T) = G, (¥(T)). (3.19)

Nota: ya que una funcion arbitraria absolutamente continua es diferenciable en casi todas partes, la
desigualdad (3.17) se satisface paracasi todot € (0,T).

Prueba
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Asuma primero que g(x,u)=0 paraxeE, y ueU. Sea, paraagun ty € (0, T),

dd_;y(to) =f(J(ty), 0(to)).

Para € control arbitrario veU y un h > 0 suficientemente pequeiio definimos la variacion de (0 de la
siguiente manera

a(t), if te(Ot,-h),
utt,thy=1 v, ifte(t, ht,),
Gt), if te(ty, T).

Seay(.,h) lasalida correspondiente a u(.,h), es claro que
+
Z—hG(y(T,O))SO, (320)
con tal que la derivada por la derecha exista en (3.20). Para probar que la derivada existe y encontrar este
valor, recordemos que:

to

Y(toh) = ¥(to, )+ [ f(y(sh),v) ds

to—h

to

J(to) =9t —h)+ [ f(5(5),0(s) ds.

to—h

Tomando esto en cuenta, Nosotros obtenemos:
y(to.h)=9(to—h) . Ylto)-F(to—h)

o y(te h)=(te) ~ _
—JJL% h _M% h Ln% h - (32

=f(J(to), v)-f(¥(to), Uto))

d+
—ylty,0
dty(o )

Ademés, %y(t,h)zf(y(t,h),ﬂ(t)) se satisface para casi todo telty,T]. Por e Teorema 3.3, e

Teorema 3.1y por laecuacion (3.21) tenemos que:
d +

Ey(T,0)=S(T)s*1(to)(f (I(to), v)—f(J(to). Ulto))),

donde S(.) es la solucion fundamental de

Por o tanto, la derivada derecha en (3.20) existey seabtiene

+

‘;—h G(y(T.0) = <Gx Vo)l ((jj_h y(T,0)> = (G, (HM).SMS™ (to)(F (9(to )} V) -1 (o) u(to)))

= (S (to) "SMG, (I (F (o) )~ (3(to ). ulto ) .

Yaque lasolucién fundamental de laecuacion p=—f; (§,0)pesigua a (ST (t))_l, para t €[0,T]. Conla
formula (3.9) y la desigualdad (3.20) termina la prueba del teorema en e caso cuando g(x,u)=0,
xeR", ueU.

El caso genera con la funcion g(.) puede ser reducido al considerado anteriormente. Para ello
introduciremos unavariable adicional w € R lacual definimos como sigue:
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s

a(x, u)

} é[x}zG(x)er, {X}eiﬂ”“,UE u.
w W

Esfécil ver que el problema de maximizar lafuncion (3.16) parael sistema (3.15) es equivaente aé

problema de maximizar

con el sistema de control sobre 0" , dado por:

d

y condiciéninicial

y(T)
w(T) |’

[ x [ f(xu)
_w} ") {mx, u)]
= {X} e R

0

Aplicando laversién simple del teorema, que ha sido probado antes, obtenemos el teoremaen el caso

general.

El resultado obtenido puede ser reformulado en términos de la funcion Hamiltoniana como sigue:

H(y.p.u)=(p.f(y,u))+9(y,u), yeR", ueU, peR".

Las ecuaciones (3.15) y (3.18) obtienen la siguiente forma

y = ﬁ (y! P, U), y(O) =X,
op

b= % (v.p.U), P(T) = G (y(T)),

y lacondicion (3.17) es equivaente a

max H(Y,p,u) =H(y,p 0)

en apropiados puntos det € [ty, T].

3.3. El principio de Minimo para Procesos a Eventos Discr etos sobre Dominios Finitos

3.3.1 Preliminares

Residuo de Taylor: Del célculo es conocido quesi f :D— R™,D < R™, esunafuncién suave entonces

laférmulade Taylor se define como:

fly) =f(x) + J'f'(x+t(y—x))dt (y-x) =f(x) + RT(xy)(y-x),
0

donde & Rf(x;y) esel Residuo de Taylor en formaintegra y esanalogo alamatriz Jacobianadef.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Si se sustituye a gradiente por el residuo de Taylor formal algebraico, entonces el principio de minimo se
puede formular andlogamente.

Lema 3.1: Si D < Z"es un conjunto finito y f : D — Z* una aplicacién arbitraria, entonces existe un
polinomio vectorial, entero p(¢) tal que pp =T .

Sea, Z={..-2,-1,0,1,..} € anillo de los enteros. La n-upla (X,,X,,...,X,), X, € Z formae Z-mddulo

de enteros que juega € papel de espacio vectoria n—dimensional (R"). El Z-médulo de polinomios
vectoriales enteros, p, de dimension k, con indeterminada &,,€,,...,&, , tienelaforma

P1(E1, €25+ E0)
p(g): p2(§17§:21"'1§n) ’

P (E1,E20+:En)

donde

P (EnEpntn) = ZPE = T pEhe gl
] ]

j=(p-in) €2, ={012..},p; e Z.

Si D < Z" esun conjunto arbitrario (dominio) entonces para un polinomio vectorial p(x), se puede definir
unaaplicacion p, :D — Z", asociadaacadavector X € D . Asi

i im
Zpljxll s Xy
i

Py (X) eZ".

j im
mejxll .. 'Xn
i

Como ambos, los coeficientes de p; y los de xy,..,X,, son enteros, implica que la imagen py(X)
también es un vector de enteros.

Si D < Z" esun conjunto finito (un sistema de eventos discretos, el espacio de estado de un autémata,

lenguaje formal, etc.) entonces la aplicacion f:D — Z™ f :D — Z* puede ser representada como una
funcion polindbmicaentera, pp =f .

Ademas como € espacio de estado es finito, las funciones pueden ser consideradas polindmicas, ya que
por interpolacion en todos los puntos del dominio de f se obtiene una representacion polindmica.

Nota: Unaforma directa de obtener la representacién polindbmica es usar lainterpolacion de Lagrange tal
como se muestraen €l capitulo 1, gemplo2 y en el capitulo 2, seccion 2.3.1.

Lema 3.2. Sea, p(&) un polinomio vectorial, entero. Entonces existe unamatriz polinomial Rf (&; n)
denominada residuo de Taylor, con indeterminadas &,,...,&,,,n;,..., M, , tal que
p(y) — p(x) = Rp(x: y)(y = X)..

También, si f(&) = Y pjij es una serie formal, se prueba |a existencia del residuo de Taylor, Rf (&n).
jez? ~

Asi € residuo de Taylor, en este caso es también una serie formal, pero matricial. Si D < Z"es un
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conjunto arbitrarioy laserie f () = >, pjgj converge paracadax D , entonces este es un caso similar al
jez? ~

anterior, que induce unaaplicacion, p, : D — Z*, por x - fo(Xx).

3.3.2. Procesos discr etos enter os finitos

Sean X, c X< Z", U, c U, conjuntos arbitrarios. Sea f, : X, xU, — X, ,, unaaplicacion, que satisface
para cada u(k)eU, la aplicacion x(k+1)f, (x(k),u(k))con x(k)eX, polinomial o de serie
formal. Sea @, : X, — Z™ unafuncion polinomial o de serie formal.

Sea KezZK>0, x,eX,. A u:(u(O),u(l),---,u(K—1))eU es llamado control, a
X =(x(0),x(1),~-~,x(K)) € X, se le llama la trayectoria (estado) correspondiente al control uy a X, la

condicion (estado) inicid, s,
x(k+1)=fk(x(k),u(k)), x(0)=X, , (3.26)

entonces al par (X, u) sellama proceso discreto, correspondiente a estado inicial X, .
Definimos una funcion de costo multiobjetiva, J; sobre el conjunto de |os procesos discretos, por
3 (x,u) =@, (x(K)) . (3.27)

Supongamos que Z™ esté equipada con una relacion de orden y, <y, . Entonces, definimos el problema
de optimizacién como sigue.

Decimos que & proceso  (x,u'), u =u'(1),u"(2),u (K-1), x (k+1)=f (X (k),u"(k)),
X, = &€ X, es optimo (minimo) si para todo proceso admisible (x,u), la siguiente desigualdad se cumple
3, u) <g(xu) © (X (K))<d(x(K)). (3.28)

A este proceso |o [lamamos de tipo uno.

Supongamos ahora que tenemos la funcién g, : X, xU, — Z™. Entonces, la funcién objetivo puede ser
definida por

K

3, ()= 0(x(K)+ g, (x(i)u(1).

-1
i=0
Aqui la definicion del proceso Optimo respecto a J, es similar a anterior si definimos al sistema (3.26)
como

X=XxX,czZ"™™,

(x,x ,xm)T =(XT,YT )T ezZ™m,

f(x,u)= (f (x,u)T X' +g(X,U)T )T

y f, g cumplen las hipotesis respecto a ser polinomiales o series formales, entonces f también lo cumple,
y nos queda

X
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%(t+12) =f(x(t),u(t)), %, =(xg,0)". (3.29)
Realizando la minimizacion sobre

J3(%,u)=p(%(K))=%(K)+Q(x(K)). (3.30)
Asi, el problema planteado en (3.29) y (3.30) es un problema de optimizacion de tipo uno.

Observacion: S @ conjunto XxU esfinito entonces por el Lema 1, f, gy @, son polinomiales.

3.3.3. Principio de Minimo de Pontryaguin sobre dominios finitos (PM PDF)
Aca, probamos una condicion necesaria para un proceso Optimo (x* U ) respecto a problema de
optimizacién del tipo uno planteado anteriormente en (3.28), de formaanaloga a Principio de Minimo.

Dado x(k+1)=f,(x(k),u(k)), x(©0)=x,, con X, cXcZ",U,cU y una funcién de costo
multiobjetiva, J,(x,u)=®(x(K)), con ®:X, —Z", bajo el supuesto que Z" esta equipada con una
relacion de orden y,<y,. Decimos que & proceso (x,u’), u =u'(1),u’(2),-u (K-1),
X (i+1)=f, (X' ()u@), x, =f(x,u7), xo=£eX, es 6ptimo (minimo) s para todo proceso
admisible (x,u), lasiguiente desigualdad se cumple

J(X,u) <3(x,u) < d(X (K))<d(x(K)). (3.31)

La ecuacion adjunta, se define en relacion a dos procesos (x*,u*) y (x,u), de la misma longitud (K),
entonces, la ecuacion adjunta (trayectoria dual, 6 adjunta) para e estado dua p=(p(0), p(1)...., p(K)) €
R™™*  se define por:

P(K)=p(k+1)RFi (x* (k);x(K),u(k)), p(K)=Rd(x* (K);x(K)) .

En términos de la trayectoria adjunta definida por los procesos (x*,u*) y (X,u), los estados dual es son:

p(k+1)x(k+1)=p(k+1)fu(x(k),u(k)), p(k+1)x*(k+1)=p(k+1)fu(x*(k),u* (k).

Restando de la primera ecuacion la segunda, se obtiene:
p(k+1)[x(k+1)-x* (k+1)]= p(k+1)[fu(x(K),u(k))- fi(x* (k),u* (k))]=
= p(k+D)[fix(k),u(k)) - ficlx* (K),u(k))] + p(k+1)[fi(x* (K),u(k)) - fi(x* (k),u* (K))] =
= p(k+D)Rufic(x* (k) x(k),u(k)) (x(k)-x* (k)) + p(k+1)[fi(x* (K),u(k))- fillx* (K),u* (K))]=
= p(k)(x(k)-x* (k) + p(k+1)fi(x* (K),u(k))-p(k+1)fi(x* (K),u* (K)).
Asi
p(k+1)[x(k+1)-x* (k+1)]= p(k)(x(k)-x*(Kk)) + p(k+1)fi(x* (K),u(k))-p(k+1)fi(x* (K),u* (k).  (3.32)

Sabemos que
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Como p(K)=Rd(x*(K);x(K)), x(0)=x*(0), sumando la igualdad obtenida desde k=0,...,K-1, en (3.32)

tenemos:

K

Zp k+1)[ x(k+1)- k+1]:Kzlpk[ -x (k) ]+

+kzop k+1[ ( (k )1U(k))_fk(x*(k)’u*(k))]-

Extrayendo € dltimo término de la expresion ddl lado izquierdo obtenemos:

K-1 K-2

p(K)[x( ] kZ::Op [ ]+k=0p k+1[ (k+1)-x (k+1)}+
+::p k+1[ (X' (K),u(k)) =, (X" (K),u" (k) | =
p(K)[x(K)-x"(K)]= :p k+1[ (x (),u(k))—fk(x*(k),u*(k))]
entonces
<D(x(K))-<D(x*(K))::Z=§p(k +1)[fk (X (k).u(k))=f, (x" (k).u (k))] . (3.33)

Ahora definimos los controles (variados) u;,=(u*(0),..., u*(i-1), v, u*(i+1),..., u*(K-1)) para i=0,1,...,K-1
y v €U. El proceso correspondiente a Uiy €S (Xiy ,Uiv), Xiv(K+1)=fc(Xiv(K),uv(k)), donde x;,=(x*(0),...,
x*iy(i+1),..., X*iy(k-1) y las ecuaciones paralos estados dual es correspondientes son:
Piv(K)=Pi (K DRFi(x* (), Xiu(K) Ui v(K)), k>,
Piu(K)=RO(x* (K) i (K))

En este caso laformula (3.33) sereduce alaforma

D(X(K))-D(x*(K)) = %p(k +1)[fk(x*(k),u(k))—fk(x*(k),u*(k))],

= p,, (k +1)[fk (X" (k) V)= f, (x (k),u*(k))] .
Lo que se quiere es un proceso Gptimo (minimo) para J;, entonces:
O(xiy(K))-® (x* (K)) = piy(i+D)fi(x* (0).v)-pin(i+Dfi(x* (i),u* (i)) = O,
6 mejor escribir
Pi(i+D)fi(x* (1).v) = piy(i+D)fi(x* (),u* (i),
cuando v=u* (i) se cumple laigualdad.

Definamos la funcion de Hamilton o Hamiltoniano como: H:XxUxZ™" —2Z", por

H(k,x,u,p)=pf«(x,u), entonces el Principio de Minimo de Pontriaguin se puede expresar por medio de la

ecuacion:

3- 10
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O<H(i, x*(i), u* (i), piv(i+1)) - H(i, x*(i), v, piu(i+1)),

O mejor escribir
H(i, x*(i), u*(i), piv(i+1)) < H(i, x* (i), v, piv(i+1)),

lacual es unadesigualdad variacional en v,u*(i).

Teorema 3.5. PMPDF:
Dado x(k+1)=f,(x(k),u(k)), x(0)=x,, con X,cXcZ"U,cU vy una funcién de costo

multiobjetiva, J; (x,u)=®(x(K)), con ®:X, — Z" definida sobre el conjunto los procesos discretos,

bajo el supuesto que Z™ esté equipada con unarelacion de orden dadapor : y, <,.

Suponga que (x*,u*) es un proceso 6ptimo de longitud K. Si u'(0)=u(0), u (@) =u(), ...,
u@i-D=u@-1), ui)=v, u@+)=u@+1), ..., u(K-1)=u(K-1), es el control y Xx,,es la
trayectoria correspondiente, p,, es la solucion de la ecuacion adjunta correspondiente al par de

procesos, (x* u ) (x,u), entonces se cumple que :
H(i,x (0),u" (). py, (i +D) < H(i,x (1), v, p;,, (i +1))

Podemos reescribir la ecuacion en diferencia del sistemay la ecuacién adjunta en términos del
Hamiltoniano como :

X (i +1) =R H(i,x" (i),u (i),p,, (i +1)),
pi,v(i +1): RXH(i’X* (i),U* (I)’pIV(I +1)) )

Asi, el dualismo Hamiltoniano aqui encontrado es equivalente al del calculo de variaciones dadas por las
ecuaciones (3.23) y (3.24).

3.3.4. Algoritmo simbdlico para aplicar PMPDF

Ahora, mostramos el agoritmo simbdlico para aplicar € Principio de Minimo de Pontriaguin sobre
Dominios Finitos. En cada etapa es necesario usar dos rutinas, las cuales contemplan:
1.- Simplificar la expresion simbdlica obtenida.

2.- Resolver la desigualdad variacionales de laforma 0 < p(g,u”, u) [f(¢, u) - f(,u” )],
donde & € X es el estado dado. Decimos que u e Q(&) esunasolucién (3) de ladesigualdad, si esta se

satisface para todo (V) u e Q(€). En general supongamos que W(&) es una solucién de la desigualdad

variacional; entonces podemos definir la aplicacion W:X — U. Por supuesto, ¥ puede ser
multifuncion.

u(8)="r(¢)

3.3.4.1. Algoritmo simbdlico
En término de la solucion ¥, de la desigualdad variacional, mostramos un algoritmo para aplicar

PMPDF.

Paso 1:
i) Calcular el estado final: X" (K)="f, (X (K-1),u"(K-1)).

i) Caleular x,_,, (K) =fK_1(x* (K —1),v).

311
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iii) Cacular la ecuacion adjunta:
Pery (K)=R®(X (K). Xy, (K))= RX(I)(fK_l(x* (K-2),u" (K-1)),f (X (K —1),v)).
iv) Calcular € Hamiltoniano
0<D (x4, (K))=D(X (K)) =Py 1, (K)[ Fie s (X (K =2),v) = fi 4 (X (K =1),u" (K -2)) |.
v) Aplicar rutina 1, simplificar la expresion.
vi) Aplicar rutina 2, donde W =¥ (K -1,£) , es obtenidatal que u’ (K -1) e ¥(K -1,x" (K -1)) satisface
ladesigualdad.

Paso K -i
Suponga que parai, ¥ =¥ (K —L&),---‘{'(i +L§) se tienen. Entonces por induccion puede demostrarse
gue las siguientes expresiones :

(D x (i+1),x (i+2),--,x (K),

@ X, (i+1),%;,(i+2),-,%, (K),
(1) son polinomios de x (i) y u"(i) y (2) son polinomios de x (i), u’(i), y v. Por consiguiente
p, (i+2),p,, (i +2),,p,, (K), también son polinomios de x (i), u’ (i), y v. Aplicando la rutina 1,
para smplificar la expresion simbdlica obtenida y aplicando la rutina 2, se obtiene la funcién
(posiblemente vectorial) W = W(i,&) tal que u (i) e ¥(i,x (i)) que satisface la desigualdad

®(x,,(i+1))-@(x (i +1))20.

Esféacil ver que el Hamiltoniano nos queda:
o<p,, (i +1)[fi (x*(i),v)—fi(x*(i),u*(i))]: p(x*(i),u*(i),v)[fi (x*(i),v)—fi(x*(i),u*(i))] .

La construccion del proceso 6ptimo en términos de las funciones W(0,&), Y (L &,),..., V(T -1, &) estadado
por:

X" (0)=§, u’(0)="¥(0,5),

X" () =f(x" (0),u” (), u (M) ="F(Lx (1),

X" (i +D) =f(x" (i), u" (), u (i+1) =¥ (Lx (i+1),

Asi, tanto € control 6ptimo y la trayectoria dptima son obtenidas para cada etapa. La construccion
anterior muestra que puede ser considerada como la generaizacion de la Ecuacidon de Riccati para
procesos discretos.

Obviamente & algoritmo mostrado esta incompleto ya que no muestra la forma de obtener la expresion
del control optimo, esta responsabilidad recae en la aplicacion de la rutina 2 que se desarrollara en la
seccion 3.5.

3.3.4.2. Ejemplo llustrativo
Dado € siguiente sistema
X(k+1) = fi(x(K)u(k)),  x(0)=¢,

y lafuncional de costo
@ (x(K)).
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Por definicion tenemos
x*(k+1) = fi(*(k),u*(k),  x*(0)=¢,
Xin(k+1) = fi(iu(K)Uiu(K),  xiW(0)=E,
Piv(K) = Priu(k+1) Refic (x*(k), Xiy(K), u*(k)),
Piv(K) = RO (x* (K);xiu(K)),
entonces el Hamiltoniano esta dado por:
H(K-1, x*(K-1), u*(K-1), pc-1u(K)) < H(K-1, x*(K-1), v, pc-1u(K)).
Sea i=K-1y k< K-1entonces
Xk-1v(K) = X*(K), Xk-1u(K) = fia(x* (K-1),v).
Ladesigualdad nos queda en funcién de u* (K-1), v nos queda:
0 <@ (Xk-10(K)) - @ (x*(K)) = RD (x*(K),Xk-14(K)) (Xk-1:(K) - X*(K)) =
= Pr1nK) [ FreaXi1u(K-1), V) - fiea (x*(K-1), u*(K-1)) ],
P-av(K) fra(x* (K-1), u*(K-1)) < pan(K) 1 (x*(K-1), V).
Podemos escribir también:
H(K-1, x*(K-1), u*(K-1), p-1u(K)) < H(K-1, x*(K-1), v, pk-1u(K)).

Lafuncién aminimizar es v—>®( fi.1(x*(K-1), v)), y dcanza el minimo en u* (K-1)= ¥x.1(x* (K-1)).

Por el paso anterior obtenemos:
Xk-2v(K-2)=x*(K-2),  Xk-2v(K-1)=fro X*(K-2),v),
Xk-20(K)= fi-1( X* (K-1),v) = f.a(fic2( X* (K-2),v),u* (K-1))
= fiea(fia( X* (K-2),V), v ka(X* (K-1))) = fr-a(fr-2o( X* (K-2),V), y k1(x* (K-1)))
= fra(fi2( X* (K-2),V), Yia(fi2 X* (K-2),u* (K-2))),

X* (K) = fra (x* (K-1),u* (K-1)) = fict (Fr2(x* (K-2), u*(K-2)), ¥iea( x*(K-1)))
= i1 (F2(X* (K-2), u* (K-2)), Pra( fi2(X* (K-2), u* (K-2)))).

L os estados dual es son:

Pr-2u(K) = R (x* (K) Xi2v(K))

Pr-2v(K-1) = P2 u(K) R fiea(x* (K-1) Xk-20(K-1), u*(K-1)).
De estaforma,

H(K-2,x* (K-2),u* (K-2),pk-2u(K-1) < H(K-2,x*(K-2),v,px-2v(K-1)),
es unadesigualdad en u*(K-2) y v. Lasolucion depende de x* (K-2), y € éptimo queda expresado como
u*(K-2) = ¢(x*(K-2)).

Supongamos que las funciones Y1 (X* (K-1)), Pk.2(x* (K-2)), ... , Prs1(X* (k+1)) fueron obtenidas. Asi por
induccién podemos probar que

(i) x*(k+1), x*(k+2), ..., x*(K), son funciones de x* (k) y u* (k).

(i1) Xky(k+1), X v(K+2), ..., Xkv(K), son funciones de x*(K), u*(k) y v.
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(i) pey(K+1), pcv(k+2), ..., pcv(K) son funciones de x* (k), u* (k) y v.
Si continuamos la substitucién de u* (K-i) hastai=k, la ecuacion u* (k) = P, (x* (k)) que depende solamente
de x* (k), dependera de lax* (0)=¢. Esto es

ur (K-i)= ¥ ki (x* (K-1)),

u*(1)=¥1(x*(1)),
u*(0)=¥ o (x*(0))= ¥ o(€).
Laconstruccion del proceso dptimo en términos de ¥o(x* (0)), P1(x* (1)), ..., Px.1(x* (K-1)), esta dado por:

x*(0)=¢, u(0)=¥o (S ),
xX*(D) =fo(x*(Q).u*(0),  u()=¥1(x*(1)
x*(9 =f. () (1), W (=¥2(x*(2)

x¥(i+1) =fi (e (@),u* (D), u(i+1)= Pina (x* (i+1)).

3.3.4.3. Algoritmo Simbdlico detallado para PMPDF
A continuacién mostramos |os detalles del algoritmo dado en 3.3.4.1.

e Construccién delatrayectoria del estado
0 Construccion del sistema dindmico, esto es:
X(k+1) =1 (x(k),u(k)), x(0) = xq, paratodo ke[0,K].
0 Construir los sistemas dinamicos que corresponde a control variado, esto eslos X; ,(k+1)
donde u(k) = v, paracadai, coni=0, ...K. Dondei es el indice que corresponde a

control variado. Esto nos queda como:
Xiv(k+1) = filxiy(K),uin(K)),  Xi(0)=E,

e Construccion del sistema adjunto
o Calcular € residuo de lafuncién de costo

Ry ®(x* (K); X(K)=py_,, (K) =R,® (X" (K),x(K -1))

0 Cadcular € residuo del sistema dindmico paratodo k, nos queda
Ryt (X (), x(K)).
0 Construir el sistema adjunto atiempo reversa, esto es:
P(K)=p(k+1)Rfi (x* (k);x(k),u(k)), p(K)=R®(x* (K);x(K)).

e Construccion del Hamiltonianoy obtener las expresiones de la secuencia de control optimo
por resolucion de las desigualdades
o k=K
= Determinar la desigualdad variacional, esto es:
0 <H(k-1, x*(k-1), u* (k-1), pr-v(K)) - H(k-1, x*(k-1), V, Pr1,u(K)).-

» Resolver ladesigualdad variacional, el resultado es una expresion de laforma
u(k-1)e¥(k-1x"(k-1)).

0 paak=K-1,...,1
= Determinar la desigaldad variacional, por
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0<p,,, (K +D[F(X (K)W)FX (K)u (K)) |

0= p(x” (K),u™ (k)W) F(X" (K).)-F(X (k),u" (K) |
» Resolver ladesigualdad variacional, e resultado es una expresion de laforma
u(k-D)e¥(k-1,x (k-1)

0 Para u (0)e¥(0,x (0)),tomae valor u (0) =¥ (0,&)
e Calcular la(s) trayectoria(s) y la(s) secuencia(s) de control optimo

o Dadou’ (0) y x'(0)=¢

o Parak=1,...,T

Calcular:

X (k+1) =f, (X" (k),u"(k)), u (k)= (kX (k)) .
Observacion: Considere el hecho donde la secuencia puede tener mas de K etapas. Asi,

@, (x"(K)) <@ (X (K-1))
por lo que:
D, (X (K))- @, (X' (K-1)) <@, , (X" (K-1)) - (X' (K-1)).

S, ®, =D, V k=0,..., K ,. Independiente de |a etapa, entonces

3.4. Ejemplo:

Aplicacién del Principio de Minimo para SDED al calculo formal
Construccion del Modelo polinomial
Tomemos e eemplo 1 del capitulo 1. Vamos a aplicar el PMPE para obtener la secuencia de

instrucciones necesarias para realizar la simplificacion de una expresion matemédtica en un ndmero
minimo de etapas
Seq, € sistema dindmico
Xo(K) Xo(K) 0
: | : :

= |+ c:)u(k),

Xeak+D)) [ 0 Jix (k) (1

y lafuncion de costo d(x(K),K) = (s(uv),|V]) = (7-x (K))+ Kf(l— p; (x; (D))p; (u(i))),
i=0

donde

X (K) (X, (K) = 2)(x, (k) =3)(%, (k) = 4)(x, (k) =5)(x, (k) = 6)(x, (k) = 7)

P (X (k)= 720 +
X () (k) ~2)(xi (k) ~3) (x4 (k) =4) (x4 (K) =5) (%, (K) ~6) (x, (k) - 7)
144
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Los valores de los polinomios p, (X, (k)) y p,(u(k)) paralos x, (k) y u(k) admisibles son
presentados en latabla 1.

Xk (k) u(k) pi (i ())pi (u(®)) | 1-p; (x; ()i (u(i)
0 1 0 1
0 3 0 1
1 1 1 0
1 2 0 1
1 3 1 0
2 3 0 1
3 1 1 0
3 3 1 0
3 4 0 1
4 5 0 1
5 6 0 1
6 7 0 1

Tabla4.1: Vaores delos polinomios

I ntroducimos una variable suplementaria X y redefinimos el sistema dinamico como:

Xo(k +1) xo(K)) (© 0
: hode O : + 6u(k)+ 0
X1 (K +12) 0.....0 | x, (k) 0
X(k +1) 0...1 | X(k) 0 1-p(X, u)
- 7—x (K)
con  X,(0) =0, x(O):O,yd)(x(K),K):(s(uv),M):( %(K) ]

Aplicando €l algoritmo 3.3.4.3.
Si suponemos que la séptima etapa es la Ultima etapa, (T=7) obtenemos:

Construccion delatrayectoria de estado
Evolucion del sistema dinamico, parak =0,..., 6
Xo(k+1) =Xo (k) =X((0)

;<k (k+1) = x, (k) = u(k —1)
X1 (K+D = u(k)
k
X(k+1) = X(K) +1-py (X (K))py (u(k)) = X(0) + k +1~ %pi (i ())p; (u(i))
Construccion del sistema dinamico con control variado, esto es x;  (t) =T, (x* (t),v(k)), para i=
k,yk=0,...,6
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Xo,, (k+1) =xg_ (K)=X(0)
Xy, (k+)=x; (k)=u"(0)

Xk, , (K+D=xp  (K)=u"(t-1)
X, , (K+D) = v(K)
X (k+1) =X (k) +1-py (X} (K)pi (V(K))

Contruccion del sistema adjunto
Residuo de lafuncién de costo en T=7

cp(x(?) -x" (7)): RO(x™ (7), x(7))(><(7) -x (7))=

Xo(7)=Xo(7)
x1(7)=x1(7)
X2(7)=%2(7)

X3(7)—X3(7)
] X 4(7) = X4 (7)

X5(7)~X5(7)
X6 (7) =X (7)
X7 (7)=x7(7)
X(7)-X"(7)

_[7-x7(N=(7-x3(7))| _(0000000-10
- X(7)-%"(7) “looo0000001

Residuo del sistema dinamico
Consideraciones: p (x; (1))~ p; (] (1) = B (x” . )lx; () ~x] () y
x(k+1) - X (k+1) ey X (K), x(K) ) x(k) = x" (k)
X(k+1)-X (k+1) Xk X" (K), X(k) | X(k) - X" (k) )

Parak =0, ..., 6
S Y
X X 0....0-p; (u@))p; (x; (1), x@1) 1

Calculo de la ecuacion adjunta
0000000-10
k=7, p(7)=
000000001

k=6, p(6) = P(7)RF (X" (6),(6), x(6))=
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(0000000-10
"loooo000001

_{oooooo

100000 0 0
010000 0 0
001000 0 0
000100 0 0
000010 0 0|=
0000001 0 0
00000O00O 1 0
000O00O0O 0 0
0 0000 0 —pgu®)pg(x ,x) 1

0

0
000000 -pg(u6)pg(x ,X) J

k=5,

k=4,

k=3, p(3)=p4)R, f
k=2,

k=1,

k=0, p(0) = PR, (x" (0), u(0), x(O)){

Construccion del Hamiltoniano

k=7

0000000-10
000000O0O01

P(S) = p(6)R f X" (5),u(5), X(5) (

P(4) = POO)R f X" (4),u(4), X(4) (

P(2) = PR F (X* 2),u(2), x(2)):(

b = PR f (x (1), u@®), x@)= (

|

00000 0 0
00000 -ps(uBE)ps(x ) 1

0000 OJ
0000- p5<u(5))p5(x X) 1

0
1
000 0

0
000 -p3(U@)Ps(x ,x) 1)

LS PSRRI

00 0 o]
00 0 -p, (U(2)Pp(x %) 1
000 0

0
00 0 -py (UD)PL (X", X) 1]

X0 (6)
X1 (6)
X5 (6)
X3(6)
X4(6)
X5(6)
X5 (6)
u’ (6)
X" (6)+1-ps x5 (6) s’ (6)

IA
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X0 (6)

X1 (6)

X5(6)

x3(6)

X4(6)

X5(6)

X5 (6)

v(6)

X (6)+1- ps x5 (6) s (v(6))

0000000-10
000000O0O01

—u' (6) <( - v(6) J
% (6)+1-pg x5 (6) s (u” (6))) < | X" (6)+1-pslxs (6 s (v(6)) |

k=6

X0 (5)

X1 (5)

X (5)
000000 0 0 X3(5)
000000 -pg(u (6)Ps(x x") 1)| x(5)

X5(5)

u’ (5)

X" (5)+1-ps (x5 (5)Jps (u” (5))

Xo(5)

X1 (5)

X (5)
000000 0 0 X3(5)
000000 -pg(u (B)Ps(X ,x) 1) | x4(5)

X5 (5)

v(5)

X" (5) +1-ps (x5 (5) s (v(5))

IA

0 0
[— polu” (6))Bs <" x" " (5) - ps xs (8) ps (u” (5))J = [— polu” (6)JBs <" X" J(5) - ps(x;(5>)p5(v<5))j’

k=5
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0 0
(— ps(u” (B)Bs (XX ™ (4)— pa X (@) Jpalu” (4))] = [— ps(u” B)Fs[x ", x" J4) - p4(x1(4))p4(v(4))]

k=4

0 0
[—p4(u* @Jalx",x " @ -ps(cs @ oslu” (3))} S(— palu” (4))E>4(x*,x*)v(s)—ps(xz(S))og(v<3))J

k=3

0 0
(— palu” @ sl X" " (@ -pa s @)plu” (2))] = (— palu” @l x @ - pz(X*z(z))Pz(V(z))J

k=2

0 0
(— polu” @Bl X b @ - pa b @ s (v (1))] = (— polu” (@B (¢ x" by - pl(xi(l))pl(v(l))J

k=1

0 0
(— palu” @B X ™ (©) - po x5 @ oo lu (0))J = (— palu” @ JBelx” X" (@) - po(xg(o))Po(V(O))]

Resolucion de las desigualdades variacionales
Utilizando latabla 3.1, por substitucién se resuelven las desigual dades variacionales

7 -u’(6) 3 -Vv(6)
% 0 +1-pelxs @) s(u” 8)) 5| K (©)+1-pslxs© s (v(6) )
como ue{1,3,7}= u’ (6)=7.

k=6, - pgU (6)Fs (x", X" 1" (8) — ps (x5.(8) Jos (u” (B)) < —ps (U (6) s (X, X W(B) = ps X (5) s (v(5)),
como ue{1,3,6}= u’ (5)=6.

k=5, —ps(U” (8) B (¢, X" 1" (4) = P (<, (). (u” (@) < —ps (U™ B) s (X" X M(4) — p, (X' (4) o (v(4)
comoue{1,35}= u’ (4)=5

k=4, —p, (U (@B, X " (@) - ps(x5 @) pslu” @) < —pa (U (@B, X" M@ - s (x5 (3 oo (v(I)
comoue{1,2,34}= u" (3) {2,4}.

k=3, - (U @Bs (X X" " (- P, (x5 (@), U (@) < —ps (U @B (X X M@ - P, (x5 (2, (v(2)
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comoue{1,2,34}= u’ (2) {1,3}.

k=2, P, (U (@, (¢ X ' @ - py b @ oy (U™ @) < —p, (U @B 0% W) - py (0 ) o, (VD)
comoue{1,2,34}= u" (1) e{2,4}.

k=1, —py(u” @By X " (0) = o (X (0) oo (U (0) < =i (u” @) JBu (X", X M(0) = po (X (0) Joo (v())
comoue{1,3}= u" (1) €{1,3}.

Dado los valores obtenidos en cada etapa y por las restricciones descritas en € modelado (gjemplol,
capitulo 1), vemos que podemos componer dos secuencias éptimas, asi las dos soluciones son mostradas:

01234567 = mgmiW{MoW ,M3W3My,

03412567= mym,W , MW mM3W3My

3.5. Resolucién de Desigualdades Variacionales

La(s) desigualdad(es) variacional (es) obtenida(s) en cada etapa, cuando aplicamos PMPDF contienen dos
indeterminadas (u”,v) y un método Unico de resolucion de estas desigualdades no existe. Dado que si
paratodo v existe U tal que:

®(x,,, (i +2)) =@ (x (i +1))=p,, (i+1)[f, (X (1),v) =, (x" (1), u (i) |20,

se satisface, entonces u~ es e control optimo en esta etapa, por ser solucion de la desigualdad
variacional. Como podemos apreciar la solucidon de la desigualdad variacional, esta prescrita a poder
eliminar e cuantificador universal, ¥ y el cuantificador de existencial, 3. Asi que, bien podriamos haber
formulado un procedimiento via las técnicas de eliminacion de cuantificadores que permite obtener la
solucion a este tipo de problemas, pero como podemos apreciar en el desarrollo del algoritmo descriptivo
en la seccion 3.3.4.3., los resultados parciales son expresiones simbdlicas en funcién del estado y la
mayoria de las técnicas desarrolladas en este sentido no permiten tener unaforma explicita a una solucién
simbdlica.

Por 1o que, agui presentaremos un método que, en principio, da solucién a la desigualdad variacional
(solucién al problema de sintesis).

Por lotanto, sl U™ y v eZ podemos, en principio, transformar este problema en un problema min-max
sobre el dominio {-1,1}. Las solucion se realiza en dos fases, en la primera fase un minimo es calculado
parav y en la segunda fase un méximo es calculado para u” . En ambos célculos e algoritmo SCDO
detallado en €l capitulo 2 es usado.

3.5.1. Solucién delas desigualdades variacionales via solucion Min-M ax.

Ladesigualdad variacional aresolver tiene laforma (p(v,u,x*)-p(u*,u,x*))>0. Asi, sin perder generalidad,
podemos suponer que el dominio estd compuesto por 2! elementos, esto esqueu* y v € {0,1,2, . . ., 2"
-1}, en caso contrario es posible hacer una extension como en 2.2. del capitulo 2.

Entonces la solucion de la desigualdad variacional es dada por el siguiente algoritmo.
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1. Transformar la desigualdad sobre e dominio {-1,1}, una forma posible es usar la
representacion diadica siguiente (lema2, capitulo 2):

V=L/2((1+ve)+2(L+ve)+ ... +24(1+Vy)) Y UF=L/2((1+ U*g)+2(1+ u* )+ ... +25(1+ u*))).

2. Aplicar e agoritmo SCDO sobre las variables v. Aqui € resultado es una funcion con
indeterminada u* y pardmetro x*.

3. A la funcién obtenida en 2 se le debe calcular e maximo. Para ello se cambia € signo a la
funcién y podemos aplicar € algoritmo SCDO de nuevo.

4. Aplicar € algoritmo SCDO sobre las variables u*, y se obtiene una expresion paramétrica en
X*.

5 Invertir la transformacion diadica, para obtener e resultado en coordenadas originales
parametrizada x*, como u’(.) e ¥(.,x"()).

Observaciones:
a) Independientemente de la cardinalidad de u* y de v, solo e dominio origina debe ser
transformado en e dominio {-1,1} de tal manera que los resultados son expresados en una
secuenciade 1y —1, parametrizadas por x*.

b) En principio k+1 valores minimos tiene que ser obtenidos y que representan una expresion o
valor en coordenadas originales de la solucion de la desigualdad variacional .

c) Ta como se describe en 2.2.2., méas de un valor éptimo se obtiene, si € caso 2 ocurre.

3.5.2. Ejemplo: Optimizacion paramétrica usando PMPDF

Este ggemplo ilustrala potencialidad de la técnica desarrollada en esta tesis, para hacer optimizacion
paramétricavia PMPDF.

Considere e siguiente sistema dinamico a eventos discreto paramétrico

x(k+1) =, (x(k), u(k), p). x(0) =&,
conpeR’,y
Xo={-11 X, = {11, X, = FLx -1 u = {11,
fo(x,u,p) = Sign((p+1)xu +pX +3u+p? —1),
Sign((O.Sp2 +p-0.5)xu+(p® +2p-1)x +
+(p? + 2p+ 2)u + 2p? +4p+4)
Sign((0.5p2)xu +(0.25p)x +
+(p®+p+2u+05p%+ O.5p+1)

f,(x,u,p) =

Lafuncion de costo esté dada por
J=G(x4(2),X2(2),p) + g1 (X(2), (D), p) + o (x(0), u(0), p)

El problema de control éptimo es definido como:
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J = min {go(X(0),u(0),p) + g (x(D),u(D), ) +G(x,(2.x,(2).p)},

donde
Jo(X,u,p) = (L+ p)xu + 0.5x + (p+0.5p%)u+p,

9,(x,u,p) = (p? - 0.5)xu + (p? + P)x + (p? + p+ 0.5)u +1,
G(Xy, X2, P) = (L+ P+ 2p%)X; + (P> + DX, +p°.

Se puede verificar que parap e R
. Sign[(o.sp2 +p-05)x(Du) + (p? + 2p-Dx(@) + +(p? +2p+2)u(l) + 2p? +4p+4]=1

e Sign| (0.5p”)x(2)u(1)+(0.25p°)x(1) +(p” + p+2)u(1) + 05p” +05p+1|=u(1) ,

entonces

£,(x,u,p) =(t (1)] .

Siguiendo €l algoritmo de 3.3.4.3., tenemos:
Construccion delastrayectorias de estado

Construccién del sistema dindmico y extension del sistema

x,(0)) (X(0)
x,(0)[=|0 |,
X,(0) 0

X, (D) {Sgn (p+1x,(0)u(0) +px, (0) +3u(0) + p% -1
X,(1)

(M) @+ p)x, (0)u(0) + 0.5%, (0) +(p + 0.5p?)u(0) + p+ X, (0)

X,(2) |=| Sign (05p )xl(l)u(1)+(025p )xl(1)+(p +p+2)u() + 0.5p? +05p+1)

X,(2) Sign (05p +p- 05)x1(1)u(l)+(p +2p- l)xl(l)+(p +2p+2)u(d) + 2p? +4p+4)
[Yl(Z) (p? = 0.5)x, u(D) + (p* + p)x, (D) + (p* + p+ 0.5)u(l) + 1+ X, (1)
(0]

X1(2)
X,(2) |= U(l)
X2 ) | (p? -05)x,(Wu(@) + (p? + p)x, @) + (p? + p+ 0.5)u(D) + 1+ X, (1)

Lafuncion de costo extendida en la etapafinal es

G(x4(2).%,(2).%,(2),p) = ((1+ p+2p%)x,(2) + (P + DX, (2) + P +%,(2))

Construccion del sistema dinamico con control variado
Parai=0, tenemos
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Xou (20 |7 X1 @) | =| O

xo, D)) (@) [Sign((p+Dx;(©)v(0) +px; (0) +3v(0) + p* ~ 1
Xoo (L)) (X)), | (@+p)x1(0)v(0) +0.5x; (0) +(p+ 0.5p*)v(0) + p

Xo (2.2) |=| X5(2)
X0, (12 ) (X1(2)
Sign((0.5p2 +p-05)x; U’ (@) +(p* + 2p-Dx; D+ (p*> + 2p+ 2u” () + 2p° +4p + 4)
= | sign((0.5p2)x; @yu” (@) + (0.25p2)x;, 1)+ (p? + p+ 2)u" (1) + 0.5p% + 0.5p + 1)
(p? - 0.5)x, (Qu" (V) + (p? + P)x; () + (p* + p+ 05U (D +1+ %, (D)

X oy (1L2) x;(z)J
0

6
X2 (x12) |1
X ov (212) = X*Z (2) = U* (1)
X)) \X1))) | (p? - 05X, U @ + (0% + P)X; (D + (P> + p+05)u" (D) +1+X; ()
Para i=1, tenemos

X1, (20 || x5@) | =| O
X, (1)) (X @+ p)x; (O)u” (0) + 0.5x; (0) +(p + 0.5p?)u” (0) + p

Xy, (1,2) xi@}

X, (1) x;a)J Sign((p +2)x; (O)u” (0) +px; (0) +3u” (0) + p? -1

le (2!2) = X*Z(Z)
Xy (12 ) | %12
Sign((0.5p% + p— 0.5)x; (WV(L) +(p® + 2p — )X} (A)+ (p? + 2p+ 2)v(1) + 2p° + 4p + 4)
— | Sign((0.5p?)x; W)v(1) + (0.25p%)x; (A)+ (p® + p+ 2)v(l) + 0.5p® + 0.5p+1)
(p? - 0.5)x; V() + (p* + pP)X1 (D) + (p* + p+ 0.5)v(D) +1+ X (D)

0

Xy (12)) (x1(2) 1
X, (22) |=] x5(2) | =| V(D)
Xy, (12)) |X1(2) L \(P? = 05)x; V(D) + (p? + p)xy (D) + (p* + p+ 05)V(D) + 1+ X, (1)

Construccion del Sistema Adjunto

Célculo del residuo de la funcién de costo
Lacondicién final de la ecuacién adjunta es el residuo de lafuncién de costo extendida en la etapa final.

RG(x,(2),X,(2),%,(2),p) = G(X,(2), X,(2),X,(2), p) - G(X; (2),X3(2), X; (2), p)
X;(2) - %1 (2)
“f+p+2p? 0 1Y x,(2-%5(2)
X,(2) -X,(2)
Célculo del residuo del sistema dinamico

El residuo del sistema extendido es
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R, fo(x",x,u) =, (x(0),u(0) - fo(x" (0),u(0)) =

(Sign((p +1)x, (0)u(0) +px, (0) + 3u(0) + p* —1) -
Sign((p+1)x;(0)u(0) +px; (0) +3u(0) + p> -1)/(Xx, —x;) 0 O

R, f, (X7, x,u) =, (x(@), u(®) - f,(x" (1), u®) =
(Sign((0.5p2 + p— 0.5)x, Wu(®) + (p? + 2p - x, (1)

+(p? +2p+ 2)u(l) + 2p° + 4p + 4)— Sign((0.5p + p— 0.5)X; (Au(l) + 0
(P +2p— DX D+ (p + 2p+ 2)u(D) + 2p° + 4p + 4))/(x, () - x; (D)
(Sign(0.5p2x, (@)u(®) + 0.25px, (1) + (p? + p+ 2)u(l)
+0.5p +0.5p +1)— Sign(0.5p;, (Du(l) + 0.25p; (1) + .
(p% + p+ 2)u(D)+ 0.5p% + 0.5p -+ 1))/(x, (1) — X, (1))
(p? - 0.5)u(1) + (p* + p) 0

0 0 0) x,(2)-x;(2)
0 0 0 x,(2-x5(2

(p* ~05u@ +(p* +p) 0 1) X;2)-%1(2)

Construccién del sistema adjunto
Parai=1
P (D=0+p+2p? p?+1 1)
Piv (1) =Py (Z)Rxfl(X* (1)1 Xiv (1)! U(l), p)

0 00
—f+p+2p? pPe1 1 0 0 0|=
(P> -05)V(@) +(p*+p) 0 1

P @) = ((p? —05)v(@) + (p> +p) 0 1)

Parai=0
Poy(Q=[l+p+2p> p2+1 1)
Piy (1) =Py (Z)Rxfl(X* (1)! Xiy (1)' U(l), p)
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0

= 0 0 0 x,(0)-x1(0)

X, (0) - x; (0)
(1+ p)u(0) + 0.5 0 1|x,(0)-X;(0)

x1(2) = x;(2)
X2(2) ~x3(2)
X,2) % (2)
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0 00
Poy @) =[+p+2p® p2+1 1 0 0 0=
(p*-05u (@ +(p*+p) 0 1

Po, @ =((p? ~05)U" @ + (P> +p) O 1)

Contrucciéon del Hamiltoniano

Determinar la desigualdad variacional

0<py, G+, (X (@), vi),)-, (" (), u i)
Parai=1
0<p,, f, ' @, v(D),)-f,x @®,u" ®))
0
0<{i+p+2p® p2+1 1{ v -u' @
(02 - 0.5)x; (@) + (p? + p+ 05) [v()) - u” ()
As,
0<[(p? - 05)x; (1) + (207 + p+1.5)Jv(®) - u* (@)
Parai=0
0<po, o (X" (0),v(0),)~ (X" (0),u" (0))

Sign((p +1)x; (0)v(0) + px;, (0) +3v(0) + p® —1)—
Sign((p+ )X (O)u” (0) + px;,(0) + 3u" (0) + p> - 1)

0<(l+p+2p> p2+1 1)= ;

|a+ p)x;(0) +(p+0.5p?) [v(0) - u’ (0))
Asi,

0<|(p? - 05)u" () + (p? - p) [Sign((p + DX, (O)V(0) + px; (0) + 3v(0) + p* — 1)
Sign((p+1)x; ()’ (0) + px; (0) +3u’ (0) + p? — 1))+ [+ P)X;.(0) +(p+ 0.5p) [v(0) - u’ (0))
Resolucion de las desigualdades variacionales
Siguiendo el algoritmo de 3.5.1., tenemos
Parte 1
Considere las desigualdades variacionales,
Parai=1
0<|(p? - 05)x; (1) + (2p% + p+1.5)[v(D) - u” ®))

Laaplicacion del algoritmo SCDO sobre v en la desigualdad nos da
pol(v(), u” @)= (2 - 05)x; (@) + (2p? + p+ 1.5 [v(®) - u" @)

V' (1) =-Sign|(p® — 0.5)x; (1) + (2p* + p+1.5)]
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Substituyendo y cambiando € signo nos queda
—pol(v* (@),u” (@)=—pol(u” @)= [(p? - 0.5)x; (@) + (2p* + p+1.5)[Sign|(p? - 0.5)x; (1) + (2p? + p+1.5)|+ u" (1))
Aplicando €& algoritmo SCDO sobre u* alaexpresion anterior tenemos::
u* (1) =-Sign|(p? - 0.5)x; (1) + (2p? + p+1.5)]
Parai=0

0<|(p? - 05)u" () + (p? - p) fSign((p + DX (O)V(0) + px;. () + 3v(0) + p* - 1)-
Sign((p+1)x; ()’ (0) + px; (0) +3u’ (0) + p? — 1))+ [+ p)x;.(0) +(p+ 0.5p) [v(0) - u’ (0))

Laaplicacion del algoritmo SCDO sobre v ala desigualdad nos da

pol(v(0),u" (0))=|(p? - 0.5)u" (@) + (p° - p) [Sign((p + DX, (OV(O) + px;, (0) + 3v(0) + p* —1)—
Sign((p +1)x; (0)u” (0) + px; (0) + 3u” (0) + p* - 1))+ [(1+ )X, (0) +(p + O.5p2)Kv(0) -u (O))

v (0) = Sign[|(p? - 0.5)u” (@) + (p° - p)|[Sign(- x; (0) + p — 4)- Sign((2p + 1)x; (0) + p? + 2)-
-2+ px; (0 +(p+05p?)]
Aplicando € agoritmo SCDO sobre u* alaexpresion anterior tenemos:

u* (0) =-Sign[[(p? - 0.5)u" (@) + (p - p)|Sign((2p + 1)x; (0) + p? + 2)- Sign(- x; (0) + p? — 4)) +
+ 2@+ p)x;(0) +(p+05p?)]

Parte 2
Calculo delastrayectoriasy del control dptimo
Los resultados para dos valores de p son mostrados a continuacion.

Para p=5
i=1
u* (1) =-Sign[24.5x; (1) + 56.5], if x (1) = +1, entonces u’ (1) = -1
i=0
u* (0)5 =-Sign[[24.5u" (1) + 30| Signf11x; (0) + 27)- Sign(- x; (0) + 21))+ 6x (0) + 17.5),
S x;()=+1, entonces u”" ()5 =-1
Para p=0
i=1
u* (1), =-Sign|- 0.5x; (1) + 15|, Si x; (1) = +1, entonces u’ (1), = -1
i=0

u* (0)o =-Sign|- u" (@ + 2x; (0)],
Si x;(0)=-1, entoncesu” (0), =1,y s x;(0) =1, entonces u” (0), =1,
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x(0) x(1) x(2)

Figura3.1: Grafo con p=5

x(0) x(1) x(2)

&y
(1

Figura 3.2: Grafo con p=0

3.6. El Método de Relajacion Aplicado a Sistemas Discr etos

Latécnica de relgjacion se puede describir de manera sencilla para la minimizacion de una funcion sobre
un dominio finito: f:{12--,n} >R. A cada funcién sobre el dominio Z,={12,--,n}, se puede
asociar otra funcion sobre el conjunto de medidas probabilisticas

ﬁz{Pz(p(i)):OSp(i),i=12,---,n;zn:p(i)=1},

i=1

de la siguiente manera: i f(i)<P— EP(f)zzn:p(i)f(i). Ademés, P, e dominio de |a esperanza
i=1

matemética, es una extension natural del dominio Z, . En efecto, acada i € Z, se puede asociar la medida
probabilistica definida por:

0, j#i.
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Esfécil ver que el minimo global del problemano lineal m;nf (i) y e minimo delafuncién lineal

coincidenen i, <> PR .

A la extension de una funcion no linea a una funcién lineal utilizando la técnica presentada se le
denomina & método de relgjacion. Para sistemas de control clasico, ya en los afios 60 J. Warga y otros
utilizaron la técnica de relgjacion. Curiosamente en los ultimos afios ha resurgido € uso de la técnica,
pero en otro contexto. Asi, en vez del uso de la optimizacion combinatoria se propone resolver los
problemas relajados, con el fin de disminuir la complejidad computacional. En [JW62], [JW162] se
analizalaequivaenciaentre e problemaorigina y el problemarelgjado.

En este trabajo, planteamos e problema de relajacién en el contexto de la optimizacion de una clase de
procesos a eventos discretos (sistemas a eventos discretos) equipados con funciones de costo concavas y
convexas. El primero, genéricamente, siempre garantiza que la equivalencia entre el problema origina y
el problema relajado es dada esencialmente con una condicién de principio de minimo. Mientras que €
segundo, es consecuencia del teorema de separacion para conjuntos convexos; garantizando la
equivalenciaentre el problema original y e relgjado por una condicién de principio de minimo.

3.6.1. El problema de optimizacion de procesos a eventos discr etos
Consideremos €l siguiente problema de optimizacion

x(k+1)=A(u(k))x(k)+b(u(k)), x(0)=0 (3.34)
donde A:{-11" - R™", b:{-1,1}" — R", son funciones de dominio finito, definido sobre el conjunto
{—1,1}mde los vértices del hipercubo de dimension m. La funcion de costo es definida por @:R" —> R,
como J(x,u)=®(x(K)).

Ahora, e objetivo es hallar una secuencia u (0),u (1),---,u’ (K -1), tal que, para la trayectoria
correspondiente x" (0),x" (1),---,x (K), se cumpla:
J(x*,u*)=®(x*(K))s®(x(K))=J(x,u),

paratodo u(0),u(1),--,u(K-1).

La de trayectoria  variada  x;,(0),x,(1),.x,(K) 'y la trayectoria  dua
0. (i+1),9,,(i+2),-,¢; ,(K) correspondientes estan dadas por

X, o (k)=x"(k), k<i,

Xiu(i+2)=A(u)x (i)+b(u),

Xy (k+1) =AU (k))x,, (k) +b(u (), ki y

¢y (K)=A(U" (K) ) J(k+12), @, (K)=Rd (X" (K):x,, (K)), k>i,,

RO (X (K)ix(K))= :jgradqn(x* (K)+t(x, (K)=x (K)))e.

Entonces €l criterio de optimalidad es |a desigual dad:

(0 (12, (A (U7 (1)) (1) +B(u (1))} = {1, (1 + ). A(U)X (1) +B(u),
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paratodoiy u.

Aqui larelgjacion se define en la dindmicaparai, y medida de probabilidad P=(p(u)), ue{-11"; de

lasiguiente manera. Latrayectoria X ,(0),X; (1),---,X; »(K) , se definen por:
xiyp(k)zx*(k), k<i,
)= ZP(u)(A(u)x (k) +b(u))
X p(kK+1)=A ( (k))xi,P(k)er(u*(k)),k>i.
El problema de relgjacion consiste en poder obtener una condicion tal que:

d)(x*(K)): min m(l)(x(K))W:Ol_”K :mind)(xi'F,(K))vi

u(k)e{-1,1} L PeP
se cumpla

3.6.2 Resultados

Empecemos esta seccion dando algunas observaciones y lemas necesarios para los principal es resultados
gue obtuvimos.

Observemos, quesi P=P,, esdecir

1, u=v,
uj)=
g {O, u#v,

entonces X, ,(k)=,x;, (k).

Latrayectoria dual correspondiente, en este caso, se define como:

9o (K) =AU (K) @p(k+1), 95 (K)=RD(X (K)ix,p(K))
Lema3.3: S 0<)> cx(i),con D x(i )=0, entonces 0<c,; .

Prueba
Por el absurdo, supongamos que ¢, <0, entonces, dado que

: 1 =i,
XO(I)_{O i %i,
entonces 0< D ¢X,(i)=c_<0, esuna contradiccion.

Lema 3.4: Si x;,(k) es la trayectoria del i-esimo problema relgjado por P=(p(u)) y x;,(k)es la
solucién del problema perturbado en el paso i por u, entonces

Zp , k=i+1,--- K. (3.35)
Prueba
Por definicion
X, ,(i+1)=A(u)x (i)+b(u),
y

X, p(i+1)=> p(u) (A(u)x* (i)+ b(u)) =>"p(u) x;, (i+1),
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entonces (3.35)es valido para i+1. Suponiendo por induccién matemética gue (3.35) es vdido para
k, entonces para k+1,

X;p (k+1)=A(u" (k))x, (k) +b(u" (k)) =
=A(u (k))(gp(u)xilv(k)}r b(u’ (k)=

= Xp(u)(A (U (K))x,, () +B{u ()

Zu:p(u)xi,V (k+1)o

Teorema 3.6: S @ es concava, esdecir, s paratodo A,u>0, A+p=1,con X,y e R", se cumple que

AD(X)+pd(y) < D(AX +py),

entonces el problema relgjado y e problema origina tienen & mismo minimo. Es decir, s
u (0),u’(1),--,u (K -1), esel control 6ptimo, entonces , para cadai fijo, el i-esimo problema relgjado

rpelﬁrjd)(xivp(K)),
tiene e minimo en Pu*(i), definido por

con @, , el adjunto de X; ;.

Prueba

Primero demostraremos la igual dad

(%, (K))-0(x (K)) =3 (mp +2), (A (U)X (1)+b(u)) = (AU (1)) (i) +b(u (1))
D(x,5 (K)) = (X ( ):ch( )i%ip (K)) (X6 (K) =X (K)) ={0ip (K), X, (K) = X" (K))
= (0.0 (K ) AU (K-1))x, (K 1)+b( ( D)-A(u (K- 1))X (K—l)—b(u (K-1))=
=<A(u*(K—1))T(pi’P(K > 0.0 (K -1), ~1)-x (K-1))=--=
=<cpi,P(i+1),xi,P(i+1)—x*(i+1)>=
=<(pilp(i+1),Zu:p(u)(A(u)x*(i)+b(u))—(A(u*(i))x*(i)+b(u*(i)))>=
:Zu:p(u)<(piyp(i+1),(A(u)x*(i)+b(u))—(A(u*(i))x*(i)+b(u*(i))». (3.36)

Ahora supongamos que €l i-esimo problemarelgjado tiene optimo en P. 0 Entonces

0<d(x,5(K))-(x (K)),

y por laférmula demostrada anteriormente

0< Zu:p(u)<(piyp(i +1),(A(u)x (i) +b(w)) - (A(u (1))x (i) +b(u (i))))
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paratodo P, asi como tambiénpara P=P, y ¢, ;(i+1)=¢,, (i +1).
Por el Lema 3.3, setiene
(00, (1 +2),A (U (D)X (1) +b(u" (1)) < (o1, (1+2),A(u)x" (i) + b(u)) (3.37)
siendo (3.37) el principio de minimo, sin necesidad de usar la concavidad o convexidad de @.
Ahora, supongamos que €l principio de minimo se cumple.

Para una medida de probabilidad P= (p(u)) , multipliquemos la desigualdad (3.37) por p(u) y sumemos

paratodo v e {-11}". Entonces

0< X (v M -+, (A(U)X (1) +b(u)) = (A (4 (1))x (1) +b(u (1)) =
—Zp ({0, (i +1).x,, (i +1) =X (i+1)) ==

= 2P0 (K) X, (K) =X (K)) = ZP(v)(@(x,, (K)) = (X (K))) <
S<I>@IC>(V)>9,V(K)j—QO(V)CD(X*(K))=<D(><i,p(*<))—<b(><*(K))’

por lo que e minimo del problema relgjado es alcanzado en P. 0 Quedando demostrada la equivalencia

entre e problemaorigina y el relgjado. o

3.6.3. Ejemplos
3.6.3.1. Ejemplo 1
Considere el siguiente sistemalineal en x(k),

x(k+1)=A(u(k))x(k)+b(u(k)), x(0)=¢
con funcién de costo lineal
(D(x(K)):(cp,x(K)).

Laaplicacién lineal <(p,X(K)> es concava (también puede ser convexa) por lo cual con el teorema

anterior el problemaorigina y € problemarelgjado tienen el mismo minimo. Ademas | as ecuaciones
duales son las mismas ya que lacondicién inicial (p(K) =@, esindependiente de la perturbacion o de la

relgjacion. Por lo cual en este caso € principio de minimo es de laforma clasica
(o(i+1),A(u"()x" (1)+b(u (1)) =min{o(i +1),A(u)x (i) +b(u)),
por lo que en laforma Hamiltoniana nos da

H(x*(i) (i), (|+1)) (x*(i),u,(p(i+1)).

Nota: el Hamiltoniano es definido como H(x,u,¢) ={@,A (u)x +b(u)).
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3.6.3.2. Ejemplo 2
Considere el mismo sistemalinea anterior

x(k+1)=A(u(k))x(k)+b(u(k)), x(0)=¢,

con funcién de costo cuadrética de laforma
@ (x(K)) ={Qx(K)x(K)),
y las mismas consideraciones tanto para el sistema perturbado como para el relgjado.

Entonces

(D(Xi,P(K))—d)(x* (K)) = Zp(u)(npivp(i +1),A(u)x (i) + b(u)—A(u* (i))x* (i)+ b(u* (|))> (3.38)

u

Supongamos que Vv estal que

pi,v(U)={L o

0, u=v.

S 0<(x,,(K))-@(x (K)), (principio de minimo), ® essuaveen X" (K) y es convexo, entonces e
hiperplano tangente que separa en X (K) el cuerpo convexo {x:(b(x)scb(x*(K))} de los puntos
X;, (K), también separa de la c4psula convexa los puntos {X*(K),Xi’V(K),VE{—Ll}m}, es decir e

punto x; ,(K) = Zu:p(u) X, (K).

Por lo cual, ®(x;,(K))=®(x"(K)), esun valor separador. Asi

OSCD(xi’P(K))—QD(x*(K)):qD(Zv:p(V) xi,v(K)j—cb(x*(K)%

el valor de los dos problemas es equival ente.

El desarrollo anterior se describe graficamente en la siguiente figura.

Figura 3.3; Significado geométrico de larelgacion
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3.7. Conclusiones

El principio de minimo descompone el problema de optimizaciéon global en sub-problemas de
optimizacion caracterizados por un conjunto de desigualdades variacionales (condicidn
necesaria).

Para obtener la solucion del conjunto de desigualdades variacionales, es necesario aplicar un
algoritmo basado en € célculo simbdlico. Este puede ser considerado como una generalizacién
de laecuacion de Ricatti.

Como nuestro método es una extension de las técnicas analiticas aplicadas a sistemas continuos,
éla puede ser aplicada a los sistemas continuos e hibridos sin ninguna hipétesis adicional de
convexidad sobre |a parte discreta del modelo.

La mayoria de los problemas de optimizacion discretos, no escapan a uso de métodos de
optimizacion combinatoria, que en principio son sensibles a la complegjidad computacional. Asi,
en este trabgjo retomamos la idea del uso dd método relgacion sobre dominios finitos
conducente a la transformacion de problema discretos en la formulacion clasica, la cual provee
una via para resolver el problema de optimizacion. Asi, aqui para una familia particular de
procesos discretos como o son los procesos linedles en € estado equipados con funciones de
costo concavas 0 convexas, obtenemos una condicién de equivalencia entre el éptimo relgjado y
el optimo del problema origina en la forma de principio de minimo. Para el caso con funciones
de costo lineal la condicidn obtenida es una condicion de principio de minimo clésica.
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Capitulo 4
PROGRAMACION DINAMICA PARAMETRICA

En este capitulo tomaremos e enfoque de programacién dindmica (PD), presentaremos el caso
continuo de la ecuacion de Bellman y el caso discreto. Siendo este Ultimo de nuestro particular interés
yaque se proponey desarrolla un algoritmo en donde, una explicita expresién paramétrica del control
6ptimo en forma de lazo cerrado es obtenida.

Asi la descomposicion del problema de optimizacion original en subproblemas que es la caracteristica
mas resaltante del método de PD sera aqui explotada. En €l caso discreto la solucién de cada uno de
los subproblemas corresponde a la solucion de la ecuacién de Bellman en cada una de las etapas,
donde un control Optimo es requerido.

Aqui mostraremos como €l algoritmo SCDO, presentado en el capitulo 2, permite obtener la solucion
explicita en cada etapa, cuando € método de PD Discreta (PDD) es usado. El hecho de que €
algoritmo SCDO este basado en e céculo formal, da la potencialidad de introducir parametros
exdgenos tanto en las restricciones (sistema o proceso) como en la funcional de costo del problema de
optimizacion planteado. Por 1o que una expresion explicita, en los parametros exdgenosy en el estado
del sistema, del control es obtenida. Asi el problemade sintesis es resuelto.

El uso del algoritmo SCDO, para la resolucion de cada etapa cuando el método de PDD es usado,
conformaun algoritmo al cua se ha denominado PDPA.

4.1. La Ecuacion de Bellman y la funcién valuada
Nuestras consideraciones seran principalmente dedicadas alos sistemas de control descritos por

x =f(x,u), x(0)=¢ 4.2

y €l criterio o funcional de costo dado por
J (G u()) = jg(X(t), u(t))dt -+ G(x(T)) (4.2)

cuando T<+8. S €l intervalo de control es [O, +oo] , entonces la funcién de costo cambiaa

J €U = [abeum)e @3)

Nuestro propdsito seré encontrar un control U (.) tal que paratodos los controles admisibles u(.) se
satisfaga
I (G u () < I (& u()) (4.4)

JE U () <& u()). (4.5)

Hay basicamente dos métodos para encontrar controles gue minimizan la funcional de costo (4.2) y
(4.3). Uno de ellos encgja en un problema de minimizacion dado en una familia parametrizada de
problemas similares. La inclusién podria ser tal que € valor minimo, como una funcién de los
pardmetros, satisfaga una relacién analitica. Si el pardmetro seleccionado es la condicién inicial y la
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longitud del intervalo de control es constante, entonces e minimo valor de la funcional de costo es
llamada la funcién valuada y la relacion analitica la ecuacion de Bellman. Conociendo la solucion de
la ecuacion de Bellman uno puede encontrar una estrategia 6ptima en forma de lazo cerrado de
control.

El otro método lleva alas condiciones necesarias sobre e 6ptimo, lazo abierto, estrategia formulada en
laforma asi Ilamado Principio de Méaximo, descubierto por L. Pontryaguin y sus colaboradores. Ellas
pueden ser obtenidas (para el caso simple) considerando una familia parametrizada de controles y €
correspondiente valor de la funcidn de costo (4.2). Este método fue tratado en detalle en e capitulo
anterior.

Asuma que €l espacio de estado X de un sistema de control es un subconjunto abierto de R" y sea U

el subconjunto de pardmetros de control incluidos en R™. Asuma que las funciones f, gy G son
continuas en XxU y X respectivamente.

Teorema 4.1 Asumaque unafuncion real W(.,.), definiday continua sobre [0,T]xX, es de clase
C'sobre [0, T]xX y satisface |a ecuacion

%N(t,é”;) =inf (g0, u)+(W. (t,),F (X )), (t&) €(0,T)xX, (4.6)
con la condici6n de borde
W(0,8) =G(8), geX (4.7)
()  Siu()esuncontrol y x() lasolucion X-valuada ahsolutamente continua e (4.1), tenemos
que J:(&u())>W(T,g). (48)

(i) Asuma que para una ciertafuncion V:[0, T[x X — U:

9(&, (&) +(W. (1.8).f (& 9(t,8))) <g(&u)+ (W, (1), F (&u)), (49

y que X es una solucion X-val uada absol utamente continua de la ecuacion

d . A ~ ~
X0 =f (X(t), ¥(T-t,%(1))), t[0,T],
X(0)=¢ .

(4.10)

entonces, el control (t) = V(T —t,X(t)), con te[0,T], satisface

3, (£,0()) = W(T.E).

Prueba. (i) Sea w(t)=W/(T-t,x(t)), te[0,T]. Entonces w(.) es una funcién absolutamente

continua sobre un intervalo arbitrario [o, ] (O,T) y

dw oW dx
— (1) :——(T—t,x(t))+<W (T_t,x(t),—(t))>
dt ot : dt (4.12)
oW

= ST 0X(0)+ (W, (T- X0 (x(),uw))

se cumple paraa menostodo t [0, T] . Por lo tanto, de (4.6) y (4.7) setiene que:

4-2
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w(T_B,x(B))_w(T_a,x(a)):W(B)_w(a):j‘i'j_vtv(t) o

{—%(T—t,X(t))+(W§ (T—t,x(1),f (x(1), u(t))))} dt

S aypBtienden a0y T respectivamente, obtenemos

T

G(x(T))—w(T,g)z-jg(x(t),u(t)) at .

Esto prueba (i).

(ii) Enformasimilar tomamos en cuenta (4.9), parael control U y lasalida X, entonces
G(X(T))-W(T.&)= J'[—a—(T—tj((t))+<W§ (T-t,%(t).f (k(t),&(t))))} dt

= [g(x(®),a(v)) dt.

Por lo tanto
T

G(x(T))+ [g(X(t),0(t))dt=W(T,£),
eslaidentidad requerida. ?

Observaciones
1. La ecuacion (4.6) es llamada la ecuacion diferencial en derivadas parciadles de Belman 6
ecuacion funcional de la programacion dinamica. Del teorema4.1 sigue, que sobre apropiadas

condiciones, W(T,&) es un valor minimo de la funcional J; (&,.). Aqui W es la funcion
valuada para el problema de minimizacion (4.2).

2. Sea U(t,&) el conjunto de todos los pardmetros de control Ue U para e cual € infimo

sobre € lado derecho de (4.6) se logra. La funcion V(.,.) de la parte (ii) del teorema es un
selector de lafuncion multievaluada U(.,.) en € sentido siguiente

v(t,&) e U(L,€), (1,) [0, T]xX.

Por lo tanto, paragque lacondicién del teorema sea satisfecha, tal selector no solo debe existir,
sino que ademas €l lazo cerrado de la ecuacion (4.10) debe tener una solucion, absolutamente
continua, bien definida

3. Unresultado similar se mantiene paralafuncional de costo mas general, siguiente

T

3 (Eu())= j e g (x(t), u(t))dt+ e “TG(x(T)). (4.12)

0



Capitulo 4

4.2 Programacion Dindmica Discreta

Laprincipal motivacion es encontrar unatrayectoria del conjunto de puntos para una particular familia
de Sistema Dinamicos a Eventos Discretos sujeto a entradas de control y parametros exdgenos de
evolucion.

El enfoque propuesto esta basado en el célculo formal. Este usa la técnica de programacion dinamica
junto con la adecuacién del algoritmo SCDO para generar las expresiones explicitas (simbadlico
paramétricas) de la secuencia de control dptimo.

El algoritmo SCDO obtiene iterativamente la solucién dptimaformal de un problema de minimizacion
sobre un conjunto finito de variables Booleanas. En cada etapa del método de programacion dinamica,
el algoritmo SCDO es usado para obtener la expresion explicita (simbdlica) de la secuencia de control
Optimo y consecuentemente, la trayectoria que describe la sucesiéon éptima de estados discretos desde
el estado actualmente evaluado. La secuencia Optima de control es obtenida en la etapa fina del
algoritmo e cual corresponde a la sustitucién del estado inicial del sistema en las expresiones
obtenidas.

Como e método de Programacion Dinamica es un método de descomposicion directa en donde se
reemplaza la optimizacion de una funcion de varias variables por la resolucion recursiva del problema
de optimizacion de una sola variable entonces, la programacion dindmica provee un método de
optimizacion multietapa através de la resolucion de la ecuacion funcional:

J (X,p) = muin{ck (X, Uy, P) +‘]k+1(xk+1'p)} = rrJin{ck (Xs U, P) + I (F (X, Uy, D), p)}, (4.13)

para k=K hasta 0, con la condicion terminal:

Ik (X, P) = ¢ (X 5 P) - (4.14)

Clasicamente, el control 6ptimo de la Ultima etapay lafuncidn de costo dada por (4.14) son evaluados
primero y el agoritmo de programacion dindmica es aplicado hacia atras, usando la ecuacion de

optimalidad (4.13). Por construccion J,,;(X,,;,P), €s € costo optimo “para-ir-a’ desde el estado
X1 €N periodo k+1.

En e enfoque paramétrico propuesto, la evaluacion se rediza en cada etapa ya el método proporciona
las expresiones formales del control 6ptimo actual, u,, y por ende la del costo Gptimo actual,

J (X, P) , que dependen del estado actual y de los parametros exdgenos. Asi, e método produce un
control realimentado 6ptimo: u, (x,,p), y € valor delafuncion objetivo J,(x,,p) .

Debido a la caracteristica discreta del conjunto de los estados y de las decisiones, la resolucién de la
ecuacion funciona (4.13) contiene una enumeracion y una evaluacion implicitas de todos los caminos
asociados a posibles trayectorias. Sin embargo, no hay necesidad de enumerar todos los valores
posibles de los parametros. Esta es la principal ventsja de usar expresiones simbolicas en forma
cerrada del control éptimo y el valor 6ptimo de la funcidn en cada etapa.

4.3. Un enfoque simbdlico

El objetivo es poder obtener una expresion formal de la secuencia de control 6ptimo. La principal
motivacién para ta enfogue es que muchos problemas de optimizacion no pueden ser representados
por una Unica formulacion numérica. En tales problemas, el modelo, la secuencia de control y la
funcional de costo contienen parametros exdgenos en sus expresiones. Estos parametros exdgenos
gobiernan el comportamiento del sistemay la solucion del problema. A pesar de sus ventagjas en los
términos de lainformacion contenida en su expresion, 1os model os paramétricos no son muy usados en



Programacion Dinamica Paramétrica

optimizacioén, porque el célculo clasico no puede féacilmente extraer informacién de las expresiones
paramétricas.

4.3.1. Modelo de optimizacion dinamica

Considere € gréfico de la Figura 4.1. Este describe una secuencia de estados discretos, x, € cua
pertenecen al conjunto Xy, sobre la accién de control u, en Uy. Adicionamente, |os costos asociados
con latransicion estan definido por c,; = €y (X4, Uy;) -

X
Uo1 0011 KA1 Uy 45, Crarn
u021 012 O
O x,, U115 Crana
Uog» Copy O Xk 2
 Cos~ O X13
XK-1n, -1
XOn ‘ Xk Nk
OoO—
O
omg Onom Uk 1my, Ckamy,

Figura4.1: Trayectorias descritas por una secuencia de estados discretos en etapas

Una de las caracteristicas basicas de |os grafos considerados es que el conjunto de transiciones pueden
ser perfectamente particionados en etapas. Esta propiedad permite descomponer |os estados en etapas
con sus controles admisibles y sus estados futuros. Muchos sistemas a eventos discretos pueden ser
descritos por gréficos multietapas directamente o por la aplicacién de técnicas tales como la
presentada en [JG89].

Puede observarse que, en e caso paramétrico, la programacion dindmica estandar no puede ser
aplicada sin evauacién 6 enumeracion de los todos valores posibles de los parametros. Ademés, la
secuencia de control no se puede obtener directamente desde el célculo recursivo de la ecuacion
funcional.

Si, nosotros consideramos las ecuaciones (4.13) y (4.14) el problema de programacion dinamica puede
ser reformulado a través de la resolucion de la ecuacion funcional:

(6P = min e (G0 Uy U, P+ s (i (U o Ui, D). ) (4.15)

ulv"'vumk

para k=K-1 hasta 0, con condicién terminal:

Ji (X, P) =Cy (X, P) (4.16)

yaque usamos el Lema 2.1y 2.2, del Capitulo 2, de tal manera que se pueda construir un modelo de
optimizacion dinamica.

Asi, la secuencia de control ser& entonces cal culada formalmente de la ecuacion funcional paramétrica
asociada.

El sistema dindmico definido por el grafo de laFigura 4.1, es especificado por la quintupla

G(U, X, P,F(.,.)), (4.17)
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donde, dado que @ Lema 2.1 es aplicado, U=uU,,U, c {~11}™, 2™ <Card(U,)<2™, es @
conjunto no vacié de entradas. Una entrada 0 una secuencia de entradas representan la accién que se
toma para aplicar una decision basada en una evauacion, X =uUX,, X, c {~11"™,
2™ < Card(X ) <2™ , es e conjunto no vaci6 de estados posibles del sistema, y P es el conjunto de
posibles valores para el vector de parametros p.

Sin perder generalidad, podemos suponer que u, € {~11™, y x, € {~11}". En caso contrario una

extension como la descrita en € lema 2.2 se da a continuacion. Consideremos e control

Upef{-118™, ..., uc,e{-11™*, con los correspondientes estados x,e{-11"™, ...,
X« €{-1,1™* . Definimos

- f.(x,u,p)sixeX, yueU,,

xk+1(p)=fk(x,u,p)={ ‘ - -

f.(x,up)sixeX, ougU,.

La funcién de transicion de estado f, :{~11™ x{-11}™ xP— {~11}™*, k=0,1,...,K-1, tiene
componentes

fk,i(X’ulp):Sign|: > X fk,i,a,s(p)xfl”'xz:k Ull"'x?nn;k ) (4.18)

aef0,1™ pefo, 1k
parai=1,2,...,N,,; Y

Cy 3{—ll}nk X {—ll}mk xP—>N,k=01,...,K-1,

Op Bm
Ck(X,U,p)Z Z z Ck,a,B(p)XJO.(l."Xnkk ull...kak ,
aef0,1}"k pef{0,™k

con lafuncion de costo ¢, : X xP—> R,

CK (X’p): Z CK,a(p)Xgl.“Xz:k )

oce{O,l}nk
Definimos la funcién de costo extendida
c.(x,u,p) ssxeX, yueU,,
ék(X,U,p): k( p) . k y k
0 sixegX,ougU,.

Entonces las soluciones minimas del problema extendido son obviamente iguales que las ddl original.
El problema de la optimizacién se puede entonces formular como sigue:

Minimize J(Xq,Uq,**,Ux_1,P) » (4.19)

Ug,Up, Ui g
sujeto a
Xk+1=fk(Xk,Uk,p), for k=0,1,...,K. (4.20)

con x, € {-11™, u, e {-~1,1™.

Asi, una adecuacion del agoritmo SCDO, descrito en el capitulo 2, serd desarrollado para obtener el
Optimo en cada etapa, esto es, obtener las expresiones simbolicas del control éptimo en cada etapa
Optima. La programacion dindmica paramétrica se puede entonces aplicar a los sistemas descritos por
transiciones como en (4.20).
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4.3.2. Optimizacion simbdlica en € paso k

Como hemos dicho, e enfoque simbdlico propuesto debe hacer la evaluacién en cada etapa del
proceso de optimizacion, por lo que agqui presentamos € procedimiento a seguir para hacer dicha
evaluacion. La evaluacion estd dada por la toma de decisiones de forma binaria o multiple. Ambas
maneras de toma de decision se desarrollan. Seresalta el hecho de que laforma“multiple decision” se
puede efectuar por dos enfoques. El segundo enfoque de “escogencia multiple” permite usar €
algoritmo SCDO, asi lausando SCDO conllevaa algoritmo propuesto, denominado PDPA.

4.3.2.1. Escogencia binaria

Aqui, describimos e método basico de la optimizacion de una etapa para €l caso de una decision
simple binaria. EI modelo esta representado por el siguiente gréfico.

Uy 1, Cyi1 (P)
<O X111 91 (X ia1,P)
NP
. O X211 Kyi2,P)
Uy 2, Cyi2(P)

Figura4.2: Grafo parael caso de unasimple decision binaria

Usando el lema2.2, u, € {u,,,u,,} esreemplazadapor U, € {-1,1}. Entonces, consideremos
3 (i, P) = min(Ixig =1, p), I0xs 1 P)), (4.21)
como larepresentacion formal de latoma de decision en el paso k, con
J (%=L P) = Cui (P) + s (X121, P)s - I (Xi5.1P) = Cip (P) + Jyia (Xaa2, P) - (4.22)

Asi, obtenemos la siguiente tabla de transicion para el estado X .

Xk+1 Uk Uk Jk (x K p)
X121 Uiy -1 J(Xyi,=1p)
X412 Uyo 1 J(Xyi .1, p)

Tabla4.1: Tabladetransicion parael estado X,
Aplicando € lema 2.1, la expresion simbdlica del control en coordenadas {-1,1} es

Uy (X, P) = Sign(ck X =L P) — ¢ (X L P) + Jyss (Kisa15 P)— Jisn (K2 p)) . (4.23)

Por lo tanto en coordenadas originales la expresion del control optimo es dado por:
Uf = (- T + k2 (14 ). (4.24)
2 2
4.3.2.2. Escogencia multiple

Consideremos €l caso cuando una escogencia multiple es dada, como lo muestra en la figura 4.3 con
Jii (P) = Cj + Jsa (Xpaajn D) =1, - My
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Uy 1 X119k (P)

Xy41219k2(P)

O Xz Jks(P)

Ui,
O Xiam +Jem, (P)
Figura4.3: Grafo del caso general

Primer enfoque: Descomposicion en escalera
La descomposicion en escalera del grafo de lafigura 4.3 es representado en lafigura 4.4.

u(klﬁ OX ket Ji1(P)
Xyi

Ak OXki12:%k2(P)
Uy 2 &

Xi1

X
uk3 O ki 2

- Xicaam 10 Iem, 1 (P)
XkiM, -2

Yeme Xigam, Jkm, (P)

Figura4.4: Descomposicion en escalera

Usando esta descomposicion, el caso de escogencia multiple se puede resolver como una secuencia de

casos de escogencia binaria.

Para ilustrar la técnica un gemplo serd desarrollado. Consideremos € grafo de la figura 4.5. La

descomposicion en escalera de este grafo es presentado en lafigura 4.6.

Para simplificar los célculos, la técnica solo se aplica a X4, € mismo proceso se aplicaa X,,, Yy en

general se puede aplicar simultaneamente aambos X, X, .

Laaplicacion del lema 2.1 a X, , es descrito ahora en detalle. Las transiciones asociadas al estado X,

en el grafo de lafigura 4.6 estdn dadas en la siguiente tabla.

Xy Uy Uk J, (X, )
Xpr | U |71 J (Xi,=1p)
X U |1 J (X1 ,Lp)

Tabla4.2: Tablade transicion desde el estado X, ;
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El correspondiente control dptimo esta dado por:

U, =8I (xe-1p) -3 (x,0lP)), (4.25)
donde,

J (Xk1,=LP) = Cp1(P) + Js1 (X321, P) »
J (Xy1,L p) = Min(Cyy3(P) + I i1 (X 113+ P):Craa (P) + 1 (X114, P)) -

Lastransiciones asociada al estado X, ,, Se muestran en lasiguiente tabla.

Xk1 U Uk Ji (X, p)

Xz | Uz |1 J (X 1,-1p)

X | Uea |1 J (Xi,Lp)
Tabla4.3: Tablade transicion desde el estado X, -

El control 6ptimo asociado alatabla4.3 es:
U, =Sl (xi0,-1p) -3 (X 1)), (4.26)

donde, J (Xy;,=L p) = Cyy3(P) +Jyia (Xis13:P) » I (Xiy L P) = Creaa (P) + Jyi1 (X114, P) -

Ugss Cra1(P) 9 Xia11

Uy, Czr (P)

,10 Xi412
Uga» Craa(P Uyzr Cyaa (P)

X413
X2 O
Uy as Cyon (p)_\.() X414

Figura4.5: Ejemplo ilustrativo Figura4.6: Grafo en escalera

El control optimo en el estado x, paraun valor particular del pardmetro p es entonces obtenido desde
la evaluacion de la expresion de Uk en cada etapa

Asi:
(i). Si e valor de G, es1, seprocede aevaluar laproxima etapa
(ii). Si e vaor del,; es-1 €l control 6ptimo es el correspondiente al valor T, = 1 en latablade
transicion.
(iii). Si el valor de 0, escero ambos valores-1y 1 son controles admisibles. En este caso dos
posibles trayectorias Optimas se generan y la evaluacion continua

De esta manera, M, -1 expresiones (paramétricas ) simbdlicas explicitas son obtenidas para construir
el control Optimo de este paso.
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Aungue esta descomposicion aumenta el tamafio del problema, proporciona una técnica simple para
obtener el control optimo en el paso k.

Segundo enfoque: Forma vectorial, adecuacion del algoritmo SCDO

En este enfoque todas las variables de decisién binaria del paso k son consideradas simultaneamente.
Para M, = 2™« posibles escogencias en € estado, X, {— ],l}”k , las transiciones son presentadas en la
tabla4.4.

Laaplicacion iterativadel Lema 2.1 (paracada Uy, i=1, ..., M) en el caso de decision binaria donde

todas las variables son consideradas simultdneamente es equivalente al problema descrito en 2.2
(Optimizacién de funciones Boleanas). Por 1o que € algoritmo SCDO puede ser aplicado como se
describe en 2.2.2. Asi las dos partes del algoritmo SCDO se detallan a continuacion.

La primera parte, correspondiente al célculo simbdlico hacia atrés, consiste de m, pasos. En cada uno
de los m, pasos, € Lema 2.1. es usado para proveer la expresion smbolica del valor optimo de

Uy (Uyq,eo+ Uy i1, P) - La segunda parte comienza cuando el valor de x, es conocido. Entonces

procedemos hacia delante para cal cular la secuencia Optima ( u;i (p)) parai=1,..., m,.

Xk+1 Uk Uy U m, J (%P
X | U | T |3 (p)
X412 U, |-1-1..-11 Ji2(P)

Xiaome | Uggme |11 .11 g (p)

Tabla4.4: Tablade transicion del estado X, , del grafo delafigura4.3

Aplicando el algoritmo SCDO obtenemos:

Parte 1.
Lafuncion de costo para el paso k:

9,0 (Xics P Upeess Uy ) = € (Xpes Uppeons Uy 5 P) + 3 (Fie (X Uy Upy 5 P), ).

Cacular para i=0,...,m, -2
UE,mkfi (Xk’p' ul""’umk—i—l) :Sign(gk,i (inp’ ul""’umk—i—l’_l)_gk,i (kap’ ul""'umk—i—lil))l

Ot (Xis Py U Uy 1) = Gy (X, P, ull""umk—i—l’uﬁmk—i (XksPyUgyees Uy i9))-

Asi
U1 (Xii, P) =SIgN(Gy 1, (X2 P =1) = Gy, (X2 P.D)) -
Parte 2

Asuma que €l valor de x, es conocido. Entonces el control Gptimo es:

u;l(x’llvp) = U:El(x;vp) ,
y parai=2,..., m,, tenemos que

Upi (Xi, Ugpeeey U3, P) = Uy (Xy, Uy ey U, P)
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Obteniéndose m, expresiones (paramétricas) simbdlicas. Ellas pueden perfectamente corresponder a

la forma explicita del control éptimo en la etapa k cuando el método de programacién dindmica es
usado. Con la expresion obtenida en la primera parte, € control éptimo en el paso k toma la forma

ug (X, ,p) parax, =Xy .

Para ilustrar la técnica consideremos un ejemplo dado por e grafo de la figura 4.5. Al aplicar €
procedimiento a X,, €s necesario redizar la extension de los J, (xk,p) a producto {-1,1}? ,como se

describe en la seccion 2,2 del Capitulo 2. Asi unvalor J,(x,,p) esasignado para X,,; ,.

El grafo extendido de laFigura 4.3 es presentado en la Figura 4.7. Las correspondientes decisiones son
mostradas en la Tabla 4.5. y como puede verse € nimero controles binarios es M, =2.

Ug Uy2 J X,
X |1 -1 Jia(P)
Xz |1 1 Jy2(P)
Xias |1 -1 Ji3(P)
X |1 1 Ja(p)
Figura4.7: Grafo de transiciones modificado. Tabla4.5: Decisiones binarias extendidas

El procedimiento sigue, usando € algoritmo SCDO.

La decision a tomar entre cual de los dos enfoques usar, dependerd de la complejidad de las
expresiones de la funcion a considerar. El primer enfoque envuelve expresiones simples, pero el

ndmero de pasos, es d menos 2™ -1 , y puede llevar arealizar extensos célculos. Por € contrario en
el segundo enfoque solamente m, expresiones son necesarias para determinar el actual control optimo,

pero el calculo puede ser complego.

En & segundo enfoque, € agoritmo SCDO puede aplicarse directamente, permitiendo obtener la
expresion simbdlica explicita paramétrica del control 6ptimo en cada etapa cuando el método de
programacion dinamica es usado.

4.4. Programacion Dindmica Paramétrica

Aca el problema de sintesis alazo cerrado del control en el caso de parametros exdgenos de evolucion,
para cada etapa, cuando el método de programacion dinamica se utiliza es resuelto. La solucion esta
dada por €l uso del agoritmo SCDO. Asi un agoritmo detallado aimplantar esta técnica se presenta a
continuacion

4.4.1. Algoritmo programacion dinamica paramétrica (PDPA)
El algoritmo para el método de programacion dinamica paramétrica (PDPA), basado en optimizacién
simbdlica, es como sigue.

411
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Considere  J; (X ,P) = Cx (X, P) -

Parak=K-1to 0, calcular

I (X, Uy, p) = Nlﬂn[ck Xk P) +JE+1(fk(XkaUk1p)’p)] - (4.27)

Como, g, (X, Uy, P) = G (X, U, P) + Iy (i (X4, Uy, D), P) , se aplicalatransformacion diadica
(TD), lema 2.1, esto nos da:

O« (kaukl""vukq’p):Ck(Xk’ukli""ukqvp)+JE+1(fk(kauklv“"ukq’p)’p)-
Se aplica el agoritmo de optimizacién simbdlicaen el paso k, (4.3.2.), y se obtiene

(Ui (XrP).m Uy (X, P)) == U (%,.P)

donde

Ui (X, P) = Uy (X, Upq, o Uy i3, P) -

Nota: Usando el procedimiento de escogencia multiple, g=M, —1 pasos son necesarios si €l
primer enfoque (representacion en escalera) esaplicadoy g=m, pasoss € segundo enfoque
(algoritmo SCDO) es aplicado. Con M, =2™.

Asi, obtenemos
Ji (X, Uy, P) = € (X, P) + T (Fy (X Uy, ), P) = €y (X, P) + 1, (X, ).

Si x|, esconocido entonces, podemos calcular k=0 hasta K-1
Uy (X1, P) = U (64, P) - Ty (X, Ui P) = i (Xie, Ui P) s Xieg = Fic (i, Ui, ),
y finalmente obtenemos  J, (Xy,p) = (Xi.P) i (Xi.P) = Cx (X, P)

4.5. Ejemplo
Considere el sistema dindmico paramétrico discreto, x(k +1) =f, (x(k), u(k), p), x(0) =&,conpeR*,
y Xo= {124 X, = {12} X, = (1011} U= {11}

fo(x,u,p) = Sign((p+1)xu +pX +3u+p? —1),
Sign((O.Sp2 +p—05)xu+(p® +2p-1)x +
+(p? + 2p+ 2)u + 2p? +4p+4)

Sign((0.5p2)xu +(0.25p%)x +
+(p® +p+2)u+0.5p% +0.5p +1)

fl(xv u, p) =

El problema de control éptimo es definido por:

min {g,(x(0),u(0), p)+ g, (x(D), u(@), p)+G(x,(2),x,(2),p)}

u(0),u()

donde
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do(X,u,p) = (L+ p)xu+0.5x + (p+0.5p?)u+p,
9,(X,u,p) = (p? — 0.5)xu + (p? + p)x + (p* + p+0.5)u+1,
G(Xy, X, P) = (1+ P+ 2p%) Xy + (P° + DX, + .

Aplicando PDPA, obtenemos

3, (x(D, p) = minig, (x(D, U@, )+ G(x(2, P}, Jp(X(0),) = minidy (x(0),u(0),p) + I, (X(D, P)}
Por substitucion
J.(x(D),p) = run(ilp{(p2 —05)x(@)u) + (p* + p)x(D) + (p> + p+0.5u(@) +1+ (L+p+2p)*
Sign[ (0.5p% + p—0.5)x(Yu(®) + (p* +2p—1)X(1) +(p + 2p+ 2)u() + 2p° + 4p+ 4 | +
+(p” +1)* Sign[ (0.5p")x(D)u(l) + (0.25p°)x (D) +(p* + p+2)u(l) +.05p” + 0.5p+1] + pz}

se puede verificar que para pe R*
e Sign(0.5p° + p - 0.5)x(Wu() + (p* + 20— HX(D)+ (p* + 20+ 2)u(l) + 2p% + 4p + 4]=1

e Sign|(0.5p2)x(Du(l) + (0.25p%)x(1)+ (p° + p+ 2)u(l) + 0.5p% + 0.5p +1|= (1)

En este caso, J, puede ser simplificado como sigue:
3,(x(®),p) = m(il?{(lo2 ~05)X(QUE + (P2 + P)X() +(2p? + P+ 1EU(D + 2+ P+ 3p?)}

Asi, el control Gptimo paramétrico es u; (x(1),p) = -Si gn[(p2 -0.5)x(1) +(2p% +p +1.5)].

El valor 6ptimo de J, es
I (x(Q),p) = H(p2 ~0.5)X(1) + (207 + p+15)+(p? + PX() + (2+ p+3p)}.

Por substitucion, el valor optimo de J, es:
J;((0),p) = min{(1+ p)x(0) u+ 0.5x(0) + (p+ 0.5p?)u+ p + {—|(p2 —~0.5)Sign((p+Dx(0)u+
px(0) +3u+p* ~ 1)+ 2p” + p+1.5|} +(p*+p)
Sign[(p+1)x(0)u + px(0) + 3u-+p* ~1]+3p + p+2},

Asi, el control éptimo paramétrico es

u; (x(0),p) = Sign[—z((1+ P)x(0)) - 2(p+0.5p%) + (p* + p){Sign[—x(O) +p° - 4] -Sign[(2p+1)x +p* + 2]} +
(p* ~0.5)Sign[ (2p+1)x(0) +p° + 2| +2p” + p+1.5|—|(p2 ~05)Sign[ —x(0) + p* —4]+2p” + p+1.5”.
Entonces, para x” (0) dado

u* (0) = ug (x* (0),p). X" (1) = Sign|(p+Dx(Q)u* (0) + px(0) +3u’ (0) +p2 -1],

+

J('@,p) =3 (X @),p),

u; (X (@),p) = —Sign[(p2 -05)x () +(2p* +p +1.5)]
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Sign((0.5p? +p-05)x" (u’ (@) +
+(p? +2p-Dx (1)
x (2) = +(p2+2p+2)u*(1)+2p2+4p+4)
Sign((0.5p?)x” (u’ (1) +(0.25p2)x” (1) +
+(p? +p+2)u’ (1) +0.5p +05p+1)

3 (x"(2,p) =G(x" (D,x" (2),p)-

El control éptimo y la trayectoria Optima para p=0 es como sigue

e Six (1) =<1, entonces u” (1), =-1.

e S x;(0)=-1,entonces u (0), =1,y s x,(0)=1, entonces u’ (0), =-1.
El control éptimo y latrayectoria Optima para p=5 es como sigue

e S x (1) =+1,entonces u” (1) =-1.

e S x (0)==1, entonces u (0), =-1.

5

Las representacion gréficaparap=0 y p=5 en las Figuras 8 y 9 respectivamente.

x(0) x(1) X(2) x(0) x(1) X(2)

Figura4.8: Grafo con p=0 Figura4.9: Grafo con p=5

Es claro que la estructura del grafo puede cambiar con cambio en el parametro p, en cual es una gran
dificultad en los procedimientos clasicos.

4.6. Conclusiones

e Lacombinacién de la programacién dindmica con calculo formal es un enfogque prometedor en
la caso de sistemas dindmicos conducidos por pardmetros exdgenos de evolucion. El hecho de
gque pocos autores han explorado este enfoque es probablemente debido a la complejidad
combinatoria de la programacion dindmica, junto con la dificultad para proporcionar las
expresiones explicitas para € control éptimo y para la funcién valuada. Sin embargo, estas
limitaciones se pueden superar para algunas clases de los sistemas discretos y sistema a
eventos discretos. Adicionalmente presenta una sustancial ventaja sobre el procedimiento
clésico.

e Endetdle se hamostrado, que para los sistemas de decision multi-etapa, el costo optimo y los

controles éptimos se pueden obtener en forma cerrada simbdlica, permitiendo ser fécilmente
implantables en muchas situaciones en las cuales se consideran parametros exogenos.
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CONCLUSIONES GENERALES

El desarrollo de estatesis se centra en la optimizacion de Sistemas Dinamicos a Eventos Discretos
sobre dominios finitos. Paratal fin, se abordaron los dos principios basicos de la optimizacion: “El
Principio de Minimo” y “la Programacion Dindmica’. Sobre cada uno de ellos, una extension
basado en e céculo forma se realizo considerando dominios de definicion finitos y pardmetros
exdgenos de evolucién. El resultado de estas extensiones es la secuencia explicita de controles
Optimos en funcion del estado y parametros exégenos de evolucion.

Para ambas extensiones modelos formales del proceso y de la funcidn de costos se requieren, para
ello, en esta tesis se muestra como sobre dos familias particulares de Sistema a Eventos Discretos:
“Lengugjes formales’ y “Autdmatas de estado finito”, obtenemos model os formales. En principio,
las técnicas mostradas agui para obtener modelos formales, pueden aplicarse sobre las
representaciones naturales ya conocidas de Sistemas Dinamicos a Eventos Discretos. Asi, sobre
lenguajes formales, el modelo formal se obtuvo a través de sistemas dinamicos inducidos por
concatenacion. Ademas, se muestran como obtener una realizacién minima del modelo. Sobre los
procesos descritos por autOmatas de estado finito, e modelo formal se dio a través de una
descripcién via interpolacion (interpolacion de Lagrange), sobre la representacion del autémata
(conexién de nodos por arcos), por 1o que un sistema dinamico con lado derecho polinémico se
obtuvo.

La extension que realizamos a Principio de Minimo es para procesos a eventos discretos sobre
dominiosfinitos, paraello el gradiente es sustituido por €l residuo de Taylor formal algebraico, de
tal manera que nuestra extension se reformula de forma andloga como el Principio de Minimo. La
extension no cuenta con ningun criterio de convexidad pero, esto conllevaa que el control variado
aparezca en la ecuaciéon dual. El resultado de la extension la presentamos en la forma de un
teorema (Teorema 3.5) en donde la condicion de optimalidad (condicién necesaria), es una
desigualdad variacional en términos del control optimo u'(.), € control variado v y €l estado

aparece como parametro. Como hecho curioso para € proceso a eventos discretos y para la
ecuacion dual el formalismo Hamiltoniano se cumple como en lafisica

La solucién de la desigualdad variacional anterior conduce a valor de control éptimo requerido,
pero como es sabido no existe un Unico método para resolver tal desigualdad y en nuestro caso
como la desigualdad esta paramétrizada por €l estado no se conocen métodos que permitan
obtener una solucion, sin antes redlizar una evaluacion del pardmetros. Es por ello que
desarrollamos un agoritmo que permite obtener de forma simbélica (paramétrica) |os minimos de

una funcién cuyo dominio de definicién es el hypercubo con vértices {—1,1}n . A estealgoritmo lo

hemos denominado SCDO. Asi, paralaresolucion de la desigualdad variacional parametrizada en
el estado, construimos un procedimiento para calcular un minimo sobre € control variado y un
méximo sobre e control optimo de tal manera que el resultado es la expresion simbdlica del
control éptimo en funcién del estado. A este procedimiento lo hemos denominado Min-Max. Para
el calculo del maximo y & minimo se debe redizar una transformacion sobre e dominio de
definicion del control variado y del control dptimo (como por gemplo la transformacion diédica)
con € fin de utilizar el algoritmo SCDO.

La extension realizada en el método de programacion dinamica, consistio en utilizar en cada etapa
del proceso de optimizacién definido sobre conjuntos finitos, € algoritmo SCDO, para obtener la
expresion explicita del control éptimo en cada etapa.



Conclusiones

Debido ala naturaleza simbdlica del algoritmo SCDO, es posible incorporar parametros exdgenos
de evolucion tanto en la definicion del proceso a eventos discretos como ala funcién de costo.

Como la mayoria de los problemas de optimizacion discretos, no escapan a uso de métodos de
optimizacion combinatoria, que en principio son sensibles a la complejidad computacional. En
esta tesis, como topico adicional retomamos la idea del uso del método relgjacion sobre dominios
finitos conducente a la transformacion de problema discretos en la formulacion clasica, la cua
provee una via para resolver e problema de optimizacion. Asi, aqui para una familia particular de
procesos discretos como 1o son los procesos lineales en el estado equipados con funciones de costo
concavas 0 convexas, obtenemos una condicién de equivalencia entre € 6ptimo relgado y ©
Optimo del problema original en la forma de principio de minimo. Para el caso con funciones de
costo lineal la condicién que obtuvimos es una condicion de principio de minimo clésica

En cuanto a las perspectivas podemos decir que un campo que explorar es ampliar a otras clases
de familias de sistemas a eventos discretos las técnicas de optimizacion paramétrica aqui
desarrolladas. Una posible aplicacion directa es que estas técnicas sean usadas en |os procesos de
ayuda a la toma de decisiones en sistemas de control supervisorio. Otro campo abierto, es la
extension del método de relgjacion a una amplia gamma de procesos y funciones de costo.
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ANEXO A

Fundamentos sobre Leguajes Formales y Realizacion Minima

Definiciones
Alfabeto: Conjunto finito de letras o caracteres que pertenecen a un espacio
particular Q = {a,b,c,...}.

Palabra: Se define como una secuenciafinitade letras o caracteresw ;W ,...W,, , pertenecientes a
un alfabeto.

Palabra vacia: Se define como aguella palabra que no contiene ninguna letra 'y se representa
como 6.

Q" : Se define como el conjunto de todas |as palabras de longitud finita incluida la palabra vacia,
Q" ={w,w,.w, €Q,6}.

Lenguajes: constituye el conjunto no vacio de palabras de Q, entonces L es un lenguaje del
afabeto Q,si L < Q. Por gemplo, L = {p,xy, yX,..; c Q.

Operaciones:

Concatenacion: Es la unién o enlace de palabras de un lengugje, Q' xQ° — Q. Por gjemplo
supongaque U,veQ’ con U=U,U,..U, , V= V,V,..V;, sedefine uv = U U,..U\V,V,..V; .

Asociatividad: Es la propiedad de agrupar palabras sin alterar el resultado. Por ejemplo suponga
que U,v,W € Q" con U=U,U,..U, , V= ViV, V), W=W,W,..W, sedefine (uv)w=u(vw).

Conmutatividad: Se define cuando el orden de las palabras no afecta € significado y solo se
cumple entre palabras especificas. Por e emplo, la palabra vacia conmuta con cualquier palabra,

asl, s U=U,..u, eQ’, entonces ub=0u, aqui O se comporta como unidad o elemento neutro.

Generalmente uv=vu, no cumple la conmutatividad, como caso particular si u=v, entonces si se
cumple.

Monoide: Es el conjunto€2* de todas las palabras formadas de las letras de Q, respecto a la
concatenaciony el elemento neutro 6. Definido como (Q* , concatenacion,d).

Propiedades del Alfabeto

Las propiedades del afabeto se definen a partir del proceso P, siendo éste el que transforma a todas las
palabras a mismo conjunto de salida Y. Esto es, P(u)=yeY. Por gjemplo, sea, s P:QQ" — Y , se define
por P, (u) =y, Vu. Laspalabras u,v e Q", cumplen que P, (uw) = P, (vw)Vw .
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Distinguibilidad: Sean u,v e Q dos paabras. Si existe d menos un weQ', tad que
p(uw)=p(vw), entonces se dice que u, v son distinguibles.

Indistinguibilidad: Si se tienen dos palabrasuy v tal que Yw € Q" , p(uw)=p(vw), entonces uy
v son indistinguibles y se denota uNv.

Simetria: Si setiene dos palabras tal que uNv = vNu, entonces se dicequeuy v essimétrica.
Transitividad: Si setienen trespalabrasu, v y z tal que uNv, vNz = uNz.

De o anterior se deduce que uNv, es unarelacion de equivalencia denominada la equivalencia de Nerode.

Clase de Equivalencia

Se define a conjunto de |as palabras que son indistinguibles deu € Q" , denotéandose como [u] cQyse
dice que es la clase definida por lapalabrau. Asi v [u] < uNv,[u] Ju. Por lo tanto debe cumplirse
los siguientes casos:

[u]={v]

[uln[v]=6.

Espacio de Estado: Se dice que X, €l conjunto de las clases de equivalencia es €l espacio de estado y esta
congtituido por € conjunto de todas las clases de equivalencia de la relaciéon N, como sigue

X:{x:x=[u]:UEQ*}.

El sistema dindmico inducido por la concatenacion:
Se define
h:XxXQ - X,
xeX, o(x,v) =[uv],
donde x =[u].
Se define [u] como [u]= {u, u,u” } que significa el conjunto de todos los u que definen la misma
clase. Siendo :
L o(x,v) =[uv],
2. o(x,v) :[u*v].

Si se logra comprobar que 1 y 2 son iguales desaparece la ambigliedad. De lo contrario, la funcién esta
mal definida.

Si uy U son equivalentes entonces UNU' . ¢Serén entonces uv, U V indistinguibles?, para ello hay que
concatenar por un w y comprobar que se cumple lasiguiente relacion:

p((uv)w) = p((u'v)w) YW => uvNu'v.
Si desarrollamos la relacion se tiene que p((uv)w) = p(u(vw)) = p(u” (vw)) = p((u”v)w), por lo que
uvNu'v se cumple.
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Propiedades de la dinamica
e Identidad, Si ¢(x,0) = ¢([u],6) = [u6]=[u] = x, asi #(.,0) =id.
o 00, vw) = p([u] vw) = [u(vw)] = [(v)w]= o(uv] w) = d(o(x, v)w).

Si un sistema cumpl e estas dos propiedades se dice que es un sistema dinamico.

Transfor macién de estado inducida
o, X =X, ¢,(X) =d(x,u)

Funcién de salida
Sedefinecomo 6: X = Y, o(x) = o([u]) = p(u) .

Si se cumple que UNU’ entonces se debe comprobar que 6(X) = cs([u]) =p(u) = p(u’) . Paraesto, hay
que concatenar por w, tal que: p(uw) = p(u”w) . Se puede observar que
p(u) = p(ua) = p(u"a) = p(u’).
EnlaFiguraA.l se presenta un diagrama resumen de las funciones anteriores descritas
u
>Q 5>
A
Xg > X=>X-=>Y

b,

Figura A.1: Diagrama Resumen

Estoes ¢, : X > X,6: X >Y,ue Q*,XO = [9] Si consideramos, una relacion entrada salida P entre
€ afabetoy lafuncion Y como muestralaFiguraA.2.

Q* P e—Y

FiguraA.2 :Funcion salida

Ahora mostramos la correspondencia entre la caja negra de la Figura A.2 y en conjunto de ecuaciones
mostrado en la Figura 1. Calculemos la correspondencia,

u— o(dp(Xy,u) eY
(9(Xo, u)) = o(o([0] u)) = 5((6u) = o((u]) = p(u),
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hemos obtenido una representacion de la caja negra en espacio de estado, es decir se ha obtenido una
realizacién de la aplicacion entrada salida. En la Figura A.3 se representa graficamente lo anterior.

Asi, (X,,X,

b X=X, x,eX,ueQ

g: XY
Figura A.3: Sistema dindmico controlado por u

Y

= [9],0,Y) es el sistema dindmico que realizap.

Recordemos que esta realizacion debe contener como propiedades la accesibilidad y la observabilidad, por
lo que ahora mostramos que esta nueva realizacion posee estas propiedades.

e Accesibilidad:

Considere X -accesible. Se toma x°eX,, abitrario, ta que

x? =|x*|3u= x* = ¢,(x},u). caculando

025, u)=2 (x5 hu)=lo. 05, u)l= [t |=x?

Por lo tanto es accesi bI e

e Observabilidad: Si x? #X* = son distinguibles, Entonces hay que probar que 3 u, tal que:

Realizacion

minima

1. L(XZ):& L(?Z). S x?%= [xl],iz = [Yl], x* yX*, son distinguibles. Entonces

L(x*)# LX) L(x?)= L(®?).

2. Existeunutal que 02(¢2(x2,u)): 02((1)2(71 , u)) Y a se habia sefialado que

L(x')=L(x"). No obstate s cumple que  dve

61(0, (¢, V)= o, (6 (", V). Asi

0,(02(¢ )= 0l (' V| 020 [ V) = 02 02 7, V),
por otro lado Gl((l)l(il,v)icl(d)l(x v)) lo que implica que
5, (0,(x2,v))% 5, (9,(%?,v)). Por lo tanto e sistema es observable.

Para obtener la realizacion minima de sistema, se mostraran dos procedi mientos basados en la siguiente

definicion.

Definicion: Sean, (Xl,Xé1¢1,01)1 (Xz,xg,d)z,cz) dos sistemas dindmicos, sobre el mismoL y
con el mismo espacio desalidaY. S f : X; - X, esunaalicacion que cumple con las siguientes
propiedades:

1
2.
3.

f(xé):xé,

Seax € Xy; L(X)=L(f(x)), ue L(x), entonces f (¢, (X)) =f (2, (X)),

o,(X) =0, (f(x)), entonces se dice, que f preservaladinamica. Si f preservaladinamica,

entonces |os dos sistemas realizan € mismo sistema de entrada salida:

Pu(0) = 03l 065 )= 0, b ) = 0l 1 )= o2 i )= o).
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Procedimiento 1
Asuma que se tienen los siguientes tres sistemas dinamicos: (>~(,§0,$,8), (Xl,Xé,(l)l,Gl), (Xz,xg,q)z,cz),
donde se cumple que 4~>u (X) =0(x,u) Yy ¢, (X) =0,(X,u) .

Sobre |os tres sistemas dinamicos anteriores definimos dos tipo de funciones de costo.

Funcion de costo tipo 1
Seaj unaaplicacion que preservaladindmica entre (Xl,x%,,cbl,cl), (x,§0,¢,8), sea j:X; > X
inmersion, esdecir, S X, X e X, X #X = j(X) # j(X) .

Ejemplo: Si X, < X , entonces x € X, = X, x = j(X) € X , setiene j(,(x,u)) = o(j(x),u),

1 =0 (1 . . ., ;o
Xg=X = j(XO). Como se puede observar se tiene unarealizacion minima.

Funcion de costo tipo 2
Sea g una aplicacién gque preserva la dinamica entre (x,io,¢,6), (Xz,xf),q)z,cz), ademas g: X > X,

sobreyectiva, es decir si x° e X, arbitraria, entonces existe x € X con g(x) = x°. Por lo tanto g(x)=[x].

Ejemplo: Como se sabe ¢,([x],u)= [ﬂ;(x u)] setiene ¢,(g(x),u)= g(ﬂ;(x,u)).

Propiedadesdeg
1. Preservaladinamica

2. Preservalaunidad, esdecir el estadoinicial x> =[x,]=g(X,).
3. Preservalasalida, esdecir 6(x) = 6,(g(x)) .

Sediceque (>~< Xo, $ 5), es una realizacion (sistema dinamico) minimasi paracadainmersionj y
sobreyeccion g, que preservala dindmica, las dos son biyectivas.

Teoremal: Si P:L — Y, setiene dos realizaciones minimas entonces ellas son isomorfas.

Prueba: Si setiene (Xl,x%,,q)l,cl), (Xz,xé,q)z,cz). Se define unafuncion f : X, — X, , que es biyectiva
de tal manera que todo conmuta.

Teorema 2: Larealizacion (>~<,20,$,5) esminimasi y solosi X, esaccesibley observable. Esto indica
que laminimalidad implica accesibilidad y observabilidad.

Prueba: Considerando
X, = {x : accesible},
X, = {[X]Z Xe )2} conjunto de las clases indistinguibles,
j: X, X, j(X) = X . Inyectiva,
g: X = X,,9(x) = [x]. Sobreyectiva.
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Hay que probar quej y g son isomorfismos. Se sabe que X esaccesiblelo que significa que para

todo X € X existe un utal que X = §(X o, u) = (j(x ), u)= j(¢, (x4, u))= j(x) . Laecuacion nos
sugiere que para cada X hay unaimagen en X por lo tanto j es biyectiva.

Por otro lado tenemos que X,X € X, 1o queimplicaque L(x) =L(X) 6 L(x) = L(X). Entonces
FveL(x)=L(X), con o{(d(x, v)) = 5(§(%, V), esto implicaque L(x) = L(X) 6L(x) % L(X).
Vemos que:

G, (¢2 (g(x), u)) =0, (g((l)z (X’ u))) = 8(5()(’ V))i G (¢2 (9(7), u)) =0, (g(¢2 (Y' u))) = S@(Y' V))

lo que nos dice que g(Xx) = g(X) .

Procedimiento 2

Aca se mostrard como redefiniendo el espacio de estado podemos obtener un modelo matematico del
proceso linguistico.

Un nuevo espacio de estado
Este nuevo espacio de estado esta constituido por la longitud de u. Sea u= u,u,u,...u, ; y su longitud

como Longitud de u=|u| =k , con 6 < X, = [0]. Se define:
Xo= {XO}, todas las clases de longitud 0, es decir , la palabra vacia.
X, = {{u]:|u] =1}, todas Ias clases de las palabras de longitud 1.

X = {{u]:|u| = k}, todas las clases de las palabras de longitud k.

Una nueva dinamica
Consideremos x € X, , d(x, W) = ¢(Ju], w)=[uw]e X, . Si se tiene una palabra v de longitud k como

v, M=k y xeX,,|u=K, entonces ¢(x,V) = ¢([u] v)=[uv]e X, . Como se ve con ¢ se pueden
definir muchas aplicaciones de transicion.

S se toma ¢: X, XQ — X,, como una dindmica global, donde X, depende de la longitud de la
paabra. Entonces se define una dinamica local que corresponde a las ecuaciones en diferencia como
f i X XQ — X,,, cuyo domino es Domf, :xe X, , con Q(x)= las letras accesibles. Si se tiene

w e Q(x), entonces ¢ esta definida como f, (X, w) = ¢(X, W) . Si se tiene un estado accesible, entonces
existe u=U,U,U,...u, , tal que ¢(X,,u) =X, conlo que se obtiene:

X, :fo(XO’uo):[uo]exl!
X, =f1(x,up) =f, (o) u) =[u,ugJe X,

XK :fK—l(Xk ) UK) :fK ([uoul---quz]’ qul) = [uOul"'uK—l]e XK

Esta construccion nunca termina porque cada letra es accesible a la palabra anterior, ademas tiene
similitud con un control discreto, con la diferencia que esto es un modelo linguistico.

A-6



Fundamentos sobre Lenguajesy Realizacion Minima

Una nueva funcion de costo
Consideremos W (X, ) & minima, definidacomo ¥ : X, — R, N, Z, funcién sobre un conjunto finito

delosreales o los enteros.
Se presentara la minimizacién de funciones vectoriales como ¥ = (¥,, ', ..., ¥, ). Paraello es

necesario definir unarelacion de orden .

Relacion de orden
Consideremos la siguiente relacion de orden (X <), cuyas propiedades son :

1. X,yeX, abitraiocon X<y 6 y<X.

2. S X<y y y<X entoncesx=y. Antisimetrica.

3. S X<y yy<z entonces X <z. Transitiva.

4. Relacion de orden lineal para los elementos positivos p={x:0< x} . Larelacion de orden es
lineal si p esun semigrupo. Asi, x+y<y+z siysolosi x<y.

Larelacién de orden entre vectores, que poseen notacion (xl, Xy X, ) eR", esde dosformas

e Relacion deorden parcial (<) :

e Relacion de orden completa (£):
X, <Yy, 0
Xl:yl’X2<y26
X; =Y, X5 =Y,,X3<Y; 0
Xl :yl""’xn—l :yn—11xn Syn

Este es conocido como orden Lexicogréafico.

Para que W¥:D —>R", x,eD, acance un minimo se necesita una relacion de orden. Esto es
(ER” ,§)Vx e D, tal que ¥ (x), ¥ (x,) son comparables, entonces ¥ (X)<¥(X,) -
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