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Introduction

Je me suis intéressé dans cette thése a la formulation des théories de jauge dans le
cadre de la géométrie non commutative et a la généralisation du modéle de Born Infeld
pour des champs de jauge non abéliens. Les théories de jauge constituent un langage
mathématique dans lequel sont formulées les interactions fondamentales en physique.

Je me propose de faire un rappel dans cette introduction sur la maniére dont les
théories de jauge ont été introduites en physique, ce qui mettra en évidence leurs prin-
cipales caractéristiques. Cela permettra également au lecteur de cette thése de mieux en
comprendre les motivations. J’expliquerai ensuite en quoi la géométrie non commutative
semble étre un outil approprié pour formuler les théories de jauge et je ferai également
un bref rappel historique sur son apparition en mathématiques et en physique. Enfin,
j'expliquerai mon intérét pour la théorie de Born-Infeld et ses généralisations et donnerai
un plan détaillé de cette these.

Pourquoi les théories de jauge?

Le terme “jauge” fut introduit pour la premiére fois par Hermann Weyl en 1919 dans
une tentative d’unifier I’électromagnétisme et la gravitation. Cette terminologie fut em-
pruntée a celle des tablettes de jauge utilisées comme étalons de longueur dans les ateliers
d’usinage. Ainsi, dans la théorie de Weyl, la jauge est une référence de mesure permettant
d’étalonner 1’échelle qui va servir & mesurer une quantité physique. Les quantités phy-
siques, ou observables, sont supposées étre invariantes sous des transformations locales
d’échelle (ou de jauge). L'invariance de jauge, telle qu’elle fut introduite par Weyl, était
directement inspirée E] de la théorie des connexions linéaires utilisée par Albert Einstein
dans sa théorie de la relativité générale et avait donc dés sa premiere formulation un
statut géométrique.

Malheureusement, pour diverses raisons, cette tentative d’unification échoua. Mais
par la suite, lors de 'apparition de la mécanique quantique ondulatoire développée par
Schrodinger en 1926, Weyl, avec Vladimir Fock et Fritz London, travailla a 1’élaboration
d’un nouveau type de jauge en passant d’une jauge de type facteur d’échelle & une jauge
complexe de type changement de phase.

Rétrospectivement, on pourrait considérer que c’est en fait James Clerk Maxwell qui
introduisit la premiére théorie de jauge en formulant les lois de 1’électromagnétisme telles

1 se questionna en 1919 suite au succés remporté par la théorie d’Einstein : “Si les effets d’un champ
gravitationnel peuvent étre décrits par une connexion exprimant I’orientation relative entre des référentiels
locaux de 'espace-temps, d’autres forces de la nature telles que ’électromagnétisme peuvent-elles étre
associées aussi a des connexions similaires 7”
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que nous les connaissons aujourd’hui. Dans la théorie de Maxwell, la symétrie de jauge,
associée 4 un groupe de structure U(1), fut pendant longtemps considérée comme une
simple liberté intervenant dans le choix des outils mathématiques pour décrire une méme
réalité physique. L’invariance locale des équations de Maxwell ne fut donc réellement ex-
ploitée qu’a partir des travaux de Weyl Pl Dans sa deuxiéme proposition, il identifia ce
groupe U(1) a I'invariance sous transformations de phase de la fonction d’onde d’une par-
ticule chargée en mécanique quantique. Le simple fait de demander que les équations du
mouvement soient invariantes sous transformations de jauge permit alors de comprendre
I'origine du couplage entre le champ électromagnétique et la fonction d’onde d’une parti-
cule chargée. Cette symétrie U(1) prit alors un statut fondamental en devenant associée
a la conservation locale de la charge électrique.

Ce modeéle a ensuite mené a celui de I'électrodynamique quantique développé par Feyn-
man, Schwinger et Tomonaga, décrivant 'interaction entre photons et particules chargées.
Ce modele est exprimé au sein d’un formalisme visant a rendre compatible la mécanique
quantique et la relativité restreinte, appelée théorie quantique des champs (TQC). Dans
cette théorie, les particules élémentaires sont associées a des représentations irréductibles
du groupe de Poincaré dont les représentations sont indexées par deux nombres quan-
tiques qui sont la masse et le spin (ou hélicité dans le cas des états de masse nulle) et la
dynamique de ces états est gouvernée par ce qu’on appelle un champ quantiqud’]

Dans la théorie de I’électrodynamique quantique, qui fut le premier modeéle de théorie
quantique des champs, les photons sont des représentations d’hélicité 1 et de masse nulle
du groupe de Poincaré et sont décrits par le champ quantique de Maxwell ; les particules
chargées correspondent & des représentations de spin 1/2 et de masse positive ou nulle et
sont décrites par le champ quantique de Dirac. Le couplage de ces deux champs est obtenu
en demandant que le champ de Dirac soit également dans une représentation du groupe
U(1) associé a l'invariance de jauge des équations de Maxwell. Cette demande impose
alors d’introduire un couplage minimal entre le champ de Dirac et le champ de Maxwell.
De méme nous avons appris, du célébre (second) théoréme d’Emmy Noether, que I'on
pouvait associer & I'invariance sous des transformations locales de symétrie des quantités
conservées appelées courants de Noether (resp. identités de Noether) auxquels correspond
I'algébre des courants (resp. identités de Ward) en TQC. Appliquées a la symétrie U(1),
les identités de Noether expriment la loi de conservation locale de la charge. Ainsi, dans ce
modeéle, le groupe de structure U(1) apparait comme étant un groupe de symétrie interne.

Par la suite, on put mettre en évidence d’autres types d’interactions en observant la
conservation de certains nombres quantiques dans les réactions nucléaires. Ainsi, en 1954,
C. N. Yang et R. Mills introduisirent une jauge non abélienne généralisant de maniére
directe la théorie de Maxwell. Il remplacérent le groupe U(1) par un groupe non abélien
SU(2) et la connexion de Maxwell, prescrivant aux phases de la fonction d’onde la relation

2En faisant encore une fois un paralléle avec la théorie de la relativité, on peut remarquer que les
transformations de Lorentz, laissant également les équations de Maxwell invariantes, étaient aussi consi-
dérées par Poincaré et Lorentz, au début du 20éme siécle, comme une simple commodité mathématique
permettant de décrire une réalité physique plus compliquée. C’est Einstein qui, le premier, proposa de
donner au groupe des transformations de Lorentz un statut fondamental. C’est ensuite, en voulant rendre
ces transformations locales qu’il fut amené a considérer la notion de connexion linéaire reliant différents
repéres. Il utilisa pour cela la notion de connexion de Levi-Civita qu’il interpréta comme décrivant les
effets du champ gravitationnel.

3Un champ quantique est une distribution & valeurs dans les opérateurs sur un espace de Hilbert.
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qui existe entre elles en chaque point par une connexion & valeurs dans une algebre non
abélienne. Bien que la notion de connexion fut présente dés I'introduction des théories de
jauge par Hermann Weyl, ce modéle permit de mettre en évidence une généralisation de
la théorie des connexions, utilisée en relativité générale pour les repéres linéaires, a une
théorie des connexions pour un groupe de Lie compact arbitraire assimilé en physique a un
groupe de symétries internes. Il fut reconnu par la suite que cette théorie des connexions
correspond en fait a la théorie des connexions sur les fibrés principaux développée quelques
années auparavant par les mathématiciens Elie Cartan et Charles Ehresmann.

Bien que le modéle de Yang et Mills ne put étre retenu pour décrire les interactions
entre nucléons étant donné son incapacité a reproduire des interactions nucléaires de
courte portée (reconnues par Yukawa en 1935 comme se traduisant par I’échange de par-
ticules massives), I'idée de pouvoir décrire les interactions fondamentales a I’aide d'un
principe d’invariance de jauge séduisit fortement les physiciens et est devenue par la suite
un véritable guide pour établir de nouvelles théories. En effet, c’est dans la théorie des
interactions faibles que resurgit le modéle de Yang et Mills du fait des difficultés rencon-
trées dans la théorie de Fermi et la théorie V-A. 1’idée fut donnée par S.L. Glashow et J.
Schwinger qui constatérent ’analogie possible entre la symétrie d’isospin constituant la
base de la théorie de Yang-Mills et la symétrie observée entre leptons. Cependant, le prin-
cipal obstacle a la formulation d’une théorie de jauge des interactions faibles fut encore
une fois I'obligation d’avoir des interactions de courte portée.

C’est finalement le mécanisme de brisure spontanée de symétrie proposé par Peter
Higgs en 1964 qui débloqua la situation et permit a Steven Weinberg (1967) et Abdus
Salam (1968) de développer (de maniére indépendante) une théorie unifiée des interactions
électromagnétiques et faibles, dont Gérard 't Hooft et Martinus Veltman prouvérent en
1971 qu’elle était renormalisable. Ce modéle a été construit avec le groupe de structure
SU(2) x U(1) et a prédit Iexistence des bosons intermédiaires W* et Z°. Le fait de devoir
décrire en méme temps l'interaction faible et les interactions électromagnétiques était lui
motivé par la nécessité de rendre compte, dans un cadre cohérent, de la violation de la
parité dans laquelle sont impliquées des particules chargées telles que 1’électron. Dans ce
modeéle, ’électron est partenaire du neutrino et ils doivent tous deux étre de masse nulle
dans une formulation invariante de jauge. La présence d’un angle de mélange, appelé angle
de Weinberg, permet alors que le mécanisme de Higgs n’attribue une masse qu’a 1’électron
et aux bosons intermédiaires. Cet angle de mélange permet également de caractériser le
sous groupe U(1) correspondant a ’électromagnétisme, partie de la symétrie de jauge
n’étant pas brisée.

Parallélement, dans les années 1960-70, fut élaborée la théorie de la Chromodynamique
Quantique. C’est une théorie de jauge construite sur le modéle de Yang et Mills avec
un groupe de symeétrie interne SU(3) qui décrit les interactions fortes entre quarks et
gluons. Cette théorie est dotée de deux propriétés physiques essentielles qui sont la liberté
asymptotique et le confinement des quarks dans les hadrons. Cette derniére propriété est
a 'heure actuelle toujours non démontrée analytiquement mais elle semble étre vérifiée
par les expériences et lors de simulations numériques.

Par la suite, le modéle des interactions électro-faible et le modéle de la Chromodyna-
mique Quantique furent affinés. Jusqu’a la fin du XXéme siécle, une succession de pré-
dictions et découvertes de nouvelles particules mena a 1’élaboration du modéle standard
décrivant I’ensemble des particules élémentaires connues a ce jour et les trois interactions
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fondamentales (interaction électro-faible et forte). Ce modéle est une théorie de jauge avec
groupe de structure SU(2) x U(1) x SU(3). Toutes les particules de ce modéle ont été
observées ou mises en évidence a 'exception du boson de Higgs qui reste la piéce man-
quante. Le mécanisme de brisure de symétrie de Higgs y apparait comme fondamental et
est rendu responsable de la masse de toutes les particules élémentaires.

Ce que nous pouvons conclure de cette analyse des théories de jauge est que les lois
dynamiques de la nature semblent indépendantes de la jauge choisie, méme si celle-ci est
locale. Le mot jauge faisant référence a un type de mesures physiques donné.

Pourquoi la géométrie non commutative ?

D’une certaine maniére, on peut considérer que la géométrie non commutative est
née avec la mécanique quantique. En effet, dans sa premiére formulation, qui fut celle
de Heisenberg, la mécanique quantique apparait sous une forme comparable a la méca-
nique Hamiltonienne ou les coordonnées de I'espace des phases sont remplacées par des
opérateurs qui ne commutent pas entre eux. Dirac lui méme sembla étre fasciné par cet
idée et suggéra la possibilité d’interpréter la mécanique quantique dans un formalisme
géométrique non commutatif. Enfin, les travaux de von Neumann sur la mécanique quan-
tique furent a l'origine du domaine des mathématiques que nous appelons aujourd’hui
les algébres d’opérateurs. La théorie des algébres de von Neumann (terme introduit par
Dixmier plus tard) peut d’un certain point de vue étre considérée comme une théorie de
la mesure non commutative.

L’idée de remplacer un espace géométrique par une algébre fut concrétisée assez tot
en mathématiques par la géométrie algébrique ol les points correspondent aux idéaux
maximaux d’algébres de polyndémes. Les travaux de Gelfand et Naimark dans les années
1940 firent un pas de plus en établissant un pont entre la topologie et les algébres :
ils montrérent que les C*-algébres fournissent une théorie des espaces topologiques non
commutatifs dans le sens ot la catégorie des C*-algébres commutatives est équivalente a
la catégorie des espaces topologiques. Ce lien permit alors de développer des techniques
analogues en topologie et en algébre d’opérateurs et un certain nombre de notions géo-
métriques trouverent leurs équivalents algébriques. Par exemple, les fibrés vectoriels de
rang fini au dessus d’un espace topologique correspondent aux modules projectifs de type
fini sur les C*-algebres. Cette identification permet alors de formuler la K-théorie sur les
espaces topologiques (groupe de Grothendieck formé & partir d’une certaine classe d’équi-
valence sur les fibrés vectoriels) en des termes algébriques et permet ainsi de formuler
une K-théorie “topologique” pour les C*-algébres. En physique, I'idée que les coordonnées
de I'espace temps puissent ne pas commuter fut émise par Heisenberg a la fin des année
1930 dans l'idée que cela puisse résoudre le probléme des divergences ultraviolettes en
théorie quantique des champs. Cette idée fut ensuite reprise et concrétisée dans un article
de Snyder en 1947. Enfin, le terme de “géométrie non commutative” (GNC) fut introduit
par Alain Connes dans les années 1980 comme étant un programme visant a généraliser
différents concepts empruntés a la géométrie ordinaire en des concepts équivalents pour
des algébres non commutatives et en particulier les concepts venant de la géométrie diffé-
rentielle. Il montra qu’il est possible de généraliser un certain nombre de notions. Ainsi,
I’homologie de de Rham peut étre remplacée par la cohomologie cyclique; le caractére
de Chern vu comme un morphisme entre la K-théorie et la cohomologie de de Rham se
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généralise en un morphisme entre la K-théorie des C*-algébres et 'homologie cyclique;
les théorémes d’indice ont également leurs équivalents . ..

La géométrie non commutative représente aujourd’hui un ensemble de techniques sur les
algébres d’opérateurs permettant de traiter des problémes mathématiques trés variés tels
les représentations de groupes ou encore I'étude d’espace considérés comme pathologiques
en géométrie ordinaire (feuilletage, fractales, etc. . .).

Du point de vue de la physique, la géométrie non commutative constitue un cadre ma-
thématique dans lequel un certain nombre de concepts physiques peuvent étre exprimés et
parfois unifiés. La remarque effectuée par Dirac sur I’analogie entre commutateur en mé-
canique quantique et crochet de Poisson en mécanique Hamiltonienne peut par exemple
étre concrétisée par l'introduction d’une structure symplectique non commutative. Ainsi,
il fut montré par Michel Dubois-Violette [DV90] que le commutateur en mécanique quan-
tique peut se comprendre dans ce cadre comme un crochet de Poisson. En 1985, M.
Dubois-Violette, Richard Kerner et John Madore montrérent [DVMKS9al, [DVMEKS9b,
DVEKMO90b, DVKM90al, DVMEKO91] que les théories de jauge formulées sur 1'algébre des
fonctions & valeurs matricielles possédent de maniére naturelle un mécanisme de brisure
de symétrie de jauge analogue a celui proposé par Higgs. Ils utilisérent pour cela le calcul
différentiel basé sur les dérivations [DV88|. Ce modeéle fut ensuite généralisé par Robert
Coquereaux [Coq90], [CHS95| et A. Connes et J. Lott [CL91] & d’autres types de calculs
différentiels. En particuliers, il fut montré [CC97, [Con96| qu’il est possible d’exprimer le
Lagrangien du modéle standard dans un cadre totalement algébrique en utilisant un calcul
différentiel construit & partir d’un triplet spectral composé d’un opérateur de Dirac, d'un
espace de Hilbert et d'une algébre permettant également d’incorporer les spineurs et la
notion de métrique de maniére naturelle [Con94]. 1l est également possible de formuler un
principe de moindre action [CC97]. Il a également été fait usage des techniques de la géo-
métrie non commutative par Jean Bellissard afin de décrire certains systémes de physique
statistique tels que les quasi-cristaux ou encore 'effet Hall quantique. Enfin, il fut mis en
évidence par Dirk Kreimer et Alain Connes que la structure du groupe de renormalisation
perturbatif peut se comprendre en termes d’algébres de Hopf (généralisation de la notion
de groupe en géométrie non commutative).

Je voudrais maintenant donner quelques motivations supplémentaires pour I'utilisation
de la géométrie non commutative en physique. Il est bien connu qu’il est difficile de passer
de la mécanique quantique a la mécanique classique. Réciproquement, il ne semble pas
exister de technique pour passer de maniére rigoureuse et canonique d’une théorie classique
a une théorie quantique ; 'exemple en est la théorie de la relativité générale ou bien méme
la mécanique analytique. La géométrie non commutative fournit un langage dans lequel
ces deux types de théories peuvent étre formulées. En effet, la géométrie non commutative
nous apprend que les points de la mécanique classique ou de la géométrie ordinaire peuvent
étre considérés comme des idéaux d’algebres commutatives. D’autre part, aussi bien pour
la mécanique quantique d’Heisenberg que pour la théorie quantique des champs, la notion
d’algébre d’opérateurs est essentielle comme cela fut mis en évidence par von Neumann.
Nous pourrions qualifier le passage de la mécanique classique a la mécanique quantique
(Lére quantification) ou le passage de la théorie classique des champs a la théorie quantique
des champs (2¢éme quantification) de transferts de niveau de réalité. En effet, dans le
premier passage, les objets fondamentaux que sont les points sont remplacés par des
fonctions exprimant des relations entre points. De méme, les relations entre fonctions
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peuvent étre décrites a l’aide d’opérateurs comme ceux introduits dans la mécanique
matricielle d’Heisenberg ou encore ceux de la théorie quantique des champs. Ce type de
passage consiste donc a considérer les relations entre objets en tant qu’objets d’un type
nouveau et correspond & ce que nous pourrions appeler un transfert de niveau de réalité ou
de niveau de relations. Le fait remarquable est que les différentes structures intervenant
aussi bien dans les théories classiques que dans les théories quantiques semblent pouvoir
s'interpréter de maniére naturelle dans un langage commun qu’est celui de la géométrie
non commutative et nous pouvons espérer que le fait d’avoir un cadre commun pour
décrire ces objets puisse permettre un jour de mieux comprendre les liens qui peuvent
exister entre eux.

Je me suis intéressé dans cette thése a la formulation des théories de jauge en tant
que théories classiques des champs dans un langage algébrique. Ainsi, nous verrons que
les fibrés principaux, habituellement utilisés pour décrire les théories de Yang-Mills,
peuvent étre remplacés par des algebres d’endomorphismes. Ce type d’algébres géné-
ralise de maniére directe les algébres de fonctions a valeurs matricielles introduites par
Dubois-Violette, Kerner et Madore. De maniére générale, une algébre d’endomorphismes
sera considérée comme étant 1’algébre des sections du fibré des endomorphismes associé
a un fibré vectoriel. L’étude de ces algébres s’avére étre intéressante du point de vue de
la géométrie non commutative dans le sens ol un certain nombre de notions utilisées en
géométrie différentielle dans le cadre des fibrés principaux peuvent étre traduites dans
un langage algébrique. Du point de vue de la physique, le groupe de jaugelz_f] semble jouer
un role plus fondamental que le groupe de structurdﬂ du fait que c’est son action qui
génére les couplages minimaux entre champs de jauge et champs de matiére. Ainsi, I'in-
variance d'une théorie vis a vis du groupe de jauge peut étre associée au caractére local
des interactions et est reliée a des lois de conservation locales. Le groupe de jauge in-
tervient également de maniére essentielle en théorie quantique des champs (algebres de
courants, symétrie B.R.S.T., etc ...). Ainsi, nous pouvons considérer ce groupe comme
étant le “vrai” groupe de symétrie. Je voudrais montrer que de ce point de vue, il semble
plus naturel d’utiliser des algébres d’endomorphismes pour modéliser les théories de jauge
plutét que des fibrés principaux. Afin d’illustrer ce propos, nous pouvons faire une bréve
description de quelques notions pouvant étre introduites dans ces deux cadres :

— Un fibré principal est généralement construit a partir d'un groupe de structure G.

Le groupe de jauge apparait alors comme le groupe des automorphismes verticaux
de ce fibré. L’algebre de Lie du groupe de jauge correspond aux champs de vecteurs
verticaux. Grace aux connexions sur ce fibré, on peut alors construire un morphisme
qui associe a tout polynéme invariant sur g, I’'algébre de Lie de G, une classe carac-
téristique qui est un élément de la cohomologie de de Rham de la variété de base.
Ce morphisme est appelé le morphisme de Chern-Weil.

— Pour une algébre d’endomorphismes A, le groupe de jauge correspond au groupe
des automorphismes intérieurs de 1’algébre et est donc décrit directement par les
éléments de 'algébre. L’algebre de Lie du groupe de jauge correspond aux dériva-
tions intérieures de l'algebre A. Le morphisme de Chern-Weil peut se construire
directement en considérant les éléments invariants d’un certain module sur 'algébre

4groupe des transformations locales de symétrie.
Sgroupe des transformations “rigides” de symétrie que nous avons appelé groupe de symétrie interne
jusqu’a présent. C’est en générale un groupe de Lie compact de dimension finie.
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de Lie des dérivations de A.

On voit ainsi que l'algébre des endomorphismes donne une description plus directe des
objets qui nous intéressent en physique. Il est dans les buts de cette thése de montrer
comment peut s’effectuer ce changement de point de vue entre fibrés principaux et algébres
d’endomorphismes.

On verra également que le fait de formuler les théories de jauge dans le cadre des
algébres d’endomorphismes permet de considérer des généralisations des théories de jauge
usuelles et d’explorer de nouveaux mécanismes de brisure de symétrie.

Pourquoi la théorie de Born-Infeld ?

Dans la derniére partie de cette these, je décrirai certaines théories des champs non
linéaires généralisant la théorie de Born-Infeld & des champs de jauge non abéliens possé-
dant ou ne possédant pas de mécanisme de brisure de symétrie.

Ces généralisations sont principalement motivées par les théories de cordes. Cette
théorie est une théorie conforme bidimensionnelle dont les champs sont les coordonnées
de plongement de la feuille d’univers (bidimensionnelle) d’objets étendus appelés cordes.
Le groupe de Poincaré devient alors le groupe de symétrie interne des coordonnées de
plongement. L’invariance de jauge, c’est a dire 'invariance sous difféomorphismes de ces
coordonnées, est retrouvée au niveau des théories effectives de cordes. Ceci rend alors
possible de décrire d’une certaine fagon la gravitation dans un formalisme quantique co-
hérent. Les symétries de jauge, telles que nous les avons décrites auparavant, semblent
émerger d’une toute autre maniére. En effet, cette théorie posséde des solutions de type
solitons associées aux modes de masse nulle de la théorie. Ces solutions peuvent étre dé-
crites par des objets étendus, appelés D-branes, correspondant & des conditions au bord
de type Dirichlet imposées aux cordes. Les champs de jauge, tels que nous les connais-
sons, apparaissent alors comme décrivant les fluctuations quantiques de ces solutions. Ils
peuvent étre reliés par T-dualité aux coordonnées transverses de ces D-branes. Sous cer-
taines approximations, la dynamique de ces objets peut étre décrite par un élément de
volume généralisé correspondant a l'action de Born-Infeld introduite dans les années 1920
pour 'électromagnétisme couplé a la gravitation] Ces solutions possédent des propriétés
particuliéres (solutions BPS super-symétriques, etc) et il est ainsi possible de considérer
des configurations ot N D-branes se superposent. La dynamique de ces configurations est
alors décrite par des champs de jauge non abéliens associés au groupe de structure U(N),
le facteur NV correspondant aux facteurs de Chan-Paton associés a chaque extrémité des
cordes. Une des questions ouvertes en théorie des cordes est de savoir quelle type d’action
effective pour ces champs de jauge non abéliens vient remplacer ’action de Born-Infeld.
Il est proposé dans cette thése certaines généralisations de I'action de Born-Infeld pour
des champs de jauge non abéliens considérés comme décrivant une connexion non com-
mutative sur un module libre de rang 1. Une telle généralisation semble naturelle dans le
cadre de la géométrie non commutative des fonctions a valeurs matricielle dans laquelle
I’action de “Maxwell” non commutative pour une connexion non commutative particuliere
correspond a l’action de Yang-Mills.

Il est intéressant de noter qu’un certain type de géométrie non commutative émerge

6Un rappel sur 'histoire de la théorie de Born-Infeld sera fait dans le chapitre
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de maniére naturelle en théorie des cordes. Cette non commutativité se manifeste par la
présence d’'un champ de fond qui est une 2-forme, souvent notée B, et vient s’ajouter a
la métrique dans l'action de Born-Infeld. La correspondance découverte par Seiberg et
Witten [SW99] établit que la dynamique des D-branes dans un tel champ de fond peut
étre décrite a l'aide d’une théorie des champs non commutative de type Moyal, ou la
2-forme B exprime la non commutativité des coordonnées d’une D-brane.

Il n’est pas dans le but de cette thése d’étudier ce type de géométrie non commutative,
mais I'on peut cependant noter que les techniques développées pour les algébres d’endo-
morphismes pourraient étre utiles dans le contexte de la théorie des cordes. En effet, il fut
reconnut [MM97, [Wit98, BMO(] que la charge d’une D-brane, associée a la 2-forme B,
correspond a un certain élément de K-théorie “twistée”. Cet invariant correspond en fait
a une classe de Dixmier-Douady qui est une classe de cohomologie de de Rham de degré
3 (construite ici a partir de la 2-forme B) et qui fut introduite par Dixmier et Douady
en 1963 [DD63| afin de classifier les champs continus de C*-algébres. Ce type d’algébres
généralisent dans certaines situations les algébres d’endomorphismes qui seront étudiées
dans cette thése.

Plan de la these et description des chapitres

Dans la premiére partie de cette thése, je fais la description de certaines méthodes
générales de la géométrie non commutative. J’ai rédigé ce chapitre dans l'idée de faire
un exposé pédagogique sur des techniques de base que sont I’homologie de Hochschild et
I’homologie cyclique. J’ai également voulu faire une synthése des différents points de vue
adoptés dans la littérature sur la notion de calcul différentiel universel. Enfin, je présente
le calcul différentiel basé sur les dérivations qui nous sera utile pour la formulation des
théories de jauge en géométrie non commutative.

Dans la deuxiéme partie, je montre comment le concept de connexion utilisé en géomé-
trie ordinaire peut étre généralisé a des structures non commutatives. Je fais également une
présentation des algébres d’endomorphismes introduites dans [DVMO8] et tente d’éclaircir
leurs liens avec les fibrés principaux. Cet exposé refléte une partie de mes travaux effectués
dans [MS04]. A la fin de ce chapitre, je présente un travail encore non publié, susceptible
de développements ultérieurs, sur la maniére de construire le morphisme de Chern-Weil a
partir d’une algébre d’endomorphismes. Cette construction repose sur ’adaptation d’une
méthode développée par Lecomte [Lec85] dans le cadre des algébres de Lie. Cette construc-
tion permet de jeter un nouveau regard sur les classes caractéristiques.

La partie 3 correspond aux travaux effectués dans [MS04] et traite des réductions de
fibrés principaux et d’algebres d’endomorphismes. Il est fait une synthése des différents
travaux connus traitant de réductions sur les fibrés principaux et de la caractérisation des
connexions ordinaires invariantes. Il est ensuite montré comment ces résultats peuvent étre
généralisés dans le cadre des algébres d’endomorphismes pour caractériser les connexions
non commutatives invariantes sous l’action d’un groupe de Lie compact. En particulier,
cela illustrera le fait que des résultats obtenus sur les fibrés principaux peuvent s’exprimer
en terme d’algébres d’endomorphismes et que 'utilisation d’opérations algébriques (par
exemple la dérivée de Lie par rapport a une dérivation intérieure) simplifie certaines
considérations. Il est développé deux exemples, dont un qui permet de généraliser ’ansatz
de Witten utilisé dans les théories de Yang-Mills pour caractériser les connexions SU(2)
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a symeétrie sphérique.

Dans la quatrieme partie, je présente des modeles de théories de jauge pouvant étre
construits dans le cadre des algébres d’endomorphismes. Dans un premier temps, je fais
un rappel sur les modéles construits avec des algébres d’endomorphismes correspondant a
la situation des fibrés triviaux. Cela correspond essentiellement a la description du modéle
de Dubois-Violette, Kerner, Madore [DVKM90a] et ses raffinements exposés dans [DV99).
Cela nous permettra de mettre en évidence le mécanisme de brisure de symétrie pré-
sent dans ce type de théories. Dans un second temps, je présente des travaux originaux
non encore publiés. Je montre comment le concept de structure Riemannienne peut étre
introduit sur 'algébre des endomorphismes et j’essaie de clarifier la définition donnée
dans [Mas99]. Cela permet également d’approfondir, dans le cas particulier des algébres
d’endomorphismes, la notion de structure Riemannienne introduite dans [DVM96¢]. Je
fais ensuite une présentation originale des théories de Kaluza-Klein ou il est fait usage de
I’algébre des endomorphismes plutot que du fibré principal habituellement utilisé. Enfin,
I’action de “Maxwell” non commutative généralisant le modéle de Dubois-Violette, Kerner,
Madore pour des algébres non triviales est étudiée. Il est montré comment le mécanisme
de brisure de symétrie est modifié dans ce cas.

Dans la cinquiéme partie, il est fait une synthése de travaux originaux publiés [SMKO03,
SMKO04| durant la thése ainsi qu'un rappel historique sur la théorie de Born-Infeld. Il est
proposé une généralisation de ’action de Born-Infeld pour des champs de jauge non abé-
liens ainsi qu’'une comparaison avec d’autres généralisations possibles. Cette action est en-
suite étendue aux connexions non commutative introduites dans le chapitre 2. Enfin, il est
fait une étude numérique de solutions tout d’abord dans le cas de ’action de Born-Infeld
pour des champs de jauge non abéliens avec groupe SU(2), permettant ainsi d’obtenir des
solutions du méme type que celles obtenues par Bartnik et McKinnon [BMS88| en relativité
générale (solutions du type sphaleron utilisées pour décrire certains types de trous noirs),
puis dans le cas de connexions non commutatives ne comportant qu’une partie de type
champ scalaire. Enfin, je présente une étude sur le couplage d’'un champ scalaire & une
métrique de Friedmann-Robertson-Walker en relativité générale.
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Chapitre 1

Géomeétrie non commutative

Pour pouvoir formuler les théories de jauge dans un cadre algébrique, il est nécessaire
de faire quelques rappels sur les principaux outils utilisés en géométrie non commutative.
Ainsi, le but de ce chapitre est de clarifier la notion de calcul différentiel sur une algebre.

Tout d’abord, différentes notions de calcul différentiel universel seront données. Nous
montrerons, ensuite, comment ces notions interviennent en (co-)homologie de Hochschild
et en (co-)homologie cyclique qui sont des outils essentiels de la géométrie non commuta-
tive. Enfin, nous aborderons le calcul différentiel basé sur les dérivations.

1.1 Algebres d'opérateurs

Nous allons donner quelques définitions de base sur les différents types d’algébres que
nous utiliserons par la suite et énoncer le théoréme de Gelfand-Naimark qui fait le pont
entre topologie et algébre. Ce théoréme établit une équivalence entre la catégorie des
espaces topologiques et la catégorie des C*-algébres. Cette correspondance est essentielle
pour comprendre comment différentes notions de géométrie peuvent étre traduites en des
notions algébriques équivalentes puis étre généralisées a des algebres non commutatives.
L’ensemble des méthodes algébriques ainsi obtenues contribue a former ce qu’on appelle
communément la géométrie non commutative.

1.1.1 C*-Algebres

Definition 1.1.1. Une C*-algébre est une algebre de Banach involutive A telle que pour
tout a,b € A, on ait :

Fab I<[l el o (1.1)
laa|=[la]* .

Theoréme 1.1.1 (Gelfand-Neimark). Toute C*-algébre avec unité est isomorphe a
une algébre de fonctions C(X), ou X est un espace de Hausdorff compact.

Cet isomorphisme se construit de la maniére suivante : soit A une C*-algébre com-
mutative. Alors, X = A(A), l'espace des caractéres de A (I’ensemble des homomor-
phismes de A vers C) est un espace de Hausdorff localement compact. L’application
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A— C(X):awr [a:w— w(a)], appelée transformation de Gelfand et définie de ma-
niére plus générale pour les algébres de Banach, est un isomorphisme lorsque A est une
C*-algebre.

Ce théoréme peut s’étendre aux algébres sans unité et nous pouvons ’énoncer de la
maniére suivante :

Theoréme 1.1.2 (Gelfand-Neimark II). La catégorie dont les objets sont les C*-
algebres commutatives et les morphismes les x - homomorphismes est duale de la catégorie
dont les objets sont les espaces de Hausdorff localement compacts et les morphismes les
applications continues propres.

1.1.2 Algebres topologiques localement convexes

Nous avons vu que la catégorie des C*-algébres est a la géométrie non commutative ce
qu’est la topologie a la géométrie ordinaire. De méme, les algebres localement convexes
généralisent les C*-algebres et semblent étre les objets naturels a étudier dans ce que l'on
pourrait appeler la “géométrie différentielle non commutative”. En particulier, la catégo-
rie des algebres localement convexes contient les algébres de Fréchet obtenues du calcul
différentiel sur les variétés (par exemple, I'algébre des fonctions C*° sur une variété).
Elle contient également des algébres définies de maniére purement algébrique comme par
exemple les algébres ayant une base dénombrable. Beaucoup d’exemples d’algébres non
commutatives associées a des structures différentiables sont également dans cette catégo-
rie, comme les algébres d’opérateurs (pseudo-)différentiels, les algébres construites a partir
de formes diftférentielles, les déformations d’algébres de fonctions différentiables, etc . ..

Les outils développés dans ce cadre sont essentiellement la K-théorie topologique et
sa version bivariante qui a été développée pour les C*-algébres par Kasparov [Kas8(),
Kas83| et pour les algebres topologiques localement convexes par Cuntz [CST00], ainsi
que '’homologie cyclique qui fut découverte par Connes [Con85]. Comme nous le verrons
dans la section suivante, ’homologie cyclique peut étre définie dans un cadre purement
algébrique. Ces outils permettent de généraliser des constructions obtenues en géométrie
ordinaire telles que les théorémes de 'index ou encore la notion de caractére de Chern.

Les algebres que nous allons rencontrer par la suite seront essentiellement des algébres
topologiques localement convexes pouvant étre obtenues a partir d’algébres des fonctions
C° sur une variété. Ces algébres sont obtenues a ’aide de familles de semi-normes et en
voici une définition :

Definition 1.1.2. Une algébre localement convexe est une algébre A sur C équipée d’une
topologie localement convexe pour laquelle la multiplication est continue. De fait, la to-
pologie sur A est définie par une famille P de semi-normes, telle que pour tout p € P, il
existe ¢ € P tel que :

p(zy) < q(z)q(y) Vo, y €A . (1.3)

Nous allons maintenant passer a 1’étude des algébres associatives. Nous ne supposerons
pas que les algebres sont munies d’'une norme ou d’une topologie, bien que cela soit le
cas dans la plupart des situations. Les techniques que nous allons développer peuvent
s’adapter dans la plupart des cas aux C*-algébres et aux algébres topologiques localement
convexes.
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1.2 Calculs différentiels

1.2.1 Calcul différentiel universel

Definition 1.2.1. Une algébre différentielle graduée (A*, ) est une algébre graduée,
A* =P, A" munie d'un produit :

Al A AT (1.4)
(a,b) — ab '

et d’un morphisme § : A" — A" de degré +1 satisfaisant la regle de Leibnitz graduée :
d(ab) = (da)b+ (—=1)"a(éb) Va € A", be A™ (1.5)

et satisfaisant §2 = 0.
Lorsque qu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons A ou A* au lieu de (A*,¢). En
particulier, A° est une algébre et nous appellerons parfois (A*,d) un calcul différentiel

sur A% ou tout simplement un calcul différentiel lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur
'algébre A°.

Soit A une algébre associative sur un corps k (C dans la plupart des cas). Nous pouvons
associer a cette algébre un calcul différentiel universel (Q2(A), d) défini par la propriété
universelle suivante :

Proposition 1.2.1. Tout morphisme ¢p : A — C° de A dans une algebre différentielle
graduée (C*,9) s’étend en un unique morphisme d’algébres différentielles graduées 1 :

(QA),d) — (C,0).

L’existence de I'algébre différentielle graduée Q(A) se montre facilement en donnant
une construction explicite. Nous pouvons par exemple considérer 'algeébre différentielle
graduée librdl| générée par les symboles a € Q° = A. On peut vérifier qu’elle est solution
au probléme universel et est donc isomorphe a Q(A). En effet, les espaces Q"(A)
sont donc générés par les combinaisons linéaires d’éléments de la forme zodx; ... dx, et
dxy ...dx,, avec z; € A. Alors pour tout morphisme 1) : A — C? de A dans une algébre
différentielle graduée (C,d), on définit le morphisme v de (Q(A),d) dans (C,d) par :

Dlagday . . . day + dby . . .dby) = 1(ao)d(W(ay)) ... 5(w(an)) + 6((b1)) ... 6(1h(by)) (1.6)

pour a;, b; € A.
Nous pouvons également donner une construction explicite de cette algébre différen-
tielle graduée a partir de A. Pour cela, considérons le complexe défini par :

" A pour n =0
Q"(A) =< - on - . : (1.7)
AR A ~ A" g A" pourn > 1

o A = A®k est I'extension de A par k. Ainsi, on a A A®" ~ A" @ (k@ A") ~ A" @ A"
et Q(A) = & (AL @ A™).

Lc'est-a-dire n’ayant d’autres relations constitutives que celles d’une algébre différentielle graduée.
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Afin d’obtenir une algébre différentielle graduée, on définit une structure de A-bi-
module, un produit et une différentielle. La différentielle d : Q"(A) — Q"1 (A) est donnée
par :

(1.8)

da=1®a n=>0
d((ag+X1)®@a®@ - Ray)=1Ra® ---Qa, n>1"

Ainsi, par construction, on obtient d? = 0. La structure de A-module & gauche est donnée
par 'action :

a(dg @ ay ® -+ ®ay) = (ady) @ a1 ® -+ @ ay . (1.9)

La structure de A-module & droite est donnée par 'action :

n

(@ ®a1 @ ®ay)a= Z(—l)”_ido R ®- Qa1 @ Ra, (1.10)
i=0

oll on pose a,41 = a. On vérifie que 'on a bien (wa)b = w(ab) pour tout w € Q"(A) et
a,b € A. On voit que cette action a droite sert a reproduire la régle de Leibnitz graduée et
que les différents termes de la somme dans correspondent a diverses “intégrations”
par partie. Cette action a droite s’étend en une action unitaire de A et nous permet de
définir le produit :

Q" (A) x QM(A) — Q™ A)

. 1.11
(w,d0®a1®--~®am)»—>wd0®a1®---®am ( )

Ce produit est associatif et vérifie la régle de Leibnitz graduée d(wa) = dw-a+(—1)"w-da,
pour tout w € Q"(A) et a € A. Ainsi, on a :

dodal...dan:d()@al---@an, (]_]_2)

ce qui montre que 2(A) est générée par A en tant qu’algébre différentielle graduée.

On doit maintenant vérifier la propriété universelle [1.2.1]
Prenons un morphisme 1 : A — C° de A dans une algébre différentielle graduée (C*,6),
on définit alors le morphisme 1 de (Q(A),d) dans (C,d) par :

Plavday ... day) = d(ag)d((ar)) ... 5(th(an)) + Aod((ar) .60 an)) . (L13)

pour a; € A,dy € A et dy = ag ® \o. Ainsi, Palgebre différentielle graduée que nous ve-
nons de définir est isomorphe a (A). L’isomorphisme avec 'algébre différentielle graduée
libre engendrée par A est donné, au niveau des espaces vectoriels, par : apda; .. .da, @
day...da, 2 dy®ay--- @ a, € Q"(A), ot dy = ag ® Ao.

Cette définition de Q(A) fournit une représentation du calcul universel utile dans
certains contextes, comme pour les calculs de '’homologie de Hochschild et de 'homologie
cyclique.

Version catégorielle

Afin de pouvoir établir une notion de calcul différentiel universel pour d’autres types
d’algebres, il est utile et intéressant de formuler la propriété universelle de Q(A) dans le
langage des catégories.
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On considére la catégorie des algébres différentielles graduées ayant pour objets les
algébres différentielles graduées et pour fleches les morphismes d’algébres différentielles
graduées. Notons O le foncteur d’oubli qui a toute algebre différentielle graduée (C*,0)
associe l'algebre C° en degré 0. Alors, dans la terminologie de Mac Lane [MLTI], a toute
algebre A, on peut associer une fleche universelle (Q2(A),u(A)) de A vers O, que l'on
appellera calcul différentiel universel. Le couple (2(A),u(A)), ot 2(A) est une algébre
différentielle graduée et u(A) : A — Q°(A) = O(Q(A)), est une fleche universelle de A
vers O, c’est-a-~dire que pour tout couple (C, p) avec C' une algébre différentielle graduée
et p un morphisme d’algébre de A dans C° = O(C), il existe un unique morphisme
d’algebres différentielles graduées p : Q(A) — C tel que O(p) o u(A) = p. En d’autres
termes, toute fleche de A vers O se factorise de maniére unique par la fléche u(A) comme
dans le diagramme commutatif suivant :

Q(A) A2 00(4) (1.14)

Une maniére de voir que la fleche (Q(A),u(A)) est unique a isomorphisme est de la
considérer comme un objet initial dans la catégorie commaf(A | O).

Remarque. Dans notre situation, u(A) est la fléche identité.

Cette caractérisation nous permet de définir de maniére plus générale, la notion de
calcul différentiel universel associé a une catégorie d’algébres différentielles graduées et un
foncteur d’oubli vers une catégorie d’algébres. La définition d’un calcul différentiel univer-
sel reste alors formellement inchangée a la définition précédente mais nous devons prendre
garde au fait que les morphismes et les objets satisfont des propriétés supplémentaires. Par
exemple, on peut faire une telle construction pour les algebres différentielles graduées avec
unité, ou bien commutatives avec unité, ou encore centrales ... Nous verrons plusieurs
exemples dans les chapitres suivants. Pour les algébres différentielles graduées commuta-
tives avec unité, on peut montrer que l'on obtient ainsi le calcul différentiel de Kéhler
(version algébrique du calcul de de Rham). Le cas des algebres différentielles graduées
avec unité est étudié dans la section suivante et celui des algébres différentielles graduées
centrales dans la section [[.4.2]

Remarque. La propriété universelle de 2(A) fait de  un foncteur adjoint a droite au
foncteur d’oubli O. Bien que l'on puisse définir la notion de calcul différentiel universel
dans bien des situations, il faut s’assurer a chaque fois de 'existence de ce foncteur. Dans
la plupart des cas, pour une algébre A dans une certaine catégorie d’algébres, il suffira de
considérer pour §2(A) I'algebre différentielle graduée libre générée par A dans la catégorie
d’algébre différentielle graduée correspondante.

2La catégorie comma (A | O) est la catégorie des objets “O-sous” A, i.e. des couples (f,C) avec
C une algébre différentielle graduée et f un morphisme d’algébre f : A — OC = C°. Les fléches
h:{f,C) — (f',C") sont données par les morphismes d’algébres différentielles graduées pour lesquels
f'=Oho f. Je renvoie le lecteur & [MLT1] pour une approche plus systématique des catégories.
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1.2.2 Calcul différentiel universel avec unité

Lorsque A posséde une unité, il est naturel de considérer la catégorie des algebres
différentielles graduées avec unité dont les morphismes sont les morphismes d’algébres
différentielles préservant l'unité. En particulier, pour une algébre différentielle graduée
(C,0) avec unité, 61 = 0. Ainsi, on a un foncteur d’oubli O qui va de la catégorie des
algeébres différentielles graduées avec unité dans la catégorie des algeébres associatives avec
unité. Le calcul différentiel universel avec unité est défini comme étant la fléche universelle
de A vers O.

On construit ©,(A) en considérant l'algébre différentielle graduée avec unité libre
générée par les symboles a € Q° = A. En tant que complexe de A-modules a gauche,
Q. (A) est isomorphe au complexe gradué €9, ., 4 ® A®", c’est-a-dire :

0"(A) ~ A pour n =0 (1.15)
|A® A% pourn>1" '

ott A = A/k. L’isomorphisme est donné par agda; . ..da, — ag® d; - - - @ dy,. La propriété

universelle est vérifice immédiatement de maniére analogue a celle de Q(A).
Contrairement a la situation précédente, il existe une représentation de ,(A) dans

'algébre tensorielle sur k (le corps de base de 'algébre A), T A. En effet, 'application

1 ARA — AR A

1.16
1@y —r(ley-yel) (1.16)

a pour noyau A ® k1 et est donc factorisée par la projection 7: A® A — A ® A comme
dans le diagramme commutatif suivant :

AQA—=A® A .
7
iﬂ I (1.17)
AR A

Le produit dans 'algébre, 1 : A® A — A, a un noyau généré par les éléments de la forme
l1®a—a®1etonadonc la suite exacte :

0 —> QUA) ~ A@Ad —> A9 A >4 —>0. (1.18)

Ainsi, on a l'identification, Q! (A) ~ Imi ~ Keru, et comme Q,(A) est générée par A, on
aQ(A) ~QLA) @4 @4 QL(A) C T™A et le calcul différentiel universel Q,(A) est un
sous complexe du complexe graduée T'A. Ce complexe est étudié en détail dans [Mas95].

Remarque. Nous savons qu’a toute algébre A nous pouvons associer 'algébre A = A®k
avec unité. On pourrait donc dire qu’il est toujours possible de se ramener au calcul
différentiel universel avec unité. En effet, le complexe Q,(A) coincide avec Q(A) en degré
n > 1, mais en degré 0, nous avons Q°(A) = A, tandis que Q,(A) = A. De ce fait, Q(A)
est appelée complexe réduit de Qu(fl) Selon le contexte, on aura plutdt intérét a travailler
avec I'un ou l'autre de ces calculs différentiels.

Par exemple, dans le cadre de I’homologie cyclique, il est plus facile de travailler avec

I'algebre différentielle graduée Q(A) (c.f. section [1.3.3)).
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D’autre part, on voit que €2,(A) admet une représentation comme sous algébre de
I'algébre tensorielle T'(A) du fait qu’elle a une unité et que dans cette représentation, la
structure de bimodule est plus simple. Cette représentation a également d’autres avantages
dans certains cas, comme nous le verrons plus loin.

Remarque. L’algebre Q,(A) étant générée par A, elle est nécessairement un quotient de
Q2(A). On peut exhiber ce quotient dans la suite exacte courte suivante :

00— M*—— Q(A) — = Qu(A) —>0, (1.19)

ou M* est I'idéal engendré par les éléments de la forme agda; ... d1...da,, day ... d1...da,
et 1da; ...da,, — da; .. .da,.

1.3 Homologies et cohomologies

1.3.1 Homologie de Hochschild

L’homologie de Hochschild est définie de maniére générale pour des algébres associa-
tives avec unité et un bimodule sur cette algébre. Dans certains cas, nous expliquerons
comment passer aux algébres sans unité en se servant des propriétés fonctorielles de 1’ho-
mologie de Hochschild.

L’homologie de Hochschild est caractérisée par une collection de bifoncteurs notés H,,
qui & toute algébre A avec unité et tout A-bimodule M associent des groupes abéliens
H, (A, M). Du point de vue de 'algébre homologique [Ver(3|, H est tout simplement
défini par H,(A, M) = Tor" (A, M), ot A° = A ® A% est l'algébre enveloppante et A%
est I'algébre opposéd’] de A. Le foncteur Tor est le foncteur dérivé du foncteur produit
tensoriel (- ® -). Je renvoie a 'appendice |B| pour plus de détails sur la construction de ce
foncteur. Ce point de vue, bien que formel, permet dans certains cas de calculer ’homologie
de Hochschild grace a des résolutions projectives (voir appendice [B)) de modules et fournit
donc une méthode de calcul efficace.

Nous allons tout d’abord donner une construction heuristique de I’homologie de Hoch-
schild, correspondant a la construction historique, puis nous verrons qu’elle correspond
bien & la définition précédente.

Ensuite, nous étudierons un cas particulier qui est celui ot le bimodule M est 1’algébre
A elle-méme. Ce point de vue est intéressant car il permet d’établir des liens avec les
calculs différentiels universels introduits dans la section précédente et fournit une approche
naturelle a 'homologie cyclique.

Definition 1.3.1. Soit A une algébre avec unité et M un A-bimodule. L’homologie de
Hochschild est ’homologie du complexe :

C.(A,M):-~~L>M®A®”*b>---*b>M®A*b>M' (1.20)

On a Co(A, M) = @D Cu(A, M), avec

n=0

Cn(A, M) = (1.21)

M pour n =0
M ® A®" pourn>1

3L algebre opposée de A est algébre générée par les éléments de A avec le produit opposé (a, b) — ba.
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L’opérateur b : C,,(A, M) — C,,_1(A, M), appelé opérateur de Hochschild, est défini de la
maniére suivante :

n—1
b(m®a1®---®an):ma1®---®an—|—2(—1)jm®al®...®aiai+1®...®an
j=1

+(-D"aym®@a; @ Rap_q . (1.22)

Afin de voir que I'on a bien b* = 0, il est utile d’introduire les opérateurs de face
b, : C, — C,_q:

ma - Q ay, pour 2 =0
bi(m® a1 ® - ®@ay) =< mMRa; @+ Raa;41 Q-+ Ra, pour0<i<n . (1.23)
amRa; Q-+ Q ap_1 pour ¢t =n

Ainsi, b= >"" ,(—1)"b; et on vérifie aisément que pour j < 4, b;b; = b;_1b;. On a donc :

j=0 i=0
= Y (=D > (=1 b,

0<5<itn 0<i<j<n—1 <124)
D S I S

0<j<i—1<n—1 0<i<j<n—1

=0.
Remarque. Le fait de pouvoir décomposer 'opérateur de bord b en la somme d’opéra-
teurs de face, fait de Cy un complexe présimplicial (c.f. [Lod92]).
Interprétation en terme du foncteur Tor

Nous allons voir que I'homologie que I’'on vient de définir est bien Tor" (A, M) (voir
appendice pour la définition du foncteur Tor). On introduit tout d’abord une résolution
projective de A en tant que A°-module. Prenons pour cela le complexe suivant :

b, DY bl

Cfar(A) S A®n+1 v A®n AR A (1.25)
que 'on appelle souvent complexe Bar.

Si on considére A¢ comme un A-bimodule alors C27(A) ~ C,(A, A®) et Popération b’
sur CY(A) est définie a partir de I'opérateur de Hochschild b sur Cy(A, A¢). On a donc
automatiquement b = 0. On identifie C,,(A, A°) et C*"(A) de la maniére suivante :

AE®A®7’Z _>A®n+2

o (1.26)
(@) a1 ® - Ra,—» bR ® - ®a,Va .

Les espaces C, (A, A°) = A° ® A®" sont munis de la structure de A®-module & droite
par le produit : (a° ® a; ® -+ ® a,)b* = a°* ® a1 @ - -+ ® a,. On montre [Lod92| que ce
sont de plus des modules projectifs.
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L’opérateur b’ s’exprime en fonction des opérateurs de face b; de la maniére suivante :

y - A®n+2 N A@n—i—l7 y = Z(_l)zbz (127>

1=0

et se prolonge de maniére naturelle en I'application produit p =0 : A® A — A. Cette
application définit ainsi une augmentation du complexe C(A).
Afin de voir que 'on a bien une résolution de A en tant que A°-module, on doit vérifier

que 'homologie de (%" —%+ A est nulle. On introduit pour cela I’homotopie :

s tA®THL , p®nt2 s(ag, -+ ,an) = (L a9, -+ ,ay) (1.28)

qui vérifie b;s = sb;_1 pour 1 < i < n et bys = id. Ainsi, pour tout n > 0, on a :

n+1

Vs + st = Z(—l)ibis + Z(—l)isbi
=0 =0
n+1

=1 1=0

=1id .

(1.29)

Ainsi, les applications id et 0 sont homotopes et I’homologie du complexe est nulle, ce qui
montre que Cb —% . A est bien une résolution projective de A en tant que A®module.

Maintenant, prenons un A-bimodule M. C’est un A°-module & gauche et le complexe
nous permettant de calculer T'or 2" (A, M) est donné en degré n par A" 2@ M ~ (A°®
AP @ e M ~ M ® A®™. Pour les applications de bord correspondantes, on a les relations
suivantes : ' ®1 ~ b®1 ~ b, ce qui montrd|immédiatement que H (A, M) ~ Tor:* (A, M).

Homologie de Hochschild a valeurs dans |'algebre

L’homologie de Hochschild a été définie pour une algébre avec unité et un bimodule
M sur cette algebre. Une situation particuliérement intéressante est celle ot le bimodule
est l'algebre elle-méme, c’est-a-dire M = A. Dans ce cas, on note H(A, A) = HH(A).
On vérifie que HH,(A) est un foncteur de la catégorie des algébres sur k associatives
avec unité vers la catégorie des k-modules, respectant le produit, i.e. HH,(A x A") =
HH,(A) x HH,(A’). Sa définition peut ainsi étre étendue aux algébres sur k quelconques
en posant :

HH,(A) = Coker(H(k) — H(A)) . (1.30)

On montre [Lod92| que 'homologie de Hochschild HH(A), pour une algébre A quel-
conque est donnée par 'homologie du complexe total associée au bicomplexe C’Cg) (A)

41l y a ici un abus de langage car nous utilisons la méme notation pour 'opérateur de Hochschild sur
Cn(AA%) =A@ A" et C(A, M) =M ® A™.
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défini de la maniére suivante :

b —
A A% < gont

b -

A® ASn—1 < gon
b y . (1.31)
b '

AR A~ g%

b -
A" A4

Les opérateurs b et b’ sont ceux rencontrés précédemment. L’opérateur \ est défini de la
maniére suivante :

A\ A®n+1 N A®n+1

) _ (1.32)
@ Qa,— (—1)"a, ®ay @+ ® ap_1

Chaque carré du bicomplexe forme un diagramme anti-commutatif, ¢’est-a-dire que 1’on
a:

b(1—XN) = (1= (1.33)
Remarque. Cette formule peut étre directement vérifiée a partir de la décomposition
simpliciale de b et b’ et en utilisant les relations : b\ = —\b;,_; pour 1 < i < n et

boA = (—1)"b,,.

Remarque. Lorsque A est une algébre avec unité, la deuxiéme colonne a une homolo-
gie triviale (cf [1.3.1)) et ’homologie du bicomplexe est I'homologie du complexe formée
par la premiére colonne qui n’est autre que le complexe de Hochschild introduit dans la

section [[L3.1]

Lien avec le calcul différentiel universel

Le complexe total associé au bicomplexe ((1.31)) est :
...43>(A®A®n)@(k®A®n)4@>...i><A®A)@(kj@)A)LA (1.34)

ou l'opérateur de bord 0 est donné par la matrice :

0= (8 1__b,A> . (1.35)

On reconnait immédiatement le complexe associé au calcul différentiel universel (A)
défini dans 'équation (1.7) en utilisant les isomorphismes (A ® A®") @ (k @ A®") ~
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A® AP ~ Q*(A). En tant que complexe gradué, Q(A) est le complexe réduit C (121, A)red
et on vérifie que l'opérateur de bord O correspond a l'opérateur de Hochschild b défini
sur C(A, A) par la formule 1' Le complexe 1} est donc isomorphe au complexe

suivant :

e on(A) et (A) - 0(4) = A (1.36)

Gréce a la structure d’algeébre différentielle de Q(A), on peut définir I'opérateur b de
maniére plus direct en posant :

b(wdr) = (—1)%[w, 2]
b(dx) =0 Ve € A, Vw € Q(A) (1.37)
b(x) =0

et b est alors appelé opérateur de Karoubi. Nous pouvons vérifier que ces deux définitions
sont bien les mémes. Si Pon écrit Q™(A) comme A ® A®", pour n > 1, d’apres (1.37), on
a:

n—1
b(d0®a1®...®an>:d0a1®...®an+z<_1)jdo®al®...®aiai+l®...®an
7j=1

+(=1)"ando®@ a1 ®@ - - @ an—1 (1.38)

et en degré 1, b((ap+ A\ol) ® a;) = [ag,a1]. Ainsi, b correspond bien a lopérateur de
Hochschild usuel.

1.3.2 Cohomologie de Hochschild

La cohomologie de Hochschild est en quelque sorte la version duale de I’homologie de
Hochschild. Les définitions et principaux résultats sont analogues & ceux rencontrés en
homologie de Hochschild et en sont, dans la plupart des cas, une simple traduction en
termes cohomologiques. Cependant, ce sont tout de méme des notions différentes. Comme
on peut le voir dans certaines situations, il est parfois plus naturel, ou plus utile, d’étudier
plutot la cohomologie de Hochschild que son homologie. De plus, les interprétations ne
sont pas toujours les mémes.

Definition 1.3.2. Soit A une algébre avec unité et M un A-bimodule. Les groupes de
cohomologie de Hochschild H"(A, M) de A a coefficients dans M sont définis comme étant
les groupes Ext’i. (A, M), ou Ext est le foncteur dérivé de Hom e (-, -).

Donnons maintenant différentes maniéres de calculer ces groupes. Nous avons vu que
le complexe C*"(A) (1.25) est une résolution projective de A en tant que A° bimodule.
Ainsi, par définition, on a :

H™(A, M) = H,(Hom 4.(C"", M)) (1.39)
Soit ¢ une cochaine dans Hom 4 (C%" M). L’application de cobord /3’ est donnée par :

B(6) = (~1)" g0l | (1.40)
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De méme que nous avions un isomorphisme de complexes A®" 2@ 4e M ~ (A°® A®") ® e
M ~ M ® A®" nous avons maintenant :

Hom g (A®"2 M) ~ Home (A @ A®™, M) ~ Hom(A®", M) . (1.41)

Ainsi, & toute cochaine ¢ dans Hom e (C%" M) = Hom . (A®"*2 M), on peut associer
une application f : A®™ — M définie de la maniére suivante :

925(@0, Qy, - 7a/n+1) = Clof(ah co aan)an+1 . (142)

L’application f peut étre donnée explicitement en utilisant I'isomorphisme de A°-modules
a droite {l®”+2 ~ A°® A®". On associe a la cochaine ¢ un homomorphisme de A*-modules
a droite ¢ : A° ® A®™ — M défini par la formule :

(a1 ®ag’) ® a1 @ -+ @ an) = dag, ar, -+, any1) - (1.43)

Si on pose f(ay, - ,a,) = (1R 1P)Ra; ® -+ ® ay,), on a alors :

d(ag,ar, -+, any1) = é((anJrl Ral)@a Q- ® ay)

é(((l RIPYRa ®- - ® an) (Gns1 ® agp)>
= (;((1 RIP)Ra ® - ® an) (i1 ® all) (1.44)
= flar, -+ an) - (an+1 @ ag’)
=aof(ar, -, an)an41 -

On notera C™(A, M) le complexe Hom(A®"™, M) par la suite. Voyons comment I'applica-
tion de cobord (3’ se répercute sur I'application f. On a :

B(@)ao, - any2) =(=1)""(V (a0, -+, any2))
)

=(=1)"" (dlaoar, -+ s aps2) + -+ (=1)" (a0, -, ans1an42))
=(—1)"*ag (alf(ag, Ce L Opg)
— f(ala% e 7an+1) + .. 4 (_1>nf(a1’ e ;anan+1>

+ (_1)n+1f(ala T 7an)an+1)an+2 .

(1.45)
On définit ainsi I'opérateur de cobord [ sur C"(A, M) de la maniére suivante :
ﬁ(f)(ab T 7Gn+1) :alf(a2, ce an+1>
+Z ah”' y AiQiq1, " " 7an+1) (146)

+ (_ )n—Hf(ala e 7an)an+l .

On notera l'analogie avec 'opérateur b de Hochschild intervenant dans la formule (|1.22)).
D’autre part, cette définition est souvent prise comme définition de base pour la cohomo-
logie de Hochschild.
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Nous allons maintenant donner une interprétation des premiers groupes de cohomolo-
gie de Hochschild. Le premier groupe H'(A, M) s’interpréte de la maniére suivante. Un
cocycle de Hochschild, z € Z'(A, M) correspond & une dérivation de 1'algébre A & valeurs
dans M. Un cobord fm € B'(A, M) (ie. tel que 5(m)(a) = am — ma) correspond &
une dérivation intérieure. Ainsi, un élément du groupe H'(A, M) décrit une dérivation
extérieure (les notions de dérivations sont données dans la section [1.4.1]). Le deuxiéme
groupe de Hochschild H?(A, M) sert a décrire les extensions de l’algébre A (d’otu le nom
Ezt pour le foncteur dérivé de Hom).

Il est également intéressant de noter que la différentielle du calcul différentiel universel
introduit en définit un cocycle universel de Hochschild en degré 1 et permet également
de définir des cocycles universels de degrés plus élevés. Précisons cette notion par la
proposition suivante :

Proposition 1.3.1. Soit M un A-bimodule et (ay,--- ,a,) +— c(ay, - ,a,) un n-cocycle
de Hochschild a valeurs dans M. Alors il existe un unique homomorphisme de bimodule :
ic: Qu(A) — M tel que

clay, -+ ,a,) =i.(day - - - day,), Va;, € A . (1.47)

De plus ¢ est un cobord si et seulement sii. a une extension i. en tant qu’homomorphisme
de bimodule de A ® Qn~1(A) dand|M.

Ces résultats et les références associées se trouvent dans [DV99).

Cohomologie de Hochschild a valeurs dans le dual de I'algébre

Enfin, nous pouvons considérer la situation ou le bimodule est A*. I.” espace A* est
un A-bimodule pour l'action (agb)(c) = ¢(bac) pour tout a,b,c¢ € A. La cohomologie
H(A, A*) du complexe C*(A, A*) est alors notée HH*(A). Comme dans le cas de I’homo-
logie de Hochschild, H H* réalise un foncteur de la catégorie des algébres sur k associatives
avec unité vers la catégorie de k-modules. Ce foncteur peut étre étendu aux algébres avec
ou sans unité et la cohomologie de Hochschild HH*(A) d’une algébre A est alors obte-
nue en considérant le complexe total associé au bicomplexe H omk(C’Cﬁ)(A), k) dual du
complexe a deux colonnes CCQ(A) calculant H H,(A). Les opérations b,b' et 1 — A
se dualisent sur le complexe H omk(CC*z)(A), k). Dans le cas des algebres avec unité, on
peut se ramener a la premiére colonne de CC,EE)(A) (la deuxiéme colonne correspondant
au bar-complexe, elle a une homologie triviale et peut étre éliminée). On peut alors véri-
fier que l'espace C™(A, A*) = Homy,(A™, A*) est isomorphe & l'espace Homy (A" k) et
que les opérateurs de cobord correspondent. On identifie deux éléments ¢ € C™(A, A*) et
f € Homy(A™! k) de la maniére suivante :

o(ay, ..., an)(ao) = flag,ar,...,a,) . (1.49)

®La suite exacte (1.18) se généralise pour n > 1 en la suite exacte suivante :

H

0 —= QA) —> A O 1(4) —s Qrl(A) —> 0. (1.48)
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Ainsi, les cohomologies définies & partir des complexes Homy, (A" k) et C*(A, A*) coin-
cident. Cette identification est essentielle en cohomologie cyclique pour faire le lien entre
différentes approches.

Quelques résultats sur I'homologie et la cohomologie de Hochschild pour les al-
gébres de fonctions C*>°(X)

Nous pouvons enfin énoncer un résultat important da & Connes pour le cas des algébres
de fonctions C*°(X) sur une variété X. Il fut montré dans [Con85l [Con90l [Con94] que
la cohomologie de Hochschild HH} ,(C*(X)) des cochaine continues (pour la famille
de semi-normes associée a C*°(X)) est isomorphe & I’espace des courants de de Rham
sur la variété X. Ce résultat a également son équivalent en homologie et on montre
alors que 'homologie de Hochschild H H.yyy «(C°(X)), calculée a partir du complexe de
Hochschild ot le produit tensoriel ® est remplacé par le produit tensoriel topologique
®, est isomorphe a I'espace des formes de de Rham Qgz(X). Ce résultat généralise pour
des algebres de Fréchet le théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg donnant un iso-
morphisme entre ’homologie de Hochschild HH,(A) d’une algébre A lisse et les formes
de Kéhler. Ce type de résultats fut a l'origine des motivations pour vouloir définir une
géométrie différentielle non commutative. On a en effet des objets propres a 'existence
d’une structure différentielle en géométrie ordinaire qui semblent pouvoir étre caractérisés
de maniére complétement algébrique (avec une notion de continuité en plus lorsque 'on
travail avec des algébre topologiques).

1.3.3 Homologie cyclique

L’homologie cyclique réalise un autre foncteur, que 'on note HC', de la catégorie des
algébres associatives vers les groupes abéliens. Nous allons la définir directement a partir
d’un complexe gradué qui, comme nous allons le voir, est intimement lié a celui calculant
I’homologie de Hochschild & valeurs dans ’algébre.

Pour une algébre associative A, on introduit le bicomplexe cyclique C'Cyq(A) :

b —v b
A®ntl <22 pentt <& gontr 122
b —v b
M <« 2 ARn mn —
A 1-X\ A Q A 1-X
b —v b (1.50)
b Yy b
492 1-X 492 Q 42 1-X\
b —y b
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ou les opérateurs b, b’ et \ sont ceux introduits dans la section précédente et 'opérateur
( est définie de la maniére suivante :

Q: A®nt —>A®n+1, Q= Z()OP. (1.51>
p=0

On vérifie que les carrés dans le bicomplexe (1.50]) sont tous anti-commutatifs, ¢’est-a-dire :
b(1—X)=(1-\V
bVQ = Qb

Definition 1.3.3. L’homologie cyclique HC(A) est I'homologie du complexe total associé
au bicomplexe CC,e(A), c’est-a-dire le complexe :

(1.52)

0

D - oD, 22D, D, 9

Do 0, (1.53)

ou les D,, sont les diagonales du bicomplexe C'C,q(A) et 'application 0 est la somme des
applications b, (), —b" et 1 — \.

Theoréme 1.3.2 (Suite exacte de Connes). Pour une algébre A quelconque, I’homo-
logie de Hochschild HH (A) et ’homologie cyclique HC(A) sont reliées par la suite exacte
longue :

v HCW(A) =2 HC,o(A) 2> HH,,_1(A) = HC, -y (A) —2= HC,5(A) 2>

L > HC\(A) —5—~ HC_(A) —2—~ HHy(A) 0,
(1.54)
ol HCLl(A) =0.
Cette suite vient de la suite exacte courte de complexes :
0 DHochschitd _L_p _S.p . .0, (1.55)

ou DHochschild ogt e complexe total du bicomplexe calculant HH(A). 1l correspond
aux deux premiéres colonnes du complexe cyclique et 'application I est I'inclusion. On
peut alors calculer le quotient du complexe cyclique par DHechsehild ot o obtient & nouveau
le complexe cyclique avec un décalage de 2 en chaque degré.

Le bicomplexe cyclique mélange le complexe de Hochschild & deux colonnes et
la résolution périodique de période 2 du module trivial A" ™!/(1 — \) sur I'algebre du
groupe Z/(n+ 1)Z :

s g®ntl A-A A®@n+ Q. A®@n+ AA 1A A8t — () | (1.56)
Ainsi, on a une surjection naturelle Tot(CC) — C,, ou C) est le complexe de Connes,
CMA) = A®"T1/(1 — \). L’opérateur de bord sur ce complexe est donné par 'image
par cette surjection de 'opérateur de Hochschild b agissant sur la premiére colonne du
complexe cyclique C'Ceq(A) . On montre par des arguments de suite spectrale, que
cette surjection est un quasi-isomorphisme (cf.. [Lod92]) et donc H*(A) ~ HC(A) (il faut
que @ soit un sous-ensemble du corps de base k de 1'algébre).
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Liens avec le calcul différentiel universel

Tout comme nous 'avons fait pour ’homologie de Hochschild, il est possible d’établir
un lien avec le calcul différentiel universel. On définit un opérateur B : Q"(A) — Q"1 (A)
qui est une représentation au niveau des complexes de 'opérateur B introduis dans .
Cet opérateur sera appelé opérateur de Connes. Sous I'isomorphisme Q7(A) ~ A%+ g
A®" il correspond a lopérateur de A®(+D @ A®" dans A®™ @ A®"! donné par la

matrice : 0 o
(b0 s

Ainsi, B agit sur un élément de la forme xqdx; - - - dx,, de la maniére suivante :

B(zodzy - -+ dy,) = dxodxy -+ - dxy, + (—1)"depdrg - - day, 1 + -+ + (—1)"2dx1 < dx,dxg
(1.58)

On voit que B est fortement relié a la différentielle d sur I'algébre différentielle graduée
Q(A) tout comme 'est 'opérateur de Hochschild b (voir formule (|1.37))).

En utilisant I'identification entre le complexe (|1.34]) et (1.36)), on voit que le bicomplexe
(1.50) est isomorphe au bicomplexe :

b ib b
O2(A) <Z—0l(A) <E-q0(A)

b ib . (1.59)
Q!(A) <" 2°(A)
Q°(A)

On vérifie que 'on a bien bB + Bb = B% = 0 et que I’homologie du complexe total calcule
HC(A).

Remarque. En fait, I'homologie cyclique HC(A) peut étre calculée de maniére plus
générale a l'aide de tout complexe M calculant I'homologie de Hochschild, muni d’un
opérateur B de degré +1 satisfaisant bB + Bb = B% = 0 (M est appelé un complexe
mixte). On remplace alors dans le bicomplexe les colonnes 2(A) par M. Ainsi, pour
une algebre avec unité, on peut remplacer 2(A) par ,(A) et 'opérateur B devient (1 —
A)sQ, ol s est 'homotopie définie dans (1.28)). Nous renvoyons a [Lod92) [Ros96l, [CST00]
pour plus de détails sur ces constructions. De méme, pour les algébres commutatives, on
peut prendre le calcul différentiel de Kéhler et la différentielle usuelle pour 'opérateur B
(cf. [Lod92, Ros96]).

Pour une algébre A donnée, on peut également définir d’autres groupes d’homologie :
HC~(A) et HP(A) appelés respectivement homologie cyclique négative et homologie
cyclique périodique. Ces groupes sont calculés a partir de bicomplexes similaires au bi-
complexe cyclique ou (cf [Lod92, Ros96l, [CST00]) et sont nécessaires pour
pouvoir définir le caractére de Chern-Connes qui est un homomorphisme canonique de
K(A) dans HP(A). Le caractére de Chern-Connes généralise le caractére de Chern en
géomeétrie différentielle et se construit naturellement a partir du générateur de HC(C).
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Résultats pour les algebres de fonctions C*°(X)

Dans le cas d’une algebre de fonctions C*(X), Connes a montré [Con85l [(Con90),
Con94| (dans le cas dual) qu’il y a un isomorphisme entre ’homologie cyclique des chaines
continues et la cohomologie de de Rham :

HCony +(C™(X)) ~ (X)) /dQ*(X) @ HiZ2(X) @ Hiz"(X) @ ... (1.60)

On voit ainsi que ’homologie cyclique fournit une bonne généralisation de I’homologie
de de Rham en géométrie non commutative et c’est encore une des motivations pour
vouloir définir une géométrie différentielle non commutative. On peut également voir que
le caractére de Chern-Connes défini de maniére complétement algébrique coincide dans
le cas d’une algebre de fonctions C*(X) avec le caractére de Chern usuel qui est un
isomorphisme entre la K-théorie topologique de la variété X et les éléments paires (ou
impaires) de sa cohomologie de de Rham.

1.3.4 Cohomologie cyclique

La cohomologie cyclique HC*(A) d’une algébre associative A avec ou sans unité est dé-
finie de maniére générale & partir du complexe dual au complexe cyclique CC,q(A) (1.61)) :
c’est ’homologie du complexe total associé au bicomplexe Homy(CCee(A), k). Dans les
cas ott Q est inclus dans le corps k sur lequel est basé 'algeébre, la cohomologie cyclique
de A peut se calculer a partir du compleze cyclique de Connes C5(A) qui est le dual du
complexe C(A) introduit dans la section Ce complexe est défini en degré n de la
maniére suivante :

CY(A) = {f € Hom (A" k), f(ag, ..., an) = (=1)"f(an, a0, - - -, Gns1)} - (1.61)

L’opérateur de cobord que 'on notera 0 est le dual de 'opérateur de Hochschild b sur
Ci(A, A) correspondant a la premiére colonne de C'C.e(A) (1.61). Il agit donc sur un

¢lément ¢ € C7(A) de la maniére suivante :

0d(ag, ..., ant1) = ¢(aoar, g, ..., any1) + Z(_l)i¢(ao7 e QG4 - Gpg)
i=1
+ (=1)""¢(anpa0, a, ... a,) . (1.62)

On peut remarquer qu'un élément f € C5(A) peut étre considéré comme un élément
de C*(A, A*) satisfaisant la condition de cyclicité :

flag,...,a,) = (=1)"f(an,ao, ... ,ans1) - (1.63)

Ainsi, C5(A) est un sous complexe du complexe C*(A, A*) calculant la cohomologie de
Hochschild HH*(A) a valeur dans A* (voir section [1.3.2)). De plus, la suite exacte de
Connes définie en homologie dans le théoréme a son équivalent en cohomologie ol
HH, est remplacé par HH*, HC, par HC* et le sens des fleches est renversé.

Nous allons maintenant voir que la cohomologie cyclique est intimement liée & la notion
de trace. Il faut pour cela introduire la notion de cycle qui est une version algébrique de
la notion d’intégration de formes différentielles sur une variété.
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Definition 1.3.4. Un cycle de dimension n est un triplet (2,d, [) ou (£2,d) est une
algebre différentielle graduée et [ : Q" — k est une trace graduée fermée sur €.

Un cycle sur une algébre associative A est un cycle (©,d, [) et un homomorphisme
p:A— Q% On le notera également (2, d, [, p)

La propriété importante associée aux cycles d’'une algébre A est la suivante :

Proposition 1.3.3. A tout cycle de dimension n sur A, on peut associer une cochaine T
du complexe C}(A) définie par :

T(ag, ..., an) = /p(ao)dp(al) coplay) . (1.64)

Réciproquement, pour toute cochaine T de CY(A), il existe un cycle de dimension n
(2, d, [) et un homomorphisme p: A — Q° tel que T en soit le caractére.

La démonstration du fait que le caractére 7 d’un cycle (€2,d, f , p) soit une cochaine
se montre en utilisant de maniére essentielle les propriétés d’algebre différentielle graduée
de (Q,d) et le fait que | soit une trace graduée fermée. Pour démontrer la réciproque,
il suffit de prendre pour (€2,d) le calcul différentiel universel Q(A), pour p application
identité et pour f I'application linéaire 7 associée a une cochaine 7 définie sur Q"(A) par :

7((ap + Xo)day . . .day,) = 1(ag, a1, ..., ay) . (1.65)

On vérifie que | = 7 est une trace graduée fermée grace au fait que 7 est une cochaine
cyclique de Hochschild. Cette proposition est démontrée de maniére plus détaillée dans
[Con&Bl, [Con94, [Con90]. C’est en fait ce type de considérations qui mena a la découverte
de la cohomologie cyclique et c’est de cette maniére qu’elle fut originellement introduite.

Remarques finales

Nous pourrions encore voir d’autres propriétés telles que l'invariance de Morita ou
I'invariance par difféotopie de I’homologie et la cohomologie cyclique ou encore énoncer
la version cohomologique des isomorphismes donnés a la fin de la section précédente mais
nous allons nous arréter 1a car ces résultats ne nous seront pas utiles directement par la
suite.

1.4 Calcul différentiel basé sur les dérivations

Nous avons vu jusqu’a présent des outils permettant de caractériser des algébres as-
sociatives et que la notion de calcul différentiel universel joue un role essentiel dans la
construction de certains invariants. Ces invariants généralisent d’une certaine maniére les
invariants que l’on obtient en géométrie ordinaire tels que a cohomologie de de Rham.
Nous allons maintenant essayer de définir un équivalent des formes de de Rham dans
le cadre des algebres associatives. Il y a pour cela plusieurs points de vue possibles. On
peut considérer par exemple que 'homologie de Hochschild fournit une généralisation des
formes de de Rham puisque, dans le cas des algébres commutatives, elle est directement
reliée & ces derniéres. Malheureusement, ’homologie de Hochschild n’est généralement
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pas munie d’une structure d’algébre (sauf dans le cas commutatif) et donc ne fournit pas
un bon candidat pour remplacer les formes différentielles. Un autre point de vue serait
de considérer que tout calcul différentiel sur une algébre A (i.e. toute algébre différen-
tielle graduée étant isomorphe & A en degré 0) est une généralisation du complexe de
de Rham. Ainsi, pour une algébre donnée A, nous pouvons toujours considérer le calcul
différentiel universel. On voit bien que ce point de vue est un peu trop général et on se
sert généralement de la structure particuliére de 'algébre A ou du probléme (physique
ou mathématique) que l'on veut étudier afin de nous guider dans le choix d'un calcul
différentiel particulier.

Le calcul différentiel que nous allons voir dans cette section fut introduit par Michel
Dubois-Violette dans [DV88] et est appelé calcul différentiel basé sur les dérivations. C’est
une tentative de définition de la notion de formes différentielles ne faisant pas intervenir
d’autres objets que I’algébre elle méme et ses dérivations qui sont ’analogue des champs
de vecteurs en géométrie différentielle.

1.4.1 Dérivations

Definition 1.4.1 (Dérivations). Soit A une algébre associative et M un A-bimodule.
Une dérivation de A a valeurs dans M est une application k-linéaire D : A — M satisfai-
sant la relation :

D(ab) = a(Db) + (Da)b Va,be A . (1.66)

L’ensemble des dérivations de A dans M forme un module sur le centre de 'algébre
Z(A) et on le note Der(A, M) ou simplement Der(A) lorsque M = A . En particulier, une
dérivation définit un cocycle de Hochschild de degré 1. L’ensemble de toutes les dérivations
dans un bimodule M est précisément Uensemble Z'(A, M) des cocycles de Hochschild de
degré 1.

Definition 1.4.2 (Dérivations intérieures). A tout élément m € M, on associe une
dérivation, appelée dérivation intérieure, que 'on note ad,,. Elle est définie par :

ady,(a) = [m,a] = ma —am . (1.67)

On note I'ensemble de toutes les dérivations intérieures Int(A, M), ou simplement Int(A),
lorsque M = A. L’espace Int(A, M) coincide avec B!(A, M), 'ensemble des cobords de
Hochschild de A & valeurs dans M de degré 1.

Remarque. On peut également associer a tout élément a € A une application ad, : M —
M définie pour tout A-bimodule M par la formule ad,(m) = [a, m]. Cette application peut
alors s’étendre au complexe de Hochschild C),(A, M) de la maniére suivante :

ada(m®a1---an):Zm~~®[a,ai]®~~®an. (1.68)
i=0

Cette opération commute avec l'opérateur b de Hochschild et passe donc en homologie.
On peut en fait construire une homotopie h(a) : C, (A, M) — C,11(A, M) définie par :
h(a)m®ay---ay,) = Z(—l)im@) QAR A @ R ay, (1.69)
i=0
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tel que bh(a) + h(a)b = —ad,. Ainsi, application ady. : H,(A, M) — Hp(A, M) est
I’application nulle.

Remarque. Pour M = A, Der(A, M) = Der(A) a une structure d’algébre de Lie pour le
crochet [X,Y] = XY —Y X avec X,Y € Der(A).

Remarque. Int(A) est un idéal d’algébre de Lie de Der(A) et également un sous-Z(A)-
module. On note Out(A) = Der(A)/Int(A) 'algebre de Lie quotient. C’est une algébre
de Lie et un Z(A) module et ses ¢léments sont appelés dérivations extérieures. L’es-
pace Out(A) est isomorphe au groupe HH'(A). De méme on peut définir Qut(A, M) =
Der(A, M)/Int(A, M) pour un bimodule M quelconque et c’est un Z(A)-module iso-
morphe & H*(A, M).

1.4.2 Calcul différentiel basé sur les dérivations

Nous allons construire une algébre différentielle graduée Qpe(A), appelée calcul dif-
férentiel basé sur les dérivations. Cette construction s’inspire de la maniére dont sont
construites les formes différentielles en géométrie ordinaire sur une variété V. En effet,
celles-ci sont construites comme les applications différentiables n-linéaires antisymétriques
sur I'(V'), l'algébre de Lie formée par les champs de vecteurs sur V', et la différentielle d
est définie par la formule de Koszul. On peut montrer que I'(V') est I'algébre de Lie des
dérivations de l'algébre de fonctions C*°(V'). Cette construction peut étre rendue com-
plétement algébrique et étre ainsi généralisée aux algébres associatives quelconques en
remplacant ’algébre de Lie des champs de vecteurs par l'algébre de Lie Der(A). Nous
allons donner directement cette construction.

On définit le complexe Qp,. (A) comme étant 'ensemble des applications Z(A)-multi-
linéaires antisymétriques de Der(A) dans A. C’est une algébre naturellement N-graduée
que 'on peut décomposer de la maniére suivante :

Qper( @%er , (1.70)

oit QP..(A) est identific & A et Q. (A) est ensemble des applications n-Z(A)-multi-
linéaires antisymétriques de Der(A) dans A.
La structure d’algébre est donnée par le produit :

(1"
(C‘”?)(Xh T 7Xm+n) = Z min! W(XU(1)7 o 7Xo(m))77<Xo(m+1)7 U 7Xa(m+n)) ;
O'GSm+n o

(1.71)
pour tout w € QP (A) et n € QF.,(A). On définit une différentielle d de degré 1 par la
formule de Koszul, en posant pour tous Xi, ..., X, 1 € Der(A) et tout w € Q. (A4) :

n+1 )
dw(Xy, ..., Xny1) = Z<_1)i+1XiW(X1> Y, Xng)
i=1
+ Y (D)X, X, Vo X)L (172)
1<i<j<n+1

On montre que la différentielle d est une application de complexe, i.e. a2 = 0, en
utilisant l'identité de Jacobi sur Der(A).
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Remarque. Lorsque A = C*>(V), l'algébre Q. (A) coincide avec 'algébre des formes
de de Rham sur V.

On peut également définir une sous-algebre différentielle graduée de Q. (A) :

Definition 1.4.3. Qp.,(A) est la plus petite sous-algebre différentielle graduée de Q. (A)
contenant A. De maniére équivalente, c’est la sous-algébre différentielle graduée de Qp,, (A)
engendrée par A.

Du fait que Qpe(A) soit engendrée par A, elle est un quotient du calcul différen-
tiel universel Q(A) introduit dans la section . Le noyau de ce quotient peut étre
construit explicitement en utilisant une filtration de (A). Cette construction est donnée
dans [Mas95].

“, ., . 1
Propriété universelle de Qf_ (A)

Nous avons vu que le calcul différentiel Q(A) (resp. ©2,(A)) est un objet universel
dans la catégorie des algebres différentielles graduées et que Q (resp. €2,) est le foncteur
adjoint a gauche du foncteur d’oubli qui va vers la catégorie des algébres associatives
(resp. algeébres associatives avec unité). Nous allons voir qu'il est possible de caractériser
2 autrement. En effet, pour une algébre A, le calcul différentiel universel du premier
ordre Q!(A) peut étre caractérisé par la propriété universelle suivante dans la catégorie

des A-bimodules :

Proposition 1.4.1. Pour toute dérivation X : A — M, vers un A-bimodule M, il existe
une unique application ix : Q1 (A) — M, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

A— Q(A)
: (1.73)

X\M

La catégorie des A-bimodules admet un produit tensoriel sur ’algébre A. Nous pouvons
ainsi définir, de maniére naturelle, le calcul différentiel universel d’ordre n comme Q"(A) =
QNA) @4 - @4 QYA), avec n facteurs. On retrouve ainsi la méme algébre graduée que
dans les constructions précédentes en posant Q(A) = P, ~, 2" (A).

Cette approche avec les bimodules va nous permettre de rester plus prés des notions
que 'on cotoie en géométrie ordinaire et de définir d’autres calculs différentiels universels
généralisant le calcul différentiel universel de Kéhler (ou de de Rham). En effet, sur une
algebre commutative, la catégorie des modules a gauche est équivalente a la catégorie des
modules a droite qui est équivalente a la catégorie des bimodules. De la notion de bimodule
sur une algebre commutative, nous pouvons essayer de garder certaines propriétés lorsque
I'on passe aux algébres associatives quelconques.

Bimodules centraux

Afin de garder la symétrie entre modules a gauche et modules a droite, il est naturel
de considérer la catégorie des bimodules centraux définie de la maniére suivante :
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Definition 1.4.4. Soit A une algébre et M un A-bimodule. Alors M est un bimodule
central si on a la relation zm = mz pour tout z € Z(A), le centre de A, et pour tout
m € M.

Un tel bimodule peut étre obtenu a partir d’'un bimodule M quelconque de deux
maniéres. On peut soit considérer le bimodule My obtenu par quotient de M par son
sous-bimodule [Z(A), M], soit le bimodule MZ qui est le sous-bimodule de M consti-
tué des éléments de M qui commutent avec le centre de A. D’aprés cette définition,
nous pouvons associer a toute algébre un calcul différentiel du premier ordre : QL(A) =
QY A)/[Z(A),Q(A)]. Ce calcul différentiel est solution du probléme universel suivant :

Proposition 1.4.2. Pour toute dérivation X : A — M, vers un A-bimodule central M,
il existe une unique application ix : QL(A) — M, telle que le diagramme suivant soit

commutatif :
X ix (1.74)
v

On peut construire une algébre différentielle graduée Q(A) ayant une propriété uni-
verselle analogue a celle de 2(A). On la construit en considérant le quotient de 2(A) par
I'idéal engendré par [Z(A),Q'(A)]. La propriété universelle satisfaite par Qz(A) est la
suivante :

Proposition 1.4.3. Tout morphisme ¢ de A dans C® = O(C), ot (C,d) est une algebre
différentielle graduée, tel que ¢(z)6¢(r) = 0p(x)¢(z), pour tout v € A et z € Z(A),

admet une unique extension par un homomorphisme d’algébre différentielle graduée ¢z :

Il est possible de considérer la catégorie Alg, dont les objets sont les algébres asso-
ciatives et les fleches sont les morphismes d’algébres ¢ : A — B tel que ¢(Z(A)) C Z(B).
Dans [DVM94], [DV99], il est défini une notion de bimodule pour une catégorie d’algébres
quelconque. D’aprés leur définitions, les bimodules pour la catégorie Alg, correspondent
alors aux bimodules centraux. De méme, nous pouvons définir la catégorie des algébres
différentielles graduées centrales que l'on notera Diff ; en considérant les algébres diffé-
rentielles graduées C telles que C" est un C°-bimodule central. Les morphismes de cette
catégorie sont les morphismes d’algébre différentielle graduée qui sont également des mor-
phismes de bimodules centraux. On peut alors voir que {25 réalise un foncteur contrava-
riant de Alg, dans Diff ; et que ce foncteur est I’adjoint a gauche du foncteur d’oubli
allant de Diff ; dans Alg,.

Bimodules diagonaux et Qpe(A)

Lorsque 'algébre A est commutative, les modules de dimension finie sont des modules
projectifs et sont des sous-bimodules de modules libres sur A. On peut essayer de gar-
der cette notion de finitude dans le cas général. Pour une algébre A, on considére les
A-bimodules M qui sont isomorphes & un sous-bimodule de A%, pour un ensemble 7 quel-
conque. On appelle ces modules bimodules diagonauz. Nous pouvons introduire une notion
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de dualité entre les bimodules diagonaux sur A et les modules sur son centre Z(A). En
effet, & tout A-bimodule M, on peut associer le Z(A)-bimodule, M** = Hom4(M, A),
I’ensemble des homomorphismes de bimodules de M dans A. Réciproquement, & tout
Z(A)-module N, on associe le A-bimodule, N** = Homy4)(N, A), I'ensemble des homo-
morphismes de Z(A)-modules de N dans A. On remarque que N*4 est un A-bimodule
central. Ainsi, cette relation de dualité peut étre restreinte a une dualité entre les A-
bimodules centraux et les Z(A)-modules. Cette dualité généralise la dualité entre modules
a gauche et modules a droite dans le cas des algébres commutatives.
On peut définir une application canonique :

¢ M — M4

m — Wy, : (Homg‘(M, A= Ain— U(m)) _ (1.75)

On a alors la proposition démontrée dans [DV99] :

Proposition 1.4.4. Soit M un A-bimodule. M est diagonal si et seulement si [’homo-
morphisme canonique ¢ : M — M**4 est injectif.

Ainsi, on voit que que tout bimodule diagonal est central et que le dual d’'un Z(A)-
module est un A-bimodule diagonal. On a également les propriétés que, tout sous-bimodule
d’un bimodule diagonal est diagonal et que le résultat du produit ou du produit tensoriel
sur A de deux bimodules diagonaux est un bimodule diagonal.

Nous pouvons maintenant définir un calcul différentiel du premier ordre Qj;,,(A) de la
méme maniére que nous l'avons fait avec les bimodules centraux. Ce calcul différentiel n’est
autre que 'image par I’application ¢ du bimodule Q(A) et il satisfait la propriété
universelle suivante :

Proposition 1.4.5. Pour toute dérivation X : A — M, vers un A-bimodule M diagonal,
il existe une unique application ix : Q}hag(A) — M, telle que le diagramme suivant soit
commutatif :

A— leiag (A)

X (1.76)
A
M .

De méme, on peut définir une algebre différentielle graduée Q4,4(A) qui est le quotient
de Q(A) par I'idéal engendré par le noyau de 'application c. L’algebre différentielle graduée
Quiag(A) satisfait une propriété universelle analogue a celle satisfaite par Qz(A) :

Proposition 1.4.6. Tout morphisme ¢ de A dans C° = O(C), ot (C,d) est une algebre
différentielle graduée, tel que ¢ induise une structure de A-bimodule diagonal sur C?,
admet une unique extension par un homomorphisme d’algébres différentielles graduées

Q;diag : Qdiag(A) - C

Remarque. Notons que du fait que les bimodules diagonaux ne soient pas des bimodules
d’une catégorie d’algebres particuliére au sens de [DV99], nous n’avons pas d’interprétation
de Qgiqg en tant que foncteur contravariant, contrairement a €2, €2, et Q5.
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Enfin, nous pouvons voir le lien avec le calcul différentiel basé sur les dérivations. Tout
d’abord, notons qu’il y a une application naturelle de Q}ﬁag(A) vers Qper(A) qui en fait
un isomorphisme [DV99] :

Diag(A) = Vper(A) - (1.77)

Cela nous permet ainsi de donner une interprétation de 4}, (A) en tant que calcul diffé-

rentiel universel du premier ordre diagonal. Ensuite, Der(A) est naturellement un Z(A)-

module et est relié par la dualité précédente au calcul différentiel basé sur les dérivations
de la maniére suivante :

(Qper(A4))* = Der(4)

Der(A)* =~ Qp,,(4)

L’isomorphisme (Q5_.(A4))** ~ Der(A) est réalisé par 'opération de Cartan (voir sec-
tion X + iy. Cette construction donne ainsi un statut satisfaisant a Qb (A).
Cependant 'algebre différentielle graduée Qpe;(A) ne semble pas étre caractérisée par une
propriété universelle. Pour l'instant cette algébre différentielle graduée n’a donc pas de
statut particulier. Néanmoins, nous pouvons essayer de comprendre ce qu’elle capture
de Talgébre et dans quelles situations elle peut étre utilisée. Cela sera en particulier le
calcul différentiel que nous étudierons dans la section afin de caractériser un analogue
algébrique des fibrés principaux.

Nous avons vu qu’a toute algébre associative, nous pouvions associer l'algébre de Lie
Der(A). Le calcul différentiel basé sur les dérivations utilise de maniére essentielle cette
structure d’algebre de Lie et mélange en quelque sorte, de maniére minimale, la struc-
ture d’algébre de Lie de Der(A) et la structure d’algébre associative de A. Il y a des
algébres pour lesquelles il peut ne pas étre naturel d’utiliser ce calcul différentiel comme
par exemple I'algébre du plan de Manin engendrée par deux générateurs z et y satisfaisant
la relation zy = qyx, avec ¢ un nombre complexe. Dans cet exemple, nous avons plutot
envie d’étudier, non pas des dérivations au sens usuel du terme, mais plutét une notion de
dérivation g-déformée, afin de se rapprocher de la situation commutative. Cela sera géné-
ralement le cas pour les algébres obtenues par déformation d’algébres commutatives. Il est
donc clair, que selon le type de non commutativité introduite, il faudra utiliser des outils
différents. Il n’existe malheureusement pas aujourd’hui de maniére systématique d’étu-
dier une algébre non commutative. C’est un des buts de la géométrie non commutative
d’essayer de clarifier ces méthodes et d’en donner une vision plus homogéne.

(1.78)

1.4.3 Opérations de Cartan

Nous allons définir des opérations au sens de H. Cartan [Car51] sur le calcul différentiel
universel Q,(A) ainsi que sur les calculs différentiels Qp,.(A) et Qper(A).

Tout d’abord, nous pouvons rappeler les définitions de base. Soit G une algebre de Lie
et (€2, d) une algebre différentielle graduée. On dit que I'on a une opération de G sur € si
il existe une application linéaire ¢ qui a tout élément X € G associe une dérivation ix de
degré —1 et une application linéaire L qui a tout élément X € G associe une dérivation
Lx de degré 0, tel que I'on aitﬁ :

Lx =lix,d] [ix,iy]=0

. . ) 1.79
[LX7 LY] = L[X,Y] [LXJY] = 1X,Y] ( )

5Nous considérons ici des commutateurs gradués.
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pour tout X,Y € G. Notons que I'on a pour conséquence de ces relations et du fait que
d?>=0:
[Lx,d =0. (1.80)

Nous introduisons les terminologies suivantes :
— Nous appellerons élément horizontal, tout élément w de (2 satisfaisant la relation

iX — O,VX S g
— Nous appellerons élément invariant, tout élément w de () satisfaisant la relation
LX - O,VX S g

— Nous appellerons élément basique, tout élément w de €2 invariant et horizontal.
Cela nous permet de caractériser deux sous-algébres différentielles graduées de €2 con-
struites a partir d’une opération :

— L’ensemble des éléments invariants de €2 forme une sous-algébre différentielle graduée

de 2 que 'on note Q..

— L’ensemble des éléments basiques de €2 forme une sous-algebre différentielle graduée

de €2 que 'on note Qp,s.

Nous allons maintenant donner deux exemples d’opérations de Cartan de Der(A) sur

£2,(A) et Op,(A).

Opérations sur 2,(A)

Considérons l'algebre de Lie Der(A). D’aprés la propriété universelle de Q(A), toute
dérivation X € Der(A) se reléve en une unique application ix : Q'(A) — A, telle que
ixd = X. Il est alors possible d’étendre cette application en une opération de Cartan de
Der(A) sur l'algebre différentielle graduée Q(A). Nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.4.7. Soit X € Der(A). Alors ’homomorphisme de bimodule ix : Q' — A
se prolonge de maniére unique en une dérivation graduée de degré —1 sur Q(A).

Etant donnée que Q" = Q'(A) ®4 --- ®4 Q'(A), Papplication ix se prolonge sur Q"
de la maniére suivante :

n

iz(apday - - - day,) = Z(—l)p“aodal day—y - X(ap) - dayy -+ - day, . (1.81)

p=1

L’application linéaire Lx est définie par Lx = ix od+ doiyx. On montre aisément que

les relations (1.79)) sont satisfaites.

Remarque. L’application ix que nous venons de définir peut servir [DV8§| a associer
une filtration F' a Q(A) en posant :

FPL" — {w c Q(A)/le .. .an7p+1w = O,XZ S Der(A)} . (182)

Cette filtration permet de caractériser [Mas95| le quotient de Q(A) vers Qpe(A).

Remarque. On voit ainsi qu’a toute sous-algébre de Lie G de Der(A), on peut associer
une opération de Cartan de G sur Q(A).
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Opérations sur Qp,,(A)

Nous pouvons construire des applications de Cartan ix et Ly sur Qp, (A), ainsi que
sur Qpe(A), en prenant les images respectives par les applications canoniques Q(A) —
Qper(A) et Q(A) — Qper(A) des applicationd|ix et Ly définies sur Q(A).

Cependant, ces applications peuvent étre définies plus directement sur Q. . (A) et
Qper(A) de la maniére suivante :

Definition 1.4.5. Pour toute dérivation X € Der(A), on définit application ix
QP (A) — Q- 1(A), appelée produit intérieur par :

(Ixw)( Xy, -+, Xpo1) =w(X, Xy, -+, Xoq) pour tout w € Qp..(A). (1.83)

Le produit intérieur ix est bien une dérivation graduée de degré —1 et est I'image de
I'application ix définie sur Q(A). On définit également la dérivation de degré 0, Lx =
[ix,d], que nous appellerons dérivée de Lie par analogie avec ce qui se passe en géométrie
différentielle. On vérifie & nouveau que iy et Lx définissent bien une opération de Cartan.

Remarque. On voit que Qp.(A) est stable par action de iy. Les opérations ix et Ly
peuvent donc se restreindre a Qpe(A).

L’algébre de Lie Der(A) admet un idéal naturel Int(A), qui est donc une sous-algebre
de Lie de Der(A). Nous avons donc une opération naturelle de Int(A) sur Qp. (A), ce qui
nous permet d’introduire la notion suivante :

Definition 1.4.6. On définit I’algébre différentielle graduée Qo (A) comme étant la sous-
algebre différentielle graduée de Q.. (A) constituée des éléments basiques de Qp,.(A) pour
I'opération de Int(A).

1.5 Conclusion

Il existe d’autres outils importants, tels que la K-théorie et les notions liées aux al-
gebres d’opérateurs, pouvant servir en géométrie non commutative pour caractériser des
algébres. Seuls les outils abordés dans ce chapitre nous seront utiles pour la suite. En
effet, le calcul différentiel basé sur les dérivations sera utilisé afin de décrire un analogue
des théories de jauge en géométrie non commutative. Nous verrons dans quelles mesures
ce formalisme peut permettre de remplacer celui des fibrés principaux utilisé pour les
théories de jauge ordinaires.

7Afin de simplifier les notations, nous notons iy et Lx les opérations de Cartan indifferemment sur

Qpec(4), Qper(A) ou Q(A).
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Chapitre 2

Théories de jauge et géométrie non
commutative

Le but de ce chapitre est d’établir un cadre cohérent pour pouvoir définir des théories
de jauge en géométrie non commutative. Habituellement, nous entendons par théorie de
jauge, la construction d’un fibré principal au dessus d’une variété, ainsi que la construction
de fibrés associés. La théorie des connexions (ordinaires) est essentielle pour comprendre
la géométrie de ces structures. Les connexions correspondent a ce qu’on appelle les champs
de jauge en physique et les sections de fibrés associés correspondent eux aux champs de
matiére.

En géométrie non commutative, nous devons remplacer la notion d’espace par la notion
d’algébre. Ainsi, afin de définir une théorie de jauge en géométrie non commutative, on doit
remplacer une variété différentiable M (correspondant & ’espace-temps en physique) par
son algebre de fonctions C*°(M). Nous savons que les fibrés vectoriels, qui sont des fibrés
associés a un fibré principal au dessus de M, sont remplacés par les modules projectifs de
type fini.

Dans le cas des algébres commutatives de la forme C*°(M), il est donc légitime de
se demander quelle notion peut remplacer celle de fibré principal. Nous allons voir qu'un
bon candidat est 'algébre d’endomorphismes définie & partir d’un fibré vectoriel au dessus
de M. En plus de remplacer la notion de fibré principal, cette algébre aura I’avantage de
pouvoir également remplacer l'algébre C*°(M). En effet, ces deux algébres sont équiva-
lentes de Morita et donc I’ensemble des modules projectifs de type fini (p.d.t.f.) sur 'une
est équivalent & I'’ensemble des modules projectifs de type fini sur I'autre. Du point de
vue de la physique, ceci veut dire qu'un champ physique (sections d'un fibré vectoriel)
peut tout aussi bien étre décrit par un élément d’un module p.d.t.f. sur C*°(M) que par
un élément d'un module p.d.t.f. sur une algébre d’endomorphismes. Notons que 'algébre
des endomorphismes d’un fibré vectoriel est généralement non commutative. Le fait de
décrire les champs physiques dans ce cadre permet par exemple de mettre sur le méme
pied d’égalité les champs de jauge usuels et les champs de Higgs en introduisant la notion
de connexion non commutative.

Nous allons donc, dans un premier temps, s’attacher a donner une notion de connexion
non commutative, ou connexion algébrique, généralisant la notion de connexion sur les
fibrés (connexions ordinaires). Dans un deuxiéme temps, nous donnerons la définition
d’une algébre d’endomorphismes et nous en ferons une étude détaillée. A la fin de ce
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chapitre, nous aurons établi un cadre cohérent pour pouvoir construire une théorie de
jauge a partir d'une algebre d’endomorphismes et des exemples de constructions possibles
seront donnés dans le chapitre []

2.1 Connexions

Nous allons voir différentes approches qui permettent de généraliser la notion de
connexion sur les fibrés vectoriels en géométrie et donnant une notion de connexion sur
des modules. Nous donnerons une premiére définition pour des modules simples (& gauche
ou & droite), puis donnerons deux approches possibles des connexions sur les bimodules.

Definition 2.1.1. Soit A une algébre associative avec unité, 2 un calcul différentiel sur
cette algebre (€ ici n’est pas nécessairement le calcul différentiel universel) et M un A-
module. Alors, une 2-connexion sur M estll| une application linéaire V : M — Q' @4 M
telle que I'on ait

V(am) = aV(m) + d(a) @4 m YVae Ame M . (2.1)

Du fait que Q' soit un A-bimodule, I'espace vectoriel Q' ® 4 M est naturellement équipé
d’une structure de A-module. Nous pouvons ainsi étendre la définition de V au complexe
Q2 ®4 M en posant :

Viw®@am)=w-V(m)+dw®sm YweQmeM . (2.2)

Cette derniére définition nous permet de considérer 1’application linéaire V2 = Vo V
qui est un endomorphisme de Q ®4 M dont la restriction V2 : M — Q2 ®4 M est un ho-
momorphisme de A-modules. Cet homomorphisme est appelé la courbure de la connexion
V. Une connexion pour laquelle la courbure est nulle, i.e. V2 = 0 est appelée connezion
plate. De méme, la différence de deux connexions V!, V2 définit un homomorphisme de
A-modules : V! = V2 : M — Q' ®4 M, ce qui donne & I'espace des connexions sur un
module M, une structure d’espace affine modelée sur Hom(M, Q' @4 M).

Notons qu'un A-module M n’admet pas nécessairement une connexion. Cependant,
pour certaines catégories de modules, nous pouvons montrer I'existence d’au moins une
connexion.

Nous pouvons par exemple considérer le cas des modules libres. Tout module libre
peut se mettre sous-la forme A ® E, o E est un espace vectoriel. Il existe alors une
connexion plate canonique qui est V =d ® Ig.

De méme, pour un module projectif M, défini par un projecteur P: A® EF — M, on
peut définir une connexion canonique V = P(d ® Ig). Ainsi, tout module projectif admet
au moins une ()-connexion. Dans la situation ou {2 est le calcul différentiel universel
Q,(A), la réciproque est vraie (c.f. [CQ95]) : un A-module admet une Q,(A)-connexion
si et seulement si ¢’est un module projectif.

Modules a droite

De maniére analogue, nous pouvons définir la notion de connexion pour les modules &
droite. Si N est un A-module a droite, une {2-connexion sur N est une application linéaire
V:N— N®jQ telle que V(na) = V(n)a+n ®a d(a) pour tout n € N et a € A.

1

ou simplement connexion sur M si il ne peut y avoir de confusion
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Connexion duale

Lorsque I'on a une connexion V sur un module M, il est possible de lui associer une
connexion V* sur son dual’] M* en posant :

(m,V*(n)) =d((m,n)) — (V(m),n) VYm e M,n e M*. (2.3)

Connexion hermitienne

Lorsque 'on a un module M hermitien, c’est-a-dire un module M sur x-algébre A
doté d’une structure hermitienne h : M x M — A, une connexion V est dite hermitienne
lorsque l'on a :

d(h(m,n)) = h(Vm,n) + h(m,Vn) Vm,n € M. (2.4)

Transformations de jauge

De méme, nous pouvons introduire une notion similaire a celle de groupe de trans-
formation de jauge sur les fibrés vectoriels. Soit M un A-module a droite. Le groupe
Aut(M) de tous les automorphismes de M agit sur 'espace affine des connexions sur M
de la maniére suivante :

V-VV/=U"1oVoU, (2.5)

ou U € Aut(M) (on a naturellement Aut(M) C Aut(M ®4 Q)).
Si A est une x-algebre et M un module avec structure hermitienne h, alors le sous
groupe de Aut(M) constitué des éléments U qui préservent h, c’est-a-dire, tel que

h(Um,Un) = h(m,n) VYm,n € M

sera appelé le groupe de jauge. On le notera Aut(M, h) et ses éléments seront appelés
transformations de jauge de M.

2.1.1 Connexions sur un bimodule

Nous avons vu précédemment que la notion de bimodule est déja présente dans la
définition de connexion sur un module simple. De plus, la question de définir la notion de
connexion sur un bimodule se pose dés que 'on travaille avec une algébre avec involution
et que 'on veut étudier des notions de réalité sur les modules. Il est donc naturel d’essayer
d’étendre cette notion aux bimodules.

Pour un bimodule, il est délicat d’appliquer la définition de connexion que nous avons
donnée précédemment car nous devons pour cela oublier la structure de bimodule et
considérer un bimodule M comme un module simple, & gauche ou a droite. Cette démarche
n’est pas tres satisfaisante et il est alors souhaitable d’avoir une notion de connexion se
servant de la structure de bimodule. De maniére plus précise, nous voudrions qu’une
connexion sur un bimodule soit une application linéaire entre bimodules. Cela est, par
exemple, absolument nécessaire pour discuter de la notion de connexion linéaire ou le
bimodule en question est un calcul différentiel.

Une notion de connexion a été proposée dans [Mou95, DVMOIGDh| et est la suivante :

2Le dual d’un A-module & gauche M est 'ensemble des homomorphismes de A-modules & gauche de
M dans A.
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Definition 2.1.2. Soit M un A-bimodule. Une 2-connexion & gauche du A-bimodule M
est une (2-connexion V du module M considéré comme A-module & gauche tel qu’il existe
un homomorphisme de bimodule o : M @4 Q' — Q' @4 M tel que :

V(ma) = V(m)a+ o(m @4 da) Vae Ame M . (2.6)

Nous pouvons également donner une définition similaire de connexion a droite sur un
bimodule.

Avec cette définition, il est possible de définir (voir [Mou95|) une notion de produit
tensoriel sur des connexions, ainsi que les notions de connexion duale et connexion her-
mitienne, comme nous 1’avons fait pour les connexions sur des modules simples.

Connexion et opérateurs différentiels

Il est également possible de voir (c.f. [DVM96b]) les connexions sur les bimodules en
terme d’opérateurs différentiels du premier ordre dans les bimodules. Cette approche est
plus proche de ce que nous allons voir dans la suite. Nous renvoyons le lecteur intéressé
sur cet article pour plus de précisions.

Nous allons maintenant voir une autre notion de connexion qui part d’un autre point
de vue sur les connexions dans le cadre des fibrés vectoriels sur une variété et qui sera
basée sur les dérivations.

2.1.2 Connexions basées sur les dérivations

Nous allons maintenant voir une notion de connexion qui fut proposée dans [DVM96¢].
En géométrie ordinaire, une connexion peut étre vue comme une application qui reléve un
champ de vecteur sur la variété de base d’un fibré vectoriel en un champ de vecteur sur
le fibré. On appelle souvent cela “transport paralléle”. 1l est ainsi naturel de considérer la
définition suivante pour une connexion algébrique :

Definition 2.1.3. Soit A une algebre et M un A-bimodule. Une connexion est une appli-
cation V qui a toute dérivation X € Der(A) sur A associe une dérivation Vx € Der(A, M)
sur M.

Cette définition a 'avantage de pouvoir s’appliquer a toutes les catégories de modules
(il suffit de considérer un module a gauche comme un bimodule avec une structure de
module & droite triviale). Nous avons vu précédemment que Der(A) est un Z(A)-module et
est intimement lié¢ & la notion de bimodule central. D’autre part, dans la situation classique
(géométrique), une connexion est une application linéaire par rapport a la multiplication
par une fonction sur la base. Il est donc naturel de se restreindre aux A-bimodules centraux
et de considérer plutot la définition suivante :

Definition 2.1.4. Soit M un A-bimodule central. Une Qpe, (A)-connexion sur M est une
application linéaire :

V : Der(A) — End4 (M) (2.7)
telle que
Vx(amb) = aVx(m)b+ X (a)mb+ amX (b) , (2.9)
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pour tout m € M, tout X € Der(A), tout z € Z(A) et tous a,b € A.

Lorsque A a une involution, nous pouvons définir une notion de réalité de la maniére
suivante :

Definition 2.1.5. Soit A une algebre involutive et M un A-bimodule central avec invo-
lution, alors une Qp,(A)-connexion sur M est dite réelle si l'on a :

Vx(m*) = (Vx(m))* Vm € M, X € Derg(A) , (2.10)
ot Derg(A) :={X € Der(A)/(X(a))* = X(a*),Va € A}.

Definition 2.1.6. La courbure d’une connexion V est un homomorphisme de Z(A)-
modules, définie par ’application linéaire anti-symétrique :

Der(A) x Der(A) — Hom’ (M)

(2.11)
(X7 Y) = RX,Y =VxVy —VyVx — V[X,Y] .
La courbure vérifie donc les propriétés suivantes :
R, =zR
xy(m) = zRxy(m) (2.12)

Rx,y(amb) = aRX,y(m)b ’

pour tout m € M, tous X,Y € Der(A), tout z € Z(A) et tous a,b € A. De ce fait, R est
un élément de Homy A)(/\ZZ( 4y Der(4), Hom‘j(M)). D’autre part, R satisfait de maniére
canonique les identités suivantes :

Vx,Ryz| + [Vy,Rzx]+[Vz,Rxy] = Rixy),z + [Vy,Rzx| + [Vz,Rxy] , (2.13)
pour tous X, Y, Z € Der(A) et sont appelées identités de Bianchi.

Un A-bimodule central M n’admet pas nécessairement de connexions, mais dans le
cas ot il en existe au moins une, on remarquera que 1’espace des connexions sur M est un
espace affine modelé sur Homy4)(Der(A), Hom’ (M, M)).

Remarque. Cette notion de connexion peut étre reliée a la notion de connexion, plus
générale, sur un bimodule qui a été donné dans la section précédente. Il faut pour cela
introduire la famille de Z(A)-modules :

Q. (A, M) = Homy(a)( /\ Der(A), M) . (2.14)
)

Une connexion V peut alors étre vue comme application linéaire de V : M — Q) (A, M)
qui satisfait :

V(amb) = da ® 4 mb+ aV(m)b+ am @4 db Va,be A, Ym e M , (2.15)

oil les isomorphismes canoniques de bimodules entre Q. (A) @4 M, Qf (A, M) et M @4
Q1. (A) ont été utilisés. Cette approche peut se révéler assez riche et permet notamment
dans le cas des connexions linéaires (quand le bimodule est Qp. (A)) d’introduire une
notion de torsion analogue a celle introduite dans la situation géométrique. Ce point de
vue est largement développé dans [DVM96¢].

Notons que pour une algebre donnée et un bimodule M sur cette algebre, il n’existe
pas toujours de connexions sur M. Il est également possible de rencontrer la situation
inverse, c’est-a-dire qu’il existe toujours au moins une connexion, cette connexion étant
parfois canonique. Nous pouvons voir quelques exemples.
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Le cas commutatif

Dans le cas ou A est l'algébre C°°(M) des fonctions indéfiniment dérivables sur une
variété M para-compacte, de dimension finie, (Qpe(A),d) est simplement le complexe
(Q(M),d) de de Rham et Der(C>®(M)) = I'(T'M) est 'algébre de Lie des champs de
vecteurs sur M. Sil’on considére le module I'( E') des sections C*° d’un fibré vectoriel E au
dessus de M, une connexion sur I'(E) est alors une connexion au sens usuel (géométrique)
du terme.

Le cas ot Out(A) =0

Considérons maintenant une algéebre A non commutative pour laquelle 'algébre de
Lie des dérivations extérieures est nulle,i.e. Out(A) = 0. Une telle algeébre n’a, par défini-
tion, que des dérivations intérieures, i.e. Der(A) ~ Int(A). On peut alors construire une
connexion canonique V : M — QL. (A, M), définie par :

Vada,(m) = ad,(m) , (2.16)

pour tout x € A et tout m € M. Cette connexion a une courbure nulle.
La connexion canonique peut étre prise comme connexion de référence, puisque toute
connexion V sur M peut s’écrire sous la forme :

V=V+T oil I' € Homy(a)(Int(A), Hom%4(M, M)) .

Le cas ou le centre est trivial

Dans le cas ou le centre de 'algébre est trivial, i.e. Z(A) = k- 1, alors la dérivée de
Lie

définit une connexion sur les bimodules QF..(A) et QF. (A). Ces connexions ont toutes
une courbure nulle car la dérivée de Lie est un homomorphisme d’algebres de Lie.

2.2 L’algebre des endomorphismes

2.2.1 Motivations

L’étude des algebres d’endomorphismes a été motivée par les travaux effectués dans
[DVMEKSR9a, DVMEKS9b, DVKM90b, DVKM90a] pour des algébres de matrices et de fonc-
tions & valeurs matricielles. Ces algébres sont en fait des cas particuliers d’algébres d’en-
domorphismes.

Comme nous allons le voir, les algébres d’endomorphismes, munies d’un calcul dif-
férentiel spécifique, peuvent se substituer aux fibrés principaux utilisés habituellement
pour décrire les champs de jauge en physique. Elles auront I'avantage d’inclure dans la
notion de connexion non seulement les champs de Yang-Mills, mais aussi, des champs
scalaires jouant des roles similaires aux champs de Higgs du modéle standard. Il avait
en fait déja été remarqué que 'on pouvait retrouver de tels champs scalaires en faisant
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des réductions dimensionnelles de fibrés sur des variétés ayant des symétries particu-
lieres [FM80), [HK84l, [FKSZ87|. L’avantage d’une approche algébrique a partir d’algébres
d’endomorphismes par rapport aux approches basées sur des fibrés principaux, ou des
techniques de réductions dimensionnelles, est que nous “gommons” tout ’aspect continu
sur les fibres qui n’est & priori pas nécessaire pour décrire la physique. De cette maniére,
nous avons une description plus minimale des champs physiques que sont les champs de
Yang-Mills et les champs de Higgs.

Néanmoins, pour les algébres d’endomorphismes, les champs scalaires obtenus ne sont
pas exactement ceux du modeéle standard et sont en fait plus nombreux. Notons qu’il est
tout de méme possible, en considérant des algébres légérement différentes et un calcul dif-
férentiel non commutatif également différent, d’avoir une description exacte du Lagrangien
classique du modéle standard [Conl, [CLI1) [Coq90].

Ces types de modeéles sont donc a voir, pour I'instant, comme des “modéles jouets” nous
donnant un nouveau regard sur les théories de jauge. Ce regard différent nous permettra
peut-étre de surmonter un jour les diverses difficultés que I’on rencontre actuellement pour
comprendre complétement les théories quantiques des champs de ces modéles ou encore
pour trouver un modéle géométrico-algébrique permettant d’unifier les théories de jauge
a la gravitation (qui est aussi une théorie de jauge, mais traitée différemment des autres).

Notons également que les algébres d’endomorphismes sont des cas particuliers d’al-
gébres construites a partir de fibrés en algeébres (n’étant pas nécessairement des fibrés
d’endomorphismes). Ces algébres sont intéressantes a étudier du point de vue de la K-
théorie et peuvent étre classées par ce que 'on appelle les classes de Dixmier-Douady qui
correspondent a des invariants topologiques de variétés. Les algébres d’endomorphismes
étant Morita équivalentes a des algébres de fonctions ordinaires, la classe de Dixmier-
Douady est nulle dans ce cas. Ces invariants possédent une interprétation en théorie des
cordes et correspondent aux charges des D-branes. . .

Les matrices

Une des algebres d’endomorphismes la plus simple que 1’on puisse considérer est 1'al-
gébre des endomorphismes d’un espace vectorielle C", c’est-a-dire 'algebre M,,(C) des
matrices complexes de taille n x n. Cette algébre n’a que des dérivations intérieures et
'algebre de Lie Der(M,,) = Int(M,,) peut étre identifiée a ’algébre de Lie s, := sl(n, C).
On montre que l'on a :

Qper(M,) =~ M, @ \sl’ | (2.18)

ou sl est le dual de sl,,. On note d’ la différentielle sur ce complexe.
Dans cette situation, il existe une 1-forme particuliére que ’on note #, définie par :

i0 : Der(M,,) — sl, C M, (2.19)

ad, — v — %Tr(y)]l : (2.20)
pour tout v € M,,. Cette 1-forme satisfait la relation :
d'(—if) + (i0)* = 0

et pour tout v € M,, = Q%_(M,,), on a d'y = [i0,7].
Cette 1-forme 6 peut aussi étre vue comme la 1-forme canonique permettant d’identifier
explicitement les algébres de Lie Der(M,,) et sl,,.
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L’algebre des fonctions a valeurs matricielles

On peut maintenant compliquer légérement 1’exemple précédent en considérant 1’al-
gebre des fonctions sur une variété M a valeurs matricielles 2 = C*(M) ® M,,. Comme
nous le verrons dans la section suivante, c’est l'algébre des endomorphismes d’un fibré
vectoriel trivial au dessus de M, de fibre C". Le calcul basé sur les dérivations pour cette
algebre a été étudié dans [DVKM90al. Le centre de I’algébre 2 est exactement C*°(M) et
I'algébre de Lie des dérivations Der(2() se décompose canoniquement en tant que module
sur I'algebre C*°(M) de la maniére suivante :

Der(A) = [Der(C*(M)) ® 1] & [C*(M) @ Der(M,,)] . (2.21)
Cela implique la décomposition canonique du complexe de formes :
QDer(gl) = Q(M) ® QDer(Mn) .

La différentielle d sur Qper(2A) est alors la somme d = d+d oud et d’ sont les différentielles
qui ont été définies dans les deux exemples précédents. La 1-forme 6 est bien définie dans
Qb () si on I'étend sur Der(2() par Papplication nulle sur les éléments de I'(T'M).

On peut déja a ce niveau définir la notion de connexion et voir apparaitre les champs de
Yang-Mills et des champs scalaires. Ceci a été fait dans cette situation dans [DVMEKS9a,
DVMEKS89bl, [DVKMO90a.

Ces modeles sont développés dans le chapitre [4]

2.2.2 L’algebre des endomorphismes d’un fibré vectoriel

Nous allons étudier dans cette section une algébre particuliére qui est ’algébre des
sections du fibré des endomorphismes d'un fibré vectoriel complexe de fibre C". Nous allons
voir que cette algébre posséde beaucoup de similarités avec la notion de fibré principal et
qu’elle contient, en un certain sens, la notion de connexion sur un fibré principal et qu’elle
en donne une généralisation naturelle. Cela nous permettra de mettre en rapport la notion
de connexion non commutative avec les champs de Yang-Mills-Higgs en physique.

Definition 2.2.1. Soit £ un fibré vectoriel de fibre C™ associé & un fibré principal F de
groupe de structure SU(n). Nous supposerons que la variété de base M est une variété
différentiable de classe C*°, de dimension finie et para-compacte. On note End(€) le fibré
des endomorphismes de £. C’est également un fibré associé & E. Ses sections sont a valeurs
dans 'algébre des matrices de taille n par n. Ainsi, I’ensemble de ces sections forme une
algébre que 'on notera 2. Cette algébre a une structure hermitienne naturelle, héritée de
celle sur les matrices. On associe a cette structure hermitienne une involution que l'on
notera a — a*,Va € 2.

On peut voir [DVM98] que les deux calculs différentiels Qpe () et Qp,, () coincident.
Nous noterons d la différentielle sur Qpe, (A) = Qp., ().

Remarque. Nous avons vu dans la section m que la sous-algebre de Lie Int(2() opére
au sens de H. Cartan sur Qp,, (2(). Ainsi, les formes horizontales pour cette opération sont
exactement les formes différentielles sur M a valeurs dans End(&), c’est-a-dire les formes
tensorielles a valeurs dans End(E), et les formes basiques sont les formes différentielles
ordinaires sur M. Dans ce qui suit, la notion d’horizontalité fera toujours référence a cette
opération.
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Le centre de I'algébre

Le centre de l'algébre 2, Z(2) est exactement ’algébre de fonctions C*°(M) et on
identifie f € C°(M) avec f1 € 2. Nous pouvons définir des applications naturelles sur
D/

Tr A — C*(M) et det A — C*(M)

qui correspondent aux applications trace et déterminant sur les fibres de End(E).
On a également une application naturelle :

p : Der(2) — Der(C*(M)) =T(TM) (2.22)

qui n’est autre que ’application quotient, s’inscrivant dans la suite exacte courte d’algébres
de Lie et de modules sur 'algebre C*°(M) :

0——TInt(A)—=Der(2A) —=O0ut () ~ ['(TM)—0 . (2.23)

Cette suite exacte courte généralise la décomposition que l'on a dans la situation
triviale (2.21)). Dans le cas ou le fibré n’est pas trivial, cette suite ne peut pas étre scindée
canoniquement et pourra étre scindée grace a une connexion ordinaire.

Connexions ordinaires

A toute dérivation X € Der(2l), on peut associer un champ de vecteurs p(X) = X €
[(TM) sur la base M. D’autre part, la 1-forme 6 définie précédemment est bien définie
ici sur les dérivations intérieures Int(2() par la relation :

. 1
i0ad,) = — - Tr()1

pour tout v € 2.

Remarque. Afin de simplifier les notations, nous considérerons que pour toute dérivation
intérieure sous la forme ad,, I’élément v est sans trace. Ainsi, une dérivation intérieure
peut étre considérée comme une section sans trace du fibré des endomorphismes de .
Nous noterons 2y I’ensemble des éléments sans trace de 2.

Nous pouvons naturellement associer a une connexion V¢ une connexion V sur End £
définie en prenant le produit tensoriel de la connexion V¢ sur £ avec la connexion V¢
sur £, le fibré vectoriel dual’ de £. Nous pouvons alors associer a V€ une 1-forme non
commutative a € Qf)_ () définie par la relation :

a(X) = —il(X — V), ou X = p(&) . (2.25)

3VE" est définie par la relation :
X{e,e) = (V5 e, €) + (e, Ve) (2.24)

pour toutes les sections € de £* et e de &.
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La 1-forme « prend ses valeurs dans 2y et peut donc étre considérée comme une
extension a toutes les dérivations de la 1-forme —i6. Elle satisfait a la relation suivante :

alady) = —v Vy e . (2.26)

On voit déja sur cet aspect que ’algébre 2 joue un role similaire au fibré principal.
En effet, application canonique V¢ +— « est un isomorphisme d’espaces affines entre
I'espace affine des connexions SU(n) sur le fibré &€ et 'espace affine des 1-formes non
commutatives sans trace et anti-hermitienne sur A satisfaisant o(ad,) = —v. Ainsi, les
connexions ordinaires peuvent étre décrites par des 1-formes non commutatives.

Décomposition des dérivations

Grace a une connexion V¢ sur € et a la 1-forme non commutative qui lui est associée,
toute dérivation & € Der(2l) peut se décomposer de la maniére suivante :

X = vp(;() - ada()() . (2.27)

Cette décomposition n’est pas canonique et n’est définie que par le choix d’une connexion
sur & et par application C'*°(M)-linéaire :

['(TM) — Der()

(2.28)
X — VX

On voit ainsi qu'une connexion V¢ sur € permet de scinder la suite exacte courte de
modules sur 'algébre C°° (M) et nous permet de décomposer toute dérivation X € Der(2)
en une dérivation “horizontale” V,yy et une dérivation “verticale” (intérieure) —ady(x).
Ce point sera développé un peu plus loin oil nous verrons qu'une telle connexion permet
également de scinder d’autres suites exactes courtes étant en rapport avec le fibré principal
E. Nous verrons également dans le chapitre la suite exacte courte duale de ([2.23]).

Remarque. Notons que cette situation est similaire & la situation classique (commuta-
tive) dans laquelle on peut interpréter une connexion comme une application linéaire qui
a un champ de vecteur sur M associe un champ de vecteur sur un fibré principal. Nous
verrons d’ailleurs a la fin de ce chapitre comment construire les classes caractéristiques
usuelles a partir de ce type de décompositions.

Différentielle covariante

Tout comme dans la théorie des fibrés principaux, nous pouvons introduire le concept
de dérivée covariante sur les formes non commutatives.

Definition 2.2.2. Soit w € QF_(A) et X4,..., Xp1 € Der(2). La différentielle covariante
de w est définie par :

D+ O () — () (2.29)
wr— Dw(X, ..., &) = dw(Vyy, - Vo)) (2.30)

ott (QB51(2A))jor est le sous-espace horizontal vis-a-vis de I'action de Int(2).
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Courbure

De méme qu'une connexion V¢ peut étre représentée par une 1-forme a € Qf_ (),
la forme de courbure R¢ de la connexion V¢ peut étre représentée par une 2-forme non
commutative. En effet, un petit calcul montre que ’on a la relation suivante :

RE(p(X), p(Y)) = da(X.Y) + [a(X),a(Y)] = Da(X,Y)  VX,Y € Der(),

Ainsi, R® est représentée par la 2-forme non commutative Do = da + a? = p*RE qui est
un élément horizontal de Q3 (2). Elle peut également s’exprimer de la maniére suivante :

RE(X,Y) = Da(Vyx,Vy) = —a([(Vx, Vy]) VXY e T(TM),

Cette relation nous permet d’interpréter la courbure associée & une connexion ordinaire
comme étant I’obstruction & ce que le sous-espace des dérivations horizontales forme une
algébre de Lie.

On voit ainsi que la 1-forme « vient se substituer a la 1-forme de connexion sur le fibré
principal F et joue un réle tout a fait analogue. Nous verrons plus loin que la 1-forme «
définit en fait une connexion algébrique sur le module 2 et que la 2-forme do + a2 est la
courbure de cette connexion.

Transformations de jauge ordinaires

L’algebre de Lie des dérivations réelles sur 2 agit naturellement sur ’espace des con-
nexions SU(n) par la dérivée de Lie définie sur Qpe(24). Si l'on restreint cette action aux
dérivations intérieures, la dérivée de Lie correspond alors aux transformations de jauge
infinitésimales sur les connexions ordinaires. Ainsi, on a :

Log.a = —d€ — [, ] = —DE |

pour tout § € A, avec Tr& = 0 et £ +& = 0 (adg est alors une dérivation intérieure réelle).
Les éléments £ sont exactement les éléments de ['algébre de Lie du groupe des transforma-
tions de jauge de £. Cette action peut étre utilisée pour décrire la géométrie de 'espace
affine des connexions. Ce point est abordé de maniére succincte dans 'appendice [B]

2.2.3 Relations entre Qpe(2A) et les formes sur un fibré principal.

Nous allons voir que le calcul différentiel Qpe () est intimement relié au calcul diffé-
rentiel Q(F) des formes de de Rham sur le fibré principal E. Cette analyse nous permettra
de mieux comprendre le rapport entre ’algebre 2 et le fibré principal. D’autre part, ce
point de vue nous sera utile comme outil de calcul et nous servira dans 1’étude des con-
nexions symétriques au chapitre suivant. Nous allons voir que 'algébre 2 peut étre vue
comme la sous-algebre basique d’une algébre plus grosse ayant une structure particulie-
rement simple.

Nous rappelons que E est un fibré principal de groupe de structure SU(n) auquel est
associé le fibré vectoriel £. Nous noterons C*(FE) I’algébre des fonctions sur E.
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L'algebre 2B

Nous pouvons considérer 'algébre B = C*°(E) ® M, des fonctions sur E a valeurs
matricielles. Nous notons alors (Qpe:(B),d) = (Q(E) ® Qper(M,), d + d') son calcul diffé-
rentiel basé sur les dérivations.

Nous avons une application naturelle & — &F qui associe a tout élément & € su(n) un
champ de vecteur vertical sur E. Il est alors facile de voir que 'ensemble {¢¥ +ad, / € €
su(n)} est une sous-algebre de Lie de Der(B) qui est isomorphe a su(n). Cette algébre de
Lie définit une opération de Cartan (cf formule (2.2.3])) de su(n) sur Qpe;(2B) dont la sous-
algebre basique sera notée Qper pas(B). On montre [Mas99] alors que le calcul différentiel
Qper (A) est isomorphe a la sous-algebre différentielle graduée Qpe; pas(B).

Nous allons ainsi pouvoir relier la 1-forme « associée a une connexion sur £ a la
1-forme de connexion sur le fibré principal. En effet, une connexion SU(n) sur E est
donnée par une 1-forme wg sur E a valeurs dans su(n) C M,,. Cette connexion permet
de définir une connexion V sur € qui définit & son tour une 1-forme o € Qf) (). D’apres
le résultat précédent, cette 1-forme vient d’une 1-forme o € Qper,Bas(B), qui n’est autre
que of = wp—if, ou d € Q. (M,) est la 1-forme canonique définie dans la formule ([2.20)).

La basicité de cette 1-forme est une conséquence des propriétés sur wg et if et en
particulier I’équivariance de wg.

Liens entre les dérivations

Au niveau des dérivations, le lien entre I'algébre 2 et I'algébre B peut étre résumé
dans le diagramme commutatif suivant :

0

Zpe(W) —=T(TVE) —=0
0 — Int(2A) — Nper () Z= Ty (E) —0 (2.31)

0 — Int(&A) —— Der(A) ——T'(TM) —0

0 0 0

Ce diagramme combine les dérivations sur 2, les dérivations sur B et les champs de
vecteurs sur E :

— La rangée du bas est juste la suite exacte courte ordinaire reliant les champs de
vecteurs sur M, les dérivations générales et les dérivations intérieures sur .

— Dans la colonne du milieu, Npe, () C Der(B) est le sous-ensemble des dérivations
de B qui préservent la sous-algébre basique 2 C B et Zp,(A) C Der(B) est le
sous-ensemble des dérivations sur 28 qui s’annulent sur 2. Ces deux algébres de Lie
ont été définies de maniére plus générale dans [Mas96]. Cette suite exacte courte est
utilisée dans [Mas99] pour montrer que 2 est une “sous-variété non commutative”
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quotient de l'algébre B. L’algébre de Lie Zpe () est générée en tant que C*°(E)-
module par les éléments particuliers £¥ + ad¢ pour tout & € su(n).

— La colonne de droite ne fait intervenir que des objets géométriques. L’espace I"y;(E)
est défini comme étant :

Ty(E)={X e(E)/m,X(p) = m X (p') Vp,p' € E tel que m(p) ==(p))} . (2.32)

C’est l'algebre de Lie constituée des champs de vecteurs sur F qui peuvent étre

envoyés sur des champs de vecteurs sur M en utilisant ’application tangente , :

T,E — Tr)M. On peut également voir cette algebre de Lie comme l'algébre de Lie

des automorphismes infinitésimaux du fibré principal £ ou encore comme les champs

de vecteurs sur £ invariant sous l'action du groupe de structure de E, SU(n).
Dans ce qui suit pour tout n = f ® ¢ € C*°(E) ® su(n), nous noterons n € T(TVE)
le champ de vecteurs f - &F sur E. En utilisant ces notations, tout élément dans Zp.. (2)
peut étre mis sous la forme n¥ + ad,, ou n € C*(E) ® su(n). Ainsi, I'application qui
envoie tout élément n? € I'(TVE) sur n¥ + ad, € Zpe(A) est un isomorphisme.

Remarque. Le diagramme (2.31)) a des similarités avec le diagramme présenté en page
12 de [DVMO98| qui implique des structures d’algébroides de Lie.

Réle d’une connexion ordinaire

Une connexion wg sur E permet de scinder trois suites exactes courtes dans le dia-
gramme et ce de maniére compatible. Tout d’abord, cette connexion peut étre
utilisée pour relever un champ de vecteurs X sur M en un champ de vecteurs horizontal
X" sur E. Cela nous permet de scinder la suite exacte courte suivante :

0—>T(TV E)—=Ty(E)—=T(TM)—>0 (2.33)

en tant que suite exacte courte de C*°(M )-modules.

I1 a été montré dans [DVMO9S]| et rappelé dans la section m, que la connexion wg
permet de scinder la suite exacte courte de C*°(M)-modules en utilisant appli-
cation X — Vyx. Maintenant, en utilisant les notations introduites précédemment, nous
pouvons scinder la suite exacte courte correspondant a la colonne du milieu en utilisant
Papplication X — XF = p(X)" —ad,x)z, ot a(X)" est Pélément basique dans B associé
a a(X) € A (notons que a(X)F = aF(XF)).

Ainsi, nous pouvons décomposer tout élément de Np,(24) en quatre parties, en rendant
explicite les noyaux des deux suites exactes courtes dans lesquelles cet espace est impliqué.

Toute dérivation X € Npe(2) peut étre considérée comme une dérivation de 9B et
s’écrire sous la forme X = X + ad,, ot X € I'(E) et v € C®(E) @ sl,. A ce point, nous
pouvons voir que X est dans I'y(E) en utilisant la restriction de X au centre C(M) de
2 considérée comme une sous-algébre de %B. Une dérivation X est un élément de Npe ()
si et seulement si LeX € Zpe(A) pour tout § € su(n). Cela veut dire qu’il doit exister un
¢lément n € C*(F) @ su(n) tel que :

(€8, X] ZnE‘

(2.34)
Ley=n
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En appliquant la forme de connexion wg sur la premiére relation et en utilisant I’équiva-
riance de wg, on obtient :

Le(wp(X)) = (L + Ladg)(wE(X)) =1 .

Introduisons I'élément Z = —a” (%) = v — wp(X) € C®(E) ® sl,,. Alors L¢Z = 0 pour
tout § € su(n), ce qui implique que Z € Ay, ou adz € Int(2A). Ainsi, la dérivation X
peut étre réécrite comme X = X+ ad, = X hy Xv 4 adwE( )12 Avec nos notations, on
a XY = wp(X)? (partie verticale du champ de vecteur X). Finalement, nous pouvons
réécrire :

X=X"+adz+wp(X)” +ad, ¢ =X"+wp(X)" +ad, ¢+ ad; . (2.35)
EZ];;(Q[) EIHt(Q{)

La situation peut étre résumée dans le diagramme suivant ou les applications permet-
tant de scinder les différentes suites exactes courtes sont écrites explicitement :

NDer(Q() PE FM(E)
(mX)" + wp(X)? +ad,, gy~ X
AP = p(X)" — ada) Xt
. ‘ } . (2.36)
X X
Vx 1 X
Der () 5 L(TM)

Dans ce qui suit, Qpe, () sera identifié avec la sous-algébre basique de Qpe, (28) cor-
respondante.

Nous pouvons maintenant étudier les conséquences de cette construction sur une
connexion non commutative donnée par une 1-forme w € Qf_ (). Une telle 1-forme
se décompose de la maniére suivante :

w=a—¢¢€[Q(E)® M, ®[C®E)® M, ®sl]
avec la condition de basicité :

(Ler + Log)a =0 (Lee + Laa )¢ = 0
Z.gECL - iad€¢ =0

pour tout & € su(n). Nous avons décomposé la dérivée de Lie L et le produit intérieur en
une partie géométrique et une partie algébrique.

A ce niveau, nous pouvons faire des commentaires généraux. Tout d’abord, la relation
d’invariance sur a n’est rien d’autre que la condition d’équivariance pour une connexion
ordinaire sur E. Cependant, la deuxiéme relation empéche a d’étre une telle connexion.
Cette relation généralise la relation de verticalité pour une connexion ordinaire et connecte
la valeur de a sur un champ de vecteurs vertical aux valeurs de ¢. Pour une connexion
ordinaire, ¢ doit étre remplacé par i et alors la relation de verticalité usuelle est retrouvée.
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Dans la deuxiéme relation, 'invariance de ¢ a une interprétation géométrique natu-
relle. En effet, ¢ peut étre vu comme une application £ — M, ® s[’. En utilisant les
résultats standards de géométrie différentielle, la relation d’invariance sur ¢ nous permet
d’interpréter ¢ comme une section d'un fibré vectoriel au dessus de M, associé a E, dont
les fibres sont isomorphes a M,, ® sl;,. Nous noterons ce fibré End € ® End;j €. Dans cette
identification, la dérivée de Lie Laq, sur M, ® sl’ n’est rien d’autre que I'action infinitési-
male de SU(n) sur M, ® sl qui intervient dans la construction du fibré vectoriel associé
a F: End€& ® Endj £. Ce type d’identification sera souvent utilisé dans la suite.

Connexion symétrique

Considérons maintenant la situation suivante :

Sil’on a une action d'un groupe de Lie compact connexe G sur le fibré principal E qui
commute avec 'action naturelle du groupe de structure H = SU(n) sur E, alors, a tout
Y € G, l'algébre de Lie de GG, nous pouvons associer un champ de vecteurs Y sur E. Ce
champ de vecteurs induit une action de Cartan de G sur Q(FE). Cette opération s’étend
naturellement en une opération sur Qpe,(B) = Q(F) @ Qper(M,,) out G agit seulement sur
la partie dépendante de E. Du fait que les actions de G et de H commutent, 'opération
de G laisse invariante la sous-algébre basique 2 de B et se restreint en une opération
sur Qpe;(2A). Alors l'action originale de G sur E donne lieux & une action de G sur 2.
Cette action est celle que ’on utilisera pour caractériser les connexions non commutatives
G-invariantes sur 2 dans la section 3.2l

2.2.4 Point de vue local

Dans cette partie, nous allons étudier plus précisément la relation entre les algebres 2
et 2B du point de vue local.

Objets locaux a partir de 21

Caractérisons tout d’abord les objets locaux dans 2. Une telle discussion a été faite
dans [DVM98, Mas99] et nous en rappelons ici quelques points essentiels. Restreinte a
un ouvert U au dessus duquel le fibré End(&) se trivialise, I'algébre 2 est isomorphe &
Ao := C°(U)®M,, et nous pouvons associer a tout élément a € A, un élément ajoc € Ajoe-
Ainsi, au dessus d’une intersection U N U’ # () de deux ouverts trivialisants U et U’, nous
avons des fonctions de transition g : U NU’' — SU(n) qui relient aj,. & ajo. de la maniére
suivante :

!
Ao = Ady-1 aiee -

Nous pouvons aussi associer a toute dérivation X € Der(2), une dérivation locale
Xioc € Der(C>(U) ® M,,). Une telle dérivation peut étre décomposée en deux parties :
‘X'IOC = XlU + ad'YlOC ) (237>

ot X = p(&X) (voir équation (2.22))) et X est sa restriction a I'ouvert U. II est possible
de donner une expression explicite pour 7o si 'on considére une connexion sur End(£), a
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laquelle on associe la 1-forme non commutative « et la 1-forme locale A, € Q! (U)®@su(n).
Alors on a :

Noc = AIOC(X|U) - a(X)loc . (238)
Au dessus d’une intersection U N U’ # 0, X . et Ao sont reliées de la maniére suivante :
X |/U = Xy
71/0c = Adg—1 Vioc 1 gilx\U(g) .

Enfin, nous pouvons considérer les 1-formes locales. A tout élément w € Qf_ (), on
associe un élément wy,. € Q. (C(U) ® M,,) au dessus de U. Cette 1-forme locale se
décompose naturellement en deux parties : wie = a + ¢ 0 if ot a € QYU) ® M,, et
¢ € C*(U) @ M, ®sl. Alors au dessus d’une intersection U N U’ # 0, wi,e et wy,, sont
reliés de la maniére suivante :

a' = Ad,-10a — Ad,-1 0p o Ad, og* 9" (2.39)

¢ = Ady,~10¢0Ad, |, .

ott O est la forme de Cartan usuelle sur le groupe H et ¢*0% = g~1dg.

Les fonctions de transition ressemblent a celles rencontrées pour les théories de jauge

usuelles (en géomeétrie ordinaire). Dans le cas présent, ces relations sont “twistées” par le
champ scalaire ¢.

Objets locaux a partir de 2B

Voyons maintenant les relations entre ces objets locaux et les objets locaux que 'on
peut obtenir & partir de 'algébre B = C*°(E) ® M,, restreinte a des ouverts trivialisants
de E. Tout d’abord, considérons une section locale s : U — E. Nous pouvons lui associer
lapplication pull-back s* : C*°(E) — C*°(U) qui s’étend de maniére triviale en une appli-
cation s* : B — C*(U) ® M,. Alors par définition, I'image de By,_pag par 'application
s* est 'algebre 2, obtenue par localisation de 1’algebre 21 au dessus de U.

Pour les dérivations, nous avons montré précédemment qu’avec I’aide d’une connexion
ordinaire, il est possible d’associer & tout élément X € Der(21), un élément X' € NV(2) C
Der(B), ot explicitement X = p(X)" — ady(xye. De maniere analogue, en utilisant
I'inclusion Qpe,(A) — Qpe(B), on peut associer a tout élément w € Qpe (A), un élément
@ € Qper(B)3_Bas.- Alors nous pouvons comparer les expressions de w(X) et w(X).
Au dessus d'un ouvert U C M trivialisant E et en utilisant 1’expression locale d'une
connexion sur £, on a :

')qf(ﬂﬁ) = s*X‘x — Aloc<X)|x — ada(;{)lb;(z) ,

ou x € U. D’aprés la basicité de la 1-forme w, nous pouvons montrer que
wloc(‘){loc) = 5*(w|U</Y\§)> = S*W\U(‘)qoc) s
et que

*
S Wy = Wioc -
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Cela généralise le résultat précédent obtenu pour les éléments des algebre 2 et B, et on
a de maniére plus générale :

S>|<QDer<%)'H—Bas|U = QDer(Q’lloc) .

Cette relation montre que 1’on peut obtenir des expressions locales wy,. soit a partir de la
1-forme w € O}, (A) en se restreignant & un ouvert trivialisant de 2, soit & partir de la
1-forme @ € Of),,(B)2_pas €n se restreignant a un ouvert trivialisant de B. Cela montre
encore une fois le role similaire que peuvent jouer ’algébre 2 et le fibré principal E.

Enfin notons que les relations de transitions auraient pu étre obtenues en consi-
dérant la 1-forme @ au dessus des intersections U N U’ # () d’ouverts trivialisants, avec
les relations de transition s’ = s - g entre sections locales s : U — E et s : U' — F.

Objets locaux exprimés grace a une connexion de référence

I1 a été montré dans [Mas99| que si 'on choisit une connexion de référence, alors il
est possible d’exprimer les 1-formes locales en terme de tenseurs qui se transforment de
maniére homogeéne.

Soit w € Qpe;(A) une 1-forme non commutative et wioe € QU) @ Qper(M,,) sa forme
locale. Pour obtenir les relations de transition , nous avons décomposé wi,. de la
maniere suivante :

Wioe = @+ ¢poif | (2.40)

oua € QYU)® M, et ¢ € C*(U)® M, ®sl. Cette décomposition est naturelle vis-a-vis
de la décomposition des dérivations locales. Comme nous le voyons dans la formule
, les relations de transition sont relativement compliquées et pour des formes de
degré plus élevé, on obtiendra des expressions difficilement manipulables.

Il est donc préférable de décomposer les formes locales autrement, et ce, grace a une
connexion de référence V€ sur £. On note a la 1-forme non commutative qui lui est
associée et A la 1-forme de connexion locale sur un ouvert U.

Alors d’aprés la formule , la forme locale wi,. peut se décomposer de la maniére
suivante :

Wloe = a— <Z~> O Uge (241>

ouda € QU)®M,, et ¢ € C®(U)® M, ®sl;. On peut passer de la décomposition (2.40)
a la décomposition ([2.41)) en faisant le changement de variables :

a=a-+ Qb © Aloc

p=10.
Ainsi, les relations de transitions lors d’'un changement de carte sont les suivantes :

a'=Ad,10a
, 9 (2.42)

¢ = Adg-10¢oAd, .

Ces relations de transition sont homogénes et tous les termes inhomogénes de (2.39)) ont
été absorbés par la forme locale a.
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On reconnait 1a les relations de transition pour des formes tensorielles sur un fibré
principal. En effet, dans la décomposition , tous les objets peuvent étre définis
globalement et donc cette décomposition reste vraie pour une 1-forme globale. Ainsi, un
élément w € Qpe (A) peut toujours se mettre sous la forme :

w=aop—goa, (2.43)

ou a € Q' (M, End(FE)) est une forme tensorielle et ¢ € C(M, F) est une section du fibré
F associé a E dont les fibres sont isomorphes & M,, ® s[;. Nous montrerons au début de
la section que cette décomposition globale peut étre obtenue de maniére plus directe.

Remarque. Nous avons obtenu cette décomposition en passant par une décomposition
locale, mais nous aurions pu également ’'obtenir en passant par l'algébre B.

Il est possible de faire une décomposition similaire & la décomposition pour des
formes de degré plus élevé et on obtient alors des relations de transitions homogénes pour
les formes locales associées (voir [Mas99]). Nous verrons dans la section que cette
décomposition a ’aide d’une connexion de référence est également utile lorsque 'on a une
opération de Hodge associée a une structure Riemannienne.

2.2.5 Morphisme de Chern-Weil

L’algébre des endomorphismes peut également se substituer au fibré principal afin de
construire les classes caractéristiques usuelles. Habituellement les classes caractéristiques
sont obtenues par le morphisme de Chern-Weil associé a un fibré principal. Nous allons
voir dans cette section que ce morphisme peut étre construit directement a partir d’une
algebre d’endomorphismes.

Nous allons nous inspirer de la construction donnée par Lecomte dans [Lec85|, ot il est
montré que le morphisme de Chern-Weil peut se voir comme étant 1’'obstruction & scinder
la suite exacte courte d’algebres de Lie associée aux automorphismes infinitésimaux d’un
fibré principal. Nous avons déja rencontré cette suite dans le diagramme et pouvons
la rappeler ici :

0——=T(TVE)——=Ty(E) "> (TM)—=0 .

Dans [Lec85], il est en fait montré que I'on peut développer une théorie des classes ca-
ractéristiques, paralléle a la construction classique de 'homomorphisme de Chern-Weil
d’un fibré principal, dans un cadre purement algébrique relativement a toute suite exacte
courte d’algébres de Lie. Cette construction étant donnée pour des algébres de Lie, c’est
le complexe de Chevalley qui est utilisé de maniére essentielle.

Nous allons adapter cette procédure a la suite exacte courte d’algébres de Lie et de
Z(2)-modules (2.23)). Nous devrons remplacer le complexe de Chevalley utilisé dans [Lec85)
par le calcul différentiel basé sur les dérivations Qp, () afin de prendre en compte la
structure de Z(2()-module supplémentaire. Le fait de travailler avec le complexe Qp..(2)
plutdt qu’avec le complexe de Chevalley nous permettra d’obtenir directement le mor-
phisme de Chern-Weil usuel contrairement a Lecomte [Lec85] qui obtient le morphisme
de Chern-Weil composé avec ’application induite en cohomologie par I'inclusion du com-
plexe de Chevalley dans le complexe de de Rham, i.e. le complexe Qp . (C*(M)). Cela
induit dans [Lec85] des effets non locaux associés a la cohomologie de Chevalley. Cela
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revient ainsi a travailler avec des objets locaux au sens de [Lec85|. Notons également que

la suite (2.23)) est reliée a la suite précédente par le diagramme ([2.31]).
Nous pouvons écrire la suite (2.23)) de la maniére suivante :

0—Ag—24>Der(A)—~I'(TM)—0 ,

ou A est identifiée a Int(2A) par Papplication ad. Cette suite peut toujours étre scindée en
tant que suite de Z(2)-modules a 'aide d’une connexion V¢ sur £ & laquelle on associe
un projecteur p*V : Der(2() — Der(2l), ou V = V¢ @ V&'. La courbure algébrique de ce
projecteur (voir section est la 2-forme non commutative horizontale p*R®.

Nous pouvons maintenant donner la construction de ’lhomomorphisme de Chern-Weil
a partir de 2. Remarquons que l'algebre de Lie 2y est un Der(2)-module et un Z(2A)-
module. On peut alors considérer un élément

A
f € (S%(Q[)Q’lSZ( ))Der(ﬁ)—lnv ’

ot xZ () est I'opération agissant sur la catégorie des Z(2)-modules décrite dans la sec-
tion . Ainsi, f est une application Z(2()-multilinéaire symétrique de ®qZ(m)QIO dans
Z(A) ~ C*°(M) invariante sous I'action de Der(2(). La condition d’invariance se traduit
par :

Lyf=0 VX € Der(2) ,

ou la dérivée de Lie est définie de maniére habituelle. Si I’on décompose les dérivations en
partie verticale et partie horizontale a ’aide de la connexion V sur End &, cette relation
devient équivalente a :

Ly, f=0
vXel'(M),yed .
{Ladvfzo (M),~ 0

On en déduit alors que f est constante (en tant que section sur M) et définit un polyndéme
invariant sur sl(n) (on peut s’en convaincre en regardant ces relations localement, c’est-
a~dire au dessus d'un ouvert trivialisant de 2 ou Ay ~ C*(U) ® sl(n)). La 2-forme de
courbure R permet alors d’associer & une telle application un élément de

(M) = Q3 (Out(), Z(%))
en saturant les arguments de f. On note cet élément
fo=ASf(R*®- @R,

ou AS désigne I'antisymétrisation par rapport & R€. Par les techniques usuelles, on vérifie
que fy est un co-bord, i.e. dfy = 0, et que la classe de cohomologie de fy ne dépend pas
de V.

Nous avons ainsi construit une application linéaire

I(ﬁ[(n)) = (SZ(Ql)QLSZ(m))Der(Ql)—InV E— Hpaire(M)
fr—fv]
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associant a tout polynéme invariant sur sl(n) un élément paire de la cohomologie de
de Rham de la variété M. Ce morphisme s’identifie de maniére évidente au morphisme
de Chern-Weil usuel.

Cette construction nous permet ainsi de voir I’homomorphisme de Chern-Weil (ou
les classes caractéristiques) comme étant l'obstruction a pouvoir scinder la suite exacte
courte de Z(2()-modules en tant que suite exacte courte d’algebres de Lie et four-
nit une interprétation naturelle des classes caractéristiques dans le cadre des algébres
d’endomorphismes.

Notons que dans le cadre des fibrés principaux, ce morphisme peut étre obtenu par
des méthodes homologiques a partir du complexe de Weil construit sur l’algébre de Lie
du groupe de structure d’un fibré principal qui est de dimension finie. Ici nous n’avons
pas eu besoin de groupe de structure et avons travaillé directement a partir de 1’algebre
de Lie Int(A) ~ 2y qui s’identifie & I’algébre de Lie du groupe de jauge. Cette algébre
de Lie est de dimension infinie et nous en avons extrait les polynémes invariants par une
condition d’invariance vis-a-vis de 'algébre de Lie Der(2) (également de dimension infi-
nie). La recherche d’une interprétation de cette construction dans un cadre homologique
plus général est I'objet de recherches en cours.

Nous terminons par quelques remarques. Pour une algébre d’endomorphismes 2, il
serait intéressant de voir les liens possibles entre cette construction des classes carac-
téristiques et d’autres notions algébriques, telles que la cohomologie basique de 21 (voir
[DVM96al) ou encore son homologie cyclique. Plusieurs indications ménent & penser qu’un
tel lien puisse exister. En effet, notons que 2 est équivalente de Morita a l'algébre des
fonctions C*°(M) et donc son homologie cyclique redonne ’homologie de de Rham de la
base H(M) (cf. membre de droite du morphisme de Chern Weil). Notons également que
la cohomologie basique de I'algébre M,,(C) sur laquelle est modelée 2l coincide avec les
polynoémes invariants sur M, (C) (cf. membre de gauche du morphisme de Chern Weil).
Il serait aussi intéressant de voir si cette construction a des liens avec la construction ha-
bituelle du morphisme de Chern-Connes (voir [Lod92| par exemple) en géométrie non
commutative. La notion de morphisme de Chern-Weil doit cependant s’en distinguer
étant donné que sa construction n’est pas invariante de Morita (la dimension des fibres
est fixée). Il serait également intéressant d’étudier les liens possibles avec la classe de
Dixmier-Douady [DD63], Dix57| construite pour des champs continus de C*-algébres.

Notons tout de méme que la construction que nous venons de faire peut s’adapter a
toute algébre associative A, a partir de la suite exacte courte d’algébres de Lie :

0——Int(A)—=Der(A)—=Out(A)—=0 .

La notion de classes caractéristiques et de fibré principal en géométrie non commuta-
tive est également abordée dans [CKMVz93| pour des algeébres admettant 'action d'un
groupe de Lie de dimension finie.

2.3 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment traduire un certain nombre de notions
géométriques définies dans le cadre des fibrés principaux en des notions purement algé-
briques en rapport avec l'algébre des endomorphismes. Les algébres d’endomorphismes
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constituent ainsi un terrain d’étude intéressant et pourraient étre utiles, de part leur
ressemblance avec les fibrés principaux, a établir un dictionnaire plus complet entre géo-
métrie différentielle et géométrie non commutative. Elles seraient en quelques sortes pour
les fibrés ce que sont les C*-algébres commutatives pour les espaces topologiques. En ef-
fet, c’est en étudiant les C*-algébres commutatives, qui sont équivalentes a des espaces
topologiques (voir section , que nous avons pu traduire différentes notions de géo-
métrie en des notions algébriques équivalentes (ex : modules projectifs de type fini v.s.
fibrés vectoriels) et ainsi établir un pont entre topologie et algébre. De maniére similaire,
nous espérons que 1’étude des algébres d’endomorphismes puisse permettre de traduire
différentes notions de géométrie différentielle en rapport avec la notion de fibrés en des
notions algébriques équivalentes et ainsi contribuer a établir un pont entre géométrie et
algebre.

A T’heure actuelle, une étude plus approfondie des classes caractéristiques pour les
algébres associatives et le lien avec d’autres outils de la géométrie non commutative reste
encore a effectuer et semble étre une direction de recherche intéressante.



64

Chapitre 2 — Théories de jauge et géométrie non commutative




65

Chapitre 3

Symeétries

Dans ce chapitre, nous allons reprendre et résumer certains travaux sur les connexions
invariantes en géométrie différentielle. Comme nous 'avons vu précédemment, il existe
un lien assez direct entre le calcul différentiel basé sur les dérivations d’une algébre d’en-
domorphismes et I'algébre des formes différentielles de de Rham sur un fibré principal.
Les résultats que nous obtiendrons dans cette section, nous seront utiles pour les modéles
physiques construits dans le cadre d’algebres d’endomorphismes.

L’approche géométrique que nous allons suivre posséde certaines similarités avec les
modeéles de théories de jauge sur des algebres non commutatives. Ces méthodes furent
méme les premiéres a fournir une interprétation géométrique des champs scalaires de
type Higgs. En ce sens, les modéles de géométrie non commutative, que nous verrons au
chapitre 4] sont des versions algébriques et plus économes de ce type de modéles. Gé-
néralement, lorsque l'on utilise un groupe en physique, nous n’exploitons pas vraiment
sa structure de variété. En effet, ’ensemble des champs de vecteurs d’un groupe de Lie
forme une algébre de Lie de dimension infinie. Hors, on se contente généralement d’exploi-
ter seulement la sous-algébre de Lie formée des champs de vecteurs invariants a gauche
ou & droite qui est une algébre de Lie de dimension finie.

Par exemple, dans le modéle standard des particules, pour la description des symétries
dites “internes” des particules, c’est en fait la structure d’algebre de Lie qui est utilisée
de maniére essentielle plutét que la structure de groupe. Ainsi, les modeles de théories
de jauge basés sur des algébres de matrices capturent la structure algébrique et “discréte”
de ces constructions géométriques qui possédent, pour la description des particules, des
degrés de liberté continus superflus.

Pour les symétries qui ne sont pas internes, ou faisant parties intégrantes des modeéles
que nous étudions, 'utilisation de groupes de Lie peut toujours s’avérer utile. Cela est
le cas, par exemple pour les symétries d’espace temps. Ainsi, si nous voulons étudier un
probléme, ou une situation physique, possédant une certaine symétrie, par exemple une
symétrie sphérique ou une symétrie de rotation autour d’un axe, nous chercherons alors
les solutions aux équations du mouvement invariantes sous l'action de ce groupe.

La construction que nous allons voir joue donc un double réle dans cette these. Elle
nous permettra de présenter les modeles géométriques qui ont précédés les modeles de géo-
métrie non commutative et de bien voir les différences entre ces deux approches. D’autre
part, cette construction nous fournira des outils pour pouvoir caractériser les degrés de
liberté d’une connexion non commutative invariante sous ’action d’un groupe de symétrie
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et ces résultats seront exploités au chapitre 5] Les résultats présentés dans ce chapitre sont
essentiellement ceux obtenus dans [MS04].

3.1 Connexions invariantes sur un fibré principal

Plusieurs approches ont été proposées pour I'étude des connexions invariantes sous
I’action d’un groupe de Lie et elles sont essentiellement de deux types : les approches “glo-
bales”, étudiées dans [HK84! [JP84] [HVS80] et les approches “locales”, étudiées dans [FM8Q),
Bro96]. Nous reprendrons les approches globales qui permettent de bien appréhender ce
qui se passe géométriquement et nous ferons le lien avec les approches locales, souvent
plus utiles pour faire des calculs explicites.

3.1.1 Réduction de fibrés principaux

Considérons un fibré principal E(M, H) de groupe de structure H. Nous adopterons
également la notation suivante pour une fibration :

H——=E—">M .

Nous prendrons garde & ce que la premiére fléche ne soit pas une application mais sché-
matise les fibres du fibré.

Considérons maintenant un groupe de Lie compact G agissant & gauche sur E. Nous
noterons cette action G O E et nous supposerons toujours que cette action commute
avec celle du groupe H. Une maniére de garantir cela, est de considérer G comme un
sous-groupe du groupe des automorphismes de E, noté Aut(FE). Dans ce cas, E est dit
G-symétrique. La projection 7 induit alors une action G O M qui est caractérisée par le
diagramme suivant :

0 —Int(F) — Aut(E£) — Out(£) ~ Aut(M) —0 .

~_|

G

Il est également possible d’essayer de construire une action de G sur F a partir d'une
action de GG sur la base M et commutant avec ’action du groupe de structure H. Cette
question a été étudiée dans [HNdO94]. Nous supposerons par la suite que cette action est
donnée, et donc, nous partirons toujours d’un fibré principal G-symétrique.

Nous demanderons de plus que 'action du groupe G soit simple (voir [HVS80, [JP84]),
ce qui veut dire que la variété de base M a elle-méme une structure de fibré, dont les
fibres sont isomorphes a un espace homogéne G/Gy. Ce fibré est obtenu par action du
groupe G sur M et donc l'espace de base est isomorphe & M/G. Les groupes d’isotropie
de l'action de G sur M sont tous isomorphes & Go. Nous avons ainsi le diagramme de
fibration suivant :

G/Gy—=M—=M/G .

Considérons maintenant l'espace P = {x € M, G, = Go}, ou G, est le groupe
d’isotropie associé a tout point x € M. Alors P est un fibré principal de groupe de
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structure N(Go)/Go, ot N(Gy) est le normalisateur de Gy dans G. Ce fibré sera noté
par :

N(Go)/Go—>=P—=M/G .

Nous pouvons alors considérer le fibré M(M/G,G/Gy) comme étant un fibré associé au
fibré principal P(M /G, N(Gy)/Gy) pour l'action naturelle N(Gy)/Go O G/G.
Une construction similaire peut étre faite sur E sur lequel le groupe S = G x H agit
a droite par 'action :
GxHxFE—EFE
(9.7, p) — g~ "ph .
Notons tout d’abord que pour tout point p € F, il existe un homomorphisme canonique :

/\p : Gw(p) — H s

défini par la relation go - p = p - Ay(go) pour tout gy dans Gr,. Le groupe d’isotropie S,
d’un point p dans E pour l'action E O S est donc S, = {(g0, A\p(90))/ 90 € Gy} Tous
ces groupes d’isotropie sont isomorphes et nous noterons Sy, correspondant a un point
po € E, I'un d’entre eux. Ainsi, le fibré E hérite de la structure de fibré suivante :

S/Sy—=E—~M)G .

On notera que 'action de S sur E est également une action simple.

En procédant comme nous ’avons fait pour l'action de G sur M, nous pouvons définir
un sous-fibré @ := {p € E, S, = S} de E. Il est donné par le diagramme de fibration
suivant :

N(50)/So—=Q——=M/G

ot N(Sp) est le normalisateur de Sy dans S. Il est remarquable que sur ) 'application
Ap@ est indépendante du point p € (). Nous noterons alors cette application A : Go — H.

Notons 7 la restriction de la projection 7 a Q. Il est facile de voir que mg(Q) C P
et que le noyau de mg est isomorphe a Zy = Z(A\(Gy), H), le centralisateur de A\(Gy) dans
H. On peut également montrer que 7((Q) posséde la structure de fibré suivante :

ZOHQEWT(Q) .
D’aprés les définitions de base, nous avons :
N(So) ={(g.h) € S/ g € N(Go), h_l)\(go)h = )\(9_1909)7V90 € Go} -

Nous avons également une inclusion naturelle de Z, dans N(Sp)/Sy donnée par la com-
position des deux applications du diagramme suivant :

ZO ~ {6} X ZOC—> N(So) I N(So)/SO

De plus, Zj est un sous-groupe normal de N(Sy)/Sy et 'espace quotient (N(Sy)/So)/Zo
est un sous-groupe de N(Gg)/Go.
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Toutes les observations précédentes se résument dans le diagramme suivant :

Zy ————= N(S0)/So (N (S0)/S0)/Zo
N(Gy)/Go
HC S/So | G /Gy
¢ T ‘
Zo Q s 7(Q)
\ ! (3.1)
L
H E M
v V
M/G M/G —
\ T MG
N

M/G M/G

Nous ferons attention a ce que certaines fleches dans ce diagramme ne représentent pas des
applications mais correspondent & des fléches de diagrammes de fibration. On notera que
les fleches horizontales correspondent plutot a l'action du groupe H (ou de sous-groupes
de H) et les flaches verticales a des actions des groupes G et S. Nous pouvons également
vérifier que le noyau de la projection m(Q) — M /G est isomorphe a (N(Sy)/So)/Zo.

3.1.2 Connexions invariantes

L’action G O E induit une action de G sur I'espace Q'(E) des 1-formes sur £. Du fait
que les actions de G et H commutent, cette action s’étend naturellement en une action
sur I'espace affine des connexions sur F inclus dans I'espace Q'(F) @ H, ot H est I'algebre
de Lie du groupe H. Pour tout w € Q}(F)®H et tout g € G, nous notons cette action par
w9 = g*w. Nous allons maintenant caractériser une connexion G-invariante, qui satisfait
w9 = w pour tout g € G.

I1 est utile de faire une décomposition des divers espaces tangents correspondant aux
variétés introduites dans la section précédente. Nous allons faire ces décompositions a
I’aide des différentes actions de groupes. Tout d’abord, introduisons les notations suivantes
pour les algébres de Lie correspondant aux différents groupes :

Groupe G| H N(G()) GO N(G())/GO ZO S=GxH SQ N(So)
Algébrede Lie |G | H | Ny | G K Z0|S=GdH |S| Ns,

Soit,
G=Ny& L et H=2Z2y&aM,

une décomposition d’algeébre de Lie réductiveE] que nous supposerons aussi étre une dé-
composition orthogonale d’espaces vectoriels pour la métrique de Killing. Il est facile de

1Une décomposition d’algébre de Lie g = b @ [ est réductive si b est une sous-algébre de Lie de g et
si [ est un sous-espace réductif, i.e. [h, ] C L.
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montrer que nous avons la décomposition orthogonale d’algébres de Lie :
No=Go®K .

Alors,
So = {(Xo, \X0)/Xo € Go}

ol A\, : Gy — H est 'application tangente de A : Gy — H. Ainsi, Sy est isomorphe & G.
En utilisant cette identification, on montre que la décomposition

Ns, =S @ K @ Z

est une décomposition orthogonale d’algebres de Lie. En fait, tout élément (X, ) € Ng, C
G X 'H peut étre écrit sous la forme (X, &) = (Xo + X, \e Xo +&2z,), ot Xg € Gy, Xc € K
et & 2, € 2.

Avec ces décompositions et les actions de groupe, on obtient alors une version infini-
tésimale du diagramme :

ZO( ICEBZO

N [

Zy @ MC n Kael)s(Zya M) n KecrL
zo(\ 7,Q " Tun(Q) <
T,.P
\ N ‘ \
2y @ MC 7 T,E 0 T, M
T[I]M/G T[_,,:]M/G
=
B
T[I]M/G T[z]M/G

pour tout point ¢ € Q C E avec m(q) = x. On a alors la décomposition :

T,E=T,Q® Lo M, (3.2)
ol ES (resp. ./\/lg) est le sous-espace parcouru par les vecteurs Xf en ¢ € E obtenus
a partir des champs de vecteurs fondamentaux X% sur E associés aux vecteurs X € L
(resp. X € M).

Nous sommes maintenant préts a caractériser une connexion G-invariante. Soit w €
Q' (E) ®H une 1-forme de connexion G-invariante. Nous pouvons la restreindre a @, sans
perdre d’information, puisque ses valeurs sur E peuvent étre retrouvées par action du
groupe G sur () en utilisant le fait que G - QQ = E. Alors pour tout ¢ € @), wj; peut étre
évaluée sur les trois espaces vectoriels 7,0, ES et Mg :

— La restriction a ./\/122 C H? est déterminée par la relation w,(X qE ) = X, pour tout
X € M. Il n’y a pas d’autres degrés de liberté.
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— La restriction a 7,() donne une 1-forme p définie par pu(X) = w(X), pour tout
X € TQ. Elle satisfait la propriété d’équivariance suivante :

Rigmh = Adp-1p1 V(g,h) € N(So) ,

ot Ry est I'action & droite de N(Sp) sur Q. En tenant compte de cette relation
d’équivariance pour un élément (go, A(go)) € So, on peut montrer que p prend ses
valeurs dans Zj. Cette relation d’équivariance restreinte a Zj fait de p une 1-forme
de connexion sur le fibré principal Q(7(Q), Zy).

— La restriction a EqQ induit une application :

Vg L—"H
X = (X)) = wy(X]) -
L’application 1), satisfait la relation d’équivariance suivante :
Adp, 0 pg 0 Ady—1 = Yggp— V(g,h) €S .

Alors pour tout (go, A(go)) € So, on a Ady(g,) olpqudgal = 1p,. L’application g — 1,
de @ dans F définit une section du fibré associ¢ a Q : F* = Q X N(So)/So Frs OU la
fibre est définie comme étant I’espace vectoriel suivant :

fg = {E L — 'H,Ad)\(go) OgOAdgal :f} .

Ainsi, w est complétement déterminée par les deux objets p et ¢ décrits ci-dessus.
Notons que p et ¥ sont naturellement reliés a des fibrés principaux construits a partir du
fibré E : 1) correspondant a une structure “verticale” sur le diagramme et p a une
structure “horizontale”.

Il est possible [JP84] de décomposer la connexion w sur des objets ne faisant référence
qu’au fibré FZ. Pour cela, il est nécessaire d’introduire une connexion A sur le fibré
principal :

(N(S0)/S0)/Zy—T(Q)—=M/G

N

Alors la 1-forme de connexion p peut étre mise en bijection avec un couple (B, «) ou

— B est une connexion sur le fibré principal Q(M /G, N(Sp)/So).

— « est une section de fibré vectoriel FX, ou FF = Q x N(So)/So FK est le fibré associé
au fibré principal Q(M /G, N(Sy)/So). L'espace vectoriel Fi est défini de la maniére
suivante :

f}c = {]{3 K — H,AdA(go) Ok‘OAdgo—l = k‘} .

(Notons la similarité entre F*© et FX).
La correspondance entre p et le couple (B, a) est donnée explicitement par les rela-
tions :

(8 cnerasueas
Qg = :“q’qu

En particulier, on a preB = 7 A, ol pr est la projection de K @ Z, sur K. A partir de
ce point de vue, il est également possible [CJ85| de faire un lien avec les théories de type
Kaluza-Klein, en voyant la connexion w comme faisant partie d’'une métrique sur le fibré
principal F.
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3.1.3 Relation avec I'approche de Wang

Du fait que nous ayons supposé que l'action du groupe G soit simple, ’espace M
est localement isomorphe au produit d’espaces M/G x G/Gy. L'étude des connexions
invariantes peut étre encore simplifiée en supposant que M = M/G x G /Gy, ce qui revient
a restreindre notre étude a des objets localisés autour d’une orbite de G dans M. Dans
cette section, nous supposerons donc que M = M/G x G/Gy. Cela nous permettra de faire
le lien entre la construction précédente et les approches locales faites dans [HVSS80, [FMSQ,
Bro96]. Ce point de vue rejoint également celui de Wang donné dans [Wan58|, qui aborda
le probléme des connexions invariantes sur des espaces homogeénes. Nous appellerons cette
approche, approche “locale” par la suite.

La structure relativement simple de M va nous permettre de faire une construction
similaire a celle faite précédemment, mais en remplacant 1’espace P par 1’espace quotient
M/G. Cela simplifiera grandement la structure des fibrés dans les directions correspondant
a (G, ainsi que la décomposition des connexions invariantes. Nous pourrons méme aller un
peu plus loin et classifier les fibrés G-symétriques.

Tout d’abord, de par la structure de M = M/G x G /Gy, nous pouvons inclure M /G
dans M, en l'identifiant & M /G x {eGy} dans M. Alors, les fibrés G-symétriques peuvent
étre classifiés par les couples ([A],Q), ou [A] est la classe de conjugaison d’un homomor-
phisme X : Gy — H pour 'action de G sur Gy et Q est un fibré principal sur M /G de
groupe de structure Zy = Z(A(Gy), H). En effet, étant donné un fibré principal F au
dessus de M = M/G x GGy, G-symétrique, de groupe de structure H, nous pouvons
construire un couple ([\], Q) en considérant la restriction E\vye de E a M/G. Définissons
alors Q = {p € Eimya/Ap = A}, pour une application de référence A = X,

Réciproquement, nous pouvons associer a tout couple ([\],Q) un fibré principal G-
symétrique. Nous pouvons construire le fibré principal suivant :

ZO XGOHQ,:Q X GHM/GX G/GO

défini pour l'action (2, go, ¢, 9) — (G- 20,9 - go). Considérons maintenant l’action a gauche

de Zy x Gy déﬁnieﬂ sur H par :

p:ZyxGyx H— H
(ng07h>’—>z./\<g())'h"

Nous pouvons alors construire un fibré associé a Q' : E = Q' X (zoxGo) H, de fibre H. On

peut voir que E est un fibré principal G-invariant en considérant le diagramme commutatif
suivant :

Z() X Go ZO X C¥0
H—QxH—">Q=0xG - (3.3)
‘ |
H E———>M=M/GxG/G,

2Remarquons que l’action des sous-groupes Zy et Gy commutent.
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ot Q' x H est aussi un fibré principal de groupe de structure H et G-invariant. On prendra
garde a ce que certaines fleches soient des fleches correspondant & des diagrammes de
fibration.

La composition des applications E — ([A], Q) et ([\], Q) — E fournit une application
E — E, qui est un isomorphisme de fibrés principaux avec groupe de structure H et
G-invariant. Nous pouvons réaliser 'application inverse en considérant ’application qui &
tout point W(gq, g,h) € E, associe le point g-§-h € E o § € Q est considéré comme un
point de E.

En utilisant cet isomorphisme, nous pouvons envoyer une connexion G-invariante sur
E sur une connexion G-invariante w sur E. Du fait que la projection ¥ du fibré principal
Q) x H de groupe de structure (Zy x Gg) est aussi une application G-équivariante de
fibrés G-symétriques de groupe de structure H, on peut montrer (voir [HVS80, Bro96| et
la démonstration dans le cas non commutatif traité dans la section que V*w peut
étre écrit sous la forme générique suivante :

U*w)(g.gm) = Adp-1(Ajz 0 05, + @) + 07, (3.4)

ol @ est une 1-forme de connexion sur Q(M /G, Zy) et S et 07 sont les formes de Cartan

usuelles définies sur les groupes G et H respectivement. L’application A € C*(Q)®RG*@H
satisfait la propriété d’équivariance :

R A = Ad,,A Vzo € Zy
et les relations :

Ad}\(go) oAo Adgal =A Vgo € Go
Ag(Xo) = M\(Xo) VXo€GyetVieqQ .

Cette application caractérise ainsi une section du fibré associé a Q, de fibre G* ® H et de
base M /G et correspond a I’action adjointe de Z, sur H.

3.2 Connexions non commutatives invariantes

3.2.1 Approche globale

Nous allons maintenant caractériser les connexions non commutatives invariantes sous
I’action d’un groupe de Lie G compact.

Soit G, I'algébre de Lie de G. Une action de G sur 2 est une opération de Cartan de G
sur 'algebre différentielle graduée Qpe () et nous considérerons toujours G comme une
sous-algébre de Lie de Der ().

Remarque. Nous procédons ici comme dans la situation géométrique, ott nous considé-
rions G comme un sous-groupe du groupe des automorphismes du fibré principal.

Une connexion non commutative G-invariante sur le module & droite 2l est une con-
nexion non commutative V qui satisfait la relation suivante :

Y (@;ﬂl) = 6[1/7/\/}(1 + @X (Ya) ,
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pour tout Y € G, X € Der(2) et a € 2. Si V est donnée par une 1-forme non commutative
w, cette condition est équivalente a la condition suivante :

Lyw:(),

pour tout Y € G.

Nous allons maintenant nous servir de la caractérisation précédente des connexions
ordinaires G-symétriques afin de caractériser les connexions non commutatives invariantes
pour l'action d’un groupe G. Pour cela, nous allons utiliser le fait que 2 est une sous-
algebre basique de B = C*(F) ® M,, pour une action de H = su(n) C M, bien choisie,
ce qui nous permettra, en particulier, d’utiliser le diagramme (3.1)).

Une 1-forme de connexion non commutative G-invariante est un élément

w e (Qll)er(gl))g*hlv = Qll)er(%)H*BaS,g*InV
et peut se mettre sous la forme suivante (voir section [2.2.3)) :
w=a—¢¢€[Q(E)® M, ®[C®E)® M, ®Der(M,)] .

Alors a et ¢ satisfont aux relations :

Le(a—¢) =0 3.5)
ic(a—¢) =0 (3.6)
Lx(a—¢)=0 3.7)

pour tout £ € H = su(n) et tout X € G.

Remarque. Rappelons que pour une connexion ordinaire, on a ¢ = 6. Ainsi, les résultats
de la section pourront facilement étre retrouvés.

Grace a l'action du groupe G, nous pouvons restreindre a et ¢ & Q C E. Alors a
est complétement déterminé par ses valeurs sur T, F pour tous les ¢ € (). L’application
a, : T,E — M, peut étre décomposée en plusieurs parties. Appelons u € Q1(Q) ® M, la
restriction de la 1-forme a aux sections de T'Q). Par la relation , on a uq(qu ) = ¢q(&)
pour tout & € Z,. Cette 1-forme satisfait la relation d’équivariance :

Lixgp = (Lx + Le)u =0 V(X,6) eNs, CGxH.

(Nous utilisons les notations de la section . Rappelons également que la dérivée de Lie
L¢ contient une partie géométrique et une partie algébrique). Alors en utilisant I'invariance
sous l'action de Sy (cette action vient de I'action du groupe Sy sur @), on voit que p prend
ses valeurs dans I’espace vectoriel :

W() = Z()\*go, Mn) s

le centralisateur de A\,.Gy dans M,,. Par conséquent, 7, := ¢¢|z, prend ses valeurs dans W.

On constate que W), est une sous-algebre associative de M,, sur laquelle 'algeébre de
Lie Z; agit par 'action adjointe. Il est ainsi naturel de construire ’algébre différentielle
graduée Qz,(Wh) = Wo @ A\ Z§ qui ressemble au calcul différentiel Qpe,(M,) ~ M, ®
A\ sl. Sur Qz, (W), la différentielle est définie par une formule de Koszul comme dans la
formule (1.72)), ou l'algebre de Lie Z, remplace les dérivations de I'algebre Wj.
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Une autre propriété importante de I'algébre W, est qu’il y a une application naturelle :

Ns, — Der (C*(Q) @ W)
(X,¢) »—>XQ~|—£Q+ad§ .

Notons que Sy est envoyée sur 0 par cette application et celle-ci se factorise en une appli-
cation de N, /Sy dans Der (C*°(Q) ® W)). Cela nous permet de définir une opération de
Cartan de N, /Sy sur Q(Q) ® Qz,(Wy), dont la dérivée de Lie est donnée par :

Lix¢ = Lxayee + Lag, V(X,€) eNs,/So =K Z .

En particulier, cette opération induit une opération sur ’algebre de Lie Z;, que 1’on notera
Le¢, pour tout & € 2.

La différence p — n est naturellement un élément de degré 1 dans Q(Q) ® Qz,(Wh).
En utilisant les relations , et (3.7), il est alors facile de voir que :

ig(w—m)=0 VE € 2
Lixey(—mn)=0 V(X,€) €N, .

Cela implique que o — 1 € (AQ) ® Qo (W))L,
Maintenant, introduisons a € C*°(Q) ® Wy ® A\ K* défini par :

a(X) = u(X9) VX ek .

OnaaeW,® (C®°Q)® AK*)k-my. L'action de K est induite par 'action de N, sur
C*(Q) et par la dérivée de Lie usuelle (induite par la structure d’algebre de Lie de K)
sur /\ £*.

Nous pouvons maintenant introduire 1'algeébre différentielle graduée :

Qz,4c(M/G, W) == (2(Q) ® 22, W) ® /\’C*)(ZO+IC)7Bas ;

équipée de la différentielle naturelle, i.e. la somme de la différentielle sur chacune des
composantes. Nous verrons plus loin pourquoi M/G a été introduit dans les notations.

Cette algebre différentielle graduée nous permet de rassembler les applications u,n et
a en une 1-forme algébrique et on a :

=1 =€ Qz e (M/GW) .

Cette relation nous permet ainsi de caractériser la restriction de a et ¢ a T'Q) de maniére
simple.

Regardons maintenant les composantes £8 et ./\/lg de T, E. En utilisant des arguments
similaires a ceux utilisés dans la section , la restriction de ¢ := a)ze définit une section
du fibré vectoriel associé¢ & Q(M /G, N(Sy)/So), dont les fibres sont isomorphes a ’espace
vectoriel :

f[) = (Mn ® £*>8071nv = {€ (L — Mn/L(EX,)\*X)g =0 VX e go} )

ou (L(LX@é)(Y) = —U([X,Y]) + [, £(Y)] pour tout (X,{) € N(Sp). Dans cette relation,
on utilise Paction naturelle de N, sur 'espace M, ® L*, pour laquelle 'espace vectoriel

Fr C M, ® L* est invariant. ¢ € C°(Q) ® F. satisfait la relation d’équivariance :
Lixet = (Lxeyer + Lix o)t =0 V(X,&) € Ns, -
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Ainsi, on a ¢ € (C*(Q) ® FL) 2, 1 10)—1nv-
De la méme maniére, la restriction ¢ := ajpe = ¢a¢ définit une section du fibré associé
a Q(M/G,N(Sy)/So) dont les fibres sont isomorphes a 'espace vectoriel :

JTM = (Mn ® M*)So—lnv - {m M — M”/Lé\)/lfv)\*X)m =0 VX € gO} ’
ou (L{‘)/}g)m)(Y) = —m([X, Y]) + [§,m(Y)] pour tout (X,§) € N(Sp). En effet, on a la
relation d’équivariance suivante :

Lixe( = (Lxryer + Lf\)/l(,g))g =0 V(X,€) € Ns,

et donc ¢ € (C*(Q) ® Fm) zy1x0)—1nv
D’apres la relation :

(Mn & 'C*)S()—IHV S%) (Mn ® M*)S()—IHV = (Mn X (‘C* ¥ M*)S()—IIIV = F s

(41 peut étre considéré comme une section d’un fibré associé a Q(M /G, N(Sy)/So) dont
les fibres sont isomorphes & 'espace vectoriel F = Fi, & F.
Les résultats précédents peuvent se résumer par l'isomorphisme suivant :

(Qlli)er(gl))g—hlv = QIZO—HC(M/Ga WO) D P 5
ou
P = (C™(Q) ®F)(zo+k)-Tnv -

Notons C := Q% «(M/G,Wy) = (C®(Q) @ Wh)(29+K)-Tnv alors Qz 1 (M/G, W) est
un calcul différentiel associé a C. L’algébre C peut étre interprétée comme l'algébre des
sections du fibré associée a Q(M /G, N(Sy)/Sy) dont les fibres sont isomorphes a 1’algebre
Wy. L’algebre C peut étre considérée comme une “réduction” de ’algébre 2 et les élé-
ments de SU(C) définissent des transformations de jauge sur I’espace de connexions non
commutatives 2, G-invariantes. Equipée du calcul différentiel Qz, (M /G, W) et du mo-
dule P, cette algébre constitue le bloc élémentaire pour la construction des connexions
G-invariantes sur .

Remarque. Notons que les objets introduits sont naturellement reliés a des structures
de fibré au dessus de M/G, tout comme pour les connexions ordinaires invariantes. Ce-
pendant, notons que dans le cas des connexions non commutatives, nous n’avons pas eu
besoin de connexion de référence pour pouvoir redescendre les objets sur M/G.

3.2.2 Approche locale

Comme dans le cas classique, nous pouvons considérer le cas ou M = M/G x G/G,.
Nous utiliserons les notations introduites dans la section [3.1.3] L’idée est d’envoyer (par
application pull-back) une connexion sur E vers une connexion sur @ x H. Cela permet
ainsi d’écrire explicitement la décomposition d’une 1-forme de connexion, en utilisant en
particulier les formes de Cartan sur GG et H. Nous allons généraliser cette construction pour
les 1-formes de connexion non commutatives. Nous devons donc passer & une approche
plus algébrique et devons trouver les bonnes algébres sur lesquelles travailler. L’idée est
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d’envoyer les 1-formes de connexion non commutatives G-invariantes dans une algébre
différentielle graduée suffisamment “grosse”, sur laquelle elles prendront une expression
relativement simple. Nous pouvons résumer la problématique dans le schéma suivant :

Q xH ®C—> QQ' x H) @ Qper(My,)

N v
~ basique
FE QDer(m)(pT;i) Q(E) ® QDer(Mn)

L’algebre différentielle graduée que nous cherchons doit remplacer 2, de la méme maniére
que Despace Q' x H remplacait E. Il est naturel de considérer cette algébre comme la
sous-algebre basique de C*(Q’ x H) ® M, pour l'opération de Cartan de H. Alors le
pull-back ¥*w d’une 1-forme de connexion G-invariante w € Qpe, (A) C Q(E) ® Qper(M,,)
appartient a Q(Q' X H) ® Qpe;(M,,). Du fait que Z et Gy n’agissent pas sur la partie M,
de ces algebres différentielles graduées et que ¥* préserve 'invariance sous ’action de G
ainsi que la basicité vis-a-vis de ‘H, on a :

T*w e Q) @ QG) @ QUH) @ Qper(M,,) G—Inv
(ZQXZVSo)fBaS
L’avantage de travailler au niveau de I'algébre différentielle graduée Q(Q) ® Q(G) ®
Q(H) @ Qper(M,) est que nous pouvons décomposer facilement les actions des groupes G,
Gy, Zy et H sur les différents espaces. Ces actions sont schématisées dans le diagramme

suivant :
/ \ / WAd .
Q) (M, @ A\sl;)

Al F% /qo) 1
G

ou les symboles L. et R schématisent une action a gauche et a droite respectivement.
Notons que 'action de Z; et Gy sur Q(H) commutent.

Alors, en utilisant la H-basicité et la G-invariance, un simple calcul montre que la
1-forme ¥*w peut étre écrite sous la forme générique :

U w|(g.g.n) = Adp—1 (03 + Az o eg + ¢g 0 Ady, o (ef,;’ —i0)) , (3.8)

ot 0% et 0 sont les 1-formes de Cartan sur les groupes G et H et if est la 1-forme algé-
brique introduite en section Il est naturel d’utiliser la 1-forme i dans cette relation,
de maniére a rendre explicite l'identification ({2.18]). Dans la formule (3.8]), on a :

@ e Q'(Q) AeC®Q)® M, G b€ C®Q)® M, sl .
La Zy-invariance implique que :

Ri,@ = Ad1 0 Ri,A = Ad,_1 oA Ri,¢ = Ad,_1 0 ¢o Ady, ,
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pour tout 29 € Zo. Alors A et ¢ peuvent étre considérés comme des sections de fibrés
associés a Q(M /G, Zy).
D’autre part, la Gp-invariance implique que :

Ad/\( 1w =w Ad/\(go)fl oAo Adgo =A Ad)\(go)f1 o gb o Ad}\(go) = qb 3 (39)

g0)~

pour tout gg € Gj.
La (Go x Zy)-horizontalité nous donne les relations suivante :

AXo) = o(MXo)  VXoeGy et @(Z8)=¢(Zy) VZyeZy.  (3.10)

Les connexions ordinaires G-invariantes sont retrouvées dans la formule (3.8]) lorsque
¢ = 1. Dans ce cas, nous avons :

Wy = Ady s (@ + g 6C) + 08 — i

qui est & comparer avec la formule . Comme nous 'avons déja expliqué, le terme sup-
plémentaire 26 est exactement ce qu’il faut pour pouvoir plonger les 1-formes de connexion
dans le complexe des formes non commutatives.

D’aprés la relation d’équivariance , A (resp. ¢) est un opérateur d’entrelacement
entre la représentation de Gy sur G€ (resp. H®) avec la représentation de G sur 1’algébre
M, ~ Vectc(1,H). Ainsi, par le lemme de Schur, cet opérateur se décompose en une
somme directe d’isomorphismes entre représentations irréductibles isomorphes entre G©
(resp. H®) et M,, ~ Vectc(1,H). Si 'on demande que la connexion soit anti-hermitienne,
on doit alors identifier les isomorphismes qui correspondent a des représentations conju-
guées les unes aux autres ou directement regarder les représentation réelles.

Remarque. Cette caractérisation “locale” des connexions non commutatives invariantes
est équivalente a la caractérisation “globale”. Cela se voit en décomposant tous les degrés
de liberté dans les deux situations et en les comparant.

D’apres la décomposition (3.8), il est facile d’écrire une expression locale sur M. Une
section S : M — FE peut étre factorisée par une section locale s = s5 X sg sur le fibré

Q' = Q x G et une section sy sur le fibré trivial Q' x H. L’application
S=Vosgos

est donnée par le diagramme suivant :

QxH—"—>Q=QxG
\I,i " i}s—sQXsG
FE——"—M=M/G x G/G,
S

Alors, une 1-forme locale de connexion s’écrit
S*'w=s"0osyoV'0 € QM) ® Qper(M,) .
Il est utile d’écrire une section S de la maniére suivante :

S:M— E
m — W(sg(m), sa(m), h(m)) .
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On obtient finalement :
S*w = Adjs (sg@ + 5500 5567 + 556 0 Ady o (h*6" — @9)) . (3.11)

Il est intéressant de regarder comment sont implémentées les transformations de jauge
“passives”. Dans la présente situation, il est naturel de regarder les transformations de
jauge passives qui préservent les symétries de la 1-forme locale de connexion non commu-
tative S*w. Il existe trois maniéres de procéder. On peut multiplier :

— sy a droite par un élément ' € H,

~ 85 par un élément zg € Zy, ou encore

— Sg par un élément gy € Gy.

Alors S est modifiée de la maniére suivante :

Sr— 8 =Wo(sy- 20,56 go,h-h) .

Nous pouvons reporter ’action sur () et G sur une action sur H grace a l’équivariance de
I’application W :

\I/o(sQ-z()?sG-go,h-h’):\Ifo(sQ,sG,)\(go_l)~z0_1~h-h’).

Ce type de transformations de jauge sera illustré dans les exemples de la prochaine
section.

3.3 Exemples

Dans cette section, nous allons appliquer les résultats généraux obtenus sur les con-
nexions invariantes a deux exemples. Le premier exemple sera une généralisation d’une
situation largement étudiée dans le cas classique [FMS80, [Wit77], qui correspond a la situa-
tion de la symétrie sphérique pour une théorie de jauge avec groupe de structure SU(2)
(voir également [VG99| et ses références pour des exemples d’applications).

Le second exemple sera purement non commutatif et consistera a prendre en considé-
ration des symétries sur des algébres de matrices.

3.3.1 Symétrie sphérique

Nous allons considérer la situation ot M = R x R?\ {0}, le premier facteur, est
paramétré par la coordonnée de temps t et le second facteur, par les coordonnées d’espace
(z,y,2) = 7. Le groupe de symétrie est G = SU(2) et agit sur R*\ {0} par les matrices
de rotationﬁ. Alors Gy est isomorphe a U(1), I'espace homogeéne G/Gy est isomorphe a
la 2-sphére S? et M/G = R x R™. Nous allons nous intéresser a des théories de jauge,
dont le groupe de structure est H = SU(2) et donc pour la partie non commutative nous
avons M,, = M,(C).

Nous pouvons tout d’abord traiter cet exemple par I’approche globale[3.2.1] Notons que
de maniére générale, tout fibré principal de groupe de structure SU(2) sur M est trivial

3nous considérons I'espace R? \ {0} parce que nous voulons une action simple.
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du fait que M = R x R™ x §% ot R x R™™ est un espace contractible et dim(S?) = 2.
Alors, nous pouvons toujours identifier F/, au fibré trivial :

E=MxSU(2)=M/G xS*x SU(2) .

Nous pouvons ainsi, remonter ’action de G sur la base M en une action sur le fibré
principal E. Pour cela nous devons spécifier une action de GG sur le groupe de structure H.
Nous pouvons étendre cette action de maniére triviale, en considérant l'action (g, h) +—
h Yg € G,Yh € H. Alors la théorie réduite est une théorie de jauge avec groupe de
structure SU(2) sur M/G et la situation n’est donc guére intéressante du point de vue
de l'action du groupe G. Une action du groupe G sur H, plus intéressante a étudier et
naturelle dans notre situation car G = H, est la suivante :

GxH—H
(9:h) —g-h.
Avec cette action, on voit que 'application A est un endomorphisme et que nous pouvons

considérer le fibré réduit ) de telle maniére que A = 1. Alors nous avons Zy = Gy = U(1) 4,
ou :

U(l)z := {exp (2¢T3),e € R}
et {11,T5, T3} sont des générateurs anti-hermitiens de su(2) satisfaisant :
T, To] =T 15, T3] = Th T3, 1] =T

Le fibré réduit @ est isomorphe & M/G x {N,S} x U(1), ou N et S sont les poles sud
et nord de la 2-sphére S?. Sans perdre de généralité, nous pouvons restreindre le fibré @
au point NV, la relation de symétrie venant de 1’action du groupe Zs correspondant a la
conjugaison sur les nombres complexes. Dans la présente situation, le diagramme
devient :

U(l)z( ZQ X U(I)Z ZQ
SU(2)¢ ¢ S? x SU(2) | 2
Ul)z —> M/G x {N,S} x U(1)4 "~ (N,S} x M/G
SU(2) & M/G x §* x SU(2) = M/G x §?
M/G \ M/G -~
\ M/G B M/G

Ici nous avons £ = M = Vectg(71,73), K = 0 et Wy = Vecte(1,T5). On peut alors
facilement voir que F ~ L% ® MC, et finalement, une connexion non commutative est
caractérisée par deux sections ¢ et ¢ sur M /G & valeurs dans Vectc(71, T2) et une 1-forme
non commutative p —n € (QM/G) @ Q(Wp))L. Tei Q' (Wp) est simplement W du fait
que Zy est un espace vectoriel de dimension 1. Si nous regardons seulement les connexions
anti-hermitiennes, alors nous pouvons considérer seulement des espaces vectoriels sur R,
et 1 et ¢ peuvent étre interprétés comme des champs scalaires complexes (cela est dit au
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fait que £L = M =~ C). Dans ce cas, on a C = C°(M/G) @ Wy et SU(C) = {3 =
cos 3 1+ sin 3 T3, x € C*°(M/G)}.

Dans cet exemple particulier, Papproche “locale” de la section [3.2.2] est bien adaptée
a la structure de 'espace de base M. Alors, nous allons faire le reste de cette analyse
en utilisant ces techniques. Le fibré principal E peut étre construit a partir d’un fibré
principal de groupe de structure U(1) et des classes de conjugaison [A] = [1].

Une connexion invariante est donnée explicitement par la formule (3.8]). Pour simplifier
I’analyse, nous allons considérer seulement les connexions anti-hermitiennes sans traceﬂ
En utilisant les notations et résultats de la section [3.2.2] nous sommes amenés a caracté-
riser la décomposition de la représentation adjointe de SU(2) en représentations irréduc-
tibles de U(1)z. La représentation adjointe de SU(2) se décompose en la représentation
fondamentale de U(1) sur VectgT3 et la représentation de dimension 2 sur Vectg(7},T3),
correspondant & la représentation fondamentale de SO(2). La propriété d’invariance (3.9)
donne :

ATy) = MTh + AT o(Th) = 1T + o1
ANT) = —NT + AT O(T2) = =T + )i Th

et en utilisant (3.9)) et (3.10]), on a :
AT3) = o(T3) = T3,

ou 7 est une fonction sur M/G.

Choix de jauge (section locale)

Maintenant, si nous voulons écrire I’expression locale de la 1-forme de connexion,
nous devons faire le choix d’une section locale ou choix de jauge. Il y a deux jauges
particuliérement intéressantes a considérer.

Une premiére jauge, que nous allons appeler jauge “singuliére”, peut étre définie en
considérant la section locale constante :

sgp:Q — Q' x H
¢ (d,e) .
Le deuxiéme choix de jauge naturel a considérer est le suivant :
sq:S?— SU(2)
(0,) = g = e,

ol nous avons choisi (9, p) comme coordonnées locales sur S?, qui sont les coordonnées
sphériques habituelles. Dans SU(2), ¢, ¢ correspondent & deux des paramétres d’Euler.
Nous avons alors :

S*w = aT3 + (AT + AT3)d9 + (A Ty — AsTy) sin dde + nT5 cos Idp
— [($1T7 + ¢oT2)0" + (01 To — ¢oT1)60% + nT36°] , (3.12)

4Les termes avec trace dans une connexion correspondent aux termes proportionnels & 1 dans ’algébre
M,, = Vectc (1, H) et peuvent étre étudiés indépendamment des termes sans trace.
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ol a = a,dr + a;dt € QYR x R™) et 10 = T,0. Cette 1-forme de connexion généralise
ce qu'on appelle habituellement I'ansatz de Witten [Wit77] qui est retrouvé en prenant
$1 =n=1et ¢s =0 (i.e. » = 1). Le terme correspondant a la 1-forme cos Jdyp est souvent
appelé terme de monopole et on remarquera qu’il n’est plus constant dans notre approche,
puisqu’il est factorisé par une fonction 7. Les singularités apparaissant dans sont
dues au fait que 'on essaye d’étendre le systéme de coordonnée sphérique de maniére
globale sur S?. Cette extension n’est pas possible dans cette jauge et c’est pour cela que
nous 'appelons jauge “singuliére”. Cependant, nous pouvons introduire une autre jauge
dans laquelle 'extension de cette 1-forme locale & une 1-forme globale est possible. Cette
jauge est la jauge “réguliére” ou encore “radiale”, définie par la section suivante :

S:M—E (3.13)
(r, 0, ) > W(sg(r), eflseTe =02 p=eTs) (3.14)

Elle peut étre obtenue a partir de la jauge “singuliére” en faisant une transformation de
jauge passive qui consiste a multiplier la section sy par I'élément b/ = e "T2e=%T3 ¢ H.
Alors, en appliquant la formule (3.11]), la 1-forme locale s’exprime de la maniére suivante :

S*w = aT, + M |[T,,dT,] — AodT,

N N 3.15
- (bl [Tr7 dTr] + ¢2dTr - TITTQT ) ( )

ol

T, =sindcos p 11 + sinvsin p Ty 4+ cos v 13
0" = sinv cos ¢ §' + sin¥sinp 6 + cosV ?

et d = d + d’ est la différentielle non commutative introduite dans la section . L’ab-
sence de singularité s’explique simplement par le fait que les angles (¢, ¢) des coordonnées
sphériques n’apparaissent pas explicitement dans 1’expression (tout s’exprime en fonction
du générateur T,). Pour illustrer le fait que nous avons obtenu en fait une 1-forme glo-
bale, nous pouvons donner quelques formules en coordonnées euclidiennes. Introduisons

la notation S*w = a + A¢T,dz’ — ¢3T,0°. Alors la formule (3.15) nous donne :

A% — Re(¢ _ Z¢) P[a + Im@b - Z¢)
T r

ab ~c
i g €ipc

¢y = Re(¢) PP + Im(¢) g"epean® + 1 1%y

avec n® = %, Pt = 6 —nn,, ¢ la métrique euclidienne et €4 le tenseur totalement anti-
symétrique tel que €103 = 1. Nous avons introduit les notations pratiques ¢ = —Ay + 1A

et ¢ = ¢1 +iga.

Finalement, nous voudrions montrer que les deux autres transformations de jauge
passives (sur sqg et sp mentionnées a la fin de la section @) peuvent étre effectuées.
Elles vont en fait correspondre a des symétries U (1) résiduelles. En terme des deux champs
scalaires complexes 1) et ¢, ’équation devient :

S*w = aT, + Re(v — i¢)dT, + Im(y) — i¢)[T,, dT,]
+ Re(—ig)d'T, + Im(—i¢)[T,,d'T,] — nT,0" .
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Les transformations de jauge passives “U(1)” correspondent aux transformations sur sg
et s5 données par :

sq~ 8¢ - eX0T®

- - . pxaTs
~s .
S5~ Sg - €

ot xo(r,t) et x1(r,t) sont deux fonctions arbitraires de r et ¢, ce qui correspond aux
transformations suivantes sur les champs 1 et a :

Y~ ei(X1+X0)77Z)

(3.16)
a~ a—nd(x1 + xo)

Nous pouvons remarquer que les champs scalaires ¢ et n restent inchangés sous ces trans-
formations de jauge passives. Nous pouvons également remarquer la similarité avec les
transformations de jauge usuelles dans le cas abélien.

Vraies transformations de jauge

Il est également possible de regarder & quoi correspondent les transformations de jauge
du point de vue de la géométrie non commutative (voir section . Commengons par
redéfinir le champs ¢ en posant ¢ = 1—¢’. Alors, une transformation de jauge symétrique,
paramétrée par un élément eX3 € SU(C), ou x est une fonction sur M/G = R x R,
nous amene aux transformations suivantes :

¢/ ~s 6—ix¢/
Y~ e X . (3.17)
a~ a+dy

Notons que ces transformations ressemblent beaucoup plus a des transformations de jauge
ordinaires.

3.3.2 Un exemple purement non commutatif

Nous présentons dans cette section un exemple purement non commutatif, dans le
sens ou l’espace de base M est réduit a un point. L’algebre des endomorphismes 2 est
alors tout simplement l’algébre des matrices M,, qui fut traitée dans la section [2.2] Alors
quelque soit le groupe G agissant sur cette algébre, nous avons G = Gy et A est un
homomorphisme de G dans H. Le probléme se réduit ainsi & caractériser les connexions
non commutatives G-invariantes sur le module M,,. Pour simplifier ’analyse, nous nous
restreindrons comme précédemment aux connexions sans trace.

La procédure générale a suivre est de tout d’abord étudier la représentation A de G
dans M,, et ensuite de déterminer comment la représentation Ad” o A se décompose en
représentations irréductibles de G. Ces représentations irréductibles correspondent aux
différents degrés de liberté d’'une connexion non commutative invariante, c’est-a-dire un
champ scalaire pour chaque opérateur d’entrelacement entre représentations équivalentes.

Enfin, afin d’illustrer ce résultat, prenons le cas particulier ou G = SU(2). Il est bien
connu que les représentations de SU(2) dans M,, sont paramétrées par les partitions de
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n (voir [DV99| par exemple). Par exemple, pour 2 = M3(C), les représentations sont
indexées par les partitions “1+1+17, “2+17 et “3” de 3. Elles sont décrites de la maniére
suivante :

— la représentation “1+1+1" correspond a la somme de 3 copies de la représentation
triviale. La représentation Ad¥ o X est décomposée en la somme de 8 copies de la
représentation triviale de SU(2). Cela donne donc lieu a 64 champs scalaires. Ce
cas n'est pas trés intéressant du fait que le groupe SU(2) n’agit pas sur M3(C).

— la représentation “2+1” correspond & la représentation réductible de SU(2) qui est
la somme de la représentation fondamentale et la représentation triviale. La re-
présentation Ad® o X est décomposée en représentations irréductibles de SU(2) de
dimensions 3, 2, 2 et 1 (6 champs scalaires).

— la représentation “3” correspond a la représentation de dimension 3 de SU(2). Dans
ce cas, la représentation Ad o \ se décompose en représentations irréductibles de
SU(2) de dimensions 3 et 5 (2 champs scalaires).
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Chapitre 4

Modeles physiques

Dans ce chapitre, nous allons voir différents modéles construits dans le cadre de la
géométrie non commutative des algébres d’endomorphismes. Ce seront essentiellement
des modeles de théorie classique des champs généralisant les théories de jauge. Nous sa-
vons que les champs de Yang-Mills ordinaires peuvent étre décrits au moyen de connexions
sur des fibrés. La théorie des connexions sur des algébres non commutatives et le calcul
différentiel non commutatif ont été introduits dans le chapitre [2 et permettent de généra-
liser ce type de modéles. Afin de pouvoir garder une interprétation en terme de théorie des
champs ordinaire, les algébres que I'on considére sont généralement fortement reliées aux
algébres de fonctions sur I'espace-temps. Comme nous ’avons vu, les algébres d’endomor-
phismes peuvent se substituer complétement aux fibrés principaux lorsque ’on étudie les
théories de jauge ordinaires. Le fait de travailler dans ce cadre va nous permettre d’obte-
nir des généralisations des modéles ordinaires de maniére trés économe et de fournir une
interprétation “géométrique” des champs de Higgs.

Dans un premier temps, nous allons considérer des algébres d’endomorphismes corres-
pondant & des fibrés triviaux et nous verrons comment interpréter les champs de Higgs
comme partie d’'une connexion dans les “directions non commutatives”. Dans un second
temps, nous étudierons ces modeéles dans le cas d’algebres d’endomorphismes non triviales.
Nous verrons qu’il est alors possible de définir la notion de structure Riemannienne sur
une algebre d’endomorphismes et que la notion de connexion Riemannienne dans ce cadre
permet de généraliser la théorie d’Einstein de la gravitation. Cette généralisation reproduit
un mécanisme similaire & celui rencontré dans les théories usuelles de type Kaluza-Klein.
Enfin, nous décrirons I'action de “Maxwell” non commutative pouvant étre construite a
partir d’une telle structure Riemannienne. On verra que ce modéle correspond du point
de vue de la géométrie ordinaire & un modéle de Yang-Mills-Higgs sur un espace courbe
ol le mécanisme de Higgs usuel est couplé de maniére intéressante a la "géométrie” de
I’algeébre d’endomorphismes.

4.1 Modeles de Yang-Mills-Higgs et géométrie non
commutative

Ces types de modéles non commutatifs furent les premiers a utiliser la géométrie non
commutative pour tenter de comprendre la structure du Lagrangien du modeéle standard et
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furent étudiés dans une série de papiers [DVMEKS89a, [DVMEKS89b, [DVEKM90b), DVKM90a,
DVMKO9I]. D’autres approches furent également proposées dans [Coq90, [CHS95| ou en-
core dans [CLI1] puis développées dans [CCIT, [Con96| afin de reproduire le Lagrangien
classique du modéle standard et ’action de Einstein-Hilbert au sein d’une écriture extré-
mement compacte. L’idée générale sous-jacente a tous ces modéles est de se donner une
algebre A et un calcul différentiel 2 sur cette algébre, ainsi qu'un A-module muni d’une
()-connexion.

Dans cette section, nous allons voir des exemples d’algebres A de la forme A =
C>=(R*t1) ® Ay, avec Ay une algébre, et nous prendrons comme calcul différentiel celui
basé sur les dérivations Q = Qpe(A) présenté dans la section [1.4] Les modeles construits
sur ce type d’algébres ont alors une interprétation en terme de théorie de Yang-Mills cou-
plée & des champs de Higgs qui sont la partie d’une connexion dans les “directions non
commutatives”. Nous allons reprendre la présentation qui en est faite dans [DV99].

Algébres matricielles

Nous pouvons tout d’abord faire une description de la situation pour une algébre
matricielle A = M,,(C). Toutes les dérivations de M, (C) sont intérieures, grace a quoi
'algébre de Lie Der(M,,(C)) est isomorphe a s, (C).

Comme il a déja été mentionné dans la section 2.2 on a :

Qper (M (C)) =~ M, @ Asl: . (4.1)

Il est utile d’introduire une base de matrices Ey, k € {1,2,...,n? — 1} de taille n x n,
hermitiennes et sans trace. Les dérivations intérieures 0, = ad(iE)) forment une base des
dérivations réelles. On a donc Derg (M, (C)) ~ su(n) et [0k, 0] = C}y0pm, out C}} sont les
constantes de structures de su(n) (ou sl(n)).

On définit les éléments 08 € QL (M, (C)) par la relation 6%(9;) = 651. Ces élé-
ments engendrent 'algébre différentielle graduée Qpe (M,) qui admet la présentation
suivante [DVKM90b] [DVIQ)] :

( EvEp = gl + (S — %CIZE)Em

E.6° = 0'E,
! 9kt = —plor 7
dEy = —ClE,,0°

\

wk:—;mﬁ@m

ol gre = Gew, Sy = Sy sont réels, g, sont les composantes de la métrique de Killing
de su(n) et Oy = —CJ} sont les constantes de structures (réelles) de su(n). La formule
donnant dFE}, peut étre inversée et l'on a :

Qk:—#f%WEEMEM (4.2)

ot g* sont les composantes de la matrice inverse de (g).
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L’algebre différentielle graduée Qpe,(M,,) admet une 1-forme canonique 6 définie par :
i0 : Der(M,,) — sl,
ady — 7y — %Tr(’y)ll ,
pour tout v € M,,. Elle satisfait la relation :
d'if — (i0)> =0 .

Elle sert également & exprimer la différentielle non commutative sur les éléments de 1’al-
gebre M, :

d'y = [if,~] Yy e M, = QY. (M,) .

En composante, on a 6 = E,0% ou encore i = Ti0%, ot T, = iE) est une base de
générateurs anti-hermitiens de sl(n). Notons également que c’est une forme réelle, i.e.
6 = 0*, et indépendante du choix de la base (E).

Remarque. La forme w = dfl permet de définir une structure symplectique sur M, (C)
(voir [DVKMO90D]). De plus 6 est invariante, i.e. Lxf = 0, et tout élément invariant de
Q.. (M, (C)) est un multiple de 6. Ainsi, § est un élément canonique invariant de
Qper (M (C)).

Connexions sur M,

La *-algebre M,,(C) est une algebre simple avec seulement une représentation irréduc-
tible dans C". Un module (a droite) projectif de type fini sur M, (C) est toujours de la
forme M ,,(C), 'ensemble des matrices de taille K x n sur lesquelles M,,(C) agit a droite.
Alors le groupe des automorphismes sur un tel module, Aut(Mg ,(C)), est le groupe
GL(K) agissant par multiplication & gauche. Le module Mk ,,(C) est naturellement doté
d’une structure hermitienne donnée par :

h(®,0) = " |

ou ®* est la matrice hermitique conjuguée de ®. Ainsi, le groupe de jauge est le groupe

U(K) des matrices de taille K unitaires.
0
Le module Mk ,,(C) admet une connexion canonique V donnée par :

0
Vo = —idf ou ® € Mg ,(C) . (4.3)

Le fait que cela définisse une connexion vient de la relation :

V(®M) = (VO)M + B[i6, M| (4.4)

et de l'expression de d'M pour M € M, (C). Cette connexion est hermitienne et sa cour-
bure est nulle.

0
Nous pouvons alors écrire toute connexion V sous la forme V& = V& + AP ou
A = AF avec A, € Mg (C) et AP := Ap® ® 0*. La connexion V est hermitienne si et
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seulement si les matrices A sont anti-hermitiennes, c¢’est-a-dire Ay = —A;. La courbure
de V est donnée par V?® = F® = Fj,,® ® 00" avec

1
F =5 ([Ar Ad = CiiAm)0*0". (4.5)

Alors V? = 0 si et seulement si les matrices Ay, forment une représentation de I’algébre
de Lie sl(n) dans CX. De plus, deux telles connexions sont dans la méme orbite vis-a-
vis de l'action du groupe Aut(Mg ,,(C)) = GL(K) si et seulement si les représentations
correspondantes de sl(n) sont équivalentes. Cela implique [DVKM90b| que 1’ensemble
des orbites des connexions plates hermitiennes (V? = 0) peut étre mis en bijection avec
'ensemble des classes de représentations de su(n) sur CX unitairement équivalentes. A
titre d’exemple, pour n = 2, ces orbites sont classées par le nombre de partitions de 'entier
K, i.e. card{(n,)| >, mn,r = K}. On peut remarquer que 'on retrouve ici une relation
analogue a celle trouvée dans le deuxiéme exemple dans la section [3.3.2]

Fonctions a valeurs matricielles

Nous pouvons maintenant revenir au cas A = C*(R**) @ M, (C). Soit a#, u €
{0,1,...,s}, les coordonnées canoniques de R**'. On a :

QDer<COO(RS+1) ® MH(C)) = QDer(COO(RSJrl)) ® QDer(Mn<(C)) . (46)

Ainsi, la différentielle d peut s’écrire comme la somme de deux différentielles d=d+d ,
ou d est la différentielle le long de R¥™ et d’ est la différentielle de Qpe, (M, (C)).

Nous allons considérer des modules projectifs de type fini de la forme C*°(R*™!) @
Mk ,(C). Un tel module est doté d’une structure hermitienne naturelle :

h(®, W) (z) = ®(z)" ¥ (z) Vo € R¥T .
En tant que C°°(R**!)-module, c’est un module libre et cela nous permet de définir,
pour tout élément ® € C®(R*™) @ M, (C), la différentielle d de la maniére suivante :

09
Oz

Une connexion sur le C®(R*™) @ M,,(C)-module C*(R**!)® M ,,(C) est de la forme

dd(z) (x)dz" .
Vd = d'd — i + AD (4.7)

avec A = A,dz" + ALO*, ou A, et Ay sont des fonctions sur Rt & valeurs dans les
matrices de taille K (i.e. des éléments de C*°(R*™) @ M (C)) et o :

AD(7) = A (2)®(2)dat + Ag(2)®()0" . (4.8)

Une telle connexion est hermitienne si et seulement si les matrices A, (z) et Ag(x) sont
anti-hermitiennes, Vo € R¥"1. La courbure de V est donnée par V2® = F'® ot

1
F = (0,4, = 0,4 + [Au At da*+

1
+ (0, Ak + [AL, Ag))dz"0F + 5([Ak, A — O A0 . (4.9)
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Une connexion V est plate (i.e. V2 = 0) si et seulement si chaque terme de la formule
précédente s’annule et est donc équivalente de jauge a une connexion pour laquelle :

AM = 0, 8MA;€ =0 et [Ak,Ag] = C;ZéA .

Deux connexions plates sont équivalentes de jauge si et seulement si les représentations
correspondantes de su(n) dans C* (données par les matrices Ay) sont équivalentes. Ainsi, a
nouveau, I"ensemble des orbites des connexions plates hermitiennes (V? = 0) peut étre mis
en bijection avec I’ensemble des classes de représentations de su(n) sur CK unitairement
équivalentes.

Action de Yang-Mills

Si I'on considére R*™! comme l'espace-temps de dimension (s + 1), alors Palgebre
C>(R*™) @ M, (C) peut étre interprétée comme I'algébre des “fonctions dérivables sur
un espace temps non commutatif” et il est naturel de considérer 'action généralisée de
Yang-Mills (sur un espace-temps euclidien) :

HFH2 _ /ds—i-lxtr{i 2(8#14” — al,A“ + [ALH Ay])Q
45 S0 A+ (A A+ 7 (A A - ClAR ) (410)

oll g, = 0y est la métrique sur I'espace-temps et la base Fj, des matrices hermitiennes
n X n est choisie de telle sorte que gre = dge, i-e. Tr(EyEy) = nige.

On peut introduire une involution de Hodge sur Qpe,(M,,(C)) et 'analogue de l'in-
tégration sur les éléments de Q%ir’l(Mn((C)) (essentiellement la trace). En combinant
ces notions avec les notions équivalentes sur R**! on obtient un produit scalaire sur
Oper (C(R*) @ M, (C)) (Voir [DVKMIOD, DVMKR9a| pour plus de détails ainsi que
dans la section [£.2.2).

Cette action de Yang-Mills non commutative correspond a I'algeébre C*(R*™)® M, (C)
et peut étre interprétée comme l'action d’une théorie des champs sur un espace-temps de
dimension (s+ 1). Ainsi, cette théorie des champs correspond & une théorie de Yang-Mills
U(K) avec potentiel de jauge A, (x) couplée de maniére minimale avec des champs scalaires
Ag(x) a valeurs dans la représentation adjointe. Ces champs scalaires interagissent entre
eux par un potentiel quartique.

Cette action est positive et s’annule pour les champs de jauge étant sur la méme orbite
que le potentiel de jauge A, = 0 et A, = 0. En effet, la condition || F'||? = 0 est équivalente
a ' = 0 et donc les orbites de jauge sur lesquelles cette action s’annule sont classées par
les classes de représentations de su(n) dans CX unitairement équivalentes. Ces différentes
orbites peuvent s’interpréter comme les différents vides pour la théorie quantique des
champs construite sur ce modeéle. Afin de pouvoir faire un développement perturbatif de
cette théorie quantique des champs, nous devons choisir un vide et développer les champs
autour de ce vide. Cela correspond a faire une translation dans l'espace des champs.
Ainsi, les variables A,, A sont bien adaptées pour travailler autour du vide spécifié¢ par
la représentation triviale de su(n), Ay = 0. Mais si 'on choisit un vide spécifi¢ par une
représentation Ry de su(n), (i.e. [Ry, Re] = C{}R,), on doit alors utiliser les variables
A, et B, = A, — Ry, (Ry est identifié & une fonction constante & valeurs matricielles).
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Si I'on fait ce changement de variables dans I'action, on observe que les composantes A,
deviennent massives et que les champs scalaires Bj ont des masses différentes. Ainsi, le
spectre de masse de la théorie dépend du choix du vide indexé par Ry. Ce mécanisme est
tout a fait analogue au mécanisme de Higgs, a ceci prés que 'invariance de jauge n’est
pas brisée dans le présent modele. En effet, le terme de masse du champ A, n’est pas
invariant de jauge mais cela est compensé par le fait que les transformations de jauge sur
les champs scalaires By sont inhomogénes. Ainsi, du point de vue de 'interprétation en
théorie des champs, les champs A, peuvent étre interprétés comme des champs de Higgs.

Ce type de modeéles furent les premiers a proposer une action classique de type Yang-
Mills-Higgs et ils admettent des variantes et des généralisations. En effet, nous avons
choisi de prendre le calcul différentiel basé sur les dérivations, ce qui rend le modéle
assez rigide. Il est possible d’utiliser d’autres types de calculs différentiels €2 afin d’obtenir
d’autres modeéles de théories de jauge non commutatives dont l'interprétation en terme
de théorie des champs est beaucoup plus proche du modéle standard [Conl, [CLI1, [Coq90].
Il existe de plus une maniére élégante de combiner la notion de spineur avec la notion
de calcul différentiel et de métrique [Con94]. On peut également donner une notion de
réalité [Con95| en géométrie non commutative, ainsi qu'une notion de principe de moindre
action [CC97].

Le probléeme majeur de ce type de théories reste la quantification. En effet, lorsque
que 'on quantifie une théorie des champs de type Yang-Mills-Higgs, la structure non
commutative est perdue. Comme il est suggéré dans [DV99), il pourrait étre utile d’avoir
une symétrie de type B.R.S. [BRS| basée sur la géométrie non commutative qui garan-
tirait une interprétation en terme de géométrie non commutative au niveau quantique.
Malheureusement, aucune symétrie de ce type n’a été trouvée a ce jour.

4.2 Théories de jauge pour les algéebres d’endomor-
phismes

Dans cette section, nous allons généraliser la construction précédente et construire
I’analogue d’une théorie Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial & partir d’'une algebre
d’endomorphismes. Pour ne pas trop alourdir les notations, lorsque nous étudierons les
connexions non commutatives sur les modules de 2, nous considérerons le module libre
2. Nous allons tout d’abord rappeler quelques notions essentielles a la compréhension de
la structure de I’algebre des endomorphismes qui sont la décomposition des dérivations
et des formes non commutatives et leurs liens avec les notions relatives a la géométrie
de la variété de base M. Cela nous permettra d’étudier les structures Riemanniennes
sur l'algébre des endomorphismes et de voir en quoi ces structures sont similaires aux
structures Riemanniennes dans les théories de type Kaluza-Klein. Nous verrons enfin
comment construire 'action de “Maxwell” non commutative généralisant ’action (4.10)
dans le cas ou le module est ’algébre 2 elle-méme, c’est-a-dire un module libre de rang 1
(d’ou le nom de théorie de “Maxwell”).
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4.2.1 Décomposition des degrés de liberté

Dérivations
Rappelons que nous avons la suite exacte courte suivante au niveau des dérivations de
I’algebre :
Ao—L> Der(2A) —L= (T M)
Y ad7 ,

X —— Xz

ol ad est 'application envoyant un élément v € 2, vers ad, € Der() et réalise un
isomorphisme entre 2, et Int(2A).

Nous avons vu précédemment qu’une connexion V sur End(€) permet de scinder cette
suite de la maniére suivante :

Ao~ Der(A) —2=T(TM)
—Oé(/Y) <L|X )
VX <Li X

ou « est la 1-forme non commutative associée a V.
Ainsi, toute dérivation X € Der(2() peut se décomposer de la maniére suivante :

X =Vx +ad, avec X = p(X) et v=—a(X).

Formes

Il existe également une suite exacte courte naturelle au niveau des 1-formes non com-
mutatives :

QL(M, End (€))L Qb (%) L= 0l ()
wM————wMop ’

WhH———woad

< Ol ~ x P, Ala
ot Qe (A) ~ ARz A; (nous appellerons formes intérieures ses éléments).

Comme précédemment, une connexion V sur End(€) permet de scinder cette suite de
la maniére suivante :

QL(M, End (€))L~ Qb () L= 0l ()
w O V ;’k' 9

*

—Q
_M o (=< ILL
ou « est la 1-forme non commutative associée a V.
Ainsi, toute forme w € Q,_ () peut se décomposer de la maniére suivante :

w = p W™ — a*wm avec Wint = ad*w et wM = Viw . (4.11)
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En effet, on a pour toute dérivation X € Der() :

W(X) = w(Va) — ada(r))
= wM o p(X) — wine(a(X))
= p*u)M(X) — " wme(X) .

Pour les formes de degré plus élevé, nous pouvons faire une décomposition analogue.
Nous avons vu que lalgébre différentielle graduée Qpe () est engendrée par 2. Nous
pouvons ainsi toujours exprimer une forme de degré n > 1 comme une combinaison
linéaire de produit de 1-formes se décomposant en une partie tensoriel et une partie
intérieure.

Nous allons exprimer cette décomposition de maniére locale. Tout d’abord, rappelons
que localement la forme « associée a une connexion V peut se décomposer de la maniére
suivante :

Goe = A — i) = (A" — i0")E, |

ou les matrices E, forment une base des matrices hermitiennes de sl(n). Alors toute forme
non commutative w peut se décomposer localement de la maniére suivante :

E r T
Wioe = wu1~--up7r1-..rquul JANCEN /\ dx'upa ... o 9 ,
pq

Ol Wy, eoopiyry g € F (M) @ M,,. On a alors les relations de transitions simples :

/ L, (e — 41
Wu1---up,r1---qu51 qu =0 Wyyeppsi-sq9 -

ou la matrice (G%) est définie par :
Ady1 B, = GLE, .

Remarque. On obtient ces relations en considérant la maniére dont se transforment
les composantes locales de la forme « lors de changements de carte, i.e. de la maniére
suivante :

a,s(Xl/oc) = Gra"(Xoe) -

Remarque. Il est clair que dans cette décomposition locale, les indices p correspondent a
des indices de formes tensorielles et que les indices a correspondent aux indices de formes
intérieures de la décomposition (4.11]).

4.2.2 Structure Riemannienne et opérateur de Hodge

Nous allons compléter I’étude des algébres d’endomorphismes faite dans la section
et généraliser les décompositions qui ont été faites localement dans la section [2.2.4] et la
sous-section précédente sur les structures Riemanniennes.
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Métrique sur les dérivations

Definition 4.2.1. Nous appellerons (pseudo-)métrique sur Der(2() une application Z(2)-
bilinéaire symétrique (i.e. un élément de (S7 4 Der(A))*™ ) :

h : Der(21) ® 9y Der(A) — Z(2A)
non dégénérée, c’est-a-dire telle que 'application :
i+ Der(2) — Qb (2)
X — Y= WX, )
est injective.

Cette propriété de non dégénérescence est, dans notre cas, équivalente au fait que
Qb () est engendré en tant que bimodule sur 2l par son sous-Z(A)-module (Im A"), i.e. :

2A-(Imh) ~ (ImhA") - A~ QL _(A) .

Nous avons vu dans la section [1.4.2] que Der(2l) est isomorphe a (QL () =
Homy (24, (2A),2l) (voir eq.(1.78))). Nous pouvons ainsi naturellement voir le Z(2)-module
Der(2() comme un sous-module de Homg(m)(Q]ger(Ql), 20) en utilisant l'inclusion :

Der(21) ~ Homj(Q4,,(2),2) C Hom%(m)(ﬂlger(ﬂ),i’l) )
Ceci nous méne naturellement a la définition suivante :

Definition 4.2.2. On définit le A — Z(2() bimodule 2 — Der(2() comme étant le bimodule
engendré par Der(2() en tant que sous-2 — Z(2A)-bimodule de Hom%@l)(Q}Der(Ql),Q(). On
définit de méme le Z(2A) — 2 bimodule Der(2) — 2 comme étant le bimodule engendré
par Der(2() en tant que sous-Z(2() — 2-bimodule de Homg(m)(ﬁ}ger(ﬂ), 2).

Alors, nous pouvons prolonger une métrique h sur Der(2) en un homomorphisme de
bimodules :

h: 2 — Der(A) @z Der(A) — A — A .

L’application h’ devient alors un homomorphisme de 21 — Z(2() bimodules de 2 — Der(2()
dans Q. () et la condition de non dégénérescence de h est équivalente au fait que cette
application est un isomorphisme, i.e. :

A — Der(2A) —2= QL () .

Comme nous 'avons fait pour les 1-formes non commutatives, nous pouvons associer
canoniquement a une métrique h sur Der(2), une application Z(2()-linéaire symétrique
hie = ad*h @ Ay @z Ao — Z(A) que nous appellerons métrique intérieure. Elle est
définie par restriction aux dérivations intérieures de la maniére suivante :

ad*h(7,0) = h(ad,, ads) Vy,0 € Ay .
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Nous dirons qu’une métrique intérieure p : Ao @z@) Ao — Z(A) est non dégénérée
si I'application 1”@ Ay — Que(A) : v — [n — u(y,n)] est injective. Nous appellerons
métriques non dégénérées les métriques sur Der(2() dont la métrique intérieure est non
dégénérée.

De méme, & toute métrique h™ sur T'(M), on peut associer une métrique (dégénérée)
p*h™ sur Der(2() définie par la relation :

pI(X,Y) =1 (p(X), p(V)) -

De la méme maniére que nous 'avons fait sur les 1-formes non commutatives, si 'on
introduit une connexion V sur le fibré £ et que 'on note « la 1-forme non commutative
correspondante, nous pouvons associer a toute métrique intérieure p une métrique a*u
sur Der(2) définie par :

a' (X, Y) = p(e(X), a(Y)) VX,V € Der(2)
et & toute métrique sur h sur Der(2A) une métrique h* = V*h sur I'(M) définie par :
V'h(X,Y)=h(Vx,Vy) .

Nous serions maintenant tentés de décomposer une métrique quelconque sur Der(2L)
en une métrique sur I'(M) et une métrique intérieure a I’aide d’une connexion arbitraire
V sur €. Nous allons voir que cela est toujours possible pour les métriques non dégénérées
et ce de maniére unique. Nous pouvons résumer la situation dans la propriété suivante :

Proposition 4.2.1. Soit h une métrique sur Der(d) non dégénérée, i.e. telle que la
métrique intérieure hp,, = ad*h est non dégénérée, alors il existe une unique connexion V
sur &€ telle que :

h(Vy,ad,) =0 VX € T(M),v €. (4.12)

Démonstration : Tout d’abord montrons 'existence d’une telle connexion localement.
I suffit de considérer la connexion V définie par ses expressions locales : (V)i =
Xioe + ada(x,,.), pour tout X € I'(M), oit Xjo est la dérivation locale associée a X et A
est la 1-forme locale de connexion associée & V définie par la relation suivante :

ad*thC(A(X),v) = —h(XlOC, adv) .

Cette relation définit complétement A étant donné que la métrique intérieure ad* h est
non dégénérée. En effet, on a alors :

A(Xloc) = _hloc(XlomadEa)h?rI:tEb )
ot (h#) est la matrice inverse de la matrice (h,,) définie par :
hab = ad” hloc(Em Eb) .

Les matrices F, forment une base des matrices hermitiennes de sl(n).
On doit vérifier que ce potentiel de jauge A se transforme bien comme une forme
locale de connexion. Nous devons tout d’abord nous donner les relations de transition
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de la métrique h au dessus de l'intersection de deux ouverts trivialisant U et U’. Sur
UNU #0, on a hl, (X, Vise) = Moc(Xioe, Voe) pour tous X, Y € Der(2), ainsi :

Moe(X,Y) = hioe(X,Y)
loc(adg—1g, adg—1,5) = hioc(ad,, ad,)

Moe(X, adg*lng) + hioc(ad 1(x.g); adg- ng> = hioe(X, ad n)

pour tous X,Y € I'(M) et tous y,n € F(UNU') @ M,,.
Alors, on a :

A/(X> = loc(X adE )h/abE

= —hie(X, adyp,g-1 )W Ey + b (ady-1(x.g), ad g, )W By

= —he(X, adp, ) (GG GER“ Ey 4+ g1 (X - g)
(X

=g "AX)g+9 ' (X -9) .

On vérifie également que la relation d’orthogonalité (4.12)) est bien satisfaite locale-
ment :

hloc((vX)lom ad’y) = hloc(Xloc + adA(Xloc)7 ad'y)
= hloc (Xlom adv) + ad* h10c<A(Xloc)7 7)
=0.

Ces égalités se recollent bien entre les différents ouverts trivialisants et la relation (4.12])
est bien vérifiée de maniére globale.

L’unicité de cette connexion est liée a la non dégénérescence de h et hp,. En effet, soit
deux connexions V et V' vérifiant (4.12), alors on a :

hVy — Vi, ad,) =0 VX € T(M),y €. (4.13)

Or, nous savons que la différence de deux connexions Vy —V'’yx = ad,,(x) est une dérivation
intérieure qui s’exprime a 'aide d’une forme tensorielle p € Q(M, End(£)). Ainsi, nous
avons :

h(ad,(x),ady) = by (u(X),v) =0 VX e T(M),~ € (4.14)

et étant donné que la métrique intérieure hy, est non dégénérée, nous avons p = 0, soit

vV=V. O

Soit h une métrique sur Der(2d) non dégénérée et hy, = ad*h la métrique intérieure
correspondante, alors d’aprés la proposition précédente, nous pouvons lui associer une
connexion V sur £ de maniére unique. Cette connexion nous permet de décomposer la
métrique h de la maniére suivante :

h(X,Y) = MV yx) — ada(x), V) — ada@))

= p"V'h(X,Y) + a*ad*h(X,)) VX,Y € Der(2) , (4.15)
= p" M (X, V) + @l (X, V)
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avec hM = V*h et b = ad*h. Cette décomposition généralise la décomposition (4.11))
que l'on a obtenue pour les formes non commutatives.

Ainsi, une métrique non dégénérée sur Der(A) se décompose en deux parties : une
partie pouvant s’interpréter comme une métrique ordinaire et une partie purement non
commutative caractérisée par un ensemble de champs scalaires (ou sections d’un certain
fibré). Réciproquement, il est possible de “construire” une métrique non dégénérée a partir
d’une connexion sur £, d’'une métrique ordinaire sur M et d’une métrique définie sur les
dérivations intérieures.

Un candidat naturel pour la métrique Ay, est la métrique de Killing [Mas99| définie
par :

1
hicitting (7, 0) = - Tr(v9) Vy,6 € Ay .

Cette métrique fournit une origine particuliére pour les métriques intérieures et peut
étre caractérisée par le fait qu’elle est 'unique (a la multiplication par un scalaire prés)
métrique intérieure invariante pour ’action :

Laax (Y, Z) = —h"™(adx Y, Z) — W™ (X, adx,Y) , VXY, Z e, .

De ce point de vue, la métrique de Killing joue un role analogue a la forme 6 définie sur
les dérivations intérieures. En effet, nous avions remarqué dans la section que la forme
0 est I'unique (& la multiplication par un scalaire prés) forme non commutative sur M,
invariante vis-a-vis des dérivations (intérieures) de M,,.

Remarque. La décomposition est tout a fait similaire a celle rencontrée dans les
théories de type Kaluza-Klein et est son pendant non commutatif. Cette comparaison est
la méme qu’entre les connexions non commutatives et les connexions symétriques dans
les théories de réduction dimensionnelle.

Analyse locale

Nous pouvons donner les expressions locales pour la métrique h dans la base (9, adg,)
par la matrice suivante :
hu hu
By — [T
foc (h(w hab

Si h est non dégénérée, la matrice (hy) est inversible et nous notons (h{%) sa matrice
inverse. Cela nous permet de définir les composantes locales d'une connexion :

a __ ab
AM — _hlnth’bu .

Ainsi, toujours dans la base (0,,adg,) :

o hw  —A%hy
hloc N (_habAg hab

Enfin, dans la base (V,,adg,) ot V,, = J, +ady,, on a:

M 0
= pv
hloc ( 0 hab) )

o h = hy, — ASAL .
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Métrique sur les 1-formes non commutatives

La notion de métrique peut également étre regardée du point de vue dual, c’est-a-dire
sur les 1-formes non commutatives.

Definition 4.2.3. On appelle métrique sur Q}_ () un homomorphisme de bimodules :
h: Q]gerca) Qa1 Q]ger(m) —
non dégénéré et symétrique (voir définitions suivantes).

Definition 4.2.4. Un homomorphisme h : Qf () @y O, (A) — 2A est non dégeénéré si
I’homomorphisme de 2 — Z(2A) bimodules :

h# : Qll)er(go - HOIH%(Q[) (Qll)er(QLLQ[)
w > [ h(w,n)]
réalisd] un isomorphisme :
b, () > 2 — Der(2) .
Ceci est équivalent a dire que le % — Z(24) bimodule Im(h#) est engendré par son sous-
Z(A)-module Der (1), i.e. :
Im h# ~ 2 — Der(2) .

Cette condition est la version duale de la condition de non dégénérescence pour les mé-
triques sur Der(21).

Definition 4.2.5. Un homomorphisme & : Qf,_.(2) ®g Q. (A) — A est dit symétrique
si 'on a h(w,n) = h(n,w) pour tous w,n € Im ¢° ol g est une métrique sur Der(A).

Maintenant, rappelons que les formes basiques et les formes horizontales pour I'action
de Cartan associé a Int(2) forment des sous-algébres différentielles graduées de Qpe, ()
reliées de la maniére suivante :

Q(M)C Bas Qper(A)
Inv Hor (416)
Q(M,End(£))

Ainsi, par restriction a Q(M), il est naturel d’associer & une métrique h sur Qf_ () une
métrique p,h sur Q(M) qui est un homomorphisme de bimodules :

psh - QM) @Frn) UM) — F(M) .
Cet homomorphisme se prolonge naturellement en un homomorphisme de bimodules :

psh s Q(M,End(€)) @7y Q(M,End(£)) — A .

'Nous devons tenir compte du fait que [Z(2), Q. ()] = 0 pour les algébres d’endomorphismes afin
que h# soit bien un homomorphisme.
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De méme, on peut associer naturellement & toute métrique hyy, sur Qe () une métrique
ad,hi sur QL () dégénérée sur (M) définie par :

ady At (w,n) = hiye(ad™ w, ad™ n) .

Si 'on se donne une connexion V sur &£, on peut associer a tout homomorphisme de
bimodules g : Q(M, End(€)) @7 Q(M, End(€)) — A symétrique non dégénéré (i.e. une
métrique sur les formes tensorielles), une métrique V.g sur Qpe () définie par :

V*Q(Wﬂ?) = Q(Wovanov) Vw,n € QDer(Ql) .
Montrons maintenant une propriété analogue a la propriété [4.2.1

Proposition 4.2.2. Soit h une métrique sur Qp..(A) telle que la métrique p.h soit non
dégénérée, alors il existe une unique connexion V sur £ tel que :

h(pop,moa)=0 Ve Q(M,End(€)),Vn € Quu(A) . (4.17)

Démonstration : Notons g la métrique sur I'(M) inverse de p,h. Il suffit de prendre la
connexion définie localement par :

A(X) = hioe(ghoe (X)), i6) VX en(U).

On vérifie que cela définit bien une connexion en considérant les relations de transitions
de la métrique hjqc.

Nous pouvons alors vérifier la relation d’orthogonalité pour des éléments p €
Im(g’). Ainsi, si on prend p = ¢°(X), on a :

thC(glboc<X)7 n © (A - 19)) = hloc (glljoc(X)7 77 © h10C<gb<')7 20)) - thC(gfoc(X% n © ZQ)
= 77 © thC(glboc(X)7 20) - thC(glboc<X)’ 77 © 20)

=0,

oll nous nous sommes servis pour passer a la deuxiéme ligne du fait que

toc(Goc(X), Groe () = 9o (X) ()

(nous commettons un petit abus de notation ici) et la troisiéme égalité a un sens du fait
que h est un homomorphisme de bimodules et que g;, .(X) est a valeurs dans le centre de
I’algébre ce qui nous permet de faire passer n a I'extérieure de la métrique. L’égalité se
prolonge globalement de telle maniére que la relation soit satisfaite.

Ainsi, toute métrique h non dégénérée peut se décomposer de la maniére suivante :
M
h=V.h" + adihpy ,

ot hM = p,h est une métrique sur T'(M), hiy = .l est une métrique sur Qg (), V est
la connexion associée a h de maniére canonique et « est la 1-forme associée a V.
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Analyse locale

Nous pouvons donner les expressions locales pour la métrique h dans la base (dx*, i0)
par la matrice suivante :
hiv b
hloc = av ab :
h* h

Si h est non dégénérée, la matrice (h*”) est inversible et nous notons (h/)) sa matrice
inverse. Cela nous permet de définir les composantes locales d’une connexion :

a M 1 av
A# = hw/h

W e AD
hioe = <AZh'uV hab > :

Ainsi, dans la base (dz*,a%), on a :

h* 0
thC - < 0 hilel)t) 9

et ona:

S pab _ pab _ puv pa AL
ou hfb = h — pm Az Ab,

Structure Riemannienne

Definition 4.2.6. Soit g une métrique sur Der(2) et h une métrique sur Qpe (2A). Nous
dirons que les métriques g et h sont compatibles entre elles et définissent une structure
Riemannienne sur A si h# o ¢ = id. En particulier, on a :

hg'(X), 9" (V) = g(X, D) VX,V € Der(%) . (4.18)

Si 'on considére le prolongement de I’application g” a4 2 — Der(21), alors on a ¢’ o h* = id.
De méme, nous avons vu que g se prolonge naturellement en un homomorphisme de
bimodules g : A — Der(2) ® 72y Der(A) —2A — 2. Alors on a :

g(h* (W), h* (n)) = h(w,n) Yw,n € Qper(A) |
h# QL (A) — HomZ™ (Qh,.(A),2)
nr— [w— h(w,n)] .

Expressions locales

Soit g et h deux métriques sur Der(2) et Qf,_ () définissant une structure Rieman-
nienne sur A. Alors, dans les bases (0,,adg,) et (dz*,i6*), elles ont pour composantes

locales :
_ gul/ gub . h#v h'ub
Gloc = (g(w gab) hloc — (hay hab .
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Si elles sont non dégénérées, alors on peut définir :
(9ine) = (9an) ™" et () = (B*)7,
ainsi qu’une connexion dont le potentiel de jauge est donné par la formule suivante :

Al = — gt gy = hLh™

Alors, on a :

_ g,u,u _Azgab o h+v h/“/Alb/
Jloc = (_gabAlb/ b ) hloc - <Alcihm/ hab :
Dans la base (V,,adg,), (dz*,a®), on a :
M v
(9 O _(h* 0
Jloc = ( 0 gab) hloc - ( 0 h?rll)t )

ou

gi\/z[/ = Guv — AZAI;gab

hh, = h — h" ACAL

La condition de compatibilité entre g et h s’exprime par le fait que les matrices définies
par gioe et hioe sont inverses I'une de 'autre. En particulier, on a :

M _ M
h,uu - g,uy
ab __ _ab
hInt = Gt

Dualité de Hodge

Soit g et h deux métriques sur Der(2() et Qpe () définissant une structure Rieman-
nienne sur 2. Nous prendrons les mémes notations que précédemment pour les expressions
locales.

Tout d’abord, remarquons que ’on peut étendre la notion de métrique sur les formes
de degré plus élevé en posant :

Pioe(dz™ A -+ Adxtra®™ - % da" A -+ AdaP ot - ab)
= (=1 det ((W"")ijen ) det ((h?ﬁfj)i,je[l,q]) - (4.19)
Cela nous permet ainsi de prolonger la métrique A en un homomorphisme de bimodule :
Bt Qper(A) g Qper(A) — A .
Il est alors naturel de définir une opération de Hodge :

Kt QB () — QB IR (R | (4.20)
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ol d est la dimension de la variété M et n le rang des fibres de £. Cette opération est
définie localement pour une forme w € Qf_ (2) donnée par ses expressions locales :

T

— 1 1
wloc - wul..~up7rl...7‘qd.ru /\ s /\ dl‘“pa ceev 1 ,

avec p+q =r. On a alors :

(_1)q(d—p) v
— BAVL ] HpY
(*w)loc - (d — p)'(n2 — 1 _ q) wﬂl“-up,rl"'rqh h P peVl"'Vpr+1"'Vd
TS S
P R i N e dx”"“ A NdrPiafett oot o (4.21)

ol €M et e sont les tenseurs définis de la maniére suivante :

M / 1.
Eulmud - det(.guy>5ul B2
651---sn2 =V det gab 31- ?271

Le symbole 8} A est le déterminant de la matrice (8% )rseqn) et 0 est le symbole
de Kronecker (ce tenseur est souvent appelé tenseur complétement anti-symétrique). On
vérifie facilement que cette formule définit bien une forme de degré (d+n? —1—7r) et que
I'opération de Hodge satisfait :

Sk — (_1>r(d+n2—1—r)

sur les formes de degré r.
L’opération de Hodge permet alors de donner une formule explicite pour la métrique h
agissant sur deux formes w,n € Qpe,(A). En effet, on a :

h(w,n) =*Hw=xn) si w et n sont de méme degré

=0 sinon.

On peut également introduire une forme volume sur Q,(2A) définie de la maniére
suivante :

1

MGSI.“STL2—1951 (] ad PP 08n2_1 o a,d )

VInt =
Cette forme volume nous permet “d’intégrer” une forme w le long des fibres (voir [Mas99]).
On peut définir la notion d’intégration le long des fibres soit & partir de l'algébre B
introduite dans la section soit & partir de la décomposition locale des formes. Dans les
deux cas, cela revient a utiliser I'intégration sur Q2pe, (M, (C)) introduite dans [DVEKMOI0D].
Si I'on reste dans Qpe(2A), on peut voir qu'une forme w € Qpe(A) peut toujours se
décomposer de maniére unique de la maniére suivante :

w=ypa- oV +n,
ot la forme a € Q(M,End £) est définie en posant :

a=V*(x"0w-a Vi)
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et la forme 7 € Qpe (A) est définie par :
n=w-—pa oV .

On définit alors I'intégration le long des fibres en posant :

/n R e (1) — QM)

w=p'a-a Vi +1n r—>/ w=V*Tr (* '(w- & Viy)) = Tr(a) .

Cela nous permet de définir un produit scalaire sur Qpe,(2A) défini de la maniére suivante :

ou [ 1y st l'intégration usuelle sur la variété de base M.

4.2.3 Connexion linéaire sans torsion

Il est possible d’introduire le concept de connexion linéaire [DVM96¢| sur Der(2A) et
d’associer & une structure Riemannienne 'unique connexion linéaire sans torsion laissant
la métrique invariante. Nous appellerons cette connexion la connexion de Levi-Civita.
Tout d’abord, rappelons la définition d’une connexion linéaire.

Definition 4.2.7. Une connexion linéaire est une connexion sur le Z(A)-module Der(21),
c’est-a-dire une application qui & toute dérivation X € Der(2l) associe une application
linéaire Dy : Der() — Der(2() satisfaisant :

Dx(fY) =X(f)Y+ fDx(V) Dx(V) = fDx(Y) VXY € Der(),Vf e Z) .

Definition 4.2.8. La torsion TP associée & une connexion linéaire D est la 2-forme non
commutative a valeurs dans Der(2() (TP € Q2 (A, Der(2l))) définie par :

TP(X,Y) = Dx(¥) — Dy(X) — [X,)] .

Definition 4.2.9. Soit g une métrique sur Der(2() associée & une structure Riemannienne
sur 2. La connexion de Levi-Civita associée a cette structure Riemannienne est 'unique
connexion linéaire sans torsion (TP = 0) telle que :

X(g(V, 2)) =g(DaY, Z) + g(¥, DxY) ,

c’est-a-dire laissant la métrique invariante. La connexion de Levi-Civita est alors définie
par la relation suivante :

29(DxY, 2) = X(9(V, 2)) + V(9(X, 2)) — Z(9(X, D))
+g([X Y], Z2) +9((2,V], &) +9([2,X], D) . (4.22)
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Expressions locales et symboles de Christoffel

Soit g une métrique sur Der(2(), h une métrique sur {p, (2A) définissant une structure
Riemannienne sur 2 et D la connexion de Levi-Civita associée. Nous allons caractériser
cette connexion dans la base locale de dérivations (V,,adg,) et définir les symboles de
Christoffel associés. En reprenant les notations précédentes pour les expressions locales
de g et h, on trouve les expressions suivantes pour les dérivées covariantes :

1
DV vu - 5 adF,w +FZVVO' + Fﬁy adEd

14
Dy, adp, = ady, g, +I'3, Vo + rﬁ,, adp,
Daay, Vo =T9,V, + T2, adg,

1
Dady, adp, = 5 adis, 5, +T5,Vo + I adg, .

Les coefficients 'Y sont appelés coefficients de Christoffel et sont définis de la maniére
sulvante :

7, = 5h° (@0 + gl — Dyl r, =0
%= 5h0 Ty, I, = She Y
Lo, = %h”’)geaFﬁy T = %hfﬁtvygm
ab = _%hapvpgab rd, = %h}iﬁtLadEcgab

oll nous avons utilisé les notations suivantes :

LadEcgab = (LadEchnt)(Eaa Eb) = _Cceageb - Cgbgae

VB, = [Au EJ) = A Cy E.

Vigas = (L, gioe) (Ea, By) = Ougar — AsClgp — ALCY,gar
Fl = [Vm V,] = Ay — O,A, + [Au’ Al

Remarque. Cette connexion linéaire peut aisément étre étendue au bimodule
2 — Der(A) @z Der(A) — A ainsi qu'a Qf, (A) Qg e, (A). Les dérivées covariantes
locales s’exprimeront alors a 'aide des mémes coefficients de Christoffel.

Cette connexion linéaire a la méme décomposition que la connexion de Levi-Civita
définie dans les théories de Kaluza-Klein (i.e. sur un fibré principal de groupe de structure
SU(n)). 11 est possible de calculer la courbure associée a cette connexion, ainsi que la
courbure scalaire correspondante. Cette courbure scalaire nous permet de définir une
action d’Einstein-Hilbert pour I'algébre 2. Cette action se décompose alors en ’action de
Einstein-Hilbert standard associée a la métrique g™ sur la base, I'action de Yang-Mills
pour la courbure associée & V et une action de type Higgs pour les composantes internes
de la métrique qui peuvent s’interpréter comme des champs scalaires. Nous renvoyons
a [Ker81l [Ker68, [(GK88| pour plus de détails sur cette construction.
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4.2.4 Action de Yang-Mills-Higgs sur un fibré non trivial

Nous allons construire 1’équivalent de I'action de Maxwell pour une connexion non
commutative sur le module libre 2 de rang 1. Cette action peut s’interpréter en terme
de théorie de type Yang-Mills-Higgs sur espace courbe. Nous verrons qu’elle posséde un
mécanisme de Higgs se “couplant” a la connexion de référence donnée par une structure
Riemannienne sur 2.

Nous allons considérer une structure Riemannienne sur 2, donnée par une métrique g
non dégénérée sur Der(21) et une métrique h non dégénérée sur 2} () et une connexion
non commutative sur le module libre 2, donnée par un élément w € Qf (2).

Nous pouvons considérer la connexion ordinaire V sur End £ associée a la structure
Riemannienne et 'utiliser pour décomposer la forme w en une partie tensorielle et une
partie intérieure. Ainsi, on note :

w=pat+a—ap,

oua € QM,End€) et p € Qe (A).

La forme de courbure associée & w est définie par :
X, V) = X (w() = V(w(X)) = (X, V]) + [w(&),w()] .

On a alors en composantes locales :

=V, Vo) = Fu + Vuay = Viay + [a,, @] — ¢(Fu)
= Q(V,,adg,) = Vb + [Qp, b
=Qadg,, V) ==Vopa — [a, @a]
Qo = Q(adg,, adr,) = [@a, p] — ©cCqy

ou
Yo = 0(Ea) Vupy = 0+ [Aus o] — CabA#QDc
ap = &((%) Vi, = 0y, + [Am ay)

et A est le potentiel de jauge associé a V.
L’expression globale de la courbure est alors :

0 =dw +wAw
1 (4.23)
=" (Fara — ¢(Fa)) = a’p"(Vap +la, ¢]) + 5 ([07p, "] = o([a a)

ou Fj est la forme tensorielle de courbure associée a la connexion V et Fa,; est la
forme tensorielle de courbure associée a la connexion V + ad;. La forme V¢ + [a, ¢]
est un élément de Q(M, End £) @ Qe (A) et done application ap* sert a “remonter” cet
élément dans Qpe, (2A). Nous rappelons que Qf () ~ A @25 D A @ A* est naturellement
un Z(2A)-module, c’est-a-dire un module sur F(M). Ainsi, ¢ € Qf (A) ~ A @ A peut
étre considérée comme la section d’un fibré associé¢ a P (le fibré principal correspondant
a &) dont les fibres sont isomorphes a M, ® sl*. La dérivée covariante V4 est donc la
connexion sur ce fibré correspondant a la connexion V.
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Action de “Maxwell’” nhon commutative

Nous sommes maintenant préts a écrire ’équivalent de l'action de Maxwell pour la
connexion non commutative w qui prend la forme suivante :

sl = [ [ asa.

En se servant de la décomposition en blocs de la métrique, on peut voir que cette action
est essentiellement composée de trois termes :

Slwl = 1Fata — o(EDI” + [Vag + [a, @llI* + llo* — ¢]®

ol

|Fiaps — o(ED)|? = Tx /M (Fasa — 9(Fa) %a1 (Faga — 9(F2))

IVap + [ 2 = /M / (Vap + 6 ]) * (Vag + [ o))

I — of? = /M / ((poa)?® - p(a®) * (o) — p(a?)) .

Nous pouvons donner les expressions locales de chacun de ces termes en se restreignant
au dessus d’un ouvert trivialisant U de M
1

HFAJer - 90<FA)H12OC = TI'/[; 5 (F;f}/+a - @(FAW)) h**?h"? (F;-+a - @(Fpa))

IVag+ @ @I, = Tr / (V00 + a0 28]) BPPRE (V 00+ [ 00])

1 C ae
\W—MQZWL§WMM—%w)m%w%m—%@ﬁ
et on a noté :
Fﬁjr& = 8“(14“ + &,,) - 8,,(141, + du) + [Au + &m Ay + &u]
= EI,V + V,U,ELV - vudu + [aiu dy] .

Cette action généralise naturellement 1’action que nous avons obtenue pour une
connexion sur le module libre C*°(M) ® M, (C) au paragraphe précédent. On retrouve
bien cette action en prenant un fibré £ trivial et un potentiel de jauge A, = 0. On voit que
la principale différence avec 'action est localement l'introduction d’'une connexion
de référence venant d’une structure Riemannienne sur 2. Cette connexion est nécessaire
pour décomposer correctement les différentes expressions locales et afin d’obtenir des
expressions qui se recollent “bien” de maniére globale sur M. Notons que de maniére
globale, des effets dus a la topologie de la variété de base peuvent également intervenir.
En effet, la présence de classes caractéristiques non nulles décrites a partir de 'algébre
des endomorphismes dans la section et pouvant étre représentées par la connexion
de référence A peut mener a des effets inattendus.

Dans le cas ot la signature de la métrique h est positive, c¢’est-a-dire lorsque Ay, est une
métrique euclidienne, la fonctionnelle S est positive et son minimum est atteint lorsque :

F;ﬁj& = SO(F;W>
[Pas 5] = pcCly
Vuoy + [, ) = 0.
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On peut exhiber deux solutions particuliéres qui sont :

F:}/Jr& =0 o ay = a,l (i.eaj, =0) et Jd,a,—0,a,=0
=0 v, = E, & p=1ifoad~1d (sur 2p) .

On remarque que pour le vide ¢ = Id, le champ de jauge A, n’intervient pas dans la
paramétrisation de la famille de solutions décrite. Au contraire, pour le vide ¢ = 0, la
courbure du champ de jauge A + a doit étre nulle donc le champ de jauge A, intervient
explicitement dans la paramétrisation des différents vides. A priori, ici, le champ de jauge
A, n’a pas de dynamique car, comme nous ’avons vu, celui-ci est donné par la structure
Riemannienne sur 2 que nous avons supposé fixée. Ainsi, A joue le role d’une connexion
de référence. Il est clair que dans la situation triviale le champ de jauge A, = 0 est une
bonne connexion de référence et ses fluctuations sont décrites par la forme tensorielle a.
On pourrait imaginer des situations ou la variété de base est non triviale et ou le fibré
£ peut également étre non trivial comme par exemple dans I'étude des configurations
instantoniques sur S* (le compactifié¢ de R?).

D’autre part, nous avons vu que dans la situation triviale (4, = 0), du point de vue de
la théorie quantique des champs, il y a un mécanisme analogue au mécanisme de Higgs,
c’est-a-dire que pour la configuration ¢ = 0, la masse du champ a, est nulle, alors que pour
la configuration ¢ = Id, le champ a,, acquiert une masse. Ainsi, ce mécanisme se superpose
au mécanisme géométrique faisant intervenir A. Une étude plus systématique du mélange
de ces deux mécanismes reste encore a faire et notamment I’étude du mécanisme de Higgs
dans la situation ot la connexion de référence est non triviale. Notons enfin qu’il est
possible de considérer des variantes de ces mécanismes en prenant des modules projectifs
de type fini plus généraux pouvant s’identifier localement aux modules C*°(R%)® M ,,(C).

Il serait également possible de donner une dynamique a la structure Riemannienne sur
2. Il faudrait pour cela “brancher” 'action de Einstein-Hilbert associée & cette structure
Riemannienne. Le champ de jauge A aurait alors une dynamique et il serait intéres-
sant de comprendre comment celle-ci pourrait influencer le mécanisme de Higgs présenté
précédemment. Le fait que le mécanisme de Higgs soit couplé a une structure Rieman-
nienne est intéressant du fait que ce mécanisme est responsable de la masse des particules
élémentaires dans le modele standard et leur permet donc d’interagir avec le champ gra-
vitationnel.
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Chapitre 5

Théorie de Born-Infeld et
généralisations

Nous allons dans ce chapitre passer & une étude relativement différente de celles faites
dans les chapitres précédents. Il s’agit en effet de 1’étude de la théorie de Born-Infeld
qui est une théorie de champs non linéaires généralisant la théorie de Maxwell. Cette
théorie développée dans les années 1920 fut étudiée a plusieurs reprises et dans différents
contextes. Elle fut retrouvée récemment en théorie des cordes comme étant, dans une
certaine approximation, l'action effective des états de masse nulle d’hélicité 1 de la théorie.
Ces états correspondent & des champs de jauge pour une théorie de jauge avec groupe de
structure U(1) et I'action de Born-Infeld pour ces champs intervient de maniere essentielle
pour décrire la dynamique d’objets étendus appelés D-branes. Dans ce cadre, lorsque l'on
considére N D-branes coincidentes en interaction, il est naturel de remplacer le groupe
de structure U(1) par le groupe U(N), 'entier N correspondant aux valeurs que prennent
les facteurs de Chan-Patton. La question de définir une action de Born-Infeld pour des
champs de jauge non abéliens se pose alors. Nous nous proposerons d’utiliser la théorie
de “Maxwell” non commutative présentée dans le chapitre précédent afin de donner une
généralisation “naturelle” de l'action de Born-Infeld. Nous allons présenter les travaux
effectués dans [SMKO03, [SK03, SMKO04|. Enfin, nous étudierons les solutions des théories
de champs non linéaires obtenues dans ce cadre.

5.1 Modeéle de Born et Infeld

La théorie de Born-Infeld est une théorie non linéaire généralisant la théorie de Max-
well de I’électro-magnétisme. Il est bien connu que dans la théorie de Maxwell, les charges
ponctuelles ont une énergie infinie et que les champs peuvent prendre des valeurs ar-
bitrairement grandes lorsqu’on s’approche de ces charges. Ainsi, aprés la découverte de
I’électron, les physiciens ont cherché des modéles dans lesquels I'électron peut étre repré-
senté par une distribution de charge étendue. Un des modéles qui eut le plus de succes
fut celui proposé par G. Mie [Miel2| en 1912, un modeéle d’électro-statique dans lequel le
champ électrique ne peut dépasser une certaine borne et dans lequel toute distribution de
charge bornée a une énergie finie. Par analogie avec la notion de vitesse maximale ¢ en
relativité restreinte, G. Mie a introduit la notion de champ électrique maximal, noté Ej.
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Pour cela, il a modifié la théorie de Maxwell en introduisant le Lagrangienﬂ suivant :

E2
Lo = /1= = . 5.1

Il était clair qu'un tel Lagrangien ne pouvait décrire une théorie invariante sous 'action
du groupe de Poincaré du fait de 'absence de champ magnétique. On peut montrer que
tout scalaire formé & partir du champ électrique et du champ magnétique, invariant de
Lorentz, peut s’exprimer en terme des deux invariants P = E? — B2 et Q = (E . 5)2
Ainsi, en 1934, Born proposa [Bor34| une généralisation du Lagrangien de Mie consistant
a remplacer le terme “E2” par linvariant relativiste “E? — B2

Lporn =1[1— e (5.2)
ol (3 est une constante dimensionnée correspondant au champ électrique Fy de Mie.

Un peu plus tard, Born et Infeld ont essayé de rendre cette théorie compatible avec
la théorie de la relativité générale d’Einstein. Il constatérent que 1’on pouvait généraliser
la densit /| det(g,w)| correspondant a la forme volume usuelle en considérant la racine
carrée du déterminant d'un tenseur 7, quelconque deux fois covariant. Ainsi ils ont iden-
tifié la partie symétrique d’un tel tenseur au tenseur métrique et la partie anti-symétrique
au tenseur représentant la 2-forme de courbure associée au champ électromagnétique en
posant T, = gu + 31 F,. De cette maniére, ils obtinrent une action généralisant celle
obtenue a partir du Lagrangien de Mie et qui était automatiquement invariante sous 1’ac-

tion du groupe des difféomorphismes et du groupe des transformations de jauge. L’action
de Born-Infeld [BI34] est la suivante :

Spilg, F] = /M Lpz(g, F)d'z = / Lgi(g, F)\/]g|d*x (5.3)

:/M@2 (1—\/1+%(F,F) 4;‘34 (F,%F) >\/y?d4 (5.5)

:/52(1_¢1+i<§2_52> L (E.5) )mw (5.6)
" 7 !

oll M est une variété Lorentzienne de dimension 4 et d*zx = da’dx'dx?dx?® représente la
mesure de Lebesgue sur un ouvert de M (nous faisons ici un abus de notation en faisant
apparaitre explicitement des coordonnées locales sous l'intégrale, le but est de donner une
idée de I’expression locale du Lagrangien Lg;). On note encore Lp; la densité associée au
Lagrangien Lp;.

1Ce que 'on appellera par la suite “Lagrangien” correspond en fait & ce que 1’on appelle habituellement
“densité Lagrangienne” en physique.

2Nous appellons ici densité, une quantité pouvant étre intégrée sans avoir besoin d’une forme volume,
c’est & dire en utilisant directement la mesure de Lebesgue sur chaque ouvert de la variété.
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Remarque. Lorsque la dimension d de la variété de base M est quelconque, on appellera,
dans la suite, action de Born-Infeld I’action obtenue en remplacant la mesure d*z par d%z
dans 'écriture (5.4)) de 'action de Born-Infeld.

Si on définit les invariants :

— —

1 E? — B? 1 - Lo . 1
P=—-F,F'"=——— et S:ZFWF“”:E-B, avec FM = —

1 5 5 e By, (5.7)

on peut réécrire le Lagrangien de Born-Infeld de la maniére suivante :

Lpr =3 |1—-+V1+4+2P — 52| . (5.8)

5.1.1 Propriétés de I'action de Born-Infeld
Propriétés basiques

— La théorie de Maxwell est retrouvée lorsqu’on prend la limite § — oo :

SB[:—/A;%(F,F)\/E&.%—FO(%)
1 1
:_ﬁ/MF/\*F—i_O(@) (5.9)

— [ B E)Viglato ol ).
M

— Le champ électrique a une limite supérieure (3 lorsque le champ magnétique est nul :

Lpi|p=o = B (1 —\1- 5_2E2> : (5.10)

Pour cette raison, I’énergie d’une particule ponctuelle chargée placée a l'origine est
finie et le champ électrique reste borné.

Electrodynamique non linéaire

Notons que dans le cadre de la théorie de Born-Infeld, le terme “charge ponctuelle” ne
veut pas forcément dire distribution de charge ponctuelle.

En effet, il faut interpréter la théorie au sens de I’électrodynamique dans les milieux
(Maxwell-Faraday). Dans cette théorie, on a un champ électrique E , un champ magnétique
H = H(E, B), un champ de déplacement (ou induction électrique) D = D(E, B) et une
induction magnétique B , dont les équations du mouvement sont données par les équations
de Maxwell-Faraday (en présence de sources macroscopiques) :

6-5:4%0 6><ﬁ—8t5:47rf

L (5.11)
V-B=0 VxE+85=0.

Dans certaines situations, les relations entre F, H, D et B, ainsi que les équations de
Maxwell-Faraday peuvent étre obtenues & partir d’un principe de moindre action. Il faut
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alors se donner un Lagrangien L(F, B) dépendant seulement de F et B (des deux inva-
riants P(E, B) et Q(E, B) si 'on veut avoir I'invariance relativiste et l'invariance de jauge)
et les champs D et H sont définis comme étant les dérivées fonctionnelles de l’actlon par
rapport a £/ et B. On peut alors définir une densité de charge effective p.¢; = =V E. La
densité d’énergie du systéme est une fonction de D et B et est la transformée de Legendre
du Lagrangien :

H(D,B)=E-D — L(E,B) . (5.12)

Remarque. On peut faire un paralléle avec la mécanique Lagrangienne : le couple (B, F)
est & comparer au couple (g, ) représentant la position et la vitesse d’une particule. D
est la variable conjuguée de E et est donc similaire a I'impulsion p, variable conjuguée
de ¢, tandis que H serait ’analogue d’une force. On peut alors comparer les équations de
Maxwell-Faraday aux équations d’Hamilton-Jacobi.

Retour a la théorie de Born-Infeld ...

Les équations du mouvement pour la théorie de Born-Infeld peuvent se mettre sous
la forme (5.11)) d’équations de Maxwell-Faraday. Le vecteur déplacement et le champ
magnétique sont alors reliés au champ électrique et a I'induction magnétique de la maniére
suivante :

5_ 0L _ E+ (E-B)B
OE  \/1— E?f B? — (E; B)? (5.13)
F__ 0L _ B—(E-BE ’
0B - V1-E?2+B*—(E-B)?
et la densité d’énergie a la forme suivante :
H(B,D)=+/1+B2+D>+(BAD)*—1. (5.14)

Nous avons mis la constante ( égale a 1, celle-ci peut étre rétablie & tout moment par une
redéfinition des champs.

On voit que I'énergie est toujours positive et que les champs D et B n’ont pas de
restriction dans les valeurs qu’ils peuvent prendre. On note également 'invariance de la

théorie sous les rotations “électriques-magnétiques”
E+iH — (E+iH) (5.15)
D+iB — (D +iB) '

qui correspond a ce qui est souvent appelé dans la littérature la dualité “électrique-
magnétique” dans la théorie de Born-Infeld.

Enfin d’aprés , le champ électrique et le champ magnétique peuvent s’exprimer
en fonction du vecteur déplacement et de 'induction magnétique en dérivant la densité
d’énergie par rapport au vecteur déplacement et a 'induction magnétique :

OH  D(1+B? - (B-D)B
oD 1+ B2+ D>+ (BAD)
OH  B(1+D?—(B-D)D
9B 1+ B2+ D>+ (BAD)

i}
I

(5.16)

uaf]
I
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Remarque. Il est également possible d’introduire les autres transformations de Legendre
de L(E, B) et H(D, B). Entre autre, du fait de la symétrie sous I’échange de B et D de
H(D, B), la transformée de Legendre H(B, D) — B - H est une fonction de D et H et a
la méme forme que le Lagrangien de Born-Infeld L(E, B). Pour cette raison, on dit que
la théorie de Born-Infeld posséde une dualité de Legendre.

Nous pouvons maintenant voir ce qui se passe pour une charge ponctuelle électrique
de charge e. Nous avons donc :

er
r2’

V- D = 4med®(r) = D= (5.17)

ou 7 = 7/r. Il correspond a cette solution le champ électrique et la densité de charge
effective pesf = V - E suivants :

" er 2¢’
F=— et peff:ﬁ .
r(rt +e?)2

vez+rt

Si l'on rétablit la constante (3, on peut introduire un rayon caractéristique ry en posant :
f = 5 et le champ électrique prend la forme suivante :
0

Br

—
1+(%)

On peut alors calculer I’énergie de cette solution :

(5.18)

E =

6T 1o
2

~ 1.23605 — .

To

_T(1/4) ¢

Si on identifie cette énergie & I’énergie de masse de la particule en posant £ = myc?
alors on trouve pour I’électron :

2

©  ~348fm
moc?

B~ 1.8-10"%volt/cm .

ro = 1.23605 -

Ainsi, on voit que dans la théorie de Born-Infeld, la masse des particules peut-étre
complétement reliée a sa charge électrique et que les divergences présentes dans la théorie
de Maxwell sont éliminées. Nous avons également vu que 1’on pouvait associer & une charge
ponctuelle une notion de densité de charge (la densité effective de charge p.ss).

Remarque. Il est également possible de considérer des solutions de type dyon [Sch69]
généralisant la solution du monopole électrique de Born-Infeld [Che99|. Une telle solution
peut étre obtenue en faisant une rotation “électrique-magnétique” de la solution précé-
dente.
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Les ordres de grandeurs que 'on trouve pour l’électron justifient que 1'on utilise la
théorie de Maxwell dans le domaine de 1’électrodynamique classique. Ainsi, son utilisation
ne s’est pas vraiment avérée nécessaire en électrodynamique classique, mis a part pour
rendre cohérente la théorie.

D’autre part, nous savons que depuis que Dirac a introduit son équation pour ’électron,
celui-ci est considéré comme une particule ponctuelle. De maniére plus précise, dans le
cadre de la théorie quantique des champs, 1’électron est considéré comme un “quantum”
de champ. Ainsi, I'interét pour les modéles classiques de particules chargées de type Born-
Infeld a considérablement diminué.

On pourrait cependant se demander, si un tel lagrangien ne pourrait pas servir de
Lagrangien fondamental pour une théorie quantique et cela fut proposé par plusieurs
personnes comme Dirac [Dir62]. Le probléme est que I'on ne sait pas définir une théorie
quantique des champs pour un Lagrangien non polynomial (du moins en dimension 4) et
de plus, I'introduction d’une telle théorie au niveau quantique ne s’est pas avérée utile. En
effet, la théorie de I’électrodynamique quantique (QED), basée sur la théorie de Maxwell,
et ses généralisations aux théories de jauge non abéliennes ont abouti au modéle standard
comprenant les trois intéractions : faible, électro-magnétique et forte. Ce modéle s’est avéré
étre en trés bon accord avec 'expérience. Ainsi, la théorie de Born-Infeld a longtemps été
considérée comme une curiosité pour les physiciens.

5.1.2 “Redécouvertes’ de la théorie de Born-Infeld

Approche de Boillat

Il faudra attendre les années 1970 pour voir réapparaitre le modéle de Born-Infeld dans
les travaux de G. Boillat [Boi70| et Plebariski [Ple70] qui visaient a étudier les propriétés
de la propagation des discontinuités des champs électriques et magnétiques dans le cadre
de la relativité générale. En étudiant les Lagrangiens généraux £ (P,.S), dépendant donc
des deux invariants P et S, il trouverent que l’electrodynamique de Born-Infeld est la
seule théorie pour laquelle il y a absence de biréfringence, i.e. il y a propagation le long
d’un seul cone de lumiére et absences d’ondes de choc. Ainsi, ce fut une maniére de
particulariser la théorie de Born-Infeld (il y a en fait deux autres Lagrangiens £ = P/S
et le Lagrangien de Maxwell qui sont particularisés dans leurs études). Il s’est également
avéré que le Lagrangien de Born-Infeld a des propriétés de dualité électrique-magnétique
et dualité de Legendre (voir [BB84, IGHO1, [GR95| et remarques précédentes).

La théorie de Born-Infeld en théorie des cordes

Il y a eu une renaissance de I'intérét pour la théorie de Born-Infeld en théorie des cordes
a partir de 1985, lorsque 'action de Born-Infeld fut retrouvée [ET85] comme étant une
partie (dans 'approximation de champs constant) de 'action effective, des excitations
de masse nulle et spin 1 du champ de cordes. Ainsi, 'action de Born-Infeld peut étre
comparée a Paction effective d’Euler-Heisenberg [HE306| en électrodynamique quantique.

La dynamique des états sans masse de cordes ouvertes se propageant dans un espace
plat peut étre décrit, a couplage faible, par une action effective S(A) pour un potentiel de
jauge SU(N), A. Cette action admet une expension en o dont les termes sont exprimés en
terme de puisssances de la courbure I’ associée & A et de ses dérivées covariantes. Cette
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action admet plusieurs interprétations différentes en théorie des cordes. Tout d’abord,
elle reproduit, a I'ordre des arbres, 'amplitude de disque calculée directement en théorie
des cordes. Deuxiémement, les équations du mouvement venant du principe variationnel
associé a S correspondent a la condition d’annulation de la fonction 3, di a la symétrie
conforme du modéle sigma de cordes ouvertes avec des intéractions du type “boucles
de Wilson” Tr Pexp1 fazA sur le bord 0% de la feuille d’univers des cordes ouvertes
(voir [ACNYS8T| pour le cas des cordes bosoniques et dans l'approximations de champs
lentement variables). Il a en fait été montré par Andreev et Tseytlin [AT88| que I'action
effective peut s’identifier avec la fonction de partition du modéle sigma décrit ci-dessus (et
de maniére préliminaire par Fadkin et Tseytlin [FT85] dans la limite de champs constants).
Enfin, par T-dualité, 'action S(A) décrit également la dynamique a couplage faible de
D-branes de toutes dimensions. L’action de Bon-Infeld correspond donc & une action
effective a tous les ordres en o/ pour un champ de jauge abélien et dans la limite d’un
champ lentement variable. D’autre part, il est naturel dans ce cadre de s’intéresser a des
généralisations de la théorie de Born-Infeld pour des théories de jauge non abéliennes,
car a priori, ce type d’action devrait intervenir dans ’action effective pour les champs de
jauge non abéliens. Nous reviendrons sur ce point un peu plus loin.

5.2 Geénéralisation non abélienne du modeéle de Born-

Infeld

5.2.1 Rappels sur les théories de jauge et notations

Une interprétation des champs de jauge en physique consiste a les voir comme étant
des 1-formes de connexion sur un fibré principal de groupe de structure G sur une variété
de dimension 4 (R* la plupart du temps). Une 1-forme de connexion est une 1-forme
sur le fibré principal, & valeur dans ’agébre de Lie g du groupe G. Dans un systéme de
coordonnées locales, nous avons :

A= Ada L, (5.19)

ou L,, a=1,2,...N = dim(G) est une base de la représentation adjointe de g. Dans
bien des cas, on prend plutét une connexion dans un fibré associé, et la représentation
de l'algébre de Lie peut alors étre différente, en particulier lorsque le champ de jauge est
couplé avec des spineurs [DKD79, [Ker81, [Ker83].

Il est toujours possible de plonger 'algébre de Lie dans une algébre enveloppante et
d’utiliser le produit tensoriel :

A=Atd' @ T,, (5.20)

ou {T,} sont les matrices représentant la base {L,}.
De méme, la courbure est une 1-forme prenant ses valeurs dans 1’algébre enveloppante :

1 a v
F:dA—l-é[A,A]:(Fde“/\d:U )@ T, . (5.21)

Nous allons maintenant voir quelques possibilités de généralisation de ’action de Born-
Infeld pour des champs de jauge non abéliens.
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5.2.2 Motivations pour une théorie de Born-Infeld non abélienne

Une des motivations importantes pour trouver une théorie de Born-Infeld non abé-
lienne est donnée par la théorie des cordes ot ce type d’action doit intervenir dans une
partie de l'action effective permettant de décrire la dynamique des états de masse nulle
et spin 1. Ce type d’action permet également de décrire la dynamique d’objets étendus
appellés D-branes correspondants a des conditions au bord de Dirichlet pour les cordes
ouvertes.

Une autre motivation pour la théorie de Born-Infeld et ses généralisations non abé-
liennes, ou d’autres théories du méme type possédant des non linéarités, est la possibilté
d’avoir des solutions de type solitons ayant le méme type de comportement que des solu-
tions obtenues en théorie de Yang-Mills couplées a des champs scalaires ou a la gravitation.
Ces solutions peuvent avoir diverses interprétations physiques, par exemples, elles peuvent
servir a décrire certains types de trous noirs chargés en relativité générale [BMSS]|, ou
encore peuvent fournir des modéles effectifs pour décrires la dynamique de particules de
type “glueballs”.

En effet, de telles solutions ne peuvent étre obtenues a partir de la théorie de Yang
Mills. Une démonstration rigoureuse de ce fait est donnée dans |[Col77] et nous allons
donner ici quelques arguments qui en donne une vision intuitive. Pour la théorie de Yang-
Mills sur espace plat, la densité associée au Lagrangien est :

1
Ly = _ZLQAB Fﬁ, I

Cette théorie est invariante conforme et donc le tenseur d’énergie impulsion est sans trace :

3
T, =~Ton+Y Ti=0. (5.22)

i=1

Ainsi, du fait de la positivité de ’énergie, i.e. Tyg > 0, la somme de pressions principales
est positive : Y T;; > 0, ce qui veut dire que le “fluide de Yang-Mills” est soumis a des forces
répulsives qui empéche 'existence de configurations statiques, non singuliéres, d’énergie
finie.

Les diverses possibilités pour pouvoir obtenir de telles solutions sont alors de coupler
la théorie de Yang-Mills a d’autres types de champs ou bien d’introduire des non linéa-
rités permettant de briser I'invariance conforme. Par exemple, en présence de champs
scalaires, on peut montrer ’existence de solutions de type soliton, comme la solution de 't
Hooft [tH74] et Prasad-Sommerfield [PS75] pour les monopoles magnétiques. Lorsque la
théorie de Yang-Mills est couplée a la gravitation, il existe des solutions de type sphaleron
découvertes par Bartnik et McKinnon dans [BMS88]. Nous allons par la suite considérer
des généralisations de la théorie de Yang-Mills faisant intervenir des non linéarités en
s’inspirant de la théorie de Born-Infeld pour I’électrodynamique. Nous verrons que dans
certains cas des solutions de type soliton peuvent exister.
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5.2.3 Généralisation la plus simple en dimension 4

Une généralisation de 'action de Born-Infeld en dimension 4 a été proposée par D.
Gal’tsov et R. Kerner dans [GKOQ]. L’action qu’ils ont considérée est la suivante :

1 1 - ?
Ser[A] = 14 —gaF Y, — | —gaF*FP ) x /|gld'x . 5.23
C’est une généralisation de 'action de Born-Infeld écrite sous la forme (5.8), ot I'on a
remplacé les deux invariants relativistes P et S de la théorie abélienne par les invariants :

1
P = Jga " Fy,

1 [a 1 v a
S: ZLgabF APF)I\)p = ggabG# APFHVF)ZIP .

Dans [GK00], les solutions aux équations du mouvement ont été étudiées pour G =
SU(2) et les auteurs ont montré l'existence de solutions de type sphaleron analogue a
celles trouvées par Bartnik et McKinnon dans [BMS8§].

Cette généralisation ad’hoc ne permet pas de généraliser ’action de Born-Infeld en
dimension d # 4 du fait que l'invariant S n’est alors pas bien définit. Nous allons main-
tenant voir d’autres généralisations de l'action de Born-Infeld basées sur I'écriture du
Lagrangien & partir d’un déterminant et qui en fournissent une généralisation en
toute dimension.

5.2.4 Critéres de généralisation

La maniére la plus simple pour généraliser I’action de Born-Infeld serait & premiére vue
de remplacer les nombres réels par des opérateurs hermitiens, conformément a ce qui est
pratiqué en mécanique quantique ou encore en géométrie non commutative. Ainsi, nous
devrions faire les remplacements suivants pour passer du cas abélien au cas non abélien :

Ul) o~ G
iF, e~ F&®T, (5.24)
g,uz/ A4 g,uzl & ﬂdR )

ou 1y, et iT, sont des matrices hermitiennes.

Par analogie avec le cas abélien, nous voulons que le Lagrangien satisfasse aux pro-
priétés suivantes :

1. Nous devons retrouver la théorie de Yang-Mills usuelle dans la limite § — oo.

2. L’analogue non abélien du champ électrique doit étre borné lorsqu’il n’y a pas de
champ magnétique. Pour satisfaire cette contrainte, nous voudrons que ’expression
polynomiale sous la racine commence par les termes : 1 — 372(E%)? + ... lorsque
B =0.

3. L’action doit étre invariante sous difféomorphismes.

4. L’action doit étre réelle.
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Nous sommes maintenant confrontés au probléme de donner un sens au déterminant
intervenant dans ’action de Born-Infeld. En effet, les entrées de la matrice formée par
les composantes du tenseur de courbure F},, ne sont plus des nombres mais des matrices
représentant des éléments d'une algebre de Lie et donc le déterminant n’a plus de sens.
Il est donc nécéssaire de trouver une généralisation a la notion de déterminant pour des
matrices dont les entrées ne commutent pas.

5.2.5 Prescription de la trace symétrisée

Une solution proposée par Tseytlin [Tse97| et qui semble correctement générer I’ac-
tion effective de théorie des cordes jusqu’a l'ordre 4 en F', consiste a prendre la trace
symmétrisée de ’action de Born-Infeld classique. Cela consiste a :

— prendre le développement en puissance de F' du Lagrangien de Born-Infeld dans le

cas abélien, puis

— remplacer dans chaque monome le tenseur de courbure abélien par le tenseur de

courbure non abélien, puis

— symétriser chaque monome en F' afin de lever I'ambiguité intervenant sur l'ordre

dans lequel doivent étre multipliées les matrices, puis

— prendre la trace sur I’expression totale.

Le Lagrangien peut étre formellement écrit de la maniére suivante :

Seym[A] = S Trp / \/det (gl +iFe,T,)d" . (5.25)
M M

ol d est la dimension de la variété M.

Aprés 'opération de symétrisation, tout se passe comme si les objets étaient commuta-
tifs. Cette action admet également une généralisation supersymétrique qui fut développée
par Schaposnik et al (voir [GSS99, [CNS98, [GPS00] et les références qui y sont incluses).

5.2.6 Prescription de Park (cas euclidien)

Une autre maniére de procéder est de généraliser le déterminant intervenant sous la
racine. Nous avons vu que le déterminant est une maniére économe de générer une densité
a partir d'un tenseur de rang 2 (c’est d’ailleurs ce qui mena Born et Infeld a considérer
leur Lagrangien). D’autre part, dans le cas des théories de jauge abéliennes, la courbure
est invariante sous transformations de jauge, mais nous savons que dans le cas d’une
théorie de jauge non abélienne, la courbure se transforme de maniére homogéne. Habi-
tuellement, c’est la trace qui est utilisée pour fabriquer un invariant sous transformations
de jauge (par exemple le Lagrangien de Yang-Mills), mais nous allons ici tenter d’utiliser
un déterminant. L’idée que nous allons suivre pour généraliser ’action de Born-Infeld,
est donc d’utiliser un déterminant afin de générer un lagrangien & la fois invariant sous
diféomorphismes et sous transformations de jauge.

L’idée de Hagiwara et Park est de considérer un déterminant dans un espace de ma-
trices plus gros obtenu aprés avoir fait le produit tensoriel des deux espaces de matrices
M4(C) et My, (C). Ainsi, il faut remplacer le déterminant sur les matrices 4 x 4 (noté par
la suite det,), par un déterminant sur des matrices de taille 4dg, dont le indices sont
indexés par des couples d’indices (p,7), ot o correspond aux indices d’espace-temps et i
aux indices matriciels de la représentation R (noté par la suite det ygr).
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Afin de rester le plus proche de la situation abélienne, une idée naturelle a suivre, est
de plonger le tenseur de la métrique g,,, dans la méme algébre enveloppante que la 2-forme
de courbure F', en le remplacant par g,, ® Iy. Nous pouvons maintenant remplacer le
déterminant intervenant sous la racine dans le Lagrangien de Born-Infeld en suivant
la procédure (5.24) et en utilisant le déterminant det(gr. Cela nous conduit au terme
suivant :

det (g ® g + 071 F, ®iT,) -
Malheureusement, dans le cas ou le groupe de structure n’est pas abélien, cette expression
est un nombre complexe.

Une autre posiblilité fut suggérée par Hagiwara [Hag81], puis reprise par Park [Par99],
et consiste a prendre des générateurs anti-hermitiens tensorisés pour la courbure F'. Park
proposa [Par99| I’action suivante :

Spark[F, g] = /

M

—V |g|> d'z,  (5.26)

—1 a
’ <’/§th (gw ® lap + 07 Fy ®T“)

ol « et # sont des constantes réelles et positives et d est la dimension de M. La racine
d’ordre 2dp est introduite afin qu’il y ait invariance sous difféomorphismes. En effet,
nous somme ainsi capable de factoriser ’élement de volume \/dex et l'invariance sous
difféomorphisme est plus claire si nous réécrivons le Lagrangien sous la forme suivante :

e 1) (5.27)

_ 17
Lpai(F,g) = a (‘E%‘JR (ﬂdde + F)

et
SparilF, g = /M Lpai(F, 9)\/g|d% | (5.28)

ou
F= %FgVMW(}@Ta (Mo = g7ty (5.29)

F est un endomorphisme de M ® C%t et M, sont les générateurs de l'algebre de Lie
du groupe de Lorentz (dans la représentation définissante, i.e. de dimension d). Il est
également utile d’introduire les notations suivantes :

A 1 ~
e = §F;VM“” . (5.30)
Cette substitution meéne a un Lagrangien qui satisfait les points 1), 3), et 4), donnés
dans la section , mais pas le point 2). Les Lagrangiens obtenus par cette technique font
de plus intervenir des invariants d’ordre 3 dans la courbure F', ce qui détruit I'invariantce
sous conjuguaison de charge, F' — —F, et méne & une densité d’énergie mal définie. Cela
n’était en fait pas un probléme pour Park, puisqu’il a travaillé sur un espace Euclidien.
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5.2.7 Une version Minkowskienne

Nous avons proposé une généralisation légerement différente de ’action de Born-Infeld
dans [SMKO03].

Tout d’abord, commencons par reformuler I’action de Born-Infeld (dans le cas abélien)
de maniére légerement différente :

SpilF, g] = /]\/162 (\/ﬂ‘ ‘C(Qi(g;c\,l (]12 @ Guv +47! J®iFuu) '4> d'z (5.31)

ou J est une matrice complexe 2 x 2 dont le carré est égale a —1,.

Le Lagragien est indépendant du choix de J. Dans (voir aussi ), I'unité
imaginaire ¢ peut étre considérée comme le générateur anti-hermitien de u(1). Dans la
formule , nous utilisons une notations pratique pour spécifier sur quel espace de
matrices est pris le déterminant.

Nous pouvons maintenant appliquer la correspondance (5.24)) et cela nous meéne a
I’action suivante :

1
1dp
Spinal F, g] = Vigl—=1 det (1 ,®1 1R F T, d*z .
bina [, ] /Moz< 9] CQ®§A®R(2®gu®dR+B ®F,oT,) ) x

(5.32)

Cette action satisfait les points 1), 2), 3) et 4), sil'on prend J comme étant un élément
de SL(2,C) (et de carré —1,). Le lagrangien est encore indépendant du choix de J. En
particulier, nous retrouvons le Lagrangiens de Born-Infeld si 'on remplace T, par i et
prenons dgr = 1.

Nous avons supposé dans que « et [ sont des constantes réelles et positives.

Il est clair que seule une racine de degré 4dr meénera & une expression invariante sous
diffeomorphismes, c’est-a-dire se factorisant sour la forme /g x L(g, F') ot L(g, F) est un

scalaire que nous appellerons Lagrangien, et on a :
4le> , (5.33)
ou [ = %FSVM”” ® T,. Enfin, on a”|:
Shinalgs F] = /M Lyina(g, F)\/]gld"z . (5.34)

Le déterminant défini dans (5.33)) peut étre écrit de différentes maniéres :

det (1@ Liwa, + 67 T & F)

Lina 7F = 1 -
b (g ) a( CZQMQR

det (]12 1+41J® F) (5.35a)
C2QMQRR
= det (s @1+ 8"'sJ® F) (5.35b)
C2QM®R
_ —2 712
~ det. (]1 L A2E ) , (5.35¢)

3Nous pourrions prendre une racine d'un degré différent (2 par exemple), mais nous obtiendrions
alors une densité ne pouvant pas servir a fabriquer une mesure d’intégration. Il serait encore possible de
multiplier cette densité par la densité /g mise a la puissance nécessaire pour obtenir une densité de poids
1/2, mais une telle construction introduirait une dissymeétrie entre g et F.
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ou s et J sont des éléments de SL(2,C), J satisfait J> = —1. Par exemple, si on choisit
s =109, et sJ = —io3 dans ((5.35b)), nous avons le déterminant suivant :
—ig7'F 1 oy |—IBTIFL, RT, g ®1
| = v , 5.36
‘ -1 iﬁ_lF‘ |g| _g;w@]l ’Lﬁ_ngV@Ta ( )

Ce déterminant est une généralisation directe du déterminant considéré par Schuller dans
[Sch02], dont I'idée est de considérer la matrice dans le cas abélien comme la matrice
définissant les relations de commutations entre les coordonnées dans ’espace de phase
relativiste d'une particule ponctuelle chargée, couplée de maniére minimale au champ de
Born-Infeld. De maniére similaire, nous pouvons étendre cette interprétation au cas ot
les coordonnées de cette particule prennent leurs valeurs dans une algébre de Lie, 7.e. en
imposant les relations de commutation :

1 a
(X, Xo] = _e_ﬁQF“” ® 1,
(X, P = —igye @1 (5.37)
[Py, B)=eF% ®T,
avec
X, = X* ® —iT,, P, = P*® —iT,. (5.38)

D’un autre coté, la forme particuliére (5.35¢) nous permet de vérifier que le Lagrangien
est bien réel et en méme temps, cela donne une généralisation de I'action de Born-Infeld
telle qu’elle est donnée dans [Sch02].

On peut également remarquer, que lorsque 'on prend J = —io3 dans (5.35a)), le
déterminant peut étre écrit comme la valeur absolue d’'un nombre complexe :
]1 - Z‘ﬁ_lﬁ O ch—1 1 2
=1 det (1-i57F) 1. 5.39
0 1 + iﬁ—IF | MR 7’6 | ( )

5.2.8 Comparaison avec la trace symétrisée

Nous allons maintenant faire une comparaison entre cette prescription et celle de la
trace symétrisée. Cela nous donnera en méme temps des techniques de calcul pour ce type
de Lagrangiens.

Rappellons quelques formules utiles reliant le déterminant d’un opérateur linéaire M
et ses traces :

(det(1 + M))? = exp (8 Tr(log(1 + M)))

n

1
:i 3 (_1)"1_[% (_5T1"—(Mp)>ap | (5.40)

n=0 a=(a1,",an) p=1 ¥ p
€[Sh]

ou a € [5,] et [S,] est 'ensemble des classes d’équivalence du groupe des permutations
d’ordre n. Le multi-indice a est donné par un diagramme de Ferrer-Young ou de maniére
équivalente par la relation :

Zpozp:n,ozZ)ZO. (5.41)
p=1
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En utilisant cette formule de trace, il est possible de développer a tout ordre en F, les
lagrangiens définis précédemment. Pour éviter toute ambiguité, nous allons noter Try, la
trace prise sur les indices d’espace-temps, Trg la trace dans la représentations matricielle
de l'algebre de Lie g, et par Trg le produit tensoriel des deux traces précédentes.

Pour simplifier, nous allons absorber le facteur 47! dans la définition du champ F.
Ainsi, en suivant ((5.35c]), nous avons :

1

(s, (14 82))
T2 el ()

n=0 a=(aq, ,an)
L A m
TI“M F T -~-Fa2k> Tl"R(Ta;n---Tam)
I e e R
n= Ua_(al n g’;#%]
(5.42)

ol a € [S,] satisfait >, kay =n .
Nous pouvons comparer ce résultat avec celui obtenu par la prescription de la trace sym-
métrisée [Tse97] :

1 A ;1 N 1
ST (dﬁt (1 n zF“Ta>> = ST (%}(t (1 4 F“F”TaTb>> !

o n A A (677
1 n 1 TrM(Fa‘l-..FQQk)
= g0 Z_ Z UL o <_ 1k TT)

X d—lRSTrR (H I 7 T%)> . (5.43)

k=1m=1

Nous pouvons ainsi faire un développement en série des deux Lagrangiens obtenus et
les comparer au lagrangien de Born-Infeld (cas abélien).

Par exemple a l'ordre 4 en F', nous obtenons pour ([5.32)) :

1 . 1 . 1 .
LiyinalF. gl ~ ——— Tre F2 + — Trg F* — —— (Trg, F?)?
b [7g] 4dR r@ +8dR r® 32dR2( r@ )

1 1
—5 (B FY) K+ 2 (F°, F)(F, F) (= KapKea + Kabea + Kacva)

1
+ g(F“,*Fb)(Fc,*Fd)Kacbd . (5.44)
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tandis que pour la trace symétrisée, on a :

1 A
Lsyn[F, 9] = %S Trp(l— C'lﬁlt(ﬂ +iF))

1 1 A 1 1 .
~ —STrr(—= Tra F2+ = Trpg F* — = (Trpg F?)?
n TR(4FM +8 I Mm 32(1"M )%)
1 1
~ —é(F“, F K, + 3 ((F*, F*)(F, F") + (F*,%F")(F°,%F%)) K{apeay ,
(5.45)
avec K{abcd} = %(Kachd + Kachd + Kadec + leSSbScde + isgcsbde + %Sgdsbce)
Nous avons adopté les conventions suivantes :
1 1
T,T, = —gup1 + §C’ngc + 5 ol (5.46)
ol Jgp = Z—iéab . Seap = gcdS;ib est complétement symmeétrique et réel, C.p = ngCfllb
complétement anti-symétrique et réel, et
(-1t
Koy o, = Trr(Ty, -+ Ty,) - (5.47)

5.2.9 Calcul explicite pour G=SU(2)

Nous allons faire le calcul du Lagrangien généralisé de Born-Infeld Ly, (5.33]) dans le
cas d’un groupe de structure GG = SU(2). Les générateurs T, = —30, sont représentés par
les matrices de Pauli usuelles. Afin de simplifier le calcul, nous allons prendre le facteur

= 1/2 dans (5.39).

Tout d’abord, on peut remarquer que dans , I'expression det ygr(l — @ﬂ*l}%)
est un carré parfait. En effet, si on multiplie 'expression précédente par 1 = detpgr(1®
—i09), on obtient :

A(/it%tR (]1 - QZF) = A(/ilgcR <]l ® (—iog) + F* ® <Z020a>> (5.48)
= |g| 2 &%tR (g ® (—ion) + F5, @ (i020,)) - (5.49)

La matrice sous le déterminant est anti-symétrique et donc son déterminant est un
carré parfait. Cela implique que la plus grande puissance de F' dans l'expansion de
exp(3 Trlog(1 + 2iF)) est 4, et I'on a :

- 1 A0
Ag{lgcR(Il +2iF) = (exp (5 Trlog(1 + zF)))

~ ~ ~ ~ 2
1 F? 1 F3 1 Ft 1 (1 F?
et <7) “ip e (?) Ty (I) o (5% (7))

2
ty tz ty 13
(12 _;3_ 4 22
(+4 58 T32)
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ot t; = Trg ((F)
En utilisant la formule (5.39)), nous avons :

Lyina = 1 — /(1 + 2P — Q%) + (2K5)? (5.50)
ou
2P = %ﬁ = (F*F))
Q2 - %t4 - %t% = i(Fa7*Fb>(Fca*Fd)Kacbd . (551)
K3 = —g5t3 = Lege Trp(FOFPF)

Notons que le Lagrangien dépend exclusivement de trois invariants dépendants de F’,
alors qu’il existe 8 invariants indépendants [Ros77, [ART8| pour SU(2).

5.3 Théorie de Born-Infeld non commutative

5.3.1 Rappels sur les champs de jauge en géométrie non commu-
tative et notations

Il a été développé dans le chapitre [4] une théorie de Maxwell non commutative basée
sur l'algebre 'algebre A = C*(V) @ M, (C). L’idée était d’utiliser non plus un calcul
différentiel gradué commutatif, mais une algébre différentielle graduée (non commutative)
afin de décrire les champs de jauge. Nous avons vu que cela méne naturellement & une
théorie de jauge non abélienne couplée a des champs de Higgs. Nous allons ici rappeller
les principales caractéristiques de cette théorie et en donner une présentation minimale
afin que le présent chapitre soit autonome.

Pour l'algebre A = C*(V) ® M, (C), les “champs de vecteurs” sont générés par les
dérivations de C*°(V) et les dérivations intérieures de M, (C). L’algébre différentielle gra-
duée Qper(A) est générée par les 1-formes formant une base duale des dérivations. Pour
construire une théorie de jauge, nous allons considérer I'algébre A comme un bimodule
sur A. Dans ce cadre, un choix de jauge correspond & choisir un unitaire e de A, satisfai-
sant h(e,e) = 1, ou h définit une structure hermitienne sur 4. Alors tout élément de A
peut étre écrit sous la forme em avec m € A et une connexion sur A est définie par une
application :

V:A— QYA em+— (Ve) m+edm .
Dans la jauge e, une connexion est complétement caractérisée par un élément w de Q(A) :
Ve=cw.
On peut également décomposer w en une partie verticale et une partie horizontale :
W = Wp, + Wy avec wp, = A Wy =0+¢ .

A est I'analogue du champ de Yang-Mills, 6 est la 1-forme canonique sur l'algébre des
matrices et joue le role d’une origine dans 'espace affine des connexions. Elle satisfait
I’équation :

dd+0N0=0.
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Enfin, ¢ est une forme tensorielle et peut étre identifiée & un multiplet de champs scalaires.
Nous pouvons choisir une base locale des dérivations de A : {e,,e,}, ot e, sont les
dérivations extérieures de C*(V) et e, = ad(\,), avec {\,} une base de matrices anti-
hermitiennes de M,,(C), sont les dérivations intérieures de M, (C).
La base duale sera notée par {6 0}. En particulier, on a :

A= A0 0 = —N\0" 6= Ga0" .

Si nous choisissons une connexion anti-hermitienne, on a : ¢ = ¢ \,0%.
La courbure associée a w est :

D=dw+wAw
et nous pouvons également définir le champ de force :
F=dA+ANA.
On a l'identification suivante :

Q[,LV = F[,LV Qlﬂl = DN¢“
Qau = _Du¢a Qup = [¢a7 (bb] - Cgbgbt:

ou C¢, sont les constantes de structure dans la base {\,}.
Une transformation de jauge se fait par le choix d’un élément unitaire U de M,,(C),
satisfaisant h(eU, eU) = 1. Alors dans une jauge ¢/ = eU, on a :

W =UTtwU+U U .

La forme 6 est invariante sous ces transformations de jauge, et donc A et ¢ se transforment
de la maniére suivante :

A =UTAU + U YU ¢ =U"toU .

Si 'on prend en compte le fait que toutes les formes apparaissant ici sont a valeurs
matricielles, il est assez naturel d’utiliser des invariants provenant de ’application déter-
minant et trace dans la construction de Lagrangiens.

5.3.2 Action de Born-Infeld

Nous voulons dans cette section, donner une généralisation du Lagrangien de Born-
Infeld pour les champs de jauge intervenant dans la géométrie non commutative des
algébres de fonctions & valeurs matricielles. De la méme maniére que la théorie de Born-
Infeld généralise la théorie de Maxwell, cette théorie généralisera la théorie de Maxwell
non commutative. Nous avons considéré dans [SMK04| une généralisation de I'action de
Born-Infeld pour une connexion non commutative. Cette généralisation est elle méme une
généralisation du Lagrangien Ly, et s’obtient en considérant la densité :

Liine = y/det |g] — {|det(1® g+ J @ Q[}/* (5.52)

ot O = Qagiaﬁ , avec LoP les générateurs de la représentation fondamentale de 1’algeébre
de Lie de SO(4+n? —1) et J est un élément de SL(2,C) de carré —1.
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Limite de Yang-Mills

Lorsque la partie intérieure de la connexion non commutative w correspond a la forme
canonique #, i.e. le champ scalaire ¢ = 0, alors on retrouve la densité Ly;,, proposée dans
la section pour la connexion ordinaire A, c’est-a-dire :

Loina = /G Loina = V/19] = | det (1, © g0 @ g, + 57 T © Fo, @ T, ) [0

Limite n =1

Si 'on considére le cas n = 1, que cela soit pour le Lagrangien Ly;,. ou pour Ly;,,, on

retrouve 'action de Born-Infeld (5.4)).

5.4 Etude numérique de solutions

Je présente dans cette section des résultats d’études numériques des solutions aux
équations du mouvement pour les Lagrangiens Ly, €t Ly, présentés dans les sections
précédentes.

5.4.1 Solutions statiques a symétrie sphérique

Nous allons voir dans cette section le résultat d’une étude des solutions statiques a
symétrie sphérique pour le Lagragien Ly;,, dans le cas d'un groupe de structure SU(2).

Ansatz de 't Hooft

't Hooft [tHT4] proposa un ansatz pour étudier les solutions statiques, a symétrie
sphérique et purement “magnétique” des équations de Yang-Mills. Cet ansatz est en fait
indépendant des équations du mouvement et pourra nous servir pour étudier d’autres
types d’équations du mouvement, comme celles obtenues pour les actions de type Born-
Infeld. Cet ansatz est appellé ansatz de 't Hooft-Polyakov et est le suivant :

A=zt _Qk D par avee U = e
= (1= k(r)[T,dT,] = (1 — k(r)) (Tpsinfdy — T,d0) (5.53)
1 — k(r)

r

ol nous utilisons les notations habituelles. Nous pouvons I’exprimer en composantes :
1—Kk(r
Ay = (T# m ™, (5.54)

ol
a,bc..=1,23 : i,5,k..=1,23 ; € =€V g Gim -
La notion de symétrie sphérique pour les potentiels de jauge en théorie de Yang-Mills fut

analysée par P. Forgacs et N.S. Manton dans [FM80], ainsi que dans [BKM92|. L’ansatz
de 't Hooft-Polyakov est en fait un cas particulier de 'ansazt de Witten [Wit77] qui est
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le plus général possible pour un potentiel de jauge (ou connexion) a symétrique sphé-
rique (pas nécessairement statique). L’ansatz de Witten est complétement justifié par les
techniques de réduction et est lui méme un cas particulier de connexions non commuta-
tives symétriques (voir section . Les propriétés de 'ansatz de Witten sont également
discutés dans [VG99].

Nous avons vu que pour ce type d’anzatz, il y a une symétrie U(1) résiduelle et les
champs intervenant dans l’ansatz peuvent s’interpréter dans le cadre d’une théorie de
jauge U(1) sur un espace de de Sitter de dimension 2, contenant une connexion et un
champ scalaire complexe w avec un potentiel de type Higgs. Dit autrement, les degrés de
liberté d'une connexion symétrique sont paramétrés par quatre fonctions réelles ag, aq,
Re(w), et Im(w) (nous utilisons les notations introduites dans [VG99]). La symétrie de
jauge nous autorise a faire un choix de jauge a; = 0.

La composante aq est éliminée si 'on se restreint a ne regarder que les solutions de
type magnétique. Dans le cas statique, les équations du mouvement possédent une inté-
grale premiére (due a la symétrie U(1) globale résiduelle) qui est nulle pour les solutions
d’énergie finie a I'infini. Cela se traduit par un choix de phase de la fonction w qui permet
de retrouver 'ansatz de 't Hooft [tH74].

Dans ce cas, les seules composantes de la courbure F' non nulles sont celles de type
magnétique :

B! = % [Fif* (1 — K*) — k' P{] (5.55)

ou r; = et P = 4§ —77; est la projection sur le plan perpendiculaire au vecteur radial.

Calcul du Lagrangien

A Paide de I'ansatz de 't Hooft (5.53)), les trois invariants apparaissant dans le Lagran-
gien peuvent s’exprimer de la maniére suivante :

1

2P = — [(1 =K% +2(rk)?]
K3 — 7,_16 ((1 - k’2)<7’k’/)2) (556)
Q*=0.

Alors 'action devient :

22 N2\ 2 1/4
Shina = / 1- {(1 + (1= #7)" +2(rk) ) + 7%(1 — k2)2(7“k")4} rdr . (5.57)

r4

Pour I'étude des solutions aux équations du mouvement associées a ce Lagrangien, il
est utile d’introduire la variable de “temps” : 7 = log(r). Alors 'action prend la forme
suivante :

Shina = /(1 —VA) ¥ dr | (5.58)

ou

(1+ a® + 2b)% + 4a?v* = (1 + a®)((1 + 2b)% + a?) .
( _ /CQ)/T2
K% /rt

A
a
b
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Les équations du mouvement associées sont les suivantes :

3A d
ou de maniére équivalente :
k =u
{ w =~y(ku,7)u+k(k*—1) (5.60)

u? + 2uk(1 — k?) + (1 — k%)?
rd+ (1 — k?)2

6u(l — k?) [ku? + 2u(l — k?) + k(1 — k2)?] [r* + 2u? + (1 — k?)?]
[ 4+ (1 — k2)2] [(r* + 2u?)? + (1 — k2)2(r* + 6u?)]

Le coefficient 7 joue le role d’une friction (terminologie empruntée a la mécanique)
et est similaire & celui trouvé dans [GK00]. Dans la théorie de Yang-Mills, avec le méme
ansatz, le facteur correspondant est vy, = 1.

Le systéme ((5.60) n’est pas autonome (i.e., certains coefficients dépendent explicite-
ment de la variable 7) et une étude qualitative du comportement de ses solutions peut étre
faite en faisant une analyse de points fixes. L’analyse doit étre faite en terme des variables
(7, k,u) (voir par exemple [CK78§|). Il ne peut pas y avoir de points fixes dans la variable
temporelle 7 qui “court” toujours. L’idée est donc de trouver des solutions asymptotiques
pour la fonction k pour 7 — —oo (r — 0) ou 7 — oo (r — o0) et de trouver des solutions
aux équations du mouvement en faisant un développement asymptotique en puissance de
rou 1/r. Pour r — oo, le systéme admet les points fixes (k = 1,u = 0) et (k = —1,u = 0).

v(kyu, 7)) =1—2

(5.61)

Développement asymptotique

Bien que les solutions aux équations du mouvement semblent posséder des développe-
ments asymptotiques analogue a ceux trouvés dans [DGZ97, [DG00, (GKO0Q], une analyse
détaillée montre que des solutions du type de Bartnik-McKinnon [BMS8S] sont exclues ici.

Nous trouvons deux développements en puissance de r qui satisfont les équations du
mouvement asymptotiquement autour de r = 0.

1. Le premier développement dépend de deux parameétres kg et a et commence de la
maniére suivante :

5a? g a®(52 — 70g) — 9a'g® + (g — 1)g*
k=k —ko | —+ 5 | ? P+ 0(r!
o+ ar 0(69 +12a2>7‘ + [080%42 r+0(r)

(5.62)

ot g=1—k2 a+#0etg+#0.Cedéveloppement présente certaines similarités avec
celles obtenues dans [DGZ97, [DG0O0| qui dépendent du méme paramétre ky.

2. Le second développement dépend d’un paramétre b et commence de la maniére
suivante :

30? + 92b* + 608b°
_ 2 1 6
k==+ (1 —br° + 10 T 2000% + 16005 +O(r )) (5.63)
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Autour de r = oo, nous pouvons trouver un développement en puissance de r—!,

dépendant d’un paramétre ¢, et qui commence de la maniére suivante :

k:i(l—f+3—62+0(r—13)> . (5.64)

r o 4r?

Nous remarquons que ce développement est le méme jusqu’a 'ordre 7 que celui ob-
tenu pour les solutions aux équations de Yang-Mills. Cela nous permet d’interpréter les
intégrales a l'infini en terme de charge magnétique, énergie, ...

Maintenant que nous connaissons les solutions asymptotiques aux équations du mouve-
ment, nous allons chercher des solutions globales raccordant ces différents développements.
Ce type de solution ne peut étre obtenu de maniére analytique a cause de la complexité
des équations du mouvement. Nous allons donc faire une recherche numérique de ces
solutions.

Solutions numériques

La recherche de solutions numériques est basée sur les mémes techniques que celles
développées dans [DGZ97, DGO0, IGK00]. Grace aux développements (5.62) et (5.64),
nous évaluons les conditions initiales a utiliser pour l'intégration numérique des équations
. Les trois paramétres intervenant dans les différents développements (deux en r = 0
et un en r = oo) sont reliés par deux équations de contraintes. Les solutions peuvent donc
étre indexées par un paramétre réel et nous prendrons c (cf eq.), avec ¢ > 0 ou bien
7. = log(c).

On peut assigner a chaque solution un entier n, n — 1 étant le nombre de fois que la
fonction u passe par zéro ou le nombre de tours des solutions dans le plan (k, u). Quelques
solutions sont tracées sur la figure Fig. b.1}

Quand le paramétre 7, varie de —co a +00, on observe que l'entier n croit de 1 a l'co.
Ainsi, a chaque fois que I'entier n augmente de 1, on peut faire correspondre certaines
valeurs caractériques du parameétre 7, :

| 7 [ 1.658 | 4.781 | 7.510 | 10.092 | 13.218 | 16.530 | 19.813 |

Les solutions, que nous avons obtenues numériquement, prennent les valeurs k =1 a
r=oo0et k=ky avec —1 < kg < 1 en r = 0. Ce comportement est radicalement différent
des solutions de type sphaleron obtenues par Bartnik-McKinnon dans [BMS8§| ou d’autres
solutions du méme type obtenues dans [GKO00Q].

Pour ces solutions, les deux parameétres kg et a de sont des fonctions du pa-
ramétre 7.. Nous avons évalué 'énergie de ces solutions pour des valeurs du paramétre
ko pour 7, variant de —10 & 20. L’énergie E est représentée en tant que fonction de 7.
dans la figure Fig. 5.2l On observe la présence de minimums locaux sur cette courbe.
Ces minimums locaux semblent survenir aux valeurs critiques définies précédemment du
parameétre 7.. L’énergie des solution tend vers la valeur E, _ = E,—oc = 1.23605...
lorsque 7. — 00, qui correspond a l’énergie d’une charge magnétique ponctuelle de type
Born-Infeld [GKO00].

Sur la figure Fig.[5.3], est tracée la dépendance du parameétre kg en 7. pour ces solutions.
On peut observer des singularités dans les dérivées de cette courbe aux valeures critiques
du parameétre 7.
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-20 -10 0 10 20 30

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 5.1 — Solutions pour les valeurs de paramétre 7. = —3,1.2,4,7, 10.
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.
-10 10 15 20
1.23 1.236
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|

1.2355 |
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|

1.235 |

|

I

1.2345 |

|

|
0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5 4 4.5 5 5.5 6

FIG. 5.2 — Energie en fonction du paramétre 7.
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ko

-0.25p

T 7 "

F1G. 5.3 — kg en fonction du paramétre 7, et sa dérivée seconde. Les singularités de
d*koy/dr? coincident avec les valeurs critiques du paramétre 7.
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Nous remarquons que toutes les solutions tendent vers les solutions du vide de la théorie
de Yang-Mills lorsque r — 00, ce qui veut dire que loin de l'origine les non linéarités du
modéle sont négligeables. Au contraire, prés de 'origine r = 0, nous obtenons des solutions
non triviales, de type monopole magnétique, paramétrées par la constante k.
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5.4.2 Solutions pour le secteur scalaire

Dans cette section, je présente les résultats d’une étude des solutions aux équations
du mouvement pour certains ansatzs dans le Lagragien Ly;,. et dans le cas d’une algebre
de matrice My(C).

Réduction du Lagrangien pour les champs scalaires

Nous travaillons toujours dans le cas ou 'agebre est C*°(R*) @ M(C). Afin d’avoir
une idée du type de solution que l'on peut obtenir pour la partie champ scalaire, nous
allons supposer que les champs de Yang-Mills sont nuls et nous allons prendre ’ansatz
pour la partie scalaire ¢ € C®(Ry) :

p=p0.

Dans ce cas, le determinant intervenant dans I’équation (5.52)) est :

Guv iD¢
‘—iD(b Gab + 1 H (5.65)
ou
H={Qu} 413 Do = {Du(ba}uf%%ﬁ G = G ® 1z .

Grace au lemme de Schur, nous pouvons réduire ce déterminant & celui de la matrice
suivante :

|13+ iH — D,¢D"¢| .

Pour les mémes raisons que dans la section précédente, ce déterminant est un carré parfait,
et sa racine peut s’exprimer a ’aide d’une somme finie de produits de traces de la matrice
M =iH — D¢D¢ (nous noterons D,¢pD"$ = DpD¢ = (D¢p)?). On peut ainsi calculer le
Lagrangien de Born-Infeld et on obtient :

Liine = 1 — {(1 +3672(Dg)?)” + 1667 2% (¢ — m)Q}i V144872020 —m)? .

ou [ est le paramétre de Born-Infeld et m est un parameétre de masse pour le champ
scalaire. Ces parameétres seront mis égaux a 1 dans la suite.

Le cas statique

Dans cette section, nous montrerons que ’on ne peut pas obtenir de configuration
statique non triviale pour ce champ scalaire. Les arguments que nous allons utiliser sont
une adapatation de ceux utilisés dans le théoréme de Derrick [Der64]. L’idée est d’utiliser
des dilatations du champ ¢(r) — @\ (1) = ¢(Ar) de maniére & générer une courbe a un pa-
ramétre dans I'espace des champs passant par une solution. Alors le principe variationnel
le long de cette courbe est : OS[p)]/OAN=0a =1, ie.:

/47rr2dr (g—jgol - BL) =0. (5.66)
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On peut voir que la fonction sous 'intégrale peut s’écrire de la maniére suivante :

o) =173 (550 -31)

VA
~ B34

[(1+3p)(1+2p) +16s°] — 1,

S0/2
(1+ 3p)* + 165”

s=p(p—1) p
A=1+4s° B

On voit que la fonction f est toujours positive du fait de la relation suivante :
(14 2p)(1+3p) +165*)* > (1 +3p)? +165°)* = f >0 .

Ainsi, la condition est satisfaite si et seulement si f = 0 pour tout r > 0. L’équation
f = 0 n’admet que les solutions triviales, ¢’ = 0 et ¢ = 0 ou 1. Cela nous méne a la
conclusion, comme dans le cas considéré par Derrick [Der64], qu’il n’y a pas de solution
non triviale dans ce modeéle.

Solutions dépendantes du temps

Il est possible de faire une analyse des solutions homogenes dépendantes du temps.
Nous considérons donc l'ansatz F),, = 0, ¢, = ¢1;, dans le Lagragien de Born-Infeld non
commutatif. Ce dernier prend alors la forme suivante :

Lyine =1 = {1+ 6(D¢)* + 9(Dg)* + 16¢*(¢ } V14+4¢2(p—1)2 .

Si 'on prend le sous-ansatz ¢ = ¢(t), alors les équations du mouvement sont :

=u
(1+4X)g(X,Y)u+4ss'h(X,Y) =0,

ol

s=plp—1), §=20p—-1

X=35,Y =4

g(X,Y)=16X(1 —9Y) + (1 — 3Y)?
h(X,Y)=(1-3Y)*+16X)(1 - Y +8X) —6(1 +4X)(1 - 3Y)Y .

Il y a des points dans ’espace des phases ol % n’est pas bien défini, ce sont les points ol
le polynome g s’annule (4 courbes dans la figures Fig (5.4))). Cependant, I'indétermination
peut étre levée aux points ot la fonction 4ss’'h(X,Y") s’annule (c.f. courbes gris claire) en
méme temps que la fonction g(X,Y"). Ces points sont au nombre de 16 et 'indétermination
est levée pour 14 d’entre eux (voir sur la figure Fig. les points accentués en gras
ainsi que les fleches qui indiquent les directions possibles du vecteur tangent une fois
I'indétermination levée).
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On remarque que dans une certaine zone de ’espace des phases, les trajectoires sont
périodiques et définies pour tous les temps. Si I’on prend des conditions initiales & ’exte-
rieur de cette zone, on ne peut intégrer le systéme que sur des temps finis. c’est-a-dire que
les solutions ¢(t) trouvées ont leur dérivée seconde qui diverge en un intervalle de temps
fini puisqu’elles sont amenées & "heurter" une des courbes ot g = 0.

Il semble cependant que certaines trajectoires peuvent traverser les courbes de sin-
gularité ¢ = 0 aux points ou l'indétermination est levée. Cela donne un ensemble de
trajectoires "limites" qui passent par ces points et qui peuvent éventuellement étre pro-
longées sur l'intervalle de temps R.

2,

F1G. 5.4 — Points et courbes caractéristiques dans ’espace des phases
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5.4.3 Vers une application en cosmologie

Nous pouvons essayer de coupler le modéle précédent avec champ scalaire a la métrique
de Friedmann-Robertson-Walker afin de voir dans quelle mesure ce type de lagrangien peut
étre utile en cosmologie. Nous nous contenterons ici de faire une analyse des points fixes.

Analyse des points fixes pour le champ scalaire libre couplé a la gravitation

Avant de considérer 'action de Born-Infeld, nous allons rappeller I’analyse qui peut
étre faite pour le cas du champ libre. Les notations utilisées pour les constantes sont :

81

—2:87TG:/£2.
mp

Nous allons étudier le comportement d’une théorie de gravitation pour un univers
homogéne et isotrope avec un champ scalaire dont la densité d’énergie est :

1., 1
p=b(50" +5m°¢") + py

et la pression :

p= b(%eb? - 177%2@52) — po

2
Alors, les équations du mouvement sont :
ko K2
H?>+ — = — Friedmann

b+ 3Hp+m?*p=0 (equation du mouvement pour ¢)

Voici deux autres équations non indépendantes des deux précédentes mais utiles :

. br? . k
H=——¢+ —
2¢+a2
. br? 1 . K2
H+ H? = ——(=m?*¢* — $*) + —po .
+ 3(2mgb ¢)+2po

Nous pouvons alors réécrire le systéme d’équations du mouvement comme un systéme
d’ordre 3 pour les variables (¢, u, H) :

b=
= —m?p—3Hu
. br? 1 K2

et considérer I’équation de Friedmann comme une contrainte.
Le point fixe de ce systéme est

u=20
¢=0
2
K
H2:_p07

3
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mais il faut faire attention & ce que ces conditions soient compatibles avec I’équation de
Friedmann. Dans les cas ol ce point fixe existe, il est intéressant de linéariser le systéme
d’équations autour de ce point. On pose alors H = Hy + 6H et en ne gardant que les
termes du premier ordre en ¢, u,dH, on obtient le systéme linéarisé :

é 0 1 0 b
|l =1-m* —3H, 0 u
H 0 0 —2H,) \H

On remarque que les variables (¢, u) se découplent de §H. Pour (¢, u), on trouve donc

les valeurs propres :
3Hy 1

Il faut analyser les différents régimes possibles selon la valeur de Hy, m?. Tout d’abord,
nous allons considérer Hy > 0 (univers en expansion). Il faut ensuite distinguer les cas
m? > 0 (point stable) et m? < 0 (point instable).

— Dans le cas m? > 0,

~ pour 9HZ — 4m?* < 0,

Ay =204~ JOH2 — 4m? <0

— Dans le cas m? < 0, on a

3H, 4m?
A= (41— = —1 >0
3H0 4m2
A= 1 — <0
7 9H?

qui correspond a un point en selle, donc instable.

Champ scalaire de type Born-Infeld couplé a la gravitation

Nous allons analyser les points critiques pour une théorie de champ scalaire ayant pour
Lagrangien :

1

N2 L\ T N
Ly=1-— <1—35¢;2> +16¢2(g3+¢) <1+4¢2(—572+¢))

couplé de maniére minimale a la métrique de Friedmann-Robertson-Walker.



138 Chapitre 5 — Théorie de Born-Infeld et généralisations

La densité d’énergie associée a ce champ scalaire a la forme suivante :

; 2
\/1+ 46% (—7+9)° 7+¢ (1_ :%Jr 16¢2(ﬂ—27+¢) )
—-1.
3

((1 _ 3532) | 1642 (ﬁ2v+¢) )

Autour des points fixes, la théorie a un comportement similaire & la théorie libre pour
laquelle la densité d’énergie est :

1. 1
= b(§¢2 + §m2¢2) + po -

Si l'on linéarise les équations du mouvement obtenues du Lagrangien de Born-Infeld,
on obtient alors des équations identiques a celles du champ libre avec des valeurs de
paramétres py et m? bien spécifiques.

Les deux paramétres du modéle auquel sont reliés py et m? sont les paramétres (3
et v (masse du champ scalaire). Les trois points fixes du Lagrangien considérés sont
(6= 0,u=0), (6= 7,u—=0) et (¢ = F,u—0).

Pour les deux premiers, on trouve :

ce qui correspond a un point stable avec valeurs propres Ay = +427.
Pour le point (¢ = 3,u = 0), on trouve :

ce qui correspond & un point instable avec valeurs propres Ay = +127. Les valeurs propres
peuvent étre calculées de maniére exacte en fonction des parmaétres v et 3 et nous pouvons
les donner sous la forme de développement en puissances de (3 :

4
)\+:\/_’Y—§ 2Lﬁ2 (1)

A= —VE = ).
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Conclusion et perspectives

Le théme central de cette these a été I'étude des algébres d’endomorphismes et leurs
diverses applications. Il a été montré comment ces algébres pouvaient servir a reformuler
les théories de jauge ordinaires et a fourni ainsi une nouvelle grille de lecture d’un ensemble
de phénoménes décrits habituellement dans un cadre géométrique.

Outre le fait de fournir un nouveau point de vue sur les théories de jauge en plongeant
différents modéles dans un cadre algébrique, nous avons vu qu’il est possible de considérer
une généralisation des théories de jauge pour des connexions non commutatives permet-
tant ainsi de relier entre eux des degrés de libertés qui apparaissaient auparavant comme
isolés. Plus précisément, nous avons vu qu’'un champ de jauge et un champ de Higgs, ha-
bituellement représentés par une connexion ordinaire et une section d’un fibré vectoriel,
pouvaient étre vus comme les différentes parties d’'une connexion non commutative. De
ce point de vue, le fait de travailler avec une algébre d’endomorphismes plutét qu’avec un
fibré principal permet d’unifier certains concepts de théories classiques des champs. Les
Lagrangiens de type Yang-Mills-Higgs ainsi obtenus posseédent une strucure relativement
rigide due a la nature géométrie et algébrique des modéles introduits. Néanmoins, la ca-
ractérisation des connexions ordinaires et non commutatives invariantes sous 1’action d’'un
groupe de Lie compacte effectuée en détails dans le chapitre |3| peut permettre d’introduire
plus de diversité dans les modéles obtenus.

Grace a cette nouvelle structure d’algébre, certains objets deviennent plus facilement
manipulables et/ou caractérisés de maniére plus directe. Rappelons par exemple que pour
une algébre d’endomorphismes donnée, le groupe de jauge est un sous groupe du groupe
des automorphismes intérieurs et 1’algébre de Lie du groupe de jauge correspond aux
dérivations intérieures de ’algébre. Nous avons également vu que le morphisme de Weil,
servant a obtenir les classes caractéristiques en géométrie ordinaire, peut étre obtenu
par une construction complétement algébrique et relativement naturelle a partir de la
suite exacte courte reliant les dérivations intérieures aux dérivations de ’algébre. Enfin
notons que le fait d’avoir une présentation algébrique des théories de jauge permet de
se rapprocher des techniques utilisées en théorie quantique des champs. Nous pouvons
donner comme exemple la symétrie B.R.S.T. qui est un outil essentiel en théorie quantique
des champs pour I’étude des anomalies ainsi que pour prouver la renormalisabilité d’une
théorie de jauge. Cette symétrie est reliée a la géométrie de 'espace affine des connexions
et au groupe de jauge, ce dernier étant caractérisé de maniére trés simple dans ce nouveau
contexte. Notons également que des techniques homologiques sont utilisées dans ce cadre
et il serait intéressant de voir si la construction du morphisme de Weil que nous avons
obtenu dans la section peut s’inclure dans une construction homologique de méme

type.



140 Conclusion et perspectives

Nous avons vu qu’il est possible de définir une structure Riemannienne ainsi que le
concept de connexion de Levi-Civita sur une algébre d’endomorphismes. En particulier,
une telle structure Riemannienne permet d’introduire naturellement une connexion (or-
dinaire) de référence. La construction de cette connexion, faite dans la section , s’ap-
parente aux constructions de type Kaluza-Klein habituellement effectuées sur les fibrés
principaux. L’introduction d’'une métrique s’avére également indispensable pour pouvoir
formuler un principe de moindre action pour une connexion non commutative. Nous avons
formulé un modele de “Maxwell non commutatif” dans la section 4.2.4]et cela nous a mené
a un nouveau type de modele de théorie des champs couplant de maniére orignial la mé-
trique (au sens généralisé) et une connexion non commutative. On a alors une approche
intéressante des théories de jauge avec brisure de symétrie sur un fibré non trivial. La
connexion de référence donnée par la structure Riemannienne est décrite par un champ
de fond “A” et une possibilté est de considérer, pour cette connexion, un représentant
d’une classe caractéristique.

Une autre possibilté est de considérer I'action de Einstein-Hibert pour la structure
Riemannienne introduite sur ’algébre des endomorphismes. On obtient alors un modéle
dans lequel la connexion de réference A et la forme tensorielle @ ont une dynamique
différente.

Il serait intéressant d’étudier le rapport entre les algébres d’endomorphismes munies
d’une structure Riemannienne et les algébres obtenues a partir de fibrés en algebres de
Clifford, également construites de maniére naturelle a partir d’un fibré vectoriel (le fibré
tangent) et d’'une métrique sur ce fibré. Une telle approche pourrait permettre d’intro-
duire les spineurs dans notre modele et éventuellement de traiter la gravitation dans un
cadre algébrique similaire a celui développé pour les algebres d’endomorphismes. Il serait
également intéressant d’adapter et généraliser les techniques développées pour les algébres
d’endomorphismes a d’autres types d’algébres non commutatives telles que les algébres
obtenues a partir de fibrés en algébres d’opérateurs. Ces algébres furent introduites par
Dixmier et Douady dans [Dix57, [DD63, [Dix64].

Nous pouvons conclure par le fait que le présent travail a permis d’une certaine ma-
niére de consolider le pont entre géométrie ordinaire et algebre. En effet, les algébres
d’endomorphismes fournissent une base pour pouvoir formuler des notions géométriques
en rapport avec la notion de fibré principal dans un langage algébrique tout comme les
C*-algebres permettent de formuler des notions de topologie dans un langage algébrique.
Enfin nous pouvons esperer que certaines constructions que nous avons obtenues dans ce
cadre, comme la construction du morphisme de Weil, pourront fournir de nouvelles mé-
thodes de calcul en géométrie non commutative et qu’elle pourront s’adapter a d’autres
types d’algeébres comme des algébres obtenues par déformation “a la Moyal” [Moy49| (voir
également [GBVFO0I]), ou encore les algébres des “sphéres non commutatives” étudiées
dans [CDVO03|. Bien d’autres exemples d’algébres non commutatives pourraient encore
étre citées. ..

Nous avons vu que du point de vue de la physique, la géométrie non commutative
sert pour l'instant a formuler essentiellement des théories classiques des champs. Cette
situation peut paraitre paradoxale étant donné qu’une des motivations principales pour
la géométrie non commutative a été la mécanique quantique. On peut donc penser qu’une
compréhension plus profonde de ces structures est certainement nécessaire afin de pou-
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voir formuler et décrire des phénoménes quantiques dans le cadre de la géométrie non
commutative.

Un autre aspect de cette these est ’étude des généralisations de la théorie de Born-
Infeld aux théories de jauge non commutatives et non abéliennes. Une proposition de
généralisation a été faite en étendant le déterminant de ’action de Born-Infeld habituelle-
ment pris sur un espace de matrices représentant des tenseurs 2 fois covariants a un espace
de matrices de taille plus élevée obtenu en considérant le produit tensoriel de I’espace de
matrices représentant des tenseurs 2 fois covariants avec ’espace des matrices M,,. Nous
avons ainsi obtenu un généralisation de I’action de Born-Infeld pour des connexions non
commutatives. Pour les connexions représentant une connexion ordinaire, on obtient alors
une action de Born-Infeld pour des champs de jauge non abéliens. Cette généralisation
a été comparée a d’autres généralisations telle que celle appelée “prescription de la trace
symétrisée” utilisée en théorie des cordes pour reproduire la partie non dérivative de I’ac-
tion effective jusqu’a l'ordre 4. L’action de Born-Infeld généralisée a été étudiée plus en
détail dans le cas d’'un groupe de structure SU(2) pour des connexions non abéliennes et
non commutatives. Lors de cette étude, I’accent a été mis sur la recherche de solutions de
type solitonique possédant des symétries particuliéres (symétrie sphérique) afin d’essayer
de caractériser I'effet des non linéarités propres au modeéle de Born-Infeld. I’aspect dyna-
mique des solutions a été étudié dans le secteur scalaire (partie “non comutative” d’une
connexion).

Enfin notons que dans le cadre de la théorie des cordes, on voit apparaitre la notion
de théorie des champs sur espace non commutatif, la non commutativité des coordonnées
étant mesurée par un champ de fond “B,," représentant une 2-forme. On peut alors
associer a son champ H = dB une classe de Dixmier-Douady. Il serait intéressant de voir
si les algébres de sections de fibrés en algebres généralisant les algébres d’endomorphismes
et correspondant a ces classes pourraient étre utiles dans 1’étude de ces théories. Une
telle approche pourrait permettre d’établir de nouveaux outils et techniques de calcul afin
d’apporter une lumiére nouvelle sur les différentes structures algébriques intervenant dans
ce contexte.
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Annexe A

Quelques Lagrangiens pour champs
scalaires

Dans cette annexe, est expliqué le calcul du Lagrangien résultant de différents ansatz
sur le Lagrangien de Born-Infeld non commutatif Ly;,. (c.f. formule (5.52))) pour une
théorie de jauge non-commutative construite sur l'algebre C*(M) @ M (2,C).

A.1 Notations

Nous adopterons les notations suivantes :
T, = —10,

TaTb = _5ab + Z 6abcjjc

[Taa Tb] — Cgb - 2€abcTc

ou T, sont les générateurs anti-hermitien de s[(2). On définit également les quantités
sulvantes :

—1)El
Ko (EDY Te(T,, ... T,,)
2

ai...an
soit

Kab = 5ab

Kabc = €abc

Kabed = 0apObe — 0acObd + 0qdOpe

A.2 Calcul du Lagrangien
On doit calculer le déterminant de la matrice suivante :

1 iD¢
—iD$ 1+iF
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ol
= {160, 4] - Cis |
b0 = 5T

a,b=1,2,3

est la partie non-commutative de la courbure, et

Dd; = {Du‘/ga} a=1,2,3

1=0,1,2,3

la partie mixte Fua. La matrice dans est la matrice g 4+ ¢F' intervenant dans la
généralisation de 'action de Born-Infeld avec la partie ordinaire de la courbure F w = 0.
C’est une matrice (7 x 2)% On peut la réduire par la formule de Schur & une matrice
(3 x2)2:

|1 +4iF — D,¢D*3)| (A.2)

On remarque alors que le déterminant de la matrice précédente est un carré parfait. Ceci
est di a la décomposition en produit tensoriel de notre matrice 6 par 6 et a l'algébre de
matrice M(C) (on raméne le déterminant de cette matrice au déterminant d’une matrice
anti-symétrique en multipliant par 1 ® T3). Bien que cela soit un carré parfait, on
ne peut réduire la taille de la matrice, il faut en fait utiliser la formule des traces pour
un déterminant, en renormalisant chaque trace par un facteur 1/2 et en s’arrétant aux
puissances 3 de la matrice (au lieu de 6 pour une matrice 6 x 6 quelconque). La formule
a appliquer est la suivante :

det(1+iF) =140 -00 + 000
+5 —g0
O
+0
Od
=1+t —ty +t3
1
+=(t)? —t1ty
2
1
+§(t1)3
tl = —TI'(M)
1 M2
fe =5 Tr(50)
1 M3
— _T .
ts = 3 r( 3 )

et . o
M =1F — D¢pD¢
On est maintenant paré pour attaquer le calcul du déterminant. La forme générale étant

donnée ci-dessus, il est intéressant de la considérer dans certains cas particuliers afin
d’obtenir une expression plus simple.
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A.2.1 Ansatz éa = ¢T,

Je méne le calcul en détail pour cet ansatz, la méthode sera la méme pour les autres
ansatz. Pour celui-ci, on a :

~

¢a = ¢Ta

Fab = ¢(¢ - 1)[Ta7 Tb] = 236abcTc
D@Dy, = (D)*T, Ty = aT,Tj,

olt on a posé a = (D¢)? et s = ¢(¢ — 1). On doit maintenant calculer les traces de M,
M? et M3 :

1 1
5TrM =—a ; 5 T(TLT,) —=3a
1
5TrMQ:-.- = — 245% — 24ias + 9a*
1
3 TeM3=... =48is% — 3 x 48as®> — 3 x 36ia’s + 27a°>
Soit :
tl =3a
2 . 9 4
ty = —125° — 121as + 5&
ty = 16is> — 48as* — 36ia’s + 9a*
ainsi on a :

e 1 1
det(l—i_iF):1+t1_t2+t3+§t%—t1t2+gt?

9
=1+ 3a+ 12s% + 12ias — §a2 + 16is® — 48as® — 36ia%s + 9a>+

9 27
+ §a2 + 36as® + 36ia’s — ?ag + 5 ¢

=1+ 3a+ 12s%> — 12as® + 12ias + 16is>

Alors :
|det(1 4 iF)| = \/det(1 + iF) det(1 — i F)
= (14 3a + 125% — 12as%)? + 165%(2a + 45?)?
= (1 +4s*)*(1 + 6a + 9a* + 165°)
et donc :

L=1-{1+6(D§)?+9(D¢)* +166*(¢ — 1)*}* \/1+ 40%(¢ — 1)2
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Afin que le Lagrangien commence par —%(D¢)2, il faut faire un changement de nor-
malisation ¢ — \%(b, ce qui donne comme Lagrangien :

L=1- {1 +2(DO) + (Do) + 5 (6 - ﬁ>2}4 \/1 + 560~V

On peux encore compliquer un petit peu cet ansatz en choisissant un champ ¢ différent
pour chaque générateur, soit

~

¢a = ¢aTa

Attention il n’y a pas de sommation implicite sur les indices dans cette derniére expres-
sion.

A.2.2 Ansatz ¢, = ¢.T, (pas de sommation implicite)

Dans cette sous-section, je n’utilise pas de sommation implicite sur les indices matri-
ciels, sauf pour les indices d’espace temps, lorsque 1’on rencontre un terme (D¢, Dgy), il
faut comprendre (D,¢,D"®;). Il est utile d’introduire un vecteur "champ magnétique" :

s
B=2| 15— s
¢1¢2 - ¢3

On trouve pour les traces de la matrice M les résultats suivants :

1
5 TrM = Z DoDéb,

%Tr M? = -2 Z B2+ (DduDdy)* — 2> (€are)’(DdaDeby)Be

a,b a,b,c

% Tr M? =) (€ae)’BaByB. + 6> B2(Dd)* — 3 zb: (BoBy(D¢oDey) + B2(Dy)?)

—3i > (€ane)’Ba(D$y D) (DD )

a7b7c7f

abc

+> (D6 Dy) (D D) (Dp.Deba)

a,b,c

A partir de ces expressions, on peut calculer le déterminant par la méne méthode que dans
la sous-section précédente. Il y aura cependant moins de simplifications (quelques une tout
de méme, puisque t1,to,t3 contiennent des fractions et que celles-ci doivent disparaitre dans
I'expression finale du déterminant qui ne doit contenir que des coefficients entiers!). On
peut également retrouver le résultat précédent en posant ¢y = @9 = ¢3 = ¢. Un autre
moyen de vérifier le calcul est de ne prendre qu'un seul ¢ non-nul, par exemple ¢; = ¢ et
$2 = ¢35 = 0. On trouve alors le résultat trés simple :

L=1—+/1+(D¢)%\/1+ 4¢?

Ce résultat coincide également avec les résultats trouvés pour les ansatz suivants dans la
méme limite. Passons aux autres ansatz.
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A.2.3 Ansatz ¢, = ¢dy1 , ¢ = ¢PT},

A

Fab = _2€ab1$

Ainsi on trouve :

1
§TrM:a

1

5TrM2 = —8s5+ a?
1

§TrM3za3

ol a= D¢,Dp, et s = p,¢,. Le calcul du Lagrangien donne alors :
L=1—-+v1+4+aVv1+is,

soit :

L:1—\/1+D$\/1+4$2

A.2.4 Ansatz ¢, = ¢, T}

Fab — _2€abc¢cTI
—DéoDéy, = Dy D1

N 2

%TrM = (D¢)

ST = 83 ((D5)2>2

Lhar— 1 (cbacbb (D6.Ds) & (D 5>2) i (<D$>2)3
N2

ou (D§) = DouDey et 6 = Gt

Ce qui donne :

L=1-— \/1 + <D$>2 + 4Q_;2 + 4¢a¢b<D¢aD¢b)

Remarque. Les vides statiques et constants dans l’espace sont donnés par I’équation
Fab = 0. Ce sont les mémes vides que la théorie de Maxwell non-commutative construite
sur la méme algébre, c’est & dire les configurations ou 95 est une représentation de su(2),
i.€. ngS =0 ou qAba = T,. On retrouve bien ces deux vides dans les ansatz précédents, qui
fournissent des directions particuliéres de fluctuations autour de ces vides.
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Remarque. La signature de la métrique est ici (—, +, +, +) pour la partie espace-temps.
Cela est important si ’'on veut avoir le bon signe devant le terme cinétique. Le signe global
du Lagrangien étant donné par la signature de la métrique dans les directions matricielles,
il faut en fait que la partie spatiale de la métrique ait le méme signe que la métrique sur

les indices de matrices.
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Annexe B

Algebre Homologique

B.1 Modules

Les modules d’algebres nous seront utiles car ils représentent 1’analogue non commuta-
tif des fibrés vectoriels. Je rappelle ici quelques définitions essentielles. Tous ces résultats,
ainsi que les démonstrations peuvent étre trouvées dans [Ver(3].

Definition B.1.1 (Module). Soit A une algébre unifére sur C. Un groupe abélien M
est appelé A-module a gauche si pour tout ¢élément a € A et m € M, il existe un
élément uniquement déterminé am, tel que :

(a+b)m = am + bm Va,be A,me M (B.1)
(ab)m = a(bm) Va,be A,m e M (B.2)
a(m+n)=am+an Va e A,m,ne M (B.3)
Im=m Ym e M (B.4)

Nous appellerons A-module a droite un module & gauche sur A°, 'algébre opposée
de A. Par convention, lorsque nous disons A-module, nous sous-entendons A-module &
gauche.

Definition B.1.2 (Module libre). Un A-module F est un module libre sur la base
X # @ (X est un ensemble), si il existe une application o : X — F telle que pour toute
application §: X — M, ou M est un A-module, il existe un unique A-homomorphisme
f:+F — M tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X —2>F (B.5)

|
X'vf

M
e., = fo

Theoréme B.1.1. Pour tout ensemble non vide X, il existe un A-module libre ayant X
pour base.

Ainsi tout A-module est I'image par un homomorphisme d’un A-module libre.
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Definition B.1.3 (Module projectif). Un A-module P est un module projectif si pour
tout diagramme :

P (B.6)

|

M—">N—0

de A-modules ou la rangé est exacte (« est un épimorphisme), il existe un homomorphisme
g: P — M tel que ag = f.

Definition B.1.4 (Résolution (Projective)). Soit M un A-module. Un complexe :

d'n—l d1

Py o P, Py 0 (B.7)

ou les P, sont des A-modules (projectifs) est appelé résolution (projective) du module
M si la suite

dn dnfl dy

P. PP =P M0 (B.8)

est une suite exacte, autrement dit si H(P) = 0. On dit que M augmente le complexe
Pu, et on a H(Py) ~ M.

Theoréme B.1.2. Tout A-module admet une résolution projective.

Theoréme B.1.3. Soit P une résolution projective de M et Q une résolution de N .
Alors tout homomorphisme f : M — N peut s’étendre en un morphisme de complexes

f : P — Q. Deux extensions f et f de f sont homotopes.

Definition B.1.5 (Foncteur Tor). Soit M un module & droite sur A et A/ un module
a gauche sur A. Tor(M,N) est le groupe abélien obtenu en calculant ’homologie du
complexe Py ® N, o Py, est une résolution projective de M, ou bien ’homologie du
complexe M ® Py, ou Py est une résolution projective de N.

TorA(-,-) est un bifoncteur de Mod — A x A— Mod dans Ab, la catégorie des Groupes
abéliens et est le foncteur dérivé de - ® -.
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