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CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET RESUME

La classe des fonctions récursives partielles peut &tre définie comme
la classe des fonctions partielles calculables par des machines de Turing. Plus
généralement et en vertu de la thése de Church, on pourra substituer aux machines

de Turing toute classe de machines abstraites, dotées d'une mémoire externe non-

limitée, qui leur est &quivalente.

Ftant donné une certaine classe de machines, on appelle programme
ou algorithme ia partie finie d'une machine individuelle. Cette partie finie géfi-
nit une application de 1'ensemble des configurations complétes de la machine
dans lui-méme. Tout programme définit donc une fonction de marche ou fonction
de configuration qui donne, pour une configuration compléte donnée, la configura-—

tion qui lul succéde.

Le calcul d'une machine peut maintenant &tre défini comme la suite des
configurations complétes telle gu'elle est déterminée par la fonction de marche.
Une mesure de la complexité ou du colt d'un tel calcul est une fonction de la

sulte de configurations complétes correspondantes.

Des exemples bien connus de mesures de complexité sont la longueur d'un
calcul, c'est-a-dire le nombre de configurations successives, le plus grand en-—

combrement de la mémoire externe, etc...

Une telle notion de complexité est par sa définition méme étroitement
1liée 3 une certaine classe de machines. Deux algorithmes pour la mémé fonction,
intuitivement similaires, mais appartenant & des classes de machines différentes,
peuvent avoir des complexités trés différentes. Si 1l'on veut étendre la notion

de complexité aux fonctions récursives partielles, alors il convient de rendre



sa définition plus indépendante d'un moddle particulier de machine par une défi-
nition axiomatique de la complexité. Toute classe de machines &quivalente 3 la

classe des machines de Turing peut &tre considérée comme une numérotation de la
classe des fonctions récursives partielles, satisfaisant & un théordme 4'édnumé-

ration et 2 un théoréme s-m-n. Il est bien connu que de telles numérotations

(i.e. des "gbdelisations")scnt récursivement équivalentes.

- © M. Blum a proposé deux axiomes pour la fonction dechmp;exité d'un
algorithme, axiomes qui sont vérifiés par un grand nombre .de mesures de complexit?
"naturelles". De cette fagon, & tout indice on associe & la fois une certaine
fonction récursive partielle et une autre fonction récursive partielle, sa fonctio
de complexité. Ainsi, une "classe de machines" du point de vue de la théorie de
complexité axiomatique, est une énumération de couples de fonctions récursives
partielles, satisfaisant 4 un théoréme d'énumération, un théoréme s-m-n et aux
axiomes de Blum et toute mesure de complexité induit une telle énumération de

couples de fonctions pour toute classe d'algorithmes donnée.

Si & tout indice correspond une certaine fonction (partielle) ainsi
qu'une certaine fonction (partielle) de complexité bien définie, peut on inver-
sement attribuer & toute fonction (partielle) une complexité minimale ou

intrinséque ?

M. Blum a montré que ceci n'est pas le cas. D'une manidre plus générale,

la motivation pour 1'étude de la théorie axiomatique de complexité est double

I1 s'agit d'une part de donner des réponses 3 des problémes tels que
1l'existence d'un algorithme optimal pour une certaine fonction et d'autre part
de développer un outil pour 1'dtude et 1l'unification de théories de calculabilité

plus restreintes que la calculabilité au sens de Turing.

M.0. ERabin a montré gu'étant donné une fonction récursive t(), on

peut trouver une fonction récursive caractéristique (), telle que tout systéme



canonique de Post qui calcule f() est plus complexe gque £(x) pour presque
tout x, c'est-d-dire sauf sur un ensemble fini de points. Ce résultat suggére
la dé&finition des "degrés de difficulté" des fonctions récursives et par 13 des
ensembles récursifs ; Rabin montre que ces degrés forment un ordre partiel. Des
classes de fonctions récursives gqul sont calculables en complexit?é bornde par
une certaine fonction récursive presgue partout sont une forme alternative, mais
équivalente d'un degré de difficulté. Cette définition inclut toutes les hiérar-—
chies sub-récursives ; elle peut @tre &tendue & des classgs‘devfdnétfons récur-

sives partielles.

Des problémes plus particuliers, mentionnés ci-dessus, celui de la
complexité minimale d'une fonction, n'a pas de solution en général, car il
existe des fonctions dont tout algorithme peut &tre remplacé par un autre algo-

rithme moins complexe gque le précédent presque partout.

D'autres problémes 1iés 4 la complexité sont la structure de 1l'ordre
des degrés de difficulté par rapport & 1l'inclusion pour différentes mesures de
complexité, des propriétés d'énumérabllité des classes de fonctions récursives
correspondantes, la structure de la classe des bornes de complexité d'un degré

de difficulté donné, etc.

I1 s'agit 14 de problémes fondamentaux de la théorie des algorithmes,
gui donnent souvent naissance i des problémes de décision et d'effectivité dont

un certain nombre sera considéré par la suite.

D'une maniére plus générale, la théorie de la complexité et celle des
degrés de difficulté, qu'elle engendre, peuvent &tre considérées comme un prolon-
gement de la théorie des degrés d'indécidabilité. On a pu dire gu'elles consti-
tuent des prolégoménes i une future théorie des algorithmes dont ellés fercnt

~ . .
nécessalrement partie.



Le chapitre II de cette thése réunit un certain nombre de résultats
obtenus en théorie axiomatique de complexité dans la dernifére décennie. Les
axiomes pour les "degrés de difficulté" de Rabin et le théoréme de Rabin sur
1l'existence d'un ordre partiel de ces degrés sont présentés en détall ainsi
que les axiomes de M. Blum et la généralisation par Blum du théoréme de Rabin
("compression"). Deux autres théorémes fondamentaux de la théorie de complexité

sont le théordme du gap (A. Borodin) et les thBorémes du speed-up (M. Blum).

On présente ici une démonstration simplifiée de ce dernier th&ordme.

Deux autres résultats concernent les classes de complexité
leur énumérablilité récursive et les deux théorémes de A.R. Meyer et E.M. McCreight
1'un permet de prouver l'existence d'un ensemble mesuré de fonctions gul carac-
térise toute classe de fonctions de complexité bornée dans une certaine mesure,
1'autre est le théoréme de l'union & l'aide duquel on peut prouver gue certaines
classes de fonctions récursives sont des classes de complexité. Le reste du
chapitre est consacré 3 la démonstration de théorémes connus & l'aide de la
théorie de complexite. Il s'agit ici d'un exposé d'un certain nombre de résultats
invariants par rapport 3 un changement de la mesure qul seront utilisés fréquem-

ment par la suite.

Résultats de cette thése, extensions et applications possibles.

Le chapitre III présente des hiérarchies sub-récursives primitives
et leurs relations avec les classes de complexité axiomatiques.

Ce sujet a été traité dans un grand nombre d'articles depuis les
premiers travaux pionniers de R.W. Ritchie et de A, Cobham et tous lés sujets
traités ici ont déja fait 1l'objet de divers travaux. Nous avons cepeﬁdant essayé
de présenter en détail un certain nombre de protlémes de décision et de les
étendre et compldter. Le paragraphe 2 contient une formulation du prcbléme de

l'estimation de la complexité susceptible de tr-uver d'autres applications.
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Les deux paragraphes suivants traitent des présentations de la hiérarchie E(fk)
dont les propriétés servent & formuler les axiomes pour les-classes de machines
€lémentaires. Les autres paragraphes présentent des relations entre les classes
E(f) et les classes de complexité, quelques résultats sur la structure des degrés
récursifs &lémentaires et sur l'invariance des classes de complexité correspondant

I1 nous semble, que les sujets de ce chapitre offrent encore des
nombreuses possibilités de recherche ; nous n'en citerons que deux ici : c'est
d'tme part la structure des degrés subrécursifs et d'autre part celle des probléme
d'effectivité (partial algorithm problems) qui ne semblent pas encore avoir &té -
traités systématiquement et qui présentent un intéré&t évident pour les application
en informatique.

Le chapitre IV traite un certain nombre de problémes d'indécidabilité
et d'énumérabilité qui se rattachent aux classes de fonctions récursives totales
de complexité bornée RS().

La premiére section donne la classification du degré d'indécidabilité de
ensembles d'indices dérivés de Rf() ; les résultats ne sont pas indépendants de 1
classe de machines considérées mais varient avec & et +t(); des "anomalies"
existent dans les "petites classes" de complexité de certaines mesures.

La seconde partie du chapitre présente une classification des mesures
de Blum en fonction des propriétés d'énumérabilité des classes Rf(). Elle utilise
un certain nombre de résultats, dlis notamment & A. Borodin, F.D. Lewis et &

E.L. Robertson, qu'elle &tend. Cette section contient notamment la construction
d'une mesure qui admet une classe R§<) récursivement é&numérable dont toute-
présentation t()-calculable est immune.

La derniére section du chapitre IV contient la démonstration du fait que
la classe de fonctionsde mesure t-bornées n'est pas en général récufsivement
énumérable ainsi que le résultat principal de ce chapitre, qui est la non-&numé-
rabilité récursive de la famille de toutes les sous-classes récursivement énumé-
rables de Ré(). Ce résultat impligue qu'une sous—classe arbitraire de Rf()

t

peut &tre arbitrairement difficile 4 énumérer ; il utilise un argument de priorité



-6 -

Un sujet de recherche de ce chapitre est une définition axiomatique
de mesure plus restrictive gque celle de Blum qui aboutirait & une plus grande
invariance des propriétés de Rf(), comme cels a déja été souligné dans [3@}
et [3f]. Une autre possibilité, indiguée par les résultats de la derniére section,
est de restreindre la classe des algorithmes &—t-calculables.

Le sujet de chapitre V est la construction de hiérarchies transfinies
basées sur la complexité. Ce chapitre est largement inspiré par les idées de
J.L. Bass et P.R. Young [16]. Les résultats de [161 sont toutefois complétés par
les développements suivants : dans la premiére section du'chapitre, on &tudie
en détail le probléme de l'extension effective d'une classe Rf() et, dans la
seconde partie, on compare l'incomplétude de ces hiérarchies, découverte par
Bass et Young, 3 une autre hiérarchie base sur la complexité, compléte mais
admettant un thécrdme de pathologie du type de Myhill-Routledge.

La. dernidre section présente des démonstrations constructives, &

1'aide de la théorie de complexité, des irrégularités de ces hiérarchies, prouvées

dans [161 g 1l'aide d'un théoréme de Kreisel et Parikh.

Le dernier chapitre est concerné avec le probléme de 1l'indexation des

0]
classes R

t()’

. & e ‘o .
de complexité d'une classe Rt() fixée. On utilise d'abord une certaine classe

c'est-a-dire avec les propriétés de la classe Rt des bornes

d'ensembles récursifs introduite par Trahtenbrot et Constable EQO] pour la dé-
monstration que Rt contient des fonctions arbitrairement grandes et de ce fait
n'est pas récursivement énumérable. Le paragfaphe suivant contient une &labora-
tion d'un résultat publié dans [51] relatif & 1l'invariance des classes Ri().

I1 est basé sur une formalisation d'une méthode de priorités qui est'également
employée au chapitre IV pour la démonstration d'un théordme de A. Borodin. Au
paragraphe trois on montre gue pour une borne () ¢ Rs qui posséde un speed-up,
on peut effectivement trouver une autre borne gul est beaucoup moins complexe

gue la précédente ; ce théoréme utilise le théordme de [3&] sur 1'8numérabilité



récursive des séquences de complexité d'une fonction avec speed-up et le pseudo-

speed-up effectif de M. Blum [11].

~

Le dernier paragraphe est consacré 2 un probldme de P. Young, c'est-a-
dire essentiellement au probliéme de l'existence d'un algorithme permettant de

"passer effectivement" d'un &lément t1() de Rt 4 un autre &lément tg()

de Rt' On donne des raisons pour la conjecture suivante : pour tout t(), @,

il existe t_ (), t2<) € Rt tels gque pour toute fonction s() récursive totale,

1
si

,» alors t1() et tg<) sont incomparables

: ? ‘Ds(t2) et Lpt2 # u;s(tT) :

t1() € Rt implique @;( ) e R

par rapport 4 s(), i.e., ﬂt

i

Ceci méne au probléme de 1l'existence d'une fonction dans Rt incomparabl

avec toute fonction optimale dans Rt'
I1 nous semble gue ce dernier chapitre pose de nombreux problémes

guant & la structure des classes Rt et en particulier, sculéve des problémes

(difficiles) d'existence d'algorithmes partiels [MQJ dont le probléme de Young

est un cas particulier, notamment pour la solution générale du probléme de trouver

une borne de complexité optimale.



DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Dans ce qui suit on réunit d'abord un certain nombre de définitions et
de notations, pour la plupart standard dans la littérature, qul seront utilisées

par la suilte.

1.7. N est l'ensemble des entiers positifs ou nuls, A,B,...,X,Y,... sont

des sous-ensembles de N, ¢ l'ensemble vide ; <x1,...,xk> est un k-uplet
P P k- . . .
ordonné d'éléments de N et w( 1)() une fonction partielle de k-1 argu-

ments lorsqu'il existe une relation k-aire R telle que

<x1,...,xk_1,y> e R& <X1""’Xk—1’2> eR =>y =12,

(k-1)

dom P = {<x_ ..

s> | (dy) x5y eR Y

o Lﬁ(kﬂ) = {v| <3X1)"’(3XK—1) IR RERNE SR e eR}

A,B,C ... dénotent des classes de fonctions.

1.2. Soit Mi la machine de numéro 1 dans une liste de toutes les machines

(ou programmes) d'un certain type M (machines de Turing, machines & registres,

(k)

algorithmes de Markov, etc.), alors wi est la fonction récursive partielle

e

calculée par Mi : Mi(x1,...,xk) s'arréte avec @i
(k)(x ,...,xk) est indé-

i 1

.,xk) dans sa mé-

.,X, ) ne s'arréte pas et

moire externe ou Mi(x1,.. .

fini (ou divergent).
On appelle i (le code pour) un algorithme ou indice de wgk)() ; on
distingue en général entre l'algorithme 1 ou wi et 1la fonction, notée

9,0 19,03,

On éerit ¥ ¥V si dom ¥ = dom ¥ et (Vx)x e dom ¥ => § (x)= ¥{x).

ou {¥.}. est 1'énumération standard.
N 17 1eN

P est la classe des fonctions récursives partielles : P1,P2,..., celles des
fonctions récursives partielles 4 un, deux, ... arguments et similairement
RT’RZ"" les classes des fonctions récursives totales.

Si ¢ = {@i} est une énumération standard de P, {Wilwi = dom &i}

est une énumération standard de tous les ensembles récursivement &numérables
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£(),g(),n(),... dénotent des fonctions récursives totales, f,g,h,... leur

indice, i.e. : @f() = £().

1.3.- dAx,y) = abr %(x2+2xy+y2+3x+y) est une fonction de Cantor (ou fonction

du couple), qu'on écrit aussi <x,y> . T : N x N> N est une bijection et

H1 x H2 : I > N x N est la bijection réciprogue

T(H1(Z),H2(Z)) =z 3 t(x,y) > max(x,y).

Les classes de fonctions P2 et P1 (R2 et RT’ Pn et. PW‘; etc.)

peuvent étre identifiées & 1l'aide de la fonction de Cantor.

une gBdelisation ou numérotation acceptable [10]

1.4.- Soit ¢ = {ﬁi()}iEN

de la classe des fonctions récursives partielles PT’ c'est—-d-dire une énumé-

ration de fonctions récursives partielles qui satisfait 2

(2) (Vi)9,() ¢ P,

(o) aix[o; ()]

= 9,0 < 9

-

2

(c) il existe une fonction récursive totale g() e R2 telle que pour

tout 1,x

xy[@i(T(x,y))] = @g(i,x)

(1'énumération standard de 1.2. est acceptable) et soit ¢ = {éi}ieN une autre

liste de fonctions récursives partielles, @ S;FH et telle que Aixy[@i(x)=y}

est un prédicat récursif :

N
1))
l_l
o

—
»

~—

]
e

(a) Mxy M(i,x,y) = est récursif total ;

0O sinon

la classe & = {Qi}ieN est un ensemble mesuré de fonctions. Si 1l'ensemble
mesuré & est tel que pour tout 1,

Is

e dom ¢. = dom Y.

(e) m o, g
alors & est une mesure abstraite de complexité (ou de ressource) ou mesure

de Blum.



La liste {<J.,0.>}. est une "classe de machines'" (d'un cer-—
1°71 "1eN :
tain type) ou une "classe de programmes' (pour un certain type de machines), si
{@i} et {@i} satisfont & (a),(b) et (d),(e) ci-dessus.

{<y.,0.>}

s est une classe de machines acceptable si
1’71 "1eN v

la)y {ﬂi}igN est une numfrotation acceptable de PT et

(b) & = {2.7. est une mesure de Rlum.
171eN

Intuitivement, @i(x) définit la mesure de complexité ou du colt du

calcul de @i(x) par le programme Mi(x). I1 est facile de voir qu'il y a un
algorithme pour décider, si le programme Mi(x) s'arrfte apréds avoir utilisé

exactement ressource y ou non, d'ol la condition
kixy[@i(x)=y] est un prédicat récursif.
D'autre part, un grand nombre de mesures est tel que

w{(x) indéfini => @i(x) indéfini et

ﬁi(x) défini  => @i(x) défini,

d'ou la condition dom &i = dom 9. .

(Pour certaines classes.de machines cette derniére condition n'est pas
remplie, on peut avoir wi(x) indéfini & ®i(x) défini. On a proposé un systéme
d'axlomes approprié-plus faibles que celui de Blum qui permet d'inclure de telles

définitions de mesurss. On ne poursuivra pas cette voie ici).

1.5.- Soit Ax P(x) un prédicat 3 une variable, on définit "P(x) presque partout”
abrégé "P(x) p.p." par (9n)(Vx)[x > n => P(x)] et de méme "P(x) pour un
nombre infini d'arguments", abrégé "P(x) i.a." par (Vn)(ﬂx)[x >n & P(x)].
On dira "Vt() e R1 suffisamment grand t() & la propriété P"
lorsque —s{) e R1 Ve() ¢ R1 Vx[t(x) > s{x) => t() a la propriété P].
Si t() est une fonction récursive totale, t() ¢ R, et ¢ wune

1

mesure de Blum,

@

Re(y = (£ ]£() e R, & (31 [[p; O = r()] & [cbi() <t() p.p]l}



est la classe des fonctions récursives totales calculables en une quantité de
ressource ¢ Tbornée par +() presque partout.
Des classes de fonctions récursives partielles de complexité bornée

peuvent etre définies similairement par

Ri() =0 Ole 0 eP e (D0, 0 = 0,0] & [5,0 520} pop.]

% [dom a() € dom lﬂn()]]}-

. _Dans.ce cas les classes Rf() de fonctions totales apparalssent comme
le cas particulier de Rz() avece of) total.

Ceci est encore vérifié si l'on définit, de facon moins restrictive,

o

R'0)

= {@n()|@n() £ P1 & (91)[(Vx)[alx) daéfini => ﬁi(x) défini &

0.(x) = 9. ] & [o,0 5 «0) ».p]]0

n

1.6.— On dira que l'ensemble A est une présentation d'une classe de fonctions
lorsque:l‘une.des conditons équivalentes suivantes est satisfaite

(a) A = {@i()li e A}

(0) £0) e A <= (Ix)[x e 4 & ¢ () = £0].

Les présentations particulidres suivantes d'une classe C sont intéres-

santes

(a) 8C, l'ensemble d'indices de C ou présentation compléte
8C = A = {i|@i() = () & £() e C} 3

(v) 1'ensemble des algorithmes dont la complexité est bornée presque

partout par t()

Ij(:() ) {il\pi() € Ri() & [@i() < t() p.p.)}

5 . . SN
(It() est donc une présentation de Rt()) ;

(¢) la présentation récursivement énumérable d'une classe C (lorsgu'ell

existe) par l'ensemble A ou A est tel que

(dx)[a=w_] ;
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LN
. idme .
od W désigne le (x+1) ensemble récursivement énumérable (r.&.) dans une
x .

Enumération standard de tous lec ensembles récursivement énumérables.

1.7.- Notations pour les ordinaux [19}.
Un systéme de notation S pour les ordinaux comprend
- un ensemble Dsﬁ; N dont les éléments sont des notations
~ une application u de DS sur un segment initial des ordinaux.
x est appelé une notation pour 1'ordinal u(x).
Ce systéme de notation est constructible dans le sens suivant
(i) il existe un algorithme qui décide si un ordinal de notation x et O, est
successeur ou limite

i1 existe V() = vs() £ P1 tel que

J’ 0 si u(x) =0
vix) = L 1 si u(x) est un ordinal successeur

2 si p(x) est un ordinal limite

(ii) il existe un algorithme qui donne pour tout x, si x est notation d'un
ordinal successeur, la notation de son prédécesseur immédiat : 1l existe

() = ﬂs() £ P_| tel que

v() =1 => [ﬂ(x) est défini & u(x) = u(ﬂ(x))+1]

(iii) 11 existe un algorithme gul donne pour tout x, si x est notation d'un
ordinal limite, 1'indice d'une fonction récursive totale dont les valeurs sont
les notations pour les éléments d'une séquence fondamentale qui tend vers cet

ordinal

il existe «x{) = KS() e P. tel que

1

v(x) = 2=> [«(x) est défini & wK(X)() est total & {u(@K(X)(n))}ngN est une

séquence croissante ayant u(x) comme limite].

@ est un ordinal récursif s'il existe une relation d'ordre récursive

R telle que
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(i) R est un bon ordre
(ii) le bon ordre détermind par R est isomorphe & «
o est un ordinal constructif si 1l'on peut trouver un systéme de notation

qui donne au moins une notation & «a.

Les ordinaux récursifs et les ordinaux constructifs éoincident
(Markwald)

un ordinal est récursif si et seulement si il est constructif.

Un systéme de notation S est
-maximal : si DS contient une notation pour tout ordinal -constructif
—universel : si pour tout systdme S' il existe une fonction récursive partielle

-> DS telle que
X € Dsg => US'(X) < US(W(X)).

Le systéme O de Church-Kleene estun systéme maximal et universel qui
est défini de la fagon suivante

Soit uo() =] ] et <p une relation 4'ordre partiel sur Dy ¢
(i) O regoit la notation 1,
(ii) supposons que tous les ordinaux B < o aient regu leurs notations et que
<0 Soit d&fini sur ces notations, algrs

(a) si o =R + 1 alors pour tout x tel que lx[ = R, a regoit
la notation 2° et on rajoute & <0 les couples <u,2X> tels que <u,x> fait
déja partie ade <9 ou tels que u = X

(b) si o est ordinal limite, alors pour tout ¥y, si {@y(n)}neN sont
des notations pour une séquence croissante d'ordinaux de limite a et telles
que (Vi)(Vﬁ)[i < J = <wy(i),ﬁy(j)> € <O], alors o regoit la notation 3.57
et tous les couples <u,3.5y> tels que pour un certain n, <u,ﬂy(n)% falt déja

partie de <0» sont rajoutés & <

1.8.- A est un ensemble productif s'il existe une fonction récursive partielle

¥() ¢ P, telle que

1
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(VX)LWX(: A = [W(X) est défini & ¥(x) ¢ A - WXJJ ;
¥() est une fonction productive pour A [10].
K = {x[wx(x) est indéfini} est productif, la fonction identité

Xx&{l est une fonction productive pour K.

Le complément d'un ensemble productif, lorsqu'il est‘récursivement
gnumérable, est appelé créatif.
K = {x‘@x(x) est d&fini} est un ensemble créatif.
A est un ensemble immune si
(i) A est infini
(ii) (VB)‘[B récursivement énumérable] => B NA # §].

Ainsi, un ensemble immune ne posséde aucun sous—ensemble récursivement
énumérable infini.

Le complément d'un ensemble immune, lorsqu'il est récursivement énumé-
rable, est appelé simple.

Dekker et Myhill [23] ont étendu ces définitions aux classes d'ensembles
et aux classes de fonctions : soit A une classe de fonctions récursives et
F = {&i(x)|i £ Wn}, alors

n

A est une classe productive s'il existe une fonction récursive partielle

v() e P1 telle que
[ 1) ¥(n) est défini
F C A ==>
n L
2) ﬂw(n)(x) £ A—Fn.
Soit F 1la classe des fonctions partielles sur N, {F } une &numé-

X" xeN

ration de toutes les fonctions finies (i.e. définies sur un nombre Tini d'argu-
ments). |

Un opérateur F, aussi noté F[ ], est appelé récursif partiel, si
F définit une application d'une classe D& F dans F et s'il existe un

ensemble récursivement &numérable W +tel que si f e D, alors

(P’[:fj(y) =z <=>3 <X,¥,2> € W ]:FXQ f] :



Ol <X ,¥,2> = <<K,Y>,2>.

de?f
Un opérateur F : DC F ~ F est récursif général si RCD et s'il

existe une extension F' de F telle que F'(R) CR.
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CHAPITRE 11

LA THEORIE AXIOMATIQUE DE COMPLEXITE DES FONCTIONS RECURSIVES

- RESULTATS ANTERIEURS -

Ce cheapitre contient 1'esquisse du développement de la théorie axio-
_ metigue de complexité et un certain nombre des principaux résultats de cette

théorie ainsi que des théordmes classiques de la théorie de; foﬁctiohs‘récur~
sives qui seront utilisés par la suite et qui peuvent &tre démontrés 3 1l'aide

de la théorie de complexité.

On présente d'abord les axiomes de complexité de M.O. RABIN [1].

Le but de Rabin était la définition de "degrés de difficulté" pour
les ensembles récursifs (et les fonetions récursives). Il a remarqué que ces
degrés étalent susceptibles de "prolonger" la classification des ensembles
récursivement dnumérables par les degrés de Turing. Le résultat principal de

M.O. Rabin est son théordme sur l'existence de tels degrés.

M. Blum [21 a donné des axiomes différents, mieux adaptés & la no-
tion de mesure de complexité du comportement des machines abstraites et il a
prouvé une version généralisée du théoréme de Rabin qui est valeable pour
toutes les fonctions récursives partielles ; ce théordme sera appelé théoréme
de Rabin-Blum. On montre également que les axiomes de Blum peuvent étre déve-

loppés dans le cadre de la théorie de Rabin.

Ensuite on présente deux versions du théoréme du "speed-up" de
Blwn ainsi que le principe de sa démonstration.

Ce théordme est un des principaux "résultats négatifs" de cette
théorie et s'avére comme un obstacle & une classification des fonctions

récursives fondées sur leur degré de difficulté.
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Des classes de fonctions récursives, calculables en complexité bornée
par une fonction récursive totale t() presque partout, sont définies ensuité.
De telles classes, appelées "classes de complexité" constituent certainement
une classification des fonctions totales récursives ; mals un autre résultat
négatif, le théordme de Borodin et une généralisation de ce théoréme, due &
C)ﬁstable, indiguent gue la classe des fonctions dans laquelle on choisit les
bornes de complexité t() doit &tre sévérement restreinte si de t() on veut

tirer des conclusions sur la classe de complexité définie par t().

-

Ces classes de complexité ont cependant aussi certaines propriétés
positives ; ainsi elles sont "presque toujours' des classes récursivement
énumérables.

La méme classe de complexité peut 8tre définie par des bornes récur-
sives trds différentes. Le premier théordme de Meyer et Mc Creight, qul est
une généralisation du "honesty-lemma' de J. Robbin [3], garantit que pour
toute classe de machines il existe un ensemble mesuré de fonctions qui est
suffisant pour caractériser toute classe de complexité qui prut &tre définie
dans cette classe de machines. Le second théoréme de Meyer et M McCreight per-
met de prouver que la réunion de certaines classes de complexité, totelement
ordonnées par 1l'inclusion, est de nouveau une classe de complexité. Ce théo-
rSme & un certain nombre de conséquences pour la construction de hiérarchies

de fonctions récursives.

Dans la dernidre section on utilise la définition axiomatiques de la
complexité pour la démonstration et pour 1l'extension de quelques théoreémes

classiques de la théorie des fonctions récursives.
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2.1.- AxLomes d'une thiornie de La complexife.-

2.1.1. Les degrés de difficulté des fonctions récursives et des ensembles récur-

sifs (M.O.Rabin).

Dans [1], M.0O. Rabin observe, que le calcul de la valeur y d'une cer-
taine fonction Ax f(x) pour un argument donné n peut etre considéré comme la
dériyation (ou déduction) formelle de la formule f(n) = y dans un certain sys-—
teme formel S. I1 &tait donc logique de choisir un type de systémes formels suf-
fisamment général et admettant une définition axiomatique de mesure (récursive)
de la difficulté des dérivations formelles. Un type de systémes formels ayant ces
propriétés est constitué par les systémes formels canonigues de Post, car

(a) leé systémes canoniques de Post sont universels

(b) ils admettent une fonction récursive de mesure de la difficulté de
leurs dérivations formelles.

Considérons d'abord la classe des systémes formels qui admettent une
mesure de la difficulté de leurs dérivations formelles

Soit S = <A,F,A,R,n> un systéme formel sur un alphabet A, fini ou
dénombrable, F un ensemble récursif de mots sur A -les formules bien formées,
ACTF 1'ensemble des axiomes, R wun nombre fini de régles de déduction et n
une numérotation de A.

Une régle de déduction est une relation dans F, i.e., un sous-ensemble

+ 2 . - .
de F° 1, n > 0. Une formule Yy est une conségquence 1mmédiate des formules
{x],...,xn} dans S s'il existe une régle de déduction R dans S telle que
R(x1,...,xn;y>.

Une dérivation formelle ou déduction d'une formule y de {x .,Xn}

120"

dans S est une séquence finie de formules z 2 telle gue

1"
(i) z_=y

(ii) pour tout Z5s 1<p g m, on ait



(a) Zp e A ou

() zp e {X.,...,x_} ou

1 n

(¢) z est conséquence immédiate d'un sous-ensemble de

AU {X1,...,Xn} U {21,...,2 }, k < p.

k

Lorsque y est déductible de {X1""’Xn} dans S, on écrit

X FaX F=—— 1y ; on écrit tg— 7y si et seulement si P Fg— y. On éup—

S S S

pose que l'ensemble des théoremes (formels) de S, { ﬂ Fg——-y}, solt récursi-

EERR

vement &numérable.

Soit {<Pi,Ti>}ieN une énumération effective des.dérivations formelles
Pi et des théordmes correspondants Ti de S ; & tout Pn on associle p, € N
la mesure de la niéme dérivation ; Dp(T) = min(pn]T = Tn) est la difficulté
ou complexité du théoréme T dans S.

On postule encore l'existence d'une fonction récursive totale croissante
t() qui est telle que n > t(m) => p, > m.

De cette manifre, un systéme formel admettant une mesure de la diffi-
culté de ses dérivations est défini par un quadruplet L = <F,T,p,t>.

Soit g() wune bijection récursive, i.e. g() est totale et il existe

g_1() récursive totale injective telle que g_1(g(a)) = a pour tout a e N.

08 finition 2.1.- La fonction récursive partielle V() est réalisée (ou définie)
par le systéme formel L si et seulement si il existe une bijection récur-

sive a : N x N - FL telle que

U n[a(m,n) = Ti] si ( 311)[a(m,n) = Ti]

divergent sinon

On est maintenant préparé pour la définition axiomatique de la difficulté

d'un systéme de Post
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(a) Universalité
Un systdme de Post est un systéme formel qui a les propriétés suivantes
(i) A est fini
(i1) Tout mot sur A (toute chalne finie d'éléments de A) est une formule
bien formée.

(iii) i1 y a un nombre fini d'axiomes (A peut &tre vide)

(iv) 11 y a un nombre fini de régles de déduction de la forme

AioXittiehe Xm] A1n1
............................. > BOY1B1 YkBk
AmOXmiAm1Xm2Am2 T anm Amn
ol les Aijb et les Bk désignent des mots fixés et les Xij et les Yk

sont des variables qui prennent leurs valeurs dans F.

Un systéme de Post canonique est un systéme de Post dans lequel au moins un
des mots 3B
(1

Yi = ij.

O,...,Bk est différent du mot vide et tel que pour tout Yi,

A

i ¢ k) 1l existe un X. (1
i

A

jgm et 154 < nj) tel que

Un systéme formel S' est une extension &quivalente d'un systéme for-

mel S si

(i) AC A
(i) FC F
(iii) n'l|A =n
(iv) TET"

(v) T'NF=T

Le fait suivant est fondamental dans la théorie de la récursion
(universalité des systdmes canoniques de Post) : Pour tout systéme formel

réeursif S sur un alphabet fini A 11 existe un systéme formel canonigue
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de Post S' qui est une extension équivalente de 8.

Ainsi, pour tout systéme formel sur un alphabet fini qui définit une fonc-
tion récursive, 1l existe une extension Zquivalente qui est un systéme de
Post.

8i, par exemple, le formalisme de Herbrand-Gddel-Kleene est traduit en forme

de logique de Post L,a(m,n) = am n est de la forme wm=n ol w est un
2
n

mot sur 1l'alphabet de L et i, sont les notations unaires de m et de
n Ww() est une fonction récursive partielle ; elle est totale si

(Vm) ( Erﬁ [FET—- wm = 5] ; 1.e. s1 pour tout m 1l existe un n tel

que Ww(m) = n peut &tre prouvé formellement dans L.

(b) Fonction récursive de mesure
Soit L un systéme canonique de Post et P une dérivation formelle d'un
théoréme de L ; Rabin []J définit une fonction récursive de mesure
m(L,P) des dérivations de L comme une fonction qui satisfailt aux axiomes

sulvants

axiome 1 : wm(L,P) = mL(P) est une fonction récursive primitive,
i : ‘ | = < fini
axiome 2 (VL) (¥n) vL(n) defI{P|mL(P) n}| est fini,

axiome 3 : in vL(n) est une fonction récursive primitive.

Assertion : La fonction m(L,P) induilt une mesure récursive de la difficul-
té des dérivations formelles de L [3].

Soit {<Pi,Ti>}i€N une énumération effective des dérivations formelles Pi
et des théordmes correspondants Ti d'un systdme canonique de Post L
soit p = m(L,Pn) et p(T) = min(pn|T = Tn), la difficultd oﬁ complexité
de T dans L.

L'ensemble {(fini) de dérivations P = {P|m(L,P) = n} peut étre généré effec-

tivement, soit Ph(n) le plus grand indice d'une dérivation dans P, h()
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est récursif total et la fonction
h'(n) = max {h(i)} est récursive totale et croissante,
Tgisn

n>nh'(m) => P, > ™

c'est-3-dire que m = p(T) => (3rﬁ|ﬁ?= T &ns n'(m)] ou
min{n|T = Tn} < h'(p(T)), donc m(L,P) induit une relation récursive

-entre les (indices des) thBorémes et la fonction de mesure.

Soit maintenant f() = f(L 2) une fonction récursive réalisée par le
>
systéme de Post L ; i.e. pour tout m, n

t—— an =m <=> £ (m) = n.
L a

Le but d'une théorie de complexité &tant de formaliser la notion "f() est

~

plus difficile 3 calculer que g()", Rabin définit la "fonction de com-—

= min {m(L,P)}, avec
PeC

plexité" de (L,a) par F(L,a)

C = {P|P est dérivation de am = n},
et prouve le théoréme fondamental

Théoneme 2.7.1.- (Rabin) : Pour toute fonction calculable h{) il existe une
autre fonction calculable f£(), pf € {0,1}, et récursive primitive en
h(), telle que pour tout systéme L qui réalise f(), hn(n) < FL(n) pour

presque tout n.

On obtient ainsi la définition formelle d'un degré de difficulté

(Rabin)

Dégpinition 2.2.- La fonction calculable f() est plus difficile & calculer

(d'un degré de difficulté plus grand) que la fonction calculable
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gl() (g £ f) s'il existe un systime canonique de Post qui définit
g(), Lg, tel que pour tout systdme L qui définit £(), Leo il existe
un entier n pour lequel (Vx) [x > n ==> FL(X) < FL (x)].

g £

2.1.2.- Les axiomes de M. BLum et Le théordme de chbin-Bﬂum.

La fonction de complexité F(L,a) de (L,a) définie par Rabin ne
hrefléﬁe pas egactement laAcomplexité des caleculs d'une machine abstraite, car
on choisit pour tout argument n la plus petite mesure, autrement dit, on
choisit &ventuellement pour tout n un autre programme (uné autre manidre
d'obtenir une dérivation formelle). Une 1légére modification de la définitionm
de Rabin donne les axiomes de M. Blum [2] :

Soit f() = fa() défini.par (L,a) et soit

F() = F(L’a) (n) = plaln,f(n))),

DG finition 2.3.- Une collection de couples {(Lfiﬁ_)}iew est universelle si

pour toute fonction récursive partielle Gi( ) € Pl il existe (Li’ai)

tel que ¥.() est défini par (L.,a.).
i i*7i

D6 finition 2.4.- Une classe de machines (abstraites) dans le sens de M. Blum
est une énumération récursive {<®i,¢i>}iEN de couples de fonctions ré-

cursives partielles qui satisfait &

; P
(a) {<wi,®i>}i€N est universel pour :

(b) {@i} est une séquence de fonctions de mesure de {wi}, i.e.

. = d
(o) dom @n om @n
(B) tout o aun graphe récursif : il existe une fonction récursive

totale M{) ¢ R3

M{i,x,y) =

N
O

sinon
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Les axiomes de Blum (a) et (b) ci-dessus s'intégrent maintenant dans

le cadre des définitions données en 2.1.1.

Théoreme 2.1.2.- 81 {(Li,ai)} est universel et fm() la fonetion définie par
(Lm,am), alors {<fm&),Fm()>} est une classe de machines.
On vérifie (b) (a) par la définiticn de F(L 2)

F () défini <=> £ dé&fini et
m m
(p)(g) M(i,x,y) est récursif :

étant donnd m,x et y on peut générer les premiers h%(y) théordmes de
Lm et examiner ceux qui ont la forme am(x,n) pour déterminer effective—

ment si Fm(x) = ¥y ou non.

Pour toute classe de machines qul est telle que {¢

}

N satisfait
17 1eN

3 un théordme S-m-n, on a le théoréme de Rabin-Blum :

Théoneme 2.1.3.- ("compression')

Pour toubte mesure abstraite & et tout ensemble mesuré M de fonctions

récursives partielles M = {fi()}igN (i.e. aix y[ii(x) = y] est un pré-
dicat récursif) on peut effectivement trouver des fonctions récursives to-

tales gl() ¢ R1 et hM() € R1 telles que pour tout 1 et

(a) dom @g(i) = dom fi
B) b 0y C 0,1
(e) [x e dom fi & ®j(x) < f.(x)] i.a. ==> ﬂj() # Qg(i)()

1

(4) [x e dom £, == 2,01y 0%) 8 by (mex{f, (x),x})] p.p.

. . . . d . ..
Si 1'on applique ce théordme aux classes de complexité Rt() définies

au §.1.5. on a le corollaire immédiat
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Conollaine 2.1.4.- Pour tout & et toute classe récursivement é&numérable de
fonctions totales M = {fi}isN 11 existe une fonction totale hM() € R1
(1a "fonction de saut" pour M) telle gue pour tout fi() e M suffisam—

ment grand,
¢ o]
R R £
fi()EE hM( 1<))

Commentainres

(1) "compression"
ad {b) : la fonction wg(i)(> est plus complexe que toute fonction wj()
avec ®j() < fi() D.p. dans le sens qu'elle demande plus de ressource pour son

calcul proprement dit et non pas seulement pour 1'écriture d'un résultat encom-

brant.

ad (c) : tout algorithme pour wg(i)() est plus complexe gu'une certaine

borne, 1l s'agit donc bien d'une propriété de la fonction.

ad (d) : ce point impligue gue la fonction wg(i)() posse&de un algorithme
gqui est "optimal" (par rapport & la mesure abstraite &) ou plus précisément que
la complexité d'un tel programme optimal est comprise entre les bornes inférieures

f£.() et supérieures hM(fi()) respectivement — d'ol le nom de théordme.

(
i
£
(2) Corollaire : Il est immédiat que toute classe récursivement énumé-—

rable de fonctions récursives totales est un ensemble mesuré.
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2.2.- Les phénoménes du speed-up.-

2.2.1. Le théoréme du speed-up de Blum.

Soit {<¢i,®i>} une classe de machines admissible c'est-a-dire

ieN
q ue {Qi} est universel et satisfait 3 un théoréme Smn et ¢ est une
mesure de Blum.

) “Si I'on fixe la mesure &, on peut se demander si toute fonction ré-
cursive possdde un "meilleur" progremme par rapport & @. Que des tellés fone-
tions existent, est démontré par le théordme de Rabin-Blum ; mais le théoreme
du speed-up (Blum [2]) montre 1l'existence de fonctions qui n'ont pas de pro-—
gramme optimal, guelque solt la mesure employée.

Ce théoréme 3 comme conséquence immédiate, gue les fonctions récursi-
ves ne peuvent pas 8tre classifides par la complexité de leur "meilleur'" pro-
gramme.

On présente ici une version simplifiée du principe de la démonstra-
tion de ce théoréme [L].

Soit ¢ = L la mesure qui consiste & compter le plus grand nombre
de cellules utilisées dans le calcul d'une machine de Turing Mj(x) et soit
{<Mi,Li>}iEN la classe de machines correspondantes. qul ne cyclent pas sur une
bande finie : Mi(x) indéfini <=> Li(x) indéfini. En outre, on suppose que
Li(n) > longueur de la description de M, et lSi], le nombre de symboles
imternes de Mi’ est au moins 8gal a 1.

On prouve d'abord une version du théoréme du speed-up pour ¢ =L
Theoasme 7.7.1.- Pour toute fonction récursive totale h() e R] il e%iste
une autre fonection f() € Rl telle que si wi() = f(), alors il existe

un indice j tel que

(a) 9.0 =1£()
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Principe de La demonstration.-

Soit h() = Lk() pour un certain k (sinon on majore h() par un

L, et on prend h'() = L

. () ) et monotone croissant ; on pose

k
g(0) =0

g(x+1) = hig(x)) + 1 3

par conséquent g(x) > h(g(x-1)) pour x > O.
On construit une fonction £() qui satisfait & (a) et (b) du théoréme par

un procédé de diagonalisation qui ne peut pas Etre effectué par une "petite" .
machine dans une certaine quantité de ressource mals gqul peut &tre calculé

par une machine d'indice suffisamment grand dans cette méme borne de ressource
ax f(x) est défini de fagon gue

(a) (1) 6.0) = £0) = L (x) > g(x-1) p.p. ,

(b) Nx)(ﬂﬂ[u}j() = £0) & 13(x) < glxx) p.p.].

Si 1l'on choisit un j tel que Lj(x) < g{x-i-1), alors on a
Li(X) > g(x-1) > h(g(x-i-1)) > h(Lj(x)).

I1 suffit donc de montrer qu'un tel wj() existe ; on d&finit simultanfment
une séquence d'ensembles finis S(x) et la fonction £() par 1l'algorithme
de diagonalisation sulvant

Initialisation : S(-1):= ¢

Pas x (x » 0)

(a) 1i:= y<j [L.(x) < glx-j) & j ¢ S(x-1)] =i un tel j existe
£x
i:= jo (ol wio(x) = xx[0] sinon
@i(x) + 1 si 1 # iO
(b) f(x): =
@io(x) sinon

(¢) s(x):=8(x-1) U{i} ;

(d) aller au pas x+1
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Par définition, f(x) # @i(x) si Li(x) < g(x-i) p.p. . La démonstration

de l'existence d'un algorithme ﬁj pour Tf(), calculable en ressource
g(x-k), est basée sur la condition de diagonalisation (a) ci-dessus. En
effet, glx-k) décroit rapidement lorsque k croit et ceci est suffisant
pour que l'on puisse trouver une machine Mj qui calcule f() en ressource
g(x-k). Le fonctionnement de la machine Mj est déterminé par 1'observation

suivante
(v)(Vi ¢ k)GX)Ei e 8(v) => 1 ¢ 8(x) & x < v].

Pour tout x £ v, Mj(x) contient les valeurs de f{x) dans sa mémoire

interne ; si x > v, Mj(x) calcule ui[i ¢ S(x-1)] de la manidre suivante

(a) Mj(x) marque la quantitd de ressource Lj(x) = g(x-k) sur sa bande
de travail,

(p) Mj contient dans sa mémoire interne les indices i1 tels que

ie8S(x), x < v,

(c) pour tout i, (k < i < x), Mj(x) simule Mi(n), (v <n g x), détermine

si 1 ¢ s(n), n < x et en particulier, détermine le plus petit 1,

i ¢ S(x-1), tel que Li(x) < g(x-1) et pose

wi(x) + 1 siun tel 1 existe

0 sinon

Mj(x) travaille en ressource Lj(x) < gl{x-k), car les machines Mi ne sont
simulées par Mj gue lorsque 1 > k et Li(x) < g(x-1) et pour i > k

cette simulation peut &tre effectude en ressource g(x-k).

On utilise maintenant une relation récursive entre mesures différentes
pour prouver que la propriété d'une fonction de posséder un speed-up est indépen-

dante de la mesure

Lemme 2.2.2.- (Blum) : S1 & et &' sont des mesures de Blum arbitraires, mais

différentes, alors il existe une fonction récursive g() +telle que pour
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tout 1

Ainsi, une fonction ne peut pas &tre arbitrairement plus difficile &
calculer lorsque l'on change de mesure, au contraire, cette différence reste

toujours bornée.

- “Une autre conséguence du lemme est que si une fonction posséde un

~ . ~
speed-up par rapport & une certalne mesure, elle possede un. speed-upr par rap-—

port 4 toute mesure.

Theoneme 2.2.3.- ("speed-up") : Pour tout <f,¢> et toute fonctior récursive
totale h(), il existe une fonction récursive f(), telle que pour tout

indice i pour f() il existe un autre indice J pour f() pour le-

gquel

®i(x) > h(cbj(xﬂ p.p.

Soit ¢ une mesure de Blum arbitraire, alors la mesure L du théoréme
2.2.17 et & satisfont au lemme 2.2.2., et si 1l'on choisit la fonction

h'() du thPordme 2.2.1 suffisamment grande, i.e. h'() = glhlglx))),

g() 1la fonction du lemme 2.2.2, cn obtient une fonction f() qui a un

h'()-speed-up

donc g(n(e.() )) < g(®.() ) p.p. et avec g() monotone croissant
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P

2.2.-2. Généralisations

Le théordme du speed-up (théoréme 2.2.3.) admet une généralisation im-

portante

Définition 2.5.- Une fonction récursive totale f() posséde un speed-up par

rapport & un opérateur récursif général F[ ]et par rapport 3 gl) ¢ R1

(un (g, F)-speed-up) si pour tout indice i pour £()

(2) ¢,0) > g() p.p.

(b) il existe un autre indice j pour f() tel que

F[®j()] <% p.p.

Theoneme 2.2.4.- [5] : i f() est une fonction avec (g,F)-speed-up, alors
i1 existe une séquence récursivement énumérable de fonction Aix[pi(x)J

telle que

p;() > e} .o
(o) IIJJ- = £() == (1) ij(x) z p.(x) p.p.
(e) (Vi)(43) tDj()=f() &<I>J-() < p; () p.p.

(@) (Vi) p, > Flp, . ()]  ».p.

Ainsi les différentes fonctions de mesure ®j,(@j = f()) le la fonec-

tion f() peuvent &tre "intercaldes'" dans la séquence des pi().

Une conséquence des théorémes 2.2.1, 2.2.3 et 2.2.4 est gue les fonc-
‘tions récursives ne peuvent pas Stre classifides 2 1'aide de leur programme de
complexit® minimale ; et la définition des degrés de difficulté doit donc &tre

modifiée de la facon suivante
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£() £ g() <=> la fonction partielle f() e P1 n'est pas plus difficile i cal-

culer que la fonction partielle g() ¢ P1

<=> Yg Hf 3y Yy <x & x ¢ dom g() ==> Lﬂf(x) def. & ¢ _(x) g ¢ (x)]

f g

ol g et T sont des indices pour g() et f() respectivement.
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2.3.- Classes de complexitd : Le thioneme de A. Borodin et ses généhalisations.-

Le théordme de Rabin-~Blum assure que Ri 0) @; R ) pour tout

i By (£, ()

enserble mesuré de fonetions M = {f.()}. _.
1 1ell
Lorsque l'on admet une borne de complexité +t() récursive totale,

mais arbitraire, on est en présence d'un autre "phénomérne de pathologie" de

“la classification des fonctions calculables par leur complexité

Theoreme 2.3.1.- ("gap", A. Borodin [6])
Pour tout & 11 existe une fonction récursive partielle p() ¢ P2 telle

gue pour tout @k() £ R1 et pour tout &i()

(a) wp(i,k)(x) def. <=> mi(x) def.

(b) @i(x) def. ==> @i(x) )(X)

) Lpp(iak

(c) Vo.() ¢

J b(1,x) (%) def ==

[bj(x) SR AT SR N i mk(wp(i’k)(x))] D.D.

Ce théordme signifie donc que pour toute fonction récursive totale h()

on peut trouver une borne de complexité t() telle que

c'est-d-dire gqu'il existe des fonctions arbitrairement différentes pres-
que partout 1'une de l'autre qui définissent la méme classe de fonctions
de complexité bornée.

La raison en est que l'on peut choisir &p(. de fagon qu'aucune

i,k)

fonction de complexité ne satisfait 3

(Y g o.() £0(

Lpp(i,k) 3 k @p(i,k

)() ) i.a. (le ”@k()~gap”)
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Comme le montre la démonstration du théoréme
Soit P(y,x,k) =defﬁvj < x)[®j(x) <y V’@k(y) > ®j(x)], P est récursif
si @k() est total, car Aixy[@i(x) < y] est récursif.

Si l'on définit ﬁp( (x) = wly > &i(x) & P(y,x,k)],

i,k)

$ )<x) qéf <=> wi(x) def : e P_.

p(i,k p(i,k) 1

Soit maintenant @i(), @k() € R1 ; alors on peut estiner la gran-

1

deur de y per rapport & ﬂk() [6]

p(i,k

9 x) g 05 (9, ().

o) A

On peut ainsi construire un "gap" récursif élémentaire dans la

L . . e
classe E de Grzegorczyk des fonctions récursives primitives.

Comme c'est le cas du théoréme de speed-up de Blum, le théoréme
de Borodin peut 8tre généralisé et une forme plus faible peut &tre prouvée
pour tout opérateur récursif général.

Soit F(RT) CTR1, F[t()](x) la valeur de F[t()l a4 1'argument x.

Theoreme 2.3.2,.- (Constable [7]) : Pour tout &, et pour tout opérateur récur-
sif général F[ ] et pour tout g() e R1 il existe une fonction récur-

sive totale croissante t{(} ¢ R1 telle que

(a) g() < t() »p.p.

(o) 0 <0.0) <FO]O iva == F[OJO) < 2,0 i.a

Cornollaine 7.3.3,- Quelque soit la classe de machines <{,¢>, 1l n'y a pas

d'opérateur récursif général F[ | tel que
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7.4.- Classes de complexits : rBsulitats positigs.

Le premier résultat concerne 1'énumérabilité récursive des classes

o]
Rt()'

o) . . N
ue les classes R sont "presgue toujours'" récursivement énumérables
¢ £()

On prouve en effet 3 1l'aide d'une méthode de Hartmanis et Stearns [8],

Theordme 2.4.1.- (Borodin [61) . Pour toute classe de machines <@,0> 11
_existe une fonction récursive g() € R1 telle que pour tout t() ¢ R1
() 2 g() p.p. ==> Ri<) récursivement énumérable.

P . o} . - .
On détermine g() tel que Rg() contient toutes les fonctions totales

qui sont nulles presque partout, et on définit

P (x) sl [(¥y) osysa= °.(y) = m]e
(x) = [tvy) n<ysx= 2. (y) = t(y)]

0 sinon

On vérifie que {h(i,m,n)|i,m,n ¢ N} est une présentation récursivement.

d
énumérable de R_, .
énumérsble de Ry

Le second résultat provient du probléme de 1l'extension uniforme des
o] . . ¢ 4]

classes R . Le théordme de Rabin-Blum garantit que R R mais
£() e we Re OF Fnge,0 )

on montre qu'en général, {2.} n'est pas suffisant pour caractériser toutes

i"ieN
. = »® _ pd
) H 1&1’;() € R,l ] @l()ﬁzt() - Rq)l()]]

Tes cl r?
es classes _t(

D'autre part, par le théoréme de Borodin,
o] o] -
Yh{) ¢ R1‘91i) € R1 Rt() = Rh(t() ) Peut—-on trouver un ensemble mesuréd de

fonctions M qui permet de caractériser toute classe Ri() ? Ce probléme a

été résolu par A. Meyer et E.M. McCreight [9] :

Definition 2.6.~ Un ensemble mesuré M de fonections récursives partielles

est caractéristique dans <{,o> si
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(a) V&() ¢ RT -jf& e M r\R1 Rt() = Rf 0)

(b) il existe une fonction S') ¢ R1 telle que

Rig(t)() = Ri() & ms(t) e M 3 i.e. la fonction fi() de (a) peut

etre trouvée effectivement &tant donné un indice t pour t().

Theoreme 2.4.2.- ("naming" [g]) : Pour tout <¢¥,%>, il existe un ensemble mesu-

.ré M de fonctions récursives partielles qui est caractfristique dans

<P,0>

Un autre résultat de A Meyer et E.M. McCreight permet d'identifier
certaines classes de fonctions définies syntaxiquement avec
) . . . . P
des classes Ré() ; c'est-a-dire permet de déterminer, etant donné <@,o>

m () ¢ R1 tel que, par exemple Rf(> = E, la classe des fonctions récur-

sives €lémentaires, Rt'() = FRp la classe des fonctions récursives primi-

tives, etc..

I1 est facile de vérifier que l'union de deux classes de complexité

n'est pas en général une classe de complexité

Theorgme 2.7.3.= J&0) Ya() Ix0) [g0) < v() pop. = YeO) R{(y# Ry () U Ry )]

(Pour la d8monstration du théoréme il faut construire h() et k() de
facon que h() >k() i.a. & k() > n() i.a.).

Soit maintenant F = {fi()}ieN une famille récursivement &numérable de
fonctions récursives totales telles que (Vi)(Vx) 1. .(x) > f.(x).

1+1 1

Theoreme 2.4.4.- ("union" [9]) : si Aix[fi(xﬂ est récursif total et

(Vi) (Vx) fi+1(x) 2 fi(x), alors 11 existe une fonction récursive totale
t() telle que 2 =u 1
t() : f.(x)
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Etant donné <9,0> et C, classe de fonctions définies syntaxiquement

Définition 2.7.~ On dit que C a la propriété de Ritchie-Cobham, s'il existe

Conollaine 2.4.5.- S1 C

une famille récursivement énumérable de fonctions récursives kifo{(x)J

telle que f., .(x) z f.(x) et

1+1 T
(2) (Vi) £,0) e C

) ve0) e Jo; 3 £5[0,0 = 20 & 0,0 < 250 p.p.]
T o) ()9 [e; O € 2.0 pepe = 9,0 e (]

est une classe réeursivement énumérable de fonctions
récursives qui posséde la propriété de Ritchie-Cobham, alors il existe

t() ¢ R1 avec C =R
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7.5.- Extension de quelques théoremes fondamentaux.-

I1 vy a une propriété fondamentale de toute gbdelisation acceptable de

P1 . toute fonction récursive partielle possdde une infinité dénombrabvle (mais

non récursivement énumérable) d'indices différents. Le premier lemme donne une
version formelle du fait que toute fonction récursive partielle peut 8tre calcu-
1ée avec complexité arbitrairement grande

Lemme 2.5.1.- (Blum) : Il existe une fonction récursive totalé g() € Q1 telle

gue

(Vj)[$g(j) =0 & (Vx)[x e dom 0, == Qg(j)(X) > ﬂj(X) + éj(x)]]

On pose

Lpj(x) si 0. (x) > @J.(x) + @J.(x)

Is1,5)'*

1+ ﬂi(x) sinon

par le théordme de récursion il existe g() ¢ R1'

(V3) Poy(x) =0 (x).

g(J s(g(3),d)

Assertion : (a) @j(x) 3éfini ==> wg(j)(x) =¢.(x) & ®g(j)(X) > P.(x) +

(b) ®j(x) indéfini ==> &g(j)(x) indéfini
Supposons que (a) soit faux, c'est-a-dire
FDJ(X) défini &EDg(J)(X) # IDJ(X) \V4 ®g(j)(X) < ll)J(X) + ‘bj(xﬂv
si @j(x) est défini et ®g<j)(x) indéfini, on aurait

o .>(x) > @j(x) + ®j(x) , donc ¢g<j)(x) = ws(g(j),j)(x) = ﬂj(x),

gl
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une contradiction, donc @g(j)(x) est défini

ID )(X) = 1DS( )(X) # 1+ LDg(J)(X), donc

g(J g(d),d

-)(X) = wng(x) & Qg(j)b() > d)j(x) + <I>j(x)-

Supposons (b) faux : wj(x) indéfini et @g(j)(x) défini.

Dans ce cas, [Qg(j)(x) > @j(x) + ¢j(x)] serait défini et faux, d'ol

$g<55(X)A¥ 1+ ws(g(j),j)<x) =1 + wg(j)(x), une contradiction.

Une application immédiate du lemme 2.5.1. peut 8tre trouvée dans le
lemme de Rogers [10] gui dit que 1'on peut effectivement trouver des indices

arbitrairement grands pour la méme fonction récursive partielle :

Lemme 2.5.2.- ("padding lemma") : Il existe une fonction récursive totale

h() € RT’ monotone crolssante et telle que
(VJ)[ﬁh(j) = *Iij & n(3) > j & (¥x)[x e dom iDj ==> Qh(j)(x) > <I>j(x>]]
(a) Par le lemme précédent,

(v3)[aom 9, # @ &m#n == g () # & (§)]
ol gn+j(j) = g(g"(3)), car pour un tel ﬂj
(Vm)(Vn)(Vx)[x e dom mj &m>n >0 ==> @gm(j)(x) > an(j)(x)]'
(b) I1 existe un indice J = jo tel que dom §. =P et
e
(¥m) (Yn) [m # 0 ==> g7 (§) # & ()]

sinon l'ensemble d'indices

(3ldom 9y = 8} = 15[ (Im)(In) g(3) = & (3N
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serait récursivement énumérable, une contradiction.

Par conséquent {g<jo), gz(jo),....} contient des indices arbitrairement

grands.

(¢c) On définit maintenant h() ¢ R, pour tout Jj > O par

1

uyly > Bi3-1) + 5 & (dn>0) y = g(3)] si

(Vo) (Vm < 0)[&™(3) # g°(3) V & (3) > n(3-1) + i

wrly > 8(3=1) + § & (In > 0) v = &"(3)] si

C(In)(Fm < n) [E75) = 5) & g7(3) < n(g-1) + ]

et on vérifie que h() est récursif total : en effet

la suite {g(j),gz(j),....} contient des indices arbitrairement grands

ou bien il existe m, n, m#F n tel que gm(j) = gn(j). Mais dans ce
dernier cas donll% =@ et 1'on peut choisir un indice dans

2<.

JO),...}. Ainsi h(.) est toujours défini et satisfait le

{g(jo) »E

lemme.

Un autre théoréme fondamental de la théorie des fonctions récursi-

ves est le théoréme suivant du point fixe

ve() e R O3 9 = Gy

Quelle est la forme de ce théoréme si 1'on considére une classe de machines
bl <@.,0.>}. 7
acceptable { ﬁl,Ql }1eN

L'extension suivante du théoréme du point fixe est due & Blum [11] :

Théordme 2.5.3.- ("réeursion”) : Il existe des fonctions

g() et n() ¢ R, telles que Vi,e

2

(a) &g(.,e) = @we(i,g(i,e))
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(o) D250 €m0y (4 yy ()]

,g(i,e

() L) 05,6y > 2y (3 4(1,e)) )]

Une démonstration formelle peut &tre trouvée dans [1 1].
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CHAPITRE 111

DES CLASSES NATURELLES DE FONCTIONS DE COMPLEXITE BORNEE :

LES HIERARCHIES SUB-RECURSTVES.

D'aprds la thdse de Church 1l'on peut identifier 1'idée intuitive de
fonction calculable avec la notion mathématique de fonction récursive partiélle.
La dé&finition de la classe des fonctions récursives partielles (existence d'un
61ément universel) & comme conséquence un certain nombre de résultats‘négatifs,
en particulier celui du "probléme de 1l'arrét". Un autre résultat négatif, simi-
laire, est 1le suivant-: il n'y a pas de borne calculable pour la "durée" d'un
algorithme. Autrement dit, il n'y a pas téujours une fonction récursive a deux
arguments, qui, en fonction de l'argument et de 1l'indice d'un certain algorithme,
donnerait une borne supérieure pour la "longueur" du calcul de 1l'algorithme pour
cet argument.

Plus formellement, on peut énoncer le

Théonreme 3.1.- [Rogeré] : I1 n'y a pas de fonction récursive (totale) f(e)(z,x)

telle que
(Vz)(Vx)[MZ(x) starrete <=> Mz(x) s'arréte en moins de f(z,x) pas)].

1 si M (x) =y en moins de w pas

Soit S(z,x,y,w) =

o) sinon

ol MZ(x) est la machine (1l'algorithme) d'indice =z avec l'argument x.
S(z,x,y,w) est une fonction récursive totale parfaitement bien définie
par la thése de Church ; supposons alors l'existence d'une fonction totale

f(2>(z,x) telle que
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1 si M (x) =y en moins de £(z,x) pas

S(z,x,y,f(z,x)) -

O sinon
Soit

1 Si S(Z,Z,y,f(Z,Z)) =0

div si Slz,z,y,f(z,z,)) =1

¥(z) est une fonction récursive partielle (z), alors

0
&yo(yo) converge.<=> S(yo,yo,y,f(yo,yo)) = 0 par définition de V¥(z) mais
ﬂyo(yo) diverge <=> S(yo,yo,y,f(yo,yo)) = 0 par définition de f(z,x)
c'est une contradiction et f(2>(z,x) ne peut exister.

Donc le probléme mentionné n'a pas de solution pour la classe MZ
de tous les algorithmes d'un certaln type (prdgrammés d'une machine de Turing,
par exemple). La démonstration montre &galement. que 1'on peut réduire le pro-~
b1dme de 1'arrdt 3 celui de 1'existence d'une borne récursive f(z,x), clest-a-
dire que l'existence d'un tel f(z,x) entralnerait la solution du precbleéme de
1'arrét.

I1 est d'autre part évident que l'on peut former des classes de fone-
tions récursives pour lesquelles on peut trouver des algorithmes dont la longueur
d'exéeution peut &tre bornée uniformément ; la classe des fonctions récursives
primitives en est un exemple.

Le probléme de trouver de telles classes et plus généralemegt une
famille de telles classes de fonctions récursives Qui contiendrait toute fonc-
tion récursive a été appelé probldme de classification des fonctions récursives.
I1 a occupé un certain nombre de logiciens depuis 1'intrcduction de la calcula-

bilité au sens de Herbrand et Gddel.
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Ce probldme de la classification des fonctions réecursives s'insére
maintenant dsns la théorie axiomatique de complexité. On considére dans la pre-
midre partie du chapitre des hiérarchies sub-récursives et plus particuliérement
des hidrarchies basées sur la classe des fonctions récursives £lémentaires (dans
le sens de (sillag-Kalmar).

Ces hiérarchies, qui sont également des classes de complexité par rap-
port & un certain norbre de mesures abstraites "naturelles" possddent des proprié-
tés de cldture ét des propfiétés de décidabilité (indécidabilité). que les classes
de complexité Ri() arbitraires ne possddent pas en général.

Elles poss&dent en outre des "présentations canoniques' gul peuvent
Stre traduites en (qui sont équivalents &) certains schémas d'algorithmes moins
généraux que les différents schémas de ‘furing, Church ou Herbrand-Godel. Ces
schémas restreints peuvent 3tre utilisés pour la construction de langages de
programmation (langages algorithmiques) sub-récursifs qui permettent la solution
effective de certains problémes de classification, notamment l'estimation des
bornes pour la complexité d'un algorithme d'une telle classe.

Ces principes seront d'sbord développés a 1l'aide de la classe des fonc-
tions réecursives &lémentaires et de la hiérarchie sub-récursive qu'elle engendre.
On prouve d'sbord 1'indBcidabilité d'un certain nombre de problémes de base de
"4 classification des fonctions récursives par des hidrarchies sub-récursives et
on détermine leur degré par rapport 3 la réductibilité injective. Ensuite on consi-
dére certaines propriétés de clOture de ces classes. Celles—ci montrent gue la
classe des fonctions récursives élémentaires est une classe de complexité. On en
tire également un certain normbre d'axiomes pour une classe de machines dites "&1&-
mentaires" qui permet la classification des fonctions récursives en "degrés récur-
sifs &lémentaires". Les autres paragraphes de ce chapitre concernent lés relations

e
=Y

entre degrfs récursifs &lémentaires et classes de complexité, la structure de ces
degrés et l'invariance des classes de complexité qu'ils déterminent par rapport

3 un changement de mesure de complexité.
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3.1.- Problemes de base et RLeurn indécidabilite.-

Pour la démonstration de 1'indécidabilité d'un probléme nous utilise-
rons en général la réductibilité de ce probléme & un autre probléme insoluble -
d'un degré d'indécidabilité connu.

Ainsi on dira que le probléme P1 est réductivle & un probleéme Pg’

si une méthode pour la solution du probléme P2 donne une méthode pour

- la solution de ,Pj. La relation de réductibilité sera le plus souvent celle de la

réductivilité injective dénotée par s, A <, B <=> E}f() récursif injectif

x € A <=> f(x) ¢ B.

Un problime de base de toute théorie de classification des fonctions
récursives est le»suivént
décider, si un algorithme donné calcule une fonction qui est bernée par celle
calculée par un autre algorithme ; ce probléme est &videmment indécidable pour

la classe des fonctions récursives partielles: {ﬂi} ; ainsi les fonctions

1eN

caractéristiques des ensembles
B = {<x,y>|(V2)[z ¢ dom 0 N dom wy ==> @X(z) < ﬁy(z)J}

et B' = {<x,y>| (HLQ(VV)[u < v & v e dom $X N dom wy ==> wX(V) < ﬂy(V)]}

ne sont pas récursives. En effet, ce n'est gu'un cas particulier d'un théordme
de Rice [38] gui dit que toute propriété de fonctions gqui définit une dichoto-
mie non triviale de la classe des fonctions récursives partielles est indéci-

datle.

La méme chose est encore vraie pour B1 = {<x,yo>} et B% = {<x,yo>}

ou ¥, est 1'indice d'une fonction fixée. Si B1 (par exemple) était récursif,

on aurait B Sm_gq: supposons donc qu'il existe f£() récursif tel que

1
x e B, <= £(x) ¢ B

: mais par le second théoréme de récursion

1 5

VeO) e Ry dn 9= 0a0 o
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done ¥t ax X € B1 & f(x) e

B1
ou x e B, & f(x) ¢ B,, contradiction.

1

On remarque, que les ensembles B et B1 sont récursivement énumérables

1

B = {<x,y>|( J2)[(Ju) T(x,z,u) & (Jv) T(y,z,v) & ¢ _(z) > "@y(z)]}

B est réeursivement énumérable (ou semi-décidable) par le second théoréme de
projection ; B' et é% ne peuvént pas etre semi~décidables.
On considdre maintenant une relativisation du probléme de décision
pour B. “ ” |

Si 1le "probléme de la borne"” B est indécidable pour la classe des
fonctions récursives partielles, il est par contre possible de trouver des clas-
ses restreintes d'algorithmes pour lesquelles le probléme suivant & une solution :

Soit A wune classe d'algorithmes, existe-t-il une fonction récursive

partielle ¥ telle que

il

Vx)[[x e ANB=>¥(x) = 1] & xeANB = ¥x) =0]],

le probldme B est alors décidable relativement & A.

Considérons les problémes

I
ol
]

B, (t) = x| (V2) @ (2) < 9,(2)], 0.0) e R, rixd

et

1
o]
1]

B%(t) {xllﬂx(z) < xf?t(z) p-p.}

relativisés &

~

(a) A {xl@x total} et a

(g) A {xl Eﬂt() récursif élémentaire @X(y) < t(y) p.p.}

ol o (y) est la fonction de complexité de &X(y).

Proposition 3.1.1.- Les problemes B, et B% sont indécidables relativement
a A.

Démonstration. -

Wt(y)+1 si ﬂz(z) converge en y pas de
M
. Z)(y) - z au plus,
’ ice. Jusy) [T(z,z,u)]

.0 sinon

B, : Soit \P(j)(y) = &f(
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Pour tout z, (y)est une fonction totale qui peut &tre effectivement

IDf(t,z)

trouvé étant donné z : f(t,z) e A.

On a en outre :

+ i ,
wt(y) T si y 2y, et ﬂz(z) converge en ¥, pas

0 partout si @Z(z) ne converge pas

Soit  g() 1la fonction récursive partielle qui décide du probléme BT(t)

relativement & A ; alors si g #étalt récursive partielle

i

g(£(t,x)) 1 <=> (Vz) ¢ )(Z) =0 <=> &X(x) diverge

ft,x

|

g(£(t,x))

0 <=> (Vz > zO) @f(t,x)(z) =1 <=> wx(x) converge en
z, Pas

gone g(f(t,x)) permettrait de décider le probléme de 1l'arrét ce qui
est impossible.

B% : ce cas est prouvé similairement, mais en posant

0 si (Ju s‘y)[T(z,z,u)]

wt(y)+1 sinon

1 <=> (V2 >

g(f(t,x)) (z) = 0 <=> wx(x) converge (en Zg pas)

z)

0 <=> (Vz) ﬂf(t,x)(z) = 1 <=> wx(x) diverge.

lpf(t,x)

g(£(t,x))

Proposition 3.1.2.- Les problémes B1 et B; sont indécidables relativement
a A'.

On choisit wt(z) = Az[O] ; les démonstrations sont comme ci-dessus
1 si (Fu g y)[T(z,2,u)]

0 si (Vu s y)[‘lT(z,z,u)]

S'11 existe une gddelisation de la classe de machines M telle que

T(z,y,u) est un prédicat récursif &lémentaire, alors &f(t 2) est une
b
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fonction récursive &lémentaire, car la classe des prédicats récursifs &€lémentaires
est close par rapport 2 la gquantification bornée. La classe des fonctions récur-
sives &lémentaires posséde la propriété de Ritchie-Cobham, c'est—~3-dire que A'

contient un indice pour toute fonction récursive &lémentaire, donc

récursive &lémentaire => ¢ () < n() p.p.,

Ye(t,z) £lt,z2)

h() fonction récursive élémentaire.

éema&&u@.- Si l'dﬁ choisit l'ensemble A' suffisamment: petit -
(si T(x,y,z) ne peut pas &tre gddelisé dans A') alors les démonstrations
ci-dessus ne sont plus valables et les problémes B & Ba peuvent étre déci-
dables relativement a A'.

On montre maintenant que la restriction de A & une présentation parti-
culiére de la classe des fonctions récursives primitives (récursives élémentaires)

ne change pas le caractére indécidable du probléme.

Déginition 3.1.- Deux classes de machines sont dites fortement &quivalentes si
elles déterminent et la méme classe de fonctions récursives (partielles)
et la méme classe de suites de configurations de leur mémoire externe.
On dira que MX est récursif primitif ou x € P lorsque P est un ensem—
ble récursif d'indices d'une classe de machines ‘{Mi} fortement équivalente
a la classe des dérivations des fonctions récursives primitives FPR’
i.e. aux indices canoniques de FPR (cf. [1Q] et DEf. 3.6.).
M récursif élémentaire ou x € E est défini de la méme fagon.

Définition 3.2.- Soit fo(x)’fq(x)""’fk(X)"" une suite récursivement énumé-

rable de fonctions récursives primitives telles que pour tout k > O
-1
()], (x) = £(£" (x))

(v) (Vk) fk() est monotone croissante est non bornée ; (Vx) fk(x+1)>fk(x)>x.

(a) (V) [Fp(x) < £,

. . e e, . . 11 -
(¢) toute fonction récursive primitive est majorée par un fk(x) ; 1l.e.,

Vel() ¢ FPR gn ;k g(.x_l,...,xn) < f(max{x1,...,xn}).



- 48 -

Theordme 3.1.3.- L'ensemble d'indices = {x|( :1 Vz)ﬂ (z) < fi(z) & x g P
(x € E)} n'est pas récursif. On utilise le

Lemme 3.1.4.- Soit B = {x|x ¢ P & ﬂx non—-décroissant et &X(y+1) < &X(y) + 1}

alors les ensembles

(@]
[}

{x|x e B & ﬂX(N) est fini}

W]
il

et (x|]x ¢ B & @X(N) est infini}

ne sont pas récursivement énumérables.

Soit {Wi} une énumération standard de tous les ensembles récursivement

énumérables, on réduit

A = {xx/W fini} & C et Al = {XIW infini} & D
1 £ 2 X

par une certaine fonction récursive f ; donc x ¢ A% <=> f(x) ¢ C et
X € Aé <=> f(x) e D.

Construction de f : soit

W = dom @X = {y[&x(y) converge <=> L}z) T(x,y,z)} ; on pose

f lpf(x)(z) si [T ,y,z+‘] => (En < Z)T(X,y,n)]

ﬂf(x)(z>+1 si (dy < 2)[T(x,y,2+1) & (Yn < 2) 3 T(x,y,n)]

c'est-3-dire gue $f(x)(z+1) # &f( (z) si et seulement si 1l'on peut trouver

x)
um y tel que &X(y) converge en z+1 pas.

Avec une gbdelisation récursive élémentaire de M, wf(x) est récursif é18-

mentaire, donc



_)4_9_
X e AH <=> (HVH(VZ)EW < z => wf(x)(z) = 0f(x)(w)] <=> (Exﬁ(vy)[v <y o=

(Yu) 7 T(x,y,2)] <= f(x) e C

xe A = (W)(FJz)[w<zsa gﬂf

5 z) > Lpf(x)(w):t <=> (VV)(HY)[V <Yy &

(x

(Ju)T(x,y,u)]<=> £(x) ¢ D,

autrement dit, si, comme z crolt, T(x,y,z) est vrai pour un nouvel

¥ < z. pour une infinité d'arguments, alors ﬁf(x)(z) est non-borné,

sinon wf(x)(z) est borné.

Notons, qu'avec la convention T(x,y,z) <=> Mx(y) converge en z pas,
{y[T(X,y,z)} est fini pour un z donné.

I1 est bien connu, gue A; est un ensemble 22—complet et Aé un ensemble

WT;-complet, nous avons donc prouvé le lemme en déterminant le type d'iso-

morphisme récursif de C et de D.

Démonstration du théorsme

Soit hk(x,O) = x

b, (x,5+1) = fk(hk(x,y)) ;

h
k

pour tout k, h (x,y) est une fonction récursive primitive. Soit, pour

(x,y) = f‘;i(x),
k(

tout z € P, n{z) ¢ P un indice de Axhk(x,ﬂf(z)(x)) avec la fonection

() du lemme ; alors par définition

(ay)(Vx)[}ﬂn(z)(x) 3 kxfi(x)] <=> wf(z) borné <=> z ¢ A,

(Vy)(ali)ﬂhﬂzj(x) > Axfi(x)] <=> wf(z) non-borné <=> z ¢ Ek ;

done O (x) est borné par Ax fy(x) si et seulement si z € A, ce
n(z) k k
qui est du méme degré d'indécidabilité que le probléme WZ fini, & savoir

sl une machine de Turing s'arréte sur un nombre fini (ou infini) d'argu-

ments.
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sable) et en fait est 22~complet.

La démonstration du lemme 3.1.4. montre également que l'ensenmble d'indices
1)
canoniques des classes de Grzegorczyk En est 22~complet pour tout n.
. ® k+1
On montrera par la sulte que U R n = E(fk) =t R
n

Ty

k 2 2 pour une cer-

taine classe de fonetions {f, } quil satisfait 4 la définition 3.2. Il est

k

Evident que l'ensemble d'indices canoniques @E(fk)fw P est proprement
inclus dans Ak’ car Ak contient des indices de fonctions caractéristi-
gques qul sont récursives primitives, mals qul n'appartiennent pas & la
, k+1 .

classe de Grzegorézyk E . La classe des fonctions {wn(z)} par contre

. < k+ .
appartient & la classe E 1 pour k = 2 car toutes les fonctions
L

. . . 3
wp( ) sont récursives &lémentaires, c'est-3-dire dans E~.
z

On a ainsi le

Conolhodire 3.1.5.- (b) L'ensemble d'indices canoniques des classes de Grzegorczyk

k+1

E = E(f ) est Zg—complet.

k

Une autre application du lemme 3.1.4. concerne les ensembles d'indices
canoniques des classes de fonctions récursives primitives dont la complexité est

bornée par fk :

[ (V) V2) [0 (2) = 0 (2) & o (2) < £ (2)]].

On sait qu'il existe des mesures de Blum & telles que |6]
(a) la classe de machines, dotées d'une sorte de contrdle fini, permet de minimi-
ser la complexité d'une fonction sur un nombre fini d'arguments et
(b) les entrées et les sorties ne contribuent pas & la complexité des calculs.

On peut alnsi prouver le

1) ef. section 3.2.-



Theoneme 3.1.6.- I1 existe des classes de machines <@§,¢> telles que l'ensemble

d'indices canoniques des fonctions qui sont ¢-f, ()-calculables est

k
zg—complet.

Soit {gz}zaN une énumération récursive de la classe des fonctions
{0.0]i e B} au lemme 3.1.L.
Posons

(x)

g
( £2 (0 si(Ju< g (u) =g (x)]

t(x) si (Yu < x)[g_(u) < g_(x)]

ol +t(x) est une fonction récursive primitive qui n'est pas o-f, ()-

k
calculable. L'ensemble {z|gz(u) = gz(x) p.p.} est zz—complet et on a
. g, (u)
() u < v =g (u) =g (V)] = g, x) =17 () pp

=> ( 311)&5(2)(x) $ fp_,(x) pop. = iy oSt 0T, -

calculable par (a) et (b)

(Vu)(giv)[u <V & gz(u) < gz(Vﬁ] => &h(z)(x) ='t(x) i.a. = wh(z) n'est
pas ®¥fk—calculable.

On montre maintenant qu'un certain probléme, que 1l'on appelera le
probléme de la difficulté intrinségque des fonctions récursives et qui consiste
essentiellement 3 trouver effectivement un algorithme de complexité minimale
pour une fonction donnée, n'a pas de solution effective dans la classe des al-
gorithmes P(E), On verra par la suite, qu'un autre probléme, celui de l'esti-
mation de la complexité, est soluble dans cette méme classe d'algorithmes.

Notons d'abord que le probléme B = {<x,y>|fx < fy} est déc?dable

relatif & la classe {f } des fonctions de la définition 3.2., on écrira P

k k

pour la classe des fonctions {ﬂi|i e P & (Vx) @i(x) < fk(x)}. Une application

du théoréme de Meyer et McCreight montre que FPR = lﬁ Pk est une classe de
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complexité Ri() pour toute classe de machines <{,9> ayant certaines propriétés

. ez o
et que P est une présentation de cette classe de complexité Rt() = FPR'

D% f{inition 3.3.- Etant donnée une classe récursivement énumérable de fonctions
réoursives € avec présentation récursivement énumérable C et une propre

sous—classe A de € définie par une borne sur la complexité £()
< (Vx e €)( 2y e C)(Vz) &X e A <= ﬂx = ﬂy & @y(z) < f(z)

on dira que le probldme de la difficulté intrinséque A (défini par £())
est effectivement soluble pour € (par rapport & C) s'il existe une fonc-

tion récursive (partielle) V¥ ¢ P1 telle que

(Vx e C)P, e A= yv(x) @géfini & %(x) =y & @W(X)(z) < f(z).

Théoreme 3.1.7.- Quelque soit k, le probléme de la difficulté intrinséque P
(défini par fk()) n'a pas de solution pour Fpp (par rapport a P).
On montre gque la fonction ¢ de la définition 3.3. ne peut exister
c'est une conséquence du théoréme 3.1.6.

Considérons le prédicat
¥ (x) 1ndef1n1yv I,Dly(x) # \DXV q)\l’(x) > f .

Si V¥V est récursif partiel, aloré le prédicat P(x) <=> ¥(x) 1indéfini
peut —etre décidé par une machine de Turing avec K-oracle, c'est-3-dire
que le probldme est du degré de Turing O', le degré du probléme de ltarrét.
Une telle machine peut aussi décider si (Elz)ww(x)(z) # mx(z) et
(E{v)@w(x)(v) > fk(v) pour tout x, ¥(x) e C.

Par conséquent, l'existence d'un tel VY ¢ P1 classeralt le probléme de 1la
difficulté intrins&que dans les problémes du degré de Turing O'. Mais on a

prouvé (théordme 3.1.6.) que &i £ Pk est un prédicat zz—complet, clest-
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3 dire qu'il est du degré de Turing O". L'existence d'une telle fonction
réeursive partielle est donc incompatible avec le degré de Turing du

provléme.
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3.2.- Les fonctions rBeunsives &leémentaires et une hibrarchie sub-récursive

primitive. -

Dans le paragraphe précédent on a trouvé gque le probléme
B = {<x,y>|fX < fy (Vz ; p.p.)} Trelativisé 3 un ensemble d'algorithmes A,

c'est-3-dire

Gfx)[[x e ANB = ¥(x) = 1] & [x e ANB => ¥(x) = O-]

‘n'a §és de solution pour uh certain nombre de classes importante; dfalgorithmes A.

On a aussi montré que le probléme de la "difficulté intrinséque' d'une
fonction ne peut pas aveir de solution dans ces classes.

On donne ici 1l'exemple de clgsses de fonctions récursives C dont la
croissance va etre est estimée dans un certain sens ; auparavant nous allons
rappeler un certain nombre de faits concernant les fonctions récursives &.lémen-
taires.

Soit C une classe d'algorithmes, présentation d'une classe de fonctions
réecursives pour laquelle il existe une séquence récursivement énumérable de fonec-
tions récursives fo(x), fj(x),... telle que

1) il existe i tel que Ay ﬂi(<x,y>) = Ay fx(y) pour tout x

2) i1 existe une fonction récursive a() qui énumére un ensemble d'in-
dices (algorithmes) A, (A CC), pour {fx(y)} tel que le probléme
B = {<.X,y>[f‘X < fy} est décidable relativement a A.

3) (Vi)[i e 0= (Jr)(dxy) (Vx> x ). (x) < £, (x)]] ;

ol k peut étre trouvé effectivement uniformément en 1.

Definition 3.4.- Le probléme de 1l'estimation (de la croissance de fonctions) est
soluble pour la classe de fonctions € lorsqu'il existe une présentation C
de € et une fonction Ax y wi(<x,y>) avec les propriétés (1) 3 (3)
ci~dessus ainsi qu'une fonction récursive (partielle) V¥, V¥ : C » A,
telle que

(Vi)[i g C => [W(i) converge & (V&>xo)wi(x) < ww(i)(x)]]



Remasque.- On verra par la suite gue pour des telles classes le problé-—
me de 1'estimation de la complexité d'un algorithme est &galement soluble si 1l'on
restreint quelque peu les classes de machines <{,?> considérées.

On montre d'abord que le probléme de la définition 3.4. a une sclution
pour E, la classe de définitions des fonctions récursives &lémentaires. En rela-

tivisent B A une classe de fonctions données {fk} on obtient une solution

du probldme pour la clesse des fonctions récursives primitives FPP'

Définition 3.5.- La classe des fonctions récursives élémentaires
- -(n) - re (n) - m -
E =, 10 Olvx[dy T_(1,%5) & dn) ¢, '(x) < gk(max{xﬂ), k > 1

X m+1(

~ m - ~
ol gk(x) =k, g x) = gk(gk(x)) et x abrége x CeX .

120 n

On utilise les indices récursifs élénentaires, similaires aux indices de
Kleene [28], pour la caractérisation de la classe E des dérivations de
fonctions récursives &€lémentaires.

Definition 3.6.- Soit E, 1la plus petite classe de dérivations de fonctions

1

récursives primitives qui contient

1) U? = Ax1...xn[xi] (1 €1 mn) codifié <1,i,n>
Cril = >‘X1"’Xn[i] i,n 2 O <2,i,n>
f1 = Xxy[x+y1 <3,2>
£, = axy [x=y] <k, o>

2) et qui est close par rapport & la substitution simulteanée

)3 = g<m) (ggn) (%) ... ,gr(nn) (x)) <550,8,8 50 -+ 58>

3) par rapport & la somme finie et par rapport au produit fini

ALLADNCR N e 6,041, 65
i<y
f<n+1)(>_c,y) = [ alx,i) <T,n+1,g>

i<y
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’81""’gn sont des codes (indices canoniques) de fonctions récursives
ntaires introduites par un des schémas de définitions de (1),(2) ou (3).

/
Kalmar g défini la classe E par E. 3 c'est une présentation de E.

»

" E, est close par rapport & :

H

1

(1) 1la minimisation bornée ;

(ii) 1la récursion primitive bornée ;

(n)

(1ii) L'ensemble des relations [f(n>(§) = OJ pour f e E

1

est clos par rapport a4 la quantification bornée et par rapport aux

opérations de la logique propositionnelle.

()51 g™ cE e
f (uz < y)[elx,2) = 0] s (32 < y)[glx,z) = 0]
(n+1)(§’y) _ l |
0 sinon
stors 271 L cer f(x,y) = 7 [lsale(x,2)) 5 oa sg(n) ={O o

t<y zst 1 sinon

.. . + - PP
(ii) soit f(n 1)(X,y) défini par

£(%,0) = g(x) g pmr2) o 5(ett) E,

£(x,y+1) = nlx,y,f(x,y))

£(x,y) < J(x,y)

stors £ ¢ & car avee k(ky) = <3(%,0),...,3(x.y)> on a

2(y) = (w2 < k() [(2)g = 6O A (V1 < 9 [(a)y,, = nlai, (2211,
ol AKgeoosX  SKgpeeensX > =2 et Azy(z)y, <(z)o,....,(z)n> = z sont

des fonctions de codification des n-uplets qui peuvent &tre choisies dans

E;

(ii1)  T[f(x) = 0] <= [[17£(x)] = 0]
[(£(x) = 0) A (g(x) = 0)] <=> [[£(x) + g(x)] = 0]

(Vy < 2)[f(x,y) = 0] <= )} £(x,y) = 0.
y<z
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Si 1l'on pose Axy[x.y] = Z x et Axy[xy] = 33- x - on obtient une
i<y 7 '
autre présentation E. de € :

2
(i) fonetions initiales U?, C?, Ax[x+1], Xy[ky] (k > 1)
(ii) close par repport & la substitution simultanée et par rapport a la récur-

. . ek ~
sion primitive bornée.

On définit maintenant une suite de fonctions récursives par

‘ £,(x) = x+1
fpeq (%) = £(x)

et une suite de présentations EZ(fn) de’ E(fn) ;

. n n
(1) U7, ¢i, axlx+], £ (x)

(ii) close par rapport 3 la substitution simultanée et par rapport a

la récursion primitive bornée. A 1l'aide de ces présentations on prouve la

Proposition 3.2.2.- () U E(f ) =F

on EY = Eg(gn) sont les classes de Grzegorezyk [25], gn(X,Y) étant
défini par :

go(x,y) = y+1

g1(x,y) x+y
ge(x,y) = (x+1)(y+1)
g,.1005y) = g (y+1,y+1)

gl’l+1(X+‘] ,Y) = gn+—](xsgn+1(xay>) , nox 2.

Si 1'on pose, g{) #&étant donné
n(o0,y) =y

n(x+1,y) = glalx,y)) 3 alors n(x,y) = g (y)

On obtient avec gly) = £.(y), f1(y),... ete,
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X
holx,y) = £5(y) = x+y, nylx,x) = £.(x) = 2x
X X
n, (x,y) = £(y) =20y, v (0x) = £(x) = 270x,
etc.

(a) 1) toutes les fonctions fn(x) sont récursives primitives
= x _ X
(x) = fn(x) et avec hn(x,y) fn(y),
2 2
£ (x) =0 (U (xy), U5(x,y)) = h (x,%).

n+1 n

. , . e . .. k
. 2) toute fonction. récursive primitive est majorée par un fn(x) et

k
fn+](x) > fn(x) P-P- 5

(b) pour n=0 et n=1 1l'inclusion est évidente par la définition des

classes, car E(fo) = EO et avec gg(x,x) = (x+1)2 on a E(f1)<; £°. on

montre le cas général par induction : fi(y) <Ay gk+2(x,y) ; donc

(V) 5L, 3) = S) € g, (vy)

S 8o (YF1,y+1)

= 8y,5(0:7) €&, (17).
X
Supposons  (Vy) fk+](y) < gk+3(x,y) alors

Xy coe!l 25 (y)

2) fk+1 J k+1 "k+1
1 )
$ Ty (Bys(x7))
g gk+3(o’gk+3(x’y))
done fX(y) < g . .(x,y) pour tout x, tout y et E(f )C En+j: pour
k S B+ ? n’ — .-
tout n.

(x,y) 1la classe de fonction de R.W. Ritchie [39]:

S

62}
o]
R
s
a1
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x+1

éT(x,y)
gg(x,y> = x.y

g 41(05y) =1

g (X+1 ,Y) = g (g (Xay) ,.V), nzxz?2

n+1 n —ntl

R.W. Ritchie montre [39] que (Vn) E" = E(én) et que toute fonction dans

+
Ek 1

-est majorée par un Ay gk+2(x,y). o
I1 suffit de prouver que (Vx)fﬂz) Y ék+2(x’y) < fz(y) - fz(x)(

. X y) avec

un z = z(x) qui est uniforme en x ; autrement dit il suffit de prouver
que ék+1(x,y) peut &tre défini par une récursion primitive, bornée par

. N + . "
une fonction dans E(fk), a'od E" 1§; E(fn), n 2 2 et 1'identité des

classes est &tablie.

(0,y) = 1 5 £2(y) =y, supposons (Vx)(¥y > O)

1) k=2 : 5

42
« - - -
& o (X57) < fg (v) alors g, (x+1,7) = g (g ., (x:¥),¥)

A
n

IN
N

A

2) Supposons que pour k arbitraire

(Vx)(Vy > 0)g,,, (x,¥) < £.7.(¥)

alors (a) (Yy) (0,y) =1 ¢ £2(y) = vy et si

S

(Vx)(Yy > 0) g, (x¥) < §
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alors (b) gk+2(x+1,y) = gk+1(gk+2(x,y),y) par définition

841 (84n(x57) 8, o (x,7))  par monotonie

N

2é (X>Y) _
k+2 .
f (%k+2(x,y)) par hypothese

A

(X3Y)

2g. .
+2 ~-
e (28, , o(x,¥))

A

N

-fk(ng+2(x?y)) par définition

i(XH)(y)-

N

2
£ (5 (£5() = ¢

La proposition 3.2.2 montre donc que l'on peut définir une hiérarchie

sub-récursive primitive & 1l'aide de la classe de fonctions {fk} et que cette

hiérarchie coincide avec celle de Grzegorczyk pour n > 2. Les indices canoni-

ques que l'on en déduit permettent la solution du probléme de la définition 3.k.:

Proposition 3.2.3.- Le probleéme de l'estimation a une solution pour les classes
E1(fn> d'indices canoniques de définitions des fonctions récursives élémen-
talres en fn, n > O.

On prouve la proposition en montrant que (Vn) Ay fﬁ(y), x=0,1,2,...
satisfait aux propriétés de la définition :

1) Pour tout n 1l existe une fonction 0i (<x,y>) telle que
n
Ay 0 (<x,y>) = Ay hn(x,y) = fz(y) e E (fn) pour tout x, mais
n

Az ﬂin(z) £ E(fn) => ﬂin(<x,y>) + 1 ¢ E(fn) = ﬂin(<X,y>) + 1 g ﬁin(<yo,yo>),

pour un certain ¥g» donc 9. (<yo,yo>) + 1 g5 9.

5 (<Yoayo>), une contradic-
n n

tion et 0i (z) # E(fn).
n

2) Construction de la fonction récursive ak(x) qui énumére un ensemble

d'indices canoniques pour Ay fX(y) pour lequel le probléme B est décida-

k
ble.
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(a) Scit J 1'indice de fz(y) = 2y.y, alors la fonction

al(0) = <1,1,1>
a(n+1) = <5,1,j,a(n)>

.. . n
Enumére un ensemble d'indices canoniques pour fz(y).

E (e ), ns 2.

(b) Pour k arbitraire, on utilise le théoréme précédent, 0

.,xn) pour la fonction

Lorsque 1 est indice canonique, on écrit gi(x1,..

récursive élémentaire d'indice i, ol n = (i) par définition des indices

1

canoniques. Toute classe E" est énumérée par la fonction d'énumération de
E
Kleene [28], el "(i,x), définie par

) si 1 est indice canonique

jgi<<x>o,<x>1,...,,<x>(i)1

el (i,x) =

LO sinon

On dira que i est n-indice (canonique) de f()  ou f() est récursive élé-
. 3 3 . . - = . <-> . I3

mentaire en En avec indice i si f£(x) En+1(l’ X>) En recoit le

n-indice canonigue <0,2,1>.

On cherche donc, par induction, de définir un k-indice de fk :

Soit 1 un n-indice de Ay fn(y), on construit d'abord un (n+1)-indice de

ay £ L (y)

n+1
g(i,0) = <1,1,1>
g(i,x+1) = <5,1,i,g(i,x)>,

(g(i,x),<x>), donc

(X) s

g(i,x) est n-indice de Ay fi(y) et £ . (x) = fz(x) =E

n+1 n+1

h(i) = <5,1,<0,2,1>, <5,1,8, <2,1,i>, <1,1,1>>,<x>> est n+1-indice de fn+1

ol g est indice de g(i,x) et <x> indice de Ax<x>.
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Si i est indice canonigue de fg(x)= 2X.x,alors Wt (i) est (n+2)-
indice de fn+2(x).

Donc hk(i) = ak+2(i), k > 1, est la fonction recherchée.

En+1

3) Toute fonction de peut &tre majorée par fi ; i.e.

(V)3 e m(£) = (Tn)(Vx 2 x) [£;(X) ¢ £ (max(3))]] .

Cette propriété est facile & prouver par inductionsur la construction de

la classe E(fn) ;

(i) i indice d'une fonction initiale : immédiat
(ii) substitution :

si £(x) € fp(max(x)) et £(X) <t Tmax(x)), 1<4ism

n + max (n.)

s, O (max(x)

(iii) somme finie et produit fini : si f£(x,¥y) < fi(max(%,y)),

(Vx 3 x,) ] £(x,1) £ (max(x,1)) €y . £ (max(x,¥))

N

) ) k
i<y i<y
+ —
< fﬁ 1(maJc(x,y)) Vk 2 2

(Vx 32 ) T £(,1) < T D (max(3,1)) ¢ (£ max(z,y)))7

i<y i<y

+ —
Sflri ®(max(X,y)) Vi 3 2

Pour la démonstration de la proposition, il suffit maintenant de poser

k(f) =0 si (;)O = 1,2,k

k(f) =1 si (£), = 0,3

k(f) = k(g) + max (k(51),...,k(gm)) si f = <5,n,g,g],...,gm>

k(£) = k(g) + 1 si f = <6,n*+1,g>

k(i) = k(g) + 2 si f = <T7,nt1,g>

k(f) = indéfini si f n'est pas indice canonique et on
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3.3.- Classes de machines de complexité bornde et Le problime de La complexitd.

On considére dans ce paragraphe une certaine classe de machines de
Minsky [351 et une mesure de complexité fixée. On montre que le "probldme de
la complexité&" insoluble en général, a une solution pour certains ensembles

d'indices de cette classe de machines.

Déginition 3.7.- La classe des machines de Minsky {Mi} est une classe de
‘ machines & registres. Une telle machine utilise pendant son calcul un nombre
fini, mais variable (et non borné) de registres qui peuvent chacun contenir
tout entier. Ces registres sont adressables directement et indépendamment

par le programme ("random access") ; on écrit x,y,... pour l'adresse d'un

registre et X,Y,... pour son contenu.

(i) Une machine de Minsky de base peut avoir l'une des trois formes
Sx, Nx, Txy (x,y € N) qui correspondent aux opérations suivantes sur le

contenu des registres : X := X+1, X :=0, X :=17Y.

(ii) La classe des machines de Minsky est la classe gul contient les ma-

chines de base et qui est close pour les deux opérations

(a) enchaTnement : si Mp et Mq sont des machines de la classe, alors

la machine M Mq qui effectue les opérations de Mp’ puls celles de Mq’
est une machine de la classe ;

(b) itération : Si M est une machine de la classe, alors la machine
RXMPF est une machine de la classe dont le travail consiste & itérer les
opérations de MP tant que le contenu X du registre x est différent de

Pl
Zero.

Deginition 3.8.- Mi calcule ﬁin) avec complexité éin) <=> CVE)[Mi(E) s'arréte
(n)(— (n),=

1 — =y - .
N X) pas ) avec wi(x) = <x,¥; (x)> dans les registre:

§H)<§<> = @in)(i) = indéfini

aprds exactement &

0,7,...,n ou bien Mi(;) ne s'arréte jamais et

une instruction &lémentaire de Mi : Sx, Nx, Txy, Rx ou F est considérée
comme un pas de calcul.
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I1 est bien connu [22] que cette classe de machines de Minsky calcule
toutes les fonctions récursives partielles ; & est une mesure de Blum et

{<$i,®i>} est une classe de machines acceptable dans le sens de la définition 2.k.

On prouve par la suite que les indices des classes des machines de
Minsky dont la complexité est bornée par une des fonctions fk() du lemme 3.2.1.,

fo(x) = x+1, fk+1(x) = fﬁ(x), forment des ensembles ). -complets -(propositions

2
3.2.1. et 3.2.2.).

Le lemme 3.3.3. montre que ces classes sont closes par rapport aux
schémas de définition des fonctions récursives élémentaires. Par conséquent,
si 1'on fait correspondre a tout indice canonique un indice d'une machine de
Minsky qui définit la méme fonction par le méme calcul, c'est-3-dire si 1'on choi-
sit pour tout schéma de définition un "programme standard" dans la classe des
machines de Minsky, alors on peut effectivement obtenir 1'indice de la fonction

de complexité.

Une application du procédé d'estimetion de la proposition 3.2.3. permet
alors de résoudre le probléme de la complexité, c'est-a-dire de trouver une borne
pour la complexité de tout programme (machine) dans cette classe de "programme

standard".

- . . , . _ - X
Définition 3.9.- Soit fo(x) = x+1,...,fk+1(x) = fk(x).

La classe de machines de Minsky de complexité bornée par f;(x) est

avec complexité ®§n)

T = : (n)
E(fk) —def{llMi calcule ﬂi

)3 ¢ Plmax(x)}

& (Jn)(Vx)o
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c'est-3-dire la classe de machines dont la complexité est majorée par un

f§<max(;)).

On a la

Proposition 3.3.1.- (Vk) E(fk) n'est pas récursivement énumératle.

K peut etre réduit 3 E(fk)

%) si (dn 5 x) T(z,z,n)

0 si (Vn < x) 17(z,2,n)

z ¢ K <=> (.HXO)(VX > xo)ﬂf(z>(x) = fi(x) <=> (Vn)(z]xo)(Vk > XO)Qf<Z)(X) >

> fi(x) <=> f(z) ¢ ﬁ<fk).

2 e K <= (V)b (x) = 0 <= (Hrﬂ(Vx)Qf(Z)(x) < £, (x) <= £(z) & E(f,).

Notons que la validité de la démonstration dépend encore de la com-
plexité du prédicat (Vn g x) 1 T(z,z,n). On verra par la suite que {<Mi,®i>}
est une classe de machines 8lémentaires et que par conséquent la proposition est
vraie pour k 3 2 ; pour k =0 et k =1 on peut se baser sur 1'indécidabi-
1ité des classes de Grzegorczyk : E(f0)€; E(fo) et EO = E(fo) ; mais
T(z,z,n) € EO.
Proposition 3.3.2.- E(fk) est zg—complet.

On définit une fonction récursive g() ¢ R, telle que

1
A=, x[ () (V) (W) [y < u =T T(x,u,v)] Vet &(z) € E(f)<=> z ¢ A.
On calcule simultanément deux fonctions, Mg(z)(x) qui simule MZ(y),
v =0,1,...,x et uz(x) gqui compte les arguments sur lesquels Mz(y)
u (x-1) ‘
P P . . . 1A :
est déja défini Mg(z)(X) simule Mz(y) sur f, (x) pas.

Au pas x = 0, on pose uZ(O) =0
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au pas X. on calcule

u (x-1)
(1) uw (x) = [{yly sxee (y) sf (x)1}]
) u (x—1%
(1i) si uZ(X) =x, i.e. Wy < x @Z(y) < sz x) alors on pose
\ uz(x) .
@g(z)(x, = fk (x), sinon uz(x) <X
alors si uz(x) > uZ(x—1) on pose wg(z)(x) = @Z(x)

et“s1 uz(x) =‘uz(x—1) on pose wg(z

S
~
>
It
(@)

et on va au pas x+1.
On vérifie que

7 e A => (Hu)(VV)[u < v = uz(u) =4 (V)] => (Z)(X) =0 p.p. =

Z g
=> uz(x) £ E(fk) => @g(z)(x) £ E(fk) = g(z) ¢ E(fk)
- (x-1) -
e ko [0 e x,) 65 () &9 () = 0] v [ () > u (et duef
=> [u (x) € E(fk) & <I>g<z>(x) é E(fk):l A\ I:U.Z(X) Ff E(fk)]==>
= 0_(,)(x) £ E(f) = el2) £ E(g,).

La classe des machines de Minsky ﬁ(f ) et la classe correspondante de

k
fonctions E(fk) = {£fO)[ (i ¢ ﬁ(fk)) . = £()} est close par rapport aux

]

=1

(£.)) C E(f

Xk ) 3 et par conséquent on a

schémas de définition de E, S_ : S _(

E E k

E(fk) c E(fk).

Comme M peut etre arithmétisé dans E, c'est-a-dire dans E(fe),

) est donc une présentation de E(fk).

on a également E(fk) QE(fk). E(fk

On remarque d'abord (et on prouve aisément par induction sur la d&fi-
nition des indices récursifs &lémentaires) qu'il existe un procédé effectif qui,
a4 tout indice récursif élémentaire donné, fait correspondre injectivement un
indice d'une machine de Minsky fortement &quivalente (voir aussi la définition
3.10. ci-dessous) ; soit E*(fn) la classe de ces machines.

Les propriétés de cldture de E(fk) permettent maintenant de cons-
truire, pour toute présentation récursivement énumérable ﬁ(fk)cl ﬁ(fk) de

E(fk) une fonction récursive o) telle que
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(% ¢ F2,)) [o(i) € S,(F(5,)) & 0 (x) = 0, ()]

k k

. *
Si 1'on pose F(f, ) =E (f

. ), on voit que E(f,) = E(f ) possdde la

k k k

propriété de Ritchie-Cobham.

Lemme 3.3.3.- La classe E est close par rapport aux schémas de
(i) la composition des fonctions,
(ii) 1'itération bornée,
kiii)wla sgmme finie ef le produit fini,
(iv) la minimisation bornée.
I1 suffit de se borner qux fonctions singuliéres sans restriction de la

P s L2 iy i +1 .
généralité, car si Azf( )(z) = Azg(n )((z) .,(z)n) on peut associer

(1>(

o "

Axo...xn g(n+1)(xo,...,xn) Axf(1)(x) = f

jOrg

<x0,...,xn>)
dans E, car E contient une fonction de Cantor (des couples). Il suffit
donc de prouver que si f() et g() Sont calculables avec fonctions

et @g, wg respectivement, f et g e E, alors

(1) h(x) = f g(x) est calculable avec

<
[ax
be
"
<
oy
Ho
ol
b
A
n

@j(af(<x,gﬁx)>)) =

<x,Tf g(x)>

@j(<xag(x)af g(x)>)

0, (x) = 0 (x) + o (a(x)) + o,(f &(x)), Us50, ¢ E donc 8 (x) = P (1 (x)

bt

est récursif élémentaire en f, g, o, et @g ; 11 suit que o(h) ¢ E ;

(ii) hi(x) = ¢ 1(g((x)o) < j{x) est calculable avec

Pal<(0) 540,80 () s (x) 2) = <(x) g an(<(x) g, 05), (%), -i>

] b

) + QJCX)

+

6, () = o_((x) o, 19 ((x)g) =

©

(0.(<{x) ,i,h(<(x) _,i>),(x)
iS%X)1 pl<ix) x)»i x),

L

1)+2)

I
o
+

((X)O) + ¢.(x)

g d

@h(x) = ﬂc(h)(x) est élémentaire en f,g,g,éf,ég et @j.
Notons que of(h) e E <=> (Vx)[h(x) < j(x{] ; ce schéma est non-effectif car

(Vx)[h(x) € j(x)] n'est pas décidable dans E.
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(1i1) f(x) = Z g{i) est calculable avec
i<x

o) = T w(i)+ I (ei)+1) , jeE

et similairement pour f(x) = iLL g(i) ;

(iv) ce schéma est équivalent & certains schémas précédents.

Lemme 3.3.4.- (Vk)fk(x) est calculable par une machine de Minsky avec com-

plexité ¢ (x) £ Ax £2(x).
fk k
Pour k=0, la machine Sx calcule fo(x) = x+1 avec complexité

Soit k arbitraire et supposons que Vn g k fn(x) est calculable avec

T+ & = =X -
complexité an(x) < fi(x), alors fk+1(x) hk(x,x) fk(x) est calcu

lable avec complexité

% (x) s 0.(x) + ) (o, (<x,i,h (x,i),x%1i>) + 2)
Ly J isx Tk k
et ®j(x), ®f (x) et hk(x,l) € E(fk+1) => Qf (x) e E(fk+1) par le
k k+1
lemme précédent.
I1 est par contre &vident, que e (x) # E(fk), sinon
k+1
(Hyﬁéf (x) < fi(x), mais
k+1
(Vx > y)e (x) 2 ) o, (<x,i,h, (x,1),x*i>) 3 h (x,x) > £ (x)
f . f k k k
k+1 1<x k

Corollaire 3.3.5.- (¥n) E(fn) a la propriété de Ritchie—Cobham.
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'3.4.- Machines de Minsky nesineintes et wte solution du probleme de ~comolexite.

Dans ce paragraphe on traite en détail la solution du probléme de com-
plexité pour une certaine présentation récursive de |ﬁ E(fk). On définit une
classe de machines de Minsky (c'est-3-dire un certain ensemble d'indices) qui
est une présentation de la famille des classes E(fk),k =0,3,....

On peut coder la structure de ces machines similairement aux indiées
- canonigues de WFﬁR et utiliser ce code pour une estimation d¢ lg gomplexité des
calculs qu'elles effectuent. Leurspropriétés sont donc les mémes que célles des
indices canoniques ; mais on peut ici définir les foncﬁions'de complexité d'une
maniére plus naturelle.

Soit {Lk}keN la classe des machines de Minsky & instructions d'ité-
ration RxM?F "statiques", c'est-a-dire que ces machines utilisent un registre
spécial (un compteur) pour X, le contenu de x. Chaque instruction d'itération

Rx transfére d'abord le contenu de x dans un compteur gqui est par la suite

inaccessible pour le programme Mp'

Déginition 3.10.- On définit L, comme la plus petite classe de machines de
Minsky contenant les machines de base et close par rapport d 1l'enchalnement
des machines.

On définit Lk+J comme la plus petite classe contenant Lk’ les itérées

(statiques) des M ¢ L, et close par rapport 3 1'enchainement.

Ainsi, Lk est l'ensemble des programmes (machines), qui ont au plus k
instructions d'itération statique imbriguées.

R.W. Ritchie [391 a montré que E(fn) est clos par rapport é'la substi-
tution et par rapport a l'itérétion bornée.

* . -
On veut montrer que E (fk)g; L Lk étant un sous-ensemble de E(fk),

-

il sult que &i € Lk =>‘®i € E(fk). On montre d'abord, que 1l'on a aussi @i € Lk'
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Proposition 3.4.1.- P, ¢ L, => ¢. ¢ L.
1 k 1 k

S &i est un Lk—programme, alors on peut construire un autre Lk—programme

ﬁé tel que @i() = @i(). I1 suffit en effet d'introduire une nouvelle va—

riable y et d'insérer apres chaque instruction &lémentaire de @i une

instruction Sy et de prendre la valeur finale de y, Y comme le résul-
tat de @i(x).

Une telle transformation n'insére pas d'instruction d'itération dans le

programme wi et de ce fait, ne change pas la classe Lk' du programme

wi, i.e. &i e L= ﬂi £ Lk. Done ¢i<> = @i() et @i() e L.

Pour montrer que la classe des fonctions Lk calculées par Lk est exac-

tement la classe E(fk), k > 2, i1l suffit maintenant de prouver le

Théoneme 3.4.2.- @f() £ E(fk) = £() e Lk’ k » 2.

Autrement dit, L, est présentation récursive de E(fk) k > 2. La démons-

tration est basée sur la propriété des classes ;k d'étre closes par rap-
port & 1l'itération simultanée bornée.

(a) fk(x) € Lk :

f (x) est calculd par M (x) =8x e L.. (Vk) si M (x) calcule

0 0 0 k
_ X P =
fk(x), slors fk+1(x) = fk(x) est calculé par Mk+](x) Rx Mk(x)F.

(b) Yk z2 Vr dgVx £() e E(f) = g() e L[ & glx) > £(x)
Cecl est imm&diat par la dé&finition des classes E(fk) et par

(a) ci-dessus, car T, € Lk et f; est calculé par un programme en

Lk qui consiste en n calculs de f () avec des transferts appro—

k
priés des résultats intermédiaires : Txy Mk(x) Txy Mk(x)....Txy Mk(x),

n fois.

e E(f, ), c'est-3-dire qu'il existe une

() si 0,0) e E(5,), alors 9, ¢ E(f,

machine (non-restreinte) de Minsky M_(x) qui calcule @f() en com-

f

plexitéd ®f() < fi(). Cette machine peut €tre simulée par une machine

$p(f g) € Lks ol p est une fonction récursive et 1l'indice d'une borne
2
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pour ®f() obtenue par (b) ci-dessus.

Ceci est équivalent & l'assertion suivante

I1 existe une machine ) qul calcule la foncticn ﬁf ()‘et qul appar-

p(f,g
] 3 | o) .
tient 3 Lk si _f(x) < @g(x) et @g 5 Lk
On montre d'avord que Lk est clos par rapport 2 1l'itération bornée
soit fg(x) = gi(x) 1<1ign

T T = (), () 1<1ign

i i
(%) < 3. (%) 15isgn
i i
ou gi, hi’ Ji £ Lk'
Avece Hni(nn(ZT""Zn)) =z 1¢1g€n
Hn(zj,...,zn) < Hn(z1,...,zn) si z, sz, 22 € 2
on a f(x,y) =1 (fy(x),...,fy(x))
n 1 n
et (x) =1 .(f(x,y)), d'od

1 ni

et

<t7(x)50 T (x)> 8 <3 (0) 5005 (y)>

I1 est évident que f(x,y) est calculé par un L, ~programne composé des

programmes individuels pour

j1(x,y),...,jn(x,y),g1(x),...,gr(x) et h1(x1,..,xn),...,hn(x1,...,xn).

La définition peut etre facilement &tendue aux fonctions fz(x1,...,xp).

Soit maintenant <X1""’Xr> le contenu des registres d'une machine de

Minsky ; une configuration d'une telle machine est un (r+1)-uplets

1""’Xr> ol 1 1le numfro d'une instruction de la machine Mf.

On définit <Fg(§), F{(§>,...,F§<x)>

<i,X
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O_
par Fi(x) = x; 1 <1gn
Fg(g) =0 n<ig¢gr
et
p
F?(x) + 1 si Fg(x) est numéro de Si
y+t=y FY(;) si Fy(;) est numéro de Tij
-‘Hi (X)_ ‘ J 0
0 si Fg(g) est numéro de Ni
Fz(g) sinon
( Fg(i) + 1 si Fg(é) est numéro de Si, Tij, Ni
Fg(;) + 1 si Fg(x) est numéro de Rx & Fi(z) # 0.
Nadlie )
Fo (x) = Yz N
Fo(x) -k si FO(X) est numéro de F
y" . y— P y__
Fo(x) + k+1 si Fo(x) est numéro de BRx et FX(X) =0

~

ou k-1 est la longueur du programme entre Rx et F.

]

Les fonctions f(x,y) x+y

et f(x,y) = xy

sont dans L, ainsi que la fonction définie par

ol Eisvv08 €t Qu,...,Q € L.

Ainsi, F (%), Fy(x),...,FZ(i) ont tous des L,-programmes. Par conséquent,

0 2

la fonction f(n>(§) =F _ (x,0 (x)), ¥ € Lk posséde également un Lk—

programme, qui peut &tre obtenu par composition d'un programme pour @g(%)

avec le L2—programme de simulation décrit ci-dessus.

On donne maintenant la solution du probléme de 1'estimation de la com-—

c'est-a-dire on construit une

k;
n(z) = .
telle que f, (mex(x)) est une majo-

plexité pour la classe des programmes @(E) e L

fonction réecursive partielle n() ¢ P1



_’(3_

(I’l)(

rante de 2 " (x "Xn)’ si 2z est un L -indice et n{z) -est indéfini si

12" k

z n'est pas L-indice.

Théoreme 3.4.3.- I1 existe une fonction récursive partielle n(z) telle que

(Vz)[@in> € Lk => @in)(x1""xn) < fi(z)(max(xw,...,xn))]

On procé&de par double irduction sur le degré k de l'indice 2z et sur la

longueur du L-programme notée £(z)

cy as - . e
(1) Soit k=0 ; &i e Ly avec L,-indice =z

(a) si £(z) = 1, alors (z)O = 1,2 ou 3 et
0. (x x ) =1¢ f’(z)(max(g))
177177 S0
(b) si £(z) = n*1 et la propriété vérifide pour 4L(z) < n ; alors

la (n+1)1eme

intruction ne peut augmenter Qi(XT""Xn) que de 1

L(z)

2(z)
o 27(0) ¢ f5

3. (x .,xn) = n+1 ¢ f (max(x)).

S A

(ii) On suppose le résultat vérifié pour k, montrons qu'il 1'est pour

k+1
n)

( g -
(a) supposons &i e L,, avec L_  -indice z et £(z) = 2k+3,
(n)

c'est-3-dire mi est le plus court L

(n)

Dans ce cas Mi

k41 Programme possible.

est de la forme Rx MF, oi M est un Lk—program—

me. Si la complexité de M est bornée par fi(max(i)), alors

i D pt+1 N s .
max(x) = q, s fk(qo) *ay s Ty (qo) aprés une éxécution de M
sy 2 - D P‘H ~
et la complexité de M est donc bornée par fk(fk (qo)) 3 la
seconde éxécution de M.
A la troisiéme éxécution on &
Y = D P+ pt1
max(x) = q, s fi (£ (a5)) + £ (q)
+1 2p+1
< 2P Nag) + 225 (g,)
2p+l,
f (g.)
K 0 DpH Dp+1 op+2
s £, (£7 (o)) < £,(£, (ag)) & £,7%(qy)
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A ” -~ + -~
et la complexité de M est donc bornde psr fi(fi(p 1)(qo)) a la
troisiéme éxécution de M.

Par conséquent,
(n) h
n np+n-1
) +
0 xpseax ) € 1 F 290+ ) fy (ag)
n=1
4 P+g. "
=0 (a,) s
4n 9nP*ta,1
0 0 @]
f +1) + f
S ‘1(qo 1) £ (qo))
g, (p+2)
s£° ()
S Tk 0
a5 (p+1)
0
s 1 (£, (ay))
£ .. ()
k+1" >0
<1, (f,(2)) k3
2 £(z)
< fk+1(q0) < fk+1 (max(x1,...,xn)).
I1 était donc suffisant de poser p = £(z).
(b) €1 #(z) = n+1 > 2k+3, supposons la propriété vérifiée pour

pln)
1

a2 la forme Rx M F, la démonstration est

(n)

celle de (a) ci-dessus et si s

2k+3 < £(z) < n, si

a la forme M M et la com—
P a

plexité de Mé est bornée par f£+1(max(x)) et celle de Mq par

q -
fk+1(max(x)), alors

(n) P q . P
o, e e 3K ) + + t 5 (

D pra+i
h fk+1(q0) fk+1 ( O)
p+qa+?
€ fLg (qo)

et 11 suffit de poser p = L(M ) +1, g =L(y ) + 1, ¢'est-3-
p q

dire que n(z) = £(z) + 1.
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3.5.- Classes de machines élLémentalnes.

I1 résulte des sections précédentes que les classes E(fk) et

E(f ) sont des classes de Ritchie—Cobham gui possédent des présentations

U
k>0 k’

canoniques pour lesguelles le probléme de 1l'estimation de la complexité a une
solution. Ce meme probléme n'a pas de solution pour la classe E(fk) de toutes

les machines dont la complexité est bornée par fi(x).

- -On utilise maintenant une méthode de goddelisation de M et le résul-

tat sur les classes E(fk) pour caractériser des classes de machines (et de
mesures de Blum) dites "élémentaires" par des axiomes. Cette méthode fournit
galement des fonctions d'énumération de classes de fonctions récursives &1é-
mentaires dans une fonction donnée E(f). On établit la relation entre les

e, . P o
classes E(f) et les classes de complex1té bocrnée R*() et on trouve un cer-
tain degré d'invariance par rapport i un changement de mesure. Ensuite on &tu-

die certains probldmes de la classification des fonctions récursives et la cons-

truction de hiérarchies.

Lerme 3.5.1.- I1 existe une arithmétisation de M +telle que la fonction

s code de la configuration des registres de Mi si

Mxt U(i,x,t) = 7t 2 0.(x)
A - = i

0 si t < @i(x)
est récursive &lémentaire.
R&dding montre [hh] pour une machine M différente, mais &quivalente,
qu'il existe une codification {pi} des machines {Mi} tglle que
U(i,x,t) e Eg, c'est-3-dire sub-&lémentaire {la classe E2 contient les
fonctions initisles de E et est close par rapport i la sdbstituﬁion
simultanée et par rapport & la somme finie ; toute fonction sub-élémentaire
est bornée par un polyndme).
Etant donné un indice k d'une machine Minsky, on définit une k-configu-

x> ol 1 est le code d'une instruction de

ration Ck par <K,LXys::-> N



base de M (pk)1 =n et x

12 ©HX sont les contenus-des registres.

02"
On prouve d'abord sans difficulté [44] que les prédicats M(pk) <= p

est le code de Mk,e {Mi} et Conf(pk?y) <=> y est k-configuration,

sont sub-£lémentaires et gue les codes pk pour les machines Mk peuvent

etre énumérés en ordre croissant et sans répétition par une fonction récur-
sive &lémentaire. Par conséquent, la fonction successeur Ay S(k,y) pour
les k-configurations 7y :

S(ky)

= configuration successeur de Yy, si une telle configuration existe
S(k,y) =y si y est finale
est sub—-8lémentaire, et la fonction de configuration : C(i,x,t) = "i-con-

figuration C, aprds t ovpas de Mi” peut €tre définie par une récursion

bornée

C(i,x,0) = <i,F(i),x>
C(i,x,t+1) = s{(i,c(i,x,t))

C(i,x,t) < j(i,x,L)

ol F(i) est la premiére instruction de base de Mi’ avec <i,F(i),x > =

P

= Axg(i,x) et ix S(i,x) sub—-élémentaires, donc Aixt C(i,x,t) #lémen-

taire (si 1l'on borne (pi) =n<n, on peut trouver un Axt j(i,x,t) sub-

élémentaire).
Par définition de S(i,y), C(i,x,t+1) = C(i,x,t) lorsque
cli,x,t) = <i,L(i),$i(x)> est une configuration finale, et L(i) #&étant la

derniére instruction de base de Mi

@i(x) = ut[C(i,x,t) = C(i,x,t+1)] et

Lﬁl(x) = (C(i,XaUt[C(i,Xat) = C(i,X,t'H)]))
Finalement, on pose

j (C(i,x,y))2 si v oz ¢.(x)
Mixy U(i,x,y) =

L 0 si y < o (x)
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Dépinition 3.11.- E[f()] est un opérateur &lémentaire si E[f()] e E(F) pour
tout () ¢ R1.

E[f()](x) est la valeur de la fonction E[f()] 3 l'argument x.
Feit : les opérateurs &lémentaires sont récursivement énumérables.

On généralise maintenant les résultats obtenus pour la classe de

machines {<Mi,®i>} ol M est la classe de machines de Minsky (sans restric-

P

.tions) et 0 lé nombre de ?as (instructions de base) éxécutées par- M. On obtient
ainsi les axiomes pour les classes de machines é&l&mentaires dans leur forme de
Constable [21] :

(a) dans le paragraphe précédent on a essentiellement montré que
(1) Ve() e R, [0 e E = (F1[0, =&0) &o,0) c E]]

(ii) en relativisant par rapport & une fonction arbitraire f() ¢ R on obtient

-]3

immédiatement par le lemme 3.5.1.

Ve() e R [e() e E(£) =>(d4)[v,

5 g() & . € E(Qf)]]
ot f est un indice arbitraire pour f£().

(1i11i) lorsque f() est calculable dans E(f), i.e. Hf‘éf(x) < E[f()](x) pour

un certain opérateur &lémentaire E[ |, on a :

Ve() e R,[g() e E(f) = (d1)[9; = 80) & o, e E(D)]] ;

1 .

(b) supposons que @i(x) < g(x) pour un certain i et pour un g{() e E(F) ;

l'existence de la fonction U(i,x,t) du lemme montre que

1D(X) = U(i,x,@i(x)) ==

>
ke
]

U(i,x,e(x)) par définition de U(i,x,t) ==>

@i() e E(f) car U(i,x,t) est récursif &lémentaire.

(c) Soit @i(x) ut[c(i,x,t+1) = C(i,x,t)] si un tel t existe

N
—
™
~—
1}

indéfini sinon ;



_78__

il est facile de vérifier que

@i(x) défini ==> (E]j)@j = ®i & ©j(x) < E[@i()l(x)?

pour un certain opérateur €lémentaire E[ ] ; car la fonction
f(x) = uy[g(%,y) = d], g() ¢ E est calculable en complexité éf(x) < E[f()](x)
sur une machine de Minsky.

Les points (a) & (c) peuvent etre prouvés pour un grand nombre de
P P

- classes <,%> ; on définit donc axiomatiquement les classes. de machines suivantes

Dépinition 3.12.- <f,0> est une classe de machines €lémentaires si

(i) {<wi,®i>} est une classe de machine acceptable,
(i1) v£(),g() ¢ R1[g() e E(f) ==> existe E[ Jet ﬂjtels que wj() = g() et

3.(x) < E[Qf()](x) pour tout x] o f est un indice arbitraire

pour f(),

(i11) V20,00 e R, Je0) e R, ¢, (x) < g(x) & g) ¢ E(£) = 9.} & E(£)

1
(iv) 4 vvi 33 [o; = o, & [@J.(X) 6éfini = ¢.(x) s (e, (x))]].

Définition 3.13.- £() e R, est E[ ]-honndte <= Jr 0, e on(x) 5 E[£()] (%)

pour un certain opérateur &lémentaire E[ ].

Depinition 3.14.- soit )y fk(y), k=0,1,2,... une sulte de fonctions récursives
telles que
(1) Ay fk+1(y) > E[fk()](y) pour tout y et tout opérateur &lémentaire

(i1) (vk) 1, () est E[ ]-homn&te.

Théoneme 3.5.2.- (a) U((i)o,x,f( (x)) est universel pour les fonctions sin-

i)1

C o U
gulieres de %, E(fk)

(o) (¥x) U((i)O’X’E(i) [fk()](x)) est universel pour les fonctions singu—
1

li8res de E(fk).



1
<
»
0

Ui x, 1 (x) = wt[C(i,x,t) = Clix,t+1)] ¢ £, (x)

sinon

1}
(@}

U(i,x,fk(x))

~—

donc si f() e U E(F alors Eak 'Hi_ avee £() =10.() et o.() g £ ()

i.e. ﬁi(x) = £(x) = U(i,x,fk(x)) pour tout X.;

g1 F) £ g E<fk) alors f(x) # U(i,x,fk(x)) pour tout k et i, car

Ax U(i,x,fk(x)) £ E(fk).

Par s-m-n i1 existe une fonction récursive s(e,i,k) telle que

Ax U(l,x,fk(x)) = Ax @s(e,i,k

Donec, si 1 & ?{E(fk) alors (Hk) U(i,x,T

)(X) ol e est un indice pour U.

k(X)) = @i(x), a'ol

1)()|i,keN}.

) C{n .
k E(fk> = {’S(e,l,ﬂ

Si j = s(e,i,k) alors

a) 1’Ds(e,i,k)() KDJ() & @i() < fk() ou

Ws(e,i’k)() =0 p.p. & 0.0 >f0).

Dans tous les cas, J e UE(f ). D'ou {¥ ()|i,ksN}§U E(f, ).
Kk k ) R

s(e,i,k
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3.6. Relations entrne Les classes E(Ff) et Rfi().

On prouve maintenant un théoréme gqui relie les classesvde fonctions
récursives élémentaires en une fonction récursive f() donnée et les classes de
complexité bornée Ri(>. On constate que E(f) = Rf() pour un certain t(} = tf()
récursif total si et seulement si il existe un opérateur récursif &lémentaire
E[ ] et un indice tels que ®f(x) < E[f()](x) pour tout x ; i.e. () est
E[ ]—:honnéte.

I1 est &vident que la propriété Eﬂt() E(Ff) = Rf() est largement indé-

pendante de la classe de machines choisie et en fait est vraie (ou fausse) pour

toute classe élémentaire de machines <§,%> [cf. définition 3.12.].

Théeonéme 3.6.1.- . Soit <P,d> &lémentaire, alors

£() E[ ]-honnéte <=> E]tf() E(f) = Ri’ 0"
£

(a) ==> : On suppose que af‘ ®f(x) < E[f()](x) pour tout x.

si f() est E[ ]—honnéte, alors

Ye() Yh() g() = E(£) & B() ¢ ‘Rj;() = n() e E(f),

car <y,%> est une classe de machines élémentaires.
On énumére E(f) & 1'aide de la fonction d'énumération de Kleene et

on pose

f.(x) = max[elf()(a,x)].

1 .
agi

Par conséquent ., (x) 2 fi(x) pour tout i,x et par le premier théoréme

1
de Meyer et McCreight il existe une fonction tf() € R1 telle que

Done g() ¢ E(f) = 'ﬂfé() z() € R?i() et h(x) = U(<i)0’x’f(i)EX)) pour

un certain i et en particulier h(x) = U((i)o,x,g(x)) par définition de

h() => h(x) e E(f) & @h(x) < g(x) par définition de U et de Rz()=>

A& Y L EfeN
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D'ailleurs, & est élémentairement honnéte et

? (x) 5 glx) => o () e Elg) => ¢ () ¢ E(£) => n() < E(£),

(b) <= : On suppose Eitf() E(f) = Ri () Dour prouver gue £{) est E[ ]—honnéte.
£

On montre que si f() n'est pas E[-I—honnéte, alors Vt() E(f) # R_,

Soit done f{) une fonction malhonnéte, i.e. (Vf)ﬂf() = £() =>¢f() >

> Eff(l[()'i.a;'pour tout opérateur récursif élémentaire, donc ¢_() ¢ E(f).
. N

On suppose en outre que f(x) < fi(x) pour tout x et pour un certain

£.() ¢ E.

1

Considérons une fonction g() & E(f) et telle que g() ¢ E.

Par le lemme T7.7.1. de Axt [Ji], comme fF(x) < fi(x) pour tout x,
(

il existe une fonction récursive p() telle que £

£.()

Mais el * (a,x) #énumére exactement la classe E, donc g()eE(F)

implique g() est borné par une fonction récursive &lémentaire.

D'autre part,

@g(x) < ®f(x) & @g(x) ¢ E(F).

Supposons maintenant que :Etf() £(f) = Ri 0

T

9 . . . . .
Dans ce cas Rt () a la propriété de Ritchie-Cobham ; en particulier

Esd
—
~—
LGN
st
—
N
|
v
©
—
N
™

@ Ri ()—contradiction.
g g .
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ct o

La propriété d'une classe de complexité R 0 d'etre identique 3

une classe de fonctions récursives de la forme E(f) pour un certain f£()

E[ ]—honnéte (et par conséquent de posséder une prisentation E(f)) est évidem-
ment assez exceptionnelle ; nous avons vu gque ces classes ont nécessairement la

propriété de Ritchie-Cobham. Il y a donc, pour toute classe de machines <{i,¢>,

des classes Ri() gqui sont différentes de toute classe E(f) ; si par exemple

t() est une fonction malhonnéte, alors il est possible qu'il n'y ait pas de

(

£ () et t'() £ n(t()) p.p.; avec

fonction t'() honnéte telle que Ri() =R
h() ¢ E. On reviendra sur cette question dans un autre chapitre.

. d) 1
On peut pourtant prouver qu'il y a '"beaucoup de classes Rt() qui

ont une présentation E(f)

Théoneme 3.6.7.- La famille des classes E(f), f() Z [ ] - honnéte, est dense
pour l'ordre d'inclusion.
Autrement dit, si E(f)ﬁ; E{g), f() et g() E[ ]—honnétes alors il

existe h() E[ ]-honnéte, tel que
E(f) ¢ E(n) G E(g).

Soit tf() une borne de complexité pour la classe Rié) = E(f), obtenue

par le théoréme de Meyer-McCreight, tg() une borne pour Ri () = E(g)

g
¢
et tE() une borne pour Rt() = £,

On construit h() de facon que si () e E(g) & t() £ E(f), donc

@t() > tf() i.a. et si S = {x[@t(x) > tf(x)}, glors h(x) = @t(x) sur

un sous-ensemble épars de S et h(x) est une fonction E[ |-honnBte et

bornée par une fonction dans E(f) ailleurs.

~

On démontre le théoréme & l'aide de plusieurs lemmes

Lemme 3.6.3.- Si f() est E[ ]-honnéte, 2.0) > te() d.a. et (Vx) o k) # 0,

alors 11 existe un opérateur récursif &€lémentaire tel que E(f) = E(E1[f()]) ;
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ETEf()] est E[ ]—honnéte et monotone croisssant.

On pose E1[f()] = ) fly) s
y<x

(a) ETEf()] est E[ ]—honnéte, car il est E2[ E1[f()]]—calculable :

©E1[f()]() = Eg[E1[f()J] 5

(v) E(£) = E[B,[fO]] : il est é'\lri.t)ient que E(£) ¢ E(E,[r0]).

D'autre part, (Vi)xx_U((i)O,x,E1u 1[f()](x)) e E(f) car U() ¢ E et
ET[r()](x) ¢ E(f) pour tout k. -

Pour toute fonction g() e E(f) 11 existe donc @g() tel que

0 (%) < £5[£()] (mex(x)), ~omme on prouve per induction sur la comstruction
de E(f). Donc E.(E1[f()]')§_ E(f) et le lemme suit.

A 1'aide de E1[ 1 on construit

= £ ¢ = U g = g%
B, [f010 =210 L Ry = o Remy T Re0)
et ’
T _ d _ o _pd
E1 lg()]() = g'() ) Rtgl() = pL>JO Rg.p() = Rt_()'

Lerme 3.6.4.- E(£)C Elg) = g(x) > £'° ) (x) i.a. & 2(x) ¢ E[e0] () pop.
avec uné certaine fonction non-bornée s(x) ¢ R1 et un certain opérateur
récursif &lémentaire E[ ].

(i) E(£)C E(g) == £() £ t_() p.p.

g
=> (Fn)(Tx) (%) [y > x == £(y) s &' (x)]

==> () ¢ E[g0)]() p.p. 3

(ii) E(f) # E(g) == (Vn) g() > £'() i.a.

==> g() > t.() i.a.

(X>(

==>E{s() £ R1 non-borné g(x) > £1° x) 1i.a.
Remarque.- la fonction s{) du lemme peut &tre obtenue 4 1'aide du

théoréme de Meyer-McCreight.
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On analyse maintenant les conditions dans lesquelles E(f)q; E(g)

Définition 3.15.- Soit +(x) une fonction récursive monotone croissante et soit
cs(x) la fonction caractéristique d'un ensemble récursif 8.

On dira que S est t()-épars, lorsque

(xfe_(x) = 1 = (Wy)(x <y < t(x) + x)e (¥) = 0],

Lemme 3.6.5.- Soit E<;‘E(f)<; E(g), alors on peut effectivement construire une
fonection E['j—honnéte k() telle que k() e E(g) & k ¢ E(f).
On définit k() de facon que k(x) < h(@g(x)) p.p., avec h() ¢ E 3 c'est-

3-dire que k(x) ‘est "trds proche" de @g(x).

Soit {mn{ﬁ()li e N} une énumération de E(f), alors on définit

I ﬂn(x)(X) + 1 si QH(X)(X) < glx)
Iﬁs(g)(x) = L
0

sinon

et on pose k(x) = @S

(g)(x). Si 1'on définit plus généralement
J’ divergent si @g(x) diverge
vy (g,x) = l @X(X) + 1 si @X(x) < ﬂg(x)
0 sinon

alors on prouve (voir chapitre V) que 1'on peut trouver une fonction récur-

sive (élémentaire) r(x,y), monotone croissante en y, telle que

)(x) = vy (g,x), alors

Si 1'on pose k(x) = @ )(x), alors k(x) est E[ ]-honnte, x(x) ¢ E(F)

et k(x) ¢ E(g), car k() est "trds proche" de la fonction de complexité

de (), <I>g()-

On peut alors continuer la démonstration du théoreéme
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8i 8 = {xl@s(g)(x) > tf,(x)}, on construit h(x) de facon que
(a) n(x) E[ ]-honnéte,

(b) hn(x) > tf,(x) i.a. sur un sous-ensemble suffisamment épars de S

(e¢) E(F) Q;E(h)
(a) E(n) QLE(g)

En fait, si (a) et (b) sont satisfaits, (c) et (d) seront satisfaits auto-
matiquement.

1 ®S(g)(X) > tf'(X)

Soit cs(x) = i ~ la fonction caractéristigue

0 sinon

de S, alors

V(g r)(0) = MX[@S(g)(X) > by (x)]

&u(g,f)(n+1) = ux[x > @u(g,f)(n) & Qs(g)(x) g tf'(x)]

énumére S en ordre croissant.

On pose yo(x) = max y < x[h(y) > tf,(y)], et

!/ @'(g)(x) si x> yO + t(yO) & (31'1 B3 Xmu(g,f)(n) = X

L (x) sinon

I1 est évident, que E(f)C E(h) pour tout t(), car h(x) > t.(x) i.a.
f

D'autre part, E(h)C E(y) par construction de h(), car h(x) s E[é([](x)

D-p.
Si 1'on suppose que h{) est E[ ]-honnéte et t(x) suffisamment grand,
ice. t(x) > £'%(x), s' = {x|n(x) > tf,(x)} étant un sous-ensemble
t()-épars de S, on a

n¥(x) = (0™ (x)) 5 et si n(x) = £'(x),
x) <x + t(x) i.a., par définition de h(x) ; d'ou

g'(x)> h'(x) i.a., donc

gt(x) > th(x) i.a. et E(n) g_E(g).
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D'une maniére générale et pour S arbitraire, il suffit donc de construire
g f'x(x)—épars dans S. Dans ce cas g() croit plus vite gque th() i.s.
et E(n) Q E(g).

I1 reste & montrer que h{() est E[h()]*calculable.

01t y.lx) =max y < x y) > N4 ;1 aut développer un algorithme h
Soi olx) n(y) > £'(y) i1 faut développ lgorithme b

pour h(x) qui est tel que & (x) g =

My pas x=0 on pose h(0) = £'(0).

Supposons h() défini aux arguments y = 0,1,....,x-1 ; on définit. h(x)

o
»

on calcule d'abord yo(x),
(a) (Yu g %) c (u) =0 = (Yu < x) nlu) = £'(u), donc yo(x) n'existe pas
- ce prédicat est calculable en ressource E1[®t ()] > E[f'()] y donc

f

nix) = £'(x), o (x) > E[h()](x).

h
Mais cs(x) =1 i.a., il s'agit donc 13 d'un nombre fini de points d'excep—
tion.
(b) yo(x) existe, (311 < x) cs(u) = 1 ; pour x suffisarment grand, ceci

est caleulable en ressource Egﬂf‘()]. On commence & calculer le prédicat

. . . . PR d
X > Yo + t(y.) en ressource limitée par une fonctiion récursive &lémentaire

0
e(x) 3

A) =i t(yo) * ¥, est calculable en complexité < e(x), on peut
évaluer ce prédicat et si t() est E[ ]-honndte, x > Vo * t(yo) alors

ce prédicat est e()-calculable.

Dens ce cas 11 faut calculer le prédicat x g S :

(X), alors h(x): = @é(

et o (x) =35_[n()](x) = E3[© ()] ()

s(g)

(i1) si @S(g)(x) < tf,(x), alors h(x): = f'(x) et @h(x) = Eu[tg,()](x).

Par hypcthése, S n'est pas plus que e1()—éparse, 61() e £E. I1 existe

done v 5 f£'7(x), v e 8, hl(y) > £'(y). Par conséquent,

£ [t O] (x) s B, 0] (x) 5 ated 2, (x) 5 5, [6O] ().

h
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B) Si par contre Vo ¥ t(yo) peut &tre calculé en ressource e(x),

mais si x < Yo * t(yo) ou bien si t(y.) ne s'arréte pas en complexité

0

e(x) - on est alors sir que x £ y, + t(yo) - alors hix): = f'(x) et

o (x) = ES[hO] (x) = B (£ O] (x).

On peut donc trouver un opérateur récursif &lémentaire E| ] tel que

®F(X) < E[h()j(x) D.p. - 11 suffit de maximiser.

A
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3.7.- La structune des degnés E(f).

Dans le cas des hiérarchies sub-récursives, le théoréme précédent

peut etre précisé de la maniére suivante

Théeoneme 3.7.1.- Toute hiérarchie de classes E(fn),‘ n ¢ N, peut étre plongée
dans un syst®me de classes E(f), f E[ ]-honnéte, dense par rapport &
1'inclusion des classes.

On prouve le théoréme en particulier pour la hiérarchie de Ritchie :

Supposons maintenant que f() et g() soient des fonctions monotones
croissantes, E[ j—honnétes et que (Vx) fS(X)(x) < g(x) pour une certaine
fonction s(x) monotone non-décroissante, non-bornée et récursive &lémen-
taire en f(). Pour la hiérarchie de Ritchie, s(x) = x, et en général

S(X)(x) n'est pas E[f()]—calculable , si s(x) est

E(f) S';_'E(g), car f
non-borné.

On construit maintenant une fonction h(), telle que E(f)g E(h) - E(g)

de la fagon suivante

r{0) =0
J r(x) + 1 si (Jx) £5(1) = x+1 & (2(x)+1)% s s(x+1)
r(x+1) =
L r(x) sinon
h(x) = fr(X)(x)
On a le

Lemme 3.7.2.- Soit <{@,®> une classe de machines &lémentaires, et soit

£(x) uy[g(x,y) = O] ; Vx Jy eglx,y) = 0. Alors f(x) est calculable

en ressource Qf(x) et ®f(x) est récursif élémentaire en f(x), g(x,y)

et @g().
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Le calcul de f(x) consiste 3 tester g(x,i) pour tout .i < f(x), c'est-
d-dire 3 calculer g(x,i) avec complexité @g(x,i), i < f(x). Un tel pro-
gramme peut &tre facilement écrit pour une machine de Minsky ; on omet ce

détail.

On montre maintenant que
(a) E(£) € E(h) et

L (b)) E(m) G Ee)-

r(x)(

(a) r(x) est monotone non-décroissant et non-borné ; donc f x) n'est
pas dans E(f). Mais r(x) est défini par une récursion bornée a 1l'aide de fonc-

tions dans E(f), r(x) < s{x) ; donc r(x) e E(f). h(x) est une fonction

E[ ]-honnéte :

wz2)[(Jy ¢ x) z = P(x) & y = r(x)] ;
(uz)[g(x,2) =0].

[
tal
1]

o
»
1§

Par le lemme précédent, @h() est récursif élémentaire en g(x,z),

@g(x,z) et f(x).

Par définition de g(z,x), @h est élémentaire en f£(), ¢f() et
h{). Mais ®f() < E[f()]() p.p., et hi(x) > f(x) ; donc Qh(x) < E[h()](x) :
c.q.f.d.

(b) I1 suffit de montrer qu'il existe une fonction non-bornée p(x), récur-

hP(X)(

sive élémentaire en h(x) et telle que x) € g(x).

Soit q(n) 1la fonction définie par

alors avec p(x) = (wy < r(x))[aly) s r(x) < a(y+1) ] on a

’
[0je
>

p(x) est non-décroissant et récursif &lémentaire en r(x), donc aussi en h(x).
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On peut maintenant appliquer cette construction & deux classes de la hiérar-
chie de Ritchie, E(fn) et E(fn+1) ; s(x) = x dans ce cas, puis 1l'itérer.
Une conséquence des deux théordmes précédents est que 1l'on peut construire
une hidrarchie de classes de complexité E(fa)’ ol o est un ordinal

< XN

O,mais arbitraire, & 1'intérieur d'une classe E(f), E<; E(f).

La structure de la famille des classes E(f), f£() E[ ]-honndte,

n'est pas entidrement décrite par les deux théorémes précédents. On montre

qu'il existe des classes E(f) et E(g) qui sont incomparables dans 1l'ordre
des classes par inclusion. Les classes E(f) sont donc partiellement ordonnées

) o]
et denses, comme c'est le cas des classes Rt()'

Theoneme 3.7.3.- Il existe des classes E(Ff) et E(g), f£() et g()
E[ ]-honndtes, telles que E(F) q:- E(g) & E(g) Qt,, E(F).

On veut construire deux fonctions réecursives f() et g() telles que

¢

e

On choisit un opérateur total et effectif F['] gqul préserve la relation

() > tg() i.a. & g() >t () i.a., ol E(f) =R

f

< p.p. entre fonctions, i.e. f() g g() p.p. = F[f()]() < F[g()]() D-D- »
et qui fait F[f()]() > tf() Pp.p.
2T, e = T oe(E), rlx) 3 x,

i<x
r(x) ¢ E(f), monotone non-décroissant et non-borné en est un exemple, mais

' Z =
L'opérateur F[£()](x) def
un théordme de Meyer et Fischer [5] montre, qui si G[ ] est 1'opérateur
G[f()]() = tf(), alors on peut construire un opérateur F[ ] qui préserve
la relation < p.p. entre fonctions et tel que H £()]() > G[(f)]() D-P-
pour tout f() total.

On construit maintenant f() et g() de maniére que les points ol

flx) > tg(x) soient suffisamment &pars.

Lemme 3.7.4.- I1 existe f() et g() ¢ R1, () > tg() i.a. & g() > tf() i.a.

On construit f() et g() aux pas pairs et impairs respectivement d'un
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algorithme qui énumérg les graphes de ces deux fonctions.

Soit h{x) une fonction récursive E[ |-honnéte arbitraire, h(x) 3 o*
et soit F[ ] un opérateur tel que F[f()]() > tf() i.a. comme d&fini
ci-dessus et tel que le plus grand argument y de f() qui intervient

dans le calcul de F[£()](x) est plus petit que F[£()](x).

Au pgs n=0, on calcule F[h()}(O) avec complexité @F[h](O)

i

on pose f(x) @F[h](o) 0 € x € @F[h](O)

g(x) = n(x) 0 5 x g .®F[h] (0)

Au pas n=1, on calcule F[f()](f(0)+1) avec complexité @F[f](f(0)+l)

avec fly) = £(0) pour y > £(0) ;

on pose f(x) = ®F[h](0) @F[H](O) < x g QF[fj(f(O)+1)

[oie]
>
I

= @F[f‘J (£(0)+1) @F[h] (0)+1 € x < @F[f](f(o)"’”

Au pas 2n, si f() et g() sont définis jusqu'a x =m au pas 2n-1,
on calcule F[g()](m+1) avec complexité @F[é](m+1) et avec gly) = glm)

pour y > m ;

on pose f(x) = @F[éw(m+1) m+l € X € @F[é](m+1)

[01¢]
"
il

g(m) m< x g @F[g] (m+1)

Au pas 2n+1 on calcule Fle()] (f(m+1)+1) avec complexité

QF[fff(m+j)+1) et avee f(y) = £f(m+1) pour y > f£{m+1) ;

on pose f(x) £m+1) f(mt1) € x ¢ @F[fw(f(m+1)+1)

g(x) = opr (£lme1)+1)  £lm) € x < Pp(e] (£l 1)1

(a) soit (Vi)@i(x) > ﬂi(x) p.p., alors par construction f() > tg()

iva. & gl) > tf() i.a.
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(b) si par contre il existe ﬂi tel que @i() est .calculable en

() est la fonction telle que (Vi)@i(x) <k (@.(x))‘

ressource &.() et si k
i ¢ 1

¢

p.p., alors on pose @i(x) = k®(®i(x)) et on calcule @%[ ]() par rapport a4 la

nouvelle mesure &', ce qui nous raméne au cas (a) ci-dessus.

Lemme 3.7.5.- Les fonctions f() et g() sont E[ ]—honnétes.

On définit ©b(n) par

o’
!
©r
5|
[

b(2n) = @FEé](b(2n—1)+1)

b(2n+1) = @F[f](b(Zn)+1),

puis f(x) = b(0) 0 £ x £ b(0)

f(x) = p(0) b(0) < x g (1)

£(x) = b(2n) b(2n-1) < x £ b(2n+1)
et )

g(x) = h(x) 0 g x £ b(0)

g(x) = v(1) b(0) £ x £ b(2)

g(x) = b(2n+1) b(2n) < x € b(2n+2)

I1 suffit de prouver le cas général.

( b(z) si z = pg < x[x < b(y)] est pair
flx) = 4

L b(z-1) si z = pg < x[x < b(y)] est impair

( bz—-1) si z = uy < x[x < b(y)] est pair
glx) = 4

L b(z) si z = uy < x[x < b(y)] est impair ;
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if bla(x)) si dlx) - [%3‘—)] .2=0
f(x) = ’j
| bato-1) sioato - [EE ] 240
et
a1 sioax) - [EE] L2 =0
g(x) = J
‘. bld(x)) si d(x) - [—g—é-’—‘-)-] .2 #0

Comme b(z) est une fonction E[::I-—honnéte, d(x) est récursif élémentaire
et bld(x)) est dgalement E[ |-honnéte ; done f(x) et g(x) sont

E[ ] ~honnBtes.
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3.8.~ Invarniance des classes E(fk).

I1 a été noté par différents auteurs que les classes E(fk) et
Qﬁo E(fk) ol {fk} est une classe récursivement &numérable de fonctions
E[ ]—honnétes, peuvent @tre des classes de complexité pour un grand nombre de

classes de machines définies par des mesures abstraites "naturelles".

Ainsi J.W. Robbin [41] montre que

ol <, = <f,T>
et <@,d'> = <f,L>
sont les classes de machines de Turing & une bande de travail, T la mesure du
temps de calcul (nombre de pas) et L la mesure de la longueur de la bande de
travail utilisée.

On inclut ici pour la complétude de 1'exposé une bréve discussion de
1'invariance [19] des classes de complexité RSE = £ par rapport & un chan-

gerent de la mesure de complexité o.

Dé4inition 3.16.- On appelle monoide &lémentaire Se une classe de fonctions
récursives élémentaires & deux variables, monotones croissants au second

argument

s_ = 20 2Gey) > £lny) & £(0y) € B}

et close par rapport 3 une opération de composition : g(), g'() ¢ E ==>

==>g * g'(x,7) = g(x,g'(x,y)) € E, avec un élément identité e(x,y) = y.

Tout monoide élémentaire induit un ordre des degrés de difficulté des

fonetions dans P1 (dans le sens de [1]) :
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Definition 3.17.- f() n'est pas plus difficile que g() par rapport & la mesure

® et au monolide &lé&mentaire Se . () <I7SS g() si
b
e

(a) dom g() € dom £()

(b) (Vi)p. () = g() => ( ﬂj)ﬂj() = () & Jae S,

a(x,@i()) P ®j(x) pour presque tout x e dom g()

- Il est-immédiat que la relation +<s est reflexive et transitive car
e

(a) elx,y) e S = e(x,0.(x)) 2 o.(x)

et (b) f(x,@i(x)) > ®j(x) et

f'(x,éj(x)) > @k(x) implique, avec f'(x,f(x,y)) = f"(x,y) € Se

gue

"
. > .
f (x,@l(x)) > @k(x)
Soit maintenant <@,%> wune classe de machines élémentaires, on définit :

Définition 3.18.- <@,9> est élémentairement similaire & <{@',¢'> (par rapport 2
un monolide &lémentaire Se) lorsque
(a) (Vi)(Ji)(Je e Se) wi() = 03() & g(x,@j(x)) > @i(x) pour presque tout
x € dom y! ;

<

nous abrégerons ce prédicat par <@, <g <P',o'>,
e
(b) symétriquement <¥',d'> $g <P,0>.
e

Théoneme 3.8.1.- Si <@,0> est une classe de machines &lémentaires et si  <y,o>

est €lémentairement similaire & <@¥',d'>, alors <¢P',0'> est élémentaire si

(3n() E)(Vi)(aj) 6.() = ¥.() & x e dom wi => ®j(x) < h(o.(x))

1 J i
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On prouve gue <yY',d'> satisfait & (i),(ii) et (iii) de la définition
d'une classe &lémentaire

(i) : par définition

(ii) : soit f() e E(g), @i() = g() et soit wj() = () et tel que

®j(x) < E[@i()](x) pour tout x, alors par hypothdse il existe

@é() » () tel que &!(x) < g1(x,®j(x))

1
k

et
PL() = g() tel que ¢.(x) s gg(x,®é(X))
donc @é(x) < g1(x,®j(x)) < E'[Qi()](x)

s E'[g, (000l O] (%) = E"[e! ()] (x)

pour un certain opérateur récursif &lémentaire E"[ | ;

(1ii) : soit g() e E(f) et J.() tel que ¢, (x) < g(x), par hypoth@se

i1 existe &3() tel que @j(x) < h(x,@i(x)), donc

@j(x) ¢ hix,g(x)) = E[g0)](x) = g'(x), &'() € E(f) ; par conséquent il
existe 03(x> = 9.(x) & @j(X) s 8'(x), g'(x) = hix,elx)), d'od #.() e E(F) ;

le théoréme suit.

D'autre part, deux classes de machines élémentaires ne sont pas néces-

salirement élémentaivement similaires

Théeoneme 3.8.2.- <f,o> et <P',¢'> éElémentaires =F=> <P,9> et <P',d'>
élémentalrement similaires.
I1 suffit de poser @i(x) = g(@i(x)) ol g(x) est une fonction honnéte

gui n'est pas récursive &lémentaire.
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Les classes des fonctions récursives E(fk) forment une hiérarchie de

classes de complexité Rik() par rapport 3 certaines classes de machines <{,0>.
La classe des machines de Minsky M, avec comme mesure le temps T passé au cal-
cul d'une fonction, <M,T>, en est un exemple. Un autre exemple est la classe de
machines de Turing considérée dans la thé&se de R.W. Ritchie [hQ].

Le théordme suivant permet maintenant de caractériser les classes de

mesures (plus exactement les classes de machines) qui ont cette propriété.

DEfinition 3.19.- <¢,8> et <J'o'> sont Se—équivalents lorsgue

Ve(), g() e P £() < g() <= £() s  &0).

@,Se @‘,Se

C'est une relation d'équivalence ; [<&,®>]S est une classe d'équi-
valence ; notons que la similarité &lémentaire impliquz Se—équivalence.

Soit «<{¥,d> donné, et soit € wun ensemble de fonctions récursives
tel que f() e @ <=> Hdh()[mi() = £() & Jn() e ¢ [@i() £ h() p.p.]] ; on dira

ici que € est ¢-honnéte.

Théontme 3.8.3.- Soit € un ensemble ¢-honnéte de fonctions récursives totales
et Se un moncide élémentaire tel que Vg() e S Yhi() e € 3}1'() e €
<
g(x,h(x)) £ h'(x) p.p.

Dans ce cas, g() e € & £() ¢ € ==> f(x) £ ().

Supposons que f() s &), <¥,®> une classe de machines élémentaire et
®,S
e
Se un monoide de fonctions &lémentaires.

Par définition, on a
(Vi)g, 0 = &) == (F3;0 = 20 & Jr() e S, hlx,0;(x)) > 2:(x) v

done h(x,@i(x)) < h(x,k(x)) par hypothdse pour un certain 1 car

¢i() = g() & g() e ©; hix,k(x)) 2 Qj(x) p.p. == k'(x) 2 ®j(x) p.p. car
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hix,k(x)) <€ k'(x) p.p., k(), k'() € ¢ mais k'(x) < ¢j(x) i.a. par

hypothése, car f() = &j() & f() ¢ € ; contradiction.

Ainsi, si < &> et <P',0'> sont Se—équivalents, et si E(f ) est

k
une classe ¢—homnnéte, alors E(fk) est aussi ¢'-honnéte ; c'est-a-dire que la

structure de complexité des classes E(fk) (E(fk+1)\\ E(fk) intrinséquement plus

complexe que E(fk)) est indépendante des machines et des mesures & 1'intérieur

d'une classe d'équivalence [<$,®>]S .
e
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CHAPITRE 1V

PROBLEMES DE DECIDABILITE ET D'ENUMERABILITE.

Dans ce chapitre on répond & un certain nombre de questions concernant

~ PO LR 1 2 2 L N S . - o
des problémes de décision ainsi gque 1'énumérabllité récursive des classes Rt()
et de certaines autres classes de fonctions dont la définition est liée 4 celle

o] . . , . .
de R Les propriétés des mesures ¢ sont étudiées {en fonction des bor-

t()”
nes de complexité +()) et une classification de ces mesures est obtenue 3 1'aide
du degré d'indécidabilité des problémes de décision et des propriétés d'énuméra-
bilité des classes Rf() respectivement.

La généralité de la définition axiomatique d ‘une mesure de Blum ¢
est telle que toute classe récursivement énumérable de fonctions récursives to-
tales (et certaines classes non récursivement énumérables) peut Etre caractérisée
en tant que classe de complexité Ri() pour un certain ¢ et pour un certain
(). Ainsi, la plupart des propriétés de ces classes ne sont pas invariantes par
rapport & un changement de la mesure. I1 en est de méme pour les propriétés 4'é-
numérabilité. On trouve donc un grand nombre de mesures 'pathologiques'.

I,'idée de restreindre les mesures de Blum par un systéme d'axiomes
plus fort que celui de Blum afin 4 'éliminer les 'mesures pathologiques' est due
4 A. Borodin [6], P. Young [SM] et F.D. Lewis [31]. Le but principal de ce cha-
pitre est donc de caractériser les propriétés "standard" de mesures abstraites
et des classes de complexité correspondantes ainsi que les mesures exception-
nelles ou pathologiques.

On obtient quelgques résultats nouveaux.

Le chapitre & trois sections. Dans la premidre on détermine les degrés
d'indécidabilité de @Ri() et de If() lorsque t() wvarie. On utilise la for-
malisation d'une méthode de priorité [511 pour la construction d'un ensemble

If(> récursivement énumérable.
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La seconde section présente une classification fine (au sens de Dekker et
Myhill [23}) des mesures & et des classes Ri() et fournit des exemples
pour cette classification. On construit une mesure et une borne de complexité
t{) telles gue Ri() est productif, en généralisant un résultat de [3@} et
de r31}, ainsi qu'une mesure & qui admet une classe Rj() récursivement
drumérable dont toute présentation t-bornée est immune.

Dans la derniére section on montre que la famille des sous—classes
récﬁ}sivéﬁent'énumérables.mais arbitraires de Rjk() n'est pas récursivement
énumérable et qu'il existe une sous-classe de R;k(), dont toute énumération est

arbitrairement difficile. Cette construction utilise également un argument de

priorités.
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4.1.- Problomes de décision qui se hattachent aux classes de complexite Ri,
Tk

()
ot Leuns degnés d'indéeidabilits. '

Dans [6], A. Borodin montre que la classe de fonctions récursives
Ri() est réecursivement énumérable si elle contient toute fonction totale qui
est z8ro presque partout ou bien si elle contient toutes les variantes finies
(f(x) = g(x) presque partout) d'une fonction de Ri().

o Nous voulons d'abord obtenir le degré 4 'indécidabilité par rapport &
la réductibilité injective de 1'ensemble d'indices @Rs() eﬁ célui de‘l'ensem—
ble des algorithmes de complexité bornée IS(), c'est-3d-dire déterminer leur
type d'‘'isomorphisme récursif.

On verra qué celui-ci peut varier en fonction de ¢ et de t(). Alnsi
on obtient une autre caractérisation de classes Ri() qui possédent une présen-—
tation récursivement énumérable.

la classification (moins fine) par leur degré de Turing montre que

le degré de ¢

£0) varie toujours avec ¢ et (), alors que @Ri() appar-—

tient toujours au méme degré.

On détermine également le degré minimal d'indécidabilité d ‘une pré-
sentation arbitraire de RE() et de¢ PN\ Rﬁ() respectivement [30] et on voit
gqu'il est invariant pour ¢ et t().

On obtient & 'abord une borne supérieure pour le degré de IS()

It() est dans 22

Proposition 4.1.1.- (Vo) (¥t) L) & A
ol A est un ensemble 22~complet (par rapport & la r&ductibilité injec-
tive).

On définit
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P(x,z,x) est un prédicat récursif par sa définition et il est évident que
® o -
Tp(y = (2P (2l =lz[(Fx)(Vx) Plx,zx)) e T,

soit A = {z{@z non-total} 1'ensemble de référence EQ—:omplet,

A= {z|(dx)(¥y) 7} T(z,x,y)} et posons

1 si  (dx) 77 P(ksz,x)
@f(z)(k) =
divergent sinon
alors
Pi(z) <= (k) (Vx) P(r,zox) <=> (Jk) 9o (k) div <= dom po( ) # ¥

TP(2) <= () (Tx) T B(kazax) <= (F) 9py(k) = 1 <m> dom go g = W

done =z € Ii() <=> f(z) ¢ A

2 ¢ Ii(> <=> f(z) ¢ A

T1 convient de noter, gue A est un cylindre (comme tout ensemble Zn—complet),
A= C x N, et dans ce cas m-réductibilité implique la réductibilité injective.
On a donc Ii() 51 A et on seralt tenté d'essayer de prouver
= A, mais ceci est faux en général pour ¢ et t() arbitraire.
T1 existe au contraire des mesures & et des bornes t() telles
que It() est récursif (récursivement énumérable)

Considérons le prédicat PQ(Z) <=> gz SIS() <=> { 31{)(Vx) P(k,z,x), peut-on

t
. o o

‘?

avolr It() € ZQ ou It() € 21 ?

La proposition suivante est une conséquence immédiate d'un résultat

bien connu dans la théorie des machines de Turing
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Pnagobézion 4.1.2.a.~ I1 existe une classe de machines {{ﬁi;®i>} et une borne

de complexité t() telle gue IS() 3 zO'

Soit {<ﬁi,®i>} une classe de machines de Turing ol & est uﬁe mesure
de "1l'encombrement" de la mémoire externe de cette machine et telle que, si
t(x) = n = constant et (Vk)éi(x) < n, alors Mi est équivalente & une
machine d'dtats finis. Un exemple d'une telle classe est celle des machines
“de Turing on-line. Ces machines possédent une bande d'entrées et une bande
de sorties qui ne peuvent &tre déplacédes que dans une seule direction et une
bande de travail sur laguelle la machine peut lire et écrire pouvant &tre
déplacée dans les deux sens. S1 & est le nombre de cellules utilisfes sur
la bande de travail au cours d'un calcul, alors & n'est pas encore une
mesure de Blum, car Mi peut cycler sur un nombre fini de cellules. Mais
on peut énumérer les machines M, telles que &i(x) est défini pour un

certain x et @i(x) =0, 1, 2, ... et définir une mesure &' par

8. (x) si (En) ¢.(x) =n & (3.‘/’) P.(x) =y
o' (x) = * * *
* divergent si @i(x) div.WV ﬂi(x) div.

®' est une mesure de Blum.

En effet, si @i(x) £ n pour tout x, alors le nombre des configu-
rations complétes distinctes de la machine est borné : 2 un alphabet interne
de m symboles correspondent i configurations "permises" de la mfmoire
externe et si la machine Mi posséde k états internes, alors Mi est
équivalente 3 une machine d'états finis d'au plus k.n.m &tats internes.
Si, pour un certain x, Mi(x) fait plus de kKon.m' pas sans changer de
cellule sur la bande d'entrées, une configuration compléte est répétée et
la machine tombe dans une boucle infinie.

On peut donc effectivement &numérer les machines Mz

{z[(Vk)[ﬂZ(x) défini & @Z(x) < nl}.
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Soit Pf(k,z) <==> (Vx) P(k,z,x) défini comme dans la proposition 4.1.1
On veut montrer que le prédicat (E}k)Pi(k,z), i.e. 'qk YVx)P(x,z,%x) est
récursif pour t{) = n = constant, ¢ &tant la mesure de Blum d&finie

ci—-dessus.

Soit k = Ko fixé, alors Pf(ko,z) est décidable
Soit t =n ; on peut "marquer' les états internes de la machine
V2 . . N . iéme ]
.d'eétats finis qui correspond a MZ travaillant sur une (n+7) cellule

de la bande de travail et on peut décider si Jx > w1(ko) tel que cette

n<

machine d'états finis atteint un de ces "&tats interdits" (aprés avoir testé
le nombre fini des points d'exception).

Mals on peuf décider davantage : i savoir si la machine d'états finis
équivalente & un MZ donné atteint un des &tats marqués pour une infinité
d'arguments, autrement dit si (V%)(iax) 3 P(k,z,x).

Or, ce prédicat est décideble pour une machine d'états finis. Pour
s'en persuader, considérons le langage d'états finis généré (reconnu) par
un certain automate d'états finis. Chaque état de 1'automate correspond a
ﬁne métavariable de ce langage et si 1'on veut savoir si cet automate
atteint un certain état i.a., alors il suffit de décider s'il existe une
infinité de dérivations qui contiennent cette métavariable.

On peut donc énumérer les indices =z tels que :gk (k,z) et les

.. ¢ 2 - .
indices z tels que (Vk)" Pt(k,z), par conséquent Ii est récursif.

. o] . .
L'existence d'une borne +%() avec It() récursivement é&numérable et non-récursif
est maintenant un corollaire de la proposition 4.1.2.a2 et du théordme de Borodin
sur l'existence de "minimal growth rates" (ou taux de croissance minimale) pour

. o) .
toute classe de machine avec Irl récursif :

Proposition 4.1.2.b.- Soit {<wi,@i>} une classe de machines pour laguelle

Ii est récursif. Dans ce cas il existe une borne de complexité +t() telle que

e 1.
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Théonémg 4.1.3.- [Borodin] : I1 existe une classe de machines {< wi,é. >} et
une fonction récursive non-bornée et non-décroissante t() telle que
(a) 9. non-borné et non-décroissant p.p. ==> @i(x) > t(x) p.p.

(b) 0. non-borné ==> @i(x) z t(x) 1i.a.

On utilise une simple variante d'une méthode de priorités introdulte dans [9].
Cet glgorithme_calcule une for~tion t(x), qui satisfait aux conditions du théo-
réme, argument par argument j;au pas x de l'algorithme on calcule t(x). On
emploie une liste unique P des entiers positifs ou nuls, arrangés en ordre
croissant et une liste de marques mobiles Myslhys s ees chacune assocife injec-—
tivement 3 un nombre de la liste P et portant éventuellement un caractére
+ ou —-. S8i m, reste associé & n & partir du pas x, m, est appelé associée
loyale & x, sinon déloyale. A chaque pas x un nombre fini d'entilers dans P
ont chacun une assocife ; le plus petit &lément de P qui n'a pas d‘'associée
est vacant.

A chague pas x 11 existe deux liste finies disjointes d'entiers ;

R et L. La liste R correspond aux indices de fonctions dont on n'a pas en-

g Pd P
core pu prouver que leur complexité est bornée ; on pose

=s)
]

{i]mi est associée et marqude -}

[
il

{i]mi est assoclife et marquée +}.

On peut avancer une marque par rapport & P et l'associer au nombre
vacant, si cette marque porte le caractdre —, celui-ci est transformé en +. Au
pas x, si m, est une marque associde 4 n, on écrit Pi(x) =n ; on utilise
aussi deux variables auxiliaires p et u.

L'algorithme

Aupas O, R:=L :=¢, p:=u:=0 et t(0) 0.
Au pas x, x > 0 ; on effectue les quatre pas suivants (dont certains

peuvent &ventuellement &tre omis)
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1) On associe mX avec le nombre vacant et on le marque - + 3

(Vi)(o ¢ 1 < ® si m, est marqué - et @i(x) < t{x-1) on associe m,
avec le nombre vacant et le marque - 3 si p =1 on omet (2) et va
g (3) 3

2) On détermine 1'indice avec la plus grande priorité dont la complexité
n'est pas bornée par t(x-1)

i = (uk) [m est marqué + &(Jy)(u < ¥y < x=1) 8, (y) < t(x-1) &k ¢ .If(x—ﬂ]

k
si un tel J existe, on enléve la marque + & mj et pose I : = {mj} 5
sinon on pose I : = {#} ; puis on pose u : =x et p : =1

8si I = {p} on omet le pas 3) et va a k) ;

3) Si ®j(x) < t(x-1) on pose t(x) : = t{x-1) et on va au pas x+1 ;

sinon on margque mj— ; pose [ : = {p} et p: =203

4) 8'i1 existe m. =, 0<igx ®i(x) = t(x-1) on pose t(x) : = t(x-1)
et on va au pas x+1 ; sinon on pose +t(x) : = t(x-1) + 1 ;
on efface le caractdre - de toute les marques mi si

1€ I(I>

. o)
+1.
b (x=1)+1 & 1 It(x—1) et on va au pas x+1

Fin de 1 'algorithme pour t(x).

On montre finalement que la fonction t(x) ainsi construite satis-—

fait au théordme

1) Soit 2. non-borné et non-décroissant ;
assertion : @i() > t() p.p.
a) i1 n'a jamais quitté 1 <=> Pi(x) reste constant pour tdut
x21&1el
<= mo+ est loyal a2 1

<=> (Vx)[x > 1 =3 @i(X) ? t(X)]
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ou (b) 1 a été sélectionnd dans I, donc dans R.
i ne peut quitter R au pas L) de 1l'algorithme, car @i() est non-
borné et au méme pas on pose t(x) < @i(x). Par conséquent 1 ne peut
quitter R au pas 1), car @i(x+1) > @i(x) z t(x), @i() étant non-
décroissant
i n'a jamails quitté R <=> ( ﬂx) Pi(X) constant Vy > x &1 € R
<=> m. - est loyal 3 x > i

<= (Vy)ly > x == Qi(Y) z t(y)]'

2) Soit 2. non-borné ;
assertion : Qi() > t() i.a.

si ®i(y) < t(x-1), alors 1 est éventuellement sélectionné dans 1,
donc dans R
a) @i(y) < t(x-1) et 1 a la plus grande priorité, alors 1
sera sélectiomné en I et 1 ne peut quitter 1 tant que
Qj(x) < t(x-1) ; donc on construit t(x) = t(x+1) = ... = t(y)
et @i(y) > t(y), car @i() est non—borné.
b) @i(y) < t(x~1) et 1 n'a pas la plus grande priorité, L
étant fini, alors pour un certain y > x : ou bien m, est

loyal & y, et @i() > t() p.p. par 1, b) ou bien i sera

sélectionné dans I et on a le cas 2,a) ci-dessus.

En résumé
i quitte L i.a. <=> i quitte I i.a. <=> @i() > () i.a.

<=> m. déloyal.

3) Soit 2. borné par k ; k arbitraire,

assertion : @i() < t{() p.p. <=> t()-non borné

autrement dit (E]k) [i £ Ii] <=: @i() <t() p.p, car pour un k suffisam-
ment grand, 1 ne peut pas étre sélectionné dans I et’par conséquent ne

sera pas sélectionnd pour R. 3i 1 est déjd dans R, on 1'élimine dans

(4), done ®. ne peut plus influencer la construction de t(x).
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Demonstration de La provosition 4.1.2.b.-

. P o} . .
Soit P®(z) dérf (]Iﬁ( Hk)(Vx) Pn(k,z,x) et soit t() la fonction du
théoréme de Rorodin :

o ®
It()_{ZIP

(z)} est récursivement &numérable.

I1 reste & montrer que Ii() n'est pas récursif, c'est-3-dire que
{z | @Z(x) > t(x) 1i.a.} n'est pas récursivement énumérable,
Pour la classe de machines de la proposition 4.1.2.a. le prédicat

z € Ii() est du méme degré d'indécidabilité que le probléme de 1 'arrdt :

soit K = {z | Ju T(z,z,u)}, on pose

Y

si WYu < x @Z(z) # u
Ipf‘(‘z)(x) -

ull[@z(z) = u] sinon .
éf(z)(x) < x <= 7 @Z(z) <x , i.e. Qf(z)() non-borné
®f(z)(x) =n <=> ®Z(z) <x , l.e. Qf(z)<) borné

et par conséquentPQ(f(z))<=> (Hrﬂ(Vk)fx > n => ®f(z)(x) < nj <=> gz ¢ K

7 PQ(f(Z))<=> (Vo) ( H)C)EX >n & ®f(z)(x) > n] <=> 5 ¢ E’

donc K g I .
m t()
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4.7.- Une classification de certains ensembles d'indices dénivés de Rﬁ().

Ta dernidre proposition pose le probléme suilvant
Soit {x wi’Qi >} une classe de machines et t{() une borne de com-
. ® L .
plexité telle que It() e 21 - ZO : a-t-on nécessairement K Em I$(> ? On
) - . . .
verra qu'en général I£<) peut etre d'un m—degré arbltraire dans 21 U TE.
Soit A 1l'ensemble de référence de la proposition L.1.7.

" On peut d'abord donner des conditions suffisantes pour que

A < If() . ce théordme est similaire au théordme 3.L. de Dekker et Myhill [23] :

Théoneme 4.2.1.- Soit a) t(x) 2 x et
b) & tel que VE(x) » x ©p.p. Rt() contient toute
fonction totale qui estnulle presgue partout ; dans ce cas
As Ty =12 | 2,(2)} (et avec la proposition 4.1.1. A = It())'

Principe de La démonstration.-

Si &Z est non-total (z ¢ A), il faut construire un algorithme g(z)
pour une fonction @g(z) qui est zéro presqgue partout avec
o)

)() < t() p.p. —(en fait )(x) <X P.P.)-

glz a2

On construit done une machine gul utilise une quantité de ressource
bornée par y aux arguments ¥y % X tant que wz(x) n'a pas encore con-
vergé en ressource < ¥, mais qui utilise une gquantité de ressource plus

grande que t(y) chaque fois gque 1l'on trouve un x tel que

[1e, )] =y,
18X

Donc, si @Z est total, @g(z)(y) > t(y) 1i.a.

et si {_  est non-totel, @g(z)(y) < t(y) p.p.

Au pas vy de 1l'algorithme, on teste @Z(O), @Z(T), ... en ressource

< v ; clest-3-dire on caleule (Vi < x)(Ju < y) @Z(i) = u tant que la-
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complexite de ce prédicat, qui est une fonetion G(x,y,z) reste inférieure

& y ; soit alors x le plus petit argument v tel que (Yu <y - Q(v,y,z))
[@Z(v) # u]. Notons que Q(x,y,z) reste constant tant que ﬁz(x) n'a pas
encore convergé.

1 1 =0 t e g =y 3 d
Dans ce cas on pose ﬂg(z)(y) et on est assuré que Qg(z)(y) y ; donc

si ﬂz(x) est divergent, alors (Vy)Ey > Qx,y,z) ==> ﬁg< (y) =0 &

z)
)(y) g yj : si par contre il existe un y' >y tel que
& (x)=y"'" - Qlx,¥y',z); alors on calcule t(y') = ﬂt(y') avec complexité
o, (y') > t(y') et on pose |

(y') = tDt(y') si o (y') < t(y")

"
o
I
=
e
0
f.J-
©
<
v
o
e
S

I1 reste le cas dans lequel le prédicat (Vi g y)(311< y)L@Z(i) = é] est

calculable en ressource £ ¥y, 4ans ce cas on procéde comme sous (z) ci-dessus,

donc
(o si (Hxsy)[(Vi<xsy)(f{u<y)®z(i)=u
&(Vu £y - Q(Xaysz> [QZ(X) # U.]:l
0,(v) =i (Jx < y)[(Vi < x <y)(Ju<ylo (i) =u e (x)
) =y - Qx,y,2)] & o {y) > t(y)
wg(z)(y) —< z
0. (y) si (x < y)[(Vi < x <y)(Ju < v)e (i) = u & ¢ (x) =y
- Q(X,y,z)] & @Z(y) s t(y)
L 0, (v)  si (Y1 s y)(Ju < yle (1) =u & Qly+l,y,2) <

On vérifie aisément ! que
(x) g x p,p,:[ <=> glz) ¢ I@ g
) £()

1) On suppose gque le prédicat @Z(x) <y - Qlx,y,z) peut etre vérifié en res-
source & (x) &tant donné Q(x,y,z) ; le cas général nécessite une modifi-
z

cation triviale de la définition de Q(x,y,z)
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z £ A <=> [ﬁg(z)(x) = @Z(x) i.a.V @g(z)(x) = @t(x) i.a, & ¢

> t(x) i.a.] <=> g(z) # I® .
t()
On résout finalement le protldme poséd aprds les propositions 4.1.2.a. et b.

Theorneme 4.2.2.- Pour tout t() et tout m-degré A dans 21 U”1 i1 existe

o)
) ) = A,
une mesure ¢ telleAque It() m A

On suppose que ¢ satisfait 2 la condition du théordme 3.2.4. et que

~ Pa . -~ . -~ - . @
£0) posseéde une présentatlion récursivement énumérable wf(t)(: It()
pour tout t(x) > x Pp.p.

Soit t() donné ; on construit une nouvelle mesure &' telle que

o' o o'
t()C It() et It() =

Soit A' une présentation récursive de Ri<) ; une telle présentation

I m.A’ A gTﬁ U 21, arbltraire.

peut tre effectivement trouvée (par un lemme de Rogers [L5]) étant donné

P . o} . 0] o
une présentation Wf( et A'C It() si Wf(t) C It() [cf. § h] :

t)

Soit w  une fonction qui &numére W )2 alors

£t

win+1) si win+l) > a!

i1

a
n+1 - ' .
o Y[@y = Vo(ner) & ®y() S QW(n+1)() &y > an] sinon.

Par définition, il existe un prédicat récursif P(x,n) tel que
A = {n](Vx) P(x,n)} ou A = {n|(dx) P(x,n)} (A ¢ 21 rfTE ==> A ré-

cursif, ce cas a déja été considéré).

On pose maintenant

3. (x) si 1= aé e A' & (Qy < x) Plysn)

o;(x) + v(x) + 1 si i 4aV[i=als Ty <x) P.n)]

ol § est le quantificateur V ou 3 selon que A E?T; ou A ¢ Z .
1
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Assertion

(a) %' est une mesure blen définie

(o) ®i(x) défini <=> @i(x) défini

(8) Aixy[®i(x) = y} est récursif
o' _
(v) Ty A
) o! '
solt A' = pg' It() = {anln e A}

@! - @V
' . . -~ Y -~
o régduit A g It() et A & It()

ned<=>a(n) e Ii;)
né¢ A <=>0a'(n) ¢ Ii;)’ done A *m I‘i‘()

(pi)[n = ai] si un tel 1 existe
définissons B(n) =

i e A si un tel i n'existe pas

3(n) est une fonction récursive totale car n e A' est un prédicat ré-
!

cursif et g(n) réduit Ii() d A, il est évident que

!

n e Ii() <=> g(n) ¢ A

ot
n ¢ Iy <= g(n) £ A

1

o , ?
= , d = .
done I\ {an\n e A} s A par g(), donc o) Cm A

On a en particulier le

Concthaine 4.2.3.- 81 If() = B et B est simple, alors Iz() ne contient

pas de présentation récursivement énumérable de Rt()'

{On dira que Ri() n'est pas t()-présentable).

Considérons maintenant la classification de 1'ensemble d'indices

OR$<) d tune classe de complexité Ri() suivant son type d'isomorphisme récur-
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sif. Celui-ci varie en général avec ¢ et +t() ; mais on constate que les
classes pour lesquelles il existe une méthode unitfiorme et effective 4 'obte-
nir un indice d'une présentation récursivement énuméraltle, ont des ensembles

d'indices du meme degré. Cette observation [31] est démontrée par le

Théoneme 4.2.4.- Soit
(a) t(x) 2 x p.p. et

(b) @& tel que Rf() contiert tgoutes les fonctions qui sont z8ro presque

+

"

& dom @Z infini} € z3f\1T;.

partout ; dans ce cas AR 0 = €p ou GP = {zl @Z non-total

Proposition 4.2.5.- Soit t() et ¢ comme ci-dessus, alors (P £ @Rf().

On construit &g(z)(x) de telle fagon que
dom ¢ fini <=> @g(z) e P-R et
= ¢ - .
@Z total <=> wg(z) ¢ Rt() <=> Hh @g(z) > h(s() ) i.=a.

P e By <= (33 9 =05 8 0,0 <) pop. et

9;0 < B(o;0) & 95 e Ry == 9,0 < 6t ) pop. s
9. > n(e() ) i == 9 () ¢ Rf().

Ia construction est similaire & celle du théoréme L4.2.1. sauf qu'il n'est
pas nécessaire ici d'avoir 2
Construction de (x)

glz)
On utilise une liste d'arguments L ; soit L le dernier membre de L
3 la fin du pas n.
Pas 0 : L=1_=290

Pas n
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(1) si (Hx)[n < x &(BUJQZ(X) = u] alors @g(z)hﬁ est défini

aller 3§ (2) sinon $g(z)(n) divergent

(2) si Ly, = p ou (Vx < n)[@z(x) < n] ou ®z<Ln-1) = n on pose
P (n): = n(t(n)) + 1 sinon on pose
glz)

L, = tx < n) e (x) <n]
- Li=LUL) si L #71

L: =1L si L =L

n—1 n
et ﬁg<z>(n): =0 3

et on va au pas n+1.
Notons que I, =st la liste des arguments {x] = @Z(x) < n} ; cn vérifie
5 o
. . —P :
alsément que € ST@Rt()
@Z total <=> I infinil ou (Vx g n)[@z(x) < n] P.D. <=> wg(z)()

> n{t( )) i.a. <=> Lﬁg(z) ¢ Rfi”

.. .. o]
non—total & do finl <=> do fini <=> R
Y, =0, Vg (2) LDg(z) ¢ ()

ﬁz non-total & dom &Z infini <=> I fini & L, = (ux) (V) 7 Tlzsxsu) <=>

= ¢
<=> IDg(Z)(n) =0 p.p. <=> \Dg(z) £ Rt() 5

donc €P £, @Ri(), et comme tout ensemble d'indicesest un cylindre, on a

w0

Pour la démonstratiorn de l'inverse,clest—~a—dire pour montrer que @Rf<) g, oP

11 suffit d'une condition plus faible

P&OBOALILOH 4.2.6.- Soit Ri() une classe rédcursivement énumérable de fonc-—

o]
()’

* P 3 @ * -
t - - . T — T - o
ions récursives R () = {ﬁl | 1e W} W est présentation de R

alors @Ri() <, oP
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On prouve qu'il existe une fonction récursive g(z) telle que

= 1 @
2(2) est total <=> @Z total & ﬂz ¢ Rt<)

dom est fini <=> @ non-total
dom Dy () 9,

s e s c s o}
d | f t -1inf1i = tot 1 .
om Qg(z) infini et co-infini <=> @Z otal & QZ £ Rt()

Ftant donné une présentation Wk de Ri(),

0; e Ryy <= ( diew )[R &) = @j(y)].

Le prédicat J ¢ WX n'est pas en général récursif, mais on peut obtenir
par le lemme de Rogers, un ensemble récursif R gqui est une présentation
récursive de R® \

R,
Construction de ﬂp(z): on se donne une méthode d 'énumération effective
de tous les couples <x,¥y> 3 Pas n = <X,y>:
(1) si (¥m < n)(qv) T(Z,Hg(m),v) alors ﬂg(z>(<x,y>) est peut etre
défini pour certaines valeurs de x, aller 3 (2) ; sinon

(Jm £ n) (W) 7 T(Z,H2(m),v) alors ﬂg(z)(<x,y>) est divergent

(2) si [x £ RV (Ju)[y (u) # ¢ (u)]] on pose D (p) > =1

sinon wg(z)(<x,y>) divergent

P o
g() réduit @Rt() a obP

¢

(a) LBZ total & LDZ € Rt() <=> (Hx)(Vy)xﬂg(Z)(<x,y>) div. &

& <3x)(VY>@g(Z)(<x,y>) = 1 <=> dom Qg(z) infini et co-infini

(b) I’Dz total & IDZ ¢ Rf:)() <=> (Vx)!:xéRV (E]u)[ppz(u) # @X(u)]] <=>

<=> (Yn)y >(n): = 1 <=> @g<z) total

(c) ¢, mon-total <=> (dm)(Vn)[m < n ==> ﬂg(z)(n) div] <=> dom Qg(z> fini.

Propositions 4.2.5. et 6 impliquent le théoréme.
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4.3.- Une classification des mesures © par Les proprd8ies des Enumirations

des classesd R§(> cornespondantes .

On montre [6J que la classe Rf(), t() e R1 est récursivement
Zrumérable uniformément en un indice pour t{() si elle contient toute fonc—
tion totale qui est zé&ro presque partout ou bilen si elle contient toutes les
variantes finies fi() (f.(x) = g(x) p.p.) d'une fonction g() de Rt(}'
~ Au chapitre précédent une condition suffisante pour l'énumérabilité récursive

d'une classe Ri() a 8té obtenue 3 l'aide du type d'isomorphisme récursif des
ensembles d'indices @Rf() et If(). Mais, d'une part, une classe de comple-—
xité peut étre récursivement énumératle sans gque 1 'on pulsse effectivement
déterminer un indice pour une présentation récursivement énumérable &tant
donné un indice pour T{).

Dlautre part, meme si un tel indice peut étre déterminé uniformément
en un indice pour +t(), la présentation correspondante n'est pas nécessaire-
ment t()-bornée.

En observant que la classe complémentaire de Ri(), P \\Ri() est
toujours récursivement énumérable, on établit d'abord une classification des
mesures & et des classes Ri() (en tant que classes semi-récursives dans
le sens de Dekker et Myhill [23]).

Une classification équivalente est possible pour les classes par-—
tielles Rz(), meis il existe des mesures dans lesquelles P N\ Ri() n'est
pas une classe récursivement &numérable.

On peut donc donner la classification suivante

(2) Pour tout +() réecursif total (avec indice t), Ri() est
récursivement é&numérable et ii existe une fonction récursive f(), teile que
) est une présentation de Rf(), en outre, tout algorithme dans

£t

est +t()-borné presque partout

£(t)

o) . ;
& :Jf() ¢ R1 Vi() € R1[Rt() = {wi()ll S wf(t)} & wf(t) C.If()}
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clest-a-dire gue R§<) est t()-présentable et la présentation est uniforme
en un indice pour t().

(b) Pour tout t() ¢ RT’ Ri() est récursivemernt énumérable avec

une présentation qui est uniforme en un indice pour +t(), mais il existe des
bornes t{() arbitrairement grandes telles que R§<) n'est pas t()-présen-—

table

Toe i 320 e R IVEO € R, Ri() = (0,03 e Wy 3 &

o
Ve, dt, t,0>t,0 pp. & wf(tg)qt Itg()].

(¢) Pour tout t() € R1, Ri() est récursivement &numérable, meis

il existe des Lornes +() telles qu'aucune présentation récursivement énumé-

rable soit uniforme en %
; - o .
@ Vo) e Ry Jk Roy = (9,001 e e 3t Ve e Ry W # Vo

(d) I1 existe une borne de complexité +t() telle gque Rf() n'lest
pas récursivement énumérable ;

é

: £0) n'est par récursivement &numérable <=>

Ht() e R P \\Ri() n'est pas semi-récursif.

On montre d'abord que des mesures du type (a) & (d) existent en
construisant un exemple pour chague type. On en d&duit, que les propriétés
£ () (1l'ensemble des algorithmes t()-bornés) ne sont pas suffisamment

liées & celles des classes Rf() et 11 faudrait trouver dlautres ensembles

d'algorithmes pour Ri().
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4.4.- Construction d'une mesure ¢ et d'une borne t() Zelles que Ri()

n'lest pas rBcursivement numérable.

Comme on pouvailt le prévolir aprds les théordmes L.2.2 et L.2.L. sur
les degrés d'isomorphisme de eRi,), R§<> n'est pas nécessairement une classe
{

récursivement énumérable ; la démonstration est similalire & celle du théoréme

. . o] . . 3
d 'existence d'ensembles It(‘ de m—degrés arbltraires dans 21 U-ﬂ1.
/

I1 est par contre facile de montrer gue dans toute mesure ¢ il

existe une fonction récursive g()  telle gue

Ve () £ > () p.p. == R

(o] . .
£0) récursivement énumérablel.

. . ] . .
Ainsi, R est "presgue toujours" récursivement énumérable - sauf

t()
dventuellement pour certaines classes qui ont une borne de complexité "trop
petite'.

Les contre-exemples construits ici ont un certain caractére artifi-

ciel ; leur rdle est plutdt de guider l'intuition pour la définition d'axiomes

de mesures abstraites plus restreintes que ceux de Blum.

Pour la construction d'une mesure ¢ telle que R n'test pas
t()
. . . ) . o

récursivement &numérable, 11 est done d'atord nécessaire que Rt() ne con-
tienne pas toutes les variantes finies d'un de ces éléments. D'autre part, la

o) . . . .
classe Rt() ntest certainement pas récursivement énumérable si elle est pro-
ductive.

Etant donné t{) et & on constrult donc une nouvelle mesure o,

1

telle que Rf() s0it productif et ne contienne toutes les variantes finiles

d '‘aucune fonction de Rt():

Theoneme 4.4.1.- ¥t() ¢ R1 i1 existe une mesure & telle que Ri() n'est

ras récursivement énumérable (Rf() est productif).
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On suppose que ¢ satisfait au théoréme L.2.1. et que {<@i,¢i>} est

une classe de machines pour laquelle il existe une présentation W?(t)

4

¢ , uniforme en t et t()-bornée : x e W, = X ¢ If<). On

() (%)

construit d'atord une classe récursivement énumérable

d= R

A= {@X() |x e A}<; Ri<) gui ne contient plus toutes les variantes finies
de fonctions de Ri<), puis on détermine une classe de fonctions B et
gne mesure &' de facon que Rié) = A UB soit productif.

(A) Construction de &'

Soit A = {wx()lx e A} un sous-ensemtvle récursif de R§(> (dans le sens
de [37]) :

Soit {ui} N {Bi} des familles d'ensembles finis canoniguement énumérables
sans répétitions et effectivement séparables ; Exi] et [wi] désigrent
les indices canoniques de ay et d'un segment initial de wi’ respecti-

vement. On définit la fonction récursive partielle

0 si x e Wery) & (Hj)[LpX] = [ocj]
Y(X) = 1 Si X € Wf(t> & (3‘])[1!)}(1 = [BJ]
div sincn

les ensembles A = {x]y(x) =0} et B = {le(x) = 1} sont récursivement
Enumérables.
Soit g une fonction rédcursive qui énumdre A ; on construit un ensemktle

récursif A' qul est une présentation récursive pour A = {ﬂxlx g A}

= uy[y € A}

0
(@)
I

a{n+1) si a(n+1) » a'{n)

Y
[ad
i
1]

- = - > 1 S_'
y[ﬁy wa(n+1) & Qa(n+1) ®y P.P.. &Y a (n)] inon

ol < d > est une machine équivalente 3 < b . > construite
@Y’ ¥ 4 ﬂa(n+1)’ a(n+1)
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rar le lemme de Rogers.

De cette manisre on &8 A'C Ii<> et A' récursif.
1 + i ( 2 )
(9 (X)(x) 1 si 0. <X)\x) < t(x)

Soit maintenant f{x) =
L 0 sinon

f'x) n'appartient pas & Rf(> et par conséquent n'appartient pas & A,

car Qf() < t() p.p.==> JicA 9. = £ ; mais
~(V‘;,()(A-E],:,r)[}: <y & T(y) # wi(y)l , ce qui est contradictoire.

On définit

B =
{Qb. Ibi e B} et
1

1 X <n
X 1

0y (x) =

1
f(x) x>n
- L. . ' . iéme .. '
ou ni+1 et la cardinalité de Bi et lx son X+1 élément ; c¢'est-

g~dire que B est une classe de ~ariantes finles de f. On construit un

ensenble récursif B' : B = {@b, [b! e B'} comme pour la classe A et
. i
1

on pose
( ®j(x) si g = ai e A'
1 = - = ! ' . 1y >
@J(x) 4 g(x) si § =DbleB'e @l(lj x
¢j(x) + g(x) + 1 sinon
N . ~ o] L
ol g{x) est une fonction honnete telle que Rs() = Ré/) - une telle fonc-

tion existe toujours d'aprés le théoréme de Meyer-McCreight.

B) Vérification des propriétés de la classe (C = R = {&i()li e C}
(a) ¢' est unc mesure bien dé&finie

= 1
(o) dom e dom o!
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M{i.x,7) si i =al ¢ Al

M'(i,x,y) = { M(isx,y=g(x)=1) si 1 £ A'V 1 ¢ B'V [i=bJ!&q>J.<j>sx'

1 si vy =glx) &1 =b!¢&e.(]) >x

0 sinon

et M'(i,x,y) est un prédicat récursif si M(i,x,y) 1l'lest ;

\ o
(b} Rt()

tale : immédiat.

ne contient toutes les variantes finies d'aucune fonction to-

ol

que si (' présente C(C, alors K S ol

= ( est une classe productive de fonctions totales : on preuve

() Soit C'C C wun scus—ensemble de C qui présente C(, il doit
contenir les indices {bi Ii € E}.

Soit b'(i) = bi, B'() une fonction qui énumére B', alcrs b'() riduiz

K & c

nekKs=>bo'(n) = ble O

neK=>Db(n)

"
o
™
Q

i

\
o’
™
(@]

car b} ¢ A', done K <, C' pour tout C'€ C qui présente C par
B ().
(g) soit C! $ ¢ une présentation arbitraire de (C différente de

C et de ses sous—ensembles ;

C!' contient un ensemble d'indices pour { ieg E}, plus précisément
b!
i

Lemme 4.4.2.- Si B' et B" sont deux présentations de B alors il existe

~

une fonction récursive g() qui réduit B' & B" (en tant gu'énumé-

ration de B) :
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(Vn) Lpb'(n)() - ﬂb"(g(n))(>

Pour prouver le lemme, soit b'() une énumfration de B' et b"() une
Enumération de R", h() une érumération des indices canonigues des Bi
Bi = Dh(i); [Bi] = h(i). On construit d'abord une forction récursive totale

par

n,
£(3) = (i) [p(d) = [9.3]]
J

~ -

n.
ou [@bij est l'indice canonique de ﬁb! restreint a {O,T,---,ni}- puls
J

J
on pose

g(i) = (uk)[h(f(i)) = [@bﬁ(i)lj 3
k

on vérifie que
-y 1 => n " = .
BoeBN = by e B et )0 = gy O
Il est meintenant clair que
KsC' par b"(g() )

neK=>b"(n) e {b] [{cKCC=> Db"glr)ec

nek = b'n)e (bl |[iecK}CC=>D"(g(n)) eC".
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4.5.- Constrwetion d'une classe Rf_j” inaccessible.

On construit d'abord une mesure ¢ et une borne de complexité ()
telle que
0) est immune,

0 est récursivement &numérable.

-

Cecil montre que si L§<) est immune, Rf() peut trds bien etre

- . ” ot S . o} . .
récursivement é&rumérable, meme sl Rt() est une classe de fonctions isolées.
Une conséquence d'uns telle configuration est gque toute présentation récursive-

. . . . . . ¢
ment énumérable doit contenilr des indices qul ne sont pas dans I

v()”

On obtient par la suite une autre mesure ¢ +telle gue ( Ht) R

t()
est récursivement énumérable, mais il n'y a pas de présentation récursivement

érumérable de Ri() qui soit uniforme en +t, ur indice pour t(). Une telle

. 0] ~ . . ..
classe de complexite Ré() peut etre appelée lnaccessitle.

Theordme 4.5.1.- Il existe une mesure © et une torne de complexité <t()
telles gque

(l) (HX) Rf() = {lpl() ‘l € WX},i.e. Rf

0) est récursivement énumérable ;

(ii) RS(> ntest pas o¢-t-présentalble :

: ¢
Re(y = W) |ieW = W ggzt().

Soit t() 1la "fonction de croissance minimele" ("minimal growth rate")

de Rorodin [6} et soit «<y,9> 1la classe des machines du théorsme ae

Borodin ; If() = {1 [(FR)(¥x)e, (x) s k} = {1 e () < t() ..} 3

It() est l'ensemble des algorithmes dont la complexité est bernée (par

une constante) partout.

Par ie théoréme L.1.2.p. ona X sm If(). et comme l'ensenlle IS(> est,

récursivement &numérable, il cst créatif,
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. ) o) .
On econstruit d'abord un sous—-ensemble A CZIt() tel que Lf()mA contient

. . . . . o] . . ..
au moins un indice pour toute fonction @i(), ie It() ; puis on dé&finit

Lo ¢ P - .
une nouvelle mesure ¢' telle que it() = It()_A’ A infinl et récursive-
o)

ment énumérable, mais non-créatif, It()—A immune. On utilise un théoréue
de Yates [53] et son extension pé; Khutoretskii 27] sur i'existence 'en-
sembles qui sont d'un degré d'indécidabilité donné et simples dans un ensem-
ble récursivement &numéreble et infini donné ; ici on comstruit A simple
dans“I¢ .

()

On obtient alors

@’

Rt()

N T T A a2
= (0,00 | eIy = I)mAl = Repy

1

I® créatif et If() irmune.

t()
Soit Gwi 1'ensemble A'indices de la fonction récursive partielle

. o] . .
wi() £ P1 ; on montre d'abord que si B CIIt() est immune et A = It()—B

. d . P
> N oy,
simple en It()’ alors B ne peut contenir It() Gwl

d
t

A n(zj() Ney,) #0 si Ii() Moy # ¢, (cf. a8f. h.1.).

Pl

. o] . o] .
Lemme 4.5,2.- Si A C'It() est simple en It() et - B=1 ()—A immune, zlors

A montrer que I® N ep. # O ==> I® N oyY. posséde un sous—ensemble
t() i () i
récursivement énumérablie infini.
. . b -
S1 A est simple en It()’ alors A rencontre tout sous-ensemble r2cur-

. P ” @ ~
sivement E&numérable de It()’ i'ou le lemme.

Or, la classe de machines que nous avons choisie admet un speed-up globzal

¢ )

Rt() kt ()

=R Yk ¢ N, i.e

2.() £ t() pop. = (J3)0,(0) = 9,00 & x . 2.0)

1

A

®i() < t() p.p.

On obtiert un ensemble récursivement &numérable d'indices pour @i<>

par une application itérée du speed-up global.

. o] o L.
D'autre part, si A C It() n'est pas créatif, alors’ A ne peut con-

o .
. n — :
tenir It() O&i tout entler
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Lewme 4.5.3.- A créatif <=> Hgﬂi, i €Ii(> & g() ¢ R1

o}
g(It() n @ﬁi) CA

I

eI ) Nop) CA.

(a) => : Supposons A créatif, alors It() < A par une certaine fone-
tion récursive g().

Soit ., i€ I§(> arhitraire, zlors

. ® .
J € O@i n It() = g(j) e A

. o - . -
JEG‘\DinI+() => g(J) e A,

|9

) 1la fonction du lemme - c¢'est une conséquence immédiate de la m-réduc-
g

tibilité 4 I a A.
ibilité de I,

(b) <= : Supposons qu'il existe une fonction g() ¢ R1 et une fonctiorn

fixée . (x) 2vee les propriétés requises par le lemme ; il faut montrer
0

L o
que A est créazatif, donc It() S A,

On d8finit une fonction h() e R1 de fagon que

&io(n) si @X(n) < tin)
Lph(x)(n) =
¥, (n) s 2 (n) > t(n)
1
ol ®i1() = ﬂio() & @i1() > t() 1i.a.
si x ¢ Ii<) => @h(x)(n) = min {@io(n),®x(n),®t(n)} < t(n) p.p.
et x f Lf() = o, y(m) > 8, (1) > t(n) i

1
(L'énumération wh(x) est trés similaire & celle de Ri() en complexité

t(), lorsque @X() < t() p.p. - on supprime les détails).
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I1 en résulte que

¢ o () = < +{ z==>
X € It() => h(X> € It() & lﬂhb()() = 1plo<\ & q)h(X)() N t\) b.p.
= n(x) =& (@@i n Ti<)) => g(h(x)) € A
0
- :@_ 2 L= [6) > ==>
x ¢ 1 0 => n(x) ¢ Ty & ﬁh(x)(’ = @io() & h(x)() t{) i.a.
=> n(x) e (@ﬂi N Ii<)) => g(h(x)) ¢ A

I1 suffit maintenant pour prouver le théoréme de construire un ensemble

. . .. _9 .
récursivement énumérable A, simple en Lt() et non-créatif.

Déginition 4.1.- Soient A4 et B infinis, l'ensemble récursivement é&numéralle

A est 4it simple en B si ACB et si B - A est immune.

Lemme 4.5.4.- T1 exists un ensemble infini A, récursivement &numfrable, simple

en I® et non-créatif.

t{)
. ¢ P e m e e s . .. P .
Soit A1 - It(\ récursif infinl et tel que It()—A est infini et récursi-

vement énumérable.

Soit f£() = A () injectif ¢ R, et soit C simple et de degré b

-]7
(Yates [53) théordme 2) ; £(C) %, C par la propriété de f£().

Si 1L'on pose f(C) = B1, alors B1 est simple en A1 et du degré b.

On construit un ensemble B simple en Ii()—A1 et de degré < b et on

2’
= R .
pose A L1 U B2

A est récursivement énumérable et de degré b, £ est sussi simple en

o] . . . . . .
I+(), car ail >—A contient un ensemble infini récursivement &numérable

o
4

M, alors M N (Ii—A1) sst infini ou M N A1 est infini, mais ceci est

impessible, car B1 est simple en A1 et B2 est simple en Ii(‘_AT'
J
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Construction de B2 :

Soit aln) e R

. .. . . P
; une foriction injective qui énumSre un ensemble du degré

b et scit {R } 1la famille de tous les sous—ensembles récursivement &nu-

mérables de I

L

ct oD

n
()—Af, R 1l'ensemble dans R aprds g2 pas du procZdé

d'énumération

n = u nr(3>ﬂ(x > 2e & x > aln) & x ¢ Rn)]
e e
- n
- X = u xlx>2e & x32aln ) &xce¢ Ree]
e
s . e e s s o
E.=1{x1} 3 B rencontre tout sous-ensembls 1ufinl de T ~-A_ 3 donc
2 e 2 () 1
. ¢
B2 est simple en It()—A1

On démontre I?' ®

0) = It()_A' Soit f(N) = A.

- (2)
A récursivement Enumérable <=> E] P ,orédicat récursif, tel que

21 1'on poss

est obtenu de @i(x) par une condition récursive ;

[

@i(x) défini <=> @i(x) défini
et @i(x) = y récursif <=> @i(x) =y récursif.

. . . . 9! A s
Linsi ¢' est de nouveau une mesure bilen définie et Rf() rempli®

les conditions du théoréme.

t
Notons gque Rt() possdde une présentation récursivément & umérable

@'

To(gys CBF I;<\ contient toutes les variantes finies de f(x) = O, c'est-3~
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dire la classe des fonction {fi() i fi(x) =0 p.p.}
L

En outre, par les lemmes, Ii() doit contenir un indice pour toute

fonction dans Ri(). Supposons le contraire; alors il existe un Oi() tel
o] o) N ~ - - .
que h(@nj]i N It()) C A et h(@\{}i N It()) C A, o h(x) = xx[x] , la fonction
identitd. Mais dans ce cas A doit 8tre créatif, une contradiction.
@ll q)‘

On construit maintenant une mesure @" telle que It() CZIt(),

° @" . - o @H - i .
It() immune, Rt() récursivement énumératle, mais non uniformément en, un

indice t pour ().

Dééin&t&on 4.7.- Une classe € de fonctions récursives est effectivement
discrete (ou encore classe de fonctions effectivement isolées) s'il
existe une classe canoniquement énumérable d'ensembles finis A ={Ex;]}isN

n.
telle que Vf e € aozi e A [[ui—] = [f‘ l]] &

n._
e 1] = £0) ¥ g()]

n,
& Vui eA VfetC Vged [[aé] = [r?] & [ai]

~

n,
ot [f '] est 1'indice canonique de la restriction

74

[O,1,...,ni] du

graphe de f() et [ail = n g+l

Théoneme 4.5.5.- I1 existe une mesure ¢ et une borne de complexité t()
telle que
(i) Ri() est récursivement é&numérable
(ii) Aucune présentation récursivement énumérable de Ri<) ne peut étre
obtenue effectivement & partir d'un indice t pour t().
"

) o' R@" c Rq>' ch" . . ch" c.c .
tOC: It()’ £() £()° ) effectivement discret: ()= donné

Soit I (

Une mesure adéguate ¢" peut etre définie par :
3. (x) si Yu g x MP{i,u) &1 ¢ B

@i(x) + t(x) + 1 sinon
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ol P(i,x) est le prédicat du théoréme L4.5.1. et B une présentation récur-

" 1"

sive de Rf() telle que (Ii() n @Ri(ycf B (c.3.d4. P(i.x) et B sont donnés).

0]
; s ) 5 ) . !
(i) Supposons qu'il existe Wf (t)g; @Rt() et W1(1,t) tel que

1

_’] . .
v, (N =y LA 1) = {x|v W 2 cur-
.1(k,t) \fq(t> Alors ¥, <Vf1(t)) {x] 1(x,t) 5 f1(t)} serait récur
Fel

sivement #numérable. Mais si A Q_Ii(), alors A est immune et

-1 . . ‘
= 1 L .
A=y, (Wf (t)) est impossible

1

(ii) Supposons qu'il existe une fonction récursive (partielle)

v(i,n,t) = ¥, (i,n) telle que

t
Lo . e 1 a
ie It() ==> Wt(l,n) défini & ﬁWt(i,n)() = wi()
: o" . s a"
==> 1 i . € .
ié It() Wt(l,n) 1rdef1n1\/,wt(l,n)() Rt()

. | . . P "
s W = . -
Soit W (t) {1l‘i’t(1,n) défini. - et sz(t)$_ORt().
1"

Soit @i £ Wf (+) ~ @Riz) : &w (: n)() € Ri() pour tout n.
2 - \ >

Si wwt(i,n)(x) = @i(x) pour X < n, alors

0W+(1,n)() £ Riz) ==> ﬁwt(i,n)(x) # &i(x), X > n, mais aussi

n.
1
lp\;/t(i’n)() € Rt() F=> Hal EOL-L] = [lph}’t(i,n)]'

Mais alors 1l existe m > n tel que ﬁw (

() # 9
NERS AR

() et
" )

i,n i,m
& " - :
[ui] = [¢Wt(i>m)], donc Rt() ne peut pas etre une classe effectivement

discréte, contradiction.
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4.6.1.- Enumbrabilite unifonme de classes de complexite.-

Le début de la section L.h. a #té consacré 3 la construction d'une
mesure & et d'une ©6-t-classe de complexité qui n'est pas récursivement Znu-
mérable - Ri() ne possdde pas de présentation récursivement énumérable. Par
la suite on montre 1l'existence d'une mesure telle gque toute classe Ri(> a
une présentation récursivement énumérable mais telle que celle—ci n'est paé
“unifdfmémént effective en un indice pour t(). Il résulte de la ql@ssification
des ensembles d'indices @Ri(>, gque pour tout ¢ et tout t() suffisamment
grand, la classe correspondante est récursivement énumérable avec une présen-
tation dont 1l'indice peut 8tre trouvé uniformément en un indice pour t(). Le
procédé de construction d'une telle présentation de Ri() est bas& sur un
principe di & Hartmanis et Stearns [8] et & A. Borodin [6].

I1 est d'ailleurs possible d'étendre cette construction aux classes
partielles (classes de fonctions récursives partielles de complexité bornée
par une fonction partielle ¢, ¢ Pj\.

La construction s'applique alors en particulier & 1'énumération ré-

cursive des classes totales dans le cas ol la borne de complexité est une

fonction récursive totale [AZ].

. . ) .
Théeoreme 4.6.1.- Soient ¢ et @k() € P1 tels que R@ contient toutes les
k
fonctions qui sont z8ro presque partout dans leur domaine de définition.

Dans ce cas RQ

2.0

tion récursive e R, telle que W

est récursivement énumérable et il existe une fonec-

est une présentation récur-
. . P o)

sivement énumérable de R ()"

Py

Démonstrnation, -

Soit P(i,n,x,k) <=> (Yu < x)[[u < H1(n) & [@k(u) > x V'@i(u) < Hg(n)]]

v [u > m(n) & [@k(u) > x Vo, (u) s lﬂk(u)]ﬂ
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et Q(i,n,x,k) <=> [[x < H1(n) & @i(x) < Hg(n)]

[x > 1 (n) & [@i(x) <9 (x) Ve (x) s @k(x)]]] ;

1

P est un prédicat récursif (méme si wk et Y, sont indé&finis pour
un certain argument u < x) ; la valeur de Q par contre est indéterminée

si x > I (n) et @i(x) = ¢ (x) = indéfini ;

1 k
On pose
( @i(x) si P(i,n,x,k) & Q(i,n,x,k) & [wk(x) défini
Vo, (x) défini)
‘Df(i,n,k)(x> = ¢ 0 si T1P(i,n,x.k) V1Q(i,n,x,k) & [@k(x) aéfini
\3 ﬂi(x) défini]

\ div si wk(x) divergent & wi(x) divergent ;

i,n,k)<x) Enumére Rzk et 11 existe g ¢ R1 tel que

dom wg(k) = wg(k) = {f(i,n,k) | i,n ¢ N} est une présentation récursivement

Assention : Ain x 0f(

Znumérable de R®

9

(a) <I>i < lﬂk presque partout et dom u}kg dom kﬂi => (E]n)

wa(i nx) - &i] : on construit un n qui satisfait & cette condition
2 2

s
[}
]
1]

wy [y <x & mk(x) dér.=> ®i(x) < 0, (x)] et

]
o
=
3
il
]
11

max{@i(x)]x < H1(n) & wk(x) défini}

(b) . > 0. i.a. ==> (Yn)(Ju) Vv)[ v s ou=> ] P(i,n,v,k)]

==> (Vn)[wf(i = 0 presque partout]

Sn 9k)

(c) (vi)(yn) [dom ¢ € dom Yoo k)] :

Supposons wk(x) @éfini ; P peut &tre évalué ; si P est faux :

P

f(i,n,k)(x) = 0, donc défini.

Si P est vrai, Q peut Stre évaluéd (car 1pk(x) est défini) alors

(x) = 0, (x)

si Q@ est vrai ==> wi(x) est défini & ®f(i LK)
b1 2

si Q est faux =>@f( )(x) =0 ;

i,n,k



donc (x) est dé&fini, Supposons ﬁk(x) indéfini ;- si d.(x) est

£{i,n,k) i

§8fini => @ est toujours vral et

( ﬁi(x) si P est vrail
- _
#f(i,n,k><x) ‘

: 0 si P est faux
In o 2 3 > .
‘VdonCN‘wf(i,n’k)(x) est d&fini ;

g5 4. (x) est indéfini ==>Q 1indéfini => & ()= (k) =
i £{i,n,k ‘

)

= indéfini et dom ¥, C dom Dppy gy et Al n x[@f(i’n,k)(xx‘énumsrc

2% . aoit . . ) e
oit f(i,n,k) wh(k)(l’n) par s-m-n

of = ol 1y = Mgy T 9O Vg(x)”

5

Conollaire 4.6.1.- Soit @ tel que wi(> =0 p.p. ==> @i() c RAX[O] ;

alors Yt() R est récursivement dnumérable avec une présentation r.&.

t()

uniforme en un indice pour t().
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4.6.2.- Exemple d'une classe de machines telle que

e () RQ(

£() est t()-présentable : W

£(1) © o0y

On montre ici qu'il existe une classe de machines pour laquelle 1'al-
gorithme d'énumération du théordme L.6.1. peut Btre effectué en ressource t()

il existe une présentation t()-bornée et uniforme en t.

ﬁi(x) si @i(x)_s ?(x)‘

Lorsque 1l'on calcule f(i,x) = {

-0 sinon
alors f(i,x) = @s(i)(x) et 11 existe une fonection récursive r() ¢ R2
telle que ®S<i)(x) < r(x,t(x)) p.p. : en effet
on pose
@S(i)(x) si @i(x) £y V'ws(i)(x) =0
h(i,x,y) =
0 sinon

et avee r(x,y) = max{h(i,x,y)} on a
1$x

qs(i)(x) < 23§ h(i,x,t(x))}

. . - t
Lorsqu'une classe de machine a la propriété de pouvoir calculer 'en paral-

18le" sans perte de ressource

et qs(i j)(x) = min{@i(x),éj(x)} : alors une analyse de l'algorithme de L4.6.1.
3
montre gque pour tout t(x) = x 1l existe une présentation de Ri() avec

r{x,t(x)) = t(x)
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Théoneme 4.6.2.- Soit <{),&> une classe de machines pouvant calculer en paral-
—_— o v

18le sans perte de ressource et soit @i(x) > x, alors Vt() ¢ R1 Rt()

est t()-présentable.

Soit <@,?> 1la classe des machines de Turing qui 1it toujours com-
plitement ses données et soit ©= longueur utilis&e de la bande de travail.

On montre EQJ'que pour cette classe de machines, 1'énumération de

o
R, (y)

0 du théordme 4.6.1. peut &tre effectuée en ressource t(), si wf(i,n,t)

est calculé de la maniére sulvante

1) P(i,n,H1(n) + 1,t) est évalué ;
> hd . + :_
si '1P(1,n,H1(n) 1, t) alors wf(i,n,t)(y) 0
: « =
2) si v ¢ H1(n) alors @f(i,n,t)(Y) : Oi(y)
sinon & (y) : =y

£(i,n,t)

3) (Vx) H1(n) < x <7y on évalue P(i,n,y,t) de la meniére suivante

si @t(x) <y on évalue &i(x) avec complexité @i(x) < @t(x) :

si @t(x) >y ou @t(x) <Y & @i(x) > Wt(x), clest-a-dire

JP(i,n,y,t) alors (y): =0

IDf(i,n,t)
4) on évalue Q(i,n,y,t) de la fagon suivante

@i(y) est calculé en ressource @i(y) ;

(y) alors 9

'f(i,n,t)(y): =9, (¥)

. ¢, .
1 f(l,l’l,t) 1

. o _,.
; f(l,n,t)(y) alors aller a 35,

(¢) si o.(y) <o

; f(i,n,t)(y) et wi(y) est indéfini <=>

une configuration de la machine est répétée
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5) On continue de calculer &(i,n,y,t)

t(y) est calculé en ressource @t(y) < Qf(i’n,t)(y)
] 1 0. o=
(a) si <I>t_(y) < ®f(i’n,t)(y), alors T1Q(i,n,y,t) et ,f(l’n’w(y) 0
® oV =
() si ft(y) > Qf(i,n’t)(y) alors on pose ®f(i,n,t)(J)' éf(i’n,t>(y)+1

aller a 4).

Assertion : Cet algorithme termine avec &

1) 1'algorithme s'arréte en 1) ouen 2) : @

pour un ¥y suffisamment grand.
2) 1'algorithme s'arréte en 3) : @

3) sinon, (a) si o _(y) = t(y) = 2.(x), ¢¥.(y) converge le premier,

Q(i,n,y,t) et (i n t)(y) = 0.(y) < t(y)

() si o(y) > 0,r) > tly), Talimyt)

ou ¢ (y) > e (y) > tly), Q(i,n,y,t)
o, . i i
et 'f(l,n,t)(y) > t(y), dans ce cas il existe u > y tel que
Yy' > u TP{(i,n,y',t) et l'algorithme s'arréte en 3), avec
o]

f(i,n,t)(y‘) =y
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4.7.- Lla difhiculte de L'enumdration de classes de ponctions.-

, % :
4.7.1.- Les classes de fonctions S_ .y = {e.() [ie I ()

Nous avons vu que les classes de complexité Ri<) sont toujours
récursivement énumérables pour () € R1 suffisamment grand et que, dans ce
cas, Ii() est un ensemble productif.

On montre ici que les classes de fonctions de complexit correspon-
‘danteéb Si£> ='{©i()|i £ Iik)} ne sont pas, en général, récursivement &numé-
rables. On considére donc le cas de bornes de complexité suffisamment grandes
(pour Ii() récursivement &numérable, Si() est. évidemment récursivement
énumérable).

Les propriétés de Si<) dépendent de la mesure, c'est—-d-dire de la
classes de machines choisie. On considére ici le cas & = L, la longueur de
la bande utilisée au cours du calcul par une machine de Turing T. On sait,
que & = I est une mesure propre, c'est-a-dire que @i() € Rz.() ou encore

1

Vi 3 % ()= o.() & a()<o.() p.p.

i J i
Theoreme 4.7.1.- 81 <P,0> = <T,L>, alors il existe g() ¢ R1 tel que pour
tout @i(), 6.() = g() p.p., Sg 0 n'est pas récursivement énumérable.

1 .
1

Pour la démonstration, on utilise une propriété de densité de la classe

de fonctions {Li} = {@i} par rapport 4 la relation d'ordre @i() < ®j() D.D.
Soit g() tel gque ¢.() > g() p.p. ==> T ) ,—complet ; donc rE
i @i() 2 @i()

récursivement énumérable.
Soit Wn une présentation d'une classe(récursivement &numérable) € de

fonctions de complexité, € ES; 0 et an_ Ig ()" On construit une
i i ‘

fonction de complexité @k(), uniformément en un indice pour . et en

[

n et tel que & () e S

k s, T

Si € est vide (Wh = @), soit ®k() une fonction de complexité pour

ﬁk() @i() qui est @i()—bornée ;

e
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si W # @, soit n() € R, une fonction récursive qui énumére W~ sans
n

1
répétition.
o. () et o. (), telles que

I I
g() < ®j () < ©j () ¢ @i() p.p. - Un tel choix est effectif, si 1l'on
1 2
!

utilise une version du théordme de compression (Rabin - Blum). I1 implique

On choisit deux fonctions dans C,

en outre que ©j1() et ®j2() sont non-bornés.
®j () n'est pas nécessairement non—-décroissant, mais les conditions im-
po;ées sur ®j1() impliquent, gu'il existe une séquence infinie @€ points
{bi} telle que (Vbi)

On construit donc simultandment une séquence finie {b1""br} et la

fonction @k() de la manidre suivante : Au pas x : On calcule ¢. (x)
. 1
avec complexité &. (x) ;
1

1) si &. (x) < @. (x), alors on pose & (x) =0, (x) (il y a &ventuelle-

ment un nombre fini de tels arguments).

2) si ®j (x) < ®j (x), alors on construit la séquence finie {61, .y br},
1 2
b, = un{¢. (n) < ©. & 0. <9,
;= un 31() 31(X) J1(n) Jz(n)},
41 = uni{n > bi & Qj (n) < Qj (x) & Qj (n) < Qj (n) &
1 1 1 2
& &. (b ) < ¢ (n)}a
j.ood
1 1
b =x

S'il existe bi < x tel que ﬁn(H (b.))(bi)

0 5 converge en ressource

®j1(x)' et tel que Wn(ﬂo(bi))(bi) ne convergealt pas en ressource
¢. (y), v < x, et si

J1 )

@n(no(bi))(b.) # ®j1(bi), alors on pose @k(x); ;.

sinon on pose @k(x):

1
o
—
"
~—

]
L=
—

»
~—
-
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en utilisant ressource &. (x) pour la recherche d'un tel bi.
2
Plus formellement, soit

et au pas X :

bo = (Ubl < X)[én(no(bl))(bl) < @J-1(X) & bl é L(X):l

si un tel bi existe

alors on pose

0. (x)- si L(x) =9

J
1
@k(x) = ©j1(x) si bo existe et si Qn(HO(bo))(bO) # ®j1(b0)
®j2(x) si bO n'existe pas ou si Qn(ﬂo(bo))(bo) = ®j1(b0)
Lix+1): = L(x) si bo n'existe pas
Lix+1): = L{x) U {bo} sinon

Par définition, @k() # ®j() i.a. pour tout ®j() e C.

Comme cet algorithme peut &tre effectud eun ressource &. (x), si
1
o (x) = &. (x) et en ressource ¢. (x) sinon, on a

Conollaire 4.7.-1. : Si <@,0> = <T,IL>, alors il existe g() e R

tout t() > g() p.p. Si() n'est pas récursivement énumérable.

1 tel que pour
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4.7.2.- Sous-classes de Ri().

Le sujet de ce paragraphe est la famille des sous-ensembles récursivement

P - . . . @
énumérables, mais arbitraires de Rt()'

Les classes Ri() peuvent &tre énumérées en ressource g(t()) p.p.
(pour tout +t() suffisamment grand), ou g() e Ri dépend de ¢, mais non de
. t() .(voir aussi chapitre V) ; de plus il y a des mesures telles que g(x) = x,
c'est-d-dire que Ri(> est t()-fnumérable. Ceci est auséi.vfai péuf les classes

o]
Re()

qui ont la propriété de Ritchie-Cobham (quelle que soit la mesure &).

On prouve iei que cette propriété n'est pas vErifiée pour toutes les
b q prop b

. . . . 0
sous-classes récursivement énumérables, mais arbitraires, de R@ 0 La
k

démonstration est congue pour @k() €P1 ; elle devient plus simple lorsque

@k() £ R1.

on peut construire une classe de fonctions

Quel gque soit ﬁk() £ P1,

récursives partielles @g; R$ 0) qui est telle que si ﬂz(i,x) est universel
k

pour €, alors

A X @Z(i,x) > h(g (x)) i.a.

k

donné, mais pourtant

dans dom &k pour un h() e R,

icoc) (Jieo0) = 9,0t 6,0 5 $,0) p.p. dens dom .

NG
glz,i) J
I1 convient de noter que la seule existence d'un tel ﬂk() résulte
du théoreme du gap, mais qu'ici on prouve la propriété pour toute classe R$ 0)

k
avec dom ﬂk infini.

La construction d'une telle classe € fournit les résultats suivants
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(1) Un théordme qui est similaire (pour les sous-classes de R$ ())
au théoréme de Rabin-Blum : si -ﬁz est universel pour €, alors
@Z() > @i() i.a. pour toute fonction telle que @i() < gl ()

p.P- dans dom ﬂk.

(ii) On construit une classe € dont tout élément est ©&-t()-calculable,
- par conséquent il existe une présentation de € qui ne contient que
des indices t()-calculables, mais en vertu du point (i) elle n'est

pas récursivement énumérable.

(1ii) La famille des sous-classes récursivement énumérables de Ri() n'est

pas énumérable pour un Z?—prédicat. I1 reste 3 déterminer le degré

minimal n d'un Zg—prédicat qul énumére cette famille.

Par une gfnéralisation de la construction, on obtient une classe (€
dont toute présentation récursivement &numérable ef uniforme en un indice Kk
(de @k()) est arbitrairement difficile. Ceci indique que la propriété d'une
fonction isolée d'étre @—ﬂk()—calculable n'a pas une trés grande signification
pratique. Il semblerait intéressant d'étudier des classes de fonctions dont la

complexité est bornée de facon plus "effective" ou "démontrable".
Scit C$ C R$ la classe des fonctions {f()|pf()(; {0,1} &
k k

£{) e Rﬂ } 3 on restreint € & cette classe. Lorsque @k() est total,
k

C% est la classe des fonctions caractéristiques et @—ﬂk()—calculables. On
k
dénotera par FE la classe des ensembles {x[f(x) =1 & f() ¢ C$ } et
k k

par Ei() la classe des enmsembles {x|f(x) =1 & () ¢ Ct()’ t() totall.

On a d'abord les résultats préliminaires suivants
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(2) Soit t() +total, l'ensemble des algorithmes (indices) t()-calculables
de fonctiouns @i() £ R2 qui sont universelles pour une sous-classe de

£0) n'est pas récursivement &numérable.

Proposition 4.7.2.- L'ensemble (%) {x] (Vi) ﬂk(i,x) € Ci(> & o (i,x) < t(x)

p.p.} n'est pas récursivement énumérable.

Demonstration : Par un simple procédé de diagonalisation, supposons gque

¥ = = . ] é 1 S S .= . =
(%) = A Wl soit récursivement énumérable, alérs Ck’l {X!@f(k,l>(X) 1}

serait une énumération des sous-classes Ci’ i=0,1,2,

(C. = {Cc. .,C.

1 1,07 71,1

,...1) de E

La classe des fonctions {1 = 9 x)|i ¢ N} détermine une sous-

eix, i)

classe de C® , c'est la classe C des ensembles {C .li e N} ; car,
t() k k,i
pour tout t() suffisamment grand, Ei() est supposé clos par rapport aux
compléments.
Done, - ﬂ x)) € c? £0) et par conséquent

c=1{12 ﬂf(i,i)(x)li e N} = {ﬁf(ko )(x)\i e N pour un certain k, ;

A . . . .
d'ou wf(ko’ko)(X) 1 &f(k " )(X), contradiction.

Remargue.- Soit LD x) (x) = 1 (x).

- lDf(k,k)
La proposition précédente ne permet pas d'affirmer que

{ﬁk(i,x)lk e (%)} n'est pas récursivement énumérable, il faudrait pour cela

prouver que, pour tout sous-ensemble récursivement énumérable A de (%) et

pour toute sous—classe Ck ] correspondante, on ait
>

L3 Do ) # DO VANV By #0,

,X)

(b) Le méme procédé de diagonalisation sur les indices peut &tre appliqué

lorsque @k() est récursif partiel ; on obtient la contradiction sur
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dom @k
(VX) Gk(X) défini ===> ﬂf(io,io)(X) =1 = wf(io’io>(x>
(c) Proposition 4.7.3.- La classe des fonctions
K**),_{®Z(i,x)lwk(x) défini ===> &Z(i,x) défini & @z(i,x) < ¥ (x) p.p.

dans dom ﬁk}

est récursivement énumérable.

On procéde de fagon analogue que pour les fonctions & un argument ; soit

s(z,1) ¢ R2 la fonction obtenue par le théoréme s-~m-n,

A x wz(i,x) = ws( .)(X), alors

Z,1

U (x) e e® et P, =y ou bien . prend la valeur
9, £ £

f(s(z,i),n,k) S(tai)

zéro presque partout dans dom wk.

On obtient ainsi une &numération de sous-classes

de F$ (E$ ) qui correspondent & la classe des fonctions (*%) ; on veut
k k
montrer gue les sous—classes de C$ ne sont pas récursivement &numérables,
k
si {ﬁf(n i)()ln,i e N} #énumére une famille de sous-classes de C$ , alors
2

k
il existe une classe récursivement &numérable {&g(y)()|y e N} g;C$k telle

que

V) [T ) By 0O # 0,0 VTN v 00 F 00T,
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autrement dit, {&g(y)()ly e N} est différent de toute sous-classe énumérée.

Discussion informelle de La consthuction :

Seit R. = {x‘w . (x) =1} 3 si 1l'on diagonalise sur les classes
i g(i)
Ci . de la maniére suivante
. IDg(O)(O) =1 "o’f(O,O)(O)’
lﬂg(o>(1) =1 = wf(o’.])(‘]):
wg<i)(x) =12 wf(i,x)( ), etc

On a bien (Vk)(31)(V3) R, # Cp5» cor R, # Cp

. . o]
Mais on ne peut pas garantir que Ri £ Ewk, car wf(i,x)(x) ¢ ka
en général.

D'autre part, il n'est pas suffisant d'avoir R, # C

I1 faut donc construire 0g(i) de fagon que

‘Dg<o) ’élpf(o

,XOO) pour un certain %50
VE il Vem) Va0,
Petn) # Petayn, ) P Petagn, ) P F Dot )

ol les Xij sont choisis de manidre i garantir que @g(i)() e C® pdur tout

b

D'autre part, si Ri est l'ensemble déterminé par wg(i)() et si

la famille d'ensembles Ck 5 est déterminée par la famille des fonctions
2

&f(k,i)(), alors {wf(k,i)‘i e N} n'est pas une indexation de wg(i)’
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c'est-3-dire qu'il n'y a pas de fonction récursive h() e R1 telle gque
Vi . = . sinon {f(k,h(i))|i € N} serait présentation
) etnn) 7 Yatny s | °

t()-calculable de la classe {ﬂg(i)li g N}, ce qul est exclu par la construc-—

tion de cette classe.

On peut donc énoncer le théoréme suivant

. . - - @ - . - . - ~
Theoneme 4.7.4.- Soit Cw la classe des fonctions récursives partielles &
k

valeurs dans {0,1} et 0k()—calculables presque partout dans dom ﬁk’

Cz C R$ , alors on peut construire une classe récursivement énumérable
k k

F = {FO’F1""} d'ensembles @k()—calculables, FC F; , telle que
k
(i) F est différente de toutes les classes Ci dans une énumération

des sous—classes récursivement énumérables Ci Wk()'calculables de

o

Fﬁk

(Vi) C. # F.
i

(i1) F n'est pas ﬂk()—calculable et plus généralement aucune classe

ﬂk()—calculable est une indexation de F.

Demonsthation du théoréme : Soit {D

f(x)lx > 0} = {QX[x > O} une séguence cano-
niquement énumérable d'ensembles finis tels que (Vx) ng; Q +1 et U Qi =3,
' i
S récursivement énumérable et S y’F% .
k

Une application du théoréme de compression donne immédiatement un tel
ensemble S qul n'est pas ﬂk()—calculable. On suppose en outre qu'il existe une
séquence récursivement énumérable {AX} d'ensembles récursivement &numérables de
F$ tels que (Vx) ng; AX. L'existence d'une telle séguence {AX} eét immédiate

k
pour la définition de Fz .
k
Pour satisfaire aux conditions du théoréme, on considdre une énumération

des sous-classes ()-calculables de C<I> 34 1'aide de la classe des fonctions
k {
k
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(%%). Cette énumération sera dénotée par {ﬂf(n’i)(x)\n,i e N} comme ci-dessus ;
on sait qu'il existe une fonction gj() £ R1 telle que Qf(n,i)(x) < g1(ﬂ£(x))
p.p. dans dom_ﬂk. On pose Cn,i = {Xl&f(n,i)(x) = 1}. Soit, d'autre part
{ﬁfg(i)(x) i e N} une énumération ﬁk()—calculable de la classe des fonctions
(partielles) qui déterminent {Ai} 5 Ai = {xl0f2(i)(x) =1},

On cherche i construire la classe F du théoréme de fagon que

Fl = def{“Xllpg<l)<X) =1 & (an) Lﬁg(l)() = Ipr(n)()}-

La classe F devra donc satisfaire & la double infinité des conditions

suivantes

o
F # CO & FO £ ka

On procdde 3 une diagonalisation pour satisfaire & la premiére
condition : F # Ci pour tout i. Simultanément, on satisfait 3 la seconde

condition, si l'on peut faire Fi = Aj pour un certain J-
Soit Cr . = ylo.,. .y) =1 & o_,. .\(y) g x}, ¢* . représente
1,d f(l,J) f(laJ) 1,J

les valeurs de Ci ; quil ont &té identifiées en ressource X.
H

. X X
si C, .=4, alors C. .C 5 et X . €Cq, car
1,4 k’ isd (1y) 1,J v’
U Qx =838 et Qx<;'Qx+1' Dans ce cas, il existe un plus grand y tel que
X
C ¢* : = .
Qy “Cl,j' On pose simplement Fi Az pour un z tel gue Qy+1‘” AZ

Au cours du calcul, on peut augmenter la valeur de y si cela s'av@re nécessaire

(si x e S - dom 0k, alors ®f (Z)(x) peut &tre arbitrairement grand).
2

Supposons gue Ci 3 = AP et que le plus grand y tel que
b

%y__ Ap soit y(p), alors Qy(p)+1 “Fn Vo s i et Ci,j # Fn Yn > i.
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Si, par contre, (Vx) C. . # A , mais C. C S, alors

1.7 X 1.J
( Hy) Q QZ(L ., sinon C. . =8 ; mais S ¢ F® , une contradiction.
¥y 1,3 1,3 D
Donc Ci . ne peut pas &tre contenu dans S et contenir Qy pour tout Y.

Si 1l'on diagonalise de la fagon suivante

A'_\ D .
FoF CO,O ¢ F.IDF Y i>0, alors F # CO

0

“FWQ”CT,O ¢ F.DF Vis 1, ete...

1 1

. . . . o e ¢
on pourrait faire Fi = S pour un certain 1, c'est-g-dire Fi ¢ Fﬂ .
k

On 8vite cette possibilité en cherchant le plus petit o 3 qui différe de F

3>

de la facon suivante

n =0 : soilt X le plus petit x tel que CO,X E:FO
n =1 : soient Xy Xqp les plus petits indices x et y tels que
c. Cr & ¢, CF etec
CT,X ? cT,y’ 1,x+ 1 1,7+ 1
De cette maniére, ona F_# C v F_ # C1 également.

0 1,X11 0 X5

L'ALGORITHME.

On se donne une énumération simultanée de {QX}, de {AX} et de

Soit I. . =def{x|(IN(Iz)a Cc¥ . Ca) o o, est
l'ensemble des points de C. ; qui ont pu tre identifiés en ressource ¥.

2

On montre d'abord que les I. . sont des ensembles finis.
3

En effet, C. . # S, car S ¢ F®
i,J o

(a) 81 S - ci,j # @ avec li Qx = 3, on a

(EXO)(VX > XO) Qx(; Ci,j et Ii ; est fini.

b
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(b) si Ci 57 S # ¢, alors ( ax) C? i S # ¢, ainsi

( 3x) (W) C?ngz Qy. Done, si u e I.

1.d

X

., alors Q Q; C.1 .C; Q
u 1,J T4

avec x, < X. Ceci n'est possible que pour un nombre fini de u, donc

I. . est toujours fini.
-2
Soit I? jQ; I. . l'ensemble d'indices obtenu en ressource X.
s 1,

On énumére

X X X ~ - '
.. T . N .. ou .= I, . ce I. . .
l’JO’ 1:J], i laJi Jl uk[l,,]o ? * 1,k g ®]

I
On se donne une infinité de marques, indicées par 1, m; associées
3 une liste d'entiers de manidre gue, pour tout i, m. ne change de position

qu'un nombre fini de fois. A chague '"pas" (ressource) x, mi(x) est associé

4 un certalin nombre de la liste.

On définit une fonetion Aix ai(x) de la fagon suivante

ai(O) = 0 pour tout i
ai(x) = max {yly e U I? .} si ji existe tel que
Ogkgi k 2y
x X
I . # ... FI . P
’JO ’Ji
ai(x) = 0 sinon.

A 1'aide de ai(x) on détermine le mouvement des marques mi(x+1)
mi(O) pour tout i,

et avec la convention m_ (x) = 0 pour tout x ; pour tout i > O

1

et pour tout x > O
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(x+1)+1} < m. (x)
1

i A x+ + .
[ n{(x) si @if {a.{x+1) 1, m_,
m. (x+1) := J8
uy[F% Cq & vy >max {a.(x+1) + 1, m. __(x+1)+1}].
1 'S . 1i-1
j<i
Ceci fixe la position des margues mi(x) au pas O,1,...,x+1,...
i R S | _ . X
So1it Ai = def{y[\ﬁf (i)(y) =1 & Qfg(i)(y) < x}-; soit .&fg(i)
la restriction & {y|®f (i)(y) < x} du graphe de la fonction récur-
2
sive partielle ﬁf (i)(y) ; on construit le graphe d'une fonction récursive
2
partielle Wi(y) par
0 x+1 _ X x+1
=0, v = UV )
oM
et on obtient ainsi le graphe U w? d'une fonction récursive partielle
X
. = . ;y on pose F. = . = 1}.
v, (¥) gUg(l)(Y> ; P ; {ylgﬂg(l)(y) }
I1 reste 3 montrer que lim mi(x) = m existe, c'est-a-dire que
x .
mi(x) = mi(x+1) = ... devient stable pour un certain x et, par conséquent
F. = A pour tout 1.
i m.
i
1) S'il existe jo,...,ji tel que Ii,jo # ... 0# Ii,ji # ¢, alors, pour tout
. . X
] . == I, .=1. .
x suffisamment grand (tel que J < J; > il 1,3)’
i
ai(x) = max[z ¢ U Ii,j .
k=0 k

Ainsi, ai(x) prend une valeur définitive aprés x pas.

2) Sinon Ii jlj > 0 est fini (ou vide) ; alors \J Ii . posséde un plus
bl hd b
J

grand élément n et ai(x) < n pour tout x (ou ai(x) = 0 pour tout x).

Ainsi mi(X) = m. est stationnaire i partir d'un certain x.

I1 reste 3 montrer que les classes {F.}

i'1egN {c

}. sont

k:ej Jelt
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différentes pour chagque k. Il suffit de considérer le cas ol (v3)

C. . e {a_|x > 0}.
1,.d X

Dans ce cas (Vi)(V3) Ii,j = {yIQy - ci,j}'

si {I, jlj > 0} est fini, alors
3

A[3An(Iw o, Coy Jv (IN[F o cc, y & Fz > )

- - - ¥y = 1,k
i)e, ¢ ¢,
Par définition de mi(x), ML > m. pour tout 1, done, pour tout vy,

il existe Fn qui contient Qy' Ainsi Ci # F. Dans le cas ou

. j # 0, si n=>1 alors

i
a.(x) = max z[ze U I
1 k=0 oYk

‘ol . < < 1.
m > max(mi(x)) > max {ai(X)}, d'ou ansé Ci;Jv pour O ¢ vgi

Donc Fn # Ci,jo,# N Ci,ji pour touﬁ n tel que n = i, et

par conséquent Ci # Fi'

Le théoréme L4.7.L. peut 2tre renforcé de la fagon suivante

Théoneme 4.7.5.- Soit C$ la classe des fonctions récursives partielles 3
k

valeurs dans {0,1} et ﬂk()—calculables presque partout dans dom ﬂk

et soit hix) > x e R1 arbitraire donné alors, on peut construire une

classe récursivement énumérable F d'ensembles &k()—calculables,

FC F® telle que
= @k

(i) F est différente de toutes les classe Ci’ C.C F 9 0))
(i1) F n'est pas h({J ())-calculable et aucune classe récursivement
P k

Bnumérable et h(ﬂk())—calculable est une indexation de F.
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La démonstration est similaire & celle du théordme L.T.Lk.

Soit \J QX =S et S un ensemble qul n'est pas h(ﬂk())—calculable ;
X

la famille des -C. . est cette fols obtenue par une énumération de toutes les
2

fonctions qui sont h(@k())—calculables. La classe {AX} par contre est

Pl @ P . ) ~
@k()—presentable : (Vx) A e Fﬂ . Le reste de la démonstraticn est paralléle
k
3 celle du théoréme L.7.k.
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CHAPITRE V

HIERARCHIES TRANSFINIES DE CLASSES DE COMPLEXITE BORNEE

ET LEURS PROPRIETES.

Nous considérons dans ce chapitre un certain nombre d'aspects du
probldme de la classification des fonctions récursives. Ce probléme est tra-
ditionneilemeﬁt défini coﬁme la recherche de principes généraux, permettant
la caractérisation des fonctions récursives 4 1'aide de critéres de leur
compiexité. I1 semble donc naturel de baser de telles classifications sur une
d8finition axiomatique de la mesure de complexité dans le sens de Rabin et
Blum.

Cette définition s'applique d'abord aux algorithmes, mais elle induit
aussi un ordre partiel dans la classe des fonctions calculables comme cela a
été géfini au § 2.2., les degrés de difficuité ou degrés de complexité. Les
classes des fonctions récursives de complexité bornée Ri() peuvent gtre consi-
dérées comme la réunion d&'un certain nombre de degrés de difficulté ; le théo-
rd&me de Rabin-Blum permet d'obtenir effectivement, pour toute fonction récursive
donnée f(), une autre fonction récursive g(), d'un degré de complexité

supérieur & celui de f().

Une autre classification des fonctions récursives est celle gque l'on
obtient par les différentes hiérarches sub-récursives. Etant donné une définition
de certaines classes de fonctions, on impose une relation d'ordre entre ces
classes et on classifie les fonctions suivant leur appartenance & telle ou telle
classe. Si, en particulier, une famille de classes est ordonnée par l'inclusion,
une fonction peut 8tre caractérisée par la plus petite classe dont elle fait

partie.

- Ainsi, une hiérarchie de fonctions récursives primitives peut &tre
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construite en appliguant un certain nombre d'opérations de ciGture aux fonctilons
initiales de chaque classe. Ces derniéres comportent entre autres les niveaux
successifs d'une "fonction hidrarchique’. La hiérarchie de Grzegorczyk [25],

par exemple, inclut les niveaux successifs Axy fn(x,y) d'une fonction d'Ackermann
Anxy fn(x,y).. L'existence d'une hiérarchie qui contient exactement les fonctions
récursives primitives est la conséquence du fait Que, d'une part, les Axy fn(x,y)
- sont-toutes récursives primitives, chague classe EY étant proprement incluse

dans En+1 et que d'autre part, toute fonction récursive primifivé ést majorée

par un fn(), n suffisamment grand.

A la place des fonctions Axy fn(x,y) on peut utiliser une suite de
fonctions singulidres ; go(x) =2 ,...,gn+1(x+1)=gn(gn+1(x)) - on démontre, que
non seulement toutes les fonctions d'une classe sont majorées par une fonction
AX fn+1(k,x), mais aussi qu'il existe des mesures de Blum ¢ par rapport aux-

gquelles toute fonction de la méme classe est calculable en ressource gi(x).

La relation qui existe entre hiérarchies et classes de complexité et
que nous avons traitée en quelque détail au chapitre 3, a probablement &té uti-
lisée pour la premidre fols de fagon systématique par R.W. Ritchie. Dans sa
thése [ho], R.W. Ritchie a obtenu une hiérarchie de fonctions récursives &lémen-
taires en prenant comme mesure de complexité la longueur occupée de la bande d'une
machine de Turing (1l'encombrement de la mémoire externe), cette longueur étant
bornée pour toute fonction d'une classe par une fonction appartenant & la classe
précédente ; la classe initiale est celle des fonctions calculables par des auto-

mates finis.

Ce procédé de construction de hiérarchies, basé sur une mesure de com-—
plexité, peut étre considérablement généralisé : l'on peut le fonder sur une

mesure de Blum arbitraire, définir une famille de classes Ri , totalement or-
a

donnée par l'inclusion et associer les ordinaux constructifs aux classes comme

mesure de la difficulté des fonctions de cette classe.
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Pd . . . @ :
Etant donné une classe 1nitiale Rt 0) —exacteT%u non — on peut
o]

. . . o ‘s .
construire effectivement une extension Rt 0) de maniére gque l'existence
. d o] ! . . 2 o~
d'une fonction f() ¢ Rt 0 & () ¢ Rt 0) solt garantie par le théoréme de
. 1 o)
Rabin-Blum.

On verra, que suilvant la méthode de l'extension des classes aux:
ordinaux limite , différentes "propriétés pathologiques" apparalssent. Les
‘ "thégréméé delﬁathologie””des hiérarchies classigues [hB].peuvent 8tre évités,
mais au prix d'une autre pathologie. En outre, ces hiérarchies basées sur la
complexité ne sont pas unigues et on en déduit un certain nombre de conséguences
pour la structure de la classe des fonctions récursives totales qui caractérisent
une méme classe de complexité. Cette propriété permet également une généralisation

intéressante de certains théordmes de la théorie de complexité.

o
1) On appelle la classe Rt() exacte lorsque t() € {Qi}ieN .
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5.1.- La génération de hitranchies transfinies de classes de complexits.

La définition des classes de complexité Rt()’ t() e R, et le
théoréme de Rabin-Blum suggérent la construction de plusieurs variantes de
hiérarchies basées sur la complexité&. On se donne un systéme de notation pour
les ordinaux constructifs et on associe une notation {(un ordinal) avec chague

classe de fonction de la hiérarchie.

La construction de hiérarchies sub-récursives consiste en deux opé-
rations distinctes d'extension de classes ; une pour les ciasses indicées par
(une notation pour) un ordinal successeur et l'autre pour les classes qui cor-—
respondent a des ordinaux limite . Dans le cas des hiérarchies de classes de
complexité, le théoréme de Rabin-Blum garantit l'existence d'une "fonction de

saut" hq> telle que

et plus gfnéralement, 1l existe une fonction de saut hM(x,fi(x)) pour tout

ensemble mesuré de fonctions M = {fi( )},

ieN telle que

o} 0]
Rfi()(; RhM(x,fi(x))

La diagonalisation, utilisée dans les hiérarchies de Kleene et de

Feferman [2&1 aux ordinaux limite , garantit que U FQC; FB ; mais si
o<B

l'ensemble des notations pour les ordinaux constructifs n'est pas 1limité, on

obtient d&ja toutes les fonctions récursives au premier ordinal transfini

vV £() € R1 ﬂa tel gque

(le théordme de Myhill-Routledge).



La théorie de complexité permet de construire effectivement une borne
s o _ ) g0 .
de complexité ta() telle que Rt () = Rt 0 si t.() g£t. (), et de

a i=0 1

cette fagon les classes Rz . la‘ = ordinal limite, ne sont pas plus grandes
a

gue l'union des classes prédécesseurs (le second théordme de Meyer-McCreight,

théoradme 2.4.k4.),

Cette propriété de cldture des classes Ri(> garantit donc que les
" hidrarchiés ainsi construites peuvent &tre prolongées pour tous les Qr@inaux
constructifs ; mais 11 convient de noter gue le théoréme de Rabin-Blum ne
s'applique qu'd une classe mesurée de fonctionsv; il faut donc restreindre la
classe des bornes td() 34 un ensemble mesuré M.

5.1.-1. Présentation et extension d'une classe Ri(), t() = ﬁt() e R

On prouve d'abord un certain nombre de résultats relatifs a 1l'extension
des classes Ri(>, c'est-3-dire relatifs & la complexit? minimale de fonctions
0i() ¢ Rf(). Rappelons la définition de la présentation récursivement &numérable

d'une classe R® .
9,0)

Soit wt() e P, et suffisamment grand. Dans ce cas, 1l existe une

fonction récursive f£() € R, telle que Wf(t) est présentation récursivement

1

énumérable de R
t()

( ﬂi(x) si P&Q & (@t(x) < o V @i(x) < ®)
\Ug(i’n’t)(x) = g 0 siTPvTQ &(cpt(x) < vqai(x) < )
div si ¥, (x) et ¥.(x) divergent

\ t i

ol P = P(i,n‘,x,t) <=> (Yu < x)[[u s WT(n)&[cbt(u) Y @i(u) < Tre(n)]]

v [u > n1(n)&[®t(u) > X V <1>i(u) < @t(u)]]]
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et Q = Q(i,n,x,t) <=>_ [[x < 7. (n) & @i(x) <m (n)]

\/[x > o7

(n) & [@i(x) < ﬂt(x) v o.(x) < Qt(x)]]],

1

(x) énumére R® et il existe f() ¢ R

donc Ainx wg(; wt<)

i,n,t)

dom ﬁf(t) = Wf(t) = {g(i,n,t)|i,n € N} est présentation de Rﬂt().

(I1 convient de noter qu'en général on ne peut pas simplifier la définition

de —wg(i;n,t)ﬁn au cas ou ﬁt() serait total, car cette‘propriété p'gst pas

@écidable, les fonctions récursives totales ne peuvent pas gtre effectivement

distinguées des fonctions partielles).

La définition de .
Yalin,t)

de l'indice t de la borne ﬂt(), c'est—a-dire de la fonction de complexité

semble indiquer que ¢ dépend

g(i,n,t)

@t(x). Ceci est vral lorsgue ﬂt() est une fonction partielle ; mails dans

le cas ol ﬁt() est total, la complexité de ﬂg(' ne dépend en effet que

i,n,t)

de la fonction ﬂt() elle-méme.

Afin de déterminer une borne supérieure pour la complexité de

P

convergent et on pose

g(i,n,t)<x)’ on calcule cette fonction aux arguments x ou ﬂi(x) ou ﬂt(x)

)(X) si <I>i(X) £y v <I>t(x) <y

p(i,n,t,x,y) =
0 sinon

mais Qi(X) Ly v Qt(x) £y <=> min{@i(x),ét(x)} $Y s
donc, avec h(t,x,y) = max {p(i,n,t,x,y)}
i,ngx
h(t,x,mn[@i(x),ét(x)]) > ®g(i’n’t)(X) p.p-

Supposons maintenant ﬂt() total ; on a le
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Théongme 5.1.1. : Soit wf(t) une présentation de Ri() et telle que
wf(t> = {g(i,n,t)|i,n e N} satisfait aux définitions données, alors 1l

existe une fonction récursive totale r() € R2 telle que

o (x) ¢ r(x,t(x)) p.p.

g(i,n,t)

P () total => 1 )() total ; on pose

t g(i,n,t
‘ (I)g(i’n,t)(}{) S1 @l(X) F v 7 P(l,l’l,X,t)
Q<isnstsxay) =

o) sinon
avec r(x,y) = max {qg(i,n,t,x,y)},

i,n,bgx

done r(x,t(x)) = max {q(i,n,t,x,t(x)} ;

i,n,tgx

q{i,n,t,x,t(x)) est total et pér conséquent aussi r(x,y)

(a) si (Vx) x >n => @i(x) < ﬂt(x)

)

alors (Vx) x > n => q(i,n,t,x,t(x)) = Qg(i,n,t)(x

(b) si ( ﬂx) X >n & @i(x) > ﬂt(x)

alors si @i(xo) > ﬂt(xo), i1 existe x, > x_ tel que

= P(i,n,xj,t) ; donc (Vx)[x > x, = a(i,n,t,x,t(x)) = ¢ )(x)

g(i,n,t
P . o
et par conséquent g(i,n,t) ¢ Ir(x,ﬁt(x))'

Lors de la construction d'une hiérarchie R° G R QE ... on
e, 07 80

cherche & &tendre une classe Ri() pour t() e R1. Une fonction qui n'est

o
()’

peut &tre obtenue par diagonalisation par rapport a Ri() (on suppose que

pas dans R mais qui est dans R:(), pour un certain s() > t() p.p.,
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o] . :
Rt() est récursivement &numérable). On peut de nouveau trouver une borne pour

la complexité d'une telle fonction, meis cette borne dépend de ¢, ()

t
o : ) o]
Theoneme 5.1.2. : Vo 4 r() e R, Vt() eR, Rt()gRr(X,%(X))
Soit @t() £ P1 arbitraire ;
avec 7(i,n) =<i,n> = z, on a
Petn (2)m (20,80 ) = Pnge, ) ) 5
soit NN CI si 9 (x) aérini
ll}'(t,X) =
div si mt(x) indéfini

¥{t,x) = ﬁs(t) par s-m-n et on pose

r(x,u) = max {p(t,x,u)} ; donc
x>t

r(X,ét(X)) > @S(t)(x) p.D.

si @t() est total, alors

y(t,x) = ﬂs(t)(x) = ﬂh(t,x)(X) + 1

est une fonction totale qui n'est pas dans Rt()'
! — :

D'autre pirt, avec ﬂt() total => Qh(t,x)(x) < H(t,x,mln[@ﬂw(x)(x)pt(x)]
et ws(t>(x) = ﬁh(t,X)(X) + 1 =>
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) (x) ¢ H'(x,%,(x)) p.p. pour une certaine fonction H' ¢ R2'

Conollaine 5.1.3. : Quel que soit &, 1l n'y a pas de fonction récursive

totale s{) ¢ R2 telle gue

o] o] :
Vot R R R
OcR ROF Rofeyeta)
c'est-3-dire que pour des indices différents de +t(), 1les classes
R® = R® sont différentes
r(x,@t(x)) t1() )

5.1.-2. La construction de fonctions de compression.

Le corollaire 5.71.3. n'est plus vérifié si 1l'on remplace '"Vt() ¢ R1"
par "V£() ¢ M", M ensemble mesuré de fonctions. C'est une conséquence du
_ o o
éord - : vV R f R
théordme de Rabin-Blum oV M JnyeR, Vr()eM R0 by (3, 7))
On montre ici que le théordme de Rabin-Blum peut 8tre également prouvé
pour les classes de fonctions récursives partielles que l'on a appelées les

"fonetions honnétes” [9] et on précise les relations entre ces derniéres et des

classes mesurées M.

Déeginition 5.1. : Une classe non-triviale C CP1 de fonctions récursives par-

tielles est une classe de fonctions r()-honnétes lorsque

Jr0 e RY:s0 e ¢ Ix [9,0 220 &

( au)(Vx) [u < x & x e dom ﬂk => ¢ (x) g r(x,ﬂk(x))]].

k

L'indice k est alors appelé un indice r()-honn&te pour f().

Lemme 5.7.4. : si C est un ensemble mesurd de fonctions récursives partielles,

alors i1l existe une fonction récursive h() ¢ R2 telle que f() ¢ C => f()
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est h-honnéte.

Soit Axylf.(x) = y| un prédicat récursif ; définissons
L4

UY[fi(X) = y] si ( 'gy)[fi(x) - y]
gli,x) = ') (1,0) =

div sinon
h @b(i)<X) = A wig)(i’x) = fi(x) par s-m-n,

“on pose alors

p(i,x,y) =

et h(x,y) = max{p(i,x,y)},
1<x

h(x,&b<jj(x)) > Q. (X) DD

b(i)

done il existe h() € R. tel que f() ¢ C => £f() est h-honnéte.

2

Inversement, on prouve gue la classe de toutes les fonctions récursives
partielles et h-honnétes est un ensemble mesuré de fonctions : il suffit pour
cela d'énumérer effectivement toutes les fonctions h-honnétes par un procédé
analogue & celui du paragraphe 5.1.-1. ; on peut alors montrer que
Aixy[ws(i)(x) = yj est un prédicat récursif pour la classe h-honnéte

{lps(i)li e N} CPW'

On obtient ainsi une 1égére gfnéralisation du théoréme de Rabin-Blum :

Theonéme 5.1.5. : Si H est une classe de fonctions h-honnétes alors il existe

une fonction hH() £ R2, fonction de compression pour H, telle que

Ve() 20 e H = RL,GR
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Soit f() € H une fonction totale ; 1l existe un indice honn&te pour

£() 9,0 =10 & 2 0 ¢ nlx,1(x)) p.p.

0 sinon

alors ®é(k)(x) < g(x,@k(x) < glx,h(x,f(x)) = h'(x,f(x)) - par définition

de V¥(k,x) et il suffit de poser hH(x,y) = h'(x,y).

Soit GC:P1 une classe de fonctions honnétes, caractéristique dans

o(voir § 2.4.) et soit s() € R, 1la fonction du premier théoréme de Meyer-—

1
MeCreight

ﬁi() total ==> ﬂs(i) e G N R, & I@ ()= Iﬂs(i) ;

et soit hG € R2 une fonction de compression pour G.

On construit une hiérarchie de fonctions récursives & partir de to
to() < tq() < t2() < ... p.p. et une hiérarchie de classes de complexité corres-
] ] 9 .
a R R ... a & t . G NR
pondantes to( ) _'C_ Rt ()$ £ () g‘_. e manieére que pour tou tl() € ’

on détermine d'abord une fonction ti() par une application de la fonction de

compression hg 3 ti(), puis une autre fonction tiq € G r)R1 par le

1
théoréme de Meyer-McCreight

to() > A X hG(x,@ (x)) = ﬁt%() -> ﬁs(t;)() = @t (YeGN R1 avec

Une telle hiédrarchie peut &tre prolengée pour tous les ordinaux
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constructifs si 1l'on utilise le théoréme de compression et si 1'on Géfinit les
classes aux ordinaux limite par une application du second théoréme de Meyer-
McCreight, suivie d'un passage dans 1'ensemble mesuré caractéristique G.

(De telles hidrarchies semblent avoir été définies simultandment par Bass et

Young [ﬁ6] et par R. Constable [é1]).
Plus formellement, on définit
Soit 0 1le systéme universel de notation pour les ordinaux constructifs

de Church-Kleene ; l'ensemble des notations DO sera également désigné par O.

Soient v, m et «k les fonctions récursives partielles définies au

§ 1.7. A toute notation a e 0 on fait correspondre une fonction récursive

o

totale ta() e GN R1 et une classe de complexité Rt () de la maniére suivante
a
(1) S1 \)(CL) = O, ta() = Ios(_to)() E‘G nR1
si Ri () to() £ Rq, est la classe initiale et si 1 est la
o)

(ii) si vla) =1 et nla) = b,
o _ 0
Re = Ra(xt, () & Tl €O

si a est notation d'un ordinal successeur, o = R *+1, ta()
est obtenu de tb() par une application de la fonction de compres-—

sion et passage dans G ;

(iii) si via) = 2, (Vn)@K(a)(n) <% WK(a)(n+1) 5 Ay

(1)

&t () eG

® _ ®
f,0 T R ) e

t ()

a

si a est notation pour un ordinal limite «, alors on construit
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ta() par le second théoréme de Meyer- McCreight .

correspondent 3 une séquence fondamentale pour o

On vérifie immédiatement que la hiérarc

dégénérée

Theoneme 5.1.6 : a, b e 0 et a <., b ==> R

Démonsthation par induction :

vib) = 1 : (a) soit I(b) = a

(b) soit T(b) # a

appliqué aux classes qui

et par passage dans G.

hie ainsi définie est non-

avec @ <_ b et par 1l'hypothése d'induction

o] ® ¢
R G R R , don
£, 0% Rep o) F Fe,0

b,

e}

vib) =2 : ( an)a <O lﬂK(b)(n) <

par 1l'hypothése d'induction

R@ R® et par 4
2,0 F Reg_ ()

donc R® R? R
O F Rep ) F

Similairement, on peut prouver que si 1

aux ordinaux limites, on obtient une hiérarchie

Theoreme 5.1.7. : Si a, b e 0, la|l = |b] = w,

R® R¢ 3
© R 0F R0

érinition U R® = r®
ORI

¢
tb().

e théoréme 2.4.h. est:utilisé

a-unigue pour o < W

alors ICD =1
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Soit &K(a)(n) < a, QK(b>(n) < b et «(a) # «(b) 3

e}

il existe m,n, tels que lﬂK(a>(m)] < I@K(b)(n)i ;

& ©

"ol | < => ¢
d'ol @K(w(m) o ‘EK(b)(n) It‘p,((a)(n) ; It\BK(b)(n) C+I Itb

car les notations sont unigues pour o < w.

L'inclusion inverse peut &tre montrée de la méme facon et le théoréme sult.
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5.2.- Résultats négatifs : Ancomplétude et pathologie.

5.2.-1. Incomplétude.

Le premier résultat ndgatif concerne les hiérarchies basées sur le
second théoréme de Meyer — McCreight aux ordinaux limite. Bass et Young ont

prouvé [16] que leur hiérarchie ne peut pas &tre éompléte

0]
AV ) eR Jae0 £()eR ]
1 t ()
a
Cette incomplétude de hiérarchies de classes de complexité est une
conséquence du théordme du "speed-up" de Blum (théoréme 2.2.3.) ; elle se
retrouve dans toutes les hiérarchies de classes de complexité dont les classes

Rt ()° |a| = ordinal limite, sont "trop petites".

Lorsque l'on essaile d'élargir ces mémes classes, par exemple par une
diagonalisation, on peut prouver un théoreéme de Myhill, c'est-a-dire 1l'on obtient
toutes les fonctions récursives & o = w, si 1l'ensemble des notations n'est pas

~

. 2 .
restreinte, et a o = w dans le cas contraire.

Soit donc G donné, h, sa fonction de compression et soit

G

R L =U r? . |a] = ordinal limite.
n

D'aprés le théoréme du speed-up, il existe des fonctions récursives
£() qui ont un hg-speed-up
(1) si ¢.() = £() alors ( Hj)wj() = () & hG(x,®j(X)) s 0o.(x) p.p.

Les indices des fonctions qui satisfont & (1) ci-dessus forment une chalne

infinie descendante gqui ne peut pas exister dans les ordinaux ; donc si

o] o)
() ¢ R => f() £ U R (Bass, Young).
to() ael ta()
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Comme 11 y a des fonctions avec h-speed-up qul sont arbitrairement

grandes, 11 y a des fonctions avec h-speed-up qui ne sont pas dans Rf ()

)
quelgue soit to().

Ceci donne le

Theondme 5.2.1. ¢+ 81 f£() ¢ R1 a hg-speed-up et

() ¢ Ré alors f() ¢ U R?
to(> ae0 ta

0

On suppose le contraire, i.e. £{) ¢ R? e 3 ae 0 f() e R? .
0,0 £, 0)

Dans ce cas, il existe un ordinal et un b e 0 tel que

(W20 e Ry oo [b] < al

aaj<> mj<> =10 & o.0 %0 pp.,
= Ifl

Mais f() posséde hg-speed-up :

39,0 9,00 =20 & nglx,e,

par conséquent hG(x,¢ (x)) ¢ @.(x) ¢ b (x,t

k 3 G n(b)(x)) PP

donc, par définition de hG(),Qk(x) < tn(b)(x) p.p.
Ceci implique k g I© et f() € R® , contradiction.
t t
n(b) 7(b)
Soit v(b) = 2, alors T() ¢ R® => f() s\.’R®
&) n o))

et ceci implique qu'il existe un n tel que f() ¢ R

Mais ﬂK(b)(n) <, b, contradiction.



- 167 -

Le théoréme précédent souligne donc la nécessité d'étendre les classes

Rf () od |a| = ordinal limite, de manildre & inclure dans un tel RQa() cer-
tagnes fonctions qui ont un hG—speed—up et qui ne sont pas dans Ri 0 Dans
ce cas, si f() ¢ Ri () £() peut &tre dans R§a<), ]al =y, mals 11 existe
um b, 1b] < ]a|, Eel que f() ¢ Rib(> Autrement dit, Rfa(> doit conﬁenir

toute la séquence de complexité pour f£() (chapitre 2). Malgré le fait, que les
_ séquences de complexité de fonctions avec speed-up sont récursivement énumérables,
il ne paralt pas clairement comment une telle extension des classes éuk ordinaux -

limite peut étre définie constructivement.

Les théordmes 5.1.6. et 5.1.7. montrent, que la hiérarchie qui utilise
le second théoréme de Meyer et McCreight, constitue une progression récursive
transfinie d'ensembles de fonctions récursives dans le sens de Parikh [361, et

et cecl pour tout choix d'une fonction initiale to() suffisamment grande.

Ces deux théordmes ne sont par contre pas vérifiés pour une hiérarchie
qui est définie par diagonalisation aux ordinaux limite (sans restriction de
l'ensemble des notations). On prouve en effet un théoréme de Myhill, c'est-a-dire

une dégénérescence & o = @ pour une telle hiérarchie.

Exemple : le théoréme de Myhill-Routledge pour une extension de la
hiérarchie de Grzegorczyk :

Pour tout a € 0, on définit inductivement une fonction singuliére

fa() par
(1) si wv(a) =0 fa(x) = 0% ;
(ii) si v(ia) =1 et w{a) =v
fa(O) =
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(ii1)  si v(a) =2 et (Vn)¥

Hh
»
1

)(X)

f
a Iﬁ(a)(x

Soit Ea = E(fa) l'ensemble de fonctions récursives élémentaires en
fa()' Si 1l'on fait correspondre & toute fonction récursive le plus petit ordinal

|a| tel que f() e Ea’ alors on peut énoncer 1le

Théoneme 5.2.2. : Pour toute fonction récursive f() 1l existe une notation a

telle que

C'est—-3d-dire que sans restriction des notations 3 la] = w

on obtient des classes Ew arbitrairement grandes et la hiérarchie dégénére.

Pour la démonstration, on construit un bon ordre récursif R

des entiers du type d'ordre w et qui satisfait au thécrdme.

Soit f() e R1,’ arbitraire, donné par son indice T (ﬂf) avec fonction

de complexité ®f().

La relation Axy[Qf(x) = yj étant récursive, on définit R par

<o,c1>f(o)> R... R<O,1>R<0,0>R<1,<I>f(1)> ... R<1,0>R

<x,®f(x)> R ... R<x,1>R<x,0> ... R<0;0,1>

et on définit

<n,0> si y = <0,0,1>

ﬂK( (n) =

)
0 sinon .

Notons, gque de @ = <n,0> on atteint 1'élément z&ro <O,®f(O)> en passant

par n + z ®f(i) prédécesseurs.
ign
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f(x) =*f (x)=1f1 (x)
w Y @K(y)(}d
> fo(x) + x + Z ®f(1)
1<x
- A ®f(x) 5

done f() ¢ E .
J

Considérons maintenant une hiérarchie de classes de complexité, la
construction des classes étant inchangée aux ordinaux successeurs, aux ordinaux

limite les classes sont construites par diagonalisation

(1i1) si v(a) = 2, (Vn)(ﬂK(a)(n) <

o lpK(.CL)(nH) ‘o &

(n) désignant les membres d'une séquence fondamentale pour [al

¥

k(a)

Une telle hiérarchie admet un théoréme de Myhill pour o = w

Theoreme 5.2.3. : ¥ £() ¢ R1 3 ae 0

Princeipe de La démonsirnation : Soit f£() donné et soit Mf() une machine qui

calcule f() avec complexit?é Qf(). On choisit une fonction monotone qui
croit plus vite que @f(). Cette fonction monotone croissante "fournit"

une notation pour ® qui est telle gue lorsqu'on détermine la classe

associée 3 cette notation, f() est dans cette classe. Cette classe étant
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formée directement par diagonalisation par rapport aux classes plus petites
(par rapport 3 la notation choisie), toute fonction, dont la complexité est
inférieure 3 la fonction monotone croissante choisie, fait partie de la

classe.

Soit U(i,x,t) = @érf

0 sinon

et soit f un indice fixé& pour f() ;

U(f,x,t) = U'(x,t) = £(x) pour t > ¢_(x)

iy
U'(x,t) =0 pour t < &_(x).

T

Soit ¢ 1la notation de Church-Kleene pour les ordinaux constructifs ;
par définition de ¢ on a en particulier : 3.5 ¢ 0 = &q() £ R1,

ﬁq(n) e 0 pour tout n et {]ﬂq(n)!} est une séquence fondamentale

n=0,1,...

pour ‘3.5q). On définit maintenant les fonctions ta() et les classes

correspondantes Ri 0) pour tout a e 0, Ial <y, comme précédemment et
a
on choisit une fonetion monotone croissante r(x) telle que

(Vx)cbf(X) < r(x).
Soit (n)o la notation unique pour l'ordinal fini n et ﬂq(x) = défr
la notation pour l'ordinal fini r(x) ; on a ﬂq(x) = (r(x))o et
]ﬂq(x)] =r(x) ; si a-= 3.5% ¢ 0, alors a est une notation pour w.
On suppose que t1(x) > x et ta(x) > tb(x) + 1 pour tout x si

7{a) = b sans restriction de la généralité (sinon on peut modifier les

t (x) sur un nombre fini d'arguments). Dans ce cas, on a

W

) (x) > x + (n)O (n)o > n pour tout x 3 donc aussi t@ (n)(x) > r(n)

o q
par définition de @q(n).

. o )
Soit R =R ; alors
ta() max{tlﬂ (n)(x)}

n<x 'q

?ai{tﬁ (n)(x)} > r(x) 2 ®f(x) pour tout Xx.
sx g

D'od f(x) = U'(x,ta(x)) et f£() e Rt () Per définition de U'(x.,t).
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5.3.- Theorémes de La thetorie de complexitsé et Leuns conééquénceé powr Lok

hWitrnarnchies de classes de complexits.

Bass et Young [16] ont prouvé que les hiérarchies construites & 1l'aide
du second théoréme de Meyer et McCreight sont des progressions transfinies et
récursives d'ensembles de fonctions récursives dans le sens de Kreisel [29] et
Parikh [361. Ces deux derniers auteurs ont prouvé que de telles progressions

“récuféiveé ne'éeuvent pas étre a-unigues pour des ordinaux o axwa + 2  (Parikh)
ceci est une conséguence du théoréme de la hiérarchie arithmétique (ou de
Post—ﬁleene—Mostowski). Bass et Young dérivent un certain nombre de conséquences
de la non-unicité de ces hiérarchies ; on donnera bar la suite des indications

sur la méthode par laguelle de tels corollaires du théoréme de Kreisel et

Parikh peuvent &tre prouvés.

Les hiérarchies de classes de complexité sont construites & l'aide
d'une classe de bornes de complexité appartenant 4 un ensemble mesurd caracté-
ristique de fonctions récursives. Les conséquences du théordme de Kreisel et
Parikh sont donc directement concerné&s avec ia structure des ensembles mesurés
caractéristiques. On montre que certains théorémes de la théorie axiomatique
de complexité sont et restent inchangés si 1'on se restreint & un ensemble mesuré

1

caractéristique de fonctions. Ces théorémes, notamment celui du "gap" faible et
ceux qul concernent la structure de la classe des bornes de complexité qui carac-
térisent une méme classe Ri(), apparaissent donc ici comme des versions cons-—
tructives du théordme de Kreisel et Parikh. La situation est donc comparable 3
celle qui existe dans la théorie des degrés d'indécidabilité (de Turing) ol 1l'on
connalt des démonstrations non-constructives de l'existence de degrés incompa—
rables d'une part et celle de Friedberg et Muchnik, qui consiste & construire

effectivement deux ensembles récursivement énumérables, mais incomparables,

d'autre part. .
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Donc, toutes les conséguences du théoréme de Kreisel et Parikh possé&dent
des démonstrations constructives qui correspondent 3 des théorémes de la théorie

axiomatigue de complexité.
Ainsi, si g() est une fonction totale telle que

(i) g() :0G +@R1, G ensemble mesuré caractéristique

c'est-d-dire "g() préserve la relation Ri() = Rz() alors g{() n'est pas

"comprimant"

Ainsi, les classes R$ () wi() e G, ne peuvent pas &tre &étendues

i
uniformément. La version constructive de cette conséquence du théoréme de Kreisel-

Parikh consiste 3 construire effectivement un ﬂi() e G pour legquel

R =R c'est-3-dire de construire un "gap" faible pour les fonctions
0.0 =R 1,0
qui "conservent les classes'.

On prouve [33, 51], que pour toute fonction h() e R1 croissante, il

%

existe une fonction totale t'() telle que t'() > h{t()) i.a. & Ri'() = Rt() :

clest—-a-dire que la classe des bornes de complexité de Ri() contient des
fonetions arbitrairement grandes i.a. Le théorémé de Kreisel et Parikh a comme
conséquence que le méme phénoméne existe dans un ensemble mesuré caractéristique.
On peut donner différentes formes & une version constructive correspondante

(a) Si M est un ensemble mesuré tel que f() ¢ M

°  _ o0 _
& Rt() Rf() > f() est borné

glors M n'est pas caractéristique.

De fagon plus générale, le probléme est é&quivalent & un probléme

d'existence d'un opérateur récursif :
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(b) dtant donné une '"petite" fonction h() et une borne de complexité
£() qui n'est pas h()-honnéte, peut on effectivement trouver une borne supé-

rieure honnéte pour t() et peu différente de t(), si une telle borne existe ?

Une autre version constructive est la suivante

(¢) soit g() :06G —»@R1 tel que

() 3 i.e. "g() laisse invariante les classes Ri()"-

Dans ce cas, 1l existe un ﬂk() e G tel que ﬁg(k)() n'est pas moins

complexe gue &k(), autrement dit, il n'est pas possible "d'optimiser" les in-

dices des classes R® .
9,0

L'existence de fonctions récursives t() et t'() trds différentes

1'une de 1l'autre mais telles que Ri<) = Ri,() est une conséquence immédiate

du phénomdne du "gap" découvert par A. Borodin. Mais l'existence du "gap'" ne

suffit pas pour caractériser la classe des bornes récursives de complexité

3
t()

toute classe R contient des fonctions gui sont arbitrairement grandes 1.a. ;

Rt = {f()lR?() = R & £() s'RT} d'une classe de complexité donnée. En effet,
clest—-3-dire que pour tout h() ¢ R, monotone croisssant, il existe t1()

et t2 e Ry tel que tg(x) > h(x,tw(x)) i.a. et une telle fonction tz()
peut &tre trouvée uniformément en un indice de t1() et de h{).

Que devient cette propriété, si 1l'on restreint Rt 4 un ensemble

mesuré M arbitraire ou & un ensemble mesuré caractéristique G ?

Soit d'abord M = &, ¢ mesure de Blum et telle gue @i() € Rz 0
i
(une telle mesure a été appelée "mesure propre').
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Pour une telle mesure, on a la

Proposition 5.3.1. : Pour toute mesure propre, il existe une fonction récursive

totale g() telle que

. ® o
Ve eR Yo, [0,0 > at()) i.a = Réi()¢Rt(>j.

“Donc; si la classe Rt est restreinte & ¢, mesure propre, alors R
peut €tre majoré. D'autre part, on sait [91, gu'une mesure propre ne peut pas

8tre caractdristique dans &, c'est-a-dire que , 4 t() ¥ o, Rt(

Ce résultat peut étre'généralisé :osi ﬂt()’ﬂt'() e M N R1 et si la restriction

de Rt a MnN Ri peut Btre majorée, alors M n'est pas caractéristigue dans ¢.

Ceci est d'asbord une conséguence du théoréme de Kreisel et Parikh

[é9, 36] :

Déginition 5.2. : Une progression récursive transfinie d'ensembles de fonctions

est un prédicat C(p,g,a,b) tel que
(a) xe0 = (Va) {<p,q>]C(p,q,a,x)} est le graphe d'une fonction fa

(b) x,y ¢ 0 & x <, ¥y = CX'%Cy

ot ¢ = {rO(Fa) e = £, O

X a,x

(¢) § 8 prédicat récursif, tel que
C<p3Qsasx) <==> (33’) S(PaQ:a3X:y)

(C'est-a-dire C(p,g,a,x) est récursivement énumérable).

On montre que les hiérarchies de classes de complexité sont des pro-
gressions récursives d'ensembles de fonctions

Soit M(a,i) 1'indice pour la a ™ fonetion de R® a wi() est total
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et R® 0) est récursivement &numérable. On montre qu'il existe un fonction

P

1

/ = : Z
s{) e R1 telle que $S(x) t,osi oxe 0 et par conséquent

on @&finit ¢(p,q,a,x) vpar ))(p) =g,c'est un prédicat récursif et

M(a,s(x

satisfait & la dé&finition si x e 0

0, yeoO

|
ct
P
[0}
’.l-
<
e
1]

Soit 0t(i)(y,x) =

. ¢t(i)(x,x) f(x) e G si vy) =1, yeO&nly) =z

N o] ¢ PR
ou Rf() = RhG(X,@.(ﬂ(y),X)) par le ler théoréme de Meyer-McCreight
et ,
et &t<i)(y,x) =f(x) e G si Vy)=2, yeo

o)

Rf() = \“’Rfﬂ ( ) par le 2nd théoréme de Meyer-McCreight.
n 1

k(y),n

Par le théoréme de la récursion, 1l existe 1 tel que
? o)

‘ﬂl () = ‘,Ut(i ) ’ lps(n)(x) = lpi (n,X) par s—-m-n.
O o (@]

Ainsi, la hiérarchie des classes de complexité est une progression récursive

transfinie et par conséquent, admet le théoréme de Kreisel-Parikh :

Theoreme (Non-unicité) 5.3.2. : Il y a des notations

o

t tp )

ael0,be0, la|l =]b], |a|, |b]< W’ + 2 telles que R® 0) # R
a

De ce théoréme, il résulte deux conséquences principales pour les
ensembles mesurés caractéristiques

(a) la restriction de Rt & G n'est pas de complexité bornée

Soit s{) € R, une fonction de compression, alors

1

b

Theoneme (Bass, Young) 5.3.3. : Si s() e R1 est total récursif et tel que
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i i L. G NR . ; 1.2,
alors 1l existe @l,ﬂJ € N tels que &S(l) < &J l.a

et (b) les classes R®

() ﬂi() e G ne peuvent pas &tre étendues uniformément

Theoneme (Bass,Young) 5.3.4. : 81 s() e R1 est tel que

° . o0 o0 .
Tl e Oy 0 TR0 = Ry 0 TRy 00 e

Vo0 6 rE R® )
V5026 R 0% Ry, 01

Si 1l'on suppose les deux théorémes faux, alors on montre que dans les
deux cas on peut construire une hiérarchie qui poss@de des classes a-uniques
pour tout a tel que Ial =9 et ae 0. On obtient ainsi une contradiction

avec le théoréme de Kreisel-Parikh.
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5.4.- Vensions constructives des théornemes sun L'inndaularits des ensembles

mesunés caracteristiques.

Considérons maintenant des versions constructives des deux théorémes

précédents. On démontre d'abord la proposition 5.3.1., c'est-3-dire :

. = o}
o.() > g(t()) di.a. = R@i()gé Rt()'

1

Soit ¢ une mesure propre

Vcbi ]ﬂk \Ok() = 6.0 & e (x) g ¢.(x) p.p.

Dans toute mesure, on a en outre la relation sulvante entre @i() et 0. ()

Y e 31{@ e R, tel que k,(x,5+1) > k (x,y)

2

et ﬂi(x) < ké(x,éi(X)) ;

(c'est-a-dire que pour obtenir une sortie suffisamment. grande, il faut une cer-

taine gquantité de ressource). Notons qu'on peut supposer k® non-décroissant en

X, sinon on le remplace par ké(x,y) = max{k _(z,y)}. Soit g(x) > ké(x,x)
75X
et soit @i(x) = &k(x), k indice honnéte et propre pour @i()

o) . o)
<=> ﬂk() ¢ Rt()’ meis dk() £ Rt()

glt(x)) < o.(x) =1ﬂk(x) < k(e (x),8 (x))
l.a. P.P.

k. (t(x), t(x))> < 3. (x) < x_(@ (x),@k(x)) par la propriété de g()

t(x) < @k(x) i.a. par la monotonie de k¢()'

Mais, d'autre part, si & est une mesure propre, alors ¢ n'est pas caracté-

ristique Bﬂ :

Proposition 5.4.1. : Si & est une mesure propre, alors ¢ = {Qo()’QT()"'°}

n'est pas caractéristique pour ©&.
I1 faut construire une classe R® telle que Y ¢.() ¢ ¢, R # R? .
£0) i ) * Re. ()

-
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Soit h®() la fonction de compression pour @ , 1i.e.

® ®
Ro, () F Fn (3,0, (x))"

Soit &X() une fonction caractéristique pour un ensemble récursif X tel
que @X() soit b()-calculable, od b{) ¢ R1 est arbitraire

@X(/ < b() p.p.

~

On peut relativiser h_() & X de facon que

o 3
R R .
o, () w 2%(0.(),0 ()

d 1 b'd

Posons g(x) = max{kQ(x,x),hg(x,x)} ; on détermine une fonction @k() avec

o () > b() p.p. et on calcule un g(g(x)) - gap au dessus de @k :

Alors en définissant

tg(X) = glg(t(x))) et

tT(X>
g(t(x)) si x¢ X

0] o)
a R Q; R .
on £, (O F 6,00

Supposons maintenant qu'il existe un @i() tel que
o} 9] &
R R R

.0 F R, 0F R 0

Ceci est impossible : si ﬂj() = ®i(), alors Qj() <t() p.p.

car t() est la fonction du "gap" ; donc

0.() = wj() < k®(x,®j(X)) gk (x,0(x)) < ¢,

de t() et de t.(), mais RtT()GE Rzi() => 4.() > t1() i.a.,

(x) p.p. par la définition

2 1

et par conséquent un tel @i ne peut exister, car on peut aussit3t donner

() > 9.() i.a. sur X.
i

une fonection f£() ¢ Rt 0) tel que ®f

1



On est maintenant préparé pour la démonstration du théoréme suivant,
qui en est une généralisation et qui montre que si M est tel que la restriction

de Rt & M peut étre majorée, alors M n'est pas caractéristique

Thoorome 5.4.2. + ¥V @ 3 s() € R1 v ﬂ . j e M (1) ﬂs(i)() e M

(ii) [[Rj}iOQRfE.()] = 9,0 £ 9,,,0 p.2.]]

J
"alors M ‘n'est pas caractéristique pour ¢.

I1 est d'abord évident que ce théoréme impligue le premier des deux
théordmes de Bass et Young, théordme 5.3.3. Il faut donc montrer, que si Rt N

peut &tre majoré, alors on peut construire un t() e R1 tel que V ﬂi() e M,
o) o]
R R .
() 7 R, ()
On montre d'abord gqu'il existe un ensemble mesuré M # & et une fone-

tion s() e R, qui vérifient les prémisses (i) et (ii) du théoréme.

1

Définition 5.3. : Une classe (€ de fonctions récursives partielles est compléte

pour & <=> VY t() ¢ R1 3 t'() e CcN R R? ()__ R¢ Y

Ainsi, si (€ est compléte, R1 = U Ri()
t() e ¢ f\R1
Lomme 5.4.3. : ¥ & il existe un ensemble mesuré M et une fonction récursive

s() e R1 tels que

G Y0 eR F 90 M 20 9.0 pop.

1
(i1i) M # o et M est complet pour &.

(iv) M  est clos par rapport & la composition de fonctions totales.
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Dé4inition 5.4. : Une fonction récursive f() est dite réalisée par un compteur
en temps réel (real-time countable") si elle est monotone croissante et s'il
existe une machine de Turing & n bandes de travail qui calcule une fonction

caractéristique de pf() en temps Ax[@] (un "real-time counter').

Soit T'QEFH 1'ensemble des fonctions récursives réalisées par un
.compteur en temps réel. (Les fonctions partielles de T proviennent des

"compteurs finis").

Montrons que T contient des fonctions arbitrairement grandes
Ve.()] lpj() e T LDJ.() >e.0)>t0) p.p.

Etant donné +t() ¢ R1, on cherche @i() > t() p.p., &i() £ R], puls

wj() e T de la facon suivante
On calcule ﬁi(o), ﬂi(T), g.(2), ey ﬁi(m)

1

aprés n pas, n > m, si Wi(m) converge, le compteur Z.(n) = 1, sinon

Donc, Zi(x) =1 pour X = @i(O),

............

et ﬂj() e T est défini par
Ux[Zi(X) = 1]
1 & ﬂj(x) >¢3J.(y)].

I1 est évident, que T satisfait aux points (ii) et (iii) du lemme, car

9,(0)

IDJ (y+1 )

uX[Zi(X)

q?j(xﬂ) > lpj(X) et mj() >o.() > t() p.p.

En outre, T # & et T est complet pour & = nombre de pas ; notons que si

T est complet pour &, alors T est complet pour tout ¢.
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T satisfait aussi au point (iv), car T est clos par rapport & la

composition des fonctions totales.

Soit meintenant g() € T une fonction telle que g() > hT() pP-D-
ol h, est la fonction de saut de T ; soit g(ﬂi(>) = Ws(i)<>’
par s-m-n, et M = {ﬂs(i)lﬂi() e T}.
. M est un ensemble mesuré avec fonction de saut HM() = hT() ;

M satisfalt au lemme.

Supposons que pour une certaine fonction croissante h() > g() p.p.
on ait ﬂj() > h{t()) i.a., wj() e M, t() ¢ R{, avec S = {x]wj(x) > h{t(x))}.
Dans ce cas, il existe un wi() e M tel que

(i) hM(wi()) < wj() p-p. par définition de s()

(i1) ws(i)(x) = &j(x) par définition de M

(i1ii) t() < &i() sur S par (ii) et n() > g().

d

o
O£ R;, et 0,0 ¢R

9. ()

1

Par conséQuent, il existe un @k() £ R$ 0 tel que &k
J \

) o} o . .
car R R =R : t - 6. () > t() sur S. Ainsi M
5, 0F R 0 F o e .
satisfait 38 (i) et (ii) du théoréme.

I1 reste & montrer que ce M ne peut pas €tre caractéristique : étant

donné ﬁi() e M f\R1, on construit t() e R1 tel que Ri'() c Rf() &
® o *
(v¢j(> e MIR_() # Rﬂj().

Soit {Qf(i)()|i e N} une énumération récursive de M ;

on pose t(x) = (uy > ﬂi(x))(Vi < X)[§f<i)(x) >y v o, ( )(X) £ V], ol
s (1

s{) ¢ R1 est défini comme ci-dessus.

Supposons qu'il existe @j() e M tel que R® () = Ri<>, J e pf( )
) |

(ws(j) c M par le lemme). Dans ce cas :
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Ll

ﬂj() e R => ¢.() < t() p.p., par définition de R

t()

=> 2, () <t() p.p. par définition de t()

oF
—
~—

[}

par définition de s(j), contradiction.

Mais () ¢ R
s2(3) Y55)

Une autre généralisation du théoréme du "gap'.

Soit s() e R1 arbitraire et soit M un ensemble mesuré caractéris-

tique pour ©¢. Le second théoréme de Bass et Young dit que les classes R®

9. ()

i
ne peuvent &tre étendues uniformément, méme si leurs indices sont pris dans M

\flﬂi,'wﬁjeMﬂRw[[Rf;_()=R© = r® =R
1

. ] => —'Wlpi R:;()C_E R; J]
d 1

s(i)

Définition 5.5. : on dira
1" . 1" . @ @
(a) "s() ¢ R1 est comprimant' si R‘Q-()ER& . .W)i() e M
i s(1)
(b) "s() ¢ R, préserve les classes" si R®

_ p® = ® -
1 w.<)‘Roj<>— Rog .. =R

i
Vwi’mj e M.

On peut donc énoncer le théor@me de Bass et Young ci-dessus dans la forme

sulvante

(i) 8i s{) opréserve les classes, alors s() n'est pas comprimant ;

(i1) 8i s() est comprimant, alors s() ne préserve pas les classes.

Prouver (i) ci-dessus revient & prouver un théoréme du "gap'" faible, non plus
P P . L 2 . . . -, N

pour un opérateur récursif général, mais pour une fonction gqui préserve les

classes.

Dans le théoréme de Constable (théoréme 2.3.2.) on prouve gque
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9 () R

) ;& FL] réowsir ginéral => 7 (W) R;?}k()?Ré[wk()]

autrement dit, aucun opérateur récursif général est (uniformément) comprimant
pour RT' D'autre part, on a prouvé qu'il existe des fonctions qui sont com-

imantes pour~ R. : s() ¢ R Y9 () € R R® R¢ (cu ¢
pr 1 ] 1 k 1 lpk()g Dy s (k)

k)

e

(x))), mais ¢.() P.() ==> ¢

.. 5 .
est un indice pour h(x, . i ; s (i

en général.
En somme, si l'on demande davantage de la fonction s() "(s() "préserve

les classes”), alors on peut prouver le théoréme de Constable pour une classe

de fonctions qui sont "plus réguliéres" que Ri.

A fin de pouvoir appliquer la méthode du théoréme 2.3.2., on modifie

légdrement 1'énoncé du théoréme de Bass et Young :

4
Theordme 5.4.4. : si s() e R1 préserve les classes Rt()’

v T ws(t")UERs(t))"

alors s() n'est pas comprimant, c'est-a-dire

Un tel 51() existe (pour un M arbitraire, mais caractéristique) par définition

de M.
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Si 1'on pose s() = 52(51()), 52() M > RT’ alors s() préserve les classés

si et seulement si s._() préserve les classes. Par conséquent, si s() compri-

mant et préservant les classes existait, alors un s2() ayant les mémes pro-

priétés existerait et inversement.

I1 suffit donc, pour démontrer le théoréme ainsi que celui de Bass et

Young, de donner un algorithme, qui pour une fonction s() arbitraire qui pré-
‘serve les classes, produit une fonction ¢,.() € R, telle que R® =g? R
t 1 9.0 e 0
t (t)
c'est-a-dire telle que [&t(), ms(t)(ﬂ est un ¢é-gap faible.

() eR

et qu'il existe

On suppose que s() est tel que (Vi)Y ( :

s(i)

m() ¢ R. tel que (Ve) 08(6)(x) =y = Fm(e,x)gg we(x), ol {F.}. est

2 17 1eN

une énumération de toutes les fonctions finies. Autrement dit, m(e,x) déter-
mine les valeurs de 'ﬂe() nécessaires pour le calcul de ﬂs(e)(x). Si par

exemple &S(e)(x) = dér we(ée(x)) si o (x) g f(x), @e(X), @e(x) > x, alors

e
&S(e)() e R1 et le calcul de 0s(e)(X) demande la valeur de ﬂe(y),y > X,
qui devient fixée pour le calcul du "gap". Lorsqu'on définit t(), on pose
t(n+1) := t(n) + 1, calcule ﬂs(t)(n+1) et teste si pour

ign tln+t1) < @i(n+1) < ﬂs(t)(n+1). Si oui, on pose t(n+1) := @i(n+1) + 1

et on continue de tester avec l'intervalle [t(n+1),ﬂs(t)(n+1)]. Ce procédé

(m), m>n+t1, et

de définition de @s(t)() peut donc fixer une valeur ﬂs(t)

on peut trouver que t(m) < @i(m) <P (

< t)(m) pour un certain ¢.» 1 <nm. On

permet donc que ﬁt(x) < @i(x) < @s(t)(x) tant que 1l'on peut s'arranger que
ﬁs(t)(y) < @i(y) pour un certain y > X. De cette maniére on a toujours
ﬂt() < 0 () <y s(t )() i.a. => ws(t)() < @i() i.a. et par conséquent

@
‘R =

Etant donné les fonctions récursives 0b() € R1 et s{) e RT’ on
B . ) _ & _ 3
détermine une fonction totale mt() = wt(b,s)() telle que R R 0

par l'algorithme [7] de Constable.
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D8 hinition 5.6.~ Un segment initial {d'une fonction totale) est

o= déf{<x,y>|x s n & (x ¢ n = 3y<x,y> e ) & (<x,y> ¢ oy <x,y'> € £

=> y=:}"')}-

.. . n
On dénote par [f?l 1'indice canonigue de £ .

Notons qu'il existe une fonction récursive, g() ¢ R1, telle que

. An

Doray(®) = 0y rem) () = 17 = aér

Dé4inition 5.7.- L'extension minimale de t" (monotone croissante, par rapport

£ 2 B U i<n+, max{t(n) + 1, O

b(n+1)}>}

Soit t" extension minimale de t% . (x <n)
ﬂs(t)(x) =y <=> ( Hn) ws(g([gﬁ))(x) =y et le calcul de ﬂs(t)(x) n'a

besoin de valeurs de t(z) que pour =z < n.

BN

On pose nz c= (un)ﬂg(g([fn]))(x) est définissablé}.

L'algorithme
1) Initialisation.

Etant donné ﬂb() £ R1 on pose t(0)= ﬂb(O) + 1 et on construit un
" "3 t(0); 0)<t(0)vw @& (O) > n: 0).

Ceci détermine ng ; on appelle ng + 1 le prochain entier libre.

o
- gapd n_ + 1. ona

Puis, on produit un @o,®1 °

o

=

o,. . .
{x]0 g x g no}, la premiére extension,

o .
{x]no + 1 g x g nw}, la seconde extension, etc,

S _ X
ol =n, = max{nolx e~EO}.
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2) Algorithme de priorités
Pas n : on suppose que t(y) est défini pour tout ¥y < x,
x le prochain entier libre (chaque pas n dé&finit un nombre

fini de valeurs de <t()).

(i) On détermine tous les 1 < x tels que

_?> ( Jy < 3) t(y) < @i(y) < ws(g(Dfﬂ))(y)

(si ﬂs()(y) est défini),
b) i n'a pas encore été trouvé par (a)
¢c) 1 ¢ L (L 1la liste de prioritd)

et on pose L := 1L LJ{i],i2,...,in}

oud {i1,i2,...,in} sont les indices ainsi déterminés dans leur ordre

naturel.

(%i) On calcule ws(g([t?]))(X) ; ceci détermine nz

j est appelé slr si éj(x) < t(x) 3

j peut &tre attaqué si ws(g([tno]))(x) <®j(x).

(iv) On a les situations suivantes

a) tous les j e L sont silirs ;
b) 1'indice de plus grande priorité qui n'est pas slr est 1 et

@i(x) e I3

¢) 1'indice de plus grande priorité peut étre attaqué.
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(a) t(x) est définitif. Pas n est terminé, le prochain entier libre est x+1.

On va au point (ii).

(b) On pose t(x) :=0.(x) + 1 ol ¢.(x) = max{¢.(x) ¢ IX} ; on calcule nz
X - jel :
n X . ...
t o} b our le nouveau segment t°. On va au point (111).
= Lps(g([t J))( ) P am P ( )

¢) L'attaque de cet indice : suppose L = {jo’j1”"’jp}'

X
n
81 1'attaque porte sur jo’ alors on fixe t© ° ; pose L :=1 - {jo} et
on va au point (i).
Sinon, soit je 1'indice attaqué, e > O.
A) On détermine 1'extension minimale de +t() de fagon que Vme E ﬂs()(m)

puisse &tre calculé.

Soit I_ = [t(),@s<)(nn], meE

On a les situations suivantes
(a) S1 jq el & q> e alors jq est slr pour tout m ¢ En.
Dans ce cas on fixe t(x) pour tout x ¢ En’ "pose L =1L - {je} et on va

au point (i). Le prochain entier libre est n + 1.

(8) L'indice de plus grande priorité qui n'est pas slr (pour Im) est jq e L,

a>e et & (m)e Im pour un certain m.

q

On pose t(m) := ®j (m) + 1, recalcule 05() avec une nouvelle extension
a
minimale et on va au point (iii) avec x.

(vy) L'indice de plus grande priorité est je' e L, e'>e, et je' peut &tre
attaqué a Im

On continue une attagque & je, au plus petit m ol ] peut etre attaqué.

e'

Scit m cet argument.

On a E = {xlnn_1 <X g nn} et
1 _ 1
E = {x|n gxgn},
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ol n; = (uz)@s(g([tzj))(m) est définissable VYV m e En.

On détermine maintenant
E2 = {x|n1 < X < n2}
n n n

L 2 L ' 1 .
o n = (uz) 7 (m) est définissable Vme E U E ; et onvaad (A
n H Igs(g([t J)) n n' (4)
“ci-déssus: :

Ceci définit une procédure itérative que l'on gquitte & (a) lorsque
l'attaque d'un indice réussit.

Dans ce cas l'indice de plus grande priorité qui peut &tre attaqué

quitte L et produit ni + 1, le prochain entier libre.

B) I1 n'y a qu'un nombre fini de ji qui ont plus grande priorité que je. La
procédure s'arréte donc aprds un nombre fini d'itérations et un certain indice
ji quitte L, ou bien t() est devenu si grand gue tous les indices dans L

sont slrs & x.

Ceci détermine la fonction t() du théoréme 5.L.hL,
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CHAPITRE VI

DE LA STRUCTURE DES CLASSES DE BORNES DE COMPLEXITE.

si R® (RQ ) est une classe de complexité avec +t() e R
t() Y 1
k()
(ﬂk() € PT) suffisamment grand, alors Ri() est récursivement énumérable

uniformément en un indice t pour t()

® .
Re(y = 150 | iew &w = Ye(t

de la classe Ri(). Tout indice t d'une borne de complexité pour Ri() fournit

)}. Nous appellerons k un indice

donc un indice pour cette classe. Définissons la classe des fonctions récursives

totales

_ o = p? .
Ry = qer 50) | Rﬂi() =Ry 3

la structure de cette classe de fonctions paralt intéressante, surtout par

rapport 3 certains problémes d'effectivité.

Le théoréme de Borodin ("gap") et ses généralisations montrent

que pour tout h() ¢ R, (pour tout opérateur récursif général F) il existe

1
un t() tel que

& _ 0 & _ 0
Re) = Rae())  Re() = Re[e(]’

On montre d'abord que l'existence de fonctions récursives

t.() et £.(), t.0), t

; 5 1 () ¢ Rt’ tr8s différentes 1l'une de 1l'autre n'est pas

2

uniquement liée au phénoméne du "gap".
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Autrement dit, pour tout +t() Rt contient des éléments qui sont
arbitrairement grands sur un nombre infini d'arguments, par conséquent Rt
n'est pas une classe récursivement énumérable. On utilise les ensembles récursifs

"t ()-immunes" introduits paer Trahtenbrot et Constable pour la démonstration (une

autre démonstration, basée sur les ensembles épars, a été donnée dans [33]).
Les fonctions que l'on obtient ainsi ne sont jamais honnétes et la
" procddé ne peut pas Stre itéré.
On utilise donc par la suite une version d'un algorithme de priorité
de A.R. Meyer et E.M. McCreight [9] pour montrer que pour tout t() donné on

peut effectivement construire une autre fonction t'() e Rt’ telle que t'()

est arbitrairement grand i.a. (et donc aussi arbitrairement complexe i.a.).

Si 1l'on définit
t() € RS() est optimal pour Rs " (mod n())

st @t(x) > hix, ¢, ,(x)) i.a. = Ri()st Ri,() s

tv

alors les théordmes de pathologie précédents suggérent les problémes suivants

Etant donné t1() arbitraire, peut on effectivement trouver un

: 9
t2() £ Rt1 optimal ¢
Plus généralement, peut on (effectivement) trouver un élément t2()
de Rt moins complexe que ti(), si une telle fonction existe ?

1

On donne une réponse affirmative & cette derniére gquestion au
paragraphe 3 dans le cas d'une fonction t1() qui posséde ‘un speed-up. La

démonstration repose sur 1l'effectivité du pseudo-speed-up de Blum [1f].

Au paragraphe 4, on pose donc le probléme suivant

Soient () arbitraire, t.(), t.() e R_. Peut on toujours effectivement aller
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de t1() d t.(), c'est-3-dire existe-t-il toujours une fonction s() ¢ R

2
telle que ws(t) € Rt et &t () =+ )() ?

2

1

s(t1

si t1() et tz() sont des fonctions récursives, alors il existe

toujours une machine de Turing qui calcule de graphe de tg() si on 1lui donne

le graphe de tT()’ mais cet algorithme n'est pas nécessairement tel que
ws(t)() € Rt pour tout t(). On montre au paragraphe 4 que pour tout t

i1 existe t1(} et t2() £ Rt tels que pour tout

s() € R1 s lﬁs(‘t)() € R‘t => lpt1() # ‘ps(t )() & \Ute() # lﬂs(t )()

2 1
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6.1, - Les classes R, ne sont pas récursivement énumérables.

Ry

On montre dans ce paragraphe que pour tout t()e€ R1 la classe

est non-bornée. La non—-énumérabilité de Rt en est alors un corollaire.

Le principe de la démonstration s'appule sur l'existence d'ensembles

récursifs infinis qui ne possédent pas de sous—ensemble récursif infini facile

~

"1 - 8Soit r{)e R

4 calculer

(1)

] une fonction récursive totale. On construit un ensemble

récursif infini A tel qu'aucun sous-ensemble infini de A soit ¢-r()-calcu-

lable

Déginition 6.1 : On dira que A, ensemble récursif infini, est r()-immune,

Theordme 6.1.1. : Pour toute classe de machines <@¥,5> et tout r() € R

si

YB) B récursif infini & B& A & cB()

v

7

Z() == QZ() > r() i.a.

‘ol cB() est la fonction caractdristique de  B.

1
il existe un ensemble r{)-immune.

Soit Ri() la classe des fonctions récursives &-r()-calculables
et soit Sf() la classe des fonctions récursives caractéristiques
¢o-r()-calculables ; si l'on suppose que r() soit suffisamment grand,

alors Si()C: Ri() (et Ri()) sont des classes récursivement &numérables.

. . ® P . P .
Soit {wh(i\() | ien} = Sr() une présentation récursivement
-~ Pd @ - - ” -
gnumérable de Sr()' On construit simultanfment un ensemble A r()-immune

et une liste d'indices I, de sous—ensembles possibles de A par

une telle classe d'ensembles récursifs a été construite par Trahtenbrot

et par Constable [?Q].
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. . . o) .
diagonalisation sur Sr() de manidre i ce que

(1) (Vi) ¢ () #e, 0

h(i
(i1) (Vi) B® = {x | wh<i)(x) = 1} infini => RigﬁzL

On utilise la liste L et un pointeur p, aupas x =0

on pose L :=0 et p :=0

au pas x :

A
(b) si (V3) jelLg wh(j)(x) =1 alors L :=1L - {j} ;
si ﬂh(p)(x) 1 alors p := p+l
si ﬂh(p)(x) =0 alors p :=p ; aller aupas x + 1
2) Vi) i e L = 0h(i)(x) =0 ;
(a) cp(x) :=1 = wh(p)(x) ;
(b) =i ﬂh(p)(x) =0 alors L =1L VU{p} ;
pi=p+1 ; aller au pas x + 1

On montre gque si B = {x | &h(i)(x) = 1} = R* est infini, alors
BiA :

aupas n : si L contient i, alors (Vx < n)‘l.[ﬂh(i)(x) =1%& cA(x)=OJ,
sinon 1 aurait quittéd L & x ; il faut faire ng A c'est—;é—dire

xeRl&xéA.

O et n ¢ RP alors RP¢A et on passe & p + 1.

ja}
i

0 et n ¢ Rp alors 11 faut attendre une autre valeur

951
)
[p]
o
~—
]



_1914__

m > n pour pouvoir faire m € RP & m # A.

Si par contre pour tout i e L, n ¢ R-, alors on fait cA(n) # R

et si ( )(n) =0, c,(n) =1, i1 faut attendre m > n tel gque

hip A
me R &m ¢ A, par conséquent L := L U {p}.

Assention (i) : 1 e L stable => RY fini
_supposons au contraire 1 e L & Ri infini, alors il existe y tel gue
@h(i)(y) =1 et i quitte L au point 1) b) du pasl-y; contradiction.
Assention (ii): (Vi) Ri infini => Ri ¢A :
sSupposons au contraire ( Hi) Ri infini & Ri Sa.
(a) si 1 - p, alors on fait RY # A au point 2) ;
(p) si i < p, alors on fait Ri<¢.A au point 1) b) car il existe

vy tel que &h(i)(y) = 1 ; contradiction.

On généralise maintenant la construction du théoréme précédent
3 la construction d'un ensemble réeursif infini A qui est ¢-r()-immune

et o-r()-co—immune

Theondme 6.1.2. : Pour toute classe de machines <{,6> et tout r() ¢ R1

il existe un ensemble r()-immune et r()-co-immune.

I1 faut donec s'assurer que R' infini => R1¢ A& Rl¢_ A.
On utilise deux listes L1 et L2 qul contiennent des sous-ensembles

Eventuels de A et de A respectivement et le pointeur p.

On veut obtenir :

I
@)
Q

|
>

"

(a) mh(i)(x) =12% CA(X) 1) pour un certain x

() @1(i)(x) =1% CK(X) = A 1)

|
o
(@]
—
>
~—
I

pour un certain x
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mais on ne peut satisfaire qu'une des deux conditions (a) et (b) au

pas x ; on définit L1 et L2 de facon que

si 1 ¢ L, onn'a jamais eu la situation (a) et

si 1 e L,, on n'a jamais eu la situation (b).

[
1
=
1

Initialement, g et p=0

1
o
j»s]

He
-~
>

9]
=
(]
=]
m
A
)
[ny
]
»
]

1 on pose CA(x)

i
=

|
—~—
e,
"
e}

[P
=

.)(X) = 1 alors L1

x) =0 est fixé, x e A

X e A

D
s
@]
|
™
~—
1]
Y

alors si Lﬂh(p)(x) =1, RpgA , mais peut-&tre RP C & R
si = (3dy < x) [wh(p)(y) =1 & cA(y) =nd] alors L, =L, U{p} ;

p:=p+ 13 aller au pas x + 1

sinon si 3 ie L2 ﬂh(i)(x) = 1 on pose CK(X) =0 : R:.L A

Ve L, si ﬂh(j)(x) = 1 alors L2 1= L2 - {3} : qu&.ﬂ
maintenant CE(X) =0 est fixé, x ¢ A
et CA(X) =1 , X e A

alors si ﬂh( (x) =1, prézl , mals peut—é"t;'e RPC 2,

p)

si 7] y<x [@h(p)(y) =1% cA(y) = O] alors L, =1L, Lpr} ;i

P :=p+ 13 aller au pas x + 1
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.)(x) = 0 alors on pose c,(x) =12 ¢

17 "2 Y A n(p)®) 3
si ﬂh(p)(x) =0 alors L, := L, U {p}
si wh(p)(x) =1 alors L, := L2 U {p} ;
p = ptl 3 aller au pas x + 1.

La démonstration formelle que l'ensemble A ainsi construit est

r()-immune et r()-co-immune suit celle du théordme précédent,

2 - On applique maintenant les ensembles récursifs r()-immunes & une premiére

. d ] )
éri ] R ={{. R =R . R
caractérisation des classes R, {01() l 2.0 t()} On prouve que R,

(t() récursif et total, mais arbitraire) n'est ni de complexité bornée, ni

borné

‘Théorme 6.1.3. ¢ (a) Vr() e R1 Ve() e R1 3 ﬂj() £ Rt

e

. LOJ-() => fbk() >r() i.a.

() Ve() e R, V() e R13 uUJ-() e R,

9.0 > a(d, () i.a.

Scit € wune classe récursivement énumérable de fonctions récursives

totales, on prouve facilement

@ récursivement énumérable => 3 () € R1 Ve() e ¢ g() g £() p.p
et par conséquent : VF() 3 g() e @ g() >f() i.a. =>C n'est pas

récursivement énumérable.

Corollaine 6.1.4. : Rt n'est pas récursivement &numérable.

Pour la démonstration du théoréme on construit une fonction wj()

ayant les propriétés requises par 1le théordme 3 1'aide d'un ensemble r()-immune.
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On a d'abord le

Lemme 6.1.5. : Yo Jn(x,y,z) e RB monotone croissante en x et y tel

. que si ﬂi() . 0j<) £ RT

Ia démonstration du lemme est similaire & celle des lemmes

du début de chapitre V.

Soit A un ensemble r()-immune avec
r(x) = nle,(x), k®(0i(X) + t(x),x), x)

o0 h()eR est la fonction du lemme ,

3
k®() 5 R2 est la fonction qui exprime "1l'honn&teté&'" de la mesure &
(Vi) ¢, (x) s k (. (x),x) p.p.,

et ﬁi() € R1 sont des fonctions donnfes et t() € R1 est telle

que  g(#.0)) <P.0 ++() di.a.,

alors on pose

@i(X) + t(x) si x € A

et on montre que ﬁj() satisfait le théoréme.

Assention : wj() £ Ro.

1

6] o)
Supposons que non : R R :
9,0F®.0
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dans ce cas il existe : ¥ () e R® - r? done

o]
&

u k

(F0) 0,0 29,0 & 8,0 < o0 s 9.() per définition de Ry , R
i.a. P.D- i

=> @i() < @k() i.a. sur A par définition de &j

Soit .AKS;AL le sous—ensemble infini de A sur lequel ﬁi() <'®k()

et sqit

1 si ﬂi(x) < & (x)

k
cAk(x) =
0 sinon

sa fonction caractéristique.

si ¢, () =9 () et c,k() =49 (), alors

o (x) < h(o.(x), & (x),x) p.p. par le lemme

L4%
jny
—
e
"
~—
-
=
—_
e

(x),x),x) p.p. par définition de Xk () ,

N

=
L=

3
.
=
3
[J
3

p.p. par définition de o, et .

Mais @n() est la complexité de cAk(x) , c'est—-3-dire de

Akéz A quil ne peut pas &tre plus petite gue r(x) ; contradiction.

e

Assertion : ¢ () ¢5() => @k() >r() i.a.

Par définition de A, si ﬂu() est une fonction caractéristique

pour A, alors @uf) > () i.a., donc @k() >r() i.a.

Notons, gu'on n'a pas nécessairement @k() > r() p.p. si A n'est

pas r()-co-immune.

On vérifie maintenant aisément que ﬂj satisfait le théoréme.
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6.2. - Invarniance des classes Ri(>.

On procéde maintenant & la construction d'une famille de fonctions

ti(), ti() € Rt' Cette construction peut &tre itérée et ti() peut—&tre cons-—

truit de maniSre 3 satisfaire 3 des conditions supplémentaires (t!() e M,

i
ensemble mesuré, etc...).
Theordme 6.2.1. : Pour toute classe de machines <{,> et pour toutes les

fonctions t() et n() e R1 suffisamment grandes, on peut trouver une

autre fonction t'() e RT’ uniformément en t et h, telle que

_p®
£() = Rer()

d o
(on) R R
HROFR

(1) R

NG

... o ol
(ii1) 4.,0) 0h(t)() i.a
. , .. . o} . . .
Discussion : On choisit t() suffisamment grand pour que Rt() soit récursi-

vement &numérable. Dans ce cas on peut diagonaliser sur Ri() et trouver
une fonction récursive totale f{) telle que Hg() € R1

g() # Ri() & g() ¢ R$ 0 {voir la construction d'une telle fonction
£(t)

f() au chapitre V). L'existence de "¢-gaps" fait que f() ne peut pas
8tre extensionnel mais doit par contre dépendre de l'indice (c'est-d-dire

de la fonction de complexité) de wt() = ().

-~

En choisissant () > () p.p. on satisfait & la condition (v)
h(t) £(

t)

du théoreme.

On veut construire ﬂt,() de maniére que

o

(a) Mo, [6,0) > t0) ia. <=> 0.0 >¢'() i.a.]] <=> Rj‘;() = Rei()

et (0)[3 o5 [0, )0 <000 pope &0, 0) s £7() i ]] = £1() > ¥, 0 d.a
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Si 0t,() satisfait 3 (a) et (b) ci-dessus, alors pour toute

fonction de mesure ®i(), si ¥.() < @i() < wh(t)() p.p. alors

t
P

o1 < @i() i.a.&@i() < Wt,() i.a. Notre condition sur h{) garantit

1'existence de telles fonctions @i(). Soit maintenant k(t) wune
fonction qui détermine une borne supérieure de max {ﬂh(t)()’ @h(t)()}
et telle que 3 o, [wh(t)() < @l() wk(t)()] p.p. ; on construit
£'() de fagon que pour un tel @i(),

0.() £+'() ia & t'() < o) = b)) = t1() > 05y i
i.a. D.D- :

Ainsi conmstruit, t'() satisfait a la condition (c) du théoréme.
On utilise une version d'un algorithme de priorités introduit dans [9],

dont le principe est le suivant

Cet algorithme énumdre le graphe de t'() simultanément avec
celui de t() et avec les graphes des @i() ; au pas x de l'algorithme

on détermine t'(x).

A chaque pas x il existe une liste finie d'indices
L, = {x | ( Ju <x) tlu) < @k(u) < Qk(t)(u)} et (au méme pas x)

une ou plusieurs fonctions dont 1l'indice se trouve dans L1, sont

"satisfaites" dans le sens suivant : si k ¢ L1 4 u<x et n'a pas

cessé de 1'8tre 3 x, on fait éventuellement t'(x) < @k(x), sauf si

cette valeur de t'(x) entrainerait l'existence d'un Qj(x), j# L1

et t'(x) < CI>j(x).
si @k() est satisfait au pas x, k quitte L, et passe dans

une autre liste finie L,, sauf si @k(y) n'a pas encore convergépour

un certain y € x ou si @k(x) > wk(t)(x)' Tout k satisfait 8 x< ¥y

passe de nouveau dans L, 3y si t(y)< ®k<y) < ﬂk(t)(y)'

Si 1'on peut s'assurer que pendant que k € L1, ¢ (x)> ¢

pour un nombre fini d'arguments x seulement, alors

t() < @k() < ﬂk(t)() i.a. => k entre en L1 i.a. => k est satisfait
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ia, => t'() <o () i.a., => Ri'() = Ri<) & t'() g t()-i.a. d'une part -
et 0 )0 < 2,0 s 9, O pp. =0 <o) ia &) st'() e

—_— t > '. .
=> 1t () Lp] ( )() 1.8
et les conditions du t;héoréme sont sa‘tisf‘aites.,

Ce probléme est résolu par un schéma de priorités Pk(x) (= 1a

priorité de & _ au début du pas x) que 1l'on peut présenter plus formel-

k

lement de la facon suilvante

On utilise une seule liste principale P de tous les entiers,
positifs ou nuls, arrangés en ordre croissant et une liste de marques

mobiles mo, M, m chacune associée injectivement & un nombre de

TR
la liste P et portant éventuellement un caractére + ou - . Si m,
reste associé 4 n 3 partir du pas x, m. est associée "loyale" 3
X, sinon "déloyale". A chaque pas x un nombre fini d'entiers dans P

ont chacun une associée ; le plus petit élément de P qui n'a jamais eu

d'associée est vacant. Au méme pas il existe deux listes finies disjointes

L

1 {i| m;  est assocife et est marquée +}

=
l

{i] m. est assocife et est marquée -} .

On peut avancer une marque par rapport & P et l'associer au nombre
vacant (une marque qui avance perd son +) ; par ailleurs, un - peut
€tre transformé en + . Nous utiliserons la notation Pi(x) = n pour

dire qu'au pas x, m. est une marque associée 3 n e P.
On effectue alors l'algorithme suivant

Initialement, L1 =1L =@ et 0 est vacant.
<

Au pas x :

1) On associe mX avec le nombre vacant et on le marque - ;

2) On calcule t(x) et tous les ¢, (x), k <x et k g L

k 1
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(a) L, =¢ ou (Vk)kEL1 => ¢ (x
(b) sinon on pose P. = min {P (x)
k k
o] kel

1

et dans cette derniére éventualité, on a :

(a) si un tel ko n'existe pas, alors on posev t'(x) = max {6.(x)}

(b) si un tel ko existe et si

(3 xeL, ) (Y e L,) [Pk(x) < Pko(x) & Pj(x) < P, (x) => cpj(x) < @k(x):l

on pose t'(x) := max {&.(x) | Pj(x) < Pk(x)}

jE:L2
et on associe tous les m s k e L1, P

avec des nombres vacants et on les ma

k

rque

< P et & (x) > t'(x)

k k
o}

b

mais si un tel k n'existe pas, alors on pose

¢k
o
t'{x) :=

(x) - 1 dans le cas (o)

ﬂk(t)(x) dans le cas (B)

et on associe m avec le nombre vacant.

o}

3) Pour tout k < x ,

si k£L, et [o(x) <o (x) g0 (x)]
\ 1
ou kéL UL, et [t'(x) <o (x) cd (]
on marque + (ou on transforme un - en +) la marque mobile m

correspondante,sauf si ( 311 < x) @k(u) >

k(t

)(x) et on va au pas x + 1.

On vérifie, @i() étant total (en utilisant un abus usuel de

notation)



- 203 -

(a) V 0. [t() < ®,() i.a. <=>1 entre en L‘I i.a. <=> 1 quitte L1 iva.
i i '

<=> m. déloyal <==> t'() < @i() i.a.]

) < Cbi() < (pk(t)() p.p. <=> i ¢ L, p.p. => i=k Ai.a] =>

=> ') > ¢, ()0 i.a.

Demonstrhation du théordme :

Assention 1 : g, () > ﬂh(

t)() i.a.
Par la condition (b) du théordme et par un lemme du chapitre V
o)

. - Iﬂh(t)() - .
11 existe @i tel que &h(t)() < @i() < @k(t)() p.p. Dans ce cas il existe

on peut choisir h() tel que R3 ()C; R ; par la condition sur k{)
t

un x > 1 tel que 1 entre en L1. Mais m, ne peut pas €tre loyal & y > x,

car il n'y a qu'un nombre fini de J ¢ L1 avec Pj(x) < Pi(x) et & chaque pas

¥y >x un tel j au moins gquitte L1 au point 2)'b) de 1l'algorithme. Ainsi,

il existe y' > x tel que

P.(y') = Pko(y') & (Vkel) (el [P(y") < Pko(y') & P(y') < P(y")

&o.(y') > o (y1)] 3
alors on pose t'(y') > ¥, (y').
I1 est évident, que i entre en L, i.a. et que Pi() =P ()i.a. ,
d'oi t'() > ﬁh(t)() i.a.
Assention 2 : Rf() = Ri,() .
(1) @k() > t() i.a. => @k() > t'() i.a.

Supposons le contraire

@k() > t() i.a. & @k() <st'() p.p.
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si @k() > t() i.a., alors k entre en L ia. et o () < t'() p.p.

implique qu'il existe un x tel que m + est loyal & x.

En effet, m ne peut pas &tre loyal, car @k()

N

10 € 9, ()0 pepe s

m =~ ne peut pas gtre loyal, car @k() > t() i.a.

et m + doit &tre loyal & un certain x, car si k quitte L1 i.a.

alors @k() > t!'() i.a.

Donc, m + doit &tre loyal 3 x.
On montre que cecl est impossible
I1 n'y a qu'un nombre fini de j ¢ L, tels que Pj() < Pk() ; et

1

3 chagque pas un d'entre eux au moins quitte LT' Donc, si & x suffisamment

grand, k n'a pas encore quitté L1 et @k(x) > t{x) , alors tous les Qj .

j e L1 et Pj(x) < Pk(x) auront quitté L1 et par conséquent k = K 3 x

et k quitte L, 84 x aupoint 2) b) a) ou 2) b) B) de 1l'algorithme et

ceci est en contradiction avec le falt que m + doit &tre loyal.

(ii) @k() > t'() i.a. => @k() > t() 1i.a.

Supposons le contraire

@k() > t'() i.a. & @k() < t() p.p.

Comme t'() > t() i.a., les seuls points od & () > t'() ne peuvent

k
8tre que les arguments ou t'(x) < t(x), c'est-3-dire ol t'() prend une

"valeur minimale'.
Supposons donc que &, () g t() p.p. , alors

v (ke LT) H

ol

(a) m + est loyal

y (ke L2) 5

w7

(v) m - est loyal

(c) m est loyal & y (k £ L, U L2) H

on montre que ces trois cas sont impossibles.
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i1 existe toujours un J & L. avec Pj() < Pk() & ®j() > &
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(a) Soit k e Lysm loyal & x et Pk(x) < Pko

(x), alors

o k();

mais alors on a @k() < Qj() < t'() p.p. par définition de t'(),

en contradiction avec 1'hypothése ci-dessus ;

@k(y) est plus grand que tous les ®j(y), j e L, avec

Pj(y) < Pk(y), mais alors k quitte L, & y et m + n'est par

1

loyal, contradiction.

(b) si m = est loyal (k ¢ L.), alors il existe x tel que

2

j e L1 & éj(x) > t1(x) => Pj(x) > Pk(x). Pour tout vy > x, s'il

\"

existe un k' e L, tel que Pk'@-) < Pk@f) & @k,Qr) @k(y) , alors

2

' (y) = @k,(y) > @kxy); contradiction, si un tel k' e L, n'existe

pas, alors t'(y) = ggyy, contradiction.

-~

(¢) si m est loyal (k ¢ L1 U L2) 4 un certain x, alors ou

@k() > &k(t)() > t() p.p. ce qui est contraire & 1'hypothése, ou

bien ®k() < min (£(), t'()) p.p. en vertue du point 3) de 1l'algorithme,

ce qui implique @k() £ t'() p.p. ; également en contradiction avec

1'hypothése.
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6.3. - Le probléme du speed-up dans Les classes Rt'

Etant donné les résultats des paragraphes précédents, c'est-d-dire
Rt n'a pas de borne supérieure et des fonctions t'() e Rt arbitrairement
grandes (t'() > h(t() i.a.) peuvent &tre construites effectivement, on pose
le probléme de l'existence de procédés (uniformes et effectifs) d‘optimisaﬁion

R,
dans _ £

On dira qu'une fonction récursive totale t() € Rs est optimal pour

Rs (modulo n()) =i (x) > h(x, &, ,(x)) i.a. entraine Ri(> gt Ri,() :

'

c'est-a-dire si ﬂt, . est "nettement'" moins complexe que ﬂt" entralne

9,0 ¢ R,.

Qt t!

On consid@re dans ce paragraphe le cas d'une fonction t() avec
speed-up. Etant donné t() e Rs’ si t() est une fonction avec speed-up,
alors on prouve que 1l'on peut effectivement‘trouver une fonection t'() qui
est un pseudo-speed-up de t(). La raison en est que si t() est une fonction
avec speed-up, alors il existe une séquence de complexité pour t() qui est
récursivement énumérable. D'autre part, tout &lément d'une telle séquence de
complexité qui est presque partout identique & la fonction t() donnde, peut
8tre effectivement obtenu en tant que pseudo-speed-up de t(). Or, fout pseudo—
speed-up de () est un élément de Rt’ et c'est dans ce sens que 1'on peut
approcher un optimum dans Rt'

En résumé, si t().e Rs est une fonction avec speed-up, alors on

peut effectivement trouver une fonction t'() e Rt qui est un pseudo-speed-up

de t() et ce procédé peut &tre itéré

Dé{lLWOW 6.2. [Blum] : Soit I‘() IS R2, I’gl’l’DJ > R,I
(a) ﬂj est r()-pseudo-speed-up de . si

[o:Ge) = 93 (x) & r(x, 05(x)) 5 05 (x)] peo.
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(p) Soit f() € R1. On dira que f() a r()-pseudo-speed—up si

(Vi) [9.

: 2 £() => ( 3 3) [wj est r-pseudo-speed-up de wi]]

Définition 6.3 Eﬁeyer, Fischer] : Soit ¢() € P, arbitraire ; alors une

1
séquence de fonctions Pos Pyoeee est dite séquence de complexité pour

p() si

(i) Y 1 dom pi-= dom ¥

e -

(i1) V9. 0.0 =9() =>3 jo.0) 2 p.() p.p.
1 1 1

J

(111) Yo, 3 x 9,0 = 90 & p;0 2 2,0 p.p.

I1 convient de noter, que toute fonction () ¢ P, posséde une

1

séguence de complexité ; {@i [ wi() e 9()} est une telle séquence, mais en

général, () ¢ P1 ne poss&de pas nécessairement une séquence de complexité

récursivement é&numérable.

On a d'autre part un lemme sur la constructivité du pseudo-speed-up,

a4 4 Blum [11:[ :

Lemme 6.3.7. : J n(), s() e R, Ve, i (9 (x¥) 2y, 9; eR) si ¥;0)

2 1

a un ﬂe—pseudO*speed—up, alors il existe ﬂj(), pseudo-speed-up de

ﬂi(), tel que

(i) ﬂs(e,i)() € R1

(i1) ﬁs(e’i)(x) = {.(x) p.p.

1

Ps(e,1) %) & mlo 050D pep-

clest-3-dire que WS( "n'est pas trop différent" (modulo h) d'un

e,i)

y_~pseudo-speed-up de wi().
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Soit F un opérateur effectif total et non décroissant,
ive., £0) 2 g0) pop. =>F[f0)] ) 2 Fg()] () p.p. pour tout £() et

g() € R1 et soit t() ¢ R1 une fonction avec Eﬂ:]—speed—up ; on a le

Théeoneme 6.3.2. : I1 existe h{) € Rg tel que si F est un opérateur effectif

total non-décroissant qui satisfait a E{E()] (x) 2 n(x,f(x)) ,

Y o£() e R1‘, et t() e R1 est une fonction avec F-speed-up, alors il

existe une fonction g() e R1 strictement croissante telle que

(1) (Vi) ¢ .)() =t() p.p. ,

g(i

(ii) Qg(o)’ Qg(1)’ Qg(Q)" est une séquence de complexité pour

t() qui est [F-décroissante, c'est-d-dire que

@g(l)() 2 Fl-—@g(i'i"l)()] () P-P. »
(iii) Wi() t() = 0.() = @g(i)() P.D-

Principe de La démonstration : On construit une fonction ﬂg(i)(x) = t(x) p.p-

pour tout i. Cette fonction ﬂg(i)() possé&de un F-pseudo-speed-up, car

wg(i)() =t() p.p. et t() posséde F-speed-up.

Ce pseudo-speed-up peut &tre trouvé effectivement par le lemme 6.3.1.

Pour obtenir une séquence de complexité [F-décroissante,

CI)g(i)u z F[@g(i+1)()J () p.p. , on répdte l'opération du pseudo-speed-up

effectif avec un Fz—pseudo—speed—up.

A) On construit d'abord une fonction ﬂa(t i)() = t() p.p. telle que
S

si @i() z ﬂt() alors h(x, @i(x)) 2 ®a(t,i)() p.p. et telle gue

e

] 9.09.0 =90 &nlx, <I>a(t’i)(x)) 20, (x) p.p.
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On pose P(t,i,x) <=> (Vy < x) [®t(y) $x& @i(y) g x => @t(y) = @-(Y)]

1

et

P.(x) si P(t,1,x) & @i(x) < 9, (x)

t

Assention a) : &a( )(x) = Wt(x) pP.p-

t,1

Supposons au contraire wa(t i)(x) = ﬂi(x) # ﬂt(x) i.a.

Dans ce cas il faut que EP(t,i,x) & @i(x) < @t(x)] i.a.

Si ﬂi() # 0t() i.a. alors il faut que @t(y) >x Vv @i(y) > x i.a.

si 1'on veut que le prédicat P(t,i,x) soit vrai.

, alors pour y << x on a 7 P(t,i,x),

Mais si Wi(), Wt() € R1

done ﬂi(x) # wt(x) i.a. => 7 P(t,i,x) p.p-

() = ¢, (x) p.p., contradiction.

= 1Da( t

t,1)
Si par contre ﬂi(x) = ﬂt(x) p.p. alors Wa(t i)(x) = Wt(x) p.p. par

définition, ce qui montre la validité de 1'assertion a).

Assertion b) = 9;0) = 9,() => nlx, 0,()) 2 8 0, 4y (x) pepe
Soit (
@a(t’l)(x) si P(t,i,x) & @i(x) =z
b, (t,1,%,2) = ¢
0 sinon

a'oll P(t,i,x) => h,(t,i,x, ¢,(x)) = @ (x)

1 t,1)

et si @t() X ﬂi() , alors (Vx) P(t,i,x)

(x).

Avec h(x,z) 3 max {hq(t,i,x,z)} , on a h(x, @i(x)) > Qa(

t,18x t,1)
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Assention c) = (k) 9.0 29,0 & nlx, 0 1y(x) 2 2 (x) p.p.

Soit Fo, F,, F une énumération canonique de toutes les fonctions

12 Fooens

finies et soit

v T (x) si x € dom Fv

Avec
,
b(u,v)(x) si @u(x) =z
hg(u,v,x,z) = ﬁ
0 sinon
on a hz(usvaxs Qu(x)) = Qb(u,V)(X)

(x)

et en posant h(x,z) > max {hz(u,v,x,z)}, h(x, @u(x)) 2 0
u,vE<x -

Par l'assertion a), (Vi) ¢

b(u,v)

a(t,i)(X) = ﬂt(X) D.P->

donc v x) wb(a(

t,i),vi)(x> = 0t(x) pour un certain v..

Ainsi, k = b(a(t,i),vi) => (Vx) mk(x) = &t(x) et

hix, Qa( (x)) = Qb( )(x) =93 (x) p.p-

t,1) a(t,i),v:.L k

B) si ﬁa(t,i)(x) = @t(x) p.p. et si ﬂt(x) a [F-speed-up, alors

@ .\(x) a PF-pseudo-speed-up et celui-ci peut &tre trouvé effec-
alt,1)
H]

tivement par une adaptation du lemme de Blum :

On peut trouver une fonction s() e R1 et une fonction h'() ¢ R2

telles que si ﬂa(t i)() a P-pseudo-speed-up, alors il existe  J,
5 '

{ - - -3 :
Jj‘> un F-pseudo-speed-up de ma(t,i)() tel que :
1 +
(1) ﬁsa(t,i)() est total,
/ A
(11 lﬁsa(t,i)(X) = ﬁa(t,l)b{) P.-P->
(iii) ¢
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La démonstration est pratiquement identique 3 celle du lemme de

Blum avec & 2 la place de o, .

a(t,i)

On pose d'abord F[@u(5] (m) = ﬂf(u)(m).

Soit s(i) 1l'algorithme défini par les instructions suivantes

(t et F #étant fixés)
Pour x donné, on pose n := 0 ;
aller au pas n

Pags n : n = <u,v> ;

Si x <v ou [x > v & (V) <£m<x Qa( (m) > x] alors

t,1)

J (x) si ®u(X) <0 )(x)

u t,1 .
1Dsa,(t,l)(x) = {
ﬂa(t i)(X) sinon
\
sinon si ( Hm) v §£m<x ®a(t i)(m) £ x

alors si @u(m) > x alors aller au pas n + 1
sinon

si [[lﬂu(m) # lﬂa(t,l)(m)] v Eﬂf(u) (m) > Qa(t,i)(m) & Qf(u)<m) < X]]

alors aller au pas n + 1
/

9 (x) si ¢ (x) <o

a . a(t,i)*)
sinon wsa(t,i)(x) 1= {
Pa(t i)(x) sinon
( b
- ' " ' - -~ -
Qsa(t,i)(x) s1 l'algorithme s'arrete & n <U,V>
Soit pl(t,x,i,n,y) =¢ & ®u(x) s
0 sinon

n'(x,y) = mex{p(t,x,i,n,y) | max(t,i,n) s x}

et soit n = <j,v> le plus petit n tel que
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ﬂj(x) = wa(t,i)(x) Yx3v et F[Qj()].(x) < @a(t;i)(x) Vxz>v s

(1'algorithme s'arrdte au pas n = <j,v> pour tout x suffisamment grand);

donc

h'(x, QJ(X)) > 0 )(X) D.p-

sa(t,i

et d'autre part, ¢ )(x) = &E(x) p.p. par définition de ég()

sa(t,1

et D(x) =0, . (x) b,

dtodl @ (x) = tﬂa( )(X) p.D.

sa(t,1) t,1

Finalement, () e R1 comme on vérifie facilement.

1I)sev(t,i)

C) Soit s'(a(t,i)) dé&fini similairement par un Fz—pseudo—speed—up, un
tel pseudo-speed-up existe car si ﬂt() a un [F-speed-up et si [F satisfait

les conditions du théoréme, alors ﬂt() poss&de aussi un F2~speed—up.

On a (Vi) ¢

sta(t,i

®S'a(t,i)<) < h'(Xs ®Ji(X)) p.p‘,

ainsi que

~

ol ﬂj () est un Fe—pseudo—speed—up de )() ; c'est-a-dire

al(t,i

i
o2
®a<t,i)() > F [CDJI()] () b.D.
Par conséquent,

F[Qs'a(t,i)()] () sl (x, ®ji(X))] p.p. par la monotonie de W

< Fz[éj.()] () p.p. car Eﬂ: ] >h'() et F est monotone
i

€ q)a(t,i)() p-p-

On pose g(0) = s'a(t,0)

g(i+1) = s'a(g(i),i+1)

ou ¢ Ta(t,1) est [F-pseudo-speed-up de § ., comme ci-dessus.

a(t,i)
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On détermine d'abord la complexité de &a(t i)() dans le cas
, ;
général :

P.(x) si P(t,i,x) & Qi(X) < @ (x)

t

7 P(t,i,x) <==> ( Jy < x) [ét(y) sx& o (y) sxt ﬂt(y) # ﬂi(X)] s

ceci est calculable en complexité =z £ x par définition pour un x suffisamment

grand, donc

, .
a(t,i)(x) < hix, @i(x)) par l'assertion b)

< nlx, 0,(x))

et P(t,i,x) & @i(x) 2 0 (x) => (x) ¢ hix, & _(x))

t Qa(t,i) t

On prouve maintenant le théoréme :

(i) Il est évident que (Vi) ﬂg(i)() = t() p.p.

(ii) Soit ﬂg(i)() défini, ﬂg(i

)() =1Dt() p.P. >

®a(g(i),i+1)(x) < nlx, Cbg(i)(x)) P.P. .

Soit ho(x,y) > h{x,y} une fonction monotone croissante en y et

ho(x, h'({x,y)) 1la fonction h(} du théoréme, alors



- 214 -

b G e o qy O] (0))

1288

141) ho(XJF[és'a(g(i),i+1)()](x)) par définition

A

hO(X,F[h'(x,@jh(x)))](x)) .p. Qj un Fg—pseudo—speed—up
i i '

de 2 (g(i),i+1)

N

F[ho(x,h'(x,jS(x)))] p.p. F[ ] > ho()
Fg[é. (J](x) p.p. par la propriété de IF

S

A

(x) p.p. par la définition de }QS'()
' i

A

Palg(i),i+1)

A

h (x, @

. . . Pd - - . @
o g(l)(x)) p.p. par définition de

a(g(i),i+1)

—
~—
[ ]
—
~—
N
LS

. ar la monotonie de h .
s P L0

ne

9.0) => ®a(g(i-1),i)() s b (x, ¢.(x)) p.p.
Plog(5)0] O €0, (5-1),5)0) -p- par aéfinition ae g()

< h (x, ¢ (x)) p.p.

sF[e.0] OO p.p.

: ¢.() p.p. i )
done @g(l)() < 1() p.p. par la monotonie de F
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b6.4. - ELéments incomparables de Rt’

Soit () ¢ R1 arbitraire donné ; t d&termine la classe des bornes

de complexité Rt' Les paragraphes précéddents contiennent diverses méthodes de

construction effective d'un certain &lément t2() de Rt i partir d'un

t1() £ Rt donné.

On pose ici le probléme 3 savoir s'il est toujours possible "d'aller

effectivement"” de t1() a t2() : (t1(), t2() € Rt) en particulier s'il est

() optimal dans R 1).

toujours possible de trouver effectivement un t +

2

Ce probléme suggére la définition suivante

Deginition 6.4.- On dira que tz() est effectivement comparable & t, ()

1

(t1(),t2 1() £ RS et t2() £ Rs pour un certain $() ¢ R

et lorsqu'il existe tﬂk() € P1 et des indices t, et t2 pour t

()e R1), lorsque t 1

() et t.0)

1 2

respectivement, tels que

(i) Y+() e R ﬂk(t) est défini & lﬂk(t)e @Rt

t.() et tg() sont dits (effectivement) comparables si et seulement

() ou t.() est effecti-

si t.,() est effectivement comparable & t o

1 2
0).

vement comparable a t1

Remargue : Si  t.() est effectivement comparable 3 t

5 () au sens de la

1
définition 6.4., alors il n'est pas nécessairement vrai qu'il existe un opérateur
récursif général (effectif total) F tel que F[¥.()] =9, .\, car ¥ ()
- i wk(l) 'k
peut ne pas etre extensionnel, i.e.,
L=, == Ly = . :
0y = s o ) =Y () 3

1) Les propositions de ce paragraphe ne sont pas démontrées de fagon rigoureuse
et ont par conséquent le caractére de conjectures.
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(bien que nous n'excluons pas cette possibilité).
La construction du paragraphe 6.2. par exemple correspond a4 un opérateur effectif

total ; ceci n'est pas le cas de la procédure du second théoréme de Meyer-McCreight.

Pour tout () e R1, on dé&finit encore

n) = aéfix ¢ n}@i(x) > t(x)}s

donc S?.= 1lim S?(n) existe <=> 1 ¢ ICI> .
i a 1 t()

On donne ci-aprds seulement le principe de démonstration de la

Proposition 6.4.1. - Pour tout ¢ et tout t() € Rj il existe deux

fonctions récursives tT() 3 Rt et t2() £ Rt gqui ne sont pas effectivement

comparables.

La relation Ii () = Ii 0 peut &tre décidé'[31] par une machine de Turing

1 2
avec O"-oracle (c'est-3i-dire par une machine de Turing qui peut décider de

{XIWX fini}). D'autre part, étant donné t1() et tz() € Rt’ il existe toujours
une machine de Turing qui calcule le graphe de t2<) étant donné le graphe de

t1(), car ces deux ensembles sont récursifs ; soit Mk cette machine. Mais alors

mk() n'est pas nécessairement tel que (%) V t ¢ R1 wk(t) est défini &

"k
11 fsut donc choisir tT() et tg() de fagon que

ﬁi = wk(tg) 1% t2 = @k(t1) => (lﬂs)¢k(s) 4 eRs ; c'est-d-dire tels que

. . . : o]
\ " "
a4 (t) e @Rt (i.e., tel qge wk laisse invariant Rt() ).

t. () et t2(> scient incomparables pour tout wk qui laisse invariant Ri().

On cherche donc 3 définir une condition nécessaire P(k) pour que wk alt la
propriété (%) ; symboliquement (%) ==> P(k). Par conséquent, —P(k) => (%)
et 1l suffit de faire wt () # mm (t )() et wt () # ww (t )() pour tout wk

1 k2 k1
tel que P(k)

Définition d'une condition nécessaire P(k)
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]
Soit t!' = wk(t) ; si 1l'on veut garantir que S; fini <==> Sti fini pour
]
tout i, alors Sz(n) et SE (n) sont récursivement liés de la

facon suivante :
il existe une fonction récursive f() telle qu'd chague argument u il existe

un ensemble fini d'indices et un argument v, u < v g f(u) avec

* ” [sz(v)] - Isz(u)l #0 ==> lsz'( )| lS;(u)l # 0
et ISZ(V)I - |s§fu)] =0 ==> |SZ (v)] [SZ(n)l =0

Par conséquent, si pour une infinite d'arguments, on choisit t et t' de

fagon que pour un certain indice

avec V > max {wx(y)]@x(y) défini},
X,ysu

alors pour toute fonection récursive () il existe un indice et un argument n

1
tels que Sz(n) et 8/ (n) ne soient pas récursivement 1liés. Ainsi, il n'y a

pas de ¥ avec la propriété (%) tel que t' = wk(t).
Pour obtenir les deux fonctions t1() et t2() de la proposition,

1l suffit de trouver deux indices 1 et J tels que

t t t t
s, (v)] - ISi1(u)l =0 & lsi2(v)| - |si2(u)] £ 0
t t t t
et ;sj1(v)1 - |sj‘(u)[ 40 & |Sj2(v)l - 1sj2(u)| = o.
Bass et Young [15, 16] ont montré que si R;t() = R;s(t)() et si ws(t)s G, G

un ensemble mesuréd caractéristique, est obtenu par l'algorithme du thé@réme
de Meyer-McCreight, alors ms(t){) est presque aussi grand que @t() i.a.

On considdre ici un t() € R1 arbitraire et on suppose que t() est donné par

un indice t tel que
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@t(x) > h(x,ﬂt(x)) i.a. avee h() € R2 ; i.e., @t() est beaucoup plus grand

que &t() i.a.
On montre ici, que s'il existe une fonction honnéte Gi() € RtiW G telle que

@i(x) < h(x,wt(x)) p.p., alors on peut effectivement trouver une telle fonction :

La procédure de Meyer-McCreight utilise une borne supérieure honnéte wq(t)(x)
( .
de max{wt(x),®t(x)} et produit un ws(t) tel que ws(t)() < Wq(t)') D.p

Par conséquent, si 1l'on peut trouver une borne supérieure honnéte wt'() de gt(),

@t() <9, ,0) < g(X,$t(X)) p.p. ou g(x,y) < h(x,y) pour tout - x,y .et telle que

t
o ,(x) 5 n(x,¥,_,(x)) p.p., alors on peut remplacer 9 (x) par @ ,(x) dans
t £ a(t) t

la procédure de Meyer-McCreight et on a &S(t)(x) < h(x,wt(x)) D.P-

Le probléme est donc ramené 3 celul de trouver un tel wt' effectivement, s'il
existe (si Wt()' est situé dans un "gap', alors un tel wt' n'existe pas). La

solution du probléme est basée sur une variante du pseudo-speed-up effectif de

Bilum (cf. 6.3.)

Proposition 6.4.2. - Soit h{) € R2 une fonction récursive croissante ; 1l
existe une fonction récursive a() € R2 et une fonction h'() € R2 telles

que si wt() € R1 et o, (x) > h'(x,wt(x)) i.a., alors @a( est une borne

£ h,t)

supérieure honnéte pour wt(), i.e.

9 (x) 5 wa(h,t)m s n(x,9, (x)) p.p.

telle que & ( (x) g h'(x,wt(x)), si une telle borne existe.

alh,t)

Scit M = déf{@i()iﬁi() £ R1 & @i(x) < g(x,&i(x)) p-P-}.

Supposcns qu'il existe wj() e M tel que

wt(x) < wj(x) < h(X,l%(X)) p.p;, 0j indice g-honnéte d'une borne supérieure
de wt().

On cherche 3 construire . de facon que
a(n,z) om a
L,U
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’
ny
>
€
]
e
Lol

(1i1) o

a(n,t) (x

a(h,t) est défini par 1l'algorithme suivant

Pas x ¢ on pose n :=0 ; pour n := <u,v>
si x £V & (x) := ﬂt(X) > Qt(X) ) ®u(X)
) a(h,t) . § (x) sinon
u
si x»>v: (WMm), vgmsgzx, on calcule ﬂt(m) avec complexité @t(m) £ x

. - e . - -~
et pour tout m, . s1 ﬁt(m) converge en ressource inférieure ou égale a x :

si  (a) @u(m) > X

ou (b)  (m) < ¢, (m) v (m)> himg ()

cu () o (m) > glmy (@) & o (me (w) g x

alors on pose n := n+tl et on va & 1l'étape n+1.
_ ., (x) si @u(X) < o, (x)
Sinon on pose (x) :=
a(h,t) .
ﬂt(x) sinon.

g (x) si n=<u,» & ¢ (x) =17y
Avec p(x,h,t,n,y) = alh,t) v

0 sinon
2t hg(x,y) = max {p(x,h,t,n,y)} on a pour tout x suffisamment grand, si

h,t,ngx
n o= <J,v>,

h (x, ¢.(x)) 2 p(x,h,t,n, <I>J-(X)) = <I>a(h,t)(>c) P.D.

Meis 0.(x) g glx, ¥.(x)) 3 d'ol h_ (x,g(x,f.(x))) > o (x) p.p.

J J 2 J a(h,t)

~

Avec h (x,z(x,y)) = hl(x,y) les conditions i) & iii) sont satisfaites.
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Finalement, on pose h'(x,y) = h1(x,h(x,y) et on a

et en outre wa(h,t) est un indice h1()—honnete.

La proposition 6.4.2, montre que 1'on peut effectivement trouver

un élément  t' € GRt, moing complexe gqu'un certain ﬂt dqnné? si un tel

' existe. Peut-on faire davantage, c'est-3-dire trouver un t'() tel que
0., (x) 5 glx, §.(x)) pop. et P (x) > nlx, B,(x)) i.a., avee 9.0,

ﬁt.() e R et g(),n() e R, ?

8

En particulier, peut-on effectivement trouver un t'() optimal dans Rs’ i.e.,

tel que Vs() e R, 8, ,(x) > h(x,0,(x)) i.ac => () £ Ry ?

t t

Nous pensons que les deux conjectures suivantes peuvent Etre démontrées
mais nous n'avons pas de démonstration formelle :

(i) Pour tout s() e R, il existe t() € Rs et t'() optimal dans R_ tels

1 s

que t'() soit effectivement comparable & t().

(Par exemple, si t'() = t1() est optimal dans Rs et t() = t2() est obtenu

a partir de t1() par une procédure du type exposé un paragraphe 6.2.).

(ii) Pour tout s() € R1 il existe t{) ¢ Rs tel que tout t'() optimal pour

Rs soit incomparable & t().
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