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fn ∈ Σ
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����
�A����������

X
��������� � � ���������
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� % + �;�O�����:� Q@���G7 )$� ���O��7G�������A�8 ������� 	 ��� � � ��� � �*� �� ��� � 	�� � ���� ���
T

� ���B* ��� � '&�  � ����� ���"	����C* ����� ��������������� � ��� 	 ���*� ��� � �'D
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#+" � �*� �� ��� �
	����9* � ������� � ���
x
	 �
X

� ���'�����.1+� �
θ(x) 6= x

����� � � �*��� �%���5! 
� � � 	��
θ : ��� � �

Dom(θ)
�

� �
Dom(θ) = {x1, . . . , xn}

� � � ��� � � �����
i

��� �
θ(xi) = ti : ��� � ������� � � ' ���'���

θ
'&��
 �

[x1 :=
t1 . . . xn := tn]

�8 ����� � 	 ��� � ��� � ��� ������� ��� 	 � * � ��� �������,� � � � �
FV

1+��������� � ������ 	��
T

� ���+� ' ��� ��� �+�*� �� ������	 �
* � ��� ��������� : � � � �*��� ���/�(� ��� ��� θ

� ����� ��� ����%�� � � � � � � � ��� � '������ ��� 	��
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	 ���*�
T
� � � � � � � � ��� � '������ ��� � % ���
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θ
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t : ����'&���*����	 ��� � � � %�� ����� ��� �� � ��� 1+� � � ��� � ��� � ��� * ����� ��������� �+����� � ��������� �
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xθ = θ(x)
���
x ∈ Dom(θ)

xθ = x
���
x /∈ Dom(θ)

f(t1, . . . , tn) = f(t1θ, . . . , tnθ)
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f = g
$ 	#" ���

n = m
( � � ���
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 ������� ���(���
e

'.�  �� ��� � ���� �
t
�

y �9�7�\I ��� ����� 
����!���� � ��
 � ��������� ��� ���5� �er �����8!���)�,.��� ��������� �����!��� ����� �����������8!����  

� % + �;�O�����:� ] ���^�:7;� � �9,-# *h,'�
# ��� � � � �+��� ��D � ���� �
	#" � ���9* � ��� �������

x
�����

x
���'��� D �� �� �

# ��� � ��� ��D � � �� ���
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= � ������� ����� ���
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 � * � ��� ���*���/��� * � 	��

→ : ' � D �7D 	 �
t →→ t′

��� � � � �+� ���� � � � ���
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∃t′′, t→ t′′ ∧ t′′ →→ t′
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t ≡ t′
���
∃t′′, t = t′′ ∧







t′′ 7→→ t′���
t′ 7→→ t′′

X��\I ����������� �:�����(' 	�����	���� ������� 
�A ����� 
� ����� ����� ��� ������� �����N��� ����� ������
������� �  

� % + �;�O�����:� (@�FYZ�:��� 7 , � BJ,LI !;#&�L!$#&��%-�9% <;,hY 0^7 #&B 0 � � �L�9��,-#��
����� � � ����� ����� ���
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v →→ w)
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β
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A
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B
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�������
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A
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Γ ` A : B
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θ
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ωω
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��� ����� � � " ��� �"�(�.�*������� 	 ���*� ��� ' � � � � ��� �� � 	��

λ
D '+� ��� � � � �

��
��� ����� : � � λ D '�� � '+��� ���' ������ � � � �(�.� � : ��� �
	������0* � ���(��� 	�� �(� �*� � �����
ω
� ��� � ��� 	�� � �� � �� �

������� �
�����+��� �

������� �
x : τ ` x : τ ′ → σ

������� �
x : τ ` x : τ ′

x : τ ` xx : σ

` λx:τ.xx : τ → σ

�� �'��� � ��� �,� � ��� % ��� � /+�*)," �/ � � � ��� ���/�
τ ′ → σ ≡ τ ≡ τ ′

' � 1+��� ����� �' � � � ��������� < ��� '+��� �(� �*�
τ ′

� �
� � ��� � ����� ��� � ��� ��D � � �� �
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� �&���
β

r
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 � ������� 


Nf(A)
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� ����� ��������� ���������;) � 
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λ
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PTS
 � � � �� � � ����� ���� � �'� ��� � : � ��� 	 � ��
 ��� �������� ����� � � * �����/� �+��� � 	�� ' � 	 ��� � ���%<

� � 8 ������� 	 ��� ����� � � '&��� � ��
�� �
Γ
� � ��� � � � �*	 �7D � � �� �

A : ��
 � � � � D � D �'�,� � � � �+� 	 � D � ���� �
B

� � � 1+� �
Γ ` A : B

�+� ��� 	 ����� * ��� � � �

,B� 8 ������� 	 ��� ����� � � '&��� � ��
�� �
Γ
� � 	�� �	
�� � �+� 	 � D � ���� ���

A
� �
B : ��� � ��%��� � � � Γ ` A : B

����� D �/�
	������ * ������� �
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� �
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A
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 �������!� �������

B=βC
 B� �5��������
�=� ��� ���������[��������� ������) � �!�8�(S������ � 
����������� �����0/ ���8!���� � ���8! 
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 ����� � ,@� ��	�����	 � ��� ��������� ��� ���M! � ���=! 
����) 	7������� �5� � ����������� � ���5!%!���� � 
 4 �5�������U�*" 
����������
������� ������������� ��� 	�
�� �����NG ��
 ����� � ,.� �Q������	����$�!��� 
��� �5� 
��(' ����� � ,.� ���:�*" �����!��������	V�����������  
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Φmin ::= VP | Φmin ⇒ Φmin
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VP

��� � � � � � � �� ����� � � & � � 	�� ��
����
�A������ 	�����	 � ��� ��������� ��� �����+1+� " ��� ����� ��� �
p : q � # ���# � �� �������

� ��� ��� �,� ��� �����
φ, ψ, ϑ

�
,-��� � ����� ���\'!���

Γ
��� � ��� �+�*� �� ����� & � � ����� � � 	 ��� ��� : � * �+� �(�*� �'���� � � � * � 	�� : 	 �  � �� � ����� �

�B��� � 4 ������!���� � ����� ��� � � � �/� �
Γ ` φ

��� %�� � & ��� ��1+� �,� � ��� � � � ���/��� ���
φ
����� 	 ������ ��� ������� � ����� �����
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	����*�
Γ
�
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	��
	�� ��� * ����� ��� � �����

Γ ` φ
����� ��������� � � �*��� � � � �%�7��!���� ����� 
������� 	�� ' � � ��%��� � � � �

(Ax)
Γ, φ ` φ

(⇒I)
Γ, ψ ` φ

Γ ` ψ ⇒ φ
(⇒E)

Γ ` ψ ⇒ φ Γ ` ψ

Γ ` φ

� � � � /  X  > ��� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ���Q! � ���=! 
���
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p⇒ (p⇒ q)⇒ q

<

(⇒E)

(⇒I)

(Ax)
p, p⇒ q, q ` q

p, p⇒ q ` q ⇒ q
(⇒E)

(Ax)
p, p⇒ q ` p⇒ q
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p⇒ q, p ` p

p, p⇒ q ` q

(⇒I)
p, p⇒ q ` q

(⇒I)
p ` (p⇒ q)⇒ q

` p⇒ (p⇒ q)⇒ q
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`���
�8F!������!�� 4 �5� ��� 	 �5��� �\'!	 � ����� ����� ����� ����	��������KA�
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⇒
,@� � � �5� � 
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� ���7�\I ��� � ��� ����� ����	������ ���5��	7�����  

� % + �;�O�����:� �a.4�FYZ��7 !�7;#P,'�
� �������5��	7�����,	 ���*� ��� � 	�������*� ��� ����� ��� � � 	�� 	�� ' ��� ������� �(� �����/� ��'&���*���'��� � � �
��� � � � % � ��	#" � � ��� � 	�� ' D

���(��� 	#" � � '&��� � � ' � � ��� �'  � 	 � ��� �� � � � � ��� * � � 	#" ��� �,��� % ��� 	#" ��� �' � ������� ����� ��� � � � ��� �
'&��� � �&' � � ���
� � � � ����� � � � ���/��� ��� �

/ 3
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m � � ���#)7� 
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min

)(��� � ���5��	7����� � ��	���������� ��� ���5� ����
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(⇒E)

(⇒I)

D1   

Γ, ψ ` φ

Γ ` ψ ⇒ φ

D2   

Γ ` ψ

Γ ` φ

,.��� ������������	 ����� � F�	�� ,@� ��!���� �&G � � �����?�(��� ���%��� ����!%!��
ψ

) ��� 	����5������� ����	�
����!���� � 	�
� ��
c�7����� � 
�������

D2
) 	7�����H!���� �������

φ
���5� � �#" �@F�	 �����������

ψ
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� � ��
c�7����� � 
�������
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 ���5! 	�� �������
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������� ����	����������

D2
	�
�����5���������#" �.F 	 �����������

ψ
�����N����� � �������  y � �5A�������� � 
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�������
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Γ′, ψ ` ψ
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(Ax)
Γ′′, ψ ` ψ

��
��

��
��

��
�

D1

Γ, ψ ` φ

D2   

Γ′ ` ψ

11
11

11
1

D2   

Γ′′ ` ψ
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��
��
�

Γ ` φ
X������ ��
�������

D1
����� � � ��
��� X������ � 
��������� 
� � ��
 ���5��	7�����

� .G,(*�!$'�,h] � ���*� �;" ��
 �� ��� ��� : � ��� ��� ��D 	 ����� * ����� ��� � � ��� � � ��% ��� ' � � '.�  � � � � � � ����'&������� ����� � �'� 1+� �
q ⇒ q
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(⇒E)
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p, p⇒ q ` p⇒ q
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(⇒I)
p, p⇒ q ` q
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p ` (p⇒ q)⇒ q

` p⇒ (p⇒ q)⇒ q
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	 ��������� ���\r#!`P�!�������� ������� �Q�����

���5��	7�������f,@��� ������,.� ��� �%�*"OP������<�(��	�� � ,.��������
�� ���5�����%�(� 	������$�$�7�  �D �5� � ����������� �`� 
� � ��
 	���������
� � �
� ����������� ���5!%!���� � �#"O��� �=! � ��
������� ����� ���5��	7�������f� 
� �o��� �<�7��!���� ����� 
������� 	 �������;"O���8���!���������5!%!�� ��


β
r ���$�(� ���������a� 
� �����

λ
r �����8!��  

6 � �����.�(����� ��� �+! 
� � ������
� ������� 
���������� ������� �������������o� �8� �����o��� ��
������ � ,@� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ��� � � �8���hr
����������������� 
� � ���C,.� ������������� �����N���H�7�$�(� ��������� 
���������� �����  

� %�+��$�O�����:� � �@�21d�LK:��MG7;,>!$#P�:!H�L�P� �������;�;,(')'�, �)����7;�O�����:�$�;��� �9, � ��� � �
# ��� ��� % � %�� 	 �  � �� � ����� 	�� �  / � ����� 	 ��� � � � � �

Φ ::= VP | ⊥ | Φ⇒ Φ | Φ ∧Φ | Φ ∨Φ

� � ��������� % �����
	#" � �  ����� ��'�� 	�� � � � � �� � � ��� ��'����'�����
	 ��� & %���� ��� � � � � � � �����
/ j



� � � � � ������*� ��� ����� ���*�
� � ��� �&% � �   ���

(∧I)
Γ ` φ Γ ` ψ

Γ ` φ ∧ ψ
(∧El)

Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` φ
(∧Er)

Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` ψ

(∨Il)
Γ ` φ

Γ ` φ ∨ ψ
(∨Ir)

Γ ` ψ

Γ ` φ ∨ ψ
(∨E)

Γ ` φ ∨ ψ Γ, φ ` ϑ Γ, ψ ` ϑ

Γ ` ϑ

(⊥E)
Γ ` ⊥

Γ ` φ

� � � � /  3  > ��� 
���������������� �����N������
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ��� � � �8��� �����������������

y � ����! 
��,.� ��� 
<,@� � ��
 ����� 
������� �C" 
	�	�
� 
�����	�
��-� 
� � � ������� ��
��� 
���f���&/ ���8!+�������Cl ��� �\_ ��� ���
������� � 


φ⇒ ⊥
	��=����1��N,.� �

¬φ
)����Q,.��� ����� ��������������!���� ���$,.��� ��
����� ��� 
� �����5������� ����� ����� � ,.� ���:,.� � � �5� �

���8���!��������� �  y ������! 
��,@� ��� 
U��� 
����!���� ��,@�C" ���M!`P�!���������� ����������� 	 ����� 
 ����� � 	��=� ����������� � 
����
� ���������
����� �����`�*" � � �����?�(� ��������� �5�n�*"O��� �=! � ��
�������C) ���<,.������� 
5�(��� �����������8F?!`���������  �p �(I �

⊥
�C" 
 	�
��`��� ����� ���

�*" � � �����?�(� ��������� �~��� �%/ �����H�7��!���� ������� �#"O��� �=! � ��
������� ���������5��	7�������k) ��" ����� ���`,.��� � �5� � 	 ���8!�������� 
 ���
�L�����hI���� ��
 ����� ������� 
� ���Q��� ��
 ����� � ,.� �  i6 � 	�
� 
����N�*" 
� � ��������� � 
����������
�A����+��� � � 	�
��J/ �5������� �N��� ����� ���H���
�7�$�(� ���������M����� � ��
 ����� ���=� ������� ����� �8F�������! 
��� ,@� ��!���� � �#" 
�A �8�������  

� ��� ����� � ,.� ��� ����� ���!� ����� � ���(� �����(��� � �'��� ��� 	�
� ��	�	 � ��� ������� 
��(' ����� � ,.� ��� ' � � �����?1+�*���\)L,.� � �#" �����5A�������� �
����
 4 �5��� 
� � 	�
� �\'!��! 	���� �#" 
B'!���5!��:�(� ��������� �\'����=�

φ∨(φ⇒ ⊥)
 � " ����� ����,@�����\'!	�� � ,@� � 	 �5����,.� ����� �5� �


������ � 	7� � �5� � 	�
������������ ��
 ����� 
�������%! 
��� 	�
������ �#" �=! 	�� ��� 
������� 	�
� �\'!��! 	�����)	7������,.� �J� 
� ����� � 
5�!���
� � �8��� �����������������

φ⇒ ψ
�C" ����� 	�
����$,.��� ��
����� ��G

¬φ∨ψ
 5> � 	���� � ��� 	�
��� � ������P�� ������,.� � �������7��!���� ����� 
������� �

	����.�(��� ����������� � ����� �����8� ����� ����� � 
� � ���#) ��� �#" ��� 	����5�����+��� �&�!��� 4 ��� ���������C) � �~/ 
���� 	���������� ��� ���$,.� ������� � ���
/ 
������������ ��������
� � ���  

� .G, *h!�'�, � � ���*� �  / � : ���!�*� � � 	��  ��� ��� � �
p ⇒ ¬¬p

�� �'��� � �
¬¬p ⇒ p

�!3 � � E � � : � * � '� " ������� * � ����� ��� * � � ��� � � � ��� � : ��� �

(⇒E)

(Ax)
p, p⇒ ⊥ ` p⇒ ⊥

(Ax)
p, p⇒ ⊥ ` p

(⇒I)
p, p⇒ ⊥ ` ⊥

(⇒I)
p ` (p⇒ ⊥)⇒ ⊥

` p⇒ ((p⇒ ⊥)⇒ ⊥)

�� � ��� �����
	 ������ �������
¬¬p⇒ p

�'�  ��� �,� ���'� �'� ��� � ���
��
��� �����
p ∨ (p⇒ ⊥)

�

y � 	 ����� ��� �8��� ��� 	�
��������+G ��
 ����� � ,.� �`�(� 	�����! ����� �����!����)0,.��� � �%! 
��� 	7����� 	��=� ������������!���� �&�����
	�����	 � ��� ������� �;)7! 
��� 
�� �����*��� ��
� �L��A����Q��� �����8!���� ����������	����$�!��� 
��� �8��� �����������8!����  

� % + �;�O�����:� ��] �21d�LK��OMG7;,><�7 !$#&,(*���,(#e�L#&<$#P,>�)����7$�O���O���;�$��� �9, � � � � �
/ � � � 	 ��� ��� � � � �*� � �� � �

X
	��%* � ����� ��� ������� %�� �����?1+� ��� : ��� � ��� %������(��� �

Σ
1+��� � � � � ' ��� � ' � � 1+� �

� �  � � ��� 	��  ����' ��� ���
f

��� � � � � 1+� � � ���/� �
n ∈ N : � � � � & ��� � � � � �� �����

R
	�� � � ��&� � ���
	�� ����� 	 � '����/�

� �	
 ��������� 	 � � ��� 	#" ��� �
� ���/� � �
����� � ��/ ���8!H����� 
���5! � ,.� � ��� ��� � � ��
 ����������� ���

r(t1, . . . , tn)
���
r ∈ R

��� ��� � � �  � � ��� 	�� ��� ��	 �(' ���
	#" � ���/� �

n
� �
t1, . . . , tn

� ��� � 	���� � ���� ��� � � %�� ����� 1 �*��� �
/ _



��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �' � ��� �/� ���

,B� # ��� ��� % � % � 	����H/ ���8!H���������(� 	�����! ����� �����!���"	�� �  3 � ����� 	 ��� ����� � � �

ΦP ::= FA | ⊥ | ΦP ⇒ ΦP | ΦP ∧ ΦP | ΦP ∨ ΦP | ∀X .ΦP | ∃X .ΦP

���
FA

����� � " � �*� �� ��� �
	����  +� �� � ����� ��� �  �?1+� ��� �
/ � 	 � & � ��� ��� � ������� ��� 	 �9* � ��� ��������� � ����� ��� � ����� ��� � � �� ���
� � �����  +���� ��� ���.<

FV(x) = {x}

FV(f(t1, . . . , tn)) = FV(r(t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ . . . ∪ FV(tn)

FV(φ⇒ ψ) = FV(φ ∧ ψ) = FV(φ ∨ ψ) = FV(φ) ∪ FV(ψ)

FV(∀x.φ) = FV(∃x.φ) = FV(φ) \ {x}

FV(Γ, φ) = FV(Γ) ∪ FV(φ)

# ��� ��� % �����,	#" � �  ����� ��' �
	�� � � ��� �� ���+������' ���/����� 	���� & %�� ����� � � � : � ��� � � ��� � �

(∀I)
Γ ` φ

Γ ` ∀x.φ
(x /∈ FV(Γ)) (∀E)

Γ ` ∀x.φ

Γ ` φ[x := t]

(∃I)
Γ ` φ[x := t]

Γ ` ∃x.φ
(∃E)

Γ ` ∃x.φ Γ, φ ` ψ

Γ ` ψ
(x /∈ FV(Γ,ψ))

� ��� � /  j  > ��� ����� ����� ��	V�����hIi,.� ��� 
��('<,@��
� ���hI�� 
���������

� %�+��$�O�����:� � � � ��� � � � � � � 	��('�� � � � � �'���
P

� � ��� � � ��� %�� ���(� ��� ��� � � ���'��� 1+� " �/� ��
 � � � � ���  ��� �*�����
� � �� �
� � %�� ����� 1 �*�

t : � � ��� � � � �������(���
∀x.P (x)⇒ ∃y.P (y)

��� � 	��  ��� ��� � ��� �%<

(⇒I)

(∃I)

(∀E)

(Ax)
∀x.P (x) ` ∀x.P (x)

∀x.P (x) ` P (t)

∀x.P (x) ` ∃x.P (x)

` ∀x.P (x)⇒ ∃x.P (x)

>�" � �7���%���o�7��!���� ����� 
������� ����� �����8� ����� ��� 	�������� ����� ���5��� ����� ����� � � 	 �5���-�7��!���� �������Q��� �&/ ���8!H�����
�\'!��������� ������� ����!���� �J,@��
� ���hIi���

∃x.φ
� �(/ 
���� 	 �5������� ��/ �5������� ����� ����!���� ��	 �5��� ��
 � 
�������K��� ��
 ��
����
�A����

x
 

m � � ���#)�� 
� � �#" �\'���! 	�����	������$�$����� �;)�� ��
N/ 
� �=��� � ������� ����� �����8!��
t
)5!`P�!����;" � ����� 
� � ����� 
����!���� � 
�8A�� ��� 
� ���

�����C" 
	�	�
� 
���� 	��=� �Q� 
� � ��
 	�����	 � ��� ������� �7��!���� �������  y � ���5!%!���� ���U��� 
����!���� �&G ����� � ��� ,@� ������� �
�7��!���� ����� 
��������	 ����� �k" 
	�	�
����� �����EG���� �[/ ��� ���������>R ��������� �:G����

λ
r �����8!�� T ��P�������� 
	�
�A����N��� 	����?�(��� ���

��� ����!���� � 	 �5��� ��
q�7��!���� ����� 
�������n�*" ��� � 	�����	 � ��� ������� ����� ����� �&A������nG ��������
��������j��� �f/ ��� ��������� ,@���
	�������� ��� 	�
� 
�!`��������� ����� �@F�	 �������������N��� ��������� 	�����	 � ��� �������������������5����� � ��������!���� � 
���������(�  

p �(I �C)�����	 ����� �k" � � ����������������
��(' ����� � ,@� �����*" �����!�����8��		�����������;)i,.��� ����� ������� �\'!����� ������� �����H�H2 y �
���:�d2Np�X � 
� � ������,.� ��� ��������� �k" 
��������������-G+,.��
� ���hI���� R �\'���������� ������� ����!���� � ��������� ������� ��� ����!���� � T �8���������
	�����	 � ��� ������� �  y � �5A�������� � 
� � ���V� 
� ����� 	�����! ����� ����! 	 � ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ������� ����������� �����!���
�d2 y �E{()i� 
� � ��
5,.� ��� ��� ��� � � 	 �����:,.��
� ���hI�����,.� � �8���:����� ��
����
�A�������	�����	 � ��� ��������� ��� ����� �

Φ2 ::= VP | ⊥ | Φ2 ⇒ Φ2 | Φ2 ∧ Φ2 | Φ2 ∨ Φ2 | ∀VP.Φ2 | ∃VP.Φ2

/ 0



� � � � � ������*� ��� ����� ���*�
� � ��� �&% � �   ���

(∀I)
Γ ` φ

Γ ` ∀p.φ
(p /∈ FV(Γ)) (∀E)

Γ ` ∀p.φ

Γ ` φ[p := ϑ]

(∃I)
Γ ` φ[p := ϑ]

Γ ` ∃p.φ
(∃E)

Γ ` ∃p.φ Γ, φ ` ψ

Γ ` ψ
(p /∈ FV(Γ,ψ))

� ��� � /  _  > ��� ����� ����� ��	V�����hIi,.� ���NG ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ���H�(� �����������������!���

>�" � � ��� 
� ����
�������w��� ����� � 
����
�A�������	�����	 � ��� ��������� ��� ����� � � ����� ���j/ 
� ��	�
�f����� ����� �����f�*" � � �����?�(� ��������� ���
�*"O��� �=! � ��
��������������� ���=! � ��
� ������G ����� �����:���H�H2Np�Xo)7������������� ���<I ������� /  _

y � 	 ����� 
� � �����7��!���� �������Q����� ������������!���� ���5!%!��
∀p.(p ⇒ p)

 �p � ����� � ,@� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ����) ���
	 �5��� 
� �Q�7� 4 GU�7��!���� �������

φ ⇒ φ
	 �5��� ���5����� 	�����	 � ��� �������

φ
! 
��� ��� � �%�!����	 � � 
� ��	�
��Q�*" ��� !��;F����

�*" �\'�	����=!���� ��
 �L������� 
� � ���Q�*" ��� � ����� ���-�7��!���� ����� 
�������  
6 � ����� 
������� ��
�8�������-��� ���5������� �j�7�\I ��� �c�����U/ ��� ��������� � �8��� ����� 	�����	 � ��� ������� �;) 	�
� �\'���! 	����q��� �

/ ��� ���������
AND

�*" 
��� ���N{-,.����	��������`�����(' 	�����	 � ��� ������� � ��� ����� ������� ������� ����� 4 ��� ���������  y ��	 ����� ��� �8��� ���
�7�\I ��� �+������/ ��� ��������� � �8��� �����-/ ��� ��������� �;)~,.��
� ���hI���� �8��� �����Q/ ��� ��������� �;) ��� 
� � ���K��������� ���  ~> 
 ��� 1��8�����
��� ���5������� ����� ��		��� 
������� � 
�!`��� �&G ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ���+�*" �����!��� �8��		�����������;)�� 
� � ��
5,@� ��� ��� ���
	 ����� 	�
� �\'!��! 	���� ����	���������� ������Ii�7������!���� �8R ��� ��� ����� ������� 
� ����� 	 ��� � �-��� �?� � � � �8��� ����������������� T ���5� �
����� ������� �������������:����� ,.� ��!���� � 
��<!��;F����q���

⇒
���N���

∀
 

> ���E!`P�!���� �\'!����� ������� � 	 ��������� ��P������ �5A������@� ��� 	 �5���E�H2�p�Xo) ���j,@��
� ���hI 
� ���8���[����� �8F?!HA �������[���
	����$�!��� 
��� ��� ���M�7�\I ����� � 
� �N�����:/ ��� ��������� � �8��� ������	����$�!��� 
���  

��������� � � � � ��
 ������� � � ����� ��
�
 � ��� �
	 � 
 ��������� 
 ������

YZ�L#&#P,(�9!H��� <$+�� B-,�,(���9#&,
λ→

,J� � ��� �
min2 ��	������ ��� � � ���������8F!������!��9��� ����� � ,@� ��	�����	 � ��� ��������� ��� ��� ! � ���=! 
���M�d2 y �

min
��� ���5! 	�
����� �er ���


������ ����� ����� ����� � /+�*)," ) ���&, $ " ��� ���&'�'�+ " �(�
λ

r � 
������� ���=! 	�����!���� � � F�		�  

����� � �
Γ, x:τ ` x : τ

(Ax)
Γ, φ ` φ

������� � Γ, x : τ ` b : σ

Γ ` λx:τ.b : τ → σ
(⇒I)

Γ, ψ ` φ

Γ ` ψ ⇒ φ

��� �	��� � Γ ` F : τ → σ Γ ` a : τ

Γ ` Fa : σ
(⇒E)

Γ ` ψ ⇒ φ Γ ` ψ

Γ ` φ

� ��� � /  0  � �5! 	�
� 
������� ��� �����Q�7�$�(� ��������� ����� F 	�
���

6 � 
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�� ����g ����
� ����!���� ����� � ������������	 ����� 
� ��� ��� ����� ����� � F�	 ���0,@� � �#" ����	����?�(��� � ��� �����*/ ���8!H�������
,@� � �#" ���%�7��!���� ������)@G �������!� �������`�*" 
������=! � ��������� � F 	 � `i����� �:GN��� � �=! 	�� ��� 
�������  � ��������������������	 ����� 
� ���
�����J!`P�!�� 	��=� ��	�����/ ��������)�	7������,.�C" ��� ��� 	 ���8!����:��� 
����!���� ���*" � ����� ���hI����N���

λ
r �����8!��QG&��� �Q�7��!���� ����� 
Br

�������C)i��� � � � �����?�(� ��������� ���
⇒

������������	 ����� 
� �QG`��� � 
�A ����� 
���������� ������� �&��� �=! � ��
������� ������������	 ����� 
� �
G&��� ��
	�	�� ��� 
�������  
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8 ����� � 	 ��� ����� � � ��� ��	�� ' ���(���
| |

	���� �(� �*���
� � '.��� � ��
�� ��� � � ��� � � � ���/��� ���*� � � '&��� � ��
�� ��� <

|ι| = p

|τ → σ| = |τ | ⇒ |σ|

|∅| = ∅

|Γ, x:τ | = |Γ|, |τ |

��� ��
 �'��� � ��� �"��� � � ' ���(��� 	�� �;" �+�*� �� �����"	����
λ
D � ���� �������' ������ � � � �(�.� ��� * �������;" � � � �� �����"	���� 	�� D

���� ����� �����(���*� 	�� �  / �
min : � ���/���.1 �*�� � ���

Γ ` A : τ
� � ��� � �;" �/�� %��
	��

A
��������� � 	 ������*����� ����� ��� 	��

|Γ| ` |τ |
	 ���*���  / �

min >,B� � ��� � � 	 ������*����� ����� ��� 	 �
Γ ` φ

	����*� �  / �
min

� 	  � � � ��� � �'�� %�� � �&' � � � � 1 �*� ��� � � �� �
A
� ���

1+� �
∆ ` A : |φ|−1 �7* �&'

FV(A) ⊆ Dom(∆)
� �
|∆| = Γ

�
/ � 	 �/� � � � � ���.1+�*�

A
��� � ��� �����8!��Q����	���������� � ������� ��� � � � � �������(���

φ
��� � ����� � � 	 ������*����� ����� ��� �

� .G,(*�!$'�, ( # � 	������� ����� �����(��� 	��
p ⇒ (p ⇒ q) ⇒ q

	 ��� � ��� � �;" ��
��� ����� � ��� � � � � �� � � � � ���
λ
D � ���� �

λx:p.λy:(p→ q).((λz:q.z)(yx))
�

> ���
λ

r �����8!����*/ �5��������������� �~����� ����� ��/ 
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��� ����� ��!���� � � � �8��� ����������������� ����� ���5! 	�
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�������

φ⇒ ψ
����� ����� ��G ��� 
� �e/ ���8!����N��� �-�7��!���� ����� 
�������q���

φ
���9��� �Q�7��!���� ����� 
�������q���

ψ
 

> 

β

r ���$�(� ���������q�7�������8! � � � ��
 ����! 
� ��� ,@� � ��	V��� 
��������� ��� ���+�(�
λ

r � 
�������#) ���NG ������� ����� ��� 	 �5����� 
� �
����	�	 � ������,.�C" ��� ��� �C" 
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(λx.A)B
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�������!���� �K��� �����5��	7������) ����,.�C" ��� 	�
������

β
r ���$�(� ���������

������������	 �����MG �#"O��� �=! � ��
������� ��� ��������� ���5��	7����� ����� ���Q,@� ��	������ ��� �����+G ��
�������������� 	������$�$����� ���  

� .G,(*�!$'�,���� # �
λ
D � ���� � 	 ��� � � ���;" ��
��� ����� � : � � 1+���,'&� ��� ��� � ����	 ��� � � 	������� ����� �����(��� �7* �&' '.��� D

� � ��� : '.��� ����� � � � E � ' ��� * �� � � � ��� � � 	��('����
(λz.z)(xy)

� � �+ � �� � ��� ���� ��� ��� �
λx:p.λy:(p → q).(yx) :1 � ��'.� ������� � ����	 � � � � � � � 	������� ����� �����(��� � ���*� '&��������� �,	 ���;" ��
��� ����� � �

m � � ���#) ����� 	�����	���� ������� �������.� ��� �8���������
λ
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λ
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�����
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� �
���5��	7�����H,.��� 	 ����� �k" �5A�������� � 	�
��� ����� 
�������9I �����H�(� 	���� ��������� �:�*"O��� �=! � ��
�������q����� ���5��	7�������Cl

 ��
%�7����� � 
�A�� � � ���H�(� � F 	�
�����=! 	�� � ,@� �H,@� ����
 �L�����hI�� 
�������q�����:�7��!���� ����� 
������� � �����:�7����� � 
�A����  
y � ���5!%!���� ���`G ����� � ��� ,.� ��� �����������5!�����	�������!�� � �5� ��	 ���8!����-���o�7��!���� ������� ��
 ������������� ���%�����

����� � ,.� ���M,.� � � �5� �9���8���!����� �  �p � �\_ ���;) �;" � � �\'!�������a��� � �7��!���� ����� 
������� ���
` ⊥

)���� ��� 
5�(!����9��� �
/ ���8!�� � ���8! 
���  � ��� ���\r ��� � � 	 ����� 
������� ��� �����8! � � ��� ��� 	�
� ��
 ����� ���

(⇒ I)
	7������,.� �

⊥
�C" ����� 	�
��

��� � �=! 	�� ��� 
�������C) ��� 	�
� 	��=� ������������
	�	�� ��� 
������� �H��� ��
 ����� ���
(⇒E)

	7������,.� � ����� �����8r ��������� � 
����� �HP������
	������$�$�7�����E�*" ��� ������� �����*" � � �����?�(� ���������C)�/ ���8! 
� � 
� � ���7��� �����5��	7�����  L> �J!`P�!�� ���������:��� � 
��� ����� ��!���� �
	 �����NP������-!������ 	 �5���:�H2 y �:)��H2NpKX ��� ����������� � ,@� ���N�*" �����!�����8��		�����������  

y � 	 ����� ��� ����� ������� 
� ����� ����� 
���������� ������� �������������<��� ��
 ����� � ,.� ��	�����	 � ��� ��������� ��� ��� ���w��������� 
� �
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��8F�� � 
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λ
r � 
������� 
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β
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���������(� 	 �5��� �#"O��� �=! � ��
�������M���������5��	7�������  7> 
 ����� 4 ��� ��������� � ���(��� � 
� � ���	����� 	�
� ����������������������� ���J�����
	���� 4 ����������� �k)�
�������:,.� � ��
o�!��� 4 ��� ��������� � ���(��� �:���9!`��� 
�����8!��H���-A�� 
� ��� ��!���� � �

Tλ ::= X | λX .Tλ | TλTλ | (Tλ, Tλ) | π1(Tλ) | π2(Tλ)

| inl(Tλ) | inr(Tλ) | case(Tλ,X .Tλ,X .Tλ) | botelim(Tλ)


������ ����� ����� �����N�������$�(� ��������� 
5�7�!� ��������� ��� �����

π1(A1, A2) →β A1

π2(A1, A2) →β A2

case(inl(A), x.B1, y.B2) →β B1[x := A]

case(inr(A), x.B1, y.B2) →β B2[y := A]

> ��� ����� �����f��� � F 	�
����)E������������� ��� I ������� /  1() ��� `i������� �c��� ������� 	������������������ ����� 
���������� ����� 
��('
������� �������������  � �5!%!�� 	 �5��� �#" �=! 	�� ��� 
�������C) ��� 	 ����� ����� ��� 
�����Q,.� � ����
������ �%������� �5������� ����� ����� �����H���

β
r ���$�(� ������������� 
5�(��� � �#"O��� �=! � ��
�������a������
 ���5��	7����� ������������	 ����� 
� ���  

� � ��� � � Γ ` A1 : φ Γ ` A2 : ψ

Γ ` (A1, A2) : φ ∧ ψ

� �+� ���
1 � Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` π1(A) : φ

� �+� ���
2 � Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` π2(A) : ψ

�	� ��� �
1 � Γ ` A : φ

Γ ` inl(A) : φ ∨ ψ

�	� ��� �
2 � Γ ` A : ψ

Γ ` inr(A) : φ ∨ ψ

�	� �� 
���� � Γ ` A : φ ∨ ψ Γ, x:φ ` B1 : ϑ Γ, y:ψ ` B2 : ϑ

Γ ` case(A, x.B1, y.B2) : ϑ

����� � 
� � � Γ ` A : ⊥

Γ ` botelim(A) : φ

� � � � /  1  2N��� �����:����� F 	�
����	 �5��������� 
���������� ������� ��������������������
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λ
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P
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Γ, x:ι ` A : φ : ∗
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��� �,��� �+�*� �� ����� 	�� � � 1 �*� � ' ����	�� � � � 	�� � � � ' ���/�(��� � ���/ ��� ��� �
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� � ,B�  ��� ' �����(� ���

= � � �8F�������!��-��� � 
������� ����� � � 	 ��� �����
	�� <
��� ��� � � ��� �� � 	�� � � � ' ���/�(��� �

R
	 ��� � � ����� ����� ��� ��� % ����� � ��� � � ��� 1 �*� � � ��� >,-� ��� � ����� 
����� ���

S
�

= # � � � �� �
t
� � ����� ' ���/� �+�

t
� � � ���0* ��� � � � ����� ��� � % ���

S
��� � � � � ������ � � � ��" �'� ��
 � � � � � ��� � � 1+� � ��' �

	�� � � � 	�� � ���&' �����(��� � 	 ���*�
S
1 � � ����� ' �����

t
� �
t′
�

� .G, *h!�'�,f�a. � ����� ��� � � � � �� � 	�� ����� ' �����(� ���
	�� �;" ��
 �� ��� � � � : � � � ��� ��� � % � � S = {`n2 `f}n∈N

� ��� � ����� �
� � ��� �?1+�	� � � � � � � � 	���� � � �� ��� � ���&' ����� $ � � ��� ���� � �'� � ( � ��� � ����� � ���� ����'&���'* ��� ��� � � ��� �

f
��3 � ��� * ����' � � :���/� � ��� ��" � � ��� � 1 �*� � ��� ��� '+��� � ���� � '&���'* ������������� �

t
����� � 1+�*� � ����� '�� ��
 D ' � �/� ��� ���' � � � ��������� 	#" � � ��� �?1+�*� �

� � ��� % ���
`f

� � & � 	 ������� ' �����(� ��� �
y � �7������� � 
��L������� 
����!���� � ����� ����� 
����� ���������5� �H��� �%/ ���8!�� 	��=� ��	�� 
��� ,.� ��l 	�
� �\'!��! 	�����) 	 �5�������

��
��� 
��� 
����� )��  Vv ����� � 
� �8Z�� 
f�7�\I ���~��� ��� ����!HA����&���,� ��� ��� � % � ��� ��� �  �?1+� ���
�Ov ��� 140�0,.��� 	 ��������� �
P������ ���5!HA�� ������� 	 �5��� ��� ����� �����8��� ���H������	��=� �N����
�A ��������� �

 ��� �Q����� ,.� �������Q��� ����� ��� ��������� � ����� 
����� ����l
 ��
 ����� 
����� ���

S1;S2
�7����� � � � ��
 ����� � 
������
�������a����� ����� 
����� �����

S1
���
S2

l
 ��
 ����� 
����� ���������LR

S1, . . . , Sn
T ������� � ��� 	�����! ����� �����8��� � 
�H��� ��
 	�����! � ����� ����� 
����� ��� 
	�	�� ��� 
�A����

	�
�8! � � ��� 
�����7!���� ���Cl
 ��
 ����� 
����� ���	����
�������aR

S
T �7����� � � � �#" � ����� 
������� ��� ��
 ����� 
����� ���

S
� 
� ��,@�C" ��� ��������� 
	�	�� ��� 
�A�����l

 �����  
y � 	 �����o��� 
����!���� �f�7������� ��� ��
�	 � ��� �������nG���
5,.� ��� ���j��� � ����� ��� �k" 
	�	�� � ,@� �<���U/ 
5b���� 	��=� ��
�A ����� 
� ���  
y � 	�
����� 	�
� �\'���! 	����f��� ����� 
����� ���U��� ���$�(� ���������d�(� ���5� �er �����8!������ 	��=� �+G � 
�� ��� � R � �  ���� ��� T )0�(�
���5� �er �����8!�� ����	��=� � � � ������� �8R � � � � ���� � � T �5� ��� 	��=� � �\'�������� �8R ����� � ���� � � T  

� �5��� ����� ���=����� ��������� �������������C)J���8���!����� �<��� � 
��<��� � ���(r �����a`�� ��� ��� ,.��� ����� 
 	�
����������� � ������!���� �
� � ����������� 
� � �������],@� ��� �5� �����8���!��������� � ��� � 
�������0�������$������� �8�����  

� .G, *h!�'�,f��� # � � � ��� � ��
	�� ����� ' �����(� ����' � D 	 ��� � ����� � " ����� �*� � '&����� � � � � �







d(x, x) → e
c(x) → d(x, c(x))
a → c(a)

c(a)

����
��

��
��

��
�

''OOO
OOOO

c(c(a))

��
d(a, c(a))

��

c(d(a, c(a)))

��
d(c(a), c(a))

��

c(d(c(a), c(a)))

��
e c(e)

3 � � E � � : ��� 	 � � % � �   � 	�� 	 � � ��� � � � � � ��� � ��� � �  ���� ��� <
e
����� �+�  +� �� � ��� ���� ��� : � � ��� � � � � � '&��� � � �

� ��	�� ' ���(��� 	��
c(e)

�
e
	�� * � � ���$� � � � ��� � ���

d(e, c(e)) : 1 � � � � � D ��� � � � �*� � � � ��� � ��� 	����/� 1+� " � ������� ��� �
� ��	�� ' ���(��� 	 �

c(e)
�
e
�

� ��� �\'!��! 	�����
Q����� 	�����	 � �]� 	�
�JT  	  @������	��O�����J0�|�  ?6 � ����� 	�
����������� � ������!���� ��� � ����������� 
� ��� 
� � ��

!����8����� ����������!���!HA������ � 
�� ��� ���[����� ����� ����� � � 	�
��� 
����� � 
�� ����� �8F?!HA �����ZR ����	�
�����:��� ��F�������!�� � ���*�
� � �/� �
' ������� 1+� � T  C6 � 
	�	�
� 
���� 
�������go/ 
���� ����!���� �+,.� � ��
 � ���(r �����a`�� ��� ��� ����� �����K�(� �`G ��
 � ���(r � � ��� 
��� ���
������
 ����� ���

d(x, x)→ e
 

y ��	 ����� �������!��� ��
 ������	 ��� � 
�A�� � � ���:��� ��������� ����� ��� ��� ������� 	��=� �H` 
� � 
� ��� ������� �k" 
���������������G����$������� ���
�����

λ
r �����8!����  �p � �\_ ���;) ���

λ
r � 
�������ZR � ��� � F�		� T ) ��� 	 �����`�7�\I ��� �%��� ���5!HA�� ��
�������j��� 	 ��� � �oI7'!��)
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��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �' � ��� �/� ���


���������!���� �+�!� �-��� �����8!��
Y
������,@� � 	 �5��� ���5��� �����8!��

M
) ��� 
� �

YM 7→→βM(YM)
 y � 	 ������
�������

�7�\I ��� � �����������8!���� ����� ��
� ���;)7����� � ���<!���� �����H,.� ��� ,.� �������$�(� ��������� � � � ����������� 
� ����� �

C ≡ Y
(
λy.λx.d(x, y x)

)

C 7→→β

(
λy.λx.d(x, y x)

)
C

7→β λx.d(x,C x)

A ≡ YC

A 7→→β C A

y ������� �:,@� �����
λ

r �����8!��
C

����	����?�(��� ����� ���5! 	 ��������!���� ��������
 ����� ��� 
� ���
c
���:������
 ������������������� ���Q���

���$������� �8������)�� 
���!���E,@� �
A
����	����?�(��� � ��� ���5! 	 ��������!���� �J��� ��
 ����� ��� 
� ���

a
���E��� ��
 ����������� ��!�� ����� ���  y �

	 �����N����� � � ��	�
��������:��� �����:�����(' ����� �����;)��*" ������
 ��
����
� �������hr ���������5� �N��� �#" �\'!��! 	���� / j! 

� .G,(*�!$'�,���] � ��� �����
λ
D '���� '+��� ����� �(� �	� : � " �%� ��� ��	#" ��� ��� � �?1+� � ��� % ��� 	��"����� ' �����(� ��� ����� � � � � ���'���

%���� ' � �
R = {d(x, x)→ e}

�,� �
β
D ��� 	�� ' ���(��� � � � 	�� ���,��� '�� � '+� � ����� '.����� �*� ��� �43 � � E � � : � � λ D � ������

A
	�� &,� � ' � D 	 ��� � ��� � � � � 	�� ��� � ��� ���

7→β∪R : 	#" ��� � �*� ��� �
e : 	#" ��������� � ����� �

C e : � � ' ��� 	��+��
 � ���� ���
� " ��� � � � ��	 ����� 	������ '.�   ��� �

m ����� ����������/ ���8!H����
������� ��� ����� ����� 	 ����	��=� � ����
� ����!���� �J,.� � ��" ����� ���`/ 
� � ��
�	���������� ��� ���' ��� ����� ���
��� � ���(r �����8! � ��
������� ������� � ����� � ��� 
��� ���&,.��� � ���(��� � ��
�� ���(r �����a`�� ��� ���o��� ��
 ���$�(� ���������a���8���!� ���  y �
	 �����f�*" 
� � ���������j�7��!���� �������c,@� � ���5��� i 2�u � 
� � 	�
� ��������� ��� ,.� ��) �����L�����hI 
� � ��
 �����8! � ��
��� ��� �5� ��

� � ��� 
��� ����) ����� �����a`�� ��� � �OR�� �90�|() i �;FC0J_�  

� ��� � ��� �&�C�V
 �  � � � ��� �
> 
 �7�$�(� ��������� !��.�(����� 
a����� 	�����	 � ����� 	�
� W  �X��;Y ��ZV) i �  �R 
���!� � ��� �  ���� ������� ��� �OX�R��Q|�2�

���5!%!��H���M!��kF���� ���Q�7�\I ��� �������N�7��!���� ����� 
������� ��� 
� � ������,.� ��� ����� ����� 
�����7!���� ����� 
��������
����� ����� ����� �
��������� �����  	> 
 �L�����hI�� 
������� ������
������ � ������� �`�*" ��� �o�7��!���� ����� 
������� ���$,.��� ������� ��
������� 	��=� �-��� 	7������� 
� ���
��� � 
�������#)~! 
��� �����&�7��!���� ����� 
������� � �5A������@� ��� ����� � 	��=� � ���5! 	�
��������k) ��� �8�������5���������&��� 
	 ���+����� 
�hr
� ����� ��!���� �HF ����� �-! ��� ��� ��� ��� � ����� ���  *> ��� ��� 
�� 
��(' �\'!	 � �]���-� 
� ����� ����
	�� �����ej ��� �Q����� ��
������!���� �
� �a`�� ��� �$��� 	�
� ����/ ���8! 
� ���8!��  

� � � ��� � 
 ��� � �����!�

W � 	�����! ����� ����� ��� 
�EG��#" ����� � � � �:��� ��
��7�$�(� ���������f!��?�(����� ������,.� ��)���� ����� � ,@� �N�(��	�����! ����� �����!����)�� �
�����K/ 
������ �!�����('f�����7�\I ��� � ���J�*" ����� � �������J����� ����� �����J��� � 
������� �8��� ����� �����8!�����
� �L��A���� ,.� ���  ?� ����� ��� � 	 �5���
�\'���! 	�������� � 
��K�����#" 
��� ���7!`����� ,@� ��) ��� 
� ��� �\'!��
�� ����� ����!���� � 	�
� W  �X��;Y ��Z�����v  �	 ����� ��� �OX 	 |�3�  JW � �
/ 
5b����M���Q�7�\I ��� � �#" 
5�7�!� ������� �8��������� ��� ���������N���Q� � 
� � �����:��� ����� ��� �7������� �����:�����(' 
B'!���5!���� �8��� � 
� ��� �

∀y.(0 + y = y)
∀x.∀y.(s(x) + y = x+ s(y))

> �����7��!���� ����� 
������� �����N/ ������� �J����� � ���5�������J� 
� �J��� ����� ���\'!���
Γ
� ��� ��� ���  � ���=���hr ���*������� 
+��� 
����!���� �

����� ������� � ����� 
B'!���5!���� ����� ��������
� � �#"O��� 
� � ����)����5!%!�� ��
 ��� `��\'!� � � ���
∀x.(x = x)

�5� ��
 ��� 
� ��� ��� � � ���

∀x.∀y.∀z.((x = y ∧ y = z)⇒ x = z)
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� � � � � � 	�� ' ��� ��� �� 	���� �

W � ��	�����	���� ����� 
�� ����� ���=! 	����Q,@� �
1 + 1 = 2

Rz,.��� �;"O������� � �����
s(0) + s(0) = s(s(0))

T ���$,.��������� 
�������
��
o�7��!���� ����� 
������� ����� ��
� ��� �

(∀E)

(∀E)

(∀E)

(Ax)
Γ ` ∀x.∀y.∀z.(x = y ∧ y = z ⇒ x = z)

Γ ` ∀y.∀z.(s(0) + s(0) = y ∧ y = z ⇒ s(0) + s(0) = z)

Γ ` ∀z.(s(0) + s(0) = 0 + s(s(0)) ∧ 0 + s(s(0)) = z ⇒ s(0) + s(0) = z)

Γ ` s(0) + s(0) = 0 + s(s(0)) ∧ 0 + s(s(0)) = s(s(0))⇒ s(0) + s(0) = s(s(0))
(a)

(∧I)

(∀E)

(∀E)

(Ax)
Γ ` ∀x.∀y.(s(x) + y = x+ s(y))

Γ ` ∀y.(s(0) + y = 0 + s(y))

Γ ` s(0) + s(0) = 0 + s(s(0))
(∀E)

(Ax)
Γ ` ∀y.(0 + y = y)

Γ ` 0 + s(s(0)) = s(s(0))

Γ ` s(0) + s(0) = 0 + s(s(0)) ∧ 0 + s(s(0)) = s(s(0))
(b)

(⇒E)
(a) (b)

Γ ` s(0) + s(0) = s(s(0))

y � ����� 
������!���� � ����� ��
� � ��� ,.�C" ��� � �7��!���� ����� 
������� ����������� � 	��=� � � �����=A��������c,.� � ��� � 
��������� ��!���� �
��������� ���5��� 
�� � ��� � 
� � ��� ��� ����� � 
� � � 
� � ��� ��� 	 ��������� 	�
��������-��������� �����-��� 
	 ���  � ������� � �7���o��� �;" 
�A �8r
��� 
� ���U�����&��� 
	 ��� � 
��������
����� �����%� 
� �+��� �U�7��!���� ����� 
������� ����� �������@� � ���5� � ����� �5! �(� � ��� ��' � �*� 	��
� � � ��'�� ��� �OvJvJ|�{�  

p �H�7�$�(� ���������H!��.�(�����7) ��� ��� ������� � 	 �5��� ������
��*" � ����� ���hI���� ����� 	�����	 � ��� ������� � ���������Q��� � ������� �8� ��� ��� ∼= )
,@���./ ��� 
 	�
������� � � ����� � 
� ���:��� ��
 �������������J� 
� � ��
5,.� ��� ��� ��� � 
��������� �  i �5������� ����� ����� �������*" � �(/t������� ��� ����� �

�������J�7�\I ������� 
 ����� ��
 	 � �����=A�� � � ������� � � ������� �J���j,.� ����������,.� � ����	������ ��� � 
� �:��� ��
 ����
���������� ������� �8� ��� ���
����� 	�����	 � ��� ������� � �8��� ������,.� ��� ��������� ��� 
�� 
� � ���  0� 
� �\'���! 	�����) 	 �5��� ��
 ����� � ,@� �%! � ���=! 
���j�(� 	�����! �����
�����!����) ����� ����� �����o����� ������� ��� � ����� �����&��� ��
9I ������� /  /4/  y � � ������� 
q,.�C" � ��/ 
���� 
��� ������� ����� ����� �����o�(�
,@��
� ���hI�� 
������� 
 ����� �#" � �(/ ���8! 
������������������� 
� ����	 �5��� ��������� �����8��� ������
+/ ���8!+�����

∀x.φ
 

(Ax)
Γ, φ `∼= ψ

���
φ ∼= ψ

(⇒I)
Γ, ψ `∼= φ

Γ `∼= ϑ

���
ϑ ∼= (ψ ⇒ φ) (⇒E)

Γ `∼= ϑ Γ `∼= ψ

Γ `∼= φ

���
ϑ ∼= (ψ ⇒ φ)

(∀I)〈x, φ〉
Γ `∼= φ

Γ `∼= ψ

���
ψ ∼= ∀x.φ

���
x /∈ FV(Γ)

(∀E)〈x, φ, t〉
Γ `∼= ψ

Γ `∼= ϑ

���
ψ ∼= ∀x.φ

���
ϑ ∼= φ[x := t]

� � � � /  /4/! > ��� � ,.� �-! � ���=! 
���H�(� 	�����! ����� �����!���-!��.�(�����
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��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �' � ��� �/� ���

m � � ���#)!�����:�����(' 
B'!���5!�����	������$�$����� ��� ��������� � �8��	�	����=!`�����(������� ���\'!����) ��� ���9�7������
����� 
�	��=����1��N,@� �

0 + y ∼= y

s(x) + y ∼= x+ s(y)

� 
� ����� ���$,.� ��� � � �!����� �=!%!`�$�!��
��,@� �
s(0)+s(0) ∼= s(s(0))

�B� 
� ����� � 	�����	 � ��� �������C) ��� 	 ����������� � � � �8r
� 
� �������J��� ��!`P�!�� ��
����
�A����

x
� ���!�h_	������!%!���� ��	�
� �#" ��� �5� �#" 
������������ ����� �����8!����  (> 
+�7��!���� ����� 
�������

	������$�$����� ��� � �����$�(��� �N�7�������8! 
����G

(∀E)〈x, x=x, s(s(0))〉

(Ax)
Γ `∼= ∀x.(x = x)

Γ `∼= s(0) + s(0) = s(s(0))

,.��� �C" ����� � ��� ��	��=� �H,.� � �#" 
B'!���5!��f��� ��� `��\'�� ��� ���  ~> 
 ������� �8� ��� ���f����� � ������� ����� �����+�7������� ���`����� ,.� ��!���� �

�� ��� ��� 
�� ����� �����8!�����
� �L��A���� ,.� ���;)*! 
��� � � ������	 � �����=A����%��� 
����!���� �+��� ����� ��� �7�������H�!� ����������!���� �+�����
�$,.��
������� � ����������� 	�����	 � ��� ������� �;)!	�
� �\'���! 	����

x ∗ y ≥ 0 ∼= (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0) ∨ (x ≤ 0 ∧ y ≤ 0)

p � �������Q��� ��/ �����;)!����� ����� �����N�*" � � �����.�(� ��������� ���:�*"O��� �=! � ��
������� �;" 
	�	�� � ,.� ��� ��,@� ���C,.� � ����� ����������	����������(r
� 
� � � � �������~� 
� ����� � ����
�� ���-��� ������� �8� ��� ����l�����	 �����:����� ��
 ����� �N�����N�7��!���� ����� 
������� � ���5!%!��

(∨Il)

   

Γ `∼= x ≥ 0 ∧ y ≥ 0

Γ `∼= x ∗ y ≥ 0

6 � 
	�	�
� 
���� 
�������g � 
	�� ����!���� �:,.� � ��
 ������� �8� ��� ��� ∼= ����� ��P��������7�\I ������
 ����������� �C).�*" ��� � 	�
��� 	 �5���
,.� ����
 ����� � ,@� �-�7�\I ����������� ��������������� ����)i�*" 
���������	�
����	 �5���:,.� � ��
 ����� � ������� �+���-�7��!���� ����� 
������� � ���������
��� 
� ��� 
�A����  � �5!%!�� ��� �#" 
 �?� G ��
 � ����������� 	������$�$����� ����) � � ���������5������� � ���5!%!��.���U����	���������� �����H��� �
������� �8� ��� �������5� � ��
9/ ���8!��c�*" ��� �8F!������!��U��� ���$������� �8�����  �X 
� � ���5����� ��
 �8��� ����) ��� ����� ��� �7������� 
a,@� �
��
 ������� �8� ��� ��� ∼= ����� � ������� ��� �7�$�(� ��������� !��?�(����� ����� ��
 ������
�������n��� ����� �������������

=R

���������� ���<GM���

��F�������!��-��� ���$������� �8�����
R

���5! 	 � ��� �

 �*" ������� ����!+A����H��������� ����� ���$������� � 
� �������������8!���� 
� �L��A���� ,.� ��� ��� �����8!���� 
� �L��A���� ,@� ���~l
 �*" ������� ����!HA����N��� ����� ����� ���$������� ��
� �K����� 	�����	 � ��� ������� � ��� ��
�?1+� ��� ��� 	�����	 � ��� ������� ��,@� ����������,.� ���  

� 
� 
� � ��������� ��� ����! 
������� 
 �L������� 
����!���� �9,.� ����� �8F!������!��
R

����� � �����8! � ��
� � ��� �����a`�� ��� �;) 	 �5���

�� �8�������N,.� ����
 ��
� � �!� ���-�*" ��� �+�7��!���� ����� 
������� � ��� �����5� 4 �5����� �L�����hI 
�A����  

> � �����8��� � 
� 	����=!������!��
����� ��
U�7�$�(� ���������q!��?�(����� ����� ��� ����!%!��o�*"O�$,@��� � 
����� ����)	,@��� ���a��� ��� ��� ��

������������������� ��� ��
 ���5! 	�� ���8����� 	�
� � 
	�	 ������G ��
 ����� � ,@� �Q�(� 	�����! ����� �����!���  

1d,(*g*h, � ���cMG7$�'&C+�'O, � B-,�� � ��� �:Q � �
� ����� � ��� � ��'&��� %�� � � ��' �

=R
	 � & � ��� � � � ��� � � ��� �� � 	�� ����� ' ���/�(����� 1+��������� ' ������	���� � ���� ��� � �

� � �� ���
� � 	���� � � � � � �������(���*� ��� �  � 1 �*���
�+� � � � � � �������(���*� : �/� ��
 �'��� � ��� � � � � � ��� �
Th

� ���'����1+� �
Γ `=R

P
��� � � � � ��� �� � ��� ���

Th,Γ ` P

> ������,.� ����
 ������� �8� ��� ���������:�7����� � 
�A�����)�����
 ���������8��� � 
� �8��	�	�� ��!���� � 
� ��� �8��� � 
� � �

1d,(*g*h, ( � � %-B-��<$+*)$�)')�O�9%�� � ��� �:Q^I ��� �LQ � �
� ����� � ��� � � '&��� %�� � � ��' �

=R
	 � ' � 	 ������� � � 	�� &,� � � � ����� � � � � � �� �"	�� � � � ' ���/�(��� � 1+��� ����� ' ���/��	 ���

� � �� ��� � � � ���� ��� � � 	 ��� ��� � � � ���/��� ���*� ��� �  �?1+�*��� � ��� � � � � �������(���*� : � � * � ��� &�'������ ��� 	 ��� 	��  ���*����� ����� ���*�
�+� 	 � 	�� ' ���(���  � 	�� � �

=R
��� � � % � ���� � � � 	�� ' � 	 ��� � � �

2�|



� � � � � � 	�� ' ��� ��� �� 	���� �

> ��� ����� �����J��� ���$������� �8����������� � ���N!���!HA������ 
�� � � � �����K��� � 	�����	 � ��� ������� 
���5! � ,.� � 	 ��������� � ����� �����hr
�8� ���:��� �-�7�\I ��� ��������	 �5��� ��� �8F?!HA �����-��� 	����$�!��� 
����� ��������� 	�����	 � ��� �������C)�	�
� �\'���! 	����

X ⊆ Y → ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y )

������� �QA������q��� ������! 
� ��� ,@� �oG
⊆
 � ��	 ����� 
� �;)���� ������� ��������� ��� 
����5������� ����� ����� �����.�a�7�$�(� �����h/� V� 
�

�\'!��! 	�����)���� 	 ����� � 
� 
������������ ���:��� 
��� � 
�� � � ����� ��� 	�
� ��
 ����� ���

x ∗ y = 0 → x = 0 ∨ y = 0


�������<,@� � �#"O��� 
� � ��� ��� ��
 �����-!+��� ��� 	�� ��� 
��� ��� ����� �9�7�\I ������� 	�
� ��������� 	�����	������ ��F�������!����<��� ����� �����  
W � � ����� ��� 	 �����<!`P�!�� ����!HA������ �C"OP������ ,.� �a�7�\I ��� ��������� ��� ����) ��� 	 �5����� 
� �MP������ ��������� ������� ��� � 
� � ��

	���������� � 
�������<�*" ��� � �������������  (� 
� �\'���! 	�����) 	 �5���J�7�\I ��� � �#" 
��� ���7!`����� ,.� � ���5!%!��N��� � ��������������!��.�(�����7)
� �~/ 
���� � � �����.�(��� ���o��� �8F?!HA �����+��� 	����$�!��� 
�

N
	 �5��� ��������� ��������� ��
�8���������;) ��� ��� ������!���� �H�7������� ��	�
� ��


��������������� ���

N(n) → ∀p.(0 ∈ p⇒ ∀y.(N(y)⇒ y ∈ p⇒ s(y) ∈ p)⇒ n ∈ p)
,@��� ����� ��� ���\r#!`P�!��Q��� � ��� 
5�(� ���������q�(� ��������! 
%��� ��������������� ���  

y � 	��������!� 
 � 
�����`G � � 	�
�� ��� ��
��������� 
�A7� ������	�
����
�� ��� 
�������
→

����� ����� �����-��� ���$������� �8������)*,@���
�C" 
 �������aG ����� � 
 �����H��� ���=! 	�� ��� 
������� ������� 	�����	 � ��� ������� �������N!���!+A������ � 
�� ��� � �����!����� ������� ����� �-P������
�$,@��� � 
����� �����k)�	7������,.� ���#" � � ����� ������� ����� ���5� 4 �5�����:���Q�7�\I ��� �N��� � ������� �8� ��� ���  

��� � ��� � ��� ��� � � 
 � � ����� � ����
 � ����!��� � ���!��� � ������ � � � ��
��!���� � ��� ����

W � �N/ �����J�7�\I ���*��� � 
5�!���������7�$�(� ��������� 
�� � ��� �L������� 
�#)!� � ����� � � ����������� 
� �:��� � � ������� ���N����� ����� ���������
��� ������������������� �8��� ����� �8F!������!���� 
� � �����7�\I �����  � ������� ������������� �k" � � ��	�� ���N����� ��� 
�� 
��('f��� W  @X �kY ��Z ���[v� 
	 ����� ��� �OX 	 |�2� )L,.������� �[���8���!� � �#"O��� �=! � ��
�������j����� ���5��	7������� ��� ��
 ������������� ��� 
��U!��;F����j��� �����8!����[���
	���������� ������� � ��!HA���
�A������NG �����('j,.�C" ��� 
 �?� 	 �5��� ��
������ � ,.� ���(� 	�����! ����� �����!���  y � 	 �5����� 
 ���5! 	�
�����
������
��� 
���H���������8!���� 
������ �����(' 	�����	 � ����� 
��(' ������������� �cj! / ���cj! {! 

X 
� �H��� 	�����! ����� ����! 	 �k)~!���� ������� �&,.�C" ��� � ����� ���f�������$������� �8�����j! 
� ��� ��������� 	 ����� ����!���������� ���
� 
�� ������
 ������������� ���+������
 �������������  �� 
� �\'!��! 	���� 
������ �#" ����� ,.� � ����� ���

R → R⇒ ⊥

��� �5A�������� � ��
%�7��!���� ����� 
������� ���
`∼= ⊥

����� ��
� ��� �

(⇒E)

(⇒I)

(⇒E)

(Ax)
R `∼= R⇒ ⊥

(Ax)
R `∼= R

R `∼= ⊥

`∼= R⇒ ⊥
(⇒I)

(⇒E)

(Ax)
R `∼= R⇒ ⊥

(Ax)
R `∼= R

R `∼= ⊥

`∼= R

`∼= ⊥

y � ����! 
��,@� ��� 
�,.� � �����������(' ���5� �er �7��!���� ����� 
������� � ����� � �\' 
�������!���� � � ����� ��� ,@� ���k)5! 
����,@�C" ����
 ��� �������
�����(' ����	������ ��� � 
� �����!������� � ������	 �5������������� ����� ���=� ������� � Rz����!`P�!���	 �5���������N�!�h_	������� �����:����� � ��� 
������� �����
��
 ����� ���

(Ax)
T  

y � 
��?� G ��
 ������������� /  / ,@� � � ���8! 
� ��� 
������� ��� ������������� ���<��� 
����� � ���5������� � � � ���=!���!���� ��� � �����k)
��� ��� 	 �5����� 
� �f����� � ������� ���<,.� � ��� 	����5A�� ��!�� 	 � ��� 	�
����������� ����� ��� �����`���^G � 
 � ���(r �����8! � ��
�������C)
���H,.��� 
f������� ��� ����
����!���� � ����� 4 �����8�����  � ��	 ����� 
� �;)	X��;Y ��Z ��� 	 ����� ������� ��� ����� 
����!���� �-���������&��� �

2 /



��� � ������� � � ��� ����� ���*� ������� �' � ��� �/� ���

	������ ��� � 
������� �����8! � ��
� ��� R ��� �����a`�� ��� ��� T �����=! 	 � � 
� �K,.� ��� ,@� ���E��� 
	 ���K���:�7�$�(� ��������� �8��� ���:!���!HA����
�!����� � �

R ∈ R → ∀y.( ∀x.(y ∈ x⇒ R ∈ x) ⇒ y ∈ R ⇒ ⊥ )
p � �\_ ��� ����� ��
 	�����	 � ��� �������

R ∈ R
� � ��� 
	�	�
� 
���� 	�
�� �=!%!`�$�!��
����!���� �;)C! 
��� ��� 	 ����� ��
 ���������5�������

��� � � ��� 
� ����
� �
y
	�
�

R
� �]�����oG ��
 ����� ���

(∀E)
 y � �5A�������� � 
����������� �&�7��!���� ����� 
������� ���

`∼= ⊥
�������

���=! � ��
� ���  

y � ����! 
��,@� ��� 
�,.� � ��
��7��!���� ����� 
�������f���
`∼= ⊥

���hr ��������� � ���5! 	 �������J��� � ����� ���
(⇒I)

�8��� �����J�*" ��� �
����� ���

(⇒E)
	 �5��� ���o!`P�!�� ������� �����������

⇒
 *u � ��� ����� ���f��� ����	�	����=!�������������� ���5��	7����� 	�
� ��
U!`P�!��

!`����� �?���H,.� �-� 
� ����
 � ����������� /  /  {() ��� ���������5�������\' 
�������!���� � ��
&!`P�!��Q�7��!���� ����� 
�������  
� �5!%!���	 �5��� ��
`�7�$�(� ��������� ��
�8������� ����) � � ����!+A����&����� � 	�� 
��� ,.� �+��� ��� ������� ���HGf��� �=! � � ��������� ���5�(r

	7�������E�����K�7��!���� ����� 
������� �k)�	7�����K���J!���� ������� ��
�������������� ������� �����K�7��!���� ����� 
������� � ���%/ ���8!�� � ���8! 
���  
y � ����! 
��,@� � ����	 ����� 
� ��,@�C" � �*/ 
���� �=! 	 � �����:��� � �������!� ������� ����	�	�� ��!���� � 
� ��� �8��� ��
�������� �8� ��� ���H�����hr
� ���]��� �
b 0 %(�L# 5(*�,h��� �FYZ��0;%-#&,(�;BJ,><$,-�e<;% *h�:�;� �9#&+a�����:�;�"� �:#&*�+�'O,(� � ��� �:Q � �

� � � ��'&����% � � � ��'�� ∼= ��� � 	�� & � ���,� ��� ���"� � ��� � �� 	 � � � � ' ���/�(��� � �����a`�� ��� � : � � � � � �'��� " ��
 �'��� � ��� '+��� �
	 ������*����� ����� ��� � ��� � '.��� � � ���,	��

`∼= ⊥
�

p � �\_ ���;)���
������a`�� ��� ��� � 
� 
� ��� �[,@� �
⊥
�C" ����� ����� ���������=A�����G 
�� ����� � 
���������	�����	 � ��� ��������� ��� 
���5! � ,.� �  

6 � �8�(S�� 
�������N���-!���� ��������,@� � ���
`∼= φ

�����:�7��!���� ��� 
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Γ,Γ′ ` B

(&I)
Γ ` A Γ ` B
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���� 
� �:���N/ ����� � ��
5,@� � ����� ����,.� � ����� ���\r ��� �����

����� � ������� T  
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(λx.A)B 7→ρ A[x := B]

(λa.A) a 7→ρ A
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/ ������� � � �C1 �A" ��� � � '&���*����	�� � �+1+�A" ���9& � ��� �,�*� ��' � � ��� � 	3" � 1 � � * � ��� ��' � : ��� ��� �� � ��� 	 �������  � ��� 	��
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R : �'� ��
 �'��� � ���

ρ
D � ������

A
� ����1+� � � ��� � � ����� � ���� ���

� � %�� ����� 1 �*���
t, t′

<
��� � �

A JtK 7→→ρδJt
′K : � � � � � t→→R t′

�
,-� � �

R
��� � '&���'* ��� %�� � � � � ���

t→→R t′ : � � ��� � A JtK 7→→ρδJt
′K
�

p �(I �C) ����	 �����N!`P�!�� 	�������������� ������� 
� � ��������� 
����� �������*"O��� 
�=��
�������a� 
� � ��
o/ 
5b���� ����� � ��� ���=!H�����
��� �8F!������!��-��� ���$������� �8�����  

b 0;%-�:# 5 *h,V5^��� � ,-!$#P%(�9,(���9+a�����:� < ?A7;� �9EG� � 5(*�,N<$,>BJ+�'�B-7$' � Y 1 � �LQ I[Y � 1 � �:Q�� �8 ������� 	 ��� � ����� � � ��� �� � 	�� � ���&' �����(��� �
R

� ���+� � ��� 	#" � � � ����� ��� � %�� �
S
� ��� � �   � � � ���/ � � � : �/���
 �'��� � ���

ρ
D � ������

A
� � �31+� � � ����� � ��� � � � �� ��� � � %�� � ���?1+� ���

t, t′
<

��� � �
A JtK 7→→ρδJt

′K : � � � � � t→→R t′
� ��� * ��� �

S
�

,-� � �
t→→R t′

� ���0* ��� �
S : ��� � ��� A JtK 7→→ρδJt

′K
�

D �5� � � � 4 � �����hI���� � 	�
�� ��������� ����	���������� � 
�������<������
 ���$������� �8����� 	 �5��� �#" � � ��� 
� �Cl � �5� �KF ����� �������!����� �
	��=� � ��� �7��� 
� ���Q� 
� ����
 �������������fX  {! {() ��� � �5� � �\'!	�� ����� ��������� � ��
 ����
������o��� ����� 
����� �����H,@� � �#" ��� 	 �����
����	���������� �����  

687 �9#&,-�c�9#P+�&a+�7 . � �5��� ����� ���=��������� ����
	�� ������)L���.�7!`������� �K,.� ��� ,@� �����!� ������������� ����� ����� � ������� � 
������5���
�(� � 
�������~��� ���$������� �8�����+,@��� � � ��������� � � � � ��� 
� �������N� 
� � ���-! 
�.� ������� �  

/  :> 
 ������
������� 
 ��������
 ���$������� �8����� �*" �����!��� �8��	V�����������;) ��� 	��=� � 	�
����������� � ������!���� ��
������������ � ���D
��� ����� ��� �  � 	�� ' ��� ��� � � ��� ��
� �O� y 2c1�2� 
d����� ���8���!� ��� 	�
� �  �v ��������� �������#)JR  � � ������� 
 ��� �  
��� ��� ��� ��� �Ov � �Q|�3�  

{! W � !`��� 
�����8!�� �*" �\'�����	�������� � 
�� �8��� 
� � ��
 �����a`�� ��� ��� 
 ����� � � �����.�(��� � 	�
� W  �}�
������ ��� �  
��� ��� ��� ��� 	 �5������� � ������������� 
� ���������������+�(� � 
�������,�O}��Q|�{�  

2! W � � �\'!����� ������� �(� � 
�����������^�!� �������������w��� ��
 ���$������� �8����� ��� � � 
	�� ��� 
 ����� 	�����	 � ����� 	�
�j�  
v�
� � 
�C) �  �v ��������� �������#)7R  � � ������� 
���� �  7��� ������� ��� �Ov[v � �Q|�3�  

X  :> 
�����! 
� ��� ,.� �Q�7��� ��� 
��������� ��� ���&�(��� 
������� �����:���8���!� ��� 	�
� W  7}�
���������� m  �� � ,@� ��� �O} �a|�3�  
3! :� �=� ����������� � � ������	�������������������� � ��� ���5�����E�*" �=! 	���
� � 
������� � �����=���	���N>  ?> � ,.� ����� ���Jv� ?u�����	 ������� �����

������b�� ��� u���� ��!��%���H/ 
5b���� ���������hIi�����O>0u(|&X  ) ���������=������� W  �} 
��������O}�
��i|�3������� � �����&��� I � ��� 
���
�\'!	�� ����� ���Q���8���!� �Q� 
� � � � }��Q|�3�  
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� � � ��
 � � �	� � � � ���	� �g� � � ��g��� �

X 
� � ��� � ��
	�� ������)�� �5� � 
� ����� �N���8���!��������� � 	�����! � ����� �]�������Q��� �8F!������!����:��� � F 	 ��� 	 �5��� ��� � 
�������
��� ���$������� �8������)J�!� ����������!���� � � � ��	�� �����j�(�

λ
r � 
������� ���=! 	�����!���� � � F 		�  KD �5� � ���5!%!���� ��������� � 	�
� �����

�8F!������!����K�!� ��� �
� � ��� � � ' � R 
 ����� 
��� ��� 
������� �J��� � F 	 ��� T 	7����� � �5� � ����������� � ����� �8F!������!���� �
� � � ����� ��)
� 
� � ������,.� ����������� � F�	 ���Q����� � 
����
�A������ � � �����Q����� ����� �+P������ � �(/z�������  *D �5� � ����������� �H,@� � ��
 	��=��	�
���H�����
	�����	���� �������-�*" ��� � 
������� � F 		� ����� ���L�����hIi�����QG �#" �\'!����	�������� ��� ��
 � ���8! 
� ��� 
�������a/ ��������) ��" ����� 	 �5����,.� ���
� �5� �K����� � ��� ������� � ����� � F 	 ���E��� 	����\/z������� ��� ��������,.� � � �5� � ����	���������� ��������� ������� 	������ � 
�!%!��������

ρ
r � 
�������  

D �5� �&!���� ����������� �����5!%!���� ���\'!	����=!����o��� �f/ ���8!��c��� ����������������� ����� ����1�� ����) ���j,@��� � �5� � 	 ���8!�������� 

� ��� 
�!%!���� �9��� ����	���������� ����� ����� ��F�������!����c��� ���$������� �8����� ���5!%!�� 
��� ��� �$� 
�� � ��
	�� ����� 	������$�$����� �  
D �5� � ����� ���=������� � ��� ����
	�� ����� 	�
�E��� �����8��������� ����� �8F�������!����E��� � F�	 ���E�(� 	 ��� � �[��� �?� � ����� � ,.� �  .> ���
��� 
�� 
��(' 	���������� ����� ����� ��� ��������	7�7A�� � ����� 
� � � � �->�	 |�27) � >�	 |�27)7>�	 |�3�  

� � � ��� �U��� ��
]� � ����� ����� � � � � � � � �&���

��������� � ��� ���!� �!����� �������!�

> � 	�����! ����� �8F!������!������ � F 	 ���~,.� � � �5� � 
� ����� �~�7�\I ��� � ����� �#" 
5� 
	�� 
������� ��
�	��=� � �=!%!`�$�!��
��� 	 � �����=A����
������� F�	 ��� ���=! 	������:�(�

λ
r � 
������� R ����� �N�7�\/� aX T 
��

ρ
r � 
�������  �> � ��
��� 
���Q��� � F�	 ��������� � ���]� ���������5� 4 �5�����

T ∗ ::= K∗ | T ∗ → T ∗

���E��� ����� ���\'!���
Γ

�� ��� ����� 
��(' � 
����
�A������[��� �����c���5! 
� � �����U����� ,.� � � F 	 � ���=! 	����  .X�� 	��=� �;) ��� � F 	�
���

����� 	�
� 
�!`������� 	�
����� � ��� � ��
�8�����
Σ

,.����G ����
5,.� � ����� ��� 
� ���%���
K


������������+���q����� ,.� � � F�	 � ���=! 	����
R ���+,.��� ����� 	��=� � 	�����������,@� ������� 
��� ����������� � ���]����� 	 �5��� ����� �����8!���� 
� �L��A���� ,.� ��� T  Vp �(I �C) ���

λ
r � 
�������#)	G

����
5,.� �
λ

r 
�A ����� 
���������� ����� 
���������� ������� � F�	 �:��� ��
 � 
����
�A����  � �5!%!�� ��� 
����������f!������h/8)�� �i/ 
���� 
�� ��� �������
G ���5����� 
�A ����� 
����������9��� ����� ���\'!���

∆
��������
� � ����� � F�	 ���:����� � 
����
�A������ �8��� ������,.� ��� ����� ��� 
�A ����� 
� �  y �

!��.�!�hI��H����� � ��
 �8F�� � 
B'��-����� �����8!���� ���5!%!�� �8��� � �

Tρ1 ::= X | K | λP:∆.Tρ1 | Tρ1 Tρ1 | Tρ1 o Tρ1

� .G, *h!�'�,N5�Q �FYZ�:���9, .^�9,V<$, � EG!$+CKL,N<d?A7$� *������ � �
� ���*� � �

ρ
D � ������

λ(f x y).(g x y) : ����� * � ����� ��� ��� x � �
y
� ��� � � � ����� �

� ��� * � � ���(��� �(� �	��� 	 � '�� � � �� ����" � ' ���/� 	 ��� '
λ(f x y):(x:τ, y:σ).(g x y)

�
> ��������� ����������� F�	�
��������� � 
������� ����� �����N������
oI �������SX  /  

> 
 ����� ��� 	 �5�����#" 
�A ����� 
���������� � � ��������� ����� ��� 	��=� �+��� ����	������ ��� � F�	 �U������
 ��
����
�A���� 
�A ����� 
� ���cG
� 
�� ��� ����� ��
S`i����� ��)!��� ���N����� � � 
�����������E��� � F�	 � 	 �5��� ���:!������h/

P
��� ����
������� ���5���

∆
� 
� � ��� ����� ���\'����  
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��� � ������� � �6� � � �*��� � ��� � � � ��� �&% � �  ������(���

����� � �
Γ, x:τ `Σ x : τ

�	������� 
 � (f :τ) ∈ Σ

Γ `Σ f : τ

� � 
 � 
�� 
 � Γ `Σ A : τ Γ `Σ B : τ

Γ `Σ A o B : τ

� ��� � � Γ,∆ `Σ P : σ Γ,∆ `Σ A : τ

Γ `Σ λP :∆.A : σ → τ
(Dom(∆) =FV(P ))

�����+� � Γ `Σ A : σ → τ Γ `Σ B : σ

Γ `Σ AB : τ

� � � � X  /! u.F�������!��Q����� F�	 ��� ���=! 	������
ρ1

	 �5��� ��� � 
�������~��� ���$������� �8�����

> 
 ����� ��� �%$'& )�� - &," �=! 	 � ���Q,.� � ���5� � �����:!���!HA��������*" ��� �H!`P�!��������8� ���8����� 
����� � ���Q!`P�!�� � F 	 ��l����
	 �5����� 
� �����8���!�����N��� � ����� ��� 	��=� ���L������� 
����� � ��	�� �����Q������
 ����� ���

(∧I)
������
%�7�$�(� ������������
�8������� ��� �

�	��
 � 
�� 
�� � Γ `Σ A : σ Γ `Σ B : τ

Γ `Σ A o B : σ ∧ τ

��� � ����� 
������-��� ��� ���������M��� � �5� �er � F�	�
����	 �5���:��� �=! � � ��� �����
∧
 � ������� � ���������M��� � � F 	 ������� 4 ��� ��������� �

� �o����� ��	�
��-P������ �����(/ �����(� � 
 ����� ����� � F 	 ����� � ������� ����������� �Q�7�\I ������	�
�-R  Vv�
�������!����� �;) �  � ��	�	 � ���
�  *X���g 
��� �Ov � X � 0�2� )*� 
� � ������,.� �����

σ
���
τ

����� ����� �HP������%�����(' � F 	 ��� 
5�(! �������=A������ 	 �5���-��� ��� �
�����8!��  :W � � � ���������MA�
���� ,.� �Q��� � F 	 � ����� 4 ��� ��������� 	 �5�������

ρ
r � 
������� 
`�����Q���8���!� ���H� 
� � �O>0u(|&X�  �X 
� �

���Q! 
�@� ������� �;)�� �5� ��� �5� � ������������� ���!����� ��G ��
 ����� ��� �%$ & )�� - &�"  
X 
� �Q��� ����������� ����! 	 �;) ��� 	 �����+���������!��� ��� ��F�������!�� 
������j������� F 	 ����	 ���=F?!�����	�� ���;)~,.��� ���5!or

	 ��������� �%����� ��
����
�A������&����� F 	 �  ~6 ��� ������������	 ��������� ��
��(' � F�	 ���+�(� �8F!������!��
λ2

�(�
λ

r ���7A ��)C! 
��� ���
	 ����� �����K/ ���8!H��������� 
� �E����� � ������� ��


Π
r 
�A ����� 
����������C)�G �������!� �������c�*" 
 4 �5�������J��� � �������J� 
� � ��� ��
��� 
�������

� F 	 ��� �

T ∗
∀ ::= X ∗ | K∗ | T ∗

∀ → T
∗
∀ | ∀X

∗.T ∗
∀

���
X ∗ �����H��� ��� ����!HA���� R � �(I ���E�7��� �5!+A�� 
�A���� T ��� ��
����
�A������&����� F 	 ���&,@�C" ��� � ������� 


α
�5�

β
 y � 


! 
� � ������
� �-��� ��� ���������q������
����
�A���� 	��
�(� �*� � �=A���� �5��� � ���=Rz,.�C" ����� ������� 

FV∗

���
BV∗

T )i,.��� �;"O���������

��(' ����� ���\'������  

FV∗(ι) = ∅ BV∗(ι) = ∅
FV∗(σ → τ) = FV∗(σ) ∪ FV∗(τ) BV∗(σ → τ) = BV∗(σ) ∪ BV∗(τ)

FV∗(α) = {α} BV∗(α) = ∅
FV∗(∀α.τ) = FV∗(τ) \ {α} BV∗(∀α.τ) = BV∗(τ) ∪ {α}
FV∗(Γ, x:τ) = FV∗(Γ) ∪ FV∗(τ) BV∗(Γ, x:τ) = BV∗(Γ) ∪ BV∗(τ)

> 
�� � 
�!%! 
� ���&����� �����8!���� ��������� 
����!���� �-���������(� � 
������ ��
 	 � �����=A�� � � ���+�*" 
�A ����� 
� ��������������� � 
����
�A������
����� F 	 �����:��� 	�
��������:����� � F�	 ������� 
�����7!���� �  i> ���J!������h/ � 	 ��������� �N��� 
����!���� � ���5! 	 ��������������� � F�	 ���  

Q∀ := K | Q∀ P∀ | Q∀ T
∗
∀

P∀ ::= X | Q∀

Tρ∀ ::= X | K | λP∀:∆.Tρ∀ | Tρ∀ Tρ∀ | Tρ∀ o Tρ∀ | λX
∗.Tρ∀ | Tρ∀ T

∗
∀

340



�6�0��� � �.� ��� ���/ � � ���
� � � � � � �� � � � ���

> ��� ��
����
�A������ � �=A���������� � � ����������� �����8!���������� �����������(� ������� ����� �]�$,@� ��� ����l ���q�!������� ����� ������� ��
����
�A������
����� F�	 �H��������
����
�A������N��� �����8!��  

FV(x) = {x} FV∗(x) = ∅
FV(a) = ∅ FV∗(a) = ∅

FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B) FV∗(AB) = FV∗(A) ∪ FV∗(B)
FV(λP.A) = FV(A) \ FV(P ) FV∗(λP.A) = FV∗(A) ∪ FV∗(P )
FV(A o B) = FV(A) ∪ FV(B) FV∗(A o B) = FV∗(A) ∪ FV∗(B)
FV(λα.A) = FV(A) FV∗(λα.A) = FV∗(A) \ {α}
FV(Aτ) = FV(A) FV∗(Aτ) = FV∗(A) ∪ FV∗(τ)

BV(x) = ∅ BV∗(x) = ∅
BV(a) = ∅ BV∗(a) = ∅

BV(AB) = BV(A) ∪ BV(B) BV∗(AB) = BV∗(A) ∪ BV∗(B)
BV(λP.A) = BV(A) ∪ BV(P ) ∪ FV(P ) BV∗(λP.A) = BV∗(A) ∪ BV∗(P )
BV(A o B) = BV(A) ∪ BV(B) BV∗(A o B) = BV∗(A) ∪ BV∗(B)
BV(λα.A) = BV(A) BV∗(λα.A) = BV∗(A) ∪ {α}
BV(Aτ) = BV(A) BV∗(Aτ) = BV∗(A) ∪ BV∗(τ)

D ������� ��,@� �H� 
� �:��� ��
�A ����� 
����������
λP.A

R ���
P
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�� � � ������	�
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∀i,Dom(θi) = FV(P )

(λα.A)τ →ρ A[α := τ ]

(A1 o A2)B →δ A1B o A2B
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A
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	���� � � �� � ���/��<

`Σ λβ.λ(cons β x l):(x:β, l:list).x : ∀β.(list→ β)

341



��� � ������� � �6� � � �*��� � ��� � � � ��� �&% � �  ������(���

X������ ��� � ���(I �n��� � � 
����
� ��� ��� ��� �8F!������!�� 	 ���=F.!�����	�� �  EX 
� ����� ����� ���\'���� ����� ��
��� 
�����U���
	������ � 
�!%! 
�������q/ ��� ����������� ��� ����) ��� 	 ���=F.!�����	������8!�� ����� ���5����
� � 
�A����&� 
� � ��
%!����8����� ����� � 	 ���8!��������
�7�\I ��� �������*/ ��� ��������� � ������� �L������� 
�����  � ��	 ����� 
� �;) ����/ 
� �~���K��������� ��! 
��� 	7������������� � F�	 ��� �\'!	�� ����� ����!���� �
	 ����� �������!���f��� ����� ��
��� 
����� �.����� � ��� 
�A���� ��� 	�� 
��� ,@� �  y � 	 �����+����� ������� ��� �7�������H��� ��������������� � 
� �
��� ��� F ��� � � � � � ��� �5) ��� ����� � F 	 ��� �C" 
	�	�
� 
��������� � 	�
��&�(� ���5��� 
�� ��� ��� 
�� ����� �����8!�����R 	 �5��� ���

λ
r

� 
������� ��� 	 ���=F.!�����	������8!��&G ��
 � �����8F 
%����� � ��� ����
����!���� � � � �����.�(��� � 	�
� 2� �� � � � ��� � � � �O_ 0� T  �X 
� � ���
� 
5�!����) � � �C" ����� 	��=� � ����������� 
� ���&����� 
BS�� ������
����$�(� ���������

7→ρ
	7������,.� � � ��������������� � 
����
�A���������� �����8!����


	�	�
� 
��� ����� �:� 
� � �����[!������h/ �  y � ���������5������
� � ������� ��
��� 
������� �����8!���� � ��� � F 		���J��� ��
 �������������<2! / �

TρC
::= X | K | λP.TρC

| TρC
TρC
| TρC

o TρC

� 
� ����� ������) ��� ��
��� 
���+��� � F�	 ���
T ∗
∀

�C" ������	��=� � �8�(S � 
� �  ip � �\_ ���;)��������],@� ����� � F 	 �Q�*" ��� � ����� ��� 
� ���
����� ������� ������� � ��������� ���~,@� � ��������� ����� ��� 
� ��� ����� 
	�	�� � ,.�����EGJ����� 
�����7!���� ���;) ����� � F�	 ���~��� ����� 
�����7!���� ���
� ��	 ��������� ��	�
�� ���5� 4 �5�����HP�������� �(/z�������&G 	�
����� �+�(� � F 	 �`�(� �����8!���) ���f,@��� 	 �����Q!���������� ��� 	V����� � ��

	������ ������
�������q�(� � F�	 �  

� .G,(*�!$'�, 5L.4� bcEG!$+CKL,V��*�!$')��B-�O�9,>,-�e� ��� � !$#&%-�9,(# &C+a�����:� <$7 � EG!H,'�
" * � '
� � ��� %������(�����

Σ = {a : ι, l : list, cons : ∀α.(α → list→ list)} : � ��� �
� ����� � ���� �
�(�.�*�������
A� � � ��� � � �����

B
	�� �(� �*�

list : ��� ����� � �/�

��� �+� �
��� �+� �

�����+��
������ �
� � ������
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α `Σ ι(α)

�
FV �

`Σ α

� ����� � α, β `Σ τ

α `Σ ∀β.τ

��� 
���� 
 � α `Σ τ2

α `Σ τ1 → τ2

� 5-K�'�,-�e*��^<$�'+�%-,-�

�	��������
 � `Σ τ

Γ `Σ f : τ
(f :τ) ∈ Σ

������� � Γ,∆ `Σ P : σ Γ,∆ `Σ A : τ

Γ `Σ λP.A : σ → τ
(Dom(∆) =FV(P ))

� ��� ��
������ � Γ `Σ A : τ

Γ `Σ A : ∀α.τ
(α /∈ FV(Γ,Σ))

��� �	��
������ � Γ `Σ A : ∀α.τ

Γ `Σ A : τ [α := σ]
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λ
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λ
D � ���� �
��� ������� � � � � �+�

ρ
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τ
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λ
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λ
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λ
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λ
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ρ
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1H, *�*h, 5L5 � � %(�;%-#&+a�����:�D<;+��;�
ρ1
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ρ∀
�

� ���*�
ρ1

� �
ρ∀ : � � 	���� � ����� � ��� % ��� �����/� � � ��� 	����*��� � � 	������ * ����� ��� 	 ���(� � � % � ������� � � ����� '&��� ' � � ��� ���

Γ `Σ A : τ
	�� �*� ��	
��� �?1+�*� ��+� � 	 ��� �  +� �� �
	��

A
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A ≡ x

� � ��� � � � 	 ��� � � ����� � � % � � �����/� �'� � �
����� � /+��)," � �
(x:τ) ∈ Γ >���

A ≡ f
� � � ����� � 	���� � ����� � ��� % ��� � ���'� � � ���,��� � �(- �*.�$'&�" � �

(f :τ) ∈ Σ >���
A ≡ A1 o A2

� � � � � � �"	���� � � � � � ��� % ��� �����/� � � ��� ����� � $'& ) � - &," � * � '
Γ `Σ A1 : τ

� �
Γ `Σ A2 : τ >���

A ≡ λP :∆.A1
� � � ��� � � 	���� � ����� �,� � % � ��� ���'� � � ��� ����� ���&,�$ " � �

τ ≡ σ → τ1
�7* � '

Γ,∆ `Σ P : σ
� �

Γ,∆ `Σ A1 : τ1 >���
A ≡ A1A2

� � ��� �,� � 	�� � � ������� � � %�� � � ���'� �'� ���"��� � � �*'�'�" � � �/� ��
 � � � � � � �(� �*�
σ
� ��� 1+� �

Γ `Σ A1 :
σ → τ

� �
Γ `Σ A1 : σ >���

A ≡ λα.A1
��� � ��� � � 	���� � � � � � ��� % ����� ���/� �'� ��� ��� � � �*,�$'&�� '�#�" � �

τ ≡ ∀α.τ1
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Γ `Σ A1 : τ1
� �

α /∈ FV(Γ) >���
A ≡ A1 σ

� � � ��� � � 	���� � ����� � � � % � � � ���'� � � ��� ����� � �*'�' &��*'�#�" � �
τ ≡ τ1[α := σ]
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ϑ
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τ = ∀α.(τ ′ϑ)
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A ≡ x
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A ≡ A1 o A2
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Γ `Σ A1 : τ ′
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A ≡ λP.A1
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Γ,∆ `Σ P : σ

� �
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A ≡ A1A2
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 � � � � � � �(� �*�

σ
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�*" � �(/z������� �������N�����L�����hI�� 
�������  

b 0;%-�:# 5 *h,V5 ]���� �$�OB(� �9%N<$7 � EG!H,N<;+��;�
ρ1

,-�
ρ∀

�OY 1 � �:QGI 1 � ��. � �
� ����� � ��� ��'&��� � ��
 � �

Γ : � ����� � ��� � � � �� �
A : ��� Γ `Σ A : τ

� �
Γ `Σ A : τ ′

	 ���*�
ρ∀

$������ � �
ρ1
(

� � � � �
τ ≡ τ ′

�
� %(*��:�;� �9#P+a������� � � 
����������������� ��� ����� ��
 �����8� ���8���������

A
���U����� � ��� 
� ����� ����!%!������ �L������� 
�������  7> ���

� 
������-A�
����-������� 
����
�A������ ���:����� ����� ��� 
� ����� � ��� �N�7�������8! � ����������/ 
5b����<����� ,.� ��)�������	 ������� ����!���� � 	�
�
��� ����� ���\'!���

Γ
������
���� � ��
�8�����

Σ
 

�

� ��� ����!%!���� �;)�� 
� � ��� � 
��:�(� � F 	�
���+G ��
 � �����8FL)�� � �C" F 
 	�
��:��������� ��� �

� .G, *h!�'�,N5�] � ���:� �F7;�$��B-�O�9% <�7 � EG!d, �h'�+ Y 7 #&#PE!�
� �   � � �,�(�.� ��	�����* � ����� ��� ��� � " ��� � � � � � � � ' � � � : 	���� 1 �A" �'� � �
� ��������� ��� � ' ���(��� : ���
�*� � � ' � � �'���/�

� ����� � & � �/� � 	�� ���  ��� ������� 	�� �(� �*����< � ��� � � �����
τ : ��� �

����� � �
��� � � �

x:τ `Σ x : τ

`Σ λx.x : τ → τ

# �  � '���� �'�� � 	#" ��������� � ' ��� ��� � � 	3" � �*��������' � �����(��� �' ��� � ' �/� � ���� ����� �+��'&� ��� 
��� �	
 � � * ����� �����/� ��� � 	��
� � ��� � ���< � ����� � ��� � �(�.� �

τ : ��� �

�����+��
������ �
������� 
������ �

������� �
����� � �

x:α `Σ x : α

`Σ λx.x : α→ α

`Σ λx.x : ∀α.(α→ α)

`Σ λx.x : τ → τ

� ���*� � � ��� � ' � � � � � � � ' ���(��� : ������� * ����� ��� � 1+� " ��� �*�+��� 	 � & � �/� ��� ��� �����(��� 	�� �(� �*� 	���� � ��� 	�
� 1+���
� � ��� ��� � � � �
� ����������� �(� �*��� � � � ����������� � ����� ��� � ���� �
	 ��� � � �

j�3



��� � ������� � �6� � � �*��� � ��� � � � ��� �&% � �  ������(���

p �(I ����� 	 ����� �;" � � ����������������G ��
%�7����� � 
�A�� � � ���+��� ������� 
� � � 	����5A�� ��!���� � � ��� 
�� � F 	�
���  

b 0 %(�L# 5(*�,V5 � � � %-B-��<$+*)$�)')�O�9%��OY 1 � �:QGI 1 � �:.�� �
� ���*� � ��� � � � � �� ���

ρ1
� �
ρ∀ : � ����	 � ��
 � � ��� � �� ��� � ���0* ��� �/� �+��� � 	�� ' � 	 ��� � ��� �

� � 8 ������� 	 ��� � ��� � �"'&��� � ��
�� �
Γ : ��� � ���� �

A
� �,� � �(� �*�

τ : �*� � � D ��� 	�� ��� * ���
Γ `Σ A : τ

�

,B� 8 ������� 	 ��� � ��� � �"'&��� � ��
�� �
Γ
� ��� � � ������

A : ��
 �'��� � D � D �/� ��� �(� �*�
τ
� ���#1+� �

Γ `Σ A : τ
�

� ���*� ����� � ��� �� �
ρ∀C : ' ��� 	�� �	
 � � ��� � �� ��� �+��� � � � 	�� ' � 	 ��������� �

� % *h��� � �9#&+a�����:� � X�
� � ��� � 
��:���
ρ1

���
ρ∀

)����5!%!�����b���� � 	�
�N!���� �������N��� � ���$�(� ��������� �(� 	�����! �����
	����5A�� ��!�� 
�� � ��������� � 	 �5���0�7����� ����� ���

Γ `Σ A : τ
) � � �8�(S��~��� ��� ����� � ������� � F�	 �

τ ′
�����.,.� �

Γ `Σ A : τ ′
 

u ����� ����� � F 	 � �C" �\'!������� 	�
��;) 
�������
τ
� � 	 ����� 	�
���P������H��� � F�	 ����
� � ��� 	 �5���

A
 L2������ 	����.,.� ��!���� �;) ���

τ ′
�\'!��������) 
������� 	�
����������� ����)

τ
��������� � F�	 ����
� � ��� 	 �5���

A
��� ��� ����������!���� � ���

τ ≡ τ ′
 

y � 	 �����J����� � � � ����� ����� �����:����������� ��������� 
� ������� ���7!������*" � �(/t������� ���-��� � F�	 ��)�����,@� � � �5� �E/ ������� �
� 
� � ��
 	���� � ��
� � ���������������  

X 
� � ��� � 
��E���
ρ∀C

)�����	 ����������� � ������� ���������8��� � 
�[���NT  Lv� �	 ��� ��� � 	 ��� 141� ����
��L�����hI�� 
������� ��� �#" � �(/z�\r
����� ��������� F�	 �:� 
� � ��� ��F�������!��

λ2
G���
 � �����8F � ��� �K����� 	����5A�� ��!���� � ���7����� � 
�A������  .> 
 ���$�(� ���������j��� �����

	����5A�� ��!����oG �����(' ,@� � �#" ��� ����� ��� �7�����������Q,.��
����hr ����� � ��
����) 	7������,@� � � �5� � ����� ��� �7������� �Q��� � �\'!����� �������
����� � ������
��� ���`�(�

λ
r � 
������� �V���

λ
r �����8!�� ����� � F�	�
�A����%� 
� �

λ2
��� ��� ����������!���� ���k" � � ����� � F�	�
�A����`� 
� �

ρ∀C

�������I � ��� 
��� �8F � � 
B'�� ,.� �  

�

� ����� � � ��� � 
�� ��� � ��� � � ���

� �5! 	�� ������� � ���5�����*" 
�A ��������
%�7��!���� ����� 
�������a���Q�7����� � 
�A�� � � ���o���
ρ1

���
ρ∀

����,.�����������+G ��
 �������������
	������$�$����� ����) 
	�������,.� ��� � �5� ������������� � ���5!%!���� � ������������� ���!���

ρ∀C
	 �5�����5A�������� �:��� � F�	�
���-�7����� � 
�A����  

� ������� �������������9��������� ����� �����8��� � 
����	7�7A�� � ���N� 
� � �O>�	 |�3�  
>�" 
� ������� ���7!��N�*" � �(/t������� ���N��� � F�	 � 	 �5���

ρ∀
����������������� 
� � ��
�I �������UX  X  L6 � ��������� 
����!���� � �������������

	 �5��� ����� F 	�
���+� 
� �
ρ1
 

�Z#P�:!H�L���O�����:� 5 �FYZ�L#&#&,-B4�����:�D,J�"B-�:*h!�'�%J��7;<;,N<;,V'@? �)��� %(#P, � BJ,><;,>� EG!H,N<;+��;�
ρ∀
�

� ����� � ��� � � ���� �
A
� � � ��� � '&��� � ��
 � �

Γ
<

� � � �
Type(A; Γ) = τ

� � � ���
Γ `Σ A : τ

	����*�
ρ∀ : � � � ��� 1+�*� 	 ���*� ρ1 ���

A
� � '&�� � � ��� � � � �

	#" ����� ��� � ' ���(����� � 	#" � � � � � '������ ��� 	�� �(� �*� �
,B� � �

Type(A; Γ) =
� U L N3F � � � � �

A
� " ��� � � � � �(� � � ��� � 	����*�

ρ∀
� * � ' ��� '.��� � ��
�� �

Γ
�

� � � �
Γ `Σ A : τ

	 ���*�
ρ1

$������ � �
ρ∀
( � � � ���

Type(A; Γ) = τ
�

�6� � �
A

� " ��� � � � ���(� � ��� � � 	 ���*�
ρ∀

� * � '
��� '.��� � ��
�� �
Γ : � � ��� � Type(A; Γ) =

� U L N3F �
� % *h��� � �9#&+a�����:� � � 
� ��������������� ��� �8������
 �����8� ���8�����H���

A
 

�
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�A�� � � ���Q�(� � F 	�
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ρ∀C
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��c!`P�!���	����5A�� ��!��Q,@� ��� 
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����(�
λ

r � 
������� �
��� ��
��� 
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��� ���f����� 
����
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������� ����������� �����o��� � F�	�
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c�7�������8! 
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σ
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�6�0��� � �.� ��� ���/ � � ���
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Type(A; Γ) ,
X ���������=! � � ��� � ������� ��
&/ ���8!��H���

A :

A ≡ x ⇒ τ
�����

(x:τ) ∈ Γ

A ≡ f ⇒ τ
�����

(f :τ) ∈ Σ

A ≡ A1 o A2 ⇒ Type(A1; Γ)
�����

Type(A1; Γ) = Type(A2; Γ)

A ≡ λP :∆.A1 ⇒ Type(P ; Γ,∆)→ Type(A1; Γ,∆)
�����

Type(P ; Γ,∆) 6=
� U L N3F

6= Type(A1; Γ,∆)

A ≡ A1A2 ⇒ τ2
�����

Type(A1; Γ) = τ1 → τ2
���
Type(A2; Γ) = τ1

A ≡ λα.A1 ⇒ ∀α.Type(A1; Γ)
�����

Type(A1; Γ) 6=
� U L N3F ���

α /∈ FV(Γ)

A ≡ A1 σ ⇒ τ1[α := σ]
�����

Type(A1; Γ) = ∀α.τ1
��� � ���

⇒
�U�L N3F

� ����� X  X  m � ������� ���7!��H�*" � �(/t������� ���Q��� � F 	 �-� 
� �
ρ∀

> ��� ����� ���\'!����� ��� ����� ��� � ��
�8������� 
������������������ �-�7�������8! 
�������M����� ,.� � � ������! 
j��� � F 	 �
σ

G � ��
5,@� � ��
Br
����
�A����SR ������	  ������ ��� 
� ��� T )�! 
��� ��� �8F!������!��[��� � F 	 ��� 	 ���8!�������� 
����J�7����� ����������� ,.� ��!���� ������� 4 ������!���� ���
������
`/ ���8!��

Γ `Σ A : τ
) 
���������!���� �Q�!� ����� � ��� F 	 ��� 
 ����� �����8!�����,.�C" 
������o����� � F�	 �������=! 	������  V� �5���

	�
��������N�*" ��� ��������! 
UGo��� � F 	 �H� 
� � ����� ����� ����� 	 �5��� ����� ����� ��� 
� ����� ��� ����� ��
����
�A������;) ���M�7�\I ��� ����� �
������
�������

≤
�\'!	����=! 
� ��,.�C" ��� � F 	 �

τ
��������� � � � ��� 
� ���H�*" ������������! 
`��� � F�	 �

σ
 

σ ≤ τ
�����

σ , ∀αi.τ
′ ��� ∃τi, τ , τ ′[αi := τi].

X�� 	��=� �;) 	 �5��� � � 	�
�� 	 �����!��� ����� 
����!���� � �#" 
���	 ����� 	 ���=F?!�����	�� �[�(� � 
�������#)��� 
 4 �5�����E��� � ����� �����8� ���������
���=! � ��
� ��� 
�� L F�R ��� � � � 
� � ��� ��
��� 
���[��� �����8!���� � ��
 '&��� ��� � � � � � 	 ��& � ��� � % �

[P � B]A
	 ���8!����0��� � �����

����� � 
����
�A������ 	�
�E���U!������h/
P
���5��� ��� � 
�����
� �J�7� 4 GQ,.� ��� ����� 
 �#" 
�����7!���� �

B
G�I � ������� ���������

P
 � �������

��������
����� 
� ��� �8��	�	�� ��!���� � 
� ����
������������������ ��/ ���8!�� ������������� � ���-����	 ���=F.!�����	�������!��-� 
� � ��
H!���������� ���
��� 	 ����� �L������� 
� ������� ������� 
� � ��� ��
����
�A������[��� � F 	 � 
	�	�
� 
��� � 
� �J� 
� � ����� � F�	 ���E����� ��
����
�A������ � �=A������[���

P
 

T �
ρ ::= X | K | λP.T �

ρ | T
�
ρ T

�
ρ | T

�
ρ o T

�
ρ | [P � T

�
ρ ]T �

ρ� ��������� � �5������� ��� ����� �����8� ��������� ��� 
������������Q��� ������� ���H��� ���$�(� ��������� ������� ���=! � ��
� ���+G
7→ρ

) ��� ����� ����� �����
�������$�(� ��������� ����� �N����� � �

(λP.A)B →ρ Aθ1 o . . . o Aθn
���
Sol(P�TB) = {θ1, . . . , θn}


 �����
n > 0

[P � B]A →σ Aθ1 o . . . o Aθn
���
Sol(P�TB) = {θ1, . . . , θn}


 �����
n > 0

(A1 o A2)B →δ A1B o A2B
> ��������� �����U��� � F�	�
����� ��� � 
������� ����� �����f��� ��
aI ��������X  3! K> 
 ����� ��� �  � &4-��*" ����� � �����9��� �c/ ��� ���������

��('�� � ��
� ���

Gen(∆; Γ)
,@��� ��� 
� �e/ ���8!�� ����� � F 	 ���J����� ��
����
�A����������

∆
��� ��������! 
��:��� � F�	 ���;)!���c����� � 
� �

������� 
����
�A�������� �=A������N� 
� �
Γ
	 �5��� � ��	�
�� ���������N�*" � � ������������� �����  
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��� � ������� � �6� � � �*��� � ��� � � � ��� �&% � �  ������(���

����� � �
Γ, x:σ `Σ x : τ

(
σ ≤ τ

x /∈ Dom(Γ)

) � � ������
 � ∅ `Σ σ

Γ `Σ f : τ

(
σ ≤ τ

(f :σ) ∈ Σ

)

� � � 
�� � � Γ `Σ B : τ1 Γ,∆ `Σ P : τ1 Γ,Gen(∆; Γ) `Σ A : τ2

Γ `Σ [P � B]A : τ2

(
BV∗(∆) = ∅

Dom(∆) =FV(P )

)

������� � Γ,∆ `Σ P : τ1 Γ,∆ `Σ A : τ2

Γ `Σ λP.A : τ1 → τ2

(
BV∗(∆) = ∅

Dom(∆) =FV(P )

)

> ��������� ����� ���&,�$'&��*'�#�" ��� � �*'�' &��*'�#�" � � ����� � 	��=� ����
��
�A������  

���
{

Gen(τ ; Γ) , ∀α.τ

������

α = FV(τ) \ FV(Γ)

Gen(x:τ,∆;Γ) , x:Gen(τ ; Γ),Gen(∆; Γ)

� � � � X  3  2N��� �����:��� � F�	�
��� ��		�����hIi,@� ��� 
��9/ � 
��!���� �N�7����� � 
�A����H�(����F�������!���	 ���=F?!�����	�� �
ρ�∀

� .G,(*�!$'�, 5 � �%� �:'OE *��L#&!10$����*h, !H,(#&*g�O� !$+C#8'�+fBJ��� �9�9#&7;B4�����:�
[ � ]

�
� ��� �����*��� � ��� %���� �(� ���

Σ = {a:ι, b:κ, f :ι → κ → ι}
� # �
� ���� � (

λx.f (x a) (x b)
)
(λy.y)
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(τ2; θ2;V2) = W(Γθ1, x:αxθ1 ;A1 ;V1)

A ≡ A1A2 ⇒ (τ ; θ;V ′) = (αµ ;µ ◦ θ2 ◦ θ1 ;V2 \ {α})

������

(τ1; θ1;V1) = W(Γ;A1 ;V)

(τ2; θ2;V2) = W(Γθ1 ;A2 ;V1)

α ∈ V2
���
µ = mgu(τ1θ2 = τ2 → α)

A ≡ [P � A2]A1 ⇒ (τ ; θ;V ′) = (τ3 ; θ3 ◦ µ ◦ θ2 ◦ θ1 ;V3)
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Γ(x)φ ≤ τ ′
)?�*" ���

Γ(x) = ∀α.τ1
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τ ′ = τ1φ[α := τ ]
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A ≡ λP.A1
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τ ′ = τ ′1 → τ ′2
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���

Γφ,∆ `Σ A1 : τ ′2
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W(Γ,∆;P ;V \ {αx}) = (τ1; θ1;V1)
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τ ′1 = τ1ψ1
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= ψ1 ◦ θ1
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����� �

φ
V
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= (τ2; θ2;V2)
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τ ′2 = τ2ψ2
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V1= ψ2 ◦ θ2
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τψ = (τ1θ2 → τ2)ψ2 = τ1ψ1 → τ2ψ2 = τ ′1 → τ ′2 = τ ′

φ
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= ψ1 ◦ θ1

V
= ψ2 ◦ θ2 ◦ θ1

V
= ψ ◦ θ2 ◦ θ1
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ψ1 ◦ θ1
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ψ3 = ψ2 ◦ [α := τ ′]
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τ1θ2
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τ2 → α
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τ1θ2ψ3 = τ1θ2ψ2 = τ1ψ1 = τ ′1 → τ ′ = τ2ψ2 → α[α := τ ′] = (τ2 → α)ψ3
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ψ3 = ψ ◦ µ
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τ ′ = αψ3 = αµψ = τψ
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= ψ1 ◦ θ1

V
= ψ2 ◦ θ2 ◦ θ1

V
= ψ3 ◦ θ2 ◦ θ1

V
= ψ ◦ µ ◦ θ2 ◦ θ1

V
= ψ ◦ θ
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W(Γθ1,∆;P ;V1 \ {αx}) = (τ2; θ2;V2)
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τ ′1 = τ2ψ2
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= ψ2 ◦ θ2

	 �5���
����������� 
� �

ψ2
 7X���	��=� �
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τ1θ2ψ2 = τ1ψ1 = τ ′1 = τ2ψ2
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φ
V
= ψ1 ◦ θ1

V
= ψ2 ◦ θ2 ◦ θ1

V
= ψ3 ◦ µ ◦ θ2 ◦ θ1

ψ1
V1\{αx}

= ψ2 ◦ θ2
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= ψ3 ◦ µ ◦ θ2
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Γφ,∆φ = Γφ,∆ψ1 = Γθ1θ2µψ3,∆θ2µψ3 = (Γθ1θ2µ,∆θ2µ)ψ3
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W(Γθ1θ2µ,∆θ2µ;A1;V2) = (τ3; θ3;V3)
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τ = τ3
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θ = θ3 ◦ µ ◦ θ2 ◦ θ1
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τ ′ = τψ4
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φ

V
= ψ3 ◦ µ ◦ θ2 ◦ θ1

V
=

ψ4 ◦ θ3 ◦ µ ◦ θ2 ◦ θ1
V
= ψ4 ◦ θ
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Γ `Σ f x : ι
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�����H��� ���5� �er �����8!��������������+���

t
����� �

ti ≺ t
)C�*" ��� 	�
� �.F 	 �����������f���

��������������� ���
JRK (recJRK) JtiK 7→→

stk

ρδ Jt′iK
���

t′i
��������
&/ ���8!��

R
r � ���8! 
���Q���

ti
 

u �
f(t′i)

����� ��� / ���8!��
R

r � ���8! 
����) 
������� 
�� ����� �`����� 
�A ����� 
���������� � ����	���������� � 
� � �����
����� ����� � � �;" 
	�	�� � ,.� ��) ������" ����� �#" � ����� ��� ���9,.����������
	�	�� � ,@����� �

JRK (RecJRK) (f Jt′iK)

7→→stk

ρδ f Jt′iK
,.��� ��������
&/ ���8!�� � ���8! 
���Q���

t
 

u ����� � ����� ���`���
R

�;" 
	�	�� � ,@� �`G
f(t′i)

	 �5���Q������� ���-��� �����8!��
u

) �#" 
�A ����� 
���������� �����er
������	 ����� 
� ��� �;" 
	�	�� � ,.� ����� ��� 
9����� �

JRK (RecJRK) (f Jt′iK) 7→→
stk

ρδ JRK (recJRK) JuK

 �����

u ≺ t
 K� 
� �@F�	 ��������� �M��� ��������������� ����)

JRK (recJRK) JuK 7→→stk

ρδ Ju′K
,.��� ��������


/ ���8!�� � ���8! 
���Q���
u
���:����� �Q��� 
����!���� � ��
+/ ���8!�� � ���8! 
���Q���

t
 

�

� �5��� 
������5! 	�
� � ��� ���������[�7��!���� ����� 
�������C)���� 	 �����~!���� ������������� ����� �����\r �\'!��! 	�������G ��
 ���5! 	�� ���8�����
� 
� ������� � 
�� ������� i 2�u

R
�C" ������	�
�� ����� ����������� �  
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��� � ������� � �6� � � �*��� � ��� � � � ��� �&% � �  ������(���

/  �u �
R

�C" ����� 	�
�� �����a`�� ��� � � 	 �5���
R = {random → 0, random → 1}

)���� 
 ��
 ���$�(� ���������

JRK (rec JRK) random 7→→stk

ρδ 0
! 
��� 	�
� ����� �����

random →R 1
�C" ����� 	�
�� ����	���������� ���`� 
� � ���

ρ
r � 
�������  

{! �u �
R

�C" ����� 	�
��������8! � ��
� � ��	 �5���

R =







g(x) → g(Sx)
g(x) → 0
f(0) → 0

��� 

f(g(0)) →R . . . →R f(g(Sn0))→R f(0)→R 0! 
���

JRK (rec JRK) (f(g 0)) 7→→stk

ρδ . . . 7→→stk

ρδ JRK (rec JRK) f(JRK (rec JRK) g(Sn0)) 7→→stk

ρδ . . .

D �5� � 
������ � �����~����� � ���]���#" ��		��� 
�������
first

���Q/ 
5b���� 
�� ����g������������������ ����)�! 
��������� ���5!+A�� ��
������� ��	��=� �
���7A���� �����N�����:�!� ����������� ����� �����:�(� i 2�u 	 ���8!���������� ���*" ��� ���?�����N�*" 
���������� ����� 
����� �����  

� .G,(*�!$'�, 5 (@� � �;BJ�^<;+CK:,><$,>� EG�9� 5(*h,(�"<$,>BJ+�'�B-7$'	�
/ ���*�+��� �� 	 � & ���

JRK
� ��� � ���/ ������� � ��� ����� ��� � % �����
	�� ��� 	�� ' ��� ��� � ���0* ��� � ����<

� � 3 � ��� � � ��� � � ������� % ����� 	 � ��� � � ��% ����� ���
ai x → z (Rec z) (ai z (rec z)x) : � � 	�� �+��� 	��

first : ���
��� ����� � � ��� � � ��� � � � % ����� ��� ���8!�� ��� < �����
� � %�� ��� � ��� � 	#" ��� � � 	 � � ��� �?1+� ����� � ���
� ��� �+��� ��D � ��������
�����
��� ��� ��� �  ����	 � �

,B� � � ��� � ��� � 	 �
 � � ��� �,� ����� ���
����� ��� % ����� 	 ��� � � � ��� �?1+� �
first : ��� � � ��� ��� ' � � � � ��� �*� � ��� ���
� �+� �

� � � � � '������ ��� : ��� �*� � � ��� � � � �'� ��� '&��� ��� � ���
��� ��� &,� � � � �;" � � ��� �('�� ���(��� 	��
R
�

YZ��� # ,-B4��7;#&,h��� � �;BJ�^<;+CK:,><$,-�"�9�9#P+a�9%(K:��,-�8<d?�������� �
� ���(� �*�
	#" � ��'.� 	 � %�� �*������ � 	�� ��� ������� �+� � ��� � ����� ����� ��� � ��� � � � % ����� � � �	� ��:�
 <
= ����� � ��� � � � % ����� ��� �� � � ��� �/� ����1 �*� �+�����

id : fail � � ����� � � % � ��� ��� � ��� � ��� ������� �+� ������� ���"�'  � 	 � ��� � >= � ��� ��� � � � % ���
first(S1, . . . , Sn)

� � � � ��� ��� � � � ���7* � ' ��� ��� � � ���� �
first >= � ��� ��� � � � % ���

try(S)
�'" �&' ����� ���/ � � �� � ���

first(S, λy.y) >= � �,� ��� ��� � % � �
repeat∗(S)

� � ��� ������� � � � � � � " � � 	�� 	3" ����� � � ����&�
���� ��� ��� �� � � �����'��� � �������/� � � ��� � �
����� ��� � %�� � : '&��� ��� ��� * � ' ���

try
� ����� � ��� � � ��� �;" ��� ��� ����� ��� 1+�*����	 � � ����� ��� � % ���

S
��� ��" � � ��� �?1+�*����� � � �

= � � �
p �(I �C) ��� � ��
����� ��,@� ���#" ��� ���?� 
���

JRK
������� F 	�
�A����Q� 
� �

ρ1
���
R

������A������ � F�		��) 
���������!���� ���!� � ���
�����Q!���!HA������ � 
�� � � �������-�!����� ���Q��� ���5������������� ����� �����-���

R
����� � � F�	�
�A������ ��� ��� � ���o!`P�!�� � F 	 �  	> �

� F 	 ������� ����� ��� 
� �����
rec

���
Rec

����� 
�������
(κ→ τ → τ)→ κ

���
R

! 
��� 	7�����������J����������������� � F 	 �
τ
 

� ��� � �&� � � � � �&� � � � ��� �:���
�� �&� � � � � �7������ �&� � � �U���

� �5����A������ ���5! 	��������!��� ���J,@���./ 
� ��,.� � ����� �8F!������!�������� � F 	 �������8���!� ����� 
� � ��� ����
	�� ����� �C" 
�� �8������� �
	�
�� ��
 � ���8! 
� ��� 
�������9/ ��������)���� 	7������,.� � ����� ���\r ��� �����J/ ��������!���� � � � ���QG ��
������ ������� 
� ���-����� �8F!������!����:���
�7�$�(� ���������C)����8���!����� � ��� ��F�������!��

ρ1
G ��
 �=�7! � �����H�����#" �����5!�����	�������!��H��� � �����8F.r R �kY 
���?r ���&v �8��� 4 �  

i �5���&�*" 
�A �����*) ��� 	 ������	 ��� �����+,@� � ������� F�	 ���+����������� ��� 
� �����+���
Σ

4 �5� ��� �H��� ��1���� �=! 	 ����� 
� �  
p � �\_ ���;)�G � 
�� ���<��� ��
 ����� ��� �8- �*.�$ &," ) ���5� � ����� � F 	 ��� 
	�	�
� 
����� 
� �f� 
� �

Σ
������� 
����� �fP������ �?� �

���5!%!��+����� 
B'!���5!����N� 
� ����
 ����� � ,.� � ������������	 ����� 
� ���  y � ��
 ����� ��� 
� ���
f

����� � �������Q� 
� ����� �����8!��
ωf
�	 �5��� � F�	 �

(ι→ κ) → ι
)i,.��� � � ������������	 ����� 	�
���Go��� � � 
������������ ���&��� ��
 ����� � ,.� � 	�����	 � ��� ��������� ��� ���  

y � 	 �����[����� ������		������� �������5��������� ��
 � ���8! 
� ��� 
�������j/ ������� ��� ������������� � ��
� ������� � F 	 ����
����������������J� 
� � ��

��� � ��
�8�����  � �8���!����� � ��������� � 
���!� � 
��� 	 �5��� ��������� ���������������������  
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	�� � � ��� �� �
	�� �(� �*���

/  W � � 	�����! � ����� � �7��� �����-��� �C" 
����������������H,.� �%������� 
������������ ����� � ����	 ����� 
� �;) ��� ����� ��� �7��� 
� �+��� �
� 
����
� ���+���

ωf
� 
� � ���$,.� ��� ���5������� ����� ��������������� ���������

ι
����� � ����! 	���
��$����� 	�
�

ι→ ι
��� ���5�������

����� � ������������� ���������
κ
	�
�

κ→ κ
)���
������ ��� 
� ���

f

�
������� 	 �5��� � F�	 �

((ι → ι)→ (κ→ κ))→
(ι → ι)

,@���0A������ �����N��� � � 
������������ ����)�! 
��� ��
%�7����� � 
�������a��� � F�	�
��� ��� ����� ���$�(� ��������� � ����� � �����
!`P�!����  � ������� ��������������������������������� ��� � �8�(S � 
� ���  

{! y ��	 �5����� 
� �E��� 
����!���� � ����� ��� �7�������K��� ����������������������� ���5!%!�� ��
 �������!� �������j��� � � ���/��� * ��� ���(� �NG-D  
�  �� �����!����� � � ���L0J_� ����,@��� �����J����� � �������-� 
� � ����� 
�������C����������� �����8� ��������� ��� ���(� ����� ����� � 	 ��� 1&X� �
	 �5��� ���5����� ����� ��� 
� ���

f
) ���

f : τ1 → . . . → τn → ι

������� � ��
������ �����

τi
����� ���;"O������� ���

τi1 →
. . . τin → κ

��� �������
κ
	 ������������� �8� ��� ����!���� ��P������

ι
! 
���

ι
�C" 
	�	�
� 
������ 
� � 
�� �����

τij
 

m ����� ��� � ����� ��� ���������������������C) �#" �\'���! 	���� ��� 	 ��� � �<I7'�� ,.� � � �5� � 
 ����� �M��������� � � 	 ����� P������
� F 		�  � ��	 ����� 
� �;) ��� � ��	 ����� ��� 
� ��	 � �����f�!� ����������!���� ��
��

ρ
r � 
������� ����� �����8��� � 
���j�(� � 
�������

����� ����� �����8� ��������� � � ���(� ����� ����� � ��� �\_ ���;)L� 
� � � 6 � ���5������� ����� ����� ��� 
� ����� ����� � �?� ��� ���5!%!��N�����
����� �����8� �����������o��� � F 	 ���&,@���K����� ����� �&P������U����������� 
�� !��5!���� �o������
M�7������
� 
�������d��� ����� F�	 ��)

��������,.�C" ���

ρ
r � 
�����������5��� ����������������	�
� ��
���� � ��
�8����� �8��� ��
5,@� ��� ������� 
����`,@� ��� ,.� ������������!���� � �

��� ����� ����1����  � ��� ��� �7������� � ��
 ��
����
� �����8��� � 
� ���H���
ωf

�

ωfg , λ(f x).
(

(λ(g y).(y (f (g y))))x
)

ωfg (f (g ωfg)) ≡ λ(f x).
(

(λ(g y).(y (f (g y))))x
)

(f (g ωfg))

7→ρ (λ(g y).(y (f (g y)))) (g ωfg)

7→ρ ωfg (f (g ωfg))

7→ρ . . .
� �������8!�� ������G � �5����� 
�� � F�	�
�A���� 
 ��������
 ��� � ��
�8�����

{f :κ → ι, g:(ι → κ) → κ}
� 
� � ��
5,.� ��� ���

� ��
������ ������� ����� ��� 
� ����� ������	 ������� ��
��������!� �������U��� 	 � ��� ��� ��� ����)L! 
��� ��� � 
������������� ����� �����8� ��������� �
� ���(� ����� ����� ��������� ��� �8��
������� ������������	 ����� G9�����o�7������
� 
������� �&!H���8� ��� ����!���� �f�7��	 ����� 
� ����� 	 �5���
������� F 	 ���

ι
���
κ
 

2! � ��� ��������� ��� � ���(I � ,@�C" ��� �8F!������!��o��� � F�	 ��� ���=! 	�������������� ���=! � ��
� ���`G
ρ1

��� 
�� �8��� 
� � ��
 � ���er
! 
� ��� 
������� / ������� 
%�����+���8���!� ��	 �5���N��� ��������������� 
� ���������������&�(�

ρ
r � 
������� � � �Q| /   i> � � 
5�!���������

����	 ����� 
� � 
�� ����g��!�h_*������� ����� �����=���C,.� � � �5� �����8���!����� �������#)�	7������,.� ������� ����� �����N��� ���$�(� ��������� �(�
� 
������� � ������� ��	�
�� ������!`P�!����  �p ��	�
����������� �����;)���������� ������������� ���5! 	 ����� 
� � ��
 ���$�(� ���������

(Congruence) (f A1 . . . An) (f B1 . . . Bn) 7→ f (A1B1) . . . (AnBn)
,.��� 
H��� ��� � ��� ����� ��� �������[/ ������� �8��� �����8F!������!�������� F�	 ���k) 	7�����],@�C" ��� �����=! 	 � ������� � �8��������
�����H���
���5������� ����� ����� ��� 
� ����� � ���

f : (τ1 → σ1)→ . . . (τn → σn)→ (τ → σ)
)!
�������

f : τ1 → . . . τn →
τ
���
f : σ1 → . . . σn → σ

) ��� ������� 	����.,.� ��!���� �  �> 
 ��� � ��
�8�����j����� ��
��������
B_ ���������`G�� ��
5,@� �
����� ��� 
� ���Q��� ��/ 
�! � � ���Q��� � F 	 ���  
� 
� 
� � ���������;) ��������� �8��������
����� ��� ��� 
���� � �=!%!`�$�!��
����!���� � ��
 ��� 
�A�� � � ���`����� � 
���!� � 
���H��� ���$�(� �\r
���=A�� � � ��� 	�
� 
	�	�� ��� 
������� ����� ����� ��� 
� �����;) ���`,.����/ 
���� � � ��� ��
������!���� � ��
9�7��!���� ����� 
�������d�����������
�������������������  

W � � 
�������� � 
�� ���U�*" � � ����� ������� 
� ����) 	����5A�
�A�����!���� � 	��=� � ��� � ���hI�� 
��� ����) ��������
������ ���U��� � F�	�
���c���
�#" 
�A ����� 
���������� R ������
���������� ����� �����%��� 
� ��� ����� ��� ,.� ���fG ����� �����%�(�

λ
r � 
������� T  �X�
� �����

λ
r � 
������� ���=! 	����\r

!���� � � F 		��) ��� �\_ 
5b 
� � ����� �����8!����H��� ��
 ����� ��� � �*,�$ " ) ��� �5A�������
� �Q��� � ����� ���`�*" � � �����.�(� ��������� 	 �5���
�#" �=! 	�� ��� 
�������  i6 ��� ��� �����5����� �

Γ,∆ `Σ P : σ Γ,∆ `Σ A : τ

Γ `Σ λP :∆.A : σ → τ

Γ,∆ ` φ Γ,∆ ` ψ

Γ ` φ⇒ ψ
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6 �NF 
 ����� �9���^���5�7A���� 	����5A�� ��!�� �K�*" ��� � 	�
���;) ��� ����� �����8��� �f��� ���=! 	�� ��� 
������� 
 ����� �����j�����('
	�����	 � ��� ������� �
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FV(x) = {x}

FV(a) = ∅

FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B)

FV(λP :∆.A) = (FV(A) ∪ FV(P ) ∪ FV(∆)) \ Dom(∆)

FV(ΠP :∆.A) = (FV(A) ∪ FV(P ) ∪ FV(∆)) \ Dom(∆)

FV([P �∆ A]B) = ((FV(B) ∪ FV(P ) ∪ FV(∆)) \ Dom(∆)) ∪ FV(A)

FV(A o B) = FV(A) ∪ FV(B)

FV(∆, x:A) = FV(∆) ∪ FV(A)

BV(x) = ∅

BV(a) = ∅

BV(AB) = BV(A) ∪ BV(B)

BV(λP :∆.A) = BV(A) ∪ BV(P ) ∪ Dom(∆) ∪ BV(∆)

BV(ΠP :∆.A) = BV(A) ∪ BV(P ) ∪ Dom(∆) ∪ BV(∆)

BV([P �∆ A]B) = BV(A) ∪ BV(P ) ∪ BV(B) ∪ Dom(∆) ∪ BV(∆)

BV(A o B) = BV(A) ∪ BV(B)

BV(∆, x:A) = BV(∆) ∪ BV(A)
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(

��� � � �
∅ sig

��� �����
Σ � Σ sig `Σ A : s f /∈ Dom(Σ)

Σ, f :A sig
(s ∈ S)

��� ��� ��� � Σ sig

`Σ s1 : s2

�
(s1,s2) ∈ A � ����������
 � Σ sig f :A ∈ Σ

`Σ f : A

���&� � � Γ `Σ A : s

Γ, x:A `Σ x : A
(x /∈ Γ,s ∈ S)

��� 
 � 
�� 
 � Γ `Σ A : C Γ `Σ B : C

Γ `Σ A o B : C

��� �����
Γ � Γ `Σ A : B Γ `Σ C : s x 6∈ Dom(Γ)

Γ, x:C `Σ A : B
(x /∈ Γ,s ∈ S)

������� � � Γ `Σ A : B Γ `Σ C : s

Γ `Σ A : C

(
s ∈ S
B=ρσδ C

)

���!��� � Γ,∆ `Σ B : C Γ `Σ ΠP :∆.C : s

Γ `Σ λP :∆.B : ΠP :∆.C
(s ∈ S)

��� �	��� � Γ `Σ A : ΠP :∆.C Γ `Σ [P �∆ B]C : s

Γ `Σ AB : [P �∆ B]C
(s ∈ S)

��� ����� � Γ,∆ `Σ P : A Γ,∆ `Σ A : s1 Γ,∆ `Σ C : s2
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Dom(∆) =FV(P )
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)
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τ, LP M

J[P �∆ B]CKfτ , JCKfτ

�M�������a��� ����� ��� 
5�(� ��������� � ��� � F�	 ���;) � �5� � 	 �5������� �a! 
� � ������
� � ������� ��� ��
 ��� 
5�(� ��������� �����
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JΓ, x: ∗ / ; K , JΓ/ ; K, x : ∗

JΓ/x; ΠPn:∆n.CK , JΓ/x;CK, βy:K(Cy ; )((y:Cy)∈∆n)

JΓ/x; [P �∆ B]CK , JΓ/x;CK
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� � � � 3! X  =i � 
5�(� ���������q����� ����� ���\'!�����

/ |41



��� � ������� � ���
P 2TS

� �,�������� � � � ����� ��� 	 ���*�
ρ→

� �
ρP

JxK , x

JfK , λx: LP M(1..αf ).λβ: ∗ .λz:( LP M(1..αf ) → β).(zx(1..αf ))
���
`Σ f : ΠP :∆(1..αf ).ι

JA o BK , λx: LP M(1..αAoB).
(

λz:σ.JAKx(1..αAoB)

)

(JBKx(1..αAoB))
���

Γ `Σ A o B : ΠP :∆(1..αAoB).ι
���

JΓ/B;CK `ω JBKx : σ

Jλx:C.AK , λx:JCKx . (λy:τ .JAK) JDK
���

D
����� � �����������8!���� 
	�	�
� 
����� 
� ��� 
� �

C
���

JΓK `ω JDK : τ

Jλ(f P (1..p)):∆.AK , λu: Lf P M.(u(x⊥ LP ′M)(p+1..αf ) τ JλP :∆(1..p).λx′: LP ′M(p+1..αf ).AK)
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τx , βx
τf , λβy.
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# ��� * ����� ��������� � � � � ���
�!d � ��� ��� 	#" � � ���d��  	 � � � � � � ���9d��(��� � ���7d 	 � & � ����� � � �

FV(p t1 . . . tn) ,
⋃
Var(ti) BV(p t1 . . . tn)) , ∅

FV(Πα:φ.ψ) , FV(φ) ∪ FV(ψ) BV(Πα:φ.ψ) , BV(φ) ∪ BV(ψ) ∪ {α}

FV(Πx:µ.φ) , FV(φ) \ {x} BV(Πx:µ.φ) , BV(φ) ∪ {x}

2������L���
�����Q���GW �����Y�����	��"%�
���S+0��������I��
*�(-�`+��6D��	"%�$��<��
P �?

α A
�!�%"?�����Y�%��I���"%�	"%��"%�
���

θ
"����	�
�Y�#��� �

 
Dom(θ) = FV(P ) � 
Pθ =α A

B
WV�����	<����%�	"%A�(-��+��QD��	"%�$��<��M(-�1+0���
�

α
n[&!���#������%�
���.�!�%"���I�"������.@P�7���%"%�	��+��M�XW^���	<����%�	"%A�(-�P�%t1��"$�2c0�
�����

���S��������()(����#"��%t0�%"� �(���"%�
�#����(-����"��
�!�Q����%�R��I��
�!�M�	�
 !�!�HB�O������Q�L����������M(-q�(-�`�������6+0�
�������������M+��`&!���8n
"$���	����+��`&!�!�6��������()(���<��!�����u�ac1���
���	"$���#"V�
�P3X���	"V�#���Y�
�!�M����%�R��I��
�!�

α
���E�$����"6�7���6���	<���� D7&N��"%�	��!�NB

�Z#P�:!H�L���O�����:�DQ4�FYZ�L#&#&,-B4�����:�D,J�"B-�:*h!�'�%J��7;<;,N<;,V'@? +�'�K:�L# � � 0$*h,><;, + 'O�9#P+CK:,��
# ������� % �����,	��Jd�� ��� �0 � �����d�� ��� 	���� ��� �������� ���,	�� & � d�� � % � 	�� � � & %������ � �0� * � ��� & � �7d ����� ��� � �������!d ���

� � � * ���rd ��� �
� � �����1d ��� �������� � 	�� & � d�� � %��

P �? M
� � ���  � �� � �������� ��� � � �?1+� ��� ��� ���"' ������� % ����� �

,B� � � ' ��d5d �  � �� � � � ���� ���
���ad * � 	�� : � � � ��� P ��d
M

�+���rd � 	�� �7d��?1+� ��� �
α
D '.���'* ������� ���
������� �

� � � � ' ��d5d �  � �� � ��� ��,��� � ���ad 	�� � �  � ����
{xi �

? ti}i∈I
�7* � '

I 6= ∅ : ��� � ��� θ = [xi := ti]
���ad

�;" ��� �?1+�*�F$  � 	�� � �
α
(,� �*����d�� d(�0d�� ��� d � �'����1+�*�

Pθ =α M
�

�6� � � ����� : P � � � �*��� ���� �*� �
M
�

{f(t1, . . . , tn)�
? g(s1, . . . , sn)} ∪ S =⇒ {t1 �

? s1, . . . , tn �
? sn} ∪ S

�%�
f = g

{p(t1, . . . , tn)�
? q(s1, . . . , sn)} ∪ S =⇒ {t1 �

? s1, . . . , tn �
? sn} ∪ S

�%�
p = q

{Πα:P1.P2 �
? Πβ:Q1.Q2} ∪ S =⇒ {P1 �

? Q1 , P2 �
? Q2} ∪ S

{Πx:τ.P �? Πy:σ.Q} ∪ S =⇒ {P [x := z]�? Q[y := z]} ∪ S
�������6���

z
3 �$���
�

{x�? t , x�? t′} ∪ S =⇒ ⊥
�%�
t 6≡ t′

� � � � j0B /  �� �	�	"%�$��<��E�%���M�
�!�6�����������%�	"%�
�����

1d+hBJ�:#P#&,-�9!d�:�;<;+��;BJ,
fK�0D��G�r���� !&��
�������P@��������;�����	�#"��	�:�ac1�
�%"��E�����J&!���%���!�%�L����+�����&!�U+��UC?���%�%t#n������>����+1n[+����>�%��� � � ����"%���
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��B4OP�����J �"$��I��	�	�������T������&!���%���!�%�L����+�����&!�.����"%�����������������	"%�
�����U��"
"wt#�L�!�N�����	���%�]�#�GWp����"%���`+� �(-�����%"%�$��"%�
�����6��"Q"����%(-�!�
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��(-����"V+��
�XWp ��	�	()�	�7��"%�
��� +��!�6&!�����������!�����Y"%�$��+0���	"V�7���6+��!�M�� !+0��&�"%�
�����P+������M�����M"����%(-�!�HB
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�!�E35���%(_���
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�
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J K : PRED → ρC
����d:�<;�d � �=���>; �5� �
� ��� ���+; &?� � d ��
� �� � / �A@ ��	0dB� " ;�d����#��� � �
		


�CD�7d���
�d���� � &7�E�#" � �����GF
� ���H	<� �+* ����� �+I�� � �A� � � 1J	 � �+K @L�d ��M ��� <

JΓ, φK , JΓK, xφ : JφK

,LN98 �)d � �+�
	L�Nd �O
� ��;C���P@ �Q 1R	 �
| | : ρC → PRED

�S
� ��� �ad�� ���������7d � ����� ��� ���7d � � E �������T� �U�;" �=�  R �%� �7D
d ��
� <

|x| , x

|f t1 . . . tn| , f(|t1|, . . . , |tn|)

|p t1 . . . tn| , p(|t1|, . . . , |tn|)

|Πα:φ.ψ| , |φ| ⇒ |ψ|

|Πx:µ.φ| , ∀x.|φ|

|Γ, α:φ| , |Γ|, |φ|

|Γ, x:µ| , |Γ|

VTW � �#&'X�YZ( "2[]\ $Z�4&)&)(+*�,H� �^-_./��0 (1( �2� &)( -�� Yh� � * � & .L��� � � *`( �`� (+&
YZ(<*
a
b+NA� 
	0d

ρ c d K @ �Ud ���
� �B�S
�7d � � ���rd��:� �#e7� d � ��F � � � �C;��J
�f	/I�� �hg9i �<I � dj;�@ � �?	�� ρ c d�� ��� �:� �^@ � ��	<k �Hdl�<;=m NDn�n g� �j@ �C;����J�7d��o	�� �p@ �Q�@L����9d ��
���<;���
�7d � �+I�� �`q

Γ ` π : φ ⇒ |Γ| `∼= |φ|

8 �A�CD�<F ��	 ���2��� ∼= ���adB�+;=e7� � �p@ � �T��r ��� �����sI�� �o� � � � M FD� ���5� � ��;C;C�����9dO	 � � �%@�@ � � � � �����
�7d:� �
� �
π
N

8 �A�+;J�`D� �ad � ��d ��
��� �
|Γ| `∼= |φ|

����dt+I�d��J�/	 �u@ � ��	�� �Jd � ���D	L�!d ��
�Z� � � �C�!d��`� �
π
N

vLNA� 
	0d��:@ �Q%@�����9d �OD���+;J�`D�7d � �<I�� ��� �ad � �j@ �C;������7dj; �U@ � �H	�� d K @ ��i �<I � dj;:@ � �T	<� d�� ��� �o� �p@ � ��	�k���q

Γ `∼= φ ⇒ ∃π, JΓK ` π : JφK

8 ��� ����	�� ��� � M F
� � �5� � ��;S;���� � dO	 � � �%@�@ ��� � � �����
�7d:� �
� �
π
�J
�7dB� ��� � M F
� ���5�+;Oe7� � �����D�7d ∼= N

8 �w�+;���
� �ad � ��d �OD�yxJ	 � � �l@ ��; �����7d��
π
� �adu	�� �A�+;���
� ��d � ��d �O
�!;�xJ	 �=k �
� ���7d���zw� �3�+;���
� ��d � ��d ��
�

 � �GF ��� �
� �o� �
Γ `∼= φ { +I�d��J�/	 �u@ � �_d � �
� ��mR ��� ��d �OD��� � � � M F
� ���`� �o�C
�/k������ �O
� N

C>��()(-�`+������M���.�
����(-���%��A��
�%(-�_+��_C?���%�%t�n��P���Q����+1n[+�� �>�%��� � �.���%�����X�0���S"����%(-�`+��Y����������Y�������� an
������"��)+�����&T�ac���&�"���(-����"E�����)+� �(-������"%�$��"%�
���GB �:���E&!���#"%�����]�R���%t1(- �"%�%�
�T�GWp�!�%"Y�7���Y"���"$���
���L�����
�����GW �����
+� �(-�����%"%�$��"%�
����+����	"?�7���839���
��q�"%���6"%�$�����835���%(- !�6��������������"%���6+� �(-�����%"%�$��"%�
��� �9 !�����	����
����"���K�������F"%�����0n
����M����"����%(-�E+��`����������_�����]�R�T�������� !�$����"���B
|�� Y�� � * � & .L��� � � �

� B�C>�Y�������M+��P�R�U&!���%���!�%�L����+�����&!�E�!�%"6��������\Y�	()(- !+0�R��"�}1�7���M�� !&����%������&!�`�%���Q�R�U�%"%�%��&�"%�����`+��
π
�1���

�asG��&!�`�
�!�M"����%(-�!�6+������V�R�T+� ��%�	���"%�
��� +��Y"[t1�7��<��_+��
π
B

π ≡ α
}����
�����

(α:φ) ∈ Γ
��+�����&

|φ| ∈ |Γ|
��"M�	()(- !+0�R��"���(-����"

(Ax)
|Γ| `∼= |φ|
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� i �%@ �9d � ��� N � �
���R	<��� � �C;C;������9dO	 � � �!dB�C���� ��� @�
�#� �
�2����� � � 	 ��� K c�� �� � �Q� c � ��� �%	 � 	%�

π ≡ λα.π′
}=���
�����

φ=ρσδ Πα:φ1.φ2
"����M�#���

Γ, α:φ1 ` π
′ : φ2

B �=���)A�t1����"%A�*!���.+����� !&����%������&!�

|Γ|, |φ1| `∼= |φ2|
+]Wp��


(⇒I)
|Γ|, |φ1| `∼= |φ2|

|Γ| `∼= |φ1| ⇒ |φ2|

��"6���u�as]��"
|Πα:φ1.φ2| = |φ1| ⇒ |φ2|

B

π ≡ λx.π′
}6���
�����

φ=ρσδ Πx:µ.φ1
"����E�����

Γ, x:µ ` π′ : φ1
B �=����A#t#�L��"%A�*!��� +�� �� !&����%������&!�

|Γ| `∼= |φ1|
��


x /∈ FV(Γ)
+]Wp��


(∀I)
|Γ| `∼= |φ1|

|Γ| `∼= ∀x.|φ1|
(x /∈ FV(Γ))

��"6���u�as]��"
|Πx:µ.φ1| = ∀x.|φ1|

B

π ≡ π′ π′′
}F���
�����)�	�V�ac0�
�%"��

ψ
"����V�#���

Γ ` π′ : Πα:ψ.φ
��"

Γ ` π′′ : ψ
B �=����A#t#�L��"%A�*!����+��

�� !&����%������&!�
|Γ| `∼= |Πα:ψ.φ|

��"
|Γ| `∼= |ψ|

B k �
|Πα:ψ.φ| = |ψ| ⇒ |φ|

��+]Wp��


(⇒E)
|Γ| `∼= |ψ| ⇒ |φ| |Γ| `∼= |ψ|

|Γ| `∼= |φ|

π ≡ π′ t
}K���
�����T�	�Q�ac1�
��"���+����0cm"[t1���!�

µ
��"
ψ
"����
�)�����

Γ ` π′ : Πx:µ.ψ
��"

Γ ` t : µ
�=�N��!&

φ=ρσδ ψ[x := t]
B �=���MA�t1�L��"%A�*!���`+��P�� !&����%������&!�

|Γ| `∼= |Πx:µ.ψ|
	����
|Πx:µ.ψ| = ∀x.|ψ|

��"

|ψ[x := t]| = |ψ|[x := t]
+]Wp��


(∀E)
|Γ| `∼= ∀x.|ψ|

|Γ| `∼= |ψ|[x := t]

π ≡ Rew
p
l φ

′(λl.r)π′
}K���
�����

φ=ρσδ [l � φ′]r
"����M�#���

Γ ` π′ : φ′
BKe#�>�
��������I��
*�(-��+���D��	"%�$��<��

l �? φ′
�GW^� �7���-+��u�����	��"%�
���G�?���
�����

φ
&!���#"%�
����"�������&!����"%�$���	�#"��,+��.D��	"%�$��<��u�	�%�� !�����	��I��
�

��"Y���U�������� !������"��-+�����&T�7���Y�����U�������L���%�	"%�
���GB;e#�	�����G�
φ=ρσδ rθ(l�φ′)

��"Y�7���`A�t1����"%A�*!���)+��
�� !&����%������&!�

|Γ| `∼= |φ
′|
	��7���>���	�	�
���������R�Y��*�<��
�

λl.r
�� ! !&��%�	"

φ′
���
φ
��"?�����7���$��
">+������

π
+�����&

φ ∼= φ′
��+]Wp��


����������� |Γ| `∼= |φ′|
|Γ| `∼= |φ|

�������
φ ∼= φ′

π ≡ Rewslφ
′t(λl.r)π′

}����
�����
φ=ρσδ φ

′([l � t]r)
"����#�#���

Γ ` π′ : φ′(t)
B�e#���
�?������I��
*�(-�?+���D��	"%�$��<��

l �? t
�GW^�S�7���J+��������	��"%�
���G�:���
�����

φ
&!���#"%�
����"T������&!���#"%�$���	��"���+��)D��	"%�$��<��-�	�%�� !�$���	��I��
����"

���U�������� !������"���+�����&J�7���Y�����T�������L���%�	"%�
���GB;e#�	�����G�
φ=ρσδ φ

′(rθ(l�t))
��"P�7���`A#t#�L��"%A�*!���)+��

�� !&����%������&!�
|Γ| `∼= |φ

′(t)|
	��7���`���	�	�
���������R�)��*�<��
�

λl.r
�� ! !&��%�	"

φ′(t)
���

φ
��"Y�����7���$��
"Y+������

π
+�����&

φ ∼= φ′(t)
��+]Wp��


����������� |Γ| `∼= |φ′(t)|
|Γ| `∼= |φ|

�������
φ ∼= φ′(t)
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�E��"6���u"�q�"��E+��!�Q35���%(_���
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�5�  �:�����V&�A7���#���`��*�<��
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φ ∼= ψ

�0�7���V+� aD����	"%�
���u+��
∼=
���u�)����&�A���()�	�,+��E�R�J39���%(-�

φ
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>>
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R �� ��;
;;

;;
;;

;
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;;

;;
;;

; ψ
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��"6+��Y�
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�
n
B k �S�L����"6+�����&Y����()���R��&!����&!��"%"��Y��*�<��
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�����7���

n
��*�<��
�!�

+���&!����������%�
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+0�	���!&�"V���u�	�����������aB

� I .o;�U���!&!����+��Y �"$���L�Y&!�����%�
�%"��Y@J+� �����
�����L���Q�
�!�>��*�<��
�!�M+��P&!���#������%�
�����#���r��"%�	�	�
�����#"M�����V��*�<��
�
+�� �� ! !&��%�	"%�����i�����S�
�!�.�����������%�	"%�
�����u+�� �����%"�� ����� �R�l�� ! !&��%�	"%�����m���	"S�	�
��� ���'"�q�"�� +�� �R�
�������L���%�	"%�
���GBre1���	"V+�����&E�����`��*�<��
�

��������� � Γ `∼= φ

Γ `∼= ψ
����� �

φ↔R ψ

��

↔R

+� !�%�	<����M���-�����
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�
ρ
n[&\K'O
&��WO]&^T�()(-�V�WLaOQK'L�<�K�<��

+��_"��XV%(-�^MV+��_�WV����W[��E��T��WVBOQK-+� !+0��&�"SRUT�L,(bT#+0�WOUT�BLe�RcOXW	T�LdR	(eK�<fR_L��J�WLgK�MGMSRUM�"AK'L�"�@bOQK)+� �(bT�LNM%"SVAK�"SRUT�L
IJK�M$ gM%�WVaOQKl+� !+0��&�"SRUT�L'(bT#+0�WOUT��>&!�hOQK'L�<�K�<�� +��,�WV����W[��^M�3"K�&XR_O_R	"���OQKi[� XVSR D7&\K�"SRUT�LjK���"GT�(eK�"SR
����� +��^M
+� �(bT�LNM�"SVAK�"SRUT�LNMN�M(eK'RUM.+0� ��T�R_L#"�+��h[1��� +��gOXW ��"SR_O_RUMkK�"����WVlR_O�L��,3mK�&XR_O_R	"�� �XLnVSR
�XLnOQKm+� �(bT�LNM%"SVAK�"SRUT�L
R_L#"��XVAK�&�"SR_[���B

O�T��NMZK'O_OUT�LNMZ[]T�R_VPR
&XRJO
�^M?�WVGT�IWO
*�(-�^MQ���WRr�����W[��XL#"ZM$�6��TfM��XV`MSR�T�L���"SR_O_RUM�� OQK_+� !+0��&�"SRUT�L�(bT1+0�WOUTJ+NK'LNM
�WL &\K�+YV��S+��S+� �(bT�LNM�"SVAK�"SRUT�LoR_L�"��XVAK�&�"SR_[����?��"�LNT��NMT�WVGT���TfM��XVGT�LNM-�WLy3pT�V%(eK'O_RUM%(-�q[]T�RUMGR_LG�=(eK'RUM)������"8n
q�"SV����WO	�NMbLJK�"%�WV��XOV+]W ��"SR_O_RUMAK�"SRUT�LGB?O�T��NM��XL +� �(bT�L�"SV��XVGT�LNMrOQK &^T�VSV��!&�"SRUT�L/��"�OQKi&^T�()�WO
 �"%��+�������"bLNT��NM
�WVGT���TfM��XVGT�LNMV�WLdOQK'L�<�K�<��E+��`"��XV%(-�^M6+��E�WV����W[��`��"SR_O_RUMAK'L�"��WL��Y3"T�V%(-�`+��YDNO	"SVAK�<��*K�MGM���\
V��^M�"SV��XR_L�"NB

s:tvu1txw y{z1|^}�~J�x��}�~��x��}��J}`zP���]�m�������:}Pz`�m�
��K'�W���XOUT�LNM����GW	�XL��W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUTW�'OU�^M��WVGT���TfMGR_�SRUT�LNM�MAT�L��:�^T�LNMSRU�W�XVG�^�^M1�bT��Y�WOUT �WLN�E�^T�L�<fVS�N�XLN�^�f�

�XO_OU�anm�-qX�b�*OU�
�WO_�NMBMGT��W[]�XL����W�aDNLWRU�
�JK'V �WLdM%t�MG�G�X�b�
�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
R
���WR�VG�^�^�XVSR_�T}

�

�W�^M��G�XVS�b�^M �XLh�G�XVS�b�^M
	
�

�W�^M��WVGT���TfMSR_�SRUT�LNM�K'�GT���RU���N�^M �XLd�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNMB���N�XOU�^T�LN���N�^MNB
x
K'LNMBOU���\K��YVG�6�W��OQKb�W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�LgR_L��G�XVAK��X�SR_[]�f�JOU�*�WVG�X��RU�XV �[t����*�W�
VG��<fOU�^M�MG�X�_IWOU�6MGT���AJK'R_�AK�IWOU�f�

K2DNL��]W RU�W�XL��SR DJ�XV6�W�^M��G�XVS�b�^M*���WR:LN���YR s��XVG�XL��*���N�%�JK'V��W�^M��X�AK'���^M
�W���\K'OU�X�WOXB4CZ�X���XLN�NK'L��\�=OU��MG�^�^T�LN�
�wt����E�W�ZVG��<fOU�^M1���X�W�KqX�SVG�Z�WLN�EMGT��WVG�^�E�W�Z�^T�L03p�NMSRUT�L=���\K'V1R_OYLGW	�^MS�1K'OUT�VGM1�JK�M1�GT�� �ST��WVGM:�X[�RU�W�XL��:�]W�K^[]T�R_V:�WLN�
RU�W�^�E�WVG�^�XRUMA�Z�W���^�E���N�EMSR	<fLWR DJ�Z�WLN�E�WVGT���TfMSR_�SRUT�L��WT�LWLN�^��B�ocT�VGMG���N�

R
�^MS�:�^T�LY�N�N�XL��P�X�1�G�XVS��R_LJK'L��\�fR_OW�^MS�

IWRU�XLg�XL��G�XLN�Y�d�GT�� �ST��WVGMB��TfMGMSR	IWOU���W�
�^T�LNMSRU�W�XVG�XVBOQKJ3"T�VS�b�
R
nmLNT�VS�eK'OU�6�W�^ME�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNM �W�eK'RUMB�NK'LNMB�^�

�\K�M1T�L6LGW �W�SR_O_RUMG�P�GT�� �ST��WVGM�OU���-qX�b�`VG�X�WVG�^MG�XL��AK'L����NK'LNM�OQKB�XOQK�MGMG�`�W�`�^T�L�<fVS�N�XLN�^�E�W�Z��AJK����N�P�WVGT���TfMSR_�SRUT�L=�
�X��T�Ll���XVG�d�WT�LN�EI��\K'�N�^T��W�h�W��OXW R_L��G�XV�qX���]W�K\[]T�R_V��^T�LNMSRU�W�XVG���WLN���^T�L�<fVS�N�XLN�^�*MS�WV�OU�^MM3pT�VS�6�WOU�^MNB

¡1� ( 
 (�YZ, $ (
��T��WV�R_O_O_�NMG�SVG�XVb�^�r�WVGT���TfM\�1�^T�LNMSRU�W�XVGT�LNM��WL/�%AN�^T�VG�X�b�d�W�aOQKg�%AN�^T�VSRU�l�W�^M��XLNMG�X�JIWOU�^Mw}

∅ ⊆ A
�X�

�X�S�N�YRUT�LNM�MAK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L��XLd�W�^�Y�N�X�SRUT�LhLJK'�S�WVG�XO_OU�%K^[]�^��T��hMkK'LNM��bT��Y�WOUT�B

���'¢
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f:Lq�W�^�Y�N�X�SRUT�LqLJK'�S�WVG�XO_OU�f��R_O73"K'�W�ZMG� �WT�LWLN�XVE�WLN���%AN�^T�VSRU�
Th

MGT��NMF3"T�VS�b���]W �WLa�XLNMG�X�JIWOU���]W�K2cYRUT��b�^M
���WR=�^T�L��SRU�XLWLN�6K'�d�bT�R_LNMT}

�

OQK��W�aDNLWR_�SRUT�L��Y�dM%t��JI�T�OU�*�]W R_LN�XO_�NMSRUT�L }
∀X.∀Y.(X ⊆ Y ⇔ ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ))

	

�

OXW�K2cYRUT��b�*�W�
�W�aDNLWR_�SRUT�Lg�W��OXW	�XLNMA�X�_IWOU��[�RU�W��}
∀x.(x ∈ ∅ ⇒ ⊥)

B
o=��M%t��_I�T�OU�

⇔
�W�SR_O_RUMG�ERU�XRWLGW	�^MS�:�JK�M:�WLb�^T�LWLN�^�X�G�X�WV��WVSR_��R_�SR 3=�W�EOQK�OUT�<fRU���N�f�fR_OWLGW	�^MS�����GW �WLN�BK�IWVG�X[�RQK'�SRUT�L

��T��WV�OQKb�^T�L �$T�LN�X�SRUT�Lh�W�^M �W�X�0cqR_���WO_RU�\K'�SRUT�LNMHB
%�LN�
�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lg�NK'LNM � �VfFx �W�
OQK%�WVGT���TfMSR_�SRUT�Lh�^T�LNMGRU�W�XVG�^�*MNW	�^�XVSR_�

(⇒E)

(∧E)

(∀I)(∀I)

(Ax)
Th ` ∀X.∀Y.(X ⊆ Y ⇔ ∀x.(x ∈ X ⇒ x ∈ Y ))

Th ` ∅ ⊆ A⇔ ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)

Th ` ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)⇒ ∅ ⊆ A

(⇒E)

(∀E)

(Ax)
Th, x ∈ ∅ ` ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ ⊥)

Th, x ∈ ∅ ` x ∈ ∅ ⇒ ⊥
(Ax)

Th, x ∈ ∅ ` x ∈ ∅

Th, x ∈ ∅ ` ⊥

Th, x ∈ ∅ ` x ∈ A
(⊥E)

Th ` x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A
(⇒I)

Th ` ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)
(∀I)

Th ` ∅ ⊆ A

' LJK'O	tYMGT�LNM VAK'�WRU�W�X�b�XL����^�X�S�G�*�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Ly}JT�Ld���X�W� VG�X���XVG�XV��NK'LNM OQK)IWVAK'LN�$AN�6�W���YVGT�R_�G�6OU�^MB�SVGT�RUM
VG��<fOU�^M

(∀I)
�
(⇒I)

�X�
(⊥E)

���WR?�^T�LNMS�SR_�S�N�XL��ZOU�B�����WV`�W� OQK
�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LGB & T��W�`OU�BVG�^MS�G�B�^MG�P�^T�LNMS�SR_�S�N��]W�K2c�RUT��b�^M �P���WR�MG�XVS[]�XL��rRU�XR`@{�W�SR_O_RUMG�XVrOU�^Me�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNMa�W�hOQK �%AN�^T�VSRU�
Th
�`�X�r�W�dVG��<fOU�^Ma�]W	�XO_R_��R_LJK2n

�SRUT�L=�����WR�MA�XVS[]�XL��J@qMG�XOU�^�X�SRUT�LWLN�XV6�NK'LNM��^�^M*K2cYRUT��b�^M
OXW R_L03pT�VS�eK'�SRUT�L ���WR:�^MS�
�W�SR_OU�b��T��WV
��T��WVGMS�WR_[�VG��OQK
�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LGB

f:L��JK�MGMkK'L���@gOQK �W�^�Y�N�X�SRUT�Lo�bT��Y�WOUT{T�LoMNW�K�INMS�SVAK'R_�b�as��^�X�SR_[]�X�b�XL��e�W�^M�VG��<fOU�^M����WR�LGW	T�L����JK�Mb�WL
MG�XLNM �W�^�Y�N�X�SR 3P�^MAMG�XL��SRU�XO1�NK'LNM OQKe�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LGBGCZT�LNMSRU�W�XVGT�LNM��JK'V��acW�X���WOU�*�WLN�*�%AN�^T�VSRU�*[�RU�W�*�X���WLN�
�^T�L�<fVS�N�XLN�^�*�W�aDNLWRU�
�JK'V OU�
M%t�MG�G�X�b�
�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�

R =

{
X ⊆ Y → ∀x(x ∈ X ⇒ x ∈ Y )
x ∈ ∅ → ⊥

% LN� �W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�La�NK'LNM � �Vf�xn�bT��Y�WOUT
=R

�W�
∅ ⊆ A

�W�X[�RU�XL�� �"K\[]�^�BOQKP3"T�VS�*�WOQK'�SRUT�LqT�
eOU�^M��^T�L�[]�XV8n
MSRUT�LNMBMGT�L��BR_���WO_RU�XR_�G�^M� }

(∀I)

(⇒I)

(⊥E)

(Ax)
x ∈ ∅ `∼= ⊥

(x ∈ ∅ ∼= ⊥)

x ∈ ∅ `∼= x ∈ A

`∼= x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A

`∼= ∅ ⊆ A
(∅ ⊆ A ∼= ∀x.(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ A))

k LqVG�X�SVGT��W[]�YIWRU�XLqLNTfM`�SVGT�RUMEVG��<fOU�^M��^MAMG�XL��SRU�XO_OU�^M��W��OQK%�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LdMAK'LNME�bT��Y�WOUT�B ��K'VB�^T�L��SVG�f�YR_O
���X�W��MHW�K^[]�XVG�XV��WO_�NM��YR��e�XR_OU� �W�B�^T�LNMS�SVS�WR_VG���WLN�E�G�XO_OU�B�W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�LGB�f:Lb�as��X�\�]�XLb�W�^�Y�N�X�SRUT�LeLJK'�S�WVG�XO_OU�f�
OQK�VG��<fOU�B�W�E�W�^�Y�N�X�SRUT�Lb�W�SR_O_RUMG�^���^T�LN�^�XVSLN���GT�� �ST��WVGM:OU���^T�LWLN�^�X�G�X�WVP�W�E��qX�G���W�ZOQK��^T�LN�XO_�NMSRUT�L �pMGRY��W	�^MG�:�WLN�
R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L =T��6�]W �WLN���WVG�X��RUMGMG� �pMSR���W	�^MS�=�WLN�`�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L aB2Z,�XRm�^��T��WVc�^T����WVG�XLN�YVG�Z���N�:OQK��WVGT���TfMSR_�SRUT�L
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∅ ⊆ A
MA���W�X�bT�L��SVG�e�XL{�W�SR_O_RUMkK'L��*�WLN��VG��<fOU�

(∀I)
��R_O=3mK'�W�
�GT��W�*�]W�K�I�T�VG� OXW	�X[�K'O_�N�XV��JK'V
OU�eM%t�MG�G�X�b���W�

VG�^�^�XVSR_�S�WVG�*��T��WV��^T�LWLJK�U�SVG��MGT�Lh�^T�LWLN�^�X�G�X�WV��W����qX�G��B
x
K'LNMe�GT��W�G� �^�X�S�G��MG�^�X�SRUT�L=�ZLNT��NMqK'O_OUT�LNMq�X�S�N�YRU�XVa�WLN��[�K'VSRQK'�SRUT�LnMS�WVaOU�h�%AN�X�b���W�hOQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L

�bT��Y�WOUTW�YT�
qOU�^MPVG��<fOU�^M��W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
MS�WVZOU�^M`�WVGT���TfMSR_�SRUT�LNM�K'�GT���RU���N�^MELN��MG�XVGT�L��E�WO_�NM`�W�SR_O_RUMA�^�^MZ�NK'LNMEOQK
�^T�L�<fVS�N�XLN�^�f���eK'RUM:MG�XVGT�L��:�SVAK'LNM%3pT�VS�b�^�^M��XL�VG��<fOU�^M��]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�La�X�:�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Lb��T��WV��W�^M:M�t��JI�T�OU�^M
�W���WVG�^�YRU�\K'�GMNB�x
K'LNMBLNT��SVG���acW�X���WOU�f�N�^�XOQK��WT�LWLN�

(⊆I)
Γ, x ∈ X ` x ∈ Y

Γ ` X ⊆ Y
(x /∈ FV(Γ)) (⊆E)

Γ ` X ⊆ Y Γ ` t ∈ X

Γ ` t ∈ Y
(∅E)

Γ ` t ∈ ∅

Γ ` φ
f:�BT�Ld���X�W�B�WT�LN�Y3"T�VS�b�XVB�WLN�
�SVGT�RUMSRU�X�b�
[]�XVGMGRUT�Lh�W��OQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L��W�

∅ ⊆ A
}

(⊆I)

(∅E)

(Ax)
x ∈ ∅ ` x ∈ ∅

x ∈ ∅ ` x ∈ A

` ∅ ⊆ A
���WRJ�^MS�P�WO_�NMP�^T��WVS�G� ���N�B�^�XO_OU���XLe�W�^�Y�N�X�SRUT�Le�bT��Y�WOUT � OU�^M`�W�X�0c�VG��<fOU�^M`�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LlT�L��`�X�G� �^T�L��SVAK��an
�G�^�^M%�XL �WLN�rMG�X�WOU����X�6T�
iOU�^M*M%t��_I�T�OU�^M�R_L��SVGT��Y�WR_�GM��X�*�XO_R_��R_LN�^M�K'�W�JK'VAK'RUMGMG�XL��%�as��^�X�SR_[]�X�b�XL����NK'LNM*OQK
�^T�LN�XO_�NMGRUT�LnT��n�NK'LNMr�WLN�h�WVG�X��RUMGMA��B k L����X�W�q��<�K'OU�X�b�XL��dK'V%<f�N�XVq���N�gOU�^MrVG��<fOU�^Ma�]W R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L4�X�
�]W	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L K'R_LNMSR��W�aDNLWRU�^M���T��WV

⊆
�^T�VSVG�^MS��T�LN�W�XL��`IWRU�XLi@eOQKeMA�X�eK'L��SRU���N�����GW	T�L�O_�WR:�WT�LWLN�%�XL��eK2n

�%AN�X�eK'�SRU���N�^MNB

| (<*�&)X�� $ (<* - (3& �<�+0 & ����� &)( .	��
 &'X�� $ (+* - ( -��<- ��0D��� � �
��TNt]T�LNM �eK'R_L��G�XLJK'L����^T����b�XL��\�?�NK'LNMBOU�
�\K�MM<]�XLN�XVAK'O��]W �WLN�
�WVGT���TfMSR_�SRUT�LgK'�GT���RU���N�

P
VG�^�^�XVSR_�G�
�JK'V

�WLN��VG��<fOU�
P → φ

�WT�Ld���X�W�B�^T�LNMS�SVS�WR_VG���W�
LNT��W[]�XO_OU�^M VG��<fOU�^M �W�
�W�^�Y�N�X�SRUT�LGB
oFW RU�W�^�a�W�-IJK�MG�r�^MS�*�]W	�as��^�X�S�N�XV%OU�^M*R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LNM � VG�^MS�GBc�XO_R_��R_LJK'�SRUT�LNM *�W�e�GT��NM*OU�^M6�^T�LWLN�^�X�G�X�WVGM

∧
�
∀
�X�
⇒
K'�W�JK'VAK'RUMGMAK'L�� �NK'LNM

φ
���W�WRUMB�W���^T�O_OU�^�X�G�XVB�GT��W�G�^MEOU�^ME�WVG�X��RUMGMG�^MB�X���^T�LN�YR_�SRUT�LNM��]W�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L

�W�%OQKr�W�XVSR_[�K'�SRUT�LiK'R_LNMGR;3"T�VS�b�^�%��T��WV��W�aDNLWR_V
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P → Q ∧ (R ∧ S)
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Γ ` R Γ ` S
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Γ ` Q ∧ (R ∧ S)

Γ ` Q

Γ ` Q ∧ (R ∧ S)
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Γ ` R
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Γ ` S
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Γ ` φ∗ Γ ` ψ∗

Γ ` (φ ∧ ψ)∗
Γ ` φ∗

Γ ` (∀x.φ)∗
(x /∈ FV(Γ))

Γ, ψ ` φ∗

Γ ` (ψ ⇒ φ)∗
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Γ ` (φ ∧ ψ)∗

Γ ` φ∗
Γ ` (φ ∧ ψ)∗

Γ ` ψ∗

Γ ` (∀x.φ)∗
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M%tYMS�G�X�eK'�SRU���N�^M �WT�LWLN�XVAK'RU�XL�� }

(P I)
Γ, Q⇒ R `+ S

Γ `+ P
(P E)

Γ `+ P Γ, Q `+ R

Γ `+ S
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(P E)

(P I)
Γ, R `+ S Γ `+ Q

Γ `+ P Γ, Q `+ R

Γ `+ S
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	 Lb���X�W�P� � K'OU�X�b�XL��E�XR_�G�XV�OU�^MP�G�^�*�WLWRU���N�^MP�W��mR�� �
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�N�XVG�*�N� �W�
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VG�^MS�SVG�XR_L��GM��

�:L��NL=�WOU���\K'OU�X�WO�������� � ��T��WVT�CD�4��� .�O	 �
� � � ���R
� �=�<F E�W��� � ' �W�G��!YRU�XV � ' �W� ��� � ���XVS�b�X�B�WLqVAK'RUMGT�L�$
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�^T����b�
�WLN��R_LNMS�AK'LN�^���W����� �����

s1tvu1t u !#"]~J�n�m~�"%$#"��&$�zP�"�f���'$
� T����b�%��T��WV�OQKa�W�^�Y�N�X�SRUT�L{�bT��Y�WOUTW�?OU�%OU�X���b�����	�^���WR_[�K'OU�XLN�^�����WR:�W�X�bT�L��SVG��OQKa�^T�VSVG�^�X�SRUT�L �X��OQK

�^T����WOU�X�S�N�W� �JK'VZVAK'�W��T�VS�+(�OQK
OUT � RU���N� �Y�a�WVG�X��RU�XVZT�VG�YVG���^MS�P�WLa�JK�MGMAK � ��T'&WO_R � �.� 	 LrLNT��G�XVAK*����K'R_O_OU�X�WVGM
����� R_O=�W�X�bT�L��SVG�*�Y�d� /X�b�*�^T��W�dO �	�^���WR_[fK'OU�XLN�^�*K\[]�^��OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�Lh�bT��Y�WOUT��

��T��NM1LNT��NM1R_L��G�XVG�^MGMG�XVGT�LNMP�XLNMS�WR_�G� (�OQK LNT��SRUT�Lb�W���^T��W�W�WVG���NK'LNM:�^�E�\K��YVG�f�]�X�:�XL��NL�LNT��NM:�X�S�N�YRU�XVGT�LNM
�W�^M�R_LNMS�AK'LN�^�^M��JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVG�^M��W��M��YMS�G�X�b�^M��W���W�^�Y�N�X�SRUT�L � �XLN�XVAK'O_RUMG�^M\�����WR1���XVS�b�X�S�G�XL��*�W�%VG�X�WVG�^MG�XL��G�XV
OQK%OUT � RU���N�*���	T�VG�YVG��MS�W���XVSRU�X�WV T��dOU�^M��WVG�^�YRU�\K'�GM��W���NLWRUMB�JK'VBR_LN�Y�N�X�SRUT�L��

� (�Y YZ( " � \)(+* �_����.	$ ( ��0 (/a
� 
	 � � 
	�� � K ��� M � �s�+;C�
	L��� �O
� � �.�O	 � ����� �oF+;��2;�� �
� � �R;������R���� ;szw	�� ��, �

R { �=� �  � ������	<� � �=iL;C ��� �
Th

�����=� �oxJ	 �
Γ `+ φ

��� ��� ����	�� �J� �J�4� ���
Γ, Th ` φ

N

|�� Y.- � * � & .L��� - �0/21�T��WV��^T�LNMS�SVS�WR_VG�eOQKl� �N�^T�VSRU�
Th

T�L��WVGT��^�^�W�r��!WK��X�G�X�b�XL��%�^T����b�a�XLi�W�^�Y�N�X�SRUT�L
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l→ r ∈ Rt

� ∀x.(l ⇔ r)
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11K'V��^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L��W�*�^�X�S�G�
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(P E)
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	 L��W�X�bT�L��SVG�XVAKq�WT�LN��OQKe�WVGT���TfMSR_�SRUT�LgMS�WR_[fK'L��G� }N��T��WV �GT��W� �$� � �X�b�XL�� Γi ` φ
∗
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VG�XLN�^T�L��SVG�%�NK'LNM
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Γi, φ `+ φi
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MGT�L�� �NK'LNM
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� �
Γi ` φ
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Γi = ∅

�� � �dMAT�L��bOU�^M
K !YRUT��b�^MB���WR�K'�W�JK'VAK'RUMGMG�XL��B�GT��W� �XL �JK'�W� �W��LNT��SVG�*�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lg�W�

φ `+ P
�

� �
Γi ` φ

∗
i

(<* � -�� � ( � � Z, . & ��� & - (
Γi ` (φi ∧ φj)

∗ K'OUT�VGM��JK'V �%����T�� �N�^MG�6�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�%T�L
K

Γi, φ `+ φi ∧ φj
�611K'V�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�Lg��� �WLN��VG� � OU� (∧E)

�NT�Ld�W�X�bT�L��SVG�
Γi, φ `+ φi

�
� �

Γi ` φ
∗
i

(<* � -�� � ( � � Z, . & ��� & - (
Γi ` (∀x.φi)

∗ K'OUT�VGM��JK'V ������T�� �N�^MA�
�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�*T�LhK
Γi, φ `+ ∀x.φi

�611K'V�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�Lg��� �WLN�*VG� � OU� (∀E)
�WT�Lh�W�X�bT�L��SVG�

Γi, φ `+ φi
�

� �
Γi, φj ` φ

∗
i

(<* � -�� � ( � � E, . & ��� & - (
Γi ` (φj ⇒ φi)

∗ K'OUT�VGM��JK'V��%����T�� �N�^MG���W�1VG�^�X�WVSVG�XLN�^�
T�L K

Γi, φ `+ φj ⇒ φi
�&11K'V�K � K'R-&WO_RUMGMG�X�b�XL�����T��WV�K5�ST��W�G�XV

φj
�NK'LNM OU���^T�L��G��!��G�6�W�WRUM��JK'V

K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L���� �WLN�
VG� � OU� (⇒E)
�NT�Lg�W�X�bT�L��SVG�

Γi, φj , φ `+ φi
�

1�T��WVPO ��K'�W�SVG��MG�XLNM��W��O �	�^���WR_[�K'OU�XLN�^�f��OQK
�W�X�eK'VG�*�N���^MS�:�SVG�^M`MSR_��R_OQK'R_VG�T}fT�Le�^T�LNMG�SVS�WR_�P�WLN�B�W�X�bT�LNM%$
�SVAK'�SRUT�Lh�W�

P `+ φ
�W��OQK3�pT�VS�b�

(K I)

(P E)
P,Γ1 `+ P . . . P,Γ1 `+ φj

P,Γ1 `+ φ1
··· . . .

(P E)
P,Γn `+ P . . . P,Γn `+ φk

P,Γn `+ φn
···

P `+ φ

1�T��WV��^�XOQKY�?T�Ld�WVGT��^�^�W�*�JK'V VG�^�X�WVSVG�XLN�^�6MS�WVB�WLN�*�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L��W�
φ
MG�XOUT�LdOU�^M��^T�LWLN�^�X�G�X�WVGM

∧
�

∀
�X�
⇒

� 	 Le�W�X�bT�L��SVG�����N�B��T��WV��GT��W�G�^MPOU�^M��WVG�X��RUMGMA�^M
P,Γi `+ φi

K'R_LNMSRJT'&W�G�XL��N�^M\�]R_O?��!�RUMS�G�B�WLN�
VG� � OU�����	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L �W�

P
�WT�L���OQKq�^T�LN�XO_�NMSRUT�L��^MS�

φi
�X�
�WT�L���OU�^M
�WVG�X��RUMGMG�^M*MGT�L��
�WLWRU���N�X�b�XL��

P
�X���W�^M �"T�VS�*�WOU�^M*�W�

Γi
��cKq�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L MG� �mK'R_��MG�WV��W�^M�MGT��NM%$ &W�W�GM��X��MG�WV��W�^M��X�AK'���^M*�W�

�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L��W�
(P E)

�N�WT�L��BOU�^M��WVG�X��RUMGMA�^M �X��OU�^M
(P E)

MGT�L�� �W�^M��\K�M��JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVGM��
� �
φi ≡ φj ∧ φk

K'OUT�VGMqOQK/�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L4�W�
φi
�WT�LWLN� OU�^Ml�W�X��! MGT��NM%$ &W�W�GM

P,Γi `+ φj
�X�

P,Γi `+ φk
���
K'LNMgOQKo�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L �W�^M

(P E)
��OUT�VGMG�����	T�L��^T�LNMSRU�W�XVG�

(φj ∧ φk)
∗ ��T�L

�^T�LNMS�SVS�WR_�r�W�X��! VG� � OU�^Mr�WT�L��bOU�^Mb�^T�LN�XO_�NMGRUT�LNMeMGT�L��bT'&W�G�XL��N�^M (��JK'VS�SR_Ve�W�
φ∗j

�X�
φ∗k

� ' ��$
�X�WLN�rLNT��W[]�XO_OU�a�WVG�X��RUMGMG�aL��	�^MS���XVG�^�^�f���WT�LN�a�JK'V ������T�� �N�^MG�a�W�rVG�^�X�WVSVG�XLN�^�lT�L/K &WRU�XL�OU�^M
VG� � OU�^M LN�^�^�^MGMAK'R_VG�^M��

� �
φi ≡ ∀x.φj

K'OUT�VGM�OQK �W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L��W�
φi
�WT�LWLN�ZOU�`MGT��NM $ &W�W�

P,Γi `+ φj
K\[]�^�

x /∈ Γi
�	��K'LNM

OQKq�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�L �W�^M
(P E)

�=OUT�VGMG�����	T�L �^T�LNMGRU�W�XVG�
(∀x.φj)

∗ �=T�L �^T�LNMS�SVS�WR_�*�WLN��VG� � OU�b�WT�L��
OQK6�^T�LN�XO_�NMSRUT�Lq�^MS�`T'&W�G�XL��N� (
�JK'VS�SR_VE�W�

φ∗j [x := t]
� ' �N�X�WLN� LNT��W[]�XO_OU���WVG�X��RUMGMA� L��	�^MS�Z�XVG�^�^�f�

�WT�LN�
�JK'V ������T�� �N�^MG�
�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�f�J�XLd�WVG�XLJK'L��
t ≡ x

�WT�LhK�&WRU�XLdOU�^M�VG� � OU�^MBLN�^�^�^MGMAK'R_VG�^M��
� �
φi ≡ φj ⇒ φk

K'OUT�VGM�OQK��W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�Lq�W�
φi
�WT�LWLN�BOU�BMAT��NM%$ &W�W�

P,Γi, φi `+ φj
�X�
P,Γi `+

φk
�
�
K'LNMEOQK%�^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�Lh�W�^M

(P E)
�YOUT�VGMG�����	T�Ll�^T�LNMSRU�W�XVG�

(φj ⇒ φk)
∗ ��T�Ld�^T�LNMG�SVS�WR_���WLN�

VG� � OU�q�WT�L���OQKg�^T�LN�XO_�NMSRUT�Lo�^MS��T'&W�G�XL��N� (h�JK'VS�SR_V��W�
φ∗k
���X��T�L�K5�$T��W�G�aOQKh�WVG�X��RUMGMG�

` φj
�

	 V
φj
Kg�X�G�qK5�$T��W�G�^�qK'� �^T�L��G��!��G�q�NK'LNM6OQKh�W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�L��W�

φi
�X�%�WT�LN�aT�L���T��WVSVAKhOQK

�W�X�bT�L��SVG�XV��

�X¢ �
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φi

(+* ��.L� -2Y � * � ( - � . ��� .	� � &)(w* 6 Y �3- $ ( - ( � � � ( K'OUT�VGM�OQK��W�^�^T�����TfMSR_�SRUT�Lb�W�
φi
M���K'V%$

V*/X�G�f�=�X��T�LiT'&W�SRU�XL��*�WLN��VG� � OU�b���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L ��T��WV
P

� 	 V
P
�^MS���NK'LNM*OU���^T�L��G��!Y�G�

P,Γi
�

�X�B�JK'V ������T�� �N�^MG�6�W��VG�^�X�WVSVG�XLN�^�f�?�GT��W�G�^M OU�^M�K'�W�SVG�^M��WVG�X��RUMGMG�^M T�L����X�G�*�*�JK'V � �^�^M��NK'LNM Γi
�

�WT�LN�
�GT��W�G�^M�OU�^MB�WVG�X��RUMGMG�^M �W�
(P E)

MGT�L�� �W�X�bT�L��SVAK�&WOU�^M��
cKh� �N�^T�VSRU�

Th
�W�SR_O_RUMG�^�rRU�XR��X�AK'L���OQKg� /X�b�a���N�r��T��WV%OU�aOU�X���b�a���	�^���WR_[fK'OU�XLN�^�a�W�aOQKg�W�^�Y�N�X�SRUT�L
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φ
xJ	 � ���J��
�
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�S
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φ⇒ P

N
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� �D� �

`+ {
� ���o�CD	�@#	 � ��� �J
�4�p���J��� ���5� �o� � �GCF ��xJ	 ���
	�@ � ��� � � �` ��� � � �
	��xJ	 ���=� ��� �/r � 	R
	������4�:�����=� � �

mR ���s; ���o�^r 	�� � � M F
� �
(P I)

�=�o�s;���� �.���J� �J�4� ��	 �=k�� �T��r 	�� � � M F
� �
(P E)

N

� 
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⊆
a

8 � �+;���
� ��� � ��� �O
�

(⊆E)

NNN D2

Γ `+ t ∈ X
(⊆I)

NNN D1

Γ, x ∈ X `+ x ∈ Y

Γ `+ X ⊆ Y
(x /∈ FV(Γ))

Γ `+ t ∈ Y

��� ��;��D	 � �pz
NNN D2

. . .

NNN D2

NNN D1

Γ `+ t ∈ Y
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	��#� ��
� ��� ��SF �OxR	 �5�
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�4� ���D� �T�C
	�@#	 � � N

|�� Y - � * � & .L��� - � /�1�K'V�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�Lg�Y�dOU�X���b�6���	�^���WR_[fK'OU�XLN�^�.� %�LN�
�^T��W�W�WVG�
(P I)(P E)

MG�
�SVAK��Y�WR_�
�XLqOUT � RU���N���Y�a�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG���JK'V n �^T��W�W�WVG�^MB�^T�VSVG�^MG��T�LN�NK'L�� K'��! n �^T�LWLN�^�X�G�X�WVGMBVG�XLN�^T�L��SVG�^MB�NK'LNMEOQK�W���NLWR_�SRUT�L

φ
�W�
P

�
�

� �X�eK'VG���NT�LNM����N�%MSR
P → φ1K φ2

�?OU�^M�MS�N�^�^�^MGMSRUT�LNM��W�%VG� � OU�^M (P I) (K E)
�X�

(K I) (P E)
LN�

���X�W[]�XL��%�JK�M)/X�SVG�r�W�^M*�^T��W�W�WVG�^M\�c�GT��W�6MSR_���WOU�X�b�XL��6�JK'VG�^�r���N�e�^�^M�VG� � OU�^M6LN�����X�W[]�XL��*�JK�M%MG��MS�N�^�^��$
�W�XVb�NK'LNMb�WLN�l�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L�[fK'O_RU�W�E}�OQK��WVG�X��RUMGMG�q�WVSR_LN�XR_�JK'OU�d�W�

(K E)
�^MS���WLN� �"T�VS�*�WOU�d�WT�L��bOU�

�^T�LWLN�^�X�G�X�WVE�W�E�*/X�G�B�^MS�
K
K'OUT�VGMP���N�EOQK
�^T�LN�XO_�NMSRUT�Lr�W�

(P I)
�^MS�:�WLN� �pT�VS�6�WOU��K'�GT���RU���N�f�]�X�uk������9k�� �������

�X¢�
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	 Ln[]T�R_�dK'�NMGMSR�RU�XR��WLN�#�$�NMS�SR2�J�\K'�SRUT�L �w@L������ � �O � �b��T��WVqLN�g�JK�MlK\[]T�R_Vd�^T�LNMSRU�W�XVG� �W�^MqVG� � OU�^Ml�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
�WT�L��BOU���b�X�3&WVG� � K'�N�*�N�
�^MS�E�WLN���WVGT���TfMSR_�SRUT�LlLNT�LdK'�GT���RU���N�.�&�:Ll� � �X�\�WMSR��JK'VB��!W�X���WOU�
T�L
K^[fK'R_� �X�l�WLN�
VG� � OU� ψ1 ∧ ψ2 → φ

�W�XO_OU��MG�
MA�XVAK'R_���SVAK��Y�WR_� �JK'VB�WLN��VG� � OU����� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L

(ψI)
H1 . . . Hn

Γ `+ ψ1 ∧ ψ2

�X��R_O�K'�WVAK'R_� �WT�LN���X�G����TfMGMSR-&WOU�
�W� �pT�VS�b�XVBOQK��W�X�bT�LNMG�SVAK'�SRUT�L

(∧E)

(ψI)
H1 . . . Hn

Γ `+ ψ1 ∧ ψ2

Γ `+ ψ1

�NK'LNMBOQK����N�XO_OU�
OU�*�^T�LWLN�^�X�G�X�WV
∧
�^MS��R_L��SVGT��Y�WR_���W�WRUM �XO_R_��R_LN�*�eK'RUM ���WR=LN�
���X�W�B�JK�M /X�SVG��MGR_���WO_R2�J�^�.� cK

LNT��SRUT�L �W�a�^T��W�W�WVG�aMG�XVAK'R_�%�WT�LN�aT'&NMG�X�WVG�XRU�a�JK'V6�W�^M%VG� � OU�^M%��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�Lo�X�%���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L�MS�W�W�WOU��$
�b�XL��AK'R_VG�^M�MS�WV �W�^M��WVGT���TfMSR_�SRUT�LNMBLNT�LhK'�GT���RU���N�^M��

� (<,�& � *�( �2��.L��� - � -! G.	�^� &'(<* $ -�� � * � (+*
1�T��WV��G�XVS��R_LN�XV��^�X�S�G��MG�^�X�SRUT�L=��T'&NMG�XVS[]T�LNM��^�����WR:MG�%�JK�MGMG�%OUT�VGMG�����	T�L �pT�VS�eK'O_RUMA������K'�W�SVG�^M
OUT � RU���N�^M

�NK'LNM�OQKrOUT � RU���N���Y� �WVG�X��RU�XV*T�VG�YVG�.� 1�K'V���!W�X���WOU�f��OQKrOUT � RU���N�����	T�VG�YVG��MG�W���XVSRU�X�WV����X�W� /X�SVG� �"T�VS�*�WOU�^�
�^T����b���WLN�*� �N�^T�VSRU�6�Y�g�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG� � ��T�� ~�
 � � �:Lg�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUTW�?�^�XOQKbMG�*VG�X�WVG�^MG�XL��G�6�JK'V��W�^M
VG� � OU�^MB�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�6�^T����b�

ε(α(∀, x)) → ∀yε(α(x, y))
�xO��^MS��R_L��G�XVG�^MGMAK'L����W���^T�LNMS�AK'�G�XV����N�
MSR�T�Lh�^T�LNMG�SVS�WR_�BOU�^M�VG� � OU�^MB��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L �X�B���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L�K�MGMAT�$
�XRU�^�^M\�WT�LdVG�X�SVGT��W[]���W�^M VG� � OU�^MB�W���W�^�Y�N�X�SRUT�L��W��OQK�OUT � RU���N�
���	T�VG�YVG�6MS�W���XVSRU�X�WVG��}

Γ ` ε(α(x, y))

Γ ` ε(α(∀, x))
(y /∈ FV(Γ))

Γ ` ε(α(∀, x))

Γ ` ε(α(x, ϑ))

	 L*���X�W���WT�LN�ZMS�W�W��TfMG�XV����N��LNT��SVG���pT�VS�eK'O_RUMS�b�,�"T��WVSLWR_���WLN�P[�RUMSRUT�L6�WLWR2�J�^�`�W�P�WO_�NMSRU�X�WVGM�OUT � RU���N�^M
	 ��T��WV
�^T�L��pT�VS�G�XV%�^�X�S�G�bRU�W�^�f�cR_O��mK'�N�YVAK'R_�6�X�S�N�YRU�XV6�W�^M*VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�LNM�����K'�W�SVG�^M6OUT � RU���N�^M6�^T����b�eOQKqOUT � RU���N�
�bT��NK'OU�f�J�^�
���WR �"�XVAK�O �	T'&��S�X�B���	�X�S�N�W�^M �p�W�S�WVG�^M��

%�LN�aK'�W�SVG�a�WRUMS�G�a�W�aVG�^�*�N�XVG�*�N�d�WVGT��b�X�S�G�X�NMG�q�^MS�6OQKgVG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�Lo�W�^M��WVG�^�YRU�\K'�GM�R_LN�Y�N�X�SR2�pM6� �K
VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�L �W�gO ��K'VSR_� �W�b�X�SRU���N� �^T����b�g�WLN�h� �N�^T�VSRU���bT��Y�WOUTi�WVGT���TfMG�^�g�NK'LNM � � � ��� � �W�SR_O_RUMG�gOU�
�WVG�^�YRU�\K'� MS�WR_[fK'L��B��T��WV �W���NLWR_VBOU�^M �XL��SRU�XVGMBLJK'�S�WVG�XOUM }

n ∈ N → ∀P.(0 ∈ P ⇒ ∀m.(m ∈ N ⇒ m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P ))

cKeVG� � OU�6���	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L T'&W�G�XL��N��(e�JK'VS�SR_V��W�6�^�X�S�G���W���NLWR_�SRUT�L{�^T�LNMS�SR_�S�N��K'OUT�VGM��WLN�6VG� � OU�%�W�6�W�X�bT�LNM%$
�SVAK'�SRUT�Ld��T��WV�OU�^MB�WVG�^�YRU�\K'�GMBR_LN�Y�N�X�SR2�"MBMS�WV OU�^MB�XL��SRU�XVGM LJK'�S�WVG�XOUMT}

(N E)
Γ ` n ∈ N Γ ` 0 ∈ P Γ ` ∀m.(m ∈ P ⇒ S(m) ∈ P )

Γ ` n ∈ P
(P /∈ FV(Γ))

�:Ld��T��NMGMAK'L���OQK��W�^�^T�����TfMGR_�SRUT�Ld�WLd���X�l�WO_�NM�OUT�R_L=�NT�LhT'&W�SRU�XL�� �WLN�
VG� � OU���XLN�^T�VG���WO_�NMB�^T�LN�XRUMG��}

(N E)
Γ ` n ∈ N Γ ` 0 ∈ P Γ,m ∈ P ` S(m) ∈ P

Γ ` n ∈ P
(P ,m /∈ FV(Γ))

�xO?�^MS��[�VAK'RUMG�X�)&WOQK�&WOU�������	T�Le�W�WRUMGMG� T'&W�G�XLWR_V`�WLN�B�G�XO_OU� VG� � OU�B��T��WV��GT��NMPOU�^M`�XLNMG�X�)&WOU�^M`R_LN�Y�N�X�SR2�"M (��JK'VS�SR_V
�Y�l�bT��b�XL���T�
hT�Ld�XLd�SVGT��W[]�
�WLN�
VG�X�WVG�^MA�XL��AK'�SRUT�Lg�^T����b�*�WLN�
� �N�^T�VSRU�
�bT��Y�WOUT��

�X¢��



� i �%@ � � � ��� N � �
���R	<��� � �C;C;������ �O	 � � �#�B�C���� ��� @�
�#� �
�2����� � � 	 ��� K c�� �� � �Q� c � ��� �%	 � 	%�

s:tvu1t�� � �P~����P�N� "��x~�}�~ $l������~&$
	=�J���&"]���x� $'�N~
�
K'LNM%�^�X�S�G�q�W�XVSLWRU�XVG�lMG�^�X�SRUT�L=��LNT��NM��W���NLWRUMGMGT�LNM��WL OQK'L � K � �l�W�r�G�XVS�b�^M��W�r�WVG�X�W[]�lK\[]�^�q�bT��SR2�pM\�

���WR �mK'R_�B�XLd�JK'VS�SRU�
OU��O_RU�XLhK^[]�^�*OU�
ρ
$x�\K'OU�X�WO ����T��NM K^[]T�LNM [��l���N�f�WOUT�VGMG�����	T�Ll�W�SR_O_RUMG��OU�

λ
$x�\K'OU�X�WOc�^T����b�

OQK'L � K � �%�W���G�XVS�b�^M��W���WVG�X�W[]�6��T��WV OQK�OUT � RU���N�*�Y�g�WVG�X��RU�XV�T�VG�YVG�f�JR_O��mK'�W��K5�ST��W�G�XV��W�^M��^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�LNM
�+�Ei���q��T��WVb�
�JK����N�h�^T�LWLN�^�X�G�X�WV��2�:Lo�GT��W�G�qOUT � RU���N�f�1R_O+�"K'�N�YVAK'R_�eRU�XR�K'�NMAMSRB�^T�LNMSRU�W�XVG�XVb�WL�LNT��W[]�\K'�
�^T�LNMG�SVS�N�X�G�X�WVa��T��WVq�*�JK����N�hVG� � OU� (P I)

T��
(P E)

�P�W�WRUMa�W���NLWR_Vl�W�hLNT��W[]�XO_OU�^MaVG� � OU�^Mq�W�dVG�^�Y�N�X�SRUT�L
��T��WVeVG�X�WVG�^MA�XL��G�XVaO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�Ln�W�^Mr�^T��W�W�WVG�^M�� � �X���XLN�NK'L��\�ZLNTfMeLNT��W[]�XO_OU�^MeVG� � OU�^MaMGT�L��a�XL ���N�XOU���N�
MAT�VS�G�6�W�XVSR_[]�^�^M��W�^M�VG� � OU�^M���T��WV�O � R_���WO_RU�\K'�SRUT�L=��OQKe���JK'L��SR2�J�\K'�SRUT�L �WLWR_[]�XVGMG�XO_OU���X��OQKb�^T�L �ST�LN�X�SRUT�L�� 1�T��WV
�SVAK��Y�WR_VG� �^�XO_OU�^M%$x�XRN�XL��G�XVS�b�^M:�W�E�WVG�X�W[]�f��R_OYMG� �b�1�WT�LN���W�E��T��W[]T�R_V1�SVAK'LNMS�b�X�S�SVG�B�NK'LNM1�WLN��K�&NMS�SVAK��X�SRUT�Lw}

�

�W�^M�[fK'VSRQK�&WOU�^M �W���W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM � ��T��WV OU�^M�R_���WO_RU�\K'�SRUT�LNM� 	
�

�W�^M�[fK'VSRQK�&WOU�^M �W�
�G�XVS�b�^M � ��T��WVBOU�^MB���JK'L��SR2�J�\K'�SRUT�LNM  	
�

�W�^M��WVGT �S�^�X�SRUT�LNM � ��T��WV�OU�^MB�^T�L �ST�LN�X�SRUT�LNM���
��T��NMaVAK�MGMG�X�3&WOU�XVGT�LNMa�WT�LN���GT��W�G�^Mq�^�^MrR_L��pT�VS�eK'�SRUT�LNMl�NK'LNMr�WL �bT��SR2� 	`OU�^Mr�WVGT �S�^�X�SRUT�LNMq�XO_OU�^M%$m� /X�b�^M
MA�XVGT�L��
�WT�LWLN�^�^M��JK'V��W�^M

ρ
$m�G�XVS�b�^M����WR1MG�XOU�^�X�SRUT�LWLN�XL����WLN�)�"�X�WR_O_OU�6�NK'LNM��WL K'V &WVG�%�W�%�^T�L �$T�LN�X�SRUT�LNM\���^�

���WR � �XLN�XVAK'O_RUMG��OU�^M��WVGT �$�^�X�SRUT�LNM��Y� λ $x�\K'OU�X�WO �=��OQK'L � K � ���W���G�XVS�b�^M��W���WVG�X�W[]�
�^MS�E�WT�LN�
�^�XO_�WR��W�^MZ�G�XVS�b�^M��W���WVG�X�W[]�
�W��OQK6OUT � RU���N���Y�q�WVG�X��RU�XV
T�VG�YVG�f�WK'�N���N�XO�M6��K5�$T��W�G�XL��`�WLN���^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�Ll����K'V &WVG�^M &WR_LJK'R_VG�^M �p���N� O �	T�LrLNT��G�XVAK

T,U
����WLrOQK'L � K � ���W�

�bT��SR2�"M �X���WLN�6K�&NMS�SVAK��X�SRUT�Lh�^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��G� }

A ::= Tλ | <A,A>

Tλ ::= λP (x;α; z).(zA) | Tλ P (t; Tλ;λA.α)

�
K'LNM
�WLi�bT��SR2�
P (x;α; z)

�=OU�^M�[fK'VSRQK�&WOU�^M
x
MG�XVGT�L���R_LNMG�AK'LN�XRU�^�^M��JK'V��W�^M
�G�XVS�b�^M%K'O � ��&WVSRU���N�^M
	=OU�^M
[�K $

VSRQK�&WOU�^M
α
MG�XVGT�L���R_LNMG�AK'LN�XRU�^�^M��JK'V��W�^ME�G�XVS�b�^MB�W���WVG�X�W[]� 	W�XL��NLlOQK*[fK'VSRQK�&WOU�

z
MG�XVAK6R_LNMS�AK'LN�XRU�^���JK'VE�WLN�

�WVGT �S�^�X�SRUT�Lg��� �WL�K'V &WVG� &WR_LJK'R_VG�
[]�XVGMB�WLN�
�W�*MG�^M �p�X�WR_O_OU�^M6�
=�^MZVG� � OU�^ME��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�LdT�L��E�X�G���^T�LNMG�SVS�WR_�G�^MZ�W� &JK�ME�XL �JK'�W��� 1�T��WVZ�SVGT��W[]�XVEOU���G�XVS�b���W� �WVG�X�W[]�

K�MAMGT��XRU� (��WLN���G�XO_OU�
VG� � OU�f�NT�Ld�WVGT��^�^�W���^T����b��MS�WR_���

|��+� �_����� - ��� � \ $ .	$=0�� $B- (<*�&'X�� $ (+* - ( �%6 , . �#( - (+*
λ
�S. �_* � & .�0���� - � *Da

�  � ��	�� � � M FD� �`��r �=�4� ����
	��#� �OD�
(P I)

�����J�����; �5zs	�� � � M FD� �`� � �C;C;������ �O	 � �
P → φ

N
b�N � 
	 � ��i ��xJ	 �u@ ��;J� � �����

Γi ` φi {

� �%	�@�@L ��� 	�� ��� ��� �o� �p@ � �J	<k��

Ai
N

v�N�, �j@ � ���2� � � � ���C
� ��� �%	��#� ��
�Z� �T� � � M F
� �
(P I)

N
�<N� � � � � �D� � ��� ��� � � �
�G�J	<�`� � � � � M F
� �]� � � K @ ��F � �
	 � �=k�� �
	 � ����@ �C;�� � ����� � { ��� �������=� ��� �
�4�

Ai
z

λP (; ; z).(zAi)
N

n#N � � ���C
	 � � � � ���C
� ��� �%	��#� ��
� � �
(P I)

� �9i �
	�� ��� I ��� ��� �%	 ��k��
�4� � ��� � M F
� ���T� � � �+5�FD	 � � � N n @LD	 �
@ ����
	 � � � 	�� ��� ��� �o� �p@ � �J	<k��

λP (x;α; z).(zA)
N

% LN� �pT�RUM6�^�b�G�XVS�b�a�W�b�WVG�X�W[]�e�W���NLWRm��T�Li���X�W�*� � K'OU�X�b�XL����^T�LNMG�SVS�WR_VG�eOU�^M*�G�XVS�b�^M6�W�e�WVG�X�W[]�r�W�^M
�XO_R_��R_LJK'�SRUT�LNM��^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��G�^M��

|��+� �_����� - ��� � \ $ .	$=0�� $B- (<*�&'X�� $ (+* - ( �%6 , . �#( - (+* . ,�, $O��0+.L��� - � *Da
�  � ��	�� � � M FD� �`��r ;�� �=� �=� �.� ��
�

(P E)
� ���J�����;��5zs	�� � � M F
� �5� � ��;C;C����� �O	 � �

P → φ
N

b�N � 
	 �o�Ji ��xJ	 � @ �C;�� � �����
Γ ` ψ

d ���
	�mT� ��@ �C;�� � �����u@ � ���2���P@ �
� �hg { D� ��	�@+@L�������
�/�2; 	�� ��� ��� �5� �
@ � ��	�k��

Cψ
N � 
	 �T� �H@ �C;�� � �����p@ � ���#���P@ �D� �

Γ ` P

� �%	�@�@L����T	<� ��� ��� � � �:@ � ��	�k��

A
N

v�N � �
�G�J	�� � �o� � ��� �%� �`� � @ � ��	<k �
λP (x;α; z).(zA′)

@L
	 � � ��� M F
� ���^r ��� � �Q��D	L�#� ��
�
(P I)

�C
� ��� �%	 � ���
zH@ � ��� � � � ��� �s�#�J� � � M F
� �5� � ��;S;���� � �O	 � �

P → φ
N

�X¢f¢



� NGvLN�� � ���H	<� � �<;��
	��#� �OD�E� �.�O	 � ���=� �9F<;��2; � �
� � ��; �

Γ ` λP (x;α; z).(zA) : φ∗ Γ ` λP (y;β; z).(zB) : ψ∗

Γ ` λP (x, y;α, β; z).(z<A,B>) : (φ ∧ ψ)∗

Γ ` λP (x;α; z).(zA) : φ∗

Γ ` λP (y, x;α; z).(zA) : (∀y.φ)∗
(x /∈ FV(Γ))

Γ, αψ :ψ ` λP (x;α; z).(zA) : φ∗

Γ ` λP (x;αψ, α; z).(zA) : (ψ ⇒ φ)∗

���	��� � � ¢
�

� K'OU�X�WO��W�^M�VG� � OU�^M �W�
� ���JK � ���W�^M λ $ K�&NMS�SVAK��X�SRUT�LNM

��N , �l@ � �J�#� � �o� � �C
� ��� ��	L�#� ��
�Z� �T� � � M F
� �
(P E)

N
n2N  � � � � �
� � �����p� �U� �
�G�J	�� � �9� ��� M F
� ��� � � K @ ��F � �J� � � ���#� �
� � z � �u@ ��;J� � �����7@ � ���#���P@ �D� �

Γ ` φ
� � ��� ��� �

AP (x;α;λβ.β) { 
	 A ������� �)��� �%� �T� �t@ � ��	�k��o� �
Γ ` P

���?�	 � ���
x
�#�
α
�R
�4��� ��� � ��� ���HxR	 �

@LD	 �
(P I)

N
� N � ���Q�CD	 � � �A� � �C
� ��� ��	L�#� ��
� � ��� � � M F
� ���^r ;�� ��� �=� �.� ��
� dh� ��i �
	�� ���!I ���lg �����G
�y� ��� � M F
� � � � �s� �

5�FD	 � � � N � @LD	 � �=� ��� �
�#��� � �H� ����k � � � �<I�� � �
α, x

���?�`�� � 5 � ��� � @ �� 	����#� ��
�
λβ.β

N
� N98 ���

x
��� � ���

α
�#
� �=� ��� �
�#��� ;��H@ �J	<k��J�4� ��� � ��� ���9@#� ���S;��o@ � ��� ��� ��� �%� ����xJ	 �����S
�#xJ	 ����� ��� �s� �

	R
	 � �QD�4�B� �)� D	 ���?m�� � 
� �
	��J	<� ���
� �o� �
� �H� ���o;�k���� �O	 ���=� ��� �C;��
	��#� �OD� �o�
	 �����%� �o� �p@ � ��	<k � N

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (φ ∧ ψ)∗

Γ ` AP (t;B;λT [α := <β, γ>].β) : φ∗

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (φ ∧ ψ)∗

Γ ` AP (t;B;λT [α := <β, γ>].γ) : ψ∗

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (ψ ⇒ φ)∗ Γ ` Cψ : ψ

Γ ` AP (t;B[αψ := Cψ];λT.α) : φ∗

Γ ` AP (t;B;λT.α) : (∀y.φ)∗

Γ ` AP (t[y := u];B;λT.α) : (φ[y := u])∗
Γ ` AP (t;B;λT.α) : ⊥∗

Γ ` AP (t;B;λT.botelim(α)) : ϑ

������� � � �
�

� K'OU�X�WOc�W�^M�VG� � OU�^M��W��� ���JK � �*�W�^M K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�LNM

� �X�eK'VG���NT�LNM ���N�
OUT�VGMG���N�
OQK �"T�VS�*�WOU�
φ
LN���^T�����T�VS�G���JK�M �W�*�^T�L �$T�LN�X�SRUT�L=�?OQK��WVGT �S�^�X�SRUT�Lh�W�SR_O_RUMG�^�

�^MS���GT�� �ST��WVGM
λα.α

�?�X�BT�Ld���X�W�B�WT�LN�*M��	�XLh�YRUMS���XLNMG�XV��

� 
 (�YZ, $ (  � \ V (<&)Y (+* - (w,_&'( � � (w,2- � & $  >�O��0�$ � * � - � a
���� � �9�+; 57� � � ��
�A� �

⊆
	�� ��� � ���:	�� �j;��� �=� { ��i � ��F � 	�� �Bi K @L��=i M ���9� �
� �B� �u�CD�4��� .��� { ��� � � �C
�9@L �����@ ���T� �o�C
� 	J
�2�#� �OD� N 8 ���)�����%� ��� � �p@ � ��	�k�� �����J���� ;�� �R
�4�?�+
�#�5��
�/� ;��B@ � ��� ��� � M F
� ���5� �)� K @ ��F �`q

(⊆I)
Γ, α:x ∈ X ` A : x ∈ Y

Γ ` λ⊆(x;α; z).(zA) : X ⊆ Y
(⊆E)

Γ ` A : X ⊆ Y Γ ` B : t ∈ X

Γ ` A⊆(t;B;λα.α) : t ∈ Y

 ����� � @ �� 	����#� ��
�E� r ;�� � � �2@ � ���2;���������� � � � N

�X¢ �



� i �%@ � � � ��� N � �
���R	<��� � �C;C;������ �O	 � � �#�B�C���� ��� @�
�#� �
�2����� � � 	 ��� K c�� �� � �Q� c � ��� �%	 � 	%�

� �X�eK'VG���NT�LNM�����K'R_O_OU�X�WVGM����N�f�?MGR�T�L �YRUMS��TfMA�*�W�*�^� � �XLWVG�%�W���G�XVS�b�^M��W�*�WVG�X�W[]�f�?OU�^M��^T�LNMS�SVS�N�X�SRUT�LNM
MG���^�XR2�J���N�^M (�OQK��^T�L �ST�LN�X�SRUT�LhLN�
MGT�L��B�WO_�NMBLN�^�^�^MAMAK'R_VG�^M�}WT�Ld���X�W���W�SR_O_RUMG�XVBOU� �NO_�SVAK � �.�

(∧I)
Γ ` A : φ Γ ` B : ψ

Γ ` λ∧(; ; z).(z<A,B>) : φ ∧ ψ

(∧El)
Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` A∧(; ;λ<α, β>.α) : φ
(∧Er)

Γ ` A : φ ∧ ψ

Γ ` A∧(; ;λ<α, β>.β) : ψ

��	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L/��� �WLN�e�^T��W�W�WVG� � �XLN�XVAK'O_RUMG�^�r�^MG��VG�X�WVG�^MG�XL��G�^�r�JK'V6�W�X��! ρ
$mVG�^�Y�N�X�SRUT�LNM�MS�N�^�^�^MAMSR_[]�^Ms}

OQK �WVG�X��RU�XVG�
7→ρ

�SVAK'LNMS�b�X�aOU�^Mb�G�X�bT�R_LNM
t
�X�bOU�^MrOU�X���b�^M

B
( OQK{�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�L

T
��� �WL�K'V &WVG���W�

�^T�L �ST�LN�X�SRUT�LNM��

(λP (x;α; z).(zU))P (t;B;λT.β) 7→ρ (λT.β) (U [x := t, α := B])
�K�MG�^�^T�LN�W��MG�XOU�^�X�SRUT�LWLN�*�WLN� �"�X�WR_O_OU�
�W���^�X� K'V &WVG��}

(λT.β)U 7→ρ A
T�


A
�^MS��OU�
�G�XVS�b�*MSR_�S�N���NK'LNM

U
(%OQK�� /X�b�
��TfMSR_�SRUT�Lh���N�

β
�NK'LNM

T
�

�xOJVG�^MS�G� (*�X�S�N�YRU�XV`OU�^MP�WVGT��WVSRU�X�G�^MZ�W���^� �\K'OU�X�WO�� �����.�%�:Le�JK'VS�SRU�X�WO_RU�XV\��R_O�MG�XVAK'R_�PR_L��G�XVG�^MGMAK'L��E���	�X�S�N�YRU�XV
MkK�LNT�VS�eK'O_RUMAK'�SRUT�L �"T�VS�G�hK �NL��W�q��T��W[]T�R_Ve�W�X�bT�L��SVG�XVq�YR_VG�^�X�G�X�b�XL��rO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L��W�^Me�^T��W�W�WVG�^MeMAK'LNM
�JK�MAMG�XV �JK'VBO �	�^���WR_[fK'OU�XLN�^�%K\[]�^��OQKb�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT��&cKe�YR��e�X�WO_�G�*��� �WLN���G�XO_OU�6�X�S�N�W�*�^MS��MSR_��R_OQK'R_VG�3(
�^�XO_OU�%�W�6OQKe�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT }?OU�*M��YMS�G�X�b�*�W�6� �����^M��^MS���JK'VAK'�b�X�SVG�%�JK'V�OU� & �+� R �W�WRUMG���N�*�.�	�^MG� (
�JK'VS�SR_V��W�
�^�XO_�WR2$x�XR������	T�Ld�^T�LNMS�SVS�WR_�BOU�^M�VG� � OU�^M��W�
� ���JK � �.�

�xO��^MG��LNT��AK'���b�XL��%R_L��G�XVG�^MGMkK'L����W��[]T�R_V�OU�^M�VG� � OU�^M6��� R_L��p�XVG�XLN�^�r�X��OU�^M��G�XVS�b�^M6�W�b�WVG�X�W[]�b���N��O �	T�L
T'&W�SRU�XL���OUT�VGMG�����	T�L��^T�LNMSRU�W�XVG���W�^M�VG� � OU�^M:�W�`VG�^�^�XVSR_�S�WVG�ER_LN�^T�VSVG�^�X�G�^M6�'1�K'V:��!W�X���WOU�f��OQK��W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT
�W�X[�RU�XL��eR_LN�^T�LNMSRUMS�AK'L��G�hMSR�T�L��WVG�XLN�

R = {R → R ⇒ ⊥}
�:�X�b����K'R_O_OU�X�WVGMbOU�^Mb�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNMe�W�

`∼= ⊥
L���K��Y�b�X�S�G�XL����JK�MB�W�
VG�X�WVG�^MG�XL��AK'L��
MAK'LNMB�^T��W�W�WVG�.� =�^MBVG� � OU�^M��W� `+

K�MAMGT��XRU�^�^M (��^�X�S�G�
VG� � OU�*�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG�6MGT�L��

(R I)
Γ, R `+ ⊥

Γ `+ R
(RE)

Γ `+ R Γ `+ R

Γ `+ ⊥
�KaVG� � OU� (RE)

�bT�L��SVG��&WRU�XL ���N�
R
��TfMG�%�WVGT'&WOU�X�b�f���W�WRUMG�����	�XO_OU�����XVS�b�X����� R_L��SVGT��Y�WR_VG�

⊥
(rOQKqMG�X�WOU�

�^T�LN�YR_�SRUT�L��W��MAK\[]T�R_V �W�X�bT�L��SVG�XV
R

� 	 Lh���X�W�B�^T�LNMS�SVS�WR_VG�*OQK��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LgMG�WR_[�K'L��G���W�
`+ ⊥

}

(RE)

(R I)

(RE)

(Ax)
R `+ R

(Ax)
R `+ R

R `+ ⊥

`+ R
(R I)

(RE)

(Ax)
R `+ R

(Ax)
R `+ R

R `+ ⊥

`+ R

`+ ⊥
cT�VGMG�����	T�LgOQK��W�^�^T�VG�*K^[]�^�6�W�^M��G�XVS�b�^M �W���WVG�X�W[]�f�?T�LdT'&W�SRU�XL���OQK��W�XVSR_[�K'�SRUT�L��W��� ���JK � �*MS�WR_[fK'L��G��}

(RE)

(R I)

(RE)

(Ax)
α:R `+ α : R

(Ax)
α:R `+ α : R

α:R `+ αR(α) : ⊥

`+ λR(α).α R(α) : R
(R I)

(RE)

(Ax)
α:R `+ α : R

(Ax)
α:R `+ α : R

α:R `+ αR(α) : ⊥

`+ λR(α).α R(α) : R

`+

(
λR(α).α R(α)

)
R
(
λR(α).α R(α)

)
: ⊥

�X¢��
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�:�ER_O��^MS� �"K��XR_OU���W��[]T�R_V����N��OU���G�XVS�b���W���WVG�X�W[]� (
λR(α).α R(α)

)
R
(
λR(α).α R(α)

) L��	�^MS�BK'�W�SVG�����N�
OU�
ρ
$m�G�XVS�b�

ωf (f ωf )
[�� (%OQK�MG�^�X�SRUT�L ¢ � 
 � � �

� ( � - � &s* � & $ (<*�* 6 * � X�YZ(+* - ( �S6 ,7(<*�,2- � & $ (
ρ
�S0�.	$=0�� $ ( � $ (<* $ -�� � * � (+*`* - � * � �J.�0 ( �2� (+*

=�^MZ�W�X��!eMG�^�X�SRUT�LNMZ�W� �^� �
�JK'�WR_�SVG�
K�&�T�VG�W�XL��Z�W�^M`�WVGT'&WOU�X�b�^MEMSR_��R_OQK'R_VG�^MP�eK'RUM`VG�XOU�X[]�XL�������K'�W�WVGT��*�N�^M
���JK�MGR_�b�XL��1T��W��TfMG�^�^M � ���WR��*�JK��X�WLN�ZLNT��NM1T�L������XVS��RUM��W�`��RU�X��!6�^T����WVG�XLN�YVG�E�^�XVS�AK'R_LNM:K�MS���^�X�GM��Y�6�\K'OU�X�WO
�W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�.�

�
K'LNM=OQKE�WVG�X��RU�XVG�ZK'�W�WVGT��
�N�f� LNT��NMcLNT��NMcMGT����b�^M &JK�MG�^McMG�WV=�WL*M��YMS�G�X�b���W�^M
P 2TS

��T��WVc�W���NLWR_V��W�^M
�G�XVS�b�^M`�W�B�WVG�X�W[]� ��T��WVPOQK
�W�^�Y�N�X�SRUT�LaLJK'�S�WVG�XO_OU���bT��Y�WOUT��%=�^M

P 2TS
�X�AK'L��Z�X��! $m� /X�b�^MZ�WLN����!��G�XLNMSRUT�L

�W�^M
PTS

��R_O�K6�X�G��R_���b�^�YRQK'�G�X�b�XL�� ��TfMGMGR-&WOU���W��VG�X�W�SR_O_RUMG�XVEOU� �mK'R_�E���N��OU�^M
λ
$m�G�XVS�b�^MB�^T�LNMG�SR_�S�JK'RU�XL��B�WLN�

VG�X�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�L{O_R_LN�\K'R_VG���W�^M��W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM
�XL�OUT � RU���N���Y���WVG�X��RU�XV
T�VG�YVG�.� 11K'V
�^T�L��SVG�f��LNT��NM
K^[]T�LNM
�W�SR_O_RUMG��OU�^M*�bT��SR2�pM6�X��OU�^M*�\K'�JK��XR_�G�^M%�W���NO_�SVAK � �b�WVG�^MA�XL��G�^M%�NK'LNM�OU�^M P 2TS

�WO_�W�����6�NK'LNM*OU�bMS� ��OU�b��� �WL
=T � RU�\K'O��WVAK'�b� �`T�V ����W�WRUMG���N�*O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L ��� �WLN���^T�LNMS�AK'L��G�

Rewp
T��

Rews
�^T�VSVG�^MS��T�LN�g��!NK��X�G�X�b�XL��

(%O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�Lg��� �WLN��VG� � OU��� ����� �	���
� �X�S�G�r�W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L �NLJK'OU�X�b�XL��bK�MGMG��"eVG�^MG�SVG�XR_L��G�a�Y� �NO_�SVAK � �qMS� �.� �XVG�e���N�bOU�^M P 2TS

L��	T�L��%�JK�M6MSR2$
� LWR2�J�\K'�SR_[]�X�b�XL����WO_�NM%�W�b��T��W[]T�R_V%��!Y�WVG�^MGMSR2�B�Y����T�R_L��%�W�e[��N�r�W�^�Y�N�X�SR2�����N�eOU�^M PTS ��%�Li[]�XVSR_�AK�&WOU�
RUMGT��bT�VS���WRUMS�b���W� � �WVSV�� $ ��T��ZK'VG� $x�W� �`VS�WR �$L{��T��WV�OU�^M

P 2TS
�=K'� MA�XLNM
T�
{�WL��G�XVS�b�bVG�X�WVG�^MG�XL��G���WLN�

�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�Lr�X�`MG�EVG�^�Y�WR_�P�W��OQK�� /X�b� �"K��^T�L=�]�WT�LWLN�XVAK'R_�`[�VAK'RUMA�X�)&WOQK�&WOU�X�b�XL��E�WLN��OUT � RU���N���SVG�^M��^T���$
�JK'VAK�&WOU� (l�^�XO_OU�^M�T'&W�G�XL��N�^M*��T��WV�OU�^M

PTS
�^T�VSVG�^MS��T�LN�NK'L��GM�� ��L VG�X[�K'LN�
�N�f�=OQKa��TfMGMSR-&WR_O_R_�G�b���	��!Y�WVSR_�b�XV

�W�^M��bT��SR2�pM
�X�
�W�^M�VG� � OU�^M
�W�%VG�^�^�XVSR_�S�WVG�b�NK'LNM�OU�^M��G�XVS�b�^M�K'� � �b�XL��G�bMG�XLNMSR-&WOU�X�b�XL���OQKa�\K'�JK��XR_�G���W��VG��$
�WVG�^MG�XL��AK'�SRUT�Ll�Y�q�\K'OU�X�WOm�Y�X�Z�W�X[�VAK'R_�Z�WT�LN�����XVS�b�X�S�SVG���W��MS���^�XR2�J�XVZ�W�^MEM��YMS�G�X�b�^M,�pT�VS�b�XOUME�^T����WOU��!W�^ME�W�
�"K��^T�Ll�WO_�NM O_RUMSR-&WOU�
�X� � �e�\K��^�.�

1�T��WV6OQKlMA�^�^T�LN�W�rK'�W�WVGT��*�N�rLNT��NM6K^[]T�LNM%MS�WR_[�R�OQKd�W�X�eK'VG�
�N�eR_L�[]�XVGMG�w}cLNT��NM*MGT����b�^M6�JK'VS�SRUM*��� �WL
M��YMS�G�X�b�*�W�%�W�^�Y�N�X�SRUT�L ��T��WV�OU�^���N�XO�LNT��NM�K^[]T�LNM
�*�N�XVG�
�N���W�^M��G�XVS�b�^M��W�6�WVG�X�W[]�%K'�W�WVGT��WVSRU�^M ���X����T��WV
OU�^MG���N�XOUM��WLN� �"T�VS�b�bO_R_��R_�G�^�a�W� �NO_�SVAK � �aM���K\[]�XVG�b�W�SR_OU�.� �xOP�XL �W�^�^T��WOU�e�WL M��YMS�G�X�b�b�W�b� �����^M6��T��WV6�WL
� VAK � �b�XL����Y� ρ $x�\K'OU�X�WOm�����N�%LNT��NM���T��WVSVGT�LNM��X�S�N�YRU�XV��XL �AK'L������N�%�G�XO���T��WV
[]T�R_V
M�� R_O:�^T�VSVG�^MS��T�LN� (e�WL
�JK'VAK��YR � �b�*�W���WVGT � VAK'���eK'�SRUT�L�R_L��G�XVG�^MGMkK'L����

�
K'LNMd�^�{LNT��W[]�\K'�jM ��MS�G�X�b�{�W� � �����^MlOU� �NO_�SVAK � ���^T�VSVG�^MS��T�LN� ( �WLN�{[�RUMSRUT�L �WLWR2�J�^� �W�^MdVG� � OU�^M
��� R_L��SVGT��Y�N�X�SRUT�L=�cK'OUT�VGM
���N�6O ��K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L���� �WLN� �pT�LN�X�SRUT�L (r�WL �G�XVS�b���^T�VSVG�^MS��T�LN� (eO �	�XO_R_��R_LJK'�SRUT�L��Y�
M����)&�T�OU�{�W�{�WVG�^�YRU�\K'�h���WR�MG� �SVGT��W[]� �XL4�*/X�G�{�W�{O ��K'V � �W�b�XL���� ��T��NMdMGT����b�^Md�WT�LN� �WVGT'&JK�&WOU�X�b�XL��
�WO_�NMB�WVGT��*�N�^M���� �WLhRUMGT��bT�VS���WRUMS�b�6�W� � �WVSV�� $ ��T��ZK'VG� $x�W� �ZVS�WR �,Lh�X�G�XLN�Y�=��K'�hMG�XLNMBT�
hOU�^MB�b�^�\K'LWRUMS�b�^M
MS�W�W�WOU�X�b�XL��AK'R_VG�^M�� �JK'V
VAK'�W��T�VS��K'�

λ
$x�\K'OU�X�WO ��^T�VSVG�^MS��T�LN�W�XL����WVG�^�XRUMG�X�b�XL��3(r�WL �^T�LN�^�X�W�*�WVGT��WVG� (eOQK

OUT � RU���N�*�WT�L��BLNT��NM�VG�X�WVG�^MA�XL��GT�LNM�OU�^MB�W�X�bT�LNMS�SVAK'�SRUT�LNM��

�X¢ 
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��T��NM�K^[]T�LNM1�X�S�N�YRU�`�YR � �XVG�XL��GM�M ��MS�G�X�b�^M��W��� �����^M=��T��WVcOU�`�\K'OU�X�WO��W�PVG�^�^�XVSR_�S�WVG�f� �GT��NM��^T�L �X�NM��^T����b�
�W�^ME��!��G�XLNMSRUT�LNM��^T�LNMA�XVS[�K'�SR_[]�^M��W��M��YMS�G�X�b�^ME�W��� �����^MZ��T��WVZOU�

λ
$x�\K'OU�X�WO � � �^�XR�LNT��NM�K6���XVS��RUME�W����RU�X��!

�^T����WVG�XLN�YVG�BO � R_LN�XRU�W�XLN�^�B�Y� �NO_�SVAK � �BMS�WV:�WLb�\K'OU�X�WON� �����.� 	 LbLNT��G�XVAK
�XL��JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVZ���N�EOQK �"T�VS�*�WOQK'�SRUT�L
MSR_���WOU�X�b�XL��
� �����^���X��OQK �"T�VS�*�WOQK'�SRUT�L�K\[]�^�

Π
$ K�&NMS�SVAK��X�SRUT�LNM\�����WR:MGT�L��
�^���WR_[�K'OU�XL��G�^M
�NK'LNM�OU�

λ
$x�\K'OU�X�WOm�

LN��OU�bMGT�L����JK�M�RU�XR � ��T��NM*K\[]T�LNM*�XLNMS�WR_�G�b�X�AK�&WO_RPOU�^M &JK�MG�^M
��T��WV�O � �W�SR_O_RUMAK'�SRUT�L �Y� �\K'OU�X�WO`�W��VG�^�^�XVSR_�S�WVG�
�NK'LNM
OU�b�WT��eK'R_LN�r�W��OQKqOUT � RU���N�f�=�XL �WVGT���TfMAK'L��%�W�X��! �"T�VS�eK'O_RUMS�b�^M*[]T�RUMSR_LNM��W��OQKl�W�^�Y�N�X�SRUT�L��bT��Y�WOUT
��T��WV�OU�^MA���N�XOUM��WLhOQK'L � K � ���W�
�G�XVS�b�^MB�W�
�WVG�X�W[]�6K^[]�^���bT��SR2�"MB�^MS���W�SR_OU�.�

����� DBHB.

��T��NMEK\[]T�LNME�bT�L��SVG�
���N� OU�^ME[]�XVGMGRUT�LNMEK\[]�^��� �����^MEMSR_���WOU�^ME�X�E��T�O ���bT�VS���WRUMS�b��[]�XVSR2�J�XL���OQK*�WO_�W�JK'VS�
�W�^MP�WVGT��WVSRU�X�G�^ME�NMG�N�XO_OU�^MU}��WVG�^MG�XVS[fK'�SRUT�La�Y�a� �����f���WLWRU�XR_�G���X�E�W�^�XRU�NK�&WR_O_R_�G���Y�a� ���JK � �.��1�K'V��^T�L��SVG�f��LNT��NM
K^[]T�LNM�[��{� � K'OU�X�b�XL��*�����	�XO_OU�^M�K'�W�GT�VSRUMG�XL��
OQKa�W���NLWR_�SRUT�Li�W�%��T�R_L��GM ��!W�^M\���^�����WR�LNT��NM�Ka�^T�LN�Y�WR_�)(eOU�^M
�X�S�N�YRU�XV �NK'LNM�O �	T��W�SRU���N�*�W��OQK�VG�X�WVG�^MA�XL��AK'�SRUT�Lg�W���WVGT � VAK'���b�^M��

��T��NM�K\[]T�LNM:�WT�LN�`��!Y�WOUT�VG�ZO � R_L��p�XVG�XLN�^�Z�W�P� �����^M���T��WV�OQK []�XVGMSRUT�L6��T�O ���bT�VS���N�Z�Y���\K'OU�X�WOm�'���WRYM���K^[]�XVG�
�W�X�eK'LN�W�XVB�W�^MEVG�^MS�SVSRU�X�SRUT�LNM��SVG�^ME�WVGT��*�N�^MB�W���^�XO_OU�^M+�mK'R_�G�^ME�NK'LNM �"!Y���X���^T�L��NVS�b���WT�LN�
���N���^��OQK'L � K � �
K'�S�G�XR_L��BOU�^M O_R_��R_�G�^MB�W�
OQK��W�^�XRU�NK�&WR_O_R_�G�%�Y�l� ���JK � �.�

�:LNMS�WR_�G�f�ELNT��NMdLNT��NMlMGT����b�^MlR_L��G�XVG�^MAMG�^Ml�WO_�NMl�JK'VS�SRU�X�WO_RU�XVG�X�b�XL�� ( O �	�XLN�^T��NK � �{�W�{M���MG�G�X�b�^Ml�W�
VG�^�^�XVSR_�S�WVG���X�B�W�^MBMS�SVAK'�G� � RU�^M � �WRU�NK'L��BOU�X�WV�K'�W�WO_RU�\K'�SRUT�L�� � �^�XR�LNT��NM K��^T�LN�Y�WR_� (��W���NLWR_V��WLN�
VG�^�Y�N�X�SRUT�L
�X�G�XLN�Y�N�E���WRY�W�X�G�^�X�G���^�XVS�AK'R_LNM:�^�*�N�^�^M:�W���NO_�SVAK � �.� ��T��NM:K\[]T�LNM��W�X�bT�L��SVG�EOQK��^T�VSVG�^�X�SRUT�Lb�X�1OQK �^T�LY�N�N�XLN�^�
�W���^�X�S�G�6VG�^�Y�N�X�SRUT�L=�c�X��LNT��NM�K\[]T�LNM��W�X�AK'R_O_OU���^T����b�XL����XO_OU�����XVS�b�X�S�AK'R_���W�%VG�X�WVG�^MG�XL��G�XV
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