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Introduction et présentation
des résultats

Le theme central de cette these est la géométrie systolique. Nous com-
mengons par décrire brievement 1'émergence de ce sujet de recherche et les
différentes étapes de son essor, pour ensuite énoncer nos résultats, en souli-
gnant les motivations par une présentation du contexte dans lequel ils ont
été élaborés.

Etant donnée une variété riemannienne non simplement connexe (M, g),
la systole désigne la plus petite longueur d’une géodésique fermée non contrac-
tile de cette variété et est notée sys(M, g). C.Loewner a minoré 'aire d'un
tore bidimensionnel T? par la systole :

3
Aire(T?, g) > %sys(TZ, 9)% (0.1)
pour toute métrique riemannienne g, le cas d’égalité étant réalisé par le tore
plat hexagonal. Ce résultat n’a pas été publié (voir [15]).

Cette inégalité constitue la premiere étude d'un type de constante dite
constante systolique et qui consiste en la quantité suivante : pour une variété
riemannienne fermée non simplement connexe (M™,g) de dimension m, on
pose

Vol(M,
o(M) = inf M,
g sys(M, g)™
ou g parcourt I’ensemble des métriques riemanniennes lisses sur M. L’inégalité
(0.1) nous donne donc
V3

o(T?) = -
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La valeur exacte de la constante systolique est connue dans le cas de trois
variétés seulement. Outre le cas précédemment cité, nous avons

2
RP?) ==
o(RPY) =2,
ot RP? désigne le plan projectif réel (voir P.Pu [56]), le cas d’égalité étant
atteint par la métrique a courbure constante, et
24/2
() = 22
T
ol K? désigne la bouteille de Klein (voir C.Bavard [12]), le cas d’égalité étant
dans ce cas-la atteint par une métrique singuliere le long d’un cercle.

Le premier enjeu fut de déterminer un critere assurant la non trivialité de
cet invariant numérique. Un résultat spectaculaire est dt a M.Gromov [32] :
la constante systolique des variétés essentielles est strictement positive. Plus
précisément, on dit d’une variété M quelconque (non simplement connexe)
qu’elle est essentielle, si 'application canonique (uniquement définie & homo-
topie pres)

oM — K(m(M),1),

ou K(m(M),1) désigne 'espace d’Eilenberg-Maclane (voir [62]), est non tri-
viale en homologie de dimension supérieure. Autrement dit, si [M]; désigne
la classe fondamentale de M considérée a coefficients dans k = Z lorsque
la variété est orientable et dans k£ = Zs sinon, la variété est essentielle si
P, ([M]y) # 0.

Cette condition suffisante pour assurer la stricte positivité de la constante
systolique est en fait nécessaire dans le cas d’une variété orientable, comme
cela a été montré par [.Babenko [2]. De plus, il a été prouvé sous cer-
taines hypotheses topologiques que, pour les variétés orientables, la valeur
de la constante systolique ne dépendait que de la classe d’homologie de

P, ([M]y) € Hp(m1 (M), Z) (voir [4]).

Un autre enjeu fut ’étude de la constante systolique d'une surface en
fonction du genre. Soit ¥4 (h) une surface de genre h > 1 ou le signe +
désigne le cas orientable ou non orientable. La constante systolique

0+(h) = o(X+(h))

est strictement positive (car les surfaces non simplement connexes sont essen-
tielles) mais la distribution des valeurs de cette fonction n’est pas encore bien

11



étudiée. Cependant, on connait le comportement de cette fonction a l'infini
(voir M.Gromov [32], M.Katz & S.Sabourau [40] ; P.Buser & P.Sarnak [24]) :

h 97 h

(In h)2 Sox(h) S ZW (0.2)

™

Comme nous le verrons dans la suite, cette estimée fournit un point de départ
stimulant pour de nombreuses recherches.

Plusieurs directions de généralisation de ces inégalités systoliques ont été
explorées, mais nous préférons ici présenter le matériel minimum pour notre
exposé futur : le lecteur intéressé pourra se reporter aux survols [16], [27]
et [33] ainsi qu’aux livres [17] et [34]. Notons cependant que le probleme
systolique est bien posé pour les polyedres riemanniens (voir [3]).

Nous allons maintenant présenter les résultats contenus dans cette these.
Ce travail de recherche est divisé en quatre chapitres. Afin de permettre une
lecture plus aisée, les rappels nécessaires sont placés dans I'introduction ainsi
qu’au début de chaque chapitre. Par souci de concision, nous effectuons un
renvoi a la littérature chaque fois que nécessaire.

I). La premiere partie traite des questions systoliques pour les graphes
métriques. En effet, il est naturel de s’intéresser aux complexes simpliciaux
de dimension 1, i.e. aux graphes métriques (ou graphes pondérés) : pour
un graphe métrique (I',w), la systole (appelée girth en théorie des graphes),
notée sys(I',w), est définie comme la plus petite longueur d'un cycle de I’
et le volume, noté Vol(I', w), comme la somme des longueurs des arétes. Le
probléeme systolique a été bien étudié pour les graphes combinatoires (voir
20], [28], [43], [46] et [47] par exemple), mais peu pour les graphes métriques
(voir [13], [21] et [42]). Nous commengons par présenter un survol du probleme
systolique unidimensionnel. Nous observons ainsi que I'inégalité (0.2) admet
un analogue dans le cas des graphes :

— < o01(b) < 81n2%,

ou o1(b) désigne I'infimum des constantes systoliques d'un graphe métrique
de premier nombre de Betti (ou nombre maximal de cycles indépendants en
language combinatoire) b.

12



Ceci nous motive alors pour explorer d’autres objets métriques définis
dans le cadre des variétés en les adaptant aux graphes. C’est ainsi que dans
un premier temps, nous travaillons sur ’entropie volumique. Soit (X ,9) le
revétement universel d'un polyedre riemannien fini (X, g) de dimension m.
Fixons un point  de X et un relevé . L’entropie volumique (ou volume
asymptotique) est définie comme

. In(VolB(Z, R
hvol<X7 g) = RETOO ( R( ))7

ou VolB(Z, R) désigne le volume riemannien d’une boule centrée en Z de
rayon R dans X. Cette limite existe et ne dépend pas de z (voir [45]). Cette
quantité a été principalement étudié apres normalisation par le volume (voir
2], [18], [31], [38] et [39]) mais nous pouvons également normaliser I’entropie
volumique par la systole. Ce probleme a été étudié dans le cas des surfaces
(voir [60]), et nous avons obtenu pour les graphes :

Théoréme I.A Soit (I',w) un graphe métrique de premier nombre de Betti
b. Alors
Poot (T, w).sys(T, w) < 21n(8b° — 1).

Nous établissons également diverses inégalités isopérimétriques faisant in-
tervenir I’entropie volumique.

Ensuite, nous nous sommes intéressé a l’étude de la norme stable as-
sociée a un graphe métrique. Pour un polyedre fini riemannien (M, g) de
classe C?, I'homologie réelle posséde une norme naturelle appelée masse ou
norme stable (voir [29], [34]). Cette norme est particulierement intéressante
pour ’homologie de dimension 1 : elle controle le comportement a 1'infini
de la géométrie relevée sur le revétement homologique correspondant. Nous
rappelons ici la plus géométrique des définitions en renvoyant le lecteur a
[29] pour les différentes approches et la démonstration des équivalences entre
celles-ci.

Définition. Soit v € Hi(M,R) une classe entiére. On pose

Ly(Vn
loll, = lim Zo(0%)
n——+oo n

ot 7y, est la plus petite courbe fermée réalisant la classe n.v et L, désigne
la longueur respectivement a g. Cela définit par continuité une norme sur
Hy(M,R) appelée norme stable. On pose alors :

Bu(g) = {u € Hi(M,R) | |ully < 1}.

13



Un point s de Hy (M, R) est dit de direction rationnel s’il existe une classe
entiere v telle que s €< v > la droite engendrée par v. Dans le cas contraire,
le point est dit de direction irrationnelle.

Comme nous le démontrons dans la section 1.4, la boule unité de la norme
stable d’un graphe pondéré est toujours un polytope dont les sommets sont
de direction rationnelle. On peut décrire completement la forme de ce po-
lytope par la combinatoire du graphe. Pour cela, étant donné un graphe T,
un chemin fermé orienté parcourant tous ses sommets une seule fois est dit
circuit simple orienté. Deux circuits simples qui coincident géométriquement
et sont de méme orientation, mais qui different par leur point initial sont
identifiés. On considere 'espace vectoriel C(I', R) engendré par les arétes de
I' apres le choix d’une orientation arbitraire. A chaque circuit simple orienté
est associé un vecteur de C(I',R) - la somme (avec les signes nécessaires)
des arétes formant ce circuit. Les vecteurs ainsi construits sont de nouveau
appelés circuits simples orientés. Notons qu’a un circuit géométrique simple
correspond deux circuits simples orientés.

Théoréme 1.B Soit (I', w) un graphe pondéré. On note {C;};es 'ensemble
de ses circuits simples orientés.

Alors la boule unité de la norme stable dans Hi(I',R) pour la métrique w
coincide avec Uenveloppe convexe dans C(I',R) des vecteurs {C;/||Cjl|w}jes-

A premier nombre de Betti b fixé, le nombre de circuits simples orientés
d'un graphe admet une majoration évidente :

Corollaire 1.B Soit (I', w) un graphe pondéré de premier nombre de Betti b.
Alors la boule unité de sa norme stable est un polytope b-dimensionnel dont
le nombre de sommets est majoré par 2(2° — 1).

Enfin, nous étudions le volume de ce polytope pour une mesure ,, définie
de maniere naturelle sur I’homologie réelle. Nous obtenons ainsi :

Théoreme 1.C Soit I' un graphe de premier nombre de Betti b muni de la
fonction poids constante w = 1. Alors

2b b ’
B (Vol(F,w)) < tolBu(w)) < 7.

Les deux cas d’égalités sont simultanément réalisés par le bouquet de b cercles
Ve, Sk

14



Théoréme 1.D Pour tout graphe pondéré (I',w) de premier nombre de Betti
b,
fow (Bst(w)). Vol(T, w)b/2 > Wp,

ot wy, désigne le volume euclidien de la boule unité euclidienne de RP.

IT). Dans le prolongement de cette premiere partie, nous allons nous intéresser
aux normes qui peuvent étre réalisées comme norme stable d'une métrique
lisse (i.e de classe C'*°) d’une variété fermée M™ de dimension m. Nous com-
mencerons par récapituler dans ce chapitre 'ensemble des résultats traitant
de cette question puis nous montrerons le résultat suivant :

Théoreme II Soit (M™, g) une variété fermée riemannienne lisse de dimen-
sion m > 3 et de premier nombre de Betti b > 1 . On considére un polytope
fini convexe K de Hi(M,R), a symétrie centrale, tel que son intérieur soit
non vide et les directions de ses sommets soient rationnelles. Alors il existe
une métrique g' lisse sur M conforme a g telle que

Bst(gl> =K.

Nous obtenons ainsi une large classe de polytopes comme boule unité de
la norme stable d’une métrique sur une variété de dimension supérieure a 3,
de sorte que :

Corollaire IT Soient (M™, g) une variété riemannienne de dimensionm > 3
et de premier nombre de Betti b > 1 et || - || une norme sur ’espace vectoriel
Hy(M,R). Pour tout ¢ > 0, il eziste une métrique g() conforme a g telle
que

-l =<1 llge < @+l I-

ITI). Dans ce troisieme chapitre, nous étudions la constante systolique de la
somme connexe de n exemplaires d’une variété M en fonction de ce nombre.
Le comportement asymptotique de cette constante, connu dans le cas deux
dimensionnel, demeure un probléeme ouvert dans les dimensions plus grandes
que deux. Nous exhibons une borne supérieure, montrant ainsi que la crois-
sance de la constante systolique en fonction de n est toujours plus lente que
la croissance linéaire. La méthode utilisée est ensuite appliquée a 1’étude du
comportement systolique des revétements cycliques en fonction du nombre
de feuilles.

15



Plus précisément, nous montrerons le résultat suivant :

Théoreme III.A Soient M une variété fermée de dimension m > 3. Alors
il existe une constante C'(M) telle que pour tout n > 3 , l'inégalité suivante

soit vérifiée :
nvinlnn
o(#. M) < C(M)————.
(#,0) < CA)™ T

Le cas deux-dimensionnel étant couvert par (0.2), ce théoreme permet
d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire ITI.A1 Pour toute variété fermée M, on a :

nM
im 2
n—o0 n
Soient M wune variété, m = m(M) son groupe fondamental et

f M — K(m1) l'application canonique, ou K(m,1) désigne l'espace
d’Eilenberg-Maclane. Si a = f,([M]) est une classe homologique d’ordre in-
fini dans H,,(w, Z), alors, comme il a été démontré dans [4], o(M) ne dépend
que de cette classe. On note cette constante systolique o(a).

Corollaire ITI.A2 On suppose ici m > 4. Soit a € H,,(7,Z) une classe
homologique d’ordre infini représentable par une variété. Alors il existe une
constante Cy = Cy(a) telle que pour tout n > 3, on ait l'inégalité suivante :

nvInlnn
Vinn .

o(na) < Cy

La somme connexe représente un moyen naturel de fabriquer une suite
de variétés en partant d’une variété donnée. Un autre moyen de fabrication
d’une telle suite est le passage au revétement cyclique. Soit M une variété
dont le premier nombre de Betti by (M) est non nul. On choisit une classe
non-triviale h € H'(M,Z), et on considere le revétement cyclique & n feuilles
My(n) correspondant a la classe h. Une borne supérieure de la constante
systolique de la suite de variétés obtenue {My(n); n = 1,2,...} est donnée
par le théoreme suivant :

Théoreme I11.B Soient M wune variété fermée de dimension m > 3 et
h € HY(M,Z) une classe non-triviale. Il existe une constante C(M, h)

16



dépendant de h et de la topologie de M tels que pour tout n > 3, on ait
[inégalité suivante :

nvinlnn

Remarquons que dans le cas des surfaces, ’étude du comportement sys-
tolique du revétement cyclique est couvert par (0.2).

IV). Nous présenterons dans ce chapitre 'ensemble des résultats connus sur
certaines inégalités universelles (i.e. sans hypotheses de courbure) entre des
longueurs de courbes et le diametre d'une variété riemannienne simplement
connexe dont le second groupe homotopique est non trivial, puis nous démon-
trons une nouvelle inégalité de ce type.

Etant donnée une variété fermée riemannienne (M, g) simplement connexe
dont le second groupe homotopique est non trivial, on cherche a estimer
la systole généralisée, quantité obtenue en considérant 'infimum des lon-
gueurs de courbes géodésiques fermées non triviales et notée sys, (M, g), par
le diametre Diam(M, g) de la variété. Un outil technique efficace permettant
de majorer cette grandeur est fourni par le principe de minimax. Si mm(M, g)
désigne la longueur obtenue par un procédé de minimax sur l’espace des
courbes fermées de M (voir [19] et [26]), cette longueur est réalisée comme la
longueur d’une géodésique fermée et permet donc d’estimer supérieurement
la systole. Cependant, cette approche efficace dans le cadre bidimensionnel
(voir [26] et [44]) s’avere infructueuse dans le cas des dimensions supérieures.
On introduit alors la quantité suivante : étant donné un point p de M, soit

Isys, (M, g) = inf{ly(v) | v lacet géodésique non trivial basé en p},

ol l4(7) désigne la longueur de . Essentiellement, le controle de la longueur
de ce plus petit lacet géodésique nous permet de construire un procédé de
Birkhoff de contraction des courbes de petite longueur basé en le point p.
Nous pouvons alors prouver le résultat suivant :

Théoreme IV Soit M™ une variété fermée de dimension m > 4 simplement
conneze. Supposons que son second groupe homotopique soit non trivial. Alors
pour tout p € M et pour toute métrique riemannienne g sur M,

1 1
min{ 5 Isys, (M, g), ) mm(M, g)} < Diam(M, g).

17



La démonstration utilise a nouveau les graphes, qui seront ici obtenus comme
intersection du cut-locus du point p et d’une 2-sphere non triviale. Comme
corollaire, nous obtenons en notant Lsys(M, g) = maxpen Isys, (M, g) :

Corollaire IV Sous les hypotheses du théoreme IV, on a

1 1
min{ﬁLsys(M, 9), me(]\/[, 9)} < Diam(M, g).

Notons que A.Nabutovsky & R.Rotman (voir [55]) ont obtenu dans un
cadre similaire (i.e. pour une variété simplement connexe de second groupe
homotopique non trivial) une inégalité du méme type entre la systole, la
longueur obtenue par un procédé de minimax sur 'espace des cycles uni-
dimensionnels (qui n’est en général pas réalisée comme la longueur d’une
géodésique fermée mais par celle d’'une paire de lacets géodésiques) et le
diametre.
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Chapitre 1

Inégalités isopérimétriques sur
les graphes

20






Nous présentons dans ce chapitre de nouvelles inégalités isopérimétriques
sur les graphes. Apres quelques rappels sur les définitions élémentaires, nous
rassemblons I'ensemble des résultats connus sur le probleme systolique posé
pour les graphes. Nous observons ainsi que les inégalités isopérimétriques va-
lables sur les variétés peuvent parfois étre adaptées aux graphes avec succes :
nous relions alors l'entropie volumique (ou volume asymptotique), la systole
et le premier nombre de Betti des graphes pondérés en analogie avec 1’étude
faite en [60]. Nous montrons ensuite que la boule stable d'un graphe est un
polytope dont les sommets sont completement décrits par la combinatoire et
estimons son volume. Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait 'objet
de plusieurs articles, dont un en collaboration avec I.Babenko (voir [6], [8] et

[9])-

1.1 Définitions élémentaires sur les graphes

Pour de plus amples détails, le lecteur pourra se reporter au livre [14]. Un
graphe fini I' = (V| E) est un complexe simplicial fini de dimension 1. C’est
la donnée d’une paire d’ensembles finis (V) E'), ou V' désigne les sommets et
E'les arétes. Les graphes sont supposés connexes et non orientés. On autorise
les arétes multiples et les boucles (on peut rencontrer pour ce type de graphe
la dénomination de multigraphe dans la littérature). Dans ce qui suit, un tel
graphe fini sera appelé tout simplement graphe (voir figure 1.1). Un graphe
sera dit szmple s’il ne possede ni boucles, ni arétes multiples.

Une aréte e est incidente a un sommet v s’il existe w € V tel que
e = (v, w) si le graphe est non orienté. La valence d'un sommet est le nombre
d’arétes incidentes a ce sommet. Le graphe est dit k-réqulier si la valence
de ses sommets est constante égale a k. Deux arétes sont dites adjacentes si
elles sont incidentes a un méme sommet. Nous supposerons dorénavant que
les graphes ont leurs sommets de valence au moins 2.
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O

Fic. 1.1 — Un graphe

Un chemin de I' = (V, E) est une suite [vg, €1, v1, €, ..., Up_1, €p, Up], OU
v; € Vpour i = 0,...,pet e; € E pour j = 1,...,p, telle que e; soit
incidente a v;_; et a v; pour j = 1,...,p. Un tel cycle est considéré comme
un sous-graphe de I'. Le chemin est dit fermé si vg = v, (un chemin fermé
s’appelle un cycle ou un circuit) ; le cycle est dit simple si parmi les arétes
composant le cycle, les seules arétes adjacentes a une aréte donnée sont celle
qui la précede et celle qui lui succede dans le cycle.

Nous nous plagons dans le cadre des graphes pondérés. Un graphe pondéré
est une paire (I';w) ou I' = (V, E') est un graphe et w est une fonction poids
sur les arétes w : E — R,. On appelle w(e) le poids d'une aréte ou d'un
lacet. Le poids d’un sous-graphe est la somme des poids de ses arétes. Le
poids du graphe pondéré (I', w) est appelé volume et est noté Vol(I', w). Tout
graphe est naturellement identifié a un graphe pondéré dans lequel le poids
de chaque aréte vaut 1 (nous appellerons dans la suite graphe combinatoire
un tel graphe). Dans ce cas, le volume coincide avec le nombre d’arétes du
graphe et on note Vol(I') celui-ci.

Le type d’homotopie d'un graphe donné I' = (V| F) est caractérisé par le
nombre by (I') de cycles indépendants, ou premier nombre de Betti. On a la
formule :

0(D) = |E[ - [V][+1

ou | X| désigne le cardinal d’un ensemble fini X.
Notons qu’a premier nombre de Betti fixé, les graphes combinatoires sont
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en nombre fini & homéomorphisme pres.

1.2 Probleme systolique sur les graphes
La systole de (I',w) est définie comme la quantité
sys([',w) = inf{l,,(7) | v circuit simple de I'},

ou la longueur (son poids) d’un circuit simple 7 est notée l,,(y). Dans le cas
d’un graphe combinatoire (i.e. w = 1), la systole est usuellement dénommée
tour de taille (”girth” en anglais et ” Taillenweite” en allemand) et nous no-
tons dans ce cas sys(I") la systole.

Nous pouvons définir le volume systolique de I' par la formule

. . Vol(I', w)
I) = inf ~oo )
o(l) " sys(T, w)’

ol l'infimum est pris sur I’ensemble des fonctions poids du graphe I'. On pose
également pour b > 1,

o1(b) = inf{c (L) | I tel que by(T") = b}.

A b > 2 fixé, on voit facilement que I’on peut se restreindre pour I’étude de
01(b) aux graphes de valence minimale 3 (la valence de chacun des sommets
est au moins 3). Un argument de compacité montre que (voir [13]) :

— Pour tout graphe G, il existe un graphe (I',w) (non nécessairement

homéomorphe a G) avec by(I') = b1(G) et

1(T
Vol(I', w) =o(@G).
sys(I', w)
— Pour tout entier b > 1, il existe un graphe pondéré (I', w) avec b;(I') = b
tel que
Vol(T", w
Vol w) _ 5.
sys([', w)
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On constate également que les poids des arétes de ces graphes extrémaux
sont rationnelles, et on en déduit donc que toutes ces constantes sont ration-
nelles.

La premiere minoration de o(b) dont l'ordre de grandeur soit optimal
revient a N.Alon (résultat non publié, voir [13]). Cette minoration a été
récemment améliorée :

Théoréme 1.1 (B.Bollobas & E.Szemerédi [21]) : Pour b > 3,

b—1
log, (b — 1) + logy log, (b — 1) + 4’

3
Ol(b) Z 5

ou log, désigne le logarithme en base 2.

Remarquons que les auteurs ont également prouvé dans cet article la
croissance de o1(b) en b. Cette minoration fournit une estimée inférieure
asymptotique en terme du premier nombre de Betti b :

3In2 b b
> — — 1.1
) 2 = 1nb+0(lnb>’ (1.1)
ou In désigne le logarithme népérien.

En théorie des graphes, on étudie plus volontiers ce probleme en le re-
streignant aux graphes simples et réguliers. Pour £k > 2 et [ > 3, on note
f(k,1) le plus petit nombre, tel qu’il existe un graphe simple I' k-régulier
avec |[V(T')| = f(k,1) et sys(I') > [. P.Erdos & H.Sachs [28] ont montré le
résultat suivant :

Pour k> 2 etl >3,

7]
Fle)>1+kS (k—1). (1.2)

t=0

La démonstration peut se résumer ainsi : on estime inférieurement le nombre
de sommets d'un graphe de valence k et de systole au moins [ par le nombre

de sommets d’une boule centrée en un sommet de rayon [%}

On obtient ainsi en utilisant la minoration (1.2) de f(k,[) l'estimée (1.1)
pour tout graphe k-régulier simple combinatoire.
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Nous nous intéressons maintenant a la recherche de graphes extrémaux
ainsi qu’a l'obtention d’'une estimée supérieure de o1 (b). Rappelons qu’étant
donné un graphe combinatoire I', un cycle hamiltonien est un chemin fermé
simple passant en chacun de ses sommets. Tout d’abord, citons un premier
résultat :

Théoréme 1.2 (P.Erdés & H.Sachs

N(k,1) =2 3 (k — 1)". (1.3)

t=1

—

28|]) Soient k > 2,1 > 4 et posons

\}

Alors pour n > N(k, 1), il existe un graphe simple k-régulier ' a 2n sommets
tel que sys(I') > 1 (pour la fonction poids constante égale a 1). De plus, on
peut choisir ce graphe de sorte qu’il possede un cycle hamailtonien.

Autrement dit, pour tout £k >2et [ >3,

o~
[\

flk, 1) <4) (k—1),

W
Il
o

ou le cas [ = 3 découle de I'analyse du graphe complet a k4 1 sommets K.
(le graphe a k + 1 sommets tel qu’il existe une aréte entre chaque paire de
sommets distincts).

Remarque : Pour tout & > 3, une famille de graphes {G,} k-réguliers
vérifiant

sys(Gn) 2 (€' + o(1)) logy, 1 [E(Gh)],

ou C' > 0, s’appelle une famille a grand tour de taille. Les auteurs du
théoreme 1.2 établissent ainsi par une méthode non constructive l’existence
pour tout k > 3 d’une famille de graphes k-réguliers a grand tour de taille
avec C' = 1. De l'inégalité (1.2), on obtient que C' < 2. Citons la construc-
tion de G.A.Margulis [46], utilisant des graphes de Cayley et parfaitement
élémentaire, de familles a grand tour de taille avec C' ~ 0, 831.

La meilleure valeur connue a ’heure actuelle a été obtenue indépendam-
ment en 1988 par A.Lubotzky, R.Phillips et P.Sarnak [43] d'une part,
G.A.Margulis [47] d’autre part et vaut C' = 4/3.

On déduit du théoreme précédent la majoration suivante :
Corollaire I.A Pour b > 2,

b
< 8n2—. 14
o1(b) < 8In 3 (1.4)
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Démonstration. Soit I'(2;b) le graphe a deux sommets et b+ 1 arétes entre
ces deux sommets (voir figure 1.2).

F1G. 1.2 — Le graphe I'(2; b)

On a
bi(['(2;6)) =b, Vol(I'(2;0)) =b+1 et sys(I'(2;0)) = 2.

L’inégalité (1.4) est donc vérifiée avec I'(2; b) pour b < 16. Supposons mainte-
nant b > 16. Pour [ > 4, notons I'(l) un graphe 3-régulier & 21*! — 2 sommets
vérifiant le théoreme 1.2 pour £ = 3 et ce [. On calcule facilement

bi(T(1)) =2', Vol(I'(l)) = 3.2" =3 et sys(['(l)) > 1.

On déduit de la 'inégalité suivante :

b
< —_—
o(l'(l)) <3In 2111 ;

Soit b un entier naturel vérifiant 2! < b < 241 o1 [ > 4, et posons b’ = b — 2L,
On peut oter 2! — b’ arétes a I'(1), et ainsi obtenir un nouveau graphe I'(I; V')
de premier nombre de Betti b;(I'(I;8")) = b’ . Cette opération diminue le
volume mais ne diminue pas la systole. Ensuite on considere le bouquet de
deux graphes

L(b) =T(1) \/ T V).

I'(b) vérifie les propriétés suivantes :
bi(T(b)) = bi(D(1)) + by (T(1; 1)) = 2' + V' = b,
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Vol(I'(b)) = Vol(I'(1)) + Vol(T'(1; 1)) < 2(3 -2 — 3),
et sys(I'(b)) > L.

On tire de ces estimées

o(T(h)) < = nb—In2

La derniere borne supérieure est inférieure a celle du corollaire pour b > 16,
ce qui acheve la démonstration. 0

On déduit de (1.1) et (1.4) le comportement aymptotique de o1(b) en
fonction de b :

b
2 < gy(b) < 82—
3 mp o) S8

Donc l'estimée de o4(b) fournit un comportement asymptotique du vo-
lume systolique en terme du premier nombre de Betti analogue au cas des
surfaces. Rappelons que, si ¥4 (h) désigne une surface de genre h > 1 ou le
signe + désigne le cas orientable ou non orientable, la constante systolique

o+(h) = o(X+(h))
est strictement positive et vérifie :

h 97 h
< oyi(h) < — )
(Inh) "~ M55 (In7)>?

Pour terminer ce tour d’horizon du probléeme systolique adapté aux
graphes, nous allons montrer comment retrouver l’estimée inférieure précé-
dente dans le cas orientable (néanmoins avec une constante moins bonne) en
utilisant le théoreme 1.1 :

Corollaire I.B Pour h > 1,

3(In2)? h
8 (Inh)?*

a(%h) 2

Démonstration. S.Kodani a relié¢ la constante systolique d'une surface orien-
table de genre h a la constante systolique d'un graphe de premier nombre de
Betti 1 4 2h :
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Théoréme 1.3 (S.Kodani [42]) Pour tout h > 1,

(o1 (1+2h))?

(%) 2 12(2h 1 1)

En combinant cette inégalité avec le théoreme 1.1, on déduit alors facile-
ment le corollaire 1.B :
3(In2)*> h

8 (Inh)?

a(%h) 2

1.3 Entropie volumique et systole d’un gra-
phe

Nous nous intéressons ici a la normalisation de I’entropie volumique par la
systole. Soit(T", @) le revétement universel (pondéré) de (', w). Fixons 2o € T
et o € I un relevé de zo. L' entropie volumique (ou volume asymptotique) de
(I',w) est défini comme

hoot (T, w) = lim In(Vol; B(%o, R))

1.5
R—+o00 R ( )

ou Vol B(Zo, R) est le volume d’une boule centrée en Z, de rayon R dans
(T, ). Comme le graphe pondéré (T, w) est compact, la limite (1.5) existe et
ne dépend pas du point zg € I" et de son relevé (voir [45]). Dans le cas d’un
graphe combinatoire I'; nous notons h,y (") 'entropie volumique qui lui est
associée.

Le produit A, (I", w).sys(I', w) est invariant par changement d’échelle et
a été étudié dans [60] pour les surfaces. L’auteur a montré que cette quantité
est majorée par une constante ne dépendant que du genre de la surface. Nous
démontrons ici une majoration de ce produit pour les graphes pondérés.

Théoréeme I.A Soit (I',w) un graphe pondéré de premier nombre de Betti
b. Alors
oot (T, w).sys(T, w) < 21In(8b° — 1). (1.6)
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Nous étudions également une normalisation de I’entropie par une quantité
que nous avons baptisé échelle microscopique d'un graphe (qui correspond
dans le cas d'un graphe dont les sommets sont de valence au moins trois a la
plus petite longueur d’une aréte présente dans ce graphe). Nous établissons
ensuite un résultat analogue a l'inégalité (1.6) pour les chaines de Markov
topologiques associées a une matrice A de taille n x n, en reliant I’entropie
topologique hy,, et la plus petite période d'une orbite périodique T}y

Proposition I.A Pour chaque chaine de Markov topologique (X4, da),
htop<ZA7 (bA)-Tmin(EAa (bA) S In bA7
O’l\L bA = ZZj:l Az‘j —n + 1

Cette inégalité est facile a prouver. Nous la présentons ici car, a la connais-
sance de I'auteur, aucune référence de ce résultat n’existe dans la littérature.

1.3.1 Entropie volumique et systole des graphes régu-
liers

Dans cette sous-section, nous établissons une borne supérieure de ’entro-
pie volumique normalisée par le volume pour les graphes réguliers combina-
toires en estimant le rayon d’injectivité. Cette estimée est meilleure que celle
fournie par le théoreme I.A.

Proposition I.B Soit I' un graphe régulier de premier nombre de Betti b.
Alors
Pt (I').sys(I') < 31Inb. (1.7)

Démonstration. Soit k la valence de I'. Nous avons
hyot () = In(k — 1). (1.8)

Pour voir cela, fixons un sommet zo dans le revétement universel I'. Comme
I' est un arbre infini régulier de valence £k,

Vol(B(#,R)) = k(1+(k—1)+...+ (k-1
(-DF-1

= k
k—2
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pour chaque entier positif R. Nous en déduisons (1.8).

Dans le cas o1 b = 1, nous obtenons k = 2 et donc h,q(I") = 0. L'inégalité
(1.7) est alors triviale.
Dans le cas ou sys(I') = 1, comme b = |E| — |V| 4+ 1, que, par des

considérations élémentaires, 2.|E| = k.|V/|, et que |V| > 1, nous obtenons
b>k/2. Do,
hoot(T) = In(k—1)
< In(26—1)
< 3Inbd,

et (1.7) est vérifiée dans ce cas.
Supposons maintenant que b > 1 et sys(I') > 1. Nous allons montrer le
lemme suivant.
Lemme I.A
3Inb

sys(T') < (k= 1)

(1.9)

Démonstration du lemme. Pour tout R < sys/2, la boule de rayon R
centrée en n’importe quel point x de I' est un arbre. Le calcul du volume
de la boule centrée en un sommet et de rayon [sys(T")/2] fournit I'estimée
suivante (comparer avec [20], p.14)

(k —1)brs0/2l 1
k—2

Avec |E| = k(b—1)/(k — 2), nous déduisons

|E| > k

Inb

nmo< —.

[vs(0)/2) €

Alors b b
n n
MH<1+2 <
sys(l) < 1420 S 3 =1y
d’ou le résultat. O
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Il suffit alors de combiner les inégalités (1.8) et (1.9) pour obtenir (1.7). O

Si I'on considere le bouquet de b cercles Vi_;S!, vu comme le graphe
composé d’'un sommet et de b boucles de poids 1 (voir figure 1.3), on a :

sys(Vi—ySi) =1
et
hvol(vgzlsil) = hl(Qb — 1),
et ainsi

hoot(Vo_ S .sys(VE_S}) =In(2b—1) ~ 1Inb.

b— 400

L’estimée supérieure (1.7) est donc pertinente.

1

F1G. 1.3 — Le bouquet de b cercles V?_, S}

Dans le cas d'un graphe dont on controéle la valence de ses sommets, nous
obtenons facilement un encadrement de I’entropie volumique. Nous noterons
v(s) la valence d'un sommet s € V.

Proposition I.C Soit I' = (V, E) un graphe. Supposons qu’il eziste deux
entiers 2 < 0 < A tels que pour tout s € V, § <wv(s) < A. Alors

(6 — 1) < hy(T) < In(A —1). (1.10)

32



Démonstration. On note Ts (respectivement Ta) l'arbre infini (i. e. le
graphe simplement connexe) régulier de valence 0 (respectivement A). Si

on se fixe To un sommet de I', et deux sommets vs et va de Ty et Ta respec-
tivement, on a alors les inégalités suivantes :

Vol(B%5 (vs, R)) < Vol' (B(&y, R)) < Vol™(B(va, R)),
soit
(6—1DF -1
5—2
d’olt I'inégalité (1.10).

(A—1)R -1

0 A-2 7

< Vol(B(io, R) < A

1.3.2 Entropie volumique et systole des graphes pon-
dérés
Nous démontrons maintenant le théoreme [.A généralisant la proposition

[.B aux graphes pondérés.

Démonstration du théoréme I.A La preuve s’inspire de [63]. Fixons un
domaine fondamental D de I' et un point o de D tel que les points du bord

ne soient pas des sommets de T'. D est un arbre et notons par {1, .-, Um} les
points formant son bord. Nous avons m < 2b. Soient p : I' — I" 'application
revétement universel et {z,..., 2} les points images de {g1,...,¥mn} par p.

Il est évident que k£ < b. On pose xy la projection de Z;.

Soit s = sys(I',w)/2. Nous notons N le nombre minimal de domaines
translatés v.D sous 'action du (I, zy) formant un voisinage de D tel que
chaque point n’appartenant pas a ce voisinage soit a une distance de D
supérieure a s. Nous allons majorer N. Choisissons un point ¢; du bord et
énumérons les chemins issus de g; de longueur s sortant du domaine D. Ce
nombre de chemins est inférieur au nombre de chemins issus de p(7;) de
longueur s, qui est lui-méme majoré par 2b. Il est clair que chacun de ces
chemins passe au plus une fois par chacun des points de {z1, ..., 2;} (comme
s = sys(I', w)/2). Si nous considérons un chemin ¢ de I issu de §; de longueur
s, le nombre de domaines translatés que ce chemin traverse coincide avec le
nombre de points de {z,..., 2} appartenant a p(¢). Donc ce nombre est
majoré par k < b. Le nombre de domaines translatés d’intersection non nulle
avec un chemin issu de ¢; de longueur s est alors majoré par 2b°.

Comme il y a m éléments dans le bord de D, et que m < 2b, nous obtenons
N < 4b®.
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Notons par ¥ = {7}, le systéme de générateurs de (T, z) tel que
pour tout z ¢ UY ;.D, nous ayons dg(z, D) > s (ici, yo désigne par conven-
tion I’élément neutre du m (I, z)).

Nous allons estimer le volume d’une boule centrée en zg € D de rayon
ns ou n € N. Pour cela, définissons la longueur algébriqgue d’un élément o de
m1 (T, zo) respectivement a ¥, notée |a|s, comme le plus petit entier k tel que
a=aj...ap ol a; €Y UYL Nous avons alors facilement

B(#g,ns) € B(X,n) c T,

ou B(X,n) :=J{a.D |a € m (', z) et |a|g < n}.
Nous en déduisons

Volg(B" (Z,ns)) < Volg(I').Nx(n),

o Nx(n) = card{a € m (I, x9) | |o|s < n}, et comme

n—1

(2.N —1)" -1
Vs <1 2.N(2N—-1)P=1+2.N
() S 1 D 2NN - 1 = 12N T
on obtient
S.hyor (I w) <In(2.N —1).
L’inégalité (1.6) se déduit immédiatement. O
Notons
hyot (b) = sup hyot (T, w).sys(T", w).

{(Tw) /b1 (I')=b}

On obtient alors a 'aide de I'inégalité (1.6) et du calcul pour le bouquet de
b cercles I’encadrement asymptotique suivant :

Inb < hy(b) < 61nb.

Comme nous l'avons déja remarqué, le bouquet de b cercles fournit un
graphe dont l’entropie volumique normalisée par la systole est In(2b — 1).
En fait, pour une classe plus large de graphes, nous pouvons montrer que
I'entropie volumique normalisée par la systole est au moins In(2b — 1).
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Nous disons d’un graphe pondéré (I', w) qu’il possede une base systolique
s'il existe xg € V(T') et un systeéme de générateurs Yo = {v;}°_, du m (T, x)
tels que 1y (7y;) = sys(I',w) pour ¢ = 1,...,b. Un graphe pondéré possédant
une base systolique admet la minoration suivante :

Proposition I.D Soit (I, w) un graphe pondéré de premier nombre de Betti
b. Supposons que (I',w) admette une base systolique. Alors

hoot (T, w).sys(I', w) > In(2b — 1), (1.11)

et le cas d’égalité est réalisé par le bouquet de b cercles V?_S}.

Démonstration. Nous allons faire usage du lemme suivant, qui utilise un
mécanisme général de comparaison que nous retrouverons au lemme IL.A :

Lemme 1I.B Soient (X;, h;), i = 1,2 deux complexes simpliciauz finis mu-
nis de métriques simpliciales et f : X1 — Xy une application simpliciale
contractant les distances, telle que lapplication induite
fe:m (X, 21) — m(Xe, x2) soit un isomorphisme pour tout couple de points
(x1,22) € Xy x Xy tel que f(x1) = xo. Alors

hvol<X17h’1) S hvol<X27h2>- (112>

Démonstration du lemme. On note (X, hy) (respectivement (X5, hy)) le
revétement universel muni de la métrique relevée de (X1, hy) (respectivement
(X, he)). Lapplication f : X; — X, se releve alors en une application
f : Xl — )N(z qui contracte encore les distances, et donc pour tout z; € X;
relevé de z; et tout R > 0,

f(B(#1, R)) € B(f(#1), R).

On a donc, pour tout v € m(Xy,x1) tel que 7.2y € B(%1, R),

f(v.21) = fi(7).f(&1) € B(f(Z1),R). De plus, si il existe deux éléments
7 et v de m(Xq,x1) tels que fo(m).f(Z1) = fi(12).f(Z1), alors v = 7o
puisque f, est un isomorphisme. On en déduit

Nl('th) S N2<x27 R)

ou N;(z;, R) = card{y € m(X;,z;) | v.&; € B(Z;, R) C X;} pour i = 1,2.
Comme

In N (z:
oot (X, hi) = lim %
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pour i = 1,2 (voir [63]), ceci permet de déduire facilement (1.12). O

Maintenant, comme (I', w) admet une base systolique ¥, en xy, on peut
construire facilement une application f du graphe (Vi_;S! w'), ot w' est
la fonction constante égale a sys(I', w) sur chaque aréte, dans (I', w) et qui
contracte les distances, en envoyant chaque générateur du bouquet de cercles
dans un élément de la base systolique. Cette application peut étre réalisée de
sorte a vérifier les hypotheses du lemme I.B et on obtient ainsi :

hvol(ra w) 2 hvol(\/gzlsz‘la w/)a
et sys(Ve_, S} w') = sys(I',w). On en déduit alors I'inégalité annoncée. Le
cas d’égalité est réalisé par le bouquet V2_,S}. U

1.3.3 Entropie volumique et échelle d’un graphe

Soit (I', w) un graphe pondéré. Une chaine de I' est un chemin tel que la
valence de chaque sommet intermédiaire soit exactement 2.
Nous définissons 1'échelle microscopique de (I',w) comme

Crnin(I', w) = min{l,,(C) | C chaine de T'},
et I’échelle macroscopique de (I', w) comme
Crnaz (', w) = max{l,(C) | C chaine de I'}.

Le but de cette sous-section est de prouver des inégalités isopérimétriques
faisant intervenir 'entropie volumique et 1’échelle (microscopique et macro-
cospique) des graphes pondérés.

Notons que pour un graphe k-régulier pondéré (I',w) avec k > 3, nous
avons Chin (I, w) = mineep w(e) et Cpor (I, w) = maxeep w(e).

Proposition L.LE Soit (I', w) un graphe k-régulier pondéré.

Alors
In(k —1)

Cma:v<ru U))

In(k —1)

< hvo Fa S D ——

(1.13)
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Démonstration. Soit T} I'arbre infini régulier de valence k. On se fixe un
sommet v de T, et v’ de I'. Notons par wy,;, (respectivement w,,q, ) la fonction
poids sur T}, constante égale a C,,;,, (I', w) (respectivement Cq. (', w)). Alors,
pour tout R > 0,

Voly,... (BT (v, R)) < Vol (B"(v/, R)) < Vol,, . (B (v, R))

Wmazx in

et donc
k((k—1)B/Cmal _1).C, 00 < Vol (BY (v, R)) < k((k—1)F/Cminlt 1) O i
Nous en déduisons (1.13). O

Si on s’intéresse a la normalisation de I’entropie volumique par 1’échelle
microscopique, on obtient

Proposition I.FSoit (I', w) un graphe pondéré de premier nombre de Betti
b. Alors
hoot (T, w).Crin (T, w) < In(2b — 1). (1.14)

Le cas d’égalité est réalisé par le bouquet de b cercles Vo_,S}.

Démonstration. On se fixe un arbre maximal 7" de I'. Si on contracte cet
arbre en un point, on obtient un bouquet de b cercles V¢_;S}! dont chaque
générateur est de longueur au moins C,,;, (', w), et 'application ainsi définie
contracte les distances. En appliquant le lemme I.B et la proposition I.LE, on
obtient facilement la proposition annoncée. 0

1.3.4 Entropie et chaine de Markov topologique

Nous prouvons ici la proposition I.A énoncée précédemment. Rappelons
d’abord quelques définitions (voir [61]). Soit n un entier strictement positif.
Notons N,, 'ensemble {1,...,n} et ¥(n) I'espace produit NZ. La topologie
produit est alors induite par la métrique suivante sur ¥(n)

“+00
di(a, b)
d(a’b) - Z 22|z’|+1 ’

i=—00

ot d;(a,b) est égale & 0 si a; = b; et & 1 sinon. Notons que la suite (a’);en
converge si et seulement si pour tout ¢ € Z la suite (a});en converge. Soit ¢
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’homomorphisme de ¥(n) défini par (¢(a)); = a;+1. Cet homomorphisme est
appelé décalage.

Notons par M, I'espace des matrices n x n dont les coefficients sont 0 ou
1. Si A € M, nous définissons

Yy = {CL € Z(TL) | Aai,ai+1 = 1}'

L’ensemble ¥4 est un sous-espace de ¥(n) fermé et ¢-invariant. Notons par
¢Ga : Xa — X4 la restriction de ¢ a ¥4. La paire (X4, 04) est appelée un
sous-décalage de type fini ou chaine de Markov topologique.

L’entropie topologique d’un systéme dynamique (voir [1] pour une défini-
tion générale) est notée hy,,. Dans le cas d’une chaine de Markov topologique
(34, ¢4), nous avons

hiop(E4, 04) = lim M

k—+o00 ]{} ’

ou N(X4, k) est le nombre d’ensembles ouverts du recouvrement suivant
Ar={{aeS(n)|Vj=0,....k—1,a; =14;} | {i;} € N;}.

Nous introduisons également N;(34, k) le cardinal des ensembles ouverts
dans A, N{a | ap = i}. Nous avons

k
N(Sa,k) =D Ni(Sa, k).
=0
C’est un résultat classique que l’entropie topologique de (X4, ¢4) coincide
avec le logarithme népérien du rayon spectral de A.

D’un autre point de vue, ¥4 peut étre identifié avec I'espace des chemins
bi-infinis d’un graphe orienté I' 4 dont les sommets sont les points de N,, et les
arétes sont les paires (7, j) de sommets telles que A; ; = 1. Nous définissons la
période minimale de (X 4, ¢4), notée par Tpin (X4, da), comme la plus petite
période d’une orbite périodique du systeme dynamique (X4, ¢4 ). Elle coincide
avec la plus petite longueur d’un circuit orienté de I'4. Notons b4 le premier
nombre de Betti de I'4 qui peut étre exprimé comme by = szzl Ajj—n+1.
Rappelons ici I’énoncé de la proposition I.A en précisant le cas d’égalité :

Proposition I.A. Pour une chaine de Markov topologique (X4, 04),

h'tOP(EAa (bA)-Tmin(EAa (bA) < In bA- (115)
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Le cas d’éqalité est réalisé pour chaque b > 1 par la chaine de Markov définie
par la matrice de taille b+ 1 suivante :

{ AL]‘ = Aj71 = ]_ fO?"j 7é 1, (116)

A; ; =0 sinon.

Démonstration. Posons t = T,,;,(X 4, ¢4). Pour chaque sommet v € N,, de
Y4, le nombre de chemins orientés issus de v de longueur ¢ est au plus b4.

Nous obtenons
NZ(2A7nt) S bi}h

d’ou

Alors
t.h(EA, ¢A) S In bA.

et nous obtenons (1.15). Il est aisé de vérifier que la chaine de Markov topo-
logique définie par (1.16) réalise le cas d’égalité. OJ

1.4 Norme stable des graphes

Nous allons commencer par donner une description de la boule unité
de la norme stable associée a un graphe pondéré. On se fixe pour cela un
graphe pondéré (I', w) de premier nombre de Betti b. Nous choisissons pour
chaque aréte une orientation arbitraire et notons ces arétes E = {e;}r_,.
L’espace vectoriel C(T', R) engendré par les arétes orientées {e;}¥_; coincide
avec 'espace des chaines simpliciales du complexe simplicial T" :

k
C(T,R) = {Zai.ei |a; € Rpouri=1,... k}.

i=1

Comme les graphes n’ont pas de cellule pour les dimensions plus grandes que
2, ’'homologie de I" de dimension 1 a coefficients réels H{(I',R) est plongée
naturellement dans C(I', R) comme un sous-espace vectoriel de dimension b.
L’homologie de I" de dimension 1 a coefficients entiers H;(I',Z), en 1’absence
de torsion dans ce cadre unidimensionnel, constitue un réseau du sous-espace
H,(I',R) (comparer avec [7]).
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Pour u = Y% u;.e; € C(T,R), on note

k
g =) wilug], (1.17)
i=1

ou w; = w(e;) pour i = 1,..., k. On voit facilement que cette norme coincide
avec la norme stable || - ||, sur H;(I',R). En effet, la norme stable de
v € Hi(T',R) est donnée par la formule

V]l = inf{ " Joslw(oy) |v=">_ ailoi],a; € Ret o; € E}.
i=1 i=1

Cette définition est équivalente a la définition géométrique donnée en intro-
duction (voir [29]).

La boule stable B (', w) est donc I'intersection de la boule unité de la
norme | - |1 dans espace des arétes C(I', R) avec le sous-espace vectoriel de
dimension b image par le plongement naturel de 'homologie réelle de I' de
dimension 1. On en déduit donc que la boule stable B (', w) est un polytope.
Plus précisément,

Théoreme 1.B Soit (I',w) un graphe pondéré. On note {C;},c; 'ensemble
de ses circuits simples orientés.

Alors la boule unité de la norme stable dans H1(I',R) pour la métrique w
coincide avec 'enveloppe convexe dans C(I',R) des vecteurs {C;/||Cjllw}je-

A premier nombre de Betti b fixé, le nombre de circuits simples orientés
d’un graphe admet une majoration évidente :

Corollaire 1.B Soit (I', w) un graphe pondéré de premier nombre de Betti b.
Alors la boule unité de sa norme stable est un polytope b-dimensionnel dont
le nombre de sommets est majoré par 2(2° — 1).

Nous pouvons maintenant définir une mesure sur l'espace H;(I', R) de la
maniere suivante. Soit w une fonction poids sur I'. On peut définir un produit
scalaire sur C(I',R) que l'on notera < .,. >, par la formule

< €5, 85 >up= W04,

pour ¢, = 1,...,|E|, ou ¢;; désigne le symbole de Kronecker. Ce produit
scalaire induit par restriction un produit scalaire sur H;(I',R) et nous note-
rons i, la mesure associée. Remarquons que pour un graphe combinatoire

40



I') cette mesure que nous noterons dans ce cas p coincide avec la restriction
au sous-espace H;(I',R) de la mesure de Lebesgue de RIZl. Nous obtenons
alors les estimées suivantes :

Théoréme 1.C Soit I' un graphe de premier nombre de Betti b. Alors

b b b
2 (VOZF)) < pBuD) < 5 (1.18)

Les deux cas d’égalités sont simultanément réalisés par le bouquet de b cercles
Vi St

Théoréme 1.D Pour tout graphe pondéré (I',w) de premier nombre de Betti
b,
oo (Bt (T, w)). Vol(T, w)b/2 > wy, (1.19)

ot wy, désigne le volume euclidien de la boule unité euclidienne de R®.

1.4.1 Démonstration du théoreme 1.B

La démonstration du théoreme I.B est une conséquence immédiate des
lemmes suivants.

Lemme 1.C1 Tout circuit simple orienté de ', identifié au vecteur corres-
pondant de C(I',R), est proportionnel a un sommet de Bg(I',w). Le facteur
de proportionnalité est exactement la longueur de ce circuit.

Démonstration. Notons B, ; la boule unité pour la norme (1.17) dans
C(I',R). Comme
By(T,w) = By [ |Hi(T,R),

les sommets de By (', w) sont donnés par les points d’intersection de Hy (I', R)
avec I'intérieur des faces de B,,; de codimension plus grande ou égale a b dans
le cas ou cette intersection est réduite a un point. Pour C' un circuit simple
orienté, on note

C= > e (1.20)

i€1(C)

son développement dans la base des arétes {e;}¥, (ici, e = #1). 1l est
évident que le nombre |I(C')| des arétes dans (1.20) n’excede pas k — b + 1.
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On considere la face |I(C)| — 1 dimensionnelle F(C) de B, ; contenant les
vecteurs

Ei ,
MBZ’ 1€ ](C)

On voit facilement que

1 1
CLC = ) 2

i€I1(C) €l(C

X =

£i€;
)

est un point de int(conv({ﬁei,i € 1(C)})) ou conv(A) désigne I'enveloppe
convexe d'un ensemble fini de points A et int(B) désigne l'intérieur affine
d'un ensemble B.

On montre alors que U'intersection H;(I', R) [int(F(C)) est réduite a ce
point. En effet, si v est un autre point de H;(I',R)(int(F(C)), les points
v et X définissent un segment contenu dans l'intersection. Ceci implique
qu’il existe des points d’intersection entre H;(I',R) et F(C') dans un voi-
sinage arbitraire de X. Autrement dit, il existe des points d’intersection
(différents de X) appartenant a I'enveloppe convexe des {ﬁéi)ei,i e I(C)}.
Si u est un tel point, on peut écrire u comme une combinaison linéaire des

{%ei,i € I(C)} dont les coefficents sont tous non nuls :
&
u = Z aiw(ei)el'
1€I(C)

On complete alors le vecteur C' en une base de Hy(I',R) formée de circuits
simples {C] = C,Cy,...,Cy} de sorte que, pour chaque i dans {1,...,b}, il
existe une aréte f; contenue dans C; et n’appartenant pas aux C; pour j # i.
L’analyse de la décomposition du vecteur v dans cette base nous montre que
le vecteur u est nécessairement proportionnel a C'. D’ou1 une contradiction.
Maintenant, comme dim(F(C)) < k — b, le vecteur C/||C||,, est bien un
sommet de By (I, w). Ceci acheve la démonstration. O

Lemme 1.C2 Soient C; et Cy deux circuits simples orientés. Alors il existe
des circuits simples orientés {D;},c; (non uniquement définis) pour lesquels
chaque aréte n’est parcourue que dans un seul sens et tels que dans H1(I',R) :

[C1 + Co =Y [D)].

jed
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Démonstration. On note {e;};c; les arétes de I' figurant dans C; et Cs
avec des directions opposées. On ote les arétes {e; }ie; de la reunion C | Cs.
Notons C' la courbe obtenue. Elle possede une orientation induite par celles
de (4 et de (5. En suivant cette orientation, C' se sépare naturellement en
quelques courbes fermées et orientées { P },c. Cette représentation préserve
la classe d’homologie :
[C1+Co] =) [P].
leL

Chaque courbe P, n’est pas, en général, un circuit simple car elle peut avoir
des auto-intersections : des sommets, ou bien des arétes parcourues plu-
sieurs fois dans la méme direction. On part d’un point d’auto-intersection
et on parcourt P, en suivant l'orientation. En revenant au point de départ
pour la premiere fois, nous coupons P, en deux courbes fermées et orientées.
Chacune de ces deux nouvelles courbes a moins d’auto-intersections que la
courbe initiale P,. En répétant suffisamment ce procédé, nous obtenons un
certain nombre de circuits simples qui engendrent la classe [P]. On applique
ce procédé pour chaque P, [ € L. L’ensemble des circuits simples obtenus
est noté {D;},c;. Pour achever la démonstration, il reste a remarquer que,
par construction, les circuits simples orientés construits n’ont pas d’aréte
commune parcourue dans des directions opposées. O

Lemme 1.C3 Pour chaque classe entiére a € Hi(I',Z), il existe des circuits
simples {Cs}ses (non uniquement définis) tels que

a=[C] et flafw=> [Csu

seS seS

Démonstration. Comme les circuits simples orientés engendrent H; (I, Z),
nous pouvons présenter une classe fixée a € Hy(I',Z) comme une somme de
circuits simples orientés :

a=> [D]. (1.21)

reER

Remarquons que la représentation (1.21) n’est pas uniquement définie et
que certains circuits figurent, en général, plusieurs fois dans cette somme.
En appliquant systématiquement le lemme [.C2 sur chaque paire de cir-
cuits (D,,, D,,) ayant des arétes en commun parcourues dans des direc-
tions opposées, nous arrivons au bout de ce procédé itératif sur une nouvelle
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représentation par des circuits {Cs}ses vérifiant le lemme. O

\

Lemme 1.C4 Soit (I', w) un graphe pondéré dont la fonction poids w est a
valeurs rationnelles. Alors chaque sommet de By (I',w) est proportionnel a
un circuit simple orienté de I'.

Démonstration. On considere un sommet X de By (I, w). On sait que c’est
'unique point d’intersection de Hy(I', R) et d’une face de B,,; de codimension
plus grande ou égale a b. Comme les poids {w(e;), 1 < i < k} sont ration-
nels, les coordonnées des sommets de B,,; sont rationnelles. Le sous-espace
H,(I',R) est engendré par des vecteurs dont les coordonnées sont entieres.
Ceci implique que les coordonnées de X sont rationnelles. On constate donc
que X = Aa, ot a € H{(I',Z) est un vecteur indivisible et A est un facteur
rationnel positif. On a également

1= [|X[[w = Allalw- (1.22)

Décomposons a en circuits simples orientés selon le lemme 1.C3 :

a=> [Cy].

seS

On tire alors du lemme 1.C3 et de (1.22) 1’égalité suivante :

1 1
X = ST, 2; (HCSHw (—” o m)) (1.23)

D’apres le lemme 1.C1, les vecteurs [Cy]/||Csllw pour s € S sont des sommets
de By (T', w) et (1.23) implique & son tour que X est un point de 'intérieur de
I’enveloppe convexe de ces points. Comme X est un sommet, on obtient donc
que S contient un seul circuit (la répétition d’un unique circuit n’étant pas
possible, puisque a a été choisi indivisible). La démonstration est achevée. [

Les lemmes 1.C1 et 1.C4 impliquent le théoreme I.B pour tout graphe
pondéré dont la fonction poids est a valeurs rationnelles. D’autre part, ces
lemmes montrent également que les directions des sommets de By (I', w) (w
étant a valeurs rationnelles) sont uniquement définies et ne dépendent que
des circuit simples. Ceci, par continuité, implique le résultat pour des poids
quelconques.
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1.4.2 Volume de la boule stable d’un graphe combina-
toire

Nous démontrons ici le théoreme I.C. Nous avons déja noté que
By (T) = B¥n H,(T,R), (1.24)
ot k= |E| et BY = {(z;) € R* | T* || < 1).

Nous invoquons alors une estimée du volume euclidien de l'intersection
de la boule unité de la norme | - |; avec un sous-espace vectoriel (voir [52]).
Pour tout sous-espace vectoriel P’ de dimension b de R¥

u(BY N P*) = pu(By)"*,
ou p, désigne le volume canonique de R". Nous déduisons de (1.24) que
u(Ba()) = ju(BE)E.

Comme p,(B}) = 2"/n! pour tout n > 1, nous avons

y . 20K
Avec k > b, nous obtenons
2b)°
p(Bar) &> 2L
De k = |E| = Vol(I'), nous déduisons 'inégalité de gauche de la formule

(1.18).
Pour la majoration, nous commencons avec une autre estimée obtenue
dans [52]. Pour tout sous-espace vectoriel P® de dimension b de R,

pe(By N P) < puy(BY).

Donc
M(Bst(r)) < /’Lb(BII))v
ce qui fournit la seconde inégalité de (1.18).
Pour le bouquet de b cercles
2b

(B (Vi1 S})) = o
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et Vol(Vb_,S}) = b, donc Vb_, S} réalise les deux cas d’égalité.

Remarque. Pour un graphe régulier I' de valence v > 3, nous obtenons

v—2\"2 9b
( ) o < u(Bu(I)) < o

()

1.4.3 Volume de la boule stable d’un graphe pondéré

Nous démontrons ici le théoreme 1.D. Supposons d’abord que le résultat
soit vrai pour les graphes combinatoires. Soit (I',w) un graphe pondéré de
premier nombre de Betti b. Pour tout € > 0, nous pouvons trouver une
fonction poids w, proche de w dans le sens de la topologie C? telle que

|t (Bt (T, we)) = pa (Bt (T, w))| < €,

|Vol(T', w) — Vol(T', w)| < e,

et telle que w.(e) soit rationnel pour tout e € E. Soit A un entier tel que
Aw,(e) € N* pour tout e € E. Nous avons

o, (Bst (L5 Adw,)). Vol(T', )\UJE)I’/2 = fw, (Bst (T, we)). Vol(T', we)b/Q.

On se fixe une énumération {el}‘i‘1 des arétes de I" (cette fois, elle n’ont pas
d’orientation fixée). Si mnous subdivisons chaque aréte e; de I' en
k(i) = Awc(e;) arétes notées e ; pour j = 1,...,kc(i), nous obtenons un
graphe I, de premier nombre de Betti b, qui est isométrique a (I, Aw,) une
fois muni de la fonction poids constante égale a w = 1. Soit f cette isométrie
et notons £’ 'ensemble des arétes de I'.. Nous avons

1(Bst(T7)) = o, (Bt (T, Awe)). (1.25)

Pour voir cela, observons que 'isométrie f induit une application linéaire F’
de C(I',R) dans C(I".,R) (et un isomorphisme entre H,(I',R) et H,(I",R))
qui satisfait



pour i = 1,...,|F|. La famille

(i)
ke(1) Z i=1

est une base orthonormale pour le produit scalaire < .,. >, de RI®| et

e

1
k(i) =

/

(V]
i=1

est une base orthonormale de I(C(T,R)) pour < .,. > dans R!*'l. Nous trou-

vons donc que I'application Fiy,(rr) exprimée dans ces bases orthonormales
est la matrice identité, et nous obtenons ainsi I’égalité (1.25).

Cette construction peut étre réalisée pour tout € > 0. Donc si le théoreme
[.D est vérifié pour chaque graphe combinatoire, il est alors vérifié pour les
graphes pondérés.

Maintenant, soit IV = (E’, V') un graphe de premier nombre de Betti b
et notons k = |E’|. Pour tout u € R¥

July < kJul;

N . k 2 s . c 7.
ou |uly = 4/, u7 désigne la norme euclidienne. Donc

(B () > u(BQ%»,

ou By(R) désigne la boule de rayon R pour la norme | - | dans Hy(I",R).
Nous déduisons I'inégalité (1.19) pour les graphes combinatoires.
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Chapitre 2

Boule unité de la norme stable
sur une variété, polytope et
classe conforme

20






Le contenu de ce chapitre peut étre trouvé dans l'article [6] écrit en col-
laboration avec I.Babenko.

Etant fixée une variété fermée M™ de dimension m > 3, nous allons nous
intéresser aux normes qui peuvent étre réalisées comme norme stable d’une
métrique lisse (i.e de classe C'*). Nous avons déja vu que les polytopes appa-
raissaient de maniere systématique comme boule unité de la norme stable des
graphes pondérés, et que leurs sommets étaient décrits par la combinatoire
du graphe.

Rappelons ici qu'un vecteur s de Hy(M,R) est dit de direction rationnelle
s’il existe une classe entiere v telle que s €< v > la droite engendrée par v.
Dans le cas contraire, le point est dit de direction irrationnelle. Nous avons
le résultat suivant :

Théoréeme 11 Soit (M™, g) une variété fermée riemannienne lisse de dimen-
sion m > 3 et de premier nombre de Betti b > 1 . On considére un polytope
fini convexe K de Hi(M,R), a symétrie centrale, tel que son intérieur soit
non vide et les directions de ses sommets soient rationnelles. Alors il existe
une métrique g' lisse sur M conforme a g telle que

Bst(gl> =K.

Nous obtenons ainsi une large classe de polytopes comme boule unité de
la norme stable d’une métrique sur une variété de dimension supérieure a 3,
de sorte que :

Corollaire II Soient (M™, g) une variété riemannienne de dimension m > 3
et de premier nombre de Betti b > 1 et || - || une norme sur ’espace vectoriel
Hi(M,R). Pour tout € > 0, il existe une métrique g(c) conforme a g telle
que

1< llge = X+l -1
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En effet, il suffit de considérer une approximation suffisamment fine de
la boule unité de la norme || - || par un polytope symétrique K., tel que ses
sommets soient de directions rationnelles et de norme 1 : on applique alors
le théoreme II.

Nous commencons par présenter un survol des résultats liés a 1’étude de
la géométrie des boules stables.

2.1 Historique

Nous récapitulons ici I'ensemble des résultats traitant de la question sui-
vante : étant fixée une variété M, quelles normes peuvent étre réalisées comme
norme stable associée a une métrique g ?

Cas du tore bidimensionnel. M.Morse [51] a tout d’abord remarqué que
la norme stable du tore bidimensionnel T? associée & une métrique lisse est
strictement convexe. V.Bangert a ensuite montré le résultat suivant :

Théoreme (V.Bangert [11]) Soit (T? g) un tore riemannien lisse. La
norme stable est différentiable dans les points de direction irrationnelle et
est différentiable dans les points de direction rationnelle si et seulement si
le tore est feuilletté par les géodésiques minimisantes représentant ’élément
correspondant de H,(T?,7Z).

Cas des surfaces. On note X, la surface fermée orientable de genre h. On se
fixe une métrique g lisse. Un sous-espace affine support de Bg(g) est un sous-
espace affine H tel que H N By (g) = H NOBs(g). On dit d'un sous-ensemble
F de 0B (g) qu’elle est une face plate si il existe un sous-espace affine support
H tel que F' = H N 0By(g). La dimension de F' est alors définie comme la
dimension de l'espace affine A qu’elle engendre et l'intérieur de F' est son
intérieur dans A. Enfin une face plate est rationnelle si elle coincide avec
'enveloppe convexe de points de 0B (g) de direction rationnelle. Dans [48],
D.Massart montre que 1’ensemble des faces contenant un point de 0Bg(g)
dans leur intérieur peut étre ordonné par inclusion et admet un maximum
unique. Il montre également le résultat suivant :

Théoréme (D.Massart [48]) Soit g une métrique lisse sur ¥y, avec h > 2.
1. La dimension d’une face plate est majorée par h — 1.
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2. Tout point de direction rationnelle est contenu dans une face plate ration-
nelle de dimension h — 1.

3. En un point v de 0By (g) de direction rationnelle, la norme stable est
différentiable seulement dans les directions tangentes a F, ou F' est la face
plate rationnelle maximale contenant v dans son intérieur.

On en déduit immédiatement que la norme stable d’une surface (X, g)
de genre h > 2 n’est donc ni lisse, ni strictement convexe, ni définie par un
polytope. Remarquons également qu’il existe une infinité de points exposés
de direction rationnelle pour de telles surfaces (un point est dit exposé si la
face rationnelle maximale le contenant dans son intérieur est réduite a ce
point) (voir [49]).

Dans [50], D.Massart relie la dérivabilité de la norme stable en une classe
d "homologie au degré d’irrationalité de cette classe. Plus précisément, une
classe d "homologie v est dite k-irrationnelle si k est la dimension du plus petit
sous-espace de Hi(3,, R) engendré par des classes entieres et contenant v.

Théoréme (D.Massart [50]) Soit g une métrique lisse sur ¥y, avec h > 1.
En une classe v d’homologie k-irrationnelle, la norme stable est différentiable
dans au moins k — 1 directions non radiales.

Cas des dimensions supérieures. G.A.Hedlund a construit pour le tore de
dimension 3 une métrique Riemannienne [36] pour laquelle la norme stable
est donnée par un octaedre régulier. Cet exemple est fondamental, puisqu’il
montre que la situation en dimension plus grande que 3 est radicalement
différente de celle en dimension 2 : les polytopes peuvent apparaitre comme
boule unité d’une norme stable associée a une métrique.

D’autre part, D.Burago, S.Ivanov et B.Kleiner [23] ont démontré le
résultat suivant, qui généralise le résultat de V.Bangert :

Théoréme (D.Burago, S.Ivanov & B.Kleiner [23]) Soit (T", g) un tore
riemannien de classe C3 de dimension n > 2. Soit v un point de direction
wrrationnelle. Alors la norme stable est différentiable en v dans au moins une
direction non radiale.

Dans ce méme papier, les auteurs montrent que, pour tout entier k,
il existe un entier n et une métrique de classe C* sur T" telle que pour
presque tous les points de direction irrationnelle v, la norme stable soit non
différentiable en v. Cela montre qu'une généralisation compléte du théoreme
de V.Bangert concernant les directions irrationnelles est impossible.
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Nous allons maintenant passer a la démonstration du théoreme II. Elle
va découler de plusieurs propositions techniques. On travaille dans la classe
des métriques simpliciales. Ce sont des métriques lisses sur chaque sim-
plexe d’une triangulation lisse avec une condition naturelle de coincidence
sur les faces communes. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter
[3]. L’idée de la démonstration est la suivante : nous construisons un com-
plexe simplicial riemannien P, qui contient comme rétracte le tore jacobien
T® = H,(M,R)/i(H,(M,Z)) de M, et dont la boule stable est le polytope K.
Ceci nous permet de construire une métrique h sur M, dont la boule stable
est a nouveau le polytope K. Nous montrons ensuite que I’on peut déformer
la métrique initale sur M dans sa classe conforme en une métrique ¢’, et ainsi
définir une application de (M, ¢') dans (M, h) qui contracte les distances (ce
qui permet de comparer les boules stables de M pour les métriques ¢’ et h),
et dont la longueur des courbes associées aux sommets du polytope K soit
controlée.

2.2 Préparatifs

Lemme II.A Soient (X;, h;), ¢ = 1,2 deux variétés munies de métriques
simpliciales et f : X1 — Xy une application simpliciale contractant les
distances. On note f, l'application induite sur les homologies réelles unidi-
mensionnelles. Alors

fo(Bst(h1)) C Bat(ha).

Démonstration. Soit a un élément de Hq(X1,Z) et supposons que 7, soit
une courbe fermée lisse par morceaux réalisant la classe na. Comme f contracte
les distances, on a lp, (7,) > lh,(f(7n)), ce qui implique que

[allny = [[/<(2) [n,- (2.1)
Par continuité de la norme, l'inégalité (2.1) est valable pour toute classe
réelle. On en déduit le résultat. O
On note {s1,..., Sk} un sous-ensemble de sommets de K tels que
K = convg{sy,..., Sk}
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ou conv, désigne I'enveloppe convexe du symétrisé d’un ensemble. Les som-
mets de K étant rationnels, on peut trouver pour tout ¢ = 1...k un nombre
l; > 0 tel que

S; — li-vi7

ou v; est un vecteur entier indivisible. On se fixe k£ courbes de M lisses,
disjointes, fermées et simples notées vi,...,7 telles que [y;] = v; pour
1 = 1,...,k. On les suppose paramétrisées par longueur d’arc respective-
ment a la métrique donnée g.

Lemme I1.B Dans (M, g), il existe k voisinages tubulaires disjoints {U;}¥_,
des courbes {v;}¥_, et une métrique g, lisse conforme a g tels que

Lol (v) =171 1<i<k;

2. les U; sont fibrés par des disques gi-orthogonaux a ~y; et les projections
pi : Up — ; le long de ces disques contractent les g,-distances.

Démonstration. On se fixe ¢ > 0 suffisamment petit pour que les
e-voisinages tubulaires des courbes ~; respectivement a la métrique g soient
disjoints et qu’ils soient fibrés par des disques g-géodesiques orthogonaux aux
v;. Notons U; ces voisinages tubulaires. On choisit une fonction A strictement
positive sur M qui soit constante égale a (1;.l,(v;))~! sur U;. La métrique
7 = \?g vérifie la propriété 1. et les disques fibrant U; sont toujours géodesi-
ques et ortogonaux aux 7; pour la métrique g. Puisque g est conforme a g, et
pour simplifier nos futures notations, nous pouvons supposer que la métrique
de départ vérifie la propriété 1.

Soit p; : U; — 7, le fibré normale de 7;. On considere un systeme de
coordonnées semi-géodesique sur U; :

(8,1‘2,[L‘3,...,$‘m), (22)

ou s = z; est le paramétre naturel le long de ~; et les (23, x3, ..., T,,) = T sont
les coordonnées géodésiques sur les disques ortogonaux. Ce systeme est bien
défini sur chaque ouvert du type p; '([s — 6, s + 6] pour § > 0 suffisamment
petit. Pour ¢ = (s,7) € U;, notons également r(q) = dist(q, ;). Alors r? est
une fonction lisse définie sur U;. Soient {g(s,T)};=; les coefficients de g
dans (2.2). Nous avons par construction

g11(5,0) =1; gy(s,0) =0, 2<1<m. (2.3)
Tout vecteur tangent v € T,U; s’écrit dans la base {a%k}?:l

v = (a,0); ou U= (V2,03 ..., Up).
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Nous pouvons calculer sa norme :

IVI2 = gua(s, 7)o + 20> guls, T)ve + [[7)12, (2.4)
k=2

ol ¢ est la restriction de g a ’espace tangent au disque normal correpondant,
sa matrice coincidant au bloc de g dual a gq;.
Cherchons maintenant le facteur conforme défini sur U; sous la forme

suivante : . ()
+ ar(q
X(g) = ——" (2.5)
g1 (q)
ou a est une constante que nous allons choisir afin de vérifier la propriété 2.

du lemme. Sur chaque U;, pour la métrique g; = A\?g, on tire de (2.4) que :

ag1 (s, T)r?(s,T) " B _
vz, —o* = Af( T +20)  gu(s, v+ [Tl |- (2.6)
’ k=2

Compte-tenu de (2.3), on a

m
1> gl < Ax(s,3) [,
k=2

pour une constante A > 0 appropriée. Nous obtenons alors de (2.6) I'inégalité
suivante :

2 2 2 agr? 2 — —12
VI, - o z&<1+m¢x—2mwﬂmu+wmu>. (2.7

Nous avons dans les parentheses une forme quadratique en les arguments
la|r et ||T]|y, qui est positive si

agii

2
1+ar2>A'

Prenons a = 242, alors cette inégalité est vérifiée pour r = 0 en accord avec
(2.3). On en déduit par continuité qu’elle est vérifiée sur l'ouvert U; tout
entier si 'on a choisi € suffisamment petit au départ. Finalement, pour le
facteur conforme (2.5) avec a = 242, on obtient de (2.7)

[vllgr = [
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et la propriété 2. est donc vérifiée.
Pour achever la démonstration, il reste a prolonger les facteurs locaux
conformes {\;} ; en une fonction lisse A strictement positive. 0

2.3 Construction d’une métrique de référence

Nous allons commencer par construire une métrique de référence sur M
pour laquelle la boule unité de la norme stable est bien le polytope demandé.
Cette métrique n’appartient en général pas a la classe conforme de la métrique
de départ.

Proposition II ] existe une métrique lisse h sur M tel que

1. |\dydi—£s)|]h = deéis) g > 0U s est le paramétre gi-naturel le long des ~; ;

2. By(M,h) =K.

Démonstration. La démonstration se déroule en deux étapes. Dans la
premiere, on montre que l'on peut se ramener a construire une métrique
simpliciale sur M réalisant le polytope K comme boule stable, et dans une
seconde étape, on explicite la construction de cette métrique simpliciale.

Lemme I1.C Supposons qu’il existe une métrique h sur M simpliciale, telle

que :

1. By(h) = K.

2. Je > 0 tels que la métrique T soit lisse sur les e-voisinages tubulaires U,(7;)

de v; (qui sont disjoints).

3. les v; sont des géodésiques minimisantes de longueur l;(7;) = vl = It
Alors la proposition est vérifiée.

Démonstration du lemme. On se fixe une métrique lisse b’ sur M, qui
coincide avec h sur les Uc(7;). On peut choisir une fonction ( lisse, telle que
¢ = 1sur Uys(v), ¢ = L sur M\ UL Uses3(7;) et qui soit croissante sur
chaque U,(7;) respectivement a la coordonnée radiale. On choisit L suffisam-
ment grand pour que la métrique h = (.h' > h. Pour i = L,...,k,v; € Bg(h).
On conclut alors en utilisant le lemme I1.A et la convexité de la boule stable.

0

Nous allons maintenant construire une métrique simpliciale satisfaisant
les hypotheses du lemme I1.C. Soit T® = H,(M,R)/i(H,(M,Z)) le jacobien
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de M (i désigne l'inclusion canonique). On considére une métrique eucli-
dienne hg sur T telle que pour toute courbe 7 telle que [y] = S2F_ ay.v; avec
a; € Npouri=1,....k ln(v) > % |au].l;7 + 3. Fixons un point zo de
T®. Soient V¥_,C; un bouquet de k cercles pointé en un point ;. On forme un
graphe I' en ajoutant a x; une aréte notée a dont une des extrémités est libre.
Soit hgy une métrique simpliciale sur I" telle que I, (C;) = I;” et ln,(a) = 1.
On fixe sur T une triangulation linéaire telle que x( soit un 0-simplexe. On
considere le complexe simplicial (P, hy) formé en recollant 'extrémité libre
de (T, hf) & (T®, hg) en o (voir figure 2.1).

I >

X X,

F1c. 2.1 — Le complexe P;

On a une application évidente f; : P, — T? qui est Iidentité sur T et
qui envoie C; sur ¢; la géodésique minimisante réalisant v; basée en xy en
dilatant les distances.

Comme f; est lidentité sur T,, l'application induite en homologie
(f1)« : H(P,R) — H(T” R) est surjective. Pour i = 1,...,k, on réalise
le cylindre de I'application (f1)|c, : C; — ¢; de sorte que l'aréte a coincide
avec une génératrice du cylindre Z;. On obtient ainsi un nouveau complexe
simplicial P, dont P, C P, est un sous-complexe. Remarquons également que
T® C P, est un rétract par déformation. On prolonge la métrique h, de P,
a P, de la maniere suivante. On note ¢; la longueur de la concaténation de
Ci =axCixa~t et ¢. Soit p; : S} — C; % ¢; une application linéaire contrac-
tant deux fois les distances. Pour ¢ = 1,...,k, on considere le cylindre de
cette application, et on recolle une demi-sphere deux-dimensionnelle de rayon
q;/™ isométriquement le long de S} (qui est de longueur 2¢;). On note hy la
métrique induite par notre construction.

Clairement,

H,(Py,R) ~ H,(T" R).
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Remarquons que pour toute courbe lisse par morceaux v C Py, il existe
une courbe 7' C P telle que [y] = [7] et lh, () < I, (7).

Lemme I1.D
Bst(hg) — K

Démonstration du lemme. Il est clair qu'une courbe minimisante de
(Py, hy) est contenue dans P;. On se fixe une classe entiere v appartenant
au sous-réseau A, engendré par {v;}*_,. Etant donné n > 1, on choisit 3,
une courbe réalisant n.v. Quitte a modifier notre courbe (3,, on peut sup-
poser que la courbe est obtenue comme la concaténation de deux courbes :
la premiere 3, est contenue dans T’ et la seconde 3,9 dans I'. La classe v
appartenant au sous-réseau Ay, et de la structure de I’homologie réelle uni-
dimensionnelle de T', on déduit que v et [3,2] € Ay et donc que [B,1] € Ay.
On écrit [B1] = S0, i.[Ci] et comme Iy (Bo1) > o8, Joul.l7t + 3, on
peut diminuer la longueur de 3, en remplagant la partie 3, par la courbe
a * Hle C x a~'. Ceci entraine que toute courbe minimisante est conte-
nue dans I'. Donc |v|y = min{Zf:1 g 7 | v = Zle a;.v;} pour tout
v dans le sous-réseau engendré par les {v;}¥_,. Par continuité de la norme
et du fait que rang(Ay) = b (comme int(K) # (), on en déduit le résultat. [

On peut remplacer dans notre complexe simplicial P, les cercles C; pour
i =1,...,k par des tubes m-dimensionnels C; x D™' ou C;x D™ (selon
I'orientabilité des U;), munis d’une métrique produit (euclidienne sur D™!)
dont la projection radiale contracte les distances et telle que les disques
2-dimensionnels rattachés le soient le long d'un cercle du bord de ce tube.
On note a nouveau (Ps, hy) le complexe simplicial obtenu. Cette opération
ne modifie pas la forme de la boule stable.

Soit J : M — T® C P,. Etant donnés les k voisinages tubulaires topologi-
ques disjoints U; de v; pour ¢ = 1,...,k, on modifie J dans sa classe d’ho-
motopie de sorte que J(v;) = C; et que J(U;) = C; x D™ ! ou C,;xDm 1,

On peut alors approximer J par une application [J; qui soit simpliciale
sur M et qui coincide avec J dans chaque U; pour i = 1,...,k (voir [62]).
La métrique J;*(hg) tirée en arriére peut étre dégénérée en-dehors des voisi-
nages tubulaires. On se fixe une métrique lisse quelconque hz sur M et & une
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fonction lisse et croissante d’argument ¢ vérifiant

g( ) _ 0 si qe UleUi<2_3E);
V=11 siqe M\ U Ui(e).

Alors Jp : (M, T (ha)+&hs) — (Pa, he) contracte les distances et la métrique
ainsi construite vérifie les propriétés annoncées. O

2.4 Démonstration du théoreme 11

Sur la variété initiale (M, g), on considere maintenant les objets construits
dans le lemme I1.B et la proposition ci-dessus. On choisit deux fonction lisses
et croissantes d’argument ¢ vérifiant

oli € est le rayon des voisinages tubulaires {U;}%_; du lemme I1.B. On considere
un point ¢ € U; et r(q) la fonction radiale définie ci-dessus. Soit 7,(s) I'unique
géodesique locale passant par ¢, orthogonale a +; et telle que 7,(0) € ;. On
définit les applications

en posant G;(q) = n,(é(r(g))). Remarquons que G;(q) = ¢ si r(q) > % et
que Gi(q) = 14(0) si r(¢q) < 5. Les applications locales {G;}I_; se prolongent
en une application

G:M— M.

Remarquons que G induit en homologie ’application identité.
On définit maintenant les fonctions locales suivantes

U, .U, —R; 1<i<k

61



¥(r(g))). Remarquons que ¥;(¢) = 1si r(q) > % et que
<

Ces fonctions locales {W;}¥ | se prolongent en une

en posant V;(q) =
U,(q) = 0 si r(q)

fonction

5-
v:M— R.
Choisissons finalement B > 0 tel que

g =1+ BV)g > g + VG, (h).

On voit facilement par construction et de la propriété 2. de la proposition 11
que G : (M, g") — (M, h) contracte les distances. Du lemme II.A, on tire

Bst<g/> C Bst(h,) =K.

Par construction, les métrique g’ et g; coincident dans les §-voisinages tu-
bulaires des {7;}I;. Ceci avec la propriété 1. du lemme II.B implique que
les sommets de K appartiennent a By (g'). La convexité nous donne alors le
résultat.
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Chapitre 3

Sommes connexes et
revetements cycliques
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Les résultats de ce chapitre sont contenus dans le papier [5] écrit en col-
laboration avec I.Babenko.

Soit ¥4 (h) une surface de genre h > 1 ou le signe + désigne le cas
orientable ou non orientable. Nous avons vu que la constante systolique

0+(h) = o(X£(h))
était strictement positive et vérifiait :

h 97 h

(In 1)’ Soxh S (nh)2

™

(3.1)

Nous pouvons voir les surfaces de grand genre comme des sommes connexes
d’une méme variété :

Yi(h) =

L=

h
T? et ©_(h) = # RP?.
=1

K3 (3

Le comportement (3.1) s’interprete maintenant comme celui d'une fonc-
tion du nombre de copies dans la somme connexe correspondante. Remar-
quons que le comportement (3.1) est intéressant puisqu’il établit une crois-
sance en h un peu moins rapide que la croissance lineaire a laquelle on peut
s’attendre en faisant la somme connexe de h exemplaires du tore T? dans le
cas orientable ou du plan projectif RP? dans le cas non orientable. Ce point
de vue nous amene a la premiere question abordée dans ce chapitre.

Question 1 Soit M une variété fermée de dimension m > 3. On considere
la somme connexe

.M = # M,
=1

de n copies de M. Comment se comporte o(#,M) en fonction de n ?
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On suppose évidemment M essentielle pour que cette question soit non
vide. Si M est orientable, les choix d’orientation pour les différents termes
de la somme connexe ne jouent pas de role fondamental. Pour étre précis,
nous supposerons que les termes sont orientés de maniere cohérente. La
somme connexe est une opération topologique fondamentale en topologie
des variétés, et la question 1 est donc tout a fait naturelle. Posée il y a
déja plusieurs années (voir par exemple [33]), elle représente un probleme
non-trivial. Il est méme difficile de conjecturer 1’éventuel comportement de
o(#,M) dans le cas général, et le lecteur pourra trouver dans [33] différents
exemples de comportements envisageables. Il n’est pas évident de savoir si
(3.1) est la manifestation d’une regle générale ou bien si ¢’est un phénomene
deux-dimensionnel. Un des principaux buts de ce chapitre est le résultat sui-
vant.

Théoréme II1.A Soient M une variété fermée de dimension m > 3. Alors
il existe une constante C'(M) telle que pour tout n > 3 , l'inégalité suivante

soit vérifiée :
nvinlnn
Vinn

Soient M; et M, deux variétés de méme dimension m > 3. Dans la somme
connexe M # M, on contracte la sphere de recollement dans un point : on
obtient ainsi la projection naturelle

o(#nM) < C(M)

My#My — My \/ M;
qui induit un isomorphisme des groupes fondamentaux. Nous en déduisons
I'inégalité suivante :
O'(Ml#MQ) S O'(Ml) + O'(MQ).

Ceci implique que quelle que soit la variété M, la fonction o(#,M) est semi-
additive en n, et par conséquent que la limite

M
n—aoo n

existe. Le cas deux-dimensionnel est couvert par (3.1), et donc du théoreme
ITI.A, nous obtenons immédiatement :
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Corollaire ITI.A1 Pour toute variété fermée M, on a :

M
lim o(#.M) _ 0.
n—-so0 n
Soient M wune variété, m = m(M) son groupe fondamental et

f + M — K(m1) lapplication canonique, ou K(m,1) désigne l'espace
d’Eilenberg-Maclane. Si a = f.([M]) est une classe homologique d’ordre in-
fini dans H,,(m, Z), alors, comme il a été démontré dans [3], o(M) ne dépend
que de cette classe. On note cette constante systolique o(a).

Corollaire ITI.A2 On suppose ici m > 4. Soit a € H,,(m,Z) une classe
homologique d’ordre infini représentable par une variété. Alors il existe une
constante Cy = C1(a) telle que pour tout n > 3, on ait l'inégalité suivante :

nvInlnn

o(na) < Cy T

On suppose évidemment que a est représentable par une variété, sinon on
remplace a par un multiple convenable (voir [64]).

La somme connexe représente un moyen naturel de fabriquer une suite
de variétés en partant d’une variété donnée. Un autre moyen de fabrica-
tion d’'une telle suite est le passage au revétement cyclique. Soit M une
variété dont le premier nombre de Betti by (M) est non nul. On choisit une
classe non-triviale h € H'(M,Z), et on considere le revétement cyclique a
n feuilles My(n) correspondant a la classe h. La suite de variétés obtenue
{Mn(n); n =1,2,...} nous conduit a la seconde question abordée dans ce
chapitre (voir également [33] & ce sujet).

Question 2 Comment se comporte o(My(n)) en fonction de n ?

Dans le cas des variétés orientables deux-dimensionnelles, cette question
se réduit a la question 1, le cas non-orientable en différant 1égerement. Dans
les dimensions supérieures, la différence entre ces deux questions est plus
marquée. Dans la section (3.3), nous avons indiqué quelques exemples mon-
trant que le comportement de o(My(n)) peut varier considérablement. Ce-
pendant, notre méthode nous permet d’établir une borne supérieure pour
o(My(n)) analogue & celle du théoreme II1.A.
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Théoreme II1.B Soient M wune variété fermée de dimension m > 3 et
h € HYM,Z) une classe non-triviale. Il existe une constante C(M, h)
dépendant de h et de la topologie de M tels que pour tout n > 3, on ait
I'inégalité suivante :

nvInlnn

o(Mn(n)) <C(M,h
(M) < €M, )"

Compte-tenu des résultats obtenus, du cas des surfaces et du cas des
graphes, nous pouvons formuler deux conjectures sur les fonctions o(#, M)
et o(Mp(n)) :

Conjecture 1 Pour toute variété fermée essentielle de dimension m, on a

U(#nM) ~

n

(Inn)m™’

Conjecture 2 Pour toute variété fermée essentielle de dimension m et pour
une classe h € H'(M,Z) non nulle, on a

o(Mn(n)) S —

1.
~ (Inn)™’ n>

La section suivante est consacrée a la démonstration du théoreme II1.A.
Pour une somme connexe d’un grand nombre de copies d'une variété donnée,
nous construisons une métrique spéciale adaptée a cette somme. Ceci nous
permet d’estimer supérieurement la constante systolique pour un tres grand
nombre de copies dans la somme connexe. Dans notre construction métrique,
la somme connexe ressemble a une éponge tres poreuse, le graphe systolique-
ment économique donné par la  méthode non constructive de
P.Erdos & H.Sachs (voir [28]) jouant le role d'une ossature pour cette somme.
Dans la section (3.3), pour un revétement cyclique d'un grande nombre de
feuilles, nous utilisons a nouveau la construction de graphes d’Erdos et Sachs.
On peut choisir ces graphes de sorte qu’ils possedent une chaine passant en
chacun des sommets du graphe (circuit hamiltonien), a laquelle on recolle
un certain nombre d’arétes supplémentaires. Dans notre construction, le cir-
cuit hamiltonien correspond au revétement et les arétes supplémentaires a
des anses ajoutées a celui-ci. Ces anses supplémentaires apparaissent pour
des raisons techniques et jouent un role important. En effet, le recollement
d’anses d’indice 1 ne modifie pas la constante systolique.
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3.1 Sommes connexes

3.1.1 Préliminaires topologiques

Pour cette section, soit M™ une variété fermée de dimension m > 3. Nous
étudions le comportement asymptotique de o(#, M) en fonction de n. Nous
utiliserons de maniere décisive le résultat technique suivant :

Proposition (I.Babenko [4]) Soit M une variété de dimension m > 3.
Alors
o(M#(St x S 1)) = o(M). (3.2)

Le contenu topologique de notre construction est le suivant. On prend
2n exemplaires de M dont on a 0té au préalable D disques m-dimensionnels
disjoints. On recolle deux exemplaires entre eux le long de la frontiere d'un
disque : nous obtenons ainsi la somme connexe de deux exemplaires percée
de 2D — 2 trous. On répete 'opération en recollant 'un apres l'autre les
exemplaires a la somme connexe formée a 1’étape précédente jusqu’a obtenir
la somme connexe de 2n exemplaires de M percée de 2n(D — 2) 4 2 trous.
Recollons maintenant deux par deux les frontieres de ces trous : on forme
ainsi n(D — 2) + 1 anses sur la somme connexe et I’égalité (3.2) implique que
la variété ainsi obtenue possede la méme constante systolique que la somme
connexe elle-méme.

Pour estimer supérieurement cette constante, nous allons donc construire
une métrique sur la variété M percée de D trous et fixer les anses selon un
arrangement particulier.

3.1.2 Préparatifs métriques

Rappelons que m > 3. Soit © une partition de M en cubes m-dimension-
nels, de sorte que deux cubes s’intersectent toujours par une unique face de di-
mension inférieure. Pour une telle partition, les faces (m — 1)-dimensionnelles
sont communes a deux m-cubes exactement. Une telle partition existe :
on peut la construire par exemple a partir d'une triangulation de M en
décomposant chaque m-simplexe en m+-1 cubes. On choisit © avec un nombre
minimal d’éléments que 1'on notera c¢(M).

On munit chaque cube m-dimensionnel de la métrique plate euclidienne,
de sorte que ses arétes soient de longueur 1. Cela définit une métrique po-

70



lyhédrale que nous notons go (voir [3]). Immédiatement,
Vol(M, go) = ¢(M).

Posons Iy = sys(M, go). On a :

Lemme IIT.A
lop > 2.

Démonstration. Considérons une courbe qui réalise la systole de M pour
go- Remarquons que la courbe est linéaire par morceaux. Soit 7" € © un
cube contenant un point de cette courbe dans son intérieur. On prend le
pl-voisinage ouvert contractile et maximal de 7' contenu dans 1'étoile de T'
(voir [57]), la systole doit intersecter le bord de ce voisinage en deux points
au moins. Ceci démontre le lemme. U

Soit un entier naturel k£ > 2(2 4+ [v/m — 1/2]) et fixons un m-cube C™ de
©. Nous subdivisons de maniere évidente C™ en k™ cubes réguliers de taille
1/k et on note F(C™, k) la famille de cubes ainsi obtenue. Considérons la
sous-famille suivante

. 2+ [vVm —1/2]
= k

G(C™ k) ={C e F(C™ k),d(C,oC™) }

de cardinal (k —2(2+ [v/m — 1/2]))™.

3.1.3 Fabrication d’une écumoire

On perce maintenant dans chaque cube C' de G(C™, k) le petit cube (ou-
vert) C' = {z € C;d(z,0C) > 1/(2k?)} de taille (k — 1)/k* centré en le
barycentre de C. L’ensemble C™(k) = C™ \ {C";C € G(C™, k)} est le cube
initial C™ auquel on a 6té (k—2(2+[v/m — 1/2]))™ cubes identiques disjoints.
Lemme III.B

4m?/?

k

Vol(C™ (k) < (3.3)
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Démonstration. En étudiant le volume de U{C"; C' € G(C™, k)} et le volume
de C™\ {C € G(C™, k)} séparément, on obtient

Vol@m(k)) < 1-(1- 2CElVm=1/72)

)m

k
+(k: —-2(2+ [kmm — 1/2]))’”<1 - %)m>
< m(4—|—\k/m—1) +%
o miym)
- k

U
Définissons la k-écumoire de la variété (M, go) en posant
M(k) = CmUeeCm(k:), (3.4)
munie de la métrique g, induite par go. De (3.3) et de (3.4), on déduit
Vel(M(k).70) < 2 (o) 9

M et k étant fixés, on note
D= (k=224 [vm—1/2]))"c(M).

M (k) est la pl-variété a bord obtenue en 6tant D disques m-dimensionnels &
M.

Définissons le graphe suivant :
Ap = {{s0,--»sp}; {(s0,8:),1 <i < D}}. (3.6)
Chaque élément de CmLé@Q (C™, k) est indexé comme C1, ..., Cp.
On note C; = C; N M (k) pour i variant de 1 a D. Définissons alors 'appli-
cation f : M(k) — Ap par les formules :

So si x ¢ ,@161-,
fz) = - (3.7)
2k2d(z, 0C;)s; + (1 — 2k2d(x, 0Cy))sg si x € C;.
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On munit Ap de la métrique linéaire, ou la longueur de chaque aréte vaut
1/(2k?). Quelque soit z € C;, on a :

d(so, f(2)) = d(x,0C;).

Lemme III.C f: M(k) — Ap contracte les distances.

Démonstration. Choisissons deux éléments x et y de M (k).
— Si f(z) et f(y) appartiennent a deux arétes différentes (s, s;) et (so, s;),

alors
d(f(z), f(y)) d(f(z),s0) + d(so, f(y))
= d(z,0C;) + d(y,0C))
< d(z,y).

— Si f(x) et f(y) appartiennent & une méme aréte (s, s;), alors

d(f(x), f(y)) |d(z,0C;) — d(y, 0C%)|

d(z,y),

comme l'application d(A,.) est 1-lipschitz pour tout sous-ensemble A
d’un espace métrique (X, d).

IA I

O

3.1.4 Construction d’une éponge

Nous allons maintenant construire a partir d’un grand nombre d’écumoires
une éponge.

D’apres le théoreme 1.2 et comme k£ > 1, on peut choisir pour tout
n > N(D,k?) un graphe I' & 2n sommets de valence D tel que la longueur de
la systole combinatoire soit plus grande que k2. Construisons une nouvelle
variété M (2n, k) ainsi qu'une application F' : M(2n,k) — I'. On considere
tout d’abord la subdivision barycentrique I' de I" : c¢’est un graphe, qui n’est
plus D régulier. On note t1, ..., to, les sommets de valence D de T, et ti; les
barycentres de (¢;,t;), si (t;,¢;) € [ ou 1l <4, j < 2n.

En considérant I' comme un complexe simplicial, on peut identifier

Api=st(t;); 1 <i < 2n,
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ou st désigne I'étoile d’'un sommet. Chaque Ap; est une copie de Ap (voir
(3.6)). Remarquons que Ap; N Ap; # 0 si et seulement si (¢;,¢;) € T, et
alors .ADJ' N ADJ‘ = tij-

On munit T’ de la métrique linéaire h, pour laquelle la longueur de chaque
aréte vaut 1/(2k?). On a donc sys(I',h) > 1. Ce graphe se plonge alors
naturellement au sens métrique dans le graphe I' muni de la métrique linéaire
pour laquelle la longueur de chaque aréte vaut 1/k2. Si on considere 2n copies
M (k),..., My, (k) de M(k), on peut définir par analogie avec (3.7), une
application pour tout 7 € {1,...,2n}

fi: Mi(k) — Ap.. (3.8)

Soient 4,5 € {1,...,2n} tels que Ap,NAp; = t;;. Les images réciproques de
ce point par f; et f; sont deux bords de cubes m-dimensionnels isométriques,
que l'on recolle naturellement par une isométrie a;.

Définissons alors la (2n, k)-éponge

M(2n,k) = T M,()/ ~ (3.9)

ou ~ est donnée par l'identification selon les isométries c;; définies pour
ApiNAp; =t;;. Remarquons que M (2n, k) dépend du graphe I' choisi. On

a facilement
1

n(D—2)+
# (S' xS,
j=1

2n

i=1

Rappelons ici que D dépend de M et de k. De (3.2), nous déduisons :
o(M(2n,k)) = o(F#2M). (3.10)

M (2n, k) est munie de la métrique g; coincidant sur chaque M;(k) avec g,.
On note [; = sys(M(2n, k), g1). Pour cette métrique,

Vol(M (2n, k), g1) = 2nVol(M (k),g,)- (3.11)

Proposition II1.A L’application

F:M(@2n,k) — TCT
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est bien définie et contracte les distances.

Démonstration. Si ¢, j sont tels que Ap,; N Ap ; = t;;, on a le diagramme
commutatif suivant

Mi(k) <—f7"(ti;) == f; ' (tig) = M, (k)

Q5

NN

Ap.i {5 — s {1} Ap

donc F' est bien définie.

Pour chaque paire z,y € M(2n,k), si z,y € M;(k), I'application f;
contracte les distances, comme démontré dans le lemme III.C.
Si & € Mi(k) et y € M, (k) avec i £ J, du(F(x), F(y)) = dn(f:(x), f5(y)). Soit
7 un chemin de =z a y, tel que [l,(r) = d(z,y). Il existe
(19,...,15-1) € {1,...,2n} deux a deux distincts tel que 7 se décompose
en une concaténation 71 ... * 7, de chemins paramétrés sur l'intervalle [0, 1]
avec 71 C M;(k), 72 C M, (k),...,7s—1 C M;, (k) et 7, C M;(k).
Alors

dn(F(z), F(y)) < da(fi(2), fi(11(1))) + dn(fi(72(0)), fir (12(1))) + ..
Fdn(fiumy (Ts-1(0)), fioos (7o 1(1)))+dh(fs(78(0)),fs( )
< dg, (2,71(1)) + dg, (12(0), 72(1)) + ... 4 dg, (7(0), )
< lg1 (7—) = d(I,y),
ce qui acheve la démonstration. 0

Proposition II1.B Pour n > N(D, k?),

o(#2.M) < 4m>2c(M)
2n = k '

(3.12)

Démonstration. Soit v : S — M (2n, k) une courbe qui réalise la systole
de M (2n, k) pour la métrique g;.
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Si F(v) est une courbe non contractile de ', on a :
h=lu(v) = WFH))

sys(T, h)
1.

AVARAVARLV]

Supposons maintenant que F'(vy) est contractile.
— Siil existe i € {1,...,2n} tel que v C M;(k), on a

L > 1y > 2.

— Supposons que v intersecte 'intérieur de plusieurs exemplaires de M (k).
On énumere les exemplaires {M;, (k),..., M; (k)} pour lesquels
v N int(M;, (k) # O pour p = 1,...,1 (ou int(A) désigne l'intérieur
d’un sous-ensemble).

Donc il existe ty,to € S* tels que, pour un i € {1,...,2n} et un
J €L, ..., D}, y(t1) et y(ta) € OC;,; et Yy C int(M;(k)), ot Cj;
est le j-éme cube de taille (k — 1)/k* que 'on a percé dans M;.

On introduit v un arc géodésique minimisant de (1) & 7(t2) dans
dC; ;. On a:

ly(v) <2+ vm—1)/k.

S19)[t1:¢,) €st un élément non trivial de 7, (M;(k), C] ;), la concaténation
de 7|t,11,) avec v nous fournit un élément non trivial de 71 (M;(k)), d’on,

comme k > vm — 1+ 2,
lh = 1y —

Supposons maintenant que i ¢, est trivial dans m (M;(k), 9C; ;). Si
il existe t3 €]tq; to] tel que y(t3) € IC™ ou C™ € O; est le cube de taille

1 contenant Cj ;,

l91 (’YHtLtz]) > dgl (7(t1)7 8Cm) + dgl (’Y(tQ)v acm)
> 2(2+[\/TZ—1/2])
- vm—1+4 2.

k
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On peut alors remplacer 7|j,;,) par v ce qui diminue la systole de
M (2n, k) : une contradiction.
Si Y[ti51,) € C™, on peut a nouveau diminuer la longueur de la systole
par le méme procédé. D’ou une contradiction.

Donc

l1 = sys(M(2n,k),g1) > 1.

Cette estimée implique, avec (3.5) et (3.11),

1 Vol(M(2n, k), 1) < 4m32¢(M)
s @n k) g =k

De (3.10), on déduit le résultat. O

3.1.5 Obtention de ’estimée supérieure

Notre but est maintenant d’estimer la constante systolique o(#,M) en
fonction de n. D’apres (1.3),

N(D,k*) = zli(D - 1)
t=1
avec D = (k —2(2 + [v/m — 1/2]))™c(M). Prenons
(K™e(M)¥ < n < ((k 4+ 1)™e(M))ED7,
Pour & suffisamment grand (k > ko ol kg est un entier naturel), on a

lnln2n> 1
In2n — 4mk?’

Comme n > N(D, k?), Pestimée (3.12) est valable et on obtient pour tout
n > Ny(M) = (ko™ c(M))k

o(#onM) < Smle(M) /lnln2n.
2n In2n
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D’autre part, on a
o(#Han1 M) < o(F#mM) +o(M).

Fixons No(M) le premier entier naturel plus grand que N (M) vérifiant pour
tout n > No(M)

o(#on1 M) < 16mPc(M)

2n +1)y/Inln(2n + 1)
In(2n + 1) .

< (@m)ze(n)’

Donc, pour tout n > N (M) = 2Ny(M),

On en déduit le théoreme IIT.A.

3.1.6 Démonstration des corollaires

Comme nous 'avons déja noté, le corollaire III.A1 est immédiat. Démon-
trons le corollaire III.A2. Soient a € H,,(m, Z) une classe d’ordre infinie et
M une variété qui représente a. Cela signifie que m(M) = 7 et que, pour
I'application classifiante f : M — K(m, 1), on a f.([M]) = a. Remarquons
alors que M est nécessairement orientable. On considere la somme connexe
#.,M et I'application naturelle p : #, M — M de degré n. Pour ’application

fop: #,M — K(m,1),
on a (fop).([#.,M]) = na. D’autre part, d’apres [3], nous avons
o(na) = o, (#.M) < o(#,M).

Ceci avec le théoreme III.A implique le corollaire T11.A2.
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3.2 Revétements cycliques

Dans cette section, étant donnée une variété M dont le premier nombre
de Betti est non nul, nous allons étudier le comportement systolique asymp-

totique du revétement cyclique a k feuilles associé a une classe cohomologique
de HY(M,Z).

Soit M une variété lisse de dimension m > 2, telle que by (M) > 0. On
choisit un élément a € H'(M,Z) non trivial.

On note M (a) le revétement de M correspondant au sous-groupe G du
groupe fondamental obtenu comme noyau de I'application suivante :

m(M) 2 H(M,7) % 7,

ou H désigne '’homomorphisme de Hurewitz.
7. agit librement sur cette variété, et donc, Vk € N* on considere le
revétement cyclique a k feuilles obtenu comme le quotient

My.(a) = M(a)/KkZ.

On s’intéresse ici au comportement asymptotique de o(Mjy(a)). Les exem-
ples suivants montrent que le comportement de o(Mjy(a)) en fonction de
k est bien plus irrégulier que celui de o(#;M). Il dépend fortement de la
topologie de M. Cependant, une borne supérieure universelle en k pour ce
comportement existe.

3.2.1 Exemples de comportement

Exemple 1. Soient X une variété de dimension n > 3 et Y une variété de
dimension (n + 1). Posons

M = (X x SH#Y.

Nous projettons naturellement la variété M sur S* en contractant d’abord la
variété Y dans un point puis en projettant X x St sur S* par la projection
sur le second facteur. Cette application nous définit une classe h € H'(M,Z),
et pour les revétements correspondants, nous obtenons

Mk = (X X Sl)#kY7
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d’ou
o(M) < o(X x SY) +o(#1Y).

De plus, si les variétés sont supposées orientables (voir [3]) ,
U(#ky) < O-(Mki)a
ce qui fournit le comportement

o(My) o(#rY)
k k .

Du théoreme III.A nous obtenons ’estimée supérieure :

o(Mg) Vinlnk = o(X x S1) C\/lnlnk
Vink

<C + <

k - Vink k ~

Exemple 2. Soit p : M — S* un fibré de fibre N. Il existe un difféomorphisme
F de N tel que

M=NxI/F

ou I désigne le segment [0,1]. On note a = p*(d¢) ou d¢ est la 1-forme
canonique de S'. Si on définit, pour k entier naturel, M) comme le revétement
cyclique a k feuilles de M correspondant a la classe a, on obtient :

M, =N x I/F*

Dans le cas ou F' est un difféfomorphisme périodique de période [, la suite
{o(My)}r est une suite périodique de période .

En particulier, si M = K2 est la bouteille de Klein et p sa projection
naturelle sur le cercle,

K2 si k est impair,
My, =
T? si k est pair,

et o(My) vaut alternativement 2v/2/7 et v/3/2.
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3.2.2 Démonstration du théoreme I11.B

Dans cette démonstration, nous utilisons les mémes idées et la méme tech-
nique que pour la démonstration du théoreme III.A. La plupart des étapes
fonctionnent de maniere similaire et, dans un souci de concision, seuls les
détails spécifiques au théoreme II1.B sont précisés.

Préparatifs métriques. Etant donnée une classe h € H'(M,Z) que nous
choisirons toujours indivisible, soit

f:M — St

une application classifiante pour h. On peut supposer cette application lisse,
et choisir un point zy régulier, ce qui nous fournit un cobordisme : la variété
M peut étre identifiée au quotient d’une variété a bord M’, on OM’ = N{UN,
consiste en deux exemplaires de la sous-variété f~1(xg) = N, par Iapplication
identité entre les deux composantes du bord. On note ¢ : M’ — M cette
application. Il existe une partition © de M par une famille de cubes m-
dimensionnels, tels que toute face (m—1)-dimensionnelle soit I'intersection de
deux cubes m-dimensionnels, et NV soit 'union de faces de dimension m — 1.
Cette partition fournit une partition ©' de M’ en cubes m-dimensionnels
par application ¢ . On choisit f, xg et ©' de sorte que ©’ ait un nombre
minimal de cubes que 1'on note ¢/(M, h). Munissons M’ de la pl-métrique hg
construite de maniere similaire a celle construite dans le paragraphe 3.1.2.
Cette métrique se projette en une métrique sur M que ’on note g,hqy. Notons
Iy = sys(M, q.hg). Du lemme IIL.A; on déduit aussitot :

1> 2.

Fabrication de ’écumoire. Soit k£ > 2(2 + [/m — 1/2]). Comme en (3.4),
on considere la k-écumoire de cette variété a bord :
M(h, k) = m
(k)= U_C™(R),
munie de la pl-métrique hy induite par hg. L’image de M (h, k) par g est la
variété M percée de (k — 2(2 + [vm — 1/2]))™ (M, h) trous isométriques.
Nous obtenons (voir (3.3) et (3.5)) :

4m3/2

Vol(M (b, k). Fig) <

(M, h).
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Chaque élément de U{G(C™, k) | C™ € ©'} est indexé comme Cf, ..., Cpr, ot
D' =(k—2(m+1))™d(M,h), et posons C; = C; N M(h, k).
Par analogie avec la formule (3.7) et ayant a lesprit la définition (3.6),
définissons l'application ¢ : M (h, k) — Ap/.o par les formules :
(5o si @ ¢ UC; et d(z,0M (h, k)) > 55;
2]{32d(l‘, 802)82 + (1 - 2]€2d(l‘, 801))80
W(x) = sizeC;,1<i<D

2k2d(z, Nj)so + (1 — 2k*d(x, N;))spry;
sid(z, N;) < gz et j=1,2.

On munit Apryo de la métrique linéaire, ou la longueur de chaque aréte

vaut # Par analogie avec le lemme II1.C, on obtient

Lemme II1.D ¢ : M (h, k) — Ap o contracte les distances.

Construction d’une éponge. D’apres le théoreme 1.2, on peut choisir pour
n > N(D' + 2,k?) un graphe I & 2n sommets de valence D’ + 2 tel que la
longueur de la systole soit minorée par k2.

Nous allons construire une nouvelle variété M (h, k;2n) a 'aide de I et
de M(h, k) de sorte que o(M (h, k;2n)) = o(Mn(2n)).

On considere tout d’abord une subdivision barycentrique I de I". D’apres
le théoreme 1.2, on peut noter {ti,...,ts,} les sommets de I de sorte qu’ils
forment un chemin fermé simple c¢. On note, pour 1 < 4,5 < 2n tels que
(tiyt;) € I, t;; le barycentre de (t;,t;).

Considérant IV comme un complexe simplicial, posons
Apriai = st(ty),

pour 1 < ¢ < 2n. On munit IV de la métrique linéaire pour laquelle la longueur

A 1
de chaque aréte vaut 5.

Considérons 2n copies Mi(h, k), ..., Ms,(h, k) de M(h, k) et définissons
par analogie avec (3.8) pour chaque 1 <i < 2n
(I Mi<h7 k) - »AD+2,¢7

de sorte que ¥; (t;_1;) = Ny et ¥; '(ti 1) = Naj.
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Soient 1 < i,j < 2n tels que t;; € IV mais t,; ¢ c. Alors ¥; ' (t;;) et
1/1;1(15@-7]») sont deux bords de cubes m-dimensionnels isométriques que 1’on
recolle par une isométrie [3; ;.

Sil <i<2n—1, 9% (tiiw1) et ¥ (ti11) sont deux exemplaires de
la méme variété que l'on recolle par I'application identité 3;,;.;. De méme,
V1 (tan) et 5, (tan) sont deux exemplaires de la méme variété que I'on
identifie par I’application identité (s, 1.

On définit alors par analogie avec (3.9)

2n
M (h, k;2n) = 1 M;(h, k)/ ~,

ou la relation ~ est donnée par 'identification selon les isométries {/3; ;} pour
1<i4,7<2navect;; €l
On a:

nD'’

M (h, k;2n) = My(2n) # (S* x S™71),.

Jj=1

De (3.2), on déduit :
o(M(h, k;2n)) = o(Mn(2n)).

M (h, k;2n) est munie de la métrique hy coincidant sur chaque exemplaire
M;(h, k) avec hy.
Pour cette métrique,

Vol(M (h, k; 2n), hy) = 2n.Vol(M (h, k), ho).
De maniere similaire a la proposition III.A, nous obtenons
Proposition I11.C L’application
U: M, k;2n) — TV
r — ;(x) six € M;(h, k)
est bien définie et contracte les distances.

En estimant inférieurement la systole de M (h, k; 2n) pour la métrique h;
par 1, on obtient :

Proposition IILE Pour n > N(D' + 2,k?%),

o(M(h, k;2n), hy) - 4m>/?
2n -k

(M, h).
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Obtention de ’estimée supérieure. On procede comme dans le para-
graphe 3.1.5. Il existe un entier naturel k{ tel que pour tout k > ki, et n
vérifiant

(k™ (M,h) +2)¥ < n < ((k+1)"¢ (M, h) 4 2)*+D*,
on ait

lnln2n> 1
In2n — 4mk?’

Dong, si on pose
Ni(M,h) = (kg™ (M, h) +2)%",

pour tout n > Ny = N;{(M,h),

2nvInln 2n
v1n 2n .

On fixe N’ = N'(M,h) comme le premier entier supérieur a N; tel que pour

n> N,
2nvInln 2n
v1n 2n .

On insere alors de maniere évidente au-dessus de t9, 1 entre les exemplaires
My, (h, k) et M;(h, k) de M(h, k;2n) un exemplaire de M’ muni de la métrique
ho, ce qui ne diminue pas la systole et augmente le volume de Vol(M’, hy).
La variété M (h, k;2n + 1) ainsi obtenue vérifie pour tout n > N’

o(My(2n)) < 8m?d (M, h)

Vol(M', ho) < 8m>c' (M, h)

o(Mn(2n + 1)) o(M(h, k;2n + 1))

o(M(h, k;2n)) + Vol(M', hy)

(4m)2¢ (M. ) (2n +1)y/Inln(2n + 1).

In(2n + 1)

IA

IA

On en déduit pour tout n > 2N’

(M (n)) < (4m?)c' (M, h) YR

lnn

Le théoreme II1.B est alors immédiat.
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Chapitre 4

Systoles et diametre sur les
variétés simplement connexes
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Nous présentons dans ce chapitre I’ensemble des résultats connus sur cer-
taines inégalités universelles (i.e. sans hypotheses de courbure) entre des
longueurs de courbes et le diametre d'une variété riemannienne simplement
connexe dont le second groupe homotopique est non trivial, puis nous démon-
trons une nouvelle inégalité de ce type. Ce chapitre constitue une partie de
larticle [8].

Désignons par M™ une variété fermée de dimension m simplement connexe
et g une métrique riemannienne. Nous supposons dans toute cette section que
le second groupe homotopique de M est non trivial : mo(M) # 0. Nous intro-
duisons différentes longueurs associées a la variété riemannienne (M, g).

On définit tout d’abord la systole que 1'on note sys,(M, g) comme la plus
petite longueur d’'une géodésique fermée de M (non triviale). Malheureuse-
ment, dans le cas simplement connexe, la systole est difficile a estimer en
fonction du diametre de la variété (voir [54] a ce sujet), et on est obligé
d’introduire d’autres longueurs.

Etant donné un point p de M, la I-systole en p que 'on note Isys,(M, g)
est la plus petite longueur d’un lacet géodésique non trivial de M basé en p.
La dénomination de cette longueur est justifiée par le fait qu’elle est réalisée
comme la longueur d'un lacet géodésique basé en p appelé lacet systolique
basé en p. La l-systole que 1'on note lsys(M, g) est la plus petite longueur
d’un lacet géodésique de M non trivial. Cette quantité est réalisée comme la
longueur d’'un lacet géodésique dit lacet systolique. On a

lsys(M, g) = minlsys, (M, g).
Comme M est compacte et g lisse, Isys(M, g) > 0.

On définit ensuite mm(M, g) la longueur obtenue par un procédé de mini-
max sur 'espace des courbes fermées de M. Plus précisément (voir [41]), on
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consideére AM 1'espace des courbes ¢ : S — M lisses par morceaux fermées
de M muni de la topologie C°. On note A°M le sous-ensemble de AM formé
des courbes constantes. De I'isomorphisme 7 (AM, A°M) = mo(M) # 0, on
obtient que

min{mas 1y () | {3} # 0 € m (AM. A’M))
se|0,

est une quantité non nulle et on note mm(M, g) cette quantité (/,(.) désigne
ici la longueur d’une courbe induite par la métrique riemannienne g). C’est
un résultat classique que mm(M, g) est réalisée comme la longueur d’une
géodésique fermée, et on obtient ainsi sys,(M,g) < mm(M,g). Cette tech-
nique, appelée principe du minimax, a été initiée par G. Birkhoff [19].

Enfin, on définit mmy (M, g) la longueur obtenue par un procédé de mi-
nimax sur l'espace GG des paires de courbes de M. Plus précisément (voir
[25] et [53]), on considere C'M 1'espace des chemins ¢ : [0, 1] — M lisses par
morceaux. On définit ensuite les espaces

Gy ={P=(c1,c0) € CM x CM | ¢1(1) = ¢1(0) et c2(1) = c2(0)},
et
Go={P = (c1,c0) € CM x CM | ¢1(1) = 2(0) et c2(1) = ¢1(0)}.

On pose
G == G1 U GQ.

On note G° le sous-ensemble de G formé des paires de courbes constantes et
on définit L,(®) = l,(c1) +1,(c2). Dans le cas ot M est simplement connexe,
71 (G, G°) est naturellement isomorphe & 7o (M) (voir [58]), ce qui nous per-
met d’obtenir une valeur non triviale de minimax

mmy (M, g) = min{ m[%>1<] Ly(®,) ] {®:} #0€m (GG}
se|0,

Cette valeur est réalisée soit par une géodésique fermée, soit par une paire
de géodésiques fermées, soit par une paire de lacets géodésiques basés en un
méme point de sorte que les quatres vecteurs unitaires tangents a 1’origine
des deux lacets géodésiques soient de somme nulle.
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Dans le cas ou dim M = 2, cette derniere condition implique que les deux
lacets forment une géodésique fermée en huit. On obtient en particulier

syso(S?, g) < mmy(S?, g). (4.1)

D’une maniere générale,
Isys(M, g) < syso(M, g) < mm(M, g), (4.2)

et
Isys(M, g) < mmy(M,g) < mm(M,g). (4.3)

L’exemple de la sphere avec trois longs doigts dont un est contracté en
son milieu et un autre tres fin nous montre que ces inégalités peuvent étre
strictes simultanément (voir la figure 4.1).

F1G. 4.1 — Sphere a trois longs doigts

Nous nous intéressons ici aux inégalités géométriques que 1’on peut ob-
tenir entre ces longueurs et le diametre de la variété. L’inégalité la plus
intéressante est de la forme suivante :

syso(M, g) < C(M)Diam(M, g), (4.4)
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pour toute métrique Riemannienne lisse g ou C'(M) est une constante ne
dépendant que de la topologie de M et Diam(M, g) désigne le diametre. Ce
résultat, bien qu’évident pour les variétés non simplement connexes pour
lesquelles sys, < 2Diam, n’est pas encore démontré dans le cas d’une variété
simplement connexe de dimension plus grande que 3. Le cas de la sphere 2-
dimensionnelle est un peu a part comme nous allons le voir. Nous résumons
ici les principaux résultats trouvés dans cette direction.

M.Maeda, améliorant une inégalité obtenue par C.Croke [26], a montré le

Théoreme IV.1 (M.Maeda [44]) Soit (5%, g) une sphére riemannienne.
Alors

1 1
min{ésy80(3279)7 gmm(SZ,g)} S Dmm(SQ,g)

De l'inégalité (4.2), on déduit que
sysy(S?, g) < 5.Diam(S?, ).

Cette derniere inégalité a été améliorée simultanément par S.Sabourau d’une
part, A.Nabutovsky et R.Rotman d’autre part, dans le sens suivant :

Théoréme IV.2 (S.Sabourau [59] ; A.Nabutovsky & R.Rotman [53])
Soit (S?,g) une sphére riemannienne. Alors

o1 1 .
mln{gsySO(SQ,g), mez(SQ,g)} < Diam(5?, g).

De l'inégalité (4.1), on déduit que

sysy(S?, g) < 4.Diam(S?, g).

A T’heure actuelle, nous ne connaissons pas de contre-exemple a la conjecture
syse(S?,g) < 2.Diam(S?, g), le cas d’égalité étant réalisé par la métrique
ronde.

Pour les variétés simplement connexes de dimension strictement supérieure
a 2 telles que mo (M) # 0, nous pouvons citer les résultats suivants.

S. Sabourau a obtenu une inégalité entre la l-systole et le diametre d’une
variété riemannienne complete :
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Théoréme IV.3 (S.Sabourau [58])
Soit (N, ¢') une variété riemannienne complete. Alors

Isys(N, g'") < ¢nDiam(N, g'),

ol ¢, est une constante ne dépendant que de la dimension m de N.

Enfin, il a été montré le

Théoréme 1V.4 (A. Nabutovsky & R. Rotman [55])
Soit (M, g) une variété riemannienne fermée simplement connexe. Supposons
que le second groupe homotopique de M est non trivial. Alors

1 1
min{asyso(M, 9), meQ(M, 9)} < Diam(M, g).

En combinant ce résultat aux inégalités (4.2) et (4.3), on obtient
Isys(M, g) < 4.Diam(M, g).
A notre connaissance, il n’existe pas d’autres inégalités de ce type valables sur

les variétés simplement connexes de second groupe homotopique non trivial.
Nous allons montrer dans la section suivante une nouvelle inégalité de ce

type :

Théoreme IV Soit M™ une variété fermée de dimension m > 4 simplement
conneze. Supposons que son second groupe homotopique soit non trivial. Alors
pour tout p € M et pour toute métrique riemannienne g sur M,

1 1
min{élsysp(M, 9), me(M, 9)} < Diam(M, g).

Comme corollaire, nous obtenons en notant Lsys(M, g) = maxpen Isys,(M, g) :

Corollaire IV Sous les hypotheses du théoreme IV, on a

1 1
min{éLsys(M, 9), me(]\/[, 9)} < Diam(M, g).

La suite de la section est consacrée a la démonstration du théoréme IV.
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4.1 Passage aux métriques analytiques réelles

Soit (M, g) une variété riemannienne fermée, vérifiant les hypotheses du
théoreme IV et p un point de M. Nous allons montrer dans cette section que,
si la conclusion du théoreme IV est vérifiée pour une métrique analytique
réelle, elle I'est pour toute métrique riemannienne lisse.

On suppose donc que, pour toute métrique riemannienne analytique réelle,
la conclusion du théoreme IV est vérifiée. Soit g une métrique riemannienne
lisse. De la densité des métriques analytiques réelles dans 'espace des mé-
triques lisses pour la topologie C!' (voir [37]), on peut trouver une suite de
métriques analytiques réelles {g, }nen+ convergeant vers la métrique g.

On peut supposer que Vn € N* et Ve € CM

1y(6) ~ 10, (0)] < (o).

Le théoreme IV étant vérifié pour les métriques analytiques réelles, deux
cas se présentent a nous : soit il apparait une infinité de lacets géodésiques
¢y 1 [0,1] — M basés en p vérifiant I, (c,) < 2.Diam(M, g,,), soit pour une
infinité de n on a mm(M, g,) < 4.Diam(M, g,,).

Clairement, le diametre dépendant continiment de la métrique, nous

avons
Diam(M, g) = lim Diam(M, g,).

Dans le premier cas, on peut extraire en appliquant le théoreme d’Ascoli
une sous-suite de courbes uniformément convergente. On note ¢ la courbe
limite obtenue. Par un passage a la limite dans I’équation différentielle lo-
cale vérifiée par une géodésique, on observe que la courbe c est encore une
géodésique sauf éventuellement en ¢(0) = ¢(1) = p. La courbe ¢ est donc un
lacet géodésique vérifiant, par passage a la limite,

ly(c) < 2.Diam(MM, g).

Dans le second cas, fixons n > 0. Pour chaque n il existe une application
F7:[0,1] = AM telle que F?(0) = F(1) = p, vérifiant

max{l,, (F//(t));t € [0,1]} < 4.Diam(M, g,) + n.

et telle que 'application induite en homotopie de dimension 2 soit non tri-
viale. On en déduit

(1-— %) max{l,(F)(t));t € [0,1]} < 4.Diam(M, g,) + n,
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d’ot,
(1— %)mm(M, g) < 4.Diam(M, g,,) + n,
et, par passage a la limite,
mm(M, g) < 4.Diam(M, g) + 1.
Ce résultat étant valable pour tout 7 > 0, on obtient

mm(M, g) < 4.Diam(M, g).

Il nous reste donc a démontrer 'inégalité annoncée dans le théoreme IV
pour une métrique analytique réelle quelconque.

4.2 Démonstration du théoreme IV dans le
cas d’une métrique analytique réelle

On se fixe une métrique analytique réelle g et un point p de M. Sup-
posons que Isys, (M, g) > 2.Diam(M, g) (dans le cas contraire, la conclusion
du théoreme IV est immédiate). Soit € > 0 un réel vérifiant Isys, (M, g) >
2(Diam(M, g) +e€) et € < Inj(M, g) ou Inj(M, g) désigne le rayon d’injectivité
de (M, g).

Nous allons utiliser le procédé de Birkhoff de contraction des courbes avec
extrémités fixes défini sur l'espace des lacets basés en p noté CM, = {c €
CM;c(0) = ¢(1) = p} (voir [41]). Etant donné un élément ¢ € CM,, ce
procédé nous fournit une famille continue {c¢,;} d’éléments de C'M,, telle que
ly(cs) < ly(c) des que s > t. Dans notre situation, si nous appliquons ce
procédé a une courbe ¢ € C'M,, vérifiant

1, () < 2(Diam(M. g) + o).

nous obtenons une famille {Ct}te[o,l] de courbes de C'M,, de longueur décrois-
sante telle que ¢y = c et ¢; est la courbe constante de C'M,, i.e. c; = cste = p.

Comme la métrique g est analytique réelle, le cut-locus C(p) de M pour
la métrique ¢ est un ensemble sous-analytique réel et admet une structure
simpliciale de dimension au plus m — 1 (voir [22]). On se fixe f : S* - M
un élément non trivial du mo(M) transverse a C'(p) qui soit une immersion
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analytique réelle (ce qui est possible puisque m > 4, voir [37]). L’intersection
de I'image de 'application f avec C(p) est alors un complexe simplicial de
dimension 0 ou 1, i.e. un graphe fini que l'on note I'. Soit I' = T le
graphe induit sur S2.

Cas de la dimension 0. Si T est de dimension 0, on note {y1, ..., yx} ses
sommets et on procede ainsi. Pour tout ¢ de {1,...,k}, on note B(y;,¢€) la
boule géodésique de rayon € centrée en y; pour la métrique tirée en arriere f*g
(cette métrique est bien définie puisque 'application f est une immersion)
et étant donné un y de S \ UY_, B(y;,€), on note v, 'unique géodésique
minimisante de p a f(y). On a l,(,) < Diam(M, g). Pour tout point y de
S2\ UF_, B(y;, €), en rétractant 'image f(y) en p le long de v,, on obtient un
nouvel élément du my(M) que I'on note encore f vérifiant :

F(8%) =ULi({my |y € 0B(ys. €)} U f(B(yi, ))).

Soit i € {1,...,k}. A chaque sommet y; de I, on associe une famille de
courbes basées en p. Pour cela , on choisit une paramétrisation ¢; : [0, 1] — S?
de 0B(yi, €). On note {w;(s)}sepo,1) la famille de courbes définie pour tout s
de [0,1] par :

Wi(s) = Yei(s) Y [Ci(S), yi] U [yi, Ci(o)] U (—%i(o))a

ol [¢;(8), y;] désigne I'image par f de 'unique segment géodésique minimisant
de ¢;(s) a y;.
Chaque w; induit une application [w;] : S? — M. Dans my( M),

k

/1= Z[wz‘],

i=1

et comme [f] # 0, il existe un i tel que [w;] # 0.
Comme pour tout s € [0, 1],

Iy(wi(s)) < 2(Diam(M, g) + €),

on en déduit mm(M, g) < 2(Diam(M, g)+¢), et ce raisonnement étant valable
pour tout e suffisamment petit, on obtient

mm(M, g) < 2Diam(M, g).
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Cas de la dimension 1. Supposons que I est connexe de dimension 1.
On énumere les sommets (de valence plus grande que 3) du graphe [ par
{z1,...,2,} et ses arétes par {ay,...,q;}, de sorte que les extrémités des a;
soient dans I'ensemble {z1,...,x,} pour j =1,...,[.

On peut choisir un réel 7 > 0 suffisamment petit pour que le n-voisinage

tubulaire T,(T") dans S? pour la métrique tirée en arriere f*g vérifie les pro-
priétés suivantes :

- Pour chaque sommet z; de T, il existe exactement k; points de 8Tn(f) a
distance minimale de z;, que 'on note {x;1,..., ;1 } (k; est la valence de
7;). Une orientation de S? étant fixée au préalable, on énumere ces k; points
en tournant autour du point x; dans le sens trigonométrique.
- Pour tout z € f, .

dg+g(x, 0T, (L)) < e

On note T,,(") son image par f. Pour tout 2 € S?\ T,(T), il existe une
unique géodésique minimisante de p & f(z) notée v, dépendant contintiment
de z. On a l'inégalité {,(v,) < Diam(M, g). En rétractant pour chaque point
z de S?\ T,(T) l'image f(z) le long de 7,, on obtient un nouvel élément
f1: 5% — M non trivial du mo(M) tel que

[1(8%) = T,(T) U {ya5 2 € 9T, (1)}

Soit j € {1,...,1}. A chaque aréte a; : [0,1] — S? du graphe T, on
associe une famille de courbes basées en p de la maniere suivante. L’ensemble
{x € aT,(") | d(z,a;) < 1} peut étre décrit par deux courbes a;; et a;s
paramétrées sur [0, 1] de sorte que d(a;(t),a;1(t)) = d(a;(t),a;2(t)) < e
Remarquons que les extrémités de ces courbes sont des points de ’ensemble
{z;;lit=1,...,n,j=1,...,k}. On note [a;;(t), a;2(t)] I'image par f; de la
courbe de Tn(f) formée de la concaténation des deux segments géodésiques
minimisants (uniques comme ¢ < Inj(S?, f*g)) de T,(T) de a; 1 (t) & a;j(t) et
de a;(t) a a;j2(t) respectivement. Comme

Isys, (M, g) > 2(Diam(M, g) + ¢)

et
ly(Ya;10) U [@5,1(0), @j2(0)] U (=7, 50))) < 2(Diam(M, g) + €),

on obtient en appliquant le procédé de Birkhoff a la courbe
Ya;1(0) Y 1@,1(0), @52(0)] U (=74, .(0)) une famille de courbes basées en p que
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I'on note a;(1/3 — s) pour s variant de 0 a 1/3 de sorte que «;(0) = p,
;(1/3) = 7a;1(0) U [3,1(0), 452(0)] U (=74, ,(0)) €

ly(ej(s)) < 2(Diam(M, g) + e),

pour s € [0,1/3]. Ensuite, pour s variant de 1/3 & 2/3, on note & nouveau
a;(s) la courbe g, 3s-1) U [a;,1(35 — 1), a;2(35 — 1)} U (—7a,5(3s-1)) , et enfin,
comme

lg(’yajg(l) U [aj,1(1)7 aj,Q(l)] U (_Vaj,Q(l))) < 2(D1am(Ma g) + 6)7

«;(2/3) se contracte en p via une seconde homotopie que I'on note «;(s) pour
s variant de 2/3 & 1. On a alors une application continue

a;:0,1] = CM, C AM

associée a a; telle que a;(0) = (1) = p et ;(a;(s)) < 2(Diam(M, g) + ).

Soit ¢ € {1,...,n}. On associe maintenant a chaque sommet x; une famille
Bi  [0,1] — AM de courbes basées en p vérifiant ,(5;(s)) < 4(Diam(M, g) +
e) pour s € [0, 1]. On procede comme suit. Pour chaque couple (k, k) d’entiers
(distincts) de {1, ..., k;}, on note [x; x, z; 1v] 'image par f; de la courbe formée
de la concaténation des deux segments géodésiques minimisants de Tn(f) de
Tip & x; et de m; & w0, et [z, ;) U'image du segment de x; a x;5. Pour
chaque k variant de 1 a k; — 1, comme

Isys, (M, g) > 2(Diam(M, g) + €),

la courbe 7y, , U [Tk, Tikr1] U (—7Ya,,.,) € contracte en p via une homotopie
qui nous fournit une famille de courbes de longueur décroissante. Il en va de
meme pour la courbe v, , U [T ks Ti1] U(—%i’1 ). On note alors 3; la famille de
courbes obtenue en partaht de p jusqu’a v,, , U[z;1, 2] U(—7a,,) en suivant
I’homotopie précédente en sens inverse, puis en concaténant cette courbe a
I’homotopie de p & v, ,U|[742, i3] U(—7z, ), ensuite en rétractant de maniere
évidente la courbe [x;, ;2] U (=7Va,,) U Va,, U [ 2, 7;] en x;. On obtient ainsi
la courbe v, , U [21, 23] U (—74,,) que 'on concatene avec ’homotopie de
P A Ya,, Uiz, 254 U (—7s,,) puis on rétracte la courbe [z;, 23] U (=7, ,) U
Vi3 U733, 23] en 2;. On obtient ainsi v,, , U[z; 1, 254]U(—7z,, ). En procédant
ainsi de suite, on arrive finalement sur la courbe v, , U [2; 1, Tix,| U (—7a,,, )-
On suit alors I’homotopie qui contracte cette courbe en p. Cette séquenlce
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d’homotopie nous fournit 5; : [0,1] — AM qui vérifie 3;(0) = 5;(1) = p, et
1y(3(5)) < 4(Diam(M, g) +¢).

Chaque «; (respectivement (3;) induit une application [o;] : S? — M
(respectivement [3;] : S? — M). Dans my( M),

A=) _18]+ Z[%‘],

i=1

et comme [f] # 0, il existe un 7 tel que [3]; # 0 ou un j tel que [o;] # 0.
On en déduit mm(M, g) < 4(Diam(M, g) + €), et ce raisonnement étant
valable pour tout e suffisamment petit, on obtient le résultat.

Il reste & considérer le cas ot I est de dimension 1, mais n’est pas connexe.
On peut alors, en considérant séparément les composantes connexes de T et
en les traitant suivant les deux cas décrits précédemment, écrire notre élément
[f] initial comme une somme d’éléments du type [w;], [o;] ou [B;/]. Ceci acheve
la démonstration.
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