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Notations

La vitesse du son
L’énergie totale
U) Le flux physique

RS

g Constante de gravité

h Hauteur de ’eau

P La pression

s La vitesse de choc (Rankine-Hugoniot)

S]’.LJr 1 La vitesse de Rusanov locale

U Vecteur des variables conservatives

Uk, Vg La vitesse de la phase k en direction x et y
1% Vecteur vitesse

z(x,y) Fond de 'eau

ke Taux de présence locale de la phase k (k=l, liquide, k=v, vapeur)
Pk Densité de la phase &

¥ Rapport des chaleurs spécifiques

Q Ouvert de R?

L>(Q) Espace des fonctions bornées sur 2

CcH(Q) Fonction contintiment dérivable sur 2

BV (Q) Espace des fonctions & variations bornées sur €2
V- Opérateur de divergence

\Y Opérateur de gradient

A; Aire de la cellule ¢;

A;(U) La matrice Jacobienne de la fonction F;(U)
A La matrice de Roe

Oc; La frontiére de la cellule ¢;

d Dimension de I'espace physique

ET L’erreur de trancature

F;(1<j<d) Fonction flux

g(0) Facteur d’amplification

K(i) L’ensemble des cellules qui ont une aréte commune avec la cellule ¢;
ﬁ Vecteur normal unitaire

Q La partie non homogéne (terme source)

Qrr, Qry Le terme de frottement du fond
Qoz, Qoy Le pente du fond du canal
W; Invariant de Riemann (i = 1,..,p)
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L’approximation du terme source non différentiel

Parameétre de contréle dans le schéma

Pas de temps

Pas d’espace

Fonctions sources définies & gauche et & droite
L’aréte commune aux cellules ¢; et ¢;

Notations



Introduction Générale

Cette thése est consacrée a la simulation numérique monodimensionnelle et bidimension-
nelle de problémes d’écoulements de fluides régis par des systémes de lois de bilan non
homogénes.

L’intérét d’aborder cette thématique est double : il y a d’une part les difficultés introduites
par les systémes non homogénes, y compris dans le cas monodimensionnel, et, d’autre part
les difficultés de ’extension des schémas numériques au cas multidimensionnel, précisément
pour de tels systémes.

Les systémes non homogénes peuvent représenter un large champ de problémes d’écoule-
ments de fluides, apparaissant dans les domaines civil, militaire, ou environnemental.

Ainsi, I’écoulement en eau peu profonde, sur un fond non plat, est un des exemples issus
du domaine civil que nous pouvons considérer. Ce phénoméne est régi par les équations de
Saint-Venant qui représentent généralement les écoulements & surface libre dans les riviéres,
les lacs ou les régions cotiéres, et permet de modéliser des problémes liés & I’environnement
tels que la prévention et le contrdle des inondations, la prédiction des ondes de submersion
dues & une rupture de barrage, le transport et la dispersion des polluants, ou encore les
réseaux d’irrigation.

Dans ce cas la non homogénéité provient du terme source qui contient le produit d’un
terme differentiel (la dérivée en espace de la cote du fond), et d’un terme non differentiel
(la hauteur de l'eau). Ne considérant que le cas 1D, on congoit aisément la difficulté qu’in-
duit une bonne représentation de ce terme, lorsque l'on traite des configurations -tout a
fait réalistes- d’écoulements sur des fonds discontinus. En termes mathématiques, on est en
présence d'un produit de distributions singulier compliquant ainsi I’écriture des relations
de saut de Rankine Hugoniot.

Pour illustrer le degré de difficulté que nous évoquons ici, on peut noter que jusqu’a ces der-
niéres années, la plupart des schémas numériques standards, échouaient lorsqu’il s’agissait
de simuler correctement le cas d’un plan d’eau au repos, sur un fond fortement variable.
La solution étant une surface libre constante (hauteur d’eau plus cote du fond), et un débit
constant nul. Généralement une perturbation apparait au niveau du débit, 1a ou le fond
varie fortement, et génére une perturbation également de la surface libre.

De méme, un deuxiéme exemple classique est celui de la rupture de barrage sur un fond
en forme de marche. La solution exacte de ce probéme peut étre calculée (voir les travaux
de Alcrudo et Benkhaldoun [ABO01]), et fait apparaitre en particulier une discontinuité sta-
tionnaire & ’endroit de la marche, discontinuité au travers de laquelle le débit est constant.



En particulier, le défit numérique ici est, d’une part de capturer cette discontinuité de la
maniére la plus précise possible (le moins de points dans la transition), avec un débit nul,
et d’autre part de calculer le plus précisemment possible les états constants de part et
d’autre de la discontinuité stationnaire. En effet la valeur de ces états a, entre autres, un
impact, sur la précision de calcul des vitesses des ondes de choc et de détente, en amont
et en aval de la marche, et donc sur la qualité de la prédiction éventuelle de phénomeénes
de déferlement, pouvant menacer des populations civiles.

Pour ce probléme particulier des équations de Saint-Venant avec terme source, une classe
de schémas a été développée et mise en oeuvre avec succés pendant la derniére décennie. 11
s’agit de la classe des schémas d’équilibre, basés sur le respect d’une propriété de station-
narité. On peut citer les travaux de Bermudez [BV94|, de Greenberg et Leroux [GL96b], de
Leroux [Rou99|, de Gosse [GL96a], et de Vazquez [VC99|. L’idée principale dans cette ap-
proche, est d’écrire un schéma assurant une représentation précise des états stationnaires.
Cela implique un équilibre entre le terme de transport et le terme source, et se traduit par
le décentrement de ce dernier.

Dans T. Gallouét, J. M. Herard, N. Seguin [GHS03|, les auteurs considérent un exemple
intéressant de systémes non homogénes : I’écoulement en eau peu profonde sur une to-
pographie déformeée. Supposant un fond plat par morceaux, (voir Chinnayya et Le Roux
[ACS04], les auteurs développent un schéma numeérique non conservatif adéquat, basé sur la
solution approchée de ce probléme particulier de terme source. Une exploitation ingénieuse
est faite de la solution des problémes linéarisés, en particulier & proximité des disconti-
nuités de contact stationnaires situées au niveau du saut de la topographie. Des résultats
trés précis sont obtenus dans différentes configurations, comprenant en particulier, les cas
d’occurence de vide.

Un deuxiéme exemple physique de phénomeénes représentés par un systéme d’équations
non homogenes concerne celui des écoulements multiphasiques. En particulier, la simula-
tion d’un dysfonctionnement dans une centrale nucléaire, peut amener & considérer des
écoulements ou sont présents & la fois la phase liquide et la phase vapeur de 1’eau. On
congoit 14 aussi "importance d’une bonne simulation numérique pour de tels phénoménes.

Il n’y a pas de consensus définitif sur le modéle physique & utiliser pour représenter les
écoulement diphasiques.

Le débat se focalise notamment sur le choix de modéles & pression commune, ou bien
de modéles o chaque phase a sa propre pression, quitte & compléter le modéle par des
équations complémentaires fictives, servant juste & rééquilibrer les pressions.

Nous adopterons dans cette thése le modéle & pression commune qui nous parait plus
réaliste. Cependant ce modéle pose une difficulté mathématique importante. En effet, si
I’on n’intégre pas au modéle les termes sources représentant l’ensemble des phénomeénes
physiques mis en jeu (transferts de masse, de pressions, etc), ce qui serait réaliste mais
alourdirait considérablement les calculs, on obtient un systéme d’équations, non homogéne,
mais également non hyperbolique. Ainsi la plupart des schémas numériques modernes et
performants, basés sur des solveurs de Riemann, nécessitent le calcul des champs propres de
la matrice jacobienne du systéme, et ne peuvent donc étre utilisés sous leur forme originelle
pour le traitement de tels systémes.
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Durant ces derniéres années, de nombreux travaux tendant & pallier la difficulté mention-
née ci-dessus, ont été entrepris. On peut citer en particulier les travaux de Toumi et al.
[KTS01], [CDT98], [TK96], consistant & rajouter un terme de pression interfaciale afin
d’élargir le domaine d’hyperbolicité, pour ensuite mettre en oeuvre des solveurs de type
Roe (J[Roe81]) utilisant non pas la matrice jacobienne exacte du systéme, mais une matrice
proche qui en est issue, via un développement assymptotique, en terme de rapport de den-
sités vapeur et liquide, de ’ordre du milliéme dans ce cas 1a.

Par ailleurs dans [GKC96| J.-M.Ghidaglia, Le Coq et Kumbaro ont developpé un schéma
utilisant le flux caractéristique, ce qui permet la simulation numérique des écoulements
diphasiques monodimensionnels [GKC01] et multidimensionnels [Bou98|.

Précisons que les méthodes citées, se fondent pour 1’essentiel sur des solveurs approchés
de Riemann [Roe81]. Cela implique la détermination des champs propres d’une matrice
jacobienne approchée associée au systéme. Cette détermination se fait généralement, dans
le cas des systémes diphasiques par exemple, par le biais de calculs approximatifs plus ou
moins ardus, et conduit & varier le traitement en fonction du régime d’écoulement considéré.
Cela peut étre cofiteux mais incontournable pour des écoulements relativement complexes.

Cependant, pour une large gamme de systémes non homogenes, incluant des écoulements
diphasiques, et des écoulements avec termes sources (éventuellement non bornés), on peut
envisager de développer des schémas n’ayant pas recours aux calculs complexes évoqués
plus haut.

Dans ’article de Paillere H., Corre C., Garcia Cascales J.R., [PCC03], les auteurs proposent
Iextension de la méthode AUSM+ (Advection Upwind Splitting Scheme) de Liou [Li096,
LJS93] & un modeéle diphasique compressible. C’est un exemple de schéma qui n’exige
aucune analyse caractéristique par décomposition champs par champs, 'idée principale
étant la décomposition du flux numérique en une partie convective associée au flux de
masse, et un terme de pression. Par conséquent les auteurs évitent ici le recours & un
solveur de Riemann linéarisé. Cependant, la méthode nécessite 1’évaluation de quantités
moyennes (vecteurs d’advection, pression, quantité de mouvement) employant des fonctions
polyndmes, ce qui peut étre coliteux en temps dans certains cas.

Plus récemment F. De Vuyst dans [Vuy04] a proposé un schéma hybride, s’écrivant comme
une combinaison astucieuse, basée sur le controle de I'entropie, du flux numérique de Lax-
Friedrich du premier ordre et du flux de Lax-Wendroff. Ce schéma a été appliqué avec
succés pour des problémes monophasiques et diphasiques, dans des configurations mono-
dimensionnelles et bidimensionnelles sur maillage cartésien.

Notre but dans ce travail est de considérer une classe particuliére de systémes non conser-
vatifs, & savoir ceux pour lesquels on suppose que la solution du probléme associé de
Riemann est autosimilaire. Cette classe de problémes est assez large cependant, et peut
contenir divers phénoménes tels que les écoulements diphasiques, ou les écoulements en
eau peu profonde avec topographie irréguliére.

Nous nous appuyons pour cela sur le schéma Solveur de Riemann Non Homogéne(SRNH)
proposé par F. Benkhaldoun [Ben02]|, que nous modifions, en introduisant une vitesse
de Rusanov, dans le but de l'extension au cas bidimensionnel. En effet, comme on le



rappelera par la suite, le schéma (SRNH) est constitué de deux étapes, dont la premiére,
que nous avons appelée étape prédicteur, consiste & écrire a 'interface de deux cellules, une
approximation décentrée de la solution approchée faisant intervenir un paramétre scalaire

n

La plan général de cette these est le suivant :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques propriétés des lois de conservation, et
proposons une approche de la problématique des systémes non homogenes. Nous présen-
tons ensuite les problémes traités : les équations de Saint-Venant, les équations d’Euler et
les systémes régissant 1’écoulement diphasique & pression commune.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons la construction de la méthode des volumes finis,
et présentons quelques schémas des volumes finis récemment proposés pour la simulation
numérique de systémes hyperboliques non homogénes.

Le troisiéme chapitre est consacré au développement d’un nouveau schéma aux volumes
finis de type Prédicteur-Correcteur peu cofliteux, n’ayant pas recours a la décomposition
des champs de la matrice jacobienne, baptisé (SRN HR) (Solveur de Riemann non Homo-
géne Rusanov). Ce schéma est basé sur le schéma (SRN H) [Ben02], dans lequel la vitesse
numérique (%) a été remplacée par une vitesse de Rusanov locale, en vue de son extension

au cas bidimensionnel.

Au chapitre quatre, ’analyse mathématique des schémas de Rusanov et (SRNHR) dans
le cas monodimensionnel homogéne est menée. Nous rappelons quelques définitions des
propriétés des schémas numériques au sens des différences finies et volume finis, et en-
suite, nous déterminons la condition de stabilité pour les schémas considérés dans le cas
non linéaire. L’analyse de stabilité du schéma (SRNHR) met en évidence le fait que le
parameétre (a;:r ;) controle la diffusion, et qu’en fonction de sa valeur le schéma peut étre

formellement d’ordre un ou d’ordre deux. Cela nous améne & proposer une stratégie de
détermination locale de ce parameétre basée sur la théorie des limiteurs, et qui se révele
trés efficace.

L’extension de ce schéma au cas bidimensionnel, en particulier sur des maillages non struc-
turés a abouti & des difficultés nouvelles, mettant en question la consistance et la précision
des méthodes d’approximations des gradients aux interfaces, pour des maillages non régu-
liers. Cela nous conduit au chapitre cing & mener une analyse des propriétés citées ci-dessus,
pour l'instant dans le cas monodimensionnel sur maillage non uniforme, ceci afin d’obtenir
une premiére approche sur la qualité des différentes méthodes d’approximation proposées.

Le sixiéme chapitre est consacré dans sa premiére moitié aux propriétés du schéma (SRNHR).
On y montre en particulier que ce schéma respecte la propriété de conservation de 1’état sta-
tionnaire introduite par Bermudez et Vazquez [BV94], [BDDV98|. La deuxiéme moitié du
chapitre est consacrée au traitement des conditions aux limites des systémes considérés, via
les invariants de Riemann, lorsque les schémas de Roe, Rusanov et (SRN H R) sont utilisés.
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Introduction Générale

Dans le septiéme chapitre, on applique le schéma (SRN H R) & la simulation numérique des
systémes monophasiques homogénes et non homogenes, pour des cas monodimensionnels
et bidimensionnels, en menant en particulier une étude de convergence numérique via la
détermination des courbes d’erreurs.

Enfin, le huitiéme et dernier chapitre est consacré a la validation numeérique du schéma
(SRN H R) pour les systéme non hyperboliques et non conservatifs, tels que les écoulements
diphasiques & pression commune. Nous avons effectué la simulation numérique du probléme
de Ransom dans le cas monodimensionnel comme dans le cas bidimensionnel.
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Chapitre 1

Présentation générale

On s’intéresse & des schémas numériques performants permettant le calcul de solutions de
problémes d’évolution, tels que ceux modélisant des écoulements de fluides. Avant de pré-
senter ces schémas, nous allons rappeler quelques caractéristiques importantes concernant
les problémes hyperboliques, caractéristiques qui joueront un role trés important sur la
fagon de construire les schémas associés.

1.1 Lois de bilan

Les équations régissant les écoulements de fluides apparaissent en général sous la forme de
lois de bilan, représentées par des systémes d’équations aux dérivées partielles, dépendant
du temps, usuellement non linéaires, en dimension d d’espace et prenant la forme suivante :

oU(r,t) | Zd: OF;(U(x,1))

ot 8.73j = Q($7U)a (11)

Jj=1
x = (x1,22,..,24) € D CR% ¢t >0,

ou U : D x RT — Q est un vecteur & p dimensions, décrivant les variables conservatives.
(2 est un ouvert borné de R” et les fonctions F (1 < j < d) sont des fonctions de flux.

Le terme Q(x,U) représente ici la partie non homogéne du systéme : il peut décrire, par
exemple, des termes sources ou des termes non conservatifs.

Au systéme d’équations (1.1) sont rajoutées la condition initiale U(z,0) = Up(z) et éven-
tuellement des conditions aux limites.

Ces équations peuvent modéliser aussi bien des écoulements en eau peu profonde avec
frottements et pente du fond (systéme de Saint-Venant), que des écoulements diphasiques
réactifs ou non.
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1.1. LOIS DE BILAN

1.1.1 Propriétés des lois de bilan dans le cas homogéne
Dans le cas ol on ne prend en compte que la partie homogéne du systéme (1.1), (i.e
Q(z,U) = 0), on retrouve les équations de lois de conservation classiques. Par exemple,

pour les équations de Saint-Venant, cela correspond & un écoulement sans frottement dans
un canal & fond plat.

Ces systémes ménent, dans les cas usuels, a des problémes bien posés dont nous rappelons
ici les principales caractéristiques :

Hyperbolicité

Soit A;(U) la matrice jacobienne de la fonction Fj(U) :

A;(U) = <81;j[(]U)>1§jgd.

Définition 1.1.1 Le systéme (1.1) est dit hyperbolique si
pour tout n = (n1,na,...,ng) € R, la matrice

d
AU, n) =) njA;U)

j=1

est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont réelles.
Si de plus, ces valeurs propres sont distinctes, le systéme est dit strictement hyperbolique.

On ordonne ces valeurs propres de fagon croissante :

M(U,n) < Xa(U,n) < ... <A\(U,n)

ot \;(U,n) est la j-iéme valeur propre de A(U,n).
On note [;(U,n) et r;(U,n) les vecteurs propres associés a la valeur propre \;(U,n), a
gauche et & droite respectivement.

Conservativité

On dira qu’un systéme d’équations est conservatif s’il peut s’écrire sous forme de divergence
. L5 ~ U
nulle dans le repére spatio-temporel, par exemple : divV =0 ou V = < F(U) > .

Définition des caractéristiques

On considére le cas scalaire homogéne de dimension un

ou N Of (u)

ot ox

—0, (1.2)
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CHAPITRE 1. PRESENTATION GENERALE

dans une région ot la solution est C'. L’équation (1.2) peut également s’écrire :

ou ou

=+ f’(u)% =0. (1.3)

D’autre part, on peut également écrire la différentielle de u

ou ou
du = Edt + %dx.

du
On en déduit alors que u est constante (— = 0) sur la courbe du plan (x,t) d’équation

dt
dz
— = f'(u) définie comme étant la courbe caractéristique.
dt

Dans le cas d’un systéme 1D homogene, le systéme a p équations (1.1) s’écrit

8_U n OF(U)
ot ox

—0. (1.4)

Si on suppose que la fonction F' ne dépend que de U, on peut décomposer 1’équation (1.4)
dans la base formée par les éléments propres :

oU oU
- - = < k< .
I(U) Y "‘)\k(U)lk(U)ax 0, 1<k<p (1.5)
ou encore
oU oU
I(U) - (E“‘)\k(U)%) = 0,
dyUu
~ lk(U) . W = 0
di,U .
= T € Vect(r;(U)), Vj # k, (car [ (U).r;(U) = 6jk)-

Définition 1.1.2 On appelle k-caractéristique du systéeme (1.4) les courbes du plan (x,t)

d
d’équation : d_:zf = \e(U(z,t)), 1 <k <p.

Invariants de Riemann :

Définition 1.1.3 Soit G un sous espace de RP et 1 < j < p. La fonction W définie de G
dans R est un j—invariant de Riemann de (1.4), st VIW(U) -r;(U) =0, YU € G.

Proposition 1.1.4 Soit 1 < k < p; si Wi est un j—invariant de Riemann pour tout
j # k, alors Wy, est constante le long de la k-caractéristique.
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1.1. LOIS DE BILAN

Preuve : D’apreés la définition précédente, on a

VW (U) || l(U) (1.6)
oU oU
o VWL(U) - <§ + )\k(U)%> —0
oW, Wy dWi(U)
S PN T 0

1.1.2 Problématique des systémes non homogénes

Dans beaucoup de domaines de la physique, les équations aux dérivées partielles décrivant
des processus physiques, comportent des termes sources. Cela correspond en général, pour
les bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie, & la prise en compte de réac-
tions chimiques, ou de forces extérieures. Tel est le cas par exemple, des phénoménes de
combustion, de pollution, ou d’écoulement d’eau avec frottement, sur fond non plat.
Ainsi, dans le cas d’un écoulement en eau peu profonde avec un fond discontinu (en forme
de marche), le terme source (fonction de la pente du fond), devient non borné, ce qui se
traduit par une difficulté numérique majeure. En particulier, la discrétisation des termes
sources par une méthode explicite et centrée conduit a des instabilités numériques. Un
traitement particulier du terme source est donc requis.

On mentionne par exemple les travaux de Roe [Roe87| qui a montré que le terme source
doit étre discrétisé de la méme fagon que le flux numérique. Glaister [Gla90] a appliqué
I’idée de Roe aux équations de Saint-Venant, dans le cas d’un fond plat. Leveque et Yee
[LY90] ont obtenu des résultats numériques sur I’équation des ondes avec terme source.
Bermudez et Vazquez [BV94| ont donné des exemples de discrétisation du terme source,
basés sur les schémas équilibrés.

Durant ces derniéres années, beaucoup de papiers ont été consacrés au traitement du terme
source ; on peut citer, par exemple, les travaux de Le Roux et Gosse [GL96], F. Benkhaldoun
et A. Chalabi [FB97], Bermudez et al [BDDV98|, F. Alouges, J.-M. Ghidaglia et M. Ta-
jchman [FA99], Vazquez-Cendon [VC99], L. Monthe [Mon01]|, F. Benkhaldoun [Ben02],
Gallouét et al [GHS03|, E. Lorin et V. Seignole [LS03]...

L’étude des problémes diphasiques aboutit également a considérer des systémes non ho-
mogeénes. En fonction du modéle physique adopté, le systéme d’équations peut-étre condi-
tionnellement hyperbolique et donc correspondre & un probléme mathématique mal posé.
C’est en particulier le cas du modéle & pression commune étudié dans cette thése. Toute-
fois, ce modéle émane d’une grande simplification des phénoménes physiques mis en jeu.
Le modeéle & pression commune est un bon modéle tenant compte de la réalité bien que
de nombreux termes physiques soient omis (dans le terme source). Le fait que ce probléme
soit mathématiquement mal posé rend ardue la conception de schémas numériques.
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CHAPITRE 1. PRESENTATION GENERALE

1.2 Problémes traités

1.2.1 Les équations de Saint-Venant

Les équations de Saint-Venant découlent des lois de bilan pour un fluide incompressible.
Elles régissent un écoulement & surface libre en eau peu profonde, soumis & la gravité. Elles
sont obtenues en intégrant les équations de Navier-Stokes (tridimensionnelles) suivant la
direction verticale (direction de la force de gravité), en supposant différentes hypothéses
fondamentales dont celle de la pression hydrostatique. Le modéle de Saint-Venant est appelé
en anglais “shallow water equations”. Les applications les plus courantes du modéle de Saint-
Venant concernent la rupture de barrage, les crues, I’hydraulique des fleuves, les systémes
d'irrigation, les écoulements marins...(voir figure (1.1)).

surface libre

\

Fi1G. 1.1 — Ecoulement & surface libre

Dans le cas ou on néglige les frottements aux bords d’un canal rectangulaire, les lois de
conservation des équations de Saint-Venant (& deux dimensions d’espace) s’écrivent sous

la forme :
ou oFU) oGWU)
ot + ox + oy @) (1.7)
U(iL‘7 Y, 0) = U(](ﬂl’, y)a
avec
h hu hv
U=| hu |, FU)=| h?+39h* |,GU)= huv
hv huv hv? + %gh2
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1.2. PROBLEMES TRAITES

et

0
QU) =gh| (Qox—Qyr)
(Qoy — Qyy),

U représente le vecteur des variables conservatives, h est la hauteur de ’eau, v et v sont
respectivement les vitesses d’écoulement du fluide dans les directions x et y, g la constante
de gravité.

Qor = —g—; et Qoy = —g—z sont respectivement les pentes du fond du canal, dans les
directions z et y, Qrx et @y sont respectivement les termes de frottement au fond dans
les directions z et y et z(z,y) décrit le fond de I'eau.

Les termes de frottement Q ;x et () ry sont donnés par les relations empiriques de Manning :

N2uvu2 + v2

Qfx = h4/3
| N2 or
Qry = Y

ou N = /k/(pg) est le coefficient de Manning; k est une constante et p représente la
densité (pour plus de détails, on pourra, par exemple, consulter [Wo092]).

On peut réécrire le systéme (1.7) sous la forme non conservative suivante

ou ou ou
o+ a9+ a) 2 = Q)

U(Qj‘,y,O) = UO($7y)a

ot A1(U) et A2(U) sont les matrices jacobiennes des fonctions flux données par

0 1 0 0 0 1
AU)=| —u?+gh 2u 0 | et A3(U) = —uv vou
—uv voou —v2+gh 0 2v

Ny

Pour un vecteur donné 7 = , on peut définir la matrice jacobienne dans la direction

y
7. sous la forme (voir par exemple, |[GR96|) :

AU = AL(U)ng + Ax(U)n,

0 Ny Ny
= ( —u?)ng —uvny,  2ung + vny UMy ,
—uvng + (2 —v*)n, VN ung + 2vny,

ol ¢ = +/gh.
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CHAPITRE 1. PRESENTATION GENERALE

Ce systéme est hyperbolique. Les valeurs propres de la matrice jacobienne de la fonction
flux sont données par :

N(U,R) =V -1,
MUR) =V i+,
ou V= ( sz > , représente le vecteur vitesse.
Les vecteurs propres & droite sont :
1 0 1
rmUR)=| u—cng |,r2(U,R)=| —ny |et r3(U,n)=| u+cn,
vV — CNy Ny UV~ Cny

Nous nous intéresserons en particulier au cas oil le frottement est négligeable, mais ou le
fond du canal posséde une forme de marche. Cela implique que la céte du fond est donnée
par une fonction de Heaviside et que le terme source est donc singulier (masse de Dirac);
ceci constitue la principale difficulté a traiter d’un point de vue numérique.

Solution analytique du probléme de Riemann en dimension un

Dans le cas des équations de Saint-Venant homogénes unidimensionnel, on peut déterminer
une solution analytique du probléme de Riemann associé. Pour cela, on utilise en particulier
la méthode des caractéristiques. Ce traitement a été largement décrit, notamment en ce
qui concerne le cas de la rupture de barrage ([Lev92|, [ABO1].)

Dans le cas o on considére le probléme de Riemann associé aux équations (1.7) écrites en
dimension un d’espace et assorties de la condition initiale discontinue en un point O :

B U, = (hl, hlul)t siz <0
U(=,0) = { U= (hy, hpug)tsiz >0,

avec h; > h, et u; = u,, = 0, la solution analytique est constituée d’une onde de raréfaction
se propageant vers la gauche et d’une onde de choc, entre un état U,, et 1’état U,, se
propageant vers la droite.

Létat Uy = (hm, hmum)t est défini par

i = (hy ~ hn\/@W)

ott vhy, est solution de I’équation (h, — z2)%(h, + 22) — 8h,2?(v/h — )% = 0.
La vitesse du choc s vérifie 1’égalité

s[Ur = Up] = [f(Ur) = f(Um)]-

A un instant ¢ donné, on définit
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1.2. PROBLEMES TRAITES

behi X e 2 b B e X

U0 U=ud =um U0

Fi1a. 1.2 — Solution analytique

1 = —\/ghit, T3 = Uy —\/ghnt et x3=st.

La solution est alors construite de la maniére suivante :
Six<zialorsu=u=0cet h=h,.
Sixzg <x<x

S
—~
)
~

I

IS
U
—~
7
~

I
Wl N
/N
Y

_I_
<
N

N Pa :L‘

ouonapose&z;
Sizg <a < x5 alors u = u,y, et h = hyy,.
Sixz>ax3alorsu=u.=0et h=h,.

Ces solutions analytiques vont nous permettre de valider les schémas numériques que nous
proposerons dans la suite de ce travail.

1.2.2 Les équations d’Euler

Lorsque 'on fait comme hypotheése que le fluide est compressible mais non visqueux (on
néglige leffet de la viscosité : ¥ = 0 dans les équations de Navier-Stokes), on obtient les
équations d’Euler. Ces équations décrivent les principes de conservation de la masse, de la
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CHAPITRE 1. PRESENTATION GENERALE

quantité de mouvement et de I’énergie. Dans le cas bidimensionnel, elles s’écrivent sous la
forme :

U OFWU)  0GWU) _
ot Ox oy (1.9)
U(':vaao) = U0($7y)a

avec

p 2pu pv
| pu _ pu® + P _ puv
U= o | FU) = ouv et GIU) = 0?4 P

E (E+ P)u (E+ P

L’hypothése des gaz parfaits nous fournit une équation d’état reliant la pression & la den-
sité :

1
P=r=1) (B ot + ).
ce qui nous permet de fermer le systéme.

U représente le vecteur des variables conservatives, p, P, u, v et E sont respectivement la
densité du gaz, la pression, la vitesse dans les directions z, y et ’énergie totale.

Le systéme (1.9) peut également s’écrire sous la forme

oU oU oU
b A(U) S + A (U) == =
o TG F Q(U)ay 0 (1.10)

U(.T7 Y, O) = UO(:Z:7 y)7

ou A;(U) et A2(U) sont les matrices jacobiennes des fonctions flux définies par

0 1 0 0
ay(u,v 3—v)u (11—~ -1
A (U) = 1_(uv ) ( U’Y) ( u'V) Y 0

—uaz(u,v) as(u,v) (I—7v)uv ~u
et

0 0 1 0

—uv v U 0
as(u,v)  (I—=7)u @B—=y)v v-1 ]’

—vasz ('LL, U) (1 - f}/)uv a4(u7 ’U) yu

Ay (U) =

avec ¢ = \/% est la vitesse du son et
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alw) = 5 (-3 + (- 1))
02

as(u,v) = <7_1+a—%xﬁ+m%>
02

awn) = (2556 D+ 32
02

ag(u,v) = <’y — (y— g)v2 + %u2>

as(u,v) = % ((v - 3)w? + (y — 1)u2) )

Comme précédemment, on peut définir la matrice jacobienne dans une direction donnée

n= < ZI > sous la forme A(U,R) = A1(U)ng + A2(U)ny,.
y

Le probléme (1.9) est hyperbolique. Les valeurs propres de la matrice Jacobienne de la
fonction flux sont données par :

Ao (U, 1) = A3(U,
MU,R) =V -7 +c,

et les vecteurs propres a droite correspondants sont :
1

u ¢ 1
Tl(U7 ﬁ) = g :Z; 7T2(U7 ﬁ) = :)L )
C
u22-|;v2 _ ‘7 -+ «/il u2-5v2
0 ‘
u
s = " e nw)= Sy
(&
UNy — UNy “22+Cv2 +V i+ o)

On connait les invariants de Riemann pour les équations d’Euler, en dimension un. Ils
sont donnés par (voir par exemple J.-M. Ghidaglia et F. Pascal [GP02], E. Godlewski et
P.-A. Raviart [GR96])

2c

W) =u— ——,
P

WQ(U) = p_'V’
Wa(U) = u 4 —2C

3 = ST

Il existe un nombre important de cas-tests pertinents, utilisant les équations d’Euler, ce
qui permet de tester les codes numériques.
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1.2.3 Les modéles diphasiques

Un écoulement diphasique est un écoulement ot le fluide peut se trouver dans deux phases
différentes. Par exemple, on peut étudier un écoulement ou de ’eau se trouve a la fois
sous forme liquide et gazeuse. La complexité de ce type de probléme physique est due en
particulier au fait qu’il est difficile de trouver un bon modéle mathématique qui gouverne
un systéme diphasique, chacun valide pour une configuration physique particuliére. Ces
modeéles mathématiques sont basés a la fois sur des lois universelles (principes de conser-
vation de la masse, de la quantité de mouvement, etc ...) et sur des lois de comportement
qui servent essentiellement & fermer le systéme d’équations.

Les applications des écoulements diphasiques sont nombreuses. On retrouve par exemple
de tels systémes en thermomeécanique industrielle (coeurs et générateurs de vapeur de ré-
acteurs nucléaires & eau pressurisée, piplines de transport d’effluents pétroliers, chambre
des moteurs & combustion interne, ...... ), en biologie, dans les domaines de la santé, de la
chimie (pour la lubrification et la distillation, par exemple).

A notre connaisance, Isshi [Ish75] est le premier & avoir proposé un systéme d’équations
aux dérivées partielles qui gouvernent un écoulement diphasique. Delhaye et Achard dans
[DAT76] ainsi que Lahey et Drew dans [DL79] ont développé des systémes, mais qui pos-
sedent des valeurs propres complexes.

Diverses recherches dans ce domaine ont permis de classifier ces écoulements diphasiques.
On donne ici quelques modéles fréquemment utilisés :

Le modéle bi-fluides 4 deux pressions : Dans ce modéle, on considére que les deux
phases ont des pressions différentes. Ce modele est hyperbolique, mais la pression peut étre
discontinue & l'interface [RHSS].

Le modéle vitesse de dérive “two-phases drift-flux” : Ce modéle est construit a par-
tir des équations de conservation de la masse pour chacune des deux phases; la quantité
de mouvement, quant & elle, est commune aux deux phases. Une des difficultés principales
réside dans le fait qu’il est difficile de déterminer des lois d’états permettant de fermer ce
systéme.

Ce modéle est hyperbolique et conservatif, mais le calcul des valeurs propres est délicat
[KF02] .

Le modéle bi-fluide a pression commune : Ce modéle est basé sur les équations de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie pour chacune des
phases qui possédent la méme valeur de la pression. C’est un systéme a huit équations (en
dimension deux). Dans le cas isotherme, ce modéle ne dépend que des équations de conser-
vation de la masse et de la quantité de mouvement, et on constate alors que le systéme est
généralement non hyperbolique. Au mieux il n’est que conditionnellement hyperbolique.
Une des difficultés numériques relatives & ce modéle se situe dans le fait que la plupart des
schémas décentrés requiérent le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres du flux
physique, ce qui n’est pas réalisable ici, ce modéle admettant des valeurs propres complexes.

De nombreux auteurs (on peut citer, par exemple [RLF80], [TK96|, [Bes97]) ont pro-
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posé de modifier le systéme bi-fluides non hyperbolique en rajoutant, dans les équations
de la quantité de mouvement, une pression interfaciale ou encore de la masse virtuelle, afin
de rendre le systéme hyperbolique. Plusieurs formulations de la pression interfaciale ainsi
que de la masse virtuelle ont été proposées.

La conception de schémas permettant la résolution numérique de ces différents modéles
diphasiques reste actuellement encore trés délicate et beaucoup de questions sont encore
sans réponse.

D’un point de vue numérique, une des difficultés rencontrées dans ce type de problémes
provient du fait que la plupart des modeéles proposés dans la littérature présentent un ca-
ractére complexe dans les régions physiquement intéressantes.

Le schéma VFFC [GKCY96| est particuliérement bien adapté & ce type de problémes.

Dans ce domaine, on peut citer par exemple les travaux de J. Cortes, A. Debussche et
I. Toumi [CDT98], M. Boucker [Bou98], A. Kumbaro, I. Toumi et V. Seignole [KTS01],
F. Benkhaldoun [Ben02].
Dans sa thése, El Amin [Ami97] a réalisé des simulations numériques de modéles d’écou-
lements diphasiques en déséquilibre, décrits par un systéme & six équations, en utilisant
une technique originale de décomposition du systéme en deux étapes : I’étape “hydrody-
namique” pour laquelle chaque phase posséde une pression différente (deux sous-systémes
découplés sont alors résolus). La deuxiéme étape consiste a rétablir 1'égalité des deux pres-
sions. Le schéma de Roe ainsi que le schéma cinétique sont utilisés lors de ces deux étapes.
Saurel et Abgrall dans [SA99] proposent un modéle bi-fluide & sept équations o des termes
de relaxation de la vitesse et de la pression étaient inclus. Ce modéle nécessite un choix des
coefficients de relaxation, et des termes de pression et vitesse d’interface. Quelques soient
ces choix, le modéle était inconditionnellement hyperbolique.

Au niveau international, les codes de résolution des problémes diphasiques les plus
utilisés sont les deux codes américains RELAP et TRAC, et le code frangais CATHARE ;
ces trois codes utilisent des modéles bi-fluides dont les valeurs propres sont complexes.

Dans le cadre des travaux présentés ici, on s’intéressera au modéle d’écoulement di-
phasique liquide-vapeur.

Le systéme étudié dans le cadre des travaux réalisés ici, est constitué des équations de bilan
de masse et de quantité de mouvement pour chacune des phases qui ont toutes les deux la
meéme pression.

Dans le cas bidimensionnel, le systéme s’écrit :

8 —
% + V. (peprUi) = 0
q (1.11)
0 U 7 o0
W + V(peprUs @ Uy) = — s VP + puprg,
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V. désignant ’opérateur de divergence et V du gradient.

k est égal & v ou & [, v désignant ’état vapeur et [ I’état liquide.

i est le taux de présence locale de la phase k : u, + 1 = 1.

pr. est la densité de la phase k et lfk = (ug,vg)! la vitesse de la phase k.

P est la pression commune.

Afin de fermer le systéme, on ajoute des lois d’état. Dans le cas isotherme, on prend

P=A,p" et p=KP°

ou v est le rapport des capacités calorifiques du gaz a pression constante et & volume
constant ; A,, K; et a sont des constantes.
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Chapitre 2

Développement de schémas
numériques aux Volumes Finis pour
des problémes non homogénes

La méthode des volumes finis est bien adaptée aux problémes des lois de conservation.
En effet cette méthode se base sur la forme intégrale du systéme (équations de bilan) et
permet le calcul de solutions discontinues d’opérateurs non linéaires, pour des problémes
évoluant dans des domaines quelconques. On peut remarquer que cette méthode peut étre
vue comme une méthode d’éléments finis ou les fonctions tests coincident avec les fonctions
caractéristiques de chaque cellule.

Dans ce chapitre, avant de présenter quelques schémas numériques Volumes Finis permet-
tant la résolution de systémes hyperboliques non homogénes, on va rappeller la définition
d’une solution au sens des distributions ainsi que la construction de la méthode des Volume
Finis.

2.1 Présentation du probléme ; formulation faible

Dans un domaine D C R, le systéme hyperbolique précédemment présenté (1.1) prend la
forme suivante :

oU  OF(U)

=Q(z,U), VeeDCR, t>0
ot ox (21)

U(z,0) =Up(z), VzeD.

On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 Soit U : D x Rt — R une fonction de classe C* par morceaus, et
supposons que (Q soit borné. Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
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i) U est une solution de (2.1) au sens des distributions (ou solution faible).

ii) Sur tout domaine R C D x [0,4o00] :
/‘(Uny+PKUﬁh)w7:h/(ﬂxlﬂdﬂﬁ,
OR R
ii)

1. U est une solution classique de (2.1) la ou U est C?,

2. U satisfait la condition de Rankine-Hugoniot le long des courbes de discontinuités :

slU] = [F(U)]-

Remarque concernant le cas ot le terme source n’est pas borné :

Dans le cas ol () n’est pas borné, la condition de saut ci-dessus doit étre reconsidérée. Par
exemple, considérons le cas scalaire avec terme source simplifié suivant :

Ou  Of(u)  dz(x)
8t+ = e Vee DCR, t>0

u(z,0) = up(z), Ve D.

En admettant que z € L>°(R), et en introduisant le vecteur W = (u, )7 et le flux F(W) =
(f(u) + 2,0)T, "équation (2.2) prend la forme du systéme homogéne suivant :

AW + 0, F(W) = 0,

Pour un tel systéme, on a la relation de saut classique s[W] = [F(WW)].

Cela se traduit par les deux relations de sauts : s[u] = [f(u)] + [z], et 0 = s]z].

Ainsi, si z est au moins de classe C° (c’est-a-dire si le terme source est borné), alors [z] = 0
partout, et on retrouve alors la relation de saut s[u] = [f(u)]. Cela signifie que le terme
source n’a donc pas d’influence sur la relation de saut dans ce cas.

En revanche, si [z] # 0 au moins en un point z = =z, alors pour toute courbe de
discontinuité passant par xg, nous avons une nouvelle forme de la relation de saut :
slu] = [f(u)] + [2]. Notons de plus, que dans ce cas simplifi¢, la relation de saut se ré-
duit alors & [f(u)] = —[z].

2.2 Meéthode des Volumes Finis

2.2.1 Construction de la méthode en 1D
Pour construire la méthode des volumes finis, on utilise la forme intégrale de I’équation

(2.1) sur le domaine R C D x [0,+o0[. Soit 7 = [ Zx }, le vecteur normal unitaire
t
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extérieur & OR, frontiére du domaine R.
En utilisant la proposition ii) du théoréme 2.1.1, on a :

/a (Uni+ F(U)ng)do = /R Q(z,U)do

On discrétise le domaine en espace et en temps en subdivisant D en intervalles successifs :

onpose Ax, =x,,1—x, 1, E7L, et At, =tpi1 —ty, n €N.
J Jj+5 Ji—3

On intégre 1’équation (2.1) sur une cellule [$j—%v$j+%] X [tn, tny1] -

_/;“% Uz, )dm+/tn+1 F(U(,,1.6)dt+

j_l

:C].+% tni1 tnt1
/ Uz, tpt1)de — /t F(U(a:j ))dt = /t / Q(z,U)dx dt, (2.3)

i3

et on choisit de prendre pour état moyen, la quantité

w1 Ti+d
Uj = Aa:j/_ U(zx,t,)dz.

Enfin, on pose I'approximation

U} Ufy) = F(U (2, 1,1)). (2.4)

¢ représente le flux numérique a linterface 1, pour t compris entre t, et tyq1.

L’équation (2.3) devient :

—Ar;Ul + At p(U, UL ) + ijUﬂH — At (U, UT)

tn41
/ / Q(z,U)dz dt.
tn

,l
2

On peut alors écrire le schéma, sous la forme suivante :

UMt = U =y [0(UUF) — 6(UP1, UP)] + AtnQF

Ol On a posé 7y = %.
J

tn41
Q est ’approximation du terme source, définie ici par ——— A At / / Q(x,U)dxdt.
L

La détermination du flux numérique est le fondement méme de la methode des volumes
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finis.
Par exemple, pour la classe des (J-schémas, le flux numérique s’écrit :

S UP) = U W) + JUD) - 3RS U U = U).

Q est la matrice caractéristique du ()—schéma.

Dans le schéma de Roe, Q(Uj, U} ) = A(U) définit la matrice de Roe, ou U représente

I’état moyen & déterminer en fonctlon des deux états U;" et U, ;.

2.2.2 Extension des schéma volumes finis en 2D

Le modéle mathématique & deux dimensions s’écrit sous la forme :

ou n OF(U) n 0G(U)
ot or oy

=Q(z,y,U), (x,y) eDcCR? t>o. (2.5)

Le domaine d’étude D est discrétisé par une partition D) composée de Np triangles c;
(i =1,--- Np), telle que

Nr
Dh = U C;.
=1

h est la longueur maximale des cotés des triangles.
On intégre les équations (2.5) sur une cellule ¢; du domaine en espace, de contour dc; :

/CA <‘9_U+ OF(U) , aa(U)) dwdy:/c_ Q.. U) dz dy,

ot ox ox

et, par application du théoréme de la divergence, on obtient

88[1{ da:dy+/ (F(U)ngy + GU)ny) do :/ Q(x,y,U)dx dy,
dc; Ci

oum = [ ZI } est le vecteur normal unitaire extérieur & dc;.
Y

On pose alors F(U, ') = F(U)n, + G(U)n, et on suppose, dans un premier temps, que

U; est constant par cellule (état moyen par cellule). On obtient ainsi

+Z ]:Unda—/Qxy, U)dxdy
Yij

JEK(i)

ol A; est l'aire de la cellule ¢; et K (i) est I’ensemble des cellules qui ont une aréte en
commun avec la cellule ¢; ; on note 7;; I'aréte commune aux cellules ¢; et c;.

Par analogie avec la méthodologie utilisée dans le cas unidimensionnel, on peut alors définir
le flux numérique de la fagon suivante

F(U,7)do = ¢(U}, Uy, nij)mes(vij)

Yij
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N A — N A . A
ot mes(v;;) est la longueur de I'aréte ~;; et n;; est le vecteur normal a cette aréte, orienté
de la cellule ¢; vers la cellule c;.

Enfin, on peut écrire le schéma sous la forme suivante

Aty
Ut = U = =T (U U i mes () + AtaQ) (2.6)
" jER()

1
avec QF = I/ Q(z,y,U) dx dy.

¢(UZ-’"‘,U]’-"”,n_{j) désigne le flux numérique bi-dimensionnel qui peut étre vu comme une
extension, dans ce cas, du flux numérique unidimensionnel obtenu en (2.4).

2.2.3 Rappel sur les lux numériques des schémas volume finis les plus
performants

L’essor des méthodes de volumes finis de ces derniéres années est di, en grande partie, a
I’intérét grandissant pour la résolution numérique de lois de conservation.

Le premier schéma de ce type a été développé par S. K. Godunov [God59] et [God60]; il
s’appuie sur la résolution exacte du probléme de Riemann associé au modéle étudié, et est
& Dorigine de la plupart des méthodes dites décentrées.

Parmi les schémas volumes finis fréquemment rencontrés dans la littérature, on peut citer
le schéma décentré, puis ceux de Lax-Freidrich, de Rusanov, de Roe, VFFC, VFRoe, que
I’on rappelle briévement ici. En particulier, on présente, pour chacun d’eux, ’écriture du
flux numérique.

1. Le schéma décentré dont le flux numeérique, dans le cas scalaire linéaire (f(u) = au),
est donné par

W _JIUD s a0
o(U", Uily) {f(Uﬁrl) si a<0.

2. Le schéma de Lax-Freidrich [LW60|, dont le flux numérique unidimensionnel s’écrit

1 1
o0 UB) = 5 (HO) + F(0) - —

n?.]

<ﬁriwo. (27)

Ce schéma est trés diffusif et ne posséde pas d’extension directe & la simulation
numérique des problémes en dimension deux d’espace avec un maillage non structuré,
de part la difficulté & trouver un analogue cohérent au terme Ax;.

3. Le schéma de Rusanov [Rus61] est une version modifiée du schéma du Lax-Friedrich.
Le flux numérique de Rusanov, en dimension deux d’espace s’écrit sous la forme

7

E

2

ot U" est la valeur de la variable conservative dans le volume c;.
F(U,nij) = F(U})(n3))z + GUT) (n))y
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représente le flux physique dans la cellule ¢;.
La vitesse de Rusanov locale s’écrit alors

Sp = 1@ggp(max(| Ak AT 1)

Ou )\? ;. sont les des valeurs propres de la matrice jacobienne
AU}, ;) = (1i3))a - F'(U}) + (ni3j)y - G'(U}).

Ce schéma, trés robuste, permet la simulation numérique des problémes aussi bien
monophasiques que diphasiques en dimension deux d’espace, mais il a I'inconvénient
d’étre peu précis et trop diffusif, ce qui fait de lui un schéma cotiteux en temps de
calcul.

4. Le schéma de Roe [Roe81] est basé sur les solveurs approchés de Riemann et a été
introduit principalement dans le cadre de I’étude de la dynamique des gaz. Ce schéma
utilise 'auto-similarité de la solution des problémes de Riemann locaux exacts ou
approchés, définis a l'interface entre deux cellules.

Le flux numérique du schéma de Roe en dimension deux d’espace s’écrit :

O(UF, U} i) = 5 (FO275) + FUF ) — | AU, U7, ) (U] = U1, (29)

1
2

ol A(Uﬁ,Uf,ﬁ{}) représente la matrice de Roe qui dépend des états U et U
Iia maniére de déterminer cette matrice n’est pas unique; mais Roe impose que
AU UL, n;;) vérifie les conditions suivantes :

(a) A(UP,Up, i) (U = UF) = F(UP, ng5) — F(UF, 1),

(b) A(UM,U ]",ﬁl_;) est diagonalisable, quels que soient U7 et U,

Ce schéma est d’'une grande précision, mais posséde un défaut d’entropie sous sa
forme originelle.

5. Le schéma équilibré [BV94] a été proposé pour traiter des systémes non homogénes.
Les auteurs montrent que ce schéma respecte une propriété de conservation dans
le cas stationnaire (u = 0), appelée C'— propriété. Ce schéma donne donc de bons
résultats pour les équations de Saint-Venant avec terme de pente.

6. Le schéma VFFC, proposé par J.-M. Ghidaglia, A. Kumbaro et G. Le Coq [GKC96]
est basé sur la méthode de flux caractéristique. Comme pour le schéma de Roe, les
auteurs utilisent une base de vecteurs propres de la matrice jacobienne calculée sur
un état moyen. Toutefois, ils ne font pas appel a un solveur de Riemann (exact ou
approché) ce qui fait une différence notable.
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Le flux numérique du schéma VFFC s’écrit :

SUMUL) = Y. @] FUMrk]) (2.10)
Ak(V;l)>0
|Aj|F(U) + |Aj1|F(UR4)
(v} J n
. k@J)[ e ()
)\k(l/;”)zo
+ Y R FUR )
Ak (V7)<0

ou lk( "Vk € N désignent les vecteurs propres a gauche de la matrice jacobienne.
(14;107 + [Aj1|U}44)

(14;] + |Aj+1|)

L’état moyen v est défini par v =

7. Le schéma VFRoe [MFG99], [Gal96] :
Le flux numérique du schéma VFRoe, en dimension un, est donné par

o(U;, Uty) = £ (U*(0: U7, UYy))

ot U*(0; U, U, ) est I'approximation de la solution du probléme de Riemann linéa-
risé, donnée par

U(0; U2, Uf) = UP+ > (e (U = UP)) 7

—>0

U =Y (e (U - U

T
220

l;; étant le k-iéme vecteur propre & gauche et 7, le k-iéme vecteur propre a droite de
no4n
i+1 i

la matrice jacobienne associée au probléme, calculée en 1’état moyen 5

Tous ces schémas font appel au calcul des champs propres de la matrice jacobienne, ce qui
les rend cotiteux. Ils restent néanmoins indispensables dans la résolution des cas complexes.
Pour des cas plus simples, on aimerait avoir des schémas moins cotiteux.

Une tentative dans ce sens a été proposée par Liou dans [LJS93] et [Lio96]; ce schéma
nommé ASUM (Advection Upwind Splitting Method) permet la résolution numérique de
systémes hyperboliques. L’idée principale de ce schéma est basée sur la décomposition du
flux numeérique en deux parties : un flux convectif et un flux de pression. Par conséquent,
I’auteur évite ainsi le recours & un solveur de Riemann linéarisé. Cependant, ce schéma uti-
lise I’évaluation des quantités aux interfaces en utilisant des développement polynomiaux
des vecteurs propres, ce qui est également trés coliteux en temps de calcul.

2.2.4 Approximation du terme source

Le traitement du terme source a une grande influence sur la précision du schéma, en parti-
culier quand ce terme est non borné. Ceci se traduit par une difficulté numérique majeure
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[Lev02]. Par exemple, la discrétisation des termes sources par une méthode explicite conduit
a des instabilités numériques [Amb95].

Pour traiter la spécificité des problémes non homogénes, certains auteurs ont proposé de
nouveaux schémas ou des extensions de schémas performants, qui ont donné de bons ré-
sultats.

Plusieurs méthodes ont été proposées; on en expose ici quelques unes :

1. Travaux de A. Bermudez et M.E. Vazquez
Partant d’un schéma décentré de type (J-schéma pour traiter la partie homogéne
d’un probléme avec terme source, A. Bermudez et M. E. Vazquez [BV94] proposent
de décentrer également ce terme source en introduisant une fonction G définie de la
facon suivante :

Q? = Q(:Uj_l,a:j,:er,U” 1,Un U]n—i-l) (2.11)
= gL(xj—lv':Ujv j— lvUn)_'—g (':Ujv'xj-i-lvU}l)U;L—i-l)? (212)

ol G€ et G® sont des fonctions sources définies a gauche et & droite (respectivement).
On opére une projection du terme source sur les vecteurs propres de la matrice ) ce
qui permet d’écrire les deux fonctions du terme source sous la forme :

gL(.ZUj_l,ﬂZ'j, U] 1 Un)

1 -
2 [I+|Q( lvUn)|Q( ji— 17 ) ]g(l’j_l,lﬂj,U] 17Un)
G"(wj,j41, U, Ufy) (2.13)

1 n n n n — e n n
= 3 1=, U )IQUS, UM G(wg, 241, US, Ufy).

Cette méthode, qui permet de retrouver la solution exacte (avec un bon choix de
G) dans le cas stationnaire avec vitesse nulle, donne des résultats trés précis pour
les équations de Saint-Venant avec topographie. Cependant, son extension & des
problémes non homogénes généraux, tels que les écoulement diphasiques, ne semble
pas immeédiate.

2. Méthode a pas fractionnaires

Il s’agit d’une technique classique de fractionnement d’opérateur proposée par Ya-
nenko [Yan68|. Pour cela, on décompose le systéme (2.1) en deux systémes :

Dans un premier temps, on résout I’EDO

ou ~
rTin Q) (2.14)
puis ensuite, ’EDP
oUu oF(U)
ot or 0
(2.15)
U(0,t) = U(t).
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Pour le systéme d’équations différentielles (2.14) on pourra par exemple, utiliser une
méthode implicite linéaire (on peut consulter, par exemple [Mon97]). Ensuite, on
pourra résoudre le systéme homogeéne (2.15) en utilisant une méthode de volumes
finis classique.

Cette démarche s’est révélée en particulier d’'une grande efficacité pour traiter des
problémes d’écoulement d’eau sur fond sec.
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Chapitre 3

Un schéma de flux a deux étapes : le
schéma SRNHR

3.1 Présentation du schéma SRNHR

F. Benkhaldoun, dans ([Ben02]) a proposé le schéma SRNH (Solveur de Riemann Non
Homogene), schéma qui a donné de bons résultats dans le cas monodimensionnel. Pour
écrire ce schéma en dimensions supérieures & un, il se pose le probléme de transcription

Azx
de la vitesse numérique —— naturelle en dimension un, en une quantité ayant un sens en

deux dimensions d’espace. Il a donc été choisi de travailler avec la vitesse “physique” par
analogie au schéma proposé par Rusanov. On a ainsi construit un nouveau schéma nommé
SRNHR (Solveur de Riemann Non Homogéne Rusanov).

Dans cette section, nous présentons d’abord ce schéma puis nous l’analyserons avant de le
tester durant le travail présenté dans le reste de ce document.

Considérons un systéme de lois de bilan dans RP, issue de la mécanique des fluides, et qui
[
s’écrit :

ow  oOF(W)
rra + i Q(z, W) dans Rx]0, T 6)

W(.T, 0) = WQ(J})
Nous faisons I’hypothése fondamentale que le probléme de Riemann correspondant, défini

par :
Wo(z) = Wr siz <0, et Wy(x) =Wgsiz >0,

admet une solution autosimilaire notée W (xz,t) = H (Z).
Plus précisément :

Si on note ay, et ag, des pentes de courbes de discontinuité ou de détente, il existe un
opérateur noté Rs tel que
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.
Wi, 51?<aL

W(z,t) = H (—) {7 (%) — Rs (%,WL,WR) ,siar < % <ag (3.2)

LT
Wg, si n > ap.

Rappelons que Alcrudo et Benkhaldoun ont montré dans [AB01] que les équations de Saint-
Venant avec un fond en forme de marche, donnaient lieu & une solution autosimilaire du
probléme de Riemann, quand la discontinuité initiale de la solution était située & l’endroit
de la marche.

Par ailleurs, nous exprimons que nous considérons une solution au sens des distributions
du probléme (3.1), en utilisant la proposition i) du théoréme (2.1.1) :

/ (Wone + f (W) .na] do = / Q (2, W) dadt. (3.3)
R

OR

On se propose de construire un schéma numérique basé uniquement sur les deux propriétés
(3.2) et (3.3).

Comme précédemment, définissons pour un maillage uniforme :

At"
r’ = Ag avec At" =ty — t, et Ax = z; 1 —x;_ 1, les pas de temps et d’espace
X 2 2
respectivement.

Nous noterons z; le centre de la cellule |z, 1,2 1].

S’inspirant de la démarche de Godunov, et en utilisant une premiére fois les propriétés

(3.2) et (3.3), sur le domaine R :]xj_%,a:ﬁé[x[tn,tnﬂ[, on écrit :

Wit = Wit — ™ [F (Rs(0, W], W] 1) — F (Rs(0, W] |, W}')] + At"Q7,

1
ol Q;L est une approximation de NN
x

/Q (x, W) dxdt.
R

Pour l’évaluation de F (RS(O, Wi, ]”H)), I'idée ici est d’éviter de calculer la solution
exacte Rs, ou méme d’introduire un probléme de Riemann linéarisé. Nous cherchons di-
rectement une valeur approchée de la solution exacte, en exploitant les propriétés (3.2) et
(3.3).

Ainsi, on écrit par exemple sur le bord z JIE
2

V[/'j”Jr 1= approximation de Rs (0, Wi, jn+1) .

Pour obtenir cette approximation, on utilise de nouveau la propriété (3.3) sur un ouvert
1 X7, X [X]tn, tn + 0%, [ tel que i €| X, XT.

Ton | = 1
J+‘2‘ 2
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tn+1,i

Xj-112 Xj Kjs112 X

FiGc. 3.1 -

[

En supposant que X, X et H;LJrl sont choisis de telle fagon que V¢t €|t,,, t,, + H;LJF

1
2 2

X__ﬂfj_,_l X+—:Ej+;
2 n n _ n 2 n n _ n
Rs P — W] y Wit = W] et Rs 7,W] s YVi41 - Jj+1

t— tn t— tn
et en introduisant les distances : dX~ = | X~ —:Ej+%| et dXt =|XT — a:j+%|,
on a
X+
/ W (2t + 07,1 ) do = dX“W+dX W] =07 1 [F (Wh) = F (W)) ]+ / Q (x, W) ddt.
X- 7767" 1
]+§

On définit :

X+

1
n _ n
Wi = Ix—vax+ / W (x’t” + 9j+%) dr.

pa

Avec le choix : X~ = zj et X = 2,41, on obtient une premiére expression générale,

fonction de 9;?+ 1, de la solution approchée WJ’.":F ., issue de cette premicre étape, que nous

2 2
appellerons étape de prédiction :
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t
tn_;'_e'r‘f 1. v"
Jt+5. |
t n r‘
n+9j+% \\\ !
wr R n
Nt J+
tn "
- +
X Tyl X x
Fic. 3.2 -
1 o PN
n _ n n 2 n n n n
Wj+% = §(W] +Wiky) — Ax [F( 1) — F(W) )]+ ‘9j+%Qj+%, (3.4)

ou
Q?—i‘% = Q (x], Tj+1, W]n7 W]n-}-l)

est une approximation, & définir de maniére judicieuse en fonction du terme source, de

1
i Az / Q (z, W) dxdt.
.7+§

Ton
it

a été de le prendre comme une fraction du pas de

n
il

Un premier choix du parametre 0]+
2

temps At", en écrivant
a
+_
ARY N (3.5)

0", =
its

On arrive ainsi a la premiére forme du schéma SRNH (Solveur de Riemann Non Homo-

géne) :
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n
i+
2

oY
Wi = (Wn +Wit) -

2

" [F( ) — F(an)} ]+2 AthJ+z

(3.6)
witt—wy = [P (Wi ) = F (W) ] + Ay,

Cette forme du schéma SRNH a été utilisé avec succés pour des problémes non homogeénes
1D dans le cas de maillages uniformes (voir [Ben02]).

3.1.1 Remarque concernant le paramétre de contréle oz;? 1
2

Ce parameétre a pour objectif de controler la diffusion numérique du schéma comme le

montre ’analyse menée dans le cas scalaire dans le chapitre suivant. Par exemple dans le

cas d’une équation scalaire linéaire sur maillage uniforme le choix de a;? 1= 1 redonne
3
exactement le schéma de Lax-Wendroff.

S. Sahmim dans [Sah05] a également travaillé sur une autre formulation de schéma SRNH,
ol intervient le signe de la matrice jacobienne du systéme de lois de bilan considéré : le
schéma SRNHS. Ce schéma, équivalent & VFRoe dans le cas homogeéne, est d’ordre un et
nécessite une correction entropique dans certains cas.

3.1.2 Introduction du schéma SRNHR :

Dans le but de l’extension du schéma SRNH au cas bidimensionnel, ou il est difficile de
définir un équivalent de la distance Ax, il est apparu nécessaire de proposer une variante
de (SRNH) ne faisant pas apparaitre cette distance dans la phase prédicteur du schéma.

Cela consiste a écrire 0" |, = 0" . ou 9 . est défini par la vitesse de Rusanov (voir

i+ J+%
figure 3.2) comme suit :

i1

- Az
n —
Uiss = 2gm L (37
]+§
o 57 1 = max ([Ajxls [Aji1kl)-
Cela améne & la nouvelle expression de la phase prédicteur du schéma, :
o o
Jts i+t Az A
Wiy = OV 4 W) = 52 [FOV) - POV + 522500 . (38)
Jj+s Jts

Remarque : Pour les problémes traités dans ce travail, le terme non homogéne () contient
généralement un terme de dérivée spatiale d’ordre 1. Ainsi, pour le systéme de Saint-Venant
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. ) dz
(1.7), la premiére composante du terme source est nulle et la seconde s’écrit Q = —gH —

dx

dont une approximation naturelle pour la phase prédicteur s’écrit

n n
A H + Hi' 241 — 2

j"‘%:_g 2 Az

La distance Az disparait donc du terme source de ’étape prédicteur, et permet ainsi
I’extension du schéma au cas bidimensionnel.

La forme définitive du schéma SRNHR dans le cas général s’écrit donc :

o n

n 1 n n ﬂ"'l n n a"’_l Az An
Wiy =W+ W) — =2 [FW)) — FOV ] + =2 Q"
J 2 2 2S 1 2 S 1 J 2
Jt3 Jt3 (39)
n+1 _ n n n n nAn
Wit —wy = [F(wr) = F (W )] + argy.

3.2 Schéma SRNHR, dans le cas bidimensionnel

Pour I’extension 2D, on va écrire le schéma en considérant le systéme de Saint-Venant,
afin de faire apparaitre les “difficultés” rencontrées; cette transition est réalisable sur ce
type de probléme, car le terme source comporte des dérivées spatiales.

Dans la phase intermédiaire, nous sommes amenés & calculer les gradients des variables, &
I'interface de chaque cellule.

A partir de ’extension des schémas aux volumes finis en 2D, le schéma SRNHR s’écrit

alors

Atn n n - n

I > oW Wity ymes(vi5) + AtnQ; (3.10)
JEK (D)

WZ’H—I — Wzn _

ol )} est une approximation judicieuse du terme non homogeéne & 1'étape correcteur, sur
laquelle nous reviendrons ultérieurement.

oW, Wi, 7l;;) représente la fonction du flux numérique bi-dimensionnel.

Le but ici est d’écrire le flux de fagon analogue au cas 1D. Plus précisément nous écrivons

d(W Wi iiij) = F(W, ;) ot W] est déterminé dans une étape prédicteur du schéma.

3.2.1 Détermination de W} :

Cela est fait par le biais de la projection du systéme sur la normale & la frontiere ;;.
Par exemple dans le cas du systéme de Saint-Venant, présenté au chapitre 1 (1.7), on
intégre I’équation de la masse sur une cellule ¢

on —i—/ h(ung +vny)do = 0. (3.11)
c ot dc
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On utilise la projection du systéme sur la normale & 'interface d’une maille, évoquée par

R. Abgrall et ses coauteurs dans [ANS03]. On note V= < Z >, 7= < ZI >, U=V ij=
Y
ung +ovny et V= V- = —uny + vng, o U est la projection de V sur la normale 7
et V, la projection de V sur la tangentielle 77 (voir la figure 3.3).
Fic. 3.3 -

On peut écrire I’équation (3.11) sous la forme suivante :

oh

- +/ hUdo = 0. (3.12)

c ot de

De méme, si on intégre 1’équation de la quantité de mouvement, suivant la direction « :

ohu

+/ huUda+/ anda—i—gh(c)/ zngdo =0, (3.13)
c ot Oc oc Oc

ou P= % gh?, puis, suivant la direction y, on obtient

/% + hoUdo + / Pnydo + gh(c)/ znydo = 0. (3.14)
c ot dc dc dc

Cela améne & considérer la solution approchée sur une frontiére v, comme solution du
probléme de Riemann local, exprimé sur cette frontiére, par le systéme projeté sur la
normale :

@ N ohU 0
ot on
%—I-—ahuzj—l—n 8_P+ hn %—0
at | on oy I g, T
1
ohv  OhvU oP dz (3.15)

-+ —— — hny— =10
8t+ o +ny8n—|—g nyd77

Wt st n<0
Wr st n > 0.

W(nv O) = {
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Les combinaisons linéaires n, x (3.15), + ny x (3.15), et —ny x (3.15), + ny x (3.15),
permettent d’obtenir le systéme ot les variables sont maintenant h, U et V

( @ n onU 0
ot on
ohU n O(hU? + P) dz

B 3.16
ot on + ghdn 0 ( )

OhV  ORUV

5t o ="

Cela permet alors d’écrire I’état Wi (a la premiére étape) du schéma SRNHR, o on a

noté MZ](X) = %(Xz —I—XJ) et AZJ(X) = Xj - X,

(h)ij = Myj(h) — &Az‘j(hU)

ZSZ’.}
a% 9 a’fj -
(hU)ij = Mij(hU) — 55rAij (WU + P) — —=-ghij Aij(2) (3.17)
25, 251,
s
(hV)ij = Mij(RV) — —=-Dy(hUV),
{ 25
ol flij est une interpolation linéaire entre h; et h; donnée par flij = W, A; étant
{ J

l’aire de la cellule ¢;.

On en déduit alors

(hu)ij = ng(hU)ij — ny(hV)i;
et

(hv)ij = ny(hU )ij + ng(RV )45.

Notons que la technique exposée ici pour le systéme de Saint-Venant s’applique égale-
ment au modéle diphasique.

3.2.2 Approximation du terme non homogéne dans la partie correcteur

. , , ) odz
Une des difficultés rencontrées concerne le traitement des termes non conservatifs e et
T

dz
0 dans I’étape correcteur. Différentes méthodes existent pour réaliser le calcul approché

des gradients souhaités. Dans la section suivante, on expose en particulier, comment on
) p 1% )
peut réaliser I’évaluation de ces gradients par la méthode des moindres carrés.
On verra, dans les résultats numeériques obtenus, que le choix de la méthode de ces calculs
b )
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de gradients, ont une grande influence sur la qualité des résultats obtenus.

Cette constatation nous a amenés & réaliser ’évaluation de la consistance et de l'ordre
des schémas utilisés. Dans un souci de simplification, cette étude est réalisée ici dans un
cas monodimensionnel, mais sur un maillage non uniforme. Cette étude sera présentée au
chapitre (5) aprés que ’analyse numérique du schéma ait été réalisée, au chapitre (4).

3.3 Extension a ’ordre 2 en espace (MUSCL)

On définit un nouvel espace d’approximation, ou ’on approche 1’état physique W par une
distribution linéaire par morceaux, qui est I’espace des fonctions affines par cellule.

On applique une démarche qui a été utilisée par I. Elmahi [EIm99] et qui se décompose
en deux étapes : une étape de reconstruction des états gauche et droite, et une étape de
limitation des gradients afin d’éviter les oscillations.

Etape 1 (reconstruction linéaire des états) :

FiGg. 34 -

Au point X;; de l'aréte 7;; séparant deux volumes de controle ¢; et c¢j, on définit deux
valeurs de W, une a gauche W;; dans la cellule ¢;, et une & droite WZJ; dans la cellule ¢;
par :

_ lo -
Wi = Wi+ 5 VWiGG;
(3.18)

1= .
Wi =W - 5VW,GiG;.
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Ou G; et G sont respectivement les barycentres des triangles c; et c;, VW; et ﬁWj repré-
sentent les gradients sur ¢; et c;.
La fonction de flux reste la méme, seuls ses arguments changent, et on a :

F(W, ) do = oW, W, iugg)mes ().
Yij
Le probléme crucial dans cette étape est I’évaluation des gradients de la solution sur chaque
volume de controle. Ceci peut étre effectué de différentes maniéres, en particulier suivant
le type de cellules utilisées. On présente une technique de calcul de gradients dans le cas
ol on utilise des maillages triangulaires ou quadrangulaires.

Par exemple, on peut utiliser la méthode des moindres carrés :
Pour un triangle ¢;, considérons I’expression

ow;
Ox

AW, W;) =W, + (x; — x;) +(yj_yi)88—z[f_wj,

ou (x;,y;) et (xj,y;) sont respectivement les coordonnées des centres de gravité de ¢; et c;.
Le terme A(W;, W;) représente ici la différence entre la valeur effective de W au centre de
la cellule ¢; et la valeur obtenue au centre de c¢; par développement limité de la fonction
W définie au centre de ¢;. Le gradient sur la cellule ¢; est évalué en minimisant la fonction
quadratique :

ow; oWw;
w( )z S 1AW WP,

Oz~ dy JEV(5)
ow; oW,
ol V(i) est ’ensemble des triangles ayant un sommet commun avec ¢;, a—l et 3 * sont
z Y
alors solutions du systéme linéaire de deux équations & deux inconnues suivant :
ox 7 oy 7

Un calcul simple donne

ox D
oW Jylpy — Jolye
oy D ’

avec les notations

Iy, = Z (5173' _5171')2 y Ay = Z (yj _yz‘)Qv

JEV (D) Jev(@)
Ly=1Ip= Y (@j—z)(yy—v) , D=1ILgly, -1,
JEV (i)
To= D (j—z)Wi=W) = > (g —u)(W; = W)).
JEV(3) JEV(3)



CHAPITRE 3. UN SCHEMA DE FLUX A DEUX ETAPES : LE SCHEMA SRNHR

Etape 2 (limitation des pentes) :

L’approximation obtenue avec les états évalués dans 1’étape 1, peut étre dispersive et pro-

duire de nouveaux extrema entre les cellules. Pour atténuer ces oscillations, on utilise un
i i

"MW, ot "M W;

o 3y au lieu

schéma de type TV D obtenu en utilisant des valeurs limitées

ow; . oW,

d t 18).
e ¢ 8y,dans (3.18)

Par exemple, on présente ici un type de limiteurs qui peut étre utilisé dans le cas bidimen-
sionnel pour des maillages non structurés.

Limiteur MinMod généralisé :
Sur chaque volume de controle ¢;, les gradients sont limités de la maniére suivante :

m = 1 {mins n <%> + max sgn <%>] min
or 2 |jev() I\ "o FEV (i) I\ oz JEV (i)

alimWi

oW
ox

De méme pour . Cette limitation peut étre étendue sur l’ensemble V(i) des tri-

angles ayant un sommet commun avec c;.

D’autres limiteurs sont souvent utilisés; en particulier, on présentera des résultats
numériques obtenus avec le limiteur Superbee ou le limiteur de Van Leer.
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Chapitre 4

Analyse numérique en dimension un

On s’intéresse, dans ce chapitre, & I’analyse des schémas utilisés dans ce travail. Apreés
avoir rappelé quelques propriétés fondamentales que doivent respecter les schémas numé-
riques, on regardera sous quelles conditions les schémas utilisés respectent bien les dites
propriétés.

Le schéma présenté au chapitre (3) posséde la particularité de comporter deux étapes.
En particulier, la premiére étape, qui nécessite ’évaluation d’'un état intermédiaire ou
intervient un parameétre ad’hoc, est basée sur une approche similaire a celle utilisée dans
la construction du schéma de Rusanov. Il convient donc de mener une analyse de stabilité
du schéma SRNHR et de vérifier qu'il satisfait bien & la propriété TVD. Mais auparavant,
on revient sur ’analyse du schéma de Rusanov, cette analyse permettant d’utiliser les liens
qui existent entre ces deux schémas et ainsi d’en avoir une meilleure compréhension.
Enfin, le schéma SRNHR posséde une complexité supplémentaire : il s’écrit en fonction
d’une vitesse locale, ce qui nous améne a réaliser une analyse locale.

4.1 Schéma Volumes Finis pour un probléme scalaire homo-
gene
Dans le cas homogéne, on ne prend pas en compte le terme source (Q(z,u) = 0). Le

systéme hyperbolique présenté précédemment (2.1) prend alors la forme suivante :

ou n Of (u)

=0 0<t<T

u(z,0) = up(z), VreQCR.

On suppose, dans cette partie, que f est une fonction de R dans R de classe C? et que
ug € L>®(€). On introduit également ’espace X = Q x [0, 7.

On rappelle que le systéme (4.1) peut admettre plusieurs solutions au sens des distribu-
tions (solutions faibles) ; mais une seule solution % posséde un sens physique, c’est a dire
satisfait & la condition d’entropie. Kruzkov [Kru70] a démontré un théoréme d’existence et
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4.1. SCHEMA VOLUMES FINIS POUR UN PROBLEME SCALAIRE HOMOGENE

d’unicité de la solution faible entropique @ sous certaines conditions. Ici, nous admettrons
ce résultat sous des hypothéses de régularité pour ug, (voir [GR91]) ; nous supposerons de
plus que ug € BV (Q).

Pour déterminer un schéma numeérique permettant d’obtenir des solutions approchées de
(4.1) les meilleures possibles, il faut que ce schéma posséde certaines propriétés que nous al-
lons rappeler. On explique en particulier, ce que représentent les notions de consistance, de
stabilité, de monotonie et de variation total diminuante (TVD). On attend d’un schéma nu-
mérique qu’il converge vers 'unique solution entropique du probléme posé, avec la meilleure
précision possible.

On considére un pas de temps uniforme At = t,11 — t,, Vn € N ainsi qu'une discrétisation
uniforme en espace, de pas d’espace h = x JH1T T YV j € Z. Nous introduisons également
les intervalles I; :]$j—%7$j+%[ et Ty, = [tn, tnt1]-

On notera uy, la solution approchée au sens volumes finis ainsi définie : uy,(z,t) = u"(z) si

t €Ty, et u"(z) =uj six € Ij.

De plus, nous introduisons les hypothéses, notations et définitions suivantes :
— H1) les fonctions f’ et f” gardent un signe constant non nul chacune.

— H2) wug est de signe constant non nul.
Pour fixer les idées, on supposera 0 < u,, < ug(x) < upy.

_ Dl) siu=w, a(u’v) = f’(u), Siu 75 v, a(u,v) = a(v7u) = w
- D2) a;:r% = a(uj,ujyy).
s

- D3) " = sup ——=,
(€Z) %j41

ou 57, = maa (1 ()] | (2 )]) et 7,y = min (1), 1 () D).

= D4) fpm = min(|f(um)l, | (uan)]), Foar = maz ([ (um)l, | £ (uar)]); dmax = %-
- D5) G={w € R/ |w| < amax || vo ||reo(r)}-
- D6) M =sup | f'(w) ], we G.
- D7) AX]’?JF% =X}, - X}
4.1.1 Forme générale d’un schéma aux volumes finis
De facon générale, on peut écrire un schéma aux Volumes Finis sous la forme :
u = H(uj g, ufy,) (4.2)

ol q € Z. Le schéma (4.2) est dit & 2¢g + 1 points.
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CHAPITRE 4. ANALYSE NUMERIQUE EN DIMENSION UN

4.1.2 Quelques définitions
1. Convergence
On considére un espace fonctionnel de Banach F, muni de la norme ||.||£.

Définition 4.1.1 On dira qu’un schéma est convergent d’ordre k dans l’espace E si

et seulement si |G — up||p < C1h* ou Cy est une constante indépendante de h et de
At.

2. Conservativité

Définition 4.1.2 Un schéma numérigue peut se mettre sous forme conservative, si
il existe ¢ € 7 et une fonction continue ¢ : R?? — R tels que

+1 :
uit =y —r (U] gins s tfyg) — (U] gyl 1)), VjEZetn>0,
S n __ n n n l Snen — At
ot uf = u(z;, t"), (uj_, 4, ujy,) est le flur numérique et r = 5

3. Consistance

Définition 4.1.3 Le schéma numérique est consistant au sens des Volumes Finis
(VF-consistant), avec l’équation aux dérivées partielles (4.1), si le flux numérique
vérifie la condition suivante :

A(Uj—gi1, U g2 oneee Ujtq) = f(u) quand u; =u, Vitel que j—q+1<i<j+q.
Définition 4.1.4 Un schéma est dit & flux continu lipschitzien, s’il existe une constante
C telle que :

(U g1, Wjmg4 2, voes Ujirg) — [(u)| < Cmaxlujypp —ul ot—q+1<k<q.

Définition 4.1.5 Un schéma numérique est consistant d’ordre p au sens des Diffé-
rences Finies (DF-consistant), si erreur de troncature du schéma vérifie la condition
sutvante :

|ET||g < Coh?,

avec

ET(z,t) = Ait (i, t + AE) — H (i — qh, t), o (@ + gh,1))]

et Cy est une constante indépendante de h et de At.

4. Stabilité

D’une maniére générale, on dira que le schéma (4.2) est stable dans ’espace FE si et
seulement si ||up||g reste borné.

Définition 4.1.6 Un schéma numérique est dit E stable s’il existe une constante
Cs > 0, indépendante de h et de At telle que :

lunlle < Ca.
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4.1. SCHEMA VOLUMES FINIS POUR UN PROBLEME SCALAIRE HOMOGENE

Remarque : Dans le cas linéaire ou f(u) = au, on peut prendre comme espace fonc-
tionnel F = L%(X), et utiliser 'analyse de Fourier afin d’étudier la stabilité. On va
également utiliser le résultat suivant :
Soit le schéma numérique
+1
uy Z cugg

l=—¢q
ol les coefficients constants ¢; (—q <1 < q) dépendent de a et r.

En injectant dans le schéma, le mode de Fourier [g(#)]" ¢“?, on obtient la valeur du

facteur d’amplification : g(0) = Z ettt

l=—q
Le schéma numérique est L? stable au sens des différences finies si et seulement si
son facteur d’amplification g(f) vérifie

lg(0) <1, VoeR. (4.3)

La relation (4.3) est appellée condition de Von-Neumann.
Dans le cas non linéaire on utilise d’autres espaces fonctionnels comme, par exemple,
E = L*°(X) ou bien F = BV (X).

5. Monotonie

Définition 4.1.7 Un schéma est monotone si lopérateur H est une fonction crois-
sante de chacun de ses arguments.

6. Principe du maximum

Définition 4.1.8 Un schéma a q points satisfait au principe du mazimum si

min - uj,; <u""r1 < max wujy,, jE€Z etneN.
Z__qv > q Z__qv > q

Remarquons que le principe du maximum induit la stabilité L°°.
7. TVD

Pour les fonctions utilisées dans ce travail, on utilise la définition de la variation
totale :

TV (u) = lim sup— // u(z+e, t)—u(x, t)|da:dt+hmsup // u(z, t+e)—u(x, t)|dzdt.

e—0

Remarquons que uj, étant constante par morceaux, cette définition induit :

bl g

N J N
= Z% ‘ZJ At [y =]+ fu 1] = z;) ATV () + ! = ] g
n=0j=— n=

ou J et N sont des entiers finis ou infinis, et

TVe(u Z [ufr — uf
j=—J
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CHAPITRE 4. ANALYSE NUMERIQUE EN DIMENSION UN

Définition 4.1.9 Un schéma numérique est dit TV D (Variation Totale Décroissante) si
et seulement si (voir, par exemple, [Lev92])

TVe(u"™) < TVe(u™), VneN.

Cas particuliers des schémas sous forme incrémentale

Un schéma est dit sous forme incrémentale s’il s’écrit sous la forme :

n+1

;

=+ (=) =y () ).

N

Remarquons que ’on peut également écrire :

n+l _ gn n _.n . n n n n
'LL] = dj_%uj—l + <1 Cj_'_% d]—%> U] + Cj-i—%u]"‘l' (44)
On a alors les résultat suivant :

Proposition 4.1.10 Un schéma numérique, écrit sous la forme (4.4) est TV D sous la
condition suffisante :

n n n
" 120, d' 1>0 et "
j+s = Ui+l = j+3

n .
+ dj+% <1, Vj,Vn.

De plus, il vérifie le principe du mazimum local, et est donc L>®stable sous la condition
suffisante :

20 et Cn 1+dn

i Ty <1, Vj, vn.

NG

4.1.3 Rappel de quelques résultats de stabilité et de convergence

On rappelle ici quelques résultats utiles :

Théoréme d’équivalence de Lax :

Théoréme 4.1.11 [Str89] Un schéma numérique linéaire DF-consistant est L>-stable si
et seulement si il est convergent.

Théoréme 4.1.12 /GRI1] Supposons que ug € BV (R), ; alors un schéma numérique sous
forme conservative, o flux contindment lipschitzien, TV D et L*° stable, est convergent.

Théoréme 4.1.13 /GR91] Un schéma numérique sous forme conservative, consistant, L>°
stable, convergent, et consistant avec toute condition d’entropie, converge vers l’'unique
solution entropique du probléme.

Conséquences de la propriété de monotonie :
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4.2. SCHEMA DE RUSANOV

Théoréme 4.1.14 /GR91] Un schéma auz volumes finis monotone qui peut se mettre sous
forme conservative, est nécessairement TV D et L™ stable.

Théoréme 4.1.15 [GRI1] Un schéma monotone et consistant est nécessairement consis-
tant avec toute condition d’entropie.

4.2 Schéma de Rusanov

Le schéma de Rusanov sous forme conservative s’écrit :

+1 _
’LL? - U;L —r" [¢(U;L’ u?—i—l) - ¢(U§L—1’ U;L)] )
s n_ At
ot " = S
Le flux numérique de Rusanov est donné par [Rus61]

1 1
B, un) = 5 (FG) + F(000) = 557, (0 — ),

ol S;?Jrl représente la vitesse locale de Rusanov; elle dépend des deux états voisins u] et

2
u?, et s’écrit S;.LJF% = maz(|f'(u])], | f'(u]f1)])-

4.2.1 Cas linéaire homogéne

On se place dans le cas ou f(u) = au, a € R.
La vitesse locale de Rusanov S;."‘Jr , est alors égale & |a| pour tout j.
2

Le schéma prend alors la forme suivante :

" (a—al) " (a+al)
o — - O ) - O g - ),

autrement dit on retrouve le schéma décentré, consistant d’ordre 1, et stable sous la condi-

tion CFL :
r"la| < 1.

4.2.2 Cas non linéaire homogéne

Dans ce cas, on se contentera de montrer les propriétés de consistance, de stabilité L™ et
de TVD.

Proposition 4.2.1 Le schéma de Rusanov est & flur continu lipschitzien.
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Démonstration :

S”
O )~ F)] = |3 (F0) + F) — o s — ) — ()
= |5 g - 50 + 5 () - )
S”
—— R —utu— )

f étant une fonction réguliére, on peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis :
il existe deux valeurs ¢; € [min(u;ﬂrl,u),max(u?Jrl,u)] et cp € [min(u?,u),mafv(u;‘,u)],

telles que :

O ) — £ = L [Fle) iy ) + o) ) - 7, ()
87 (uf u)‘
e (T | e S e v )
< max (‘f/(CQ) + S;.Zr% N f(er) — S;.Zr% ) max. !u?H — u‘
< 2fpur max [uj; —ul.
Proposition 4.2.2 Sous la condition
r’ S;.LJF% <1, Vj€Z et VYn>0, (4.5)

le schéma est TVD et L™ stable.

Démonstration :
Le schéma de Rusanov est un schéma & trois points; il admet alors une unique forme

incrémentale :

n n_ T n n
uj+1 Uy — ? _(f(u]—i-l) f(u] )) + (f(u]) - f(u]—l)) S]+1 (u]-l-l u])
+ S]"_%(u? —uj_q)
n Af™ n | Af"
_ o, n Jt3 n T ) n n
= ’LLJ + D) S]+% Aun+l Au]-i—é D) A ;1_1 + S]_% AU]_%
L 2 2

oft Aff 1 = fluy) = fuf).

On peut alors écrire ’équation précédente sous la forme incrémentale suivante :

n+1 n n n n n
ul T =l 4+ AU, —dY LAY
J J +% ]+% ]—% ]—%

65



4.3. SCHEMA SRNHR (CAS HOMOGENE)

avec
n 1 1
- — _T_ J+ + Jts3
it3 2 Aum 2
1
2
et
TTL Afn_l TnSY.L_l
dn o, = — )73 + )73
) 2 Au;” 1 2
2

Le schéma est TVD si :

n n n n
d]+%20, c]+%20€td]+%+cj+%§l

D’aprés I’hypothése H1, et par définition de S™ ;,onac” ; >0 et d? ; > 0.
Jt3 Jt3 Jt3

D’autre part, la condition CFL donne

n mn L Qn .
Cid —I—dj+% =r Sj+% <1
le schéma est donc TVD .
. N . Af _77'1+1 .. .
Par ailleurs, I’hypothése H1 nous donne aussi Au’?j < S]’.LJr L ce qui implique que
JT2

0< C;L+l < % et que 0 < d?+l < %, pour tout j et tout n.
2 2

On a donc 0 < C;L 1t d’;_ ;1 < 1, ce qui induit que le principe du maximum local est
2 2
satisfait, et implique donc que le schéma est L*° stable.

4.3 Schéma SRNHR (cas homogéne)

Le schéma SRNHR (Solveur de Riemann Non Homogeéne Rusanov) a été décrit et expliqué
précédemment. On rappelle ici qu’il s’écrit, dans le cas scalaire 1D homogeéne, sous la forme
suivante :

n n its n n
u]+% = —('LL] + u]—l—l) 2Gn : [f(uj—i-l) - f(u] )]
i+3 (4.6)
quﬂ_l = ’LL? -7y [¢(u] ’u?—i—l) ¢(U?—l’ U?)]
At™
On pose 7} = -
J

Le flux numérique de SRNHR est défini par :

).

O, uf) = FT,
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4.3.1 Cas linéaire homogéne

On se place dans le cas ou f(u) = au, a € R.
La vitesse locale de Rusanov S;.L+ , est alors égale & |a| pour tout j.
2

Afin de mener I'analyse du schéma d’un point de vue différences finies, nous supposerons
dans la partie qui suit que oz;L 1= 0 et i =r sont constants.
2
1. L? stabilité :
On peut écrire le schéma SRNHR sous la forme suivante :

v 14
?H =uj — 2 (uffyy —uf )+ 55 sgn(a) (ujyy — 2uf +uj_y), (4.7)

avec v = ar.
En injectant u = [g(0)]" "% dans (4.7), on obtient

9(0) =1—visin(f)+ |v| B (cos(d) — 1).

On pose © = sin? (g), et U(z) =v? — |v| B+ v* (6% — 1) z; on montre alors que le
schéma est L? stable, si et seulement si g()? < 1, ce qui équivaut & ¥(z) < 0.

La fonction ¥(zx) étant affine, pour que ¥(z) < 0, Vz € [0,1], il suffit de vérifier que
¥(0) <0 et que ¥(1) <0.

Pour que ces conditions soient satisfaites simultanément, il suffit alors d’avoir la
condition

g

Ainsi le schéma SRNHR est L? stable sous cette condition.

lalr < min <5, 1) . (4.8)

2. DF-consistance :
L’erreur de troncature du schéma s’écrit :

BT (1) = 3ol (] = B) taa(,0) + 0(h?).

Le schéma est donc consistant d’ordre 1, sauf si § = |v|, auquel cas le schéma est
consistant d’ordre 2 (on retrouve le schéma de Lax-Wendroff).

3. Convergence
Le schéma SRNHR étant DF-consistant et L? stable dans le cas linéaire, par le
théoréme d’équivalence de Lax, est convergent.

Remarquons que le taux de diffusion du schéma est directement lié & la valeur du
paramétre [3.

Considérons maintenant les propriétés satisfaites par le schéma SRNHR sous l'angle vo-
lumes finis.
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1. VF-consistance :

n __ n n — n
Quand u} = uj,, alors uj+% = uj

f(u}); le schéma est donc consistant.

et donc le flux numérique ¢(u7,uf) est égal a

2. Le schéma SRNHR est & flux continu lipschitzien ;
en effet, on a

f(u;ﬂr%) = p(uf, ufyy) = 5 [(uf +ufyy) — B sgnla)(ufy, —u})]

e

et donc, pour tout v € R,

00 ) — )] = 2 [(1— B sgn(a)) (ufey — ) + (14 8 sgn(a) (uf — )]

l mas(|1 ~ 3 sgn(a)|, |1 + B sgn(@)) max o, —

IN

IN

lal (1+ 6) max luly; —u| < lal (1+ Binax) max, |ufy; — ul.

3. Monotonie :
On peut écrire le flux numérique sous la forme suivante :

H(uj oy ufufyy) = ufth = = 2 [(1= B sgn(a)) (u} —uf)+
(14 B sgn(a)) (u] — u?_l)] . (4.9)

On va établir les conditions pour que H soit localement croissant par rapport a
chacun de ses arguments :

oOH
2y 2
& (1 = gﬂ sgn(a)(Q)) >0
& alr < % (4.10)

Remarque : On a vu que cette condition devait étre vérifiée pour que le schéma soit
L? stable.
D’autre part,

8TH >0& 62> M,

8uj+1 a
et

oH |al

2002 -——.
8uj_1 a

On a donc la condition suivante de monotonie :
6" > 1. (4.11)
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La condition (4.8) devient alors identique dans ce cas & la condition (4.10).

On en déduit que pour le cas linéaire, le schéma SRNHR étant & flux continu lipschitzien
et monotone, il est TV D et L stable sous les conditions (4.10) et (4.11), et il est donc
convergent.

Conclusion : D’aprés le théoréme (4.1.13), dans le cas linéaire, le schéma SRNHR est
L™ stable, convergent et monotone (donc consistant avec toute condition d’entropie). La
solution du probléme linéaire obtenue par le schéma SRNHR converge donc vers 'unique
solution entropique du probléme.

4.3.2 Cas non linéaire homogéne

Dans ce cas, on se contentera de montrer les propriétés de consistance, de stabilité L™ et
de TV D.

On se place dans le cas général ol le paramétre ozj 1 dépend de j et de n.

On peut écrire le schéma SRNHR sous la forme

o(uf, uiyr) = f9(uf, uih)) = (Fog)(uf, ujiy)
avec

g (ff) = f(uf))

g(u}’,u?ﬂ) = Uﬁé =

Comme f est une fonction de classe C'!, on peut appliquer le théoréme des accroissements
finis :
il existe ¢ € [mm( +1,u) max (u +1,u)}, c € [mm( ull g, u), max (ujy g, u )} et cg €

[min (uf,u), max (uf,u )], telles que :

(o], uf) = fw)] = [f (9(u], uf4y)) = f(u)]

n

s L P ) = 00 = 05) 0] =20
1
N
o mo
/ AT It3 o
= ‘ C)"I’)’L(ME 1 gn 1f (Cl) |1+ gn 1f (62) Orgzagl‘u]-i-z
Jt3 Jt3

Le schéma est donc & flux continu lipschitzien.

Proposition 4.3.1 On pose o

Alors sous la condition
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a"Mr" <1, (4.12)

le schéma SRNHR est TV D, respecte le principe du mazimum et est donc L stable.

Preuve :
Nous voulons établir que pour tout p € N, et pour tout j € Z, les deux résultats suivants :

. +1
R1) min(uf_y,uf,uf, ) <ol < maz(uf_y, ol );
R2) TV (uPt) < TV (uP).

Remarquons que le résultat R1 induit la L stabilité dés lors que ug € L*(2).

Hypothése de récurrence : supposons que les résultats R1 et R2 sont vérifiés pour p < n—1.

Le schéma SRNHR est un schéma & trois points. Il admet alors une unique forme incré-
mentale. Pour I’établir, écrivons I’étape prédicteur sous la forme suivante :

n

u? L =ul+ = |1— a” u’
gtz 7T 9 Sy its i+
JT3
(4.13)
n
1 Yl
n _ n _ = _Jr'2.n n
Ujpl = U417 5 1+ S;,L laj+% Auj-i—%
2
a oy
n _ Jt3 n
Notons Vipi = on 1aj+%.
.7+§
Remarquons alors que ’on peut écrire :
nooo 1 1 " ny ! 1 " iy 4.14
Ujpl = 5( +7j+%)uj +§( _7j+%)uj+1' (4.14)

On utilise la formule des accroissements finis ; le flux numérique s’écrit alors :

n

1 ¥+l
O i) = Flulyy) = )+ 50 g DA, yaluf ),
T3
1
_ n n n n ,n
- f(u]) + 5(1 - 7j+%)Auj+%a(uj’uj+%)a

ou encore

1
P(uf, ujy1) = f(U;LJr%) = flujy,) — 5(1 + V;LJF%)AU?JF%Q(U?JFNU?JF%)

Ainsi, on peut réécrire le schéma sous la forme
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ou bien encore, sous forme incrémentale

n+1

u n

;i =y —|—c+1Au]+1 dj_%Auj_%,
avec

c = = |77 — 1 a(uf,ul

J+3 2 {’Yﬁ% ] ( i+ 1)
n

" " |:n +1] (W, u” )
et . = —= |7} a(u;,uw, 1).
-3 2 i3 3773

Une condition suffisante pour respecter la relation R1 pour p = n est alors donnée par :

CT.1 1>O7 dn 120, C?_’_%‘i‘d‘? Sl

Ity I=3 -2

De la méme fagon, une condition suffisante pour respecter la relation R2 pour p = n est
alors donnée par :

n mn n
; > ; > <
€+l = 0, dJ-i—% 20, J+§ + d]+§ L.
La condition ¢’ ;, > 0 donne
2

n s it
JT3 |a. 1|

Jt3

S St i

n 2 n 2 3 2

or « = >, 1 > et aussi =
ity st ity = la™ ||’ Tj+d s™ oy
]+§ ]+§ ]+§
On effectue la majoration de |y ;1 | par
*3
la™ ] S™ .
j+i J+s oM
|'7 1| = 2 < 2 < a” < f— Cmazx
Jt3 s s pm
J+3 Jt+3

Notons d’abord que grace a ’équation (4.14) et au résultat R1 vrai pour p < n — 1, on
peut établir que

1
1= 5 (117 T+ 11 =20 1) o e
ce qui implique

| ufy 1 ST [l uo floo< @™ [l uo floo< @tmax | o floo -

Donc u] ; €G.

2
Par ailleurs, au vu des hypotheéses, on a

‘+l‘
' >0et d >0<:>|7 1\>1<:> ’TE >
Jt3 J+ s

Jt+3

On a alors
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0< e, =5 [0 sson(s) = son(f)] | atuur, ) 1< G (a" = sgn(f)M

i+3
et
0<di, = > [vy_%sgn(f’) + sgn(f’)] [ a(up,up 1) |< (o™ + sgn(f))M,
d’ou

Donc ce schéma est TV D et L°° stable sous la condition CFL.

4.3.3 Etude locale du paramétre de contrbdle dans ’étape prédicteur

Dans cette partie, nous nous proposons de moduler la valeur du paramétre de contréle
en fonction du comportement local du schéma. Pour cela nous allons évaluer ’ordre du
schéma SRNHR. Le schéma peut également s’écrire sous la forme :

U?+& ::]{(u?—lau?7u?+l)7 (4'15)
ou
H(x_1,20,71) = 0 — 7} [(fog(wo, x1) — (fog)(x—1,20)]. (4.16)
L’erreur de troncature est donnée par (voir [GRI1]) :
0 ou
ET = —At— A
taw[(ur)a]—l—(’)(t)

avec
i=1

_ LQ Z 1 ()2, (4.17)

A partir de la relation (4.16) et en notant aj+% = [a(u”)]ﬁl, ol a(u) est défini ultérieu-

rement, on aura

OH (u,u,u) 0g(u,u)
8$1 - Tf( ) 8$1 )
or 80”
89(“ ) U +1) 1 1 l n n
(‘]9331] =373 (%:12 (f(u]—i—l) f( j))+9  fi(ufyg)
ou 0" , est une régularisation de Sj% .
It3 it
Donc Do) 1 1 () )
gluw,u) L1 au) ., _1_ /
ol, pour tout j, [a(u)]ﬁ% étant constant est noté a(u), on a
9g(u,u) _ 1 /
org 2 (1 + au)sgn(f")
et a9l ) )
glu,u) 1 /
“or, "2 (1+ a(u)sgn(f’)).
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— . 0H
On calcule Z iQ%(u,u,u) = ra(u)|f'(u)|,

1=—1
puis on l'injecte dans (4.17); on a alors

1
2(r)?

donc B(u,r) = 0 sous la condition

|/ ()|

(rawl @) = 57 ? =5 aw) — ol ]

a(u) = r|f'(u)].
Cela nous indique un choix particulier du parameétre de contrdle, sous la forme :

ce qui aboutit au schéma :

On remarque alors que ’on retrouve le schéma de Richtmeyer d’ordre deux en espace et
en temps (voir |[Lev92]).

Au vu de cette analyse, et afin de conserver le maximum de bonnes propriétés au schéma
SRNHR, une stratégie de variation locale du paramétre a;? L basée sur la théorie des
2

limiteurs a été adoptée. On écrit alors :

oy =Vl e+ (1= 9,0)) (0, ), (4.18)
oV, 1= W(uj, ul, ) est un limiteur donné (par exemple Superbee ou Van-Leer) (consul-

ter [Lev02], [Hir90] et[Tor99]).
Le schéma peut ainsi étre rendu d’ordre 1 dans les zones & forte variation de 1’écoulement,
et d’ordre 2, 1& ou ’écoulement est régulier.
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Chapitre 5

Sur ’approximation des gradients

dans ’évaluation de 1’état
intermédiaire du schéma SRNHR :
cas unidimensionnel

Dans le chapitre précédent, une analyse des schémas a été réalisée. Le manque éventuel
de counsistance, notamment due & ’approximation des gradients, nous incite & réaliser une
telle analyse, mais sur des maillages non uniformes, afin d’avoir une premiére approche du
comportement des schémas en deux dimensions d’espace.

5.1 Cas linéaire

On considére I'équation hyperbolique & une dimension d’espace suivante :

du | 0f(w)

=0

u(z,0) = up(z),

avec u: R xRt - R et f(u) = au, a > 0.

On va construire des schémas volumes finis d’ordre 1 puis d’ordre 2 en espace sur des
maillages uniformes ou non.

On s’intéresse & la consistance et & 1’ordre en espace théorique obtenu, en utilisant diffé-
rentes méthodes de discrétisation.

Ordre 1 en espace

On discrétise le domaine en espace et en temps : on pose h; = x
At, = t"T! — " = At constant ici, pour tout n € N .

j+%—:rj_%,j € Z et

7



5.1. CAS LINEAIRE

hj-1 hj hj+1
| | | | | |
xj-3/2 -1 xj-1/2 xj Xj+1/2 X+l Xj+3/2
hj—1/2 hj+1/2
; hj + hj_l L an L. , .,
On pose également h;_ 1=——5 et on supposera vérifiées les conditions de régularité

du maillage non uniforme suivantes (on pourra consulter [EGH00]) :

Il existe o > 0 telle que

1 h;
<
o+ 1 hj_|_1

<o+l (5.2)

La condition (5.2) est équivalente &

1
hj+1 |:(O‘—+1 - 1>] < hj - hj+1 < hj+10‘,

. _ 1. hy
aussi on a h; 1 = 5hj41 [th + 1],

et donc h 0 1 L h
otz L, 1 o] < 9y l+1
2 o1l TSl
1 _ h, 2
ool My Vj (5.3)

U+2_hj+% T o+2

On note h = max(h;) = h; < heth
J

i1 < h, Vi,

Nl=

Dans le cas linéaire, le schéma d’ordre 1 en espace et en temps s’écrit sous la forme :
ntl _  n . n ,n n n
Uy =Uy T [¢(Uj7uj+1) — o(uj_1, ] )] (5.4)

At
ourj = W et ¢ décrit le flux numérique.

J

On choisit de prendre un schéma décentré : dans ce cas le flux numérique s’écrit
¢(u?7 u?—i—l) = au?‘

En injectant cette valeur du flux dans (5.4), on obtient

" = — v (u — u?y)

J J J J

alt
h;

avec V; =

L’erreur du troncature, au point (x,t), est définie par

ET(x,t) = z,t+ At) — tne(z,t)],

1
AL [u(
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DE I’ETAT INTERMEDIAIRE DU SCHEMA SRNHR : CAS UNIDIMENSIONNEL

ot u(.,t+ At) et aa¢(.,t) sont les solutions exacte et numeérique respectivement, & I'instant
t+ At.

Maillage uniforme :
Dans le cas d’un maillage uniforme (h; = h constant, Vj € Z), aprés avoir effectué un
développement de Taylor, 'erreur de troncature obtenue est :

ET (1) = “Q—h(y g + o(h?) + o(Al).

Pour v = 1, le schéma est donc consistant d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps et si
v # 1, le schéma est donc consistant d’ordre 1 en espace et en temps.

Maillage non uniforme :
Comme précédemment, en développant u = u(x,t+At) au voisinage de t et u(xz;—h b t),

au voisinage de (z,t), on obtient :

2
u(z,t + At) = u(x, t) + Atug(x, t) + ATtutt(:r, t) 4 o(At?) (5.5)

et
R?
ata(2, 1) + 5 g2, 1) + o(h}_y). (5.6)

J

u(:r—h»_%,t):u(x,t)—h] ;

NI

Dans ce cas, l'erreur du troncature au point (x;,t") est

ah.

j—

N|—=
[SIE

ah?
' ug(x,t") — —= Uge (24, t") + o(hi_
J J

ET(z;,t") = us(xj, t") + )+ o(At).

[N

Ce schéma n’est donc pas consistant avec 1'équation aux dérivées partielles (5.1) au
sens des différences finies. Cependant, Th. Gallouet et al. (|JEGHO00]) ont montré que ce
schéma, était consistant au sens des volumes finis.

5.2 Ordre 2 en espace

Pour améliorer ’ordre en espace des schémas volumes finis utilisés, au lieu de considérer que
les valeurs u sont constantes sur chaque cellule, a I'étape n, on va les supposer affines par
morceaux. Il est nécessaire de construire une évaluation directe du gradient & l'interface.
Pour ce faire, a l'interface de chaque cellule, on définit donc les quantités & gauche et a
droite

h;
n n J
u. = U; —U
s T TR
et b
nt _,n _ g+l
Yieg T T Ty

ol u; représente le gradient de la solution, que l'on va chercher a déterminer (voir par
exemple, [GRI1], [EIm99]).
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ORDRE 2 EN ESPACE

ou I/j:

J+3 Tji1 Tiys

FiGg. 5.1 -

Le schéma d’ordre 2, dans le cas d’un maillage quelconque s’écrit alors

+1_ - ot -t
uj —u}"‘—rj<(;5(u?+%,u?+%)—gzﬁ(u?.1 ,u” )>

Si, on choisit un schéma décentré, on obtient :

n n V; ’ ’
7 ujg) — —](hj“j —hj—1uj ) (5.7)

n+l _ n .
ul " =l —vi(u 5

J J

adt
h;

On va utiliser différentes facons de calculer les valeurs reconstruites des gradients u;
Dans un premier temps, on décrit trois méthodes de calcul du gradient utilisées dans notre
travail, puis ensuite nous calculerons l'erreur de troncature obtenue en utilisant chacune
des méthodes proposées.

Description des méthodes :

1. Méthode de différences finies centrées :

2.

On choisit d’approcher le gradient par des différences finies centrées, pour un maillage
quelconque.

Ce gradient est obtenu en développant u(z + h; 1 t) et u(z —h;_ 1 t) au voisinage
de (z;,t").

Le gradient numérique s’écrit alors :

n n
r (Uj+1 - Uj—1)
g =
hjps 0y

_1
2

Méthode des moindres carrés :
On considére une fonction : ¢(x) = ¢(z;) + (x — ;)¢ (2).
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On veut calculer ¢/(z) en minimisant la quantité :

p(u) = min p(u;)
U,
J

ou
p(u;) = [(C(zj41) — U?+1)2 + (C(zj-1) — U?—ﬁz} .
Iei ((zj41) = uj + hH%uj et ((zj—1) =uj —h;_
On obtient donc
o(u;) = [(Au?Jr% - ujhj+%)2 + (Au” , — u-hj_%)Q] ,
ol on a posé Au’J?Jr% = ujq —uj.
On veut que ¢’ (u;) = 0, soit donc
[—(AU?Jr% — sy 1)y
ce qui donne
n n

U; = 2
J h? | + h?

(5.9)

Si le maillage est uniforme, on a

o — (e U?—1.
J 2h

Dans ce cas (maillage uniforme), ’'approximation du gradient par ces deux méthodes

est le méme.

3. Méthode de Green :

. . ou .
Cette méthode s’appuie sur la formule de Green : on intégre 9 sur l'intervalle
z

(xj—%’mﬁé) :

T, 1 x
/ its ou i+l R
] 1
x4, Ox i3
)
ou
- o hj+luj+1 +hj’LLj

Jt3 hj—l-hj_H

est une interpolation de u sur la frontiére x y

+3°
On a donc ici

u/' _ L hj+1Uj+1 + hjUj _ hj_lu]'_l + hju]' (5 10)
77 2h; hyp s hy_1 ‘
hj + hjt1
avec hj+% =2 -

A nouveau, si le maillage est uniforme, on retrouve la méme définition du gradient
que pour les autres méthodes. Ces trois méthodes sont donc équivalentes dés que le
maillage est uniforme.

Notre but est d’étudier la consistance et ’ordre des schémas, en choisissant les trois
méthodes de calcul du gradient précédemment définies.
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Calcul de ’erreur de troncature

1. Méthode des différences finies :
Apres avoir injecté u; et u;-_l donnés par (5.8) dans ’équation (5.7) on obtient :

ug”rl = i —vi(uf —uj_;) (5.11)
vj hj n hj—l n n
- (ufpy —uf ) — (uf —uf o)
2 hj_i_%-i-h]_% h]_%-l-hj_%

En effectuant le développement des quantités

ully g = u(z; +hj+%,t"), ul = u(z; —hj_%,t") et u 5 =u(w;— (hj_% +hj_g),t")
au voisinage de (z;,t"), on obtient
uiy = u(r; + hj+%,t”) =u(xj,t") + hj+%ur(a:j,t") + TQUM(a:j,t") + 0(h§?+%),
i
uf o =u(z; — hj_%,t") = u(z;,t") — hj_%ur(azj,t”) + 2 Ugg (25,1") + o(h;)?_%),
et
uj_y = u(rj— (hj_% + h]_%),t”) = u(xj,t") — (h]_% + h]_%)ux
(hj_1+h;_ s)?
+ : 2 Uy + O(h]_% + hj_%)z
L’erreur de troncature s’écrit alors :
n _ . 4N L 4n a 2 hj
ET(zj,t") = w(xj,t")+ aug(x;,t") — % [hj_% + ?(hj_% - hj+%)
— ]T(hj_% + hj_%)} Uge (24, t") + O(hji%) + o(At).

Ce schéma est donc consistant d’ordre 1 en espace et en temps.

2. Méthode des moindres carrés :
En utilisant le méme procédé que précédemment, avec les quantités u; et u;-_l don-
nées par (5.9), on obtient ’erreur de troncature :

(B3 13
ET(x;,t") = ug(a;,t") + aug(z;, ") — —— | B2 | + ha(h -3 hj+%)
s = wu(zy, (g, 2h; i—3 oh% L + 12 )
+§ ]—5
hia(h3_, +2h, 102, + 13 ) 2
2 5 5 o
_ 2(}13_1 +h§_§) Uy (T, T )—’_O(hj:l:%) + o(At).
2 2

Ce schéma est donc consistant d’ordre 1 en espace et en temps.
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3. Méthode de Green : Aprés avoir injecté u; et u;-_l donnés par (5.10) dans I’équation(5.7),
on obtient ’erreur du troncature suivante :

a |[h; 3h'_1 h'+1 h'_2
ET(z;,t") = ut(:v',t")—i——{—]—l- I T T ()
! ! hj | 4 4 4 4 !
)
N P e = BT
2h; | 7 2 4hj_% 4
hj_g(h]_l +h,_3)?
_ 2 J—3 n 2 A
7, s Uz (X5, 1 )+0(h.i%)+o( t).
2

Ce schéma n’est donc pas consistant (au sens des différences finies) avec ’équa-
tion aux dérivées partielles (5.1).

Remarque :
Dans le cas d’un maillage uniforme les trois méthodes (équivalentes dans ce cas) donnent
I’erreur de troncature :

ET(x,t) = u(z,t) + aug(z,t) + %utt(a:, t) 4 o(At?) + o(h?).

Donc, dans le cas d’un maillage uniforme, ce schéma est consistant d’ordre 2 en espace et
d’ordre 1 en temps, quelque soit le choix utilisé pour le calcul du gradient.

5.3 Propriété TVD du schéma décentré d’ordre deux en es-
pace, dans le cas d’une équation linéaire homogéne sur
maillage non uniforme

On va maintenant regarder si les schémas d’ordre 2 en espace proposés possédent la pro-
priété TVD.
On choisit de travailler avec la méthode des moindres carrés pour le calcul du gradient :

/

o = hj+%Auj+% —l—hj_%Auj_

j n2_, +h?
i=3  itg

[N

Apreés avoir injecté u; et u;»_l dans l'équation (5.7), on obtient

u}’“ =uj — c;.’_%Au?_% - d;f‘Jr%Au?Jr% + b;‘_gAu;‘_%, (5.12)
avec
g1 | s )
i—3  it3 i—3 i3
- Zjhjh”f ,
its 2(hj_% + hj+%)
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5.3. PROPRIETE TVD DU SCHEMA DECENTRE D’ORDRE DEUX EN ESPACE,
DANS LE CAS D’UNE EQUATION LINEAIRE HOMOGENE SUR MAILLAGE NON
UNIFORME

et

Pour que ce schéma soit TVD, il suffit donc de vérifier les conditions suivantes (voir
[Har83]) :

et

n+1 >0, bn 1<0€tdn 1<0
2 +3

Mais cela conduit & une contradiction, car d;L 1 est posmf, a>0et
2

hihy 1

+ h?

> 0.
s Th5-y)

2(h2

Le schéma proposé ne satisfait donc pas a la condition suffisante (au sens clas-
sique) pour étre TVD. Cela provient du fait que les gradients peuvent devenir trop
importants. Pour y remédier, on va tenter de limiter ces gradients, comme proposé par
[Lev02], [GRI1].

Pour cela dans ’équation (5.7), on va remplacer u et u] | par w]u et j_ 1u] 1, ou
1j = 1(0;) est une fonction, appelée limiteur, verlfiant les propriétes suivantes (on pourra,
par exemple, consulter [GR91]) :

1[)(9]'):0 si 0j§0
0 <(f;) <min(2,26;) si 6; >0,

ol 0; est le rapport de deux pentes consécutives; il est défini comme suit :

Le schéma avec limiteur et gradients obtenus par la méthode des moindres carrés, s’écrit
alors

ntl vihj i1 | Vi (Wi — uj)
uitt = — |y —

ou on a posé ¥; = ¥(0;),
ou encore, sous forme incrémentale

YT TG T T ey
avec
dj+§:0
et
1 [ hj—19(0;-1) »(0;)
no_ 1-2 (M j j
C]_% V] [ 2 ( hj—l h] 1(9
2 2
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Pour que ce schéma soit TVD, il doit vérifier la condition suivante :

1 — 1 (hjq/’(ej) _ hip1(841)

0<wj
2\ hjps hj 1051

>]§1, Vj et VYneN.

Démontrons la positivité de c’;+1 :
2
On cherche a trouver les conditions pour que

0<1-1t (hﬂ/f(@j) B hj+1¢(9j+1)>

hj+% hj+% J+1

ce qui est équivalent a
hitg AR ¥(0j+1)

0;) <2 ;
W) < h; hi 41
hi 1
J+35 21 h'+1
22 = ——(hj + hjy1) =1+ 2
or h; hj2( i+ hjt1) + n
La condition sur le maillage s’écrit (voir 5.2)
! < by <o+1
o+ 1 hj_|_1
On pose
o+2

o =

0 s 0;<0

On a alors 0 < 4(0;) <&, Vh; € R, et donc
Mivg _Glitd | hi 9(05)

0.) <5 <2 ,
W) << h; h; hj 041

d’ou la positivité de c’?+1.

2

Considérons ensuite la majoration c;L <1
2

On pose, pour un maillage donné, 7 = maxv;, Vj € Z, (h; étant borné), alors
j

o <w 1_1hﬂ/’(9j) n 1 by $(611)
- ? hj+% 2hj+% 0541

>:I7(A+B).

En prenant le limiteur de Van-Leer, on a A = F'(;) et B = G(641) ou les deux fonctions
sont définies par

st x>0 et F(zr)=1 si x <0,
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5.4. SCHEMA SRNHR AVEC MAILLAGE NON UNIFORME

1h; o
G(:E):ih]]:i(lj—x) si >0 et G(z)=0 si z<0.
2
F est strictement décroissante entre 0 et 400
hjo
FO)=1 et Fz) — 1--92
T—00 2h; 1
Jt3
G est strictement décroissante entre 0 et 400
hj+15’
G0)=—=—— et G(zx) — 0.
Jt3

h; 2
Comme la condition sur le maillage donne —Z +1 < —,ona
ity 7
12
G0) < -—7 =
0 =330
On adonc F(x) <1,VreRet G(x) <1, Vz € R,
ce qui implique que A+ B < 2, V0; € R,
d’ou

—_

n
C. <2

N

11 suffit donc de prendre v < % pour avoir 0 < ¢? ; <1, ce qui définit une condition de

i+
stabilité.

D=

5.4 Schéma SRNHR avec maillage non uniforme

On utilise le schéma présenté a la section (3.1.2), dans le cas homogéne, sur un maillage
non uniforme. Notons que la quantité 6 définie en (3.7) dépend maintenant de la maille
considérée et devrait s’écrire de la fagon suivante :

5 5o 5 h; 5 hjta
0;L+% = max(fy,0,4), avec , = 35n et Oy = T
J+3 J+3 _ _
. . . . . .. n eg + ed
mais, pour des raisons de simplification, on a choisi de prendre Hj 1= T afin de
2
mener a bien ’analyse du schéma.
Celui-ci s’écrit donc, dans le cas d’un maillage non uniforme :
hjf + hjpauly Y
ul 4= z A - [f(U?H) - f(U?)]
its hj + hj1 25"
A (5.13)
1
gt = =y [FO, ) = fl )],

avec Tj = T
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DE I’ETAT INTERMEDIAIRE DU SCHEMA SRNHR : CAS UNIDIMENSIONNEL

Dans le cas linéaire :

On va étudier la consistance et l'ordre de ce schéma, dans le cas linéaire f(u) = au,avec
a > 0.

On travaille avec un maillage quelconque. L’étape prédicteur du schéma SRNHR peut
également s’écrire sous la forme

u L — hjuj +hjiujn Yl
Itz hj + hj—H 2
car S 1 = max (|f'(u})]; [f'(uf,)]) = a.

De méme, on peut écrire 1’étape correcteur sous la forme

a” a
nit | mh(Dite ) Tima) o Ry
J hj+ hji1 2 2 / ;

n . n .
_ Vihji1 . O(j_"_%l/] u” o+ vihj—1 + Otj_%V] u”
hj + hj+1 2 i+l hj + hj_l 2 i-t

L’erreur de troncature est donc

u

a (h'—i-l + h'_l) 1
ET(JI],tn) = ut(m,t") + h_] [% + 5(06?_%}1]_% — a?_i_%hj_'_;) uz(xj,t”)
Ata? a
{ 3~ T i = heghi 0f B a2 } Uz (@5, ")

+ o(hii%) +o(At?).

Ce schéma n’est donc pas consistant au sens des différences finies (mais il l'est au
sens des volumes finis [EGHO00]).

Remarque 1 : Dans le cas ou le maillage est uniforme, I’erreur de troncature s’écrit :

ah
ET(x,t) = u + auy + ?(1/ — @) Ugy + 0(h?) + o( At?).
Ce schéma est alors consistant d’ordre 1 en espace et en temps.
Remarque 2 : Si a = v, alors le schéma est consistant d’ordre 2 en espace et en temps
(c’est exactement celui de Lax-Wendroff).
Si a = 1, alors on retrouve le schéma décentré.

Pour toutes les autres valeurs de «, le schéma est consistant d’ordre 1 en espace et en
temps.

Dans le cas non linéaire :

On a vu précédemment que le flux numérique de ce schéma s’écrit
n n _ n
¢(uj7uj+1) - f(uj+%)7
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5.4. SCHEMA SRNHR AVEC MAILLAGE NON UNIFORME

avec

hju? 4 hjyu? a1
J JH1Y+1 I3 n n :
= - v ) — f()), VjeZ, VYneN.
i+3 hj + hjtq 257 (Flia) = 1) ’ "

2

Proposition 5.4.1 Sous la condition CFL

1
o+2

(5.14)

o
o+2

r”[a”+2 }Mgl

le schéma SRNHR est TVD, respecte le principe du mazimum et est donc L -stable.

Preuve : Le schéma SRNHR est un schéma a trois points. Il admet alors une unique forme
incrémentale. On réécrit ’étape prédicteur sous la forme suivante :

7

1| n alia
n n j+1 Jt3 n n
ut o, =ul 4+ = — a” AU
i+3 i 2 | hasrth; — gn Uity it3
2 2
(5.15)
a
u” o =ul s hy I¥2 o Au”
i+ G+ 9 | hpathy g Tits Jts
K 2 ]+§
a” a”
Ti+i T T gn
J+3
Remarquons alors que 'on peut écrire
q q p
1 h; 1 h;
n J n n J+1 n n
u' i =+ Ut o | ————— = | Ui (5.16)
It3 2 hj + hj+1 Jt3 J 2 hj + hj+1 It3 I+

On utilise la formule des accroissement finis; le flux numérique s’écrit sous la forme

o LS
¢(U?7U?+1) = f(U?Jr%) = f(“?) + ) (hj+1+hj - ’Y;Jr% AU?JF%G(U?’U?JF%),
2
ou encore
n o, n n n 1 hj n n n n
P(uf, ujyy) = f(UjJr%) = flujy,) — o\ Aty + Y+l AU]-JF%CL(U]'H;U#%)‘
2

Ainsi, on peut réécrire le schéma sous la forme

r

n+l _ , n

J




CHAPITRE 5. SUR L’ APPROXIMATION DES GRADIENTS DANS L’EVALUATION
DE I’ETAT INTERMEDIAIRE DU SCHEMA SRNHR : CAS UNIDIMENSIONNEL

ou bien encore, sous forme incrémentale

Un+1—u +C 1AU —dn 1Aun 1,
J Jm3 I3
avec
r h;
n n j+1 n o, n
C. = — — U; U .
]+% 2 ’y]-i-l hj+1+hj] (]’ ]+l)
2
et
r h'_l
d* == |7" J a(ul, u”
]—% 2 /YJ_%"F hj_14h; ( ‘B ]_%)
2

(5.17)

Notons d’abord que grace a I’équation (5.16), et en utilisant la condition sur la maillage

(5.2), on peut établir que

n n g .
iy 1= (@ + 25 ) luallo

le schéma est TVD si :

mn TL
d]+%207 +;>0€td 1+C+%_1
Or
I >0=" > My v
R T
]+§
et
&S00, > v vn
j+% 7_’_1 = h . Js
J+3
ce qui implique que
max (hj, hji1)
[y |2 e,
i+3
On peut donc écrire
n
SJJF% (hjv h]+1)
ot = SUpGen) T
its its
On a alors
+d, = oy auiut )+ L, — | o )
J+; J+3 2 VA 9 | T+t hi I+ T4
2
r h; —h
< |20 1|+89n(f)(] 1) | g
2 Jt3 h., 1
J+3
< [ 0+1 ]MS 1,

donc ce schéma est TVD.

Pour qu'il soit L* stable, il doit vérifier les conditions du principe du maximum :

.
d" —
ey T i1 <5

20" + sgn(f') (Zj_l — Zj+l>] M.

i3 ity

89
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5.4. SCHEMA SRNHR AVEC MAILLAGE NON UNIFORME

Or (voir (5.3)),

2 hj_1 o+1
c+2 " h, 1 o+2
J—3
et
_2U+1<_hj+1 < 2
o+2 hj+% - o+42
(5.18) s’écrit alors :
" " r n 20

Le schéma vérifie donc bien le principe du maximum ce qui induit la stabilite L°.
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Chapitre 6

Caractéristiques du schéma et
conditions aux limites

Dans ce chapitre on explique, dans un premier temps, comment il faut discrétiser le
terme source, dans le cas de I’équation de Biirgers puis du systéme de Saint-Venant, et ce,
afin de préserver les états d’équilibre.

La seconde partie de ce chapitre est consacrée au traitement des conditions aux limites.
Des résultats numériques obtenus pour des problémes monophasiques viendront illustrer
ces résultats et permettront de valider les techniques utilisées.

6.1 Préservation des états d’équilibre dans le cas non homo-
géne

6.1.1 Dans le cas scalaire de ’équation de Biirgers

L’équation de Biirgers en dimension un d’espace, dans le cas non homogene, sur un
intervalle ]a,b] € R, s’écrit

ou n 1ou? —udz v elab]
8t 2 8.ZU B dﬂj’7 ’
u(0, ) = up(x) donné (6.1)
z(x) donné.
Pour ce probléme, le schéma SRNHR s’écrit sous la forme
n n
1 Qi1 A Ap
wy =5 (W ) = st ) = )] + =57y
i a (6.2)
n+l _
aptt == e[ (g,) =7 ()] +ares,
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n _ _in (Zj-i‘l B Zj)
Q= 5T A

(6.3)
est 'approximation du terme source dans la phase prédicteur, £?+ ; désignant un état
2
moyen entre u} et uj,q, & définir, et

1
Qf = ~gay (W + 20 + 1) (501 — 1)

est la discrétisation du terme source dans la phase correcteur.

thode explicite £"

On va comparer les résultats obtenus, en utilisant deux choix d’écrire 5;."‘
_ uituin
i+s 2

. : la mé-
ce qui nous allons utitiser pour la démonstration ’état
stationnaire et la méthode implicite 5]"+ ; =u”

* | l'approche naturelle.

J+3

Définition 6.1.1 On dit qu’une fonction assez réguliére u(x,t) est une solution station-
naire du probléme (6.1) si

Ou(z,t)
o

on a

1 Ou? dz

Soit u(z,t) une fonction assez réguliére, solution stationnaire du probléme (6.1), alors
S = —u— =
2 Ox dx

ol c est une constante.

u(z,t)+2(z) =c

Définition 6.1.2 On dit qu’un schéma respecte parfaitement le cas stationnaire pour le
probléeme (6.1) si

ui +zj=c Vj€Z ¥YneN (6.4)
Proposition 6.1.3 Sous la condition de discrétisation du terme source dans l’étape cor-
recteur 1

QF = —gaz (Wi +2uf + i) (41— 2-1),
le schéma SRNHR respecte parfaitement le cas stationnaire.

Preuve

Dans ce cas, I'étape prédicteur s’écrit sous la forme suivante :

un

a’ a’
J+35 2 2 J+5
ter =5 (W ) = o () = @) = e (e + ) (2 = 2),
1

NJ=

N =

it

Jt3
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LIMITES

ce qui implique que

s = () = g (e 4) [+ 5500) = (5 + 2)].
i+

En utilisant la relation (6.4), I'étape prédicteur devient

u"” =

]_'_% (U‘?_i_l"_u‘?)

N =

n+1 __ n.p

u(x,t) est une solution stationnaire si est seulement si u;" " = uj; 'étape correcteur du
schéma SRNHR est donc équivalente a

r n n n n n n __
§(uj+%+uj_%> (uj+1 —u” )—At QR =0,

c’est-a-dire

1
Or 'U,;L_'_% = 5 (U?_’_l +'LL§L),
alors )
'U,;L_'_% + U?_% = 5 (U;L+1 + 2'&? + U?_l) s
ce qui implique que
n 1 n n n
Qj = N (“j+1 + 2uj + Uj_1) (Zj+1 = 2j-1) -

6.1.2 Dans le cas des équations de Saint-Venant

L’équation de Saint-Venant non homogéne, en dimension un d’espace s’écrit

( Oh I(hu) B
E(w,t) + on (z,t) =0
2
u O(hu? + ﬂ) . (6.5)
20 (0,1 4 g 2, 1) = g, 1) 02 ()
z(x), ho(z), up(x) donnés.
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Pour ce probléme, le schéma SRNHR s’écrit sous la forme

a a
n n J+s n n 41 ~
Uj+%: (U + ]H) 257‘12 [F( j+1)_F(UJ)]+ZSﬂ21AxQJ+§
Itz Itz (6.6)

h hu n
avec U = < hu>’ FU)= ( hu2+#>’ Sj+;_max(u—c u+c)=u-+ec,

n 1

et oll pour CAQ;LJF , on adopte la formule “naturelle”
2

n Zj+1 — %
Q]+ —g¢ ]+ <T>7 (6.7)

ou 5” , désigne un état moyen entre h7 et h7, ;. Comme dans I'exemple précédent, on va
2

comparer les résultats obtenus, en utilisant deux choix de calcul de £"+ :
2
_ Wit

soit §" =h" .|, soit { L= 3

+1’

h(z,t)

Soit U(x,t) = < hu(z, t

) > une fonction suffisamment réguliére, solution stationnaire

oU (x,t) _0

Si, de plus, on suppose que u(x,t) = 0, alors les équations de Saint-Venant non homogeénes
peuvent s’écrire

de (6.5), c’est-a-dire que l'on a

ce qui implique que

Définition 6.1.4 (voir [BV9/j] et [BDDV98]) Un schéma vérifie la C'—propriété pour le
probléeme (6.5) si, appliqué a une solution stationnaire de (6.5), satisfait

R+ z; =c, VjeZ, VneN.

Proposition 6.1.5 Sous la condition de discrétisation du terme source, dans l’étape cor-
recteur, sous la forme

1
QF = =59 (Wi + 207 + 171) (2551 = 2-1),

le schéma SRNHR vérifie la C'—propriété.
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Preuve
U(x,t) est une solution stationnaire de (6.5), avec u(z,t) = 0. Le systéme (6.5) s’écrit alors

OF (U(z,1))

Oz ::CQ(x,tL

avec

Uz, t) = < h(:g,t) ) F(U(z,t)) = < %gh;)(m) > et Q(a,t) = < —gh(m?t)agj )

L’étape prédicteur s’écrit alors

"

3 (hn + h]—i—l)
Ur ., =

]+2 Ol’jb 1 Ol’jb 1
g [ = (2] = g (B + b ] (2 — 2),
Jit+3 ity
Oou encore
(hn + A +1> o
Un | = :<i(h +hﬂ+1)>
Jt+3 0

2
L’étape correcteur prend la forme

n+1 n n n n
Ut = U = [FUP) = FUT )| + At

Comme la solution est stationnaire, U}”l = U}, et donc

(P70 - FU7)]) - At (@), =0
(6.8)
r ([F(U;;%) - F(U]’.”‘_%)DQ — At (Q)), =0,

oll on a noté (Q?)k, la k1®M€ composante de Q7).
La deuxiéme composante de (6.8) s’écrit alors

S0, 02 = ()] - At (@), =0,

ce qui implique que

(@), = 5oz (1) = (7

z ; 3
_ g <hn Xy ) (hn _pn )
oAz \ itz | i—3) itz is
g n n n n
T Az (hﬁ% 1 %) (1 = hja)
g n n n
= _SA—x (h]+1 + 2}1] + h] 1) (Z]_|_1 Zj_l),



6.2. TRAITEMENT DES CONDITIONS AUX LIMITES

car, on a h;LJrl = % (h? +h§b+1> .
2

Dans la perspective de la résolution numérique de problémes multidimensionnels non
homogeénes, un probléme connu est celui du bon traitement des conditions aux limites (en
particulier des “entrées” et des “sorties”). C’est la raison pour laquelle on explique dans la
section suivante, comment on a choisi de les traiter. On a utilisé les invariants de Riemann
adaptés a des cas non homogénes.

6.2 Traitement des conditions aux limites

Le traitement des conditions aux limites d’une point de vue numérique et mathéma-
tique pour des systémes hyperboliques est un probléme difficile qui foit ’objet d’un grand
nombre d’études. On peut citer, par exemple, sur ce sujet, les travaux de C. Hirsch [Hir90],
E. Godlewski et P.-A. Raviart [GR96|, Kreiss [KBO01], F. Pascal et J.-M. Ghidaglia [GP02],
D. Serre [Ser99], F. Dubois et P. Le Floch [DF88], D. Serre et M. Gisclon [GS97].

Pour traiter numériquement les conditions aux limites du domaine de calcul, on utilise le
principe suivant : il faut aller chercher “4 ’extérieur” du domaine autant d’informations
que les signes des valeurs propres nous 'imposent.

On se place ici, dans le cas monodimensionnel, et on utilise la formulation classique
suivante : on note [xg, z;| 'intervalle d’étude, que l'on discrétise en N intervalles; x; sont
les points de la discrétisation (avec xy = ;).

Enfin, on notera z les composantes de z imposées en entrée (en x = () et Z les composantes
de z imposées en sortie (en = = x;).

6.2.1 Cas scalaire linéaire

On consideére le systéme hyperbolique suivant :

@—Fa@—o
ot or

u(z,0) = uo(),

ol a est une constante et x prend des valeurs dans 'intervalle [xg, z;].

La solution analytique du systéme (6.9) est u(z,t) = u(x — at,0). Cette solution est
constante sur les caractéristiques définies par x — at = C, C' étant constant.

On cherche a appliquer les conditions aux limites pour le systéme (6.9).

Si a > 0, la pente de la caractéristique est positive : on doit donc imposer une condition
de bord en entrée x = x(; en revanche, la condition du bord en sortie x = x; est libre.

Si a < 0, la pente de la caractéristique est négative : il faut donc imposer une condition de
bord en sortie, alors que celle en entrée est maintenant libre.
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6.2.2 Cas 1D vectoriel

Soit U(x,t) un vecteur & n composantes. On considére le systéme hyperbolique a n équa-
tions suivant :

U, OU _

o A% 0

(6.10)
U(.T, 0) = Uo(:L’)

ol A est une matrice que 'on considére ici & coefficients constants et z prend des valeurs
dans lintervalle [z, x;].

Exemple :
6 16 —14

Onprend A=|1 3 -2 | =RAL.
3 9 -7

On note U les variables “conservatives” et V les variables “physiques” liées par la relation
V = LU. Les conditions imposées concernent les variables “physiques” V.
Les valeurs propres de A sont Ay = —1, Ao =1 et A3 = 2.

La solution du systéme obtenu en diagonalisant A, est alors donnée par vy (z,t) = v19(z —
)\115), V9 (.73, t) = 1)270(1’ — )\Qt) et Ug(:r,t) = 1)370(1’ — )\315).

Au bord x = zg, comme A\ < 0, on n’a pas de condition & imposer sur v; et comme
A2 et A3 sont strictement positives, il faut imposer une condition sur ve(xg,t) = v2 et

v3(2o,t) = U3 :

roan ro,mn r n n n 7
7)1,960 Ul,:cl _ul,:cl - 5”2,901 + 4u3,x1
n _ _ _ _
Vo= Vamg | _ V2 _ } —uy — Uz + 2ug3
To = =
2
Ug,xo U3 2u1 + 4uo — 4ug

[ —@y — Bug + 413 ]

= . (6.11)

N =

(6.11) donne un systéme de trois équations & trois inconnues dont la résolution permet
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I'inconnue aux limites en entrée.

d’obtenir U =

Dans ce cas linéaire, les invariants de Riemann sont les variables caractéristiques vy, ,
b

v%,x‘o’ vg,:c()‘
De (6.11) on obtient donc

O} 4y = —U1 — Bl + 4z = W1 (U). (6.12)

Au bord x = 2, comme A\ < 0, il faut une condition sur vy (zy,t) = 01 et il n’ y a pas de
condition & imposer sur vy et vs.

De méme, on a

B U?@N T B U1 ] i —u1 — by + 4ug ]
n n ) ) n
‘_/’n _ V2 zn V2xn_ 1 _ 1 ey 1 — Y22y + 2u3,$N71
TN T - -
2
n n n n n
U3,z N U3zn_1 2u171N—1 + 4u2,$N71 B 4u3,$N71
_ 7 -
2
2uq + 4uo — 4ug

Comme précédemment, (6.13) donne un systéme dont la résolution permet d’obtenir la
valeur en sortie U.

De (6.13), on obtient

~ ~ ~ n n
—U1 — U9 + 243 = —u?’xN_l — Uy gyt 25, (6.14)

= 2uq + 4uy — 4dug = ZU?@]\FI + 4u§7zN71 — 4u§7rN71. (6.15)

Si on connait @, la valeur de @3 sera calculée & partir de la relation (6.15) et inversement.
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6.2.3 Résultats numériques

Afin de valider ces techniques de traitement des conditions limites, des applications ont été
réalisées. Pour ’exemples présenté dans cette partie, on a utilisé les schémas de Rusanov,
de Roe et SRNHR.

Application : On utilise le modéle présenté dans ’exemple précédent, assorti des condi-
tions initiales :

2 0
U(z,0)=¢ 1 siz <0, U(x,00=< 2 siz>0,
3 1

et des conditions aux limites :

— en entrée : on impose 4; = 1 et us = 0 et la valeur de u3 est calculée par la relation
(6.12).

— en sortie : on impose ugz = 2 et les valeurs de w1 et ug sont calculées par les relations
(6.14) et (6.15) respectivement.

On compare les solutions numeériques données par les schémas SRNHR (avec oz;‘ 1=

1,1), de Roe et de Rusanov, a la solution analytique obtenue & ¢ = 1s (voir figures (6.1),
(6.2) et (6.3)).
On constate que les conditions de bords sont bien prises en compte : on a bien création
de deux états intermédiaires. Cependant, on constate le caractére diffusif du schéma (la
discontinuité est diffusée), mais cela est di au fait que pour les test réalisés ici, on a pris
une valeur du paramétre « constante.
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4 2
— solution exacte ' — solution exacte ' ' '
— SRNHR-alpha=1.1 — SRNHR-alpha=1.1
- -8 ROE
2r # —4 RUSANOV 15F [ <4 RUSANOV
or 1
2 05 T
4 0
6 -05
-8 1 -1F
10 1 -15f
12 I I I I I I I I = I I I I I I I I

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
FiG. 6.1 — Systéme linéaire; u; a t=1s FI1G. 6.2 — Systéme linéaire ; uo a t=1s

— solution exacte
— SRNHR-alpha=1.1
-8~ ROE

1k

—< RUSANOV

ok

P )
Fi1G. 6.3 — Systéme linéaire; uz a t=1s

6.2.4 Conditions aux limites pour un systéme non linéaire
Probléme de Saint-Venant 1D

Le systéme de Saint-Venant, sans terme source, s’écrit sous la forme :

U 9F(U)

8t+ ox =0

U(:II,O) = Uo(:L’),

avec
h hu
U_<hu>’ F(U)_<hu2+%gh2>'

h désigne la hauteur de I’eau et g, la force de gravité.
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oo . . . 0 1
La matrice jacobienne associée est définie par A = [ 9 ] .
hg —u® 2u

Ses valeurs propres sont A\; = u — ¢ et Ay = u+ ¢ (avec ¢ = \/gh) et ses vecteurs propres a

. _ 1 1
drmteR—[u_C u+c}

Les invariants de Riemann pour le systéme de Saint-Venant sont donnés par

oW (u)
ot

ox

IIs s’écrivent ici W1 (U) = u — 2c et Wa(U) = u + 2¢, et vérifient le systéme

d(u — 2¢) ou—c)

o a0 (6.16)
B(u + 2¢) Outc) '
—ar Ttd—g— =0

Les conditions aux limites, imposées sur les variables physiques, sont traitées de la fagon
suivante :

~ En entrée (x = o) :

— 81 A (u(z1)) et Ao(u(xy1)) sont positives, on dit que ’écoulement est torrentiel. 1
faut alors imposer une condition sur les deux invariants de Riemann Wi (u(zg))
et Wa(u(xg)), ce qui est équivalent & imposer les deux variables physiques % et h.
La valeur de la variable d’état en entrée en découle.

— sl A1(u(x1)) < 0et Ao(u(z1)) > 0alors il faut imposer une condition sur Wa(u(xg)).

Or, la relation (6.16) donne
u—2¢ | | uy —2y/gh},
u+2c | u+2¢
= U — 2C = uy, — 2¢/gh%, .
Ainsi, si % est donnée, la valeur de h sera calculée de la maniére suivante :

(@—ut) o~
() _ (R )

(@ - ugl)r, (6.17)

25

. _— h
d’otl, pour la variable conservative, U = [ il }

:>B:[ hZ +

— En sortie (z = xy) :
=8l M(u(zy—1)) > 0 et Ao(u(zy—1)) > 0, l'information vient de l'intérieur du
domaine : on n’a donc pas besoin de condition particuliére. On dit que ’écoulement
est torrentiel.
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— 81 M(u(zy—1)) < 0 et Aa(u(xny—_1)) > 0, il faut une condition sur I'invariant de
Riemann Wi (u(x;)) et il n’y a pas de condition sur Wa(u(x;)). L’écoulement est
alors dit fluvial.

Or,
i — 2¢ u—2¢
=4+ 2¢= u;’N_l +2,/gh%, ..

Ainsi, si on connait h, la valeur de 4 est calculée par la relation suivante :

a=u",  +2g(/mn,  — V) (6.18)

Le systéme précédent permet d’obtenir i et @ donc U, mais ici, cela revient donc &
utiliser des conditions de Neumann (méthode équivalente a celle utilisant des mailles
miroirs), alors que ce n’était pas le cas pour la valeur en entrée U.

Résultats numériques :

L’intervalle [zg = —10,2; = 10] est subdivisé en 100 cellules. On compare, & nouveau, les

solutions numeériques obtenues avec les schémas SRNHR (avec a? 1= 1,1), de Roe et de
2

Rusanov, a c¢fl = 0.5.

On prend des conditions initiales discontinues correspondant & un cas test de rupture de
barrage :
ho =5m ho =1m

_ o _ .
U(z,0) {u():O.Qms_l siz <0, U(x,0) {uozlms_l sixz >0,

et les conditions aux limites sont :
~ en entrée (x = 1), on impose & = 2 et la valeur de h sera calculée par la relation
(6.17).
— en sortie (x = zy), on impose h = 3 et la valeur de @ sera calculée par la relation
(6.18).

Les résultats sont donnés figures (6.4) et (6.5). Les conditions limites choisies créent
un choc et une détente supplémentaire. On constate que, d’une part, on retrouve bien les
valeurs aux bords imposées, et d’autre part, que ’on a bien un choc se propageant de la
droite vers la gauche et une onde de détente se propageant de la gauche vers la droite.
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T T T T T T T ! ! '
— SRNHR-alpha=1.1 — SRNHR-alpha=1.1
S oRE
3 e —~<+ RUSANOV 4 | < RUSANOV
u

F1G. 6.4 — Hauteur de 'eau & t=0.5 s F1G. 6.5 — Vitesse de 'eau a t=0.5s

Equations d’Euler 1D

Les équations d’Euler de la dynamique des gaz constituent un systéme hyperbolique non
linéaire de lois de conservation. On peut les écrire sous la forme conservative suivante (voir
chapitre I) :

oU  OF(U)
- 5 -0
ot z (6.19)

U(QZ’,O) = U(](ﬂf),

avec
p pu
U=| pu |, FO)=| pu?+p
E (E+p)u

Pour fermer le systéme, on choisit de prendre une loi d’état de gaz parfait polytropique :

pz(”y—l)(E—pTuz)-

La matrice jacobienne associée est définie par

- 0 1 0
132 B-—7yu -1

77_1u3 —uH H-—(y—1u? ~u

ses valeurs propres sont Ay =u—c, Ada =u et A\3(u) =u+c¢, on c= E,

p
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1 1 1
et ses vecteurs propres & droite sont donnés par R = w=c u2 ute ,
U
H — uc 5 H + uc

1
ou H = —(E + p) désigne 'enthalpie.
Enfin, les invariants de Riemann sont donnés par

2c
Wi(u) = u—fy — Wa(u) = /% et Ws(u) = u+

2
¢ 1 (voir par exemple, C. Hirsch [Hir90]).

La relation liant les éléments propres de A aux invariants de Riemann est donnée par

Owy(u) Y Owy(u)

7 o = 0. (6.20)

Le traitement des conditions limites se fait de la fagon suivante :
— En entrée (x = o) : si Ai(u(z1)) <0, Aa(u(x1)) > 0 et Ag(u(z1)) > 0, alors il faut
imposer une condition sur les deux invariants de Riemann Wy (u(xg)) et Ws(u(xg)) :
la relation précédente (6.20) donne

[~ _ 2¢c 17 [ n \/W i
YA Uny ~ 255
E _ _
P = =
_ 2 _
u + — 2¢
- =1 A= S
2¢ VP
= U — =l -2 L (6.21)

T
Pz,

A partir de cette relation, si on connait les valeurs de @ et de p, on peut alors calculer
la valeur de p et donc de F par :

(6.22)

ce qui donne U =

M|E: AN

— En sortie (z = 27) : si Mi(u(zn-1)) < 0, Aa(u(zy—1)) > 0 et Ag(u(zn-1)) > 0, il
faut imposer une condition sur le premier invariant de Riemann Wy (u(z;)).
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Par (6.20), on a
- . 2% 1 i P 201 T
v-1 T
Py s
(P, )7

p étant donné, on en déduit successivement
1
(pZNJ”p>’Y

3
DPry_y

/3:(
puis
2 VP
5= " _Z [N
! u”““+7—1vp%4

et enfin
E =

~
(6.23)

h
Il
ng; =

et donc

Application numérique :
On effectue la simulation numeérique de 1’équation d’Euler (6.19) sur l'intervalle [—10, 10],

avec des conditions initiales constantes
po =12,

u0:57
o = 100000,

et les conditions limites :

— en entrée (x = xp), on impose & = 14 et p = 13; la valeur de p est calculée par la
— en sortie (z = x;), on impose p = 120000 ; les valeurs de % et de p sont calculées par

relation (6.22).
De nouveau, on compare les résultats numeériques obtenus avec les schémas SRNHR (avec

la relation (6.23).
1,1), de Roe et de Rusanov, a ¢fl = 0.5. Le domaine [—10,10] est subdivisé en

n J—
O
100 cellules.
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Les résultats numériques sont donnés figures (6.6), (6.7), (6.8) et (6.9).
Ces figures montrent que les conditions aux limites créent un choc se propageant de la
droite vers la gauche et une onde de détente se propageant de la gauche vers la droite.

T
—%- SRNHR-alpha=1.1
-8 ROE
—— RUSANOV

—+ SRNHR-alpha=L1] | ' ' ' ' ' ' ]
& ROE
1381 < RUsaNov ]

: : : : : :
3
4 1
3
8
8§
| \
s i
. . . . . . . . |

2 o 2 4 6 8 1

1361

1341F

132r

128

1261

124F

122r

12 L L L L -10
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4

F1G. 6.6 — Densité du fluide & t=0.03s FIG. 6.7 — Vitesse du fluide & t=0.03s

. 5
10 X10
125 T 31

T T T T T T T
— SRNHR-alpha=11 —+ SRNHR-alpha=1.1
-8 ROE —& ROE

<~ RUSANOV —+ RUSANOV

3k
12r i
29 1
1151 1
28 1
E: s
11 4 1
q 27 4
q
1051 4 7]
! 261 1
9,
8
L K L L L L
-2 0 2 4 6 8 1

25 L L
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -0 -8 -6 -4

0

FIG. 6.8 — Pression du fluide & t=0.03s FIG. 6.9 — Energie du fluide & t=0.03s
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Chapitre 7

Expériences numériques en
monophasique

Dans cette partie, nous présentons des résultats numériques obtenus avec le schéma SRNHR.

Dans le cas monodimensionnel, on présente, dans un premier temps, les résultats obte-
nus par ce schéma sur des problémes scalaires et linéaires (équation d’advection), ensuite
sur des problémes non linéaires (équation de Biirgers), puis sur des systémes d’équations
(Saint-Venant et Euler).

On a ensuite testé ce schéma sur des problémes non homogénes comme ceux d’advection
et de Biirgers avec terme source ainsi que celui de Saint-Venant avec topographie variable.

Dans le cas bidimensionnel, on a testé ce schéma sur des problémes hyperboliques ho-
mogénes comme ceux de Saint-Venant et d’Euler, puis sur des problémes non homogénes
(Saint-Venant avec topographie variable).

D’autre part, afin de connaitre “I’ordre numérique” du schéma, nous avons représenté des
courbes d’erreurs qui permettent d’effectuer des comparaisons avec d’autres schémas nu-
meériques ayant fait leurs preuves (schéma décentré, de Rusanov, de Roe, de Vasquez), ceci
afin de justifier les résultats théoriques obtenus au chapitre (5).

Avant de donner les résultats numériques, nous rappelons briévement quelques résultats
théoriques concernant la convergence des schémas aux volumes finis.

Pour des systémes hyperboliques de la forme
ug + div (F(x,t,u)) =0, VreRY VteR,

u(z,0) = uo(),

des résultats de convergence et d’estimations d’erreurs ont été démontrés par Lefloch dans
[CCF94], [CCF95], Vila [Vil94] pour les cas ou F(x,t,u) = F(u). Gallouét et ces coauteurs
(JEGHO00]|, [EGGH98|) ont également obtenu des résultats dans le cas F(z,t,u) = vf(u),
en fixant certaines conditions de régularité sur le champ de vitesse (v(z,t) € CH(R? x
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R, R%), div(v) = 0), ainsi que sur la condition initiale (ug € £L2(RY)) et f € C}(R x R).
Sur un maillage triangulaire (d = 2), on sait que l'erreur est en O(h%), et que pour un
maillage rectangulaire, elle est en O(h%), h étant la “taille” du maillage [EGHO0].

Dans le méme contexte, B. Després [Des03] a montré que l’erreur du schéma VF est d’ordre
h%, dans le cas de I'équation d’advection, sur un maillage triangulaire. D. Bouche, J.M.
Ghidaglia et F. Pascal [BGP04] ont montré que l'erreur, pour la méme équation, peut étre
d’ordre h, moyennant certaines conditions de régularité sur la condition initiale.

7.1 Probléme linéaire scalaire

7.1.1 Probléme linéaire homogéne :

On considére I'équation suivante :

ou, u_,
u(0,z) = up(z), = €]0,20[.

Cette équation représente la propagation d’une onde dans la direction x avec une vitesse
égale & un.

Cas test 1 : On prend une condition initiale continue up(x) = sin(z) et une condition aux
limites périodique.

On rappelle que le parameétre de controle a;? 1 joue un roéle important, comme il I'a été
2

expliqué au paragraphe (3.1.1).

Si on prend oz;‘ L1 =T S]’.LJr ; dans le schéma SRNHR, on remarque que ce schéma devient
2 2

celui de Lax-Wendroff qui est d’ordre 2, comme on peut le constater figures (7.1) et (7.2),

(n, désigne le nombre de points de discrétisations choisi pour chaque maillage).

2
maillage trés fin (3200 points), la solution analytique et la solution numeérique se super-

posent exactement (figure (7.3)). Quand on compare ces résultats & ceux obtenus par un
schéma décentré, on remarque que ces deux schémas sont du méme ordre (figure (7.4)).

Si, maintenant, on choisit de prendre a’J?Jrl constant = 1.2, on remarque que, avec un
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SRNHR,CFL=0.75,ALPHAB=R*SRUS MAILLAGE=800 SRNHR,CFL=0.75,alphab=R*SRUS,PENTE=2
1 . . : : : T — 2 : . . . T
+ solution numerique *
— solution analytique np=100
0.8 R
[ [ i 4 ]
i 1‘ i i i \
o6 f 4 i ‘ { i 1
04 | | { 4 i 4 i
{ { H \ { {
i { i i i |
i { } { { -5r 1
02 f 1 i i { 1 1 np=400 ¥
{ { { 4 { \
{ 4 { i { i 1
of f 4 { t { { f -6 1
! 1 { } / i !
{ { { i { { {
{ ! ! { | { { np=800 ¥
-02f | 4 { 4 { { H
! 1 { \ ! I ! -1r 1
{ i / i i \ |
| i f i \ {
-04r | \ { ! 1 i
{ H { { } { ~
b i t 1 H g np=1600 i
{ H ! i H It /
06t} } i } { { i
{ } ! 4 { i !
H i H i 1 '\ 1-
o8 [ Vo \ | ~8np=3200 ]
\./ \\/ '
4 . . . . . . 10 . . . . . , ,
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 -55 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15
N P y .
Fig. 7.1 — Cas homogeéne, schéma FiG. 7.2 — Courbe d’erreur, schéma

SRNHR (a?+% =r- S?+%)’ CI : Sinus SRNHR (a?+% =r- S;?+%).

SRNHR, cfl=0.99,t=1,alphab=1.2,mesh=3200 1 T T T
T T T T T T T #* SRNHR-alpha=1.2
— soluton numerique — PENTE=1.02 np=50
— solution analytique O DECENTRE
— PENTE=1.09
ok
b
b
3k
np=3200
"
i I I

Fig. 7.3 - Cas homogéne, schéma FiG. 7.4 — Courbe d’erreur, schémas
SRNHR (04?le =a=1.2),Cl: Sinus SRNHR (04?le = a = 1.2) et décentré.
2 2

Cas test 2 : On choisit maintenant de prendre une condition initiale discontinue

() 6 si <10
Upg\xr) =
0 1 si x> 10.

On va comparer les différents résultats obtenus en faisant varier le paramétre de controle

a’; e Pour cela, on a effectué les calculs avec a’; 1 constant (= 1.1), puis avec celui
2 2
déterminé au paragraphe (4.3.3) :

n

al1 = vni + (1 —=n7), (7.2)

ot v = ar (a = 1 dans P'équation (7.1)) et 17 = n(0}) est, dans un premier temps, le
limiteur de Superbee (|[Lev02|, [Hir90]) défini par

n(0) = max(0,min(1,26), min(2,0))
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avec (puisque, ici, a =1 > 0)

P e |
T g
puis celui de Van Leer [Lev02] :
0+ 10|
0) = .
() L+10]

Remarque : La relation (7.2) permet de faire varier a?Jr , entre vet1:

2
— sin} =0, alors a;L 1= 1 et on obtient le schéma décentré.
2

n
ity
On compare les résultats obtenus avec le schéma SRNHR et le schéma décentré.

La simulation numérique a été effectuée sur un maillage de 800 points. Le pas de temps
est fixé de fagon a ce que la condition de stabilité (4.12) soit satisfaite. Les calculs sont

réalisés & cfl = 0.75 (on rappelle que la condition de stabilité implique ici que cfl <
- n
a” |’ @j+i > 1).

J+3
La figure, obtenue & t = 2, (7.5), représente les solutions obtenues avec les deux schémas
ainsi que les variations du parameétre a;LJr ; limité par Superbee. En raffinant le maillage, on

- sin} =1, alors « = v et on obtient le schéma de Lax-Wendroff.

2
constate que l’ordre numérique obtenu est proche de 1 lorsque 1’on prend le schéma SRNHR
avec a;:r ; limité par Superbee, alors qu’il ne vaut que 0.5, pour le schéma SRNHR avec
2

o, constant, comme pour le schéma décentré (figure (7.6)).
j ) p g

2

On peut également remarquer que c’est le schéma SRNHR avec a;? 1 limité par Superbee
2

qui donne l'ordre numérique le plus élevé (meilleur qu’avec le limiteur de Van Leer). En

revanche, quand on fixe a;L 1= 1.1, les résultats sont comparables & ceux obtenus avec le
2

schéma décentré (oz;f‘Jr . =1).
2
D’autre part, c’est également le schéma SRNHR avec a?+ ; limité par Superbee qui donne
2
I’erreur numérique la plus faible, pour une taille de maillage donnée, et c’est le schéma
SRNHR avec a’J?Jr ; = 1.1 qui donne erreur numérique la plus importante (le schéma est
2
plus diffusif).
Néanmoins, on constate que ce schéma est dans tous les cas d’ordre 1 ( si a’J?Jr 1 est
2

constant) ; il est bien connu que les schémas les plus précis sont les schémas décentrés. Or
la théorie nous indique que oz;L 12 1, et les résultats numériques obtenus nous montrent

bien qu’il ne suffit pas de prendre o” ; > 1, constant. Rappelons toutefois que ce schéma
q P p ol ) PP

trouve surtout son intérét dans les cas non homogeénes.
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‘ = solution analytique ‘ ‘ ‘ ‘ f ‘
—# SRNHR superbee

550 -8 Decentre 09r 1
5r 1 081
45 1 071
4r 1 06
351 1 051
3r 1 04r
251 1 031
2r 1 02
15F 1 01

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fia. 7.5 — Cas linéaire homogeéne, schéma SRNHR (oz;."‘ 1 limité par Superbee).
2

1

* SRNHR Superbee
— Pente=0.935

O SRNHR Van Leer
— Pente=0.736

¢ SRNHR-alpha-cst
— Pente=0.5

O Décentré

-1 Pente=0.5

o

np=100-

log(Erreur)

np=1600

np=3200

Np=6400

np=12800

Np=25600 .
-8 -7 -6 -5

F1G. 7.6 — Courbe d’erreur : schémas SRNHR (a? , limité et o'

+3 Jts

7.1.2 Probléme linéaire non homogéne :

On considére maintenant ’équation d’advection avec terme source

ot ox dx
6 st <10
u(0,z) = ug(x) = -
O@)=w@ =3 4 o510

2] St <10
z(x) = .
Zr st x > 10,

= 1.1) décentré.

(7.3)

Cas test 3 : On choisit ici, z; = 0 et 2z, = 0.1. On s’intéresse a la simulation numérique
de I’équation (7.3) en utilisant le schéma SRNHR (avec a;:r , limité par Superbee) et celui
2

de Vazquez (voir 2.2.4).
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Les calculs sont réalisés d’abord sur un maillage a 100 points a ¢fl = 0.75. La solution est
donnée & t = 2s.

On constate que les solutions obtenues avec les schémas SRNHR et de Vazquez coin-
cident avec la solution analytique et que le schéma SRNHR est trés efficace, notamment
au niveau de la discontinuité de contact (figure (7.7)).

Plus précisemment, la discontinuité de contact stationnaire est bien prise en compte avec
les deux schémas. Cependant, on note que le schéma SRNHR a un meilleur comportement
au niveau du choc, que le schéma de Vazquez, et cela se constate au travers des courbes
de convergence.

Ces figures montrent également les variations du paramétre.

En raffinant le maillage, on note que I’ordre numérique obtenu est similaire & celui obtenu
au cas test 2 (probléme homogene) (voir figures 7.6 et 7.8).

La figure (7.8) montre que le schéma SRNHR avec oz;."”Jr 1 limité par Superbee est d’ordre

0.9 alors que celui de Vasquez (décentré classique) est d’ordre 0.5.

1
\
\ — solution exacte — alpha limite par superbee m ¥ Tﬁr
l * SRNHR + _alpha limite par superbee \ ﬂ ‘ |
551 | x_VASQUEZ 09 |
o il
« 1

|
| i

[

0rF ‘

I‘ 1 06F

\‘ “

351 l 1 05F l JﬁT
251 ‘ 4 03F ‘

1 0.2 ‘
15 Tx b 01 ‘

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FiG. 7.7 - Cas non homogéne, schémas SRNHR limité par Superbee et de Vazquez. Maillage
a 100 points.

1 T
* SRNHR Superbee

— Pente=0.92

O SRNHR Van-Leer

— Pente=0.714

¢ SRCPR-alpha=1.1

— Pente=0.51

O Vazquez
— Pente=0.51

f

np=100 |

np=200

n

np=400

np=800

log(Erreut

np=1600

np=3200

np=6400

np=12800

log(dx)

Fia. 7.8 — Cas non homogéne ; courbe d’erreur, schémas SRNHR et de Vazquez.
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Cas test 3bis : On prend maintenant, z; = 0 et z,. = 1.
On constate, sur cet exemple, que le schéma de Vazquez ne permet pas de capturer 1’état
intermédiaire ni la discontinuité de contact qui se propage, alors que le schéma SRNHR le
fait bien (figure(7.9)).

6 T T T T 1 T T T
;‘:‘:\:E; Zﬁﬁ?{)ee —¥— alpha limite par superbee
—B— Vazquez 1 09

551

45 q 07

351 — 05F

251 1 031

15+ 4 01

1 I I I I I L > +
14 16 18 20

Fi1G. 7.9 — Cas non homogéne, schéma SRNHR limité par Superbee. Maillage & 100 points.

7.2 Probléme de Biirgers

L’équation de Biirgers représente le cas limite d’un probléme scalaire parabolique, modé-
lisant un écoulement de maniére simplifiée ; elle s’écrit

ou  10u? 0%u

Quand le parameétre v tend vers zéro, ’équation (7.4) peut se mettre sous la forme conser-
vative suivante

ou 10u?
o + T 9s 0. (7.5)

Cette équation est trés intéressante dans la mesure ot elle contient la plupart des difficultés
liées aux problémes hyperboliques non linéaires.

7.2.1 Algorithme de calcul du paramétre de contrdle dans le cas du
probléme de Biirgers homogéne

On présente ici ’algorithme de calcul du paramétre de controle :
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7.2. PROBLEME DE BURGERS

A Tétape n,

Pour chaque cellule du maillage

On calcule la vitesse de Rusanov locale

Sy =maz (| O] 1 (UF))
=rS?

k—i— k3
Si (U = U ) Alors
=0
O‘Z+% =0
Sinon
Si (f’(Uk 1) > 0) Alors
+3
_ U" Ui_1)
| 0= w2
Sinon .
‘ 9 — Uk+2 Uk+1
U£+1_U1?
Fin Si
0 = Limiteur(0).
n _.n _ k+l
eyt = Vg2 O + (= O) sy o -
Fin Si
FinPour

Dans les cas présentés ici, les limiteurs utilisés sont
— Superbee : Limiteur(0) = max (0, min (1,260) ,min (2,0))
ou bien

R
1+ 16|

— Van-Leer : Limiteur(0) =

7.2.2 Probléme de Biirgers homogéne

Cas test 4 : Etude d’'un cas avec choc.
On considére ’équation (7.5) assortie de la condition initiale suivante

=2 ) <0
up(z) = 4 o T=ER e —10,10] (7.6)
ug =1 st x>0,

Dans ce cas, on sait que la solution contient une onde de choc se propageant vers la droite

. ) Cugtug 3
avec une vitesse égale & —— = —.

On réalise la simulation numérique de ce probléme, en utilisant & nouveau, les schémas
SRNHR (avec les trois valeurs du paramétre de controle décrites précédemment) et le
schéma décentré.

Les calculs ont été réalisés sur un maillage de 200 points, & cfl = 0,75; les résultats sont
donnés a t = 2. On remarque que la solution numérique coincide avec la solution analytique
(figure 7.10).

Apres raffinement du maillage, on constate que les schéma SRNHR et décentré sont d’ordre
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similaire (environ 1), mais on obtient une erreur numérique plus faible quand on utilise le
schéma SRNHR avec a’; 1 limité par Superbee (figure 7.11).
2

BURGERS, SRNHR, CFL=0.75, MAILLAGE=200
T

25 T T T — oo ’; P T * SRNHR Superbee
— Pente=1 =
- SRk Sopetee > S vn e iy
alpha limite par superbee —2H — Pente=0.999 np=200 b
O SRNHR-alpha=1.1
— Pente=0.976
o DECENTRE np=400
-3 — Pente=0.99 1
np=800
af np=1600 1
151 =~
E
3
8 np=3200 ]
&
=
g np=6400
1 s ]
np=12800
=7 np=25600, 1
05
-8+ 7
0 L L L L L LI R L L ; : ‘ ; ; :
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 s 7 s s “ $ ? b

FiG. 7.10 — Biirgers homogene, schéma piq 7,11 — Courbe d’erreur ; schémas
SRNHR (oz;."”Jr ! limité par Superbee).  QRNHR et décentré.
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Cas test 5 : Etude d’un cas contenant une onde de détente.
On prend maintenant comme condition initiale, celle donnant une solution contenant une
onde de détente :

1 st z <0
ug(z) = -7, x€]-10,10] 7.7
o(@) 2 st x>0, ] [ (7.7)

On effectue les mémes calculs que dans le cas test précédent. Aprés raffinement de
maillage, on remarque que, & nouveau, les schéma SRNHR et décentré sont du méme ordre
(0.77), mais l’erreur numérique est moins importante pour le schéma SRNHR que pour
celui décentreé (figures (7.12) et (7.13)).

Burgers, SRNHR, cfl=1., t=2, np=800
T T

——F—* —

* SRNHR SUPERBEE

-2} | — PENTE=0.76

O SRNHR Van Leer

— PENTE=0.77

_25F| O SRNHR -alpha-cst

— PENTE=0.75

O DECENTREE
PENTE=0.77

Solution exacte
18 * SRNHRsuperbee
O alpha limité par superbee

np=100]

16 np=200

14} np=400 T

120 -35¢ np=800

log(L1-erreur)

081

06 np=6400

04r
np=12800

0.2f

1p=25600
o—¢—o—6—-o 0006 ——1 o6 o0 6o 28 7 -6 5 4 3 -2 a

F1G. 7.12 - Biirgers homogene, schéma pyq 7,13 — Courbe d’erreur ; schémas
SRNHR (a?Jr% limité par Superbee)  RNHR et décentré.
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Cas test 6 :
Enfin, on prend comme condition initiale, celle donnant une solution contenant une onde
de raréfaction passant par le point z =0 :

-1 s <0
up(z) = 4 SoTED e -10,10). (7.8)
ug =1 st x>0,

La solution donnée par le schéma de Roe est un choc stationnaire car la fonction du
flux numérique du schéma de Roe est basée sur la linéarisation du probléme de Riemann
local. La solution de probléme de Riemann linéaire coincide avec la solution exacte, lorsque
celle ci ne contient qu'une onde de choc ou une discontinuité de contact. Dans ce cas la
relation de saut est satisfaite pour u; et u,, ainsi on a

flur) = f(w) = s(ur —w).

Autrement dit, 'onde de raréfaction n’apparait pas dans le cas linéaire, ce qui implique
que dans le schéma de Roe il y a violation de la condition d’entropie au niveau des points
soniques, c’est-a-dire les points tels que f'(u;) <0 < f'(u,).

Par exemple, dans ce cas test, la solution physique est une onde de raréfaction passant par
le point z = 0, puisque f(1) = f(—1).

En effet, le flux de Roe s’écrit

R = 255+ fy0) — a3 g1 — ),

fJ+1 fi ;L Roe TG Roe
avec a; 1 = PR— = 0 ici. Donc q)j+1 = fj+1 = fj, ce qui implique que <I>j+% —
@?_O = 0 et donc que u;‘H = uj, quelque soit le point considéré.

Le schéma de Roe remplace alors ’'onde de raréfaction par un choc stationaire comme
on peut le voir figure (7.14).
En revanche, le flux du schéma SRNHR est exprimé en fonction du vrai flux physique et on
n’a pas recours a la linéarisation du probléme de Riemann (les caractéristiques du systéme
non linéaire sont préservées). C’est la raison pour laquelle on ne rencontre pas de probléme
d’entropie au niveau des points soniques, comme on peut le constater a la figure (7.14). La
figure (7.15) montre les variations du paramétre.
Le maillage contient 100 points, et la solution est montrée & t = 2s.
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0.8

0.6

041

0.2

-02+

s

—06F

-08F

— solution exacte
—+ SRNHR superbee
-8 ROE

Fi1G. 7.14 — Biirgers homogeéne, schémas

SRNHR (o/;Jr , limité par Superbee) et
2

de Roe.

T
—+ alpha limite superbee

08

06l
05t
04
03
02

01

FiGg. 7.15 — Variation du paramétre

n
Q. .
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7.2.3 Probléme de Biirgers non homogéne

On considére maintenant 1’équation de Biirgers avec terme source

1 Ou?

20z

du
at

)

b

)

u%
dzx

u(0,z) = up(z) = {6

, x€]—10,10[
St <0

1 st x>0

<0

x> 0.

(7.9)

On compare les résultats numériques donnés par le schéma SRNHR avec a;:r , limité par

2
Superbee et Van Leer, o' ;, constant et par le schéma de Vazquez, & la solution exacte.

2
Les calculs ont été réalisés & CF'L = 0,75, sur un maillage comportant 100 points et les

résultats sont donnés & ¢t = 2s.

Aprés avoir effectué des raffinements de maillages successifs, on remarque que les sché-
mas SRNHR et de Vazquez sont du méme ordre (égal & 1), mais que lerreur numérique
obtenue avec le schéma SRNHR est moins importante que celle obtenue avec le schéma
de Vazquez (figures (7.16) et (7.17)). D’autre part, on constate également que le fait de
limiter le paramétre du schéma fait gagner en précision et en efficacité.

— solution exacte
—+— SRNHR Superbee
-8 Vazquez

% s 4 2 0z ¢ 5 5

Fig. 7.16 — Biirgers non homogéne,

schéma SRNHR (()/]?Jr , limité par Su-
2

perbee) et de Vazquez

-05

% SRNHR-Superbee
| — Pente=0.999

O SRNHR Van-Leer
— Pente=0.99
-15F| O SRNHR -alpha-cst
— Pente=0.998

0 Vazquez
-2r Pente=0.968

np=200

np=400

np=1600

log(Erreur)

-35F
np=3200
~4np=6400

) Icg(dx;

FiG. 7.17 — Courbe d’erreur ; schémas
SRNHR et de Vazquez.
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7.3 Probléme de Saint-Venant 1D

7.3.1 Probléme de Saint-Venant homogéne

On rappelle ici les équations de Saint-Venant, dans le cas oul le terme source est nul

oh 0(hu) B
] (7.10)
d(hu) O(hu? + %) B
S @t) + =, t) = 0
avec pour conditions initiales :
6 si <6
hO(:”)_{ 2 si z>6.
et

ug(z) =0, V.

7.3.2 Algorithme de calcul du paramétre de contrdle dans le cas du
probléme de Saint-Venant homogéne

Dans le cas de ’équation de Saint-Venant, les invariants de Riemann et les valeurs propres
de la matrice jacobienne vérifient la relation

oWy oWy

o Ty =0
oWy . OW,
o TN 0

avec Wl=u—2c, W2=u+2c, \{f=u—cet o =u+c.
L’algorithme du calcul s’écrit alors
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A T’étape n, pour chaque cellule du maillage,
on calcule la vitesse de Rusanov locale :

Sn+§ = max | mag [ Ap il 12D 1l

Si (Wy,,, = Wy,;) Alors
| Ow, =0
Sinon
Calcul de la vitesse & ’état moyen :
hj+gj+1

41 = g

y=min(d e )

(af )1 =52, (a2 )2 = 1787,

‘ U = Limiteur(Ow,, Ow,)
Fin Si

n o _ _ n
1= (aj+%) 1(1 \If)+\11(aj+%)

Remarques :

— Dans les cas présentés ici, les limiteurs utilisé sont Min-Mod, Van-Leer et Superbee.

— Le paramétre € permet d’éviter le cas de résonnance rencontré lorsque le nombre de
Froude est égale & 1 (et donc Sjpl = = 0). Ce cas critique n’est pas traité dans ce

document.

7.3.3 Cas test de rupture de barrage sur fond mouillé

On considére un barrage de longeur 12 m avec des conditions initiales décrites ci-dessus
(7.10). La solution de ce probléme contient deux type d’ondes : une onde de choc et une
onde de détente.

On compare les résultats numériques donnés par le schéma SRNHR avec a?+ ; limité entre

2
0 et 1 et par le schéma de Roe a la solution exacte donnée au chapitre 1 (figures (7.18) et
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(7.19). Les figures (7.20), (7.21), (7.22), (7.23), (7.24) et (7.25) montrent respectivement

n

a oy
.. Jt+5 . . . . .
la variation de o™ —2 le premier puis le second invariant de Riemann, 0y, et
j+ir gn ) y YW
2 X S:,.1
itz Ita

Ow, (définis dans ’algorithme ci-dessus).

Apreés raffinement de maillage on constate que le schéma SRNHR et le schéma de Roe ont
le méme ordre de convergence, alors que ’ordre du schéma de Rusanov est d’ordre inférieur
(figure (7.26)).

Le maillage contient 400 points et les résultats sont donnés & ¢t = 0.4.

”””””” -y T T T r 35
— Solution exacte
—#— SRNHR-Min-mod

T
Solution exacte

—#— SRNHR-Min-mod
3 —&— Roe

—8—Roe

05

P ol |
2 2 4 6 8 10 12

FiG. 7.18 — St.Venant homogéne, hau- FiG. 7.19 — St.Venant homogéne, vi-
teur d’eau, schéma SRNHR et Roe. tesse de l'eau, schéma SRNHR et Roe.

04 T T

35 . . —F— paramétre variable
—*— alpha limite par Min-mod a
035F

251

15F 1 0151

05

0 2 . s s fr 12
~ Fi1a. 7.21 — St.Venant homogeéne, varia-
Fi1G. 7.20 — St.Venant homogéne, varia- a

tion de o™ ;.
i+

1

j
Snoy
i+s

tion du parameétre
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0.45 T T T T T

—*— 1/min lambda

041

01
0

L L L L L
2 4 6 8 10 12

F1G. 7.22 — St.Venant homogéne, varia-

tion du paramétre

Sj—i—%

T T
—*— Theta Riemann 1

251
151

Il

-05F

-1

L L L L L
0 2 4 6 8 10 12

F1G. 7.24 — St.Venant homogéne, varia-
tion de Oy, .

—— Invariant de Riemann 1

—&— Invariant de Riemann 2

FiG. 7.23 — St.Venant homogene, inva-
riants de Riemann.

T T
—H8— Theta Riemann 2

0 2 4 6 8 10 12

F1G. 7.25 — St.Venant homogéne, varia-
tion de Oyy,.
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-05

-1

-2

-25

-35

F1G. 7.26 — St.Venant homogeéne, hauteur de ’eau ; courbe d’erreur schémas SRNHR, Roe

et Rusanov

Courbe derreur de la hauteur de I'eau, SRNHR et Roe, t=0.4

np=100———> 5 |

128

*  Min-mod
Pente=0.92 b
O Superbee
Pente=0.83
O Van-leer 7
Pente=0.9
% alpha-cst
Pente=0.82 ]
O  Roe
Pente=0.79
25 =2
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7.3.4 Probléme de Saint-Venant non homogéne

On s’intéresse ici a 1’équation de Saint-Venant, avec terme source

oh ohu),
S @D+ = () = 0
(hu) O(hu? + 22) 9z

(,) = ~gh(a, 1) 5= (2)

ot ox
z@):{o s #sb (7.11)
1 s? x>0

Préservation de 1’état stationnaire

Pour montrer que ce schéma, vérifie numériquement la C-propriété on prend deux cas tests
correspondant & de I’eau au repos.

Cas test 1
Si on prend les conditions initiales suivantes :

( 0 si <6
z(r) = .
1 St x>0

ho() 5 si z<6 (7.12)
€Tr) =
0 4 si x > 6,

uo(x) =0
On voit que le schéma SRNHR conserve bien la C-propriété (voir figures F1G. 7.27 et
Fia. 7.28)

Cas test 2
On considére les conditions initiales suivantes :

0 st 5<x <7
z(x) = 9 .
1—(z—6) sinon

(7.13)
ho(x) =5 — z(x),
ug(x) =0

On voit que le schéma SRN HR conserve ici aussi la C-propriété (voir figures F1G. 7.29 et
Fia. 7.30)
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La surface libre, SRNHR-alpha-limite
T T T

T
—#—la surface libre
= ¢ fond

L L L L
0 2 4 6 8 10 12

Fi1Gc. 7.27 — Courbe de la surface libre
de 'eau, schéma SRNHR, ¢ = 100s.

La surface libre, SRNHR~-alpha-limite
T T T

T
—#— la surface libre
=== ¢ fond

A

L L
0 2 4 6 8 10 12

Fia. 7.29 — Courbe de la surface libre
de I'eau, schéma SRNHR, ¢t = 100s.

x10™ Le debit, SRNHR-alpha-limite
T T T

‘

L L L L L
0 2 4 6 8 10 12

FiGc. 7.28 — Courbe du débit de ’eau;
schéma SRNHR,¢ = 100s

x107° Le debit, SRNHR-alpha-limite
T T T

‘

FiGg. 7.30 — Le débit de l'eau; schéma
SRNHR, ¢t = 100s.

Cas test de rupture de barrage sur fond mouillé avec une marche :

On considére un canal d’une longueur de 12 m, possédant un fond en forme de marche (le

terme source de (7.11) décrit la géométrie du fond).

solution exacte.

On sait que la solution contient trois types d’ondes : une onde de raréfaction se propageant
vers la gauche, une onde de discontinuité de contact linéaire provenant de la marche et une

onde de choc se propageant vers la droite.

On remarque que la solution numérique obtenue par le schéma SRNHR se comporte comme
la solution exacte (figures (7.31) et (7.32)) et est nettement meilleure que celle obtenue
avec le schéma de Vazquez (dans le cas homogene, les schémas de Vazquez et de Roe sont

Pour réaliser les simulations numériques de ce probléme, on utilise les schéma SRNHR
et de Vazquez. Les calculs ont été effectués sur un maillage comportant 100 points; les
résultats sont donnés a ¢ = 0.5. On compare les résultats obtenus avec ces schémas & la
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équivalents).

Vitesse de l'eau, t=0.5, np=100
T

T
— solution exacte 35

: ‘
% SRNHR-alpha limité . ;ﬂﬁﬁ;ﬁﬁ;,m
0 Vazquez 1 & VAZQUEZ

25r

15 05t

1

Fi1g. 7.31 — St.Venant non homogéne, FiG. 7.32 — St.Venant non homogéne,
hauteur de l’eau, schéma SRNHR et vitesse de l'’eau; schéma SRNHR et
schéma de Vazquez. schéma de Vazquez.

La figure (7.33) représente la courbe de convergence obtenue. On constate que l'ordre
est meilleur dans le cas du schéma SRNHR que dans celui de Vazquez.

T
* SRNHR-alpha limité
— Pente=0.82 np=100
O SRNHR-alpha=1.1
ol — Pente=0734 p=200
0 Vazquez

— Pente=0.51

| np=1600

log(L1-Erreur)
]

i i i i i
-5 -45 -4 -35 -3 -25 -2
log(dx)

F1G. 7.33 — St.Venant non homogene, courbe d’erreur (hauteur de l’eau) ; schémas SRNHR

(oz;."‘ 1 limité puis constant) et de Vazquez.
2
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On réalise maintenant le méme cas test que précédemment, mais avec la condition
initiale

( () 0 St z <0
z(x) =
1 St x>0
5 si <0
ho(z) = - 7.14
o(@) {1 si x>0, ( )
(2) —4 si <0
ug(x) =
0 9 si x>0,

dont on connait la solution analytique (d’aprés les travaux de F. Benkhaldoun et F. Al-
crudo [ABO1]). On va donc comparer la solution obtenue avec le schéma SRNHR (& ar

2
constant = 1.8) & la solution exacte.

Les calculs ont été réalisés sur un maillage de 800 points ; les résultats sont donnés a ¢t = 0.7
(figures (7.34) et (7.35)).

L’ordre numérique obtenu est égal a 0.59, comme on peut le constater sur la figure
(7.36).

5 T T T T T T 10
— SRNHR
— solution analytique

45t

v
— solution analytique
|
]
]
1S

05F

I I I I I I I I L -
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 10

FiG. 7.34 — St-Venant non homogeéne,
hauteur de 1’eau ; schéma SRNHR.

FiG. 7.35 — St-Venant non homogeéne,
vitesse de I’eau ; schéma SRNHR.
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Courbe d'erreur de la hauteur de I'eau, t=0.7,cfl=0.95.

*  SRNHR-alpha=1.8

np=5
Pente=0.59

1+ np=100———>

log(L1~Erre

~ I I I I I i i i
5.5 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05
log(dx)

Fi1G. 7.36 — Courbe d’erreur ; hauteur de ’eau ; schéma SRNHR.

On utilise maintenant le méme schéma en effectuant une montée en ordre (voir, par
exemple, [GR96]). Pour cela, on calcule les gradients par la méthode des moindres carrés,
que l’on limite par le limiteur Min-Mod. On constate alors que I’ordre numérique du schéma
est sensiblement ameélioré (0.65), comme on peut le voir sur la figure (7.39). Cette derniére
permet également de remarquer que 'on gagne en précision en raffinant les maillages les
plus grossiers, mais ensuite que les maillages les plus fins n’apportent plus grand chose.

5 T T T T T T T h( T T T
— SRNHR — SRNHR
— solution analytique — solution analytique

L L L L L L L L L _ L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Fi1Gg. 7.37 — St-Venant non homogéne, FiG. 7.38 — St-Venant non homogéne,
hauteur de I’eau ; schéma SRNHR avec vitesse de 1’eau; schéma SRNHR avec
limiteur. limiteur.
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Courbe d'erreur de la hauteur de I'eau, t=0.7, ¢fl=0.95

T T
—+— SRNHR(avec MUSCL)-alpha=1.8

log(L1~Erreur)
|

-3
log(dx)

Fi1G. 7.39 — Courbe d’erreur ; hauteur de ’eau ; schéma SRNHR. avec limiteur.

7.4 Probléme de Saint-Venant 2D

7.4.1 Probléme de Saint-Venant 2D homogéne

De nouveau, on considére le systéme des équations de Saint-Venant qui modélise un écou-
lement en eaux peu profondes (u est la composante de la vitesse dans la direction x et v
celle dans la direction y) :

V(z,y) € QCR?, teR,

( Oh O(hu) Ohv B
E(xvyvt) + 8—x(x7y7t) + 8—y($7y7t) - Oa
2
d(hu) O(hu® + %) Ohuv B
7.15
0w 1y o O O(hv? + 42 @) =0 (7.15)
at 7y7 am ay 7y7 -
h(x7y70) = hO(xvy)
u(:r,y,O) = u0($7y)
\ 'U(:I},y,O) = UO(:Z:7y)7

ho, ug et vy étant des fonctions données définies sur €.

On effectue des simulations numériques de ce systéme en utilisant les schémas SRNHR et
de Rusanov, sur le domaine ) défini par : = € [0;12] et y € [0;1] (figure (7.40)).

On prend des maillages non structurés, plus ou moins fins. Les figures (7.41), (7.42),
(7.43) et (7.44) montrent la taille des mailles sur le carré [0; 1]2.
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09

0.8

0.7

0.6

05

04

03

0.2

01

entre sortie
1m — g
.
—
s -

12m

Fi1G. 7.40 — Domaine de calcul

Mesh NS 48x10

Mesh NS 100x10

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fia. 7.41 — Maillage 48 x 10.

Mesh NS 150x15

FiG. 7.42 — Maillage 100 x 10.

Mesh NS 300x30
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0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 09 1

Fi1G. 7.43 — Maillage 150 x 15.

FiG. 7.44 — Maillage 300 x 30.
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Cas test de rupture de barrage sur fond mouillé :

On prend pour condition initale

6 si x<6, Vye]l0;1]
2 si z>6, VYyel0;1]

hO(:Evy) = {
uo(x,y) =vo(z,y) =0, Vael0;12], Vy e [0;1].

Les conditions limites correspondent aux conditions initiales.

On compare les résultats obtenus avec les schémas SRNHR (avec a?Jr , = 1.2) et de Rusa-

2
nov, a la solution exacte. Les calculs sont effectués & cfl = 0.95 et les résultats sont donnés
at=04.

Remarque : Pour la représentation graphique (7.45), pour une valeur de y fixée égale
& Y, on regarde tous les triangles traversés par la droite y = 4 et on représente, pour chacun
de ces triangles, la valeur de la variable calculée sur ce triangle, en fonction de 1’abscisse
du centre de gravité de I’élément correspondant.

On remarque que le schéma SRNHR est beaucoup plus précis que celui de Rusanov
(figure (7.45)).

La figure (7.46) représente la pente d’erreur (sur la hauteur d’eau) obtenue en utilisant
les 4 maillages présentés précédemment. La taille du maillage est déterminée par

Hmar = mZaX <H1]ELX |’72]|>

ou v;; désigne I'aréte commune aux cellules ¢; et c;.

La pente moyenne de la courbe obtenue est égale a 0.83 pour le schéma SRNHR et a
0.76 pour le schéma de Rusanov.
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— solution exacte
+ SRNHR Hauteur de l'eau, 2D
< RUSANOV 04 T T T T T
55F i * SRNHR-alpha=1.2
— PENTE=0.83
02F < RUSANOV
7| || = PENTE=0.766
5
45F
4k
35
3k
25 Ly
‘Q 1.2
‘ ‘ ‘ 1% ’
2
0 2 4 6 8 10 12
14 :
-26 24 22 2 18 -16 14 12 1 0.8

Fi1G. 7.45 — St-Venant 2D homogéne,

hauteur de l'eau; schémas SRNHR Fi1Gg. 7.46 — Courbe d’erreur; schémas
SRNHR et de Rusanov

(oz;."”Jr , constant) et de Rusanov.
2
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7.4.2 Probléme de Saint-Venant 2D non-homogéne

On considére le systéme de Saint-Venant avec terme source dans le cas bidimensionnel

suivant
Y(z,y) € QCR?, teR,

oh (hu) Ohv -
_(:1:7y7t) + W(‘Tvyvt) + a—y(xvyvt) =0

O a1y +

d(hu® + Lgh?) Ohv 0z
oy - _ dd 1
oz (x,y,t) + oy (2,y,1) gh(z,y,t) py (z,y) (7.16)

o)

(hv) Ohv N O(hv? + Lgh?)

0z
ot (.ZU,y,t) - _gh($7y7t)a_y($7y)

assorti des conditions initiales

h(@,y,0) = ho(z,y)
(hu)(z,y,0) = (hu)o(z,y)
(hv)(@,y,0) = (hv)o(z,y)
z(x,y) donné

Traitement de terme source : Le traitement du terme source a un grande influence
sur la précision du schéma. Pour ce probléme on approche le terme source, en utilisant, a
I’étape correcteur, la méthode de Green suivante :

j=3

0z
/ —ghodudy = _ghi/a 2i.(nij)ado = —ghi Y 2ij - (nij)e - mes(yij),
¢ c; =1

ou h; est la hauteur de I’eau sur la cellule ¢;, z;; est une interpolation linéaire entre z; et
zj donnée par
ZiAi + ZjAj

A; + Aj ’
(nij)z est la normale unitaire & ’aréte -;; dans la direction = et A; est l'aire de la cellule
Cj.
On fait de méme pour le traitement de terme source dans la direction y.

Zij =

On réalise trois études, pour lesquelles les conditions initiales sont différentes.

138



CHAPITRE 7. EXPERIENCES NUMERIQUES EN MONOPHASIQUE

Cas Saint-Venant 2D non homogéne subcritique :
On choisit les conditions suivantes

6 si x<6, VYyel0;1]
2 si z>6, VYyel0;1]

hO(:Evy) = {

uo(x,y) = vo(x,y) =0, Voel0;12], Vye [0;1].

’ (u,v), = (0,0) m/s

hj=6m
(u,v); = (0,0) m/§
2=0 m¢:
12 m
FiGc. 7.47 —

Les figures (7.48), (7.49), (7.50), (7.51), (7.52), (7.53) et (7.54) représentent les résultats
obtenus avec le maillage non structuré 100 x 10(7.42). Dans ce cas test, la solution contient
tois types d’ondes : une onde de raréfaction, une discontinuité de contact et un choc. On
constate que le schéma SRNHR est capable de bien capturer le choc et la discontinuité
de contact. D’autre part, les isovaleurs sont des droites paralléles; ces résultats sont donc

comparables au cas monodimensionnel.
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Hauteur de 'eau 2D, SRNHR

S
5
S
S

SS

=5
N
SIS
=
=

=

=

S

/}
W

FiG. 7.48
mogene,

SRNHR.

hauteur de leau;

Vitesse de I'eau 2D, SRNHR

N mv\‘)
1‘)‘\‘%" !
(I

Fi1g. 7.50 — St-Venant 2D non homo-
géne ; vitesse de ’eau ; schéma SRNHR. 1’eau; schéma SRNHR.

— St-Venant 2D non ho-

Isovaleurs de la hauteur d'eau, SRNHR, alpha=1.2, t=0.4

1 "I

4.9 ‘

08
b
\

4.6

i
\

schéma

Isovaleurs de la vitesse de I'eau , SRNHR, alpha=1.2, t=0.4

1 T

12

140

12

Fi1G. 7.51 — Isovaleur de la vitesse

Fig. 7.49 - Isovaleur de la hauteur
d’eau ; schéma SRNHR.
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Isovaleur du débit de I'eau, SRNHR, alpha=1.2, t=0.4
Débit 2D, SRNHR 1 ; ; ;

NN il -

10 12

F1G. 7.52 — St-Venant 2D non homo- FiG. 7.53 — Isovaleur du débit de ’eau ;
géne; débit de ’eau ; schéma SRNHR. schéma SRNHR.

Vitesse de leau en direction y

0.04. 003

0.03.
0.02 0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

F1a. 7.54 — St-Venant 2D non homogeéne ; vitesse de ’eau (direction y) ; schéma SRNHR.
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Cas Saint-Venant 2D non homogéne transcritique :
On prend maintenant les conditions

5 st x<6, VYyel0;1]
1 st z>6, Vyecl0;1]

h0($,y) = {

o) = —4 si <6, Vye]|0;1]
R F x>6, Vyel0;1]

vo(z,y) =0, Vze[0;12], Vye[01]

hy=5m (u,v)r = (9,0) m/s

(u,v); = (—4,0) m/s

ZlZOIL

12m
F1G. 7.55 -
Les conditions limites correspondent aux conditions initiales.
Dans ce cas la solution ne contient que des ondes de raréfaction. Les figures (7.56),
(7.58) et (7.60) montrent que le schéma SRNHR permet de bien capturer les phases de

transition. D’autre part, les figures (7.57), (7.59) et (7.61) montrent que les isovaleurs sont
des droites paralléles ce qui indique que le probléme garde son caractére monodimensionnel.
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Hauteur de leau 20, SRNHR, alpha=L8, t=0.3 Isovaleurs de la hauteur deau, SRNHR, alpha=1.8
. 1 ‘ - ‘ ‘ .
‘ | 51
09 A 1
08 \ 1
5 ‘
454 |
07F | | 1
06 | ]
35
B
E s b7 \ 1
" \
25+
04 9“ 1
i ‘
03f | ]
15 |
p2
1
02F be | 1
o5 \
01F 2 ‘ | R
07 | | | ‘ #5 ‘
0 2 4 0 L I [l I | . .
2 0 2 4 6 8 10 12
x(m)

FIG'\ 7.56 — St.Venant ,2D non ’ho— Fig. 7.57 — Isovaleurs de la hauteur
mogéne, hauteur de l’eau, schéma

SRNHR, t=0.3, maillage 100x10. d’eau, schéma SRNHR.

Vitesse de 'eau, 2D, SRNHR, alpha=1.8, t=0.3, maillage=100x10 Isovaleurs de la vitesse de I'eau, SRNHR, alpha=1.8, t=0.3

1 T T
| F0.2
| ha

F1c. 7.58 — St.Venant 2D non homo-

géne, vitesse de ’eau, schéma SRNHR, g,f;u Zi}?é;lgfsgfz?\ll‘;—}lfr: de la hauteur
t=0.3, maillage 100x10. ’ '
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Débit, SRNHR, alpha=1.8, t=0.3, maillage= 100x10

Isovaleurs du débit, SRNHR, alpha=1.8, t=0.3, maillage=100x10

NI H

o ‘ ‘ ‘ B
\

Fi1g. 7.60 — St.Venant 2D non homo-
géne, débit de ’eau, schéma SRNHR,
t=0.3, maillage 100x10.

FiG. 7.61 — Isovaleurs du débit d’eau,
schéma SRNHR.

Cas Saint-Venant 2D non homogéne surcritique :
On prend maintenant les conditions
4 si <6, VYyel0;1]

ho(z,y) =
o(@,9) 0,1 si z>6, Wyel01]

uo(x,y) = vo(x,y) =0, Voel0;12], Vye [0;1].

(u,v); = (0,0) m/s (u,v), = (0,0) m/s
hy=4m

12m

Fi1G. 7.62 —

Les conditions limites correspondent aux conditions initiales.

Pour ce cas (trés “raide”), la solution contient des ondes des raréfaction et de choc.
Les figures (7.63), (7.65) et (7.67) montrent que le schéma SRNHR est capable de bien
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capturer la phase de transition et le choc. Les figures (7.64), (7.66) et
que les isovaleurs sont des droites paralléles;

monodimensionnel.

Hauteur de I'eau, SRNHR, alpha =1.8, t=0.42, maillage=300x30

Fic. 7.63 - St.Venant 2D non ho-
mogene, hauteur de l’eau, schéma
SRNHR, t=0.3, maill 300x30.

Vitesse de I'eau, SRNHR, alpha=1.8, t=0.42, maill=300x30

Fia. 7.65 — St.Venant 2D non homo-
géne, vitesse de ’eau, schéma SRNHR,
t=0.3, maillage 300x30.

(7.68) montrent
ces résultats sont donc comparables au cas

Isovaleurs de la hauteur d'eau, SRNHR, alpha=1.8
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Fig. 7.64 — Isovaleurs de la hauteur
d’eau, schéma SRNHR.

Isovaleurs de la vitesse de I'eau, SRNHR, alpha=1.8, t=0.42
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Fig. 7.66 — Isovaleurs de la hauteur
d’eau, schéma SRNHR.
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DIFFERENTIEL

Débit de I'eau, SRNHR, alpha=1.8, t=0.42, maillage= 300x30

Isovaleurs du débit de I'eau, SRNHR, alpha=1.8, t=0.4, maillage =300x30
1

09

08

07

06

051

04

03[

02

01

0

Fi1G. 7.67 — St.Venant 2D non homo-
géne, débit de ’eau, schéma SRNHR,
t=0.3, maillage 300x30.

FiG. 7.68 — Isovaleurs du débit de 1’eau,
schéma SRNHR.

7.5 Discussion sur le choix d’approximation du terme non
différentiel

On a vu, au premier paragraphe de ce chapitre, que dans I’étape prédicteur du schéma
SRNHR, se posait le probléme du choix de la discrétisation du terme source, dans le but de
préserver les états d’équilibre. On a en effet défini, dans (6.3) et (6.7), une quantité moyenne

{;7+ 1, & déterminer entre deux états &' et &7 ;. Deux possibilités sont alors offertes : soit
2

utiliser pour {;7+ ; la valeur {;7+ , calculée a I'étape précédente (pour Saint-Venant) ou a
2 2
, .. . - ) . Enqen
I’étape en cours (pour Biirgers), soit utiliser la moyenne entre les états voisins : 22—+

Le tableau (7.73) montre les résultats obtenus pour le probléme de Biirgers d’une part
et de Saint-Venant d’autre part, en fonction des choix effectués pour la quantité f;?Jr 1-
2

Les calculs sont réalisés en 1D, avec le schéma SRNHR (en utilisant le limiteur Superbee
pour le probléme de Biirgers et le limiteur “0 ou 17, pour le probléme de Saint-Venant).
Les résultats sont donnés figures (7.69), (7.70), (7.71) et (7.72).
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o -1 T T
. Birgers non homogene, t=2, np=200. 0 SRNHR; Choix 2
— Solution exacte T ' i — Pente=1
e zgx:ﬁ (é:mxi ) 4 SRNHR; Choix 1
o ; Choix | | — Pente=04s ]
4 np=200
3 7
sl 1
s
2
P 1
J
o b 5 np=1600
- np=3200 ]
3l 1
Np=6400
% 7
A 1
np=12800
7 I I I I I I I I I
. ‘ ) ) ) ) ) ) -6.5 -6 55 5 4.5 -4 -35 -3 -25 2 15
10 3 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 g

FiG. 7.69 — Biirgers non homogéne; FIG. 7.70 — Courbe d’erreur (Biirgers
schéma SRNHR. non homogene) ; schéma SRNHR.

Hauteur de I'eau ,t=0.5 , np=400 -05
T T T O SRNHR; Choix 2
— Solution exacte — Pente=0.74
_ SRNHR; Choix 2 * SRNHR; Choix 1 np=100
9 — Pente=0.67
s < SRNHR; Choix 1 I i i
4 -15 1
i
35 o
5 -2r B
2
i
]
s 3
8 -25F e
251
1 3l np=1600 B
2k
np=3200
35 4
151
” I i I I i I I
1 L L L L -6 55 5 45 -4 35 3 25 2
0 2 4 6 8 10 12 log(dx)

F1G. 7.71 — St-Venant non homogene; FiG. 7.72 — Courbe d’erreur (St-Venant
hauteur de I’eau ; schéma SRNHR com- non homogene); hauteur de 1eau;
paré a la solution exacte. schéma SRNHR.
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Choix 1 : Choix 2 :

& —_¢n R &+

jts ity it+3 2
Biirgers Mauvaise convergence | Bonne convergence

Saint-Venant Bonne convergence | Bonne convergence

Fi1G. 7.73 — Tableau

7.6 Probléme d’Euler 1D

Les équations d’Euler sont décrites dans le premier chapitre. Nons allons tester ici le schéma
SRNHR sur des cas tests classiques d’écoulement monophasique compressible, dans le cadre
de la dynamique des gaz décrite par les équations d’Euler.

L’objectif de ces cas tests est la validation qualitative et quantitative de schéma SRNHR.

Cas test : Onde supersonique 1-raréfaction

On considére un tube de longeur 20 métres divisé en son milieu par une membrane, de part
et d’autre de laquelle se trouve de l’air au repos a deux niveaux de pression et de masse
volumique distincts.

Plus précisément, on a les conditions initiales

lkg/m3 si <0
po(x) = _
0.01kg/m®> si x>0,

up(x) =0m/s, Ve [-10;10],

Po(2) 10°Pa si <0
€Tr) =
0 103Pa si x>0,

Les conditions limites correspondent & la condition initiale.

A t =0, on supprime la membrane.

Les calculs ont été réalisés sur un maillage de 400 points, & c¢fl = 0.75, avec a?Jr ; constant
2

(= 1.2); les résultats sont donnés a t = 0.01.

On compare les résultats obtenus avec le schéma SRNHR avec ceux obtenus par le schéma
de Roe. Ce cas test est traité par Seguin ([Seg02]) qui utilise le schéma VFRoe avec une
correction d’entropie.
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Dans ce cas test, ou le gaz est raréfié, le premier champ caractéristique est une onde de
raréfaction qui contient un point sonique. C’est la raison pour laquelle, il faut rajouter une
correction d’entropie dans le schéma de Roe. On constate que le schéma SRNHR donne de
trés bons résultats sans correction entropique (figures (7.74) et (7.75)).

Densité du fluide, CFL=0.75, T=0.01, MAILLAGE=400
1 T T \
09+ \\
08
0TF \

0.6

T
© SRNHR
— ROE

05}
04
03
02}

0.1

Vitesse du fluide, CFL=0.75,T=0.01, MAILLAGE=400
T T T T T

T T
© SRNHR
— ROE

700

600

500 i

4001 " :/-
/

300 {
/'.{l

2001

1001

L L L L L L L L |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

FiG. 7.74 — Densité du fluide ; schémas
SRNHR et de Roe.

FiG. 7.75 — Vitesse du fluide ; schémas
SRNHR et de Roe.
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7.7 Probléme d’Euler 2D

Tube & choc

On réalise maintenant le méme cas test que précédemment, mais dans un domaine bidi-
mensionnel, représentant toujours un tube de section constante, de longeur 12 métres et
de largeur 1 meétre, divisé en son milieu par une membrane.

Les conditions initiales sont données par

12kg/m? si x <6, Vyel[0;1]
po(z,y) = 5
1.2kg/m? st z>6, VYye|0;]]

ug(z,y) =vo(w,y) =0, Vxel0;12], Vye [0;1].

Po(.y) = 10° Pa si <6, Vyel0;1]
oY= 10*Pa si z>6, Yyel0;1]

Les calculs sont réalisés sur un maillage triangulaire 150 x 15 dont un extrait est
représenté figure (7.43), avec le schéma SRNHR (o/;Jrl = 1.8), a ¢fl = 0.75; les résultats
sont donnés a ¢ = 0.0039. i
Les résultats obtenus (figures (7.76), (7.77), (7.78) et (7.79)) permettent de mettre en
évidence le fait que le schéma SRNHR donne des résultats précis dans les zones réguliéres,
mais n’est pas entiérement satisfaisant au niveau de la raideur du choc.

Densité du fluide, 23d, SRNHR, alpha=1.8, CFL=0.75, t=0.00397, maill=150x15 Vitesse du fluide, 2D, SRNHR, alpha=1.8, CFL=0.75, t=0.00397, Maill=150x15

1 T T 35 T
— SRNHR-alpha=1.8 “+ SRNHR-alpha=18

3001

2501

2001

150

1001

L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

F1G. 7.76 — Euler 2D, densité du fluide; FiG. 7.77 — Euler 2D, vitesse du fluide;
schéma SRNHR. schéma SRNHR.
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x10°  Pression, 2D, SRNHR, alpha=1.8, CFL=0.75, t=0.00397, Maill=150x15 Température, 2D, alpha=1.8, CFL=0.75, t=0.00397, Maill=150x15
T T T T T T T T

440
—+ SRNHR-alpha=1.8 — SRNHR-alpha=1.8

420t
400
3801
360
340+

3201

Fic. 7.78 — Euler 2D, pression du FiG. 7.79 — Euler 2D, température du
fluide ; schéma SRNHR. fluide ; schéma SRNHR.

Les cas tests effectués dans ce chapitre dédié aux expériences monophasiques, nous ont
permis de vérifier que le schéma SRNHR avait bien répondu a nos attentes en termes de
fiabilité et de précision. On a pu le valider ainsi sur des cas tests classiques et vérifier ainsi
ses bonnes performances sur des modéles non homogénes, modéles pour lesquels il a été
concu. Le chapitre suivant présentera d’autres expériences numériques, concernant cette
fois, des cas diphasiques.
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Chapitre 8

Expériences numériques en
diphasique

Dans ce chapitre, on montre les résultats numériques obtenus avec un systéme bi-fluide
& pression commune, non hyperbolique, non conservatif, muni d’une condition initiale que
I’on écrit en dimension deux d’espace ici

OW | OF(W)  9G(W)

ot + O 8:/./ :Ql(xvva)—i_QQ('xvva)

W(QZ’, Y, 0) = WO(':Uv y)?
avec

Wi(z,y,t) = (upr  upur  pr Py fePolly fePoty)

F(W(z,y,t)) = (uprw,  upd  pwvr fopolly fopelle  Hopuliyty)’

GW(z,y,t)) = (mpvr — piwvr e pepols  HoPolloVs  Hopyv2),

B oP oP oP oP .,
Qi(zx,y, W)= (0 ~ g A 0 — g fho ay) ,

Qax,y,W)=(0  umg 0 0  pypg O

Pk, Mk, Uk, Vi désignent la densité, le taux de présence, la vitesse en x et celle en y
de la phase k (k étant égal a [ ou v, [ désignant I’état liquide et v 1’état vapeur). P est la
pression commune. Plus précisemment, ., désigne le taux de présence de la vapeur, appelé
également taux de vide et y; désigne le taux de présence du liquide.

Les lois d’état dans le cas isotherme sont données par P = A,py et p; = K;P?%, ou A,, v,
K et a sont des constantes (A, = 10°, v = 1.4, K; = 987.57 et a = 4.37 x 1075 ).

Ce systéme est non hyperbolique : il posséde des valeurs propres complexes. Lorsque
I’on choisit un taux de vide initial p, = 0.2, la partie imaginaire des valeurs propres est
prépondérante, ce qui n’est pas le cas pour un choix de taux de vide initial u, = 0.6 pour
lequel la partie imaginaire est faible.
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8.1. PROBLEME DIPHASIQUE MONODIMENSIONNEL

8.1 Probléme diphasique monodimensionnel

On considére le systéme bifluide non homogéne (& pression commune)

U 9F(U)

— t—F— = Ql(m7U) + QQ(J% U)
ot Ox (8.2)

U(Qj‘,O) = UO(:E)
avec
U:(NUPU HoPoly  H1PL Nlplul)t,
F(U) = (popotty popory upru puprui)’,

B P oP .,
Q=0 -w2 o0 w2l
Qa2(z,U) = (0 pppug 0 upg).

Ce probléme est non hyperbolique et non conservatif.

Remarque :
En supprimant I'indice dans (8.2), le systéme s’écrit sous la forme :

Oupu

0
Oup 0

8t+ ox

(8.3)

oP

Oupu  Oppu’
+ g = 1pg.
X

ot ox

Si on considére que la pression et la densité sont constantes et que les fonctions sont de
classe C1, (8.3) s’écrit alors

op  Ouu
ot "o 0 o
8.4
Opu | Opu®
ot or — K9
Oou encore
O | Omu_,
ot or
. (8.5)
ou 0% _
ot " ox 7

Le probléme (8.5) est bien posé et sa solution sert de référence pour la validation des

résultats numériques.

L’équation de la masse est donc une équation linéaire, alors que celle de la quantité de
mouvement est 1’équations de Biirgers avec terme source (g).
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CHAPITRE 8. EXPERIENCES NUMERIQUES EN DIPHASIQUE

8.1.1 Application au probléme de Ransom 1D

Description du cas test :
Le probléme de Ransom est proposé dans [Ran87]; on peut le décrire comme suit : on
considére ’écoulement d’'une colonne d’eau (de longueur égale & 12 métres) a la sortie d'un
robinet débouchant dans une enceinte contenant de l’air. La vitesse d’entrée de I’eau est
de 10m/s alors que l’air est au repos. Le rapport des sections de la buse et de l’enceinte
est tel que le taux de vide intégré sur la section vaut 0.2. Dans cette configuration, on
observe un phénomeéne de striction du jet sous 'effet de la pesanteur. En effet, si on fait
I’hypothése que le jet reste cohérent (pas d’arrachage de liquide sous forme de gouttes,
pas de pénétration d’air dans le jet), ’accélération du liquide due a la pesanteur entraine
nécessairement un rétrécissement de la section de passage du liquide, par conservation du
débit. De plus, si les conditions initiales correspondent a la solution qu’on obtiendrait en
Pabsence de pesanteur (donc p = 0.2 partout), une onde de taux de vide se propage de la
section d’entrée vers la section de sortie & partir de I'instant initial.
Ce cas test permet de valider les schémas numériques développés, notamment pour ce qui
concerne les points suivants

— la stabilité,

— la précision et la diffusion numérique (étalement du front de taux de vide),

— la vitesse des ondes de taux de vide,

— D’interaction avec un terme source simple (gravité).
Un autre intérét de ce cas test réside dans le fait que ’on dispose d’une solution exacte
partielle du cas 1D, moyennant certaines hypothéses peu restrictives.

8.1.2 Conditions de calcul

Modéle :

On considére le modéle & quatre équations (8.2) correspondant & deux équations de bilan
de masse et deux équations de bilan de quantité de mouvement.

Maillage :

On utilise des maillages réguliers plus ou moins fins, contenant 24, 48, 100, 150, 200, 500
et 1000 points.

Les schémas :

On utilise les schémas de Rusanov et SRNHR.

Pas de temps :

Pour le schéma de Rusanov, le pas de temps est fixé en utilisant la condition de stabilité
(4.5)

cfl N _ n
At = de on M= m?X(SjJr%)’ Vn,
ou S;."‘Jr 1 est la vitesse de Rusanov définie par
2
n _ n n
Sj+% = p:17z.l“.}fm(|)‘i,p|7 |)\i+1,p|),

Aip €tant les valeurs propres de la matrice jacobienne associée au systéme étudié.
Pour le schéma SRNHR, on utilise la condition de stabilité (4.12)

cfl
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8.1. PROBLEME DIPHASIQUE MONODIMENSIONNEL

Remarque : Notons que la condition de stabilité pour le schéma SRNHR est plus res-

- . . 1
trictive que celle du schéma de Rusanov, puisqu’elle s’écrit cfl < —, (a >1).
e

Condition initiale : Vx € [z, 2;], la condition initiale est donnée par

po(t =0) = 0.2,
w(t = 0) = 10,
uy(t =0) =0,
P(t=0) =105,
po(t =0) =1,

pu(t = 0) = 988, 0638.

Condition aux limites :
— en entrée (g = 0) : p,(0,¢) = 0.2, u;(0,¢) = 10, u,(0,¢) = 0.
— en sortie (r; = 12) : P (12,t) = 10°.

py =02 m/s
u; = 10 m/s

vy, =0m/s
entrée

MARA

vape&
liquide

i g

12 m

sortie
P =10°Pa
FiG. 8.1 — Probléme de Ransom : variation de la quantité du liquide en fonction du temps

Remarque : Le probléme originel de Ransom est donné avec p, = 0.2; cependant, le
cas oll 1, = 0.6 est plus régulier, méme si c’est un cas rarissime en pratique. C’est la raison
pour laquelle on a réalisé les calculs avec ces deux valeurs de .

8.1.3 Résultats

- Cas pu, =0.2:
On compare les solutions numériques obtenues en utilisant les deux schémas, a la
solution exacte au méme temps : ¢ = 0.6. Les calculs sont réalisés a cfl = 0.5.
Les figures (8.2) et (8.3) montrent la variation du taux de vide ainsi que la vitesse
du liquide, sur les différents maillages. On remarque, en raffinant le maillage, que la
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CHAPITRE 8. EXPERIENCES NUMERIQUES EN DIPHASIQUE

solution numérique s’approche de la solution exacte.

Les courbes d’erreur mettent clairement en évidence que les ondes linéaires et non
linéaires ne se comportent pas de la méme facon. En effet, si on calcule 'ordre nu-
meérique du schéma sur la variable représentant le taux de vide (onde linéaire, figure
(8.6)), on constate que cet ordre est proche de 0,59 conformément a l’ordre “théo-

., . . 1 . , ..
rique” connu & ce jour et qui vaut 5 En revanche, si maintenant ’ordre numérique

est obtenu & partir de la vitesse du liquide (onde non linéaire, figure (8.7)), il est
proche de 0,8, donc supérieur & celui obtenu & partir d’une onde linéaire.

Il est important de noter qu’avec ce schéma, la non-hyperbolicité du probléme ne
permet pas de raffiner davantage.

D’autre part, on constate que l'ordre obtenu est le méme avec les deux schémas,
mais pas la précision (le schéma de Rusanov nécessite un maillage trés fin).

0.5 - T T T T Vitesse du liquide 1D
— solution exacte 16 T

T T T
- ]
SRNHR48p solution exacte

~+ SRNHR120p
- SRNHR150p ] —+— SRNHR 48p
-6~ RUSANOV3000p ; —— SRNHR 120p

—&— SRNHR 150p

04l —— Rusanov 3000p

031

L L L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 - 2 4 6 8 10 12

F1G. 8.2 — Variations du taux de vide; FiG. 8.3 — Vitesse du liquide ; maillages
maillages a 48, 120, 150 points; schéma & 48, 120, 150 points; schéma SRNHR.
SRNHR. pu, = 0.2. y = 0.2
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Vitesse de la vapeur
5 T

—— SRNHR 48p
-4 SRNHR 120p
-5~ RUSANOV 3000p

F1a. 8.4 — Vitesse de la vapeur; com-
paraison du schéma SRNHR avec celui

de Rusanov (u, = 0.2).

Courbe d'erreur, taux de vide, t=0.6

*  SRNHR-alpha=12
Pente=0.587

0 RUSANOV
Pente=0.535

log(L1-erreur)
:
2

_15F

np=150—————>

Y -5 -4 -3
log(dx)

x10

T
~< SRNHR 120 p
—5- RUSANOV 3000

FiG. 8.5 — La pression ; schéma SRNHR

comparé avec celui de Rusanov

Courbe d'erreur, Vitesse du liquide, t=0.6

2 T T T T T

*  SRNHR-alpha=1.2
np=200————>
Pente=0.86
151
O RUSANOV
Pente=0.88
1k
05
s
g
s
ﬁ m np=24
=
o

np=4——>

Fi1G. 8.6 — Courbe d’erreur; Variation Fi1G. 8.7 — Courbe d’erreur; Vitesse du
de taux de vide; schémas SRNHR. et liquide; schémas SRNHR et de Rusa-

de Rusanov (u, = 0.2).

nov (p, = 0.2).
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— Cas py, =0.6:

En revanche, si on prend pour condition initiale le taux de vide p, = 0.6 (comme
le préconise [RNT03]), ce probléme de non hyperbolicité devient moins important
(voir les figures (8.8) et (8.9)).

Taux de vide; SRNHR, 1D, cfl=0.5, t=0.6, alphab=2, Mesh=1600 Vitesse du liquide, SRNHR, 1D, cfl=0.5, t=0.6, alphab=2,Mesh=1600
T T T T 1 T T T T

1 T
— solution exacte Solution exacte
— solution numérique ! "

| — solution numérique

5 L L L L L L L L L L
o 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Fic. 88 — Taux de vide; schéma FiG. 8.9 — Vitesse du liquide; schéma
SRNHR (4, = 0.6), maillage=1600 SRNHR (u, = 0.6), maillage=1600
points. points.

SRNHR, diphasique 1D, cfi=0.5, t=0.6, alphab=2-pente taux de vide=0.56 SRNHR, Diphasique 1D-cfl=0.5, t=0.6 -pente-vitesse du liquide=0.634
T T T T T T T T T T T T T T T

T
np=24

np=24

-2.51

np=1600

np=1600

-45 L L L L L L L L -3 L L I I I I I I
-5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05

FiGg. 8.10 — Courbe d’erreur; taux de FiaG. 8.11 — Courbe d’erreur ; vitesse du
vide ; schéma SRNHR (u, = 0.6). liquide ; schéma SRNHR (u,, = 0.6).

Pour chaque cas, on a également représenté les courbes d’erreur. On remarque que
I’ordre numérique obtenu pour le schéma SRNHR est d’ordre % lorsque ’erreur est calcu-
lée sur le taux de vide, et d’ordre 0.63 lorsque 1’erreur est calculée & partir de la vitesse du
liquide (voir figures (8.10), (8.11), (8.6) et (8.7)).

D’autre part, en comparant les résultats obtenus avec les différents schémas, il est in-
téressant de constater que le résultat donné par le schéma de Rusanov sur un maillage
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Vitesse de la vapeur, SRPCR cfl=0.5, t=0.6, Mesh=1600
T T T T

45 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12

F1G. 8.12 — Vitesse de la vapeur ; schéma SRNHR, (i, = 0.6).

contenant 3000 cellules est comparable & celui obtenu a 'aide du schéma SRNHR, mais
sur un maillage ne contenant que 48 cellules.

8.1.4 Discussion sur le choix d’approximation du terme non différentiel

Comme au chapitre précédent et dans le but de préserver les états d’équilibre, on
s’'intéresse ici au choix de la discrétisation du terme source.
Dans le cas d’un probléme diphasique, le schéma SRNHR s’écrit

n aTL

o S
n  _ pn i+3 n n Jt3 Az An
Wj+% - Bj+% 257 | = [F(Wiy) — F(W])] 2 ) Ssno Qj+%
i*s a (8.6)

Wit =W [P (W) - F (W) |+ Ay,

(Pjy1 — Fj)
Ax o
un état moyen entre p et pu7, , & choisir,

ol Q = ’; 1 est 'approximation du terme source dans la phase prédic-

teur, avec ,u 1,
+2

1
et Q) = ~3AL (,ugb) (Pj+1 — Pj—1) est la discrétisation du terme source dans la phase

correcteur.

On pose B;? s =vWih + (1 —v)W}, avec v € [0,1]. Ici, on a choisi de prendre v = %,

au
lieu du choix classique v = %, afin d’obtenir de meilleurs résultats numériques. Le choix
de ce coefficient v est lié aux valeurs propres du systéme étudié. En particulier, ce choix
dépend des positions de X~ et de X, introduites au chapitre 3, dans la définition du
schéma. Il aurait été intéressant d’approfondir ce choix, en particulier d’étudier les valeurs
du parameétre I/ ! tel que B” = Vi Wi+ (1- j ! )W, ce qui n’est pas réalisé dans

le travail presente ici.
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Comparaison des résultats obtenus

On reprend le cas test du probléme de Ransom 1D, décrit au paragraphe 5.1.1 de ce
chapitre. Les résultats obtenus avec le choix /Z;L 1= %(,u’; + pf1q) (choix 2), sur le taux
2

de vide sont donnés & la figure (8.2). Si maintenant, on choisit de prendre ﬂ?Jr 1= ;L+ 1

2 2
(choix 1), calculée & l'étape précédente, on constate que les résultats sont meilleurs (voir
figures (8.13) et (8.14)) en particulier, il est possible de raffiner davantage (jusqu’a 400

points). Pour I’équation de Biirgers, c’était le choix 2 de définition de ,u 1 qui donnait les

meilleurs résultats, et pour les équations de Saint-Venant, les deux methodes donnent le
méme résultat.

Taux de vide,1D,t=0.6
05

Courbe d'erreur, Taux de vide, SRNHR, cfi=0.5, t=0.6
— solution exacte -0, - - - .

* SRNHR-48p

. T
< SRNHR-100p *  SRNHR- choix 1 np=24
O SRNHR-200p 7 gk = PENTE=0.533

O SRNHR-400p

0451

041

log(L1~Erre
. \

k@ .

0.2

0151 1 np=400

01 I I I I I 26 I i i I I I
0 2 4 6 8 10 12 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05
log(dx)

Fig. 8.13 - Taux de vide; schéma
’ Fic. 8.14 - ’
SRNHR comparé & la solution analy- 1G. 8 Courbe d’erreur sur taux de

tique ; choix 1; v — %. vide ; schéma SRNHR ; choix 1; v = %.
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Cas ou1 on choisit le modéle avec pression interfaciale

On considére le systéme bifluide a pression commune (8.2) pour lequel les termes
sources s’écrivent

B oP Ot oP Lo\’
@)= (0 -Gl -mBe 0 -l p-mP).

oz
Q2(x, W)= (0 pwpog 0 wpg),  (8.7)

avec P— P; = p,(u, —u;)?, 1a pression interfaciale ; elle joue un role trés important puisque
ce terme permet de rendre ce systéme hyperbolique (voir [Ami97] et [Mim99]).

De nouveau, on compare, toujours sur le méme cas test, les résultats obtenus avec les
deux choix proposés pour la détermination de /Z;LJF 1-
2
Les figures (8.15) et (8.16) correspondent au choix 1 : ﬂ?—i-l = ,u’;+l et les figures (8.17)
2 2
et (8.18) au choix 2 : ﬂ;?Jr% = %(M?‘FN?H)- On a également pris ici B;?Jr% = %Wﬁl + %W]“.

Le choix 2 donne, dans ce cas encore, de meilleurs résultats.

Taux de vide, 1D,cfi=0.5, t=0.6 Courbe d'erreur,Taux de vide avec la pression interfaciale, cfi=0.5, t=0.6
T T T

-0 T T T T T T T

— solution exacte * SRNHR -Choix 1

* SRNHR-200p — PENTE=04 024
p=

< SRNHR-500p b

O SRNHR-1000p

0 SRNHR-2000p

05

04

0351

log(L1-Erreur)
. \

03f of

0251

L L L L
-25 -2 -15 -1 -05

-3
log(dx)

F1G. 8.15 — Taux de vide (avec pression F1G. 8.16 — Courbe d’erreur sur taux
interfaciale) ; schéma SRNHR ; choix 1; de vide (avec pression interfaciale);
v=1 schéma SRNHR ; choix 1; v = 1.
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Taux de vide, 1D, t=0.6 Courbe d'erreur, Taux de vide avec la pression interfaciale, cfi=0.5, t=0.6

05 -0 T T T T T
' ' ' " [ solution exacte

+ SRNHR-100p — PENTE=0.46 np=24

< SRNHR-200p

O SRNHR-400p

O SRNHR-500p

041

a
log(L1-Et
5

031 /

0.2%

L L L L L L
1 1 1 1 1 4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05
2 4 6 8 10 12 log(dx)

F1G. 8.17 — Taux de vide (avec pression F1G. 8.18 — Courbe d’erreur sur taux
interfaciale) ; schéma SRNHR ; choix 2; de vide (avec pression interfaciale);
V= %. schéma SRNHR ; choix 2; v = %.

Commentaires :
1. Lorsque I’on choisit de prendre le choix 1 : ,u 1 calculé & ’étape prédicteur, on peut

raffiner le maillage jusqu’a 400 points pour le modele sans pression interfaciale. Le
fait de rajouter ce terme de pression interfaciale, permet de raffiner “autant qu’on le
souhaite” ; les résultats numériques donnés par le schéma SRNHR sont identiques &
partir de 2000 points.

2. Si maintenant on choisit de prendre B;?Jr = %(W]" + ]’-Zrl) dans ’étape prédicteur,
2
pour le modéle & pression interfaciale, on obtient de bons résultats (voir figures (8.19)
t (8.20)). En particulier, dans le cas o on utilise le choix ,&’;Jr% = %(N?H + p7), il
est possible de raffiner le maillage jusqu’a 500 points.

3. Les calculs présentés ici ont été réalisés sur des modeles 1D ; le fait de rajouter ce
terme de pression interfaciale n’a pas d’incidence en 2D.

Le tableau suivant résume les différents cas observés :

Choix 2 : Choix 1 :
~n _ 1/ mn n ~n _,n
M]-i-% - 2(/14] +Iu]—|-1) /J’]+% - ]_g_%
Modéle sans Raffinement jusqu’a | Raffinement jusqu’a
pression interfaciale 150 points 400 points
Modéle avec Raffinement jusqu’a | Raffinement jusqu’a
pression interfaciale 500 points 2000 points
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Taux de vide 1D, cfi=0.5, t=0.6

055 T T T
— solution exacte
* SRNHR-200p
< SRNHR-500p
0 SRNHR-1000p
05 i O SRNHR-2000p | |
P d ‘
4
45F k) uy H
o s \
o
& |
;,F |
04 o | 1
k. \
A |
i I
035+ A i 4
&
,‘D:
o )
03 o ]
\
F |
F \
oz \ 1
/ &
0, L L L $oooedooenon
2 4 6 8 10 12

F1G. 8.19 — Taux de vide (avec pression

interfaciale) ; Choix 1; v = 1

3
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log(L1~Erreur)

Courbe d'erreur,Taux de vide avec la pression interfaciale, ¢fi=0.5, t=0.6

T T T T T T T T T
-
/ o
_0.4 ~* SRNHR -choix 1 A
| — PENTE=0.32 e
/
~
~
g
~
e
-1 gl np=24
-
7 -
~
-15 A
g

s

-25
np=400
rip=1600 "P=800
gL . . . . . | . |
55 -5 -45 -4 35 -3 25 2 -15 1 -05
log(dx)

de

FiGg. 8.20 — Courbe d’erreur sur taux
vide (avec pression interfaciale);
schéma SRNHR ; choix 1; v =

3
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8.2 Probléme diphasique bidimensionnel en maillage trian-
gulaire

Pour déterminer un schéma aux volumes finis permettant la résolution approchée du
systéme (8.1), on utilise une technique classique de splitting d’opérateur (voir, par exemple,
[Yan68] ou [Ben02]) : on décompose ce systéme en deux sous- systémes

oW <

W(z,y,t") = W™(x,y)

et

oW | OF(W) | 9G(W)

ot Oz 8:/./ = Ql(xvva)

(8.9)
W (z,,y,t") = Wt (z,y).

Une des difficultés numeériques liées a la résolution du systéme (8.9) réside dans le traitement
du terme non conservatif, c’est-a-dire du terme source Q1 (x,y, W).

Pour cela, s’inspirant des travaux de Abgrall, Nkonga et Saurel [ANS03], on utilise la
projection du systéme sur la normale & l'interface d’une maille et on obtient, pour chacune
des deux phases

0 OupU
dup | OppU _
ot on
2
il opl® 0P @10
ot an on
OupV  OupUV 0
ot on
oit U = 0.7 est la projection de v = (u )’ sur la normale & l'interface 7’ = (n, ny)!
et V = 0.ij est la projection de @ = (u  v)* sur le vecteur tangentiel 7 = (—n, n;)".

8.2.1 Probléme de Ransom 2D

Decription du cas :

L’extension bidimensionnelle que nous avons introduite ne consiste pas & calculer 1’écoule-
ment & phase séparée, représentatif de la situation du robinet et correspondant au cas 1D ;
nous avons repris les mémes conditions d’entrée en les appliquant uniformément & toute
la section d’entrée. Les conditions initiales sont obtenues par translations des conditions
d’entrée dans le domaine de calcul. L’interprétation physique de cette configuration, que
nous avons baptisé “ robinet de Ransom homogéne” est donc différente du cas 1D originel
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et n’a donc plus un grande interprétation physique.

8.2.2 Conditions de calcul

Maillage : On utilise des maillages structurés, comme ceux présentés figures (8.21) a
(8.24), formeés de triangles, de dimensions 24 x 10 puis 48 x 10.

Le schéma : On utilise le schéma SRNHR.

Pas de temps : Il est déterminé en fonction de la condition de stabilité donnée dans
(|[Sah05]), déterminée dans le cas homogéne par

M M

avec M = max(S") et m = mm( i)y Siss Ai et |dc;| étant respectivement la vitesse de
irj irj

2]7
Rusanov, laire et le périmétre de la cellule «.

Les conditions initiales sont définies par

Ul(t: = 10,
vl(t = 0) = 0,
uv(t = O) =0,
vy(t =0) =0,
p(t =0) = 10°,
po(t = 0) =1

et les conditions de bords par

1o(0,¢) = 0.6,
u(0,t) = 10,
7)[(0, t) = 0,
uy(0,t) =0,
vy (0,t) =0,
p(12,t) = 10°.

Sur I'approximation du terme non conservatif :

Dans un premier temps, comme dans le cas des équations de Saint-Venant, on a utilisé,
dans ’étape correcteur, la méthode de Grenn (les notations sont les mémes que celles du
chapitre précédent). Dans la direction x, cela s’écrit

7=3

/ —da:dy— /P (Nij) da——uZZPZJ (n4j)a - mes(Ii5),

7j=1
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ol p; est la valeur du taux de présence sur la cellule ¢;, P;; est une interpolation linéaire
entre P; et P; donnée par

P A; + PjA;

Le traitement du terme source dans la direction y, se fait de fagon analogue.

Pz'j =

Cette méthode, qui donnait de bons résultats dans le cas monophasique (cas des équa-
tions de Saint-Venant non homogénes) semble ne pas étre adaptée dans le cas de problémes
diphasiques, puisqu’avec cette méthode le schéma diverge. C’est ce constat qui nous a in-
cité a effectuer 1’étude théorique de l'approximation des gradients sur des maillages non
uniformes de dimension un, présentés au chapitre (5).

On a donc eu recours & une autre méthode pour calculer le terme source :

OP oP
/C g dady = i <%>

i 0P . . .
et pour calculer la quantité <%> , on utilise la méthode des moindres carrés, décrite au
i

chapitre (4).

Le tableau suivant permet de synthétiser les résultats numériques obtenus avec ces mé-
thodes, sur différents problémes (ces résultats dépendent bien entendu du maillage choisi) :

Méthode de Green Méthode des moindres carrés

Saint-Venant Bonne convergence Non testé

Maillage DA (24 x 10) et (48 x 10 ); | Maillage Biaisé et DA (24 x 10);

a, = 0,6 calcul jusqu’a t =0,6 calcul jusqu’a t =0,6

Maillage NS (100 x 10);
calcul jusqu'a t = 0,4

Maillage structuré;
a, =0,2 Explose calcul jusqu’a t = 0,26
Maillage non structuré ; explose

8.2.3 Résultats numériques

On réalise les calculs en utilisant les maillages suivants :
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09

0.8

0.7

0.6

05

0.4

03

02

0.1

Maillage 24x10

Maillage non structure100x10

1

09

08

07

06

05

0.4

03

02

01

09

08

0.7

06

05

0.4

03

0.2

01

0

02 04 06 08 1 12 14 16 18

Fia. 8.21 — DA 24 x 10.

Maillage 48x10

0
0

02 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18 2

Fia. 8.22 — NS 100 x 10.

09

\D

08

i

06

/
(

05

04

03

02

1

0.2 04 06 0.8 1 12 14 16 18

Fia. 8.23 — Biaisé 48 x 10.
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F1G. 8.24 — NS 200 x 10.
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Cas test 1, maillage Biaisé 24 x 10 : On effectue la simulation numérique du
probléme de Ransom 2D avec le maillage structuré 24 x 10 présenté figure (8.23), et les
conditions initiales et limites décrites ci-dessus. On utilise le schéma SRNHR & cfl = 0.3.
Les résultats sont donnés a ¢t = 0.618.

Les figures (8.25) et (8.26) montrent, en coupe 1D, la comparaison de la solution
obtenue avec la solution exacte.

Vitesse du liquide, SRNHR, t=0.61
T T

Taux de vide, SRNHR, T=0.61 Iy

0. T T T T — solution analytique
— solution analytique —* SRNHR-alpha=2
— SRNHR-alpha=2

L L L L L
12 0 2 4 6 8 10 12

Fic. 8.25 — Taux de vide; solution FiG. 8.26 — Vitesse du liquide; solu-
schéma SRNHR et solution exacte; tion schéma SRNHR et solution exacte;
maillage structuré 24 x 10. maillage structuré 24 x 10.

On constate que le profil du taux de vide et de la vitesse du liquide (figures (8.27) et
(8.29)) ainsi que les isovaleurs (figures (8.28) et (8.30)) donnent des résultats comparables
& la solution exacte connue dans le cas monodimensionnel. En effet, on peut constater que
les isovaleurs sont paralléles, sauf éventuellement aux bords, ce probléme provenant du
choix du maillage.

La figure (8.31) montre que la pression reste quasi-constante, ce qui est conforme au
résultat attendu.

La figure (8.32) montre que la vitesse du liquide est comparable & celle obtenue dans
le cas 1D, car les champs de vitesse sont parfaitement paralléles. C’est la raison pour la
vitesse du liquide est stable.

La figure (8.33) montre que la vitesse de la vapeur est nulle & l’entrée et négative a la
sortie. On constate néanmoins que ces vecteurs ne sont pas tout & fait paralléles, ce qui
peut étre la cause d’instabilités de la vitesse de la vapeur.
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Taux de Vide, SRNHR, cfl=0.3, t=0.618 Taux de vide, SRNHR, cfl=0.3, t=0.618
. 4
0.72
35
0.7
3
0.68
25F
066 2
151
0.64
-
062 |
-
-
-
m
| )
1

Fic. 8.27 — Taux de vide; schéma Fi1G. 8.28 — Isovaleurs du taux de vide;

SRNHR (a;?+ , constant). schéma SRNHR (a;? 1 constant).
2 2

Vitesse du liquide, SRNHR, cfl=0.3, t=0.618 Vitesse du liquide en x, SRNHR, cfl=0.3, t=0.618

Frfrrrrrrreet
RN
ittt
(L1 O O O B
O O N
Frltrrrrrrrl
|10 T I I I I O I A B

L L L L
0 2 4 6 8 10 12

FiG. 8.29 — Vitesse du liquide dans FI1G. 8.30 — Isovaleurs de la vitesse
la direction z; schéma SRNHR («” , du liquide dans la direction x; schéma

73
constant). SRNHR (a7, 1 constant).
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x 10 La pression

AVAVAVAVAVAY
wmy
" ‘%ﬁﬂ“ g§§%§§@%%‘
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9.9 r 10
9.88
9.86 : r 19.995
9.84
9.82 9.99
9.8,
1
9.985
0.5
3 10 12
0 0 2 4 6

F1G. 8.31 — Pression ; schéma SRNHR (o el constant).
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Champ de la vitesse du liquide
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Fic. 832 - Champs de vitesse .
FiGc. 8.33 - Ch de vit de la va-
du liquide; schéma SRNHR (™ TIPS CC VILESSe de & va

j+3 peur;schéma SRNHR G constant).
constant). I
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Cas test 1, maillage NS 100 x 10 :

Les figures suivantes montrent les résultats obtenus mais dans le cas d’'un maillage non
structuré maintenant, de taille 100 x 10, présenté figure (8.22). Les résultats sont obtenus

N
at=0,4s.
Taux de vide, SRNHR, t=0.4, cfi=0.3 maillage non structure 100x10 Vitesse du liquide, SRNHR, t=0.4, maillage non structure 100x10
072 T T T T T 1 T T I " "
— solution exacte
—+—SRNHR -
1 1351 solution exacte
—*— SRNHR
4 13k
b 1251
4 12t
1 1151
1r
058 1 1051
I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Fic. 8.34 — Taux de vide; solution FiG. 8.35 — Vitesse du liquide; solu-
schéma SRNHR et solution exacte; tion schéma SRNHR et solution exacte;

avec maillage non structuré 100 x 10.

Taux de vide, SRNHR, t=0.4,cfl=0.3, maillage non structure 100x10

avec maillage non structuré 100 x 10.

Isovaleur du taux de vide, SRNHR, t=0.4, maillage non structure 100x10

b468669 ‘ U

0.9—‘ | ‘ |
63225 L ‘ ‘ ‘
08[ 66491 ‘

o |

06

04
‘ 62136

0.3*} |

02 ‘

01 .6540:

\
e
0 2

Fig. 8.36 — Taux de vide; schéma F1G. 8.37 — Isovaleurs du taux de vide;
SRNHR ; maillage non structuré 100 x schéma SRNHR; maillage non struc-

10.

turé 100 x 10.
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Isovaleur de la vitesse du liquide, SRNHR, t=0.4, maillage non structure100x10

Vitesse du liquide, SRNHR, t=0.4, cfl=0.3, maillage non structure 100x10 1
09 121831

08

11.3183

06

04

| 104536 117507
13.0479

o1r 12,6155 134803

10886 |, ) ) ) )
0 2 4 6 8 10 12

FiG. 8.38 — Vitesse du liquide; schéma F1G. 8.39 — Isovaleurs de la vitesse du
SRNHR ; maillage non structuré 100 x liquide; schéma SRNHR ; maillage non
10. structuré 100 x 10.
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Reésultats du cas test 1 avec un maillage drapeau anglais 24 x 10 en utilisant
la méthodes des moindres carrés pour le terme source non homogéne

Les calculs sont réalisés en utilisant le maillage DA 24 x 10 (8.21).

Taux de vide, SRNHR Isovaleurs de taux de vide, SRNHR

0.72

A
G008
i
g
)v)v 74
4

é

L L L | L )
0 2 4 6 8 10 12

Fic. 840 — Taux de vide; schéma FIG. 8.41 — Isovaleurs de taux de vide;
SRNHR (a7, , = 2), maillage (8.21); schéma SRNHR (a , = 2)), maillage
méthode des moindres carrés. (8.21) ; méthode des moindres carrés.

Vitesse du liquide Isovaleur de la vitesse du liquide

L L L L L )
0 2 4 6 8 10 12

Fic. 8.42 — Vitesse du liquide dans la FiG. 8.43 — Isovaleurs de la vitesse

direction x; schéma SRNHR (a’; 1= du liquide dans la direction z; schéma
2 -

2)), maillage (8.21); méthode des SRNHR (O‘?Jr% = 2), maillage (8.21);

moindres carrés. méthode des moindres carrés.
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Résultats du cas test 1 avec un maillage drapeau anglais 24 x 10 en utilisant
la méthodes de Green pour le terme source non homogéne

Taux de vide, SRNHR

Fig. 8.44 - Taux de vide; schéma
SRNHR (a” T = = 2), maillage (8.21);

méthode de Green.

Vitesse du liquide

Fi1G. 8.46 — Vitesse du liquide dans la
direction z; schéma SRNHR (a’; 1

2
2), maillage (8.21) ; méthode de Green.

Isovaleur de taux de vide

FiG. 8.45 — Isovaleurs du taux de vide;
schéma SRNHR ( 1= = 2), maillage

(8.21) ; méthode de Green

Isovaleur de la vitesse du liquide

L L L L )
0 2 4 6 8 10 12

Fig. 847 — Isovaleurs de la vitesse

du liquide dans la direction z; schéma

SRNHR ( = = 2), maillage (8.21);
2

méthode de Green.
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Résultats du cas test 1 avec un maillage drapeau anglais 48 x 10 en utilisant
la méthodes de Green pour le terme source non homogéne

Ici, les calculs sont effectués sur le maillage (8.21) raffiné (48 x 10).

Isovaleur de taux de vide
Taux de vide, SRNHR ar

062
05

06 L L L 1 L Il

FiGc. 848 — Taux de vide; schéma FIG. 8.49 — Isovaleurs du taux de vide;

SRNHR (o/;Jrl = 2), maillage (8.21) schéma SRNHR (oz;:rl = 2), maillage
2

raffiné; méthode de Green. (8.21) raffiné; méthode de Green.

Isovaleur de la vitesse du liquide
Vitesse du liquide, SRNHR 4r

05

F1G. 8.50 — Vitesse du liquide dans la FI1G. 8.51 — Isovaleurs de la vitesse

direction z; schéma SRNHR (o/;Jrl = du liquide dans la direction x; schéma
2 _ .

2), maillage (8.21) raffiné; méthode de SRNHR (O‘?JF% = 2), maillage (8.21)

Green. raffiné ; méthode de Green.
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Cas test 2 : On considére a présent le méme cas test que précédemment dans lequel on
ne change que le taux de vide initial.

Si on choisit de prendre p, = 0.2, le schéma ne fonctionne pas en 1’état, & partir d’un
temps physique t = 0,25 s, sur le maillage dy type (8.23), de dimension 24 x 10.
Cependant, si on impose que les vitesses de la vapeur et du liquide dans la direction y sont
nulles, on obtient des résultats semblables au cas monodimensionnel. Pour ce cas test, on
donne les résultats obtenus avec d’une part le schéma SRNHR (a? L1 constant) et d’autre

part, le schéma de Rusanov sur lequel on a effectué une montée en ordre en utilisant la
méthode MUSCL.

1. Avec le schéma SRNHR :
Le calcul est réalisé avec le méme maillage structuré (8.23) que précédemment mais

de dimension 48 x 10, a cfl = 0.3 ; les résultats sont donnés au temps ¢t = 0.6 (figures
(8.52), (8.53), (8.54), (8.55), (8.56) et (8.57)).

La figure (8.52) represente le profil du taux de vide qui est semblable & celui cor-
respondant au cas 1D, comme le confirment les isovaleurs (rectilignes) de la figure
(8.53).

Les figures (8.54) et (8.55) montrent que la vitesse du liquide et de la vapeur sont
comparables & celles obtenues dans le cas monodimensionnel. Enfin, la figure (8.56)
montre que la pression est constante et ses isovaleurs sont paralléles (figure (8.57)).
De nouveau, ces résultats sont comparables & ceux obtenus dans le cas 1D.

Taux de vide, maillage biaisé 48x10, SRNHR, cfi=0.3, t=0.6, wy=vly=0
Taux de vide, maillage biaisé 48x10, SRNHR, cfl=0.3, t=0.6, wy=vly=0 4

05.
0.45.
0.4,

0.35.

03,

0.25.

02

015

11
11
111
o5 || ||
11
11
111

Fic. 852 — Taux de vide; schéma Fi1G. 8.53 — Isovaleurs du taux de vide;
SRNHR; p,, = 0.2. schéma SRNHR ; p,, = 0.2.
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Vitesse duliquide en x, SRNHR, wy=vly=0

1

155
1

15
“ 145

1
13

135

yi J,

12 W : 3

125
11

2
o 15
1

1

05
105
0w
o, ) . f 8

F1a. 8.54 — Vitesse du liquide dans la
direction x ; schéma SRNHR ; u,, = 0.2.

5
x10
1005, Pression, SRNHR, cfi=0.3, t=0.6, vwy=viy=0 X10°
1.004
1.004,
1.0035
1.003, 1,003
1.0025
1.002
1.002
1.001 10015
1.001
1,
1.0005
1
0. 999A
1
0.9995

F1G. 8.56 — Pression ; schéma SRNHR ;
ey = 0.2.

Vitesse de la vapeur en x, SRNHR, cfi=0.3, t=0.6, wy=vly=0

Fia. 8.55 — Vitesse de la vapeur dans la
direction x ; schéma SRNHR ; p,, = 0.2.

Pression, SRNHR, mesh ne- s048x10, cfI=0.3, t=0.6, wy=vly=0

I
o
T

Fia. 8.57 — Isovaleurs de la pression;
schéma SRNHR ; u, = 0.2.
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2. Schéma de Rusanov avec MUSCL :

A titre de comparaison, on utilise ici le schéma de Rusanov auquel on a appliqué la
méthode MUSCL : les gradients sont calculés en utilisant la méthode des moindres
carrés, limités par le limiteur Min-Mod. On a gardé un schéma d’ordre un en temps.
Le calcul est réalisé ici avec le maillage non structuré 200 x 10 présenté figure (8.24),
a cfl = 0.3 et les résultats sont donnés au temps ¢ = 0.604s.

On constate que les profils du taux de vide et de la vitesse de liquide (figures (8.58) et
(8.60)) ainsi que les isovaleurs sont paralléles (figures (8.59) et (8.61)); ces résultats
sont comparables avec ceux obtenus dans le cas monodimensionnel, mais ce schéma
est cependant trés diffusif.

Les figures (8.64), (8.65), (8.62) et (8.63) montrent la pression ainsi que la vitesse de
la vapeur.
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Taux de vide, maillage NS 200x10,MUSCL,Rusanov, cfi=0.3, t=0.604

0.45,

Fic. 8.58 — Taux de vide 2D ; schéma
de Rusanov avec MUSCL; u,, = 0.2.

Vitesse du liquide en x; maillage NS 200x10, MUSCL, Rusanov, ¢fi=0.3, t=0.60.4

F1a. 8.60 — Vitesse du liquide dans la
direction x; schéma de Rusanov avec
MUSCL; p,, = 0.2.

Taux de vide; maillage NS 200x10, MUSCL, Rusanov, cfl=0.3, t=0.604

05

Fia. 8.59 — Isovaleurs du taux de vide;
schéma de Rusanov avec MUSCL;
ey = 0.2

Vitesse du liquide en x; maillage NS 200x10,MUSCL, Rusanov, cfi=0.3, t=0.604

051

F1G. 8.61 — Isovaleurs de la vitesse du
liquide dans la direction x; schéma de
Rusanov avec MUSCL ; p,, = 0.2.
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Vitesse de la vapeur en x; maillage NS 200x10, MUSCL,Rusanov, ¢fi=0.3, t=0.604
Vitesse de la vapeur en x; maillage NS 200x10, MUSCL, Rusanov, cfi=0.3, t=0.604 ar

05

Fic. 8.62 — Vitesse de la vapeur dans F1G. 8.63 — Isovaleurs de la vitesse de
la direction « ; schéma de Rusanov avec la vapeur dans la direction z; schéma
MUSCL; p,, = 0.2. de Rusanov avec MUSCL; p,, = 0.2.

Pression, maillage NS 200x10, MUSCL, Rusanov, ¢fl=0.3, t=0.604

%10° pression, mailage NS 20010, MUSCL, Rusanov, cf=0.3, 0604 x 10!
985

9.83

Fi1G. 8.65 — Isovaleurs de la pression;
schéma de Rusanov avec MUSCL;
ey = 0.2

FiG. 8.64 — Pression ; schéma de Rusa-
nov avec MUSCL; p,, = 0.2.

8.3 Probléme diphasique bidimensionnel en maillage quadran-
gulaire

Nous proposons dans cette partie de présenter le comportement du schéma SRN H R dans
un cas diphasique raide, lorsque l'on utilise un maillage quadrangulaire structuré et non
plus triangulaire.

Le code en volumes finis structurés, utilisé ici, a été présenté notamment dans la thése
de Imad Elmahi ([EIm99]). Il suppose une structure de données ou les mailles sont des
quadrilatéres, et le maillage éventuellement non uniforme, ou méme non orthogonal.

La stratégie de calcul repose sur une évaluation des flux numériques, se faisant uniquement
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sur les frontiéres nord et est d’une cellule donnée. Les flux sont par la suite distribués sur
les cellules de part et d’autre de la frontiére en question.

Ainsi, si on intégre les équations (2.5) sur une cellule ¢;; du domaine en espace, on aura

/,

J

Uy - dv + / (F(u) - ng + G(U) - ny) do = / Qa,y.U)-dv  (8.11)
8cij i
Dans ce cas la formulation volumes finis se poursuit ainsi. Nous avons pour la frontiére de

la cellule (4, j) la relation suivante

deij = el U de U Okt U acest,

Nous pouvons alors écrire (8.11) sous la forme :

/ U - dv + Z / Fm] +Gn2]y da—/ Q - dv. (8.12)
c; 8c

k=N,S,E,O

Or les 80 sont rectiligne et donc 7 est constant sur chaque morceau 80 de la frontiére
de la cellule cij- on a alors :

/C"Ut.d’U%— > (n]';/a F—i—n”y/ )da—/ Q- dv. (8.13)

k=N,S,E,O

L’hypothése que U est C° par morceaux, nous amene a chercher des approximations des
flux physiques F' et G le long des frontiéres, ce qui se fait via le schéma volume finis
considéré. Nous pouvons alors écrire :

Aire(cij) - Uyij + Z (”wx F —i—n”y Gk / da—/ Q - dv. (8.14)
k=N,S,E,0

ol nous avons noté FZ'; et ij les estimations de F' et G sur le morceau de la frontiére de
la cellule ¢;; d’indice k. Le terme integral n’est autre que la longueur (orientée) de cf]

Nous avons donc :

At™
U Uz] Az’re(Cij) k—]vzg:E o (NZ];(: FZ] Nz]y G ) + At Qz; (815)

avec NZ} = (NZM,NZ] y) le vecteur normal extérieur a (‘30 de norme la longueur de dc¥
ou encore

Z]’

A"
Un+1 Un
7 Aire(cij)

> oF+ArQy (8.16)

k=N,S,E,O
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ce qui implique

Nord Sud Est O t
5~ irete] (@UO’“ + oIl 4 plIst 4 gQues ) +AQY, (8.17)

avec Qp; = / Q(z,y,U)-dv et <I>k = (NZ]’; Fk NZ]]; Gk> est le flux numé-

Aire (Cij )
rique.

Pour ne pas calculer donc plusieurs fois un méme flux, on remarque qu’un flux sortant d’une

cellule est un flux entant dans une cellule voisine. Dans notre cas, nous ne calculons que
les flux Est et Nord.

L’étape prédicteur du schéma SRNHR

Dans ce cas on peut écrire I’état prédicteur Est et Nord sous la forme suivante :

n

1 Yyl " "
FE'st J 4
UnH_s i 5 (UZ; + Z:Li-lj) 25112 (“7:( in-i-lj’nz'—i-%]) - ]:(Umvnz-i-lj))
z+2]
z+
g:z? piy 1y (Pip1j — Pij)
. ] a (8.18)
Nord ij+3 I T3
Unwir §(Un_|_ Z}_’_l)—ﬁ (f( 17;4-17 2]+%)_f(U,Z7 zy—i— ))
Oé”+§

ARl (Pij+1 — Pij) -

Ou f(UZ},nij) = F(U};)(nij)e + G(U]})(ni;)y représente le flux physique dans la cellule c¢;;
et pipl; = 5 (Wij + pit1s)-

Précisons que les cellules au nord et a ’est de la cellule ¢;;, sont respectivement les cellules :
Cijr1 et ¢ipy-

8.3.1 Probléme de Ransom en maillage quadrangulaire
On considére le probléme du robinet de Ransom défini précédement, avec maintenant un

taux de vide initial égal & 0.2 (cas raide). Les conditions initiales et aux limites sont les
suivantes :

Condition initiale :

a,(t=0)=0.2,
ul(t = 0) = 10,
Ul(t - 0) - Oa
uy(t =0) =0,
vy (t =0) =0,
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p(t =0) =10°,
pu(t=0)=1,
pi(t = 0) = 988,0638.

Condition aux limites

a,(0,t) = 0.2,
u(0,t) = 10,
7)[(0, t) = 0,
uy(0,t) =0,
vy (0,1) =0,
p(12,t) = 10°.

Le calcul est réalisé avecmaillage formé de quadrilatéres (8.66), de dimension 48 x 10; les
résultats sont donnés au temps t = 0.609(figures (8.67),(8.68), (8.69), (8.70),(8.71),(8.72),
(8.73), (8.74), (8.75), (8.76)). On constate que dans ce cas le résultats sont de trés bonne
qualité, et comparables & ceux obtenus dans le cas 1D.

Maillage quadrilatérale 48x10

0 2 4 6 8 10 12

F1G. 8.66 — Maillage 48 x 10.
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Taux de vide, SRNHR, t=0.609, maillage quadrilatérales 48x10

Fic. 8.67 - Taux de vide; schéma

2

SRNHR (oz;?Jr , constant).

Vitesse du liquide, SRNHR, t=0.609, maillage 48x10

Fic. 8.69 — Vitesse du liquide dans

la direction x; schéma SRNHR (oz? 1
2

constant).

o
o

1k

0
0

L I|l L I||I )
2 4 6 8 10 12

FiG. 8.68 — Isovaleur de taux de vide;
schéma SRNHR (a;?Jrl constant).

Isovaleur de la vitesse du liquide

251 15
2 14
151 13

o
@

1k
0 2 4 6 8 10 12

F1Gc. 8.70 — Isovaleur de la vitesse du

liquide dans la direction x; schéma
SRNHR (oz?+1 constant).
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Vitesse de la vapeur, SRNHR, t=0.609, maillage 48x10

Fia. 8.71 — Vitesse de la vapeur dans
la direction x; schéma SRNHR(&?Jr 1

2
constant).

Champ de la vitesse du liquide, SRNHR, t=0.609, maillage 48x10
T T T T

Fic. 8.73 — champs de vitesse du

liquide; schéma SRNHR (Oz;?Jrl
2
constant).

Isovaleurs de vitesse de la vapeur

-10

o
&

I I I I I )
2 4 6 8 10 12

FiG. 8.72 — Isovaleur de la vitesse de

la vapeur dans la direction x; schéma
SRNHR (a;?Jrl constant).

0

Champ de la vitesse de la vapeur
3 T T T

FiG. 8.74 — Champs de vitesse de la va-
peur; schéma SRNHR(a;? 1 constant).
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§ y
\ 4”
i i
0.9995— §==”}‘ o
W L
| W [
L e
Fic. 875 -~ Pression;

SRNHR(oz;?Jr , constant).

schéma SRNHR(oz;?Jr , constant).
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x10°

1.0015

1.001

1.0005

0.9995

0.999

Isovaleurs de la Pression, SRNHR, t=0.609, maillage 48x10

x10° 3
10015 25
1.001

2
1.0005

15
1
0.9995
0999 05 v

0 2 7 s 5 w v

schéma F1G. 8.76 — Isovaleur de la pression;
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Conclusion

Le travail présenté dans cette thése a eu pour objectif ’analyse et ’application d’un
schéma aux Volumes Finis en deux étapes, a la simulation numérique monodimensionnelle
et bidimensionnelle d’écoulements de fluides régis par des systémes de lois de bilan non
homogénes.

Le schéma proposé dépend, au niveau de la premiére étape qui calcule un état intermé-
diaire, d’un paramétre local a’; 1 contrdlant la diffusion numérique.

2
Une stratégie de calcul de a’J?Jrl basée sur la théorie des limiteurs a été mise en oeuvre et
2
testée avec succés en particulier sur des cas d’écoulements en eau peu profonde sur fonds

fortement variables.

Le schéma se révéle également efficace pour les écoulements diphasiques & pression com-
mune. On montre numériquement & ce niveau que le choix d’approximation du terme non
différentiel dans la partie non homogéne du systéme influence nettement la robustesse du
schéma.

Dans le cas bidimensionnel, la projection du systéme d’équations sur la normale aux in-
terfaces, léve la difficulté sur le calcul de ’état intermédiaire. Cependant, cette extension
multidimensionnelle pose également le probléme de l'approximation consistante des gra-
dients aux interfaces, dans la deuxiéme étape du schéma.

Une étude numérique monodimensionnelle a permis d’obtenir une premiére approche concer-

nant un choix pertinent du paramétre a’J?Jr 1 - Des simulations numériques bidimensionnelles
2
de phénomeénes de rupture de barrage sur une marche, ainsi que du probléme diphasique

modéle du Robinet de Ransom ont également été réalisées.

La suite de ce travail consistera en une étude plus poussée de la méthode des limiteurs
appliquée au choix de a’; L1, et de son extension aux problémes diphasiques et aux pro-
2
blémes bidimensionnels. En outre, une analyse de consistance et d’ordre de ’approximation
des gradients aux interfaces dans le cas bidimensionnel, s’avére nécessaire et fera l’'objet de
prochains travaux.
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