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Résumé

Dans la premiére partie, nous démontrons des inégalités de Markov pour les
courbes algébriques singuliéres de RY. Nous donnons une signification géométrique
a I’exposant de Markov en montrant qu’il est relié a la multiplicité de la singularité de
la courbe complexifiée dans CV via une paramétrisation de Puiseux en la singularité
réelle de la courbe complexifiée.

Dans la deuxiéme partie, nous démontrons un théoréme d’approximation de type
Bernstein pour les classes de fonctions holomorphes de type Carleman intermédiaires
entre les fonctions holomorphes et les fonctions indéfiniment différentiables sur des
classes de compacts de CV vérifiant une condition géométrique convenable liée a
la fonction de Green. Pour démontrer ce résultat, nous donnons une représentation
intégrale sur les compacts s-H convexes de CV des fonctions de A% (K) via un noyau
adéquat, nous approchons ce noyau par les noyaux a poids de type Henkin-Ramirez

introduits par Berndtsson Andersson.
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0.1 Introduction

Dans les articles de L.BOS, P.MILMAN, N.LEVENBERG et B.A. TAYLOR ([5])
et M. BARAN et W. PLESNTAK ([3]), il est montré que 'exposant de Markov est
au moins égal & 1 sur les surfaces algébriques de R", lisses C*°, sans bord et com-
pactes. Pour y parvenir, les auteurs utilisent essentiellement des outils de la théorie
du pluripotentiel complexe. En revanche dans I'article R. C. FEFFERMAN et NA-
RASIMHAN ([10]), il est démontré qu’il existe de telles inégalités avec un exposant
de Markov valant 2 dans des compacts, ne contenant pas de points singuliers, inclus
dans des sous-ensembles algébriques de C”, et ceci par des techniques non triviales
de géométrie analytique. Bien siir, on ne pourra pas citer toutes les parutions et
les auteurs ayant contribué a I'essor de ce sujet vu la densité de résultats. Ceci dit,

donnons une liste non exhaustive des résultats intéressants et fondamentaux de ce
domaine qui permettra de cerner I'ensemble :([16]), ([17]), ([1]), ([2]), ([5]), (|7]),
(18]) et ([22]).

Nous démontrons I’existence d’inégalités de Markov locales tangentielles sur les
courbes algébriques singuliéres de R”. Nous interprétons de I'exposant de Markov,
en montrant qu’il est minoré par un invariant géométrique. Pour cela, nous utilisons
des outils de géométrie analytique et des résultats de la théorie du pluripotentiel
complexe, afin d’affaiblir la notion (HCP) pour la fonction de Green avec pole a
I'infini.

L’idée d’approximation quantitative des fonctions C* et K-analytiques (K est le
corps des réels ou des complexes) dans les compacts de KV par des polynomes est
a l'origine illustrée par les travaux de BERNSTEIN. Plus précisément, ces derniers
caractérisent les fonctions C* et analytiques réelles définies dans les intervalles de R
par leur distance aux polynomes. Ces théorémes ont été généralisés par BAOUENDI
et GOULAOUIC ([1]), dans le cas des fonctions C* et R-analytiques sur des ouverts
de RN vérifiant certaines conditions géométriques. Dans le méme esprit, les mémes

auteurs ont caractérisé les fonctions de la classe de Gevrey par la décroissance sous-
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exponentielle de leur distance aux polyndémes. Il faut préciser que dans les résultats
cités précédemment, les inégalités de Markov jouent un role essentiel dans les dé-
monstrations. Un théoréme de BERNSTEIN, pour les fonctions holomorphes dans
les compacts polynomialement convexes et L-réguliers (régulier au sens de Leja)
de CV, a été démontré par SICTAK (|15]), c’est la fonction extremale de SICTAK
qui controle la croissance des polynomes. C’est en quelque sorte I'apparition de la
théorie du pluripotentiel dans la résolution de ce genre de problémes, bien que le
lien entre la fonction extrémale de SICIAK et la fonction de Green avec pole a
I'infini sera mis en évidence un peu plus tard par ZAHARJUTA (|21]). Ce type de
résultat d’approximation a été généralisé par ZERTAHI (|22]) pour des compacts L-
réguliers dans les variétés algébriques affines d’intersection compléte de CV. Dans le
cas des fonctions C*°, PAWELUKI et PLESNIAK ([10]) vont introduire une nouvelle
classe de compacts contenant les critéres géométriques énoncés par BAOUENDI et
GOULAQUIC, les compacts a pointes polynomiales appelés compacts (UPC). 1ls
prouvent un théoréme d’approximation de type BERNSTEIN pour les fonctions C*
dans les compacts (UPC), ceci a grand renfort de la fonction extrémale de SICTAK
qui, dans les (UPC), vérifie une propriété de type Holder, nommeée la condition
(HCP) par les auteurs. D’ailleurs les compacts (UPC) vérifient les inégalités de
Markov, point crucial dans le cas C*°, étant donnée que les estimations de Cauchy
sur les dérivées ne sont pas toujours valides. Un théoréme d’approximation pour les
jets C* de la classe de Carleman fortement non quasi-analytiques sur de compacts

de RN a été démontré par PLESNIAK dans ([12]).

Une question naturelle se pose : qu’en est-il pour les classes de fonctions intermé-
diaires situées entre les fonctions holomorphes et les fonctions C*° dans les compacts
de CV ? Dans 'article (|23]) sur les inégalités de Markov et le développement en série
de polynomes orthogonaux des fonctions C*(K) et A*(K), ZERIAHI introduit la
propriété de BERNSTEIN-JACKSON, notée (B.J) pour 'espace A>®(K). Il donne
quelques exemples de compacts sur lesquels cette propriété est valide. C’est SICIAK

([14]) qui va démontrer la propriété (B.J) dans des compacts de C déja plus élaborés
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et généraux.

Dans notre travail, nous étendons la propriété (B.J) a certaines classes de com-
pacts s-H convexes de CV, ceci dans le Théoréme 5 page 80. Et par ailleurs, nous
généralisons le théoréme de BERNSTEIN & un grand nombre de classes intermé-
diaires dans le Théoréme 7 page 96, telles que les classes de fonctions holomorphes
Gevrey au bord, etc....

A notre connaissance, seuls les auteurs BAOUENDI et GOULAOUIC, pour le cas
particulier des classes de Gevrey et PLESNIAK, pour la classe des jets de Carle-
man fortement non quasi-analytiques, tout ceci dans le cas réel, ont démontré un

Théoréme du type de notre Théoréme 7.
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1.1 Enoncé du Théoréme

Nous adopterons l'identification suivante C* = R" @ iR", '’ensemble R” est donc
un R-sous-espace vectoriel de C". Par conséquent, nous considérons, canoniquement,
R[zy,...,z,] comme sous-espace de C[zq, ... , 2,].

Si E est un sous-ensemble de C* et a un point de E, on dira que v est un
vecteur tangent en a de E, §'il existe une suite (a;);en de point de E et une suite de
réels strictement positifs ();) en telles que v = lim;, ;o Aj(a—a;). Nous appellerons
I’ensemble des vecteurs tangents de F en a le cone tangent en de E en a et le noterons
C(E,a). Notons que pour tout v € C(E,a) et tout A € Rf ona A-v € C(E,a); les
vecteurs tangents unitaires de C(E, a) ont un sens.

Pour tout sous-ensemble K CC C", nous noterons la norme uniforme sur K
ainsi @ [[.]| -

Nous appellerons morceau de courbe algébrique ou courbe algébrique, tout sous-
ensemble analytique connexe et irréductible d'une courbe algébrique. Nous convien-
drons de la notation suivante : C; = C' x {0} sous-espace de C' x C""*. Enfin pour
tout sous-ensemble algébrique A de R", nous noterons respectivement l’ensemble

des points singuliers et réguliers de A par Ay, et A,.

Théoréme 1 Soit A un morceau de courbe algébrique de R™. Pour tout xo dans
A, il existe C1,Cy et eq des constantes strictement positives, dépendant de xq et

localement magorées telles que (Ve € [0,50]), (Vp € Rlzy, ..., x,]) -

1. sixy € Aging,

Cy(deg(p))? g
|Dyp(z0)| < Cy (M) ||p||AﬂB(:co,ak)’

ot k est la multiplicité complexe du point singulier xy dans A et v un vecteur

unitaire dans C(A, xo).

2. stz € Apeg \ 0A,
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Cy deg(p)
|Dup(x0)| < C4 <f 1Pl 4nB(zo.c) »
ot v est un vecteur unitaire de l’espace tangent Ty A,.q.

3. sixy € 0A \ Asinga

Cy deg(p))?
|Dyp(z0)| < Cy (% ||p||Ar1B(zo,s)7

ot v est un vecteur unitaire de l’espace tangent Ty Aye,.

Corollaire 1 Soit A une courbe algébrique, compacte, localement irréductible et
sans singularité au bord de R", alors A admet des inégalités de Markov tangentielles
locales. Il existe donc Cy, Cy et g des constantes absolues strictement positives telles

que : Ve € [0,e9], Yxog € A, Vp € Rlzq, ... ,2,],

Oy (deg(p))2\ "
Duptoo < 0 (SN g,

ot k est la multiplicité compleze du point xy et v un vecteur unitaire dans C'(A, ).

Dans l'assertion 2. du Théoréme 1, nous retrouvons le résultat énoncé par Feffer-
man et Narasimhan dans (|10]), pour le cas d’une courbe algébrique. Les hypothéses
du Théoréme 1 englobent, bien siir, les courbes algébriques lisses sans bord. Nous
en déduisons le Corollaire suivant qui est démontré dans un cadre plus général par

Bos, Milman, Levenberg et Taylor ([5]).

Corollaire 2 Soit A une courbe algébrique C*°, compacte lisse et sans bord de
R™, alors A admet des inégalités de Markov tangentielles locales d’exposant 1. Au-

trement dit, il existe C1,Cy et g¢ des constantes positives absolues telles que :

(Ve € [0,20]), (Vxo € A), (Vp € Rlzy,...,2,]),

Cy deg(p) >

Dyp(a)] < Cy ( 16llarener

ot v est un vecteur unitaire de l’espace tangent Ty, A.
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1.2 Préliminaires

1.2.1 Sous-ensembles algébriques de R"
Si S est une partie de K" (n > 2) (K=R ou C), on notera que
I“(8) .= {p € Klzy,... ,z,) : pls = 0},

est un idéal de K" ayant un nombre fini de générateur (K[xq, ... ,z,]| est un anneau

Noetherien). Si P est une partie non vide de K[zy,... ,z,], on écrira
locP={xeK":VpeP, plx) =0}

le locus de P.

Les sous-ensembles algébriques de K" sont les parties A de K" telles que :
loc I®(A) = A.

En gardant l'identification C* = R" & iR", nous considérerons, pour tout sous-
ensemble algébrique A de R" le complexifié de A comme étant le plus petit sous-
ensemble algébrique complexe de C" contenant A. On le notera A, ainsi que, Areg

et /ng les sous-ensembles, respectifs, singuliers et réguliers de A. On notera que :
IS(A) = I*(A) @ C

et A= ANR". Pour plus de précisions, il faut se référer au livre de Narasimhan([15],

Page 91).

Un sous-ensemble A de R™ est une courbe algébrique, s’il existe des polynomes

P1y-.. s dans Rlxy, ... z,], (s € N¥) tels que : A = {z € R* : py(z) = -+ =
pg(l') = 0} et dlmRA =1.

1.2.2 Critére d’algébricité

Le critére d’algébricité de Rudin sera utile dans la démonstration du Théoréme
1 page 17. Une seule implication nous servira, on trouvera sa démonstration dans

(9], Théoréme 3, Page 78), voici son énoncé :
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Théoréme 2 Soit X un sous-ensemble analytique de C"(n € N*) de dimension
pure p. Alors X est algébrique si et seulement s’il existe C et s deux constantes

strictement positives et un changement de coordonnées unitaire tels que :

(V2= (,2") e X), [ <CO+|)
ot

2= (21, ,2) et 2" = (2pi1s ey 20)
Nous verrons dans le Lemme 2 page 27 que nous choisirons un changement de
coordonnées unitaire bien spécifique et que ce choix est crucial dans ’obtention
de nos estimations. En effet, nous aurons besoin que le sous-espace R" de C" soit
stable par ce changement de coordonnées. En fait, choisir un cone, comme dans le
Théoréme ci-dessus, c’est trouver une projection projection propre globale. Ceci est
énoncé par la Proposition ci-apres.
Proposition 1 Soit A un sous-ensemble algébrique de C" de dimension pure p. Si

la projection m : A—s C, est propre alors on a :
Ac{E, &) eC g <C+E])})
Avec

fl = (gla cee agp) et 6” = (fp—l—la . agn)a

ou C et s sont des constantes réelles strictement positives dépendant seulement de

A,

Nous nous bornerons juste & énoncer la Proposition 1 dont la démonstration figure

dans ([13|, Proposition 1, Page 389).

1.2.3 Multiplicité d’un point dans les sous-ensembles analy-
tiques

La multiplicité d'un point dans un sous-ensemble algébrique complexe de dimen-

sion pure p est donné par ’expression suivante :

Va e A, p(A) :== min{pe(7r| ;) : L € Gre(n,n —p)},
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ou Gre(n,n — p) est la Grassmanienne dans C” et 7y, est la projection orthogonale
définie par 7, : C" ~ L ® L+ — L*. On a toujours p,(A) > 1, pour tout a € A.
La multiplicité complexe j,(A) n’est autre que le nombre de Lelong du courant [A]
en a; ¢’est donc un invariant par biholomorphisme, cf ([9], Proposition 2, Page 120

et Page 190).

1.2.4 Paramétrisation de Puiseux pour une courbe analy-

tique complexe

Construisons la paramétrisation de Puiseux pour les courbes analytiques de C"
en adaptant la démonstration de (|9], Page 67).
Dans cette partie A est un sous-ensemble analytique de R" de dimension pure 1,
localement irréductible et A le sous-ensemble algébrique complexifié de A dans C",
tel que 0 € Agj,y (donc 0 € flsmg); la projection 7 : ANU — U' ¢ G (U =
U' x U" c C x C*" un polydisque) est propre.
Pour toute fonction holomorphe f au voisinage d’'un point a de C, nous noterons
ord, f 'ordre d’annulation de f en a : .
Pour toute suite d’entiers 0 < 1 < --- <[, < k—1,0u k € N et r € N* tel que

1 < r < k, nous noterons I'ensemble :

RS> — U |:0,ei27;clj:| ‘

1<i<r

Proposition 2 Sous les hypothéses et les notations décrites ci-dessus, il existe une

paramétrisation de Puiseuzr ¢ : D(0,1) — ANU définie dans un voisinage ouvert

du disque unité fermé D(0,1) de C; vérifiant les assertions ci-dessous.

— o p(2) = (c2F,9ha(2), ... ,n(2)), (V2 € D(0,1)), oi k = pg(A), les 1; sont
holomorphes dans D(0,1) avec ordy ¢; > k et ¢ € C une constante dépendant

de .

— o [ existe des entier30<l1<---<lrj<k—1 (resp. 0 <l < - <l'_ <

Ta
k—1), oury (resp. v ) estle nombre de branche(s) de la courbe réelle A dans
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U, ayant 0 comme extrémité, au-dessus de [0,1] C D(0,1) (resp. au dessus de

[—1,0] € D(0,1)), de sorte que w‘n<*f§> (resp. 90|R<u7> ) paramétrise
ANUN{(z1,...,20) € C": Re(z) € [0,1]}

(resp. ANUN {(z1,...,2,) € C" : Re(21) € [-1,0]}).

-Preuve : A est de dimension complexe 1, Asmg est un ensemble discret. Donc il
existe un polydisque U = U’ x U” € C x C*! tel que 7<>(0) N AN U = {0},
ot 7 est la projection. Nous avons supposé que le sous-ensemble algébrique A est
localement irréductible; il sensuit donc que le complexifié A est localement irré-
ductible, ceci d’aprés ([15], Proposition 2, page 92). La projection 7|y est supposée
propre, d’aprés le Théoréme de structure des sous-ensembles analytiques complexes
(ANU, 7, U") est un [-revétement holomorphe ramifié. Fixons un point a € ANU tel
que a; € R ot a; = 7(a). Soit v : [0,r1[— A le relévement du segment [0, 7[C C
passant par a dans A (i.e 3ty € [0,71[, v(to) = a, Vit € [0,r1], Tov(t) = t). Ce
relévement existe car (ANU, 7, U’) est un l-revétement holomorphe ramifié. Comme
ANU est irréductible A N U \ {0} est connexe. Ceci nous permet de dire que
T, =7<""({z€C: |z =r})NA, Vr€|0,r], est une courbe de Jordan fermée.

Donc le triplet (I'y, 7, |2z1] = r) est un l-revétement. On peut ainsi construire une

kt

unique paramétrisation v, : [0, 2r[— T, telle que 7o, (t) = re?*, avec 7,(0) = v(r).

= (D) = (£) e

La fonction ¢ est holomorphe et injective sur (AN U)\ {0}. Donc d’aprés le Théo-

Définissons donc :

réme de prolongement de Riemann des fonctions holomorphes sur les singularités, la
fonction z : D(0,1) — ANU, telle que ¢ — 2z(C) est une injection holomorphe. Ainsi
nous obtenons une paramétrisation de Puiseux pour 0 € fismg. Comme le point a
n’est pas dans 7(Aging), on adonc {a°,... ,a*~'} = 7<71>({a;})NANU, en prenant
par exemple a = a°. D’aprés la construction de la fonction z(¢), nous pouvons or-

- 2iml

donner les points (a')ieq,... k—13, de sorte que ((a') € [0,e" 7% |, VI € {0,... , k —1}.
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Définissons les ensembles ci-dessous :

E<k> = U [O,ei%} :
0<I<h—1
et R<F> la partie de £<%> telle que
R = | [o,eimyj}, (1.1)

1<<rk

271'lj

ot 7} est le nombre de branches, ayant pour extrémité 0, dans AN U et [0,e" % |
est un segment paramétrisant une branche de A N U au-dessus du segment [0, 1].
Bien siir, 'entier naturel r; ne peut dépasser k et est toujours plus grand que 1.
Ainsi 90|R<rj,> paramétrise analytiquement la partie de la courbe réelle A au-dessus
du segment [0, 1]. Pour les branches de AN U au-dessus de [—1, 0], on se raméne au
cas des branches au-dessus de [0, 1] par une rotation d’angle 7. W

Si v est un vecteur tangent dans C'(A,0), toutes les branches d’extrémité 0 de
la courbe A N U sont paramétrisées localement en 0 par 90|7z<u+1> ou 90|7z<’"2>' Donc
pour le vecteur tangent v, il correspondra une branche de A N U, a laquelle il est
tangent, et donc un segment de R<"4> et R<"2>, du type 0, eiQTﬂ] paramétrisant la
dite branche par ¢| 0o %] Bien str, la géométrie de R<TA> et de R<"4> dépendent

de la nature de la singularité de la courbe algébrique réelle A.

Lemme 1 Soit A une courbe algébrique de C" irréductible et a € flsmg. Si k est
l’exposant de la paramétrisation de Puiseuz, alors k est aussi la multiplicité de la
singularité compleze de A en a.

-Preuve :Définissons le produit scalaire usuel dans C* : V(u,v) € (C*)? avec u =

(Ury ... uy) et v=(v1,...,0,)

j=n
(u|v) == Zuﬂj.
=1
Soient L € Gre(n — 1,n), u € Lt et v2,--- ;o™ € L tel que (u,v?, ... ,v") soit une
base C-orthonormée. On a bien :

1
(Cué (@ (Cvj> =C",

2<j<n
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on en déduit donc que :
Vze C", mp(2) = (z]u)u, L@ LY — L*.

On peut supposer, sans perdre de généralité, que a = 0. Soit la paramétrisation de
Puiseux de A en 0, 2(&) = (&%, ¥5(E), ..., Yn(€)), ot les 1p; sont holomorphes dans
D(0,1) telles que ordy(v;) > k, ¥j € {2,...,n}. Dans (9], Lemme 1, Page 107),

nous avons l'égalité suivante :

ordy(mg, 0 2(§)) = po(mr A)-

En identifiant Cu a4 C, on a

j=n
mo2(§) = <C§ku1 + ij(f)ﬂ]) u, VL€ Gre(n—1,n).

=2

On déduit trivialement que pug(A) =%. A

1.2.5 Fonction de Green avec pole a I'infini, inégalité de Bernstein-

Walsh et compact (HCP) de C"

Soit E un sous-ensemble de C", on notera la classe de Lelong, Lg(C"), que 1'on

définira comme ci-dessous :
Lp(C"):={ue PSH(C") :u|lp <0, 3¢, € R, u<c,+log(l+ |z},

ol |z| := maxi¢jcn | 2], avec 2 = (21,...,2,).

La fonction de Green avec pole la I'infini associée au compact E est définie ainsi :
Ve(z) :==sup{u(z) :u € Lg(C")}, (VzeC").

Il est possible de réduire 'ensemble Ly (C") pour définir Vi, si 'on suppose que E

est compact. En effet, si

LE(CY) :={ue PSH(C"): ulp =0, Jc, €R, u < ¢, +log(l+]z2])},



1.2. PRELIMINAIRES 25

on a

Vi (2) :==sup {u(z) 1 u € LE(C")NC>(C")}, (VzeC).

On appellera la régularisée supérieure de la fonction Vi la plus petite fonction semi-
continue supérieurement majorant Vz. On la note V}; et on la définit comme ci-
dessous :

Vi(z) := limsup Vi((), (VzeC").
(—z, (eCn

Si E est non pluripolaire (i.e. Vu € PSH(C"), E ¢ u~"'>(—o00)) la fonction
VZ € PSH(C"). Nous avons le théoréme approximation de Vi da a Siciak et Za-
harjuta (|21]).

Vi = log(®5) (1.2)
ol
®p(2) = sup {\p(z)\m pECzr,... 2, Ipll, <1, deg(p) > 1} . (Vzeam),

ot ||-||; est la norme uniforme sur le compact E. A partir de 1’ égalité (1.2), nous

déduisons trivialement I'inégalité de Bernstein-Walsh :
p(2)| < |Ipllg €9t PVE) vy € Clzy, ..., 2], (V2 € CH). (1.3)

On trouvera plus de précisions sur les démonstrations des propriétés de la fonction
de Green avec pole a l'infini dans ([12]).

Si E est un compact de C", non pluripolaire, nous dirons que F vérifie la propriété
(HCP) (Holder Continuity Property), s'il existe dyg, C, o > 0 des constantes ne

dépendant que de E telles que :
(V6 € [0,60]), (V2 € C", d(2,F) <0) = Vr(z) < Cé* (d métrique Euclidienne).

Si un compact vérifie la propriété (HC P), la fonction Vg est continue ; ceci implique
que le compact E est L-régulier.

Nous dirons que E est localement (HCP), si pour tout a € E, il existe ¢ > 0, tel
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que ENB(a,e) vérifie la propriété (HCP). Nous écrirons plus simplement que E est
(HCP) ou E est localement (HC P). Parfois, par abus de language, nous préciserons
la valeur de la constante « en parlant (HCP) d’exposant ou d’ordre «, s’il n’y a pas
de confusions possibles.

Il faut noter, qu’avec I'inégalité de Benstein-Walsh (1.3) et les inégalités de Cauchy,
les compacts (HCP) admettent des Inégalités de Markov.

Cette notion (HCP) a été introduite par Plesniak et Pawlucki dans 'article ([17]).

1.2.6 Critére de Sadullaev

Enoncons le théoréeme de Saduallaev qui est une caractérisation des sous-ensemble

algébriques complexe de CV.

Théoréme 3 (Critére de Sadullaev) Si A est un sous-ensemble analytique connexe
de C", alors la fonction de Green avec pole a l'infinie Vi est localement bornée dans

A si et seulement si A est algébrique.

-Preuve : c.f. la démonstration de ([18], page 497, Théoréme 2.2). N

1.3 Continuité de Holder de la fonction extrémale

dans le sous-ensemble algébrique A

Dans cette partie, nous allons affaiblir la notion (HCP) pour les courbes algé-
briques de R" (n > 2) en la restreignant au sous-ensemble algébrique complexifié.
Pour ce faire, nous introduirons la métrique des géodésiques dans la courbe com-
plexifiée et nous verrons, modulo une certaine compatibilité pour cette métrique,
que cette notion (HCP) impliquera encore 'existence d’inégalités de Markov tan-
gentielles.

En définitive, il ne sera pas nécessaire de montrer la propriété (HCP) dans C", mais

seulement dans une partie de dimension complexe 1.
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1.3.1 Prolongement de la paramétrisation de Puiseux pour

les courbes algébriques complexes

Pour obtenir le prolongement de la paramétrisation de Puiseux construite dans
la Proposition 2 page 21, il est nécessaire de construire une projection globale 7 :
A — C, propre.

Proposition 3 Soient G = G' x G", ou G' et G" sont deux sous-ensembles ouverts
respectifs de C° et C™ (m+p =n), et 7: (2, 2") — 2’ une projection. Soit A un
sous-ensemble analytique de G tel que 7 : A —s G' soit une application propre,
alors A" = 7(A) est un sous-ensemble analytique de G' et le nombre de pré-images
Y {'}), (¢ € G") est localement fini dans G'. Si, de plus, G = C", G' = CP et A
est un sous-ensemble algébrique de C*, alors A' = 7r(f~1) est ausst un sous-ensemble
algébrique de CP.

On trouvera la démonstration de la proposition 3 dans le livre de Chirka ([9], §3.2,
page 29).

Lemme 2 Soit A un sous-ensemble algébrique de R™ de dimension 1 et A son
complezifié dans C* tel que A = ANR", alors il existe | une transformation unitaire

de C" telle que (R™) =R™ et w: [(A) — C; soit propre.

-Preuve : On injecte C" dans P,(C), H, sera I'hyperplan a linfini identifié a
P, 1(C) dans P,(C), de sorte que P,(C) = P, 1(C) UC". La courbe A est alge-

brique dans R, donc il existe des polynomes py, ... ,ps dans Rlxy, ..., z,] (s € N¥),
tels que :

A={z e R" i pi(z) =+ = ps(x) = 0}.
Si d; est le degré du polynome p;, pour tout j dans {1,...,s}, nous avons alors la

décomposition suivante pour tous les polynomes p; :

p]'(‘r) = hj(l‘) +Qj(l‘)7 (Vj € {1’ SR 73})7

ol les h; sont des polynomes homogenes dans Rlzy,...,z,] de degré d; et les g,

sont des polynomes dans Rz, ..., z,] tels que deg(g;) < d;. Considérons le sous-
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ensemble algébrique projectif V', défini comme ci-dessous :
Vi={[z] € P,ui(C) : hy(z) =+ = hs(2) = 0},
ou
V C Ho, HO = Pn—l((c)

Le sous-ensemble algébrique projectif V' est bien défini puisque les h; sont des po-
lynomes homogeénes et V' est propre, car les h; ne sont pas tous nuls. Maintenant

identifions Gre(n, 1) et P,_1(C). Soit
L:= {ZGGT@(n,l):ZCfl},

il est évident de voir que £ est un fermé d’intérieur vide dans Gre(n, 1).

Posons :

M = Gre(n, 1)\ £,

il s’ensuit que M est un ouvert partout dense dans Gr¢(n, 1). Définissons I’ensemble

suivant :
B:= {IN, € Gre(n, 1) : Jv, €ER™, |jvall, =1, L = Cup, [va] & V} .

De toute évidence B # (), car deg(h;) = deg(p;) implique que V est au plus une
hypersurface. Supposons maintenant que B ¢ M. Donc il existe L dans B tel que
L ¢ M. 1l s’ensuit que L C A. Choisissons v, dans R” tel que L = Cu,, puisque L

est dans B, et posons L = Rv,. Nous avons :
LcLcA=LcCA.

Donc

(VA ER), pi(Av,) =" =ps(Av,) =0,

soit encore

1 1
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Si A — o0, cela nous donne :
hl(vn) == hs(vn) =0,

ce qui veut dire que [v,] est dans V', or cette derniére assertion contredit ’hypo-
thése que L est dans B. En conclusion B C M. Soient, maintenant, les polynomes

homogénéisés des p; définis comme ci-dessous :

ds V4 Zn .
Pi(205 -+, 2n) == 2" Dj <—1,... —> . (Yjed{l,... s}).

20 ’ 20

Les pj sont des polynomes homogeénes de Clzg,- -, zn]. Considérons A la variété

projective de P, (C) définie comme ci-dessous :
Fim {8 € P(©) i () = - = pi(2) =0}

Etant donné que pour tout j dans {1,...,s}, on a p; = pjlcn, il sensuit que
A = C'N A Comme A est fermée, nous en déduisons successivement les inclu-

sions suivantes :

AcAet A\AcC A

De plus le N Hy = V, par conséquent An HyCV, et AN Hy = 0. Avec I'inclusion

ci-dessous :
AcAcaA
on a
AcAnC c AnC = 4,
donc

A=AnCc =Anc.
Montrons que Z\/I CV.Ona

AN (HyuC") = (ZQHO) U (Zm@") - (ZmH()) U A,

b

comme A = (Z\ ) U A, on déduit I'égalité ci-dessous :

(Z\A) UA= (ZHH[]) UA (O))
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Choisissons [2] € Z\ A, on a [z] € A. De 'égalité (1), on déduit que [2] € AnH,,
soit A \ Ac An H,. L’inclusion voulue est démontrée, sachant que nous avons
ANH,CV, dou :

A\AcVcH,
Choisissons maintenant L dans B. Nous avons L ¢ A et L ¢ A. Il s’ensuit que LN A
est une sous-ensemble algébrique propre de L. Comme L est de dimension complexe
1 et A algébrique, L N A est fini, donc L N A aussi. Construisons maintenant la

transformation unitaire /. Choisissons v, dans R” tel que ||v,|l, = 1 et Cv, = L (L

est dans B). Rappelons que C" est muni du produit scalaire ci-dessous :

j=n
j=1
ouz = (z1,...,2n), ¢ = ((1,...,C). Construisons par le procédé d’orthonorma-

lisation de Gram-Schmidt une base R-orthogonale dans L‘*. Nommons cette base

(v1,...,0,1). Le systéme (vy,...,v, 1) est C-libre. Nous avons donc
dim¢ Vecte (v, ... ,up_1) =n — 1.
Il s’ensuit que :
Vecte(vr, ..., vp_1) = L tel que L@ L' =C".

(Z\A)mchn(aJri) B, (Vac A,

car V est un sous-ensemble de Hj et [v,] n’appartient pas & V. Cette derniére

assertion montre que la projection ci-dessous :

T . A — L't (Oy)

est propre.
D’aprés la construction de L et L*, il existe donc une unique transformation unitaire

de C" notée [, telle que :

(h(vi)lex) = b5k, (Y, k€ {L,...,n}),
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avec 0; ; symbole de Kronecker, ot
On déduit de ce qui précede, c’est-a-dire ($9), que la projection :

7T1 . ll (A) — (Cnfl

(2 2n) — 2

est propre. Notons maintenant A; = A. D’aprés la Proposition 3 page 27, 7' (I(4;))
est algébrique dans C, ;. Construisons par récurrence descendante la suite (¢, I;, /L),

pour tout 7 € {2,...,n — 1}, telle que :
™ L(A) — Cpyy, A=t (lifl(fiifl)> , Vie{2,...,n—1},

ot ' est une projection propre telle que 7 (R" ) = R~ 1, A; est un sous-ensemble
algébrique et /; est dans O(C, n—1i), ’ensemble des transformations unitaires de C"~*

et [;(R" %) = R" %, Nous avons les inclusions suivantes :

;o O(Ci) — O(Cli+1
g (€1) ( ) vie{n.. .n-1},
lp—iv1 ¥ lnpoip1 @ idc,,,,
oit C;y est le sous-espace {O¢i-1} x C de C". Il s’ensuit que si 'on pose [ = (I @

idcy, ) 0o (la @idey, ) o i, I est dans O(C, n), telle que [(R*) = R". Si 'on pose

n

T=n"0---omt ou 7" :l,_1(A,_1) — C; est la projection propre choisie comme

7! pour le sous-ensemble algébrique A,_;. On a donc :

(21,2 y20) — 2

est propre car toutes les projections 7 le sont, donc 7 et [ vérifient les conditions

requises du lemme. W

Proposition 4 Supposons A une courbe algébrique de R™, localement irréductible,

telle que 0 € /ng et ¢ la paramétrisation de Puiseuzr de la Proposition 2 page
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21. Modulo un changement de coordonnées unitaire dans C", laissant A dans R",
il existe W une application holomorphe définie dans Q' ouvert de C partout dense,

avec D(0,1) C ', telle que V|51 =1 et
U(2)| SO+ [2[T), (V2 €Q),
ot Cet s sont des constantes réelles strictement positives ne dépendant que de A.

-Preuve : On peut donc choisir, d’aprés le Lemme 2 page 27, un changement de
coordonnées unitaire et une projection 7 : A — Cy, (&, ..., &) = &, propre
telle que 7(R?) = R. Comme A est algébrique, d’aprés la Proposition 1 page 20, il

existe deux constantes réelles strictement positives C, s telles que :
1
(& + -+ l&l”)? < CA+ &) (1.4)

La projection 7 est propre et A est algébrique de dimension complexe 1, donc il

existe o7 C C; un sous-ensemble fini contenant 0 (car 0 € Asmg) de sorte que :
7 A\ 1< (01) — C\ 0y
soit un r-revétement holomorphe (r € N*), avec
Vzy € C\ oy, card (7r<’1>(zl) N fl) =r.

Donc pour tout 2, € C; \ oy, il existe de V,, ;, (Vj € {1,...,r}) des ouverts de

A\T<"'>(01) et W,, € Vg, (21) (voisinage ouvert de z; de C;) avec o, ; des fonctions

holomorphes dans W,,, (V5 € {1,...,r}).

it Wy — Vi
£ — ({06
Posons Q2 = C; \ A, ou A est un ensemble fini de demi-droites de C; ayant pour
origine tous les points de oy, contenant en particulier [0, +o0c[, rendant ainsi € sim-
plement connexe!. En appliquant le Théoréme de la monodromie, il existe a, . .. , o,
des fonctions holomorphes dans € telles que :

(Vzl € Q), (ElWZl € V(C1 (Zl)), (Vj S {1, e ,’I“}), Oéj‘WZI = Oz ,j-

!L’auteur remercie Julien Duval pour cette idée.
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Comme la projection m : A — C; est propre, alors il existe U un voisinage ouvert

de 0 dans C*, ot U = U’ x U" C C x C*! tel que la projection :

mlp:  ANU — U
(517"';571) L 51

soit une application propre et vérifie 7<~1>(0) NANU = {0}, cette derniére assertion
est possible car o; est un sous-ensemble discret de C;. Le sous-ensemble algébrique
ANU est irréductible, car la courbe algébrique réelle A est supposée localement
irréductible cf. ([15], Proposition 2, Page 92). D’aprés le théoréme de structure
locale des sous-ensembles analytiques, il existe oo C C; (09 C o07) fini tel que
m: (ANU)\ 75 (03) — C; \ 0y soit un k-revétement holomorphe ramifié
(k € N*). Construisons la paramétrisation de Puiseux associée a la singularité 0 de
A a partir de la projection 7|y comme dans la Proposition 2 page 21. Notons cette

paramétrisation :

p(2) = (c2*,9(2)), (V2 € D(0,1)),

Considérons les secteurs suivants :

2 2m(g + 1
S; = {zED'(U,l):%<arg(z) g%}, (Vje{0,...,k—1}),

ott k = pe(A) et D'(0,1) = D(0,1) \ {0}.

Posons les changements de coordonnées locales suivantes :

9]'2 D'( 1) — Sj

0,
e — O

c

Les fonctions §; sont holomorphes dans D'(0, 1). Posons :
SJI = Sj \ Aj, Aj = GJ(A) et Qj = GJ(Q),

on a I'inclusion suivante Q; C S} et d’aprés le Théoréme de I'image ouverte, €; est

ouvert. Il est clair que S} paramétrise par ¢; dans D(0,1) \ A € D'(0,1). Donc la

fonction ¢ o f; paramétrise un morceau d’une feuille au-dessus de D(0,1)\ A C C;.
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On en déduit I'existence d'un o, tel que ) 0 0; = a;, sur D(0,1) \ A. Comme par
construction la fonction a;; est holomorphe dans 2 > D(0,1) \ A, donc la fonction
1) se prolonge sur 'ouvert €2; en une fonction ¢; holomorphe dans €2;. De I'inégalité

(1.4) on déduit que :
i) < 1+ )%, (V2 €Q)), (V€ {0, k- 1}).

Comme les prolongées t; coincident sur ©; N D(0,1) avec 1, alors d’aprés le Théo-

réme du prolongement analytique, ¢ se prolonge sur 'ouvert Q' défini par :
o= U o
1<j<k—1

Soit ¥ sa prolongée, elle vérifie donc :
Vze Q' [U(z)| < e(l+ o),

avec ¥ =C;. 1
Dans le corollaire suivant, nous démontrons, une version globale du théoréme des

fonctions implicites.

Corollaire 3 Soient A une courbe algébrique réelle de R" localement irréductible
et xo dans Areg fixé. Modulo un changement de coordonnées unitaire laissant A
dans R", il existe une paramétrisation holomorphe p(z) = (cz,1(z)), telle que ¢ :
D(0,1) = ANU, oa U = ¢(D(0,1)) et o(]—1,1]) = ANU. Cette paramétrisation

se prolonge dans un ouvert ) de C partout dense, telle que :
W(z) <e(l+[27), (V2 €Q),

ol ¢ et s sont des constantes réelles strictement positives dépendant uniquement de

la courbe A.

Etant donné la forte similitude de cette démonstration avec celle de la Proposition

4 page 31, nous omettrons volontairement les détails.
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-Preuve : D’aprés le Lemme 2 page 27, il existe un changement de coordonnées

unitaire laissant A dans R", tel que la projection,

T A — G
(21, ,20) —> 21,
soit propre. Sans perdre de généralité, on peut supposer que zop = 0 et 0 € A,y 1l

existe o un sous-ensemble, formé de points isolés, inclus dans C, tel que
m: A\ 7> (0) — C\ o,

soit un r-revétement ramifié. En opérant de la méme maniére qu’a la Proposition 4
du page 31, il existe un ouvert 2 de C partout dense et simplement connexe et des
fonctions o (5 € {1,...,r}) holomorphes dans € telle que ¢» = a;|p(o,1). Comme la
projection 7 est propre et que la courbe A est algébrique, on a, d’aprés la Proposition

1 page 20, on a I’estimation suivante :
W) < el +]2), (V2 €Q),

d’ou le Corollaire souhaité. H

1.4 Estimation de la fonction extrémale

Nous allons estimer la fonction de Green avec podle a I'infini sur un voisinage de
la courbe algébrique réelle.

Nous conviendrons, dans ce qui suit, que les hypothéses sur la courbe algébrique
A sont les mémes que dans la Proposition 4 page 31 et que la paramétrisation de
Puiseux ¢ construite identiquement a la Proposition 2 page 21, donc prolongeable

comme dans la Proposition 4.

Proposition 5 Soit A une courbe algébrique de R localement irréductible, modulo
un changement de coordonnées unitaire laissant A dans R", il existe des constantes

réelles ci, co,e¢ et py strictement positives dépendant uniquement de ¢, ot g9 < p1,

telles que : (Ve € [0,0[), (Vz € D(0,p1)),
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VAQB(O,ClEk) o 80( ) C2VR<T+> ('Z)
(1.5)
(resp. VADB(U,clsk) © QO( ) C2VR<7‘A> ('Z) )

avec

RA> = U [O,eﬂzﬂ} , | resp. R<747 = U [O,Giljclﬂ] :
1<rk 1<5<r;,
otk = po(A), 7§ (resp. r3) est le nombre de composantes connexes de ANB(0, ¢;%)N
{(z1,...,2n) € C" : Re(z1) > 0} (resp. le nombre de composantes connexes de AN
B(0,c12%) N {(21,... . 20) € C" : Re(z1) < 0} ). Les ensembles R<4> et 0 < ky <

<kt <k (resp. R<"4” et 0 < k) < -+ < k;ﬂ < k) sont construits comme dans

la Proposition 2 page 21.

-Preuve : Montrons I'estimation (1.5) pour R<"A> seulement, la démonstration est

identique pour R<"4>. Notons la paramétrisation de Puiseux :

p(2) = (c2¥,92(2) ... ,¥n(2)), (V2 € D(0,1)),

comme dans la Proposition 2 page 21. Soit gy € ]0, 1], il existe une constante réelle
c1 > 0, dépendant de c et des vy, telle que ¢(D(0,¢)) C B(0,cie¥), pour tout € dans
]0, 50[.

Notons les inclusions suivantes : (Ve € ]0, g¢[),
C(RSTA>) C A, @(sR<"4>) € AN p(D(0,2)) C AN B(0, ¢;=%). (1.6)
Ce qui nous donne :

LAOB(O,clsk)((C ) - LAﬂnp ((Cn) ((Cn)

( R<’r‘
Nous allons directement majorer la fonction Vyqp(,,-#)- D’apres la Proposition 4
page 31, la fonction ¢ se prolonge holomorphiquement dans I’ouvert €2 de C partout

dense, telle que :

max [;(2)] gC’(l—i-‘zk‘S), (Vz € Q). (<)

2<5<n
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Montrons que A N B(0,c;e¥) n’est pas pluripolaire dans /Nl, pour cela étudions

2160

P[] tel que 0 < a < € et L,.C ER<TA>

Notons D(0,1)" = D(0,1)\ {0}, par définition de p on a: ¢'(z) # 0, (Vz € D(0,1)").

©(eR<r4>). Soit le segment L,.=e

Quitte a prendre « plus proche de £, d’aprés le Théoréme des fonctions implicites,

on peut supposer qu'il existe un ouvert U de Q tel que :
¢l : U — V soit un biholomorphisme, avec L,. C U € D(0,1)",

ou V = ¢(U) c A. Supposons que K,. = ¢(L,.) soit pluripolaire dans V, done,
il existe u € PSH(V), telle que u Z —o0 et u|g, . = —oc. Il s’ensuit que u o ¢ est
sousharmonique dans U telle que u o ¢ # —oc et u o ¢|r,. = —oc. On conclut que
L, . est polaire, ce qui est une contradiction étant donné que L, . est un continu de
C. Par conséquent, ¢(L,.) n’est pas pluripolaire dans A. Comme L,. C 5R<’"3>,

on affirme que gp(eR<’"X>) n’est pas pluripolaire dans A, donc A N B(0, ¢;e%) n’est

pas pluripolaire dans A.

00
loc

c.f. (|18], Page 497, Théoréme 2.2) et donc d’aprés ([18],Page 501, Proposition 3.4)

D’apres le critére de Sadullaev, Vanp( c,-+) est dans L (fl), car A est algébrique

il existe une constante réelle C'4 . > 0 telle que :
VAﬁB(O,clak)(Z) < CA,E + log(]- + ‘Z‘), (VZ € /I)

SOlt u € LAﬁB(O,clé‘k)(Cn)) :

uop(z) < Cypae+ kslog(l+ |z]), (VzeQ), (©0)

ou le réel ks est celui de 'estimation (<) ci-avant.
Soient p une constante réelle dans |eg, 1[ et H, la fonction définie comme ci-dessous :
E

H,(2) := ks - log" (7> ., (Vze ), (Vp€ ey, 1)),

ou
7 :=max(0,z), (Vz € R).
La fonction H, est sous-harmonique dans C, (Vp > 0) et vérifie les propriétés ci-

dessous :
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1. Hy(2) =0, Yze D(0,p), (Vp € leo, 1]).
2. Hy(z) > —ks-logp, (Vze€ C\ D(0,1)), (Vp € ]eg, 1]).

3. Hy(2) < ¢, + ks-log(l +|z]), (Vz € C), ol ¢, est une constante réelle

strictement positive.

Les assertions 1., 2. et 3. sont immédiates & montrer. Maintenant, nous allons prouver

que l'on peut choisir p dans Jeg, 1] de sorte que :
H,(z) 2 uop(z), (Yu€ Lanpoe:+)(C")), (V2 €Q\D(0,1)). (O00)

Pour cela minorons A,(z) := H,(z) —uog(z) dans Q\ D(0, 1), pour le moment p est
fixé dans ]eg, 1[. En réorganisant les termes et I'estimation (<), on a la minoration

suivante :
Ay(z) = —ks-log(p) — Cpae — ks -log(2), (VzeQ\D(0,1)).

c €
Sip< %e*%, on a bien A,(z) >0, (Vz € Q\ D(0,1)). Quitte a diminuer 4 > 0,
C €
on peut choisir p; dans |eg, 1] ﬂ}O, 1e” L {, tel que A, (2) > 0 pour tout z dans
Q\ D(0,1).

Comme D(0,1) est dans Pouvert Q, ceci d’aprés la Proposition 4 page 31 et que
'estimation (G<OCO) est valide pour p = py, on a

limsupuo¢(() < Hy, (2), (Vz € 09Q),
(—2,(eN

donc d’aprés ([12], Corollaire 2.9.14, page 69), la fonction :
max(uo o(), Hp(2),  2€9

Wm (Z) =
Hﬂl('z): z€C \ Q

. o . 1
est bien définie et sous-harmonique dans C. De plus W, € L5R<’"X>(Cn) et
Woilpo,) = uo @, ceci d’aprés les propriétés de H,, , énoncées plus haut, 1. et
3..

Il s’ensuit que

uop(z) KWy, (2) < ksVegers(2), (V2 € D(0, pr)).
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Nous concluons donc
U o QO(Z) < kSV;R<Tj‘—> (Z), (VZ € D(O, pl)), (Vu € LAﬁB(O,clgk)((Cn))' |

Pour ne pas alourdir la démonstration de la Proposition 5, nous n’avons pas
détaillé I’hypothése o la multiplicité k£ prend la valeur 1. Rappelons que nous avons
supposé que 0 est un point de Ay, 4, donc nécessairement la multiplicité £ du point
0 est supérieur ou égal a 2. Ceci dit, I'obtention de 'estimation (1.5), pour les points
non singuliers de A, ne différe pas quant aux techniques de démonstration utilisées,
il faut seulement substituer la Proposition 4 page 31 au Corollaire 3 page 34. C’est

pourquoi, il ne nous semble pas nécessaire de démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 4 Soit A une courbe algébrique localement irréductible de R™, telle que
0 € Ayey. Modulo un changement de coordonnées unitaires laissant A dans R", ils
existent des constantes g, p, ¢1 et co réelles strictement positives dépendant de la
paramétrisation p(z) = (cz,v¥(2)) du Corollaire 3 page 34, telles que

e si1 (€ Areg\aA,

(V"5 € [0760[)7 (VZ € D(Oa p))a VAQB(O,cls) © QO(Z) < CQW*E,E}(Z) (17)
esi0€ A NOIA,

(Ve € [0,20]), (72 € D(0,9)), Virsoein 0 9(2) < Vioa() (18)

Lemme 3 Soient b un nombre complexe appartenant a eI, |b| #¢ (I =[-1,1] C

C) et r strictement positif tel que r < e — |b|. Alors :

sup ‘/EI < ClOg(l + T)a
D(b,r)

N 2
0U € = max {1’ dist(b,aal)} :

-Preuve : Sans perdre de généralité, on peut supposer b strictement positif. Pour

démontrer le lemme ci-dessus il suffit d’estimer supp ) Vp oit I' = [2b — ¢,¢]. On

: . 2
sup Vp = log S + ( i ) -1
D(0,r) e—b
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Nous rappelons que la fonction de Green avec poéle a l'infini sur le segment [—1, 1]

dans C est connue :

Viin() =log* |2+ Va7 =1

., (Vze€C). N1

Lemme 4 La fonction Vi_y 1 vérifie la propriété de continuité de Hélder avec un

1

5, c'est-a-dire :

exposant
(V8 € [0,1))(Vz € C, dist(]—1,1],2) < 8) = Vi_y1(2) < C67 (HCP)

ou C' est une constante réelle strictement positive.

-Preuve : Nous ne donnerons la démonstration qui pourra étre trouvée dans (|16])

ou dans le livre de M.Klimek ([12]). H

1.4.1 Meétrique des géodésiques et continuité de Holder dans

le sous-ensemble algébrique A

Définissons la métrique des géodésiques dans A. Considérons I’ensemble (6[0’1}, 4)

des subdivisions de Iintervalle [0, 1] muni de la relation d’ordre suivante :
(Yo, 7 € Gjo,17); (0 < 7) <= (la subdivision o est moins fine que 7).

Maintenant, si v est une fonction de [0,1] dans A et o est une subdivision dans

S(o,17, nous définirons V,(7) de la sorte :

j=p-1

Vo) = [v(tjg1) = vty o= (to,... 1), (Vo€ &pu),
=0

bS]

.

N

ot ||z]|, := ( ;j 2j))2,  (Vz € C"). Définissons le sous-ensemble des fonctions a

variation bornée ci-dessous :

CVBE (0,1, 4) = {wec%[o,u,fl):v<o>=5l,v<1>=&, sup Vm><+oo}a

066[0,1]
ou C°([0,1], A) est 'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans A. On peut

définir, désormais, une métrique dans A de cette maniére,

A€, &) =t {V(7): 7y € CVBES(0,1, A) ), (v&, & € A),
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ol
V(y) := sup {Vg(v) o= 6[0,1}} )

11 est clair que d(-,-) définit bien une métrique dans A.

Lemme 5 Soit A une courbe algébrique de R™ localement irréductible et & un point
firé dans A; On consideére Uespace métrique (A,d), ou d(-,-) est la métrique des
géodésiques dans A et o(z) = (cz*,¢(2)) la paramétrisation de Puiseux de la Pro-

position 2 page 21, telle que ¢ : D(0,1) = U, p(0) =& et U C A ouvert.

— o 51 &y dans A, il existe c; et co des constantes réelles strictement positives

ne dépendant que de ¢ telles que,
(4] |21 — ZAQ‘ < d(gO(ZAl), QO(ZAQ)) < Co ‘21 — 22| s (Vél, 22 € D(O, 1)) (19)

- o Si & est dans fising, on peut rétrécir le voisinage U de & de sorte que

Asing NU = {50} tel que,
o [21]° < d(e(0), 0(81)) < 2 121", (V& € D(0,1)), (1.10)

ou k est la multiplicité complexe du point singulier & de A.

-Preuve : Commengcons par démontrer (1.9). Soient & € A, et ¢ : D(0,1) — U
la paramétrisation de Puiseux. Fixons Z; et 2, dans D(0,1). Choisissons v dans
CVBWED))([0,1], A) et 0 € Sy, telle que o = (tg,... ,t,). Sans perdre de
généralité, on peut supposer que & = 0. Posons & = ~v(tx), Vk € {0,...,p}.
Comme ¢ est surjective, il existe zp, ... , 2, dans D(0, 1) tels que zg = 2y, 2, = 25 et

& = ¢(2x), Yk € {0,...,p}. Nous avons I’égalité suivante :

Ld
Err1 — & = ©(2r11) — 0(2k) = /0 %@(tzkﬂ + (1 —t)z,)dt.

D’ou

17 (Err1) = 7(ER)lly = |2041 = 2]

1
‘/ cp'(tzkﬂ + (1 - t)Zk)dt
0

2
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1
2)2
)

ot les ¢; sont les fonctions composantes de ¢. Etant donné que & n’est pas un point

et donc

j=n

17 (Ee+1) = Y@y = 1241 — 2] (Z

j=1

1
/ @i (tzpgr + (1 — 1)z )dt
0

singulier, il existe une constante strictement positive ¢; dépendant de ¢ telle que :

J=1

1

2\ 2
) > C.

VU(’}/) 2 C1 |Zp — Zo‘ = C1 |22 — ZAl‘ s VO' € 6[0’1}, V’}/ € CVB(LP(QI)’('D(@))([O, 1],1&)

1
/ (p;‘(tzk+1 + (1 - t)Zk)dt
0

Donc on a

Il en résulte que
d(p(21), p(22)) = e1 |21 — 2o .
Pour l'autre inégalité , il suffit de voir que par définition de la métrique d(-,-),

on a

d . .
—p(tz + (1 —t)2y)

dpta) e < [ |5

car & est un point régulier de A, d’ou I'inégalité (1.9).

dt < g |2 — 2o,
2

Montrons maintenant I’estimation (1.10). Supposons que &, est dans flsmg. On

peut prendre £ = 0 sans perdre en généralité. La paramétrisation de Puiseux s’écrit :

p(2) = (2", ¥a(2), .., ¥a(2)),

ou les fonction v sont holomorphes dans D(0,1) telles que ordy(1;) > k.Pour fa-
ciliter la lecture des calculs nous noterons k;(0) I'ordre de ordy(v;). Rappelons que
nous avons U N Asing = {0}.

Nous allons commencer par montrer qu’il existe p dans |0, 1] tel que,
le(2)ll, = ¢, 121", ¥z € D(0,p),

Les fonctions composantes ¢, sont holomorphes dans D(0, 1), on peut donc les dé-

velopper en série :
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0)

En factorisant par 2% et en appliquant les inégalités triangulaires, on obtient :

oo

ki (0) 1 Hk1(0) o7 j
@l > [0 | 2o et - X g5 | (e Do),
J=ki(0)+1
Avec les inégalités de Cauchy :
- j k)
> T < S O Wl (V2 € DO,p))
j=ki(0)+1 j=ki(0)+1

ou la constante p est dans 'intervalle ]0, 1], on obtient I'estimation ci-dessous :

o

o : p
> @W(U)Z] < le”D(O’l)ﬂ'

J=ki(0)+1
Si maintenant, nous faisons tendre p — 0 le membre de gauche tend & son tour vers

0, il existe donc p; €]0, 1], tel que

oo 8j j 1 akl(o) y b oo
E : <
=k ()41 027 77bl(0)25 B 2kl(0)' 82’“!(0) 77bl(0) ) ( z € (O,pl))’ ( )
=k

sachant 2.7 (0) # 0, car k;(0) = ordy(¢;). En introduisant (&<) dans (<), nous

52k1(0)
obtenons l'inégalité suivante :
Hki1(0)

02k (0

‘wl(z)‘ 2 |z‘kl(0) )wl(o) ) (VZ € {1:"' 7n})a (VZ € D(O:pl)):

2k;(0)!

Si 'on pose p = miny¢<,(p;), il s’ensuit

Ve 4 W@ + -+ a0 > el ¥zeDO.p). (L1

Fixons #; dans D(0,1), soit v un chemin de C'V B©#(¢1))([0,1], A). Choisissons o =

(to, ... ,tp) une subdivision dans &g ;. D’aprés la construction de la paramétrisation
de Puiseux, dans la proposition 2 page 21, il existe zg, ... , z, dans D(0, 1), tels que
©(z;) = 7v(t;), pour tout j dans {0,...,p} avec |z;| < |zj11] et z, = 2.
Jj=p—1
Vo(7) = le(zj1) — @(2)ll, -

<.
Il
=)
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On peut trouver une subdivision oy de G 1) plus fine que o de sorte que z; soit
dans D(0, p). Donc d’aprés l'estimation (1.11) on a

Jj=p—1

Vio(7) = c|a|* + Z le(zj1) — @ (z)ll;, (1.12)

repensant que zg = 0.

Il nous reste & minorer les termes de la somme (1.12). Nous avons,

0(zjs1) — p(z) = /0 %gp(tzjﬂ + (1 —t)z;)dt, (Vje{l,...,p—1}),

1
2)5
)

1
/ E(tzj1 + (1—t)z;)Ftat|.
0

d’ou

l=n

lo(zj+1) = ©(2i)lla = |zj+1 — 2] (Z

=1

1
[ itz + 1))
0

ot les ¢; sont les fonctions composantes de ¢, donc

le(zie1) = @(zi)lly = 12501 — 24
En conclusion,
le(zi1) = @(z)lly = |(z3+0)F = (2)F] = 12" = |2%, Vie{1,....p—1},

car |z;| < |zj41], Vj € {0,...,p—1}. En reportant 'inégalité ci-dessus dans 'esti-

mation (1.12), on obtient
Vo (7) = min(e, 1) \zp|k = min(c, 1) |21|k .
L’inégalité ci-dessus est encore vraie pour tout o € Gjg1j, 0 = g9; d’out
V() = min(e, 1) |4]".
Nous pouvons conclure
d(0,0(2)) = ¢ |4, ¢ =min(e,1).
En ce qui concerne 'autre inégalité, il suffit de remarquer que nous avons,

dt,

2

a0 < [ Zetta)
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et ceci par la construction méme de la métrique d. Par un calcul similaire aux

précédents, nous déduisons que

/

oll ¢y est une constante ne dépendant que de ¢. W

dt < ¢ \él\k,
2

%90(&1)

Nous allons démontrer maintenant que la fonction extrémale Vinp(y, e -4y Vérifie
la propriété (HCP) dans A, muni de la métrique des géodésiques définie dans ce
paragraphe.

Proposition 6 Soit A une courbe algébrique de R"™ localement irréductible muni
de la métrique des géodésiques d(-,-) dans A. Alors, la fonction extrémale vérifie
la principe de continuité de Hélder locale dans A, pour la métrique d(-,-). Plus
précisément :

(Jeo, po €]0,1[) dépendant de xy, tels que (Ve €]0,20[), (Vi € 10, pol) -

- e S5i Ty € Asinga

VADB(zo,clsk)(f) < C('xU)Mﬁa (vg € BA(JZ‘(),EICILL)), (113)

ot k est la multiplicité compleze du point singulier o dans A.

@ Sixg € Apey NOA,

VAQB(IQ,Clﬁ)(é.) < C(l‘O)/'L%a (Vf € B,Zl(xﬂagﬂ)) (114)
- o Sixy € Ay \ 0A,
VAﬁB(mo,cls)(f) < C(l“o),u, (vé- € BA(«TOaé“/L))- (115)

Avec Bj(xg,r) = {f € A:d(x,§) < r}, r est un réel strictement positif et
C(xo) une constante strictement positive localement supérieurement magjorée.

-Preuve : Commencgons par démontrer (1.13). Comme nous I'avons fait dans les

démonstrations précédentes, nous pouvons supposer, sans perdre de généralité, que
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xo = 0. D’aprés la Proposition 5 page 35, modulo un changement de coordonnées
unitaire, il existe des constantes p, g et ¢y, réelles, strictement positives dépendant
seulement de la paramétrisation de Puiseux ¢ construite dans la Proposition 2 page
21, avec 0 < e <gyp < p < 1.

Soit € dans B 4 (g, e*u), d’aprés le (1.13) du Lemme 5 page 41, I'inégalité suivante

est vérifiée,
ek
bl

12" <
&]

ol p(2) =¢.

Qk}jﬂ'

D’aprés le (1.5) de la Proposition 5 page 35, on a :(Ve €]0,£¢]), (V0 € { —cjed{l, ... ,ri’l}}),

Vinp,aer) © 9(2) < Vpaq5(2) < &Ver(e ™2), (Vz2€ D(0,p))  (Oy),

oo € {+,—}et 0<e<p.

Choisissons 0 < pg < ¢; de sorte que :

(Vu €]0, o)) = (—1 < "),

2] : H k
— < — < p.
£ C1

Avec I'inégalité (0;) et le Lemme 3 page 39, car on a choisit yg de sorte que £2 < 1,

donc

nous déduisons :

Vansoze(§) < Vi <€w§> < Opir,
Pour démontrer (1.14) la technique de démonstration est identique, en effet soit
¢ € B;(0,ep), donc il existe 2 € D(0,1) tel que p(2) = & D’aprés le (1.9) du
Lemme 5 page 41, on a d(0,§) > ¢ |2, d'ott |2 < 2. On conclut avec le Lemme 4

page 40, on a :

N

Vansoze) (&) < Ve (2) < Cpue.

L’estimation (1.15) est identique & démontrer. W

1.5 Démonstration du théoréme 1

Avant de démontrer le Théoréme 1 page 17, nous avons besoin de ce Lemme.
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Lemme 6 Soit ¢ : D(0,7) — C" une application holomorphe définie dans le
disque ouvert D(0,r) de C (r > 0) telle que p(0) = 0. Notons ¢ = (¢1,... ,¢n)

et k = mini¢<n(ordo(p;)). Alors il existe un réel strictement positif ro qui dépend

uniquement de lapplication o, tel que : (Vp € Rz, ..., x,]), (Vr €]0,1r[), (Vz €
D(0,73)),
0 T
E(pocp)(z)‘2 < E/Q d9' _x ||p090||D(0,r0)_ (1.16)
> e T et ’

1<j<n
-Preuve : Les fonctions composantes de ¢ se développent en série entiére car ¢ est
holomorphe, donc : VI € {1,... ,n},
p(&) = a; &, k= ordy(g), ki >1
ki<j

Comme a;, # 0 pour z assez proche de 0, il existe r;, €]0, 1] tel que :

ft, Ve e D0, ),

i(§) > Co,l
d’ou

' ©)ll, > cp l€" " VEE€ D0, 1), 1o = min(ry), k= min (k).

1<I<n 1<i<n
19,
2k=1 92

s
2k=1 92

Majorons ‘ (po cp)‘ Il est aisé de voir que la singularité en 0 est artificielle.

(p o ¢) est holomorphe dans D(0, 7). Nous pouvons appliquer successi-

Donc

vement la formule intégrale de Cauchy a Zkl,l %(p o ), afin d’obtenir les inégalités

voulues.
1 0 1 1 1 po (&) d¢
- Y - - d
FigPe P =50 /C(z@ ¢k 2mi /C(c,g) (S
1 [% 1 1 [ pop(z+ Leil> 4 Leith
=5 r if: k—l—'/ resd e )d91d92’
2mi Jo (2 + Geif2)k=1 27 [/ seif
Vr €]0,r[, Vze€ D(0, g)
o Ipo gl
G, c [T 1 PO Pl Do)
< _ 9
190 ° p(z)| < p /0 o %em‘kq . do,
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Vr €]0,r0[, Vz e D(0, g)

D’ou l'estimation (1.16). W
Commencons par démontrer 1. du Théoréme 1.

-Preuve : Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que zo = 0 et que
0 € Aging.

Soit p un polynome dans Rlzy,...,x,] fixé. Si v € C(A,0) est un vecteur tangent
unitaire, alors la branche de A tangente & v est paramétrisée par @\qu ou W‘Rap
(p paramétrisation de Puiseux), ceci d’aprés la Proposition 2 de la page 21. On

2x

peut donc choisir [ un entier dans {0,...,k — 1}, tel que le segment [0,e'% | C

R<TA> UR<TA> et cp\[o paramétrise la branche de A a laquelle le vecteur v est

einTﬂ}
tangent. Pour des commodités d’écriture et de calculs, nous ne changerons rien au
, . j2Ur .
résultat voulu, si nous transformons le segment [0,e'"* | en [0, 1], par une rotation
dans C d’angle —QZT” (bien évidemment C est orienté dans le sens direct). L’ensemble

+ - . P :
R<"4> UR<"a> n’est en rien modifié par cette rotation.

D’aprés 'inégalité (1.16) du Lemme 6, on a :

C
[Dup(0)] < P o ¢l : (V7 €]0,m0), (1.17)

la constante rq est réelle strictement positive ne dépendant que de ¢. D’apreés le (1.13)

de la Proposition 6 page 45, il existe ji, 0 > 0 tels que : (V€ € A), d(£,0) < ¥y,

VAﬂB(J}o,ClEk)(g) S C’(:EO)/Lﬁ (Dl)

Quitte & diminuer la valeur de g, on peut donc écrire :

C
|D,p(0)] < ) [Po@lpoen: (Vi €D, pol), (Ve €]0,&]).

Estimons [|p o ¢l| avec le (10) du Lemme 5 page 41 que nous obtenons 1’esti-

0,ep)”

mation ci-dessous,

120 @l pio,e) < P15 0,eaempy» (Y €]0; po]), (Ve €]0, 20]), (1.18)
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(car o(D(0,2p)) € B4(0, c2(ep)")).
‘Dvp(0)| < ﬁ ||p||BA(O,02(£u)k) ) (V/L E]Oa MOD? (V& 6]0,80[),

avec l'inégalité de Bernstein-Walsh :

Cc

1Dyp(0)| < — [|p]l ooy €Xp [ deg(p)  sup  Vanpo.eehy | -
= (gp)k MHANBOech) B (0.ca(ep)*) NBe1et)

En utilisant la propriété (HCP) de la fonction de Green (CJ;), on obtient :
(VM E]Ua MOD) (V& 610760[)7

DO < 1 1Pl anoeneey 50 (Co degp) ()7 )
d’ou

DO < (o Il anaonery o0 (Co degphiet )
En posant = @, avec 0 < C' < o

~ k
/e [ Cldeg(p))?
mmWa#ﬁ% : 1Pl anp(0.cret -

Le 1. du Théoréme 1 page 17 est donc montré.

Pour démontrer 2. et 3. du Théoréme 1, la démonstration est techniquement
identique, seulement il faut utiliser le (1.14) et (1.15) de la Proposition 6, le (1.9)
du Lemme 5 page 5 et le Lemme 4 page 40. N

Un exemple intéressant a été démontré par Bos, Milman, Levenberg et Taylor
(|7]) d’inégalités de Markov tangentielles sur certaines courbes algébriques de R?.

Ils montrent que ’exposant k est optimum sur les courbes de type :
I={@" 1) :te0,1]},

oll p et q sont deux entiers naturels premiers entre eux, tels que p < ¢. Pour des
inégalités globales, ils montrent que k£ ne peut étre plus petit que p. Or cet entier k
est aussi la multiplicité complexe du point (0,0) de la courbe algébrique complexi-

fice T de T, sans oublier que tous les autres points de T’ sont des points réguliers,
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donc localement ont un exposant de Markov au moins égal a 1 ou p. Le Théoréme 1
conforte I'idée que la multiplicité des points d’une courbe algébrique joue un role sur
I'exposant de Markov, on peut méme penser que les points singuliers d'une courbe
algébrique réelle se comportent comme un bord, ce qui expliquerait I'apparition du

2k a ’exposant.
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2.1 Deéfinitions

2.1.1 L’ espace des fonctions de Whitney £*(K)

Soit K est un sous-ensemble compact de CV, considéré comme sous-ensemble
de R*N et C°(K) I'espace des fonctions continues dans K. Définissons briévement

I’espace des jets C* de Whitney comme ci-dessous :
EX(K) = {F = (F*)pcen : F@ € C'(K), (Ya € NV, [|F|I% < 400, (Vhk € N)} ,

ot les ||-||; sont les semi-normes de Whitney définies comme ci-dessous :

REF)(y
IF |5 = F|’§(+sup{(xT)|k(2:% yeK, x4y, ae NV, || < k}

avec

almar+etay et (REFP@) = S —F)y-2), (YnyeK)

1Bl<k—]a]
et

|F[s = sup {|F*(2)| ;2 € K, a € NV |a| <k},

Notons et définissons I'espace des fonctions C> dans le compact K ainsi :
C(K):={flx:feC®R™M)]}.

De maniére triviale, si K est déterminant', alors C*°(K) s’injecte dans £*(K) par
I'opérateur linéaire J(f) := (D®f)qeren . Le théoréme de Whitney c.f. ([20], Page
77, Théoréme 3.1.) nous affirme qu’a tout jet (F'®),epev dans £%°(K), il existe une
fonction f dans C®(R?V) telle que J(f) = (F%)yecnen -

Dans la suite, nous noterons pour tout élément f de £%(K) la a-iéme composante
Do f, pour a dans N>V . Tout élément de £%(K) est aussi appelé fonction de Whitney

de classe C*°, nous utiliserons couramment cette derniére terminologie.

1Si f|x = 0 alors, Va € N>V, D®f =0 dans K.
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2.1.2 L’espace des fonctions de A®(K)

Si K est un compact C*°-déterminant de CV, nous définirons I'espace A>®(K)
ainsi :
AX(K) = {f € EX(K) : Of|k est plat sur K},
nous entendons par df est plat,

DeDE L fli =0, (Y€l N}, (Yo, GENY), (Vi€ {1...., N}
J

ou

2.1.3 Les classes de fonctions H;(K)

Soit m(t) une fonction réelle & valeur réelle, vérifiant les assertions ci-dessous :
— o La fonction m(¢) est dans C®(R").

— o Les fonctions m(t), m/(t) et m"(t) sont strictement positives.

— o limy_,o, m(t) = +o0.

— o [l existe 0 > 0 tel que m"(¢t) < d, pour tout ¢ > 0.

Dans tout ce qui suit, nous adopterons la notation suivante :

M(t) =™ (Yt e RY).

Soit K un compact connexe de CV tel que K # (), ainsi on définit la classe de

fonctions suivantes :

Har(K) == {f € H(K)NEX(K) : 3¢ >0, 3p> 0,

sup D21 (2)] < ep™ M(Ja]), ¥ o € NN},

zeK

ot H(K) est I'espace des classes de fonctions holomorphes dans louvert K et £ (K)

est I'espace des fonctions de classe C* sur K. Tout élément de H,,(K) est appelé
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élément de la classe M, nous utiliserons cette derniére terminologie. Soulignons que
I'’hypothése m”(¢) > 0 donne une structure d’algébre & H;(K). Nous expliciterons

quelques exemples concrets d’espace H,(K) a la page 60.

Remarque 1 Aucune condition de non quasi-analyticité n’est imposée dans les hy-

pothéses sur M (t) et ceci dans toutes les étapes de notre papier.

Remarque 2 Remarquons que la classe Hy(K) ne change pas lorsque nous rem-
plagons M(t) par cp'M(t), ot ¢ et p sont des constantes positives, autrement dit,
lorsque nous remplagons m(t) par m(t) + at + b avec a et b des nombres réels la

classe analytique correspond a M(t) = t*, soit encore m(t) = tlogt.

On considérera, dans la suite, des classes de fonctions contenant strictement la

classe analytique. On supposera donc que la fonction m(t) est de la forme :

m(t) = tlogt +tu(t), (VteR"),

ou u(t) est une fonction a valeurs réelles strictement croissante dans C*°(R") telle

que

lim p(t) = +o0.

t—+o0

On supposera aussi que p(t) appartient a un corps de Hardy (c’est un corps de fonc-
tion & valeurs réelles fermé pour la dérivation), ce qui permet d’assurer la monotonie
des fonctions au voisinage de 'infini.

Notons que m”(t) < § entraine qu’il existe a > 0, tel que u(t) < at, pour tout
t > 0. Précisons que p(t) est définie a une constante additionnelle prés, car m(t)

est définie & une transformation affine pres.

Remarque 3 Il est bon de noter les inclusions entre les espaces ci-dessous :

H(K) C Hy(K) C A*(K).
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2.1.4 Les poids associés a M (t)
Les poids Q(s) et T'(s)

On associe a M (t) la fonction suivante :

Q(s) := inf s D 5> 0 fixé et s > 0.
>to

On a Q(s) = s~te™® lorsque la condition #4'(t) + u(t) = log s est vérifiée.
Il exsite une unique valeur de ¢ car tu'(t) + pu(t) est strictement croissante et tend

vers +o00. Maintenant, si nous définissons la fonction w(s) par la relation :

Q(s) = e,

on a

s = et (O+u()

()

w(s) = t2p'(t)

ou encore
s = 1 em'(t)
(**) te

Comme /(1) est strictement positive, on a :

w(s) >0et lim w(s) = 4oc.

t—+4o00

Il en résulte que €(s) est strictement décroissante et

lim Q(s) =0.

s—+400

Les systémes (x) et (xx) s’'inversent et donnent les systémes d’équations suivants :

t = sw'(s)
m(t) = sw'(s)logs — w(s) + sw'(s) log(sw'(s))
| t = sw'(s)

w(s)

:U’(t) = log s sw'(s)
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Il faut noter que M(t) s’obtient & partir de 2(s) par la relation suivante :

M(t) = t' sup s'Q(s).

$>>380
Posons donc :
u=t*/(t)
v =t'(t) + p(t)

Etant donné que p(t) est strictement croissante et tend vers +oo quand ¢t — 400,
on a donc

lim vy(u) =+o0, dou lim I'(u)=0.

u——+oc u—-+00

Voici quelques Lemmes regroupant les propriétés immédiates des fonctions I', v, Q, w.

Lemme 7 Si l’on pose :

alors :

esQ(s) < Q(s) < Qs), (Vs> 0).

-Preuve : Notons a(t) = tu(t) — tlogs, il vient que Q(s) = e et Q(s) = e
avec [tg — t1] < 1.0n a tp"(t) + 24/ (t) = m"(t) — < m"(t) < 6. La formule de

Taylor donne alors : a(t;) — a(ty) < e>. Tl en résulte que Q(s) < e%Q(s). |

Lemme 8 Il existe gy > 0, tel que pour tout s >0, on a :
sQ(s) < Q(qos).

Lemme 9 La fonction w est Uinverse pour la composition de la fonction e’ . Au-

trement dit, on a :
w(s) =77 (logs).

Lemme 10 La fonction I'<"'> étant l'inverse pour la composition de la fonction T,

on a :

<1 (s) = w(s).
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Exemple 1 Voici quelques exemples concrets d’espaces Hy (K) :

~ ou(t) = k'logt, k >0, c’est la classe de Gevrey d’ordre k, Q(s) = e=s",
1
= ()¢

— ou(t) =loglogt, c’est l'ordre infini, Q(s) = exp(—

)
£
~—
—
—~
S
~
®
I
<3
o
=)
o]
S5

(
— ou(ty=at a>0 classe d’ordre 0, (s) = exp <—
— ola classe d’ordre k, c ’est-a-dire si lim;_, ﬁ =

Les poids Q(s) et I'(s)

Introduisons, de la méme maniére que précédemment, les poids Q(s) et I'(s).

Nous définirons la fonction i comme ci-dessous :

a(t) == log(t) + pu(t), (vt >0).

Donc, on a encore,

Q(s) := inf s teA)
t>1o

et

Qs) == e ) (Vs > 5).

Il est ainsi possible de définir et de construire les fonctions @, 74 et ' jouissant
respectivement des mémes propriétés que les fonctions w, v et I'. En particulier,

nous avons :

et
t = s'(s)

ﬂ(t) = log s — Sg%

On a les relations suivantes :

ul'(u) =T (u)  soit encore 7(u) — logu = v(u).
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2.2 Théoréme de prolongement lisse des fonctions
de HM(K)

Dans cette partie, nous démontrons un théoréme dit 0-plat de E.Dynkin (|6])
qui est une caractérisation géométrique et analytique des fonctions de H,(K) par
le Théoreme 7, page 96.

Nous dirons que le compact K de CV est Whitney 1-régulier, s’il est connexe par

arcs rectifiables et qu’il existe une constante réelle positive C' > 0 telle que,
||SE—y|| 2C’(S(l‘ay)a (Vl‘ayeK)a

ot §(,-) est la métrique des géodésiques dans K et ||-|| est une norme dans CV.

Théoréme 4 Soient K un compact de CN Whitney 1-réqulier et f une fonction
dans Hyr(K), alors f se prolonge en une fonction f appartenant a C>®(CN) a support
compact, vérifiant [’estimation :

0 = 1 ,
a—Z_]f(Z) <01Q <m>, (V] € {]., ,n}, VZE(CN)

2.2.1 Démonstration du théoréme 4

Nous ne perdrons en rien a la généralité de la démonstration si nous ’effectuons
dans C.
Si f est une fonction de Hy,(K) ; associons le polynome de Taylor de fen ¢ € K :

T f(z) = (:- Q) (Vz€Q), (Ve K)

et son reste de Taylor
RIf(z) = f(z) = 1" f(2), (V2 € (), (V¢ € K).

Lemme 11 Soit K un compact de C Whitney 1-régulier et m un entier naturel non
nul, alors on a :

ma1 M(m +1)
m)!

Ry f(2)| < Cp (2™, (VzeK), (W eK), (©)
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ot p et C sont des constantes réelles strictement positives dépendant respectivement

de la fonction f et du compact K.

-Preuve : Pour montrer le Lemme, considérons la fonction auxiliaire ¢, suivante,

pour z dans K et m dans N fixés :

on© =3 2O wmen, (vee ).

k!
k=0

Appliquons le théoréme des accroissements finis a ¢, avec ¢ dans K qui est Whitney
1-régulier,
|RZf(2)] = lpm(2) = om(Q)] < Jup o ()] - 0(2,¢)  (O0),
€0y ¢

ol o, ¢ est un arc rectifiable dans K. Un calcul élémentaire montre que :

(@) < comt ML gt (e e k),

En introduisant cette derniére inégalité dans (&<), on obtient (¢). N

Si z est dans C on pose :
K)=inf |z — Vz e C
d(z, K) ££K|z ¢, (Vze Q)

et 'on note 2 € K tel que d(z, K) = |z — Z|. Régularisons la distance a K, d via
une partition C* de I'unité de l'ouvert C\ K, ce procédé est dia a E.M.Stein et peut

étre énoncé de la maniére suivante :

Lemme 12 Soit d une métrique dans C et K un sous-ensemble compact de C, alors
il existe une fonction d*(-) définie dans C & valeur dans R et deux constantes réelles
strictement positives A et B > 1 dépendant uniquement de K vérifiant les conditions
suivantes :

- e Ad(z,K) < d*(2) < Bd(z,K), (VzeC).

~ e d*(-) € C®(C\ K), tel que : (Va € N?), |D%*(z)] < Cq(d(z))"1ol, on

Co > 0 est une constante réelle dépend de K.
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-Preuve : Ce dernier Lemme est obtenu a partir d'une C*-partition de I'unité de
I'ouvert C\ K. Pour plus de détails nous renvoyons a la lecture de I'ouvrage d’ E.M.
Stein (|17], Page 171, Théoréme 2). W

Notons G la fonction de Dynkin définie de maniére unique, comme ci-dessous :

. k=N (td* (¢)) Dkf(é)
G(O) = TéN( PO () = Z Ck!

k=0

(C-0F (vCeo),

ou ¢ est un réel tel que ¢t > 1 et N(td*({)) est 'unique entier réalisant le minimum

pour que :

>:*MWKDMMWmﬂmewwwmm

)

Q(m;@)

en gardant a l'esprit que :

Q(s) := ing s memn),
neN*

Il faut noter que :

% 1 ! 1
N““(O”‘mmmﬂ“<mm«9 <h

ce qui nous permet d’affirmer que N(td*(-)) est une fonction localement bornée.

L’application :
C — R

¢ — d((K)
est Lipschitzienne, donc différentiable presque partout. Il en résulte que 'application
(— é définie dans C\ K est continue presque partout, donc mesurable.
-Preuve du Théoréme 3 : Soit § une fonction dans C>°(C) a support compact

telle que :
/ 0(C)dA(C) = 1, supp(f) € D(0,1) et () >0, (¥ € C).
C
Nous supposerons de plus que la fonction 6 est invariante par rotation, c’est-a-dire :

O(c-2)=0(2), (VzeC), (VoeU:>.
20On définit U ainsi U:={z € C: |z| =1}
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Soit f fixée dans Hy(K), définissons le prolongement C* de f a C, noté F, a la

maniére de Dynkin dans (|6]) comme ci-aprés :

f(z) size K
F(z) =

w7 Jef (;fé) G(C)dXa(¢) siz e C\K,
ou d*(-) est la distance a K régularisée de E.M.Stein décrite dans le Lemme 12 page

62. L’invariance par rotation de 6, nous donne pour tout P dans C[z] :

1 z—C
—— | P(Q)f dA =P Vz € C).
i [ P@0 (55 ) e = Py, vz e )
Donc pour z dans C, z, fixé dans K et n dans N*, le prolongement F' s’écrit encore :

s 1 =G _
PO =Tof )+ s [0 (55 ) (600 - ThA@) ane)

ou l'entier n sera précisé ultérieurement dans la démonstration.

2560 = [ 2 (0 (52)) (@00 - 150 il

par un calcul immédiat, on a I'estimation suivante :

% (d*(lz)20 <fi*zz§>> s ﬁ’ wEeCAR)

ot C' > 0 est une constante. Maintenant, prenons zy = Z avec € > 1, il s’ensuit que :

9 1 )
Fre|< ([ i) x s G0O-1250)

0z I~ 2] <ed=(2)

soit

wCe? i
< GO =TIl (2 €C\K)

Avec 'inégalité triangulaire,

0 wC

—F(z)| < sup
82 ( )‘ EQd*(Z) <Cz<8d*(z)
Majorons le deuxiéme terme de la somme (<), pour z fixé dans C et ( tels que

|Z - C| < 8d*(2),

TR T+ s T§f<<>—T?f<<>\> )

|(—z2[<ed*(2)

TEFQ = TEFO| < |TEIQ) = FQ| +1£(Q = T2FOI.
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Avec le Lemme 11 page 61 on obtient,

i-¢

n+1
+ |é - C|n+1> )

727(0) - T2 Q)] < |REA Q)| +1BE£(Q) < 0y D (

ot p est une constante réelle strictement positive ne dépendant que de f. Maintenant,

la formule de Stirling nous donne :

M(n+1)

T2 () - THH(Q)| < Gulepy LD (el 42— 0) ™
L’hypothése |( — z| < ed*(z) et le Lemme 12 page 62 nous donnent :
2—(]<|IC—2]+ |z — 2| <ed'(2) + d*(2) < (1 +e)d*(2) < B(1+¢)d(z, K)
et
‘5 - g‘ — d(¢,K) < d(z, K) + |2 — (| < d(z, K) + ed*(2) < B(1 + £)d(z, K),
car d(-, K) est Lipchitzienne. Donc on a :

T2F(Q) ~ TEF(Q)| < rlep)™ e M (B(L 4 )d(z, KN, (Y € ).

A ce stade, nous pouvons choisir I'unique entier n(z) de sorte que :

~ 1
¢ (Bep(l +e)d(z, K)

) = (Bep(1 + £)d(z, K))Hehleru(nie)),

il faut noter que lim, 5 n(2) = +oc. De I'égalité précédente concluons :

n n e 1 ks
T = TEF(Q) < Q <Bep(1 v K)> L (Vz€0), (WeC |z—( <ed(z). (I)

Estimons le deuxiéme terme de la somme (<); on va choisir ¢ > Bep(1 + ¢) et
'on suppose toujours que | — z| < ed*(2) .

k=N(td*(¢))

: DO
OO -0 < Y
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d’ou, avec la formule de Stirling, comme précédemment, on a

IO () T <0 Y RO eptd( K)o

k=fi(z)+1
Etant donné que d(-, K) est Lipchitzienne, on écrit

k=N (eptB(1+e)d(2,K)) 1

) k
‘Tgv(td*(())f(c) . sz(z)f(c)‘ < Ox k_;Jrl ek'”(k)(eptB(l-F&)d(Z, K))k <§t> . (<><>)

Posons p = n(z) + 1 et ¢ = N(eptB(1 +¢)d(z, K)) et définissons la fonction g,

pour a réel et a > 0 :

g [0,—|—OO[ — RY

T ; e'r-u('r)+7' log a

La fonction g est convexe, en effet :

g"(1) = [2W/ (1) + " (7) +loga) + (Tp' (1) + p(7) +loga)?] (1), (V7 > 0).
Comme m" (1) > 0, V7 > 0, en vertu des hypothéses sur m, on en déduit que :

! " —1
20/ (1) + T (1) > — (Vr > 0).
Donc, on a
-1
9"(r) > | — + (7 (1) + p(7) +loga)® | g(7), (V7> 0),

étant donné que lim,_, o 71/ (7) + p(7) = +o0, il s’ensuit que la fonction g est
convexe a partir d'un certain rang. On va donc supposer que z soit suffisamment
proche du compact K, de sorte que n(z) soit grand pour bénéficier de la convexité

de g, donc on a

k—p

M) (tB(1 + )d(z, K))* < (q —p

) 1O (1B(1 4 2)d(z, K)) +

q—k a-u(q q
<H>€ @ @tB(1+e)d(z, K)?, (Vke{p,....q}). (©000)
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En introduisant (O<O<) dans (¢<), on a

YO Q) - T ()

< ox: [(%) PP (eptB(1+ )d(z, K)) + <%> e (tB(1 +e)d(z,K))q] <é

Cf s () + O () @ (e

k=p
Donc on a l'estimation (II) :

1
eptB(1 +¢)d(z, K)

‘Tg“d*“”f(g) - Tg’(z)f(g“)‘ <10 < ) . (V2, (€ C, |z = (| <ed(2)),

ou C'(t) est une constante réelle strictement positive ne dépendant que de ¢. Main-
tenant, en introduisant les inégalités (I) et (II) dans 'inégalité (<) et le Lemme 8
page 59, notre théoréme est démontré. M

De cette démonstration nous pouvons déduire un corollaire immeédiat énoncé
ci-apreés.
Corollaire 5 Soit K un compact Whitney 1-régulier de CN et f une fonction de
A®(K), alors pour tout | dans N, la fonction f se prolonge en une fonction f qui
est C* dans CN a support compact et il existe une constante réelle C; strictement

positive ne dépendant que de f et K, telles que :
\af(z)\ <Cd(z K), (V2eCV\K).
-Preuve : Posons,
My=let My=—  sup  |Df(s), (VneN),
N aeNn,|al<n, z€ K

d’une autre maniére

e = M,, (VneN).

Soit (m})nen la suite des régularisées de Young de chaque élément de (my,)nen,
c’est-a-dire :

m,, =sup(n-k—myg), (Vk€N).
keN

'
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La suite (m}),en est convexe, donc la suite (M}),en, telle que
M*=e™, (Vn€N),

est logarithmiquement convexe. Il existe donc deux constantes réelles positives C' et
p telles que :
sup Df(2)| < Cp"M}, (Vn€N).

€N, Ja|<n, 26K

Si ’on note :

* 3 —n *
Wy (s) == 7111611{\’15 M.

Maintenant en utilisant les mémes techniques que dans le théoréme précédent ou que
dans Darticle de E.Dynkin ([6]), on montre I'existence de la fonction f de C>(CV)

A support compact prolongeant f a CV et vérifiant :

1
< * ]
S Gillly <02d(z, K))

La définition méme de Q3%,(s) nous donne notre corollaire. W

af ()

2.3 Géométrie des compacts au sens du pluripoten-

tiel

2.3.1 La fonction de Green avec poéle a I’infini

Donnons la définition et quelques propriétés de la fonction de Green avec pole a

I'infini. Considérons un compact K de CV, notons :
Li(CV):={ue PSH(C") :ulx <0, (3c€R), (Vz€C"), u(z) <c+log(l+|z])}.
La fonction de Green avec pole a I'infini est définie ainsi :

Vi (z) := sup {u(z) cu € LK((CN)} . (VzeCV).
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On appellera la régularisée supérieure de la fonction Vi la plus petite fonction
semi-continue supérieurement majorant Vx. On la note V} et on la définit comme
ci-dessous :

Vi(z) := limsup V().
(—z, (eCn

Si E est non pluripolaire (i.e. Yu € PSH(C"), E ¢ u~"'>(—oc)) la fonction
Vi € PSH(CY). Dans ce cas, nous avons le théoréme d’approximation de Vg di a

Zaharjuta dont une démonstration est donnée dans ([13], Théoréme 4.12) :
Vic(2) =log Wk(z), (¥z€CY),
ol U est la fonction de Siciak définie comme ci-dessous.

Uk(z) = sup{|p(z)\@ :p € Cler, ... ,2n], degp > 1, [Ipllx < 1}, (Vz € (CN).

Un compact K de CV est dit L-régulier si Vi est continue dans CV, ce qui est

équivalent a dire que Vi = V.

Remarque 4 Si K est L-régulier, alors K n’est pas pluripolaire et Vi est dans
Ly (CN).

Enoncons le Théoréme de Bernstein-Whalsh-Siciak, qui est la version pour H(K)
du Théoréme 5 page 80 et du Théoréme 7 page 96 de notre papier.

Notons :
Culz1,. . y2n] i={p€Clzy,...,2n] : degp < n}, (Vn€N).

Proposition 7 Soit K un compact L-régulier de CV, (N € N*) polynomialement

convexe. Soit R un réel, R > 1, et soit
D:={zeC" :Vg(z) <logR} .

Si f est holomorphe dans D on a :

" 1
lim su inf _ <L
m sup (W] I p||K) L
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Si, réciproquement, f est une fonction continue sur K telle que

n 1
lim su inf — <=, (R>1),
mowp (_ntr-pl) < (®>1)
alors f se prolonge holomorphiquement sur D.
-Preuve : La démonstration est dans le papier de (13|, Théoréme 8.5 ). |

2.3.2 Compacts vérifiant la propriété (HCP)

Définition 1 Si K est un compact de C*, non pluripolaire, nous dirons que K
vérifie la propriété (HCP) (Holder Continuity Property), s’il existe §g, C, k > 0

des constantes ne dépendant que de K telles que :
(V6 € [0,60)), (V2 €C", d(2,K) <0) = Vk(2) < C§" (d métrique Fuclidienne).

Beaucoup d’exemples de compacts de CV vérifient la propriété (HCP), tels que
les ensembles convexes, les ensembles semi-analytiques d’intérieur non vide, les en-
sembles & pointes polynomiales, etc... Cette classe de compacts est abordée de ma-
niére géométrique par Plesniak et Pawlucki dans ([10]). Son intérét réside dans le
fait que ces types de compacts admettent des inégalités de Markov.

Remarquons que si un compact est (HCP), la fonction Vg est continue; ceci

implique que le compact E est L-régulier.

2.3.3 Compacts de CV vérifiant la condition (SL)

Cette propriété géométrique des compacts vérifiant la condition (SL) est utilisée
sans étre mentionnée explicitement et dans un cadre moins général par J.Siciak dans
'article ([14]) concernant l’approximation des éléments de A°(K), lorsque K est

un compact de C.

Définition 2 Nous dirons qu’un compact K de CN, non pluripolaire, vérifie la

condition (SL) ou la condition de Siciak-Lojasiewicz, s’il est polynémialement
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convezxe et s’il existe des constantes réelles C > 0 et € 10, 1] dépendant seulement
de K telles que :

Il n’ y a pas beaucoup de compacts connus sur lesquels on sait calculer explicitement
la fonction de Green avec pole a l'infini. Enumérons quelques compacts vérifiant la
condition (SL).

— o Les compacts K de C tels qu’il existe une application conforme
¢ : C\ D(0,1) — C\ K, vérifiant |¢(u) — ¢(v)] < Clu—v|" ,Vu,v €
D(0,2)\ D(0,1), ou > 0 et C > 0 sont des constantes ne dépendant que du
compact K c.f. J.Siciak([14]).
e Le disque fermé de C, les boules de CVN et de RV .

— o Le segment fermé [—1,1] de C, la croix [—1,1] U[—i,14] et les cubes de RY.
— o Les compacts convexes de RV,
— o Les convexes de CV.

— o Les polyédres polynomiaux de CV .

2.4 Approximation des fonctions de H(K)

Dans cette partie, nous cherchons essentiellement a montrer le Corollaire 6 page

79 qui nous donne une approximation satisfaisante des fonctions de H(K).

2.4.1 Notations

On notera : z = (21,...,25), £ = (&, ... ,&) € CV, (N € N),

et
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. N . . Ent
La partie entiére d’un nombre réel z est notée [z]""".

!
Pour toute (p, q)-forme f = Z fr.dz" Adz”, on écrira

|T|=p,|J|=¢

= max
f pmax | fr,

L’ensemble D(CV) désignera l'espace des fonctions C* a support compact dans CY
et H(K) I'espace des fonctions holomorphes au voisinages du compact K de CV.
Enfin, on notera le polydisque A(0,r), de multi-rayon r = (ry,...,ry). Si F est

sous-ensemble de CV, on note ||-||; la norme uniforme sur E.

2.4.2 Noyau a poids d’Henkin-Ramirez dans CN+¥

Nous utilisons les noyaux a poids construits par Berntdsson et Andersson ([3]).

Notons @ la (1,0)-forme C* définie dans CN ™M par :

j=N+M ¢
— I dg;
Q&) g T+ P 3

Soient les noyaux K, (&, z) et P,(&, z) définis comme ci-dessous :

VE, 2 € CNIM €4 2 Yn> N+ M,

Ky (8, 2) =
k=min(n,N+M—1)

n\ (148 2\"" 96— 2P A D¢ — 2|HN+M-1=k A (HQ)*
S <k><1+52> ’ € = 2V |

k=0

;. n—(N+M) -
P& 2) = <111£|€|2z> x (0Q)N M,

Si I'on pose pour tout z € CNTM fixg, V€ € CNTM | ¢ £ 2,

k=min(n,N+M—1

AT E T 1
Rn(&,2) = c3 ; (1+ |€|2)n X € — Z|2(N+M)—2k—1 '




2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE H(K) 73

Les constantes ¢; ¢y, c3 > 0 sont des constantes absolues. Le Lemme suivant est une

formule de Koppelman.

Lemme 13 Pour toute fonction f dans C'(CN*M) telle que = € CNTM
/ ‘5]‘"(5)‘ Rn (&, 2)dAonvyany (&) < +00  (Ayniary est la mesure de Lebesgue)
(CN+M

alors,

Vze CNTM 0 f(2) = /@Nw Of(6) N Ky (€, 2) + /@HM f&)P.(&, 2).

-Preuve : la démonstration est un cas particulier de (|3],Proposition 7). N

2.4.3 Polyndmes de meilleure approximation sur un compact

polyndmialement convexe de CV

Dans cette partie nous améliorons la méthode développée par Zeriahi dans I’ar-
ticle (|22]) dans lequel il obtient un théoréme de type Bernstein dans des compacts

de sous-variétés algébriques affines d’intersection compléte.

Approximation sur les polyédres polynémiaux

Soit xg (6 > 1) une fonction de C§°(R™), telle que supp (xg) C [0, 6%, xolp01] = 1

et yg = 0. Posons

j=N+M
Xo.r(2) = H X9<
7j=1

Zi
r

2) . zeCNtM
et
U ={zeC"™M |z <r}, (r>1).

Définissons, pour tout f dans C°(CN+M), les opérateurs linéaires suivants :

S0 = [ xal©OFOPE2)
et
Tyran(F)(2) = / F(E)x00 () A Kn(E. 2)

CN+M



TACHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSE M

Lemme 14 Pour tout r, 0 > 1, pour toute fonction f dans C°(CN), les opérateurs
linéaires Sprn et Ty, sont bien définis et vérifient respectivement les estimations
suivantes :

(6r)2(V+M) [(1 + N+ Mor)(1 + \z\)}"’w*M)

S0 (f)(2)] < C(N, M) (1 +r2)m

1£lly,, » (V2 € C¥FM),
(2.1)

ot Sgrn(f) appartient & Co_(niany[21, ..., 2nvem) et C(N, M) est une constante

réelle positive.

Ty (£)(2)] < C(N, M) (Br)* V2D (1 S W) T (1+6r)

1472 — 1)2(N+M) Hf”UGT . (V2 eUy),
(2.2)
ot 6(]\7, M) est une constante réelle positive.

-Preuve : Commengons par montrer (2.1). Fixons £ € Uy, 2 € CVN*M et n €

N, n> N+ M.

Un calcul élémentaire montre que :

(0Q(&))*] < % Vke{l,..., N+ M}, Vé e CNtM,

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz a ‘f_ z‘, on obtient :

((1 + D+ |z|>>"“M+N> . Cnin

Pn ) < —7
|Pa(€, 2)] 1+r2 (1+ r2)N+M
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d’ou
Pue.)| < oy, [V E MO0+ |2)))"
n\Ss X N+M (1—|—T2)n .
Il s’ensuit

[(1+ VN + 30r)(1 + |2)]"

Sunn(F) ()] < Covsn R

1l % / Yo (E) Do 120 (€)

[(1+ N+ Mor) (1 + o))"~

(14+r2)n

Sora(HE)] < OV, M) [£ll,  (Br)2O 0.

Avec le théoréme de Liouville on déduit que Sy, ,(f) est un polynome en z de degré

inférieur a n — (N + M).

Démontrons (2.2) en commengant par estimer chaque terme de K, (&, z). Fixons

0>1,re|l,2], £€ Uy \U, et z €U ; estimons :

1€ — 2" A (9D 1€ — ")V F A (9Q)* (1+0r)
- < COnim - :
‘f i Z‘Q(N+M k) (1 _ T)Q(N+M k)(l + TQ)k

car |96 — 2| < [|€ — 2| et [(DD[€ — 2P)NHM1=R| L 1.
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Comme

sup [€ 2| KVN+Msup £ 2| =VN+ M| < (N+M)0r, (V&€ Uy \U,).

z2€ly |z|<1

Donc

1+&-2

e ok _ {(1+(N+M)9r)]"k.
1+ |¢)?

(1+172)

Ce qui méne a,

k=min(n,N+M-1)

n\ [(1+ (N + M)or)]"™* (1+6r)
|Kn(5: Z')‘ < aCnin ; <k> [ (1 + ,r2) } (r _ 1)2(N+M—k)(1 4 TQ)k ’

donc

Ka(£,2)] < C(M, N) <1+ (N + M) 97“) . (74(1+—0%“)

1+ ) -

Pour achever ce calcul,

Tyrn(f)(2)] < Carn <1 + (N + M) 97“)" : (1+6r)

1472 _ 1)2(N+M) HfHUer /[]Gr\Ur axoa’"(f)d)‘Q(N‘l'M)(f)'

Comme :

sup |Oxes (&) € O (:—2),

EE(CN+M r——+4o00

on conclut que :

|T0,r,n(f)(z)| < CM,N <1+ (N+M) 9T>nx ( (1+07“)

2(N+M)
1472 r— 1)2(N+M) ||f||U9T x (6r) . N
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Si K est un compact de CV et ||-||; la norme uniforme sur K. On définit la
distance d’une fonction f définie sur K aux polynomes de degré inférieur ou égal a
k par :

Ey(f):=inf{||f —pllx:p € Cilz,...,2n]},
ou Cylz1,...,2n] := {p€Clzy,...,2n] : degp < k}. Si d € N, on définira tout

compact K de CV qui soit un polyédre polynémial ainsi :
K= {z cCN |zl < Tet |Ip()| < 1},

oupi,... ,pm € Clz,...,2n], p= (p1,... ,pm). Notons
Vi={zeC iz <rtet |Ip(2)| <7}, (r>1),
avec d := maxjg;<um degp;. La famille (V;),51 est constituée de voisinages ouverts

de K.

Proposition 8 Soit K un polyédre polynomial compact de CN et f une fonction
holomorphe dans Vi, (r,0 > 1). Alors il existe d € N* dépendant de K tel que,
VneN, n>N+ M,

Ena(f) < Corn (6r) 240+ <1 + (N + M)(gr)d>n( (14 (6r)2)

1+ 2 rd — 1)2(N+M) £, -

-Preuve : D’aprés le ([9], Théoréme 2.7.6), il existe F' € H(Uy,) telle que :

f(z):Fo,u(z), (ZE%T)a

ou
Up, == {2 € C"™M ||z|| < Or}

et u est 'application d’Oka,

M : %r — U(gr)d

z — (zp(2))

D’aprés les (2.1) et (2.2) du Lemme 14, page 74, on a

F(2) = Spigan(F)(2)] = |Tpagan(F)(2)

, (ZEUl)
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dot, Vn €N, n> N+ M, V2 € U,

‘F(z) — Sﬂd,rd,n(F)(Z)‘ < CM,N(@T)2d(N+M) (1 + (N + M)(6r) ) (T(l + (0r)%)

14 r2d d _ 1)2(N+M) HFHU{M )
Sachant que f(z) = F o u(z), Yz € Vj, et 1Py, = IF o pllg, . on déduit, Vz € K,

L+ (N +M)(Or)4\" (14 (6r)9)
1+ r2d ) (rd = 1)2(N+M) HfHVe :

‘f(z) — Sgd’rd’n(F)(/,(,(z))‘ < CM’N(GT)Zd(NJrM)(

On a donc

Bua(f) < Co (6r) N1 (1 o M)(Gr)dy( (1+ ()%

1+ r2d rd — 1)2N+M) I£ll, . =

Approximation sur les compacts L-réguliers

Le lemme ci-aprés a été démontré par Zeriahi ([22],Lemme 3.1) pour les compacts
L-réguliers d'un sous-ensemble algébrique complexe affine d’intersection compléte de
CN*+M et s’adapte sans difficulté a notre contexte.

Soit une suite réelle (0, ),en strictement croissante a termes strictement positifs,
telle que lim,,_, 0, = +oo. Nous préciserons, ultérieurement, le choix de cette
suite dans la partie 2.7 pour A (K) et de maniére plus élaborée dans la partie 2.8.1
pour H s (K).

Lemme 15 Soit K un compact L-régulier de CN. Alors, pour tout € € ]0,1], il
existe un entier positif et non nul M, des suites polyndmes (p§"))neN, e S\T/}))neN

dans Clzy, ..., zn], ko un entier positif et non nul tels

1
— < I
(1-2)Vi(2) < max o8

pgn)(z)‘ <Vk(2)+e, (VneEN, VzeCV),

™) —d,, (¥neN).

o dn = [6n]Ent . kg et maxiygj<m degp]
()| <1t

(n)

De plus, si D" = {z e CV*M : max; ¢

U (r) € DI et D). C Uyc(r), (VneN, Vr> 1),
ou

Ui (r) == {2 € CV : Vi(z) <logr}, (Vr>1).
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-Preuve :* Etant donné la forte similitude avec la démonstration de ([22],Lemme

3.1), nous convions le lecteur a faire la démarche par lui-méme. W

Nous obtenons donc la proposition suivante, conséquence direct des méthodes
de ([22], Théoréme 3.1 et Corollaire 3.1), pour les compacts L-réguliers et toute

fonction holomorphe f dans un voisinage de U (0r).

Proposition 9 Avec les mémes notations que dans le lemme précédent, soit K un

compact L-régulier dans CN, alors pour tout R > 1 et tout o dans H, 1 [, pour tout

[ holomorphe dans Uk (R), l’estimation suivante est vraie :

Epg, (f) < Cagn R (VM0 <1+<N+M>-Rdn>" (1+ R™)
n-an S , (

1+ R2ady, R20dn _ 1)2(N+M) ||f||uK(R) s (Vn € N)
-Preuve : Il suffit de poser # = R'"* et r = R, pour R > 1 et a € ]0, 1| et d’appli-
quer au polyédre polynomial Dg;)_s, (e €]0,1]) la Proposition 8 et le Lemme 15

pour passer a Ug(R). W

Corollaire 6 Sous les mémes hypothéses et notations que dans la proposition pré-

cédente, il existe un opérateur linéaire :

Ap: HK) — Culz1,...,2n],  (Yn €N, n > ng)

oung € Netng >N+ M, tel que : VR >1,Yn €N et f € HUk(R)),

1+ (N+ M) -Rdn>" (1+ R)

||f - An'dn (f)HK < CM,N(n'dn)NRan(NJrM)( 1 + R2adn (RQadn _ 1)2(N+M) ||f||LlK(R) ’

3En fait dans la construction de ces polynémes pages 90-91, Zeriahi ne fait intervenir le dy qu’en
exposant sur le polynémes ch,- . C’est ici que 'on voit que le choix de dy importe peu, sous réserve

qu’il soit plus supérieur ou égal a 1.
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-Preuve : Si l'on pose :
Aa(f) =Y fE™LP(2,T™), (neN, VzeCV).
1<i<mn
o my, = (N:"), (n € N) et T™ = {t’{””, . ,tzz} est un systéme de points de
Feckete Leja du compact K et les L;""(z,Tm") sont les polyndmes de Lagrange

associés c.f. (|11]). Nous avons l'estimation suivante :

1f = Ana, (Dl < A+ 10.4,) Ena, (f), (V0 €N).

Il est facile de conclure avec la Proposition 9 et en remarquant que : m,, < Cn™, (Vn €

N). W

2.5 Approximation des fonctions de A*(K)

Théoréme 5 Soit K un compact de CN Whitney 1-régulier, vérifiant les conditions
(HCP) et (SL). Alors pour toute fonction f dans A®(K) et tout entier naturel non
nul k, il existe une constante réelle C(f, k) strictement positive dépendant seulement

de f et k, vérifiant :
If = Pallx < C(f,k)n*, (VneN),

oU (Pp)nen est une suite de Clzy, ... ,zyn] telle que deg P, < n, pour tout n dans N.

Avant de donner la preuve de ce théoréme; nous allons fournir une représenta-
tion intégrale des fonctions de A°°(K). Pour cela nous construisons un noyau de
représentation intégrale en utilisant la notion de s-H convexité, pour les compacts
de CV, cette derniére a été introduite par A.Dufresnoy (|5]) dans la résolution de
I’équation du 0.

Définition 3 Soit K un compact de CV, on dira que K est s-H conveze s’il existe
des constantes réelles positives, s telle que s > 1 et A > 0, telles que pour tout

e €0, 1], il existe U. un ouvert pseudoconveze de C wvérifiant :

{zeC":d(z,K)< Ae*)} cU. c {zeC :d(2,K) < &}
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Remarque 5 Les compacts convexes sont 1-H convezes, les compacts a frontiéres
Lipschitziennes sont s-H convexes; en fait la s-H convexité couvre un éventail im-

portant de domaines bien connus en analyse. Pour plus d’exemples voir ([8]).

Lemme 16 Les compacts de CN wvérifiant simultanément les conditions (HCP) et

(SL) sont s-H convezes.

-Preuve : Supposons K un compact de CV vérifiant les conditions (HCP) et (SL).
Les définitions 1 et 2 de la page 70 peuvent s’écrire ainsi, avec la fonction de Green

avec pole a l'infini :
Crd(z, K)* < Vi (2) < Cod(z, K)?,  (Vz € V(K)), (I)

ol o et 3 sont des réels strictement positifs tels que a > 3 > 0 et les constantes C}

et Cy sont des réelles strictement positives. Posons :
U.:={z€C" :Vg(z) < Cie"},

comme le compact K vérifie la condition (HCP), il s’ensuit que Vi est plurisou-
sharmonique, continue et de ce fait Vi est nulle sur K; donc U, est un ouvert
pseudoconvexe contenant le compact K. Il est élémentaire de voir que les inclusions
sont vérifiés en appliquant directement les inégalités du (I) :

{ze(CN:d(z,K) < <%>Bs%} CU.C{zeC":d(z,K)<e}, (V=€]0,1]).

Maintenant, écrivons
1
o Cl B
s=—= et A=|—1] ,
B Cy
on a bien s > 1, d’aprés les hypothéses sur a et § ci-dessus. Notre démonstration
est achevée. M
Dans les deux sous-sections suivantes, nous utilisons une méthode simplifiée de

J.Chaumat et A.M.Chollet ([8]).

Dans les parties suivantes 2.6.1 et 2.6.2 le compact K est dans CV et s-H convexe.
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2.5.1 Construction des sections de Cauchy-Leray

Proposition 10 (Théoréme de Skoda) Soient U un ouvert borné pseudoconvexe
de CN, un réel p > 0 strictement positif et ¢ dans CN tel que d(¢,U) < 1, alors
il existe une constante réelle Ay strictement positive et des fonctions h;(z,(), i =

1,..., N, holomorphes en z dans U telles que :

i=n

S hi(2 Q- G) =1, (V2 D),

=1

[ / {Shi(z,of}dwa

A ne dépend que du diamétre de U,

2

< AQd(Ca U)_p

-Preuve : LLa démonstration de ce théoréme est une application directe du Théoréme
1, page 555 de l'article d’H.Skoda ([16]). W

Soit K un compact de CV s-H convexe. Soit V(K) le voisinage ouvert de K
défini comme ci-dessous :

V(K):={zeC" :d(2,K) <1},

ot A; est la constante figurant dans la définition de la s-H convexité de K ; soit A

telle que 0 < A < Ay. Notons :
A
O(4) = {<z,c> O x (V(K)\ K), d(z K) < ;d(gms}

et
O(A, Q) ={2€C" : (2,0) €0(A)}, (V¢ € V(K)).

Lemme 17 Il existe des constantes réelles As et Ay, telles que 0 < Az < 1 et Ay > 1
et des fonctions hi(z,() i = 1,..., N définies sur O(A3), holomorphes en z dans
O(A43,¢) et vérifiant pour tout (2,() € O(A3) :

> b0 - ) = 1
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-Preuve : Soit ( € V(K) \ K, posons ¢ = M K est supposé s-H convexe. Donc

il existe U, un ouvert pseudoconvexe de CV vérifiant :
1 1
{z cCV :d(z,K) < A@d(g,K)S} cU. C {z cCV :d(z,K) < 5d(g,K)}

La Proposition 10 page 82 entraine l'existence d’une constante As strictement po-

sitive et des fonctions h;(z,(), i = 1,..., N, holomorphes en z dans O(%, () veéri-
fiant :

i=N Al

D hi(z )@= G) =1, (V2 €0(5,0))

i=1
et

2

Agd(C, )77, (V¢ e V(K)).

[/ (Ao {Zh 2,¢)| }d)%(z)

Par le procédé classique pour passer de la norme L? en norme sup, quitte a rétrécir

les voisinages, avec la formule intégrale de Cauchy sur les polydisques, nous avons

I'existence de la constante réelle Ag, strictement positive, telle que :
—~Ns—p Al
(=, O < Agd(¢, K) N7, (V2 € O(51,0). m

Lemme 18 (Lemme de recouvrement) Il existe des constantes réelles Az, Ag, Ag
strictement positives ne dépendant que de N telles que A, soit dans N et 0 < Ag <
1 < Ag ; de sorte que pour tout compact K de CN, pour tout réelt strictement positif,
pour tout L > 2 et r(¢) = L7'd(¢, K)', il existe une suite de boules (B((j,r(Cj)))jeN

vérifiant les propriétés suivantes :
:{UB«m«m}ﬂvm

JEN

card {j € N: ¢ € B(¢/,r(¢))} < A7, (V¢ € V(K) \ K).

Sd(cjaK) < d(C7K) < Agd(cjaK)’ (VJ € Na VC € B(Cjar(cj)))
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-Preuve : La preuve de ce Lemme est dans 'article de J.Chaumat et A.M.Chollet
(I8). =

Proposition 11 II existe des constantes réelles Ay et Aqq strictement positives
avec 0 < Ajg < 1 < Ayy qui ne dépendent que du compact K, des réels p et s, et de
Uentier N ; il existe des fonctions w;(z,(), i =1,... , N de classe C* sur O(Ay) et
holomorphes en z dans O(Aqyg, (), telles que pour tout ( € V(K) \ K vérifiant pour
tout (z,¢) € O(Ay) :

%eszzC G) =

(Ve NPV |1 <2, VEe NN, (Vie{l,...,N}), ona:

(D)

l\DlI—‘

\Déwai(z, C)‘ ‘k“A\kHl d(¢, K) (1+U) (N s+p)—kls (ID)
-Preuve : si ¢ € V(K) \ K et si ¢ vérifie :
=< —d((,K)NSJFP,

la constante A, est donnée par le Lemme 17, ainsi que ’exposant Ns + p. Donc :

i=N i=N i=N
Re > hi(z, () (z=G) = Re Y hi(2, ) (m=C)+Re Y hi(z,¢)(G=¢)), (V2 € O(45,()).
i=1 i=1 =1
D’ou
i=N =N
Re Y hi(2,()(zi—G) > 1—Re YD hi(2.C)G— (). (V2 € O(45,()).
i=1 1=1
Finalement

A=

%eZh G)> 1 Ad(C K)o >

24,4

I1 manque la régularité des h; en (. Pour remédier a cela nous allons appliquer le

Lemme de recouvrement.
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On choisit L = 24, et t = Ns+ p > 1. Soit {¢;}, .y une partition C** de I'unité de
V(K)\ K subordonnée au recouvrement du Lemme 18 page 83 vérifiant les propriétés
ci-dessous :

— e, €C®(CN), p; >0, (VjeN).

— esupp (p;) C B(¢/,r(¢?)), (VjeN).

— e M) =1, (e V(K)\K).
o |Dlg;(Q)] < Awar(¢9) M, VI e NV 1 [l] <2,V € NV¢ € B(¢Z,r(¢%)), on

Ajy est une constante ne dépendant que N.

Pour la démonstration, se référer a ([20]). Notons maintenant,

j=00

Q)= hiz (Vie{l,...,N}).

7=0
Remarque 6 Si ( est dans V(K) \ K, alors ( est contenu au plus dans A7 boules
B(¢7,r(¢%)), done la somme Zy o hi(2,C0)g;(C) est toujours finie et compte au plus

A7 termes c.f. (le Lemme 18 de recouvrement).

Il existe donc A3 telle que 0 < A3 < 1 et de sorte que les w;(z,(), Vi € {1,... ,N}
soient définies et C* dans O(A;3) et holomorphes en z dans O(A13,(), V¢ € V(K) \
K. Maintenant

i=N =N j=0
%eZwi(z, )z — ) 2%62 hi(z, ()i () (zi — G)
i=1 =1 1

donc

ReS (- ) = 3 (éreezhi(z,c)(zi - g)) 24(0)

i=1 j=1

D’apres la Proposition 11, on a

i=N
%eZwi(z, Q)(zi —
i=1

D’apres le Lemme 17, on a

j=00

©i(C

l\:>||—t

J=1

S (2, Q) < Aud(C, K) N,
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Comme
j=00
Q)= hi(z,¢)es( (Vie{1,...,N}),
7=0
on diminue A;3 de la sorte que Ay := %AB et on applique la formule de Cauchy,

on obtient ainsi I’estimation demandée en tenant compte de 'estimation : ‘chpj‘ <

Appr(¢?)

2.5.2 Noyau représentant pour les fonctions de A>(K)

C’est par un raisonnement classique d’homotopie que nous élaborons notre dé-
monstration. Tout d’abord, rappelons les notations classiques des formes différen-

tielles intervenant dans la construction de notre noyau. Nous conviendrons de

j=N
D7 rduy A+ Aduy A A duy

7=1

et
w(v) :=dvy A+ Adoy.

Posons

Zwl 3 Cl):<w(za<.)az_c>ﬂ
avec

=N

<'Z: C) = Z zzCz .

i=1
Lemme 19 Soient u et v deuz fonctions de classe C' de CV dans CN. Alors la
forme différentielle suivante est fermée.
W'(u) Aw(v)
CHOLAN
La démonstration de ce Lemme est triviale, il suffit d’appliquer la définition

d’une forme fermeée.
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Théoréme 6 Soit K un compact Whitney 1-réqulier et s-H conveze de CN et f
une fonction dans A®(K) et f le prolongement C® de f a CN construit dans le

théoréeme 4 page 61 ; alors

- V= QA (w(z Q) Aw(Q) .
10 =y [ e (e k)

ot D = V(E)\ K et w(z¢) = (wi,...,wy), ot les wi(z,¢) sont les sections

construites dans la Proposition 11 page 84.

-Preuve : Nous allons effectuer un raisonnement par homotopie avec le noyau de

Bochner-Martinelli. En effet posons :

U}(Z,C) C—E
- A A
(1 )CI)('Z:C) * ‘C—Z‘Q,

nw(ZaC7)‘) = (7711)(27<a )\)7 e an]u\)f(ZaC7)‘))

1= CA) (¥(2.0) € (), (vA € [0,1)).

et
j=N -
WA (2. A AW(C) =Y (=1) T dean A+ AdeanP A+ A smv AdG A AdCy.

j=1
Comme

(€0F(Q)) Awerl (¢, 1) Aw(Q) =0,
car la (0,1)-forme df est O-fermée et wex(1(2, ¢, A)) Aw(C) est une CFY y_)-forme.

De plus, avec le Lemme 19, on a

dea (wea(n”(2,¢,A) Aw(()) =0,

car

i=N

Y ont(¢N) (5= G) = 1.

i=1
Donc

e (9F(C) A wen(n”(2, ¢, X)) Aw(Q)) = 0.

Soit D un ouvert a frontiére C*° contenant le support de f et contenu dans U, (c’est

I'ouvert déterminé par la s-H convexité). La formule de Stockes nous donne :

/5 e (9F(O) A w02, C. X)) A () = / o FOLAT D) =0
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D'ou :

Dx{0}

[0 Qe e+ [ aon

wea (2,6 A) Aw(C) - /

Dx{1}

OF(Q) Nweam“ (2,6, 0) Aw(() =0.
D’autre part :
Wiy (1°(2,¢,0)) Aw(C) =

et

(= 0) Awl©)

wé’)\(nw(za C: 1)) N w(C) = ‘C . Z|2N

Etant donné que f est a support compact dans D il s’ensuit que :

[ BRO Az 6N Awle) =0,
0D x[0,1]

Donc, on peut conclure de ce qui précéde et de la formule de Bochner-Martinelli :

o = OF(Q) Aw(w(z ) Aw(Q)

T =i /U ¢ — 2™

_ V- 1)!/ Of(¢) A wi(w(z,0) Awl(()
(2im)V 5 ®(z, )Y '

Notons que la représentation du Théoréeme 6 page 87 est valable pour toutes les

fonctions de Hy(K). Rappelons que nous avons les inclusions suivantes :
H(K) C Hy(K) C A*(K).

Cette représentation intégrale du Théoréme 6 a été utilisée dans ([7]), pour représen-
ter et caractériser les jets C*® et O-plat appartenant a la classe de Carleman définis

sur des compacts s-H convexes de CV.

2.5.3 La jauge R(() de I’ensemble O(%,C) pour les lignes de

niveaux de Vi

Dans la partie précédente nous approchons par des polynomes les fonctions de

H(K). Par construction, le noyau % est une (N, N —1)-forme a coefficients
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holomorphes dans les domaines O(2,¢) quand ¢ est fixé dans V(K). Pour nous
permettre d’utiliser le Corollaire 6 page 79, nous sommes conduits & introduire une

fonction jauge des lignes de niveaux de la fonction de Green avec poéle a 'infini Vi

dans O(4, ().

953
Nommons cette fonction jauge R(() que nous définissons dans V(K) \ K de la

maniére suivante :

R(C) :=sup {)\ >1:Ug(N) CO <%,(> } . (V¢ e V(K))
U(N) = {2 € CV : Vg(z) <logA}, (VA>1).

C’est par le biais de la jauge R(() que nous allons pouvoir utiliser dynamiquement les

lignes de niveau de la fonction de Green avec pole a 'infini Vi dans I'approximation

(w(::$))Aw(()

du noyau E 1 6tés dlémentai
yau ——5~5v—. Enoncons quelques propriétés élémentaires.

Lemme 20 La fonction R(C) vérifie les propriétés suivantes :
(
OZ/{K(R(C)) C O(A1 )

95 3

eR(C) est semi-continue inférieurement et lim¢ a5 R(C) = 1.

oR(C)>1, V¢ eV(K)\K.

| oV € VIK)\ K, (VCeV(K)\ K, d(¢, K) = d(G, K) = R(() = R(C))-

-Preuve : La démonstration de ce lemme est triviale, ¢c’est une conséquence directe

de la définition de R(¢). W

Lemme 21 Si K est un compact (HCP) de CV, alors il existe un réel k > 0 et

C7 > 0 des constantes réelles ne dépendant que de K, telles que :

R(C) <1+ Cid(¢C, K)*, (V¢ eC).
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Si K est un compact de CN wvérifiant la condition (SL), alors il existe 3 > 0 et

Cy > 0 des constantes ne dépendant que de K telles que :
R(¢) > 1+ Cyd(¢, K)?, (V¢ eCV).

-Preuve : C’est une conséquence immeédiate de la définition d’un compact (HCP)

et d’'un compact vérifiant la condition (SL). W

2.6 Démonstration du Théoréme 5

Dans cette partie nous allons démontrer le Théoréme 5 page 80, en utilisant

@EONAO

tout ’arsenal mis en place pour 'approximation du Noyau YL

considérons dans cette partie les sous-ensembles de niveaux suivants :

~ A
LA’n:{CeD:R(C)>1+d—}, (Vn € N, VA > 0),

avec le choix de d,, suivant :
d, =n-ko, (icid, =n),

I'entier kg est celui donné dans le Lemme 15 page 78. Dans le Lemme 20 page 89, il
est mentionné que la jauge R(() est semi-continue inférieurement, donc ’ensemble

L 4, est mesurable pour la mesure de Lebesgue. Définissons les espaces ci-dessous :

A

(H x ) <0(§)> = {w e C“(O(%)) L (V2 € K), ¥(z,-) € C*(V(K) \ K) et

(Y6 € VE)\K), 0(.0) € H(O0(5.0))

Lespace (H x C*) (O(4)) a une structure de C-algébre. Considérons I'espace de

(p, q)-formes ci-dessous :

(HxCZ,) <0(é)> =8v =Y (2 Qdc AT g € (H x C) (0(%)) . (VI,.J)

25
lI|=p,lT|=q
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Notons la forme wé(w(z, ¢)) Aw(¢) dans sa base canonique ainsi :

d¢ A dl,

ww(z, ) Aw(Q) o wey(w(z,0))
O(z, (N _J_ZJV:I D(2, Q)N

d¢ :=d¢ AN -+ NdCy,

D’apreés la Proposition 11 page 84, on a :
we(w(z,) €C®V(K)), (VzeK), (VJ, |J]=N—1)

et

!

(. 0) € HO(5.Q). (% € V(K)), (V1. [7] = N ~1),

donc ,

(w2 0) Aw(Q)
3= )"

Définissons la suite d’opérateurs linéaires comme ci-dessous :

4

€ (H % Cy 1) (()(?)) |

Z 0 (HXCxy) (02)  — (Cala.on] X Cya) (O(2))
Y o B EQAAI 3T AN A

\J|=N-1

o (Cpla1, ..., 2N XCRY 1)) (O(£)) est exactement construit comme (HXCR v-1)) (O(4

au lieu d’avoir les fonctions holomorphes comme dans la définition ci-avant, on a I'es-
pace des polynomes C, |z, ..., zy] de degré plus petit que n et bien sir, (A,)nen
est la suite d’opérateurs linéaires définis dans le Corollaire 6 page 79.

-Preuve : Soit f € A*(K) fixée, d’aprés le Corollaire 5 page 67, pour tout entier [

dans N, il existe une constante C; > 0 et f dans C3°(CN) telle que,
970 < Cul(¢. K), (] eC) et flic=flx.

Nous préciserons la valeur de [ ultérieurement dans la démonstration. Comme 0 f
est plat dans K, en particulier 5f|K = 0; il s’ensuit, d’aprés le Théoréme 6 page

87 :

(N —1)! / 0f(Q) Awl(w(z€) Aw(C)

f(z) = (2im)N (2, ()Y , (Vz e K).
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Rappelons que les lignes de niveaux sont :

LA,n::{CEZB:R(C)Zl—I—dA} ou d,=mn-ky, (VneN),

et A > 0 est un réel que 'on précisera ultérieurement. Considérons le polynome

P,.4, donné par :

Pran(2) = % /L 0F(C) AZna, <“’< (wé’(f?)g“’@) (), (VzecV).

Le polynéme P,.; est bien défini par la construction méme de la suite d’opérateurs

linéaires (Z,)nen, on a donc deg P4, < n - d,, pour tout n dans N. Si z € K,

o o< =) . we(w(z, Q) Aw()  _ we(w(-, ¢)) Aw(()
7(2) = P (2)] < 55 LA,naf““< GO un.dn< o(-, ()N ))‘
(N —1)! 0f () Awi(w(z,0) Aw(()
Ty /D\ (= Q)" /

écrit de maniére condensée :
f(2) = Poa, (2)| < Lin(2) + Lon(2), (Yn>=ng, Vz€EK). (O)

Commencons par estimer ||I1 ||, posons pour n € N, n > ny fixé :

Ejn(¢) = weaw(- Q) . we (W, 0)
" O(-, )N T (L, QN K’
ot J est un multi-indice de longueur N — 1,
J:(jla"':ijl)a 1<j1<"'<JN71<N-

D’aprés le Corollaire 6 page 79, on a :(V( € Ly,),

Ejn(Q) < Cun(n- dn)NR(C)Qd”(NJFM)(l +(N+M)- R(C)d">n )

1+ R(()%d:
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!

we s (w(+ )

(1+R()™) (
o, QN

(R(C)20dn — 1)2(N+M)

Uk (R(())

en choisissant o dans ]%, 1 [

Fn(C) < ! !

2NCN,M(’I’L'dn)N <1+N+M

R(C)dn[n(Qa—l)—Q(N+M)—1} 9 ) X (R(¢)adn — 1)2(N-I—M) % d(c, K)NJ’

ou N; est un entier dépendant de N et du s de la s-H convexité du compact K avec
¢ dans L4, fixé.
Le compact K vérifie (HCP), donc d’aprés le Lemme 21 page 89 on a :

C-(n-dy)N 1+ N+M !
EJ,n(C) < n-dn[ 2—1 72(N+M)+1] d_n[ 20—1 72(N+M)+1] X
R(¢) 2 e 2R () DT
1

(R(G)b — 12N x (R(¢) = 1)
ou k > 0 est la constante de la propriété de (HCP) du compact K. Donc, il existe
ny € N*, tel que pour tout n > ng et pour ¢ dans Ly, on ait :

n

C(n-dy)" p 1 (dn) *
(1+£> (1+ﬁ) {(1+di) —1} :
ou
N+M+1 200 — 1
PRy “4

et N = maX‘J‘:N_l(NJ) est un entier dépendant de N et du s de la s-H convexité.

AR
lim (1+—> =2,

n—-+4oo dn

Comme

Nle]

donc il existe un entier n; > ng dépendant de A, tel que :

A dn 3 e
<1+d_n> > 5 (Vn = ny).
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Donc on a,

e A

Yap\" d )N+
Er.(0) < (ZD.Ap> X [ ( )r(NJrM), (Vn = ni), (V¢ € Lan).

2

Etant donné que :

3|z

lim n
n—-4oc

=1,

il existe un entier ny > n; tel que :

e A
5 1

Ern(C) < <6iﬂ> x [ (dn)?;;vm), (Vn > ny), (V¢ € Lag).
On pose,
- N oA 2(N+M)
G(H:NaN):NJr; et C(a,A,M,N):{__l]

[’estimation précédente peut s’écrire ainsi

E;n(¢) < C(a, A, M,N) <:)pA> (dn)ﬂ(n,N,N), (V¢ € La,n). (I)

On va donc choisir A > 0 suffisamment grand de sorte que 8p < e et donc :

lim (n-dp)* | Eyall,, =0, (VkeN).

n—-4oc

ce qui nous permet de conclure que :

lim (n-dy)*|Lialle =0, (Vk€N).

n—-+40o

Estimons ||, 5 : en effet, d’aprés la condition (SL), on a
- _ 5 A
D\Ljn, CU,: =3¢ D:d((,K)’ < [
on a donc :

I Bllie < Aon(D\ La) sup 9F(Q)] (¢, ).

CEUR

Rappelons que d’aprés le Corollaire 5 page 67, on a [ dans N et C} > 0 tels que :

9f(0)| < Cd(¢, K, (¥ € CV\K).
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Cette derniére nous permet d’affirmer que
I-N
A\ B

||]2,n||K < Cﬁ,l <d_> ; (Vn P no)-

Maintenant, si k € N, estimons (n - d,)* |12, en se souvenant que l'on a choisi

dn:n'kg.

I-N I-N I-N  k—<=X -N
B B B

(- dp)f Lol e < AT k- (d)* 7 <Ak, ° 025 (ID)
Si l'on choisi I dans N tel que [ > 28k + N, on a bien

lim (n - dp)* [Tl = 0.

n—-+400

Introduisant (I) et (ITI) dans (<), on obtient bien que

lim (n-dn)" ||f = Pua,llx =0

n—-4oc

On peut passer a tout n, comme dans ([22|, Page 93, Corollaire 3.3), étant donné

: dny1 .
que lim,_, o = 1 et conclure :

lim n*- E,(f)=0, (VkeN),

n—-+400

Ainsi s’achéve notre démonstration. B
Le Corollaire suivant est une conséquence directe de notre Théoréme 5. Il est démon-
tré par Siciak dans ([14]) pour une classe de compacts de C vérifiant des conditions
fortes de type (HCP) et (SL).

Soit 'espace de fonction s(K') défini de la maniére suivante :

s(K) := {f € C'(K): lim n*E,(f) =0, Vk € N}

n—-+oo

Corollaire 7 Si K est un compact de CV vérifiant les conditions (HC'P) et (SL),

alors :

A (K) = s(K).
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-Preuve : On a s(K) C A>(K) car toute fonction de s(K) est limite uniforme
de polynomes de Clzy,...,2zy] et que le compact K vérifie la condition (HCP)
c.f. ([14], Théoréme 1.6). L’inclusion réciproque est une conséquence immédiate du

Théoréme 5. ]

Remarque 7 Notons que l'on peut définir ainsi les semi-normes de Zerner ([24])

dans A*(K) avec d_y(f) := |[fllx et do(f) := Eo(f)

dp(f) := sup n*E,(f), (Vk € N*), (Vf € A”(K)).

neN*

2.7 Approximation des fonctions de H;(K)

Théoréme 7 Soit K un compact de CN Whitney 1-réqulier vérifiant les conditions
(HCP) et (SL). Pour toute fonction f dans Hy (K), il existe C > 0 et B > 0 deuz

constantes réelles ne dépendant que de f et de la fonction ©(s), telles que :
|f = Poll < Ce B2 (Vn € N),

ol Pn € (Cn[Zl,... ,ZN].
Réciproquement, si f est une fonction continue dans le compact K, si B > 0 et
C > 0 sont deuz constantes réelles et (P,)nen est une suite de Clzy, ..., zn], 0w

deg P, < n, pour tout n dans N, telles que :
|f = Pull < Ce B (vn e N),

alors [ est dans Hy(K).

2.7.1 Construction de la suite (d,),en

Dans la partie précédente, le choix de la suite (d,)nen, bien que trivial, (6, = n)
est la clé de votte de la démonstration du Théoréme 5 page 80. Dans le théoréme
7 page 96, la construction méme de la suite (0,)nen va dépendre naturellement de
la classe dans laquelle sera choisie la fonction f que I'on souhaite approcher par des

polynomes.
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Rappelons que d,, est définie ainsi :
dp = [0, - ko, (Vn € N),

ol kg est un entier défini dans le Lemme 15 page 78.

Toute cette partie est donc consacrée a déterminer la suite (0,)nen et exhiber ses
propriétés qui nous permettent d’obtenir un bon comportement asymptotique du
terme en exposant n de la Corollaire 6 page 79 pour mener a bien la démonstration

du Théoréme 7. Commengons par montrer ’existence d’une telle suite

Lemme 22 Soit g la fonction a valeurs réelles définie par :

g : [+ — Rt

(s, 1) —

alors, il existe Ty > 0 tel que :
— o Pour tout © fizé dans [Ty, +o00[ la fonction partielle g(-,x) est strictement
décroissante.
— o Pour tout s firé dans [Ty, +00[ la fonction partielle g(s,-) est strictement

croissante.

-Preuve : Soit 75 > 0 tel que w soit dans C'([ry, +00) et s -2 = ™ OO avec

t > ty, on a alors :

gg(s $):5-xa_)’(5-:c)—@(s-x)
0s” 7 52
—fd)'s-x _M
s (5-2) |1 s-xw'(s-x)

D’aprés le (+'«') de la partie 2.2.4, on a

%g(s, 7) = =&(s - 2) [L + lt) — log(s - 2)
- %(I)'(s -x) [1+ f(t) =t (t) — f(t))

d’ou

%g(s,x)z—fw’(s-x)m%t), (Vs ¢ € [r0, +00[)- (©)
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Etant donné que pour tout ¢ > tq, p'(t) > 0, on a %g(s,x) <0, (Vs, t € |1, +00]),
ceci d’aprés (€¢). W

Lemme 23

lim —= =0.
s—+00 S

-Preuve : Pour tout s > s, il existe un unique ¢ > t,, tels que

w(s) =127 (t) et s=eP OO

on a donc :
O(s) PRt PR e OO (e WOk
s eWOFED)  fe. W O e * e '

Avec les propriétés de p et p' on en déduit la limite voulue. W

Lemme 24 [l eziste un entier positif ng et une suite réelle (5,)nen Strictement

positive vérifiant les propriétés suivantes :

1. o) ie. 6, = 2 = en), (Vn € N, n > ng).

n n

2. 0<6n<6n+1a (VNEN, n)ng)
4. limsup, ,, . (6,)7" < +o0, (Yo >1).

-Preuve : Montrons 1., ¢’est une conséquence immédiate de la définition de (8,)nen

et des propriétés de la fonction v(u). En effet, si 6, existe, on a
o(n-o,) =mn,

donc

Y(@(n - 6n)) = log(n - b6,) = ¥(n),
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soit encore

6, = e’™,  (¥n €N),
car y(u) = 7vy(u) + log(u), (Yu > 0). Donc définie ainsi, la suite (d,)nen vérifie,
d’aprés les propriétés de y(u), les assertions 2. et 3..

Pour finir, démontrons /., soit a un réel tel que o > %, on a

1 1 - ne r(n
(6,)7% = <—ev<n>> e, (Vn e NY).

n

Etudions % quand u est au voisinage de l'infini; on a par définition de ~.
1
M) _doss <),
u® w(s)
Posons :
log s
Ua(s) = ——, (¥ 0),
()= S (s>0)
la fonction 9,(s) est de classe C', donc
1u(5)* — aw'(s)w(s)* 'log s W'(s) [ w(s)
19/ — S ] — 1 v 0 .
) nEE S [y s (>0

Soit encore :
w'(s)
w (5)a+1

pour le cas extréme pu(t) = at, (e > 0) on a ¥/ (s) < 0, pour tout s > 0, dés

als) = [—au(t) + (1 = a)tp'(1)],

que « > % Donc c¢’est encore vrai pour toutes les fonctions p(t) intermédiaires. La

fonction 9,(s) est donc strictement décroissante, sachant que :

u
1) _ a(s), (v > 0),
donc il existe une constante réelle C, > 0 telle que :

7 () < Cy, (Yu>0), donc limsup () < C,.

ue u——+00 u®

Le lemme est démontré. W
La mise en oeuvre de cette construction de la suite (d,),en sont les deux Lemmes

suivants :
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Lemme 25 (Lemme d’absorption) Soient p,a > 0 et p' € ]0,1[ des constantes

réelles fixées. Alors, il existe un entier positif non nul ng et un réel A > 0, tel que :

p
1+ AT(@(n - 6,))

]aén < p,a (vn 2 nﬂ)-

-Preuve : Un calcul élémentaire montre que :

.ZEQ 1'3 3
log(1 + x) —rto -3 <lzI”, (Vz=0). (©)
Tout d’abord, rappelons que ['(w(s)) = @ Donc nous avons :
p w(n - 5n)>
lo =logp—ad,log| 1+ A———= ).
i ([1 AT @ (n - %))1“‘”1) 57 ; < "o,

Donc d’aprés (<), nous avons la minoration suivante :

g (144200 5 qSRBL g (SR)]

n -0, n- o, n—+oo n-o,

w(n-0rn)

o ([1 Py %))}“n) slogpmad [1 gERc <%>} |

On peut donc choisir un ny > 1 et A > 0 suffisamment grand de sorte que :

en se souvenant que par construction de la suite (J,),en On a =1, donc

logp—aA{l— O <M>}<10gp'<0. |

n—too \ M- 0,
Lemme 26 Les limites ci-dessous sont vérifiées :
1. limpsso0(1 + AD(@(n - dy))) ATGa) = e, (VA > 0).
2. limsup,,_, . (n- dy)7 < +0c.

1

3. limsup,_,, (Q?ﬁ(‘igfn)>ﬁ < +0o0.

: dny1
4. limy, (o = 1.

Preuve : Seules les trois derniéres assertions méritent d’étre précisées, pour 2. :

S|=

(n-dp)w < (ko)™ (6,)7,
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on conclut par le Lemme 24 assertion 4..
Pour 3., en vertu du Lemme 22 et la croissance de @, nous avons les estimations
suivantes :

w(n - op) < w(n - koop) < w(n - dy) < w(n - ko (0, — 1)) < w(n - dy) |
kon -6, n - koo n-d, n-ko (0, — 1) n- (0, —1)

(Vn > 0),

en gardant a I'esprit que d,, = [6n]Ent- kq. De la construction méme de la suite (d,,)nen,

on en déduit :

3=

1 - < (M)n <¥, (Vn>>0),
(ko 6,) % n-dy, (6, — 1)

d’aprés le Lemme 24, les assertions 3. et 4. nous donnent lim sup,HJroo((Sn)% < 400

et lim, ., 0, = 400, donc

3=

-d

lim sup <7n L ) = lim sup(én)% < +00,
n—+o0o W(n . dn) n—+oo

on a la limite voulue.

]Ent

Pour finir montrons 4.. On a, par définition de d,, = [0, - ko et la stricte

croissance de (0,)nen, les inégalités suivantes :

dn—l—l 6n-|—1
1< < . (Vn e N).
Ay S (6, — 1) (vn € NY)

. . 5 .
Comme lim,, , 0, = +00, montrons que limsup,,_, ., %5+ = 1. D’apres le 1. du
n

Lemme 24, on a

Commencons donc par majorer,

A(w(s) + 1) — A(w(s)) = / Y (w(s) + 7)dr

Avec le Lemme de Fatou, on obtient :

1 1
limsup/ v (w(s) + 7)dr S/ limsupy'(w(s) + 7)dr,
s—+oc J0o 0 s—+oo

d’ou

limsup [y(w(s) + 1) — y(w(s))] < /0 lim sup ' (w(s))dr = limsup'(w(s)), (<)

s—+o s—+400 s—+400
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en se souvenant que y(w(s)) =logs, on a donc en dérivant par rapport a s :

¥ (w(5)) =

S (s)’ (Vs> 0).

Comme sw'(s) = t, il s’ensuit que lim;_, | sw'(s) = +00; donc en remplagant dans
(), on a
limsup [y(w(s) + 1) = v(w(s))] < 0.

s—+o

La fonction 7 est croissante et positive, ce qui nous permet de conclure :

lim [y(w(s) +1) = v(w(s))] =0,

s—+400

en passant a ’exponentielle, ceci achéve notre démonstration du Lemme. H

2.7.2 Premiére approximation dans les lignes de niveaux Ly4,

Nous allons enfin utiliser tout 1’arsenal mis en place pour 'approximation du
w(z,0))A - o .
noyau %. Cette fois-ci, nous considérons les sous-ensembles de niveaux

suivants :
Lan= {g eD:R(C)>1+ AT(@(n - dn))} . (VneN, VA > 0).

Dans le Lemme 20 page 89, il est mentionné que la jauge R(() est semi-continue
inférieurement. Donc 'ensemble L 4, est mesurable pour la mesure de Lebesgue.
Notons la forme wé(w(z, ()) dans sa base canonique ainsi :
Wiz ) Aw(Q) = D w sz 0))d¢ A dl,
|J|=N—1
ou d¢ = d; A -+ AdCy. Rappelons que (A,),en est la suite d’opérateurs linéaires
définis dans le Corollaire 6 page 79.

Lemme 27 Soit K un compact de CN qui est (HCP) et s-H convexe, alors il existe
un entier positif ng et C, B deuz constantes réelles strictement positives tels que pour

tout multi-indices :

J:(jla'-'ajN—l)a 1<]1<<]N_1<N,
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on ait

D’aprés le Corollaire 6, on a :(V( € Ly4,),

1+(z\f+M)-R(<)dn>"><

E1(¢) < Carn(n- dn)NR(C)““<N+M>( T+ R

we,(w(:,¢))
(I)('a )N

(1+ R(Q)™)
(R(C)20dn — 1)2(N+M)

Uk (R(C))

)
avec le choix de a dans } 1[. En appliquant les majorations (II) de la Proposition
¢

ci-dessus, on obtient ’estimation suivante :

11 page 84 au facteur W
’ Uk (R(C))

E (C)< ZNCN,M(n-dn)N 1+N+M n>< 1 v 1
In\S) =X R()dnn(2a—1)—2(N+M)—1] 9 (R(C)adn — 1)2(N+M) = q(¢ K)Ns”

ou N; est un entier dépendant de N et du s de la s-H convexité du compact K avec

¢ dans Ly, fixé. Le compact K étant (HCP), le Lemme 21 page 89 permet de voir

que :
C-(n-dy)¥ 1+N+M !
EJ,n(C) < R(C) ”';‘" [(2a_1)_2(w+7i\4)+1] < (C)dTn[(Qa_l)_2(N+é\/[)+l]> X

1
Njp °

(R(C)adn — 1)2(N+M) 5 (R(¢) — 1)+

Donc, il existe ng € N*, tel que pour tout n > ng :

C-(n-d,)V

Er.(Q) < do D ( N ‘ d -D) X
1+ AT (@(n - d,))]" "™ [1+ AT (@(n - d,))]™"
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1 n-d, \*
(11 + Ar@(n- e — 1) ()"

ol

N+ M+1 20 — 1

D’apreés le Lemme 26 page 100 assertion 1., on a

lim (1+ AD(@(n - d,))) TEmaD = e,

n——+0o
donc il existe ny > ng, tel que pour tout A > 0 :

e

(14 AT(@(n - dy))) TGwamT > = (Vn = ny),

(V]

ou encore,

n-dp DAT (w(n-dy))
(14 AT(@(n - dn))" " > (5)

Minorons le terme ci-dessous pour tout n > ny,

(1+AD(@(n-dy)))*% > (1+ AT (@ (n-dy,))) TGt AT@mdads (g)
d’ou
e am(“ﬁdn) e Aai’(n'koy(:sn—l)) e Aa&)(nr-fn)
(14 AT@(n - d))) > (3) > (5) > (3) ,

la derniére estimation est valide pour n > 0 et kg > 2. Dans la construction de la
suite (0, )nen, remémorons-nous @ =1, dou

@(n-dn)

Aa
> (E> , (Yn>=2ng, YA>0). ()

(14 AT @(n - ) > (£)° :

2

Donc avec (1) et (©g), on a l'estimation suivante :

B A
NI

]2<N+M> 1+ AT(@(n - d,,

| —
—~
N
SN—
]
b
|
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D’apres les assertions 2. et 3. du Lemme 26 page 100, il existe ny > n; et K > 1 tel

que :

3|z

J
n-d, \=m
(sras) " <K o @ea)T <K (mzm)

Donc,

— s\ —DA(n-dy) K "
En(Q) <C <§> X [( )QA - lr(NJrM) X ([1 n AF(w(/; . dn))]d”'D) )

€
2

Avec le Lemme 25 page 100, on peut trouver A > 0 suffisamment grand et ng > no,

tel que p' = % et conclure que :

é e —DA(I)(ndn)
E;n(C) < r(NJrM) X (5)

(5™ -1

Le Lemme est démontré. H

, (Yn =ns, YC € Lay).

Lemme 28 Soit K un compact de CN, Whitney 1-régulier, vérifiant la condition

(SL) et s-H convexe; alors pour toute fonction f dans Hy(K), il existe deur

que

0f(¢) Nwi(w(¢,2) Aw(C)

constantes réelles strictement positives Cy et Cy, dépendant uniquement de f, telles
D(z, O

ot f est une fonction C*°(D) a support compact prolongeant f c.f. Théoréme 4 page
4.

-Preuve : Posons,
I, :z/
D\La.n

UM:{CeﬁzéMQKW<AHmﬁd@”, (Vn € N).

< Cre @@vdn) - (yp € N¥),

Of(¢) Awi(w(¢,2) Aw(Q)
®(z, O

. (VneN)

et

Etant donné que le compact K vérifie la condition (SL), d’aprés le Lemme 21 page

89,ona fe€l0,1] et D\ La, C U,. D'ou,

[n < )\2N(Un) sup
CEUR

O1(Q) d¢. )Y, (0)
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o N = max|s—-n-_1(NNy). Rappelons que N dépend du s de la s-H convexité de K.
On a d’apres le Théoréme 4 page 61, pour ¢ € U, fixé :

— o~ ~ 1 -

5 ‘d K V<o ——ae, k)T,

70} a6 ) <9 (gt ) A6 )
en utilisant le Lemme 8 page 59 par récurrence, on obtient :

\5f~(<)\ d(¢, K) N <0 <0(N) .1d(<,K)> ,

ou C(N) est une constante réelle strictement positive dépendant uniquement de la
fonction f, du compact K et de entier N (donc de s).
Comme d(¢, K) < 1 pour tout ¢ € Det B¢ 10, 1], on a donc :

d(¢, K) < (d(¢,K))P, (¥ € D).
1 1
‘! <C(N) : d((,K)) <O <C(N) : d((,K)/3>

Donc,

i) ac 61" <0 (g

), (Vn e N, V¢ € U,),

il s’ensuit,

sup
CEUR

. G 1
OF(Q)]d(¢, k)N < 0 ( - ) ,
= T(@(n-dn))
d’on avec (O),
I < Ce_p<71>(¢é*‘1“(w(n.dn))), (Vn € N).

. 8
Si l'on pose B = %, on a

r<1>(Br(u))_r<1>(r(u)):/1 %F<1>(ﬂ“(u))dt:/l D(u) <D< (4T (u) .

comme lim,_, o ['(u) = 0, il existe ug > 0, tel que

tT'(u) € [0,1], (Yu > uqg, Vt € [1, B]).

Sachant que T est strictement décroissante, on a [<~'>' < 0, donc il existe une

constante réelle C' strictement positive dépendant de B et T" telle que :

I<""(BT(u)) > T<""((u)) = C, (Yu > ug).
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Par conséquent, il existe un entier ns > ny et une constante réelle Cy > 0, tels que
I, < Ce@0tmdn) (> pg).

Le Lemme est démontré. W

2.8 Démonstration du théoréme 7

Rappelons que pour tout entier n > nj :

_ (wZ(w(-,C))
T (I)(,C

)2“(5)) = ZI An-dn(‘ﬂ’g,J(w('aC)))dC/\dC_Ja

|J|=N-1
ou la forme d( est d(; A --- A d(,. Tl est trivial de voir que
_ <wg<w(-, 0) Aw(Q)
—n-dn
(-, ON

Lespace (Cy[z1,. .., 2n] X CR v_1y) (O(£)) est défini comme dans la partie 2.7.

A
25

> € (Cud,[215- -+ 2N]XCR N-1)) (O( )) . (Vn>=ns, VC € D).

-Preuve : Fixons une fonction f dans #Hy, (K) et définissons P,.4,(z) ainsi,

(N —1)! o we(w(+, ¢)) Aw(C)
P,. = 0 A=, ,
ST L Ak S oV L A
il est immédiat de voir que P,.q,(z) est dans C,.4, [21, ..., 2x]|. D’aprés le Théoréme

4 page 61 et le Théoréme 6 page 87, on peut écrire ’estimation ci-dessous, pour z

dans K :

o < =) . we(w(z, Q) Aw(@)  _ (we(w(, ) Aw(C)
|f(2) = Ppa, (2)] @y LA,naf(C)/\< B(z, O ~n~dn< o(-, OV >>‘
-1y g DF() Al (w(2 ) A w(C)
(2im)N D\Ln ®(z, )N ’

écrivons plus simplement,
f(2) = P, (2)| < Lin(2) + Ln(2), (Yn >ns, Vze K).
On a d’apres le Lemme 27 page 102,

[ Tinll o < Ce™B2mdn) - (Yn > ny).
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Avec le Lemme 28 page 105, on estime,
| Lol e < Cre~C2@n-dn) (Vn > ng).
Pour passer a tout n € N, posons :
P,=P.g, st l-d<n<(+1)-dy, (l€N).

D’apreés le 4. du Lemme 26 page 100, il existe C > 1, une constante et un entier [y
tels que :

[+1)-d ~
)

On a donc pour n € N assez grand et [ € N tel que - d; <n < (14 1) - dj,

1

If = Pallx < Cle=Bolbd) ¢ 0= Bald) CefBG)(E(Hl)-le) < CefB@( Ln)

Q

I

ceci en vertu de la croissance de @.
Réciproquement*, supposons f une fonction continue dans K et deux constantes

réelles B > 0 et C' > 0 telles que :
|f — Pollx < Ce B2 (Vn € N),

ou (P,)nen est une suite dans Clzy,...,zy] avec deg P, < n. Posons ’ensemble

suivant :

K, = {ZE(CN:d(z,K)<F(n)%}, (Vn € N),
ou k est 'exposant (HCP), et le sous-ensemble d’indices,
In::{kEN:ngw(l%)<n+1}, (Vn € N),

oil k est défini avec ¢ > 0 choisi de sorte que e O+2(®) = L pour donner comme
unique valeur a k = e O+u)  ceci d’aprés les hypothéses émises sur ju(t). Une

relation immeédiate lie & & k& par leur définition méme ; en effet, on a

k=k-e-t. ()

4L’auteur remercie Taib Belghiti pour sa contribution dans I’élaboration de la réciproque.
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Il faut noter que I’ensemble I,, est fini et que son cardinal est majoré par la valeur
w<™>(n+1) —w<7'>(n) (w est strictement croissante).

Fixons n dans N et k& dans [,, puis introduisons le polynome :
Qr(2) == Py(2) — Pr_1(2). On abien degQr <k, (Vk€N).
Soit z € K,,, en vertu de 'inégalité de Bernstein-Walsh :

Qu(2)] < [1Qull e €1,

|1Qk ||Kn < (o~ Do(k—1)+kT(n+1)

Sachant que T'(u) est décroissante,

||Qk||Kn < CefD-tD(kfl)Jrk-F(w(k)). (<><>)
En sous souvenant que I'(w(k)) = % et en introduisant ¢ = k@'(k) dans (<), on a la
relation suivante :

Lo eal(h).

B

Maintenant revenons a (&<) pour obtenir :
1Qkll . < CemPreth=Dteb=1)-w'(k=1),

Il est facile d’obtenir :

5(k) — ko' (k) = w(k),

ceci par un calcul direct sur fi(t) et p(t) par exemple. Aprés il est donc possible

d’écrire :
1Qkll g, < Ce P“®) < Ce ™ pour n fixé dans N et k choisi convenablement.
Soit H, le polynome défini par :

Ha(z) = 3 Qulo).

kel,
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cette somme a un sens puisque I, est de cardinal fini. Plus précisément, on a
card I, < Ce ™, (Vn €N),

ol a € H, 1 [, pour conclure que :

1Hallg, < Ce™ ™, (T)

on a bien
fe)= 3 Hu(e), (Vo€ K). (1)

Maintenant, nous utilisons une idée due a T.Belghiti dans (|2]). En effet, nous allons
montrer que si (I) et (IT) sont réalisés alors la fonction f est dans H s (K).
Soient z dans K et le polydisque A(z, ﬁl“(n)%), ot k > 0 est le coefficient de la

(HCP) du compact K, on a alors :

=

A (z 2\}Nr(n)

Des estimations de Cauchy nous écrivons, pour tout o multi-indice dans NV,

) C K,, (VneN).

|D°H,||,. < Calpe ™,

Soit py € |p, 1], alors

|D" | < Ca <pﬁ> s ), ()

Considérons la fonction a valeurs réelles h,| définie,

(0%
hia|(T) = Tlog p1 + ?'fy(r), (Vr > 0).

Notons que 7(u) vérifie le systéme ci-dessous qui se montre par un calcul élémentaire :

Y(u) = i

pt) = () —uy(w) (AV)
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Etant donné que lim,_, | o, @ = 0 et log p; <0, la fonction h|,| admet un maximum

en 7)o > 0, tel que hTa‘(T\a\) = 0. En effet, au regard des équations que doit vérifier

Tla|
hi, ( =1 M ! =0
la| Tlo) = log p1 + P 7' (u) =0,
soit encore
, K
V(7)) = —mlogm;

I'existence de 7, a bien un sens puisque d’apreés le systéme (IV), la fonction »'(u) est
strictement décroissante et p; < 1, donc a partir d’un certain rang r entier positif, on
a pour tout a multi-indice, tel que |a| > r 'existence d'un unique 1), > 0 vérifiant :
ool ,
Sup hja|(7) = == [¥(7ia)) = Tial7" (71a))] -
7>0 K
En revenant au systéme (IV), on a
Ll o]
sup hjo|(7) = —p | ——— | .
7>0 ko \—k-logp
En introduisant la valeur de sup,.hjq/(7) dans (III) puis utilisant la formule de
Stirling et en sommant, on trouve l’estimation ci-dessous :

lo

1D < Cen elotosiel+shn(=wtiss)

t
—k-log p1

Comme pu(t) et p ( ) définissent la méme classe c.f. (|2]), on conclut que la
fonction f est dans H,/(K). La démonstration de notre théoréme s’achéve. W

Il faut noter que l'on a w(s) = s, lorsque u(t) = 0, ainsi on obtient le théoréme
de Bernstein. Evidement, dans ce cas, les calculs sur la suite (d,),en n'ont pas lieu
d’étre, puisque 'on choisira cette suite (d,)nen non nulle et constante.

Chaumat et Chollet ont montré dans ([7]) que tout jet appartenant a la classe
de Carleman O-plat était limite de fonctions holomorphes au voisinage de K dans

Cx (M(p)).

Remarque 8 Notons que l'on peut définir les semi-normes dans Hy (K) ainsi :

ao(f) = [1f11 +sup P"ME(f),  (Vf € Hu(K)), (Vp €]0,1]).

ces semi-normes sont analogues a celle de Zerner dans ([24]).
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2.8.1 Corollaires

Enoncons quelques corollaires, qui sont des applications directes du Théoréme
6. Considérons la familles d’espaces de suites (ha,(N))yej0,1; définies comme ci-
dessous :
hat,p(N) == {(ak)keN eC': iug jar| ") < +00} , (Vpelo,1)).
€

L’espace hys,(N) est un espace de Banach, muni de la norme naturelle :

lall sy = sup o . (Y = (auen € g, (N)).
€

Posons :

hu(N) == harp(N)

p€0,1]

les injections ci-dessous sont nucléaires, pour tout p; et po, tels 0 < p; < py < 1:

Jpipe hM,m (N) — hM;Pl (N)a
donc hjp;(N) est un espace de Fréchet nucléaire.

Corollaire 8 Soit K un compact de CN rectifiable par arc, vérifiant les conditions
(HCP) et (SL) et d\an la mesure de Lebesque dans CV, alors les polynomes or-
thogonauz, pour la mesure d\ay, forment une base de Schauder dans Hy(K). L’ap-
plication qui a une fonction de Hy(K) associe la suite des coefficients de Fourier
dans cette base, est un unique isomorphisme vectoriel topologique de Hy (K) dans

har(N).

-Preuve : La démonstration est la méme que celle donnée par A.Zeriahi c.f. (Co-
rollaire 5.2,[23]) dans le cas de A*(K). N

Suites a quelques remarques de V.Thilliez et les Théorémes 18 et 20 de ([7]), on
peu trés certainement adapter les techniques de démonstration du Théoréme 5 page

80 pour des jets C* J-plat avec une convergence pour les normes Whitney.
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