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5RésuméDans la première partie, nous démontrons des inégalités de Markov pour lesourbes algébriques singulières de RN . Nous donnons une signi�ation géométriqueà l'exposant de Markov en montrant qu'il est relié à la multipliité de la singularité dela ourbe omplexi�ée dans C N via une paramétrisation de Puiseux en la singularitéréelle de la ourbe omplexi�ée.Dans la deuxième partie, nous démontrons un théorème d'approximation de typeBernstein pour les lasses de fontions holomorphes de type Carleman intermédiairesentre les fontions holomorphes et les fontions indé�niment di�érentiables sur deslasses de ompats de C N véri�ant une ondition géométrique onvenable liée àla fontion de Green. Pour démontrer e résultat, nous donnons une représentationintégrale sur les ompats s-H onvexes de C N des fontions de A1(K) via un noyauadéquat, nous approhons e noyau par les noyaux à poids de type Henkin-Ramirezintroduits par Berndtsson Andersson.
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12 TABLE DES MATIÈRES0.1 IntrodutionDans les artiles de L.BOS, P.MILMAN, N.LEVENBERG et B.A. TAYLOR ([5℄)et M. BARAN et W. PLESNIAK ([3℄), il est montré que l'exposant de Markov estau moins égal à 1 sur les surfaes algébriques de Rn , lisses C1, sans bord et om-pates. Pour y parvenir, les auteurs utilisent essentiellement des outils de la théoriedu pluripotentiel omplexe. En revanhe dans l'artile R. C. FEFFERMAN et NA-RASIMHAN ([10℄), il est démontré qu'il existe de telles inégalités ave un exposantde Markov valant 2 dans des ompats, ne ontenant pas de points singuliers, inlusdans des sous-ensembles algébriques de C n , et ei par des tehniques non trivialesde géométrie analytique. Bien sûr, on ne pourra pas iter toutes les parutions etles auteurs ayant ontribué à l'essor de e sujet vu la densité de résultats. Cei dit,donnons une liste non exhaustive des résultats intéressants et fondamentaux de edomaine qui permettra de erner l'ensemble :([16℄), ([17℄), ([1℄), ([2℄), ([5℄), ([7℄),([8℄) et ([22℄).Nous démontrons l'existene d'inégalités de Markov loales tangentielles sur lesourbes algébriques singulières de Rn . Nous interprétons de l'exposant de Markov,en montrant qu'il est minoré par un invariant géométrique. Pour ela, nous utilisonsdes outils de géométrie analytique et des résultats de la théorie du pluripotentielomplexe, a�n d'a�aiblir la notion (HCP ) pour la fontion de Green ave p�le àl'in�ni.L'idée d'approximation quantitative des fontions C1 et K -analytiques (K est leorps des réels ou des omplexes) dans les ompats de K N par des polyn�mes està l'origine illustrée par les travaux de BERNSTEIN. Plus préisément, es derniersaratérisent les fontions C1 et analytiques réelles dé�nies dans les intervalles de Rpar leur distane aux polyn�mes. Ces théorèmes ont été généralisés par BAOUENDIet GOULAOUIC ([1℄), dans le as des fontions C1 et R-analytiques sur des ouvertsde RN véri�ant ertaines onditions géométriques. Dans le même esprit, les mêmesauteurs ont aratérisé les fontions de la lasse de Gevrey par la déroissane sous-



0.1. INTRODUCTION 13exponentielle de leur distane aux polyn�mes. Il faut préiser que dans les résultatsités préédemment, les inégalités de Markov jouent un r�le essentiel dans les dé-monstrations. Un théorème de BERNSTEIN, pour les fontions holomorphes dansles ompats polyn�mialement onvexes et L-réguliers (régulier au sens de Leja)de C N , a été démontré par SICIAK ([15℄), 'est la fontion extremale de SICIAKqui ontr�le la roissane des polyn�mes. C'est en quelque sorte l'apparition de lathéorie du pluripotentiel dans la résolution de e genre de problèmes, bien que lelien entre la fontion extrémale de SICIAK et la fontion de Green ave p�le àl'in�ni sera mis en évidene un peu plus tard par ZAHARJUTA ([21℄). Ce type derésultat d'approximation a été généralisé par ZERIAHI ([22℄) pour des ompats L-réguliers dans les variétés algébriques a�nes d'intersetion omplète de C N . Dans leas des fontions C1, PAW�UKI et PLE�NIAK ([10℄) vont introduire une nouvellelasse de ompats ontenant les ritères géométriques énonés par BAOUENDI etGOULAOUIC, les ompats à pointes polyn�miales appelés ompats (UPC). Ilsprouvent un théorème d'approximation de type BERNSTEIN pour les fontions C1dans les ompats (UPC), ei à grand renfort de la fontion extrémale de SICIAKqui, dans les (UPC), véri�e une propriété de type Hölder, nommée la ondition(HCP ) par les auteurs. D'ailleurs les ompats (UPC) véri�ent les inégalités deMarkov, point ruial dans le as C1, étant donnée que les estimations de Cauhysur les dérivées ne sont pas toujours valides. Un théorème d'approximation pour lesjets C1 de la lasse de Carleman fortement non quasi-analytiques sur de ompatsde RN a été démontré par PLE�NIAK dans ([12℄).Une question naturelle se pose : qu'en est-il pour les lasses de fontions intermé-diaires situées entre les fontions holomorphes et les fontions C1 dans les ompatsde C N ? Dans l'artile ([23℄) sur les inégalités de Markov et le développement en sériede polyn�mes orthogonaux des fontions C1(K) et A1(K), ZERIAHI introduit lapropriété de BERNSTEIN-JACKSON, notée (BJ) pour l'espae A1(K). Il donnequelques exemples de ompats sur lesquels ette propriété est valide. C'est SICIAK([14℄) qui va démontrer la propriété (BJ) dans des ompats de C déjà plus élaborés



14 TABLE DES MATIÈRESet généraux.Dans notre travail, nous étendons la propriété (BJ) à ertaines lasses de om-pats s-H onvexes de C N , ei dans le Théorème 5 page 80. Et par ailleurs, nousgénéralisons le théorème de BERNSTEIN à un grand nombre de lasses intermé-diaires dans le Théorème 7 page 96, telles que les lasses de fontions holomorphesGevrey au bord, et....A notre onnaissane, seuls les auteurs BAOUENDI et GOULAOUIC, pour le aspartiulier des lasses de Gevrey et PLE�NIAK, pour la lasse des jets de Carle-man fortement non quasi-analytiques, tout ei dans le as réel, ont démontré unThéorème du type de notre Théorème 7.
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16CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RN



1.1. ÉNONCÉ DU THÉORÈME 171.1 Énoné du ThéorèmeNous adopterons l'identi�ation suivante C n � Rn � iRn , l'ensemble Rn est donun R-sous-espae vetoriel de C n . Par onséquent, nous onsidérons, anoniquement,R[x1 ; : : : ; xn℄ omme sous-espae de C [z1 ; : : : ; zn℄.Si E est un sous-ensemble de C n et a un point de E, on dira que v est unveteur tangent en a de E, s'il existe une suite (ai)j2N de point de E et une suite deréels stritement positifs (�j)j2N telles que v = limj!+1 �j(a�aj). Nous appelleronsl'ensemble des veteurs tangents de E en a le �ne tangent en de E en a et le noteronsC(E; a). Notons que pour tout v 2 C(E; a) et tout � 2 R+� on a � � v 2 C(E; a) ; lesveteurs tangents unitaires de C(E; a) ont un sens.Pour tout sous-ensemble K �� C n , nous noterons la norme uniforme sur Kainsi : k:kK .Nous appellerons moreau de ourbe algébrique ou ourbe algébrique, tout sous-ensemble analytique onnexe et irrédutible d'une ourbe algébrique. Nous onvien-drons de la notation suivante : C i = C i � f0g sous-espae de C i � C n�i . En�n pourtout sous-ensemble algébrique A de Rn , nous noterons respetivement l'ensembledes points singuliers et réguliers de A par Asing et Areg.Théorème 1 Soit A un moreau de ourbe algébrique de Rn . Pour tout x0 dansA, il existe C1; C2 et "0 des onstantes stritement positives, dépendant de x0 etloalement majorées telles que (8" 2 [0; "0[); (8p 2 R[x1 ; : : : ; xn℄) :1. si x0 2 Asing, jDvp(x0)j 6 C1�C2(deg(p))2" �k kpkA\B(x0;"k) ;où k est la multipliité omplexe du point singulier x0 dans ~A et v un veteurunitaire dans C(A; x0).2. si x0 2 Areg n �A;



18CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RN
jDvp(x0)j 6 C1�C2 deg(p)" � kpkA\B(x0;") ;où v est un veteur unitaire de l'espae tangent Tx0Areg.3. si x0 2 �A n Asing;jDvp(x0)j 6 C1�C2 deg(p)" �2 kpkA\B(x0;") ;où v est un veteur unitaire de l'espae tangent Tx0Areg.Corollaire 1 Soit A une ourbe algébrique, ompate, loalement irrédutible etsans singularité au bord de Rn , alors A admet des inégalités de Markov tangentiellesloales. Il existe don C1; C2 et "0 des onstantes absolues stritement positives tellesque : 8" 2 [0; "0[; 8x0 2 A; 8p 2 R[x1 ; : : : ; xn℄;jDvp(x0)j 6 C1�C2(deg(p))2" �k kpkA\B(x0;"k);où k est la multipliité omplexe du point x0 et v un veteur unitaire dans C(A; x0).Dans l'assertion 2. du Théorème 1, nous retrouvons le résultat énoné par Fe�er-man et Narasimhan dans ([10℄), pour le as d'une ourbe algébrique. Les hypothèsesdu Théorème 1 englobent, bien sûr, les ourbes algébriques lisses sans bord. Nousen déduisons le Corollaire suivant qui est démontré dans un adre plus général parBos, Milman, Levenberg et Taylor ([5℄).Corollaire 2 Soit A une ourbe algébrique C1, ompate lisse et sans bord deRn , alors A admet des inégalités de Markov tangentielles loales d'exposant 1. Au-trement dit, il existe C1; C2 et "0 des onstantes positives absolues telles que :(8" 2 [0; "0[); (8x0 2 A); (8p 2 R[x1 ; : : : ; xn℄),jDvp(x0)j 6 C1�C2 deg(p)" � kpkA\B(x0;");où v est un veteur unitaire de l'espae tangent Tx0A.



1.2. PRÉLIMINAIRES 191.2 Préliminaires1.2.1 Sous-ensembles algébriques de RnSi S est une partie de K n(n > 2) (K=R ou C ), on notera queIK (S) := fp 2 K [x1 ; : : : ; xn℄ : pjS = 0g ;est un idéal de K n ayant un nombre �ni de générateur (K [x1 ; : : : ; xn℄ est un anneauNoetherien). Si P est une partie non vide de K [x1 ; : : : ; xn℄, on ériralo P = fx 2 K n : 8p 2 P; p(x) = 0gle lous de P.Les sous-ensembles algébriques de K n sont les parties A de K n telles que :lo IK (A) = A:En gardant l'identi�ation C n � Rn � iRn , nous onsidérerons, pour tout sous-ensemble algébrique A de Rn le omplexi�é de A omme étant le plus petit sous-ensemble algébrique omplexe de C n ontenant A. On le notera ~A, ainsi que, ~Areget ~Asing les sous-ensembles, respetifs, singuliers et réguliers de ~A. On notera que :IC ( ~A) = IR(A)
R Cet A = ~A\Rn . Pour plus de préisions, il faut se référer au livre de Narasimhan([15℄,Page 91).Un sous-ensemble A de Rn est une ourbe algébrique, s'il existe des polyn�mesp1; : : : ; ps dans R[x1 ; : : : ; xn℄, (s 2 N?), tels que : A = fx 2 Rn : p1(x) = � � � =ps(x) = 0g et dimRA = 1.1.2.2 Critère d'algébriitéLe ritère d'algébriité de Rudin sera utile dans la démonstration du Théorème1 page 17. Une seule impliation nous servira, on trouvera sa démonstration dans([9℄, Théorème 3, Page 78), voii son énoné :



20CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNThéorème 2 Soit X un sous-ensemble analytique de C n(n 2 N?) de dimensionpure p. Alors X est algébrique si et seulement s'il existe C et s deux onstantesstritement positives et un hangement de oordonnées unitaire tels que :(8z = (z0; z00) 2 X); jz00j 6 C(1 + jz0js)où z0 = (z1; : : : ; zp) et z00 = (zp+1; : : : ; zn)Nous verrons dans le Lemme 2 page 27 que nous hoisirons un hangement deoordonnées unitaire bien spéi�que et que e hoix est ruial dans l'obtentionde nos estimations. En e�et, nous aurons besoin que le sous-espae Rn de C n soitstable par e hangement de oordonnées. En fait, hoisir un �ne, omme dans leThéorème i-dessus, 'est trouver une projetion projetion propre globale. Cei esténoné par la Proposition i-après.Proposition 1 Soit ~A un sous-ensemble algébrique de C n de dimension pure p. Sila projetion � : ~A �! C p est propre alors on a :~A � f(�0; �00) 2 C n : j�00j 6 C(1 + j�0js)g:Ave �0 = (�1; : : : ; �p) et �00 = (�p+1; : : : ; �n);où C et s sont des onstantes réelles stritement positives dépendant seulement de~A.Nous nous bornerons juste à énoner la Proposition 1 dont la démonstration �guredans ([13℄, Proposition 1, Page 389).1.2.3 Multipliité d'un point dans les sous-ensembles analy-tiquesLa multipliité d'un point dans un sous-ensemble algébrique omplexe de dimen-sion pure p est donné par l'expression suivante :8a 2 ~A; �a( ~A) := minf�a(�Lj ~A) : L 2 GrC (n; n� p)g ;



1.2. PRÉLIMINAIRES 21où GrC (n; n� p) est la Grassmanienne dans C n et �L est la projetion orthogonaledé�nie par �L : C n ' L � L? �! L?. On a toujours �a( ~A) > 1, pour tout a 2 ~A.La multipliité omplexe �a( ~A) n'est autre que le nombre de Lelong du ourant [ ~A℄en a ; 'est don un invariant par biholomorphisme, f ([9℄, Proposition 2, Page 120et Page 190).1.2.4 Paramétrisation de Puiseux pour une ourbe analy-tique omplexeConstruisons la paramétrisation de Puiseux pour les ourbes analytiques de C nen adaptant la démonstration de ([9℄, Page 67).Dans ette partie A est un sous-ensemble analytique de Rn de dimension pure 1,loalement irrédutible et ~A le sous-ensemble algébrique omplexi�é de A dans C n ,tel que 0 2 Asing (don 0 2 ~Asing) ; la projetion � : ~A \ U �! U 0 � C 1 (U =U 0 � U 00 � C � C n�1 un polydisque) est propre.Pour toute fontion holomorphe f au voisinage d'un point a de C , nous noteronsorda f l'ordre d'annulation de f en a : .Pour toute suite d'entiers 0 6 l1 < � � � < lr 6 k � 1, où k 2 N? et r 2 N? tel que1 6 r 6 k, nous noterons l'ensemble :R<r> = [16j6r h0; ei 2�ljk i :Proposition 2 Sous les hypothèses et les notations dérites i-dessus, il existe uneparamétrisation de Puiseux ' : D(0; 1) �! ~A \ U dé�nie dans un voisinage ouvertdu disque unité fermé D(0; 1) de C 1 véri�ant les assertions i-dessous.� � '(z) = (zk;  2(z); : : : ;  n(z)); (8z 2 D(0; 1)), où k = �0( ~A), les  j sontholomorphes dans D(0; 1) ave ord0  j > k et  2 C une onstante dépendantde '.� � Il existe des entiers 0 6 l1 < � � � < lr+A 6 k � 1 (resp. 0 6 l01 < � � � < l0r�A 6k�1), où r+A (resp. r�A ) est le nombre de branhe(s) de la ourbe réelle A dans



22CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNU , ayant 0 omme extrémité, au-dessus de [0; 1℄ � D(0; 1) (resp. au dessus de[�1; 0℄ � D(0; 1)), de sorte que 'jR<r+A> (resp. 'jR<r�A> ) paramétriseA \ U \ f(z1; : : : ; zn) 2 C n : <e(z1) 2 [0; 1℄g(resp: A \ U \ f(z1; : : : ; zn) 2 C n : <e(z1) 2 [�1; 0℄g):-Preuve : ~A est de dimension omplexe 1, ~Asing est un ensemble disret. Don ilexiste un polydisque U = U 0 � U 00 � C � C n�1 tel que �<�1>(0) \ ~A \ U = f0g,où � est la projetion. Nous avons supposé que le sous-ensemble algébrique A estloalement irrédutible ; il s'ensuit don que le omplexi�é ~A est loalement irré-dutible, ei d'après ([15℄, Proposition 2, page 92). La projetion �jU est supposéepropre, d'après le Théorème de struture des sous-ensembles analytiques omplexes( ~A\U; �; U 0) est un l-revêtement holomorphe rami�é. Fixons un point a 2 A\U telque a1 2 R où a1 = �(a). Soit  : [0; r1[! ~A le relèvement du segment [0; r1[� C 1passant par a dans A (i.e 9t0 2 [0; r1[; (t0) = a; 8t 2 [0; r1[; � Æ (t) = t). Cerelèvement existe ar ( ~A\U; �; U 0) est un l-revêtement holomorphe rami�é. Comme~A \ U est irrédutible ~A \ U n f0g est onnexe. Cei nous permet de dire que�r = �<�1>(fz 2 C : jz1j = rg) \ ~A; 8r 2 [0; r1[; est une ourbe de Jordan fermée.Don le triplet (�r; �; jz1j = r) est un l-revêtement. On peut ainsi onstruire uneunique paramétrisation r : [0; 2�[! �r telle que � Æ r(t) = reikt, ave r(0) = (r):Dé�nissons don : �(z) := ��(z)r1 � 1k ; �(r(t)) = � rr1� 1k eit:La fontion � est holomorphe et injetive sur ( ~A \ U) n f0g. Don d'après le Théo-rème de prolongement de Riemann des fontions holomorphes sur les singularités, lafontion z : D(0; 1)! ~A\U , telle que � 7! z(�) est une injetion holomorphe. Ainsinous obtenons une paramétrisation de Puiseux pour 0 2 ~Asing. Comme le point an'est pas dans �(Asing), on a don �a0; : : : ; ak�1	 = �<�1>(fa1g)\ ~A\U , en prenantpar exemple a = a0. D'après la onstrution de la fontion z(�), nous pouvons or-donner les points (al)l2f0;::: ;k�1g, de sorte que �(al) 2 [0; ei 2i�lk ℄; 8l 2 f0; : : : ; k � 1g.



1.2. PRÉLIMINAIRES 23Dé�nissons les ensembles i-dessous :E<k> := [06l6k�1 h0; ei 2�lk i :et R<k> la partie de E<k> telle queR<r+A> := [16j6r+A h0; ei 2�ljk i ; (1.1)où r+A est le nombre de branhes, ayant pour extrémité 0, dans A \ U et [0; ei 2�ljk ℄est un segment paramétrisant une branhe de A \ U au-dessus du segment [0; 1℄.Bien sûr, l'entier naturel r+A ne peut dépasser k et est toujours plus grand que 1.Ainsi 'jR<r+A> paramétrise analytiquement la partie de la ourbe réelle A au-dessusdu segment [0; 1℄. Pour les branhes de A\ U au-dessus de [�1; 0℄, on se ramène auas des branhes au-dessus de [0; 1℄ par une rotation d'angle �. �Si v est un veteur tangent dans C(A; 0), toutes les branhes d'extrémité 0 dela ourbe A \ U sont paramétrisées loalement en 0 par 'jR<r+A> ou 'jR<r�A>. Donpour le veteur tangent v, il orrespondra une branhe de A \ U , à laquelle il esttangent, et don un segment de R<r+A> et R<r�A>, du type [0; ei 2�lk ℄ paramétrisant ladite branhe par 'j�0;ei 2�lk �. Bien sûr, la géométrie de R<r+A> et de R<r�A> dépendentde la nature de la singularité de la ourbe algébrique réelle A.Lemme 1 Soit ~A une ourbe algébrique de C n irrédutible et a 2 ~Asing. Si k estl'exposant de la paramétrisation de Puiseux, alors k est aussi la multipliité de lasingularité omplexe de ~A en a.-Preuve :Dé�nissons le produit salaire usuel dans C n : 8(u; v) 2 (C n)2 ave u =(u1; : : : ; un) et v = (v1; : : : ; vn) (ujv) := j=nXj=1 ujvj:Soient L 2 GrC (n� 1; n); u 2 L? et v2; � � � ; vn 2 L tel que (u; v2; : : : ; vn) soit unebase C -orthonormée. On a bien :C u ?� ?M26j6n C vj! = C n ;



24CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNon en déduit don que :8z 2 C n ; �L(z) = (zju)u; �L : L� L? �! L?:On peut supposer, sans perdre de généralité, que a = 0. Soit la paramétrisation dePuiseux de ~A en 0, z(�) = (�k;  2(�); : : : ;  n(�)), où les  j sont holomorphes dansD(0; 1) telles que ord0( j) > k; 8j 2 f2; : : : ; ng. Dans ([9℄, Lemme 1, Page 107),nous avons l'égalité suivante :ord0(�L Æ z(�)) = �0(�Lj ~A):En identi�ant C u à C , on a� Æ z(�) =  �ku1 + j=nXj=2  j(�)uj!u; 8L 2 GrC (n� 1; n):On déduit trivialement que �0( ~A) = k: �1.2.5 Fontion de Green ave p�le à l'in�ni, inégalité de Bernstein-Walsh et ompat (HCP ) de C nSoit E un sous-ensemble de C n , on notera la lasse de Lelong, LE(C n), que l'ondé�nira omme i-dessous :LE(C n) := fu 2 PSH(C n) : ujE 6 0; 9u 2 R; u 6 u + log(1 + jzj)g ;où jzj := max16j6n jzjj, ave z = (z1; : : : ; zn).La fontion de Green ave p�le la l'in�ni assoiée au ompat E est dé�nie ainsi :VE(z) := sup fu(z) : u 2 LE(C n)g ; (8z 2 C n):Il est possible de réduire l'ensemble LE(C n) pour dé�nir VE, si l'on suppose que Eest ompat. En e�et, siL+E(C n) := fu 2 PSH(C n) : ujE = 0; 9u 2 R; u 6 u + log(1 + jzj)g ;



1.2. PRÉLIMINAIRES 25on a VE(z) := sup�u(z) : u 2 L+E(C n) \ C1(C n)	 ; (8z 2 C n):On appellera la régularisée supérieure de la fontion VE la plus petite fontion semi-ontinue supérieurement majorant VE. On la note V ?E et on la dé�nit omme i-dessous : V ?E(z) := lim sup�!z; �2Cn VE(�); (8z 2 C n):Si E est non pluripolaire (i.e. 8u 2 PSH(C n); E 6� u<�1>(�1)) la fontionV ?E 2 PSH(C n). Nous avons le théorème approximation de VE dû à Siiak et Za-harjuta ([21℄). VE = log(�E) (1.2)où�E(z) := supnjp(z)j 1deg(p) : p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄; kpkE 6 1; deg(p) > 1o ; (8z 2 C n);où k�kE est la norme uniforme sur le ompat E. A partir de l' égalité (1.2), nousdéduisons trivialement l'inégalité de Bernstein-Walsh :jp(z)j 6 kpkE e(deg(p)VE(z)); 8p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄; (8z 2 C n): (1.3)On trouvera plus de préisions sur les démonstrations des propriétés de la fontionde Green ave p�le à l'in�ni dans ([12℄).Si E est un ompat de C n , non pluripolaire, nous dirons que E véri�e la propriété(HCP ) (Hölder Continuity P roperty), s'il existe Æ0; C; � > 0 des onstantes nedépendant que de E telles que :(8Æ 2 [0; Æ0℄); (8z 2 C n ; d(z; E) 6 Æ) =) VE(z) 6 CÆ� (d métrique Eulidienne):Si un ompat véri�e la propriété (HCP ), la fontion VE est ontinue ; ei impliqueque le ompat E est L-régulier.Nous dirons que E est loalement (HCP ), si pour tout a 2 E, il existe " > 0, tel



26CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNque E\B(a; ") véri�e la propriété (HCP ). Nous érirons plus simplement que E est(HCP ) ou E est loalement (HCP ). Parfois, par abus de language, nous préiseronsla valeur de la onstante � en parlant (HCP ) d'exposant ou d'ordre �, s'il n'y a pasde onfusions possibles.Il faut noter, qu'ave l'inégalité de Benstein-Walsh (1.3) et les inégalités de Cauhy,les ompats (HCP ) admettent des Inégalités de Markov.Cette notion (HCP ) a été introduite par Ple±niak et Pawªuki dans l'artile ([17℄).1.2.6 Critère de SadullaevEnonçons le théorème de Saduallaev qui est une aratérisation des sous-ensemblealgébriques omplexe de C N .Théorème 3 (Critère de Sadullaev) Si ~A est un sous-ensemble analytique onnexede C n , alors la fontion de Green ave p�le à l'in�nie VK est loalement bornée dans~A si et seulement si ~A est algébrique.-Preuve : .f. la démonstration de ([18℄, page 497, Théorème 2.2). �1.3 Continuité de Hölder de la fontion extrémaledans le sous-ensemble algébrique ~ADans ette partie, nous allons a�aiblir la notion (HCP ) pour les ourbes algé-briques de Rn (n > 2) en la restreignant au sous-ensemble algébrique omplexi�é.Pour e faire, nous introduirons la métrique des géodésiques dans la ourbe om-plexi�ée et nous verrons, modulo une ertaine ompatibilité pour ette métrique,que ette notion (HCP ) impliquera enore l'existene d'inégalités de Markov tan-gentielles.En dé�nitive, il ne sera pas néessaire de montrer la propriété (HCP ) dans C n , maisseulement dans une partie de dimension omplexe 1.



1.3. CONTINUITÉ DE HÖLDER DE LA FONCTION EXTRÉMALE DANS LE SOUS-ENSEMBLE ALGÉBRIQUE ~A271.3.1 Prolongement de la paramétrisation de Puiseux pourles ourbes algébriques omplexesPour obtenir le prolongement de la paramétrisation de Puiseux onstruite dansla Proposition 2 page 21, il est néessaire de onstruire une projetion globale � :~A! C 1 propre.Proposition 3 Soient G = G0�G00, où G0 et G00 sont deux sous-ensembles ouvertsrespetifs de C p et C m (m + p = n), et � : (z0; z00) 7! z0 une projetion. Soit ~A unsous-ensemble analytique de G tel que � : ~A �! G0 soit une appliation propre,alors ~A0 = �( ~A) est un sous-ensemble analytique de G0 et le nombre de pré-images��1(fz0g); (z0 2 G0) est loalement �ni dans G0. Si, de plus, G = C n , G0 = C p et ~Aest un sous-ensemble algébrique de C n , alors ~A0 = �( ~A) est aussi un sous-ensemblealgébrique de C p .On trouvera la démonstration de la proposition 3 dans le livre de Chirka ([9℄, �3.2,page 29).Lemme 2 Soit A un sous-ensemble algébrique de Rn de dimension 1 et ~A sonomplexi�é dans C n tel que A = ~A\Rn , alors il existe l une transformation unitairede C n telle que l(Rn) = Rn et � : l( ~A) �! C 1 soit propre.-Preuve : On injete C n dans Pn(C ), H0 sera l'hyperplan à l'in�ni identi�é àPn�1(C ) dans Pn(C ), de sorte que Pn(C ) = Pn�1(C ) [ C n . La ourbe A est algé-brique dans Rn , don il existe des polyn�mes p1; : : : ; ps dans R[x1 ; : : : ; xn℄ (s 2 N?),tels que : A = fx 2 Rn : p1(x) = � � � = ps(x) = 0g :Si dj est le degré du polyn�me pj, pour tout j dans f1; : : : ; sg, nous avons alors ladéomposition suivante pour tous les polyn�mes pj :pj(x) = hj(x) + qj(x); (8j 2 f1; : : : ; sg);où les hj sont des polyn�mes homogènes dans R[x1 ; : : : ; xn℄ de degré dj et les qjsont des polyn�mes dans R[x1 ; : : : ; xn℄ tels que deg(qj) < dj. Considérons le sous-



28CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNensemble algébrique projetif V , dé�ni omme i-dessous :V := f[z℄ 2 Pn�1(C ) : h1(z) = � � � = hs(z) = 0g ;où V � H0; H0 = Pn�1(C ):Le sous-ensemble algébrique projetif V est bien dé�ni puisque les hj sont des po-lyn�mes homogènes et V est propre, ar les hj ne sont pas tous nuls. Maintenantidenti�ons GrC (n; 1) et Pn�1(C ). SoitL := n~L 2 GrC (n; 1) : ~L � ~Ao ;il est évident de voir que L est un fermé d'intérieur vide dans GrC (n; 1).Posons : M := GrC (n; 1) n L;il s'ensuit queM est un ouvert partout dense dans GrC (n; 1). Dé�nissons l'ensemblesuivant :B := n~L 2 GrC (n; 1) : 9vn 2 Rn ; kvnk2 = 1; ~L = C vn ; [vn℄ 62 V o :De toute évidene B 6= ;, ar deg(hj) = deg(pj) implique que V est au plus unehypersurfae. Supposons maintenant que B 6� M. Don il existe ~L dans B tel que~L 62 M. Il s'ensuit que ~L � ~A. Choisissons vn dans Rn tel que ~L = C vn , puisque ~Lest dans B, et posons L = Rvn . Nous avons :L � ~L � ~A =) L � A:Don (8� 2 R); p1(�vn) = � � � = ps(�vn) = 0;soit enore (8� > 0); 1�d1 p1(�vn) = � � � = 1�ds ps(�vn) = 0:



1.3. CONTINUITÉ DE HÖLDER DE LA FONCTION EXTRÉMALE DANS LE SOUS-ENSEMBLE ALGÉBRIQUE ~A29Si �!1, ela nous donne :h1(vn) = � � � = hs(vn) = 0;e qui veut dire que [vn℄ est dans V , or ette dernière assertion ontredit l'hypo-thèse que ~L est dans B. En onlusion B � M. Soient, maintenant, les polyn�meshomogénéisés des pj dé�nis omme i-dessous :p?j(z0; : : : ; zn) := zdj0 pj �z1z0 ; : : : ; znz0� ; (8j 2 f1; : : : ; sg):Les p?j sont des polyn�mes homogènes de C [z0 ; � � � ; zn℄. Considérons ~~A la variétéprojetive de Pn(C ) dé�nie omme i-dessous :~~A := f[z℄ 2 Pn(C ) : p?1(z) = � � � = p?s(z) = 0g :Etant donné que pour tout j dans f1; : : : ; sg, on a pj = p?j jCn , il s'ensuit que~A = C n \ ~~A. Comme ~~A est fermée, nous en déduisons suessivement les inlu-sions suivantes : ~A � ~~A et ~A n ~A � ~~A:De plus ~~A \H0 = V , par onséquent ~A \H0 � V , et ~A \H0 = ;. Ave l'inlusioni-dessous : ~A � ~A � ~~A;on a ~A � ~A \ C n � ~~A \ C n = ~A;don ~A = ~A \ C n = ~~A \ C n :Montrons que ~A n ~A � V . On a~A = ~A \ (H0 [ C n) = � ~A \H0� [ � ~A \ C n� = � ~A \H0� [ ~A;omme ~A = � ~A n ~A� [ ~A, on déduit l'égalité i-dessous :� ~A n ~A� [ ~A = � ~A \H0� [ ~A (31)



30CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNChoisissons [z℄ 2 ~A n ~A, on a [z℄ 62 ~A. De l'égalité (31), on déduit que [z℄ 2 ~A \H0,soit ~A n ~A � ~A \ H0. L'inlusion voulue est démontrée, sahant que nous avons~A \H0 � V , d'où : ~A n ~A � V � H0:Choisissons maintenant ~L dans B. Nous avons ~L 6� ~A et L 6� A. Il s'ensuit que ~L\ ~Aest une sous-ensemble algébrique propre de ~L. Comme ~L est de dimension omplexe1 et ~A algébrique, ~L \ ~A est �ni, don L \ A aussi. Construisons maintenant latransformation unitaire l. Choisissons vn dans Rn tel que kvnk2 = 1 et C vn = ~L (~Lest dans B). Rappelons que C n est muni du produit salaire i-dessous :(zj�) := j=nXj=1 zj�j; (8z; � 2 C n);où z = (z1; : : : ; zn); � = (�1; : : : ; �n). Construisons par le proédé d'orthonorma-lisation de Gram-Shmidt une base R-orthogonale dans L?R. Nommons ette base(v1; : : : ; vn�1). Le système (v1; : : : ; vn�1) est C -libre. Nous avons dondimC V etC (v1; : : : ; vn�1) = n� 1:Il s'ensuit que : V etC (v1; : : : ; vn�1) = ~L?C tel que ~L� ~L?C = C n :On a � ~A n ~A� \ ~L � V \ �a+ ~L� = ;; (8a 2 ~A);ar V est un sous-ensemble de H0 et [vn℄ n'appartient pas à V . Cette dernièreassertion montre que la projetion i-dessous :�~L : ~A �! ~L?C (32)est propre.D'après la onstrution de ~L et ~L?, il existe don une unique transformation unitairede C n notée l1 telle que :(l1(vj)jek) = Æj;k; (8j; k 2 f1; : : : ; ng);



1.3. CONTINUITÉ DE HÖLDER DE LA FONCTION EXTRÉMALE DANS LE SOUS-ENSEMBLE ALGÉBRIQUE ~A31ave Æi;j symbole de Kroneker, où l1(Rn) = Rn :On déduit de e qui préède, 'est-à-dire (32), que la projetion :�1 : l1( ~A) �! C n�1(z0; zn) 7�! z0est propre. Notons maintenant ~A1 = ~A. D'après la Proposition 3 page 27, �1(l( ~A1))est algébrique dans C n�1 . Construisons par réurrene desendante la suite (�i; li; ~Ai),pour tout i 2 f2; : : : ; n� 1g, telle que :�i : li( ~Ai) �! C n�i ; ~Ai = �i�1 �li�1( ~Ai�1)� ; 8i 2 f2; : : : ; n� 1g ;où �i est une projetion propre telle que �i(Rn�i) = Rn�i�1 , ~Ai est un sous-ensemblealgébrique et li est dans O(C ; n�i), l'ensemble des transformations unitaires de C n�iet li(Rn�i) = Rn�i . Nous avons les inlusions suivantes :ji : O(C ; i) �! O(C ; i + 1)ln�i+1 7�! ln�i+1 � idC (i+1) ; 8i 2 f2; : : : ; n� 1g ;où C (i) est le sous-espae f0C i�1g � C de C n . Il s'ensuit que si l'on pose ~l = (ln�1 �idC (3) ) Æ � � � Æ (l2 � idC (n) ) Æ l1, ~l est dans O(C ; n), telle que ~l(Rn) = Rn . Si l'on pose� = �n Æ � � � Æ �1, où �n : ln�1( ~An�1) �! C 1 est la projetion propre hoisie omme�1 pour le sous-ensemble algébrique ~An�1. On a don :� : l( ~A) �! C 1(z1; : : : ; zn) 7�! z1est propre ar toutes les projetions �i le sont, don � et l véri�ent les onditionsrequises du lemme. �Proposition 4 Supposons A une ourbe algébrique de Rn , loalement irrédutible,telle que 0 2 ~Asing et ' la paramétrisation de Puiseux de la Proposition 2 page



32CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RN21. Modulo un hangement de oordonnées unitaire dans C n , laissant A dans Rn ,il existe 	 une appliation holomorphe dé�nie dans 
0 ouvert de C partout dense,ave D(0; 1) � 
0, telle que 	jD(0;1) =  etj	(z)j 6 C(1 + jzjsk); (8z 2 
0);où Cet s sont des onstantes réelles stritement positives ne dépendant que de ~A.-Preuve : On peut don hoisir, d'après le Lemme 2 page 27, un hangement deoordonnées unitaire et une projetion � : ~A �! C 1 ; �(�1; : : : ; �n) = �1; propretelle que �(Rn) = R. Comme ~A est algébrique, d'après la Proposition 1 page 20, ilexiste deux onstantes réelles stritement positives C; s telles que :(j�2j2 + � � �+ j�nj2) 12 6 C(1 + j�1js): (1.4)La projetion � est propre et ~A est algébrique de dimension omplexe 1, don ilexiste �1 � C 1 un sous-ensemble �ni ontenant 0 (ar 0 2 ~Asing) de sorte que :� : ~A n �<�1>(�1) �! C n �1soit un r-revêtement holomorphe (r 2 N?), ave8z1 2 C n �1; ard ��<�1>(z1) \ ~A� = r:Don pour tout z1 2 C 1 n �1, il existe de Vz1;j, (8j 2 f1; : : : ; rg) des ouverts de~An�<�1>(�1) etWz1 2 VC 1 (z1) (voisinage ouvert de z1 de C 1) ave �z1;j des fontionsholomorphes dans Wz1; (8j 2 f1; : : : ; rg):�z1;j : Wz1 �! Vz1;j� 7�! (�; �z1;j(�)):Posons 
 = C 1 n �, où � est un ensemble �ni de demi-droites de C 1 ayant pourorigine tous les points de �1, ontenant en partiulier [0;+1[, rendant ainsi 
 sim-plement onnexe1. En appliquant le Théorème de la monodromie, il existe �1; : : : ; �rdes fontions holomorphes dans 
 telles que :(8z1 2 
); (9Wz1 2 VC1 (z1)); (8j 2 f1; : : : ; rg); �jjWz1 = �z1;j:1L'auteur remerie Julien Duval pour ette idée.



1.3. CONTINUITÉ DE HÖLDER DE LA FONCTION EXTRÉMALE DANS LE SOUS-ENSEMBLE ALGÉBRIQUE ~A33Comme la projetion � : ~A ! C 1 est propre, alors il existe U un voisinage ouvertde 0 dans C n , où U = U 0 � U 00 � C � C n�1 tel que la projetion :�jU : ~A \ U �! U 0(�1; : : : ; �n) 7�! �1soit une appliation propre et véri�e �<�1>(0)\ ~A\U = f0g, ette dernière assertionest possible ar �1 est un sous-ensemble disret de C 1 . Le sous-ensemble algébrique~A \ U est irrédutible, ar la ourbe algébrique réelle A est supposée loalementirrédutible f. ([15℄, Proposition 2, Page 92). D'après le théorème de strutureloale des sous-ensembles analytiques, il existe �2 � C 1 (�2 � �1) �ni tel que� : ( ~A \ U) n �<�1>(�2) �! C 1 n �2 soit un k-revêtement holomorphe rami�é(k 2 N?). Construisons la paramétrisation de Puiseux assoiée à la singularité 0 de~A à partir de la projetion �jU omme dans la Proposition 2 page 21. Notons etteparamétrisation : '(z) = (zk;  (z)); (8z 2 D(0; 1));Considérons les seteurs suivants :Sj := �z 2 D0(0; 1) : 2�jk < arg(z) 6 2�(j + 1)k � ; (8j 2 f0; : : : ; k � 1g);où k = �0( ~A) et D0(0; 1) = D(0; 1) n f0g.Posons les hangements de oordonnées loales suivantes :�j : D0(0; 1) �! Sj� 7�! ( �) 1k :Les fontions �j sont holomorphes dans D0(0; 1). Posons :S 0j = Sj n�j; �j := �j(�) et 
j := �j(
);on a l'inlusion suivante 
j � S 0j et d'après le Théorème de l'image ouverte, 
j estouvert. Il est lair que S 0j paramétrise par �j dans D(0; 1) n � � D0(0; 1). Don lafontion ' Æ �j paramétrise un moreau d'une feuille au-dessus de D(0; 1) n� � C 1 .



34CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNOn en déduit l'existene d'un �ij , tel que  Æ �j = �ij sur D(0; 1) n�. Comme paronstrution la fontion �ij est holomorphe dans 
 � D(0; 1) n�, don la fontion se prolonge sur l'ouvert 
j en une fontion  j holomorphe dans 
j. De l'inégalité(1.4) on déduit que :j j(z)j 6 j(1 + jzj)sk; (8z 2 
j); (8j 2 f0; : : : ; k � 1g):Comme les prolongées  j oïnident sur 
j \D(0; 1) ave  , alors d'après le Théo-rème du prolongement analytique,  se prolonge sur l'ouvert 
0 dé�ni par :
0 = [16j6k�1
j:Soit 	 sa prolongée, elle véri�e don :8z 2 
0; j	(z)j 6 (1 + jzjsk);ave 
0 = C 1 : �Dans le orollaire suivant, nous démontrons, une version globale du théorème desfontions impliites.Corollaire 3 Soient A une ourbe algébrique réelle de Rn loalement irrédutibleet x0 dans ~Areg �xé. Modulo un hangement de oordonnées unitaire laissant Adans Rn , il existe une paramétrisation holomorphe '(z) = (z;  (z)), telle que ' :D(0; 1) ! ~A \ U , où U = '(D(0; 1)) et '([�1; 1℄) = A \ U . Cette paramétrisationse prolonge dans un ouvert 
 de C partout dense, telle que :j (z)j 6 (1 + jzjs); (8z 2 
);où  et s sont des onstantes réelles stritement positives dépendant uniquement dela ourbe A.Étant donné la forte similitude de ette démonstration ave elle de la Proposition4 page 31, nous omettrons volontairement les détails.



1.4. ESTIMATION DE LA FONCTION EXTRÉMALE 35-Preuve : D'après le Lemme 2 page 27, il existe un hangement de oordonnéesunitaire laissant A dans Rn , tel que la projetion,� : ~A �! C 1(z1; : : : ; zn) 7�! z1 ;soit propre. Sans perdre de généralité, on peut supposer que x0 = 0 et 0 2 Areg. Ilexiste � un sous-ensemble, formé de points isolés, inlus dans C , tel que� : ~A n �<�1>(�) �! C n �;soit un r-revêtement rami�é. En opérant de la même manière qu'à la Proposition 4du page 31, il existe un ouvert 
 de C partout dense et simplement onnexe et desfontions �j (j 2 f1; : : : ; rg) holomorphes dans 
 telle que  = �jjD(0;1). Comme laprojetion � est propre et que la ourbe ~A est algébrique, on a, d'après la Proposition1 page 20, on a l'estimation suivante :j (z)j 6 (1 + jzjs); (8z 2 
);d'où le Corollaire souhaité. �1.4 Estimation de la fontion extrémaleNous allons estimer la fontion de Green ave p�le à l'in�ni sur un voisinage dela ourbe algébrique réelle.Nous onviendrons, dans e qui suit, que les hypothèses sur la ourbe algébriqueA sont les mêmes que dans la Proposition 4 page 31 et que la paramétrisation dePuiseux ' onstruite identiquement à la Proposition 2 page 21, don prolongeableomme dans la Proposition 4.Proposition 5 Soit A une ourbe algébrique de Rn loalement irrédutible, moduloun hangement de oordonnées unitaire laissant A dans Rn , il existe des onstantesréelles 1; 2; "0 et �1 stritement positives dépendant uniquement de ', où "0 < �1,telles que : (8" 2 [0; "0[); (8z 2 D(0; �1)),



36CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RN
VA\B(0;1"k) Æ '(z) 6 2V"R<r+A>(z);�resp. VA\B(0;1"k) Æ '(z) 6 2V"R<r�A>(z);� (1.5)ave R<r+A> = [16j6r+A h0; e 2ikj�k i ; 0�resp. R<r�A> = [16j6r�A �0; e 2ik0j�k � ;1Aoù k = �0( ~A), r+A (resp. r�A) est le nombre de omposantes onnexes de A\B(0; 1"k)\f(z1; : : : ; zn) 2 C n : <e(z1) > 0g (resp. le nombre de omposantes onnexes de A \B(0; 1"k) \ f(z1; : : : ; zn) 2 C n : <e(z1) < 0g ). Les ensembles R<r+A> et 0 6 k1 <� � � < kr+A 6 k (resp. R<r�A> et 0 6 k01 < � � � < k0r�A 6 k) sont onstruits omme dansla Proposition 2 page 21.-Preuve : Montrons l'estimation (1.5) pour R<r+A> seulement, la démonstration estidentique pour R<r�A>. Notons la paramétrisation de Puiseux :'(z) = (zk;  2(z) : : : ;  n(z)); (8z 2 D(0; 1));omme dans la Proposition 2 page 21. Soit "0 2 ℄0; 1[, il existe une onstante réelle1 > 0, dépendant de  et des  l, telle que '(D(0; ")) � B(0; 1"k), pour tout " dans℄0; "0[.Notons les inlusions suivantes : (8" 2 ℄0; "0[),'(R<r+A>) � A; '("R<r+A>) � A \ '(D(0; ")) � A \ B(0; 1"k): (1.6)Ce qui nous donne :LA\B(0;1"k)(C n) � LA\'(D(0;"))(C n) � L'("R<r+A>)(C n):Nous allons diretement majorer la fontion VA\B(0;1"k). D'après la Proposition 4page 31, la fontion ' se prolonge holomorphiquement dans l'ouvert 
 de C partoutdense, telle que :max26j6n j j(z)j 6 C �1 + ��zk��s� ; (8z 2 
): (3)



1.4. ESTIMATION DE LA FONCTION EXTRÉMALE 37Montrons que A \ B(0; 1"k) n'est pas pluripolaire dans ~A, pour ela étudions'("R<r+A>). Soit le segment L�;" = e 2i��k � [�; "℄ tel que 0 < � < " et L�;" � "R<r+A>.Notons D(0; 1)0 = D(0; 1)nf0g, par dé�nition de ' on a : '0(z) 6= 0; (8z 2 D(0; 1)0).Quitte à prendre � plus prohe de ", d'après le Théorème des fontions impliites,on peut supposer qu'il existe un ouvert ~U de 
 tel que :'j ~U : ~U �! ~V soit un biholomorphisme, ave L�;" � ~U � D(0; 1)0 ;où ~V = '( ~U) � ~A. Supposons que K�;" = '(L�;") soit pluripolaire dans ~V , don,il existe u 2 PSH( ~V ), telle que u 6� �1 et ujK�;" = �1. Il s'ensuit que u Æ ' estsousharmonique dans ~U telle que u Æ ' 6� �1 et u Æ 'jL�;" = �1. On onlut queL�;" est polaire, e qui est une ontradition étant donné que L�;" est un ontinu deC . Par onséquent, '(L�;") n'est pas pluripolaire dans ~A. Comme L�;" � "R<r+A>,on a�rme que '("R<r+A>) n'est pas pluripolaire dans ~A, don A \ B(0; 1"k) n'estpas pluripolaire dans ~A.D'après le ritère de Sadullaev, VA\B(0;1"k) est dans L1lo( ~A), ar ~A est algébrique.f. ([18℄, Page 497, Théorème 2.2) et don d'après ([18℄,Page 501, Proposition 3.4)il existe une onstante réelle CA;" > 0 telle que :VA\B(0;1"k)(z) 6 CA;" + log(1 + jzj); (8z 2 ~A):Soit u 2 LA\B(0;1"k)(C n)) :u Æ '(z) 6 C';A;" + ks log(1 + jzj); (8z 2 
); (33)où le réel ks est elui de l'estimation (3) i-avant.Soient � une onstante réelle dans ℄"0; 1[ et H� la fontion dé�nie omme i-dessous :H�(z) := ks � log+� jzj� � ; (8z 2 C ); (8� 2 ℄"0; 1[);où x+ := max(0; x); (8x 2 R):La fontion H� est sous-harmonique dans C , (8� > 0) et véri�e les propriétés i-dessous :



38CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RN1. H�(z) = 0; 8z 2 D (0; �) ; (8� 2 ℄"0; 1[).2. H�(z) > �ks � log �; (8z 2 C nD(0; 1)); (8� 2 ℄"0; 1[).3. H�(z) 6 � + ks � log(1 + jzj); (8z 2 C ), où � est une onstante réellestritement positive.Les assertions 1., 2. et 3. sont immédiates à montrer. Maintenant, nous allons prouverque l'on peut hoisir � dans ℄"0; 1[ de sorte que :H�(z) > u Æ '(z); (8u 2 LA\B(0;1"k)(C n)); (8z 2 
 nD(0; 1)): (333)Pour ela minorons ��(z) := H�(z)�uÆ'(z) dans 
nD(0; 1), pour le moment � est�xé dans ℄"0; 1[. En réorganisant les termes et l'estimation (33), on a la minorationsuivante :��(z) > �ks � log(�)� C';A;" � ks � log(2); (8z 2 
 nD(0; 1)):Si � < 12e�C';A;"sk , on a bien ��(z) > 0; (8z 2 
 nD(0; 1)). Quitte à diminuer "0 > 0,on peut hoisir �1 dans ℄"0; 1[ \ i0; 12e�C';A;"sk h, tel que ��1(z) > 0 pour tout z dans
 nD(0; 1).Comme D(0; 1) est dans l'ouvert 
, ei d'après la Proposition 4 page 31 et quel'estimation (333) est valide pour � = �1, on alim sup�!z;�2
u Æ '(�) 6 H�1(z); (8z 2 �
);don d'après ([12℄, Corollaire 2.9.14, page 69), la fontion :W�1(z) = 8<: max(u Æ '(z); H�1(z)); z 2 
H�1(z); z 2 C n 
est bien dé�nie et sous-harmonique dans C . De plus 1ksW�1 2 L"R<r+A>(C n) etW�1 jD(0;�1) = u Æ ', ei d'après les propriétés de H�1 , énonées plus haut, 1. et3..Il s'ensuit que u Æ '(z) 6 W�1(z) 6 ksV"R<k>(z); (8z 2 D(0; �1)):



1.4. ESTIMATION DE LA FONCTION EXTRÉMALE 39Nous onluons donu Æ '(z) 6 ksV"R<r+A>(z); (8z 2 D(0; �1)); (8u 2 LA\B(0;1"k)(C n)): �Pour ne pas alourdir la démonstration de la Proposition 5, nous n'avons pasdétaillé l'hypothèse où la multipliité k prend la valeur 1. Rappelons que nous avonssupposé que 0 est un point de Asing, don néessairement la multipliité k du point0 est supérieur ou égal à 2. Cei dit, l'obtention de l'estimation (1.5), pour les pointsnon singuliers de A, ne di�ère pas quant aux tehniques de démonstration utilisées,il faut seulement substituer la Proposition 4 page 31 au Corollaire 3 page 34. C'estpourquoi, il ne nous semble pas néessaire de démontrer le orollaire suivant.Corollaire 4 Soit A une ourbe algébrique loalement irrédutible de Rn , telle que0 2 Areg. Modulo un hangement de oordonnées unitaires laissant A dans Rn , ilsexistent des onstantes "0, �, 1 et 2 réelles stritement positives dépendant de laparamétrisation '(z) = (z;  (z)) du Corollaire 3 page 34, telles que� si 0 2 Areg n �A,(8" 2 [0; "0[); (8z 2 D(0; �)); VA\B(0;1") Æ '(z) 6 2V[�";"℄(z) (1.7)� si 0 2 Areg \ �A,(8" 2 [0; "0[); (8z 2 D(0; �)); VA\B(0;1") Æ '(z) 6 2V[0;"℄(z): (1.8)Lemme 3 Soient b un nombre omplexe appartenant à "I, jbj 6= " (I = [�1; 1℄ �C ) et r stritement positif tel que r < "� jbj. Alors :supD(b;r)V"I 6  log(1 + r);où  = maxn1; 2dist(b;"�I)o :-Preuve : Sans perdre de généralité, on peut supposer b stritement positif. Pourdémontrer le lemme i-dessus il su�t d'estimer supD(0;r) VI0 où I 0 = [2b � "; "℄. Ona : supD(0;r)VI0 = log0� ir"� b +s� ir"� b�2 � 1 1A :



40CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNNous rappelons que la fontion de Green ave p�le a l'in�ni sur le segment [�1; 1℄dans C est onnue :V[�1;1℄(z) = log+ ���z +pz2 � 1��� ; (8z 2 C ): �Lemme 4 La fontion V[�1;1℄ véri�e la propriété de ontinuité de Hölder ave unexposant 12 , 'est-à-dire :(8Æ 2 [0; 1℄)(8z 2 C ; dist([�1; 1℄; z) 6 Æ) =) V[�1;1℄(z) 6 CÆ 12 (HCP )où C est une onstante réelle stritement positive.-Preuve : Nous ne donnerons la démonstration qui pourra être trouvée dans ([16℄)ou dans le livre de M.Klimek ([12℄). �1.4.1 Métrique des géodésiques et ontinuité de Hölder dansle sous-ensemble algébrique ~ADé�nissons la métrique des géodésiques dans ~A. Considérons l'ensemble �S[0;1℄;4�des subdivisions de l'intervalle [0; 1℄ muni de la relation d'ordre suivante :(8�; � 2 S[0;1℄); (� 4 �)() (la subdivision � est moins �ne que �):Maintenant, si  est une fontion de [0; 1℄ dans ~A et � est une subdivision dansS[0;1℄, nous dé�nirons V�() de la sorte :V�() := j=p�1Xj=0 k(tj+1)� (tj)k2 ; � = (t0; : : : ; tp); (8� 2 S[0;1℄);où kzk2 := (Pj=nj=1 jzjj2) 12 ; (8z 2 C n). Dé�nissons le sous-ensemble des fontions àvariation bornée i-dessous :CV B(�1;�2)([0; 1℄; ~A) := ( 2 C0([0; 1℄; ~A) : (0) = �1; (1) = �2; sup�2S[0;1℄ V�() < +1) ;où C0([0; 1℄; ~A) est l'ensemble des fontions ontinues de [0; 1℄ dans ~A. On peutdé�nir, désormais, une métrique dans ~A de ette manière,d(�1; �2) := inf nV () :  2 CV B(�1;�2)([0; 1℄; ~A)o ; (8�1; �2 2 ~A);



1.4. ESTIMATION DE LA FONCTION EXTRÉMALE 41où V () := sup�V�() : � 2 S[0;1℄	 :Il est lair que d(�; �) dé�nit bien une métrique dans ~A.Lemme 5 Soit A une ourbe algébrique de Rn loalement irrédutible et �0 un point�xé dans A ; On onsidère l'espae métrique ( ~A; d), où d(�; �) est la métrique desgéodésiques dans ~A et '(z) = (zk;  (z)) la paramétrisation de Puiseux de la Pro-position 2 page 21, telle que ' : D(0; 1)! U; '(0) = �0 et U � ~A ouvert.� � Si �0 dans ~Areg, il existe 1 et 2 des onstantes réelles stritement positivesne dépendant que de ' telles que,1 jẑ1 � ẑ2j 6 d('(ẑ1); '(ẑ2)) 6 2 jẑ1 � ẑ2j ; (8ẑ1; ẑ2 2 D(0; 1)): (1.9)� � Si �0 est dans ~Asing, on peut rétréir le voisinage U de �0 de sorte que~Asing \ U = f�0g tel que,1 jẑ1jk 6 d('(0); '(ẑ1)) 6 2 jẑ1jk ; (8ẑ1 2 D(0; 1)); (1.10)où k est la multipliité omplexe du point singulier �0 de ~A.-Preuve : Commençons par démontrer (1.9). Soient �0 2 ~Areg et ' : D(0; 1) ! Ula paramétrisation de Puiseux. Fixons ẑ1 et ẑ2 dans D(0; 1). Choisissons  dansCV B('(ẑ1);'(ẑ2))([0; 1℄; ~A) et � 2 S[0;1℄, telle que � = (t0; : : : ; tp). Sans perdre degénéralité, on peut supposer que �0 = 0. Posons �k = (tk); 8k 2 f0; : : : ; pg.Comme ' est surjetive, il existe z0; : : : ; zp dans D(0; 1) tels que z0 = ẑ1, zp = ẑ2 et�k = '(zk); 8k 2 f0; : : : ; pg. Nous avons l'égalité suivante :�k+1 � �k = '(zk+1)� '(zk) = Z 10 ddt'(tzk+1 + (1� t)zk)dt:D'où k(tk+1)� (tk)k2 = jzk+1 � zkj Z 10 '0(tzk+1 + (1� t)zk)dt2



42CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNet donk(tk+1)� (tk)k2 = jzk+1 � zkj j=nXj=1 ����Z 10 '0j(tzk+1 + (1� t)zk)dt����2! 12 ;où les 'j sont les fontions omposantes de '. Étant donné que �0 n'est pas un pointsingulier, il existe une onstante stritement positive 1 dépendant de ' telle que : j=nXj=1 ����Z 10 '0j(tzk+1 + (1� t)zk)dt����2! 12 > 1:Don on aV�() > 1 jzp � z0j = 1 jẑ2 � ẑ1j ; 8� 2 S[0;1℄; 8 2 CV B('(ẑ1);'(ẑ2))([0; 1℄; ~A):Il en résulte que d('(ẑ1); '(ẑ2)) > 1 jẑ1 � ẑ2j :Pour l'autre inégalité , il su�t de voir que par dé�nition de la métrique d(�; �),on a d('(ẑ1); '(ẑ2)) 6 Z 10  ddt'(tẑ1 + (1� t)ẑ2)2 dt 6 2 jẑ1 � ẑ2j ;ar �0 est un point régulier de ~A, d'où l'inégalité (1.9).Montrons maintenant l'estimation (1.10). Supposons que �0 est dans ~Asing. Onpeut prendre �0 = 0 sans perdre en généralité. La paramétrisation de Puiseux s'érit :'(z) = (zk;  2(z); : : : ;  n(z));où les fontion  l sont holomorphes dans D(0; 1) telles que ord0( l) > k.Pour fa-iliter la leture des aluls nous noterons kl(0) l'ordre de ord0( j). Rappelons quenous avons U \ ~Asing = f0g.Nous allons ommener par montrer qu'il existe � dans ℄0; 1[ tel que,k'(z)k2 > ' jzjk ; 8z 2 D(0; �);Les fontions omposantes  l sont holomorphes dans D(0; 1), on peut don les dé-velopper en série :  l(z) = 1Xj=kl(0) 1j! �j�zj  l(0)zk;



1.4. ESTIMATION DE LA FONCTION EXTRÉMALE 43En fatorisant par zkl(0) et en appliquant les inégalités triangulaires, on obtient :j l(z)j > ��zkl(0)��0� 1kl(0)! ���� �kl(0)�zkl(0) l(0)����� ������ 1Xj=kl(0)+1 �j�zj  l(0)zj������1A ; (8z 2 D(0; 1)): (3)Ave les inégalités de Cauhy :������ 1Xj=kl(0)+1 �j�zj  l(0)zj������ 6 1Xj=kl(0)+1 �j�kl(0) k lkD(0;1) ; (8z 2 D(0; �));où la onstante � est dans l'intervalle ℄0; 1[, on obtient l'estimation i-dessous :������ 1Xj=kl(0)+1 �j�zj  l(0)zj������ 6 k lkD(0;1) �1� �:Si maintenant, nous faisons tendre �! 0 le membre de gauhe tend à son tour vers0, il existe don �l 2℄0; 1[, tel que������ 1Xj=kl(0)+1 �j�zj  l(0)zj������ 6 12kl(0)! ���� �kl(0)�zkl(0) l(0)���� ; (8z 2 D(0; �l)); (33)sahant �kl(0)�zkl(0) l(0) 6= 0, ar kl(0) = ord0( l). En introduisant (33) dans (3), nousobtenons l'inégalité suivante :j l(z)j > jzjkl(0) 12kl(0)! ���� �kl(0)�zkl(0) l(0)���� ; (8l 2 f1; : : : ; ng); (8z 2 D(0; �l));Si l'on pose � = min16l6n(�l), il s'ensuitqjzkj2 + j 2(z)j2 + � � �+ j n(z)j2 >  jzjk ; 8z 2 D(0; �): (1.11)Fixons ẑ1 dans D(0; 1), soit  un hemin de CV B(0;'(ẑ1))([0; 1℄; ~A). Choisissons � =(t0; : : : ; tp) une subdivision dans S[0;1℄. D'après la onstrution de la paramétrisationde Puiseux, dans la proposition 2 page 21, il existe z0; : : : ; zp dans D(0; 1), tels que'(zj) = (tj), pour tout j dans f0; : : : ; pg ave jzjj < jzj+1j et zp = ẑ1.V�() = j=p�1Xj=0 k'(zj+1)� '(zj)k2 :



44CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNOn peut trouver une subdivision �0 de S[0;1℄ plus �ne que � de sorte que z1 soitdans D(0; �). Don d'après l'estimation (1.11) on aV�0() >  jz1jk + j=p�1Xj=1 k'(zj+1)� '(zj)k2 ; (1.12)repensant que z0 = 0.Il nous reste à minorer les termes de la somme (1.12). Nous avons,'(zj+1)� '(zj) = Z 10 ddt'(tzj+1 + (1� t)zj)dt; (8j 2 f1; : : : ; p� 1g);d'où k'(zj+1)� '(zj)k2 = jzj+1 � zjj l=nXl=1 ����Z 10 '0l(tzj+1 + (1� t)zj)dt����2! 12 ;où les 'l sont les fontions omposantes de ', donk'(zj+1)� '(zj)k2 > jzj+1 � zjj ����Z 10 k(tzj+1 + (1� t)zj)k�1dt���� :En onlusion,k'(zj+1)� '(zj)k2 > ��(zj+1)k � (zj)k�� > jzj+1jk � jzjjk ; 8j 2 f1; : : : ; p� 1g ;ar jzjj < jzj+1j ; 8j 2 f0; : : : ; p� 1g. En reportant l'inégalité i-dessus dans l'esti-mation (1.12), on obtientV�0() > min(; 1) jzpjk = min(; 1) jẑ1jk :L'inégalité i-dessus est enore vraie pour tout � 2 S[0;1℄; � < �0 ; d'oùV () > min(; 1) jẑ1jk :Nous pouvons onlured(0; '(ẑ1)) > 1 jẑ1jk ; 1 = min(; 1):En e qui onerne l'autre inégalité, il su�t de remarquer que nous avons,d(0; '(ẑ1)) 6 Z 10  ddt'(tẑ1)2 dt;



1.4. ESTIMATION DE LA FONCTION EXTRÉMALE 45et ei par la onstrution même de la métrique d. Par un alul similaire auxpréédents, nous déduisons queZ 10  ddt'(tẑ1)2 dt 6 2 jẑ1jk ;où 2 est une onstante ne dépendant que de '. �Nous allons démontrer maintenant que la fontion extrémale VA\B(x0;1"k) véri�ela propriété (HCP ) dans ~A, muni de la métrique des géodésiques dé�nie dans eparagraphe.Proposition 6 Soit A une ourbe algébrique de Rn loalement irrédutible munide la métrique des géodésiques d(�; �) dans ~A. Alors, la fontion extrémale véri�ela prinipe de ontinuité de Hölder loale dans ~A, pour la métrique d(�; �). Pluspréisément :(9"0; �0 2℄0; 1[) dépendant de x0, tels que (8" 2℄0; "0[); (8� 2 ℄0; �0[) :� � Si x0 2 Asing;VA\B(x0;1"k)(�) 6 C(x0)� 12k ; (8� 2 B ~A(x0; "k�)); (1.13)où k est la multipliité omplexe du point singulier x0 dans ~A.� � Si x0 2 Areg \ �A;VA\B(x0;1")(�) 6 C(x0)� 12 ; (8� 2 B ~A(x0; "�)): (1.14)� � Si x0 2 Areg n �A;VA\B(x0;1")(�) 6 C(x0)�; (8� 2 B ~A(x0; "�)): (1.15)Ave B ~A(x0; r) := n� 2 ~A : d(x0; �) < ro, r est un réel stritement positif etC(x0) une onstante stritement positive loalement supérieurement majorée.-Preuve : Commençons par démontrer (1.13). Comme nous l'avons fait dans lesdémonstrations préédentes, nous pouvons supposer, sans perdre de généralité, que



46CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNx0 = 0. D'après la Proposition 5 page 35, modulo un hangement de oordonnéesunitaire, il existe des onstantes �, "0 et 1, réelles, stritement positives dépendantseulement de la paramétrisation de Puiseux ' onstruite dans la Proposition 2 page21, ave 0 < " < "0 < � < 1.Soit � dans B ~A(x0; "k�), d'après le (1:13) du Lemme 5 page 41, l'inégalité suivanteest véri�ée, jẑjk 6 "k�1 ; où '(ẑ) = �:D'après le (1.5) de la Proposition 5 page 35, on a :(8" 2℄0; "0℄), (8� 2 n 2k�j �k : j 2 f1; : : : ; r�Ago),VA\B(0;~1"k) Æ '(z) 6 ~2V"R<r�A>(z) 6 ~2V"I(e�i�z); (8z 2 D(0; �)) (�1);où � 2 f+;�g et 0 < "0 < �.Choisissons 0 < �0 < 1 de sorte que :(8� 2℄0; �0℄) =) ( �1 < �k);don � jẑj" �k < �1 < �k:Ave l'inégalité (�1) et le Lemme 3 page 39, ar on a hoisit �0 de sorte que �01 < 1,nous déduisons : VA\B(0;e1"k)(�) 6 e2VI �e�i� ẑ"� 6 C� 12k :Pour démontrer (1.14) la tehnique de démonstration est identique, en e�et soit� 2 B ~A(0; "�), don il existe ẑ 2 D(0; 1) tel que '(ẑ) = �. D'après le (1.9) duLemme 5 page 41, on a d(0; �) > 1 jẑj, d'où jẑj 6 "�1 . On onlut ave le Lemme 4page 40, on a : VA\B(0;e1")(�) 6 e2V"I(ẑ) 6 C� 12 :L'estimation (1.15) est identique à démontrer. �1.5 Démonstration du théorème 1Avant de démontrer le Théorème 1 page 17, nous avons besoin de e Lemme.



1.5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 47Lemme 6 Soit ' : D(0; r) �! C n une appliation holomorphe dé�nie dans ledisque ouvert D(0; r) de C (r > 0) telle que '(0) = 0. Notons ' = ('1; : : : ; 'n)et k = min16j6n(ord0('j)). Alors il existe un réel stritement positif r0 qui dépenduniquement de l'appliation ', tel que : (8p 2 R[x1 ; : : : ; xn℄); (8r 2℄0; r0[); (8z 2D(0; r02 )), �� ��z(p Æ ')(z)��r P16j6n ��'0j(z)��2 6 � Z 2�0 d���z + r2ei���k�1 � kp Æ 'kD(0;r0)r : (1.16)-Preuve : Les fontions omposantes de ' se développent en série entière ar ' estholomorphe, don : 8l 2 f1; : : : ; ng,'l(�) =Xkl6j al;j�j; kl = ord0('l); kl > 1Comme al;kl 6= 0 pour z assez prohe de 0, il existe rl 2℄0; 1[ tel que :j'l(�)j > ';l j�jkl�1 ; 8� 2 D(0; rl);d'où k'0(�)k2 > ' j�jk�1 ; 8� 2 D(0; r0); r0 = min16l6n(rl); k = min16j6n(kl):Majorons �� 1zk�1 ��z(p Æ ')��. Il est aisé de voir que la singularité en 0 est arti�ielle.Don 1zk�1 ��z(p Æ ') est holomorphe dans D(0; r0). Nous pouvons appliquer suessi-vement la formule intégrale de Cauhy à 1zk�1 ��z(p Æ '), a�n d'obtenir les inégalitésvoulues. 1zk�1 ��z(p Æ ')(z) = 12�i ZC(z; r2 ) 1�k�1 12�i ZC(�; r2 ) p Æ '(�)(� � �)2d� d�� � z= 12�i Z 2�0 1(z + r2ei�2)k�1 12�i Z 2�0 p Æ '(z + r2ei�2 + r2ei�1)r2ei�1 d�1d�2;8r 2℄0; r0[; 8z 2 D(0; r2):D'où ���� 1zk�1 ��zp Æ '(z)���� 6 � Z 2�0 1��z + r2ei���k�1 kp Æ 'kD(z;r0)r d�;



48CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RN8r 2℄0; r0[; 8z 2 D(0; r2):D'où l'estimation (1.16). �Commençons par démontrer 1: du Théorème 1.-Preuve : Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que x0 = 0 et que0 2 Asing.Soit p un polyn�me dans R[x1 ; : : : ; xn℄ �xé. Si v 2 C(A; 0) est un veteur tangentunitaire, alors la branhe de A tangente à v est paramétrisée par 'jR<r+A> ou 'jR<r�A>(' paramétrisation de Puiseux), ei d'après la Proposition 2 de la page 21. Onpeut don hoisir l un entier dans f0; : : : ; k � 1g, tel que le segment [0; ei 2l�k ℄ �R<r+A> [ R<r�A> et 'j[0;ei 2l�k ℄ paramétrise la branhe de A à laquelle le veteur v esttangent. Pour des ommodités d'ériture et de aluls, nous ne hangerons rien aurésultat voulu, si nous transformons le segment [0; ei 2l�k ℄ en [0; 1℄, par une rotationdans C d'angle �2l�k (bien évidemment C est orienté dans le sens diret). L'ensembleR<r+A> [ R<r�A> n'est en rien modi�é par ette rotation.D'après l'inégalité (1.16) du Lemme 6, on a :jDvp(0)j 6 rk kp Æ 'kD(0;r) ; (8r 2℄0; r0℄); (1.17)la onstante r0 est réelle stritement positive ne dépendant que de '. D'après le (1.13)de la Proposition 6 page 45, il existe �0; "0 > 0 tels que : (8� 2 ~A); d(�; 0) 6 "k�,VA\B(x0;1"k)(�) 6 C(x0)� 12k (�1)Quitte à diminuer la valeur de �0, on peut don érire :jDvp(0)j 6 ("�)k kp Æ 'kD(0;"�) ; (8� 2℄0; �0[); (8" 2℄0; "0[):Estimons kp Æ 'kD(0;"�), ave le (10) du Lemme 5 page 41 que nous obtenons l'esti-mation i-dessous,kp Æ 'kD(0;"�) 6 kpkB ~A(0;2("�)k) ; (8� 2℄0; �0[); (8" 2℄0; "0[); (1.18)



1.5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 49(ar '(D(0; "�)) � B ~A(0; 2("�)k)).jDvp(0)j 6 ("�)k kpkB ~A(0;2("�)k) ; (8� 2℄0; �0[); (8" 2℄0; "0[);ave l'inégalité de Bernstein-Walsh :jDvp(0)j 6 ("�)k kpkA\B(0;1"k) exp deg(p) supB ~A(0;2("�)k)VA\B(0;1"k)! :En utilisant la propriété (HCP ) de la fontion de Green (�1), on obtient :(8� 2℄0; �0[); (8" 2℄0; "0[);jDvp(0)j 6 ("�)k kpkA\B(0;1"k) exp�C3 deg(p)(�k) 12k� ;d'où jDvp(0)j 6 ("�)k kpkA\B(0;1"k) exp �C3 deg(p)� 12� :En posant � = ~C(deg p)2 , ave 0 < ~C < �0jDvp(0)j 6  eC3�p ~C  ~C(deg(p))2" !k kpkA\B(0;1"k) :Le 1. du Théorème 1 page 17 est don montré.Pour démontrer 2. et 3. du Théorème 1, la démonstration est tehniquementidentique, seulement il faut utiliser le (1:14) et (1:15) de la Proposition 6, le (1.9)du Lemme 5 page 5 et le Lemme 4 page 40. �Un exemple intéressant a été démontré par Bos, Milman, Levenberg et Taylor([7℄) d'inégalités de Markov tangentielles sur ertaines ourbes algébriques de R2 .Ils montrent que l'exposant k est optimum sur les ourbes de type :� = f(tp; tq) : t 2 [0; 1℄g ;où p et q sont deux entiers naturels premiers entre eux, tels que p < q. Pour desinégalités globales, ils montrent que k ne peut être plus petit que p. Or et entier kest aussi la multipliité omplexe du point (0; 0) de la ourbe algébrique omplexi-�ée ~� de �, sans oublier que tous les autres points de � sont des points réguliers,



50CHAPITRE 1. INÉGALITÉS DEMARKOVTANGENTIELLES LOCALES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES SINGULIÈRES DE RNdon loalement ont un exposant de Markov au moins égal à 1 ou p. Le Théorème 1onforte l'idée que la multipliité des points d'une ourbe algébrique joue un r�le surl'exposant de Markov, on peut même penser que les points singuliers d'une ourbealgébrique réelle se omportent omme un bord, e qui expliquerait l'apparition du2k à l'exposant.
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54CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM



2.1. DÉFINITIONS 552.1 Dé�nitions2.1.1 L' espae des fontions de Whitney E1(K)Soit K est un sous-ensemble ompat de C N , onsidéré omme sous-ensemblede R2N et C0(K) l'espae des fontions ontinues dans K. Dé�nissons brièvementl'espae des jets C1 de Whitney omme i-dessous :E1(K) := nF = (F �)�2N2N : F � 2 C0(K); (8� 2 N2N ); kFkkK < +1; (8k 2 N)o ;où les k�kkK sont les semi-normes de Whitney dé�nies omme i-dessous :kFkkK = jF jkK + sup( (RkxF )�(y)jx� yjk�j�j : x; y 2 K; x 6= y; � 2 N2N ; j�j 6 k) ;avej�j := �1 + � � �+ �N et (RkxF )�(y) = Xj�j6k�j�j 1�!F �+�(x)(y� x)�; (8x; y 2 K)et jF jkK = sup�jF �(x)j : x 2 K; � 2 N2N ; j�j 6 k	 ;Notons et dé�nissons l'espae des fontions C1 dans le ompat K ainsi :C1(K) := �f jK : f 2 C1(R2N )	 :De manière triviale, si K est déterminant1, alors C1(K) s'injete dans E1(K) parl'opérateur linéaire J(f) := (D�f)�2N2N . Le théorème de Whitney .f. ([20℄, Page77, Théorème 3.1.) nous a�rme qu'à tout jet (F �)�2N2N dans E1(K), il existe unefontion f dans C1(R2N ) telle que J(f) = (F �)�2N2N .Dans la suite, nous noterons pour tout élément f de E1(K) la �-ième omposanteD�f , pour � dans N2N . Tout élément de E1(K) est aussi appelé fontion de Whitneyde lasse C1, nous utiliserons ouramment ette dernière terminologie.1Si f jK = 0 alors, 8� 2 N2N ; D�f = 0 dans K.



56CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM2.1.2 L'espae des fontions de A1(K)Si K est un ompat C1-déterminant de C N , nous dé�nirons l'espae A1(K)ainsi : A1(K) := �f 2 E1(K) : ��f jK est plat sur K	 ;nous entendons par ��f est plat,D�zD��z ���zj f jK = 0; (8j 2 f1; : : : ; Ng); (8�; � 2 NN ); (8j 2 f1; : : : ; Ng)où D�z := �j�j�z�11 ; : : : ; �z�NN et D��z := �j�j��z�11 ; : : : ; ��z�NN ;où j�j := �1 + � � �+ �N :2.1.3 Les lasses de fontions HM(K)Soit m(t) une fontion réelle à valeur réelle, véri�ant les assertions i-dessous :� � La fontion m(t) est dans C1(R+).� � Les fontions m(t), m0(t) et m00(t) sont stritement positives.� � limt!1m(t) = +1.� � Il existe Æ > 0 tel que m00(t) 6 Æ, pour tout t� 0.Dans tout e qui suit, nous adopterons la notation suivante :M(t) = em(t); (8t 2 R+):Soit K un ompat onnexe de C N tel que �K 6= ;, ainsi on dé�nit la lasse defontions suivantes :HM(K) := nf 2 H(�K) \ E1(K) : 9 > 0; 9� > 0;supz2K jD�z f(z)j � �j�jM(j�j); 8 � 2 NN� ;oùH(�K) est l'espae des lasses de fontions holomorphes dans l'ouvert �K et E1(K)est l'espae des fontions de lasse C1 sur K. Tout élément de HM(K) est appelé



2.1. DÉFINITIONS 57élément de la lasse M , nous utiliserons ette dernière terminologie. Soulignons quel'hypothèse m00(t) > 0 donne une struture d'algèbre à HM(K). Nous expliiteronsquelques exemples onrets d'espae HM(K) à la page 60.Remarque 1 Auune ondition de non quasi-analytiité n'est imposée dans les hy-pothèses sur M(t) et ei dans toutes les étapes de notre papier.Remarque 2 Remarquons que la lasse HM(K) ne hange pas lorsque nous rem-plaçons M(t) par �tM(t), où  et � sont des onstantes positives, autrement dit,lorsque nous remplaçons m(t) par m(t) + at + b ave a et b des nombres réels lalasse analytique orrespond à M(t) = tt, soit enore m(t) = t log t.On onsidérera, dans la suite, des lasses de fontions ontenant stritement lalasse analytique. On supposera don que la fontion m(t) est de la forme :m(t) = t log t+ t�(t); (8t 2 R+);où �(t) est une fontion à valeurs réelles stritement roissante dans C1(R+) telleque limt!+1�(t) = +1:On supposera aussi que �(t) appartient à un orps de Hardy ('est un orps de fon-tion à valeurs réelles fermé pour la dérivation), e qui permet d'assurer la monotoniedes fontions au voisinage de l'in�ni.Notons que m00(t) 6 Æ entraîne qu'il existe a > 0, tel que �(t) 6 at, pour toutt � 0. Préisons que �(t) est dé�nie à une onstante additionnelle près, ar m(t)est dé�nie à une transformation a�ne près.Remarque 3 Il est bon de noter les inlusions entre les espaes i-dessous :H(K) � HM(K) � A1(K):



58CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM2.1.4 Les poids assoiés à M(t)Les poids 
(s) et �(s)On assoie à M(t) la fontion suivante :
(s) := inft�t0 s�tet�(t); t0 > 0 �xé et s� 0.On a 
(s) = s�tet�(t) lorsque la ondition t�0(t) + �(t) = log s est véri�ée.Il exsite une unique valeur de t ar t�0(t) + �(t) est stritement roissante et tendvers +1. Maintenant, si nous dé�nissons la fontion !(s) par la relation :
(s) = e�!(s);on a (�)8<: s = et�0(t)+�(t)!(s) = t2�0(t)ou enore (��)8<: s = 1teem0(t)!(s) = tm0(t)�m(t)� tComme �0(t) est stritement positive, on a :!(s) > 0 et limt!+1!(s) = +1:Il en résulte que 
(s) est stritement déroissante etlims!+1
(s) = 0:Les systèmes (�) et (��) s'inversent et donnent les systèmes d'équations suivants :(�0)8<: t = s!0(s)m(t) = s!0(s) log s� !(s) + s!0(s) log(s!0(s))ou enore : (�0�0)8<: t = s!0(s)�(t) = log s� !(s)s!0(s)



2.1. DÉFINITIONS 59Il faut noter que M(t) s'obtient à partir de 
(s) par la relation suivante :M(t) = tt sups�s0 st
(s):Posons don : 8>>><>>>: u = t2�0(t) = t�0(t) + �(t)�(u) = e�(u) :Etant donné que �(t) est stritement roissante et tend vers +1 quand t ! +1,on a don limu!+1(u) = +1; d'où limu!+1�(u) = 0:Voii quelques Lemmes regroupant les propriétés immédiates des fontions �; ; 
; !.Lemme 7 Si l'on pose : ~
(s) = infn�t0 s�nen�(n)alors : e Æ2 ~
(s) � 
(s) � ~
(s); (8s� 0):-Preuve : Notons �(t) = t�(t) � t log s, il vient que 
(s) = e�(t0) et ~
(s) = e�(t1)ave jt0 � t1j < 1.On a t�00(t) + 2�0(t) = m00(t) � 1t � m00(t) � Æ. La formule deTaylor donne alors : �(t1)� �(t0) � e Æ2 . Il en résulte que ~
(s) � e Æ2
(s): �Lemme 8 Il existe q0 > 0, tel que pour tout s� 0, on a :s
(s) � 
(q0s):Lemme 9 La fontion ! est l'inverse pour la omposition de la fontion e(u). Au-trement dit, on a : !(s) = <�1>(log s):Lemme 10 La fontion �<�1> étant l'inverse pour la omposition de la fontion �,on a : �<�1>(s) = !(s):



60CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMExemple 1 Voii quelques exemples onrets d'espaes HM (K) :� ��(t) = k�1 log t; k > 0, 'est la lasse de Gevrey d'ordre k, 
(s) = e�sk,�(u) = � 1u� 1k .� ��(t) = log log t, 'est l'ordre in�ni, 
(s) = exp(� ess ), �(u) = e� log logu.� ��(t) = at a > 0 lasse d'ordre 0, 
(s) = exp �� (log s)24a �, �(u) = e�2pau.� �la lasse d'ordre k,  'est-à-dire si limt!+1 �(t)log(t) = 1k .Les poids 
(s) et �(s)Introduisons, de la même manière que préédemment, les poids 
(s) et �(s).Nous dé�nirons la fontion �� omme i-dessous :��(t) := log(t) + �(t); (8t > 0):Don, on a enore, 
(s) := inft�t0 s�tet��(t)et 
(s) := e��!(s); (8s > s0):Il est ainsi possible de dé�nir et de onstruire les fontions �!; � et �� jouissantrespetivement des mêmes propriétés que les fontions !;  et �. En partiulier,nous avons : 8<: s = et��0(t)+��(t)�!(s) = t2��0(t)et 8<: t = s�!0(s)��(t) = log s� �!(s)s�!0(s)On a les relations suivantes :u�(u) = �(u) soit enore �(u)� log u = (u):



2.2. THÉORÈME DE PROLONGEMENT LISSE DES FONCTIONS DEHM(K)612.2 Théorème de prolongement lisse des fontionsde HM(K)Dans ette partie, nous démontrons un théorème dit ��-plat de E.Dynkin ([6℄)qui est une aratérisation géométrique et analytique des fontions de HM(K) parle Théorème 7, page 96.Nous dirons que le ompat K de C N est Whitney 1-régulier, s'il est onnexe parars reti�ables et qu'il existe une onstante réelle positive C > 0 telle que,kx� yk > CÆ(x; y); (8x; y 2 K);où Æ(�; �) est la métrique des géodésiques dans K et k�k est une norme dans C N .Théorème 4 Soient K un ompat de C N Whitney 1-régulier et f une fontiondans HM(K), alors f se prolonge en une fontion ~f appartenant à C1(C N ) à supportompat, véri�ant l'estimation :���� �� �zj ~f(z)���� 6 C1
� 12d(z;K)� ; (8j 2 f1; : : : ; ng ; 8z 2 C N ):2.2.1 Démonstration du théorème 4Nous ne perdrons en rien à la généralité de la démonstration si nous l'e�etuonsdans C .Si f est une fontion de HM(K) ; assoions le polyn�me de Taylor de f en � 2 K :Tm� f(z) = k=mXk=0 Dk� f(�)k! (z � �)k; (8z 2 C ); (8� 2 K)et son reste de TaylorRm� f(z) = f(z)� Tm� f(z); (8z 2 C ); (8� 2 K):Lemme 11 Soit K un ompat de C Whitney 1-régulier et m un entier naturel nonnul, alors on a :��Rm� f(z)�� 6 C�m+1M(m + 1)m! j� � zjm+1 ; (8z 2 K); (8� 2 K); (3)



62CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMoù � et C sont des onstantes réelles stritement positives dépendant respetivementde la fontion f et du ompat K.-Preuve : Pour montrer le Lemme, onsidérons la fontion auxiliaire 'm suivante,pour z dans K et m dans N �xés :'m(�) = k=mXk=0 Dk� f(�)k! (z � �)k; (8m 2 N); (8� 2 K):Appliquons le théorème des aroissements �nis à 'm ave � dans K qui est Whitney1-régulier, ��Rm� f(z)�� = j'm(z)� 'm(�)j 6 sup�2�z;� j'0m(�)j � Æ(z; �) (33);où �z;� est un ar reti�able dans K. Un alul élémentaire montre que :j'0m(�)j 6 C�m+1M(m + 1)m! jz � �jm+1 ; (8� 2 K):En introduisant ette dernière inégalité dans (33), on obtient (3). �Si z est dans C on pose :d(z;K) = inf�2K jz � �j ; (8z 2 C )et l'on note ẑ 2 K tel que d(z;K) = jz � ẑj. Régularisons la distane à K, d viaune partition C1 de l'unité de l'ouvert C nK, e proédé est dû à E.M.Stein et peutêtre énoné de la manière suivante :Lemme 12 Soit d une métrique dans C et K un sous-ensemble ompat de C , alorsil existe une fontion d?(�) dé�nie dans C à valeur dans R+ et deux onstantes réellesstritement positives A et B > 1 dépendant uniquement de K véri�ant les onditionssuivantes :� � Ad(z;K) 6 d?(z) 6 Bd(z;K); (8z 2 C ):� � d?(�) 2 C1(C n K), tel que : (8� 2 N2); jD�d?(x)j 6 C�(d(x))1�j�j, oùC� > 0 est une onstante réelle dépend de K.



2.2. THÉORÈME DE PROLONGEMENT LISSE DES FONCTIONS DEHM(K)63-Preuve : Ce dernier Lemme est obtenu à partir d'une C1-partition de l'unité del'ouvert C nK. Pour plus de détails nous renvoyons à la leture de l'ouvrage d' E.M.Stein ([17℄, Page 171, Théorème 2). �Notons G la fontion de Dynkin dé�nie de manière unique, omme i-dessous :G(�) := TN(td?(�))�̂ f(�) = k=N(td?(�))Xk=0 Dk̂� f(�̂)k! (� � �̂)k; (8� 2 C );où t est un réel tel que t > 1 et N(td?(�)) est l'unique entier réalisant le minimumpour que : ~
� 1�td?(�)� = (�td?(�))N(�td?(�))eN(�td?(�))��(N(td?(�)));en gardant à l'esprit que : ~
(s) := infn2N? s�nen�(n):Il faut noter que : ����N(�td?(�))� 1�td?(�) !0� 1�td?(�)����� < 1;e qui nous permet d'a�rmer que N(td?(�)) est une fontion loalement bornée.L'appliation : C �! R+� 7�! d(�;K)est Lipshitzienne, don di�érentiable presque partout. Il en résulte que l'appliation� 7! �̂ dé�nie dans C nK est ontinue presque partout, don mesurable.-Preuve du Théorème 3 : Soit � une fontion dans C1(C ) à support ompattelle que :ZC �(�)d�2(�) = 1; supp(�) � D(0; 1) et �(z) > 0; (8z 2 C ):Nous supposerons de plus que la fontion � est invariante par rotation, 'est-à-dire :�(� � z) = �(z); (8z 2 C ); (8� 2 U)2 :2On dé�nit U ainsi U := fz 2 C : jzj = 1g



64CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMSoit f �xée dans HM(K), dé�nissons le prolongement C1 de f à C , noté F , à lamanière de Dynkin dans ([6℄) omme i-après :F (z) = 8>>><>>>: f(z) si z 2 K1d?(z)2 RC � � z��d?(z)�G(�)d�2(�) si z 2 C nK;où d?(�) est la distane à K régularisée de E.M.Stein dérite dans le Lemme 12 page62. L'invariane par rotation de �, nous donne pour tout P dans C [z℄ :1d?(z)2 ZC P (�)��z � �d?(z)� d�2(�) = P (z); (8z 2 C ):Don pour z dans C , z0 �xé dans K et n dans N? , le prolongement F s'érit enore :F (z) = T nz0f(z) + 1d?(z)2 ZC ��z � �d?(z)��G(�)� T nz0f(�)�d�2(�);où l'entier n sera préisé ultérieurement dans la démonstration.���zF (z) = ZC ���z � 1d?(z)2 ��z � �d?(z)���G(�)� T nz0f(�)�d�2(�):par un alul immédiat, on a l'estimation suivante :���� ���z � 1d?(z)2 ��z � �d?(z)������ 6 Cd?(z)3 ; (8z 2 C nK);où C > 0 est une onstante. Maintenant, prenons z0 = ẑ ave " > 1, il s'ensuit que :���� ���zF (z)���� 6 �Zj��zj<"d?(z) 1d?(z)3d�2(�)�� supj��zj<"d?(z) jG(�)� T n̂z f(�)jsoit 6 �C"2d?(z) supj��zj<"d?(z) jG(�)� T n̂z f(�)j ; (8z 2 C nK):Ave l'inégalité triangulaire,���� ���zF (z)���� 6 �C"2d?(z)  supj��zj<"d?(z) ���TN(td?(�))�̂ f(�)� T n̂� f(�)���+ supj��zj<"d?(z) ���T n̂� f(�)� T n̂z f(�)���! (3)Majorons le deuxième terme de la somme (3), pour z �xé dans C et � tels quejz � �j < "d?(z),���T n̂� f(�)� T n̂z f(�)��� 6 ���T n̂� f(�)� f(�)���+ jf(�)� T n̂z f(�)j :



2.2. THÉORÈME DE PROLONGEMENT LISSE DES FONCTIONS DEHM(K)65Ave le Lemme 11 page 61 on obtient,���T n̂� f(�)� T n̂z f(�)��� 6 ���Rn̂� f(�)���+jRn̂z f(�)j 6 C1�n+1M(n + 1)n! �����̂ � ����n+1 + jẑ � �jn+1� ;où � est une onstante réelle stritement positive ne dépendant que de f . Maintenant,la formule de Stirling nous donne :���T n̂� f(�)� T n̂z f(�)��� 6 eC1(e�)n+1M(n + 1)nn �����̂ � ����+ jẑ � �j�n+1 :L'hypothèse j� � zj < "d?(z) et le Lemme 12 page 62 nous donnent :jẑ � �j 6 j� � zj + jz � ẑj 6 "d?(z) + d?(z) 6 (1 + ")d?(z) 6 B(1 + ")d(z;K)et ����̂ � ���� = d(�;K) 6 d(z;K) + jz � �j 6 d(z;K) + "d?(z) 6 B(1 + ")d(z;K);ar d(�; K) est Liphitzienne. Don on a :���T n̂� f(�)� T n̂z f(�)��� 6 eC1(e�)n+1e(n+1)��(n+1)(B(1 + ")d(z;K))n+1; (8n 2 N?):A e stade, nous pouvons hoisir l'unique entier ~n(z) de sorte que :~
� 1Be�(1 + ")d(z;K)� = (Be�(1 + ")d(z;K))~n(z)e~n(z)��(~n(z));il faut noter que limz!�K ~n(z) = +1. De l'égalité préédente onluons :���T n̂� f(�)� T n̂z f(�)��� 6 ~
� 1Be�(1 + ")d(z;K)� ; (8z 2 C ); (8� 2 C ; jz � �j < "d?(z)): (I)
Estimons le deuxième terme de la somme (3) ; on va hoisir t > Be�(1 + ") etl'on suppose toujours que j� � zj < "d?(z) .���TN(td?(�))�̂ f(�)� T ~n(z)�̂ f(�)��� 6 k=N(td?(�))Xk=~n(z)+1 �����Dk̂�f(�̂)k! (� � �̂)k����� ;



66CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMd'où, ave la formule de Stirling, omme préédemment, on a���TN(td?(�))�̂ f(�)� T ~n(z)�̂ f(�)��� 6 C � k=N(tBd(�;K))Xk=~n(z)+1 ek��(k)(e�td(�;K))k 1tk :Etant donné que d(�; K) est Liphitzienne, on érit���TN(td?(�))�̂ f(�)� T ~n(z)�̂ f(�)��� 6 C�k=N(e�tB(1+")d(z;K))Xk=~n(z)+1 ek��(k)(e�tB(1+")d(z;K))k � 1Bt�k : (33)Posons p = ~n(z) + 1 et q = N(e�tB(1 + ")d(z;K)) et dé�nissons la fontion g,pour a réel et a > 0 : g : [0;+1[ �! R+� 7�! e� ��(�)+� log aLa fontion g est onvexe, en e�et :g00(�) = �(2�0(�) + �00(�) + log a) + (��0(�) + �(�) + log a)2� g(�); (8� > 0):Comme m00(�) > 0; 8� � 0, en vertu des hypothèses sur m, on en déduit que :2�0(�) + ��00(�) > �1� ; (8� � 0):Don, on a g00(�) > ��1� + (��0(�) + �(�) + log a)2� g(�); (8� � 0);étant donné que lim�!+1 ��0(�) + �(�) = +1, il s'ensuit que la fontion g estonvexe à partir d'un ertain rang. On va don supposer que z soit su�sammentprohe du ompat K, de sorte que ~n(z) soit grand pour béné�ier de la onvexitéde g, don on aek��(k) (tB(1 + ")d(z;K))k 6 �k � pq � p� ep��(p) (tB(1 + ")d(z;K))p+�q � kq � p� eq��(q) (tB(1 + ")d(z;K))q ; (8k 2 fp; : : : ; qg): (333)



2.2. THÉORÈME DE PROLONGEMENT LISSE DES FONCTIONS DEHM(K)67En introduisant (333) dans (33), on a���TN(td?(�))�̂ f(�)� T ~n(z)�̂ f(�)���6 C�k=qXk=p ��k � pq � p� ep��(p) (e�tB(1 + ")d(z;K))p + �q � kq � p� eq��(q) (tB(1 + ")d(z;K))q�� 1Bt�kC�k=1Xk=p 1(Bt)k�p ~
� 1e�B(1 + ")d(z;K)� + C�k=1Xk=p � 1Bt�k ~
� 1e�tB(1 + ")d(z;K)� :Don on a l'estimation (II) :���TN(td?(�))�̂ f(�)� T ~n(z)�̂ f(�)��� 6 C(t)~
� 1e�tB(1 + ")d(z;K)� ; (8z; � 2 C ; jz � �j < "d?(z)); (II)où C(t) est une onstante réelle stritement positive ne dépendant que de t. Main-tenant, en introduisant les inégalités (I) et (II) dans l'inégalité (3) et le Lemme 8page 59, notre théorème est démontré. �De ette démonstration nous pouvons déduire un orollaire immédiat énonéi-après.Corollaire 5 Soit K un ompat Whitney 1-régulier de C N et f une fontion deA1(K), alors pour tout l dans N, la fontion f se prolonge en une fontion ~f quiest C1 dans C N à support ompat et il existe une onstante réelle Cl stritementpositive ne dépendant que de f et K, telles que :����� ~f(z)��� 6 Cl d(z;K)l; (8z 2 C N nK):-Preuve : Posons,M0 = 1 et Mn := 1n! sup�2Nn ; j�j6n; z2K jD�f(z)j ; (8n 2 N?);d'une autre manière emn :=Mn; (8n 2 N):Soit (m?n)n2N la suite des régularisées de Young de haque élément de (mn)n2N,'est-à-dire : m?n = supk2N(n � k �mk); (8k 2 N):



68CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMLa suite (m?n)n2N est onvexe, don la suite (M?n)n2N, telle queM?n = em?n ; (8n 2 N);est logarithmiquement onvexe. Il existe don deux onstantes réelles positives C et� telles que : sup�2Nn ; j�j6n; z2K jD�f(z)j 6 C�nM?n; (8n 2 N):Si l'on note : 
?M (s) := infn2N s�nM?n:Maintenant en utilisant les mêmes tehniques que dans le théorème préédent ou quedans l'artile de E.Dynkin ([6℄), on montre l'existene de la fontion ~f de C1(C N )à support ompat prolongeant f à C N et véri�ant :����� ~f(z)��� 6 C1
?M � 1C2d(z;K)� :La dé�nition même de 
?M (s) nous donne notre orollaire. �
2.3 Géométrie des ompats au sens du pluripoten-tiel2.3.1 La fontion de Green ave p�le à l'in�niDonnons la dé�nition et quelques propriétés de la fontion de Green ave p�le àl'in�ni. Considérons un ompat K de C N , notons :LK(C N ) := �u 2 PSH(C N ) : ujK � 0; (9 2 R); (8z 2 C N ); u(z) 6 + log(1 + jzj)	 :La fontion de Green ave p�le à l'in�ni est dé�nie ainsi :VK(z) := sup�u(z) : u 2 LK(C N )	 ; (8z 2 C N ):



2.3. GÉOMÉTRIE DES COMPACTS AU SENS DU PLURIPOTENTIEL 69On appellera la régularisée supérieure de la fontion VK la plus petite fontionsemi-ontinue supérieurement majorant VK. On la note V ?K et on la dé�nit ommei-dessous : V ?K(z) := lim sup�!z; �2Cn VK(�):Si E est non pluripolaire (i.e. 8u 2 PSH(C n); E 6� u<�1>(�1)) la fontionV ?E 2 PSH(C N ). Dans e as, nous avons le théorème d'approximation de VE dû àZaharjuta dont une démonstration est donnée dans ([13℄, Théorème 4.12) :VK(z) = log	K(z); (8z 2 C N );où 	K est la fontion de Siiak dé�nie omme i-dessous.	K(z) := supnjp(z)j 1deg p : p 2 C [z1 ; : : : ; zN ℄; deg p > 1; kpkK 6 1o ; (8z 2 C N ):Un ompat K de C N est dit L-régulier si VK est ontinue dans C N , e qui estéquivalent à dire que V ?K = VK.Remarque 4 Si K est L-régulier, alors K n'est pas pluripolaire et VK est dansLK(C N ).Enonçons le Théorème de Bernstein-Whalsh-Siiak, qui est la version pour H(K)du Théorème 5 page 80 et du Théorème 7 page 96 de notre papier.Notons : C n [z1; : : : ; zN ℄ := fp 2 C [z1 ; : : : ; zN ℄ : deg p 6 ng ; (8n 2 N):Proposition 7 Soit K un ompat L-régulier de C N , (N 2 N?) polyn�mialementonvexe. Soit R un réel, R > 1, et soitD := �z 2 C N : VK(z) < logR	 :Si f est holomorphe dans D on a :lim supn!1 � infp2Cn [z1;::: ;zN ℄ kf � pkK� 1n 6 1R :



70CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMSi, réiproquement, f est une fontion ontinue sur K telle quelim supn!1 � infp2Cn [z1;::: ;zN ℄ kf � pkK� 1n 6 1R; (R > 1);alors f se prolonge holomorphiquement sur D.-Preuve : La démonstration est dans le papier de ([13℄,Théorème 8.5 ). �2.3.2 Compats véri�ant la propriété (HCP )Dé�nition 1 Si K est un ompat de C n , non pluripolaire, nous dirons que Kvéri�e la propriété (HCP ) (Hölder Continuity P roperty), s'il existe Æ0; C; � > 0des onstantes ne dépendant que de K telles que :(8Æ 2 [0; Æ0℄); (8z 2 C n ; d(z;K) 6 Æ) =) VK(z) 6 CÆ� (d métrique Eulidienne):Beauoup d'exemples de ompats de C N véri�ent la propriété (HCP ), tels queles ensembles onvexes, les ensembles semi-analytiques d'intérieur non vide, les en-sembles à pointes polyn�miales, et... Cette lasse de ompats est abordée de ma-nière géométrique par Ple±niak et Pawªuki dans ([10℄). Son intérêt réside dans lefait que es types de ompats admettent des inégalités de Markov.Remarquons que si un ompat est (HCP ), la fontion VE est ontinue ; eiimplique que le ompat E est L-régulier.
2.3.3 Compats de C N véri�ant la ondition (SL)Cette propriété géométrique des ompats véri�ant la ondition (SL) est utiliséesans être mentionnée expliitement et dans un adre moins général par J.Siiak dansl'artile ([14℄) onernant l'approximation des éléments de A1(K), lorsque K estun ompat de C .Dé�nition 2 Nous dirons qu'un ompat K de C N , non pluripolaire, véri�e laondition (SL) ou la ondition de Siiak-�ojasiewiz, s'il est polyn�mialement



2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE H(K) 71onvexe et s'il existe des onstantes réelles C > 0 et � 2 ℄0; 1℄ dépendant seulementde K telles que : 	K(�)� 1 > Cd(�;K)�; (8� 2 C N ):Il n' y a pas beauoup de ompats onnus sur lesquels on sait aluler expliitementla fontion de Green ave p�le à l'in�ni. Énumérons quelques ompats véri�ant laondition (SL).� � Les ompats K de C tels qu'il existe une appliation onforme� : C n D(0; 1) �! C n K, véri�ant j�(u)� �(v)j 6 C ju� vj� ; 8u; v 2D(0; 2) nD(0; 1), où � > 0 et C > 0 sont des onstantes ne dépendant que duompat K .f. J.Siiak([14℄).� � Le disque fermé de C , les boules de C N et de RN .� � Le segment fermé [�1; 1℄ de C , la roix [�1; 1℄ [ [�i; i℄ et les ubes de RN .� � Les ompats onvexes de RN .� � Les onvexes de C N .� � Les polyèdres polyn�miaux de C N .2.4 Approximation des fontions de H(K)Dans ette partie, nous herhons essentiellement à montrer le Corollaire 6 page79 qui nous donne une approximation satisfaisante des fontions de H(K).2.4.1 NotationsOn notera : z = (z1; : : : ; zN); � = (�1; : : : ; �N) 2 C N ; (N 2 N),hz; �i = � � z := X16j6N zj�j ;jzj :=ph�z; ziet kzk := max16j6N jzjj :



72CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMLa partie entière d'un nombre réel x est notée [x℄Ent.
Pour toute (p; q)-forme f = X0jIj=p;jJj=q fI;J dzI ^ d�zJ , on érirajf j := maxjIj=p;jJj=q jfI;J j :L'ensemble D(C N ) désignera l'espae des fontions C1 à support ompat dans C Net H(K) l'espae des fontions holomorphes au voisinages du ompat K de C N .En�n, on notera le polydisque �(0; r), de multi-rayon r = (r1; : : : ; rN). Si E estsous-ensemble de C N , on note k�kE la norme uniforme sur E.2.4.2 Noyau à poids d'Henkin-Ramirez dans C N+MNous utilisons les noyaux à poids onstruits par Berntdsson et Andersson ([3℄).Notons Q la (1; 0)-forme C1 dé�nie dans C N+M par :Q(�) = j=N+MXj=1 �j1 + j�j2 d�jSoient les noyaux Kn(�; z) et Pn(�; z) dé�nis omme i-dessous :8�; z 2 C N+M ; � 6= z; 8n > N +M;Kn(�; z) =1 k=min(n;N+M�1)Xk=0 �nk��1 + �� � z1 + j�j2 �n�k � � j� � zj2 ^ (��� j� � zj2)N+M�1�k ^ (��Q)kj� � zj2(N+M�k) ;

Pn(�; z) = 2�1 + �� � z1 + j�j2 �n�(N+M) � (��Q)N+M ;Si l'on pose pour tout z 2 C N+M �xé, 8� 2 C N+M ; � 6= z,Rn(�; z) = 3 k=min(n;N+M�1)Xk=0 ��1 + �� � z��n�k(1 + j�j2)n � 1j� � zj2(N+M)�2k�1 :



2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE H(K) 73
Les onstantes 1 2; 3 > 0 sont des onstantes absolues. Le Lemme suivant est uneformule de Koppelman.Lemme 13 Pour toute fontion f dans C1(C N+M ) telle que z 2 C N+M ,ZCN+M ����f(�)��Rn(�; z)d�2(N+M)(�) < +1 (�2(N+M) est la mesure de Lebesgue)alors, 8z 2 C N+M ; f(z) = ZCN+M ��f(�) ^Kn(�; z) + ZCN+M f(�)Pn(�; z):-Preuve : la démonstration est un as partiulier de ([3℄,Proposition 7). �2.4.3 Polyn�mes de meilleure approximation sur un ompatpolyn�mialement onvexe de C NDans ette partie nous améliorons la méthode développée par Zeriahi dans l'ar-tile ([22℄) dans lequel il obtient un théorème de type Bernstein dans des ompatsde sous-variétés algébriques a�nes d'intersetion omplète.Approximation sur les polyèdres polyn�miauxSoit �� (� > 1) une fontion de C10 (R+), telle que supp (��) � [0; �2℄, ��j[0;1℄ = 1et �� > 0. Posons ��;r(z) = j=N+MYj=1 �� ����zjr ���2� ; z 2 C N+Met Ur := �z 2 C N+M : kzk < r	 ; (r > 1):Dé�nissons, pour tout f dans C0(C N+M ), les opérateurs linéaires suivants :S�;r;n(f)(z) := ZCN+M ��;r(�)f(�)Pn(�; z)et T�;r;n(f)(z) := ZCN+M f(�)����;r(�) ^Kn(�; z)



74CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMLemme 14 Pour tout r; � > 1, pour toute fontion f dans C0(C N ), les opérateurslinéaires S�;r;n et T�;r;n sont bien dé�nis et véri�ent respetivement les estimationssuivantes :jS�;r;n(f)(z)j 6 C(N;M)(�r)2(N+M) �(1 +pN +M�r)(1 + jzj)�n�(N+M)(1 + r2)n kfkU�r ; (8z 2 C N+M );(2.1)où S�;r;n(f) appartient à C n�(N+M) [z1; : : : ; zN+M ℄ et C(N;M) est une onstanteréelle positive.jT�;r;n(f)(z)j 6 eC(N;M)(�r)2(N+M) �1 + (N +M) �r1 + r2 �n � (1 + �r)(r � 1)2(N+M) kfkU�r ; (8z 2 U1);(2.2)où eC(N;M) est une onstante réelle positive.-Preuve : Commençons par montrer (2:1). Fixons � 2 U�r, z 2 C N+M et n 2N ; n > N +M:
jPn(�; z)j 6 ����1 + �� � z1 + j�j2 ����n�(N+M) ��(��Q(�))N+M �� ;Un alul élémentaire montre que :��(��Q(�))k�� 6 CN+M(1 + j�j2)k ; 8k 2 f1; : : : ; N +Mg ; 8� 2 C N+M :En appliquant l'inégalité de Cauhy-Shwartz à ���� � z��, on obtient :

jPn(�; z)j 6 �(1 + j�j)(1 + jzj)1 + r2 �n�(M+N) � CN+M(1 + r2)N+M ;



2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE H(K) 75
d'où

jPn(�; z)j 6 CN+M �(1 +pN +M�r)(1 + jzj)�n�(N+M)(1 + r2)n :Il s'ensuit
jS�;r;n(f)(z)j 6 CN+M �(1 +pN +M�r)(1 + jzj)�n�(N+M)(1 + r2)n kfkU�r�ZUr ��;r(�)d�2(N+M)(�)
jS�;r;n(f)(z)j 6 C(N;M)�(1 +pN +M�r)(1 + jzj)�n�(N+M)(1 + r2)n kfkU�r � (�r)2(N+M):Ave le théorème de Liouville on déduit que S�;r;n(f) est un polyn�me en z de degréinférieur à n� (N +M).Démontrons (2:2) en ommençant par estimer haque terme de Kn(�; z). Fixons� > 1; r 2 ℄1; 2[ ; � 2 U�r n Ur et z 2 U1 ; estimons :������ j� � zj2 ^ (��� j� � zj2)N+M�1�k ^ (��Q)kj� � zj2(N+M�k) ����� 6 CN+M (1 + �r)(1� r)2(N+M�k)(1 + r2)k ;
ar ��� j� � zj2�� 6 k� � zk et ��(��� j� � zj2)N+M�1�k�� 6 1:



76CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMCommesupz2U1 ���� � z�� 6 pN +M supjzj<1 ���� � z�� = pN +M ������ 6 (N +M) �r; (8� 2 U�r n Ur):Don ����1 + �� � z1 + j�j2 ����n�k 6 �(1 + (N +M) �r)(1 + r2) �n�k :Ce qui mène à,jKn(�; z)j 6 1CN+Mk=min(n;N+M�1)Xk=0 �nk��(1 + (N +M) �r)(1 + r2) �n�k (1 + �r)(r � 1)2(N+M�k)(1 + r2)k ;don jKn(�; z)j 6 C(M;N)�1 + (N +M) �r1 + r2 �n � (1 + �r)(r � 1)2(N+M) :Pour ahever e alul,jT�;r;n(f)(z)j 6 CM;N �1 + (N +M) �r1 + r2 �n� (1 + �r)(r � 1)2(N+M) kfkU�r ZU�rnUr ����;r(�)d�2(N+M)(�):Comme : sup�2CN+M ������;r(�)�� 2 Or!+1( 1r2 ) ;on onlut que :
jT�;r;n(f)(z)j 6 CM;N �1 + (N +M) �r1 + r2 �n� (1 + �r)(r � 1)2(N+M) kfkU�r� (�r)2(N+M): �



2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE H(K) 77Si K est un ompat de C N et k�kK la norme uniforme sur K. On dé�nit ladistane d'une fontion f dé�nie sur K aux polyn�mes de degré inférieur ou égal àk par : Ek(f) := inf fkf � pkK : p 2 C k [z1; : : : ; zN ℄g ;où C k [z1; : : : ; zN ℄ := fp 2 C [z1 ; : : : ; zN ℄ : deg p 6 kg. Si d 2 N? , on dé�nira toutompat K de C N qui soit un polyèdre polyn�mial ainsi :K = �z 2 C N : kzk 6 1 et kp(z)k 6 1	 ;où p1; : : : ; pM 2 C [z1 ; : : : ; zN ℄, p = (p1; : : : ; pM). Notons~Vr := �z 2 C N : kzk < rd et kp(z)k < rd	 ; (r > 1);ave d := max16j6M deg pj. La famille (Vr)r>1 est onstituée de voisinages ouvertsde K.Proposition 8 Soit K un polyèdre polynomial ompat de C N et f une fontionholomorphe dans ~V�r (r; � > 1). Alors il existe d 2 N? dépendant de K tel que,8n 2 N ; n > N +M;End(f) 6 CM;N(�r)2d(N+M)�1 + (N +M)(�r)d1 + r2d �n (1 + (�r)d)(rd � 1)2(N+M) kfk ~V�r :-Preuve : D'après le ([9℄, Théorème 2.7.6), il existe F 2 H(U�r) telle que :f(z) = F Æ �(z); (z 2 ~V�r);où U�r := �z 2 C N+M : kzk < �r	et � est l'appliation d'Oka, � : ~V�r �! U(�r)dz 7�! (z; p(z))D'après les (2.1) et (2.2) du Lemme 14, page 74, on a��F (z)� S�d;rd;n(F )(z)�� = ��T�d;rd;n(F )(z)�� ; (z 2 U 1)



78CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMd'où, 8n 2 N ; n > N +M; 8z 2 U 1��F (z)� S�d;rd;n(F )(z)�� 6 CM;N(�r)2d(N+M)�1 + (N +M)(�r)d1 + r2d �n (1 + (�r)d)(rd � 1)2(N+M) kFkU�r :Sahant que f(z) = F Æ �(z); 8z 2 ~V�r et kFkU�r = kF Æ �k~V�r , on déduit, 8z 2 K;��f(z)� S�d;rd;n(F )(�(z))�� 6 CM;N(�r)2d(N+M)�1 + (N +M)(�r)d1 + r2d �n (1 + (�r)d)(rd � 1)2(N+M) kfk~V�r :On a donEnd(f) 6 CM;N(�r)2d(N+M)�1 + (N +M)(�r)d1 + r2d �n (1 + (�r)d)(rd � 1)2(N+M) kfk~V�r : �Approximation sur les ompats L-réguliersLe lemme i-après a été démontré par Zeriahi ([22℄,Lemme 3.1) pour les ompatsL-réguliers d'un sous-ensemble algébrique omplexe a�ne d'intersetion omplète deC N+M et s'adapte sans di�ulté à notre ontexte.Soit une suite réelle (Æn)n2N stritement roissante à termes stritement positifs,telle que limn!+1 Æn = +1: Nous préiserons, ultérieurement, le hoix de ettesuite dans la partie 2.7 pour A1(K) et de manière plus élaborée dans la partie 2.8.1pour HM(K).Lemme 15 Soit K un ompat L-régulier de C N . Alors, pour tout " 2 ℄0; 1[, ilexiste un entier positif et non nul M , des suites polyn�mes (p(n)1 )n2N; : : : ; (p(n)M )n2Ndans C [z1 ; : : : ; zN ℄, k0 un entier positif et non nul tels(1� ")VK(z) 6 max16j6M 1dn log ���p(n)j (z)��� 6 VK(z) + "; (8n 2 N ; 8z 2 C N );où dn := [Æn℄Ent � k0 et max16j6M deg p(n)j = dn; (8n 2 N).De plus, si D(n)r := nz 2 C N+M : max16j6M ���p(n)j (z)��� < rdnoUK(r) � D(n)re" et D(n)r1�" � UK(r); (8n 2 N ; 8r > 1);où UK(r) := �z 2 C N : VK(z) < log r	 ; (8r > 1):



2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE H(K) 79-Preuve :3 Etant donné la forte similitude ave la démonstration de ([22℄,Lemme3.1), nous onvions le leteur à faire la démarhe par lui-même. �Nous obtenons don la proposition suivante, onséquene diret des méthodesde ([22℄, Théorème 3.1 et Corollaire 3.1), pour les ompats L-réguliers et toutefontion holomorphe f dans un voisinage de UK(�r).
Proposition 9 Ave les mêmes notations que dans le lemme préédent, soit K unompat L-régulier dans C N , alors pour tout R > 1 et tout � dans �12 ; 1�, pour toutf holomorphe dans UK(R), l'estimation suivante est vraie :En�dn(f) 6 CM;NR2dn(N+M)�1 + (N +M) �Rdn1 +R2�dn �n� (1 +Rdn)(R2�dn � 1)2(N+M) kfkUK(R) ; (8n 2 N):-Preuve : Il su�t de poser � = R1�� et r = R�, pour R > 1 et � 2 ℄0; 1[ et d'appli-quer au polyèdre polynomial D(n)R1�" ; (" 2 ℄0; 1[) la Proposition 8 et le Lemme 15pour passer à UK(R): �
Corollaire 6 Sous les mêmes hypothèses et notations que dans la proposition pré-édente, il existe un opérateur linéaire :�n : H(K) �! C n [z1; : : : ; zN ℄; (8n 2 N ; n > n0)où n0 2 N et n0 > N +M , tel que : 8R > 1, 8n 2 N et f 2 H(UK(R)),kf � �n�dn(f)kK 6 CM;N(n�dn)NR2dn(N+M)�1 + (N +M) �Rdn1 +R2�dn �n (1 +Rdn)(R2�dn � 1)2(N+M) kfkUK(R) :3En fait dans la onstrution de es polyn�mes pages 90-91, Zeriahi ne fait intervenir le d� qu'enexposant sur le polyn�mes Qk�i . C'est ii que l'on voit que le hoix de d� importe peu, sous réservequ'il soit plus supérieur ou égal à 1.



80CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM-Preuve : Si l'on pose :�n(f) := X16j6mn f(tmnj )Lmnj (z; Tmn); (8n 2 N? ; 8z 2 C N ):où mn := �N+nn �; (n 2 N) et Tmn = �tmn1 ; : : : ; tmnmn	 est un système de points deFekete Leja du ompat K et les Lmnj (z; Tmn) sont les polyn�mes de Lagrangeassoiés .f. ([11℄). Nous avons l'estimation suivante :kf � �n�dn(f)kK 6 (1 +mn�dn)En�dn(f); (8n 2 N):Il est faile de onlure ave la Proposition 9 et en remarquant que :mn 6 CnN ; (8n 2N?): �2.5 Approximation des fontions de A1(K)Théorème 5 Soit K un ompat de C N Whitney 1-régulier, véri�ant les onditions(HCP ) et (SL). Alors pour toute fontion f dans A1(K) et tout entier naturel nonnul k, il existe une onstante réelle C(f; k) stritement positive dépendant seulementde f et k, véri�ant : kf � PnkK 6 C(f; k)n�k; (8n 2 N);où (Pn)n2N est une suite de C [z1 ; : : : ; zN ℄ telle que degPn 6 n, pour tout n dans N.Avant de donner la preuve de e théorème ; nous allons fournir une représenta-tion intégrale des fontions de A1(K). Pour ela nous onstruisons un noyau dereprésentation intégrale en utilisant la notion de s-H onvexité, pour les ompatsde C N , ette dernière a été introduite par A.Dufresnoy ([5℄) dans la résolution del'équation du ��.Dé�nition 3 Soit K un ompat de C N , on dira que K est s-H onvexe s'il existedes onstantes réelles positives, s telle que s > 1 et A > 0, telles que pour tout" 2℄0; 1℄, il existe U" un ouvert pseudoonvexe de C N véri�ant :�z 2 C N : d(z;K) < A"s)	 � U" � �z 2 C N : d(z;K) < "	



2.5. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE A1(K) 81Remarque 5 Les ompats onvexes sont 1-H onvexes, les ompats à frontièresLipshitziennes sont s-H onvexes ; en fait la s-H onvexité ouvre un éventail im-portant de domaines bien onnus en analyse. Pour plus d'exemples voir ([8℄).Lemme 16 Les ompats de C N véri�ant simultanément les onditions (HCP ) et(SL) sont s-H onvexes.-Preuve : Supposons K un ompat de C N véri�ant les onditions (HCP ) et (SL).Les dé�nitions 1 et 2 de la page 70 peuvent s'érire ainsi, ave la fontion de Greenave p�le à l'in�ni :C1d(z;K)� 6 VK(z) 6 C2d(z;K)�; (8z 2 V(K)); (I)où � et � sont des réels stritement positifs tels que � > � > 0 et les onstantes C1et C2 sont des réelles stritement positives. Posons :U" := �z 2 C N : VK(z) < C1"�	 ;omme le ompat K véri�e la ondition (HCP ), il s'ensuit que VK est plurisou-sharmonique, ontinue et de e fait VK est nulle sur K ; don U" est un ouvertpseudoonvexe ontenant le ompat K. Il est élémentaire de voir que les inlusionssont véri�és en appliquant diretement les inégalités du (I) :(z 2 C N : d(z;K) < �C1C2� 1� "��) � U" � �z 2 C N : d(z;K) < "	 ; (8" 2 ℄0; 1[):Maintenant, érivons s = �� et A = �C1C2� 1� ;on a bien s > 1, d'après les hypothèses sur � et � i-dessus. Notre démonstrationest ahevée. �Dans les deux sous-setions suivantes, nous utilisons une méthode simpli�ée deJ.Chaumat et A.M.Chollet ([8℄).Dans les parties suivantes 2.6.1 et 2.6.2 le ompat K est dans C N et s-H onvexe.



82CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM2.5.1 Constrution des setions de Cauhy-LerayProposition 10 (Théorème de Skoda) Soient U un ouvert borné pseudoonvexede C N , un réel � > 0 stritement positif et � dans C N tel que d(�; U) < 1, alorsil existe une onstante réelle A2 stritement positive et des fontions hi(z; �); i =1; : : : ; N , holomorphes en z dans U telles que :i=nXi=1 hi(z; �)(zi � �i) = 1; (8z 2 U);"ZU ( i=nXi=1 jhi(z; �)j2) d�2n(z)# 12 6 A2d(�; U)��A2 ne dépend que du diamètre de U .-Preuve : La démonstration de e théorème est une appliation direte du Théorème1, page 555 de l'artile d'H.Skoda ([16℄). �Soit K un ompat de C N s-H onvexe. Soit V(K) le voisinage ouvert de Kdé�ni omme i-dessous :V(K) := �z 2 C N : d(z;K) < 1	 ;où A1 est la onstante �gurant dans la dé�nition de la s-H onvexité de K ; soit Atelle que 0 < A < A1. Notons :O(A) := �(z; �) : C N � (V(K) nK); d(z;K) < A2sd(�;K)s�et O(A; �) := �z 2 C N : (z; �) 2 O(A)	 ; (8� 2 V(K)):Lemme 17 Il existe des onstantes réelles A3 et A4, telles que 0 < A3 < 1 et A4 > 1et des fontions hi(z; �) i = 1; : : : ; N dé�nies sur O(A3), holomorphes en z dansO(A3; �) et véri�ant pour tout (z; �) 2 O(A3) :i=NXi=1 hi(z; �)(zi � �i) = 1i=NXi=1 jhi(z; �)j 6 A4d(�;K)�Ns��



2.5. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE A1(K) 83-Preuve : Soit � 2 V(K) nK, posons " = d(�;K)2 , K est supposé s-H onvexe. Donil existe U" un ouvert pseudoonvexe de C N véri�ant :�z 2 C N : d(z;K) < A1 12sd(�;K)s� � U" � �z 2 C N : d(z;K) < 12d(�;K)�La Proposition 10 page 82 entraîne l'existene d'une onstante A5 stritement po-sitive et des fontions hi(z; �); i = 1; : : : ; N , holomorphes en z dans O(A12s ; �) véri-�ant : i=NXi=1 hi(z; �)(zi � �i) = 1; (8z 2 O(A12s ; �))et "ZO(A12s ;�)(i=NXi=1 jhi(z; �)j2) d�2n(z)# 12 6 A2d(�;
)��; (8� 2 V(K)):Par le proédé lassique pour passer de la norme L2 en norme sup, quitte à rétréirles voisinages, ave la formule intégrale de Cauhy sur les polydisques, nous avonsl'existene de la onstante réelle A6, stritement positive, telle que :jhi(z; �)j 6 A6d(�;K)�Ns��; (8z 2 O(A12s ; �)): �Lemme 18 (Lemme de reouvrement) Il existe des onstantes réelles A7; A8; A9stritement positives ne dépendant que de N telles que A7 soit dans N et 0 < A8 <1 < A9 ; de sorte que pour tout ompat K de C N , pour tout réel t stritement positif,pour tout L > 2 et r(�) = L�1d(�;K)t, il existe une suite de boules (B(�j; r(�j)))j2Nvéri�ant les propriétés suivantes :V(K) nK = ([j2NB(�j; r(�j)))\V(K):
ard�j 2 N : � 2 B(�j; r(�j))	 6 A7; (8� 2 V(K) nK):

A8d(�j; K) 6 d(�;K) 6 A9d(�j; K); (8j 2 N ; 8� 2 B(�j; r(�j))):



84CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM
-Preuve : La preuve de e Lemme est dans l'artile de J.Chaumat et A.M.Chollet([8℄). �Proposition 11 Il existe des onstantes réelles A10 et A11 stritement positivesave 0 < A10 < 1 < A11 qui ne dépendent que du ompat K, des réels � et s, et del'entier N ; il existe des fontions wi(z; �); i = 1; : : : ; N de lasse C1 sur O(A10) etholomorphes en z dans O(A10; �), telles que pour tout � 2 V(K) nK véri�ant pourtout (z; �) 2 O(A10) : <e i=NXi=1 wi(z; �)(zi � �i) > 12 ; (I)(8l 2 N2N ; jlj � 2; 8k 2 N2N ); (8i 2 f1; : : : ; Ng); on a :��Dl�Dkzwi(z; �)�� 6 jkj!Ajkj+111 d(�;K)�(1+jlj)(Ns+�)�jkjs: (II)-Preuve : si � 2 V(K) nK et si � véri�e :j� � � 0j < 12A4d(�;K)Ns+�;la onstante A4 est donnée par le Lemme 17, ainsi que l'exposant Ns + �. Don :<e i=NXi=1 hi(z; � 0)(zi��i) = <e i=NXi=1 hi(z; � 0)(zi�� 0i)+<e i=NXi=1 hi(z; � 0)(�i�� 0i); (8z 2 O(A3; � 0)):D'où <e i=NXi=1 hi(z; � 0)(zi � �i) > 1�<e i=NXi=1 hi(z; � 0)(�i � � 0i); (8z 2 O(A3; � 0)):Finalement<e i=NXi=1 hi(z; � 0)(zi � �i) > 1� A4d(�;K)�Ns�� 12A4d(�;K)Ns+� = 12 : �Il manque la régularité des hi en �. Pour remédier à ela nous allons appliquer leLemme de reouvrement.



2.5. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE A1(K) 85On hoisit L = 2A4 et t = Ns + � � 1. Soit f'jgj2N une partition C1 de l'unité deV(K)nK subordonnée au reouvrement du Lemme 18 page 83 véri�ant les propriétési-dessous :� � 'j 2 C1(C N ); 'j � 0; (8j 2 N).� � supp ('j) � B(�j; r(�j)); (8j 2 N).� � Pj=1j=0 'j(�) = 1; (8� 2 V(K) nK).� � ��Dl'j(�)�� 6 A12r(�j)�jlj; 8l 2 N2N : jlj 6 2; 8j 2 N; 8� 2 B(�j; r(�j)), oùA12 est une onstante ne dépendant que N .Pour la démonstration, se référer à ([20℄). Notons maintenant,wi(z; �) = j=1Xj=0 hi(z; �j)'j(�); (8i 2 f1; : : : ; Ng):Remarque 6 Si � est dans V(K) nK, alors � est ontenu au plus dans A7 boulesB(�j; r(�j)), don la sommePj=1j=0 hi(z; �j)'j(�) est toujours �nie et ompte au plusA7 termes .f. ( le Lemme 18 de reouvrement).Il existe don A13 telle que 0 < A13 < 1 et de sorte que les wi(z; �); 8i 2 f1; : : : ; Ngsoient dé�nies et C1 dans O(A13) et holomorphes en z dans O(A13; �); 8� 2 V(K) nK. Maintenant<e i=NXi=1 wi(z; �)(zi � �i) = <e i=NXi=1 j=1Xj=1 hi(z; �j)'j(�)(zi � �i)don <e i=NXi=1 wi(z; �)(zi � �i) = j=1Xj=1  <e i=NXi=1 hi(z; �)(zi � �i)!'j(�)D'après la Proposition 11, on a<e i=NXi=1 wi(z; �)(zi � �i) > 12 j=1Xj=1 'j(�) = 12 :D'après le Lemme 17, on ai=NXi=1 jhi(z; �)j 6 A4d(�;K)�Ns��:



86CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMComme wi(z; �) = j=1Xj=0 hi(z; �j)'j(�); (8i 2 f1; : : : ; Ng);on diminue A13 de la sorte que A10 := 12A13 et on applique la formule de Cauhy,on obtient ainsi l'estimation demandée en tenant ompte de l'estimation : ��Dl'j�� 6A12r(�j)�l.2.5.2 Noyau représentant pour les fontions de A1(K)C'est par un raisonnement lassique d'homotopie que nous élaborons notre dé-monstration. Tout d'abord, rappelons les notations lassiques des formes di�éren-tielles intervenant dans la onstrution de notre noyau. Nous onviendrons de!0(u) := j=NXj=1 (�1)j�1du1 ^ � � � ^ duj ^ � � � ^ duNet !(v) := dv1 ^ � � � ^ dvN :Posons �(z; �) := i=NXi=1 wi(z; �) (zi � �i) = hw(z; �); z � �i ;ave hz; �i := i=NXi=1 zi�i :Lemme 19 Soient u et v deux fontions de lasse C1 de C N dans C N . Alors laforme di�érentielle suivante est fermée.!0(u) ^ !(v)hz; �iN :La démonstration de e Lemme est triviale, il su�t d'appliquer la dé�nitiond'une forme fermée..



2.5. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE A1(K) 87Théorème 6 Soit K un ompat Whitney 1-régulier et s-H onvexe de C N et fune fontion dans A1(K) et ~f le prolongement C1 de f à C N onstruit dans lethéorème 4 page 61 ; alorsf(z) = (N � 1)!(2i�)N Z eD �� ~f(�) ^ !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N ; (8z 2 K);où eD = V(K) n K et w(z; �) = (w1; : : : ; wN); où les wi(z; �) sont les setionsonstruites dans la Proposition 11 page 84.-Preuve : Nous allons e�etuer un raisonnement par homotopie ave le noyau deBohner-Martinelli. En e�et posons :�w(z; �; �) := (1� �)w(z; �)�(z; �) + � �� � �zj� � zj2 ; (8(z; �) 2 O(A2s )); (8� 2 [0; 1℄):�w(z; �; �) = (�w1 (z; �; �); : : : ; �wN(z; �; �))et!0�;�(�w(z; �; �))^!(�) := j=NXj=1 (�1)j�1d�;��w1 ^� � �^\d�;��wj ^� � �^d�;��wN^d�1^� � �^d�N :Comme �d�;� �� ~f(�)� ^ !0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�) = 0;ar la (0; 1)-forme �� ~f est ��-fermée et !0�;�(�w(z; �; �))^!(�) est une C1(N;N�1)-forme.De plus, ave le Lemme 19, on ad�;� �!0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�)� = 0;ar i=NXi=1 �wi (z; �; �) (zi � �i) = 1:Don d�;� ��� ~f(�) ^ !0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�)� = 0:Soit eD un ouvert à frontière C1 ontenant le support de ~f et ontenu dans U"0('estl'ouvert déterminé par la s-H onvexité). La formule de Stokes nous donne :Z eD�[0;1℄ d�;� ��� ~f(�) ^ !0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�)� = Z�( eD�[0;1℄) �� ~f(�)^!0�;�(�w(z; �; �))^!(�) = 0:



88CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMD'où : Z� eD�[0;1℄ �� ~f(�) ^ !0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�) + Z eD�f0g �� ~f(�)^!0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�)� Z eD�f1g �� ~f(�) ^ !0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�) = 0:D'autre part : !0�;�(�w(z; �; 0)) ^ !(�) = !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)Net !0�;�(�w(z; �; 1)) ^ !(�) = !0�(w(z; �)) ^ !(�)j� � zj2N :Etant donné que ~f est à support ompat dans eD il s'ensuit que :Z� eD�[0;1℄ �� ~f(�) ^ !0�;�(�w(z; �; �)) ^ !(�) = 0:Don, on peut onlure de e qui préède et de la formule de Bohner-Martinelli :f(z) = (N � 1)!(2i�)N ZU"0 �� ~f(�) ^ !0�(w(z; �)) ^ !(�)j� � zj2N= (N � 1)!(2i�)N Z eD �� ~f(�) ^ !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N : �Notons que la représentation du Théorème 6 page 87 est valable pour toutes lesfontions de HM(K). Rappelons que nous avons les inlusions suivantes :H(K) � HM(K) � A1(K):Cette représentation intégrale du Théorème 6 a été utilisée dans ([7℄), pour représen-ter et aratériser les jets C1 et ��-plat appartenant à la lasse de Carleman dé�nissur des ompats s-H onvexes de C N .2.5.3 La jauge R(�) de l'ensemble O(A2s ; �) pour les lignes deniveaux de VKDans la partie préédente nous approhons par des polyn�mes les fontions deH(K). Par onstrution, le noyau !0�(w(�;�))^!(�)�(�;�)N est une (N;N�1)-forme à oe�ients



2.5. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE A1(K) 89holomorphes dans les domaines O( A2s ; �) quand � est �xé dans V(K). Pour nouspermettre d'utiliser le Corollaire 6 page 79, nous sommes onduits à introduire unefontion jauge des lignes de niveaux de la fontion de Green ave p�le à l'in�ni VKdans O( A2s ; �).Nommons ette fontion jauge R(�) que nous dé�nissons dans V(K) n K de lamanière suivante :R(�) := sup�� > 1 : UK(�) � O�A12s ; ��� ; (8� 2 V(K))où UK(�) := �z 2 C N : VK(z) < log�	 ; (8� > 1):C'est par le biais de la jauge R(�) que nous allons pouvoir utiliser dynamiquement leslignes de niveau de la fontion de Green ave p�le à l'in�ni VK dans l'approximationdu noyau !0�(w(�;�))^!(�)�(�;�)N . Enonçons quelques propriétés élémentaires.Lemme 20 La fontion R(�) véri�e les propriétés suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
� UK(R(�)) � O �A12s ; �� :�R(�) est semi-ontinue inférieurement et lim�!�K R(�) = 1:�R(�) > 1; 8� 2 V(K) nK:�8�0 2 V(K) nK; (8� 2 V(K) nK; d(�;K) = d(�0; K)) R(�0) = R(�)):-Preuve : La démonstration de e lemme est triviale, 'est une onséquene diretede la dé�nition de R(�): �Lemme 21 Si K est un ompat (HCP ) de C N , alors il existe un réel � > 0 etC1 > 0 des onstantes réelles ne dépendant que de K, telles que :R(�) 6 1 + C1d(�;K)�; (8� 2 C N ):



90CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMSi K est un ompat de C N véri�ant la ondition (SL), alors il existe � > 0 etC2 > 0 des onstantes ne dépendant que de K telles que :R(�) > 1 + C2d(�;K)�; (8� 2 C N ):-Preuve : C'est une onséquene immédiate de la dé�nition d'un ompat (HCP )et d'un ompat véri�ant la ondition (SL). �2.6 Démonstration du Théorème 5Dans ette partie nous allons démontrer le Théorème 5 page 80, en utilisanttout l'arsenal mis en plae pour l'approximation du Noyau !0�(w(z;�))^!(�)�(z;�)N . Nousonsidérons dans ette partie les sous-ensembles de niveaux suivants :LA;n = �� 2 eD : R(�) > 1 + Adn� ; (8n 2 N ; 8A > 0);ave le hoix de dn suivant : dn = n � k0; (ii Æn = n);l'entier k0 est elui donné dans le Lemme 15 page 78. Dans le Lemme 20 page 89, ilest mentionné que la jauge R(�) est semi-ontinue inférieurement, don l'ensembleLA;n est mesurable pour la mesure de Lebesgue. Dé�nissons les espaes i-dessous :(H � C1)�O(A2s )� := � 2 C1(O(A2s )) : (8z 2 K);  (z; �) 2 C1(V(K) nK) et(8� 2 V(K) nK);  (�; �) 2 H(O(A2s ; �))�L'espae (H � C1) �O( A2s )� a une struture de C -algèbre. Considérons l'espae de(p; q)-formes i-dessous :(H�C1(p;q))�O(A2s )� := 8<: = X0jIj=p;jJj=q I;J(z; �)d�I ^ d��J :  I;J 2 (H � C1)�O(A2s )� ; (8I; J)9=; :



2.6. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 91Notons la forme !0�(w(z; �)) ^ !(�) dans sa base anonique ainsi :!0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N = X0jJj=N�1 !0�;J(w(z; �))�(z; �)N d� ^ d��J ;où d� := d�1 ^ � � � ^ d�N ;D'après la Proposition 11 page 84, on a :!0�;J(w(z; �)) 2 C1(V(K)); (8z 2 K); (80J; jJ j = N � 1)et !0�;J(w(�; �)) 2 H(O(A2s ; �)); (8� 2 V(K)); (80J; jJ j = N � 1);don !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N 2 (H � C1(N;N�1))�O(A2s )� :Dé�nissons la suite d'opérateurs linéaires omme i-dessous :�n : (H � C1(N;N�1)) �O( A2s )� �! (C n [z1; : : : ; zN ℄� C1(N;N�1)) �O( A2s )�X0jJj=N�1  J(z; �)d� ^ d��J 7�! X0jJj=N�1 �n( J(�; �))d� ^ d��J ; (8n 2 N);où (C n [z1; : : : ; zN ℄�C1(N;N�1)) �O( A2s )� est exatement onstruit omme (H�C1(N;N�1)) �O( A2s )�,au lieu d'avoir les fontions holomorphes omme dans la dé�nition i-avant, on a l'es-pae des polyn�mes C n [z1; : : : ; zN ℄ de degré plus petit que n et bien sûr, (�n)n2Nest la suite d'opérateurs linéaires dé�nis dans le Corollaire 6 page 79.-Preuve : Soit f 2 A1(K) �xée, d'après le Corollaire 5 page 67, pour tout entier ldans N , il existe une onstante Cl > 0 et ~f dans C10 (C N ) telle que,����� ~f(�)��� 6 Cld(�;K)l; (8� 2 C N ) et ~f jK = f jK:Nous préiserons la valeur de l ultérieurement dans la démonstration. Comme ��fest plat dans K, en partiulier �� ~f jK = 0 ; il s'ensuit, d'après le Théorème 6 page87 : f(z) = (N � 1)!(2i�)N Z eD �� ~f(�) ^ !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N ; (8z 2 K):



92CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMRappelons que les lignes de niveaux sont :LA;n := �� 2 eD : R(�) > 1 + Adn� où dn = n � k0; (8n 2 N?);et A > 0 est un réel que l'on préisera ultérieurement. Considérons le polyn�mePn�dn donné par :Pn�dn(z) := (N � 1)!(2i�)N ZLA;n �� ~f(�) ^ �n�dn �!0�(w(�; �)) ^ !(�)�(�; �)N � (z); (8z 2 C N ):Le polyn�me Pn�dn est bien dé�ni par la onstrution même de la suite d'opérateurslinéaires (�n)n2N, on a don degPn�dn 6 n � dn, pour tout n dans N . Si z 2 K,jf(z)� Pn�dn(z)j 6 (N � 1)!(2i�)N �����ZLA;n �� ~f(�) ^ �!0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N � �n�dn �!0�(w(�; �)) ^ !(�)�(�; �)N �������+(N � 1)!(2i�)N �����Z eDnLA;n �� ~f(�) ^ !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N ����� ;érit de manière ondensée :jf(z)� Pn�dn(z)j 6 I1;n(z) + I2;n(z); (8n > n0; 8z 2 K): (3)Commençons par estimer kI1;nkK , posons pour n 2 N ; n > n0 �xé :EJ;n(�) := !0�;J(w(�; �))�(�; �)N � �n�dn  !0�;J(w(�; �))�(�; �)N !K ;où J est un multi-indie de longueur N � 1,J = (j1; : : : ; jN�1); 1 6 j1 < � � � < JN�1 6 N:D'après le Corollaire 6 page 79, on a :(8� 2 LA;n);
EJ;n(�) 6 CM;N(n � dn)NR(�)2dn(N+M)�1 + (N +M) �R(�)dn1 +R(�)2�dn �n�



2.6. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 93
(1 +R(�)dn)(R(�)2�dn � 1)2(N+M) !0�;J(w(�; �))�(�; �)N UK(R(�)) ;en hoisissant � dans �12 ; 1�.EJ;n(�) 6 2NCN;M(n � dn)NR(�)dn[n(2��1)�2(N+M)�1℄ �1 +N +M2 �n� 1(R(�)�dn � 1)2(N+M)� 1d(�;K)NJ ;où NJ est un entier dépendant de N et du s de la s-H onvexité du ompat K ave� dans LA;n �xé.Le ompat K véri�e (HCP ), don d'après le Lemme 21 page 89 on a :EJ;n(�) 6 eC � (n � dn)NR(�)n�dn2 [(2��1)� 2(N+M)+1n ℄ 1 +N +M2R(�) dn2 [(2��1)� 2(N+M)+1n ℄!n�1(R(�)�dn � 1)2(N+M) � (R(�)� 1)NJ� ;où � > 0 est la onstante de la propriété de (HCP ) du ompat K. Don, il existen0 2 N? , tel que pour tout n > n0 et pour � dans LA;n, on ait :EJ;n(�) 6 C(n � dn)N�1 + Adn�n�dn�D2 �0B� ��1 + Adn�dn�D2 1CAn� 1��1 + Adn���dn � 1�2(N+M)� (dn) ~N�A ~N� ;où � = N +M + 12 et D = 2�� 14et ~N = maxjJj=N�1(NJ) est un entier dépendant de N et du s de la s-H onvexité.Comme limn!+1�1 + Adn�dn�D2 = eAD2 ;don il existe un entier n1 > n0 dépendant de A, tel que :�1 + Adn�dn�D2 > eAD22 ; (8n > n1):



94CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMDon on a,EJ;n(�) 6  nNn 4�eD�A !n � (dn)N+ ~N�h e�A2 � 1i2(N+M) ; (8n > n1); (8� 2 LA;n):Etant donné que : limn!+1nNn = 1;il existe un entier n2 > n1 tel que :EJ;n(�) 6 � 8�eD�A�n � (dn)N+ ~N�h e�A2 � 1i2(N+M) ; (8n > n1); (8� 2 LA;n):On pose, �(�; ~N;N) = N + ~N� et C(�;A;M;N) = �e�A2 � 1�2(N+M)L'estimation préédente peut s'érire ainsiEJ;n(�) 6 C(�;A;M;N)� 8�eD�A�n (dn)�(�; ~N;N); (8� 2 LA;n): (I)On va don hoisir A > 0 su�samment grand de sorte que 8� < eD�A et don :limn!+1(n � dn)k kEJ;nkLA;n = 0; (8k 2 N):e qui nous permet de onlure que :limn!+1(n � dn)k kI1;nkK = 0; (8k 2 N):Estimons kI2;nkK ; en e�et, d'après la ondition (SL), on aeD n LA;n � Un := �� 2 eD : d(�;K)� < Adn� ;on a don : kI2;nkK 6 �2N(D n LA;n) sup�2Un ����� ~f(�)���d(�;K)� ~N :Rappelons que d'après le Corollaire 5 page 67, on a l dans N et Cl > 0 tels que :����� ~f(�)��� 6 Cl d(�;K)l; (8� 2 C N nK):



2.6. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 95Cette dernière nous permet d'a�rmer quekI2;nkK 6 C eD;l� Adn� l� ~N� ; (8n > n0):Maintenant, si k 2 N , estimons (n � dn)k kI2;nkK, en se souvenant que l'on a hoisidn = n � k0.(n � dn)k kI2;nkK 6 A l� ~N� nk � (dn)k� l� ~N� 6 A l� ~N� kk� l� ~N�0 n2k� l� ~N� : (II)Si l'on hoisi l dans N tel que l > 2�k + ~N , on a bienlimn!+1(n � dn)k kI2;nkK = 0:Introduisant (I) et (II) dans (3), on obtient bien quelimn!+1(n � dn)k kf � Pn�dnkK = 0On peut passer à tout n, omme dans ([22℄, Page 93, Corollaire 3.3), étant donnéque limn!+1 dn+1dn = 1 et onlure :limn!+1nk � En(f) = 0; (8k 2 N):Ainsi s'ahève notre démonstration. �Le Corollaire suivant est une onséquene direte de notre Théorème 5. Il est démon-tré par Siiak dans ([14℄) pour une lasse de ompats de C véri�ant des onditionsfortes de type (HCP ) et (SL).Soit l'espae de fontion s(K) dé�ni de la manière suivante :s(K) := �f 2 C0(K) : limn!+1nkEn(f) = 0; 8k 2 N�Corollaire 7 Si K est un ompat de C N véri�ant les onditions (HCP ) et (SL),alors : A1(K) = s(K):



96CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM-Preuve : On a s(K) � A1(K) ar toute fontion de s(K) est limite uniformede polyn�mes de C [z1 ; : : : ; zN ℄ et que le ompat K véri�e la ondition (HCP ).f. ([14℄, Théorème 1.6). L'inlusion réiproque est une onséquene immédiate duThéorème 5. �Remarque 7 Notons que l'on peut dé�nir ainsi les semi-normes de Zerner ([24℄)dans A1(K) ave d�1(f) := kfkK et d0(f) := E0(f)dk(f) := supn2N? nkEn(f); (8k 2 N?); (8f 2 A1(K)):2.7 Approximation des fontions de HM(K)Théorème 7 Soit K un ompat de C N Whitney 1-régulier véri�ant les onditions(HCP ) et (SL). Pour toute fontion f dans HM(K), il existe C > 0 et B > 0 deuxonstantes réelles ne dépendant que de f et de la fontion �!(s), telles que :kf � PnkK 6 Ce�B!(n); (8n 2 N);où Pn 2 C n [z1; : : : ; zN ℄.Réiproquement, si f est une fontion ontinue dans le ompat K, si B > 0 etC > 0 sont deux onstantes réelles et (Pn)n2N est une suite de C [z1 ; : : : ; zN ℄, oùdegPn 6 n, pour tout n dans N, telles que :kf � PnkK 6 Ce�B �!(n); (8n 2 N);alors f est dans HM(K).2.7.1 Constrution de la suite (Æn)n2NDans la partie préédente, le hoix de la suite (Æn)n2N, bien que trivial, (Æn = n)est la lé de voûte de la démonstration du Théorème 5 page 80. Dans le théorème7 page 96, la onstrution même de la suite (Æn)n2N va dépendre naturellement dela lasse dans laquelle sera hoisie la fontion f que l'on souhaite approher par despolyn�mes.



2.7. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE HM(K) 97Rappelons que dn est dé�nie ainsi :dn := [Æn℄Ent � k0; (8n 2 N);où k0 est un entier dé�ni dans le Lemme 15 page 78.Toute ette partie est don onsarée à déterminer la suite (Æn)n2N et exhiber sespropriétés qui nous permettent d'obtenir un bon omportement asymptotique duterme en exposant n de la Corollaire 6 page 79 pour mener à bien la démonstrationdu Théorème 7. Commençons par montrer l'existene d'une telle suiteLemme 22 Soit g la fontion à valeurs réelles dé�nie par :g : [�0;+1[2 �! R+(s; x) 7�! �!(s�x)s ;alors, il existe �0 > 0 tel que :� � Pour tout x �xé dans [�0;+1[ la fontion partielle g(�; x) est stritementdéroissante.� � Pour tout s �xé dans [�0;+1[ la fontion partielle g(s; �) est stritementroissante.-Preuve : Soit �0 > 0 tel que �! soit dans C1([�0;+1[) et s � x = et��0(t)+��(t), avet� t0, on a alors : ��sg(s; x) = s � x �!0(s � x)� �!(s � x)s2= xs �!0(s � x) �1� �!(s � x)s � x �!0(s � x)�D'après le (�0�0) de la partie 2.2.4, on a��sg(s; x) = xs �!0(s � x) [1 + ��(t)� log(s � x)℄= xs �!0(s � x) [1 + ��(t)� t��0(t)� ��(t)℄d'où ��sg(s; x) = �xs �!0(s � x) t�0(t); (8s; t 2 [�0;+1[): (3)



98CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMEtant donné que pour tout t� t0; �0(t) > 0, on a ��sg(s; x) < 0; (8s; t 2 [�0;+1[);ei d'après (3): �
Lemme 23 lims!+1 �!(s)s = 0:-Preuve : Pour tout s� s0, il existe un unique t� t0, tels que�!(s) = t2��0(t) et s = et��0(t)+��(t) ;on a don :�!(s)s = t2��0(t)et��0(t)+��(t) = t + t2�0(t)te � et�0(t)+�(t) = e�t�0(t)��(t)e + t�0(t)e�t�0(t)��(t)e :Ave les propriétés de � et �0 on en déduit la limite voulue. �
Lemme 24 Il existe un entier positif n0 et une suite réelle (Æn)n2N stritementpositive véri�ant les propriétés suivantes :1. �!(n�Æn)n = 1 i:e: Æn = e�(n)n = e(n); (8n 2 N ; n > n0).2. 0 < Æn < Æn+1; (8n 2 N ; n > n0):3. limn!+1 Æn = +1:4. lim supn!+1(Æn) 1n� < +1; (8� > 12):-Preuve : Montrons 1., 'est une onséquene immédiate de la dé�nition de (Æn)n2Net des propriétés de la fontion (u). En e�et, si Æn existe, on a�!(n � Æn) = n;don �(�!(n � Æn)) = log(n � Æn) = �(n);



2.7. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE HM(K) 99soit enore Æn = e(n); (8n 2 N);ar �(u) = (u) + log(u); (8u > 0). Don dé�nie ainsi, la suite (Æn)n2N véri�e,d'après les propriétés de (u), les assertions 2. et 3..Pour �nir, démontrons 4., soit � un réel tel que � > 12 , on a(Æn) 1n� = � 1ne�(n)� 1n� = e (n)n� ; (8n 2 N?):Etudions (u)u� quand u est au voisinage de l'in�ni ; on a par dé�nition de .(u)u� = log s!(s)� ; (8u� 0):Posons : #�(s) = log s!(s)� ; (8s� 0);la fontion #�(s) est de lasse C1, don#0�(s) = 1s!(s)� � �!0(s)!(s)��1 log s!(s)2� = !0(s)!(s)�+1 � !(s)s!0(s) � � log s� ; (8s� 0):Soit enore : #0�(s) = !0(s)!(s)�+1 [���(t) + (1� �)t�0(t)℄ ;pour le as extrême �(t) = at; (a > 0) on a #0�(s) < 0, pour tout s � 0, dèsque � > 12 . Don 'est enore vrai pour toutes les fontions �(t) intermédiaires. Lafontion #�(s) est don stritement déroissante, sahant que :(u)u� = #�(s); (8s� 0);don il existe une onstante réelle C� > 0 telle que :(u)u� < C�; (8u� 0); don lim supu!+1 (u)u� < C�:Le lemme est démontré. �La mise en oeuvre de ette onstrution de la suite (Æn)n2N sont les deux Lemmessuivants :



100CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMLemme 25 (Lemme d'absorption) Soient �; � > 0 et �0 2 ℄0; 1[ des onstantesréelles �xées. Alors, il existe un entier positif non nul n0 et un réel A > 0, tel que :�[1 + A�(�!(n � Æn))℄�Æn 6 �0; (8n > n0):-Preuve : Un alul élémentaire montre que :����log(1 + x)� x+ x22 � x33 ���� 6 jxj3 ; (8x > 0): (3)Tout d'abord, rappelons que �(�!(s)) = �!(s)s . Don nous avons :log �[1 + A�(�!(n � Æn))℄�Æn! = log �� �Æn log�1 + A �!(n � Æn)n � Æn � :Don d'après (3), nous avons la minoration suivante :log�1 + A �!(n � Æn)n � Æn � > A �!(n � Æn)n � Æn �1� On!+1� �!(n � Æn)n � Æn �� ;en se souvenant que par onstrution de la suite (Æn)n2N on a �!(n�Æn)n = 1, donlog �[1 + A�(�!(n � Æn))℄�Æn! 6 log �� �A �1� On!+1� �!(n � Æn)n � Æn �� :On peut don hoisir un n0 > 1 et A > 0 su�samment grand de sorte que :log �� �A �1� On!+1� �!(n � Æn)n � Æn �� 6 log �0 < 0: �Lemme 26 Les limites i-dessous sont véri�ées :1. limn!+1(1 + A�(�!(n � dn))) 1A�(�!(n�dn)) = e; (8A > 0).2. lim supn!+1 (n � dn) 1n < +1:3. lim supn!+1 � n�dn�!(n�dn)� 1n < +1:4. limn!+1 dn+1dn = 1.Preuve : Seules les trois dernières assertions méritent d'être préisées, pour 2. :(n � dn) 1n 6 (k0n) 1n (Æn) 1n ;



2.7. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE HM(K) 101on onlut par le Lemme 24 assertion 4..Pour 3., en vertu du Lemme 22 et la roissane de �!, nous avons les estimationssuivantes :�!(n � Æn)k0 n � Æn 6 �!(n � k0 Æn)n � k0 Æn 6 �!(n � dn)n � dn 6 �!(n � k0 (Æn � 1))n � k0 (Æn � 1) 6 �!(n � Æn)n � (Æn � 1) ; (8n� 0);en gardant à l'esprit que dn = [Æn℄Ent�k0. De la onstrution même de la suite (Æn)n2N,on en déduit : 1(k0 Æn) 1n 6 � �!(n � dn)n � dn � 1n 6 1(Æn � 1) 1n ; (8n� 0);d'après le Lemme 24, les assertions 3. et 4. nous donnent lim supn!+1(Æn) 1n < +1et limn!+1 Æn = +1, donlim supn!+1 � n � dn�!(n � dn)� 1n = lim supn!+1 (Æn) 1n < +1;on a la limite voulue.Pour �nir montrons 4.. On a, par dé�nition de dn = [Æn℄Ent � k0 et la striteroissane de (Æn)n2N, les inégalités suivantes :1 6 dn+1dn 6 Æn+1(Æn � 1) ; (8n 2 N?):Comme limn!+1 Æn = +1, montrons que lim supn!+1 Æn+1Æn = 1. D'après le 1. duLemme 24, on a Æn+1Æn = e(n+1)�(n);Commençons don par majorer,(!(s) + 1)� (!(s)) = Z 10 0(!(s) + �)d� :Ave le Lemme de Fatou, on obtient :lim sups!+1 Z 10 0(!(s) + �)d� 6 Z 10 lim sups!+1 0(!(s) + �)d� ;d'oùlim sups!+1 [(!(s) + 1)� (!(s))℄ 6 Z 10 lim sups!+1 0(!(s))d� = lim sups!+1 0(!(s)); (3)



102CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMen se souvenant que (!(s)) = log s, on a don en dérivant par rapport à s :0(!(s)) = 1s!0(s) ; (8s� 0):Comme s!0(s) = t, il s'ensuit que lims!+1 s!0(s) = +1 ; don en remplaçant dans(3), on a lim sups!+1 [(!(s) + 1)� (!(s))℄ 6 0:La fontion  est roissante et positive, e qui nous permet de onlure :lims!+1 [(!(s) + 1)� (!(s))℄ = 0;en passant à l'exponentielle, ei ahève notre démonstration du Lemme. �2.7.2 Première approximation dans les lignes de niveaux LA;nNous allons en�n utiliser tout l'arsenal mis en plae pour l'approximation dunoyau !0�(w(z;�))^!(�)�(z;�)N . Cette fois-i, nous onsidérons les sous-ensembles de niveauxsuivants :LA;n = n� 2 eD : R(�) > 1 + A�(!(n � dn))o ; (8n 2 N ; 8A > 0):Dans le Lemme 20 page 89, il est mentionné que la jauge R(�) est semi-ontinueinférieurement. Don l'ensemble LA;n est mesurable pour la mesure de Lebesgue.Notons la forme !0�(w(z; �)) dans sa base anonique ainsi :!0�(w(z; �)) ^ !(�) = X0jJj=N�1!0�;J(w(z; �))d� ^ d��J;où d� = d�1 ^ � � � ^ d�N . Rappelons que (�n)n2N est la suite d'opérateurs linéairesdé�nis dans le Corollaire 6 page 79.Lemme 27 Soit K un ompat de C N qui est (HCP ) et s-H onvexe, alors il existeun entier positif n0 et C;B deux onstantes réelles stritement positives tels que pourtout multi-indies :J = (j1; : : : ; jN�1); 1 6 j1 < � � � < jN�1 6 N;



2.7. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE HM(K) 103on ait!0�;J(w(�; �))�(�; �)N � �n�dn  !0�;J(w(�; �))�(�; �)N !K 6 C e�B�!(n�dn); (8n 2 N ; n > n0; 8� 2 LA;n):-Preuve : Commençons par poser :EJ;n(�) := !0�;J(w(�; �))�(�; �)N � �n�dn  !0�;J(w(�; �))�(�; �)N !K :D'après le Corollaire 6, on a :(8� 2 LA;n);
EJ;n(�) 6 CM;N(n � dn)NR(�)2dn(N+M)�1 + (N +M) �R(�)dn1 +R(�)2�dn �n�

(1 +R(�)dn)(R(�)2�dn � 1)2(N+M) !0�;J(w(�; �))�(�; �)N UK(R(�)) ;ave le hoix de � dans �12 ; 1�. En appliquant les majorations (II) de la Proposition11 page 84 au fateur !0�;J (w(�;�))�(�;�)N UK(R(�)) i-dessus, on obtient l'estimation suivante :EJ;n(�) 6 2NCN;M(n � dn)NR(�)dn[n(2��1)�2(N+M)�1℄ �1 +N +M2 �n� 1(R(�)�dn � 1)2(N+M)� 1d(�;K)NJ ;où NJ est un entier dépendant de N et du s de la s-H onvexité du ompat K ave� dans LA;n �xé. Le ompat K étant (HCP ), le Lemme 21 page 89 permet de voirque : EJ;n(�) 6 eC � (n � dn)NR(�)n�dn2 [(2��1)� 2(N+M)+1n ℄ 1 +N +M2R(�) dn2 [(2��1)� 2(N+M)+1n ℄!n�1(R(�)�dn � 1)2(N+M) � (R(�)� 1)NJ� :Don, il existe n0 2 N? , tel que pour tout n > n0 :EJ;n(�) 6 eC � (n � dn)N[1 + A�(�!(n � dn))℄n�dn�D  �[1 + A�(�!(n � dn))℄dn�D!n�



104CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM1�[1 + A�(�!(n � dn))℄�dn � 1�2(N+M) � n � dn�!(n � dn)�NJ� ;où � = N +M + 12 et D = 2�� 14 :D'après le Lemme 26 page 100 assertion 1., on alimn!+1(1 + A�(�!(n � dn))) 1A�(�!(n�dn)) = e;don il existe n1 > n0, tel que pour tout A > 0 :(1 + A�(�!(n � dn))) 1A�(�!(n�dn)) > e2 ; (8n > n1);ou enore,(1 + A�(�!(n � dn)))n�dnD > �e2�n�dnDA�(�!(n�dn)) = �e2�DA�!(n�dn) (8n > n1): (31)Minorons le terme i-dessous pour tout n > n1,(1+A�(�!(n�dn)))�dn > (1+A�(�!(n�dn))) 1A�(�!(n�dn))A�(�!(n�dn))�dn > �e2�An�dn�(�!(n�dn))�nd'où(1 + A�(�!(n � dn)))A�dn > �e2�� �!(n�dn)n > �e2�A� �!(n�k0(Æn�1))n > �e2�A� �!(n�Æn)n ;la dernière estimation est valide pour n � 0 et k0 > 2. Dans la onstrution de lasuite (Æn)n2N, remémorons-nous �!(n�Æn)n = 1, d'ou(1 + A�(�!(n � dn)))A�dn > �e2�� �!(n�Æn)n > �e2�A� ; (8n > n1; 8A > 0): (32)Don ave (31) et (32), on a l'estimation suivante :EJ;n(�) 6 eC �e2��DA�!(n�dn)� � n�dn�!(n�dn)�NJ��n (n � dn)Nn!nh� e2��A � 1i2(N+M) � �[1 + A�(�!(n � dn))℄dn�D!n :



2.7. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE HM(K) 105D'après les assertions 2. et 3. du Lemme 26 page 100, il existe n2 > n1 et K > 1 telque : � n � dn�!(n � dn)�NJ��n 6 K et (n � dn)Nn 6 K; (8n > n2):Don,EJ;n(�) 6 eC �e2��DA�!(n�dn) � Knh� e2��A � 1i2(N+M) � �[1 + A�(�!(n � dn))℄dn�D!n :Ave le Lemme 25 page 100, on peut trouver A > 0 su�samment grand et n3 > n2,tel que �0 = 1K et onlure que :EJ;n(�) 6 eCh� e2��A � 1i2(N+M) � �e2��DA�!(n�dn) ; (8n > n3; 8� 2 LA;n):Le Lemme est démontré. �Lemme 28 Soit K un ompat de C N , Whitney 1-régulier, véri�ant la ondition(SL) et s-H onvexe ; alors pour toute fontion f dans HM(K), il existe deuxonstantes réelles stritement positives C1 et C1, dépendant uniquement de f , tellesque Z eDnLA;n ����� �� ~f(�) ^ !0�(w(�; z)) ^ !(�)�(z; �)N ����� 6 C1e�C2�!(n�dn); (8n 2 N?);où ~f est une fontion C1( eD) à support ompat prolongeant f .f. Théorème 4 page4.-Preuve : Posons,In := Z eDnLA;n ����� �� ~f(�) ^ !0�(w(�; z)) ^ !(�)�(z; �)N ����� ; (8n 2 N?)et Un := n� 2 eD : ~Cd(�;K)� < A�(�!(n � dn))o ; (8n 2 N):Etant donné que le ompat K véri�e la ondition (SL), d'après le Lemme 21 page89, on a � 2 ℄0; 1℄ et eD n LA;n � Un. D'ou,In 6 �2N (Un) sup�2Un ����� ~f(�)��� d(�;K)� ~N ; (3)



106CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMoù ~N = maxjJj=N�1(NJ). Rappelons que ~N dépend du s de la s-H onvexité de K.On a d'après le Théorème 4 page 61, pour � 2 Un �xé :����� ~f(�)���d(�;K)� ~N 6 
� 1Cd(�;K)� d(�;K)� ~N ;en utilisant le Lemme 8 page 59 par réurrene, on obtient :����� ~f(�)��� d(�;K)� ~N 6 
� 1C( ~N) � d(�;K)� ;où C( ~N) est une onstante réelle stritement positive dépendant uniquement de lafontion f , du ompat K et de l'entier ~N (don de s).Comme d(�;K) < 1 pour tout � 2 eD et � 2 ℄0; 1℄, on a don :d(�;K) 6 (d(�;K))�; (8� 2 eD):
� 1C( ~N) � d(�;K)� 6 
� 1C( ~N) � d(�;K)��Don, ����� ~f(�)��� d(�;K)� ~N 6 
� 1C( ~N) � d(�;K)�� ; (8n 2 N ; 8� 2 Un);il s'ensuit, sup�2Un ����� ~f(�)��� d(�;K)� ~N 6 
 1C�A~C �(�!(n � dn))! ;d'où ave (3), In 6 Ce��<�1>(C�A~C �(�!(n�dn))); (8n 2 N):Si l'on pose B = C�A~C , on a�<�1>(B�(u))��<�1>(�(u)) = Z B1 ddt�<�1>(t�(u))dt = Z B1 �(u)��<�1>0(t�(u))dt;omme limu!+1 �(u) = 0, il existe u0 > 0, tel quet�(u) 2 [0; 1℄ ; (8u > u0; 8t 2 [1; B℄):Sahant que � est stritement déroissante, on a �<�1>0 < 0, don il existe uneonstante réelle C stritement positive dépendant de B et � telle que :�<�1>(B�(u)) > �<�1>(�(u))� C; (8u > u0):



2.8. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 107Par onséquent, il existe un entier n5 > n4 et une onstante réelle C2 > 0, tels queIn 6 Ce�C2�!(n�dn); (8n > n5):Le Lemme est démontré. �2.8 Démonstration du théorème 7Rappelons que pour tout entier n > n5 :�n�dn �!0�(w(�; �))^ !(�)�(�; �)N � := X0jJj=N�1�n�dn(!0�;J(w(�; �))) d� ^ d��J;où la forme d� est d�1 ^ � � � ^ d�n. Il est trivial de voir que�n�dn �!0�(w(�; �)) ^ !(�)�(�; �)N � 2 (C n�dn [z1; : : : ; zN ℄�C1(N;N�1))�O(A2s )� ; (8n > n5; 8� 2 eD):L'espae (C n [z1; : : : ; zN ℄� C1(N;N�1)) �O( A2s )� est dé�ni omme dans la partie 2.7.-Preuve : Fixons une fontion f dans HM (K) et dé�nissons Pn�dn(z) ainsi,Pn�dn(z) := (N � 1)!(2i�)N ZLA;n �� ~f(�) ^ �n�dn �!0�(w(�; �))^ !(�)�(�; �)N � (z);il est immédiat de voir que Pn�dn(z) est dans C n�dn [z1; : : : ; zN ℄. D'après le Théorème4 page 61 et le Théorème 6 page 87, on peut érire l'estimation i-dessous, pour zdans K :jf(z)� Pn�dn(z)j 6 (N � 1)!(2i�)N �����ZLA;n �� ~f(�) ^ �!0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N � �n�dn �!0�(w(�; �)) ^ !(�)�(�; �)N �������+(N � 1)!(2i�)N �����ZDnLA;n �� ~f(�) ^ !0�(w(z; �)) ^ !(�)�(z; �)N ����� ;érivons plus simplement,jf(z)� Pn�dn(z)j 6 I1;n(z) + I2;n(z); (8n > n5; 8z 2 K):On a d'après le Lemme 27 page 102,kI1;nkK 6 Ce�B�!(n�dn); (8n > n5):



108CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMAve le Lemme 28 page 105, on estime,kI2;nkK 6 C1e�C2 �!(n�dn); (8n > n5):Pour passer à tout n 2 N , posons :Pn = Pl�dl; si l � dl 6 n < (l + 1) � dl+1; (l 2 N):D'après le 4. du Lemme 26 page 100, il existe eC > 1, une onstante et un entier l0tels que : (l + 1) � dl+1l � dl 6 eC; (8l > l0):On a don pour n 2 N assez grand et l 2 N tel que l � dl 6 n < (l + 1) � dl+1,kf � PnkK 6 Ce�B�!(l�dl) 6 Ce�B�!(l�dl) 6 Ce�B�!( 1eC (l+1)�dl+1) 6 Ce�B�!( 1eC n);ei en vertu de la roissane de �!.Réiproquement4, supposons f une fontion ontinue dansK et deux onstantesréelles B > 0 et C > 0 telles que :kf � PnkK 6 Ce�B �!(n); (8n 2 N);où (Pn)n2N est une suite dans C [z1 ; : : : ; zN ℄ ave degPn 6 n. Posons l'ensemblesuivant : Kn := nz 2 C N : d(z;K) < �(n) 1�o ; (8n 2 N);où � est l'exposant (HCP ), et le sous-ensemble d'indies,In := nk 2 N : n 6 !(~k) < n+ 1o ; (8n 2 N);où ~k est dé�ni ave t > 0 hoisi de sorte que et��0(t)+��(t) = k, pour donner ommeunique valeur à ~k = et�0(t)+�(t), ei d'après les hypothèses émises sur �(t). Unerelation immédiate lie ~k à k par leur dé�nition même ; en e�et, on ak = ~k � e � t: (3)4L'auteur remerie Taïb Belghiti pour sa ontribution dans l'élaboration de la réiproque.



2.8. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 109Il faut noter que l'ensemble In est �ni et que son ardinal est majoré par la valeur!<�1>(n + 1)� !<�1>(n) (! est stritement roissante).Fixons n dans N et k dans In puis introduisons le polyn�me :Qk(z) := Pk(z)� Pk�1(z): On a bien degQk 6 k; (8k 2 N):Soit z 2 Kn, en vertu de l'inégalité de Bernstein-Walsh :jQk(z)j 6 kQkkK ek�VK(z);kQkkKn 6 Ce�D�!(k�1)+k��(n+1):Sahant que �(u) est déroissante,kQkkKn 6 Ce�D��!(k�1)+k��(!(~k)): (33)En sous souvenant que �(!(~k)) = 1~k et en introduisant t = k�!0(k) dans (3), on a larelation suivante : 1~k = e �!0(k):Maintenant revenons à (33) pour obtenir :kQkkKn 6 Ce�D��!(k�1)+e�(k�1)��!0(k�1):Il est faile d'obtenir : �!(k)� k �!0(k) = !(~k);ei par un alul diret sur ��(t) et �(t) par exemple. Après il est don possibled'érire :kQkkKn 6 eCe�D!(~k) 6 eCe�D n; pour n �xé dans N et k hoisi onvenablement.Soit Hn le polyn�me dé�ni par :Hn(z) = Xk2InQk(z);



110CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEMette somme a un sens puisque In est de ardinal �ni. Plus préisément, on aard In 6 Ce�n�; (8n 2 N);où � 2 �12 ; 1�, pour onlure que :kHnkKn 6 Ce� eD�n; (I)on a bien f(z) = n=1Xn=0 Hn(z); (8z 2 K): (II)Maintenant, nous utilisons une idée due à T.Belghiti dans ([2℄). En e�et, nous allonsmontrer que si (I) et (II) sont réalisés alors la fontion f est dans HM(K).Soient z dans K et le polydisque �(z; 12pN�(n) 1� ), où � > 0 est le oe�ient de la(HCP ) du ompat K, on a alors :��z; 12pN �(n) 1�� � Kn; (8n 2 N):Des estimations de Cauhy nous érivons, pour tout � multi-indie dans NN ,kD�HnkK 6 C�!�ne j�jr (n):Soit �1 2 ℄�; 1[, alorskD�HnkK 6 C�!� ��1�n en log(�1)+ j�j� (n): (III)Considérons la fontion à valeurs réelles hj�j dé�nie,hj�j(�) = � log �1 + j�j� (�); (8� > 0):Notons que (u) véri�e le système i-dessous qui se montre par un alul élémentaire :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
0(u) = 1t�(t) = (u)� u0(u)u = t2�0(t) (IV)



2.8. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 111Etant donné que lim�!+1 (�)� = 0 et log �1 < 0, la fontion hj�j admet un maximumen �j�j > 0, tel que h0j�j(�j�j) = 0. En e�et, au regard des équations que doit véri�er�j�j : h0j�j(�j�j) = log �1 + j�j� 0(u) = 0;soit enore 0(�j�j) = � �j�j log �1;l'existene de �j�j a bien un sens puisque d'après le système (IV), la fontion 0(u) eststritement déroissante et �1 < 1, don à partir d'un ertain rang r entier positif, ona pour tout � multi-indie, tel que j�j > r l'existene d'un unique �j�j > 0 véri�ant :sup�>0 hj�j(�) = j�j� �(�j�j)� �j�j0(�j�j)� :En revenant au système (IV), on asup�>0 hj�j(�) = j�j� �� j�j�� � log �1� :En introduisant la valeur de sup�>0 hj�j(�) dans (III) puis utilisant la formule deStirling et en sommant, on trouve l'estimation i-dessous :kD�fkK 6 Cen ej�j�logj�j+ j�j� ��� j�j���log �1 �:Comme �(t) et �� t���log �1� dé�nissent la même lasse .f. ([2℄), on onlut que lafontion f est dans HM(K). La démonstration de notre théorème s'ahève. �Il faut noter que l'on a �!(s) = s, lorsque �(t) = 0, ainsi on obtient le théorèmede Bernstein. Evidement, dans e as, les aluls sur la suite (Æn)n2N n'ont pas lieud'être, puisque l'on hoisira ette suite (Æn)n2N non nulle et onstante.Chaumat et Chollet ont montré dans ([7℄) que tout jet appartenant à la lassede Carleman ��-plat était limite de fontions holomorphes au voisinage de K dansCK(M(p)).Remarque 8 Notons que l'on peut dé�nir les semi-normes dans HM (K) ainsi :qM;�(f) := kfkK + supn2N ��!(n)En(f); (8f 2 HM(K)); (8� 2 ℄0; 1[):es semi-normes sont analogues à elle de Zerner dans ([24℄).



112CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA CLASSEM2.8.1 CorollairesEnonçons quelques orollaires, qui sont des appliations diretes du Théorème6. Considérons la familles d'espaes de suites (hM;�(N))�2℄0;1[ dé�nies omme i-dessous :hM;�(N) := �(ak)k2N 2 C N : supk2N jakj ��!(k) < +1� ; (8� 2 ℄0; 1[):L'espae hM;�(N) est un espae de Banah, muni de la norme naturelle :kakM;� := supk2N jakj ��!(k); (8a = (ak)k2N 2 hM;�(N)):Posons : hM(N) := [�2℄0;1[hM;�(N)les injetions i-dessous sont nuléaires, pour tout �1 et �2, tels 0 < �1 6 �2 < 1 :j�1;�2 : hM;�2(N) �! hM;�1(N);don hM(N) est un espae de Fréhet nuléaire.Corollaire 8 Soit K un ompat de C N reti�able par ar, véri�ant les onditions(HCP ) et (SL) et d�2N la mesure de Lebesgue dans C N , alors les polyn�mes or-thogonaux, pour la mesure d�2N , forment une base de Shauder dans HM(K). L'ap-pliation qui à une fontion de HM(K) assoie la suite des oe�ients de Fourierdans ette base, est un unique isomorphisme vetoriel topologique de HM(K) danshM(N).-Preuve : La démonstration est la même que elle donnée par A.Zeriahi .f. (Co-rollaire 5.2,[23℄) dans le as de A1(K). �Suites à quelques remarques de V.Thilliez et les Théorèmes 18 et 20 de ([7℄), onpeu très ertainement adapter les tehniques de démonstration du Théorème 5 page80 pour des jets C1 ��-plat ave une onvergene pour les normes Whitney.
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