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RU, régulièrement ou irrégulièrement : Benôıte, Bert, Corentin, Damien, Élise,
Erwan, Gwenolé, Jean-Baptiste, Natacha, Olivier, Philippe, Sandrine, Solen, Va-
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et qui m’ont fait voir différemment le doctorat. Alban, Ronan et Sylvain en tout
premier lieu.
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par le titre de cette thèse.
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Introduction

0.1 Suites récurrentes stochastiques

Cette thèse comporte deux parties essentiellement indépendantes, la première
portant sur les produits de matrices aléatoires et la seconde sur les composées
d’applications topicales aléatoires. Ces deux objets d’études peuvent être regrou-
pés dans le formalisme commun des suites récurrentes stochastiques que l’on va
rappeler ici.

On donne d’abord quelques définitions fondamentales de la théorie ergodique.

Définition 0.1.1 (Système dynamique mesurable).

1. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (X,G) un espace mesurable. On ap-
pelle variable aléatoire à valeurs dans X une application f mesurable de
(Ω,F) dans (X,G). Quand X est un espace de matrices (resp. d’applica-
tions,...), on parlera de matrice (resp. d’application,...) aléatoire.

La loi de f est la probabilité image de P par f , notée f∗P :

∀A ∈ G, (f∗P)(A) := P
(
f−1(A)

)
.

2. Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires à valeurs dans un même espace
mesurable (X,G) est dite stationnaire si pour tout entier k ∈ N∗ et tout
k-uplet (i1 < i2 < · · · < ik−1 < ik) d’entiers, la loi de la variable aléatoire
(Xi1 , · · · , Xik) est celle de (X0, Xi2−i1 , · · · , Xik−i1).

3. On appelle système dynamique mesurable (s.d.m.) un quadruplet (Ω,F ,P, θ)
où (Ω,F ,P) est un espace probabilisé et θ une application F -mesurable de
Ω dans lui même et qui laisse P invariante :

∀A ∈ F ,P
(
θ−1(A)

)
= P(A).

Le système dynamique est dit inversible si θ l’est et si son inverse est me-
surable. Il est dit ergodique si tous les ensembles invariants par θ sont de
probabilité 0 ou 1.
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Rappelons que si (Ω,F ,P) est un espace probabilisé et (Xn)n∈N une suite
stationnaire à valeurs dans un espace (X,G), on peut lui associer canoniquement
le système dynamique (XN,F⊗N, P̃, θ), où P̃ est la loi de (Xn)n∈N, considérée
comme variable aléatoire à valeurs dans XN, et θ est le décalage sur XN.

On voit que pour f : (xn)n∈N 7→ x0, la suite (f◦θn)n∈N a même loi que (Xn)n∈N.
Dans la suite du texte, on partira indifféremment du système dynamique ou de la
suite. En particulier, (Xn)n∈N est ergodique signifiera que le système dynamique
canonique associé l’est.

Si X est un espace polonais muni de sa tribu de Borel, on peut aussi associer
canoniquement le système dynamique inversible (XZ,F⊗Z, P̂, θ̂), où θ̂ est le dé-
calage sur XZ et P̂ est une probabilité telle que pour f̂ : (xn)n∈Z 7→ x0 la suite
(f ◦ θ̂n)n∈N a même loi que (Xn)n∈N.

Définissons maintenant les suites récurrentes stochastiques.

Définition 0.1.2 (Suites récurrentes stochastiques). Si (An)n∈N est une
suite stationnaire d’applications aléatoires d’un espace X dans lui même, on ap-
pelle suite récurrente stochastique (SRS) associée à (An)n∈N toute suite de va-
riables aléatoires à valeurs dans X vérifiant l’équation

Xn+1 = AnXn. (1)

On dira que (An)n∈N gouverne la SRS (Xn)n∈N.

La suite (Xn)n∈N n’a pas de raison d’être stationnaire. On va donc chercher
des variables aléatoires X0 telles que l’unique (Xn)n∈N vérifiant l’équation (1)
soit stationnaire. Pour cela, il sera intéressant de se ramener à un cas où X est
compact. D’où l’utilisation d’espaces de drapeaux et d’espaces projectifs dans les
deux parties. Nous montrerons des résultats de couplage avec des suites station-
naires dans ces espaces. Nous donnons ici les définitions de couplage que nous
utiliserons par la suite.

Définition 0.1.3 (Couplage). Soient (Xn)n∈N et (Yn)n∈N deux suites de va-
riables aléatoires définies sur un même espace de probabilité à valeurs dans un
même espace métrique (X, d).

1. On dit que les suites (Xn)n∈N et (Yn)n∈N couplent si d(Xn, Yn) tend vers 0
en probabilité,

2. On dit que les suites (Xn)n∈N et (Yn)n∈N couplent en temps fini si

P ({ω ∈ Ω |∃N ∈ N,∀n ≥ N,Xn = Yn}) = 1.

Comme la suite n’est pas stationnaire, on ne peut pas utiliser le théorème de
Birkhoff. L’outil fondamental pour obtenir des résultats de type loi des grands
nombres sera le théorème ergodique sous-additif de Kingman [Kin73] rappelé ci-
dessous.
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Définition 0.1.4 (Sous-additivité). Un s.d.m. (Ω,F ,P, θ) étant donné, une
suite Fn de v.a.r. définie sur Ω est dite θ-sous-additive si elle vérifie les inégalités
suivantes :

∀n,m ∈ N, Fn+m ≤ Fn ◦ θm + Fm P− p.s. .

Théorème 0.1.5 (Théorème sous-additif de Kingman [Kin73]). Soient
(Ω,F ,P, θ) un s.d.m. et (Fn)n∈N une suite θ-sous-additive de v.a.r. telle que la
partie positive F+

1 = max(F1, 0) de F1 soit intégrable.
La suite ( 1

n
Fn)n∈N converge presque sûrement vers une variable aléatoire

P-presque sûrement θ-invariante f à valeurs dans R ∪ {−∞} telle que :∫
fdP = lim

n→+∞

1

n

∫
Fn dP = inf

1

n

∫
Fn dP.

Si cette limite est finie, et si les Fn sont P-intégrables, alors la convergence a lieu
dans L1.

En particulier, si le système est ergodique, la suite ( 1
n
Fn)n∈N converge presque

sûrement vers lim 1
n

∫
Fn dP.

Dans la suite de ce chapitre d’exposition, nous présentons les différents cas
de SRS auxquels nous nous sommes intéressés et les résultats obtenus dans leur
contexte.

0.2 Exposants de Lyapunov

Dans la première partie, la suite (An)n∈N qui gouverne la suite récurrente sto-
chastique (Xn)n∈N est à valeurs dans l’espace des matrices inversibles d’ordre d.
On est dans le cas des produits de matrices aléatoires. Ce sujet a été étudié inten-
sivement depuis les travaux de H. Fürstenberg et H. Kesten ([FK60] et [Fur63]).
Le théorème ergodique multiplicatif 1.1.2 d’Oseledets [Ose68], généralisé par Rag-
hunathan [Rag79] montre que

(
1
n

log ‖Xn‖
)

n∈N converge presque sûrement et, si
la suite (An)n∈N est ergodique, la limite ne peut prendre que d valeurs, éventuel-
lement égales. Ces valeurs sont appelées les exposants de Lyapunov de (An)n∈N,
et notées par ordre décroissant γ1, · · · , γd.

Le théorème d’Oseledets donne une décomposition de An en blocs, dont la
taille est donnée par la multiplicité des exposants. On va donc essayer de séparer
les exposants de Lyapunov, c’est-à-dire de montrer que pour certains r, γr >
γr+1. Ce type de résultats est d’autant plus intéressant qu’É. Le Page a montré
(cf. [LP82]) que γ1 > γ2 est la condition cruciale pour prouver que la suite (Xn)n∈N
satisfait des théorèmes limites, tels que le TCL.

De nombreux travaux ont donc été menés dans cette direction. Quand les
variables aléatoires An sont i.i.d. de loi µ, Y. Guivarc’h et A. Raugi ont montré
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(cf. [GR85] et [GR89]) que γr > γr+1 si l’action du support Sµ de µ sur l’es-
pace Dr des sous-espaces de dimension r de Rd est proximale et irréductible.
Ces travaux ont été étendus depuis à des cas de matrices en dépendance mar-
kovienne ([Gui84] et [GLP04]), et la condition d’irréductibilité a été raffinée. De
plus Ya. Gol’dshëıd et G. A. Margulis ont montré ([GdM87] et[GdM89]) que les
exposants sont tous différents quand le semi-groupe engendré par Sµ est Zariski-
dense. L’introduction de ces concepts algébriques a donné lieu à de nouvelles
avancées, comme [GG96].

Le but du chapitre 1 est de montrer le théorème 1.1.3 et ses corollaires, énoncés
dans la partie 1.1 . La situation est la suivante :

- Soit S un ensemble fini et A une application de S dans GL(d,R).

- Soit T une matrice irréductible d’indices dans S et de coefficients dans {0, 1},

ΣT = {(xn)n∈N ∈ SN|∀n ∈ N Txn,xn+1 = 1}

le sous-shift unilatère associé. On note X0, X1, · · · les projections coordonnées
de ΣT et

Σ∗
T =

{
x1 · · ·xk ∈ Sk|k ∈ N,∀n, Txn,xn+1 = 1

}
l’ensemble des mots finis admissibles.

Dans le cas où T est une matrice primitive (c’est à dire qu’il existe N ∈ N tel
que TN > 0), R. Bowen a montré qu’il existe pour chaque fonction höldérienne f
de ΣT dans R une unique mesure de probabilité µ telle qu’il existe des constantes
C et P telles que pour tout cylindre c de longueur n, on ait :

1

C
e−nP+f(x)+···f(θn−1x) ≤ µ(c) ≤ Ce−nP+f(x)+···f(θn−1x).

Cette mesure est appelée mesure de Gibbs associée au potentiel f . On utilise ici
une notion qui généralise ce cas, quand T est simplement irréductible et qui est
définie au chapitre 1.

Nous obtenons alors le théorème suivant :

Théorème 0.2.1 (1.1.3). S’il existe un s ∈ S tel que l’ensemble de matrices

Ts = {A(s1) · · ·A(sn)|s1 = s, s1 · · · sns ∈ Σ∗
T}

agisse de manière totalement irréductible sur la grassmanienne d’ordre r, notée
Dr, et contienne une suite qui contracte Dr, alors, pour toute mesure de Gibbs
définie par un potentiel höldérien sur ΣT , les exposants de Lyapunov de la suite
(A ◦ θn)n∈N vérifient γr > γr+1.

Les notions d’action totalement irréductible et de contraction sont définies et
étudiées dans la partie 1.2 . Les Ts jouent le rôle du semi-groupe engendré par
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Sµ dans le cas indépendant. Ils prennent en compte l’interdiction de certaines
successions de matrices.

Dans [GLP04], Y. Guivarc’h et É. Le Page étendent le critère de séparation
des exposants des matrices i.i.d à des matrices en dépendance markovienne. Ils
remarquent que leur cas inclut la situation présentée ici, quand ΣT est le shift
complet SN, c’est-à-dire quand Tij = 1 pour tout i, j ∈ S. Nous reprenons leur

démonstration et l’étendons. Être passé à un sous-shift permet ensuite d’étendre
le résultat à des cocycles A dépendant d’un nombre fini de coordonnées (corol-
laire 1.1.4), et à des châınes de Markov à espace d’états fini (corollaire 1.1.5).

En outre nous donnons explicitement la démonstration de la séparation du
r-ième exposant, c’est-à-dire que nous remplaçons l’espace projectif par la grass-
manienne d’ordre r et faisons les adaptations nécessaires.

Signalons enfin que Ch. Bonatti et C. Viana ont montré [BV04] des résultats
de séparation pour des cocycles höldériens au dessus d’une mesure de Gibbs. Leur
cadre est donc beaucoup plus général, mais leur hypothèse est moins explicite, car
elle fait intervenir les holonomies autour d’un point périodique. Elle leur permet
cependant de montrer que la situation où les exposants sont séparés est générique
en plusieurs sens.

0.3 Applications topicales

0.3.1 Contexte

Dans la seconde partie, (An)n∈N est à valeurs dans l’espace Topd des applica-
tions topicales (i.e. croissantes et additivement homogènes) de Rd dans lui même,
et pour les chapitres 2 à 4, dans le sous-espace (R ∪ {−∞})d×d des matrices à
coefficients dans le semi-anneau (R ∪ {−∞},max,+) noté Rmax.

Dans ce sous-cas, l’équation (1) devient

∀i ∈ {1, · · · , d}, (Xn+1)i = max
j

((An)ij + (Xn)j) .

Les suites récurrentes stochastiques (Xn)n∈N associées à de telles applications
modélisent une classe de systèmes à événements discrets. Cette classe inclut les
graphes événements temporisés (F. Bacelli [Bac92]), certains réseaux de files d’at-
tente (J. Mairesse [Mai97]) et de multiples applications. Citons par exemple les
ateliers flexibles (G. Cohen et al.[CDQV85]), des réseaux ferroviaires (H. Bra-
ker [Bra93]) ou un modèle de mécanique statistique (R. Griffiths [Gri90]).

Ces suites ont fait l’objet de nombreux travaux, certains conduisant à des
théorèmes limites décrivant le comportement de (Xn)n∈N de type loi des grands
nombres (J.E. Cohen [Coh88], F. Baccelli et Z. Liu [BL92], F. Baccelli et J.
Mairesse [BM98] dans le cas (max,+) , A. Jean-Marie et G. Olsder [JMO96],
J.M. Vincent [Vin97], J. Mairesse et T. Bousch [BM03] dans le cas topical),
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théorème central limite (J. Resing et al. [RdVH+90] dans le cas (max,+) ) et
grandes déviations (F. Toomey [Too02] dans le cas topical). Signalons le livre de
F. Baccelli et al. [BCOQ92] qui reprend un grand nombre de résultats dans le cas
(max,+). et celui, plus généraliste, de P. Glasserman et D. Yao [GY94].

Les résultats de convergence de
(

1
n
Xn

)
n∈N ou de

(
1
n

(An−1An−2 · · ·A0)ij

)
n∈N

sont appelés du premier ordre. Les résultats de convergence de ((Xn)i − (Xn)j)n∈N
ou de ((Xn+1)i − (Xn)i)n∈N sont dits du second ordre.

Dans tous les cas, il existe un exposant de Lyapunov maximal (théorème-
définition 2.2.7), défini comme limite presque sûre de

(
1
n

maxi(Xn)i

)
n∈N.

0.3.2 Résultats pour les matrices aléatoires non irréduc-
tibles

Les chapitres 2 à 4 sont consacrés à l’étude du sous-cas où les An sont des
matrices à coefficients dans le semi-anneau Rmax.

Dans les chapitres 2 et 3, on décompose les matrices aléatoires en blocs (dé-
finition 2.4.2), en fonction des coefficients toujours égaux à −∞, et on montre
que le comportement des suites est essentiellement déterminé par celui des blocs
diagonaux. Nous suivons la démarche de [BL92] et de [Bac92], en nous affran-
chissant, quand c’est possible, des conditions supplémentaires présentes dans ces
deux articles, ou sinon en les modifiant. Ces conditions, qui proviennent du mo-
dèle des graphes d’événements temporisés, sont principalement une condition dite
de structure fixe (la place des coefficients −∞ n’est pas aléatoire) et une condi-
tion de précédence (les coefficients diagonaux sont positifs).

Dans la partie 2.3, on étudie les variables aléatoires définies par l’équation

Yn+1 = max (AnYn, Bn) (2)

où (An, Bn)n∈N est une suite stationnaire, d’applications (les An) et de vecteurs
(les Bn) aléatoires.

Dans [BL92], les applications sont des matrices à coefficients dans Rmax, mais
tout est rédigé avec les coefficients, sans introduire les matrices elles-mêmes.
Dans [Bac92], les matrices sont mises en évidence mais tout n’est pas repris dans
ce cadre. Dans les deux cas, Bn = 0, mais on peut en déduire le cas où Bn est fini
en utilisant une méthode dite de résiduation. En introduisant une notion d’appli-
cation topicale généralisée (définition 2.2.2), qui généralise à la fois les matrices
à coefficients dans Rmax et les applications topicales, nous obtenons des preuves
plus lisibles et un cadre plus général, ce qui sera utile pour la suite.
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Signalons aussi que P. Glasserman et D. Yao mènent dans [GY95] une étude
unifiée des solutions d’équations du type de (2) quand An prend ses valeurs dans
un espace de matrices à coefficients dans divers semi-anneaux. La preuve du
théorème 2.3.1 revient à mener cette étude, quand An prend ses valeurs dans
l’ensemble des applications topicales généralisées.

Nous utilisons les résultats de la partie 2.3 pour montrer (théorème 2.4.4) que
l’exposant de Lyapunov maximal d’une suite (An)n∈N de matrices aléatoires est le
maximum des exposants des suites de blocs diagonaux, et cela sans aucune autre
condition que l’ergodicité.

En revanche l’abandon de la condition de précédence introduit la possibilité
de nouveaux comportements de la suite (Xn)n∈N. On doit donc imposer des condi-
tions supplémentaires pour que la suite (Xn)n∈N satisfasse une loi forte des grands
nombres.

Ces conditions seront soit l’indépendance des An et une condition d’absence de
ligne de −∞ dans certains blocs de la matrice (théorème 2.4.8 et son corollaire),
soit des conditions de structure fixe et d’ergodicité renforcée (théorème 2.4.10 et
lemme 2.4.7).

Les exemples 1 et 2 montrent que dans chaque cas, aucune des deux conditions
ne suffit.

La preuve du théorème 2.4.10 est essentiellement celle de [Bac92], alors que
celle du théorème 2.4.8 apporte une contribution nouvelle, essentiellement dans
le lemme 2.4.13 .

Dans la partie 3.4, on montre (théorème 3.4.1) que les suites ((Xn)i − (Xn)j)n∈N
et ((Xn+1)i − (Xn)i)n∈N, couplent en temps fini avec une suite stationnaire, qui
ne dépend pas de la condition initiale X0, sous trois hypothèses : une hypothèse
sur les exposants de Lyapunov maximaux des blocs diagonaux, une hypothèse de
couplage relative à certains blocs de la décomposition précédente, et une hypo-
thèse sur la loi de (An)n∈N (Les An sont i.i.d. ou ont la propriété de structure
fixe). Remarquons que, contrairement au premier ordre, ni condition sur les −∞,
ni ergodicité renforcée ne sont nécessaires.

Nous étendons ainsi le résultat de [Bac92] sur le deuxième ordre. Les résul-
tats de la partie 2.3 permettent encore de simplifier la rédaction et d’étendre les
preuves.

À nouveau, la preuve du cas i.i.d. est fondée sur le lemme 2.4.13 et les mé-
thodes de [Bac92].

0.3.3 Perte de mémoire

Dans le chapitre 4, on revient sur la propriété dite de perte de mémoire,
déjà introduite dans la partie 3.2 . J. Mairesse a montré (théorème 3.2.2, extrait
de [Mai97]) qu’elle assure le couplage en temps fini de (Xn)n∈N avec une suite
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stationnaire, indépendante de la condition initiale X0. S. Gaubert et D. Hong,
qui lui ont donné son nom, la supposent vérifiée pour prouver l’analyticité de
l’exposant de Lyapunov maximal ([GH00]).

Nous prouvons (théorèmes 4.1.3 et 4.1.4) que la propriété de perte de mémoire
est générique pour les produits de matrices aléatoires An i.i.d. à coefficients finis :
si elle n’est pas satisfaite, alors le support de la loi µ de A1 est inclus dans une
union finie d’hyperplans affines et les couples d’atomes de µ sont liés par une
relation linéaire.

Ce résultat est présenté dans l’article [Mer04]. Pour le prouver, on utilise
les résultats et certaines méthodes de la théorie spectrale et asymptotique des
matrices à coefficients dans Rmax, qui est donc rappelée dans la partie 4.2 .

0.3.4 Théorèmes limites

Enfin le dernier chapitre montre que si (An)n∈N est une suite i.i.d. d’applica-
tions topicales et a la propriété de perte de mémoire, alors (Xn)n∈N vérifie un théo-
rème central limite (théorème 5.2.1), éventuellement avec vitesse (théorème 5.2.1),
un théorème local limite (théorème 5.2.4), un théorème de renouvellement (théo-
rème 5.2.6) et un principe des grandes déviations partiel (théorème 5.2.1). De plus,
quand les An sont des matrices, on donne des conditions algébriques de nullité
de la variance dans le TCL (théorème 5.2.9) et de non-arithméticité dans le TLL
(théorème 5.2.11), qui sont vérifiées génériquement (corollaires 5.2.12 et 5.2.10).

Tous ces résultats sont obtenus par la méthode du trou spectral appliquée à
la châıne de Markov (Xn)n∈N. Ils sont présentés dans l’article [Mer05].

Notons que J. Resing et al. [RdVH+90] ont déjà prouvé un TCL dans le cas
(max,+) par une méthode de martingale, mais la condition qu’ils obtiennent
n’est pas explicite. Notons aussi que F. Toomey [Too02] a établi un principe
des grandes déviations, sous une hypothèse de bornitude plus forte que notre
condition d’intégrabilité, mais en n’exigeant pas la perte de mémoire.

0.4 Perspectives

Le résultat de F. Toomey suggère que des théorèmes limites restent vrais sans
l’hypothèse de perte de mémoire. Quand (An)n∈N prend ses valeurs dans un en-
semble de deux matrices carrées de taille 2, on peut montrer que c’est le cas. En
effet, si la propriété de perte de mémoire n’est pas satisfaite, alors il existe une
orbite finie dans l’espace projectif au sens (max,+) .

Pour obtenir des résultats dans cette direction, un premier pas consisterait à
étudier les mesures invariantes possibles. Cela permettrait aussi, sous l’hypothèse
de perte de mémoire, de simplifier le théorème limite local, sous des hypothèses
supplémentaires. Ces hypothèses pouraient s’inspirer de celles d’irréductibilité du
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cas des matrices inversibles.

Ensuite, on peut s’intéresser au comportement des suites A1 · · ·An dans l’es-
pace projectif. Dans le cas de perte de mémoire, elles écrasent l’espace sur un
point au bout d’un temps fini, ce qui est à la base des résultats de J. Mairesse,
et de ceux du chapitre 5 . Dans les cas étudiés, elles semblent écraser l’espace sur
un sous ensemble sur lequel elles ont une action isométrique. Le comportement
devrait être clarifié, au moins dans le cas (max,+) .

Finalement, on espère qu’une meilleure connaissance de la dynamique dans
l’espace projectif permettrait de prouver des théorèmes limites sans l’hypothèse
de perte de mémoire. Un autre angle d’attaque consisterait à utiliser la généricité
de la perte de mémoire et étendre les résultats par densité.

Une autre direction pour étendre les théorèmes limites serait de s’affranchir
de la condition d’indépendance et de prouver des théorèmes pour des SRS gou-
vernées par des suites mélangeantes ou provenant de systèmes dynamiques. Un
point de départ dans le cas des suites mélangeantes pourrait être l’article de
H. Hennion [Hen97] sur les matrices positives.

0.5 Sur le lien entre les deux parties

On peut voir les produits de matrices au sens (max,+) comme un cas limite
des produits de matrices au sens usuel. En effet, si A ∈ Rd×d

max n’a pas de ligne
de −∞, l’application A de Rd dans lui même définie par (Ax)i = maxj(Aij +xj),
qui correspond au produit de matrices à coefficients dans Rmax, est limite uniforme
quand λ tend vers +∞ des applications Aλ définies par

(Aλx)i =
1

λ
ln

(∑
j

eλAijeλxj

)
.

En utilisant cette convergence, T. Bousch et J. Mairesse ont déduit du théo-
rème d’Oseledets pour les matrices positives ([Rag79]) la loi forte des grands
nombres pour la suite

(
1
n
A1 · · ·Anx0

)
n∈N, où x0 est un vecteur de Rd, (An)n∈N

une suite stationnaire de matrices aléatoires et où tous les produits sont pris au
sens (max,+). On appellera exposants de Lyapunov au sens (max,+) les limites
de cette suite.

Génériquement, une suite de matrices aléatoires inversibles i.i.d. a d exposants
de Lyapunov au sens classique, et l’espace projectif est contracté en direction
d’une solution stationnaire de l’équation 1 (dite régime stationnaire).

Pour des produits au sens (max,+), nous montrons au chapitre 4 qu’une suite
générique de matrices aléatoires i.i.d. a la propriété de perte de mémoire. Cela
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implique qu’il n’y a qu’un seul exposant de Lyapunov au sens (max,+), mais
aussi que l’espace projectif (max,+) est contracté en direction d’un unique ré-
gime stationnaire.

Les produits de matrices strictement positives contractent le cône des vecteurs
positifs vers un unique régime stationnaire. Il ne semble pas facile d’en déduire
un régime stationnaire pour le cas (max,+). En effet, même pour des matrices
à coefficients finis, le régime stationnaire n’est pas nécessairement unique. On
retrouve donc des problèmes analogues à ceux du comportement des mesures de
Gibbs quand la température tend vers 0.

On obtient plus facilement les régimes stationnaires directement (Théorèmes
3.2.2, 3.3.2 et 3.4.1), sous des hypothèses supplémentaires, génériques dans le cas
irréductible.

Dans le cas déterministe, on peut adapter les arguments de J. Brémont [Bré03]
pour le ”refroidissement” des mesures de Gibbs associées à un potentiel locale-
ment constant. On montre ainsi que si V λ est le vecteur propre positif normalisé
associé au rayon spectral de la matrice positive

(
eλAij

)
1≤i,j≤d

, alors pour toute

coordonnée i, 1
λ

ln(V λ
i ) converge vers une limite Hi. La limite H est un vecteur

propre au sens (max,+) de la matrice A, non nécessairement unique (Proposi-
tion 4.2.4).

Finissons cette partie en signalant que la théorie des produits de matrices
aléatoires classiques a été une source d’intuitions pour le chapitre 4 et de méthodes
pour le chapitre 5.
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Matrices aléatoires inversibles
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Chapitre 1

Séparation des exposants de
Lyapunov : cas des sous-shifts de
type fini

1.1 Présentation et résumé

Soient (Ω,F ,P, θ) un système dynamique mesurable et M : Ω → M(R, d)
une matrice aléatoire.
On pose M0 = I, où I désigne la matrice identité de rang d et pour tout
n ∈ N∗, Mn = M ◦ θn−1 · · ·M ◦ θM.

Le premier résultat découle immédiatement du théorème sous-additif de King-
man et donne le comportement de ‖Mn‖ :

Théorème 1.1.1 ([FK60],[Rag79]). Si log+(‖M‖) est intégrable, alors la suite(
1
n

log(‖Mn‖)
)

n∈N converge presque sûrement vers une variable aléatoire γ à va-
leurs dans R ∪ {−∞}. De plus γ est θ invariante et

1

n
E log(‖Mn‖) → Eγ.

Ce résultat avait été démontré dès 1960, sans le théorème de Kingman, par
H. Fürstenberg et H. Kesten [FK60] dans le cas où les matrices aléatoires M ◦ θn

sont i.i.d. . En outre γ est appelé premier exposant de Lyapunov de la suite
(M ◦ θn)n∈N. Il cöıncide avec le premier coefficient γ1 du théorème ergodique
multiplicatif d’Oseledets que nous énonçons maintenant.

Théorème-Définition 1.1.2 ([Ose68]).
Si θ est inversible, si M est à valeurs dans GL(R, d) et si la variable aléatoire
réelle log(max(‖M‖, ‖M−1‖)) est intégrable, alors il existe une variable aléa-
toire φ : Ω → GL(R, d) et des variables aléatoires réelles γ1 ≥ γ2 · · · ≥ γd,

15
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θ-invariantes, appelées exposants de Lyapunov de la suite (M ◦ θn)n∈N, telles que
les énoncés suivants soient vérifiés presque sûrement :

i) pour tout n, la matrice aléatoire φ−1 ◦ θn Mn φ est diagonale par bloc ;

ii) le i-ème vecteur ei de la base canonique de Rd vérifie

lim
1

n
log ‖Mnφei‖ = γi

et i et j sont dans le même bloc d’indices pour l’énoncé i) ssi γi = γj.

En cas d’ambiguité, on notera γi(M, θ) les variables ainsi définies.

M.S. Raghunathan a montré dans [Rag79] que le deuxième énoncé reste vrai
pour des matrices non nécessairement inversibles dès que log+(‖M‖) est inté-
grable. Sa démonstration fait apparâıtre les exposants de Lyapunov en fonction
des limites γ obtenues en appliquant le théorème 1.1.1 aux suites (∧rM ◦ θn)n∈N,
où ∧rM est la matrice associée à l’action de M sur le r-ième produit extérieur
de Rd :

1

n
log ‖∧rMn‖ →

r∑
i=1

γi.

Comme annoncé dans l’introduction, nous allons montrer un théorème de
séparation des exposants de Lyapunov, adapté de [GLP04]. On se place dans la
situation suivante :

- Soit S un ensemble fini et A une application de S dans GL(d,R).

- Soit T une matrice irréductible d’indices dans S et de coefficients dans {0, 1},

ΣT = {(xn)n∈N ∈ SN|∀n ∈ N Txn,xn+1 = 1}

le sous-shift unilatère associé. On note X0, X1, · · · les projections coordonnées
de ΣT et

Σ∗
T = {x1 · · ·xk ∈ Sk|k ∈ N,∀n, Txn,xn+1 = 1}

l’ensemble des mots finis admissibles.

- Soit p une fonction höldérienne strictement positive sur ΣT telle que pour tout
x ∈ ΣT ,

∑
s∈S,s.x∈ΣT

p(s.x) = 1. Elle définit un opérateur de Perron P et une
unique mesure P -invariante µ sur ΣT , qui est invariante par le décalage θ. La
suite de variables aléatoires (A ◦Xn)n∈N est stationnaire et bornée donc possède
des exposants de Lyapunov. Le r-ième exposant est noté γr ou γr(A, θ) si on
veut préciser.

L’unicité de la mesure µ découle du théorème de Ruelle-Perron-Frobénius.
Pour une démonstration dans le cas où T est simplement irréductible, on peut
consulter [Bal00].

Dans le cas où T est une matrice primitive (c’est à dire qu’il existe N ∈
N tel que TN > 0), les mesures P -invariantes associées à de telles fonctions p
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sont les mesures de Gibbs associées à des potentiels höldériens (cf. [Bow75]).
Par extension, on appellera mesures de Gibbs höldérienne toutes les mesures µ
associées à des fonctions p höldériennes.

Le but de ce chapitre est de prouver le critère suivant, qui assure que deux
exposants consécutifs sont distincts :

Théorème 1.1.3. S’il existe un s ∈ S tel que le semi-groupe

Ts = {A(s1) · · ·A(sn)|n ∈ N, s1 = s, (s1, · · · , sn, s) ∈ Σ∗
T}

agisse de manière totalement irréductible sur l’espace Dr des drapeaux homo-
gènes d’ordre r et contienne une suite qui contracte Dr, alors les coefficients de
Lyapunov pour une mesure de Gibbs höldérienne sur ΣT vérifient γr > γr+1.

Les notions de drapeaux, d’action totalement irréductible et de contraction
sont définies et étudiées dans la partie 1.2 . On a déjà remarqué que les semi-
groupes Ts généralisent le semi-groupe dont l’action donnait le critère de sépara-
tion pour des matrices i.i.d. .

On déduit du résultat précédent un résultat pour des fonctions dépendant
d’un nombre fini de coordonnées.

Corollaire 1.1.4. Soient S un ensemble fini, T une matrice irréductible à indices
dans S et à coefficients dans {0, 1} et A une application de ΣT dans G = Gl(d,R)
ne dépendant que des k premières coordonnées.

Pour (t1, · · · , tk) ∈ Σ∗
T , soit Tt1,···,tk le semi-groupe des matrices de la forme

A(s1, · · · , sk) · · ·A(sn+1, · · · , sn+k) tels que s1, · · · , sn+k vérifie :
– s1 · · · sn+k ∈ Σ∗

T

– s1 · · · sk = t1 · · · tk
– sn+2 · · · sn+k = t1 · · · tk−1

S’il existe (t1, · · · , tk) ∈ Sk, tel que Tt1,···,tk agisse de manière totalement ir-
réductible sur Dr et contienne une suite qui contracte Dr, alors les coefficients
de Lyapunov de toute mesure de Gibbs associée à un potentiel höldérien sur ΣT

vérifient γr > γr+1.

Démonstration. Posons S̃ = Sk, et soit T̃ la matrice à indices dans S̃ définie par

T̃(s1,···,sk),(s′1,···,s′k) =

{
1 si (s′1, · · · , s′k, sk) ∈ Σ∗

T et (s′1, · · · , s′k−1) = (s2, · · · , sk)
0 sinon

ΣT̃ est le sous-shift de S̃N associé à T̃ et µ la mesure de Gibbs sur ΣT̃ associée
à la fonction p̃ définie par

p̃((s1, · · · , sk), (s2, · · · , sk+1) · · ·) = p(s1, s2 · · ·).

Il suffit de remarquer que le système dynamique considéré est isomorphe à
(ΣT̃ , µ, θ), que le conjugué Ã de A par l’isomorphisme ne dépend que d’une coor-
donnée de ΣT̃ et que les hypothèses de la proposition sont exactement celles pour
lesquelles (ΣT̃ , µ, θ) et Ã vérifient les hypothèses du théorème 1.1.3 .
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La démonstration du théorème 1.1.3 se fera sur le shift bilatère. La proba-
bilité sur les coordonnées négatives sachant ∀n ≥ 0, Xi = xi est notée Px. Si p
ne dépend que des deux premières coordonnées, les Px sont les mesures d’une
châıne de Markov à états dans S, avec donnée initiale x0. La projection de µ̂ sur
les coordonnées négatives est donc une mesure de Markov stationnaire. Comme
γr(θ, A) = γr(θ

−1,tA), on en déduit :

Corollaire 1.1.5. Soit S un ensemble fini et (Xn)n∈N une châıne de Markov à
valeurs dans S, stationnaire et irréductible. Soit A une application de S dans
G = Gl(d,R). S’il existe un s ∈ S tel que le semi-groupe défini par

Ts = {A(s1) · · ·A(sn)|sn = s,P(X0 = s,X1 = s1, · · · , Xn = sn) > 0}

agisse de manière totalement irréductible sur Dr et contienne une suite qui contracte
Dr, alors les coefficients de Lyapunov de la suite (A ◦Xn)n∈N vérifient γr > γr+1.

La suite du chapitre constitue la démonstration du théorème 1.1.3 . On com-
mence par introduire les différents outils algébriques dans la partie 1.2 . On étudie,
dans la partie 1.3, les noyaux harmoniques qui remplacent les mesures station-
naires du cas i.i.d. On montre qu’il en existe (théorème 1.3.2) et qu’ils prennent
leurs valeurs dans l’ensemble des probabilités irréductibles (théorème 1.3.4). Dans
la partie suivante, on montre (théorème 1.4.1) que la suite (MM ◦ θ · · ·M ◦ θn))n∈N
contracte presque sûrement Dr. Enfin, dans la dernière partie, on en déduit le cri-
tère de séparation.

1.2 Outils algébriques

1.2.1 Décompositions du groupe linéaire

Notations. Soit d ∈ N∗. On note Id l’ensemble des entiers compris entre 1
et d. Soient G = GL(R, d), K = O(R, d), N = N(R, d) le sous-groupe de G des
matrices triangulaires inférieures à éléments diagonaux égaux à 1, A = A(R, d)
le sous-groupe de G des matrices diagonales à éléments diagonaux strictement
positifs. On désignera par ‖x‖ la norme associée au produit scalaire canonique si
x ∈ Rd, la norme d’application linéaire associée si x ∈ G. Cependant, la plupart
des résultats seront valables pour une norme quelconque grâce à l’équivalence des
normes sur les espaces de dimension finie.

Théorème-Définition 1.2.1 (Décomposition polaire).
Toute matrice g ∈ G s’écrit g = xa(g)k, avec

i) x, k ∈ K
ii) a(g) = diag(a1(g), ..., ad(g)) ∈ A et a1(g) ≥ a2(g) ≥ ... ≥ ad(g) > 0.
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De plus a(g) est unique et les ai(g) sont les racines carrées des valeurs propres
de gtg. En particulier, a1(g) = ‖g‖ et ad(g) = ‖g−1‖−1.
Une telle décomposition est dite décomposition polaire de g.

Démonstration. Si g = xa(g)k, alors gtg = xa2(g)x−1, d’où la seconde partie du
théorème.

En outre gtg est symétrique définie positive. Elle admet donc une base ortho-
normée de vecteurs propres que l’on ordonne par valeurs propres décroissantes.
Matriciellement cela s’écrit gtg = xa2x−1, avec x ∈ K et a comme souhaitée. On
pose alors k = a−1x−1g et on vérifie que k ∈ Ket g = xak.

Remarque 1.2.1. Si g = xa(g)k, alors g−1 = k−1a−1(g)x−1, d’où ai(g
−1) = a−1

d+1−i(g).
De même, κg = κxa(g)k, donc a(κg) = a(g),∀κ ∈ K.

Théorème-Définition 1.2.2 (Décomposition d’Iwasawa).
Toute matrice g ∈ G s’écrit de façon unique g = η(g)b(g)κ(g) avec

1. η(g) ∈ N

2. κ(g) ∈ K

3. b(g) ∈ A.

On note alors b(g) = diag(b1(g), · · · , bd(g)) et on appelle décomposition d’Iwasawa
de g cette décomposition.

Démonstration. Existence :
On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt aux vecteurs colonnes de
tg−1, notés v1, · · · , vd. On obtient u1, · · · , ud tels que la matrice de passage η de
v à u soit triangulaire supérieure de diagonale I. La matrice de passage κ de
e1, · · · , ed à u1

‖u1‖ , · · · ,
ud

‖ud‖
est orthogonale et tg = κdiag(‖u1‖−1, · · · , ‖ud‖−1)η.

Unicité :
Si ηbκ et η̃b̃κ̃ sont deux décompositions de g, alors (η̃b̃)−1ηb = κ̃κ−1 est orthogo-
nale et triangulaire inférieure. C’est donc l’identité. Donc κ = κ̃ et η̃b̃ = ηb, d’où
b̃ = b (c’est la restriction à la diagonale de l’égalité précédente) et η̃ = η.

1.2.2 Produits extérieurs

Définition 1.2.3 (Produits extérieurs). Soient E un espace vectoriel de di-
mension finie d et r ∈ Id.

1. On appelle r-ième produit extérieur de E, et on note
∧
r

E, l’espace des

formes r-linéaires alternées sur E.

2. Un élément de
∧
r

E est appelé r-vecteur.
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3. Pour toute forme r-linéaire f sur E, l’antisymétrisée de f , notée Alt(f), est
donnée par :

Alt(f)(x1, · · · , xr) =
1

r!

∑
σ∈Sr

Sgn(σ) f(xσ(1), · · · , xσ(r))

4. Pour toutes formes f ∈
∧
k

E et g ∈
∧

l

E, on définit le produit extérieur

f ∧ g ∈
∧
k+l

E de f et g par f ∧ g = (k+l)!
k!l!

Alt(f ⊗ g), où

f ⊗ g(x1, · · · , xk+l) = f(x1, · · · , xk)g(xk+1, · · · , xk+l).

5. Un r-vecteur non nul qui s’écrit x1∧ · · · ∧xr (E est identifié à
∧
1

E) est dit

décomposable.

Résultats :

1) Soit (ei)
d
i=1 une base de E, alors (ei1 ∧ · · · ∧ eir)1≤i1<···<ir≤n est une base de∧

r

E. On identifie désormais
∧
r

E à RCr
d .

Via cette identification on transporte la structure euclidienne usuelle de RCr
d

sur
∧
r

E. On a alors sur
∧
r

E un produit scalaire < ,> qui vérifie pour

(ui)
r
i=1 ∈ Er et (vi)

r
i=1 ∈ Er :

< u1 ∧ · · · ∧ ur, v1 ∧ · · · ∧ vr >= det[(< ui, vj >)r
i,j=1].

On note ‖.‖ la norme euclidienne associée.

2) GL(R, d) opère sur
∧
r

E par :

∀ g ∈ GL(R, d), ∀ (ui)
r
i=1 ∈ Er, g.(u1 ∧ · · · ∧ ur) = gu1 ∧ · · · ∧ gur.

On note
∧
r

g la matrice de GL(R, Cr
d) associée à cette action écrite sur la

base du 1).
Les indices sont donc pris dans Cr = {(i1, · · · , ir) | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ d},
ordonné par l’ordre lexicographique.

3) < ei1∧· · ·∧eir , gej1∧· · ·∧gejr > est égal au mineur de g obtenu en conservant
uniquement les lignes i1, · · · , ir et les colonnes j1, · · · , jr.
<t gei1 ∧ · · · ∧t geir , ej1 ∧ · · · ∧ ejr > est égal au mineur de tg obtenu en
conservant uniquement les lignes j1, · · · , jr et les colonnes i1, · · · , ir.

4) On en déduit (
∧
r

g)−1 =
∧
r

(g−1) et t(
∧
r

g) =
∧
r

(tg) .
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5) Si g = xak est une décomposition polaire de g,

alors (
∧
r

g) = (
∧
r

x)(
∧
r

a)(
∧
r

k) en est une de (
∧
r

g) et

∀ı = (i1, · · · , ir) ∈ Cr, aı(g) := aı(
∧
r

g) = ai1 · · · air(g).

On notera aussi ır pour (1, · · · , r).

6) Si g = ηbk est la décomposition d’Iwasawa de g, alors (
∧
r

g) = (
∧
r

η)(
∧
r

b)(
∧
r

k)

est celle de (
∧
r

g) et

∀ı = (i1, · · · , ir) ∈ Cr, bı(g) := bı(
∧
r

g) = bi1 · · · bir(g).

1.2.3 Comparaison des décompositions

Lemme 1.2.4.
Pour tout g ∈ G et tout j ∈ Id, on a

1

‖g−1‖
=

1

a1(g−1)
= ad(g) ≤ bj(g) ≤ a1(g) = ‖g‖.

En appliquant ce lemme à
∧
r

g, on obtient :

Corollaire 1.2.5.
Pour tout g ∈ G, tout r ∈ {1, · · · , d} et tout j = (j1, · · · , jr) ∈ Cr, on a

r∏
k=1

ad−r+k(g) ≤
r∏

k=1

bjk
(g) ≤

r∏
k=1

ak(g).

Démonstration du lemme. Les égalités sont claires. Soit g = ηbk une décompo-
sition d’Iwasawa de g. Le coefficient bj est le jeme élément de la diagonale de
ηb = gtk, donc bj =< gtkej, ej >≤ ‖gtk‖ = ‖g‖.
De même b−1

j =< kg−1ej, ej >≤ ‖kg−1‖ = ‖g−1‖.

Pour améliorer la minoration du lemme 1.2.4, on pose, pour tout r ∈ Id tout
g ∈ G, et pour tout k ∈ K,

∆r(g) =< eır ,
∧
r

geır > et φr(k) = log(|∆r(k)|).
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Lemme 1.2.6.
Soient g ∈ G, k ∈ K et g = xa(g)κ une décomposition polaire de g. Alors :

∀ r ∈ Id, log(aır(g)) + φr(kx) ≤ log(bır(kg)) ≤ log(aır(g)).

Démonstration. La seconde inégalité résulte du corollaire 1.2.5 et de la remarque
suivant la définition de la décomposition polaire.
Pour prouver la première inégalité, remarquons qu’on a :

bır(kg)

aır(kg)
=

‖
∧
r

t(kg)eır‖

‖
∧
r

tg‖
=

‖
∧
r

tg
∧
r

tk eır‖

‖
∧
r

tg‖
.

Alors

bır(kg)

aır(kg)
=

‖
∧
r

ta(g)
∧
r

tx
∧
r

tk eır‖

‖
∧
r

tg‖

=

(
∑
j∈Cr

aj(g)
2 < eır ,

∧
r

k
∧
r

x(g)ej >
2)1/2

aır(g)

≥ | < eır ,
∧
r

k
∧
r

x(g)eır > |.

Lemme 1.2.7. ∀r ∈ Id, ∀p ∈ [1,+∞], φr ∈ Lp(K,mK), où mK est la mesure
de Haar normalisée sur K.

Démonstration. On fixe d et on fait un récurrence finie sur r.
Soit σd−1 la loi uniforme sur Sd−1. Soit p ≥ 1. Il existe c ∈ R+ tel que∫

K
| log(|∆1(k)|)|p dmK(k) =

∫
Sd−1 | log(| < v, e1 > |)|p dσd−1(v)

≤ c
∫ π

0
| log(| cos(Θ)|)|pdΘ

< +∞

Supposons le lemme montré jusqu’au rang r − 1.
On admet pour l’instant la relation suivante, où ur(g) est un vecteur normé
orthogonal aux vecteurs ge1, · · · , ger−1 :

|∆r(g)| ≥ |∆r−1(g)|| < ger, ur(g) > | (1.1)

On en déduit que l’intégrabilité de |φr|p équivaut à celle de | log(| < ur(.), .er > |)|p.
Soit X une variable aléatoire à valeur dans K de loi mK .

E[| log(| < ur(X), Xer > |)|p] = E[E[| log(| < ur(X), Xer > |)|p|Xe1, · · · , Xer−1]].
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Étant donné (v1, · · · , vr−1) un système de vecteurs orthogonaux de Rd, la dis-
tribution de Xer sachant Xe1 = v1, · · · , Xer−1 = vr−1 est la loi uniforme sur la
sphère unité de l’orthogonal dans Rd de vect(v1, · · · , vr−1). On a donc l’existence
de C ∈ R+ tel que

E[| log(| < ur(X), Xer > |)|p] =
∫

Sd−r | log(| < e1, v > |)|p dσd−q(v)
≤ C

∫ π

0
| log(| cos Θ|)|p dΘ

< +∞.

Le lemme est donc démontré par une récurrence finie.

Il reste à montrer la relation 1.1. C’est ce que nous faisons maintenant.

Pour tout q ∈ Id, on note πq le projecteur orthogonal de Rd sur Vq =

q⊕
i=1

Rei

et δq(g) le déterminant de la matrice carrée d’ordre r − 1 obtenue à partir de
(πr(ge1), · · · , πr(ger−1)) en enlevant la ligne q. On définit alors ur(g) par les rela-
tions suivantes :

v(g) =
r∑

i=1

(−1)iδi(g)ei et ur(g) =
v(g)

‖v(g)‖
.

Alors, on a pour tout k ∈ Ir−1,

< v(g), gek >= Det(πr(ge1), · · · , πr(ger−1), πr(gek)) = 0,

donc v(g) et urg sont bien orthogonaux aux vecteurs ge1, · · · , ger−1.

Si ∆r−1(g) = 0, l’inégalité (1.1) est triviale. Sinon la famille (πr(ge1), · · · , πr(ger−1))
est de rang r − 1, donc (πr(ge1), · · · , πr(ger−1), ur(g)) est une base de Vr. En dé-
composant πr(ger) dans cette base et on développe le déterminant suivant la
dernière colonne. Par l’orthogonalité de ur(g) par rapport aux autres vecteurs,
tous les termes s’annulent, et il vient :

|∆r(g)| = |Det(πr(ge1), · · · , πr(ger))|
= | < ur(g), ger > |.|Det(πr(ge1), · · · , πr(ger−1), ur(g)|

Comme ‖v(g)‖2 =
r∑

i=1

δi(g)
2 = |Det(πr(ge1), · · · , πr(ger−1), v(g)|, on en déduit :

|∆r(g)| = | < ur(g), ger > |.‖v(g)‖
≥ | < ur(g), ger > |.|δr(g)|
= | < ur(g), ger > |.|∆r−1(g)|
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1.2.4 Espaces des drapeaux, contractions

Dans toute la suite, r ∈ Id sera une dimension de sous-espace de Rd.

Définition 1.2.8 (Espaces des drapeaux). On appelle espace des drapeaux
d’ordre r, et on note Dr, l’ensemble des sous-espaces vectoriels de Rd de dimen-
sion r.
Pour tout Θ ⊂ Id−1, on appelle drapeau de type Θ un Θ-uplet (Ui)i∈Θ de sous-
espaces vectoriels de Rd tels que
∀ i ∈ Θ, dim Ui = i et ∀ i, j ∈ Θ, i < j ⇒ Ui ⊂ Uj.
On note DΘ l’ensemble des drapeaux de type Θ.

Remarque 1.2.2. Si U ∈ Dr, et si (ui)
r
i=1 est une base de U , on identifiera U

à u1Λ · · ·Λ ur ∈ P(
∧
r

Rd), ce qui munit DΘ d’une structure d’espace métrique

compact.

Notations.
On note, pour tout r ∈ Θ, πr la r-ième projection de DΘ.
Le drapeau dit canonique, que l’on notera ∂Θ est donné par :

∀ r ∈ Θ, πr(∂Θ) = eır .

Le groupe G opère sur DΘ de la façon suivante :

∀ g ∈ G, ∀ (Ui1 , · · · , Uim) ∈ DΘ, g.(Ui1 , · · · , Uim) = (g(Ui1), · · · , g(Uim)).

Le stabilisateur de ∂Θ pour cette action est noté PΘ.

Définition 1.2.9 (Contractions).

1. On dit qu’une suite (gn)n∈N de matrices deG contracte PRd s’il existe z ∈ Rd

non nul tel que pour toute valeur d’adhérence M de
(

gn

‖gn‖

)
n∈N

, M est de

rang 1 et a pour image z = R z.
On dit alors que (gn)n∈N contracte PRd en direction de z.

2. On dit qu’une suite (gn)n∈N de matrices de G contracte Dr si
∧
r

gn contracte

P (
∧

r R). On dira aussi que la suite contracte Dr.

Remarque 1.2.3. les valeurs d’adhérence de
(

gn

‖gn‖

)
n∈N

sont appelées les valeurs

d’adhérence quasi-projective de (gn)n∈N.

Lemme 1.2.10. Soit (gn)n∈N une suite de matrices de G.
Pour chaque n ∈ N, soit gn = xna(gn)kn une décomposition polaire de gn.
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1) (gn)n∈N contracte Dr en direction de z si et seulement si on a les deux rela-
tions suivantes :

lim
n→ +∞

a2(
∧
r

gn)

a1(
∧
r

gn)
= lim

n→ +∞

ar+1(gn)

ar(gn)
= 0 (1.2)

lim
n→ +∞

∧
r

xn.eır = z. (1.3)

2) si (gn)n∈N contracte Dr en direction de z, alors, quitte à changer certains xn

et kn en leurs opposés, on a :

∀u ∈
∧
r

Rd, lim
n→ +∞

∧
r

a(gn)
∧
r

txnu

aır(gn)
=
< u, z >

‖z‖
eır . (1.4)

Démonstration. Il suffit de la faire pour r = 1.

1) Remarquons qu’on peut écrire gn

‖gn‖ comme :

gn

‖gn‖
=

gn

a1(gn)
= xndiag

(
1,
a2(gn)

a1(gn)
, · · · , ad(gn)

a1(gn)

)
kn. (1.5)

Supposons que les relations (1.2) et (1.3) sont vérifiées, et que M est une

valeur d’adhérence de
(

gn

‖gn‖

)
n∈N

. Par définition, il existe une suite n′ telle

que (gn′) converge vers M . Comme K est compact, on peut supposer que
(xn′) et (kn′) convergent respectivement vers x et k. En outre, le terme dia-
gonal de la décomposition (1.5) tend vers diag(1, 0, · · · , 0) d’après (1.2), donc
M = x diag(1, 0, · · · , 0) k est de rang 1 et (xn′e1) tend vers z, donc xe1 = z,
et Im(M) = z. Donc si les relations (1.2) et (1.3) sont vérifiées, alors la suite
(gn)n∈N contracte Dr en direction de z.

Si (1.2) n’est pas vérifiée, alors il existe une suite extraite (gn′)n∈N telle que(
a2(gn′ )
a1(gn′ )

)
tende vers τ2 > 0. Comme K et [0, 1] sont compacts, quitte à

extraire encore, on peut supposer que chacun des termes de la décomposi-
tion (1.5) tend vers une limite. Notons x, k et diag(1, τ2, · · · , τd) ces limites.

Alors x diag(1, τ2, · · · , τd) k est une valeur d’adhérence de
(

gn

‖gn‖

)
n∈N

de rang

au moins 2, donc la suite (gn)n∈N ne contracte pas Dr.

Si (1.3) n’est pas vérifiée, alors il existe v ∈ Dr\{z} et une suite extraite
(gn′)n∈N telle que (xn′e1) tende vers v.
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Comme K et [0, 1] sont compacts, quitte à extraire encore, on peut supposer
que chacun des termes de la décomposition (1.5) tend vers une limite. Notons
x, k et diag(1, τ2, · · · , τd) ces limites. Alors M = x diag(1, τ2, · · · , τd) k est

une valeur d’adhérence de
(

gn

‖gn‖

)
n∈N

. Comme xe1 = v, v ∈ Im(M) et la suite

(gn)n∈N ne contracte pas Dr en direction de z.

2) Pour tout n ∈ N, a(gn)txnu
a1(gn)

appartient au compact [−‖u‖, ‖u‖]. D’après le 1),

on sait que ( a(gn)
a1(gn)

)n∈N tend vers diag(1, 0, · · · , 0), donc les valeurs d’adhérence

de la suite sont les <t xu, e1 > e1, où x est valeur d’adhérence de (xn)n∈N.

Or on sait aussi que les valeurs d’adhérence x de (xn)n∈N vérifient xe1 = ± z
‖z‖ ,

donc <t xu, e1 >=< u, xe1 >= ±<u,z>
‖z‖ .

Donc, quitte à changer certains xn et kn en leurs opposés,
(

a(gn)txnu
a1(gn)

)
n∈N

tend

vers <u,z>
‖z‖ e1.

Lemme 1.2.11. Soit (gn)n∈N une suite de matrices de G qui contracte Dr en
direction de z.
Soit gn = xna(gn)kn une décomposition polaire de gn.
Soit gn = ηnb(gn)κn la décomposition d’Iwasawa de gn.

1) On a les relations suivantes :

lim
n→ +∞

bır(gn)

aır(gn)
=

∣∣∣∣< z, eır >

‖z‖

∣∣∣∣ (1.6)

lim
n→ +∞

knκ
−1
n eır = eır (1.7)

∀ j ∈ Cr\{ır}, lim
n→ +∞

bırbj
a2

ır

(gn) = 0. (1.8)

2) si z et eır ne sont pas orthogonaux, alors on a aussi :

∀ j ∈ Cr\{ır}, lim
n→ +∞

bj(gn)

bır(gn)
= 0 (1.9)

lim
n→ +∞

ηn eır =
z

< z, eır >
. (1.10)

Démonstration. Là encore il suffit de faire la démonstration dans le cas r = 1.

1) Remarquons que l’on a :

a(gn)txne1 = kn
tgne1 = knκ

−1
n b(gn)tηne1 = b1(gn)knκ

−1
n e1. (1.11)

La relation (1.6) provient de l’équation (1.4) du lemme précédent, et de l’éga-
lité précédente prise en norme : ‖a(gn)txne1‖ = b1(gn).
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La relation (1.7) provient de l’équation (1.4) et de l’égalité (1.11) prise en
projectif : knκ−1

n e1 = a(gn)txne1.

Par ailleurs on a, pour tout j ∈ {2, · · · , d},

< a(gn)txn(e1 ∧ ej), knκ
−1
n (e1 ∧ ej) > = <t gn(e1 ∧ ej), κ

−1
n (e1 ∧ ej) >

= <t κnb(gn)tηn.(e1 ∧ ej), κ
−1
n (e1 ∧ ej) >

= < b(gn)tηn(e1 ∧ ej), e1 ∧ ej >

= b1(gn)bj(gn),

De là, on déduit la majoration

0 ≤ b1(gn)bj(gn)

a1(gn)2
≤ ‖knκ

−1
n (e1 ∧ ej)‖

∥∥∥∥a(gn)txn(e1 ∧ ej)

a1(gn)2

∥∥∥∥ ≤ aj(gn)

a1(gn)
,

d’où la relation (1.8), d’après l’équation (1.2).

2) La relation (1.9) découle de (1.2) et (1.4) puisque

lim
n→ +∞

b1(gn)

a1(gn)
=

∣∣∣∣< z, e1 >

‖z‖

∣∣∣∣ 6= 0 (d’où
b1(gn)

a1(gn)
6= 0 pour n assez grand)

Pour montrer (1.10), écrivons ηne1 comme ηne1 = ηnb(gn)κnk−1
n (knκ−1

n e1)
b1(gn)

et dé-

composons knκ
−1
n e1 sur la base canonique. On obtient :

ηne1 =
d∑

j=1

< knκ
−1
n e1, ej >

ηnb(gn)κnk
−1
n ej

b1(gn)

=
d∑

j=1

< knκ
−1
n e1, ej >

xna(gn)ej

b1(gn)

=
d∑

j=1

aj(gn)

b1(gn)
< knκ

−1
n e1, ej > xnej. (1.12)

D’après les équations (1.2) et (1.6), on a, pour tout j 6= 1 :

lim
n→ +∞

aj(gn)

b1(gn)
= 0.

Or ‖ < knκ
−1
n e1, ej > xnej‖ ≤ 1, donc tous les termes de la somme de (1.12)

tendent vers 0 sauf celui pour j = 1.

Estimons ce terme. D’après l’équation (1.11) , on a :

< knκ
−1
n e1, e1 > xne1 = b1(gn)−1 < a(gn)txne1, e1 > xne1

= b1(gn)−1 <t xne1, a(gn)e1 > xne1

=
a1(gn)

b1(gn)
< e1, xne1 > xne1.
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D’après la relation (1.3) on a, quitte à changer certains xn et kn en leurs
opposés :

lim
n→ +∞

xne1 =
z

‖z‖
.

Et, compte tenu de (1.6), on a donc :

lim
n→ +∞

a1(gn)

b1(gn)
< knκ

−1
n e1, e1 > xne1 =

‖z‖2

< z, e1 >2
< e1,

z

‖z‖
>

z

‖z‖
=

z

< z, e1 >
.

(1.13)

Comme on a montré que tous les autres termes de somme dans (1.12) tendent
vers 0, on a prouvé (1.10).

1.2.5 Notions d’irréductibilité

Pour séparer les exposants de Lyapunov, on aura besoin de formaliser l’idée

que l’orbite d’un r-vecteur sous l’action des matrices aléatoires sur
∧
r

Rd est assez

grande. Pour cela on introduit les définitions suivantes :

Définition 1.2.12 (Espaces de type (S)). Un sous-espace V non trivial de∧
r

Rd est dit de type (S) s’il admet une base de r-vecteurs décomposables et s’il

est contenu dans l’orthogonal d’un r-vecteur décomposable non nul.

Définition 1.2.13 (Irréductibilité faible).

1. Un semi-groupe T ⊂ G agit de façon irréductible au sens faible sur
∧
r

Rd

s’il n’existe pas de sous-espace de type (S) stable par T .
Il agit de façon totalement irréductible au sens faible s’il n’existe pas de
réunion finie de sous-espace de type (S) stable par T .
On dira aussi qu’il agit de façon irréductible (resp. totalement irréductible)
sur Dr.

2. Une probabilité ν sur les boréliens de P(
∧
r

Rd) est dite faiblement irréduc-

tible si elle ne charge l’image d’aucun sous-espace de type (S).

3. Une probabilité sur les boréliens de Dr est dite irréductible si elle est fai-

blement irréductible en tant que probabilité sur P(
∧
r

Rd).

Une probabilité ν sur les boréliens de DΘ est dite irréductible si, pour tout
r ∈ Θ, l’image de ν par la projection πr de DΘ sur Dr est irréductible.
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Remarque 1.2.4. Les notions au sens fort s’obtiennent en supprimant la restriction
”de type (S)” dans les définitions précédentes.

La première notion est clarifiée par le lemme suivant :

Lemme 1.2.14. Soit T ⊂ G un semi-groupe et H le sous-groupe fermé de G
engendré par T . Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) T agit de façon totalement irréductible au sens faible sur
∧
r

Rd.

ii) T ne permute aucune famille finie de sous-espace de type (S) de même di-
mension.

iii) H agit de façon totalement irréductible au sens faible sur
∧
r

Rd.

iv) Tout sous-groupe d’indice fini de H agit de façon irréductible au sens faible

sur
∧
r

Rd.

v) tH agit de façon totalement irréductible au sens faible sur
∧
r

Rd.

vi) Il n’existe pas de r-vecteurs décomposables u, v1, · · · , vp tels que :

∀t ∈ T,
p∏

k=1

< tu, vk >= 0.

En outre tout groupe connexe qui agit de façon irréductible au sens faible sur∧
r

Rd agit de façon totalement irréductible au sens faible.

Démonstration.

- i) ⇐⇒ ii). ¬ii) ⇒ ¬i) est clair. Pour voir que ¬i) ⇒ ¬ii). il suffit de considé-
rer les sous-espaces de dimension maximum et de remarquer qu’ils ne peuvent
s’inclure dans une union finie de sous-espaces de dimension plus petite.

- ii) ⇐⇒ iii). On applique le point précédent à H, car si T permute des espaces,
H aussi.

- ¬iii) ⇒ ¬iv). Si H permute les sous-espaces de type (S) Vi, on pose H0 = {g ∈
H|gV1 = V1}. Pour chaque Vj, on choisit un gj ∈ H tel que gjV1 = Vj. Alors
H = ∪gjH0, donc H0 contredit iv).

- ¬iv) ⇒ ¬iii). Si H0 est d’indice fini et laisse le sous-espace V de type (S)
invariant, on prend g1, · · · , gp, un système de représentants de H/H0. Alors H
laisse stable l’union de sous-espaces de type (S) giV .

- Pour démontrer que iii) ⇐⇒ v), le point précédent permet de se ramener à
montrer que l’irréductibilité d’un groupe équivaut à l’irréductibilité du groupe
transposé. C’est le cas car l’irréductibilité deH0 est l’absence de vecteurs décom-
posables u, v tels que ∀g ∈ H < gu, v >= 0, i.e. tels que ∀g ∈ H < u,t gv >= 0.
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- ii) ⇐⇒ vi). ¬ii) ⇒ ¬vi) est clair. Supposons donc ¬vi) et notons R la réunion
des sous-espaces orthogonaux aux vk, 1 ≤ k ≤ p. Tu ⊂ R, donc pour tous
t1, · · · tm ∈ T , Tu ⊂ R ∩ t−1

1 R ∩ · · · ∩ t−1
m R. Comme une intersection de sous-

espaces est encore un sous-espace, on construit ainsi des réunions finies de
sous-espaces non triviaux de Rd qui contiennent Tu.
Soit k(t1, · · · tm) = max{dim(H)|H ⊂ R ∩ t−1

1 R ∩ · · · ∩ t−1
m R} et k0 = min k.

Soit n(t1, · · · tm) = #{H ⊂ R ∩ t−1
1 R ∩ · · · ∩ t−1

m R|dim(H) = k0} et n0 =
min{n(t1, · · · tm)|k(t1, · · · tm) = k0}.
Soient alors s1, · · · sm tels que n(s1, · · · sm) = n0 et k(s1, · · · sm) = k0. On vérifie
facilement que tout t ∈ T permute les sous-espaces de dimension k0 de R ∩
s−1
1 R∩ · · · ∩ s−1

m R. En remplaçant les sous-espaces par ceux engendrés par leur
intersection avec Tu, qui sont de type (S), on a bien ¬i).

- Enfin si H est connexe et permute les V1, · · · , Vm, on pose H0 = {g ∈ H|gV1 =
V1}. H/H0 est connexe (comme image de H par la projection) et a au plus m
éléments. Comme les singletons sont fermés (car H0 l’est), on en déduit que
H/H0 est réduit à un point, i.e. H = H0, donc H laisse V1 invariant.

Le lien entre les deux notions d’irréductibilité est donné par le lemme suivant :

Lemme 1.2.15. Si µ est une probabilité sur G et Tµ le semi-groupe fermé en-
gendré par son support, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) Tµ agit de manière totalement irréductible sur Dr.

ii) Toute probabilité µ-invariante sur Dr est irréductible.

Démonstration. ¬ii) ⇒ ¬i) :
Soient ν une probabilité µ-invariante sur Dr non-irréductible et V un sous-espace

de type (S) de
∧
r

Rd tel que ν
(
V
)
> 0 de dimension minimale.

Pour tout couple (y, g) ∈ G2, soit
∧
r

y.V =
∧
r

g.V , soit
∧
r

y.V ∩
∧
r

g.V est

un sous-espace de dimension strictement plus petite que celle de V . Dans le

second cas, ν

(∧
r

y.V ∩
∧
r

g.V

)
= ν

(∧
r

y.V ∩
∧
r

g.V
⋂
Dr

)
= 0 car le dernier

ensemble engendre un sous-espace de type (S) de dimension strictement plus
petite que celle de V .

Donc pour tout α > 0, l’ensemble des
∧
r

g.V de mesure plus grande que α est

fini. Donc R =

{∧
r

g.V

∣∣∣∣∣ν
(∧

r

g.V

)
= sup

x∈G
ν

(∧
r

x.V

)}
est non vide et fini.

Comme ν est µ-invariante, on vérifie que

∀y ∈ G, ν

(∧
r

y.V

)
=

∫
G

ν

(∧
r

x−1y.V

)
µ(dx).
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En particulier, si
∧
r

y.V ∈ R,
∧
r

x−1.
∧
r

y.V ∈ R pour µ presque tout x, donc

les éléments de R sont permutés par les x−1 d’un ensemble de mesure 1. Or les
x qui permutent un ensemble fini de sous-espaces forment un groupe fermé, donc
Tµ permute les sous-espaces de R.

¬i) ⇒ ¬ii) :
Si Tµ laisse invariante une famille finie R de sous-espaces de type (S). L’inter-

section avec Dr de l’image de R dans P

(∧
r

Rd

)
est un compact invariant par

Tµ. Il porte donc une probabilité µ-invariante, qui est non-irréductible par défi-
nition.

Si G agit continuement sur un compact métrique E, G agit aussi sur les pro-
babilités ρ sur E, par :

∀g ∈ G, ∀f ∈ C(E), g.ρ(f) =

∫
E

f(g.x)ρ(dx).

On peut alors montrer le lemme suivant, qui caractérise les contractions à l’aide
des probabilités irréductibles.

Lemme 1.2.16. Soient (gn)n∈N ∈ GN et z ∈ Dr. La suite (gn)n∈N contracte Dr

en direction de z si et seulement si pour une (donc toute) probabilité faiblement

irréductible ρ sur P(
∧
r

Rd) la suite (gn.ρ)n∈N converge étroitement vers δz.

Démonstration.

1) Les valeurs d’adhérence quasi-projective de

(∧
r

gn

)
n∈N

sont de la forme M =∧
r

x diag(τı : ı ∈ Cr)
∧
r

k avec x, k ∈ K et τır = 1.

Donc kerM = V ect({k−1eı|ı ∈ Cr, τı = 0}) = {k−1eı|ı ∈ Cr, τı 6= 0}⊥ est un

sous-espace de
∧
r

Rd réduit à {0} ou de type (S) donc ρ
(
kerM

)
= 0 pour

toute probabilité faiblement irréductible ρ. En particulier M.u est définie pour
ρ-presque tout u.

2) Supposons que (gn)n∈N ∈ GN contracte Dr en direction de z.

Soit ρ une probabilité faiblement irréductible sur P(
∧
r

Rd) et f une fonction

continue sur P(
∧
r

Rd). De toute suite extraite de (gn.ρ(f))n∈N, on peut extraire
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une suite (gαn .ρ(f))n∈N telle que

∧
r

gαn

‖
∧
r

gαn‖
→M .

gαnu→Mu = z dès que u 6∈ kerM donc ρ-p.s. Par le théorème de convergence
dominée, on en déduit que

gαn .ρ(f) →
∫
{u 6∈ker M}

f(M.u)ρ(du) = f(z) = δz(f).

C’est vrai pour toute suite extraite donc gn.ρ(f) → δz(f).
C’est vrai pour toute fonction continue f donc gn.ρ→ δz.

3) Réciproquement, si ρ est une probabilité faiblement irréductible sur P(
∧
r

Rd)

telle que gn.ρ(f) → δz(f), tout valeur d’adhérence quasi-projective M de(∧
r

gn

)
n∈N

vérifie comme précédemment, pour toute fonction f continue sur

P(
∧
r

Rd) ∫
{u 6∈ker M}

f(M.u)ρ(du) = lim gαn .ρ(f) = δz(f).

On en déduit M.u = z pour ρ-presque tout u.
Soit ginG, tel que z = g.eır et posons M.u = z si u ∈ kerM , alors :

M.u = z ⇐⇒ g−1M.u ∈ eır

⇐⇒ ∀ı ∈ Cr\{ır}, < g−1.M.u, eı >= 0

⇐⇒ ∀ı ∈ Cr\{ır}, u ∈ (tM tg−1eı)
⊥.

Or pour tout ı ∈ Cr\{ır} tM tg−1eı est décomposable, donc s’il était non nul
(tM tg−1eı)

⊥ serait de type (S) , et donc M.u = z ne serait vérifié que sur
un ensemble négligeable. Le noyau de tM contient donc tous les tg−1eı sauf
un, tM est de rang un, et M aussi. Son image ne peut alors être que z. Donc
(gn)n∈N contracte Dr en direction de z.

On reprend quelques résultats de [GG96] :
Notations. Si T est un sous-semi-groupe de G, on note :

– T̂ =
{
u ∈M(R, Cr

d)
∣∣∣∃(un) ∈ TN, u = lim ∧run

‖∧run‖ et rg(u) = 1
}

– T0 = {g ∈ T |∧rg a une valeur propre dominante simple}
– p+(g) = Im(g) si g ∈ T̂ , p+(g) = v et p−(g) = p+(tg) si v est vecteur propre

associé à la valeur dominante de g ∈ T0.

– L(T ) =
{
p+(g)|g ∈ T̂

}
.
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Remarque 1.2.5. Soit g ∈ T0 de valeur propre dominante λ. Il suffit d’écrire la

décomposition de Dunford de
∧
r

g pour voir que

∧
r

gn

λn tend vers une projection

P sur p+(g). On en déduit l’inclusion

p+(T0) ⊂ L(T ). (1.14)

En outre

∧
r

tgn

λn tend vers tP , donc kerP = ImtP⊥ = p−(g)⊥. Donc
∧
r

gn.y tend

vers p+(g), si y /∈ p−(g)⊥.

En guise de réciproque à l’inclusion 1.14, on a :

Lemme 1.2.17. Si T agit de façon irréductible au sens faible sur
∧
r

Rd et si

T̂ 6= ∅, alors :
– p+(T0) est dense dans L(T ).
– pour tout x ∈ Dr, L(T ) ⊂ T.x. En particulier, L(T ) est le plus petit fermé

non vide T -invariant de Dr.

Démonstration. Si g ∈ T̂ , alors il existe une suite (gn)n∈N ∈ TN telle que g =

lim

∧
r

gn

‖
∧
r

gn‖
.

Si p+(g) 6⊂ ker g, alors g est à valeur propre dominante simple et donc
∧
r

gn

aussi pour n grand (cf par exemple [Ser02]). De plus la suite des valeurs propres
dominantes tend vers celle de g et donc p+(g) = lim p+(gn). (On vérifie facilement
que c’est la seule valeur d’adhérence possible.)

Sinon, comme le noyau de g est de type (S), l’irréductibilité de T assure

l’existence d’un h ∈ T tel que h.p+(g) 6⊂ ker g, et comme p+(g
∧
r

h) = p+(g) 6⊂∧
r

h−1 ker g = ker g
∧
r

h, on est ramené au cas précédent. Dans les deux cas, on

a bien p+(g) ∈ p+(T0).

Soit maintenant x ∈ Dr, si x /∈ ker g, gn.x tend vers p+(g), sinon on prend
h ∈ T tel que h.x /∈ ker g, et (gnh.x)n∈N tend vers p+(g) donc dans les deux cas

p+(g) ∈ T.x .

Corollaire 1.2.18. Si T agit de façon irréductible au sens faible sur
∧
r

Rd, alors

T̂ 6= ∅ si et seulement si T0 6= ∅.
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Mais (tT )0 =t T0, ce qui, combiné au lemme 1.2.14, nous donne :

Corollaire 1.2.19. Le sous-semi-groupe T ⊂ G agit de façon totalement irré-
ductible sur Dr et possède une suite contractant Dr si et seulement si tT agit de
façon totalement irréductible sur Dr et possède une suite contractant Dr.

1.3 Étude des noyaux markoviens harmoniques

Désormais, le décalage θ est supposé localement sur ΣT : pour un certain
ρ < 1, on a ∀x, y ∈ ΣT , d(θax, θay) ≤ ρd(x, y). Il suffit pour cela de mettre une
métrique adaptée sur ΣT .

Notations :
On pose pn(x) = p(x)p(θx) · · · p(θn−1x). Si ν est une mesure, ‖ν‖ désignera sa
variation totale.
On note Y1, Y2 · · · les projections sur les coordonnées strictement négatives de
Σ̂T = {(xn)n∈Z ∈ SN|∀n ∈ Z, Txn,xn+1} = 1 et X0, X1, · · · celles sur les coordon-
nées positives.

On définit alors :

- L’application linéaire P de C(ΣT ) dans lui même, par :

∀h ∈ C(ΣT ), ∀x ∈ ΣT , Ph(x) =
∑

s∈S,s.x∈ΣT

p(s.x)h(s.x).

Par définition de µ, µP = µ, donc P est l’application duale du shift pour la
mesure µ.

- Pour s ∈ S, on note Xs = {x ∈ ΣT |x0 = s} et Ys = {y ∈ ΣtT |y0 = s}. Pour
tout x ∈ Xs, Px la mesure de Markov associée sur Ys : si f ne dépend que de n
coordonnées, Px(f) =

∑
sn···s1.x∈ΣT

pn(sn · · · s1.x)f(s1, · · · , sn).

On peut alors identifier Σ̂T et
⋃

s∈S Ys ×Xs, et le calcul suivant montre que
µ̂ =

∫
Px ⊗ δxµ(dx) est invariante par θ :∫

Px ⊗ δxµ(dx)([Yn = yn, · · · , Y1 = y1, X0 = x0, · · · , Xm = xm])

=

∫
[X0=x0,···,Xm=xm]

∑
sn···s1.x∈ΣT

pn(sn · · · s1.x)1[Y1=y1,···,Yn=yn](s1, · · · , sn)µ(dx)

=

∫ ∑
sn···s1.x∈ΣT

pn(sn · · · s1.x)1[X0=yn,···,Xn−1=y1](sn · · · s1.x)1[X0=x0,···,Xm=xm](x)µ(dx)

=

∫ ∑
sn···s1.x∈ΣT

pn(sn · · · s1.x)1[X1=yn,···,Xn=y1](sn · · · s1.x)1[Xn=x0,···,Xm+n=ym](sn · · · s1.x)µ(dx)

=

∫
P n1[X1=yn,···,Xn=y1,Xn=x0,···,Xm+n=ym]dµ

= µ([X1 = yn, · · · , Xn = y1, Xn = x0, · · · , Xm+n = ym]).
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Remarque 1.3.1. On vérifie sur les fonctions ne dépendant que d’un nombre fini
de coordonnées, que si p est α-höldérienne, de constante de Hölder M , alors, on a :

‖Px − Py‖ ≤Mdα(x, y)
∑
n≥0

ρ−nα.

Définition 1.3.1 (Noyaux harmoniques). Soit Θ un ensemble d’indices et
x 7→ νx un noyau markovien continu en topologie vague de ΣT dans DΘ. Il est
dit harmonique s’il vérifie pour tout élément x de ΣT :

νx =
∑

s.x∈ΣT

p(s.x)A(s).νs.x .

Remarque 1.3.2. Si x 7→ νx est un noyau harmonique de ΣT dans DΘ, et si Θ̃ ⊂ Θ,
alors la projection de ν sur DΘ̃ est encore harmonique.

Théorème 1.3.2. Pour tout ensemble d’indices Θ, il existe un noyau harmonique
à valeurs dans DΘ continu en variation.

Démonstration. On note N , le convexe des noyaux markoviens de ΣT dans DΘ

continus en topologie vague, muni de la métrique de la convergence uniforme.

a) On définit l’opérateur R sur les noyaux, par :

(Rν)x =
∑

s.x∈ΣT

p(s.x)A(s).νs.x.

Si m est une probabilité sur DΘ, et m̂ le noyau défini par m̂x = m, alors :

(Rnm̂)x =
∑

sn···s1.x∈ΣT

pn(sn · · · s1.x)A(s1) · · ·A(sn).m .

D’où ‖(Rnm̂)x − (Rnm̂)x′‖ ≤ ‖Px − Px′‖.

b) N0 = {η ∈ N |‖ηx − ηx′‖ ≤ ‖Px − Px′‖} est un convexe compact de N , par le
théorème d’Ascoli et la continuité en variation de Px.

c) Considérons la suite de noyaux

m̂n =
1

n

n−1∑
k=0

Rkm̂.

Le a) assure que les m̂n sont des éléments de N0, donc par le b) on peut
extraire une sous-suite convergeant vers le noyau η ∈ N0.
De la relation Rm̂n = m̂n + 1

n
(Rn+1m̂− m̂), on déduit que Rη = η, i.e. que η

est harmonique.
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Définition 1.3.3 (Semi-groupes Rs). Pour tout s ∈ S, on note Rs le sous-
semi-groupe de G défini par :

Rs = {A(s1) · · ·A(sn)|sn · · · s1s ∈ Σ∗
T , sn = s}.

Théorème 1.3.4. Si ν est un noyau harmonique à valeurs dans Dr continu en
variation et s’il existe un s ∈ S, tel que l’action de Rs sur Dr soit totalement
irréductible, alors pour tout x ∈ ΣT , νx est une mesure irréductible.

Pour alléger les notations, on identifiera les sous-ensembles de
∧
r

Rd et leurs

images dans Dr.
La preuve va utiliser les lemmes suivants :

Lemme 1.3.5. Soit ν une probabilité sur Dr, Hν l’ensemble des sous-espaces

H de type (S) de
∧
r

Rd de dimension minimale tels que ν(H) > 0, et m =

sup{ν(H)|H ∈ Hν}. Alors l’ensemble des H ∈ Hν tels que ν(H) = m est non
vide et fini. De plus, il existe εν > 0 tels que pour tout H ∈ Hν, on ait ν(H) = m
ou ν(H) ≤ m− εν. En outre si H et H ′ sont deux éléments distincts de Hν, on
a ν(H ∩H ′) = 0.

Démonstration. Commençons par la dernière assertion : ν(H ∩H ′) = 0, car c’est
la mesure de l’image du sous-espace engendré par les r-vecteurs décomposables de
H ∩H ′, qui est de type (S) et de dimension strictement inférieure à celle de H et
H ′. On en déduit que pour tout A > 0 l’ensemble des H ∈ Hν tels que ν(H) ≥ A
a au plus 1

A
éléments, ce qui donne le reste du lemme en prenant 0 < A < m.

Lemme 1.3.6. Avec les notations précédentes, soit k un entier, H une famille
de réunions de k sous-espaces. Alors h(x) = sup{νx(W )|W ∈ H} définit une
fonction h continue sur ΣT . En particulier, elle atteint son maximum sur un
fermé non vide.

Démonstration. À W fixé,
∣∣νx

(
W
)
− νx′

(
W
)∣∣ ≤ ‖νx−νx′‖, donc |h(x)−h(x′)| ≤

‖νx − νx′‖, ce qui prouve la continuité de h.

Démonstration du théorème 1.3.4. Supposons que x 7→ νx soit un noyaux har-
monique tel que νx ne soit pas toujours irréductible. Pour tout l, on note Hl

l’ensemble des sous-espaces de type (S) de
∧
r

Rd de dimension l. Posons :

p = min{l ∈ N|∃x ∈ ΣT ,∃H ∈ Hl, νx(H) > 0},
m = sup{νx(H)|x ∈ ΣT , H ∈ Hp},
E = {x ∈ ΣT |∃H ∈ Hp, νx(H) = m},

Hx = {H|νx(H) = m} et Wx = ∪H∈HxH.
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Tout d’abord E est un fermé non vide d’après le lemme 1.3.6 et, si x ∈ E,Wx est
toujours une union finie de sous-espaces de type (S) d’après le lemme 1.3.5 .
De la relation d’harmonicité, on déduit,

∀x ∈ E, ∀s ∈ S, s.x ∈ ΣT ⇒
(
s.x ∈ E,A(s)−1Hx ⊂ Hs.x

)
et finalement E = ΣT .
Soit n0 = sup #Hx qui est atteint car le lemme 1.3.5 implique #Hxm ≤ 1. On
refait le raisonnement précédent avec H′ l’ensemble des unions de n0 sous-espaces

de type (S) de
∧
r

Rd de dimension p et on en déduit que

{x|#Hx = n0} =

{
x

∣∣∣∣ sup
H∈H′

νx(H) = n0m

}
= ΣT

et que A(s)−1Hx = Hs.x, d’où

Ws.x = A(s)−1Wx. (1.15)

Montrons maintenant que x 7→ Hx est localement constante : soit x fixé, on
applique le lemme 1.3.5 à νx, ce qui donne un ε > 0 tel que, pour tout H ∈ Hp,
νx(H) = m ou νx(H) ≤ m− ε. Or il existe un voisinage U de x dont les éléments
y vérifient ‖νy−νx‖ < ε. Si y ∈ U et H ∈ Hy, alors νx(H) ≥ νy(H)−‖νy−νx‖ >
m− ε, donc νx(H) = m et H ∈ Hx. Alors Hy ⊂ Hx et par cardinalité Hy = Hx.
Pour s ∈ S, x 7→ Wx est localement constante sur le compact {x0 = s} et
W = ∪x0=sWx est donc une union finie de sous-espaces de type (S) de dimension
p, invariante par Rs d’après l’équation (1.15). Pour le s de l’hypothèse, c’est une
contradiction.

1.4 Propriétés de contraction

Le but de cette partie est de montrer le théorème suivant :

Théorème 1.4.1. S’il existe un s ∈ S tel que Rs agisse de manière totalement
irréductible sur Dr, et une suite (sn

1 , · · · , sn
kn

)n∈N à valeurs dans ΣtT telle que
(sn

1 · · · sn
kn

)n∈N contracte Dr, alors pour tout x ∈ ΣT et Px-presque tout y ∈ Yx0,
la suite (y1 · · · yn)n∈N contracte Dr, en direction de z(y). En outre x 7→ z(Px) est
l’unique noyau harmonique à valeurs dans Dr continu en variation.

On commence par deux lemmes :

Lemme 1.4.2. Si (Mn)n∈N est une suite de matrices convergeant vers M 6= 0 et
νn une suite de probabilités irréductibles sur Dr convergeant en variation vers ν,
alors Mn.νn converge étroitement vers M.ν .
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Démonstration. Il est clair que ν est irréductible. Soit f ∈ C(Dr), alors :

|Mn.νn(f)−M.ν(f)| ≤ |Mn.νn(f)−Mn.ν(f)|+ |Mn.ν(f)−M.ν(f)|

≤ ‖νn − ν‖ ‖f‖∞ +

∫
|f ◦Mn(u)− f ◦M(u)|ν(du).

Le premier terme tend vers zéro par hypothèse. Puisque ν est irréductible f ◦
Mn(u) tend vers f◦M(u) pour ν-presque tout u et par le théorème de convergence
dominée le second terme tend aussi vers zéro.

Lemme 1.4.3. Si ν est un noyau harmonique de ΣT dans Dr,alors pour tout
x ∈ ΣT et Px-presque tout y ∈ Yx0 :

i) La suite (A(y1) · · ·A(yn).νyn···y1.x)n∈N converge étroitement vers une probabi-
lité notée π(y, x),

ii) Pour tout k ∈ N, et tous les sn
1 , · · · , sn

k ∈ S tels que sn
k · · · sn

1yn · · · y1.x ∈ ΣT ,(
A(y1) · · ·A(yn)A(sn

1 ) · · ·A(sn
k).νsn

k ···s
n
1 yn···y1x

)
n∈N converge étroitement vers π(y, x).

Démonstration. Le point clef de la démonstration consiste à montrer que pour
toute fonction f ∈ C(Dr), les variables aléatoires fn définies sur Ys par

fn(y) = A(y1) · · ·A(yn).νyn···y1.x(f)

forment une martingale sous Px pour la filtration naturelle des applications coor-
données. Ceci est donné par le calcul suivant :∫
{Yi=y0

i }i=1,···,n

fn+1(y)Px(dy)

=
∑

s:sy0
n···y0

1x∈ΣT

pn+1(sy
0
n · · · y0

1.x)A(y0
1) · · ·A(y0

n)A(s).νsy0
n···y0

1 .x(f)

= pn(y0
n · · · y0

1.x)
∑

s:sy0
n···y0

1x∈ΣT

p(sy0
n · · · y0

1.x)A(s).νsy0
n···y0

1 .x(f ◦ A(y0
1) · · ·A(y0

n))

= pn(y0
n · · · y0

1.x)(νP )y0
n···y0

1 .x(f ◦ A(y0
1) · · ·A(y0

n))

= pn(y0
n · · · y0

1.x)A(y0
1) · · ·A(y0

n).νy0
n···y0

1 .x(f)

=

∫
{Yi=y0

i }i=1,···,n

fn(y)Px(dy).

La suite (fn)n∈N est bornée par ‖f‖∞, donc elle converge presque sûrement
vers une limite π(y, x)(f).
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Montrons maintenant la seconde propriété. Soit f ∈ C(Dr), on a :∫ ∑
n∈N

∑
sn
1 ,···,sn

k

pk(s, yn · · · y1.x)
(
fn(y)− A(y1) · · ·A(yn)A(sn

1 ) · · ·A(sn
k).νsn

k ···s
n
1 yn···y1x(f)

)2 Px(dy)

=
∑
n∈N

∫
(fn(y)− fn+k(y))

2Px(dy)

=
∑
n∈N

(∫
f 2

n(y)Px(dy)−
∫
f 2

n+k(y)Px(dy)

)
≤k‖f‖∞.

On en déduit que Px-presque sûrement le terme général de la série tend vers
zéro, c’est-à-dire, puisque p admet un minimum strictement positif, que pour
toutes les suites finies (sn

i )i∈Ik
admissibles, la suite de mesures(

A(y1) · · ·A(yn)A(sn
1 ) · · ·A(sn

k).νsn
k ···s

n
1 yn···y1x(f)

)
n∈N

tend vers π(y, x)(f).

On applique maintenant ces résultats à un sous-ensemble dénombrable dense
de C(Dr), ce qui conclut la démonstration du lemme.

Démonstration du théorème 1.4.1 . Soit ν un noyau harmonique à valeurs dans
Dr continu en variation (le théorème 1.3.2 en assure l’existence). Soit y ∈ Xs véri-
fiant les conclusions du lemme 1.4.3, on va montrer que la suite (A(y1) · · ·A(yn))n∈N
contracte Dr. Soit donc M une valeur d’adhérence de cette suite. Quitte à extraire

une sous-suite, on peut supposer que
(

A(y1)···A(yn)
‖A(y1)···A(yn)‖

)
n∈N

converge vers M et que

yn · · · y1.x converge vers x′. Alors le lemme 1.4.2 donne π(x, y) = M.νx′ , mais aussi
π(x, y) = MA(s1) · · ·A(sk).νsk···s1.x′ , pour tout (s1, · · · , sk) tels que sk · · · s1.x

′ ∈
ΣT . Il suffit de montrer que π(y, x) est une mesure de Dirac en z, car alors, comme
νx′ est irréductible, l’image deM sera z (la caractérisation des suites contractantes
par leur action sur les probabilités irréductibles reste valable pour des applica-
tions quasi-projectives). Comme T est irréductible, quitte à changer M , on peut
supposer que x′0 = s, où le s est celui de l’énoncé. Par hypothèse, il existe une suite
(sn

1 , · · · , sn
kn

)n∈N telle que (A(sn
1 ) · · ·A(sn

kn
))n∈N contracte Dr en direction d’un z.

Quitte à extraire, on peut supposer que s1 est constante et comme T est irréduc-
tible, que Ts1,s = 1. Comme l’action de Rs est irréductible, il existe a1 · · · ak ∈ Ys,
tels que A(a1) · · ·A(ak)z /∈ kerM , donc

(
MA(a1) · · ·A(ak)A(sn

1 ) · · ·A(sn
kn

)
)

n∈N
contracte Dr en direction de MA(a1) · · ·A(ak)z. En extrayant et en appliquant
encore une fois le lemme 1.4.2, on obtient π(y, x) = δMA(a1)···A(ak)z.
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On a ainsi montré que pour tout noyau harmonique à valeurs dans Dr continu
en variation π(y, x) = δz(y). Vérifions sur une fonction ϕ ∈ C(Dr) que z(Px) = νx :

z(Px)(ϕ) =

∫
ϕ(z(y))Px(dy)

=

∫
lim

n
A(y1) · · ·A(yn).νyn···y1.x(ϕ)Px(dy)

= lim
n

∫
A(y1) · · ·A(yn).νyn···y1.x(ϕ)Px(dy) (convergence dominée)

= νx(ϕ) (harmonicité de ν).

1.5 Séparation des exposants

On va démontrer le théorème 1.1.3 . Pour cela on utilisera le lemme de théorie
ergodique bien connu suivant :

Lemme 1.5.1. Si (Ω,F ,P, θ) est un système dynamique et f une fonction P-
intégrable telle que les sommes de Birkhoff Snf tendent presque sûrement vers
−∞, alors

∫
fdP < 0.

On va maintenant construire le système dynamique auquel appliquer ce lemme.
Pour 0 ≤ k ≤ d on introduit les fonctions σk sur G×Dk et G×D, où D désigne
l’espace des drapeaux complets, définies par :

– σ0 = 1,

– ∀v ∈
∧
k

Rd, ∀g ∈ G, σk(g, v) =
‖
∧

k gv‖
‖v‖

,

– ∀∂ ∈ D, ∀g ∈ G, σk(g, ∂) = σk(g, πk(∂)).
On note Pk l’extension de P à ΣT ×Dk définie pour tout ϕ ∈ C(ΣT ×Dk) par

Pkϕ(x, v) =
∑

s.x∈ΣT
ϕ(s.x, A(s).v)p(s.x) et Pc l’extension analogue sur ΣT ×D.

On note M c et Mk les convexes formés des probabilités respectivement Pc- et
Pk-invariantes.

Pour tout k et tout η ∈Mk, on pose :

Ik
η =

∫ ∑
s.x∈ΣT

p(s.x) log σk(A(s), v)η(dx, dv).

Si ηk est la projection de η ∈M c sur ΣT ×Dk, alors ηk ∈Mk et on note Ik
η pour

Ik
ηk

.

On peut maintenant démontrer le lemme suivant, qui donnera la probabilité
du s.d.m. auquel appliquer le lemme 1.5.1 :
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Lemme 1.5.2. Pour tout 0 ≤ k ≤ d :

k∑
i=1

γi = sup
η∈Mk

Ik
η = sup

η∈Mc

Ik
η

et il existe un η ∈M c pour lequel tous les sup sont atteints.

Démonstration. On note Γk =
∑k

i=1 γi et, pour tout x̂ ∈ Σ̂T , x̂ = (y, x).

Posons, pour (x̂, v) ∈ Σ̂T×Dk, θ̃(x̂, v) = (θ−1x̂, A(y1).v) et fk(x̂, v) = log σk(A(y1), v).
Si η ∈ Mk, on munit ΣT × Dr de la loi η̃ définie comme

∫
δ(x,v) ⊗ Px η(dx, dv),

qui est θ̃-invariante. On vérifie facilement que :

n−1∑
i=1

fk ◦ θ̃i(x̂, v) = log σk(A(yn) · · ·A(y1), v). (1.16)

D’où :

Ik
η =

∫
fk(x̂, v)η̃(dx̂, dv)

=
1

n

∫
log σk(A(yn) · · ·A(y1), v)Px(dy)η(dx, dv)

≤ 1

n

∫
log ‖

∧
k

A(yn) · · ·A(y1)‖Px(dy)η(dx, dv)

=
1

n

∫
log ‖

∧
k

A(yn) · · ·A(y1)‖Px(dy)µ(dx)

(La projection de η sur ΣT est Q-invariante)

=
1

n

∫
log ‖

∧
k

A(yn) · · ·A(y1)‖µ̂(dx̂).

Le dernier terme tend vers Γk, d’où Γk ≥ supη∈Mk Ik
η ≥ supη∈Mc Ik

η .

Pour démontrer les inégalités inverses, on utilise que, pour tout g ∈ G, si mK

désigne la mesure de Haar sur K = O(d,R), on a :

0 ≤ log ‖
∧
k

g‖ −
∫

log σk(g, κ.eık)mK(dκ)

= log aık(g)−
∫

log ‖
∧
k

a(g)
∧
k

κeık‖mK(dκ)

≤ log aık(g)−
∫

log <
∧
k

a(g)
∧
k

κeık , eık > mK(dκ)

= log aık(g)−
∫

log <
∧
k

κeık ,
∧
k

a(g)eık > mK(dκ)

= ‖φk‖L1(K,mK).
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Où φk est la fonction définie sur K par φk(κ) = log < κ.eık , eık > dont on sait

qu’elle est mK-intégrable (cf lemme 1.2.7). On notera C =
d∑

k=1

‖φk‖L1(K,mK). On

a donc, si ∂0 désigne le drapeau complet canonique :

0 ≤
d∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫
mK(dκ)

∫ (
log ‖

∧
k

A(yn) · · ·A(y1)‖ − log σk(A(yn) · · ·A(y1), κ∂0)

)
µ̂(dx̂)

∣∣∣∣∣ ≤ C.

Le lemme de Fatou et la majoration assurent que :

lim inf
n→∞

d∑
k=1

1

n

∣∣∣∣∣
∫ (

log ‖
∧
k

A(yn) · · ·A(y1)‖ − log σk(A(yn) · · ·A(y1), κ∂0)

)
µ̂(dx̂)

∣∣∣∣∣ = 0mK-p.s.

En particulier, il existe un κ ∈ K et une suite extraite n′ tels que pour tout k ∈ Id,
on ait :

lim
n′→∞

1

n′

∫
log σk(A(yn) · · ·A(y1), κ∂0)µ̂(dx̂) = lim

n′→∞

1

n′

∫
log ‖

∧
k

A(yn) · · ·A(y1)‖µ̂(dx̂) = Γk.

On pose donc f ′k(x, ∂) =
∫
fk(x̂, πk(∂))Px(dy) =

∑
p(s.x) log σk(A(s), ∂) et en

intégrant l’équation (1.16) par rapport à µ̂, on trouve, pour tout k :

n′−1∑
i=0

P i
c(µ× δκ∂0)(f

′
k) =

∫
log σk(A(yn) · · ·A(y1), κ∂0))µ̂(dx̂).

On prend alors pour η, une valeur d’adhérence de la suite 1
n′

∑n′

i=0 P
i
c(µ × δκ∂0),

ce qui assure η ∈M c et la relation précédente donne Ik
η = ηk(f

′
k) = Γk.

Démonstration du théorème 1.1.3 . On prend le η donné par le lemme. On pose

σ =
σr+1σr−1

σ2
r

.

Alors on a : ∫
log σ dη = Ir+1

η + Ir−1
η − 2Ir

η = γr+1 − γr.

On garde les notations du lemme précédent et on définit g(∂, y) = log σ(A(y1), ∂)
et η̂ =

∫
δ(x,∂) ⊗ Pxη(dx, d∂). Comme précédemment pour fk, on a :

(∗∗) log σ(A(yn) · · ·A(y1), ∂) =
n∑

i=0

g ◦ θ̃k(∂, y).

Grâce au corollaire 1.2.19, on peut appliquer le théorème 1.4.1 au système ob-
tenu en remplaçant les éléments de S par leurs transposées, ce qui assure que
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t(A(yn) · · ·A(y1)) contracte Dr, Px-presque sûrement pour tout x, en direction
de z. Soit ∂ ∈ D tel que (πr−1(∂), πr(∂), πr+1(∂)) = (v, v′, v′′) fixé, avec v, v′, v′′

normalisés. On a alors :

σ(A(yn) · · ·A(y1), ∂) =
‖A(yn) · · ·A(y1)v‖.‖A(yn) · · ·A(y1)v

′′‖
‖A(yn) · · ·A(y1)v′‖2

≤
aır−1(A(yn) · · ·A(y1)).aır+1(A(yn) · · ·A(y1))

‖A(yn) · · ·A(y1)v′‖2

=

(
aır(

t(A(yn) · · ·A(y1)))

‖A(yn) · · ·A(y1)v′‖

)2
ar+1(

t(A(yn) · · ·A(y1)))

ar(t(A(yn) · · ·A(y1)))
.

Le lemme 1.2.10 nous dit que quand t(A(yn) · · ·A(y1)) contracte Dr vers un z(y),

la seconde fraction tend vers 0 et l’inverse de la première vers |<v′,z(y)>|
‖z(y)‖ . Or cette

dernière valeur est non nulle, Px-presque sûrement pour tout x, car z(Px) = νx est
irréductible (théorème 1.3.4). Donc pour tout ∂ ∈ D, σ(A(yn) · · ·A(y1), ∂) tend
vers 0 Px-presque sûrement pour tout x. Donc σ(A(yn) · · ·A(y1), ∂) tend vers 0
η̂-presque sûrement et d’après(**),

lim
n→∞

n∑
i=0

g ◦ θ̃i(∂, y) = −∞ η̂-p.s..

On en conclut grâce au lemme 1.5.1 que :

γr+1 − γr =

∫
log σ dη =

∫
g dη̂ < 0.

Remarque 1.5.1. La démonstration a montré que les exposants sont séparés, dès
qu’il existe un Ts totalement irréductible, et une suite contractante de matrices
dans {A(sn) · · ·A(s1)|n ∈ N, (s1, · · · , sn) ∈ Σ∗

T}. En fait cette condition n’est
pas plus faible que celle du théorème 1.1.3 car l’irréductibilité de T permet d’en
déduire une suite de Ts contractante. (On fait comme dans la démonstration de
1.4.1 .)
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Deuxième partie

Applications topicales aléatoires
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Chapitre 2

Matrices aléatoires dans
(R,max,+) : ordre 1

2.1 Présentation et résumé

Beaucoup de systèmes où plusieurs taches sont exécutées successivement peuvent
se modéliser par des équations ”(max+)-linéaires” et donc par des suites récur-
rentes stochastiques gouvernées par des applications ”(max+)-linéaires”. Pour des
exemples, le lecteur est renvoyé à l’introduction et aux références qui y sont don-
nées. On introduit maintenant le semi-anneau Rmax et les structures algébriques
associées, puis on présente le plan du chapitre. Les principaux résultats sont com-
mentés dans l’introduction générale de la thèse.

Pour tout entier k on notera Ik l’ensemble des entiers compris entre 1 et k.

Définition 2.1.1 (Algèbre (max,+)).

i) L’ensemble Rmax := R ∪ {−∞} est muni des lois ⊗,⊕ définies par :

∀x, y ∈ Rmax,

{
x⊕ y := max(x, y)
x⊗ y := x+ y .

ii) Pour tout d ∈ N, l’ensemble Rd
max est muni d’une structure analogue à celle

d’espace vectoriel par :

∀x, y ∈ Rd
max,∀α ∈ Rmax,∀i ≤ k,

{
(x⊕ y)i := xi ⊕ yi

(α⊗ x)i := α⊗ xi .

iii) Pour tout k, l,m ∈ N, deux matrices A ∈ Rk×l
max et B ∈ Rl×m

max ont pour produit
la matrice AB ∈ Rk×m

max définie par :

∀i ∈ Ik,∀j ∈ Im, (AB)ij :=
l⊕

p=1

Aip ⊗Bpj.

On note A⊗n la enième puissance de A pour cette opération.

47
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En particulier, si x ∈ Rl
max, alors Ax ∈ Rk

max est définie par :

∀i ∈ Ik, (Ax)i =
l⊕

j=1

Aij ⊗ xj.

Proposition 2.1.2.

i) Les lois de Rmax sont associatives et commutatives, la multiplication ⊗ est
distributive par rapport à l’addition ⊕. La multiplication admet 0 comme
élément neutre, l’addition −∞. L’ensemble Rmax n’est pas un anneau car ⊕
n’est pas inversible, par contre on remarque que ∀x ∈ Rmax, x⊕ x = x et on
dit donc que Rmax est idempotent.

ii) La restriction à Rd des ”droites” de Rd
max (les ensembles de la forme R⊗ x)

sont les droites affines de Rd de vecteur directeur t(1, · · · , 1). Deux éléments
d’une même droite (max,+) sont dits proportionnels au sens (max,+).

iii) La matrice A ∈ Rk×l
max définit l’application (max,+)-linéaire Ã de Rl

max dans
Rk

max par
∀x ∈ Rl

max, Ã(x) := Ax,

et le produit des matrices correspond à la composition des applications. Si A
n’a pas de ligne de −∞, elle définit aussi une application de Rl dans Rk.

iv) L’image de Ã est stable par les opérations de Rl
max. C’est le sous-espace

(max,+)-vectoriel engendré par les colonnes de A. En fait, on a comme dans
le cas linéaire :

∀x ∈ Rk
max, Ax =

⊕
j∈Ik

xj ⊗ A.j .

Démonstration. il suffit de le vérifier par des calculs. Après le i), ce sont les mêmes
calculs que dans un corps, car on ne fait ni division ni soustraction.

La multiplication à gauche par une matrice ne comportant pas de ligne de −∞
est une application de Rd dans Rd croissante pour l’ordre produit et additivement
homogène. Une telle application est dite topicale :

Définition 2.1.3 (Fonctions topicales). On note
−→
1 pour t(1, · · · , 1, ) et

−→
0

pour t(0, · · · , 0). Une application A de Rk dans Rl est dite topicale si elle vérifie :

∀x ∈ Rk,∀λ ∈ R, A(x+ λ
−→
1 ) = Ax+ λ

−→
1

∀x, y ∈ Rk, (∀i ∈ Ik, xi ≤ yi) ⇒ (∀i ∈ Il, (Ax)i ≤ (Ay)i) .
(2.1)

L’ensemble des applications topicales de Rd dans lui même est noté Topd.

Ce type d’application a été introduit par J. Gunawardena et M. Keane dans [GK95].
Remarquons simplement que Topd est stable par composition et par les opérations
min, max et +.
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Notations : Dans tout le texte (Ω, θ,P) sera un système dynamique mesu-
rable et A une application mesurable de Ω à valeurs dans un ensemble d’appli-
cations d’un espace dans lui même. En général il s’agira de l’ensemble Rd×d

max des
matrices carrées de taille d à coefficients dans Rmax, identifiées aux applications
associées, ou de l’ensemble Topd. On notera indifféremment A ◦ θn ou A(n).

On s’intéresse au comportement asymptotique des variables x(n, x0) définies
par : {

x(0, x0) = x0

x(n+ 1, x0) = A(n)x(n, x0).
(2.2)

On définit aussi le produit An := A(n−1)A(n−2) · · ·A(0) tel que x(n, x0) = Anx0

et la suite y(n, x0) := A(1) · · ·A(n)x0.

On rappelle dans la partie 2.2 différents résultats du premier ordre : loi forte
des grands nombres pour (y(n,X0))n∈N, où X0 est une variable aléatoire, sous
une simple condition d’intégrabilité, et pour (x(n,X0))n∈N sous des hypothèses
supplémentaires.

Les exemples 1 et 2 montrent que l’on ne peut pas espérer de loi forte des
grands nombres pour la suite (x(n,X0))n∈N sous des hypothèses aussi larges que
celles qui assurent la loi forte des grands nombres pour (y(n,X0))n∈N. En re-
vanche la loi faible des grands nombres pour (x(n,X0))n∈N découle de celle pour
(y(n,X0))n∈N.

On étend dans la partie 2.3 certains résultats de [BL92] et de [Bac92] sur les
suites de variables aléatoires définies par l’équation

Y (n+ 1) = A(n)Y (n)⊕B(n) (2.3)

du cas B = 0 au cas B ∈ L1. On s’affranchit aussi de la condition dite de
précédence qui interdit aux éléments diagonaux de prendre la valeur −∞, et on
remplace les matrices dans Rmax par des applications topicales généralisées.

Signalons aussi que P. Glasserman et D. Yao mènent dans [GY95] une étude
unifiée des solutions d’équations du type de (2) quand An prend ses valeurs dans
un espace de matrices à coefficients dans divers semi-anneaux. La preuve du
théorème 2.3.1 revient à mener cette étude, quand An prend ses valeurs dans
l’ensemble des applications topicales généralisées.

Suivant en cela [Bac92], nous utilisons les résultats de la partie 2.3 pour mon-
trer (théorème 2.4.4) que l’exposant de Lyapunov maximal d’une matrice A est le
maximum des exposants des blocs diagonaux, et cela sans aucune autre condition
que l’ergodicité.

En revanche l’abandon de la condition de précédence introduit la possibilité
de nouveaux comportements de la suite (x(n,X0))n∈N. On doit donc imposer des
conditions supplémentaires pour assurer la loi forte des grands nombres.



50 CHAP. 2 MATRICES DANS (R,max,+) : ORDRE 1

Ces conditions seront soit l’indépendance des A(n) et une condition d’absence
de ligne de−∞ dans certains blocs de la matrice (théorème 2.4.8 et son corollaire),
soit des conditions de structure fixe et d’ergodicité renforcée (théorème 2.4.10 et
lemme 2.4.7).

L’exemple 1 montre que ni la structure fixe ni la condition sur les blocs n’assure
seule la loi forte des grands nombres. L’exemple 2 montre que l’indépendance, et
donc l’ergodicité renforcée, non-plus.

2.2 Cas général

Dans de nombreux cas, on veut éviter que x(n,X0) prenne des valeurs infinies.
On a vu que la condition minimale est l’absence de ligne de −∞ dans les matrices.
On définit donc la condition suivante :

Définition 2.2.1 (Condition de topicalité). On dit qu’une matrice aléatoire
A vérifie la condition T si P(∀i ∈ Id,∃j ∈ Id, Aij 6= −∞) = 1.

M.Crandall et L.Tartar ont remarqué (cf. [CT80]) que les applications topi-
cales sont exactement les applications additivement homogènes 1-lipschitziennes
pour la norme infinie. On en déduit que si A est à valeurs dans Topd, et si(
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
satisfait une loi forte des grands nombres, alors pour toute condi-

tion initiale X0 intégrable, (x (n,X0))n∈N satisfait aussi une loi forte des grands

nombres. On se restreindra donc désormais au cas X0 =
−→
0 .

Pour pouvoir traiter le cas des matrices aléatoires non-irréductibles, on devra
considérer des sous-matrices, qui ne vérifieront pas la condition T. On définit
donc un ensemble un peu plus grand que les applications topicales, qui inclut à
la fois les matrices avec des lignes de −∞ et les applications topicales.

Définition 2.2.2 (Fonctions topicales étendues). On note Toped l’ensemble
des applications de Rd

max dans lui même, vérifiant les relations suivantes :

∀x ∈ Rd
max,∀λ ∈ Rmax, A(x+ λ

−→
1 ) = Ax+ λ

−→
1

∀x, y ∈ Rd
max, (∀i ∈ Ik, xi ≤ yi) ⇒ (∀i ∈ Il, (Ax)i ≤ (Ay)i)

(2.4)

Il est clair que Toped contient Rd×d
max. A. Burbanks et C. Sparrow ont montré

dans [BS99] que toute application de Topd se prolonge en une application de
Toped. En effet la monotonie permet de définir les applications sur Rd

max, et les
propriétés de monotonie et d’homogénéité sont préservées.

L’ensemble Toped est stable par composition et par les opérations min, max
et +.

Définition 2.2.3 (Espace projectif (max,+)).
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1. On appelle espace projectif au sens (max,+) et on note PRd
max l’espace Rd

quotienté par la relation ∼ de colinéarité dans Rd
max :

x ∼ y ⇔ (∀i, j ∈ Id, (x− y)i = (x− y)j) .

On note x le projeté de x ∈ Rd dans PRd
max :

∀α ∈ R,∀x ∈ Rd, α⊗ x = x.

2. L’application x 7→ (xi − xj)i<j fait de PRd
max un sous-espace vectoriel de

R
d(d−1)

2 de dimension d−1. La norme infinie de R
d(d−1)

2 induit donc une norme
sur PRd

max que l’on notera |x|P := maxxi−minxi. Par abus d’écriture, on
notera parfois aussi |x|P pour |x|P .

3. On appelle distance projective sur Rd
max\{(−∞)d} la pseudo distance δ

définie par

∀u, v ∈ Rd, δ(u, v) =
⊕

i

(ui − vi) +
⊕

i

(vi − ui), (2.5)

avec la convention ”−∞−−∞ = 0”. Si les coordonnées de u et v qui valent
−∞ sont les mêmes, alors δ(u, v) = |u− v|P ∈ R. Si elles sont différentes,
alors δ(u, v) = +∞.

4. Pour tout A ∈ Rd×d
max, on appelle diamètre projectif de A la quantité

D(A) := sup
u,v∈Rd

δ(Au,Av).

Proposition 2.2.4.

1. Une application topicale A agit sur PRd
max par Ax := Ax. L’application

qu’elle définit ainsi ne dépend que de son projeté dans PRd×d
max.

2. Pour toute suite (nx)n∈N à valeurs dans Rd, (nx)n∈N converge dans PRd
max

vers x si et seulement si pour tous les i, j ∈ Id, la suite (nxi−n xj)n∈N tend
vers xi − xj.

3. Si A ∈ Topd, alors l’application qu’elle définit sur PRd
max est 1-lipschitzienne :

∀u, v ∈ Rd, δ(Au,Av) ≤ δ(u, v).

4. Pour toutes matrices A,B ∈ Rd×d
max on a :

∀u ∈ Rd, δ(Au,Bu) ≤ δ(A,B), (2.6)

où δ(A,B) est la pseudo-distance sur l’ensemble Rd×d
max.
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Démonstration. Seules les deux dernières affirmations nécessitent une démons-
tration. Pour l’affirmation 3, on remarque que pour tout u, v ∈ Rd, on a :

u ≤ v +
⊕

i

(ui − vi)
−→
1 .

Donc on a,

Au ≤ Av +
⊕

i

(ui − vi)
−→
1 , (2.7)

donc aussi
⊕

i((Au)i − (Av)i) ≤
⊕

i(ui − vi) et

δ(Au,Av) =
⊕

i

((Au)i − (Av)i) +
⊕

i

((Av)i − (Au)i)

≤
⊕

i

(ui − vi) +
⊕

i

(vi − ui)

= δ(u, v).

Démontrons l’affirmation 4. Pour tout i ∈ Id, il existe un j ∈ Id tel que
(Au)i = Aij + uj. Comme (Bu)i ≥ Bij + uj, on a :

(Au)i − (Bu)i ≤ Aij −Bij ≤
⊕

j

(Aij −Bij).

D’où l’on déduit ⊕
i

((Au)i − (Bu)i) ≤
⊕
i,j

(Aij −Bij).

Et d’après (2.5), on a :

δ(Au,Bu) =
⊕

i

((Au)i − (Bu)i) +
⊕

i

((Bu)i − (Au)i)

≤
⊕
i,j

(Aij −Bij) +
⊕
i,j

(Bij − Aij)

= δ(A,B).

Comme les matrices sans lignes de −∞ sont exactement celles qui laissent
stable Rd, elles sont stables par composition. On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.2.5. Si A vérifie la condition T, alors pour tout n ∈ N, An la
vérifie aussi et pour tout x0 ∈ Rd, x(n, x0) ∈ Rd et y(n, x0) ∈ Rd.

Quand A est à valeurs dans Rk×k
max, on supposera parfois que les coefficients de

A sont soit toujours finis, soit jamais. Ainsi An et la nième puissance au sens du
produit (max,+) ont les mêmes coefficients infinis, et ces coefficient ne dépendent
pas de ω. Dans ce cas on parle de structure fixe :
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Définition 2.2.6 (Structure fixe). On dit qu’une matrice aléatoire A est à
structure fixe (en abrégé SF), ou qu’elle a la propriété de structure fixe, si pour
tous les indices i, j ∈ Rd, P(Aij = −∞) ∈ {0, 1}.

On dit qu’une suite stationnaire (A(n))n∈N de matrices aléatoires est à struc-
ture fixe si A(1) l’est.

Théorème-Définition 2.2.7 (Exposant de Lyapunov maximal).
Soit (Ω, θ,P) un système dynamique mesurable.

Si A est une variable aléatoire à valeurs dans Toped telle que maxi(A
−→
0 )+

i est

intégrable, alors la suite
(

1
n

maxi xi(n,
−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement vers

une variable aléatoire γ à valeurs dans Rmax.
En outre la convergence a lieu dans L1 si A

−→
0 est intégrable. Si (Ω, θ,P) est

ergodique, alors γ est une constante, appelée exposant de Lyapunov maximal de
la suite (A(n))n∈N. On le notera γ(A, θ) ou γ

(
(A(n))n∈N

)
, ou même γ(A) quand

il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 2.2.1. Quand A est une matrice aléatoire, maxi(A
−→
0 )i = maxij Aij : la

condition d’intégrabilité et la convergence portent sur le plus grand coefficient de
la matrice.

Démonstration. Il suffit de montrer que la suite
(
maxi xi(n,

−→
0 )
)

n∈N
est θ-sous-

additive à valeurs dans Rmax et d’appliquer le théorème de Kingman.
Pour montrer la sous-additivité, on utilise la monotonie et l’homogénéité de

Am ◦ θn et l’inégalité évidente :

x(n,
−→
0 ) ≤ −→

0 + max
i
xi(n,

−→
0 )
−→
1 .

On en déduit :

x(n+m) ≤ x(m,
−→
0 ) ◦ θn + max

i
xi(n,

−→
0 )
−→
1 ,

d’où la sous-additivité de
(
maxi xi(n,

−→
0 )
)

n∈N
.

Le théorème suivant reprend les principaux résultats du premier ordre. Il faut
y ajouter le théorème 2.4.6 de D. Hong ([Hon01]), qui sera énoncé quand on aura
introduit les définitions nécessaires.

Théorème 2.2.8. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique, A une variable aléatoire à
valeurs dans Topd telle que A

−→
0 soit intégrable. On a les résultats suivants :

1. J.E. Cohen [Coh88] : Si A est à valeurs dans l’ensemble des matrices à

coefficients finis, alors la suite
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
et pour tout j ∈ Id, la suite(

1
n
An

.j

)
n∈N convergent presque sûrement vers γ(A, θ)

−→
1 .
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2. F. Baccelli et Z. Liu [Bac92] et [BL92] : Si A est à valeurs dans (R+ ∪
{−∞})d×d et a la propriété de structure fixe, si toutes les coordonnées dia-
gonales sont finies et si P est θk-ergodique pour tout k ≤ d, alors la suite(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement.

3. J.M. Vincent [Vin97] : Si A est à valeurs dans Topd, et si A
−→
0 est intégrable,

alors les suites
(

1
n

maxi xi(n,
−→
0 )
)

n∈N
et
(

1
n

mini xi(n,
−→
0 )
)

n∈N
convergent

presque sûrement.

4. F. Baccelli et J. Mairesse [BM98] : Si A est à valeurs dans Topd, si P est
θ-ergodique et s’il existe un n tel que P(D(An) < +∞) > 0, alors la suite(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement vers γ(A, θ)

−→
1 .

5. T. Bousch et J. Mairesse [BM03] : Si A est à valeurs dans Rd×d
max et satisfait

la condition T, alors la suite
(

1
n
y(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement.

6. T. Bousch et J. Mairesse [BM03] : Si A est à valeurs dans Rd×d
max et satisfait

la condition T et si θ est inversible, alors il existe une variable aléatoire χ
à valeurs dans Rd telle que l’on ait :

1

n
x(n,

−→
0 )− χ ◦ θn → 0.

De plus les convergences ont aussi lieu dans L1.

On commente maintenant chacun de ces résultats, soit pour donner une idée
de sa démonstration, soit pour préparer l’utilisation que l’on souhaite en faire.

1. L’assertion 1. peut se déduire de l’assertion 4. En effet une matrice est de
diamètre projectif fini, si et seulement si elle a tous ses vecteurs colonnes
soit finis soit égaux à −∞−→1 .

L’assertion 4. se traduit donc dans le cas (max,+) par les deux énoncés
suivants, dont le premier implique le point 1. :

Si A est à valeurs dans Rd×d
max et vérifie la condition T, si P est θ-ergodique

et s’il existe un n tel qu’avec probabilité strictement positive tous les co-

efficients de An sont finis, alors la suite
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque

sûrement vers γ(A, θ)
−→
1 .

Si A est à valeurs dans Rd×d
max et a la propriété SF, si P est θ-ergodique,

et si A est presque sûrement irréductible et apériodique, alors la suite(
1
n
xi(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement vers γ(A, θ)

−→
1 . De plus, pour

tout i, j ∈ Id,
(

1
n
An

ij

)
n∈N converge presque sûrement vers γ(A, θ).

2. Les résultats du point 2. sont repris et généralisés dans la partie 2.4 . Dans
ces généralisations comme dans [Bac92] et [BL92], les limites sont exprimées
en fonction des exposants de Lyapunov des sous-matrices diagonales.
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3. L’assertion 3. découle du théorème de Kingman et des relations 2.1, comme
la convergence vers l’exposant de Lyapunov dans le théorème-définition 2.2.7 .

En fait la convergence de
(

1
n

maxi xi(n,
−→
0 )
)

n∈N
est déjà contenue dans le

théorème-définition 2.2.7 .

Quand le système est ergodique, les limites sont des constantes. La pre-
mière est l’exposant de Lyapunov maximal γ(A, θ) et la seconde sera notée
γb(A, θ).

De même on montre que
(

1
n

maxi yi(n,
−→
0 )
)

n∈N
et
(

1
n

mini yi(n,
−→
0 )
)

n∈N
convergent presque sûrement.

4. L’assertion 4. découle de l’assertion 3., de l’ergodicité et du fait que si
D(An) < +∞, alors D(An+1) < +∞.

5. En fait T. Bousch et J. Mairesse montrent aussi ce résultat pour des appli-
cations dites uniformément topicales, qui incluent les applications (max,+),
mais pas toutes les applications topicales. Mais la restriction du cas uni-
formément topical au cas (max,+) , donne une condition d’intégrabilité un
peu plus forte : max

i,j:Aij 6=−∞
|Aij| intégrable.

6. Là encore, T. Bousch et J. Mairesse montrent aussi ce résultat pour les
applications uniformément topicales. On n’a énoncé ici que la restriction du
théorème au cas (max,+).

Comme on le voit, si max
i,j:Aij 6=−∞

|Aij| est intégrable, alors
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
vérifie une loi forte des grands nombres ssi χ est une constante. Cela permet
de déduire les points 1., 2. et la restriction au cas (max,+) des points 3.
et 4. à partir de ce point. Notons toutefois que, sauf pour le point 2., la
condition d’intégrabilité sera légèrement plus forte. Par contre, le point 2.
sera obtenu sous la seule hypothèse que la diagonale est positive. (La preuve
est donnée dans [BM03]).

La suite
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
ne vérifie pas toujours une loi forte des grands

nombres, même avec la structure fixe (cf. exemple 1) ou l’indépendance (cf.
exemple 2).

En revanche, si le s.d.m. est inversible, alors pour tout n ∈ N, x(n,
−→
0 )

a même loi que x(n,
−→
0 ) ◦ θ−n−1 = A(−1) · · ·A(−n)

−→
0 , qui correspond au

y(n,
−→
0 ) associé à la suite (A(−n− 1))n∈N. En posant

l := lim
n→+∞

(
1

n
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0

)
,

on voit que la suite
(

1
n
x(n, 0)

)
n∈N couple avec la suite (l ◦ θn+1)n∈N.

En particulier,
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge en loi, et ce résultat ne nécessite

pas l’inversibilité, car on peut faire la démonstration sur le s.d.m. canonique
inversible associé comme dans l’introduction.
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En outre maxi li = γ(A, θ) et mini li = γb(A, θ). Pour montrer que
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement vers γ(A, θ)

−→
1 , il suffit donc de montrer que la

limite de
(

1
n
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

n∈N
est proportionnelle à

−→
1 . C’est ainsi

que l’on procédera dans ce chapitre.

Avant d’aller plus loin, on donne deux exemples qui montrent que ni la struc-
ture fixe, ni l’indépendance ne suffisent à assurer une loi des grands nombres.

Exemple 1 ([Mai95], Exemple 6.9.4). Soient Ω = {ω0, ω1}, θ l’application qui
échange ω0 et ω1 et P = 1

2
(δω0 + δω1). Soit A, de Ω dans R2×2

max définie par

A(ω0) =

(
−∞ 0
0 −∞

)
et A(ω1) =

(
−∞ 1
0 −∞

)
.

On vérifie que (Ω, θ,P) est un système dynamique, et que la suite (A(n))n∈N a la
propriété de structure fixe. De plus cette structure est irréductible. La suite est
une châıne de Markov dégénérée : A ◦ θn = A(ω0) ⇐⇒ A ◦ θn+1 = A(ω1).

Or A(ω0) permute les coordonnées, et A(ω1) fait de même, et augmente ensuite
la première coordonnée de 1. Donc la suite est entièrement déterminée par les
équations suivantes :

x(2n, z)(ω0) = t(z1 + n, z2) et x(2n+ 1, z)(ω0) = t(z2, z1 + n)
x(2n, z)(ω1) = t(z1, z2 + n) et x(2n+ 1, z)(ω0) = t(z2 + n+ 1, z1).

(2.8)

Donc la suite
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
ne converge presque sûrement pas.

Exemple 2 ([BM]). Soit (A(n))n∈N la suite de variables i.i.d. prenant les valeurs

B =

 0 −∞ −∞
0 −∞ −∞
0 1 1

 et C =

 0 −∞ −∞
0 −∞ 0
0 0 −∞


avec les probabilités respectives p > 0 et 1− p > 0. Calculons l’action de B et C
sur les vecteurs de la forme t(0, x, y), avec x, y ≥ 0 :

Bt(0, x, y) = t(0, 0,max(x, y) + 1) et Ct(0, x, y) = t(0, y, x).

Donc x1(n,
−→
0 ) = 0 et maxi xi(n + 1,

−→
0 ) = #{0 ≤ k ≤ n|A(k) = B}. En

particulier, si A(n) = B, alors x(n+ 1,
−→
0 ) =t (0, 0,#{0 ≤ k ≤ n|A(k) = B}), et

si A(n) = C et A(n−1) = B, alors x(n+1,
−→
0 ) =t (0,#{0 ≤ k ≤ n|A(k) = B}, 0).

Comme
(

1
n
#{0 ≤ k ≤ n|A(k) = B}

)
n∈N tend presque sûrement vers p, on voit

que :

limn
1
n
x1(n,

−→
0 ) = 0 p.s.

∀i ∈ {2, 3}, lim infn
1
n
xi(n,

−→
0 ) = 0 et lim supn

1
n
xi(n,

−→
0 ) = p p.s. .

(2.9)

Donc la suite
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
ne converge presque sûrement pas.
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2.3 Récurrence affine

On se donne maintenant deux suites conjointement stationnaires à valeurs
dans Toped et Rd

max : (Ω, θ,P) est toujours un système dynamique mesurable, A
une application mesurable de Ω dans Toped et B une application mesurable de
Ω dans Rd

max. On pose A(n) := A ◦ θn et B(n) := B ◦ θn. On s’intéresse au
comportement de la suite définie par :{

Yn+1(Y ) = A(n)Yn(Y )⊕B(n)
Y0(Y ) = Y.

(2.10)

où Y est une variable aléatoire à valeurs dans Rd
max.

Cette situation a été étudiée indépendemment par F. Baccelli et Z. Liu d’une
part (cf. [BL92] et [Bac92]) et P. Glasserman et D. Yao (cf. [GY95]) d’autre part,
dans le cas où A(n) prend ses valeurs dans Rd×d

max. Notre apport consiste à rem-
placer Rd×d

max par Toped, ce qui sera utile pour la preuve du théorème 3.4.2.

Remarque 2.3.1. La suite de terme général t(Yn,
−→
0 ) vérifie une relation de récur-

rence linéaire :

t(Yn+1,
−→
0 ) =

(
A(n) B(n)

(−∞)d 0

)
t(Yn,

−→
0 ). (2.11)

Les résultats de cette partie peuvent s’interpréter comme des résultats du second

ordre sur
(

t(Yn,
−→
0 )
)

n∈N
.

Pour commencer, calculons Yn en fonction de Y :

Yn(Y ) = A(n− 1) · · ·A(0)Y (2.12)

⊕A(n− 1) · · ·A(1)B(0)⊕ · · · ⊕ A(n− 1)B(n− 2)⊕B(n− 1)

Supposons maintenant que θ soit inversible. Alors Yn(Y ) a même loi que
Mn(Y ) := Y (n) ◦ θ−n. Écrivons Mn(Y ) :

Mn(Y ) = A(−1) · · ·A(−n)Y ◦ θ−n ⊕
n⊕

k=1

A(−1) · · ·A(−k + 1)B(−k) (2.13)

On voit que la suite (Mn(B(−1)))n∈N est croissante, et que

Mn(Y ) = A(−1) · · ·A(−n)Y ◦ θ−n ⊕Mn−1(B(−1)). (2.14)

On note donc Mn pour Mn(B(−1)) et M∞ pour la limite (éventuellement infinie)
de Mn.
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Remarques 2.3.2. Pour l’instant on n’a utilisé aucune condition d’intégrabilité.
Comme Mn ne prend pas la valeur +∞,

(M∞)i = +∞⇐⇒ lim sup (A(−1) · · ·A(−n)B(−n− 1))i = +∞.

Mn et M∞ vérifient respectivement les relations suivantes :

Mn+1 ◦ θ = A(0)Mn ⊕B(0) (2.15)

d’où
M∞ ◦ θn = Yn(M∞). (2.16)

On peut alors démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 (γ < 0). Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique et inversible, et
A : Ω → Toped une application aléatoire telle que (maxi(A

−→
0 )i)

+ soit intégrable.
Soit B : Ω → Rd

max un vecteur aléatoire tel qu’on ait :

lim sup
n→+∞

1

n
max

i
Bi(−n) ≤ 0. (2.17)

Si γ(A, θ) < 0, alors M∞ ∈ Rmax presque sûrement et pour tout Y tel que
(maxi Yi)

+ soit intégrable, Mn(Y ) → M∞ p.s. . De plus si (M∞)i est fini, alors
(Mn(Y ))i = (M∞)i à partir d’un certain rang.

Remarque 2.3.3. Une hypothèse naturelle pour assurer la relation (2.17) est l’in-
tégrabilité de (maxj Bj)

+, mais on aura besoin de la condition plus faible (2.17)
dans la preuve du théorème 2.4.4 .

Démonstration. On sait que la suite
(

1
n

maxi

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i

)
n∈N

tend

vers γ(A, θ) presque sûrement et en moyenne.
Pour tout i ∈ Id, on a :

lim sup
1

n
(A(−1) · · ·A(−n)B(n))

≤ lim sup
1

n

(
max

i

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
+ max

i
Bi(n)

)
≤ γ(A, θ) + 0 < 0

En particulier, on a :

lim sup (A(−1) · · ·A(−n)B(−n− 1))i = −∞.

donc Mn(B(−1)) est constante à partir d’un certain rang et M∞ ∈ Rd
max.

De même , on a :

lim sup
(
A(−1) · · ·A(−n)Y ◦ θ−n

)
i
= −∞.

D’après l’équation (2.14), si (M∞)i ∈ R, alors Mn(Y ) est égal à Mn−1(B(−1)) à
partir d’un certain rang, donc aussi à M∞ à partir d’un autre rang. Si (M∞)i =
−∞, alors Mn(Y ) = (Mn−1(B(−1)))i = −∞ pour tout n, donc la suite de terme
général (Mn(Y ))i = (A(−1) · · ·A(−n)Y ◦ θ−n)i tend vers −∞.
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Corollaire 2.3.2. Sous les hypothèses du théorème 2.3.1, si M∞ est finie presque
sûrement, alors la suite (Yn(Y ))n∈N couple en temps fini avec la suite (M∞ ◦ θn)n∈N,
et M∞ est l’unique solution stationnaire de partie positive intégrable de l’équa-
tion (2.10).

Démonstration. Les ensembles AN := {∀n ≥ N, Yn(Y ) = M∞ ◦ θn} forment une
suite croissante dont l’union est notée A. D’après les équations (2.16) et (2.10),
on remarque que pour tout N ∈ N, on a :

AN = {∀n ≥ N, Yn(Y ) = Yn(M∞)}
= {YN(Y ) = YN(M∞)}
= {YN(Y ) = M∞ ◦ θN}

Donc

P(A) = lim P(AN)

= lim P(θN(AN))

= lim P({MN(Y ) = M∞})
≥ lim P({∀n ≥ NMn(Y ) = M∞})
= P({∃N,∀n ≥ NMn(Y ) = M∞})
= 1.

La dernière égalité provient du théorème 2.3.1 .
Supposons maintenant que (Y ◦ θn)n∈N est une solution de (2.10), c’est à dire

que pour tout n, Y ◦ θn = Yn(Y ). On appelle B l’ensemble sur lequel M∞ et Y
cöıncident. On remarque que

θ−n(B) = {M∞ ◦ θn = Y ◦ θn} = {Yn(M∞) = Yn(Y )} = An,

D’après l’équation (2.10), An ⊂ An+1, donc limn P(An) = P(A) = 1. On en
déduit que limn P(θ−n(B)) = 1, c’est à dire que P(B) = 1.

Dans le cas γ > 0, en l’absence de la condition de précédence qui assurait
dans [Bac92] que P((M∞)i = +∞) ∈ {0, 1}, on n’a pas nécessairement la conver-
gence presque sûre d’une coordonnée vers +∞.

En effet, considérons la suite (A(n))n∈N de l’exemple 1. Comme tous les termes

sont positifs, on a, pour le choix B(n) =
−→
0 , Yn(

−→
0 ) = x(n,

−→
0 ), donc Mn =

x(n,
−→
0 ) ◦ θ−n. Les calculs de la page 56, montrent donc que

M∞(ω0) = t(+∞, 0) et M∞(ω1) = t(0,+∞).

Remarquons que le même raisonnement peut être fait avec la suite A(n) de
l’exemple 2. Alors M∞ prend les valeurs t(0, 0,+∞) et t(0,+∞, 0) avec probabi-
lités p et 1− p.

On a tout de même le résultat suivant, qui sera suffisant pour montrer le
théorème 2.4.4 :
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Théorème 2.3.3 (γ > 0). Soit (Ω, θ,P) est un s.d.m. ergodique et inversible, et
A : Ω → Toped telle que maxi(A

−→
0 )+

i soit intégrable.
Si γ(A, θ) > 0 et si B : Ω → Rk

max est telle que (miniBi)
− soit intégrable, alors

maxi(M∞)i = +∞ presque sûrement et, pour tout Y , on a :

max
i

(Yn(Y ))i → +∞ p.s. .

Démonstration. On sait toujours que la suite
(

1
n

maxi

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i

)
n∈N

tend vers γ(A, θ) presque sûrement et en moyenne.
Comme (miniBi)

− est intégrable, lim inf 1
n

miniBi(−n) ≥ 0. Donc pour tout
i ∈ Id,

lim inf
1

n
max

i
(A(−1) · · ·A(−n)B(−n− 1))i (2.18)

≥ lim inf
1

n

(
max

i

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
+ min

j
Bj(−n− 1)

)
(2.19)

≥ γ(A, θ) + 0 > 0 (2.20)

En particulier, on a :

lim
n

max
i

(A(−1) · · ·A(−n)B(−n− 1))i = +∞.

Comme maxi (Mn(B(−1)))i ≥ maxi (A(−1) · · ·A(−n)B(−n− 1))i, la limite maxi(M∞)i

de cette quantité vaut +∞.

De même, on a Yn(Y ) ≥ x (n,B(0)) et presque sûrement

lim
n

1

n
max

i
xi (n,B(0)) = γ(A, θ) > 0,

d’où la seconde assertion.

Remarque 2.3.4 (γ = 0). Dans le cas γ = 0, on ne peut pas espérer de com-
portement indépendant de B. Ainsi dans le cas le plus simple : d = 1, A = 0,
Mn = maxk∈In+1 B(−k), donc M∞ = inf {c ∈ R|P(B(0) > c) = 0} est dans Rmax

ssi B(0) est borné supérieurement.

2.4 Matrices réductibles

2.4.1 Résultats

A est maintenant une matrice aléatoire vérifiant la condition T. On cherche
à quelles conditions la suite

(
1
n
x(n,X0)

)
n∈N satisfait une loi forte des grands

nombres. En fait on ne donnera que des conditions suffisantes.
On commence par quelques éléments de théorie des graphes.
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Définition 2.4.1 (Graphe orienté).

1. On appelle graphe orienté G une paire (V,E) où V est un ensemble fini
d’éléments appelés noeuds, E ⊂ V 2 est l’ensemble des arcs. Par abus de
notation, on écrira i ∈ G pour i ∈ V .

2. On appelle chemin sur G de longueur n une suite finie de n + 1 noeuds de
V , ch = (i1, · · · , in+1) ∈ V n+1 telle que pour tout j ∈ In+1, (ij, ij+1) soit un
arc de G. La longueur n est notée |ch|. On considère parfois ch comme le
graphe

(
{ij}j∈In+1 , {(ij, ij+1)}j∈In

)
.

Un circuit sur G est un chemin fermé (i1 = in+1) et une boucle est un circuit
de longueur 1.

On appelle chemin élémentaire tout chemin ne contenant pas de sous-
chemin strict fermé. Cela signifie que ch = (i1, · · · , in+1) ∈ V n+1 est élé-
mentaire si et seulement s’il vérifie :

∀j, k ∈ In+1, ij = ik ⇒ (j = k ou {j, k} = {1, n+ 1}) .

3. Un graphe G est dit fortement connexe si pour tous noeuds i, j ∈ G, il existe
un chemin sur G de i vers j.

On appelle ensembles fortement connexes les sous-ensembles F ⊂ V tels
que pour tout (i, j) ∈ F 2 il existe un chemin sur G de i vers j.

On appelle composantes fortement connexes de G les ensembles fortement
connexes maximaux pour l’inclusion. On appelle composantes fortement
connexes triviales de G les {i} tels qu’il n’existe pas de circuit sur G passant
par i. Les composantes fortement connexes (y compris triviales) forment une
partition de G.

La cyclicité d’un graphe fortement connexe est le pgcd des longueurs de
ses circuits. Celle d’un graphe en général est le ppcm des cyclicités des
composantes fortement connexes.

Commençons par associer à notre matrice aléatoire un graphe qui permettra
de décomposer le problème. Les notations seront conservées dans la suite du texte.

Définition 2.4.2 (Graphe d’incidences possibles). Soit A une matrice aléa-
toire à valeurs dans Rd×d

max. Pour tout vecteur x ∈ RId
max et tout ensemble I ⊂ Id,

on pose :
xI := (xi)i∈I .

i) On appelle graphe d’incidences possibles de A et on note G(A) le graphe
orienté dont l’ensemble des noeuds est Id et dont les arcs sont les couples
(i, j) tels que P(Aij 6= −∞) > 0.

ii) On note c1, · · · , cK les composantes fortement connexes de G(A). Dans la
suite on dira simplement composantes de G(A).
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À toute composante cm, on associe les éléments suivants :

A(m) := (Aij)i,j∈cm , γ(m) := γ(A(m), θ) et x(m)(n, x0) := (A(m))nx0

iii) On dit qu’une composante cl est accessible depuis une composante cm, si
m = l ou s’il existe un chemin sur G(A) qui va d’un noeud dans cm à un
noeud dans cl. On note alors m→ l. À toute composante cm, on associe les
éléments suivants :

Em := {l ∈ IK |m→ l}, γ[m] := max
l∈Em

γ(l),

Fm :=
⋃

l∈Em

cl, A
[m] := (Aij)i,j∈Fm

et x[l](n, x0) :=
(
A[l]
)n
x0.

iv) On dit qu’une composante cm est terminale (ou source, d’après la termino-
logie des systèmes à événements discrets) si pour tout l ∈ IK , on a :

m→ l⇒ l = m.

On dit qu’elle est initiale si, pour tout l ∈ IK , on a :

l→ m⇒ l = m.

On appelle triviale une composante constituée d’un seul noeud i tel que
P(Aii > −∞) = 0.

v) On dit qu’une composante cl domine une composante cm si elle vérifie :

m→ l et γ[l] = γ[m].

À toute composante cm, on associe les ensembles suivants :

Gm := {l ∈ Em|γ[l] = γ[m]} , Hm :=
⋃

l∈Gm

cl,

A{l} := (Aij)i,j∈Hl
et x{l}(n, x0) :=

(
A{l}

)n
x0.

vi) On dit qu’une composante cl est dominante si elle n’est dominée par aucune
autre composante, c’est-à-dire si pour tout m ∈ IK , on a :

l→ m⇒
(
l = m ou γ(l) > γ(m)

)
.

La proposition suivante regroupe quelques remarques évidentes mais très utiles
pour la suite.
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Proposition 2.4.3. Soit A une matrice aléatoire à valeurs dans Rd×d
max. On re-

prend les notations de la définition 2.4.2 .

i) Pour tout l ∈ IK, x[m](n, x0) = xFm(n, x0).

ii) Pour tout l ∈ IK, et tout i ∈ cl, on a :

xcl
i (n, .) ≥ x

{l}
i (n, .) ≥ x

(l)
i (n, .).

iii) La relation → est une relation d’ordre. Les composantes initiales et termi-
nales sont les éléments minimaux et maximaux pour cette relation.

iv) Si A vérifie la condition T, alors pour tout l ∈ IK, A[l] vérifie la condition T.
En particulier les composantes terminales ne sont jamais triviales.

v) Pour tout l ∈ IK, Gl est constitué de l’ensemble des noeuds par lesquels passe
un chemin de G(A) allant d’un élément de cl à un élément d’une composante
cm telle que γ(m) = γ[l].

Le premier résultat concerne les exposants de Lyapunov :

Théorème 2.4.4. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique, et A : Ω → Rd×d
max une

matrice aléatoire telle que (maxi,j Aij)
+ soit intégrable. Alors γ(A, θ) = maxl γ

(l).

Ce résultat est déjà présent dans [BL92] . Il y est énoncé sous des hypothèses
plus restrictives, correspondant au cas des graphes d’événements temporisés, mais
la démonstration s’adapte facilement au cas général.

En appliquant ce théorème à la matrice aléatoireA[l], on obtient que γ(A[l], θ) =
γ[l]. Compte tenu du i) de la proposition précédente, on en déduit :

Corollaire 2.4.5. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique, et A : Ω → Rd×d
max une ma-

trice aléatoire telle que (maxi,j Aij)
+ soit intégrable. Alors pour tout composante

cl de G(A),

lim
n

1

n
max
i∈Fl

xi(n,
−→
0 ) = γ[l] p.s. et lim sup

n

1

n
xcl(n,

−→
0 ) ≤ γ[l]−→1 p.s. .

Pour montrer des lois des grands nombres, on va décomposer le système
comme expliqué précédemment. Alors il suffira de savoir que les systèmes as-
sociés aux composantes dominantes satisfont une lois des grands nombres, pour
en déduire que le système complet aussi.

Pour traiter les composantes dominantes, on peut utiliser l’un des résul-
tats du théorème 2.2.8 . On donne aussi un résultat simple dans le cas de ma-
trices aléatoires à structure fixe, (lemme 2.4.7) et on rappelle le théorème de
D. Hong [Hon01] suivant :

Théorème 2.4.6 (D. Hong). Soit (A(n))n∈N une suite de matrices aléatoires

i.i.d. à valeurs dans Rd×d
max telle que A(1)

−→
0 soit intégrable, A(1) vérifie la condi-

tion T et G(A) soit fortement connexe. Alors, on a la loi des grands nombres
suivante :

lim
n

1

n
x(n,

−→
0 ) = γ(A, θ)

−→
1 p.s. .
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Lemme 2.4.7. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. tel que pour tout k ∈ Id, θk soit ergodique,
et soit A : Ω → Rd×d

max une matrice aléatoire vérifiant la condition T telle que A
−→
0

soit intégrable. Supposons que A a la propriété de structure fixe et que G(A) est
fortement connexe, alors on a :

lim
n

1

n
x(n,

−→
0 ) = γ(A, θ)

−→
1 p.s. .

Grâce au théorème 2.4.6, on obtient par la méthode exposée :

Théorème 2.4.8. Soit (A(n))n∈N une suite de matrices aléatoires i.i.d. à valeurs

dans Rd×d
max telle que A(1) vérifie la condition T et A(1)

−→
0 soit intégrable. Si pour

toute composante cm, A{m} vérifie la condition T, alors pour toute composante cl,
on a :

lim
n

1

n
xcl(n,

−→
0 ) = γ[l]−→1 p.s. . (2.21)

Si pour toute composante fortement connexe cm, A(m) vérifie la condition T,
alors les A{l} la vérifient aussi. On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.9. Soit (A(n))n∈N une suite de matrices aléatoires i.i.d. à valeurs

dans Rd×d
max telle que A(1) vérifie la condition T et A(1)

−→
0 soit intégrable.

Si pour toute composante cm, A(m) vérifie la condition T, alors pour toute
composante cl, on a :

lim
n

1

n
xcl(n,

−→
0 ) = γ[l]−→1 p.s. .

Remarque 2.4.1. Dans un article en cours de rédaction [BM], T. Bousch et J. Mai-
resse donnent une condition nécessaire et suffisante sur la place des −∞ dans les

valeurs prises par A pour que
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
converge presque sûrement, quelles

que soient les valeurs prises par les coordonnées finies.
Les hypothèses du théorème 2.4.8 portent sur les A{l}, donc sur les exposants

de Lyapunov des composantes fortement connexes de G(A). Ce théorème n’est
donc pas contenu dans les résultats de [BM] .

En revanche le corollaire 2.4.9 donne la convergence sous une hypothèse ne
dépendant que de la place des −∞. Il est donc contenu dans ces résultats.

Dans le cas de structure fixe, la condition T pour les A{l} est automatique-
ment vérifiée (lemme 2.4.16). La condition d’indépendance peut être affaiblie en
la condition ”pour tout n ∈ Id, θ

n est ergodique”, comme le montre le théo-
rème suivant, combiné au lemme 2.4.7 . Cette propriété d’ergodicité renforcée est
vérifiée dès que la suite (A(n))n∈N est mélangeante.

Théorème 2.4.10. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m., et A : Ω → Rd×d
max une matrice aléa-

toire vérifiant la condition T telle que A
−→
0 soit intégrable. Supposons que A a la

propriété SF et que, pour toute composante dominante cm, on a :

lim
n

1

n
x(m)(n,

−→
0 ) = γ(m)−→1 p.s. .
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Alors pour toute composante cl, limn
1
n
xcl(n,

−→
0 ) = γ[l]−→1 p.s. .

Pour finir cette partie, on donne le résultat crucial pour la démonstration des
théorèmes 2.4.8 et 2.4.10 .

Théorème 2.4.11. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. et A : Ω → Rd×d
max une matrice aléa-

toire vérifiant la condition T telle que A
−→
0 est intégrable.

Soit (I, J) une partition de Id, telle que la matrice aléatoire A se décompose
en blocs suivant I et J de la manière suivante :

A = :

(
B D
−∞ C

)
. (2.22)

Supposons que G(B) est fortement connexe ou que B = −∞ p.s., que D n’est pas
identiquement égal à (−∞)I×J et que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

i) γ(C) ≥ γ(B)

ii) limn
1
n
Cn−→0 = γ(C)

−→
1 p.s. .

Si A vérifie en outre l’une des conditions suivantes :

a) les matrices aléatoires A(n) sont i.i.d.

b) la suite (A(n))n∈N a la propriété SF,

alors on a :

lim
n

1

n
x(n,

−→
0 ) = γ(C)

−→
1 = γ(A)

−→
1 p.s. . (2.23)

2.4.2 Démonstration du résultat sur les exposants de Lya-
punov

Le but de cette partie est de démontrer le théorème 2.4.4 .
Pour cela, on se place dans le cadre de la partie 2.3 avec B = Y = 0 et on

note Mn pour Mn(Y ). Remarquons que comme B est fini, M∞ est finie dans le
théorème 2.3.1 . On peut alors montrer le résultat suivant, qui est à la base de la
démonstration du théorème 2.4.4 .

Proposition 2.4.12. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. inversible ergodique, et A : Ω →
Rd×d

max une matrice aléatoire telle que (
⊕

i,j Aij)
+ soit intégrable.

Si maxl≤K γ(l) < 0, alors M∞ < +∞ presque sûrement.

Montrons que cette proposition implique le théorème.

Démonstration du théorème 2.4.4. Comme An
ij ≥ (A(l))n

ij pour i, j ∈ cl, il est

clair que γ(A, θ) ≥ maxl γ
(l). Supposons que γ(A, θ) > δ > maxl γ

(l). Alors
Ã := (Aij − δ)i,j∈Id

vérifie γ(Ã, θ) = γ(A, θ) − δ > 0. Quitte à changer Ω, on
peut supposer θ inversible et définir les M̃n associés. D’après le théorème 2.3.3,
maxi(M̃∞)i = +∞ p.s. . Mais maxl γ

(l)(Ã) = maxl γ
(l)(A)− δ < 0, donc, d’après

la proposition 2.4.12, M̃∞ est fini presque sûrement. L’inégalité stricte est donc
impossible.
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Démonstration de la proposition 2.4.12. On démontre la proposition par récur-
rence sur le nombre K de composantes de G(A) :
Si K = 1, c’est un cas particulier du théorème 2.3.1 .

Supposons le résultat démontré à l’ordre K−1. On partitionne IK en une com-
posante initiale I et son complémentaire J . Quitte à renuméroter les coordonnées,
on a alors une écriture de A par blocs suivant l’équation (2.22) :

A =

(
B D
−∞ C

)
Et si Mn se décompose en M I

n et MJ
n , on a

M I
n+1 ◦ θ = B(0)M I

n ⊕D(0)MJ
n ⊕

−→
0 (2.24)

MJ
n+1 ◦ θ = C(0)MJ

n ⊕
−→
0 . (2.25)

Le graphe G(C) a K − 1 composantes, qui sont les K − 1 composantes de
G(A) autres que I, donc par l’hypothèse de récurrence, MJ

∞ < +∞ p.s. .
La première équation nous montre que pour tout n ∈ N, M I

n est majorée par
Nn définie par N0 = M0 =

−→
0 et Nn+1 ◦ θ = B(n)Nn ⊕ D(n)MJ

∞ ⊕ −→0 . Comme
γ(B, θ) < 0, il suffit de montrer B̃ := DMJ

∞ ⊕ 0 vérifie la relation (2.17) pour
appliquer le théorème 2.3.1 et en déduire que N∞ < +∞, donc aussi M I

∞ < +∞.
Pour vérifier (2.17), remarquons que (

⊕
j B̃j)

+ ≤ (
⊕

i,j D
+
ij

⊕
j(M

J
∞)+

j ) et

que
⊕

i,j D
+
ij est intégrable. Il suffit donc de montrer que f :=

⊕
j(M

J
∞)+

j vérifie

lim 1
n
f ◦ θ−n = 0. Cela résulte de la relation MJ

∞ ◦ θ = CMJ
∞ ⊕ 0 dont on déduit

f ◦θ ≤ (f+
⊕

ij Cij)
+ ≤ f+(

⊕
ij Cij)

+, d’où (f ◦θ−f)+ ∈ L1. Alors le théorème
de Birkhoff assure que

E(f ◦ θ − f) = lim
1

n
(f ◦ θn − f) = lim

1

n
f ◦ θn

et cette limite est positive, car f ≥ 0. On applique encore le théorème de Birkhoff,
cette fois pour θ−1 et on trouve

E(f ◦ θ − f) = lim
1

n
(f ◦ θ − f ◦ θ−n) = − lim

1

n
f ◦ θ−n

et cette limite est négative, car f ≥ 0. On en conclut que :

lim
1

n
f ◦ θ−n = E(f ◦ θ − f) = 0.

2.4.3 Démonstration du théorème 2.4.11

La démonstration du théorème 2.4.11 repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.4.13. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique, et A : Ω → Rd×d
max une matrice

aléatoire vérifiant la condition T. On suppose qu’il existe une partition (I, J) de Id
telle que A se décompose suivant l’équation (2.22), avec G(B) fortement connexe.
Posons pour tout i ∈ I,

Ai :=
{
ω ∈ Ω

∣∣∣∀n ∈ N
(
B(1) · · ·B(n)D(n+ 1)

−→
0
)

i
= −∞

}
.

1. Si ω ∈ Ai, alors ∀n ∈ N,∃in ∈ I (B(1) · · ·B(n))iin
> −∞.

2. Si les matrices aléatoires A(n) sont i.i.d., et si P
(
D = (−∞)I×J

)
< 1, alors

pour tout i ∈ I, on a P(Ai) = 0.

Démonstration.

1. Soit ω ∈ Ai. On fait la preuve par récurrence sur n.

D’après la condition T, il existe un i1 ∈ Id, tel que Aii1(1) > −∞. Comme(
D(1)

−→
0
)

i
= −∞, cela signifie que tous les coefficients de la ligne i de D(1)

valent −∞, c’est à dire A(1)ij = −∞ pour tout j ∈ J , et donc i1 ∈ I. Donc
Bii1(1) = Aii1(1) > −∞.

Supposons la suite construite jusqu’au rang n. D’après la condition T, il
existe un in+1 ∈ Id, tel que Ainin+1(n+ 1) > −∞.

Comme ω ∈ Ai, on a :

−∞ =
(
B(1) · · ·B(n)D(n+ 1)

−→
0
)

i
≥ (B(1) · · ·B(n))iin

+
(
D(n+ 1)

−→
0
)

in
,

donc
(
D(n+ 1)

−→
0
)

in
= −∞.

Cela signifie que tous les coefficients de la ligne in de D(n + 1) valent
−∞, c’est à dire A(n + 1)inj = −∞ pour tout j ∈ J , donc in+1 ∈ I et
Binin+1(n+ 1) = Ainin+1(n+ 1) > −∞.

Finalement, on a bien la relation :

(B(1) · · ·B(n+ 1))iin+1
≥ (B(1) · · ·B(n))iin

+Binin+1(n+ 1) > −∞

2. À toute matrice A ∈ Rd×d
max, on associe la matrice Â définie par Âij = −∞

si Aij = −∞ et Aij = 0 sinon. On remarque pour toutes matrices A,B ∈
Rd×d

max, on a ÂB = ÂB̂.

La suite de terme général R(n) := ̂B(1) · · ·B(n) est une châıne de Markov
dont les états sont des matrices I × I à coefficients dans {0,−∞} et les
transitions sont définies par :

P (R(n+ 1) = F |R(n) = E) = P
(
ÊB(1) = F

)
.
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Elle vérifie R(n)ij = 0 ssi (B(1) · · ·B(n))ij 6= −∞.

Soit E un état récurrent pour cette châıne. Supposons qu’il existe un k ∈ Id
tel que Eik = 0. D’après la forte connexité de G(B), il existe pour tout j ∈ I
un p ∈ N, tel que P

(
(B(1) · · ·B(p))kj 6= −∞

)
> 0, donc il existe un état F

de la châıne, accessible depuis l’état E et tel que Fij 6= −∞. Comme E est
récurrent, F l’est aussi et E et F sont dans la même classe de récurrence.

Fixons (i, j) ∈ I. Dans chaque classe de récurrence de la châıne de Markov,
soit il existe une matrice F telle que Fij = 0, soit toutes les matrices ont
tous les coefficients de leur ligne i égaux à −∞.

On fixe (l, j) ∈ I × J , tels que P(Alj 6= −∞) > 0. Soit E un ensemble
contenant exactement une matrice F de chaque classe de récurrence telle
que Fil 6= −∞ si une telle matrice existe dans la classe. Soit Sn la date du
nième passage de (R(m))m∈N dans E .

Comme E contient un élément de chaque classe de récurrence de la châıne
de Markov à espace d’états fini, Sn est presque sûrement fini. Par définition
de E , on a pour presque tout ω ∈ Ω, soit (B(1) · · ·B(Sn))il 6= −∞ soit
∀m ∈ I (B(1) · · ·B(Sn))im = −∞
D’après le i), si ω ∈ Ai, on est dans le premier cas. On a donc pour tout
N ∈ N :

P [Ai] ≤ P
[
∀n ∈ IN ,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
(2.26)

Or

P
[
∀n ∈ IN ,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
=

∑
k∈N

P
[
SN = k,∀n ∈ IN ,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
=

∑
k∈N

P
[
SN = k,

(
D(k + 1)

−→
0
)

l
= −∞,∀n ∈ IN−1,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
=

∑
k∈N

P
[(
D(k + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
P
[
SN = k,∀n ∈ IN−1,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
= P

[(
D(1)

−→
0
)

l
= −∞

]
P
[
∀n ∈ IN−1,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
,

car
{
ω ∈ Ω

∣∣∣SN = k,∀n ∈ IN−1,
(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

}
ne dépend que des

matrices aléatoires A(1), · · · , A(k).

Donc pour tout N ∈ N, on a :

P
[
∀n ∈ IN ,

(
D(Sn + 1)

−→
0
)

l
= −∞

]
=
(
P
[(
D(1)

−→
0
)

l
= −∞

])N

,

et d’après l’équation (2.26) et le choix de l, on a P (Ai) = 0.
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Démonstration du théorème 2.4.11. Sans perte de généralité, on peut supposer
que θ est inversible.

On a remarqué à la suite du théorème 2.2.8 (point 5.), qu’il suffit de montrer
que :

lim
n

1

n
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0 = γ(C)

−→
1 p.s. . (2.27)

De même, l’hypothèse ii) se traduit par γ(C) = γb(C), donc aussi :

lim
n

1

n
C(−1) · · ·C(−n)

−→
0 = γ(C)

−→
1 p.s. .

Supposons que G(B) est fortement connexe.
Soit i ∈ I. Si A vérifie b), alors il existe un k ∈ N et un j ∈ J , tels que l’on

ait presque sûrement :

(B(−1) · · ·B(−k)D(−k − 1))ij > −∞. (2.28)

Si A vérifie a), alors d’après le lemme 2.4.13, il existe pour presque tout ω ∈ Ω,
des entiers k ∈ N et j ∈ J dépendants de ω vérifiant l’équation (2.28).

Pour tout ω tel que k et j sont définis, et pour tout n ≥ k(ω), on a :(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
≥ (B(−1) · · ·B(−k)D(−k − 1))ij+

(
C(−k − 1) · · ·C(−n)

−→
0
)

j
.

(2.29)
Donc, si G(B) est fortement connexe, on a :

lim inf
n

1

n

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
≥ lim

n

1

n

(
C(−k − 1) · · ·C(−n)

−→
0
)

j
= γ(C).

(2.30)

Si au contraire B = −∞, alors pour tout i ∈ Id,
(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
≥

maxj Aij(0)+minj

(
C(−2) · · ·C(−n)

−→
0
)

j
, donc l’équation 2.30 est aussi vérifiée.

Mais, d’après le théorème 2.4.4, on a γ(A) = γ(C), donc aussi :

lim sup
n

1

n

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
≤ γ(C).

On en conclut que l’équation 2.27 est vérifiée, donc aussi la conclusion du théo-
rème.

2.4.4 Démonstration des lois des grands nombres

Le but de cette partie est de démontrer les théorèmes 2.4.8 et 2.4.10 . On
dispose pour cela du théorème 2.4.11 . Il nous permet de montrer la proposition
suivante :
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Proposition 2.4.14. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. et A : Ω → Rd×d
max une matrice

aléatoire vérifiant la condition T telle que A
−→
0 soit intégrable. Supposons que

toutes les composantes terminales ck du graphe G(A) vérifient :

lim
n→+∞

1

n
x(k)(n,

−→
0 ) = γ(A, θ)

−→
1 p.s. .

Si A vérifie en outre l’une des conditions suivantes :

a) les matrices aléatoires A(n) sont i.i.d.

b) la suite (A(n))n∈N a la propriété SF,

alors on a :

lim
n→+∞

1

n
x(n,

−→
0 ) = γ(A, θ)

−→
1 p.s. .

Démonstration de la proposition 2.4.14. On fait une récurrence sur le nombre K
de composantes de G(A).

Si K = 1, il n’y a rien à démontrer.
Supposons donc que le résultat est démontré quand G(A) a au plus K − 1

composantes fortement connexes, et que G(A) a K composantes.
Soit cl une composante initiale de G(A). Quitte à renuméroter les coordonnées,

on peut supposer que les premières coordonnées correspondent à cl. On note I = cl
et J = Id\I. Alors A se décompose selon l’équation (2.22), avec B = A(l). Il est
clair que G(C) a K − 1 composantes, qui sont les composantes de G(A) autres
que cl et que la relation d’accessibilité → associée à G(C) est la restriction de
celle associée à G(A). En particulier, les composantes terminales de G(C) sont des
composantes terminales de G(A). Donc, d’après l’hypothèse de récurrence, on a :

lim
n→+∞

1

n
xJ(n,

−→
0 ) → γ(C)

−→
1 p.s. .

A priori, γ(A) ≤ γ(C), mais, comme l’hypothèse de convergence vers γ(A)
−→
1

implique que les composantes terminales ck vérifient γ(k) = γ(A), on sait que
γ(C) = γ(A), donc on a :

lim
n→+∞

1

n
xJ(n,

−→
0 ) → γ(A)

−→
1 p.s. . (2.31)

Si D = (−∞)I×J , alors cl est une composante terminale de G(A), donc on a :

lim
n→+∞

1

n
xI(n,

−→
0 ) = lim

n→+∞

1

n
x(cl)(n,

−→
0 ) → γ(A)

−→
1 p.s. .

Ce qui conclut la démonstration dans ce cas.
Si D 6= (−∞)I×J , alors c’est le théorème 2.4.11 qui conclut la démonstration

de la proposition.
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Remarquons d’abord que d’après le corollaire 2.4.5, on a, pour toute compo-
sante cl,

lim
n

1

n
max
i∈Fl

xi(n,
−→
0 ) = γ[l] p.s. .

En particulier, on en déduit :

lim sup
n

1

n
xcl(n,

−→
0 ) ≤ γ[l]−→1 ,

et il suffit donc de montrer que, pour toute composante cl, on a :

lim inf
n

1

n
xcl(n,

−→
0 ) ≥ γ[l]−→1 .

Mais d’après la proposition 2.4.3, xcl(n,
−→
0 ) ≥

(
x{l}(n,

−→
0 )
)

i∈cl

.

Il suffit donc de montrer la relation suivante pour conclure les preuves des
théorèmes 2.4.8 et 2.4.10 :

lim
n

1

n
x{l}(n,

−→
0 ) = γ[l]−→1 p.s. . (2.32)

Or les matrices aléatoires A{l} ont la propriété suivante :

Lemme 2.4.15. Pour toute composante cl de G(A), les composantes terminales
ck du graphe G(A{l}) vérifient :

γ(k) = γ(A{l}, θ) = γ[l].

Démonstration du lemme 2.4.15. Les composantes de G(A{l}) sont les compo-
santes ck de G(A) telles que k ∈ Gl. Soit ck une telle composante. Comme k ∈ Gl,
on a l→ k, et donc γ(k) ≤ γ[l].

Supposons que γ(k) < γ[l]. Soit cj une composante de G(A) telle que γ(j) = γ[k].
Comme k → j, γ[j] ≤ γ[k], donc γ[j] = γ[k]. Or, par définition de Gl, l → k, donc
l → j, et γ[k] = γ[l], donc γ[j] = γ[l]. On a donc montré que j ∈ Gl, mais comme
γ(k) < γ(j), j 6= k, donc ck n’est pas terminale dans G(A{l}).

Par contraposition, on a montré que toutes les composantes terminales ck du
graphe G(A{l}) vérifient γ(k) = γ[l].

D’après le théorème 2.4.4, γ(A{l}, θ) = maxk∈Gl
γ(k). Comme Gl ⊂ El, on a :

γ(A{l}, θ) ≤ max
k∈El

γ(k) = γ[l].

Mais comme G(A{l}) admet au moins une composante terminale ck et comme
γ(k) = γ[l], on a égalité dans l’inégalité précédente.



72 CHAP. 2 MATRICES DANS (R,max,+) : ORDRE 1

Fin de la démonstration du théorème 2.4.8. Plaçons nous sous les hypothèses du
théorème 2.4.8 . Soit cl une composante de G(A).

Pour toute composante terminale ck de G(A{l}), A(k) vérifie la condition T,
donc le théorème 2.4.6 appliqué à A(k) prouve que limn

1
n
x(k)(n,

−→
0 ) = γ(k).

D’après le lemme 2.4.15, γ(k) = γ(A{l}, θ), donc A{l} vérifie les hypothèses de
la proposition 2.4.14. D’après cette proposition, on a donc

lim
n

1

n
x{l}(n,

−→
0 ) = γ(A{l}).

Mais toujours d’après le lemme 2.4.15 γ(A{l}) = γ[l], donc c’est exactement la
relation (2.32), ce qui conclut la preuve du théorème 2.4.8 .

Pour obtenir la relation (2.32) sous les hypothèses du théorème 2.4.10 et
conclure la preuve du théorème 2.4.10, on combine le lemme 2.4.15, la propo-
sition 2.4.14 et le lemme suivant :

Lemme 2.4.16. Si une matrice aléatoire A a la propriété SF et vérifie la condi-
tion T, alors pour toute composante cl de G(A), la matrice aléatoire A{l} vérifie
la condition T.

Démonstration. Soit cl une composante de G(A) et i ∈ Hl.
Si i est dans une composante ck de G(A), alors il existe un chemin de i vers

une composante cm de G(A) telle que γ(m) = γ[k]. Soit j le premier noeud suivant
i sur ce chemin. j est dans une composante cp telle que k → p→ m, donc on a :

γ[k] ≥ γ[p] ≥ γ[m] ≥ γ(m) = γ[k].

Donc on a γ[p] = γ[k]. Or, par définition de Gl, γ
[k] = γ[l], donc γ[p] = γ[l].

Finalement, p ∈ Gl, donc i ∈ Hl.
Par définition de G(A), on a P(Aij 6= −∞) > 0. Et d’après la propriété SF,

P(Aij 6= −∞) = 1. Donc A{l} vérifie la condition T.

Nous terminons cette partie par la démonstration du lemme 2.4.7 .

Démonstration du lemme 2.4.7. Sans perte de généralité, on peut supposer que
θ est inversible. On a remarqué à la suite du théorème 2.2.8 (point 5.), qu’il suffit
de montrer que :

lim
n

1

n
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0 = γ(A, θ)

−→
1 p.s. .

Posons pour tout i ∈ Id,

Li := lim
n

1

n

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
.

Ces limites existent d’après le théorème 2.2.8 5, appliqué à (Ω, θ−1,P).
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D’après l’irréductibilité de G(A) et la propriété SF, pour tous i, j ∈ Id, il existe
un kij ∈ Id, tel que l’on ait presque sûrement :

(A(−1) · · ·A(−kij))ij > −∞.

On en déduit que
Li ≤ Lj ◦ θ−kij p.s. . (2.33)

En particulier, pour i = j, on en déduit que Li ≥ Li ◦ θkii presque sûrement.
Alors Li = Li ◦ θkii p.s. , et par l’ergodicité de θkii , Li est presque sûrement
constante.

L’équation (2.33) devient donc Li ≥ Lj, et par symétrie Li = Lj. Or pour

presque tout ω, il existe un p(ω) ∈ Id tel que maxi

(
A(−1) · · ·A(−n)

−→
0
)

i
=(

A(−1) · · ·A(−n)
−→
0
)

p
pour une infinité de n. Soit j ∈ Id tel que P(p = j) > 0.

Alors Lj = γ(A), donc pour tout i ∈ Id, Li = γ(A).
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2.5 Tableaux de synthèse.

Le tableau 2.1 reprend les résultats généraux du premier ordre sur les ap-
plications (max,+). On suppose toujours que la matrice aléatoire A satisfait la
condition T et que le système dynamique sous-jacent (Ω, θ,P) est ergodique. No-
tons aussi que toutes les convergences ont lieu presque sûrement, et aussi en
norme L1 à partir de la deuxième colonne.

Quantité intégrable Conclusion Énoncé Référence

maxij A
+
ij

1
n

maxi xi(n,
−→
0 ) → γ ∈ Rmax Théorème-définition 2.2.7 [Coh88]

A
−→
0

1
n

mini xi(n,
−→
0 ) → γb ∈ R Théorème 2.2.8 point 3 [Vin97]

1
n
y(n,

−→
0 ) → χ ∈ (Rd)Ω Théorème 2.2.8 point 5 [BM03]

max
ij,Aij 6=−∞

|Aij| 1
n
x(n,

−→
0 )− χ ◦ θn → 0. Théorème 2.2.8 point 6 [BM03]

Tab. 2.1 – Conditions d’intégrabilité

Le tableau 2.2 reprend les résultats de loi forte des grands nombres pour(
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
obtenus sur les applications (max,+), sous des conditions de struc-

ture données dans la première colonne et des conditions sur l’aléa données dans la
première ligne. On suppose toujours que la matrice aléatoire A satisfait la condi-
tion T, que A

−→
0 est intégrable et que le système dynamique sous-jacent (Ω, θ,P)

est ergodique. La mention Ex. x signifie que les conditions ne suffisent pas à as-
surer la LGN, comme le montre le contre-exemple Exemple x. La mention Th. x
signifie que les conditions assurent la LGN, comme le montre le théorème x.
Le sigle SF signifie que A a la propriété de structure fixe, le sigle FC exprime que
G(A) est fortement connexe et la mention 2.4.8 veut dire que A vérifie l’hypo-
thèse de structure du théorème 2.4.8 : pour toute composante cm, A{m} vérifie la
condition T.

(Ω, θ,P) ergodique Ergodicité renforcée (A(n))n∈N i.i.d.
2.4.8 Ex. 1 ? ? Th. 2.4.8
SF Ex. 1 Th. 2.4.10+Lemme 2.4.7 Th. 2.4.10+Lemme 2.4.7
FC Ex. 1 ? ? Th. 2.4.6 [Hon01]

SF+FC Ex. 1 Lemme 2.4.7 Th. 2.4.6 ou Lemme 2.4.7

Tab. 2.2 – Lois forte des grands nombres



Chapitre 3

Matrices aléatoires dans
(R,max,+) : ordre 2

3.1 Présentation et résumé

On s’intéresse toujours à des systèmes du même type que dans la partie 2 .
On cherche maintenant des résultats du second ordre. Ces résultats seront des
résultats de couplage, au sens défini dans l’introduction.

On reprend dans les parties 3.2 et 3.3 les principaux résultats de [Mai97],
étendus sans difficulté supplémentaire au cas des applications topicales dans le
cas de la partie 3.2 . Ce sont des résultats du deuxième ordre, obtenus sous des
hypothèse d’ergodicité et de perte de mémoire. Les résultats de la partie 3.2 se-
ront cruciaux pour obtenir les théorèmes limites de la partie 5 .

Dans la partie 3.4, nous montrons (théorème 3.4.1) que les suites ((Xn)i − (Xn)j)n∈N
et ((Xn+1)i − (Xn)i)n∈N, couplent en temps fini avec des suites stationnaires, qui
ne dépendent pas de la condition initialeX0, sous trois hypothèses : une hypothèse
sur les exposants de Lyapunov maximum des blocs diagonaux, une hypothèse de
couplage relative à certains blocs (déterminés par la place des −∞), et une hy-
pothèse sur la loi de A(n) (Les A(n) sont i.i.d. ou ont la propriété de structure
fixe). Remarquons que, contrairement au premier ordre, ni condition sur les −∞
ni ergodicité renforcée ne sont nécessaires.

Nous étendons ainsi les résultats du deuxième ordre de [Bac92]. Les résultats
de la partie 2.3 permettent encore de simplifier la rédaction et d’étendre la portée
des preuves.

75
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3.2 Perte de mémoire

Remarque 3.2.1. Il suffit de s’intéresser aux quantités xi(n, x0) − xj(n, x0). En
effet on a la relation :

xi(n+ 1, x0)− xj(n, x0) =
⊕

l

(Ail(n, x0) + xl(n, x0))− xj(n, x0) (3.1)

=
⊕

l

(Ail(n) + (xl(n, x0)− xj(n, x0))), (3.2)

ce qui permettra de déduire la convergence des (xi(n, x0)− xj(n, x0)))n∈N de
la convergence des (xi(n+ 1)− xj(n))n∈N.

On va donc travailler dans l’espace projectif au sens (max,+).
On pourra utiliser l’analogie avec l’espace projectif classique et rechercher des

contractions de cet espace. La convergence de x(n, x0) dans cet espace assurera la
convergence des différences (xi(n, x0)− xj(n, x0))n∈N et, grâce à la remarque 3.2.1,
celle des (xi(n+ 1)− xj(n))n∈N.

Dire que x(n, x0) ne dépend pas de la condition initiale x0, c’est dire que An

a pour image une droite de Rk
max. Par analogie avec l’algèbre linéaire on dit que

An est de rang 1 :

Définition 3.2.1 (Perte de mémoire).

1. On dit qu’une application topicale B ∈ Topd est de rang 1 si B définit sur
PRd

max une application constante. On note alors rg(B) = 1.

2. On dit qu’une suite (A(n))n∈N d’applications topicales aléatoires a la pro-
priété de perte de mémoire (MLP) s’il existe un N ∈ N tel que

P
(
rg(AN) = 1

)
> 0.

Si la suite est (A ◦ θn)n∈N, on dira que (A, θ) a la MLP.

Remarques 3.2.2.

1. Si la notion de rang 1 est claire, la notion de dimension dans toute sa
généralité ne se transpose pas bien (cf [CG79] et [Wag91]).

2. La matrice A ∈ Rd×d
max sans ligne de −∞ est donc de rang 1 si toutes ses

colonnes sont proportionnelles au sens de Rd
max. C’est le cas si et seulement

s’il existe a ∈ Rd et b ∈ Rd
max tels que pour tout (i, j) ∈ I2

k Aij = ai + bj.

3. La composée d’une application topicale de rang 1 et d’une autre application
topicale est de rang 1.

4. Si B est une matrice de rang 1, alors pour toute matrice C de taille com-
patible sans ligne de −∞, rg(BC) = 1 ou rg(CB) = 1.
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5. La propriété MLP dépend de la loi de A(1) et non de son seul support :
si (U(n))n∈N est une suite de variables réelles i.i.d. telles que le support de
U(1) soit l’intervalle [0, 1], et si pour tout n ∈ N, A(n) est définie par

A(n) =

(
−U(n) 0

0 −U(n)

)
,

alors (A(n))n∈N a la propriété MLP ssi P(U(n) = 0) > 0.

La condition plus faible ”il existe une application de rang 1 dans le semi-
groupe engendré par le support de la loi de A(1)” est introduit sous le non
de perte de mémoire asymptotique dans la partie 3.3 .

On peut enfin énoncer le théorème suivant :

Théorème 3.2.2 ([Mai97]). Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique et inversible, et
A une variable aléatoire de Ω dans Topd. Si (A, θ) a la MLP, alors il existe une
variable aléatoire Y à valeurs dans PRd

max telle qu’on ait :

Y ◦ θ = AY P− p.s. (3.3)

et (x(n, x0))n∈N couple avec (Y ◦ θn)n∈N en temps fini, uniformément en x0.

Nous reprenons infra la preuve de [Mai97] en remplaçant simplement les ma-
trices dans (max,+) par des applications topicales.

Corollaire 3.2.3. Sous les mêmes hypothèses, il existe une variable aléatoire Z à
valeurs dans Rd2

telle que pour tout i, j ∈ Id, la suite (xi(n+ 1, x0)− xj(n, x0))n∈N
couple avec la suite (Zij ◦ θn)n∈N en temps fini, uniformément en x0.

Démonstration. D’après la remarque 3.2.1, il suffit de poser Zij =
⊕

k(Aik +Ykj),
où Ykj = yk − yj si Y = y.

Corollaire 3.2.4. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique, et A : Ω → Rd×d
max une

matrice aléatoire vérifiant la condition T. Si (A, θ) a la propriété MLP, alors
x(n, x0) converge en variation totale uniformément en x0 vers une probabilité ne
dépendant pas de x0.

Démonstration. Construisons d’abord Y . Par définition de la propriété MLP, il
existe n0 ∈ N tel que P (rg (An0) = 1) > 0. Posons

B := {ω ∈ Ω|∃n rg(A(−1) · · ·A(−n)) = 1} .

D’après la remarque sur les matrices de rang 1, on vérifie que

θ(B) = {ω ∈ Ω|∃n rg(A(−2) · · ·A(−n− 1)) = 1}
⊂ {ω ∈ Ω|∃n rg(A(−1) · · ·A(−n− 1)) = 1}
⊂ B.
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Comme le s.d.m. est ergodique, P(B) est 0 ou 1. Or

P(B) ≥ P({ω ∈ Ω|rg(A(−1) · · ·A(−n0)) = 1} = P({ω ∈ Ω|rg(An0) = 1} > 0,

donc P(B) = 1.
On pose alors N(ω) := min {n ∈ N|rg(A(−1) · · ·A(−n)) = 1} et,

∀ω ∈ B, Y (ω) := A(−1) · · ·A(−N(ω)).1. (3.4)

Hors de B on fixe Y arbitrairement.
Montrons que Y vérifie les propriétés souhaitées.
Par définition de N(ω), A(−1) · · ·A(−N(ω)) est de rang 1, donc Y (ω) =

(A(−1) · · ·A(−N(ω))x0 pour tout x0. En particulier, on a :

∀n ≥ N(ω), Y (ω) = (A(−1) · · ·A(−n).1.

En remplaçant ω par θ(ω), on obtient que Y (θ(ω)) = (A(0) · · ·A(−n)).1 pour
tout n ≥ N(θ(ω)) − 1. En prenant n ≥ max(N(ω), N(θ(ω) − 1), on en déduit
que :

Y ◦ θ = AY p.s. .

Remarquons que grâce à la relation Y ◦ θ = AY il suffit d’avoir la relation
x(n, x0) = Y ◦ θn pour n = n0 pour l’avoir pour tout n ≥ n0. En particulier pour
tout n ∈ N, x(n, Y ) = Y ◦ θn p.s. .

Posons C := {ω ∈ Ω|∃n ∈ N, rg(A(n) · · ·A(0)) = 1}. D’après la remarque sur
les matrices de rang 1, on a :

θ−1(C) = {ω ∈ Ω|∃n ∈ N, rg(A(1) · · ·A(n+ 1)) = 1}
⊂ {ω ∈ Ω|∃n ∈ N, rg(A(0) · · ·A(n+ 1)) = 1}
⊂ C.

Or P(C) ≥ P({ω ∈ Ω|rg(An0) = 1} > 0, donc par l’ergodicité de θ, P(C) = 1.
De rg(An) = 1, on déduit x(n, x0) = x(n, Y ) = Y ◦ θn, donc sur C ∩ B, les

suites (x(n, x0))n∈N et (Y ◦ θn)n∈N cöıncident à partir d’un certain rang.

Le théorème 3.2.2 admet la réciproque suivante :

Théorème 3.2.5. ([Mai97, 7.5]) Soit (Ω, θ,P) un s.d.m., A une application aléa-
toire à valeurs dans Topd vérifiant la condition T. S’il existe un Y vérifiant les
conclusions du théorème 3.2.2, alors la suite (A(n))n∈N a la propriété de perte de
mémoire.

Remarque 3.2.3. L’hypothèse d’uniformité en x0 de la convergence est cruciale,
comme le montre le cas des matrices réductibles. En effet les résultats de la
partie 3.4 donnent des exemples de suites n’ayant pas la MLP (à cause de blocs
de −∞ presque sûrs) telles que (x(n, x0))n∈N couple en temps fini avec un unique
régime stationnaire.
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Démonstration. Si Y ◦θn = x(n, x0) = Anx0 pour tout x0 ∈ Rk, alors rg(An) = 1.
Donc on a :

P(∪n∈N {ω ∈ Ω|rg(An) = 1}) = 1

et il existe n0 tel que P({ω ∈ Ω|rg(An0) = 1}) > 0.

Remarque 3.2.4. On définit Y comme une limite (atteinte) de produits à droite,
ce qui ouvre la voie à la généralisation au cas ou la limite n’est pas atteinte. C’est
l’objet de la partie suivante.

3.3 Perte de mémoire à l’infini

Pour énoncer la CNS de convergence, on a besoin de définir les matrices qu’on
peut approcher par des produits An(ω). Pour des raisons techniques, on considère
les matrices dans PRd×d

max. Cette partie pourait aussi s’étendre au cas d’applications
topicales. Mais pour cela, il faudrait munir Topd de la topologie de la convergence
uniforme, ce qui n’est pas naturel, comme nous le montre la proposition 3.3.9 .
Comme les résultats de cette partie ne sont pas réutilisés dans la suite, on se
contente du cas des matrices et on reprend tels quels certains résultats de [Mai97].

Définition 3.3.1 (Perte de mémoire à l’infini). On appelle matrices limites
à gauche (resp. à droite) les éléments de l’ensemble T g (resp. T d) défini comme
suit :

T g :=
{
B ∈ Rd×d

max|∀ε > 0,∃n ∈ N P(δ(An, B) < ε) > 0
}

T d :=
{
B ∈ Rd×d

max|∀ε > 0,∃n ∈ N P(δ(A(1) · · ·A(n), B) < ε) > 0
}

où δ est la distance projective sur Rd×d
max.

On dit qu’une suite de matrice a la propriété de perte de mémoire asymp-
totique à gauche (resp. à droite) notée PMAG (resp. PMAD) si T g (resp. T d)
contient un élément de rang 1.

Remarque 3.3.1. Si les A(n) sont i.i.d., alors T g = T d contient le sous semigroupe
fermé engendré par le support de la loi de A(1).

Théorème 3.3.2 ([Mai97]).

i) Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique et A : Ω → Rd×d
max une matrice aléa-

toire vérifiant la condition T et la PMAD. Alors, presque sûrement, la suite
(y(n, x0))n∈N converge uniformément en x0 vers une limite ne dépendant pas
de x0.

ii) Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique inversible et A : Ω → Rd×d
max une matrice

aléatoire vérifiant la condition T et la PMAG. Alors la suite (x(n, x0))n∈N
couple uniformément en x0 avec une suite stationnaire ne dépendant pas de
x0.
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Corollaire 3.3.3. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique et A : Ω → Rd×d
max une ma-

trice aléatoire vérifiant la condition T et la PMAG. Alors (x(n, x0))ninN converge
faiblement, uniformément en x0.

La démonstration utilise les résultats suivants sur le diamètre projectif :

Proposition 3.3.4.

1. Pour toute matrice A ∈ Rd×d
max, D(A) = 0 ssi rg(A) = 1.

2. Pour toute matrice A ∈ Rd×d
max, D(A) =

⊕
i,j δ(A.i, A.j).

3. Donc D(A) <∞ ssi les vecteurs colonnes de A appartiennent à Rd ∪ {(−∞)d}.
4. Si tous les coefficients de A sont finis, alors D(A) ≤ 2|A|P .

5. Pour toutes matrices A et B de tailles compatibles sans ligne de −∞, l’in-
clusion des images prouve que

D(AB) ≤ D(A).

Comme les matrices sont 1-lipschitziennes sur l’espace projectif, on a aussi,
si A n’a pas de ligne de −∞

D(AB) ≤ D(B).

Démonstration du théorème 3.3.2.

i) Montrons que D(A(1) · · ·A(n)) → 0 p.s. . Cela conclura la démonstration
car :
– δ(y(n, x0), y(n+m,x0)) = δ((y(n, x0), y(n, y(m,x0)◦θn)) ≤ D(A(1) · · ·A(n)),

donc y(n, x0)) sera une suite de Cauchy, uniformément en x0.
– δ(y(n, x0), y(n, x1)) ≤ D(A(1) · · ·A(n)), donc la limite ne dépendra pas

de x0.
Notons que la suite (D (A(1) · · ·A(n)))n∈N est presque sûrement décrois-
sante : cela résulte de la condition T et de la proposition 3.3.4 .

Soit η > 0. D’après la PMAG, il existe une matrice M de rang 1 et un
i ∈ N tel que P(δ(A(1) · · ·A(i), B) < η) > 0. Alors par l’ergodicité de θ et la
proposition 3.3.4, l’événement

A := {ω ∈ Ω |∃N ∈ N, δ (A(N) · · ·A(N + i), B) < η)}

est de probabilité 1. Or, si δ(B,M) ≤ η, on a :

D(B) = sup
u,v

δ(Bv,Bu)

≤ sup
v
δ(Bv,Mv) +D(M) + sup

u
δ(Mu,Bu)

≤ δ(B,M) + 0 + δ(M,B)

≤ 2η.
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Donc, pour tout ω ∈ A, il existe un N (dépendant de ω) tel qu’on ait :

D(A(1) · · ·A(N + i)) ≤ D(A(N) · · ·A(N + i)) ≤ 2η.

Donc la probabilité de l’événement

{ω ∈ Ω |∃n,D(A(1) · · ·A(n)) ≤ 2η}

est de probabilité 1.

Comme D(A(1) · · ·A(n)) est une suite décroissante, l’événement

{ω ∈ Ω|D(A(1) · · ·A(n) → 0} =
⋂
k

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∃n,D(A(1) · · ·A(n)) ≤ 1

k + 1

}
est de probabilité 1.

ii) La suite stationnaire est (Y ◦ θn)n∈N, où Y est obtenu en appliquant le i) à
(Ω, θ−1, A). C’est possible car l’ensemble T d associé à A et θ−1 est exactement
l’ensemble T g associé à A et θ. On remarque alors que Y vérifie Y ◦ θ = AY
et par récurrence, Y ◦ θn = AnY = x(n, Y ).
On a montré au i), que D(A(−1) · · ·A(−n)) → 0 p.s. . La convergence a aussi
lieu en probabilité et comme P(D(An) ≤ η) = P(D(A(−1) · · ·A(−n)) ≤ η,
la suite (D(An))n∈N tend vers 0 en probabilité.

D’après la proposition 3.3.4, D(An) = D(A(n) · · ·A(0)) est une suite décrois-
sante, donc elle converge presque sûrement. Sa limite ne peut être que 0.

On conclut la démonstration en notant que

δ(x(n, x0), Y ◦ θn) = δ(Anx0, A
nY ) ≤ D(An).

La remarque 3.2.1 permet d’en déduire que :

Corollaire 3.3.5. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique inversible et A : Ω → Rd×d
max

une matrice aléatoire vérifiant la condition T. Si (A, θ) a la PMAG, alors il
existe une variable aléatoire Z : Ω → Rd×d telle que pour tout i, j ∈ Id la suite
(|x(n+ 1, x0)i − x(n, x0)j − Zij ◦ θn|)n∈N tende presque sûrement vers 0, unifor-
mément en x0. En particulier la suite (x(n+ 1, x0)i − x(n, x0)j)n∈N converge fai-
blement vers une loi ne dépendant pas de x0.

Démonstration. On pose Zij =
⊕

k(Aik + Ykj) et on conclut comme pour 3.2.3 .

La convergence en loi se déduit alors du lemme suivant, qui généralise l’im-
plication classique de la convergence en loi par la convergence en probabilité.
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Lemme 3.3.6. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. et (E, δ) un espace polonais. Soient Xn

et Y des variables aléatoires à valeurs dans E. Alors si (Xn)n∈N et (Y ◦ θn)n∈N
couplent, alors (Xn)n∈N tend vers Y en loi.

Démonstration. Soit f ∈ Cb(E) et soit ε > 0. Comme E est polonais, il existe un
compact K de E tel que P(Y /∈ K) < ε

‖f‖∞ . La compacité de K assure alors qu’il
existe un η > 0 tel que

∀x ∈ K, ∀y ∈ E, δ(x, y) ≤ η ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε.

On décompose alors la différence des espérances ainsi :

|E(f(Xn))− E(f(Y ))| = |E(f(Xn))− E(f(Y ◦ θn))|
≤ 2‖f‖∞P(Y ◦ θn /∈ K) + 2‖f‖∞P(δ(Xn, Y ◦ θn) ≥ η) + ε

≤ 3ε+ 2‖f‖∞P(δ(Xn, Y ◦ θn) ≥ η)

Le second terme tend vers 0 quand n tend vers l’infini, donc pour n assez grand,
|E(f(Xn))−E(f(Y ))| ≤′ ε. Donc E(f(Xn)) → E(f(Y )) pour tout f ∈ Cb(E).

La condition du théorème 3.3.2 est nécessaire comme le montrent les résultats
suivants :

Théorème 3.3.7 ([Mai97]).

i) Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. et A : Ω → Rd×d
max une matrice aléatoire. On suppose

que la suite (y(n, x0))n∈N converge presque sûrement, uniformément en x0,
vers une limite ne dépendant pas de x0. Alors la suite (A(n))n∈N a la PMAD.

ii) Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. inversible et A : Ω → Rd×d
max une matrice aléatoire

vérifiant la condition T. On suppose qu’il existe Y : Ω → P(Rk
max) telle que

la suite (δ (x(n, x0), Y ◦ θn))n∈N converge presque sûrement vers 0, uniformé-
ment en x0. Alors la suite (A(n))n∈N a la PMAG.

Jean Mairesse montre aussi le résultat suivant, qui dit que la condition d’uni-
formité en la condition initiale est automatiquement vérifiée dans le cas où il n’y
a pas trop de −∞ :

Lemme 3.3.8 ([Mai97]). Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique inversible et A :
Ω → Rd×d

max une matrice aléatoire vérifiant la condition T. On suppose qu’il
existe un n0 ∈ N tel que P(An0 ∈ Rd×d) > 0 et que pour tout x0, x1 ∈ Rd,
δ(x(n, x0), x(n, x1)) → 0 en probabilité. Alors il existe une variable aléatoire
Y : Ω → PRd

max) telle que la suite (δ (x(n, x0)), Y ◦ θn))n∈N converge presque
sûrement vers 0, uniformément en x0.

Remarque 3.3.2. L’hypothèse P(An0 ∈ Rd×d) > 0 est cruciale, comme le montre
le cas des matrices réductibles. En effet les résultats de la partie 3.4 donnent des
exemples de suites n’ayant pas la PMAG (à cause de blocs de −∞ presque sûrs)
telles que (x(n, x0))n∈N couple en temps fini avec un unique régime stationnaire.
De tels exemples sont donnés dans la partie 8 de [Mai97]
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Concluons cette partie par une remarque sur l’extension de la perte de mé-
moire asymptotique au cas topical. Pour refaire la démonstration du théorème 3.3.2,
il faudrait avoir une application de rang 1 approchée en norme uniforme. Mais
la norme uniforme n’est pas adaptée pour travailler dans Topd, comme le montre
la proposition suivante. En particulier, cette proposition implique que le support
d’une probabilité sur (Topd, ‖.‖∞) n’est pas défini.

Proposition 3.3.9.

i) Pour tout d ∈ N, l’espace Topd muni de la distance de la convergence uni-
forme sur tout compact est un espace σ-compact, donc en particulier un
espace polonais.

ii) Pour tout d ≥ 2, l’espace Topd muni de la distance de la convergence uni-
forme n’est pas séparable.

Notons que T. Bousch et J. Mairesse on introduit dans [BM03] l’espace des
fonctions uniformément topicales, qui est un espace polonais pour la convergence
uniforme contenant strictement les applications (max,+). Dans cet espace, on
pourait retrouver un analogue du théorème 3.3.2.

Démonstration.

i) Pour tout N ∈ N, soit KN := {f ∈ Topd|‖f(0)‖∞ ≤ N}. Comme les fonc-
tions topicales sont 1-lipschitziennes, les fonctions de KN sont uniformément
bornées sur toute boule B(0,M) de Rd :

∀f ∈ KN , ‖f|B(0,M)‖∞ ≤M +N.

Par le théorème d’Ascoli, et une extraction diagonale, on en déduit que KN

est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

ii) Pour tout réel λ ∈ [0, 1], définissons la fonction fλ par :

(fλ(x1, · · · , xd))i = λx1 + (1− λ)x2.

Une telle fonction est bien croissante et additivement homogène et elle vé-
rifie (fλ(x, 0, · · · , 0))i = λx. Par conséquent, {fλ}λ∈[0,1] est une famille non-
dénombrable de Topd, tels que si λ 6= µ, on ait

‖fλ − fµ‖∞ = +∞.

Ceci contredit l’éventuelle séparabilité de (Topd, ‖.‖∞).
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3.4 Matrices réductibles

3.4.1 Résultats

Théorème 3.4.1. Soit (Ω, θ,P) un s.d.m. ergodique inversible, et A : Ω →
Rd×d

max une matrice aléatoire vérifiant la condition T telle que (maxi,j Aij)
+ soit

intégrable. Soit E l’union de toutes les composantes terminales de G(A), Ã =
(Aij)i,j∈E et (x̃(n, x0))n∈N la suite récurrente stochastique associée à Ã. On fait
les trois hypothèses suivantes.

1. Les A(n) sont i.i.d., ou A a la propriété de structure fixe.

2. Les composantes dominantes de G(A) sont exactement ses composantes ter-
minales.

3. La suite
(
x̃(n,XE

0 )
)

n∈N couple en temps fini avec une suite stationnaire ne
dépendant pas de X0.

Alors (x(n,X0))n∈N couple en temps fini avec une suite stationnaire ne dépendant
pas de X0.

Remarques 3.4.1.

1. L’hypothèse 3 est évidemment nécessaire. Elle implique que pour toutes les
composantes terminales ck, γ

(k) = γ(A). La suite déterministe où pour tout
n et tout ω,

A(n) =


0 0 0 0
0 0 0 0
−∞ −∞ 2 −∞
−∞ −∞ −∞ 1


vérifie les hypothèses 1 (dans ses deux versions) et 2, mais pas la 3.

2. L’hypothèse 2 est presque nécessaire. En effet, elle s’exprime par l’équation
suivante :

∀j, l ∈ IK , (j → l, γ(j) ≥ γ(l)) ⇒ j = l.

Or, s’il existe j → l tel que γ(j) > γ(l), alors d’après le corollaire 2.4.5,(
max
i∈Fj

xi(n,
−→
0 )−max

i∈Fl

xi(n,
−→
0 )

)
→ +∞ p.s. ,

ce qui interdit le couplage de (x(n,X0))n∈N.

Ainsi l’exemple 3 infra montre que les hypothèses 2 et 3 ne suffisent pas.

3. La suite déterministe où pour tout n et tout ω,

A(n) =


0 0 0 0
0 0 0 0
−∞ −∞ 2 0
−∞ −∞ ∞ 1


montre que les hypothèses 1 et 3 ne suffisent pas.
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La preuve se ramène à une récurrence dont le coeur est le théorème suivant :

Théorème 3.4.2. Soit (I, J) une partition de Id, telle que la matrice aléatoire
A, qui vérifie la condition T, se décompose en blocs suivant I et J de la manière
suivante :

A = :

(
B D
−∞ C

)
, (3.5)

avec D non identiquement égal à (−∞)I×J .
On fait les trois hypothèses suivantes :

1. ∀i ∈ I,P
(
∀n ∈ N

(
B(−1) · · ·B(−n)D(−n− 1)

−→
0
)

i
= −∞

)
= 0.

2. γ(B, θ) < γ(C, θ).

3.
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

couple en temps fini avec une suite θ-stationaire ne dépen-

dant pas de X0.

Alors la suite (x (n,X0))n∈N couple aussi en temps fini avec une suite θ-
stationnaire ne dépendant pas de X0.

Remarque 3.4.2. D’après la remarque 2.3.1, le théorème 2.3.1 est un cas particulier
du théorème 3.4.2, correspondant au cas où C = 0. On utilise ce cas particulier
pour démontrer le théorème général.

Grâce à cette méthode, rendue possible grâce à l’introduction d’applications
topicales étendues dans le théorème 2.3.1, on obtient les théorèmes 3.4.2 et 3.4.1
sans les hypothèses de précédence et de positivité de [Bac92].

Pour conclure l’exposé des résultats, donnons un exemple où le couplage n’a
pas lieu alors que deux des trois hypothèses du théorème 3.4.1 sont vérifiées.

Exemple 3 (Hypothèses 2 et 3). Soient Ω = {ω0, ω1}, θ l’application qui échange
ω0 et ω1 et P = 1

2
(δω0 + δω1). Soit A, de Ω dans R3×3

max définie par :

A(ω0) =

 −∞ 0 0
0 −∞ −∞
−∞ −∞ 1

 et A(ω1) =

 −∞ 0 −∞
0 −∞ −∞
−∞ −∞ 1

 .

On vérifie que (Ω, θ,P) est un système dynamique. La suite est une châıne de
Markov dégénérée : A ◦ θn = A(ω0) ⇐⇒ A ◦ θn+1 = A(ω1).

Or l’action de A(ω0) et A(ω1) sur un triplet t(x, y, z) tel que z ≥ max(x, y)
est donnée par les équations suivantes :

A(ω0)
t(x, y, z) =t (z, x, z + 1) et A(ω1)

t(x, y, z) =t (y, x, z + 1) .

Donc la suite est entièrement déterminée par les équations suivantes :

x(2n,
−→
0 )(ω0) = t(0, 2n− 2, 2n) et x(2n+ 1,

−→
0 )(ω0) = t(2n, 0, 2n+ 1)

x(2n,
−→
0 )(ω1) = t(2n− 1, 0, 2n) et x(2n+ 1,

−→
0 )(ω0) = t(0, 2n− 1, 2n+ 1).

(3.6)
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Donc la suite
(

1
n
x(n,

−→
0 )
)

n∈N
ne converge presque sûrement pas. En particulier,(

x(n,
−→
0 )
)

n∈N
ne couple pas avec une suite stationnaire finie.

Le graphe de A a deux composantes c1 = {1, 2} et c2 = {3} telles que 1 →
2, γ(1) = 0 et γ(2) = 1. Donc c2 est l’unique composante dominante, et elle
est terminale. Avec les notations du théorème 3.4.1, E = {3}, donc la suite(
x̃ (n,X0)

)
n∈N est à valeurs dans le singleton PR1

max, en particulier elle couple en
temps fini avec une unique suite stationnaire.

3.4.2 Démonstrations

On commence par un lemme qui servira dans la démonstration du théo-
rème 3.4.2 . Ensuite, on démontre ce théorème, et enfin le théorème 3.4.1 .

Lemme 3.4.3.

1. Soient (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N et (dn)n∈N des suites de variables aléatoires
à valeurs dans Rmax, vérifiant les conditions suivantes :

i) (dn)n∈N est stationaire,

ii) P(dn ∈ R) = 1,

iii) limn→+∞ an = −∞,

Alors on a :
lim

n→+∞
P(an ≥ dn) = 0. (3.7)

2. Si les conditions suivantes sont aussi satisfaites,

iv) limn→+∞ cn = −∞,

v) limn→+∞ P(an ⊕ bn 6= dn) = 0,

alors on a aussi :
lim

n→+∞
P(cn ⊕ bn 6= dn) = 0. (3.8)

Démonstration.

1. Pour tout t ∈ R, on a :

P(an ≥ dn) ≤ P(an ≥ t) + P(t ≥ dn).

Or d’après iii), lim supn→+∞ P(an ≥ t) = 0, et d’après i), pour tout n ∈ N,
P(t ≥ dn) = P(t ≥ d1), on a donc

lim sup
n→+∞

P(an ≥ dn) ≤ P(t ≥ d1).

Or le ii) assure que limt→−∞ P(t ≥ d1) = 0, donc (3.7) est démontré.
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2. En réapliquant le 1. avec (cn)n∈N au lieu de (an)n∈N, on obtient

lim
n→+∞

P(cn ≥ dn) = 0. (3.9)

Or P(bn 6= dn) ≤ P(an = dn) + P(an ⊕ bn 6= dn), donc d’après (3.7) et ii),
on a :

lim
n→+∞

P(bn 6= dn) = 0. (3.10)

En combinant (3.9) , (3.10) et l’inégalité

P(cn ⊕ bn 6= dn) ≤ P(bn 6= dn) + P(cn > dn),

on achève la preuve du lemme.

Démonstration du théorème 3.4.2.
Récurrence affine :
On définit la suite (Zn)n∈N à valeurs dans RI×J

max par

(Zn)ij := xi(n,X0)− xj(n,X0). (3.11)

On repart de l’expression (2.22), et on calcule que Zn vérifie la relation

Zn+1 = F (n)Zn ⊕G(n), (3.12)

où F (n) et G(n) sont l’application topicale étendue aléatoire de RI×J
max dans lui

même et le vecteur aléatoire à valeurs dans RI×J
max définis par :

∀x ∈ RI×J , (F (n)x)ij = max
k∈I

min
l∈J

(B(n)ik − C(n)jl + xkl)

(G(n))ij = max
k∈J

min
l∈J

(D(n)ik − C(n)jl + xk(n,X0)− xl(n,X0)) .

L’application F (n) est bien à valeurs dans RI×J
max car C vérifie la condition T. Elle

est clairement dans Tope#I#J .

Avant toute chose, calculons (F (n) · · ·F (1)x)ij, quand il existe un vecteur

y ∈ Rd, tel que ∀(i, j) ∈ I × J, xij = yi − yj. Comme F (n) ne dépend que de
B(n) et C(n), on peut supposer que D = (−∞)I×J p.s. et X0 = y p.s. Dans ce
cas G(n) = (−∞)I×J p.s., donc Zn = F (n − 1) · · ·F (1)Z0. En outre Z0 = x et
(Zn)ij = xi(n, y) − xj(n, y) = (B(n − 1) · · ·B(0)y)i − (C(n − 1) · · ·C(0)y)j. On
a donc montré que pour tout y ∈ Rd, x défini par ∀(i, j) ∈ I × J, xij = yi − yj,
satisfait :

(F (n) · · ·F (1)x)ij = (B(n− 1) · · ·B(0)y)i − (C(n− 1) · · ·C(0)y)j p.s. . (3.13)
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Cas
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

stationnaire :

Supposons maintenant queX0 est choisi de telle manière que la suite
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

soit θ-stationnaire. C’est possible d’après l’hypothèse 3.. Alors la suite ((F (n), G(n)))n∈N
est aussi θ-stationnaire, car G(n) est une fonction de A(n) et xJ(n,X0).

On peut donc appliquer le théorème 2.3.1, à condition de prouver que γ
(
(F (n)))n∈N

)
< 0.

Mais d’après la relation 3.13,(
F (n) · · ·F (1)

−→
0
)

ij
=
(
B(n) · · ·B(1)

−→
0
)

i
−
(
C(n) · · ·C(1)

−→
0
)

j
,

donc γ
(
(F (n))n∈N

)
≤ γ(B, θ)−γb(C, θ).D’après l’hypothèse 3, γb(C, θ) = γ(C, θ),

et d’après l’hypothèse 2 γ(C, θ) < γ(B, θ), donc γ
(
(F (n)))n∈N

)
est bien stricte-

ment négatif.
Dire que (M∞)ij = −∞, c’est dire que pour tout n ∈ N,

(F (−1) · · ·F (−n)G(−n− 1))ij = −∞.

On pose yI = D(−n − 1)XJ
0 ◦ θ−n−1 et yj = C(−n − 1)XJ

0 ◦ θ−n−1. D’après
l’équation 3.13 composée par θ−n−1, on a :

(F (−1) · · ·F (−n)G(−n− 1))ij

=
(
B(−1) · · ·B(−n)D(−n− 1)XJ

0 ◦ θ−n−1
)

i
−
(
C(−1) · · ·C(−n)C(−n− 1)XJ

0 ◦ θ−n−1
)

j
.

Or, comme C satisfait la condition T, C(−1) · · ·C(−n)C(−n−1)XJ
0 ◦θ−n−1 ∈

RJ , donc (M∞)ij = −∞ ssi pour tout n ∈ N,(
B(−1) · · ·B(−n)D(−n− 1)XJ

0 ◦ θ−n−1
)

i
= −∞.

Comme cette dernière condition ne dépend que de la place des −∞ dans les
différents termes, l’hypothèse 3 assure que M∞ est fini presque sûrement. Alors
le théorème 2.3.1 prouve que (Zn)n∈N couple en temps fini avec un régime sta-
tionnaire, noté (dn)n∈N.

Cas général : Si
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

n’est pas θ-stationnaire, on note N le temps

d’arrêt à partir duquel xJ(n,X0) cöıncide avec la suite stationnaire. Pour tout
n ∈ N, on pose :

an = F (n− 1) · · ·F (1)G(0)⊕ · · · ⊕ F (n− 1) · · ·F (N)G(N − 1)

⊕F (n− 1) · · ·F (0)Z(0)

bn = F (n− 1) · · ·F (N + 1)G(N)⊕ · · · ⊕ F (n− 1)G(n− 2)⊕G(n− 1)

et (cn)n∈N la suite obtenue comme (an)n∈N, quand la condition initiale est telle

que
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

est θ-stationnaire.
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Comme γ ((F (n))n∈N) < 0, limn an = limn cn = −∞ et d’après l’équa-
tion (2.12), Zn = an⊕ bn donc d’après le lemme 3.4.3, le couplage avec (dn)n∈N a
lieu pour toute condition initiale.

Or dire que (Zn)n∈N et
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

couplent en temps fini simultanément

avec un régime stationnaire, c’est dire que (x(n,X0))n∈N couple en temps fini avec
un régime stationnaire.

Démonstration du théorème 3.4.1. On fait une récurrence sur le nombre K de
composantes de G(A).

Si K = 1, il n’y a rien à montrer.
Supposons donc que le résultat est démontré pour K− 1 composantes, et que

G(A) a K composantes. Quitte à permuter l’ordre des coordonnées, on peut sup-
poser que les premières coordonnées correspondent à une composante initiale de
G(A), éventuellement triviale, notée I. Soit J = Id\I. Alors A se décompose selon
l’équation (2.22), avec G(B) fortement connexe et G(C) qui a K−1 composantes
fortement connexes.

Comme on n’a enlevé qu’une composante initiale, les composantes terminales
de G(C) sont celles de G(A) et elles sont encore dominantes en tant que compo-
santes de G(C). Comme C vérifie aussi T et i) et comme G(C) aK−1 composantes
fortement connexes, l’hypothèse de récurrence appliquée à la matrice aléatoire C

assure le couplage en temps fini de
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

.

Comme J contient une composante terminale, J ∩ E 6= ∅,
(
xJ(n,X0)

)
n∈N

et(
xE(n,X0)

)
n∈N

couplent en temps fini avec une suite stationnaire ne dépendant

pas de X0, ce qui implique que
(
xE∪J(n,X0)

)
n∈N

couple en temps fini avec une

suite stationnaire ne dépendant pas de X0.

Si D est presque sûrement (−∞)I×J , alors I est terminale, donc E ∪ J = Id,
ce qui conclut la preuve de l’hérédité dans ce cas.

Si B = −∞, alors D a la propriété T et x(n+ 1, X0) est l’image de xJ(n,X0)
par une application topicale qui ne dépend que de A(n), ce qui conclut aussi la
preuve de l’hérédité dans ce cas.

On suppose donc désormais que G(B) est fortement connexe et que P
(
D 6= (−∞)I×J

)
> 0.

Montrons qu’alors les hypothèses du théorème 3.4.2 sont vérifiées :

1. La condition 1. résulte du lemme 2.4.13 dans le cas i.i.d. et de l’irréductibilité
de G(B) dans le cas SF.

2. Comme D n’est pas presque sûrement (−∞)I×J , I n’est pas terminale et il
existe une composante terminale cl ⊂ J accessible depuis I. Par l’hypothèse
2, γ(B, θ) < γ(l), et d’après le théorème 2.4.4, γ(C, θ) ≥ γ(l). Donc γ(B, θ) <
γ(C, θ).

3. La condition 3. a déjà été vérifiée.
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Le théorème 3.4.2 permet donc de conclure la démonstration de l’hérédité de la
propriété, et avec elle la démonstration du théorème.



Chapitre 4

Généricité de la propriété de
perte de mémoire

4.1 Présentation et résumé

4.1.1 Résultats

Rappelons le résultat de J. Mairesse (théorème 3.2) : si la suite (A(n))n∈N a
la propriété de perte de mémoire (MLP), alors il existe une variable aléatoire Y
à valeurs dans PRd

max telle que (x(n, x0))n∈N couple avec (Y ◦ θn)n∈N.
Par analogie avec le cas des produits usuels de matrices, on peut se poser

les questions suivantes : Quelle est la loi de Y ? Peut on prouver un TCL? La
condition de perte de mémoire est-elle générique ?

La première question n’est pas traitée dans ce travail, la deuxième fait l’objet
de la partie 5, enfin la troisième est le sujet de ce chapitre. Son intérêt est accru
par le fait qu’on montre au chapitre 5 que si (A(n))n∈N a la MLP et satisfait des
conditions d’intégrabilité suffisantes, alors (x(n,X0))n∈N vérifie des théorèmes
limites. En outre S. Gaubert et D. Hong ont montré le résultat suivant :

Théorème 4.1.1 ([GH00]). Soit (A1, · · · , At) un t-uplet d’applications topi-
cales. Pour tout vecteur de probabilité p ∈ Rt, on appelle (Ap(n))n∈N la suite
i.i.d. d’applications aléatoires telle que

∀i ∈ It,P (Ap(1) = Ai) = pi

et L(p) l’exposant de Lyapunov associé à la suite (Ap(n))n∈N.
Soit D l’ensemble des p tels que ∀i ∈ It, pi > 0. S’il existe un p ∈ D tel que

la suite (Ap(n))n∈N ait la MLP, alors pour tout p ∈ D la suite (Ap(n))n∈N a la
MLP.

Dans ce cas, L est une fonction analytique de p sur D.

Comme on s’intéresse à des matrices aléatoires avec la condition T, on regarde
les matrices sans lignes de −∞. On note Md l’ensemble des matrices de Rd×d

max

91
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sans ligne de −∞ et Pd l’ensemble des matrices A dites primitives, c’est-à-dire
telles qu’il existe un n ∈ N tel que les coefficients de A⊗n soient tous finis.

Nous définissons des notions de formes linéaires et d’hyperplans sur ces espaces
qui étendent celles sur Rd×d.

Définition 4.1.2 (Hyperplans). Soit k ∈ N∗. À tout vecteur α ∈ Rk, on associe
l’application fα de Rk

max dans Rmax définie par fα(V ) =
∑
αi 6=0

αiVi si pour tout i ∈ Ik, αi 6= 0 ⇒ Vi ∈ R,

fα(A) = −∞ sinon.
(4.1)

On appelle forme linéaire sur Rk
max une telle fonction. On appelle hyperplan (resp.

hyperplan affine) de Rk
max l’ensemble des zéros (resp. une ligne de niveau de niveau

fini) d’une forme linéaire non nulle sur Rk
max.

On appelle hyperplan de Md (resp. Pd) l’intersection de Md (resp. Pd) et
d’un hyperplan de Rd×d

max.
On appelle hyperplan de Pd ×Md l’intersection de Pd ×Md d’un hyperplan

de
(
Rd×d

max

)2
.

Pour tout i, j ∈ Id, on note A◦ij l’application qui à A associe Aij. Les formes
linéaires sur Md se décomposent de manière unique en une combinaison linéaire
finie de A◦ij.

Nous obtenons les résultats suivants :

Théorème 4.1.3. Pour tout entier d ≥ 1, l’ensemble des couples de matrices
(A,B) ∈ Pd×Md tels qu’une suite (A(n))n∈N de matrices aléatoires i.i.d. prenant
les valeurs A et B avec probabilité strictement positive n’ait pas la propriété de
perte de mémoire est inclus dans une union finie d’hyperplans de Pd ×Md.

Pour définir le support d’une mesure, il faut munir Md d’une topologie σ-
compacte. On prend celle donnée par la distance

d(A,B) = max{| arctan(Aij)− arctan(Bij)| |i, j ∈ Id}.

Théorème 4.1.4. Soit µ une probabilité sur Md de support Sµ. Si Pd ∩Sµ n’est
inclus dans aucune union finie d’hyperplans affines, alors une suite (A(n))n∈N de
matrices aléatoires i.i.d. de loi µ a la propriété de perte de mémoire.

En fait, on construit des matrices de rang 1 d’une manière explicite. Les hy-
perplans qui ne doivent pas contenir les matrices A et B ou le support de µ seront
donnés par les lemmes 4.3.7 et 4.3.10.

On peut généraliser ces théorèmes en affaiblissant l’hypothèse d’indépendance.
On obtient les théorèmes suivants :
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Théorème 4.1.5. Pour tout entier d ≥ 1, il existe un ensemble E ⊂ Pd ×Md,
inclus dans une union finie d’hyperplans de Pd × Md, tel que tout couple de
matrices (A,B) ∈ Pd×Md\E ait la propriété suivante : toute suite stationnaire
(A(n))n∈N de variables aléatoires à valeurs dans {A,B} vérifiant

∀n ∈ N,∀(A1, · · · , An) ∈ {A,B}n, P [∀i ∈ In, A(i) = Ai] > 0

a la propriété de perte de mémoire.

Théorème 4.1.6. Soit (A(n))n∈N une suite stationnaire de matrices aléatoires
à valeurs dans Pd, telle que pour tous les boréliens Bi de Rd×d, on ait :

(∀i ∈ In,P [A(i) ∈ Bi] > 0) ⇒ P [∀i ∈ In, A(i) ∈ Bi] > 0.

Si le support de la loi de A(1) n’est inclus dans aucune union finie d’hyperplans
affines, alors la suite (A(n))n∈N a la propriété de perte de mémoire.

Le théorème 4.1.5 découle facilement du théorème 4.1.3 . Par contre, il faut
examiner la preuve du théorème 4.1.4 pour voir qu’elle donne aussi le théo-
rème 4.1.6 .

Avant de présenter la preuve de ces résultats, signalons que le chapitre 7- non-
publié- de la thèse [Mai95] de J. Mairesse donne des exemples de systèmes avec
et sans la MLP. Citons en particulier les deux théorèmes suivant, qui prouvent
que certains systèmes ont la MLP. Les notions de circuit critique et de vecteur
propre (max,+) , seront définies dans la partie 4.2.

Théorème 4.1.7 ([Mai95]). Supposons que d est premier et soient A et B deux
matrices de Rd×d

max, ayant chacune un unique circuit critique de longueur d. Alors
il existe un produit fini de A et B de rang 1 ssi A et B n’ont pas les mêmes
vecteurs propres au sens (max,+).

Théorème 4.1.8 ([Mai95]). Soient (aij)i,j∈Id
∈ Rd×d et (bij)i,j∈Id

∈ Rd×d des
réels tels que aij < bij pour tous i, j ∈ Id. Notons (A(n))n∈N une suite de matrices
i.i.d. telle que les coordonnées Aij(0) soient indépendantes de loi donnée par

P (Aij(0) = aij) = pij > 0 et P (Aij(0) = bij) = (1− pij) > 0

La suite (A(n))n∈N a la MLP.

4.1.2 Principe de la preuve

Notation On notera (iA)i∈In un n-uplet de matrices plutôt que (Ai)i∈In afin de
réserver les indices pour noter les coefficients des matrices.
Le théorème 4.1.3, se ramène à un problème déterministe : à quelles conditions

sur (A,B) ∈ (Md)
2, le semi-groupe engendré par A et B dans Rd×d

max contient-il
une matrice de rang 1 ?
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La théorie asymptotique des matrices à coefficients dans Rmax montre que cer-
taines matrices, dites de type scs1-cyc1, ont des puissances de rang 1. (cf lemme 4.3.1)
Les éléments nécessaires de cette théorie sont rappelés dans la partie 4.2.

On est donc ramené au lemme suivant dont la preuve est repoussée à la par-
tie 4.3.3. La notion de graphe critique est définie infra (définition 4.2.1).

Lemme 4.1.9. Pour tout couple (A,B) ∈ Pd ×Md pris en dehors d’un certain
ensemble fini d’hyperplans, il existe deux entiers m ∈ N et n ∈ N tels que la
matrice A⊗mBA⊗n ait tous ses coefficients finis et que son graphe critique soit
réduit à une boucle. En particulier cette matrice est de type scs1-cyc1 .

A priori, le théorème 4.1.4 ne répond pas à une question déterministe, car la
propriété MLP dépend de la loi µ et non de son seul support (cf. remarque 3.2.2).
En fait, il découle aussi du lemme 4.1.9, compte tenu du lemme suivant :

Lemme 4.1.10. Soit A ∈ Rd×d une matrice à coefficients finis dont le graphe
critique est réduit à une boucle. Alors il existe un voisinage V de A et un entier
n tel que :

∀(iA)i∈In ∈ V n, rg(1A · · ·nA) = 1.

Dans la partie 4.2, on rappelle donc la théorie spectrale et asymptotique des
matrices à coefficients dans Rmax. Puis, dans la partie 4.3, on prouve les théo-
rèmes 4.1.3 et 4.1.4 . Cette preuve est décomposées en trois sous-parties. La pre-
mière montre que le lemme 4.1.9 entrâıne bien les théorèmes. On y trouve la
démonstration du lemme 4.1.10 . La deuxième introduit la notion de matrices
réduites, qui sert à conclure la démonstration du lemme 4.1.9 dans la dernière
sous-partie.

4.2 Puissances des matrices dans (R,max,+)

Nous résumons ici la théorie spectrale et asymptotique des matrices à coeffi-
cients dans Rmax. Les éléments de théorie des graphes nécessaires ont été rappelés
dans la définition 2.4.1 .

Définition 4.2.1 (Graphe associé à une matrice). Pour une matrice carrée
A de taille d à coefficients dans Rmax, on donne les définitions suivantes.

i) Le graphe d’incidences de A est le graphe orienté pondéré dont les noeuds
sont les éléments de Id et les arcs les (i, j) tels que Aij > −∞ avec le poids Aij.
Il est noté G(A) , l’ensemble de ses chemins élémentaires E(A) et l’ensemble
de ses circuits élémentaires C(A).

ii) Le poids d’un chemin ch sur G(A) est noté w(A, ch). Il vaut :

w(A, ch) =

|ch|∑
j=1

Aijij+1
.
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Le poids moyen d’un circuit sur G(A) est noté mw(A, c) et vaut w(A,c)
|c| .

iii) Le rayon spectral de A est ρmax(A) := maxc∈Cmw(A, c).

iv) Le graphe critique de A est la restriction de G(A) aux noeuds et aux arcs
appartenant aux circuits de poids moyen ρmax(A). Il est noté Gc(A).

v) La cyclicité de A est celle de Gc(A), et on la note c(A).

vi) Le type d’une matrice est scsN-cycC, où N et le nombre de composantes
fortement connexes de Gc(A) et C la cyclicité de A.

La remarque suivante est à la base de toutes les démonstrations à venir.

Remarque 4.2.1 (Interprétation des puissances en termes de graphe). Si (i1, i2 · · · , in+1)
est un chemin sur le graphe G(A), son poids est

∑n
j=1Aijij+1

, donc A⊗n
ij est le poids

du chemin de longueur n de i vers j le plus lourd.

Pour énoncer les théorèmes spectraux, on a aussi besoin de :

Théorème-Définition 4.2.2 (Étoile de Kleene). Pour tout A ∈ Rd×d
max véri-

fiant ρmax(A) ≤ 0, on pose :

A+ :=
⊕
n≥1

A⊗n =
⊕

1≤n≤d

A⊗n.

A∗ :=
⊕
n≥0

A⊗n =
⊕

0≤n≤d−1

A⊗n.

Les égalités à prouver découlent des remarques suivantes, qui font suite à la
remarque 4.2.1 .

Remarques 4.2.2.

1. La condition ρmax(A) ≤ 0 signifie que tous les circuits sur Gc(A) sont de
poids négatif.

2. Pour tout (i, j) ∈ I2
d , A+

ij est le poids du chemin le plus lourd de i vers j.

3. Ce poids est atteint par un chemin de longueur au plus d, car tout chemin
plus long contient un circuit de poids négatif.

4. Si i 6= j, A∗ij = A+
ij et pour tout j ∈ Id, A∗jj = max(A+

jj, 0).

Définition 4.2.3 (Vecteurs propres). Pour toute matrice A ∈ Rd×d
max, on dit

que λ ∈ Rmax est valeur propre de A, s’il existe un vecteur V ∈ Rd
max\{(−∞)d}

tel que :

AV = λ⊗ V.

Un tel V est appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.
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Quand ρmax(A) 6= 0, on s’y ramène en utilisant que

ρmax ((Aij − ρmax(A))i,j∈Id
) = 0.

Il suffit donc de connâıtre la théorie spectrale des matrices à rayon spectral nul.
C’est ce que donne la proposition suivante.

Proposition 4.2.4 (Vecteurs propres).

1. Si c est un circuit de Gc(A), alors son poids moyen est ρmax(A).

2. Si G(A) est fortement connexe, alors ρmax(A) est la seule valeur propre de
la matrice A.

3. Si ρmax(A) = 0, alors le vecteur colonne A+
.i est vecteur propre de A associé

à 0 ssi i ∈ Gc(A), .

4. Si ρmax(A) = 0, alors tout vecteur y ∈ Rd
max est vecteur propre de A associé

à 0 si et seulement s’il vérifie

y =
⊕

i∈Gc(A)

yi ⊗ A+
.i . (4.2)

5. Si ρmax(A) = 0, et si i et j sont dans la même composante fortement
connexe de Gc(A), alors les vecteurs colonnes A+

.i et A+
.j sont proportionnels

au sens (max,+).

6. Si ρmax(A) = 0, alors aucun vecteur colonne A+
.i avec i ∈ Gc(A) ne peut

s’écrire comme combinaison (max,+)-linéaire des A+
.j avec j dans des com-

posantes fortement connexes de Gc(A) différentes de celle de i.

Démonstration.

1. Soit c = (i1, · · · , in+1) un circuit de Gc(A) (donc in+1 = i1). Par définition de
Gc(A), tout arc (ij, ij+1) se complète par un chemin chj de longueur |chj|
pour donner un circuit (ij, chj) de poids moyen ρmax(A) et de longueur
|chj|+ 1 (cf. dessin 4.1). On a donc l’équation :

Aijij+1
+ w(chj) = ρmax(A)(|chj|+ 1) (4.3)

Appelons c′ le chemin obtenu en concaténant chn, chn−1, · · · , ch1. En som-
mant l’équation (4.3) sur j, on obtient :

w(c) + w(c′) = ρmax(A)(|c|+ |c′|). (4.4)

Mais c et c′ sont des circuits de G(A) donc w(c) ≤ ρmax(A)|c| et w(c′) ≤
ρmax(A)|c′|, donc l’équation (4.4) implique que mw(c) = ρmax(A).
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i1

i2

i3

in−1

ch1

chn

Aini1

Ain−1in

Ai1i2

i2i3

ch2

in

chn−1

Fig. 4.1 – circuits de Gc(A)

2. Soit V un vecteur propre associé à la valeur propre λ. Montrons que λ =
ρmax(A). La réciproque découle du point iii) appliqué à la matrice de rayon
spectral nul (Aij − ρmax(A))i,j∈Id

.

Excluons d’abord le cas λ = −∞. Dans ce cas, AV = −∞−→1 , c’est-à-dire
que pour tout i, j ∈ Id, Aij + Vj = −∞. Or, par définition de V , il existe
un j0 tel que Vj0 > −∞. Pour ce j0, on a Aij0 = −∞ pour tout i, ce qui
contredit la forte connexité de Gc(A).

Remarquons que, d’après la remarque 4.2.1, G(A) est fortement connexe
ssi pour tout i, j ∈ Id, il existe n tel que A⊗n

ij > −∞. Alors pour tout i,
Vi = (A⊗nV )i − nλ ≥ A⊗n

ij0
+ Vj0 − nλ, donc toutes les coordonnées de V

sont finies.

Comme A⊗n
ii + Vi ≤ Vi + nλ et comme V est fini, A⊗n

ii ≤ nλ. Comme
ρmax(A) =

⊕
n,i

1
n
A⊗n

ii , on en déduit ρmax(A) ≤ λ.

Par ailleurs, on définit par récurrence la suite des ij tels que

λ+ Vij = Aijij+1
+ Vij+1

. (4.5)

Comme elle prend ses valeurs dans un ensemble fini, elle prend deux fois la
même valeur, disons en j1 et j2. Appelons c le chemin obtenu en suivant la
suite (ij)j entre les indices j1 et j2. En sommant sur j l’équation (4.5), on
voit que |c|λ = w(c), donc λ ≤ mw(c) ≤ ρmax(A).
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3. Comme A+ = AA∗ et comme les matrices A+ et A∗ cöıncident en dehors de
la diagonale, il suffit de remarquer que j ∈ Gc(A) ssi A∗jj = A+

jj = 0. Cela
découle des interprétations en terme de chemins.

4. Si V est un vecteur propre de A, A+V =
⊕

n≥1A
⊗nV = V , donc V s’écrit

comme combinaison des vecteurs colonnes de A+ :

V =
⊕
j∈Id

Vj ⊗ A+
.j ≥

⊕
j∈Gc(A)

Vj ⊗ A+
.j .

Dans l’autre sens, pour tout i, on définit par récurrence la suite ij telle que
i1 = i et

Vij = Aijij+1
+ Vij+1

. (4.6)

La suite prend deux fois une même valeur ij1 = ij2 . Cette valeur est né-
cessairement dans Gc(A) car en sommant l’équation (4.6) sur j entre j1 et
j2− 1, on voit que le chemin (ij)j1≤j≤j2 est un chemin critique. On a donc :

Vi =
∑

j∈Ij1−1

Aijij+1
+ Vj1 ≤ Vj1 ⊗ A+

ij1
≤

⊕
j∈Gc(A)

Vj ⊗ A+
.j .

Donc tout vecteur propre de A vérifie l’équation 4.2 . La réciproque découle
du point 3.

5. Dire que i et j sont dans la même composante fortement connexe, c’est dire
qu’il existe un circuit de poids maximal passant par i et j, donc un n et
un m tels que A⊗n

ij + A⊗m
ji = ρmax(A) = 0. D’après le iii), on a, pour tout

k ∈ Id :

A+
kj =

(
A+

.j

)
k

=
(
A⊗nA+

.j

)
k

= (A⊗nA+)kj

= (A+A⊗n)kj

≥ A+
ki + A⊗n

ij .

Par symétrie,A+
ki ≥ A+

kj+A
⊗m
ji . Mais par définition dem et n,A⊗n

ij = −A⊗m
ji ,

donc cette dernière équation devient A+
kj ≤ A+

ki+A
⊗n
ij . D’où A+

.j = A⊗n
ij ⊗A+

.i .

6. Soit i un noeud de Gc(A) et J un ensemble de noeuds de Gc(A) n’intersectant
pas la composante fortement connexe de i tels que

A+
.i =

⊕
j∈J

aj ⊗ A+
.j .

Pour tout j ∈ Gc(A), A+
jj = 0, donc il existe un k ∈ J tel que 0 = A+

ii =
ak +A+

ik et A+
ki ≥ ak +A+

kk = ak. En sommant les deux dernières inégalités,
on a A+

ik +A+
ki ≥ 0. Mais d’après la remarque 4.2.2, cela signifie qu’il existe

un chemin critique passant par i et k, donc que i et k sont dans la même
composante fortement connexe de Gc(A).
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Proposition 4.2.5 (Puissances [CDQV83], [CDQV85]). Si G(A) est for-
tement connexe, si ρmax(A) = 0 et si c(A) = 1, alors il existe un rang à partir
duquel A⊗n est égale à la matrice Q définie par

∀(i, j) ∈ I2
d , Qij :=

⊕
l∈Gc(A)

A+
il ⊗ A+

lj .

Remarques 4.2.3.

1. Pour tout (i, j) ∈ I2
d , Qij est le poids du plus lourd chemin de G(A) allant

de i à j en passant par un noeud de Gc(A).

2. Si c(A) 6= 1, on pourra appliquer la proposition à A⊗c(A). Si G(A⊗c(A)) n’est
pas fortement connexe, il se décompose en composantes fortement connexes
non reliées par des chemins. Cela signifie que, quitte à renuméroter les
indices, A⊗c(A) est diagonale par blocs. On applique alors la proposition à
chaque bloc.

Démonstration. Toute composante fortement connexe C de Gc(A) est l’union finie
(non disjointe) de ses circuits élémentaires c1, · · · cm. Comme tout circuit sur cette
composante fortement connexe se décompose en circuits élémentaires, l’ensemble
des longueurs de ces circuits a le même pgcd que l’ensemble des longueurs de tous
les circuits, c’est-à-dire c(A), qui vaut 1.

La forte connexité assure qu’il existe un chemin c0 passant par tous les points,
donc en particulier par tous les circuits. Or il existe unm tel que pour tout n ≥ m,
il existe k1, · · · kp ∈ N tels que n =

∑p
i=1 ki|ci|. Donc en ajoutant à c0 ki fois le

circuit ci, on obtient un circuit de C de longueur n, pour tout n ≥ m+ |c0|.
Soit maintenant n ≥ m + |c0| + 2d et i, j ∈ Id. Par définition de Q, il existe

un noeud k de Gc(A), un chemin ch1 de i vers k et un chemin ch2 de k vers j, de
longueurs |ch1| et |ch2| inférieures à d, tels que Qij = w(ch1) + w(ch2). Mais on
trouvé un circuit de Gc(A) de longueur n− l1− l2 passant par k, donc (ch1, c, ch2)
est un chemin de longueur n de i vers j passant par Gc(A). Comme d’après la
proposition 4.2.4 i), w(c) = ρmax(A) = 0, on a w(ch1, c, ch2) = w(ch1, ch2) = Qij

et donc A⊗n
ij ≥ Qij.

En particulier, on a montré que A ∈ Pd. Pour montrer l’inégalité inverse, il
suffit de montrer que pour n assez grand tout chemin de i vers j, de longueur n
et de poids A⊗n

ij passe par Gc(A). Mais ceci découle du lemme ci-dessous.

Lemme 4.2.6. Si A ∈ Pd est une matrice primitive, alors il existe un N ∈ N
tel que tout chemin ch = (i1, · · · , in+1) sur G(A) de longueur n ≥ N et de poids
w(ch,A) = (A⊗n)i1in+1 passe par Gc(A).
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Démonstration du lemme 4.2.6. Sans perte de généralité, on peut supposer que
ρ(A) = 0. Par définition de Pd, il existe un rang N1 tel que les coefficients de
A⊗N1 soient tous finis. Notons M1 le minimum des coefficients de A⊗N1 .

Soit c un circuit critique de Gc(A), de longueur |c|. Par définition de Gc(A), il

existe un indice k ∈ Id tel que A
⊗|c|
kk = |c|ρmax(A) = 0. Donc pour tout n ∈ N, et

tout i, j ∈ Id, on a :

A
⊗(2N1+n|c|)
i,j ≥ A⊗N1

ik + nA
⊗|c|
kk + A⊗N1

kj ≥ 2M1.

Notons −ε le poids moyen du plus lourd circuit de G(A) ne passant pas par
Gc(A). Soit ch = (i1, · · · , in) un chemin sur G(A) ne passant pas par Gc(A). Il se
décompose en un chemin de longueur au plus d et des circuits élémentaires, de
poids moyen au plus −ε. En notant M2 le plus grand coefficient de A, on a :

w(ch,A) ≤ d|M2| − ε(n− d).

il suffit donc de prendre N suffisamment grand pour que d(|M2| + ε) − Nε soit
strictement inférieure à 2M1.

Remarque 4.2.4. Si on refait le même raisonnement que dans la preuve de la
proposition 4.2.5, mais avec des chemins de G(A) au lieu de chemins sur une
composante fortement connexe de Gc(A), on voit que A ∈ Pd ssi G(A) est forte-
ment connexe et de cyclicité 1.

4.3 Démonstrations

4.3.1 Démonstration des théorèmes 4.1.3 et 4.1.4

Pour démontrer le théorème 4.1.3, on combine le lemme 4.1.9 avec le lemme
suivant :

Lemme 4.3.1. Si A ∈Md est une matrice à coefficients finis de type scs1-cyc1,
alors A admet un puissance de rang 1.

Démonstration. D’après la proposition 4.2.5, pour n grand, les vecteurs colonnes

de
(
A⊗n

ij − nρmax(A)
)

i,j∈Id
=
(
(Aij − ρmax(A))i,j∈Id

)⊗n

sont tous des vecteurs

propres de la matrice (Aij − ρmax(A))i,j∈Id
. De plus cette matrice est scs1-cyc1

et de rayon spectral nul, donc, d’après la proposition 4.2.4, tous ses vecteurs
propres sont proportionnels au sens (max,+). Tous les vecteurs colonnes de A⊗n

sont proportionnels au sens (max,+), donc la matrice est de rang 1 et tous ses
coefficients sont finis.

Montrons maintenant que le théorème 4.1.4 découle des lemmes 4.1.9 et 4.1.10 .
Ensuite nous démontrerons le lemme 4.1.10 .
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Démonstration du théorème 4.1.4.
Chaque hyperplan α donné par le lemme 4.1.9 est le noyau d’une forme linéaire fα

sur Pd×Md. Cette forme linéaire se décompose en fα = fα
1 +fα

2 où fα
1 ne dépend

que de la première matrice et fα
2 de la seconde. Le support de µ n’est pas inclus

dans l’union des ker fα
1 donc il existe une matrice A dans le support de µ telle

que ∀α, fα
1 (A) 6= 0. Pour tout α, l’ensemble {B ∈ Md|fα

2 (B) + fα
1 (A) = 0} est

soit l’ensemble vide, soit un hyperplan affine de Md. Il existe donc une matrice B
dans le support de µ tel que B ne soit pas dans ∪α{B ∈ Rd×d|fα

2 (B)+fα
1 (A) = 0}.

Finalement (A,B) /∈
⋃

α ker fα.

Le lemme 4.1.9 assure donc l’existence de deux matrices A etB dans le support
de µ et de deux entiers m et n tels que le graphe critique de A⊗mBA⊗n soit réduit
à une boucle. Le lemme 4.1.10 donne un voisinage V de A⊗mBA⊗n et un entier
N tel que toute matrice de V ⊗N soit de rang 1. Prenons V1 × V2 un voisinage de

(A,B) tel que V ⊗m
1 V2V

⊗n
1 ⊂ V . Alors les éléments de

(
V ⊗m

1 V2V
⊗n
1

)⊗N
sont de

rang 1. Comme A et B sont dans le support de µ, µ(V1) > 0 et µ(V2) > 0, donc

µ⊗(n+m+1)N
({

(Ai)i∈I(n+m+1)N
|rg(A1 · · ·A(n+m+1)N) = 1

})
≥ µ(V1)

(n+m)Nµ(V2)
N > 0.

La fin de cette partie est consacrée à la démonstration du lemme 4.1.10 . Le
principe de la démonstration est de reprendre simultanément les éléments des
preuves des résultats utilisés pour prouver le lemme 4.3.1 .

Pour comprendre les itérés de A, on interprétait ses coefficients comme le
poids des chemins sur G(A), comme expliqué à la remarque 4.2.1 . On veut faire
la même chose pour des produits de plusieurs matrices. On va donc autoriser le
poids des arcs (c’est-à-dire les matrices) à varier.

Dorénavant, G désignera le graphe orienté non pondéré associé à G(A). Pour
toute suite finie de matrices (iA)i∈In on définit les notations suivantes :

Définition 4.3.2.

- Le poids d’un chemin ch = (ij)j∈In+1 sur G (relativement à (iA)i∈In) est

w(ch) :=
∑
j∈In

jAijij+1
.

- Un chemin est dit maximisant si son poids est maximum parmi ceux des chemins
de même longueur, même début et même fin.

Ces définitions sont telles que (ij)j∈In+1 est maximisant si et seulement s’il est
de poids (1A · · · nA)i1in+1

.
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Démonstration du lemme 4.1.10. Le graphe critique de A est réduit à une boucle.
Cela signifie qu’il existe un l ∈ Id tel que : ∀c ∈ C(A)\{(l, l)}, All > mw(A, c).
Donc il existe un ε > 0 tel que

∀c ∈ C(A)\{(l, l)}, All −mw(A, c) > 3ε. (4.7)

On définit V comme la boule ouverte de centre A et de rayon ε pour la norme
uniforme et on note M le maximum de la norme infinie sur V .

Remarquons que toute matrice B ∈ V a le même graphe critique que A,
à savoir une boucle sur l. Soit B̃ la matrice de rayon spectral nul définie par
B̃ij = Bij − Bll. Alors ‖B̃ − Ã‖∞ < 2ε et la relation 4.7 dit que pour tout
c ∈ C(A)\{(l, l)}, mw(Ã, c) < −3ε.

Dorénavant, (iA)i∈In sera dans V n et le poids des chemins sera considéré rela-

tivement à (ĩA)i∈In .
Soit c un circuit élémentaire différent de (l, l) et de longueur |c|. Son poids

vérifie :
w(c) ≤ w(Ã, c) + 2|c|ε ≤ |c|(mw(Ã, c) + 2ε) < −|c|ε.

Soit ch = (ij)j∈In+1 un chemin de longueur n ne passant pas par l. Quitte
à permuter les jA, il se décompose en un chemin de longueur au plus d et des
circuits élémentaires, donc on a :

w(ch) < −(n− d)ε+ dM.

Or pour tout i, j ∈ Id,(
1̃A · · · ñA

)
ij
≥ w((i, l, · · · , l, j)) ≥ −2M,

donc il existe un N tel que tous les chemins maximisants de longueur n ≥ N
passent par l.

Soit ch = (ij)j∈In+1 un chemin maximisant de longueur n ≥ 2N + 1. Comme
(ij)j∈IN+1

est encore maximisant, il existe un j0 ≤ N tel que ij0 = l. Comme

(ij)n−N≤j≤n+1 est maximisant relativement à la suite de matrices (j̃A)n−N≤j≤n+1,
il existe n−N ≤ j1 ≤ n + 1 tel que ij1 = l. Le chemin (ij)j0≤j≤j1 est un circuit,
donc il se décompose en circuits élémentaires. Comme les circuits élémentaires
sont de poids strictement négatif, sauf (l, l), la maximalité du chemin assure que
pour tout j entre j0 et j1, ij = l. En particulier c’est vrai pour N+1 ≤ j ≤ n−N ,
d’où

w(ch) = w ((ij)j∈IN+1) + w ((ij)n−N≤j≤n+1) .

Cela signifie que :

∀n ≥ 2N + 1,∀i, j ∈ Id,
(

1̃A · · · ñA
)

i,j
=
(

1̃A · · · ÑA
)

il
+
(

n−NÃ · · · ñA
)

lj
,

d’où rg
(

1̃A · · · ñA
)

= 1 donc aussi rg (1A · · ·nA) = 1.
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4.3.2 Matrices réduites

Pour prouver le lemme 4.1.9, on introduit les notions suivantes de matrices
réduites :

Définition 4.3.3. Une matrice A ∈ Rd×d
max est dite réduite si elle vérifie :{

∀(i, j) ∈ I2
d , Aij ≤ 0

∀i ∈ Id,∃j ∈ Id, Aij = 0
(4.8)

Elle est dite strictement réduite si elle vérifie :{
∀(i, j) ∈ I2

d , Aij ≤ 0
∀i ∈ Id,∃!j ∈ Id, Aij = 0

(4.9)

Lemme 4.3.4.

i) Les matrices réduites forment un semi-groupe. Les matrices strictement ré-
duites aussi.

ii) Toute matrice réduite A est de rayon spectral nul et Gc(A) est constitué
des composantes fortement connexes du sous-graphe de G(A) obtenu en ne
gardant que les arcs de poids 0.

Démonstration. La preuve du i) est immédiate. Si A est réduite, ses coefficients
sont négatifs, donc son rayon spectral aussi. Mais par définition des matrices
réduites, on peut construire par récurrence une suite (ij)j∈N ∈ IN

d telle que pour
tout j ∈ N, Aijij+1

= 0. Cette suite prend nécessairement deux fois la même
valeur, mettons en j1 et j2. Donc c = (ij)j1≤j≤j2 est un circuit de G(A) dont tous
les arcs sont de poids 0. En particulier, w(A, c) = 0 donc ρmax(A) est plus grand
que 0.

On a donc montré que ρmax(A) = 0, mais comme les coefficients de A sont
négatifs, la dernière affirmation est évidente.

Définition 4.3.5. À toute matrice A ∈ Md telle que G(A) soit connexe on
associe les éléments suivants :

1. Une matrice Ã définie par ∀i, j ∈ Id, Ãij = Aij − ρmax(A).

2. Un circuit cA sur G(A) défini comme le plus petit circuit élémentaire de
Gc(A) pour l’ordre lexicographique.

3. Un entier k(A) ∈ Id défini comme le plus petit indice dans cA

4. Une matrice Ā définie par :

∀i, j ∈ Id, Āij = Ãij − Ã+
ik(A) + Ã+

jk(A). (4.10)
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On définit les ensembles de formes linéaires à ne pas annuler :

Définition 4.3.6. On appelle G le graphe orienté complet dont les noeuds sont
les éléments de Id

1. On appelle E1 l’ensemble des formes linéaires mw(., c1) − mw(., c2), où c1
et c2 sont deux circuits élémentaires de G distincts en tant que graphes
orientés.

2. On appelle E2 l’ensemble des formes linéaires

w(., ch1)− |ch1|mw(., c)− w(., ch2) + |ch2|mw(., c),

où ch1 et ch2 sont deux chemins élémentaires de G allant tous deux du
même noeud i vers le même noeud k 6= i et où c est un circuit élémentaire
de G passant par k.

Lemme 4.3.7.

1. Pour toute matrice A ∈ Md telle que G(A) soit fortement connexe, Ā est
réduite. En particulier, tous les coefficients de Gc(Ā) sont nuls.

2. Si de plus, A n’annule aucune des formes linéaires de E1 ∪ E2, alors Ā est
strictement réduite.

3. Ni E1 ni E2 ne contient la forme linéaire nulle.

Démonstration du lemme 4.3.7.

1. Comme G(A) est fortement connexe, G(Ã) l’est aussi. De plus Gc(Ã) et
Gc(A) cöıncident en tant que graphes non pondérés, donc k(A) ∈ Gc(Ã).
Enfin ρmax(Ã) = 0. D’après la proposition 4.2.4, le vecteur Ã+

.k(A) est donc

vecteur propre de Ã associé à la valeur propre 0, ce qui se traduit sur les
coefficients par les systèmes équivalents suivants :
∀i ∈ Id, Ãik(A) = maxj(Ãij + Ã+

jk(A)),

∀i ∈ Id,
{ ∀j ∈ Id, Ãik(A) ≥ Ãij + Ã+

jk(A)

∃j ∈ Id, Ãik(A) = Ãij + Ã+
jk(A)

∀i ∈ Id,
{ ∀j ∈ Id, Āij ≥ 0

∃j ∈ Id, Āij = 0

c’ est-à-dire que Ā est réduite.

2. Supposons que A n’annule aucune des formes de E1 ∪ E2.

Soit i ∈ Id. Appelons ch1 = (i1, · · · , i|ch1|+1) un chemin de i vers k(A) sur

G(Ã) de poids Ã+
ik(A) et de longueur minimale pour cette propriété.

On va montrer que j = i2 est la seule solution possible de l’équation Āij = 0,
qui se réécrit :

Ã+
ik(A) = Ãij + Ã+

jk(A). (4.11)
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Soit j ∈ Id une solution de cette équation. On appelle ch = (j1, · · · , j|ch|+1)

un chemin de j vers k(A) sur G(Ã) de poids Ã+
ik(A) et de longueur minimale

pour cette propriété.

Comme ρmax(Ã) = 0, les circuits sont de poids négatif, donc la minimalité
de la longueur implique que ch1 et ch sont élémentaires.

Si i = k(A), alors w(Ã, (i, ch)) = Ã+
k(A)k(A) = 0, donc (i, ch) est un circuit de

Gc(Ã), donc aussi de Gc(A). Il se décompose donc en circuits élémentaires
de Gc(A). Soit ch2 le premier. Alors mw(A, ch2) = mw(A, ch1) = ρmax(A)
et comme A n’annule pas les formes de E1, ch1 = ch2, donc i2 = j.

Si i 6= k(A), alors w(Ã, (i, ch)) = Ã+
ik(A).

Supposons que (i, ch) n’est pas élémentaire. Il existe l ∈ I|ch|+1 tel que jl = i.
Mais alors, on a :

w(Ã, (i, j1, · · · , jl)) = w(Ã, (i, ch))− w(Ã, (jl, · · · , j|ch|+1))

= Ã+
ik(A) − w(Ã, (i, jl+1, · · · , j|ch|, jk(A))) ≥ 0,

donc mw(Ã, (i, j1, · · · , jl)) = ρmax(Ã) = 0. Donc (i, j1, · · · , jl) se décom-
pose en circuits élémentaires de Gc(A). Soit c1 l’un de ces circuits. Comme
mw(A, c1) = ρmax(A) = mw(A, cA), c1 = cA. En particulier, k(A) ∈
{j1, · · · , jl}. Comme jl = i 6= k(A), k(A) ∈ {j1, · · · jl−1}, ce qui contre-
dit l’élémentarité de ch.

Donc (i, ch) est élémentaire. On le note ch2 et on a w(Ã, ch1) = w(Ã, ch2),
soit

w(A, ch1)− |ch1|ρmax(A) = w(A, ch2)− |ch2|ρmax(A),

ou encore

w(A, ch1)− |ch1|mw(cA) = w(A, ch2)− |ch2|mw(cA).

Comme A n’annule pas les formes de E2, ch1 = ch2, donc i2 = j.

3. Il est clair que les formes linéaires de E1 ne sont pas nulles.

Soient donc ch1 = (i1, · · · , i|ch1|+1), ch2 = (j1, · · · , j|ch2|+1) et c = (l1, · · · , l|c|, l1)
des chemins élémentaires tels que i1 = j1 = i, i|ch1|+1 = j|ch2|+1 = l1 et
i1 6= l1.

Supposons que f = w(., ch1)− |ch1|mw(., c)−w(., ch2) + |ch2|mw(., c) = 0
et montrons que ch1 = ch2.

Comme les chemins ch1 et ch2 sont élémentaires et non cycliques, ils ne
contiennent qu’une fois l’indice l1 : en dernière position. Donc il n’y a d’arc
partant de l1 ni sur ch1 ni sur ch2 et la composante en A◦l1,l2

de w(., ch1) et
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w(., ch2) est nulle. Celle de f est donc (|ch2|−|ch1|)
|c| A◦l1l2

. Or celle-ci est nulle,

donc |ch2| = |ch1| et f = w(., ch1)− w(., ch2).

Par l’irréductibilité de ch1, (i1, i2) est le seul arc de ch1 partant de i. Donc la
composante de w(., ch1) en A◦ii2 est A◦ii2 et pour tout j 6= i2, la composante
de w(., ch1) en A◦ij est nulle.

De même, la composante de w(., ch2) en A◦ij2 est A◦ij2 et pour tout j 6= j2,
la composante de w(., ch2) en A◦ij est nulle.

Comme w(., ch2) = w(., ch1), on en déduit que i2 = j2 et w(., (i2, · · · , i|ch1|+1)) =
w(., (j2, · · · , j|ch1|+1))

Par récurrence finie sur |ch1|, on conclut que ch1 = ch2.

4.3.3 Démonstration du lemme 4.1.9

Soient A ∈ Pd et B ∈ Md deux matrices. D’après le lemme 4.3.7, on associe
à A une matrice réduite Ā définie par l’équation 4.10 réduite. On définit B̂ par :

B̂ij := Bij − Ã+
ik(A) + Ã+

jk(A). (4.12)

Attention, B̂ dépend de A.
On va appliquer à Ā et B̂ le lemme ci-dessous. Il suffira ensuite de montrer

que, si (A,B) n’annule pas certaines formes linéaires, alors Ā et B̂ vérifient les
hypothèses de ce lemme.
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Lemme 4.3.8. Soit A ∈ Pd une matrice réduite telle que Gc(A) soit fortement
connexe. Soit N donné par le lemme 4.2.6 .

Soit B ∈ Rd×d
max une matrice telle que

∀l1, l2,m1,m2 ∈ Id,
(
A⊗NB

)
l1m1

=
(
A⊗NB

)
l2m2

⇒ m1 = m2. (4.13)

Alors il existe s ∈ N tel que pour tout p ∈ s+ c(A)N, Gc
(
A⊗NBA⊗p

)
soit un

graphe orienté complet. En particulier, A⊗NBA⊗p est de type scs1cyc1.
Si A est strictement réduite, alors Gc

(
A⊗NBA⊗p

)
ne comporte qu’une boucle.

Démonstration du lemme 4.2.6. Examinons les coefficients maximaux deA⊗NBA⊗p.
Un tel coefficient

(
A⊗NBA⊗p

)
ij

est le poids d’un chemin (ir)r∈IN+p+2
de i vers j

(figure 4.2). Notons l pour iN+1 et m pour iN+2.
Comme A est réduite, on peut construire par récurrence une suite d’indices

ĩr pour r entre N + 2 et N + p+ 2 telle que ĩN+2 = m et pour tout r, Aĩr ĩr+1
= 0.

En remplaçant les ir tels que r ≥ N + 3 par ĩr, on remplace des arcs de poids
négatif par des arcs de poids nul, donc on construit un chemin de poids supérieur à(
A⊗NBA⊗p

)
ij
. Comme ce poids ne peut pas être strictement supérieur, et comme

A est réduite, on a déjà Airir+1 = 0. On en déduit que notre coefficient maximum
s’écrit A⊗N

il +Blm et que sa valeur ne dépend pas de p.

0 0 0 00

0 0 0

0

0

   

mlqi

i′

A⊗N B

Blm

j

A⊗p

i′
‖

Les arcs dans les bôıtes sont dans Gc(A).

Fig. 4.2 – Chemins de poids maximaux pour A⊗NBA⊗p.

Par ailleurs, on a pris N de manière à ce que (ir)r∈IN+1
passe par Gc(A).

Appelons q le premier noeud du chemin à être sur Gc(A). On peut modifier le
chemin afin que les indices précédant q soient tous dans Gc(A) : il suffit de suivre
un circuit critique auquel appartient q à contre sens à partir de q. Appelons i′ le
premier indice de ce nouveau chemin (figure 4.2). Par construction, i′ ∈ Gc(A)
et
(
A⊗NB

)
i′m

est plus grand que
(
A⊗NB

)
im

, donc c’est un coefficient maximal

de A⊗NB.

D’après le ii) du lemme 4.3.4 et la forte connexité de Gc(A), il existe s1 ∈ N tel
que A⊗s1

mi′ = 0. Or c(A) est la cyclicité de l’unique composante fortement connexe
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de Gc(A), donc il existe un s2 ∈ N, tel que pour tout p ∈ s2 + c(A)N, on ait
A⊗p

i′i′ = 0. Donc, en posant s = s1 + s2, on a A⊗p
mi′ = 0 pour tout p ∈ s + c(A)N.

On suppose désormais que p ∈ s+ c(A)N.
La matrice M := A⊗NBA⊗p a un coefficient maximum sur la diagonale. Ce

coefficient Mi′i′ est donc le rayon spectral et le poids de tout arc de Gc(M). En
outre, Mij = Mi′i′ si et seulement s’il existe m ∈ Id, tel que (A⊗NB)im = Mi′i′

et A⊗p
mj = 0. D’après l’hypothèse sur B, on en déduit que m est nécessairement le

même pour tous les i.
Si i et j sont dans Gc(M), alors il existe un arc de Gc(M) partant de i et

un partant de j, donc (A⊗NB)im = (A⊗NB)jm = Mi′i′ . Mais il existe aussi un
arc de Gc(M) finissant en i en un finissant en j, donc A⊗p

mi = A⊗p
mj = 0. Donc

Mij = Mji = Mi′i′ . Donc (i, j) et (j, i) sont des arcs de Gc(M). Le graphe Gc(M)
est donc le graphe orienté complet dont les noeuds sont les i ∈ Id, tels que
(A⊗NB)im = Mi′i′ et A⊗p

mi = 0.
Si A est strictement réduite, alors A⊗p l’est aussi, donc il existe un unique i

tel que A⊗p
mi = 0. Donc Gc(M) ne comprend qu’un noeud, et donc une boucle.

Pour conclure la démonstration du lemme 4.1.9, il suffit de montrer que pour
un couple de matrices (A,B) qui n’annule pas certaines formes linéaires sur Pd×
Md, les matrices Ā et B̂ définies par les équations (4.10) et (4.12) vérifient les
hypothèses du lemme 4.3.8. En effet pour tout circuit c, on a

mw
(
c, Ā⊗N B̂Ā⊗p

)
= mw

(
c, A⊗NBA⊗p

)
+ (N + p)ρmax(A),

donc Ā⊗N B̂Ā⊗p et A⊗NBA⊗p ont le même graphe critique, avec des poids diffé-
rents sur les arcs et, pour p suffisamment grand, A⊗p ∈ Rd×d, donc A⊗NBA⊗p ∈
Rd×d.

On donne les définitions suivantes :

Définition 4.3.9. On note G le graphe orienté complet d’ensemble de noeuds Id
et A◦ (resp. B◦) l’application qui, au couple (A,B) ∈ Pd ×Md, associe A (resp.
B).

On appelle E3 l’ensemble des formes linéaires sur Pd ×Md de la forme

B◦
j1m1

−B◦
j2m2

+ w(A◦, chi1j1) −w(A◦, chi1k) + w(A◦, chm1k)
−w(A◦, chi2j2) +w(A◦, chi2k)− w(A◦, chm2k)

−(|chi1j1| − |chi1k|+ |chm1k|− |chi2j2|+ |chi2k| − |chm2k|)mw(A◦, chkk),
(4.14)

où i1, i2, j1, j2,m1,m2 et k sont des noeuds de G tels que m1 6= m2 et pour tout
i ∈ {i1, i2,m1,m2, k}, chik est un chemin élémentaire sur G allant de i vers k et
pour tout l ∈ I2, chiljl

est un chemin sur G allant de il vers jl de longueur au
plus |chkk|d.

Le lemme 4.1.9 résulte maintenant du lemme suivant et de la remarque évi-
dente que les formes linéaires de E3 ne sont pas nulles :
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Lemme 4.3.10.

1. Si A ∈ Pd n’annule aucune forme linéaire de E1, alors Gc(Ā) est fortement
connexe.

2. Si (A,B) ∈ Pd ×Md n’annule aucune forme linéaire de E3, alors le couple
de matrice (Ā, B̂) satisfait l’équation (4.13).

Démonstration.

1. Comme Gc(A) et Gc(Ā) sont égaux en tant que graphes non-pondérés, il
suffit de montrer que Gc(A) est fortement connexe. Dire que A n’annule
aucune forme linéaire de E1, c’est dire que tous les circuits élémentaires de
G(A) ont des poids différents. En particulier, le graphe Gc(A) est constitué
d’un unique circuit élémentaire, donc il est fortement connexe.

2. Soit (A,B) ∈ Pd ×Md telle que (Ā, B̂) ne satisfasse pas l’équation (4.13).
Alors il existe i1, i2,m1,m2 ∈ Id tels qu’on ait m1 6= m2 et :(

Ā⊗N B̂
)

i1m1

=
(
Ā⊗N B̂

)
i2m2

.

Pour l ∈ I2, on choisit jl ∈ Id tel que
(
Ā⊗N B̂

)
ilml

=
(
Ā⊗N

)
iljl

+ B̂jlml
et

on désigne k(A) par k.

Pour tout i ∈ {i1, i2,m1,m2, k}, on choisit un chemin chik sur G(A) allant
de i vers k tel que w(Ã, chik) = Ã+

ik et de longueur minimale pour cette
propriété.

Pour l ∈ I2, on choisit un chemin chiljl
sur G(A) allant de il vers jl tel que

w(Ã, chiljl
) = Ã⊗N

iljl
et de longueur minimale pour cette propriété.

Comme ρmax(Ã) = 0 les circuits sont de poids négatif, donc la minimalité
de la longueur assure que les chemins chik avec i ∈ {i1, i2,m1,m2, k} sont
élémentaires.

La proposition 4.2.5 appliquée à Ã⊗c(A) assure que |chiljl
| ≤ 2dc(A). Or

c(A) divise |chkk|.
Il suffit alors de reprendre les définitions de Ā et B̂, pour voir que (A,B)
annule la forme linéaire de E3 donnée par 4.14

Remarque 4.3.1. Si on récapitule tous les lemmes, on obtient la formulation plus
explicite des théorèmes 4.1.3 et 4.1.4 :

Soit (A,B) ∈ Pd × Md un couple de matrices tel que A n’annule aucune
forme linéaire de E1 ∪ E2 et (A,B) n’annule aucune forme linéaire de E3. Alors
toute suite (A(n))n∈N de matrices aléatoires i.i.d. prenant les valeurs A et B avec
probabilité strictement positive a la propriété de perte de mémoire.

Soit µ une probabilité sur Md de support Sµ. S’il existe A ∈ Pd ∩ Sµ qui
n’annule aucune forme linéaire de E1 ∪ E2, et si Sµ n’est pas inclus dans une
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union finie d’ensembles de la forme {A ∈ Md|Aij = Akl + a}, avec i, j, k, l ∈ Id,
(i, j) 6= (k, l) et a ∈ R, alors une suite (A(n))n∈N de matrices aléatoires i.i.d. de
loi µ a la propriété de perte de mémoire.



Chapitre 5

Théorèmes limites pour les
applications topicales aléatoires
itérées

5.1 Présentation

5.1.1 Contexte

Ce chapitre a pour but de démontrer des théorèmes limites pour les suites
récurrentes stochastiques gouvernées par des suites d’applications topicales aléa-
toires ayant la propriété de perte de mémoire (MLP) définie dans la partie 3.2 .

Les fonctions topicales sont définies dans la partie 2.1 . On reprend les no-
tations de cette partie : A est une application aléatoire au dessus d’un système
dynamique, et x(n, x0) est définie par l’équation (2.2). On suppose en outre que
les A(n) sont i.i.d. et que la suite (A(n))n∈N a la propriété de perte de mémoire.

D’après le résultat de [BM98] rappelé dans le théorème 2.2.8, la suite (x(n,X0))n∈N
satisfait une loi forte des grands nombres, pourvu que X0 et A(1)

−→
0 soient inté-

grables. Nous allons montrer que, sous des hypothèses d’intégrabilité adéquates,
et parfois des conditions techniques supplémentaires, elle satisfait aussi un théo-
rème central limite (théorème 5.2.1), éventuellement avec vitesse (théorème 5.2.1),
un théorème local limite (théorème 5.2.4), un théorème de renouvellement (théo-
rème 5.2.6) et un principe des grandes déviations partiel (théorème 5.2.1). De plus,
quand les A(n) sont des matrices aléatoires, on donne des conditions algébriques
de nullité de la variance dans le TCL (théorème 5.2.9) et de non-arithméticité
dans le TLL (théorème 5.2.11), qui sont vérifiées génériquement (corollaires 5.2.12
et 5.2.10).

Dans cette partie, nous présentons le principe de la preuve. Dans la partie 5.2,
nous énonçons et commentons les résultats. Dans la partie 5.3, nous rappelons
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le formalisme des châınes de Markov abstraites et les théorèmes limites pour ces
châınes qui seront la clef des démonstrations de la dernière partie.

5.1.2 Principe de la preuve

La première étape de la preuve consiste à décomposer la châıne de Markov
(x(n, .))n∈N en une autre châıne ((A(n), x(n, .)))n∈N et une somme de cocycles

au dessus de cette châıne, suivant ainsi la méthode qu’É. Le Page a utilisé pour
des produits de matrices au sens usuel ([LP82]). Pour toute fonction topicale

φ de Rd dans R telle que φ
(−→

1
)

= 1, la quantité φ(Ax) − φ(x) ne dépend

que de A et de x. Donc φ(x(n, .)) − φ(x(n − 1, .)) ne dépend que de A(n) et
x(n − 1, .) et comme PRd

max peut être vu comme un hyperplan de Rd, on peut
étudier (φ(x(n, .)), x(n, .)) au lieu de x(n, .). (cf. lemme 5.4.6)

D’après le théorème 3.2.2, la suite (x(n, .))n∈N converge en loi. Par ailleurs,
d’après le théorème 2.2.8, (x(n,X0))n∈N tend vers l’infini (si γ 6= 0) dans la direc-

tion de
−→
1 , donc φ(x(n, .)) ∼ γn. Nous étudions les oscillations de φ(x(n, .))−γn.

On pensera en particulier aux cas où φ est défini par φ(x) = xi, φ(x) = maxi xi,
ou φ(x) = mini xi.

La seconde étape de la preuve consiste à montrer que les opérateurs associés
à la châıne de Markov (A(n), x(n− 1, .))n∈N ont un trou spectral et appliquer
les résultats décrits dans la partie 5.3 qui donnent des théorèmes limites pour
(φ(x(n, .))− γn)n∈N. Le trou spectral découle de la convergence de (x(n, .))n∈N,

comme chez É. Le Page [LP82].
Nous utilisons deux séries de résultats, qui sont rappelées dans la partie 5.3 . La

première série est tirée du livre de H. Hennion et L. Hervé [HH01] qui reprend dans
un cadre général la théorie classique de la méthode de trou spectral développée
depuis Nagaev [Nag57]. Pour pouvoir appliquer ces résultats, nous mettons des
conditions d’intégrabilité sur supx |φ(A(1)x)− φ(x)|, ce qui permet d’obtenir un
opérateur de Doeblin sur l’espace des fonctions bornées.

La seconde série est tirée de l’article [HH04] qui est un raffinement de la
méthode dans le cadre plus restreint d’applications lipschitziennes itérées. Pour
pouvoir appliquer ces résultats, nous mettons des conditions d’intégrabilité sur
A(1)

−→
0 , ce qui permet d’obtenir un opérateur de Doeblin-Fortet sur des espaces

à poids. Dans la partie 5.2.3, nous comparons les deux séries de résultats.

5.2 Énoncés des théorèmes limites

5.2.1 Cas topical

Nous énonçons maintenant les résultats que nous prouverons dans la par-
tie 5.4 .
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Soit (A(n))n∈N une suite d’applications topicales aléatoires i.i.d. ayant la pro-
priété MLP. La suite (x(n, .))n∈N est définie par l’équation (2.2) et γ est l’exposant
de Lyapunov du théorème-définition 2.2.7 .

Le théorème limite local et le théorème de renouvellement nécessitent des
conditions de non-arithméticité. Il y a trois types de non-arithméticité, selon que
le théorème est démontré en utilisant un théorème de [HH01] ou de [HH04]. Nous
les nommerons respectivement (faible) non-arithméticité et non-arithméticité al-
gébrique. Quand d = 1 elles se réduisent toutes trois à la condition usuelle de
(faible) non-arithméticité pour les sommes de variables réelles i.i.d. . La non-
arithméticité algébrique sera définie avant l’énoncé du TLL, mais les autres types
de non-arithméticité ne seront définis qu’à la partie 5.3 quand nous aurons in-
troduit les opérateurs associés aux châınes de Markov. Contrairement à la non-
arithméticité algébrique, elles dépendent du couple

(
(A(n))n∈N , φ

)
, qui sera ap-

pelé ”le système”.
D’après la proposition 3.3.9, Topd muni de la topologie de la convergence

uniforme sur tout compact possède une base dénombrable d’ouverts, donc le
support des mesures y est bien défini. On appelle SA le support de la loi de A(1)
et TA le semi-groupe engendré dans par SA dans Topd.

Théorème 5.2.1 (TCL). Soit (A(n))n∈N une suite d’applications topicales aléa-
toires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit X0 une variable aléatoire à valeurs

dans Rd. Soit φ une application topicale de Rd dans R telle que φ
(−→

1
)

= 1. On

suppose vérifiée l’une des hypothèses suivantes :

i) supx |φ(A(1)x)− φ(x)| a un moment d’ordre 2,

ii) A(1)
−→
0 a un moment d’ordre 4 + ε.

Alors il existe σ2 ≥ 0 tel que

(
x(n,X0)−nγ

−→
1√

n

)
n∈N

converge en loi vers N (0, σ2)
−→
1 .

Dans le premier cas, ou si A(1)
−→
0 a un moment d’ordre 6 + ε, on a :

– σ2 = lim 1
n

∫
(φ (x(n,X0))− nγ)2 dP, pour toute X0 ayant un moment d’ordre 2.

– σ = 0 si et seulement si pour tout M ∈ TA de rang 1, on a :

∀A ∈ SA,∀M ′ ∈ TA, rg(M
′ = 1) ⇒MAM ′ = MM ′ + γ

−→
1 . (5.1)

Remarques 5.2.1. 1. On remarque que la variance σ2 ne dépend pas du choix
de φ. Cela n’est pas surprenant si l’on remarque que pour deux fonctions
topicales φ1 et φ2, φ1 (x(n,X0))− φ2 (x(n,X0)) ne dépend que de x(n,X0),
qui converge en loi.

2. D’après le lemme 5.4.5 à venir, l’équation (5.1) est vérifiée pour toutM ∈ TA

de rang 1 si et seulement si elle est vérifiée pour un M de rang 1, non
nécessairement dans TA.

3. Le cas σ = 0 semble rare. On montre que, dans le cas d’applications
(max,+), la situation σ > 0 est générique (cf. corollaire 5.2.10).
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Théorème 5.2.2 (TCL avec vitesse). Soit (A(n))n∈N une suite d’applications
topicales aléatoires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit X0 une variable aléatoire
à valeurs dans Rd indépendante de (A(n))n∈N. Soit φ une application topicale

de Rd dans R telle que φ
(−→

1
)

= 1. On suppose vérifiée l’une des hypothèses

suivantes :

i) supx |φ(A(1)x)− φ(x)| a un moment d’ordre l ≥ 3,

ii) A(1)
−→
0 a un moment d’ordre l > 6.

Si le σ2 du théorème 5.2.1 est strictement positif, alors il existe une constante
C ≥ 0 telle que pour toute condition initiale X0 ayant un moment d’ordre l, on
ait :

sup
u∈R

∣∣P[φ(x(n,X0))− nγ − φ(X0
i ) ≤ σu

√
n]−N (0, 1)(]−∞, u])

∣∣
≤
C
(
1 + E

[
(1 + ‖X0‖∞)l

])
√
n

, (5.2)

sup
u∈Rd

∣∣∣P[x(n,X0)− nγ
−→
1 ≤ σu

√
n]−N (0, 1)(]−∞,min

i
ui])
∣∣∣

≤
C

(
1 + E

[
(1 + ‖X0‖∞)l

]
+ E

[(
1 +

∥∥∥A(1)
−→
0
∥∥∥
∞

)l
])

n
l

2(l+1)

.

Définition 5.2.3. On dit que la suite (A(n))n∈N est algébriquement arithmétique
s’il existe a, b ∈ R tels que pour tout M,M ′ ∈ TA de rang 1,et tout A ∈ SA, on
ait :

(MAM ′ −MM ′)(Rd) ⊂ (a+ bZ)
−→
1 . (5.3)

Sinon la suite est dite algébriquement non-arithmétique.

Remarque 5.2.2. Pour tout M,M ′ ∈ Topd de rang 1 et tout A ∈ Topd, la fonction
MAM ′ −MM ′ est constante à valeurs dans R−→1 .

Théorème 5.2.4 (TLL). Soit (A(n))n∈N une suite d’applications topicales aléa-
toires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit X0 une variable aléatoire à valeurs
dans Rd indépendante de (A(n))n∈N. Soit φ une application topicale de Rd dans

R telle que φ
(−→

1
)

= 1. On suppose vérifiée l’une des hypothèses suivantes :

i) supx |φ(A(1)x)− φ(x)| a un moment d’ordre 2 et le système est non-arithmétique.

ii) A(1)
−→
0 a un moment d’ordre 4 + ε, σ > 0, X0 ∈ L∞ et la suite (A(n))n∈N

est algébriquement non-arithmétique.
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Alors il existe une mesure σ-finie α sur Rd, telle que, pour toute fonction h
continue à support compact, on ait :

lim
n

sup
u∈R

∣∣∣∣σ√2πnEX0

[
h
(
x(n,X0)− nγ

−→
1 − u

−→
1
)]
− EX0

[
e−

(u+φ(X0))2

2nσ2

]
α(h)

∣∣∣∣ = 0.

De plus, l’image de α par la fonction x 7→ (x, φ(x)) est le produit de la probabilité
invariante sur PRd

max par la mesure de Lebesgue.

Remarque 5.2.3. D’après la seconde partie du théorème 5.2.1, la condition σ > 0
découle de la non-arithméticité algébrique si A(1)

−→
0 a un moment d’ordre stric-

tement supérieur à 6.

Remarque 5.2.4. Comme le TLL pour les sommes de v.a.r. i.i.d., ce théorème
montre que la probabilité que x(n,X0) tombe dans une bôıte décrôıt comme 1√

n

multiplié par la longueur de la bôıte. Pour remplacer la fonction continue h par
la fonction indicatrice d’une bôıte, il faudrait en savoir plus sur la probabilité in-
variante sur PRd

max. En particulier, cette probabilité peut charger des hyperplans,
donc ces hyperplans ne doivent pas pouvoir intersecter la frontière de la bôıte.

La non-arithméticité algébrique est optimale au sens suivant :

Proposition 5.2.5. Si la conclusion du théorème 5.2.4 est satisfaite, alors la
suite (A(n))n∈N est algébriquement non-arithmétique.

Théorème 5.2.6 (Théorème de renouvellement). Soit (A(n))n∈N une suite
d’applications topicales aléatoires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit X0 une
variable aléatoire à valeurs dans Rd indépendante de (A(n))n∈N. Soit φ une ap-

plication topicale de Rd dans R telle que φ
(−→

1
)

= 1 et que supx |φ(A(1)x)− φ(x)|
ait un moment d’ordre 2. On note α la même mesure que dans le théorème 5.2.4 .
Si γ 6= 0 et si le système est faiblement non-arithmétique, alors, pour toute fonc-
tion h continue à support compact et toute condition initiale X0, on a :

lim
a→−sg(γ)∞

∑
n≥1

E
[
h
(
x(n,X0)− a

−→
1
)]

= 0,

lim
a→+sg(γ)∞

∑
n≥1

E
[
h
(
x(n,X0)− a

−→
1
)]

=
α(h)

γ
.

Remarque 5.2.5. La suite (x(n,X0))n∈N diverge presque sûrement dans la direc-

tion du vecteur
−→
1 . Comme le théorème de renouvellement pour les sommes de

v.a.r. i.i.d., ce théorème dit que le nombre moyen de x(n,X0) qui tombent dans
une bôıte qui part à l’infini dans la direction du vecteur

−→
1 est asymptotiquement

proportionnel à la longueur de la bôıte. Comme dans le TLL, il faudrait en savoir
plus sur la probabilité invariante pour remplacer la fonction h par l’indicatrice
d’une bôıte.
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Théorème 5.2.7 (Grandes déviations). Soit (A(n))n∈N une suite d’applica-
tions topicales aléatoires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit X0 une variable
aléatoire à valeurs dans Rd indépendante de (A(n))n∈N. Soit φ une application

topicale de Rd dans R telle que φ
(−→

1
)

= 1 et que supx |φ(A(1)x)− φ(x)| a un

moment exponentiel. Si σ2 > 0 dans le théorème 5.2.1, alors il existe une fonction
c, positive, strictement convexe , définie sur un voisinage de 0 et ne s’annulant
qu’en 0, telle que, pour toute condition initiale bornée X0 et tout ε > 0 suffisam-
ment petit, on ait :

lim
n

1

n
ln P [φ (x(n,X0))− nγ > nε] = −c(ε),

lim
n

1

n
ln P [φ (x(n,X0))− nγ < −nε] = −c(−ε).

5.2.2 Cas max-plus

Quand les A(n) sont des matrices aléatoires, il est naturel de prendre φ(x) =
maxi xi. Dans ce cas, on a l’inégalité minj maxiAij ≤ φ(Ax)− φ(x) ≤ maxij Aij,
donc on peut tester les conditions d’intégrabilité sur les deux quantités ne dépen-
dant que de A. Le théorème 5.2.1 devient alors :

Théorème 5.2.8 (TCL). Soit (A(n))n∈N une suite de matrices aléatoires à
coefficients dans Rmax i.i.d. ayant les propriétés T et MLP. Soit X0 une variable
aléatoire à valeurs dans Rd. Si maxij A(1)ij et minj maxiA(1)ij ont un moment
d’ordre 2, alors il existe σ2 ≥ 0 tel que pour toute condition initiale X0,

(i) x(n,X0)−nγ
−→
1√

n
converge faiblement vers N (0, σ2)

−→
1 pour tout X0 ayant un

moment d’ordre 2,

(ii) σ2 = lim
1

n

∫ (
max

i,j
(A(n) · · ·A(1))ij − nγ

)2

dP.

Les théorèmes 5.2.2 à 5.2.7 peuvent se spécialiser de la même manière. Pour
les énoncés suivants, on reprend les notations de la partie 4.2.

Dans le cas (max,+), on a aussi une condition de non dégénérescence dans le
TCL.

Théorème 5.2.9. Sous les hypothèses du théorème 5.2.8, avec γ = 0, la variance
σ2 dans ce théorème est 0 si et seulement si ρmax(TA) = {0}.

Le théorème 4.1.4 donne une condition qui assure la propriété MLP. Cette
condition assure aussi l’existence de deux matrices de rayon spectral (max,+)
distincts dans SA. On en déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 5.2.10. Supposons que A(1) est une matrice aléatoire satisfaisant la
condition T et telle que A(1)

−→
0 admet un moment d’ordre 2. Si SA ∩Pd n’est pas

inclus dans une union finie d’hyperplans affines de Rd×d, alors (x(n, .))n∈N vérifie
les conclusions du théorème 5.2.8 avec σ > 0.

On donne aussi une condition suffisante de non-arithméticité algébrique :

Théorème 5.2.11. Soit (A(n))n∈N une suite de matrices aléatoires satisfaisant
la condition T. Supposons vérifiées les hypothèses du théorème 5.2.4 ii), sauf
peut être la non-arithméticité algébrique. Si le système est algébriquement arith-
métique, alors il existe a, b ∈ R tels que

{ρmax(A)|A ∈ SA,G(A) fortement connexe} ⊂ a+ bZ.

Compte tenu du corollaire 5.2.10, cela montre que les hypothèses du théo-
rème 5.2.4 sont génériques au sens suivant :

Corollaire 5.2.12. Supposons que A(1) une matrice aléatoire satisfaisant la
condition T et telle que A(1)

−→
0 admet un moment d’ordre 4 + ε. Si SA ∩ Pd

n’est pas inclus dans une union dénombrable d’hyperplans affines de Rd×d, alors
(x(n, .))n∈N vérifie les conclusions du théorème 5.2.4 .

5.2.3 Commentaires

Le tableau suivant récapitule les théorèmes limites obtenus. Dans chaque si-
tuation on suppose que (A(n))n∈N a la propriété MLP.

Théorèmes : Moments finis de Conditions

A(1)
−→
0 maxij A(1)ij et minj maxiA(1)ij supplémentaires

TCL 4 + ε 2
TCL avec vitesse 6 + ε 3

TLL 4 + ε 2 NA
Renouvellement – 2 NA

PGD – exp X0 ∈ L∞
NA= non-arithméticité

Tab. 5.1 – Théorèmes limites

Les résultats de la seconde colonne sont énoncés pour des matrices car la
quantité supx |φ(A(1)x)− φ(x)| n’est pas bornée pour toutes les applications to-
picales. Si A(1) est à valeurs dans une autre sous-classe de Topd, il faut trouver
un φ tel que supx |φ(A(1)x)− φ(x)| soit intégrable. Par exemple, si A(1) est à
valeurs dans l’espace des applications (min,+), on prendra φ(x) = mini xi.



118 CHAP. 5 THÉORÈMES LIMITE

D’autre part on devrait pouvoir prouver un théorème de renouvellement et un
principe de grandes déviations par la méthode de [HH04], d’où on déduirait des
théorèmes analogues pour des applications topicales, mais cela n’a pas été vérifié.

Les résultats de la première colonne sont obtenus sous des hypothèses d’inté-
grabilité plus fortes ; mais ils sont aussi meilleurs pour deux raisons. D’abord, ils
sont vrais pour des applications topicales générales et non pour une sous-classe
adaptée au choix de φ. Ensuite, la non-arithméticité algébrique ne dépend pas de
φ. Elle est énoncé sans introduire les opérateurs markoviens Q bien que le système
soit algébriquement arithmétique si et seulement il existe un t 6= 0 tel que Qt a
une valeur propre de module 1. De plus pour les suites de matrices aléatoire, la
non-arithméticité algébrique peut être prouvée à l’aide du théorème 5.2.11 .

Un cas important des matrices aléatoires est celui où Aij(n) ∈ R+ ∪ {−∞}
et Aii(n) ≥ 0 car il modélise des situations où xi(n, .) est la date du énième
événement de type i et les Aij(n) sont des délais. Dans ce cas, l’intégrabilité de
maxij A(1)ij et minj maxiA(1)ij est équivalente à l’intégrabilité de A(1)

−→
0 .

On a mentionné dans l’introduction que J. Resing et al. [RdVH+90] ont obtenu
un TCL. En un sens, leur résultat est meilleur, puisque la propriété MLP implique
que x(n, .) est uniformément Φ-récurrente et apériodique. Mais nos conditions
d’intégrabilité sont plus faibles, et la propriété MLP est plus facile à tester.

Le PGD de [Too02] ne nécessite qu’une borne uniforme de l’image de pro-
jective de A(1), ce que l’on peut voir comme une condition d’intégrabilité très
forte. Cela suggère que la propriété MLP n’est pas nécessaire. Mais sa formulation
du PGD n’est pas équivalent à la nôtre, et dans le cas (max,+), il demande la
condition de structure fixe.

5.3 Châınes de Markov et opérateurs quasi-compacts

5.3.1 Trou spectral

On rappelle le formalisme des châınes de Markov et des opérateurs associés,
en suivant la présentation de H. Hennion et L. Hervé [HH01]. Ensuite on énonce
les résultats que nous allons appliquer à notre modèle dans la partie 5.4 .

Le contexte est donné par :
– un espace mesurable (E, E),
– une probabilité de transition Q sur (E, E),
– une châıne de Markov sur (E, E) associée à Q, de terme général Xn,
– une fonction mesurable réelle ξ sur (E, E).
On étudie la fonction caractéristique φSn de

Sn :=
n∑

l=1

ξ(Xl)
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en faisant agir les noyaux de Fourier, notés Qt ou Q(t), sur un espace de Banach
approprié de fonctions mesurables de E dans C. Ces noyaux sont définis pour
tout t ∈ C par :

Qt(x, dy) = eitξ(y)Q(x, dy) (5.4)

et ils agissent sur les fonctions selon l’équation :

(Qtf)(x) =

∫
f(y)eitξ(y)Q(x, dy).

On en déduit immédiatement φSn(t) =
∫

E
Qn

t 1dλ(x), où λ est la loi de X0.
Comme Q est une probabilité de transition, Q = Q0 admet 1 pour valeur

propre. Pour contrôler les perturbationsQt deQ et en particulierQn
t/
√

n
, le concept

clef est la quasi-compacité. On dit que Q a un trou spectral si elle vérifie la
définition suivante :

Définition 5.3.1. Un endomorphisme continu Q sur un espace de Banach B est
dit quasi-compact, s’il existe une décomposition Q-stable B = F ⊕H telle que :

1. dimF <∞ et toutes les valeurs propres de Q|F sont de module r(Q),

2. r(Q|H) < r(Q).

Dans ce cas, dimF sera noté s(Q,B).

5.3.2 Premier cadre

Dans cette sous-partie, on énonce les résultats de [HH01], avec quelques hy-
pothèses supplémentaires qui simplifient les énoncés.

Définition 5.3.2. Soit (Q, ξ) comme plus haut, et (B, ‖.‖) un espace de Banach
de fonctions continues de E dans C. On dit que (Q,B, ξ) vérifie la conditionH(m)
si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(H1) (i) 1 ∈ B et si f ∈ B, alors f̄ ∈ B et, si f est à valeurs réelles, f+ =
max(f, 0) ∈ B,

(ii) La norme ‖.‖ sur B est plus grande que la norme infinie,
(iii) Pour toutes fonctions f, g ∈ B , on a aussi fg ∈ B.

(H2) (i) Q a une probabilité invariante ν,
(ii) Q est quasi-compact sur B, et sup ‖Qn‖ <∞,
(iii) L’espace propre de Q associé à la valeur propre 1 est l’ensemble des

fonctions constantes sur E.

(H3) il existe un voisinage I0 de 0 dans R tel que Q(.) soit une fonction de classe
Cm de I0 dans l’espace LB des endomorphismes linéaires continus de B et tel que
pour 1 ≤ k ≤ m, la dérivée kième de cette fonction en 0 soit l’action du noyau
(iξ(y))kQ(x, dy) sur B.
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Définition 5.3.3. On dit que le système est non-arithmétique si Q(.) est continu
de R dans l’espace LB des opérateurs linéaires continus sur B et, pour tout t ∈ R∗,
r (Q(t)) < 1.

On dit que le système est faiblement non-arithmétique si Q(.) est continu de
R dans LB et, pour tout t ∈ R∗, 1−Q(t) est inversible.

On énonce les théorèmes limites de [HH01] quand s(Q,B) = 1.

Théorème 5.3.4 ([HH01]). On suppose que (Q,B, ξ) vérifie la condition H(2)
et que s(Q,B) = 1. Si ξ2 est ν-intégrable et si ν(ξ) = 0, alors il existe σ2 ≥ 0 tel
que pour toute condition initiale de loi λ, on ait :

(i) limn
1
n
Eλ[S

2
n] = σ2,

(ii) si σ2 = 0, alors il existe ξ1 ∈ B, tel que ξ2
1 est ν-intégrable et ξ(X1) =

ξ1(X0)− ξ1(X1) Pν − p.s.,

(iii) pour f ∈ B et g ∈ Cc(R),

lim
n

Eλ

[
f(Xn)g(

Sn√
n

)

]
= ν(f)N (0, σ2)(g),

où la convergence est uniforme en la condition initiale.

Si s(Q,B) 6= 1, alors σ est encore définie, mais les convergences n’ont lieu
que pour λ = ν.

Théorème 5.3.5 ([HH01]). On suppose que (Q,B, ξ) vérifie la condition H(3).
Si ν(ξ) = 0 et σ > 0, alors il existe C > 0 tel que pour toute condition initiale λ,

sup
u∈R

∣∣Pλ[Sn ≤ uσ
√
n]−N (0, 1)(]−∞, u])

∣∣ ≤ C(‖λ‖+ 1)√
n

.

Théorème 5.3.6 ([HH01]). On suppose que (Q,B, ξ) vérifie la condition H(2),
que s(Q,B) = 1, et que ν(ξ) = 0. Si le système est non-arithmétique et si σ > 0,
alors pour toute fonction f ∈ B et g ∈ Cc(R), on a :

lim
n

sup
u∈R

∣∣∣∣σ√2πnEλ [f(Xn)g(Sn − u)]− e−
u2

2nσ2 ν(f)L(g)

∣∣∣∣ = 0,

où L est la mesure de Lebesgue. De plus, la convergence est uniforme en la condi-
tion initiale λ.

Théorème 5.3.7 ([HH01]). On suppose que (Q,B, ξ) vérifie la condition H(2),
et que ν(ξ) > 0. Si le système est faiblement non-arithmétique, alors pour toutes
fonctions f ∈ B et g ∈ Cc(R), on a :

lim
a→−∞

∑
n≥1

Eλ [f(Xn)g(Sn − a)] = 0,

lim
a→+∞

∑
n≥1

Eλ [f(Xn)g(Sn − a)] =
ν(f)

ν(ξ)
L(g),

où les convergences sont uniformes en la condition initiale λ.
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Théorème 5.3.8 ( [HH01]). On suppose que (Q,B, ξ) vérifie la condition H(2),
que ν(ξ) = 0 et que σ > 0. S’il existe M > 0 tel que Q(.) soit continu de
{z ∈ C : |<(z)| < M} dans LB et holomorphe sur {z ∈ C : |z| < M}, alors il
existe une fonction c, positive, strictement convexe , définie sur un voisinage de
0 et ne s’annulant qu’en 0, telle que, pour tout λ ∈ B′p et tout ε > 0 suffisamment
petit, on ait :

lim
n

1

n
Pλ[Sn > nε] = −c(ε).

5.3.3 Second cadre

Dans l’article [HH04] H. Hennion et L. Hervé ont obtenu des théorèmes limites
pour des suites ξ(Yn, Zn−1), où (Yn)n∈N est une suite d’applications lipschitziennes
i.i.d., et Zn est défini par Zn+1 = Yn+1Zn. Comme indiqué dans la partie 5.1.2,
notre modèle rentre dans ce cadre. De plus, les Yn, qui sont les applications définies
par les A(n) sur PRd

max, sont 1-lipschitziennes. En reprenant la démonstration
de [HH04] avec cette condition supplémentaire, on obtient les théorèmes de cette
partie.

Les conditions d’intégrabilité sont plus faibles que dans [HH04], car la constante
de Lipschitz est uniformément bornée. La seule modification de la preuve à ef-
fectuer porte sur l’inégalité de Hölder dans la 4e partie de la proposition 7.3
de [HH04] : il faut prendre les exposants 1 et ∞.

Dans toute la suite, (M, δ) est un espace métrique dont toutes les boules fer-
mées sont compactes et G est le semi-groupe de ses applications 1-lipschitziennes.
On note S la situation suivante :

(i) (Yn)n∈N est une suite de variables aléatoires à valeurs dans G, i.i.d. et de
loi µ. Z est une variable aléatoire à valeurs dansM indépendante de (Yn)n∈N.
La suite (Zn)n∈N est définie par

Z0 = Z et Zn+1 = Yn+1Zn.

(ii) ξ : G×M→ R est 1-lipschitzienne en la seconde variable, et Sn est défini
par

Sn =
n∑

k=1

ξ(Yk, Zk−1).

(iii) On choisit x0 ∈ M, et pour tout η ≥ 1 et tout n ∈ N, on pose Mη =
E[δη(Y1x0, x0)] et Cn = E[c(Yn · · ·Y1)], où c(.) est la constante de Lipschitz.

S’il existe un N ∈ N tel que CN < 1, alors il existe un λ0 ∈]0, 1[, tel que∫
G
c(g) (1 + λ0δ(gx0, x0))

2η dµ∗N(g) < 1. On choisit un tel λ0 et on se donne les
notations suivantes :
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(i) À toute fonction f de M dans C, on associe les quantités suivantes :

|f |η = sup
x

|f(x)|
(1 + λ0δ(x, x0))1+η

,

mη(f) = sup
x6=y

|f(x)− f(y)|
δ(x, y) (1 + λ0δ(x, x0))

η (1 + λ0δ(y, x0))
η .

Bη est l’ensemble des fonctions f de M dans C telles que mη(f) < ∞. Il
est muni de la norme ‖.‖η = |.|η +mη(.).

(ii) B′η est l’ensemble des probabilités sur E qui définissent une forme linéaire
continue sur Bη et pour tout r > 0, on note B′η,r = {λ ∈ B′η : ‖λ‖ < r}, où
‖λ‖ est la norme de la forme linéaire sur Bη définie par λ.

(iii) On dit que le système est η-arithmétique s’il existe un t ∈ R\{0}, un ρ ∈ C
de module 1, et une fonction w ∈ Bη de module constant non nul sur le
support Sν0 de ν0 telle que pour tout n ∈ N, on ait :

eitSnw(Zn) = ρnw(Z0)Pν0 − p.s. . (5.5)

Sinon, on dit que le système est η-non-arithmétique

Remarque 5.3.1 (non-arithméticité). Dans le premier cadre, la non-arithméticité
porte sur le rayon spectral de Qt. Ici, on travaille avec l’opérateur associé Pt

qui agit sur M au lieu de (G,M) (cf. [HH04]). Si Pt est quasi-compact, alors
r(Pt) = 1 ssi Pt a une valeur propre ρ de module 1. La proposition 9.1’ de [HH04]
montre que si r(Pt) = 1, alors Pt est quasi-compact en tant qu’opérateur sur Bη

et que tout vecteur propre w associé à ρ vérifie l’équation (5.5).

Nous pouvons maintenant énoncer les théorèmes limites dus à H. Hennion et
L. Hervé.

Théorème 5.3.9 ([HH04]). Dans la situation S, s’il existe η ≥ 0 tel que
Mη+1 <∞ et n0 ∈ N tel que Cn0 < 1, alors Sn converge en loi vers une distribu-
tion invariante ν, telle que

∫
M δη+1(x, x0)dν(x) <∞.

Théorème 5.3.10 ([HH04]). Dans la situation S, s’il existe η > 2 et n0 ∈ N
tels que Cn0 < 1 et M2η <∞, alors, pour f ∈ ∪η′<η−1Bη′ et g ∈ Cc(R), on a :

(i) limn Eλ

[
f(Zn)g( Sn√

n
)
]

= ν(f)N (0, σ2)(g), où la convergence est uniforme

en λ ∈ B′η,r.

(ii) Si η > 3, alors pour λ ∈ B′η, limn
1
n
Eλ[S

2
n] = σ2.

(iii) Si η > 3 et σ2 = 0, alors il existe ξ1 ∈ Bη−1, tel que ξ2
1 soit ν-intégrable et

ξ(X1) = ξ1(X0)− ξ1(X1) Pν − p.s..
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Théorème 5.3.11 ([HH04]). Dans la situation S, s’il existe η > 3 et n0 ∈ N
tels que Cn0 < 1 et M2η <∞, si de plus ν(ξ) = 0 et σ > 0, alors il existe C > 0
tel que pour λ ∈ B′η,

sup
u∈R

∣∣Pλ[Sn ≤ uσ
√
n]−N (0, 1)(]−∞, u])

∣∣ ≤ C‖λ‖η√
n

.

Théorème 5.3.12 ([HH04]). Dans la situation S, s’il existe η > 2 et n0 ∈ N
tels que Cn0 < 1 et M2η <∞, si ν(ξ) = 0 et σ > 0, et s’il existe 1 < η′ < η − 1
tel que le système soit η′-non-arithmétique, alors pour f ∈ Bη′ et g ∈ Cc(R), on
a :

lim
n

sup
u∈R

∣∣∣∣σ√2πnEλ [f(Zn)g(Sn − u)]− e−
u2

2nσ2 ν(f)L(g)

∣∣∣∣ = 0,

où L est la mesure de Lebesgue et la convergence est uniforme en λ ∈ B′η,r.

5.4 Démonstration des théorèmes limite

5.4.1 Des applications topicales itérées aux châınes de
Markov

Dans cette partie, on montre que les hypothèses des théorèmes de la partie 5.2
impliquent les hypothèses des théorèmes de la partie 5.3 . Pour appliquer les
résultats de [HH01],

– l’espace E sera Topd × PRd
max muni de la tribu de Borel,

– la probabilité de transition Q sera définie par

Q ((A, x̄), D) = P
(
(A(1), Ax) ∈ D

)
,

– le terme général Xn de la châıne de Markov sera (A(n), x̄(n− 1, .)),
– la fonction ξ sera définie par ξ(A, x̄) = φ(Ax)− φ(x), où φ est une fonction

topicale de Rd dans R telle que φ
(−→

1
)

= 1.

– σ(A) = supx |ξ(A, x)| = supx |φ(Ax)− φ(x)| <∞ p.s. .

On définit maintenant l’espace B.

Définition 5.4.1. Soit L∞ l’espace fonctions continues bornées de PRd
max dans

C. On le munit de la norme infinie.
Soit j la fonction de Topd × PRd

max dans PRd
max telle que j(A, x̄) = Ax et soit

I la fonction de CPRd
max dans C(Topd×PRd

max) définie par

I(φ) = φ ◦ j.

On appelle B∞ l’image de L∞ par I.
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Comme (L∞, ‖.‖∞) est un espace de Banach, et I une une isométrie pour la
norme infinie, (B∞, ‖.‖∞) est aussi un espace de Banach.

Rappelons que les noyaux de fourrier et en particulier Q agissent sur B∞ selon
la formule 5.4. De même, la probabilité invariante ν agit sur B∞ selon l’équation
ν(f) =

∫
f(x)ν(dx).

Pour pouvoir utiliser les résultats de la partie 5.3.2, il reste à prouver la
proposition suivante :

Proposition 5.4.2. Si σ (A(1)) a un moment d’ordre m et si A(n) a la propriété
MLP, alors (Q, ξ,B∞) satisfait la condition H(m). De plus l’intervalle I0 de la
condition (H3) est R tout entier et s(Q,B∞) = 1.

Pour montrer (H2), on utilisera le théorème 3.2.2, qui dit que si la suite
(A(n))n∈N de variables aléatoires à valeurs dans Topd a la propriété MLP, alors il

existe une variable aléatoire Y à valeurs dans PRd
max telle que Yn := A(n) · · ·A(1)Y

est stationnaire et

lim
n→∞

P (∃x0, Yn 6= x̄(n, x0)) = 0.

Dans la suite, ν0 désignera la loi de Y .

Démonstration de la proposition 5.4.2. La condition (H1) est triviale, étant donné
le choix de B∞.

Pour vérifier la condition (H2), on définit la probabilité ν := µ⊗ ν0. Elle est
Q-invariant par définition de ν0, ce qui prouve (i). Pour prouver (ii) et (iii), on
étudie les itérés de Q. Pour tout φ ∈ L∞, et x ∈ Rd on a :

|Qn(φ ◦ j)(A, x̄)− ν(φ ◦ j)| =
∣∣Qn(φ)(Ax)− ν0(φ)

∣∣
=

∣∣∣∣∫ φ(x̄(n,Ax)dP−
∫
φ(Yn)dP

∣∣∣∣
≤ ‖φ‖∞2P (∃x0, Yn 6= x̄(n, x0)) ,

Si on note N pour ψ 7→ ν(ψ), on obtient :

‖Qn −N‖ ≤ 2P (∃x, Yn 6= x̄(n, x)) → 0. (5.6)

Cela montre que r(Q|KerN) < 1 et que supn ‖Qn‖ < ∞, donc (ii) est vérifié et
s(Q,B∞) = 1. L’équation (5.6) montre aussi que les fonctions propres de Q asso-
ciées à la valeur propre 1 sont inclues dans ImN , ce qui implique (iii).

Pour montrer (H3) on pose Q
(k)
t := eitξ(y)(iξ(y))kQ(x, dy) et

∆
(k)
h := Q

(k)
t+h −Q

(k)
t − hQ

(k+1)
t . (5.7)
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Pour montrer la proposition 5.4.2, il reste à majorer ‖ 1
h
∆

(k)
h ‖ par une quantité

qui tend vers zéro avec h.
Pour cela, on introduit la fonction suivante :{

f : R → C
t 7→ eit − 1− it.

Les calculs s’appuieront sur les estimations suivantes : |f(t)| ≤ 2t, et |f(t)| ≤ t2.
Maintenant tout découle de l’équation suivante :

∆
(k)
h (φ ◦ j)(A, x̄) =

∫
φ
(
BAx

)
eitξ(B,Ax)

(
iξ(B,Ax)

)k
f
(
hξ(B,Ax)

)
dµ(B),

dont on déduit :∥∥∥∆(k)
h (φ ◦ j)

∥∥∥
∞
≤ ‖φ‖∞

∫
σk(B) ‖f (hξ(B, .))‖∞ dµ(B). (5.8)

De |f(t)| ≤ t2, on déduit

1

|h|
σ(B)k ‖f (hξ(B, .))‖∞ ≤ hσk+2(B) → 0.

De |f(t)| ≤ 2t, on déduit

1

|h|
σk(B) ‖f (hξ(B, .))‖∞ ≤ 2σk+1(B).

Quand k < m, σk+1 est intégrable donc le théorème de convergence dominée et
les deux dernières inégalités prouvent que l’on a :∫

σ(B)k ‖f (hξ(B, .))‖∞ dµ(B) = o(h). (5.9)

Donc, pour tout k < m, d’après l’équation (5.8), ‖ 1
h
∆

(k)
h ‖ tend vers zéro. Cela

signifie que Q
(k+1)
t est la dérivée de Q(k)

. en t.
Pour montrer que Q(m)

. est continue, on remarque que(
Q

(m)
t+h −Q

(m)
t

)
(φ◦j)(A, x) =

∫
φ
(
BAx

)
eitξ(B,Ax)

(
iξ(B,Ax)

)m
g
(
hξ(B,Ax)

)
dµ(B).

(5.10)
où g(t) = eit − 1. On applique la même méthode que précédemment, en rempla-
çant les estimées sur f (hξ(B, .)) par ‖g (hξ(B, .)) ‖∞ ≤ hσ(B) pour montrer la
convergence, et par ‖g (hξ(B, .)) ‖∞ ≤ 2 pour montrer la domination.

La propriété (H3) est donc vérifiée avec I0 = R.
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Pour montrer les théorèmes 5.2.1 et 5.2.4, on veut aussi utiliser les théo-
rèmes de la partie 5.3.3 . Pour cela, on pose M = PRd

max, Yn = A(n), x0 =
−→
0

et à nouveau ξ (A, x) = φ(Ax) − φ(x). Dans ce cas Zn = x(n,X0) et Sn =
φ (x(n,X0))− φ(X0) et on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.4.3.

1. Si A(1)
−→
0 a un moment d’ordre η ∈ R+, alors Mη < ∞. Si la suite

(A(n))n∈N a la propriété MLP, alors il existe n0 ∈ N tel que Cn0 < 1. Si X0

a un moment d’ordre 1+η ∈ [1,+∞[, alors la forme linéaire f 7→ E[f
(
X0

)
]

appartient à B′η et sa norme est majorée par E ((1 + |X0|)1+η) .

2. Si la suite (A(n))n∈N est algébriquement non-arithmétique, alors elle est
aussi η-non-arithmétique pour tout η > 0.

La première partie de la proposition est évidente. La seconde partie repose
sur les deux lemmes suivants, qui seront démontrés après la proposition :

Lemme 5.4.4. Le support de la mesure invariante ν0 est

Sν0 :=
{
M
−→
1
∣∣∣M ∈ TA,M de rang 1

}
.

Lemme 5.4.5. Si l’inclusion (5.3) est vérifiée pour une application M de rang 1,
tout A ∈ SA et tout M ′ ∈ TA de rang 1, alors elle est vérifiée pour tout M ∈ TA

de rang 1.

Démonstration de la proposition 5.4.3. Supposons le système η-arithmétique. Il
existe w ∈ Bη et t, a ∈ R tels que pour µ-presque tout A et ν0-presque tout x, on
ait :

eit(φ(Ax)−φ(x))w
(
Ax
)

= eitaw (x) . (5.11)

Comme cette équation ne fait intervenir que des fonctions continues, elle est
vérifiée pour tout x ∈ Sν0 et tout A ∈ TA. Comme Sν0 est TA invariant, on itère
l’équation (5.11) et on obtient

eit(φ(Tx)−φ(x))w
(
Tx
)

= eitanTw (x) , (5.12)

où T ∈ TA et nT est le nombre d’éléments de SA qu’il faut composer pour obtenir
l’application T . Grâce à la la propriété MLP, il existe un M ∈ TA de rang 1. On
écrit l’équation (5.12) pour T = MA puis pour T = M et on divise la première
équation par la seconde. Comme n(MA) = nM + 1 et MAx = Mx , on en déduit :

eit(φ(MAx)−φ(Mx)) = eita.

En posant b = 2π
t
, cela signifie que (φ(MAx)− φ(Mx)) ∈ a+ bZ. Comme M

est de rang 1, (MAx−Mx) ∈ R−→1 , donc comme φ est topicale, (φ(MAx) = φ(Mx))+
(MAx −Mx)1. Finalement (MAx −Mx) ∈ (a + bZ)

−→
1 , et l’arithméticité algé-

brique découle du lemme 5.4.4 .
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Démonstration du lemme 5.4.4. D’après le théorème 3.2.2, il existe une variable
aléatoire Y de loi ν0, indépendante de (A(n))n∈N et telle que la suite (x(n, Y ))n∈N
soit stationnaire. Soit K un sous-ensemble compact de Rd tel que P(Y ∈ K) > 0.

Pour tout M ∈ TA et tout ε > 0, l’ensemble V de fonctions topicales A telles
que δ(Ax,Mx) ≤ ε pour tout x ∈ K est un voisinage de M . Donc la probabilité
que A(nM) · · ·A(1) soit dans V est strictement positive et par l’indépendance de
Y , on a :

P (Y ∈ K,A(nM) · · ·A(1) ∈ V ) > 0.

Si M est de rang 1, alors M
−→
1 = MY , donc cela implique qu’avec probabilité

strictement positive, on a :

δ
(
YnM

,M
−→
1
)

= δ
(
A(nM) · · ·A(1)Y,MY

)
≤ ε,

donc M
−→
1 ∈ Sν0 .

Cela montre que
{
M
−→
1
∣∣∣M ∈ TA,M de rang 1

}
⊂ Sν0 .

D’autre part ν0 est obtenu comme la loi de Z = limnA(1) · · ·A(n)
−→
1 . En

fait, la propriété MLP et l’ergodicité assurent qu’il existe presque sûrement un

entier N tel que A(1) · · ·A(N + 1) soit de rang 1. Donc A(1) · · ·A(n)
−→
1 =

A(1) · · ·A(N + 1)
−→
1 pour tout n ≥ N + 1 et Z = A(1) · · ·A(N + 1)

−→
1 . Mais

A(1) · · ·A(N+1) ∈ TA presque sûrement, donc Z ∈
{
M
−→
1
∣∣∣M ∈ TA,M de rang 1

}
presque sûrement et Sν0 ⊂

{
M
−→
1
∣∣∣M ∈ TA,M de rang 1

}
.

Démonstration du lemme 5.4.5. On suppose que l’équation (5.3) est vérifiée pour
M = M1, tout A ∈ SA et tout M ′ ∈ TA de rang 1.

Soient A1, · · · , An ∈ SA, tels que M2 = A1 · · ·An soit de rang 1. Pour tout
i ≤ n, Ai · · ·AnM

′ est de rang 1, donc (M1Ai · · ·AnM
′−M1Ai+1 · · ·AnM

′)(Rd) ⊂
(a+ bZ)

−→
1 .

On combine ces inclusions pour i variant de 1 à n, et on obtient (M1M2M
′ −

M1M
′)(Rd) ⊂ (na+bZ)

−→
1 donc en remplaçant M ′ par AM ′ et retranchant l’équa-

tion initiale, on trouve :

((M1M2AM
′ −M1AM

′)− (M1M2M
′ −M1M

′)) (Rd) ⊂ bZ−→1 . (5.13)

On écrit M2M
′ comme

M2M
′ = M1M

′ + (M1M2M
′ −M1M

′)− (M1M2M
′ −M2M

′).

le dernier bloc ne dépend pas de M ′, donc en remplaçant M ′ par AM ′ et
retranchant l’équation initiale, on trouve :

M2AM
′−M2M

′ = M1AM
′−M1M

′+((M1M2AM
′ −M1AM

′)− (M1M2M
′ −M1M

′)) .

Compte tenu de l’équation (5.13), cela prouve que l’équation (5.3) est vérifiée
pour M = M2.
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5.4.2 Des châınes de Markov aux applications topicales
itérées

Commençons par remarquer que quandX0 est de loi ν0, la suite (A(n), x(n,X0))n∈N
est stationnaire de loi ν, donc par le théorème de Birkhoff, on a

γ =

∫
ξ(A, x)dν0(x)dµ(A) = ν(ξ).

Les propositions 5.4.2 et 5.4.3 montrent que sous les hypothèses des théorèmes
de la partie 5.2, les hypothèses des théorèmes de la partie 5.3 sont vérifiées. On
en déduit donc des résultats sur le comportement de la suite

((φ(x(n,X0)− φ(X0)− nν(ξ), x(n,X0)))n∈N .

Le lemme suivant sera utile pour revenir à la suite (x(n,X0))n∈N.

Lemme 5.4.6. Si φ est une fonction topicale de Rd dans R, la fonction ψ : x 7→
(φ(x), x) est un homéomorphisme bilipschitzien de Rd sur R× PRd

max.

En outre, si φ
(−→

1
)

= 1, alors φ
(−→

0
)

= 0 et on a :∥∥∥x− φ(x)
−→
1
∥∥∥
∞
≤ |x|P .

Démonstration. Soit (t, x) un élément de R × PRd
max. Alors ψ(y) = (t, x) si et

seulement s’il existe un a ∈ R tel que y = x + a
−→
1 et φ(x) + a = t. Donc

l’équation a exactement une solution y = x+ (t− φ(x))
−→
1 et ψ est inversible.

Les fonctions topicales sont lipschitziennes, et la projection est linéaire, donc
aussi lipschitzienne. Par conséquent, ψ est lipschitzienne.

Pour tout x, y ∈ Rd, on a x ≤ y + maxi(xi − yi)
−→
1 , donc φ(x) − φ(y) ≤

maxi(xi−yi). Par conséquent, pour tout 1 ≤ i ≤ d, on a φ(x)−φ(y)− (xi−yi) ≤
maxi(xi − yi)−mini(xi − yi) = δ(x, y). En échangeant x et y, on en déduit :

|φ(x)− φ(y)− (xi − yi)| ≤ δ(x, y). (5.14)

Par conséquent |xi − yi| ≤ |φ(x)− φ(y)|+ δ(x, y) et la fonction ψ−1 est lipschit-
zienne.

L’égalité est obtenue en remarquant que

φ
(−→

0
)

= φ
(−→

1 −−→1
)

= φ
(−→

1
)
− 1 = 0

et l’inégalité en prenant y =
−→
0 dans (5.14).

Démonstration du théorème 5.2.1. Sans perte de généralité, on peut supposer
γ = 0.
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Sous l’hypothèse i), le théorème 5.3.4 et la proposition 5.4.2 montrent que(
φ(x(n,

−→
0 ))−φ(

−→
0 )√

n

)
n∈N

converge en loi versN (0, σ2), c’est-à-dire que

(
φ(x(n,

−→
0 ))√

n

−→
1

)
n∈N

converge en loi vers N (0, σ2)
−→
1 . Sous l’hypothèse ii), le théorème 5.3.10 et la

proposition 5.4.3 montrent la même chose.
On estime donc la différence entre la suite convergente et celle dont on veut

montrer qu’elle converge. D’après l’inégalité du lemme 5.4.6, on a :

∆n :=

∥∥∥∥∥∥x(n,
−→
0 )√
n

−
φ
(
x(n,

−→
0 )
)

√
n

−→
1

∥∥∥∥∥∥
∞

≤

∣∣∣x(n,−→0 )
∣∣∣
P√

n
.

Le membre de droite est le terme général d’un suite faiblement convergente
divisé par

√
n. Donc (∆n)n∈N tend vers zéro en probabilité, ce qui conclut la

preuve de la convergence en loi dans le théorème 5.2.1 si X0 =
−→
0 .

Quand X0 6=
−→
0 , le résultat reste vrai puisque ‖x(n,X0)− x(n,

−→
0 )‖∞ ≤ |X0|.

Quand X0 =
−→
0 , l’expression de σ2 comme limite découle directement des

théorèmes 5.3.4 et 5.3.10 . Montrons que la formule reste vrai pour tout X0

de carré intégrable. Pour cela, on va majorer la différence entre φ2(x(n,
−→
0 )) et

φ2(x(n,X0)) :

|φ2(x(n,X0))− φ2(x(n,
−→
0 ))| ≤

∣∣∣φ(x(n,X0))− φ(x(n,
−→
0 ))
∣∣∣ ∣∣∣φ(x(n,X0)) + φ(x(n,

−→
0 ))
∣∣∣

≤ |X0|
(
2|φ(x(n,

−→
0 ))|+ |X0|

)
.

∣∣∣∣ 1nE
(
φ2(x(n,X0))

)
− 1

n
E
(
φ2(x(n,

−→
0 ))
)∣∣∣∣

≤ 1

n

(
E
(
|X0|2

)
+ 2

(
E
(
|X0|2

))1/2
(
E
(
|φ(x(n,

−→
0 ))|2

))1/2
)

≤ 1

n
E
(
|X0|2

)
+ 2

1√
n

(
E
(
|X0|2

))1/2
(

1

n
E
(
φ2(x(n,

−→
0 ))
))1/2

.

Or la suite
(

1
n
E
(
φ2(x(n,

−→
0 ))
))

n∈N
converge, donc la dernière quantité tend

vers 0 et le résultat est démontré.

La fin de la preuve est consacrée à la caractérisation du cas σ = 0. Si σ =
0, alors par le théorème 5.3.4 ou par le théorème 5.3.10, il existe une fonction
continue f sur PRd

max telle que

φ(Ax)− φ(x) = f(x)− f(Ax) (5.15)
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pour µ-presque tout A et ν0-presque tout x. Comme l’équation (5.15) ne fait
intervenir que des fonctions continues, elle est vérifiée par toute matrice A ∈ SA

et tout élément x ∈ Sν0 . Par une récurrence immédiate, elle est aussi vérifiée par
tout A ∈ TA. Pour tout M ∈ TA de rang 1 et tout x ∈ Sν0 , MAx = Mx, donc
φ(MAx) = φ(Mx).

CommeMAx−Mx ∈ R−→1 , cela signifie queMAx = Mx.D’après le lemme 5.4.5
appliqué avec a = b = 0, cela signifie que MAM ′ = MM ′ pour tous les M,M ′ ∈
TA de rang 1 et tous les A ∈ SA.

Réciproquement, supposons que pour tout M,M ′ ∈ TA de rang 1 et tout
A ∈ SA, on ait :

MAM ′ = MM ′. (5.16)

Par une récurrence immédiate, l’équation (5.16) est aussi vérifiée par tout A ∈ TA.
Par conséquent, pour tout m ∈ N, n ≥ m + 1 et M ′ ∈ TA de rang 1, si

A(n) · · ·A(n−m+1) est de rang 1 , alors x(n,M ′−→1 ) = A(n) · · ·A(n−m+1)M ′−→1
et pour tout n ∈ N on a :

P
(∥∥∥x(n,M ′−→1 )

∥∥∥
∞
≤ N

)
≥ P

(
A(n) · · ·A(n−m+ 1) est de rang 1, ‖A(n) · · ·A(n−m+ 1)M ′−→1 ‖∞ ≤ N

)
≥ P

(
A(m) · · ·A(1) est de rang 1, ‖A(m) · · ·A(1)M ′−→1 ‖∞ ≤ N

)
. (5.17)

On choisit une application M ′ ∈ TA de rang 1. La propriété MLP dit qu’il
existe un entier m tel que P(A(m) · · ·A(1) est de rang 1) > 0. Par conséquent, il
existe un entier N ∈ N tel que le membre de droite de l’inégalité (5.17) soit un
nombre strictement positif que nous appelons β.

L’équation (5.17) implique que pour tout ε > 0, si n ≥ max(m,N2ε−2), alors
P(‖ 1√

n
x(n,M ′−→1 )‖∞ ≤ ε) ≥ β, donc N (0, σ2)[−ε, ε] ≥ β. En faisant tendre ε vers

zéro, on obtient que N (0, σ2)({0}) ≥ β > 0, ce qui n’est vrai que pour σ = 0.

Démonstration du théorème 5.2.2. Sans perte de généralité, on peut supposer
γ = 0. La relation (5.2) découle du théorème 5.3.5 et de la proposition 5.4.2 sous
l’hypothèse i) et du théorème 5.3.11 et de la proposition 5.4.3 sous l’hypothèse
ii).

D’après l’inégalité du lemme 5.4.6, |φ(x)−mini xi| ≤ |x|P et on a :

∆n :=

∥∥∥∥x(n,X0)√
n

− φ (x(n,X0))− φ(X0)√
n

−→
1

∥∥∥∥
∞
≤ |φ(X0)|√

n
+
|x(n,X0)|P√

n
.

(5.18)
On en déduit que pour tout u ∈ Rd et tout ε > 0, on a :

P[x(n,X0) ≤ σu
√
n]
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≤ P
[
min

i
xi(n,X0) ≤ σmin

i
ui

√
n
]

≤ P
[
φ(x(n,X0))− φ(X0) ≤ (σmin

i
ui + 2ε)

√
n
]

+ P
[
|φ(X0)|√

n
≥ ε

]
+ P

[
|x(n,X0)|P√

n
≥ ε

]

≤ N (0, 1)(]−∞,min
i
ui +

2ε

σ
]) +

C√
n

+
E
(
|φ(X0)|l

)
(ε
√
n)l

+
E
(
|x(n,X0)|lP

)
(ε
√
n)l

≤ N (0, 1)(]−∞,min
i
ui]) +

C√
n

+
2ε

σ
+

E
(
|φ(X0)|l

)
(ε
√
n)l

+
E
(
|x(n,X0)|lP

)
(ε
√
n)l

. (5.19)

De l’autre côté,

P[x(n,X0) ≤ σu
√
n]

≥ P
[
φ(x(n,X0))− φ(X0) ≤ σmin

i
ui

√
n
]

≥ P
[
φ(x(n,X0)) ≤ (σmin

i
ui − 2ε)

√
n
]
− P

[
|φ(X0)|√

n
≥ ε

]
− P

[
|x(n,X0)|P√

n
≥ ε

]

≥ N (0, 1)(]−∞,min
i
ui −

2ε

σ
])− C√

n
−

E
(
|φ(X0)|l

)
(ε
√
n)l

−
E
(
|x(n,X0)|lP

)
(ε
√
n)l

≥ N (0, 1)(]−∞,min
i
ui])−

C√
n
− 2ε

σ
−

E
(
|φ(X0)|l

)
(ε
√
n)l

−
E
(
|x(n,X0)|lP

)
(ε
√
n)l

.

(5.20)

En prenant ε = n−
l

2(l+1) dans les équations (5.19) et (5.20) on conclura la
preuve du théorème 5.2.2 si on peut montrer que E

(
|x(n,X0)|lP

)
est borné uni-

formément en n et linéairement en E(‖X0‖l
∞). C’est ce que nous faisons dans la

fin de la preuve.
Comme les applications topicales sont 1-lipschitziennes sur PRd

max, on peut
supposer que X0 =

−→
0 .

Pour n0 ∈ N, on prend a ≥ (P [A(n0) · · ·A(1) n’est pas de rang 1 ])1/n0 . Si
n ≥ m et si A(n) · · ·A(m) n’est pas de rang 1, alors pour tout entier i plus petit
que n−m

n0
, l’application A(m− 1 + in0) · · ·A((i− 1)n0 +m) n’est pas non plus de

rang 1. De l’indépendance des A(n), on déduit :

P (A(n) · · ·A(m) n’est pas de rang 1 ) ≤ an−m−n0 .

On estime la quantité δ
(
A(n) · · ·A(m)

−→
0 , A(n) · · ·A(n0 + 1 +m)

−→
0
)

: elle est

nulle quand A(n) · · ·A(n0 +1+m) est de rang 1, et elle est toujours majorée par

δ
(
A(n0 +m) · · ·A(m)

−→
0 ,
−→
0
)

=
∣∣∣A(n0 +m) · · ·A(m)

−→
0
∣∣∣
P
. Par conséquent, on a

pour tout n ≥ m+ n0

E
[
δl
(
A(n) · · ·A(m)

−→
0 , A(n) · · ·A(m+ n0)

−→
0
)]
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≤ E
[
1{A(n)···A(n0+1+m) n’est pas de rang 1 }

∣∣∣A(n0 +m) · · ·A(m)
−→
0
∣∣∣l
P

]
= an−m−2n0E

[∣∣∣A(n0 + 1) · · ·A(1)
−→
0
∣∣∣l
P

]
. (5.21)

Soit n = qn0 + r la division euclidienne de n par n0. On a∣∣∣x(n,−→0 )
∣∣∣
P

= δ
(
A(n) · · ·A(0)

−→
0 ,
−→
0
)

≤
q∑

i=1

δ
(
A(n) · · ·A(in0)

−→
0 , A(n) · · ·A((i− 1)n0)

−→
0
)

+δ
(
A(n) · · ·A(n− r)

−→
0 ,
−→
0
)
.

Par conséquent on a :(
E
[∣∣∣x(n,−→0 )

∣∣∣l
P

])1/l

≤
q∑

i=1

(
an−in0−n0E

[∣∣∣A(n0) · · ·A(1)
−→
0
∣∣∣l
P

])1/l

+

(
E
[∣∣∣A(r) · · ·A(1)

−→
0 ,
−→
0
)∣∣∣l
P

)1/l

. (5.22)

On réutilise cette décomposition (avec n0 = 1 et a = 1), pour vérifier que(
E
[∣∣∣A(n) · · ·A(1)

−→
0
∣∣∣l
P

])1/l

≤ n

(
E
[∣∣∣A(1)

−→
0
∣∣∣l
P

])1/l

.

D’après la propriété MLP, il existe n0 ∈ N tel que a < 1. En réintroduisant la
dernière inégalité dans l’équation (5.22), on obtient :(

E
[∣∣∣x(n,−→0 )

∣∣∣l
P

])1/l

≤

(
1 +

a−
n0
l

1− a
n0
l

)
n0

(
E
[∣∣∣A(1)

−→
0
∣∣∣l
P

])1/l

.

Pour prouver le TLL et théorème de renouvellement, on aura besoin du lemme
d’approximation classique suivant :

Lemme 5.4.7. Soit h une fonction continue à support compact de Ra×Rb dans
C. Il existe deux fonctions continues à supports compacts f0 ∈ Cc(Ra,C) et g0 ∈
Cc(Rb,C), telles que pour tout ε > 0, il existe un ensemble fini I et pour tout i ∈ I
des fonctions fi ∈ Cc(Ra,C) et gi ∈ Cc(Rb,C) satisfaisant :

∀x ∈ Ra,∀y ∈ Rb, |h(x, y)−
∑
i∈I

fi(x)gi(y)| ≤ εf0(x)g0(y).
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Dans toute la suite, on note L la mesure de Lebesgue.

Démonstration du théorème 5.2.4. Pour montrer que σ > 0 sous l’hypothèse i),
on repart de la caractérisation du cas σ = 0 dans le théorème 5.3.4 que l’on
a appliqué pour démontrer le théorème 5.2.1 : si σ = 0, il existe une fonction
f ∈ L∞ vérifiant l’équation (5.15) :

φ(Ax)− φ(x) = f(x)− f(Ax)

pour µ-presque tout A et ν0-presque tout x.
Alors pour tout t ∈ R la fonction gt := eitf ∈ B∞ vérifie :

∀x ∈ Sν0 ,∀A ∈ SA, Qt(gt ◦ I)(A, x) = (gt ◦ I)(A, x)

Comme Sν0 est stable par Sµ, on peut itérer cette équation et on a :

∀n ∈ N, Qn
t (gt ◦ I)(A, x) = (gt ◦ I)(A, x)

donc r(Qt) ≥ 1, ce qui contredit la non-arithméticité du système.
On applique la proposition 5.4.2 et le théorème 5.3.6 ou la proposition 5.4.3

et le théorème 5.3.12 . On en déduit que, si g ∈ Cc(R) et si f est une fonction
lipschitzienne bornée sur PRd

max, alors pour tout x0 ∈ Rd,

lim
n

sup
u∈R

∣∣∣∣σ√2πnE (f (x̄(n, x0)) g (φ (x(n, x0))− φ (x0)− u))− e−
u2

2nσ2 ν(f)L(g)

∣∣∣∣ = 0.

(5.23)
En outre, ces convergences sont uniformes en x0, car la forme linéaire δx0 est

borné indépendamment de x0 comme forme linéaire sur B∞ et est un élément
B′η,‖X0‖∞ si |x0|P ≤ ‖X0‖∞. L’uniformité nous permet de prendre toute condition
initiale X0 et d’obtenir

lim
n

sup
u∈R

∣∣∣∣σ√2πnE [f (x̄(n,X0)) g (φ (x(n,X0))− u)]− E
[
e−

(u+φ(X0))2

2nσ2

]
ν(f)L(g)

∣∣∣∣ = 0.

(5.24)
Par la densité des fonctions lipschitziennes bornées dans (Cc(PRd

max), ‖.‖∞)
l’équation (5.24) est vérifiée par toutes les fonctions continues à support compact
f et g. Du lemme 5.4.7, on déduit que pour toute fonction h ∈ Cc(PRd

max ×R,C)
continue à support compact, on a :

lim
n

sup
u∈R

∣∣∣∣σ√2πnE [h (x̄(n,X0), φ (x(n,X0))− u)]− E
[
e−

(u+φ(X0))2

2nσ2

]
ν ⊗ L(h)

∣∣∣∣ = 0.

(5.25)
D’après le lemme 5.4.6 la fonction Φ : x 7→ (φ, x̄) est bilipschitzienne, donc

h est à support compact ssi h ◦ Φ l’est. Comme x+ u
−→
1 = x, cela achève la

démonstration.
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Démonstration de la proposition 5.2.5. Supposons que la suite (A(n))n∈N est al-
gébriquement arithmétique et que la conclusion de théorème 5.2.4 est vérifiée.

Il existe a, b ∈ R etM ∈ Topd de rang 1, tels que pour tout A ∈ SA etM ′ ∈ TA

de rang 1 l’équation (5.3) soit vérifiée. On pose t = 2π
b

si b 6= 0 et t = 1 sinon et
pour tout x ∈ Rd, w (x) = eit(φ(Mx)−φ(x)), où φ(x) = maxi(xi). L’équation (5.3)
implique donc que, pour tout A ∈ SA, y ∈ Rd, et tout M ′ ∈ TA de rang 1, on ait :

eit(φ(AM ′y)−φ(M ′y))w
(
AM ′y

)
= eitaw

(
M ′y

)
.

On choisit y tel que φ(M ′y) = 0. Par récurrence, on obtient,

eitφ(x(n,M ′y))w (x (n,M ′y)) = eitnaw
(
M ′y

)
. (5.26)

Pour toutes les fonctions f : R 7→ R et g : PRd
max 7→ R continues à support

compact, la conclusion du théorème 5.2.4 pour la fonction h définie par h(x) =
f(φ(x))(gw)(x) est :

σ
√

2πnE [f (φ (x (n,M ′y))) g (x (n,M ′y))w (x (n,M ′y))] → L(f)ν0(gw).

Compte tenu de l’équation (5.26), on en déduit que :

eitnaw
(
M ′y

)
σ
√

2πnE
[
(e−it.f) (φ (x (n,M ′y))) g (x (n,M ′y))

]
→ L(f)ν0(gw).

(5.27)
Mais la conclusion du théorème 5.2.4 pour la fonction h définie par h(x) =

(fe−it.) (φ(x)) g(x) est :

σ
√

2πnE
[
(e−it.f) (φ (x (n,M ′y))) g (x(n,M ′y))

]
→ L(feit.)ν0(g). (5.28)

Les équations (5.27) et (5.28) impliquent que at ∈ 2πZ et

w
(
M ′y

)
L
(
feit.

)
ν0(g) = L(f)ν0(gw).

Le membre de droite de l’équation ne dépend pas deM ′ donc, d’après le lemme 5.4.4,
w est constante sur Sν0 . Cela prouve que ν0(gw) = ν0(g)w

(
M ′y

)
, donc L (fe−it.) =

L(f), c’est-à-dire que eit. = 1, ou encore t = 0. Cela contredit l’hypothèse de dé-
part, et conclut donc la démonstration.

Démonstration du théorème 5.2.6. On fait la démonstration dans le cas γ > 0.
On applique à nouveau la proposition 5.4.2 et le théorème 5.3.7 . On en déduit
que, si g ∈ Cc(R) et si f est une fonction lipschitzienne bornée sur PRd

max, alors
pour tout x0 ∈ Rd,

lim
a→−∞

∑
n≥1

E [f (φ (x(n, x0))− φ (x0)− a) g (x̄(n, x0))] = 0,

lim
a→+∞

∑
n≥1

E [f (φ (x(n, x0))− φ (x0)− a) g (x̄(n, x0))] =
ν(f)L(g)

γ
.
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De plus ces convergences sont uniformes en x0, car δx0 est une forme linéaire bor-
née sur B∞. L’uniformité permet de supprimer le terme φ (x0) dans les dernières
équations et de prendre n’importe quelle condition initiale. Le théorème découle
ensuite de la même suite d’approximations successives que dans la démonstration
du TLL.

Démonstration du théorème 5.2.7. Sans perte de généralité, on peut supposer
γ = 0.

Dire que σ(A) a un moment exponentiel signifie qu’il existe un C > 0 tel

que

∫
eCσ(A)dµ(A) <∞. Une majoration facile de ξk(y)Q(., dy) inspirée par la

preuve de la proposition 5.4.2 montre que la fonction z 7→ Qz est analytique sur
la boule ouverte de centre 0 et de rayon C. Pour montrer qu’elle est continue sur
le domaine {|Rz| < C/2}, on applique la même méthode.

Le théorème 5.3.8 prouve que

lim
n

1

n
ln P [φ (x(n,X0))− φ(X0) > nε] = −c(ε).

Soit 0 < η < ε. Pour tout n ≥ φ(X0)/η, on a

P [φ (x(n,X0))− φ(X0) > nε] ≥ P [φ (x(n,X0)) > n(ε+ η)] ,

ce qui implique que

lim inf
n

1

n
ln P [φ (x(n,X0))− nγ > nε] ≥ −c(ε+ η).

Par la même méthode, on obtient que

lim sup
n

1

n
ln P [φ (x(n,X0))− nγ > nε] ≤ −c(ε− η).

Comme la fonction c est continue, la première convergence est prouvée. La seconde
est obtenue en remplaçant φ par −φ.

5.4.3 Le cas Max-plus

Démonstration du théorème 5.2.9. On suppose que σ = 0. D’après la proposi-
tion 5.4.2 on peut appliquer le théorème 5.3.4 . Le deuxième point du théorème
prouve qu’il existe une fonction lipschitzienne bornée f telle que pour ν-presque
tout (A, x̄) :

max
i

(Ax)i −max
i
xi = f(x)− f(Ax). (5.29)

Comme toutes les fonctions dans l’équation sont continues, tous les couples (A, x) ∈
SA × Supp(ν0) vérifient l’équation (5.29). Si A ∈ SA et x ∈ Supp(ν0), alors Ax ∈
Supp(ν0), donc par récurrence, l’équation (5.29) est encore satisfaite si A ∈ TA.
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Comme pour A ∈ TA, An ∈ TA, on en déduit que la suite (maxi(A
nx)i)n∈N est bor-

née. Mais il existe un indice k tel que c(A)ρmax(A) = A
c(A)
kk , donc maxi

(
Anc(A)x

)
i
≥

nc(A)ρmax(A) + xk et ρmax(A) ≤ 0.

Comme tout chemin sur Gc(A) se décompose en un chemin de longueur au
plus d et des circuits de poids moyen au plus ρmax(A), on a :

Anx ≤ (n− d)ρmax(A) + d max
Aij>−∞

|Aij|+ max
i
xi.

Par conséquent, on a ρmax(A) ≥ 0.

Réciproquement, si, pour toute matrice A ∈ TA, on a ρmax(A) = 0, alors on
a :

φ(x(n,
−→
0 ))− φ(

−→
0 ) = max

i
xi(n,

−→
0 )

= max
ij

(A(n) · · ·A(0))ij

≥ ρmax (A(n) · · ·A(0)) = 0 p.s. .

Par conséquent N (0, σ2)(R+) ≥ 1, ce qui n’est possible que si σ = 0.

Démonstration du théorème 5.2.11. On suppose que le système est algébrique-
ment arithmétique. Il existe a, b ∈ R tels que pour tout A ∈ SA et M,M ′ ∈ TA

de rang 1, on ait : (MAM ′ −MM ′)(Rd) ⊂ (a + bZ)
−→
1 . En remplaçant M ′ par

AnM ′, on obtient (MAn+1M ′ −MAnM ′)(Rd) ⊂ (a+ bZ)
−→
1 et par récurrence

(MAn+kM ′ −MAnM ′)(Rd) ⊂ (ka+ bZ)
−→
1 . (5.30)

D’après le théorème 4.2.5, si G(A) est fortement connexe, alors pour tout n suffi-

samment grand, Anc(A) − nc(A)ρmax(A)
−→
1 =

(
A− ρmax(A)

−→
1
)nc(A)

est constant.

Par conséquent A(n+1)c(A) = Anc(A)+c(A)ρmax(A)
−→
1 , et MAn+c(A)M ′−MAnM ′ =

c(A)ρmax(A)
−→
1 . En introduisant cette relation dans l’équation (5.30), on conclut

la démonstration.
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cyclicité, 61, 95
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théorème local limite, 114
de [HH01], 120
de [HH04], 123

TLL, 114, 123
topicale, 48

étendu, 50
type (S), 28
type d’une matrice, 95

vecteur propre, 96



144 INDEX



Table des matières

Introduction 3
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Bibliographie 137

Index des notations et des définitions 141
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