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Introduction

0.1 Suites récurrentes stochastiques

Cette these comporte deux parties essentiellement indépendantes, la premiere
portant sur les produits de matrices aléatoires et la seconde sur les composées
d’applications topicales aléatoires. Ces deux objets d’études peuvent étre regrou-
pés dans le formalisme commun des suites récurrentes stochastiques que l'on va
rappeler ici.

On donne d’abord quelques définitions fondamentales de la théorie ergodique.

Définition 0.1.1 (Systéme dynamique mesurable).

1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé et (X, G) un espace mesurable. On ap-
pelle variable aléatoire a valeurs dans X une application f mesurable de
(Q,F) dans (X,G). Quand X est un espace de matrices (resp. d’applica-
tions,...), on parlera de matrice (resp. d’application,...) aléatoire.

La loi de f est la probabilité image de P par f, notée f,IP :
VAe g, (f.P)(A) =P (f_l(A)) .

2. Une suite (X,)en de variables aléatoires a valeurs dans un méme espace
mesurable (X, G) est dite stationnaire si pour tout entier k& € N* et tout
k-uplet (i; < iy < -+ < ix_1 < ix) d’entiers, la loi de la variable aléatoire
(Xi17 tee ,sz) est celle de ()(07 Xig—ilu tee 7Xik—i1)'

3. On appelle systeme dynamique mesurable (s.d.m.) un quadruplet (2, F, P, )
ou (£, F,P) est un espace probabilisé et § une application F-mesurable de
) dans lui méme et qui laisse P invariante :

VA e F,P(07(A)) = P(A).

Le systeme dynamique est dit inversible si 6 'est et si son inverse est me-
surable. Il est dit ergodique si tous les ensembles invariants par 6 sont de
probabilité 0 ou 1.
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Rappelons que si (2, F,P) est un espace probabilisé et (X, ),eny une suite
stationnaire a valeurs dans un espace (X, G), on peut lui associer canoniquement
le systeme dynamique (XN, FEN P 6), ot P est la loi de (X,)nen, considérée
comme variable aléatoire a valeurs dans XV, et 0 est le décalage sur XV,

On voit que pour f : (,)nen — To, la suite (fo0™),en a méme loi que (X,,)pen-
Dans la suite du texte, on partira indifféremment du systeme dynamique ou de la
suite. En particulier, (X,)nen est ergodique signifiera que le systeme dynamique
canonique associé l’est.

Si X est un espace polonais muni de sa tribu de Borel, on peut aussi associer
canoniquement le systéme dynamique inversible (X%, F 9Z P, é), olt 6 est le dé-
calage sur X7 et P est une probabilité telle que pour f : (Tn)nez — xo la suite
(fo é’”)neN a méme loi que (X,)nen.

Définissons maintenant les suites récurrentes stochastiques.

Définition 0.1.2 (Suites récurrentes stochastiques). Si (A4, ),en est une
suite stationnaire d’applications aléatoires d’un espace X dans lui méme, on ap-
pelle suite récurrente stochastique (SRS) associée a (A, )nen toute suite de va-
riables aléatoires a valeurs dans X vérifiant 1’équation

Xn+1 = Aan (1)
On dira que (A,)nen gouverne la SRS (X, )nen.

La suite (X, )neny n'a pas de raison d’étre stationnaire. On va donc chercher
des variables aléatoires Xy telles que 'unique (X,,),en vérifiant I'équation (1)
soit stationnaire. Pour cela, il sera intéressant de se ramener a un cas ou X est
compact. D’ou 'utilisation d’espaces de drapeaux et d’espaces projectifs dans les
deux parties. Nous montrerons des résultats de couplage avec des suites station-
naires dans ces espaces. Nous donnons ici les définitions de couplage que nous
utiliserons par la suite.

Définition 0.1.3 (Couplage). Soient (X,)nen €t (Y )nen deux suites de va-
riables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité a valeurs dans un
méme espace métrique (X, d).
1. On dit que les suites (X, )nen €t (Y )nen couplent si d(X,,,Y,) tend vers 0
en probabilité,

2. On dit que les suites (X,,)nen €t (Y3, )nen couplent en temps fini si
PHlweQ|3NeN,Vn>N, X, =Y,}) =1

Comme la suite n’est pas stationnaire, on ne peut pas utiliser le théoreme de
Birkhoff. L’outil fondamental pour obtenir des résultats de type loi des grands
nombres sera le théoreme ergodique sous-additif de Kingman [Kin73] rappelé ci-
dessous.
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Définition 0.1.4 (Sous-additivité). Un s.d.m. (2, F,PP,0) étant donné, une
suite F), de v.a.r. définie sur €2 est dite f-sous-additive si elle vérifie les inégalités
suivantes :

Vn,meN, F, pm < F,00™+ F,, P—p.s..

Théoréme 0.1.5 (Théoréme sous-additif de Kingman [Kin73]). Soient
(Q,F,P.0) un s.d.m. et (F,)nen une suite 0-sous-additive de v.a.r. telle que la
partie positive Fi™ = max(Fy,0) de Fy soit intégrable.

La suite (% F,)nen converge presque surement vers une variable aléatoire
P-presque sirement O-invariante f a valeurs dans RU{—oc} telle que :

1 1
/deP: lim —/Fn dP:inf—/Fn dP.
n—-+4o0o N n

Si cette limite est finie, et si les F}, sont P-intégrables, alors la convergence a lieu
dans L.

En particulier, si le systeme est ergodique, la suite (%Fn)neN converge presque
sturement vers lim % f F, dP.

Dans la suite de ce chapitre d’exposition, nous présentons les différents cas
de SRS auxquels nous nous sommes intéressés et les résultats obtenus dans leur
contexte.

0.2 Exposants de Lyapunov

Dans la premiere partie, la suite (A,)n,en qui gouverne la suite récurrente sto-
chastique (X, )nen est a valeurs dans I'espace des matrices inversibles d’ordre d.
On est dans le cas des produits de matrices aléatoires. Ce sujet a été étudié inten-
sivement depuis les travaux de H. Fiirstenberg et H. Kesten ([FK60] et [Fur63]).
Le théoreme ergodique multiplicatif 1.1.2 d’Oseledets [Ose68], généralisé par Rag-
hunathan [Rag79] montre que (% log ”X"H)neN converge presque strement et, si
la suite (A,)nen est ergodique, la limite ne peut prendre que d valeurs, éventuel-
lement égales. Ces valeurs sont appelées les exposants de Lyapunov de (A, )nen,
et notées par ordre décroissant 7y, - - -, vq.

Le théoreme d’Oseledets donne une décomposition de A, en blocs, dont la
taille est donnée par la multiplicité des exposants. On va donc essayer de séparer
les exposants de Lyapunov, c’est-a-dire de montrer que pour certains r, v, >
Yr+1- Ce type de résultats est d’autant plus intéressant quE. Le Page a montré
(cf. [LP82]) que y; > 72 est la condition cruciale pour prouver que la suite (X,,)nen
satisfait des théoremes limites, tels que le TCL.

De nombreux travaux ont donc été menés dans cette direction. Quand les
variables aléatoires A, sont i.i.d. de loi p, Y. Guivarc’h et A. Raugi ont montré
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(cf. [GR85] et [GR89]) que 7, > 7,41 si I'action du support S, de p sur l'es-
pace D, des sous-espaces de dimension r de R? est proximale et irréductible.
Ces travaux ont été étendus depuis a des cas de matrices en dépendance mar-
kovienne ([Gui84] et [GLP04]), et la condition d’irréductibilité a été raffinée. De
plus Ya. Gol’dsheid et G. A. Margulis ont montré ([GAMS87] et[GAMS89]) que les
exposants sont tous différents quand le semi-groupe engendré par S, est Zariski-
dense. L’introduction de ces concepts algébriques a donné lieu a de nouvelles
avancées, comme [GGI6].

Le but du chapitre 1 est de montrer le théoreme 1.1.3 et ses corollaires, énoncés
dans la partie 1.1. La situation est la suivante :

- Soit S un ensemble fini et A une application de S dans GL(d,R).

- Soit T" une matrice irréductible d’indices dans S et de coefficients dans {0, 1},
Sr ={(@n)nen € SN|Vn €NT,, o\, =1}

le sous-shift unilatere associé. On note X, Xy, - les projections coordonnées
de X7 et
¥r= {xl Sy € Sk|k e N,Vn, T, 2 = 1}

I’ensemble des mots finis admissibles.

Dans le cas ot T' est une matrice primitive (c’est a dire qu'il existe N € N tel
que TV > 0), R. Bowen a montré qu’il existe pour chaque fonction héldérienne f
de X7 dans R une unique mesure de probabilité u telle qu’il existe des constantes
C' et P telles que pour tout cylindre ¢ de longueur n, on ait :

L e-nPaf @ f0719) < o) < QP00

C
Cette mesure est appelée mesure de Gibbs associée au potentiel f. On utilise ici
une notion qui généralise ce cas, quand T est simplement irréductible et qui est
définie au chapitre 1.
Nous obtenons alors le théoreme suivant :

Théoréme 0.2.1 (1.1.3). S’il existe un s € S tel que l'ensemble de matrices
T ={A(s1) - A(sn)|s1 = 8,81+ 8,8 € 7.}

agisse de maniere totalement irréductible sur la grassmanienne d’ordre r, notée
D,., et contienne une suite qui contracte D,, alors, pour toute mesure de Gibbs
définie par un potentiel holdérien sur Xr, les exposants de Lyapunov de la suite
(Ao b™), cn vérifient v > g1

Les notions d’action totalement irréductible et de contraction sont définies et
étudiées dans la partie 1.2. Les T jouent le role du semi-groupe engendré par
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S, dans le cas indépendant. Ils prennent en compte l'interdiction de certaines
successions de matrices.

Dans [GLP04], Y. Guivarc’h et E. Le Page étendent le critere de séparation
des exposants des matrices i.i.d a des matrices en dépendance markovienne. Ils
remarquent que leur cas inclut la situation présentée ici, quand > est le shift
complet S, c’est-a-dire quand T;; = 1 pour tout 4,5 € S. Nous reprenons leur
démonstration et 'étendons. Etre passé a un sous-shift permet ensuite d’étendre
le résultat a des cocycles A dépendant d’un nombre fini de coordonnées (corol-
laire 1.1.4), et a des chaines de Markov a espace d’états fini (corollaire 1.1.5).

En outre nous donnons explicitement la démonstration de la séparation du
r-ieme exposant, c¢’est-a-dire que nous remplacons 1’espace projectif par la grass-
manienne d’ordre r et faisons les adaptations nécessaires.

Signalons enfin que Ch. Bonatti et C. Viana ont montré [BV04] des résultats
de séparation pour des cocycles holdériens au dessus d’une mesure de Gibbs. Leur
cadre est donc beaucoup plus général, mais leur hypothese est moins explicite, car
elle fait intervenir les holonomies autour d’un point périodique. Elle leur permet
cependant de montrer que la situation ou les exposants sont séparés est générique
en plusieurs sens.

0.3 Applications topicales

0.3.1 Contexte

Dans la seconde partie, (A, )nen est & valeurs dans 'espace Topy des applica-
tions topicales (i.e. croissantes et additivement homogenes) de R? dans lui méme,
et pour les chapitres 2 & 4, dans le sous-espace (R U {—o0})™* des matrices &
coefficients dans le semi-anneau (R U {—o0}, max, +) noté Ryax.

Dans ce sous-cas, ’équation (1) devient

Vi e {17 e 7d}’ (Xn-i-l)i = max ((An)ij + (Xn)J) :

J

Les suites récurrentes stochastiques (X, ),en associées a de telles applications
modélisent une classe de systemes a événements discrets. Cette classe inclut les
graphes événements temporisés (F. Bacelli [Bac92]), certains réseaux de files d’at-
tente (J. Mairesse [Mai97]) et de multiples applications. Citons par exemple les
ateliers flexibles (G. Cohen et al.[CDQV85]), des réseaux ferroviaires (H. Bra-
ker [Bra93]) ou un modele de mécanique statistique (R. Griffiths [Gri90]).

Ces suites ont fait I'objet de nombreux travaux, certains conduisant a des
théoremes limites décrivant le comportement de (X,,)nen de type loi des grands
nombres (J.E. Cohen [Coh88], F. Baccelli et Z. Liu [BL92|, F. Baccelli et J.
Mairesse [BM98] dans le cas (max,+) , A. Jean-Marie et G. Olsder [JMO96],
J.M. Vincent [Vin97], J. Mairesse et T. Bousch [BMO03]| dans le cas topical),
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théoreme central limite (J. Resing et al. [RAVHT90] dans le cas (max,+) ) et
grandes déviations (F. Toomey [Too02| dans le cas topical). Signalons le livre de
F. Baccelli et al. [BCOQ92] qui reprend un grand nombre de résultats dans le cas
(max, +). et celui, plus généraliste, de P. Glasserman et D. Yao [GY94].

1

Les résultats de convergence de (5Xn)

ey O de (% (Ap_1 Ao+ AO)ij>n6N
sont appelés du premier ordre. Les résultats de convergence de ((X,); — (Xn);),cn
ou de ((Xpn41)i — (Xn)i),en sont dits du second ordre.

Dans tous les cas, il existe un exposant de Lyapunov maximal (théoreme-

définition 2.2.7), défini comme limite presque sure de (% maxi(Xn)i)neN.

0.3.2 Résultats pour les matrices aléatoires non irréduc-
tibles

Les chapitres 2 a 4 sont consacrés a 1’étude du sous-cas ou les A, sont des
matrices a coefficients dans le semi-anneau R .

Dans les chapitres 2 et 3, on décompose les matrices aléatoires en blocs (dé-
finition 2.4.2), en fonction des coefficients toujours égaux a —oo, et on montre
que le comportement des suites est essentiellement déterminé par celui des blocs
diagonaux. Nous suivons la démarche de [BL92] et de [Bac92|, en nous affran-
chissant, quand c’est possible, des conditions supplémentaires présentes dans ces
deux articles, ou sinon en les modifiant. Ces conditions, qui proviennent du mo-
dele des graphes d’événements temporisés, sont principalement une condition dite
de structure fixe (la place des coefficients —oo n’est pas aléatoire) et une condi-
tion de précédence (les coefficients diagonaux sont positifs).

Dans la partie 2.3, on étudie les variables aléatoires définies par 1’équation
Y11 = max (A,Y,, By) (2)

ot (A, By),cy €st une suite stationnaire, d’applications (les A,) et de vecteurs
(les B,,) aléatoires.

Dans [BL92], les applications sont des matrices a coefficients dans Ry, mais
tout est rédigé avec les coefficients, sans introduire les matrices elles-mémes.
Dans [Bac92], les matrices sont mises en évidence mais tout n’est pas repris dans
ce cadre. Dans les deux cas, B,, = 0, mais on peut en déduire le cas ou B, est fini
en utilisant une méthode dite de résiduation. En introduisant une notion d’appli-
cation topicale généralisée (définition 2.2.2), qui généralise a la fois les matrices
a coefficients dans R, et les applications topicales, nous obtenons des preuves
plus lisibles et un cadre plus général, ce qui sera utile pour la suite.
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Signalons aussi que P. Glasserman et D. Yao meénent dans [GY95] une étude
unifiée des solutions d’équations du type de (2) quand A,, prend ses valeurs dans
un espace de matrices a coefficients dans divers semi-anneaux. La preuve du
théoreme 2.3.1 revient a mener cette étude, quand A, prend ses valeurs dans
I’ensemble des applications topicales généralisées.

Nous utilisons les résultats de la partie 2.3 pour montrer (théoreme 2.4.4) que
'exposant de Lyapunov maximal d’une suite (A4, ),en de matrices aléatoires est le
maximum des exposants des suites de blocs diagonaux, et cela sans aucune autre
condition que l'ergodicité.

En revanche ’abandon de la condition de précédence introduit la possibilité
de nouveaux comportements de la suite (X, ),en. On doit donc imposer des condi-
tions supplémentaires pour que la suite (X, ),en satisfasse une loi forte des grands
nombres.

Ces conditions seront soit I'indépendance des A,, et une condition d’absence de
ligne de —oo dans certains blocs de la matrice (théoreme 2.4.8 et son corollaire),
soit des conditions de structure fixe et d’ergodicité renforcée (théoreme 2.4.10 et
lemme 2.4.7).

Les exemples 1 et 2 montrent que dans chaque cas, aucune des deux conditions
ne suffit.

La preuve du théoreme 2.4.10 est essentiellement celle de [Bac92], alors que
celle du théoreme 2.4.8 apporte une contribution nouvelle, essentiellement dans
le lemme 2.4.13.

Dans la partie 3.4, on montre (théoreme 3.4.1) que les suites (X, )i — (Xn);),,en
et ((Xn+1)i — (Xn)i),en» couplent en temps fini avec une suite stationnaire, qui
ne dépend pas de la condition initiale X, sous trois hypotheses : une hypothese
sur les exposants de Lyapunov maximaux des blocs diagonaux, une hypothese de
couplage relative a certains blocs de la décomposition précédente, et une hypo-
these sur la loi de (A, )neny (Les A, sont i.i.d. ou ont la propriété de structure
fixe). Remarquons que, contrairement au premier ordre, ni condition sur les —oo,
ni ergodicité renforcée ne sont nécessaires.

Nous étendons ainsi le résultat de [Bac92| sur le deuxieme ordre. Les résul-
tats de la partie 2.3 permettent encore de simplifier la rédaction et d’étendre les
preuves.

A nouveau, la preuve du cas i.i.d. est fondée sur le lemme 2.4.13 et les mé-
thodes de [Bac92].

0.3.3 Perte de mémoire

Dans le chapitre 4, on revient sur la propriété dite de perte de mémoire,
déja introduite dans la partie 3.2. J. Mairesse a montré (théoreme 3.2.2, extrait
de [Mai97]) qu’elle assure le couplage en temps fini de (X, ),en avec une suite
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stationnaire, indépendante de la condition initiale X,. S. Gaubert et D. Hong,
qui lui ont donné son nom, la supposent vérifiée pour prouver l'analyticité de
'exposant de Lyapunov maximal ([GH00]).

Nous prouvons (théoremes 4.1.3 et 4.1.4) que la propriété de perte de mémoire
est générique pour les produits de matrices aléatoires A,, i.i.d. a coefficients finis :
si elle n’est pas satisfaite, alors le support de la loi i de A; est inclus dans une
union finie d’hyperplans affines et les couples d’atomes de p sont liés par une
relation linéaire.

Ce résultat est présenté dans 'article [Mer04]. Pour le prouver, on utilise
les résultats et certaines méthodes de la théorie spectrale et asymptotique des
matrices a coefficients dans R,,.., qui est donc rappelée dans la partie 4.2.

0.3.4 Théoréemes limites

Enfin le dernier chapitre montre que si (A, ),en est une suite i.i.d. d’applica-
tions topicales et a la propriété de perte de mémoire, alors (X,,),en vérifie un théo-
reme central limite (théoreme 5.2.1), éventuellement avec vitesse (théoreme 5.2.1),
un théoreme local limite (théoréme 5.2.4), un théoreme de renouvellement (théo-
reme 5.2.6) et un principe des grandes déviations partiel (théoreme 5.2.1). De plus,
quand les A, sont des matrices, on donne des conditions algébriques de nullité
de la variance dans le TCL (théoreme 5.2.9) et de non-arithméticité dans le TLL
(théoreme 5.2.11), qui sont vérifiées génériquement (corollaires 5.2.12 et 5.2.10).

Tous ces résultats sont obtenus par la méthode du trou spectral appliquée a
la chaine de Markov (X,,)nen. Ils sont présentés dans I’'article [Mer05].

Notons que J. Resing et al. [RAVHT90] ont déja prouvé un TCL dans le cas
(max,+) par une méthode de martingale, mais la condition qu’ils obtiennent
n'est pas explicite. Notons aussi que F. Toomey [Too02] a établi un principe
des grandes déviations, sous une hypothese de bornitude plus forte que notre
condition d’intégrabilité, mais en n’exigeant pas la perte de mémoire.

0.4 Perspectives

Le résultat de F. Toomey suggere que des théoremes limites restent vrais sans
I'hypothese de perte de mémoire. Quand (A,,),en prend ses valeurs dans un en-
semble de deux matrices carrées de taille 2, on peut montrer que c’est le cas. En
effet, si la propriété de perte de mémoire n’est pas satisfaite, alors il existe une
orbite finie dans l'espace projectif au sens (max, +) .

Pour obtenir des résultats dans cette direction, un premier pas consisterait a
étudier les mesures invariantes possibles. Cela permettrait aussi, sous I’hypothese
de perte de mémoire, de simplifier le théoreme limite local, sous des hypotheses
supplémentaires. Ces hypotheses pouraient s’inspirer de celles d’irréductibilité du
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cas des matrices inversibles.

Ensuite, on peut s’intéresser au comportement des suites A; --- A,, dans I'es-
pace projectif. Dans le cas de perte de mémoire, elles écrasent ’'espace sur un
point au bout d’un temps fini, ce qui est a la base des résultats de J. Mairesse,
et de ceux du chapitre 5. Dans les cas étudiés, elles semblent écraser I'espace sur
un sous ensemble sur lequel elles ont une action isométrique. Le comportement
devrait étre clarifié, au moins dans le cas (max, +) .

Finalement, on espere quune meilleure connaissance de la dynamique dans
I’espace projectif permettrait de prouver des théoremes limites sans 'hypothese
de perte de mémoire. Un autre angle d’attaque consisterait a utiliser la généricité
de la perte de mémoire et étendre les résultats par densité.

Une autre direction pour étendre les théoremes limites serait de s’affranchir
de la condition d’indépendance et de prouver des théoremes pour des SRS gou-
vernées par des suites mélangeantes ou provenant de systemes dynamiques. Un
point de départ dans le cas des suites mélangeantes pourrait étre 'article de
H. Hennion [Hen97] sur les matrices positives.

0.5 Sur le lien entre les deux parties

On peut voir les produits de matrices au sens (max, +) comme un cas limite
des produits de matrices au sens usuel. En effet, si A € R%*? n’a pas de ligne
de —oo, 'application A de R? dans lui méme définie par (Azr); = max;(A;; + z;),
qui correspond au produit de matrices a coefficients dans R ., est limite uniforme

quand ) tend vers +oo des applications A* définies par

(A)\x)i = %m (Z e)\Aije)\xj> _
J

En utilisant cette convergence, T. Bousch et J. Mairesse ont déduit du théo-
reme d’Oseledets pour les matrices positives ([Rag79]) la loi forte des grands
nombres pour la suite (%Al . ~Anx0)n€N, oll zg est un vecteur de R¢, (An)nEN
une suite stationnaire de matrices aléatoires et ou tous les produits sont pris au
sens (max, +). On appellera exposants de Lyapunov au sens (max, +) les limites
de cette suite.

Génériquement, une suite de matrices aléatoires inversibles i.i.d. a d exposants
de Lyapunov au sens classique, et l'espace projectif est contracté en direction
d’une solution stationnaire de 1’équation 1 (dite régime stationnaire).

Pour des produits au sens (max, +), nous montrons au chapitre 4 qu'une suite
générique de matrices aléatoires i.i.d. a la propriété de perte de mémoire. Cela
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implique qu’il n’y a qu'un seul exposant de Lyapunov au sens (max,+), mais
aussi que l'espace projectif (max,+) est contracté en direction d’un unique ré-
gime stationnaire.

Les produits de matrices strictement positives contractent le cone des vecteurs
positifs vers un unique régime stationnaire. Il ne semble pas facile d’en déduire
un régime stationnaire pour le cas (max,+). En effet, méme pour des matrices
a coefficients finis, le régime stationnaire n’est pas nécessairement unique. On
retrouve donc des probléemes analogues a ceux du comportement des mesures de
Gibbs quand la température tend vers 0.

On obtient plus facilement les régimes stationnaires directement (Théoreémes
3.2.2, 3.3.2 et 3.4.1), sous des hypotheses supplémentaires, génériques dans le cas
irréductible.

Dans le cas déterministe, on peut adapter les arguments de J. Brémont [Bré03]
pour le "refroidissement” des mesures de Gibbs associées a un potentiel locale-
ment constant. On montre ainsi que si V* est le vecteur propre positif normalisé
associé au rayon spectral de la matrice positive (6)“4”)1 <ij<d’ alors pour toute
coordonnée ¢, iln(Vi’\) converge vers une limite H;. La limite H est un vecteur
propre au sens (max,+) de la matrice A, non nécessairement unique (Proposi-
tion 4.2.4).

Finissons cette partie en signalant que la théorie des produits de matrices
aléatoires classiques a été une source d’intuitions pour le chapitre 4 et de méthodes
pour le chapitre 5.
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Chapitre 1

Séparation des exposants de
Lyapunov : cas des sous-shifts de
type fini

1.1 Présentation et résumé

Soient (€2, F,P,0) un systeme dynamique mesurable et M : Q — M(R,d)
une matrice aléatoire.

On pose My = I, ou I désigne la matrice identité de rang d et pour tout
neN" M,=Mof"t-..Mof M.

Le premier résultat découle immédiatement du théoreme sous-additif de King-
man et donne le comportement de [|M,,|| :

Théoréme 1.1.1 ([FK60],[Rag79]). Silog®(||M||) est intégrable, alors la suite
(£ log(HMnH))neN converge presque surement vers une variable aléatoire v a va-
leurs dans R U {—o0}. De plus v est 6 invariante et

1
“Elog(| M) — En.

Ce résultat avait été démontré des 1960, sans le théoreme de Kingman, par
H. Fiirstenberg et H. Kesten [FK60] dans le cas ou les matrices aléatoires M o 6™
sont i.i.d.. En outre v est appelé premier exposant de Lyapunov de la suite
(M o 6™)pen. 1l coincide avec le premier coefficient v, du théoreme ergodique
multiplicatif d’Oseledets que nous énoncons maintenant.

Théoréme-Définition 1.1.2 ([Ose68]).

Si 0 est inversible, si M est a valeurs dans GL(R,d) et si la variable aléatoire
réelle log(max(||M||, ||[M~1]])) est intégrable, alors il eriste une variable aléa-
toire ¢ 1 Q@ — GL(R,d) et des variables aléatoires réelles v1 > yo-++ > 7a,

15
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O-invariantes, appelées exposants de Lyapunov de la suite (M o0 0"),en, telles que
les énoncés suivants soient vérifiés presque surement :

i) pour tout n, la matrice aléatoire ¢~ o 0™ M, ¢ est diagonale par bloc;

i) le i-éme vecteur e; de la base canonique de R? vérifie
o1
lim — log || M,,e;|| = i
n

et i et j sont dans le méme bloc d’indices pour l'énoncé 1) ssi v; = ;.

En cas d’ambiguité, on notera v;(M,8) les variables ainsi définies.

M.S. Raghunathan a montré dans [Rag79] que le deuxieme énoncé reste vrai
pour des matrices non nécessairement inversibles des que log™ (|| M]]) est inté-
grable. Sa démonstration fait apparaitre les exposants de Lyapunov en fonction
des limites v obtenues en appliquant le théoreme 1.1.1 aux suites (A,M 0 0"), v,
ou A.M est la matrice associée a 'action de M sur le r-ieme produit extérieur
de R? :

1 T
—log [ Ay M| — Z%‘-
" i=1
Comme annoncé dans l'introduction, nous allons montrer un théoreme de

séparation des exposants de Lyapunov, adapté de [GLP04]. On se place dans la
situation suivante :

- Soit S un ensemble fini et A une application de S dans GL(d,R).

- Soit T une matrice irréductible d’indices dans S et de coefficients dans {0, 1},
Yr = {(@n)neny € SNV ENTy, 4, = 1}

le sous-shift unilatere associé. On note Xy, Xi,--- les projections coordonnées
de X7 et
Sho={x--a, € S* ke NV, Ty, 4y = 1}

I’ensemble des mots finis admissibles.

- Soit p une fonction holdérienne strictement positive sur X7 telle que pour tout
T € X7, Y essneny P(s:x) = 1. Elle définit un opérateur de Perron P et une
unique mesure P-invariante p sur X, qui est invariante par le décalage 6. La
suite de variables aléatoires (A o X,,), .y est stationnaire et bornée donc possede
des exposants de Lyapunov. Le r-iéme exposant est noté -, ou 7,(A,0) si on
veut préciser.

L’unicité de la mesure p découle du théoreme de Ruelle-Perron-Frobénius.
Pour une démonstration dans le cas ou T est simplement irréductible, on peut
consulter [Bal00].

Dans le cas ou T' est une matrice primitive (c’est a dire qu’il existe N €
N tel que TV > 0), les mesures P-invariantes associées a de telles fonctions p
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sont les mesures de Gibbs associées a des potentiels holdériens (cf. [Bow75]).
Par extension, on appellera mesures de Gibbs holdérienne toutes les mesures p
associées a des fonctions p holdériennes.

Le but de ce chapitre est de prouver le critere suivant, qui assure que deux
exposants consécutifs sont distincts :

Théoreme 1.1.3. S’il existe un s € S tel que le semi-groupe
T ={A(s1) - A(sn)|n € Ny sy = s, (81, -+, 8, 5) € X7}

agisse de maniere totalement irréductible sur lespace D, des drapeauxr homo-
genes d’ordre r et contienne une suite qui contracte D,., alors les coefficients de
Lyapunov pour une mesure de Gibbs holdérienne sur Y vérifient v, > Yyy1.

Les notions de drapeaux, d’action totalement irréductible et de contraction
sont définies et étudiées dans la partie 1.2. On a déja remarqué que les semi-
groupes T généralisent le semi-groupe dont I'action donnait le critere de sépara-
tion pour des matrices i.i.d..

On déduit du résultat précédent un résultat pour des fonctions dépendant
d’un nombre fini de coordonnées.

Corollaire 1.1.4. Soient S un ensemble fini, T une matrice irréductible a indices
dans S et a coefficients dans {0, 1} et A une application de X dans G = Gl(d,R)
ne dépendant que des k premieres coordonnées.

Pour (ty,---,tg) € X%, soit Ty, .4, le semi-groupe des matrices de la forme
A(s1,+ -+, 8k) - A(Spat,  + s Snak) tels que 1, -+, Spip VETIfie :

— 81 Spak EE}

Sy Sy =t ty

— SpaoccSnan =ttt

S’il existe (t1,---,tx) € S*, tel que Ty, ...;, agisse de maniére totalement ir-
réductible sur D, et contienne une suite qui contracte D,., alors les coefficients
de Lyapunov de toute mesure de Gibbs associée a un potentiel holdérien sur Xp

vérifient Y, > Vi1

Démonstration. Posons S = S*, et soit T la matrice & indices dans S définie par

. / / * / ! -
. / o 181(81,"',3k75k)€2Tet(51a"',3k71)_(82""’31‘7)
(81,+,8k),(8] 5755 0 sinon

7 est le sous-shift de SN associé & T et la mesure de Gibbs sur X7 associée
a la fonction p définie par

B(s1, -y 8)s (520 5041) -+) = pls1,52-)

Il suffit de remarquer que le systeme dynamique considéré est isomorphe a
(X4, 1, 0), que le conjugué A de A par I'isomorphisme ne dépend que d’une coor-
donnée de X7 et que les hypotheses de la proposition sont exactement celles pour
lesquelles (X7, 11, 0) et A vérifient les hypotheses du théoréme 1.1.3. O
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La démonstration du théoreme 1.1.3 se fera sur le shift bilatere. La proba-
bilité sur les coordonnées négatives sachant Vn > 0, X; = x; est notée P,. Si p
ne dépend que des deux premieres coordonnées, les P, sont les mesures d’'une
chaine de Markov a états dans S, avec donnée initiale xy. La projection de i sur
les coordonnées négatives est donc une mesure de Markov stationnaire. Comme

(0, A) = v,.(071F A), on en déduit :

Corollaire 1.1.5. Soit S un ensemble fini et (X,,)nen une chaine de Markov a
valeurs dans S, stationnaire et irréductible. Soit A une application de S dans
G = GIl(d,R). S’il existe un s € S tel que le semi-groupe défini par

T ={A(s1) - A(sp)|sn = $,P(Xo =5, X1 = 81, -, X, = 8,,) > 0}

agisse de maniere totalement irréductible sur D, et contienne une suite qui contracte
D,., alors les coefficients de Lyapunov de la suite (Ao X,)nen vérifient v, > vp41.

La suite du chapitre constitue la démonstration du théoreme 1.1.3. On com-
mence par introduire les différents outils algébriques dans la partie 1.2 . On étudie,
dans la partie 1.3, les noyaux harmoniques qui remplacent les mesures station-
naires du cas i.i.d. On montre qu’il en existe (théoreme 1.3.2) et qu'’ils prennent
leurs valeurs dans l'ensemble des probabilités irréductibles (théoreme 1.3.4). Dans
la partie suivante, on montre (théoreme 1.4.1) que la suite (MM o 6 --- M o 0")),
contracte presque sirement D,. Enfin, dans la derniére partie, on en déduit le cri-
tere de séparation.

1.2 Qutils algébriques

1.2.1 Décompositions du groupe linéaire

Notations. Soit d € N*. On note I; ’ensemble des entiers compris entre 1
et d. Soient G = GL(R,d), K = O(R,d), N = N(R,d) le sous-groupe de G des
matrices triangulaires inférieures a éléments diagonaux égaux a 1, A = A(R, d)
le sous-groupe de G des matrices diagonales a éléments diagonaux strictement
positifs. On désignera par ||z|| la norme associée au produit scalaire canonique si
2 € R%, la norme d’application linéaire associée si z € G. Cependant, la plupart
des résultats seront valables pour une norme quelconque grace a 1’équivalence des
normes sur les espaces de dimension finie.

Théoréme-Définition 1.2.1 (Décomposition polaire).
Toute matrice g € G s’écrit g = xa(g)k, avec

i) v, ke K
i) a(g) = diag(ai(g),...,aqa(g)) € A et ai(g) > azx(g) > ... > aq(g) > 0.
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De plus a(g) est unique et les a;(g) sont les racines carrées des valeurs propres
de g'q. En particulier, ai(g) = ||g|| et aa(g) = [lg7"[ 7.
Une telle décomposition est dite décomposition polaire de g.

Démonstration. Si g = za(g)k, alors g'g = xa®(g)x~!, d’ot la seconde partie du
théoreme.

En outre g'g est symétrique définie positive. Elle admet donc une base ortho-
normée de vecteurs propres que I’'on ordonne par valeurs propres décroissantes.
Matriciellement cela s’écrit g'g = ra?z~!, avec # € K et a comme souhaitée. On

pose alors k = a 'z lg et on vérifie que k € Ket g = zak. O
Remarque 1.2.1. Si g = za(g)k, alors g~ = k™! ( ) L dotnai(g7h) = agl,_i(9).
De méme, kg = kxa(g)k, donc a(/fg) = g)

Théoréme-Définition 1.2.2 (Décomposition d’Iwasawa).
Toute matrice g € G s’écrit de fagon unique g = n(g)b(g)k(g) avec

1.n(g) € N
2. k(g) € K

3. b(g) € A.

On note alors b(g) = diag(bi(g), - - -, ba(g)) et on appelle décomposition d’Iwasawa
de g cette décomposition.

Démonstration. Existence :
On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt aux vecteurs colonnes de

tg=! notés vy, ---,vy. On obtient uy, -+, uy tels que la matrice de passage n de

v a u soit triangulaire supérieure de diagonale I. La matrice de passage k de
: -1 21

€1, -, €eq & qip, oo, Ay est orthogonale et tg = kdiag(||ur]] ™" -, JJual|~ )n-

Unicité :

Si nbk et 7bk sont deux décompositions de g, alors (ﬁl;)*lnb = kK1 est orthogo-
nale et triangulaire inférieure. C’est donc l'identité. Donc k = kK et 77b = nb, d’ou
b =b (c’est la restriction a la diagonale de 1’égalité précédente) et 7 = 7. O

1.2.2 Produits extérieurs

Définition 1.2.3 (Produits extérieurs). Soient F un espace vectoriel de di-
mension finie d et r € 1.
1. On appelle r-ieme produit extérieur de E, et on note /\E, I'espace des

.
formes r-linéaires alternées sur F.

2. Un élément de /\ E est appelé r-vecteur.

T
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3. Pour toute forme r-linéaire f sur F, antisymétrisée de f, notée Alt(f), est
donnée par :

Alt(f)(xb ) T‘ T' Z Sgn Lo( '>xo(r))

Ueer

4. Pour toutes formes f € /\E et g € /\E, on définit le produit extérieur
k

f/\gG/\Edefetgparf/\g— k;,“ll, Alt(f ® g), o
k+l

f@glwy, - mp) = [l 20)g(Thgas -, Tag)-
5. Un r-vecteur non nul qui s’écrit 1 A -+ Az, (E est identifié a /\ E) est dit

décomposable.

Résultats :

1) Soit (e;)4, une base de E, alors (e;; A+ A€, )i<i<..<i,<n €st une base de
/\ E. On identifie désormais /\ E a R%.

Via cette identification on transporte la structure euclidienne usuelle de R%
sur /\E On a alors sur /\E un produit scalaire < ,> qui vérifie pour

r

(u;)i_y € E" et (v;)" 1EE’”'
<up A A, v A A >= det[(< ug, v >)7 o]

On note ||.|| la norme euclidienne associée.

2) GL(R,d) opere sur /\E par :

Vge GLR,d), ¥V (u;)i_y € E", g(ug A+ ANuy) = guy A -+ A gu,.
On note /\ g la matrice de GL(R, C}) associée a cette action écrite sur la

base du 1).
Les indices sont donc pris dans C, = {(i1,---,4,) | 1 < iy < -+ < i, < d},
ordonné par 'ordre lexicographique.

3) <eiN---Aei,ge;, N---Agej, > est égal au mineur de g obtenu en conservant

uniquement les lignes iy, -- -, i, et les colonnes ji,---, j,.
<t gey N Ageg,ej N-o- ANej, > est égal au mineur de ‘g obtenu en
conservant uniquement les lignes j1,---, j,. et les colonnes 7, ---, ,.

4) On en déduit (/\g)_1 = /\(g_l) et ! /\g = /\ (*9)

r
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5) Si g = zak est une décomposition polaire de g,

alors (/\g) = (/\x)(/\a)(/\k:) en est une de (/\g) et

s T

Vi = (i1, -, i) €Cp, a,(g) = az(/\g) =a; - a;(9).

On notera aussi ¢, pour (1,---,7).

6) Sig = nbk est la décomposition d'Twasawa de g, alors (/\ g) = (/\ 17)(/\ b)(/\ k)

est celle de ( /\ g) et
Vo= (i1, -, ir) €Cp, by(g) = bZ(/\g) = bi, -+ b;,(9).

1.2.3 Comparaison des décompositions

Lemme 1.2.4.
Pour tout g € G et tout j € Iy, on a

|
lg='ll  ai(g™)

= aq(g) < bj(g) < ai(g) = |gll-

En appliquant ce lemme a /\ g, on obtient :

r

Corollaire 1.2.5.
Pour tout g € G, toutr € {1,---,d} et tout j = (j1,---,jr) €Cr, on a

Hadfﬂrk(g) < Hbjk(g) < Hak<g)'

Démonstration du lemme. Les égalités sont claires. Soit ¢ = nbk une décompo-
sition d’Iwasawa de g. Le coefficient b; est le j¥"¢ élément de la diagonale de
b = gk, done b; =< g'ke;, ¢; >< [lg'] = gl

De méme b; ' =< kg~'ej,e; >< [[kg™'|| = |lg7"|. O

Pour améliorer la minoration du lemme 1.2.4, on pose, pour tout r € I; tout
g € G, et pour tout k € K,

A(g) =< e, \ge, > et ¢,(k) =log(|A,(k))).

T
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Lemme 1.2.6.
Soient g € G, k € K et g=xa(g)rk une décomposition polaire de g. Alors :

Vorel, IOg(azr(g)) + ¢r(kx) < log<blr(kg)) < 10g(alr(g))'

Démonstration. La seconde inégalité résulte du corollaire 1.2.5 et de la remarque
suivant la définition de la décomposition polaire.
Pour prouver la premiere inégalité, remarquons qu’on a :

I Ge ] I N\g Ak e
ake) A9l IAel

b, (kg)

Alors

b /\ “@’)/r\ v /\ kel
@, (kg) A9l

(Z a;(g)? < €1r7/\k/\$(g)€j >2)1/2

jeCr

., (9)

’ < elra/\k/\x(g)ezr > |

v

]

Lemme 1.2.7. Vr € I;, Vp € [1,+0|, ¢, € LP(K,mg), ot mg est la mesure
de Haar normalisée sur K.

Démonstration. On fixe d et on fait un récurrence finie sur r.
Soit 041 la loi uniforme sur S4=t. Soit p > 1. Il existe ¢ € R* tel que

Jic log (1A (R))P dimic (k) = [y [108(] < v,e1 > P doa ()
< ¢ )7 | log(|cos(O)])]7a®

+0o0

A

Supposons le lemme montré jusqu’au rang r — 1.
On admet pour l'instant la relation suivante, ou u,.(g) est un vecteur normé
orthogonal aux vecteurs gey,---,ge,_1 :

[Ar(9)] = [Ar1(9)]] < ger, ur(g) > | (1.1)

On en déduit que I'intégrabilité de |¢, [P équivaut a celle de | log(| < u.(.),.e, > |)|P.
Soit X une variable aléatoire a valeur dans K de loi my.

E[|log(| < u,(X), Xe, > )P] = E[E[|log(| < u.(X), Xe, > | Xey, -+, Xe,_1]l.
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Etant donné (v1, +++, v,_1) un systeme de vecteurs orthogonaux de R?, la dis-
tribution de Xe, sachant Xe; = vy, -+, Xe,_1 = v,_1 est la loi uniforme sur la
sphere unité de I'orthogonal dans R de vect(vy, - -+, v,_1). On a donc I'existence

de C' € RT tel que

Ef[log(] < ur(X), Xex > )] = [gur [log(] < e1,v > )| dog—q(v)
C [y [og(| cos ©))|P d©

+00.

ANRVANI

Le lemme est donc démontré par une récurrence finie.

Il reste a montrer la relation 1.1. C’est ce que nous faisons maintenant.

q
Pour tout ¢ € I, on note 7, le projecteur orthogonal de R¢ sur V, = @ Re;

i=1
et d,(g) le déterminant de la matrice carrée d’ordre r — 1 obtenue a partir de
(mr(ge1),- -+, m(ger—1)) en enlevant la ligne ¢. On définit alors u,(g) par les rela-

tions suivantes :

o(g) = S alg)er et u(g) = D

— lo(g)
Alors, on a pour tout k € I,_1,
< U(g)7g€k >= Det(ﬂ—r(gel)a e 77rr(ge7’—1)7 7T7»(g€k)) - Oa

donc v(g) et u,g sont bien orthogonaux aux vecteurs gey, - - -, ge,_i.

SiA,_1(g) = 0, 'inégalité (1.1) est triviale. Sinon la famille (7,.(geq), - - -, 7 (ger—1))
est de rang r — 1, donc (m,.(gey), -+, m-(ge,—1), ur(g)) est une base de V En dé-
composant 7,(ge,) dans cette base et on développe le déterminant suivant la
derniere colonne. Par I'orthogonalité de w,(g) par rapport aux autres vecteurs,
tous les termes s’annulent, et il vient :

1A (g)| = [Det(m(ge1), -, m(ger))]
= | <u.(g),ger > |.|Det(m.(ger), -, mr(ger—1), ur(9)|

Comme ||v(g)|* = 25 = |Det(m.(ge1), -+, m(ger—1),v(g)|, on en déduit :

|||
(9)]

| < ur(9), ger > |.|[v(g)
| < ur(9),ger > 1.16-(g)
| < ur(g), 9er > |.|A 1

1Ar(9)]

v
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1.2.4 Espaces des drapeaux, contractions

Dans toute la suite, r € I, sera une dimension de sous-espace de R¢.

Définition 1.2.8 (Espaces des drapeaux). On appelle espace des drapeaux
d’ordre r, et on note D,, ’ensemble des sous-espaces vectoriels de R? de dimen-
sion 7.

Pour tout © C I;_1, on appelle drapeau de type © un ©-uplet (U;);co de sous-
espaces vectoriels de R? tels que

VieO, dmU =ietVi, j€O,i<j= U C U,

On note Dg 'ensemble des drapeaux de type O.

Remarque 1.2.2. Si U € D,, et si (u;)_; est une base de U, on identifiera U
awA---Au, € ]P’(/\ R?), ce qui munit Dg d'une structure d’espace métrique

T
compact.

Notations.
On note, pour tout r € O, 7, la r-ieme projection de Dg.
Le drapeau dit canonique, que 1’on notera Jg est donné par :

Vreo, Wr(a@) =€,.

Le groupe G opere sur Dg de la facon suivante :

VgE G, v (Ui17 T U2m> S D@7 g'(Uiu Ty Ul ): (g(Ui1>7 Ty g(Ulm))

Le stabilisateur de dg pour cette action est noté Pg.

Définition 1.2.9 (Contractions).
1. On dit qu'une suite (g, ),en de matrices de G contracte PR? §’il existe z € R?

non nul tel que pour toute valeur d’adhérence M de (HZ—"”> , M est de
"/ neN
rang 1 et a pour image z = R z.

On dit alors que (g, )nen contracte PR? en direction de Z.

2. On dit qu’une suite (g, )nen de matrices de G contracte D, si /\ gn contracte

T

P (A, R). On dira aussi que la suite contracte D,.

Remarque 1.2.3. les valeurs d’adhérence de (ﬁ) sont appelées les valeurs
"/ neN

d’adhérence quasi-projective de (gy )nen-

Lemme 1.2.10. Soit (g,)nen une suite de matrices de G.
Pour chaque n € N, soit g, = x,a(gy)k, une décomposition polaire de g, .



1.2. OUTILS ALGEBRIQUES 25

1) (gn)nen contracte D, en direction de Z si et seulement si on a les deux rela-

tions suivantes :
as (/\ gn)

lim Ary1 (gn)

lim — = =0 (1.2)
A N~ el
li €, =Z. 1.
nﬂlriloo/r\xn Cur “ ( 3)

2)  si (gn)nen contracte D, en direction de Z, alors, quitte a changer certains x,,
et k, en leurs opposés, on a :

/\ a(gn) /\ L

< >
vue AR? lim L LR (1.4)
- n oo @, (gn) 1]l
Démonstration. 11 suffit de la faire pour r = 1.
1) Remarquons qu’on peut écrire ”g—:” comme :
dn _ gn _ xndmg (17 aQ(gn)7 . ad(gn)) kn (15)
lgnll — a1(gn) ar(gn)”  a1(gn)

Supposons que les relations (1.2) et (1.3) sont vérifiées, et que M est une
valeur d’adhérence de (ﬁ) . Par définition, il existe une suite n’ telle
"/ neN

que (g,/) converge vers M. Comme K est compact, on peut supposer que
(xn) et (kn) convergent respectivement vers x et k. En outre, le terme dia-
gonal de la décomposition (1.5) tend vers diag(1,0,---,0) d’apres (1.2), donc
M =z diag(1,0,---,0) k est de rang 1 et (T,7e7) tend vers Z, donc Tey = Z,
et Im(M) = Z. Donc si les relations (1.2) et (1.3) sont vérifiées, alors la suite
(gn)nen contracte D, en direction de Z.

Si (1.2) n’est pas vérifiée, alors il existe une suite extraite (g, )nen telle que

<Z?8n_:g> tende vers 75 > 0. Comme K et [0,1] sont compacts, quitte a

extraire encore, on peut supposer que chacun des termes de la décomposi-
tion (1.5) tend vers une limite. Notons z, k et diag(1, 7, ---,74) ces limites.

dn
Tonl ) e

Alors x diag(1, 1o, -+, 74) k est une valeur d’adhérence de ( de rang

au moins 2, donc la suite (g,)nen ne contracte pas D,..

Si (1.3) n’est pas vérifiée, alors il existe 7 € D,\{Z} et une suite extraite
(gn )nen telle que (T,7€7) tende vers .
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Comme K et [0, 1] sont compacts, quitte a extraire encore, on peut supposer
que chacun des termes de la décomposition (1.5) tend vers une limite. Notons
x, k et diag(1,13,---,74) ces limites. Alors M = x diag(1, 79, -+, 74) k est

une valeur d’adhérence de <”§"”> . Comme Tey; =, v € Im(M) et la suite
™/ neN

(gn)nen ne contracte pas D, en direction de Z.

Pour tout n € N, % appartient au compact [—||ul|, ||u||]. D’apres le 1),
on sait que (;1((997;)) Jnen tend vers diag(1,0, - - -, 0), donc les valeurs d’adhérence

de la suite sont les <! zu,e; > ey, ou x est valeur d’adhérence de (z,,)nen-

Or on sait aussi que les valeurs d’adhérence z de (z,,)nen Vérifient ze; = £

EK
<u,z>
[

donc <! zu, e, >=< u,xe; >= +

Donc, quitte & changer certains x,, et k,, en leurs opposés, (%) tend
" neN

<u,z>
12

vers er.

[]

Lemme 1.2.11. Soit (g,)nen une suite de matrices de G qui contracte D, en
direction de Z.

Soit g, = xpa(gy)k, une décomposition polaire de g, .

Soit g, = N,b(gn)kn la décomposition d’lwasawa de g, .

1)

2)

On a les relations suivantes :

bZ n b2
T U S (1.6)
n— +00 a,,(gn) 1 2]]
lim kv, le, = e, (1.7)
viec\ ), lm 2(g)=0 (18)
m = 0. .
] (s Z?” ) n— +oo agr gTL
si z et e, ne sont pas orthogonauz, alors on a aussi :
Vel \{}, lim -2 =0 1.9
\), lim O (19)
z
li n €, = —————. 1.10
ns oo T Cir < z,e, > ( )

Démonstration. La encore il suffit de faire la démonstration dans le cas r = 1.

1)

Remarquons que l'on a :

a(gn)zner = kp'gner = k’n/-i;lb(gn)tnnel = bl(gn)k’nl-@;lel. (1.11)

La relation (1.6) provient de I’équation (1.4) du lemme précédent, et de 1'éga-
lité précédente prise en norme : ||a(g,) zne1| = b1(gn)-
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La relation (1.7) provient de 'équation (1.4) et de 1'égalité (1.11) prise en
projectif : k k. te; = a(gn)iTner.
Par ailleurs on a, pour tout j € {2,---,d},

< algn)'waler Aej), knkiy (er Aej) > = < guler Aey), k), (er A e])
= <" Kn.b(gn) ' nn-(e1 N ej), Ky (el Aej) >
= < b(gn)'nu(er Aej),en Nej >
= b1(9n)b;(gn),

De la, on déduit la majoration

by (gn)bj (gn)
a (gn)2

d’ou la relation (1.8), d’apres 1'équation (1.2).

La relation (1.9) découle de (1.2) et (1.4) puisque

bl (gn) bl (gn)

lim = ‘ol
n— +o0 ay(gn) a1(gn)

a(gn)txn<€1 Aej)

0<
o ai (gn)2

< ||k‘nli,;1(61 A ej)

| < o

< z,e1>

121

# 0 pour n assez grand)

‘;é()(d

— nnb(gn)’ink (kn"in 61) et de_

Pour montrer (1.10), écrivons n,e; comme 7,6, o)
n

composons k,k, 'e; sur la base canonique. On obtient :

b (gn)knk;, te;
1(gn)

-1
Nne1 = E < knk, €1, >

= Ko ler, e, n(gn)€;
N Z<k o b1(gn)

Z a5(gn) < knmfllel,ej > Tpe;. (1.12)
— b1(gn)

‘77

D’apres les équations (1.2) et (1.6), on a, pour tout j # 1 :

n— ¢ by (gn)

Or || < knk,ter,e; > xne;|| < 1, donc tous les termes de la somme de (1.12)
tendent vers 0 sauf celui pour j = 1.
Estimons ce terme. D’apres I’équation (1.11) , on a :
<ty e er > aper = bi(gn) T < algn)'mner, e > wer
= bi(ga)”" <" aner,algn)er > zaen
al(gn)

= bl(gn> < e1,Tpe1 > Tpeq.
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D’apres la relation (1.3) on a, quitte a changer certains z, et k, en leurs
OPPOSES :
, z
lim x,e0 = —.
n— oo =]
Et, compte tenu de (1.6), on a donc :

o) 1 2 2z

< knli;lel,el > r,e1 =

—<e > = .
e By (gn) <ze > TR <zas
1.13

Comme on a montré que tous les autres termes de somme dans (1.12) tendent
vers 0, on a prouvé (1.10).

]

1.2.5 Notions d’irréductibilité

Pour séparer les exposants de Lyapunov, on aura besoin de formaliser I'idée

que 'orbite d’un r-vecteur sous I’action des matrices aléatoires sur /\ R? est assez

T

grande. Pour cela on introduit les définitions suivantes :

Définition 1.2.12 (Espaces de type (S)). Un sous-espace V non trivial de

/\Rd est dit de type (S) s’il admet une base de r-vecteurs décomposables et s'il

T
est contenu dans 'orthogonal d'un r-vecteur décomposable non nul.

Définition 1.2.13 (Irréductibilité faible).

1. Un semi-groupe 7" C G agit de fagcon irréductible au sens faible sur /\Rd

s’il n’existe pas de sous-espace de type (S) stable par T.

Il agit de fagon totalement irréductible au sens faible s’il n’existe pas de
réunion finie de sous-espace de type (S) stable par T.

On dira aussi qu'il agit de fagon irréductible (resp. totalement irréductible)
sur D,.

2. Une probabilité v sur les boréliens de P( /\ R?) est dite faiblement irréduc-

tible si elle ne charge 'image d’aucun sous-espace de type (S).

3. Une probabilité sur les boréliens de D,. est dite irréductible si elle est fai-
blement irréductible en tant que probabilité sur P( /\ R9).

,
Une probabilité v sur les boréliens de Dg est dite irréductible si, pour tout
r € O, I'image de v par la projection 7, de Dg sur D, est irréductible.
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Remarque 1.2.4. Les notions au sens fort s’obtiennent en supprimant la restriction
"de type (S)” dans les définitions précédentes.

La premiere notion est clarifiée par le lemme suivant :

Lemme 1.2.14. Soit T' C G un semi-groupe et H le sous-groupe fermé de G
engendré par T'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) T agit de facon totalement irréductible au sens faible sur /\Rd.

ii) T ne permute aucune famille finie de sous-espace de type (S) de méme di-
mension.

ii1) H agit de fagon totalement irréductible au sens faible sur /\Rd.

iv) Tout sous-groupe d’indice fini de H agit de facon irréductible au sens faible
sur /\Rd.

v) 'H agit de fagon totalement irréductible au sens faible sur /\]Rd.

vi) 1l n’existe pas de r-vecteurs décomposables u, vy, - -, v, tels que :

p
Vt € T,H < tu, v >=0.
k=1

En outre tout groupe connexe qui agit de facon irréductible au sens faible sur
/\]Rd agit de fagon totalement irréductible au sens faible.

T

Démonstration.

- 1) <= 1i). i) = —i) est clair. Pour voir que —i) = —i). il suffit de considé-
rer les sous-espaces de dimension maximum et de remarquer qu’ils ne peuvent
s'inclure dans une union finie de sous-espaces de dimension plus petite.

- 1) <= iii). On applique le point précédent a H, car si T permute des espaces,
H aussi.

- i) = —iv). Si H permute les sous-espaces de type (S) Vi, on pose Hy = {g €
H|gVi = Vi}. Pour chaque V}, on choisit un g; € H tel que g;V; = V;. Alors
H = Ug;H,, donc H, contredit iv).

- —iw) = —iii). Si Hy est d’indice fini et laisse le sous-espace V' de type (S)
invariant, on prend ¢y, - - -, g, un systeme de représentants de H/Hy. Alors H
laisse stable 1'union de sous-espaces de type (S) g;V.

- Pour démontrer que iii) <= v), le point précédent permet de se ramener a
montrer que l'irréductibilité d’un groupe équivaut a l'irréductibilité du groupe
transposé. C’est le cas car 'irréductibilité de Hy est 'absence de vecteurs décom-
posables u, v tels que Vg € H < gu,v >= 0, i.e. tels que Vg € H < u,! gv >= 0.
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- 4i) <= vi). ~ii) = —wi) est clair. Supposons donc —wi) et notons R la réunion
des sous-espaces orthogonaux aux vg,1 < k < p. Tu C R, donc pour tous
t,tm €T, Tu C RNt'RN---Nt,'R. Comme une intersection de sous-
espaces est encore un sous-espace, on construit ainsi des réunions finies de
sous-espaces non triviaux de R? qui contiennent 7'u.

Soit k(ty,---t,) = max{dim(H)|H C RNt;'RN---Nt 'R} et ky = min k.
Soit n(ty, tm) = #{H C RNtT'RN -+ Nt 1R|dim(H) = ko} et ng =
min{n(ty, - tm)|k(t1, - tm) = ko}.

Soient alors sq, - - - S, tels que n(sy, - - 8,,) = ng et k(s1,- - 8m,) = ko. On vérifie
facilement que tout ¢ € T" permute les sous-espaces de dimension ky de R N
s7'RN---Ns;'R. En remplacant les sous-espaces par ceux engendrés par leur
intersection avec T'u, qui sont de type (S), on a bien —i).

- Enfin si H est connexe et permute les V;, -+, V,,, on pose Hy = {g € H|gV| =
Vi}. H/Hy est connexe (comme image de H par la projection) et a au plus m
éléments. Comme les singletons sont fermés (car Hy 'est), on en déduit que
H/Hj est réduit a un point, i.e. H = Hy, donc H laisse V; invariant.

m

Le lien entre les deux notions d’irréductibilité est donné par le lemme suivant :

Lemme 1.2.15. Si p1 est une probabilité sur G et T, le semi-groupe fermé en-
gendré par son support, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) T, agit de maniére totalement irréductible sur D,.

ii) Toute probabilité p-invariante sur D, est irréductible.

Démonstration. —ii) = —i) :
Soient v une probabilité p-invariante sur D, non-irréductible et V' un sous-espace
de type (S) de /\]Rd tel que v (V) > 0 de dimension minimale.

Pour tout couple (y,g) € G2, soit /\y.V /\g V', soit /\y Vn /\g V est

un sous-espace de dimension strlctement plus petlte que celle de V Dans le

second cas, v (/\ y.V N /\gV) =v (/\ y.Vn /\g.VﬂDr> = ( car le dernier

ensemble engendre un sous-espace de type (S) de dimension strictement plus
petite que celle de V.
Donc pour tout o > 0, 'ensemble des /\ ¢.V de mesure plus grande que o est

v </\g V) = supv (/\x V) } est non vide et fini.

fini. Donc R = Vv
{/\ g zeG

Comme v est p-invariante, on vérifie que

Yy e G,v (/\ y.V) = /GV (/\x_ly.V) p(dx).
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En particulier, si /\y.V eER, /\x_l. /\y.V € R pour u presque tout x, donc
' T T

les éléments de R sont permutés par les 27! d’'un ensemble de mesure 1. Or les
x qui permutent un ensemble fini de sous-espaces forment un groupe fermé, donc
T,, permute les sous-espaces de R.

—i) = i) ¢
Si T}, laisse invariante une famille finie R de sous-espaces de type (S). L’inter-

T
T,. 11 porte donc une probabilité p-invariante, qui est non-irréductible par défi-

nition. O

section avec D, de I'image de R dans P ( /\ Rd> est un compact invariant par

Si G agit continuement sur un compact métrique F, G agit aussi sur les pro-
babilités p sur F, par :

Vg e G, Vf € C(E), g.plf) = [E f(g.0)p(dz).

On peut alors montrer le lemme suivant, qui caractérise les contractions a 1’aide
des probabilités irréductibles.

Lemme 1.2.16. Soient (g,)neny € GV et Z € D,. La suite (¢n)nen contracte D,
en direction de Z si et seulement si pour une (donc toute) probabilité faiblement

wrréductible p sur IF’(/\ RY) la suite (g,.p)nen converge étroitement vers 8.

T

Démonstration.

T

1) Les valeurs d’adhérence quasi-projective de ( /\ gn> sont de la forme M =
neN

/\:E diag(t, 1€ Cr)/\k: avec .,k € K et 7, = 1.
Donc ker M = Vect({k7te|1 € C.,7, = 0}) = {k7te,Js € C,, 7, # 0} est un
sous-espace de /\Rd réduit a {0} ou de type (S) donc p (ker M) = 0 pour

T
toute probabilité faiblement irréductible p. En particulier M.% est définie pour
p-presque tout wu.

2) Supposons que (g, )nen € GN contracte D, en direction de z.
Soit p une probabilité faiblement irréductible sur P( /\ R%) et f une fonction

continue sur IP’(/\ R%). De toute suite extraite de (g,.p(f))

r

nely O peut extraire



32

CHAP. 1 EXPOSANTS DE LYAPUNOV

/N\gan

une suite (ga,-0(f)),en telle que ——— — M
I /\ ol

Ja,, u — Mu = Z des que u ¢ ker M donc p-p.s. Par le théoreme de convergence
dominée, on en déduit que

Gon-P(f) — - M}f(Mﬂ)P(dﬂ) = [(z) = 0=(/).

C’est vrai pour toute suite extraite donc g,.p(f) — 0z(f).
C’est vrai pour toute fonction continue f donc g,.p — d5.

Réciproquement, si p est une probabilité faiblement irréductible sur P( /\ R%)
telle que g,.p(f) — 9z(f), tout valeur d’adhérence quasi-projective M de

/\ Jn vérifie comme précédemment, pour toute fonction f continue sur
'

P(/\ Rd)n

eN

/’ F(M) p(d) = lim g, p(f) = 82(f).
{ugker M}

On en déduit M.w = Z pour p-presque tout u.
Soit g;nG, tel que z = g.e,. et posons M.u = Z si u € ker M, alors :

Mu=%2 < g 'Muce,
— VieC\{v},<g ' Mue, >=0
— VieC\{v},uc (‘Mg le)*.

Or pour tout 2 € C,\{2,} "M'g e, est décomposable, donc §'il était non nul
(tMtg=te,)* serait de type (S) , et donc M.u = Z ne serait vérifié que sur
un ensemble négligeable. Le noyau de *M contient donc tous les ‘g~te, sauf
un, 'M est de rang un, et M aussi. Son image ne peut alors étre que z. Donc
(gn)nen contracte D, en direction de Z.

]

On reprend quelques résultats de [GGI6] :

Notations. Si 7" est un sous-semi-groupe de GG, on note :

(|
— Ty = {g € T'|Arg a une valeur propre dominante simple }
oot (g) = ; I ot(o) =5 “(a) = pT(tg) si
p(g) =Im(g)sigeT,pT(9g) =vet p~(9) =pt(‘g) si v est vecteur propre
associé a la valeur dominante de g € Ty.

- L) = {p(9lg e T}.

- T = {u € M(R,CY) ’El(un) € TV, u = lim 2 et rg(u) = 1}
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Remarque 1.2.5. Soit g € Ty de valeur propre dominante A. Il suffit d’écrire la

Mo

décomposition de Dunford de /\ g pour voir que —— tend vers une projection

P sur p*(g). On en déduit 'inclusion
pT(To) C L(T). (1.14)

/\tgn

En outre -~ tend vers P, donc ker P = Im' P+ = p~(g)*. Donc /\ g".7y tend

AT

vers pT(g), siy & p~(g9)*.

En guise de réciproque a l'inclusion 1.14, on a :

Lemme 1.2.17. S T agit de facon irréductible au sens faible sur /\Rd et st

T + 0, alors :
~ p™(Ty) est dense dans L(T).
~ pour tout x € D,, L(T) C T.z. En particulier, L(T) est le plus petit fermé
non vide T-invariant de D,.

Démonstration. Si g € T, alors il existe une suite (9n)pen € TN telle que g =

N\ 9
ST Al

Si pt(g) ¢ ker g, alors g est a valeur propre dominante simple et donc /\ In

.
aussi pour n grand (cf par exemple [Ser02]). De plus la suite des valeurs propres

dominantes tend vers celle de g et donc p*(g) = lim p*(g,). (On vérifie facilement
que c’est la seule valeur d’adhérence possible.)
Sinon, comme le noyau de g est de type (S), Uirréductibilité de T assure

I'existence d'un h € T tel que h.p™(g) ¢ ker g, et comme p*(g/\h) =p(g) ¢

li

T
/\ h™'kerg = kerg /\ h, on est ramené au cas précédent. Dans les deux cas, on

T 7

a bien p*(g) € p7(Ty).

Soit maintenant T € D,, si x ¢ kerg, g,.T tend vers p™(g), sinon on prend
h € T tel que h.x ¢ ker g, et (g,h.T), o tend vers p*(g) donc dans les deux cas
pt(g) eTx. O

Corollaire 1.2.18. Si T agit de facon irréductible au sens faible sur /\]Rd, alors

T 0 si et seulement si Ty # 0.
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Mais (*T")o =* Ty, ce qui, combiné au lemme 1.2.14, nous donne :

Corollaire 1.2.19. Le sous-semi-groupe T C G agit de facon totalement irré-
ductible sur D, et posséde une suite contractant D, si et seulement si T agit de
facon totalement wrréductible sur D, et possede une suite contractant D,.

1.3 Etude des noyaux markoviens harmoniques

Désormais, le décalage 6 est supposé localement sur p : pour un certain
p <1l,onaVry € X, dfax,0ay) < pd(z,y). Il suffit pour cela de mettre une
métrique adaptée sur .

Notations :
On pose p,(z) = p(x)p(fz)---p(0"1x). Si v est une mesure, ||v|| désignera sa
variation totale.
On note Y7, Y5 --- les projections sur les coordonnées strictement négatives de
S = {(zn)nez € SNV € Z, Ty, 20} =1 et Xo, X1, -+ celles sur les coordon-
nées positives.

On définit alors :

- L’application linéaire P de C(Xr) dans lui méme, par :
Vh e C(Xr), Vo € Ep, Ph(z) = Z p(s.x)h(s.x).
seS,s.x€X

Par définition de p, uP = p, donc P est I'application duale du shift pour la
mesure fi.

- Pour s € S, on note Xy = {x € Er|zg = s} et Yy = {y € Lip|lyo = s}. Pour
tout x € X, P, la mesure de Markov associée sur Y : si f ne dépend que de n
coordonnées, P.(f) = D2, icx, Pa(Sn - s1.2) f(51,+, 8n).

On peut alors identifier S et U,es Ys x X, et le calcul suivant montre que
fo= [P, ® d,p(dx) est invariante par 6 :

/]P)x®5arﬂ(dx)([yn = yna"'aYi = 3/1,X0 - an"'aXm = wm])

= / Z Pr(Sn -+ 51.0) Ly =gy, Yamy) (51, -+ Sn) p(d)
[X():CC(),“',Xm:CCm] Sn

©81.ZEXT

= / Z Pr(Sn -+ 81.0) L Xomyp, o, X1 =92] (S * ** 51.2) L X=X pn =) () ()

Sn"81.TEXNT

= Z pn(sn e Sl'x)l[-}ﬁ:yn,-",xn:yﬂ(Sn U sl'x)1[Xn:IOy"'7Xm+n:ym](Sn e Slx)ﬂ(dﬂj)
Sy 81.TEXT

n
P 1[Xlzyn,"',Xn:yl7Xn:mOH"7Xm+n:ym}d/J'

|
=~

[Xl :yn7"'>Xn:ylaXn:xO>"'7Xm+n:ym])-
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Remarque 1.3.1. On vérifie sur les fonctions ne dépendant que d’'un nombre fini
de coordonnées, que si p est a-holdérienne, de constante de Holder M, alors, on a :

[P, — Py[| < Md*(z,y) Zp_na‘

n>0

Définition 1.3.1 (Noyaux harmoniques). Soit © un ensemble d’indices et
T +— 1, un noyau markovien continu en topologie vague de ¥ dans Dg. Il est
dit harmonique §’il vérifie pour tout élément x de X7 :

Vp = Z p(s.2)A(S) Vs -

S.TEXT

Remarque 1.3.2. Si x +— v, est un noyau harmonique de X1 dans Dg, et si O c o,
alors la projection de v sur Dg est encore harmonique.

Théoreme 1.3.2. Pour tout ensemble d’indices ©, il existe un noyau harmonique
a valeurs dans Dg continu en variation.

Démonstration. On note N, le convexe des noyaux markoviens de X1 dans Dg
continus en topologie vague, muni de la métrique de la convergence uniforme.
a) On définit I'opérateur R sur les noyaux, par :

(Rv), = Z p(s.2)A(S) Vs -

S.TEXT

Si m est une probabilité sur Dg, et m le noyau défini par m, = m, alors :

(RP)e = Y palsn---s1.2)A(s1) - Als,).m .
Sp81.LEXNT
Dow [[(R"1)z — (R"M)a || < [P — Par|l.
b) No={n € N|||n: — nw|| < ||Pr —Pu|l} est un convexe compact de NV, par le
théoreme d’Ascoli et la continuité en variation de P,.

c¢) Considérons la suite de noyaux

1 n—1
m" = —§ RFnn.
n
k=0

Le a) assure que les ™ sont des éléments de Ny, donc par le b) on peut
extraire une sous-suite convergeant vers le noyau n € Nj.

De la relation Rm™ = m™ + L(R" ' — 1), on déduit que Rn =7, i.e. que n
est harmonique.
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]

Définition 1.3.3 (Semi-groupes R;). Pour tout s € S, on note Ry le sous-
semi-groupe de G défini par :

Ry ={A(s1) - A(sp)|Sn -+ 518 € XF, 8, = S}

Théoreme 1.3.4. St v est un noyau harmonique a valeurs dans D, continu en
variation et sil existe un s € S, tel que l'action de Ry sur D, soit totalement
wrréductible, alors pour tout x € Xp, v, est une mesure irréductible.

Pour alléger les notations, on identifiera les sous-ensembles de /\Rd et leurs

'
images dans D,..

La preuve va utiliser les lemmes suivants :

Lemme 1.3.5. Soit v une probabilité sur D,, H, l'ensemble des sous-espaces
H de type (S) de /\Rd de dimension minimale tels que v(H) > 0, et m =

sup{v(H)|H € H,}. Alors l’ensemble des H € H, tels que v(H) = m est non
vide et fini. De plus, il existe e, > 0 tels que pour tout H € ‘H,,, on ait v(H) =m
ouv(H) <m —e¢,. En outre si H et H' sont deux éléments distincts de H,,, on
av(HNH') =0.

Démonstration. Commengons par la derniére assertion : v(H N H') = 0, car c’est
la mesure de I'image du sous-espace engendré par les r-vecteurs décomposables de
HNH', quiest de type (S) et de dimension strictement inférieure a celle de H et
H’. On en déduit que pour tout A > 0 I'ensemble des H € H,, tels que v(H) > A
a au plus % éléments, ce qui donne le reste du lemme en prenant 0 < A <m. [

Lemme 1.3.6. Avec les notations précédentes, soit k un entier, H une famille
de réunions de k sous-espaces. Alors h(x) = sup{v,(W)|W € H} définit une
fonction h continue sur Xr. En particulier, elle atteint son mazimum sur un
fermé non vide.

Démonstration. A W fixé, |v, (W) = v (W)| < |lva—va||, done |h(z) —h(z")] <

|ve — var||, ce qui prouve la continuité de h.

[]

Démonstration du théoréme 1.3./. Supposons que x +— v, soit un noyaux har-
monique tel que v, ne soit pas toujours irréductible. Pour tout [, on note H;

'ensemble des sous-espaces de type (S) de /\ R¢ de dimension . Posons

p=min{l € N|3x € X7, 3IH € H,,v,(H) > 0},
m = sup{v,(H)|z € ¥r,H € H,},
E={x € ¥r|3H € H,,v,(H) = m},

H, ={H|v,(H) =m} et W, = Upen, H.
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Tout d’abord E est un fermé non vide d’apres le lemme 1.3.6 et, si x € E,W,, est
toujours une union finie de sous-espaces de type (S) d’apres le lemme 1.3.5.
De la relation d’harmonicité, on déduit,

Ve e E,Vse S, sx e Xy = (s.:r € E,A(s)'H, C Hm)

et finalement E = Xp.

Soit ng = sup #H, qui est atteint car le lemme 1.3.5 implique #H,m < 1. On
refait le raisonnement précédent avec H' I’ensemble des unions de ng sous-espaces
de type (S) de /\ R? de dimension p et on en déduit que

T

(ol =} = {z

sup v,(H) = nom} =X7
HeH'

et que A(s)"'H, = H,,, d’ott
Wi = A(s) W, (1.15)

Montrons maintenant que x — H, est localement constante : soit x fixé, on
applique le lemme 1.3.5 a v, ce qui donne un € > 0 tel que, pour tout H € H,,
v,(H) =m ou v, (H) < m—e. Or il existe un voisinage U de = dont les éléments
y vérifient ||y, —v,|| <e Siy e Uet H € Hy, alors v,(H) > v,(H) — ||v, —v,]| >
m — €, donc v,(H) =m et H € H,. Alors H, C H, et par cardinalité H, = H,.
Pour s € S,  — W, est localement constante sur le compact {zo = s} et
W = Ugy=sW, est donc une union finie de sous-espaces de type (S) de dimension
p, invariante par Ry d’apres I’équation (1.15). Pour le s de I'hypothese, c¢’est une
contradiction. O

1.4 Propriétés de contraction

Le but de cette partie est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.1. Sl existe un s € S tel que Ry agisse de maniere totalement
irréductible sur D,, et une suite (st,---,s; Jpen @ valeurs dans Yer telle que
(s --- 8% Jnen contracte D,, alors pour tout v € Xp et P,-presque tout y € Yy,
la suite (Y1« - - Yn)nen contracte D,., en direction de z(y). En outre x — z(P,) est
l'unique noyau harmonique a valeurs dans D, continu en variation.

On commence par deux lemmes :

Lemme 1.4.2. Si (M,), oy est une suite de matrices convergeant vers M # 0 et
Vp une suite de probabilités irréductibles sur D, convergeant en variation vers v,
alors M,.v, converge étroitement vers M.v .



38 CHAP. 1 EXPOSANTS DE LYAPUNOV

Démonstration. 1l est clair que v est irréductible. Soit f € C(D,), alors :

(Mya(f) = MaA )| < [ Mua(f) = Mur()] + [ M) = M)
< = ol Sl [ 17 0 M) = £ 0 M(wlo(du).

Le premier terme tend vers zéro par hypothese. Puisque v est irréductible f o
M,,(u) tend vers foM (u) pour v-presque tout u et par le théoréme de convergence
dominée le second terme tend aussi vers zéro. O

Lemme 1.4.3. Si v est un noyau harmonique de Y7 dans D, ,alors pour tout
x € X et P,-presque tout y € Yy, :

i) La suite (A(y1) -+ - A(Yn) Vy, . ) pey CONVETgE Etroitement vers une probabi-
lité notée m(y, x),

i) Pour tout k € N, et tous les st,---, s} € S tels que s} -+ sTy, - y1.x € X,
(A(y1) - Alyn) A(sT) - - 'A(SZ)'VSZ"'S?yn'"ylx)neN converge étroitement vers m(y, x).

Démonstration. Le point clef de la démonstration consiste a montrer que pour
toute fonction f € C(D,), les variables aléatoires f,, définies sur Y; par

fa(y) = A(y1) - AYn) Vg o (f)

forment une martingale sous P, pour la filtration naturelle des applications coor-
données. Ceci est donné par le calcul suivant :

/ Fris (4)Pa(dy)
{YVi=y9}i=1,-.n

= > panlsyh @AWY - AW A(S) Ve ()

sisyQ--yfzeST

= pad- ) Y plsyh eyl a)A(s) vy o (f 0 A(Y)) - AYD))

s:syd-yzeST

= Pa(Un - 91-)(VP) oo (f 0 A(y)) -~ Alyn))
= (Y- UL 2)AWY) - - AYD) Voo 2 (f)

_ / Fo(y)Pa(dy).
{Yi=y%}iz1,n

La suite (fy),cy est bornée par || f||, donc elle converge presque stirement
vers une limite m(y, x)(f).
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Montrons maintenant la seconde propriété. Soit f € C(D,), on a :

3 Z P, y1) (Fuly) = Al) -~ Al) A(SY) -+ A(S) igospyne (F)) Baldy)

neN s,

= ( / F2(y)P,(dy) — / f3+k(y)1P’x(dy))

<K lloo-

On en déduit que P, -presque strement le terme général de la série tend vers
zéro, c’est-a-dire, puisque p admet un minimum strictement positif, que pour
toutes les suites finies (s]');c;, admissibles, la suite de mesures

(A(yl) o Ayn)A(sT) - - A(SZ)-Vs’,;~~s’fyn~-~y1:c(f))neN

tend vers 7(y, z)(f).
On applique maintenant ces résultats a un sous-ensemble dénombrable dense
de C(D,), ce qui conclut la démonstration du lemme. O

Démonstration du théoréme 1.4.1 . Soit v un noyau harmonique a valeurs dans
D, continu en variation (le théoréme 1.3.2 en assure l'existence). Soit y € X véri-
fiant les conclusions du lemme 1.4.3, on va montrer que la suite (A(y1) - - - A(Yn) )nen

contracte D,. Soit donc M une valeur d’adhérence de cette suite. Quitte a extraire

une sous-suite, on peut supposer que (M) converge vers M et que
[ACy1)--Aly)ll ), en

Yn -+ - y1.x converge vers ’. Alors le lemme 1.4.2 donne 7(z,y) = M.v,, mais aussi
m(x,y) = MA(sy) -+ A(Sk).Vsyos,.0, DOUT tOUL (51, -, Sg) tels que s -+ s1.2" €
Yr. Il suffit de montrer que 7(y, x) est une mesure de Dirac en z, car alors, comme
v, est irréductible, I'image de M sera z (la caractérisation des suites contractantes
par leur action sur les probabilités irréductibles reste valable pour des applica-
tions quasi-projectives). Comme T est irréductible, quitte a changer M, on peut
supposer que z(, = s, ol le s est celui de I'énoncé. Par hypothese, il existe une suite
(s7,-++, 55 Jnen telle que (A(sT)--- A(s] ))nen contracte D, en direction d'un z.
Quitte a extraire, on peut supposer que s; est constante et comme 7' est irréduc-
tible, que 7T, s = 1. Comme 'action de R; est irréductible, il existe a; - - - a; € Y5,
tels que A(a;)---A(ay)z ¢ ker M, donc (MA(ay)--- A(ay)A(s}) - - A(sﬁn))neN
contracte D, en direction de M A(aq)--- A(ax)z. En extrayant et en appliquant
encore une fois le lemme 1.4.2, on obtient m(y, ) = dara(a;)A(ay)>-
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On a ainsi montré que pour tout noyau harmonique a valeurs dans D, continu
en variation 7(y, x) = 0,(y). Vérifions sur une fonction ¢ € C(D,) que 2(P,) = v, :

ABI0) = [ o)ty
= [ A A (PP)

= hm / (y1) Yn) Vyp-ap (@) Ps(dy) (convergence dominée)

= (harmonicité de v).

1.5 Séparation des exposants

On va démontrer le théoréeme 1.1.3. Pour cela on utilisera le lemme de théorie
ergodique bien connu suivant :

Lemme 1.5.1. Si (Q, F,P,0) est un systeme dynamique et f une fonction P-
intégrable telle que les sommes de Birkhoff S,f tendent presque sirement vers
—o0, alors [ fdP < 0.

On va maintenant construire le systeme dynamique auquel appliquer ce lemme.
Pour 0 < k£ < d on introduit les fonctions o sur G x Dy, et G x D, ou D désigne
Iespace des drapeaux complets, définies par :

— 0 = 1,
- Yo € /\Rd, Vg e G, or(g,0) = —“ /hkﬁvn
v
k

-~ VOeD, VgeG, o(g,0)=oxlg, m(9)).

On note Py l'extension de P a Yp x Dy, définie pour tout ¢ € C(Xr x Dy) par
Prp(,0) = 3, es, (5.2, A(s) D)p(s.x) et P I'extension analogue sur Y7 x D.
On note M¢ et M* les convexes formés des probabilités respectivement P.- et
P,-invariantes.

Pour tout % et tout n € M*, on pose :

)

/ Z s.x)log op(A(s), v)n(dz, dv).

s.x€EXT

Si my, est la projection de n € M¢ sur X7 x Dy, alors 1, € M* et on note Ik pour
]lc

On peut maintenant démontrer le lemme suivant, qui donnera la probabilité
du s.d.m. auquel appliquer le lemme 1.5.1 :
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Lemme 1.5.2. Pour tout 0 < k <d :

Z% = sup Ik = sup Ik

neMF neMe
et il existe un n € M pour lequel tous les sup sont atteints.

Démonstration. On note T, = 3¢ 7 et, pour tout & € Sy, & = (y, ).

Posons, pour (2, v) € SpxDy, (&, v) = (07'&, A(yy).v) et fi(&,v) = log ox(A(y1), v).
Sin € M*, on munit X7 x D, de la loi 7 définie comme [ &, .y ® P, n(dz, dv),
qui est G-invariante. On vérifie facilement que :

i fro0'(&,v) =logox(A(ya) -+ Aly1),v). (1.16)
D'ou :
Ir = /fk(i:,v)ﬁ(d:%,dv)
= [ omouA)  Alw) 0)P. (gl o)
< o sl At A Pt )
= 5 el A Al

(La projection de n sur Y est Q-invariante)

=+ [1ogl A A+ Al ald)

Le dernier terme tend vers I, d’ott Iy > sup, ¢ I > sup,epre I

Pour démontrer les inégalités inverses, on utilise que, pour tout g € G, si mg
désigne la mesure de Haar sur K = O(d,R), on a :

0 <log | Agll ~ [ logonlg. w)mc(d)
k
— loga, ()~ [ log] Nate) s i)
<loga, (g /log < /\ /\ﬁelk,elk > mg(dr)
= loga, (g) — /log < /\/ﬁelk, /\a(g)e@k > mg(dk)
k

k
= ||owllLr sz me)-
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Ou ¢y, est la fonction définie sur K par ¢x(x) = log < k.e,, €, > dont on sait
d

qu’elle est my-intégrable (cf lemme 1.2.7). On notera C' = Z | P llLt (rmsc)- On

k=1
a donc, si Jy désigne le drapeau complet canonique :

d

1< / mc(dr) / <1ogu A A - A —1ogak<A<yn>--~A<y1>,nao>) aldi)| < ¢
k=1 k

Le lemme de Fatou et la majoration assurent que :

hgggfz '/ <10g||/\A Yn) - Al —10g0k(A(yn)---A(yl),ffé‘o)> f(dz)| = O mg-ps.

En particulier, il existe un x € K et une suite extraite n’ tels que pour tout k € I,
on ait :

lim i,/logak(fl(yn)---A(yl)m@o)ﬂ(df) = lim —/logll/\A Yn) - Aly)[|a(d) = T

n'—oco N n'—oo 1/
On pose donc fi(z,0) = [ fi(@, m(9))P(dy) = Y p(s.x)logoy(A(s),d) et en
intégrant I’équation (1 16) par rapport a fi, on trouve, pour tout k :

n'—1

> Pl x b)) = [ logon(A) -+ Alys), k0)ild).

On prend alors pour 7, une valeur d’adhérence de la suite Z;io Pl X 8.5, ),
ce qui assure 11 € M€ et la relation précédente donne Iff =ne(fr) =Tk O]

Démonstration du théoréeme 1.1.3. On prend le n donné par le lemme. On pose

Or4+10r—1
3 .
Oy

Alors on a :
/loga dn = I;“ + I;’l — 21 = Yr41 — Yo

On garde les notations du lemme précédent et on définit ¢(0,y) = log o(A(y1), 0)
et ) = [ 0.9 @ Pyn(dz,dd). Comme précédemment pour fi, on a :

(xx) loga(A(ya) --- A(y1), 9) = Zg 0649, y).

Grace au corollaire 1.2.19, on peut appliquer le théoreme 1.4.1 au systeme ob-
tenu en remplacant les éléments de S par leurs transposées, ce qui assure que
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“(A(yn) -+~ A(y1)) contracte D,, P,-presque siirement pour tout z, en direction
de Z. Soit 0 € D tel que (m,_1(9), m.(0), m41(0)) = (v,0',0") fixé, avec v,v',v"
normalisés. On a alors :

[A®WYn) - - - Aly) vl [[AYa) - - - Alya) 0"
[A(yn) - A(yr)v'||?
y,  (A(yn) - A1) -, (AYa) - - - A1)
- [A(Yn) - Aly)v'[|?
_ (%(t(A(yn) a -A(yl)))>2 ari1("(Alyn) - - A()))
[A(Yn) - Alyr)v'|| ar("(A(yn) - Aly1)))

a(A(yn) -+ A1), 9)

Le lemme 1.2.10 nous dit que quand *(A(y,) - - - A(y1)) contracte D, vers un z(y),
la seconde fraction tend vers 0 et 'inverse de la premiere vers % Or cette
derniére valeur est non nulle, P,-presque stirement pour tout z, car z(P,) = v, est
irréductible (théoreme 1.3.4). Donc pour tout 9 € D, o(A(yn) - -- A(y1),0) tend
vers 0 P,-presque strement pour tout xz. Donc o(A(y,) - A(y1), ) tend vers 0

n-presque surement et d’apres(**),

lim Zg 0 01(d,y) = —c0 H-p.s..

n—oo

1=0

On en conclut grace au lemme 1.5.1 que :

%H—%:/logadn:/gdﬁ<0-

O

Remarque 1.5.1. La démonstration a montré que les exposants sont séparés, des
qu’il existe un 7§ totalement irréductible, et une suite contractante de matrices
dans {A(s,)---A(s1)|n € N, (s1,---,8,) € X%}, En fait cette condition n’est
pas plus faible que celle du théoreme 1.1.3 car I'irréductibilité de T" permet d’en
déduire une suite de T contractante. (On fait comme dans la démonstration de
1.4.1.)
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Deuxieme partie

Applications topicales aléatoires
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Chapitre 2

Matrices aléatoires dans
(R, max, +) : ordre 1

2.1 Présentation et résumé

Beaucoup de systemes ou plusieurs taches sont exécutées successivement peuvent
se modéliser par des équations ”(max+)-linéaires” et donc par des suites récur-
rentes stochastiques gouvernées par des applications ”(max+)-linéaires”. Pour des
exemples, le lecteur est renvoyé a l'introduction et aux références qui y sont don-
nées. On introduit maintenant le semi-anneau R, et les structures algébriques
associées, puis on présente le plan du chapitre. Les principaux résultats sont com-
mentés dans l'introduction générale de la these.

Pour tout entier k£ on notera [ I'ensemble des entiers compris entre 1 et k.

Définition 2.1.1 (Algebre (max,+)).
i) L’ensemble Ry, := RU{—00} est muni des lois ®, & définies par :

r @y = max(x,y)

v GRmaX?
Y {m@y =r4vy.

ii) Pour tout d € N, 'ensemble R? __ est muni d’une structure analogue & celle
d’espace vectoriel par :

(x@Y)i =z, Py

d .
Ve,y € R VozERmax,Vzgk,{ (@®71) = a® 1.

max’

iii) Pour tout k,l,m € N, deux matrices A € REX! et B € RX™ ont pour produit
la matrice AB € RFX™ définie par :

l
p=1

On note A®" la eniéme puissance de A pour cette opération.

47
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En particulier, si € R/ alors Az € RE  est définie par :

l
j=1

Proposition 2.1.2.

i) Les lois de Ryax sont associatives et commutatives, la multiplication ® est
distributive par rapport a l'addition &. La multiplication admet 0 comme
élément neutre, l'addition —oo. L’ensemble R, n’est pas un anneau car &
n’est pas inversible, par contre on remarque que Vr € Ry, x ®x = x et on
dit donc que Ry, est idempotent.

i) La restriction a R? des “droites” de R (les ensembles de la forme R ® x)
sont les droites affines de RY de vecteur directeur '(1,---,1). Deux éléments
d’une méme droite (mazx,+) sont dits proportionnels au sens (max, +).

iii) La matrice A € REXL définit Uapplication (maz,+)-linéaire A de R, dans
RE  par

Vo € R

L GA(x) = Az,
et le produit des matrices correspond a la composition des applications. Si A
n'a pas de ligne de —oo, elle définit aussi une application de R' dans RF.

iv) L’image de A est stable par les opérations de RL. . Cest le sous-espace

(mazx, + )-vectoriel engendré par les colonnes de A. En fait, on a comme dans
le cas linéaire :
k
Vo € RE,, Ar = P a; @ A

JEl)

Démonstration. il suffit de le vérifier par des calculs. Apres le i), ce sont les mémes
calculs que dans un corps, car on ne fait ni division ni soustraction. O

La multiplication a gauche par une matrice ne comportant pas de ligne de —oo
est une application de R? dans R? croissante pour 1'ordre produit et additivement
homogene. Une telle application est dite topicale :

Définition 2.1.3 (Fonctions topicales). On note 1 pour (1,---,1,) et 0
pour (0, ---,0). Une application A de R* dans R est dite topicale si elle vérifie :

Vi e REVAER, A(z+ A1) = Az + AT 2.1)
Vo, y € R* (Vi € Iy, x; < ;) = (Vi € I, (Ax); < (Ay);) . '

L’ensemble des applications topicales de R? dans lui méme est noté Top,.

Ce type d’application a été introduit par J. Gunawardena et M. Keane dans [GK95].
Remarquons simplement que T'op, est stable par composition et par les opérations
min, max et +.
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Notations : Dans tout le texte (€2, 6, P) sera un systeme dynamique mesu-
rable et A une application mesurable de €) a valeurs dans un ensemble d’appli-
cations d'un espace dans lui méme. En général il s’agira de 'ensemble R%*¢ des
matrices carrées de taille d a coefficients dans R, identifiées aux applications
associées, ou de 'ensemble T'op;. On notera indifféremment A o 8™ ou A(n).

On s’intéresse au comportement asymptotique des variables x(n, zg) définies
par :

{ $(07$0) = o (22)
z(n+1,29) = A(n)x(n,x).
On définit aussi le produit A" := A(n—1)A(n—2)--- A(0) tel que z(n,zy) = A"z
et la suite y(n,xg) = A(1)--- A(n)xo.

On rappelle dans la partie 2.2 différents résultats du premier ordre : loi forte
des grands nombres pour (y(n, X)), ey, ol Xo est une variable aléatoire, sous
une simple condition d’intégrabilité, et pour (x(n, X)), oy sous des hypotheses
supplémentaires.

Les exemples 1 et 2 montrent que l'on ne peut pas espérer de loi forte des
grands nombres pour la suite (x(n, X)), oy sous des hypotheses aussi larges que
celles qui assurent la loi forte des grands nombres pour (y(n, X)), oy. En re-
vanche la loi faible des grands nombres pour (z(n, X)), oy découle de celle pour

(y(n7 XO))neN'

On étend dans la partie 2.3 certains résultats de [BL92] et de [Bac92] sur les
suites de variables aléatoires définies par I’équation

Y(n+1)=An)Y(n)® B(n) (2.3)

du cas B = 0 au cas B € L!. On s’affranchit aussi de la condition dite de
précédence qui interdit aux éléments diagonaux de prendre la valeur —oo, et on
remplace les matrices dans Ry, par des applications topicales généralisées.

Signalons aussi que P. Glasserman et D. Yao meénent dans [GY95] une étude
unifiée des solutions d’équations du type de (2) quand A,, prend ses valeurs dans
un espace de matrices a coefficients dans divers semi-anneaux. La preuve du
théoreme 2.3.1 revient & mener cette étude, quand A, prend ses valeurs dans
I’ensemble des applications topicales généralisées.

Suivant en cela [Bac92], nous utilisons les résultats de la partie 2.3 pour mon-
trer (théoreme 2.4.4) que l'exposant de Lyapunov maximal d’une matrice A est le
maximum des exposants des blocs diagonaux, et cela sans aucune autre condition
que l'ergodicité.

En revanche ’abandon de la condition de précédence introduit la possibilité
de nouveaux comportements de la suite (z(n, Xo)),cy- On doit donc imposer des
conditions supplémentaires pour assurer la loi forte des grands nombres.
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Ces conditions seront soit 'indépendance des A(n) et une condition d’absence
de ligne de —oo dans certains blocs de la matrice (théoreme 2.4.8 et son corollaire),
soit des conditions de structure fixe et d’ergodicité renforcée (théoreme 2.4.10 et
lemme 2.4.7).

L’exemple 1 montre que ni la structure fixe ni la condition sur les blocs n’assure
seule la loi forte des grands nombres. L’exemple 2 montre que I'indépendance, et
donc l'ergodicité renforcée, non-plus.

2.2 Cas général

Dans de nombreux cas, on veut éviter que z(n, Xy) prenne des valeurs infinies.
On a vu que la condition minimale est ’absence de ligne de —oo dans les matrices.
On définit donc la condition suivante :

Définition 2.2.1 (Condition de topicalité). On dit qu'une matrice aléatoire
A vérifie la condition T si P(Vi € 1,35 € 14, Ajj # —o0) = 1.

M.Crandall et L.Tartar ont remarqué (cf. [CT80]) que les applications topi-
cales sont exactement les applications additivement homogenes 1-lipschitziennes
pour la norme infinie. On en déduit que si A est a valeurs dans Top,, et si

<a:(n, ﬁ)) satisfait une loi forte des grands nombres, alors pour toute condi-
neN

tion initiale X, intégrable, (x (n, Xo)), oy satisfait aussi une loi forte des grands
. ) . —
nombres. On se restreindra donc désormais au cas Xg = 0.
Pour pouvoir traiter le cas des matrices aléatoires non-irréductibles, on devra
considérer des sous-matrices, qui ne vérifieront pas la condition T. On définit
donc un ensemble un peu plus grand que les applications topicales, qui inclut a

la fois les matrices avec des lignes de —oco et les applications topicales.

Définition 2.2.2 (Fonctions topicales étendues). On note T'ope, I'ensemble
des applications de R% _ dans lui méme, vérifiant les relations suivantes :

max

Ve € R VA€ Ry, Al + AT ) = Az + AT

max’

(2.4)

Il est clair que Topey contient R¥4. A. Burbanks et C. Sparrow ont montré
dans [BS99] que toute application de Top, se prolonge en une application de
Topey. En effet la monotonie permet de définir les applications sur RY_ | et les
propriétés de monotonie et d’homogénéité sont préservées.

L’ensemble Topey est stable par composition et par les opérations min, max

et +.

Définition 2.2.3 (Espace projectif (max,+)).
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1. On appelle espace projectif au sens (max,+) et on note ]P’]Rﬁlax I'espace R?

. , . SR, d .
quotienté par la relation ~ de colinéarité dans R, :

x~ys (Viyj €y (v —y)i = (x—vy);).

On note T le projeté de z € R? dans PR?

max °

VoeRVzreRL a®z =7

2. L’application T + (z; — x;)i<; fait de PR?__ un sous-espace vectoriel de

X

d(d—1) . . . dd=1) . .
2 de dimension d—1. La norme infinie de R~ 2 induit donc une norme
sur PRY  que I'on notera |Z|p := maxx; — min z;. Par abus d’écriture, on

notera parfois aussi |z|p pour |Z|p.

3. On appelle distance projective sur R%_\{(—o0)?} la pseudo distance §
définie par

)

Vu,v € RY, 6(1,v) = @(ul —v;) + @(vl — u;), (2.5)

avec la convention "—oo — —oo = 0”. Si les coordonnées de u et v qui valent
—oo sont les mémes, alors d(u,v) = |u —v|p € R. Si elles sont différentes,
alors d(u,v) = +o00.

4. Pour tout A € R%? on appelle diametre projectif de A la quantité

max’

D(A) = sup §(Au, Av).

u,vER

Proposition 2.2.4.

1. Une application topicale A agit sur PRY  par AT := Ax. L’application
qu’elle définit ainsi ne dépend que de son projeté dans PRIX?

max

2. Pour toute suite ("x)nen @ valeurs dans R, (") en converge dans PRE

vers T si et seulement si pour tous les i, € Iy, la suite ("x; =" x)nen tend
vers T; — ;.

3. Si A € Topy, alors l’application qu’elle définit sur IP’R?MX est 1-lipschitzienne :
Vu,v € R §(Au, Av) < 6(u,v).

4. Pour toutes matrices A, B € R on q :

Vu € RY, 6(Au, Bu) < 6(A, B), (2.6)

dxd

max -’

ot 6(A, B) est la pseudo-distance sur ’ensemble R
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Démonstration. Seules les deux derniéres affirmations nécessitent une démons-
tration. Pour I'affirmation 3, on remarque que pour tout u,v € R%, on a :

u<v+ GB(Uz —u)T.

Donc on a,
_)

Au < Av + @(UZ —v;) 1, (2.7)
donc aussi @, ((Au); — (Av);) < P, (u; — v;) et

0(Au, Av) = EB((AU)i—(Av)i)+EB((Av)i—(AU)i)

Démontrons l'affirmation 4. Pour tout ¢ € I, il existe un 57 € I; tel que
(Au); = A;j + u;. Comme (Bu); > B;; +u;, on a :

(Au); — (Bu); < Ai; — By < @D(Ai; — Byy).
i
D’ou 'on déduit
PD(Au); — (Bu)) < (A, - Byy).
% 2,

Et d’apres (2.5), on a :

0(Au, Bu) = EB((AU):' = (Bu);) + @((Bu)i = (Au);)
< Py - By) + DBy — Ay)

— §(A,B).
]

Comme les matrices sans lignes de —oo sont exactement celles qui laissent
stable R?, elles sont stables par composition. On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.2.5. Si A vérifie la condition T, alors pour tout n € N, A" la
vérifie aussi et pour tout xg € RY, x(n,z0) € RY et y(n, x) € RY.

Quand A est a valeurs dans R¥** " on supposera parfois que les coefficients de

A sont soit toujours finis, soit jamais. Ainsi A" et la niéme puissance au sens du
produit (max, +) ont les mémes coeflicients infinis, et ces coefficient ne dépendent
pas de w. Dans ce cas on parle de structure fixe :
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Définition 2.2.6 (Structure fixe). On dit qu'une matrice aléatoire A est a
structure fixe (en abrégé SF), ou qu’elle a la propriété de structure fixe, si pour
tous les indices i, j € RY, P(A;; = —o0) € {0,1}.

On dit qu'une suite stationnaire (A(n)), . de matrices aléatoires est a struc-
ture fixe si A(1) lest.

Théoréme-Définition 2.2.7 (Exposant de Lyapunov maximal).
Soit (Q,0,P) un systeme dynamique mesurable. _
Si A est une variable aléatoire a valeurs dans Topeq telle que max;(A0); est

y . — A
intégrable, alors la suite (% max; x;(n, 0 )> converge presque surement vers
neN

une variable aléatoire v a valeurs dans R ..

En outre la convergence a lieu dans L' si A0 est intégrable. Si (Q2,0,P) est
ergodique, alors 7y est une constante, appelée exposant de Lyapunov mazimal de
la suite (A(n)), oy On le notera (A, 0) ou vy ((A(n)),cy), ou méme v(A) quand
il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 2.2.1. Quand A est une matrice aléatoire, rnaxi(Aﬁ))i = max;; A;; : la
condition d’intégrabilité et la convergence portent sur le plus grand coefficient de
la matrice.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la suite <maxi z;(n, ﬁ)) est f-sous-
neN
additive a valeurs dans R,,,, et d’appliquer le théoreme de Kingman.

Pour montrer la sous-additivité, on utilise la monotonie et I’homogénéité de
A™ o 0" et 'inégalité évidente :

=l

z(n, 0) < 0 + maxaz;(n, 0)

On en déduit :
T,

z(n+m) < z(m, 0) 00" +maxz;(n, 0)

d’ou la sous-additivité de (maxi zi(n, ﬁ)) : O
neN

Le théoreme suivant reprend les principaux résultats du premier ordre. Il faut
y ajouter le théoreme 2.4.6 de D. Hong ([Hon01]), qui sera énoncé quand on aura
introduit les définitions nécessaires.

Théoréme 2.2.8. Soit (2,0,P) un s.d.m. ergodique, A une variable aléatoire a
valeurs dans Topy telle que A O soit intégrable. On a les résultats suivants :

1. J.E. Cohen [Coh88] : Si A est a valeurs dans l'ensemble des matrices a

coefficients finis, alors la suite (%x(n, ﬁ)) et pour tout j € 1y, la suite
neN

(%AT})%N convergent presque sturement vers (A, H)T
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. F. Baccelli et Z. Liu [Bac92] et [BL92] : Si A est a valeurs dans (RT U

{—o00})¥*4 et a la propriété de structure five, si toutes les coordonnées dia-
gonales sont finies et si P est 0F-ergodique pour tout k < d, alors la suite

n

1 Ny -
x(n, 0) converge presque surement.
neN

. J.M. Vincent [Vin97] : Si A est a valeurs dans Topg, et si AT est intégrable,

alors les suites (1 max; x&n,ﬁ)) et (1 min; z;(n, W)) convergent
neN neN

n n

presque surement.

. F. Baccelli et J. Mairesse [BM98] : Si A est a valeurs dans Topg, si P est

0-ergodique et s’il existe un n tel que P(D(A™) < 400) > 0, alors la suite

Lz (n, 6))) converge presque sirement vers v(A,0) T .
neN

. T. Bousch et J. Mairesse [BM03] : Si A est a valeurs dans R2X% et satisfait

max

la condition T, alors la suite <%y(n, ﬁ)) converge presque surement.
neN

. T. Bousch et J. Mairesse [BMO03] : Si A est a valeurs dans R¥X% et satisfait

max

la condition T et si 6 est inversible, alors il existe une variable aléatoire x
a valeurs dans R? telle que l'on ait :

1
—2(n, 0) — x 00" — 0.
n

De plus les convergences ont aussi lieu dans L',

On commente maintenant chacun de ces résultats, soit pour donner une idée

de sa démonstration, soit pour préparer 'utilisation que ’on souhaite en faire.

1. L’assertion 1. peut se déduire de I'assertion 4. En effet une matrice est de

diametre projectif fini, si et seulement si elle a tous ses vecteurs colonnes
soit finis soit égaux a —T.

L’assertion 4. se traduit donc dans le cas (max,+) par les deux énoncés
suivants, dont le premier implique le point 1. :

Si A est & valeurs dans R%%¢ et vérifie la condition T, si P est f-ergodique

et s’il existe un n tel qu’avec probabilité strictement positive tous les co-
efficients de A™ sont finis, alors la suite (lx(n, W)) converge presque
neN

strement vers v(A,0) 1.
Si A est & valeurs dans R4 et a la propriété SF, si P est -ergodique,

et si A est presque sturement irréductible et apériodique, alors la suite
1 —_— N —_
<Exi(n, 0 )) converge presque surement vers (A, #) 1. De plus, pour
neN

tout ¢, 5 € Iy, (%AZ)HG converge presque surement vers (A, ).

N

. Les résultats du point 2. sont repris et généralisés dans la partie 2.4 . Dans

ces généralisations comme dans [Bac92] et [BL92], les limites sont exprimées
en fonction des exposants de Lyapunov des sous-matrices diagonales.
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3. L’assertion 3. découle du théoreme de Kingman et des relations 2.1, comme
la convergence vers I'exposant de Lyapunov dans le théoreme-définition 2.2.7 .

En fait la convergence de %maxi x;(n, 6))) est déja contenue dans le
neN

théoreme-définition 2.2.7.
Quand le systeme est ergodique, les limites sont des constantes. La pre-
miere est 'exposant de Lyapunov maximal (A, 6) et la seconde sera notée

’Yb(A70)
~ 1 - 1 . -
De méme on montre que ( max; y;(n, O)> et ( min; y;(n, O))
neN

n n neN
convergent presque strement.

4. L’assertion 4. découle de l'assertion 3., de l'ergodicité et du fait que si
D(A™) < 400, alors D(A™!) < 4o00.

5. En fait T. Bousch et J. Mairesse montrent aussi ce résultat pour des appli-
cations dites uniformément topicales, qui incluent les applications (max, +),
mais pas toutes les applications topicales. Mais la restriction du cas uni-
formément topical au cas (max, +) , donne une condition d’intégrabilité un

peu plus forte :  max |A;;] intégrable.
i,j:Ajj7#—00

6. La encore, T. Bousch et J. Mairesse montrent aussi ce résultat pour les
applications uniformément topicales. On n’a énoncé ici que la restriction du
théoréme au cas (max, +).

Comme on le voit, si max |A;;| est intégrable, alors (%x(n, ﬁ))

i,j:AjjF#—00 neN
vérifie une loi forte des grands nombres ssi y est une constante. Cela permet
de déduire les points 1., 2. et la restriction au cas (max,+) des points 3.
et 4. a partir de ce point. Notons toutefois que, sauf pour le point 2., la
condition d’intégrabilité sera légerement plus forte. Par contre, le point 2.
sera obtenu sous la seule hypothese que la diagonale est positive. (La preuve

est donnée dans [BMO03]).

La suite <%m(n, W)) ne vérifie pas toujours une loi forte des grands
neN
nombres, méme avec la structure fixe (cf. exemple 1) ou I'indépendance (cf.

exemple 2).
En revanche, si le s.d.m. est inversible, alors pour tout n € N, z(n, W)
— —
a méme loi que z(n, 0) o6 "1 = A(-1)--- A(—n) 0, qui correspond au
— AN :
y(n, 0') associé a la suite (A(—n — 1)), cy- En posant

[:= lim (lA(—U . A(—n)ﬁ) :

n—-4oo n

on voit que la suite (z(n, O))nEN couple avec la suite (1o ") .

En particulier, <%x(n, W)) converge en loi, et ce résultat ne nécessite
neN

pas l'inversibilité, car on peut faire la démonstration sur le s.d.m. canonique

inversible associé comme dans ’'introduction.
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En outre max; [; = (A, 6) et min; [; = v,(A, §). Pour montrer que (%x(n, W))
—
1

converge presque surement vers (A, #) 1, il suffit donc de montrer que la

limite de <%A(—1) . A(—n)ﬁ) est proportionnelle & 1. C’est ainsi
neN
que 'on procédera dans ce chapitre.

Avant d’aller plus loin, on donne deux exemples qui montrent que ni la struc-
ture fixe, ni I'indépendance ne suffisent a assurer une loi des grands nombres.

Ezxemple 1 ([Mai95], Exemple 6.9.4). Soient Q = {wo,w;}, 0 Papplication qui
échange wy et wy et P = 1(d,, + d.,). Soit A, de Q dans R2X2 définie par

max

A@@:(‘é’o _?)O> etA<w1):(_5’° _;)

On vérifie que (£2,6,P) est un systeme dynamique, et que la suite (A(n)), oy a la
propriété de structure fixe. De plus cette structure est irréductible. La suite est
une chaine de Markov dégénérée : Ao 0" = A(wp) <= Ao 0" = A(w,).

Or A(wp) permute les coordonnées, et A(wy) fait de méme, et augmente ensuite
la premiere coordonnée de 1. Donc la suite est entierement déterminée par les
équations suivantes :

r(2n,2)(wo) = Yz +m,2z) et z(2n+1,2)(wo) = (29,21 +n)
r(2n,2)(w1) = Yz1,224+n) et z(2n+1,2)(wy) = Yzm+n+1,2).
(2.8)
Donc la suite <%x(n, ﬁ)) ne converge presque slirement pas.
neN

Ezemple 2 ([BM]). Soit (A(n)),cy la suite de variables i.i.d. prenant les valeurs

0 —oc0 —@ 0 —oc0 —0
B = 0 —oc0 — et C = 0 —c0o O
0 1 1 0 0 -

avec les probabilités respectives p > 0 et 1 — p > 0. Calculons 'action de B et C'
sur les vecteurs de la forme (0, z,y), avec z,y > 0 :

BY(0,z,y) ="(0,0, max(z,y) + 1) et C*(0,z,y) =(0,y, x).

Donc x4 (n, ﬁ) = 0 et max; x;(n + 1,?) = #{0 < k < n|A(k) = B}. En
particulier, si A(n) = B, alors z(n+ 1, 0) =t (0,0, #{0 < k < n|A(k) = B}), et
si A(n) = Cet A(n—1) = B, alors z(n+1, 0) =" (0, #{0 < k < n|A(k) = B},0).
Comme (+#{0 <k < n|A(k) = B})nEN tend presque strement vers p, on voit
que :

lim,, 224 (n, 0)=0p.s.

2.9
Vi € {2,3}, liminf, +z;(n, 0)=0et limsup, Lai(n, 0)=pp.s.. (29)

. 1 - N
Donc la suite (=xz(n, 0) ne converge presque siirement pas.
n neN



2.3. RECURRENCE AFFINE 57

2.3 Récurrence affine

On se donne maintenant deux suites conjointement stationnaires a valeurs
dans Topeg et RE_ - (Q,0,P) est toujours un systéme dynamique mesurable, A

max

une application mesurable de 2 dans Topeg et B une application mesurable de
Q) dans R¢, . On pose A(n) := Ao@" et B(n) := Bo@". On sintéresse au

max*

comportement de la suite définie par :

{ Y (Y

=An)Y,(Y) & B(n)
Yo(Y) =Y.

(2.10)

ou Y est une variable aléatoire & valeurs dans R¢

max*

Cette situation a été étudiée indépendemment par F. Baccelli et Z. Liu d’une
part (cf. [BL92] et [Bac92]) et P. Glasserman et D. Yao (cf. [GY95]) d’autre part,
dans le cas olt A(n) prend ses valeurs dans R%?. Notre apport consiste a rem-

max*
placer R4 par Topey, ce qui sera utile pour la preuve du théoreme 3.4.2.

Remarque 2.3.1. La suite de terme général *(Y,,, 0') vérifie une relation de récur-
rence linéaire :

W 0= (A0 B0 ) (2.11)

Les résultats de cette partie peuvent s’interpréter comme des résultats du second
t —_—

ordre sur ( (Y, 0 )) :

neN

Pour commencer, calculons Y,, en fonction de Y :

YY) = An—1)---A0)Y (2.12)
®A(n —1)--- AL)B0)®---® A(n — 1)B(n — 2) @ B(n — 1)

Supposons maintenant que 0 soit inversible. Alors Y, (Y) a méme loi que
M,(Y) :=Y(n)o 6" Ecrivons M,(Y) :
M(Y)=A(=1)---A(-n)Y 0 07" & (P A(-1)--- A(—k + 1)B(—k)  (2.13)
k=1
On voit que la suite (M, (B(—1))),cy est croissante, et que
M,(Y)=A(-1)---A(—n)Y 0 07" & M, _1(B(-1)). (2.14)

On note donc M,, pour M, (B(—1)) et M, pour la limite (éventuellement infinie)
de M,
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Remarques 2.3.2. Pour 'instant on n’a utilisé aucune condition d’intégrabilité.
Comme M,, ne prend pas la valeur +oo,

(My); = +00 <= limsup (A(—1)--- A(—n)B(—n — 1)), = +o0.
M, et M., vérifient respectivement les relations suivantes :
M, 1060 = A(0)M, & B(0) (2.15)
d’ou
My 00" =Y, (M). (2.16)
On peut alors démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.1 (7 < 0). Soit (2,0,P) un s.d.m. ergocﬁque et inversible, et
A Q — Topey une application aléatoire telle que (max;(A 0 );)" soit intégrable.
Soit B : Q) — R un vecteur aléatoire tel qu’on ait :

max

1
lim sup — max B;(—n) < 0. (2.17)
n—+oo T 7
Si v(A,0) < 0, alors My, € Ryax presque surement et pour tout Y tel que
(max; Y;)" soit intégrable, M,,(Y) — My, p.s.. De plus si (Mu); est fini, alors
(M,(Y)), = (M), a partir d’un certain rang.

Remarque 2.3.3. Une hypothese naturelle pour assurer la relation (2.17) est l'in-
tégrabilité de (max; B;)*, mais on aura besoin de la condition plus faible (2.17)
dans la preuve du théoreme 2.4.4 .

—

Démonstration. On sait que la suite (% max; <A(—1) - A(—n) O) ) tend
i/ neN

vers (A, f) presque sirement et en moyenne.
Pour tout @« € Iy, on a :

lim Sup% (A(=1)--- A(—n)B(n))

IN

lim sup ! (miax (A(—l) > A(—n)ﬁ)z + max Bl(n)>

n
< Y(A,0)+0<0

En particulier, on a :

limsup (A(—-1)---A(—n)B(—n — 1)), = —oo.

max*

donc M, (B(—1)) est constante a partir d'un certain rang et My, € R
De méme , on a :

limsup (A(=1)--- A(=n)Y 0 07"). = —cc.

D’apres I’équation (2.14), si (Mw): € R, alors M,,(Y) est égal a M, _;(B(—1))
partir d’'un certain rang, donc aussi a M, a partir d'un autre rang. Si (My);
—00, alors M,,(Y) = (M,_1(B(—1))), = —oo pour tout n, donc la suite de terme
général (M, (Y)), = (A(=1)---A(—n)Y 0 §~™), tend vers —oc. O

[l
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Corollaire 2.3.2. Sous les hypotheses du théoreme 2.5.1, si M, est finie presque
strement, alors la suite (Y,(Y)), cn couple en temps fini avec la suite (M 0 0™), .
et My est l'unique solution stationnaire de partie positive intégrable de [’équa-
tion (2.10).

Démonstration. Les ensembles Ay = {Vn > N,Y,(Y) = M 06"} forment une
suite croissante dont 1'union est notée A. D’apres les équations (2.16) et (2.10),
on remarque que pour tout N € N, on a :

Ay = {Vn>N,Y,(Y) =Y,(Mx)}

= {Ww(Y) = Yn(Mx)}
= {Yn(Y) =My o0V}

Donc

P(A) = lLmP(Ay)

lim P(OY (Ax))

Im P{My(Y) = Mx})
HmP({Vn > NM,(Y) = M}
P({3N,¥n > NM,(Y) = M,.})
1.

AV |

La derniere égalité provient du théoreme 2.3.1.

Supposons maintenant que (Y o "), est une solution de (2.10), c’est a dire
que pour tout n, Y o 0" = Y, (Y). On appelle B 'ensemble sur lequel M, et Y
coincident. On remarque que

0" (B) = { My 00" = Y 0 07} = {V,(Ma) = Ya(Y)} = A,

D’apres I'équation (2.10), A, C A,41, donc lim, P(A,) = P(A) = 1. On en
déduit que lim,, P(0~"(B)) = 1, c’est a dire que P(B) = 1. O

Dans le cas v > 0, en 'absence de la condition de précédence qui assurait
dans [Bac92] que P((Mw); = +00) € {0, 1}, on n’a pas nécessairement la conver-
gence presque sture d'une coordonnée vers +oo.

En effet, considérons la suite (A(n)),, oy de I'exemple 1. Comme tous les termes
é

sont gositifs, on a, pour le choix B(n) = 0, Y,(0) = z(n, 0), donc M, =
x(n, 0) o 0~™. Les calculs de la page 56, montrent donc que

Mo (wo) = (400, 0) et Myo(wy) = (0, +00).

Remarquons que le méme raisonnement peut étre fait avec la suite A(n) de
I'exemple 2. Alors M, prend les valeurs (0,0, 4+00) et *(0, 400, 0) avec probabi-
lités p et 1 — p.

On a tout de méme le résultat suivant, qui sera suffisant pour montrer le
théoreme 2.4.4 :
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Théoréeme 2.3.3 (7 > 0). Soit (2,0,P) est un s.d.m. ergodique et inversible, et
A Q — Topey telle que max;(A0); soit intégrable.

Siy(A,0) >0 etsi B :Q— RF _esttelle que (min; B;)~ soit intégrable, alors
max; (M. ); = +00 presque sirement et, pour tout'Y, on a :

max (Y,,(Y)), — 400 p.s..

Démonstration. On sait toujours que la suite (% max; (A(—l) e A(—n)ﬁ) )
1/ neN
tend vers (A, f) presque sirement et en moyenne.
Comme (min; B;)~ est intégrable, liminf £ min; B;(—n) > 0. Donc pour tout
1€ Iy,

liminf%miax (A(=1)--- A(=n)B(—n — 1)), (2.18)
> lim inf% (m?x <A(—1) e A(—n)ﬁ) + mjin B;(—n — 1)> (2.19)
> A(A0) +0>0 (2.20)

En particulier, on a :

limmax (A(=1)--- A(—n)B(—n — 1)), = +o0.

n K3

Comme max; (M, (B(—1))), > max; (A(-1)--- A(—n)B(—n — 1)),, la limite max; (M)
de cette quantité vaut +oo.

De méme, on a Y,,(Y) > x (n, B(0)) et presque surement
1
lim — max x; (n, B(0)) = v(A,0) > 0,
n n 7
d’ou la seconde assertion. O]
Remarque 2.3.4 (v = 0). Dans le cas v = 0, on ne peut pas espérer de com-
portement indépendant de B. Ainsi dans le cas le plus simple : d = 1, A = 0,

M,, = maxyey,,, B(—k), donc My = inf {c € R|P(B(0) > ¢) = 0} est dans Rpax
ssi B(0) est borné supérieurement.

2.4 Matrices réductibles

2.4.1 Résultats

A est maintenant une matrice aléatoire vérifiant la condition T. On cherche
a quelles conditions la suite (%x(n,Xo))n oy satisfait une loi forte des grands
nombres. En fait on ne donnera que des conditions suffisantes.

On commence par quelques éléments de théorie des graphes.
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Définition 2.4.1 (Graphe orienté).

1. On appelle graphe orienté G une paire (V, E) ou V est un ensemble fini
d’éléments appelés noeuds, & C V? est I'ensemble des arcs. Par abus de
notation, on écrira 1 € G pour ¢ € V.

2. On appelle chemin sur G de longueur n une suite finie de n + 1 noeuds de
V, ch = (i1, ,in1) € V™ telle que pour tout j € 41, (44,4;41) soit un
arc de G. La longueur n est notée |ch|. On considere parfois ch comme le
graphe ({i;}jen,,1, {055, 3541) Yjen)-

Un circuit sur G est un chemin fermé (i; = i,,11) et une boucle est un circuit
de longueur 1.

On appelle chemin élémentaire tout chemin ne contenant pas de sous-
chemin strict fermé. Cela signifie que ch = (i1, ,iny1) € V" est élé-
mentaire si et seulement s’il vérifie :

vjakeln—i-hij:Z.k:> (j:kou {jak}:{17n+1})

3. Un graphe G est dit fortement connexe si pour tous noeuds 7, j € G, il existe
un chemin sur G de 7 vers j.
On appelle ensembles fortement connexes les sous-ensembles F' C V tels
que pour tout (i,7) € F? il existe un chemin sur G de 7 vers j.
On appelle composantes fortement connexes de G les ensembles fortement
connexes maximaux pour l'inclusion. On appelle composantes fortement
connexes triviales de G les {7} tels qu’il n’existe pas de circuit sur G passant
par i. Les composantes fortement connexes (y compris triviales) forment une
partition de G.
La cyclicité d'un graphe fortement connexe est le pged des longueurs de
ses circuits. Celle d'un graphe en général est le ppcm des cyclicités des
composantes fortement connexes.

Commencons par associer a notre matrice aléatoire un graphe qui permettra
de décomposer le probleme. Les notations seront conservées dans la suite du texte.

Définition 2.4.2 (Graphe d’incidences possibles). Soit A une matrice aléa-
toire & valeurs dans REX4. Pour tout vecteur x € R et tout ensemble I C Iy,
on pose :
vl = (wi)ier
i) On appelle graphe d’incidences possibles de A et on note G(A) le graphe
orienté dont ’ensemble des noeuds est I; et dont les arcs sont les couples
(4,7) tels que P(A;; # —o0) > 0.
ii) On note ¢, -, cx les composantes fortement connexes de G(A). Dans la
suite on dira simplement composantes de G(A).
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iii)

iv)

vi)
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A toute composante ¢,,, on associe les éléments suivants :

AT = (Aij)ijeems 1™ = (A, 0) et 2" (n,20) == (A™) "

On dit qu'une composante ¢; est accessible depuis une composante ¢,,, si
m = [ ou il existe un chemin sur G(A) qui va d’un noeud dans ¢,, a un

N

noeud dans ¢;. On note alors m — [. A toute composante c¢,,, on associe les
éléments suivants :

En={lel = maxy
mo= {1 € Iglm — 1}, v max ™,
Fo = U c, A= (Aij); jer, et 2 (n, xo) = (Am) To-

On dit qu'une composante ¢, est terminale (ou source, d’apres la termino-
logie des systemes a événements discrets) si pour tout [ € I, on a :

m—1l=1=m.
On dit qu’elle est initiale si, pour tout [ € I, on a :
[—=m=1=m.

On appelle triviale une composante constituée d’un seul noeud 7 tel que

On dit qu’une composante ¢; domine une composante ¢, si elle vérifie :
m — 1 et 41l =4I,
A toute composante c¢,,, on associe les ensembles suivants :

G ={l € B,Y =4} H,, = U a,
leGm

Al = (Ajj) et x{l}(n, xg) = (A{l})nxo.

i7jEHl

On dit qu'une composante ¢; est dominante si elle n’est dominée par aucune
autre composante, c¢’est-a-dire si pour tout m € I, on a :

l—>m:>(l:moufy(l)>fy(m)).

La proposition suivante regroupe quelques remarques évidentes mais tres utiles

pour la suite.
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Proposition 2.4.3. Soit A une matrice aléatoire a valeurs dans R¥X1. On re-
prend les notations de la définition 2.4.2.

i) Pour tout | € I, x™(n, x0) = 2 (n, 20).

ii) Pour toutl € I, et tout i € ¢;, on a :

i (n, ) > 2l (n, ) > 2P (n, ).

7 7

iii) La relation — est une relation d’ordre. Les composantes initiales et termi-
nales sont les éléments minimaux et mazrimauzr pour cette relation.

i) Si A vérifie la condition T, alors pour tout | € I, A vérifie la condition T.
En particulier les composantes terminales ne sont jamais triviales.

v) Pour toutl € Ik, Gy est constitué de l’ensemble des noeuds par lesquels passe
un chemin de G(A) allant d’un élément de ¢; a un élément d’une composante
cm telle que ~(™ = A1,

Le premier résultat concerne les exposants de Lyapunov :
Théoréme 2.4.4. Soit (,0,P) un s.d.m. ergodique, et A : Q — R ype

max
matrice aléatoire telle que (max; ; A;;)* soit intégrable. Alors v(A,0) = max; y.
Ce résultat est déja présent dans [BLI2]. Il y est énoncé sous des hypotheses
plus restrictives, correspondant au cas des graphes d’événements temporisés, mais
la démonstration s’adapte facilement au cas général.
En appliquant ce théoréme & la matrice aléatoire A, on obtient que v(AY, §) =
A, Compte tenu du i) de la proposition précédente, on en déduit :

Corollaire 2.4.5. Soit (2,0, P) un s.d.m. ergodique, et A : Q — R une ma-
trice aléatoire telle que (max; ; A;;)t soit intégrable. Alors pour tout composante

¢ de G(A),

lim 1 max z;(n, 0) =~ p.s. et limsup lmcl (n, 0) <AUT pus..
n N i€F; n n

Pour montrer des lois des grands nombres, on va décomposer le systeme
comme expliqué précédemment. Alors il suffira de savoir que les systemes as-
sociés aux composantes dominantes satisfont une lois des grands nombres, pour
en déduire que le systeme complet aussi.

Pour traiter les composantes dominantes, on peut utiliser I'un des résul-
tats du théoreme 2.2.8. On donne aussi un résultat simple dans le cas de ma-
trices aléatoires a structure fixe, (lemme 2.4.7) et on rappelle le théoreme de
D. Hong [Hon01] suivant :

Théoréme 2.4.6 (D. Hong). Soit (A(n)), oy une suite de matrices aléatoires
ivi.d. & valeurs dans R telle que A(1)0 soit intégrable, A(1) vérifie la condi-

max
tion T et G(A) soit fortement connexe. Alors, on a la loi des grands nombres
suwante :

1
lim Em(n, 0)=7(4,0)T p.s..
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Lemme 2.4.7. Soit (Q,0,P) un s.d.m. tel que pour tout k € I, 6% soit ergodz’qu&
et soit A : Q — R¥? yne matrice aléatoire vérifiant la condition T telle que A0

soit intégrable. Supposons que A a la propriété de structure fize et que G(A) est
fortement connexe, alors on a :

1 — —
lim Em(n, 0)=7(A4,0)1 p.s..

Grace au théoreme 2.4.6, on obtient par la méthode exposée :

Théoréme 2.4.8. Soit (A(n)), o une suite de matrices aléatoires i.i.d. a valeurs
dans R4 telle que A(1) vérifie la condition T et A(1)0 soit intégrable. Si pour

max
toute composante c.,, AU vérifie la condition T, alors pour toute composante ¢,
on a :
My

lim =z (n, 0) =0T p.s.. (2.21)

non
Si pour toute composante fortement connexe c,,, A™ vérifie la condition T,
alors les At la vérifient aussi. On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.9. Soit (A(n)),cy une suite de matrices aléatoires i.i.d. a valeurs
dans R¥? telle que A(1) vérifie la condition T et A(1)0 soit intégrable.

Si pour toute composante ¢, A" wvérifie la condition T, alors pour toute

composante ¢;, on a :
1
lim —z(n, 0) =707 p.s..
non
Remarque 2.4.1. Dans un article en cours de rédaction [BM], T. Bousch et J. Mai-

resse donnent une condition nécessaire et suffisante sur la place des —oo dans les
. 1 - ~
valeurs prises par A pour que (Ex(n, 0 ))nEN converge presque surement, quelles

que soient les valeurs prises par les coordonnées finies.

Les hypotheses du théoreme 2.4.8 portent sur les A%}, donc sur les exposants
de Lyapunov des composantes fortement connexes de G(A). Ce théoreme n’est
donc pas contenu dans les résultats de [BM].

En revanche le corollaire 2.4.9 donne la convergence sous une hypothese ne
dépendant que de la place des —oo. Il est donc contenu dans ces résultats.

Dans le cas de structure fixe, la condition T pour les AU} est automatique-
ment vérifiée (lemme 2.4.16). La condition d’indépendance peut étre affaiblie en
la condition "pour tout n € Iz, 0" est ergodique”, comme le montre le théo-
reme suivant, combiné au lemme 2.4.7. Cette propriété d’ergodicité renforcée est
vérifiée des que la suite (A(n)),cy est mélangeante.

Théoréme 2.4.10. Soit (2,0,P) un s.d.m., et A: Q — R? une matrice aléa-

max
toire vérifiant la condition T telle que A0 soit intégrable. Supposons que A a la

propriété SF' et que, pour toute composante dominante c,,, on a :

1
lim =2 (n, 0) =~+"™7T p.s..
non
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Alors pour toute composante ¢;, lim,, 2 (n, 6}) =T ps. .

Pour finir cette partie, on donne le résultat crucial pour la démonstration des
théoremes 2.4.8 et 2.4.10.

Théoréme 2.4.11. Soit (Q,0,P) un s.d.m. et A: Q — R4 yne matrice aléa-
toire vérifiant la condition T telle que A O est intégrable.

Soit (I,J) une partition de 14, telle que la matrice aléatoire A se décompose
en blocs suivant I et J de la maniere suivante :

B D
A_'(—oo C’)' (2.22)
Supposons que G(B) est fortement conneze ou que B = —o0 p.s., que D n’est pas
IxJ

identiquement égal a (—o0) et que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

1) ¥(C) = ~(B)
i) lim, %C’"U) =4(C)T p.s..
Si A vérifie en outre l'une des conditions suivantes :
a) les matrices aléatoires A(n) sont i.i.d.
b) la suite (A(n)),cy @ la propriété SF,

alors on a :
1 —

lim—z(n, 0) =v(C) 1 =~(A) 1 p.s.. (2.23)

n n

2.4.2 Démonstration du résultat sur les exposants de Lya-
punov

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme 2.4.4 .

Pour cela, on se place dans le cadre de la partie 2.3 avec B =Y = 0 et on
note M, pour M, (Y). Remarquons que comme B est fini, M, est finie dans le
théoreme 2.3.1. On peut alors montrer le résultat suivant, qui est a la base de la
démonstration du théoreme 2.4.4.

Proposition 2.4.12. Soit (2,0,P) un s.d.m. inversible ergodique, et A : Q —

R4 yne matrice aléatoire telle que (D, Aij)* soit intégrable.

St max)< W <0, alors M., < 400 presque sirement.
Montrons que cette proposition implique le théoreme.

Démonstration du théoreme 2.4.4. Comme A7, > (A(l))?j pour i,j € ¢, il est
clair que 7(4,0) > max;y". Supposons que y(A,0) > & > max;y". Alors
A = (Ayj — 0)ijer, vérifie v(A,0) = v(A,0) — 5 > 0. Quitte & changer ©, on
peut supposer @ inversible et définir les M, associés. D’apres le théoreme 2.3.3,
max;(M.); = +00 p.s.. Mais max; 7¥(A) = max; 7y (A) — ¢ < 0, donc, d’apres
la proposition 2.4.12, M, est fini presque strement. L'inégalité stricte est donc
impossible. [
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Démonstration de la proposition 2.4.12. On démontre la proposition par récur-
rence sur le nombre K de composantes de G(A) :
Si K =1, ¢’est un cas particulier du théoreme 2.3.1.

Supposons le résultat démontré a 'ordre K —1. On partitionne /x en une com-
posante initiale I et son complémentaire J. Quitte a renuméroter les coordonnées,
on a alors une écriture de A par blocs suivant I’équation (2.22) :

Et si M, se décompose en M! et M7, on a
M! 00 = B(O)M!&DO)M! &0 (2.24)
M! 00 = COM/ a0, (2.25)

Le graphe G(C) a K — 1 composantes, qui sont les K — 1 composantes de
G(A) autres que I, donc par 'hypotheése de récurrence, M < +oo p.s..

La premiere équation nous montre que pour tout n € N, M! est majorée par
N, définie par Ng = My = 0 et Nyyq 06 = B(n)N, ® D(n)MZ. & 0. Comme
v(B,6) < 0, il suffit de montrer B := DM/ @& 0 vérifie la relation (2.17) pour
appliquer le théoréme 2.3.1 et en déduire que N, < 400, donc aussi ML < +oc.

Pour vérifier (2.17), remarquons que (€P; B)* < (B, DI B,;(ML)F) et
que P, ; D;; est intégrable. 11 suffit donc de montrer que f := @;(MZ); vérifie
lim £ f 0 67" = 0. Cela résulte de la relation M7 o = CMZ @ 0 dont on déduit
fob < (f+@,;Cij)" < f+(D;;Ciy)*, dott (fob— f)* € L. Alors le théoreme
de Birkhoff assure que

E(fOG—f):hml(foen—f):hmlfom
n n

et cette limite est positive, car f > 0. On applique encore le théoreme de Birkhoff,
cette fois pour =1 et on trouve

1 1
E(fof—f)=lim—(fof—fof™")=—lim—fof™"
n n
et cette limite est négative, car f > 0. On en conclut que :

lim%fo@"zE(fo@—f)zO.

2.4.3 Démonstration du théoréme 2.4.11

La démonstration du théoreme 2.4.11 repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.4.13. Soit (Q,0,P) un s.d.m. ergodique, et A : Q — RE? yne matrice
aléatoire vérifiant la condition T. On suppose qu’il existe une partition (I,J) de I,
telle que A se décompose suivant l’équation (2.22), avec G(B) fortement conneze.

Posons pour tout 1 € I,

A = {w € )Vn eN (B(l) -+ B(n)D(n + 1)?)@ = —oo} :

1. Siw e A;, alors¥Yn € N, 3i,, € I (B(1)--- B(n))

2. Si les matrices aléatoires A(n) sont i.i.d., et silP (D = (—o0)'*7) < 1, alors
pour tout i € I, on a P(A;) =0.

> —0Q.

iin

Démonstration.

1. Soit w € A;. On fait la preuve par récurrence sur n.

D’apres la condition T, il existe un iy € Iy, tel que Ay, (1) > —oco. Comme
H

<D(1) 0 ) = —00, cela signifie que tous les coefficients de la ligne 7 de D(1)
valent —oé, c’est a dire A(1);; = —oo pour tout j € J, et donc i; € I. Donc
By, (1) = Ay, (1) > —oc.

Supposons la suite construite jusqu’au rang n. D’apres la condition T, il
existe un 4,41 € Iy, tel que A; ;. (n+1) > —o0.

Comme w € A4;, on a :

oo = (3(1)-.-B(n)D(n+1)ﬁ) z(3(1)---B(n>>iin+(p(n+1)ﬁ>) ,

% in

donc (D(n + 1)?)Z = —00.

Cela signifie que tous les coefficients de la ligne i, de D(n + 1) valent
—o00, c’est a dire A(n + 1);,; = —oo pour tout j € J, donc 41 € I et
Binin+1 (n + 1) = Ainin-!—l (n + 1) > —Q.
Finalement, on a bien la relation :

(B(1)---B(n+1))

> (B(1)---B(n)); + Bi,i,.,(n+1)>—00

W41 — 1n
2. A toute matrice A € REX? on associe la matrice A définie par A;; = —oc0
si A;; = —oo et A;; = 0 sinon. On remarque pour toutes matrices A, B €

R4 on a AB = AB.

max’

La suite de terme général R(n) := B(1)--- B(n) est une chaine de Markov
dont les états sont des matrices I x I a coefficients dans {0, —oo} et les
transitions sont définies par :

P(R(n+1) = F|R(n) = E) :P(ﬁz(\n — F) .
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Elle vérifie R(n);; = 0 ssi (B(1) -+ B(n)),; # —oc.

Soit E un état récurrent pour cette chaine. Supposons qu’il existe un k € I,
tel que E;, = 0. D’apres la forte connexité de G(B), il existe pour tout j € I
un p € N, tel que P ((B(l) -+ B(p))y,; # —oo) > 0, donc il existe un état F
de la chaine, accessible depuis I'état E et tel que Fj; # —oo. Comme E est
récurrent, I’ I'est aussi et F/ et F' sont dans la méme classe de récurrence.
Fixons (i, 7) € I. Dans chaque classe de récurrence de la chaine de Markov,
soit il existe une matrice I telle que Fj; = 0, soit toutes les matrices ont
tous les coefficients de leur ligne ¢ égaux a —oo.

On fixe (I,j) € I x J, tels que P(4;; # —oo) > 0. Soit £ un ensemble
contenant exactement une matrice F' de chaque classe de récurrence telle
que Fj; # —oo si une telle matrice existe dans la classe. Soit 5, la date du
nieme passage de (R(m)), .y dans .

Comme & contient un élément de chaque classe de récurrence de la chaine
de Markov a espace d’états fini, .S,, est presque stirement fini. Par définition
de £, on a pour presque tout w € €, soit (B(1)---B(S,)), # —oc soit
Vm e I (B(1)---B(S,)),, = —o0

D’apres le 7), si w € A;, on est dans le premier cas. On a donc pour tout
N eN:

m

P[A] <P [vn e Iy, (D(Sn + 1)W)l - —oo] (2.26)
Or
P [‘v’n € Iy, (D(Sn + 1)6’)1 - —oo}
- %1@ :SN — k. Vn € Iy, (D(Sn +1) o)l _ —oo]
_ %1@ Sy =, (D(k; +1)0 )l — —oo,Vn € Iy 4, <D(Sn +1)0 )l
= Yor[(pk+ 1)?)1 — —00| P | Sy =k, n € Iy_1, (D(S, + 1)6>>l

—

- P [(D(l) 0 )l - —oo} P [Vn € Iy, (D(Sn + 1)6’)l - —oo} ,

car {w e ‘SN =k, Vn € In_q, <D(5’n + 1)?)1 = —oo} ne dépend que des
matrices aléatoires A(1),---, A(k).
Donc pour tout N € N, on a :

P |vn € Iy, (D(S, + 1)W>l — —oo| = (P [(D(1)W)l - —ooDN,

et d’apres I’équation (2.26) et le choix de [, on a P (A4;) = 0.

=

=
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]

Démonstration du théoréme 2.4.11. Sans perte de généralité, on peut supposer
que 0 est inversible.

On a remarqué a la suite du théoreme 2.2.8 (point 5.), qu’il suffit de montrer
que :
0

lim %A(—l) e A(=n) T = ()T pis.. (2.27)

De méme, I'hypothese i) se traduit par v(C') = 7,(C), donc aussi :
1
lim —C(~1) - C(=n)0 =4(C)T ps..

Supposons que G(B) est fortement connexe.
Soit @ € I. Si A vérifie b), alors il existe un k € N et un j € J, tels que 'on
ait presque strement :

(B(~1)--- B(=k)D(~k — 1)),, > —oc. (2.28)

Si A vérifie a), alors d’apres le lemme 2.4.13, il existe pour presque tout w € €,
des entiers k € N et j € J dépendants de w vérifiant 1'équation (2.28).
Pour tout w tel que k et j sont définis, et pour tout n > k(w), on a :

(A1) A=) D) > (B(=1) -+ B(=k)D(~k = 1))+ (C(=k = 1) - C(=n) T ) .

i (2.29) ’

Dong, si G(B) est fortement connexe, on a :

lim inf (A(—l) - A(—n)ﬁ) > lim = (C(—k —1).. C(—n)ﬁ’) = 7(C).

n n 7 n n J

(2
Si au contraire B = —oo, alors pour tout i € I, (A(—l)-nA(—n)ﬁ)) >
max; A;;(0) 4 min; (C’(—2) e C’(—n)ﬁ) , donc I'équation 2.30 est aussi vérifiée.
j
Mais, d’apres le théoreme 2.4.4, on a v(A) = v(C'), donc aussi :
1
lim sup — (A(—l) . A(—n)ﬁ) < ~(0).

n N

On en conclut que I'équation 2.27 est vérifiée, donc aussi la conclusion du théo-
reme. O]

2.4.4 Démonstration des lois des grands nombres

Le but de cette partie est de démontrer les théoremes 2.4.8 et 2.4.10. On
dispose pour cela du théoreme 2.4.11. Il nous permet de montrer la proposition
suivante :
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Proposition 2.4.14. Soit (Q,0,P) un s.d.m. et A : Q@ — R4 upe matrice

aléatoire vérifiant la condition T telle que A0 soit intégrable. Supposons que
toutes les composantes terminales ¢, du graphe G(A) vérifient :

1
hIJP —z®(n, 0) =v(A,0) T p.s..
n—-+o0o N,

Si A vérifie en outre l'une des conditions suivantes :
a) les matrices aléatoires A(n) sont i.i.d.
b) la suite (A(n)),cy @ la propriété SF,

alors on a :
1 —

. —
ngrfoo Ez(n, 0)=7(A4,0)1 p.s..
Démonstration de la proposition 2.4.14. On fait une récurrence sur le nombre K
de composantes de G(A).

Si K =1, il n'y a rien a démontrer.

Supposons donc que le résultat est démontré quand G(A) a au plus K — 1
composantes fortement connexes, et que G(A) a K composantes.

Soit ¢; une composante initiale de G(A). Quitte a renuméroter les coordonnées,
on peut supposer que les premieres coordonnées correspondent a ¢;. On note I = ¢
et J = I;\I. Alors A se décompose selon 'équation (2.22), avec B = AW 11 est
clair que G(C') a K — 1 composantes, qui sont les composantes de G(A) autres
que ¢ et que la relation d’accessibilité — associée a G(C') est la restriction de
celle associée a G(A). En particulier, les composantes terminales de G(C') sont des
composantes terminales de G(A). Donc, d’apres 'hypothese de récurrence, on a :

1 E~a —
lim —z”/ I ps..
Jim —a(n, 0) = (C) 1 ps

A priori, 7(A) < v(C), mais, comme hypothese de convergence vers v(A) T
implique que les composantes terminales ¢, vérifient v*) = ~(A), on sait que
7(C) =~(A), donc on a :

1
hrf —27(n,0) = (AT pas.. (2.31)
n—+oo N

Si D = (—o00)*7, alors ¢; est une composante terminale de G(A), donc on a :

1 — 1 — —
lim —2'(n, 0) = lim —2((n, 0 AT ps..
Jm e 0)= lHm Za®n, 0) = (A1 ps
Ce qui conclut la démonstration dans ce cas.
Si D # (—00)™*7 alors c’est le théoréme 2.4.11 qui conclut la démonstration
de la proposition. O
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Remarquons d’abord que d’apres le corollaire 2.4.5, on a, pour toute compo-
sante ¢y,

lim — i{(n, 0) =~ ps..
im ~ maxz;(n, 0) =" ps
En particulier, on en déduit :
. 1 c 4 [l]—>
limsup —z%(n, 0) <41,
n n

et il suffit donc de montrer que, pour toute composante ¢;, on a :

1
liminf —2%(n, 0) > 0T,
noon

Mais d’apres la proposition 2.4.3, % (n, 0) > (x{l}(n, W))
1€Cy

Il suffit donc de montrer la relation suivante pour conclure les preuves des
théoremes 2.4.8 et 2.4.10 :

1
lim —zt(n, 0) =471 pas.. (2.32)
non

Or les matrices aléatoires At} ont la propriété suivante :

Lemme 2.4.15. Pour toute composante ¢; de G(A), les composantes terminales
cr du graphe G(AWY) wérifient :

70 =5 (A1, ) = A1,

Démonstration du lemme 2.4.15. Les composantes de G(A) sont les compo-
santes ¢ de G(A) telles que k € Gj. Soit ¢ une telle composante. Comme k € G,
on al — k, et donc y*) < ~M,

Supposons que Y*) < 41 Soit ¢; une composante de G(A) telle que v = k],
Comme k — j, vV <~ done AU = 4¥. Or, par définition de G, | — k, donc
I — j, et v =~ donc 41 = 4. On a donc montré que j € G}, mais comme
7 ®) < ~U) | j £ K, donc ¢ n'est pas terminale dans G(AH).

Par contraposition, on a montré que toutes les composantes terminales ¢, du
graphe G(A) vérifient 4% = A1,

D’apres le théoreme 2.4.4, (Al ) = maxyec, 7 *) . Comme G; C Ej, on a :

Y(AM,0) < maxH®) =41,
keE;

Mais comme G (A{l}) admet au moins une composante terminale ¢; et comme
7 *) =4l on a égalité dans l'inégalité précédente. O
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Fin de la démonstration du théoréme 2.4.8. Placons nous sous les hypotheses du
théoreme 2.4.8. Soit ¢; une composante de G(A).

Pour toute composante terminale ¢, de G(AU}), A®) vérifie la condition T,
donc le théoréme 2.4.6 appliqué & A®) prouve que lim, 1z%*)(n, 0) = 4®.
D’apres le lemme 2.4.15, v®) = (A ), donc A} vérifie les hypotheses de

la proposition 2.4.14. D’apres cette proposition, on a donc

1
lim =z (n, 0) = y(41).
non
Mais toujours d’apres le lemme 2.4.15 v(A}) = 4l1 donc c’est exactement la
relation (2.32), ce qui conclut la preuve du théoreme 2.4.8 . ]

Pour obtenir la relation (2.32) sous les hypotheses du théoreme 2.4.10 et
conclure la preuve du théoreme 2.4.10, on combine le lemme 2.4.15, la propo-
sition 2.4.14 et le lemme suivant :

Lemme 2.4.16. Si une matrice aléatoire A a la propriété SF et vérifie la condi-
tion T, alors pour toute composante c; de G(A), la matrice aléatoire AN vérifie
la condition T.

Démonstration. Soit ¢; une composante de G(A) et i € H;.

Si 7 est dans une composante ¢ de G(A), alors il existe un chemin de i vers
une composante ¢, de G(A) telle que 7™ = ¥, Soit j le premier noeud suivant
¢ sur ce chemin. j est dans une composante ¢, telle que k — p — m, donc on a :

A > Al > ] > m) ]

Donc on a vP = AH. Or, par définition de G;, ¥ = AU donc AP = ~W.
Finalement, p € G}, donc ¢ € H;.

Par définition de G(A), on a P(A4;; # —oo) > 0. Et d’apres la propriété SF,
P(A;; # —o0) = 1. Donc A} vérifie la condition T. O

Nous terminons cette partie par la démonstration du lemme 2.4.7.

Démonstration du lemme 2.4.7. Sans perte de généralité, on peut supposer que
0 est inversible. On a remarqué a la suite du théoreme 2.2.8 (point 5.), qu’il suffit
de montrer que :

—

1
lim = A(=1) - A(=n) 0 =~(A,0) T pas..
n 1
Posons pour tout i € I,

L= lim <A(—1) s A(—n)ﬁ)i .

n n

Ces limites existent d’apres le théoreme 2.2.8 5, appliqué a (2,071, P).
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D’apres l'irréductibilité de G(A) et la propriété SF, pour tous i, j € I, il existe
un k;; € I, tel que l'on ait presque strement :

(A(=1) -+ A(=ky)),; > —o0.
On en déduit que
Li<Ljo0%ips.. (2.33)

En particulier, pour i = j, on en déduit que L; > L; o 6% presque stirement.
Alors L; = L; o 0% p.s., et par Iergodicité de 6%, L, est presque strement
constante.

L’équation (2.33) devient donc L; > L;, et par symétrie L, = L;. Or pour

presque tout w, il existe un p(w) € I tel que max; (A(—l)-nA(—n)U)) =
<A(—1) - A(—n)ﬁ) pour une infinité de n. Soit j € I, tel que P(p = j) > 0.
p

Alors L = v(A), donc pour tout ¢ € Iy, L, = y(A).
[l
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2.5 Tableaux de synthese.

Le tableau 2.1 reprend les résultats généraux du premier ordre sur les ap-
plications (max,+). On suppose toujours que la matrice aléatoire A satisfait la
condition T et que le systeme dynamique sous-jacent (€2, 60, P) est ergodique. No-
tons aussi que toutes les convergences ont lieu presque stirement, et aussi en
norme L' & partir de la deuxiéme colonne.

Quantité intégrable Conclusion Enoncé Référence
max;; A;; %maxi x;i(n, 6}) — 4 € Rpax | Théoreme-définition 2.2.7 | [Coh88]
AT Lmin;ay(n, 0) — 7 € R | Théoreme 2.2.8 point 3 | [Vin97]
Ly(n, 0) — x € (R Théoreme 2.2.8 point 5 [BMO03]
, max | Ayl Lz(n, 0)—xob"—0. Théoreme 2.2.8 point 6 [BMO3]
ij,A;57#—00

TAB. 2.1 — Conditions d’intégrabilité

Le tableau 2.2 reprend les résultats de loi forte des grands nombres pour

<x(n, ﬁ)) obtenus sur les applications (max, +), sous des conditions de struc-
neN

ture données dans la premiere colonne et des conditions sur I'aléa données dans la
premiere ligne. On suppose toujours que la matrice aléatoire A satisfait la condi-
tion T, que AT est intégrable et que le systéme dynamique sous-jacent (€2, 6, P)
est ergodique. La mention Ex. x signifie que les conditions ne suffisent pas a as-
surer la LGN, comme le montre le contre-exemple Exemple x. La mention Th. x
signifie que les conditions assurent la LGN, comme le montre le théoreme x.

Le sigle SF signifie que A a la propriété de structure fixe, le sigle FC exprime que
G(A) est fortement connexe et la mention 2.4.8 veut dire que A vérifie I'hypo-
theése de structure du théoreme 2.4.8 : pour toute composante ¢,,,, AU} vérifie la
condition T.

(Q,0,P) ergodique Ergodicité renforcée (A(n)),en 1d.d.
2.4.8 Ex. 1 77 Th. 2.4.8
SF Ex. 1 Th. 2.4.10+Lemme 2.4.7 | Th. 2.4.104+Lemme 2.4.7
FC Ex. 1 77 Th. 2.4.6 [Hon01]
SF+FC Ex. 1 Lemme 2.4.7 Th. 2.4.6 ou Lemme 2.4.7

TAB. 2.2 — Lois forte des grands nombres




Chapitre 3

Matrices aléatoires dans
(R, max, +) : ordre 2

3.1 Présentation et résumé

On s’intéresse toujours a des systemes du méme type que dans la partie 2.
On cherche maintenant des résultats du second ordre. Ces résultats seront des
résultats de couplage, au sens défini dans I'introduction.

On reprend dans les parties 3.2 et 3.3 les principaux résultats de [Mai97],
étendus sans difficulté supplémentaire au cas des applications topicales dans le
cas de la partie 3.2. Ce sont des résultats du deuxieme ordre, obtenus sous des
hypothese d’ergodicité et de perte de mémoire. Les résultats de la partie 3.2 se-
ront cruciaux pour obtenir les théoremes limites de la partie 5.

Dans la partie 3.4, nous montrons (théoreme 3.4.1) que les suites ((X,); — (Xn);),,en

et ((Xnt1)i — (Xn)i)pen> couplent en temps fini avec des suites stationnaires, qui
ne dépendent pas de la condition initiale X, sous trois hypotheses : une hypothese
sur les exposants de Lyapunov maximum des blocs diagonaux, une hypothese de
couplage relative a certains blocs (déterminés par la place des —o0), et une hy-
pothese sur la loi de A(n) (Les A(n) sont i.i.d. ou ont la propriété de structure
fixe). Remarquons que, contrairement au premier ordre, ni condition sur les —oo
ni ergodicité renforcée ne sont nécessaires.

Nous étendons ainsi les résultats du deuxieme ordre de [Bac92|. Les résultats
de la partie 2.3 permettent encore de simplifier la rédaction et d’étendre la portée
des preuves.

I6)
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3.2 Perte de mémoire

Remarque 3.2.1. 11 suffit de s’intéresser aux quantités x;(n,x¢) — x;(n,zo). En
effet on a la relation :

zi(n+1,20) — z;(n,z9) = @(Ail(n, zo) + x1(n, x0)) — x;(n,z0) (3.1)
]

= @(Azl(n) + (xl(n; xO) - xj(”v x())))? (32>

l

ce qui permettra de déduire la convergence des (z;(n, xg) — z;(n, x¢))), - de

la convergence des (z;(n + 1) — z;(n))

neN
neN’

On va donc travailler dans 'espace projectif au sens (max,+).

On pourra utiliser ’analogie avec I'espace projectif classique et rechercher des
contractions de cet espace. La convergence de z(n, xy) dans cet espace assurera la
convergence des différences (z;(n, 7o) — 2;(n, 29)),,cy €t, grace a la remarque 3.2.1,
celle des (z;(n + 1) — z;(n)), cx-

Dire que Z(n, xo) ne dépend pas de la condition initiale x¢, c’est dire que A™
a pour image une droite de R®__. Par analogie avec 1’algébre linéaire on dit que
A" est de rang 1 :

Définition 3.2.1 (Perte de mémoire).

1. On dit qu'une application topicale B € Topy est de rang 1 si B définit sur
PR?  une application constante. On note alors rg(B) = 1.

2. On dit qu'une suite (A(n)), o d’applications topicales aléatoires a la pro-
priété de perte de mémoire (MLP) s’il existe un N € N tel que

P (rg(AY)=1) > 0.

Si la suite est (A o 6™) on dira que (A,#) a la MLP.

neN?

Remarques 3.2.2.

1. Si la notion de rang 1 est claire, la notion de dimension dans toute sa
généralité ne se transpose pas bien (cf [CGT9] et [Wag9l]).

2. La matrice A € R%? sans ligne de —oo est donc de rang 1 si toutes ses
colonnes sont proportionnelles au sens de RY . C’est le cas si et seulement

s'il existe a € R? et b € RE__ tels que pour tout (i,7) € I Aij = a; + b;.

max

3. La composée d’une application topicale de rang 1 et d’une autre application
topicale est de rang 1.

4. Si B est une matrice de rang 1, alors pour toute matrice C' de taille com-
patible sans ligne de —oo, rg(BC) =1 ou rg(CB) = 1.
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5. La propriété MLP dépend de la loi de A(1) et non de son seul support :
si (U(n)),en est une suite de variables réelles i.i.d. telles que le support de
U(1) soit 'intervalle [0, 1], et si pour tout n € N, A(n) est définie par

- (8

alors (A(n)),,cy a la propriété MLP ssi P(U(n) = 0) > 0.

La condition plus faible "il existe une application de rang 1 dans le semi-
groupe engendré par le support de la loi de A(1)” est introduit sous le non
de perte de mémoire asymptotique dans la partie 3.3.

On peut enfin énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.2 ([Mai97]). Soit (2,0,P) un s.d.m. ergodique et inversible, et
A une variable aléatoire de Q0 dans Topy. Si (A,0) a la MLP, alors il existe une
variable aléatoire Y & valeurs dans PR%__ telle qu’on ait :

Yol =AY P—p.s. (3.3)
et (Z(n, 20)),ey couple avec (Y 0 0")nen en temps fini, uniformément en x.

Nous reprenons infra la preuve de [Mai97] en remplacant simplement les ma-
trices dans (max, +) par des applications topicales.

Corollaire 3.2.3. Sous les mémes hypothéses, il existe une variable aléatoire Z a
valeurs dans RY telle que pour touti, j € I, la suite (z;(n + 1, 20) — z;(n, o))
couple avec la suite (Z;; 0 0™)nen en temps fini, uniformément en x.

neN

Démonstration. D’apres la remarque 3.2.1, il suffit de poser Z;; = @, (Aix + Yi;)),
ouYy =y —y; siY =7. O]

Corollaire 3.2.4. Soit (Q2,0,P) un s.d.m. ergodique, et A : Q — R4 yne

max

matrice aléatoire vérifiant la condition T. Si (A,0) a la propriété MLP, alors
Z(n,xq) converge en variation totale uniformément en xo vers une probabilité ne
dépendant pas de x.

Démonstration. Construisons d’abord Y. Par définition de la propriété MLP, il
existe ng € N tel que P (rg (A™) = 1) > 0. Posons

B :={weQTInrg(A(-1)---A(-n)) =1}.
D’apres la remarque sur les matrices de rang 1, on vérifie que

0B) = {weQTnrg(A(-2)---A(—n—1)) =1}
C {weQInrg(A(-1)---A(-n—1)) =1}
Cc B
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Comme le s.d.m. est ergodique, P(B) est 0 ou 1. Or
P(B) = P({w € Qlrg(A(=1)--- A(=no)) = 1} = P({w € Qlrg(A™) =1} > 0,

donc P(B) = 1.
On pose alors N(w) :=min{n € N|rg(A(—1)--- A(—n)) = 1} et,

Vw e B, Y (w) = A(—1)- A(—N(@)). (3.4)

Hors de B on fixe Y arbitrairement.

Montrons que Y vérifie les propriétés souhaitées.

Par définition de N(w), A(—1)--- A(—N(w)) est de rang 1, donc Y (w) =
(A(—1)--- A(—N(w))xo pour tout xy. En particulier, on a :

Vi > N(w),Y (W) = (A(=1) - A(—n) ;.

En remplagant w par f(w), on obtient que Y (6(w)) = (A(0)---A(—n)), pour
tout n > N(A(w)) — 1. En prenant n > max(N(w), N(0(w) — ), on en déduit
que :

Yo =AY ps..

Remarquons que grace a la relation Y o § = AY il suffit d’avoir la relation
Z(n,zo) =Y 00" pour n = ny pour 'avoir pour tout n > ny. En particulier pour
tout n € N, Z(n,Y) =Y 06" ps..

Posons C = {w € Q|3n € N,rg(A(n)--- A(0)) = 1}. D’apres la remarque sur
les matrices de rang 1, on a :

071C) = {weQTneN,rg(A(1)---A(n+1)) =1}
C {weQTImeN,rg(A0)---Aln+1)) =1}
c C.
Or P(C) > P({w € Q|rg(A™) = 1} > 0, donc par l'ergodicité de 0, P(C) = 1.
De rg(A™) = 1, on déduit Z(n,z) = T(n,Y) = Y 00", donc sur C N B, les
suites (T(n, o)),y €t (Y 00"), oy coincident a partir d’un certain rang. O

Le théoreme 3.2.2 admet la réciproque suivante :

Théoréme 3.2.5. ([Mai97, 7.5]) Soit (Q,6,P) un s.d.m., A une application aléa-
toire a valeurs dans Topy vérifiant la condition T. S’il existe un Y vérifiant les
conclusions du théoréme 3.2.2, alors la suite (A(n)), oy @ la propriété de perte de
mémoire.

Remarque 3.2.3. L’hypothese d'uniformité en zy de la convergence est cruciale,
comme le montre le cas des matrices réductibles. En effet les résultats de la
partie 3.4 donnent des exemples de suites n’ayant pas la MLP (& cause de blocs
de —oo presque sirs) telles que (Z(n, x¢)),,cy couple en temps fini avec un unique
régime stationnaire.
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Démonstration. SiY of" = T(n,xy) = ATy pour tout xy € R¥, alors rg(A") = 1.
Donc on a :

P(Upen {w € Qlrg(A") =1}) =1

et il existe ng tel que P({w € Qlrg(A™) =1}) > 0.
O]

Remarque 3.2.4. On définit Y comme une limite (atteinte) de produits a droite,
ce qui ouvre la voie a la généralisation au cas ou la limite n’est pas atteinte. C’est
I'objet de la partie suivante.

3.3 Perte de mémoire a ’'infini

Pour énoncer la CNS de convergence, on a besoin de définir les matrices qu’on
peut approcher par des produits A™(w). Pour des raisons techniques, on considere
les matrices dans PR%X?. Cette partie pourait aussi s’étendre au cas d’applications
topicales. Mais pour cela, il faudrait munir Top, de la topologie de la convergence
uniforme, ce qui n’est pas naturel, comme nous le montre la proposition 3.3.9.
Comme les résultats de cette partie ne sont pas réutilisés dans la suite, on se

contente du cas des matrices et on reprend tels quels certains résultats de [Mai97].

Définition 3.3.1 (Perte de mémoire a ’infini). On appelle matrices limites
a gauche (resp. & droite) les éléments de ensemble T (resp. T¢) défini comme
suit :

T9 :={B e R¥Ve > 0,3n e NP(§(A",B) <¢) > 0}

max

T :={B e REIVe > 0,3n € NP(6(A(1)--- A(n), B) <¢) > 0}

max

ot1 § est la distance projective sur R4,

On dit qu’une suite de matrice a la propriété de perte de mémoire asymp-
totique & gauche (resp. a droite) notée PMAG (resp. PMAD) si 79 (resp. T9)
contient un élément de rang 1.

Remarque 3.3.1. Siles A(n) sont i.i.d., alors 79 = T contient le sous semigroupe
fermé engendré par le support de la loi de A(1).

Théoréme 3.3.2 ([Mai97]).
i) Soit (,0,P) un s.d.m. ergodique et A : Q — RIX? ype matrice aléa-

max
toire vérifiant la condition T et la PMAD. Alors, presque sturement, la suite
(W(n, 20)),,en converge uniformément en o vers une limite ne dépendant pas

de xg.

i) Soit (,0,P) un s.d.m. ergodique inversible et A : Q — R yne matrice
aléatoire vérifiant la condition T et la PMAG. Alors la suite (ZT(n,%0)),cx
couple uniformément en xy avec une suite stationnaire ne dépendant pas de

Zo-
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Corollaire 3.3.3. Soit (Q,0,P) un s.d.m. ergodique et A : Q — R4 yne ma-

max

trice aléatoire vérifiant la condition T et la PMAG. Alors (T(n, o)), . converge
faiblement, uniformément en xg.

La démonstration utilise les résultats suivants sur le diametre projectif :

Proposition 3.3.4.

1.

Pour toute matrice A € R4 D(A) =0 ssirg(A) = 1.

Pour toute matrice A € REE, D(A) = @, ; 0(Ai, A;).
Donc D(A) < oo ssi les vecteurs colonnes de A appartiennent a R U {(—o00)?}.
Si tous les coefficients de A sont finis, alors D(A) < 2|Alp.

Pour toutes matrices A et B de tailles compatibles sans ligne de —oo, 1'in-
clusion des images prouve que

D(AB) < D(A).

Comme les matrices sont 1-lipschitziennes sur [’espace projectif, on a aussi,
si A n’a pas de ligne de —oo

D(AB) < D(B).

Démonstration du théoréme 3.5.2.

i)

Montrons que D(A(1)---A(n)) — 0 p.s.. Cela conclura la démonstration

car :

a 5<y(n7 .270), y(n+m> 'TO)) = 5((y(n7 l’o), y(”? y<m7 330)09")) < D(A(l) T A(”))?
donc Y(n, xq)) sera une suite de Cauchy, uniformément en x.

— 0(y(n,xg),y(n,x1)) < D(A(1)---A(n)), donc la limite ne dépendra pas
de Zo.-

Notons que la suite (D (A(1)---A(n))),cy est presque strement décrois-

sante : cela résulte de la condition T et de la proposition 3.3.4.

Soit 7 > 0. D’apres la PMAG, il existe une matrice M de rang 1 et un
i € N tel que P(§(A(1)---A(i), B) < n) > 0. Alors par I'ergodicité de 0 et la
proposition 3.3.4, I’événement

A ={weQ|3N eN,§(A(N)---A(N +1i),B) <n)}
est de probabilité 1. Or, si §(B, M) <n, on a :
D(B) = supd(Bv, Bu)
SIILJ;) d(Bv, Mv) + D(M) + sup §(Mu, Bu)

(B, M)+0+4d(M,B)
2n.

ININIA
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Donc, pour tout w € A, il existe un N (dépendant de w) tel qu’on ait :
D(A(1)--- AN 4+1)) < D(A(N)--- AN +1)) < 2n.
Donc la probabilité de I’événement
{w € Q[Fn, D(A(1)--- A(n)) < 20}

est de probabilité 1.

Comme D(A(1)---A(n)) est une suite décroissante, I’événement

Sn, D(A(L) - A(n)) < L}

{weQ|D(A(1>-~-A(n)ﬁ0}=0{w69 i+ 1

est de probabilité 1.

ii) La suite stationnaire est (Y 0 0"),cn, ot Y est obtenu en appliquant le i) a
(2,671, A). C’est possible car 'ensemble T associé & A et 67! est exactement
I’ensemble 7Y associé a A et . On remarque alors que Y vérifie Y o = AY
et par récurrence, Y o 0" = A"Y = z(n,Y).

On a montré au i), que D(A(—1)--- A(—n)) — 0 p.s.. La convergence a aussi
lieu en probabilité et comme P(D(A™) < n) = P(D(A(-1)--- A(—n)) < n,
la suite (D(A")), oy tend vers 0 en probabilité.

D’apres la proposition 3.3.4, D(A™) = D(A(n) --- A(0)) est une suite décrois-
sante, donc elle converge presque sirement. Sa limite ne peut étre que 0.
On conclut la démonstration en notant que

5(T(n, 20),Y 0 ") = 6(A"T5, A"Y) < D(A).

La remarque 3.2.1 permet d’en déduire que :

Corollaire 3.3.5. Soit (Q2,0,P) un s.d.m. ergodique inversible et A : Q — R4
une matrice aléatoire vérifiant la condition T. Si (A,0) a la PMAG, alors il
existe une variable aléatoire Z : Q) — R¥*? telle que pour tout i, € Iy la suite
(|z(n+1,20); — 2(n,20); — Zij 0 O"|), oy tende presque sirement vers 0, unifor-
mément en xo. En particulier la suite (x(n +1,10); — x(n, 70);),cy converge fai-

blement vers une loi ne dépendant pas de xg.

Démonstration. On pose Z;; = @, (A + Yi;) et on conclut comme pour 3.2.3.
]

La convergence en loi se déduit alors du lemme suivant, qui généralise 1'im-
plication classique de la convergence en loi par la convergence en probabilité.
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Lemme 3.3.6. Soit (2,0,P) un s.d.m. et (E,0) un espace polonais. Soient X,
et Y des variables aléatoires a valeurs dans E. Alors si (X,)nen €t (Y 0 0")
couplent, alors (X, )nen tend vers'Y en loi.

neN

Démonstration. Soit f € Cy(F) et soit € > 0. Comme E est polonais, il existe un
compact K de E tel que P(Y ¢ K) < . La compacité de K assure alors qu’il
existe un 1 > 0 tel que

Vo e K,Vy € E,d(x,y) <n=|f(x) - fy)| <e

e
Il fllo

On décompose alors la différence des espérances ainsi :

|E(f(X0) = E(f(Y))]| = |E(f(Xn) = E(f(Y 0 6"))]
2| fllocP(Y 00" & K) + 2| fllocP(6(Xn, Y 0 6%) = 1) + €

<
< 32+ 2| floP(O(Xn, Y 0 0%) = 1)

Le second terme tend vers 0 quand n tend vers 'infini, donc pour n assez grand,
|E(f(X,))—E(f(Y))] <"e. Donc E(f(X,)) — E(f(Y)) pour tout f € Cp(E). O

La condition du théoréme 3.3.2 est nécessaire comme le montrent les résultats
suivants :

Théoréme 3.3.7 ([Mai97]).

i) Soit (2,0,P) un s.d.m. et A: Q — R¥? yne matrice aléatoire. On suppose

que la suite (Y(n, o)),y converge presque siurement, uniformément en x,
vers une limite ne dépendant pas de xy. Alors la suite (A(n)), oy @ la PMAD.

i) Soit (9,0,P) un s.d.m. inversible et A : Q — R4 yne matrice aléatoire

vérifiant la condition T. On suppose qu’il existe Y = Q — P(RF_ ) telle que
la suite (0 (T(n,z0),Y 00")), oy converge presque sturement vers 0, uniformé-

ment en xo. Alors la suite (A(n)), oy a la PMAG.

Jean Mairesse montre aussi le résultat suivant, qui dit que la condition d’uni-
formité en la condition initiale est automatiquement vérifiée dans le cas ou il n’y
a pas trop de —oo :

Lemme 3.3.8 ([Mai97]). Soit (Q2,0,P) un s.d.m. ergodique inversible et A :
QO — R¥X? ype matrice aléatoire vérifiant la condition T. On suppose qu’il
eziste un ng € N tel que P(A™ € R™4) > 0 et que pour tout xg,z; € R,
dz(n,xo),x(n,x1)) — 0 en probabilité. Alors il existe une variable aléatoire
Y : Q — PR telle que la suite (0 (Z(n,xo)),Y 00")), oy converge presque

surement vers 0, uniformément en x.

Remarque 3.3.2. L'hypothese P(A™ € R?™*?) > ( est cruciale, comme le montre
le cas des matrices réductibles. En effet les résultats de la partie 3.4 donnent des
exemples de suites n’ayant pas la PMAG (& cause de blocs de —oco presque sirs)
telles que (Z(n, o)),y couple en temps fini avec un unique régime stationnaire.
De tels exemples sont donnés dans la partie 8 de [Mai97]
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Concluons cette partie par une remarque sur ’extension de la perte de mé-
moire asymptotique au cas topical. Pour refaire la démonstration du théoreme 3.3.2,
il faudrait avoir une application de rang 1 approchée en norme uniforme. Mais
la norme uniforme n’est pas adaptée pour travailler dans T'opy, comme le montre
la proposition suivante. En particulier, cette proposition implique que le support
d’une probabilité sur (Topg, ||.||) n'est pas défini.

Proposition 3.3.9.

i) Pour tout d € N, l'espace Topy muni de la distance de la convergence uni-
forme sur tout compact est un espace o-compact, donc en particulier un
espace polonais.

ii) Pour tout d > 2, l'espace Topg muni de la distance de la convergence uni-
forme n’est pas séparable.

Notons que T. Bousch et J. Mairesse on introduit dans [BM03] 'espace des
fonctions uniformément topicales, qui est un espace polonais pour la convergence
uniforme contenant strictement les applications (max,+). Dans cet espace, on
pourait retrouver un analogue du théoreme 3.3.2.

Démonstration.

i) Pour tout N € N, soit Ky := {f € Topa|||f(0)]|cc < N}. Comme les fonc-
tions topicales sont 1-lipschitziennes, les fonctions de Ky sont uniformément
bornées sur toute boule B(0, M) de R? :

Vf e Kn, | fipomlle <M+ N.

Par le théoreme d’Ascoli, et une extraction diagonale, on en déduit que Ky
est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

ii) Pour tout réel A € [0, 1], définissons la fonction f par :

Une telle fonction est bien croissante et additivement homogene et elle vé-

rifie (fx(2,0,---,0)); = Az. Par conséquent, {f\} ¢ est une famille non-
dénombrable de T'opy, tels que si A # u, on ait

13 = Sulloo = +o0.

Ceci contredit 1'éventuelle séparabilité de (T'opg, ||.||c0)-
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3.4 Matrices réductibles

3.4.1 Résultats

Théoréme 3.4.1. Soit (2,0,P) un s.d.m. ergodique inversible, et A : Q —
R une matrice aléatoire vérifiant la condition T telle que (max;; A;;)* soit

max

intégrable. Soit E l'union de toutes les composantes terminales de G(A), A =

(Aij)ijer et (T(n,20)),ey la suite récurrente stochastique associée a A. On fait
les trois hypotheses sutvantes.

1. Les A(n) sont i.i.d., ou A a la propriété de structure fize.

2. Les composantes dominantes de G(A) sont exactement ses composantes ter-
manales.

3. La suite (:Jc(?% X(J)E))neN
dépendant pas de Xj.

couple en temps fini avec une suite stationnaire ne

Alors (T(n, Xo)),en couple en temps fini avec une suite stationnaire ne dépendant
pas de Xg.

Remarques 3.4.1.

1. L’hypothese 3 est évidemment nécessaire. Elle implique que pour toutes les
composantes terminales ¢, v¥) = v(A). La suite déterministe ot pour tout
n et tout w,

0 0 0 0
0 0 0 0
Aln) = —00 —00 2 —00

—o00 —oo —oo 1
vérifie les hypotheses 1 (dans ses deux versions) et 2, mais pas la 3.

2. L’hypothese 2 est presque nécessaire. En effet, elle s’exprime par I’équation
suivante : 4
Vil € Ix,(j — 1,49 >7D) = j=1

Or, s'il existe j — [ tel que 79 > +® alors d’apreés le corollaire 2.4.5,

— —
i\ 0)— i\l 0 Dy
(Eré%(m (n, 0) max s (n )) — 400 p.s
ce qui interdit le couplage de (Z(n, Xo)),,cx-

Ainsi I'exemple 3 infra montre que les hypotheses 2 et 3 ne suffisent pas.

3. La suite déterministe ou pour tout n et tout w,

0 0 0 0

0 0 0 0

An) = —o00 —o00 2 0
-0 —o0 oo 1

montre que les hypotheses 1 et 3 ne suffisent pas.
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La preuve se ramene a une récurrence dont le coeur est le théoreme suivant :

Théoreme 3.4.2. Soit (I,J) une partition de Iy, telle que la matrice aléatoire
A, qui vérifie la condition T, se décompose en blocs suivant I et J de la maniere

suvante : 5 D
A::(_OO C’)’ (3.5)

avec D non identiquement égal a (—oo)!*7.

On fait les trois hypotheses suivantes :
1. Viel,P (vn eN (B(—l) o B(—n)D(—n — 1)6’), - —oo> ~0.
2. v(B,0) <~(C,0).

3. <F(n, Xo)) couple en temps fini avec une suite 0-stationaire ne dépen-
neN

dant pas de Xj.

Alors la suite (T (n,Xo)),cy couple aussi en temps fini avec une suite 0-
stationnaire ne dépendant pas de X,.

Remarque 3.4.2. D’apres la remarque 2.3.1, le théoreme 2.3.1 est un cas particulier
du théoreme 3.4.2, correspondant au cas ou C' = 0. On utilise ce cas particulier
pour démontrer le théoreme général.

Grace a cette méthode, rendue possible grace a 'introduction d’applications
topicales étendues dans le théoreme 2.3.1, on obtient les théoremes 3.4.2 et 3.4.1
sans les hypotheses de précédence et de positivité de [Bac92].

Pour conclure 'exposé des résultats, donnons un exemple ou le couplage n’a
pas lieu alors que deux des trois hypotheses du théoreme 3.4.1 sont vérifiées.

Ezemple 3 (Hypothéses 2 et 3). Soient Q = {wg,ws }, 6 application qui échange
wo et wy et P = $(0uy + 0w, ). Soit A, de Q dans R3<3 définie par :

max

-0 0 0 -0 0 —00
Awg) = 0 —o0o —oo | et A(wy) = 0 —o0o —o0
—00 —O0 1 —00 —O0 1

On vérifie que (2,0, P) est un systeme dynamique. La suite est une chaine de
Markov dégénérée : Ao " = A(wy) <= Ao " = A(w).

Or l'action de A(wp) et A(w;) sur un triplet (z,y, z) tel que z > max(x,y)
est donnée par les équations suivantes :

A(wo)(z,y,2) =" (2,2, 2+ 1) et Alw) (z,y,2) =" (y, 2,2+ 1).
Donc la suite est entierement déterminée par les équations suivantes :

x(2n,§z)(wo) = 40,2n—2,2n) et z(2n+1,0)(wo) = (2n,0,2n+1)

(20, 0)(w1) = ‘2n—1,0,2n) et z(2n+1,0)(w) = £(0,2n—1,2n+1).
(3.6)
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. 1 - A . .
Donc la suite ( =z(n, 0) ne converge presque surement pas. En particulier,
n neN

= . . . .
z(n, 0) ne couple pas avec une suite stationnaire finie.
neN

Le graphe de A a deux composantes ¢; = {1,2} et ¢y = {3} telles que 1 —
2, v = 0 et ¥ = 1. Donc ¢, est I'unique composante dominante, et elle
est terminale. Avec les notations du théoreme 3.4.1, E = {3}, donc la suite
(E (n, XO))neN est a valeurs dans le singleton PR en particulier elle couple en
temps fini avec une unique suite stationnaire.

3.4.2 Démonstrations

On commence par un lemme qui servira dans la démonstration du théo-
reme 3.4.2 . Ensuite, on démontre ce théoreme, et enfin le théoreme 3.4.1 .

Lemme 3.4.3.

1. Soient (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen €t (dy)nen des suites de variables aléatoires
a valeurs dans R.y, vérifiant les conditions suivantes :

i) (dn)nen est stationaire,
ii) P(d, e R) =1,
iii) lim, oo @, = —00,
Alors on a :
nl_lgloo P(a, > d,) = 0. (3.7)
2. Si les conditions suivantes sont aussi satisfaites,
i) im, 4o ¢, = —00,
v) lim, .y P(a, ® b, #d,) =0,
alors on a aussi :
lim P(c, ® b, # d,) = 0. (3.8)

n—-+00

Démonstration.

1. Pour tout t € R, on a :
Pla, > d,) <P(a, >t)+P(t > d,).

Or d’apres 4i7), limsup,_,, . P(a, >t) =0, et d’apres ¢), pour tout n € N,
P(t > d,) =P(t > d;), on a donc

limsup P(a, > d,) < P(t > dy).

n—-+4oo

Or le 7i) assure que lim;_,_o, P(t > dy) = 0, donc (3.7) est démontré.
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2. En réapliquant le 1. avec (¢,)nen au lieu de (a,)nen, on obtient

lim P(¢, >d,) =0. (3.9)

n—-+o0o

Or P(b, # d,) < P(a, = d,) + P(a, ® b, # d,), donc d’apres (3.7) et ii),
on a:
lim P(b, # dy) = 0. (3.10)

n— 00

En combinant (3.9) , (3.10) et I'inégalité
P(c, ® b, # d,) < P(b, # d,,) +P(c, > d,),

on acheve la preuve du lemme.

[
Démonstration du théoréme 3.4.2.
Récurrence affine :
On définit la suite (Z,)nen & valeurs dans RIX/ par
On repart de I'expression (2.22), et on calcule que Z,, vérifie la relation
Zni1=F(n)Z, ® G(n), (3.12)

ot F(n) et G(n) sont I'application topicale étendue aléatoire de RZX7 dans lui

max
méme et le vecteur aléatoire & valeurs dans R2X7 définis par :

Ve € R™ (F(n)x); = max Ilnl}l (B(n)ixk — C(n)ji + xr1)
S S
(G(n))y; = Iilg;”l%l}l (D(n)ix — C(n)j + zx(n, Xo) — z1(n, Xo)) .
L’application F(n) est bien & valeurs dans RZ*7 car C' vérifie la condition T. Elle
est clairement dans Topeyru..

Avant toute chose, calculons (F(n)--- F(1)z),,
y € R tel que V(i,j) € I x J,x;; = y; — y;. Comme F(n) ne dépend que de
B(n) et C(n), on peut supposer que D = (—o00)!*/ p.s. et Xy = y p.s. Dans ce
cas G(n) = (—o00)*/ p.s., donc Z,, = F(n —1)--- F(1)Zy. En outre Zy = x et
(Za)s = 2i(n.y) — 3(n.5) = (B(n — 1) BO)y); — (C{n — 1) C(0)y);. On
a donc montré que pour tout y € R x défini par V(i,5) € I x J, 25 = yi — y;,
satisfait :

quand il existe un vecteur

(F(n)--- F(1)a),, = (B(n — 1)~ BO)y); — (C(n = 1)---CO)y); pss.. (3.13)
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Cas (F(n, X0)> stationnaire :
neN

Supposons maintenant que Xj est choisi de telle maniere que la suite (;(n, XO))

ne
soit f-stationnaire. C’est possible d’apres I'hypothese 3.. Alors la suite ((F(n), G(n))),.ex
est aussi -stationnaire, car G(n) est une fonction de A(n) et x/(n, Xo).

On peut donc appliquer le théoréeme 2.3.1, a condition de prouver que ~y ((F (n))) ) < 0.

neN

Mais d’apres la relation 3.13,
ﬁ

(Fon)- --F(1)6>)ij — (B(n)--- BT ) - (Cm)--c)D)

J

donc ((F(n))neN) < (B, 0)—(C,0). D’apres I'hypothese 3, 7,(C, ) = v(C, 0),
et d’apres 'hypothese 2 v(C, ) < v(B,6), donc v ((F(n))),cy) est bien stricte-
ment négatif.

Dire que (My);j = —00, c’est dire que pour tout n € N,

(F(=1)--- F(—n)G(—n — 1))@‘ = —00C.

On pose y' = D(—n — D)X o0 et yf = C(—n — 1)XJ o 671, D’apres
’équation 3.13 composée par =% on a :
(F(=1)-- F(=n)G(—n — 1))@'

= (B(-1)---B(—=n)D(-n—1)Xj 007" ") — (C(=1)--- C(—n)C(—n — 1) X{ o efnfl)j .

Or, comme C satisfait la condition T, C(=1)--- C(—n)C(—n—1)XJ o™ 1 €
R”7, donc (My,);j = —oo ssi pour tout n € N,

(B(=1)-+-B(=n)D(—n — 1)Xj 0 7"7"). = —o0.

Comme cette derniere condition ne dépend que de la place des —oo dans les
différents termes, 'hypothese 3 assure que M, est fini presque surement. Alors
le théoreme 2.3.1 prouve que (Z,)nen couple en temps fini avec un régime sta-
tionnaire, noté (d,)nen-

Cas général : Si (ﬁ(n, X0)> n’est pas f-stationnaire, on note N le temps
neN

d’arrét a partir duquel F(n, Xp) coincide avec la suite stationnaire. Pour tout
n € N, on pose :

a, = Fn—-1)---F()GO)@®---®F(n—1)---F(N)G(N —1)
®&F(n—1)---F(0)Z(0)
b, = F(n—-1)---FIN+1)G(N)®---@F(n—1)G(n—-2)&G(n—1)

et (¢p)nen la suite obtenue comme (a,)nen, quand la condition initiale est telle

que (F(n, X0)> est f-stationnaire.
neN
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Comme v ((F(n))pen) < 0, lim,a, = lim,c, = —oo et d’apres I'équa-
tion (2.12), Z,, = a, @ b,, donc d’apres le lemme 3.4.3, le couplage avec (d,,)nen @
lieu pour toute condition initiale.

Or dire que (Z,)nen et (F(n, X0)> couplent en temps fini simultanément
N

ne
avec un régime stationnaire, c’est dire que (Z(n, Xo)),,cy couple en temps fini avec

un régime stationnaire. O

Démonstration du théoréme 3.4.1. On fait une récurrence sur le nombre K de
composantes de G(A).

Si K =1, il n'y a rien a montrer.

Supposons donc que le résultat est démontré pour K — 1 composantes, et que
G(A) a K composantes. Quitte a permuter I'ordre des coordonnées, on peut sup-
poser que les premieres coordonnées correspondent a une composante initiale de
G(A), éventuellement triviale, notée I. Soit J = I;\I. Alors A se décompose selon
I'équation (2.22), avec G(B) fortement connexe et G(C') qui a K — 1 composantes
fortement connexes.

Comme on n’a enlevé qu’une composante initiale, les composantes terminales
de G(C) sont celles de G(A) et elles sont encore dominantes en tant que compo-
santes de G(C'). Comme C' vérifie aussi T et i) et comme G(C') a K —1 composantes
fortement connexes, I’hypothese de récurrence appliquée a la matrice aléatoire C'

assure le couplage en temps fini de (z7(n, X,) )
neN

Comme J contient une composante terminale, J N E # (), (x_J(n, X0)> et

neN
<:13_E(n, X0)> couplent en temps fini avec une suite stationnaire ne dépendant
ne
pas de Xy, ce qui implique que <mEUJ (n, X0)> couple en temps fini avec une
neN

suite stationnaire ne dépendant pas de Xj.
Si D est presque stirement (—oo)!*”  alors I est terminale, donc E U J = I,
ce qui conclut la preuve de I’hérédité dans ce cas.

Si B = —oo0, alors D a la propriété T et z(n + 1, X) est 'image de 27 (n, X;)
par une application topicale qui ne dépend que de A(n), ce qui conclut aussi la
preuve de I'hérédité dans ce cas.

On suppose donc désormais que G(B) est fortement connexe et que P (D # (—o0)i*’ ) > 0.
Montrons qu’alors les hypotheses du théoreme 3.4.2 sont vérifiées :

1. La condition 1. résulte du lemme 2.4.13 dans le casi.i.d. et de l'irréductibilité
de G(B) dans le cas SF.

2. Comme D n’est pas presque stirement (—oo)!*/ I n’est pas terminale et il
existe une composante terminale ¢; C J accessible depuis I. Par 'hypothese
2, 7(B,0) <y, et d’apres le théoreme 2.4.4, v(C, 8) > . Donc v(B, §) <
v(C, ).

3. La condition 3. a déja été vérifiée.
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Le théoreme 3.4.2 permet donc de conclure la démonstration de ’hérédité de la
propriété, et avec elle la démonstration du théoreme. O]



Chapitre 4

Généricité de la propriété de
perte de mémoire

4.1 Présentation et résumé

4.1.1 Résultats

Rappelons le résultat de J. Mairesse (théoreme 3.2) : si la suite (A(n)), oy a
la propriété de perte de mémoire (MLP), alors il existe une variable aléatoire Y
a valeurs dans PRZ _ telle que (Z(n, z0)), oy couple avec (Y o 8") .

Par analogie avec le cas des produits usuels de matrices, on peut se poser
les questions suivantes : Quelle est la loi de Y 7 Peut on prouver un TCL? La
condition de perte de mémoire est-elle générique ?

La premiere question n’est pas traitée dans ce travail, la deuxieme fait l'objet
de la partie 5, enfin la troisieme est le sujet de ce chapitre. Son intérét est accru
par le fait qu'on montre au chapitre 5 que si (A(n)), oy @ la MLP et satisfait des
conditions d’intégrabilité suffisantes, alors (x(n, X?)), oy vérifie des théorémes

limites. En outre S. Gaubert et D. Hong ont montré le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1 ([GHO00]). Soit (Ay,---,A:) un t-uplet d’applications topi-
cales. Pour tout vecteur de probabilité p € R', on appelle (Ay(n)) la suite
1.1.d. d’applications aléatoires telle que

Viel,,P(A,(1) = A) =p

neN

et L(p) lexposant de Lyapunov associ¢ a la suite (Ay(n)), cy-

Soit D l’ensemble des p tels que Vi € I, p; > 0. S7il existe un p € D tel que
la suite (Ap(n)), ey @it la MLP, alors pour tout p € D la suite (Ap(n)), oy @ la
MLP.

Dans ce cas, L est une fonction analytique de p sur D.

Comme on s’intéresse a des matrices aléatoires avec la condition T, on regarde
les matrices sans lignes de —oo. On note M, I'ensemble des matrices de RZ*?

max
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sans ligne de —oo et P; I'ensemble des matrices A dites primitives, c¢’est-a-dire
telles qu’il existe un n € N tel que les coefficients de A®™ soient tous finis.

Nous définissons des notions de formes linéaires et d’hyperplans sur ces espaces
qui étendent celles sur R4,

Définition 4.1.2 (Hyperplans). Soit & € N*. A tout vecteur a € R¥, on associe
I’application f, de ]anax dans R, définie par
fa(V) = Z a;V; sipour tout i € I, a; #0 = V; € R,
a; 7#0 (4'1)
fa(A) = —c0 sinon.
On appelle forme linéaire sur R¥ __une telle fonction. On appelle hyperplan (resp.
hyperplan affine) de R¥ __1’ensemble des zéros (resp. une ligne de niveau de niveau

max

fini) d’une forme linéaire non nulle sur R~ .
On appelle hyperplan de M, (resp. P;) 'intersection de M, (resp. Py) et
d’un hyperplan de R%X4.
On appelle hyperplan de P; x M, l'intersection de P; x My d’un hyperplan
de (Rdxd)2
max N
Pour tout 4,7 € Iy, on note A7; 'application qui a A associe A;;. Les formes
linéaires sur M, se décomposent de maniere unique en une combinaison linéaire

finie de A7;.
Nous obtenons les résultats suivants :

Théoreme 4.1.3. Pour tout entier d > 1, l’ensemble des couples de matrices
(A, B) € Pyx Mg tels qu'une suite (A(n)), oy de matrices aléatoires i.i.d. prenant
les valeurs A et B avec probabilité strictement positive n’ait pas la propriété de
perte de mémoire est inclus dans une union finie d’hyperplans de Py x My.

Pour définir le support d’'une mesure, il faut munir M, d’une topologie o-
compacte. On prend celle donnée par la distance

d(A, B) = max{|arctan(A;;) — arctan(B;;)| |7, € 14}

Théoréme 4.1.4. Soit pu une probabilité sur Mg de support S,,. Si P4 S, n'est
inclus dans aucune union finie d’hyperplans affines, alors une suite (A(n)), - de
matrices aléatoires i.i.d. de loi p a la propriété de perte de mémoire.

neN

En fait, on construit des matrices de rang 1 d’une maniere explicite. Les hy-
perplans qui ne doivent pas contenir les matrices A et B ou le support de p seront
donnés par les lemmes 4.3.7 et 4.3.10.

On peut généraliser ces théoremes en affaiblissant I'hypothese d’indépendance.
On obtient les théoremes suivants :
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Théoreme 4.1.5. Pour tout entier d > 1, il existe un ensemble E C Py x My,
inclus dans une union finie d’hyperplans de Py x My, tel que tout couple de
matrices (A, B) € Py x MJ\E ait la propriété suivante : toute suite stationnaire
(A(n)), ey de variables aléatoires a valeurs dans {A, B} vérifiant

Vn e N,V(Ay, -+, A,) € {A,B}", PVie I,,A(1) = A;)] >0
a la propriété de perte de mémoire.

Théoreme 4.1.6. Soit (A(n)), oy une suite stationnaire de matrices aléatoires
a valeurs dans Py, telle que pour tous les boréliens B; de R™?, on ait :

(Vi€ I,,P[A(i) € Bi] > 0) = P[Vi e I,,A(i) € B;] > 0.

Si le support de la loi de A(1) n’est inclus dans aucune union finie d’hyperplans
affines, alors la suite (A(n)),cy @ la propriété de perte de mémoire.

Le théoreme 4.1.5 découle facilement du théoreme 4.1.3. Par contre, il faut
examiner la preuve du théoreme 4.1.4 pour voir qu’elle donne aussi le théo-
reme 4.1.6.

Avant de présenter la preuve de ces résultats, signalons que le chapitre 7- non-
publié- de la these [Mai95] de J. Mairesse donne des exemples de systeémes avec
et sans la MLP. Citons en particulier les deux théoremes suivant, qui prouvent
que certains systemes ont la MLP. Les notions de circuit critique et de vecteur
propre (max, +) , seront définies dans la partie 4.2.

Théoréme 4.1.7 ([Mai95]). Supposons que d est premier et soient A et B deux
matrices de R4 ayant chacune un unique circuit critique de longueur d. Alors

il existe un produit fini de A et B de rang 1 ssi A et B n’ont pas les mémes
vecteurs propres au sens (max, +).

Théoréeme 4.1.8 ([M8195]) Soient (aij)i7j€]d € RdXd et (bij>i,j€Id € RdXd des
réels tels que a;; < by; pour tous i, j € I5. Notons (A(n)), oy une suite de matrices
i.i.d. telle que les coordonnées A;;(0) soient indépendantes de loi donnée par

P (Ai;(0) = aij) = pij > 0 et P(A;5(0) = by;) = (1 —piy) >0

La suite (A(n)), ey o la MLP.

4.1.2 Principe de la preuve

Notation On notera (4);c;, un n-uplet de matrices plutot que (A;);ecs, afin de
réserver les indices pour noter les coefficients des matrices.

Le théoreme 4.1.3, se ramene a un probleme déterministe : a quelles conditions
sur (A4, B) € (My)?, le semi-groupe engendré par A et B dans R4 contient-il
une matrice de rang 17
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La théorie asymptotique des matrices a coefficients dans R,,., montre que cer-
taines matrices, dites de type scs1-cycl, ont des puissances de rang 1. (cf lemme 4.3.1)
Les éléments nécessaires de cette théorie sont rappelés dans la partie 4.2.

On est donc ramené au lemme suivant dont la preuve est repoussée a la par-
tie 4.3.3. La notion de graphe critique est définie infra (définition 4.2.1).

Lemme 4.1.9. Pour tout couple (A, B) € Py x My pris en dehors d’un certain
ensemble fini d’hyperplans, il existe deux entiers m € N et n € N tels que la
matrice A" BA®" ait tous ses coefficients finis et que son graphe critique soit
réduit a une boucle. En particulier cette matrice est de type scs1-cycl.

A priori, le théoreme 4.1.4 ne répond pas a une question déterministe, car la
propriété MLP dépend de la loi 1 et non de son seul support (cf. remarque 3.2.2).
En fait, il découle aussi du lemme 4.1.9, compte tenu du lemme suivant :

Lemme 4.1.10. Soit A € R¥™? une matrice & coefficients finis dont le graphe
critique est réduit a une boucle. Alors il existe un voisinage V' de A et un entier
n tel que :

V(%)ieln eV rg(A--™) =1.

Dans la partie 4.2, on rappelle donc la théorie spectrale et asymptotique des
matrices a coefficients dans R,.,. Puis, dans la partie 4.3, on prouve les théo-
remes 4.1.3 et 4.1.4. Cette preuve est décomposées en trois sous-parties. La pre-
miere montre que le lemme 4.1.9 entraine bien les théoremes. On y trouve la
démonstration du lemme 4.1.10. La deuxiéme introduit la notion de matrices
réduites, qui sert a conclure la démonstration du lemme 4.1.9 dans la derniere
sous-partie.

4.2 Puissances des matrices dans (R, max, +)

Nous résumons ici la théorie spectrale et asymptotique des matrices a coeffi-
cients dans R,.«. Les éléments de théorie des graphes nécessaires ont été rappelés
dans la définition 2.4.1.

Définition 4.2.1 (Graphe associé & une matrice). Pour une matrice carrée
A de taille d a coefficients dans R,,.,, on donne les définitions suivantes.

i) Le graphe d’incidences de A est le graphe orienté pondéré dont les noeuds
sont les éléments de I, et les arcs les (i, j) tels que A;; > —oo avec le poids A;;.
Il est noté G(A) , 'ensemble de ses chemins élémentaires £(A) et 'ensemble
de ses circuits élémentaires C(A).

ii) Le poids d'un chemin ch sur G(A) est noté w(A, ch). Il vaut :

|ch]

’U}(A, Ch) = Z Aijij+1 .
j=1
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w(\A{C) :

Le poids moyen d’un circuit sur G(A) est noté mw(A, ¢) et vaut
iii) Le rayon spectral de A est pmax(A) = max.cc mw(A,c).

iv) Le graphe critique de A est la restriction de G(A) aux noeuds et aux arcs
appartenant aux circuits de poids moyen ppax(A). Il est noté G°(A).

v) La cyclicité de A est celle de G°(A), et on la note ¢(A).

vi) Le type d'une matrice est scsN-cycC, ou N et le nombre de composantes
fortement connexes de G¢(A) et C la cyclicité de A.

La remarque suivante est a la base de toutes les démonstrations a venir.

Remarque 4.2.1 (Interprétation des puissances en termes de graphe). Si (11,19, in41)
est un chemin sur le graphe G(A), son poids est > 7| A donc A7 est le poids
du chemin de longueur n de ¢ vers j le plus lourd.

1505419

Pour énoncer les théoremes spectraux, on a aussi besoin de :

Théoréme-Définition 4.2.2 (Etoile de Kleene). Pour tout A € R4 yéri-
fiant pmax(A) <0, on pose :

At = Parr= G A

n>1 1<n<d
ko= DA @ oA
n>0 0<n<d-1

Les égalités a prouver découlent des remarques suivantes, qui font suite a la
remarque 4.2.1.

Remarques 4.2.2.

1. La condition pmax(A) < 0 signifie que tous les circuits sur G¢(A) sont de
poids négatif.

2. Pour tout (i,7) € I3, Aj; est le poids du chemin le plus lourd de 7 vers j.

3. Ce poids est atteint par un chemin de longueur au plus d, car tout chemin
plus long contient un circuit de poids négatif.

4. Sii#j, Ay = A et pour tout j € Iy, A%; = max(Aj;

J3’

0).

max’

que A € Ry, est valeur propre de A, s'il existe un vecteur V € RY_\{(—o0)?}
tel que :

Définition 4.2.3 (Vecteurs propres). Pour toute matrice A € R¥? on dit

AV =A@ V.

Un tel V' est appelé vecteur propre associé a la valeur propre .



96

CHAP. 4 PERTE DE MEMOIRE

Quand ppax(A) # 0, on s’y ramene en utilisant que

Pmax ((A’L] - pmax(A))i,jEId> = 0.

Il suffit donc de connaitre la théorie spectrale des matrices a rayon spectral nul.
C’est ce que donne la proposition suivante.

Proposition 4.2.4 (Vecteurs propres).

1.
2.

Si ¢ est un circuit de G¢(A), alors son poids moyen est pmax(A).

Si G(A) est fortement connexe, alors pmax(A) est la seule valeur propre de
la matrice A.

Si pmax(A) = 0, alors le vecteur colonne A est vecteur propre de A associé
a0 ssiieGi(A), .

Si pmax(A) = 0, alors tout vecteur y € R
a 0 si et seulement s’il vérifie

y= P voAl (4.2)
1€G°(A)

d

max

est vecteur propre de A associé

Si pmax(A) = 0, et si i et j sont dans la méme composante fortement
conneze de G¢(A), alors les vecteurs colonnes A et A‘J;- sont proportionnels
au sens (max, +).

St pmax(A) = 0, alors aucun vecteur colonne A% avec i € G°(A) ne peut
s’écrire comme combinaison (maz,+)-linéaire des A; avec j dans des com-
posantes fortement connexes de G°(A) différentes de celle de i.

Démonstration.

1.

Soit ¢ = (i1, -+, ip+1) un circuit de G¢(A) (donc ip,4+1 = 71). Par définition de
G°(A), tout arc (i;,7j41) se complete par un chemin ch; de longueur |ch;|
pour donner un circuit (i;,ch;) de poids moyen pmax(A) et de longueur
|chj| + 1 (cf. dessin 4.1). On a donc I'équation :

Aijij+1 + w(Chj) = pmaX(A)(|Chj| + 1) (43)

Appelons ¢ le chemin obtenu en concaténant ch,, ch,_1,---,ch;. En som-
mant I’équation (4.3) sur j, on obtient :

w(e) + w(d) = pmax(A)(|e] + |¢']). (4.4)

Mais ¢ et ¢ sont des circuits de G(A) donc w(c) < pmax(A)|c| et w(d) <
Pmax(A)|¢|, donc I'équation (4.4) implique que mw(c) = pmax(A).
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F1a. 4.1 — circuits de G°(A)

2. Soit V un vecteur propre associé a la valeur propre A. Montrons que A =
Pmax(A). La réciproque découle du point iii) appliqué a la matrice de rayon
spectral nul (A;; — pmax(A4)); ;e ;-

Excluons d’abord le cas A = —oo. Dans ce cas, AV = —OOT, ¢’est-a-dire

que pour tout i,j € Iy, A;; +V; = —oo. Or, par définition de V, il existe

un jo tel que Vj, > —oo. Pour ce jy, on a A;;, = —oo pour tout ¢, ce qui
contredit la forte connexité de G¢(A).

Remarquons que, d’apres la remarque 4.2.1, G(A) est fortement connexe

ssi pour tout i,7 € Iy, il existe n tel que A?}” > —o0. Alors pour tout ¢,

Vi = (A®"V); —nX > AZY + Vj, — n), donc toutes les coordonnées de V

sont finies.

Comme AS™ 4+ V; < V; + n\ et comme V est fini, 45" < n\. Comme

Pmax(A) = B, ; LAZ", on en déduit prax(A) < A.

Par ailleurs, on définit par récurrence la suite des i, tels que

A+ Viy = Aijign + Vigyo (4.5)

Comme elle prend ses valeurs dans un ensemble fini, elle prend deux fois la
méme valeur, disons en j; et jo. Appelons ¢ le chemin obtenu en suivant la
suite (i;); entre les indices j; et jo. En sommant sur j I'équation (4.5), on
voit que |c|]A = w(c), donc A < mw(c) < pmax(A).
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3. Comme AT = AA* et comme les matrices AT et A* coincident en dehors de

la diagonale, il suffit de remarquer que j € G°(A) ssi A%; = A;rj = 0. Cela
découle des interprétations en terme de chemins.

. Si V est un vecteur propre de A, ATV =, ., A"V =V, donc V s’écrit

comme combinaison des vecteurs colonnes de AT :

V=@@vioal> P Vel

jEl jEGe(A)

Dans 'autre sens, pour tout ¢, on définit par récurrence la suite ¢; telle que
’il =1tet

Viy = Aijijr + Vi (4.6)
La suite prend deux fois une méme valeur i;, = i;,. Cette valeur est né-
cessairement dans G¢(A) car en sommant ’équation (4.6) sur j entre j; et
J2 — 1, on voit que le chemin (7;);,<;j<j, est un chemin critique. On a donc :

Vim X0 A Vi SVpeAl < P Ve
Jje€lj; 1 jEGe(A)

J

Donc tout vecteur propre de A vérifie I’équation 4.2 . La réciproque découle
du point 3.

. Dire que 7 et j sont dans la méme composante fortement connexe, c’est dire

qu’il existe un circuit de poids maximal passant par ¢ et j, donc un n et
un m tels que AZ" + AS™ = pray(A) = 0. D’apreés le iii), on a, pour tout
kel,:
+ +

Akj - (A-j)k
_ N A+
= (A7"47),
(A®”A+)k;j
(A+A®n>kj
> A+ AT

Par symétrie, A, > A+A5™. Mais par définition de m et n, A7 = —A5™,

donc cette derniere équation devient A, < AL +AF". Do A% = AZ"® AT,

. Soit i un noeud de G¢(A) et J un ensemble de noeuds de G°(A) n’intersectant

pas la composante fortement connexe de ¢ tels que

AT =Pa; 0 AS.
jeJ
Pour tout j € G°(A), Af; = 0, donc il existe un k € J tel que 0 = A} =
ag + A:Z, et AE > ay, + A}, = ax. En sommant les deux derniéres inégalités,
on a A}, + A/, > 0. Mais d’apres la remarque 4.2.2, cela signifie qu'’il existe
un chemin critique passant par i et k, donc que ¢ et k sont dans la méme
composante fortement connexe de G¢(A).
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]

Proposition 4.2.5 (Puissances [CDQV83|, [CDQV85]). Si G(A) est for-
tement connexe, Si pmax(A) =0 et si ¢(A) =1, alors il existe un rang a partir
duquel A®™ est égale a la matrice QQ définie par

leGe(A)

Remarques 4.2.3.

1. Pour tout (4,7) € I3, Qi est le poids du plus lourd chemin de G(A) allant
de i a j en passant par un noeud de G°(A).

2. Sic(A) # 1, on pourra appliquer la proposition & A®4). Si G(A®“) n’est
pas fortement connexe, il se décompose en composantes fortement connexes
non reliées par des chemins. Cela signifie que, quitte a renuméroter les
indices, A%(4) est diagonale par blocs. On applique alors la proposition a
chaque bloc.

Démonstration. Toute composante fortement connexe C' de G°(A) est ['union finie
(non disjointe) de ses circuits élémentaires ¢y, - - - ¢,,. Comme tout circuit sur cette
composante fortement connexe se décompose en circuits élémentaires, I’ensemble
des longueurs de ces circuits a le méme pged que ’ensemble des longueurs de tous
les circuits, c’est-a-dire ¢(A), qui vaut 1.

La forte connexité assure qu’il existe un chemin ¢y passant par tous les points,
donc en particulier par tous les circuits. Or il existe un m tel que pour tout n > m,
il existe ky,---k, € N tels que n = Y7, ki|¢;]. Donc en ajoutant a ¢y k; fois le
circuit ¢;, on obtient un circuit de C' de longueur n, pour tout n > m + |co.

Soit maintenant n > m + |co| + 2d et i,j € I;. Par définition de @, il existe
un noeud k de G¢(A), un chemin chy de i vers k et un chemin chy de k vers j, de
longueurs |chy| et |chy| inféricures & d, tels que Q;; = w(chy) + w(chs). Mais on
trouvé un circuit de G¢(A) de longueur n — Iy — [y passant par k, donc (chq, ¢, chs)
est un chemin de longueur n de i vers j passant par G°(A). Comme d’apres la
proposition 4.2.4 i), w(c) = pmax(A) = 0, on a w(chq, ¢, chy) = w(chy, chy) = Qi;
et donc A?}" > Qi

En particulier, on a montré que A € Py. Pour montrer I'inégalité inverse, il
suffit de montrer que pour n assez grand tout chemin de i vers j, de longueur n
et de poids Af?” passe par G°(A). Mais ceci découle du lemme ci-dessous. O

Lemme 4.2.6. Sv A € P, est une matrice primitive, alors il existe un N € N
tel que tout chemin ch = (i1, ,ins1) sur G(A) de longueur n > N et de poids
w(ch, A) = (A®*");,i.,, passe par G¢(A).
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Démonstration du lemme 4.2.6. Sans perte de généralité, on peut supposer que
p(A) = 0. Par définition de Py, il existe un rang N; tel que les coefficients de
A®M goient tous finis. Notons M le minimum des coefficients de A®™M .

Soit ¢ un circuit critique de G¢(A), de longueur |c|. Par définition de G¢(A), il
existe un indice k € I; tel que A?,lc‘ = |¢|pmax(A) = 0. Donc pour tout n € N, et

tout ¢,7 € Iy, on a:
AZCENIEID > ASN L AZ 4 AP > oM.

Notons —e le poids moyen du plus lourd circuit de G(A) ne passant pas par
G(A). Soit ch = (i1, - ,4,) un chemin sur G(A) ne passant pas par G°(A). Il se
décompose en un chemin de longueur au plus d et des circuits élémentaires, de
poids moyen au plus —e. En notant M5 le plus grand coefficient de A, on a :

w(ch, A) < d|Ms| — e(n — d).

il suffit donc de prendre N suffisamment grand pour que d(|Ms| 4 €) — Ne soit
strictement inférieure a 2Mj. O

Remarque 4.2.4. Si on refait le méme raisonnement que dans la preuve de la
proposition 4.2.5, mais avec des chemins de G(A) au lieu de chemins sur une
composante fortement connexe de G°(A), on voit que A € Py ssi G(A) est forte-
ment connexe et de cyclicité 1.

4.3 Démonstrations

4.3.1 Démonstration des théorémes 4.1.3 et 4.1.4

Pour démontrer le théoreme 4.1.3, on combine le lemme 4.1.9 avec le lemme
suivant :

Lemme 4.3.1. 5i A € My est une matrice a coefficients finis de type scs1-cycl,
alors A admet un puissance de rang 1.

Démonstration. D’apres la proposition 4.2.5, pour n grand, les vecteurs colonnes
®n
de (A%’.n _ npmaX(A))i,jeId = ((Aij - pmaX(A))i,jeld> sont tous des vecteurs

propres de la matrice (Ayj — pmax(A)); jc;,- De plus cette matrice est scsl-cycl
et de rayon spectral nul, donc, d’apres la proposition 4.2.4, tous ses vecteurs
propres sont proportionnels au sens (max, +). Tous les vecteurs colonnes de A"
sont proportionnels au sens (max, +), donc la matrice est de rang 1 et tous ses

coeflicients sont finis.
]

Montrons maintenant que le théoreme 4.1.4 découle des lemmes 4.1.9 et 4.1.10..
Ensuite nous démontrerons le lemme 4.1.10.
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Démonstration du théoréme 4.1.4.

Chaque hyperplan o donné par le lemme 4.1.9 est le noyau d’une forme linéaire f*
sur Py x M. Cette forme linéaire se décompose en f* = f*+ f& ou f* ne dépend
que de la premiere matrice et f5' de la seconde. Le support de p n’est pas inclus
dans 'union des ker f* donc il existe une matrice A dans le support de pu telle
que Vo, f(A) # 0. Pour tout a, 'ensemble {B € My|f&(B) + f{*(A) = 0} est
soit I’ensemble vide, soit un hyperplan affine de M. Il existe donc une matrice B
dans le support de p tel que B ne soit pas dans U,{B € R™>4|f&(B)+ f(A) = 0}.
Finalement (A4, B) ¢ |J, ker f°.

Le lemme 4.1.9 assure donc 'existence de deux matrices A et B dans le support
de p et de deux entiers m et n tels que le graphe critique de A®™BA®™ soit réduit
a une boucle. Le lemme 4.1.10 donne un voisinage V' de A®™BA®™ et un entier
N tel que toute matrice de V&V soit de rang 1. Prenons V; x V5 un voisinage de
(A, B) tel que VE™VRV®" C V. Alors les éléments de (V="15V*") “N sont de
rang 1. Comme A et B sont dans le support de p, u(Vy) > 0 et pu(Vs) > 0, donc

p N ({(Ai)iel(n+m+1)N|7’g(A1 o Alpgmi)N) = 1}) > M(‘/l)(”+m)NM(‘/2)N > 0.
O

La fin de cette partie est consacrée a la démonstration du lemme 4.1.10. Le
principe de la démonstration est de reprendre simultanément les éléments des
preuves des résultats utilisés pour prouver le lemme 4.3.1.

Pour comprendre les itérés de A, on interprétait ses coefficients comme le
poids des chemins sur G(A), comme expliqué a la remarque 4.2.1. On veut faire
la méme chose pour des produits de plusieurs matrices. On va donc autoriser le
poids des arcs (c’est-a-dire les matrices) a varier.

Dorénavant, G désignera le graphe orienté non pondéré associé a G(A). Pour
toute suite finie de matrices (4);c;7, on définit les notations suivantes :

Définition 4.3.2.
- Le poids d’un chemin ch = (4;)jer,,, sur G (relativement & (4);er,) est

w(ch) == Z%ijij+l'

jeln

- Un chemin est dit maximisant si son poids est maximum parmi ceux des chemins
de méme longueur, méme début et méme fin.

Ces définitions sont telles que (;);ez,,, est maximisant si et seulement s’il est

de poids (A ---™)

n+1

11in41”
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Démonstration du lemme 4.1.10. Le graphe critique de A est réduit a une boucle.
Cela signifie qu'il existe un [ € I tel que : Ve € C(A\{(l,1)}, Ay > mw(A,c).
Donc il existe un € > 0 tel que

Ve e C(AN{(,1)}, Au — mw(A, c) > 3e. (4.7)

On définit V' comme la boule ouverte de centre A et de rayon e pour la norme
uniforme et on note M le maximum de la norme infinie sur V.

Remarquons que toute matrice B € V a le méme graphe critique que A,
A savoir une boucle sur [. Soit B la matrice de rayon spectral nul définie par
Bij = B;; — By. Alors HB — 14~1||oO < 2¢ et la relation 4.7 dit que pour tout
ce CLAN{(,D}, mw(A,c) < —3e.

Dorénavant, (4);c;, sera dans V" et le poids des chemins sera considéré rela-
tivement & (A4);cs, .

Soit ¢ un circuit élémentaire différent de (I,1) et de longueur |c|. Son poids
vérifie :

w(c) < w(A,e) +2|cle < |e|(mw(A, c) + 2€) < —|cle.

Soit ch = (%;)jer,,, un chemin de longueur n ne passant pas par [. Quitte
a permuter les A, il se décompose en un chemin de longueur au plus d et des
circuits élémentaires, donc on a :

w(ch) < —(n —d)e + dM.
Or pour tout 7,5 € I,

(%%) > w((i,l,---,1,§)) > —2M,
ij
donc il existe un N tel que tous les chemins maximisants de longueur n > N
passent par [.

Soit ch = (i;)jer,,, un chemin maximisant de longueur n > 2N + 1. Comme
(i;)jern,, st encore maximisant, il existe un jo < N tel que ij, = [. Comme

(4;)n—N<j<n+1 €st maximisant relativement a la suite de matrices (4),—n<j<n+1,
il existe n — N < j; <n+1 tel que i;, = l. Le chemin (7;);,<;<;, est un circuit,
donc il se décompose en circuits élémentaires. Comme les circuits élémentaires
sont de poids strictement négatif, sauf (1), la maximalité du chemin assure que
pour tout j entre jg et ji, 7; = [. En particulier c¢’est vrai pour N+1 <5 <n—N,
d’ou

w(ch) = w ((ij)jery+1) +w ((4)n-N<jcnt) -

Cela signifie que :

2y

Vn > 2N+ LVige Ly (A-om) = (ReoM) 4 (V)
1 J

d’ou rg (%zl : 754) =1 donc aussi rg (A4---) = 1.
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4.3.2 Matrices réduites

Pour prouver le lemme 4.1.9, on introduit les notions suivantes de matrices
réduites :

Définition 4.3.3. Une matrice A € R%*? est dite réduite si elle vérifie :

max

ViEId,EUEId,Aij:O .
Elle est dite strictement réduite si elle vérifie :
ViEId,H!jEId,Ai]‘ZO '

Lemme 4.3.4.

i) Les matrices réduites forment un semi-groupe. Les matrices strictement ré-
duites aussi.

ii) Toute matrice réduite A est de rayon spectral nul et G°(A) est constitué
des composantes fortement connezes du sous-graphe de G(A) obtenu en ne
gardant que les arcs de poids 0.

Démonstration. La preuve du 7) est immédiate. Si A est réduite, ses coefficients
sont négatifs, donc son rayon spectral aussi. Mais par définition des matrices
réduites, on peut construire par récurrence une suite (i;);eny € I3 telle que pour
tout j € N, A;;,,, = 0. Cette suite prend nécessairement deux fois la méme
valeur, mettons en j; et jo. Donc ¢ = (i;),<j<;, €st un circuit de G(A) dont tous
les arcs sont de poids 0. En particulier, w(A, c¢) = 0 donc ppax(A) est plus grand
que 0.

On a donc montré que ppax(A) = 0, mais comme les coefficients de A sont
négatifs, la derniere affirmation est évidente. O]

Définition 4.3.5. A toute matrice A € M, telle que G(A) soit connexe on
associe les éléments suivants :

1. Une matrice A définie par Vi, j € I, flij = Ajj — pmax(A).

2. Un circuit ¢y sur G(A) défini comme le plus petit circuit élémentaire de
G°(A) pour l'ordre lexicographique.

3. Un entier k(A) € I; défini comme le plus petit indice dans ¢y

4. Une matrice A définie par :

Vi,j € Iy, Ay = Ay — A;Z(A) + Ajk(A)‘ (4.10)
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On définit les ensembles de formes linéaires a ne pas annuler :

Définition 4.3.6. On appelle G le graphe orienté complet dont les noeuds sont
les éléments de I,

1. On appelle & l'ensemble des formes linéaires mw(., c1) — mw(., cz), ou ¢y
et ¢ sont deux circuits élémentaires de G distincts en tant que graphes
orientés.

2. On appelle & 'ensemble des formes linéaires
w(.,chy) — |chy|mw(., ¢) — w(., chy) + |chalmuw(., c),

ou ch; et chs sont deux chemins élémentaires de G allant tous deux du
méme noeud ¢ vers le méme noeud k # i et ou ¢ est un circuit élémentaire
de G passant par k.

Lemme 4.3.7.

1. Pour toute matrice A € Mg telle que G(A) soit fortement conneve, A est
réduite. En particulier, tous les coefficients de G¢(A) sont nuls.

2. Si de plus, A n'annule aucune des formes linéaires de £ U &y, alors A est
strictement réduite.

3. Ni & ni & ne contient la forme linéaire nulle.

Démonstration du lemme 4.5.7.

1. Comme G(A) est fortement connexe, G(A) lest aussi. De plus G°(A) et
G°(A) coincident en tant que graphes non pondérés, donc k(A) € G¢(A).

Enfin pma(A) = 0. D’aprés la proposition 4.2.4, le vecteur A_J,;( 4 est donc

vecteur propre de A associé a la valeur propre 0, ce qui se traduit sur les

coefficients par les systemes équivalents suivants :
Vi € Iy, A

1 k(A) = n’laX‘7 (A” + A Gk(A) )
dj € I, Aik(}) = AU + Ayk(A
. Viels, Ay > 0
Vi € Ly, { Jj € I, Ay =0

¢’ est-a-dire que A est réduite.

2. Supposons que A n’annule aucune des formes de & U &,.
Soit i € I;. Appelons chy = (i1, -+, %chy|+1) un chemin de i vers k(A) sur
G(A) de poids A;( a €t de longueur minimale pour cette propriété.
On va montrer que j = 75 est la seule solution possible de I’équation flij =0
qui se réécrit :

(4.11)
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Soit j € I une solution de cette équation. On appelle ch = (ji, - -, Jich|+1)
un chemin de j vers k(A) sur G(A) de poids fl;( 4 €t de longueur minimale
pour cette propriété.

Comme pmax(fl) = 0, les circuits sont de poids négatif, donc la minimalité
de la longueur implique que ch; et ch sont élémentaires.

Si i = k(A), alors w(A, (i, ch)) = AZ(A),C(A) = 0, donc (4, ch) est un circuit de
G°(A), donc aussi de G°(A). 1l se décompose donc en circuits élémentaires
de G°(A). Soit chs le premier. Alors mw(A, chy) = mw(A, ch1) = pmax(A)

et comme A n’annule pas les formes de &, chy = choy, donc is = j.

Si i # k(A), alors w(A, (i, ch)) = Alk(A)
Supposons que (7, ch) n'est pas élémentaire. Il existe I € Ijop11 tel que j; = i.
Mais alors, on a :

w(A, (i, 51, 5) = w(A, (i,ch)) —w(A, G, Jlens1))
A;(A) — U)(A, (i,jl+17 et 7j|ch\ajk(A))) Z O’

donc mw(A, (i,71,--+,71)) = pmax(A) = 0. Donc (i, j1,---,5) se décom-
pose en circuits élémentaires de G°(A). Soit ¢; I'un de ces circuits. Comme
mw(A,c1) = pmax(A) = mw(A,ca), c1 = ca. En particulier, k(A) €
{j1,-+,51}. Comme j; = i # k(A), k(A) € {j1, - ji—1}, ce qui contre-
dit I’élémentarité de ch.

Donc (i, ch) est élémentaire. On le note chy et on a w(A, chy) = w(A, chy),
soit

w(A7 Chl) - |Ch1|pmax(A) = QU(A, ChQ) - |Ch2|pmax(A)>

ou encore
w(A, chy) — |chi|mw(ca) = w(A, chs) — |chalmw(ca).

Comme A n’annule pas les formes de &, chy = chsy, donc 15 = J.

3. Il est clair que les formes linéaires de £ ne sont pas nulles.
Soient donc chy = (i1, , tjehy|41), Cha = (1, -+, Jjehal+1) €t ¢ = (L1, -+ Ui, 1)
des chemins élémentaires tels que 4, = ji = 4, ljeh|+1 = Jjchol+1 = [1 et
’il # ll-
Supposons que f = w(.,chy) — |chy|mw(.,c) — w(., chs) + |cho|mw(.,c) =0
et montrons que chy, = chs.
Comme les chemins ch; et chy sont élémentaires et non cycliques, ils ne
contiennent qu'une fois I'indice /; : en derniere position. Donc il n’y a d’arc
partant de 1 ni sur ch; ni sur chy et la composante en A7, de w(.,ch;) et
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w(., chs) est nulle. Celle de f est donc W

donc |che| = |chy| et f = w(.,chy) —w(.,chsy).

Par I'irréductibilité de chy, (i1,12) est le seul arc de ch; partant de i. Donc la

composante de w(.,chy) en Aj; est A7) et pour tout j # iy, la composante
de w(., chy) en Aj; est nulle.

Apy,- Or celle-ci est nulle,

De méme, la composante de w(.,chy) en Ag),

la composante de w(., chy) en Aj; est nulle.

est A7, et pour tout j # j,

Comme w(., chy) = w(., chi), on en déduit que iy = jo et w(., (32, - -, ijohy|41)) =
w('a (j27 T aj\0h1|+1))
Par récurrence finie sur |chq|, on conclut que chy = chs.

4.3.3 Démonstration du lemme 4.1.9

Soient A € Py et B € M, deux matrices. D’apres le lemme 4.3.7, on associe
a A une matrice réduite A définie par I’équation 4.10 réduite. On définit B par :

Attention, B dépend de A.

On va appliquer & A et B le lemme ci-dessous. Il suffira ensuite de montrer
que, si (A, B) n’annule pas certaines formes linéaires, alors A et B vérifient les
hypotheses de ce lemme.
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Lemme 4.3.8. Soit A € P, une matrice réduite telle que G°(A) soit fortement
connexe. Soit N donné par le lemme /.2.6.

Soit B € R4 une matrice telle que

Vll, lg, mi, Mo € Id, (A®NB> (A®NB) ) = M1 = Mao. (413)

lim1 = lom

Alors il eziste s € N tel que pour tout p € s + c(A)N, G° (A®NBA®P) soit un
graphe orienté complet. En particulier, A®N BA®P est de type scslcycl.
St A est strictement réduite, alors G° (A®NBA®p) ne comporte qu’une boucle.

Démonstration du lemme 4.2.6. Examinons les coefficients maximaux de A®Y BA%P.
Un tel coefficient (A®NBA®p)ij est le poids d'un chemin (i,),ery, ., de i vers j
(figure 4.2). Notons | pour iy et m pour iyo.

Comme A est réduite, on peut construire par récurrence une suite d’indices
i, pour 7 entre N +2 et N 4 p+ 2 telle que %N+2 = m et pour tout r, A;T;Ml =0.
En remplacant les i, tels que r > N + 3 par 7,, on remplace des arcs de poids
négatif par des arcs de poids nul, donc on construit un chemin de poids supérieur a
(A®N BA®p)ij. Comme ce poids ne peut pas étre strictement supérieur, et comme
A est réduite, on a déja A; ;. = 0. On en déduit que notre coefficient maximum
s’écrit A%N + By, et que sa valeur ne dépend pas de p.

3 A®N ;‘B;‘ A®p .
0 o0 0 B, g or 0
G| T e Y
0 0_2 @
@ T O

Les arcs dans les boites sont dans G°(A).

F1G. 4.2 — Chemins de poids maximaux pour A®N BA%P

Par ailleurs, on a pris N de maniere a ce que (i,)ery,, passe par G°(A).
Appelons ¢ le premier noeud du chemin a étre sur G°(A). On peut modifier le
chemin afin que les indices précédant ¢ soient tous dans G°(A) : il suffit de suivre
un circuit critique auquel appartient ¢ a contre sens a partir de ¢g. Appelons 7’ le
premier indice de ce nouveau chemin (figure 4.2). Par construction, ¢/ € G°(A)
et (A®N B) .. est plus grand que (A®N B) ., donc c’est un coefficient maximal

4 %

de A®NB.

D’apres le 4i) du lemme 4.3.4 et la forte connexité de G°(A), il existe s; € N tel
que A% = 0. Or ¢(A) est la cyclicité de I'unique composante fortement connexe
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de G°(A), donc il existe un s, € N, tel que pour tout p € so + ¢(A)N, on ait
ASP = 0. Donc, en posant s = 51 + s, on a ASE, = () pour tout p € s + c(A)N.
On suppose désormais que p € s+ ¢(A)N.

La matrice M := A®Y BA®P a un coefficient maximum sur la diagonale. Ce
coefficient My est donc le rayon spectral et le poids de tout arc de G°(M). En
outre, M;; = My si et seulement sil existe m € Iy, tel que (A*N B);y, = My
et Affg = 0. D’apres I’hypothese sur B, on en déduit que m est nécessairement le
meéme pour tous les i.

Si i et j sont dans G¢(M), alors il existe un arc de G°(M) partant de i et
un partant de j, donc (AN B);, = (A®NB)jy = M. Mais il existe aussi un
arc de G°(M) finissant en ¢ en un finissant en j, donc A%? = Afi’; = 0. Donc
M;; = M;; = M. Donc (i, j) et (j,7) sont des arcs de G°(M). Le graphe G°(M)
est donc le graphe orienté complet dont les noeuds sont les ¢ € [, tels que
(A®NB)im = il et A;e;f; =0.

Si A est strictement réduite, alors A®P 'est aussi, donc il existe un unique 4
tel que Ag’; = 0. Donc G¢(M) ne comprend qu’un noeud, et donc une boucle. [J

Pour conclure la démonstration du lemme 4.1.9, il suffit de montrer que pour
un couple de matrices (A, B) qui n’annule pas certaines formes linéaires sur Py x
My, les matrices A et B définies par les équations (4.10) et (4.12) vérifient les
hypotheses du lemme 4.3.8. En effet pour tout circuit ¢, on a

muw <C, /_1®NBA®;D> = mw (C, A®NBA®p) + (N + p)pmax<A>7

donc A®NBA®P et A®N BA®P ont le méme graphe critique, avec des poids diffé-
rents sur les arcs et, pour p suffisamment grand, A% € R?? donc A®NBA®P ¢
Rdxd'

On donne les définitions suivantes :

Définition 4.3.9. On note G le graphe orienté complet d’ensemble de noeuds I,
et A° (resp. B°) I'application qui, au couple (A, B) € Py x My, associe A (resp.
B).
On appelle & 'ensemble des formes linéaires sur P; x My de la forme
B, — B, + w(A° chyyj,) —w(A°, chiyg) + w(A°, chip, )
—w(A°, chiyj,) Fw(A°, chiyk) — w(A°, chum,i) (4.14)
_(’Chh]d’ - ‘Chilk’ + ’Chmlkl_ ’Chi2j2| + |Chi2k| - ’Chmzkl)mw<onch‘kk>7

ol i1, 12, j1, J2, M1, M et k sont des noeuds de G tels que m; # my et pour tout
i € {i1,19,m1, Mg, k}, chiy est un chemin élémentaire sur G allant de ¢ vers k et
pour tout [ € Iy, ch;j, est un chemin sur G allant de 7; vers j; de longueur au
plus |chy|d.

Le lemme 4.1.9 résulte maintenant du lemme suivant et de la remarque évi-
dente que les formes linéaires de &3 ne sont pas nulles :
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Lemme 4.3.10.

1. Si A € Py n’annule aucune forme linéaire de &, alors G¢(A) est fortement
conneze.

2. Si (A, B) € Pg x Mg n'annule aucune forme linéaire de &, alors le couple
de matrice (A, B) satisfait l’équation (4.13).

Démonstration.

1. Comme G°(A) et G¢(A) sont égaux en tant que graphes non-pondérés, il
suffit de montrer que G°(A) est fortement connexe. Dire que A n’annule
aucune forme linéaire de &7, c¢’est dire que tous les circuits élémentaires de
G(A) ont des poids différents. En particulier, le graphe G°(A) est constitué
d’un unique circuit élémentaire, donc il est fortement connexe.

2. Soit (A, B) € Py x My telle que (A, B) ne satisfasse pas Iéquation (4.13).
Alors il existe i1,19,m1, mo € I tels qu’on ait my # mo et :
(), - ()

i1mq 12m2

A

Pour | € I, on choisit 7; € I tel que (/_1®NE> = (/_1®N) + Bjym, €t

my un
on désigne k(A) par k.

Pour tout i € {iy, iz, my, ma, k}, on choisit un chemin chy, sur G(A) allant
de i vers k tel que w(A, chy) = 121;;, et de longueur minimale pour cette
propriété.

Pour [ € I, on choisit un chemin ch;,; sur G(A) allant de ¢; vers j; tel que
w(fl, chi;) = ASJJY et de longueur minimale pour cette propriété.

Comme pmax(fl) = 0 les circuits sont de poids négatif, donc la minimalité
de la longueur assure que les chemins chy, avec ¢ € {iy, i, m1, Mo, k} sont
élémentaires.

La proposition 4.2.5 appliquée & A®“Y assure que lchi,;,| < 2de(A). Or
c(A) divise |chgg|.

1l suffit alors de reprendre les définitions de A et B, pour voir que (A, B)
annule la forme linéaire de £ donnée par 4.14

]

Remarque 4.3.1. Si on récapitule tous les lemmes, on obtient la formulation plus
explicite des théoremes 4.1.3 et 4.1.4 :

Soit (A, B) € Py x M, un couple de matrices tel que A n’annule aucune
forme linéaire de & U &, et (A, B) n’annule aucune forme linéaire de &. Alors
toute suite (A(n)), .y de matrices aléatoires i.i.d. prenant les valeurs A et B avec
probabilité strictement positive a la propriété de perte de mémoire.

Soit p une probabilité sur M, de support S,. S'il existe A € Py NS, qui
n’annule aucune forme linéaire de & U &, et si S, n’est pas inclus dans une
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union finie d’ensembles de la forme {A € My|A;; = Ay + a}, avec i, j, k, 1 € 1,
(i,7) # (k,1) et a € R, alors une suite (A(n)), .y de matrices aléatoires i.i.d. de
loi ¢ a la propriété de perte de mémoire.



Chapitre 5

Théoremes limites pour les
applications topicales aléatoires
itérées

5.1 Présentation

5.1.1 Contexte

Ce chapitre a pour but de démontrer des théoremes limites pour les suites
récurrentes stochastiques gouvernées par des suites d’applications topicales aléa-
toires ayant la propriété de perte de mémoire (MLP) définie dans la partie 3.2.

Les fonctions topicales sont définies dans la partie 2.1. On reprend les no-
tations de cette partie : A est une application aléatoire au dessus d’un systéme
dynamique, et x(n,xo) est définie par I’équation (2.2). On suppose en outre que
les A(n) sont i.i.d. et que la suite (A(n)), oy & la propriété de perte de mémoire.

D’apres le résultat de [BM98] rappelé dans le théoreme 2.2.8, la suite (z(n, Xo))
satisfait une loi forte des grands nombres, pourvu que Xj et A(l)ﬁ soient inté-
grables. Nous allons montrer que, sous des hypotheses d’intégrabilité adéquates,
et parfois des conditions techniques supplémentaires, elle satisfait aussi un théo-
reme central limite (théoreme 5.2.1), éventuellement avec vitesse (théoreme 5.2.1),
un théoreme local limite (théoreme 5.2.4), un théoreme de renouvellement (théo-
reme 5.2.6) et un principe des grandes déviations partiel (théoreme 5.2.1). De plus,
quand les A(n) sont des matrices aléatoires, on donne des conditions algébriques
de nullité de la variance dans le TCL (théoreme 5.2.9) et de non-arithméticité
dans le TLL (théoreme 5.2.11), qui sont vérifiées génériquement (corollaires 5.2.12
et 5.2.10).

Dans cette partie, nous présentons le principe de la preuve. Dans la partie 5.2,
nous énongons et commentons les résultats. Dans la partie 5.3, nous rappelons

neN
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le formalisme des chaines de Markov abstraites et les théoremes limites pour ces
chaines qui seront la clef des démonstrations de la derniere partie.

5.1.2 Principe de la preuve

La premiere étape de la preuve consiste a décomposer la chaine de Markov
(x(n,.)),ey €n une autre chaine ((A(n),Z(n,.))),cy et une somme de cocycles
au dessus de cette chaine, suivant ainsi la méthode qu’E. Le Page a utilisé pour
des produits de matrices au sens usuel ([LP82]). Pour toute fonction topicale

¢ de R? dans R telle que ¢ <T> = 1, la quantité ¢(Azr) — ¢(x) ne dépend

que de A et de T. Donc ¢(x(n,.)) — ¢(x(n — 1,.)) ne dépend que de A(n) et

Z(n — 1,.) et comme IPRdmaX peut étre vu comme un hyperplan de R?, on peut

étudier (¢(x(n,.)),=(n,.)) au lieu de x(n,.). (cf. lemme 5.4.6)

D’apres le théoreme 3.2.2, la suite (Z(n,.)), oy converge en loi. Par ailleurs,
d’apres le théoreme 2.2.8, ((n, Xo)), oy tend vers I'infini (si v # 0) dans la direc-
tion de 1, donc ¢(z(n, .)) ~ yn. Nous étudions les oscillations de ¢(z(n,.)) —yn.
On pensera en particulier aux cas ou ¢ est défini par ¢(z) = x;, ¢(x) = max; x;,
ou ¢(x) = min; z;.

La seconde étape de la preuve consiste a montrer que les opérateurs associés
a la chaine de Markov (A(n),Z(n —1,.)),cy ont un trou spectral et appliquer
les résultats décrits dans la partie 5.3 qui donnent des théoreémes limites pour
(¢(x(n,.)) —n),cn- Le trou spectral découle de la convergence de (Z(n,.))
comme chez E. Le Page [LP82).

Nous utilisons deux séries de résultats, qui sont rappelées dans la partie 5.3 . La
premiere série est tirée du livre de H. Hennion et L. Hervé [HHO1] qui reprend dans
un cadre général la théorie classique de la méthode de trou spectral développée
depuis Nagaev [Nagh7]. Pour pouvoir appliquer ces résultats, nous mettons des
conditions d’intégrabilité sur sup, |¢p(A(1)x) — ¢(z)|, ce qui permet d’obtenir un
opérateur de Doeblin sur ’espace des fonctions bornées.

La seconde série est tirée de l'article [HHO04] qui est un raffinement de la
méthode dans le cadre plus restreint d’applications lipschitziennes itérées. Pour
pouvoir appliquer ces résultats, nous mettons des conditions d’intégrabilité sur
A(l)ﬁ, ce qui permet d’obtenir un opérateur de Doeblin-Fortet sur des espaces
a poids. Dans la partie 5.2.3, nous comparons les deux séries de résultats.

neN?

5.2 Enoncés des théoremes limites

5.2.1 Cas topical

Nous énongons maintenant les résultats que nous prouverons dans la par-
tie 5.4.
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Soit (A(n)),cn une suite d’applications topicales aléatoires i.i.d. ayant la pro-
priété MLP. La suite (2(n, .)), oy est définie par 'équation (2.2) et y est I'exposant
de Lyapunov du théoreme-définition 2.2.7.

Le théoreme limite local et le théoreme de renouvellement nécessitent des
conditions de non-arithméticité. Il y a trois types de non-arithméticité, selon que
le théoreme est démontré en utilisant un théoreme de [HHO1] ou de [HHO04]. Nous
les nommerons respectivement (faible) non-arithméticité et non-arithméticité al-
gébrique. Quand d = 1 elles se réduisent toutes trois a la condition usuelle de
(faible) non-arithméticité pour les sommes de variables réelles i.i.d.. La non-
arithméticité algébrique sera définie avant I’énoncé du TLL, mais les autres types
de non-arithméticité ne seront définis qu’a la partie 5.3 quand nous aurons in-
troduit les opérateurs associés aux chaines de Markov. Contrairement a la non-
arithméticité algébrique, elles dépendent du couple ((A(n))neN , (25), qui sera ap-
pelé "le systeme”.

D’apres la proposition 3.3.9, Topy muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact possede une base dénombrable d’ouverts, donc le
support des mesures y est bien défini. On appelle Sy le support de la loi de A(1)
et Ts le semi-groupe engendré dans par S dans Top,.

Théoréme 5.2.1 (TCL). Soit (A(n)), oy une suite d’applications topicales aléa-
toires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit Xy une variable aléatoire a valeurs
dans R%. Soit ¢ une application topicale de R? dans R telle que ¢ <T> =1. On
suppose vérifiée ['une des hypothéses suivantes :

i) sup, |¢(A(1)x) — ¢(x)| a un moment d’ordre 2,

i) A(l)ﬁ a un moment d’ordre 4 + €.

H
Alors il existe 0® > 0 tel que (%) converge en loi vers N (0, 02)T.
neN

Dans le premier cas, ou si A(l)ﬁ> a un moment d’ordre 6 4+ €, on a :
~o?=lim2 [ (¢ (z(n, Xo)) — ny)? dP, pour toute X, ayant un moment d’ordre 2.
— 0 =0 si et seulement si pour tout M € Ty de rang 1, on a :

VA € Su, VM’ € T, rg(M' =1) = MAM' = MM' +~7. (5.1)

Remarques 5.2.1. 1. On remarque que la variance o ne dépend pas du choix
de ¢. Cela n’est pas surprenant si 'on remarque que pour deux fonctions
topicales ¢1 et ¢, ¢1 (z(n, Xo)) — ¢2 (z(n, Xo)) ne dépend que de Z(n, Xj),
qui converge en loi.

2. D’apres le lemme 5.4.5 & venir, I’équation (5.1) est vérifiée pour tout M € Ty
de rang 1 si et seulement si elle est vérifiée pour un M de rang 1, non
nécessairement dans T'y.

3. Le cas ¢ = 0 semble rare. On montre que, dans le cas d’applications
(max, +), la situation o > 0 est générique (cf. corollaire 5.2.10).
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Théoréme 5.2.2 (TCL avec vitesse). Soit (A(n)),, oy une suite d’applications
topicales aléatoires i.1.d. ayant la propriété MLP et soit Xy une variable aléatoire
d valeurs dans R indépendante de (A(n)),.y. Soit ¢ une application topicale

de R? dans R telle que ¢ (T) = 1. On suppose vérifiée l'une des hypothéses
sutvantes :

i) sup, |p(A(1)x) — ¢(z)| a un moment d’ordre | > 3,
i) A(1)0 a un moment d’ordre | > 6.

Si le 0 du théoréme 5.2.1 est strictement positif, alors il existe une constante
C > 0 telle que pour toute condition initiale Xy ayant un moment d’ordre I, on
ait :

sup |Plp(x(n, Xo)) — ny = 6(X7) < ouy/n] = N(0,1)(] — 00, ul)]

. (1+E [(; 1%oll..)']) o)

sup |Pa(n, Xo) —n7 T < ouy/n] = N(0, 1)(] — 00, min ui])‘

ucRd

) c <1 +E [(1 + HXoHoo)l] +E {(1 + HA(lmHoo)lD |

l
n 20+D)

Définition 5.2.3. On dit que la suite (A(n)),,o est algébriquement arithmétique
s’il existe a,b € R tels que pour tout M, M’ € Ty de rang 1,et tout A € Sy, on
ait :

(MAM' — MM")(RY) C (a+bZ)T. (5.3)

Sinon la suite est dite algébriquement non-arithmétique.

Remarque 5.2.2. Pour tout M, M’ € Top, de rang 1 et tout A € Topy, la fonction
MAM' — MM’ est constante a valeurs dans R 1.

Théoréme 5.2.4 (TLL). Soit (A(n)), oy une suite d’applications topicales aléa-
toires 1.1.d. ayant la propriété MLP et soit Xy une variable aléatoire a valeurs
dans R* indépendante de (A(n)), . Soit ¢ une application topicale de R* dans

R telle que ¢ (T) = 1. On suppose vérifiée l'une des hypothéses suivantes :

i) sup, |p(A(1)x) — ¢(z)| a un moment d’ordre 2 et le systéme est non-arithmétique.

i) A(1)0 a un moment d’ordre 4+ ¢, o > 0, Xy € L™ et la suite (A(n))
est algébriqguement non-arithmétique.

neN
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Alors il existe une mesure o-finie o sur R?, telle que, pour toute fonction h
continue a support compact, on ait :

oV2mnEy, [h (x(n,Xo) —ny T — uT)} —Ex, [e%(fzo))} a(h)’ = 0.

lim sup
n ueR

De plus, l'image de o par la fonction x — (T, ¢(x)) est le produit de la probabilité
invariante sur PR par la mesure de Lebesgue.

Remarque 5.2.3. D’apres la seconde partie du théoreme 5.2.1, la condition o > 0
découle de la non-arithméticité algébrique si A(l)ﬁ) a un moment d’ordre stric-
tement supérieur a 6.

Remarque 5.2.4. Comme le TLL pour les sommes de v.a.r. i.i.d., ce théoreme
montre que la probabilité que x(n, Xj) tombe dans une boite décroit comme \/Lﬁ
multiplié par la longueur de la boite. Pour remplacer la fonction continue h par
la fonction indicatrice d’une boite, il faudrait en savoir plus sur la probabilité in-
variante sur IP’RmaX En particulier, cette probabilité peut charger des hyperplans,

donc ces hyperplans ne doivent pas pouvoir intersecter la frontiere de la boite.

La non-arithméticité algébrique est optimale au sens suivant :

Proposition 5.2.5. Si la conclusion du théoreme 5.2.4 est satisfaite, alors la
suite (A(n)),cn st algébriquement non-arithmétique.

Théoréme 5.2.6 (Théoréme de renouvellement). Soit (A(n)), . une suite
d’applications topicales aléatoires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit X une
variable aléatoire d valeurs dans R indépendante de (A(n)), . Soit ¢ une ap-

plication topicale de R? dans R telle que ¢ (T) =1 et que sup, |¢(A(1)x) — ¢(x)|
ait un moment d’ordre 2. On note « la méme mesure que dans le théoréme 5.2.4 .

Siy # 0 et si le systeme est faiblement non-arithmétique, alors, pour toute fonc-
tion h continue a support compact et toute condition initiale Xy, on a :

lim ZE[ ( nXO)—alﬂzO,

a——sg(y)oo

lim ZE[ ( nXo)—CLl)] @.

a—+sg(y vy
Remarque 5.2.5._I)Ja suite (x(n, Xo)), ey diverge presque sirement dans la direc-
tion du vecteur 1. Comme le théoreme de renouvellement pour les sommes de
v.a.r. ii.d., ce théoreme dit que le nombre moyen de x(n, Xy) qui tombent dans
une boite qui part a 'infini dans la direction du vecteur T est asymptotiquement
proportionnel a la longueur de la boite. Comme dans le TLL, il faudrait en savoir
plus sur la probabilité invariante pour remplacer la fonction h par l'indicatrice
d’une boite.
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Théoréme 5.2.7 (Grandes déviations). Soit (A(n)), .y une suite d’applica-
tions topicales aléatoires i.i.d. ayant la propriété MLP et soit Xy, une variable

aléatoire a valeurs dans R? indépendante de (A(n)), . Soit ¢ une application

topicale de R? dans R telle que ¢ (T) =1 et que sup, |¢p(A(1)x) — ¢(x)| a un

moment exponentiel. Sio? > 0 dans le théoréme 5.2.1, alors il existe une fonction
¢, positive, strictement convexe , définie sur un voisinage de 0 et ne s’annulant
qu’en 0, telle que, pour toute condition initiale bornée Xy et tout € > 0 suffisam-
ment petit, on ait :

lign % InP ¢ (z(n, Xo)) — ny > nel = —c(e),

lim ! InP[¢ (z(n, Xo)) — ny < —ne] = —c(—e).

n n

5.2.2 Cas max-plus

Quand les A(n) sont des matrices aléatoires, il est naturel de prendre ¢(z) =
max; z;. Dans ce cas, on a 'inégalité min; max; A;; < ¢(Az) — ¢(x) < max;; A;j,
donc on peut tester les conditions d’intégrabilité sur les deux quantités ne dépen-
dant que de A. Le théoreme 5.2.1 devient alors :

Théoréme 5.2.8 (TCL). Soit (A(n)),cy une suite de matrices aléatoires a
coefficients dans Ryax i.1.d. ayant les propriétés T et MLP. Soit Xy une variable
aléatoire a valeurs dans R?. Si max;; A(1);; et min; max; A(1);; ont un moment
d’ordre 2, alors il existe 0® > 0 tel que pour toute condition initiale X,
—
(i) M converge faiblement vers ./\f(O,UQ)T> pour tout Xy ayant un
moment d’ordre 2,

(ii) o* :hm%/ (max(A(n)---A(l))ij —m)ZdP.

2y

Les théoremes 5.2.2 a 5.2.7 peuvent se spécialiser de la méme maniere. Pour
les énoncés suivants, on reprend les notations de la partie 4.2.
Dans le cas (max, +), on a aussi une condition de non dégénérescence dans le

TCL.

Théoreme 5.2.9. Sous les hypotheses du théoréme 5.2.8, avec v = 0, la variance
o2 dans ce théoréme est 0 si et seulement si pmax(Ta) = {0}.

Le théoreme 4.1.4 donne une condition qui assure la propriété MLP. Cette
condition assure aussi 'existence de deux matrices de rayon spectral (max,+)
distincts dans S4. On en déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 5.2.10. Supposons que A(1) est une matrice aléatoire satisfaisant la
condition T et telle que A(l)ﬁ> admet un moment d’ordre 2. Si S4 NPy n’est pas
inclus dans une union finie d’hyperplans affines de R, alors (z(n,.)), oy vérifie
les conclusions du théoréeme 5.2.8 avec o > 0.

On donne aussi une condition suffisante de non-arithméticité algébrique :

Théoréme 5.2.11. Soit (A(n)), oy une suite de matrices aléatoires satisfaisant
la condition T. Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 5.2.4 ii), sauf
peut étre la non-arithméticité algébrique. Si le systeme est algébriquement arith-
métique, alors il existe a,b € R tels que

{pmax(A)|A € Sa,G(A) fortement connexe} C a + bZ.

Compte tenu du corollaire 5.2.10, cela montre que les hypotheses du théo-
reme 5.2.4 sont génériques au sens suivant :

Corollaire 5.2.12. Supposons que A(1) une matrice aléatoire satisfaisant la
condition T et telle que A(l)ﬁ> admet un moment d’ordre 4 + €. Si Sa N Py
n’est pas inclus dans une union dénombrable d’hyperplans affines de R™?, alors
(#(n,.)),en vérifie les conclusions du théoréme 5.2.4.

5.2.3 Commentaires

Le tableau suivant récapitule les théoremes limites obtenus. Dans chaque si-
tuation on suppose que (A(n)), oy a la propriété MLP.

Théoremes : Moments finis de Conditions
A(l)ﬁ max;; A(1);; et min; max; A(1);; | supplémentaires
TCL 4+¢€ 2
TCL avec vitesse | 6+ ¢ 3
TLL 4+¢€ 2 NA
Renouvellement — 2 NA
’ PGD - exp Xo € L™

NA= non-arithméticité

TAB. 5.1 — Théoremes limites

Les résultats de la seconde colonne sont énoncés pour des matrices car la
quantité sup, |¢(A(1)x) — ¢(x)| n’est pas bornée pour toutes les applications to-
picales. Si A(1) est a valeurs dans une autre sous-classe de Topy, il faut trouver
un ¢ tel que sup, |¢(A(1)x) — ¢(x)| soit intégrable. Par exemple, si A(1) est a
valeurs dans I'espace des applications (min, +), on prendra ¢(z) = min; z;.
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D’autre part on devrait pouvoir prouver un théoreme de renouvellement et un
principe de grandes déviations par la méthode de [HHO04], d’ou on déduirait des
théoremes analogues pour des applications topicales, mais cela n’a pas été vérifié.

Les résultats de la premiere colonne sont obtenus sous des hypotheses d’inté-
grabilité plus fortes; mais ils sont aussi meilleurs pour deux raisons. D’abord, ils
sont vrais pour des applications topicales générales et non pour une sous-classe
adaptée au choix de ¢. Ensuite, la non-arithméticité algébrique ne dépend pas de
¢. Elle est énoncé sans introduire les opérateurs markoviens () bien que le systeme
soit algébriquement arithmétique si et seulement il existe un ¢t # 0 tel que Q; a
une valeur propre de module 1. De plus pour les suites de matrices aléatoire, la
non-arithméticité algébrique peut étre prouvée a ’aide du théoreme 5.2.11.

Un cas important des matrices aléatoires est celui ou A;;(n) € RT U {—o0}
et A;(n) > 0 car il modélise des situations ou x;(n,.) est la date du énieme
événement de type i et les A;;(n) sont des délais. Dans ce cas, l'intégrabilité de
max;; A(1);; et min; max; A(1);; est équivalente a l'intégrabilité de A0

On a mentionné dans l'introduction que J. Resing et al. [RAVH'90] ont obtenu
un TCL. En un sens, leur résultat est meilleur, puisque la propriété MLP implique
que T(n,.) est uniformément ®-récurrente et apériodique. Mais nos conditions
d’intégrabilité sont plus faibles, et la propriété MLP est plus facile a tester.

Le PGD de [Too02] ne nécessite qu’une borne uniforme de I'image de pro-
jective de A(1), ce que I'on peut voir comme une condition d’intégrabilité tres
forte. Cela suggere que la propriété MLP n’est pas nécessaire. Mais sa formulation
du PGD n’est pas équivalent & la notre, et dans le cas (max, +), il demande la
condition de structure fixe.

5.3 Chaines de Markov et opérateurs quasi-compacts

5.3.1 Trou spectral

On rappelle le formalisme des chaines de Markov et des opérateurs associés,
en suivant la présentation de H. Hennion et L. Hervé [HHO1]. Ensuite on énonce
les résultats que nous allons appliquer a notre modele dans la partie 5.4 .

Le contexte est donné par :

— un espace mesurable (E, &),

— une probabilité de transition @ sur (E, &),
une chaine de Markov sur (E, &) associée a @), de terme général X,,,

— une fonction mesurable réelle £ sur (E,E).
On étudie la fonction caractéristique ¢g, de

Su = &(X)
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en faisant agir les noyaux de Fourier, notés Q; ou Q(t), sur un espace de Banach
approprié de fonctions mesurables de £ dans C. Ces noyaux sont définis pour
tout t € C par :

Qi(x,dy) = "V Q(x, dy) (5.4)

et ils agissent sur les fonctions selon 1’équation :
Q) = [ F)eQLz, ).

On en déduit immédiatement ¢g, (t) = [, Q71dA(z), ot A est la loi de Xj.

Comme @ est une probabilité de transition, ) = )y admet 1 pour valeur
propre. Pour controler les perturbations @)y de () et en particulier Q;L/ o le concept
clef est la quasi-compacité. On dit que ) a un trou spectral si elle vérifie la
définition suivante :

Définition 5.3.1. Un endomorphisme continu () sur un espace de Banach B est
dit quasi-compact, s’il existe une décomposition ()-stable B = F' & H telle que :

1. dimF < oo et toutes les valeurs propres de Q) sont de module (@),

2. 7(Qr) <r(Q).

Dans ce cas, dimF sera noté s(Q, B).

5.3.2 Premier cadre

Dans cette sous-partie, on énonce les résultats de [HHO1], avec quelques hy-
potheses supplémentaires qui simplifient les énoncés.

Définition 5.3.2. Soit (@, ) comme plus haut, et (B, ||.||) un espace de Banach
de fonctions continues de F dans C. On dit que (Q, B, §) vérifie la condition H(m)
si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(H1) (i) 1 € Betsi f € B, alors f € B et, si f est a valeurs réelles, f+ =
max(f,0) € B,

i1) La norme ||.|| sur B est plus grande que la norme infinie,

i11) Pour toutes fonctions f,g € B, on a aussi fg € B.

(

(
(H2) (i) @ a une probabilité invariante v,

(17) @ est quasi-compact sur B, et sup ||Q"]| < oo,

(7i1) L’espace propre de ) associé a la valeur propre 1 est I’ensemble des
fonctions constantes sur FE.

(H3) il existe un voisinage Iy de 0 dans R tel que Q(.) soit une fonction de classe
C™ de Iy dans 'espace Lz des endomorphismes linéaires continus de B et tel que
pour 1 < k < m, la dérivée kieme de cette fonction en 0 soit I’action du noyau

(i€(y))*Q(z, dy) sur B.
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Définition 5.3.3. On dit que le systeme est non-arithmétique si Q(.) est continu
de R dans I'espace Lz des opérateurs linéaires continus sur B et, pour tout ¢ € R*,

r(Q(t)) < 1.

On dit que le systeme est faiblement non-arithmétique si Q(.) est continu de
R dans Lz et, pour tout t € R*, 1 — Q(t) est inversible.

On énonce les théoremes limites de [HHO1] quand s(Q, B) = 1.

Théoréeme 5.3.4 ([HHO1]). On suppose que (Q, B, &) vérifie la condition H(2)
et que s(Q,B) = 1. Si £ est v-intégrable et si v(£) = 0, alors il existe o> > 0 tel
que pour toute condition initiale de loi \, on ait :

(i) lim, %EA[S,%] =02,

(ii) si 0® = 0, alors il existe & € B, tel que & est v-intégrable et £(X;) =

&(Xo) — &(X0) P — ps.,

(iii) pour f € B et g € C.(R),
5] = v,
ot la convergence est uniforme en la condition initiale.
Si s(Q,B) # 1, alors o est encore définie, mais les convergences n’ont lieu
que pour A = v.

Théoréme 5.3.5 ([HHO1]). On suppose que (Q, B,&) vérifie la condition H(3).
Siv(€) =0 eto >0, alors il existe C > 0 tel que pour toute condition initiale \,

C(|IN|+1
sup |]P’,\[Sn < wuov/n] — N(0,1)(] — oo,u])‘ < M
u€R \/ﬁ
Théoreme 5.3.6 ([HHO1]). On suppose que (Q, B, &) vérifie la condition H(2),
que s(Q,B) =1, et que v(§) = 0. Si le systéeme est non-arithmétique et si o > 0,
alors pour toute fonction f € B et g € C.(R), on a :

iy 70X,

2

limsup |ov/2mnEy [f(X,)g(Sn — )] — e~ 2 v(f)L(g)| =0,

" ueR

ou L est la mesure de Lebesque. De plus, la convergence est uniforme en la condi-
tion initiale \.

Théoréme 5.3.7 ([HHO1]). On suppose que (Q, B,&) vérifie la condition H(2),
et que v(§) > 0. Si le systéme est faiblement non-arithmétique, alors pour toutes
fonctions f € B et g € C.(R), on a :

GEEHOO ZEA [f(Xn)g(Sn —a)] =0,

n>1

tin 3By [F(Xa)g(S0 — o) = L)

0o £ G

ot les convergences sont uniformes en la condition initiale .

L(g),



5.3. CHAINES DE MARKOV ET OPERATEURS QUASI-COMPACTS 121

Théoreme 5.3.8 ( [HHO1]). On suppose que (Q, B, &) vérifie la condition H(2),
que V(&) = 0 et que o > 0. Sl existe M > 0 tel que Q(.) soit continu de
{z € C :|R(z)| < M} dans Lg et holomorphe sur {z € C : |z| < M}, alors il
existe une fonction c, positive, strictement convexe , définie sur un voisinage de
0 et ne s’annulant qu’en 0, telle que, pour tout A € B}, et tout € > 0 suffisamment
petit, on ait :

lim %IP’,\[Sn > ne) = —c(e).

5.3.3 Second cadre

Dans 'article [HHO04] H. Hennion et L. Hervé ont obtenu des théoremes limites
pour des suites £(Y,,, Z,—1), ou (Y;,)nen est une suite d’applications lipschitziennes
iid., et Z, est défini par 7,1 = Y,114,. Comme indiqué dans la partie 5.1.2,
notre modele rentre dans ce cadre. De plus, les Y,,, qui sont les applications définies
par les A(n) sur PR?_ . sont 1-lipschitziennes. En reprenant la démonstration
de [HHO4] avec cette condition supplémentaire, on obtient les théoremes de cette
partie.

Les conditions d’intégrabilité sont plus faibles que dans [HH04], car la constante
de Lipschitz est uniformément bornée. La seule modification de la preuve a ef-
fectuer porte sur l'inégalité de Holder dans la 4e partie de la proposition 7.3

de [HHO4] : il faut prendre les exposants 1 et oo.

Dans toute la suite, (M, d) est un espace métrique dont toutes les boules fer-
mées sont compactes et G est le semi-groupe de ses applications 1-lipschitziennes.
On note S la situation suivante :

(i) (Y)nen est une suite de variables aléatoires a valeurs dans G, i.i.d. et de
loi pu. Z est une variable aléatoire a valeurs dans M indépendante de (Y},)en-
La suite (Z,)nen est définie par

ZO =Zet Zn+1 = Yn+1Zn~

(ii) £ : G x M — R est 1-lipschitzienne en la seconde variable, et S, est défini
par

Sp =Y &Yk, Zia).

k=1

(iii) On choisit zp € M, et pour tout n > 1 et tout n € N, on pose M, =
E[6"(Y1z0, x0)] et C,, = Elc(Y,, - - Y1)], ot ¢(.) est la constante de Lipschitz.

S’il existe un N € N tel que Cy < 1, alors il existe un \g €]0, 1], tel que
Joclg) (1+ Xod(gxo, o))" dpN (g) < 1. On choisit un tel Ay et on se donne les
notations suivantes :
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(i) A toute fonction f de M dans C, on associe les quantités suivantes :

_ |f ()]
7l = "y (1+ Xod(x, xp))t+n’

o )~ (0)
mn(f) - x;é}; 5(m,y) (1 + )\05(x’ wo))n (1 + Aoé(y, Io))n.

B, est I'ensemble des fonctions f de M dans C telles que m,(f) < oo. Il
est muni de la norme |||, = |.|,, +m,(.).

(ii) B, est I'ensemble des probabilités sur £ qui définissent une forme linéaire
continue sur B, et pour tout r > 0, on note B . = {A € B, : ||\l <r}, ou
|A|| est la norme de la forme linéaire sur B, définie par .

(iii) On dit que le systéme est n-arithmétique s’il existe un ¢ € R\{0}, un p € C
de module 1, et une fonction w € B, de module constant non nul sur le
support S, de vy telle que pour tout n € N, on ait :

eSmw(Z,) = pw(Zy)P,, — p.s.. (5.5)

Sinon, on dit que le systeme est n-non-arithmétique

Remarque 5.3.1 (non-arithméticité). Dans le premier cadre, la non-arithméticité
porte sur le rayon spectral de @;. Ici, on travaille avec l'opérateur associé P,
qui agit sur M au lieu de (G, M) (cf. [HHO4]). Si P; est quasi-compact, alors
r(P;) = 1 ssi P, a une valeur propre p de module 1. La proposition 9.1’ de [HH04]
montre que si r(P;) = 1, alors P, est quasi-compact en tant qu’opérateur sur 5,
et que tout vecteur propre w associé a p vérifie ’équation (5.5).

Nous pouvons maintenant énoncer les théoremes limites dus a H. Hennion et
L. Hervé.

Théoreme 5.3.9 ([HHO4]). Dans la situation S, s’il existe n > 0 tel que
M1 < oo etng €N tel que Cp,y < 1, alors S,, converge en loi vers une distribu-
tion invariante v, telle que [, 0" (z, zo)dv(z) < oco.

Théoréme 5.3.10 ([HHO4]). Dans la situation S, s’il existe n > 2 et ng € N
tels que C,, < 1 et My, < 00, alors, pour f € Uycp_ 1B, et g€ C.(R), on a :

(i) lim, E, [f(Zn)g(j—%)} = v(f)N(0,0%)(g), ot la convergence est uniforme
en A€ B, .
(it) Sin >3, alors pour A € B}, lim, 1E,[S2] = 2.

(iii) Sin >3 et 0® =0, alors il exviste & € B, 1, tel que & soit v-intégrable et
E(X1) =&(Xo) —&(Xy) P, — ps..
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Théoréeme 5.3.11 ([HHO4]). Dans la situation S, s’il existe n > 3 et ng € N
tels que Cny < 1 et My, < 00, si de plus v(§) =0 et o > 0, alors il existe C >0
tel que pour A € By,

C|IX
sup [BA[S, < wo/] — N0, 1)(] = oo, u])| < SIXa.
u€eR \/ﬁ
Théoreme 5.3.12 ([HHO4]). Dans la situation S, s’il existe n > 2 et ng € N
tels que Cpy < 1 et My, <00, siv(€) =0eto >0, et s'il existel <n' <n—1
tel que le systéme soit 1'-non-arithmétique, alors pour f € B, et g € C.(R), on

a !

w2

lim sup |0v/2mnBy [f(Z,)g(Sn — u)] — e 2a?v(f)L(g)| = 0,

" ueR

ot L est la mesure de Lebesgue et la convergence est uniforme en A € B] .

5.4 Démonstration des théoréemes limite

5.4.1 Des applications topicales itérées aux chaines de
Markov

Dans cette partie, on montre que les hypotheses des théoremes de la partie 5.2
impliquent les hypotheses des théoremes de la partie 5.3. Pour appliquer les
résultats de [HHO1],

— l'espace E sera Topy x PR? _ muni de la tribu de Borel,

— la probabilité de transition () sera définie par

Q((A,J_]),D) :P((A(l)vﬂ) € D)7

— le terme général X,, de la chaine de Markov sera (A(n),z(n —1,.)),
— la fonction £ sera définie par {(A,z) = ¢p(Az) — ¢(z), on ¢ est une fonction

topicale de R? dans R telle que ¢ (T) =1.
— 0(A) = sup, [{(4,2)| = sup, [¢(Az) — ¢(z)| < o0 p.s..

On définit maintenant 1’espace B.

d

max

Définition 5.4.1. Soit £> 'espace fonctions continues bornées de PR dans
C. On le munit de la norme infinie.
Soit j la fonction de Topg x PR?  dans PR telle que j(A,Z) = Az et soit

max max

I la fonction de CPRmax dans C(ToPe*PRiuax) définie par

I(¢)=doyj.
On appelle B> I'image de £ par I.
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Comme (L%, ||.||cc) est un espace de Banach, et I une une isométrie pour la
norme infinie, (B, ||.||s) est aussi un espace de Banach.

Rappelons que les noyaux de fourrier et en particulier () agissent sur B, selon
la formule 5.4. De méme, la probabilité invariante v agit sur B> selon ’équation

= [ f(x)v(dx)

Pour pouvoir utiliser les résultats de la partie 5.3.2, il reste a prouver la
proposition suivante :

Proposition 5.4.2. Sio (A(1)) a un moment d’ordre m et si A(n) a la propriété
MLP, alors (Q, &, B*®) satisfait la condition H(m). De plus l'intervalle Iy de la
condition (H3) est R tout entier et s(Q,B>) = 1.

Pour montrer (H2), on utilisera le théoreme 3.2.2, qui dit que si la suite
(A(n)),,ey de variables aléatoires a valeurs dans T'op, a la propriété MLP, alors il
existe une variable aléatoire Y a valeurs dans PR? _telle que Y, := A(n)--- A(1)Y
est stationnaire et

Jirgo]P’(Elmo, Y, # z(n,x0)) = 0.

Dans la suite, vy désignera la loi de Y.

Démonstration de la proposition 5.4.2. La condition (H1) est triviale, étant donné
le choix de B*°.

Pour vérifier la condition (H2), on définit la probabilité v =y ® VO Elle est
Q-invariant par définition de vy, ce qui prouve (). Pour prouver (ii) et (¢ii), on
étudie les itérés de Q). Pour tout ¢ € L, et z € R% on a :

Q"(¢05)(A,7) —v(goj)| = [Q"(¢)(Ar) —1o(0)]

:‘/¢ (n, Az)dP — /¢ d]P”

< ||¢||002P (E'.T(),Yn 7£ (anO)) )
Si on note N pour ¢ — (1)), on obtient :
|Q" — N|| < 2P (3z, Y, # z(n,z)) — 0. (5.6)

Cela montre que r(Qxern) < 1 et que sup, [|Q"]| < oo, donc (ii) est vérifié et
s(Q, B>*) = 1. L’équation (5.6) montre aussi que les fonctions propres de () asso-
ciées a la valeur propre 1 sont inclues dans ImN, ce qui implique (7iz).

Pour montrer (H3) on pose ng = ™MW (i (y)*Q(z, dy) et

AP =, — QP — ht*. (5.7)
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Pour montrer la proposition 5.4.2, il reste a majorer ||%A§Lk)|| par une quantité
qui tend vers zéro avec h.
Pour cela, on introduit la fonction suivante :

{f:Re(C

t — et —1—it

Les calculs s’appuieront sur les estimations suivantes : | f(¢)| < 2t, et | f(¢)| < t%.
Maintenant tout découle de I’équation suivante :

A (o0 j)(A7) = / ¢ (BAx) ") (i€(B, Ax))" f (he(B. Ax)) dp(B),
dont on déduit :
[a@on|_ <6l [ B I B DI auB. 63
De |f(t)] < t2, on déduit
OB (Bl < ho'*2(B) .
De |f(¢)] < 2t, on déduit

ﬁ“’“(B) If (h&(B, )l < 20"1(B).

Quand k < m, "1 est intégrable donc le théoréme de convergence dominée et
les deux dernieres inégalités prouvent que l'on a :

/U(B)k 1f (hE(B, )lo di(B) = o(h). (5.9)

Dong, pour tout k& < m, d’apres I’équation (5.8), H%AEPH tend vers zéro. Cela
signifie que Qikﬂ) est la dérivée de Q) en t.
Pour montrer que Q(m) est continue, on remarque que

(@ = Q™) (voi)(A,7) = / ¢ (BAz) ") (ig(B, Ar)" g (hé(B, Ax)) du(B).
(5.10)
ol g(t) = e — 1. On applique la méme méthode que précédemment, en rempla-
cant les estimées sur f (h&(B,.)) par ||g (h&(B,.)) |leo < ho(B) pour montrer la
convergence, et par ||g (h§(B,.)) |l < 2 pour montrer la domination.
La propriété (H3) est donc vérifiée avec Iy = R. ]
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Pour montrer les théoremes 5.2.1 et 5.2.4, on veut aussi utiliser les thég—>
remes de la partie 5.3.3. Pour cela, on pose M = PR% Y, = A(n), 0 = 0

et a nouveau £ (A,7) = ¢(Ax) — ¢(x). Dans ce cas Z, = T(n,Xy) et S,
¢ (x(n, Xo)) — #(Xo) et on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.4.3.

1. Si A1)0 a un moment dordre n € R, alors M, < oo. Si la suite
(A(n)), ey @ la propriété MLP, alors il existe ng € N tel que C,, < 1. Si Xo
a un moment d’ordre 141 € [1,+ocl, alors la forme linéaire f — E[f (Xo)]
appartient a B et sa norme est magjorée par E (14 |Xo|)'*7).

2. Si la suite (A(n)),cy est algébriquement non-arithmétique, alors elle est
ausst n-non-arithmétique pour tout n > 0.

La premiere partie de la proposition est évidente. La seconde partie repose
sur les deux lemmes suivants, qui seront démontrés apres la proposition :

Lemme 5.4.4. Le support de la mesure invariante vy est

Sy = {MT’M €Ty, M de rang ]}.

Lemme 5.4.5. Si l'inclusion (5.3) est vérifiée pour une application M de rang 1,
tout A € Sy et tout M' € Ty de rang 1, alors elle est vérifiée pour tout M € Ty
de rang 1.

Démonstration de la proposition 5.4.3. Supposons le systeme n-arithmétique. 11
existe w € B, et t,a € R tels que pour u-presque tout A et vy-presque tout , on
ait : ' L ‘

9 A2)=9(@))y, (Az) = e™w (7). (5.11)
Comme cette équation ne fait intervenir que des fonctions continues, elle est

vérifiée pour tout = € S, et tout A € T4. Comme S, est T4 invariant, on itere
I'équation (5.11) et on obtient

AT 0y (T) = oy (3) (5.12)

oul € Ty et ny est le nombre d’éléments de S qu’il faut composer pour obtenir
I’application T'. Grace a la la propriété MLP, il existe un M € T4 de rang 1. On
écrit 1’'équation (5.12) pour T'= M A puis pour T'= M et on divise la premiere
équation par la seconde. Comme n(yra) = ny + 1 et MAx = Mz , on en déduit :

6it(d)(MAav)f(b(Mz)) — eita .

En posant b = 277’, cela signifie que (p(MAz) — ¢(Mz)) € a+ bZ. Comme M

est derang 1, (MAz—Mz) € RT, donc comme ¢ est topicale, (¢(M Az) = ¢(Mz))+
(M Az — Mz);. Finalement (M Az — Mz) € (a + bZ) T, et Parithméticité algé-
brique découle du lemme 5.4.4 . O
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Démonstration du lemme 5.4.4. D’apres le théoreme 3.2.2, il existe une variable
aléatoire Y de loi vy, indépendante de (A(n)),cy et telle que la suite (2(n,Y)), oy
soit stationnaire. Soit K un sous-ensemble compact de R? tel que P(Y € K) > 0.

Pour tout M € T4 et tout € > 0, 'ensemble V' de fonctions topicales A telles
que d(Ax, Mz) < € pour tout € K est un voisinage de M. Donc la probabilité
que A(nyy) -+ - A(1) soit dans V' est strictement positive et par I'indépendance de
Y,ona:

P(Y e K,A(ny)---A(1) e V) > 0.

Si M est de rang 1, alors M T=M Y, donc cela implique qu’avec probabilité
strictement positive, on a :

5 (y MT) = 5 (A(nar) - AQ)Y, TIY) < e,

nALY

donc M1 € Se-
Cela montre que {MT‘ M € Ty, M de rang 1} C Sy-

D’autre part 1 est obtenu comme la loi de Z = lim, A(1)---A(n) 1. En

fait, la propriété MLP et 'ergodicité assurent qu’il existe presque sturement un
_>

entier N tel que A(1)---A(N + 1) soit de rang 1. Donc A(1)---A(n)1 =
A1) A(N+1)T pour tout n > N+ 1et Z = A(1)--- AN +1)T. Mais
A(1)--- A(N+1) € T4 presque strement, donc Z € {MT) M € Ty, M de rang 1}

presque surement et S, C {MT‘ M € Ty, M de rang 1}. O

Démonstration du lemme 5.4.5. On suppose que 'équation (5.3) est vérifiée pour
M = M, tout A € S, et tout M’ € T de rang 1.

Soient Aq,---, A, € Sy, tels que My = A;--- A, soit de rang 1. Pour tout
i<mn, A A, M est derang 1, donc (M A; - A,M'— M Ay y -+ - A, M) (R?) C
(a+02)T.

On combine ces inclusions pour ¢ variant de 1 & n, et on obtient (M;MyM' —
My M")(R%) C (na+bZ)T donc en remplacant M’ par AM’ et retranchant 'équa-
tion initiale, on trouve :

(M MpAM' — MyAM') — (My MM — My M')) (RY) € bZ T (5.13)
On écrit MyM' comme
MM’ = MM’ + (M MoM' — MyM') — (M, MM’ — MyM').
le dernier bloc ne dépend pas de M’, donc en remplacant M’ par AM' et
retranchant 1’équation initiale, on trouve :
MoyAM' —MyM' = MyAM'— M, M/ +((My Mo AM' — MyAM'Y — (My Mo M — My M)

Compte tenu de 'équation (5.13), cela prouve que 1’équation (5.3) est vérifiée
pour M = M. O
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5.4.2 Des chaines de Markov aux applications topicales
itérées
Commencons par remarquer que quand X, est de loi 1y, la suite (A(n), T(n, Xo))
est stationnaire de loi v, donc par le théoreme de Birkhoff, on a

neN

. / £(A, T)dvo(T)dp(A) = v(€).

Les propositions 5.4.2 et 5.4.3 montrent que sous les hypotheses des théoremes
de la partie 5.2, les hypotheses des théoremes de la partie 5.3 sont vérifiées. On
en déduit donc des résultats sur le comportement de la suite

((p(z(n, Xo) — &(Xo) — nv(§),Z(n, XO)))neN'

Le lemme suivant sera utile pour revenir a la suite (z(n, Xo)),cy-

Lemme 5.4.6. Si ¢ est une fonction topicale de R? dans R, la fonction v : x +—
(¢p(2),T) est un homéomorphisme bilipschitzien de R? sur R x PRY

En outre, si ¢ (T) =1, alors ¢ (W) =0etona :

Hx . qb(x)TH < |Tlp.

Démonstration. Soit (¢,7) un élément de R x PRE_ . Alors o(y) = (t,7) si et
seulement s’il existe un a € R tel que y = x +al et ¢(x) + a = t. Donc
Péquation a exactement une solution y = z + (£ — ¢(x)) T et ¢ est inversible.

Les fonctions topicales sont lipschitziennes, et la projection est linéaire, donc
aussi lipschitzienne. Par conséquent, 1 est lipschitzienne.

Pour tout z,y € R, on a z < y + max;(z; — y;) 1, donc ¢(z) — d(y)
max;(z; —y;). Par conséquent, pour tout 1 < i < d, ona ¢(z)—o(y) — (z; — ;)
max;(z; — y;) — min;(z; — y;) = 0(Z,7). En échangeant z et y, on en déduit :

[¢(x) = o(y) — (zi —ui)| < 0(Z,7). (5.14)

Par conséquent |z; — y;| < |¢(z) — ¢(y)| + 6(T, ) et la fonction ¢~ est lipschit-
zienne.
L’égalité est obtenue en remarquant que

o(T)=o(T-T)=o(T) 10

et I'inégalité en prenant y = 0 dans (5.14). O

<
<

Démonstration du théoréme 5.2.1. Sans perte de généralité, on peut supposer
v = 0.
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Sous I'hypothese i), le théoreme 5.3.4 et la proposition 5.4.2 montrent que

—

060 0
(d’(x(”’ \p_d’( )) converge en loi vers (0, 0%), c’est-a-dire que (% 1 )
neN neN

n

converge en loi vers N'(0,02) 1. Sous hypothese i), le théoréme 5.3.10 et la
proposition 5.4.3 montrent la méme chose.

On estime donc la différence entre la suite convergente et celle dont on veut
montrer qu’elle converge. D’apres I'inégalité du lemme 5.4.6, on a :

s N I
A, = NG — NG 1 ST.

[e.9]

Le membre de droite est le terme général d'un suite faiblement convergente
divisé par y/n. Donc (A,), oy tend vers zéro en probabilité, ce qui conclut la

preuve de la convergence en loi dans le théoreme 5.2.1 si Xy = 0.
Quand X, # 0, le résultat reste vrai puisque ||z(n, Xo) — z(n, 0)]|se < [Xol.

Quand X, = ﬁ, I'expression de 0? comme limite découle directement des

théoremes 5.3.4 et 5.3.10. Montrons que la formule reste vrai pour tout X
. 7 . . Id H

de carré intégrable. Pour cela, on va majorer la différence entre ¢?(x(n, 0)) et

&*(x(n, Xo)) :

[62(x(n, X)) = ¢*(w(n, )| < |o(x(n, X)) = dla(n, 0))| |#(a(n, Xo)) + o(x(n, T)
< 1| (26 (2(n, D))+ 1%ol)

<o (E (1X%[2) +2 (B (1X0) " (E (o (. wz))m)
< E (%) + 2% (E (1X0f?)) (%E (¢*((n. W))))W.

Or la suite (%]E (gbZ(x(n, W)))) converge, donc la derniere quantité tend
neN

vers 0 et le résultat est démontré.

La fin de la preuve est consacrée a la caractérisation du cas ¢ = 0. Si 0 =
0, alors par le théoreme 5.3.4 ou par le théoreme 5.3.10, il existe une fonction
continue f sur PRZ  telle que

¢(Az) — o(x) = f(T) — f(Az) (5.15)
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pour p-presque tout A et vg-presque tout T. Comme 'équation (5.15) ne fait
intervenir que des fonctions continues, elle est vérifiée par toute matrice A € Sy
et tout élément T € S,,,. Par une récurrence immédiate, elle est aussi vérifiée par
tout A € Ty. Pour tout M € T4 de rang 1 et tout = € S, MAz = Mz, donc
o(MAx) = o(Mz).
Comme M Ax—Mz € R 1, celasignifie que M Ax = Mx. D’apres le lemme 5.4.5

appliqué avec a = b = 0, cela signifie que M AM' = MM’ pour tous les M, M’ €
T4 de rang 1 et tous les A € S4.

Réciproquement, supposons que pour tout M, M’ € T, de rang 1 et tout
A€ Sy, on ait :
MAM' = MM’ (5.16)

Par une récurrence immédiate, I’équation (5.16) est aussi vérifiée par tout A € Ty.

Par conséquent, pour tout m € Ny, n > m+ 1 et M’ € T, de rang 1, si
A(n) -+ A(n—m+1) est derang 1 , alors z(n, M'T) = A(n)--- A(n—m+1)M'T
et pour tout n € N on a :

(oo )] <)

[e.e]

> P (A(n) vA(n—m+1) est derang 1, [|[A(n) - - A(n —m + 1)M'T || < N>

> P (A(m)- -+ A(1) est de rang 1, | A(m) - AL)M'T o < N). (5.17)
On choisit une application M’ € T4 de rang 1. La propriété MLP dit qu’il
existe un entier m tel que P(A(m)--- A(1) est de rang 1) > 0. Par conséquent, il
existe un entier N € N tel que le membre de droite de I'inégalité (5.17) soit un
nombre strictement positif que nous appelons .
L’équation (5.17) implique que pour tout € > 0, si n > max(m, N2e~2), alors
IP>(||\/Lﬁx(n, M'T)||oe < €) > 8, donc N(0,0%)[—e¢, ¢] > 3. En faisant tendre € vers

zéro, on obtient que N'(0,02)({0}) > 8 > 0, ce qui n’est vrai que pour o = 0. [J

Démonstration du théoréeme 5.2.2. Sans perte de généralité, on peut supposer

v = 0. La relation (5.2) découle du théoreme 5.3.5 et de la proposition 5.4.2 sous

I'hypothese 7) et du théoréeme 5.3.11 et de la proposition 5.4.3 sous I’hypothese
D’apres l'inégalité du lemme 5.4.6, |¢(z) — min; z;| < |Z|p et on a :

x(n,Xo) ¢ (x(n,Xo)) — ¢(Xo) TH < |o(Xo)|
[e.e]

N vn vn

On en déduit que pour tout u € R? et tout € > 0, on a :

’f(nv X0)|7’

\/ﬁ
(5.18)

A, = +

Plz(n, Xo) < ouy/n
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< P [min z;(n, Xo) < omin uz\/ﬁ}

IA

P [qb(x(n,Xo)) — ¢(Xp) < (amiinui + 26)\/5} +P {|¢Ej%o)| > e} +P [

. 2%.. (¢ E <|¢(X0)|l> E (|7(n, Xo)|5)
< N(0,1)(] —oo,milnui+;])+%+ (ev/n) + (e/n)
¢ 2 E(10X0) E(zm xo)b)

N N ) I VD]

< N(,1)( - oo,miinui]) +

De l'autre coté,

Plz(n, Xo) < ouy/n]

> P [¢($(”a Xo)) = ¢(Xo) < omin ul\/ﬁ}
|¢(Xo)]

Jn =
x,_C _E (1) _ E (0, X0t
o Vn (ev/n)! (ey/n)!

¢ a B(00) gt

> N(le)(]—oo,miinui])—ﬁ_;_ (ev/n)! - (ey/n)!

> P [qﬁ(x(n,Xo)) < (amiinui — 26)\/ﬁ:| —-P {

> N(0,1)(] — oo, minu; —

(5.20)

En prenant € = n” 700 dans les équations (5.19) et (5.20) on conclura la
preuve du théoréme 5.2.2 si on peut montrer que E (|Z(n, Xo)|%) est borné uni-
formément en n et linéairement en E(]| Xo||,,). C’est ce que nous faisons dans la
fin de la preuve.

Comme les applications topicales sont 1-lipschitziennes sur PR
supposer que Xg = 0.

Pour ny € N, on prend a > (P[A(ng)--- A(1) n’est pas de rang 1 )"/, Si
n > metsi A(n)--- A(m) n’est pas de rang 1, alors pour tout entier i plus petit
que *=, application A(m — 1+ ing) - -+ A((i — 1)ng +m) n’est pas non plus de
rang 1. De l'indépendance des A(n), on déduit :

d

max’

on peut

]P(A(n) e A(m) n’est pas de rang 1 ) S anfm—noi

On estime la quantité 0 <A(n) - Am) 0, A(n) -+ A(ng + 1+ m)ﬁ) - elle est
nulle quand A(n)--- A(ng+ 1+ m) est de rang 1, et elle est toujours majorée par
— —

J (A(ng +m)---A(m) 0, 0 ) = ‘A(no +m)-- A(m)ﬁ) . Par conséquent, on a
P
pour tout n > m 4+ ng

E [51 (A(n) o A(m) 0, A(n) - A(m + no)ﬁﬂ

|f(nv ‘XO)|73
\/ﬁ

S

(5.19)
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T
< E |:1{A(n)---A(no+1+m) n’est pas de rang 1 } ‘A(”O +m)---A(m) 0 )P}
n—m-—2ng - !
— a E ‘A(no 1) A1) ‘P . (5.21)
Soit n = gngy + r la division euclidienne de n par ng. On a

)xm,ﬁ))P - 5<A(n)---A(O)0,0>

< 35 <A(n) o Aling) 0, A(n) - - A((i — 1)n0)ﬁ)

Par conséquent on a :

(el DM <3 (a7 [)Awo)---Aum(PD”’

=1

l

P

n (E HA(T) A1), ﬁ) ’l )M. (5.22)

P

On réutilise cette décomposition (avec ng = 1 et a = 1), pour vérifier que

<E UA(n) . .A(1)ﬁu)w <n (E UA@)W\;DM.

D’apres la propriété MLP, il existe ng € N tel que a < 1. En réintroduisant la
derniere inégalité dans I’équation (5.22), on obtient :

(E Ux(n ﬁ)u)m < (1 4 %) g (IE UA(DW’;DM.

Pour prouver le TLL et théoreme de renouvellement, on aura besoin du lemme
d’approximation classique suivant :

[]

Lemme 5.4.7. Soit h une fonction continue a support compact de R® x R® dans
C. Il existe deux fonctions continues a supports compacts fo € C.(R*,C) et gy €
C.(R, C), telles que pour tout € > 0, il existe un ensemble fini I et pour touti € I
des fonctions f; € C.(R*,C) et g; € C.(R®, C) satisfaisant :

Vo € R, Vy € R, |h(z,y) — Z fi(x)gi(y)| < efo(z)go(y).

iel
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Dans toute la suite, on note £ la mesure de Lebesgue.

Démonstration du théoréme 5.2./. Pour montrer que o > 0 sous I'hypothese i),
on repart de la caractérisation du cas ¢ = 0 dans le théoreme 5.3.4 que 1'on
a appliqué pour démontrer le théoreme 5.2.1 : si ¢ = 0, il existe une fonction
f € L vérifiant 1'équation (5.15) :

¢(Az) — o(x) = f(T) — f(Ax)

pour p-presque tout A et vy-presque tout 7.
Alors pour tout t € R la fonction g, := e/ € B> vérifie :

VT € Sy, VA € Sa, Qi(gr o (A, T) = (g0 I)(A, T)
Comme S, est stable par .S, on peut itérer cette équation et on a :
Vn € N,Qf (g0 I)(A,T) = (g0 I)(A, )

donc (@) > 1, ce qui contredit la non-arithméticité du systeme.
On applique la proposition 5.4.2 et le théoreme 5.3.6 ou la proposition 5.4.3
et le théoreme 5.3.12. On en déduit que, si g € C.(R) et si f est une fonction

lipschitzienne bornée sur IP’]RIdnaX, alors pour tout zy € RY,
. _

lim sug oV 2mnE (f (Z(n,x0)) g (¢ (x(n, x0)) — ¢ (xg) — u)) — € 2n02 V(f)ﬁ(g)' =0.
nue

(5.23)

En outre, ces convergences sont uniformes en z, car la forme linéaire dz; est

borné indépendamment de xy comme forme linéaire sur B> et est un élément

B} %ol St [Zolp < [ Xo||o. L'uniformité nous permet de prendre toute condition
initiale X et d’obtenir

_ (ute(xg)?
oV 2mnE [f (Z(n, Xo)) g (¢ (x(n, Xo)) —u)] = E {6 e } V(f)ﬁ(g)‘ = 0.
(5.24)
Par la densité des fonctions lipschitziennes bornées dans (C.(PRZ. ), ||.|lsc)
I'équation (5.24) est vérifiée par toutes les fonctions continues a support compact
f et g. Du lemme 5.4.7, on déduit que pour toute fonction h € C.(PR% xR, C)

max
continue a support compact, on a :

lim sup
n weR

 (ut(Xp))?

oV 2mnE [h (2(n, Xo), ¢ (z(n, Xo)) — u)] — E {e } Ve £(h)‘ = 0.

(5.25)
D’apres le lemme 5.4.6 la fonction & : x +— (¢,Z) est bilipschitzienne, donc

lim sup
n o ueR

h est a support compact ssi h o & l'est. Comme x +uTl = T, cela acheve la
démonstration. ]



134 CHAP. 5 THEOREMES LIMITE

Démonstration de la proposition 5.2.5. Supposons que la suite (A(n)), oy est al-
gébriquement arithmétique et que la conclusion de théoreme 5.2.4 est vérifiée.

Il existe a,b € Ret M € Topy de rang 1, tels que pour tout A € Sy et M’ € T)y
de rang 1 I’équation (5.3) soit vérifiée. On pose ¢t = 2{ sib# 0ett=1sinon et
pour tout z € R w (Z) = e*@M2)=0@) on ¢(x) = max;(x;). L'équation (5.3)
implique donc que, pour tout A € S4, y € R?, et tout M’ € T4 de rang 1, on ait :

H(AM y)—d(M"y)), , (AM’y) — eitay, (M’y) _
On choisit y tel que ¢(M'y) = 0. Par récurrence, on obtient,
M)y (T (n, M'y)) = e'™*w (My) . (5.26)

Pour toutes les fonctions f : R+ Ret g : PR? + R continues & support

compact, la conclusion du théoreme 5.2.4 pour la fonction h définie par h(z) =

f(o(z))(gw)(T) est :
oV2mnE [ (¢ (x (n, M'y))) g (T (n, M'y)) w (T (n, M'y))] = L(f)ro(gw).
Compte tenu de 1’équation (5.26), on en déduit que :

e w (M'y) ov2mnE [(e7 f) (6 (x (n, M'y))) g (T (n, M'y))] — L(f)ro(gw).
(5.27)
Mais la conclusion du théoreme 5.2.4 pour la fonction h définie par h(x) =

(fe™™) (¢(x)) 9(T) est :
oV/IE [(e 1) (6 (w (n, M'y))) g (2(n, M'y))] — L(fYonlg).  (5.28)
Les équations (5.27) et (5.28) impliquent que at € 27Z et
w (M'y) L (fe™) volg) = L(f)ro(gw).

Le membre de droite de I’équation ne dépend pas de M’ donc, d’apres le lemme 5.4.4,
w est constante sur S,,. Cela prouve que vo(gw) = vo(g)w (M'y), donc L (fe™™) =
L(f), c’est-a-dire que e = 1, ou encore t = 0. Cela contredit ’hypothese de dé-
part, et conclut donc la démonstration. O

Démonstration du théoréme 5.2.6. On fait la démonstration dans le cas v > 0.
On applique a nouveau la proposition 5.4.2 et le théoreme 5.3.7. On en déduit
que, si g € C.(R) et si f est une fonction lipschitzienne bornée sur PRﬁlax, alors
pour tout z, € R,

Jim STE(F (6 (2(n,20)) — 6 (20) — @) g (3, 0))) = O,

n>1

V(L)

lim ZE Lf (¢ (x(n,20)) — ¢ (x0) — a) g (T(n,x0))] = 5

a——+00
n>1
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De plus ces convergences sont uniformes en xy, car dz; est une forme linéaire bor-
née sur B>. L'uniformité permet de supprimer le terme ¢ (o) dans les dernieres
équations et de prendre n’importe quelle condition initiale. Le théoreme découle
ensuite de la méme suite d’approximations successives que dans la démonstration

du TLL. O

Démonstration du théoréme 5.2.7. Sans perte de généralité, on peut supposer
v =0.

Dire que o(A) a un moment exponentiel signifie qu’il existe un C' > 0 tel
que /ec"(A)du(A) < 0o0. Une majoration facile de £¥(y)Q(.,dy) inspirée par la
preuve de la proposition 5.4.2 montre que la fonction z — @), est analytique sur
la boule ouverte de centre 0 et de rayon C. Pour montrer qu’elle est continue sur

le domaine {|Rz| < C'/2}, on applique la méme méthode.
Le théoreme 5.3.8 prouve que

lim 1 InP ¢ (z(n, Xo)) — o(Xo) > nel = —c(e).

n n

Soit 0 < n < e. Pour tout n > ¢(Xy)/n, on a
P¢ (2(n, Xo)) = ¢(Xo) > ne| = P[p (x(n, Xo)) > n(e+n)],

ce qui implique que

1
liminf —InP[¢ (z(n, Xy)) — ny > ne] > —c(e +n).
noon

Par la méme méthode, on obtient que

1
limsup — InP[¢ (z(n, Xo)) — ny > ne] < —c(e —n).
n N
Comme la fonction ¢ est continue, la premiere convergence est prouvée. La seconde
est obtenue en remplacant ¢ par —¢. O

5.4.3 Le cas Max-plus

Démonstration du théoréeme 5.2.9. On suppose que ¢ = 0. D’apres la proposi-
tion 5.4.2 on peut appliquer le théoreme 5.3.4. Le deuxieme point du théoreme
prouve qu’il existe une fonction lipschitzienne bornée f telle que pour v-presque
tout (A, ) :

max(Az); — max ; = f(@) — f(Az). (5.29)

Comme toutes les fonctions dans I’équation sont continues, tous les couples (A,_f) €
Sa x Supp(vy) vérifient I'équation (5.29). Si A € Sy et T € Supp(vp), alors Az €
Supp(vy), donc par récurrence, I’équation (5.29) est encore satisfaite si A € Ty.
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Comme pour A € Ty, A" € T4, on en déduit que la suite (max;(A"x);),, oy est bor-
née. Mais il existe un indice k tel que ¢(A)pmax(A) = AZSCA), donc max; (A”C(A)x)i >
nc(A) pmax(A) + xx et ppax(A) < 0.

Comme tout chemin sur G°(A) se décompose en un chemin de longueur au
plus d et des circuits de poids moyen au plus ppax(A), on a :

A"z < (n — d)pmax(A) +d max |A;;| + maxz;.

ij>—00

Par conséquent, on a ppax(A) > 0.

Réciproquement, si, pour toute matrice A € Ty, on a pyax(A) = 0, alors on

$(x(n,0)) = ¢(0) = maxaz;(n,0)
— max (Aln) - A(D),
> Pmax (A(n) - A(0)) =0 ps..
Par conséquent N(0,0%)(R,) > 1, ce qui n’est possible que si o = 0. ]

Démonstration du théoréme 5.2.11. On suppose que le systeme est algébrique-
ment arithmétique. Il existe a,b € R tels que pour tout A € Sy et M, M’ € Ty
de rang 1, on ait : (MAM' — MM')(RY) C (a + bZ)T. En remplagant M’ par
A"M’, on obtient (MA™M' — MA"M')(RY) C (a+bZ) T et par récurrence

(MA™ M — MA"M')R?) C (ka+bZ)T. (5.30)

D’apres le théoreme 4.2.5, si G(A) est fortement connexe, alors pour tout n suffi-
nc(A)
samment grand, A" — ne(A)ppax(A) T = <A - pmax(A)T> est constant.

Par conséquent AN D) — Anel) 4 e(A)pr(A) T, et MAHA N — M A M =
¢(A)pmax(A) T . En introduisant cette relation dans I'équation (5.30), on conclut
la démonstration. O
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