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R�esum�e
La simulation des grandes �e
helles dans les 
on�gurations du 
anal plan ( 
as repr�esentatif

d'�e
oulements internes en �equilibre ) et de la mar
he des
endante ( 
as repr�esentatif d'�e
oule-
ments internes d�e
oll�es ) a �et�e utilis�ee pour �etudier les transferts de 
haleur d'un 
uide
faiblement dilatable. Les �equations de Navier-Stokes dans l'approximation de Boussinesq
sont r�esolues sur une grille non-d�e
al�ee �a l'aide d'une m�ethode hybride di��eren
es �nies
/ �el�ements �nis qui �evite l'apparition d'os
illations. L'int�egration temporelle est r�ealis�ee
ave
 le s
h�ema d'Adams/Bashforth et une formulation r�etrograde. La simulation temporelle
du 
anal plan a requis la mise au point d'un for�
age permettant la 
onservation du d�ebit
et la temp�erature moyenne. La simulation de l'�e
oulement sur la mar
he des
endante a
n�e
essit�e de d�evelopper un 
ouplage original ave
 une simulation temporelle d'un 
anal plan,

ette derni�ere fournissant des 
hamps dynamique et thermique pleinement turbulents 
omme

onditions aux limites. Di��erents mod�eles auto-adaptatifs pour le tenseur de Reynolds sous-
maille ont �et�e pr�esent�es. En 
e qui 
on
erne le 
ux de 
haleur sous-maille, on pr�esente deux
nouveaux mod�eles sous-maille ainsi que di��erents mod�eles 
lassiques. Tous 
es mod�eles sous-
maille sont test�es sur la 
on�guration du 
anal plan in�ni et 
ompar�es ave
 des simulations
dire
tes. Pour la simulation dans la 
on�guration de la mar
he des
endante, un seul mod�ele
pour le tenseur de Reynolds sous-maille et le 
ux de 
haleur sous-maille a �et�e utilis�e.

Mots 
l�es : simulation des grandes �e
helles, �e
oulement in
ompressible, �e
oulement tur-
bulent, mod�eles sous-maille, transfert de 
haleur, s
alaire passif, 
anal plan, mar
he des
en-
dante.

Large-Eddy simulations of the turbulent 
hannel 
ow ( representative 
ase of internal

ows in equilibrium ) and the turbulent 
ow past a ba
kward-fa
ing step ( representative 
ase
of separated 
ows ) have been performed to study the heat transfer for a quasi-in
ompressible

ow. The Boussinesq equations are solved on a non-staggered grid with the use of an hybrid
�nite di�eren
e / �nite element s
heme whi
h prevents wiggles. The time integration is
performed with an Adams/Bashforth s
heme and a ba
kward di�eren
iation formulae. In
order to maintain a 
onstant bulk velo
ity and bulk temperature in the turbulent 
hannel

ow simulation, a pressure gradient and a temperature sour
e term, both varying in time,
are added to the equations. In order to obtain the turbulent unsteady dynami
al and thermal
�elds at the in
ow of the ba
kward-fa
ing step, an original 
oupling is 
arried out with a
previous turbulent 
hannel 
ow simulation. Several self-adaptative models for the Subgrid-
S
ale Reynolds tensor are presented. For the Subgrid-S
ale heat 
ux, two new Subgrid-
S
ale models and several di�erent 
lassi
al models are des
ribed. All these Subgrid-S
ale
models are tested in a turbulent 
hannel 
ow and 
ompared with dire
t simulation. For the
turbulent 
ow past a ba
kward-fa
ing step, only one Subgrig-S
ale model has been used for
the Subgrid-S
ale Reynolds tensor and heat 
ux.

Keywords : large eddy simulation, in
ompressible 
ow, turbulent 
ow, subgrid s
ale
models, heat transfer, passive s
alar, plane 
hannel, ba
kward-fa
ing step.
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Introdu
tion

La 
ompr�ehension des m�e
anismes de transport turbulent est d'une grande importan
e
dans le domaine de l'ing�enierie, notamment dans les probl�emes de transfert de 
haleur ou
de transport de polluants. En e�et, le transport turbulent est 
onnu pour ses propri�et�es de
m�elange, bien plus eÆ
a
es que le transport par di�usion mol�e
ulaire. Le 
omportement
turbulent provient de la non-lin�earit�e du terme 
onve
tif des �equations de Navier-Stokes
qui r�egissent le mouvement du 
uide. Ce terme permet les intera
tions entre les di��erentes
�e
helles de l'�e
oulement.

L'appro
he exp�erimentale a �et�e pendant longtemps la seule voie possible pour l'�etude de

es m�e
anismes 
omplexes. Ave
 l'arriv�ee de super-
al
ulateurs de plus en plus puissants,
la simulation a pris une part grandissante dans l'�etude de 
es m�e
anismes. Elle permet
d'a

�eder �a des informations que l'exp�erimentateur ne peut mesurer en raison de 
ontraintes
te
hniques. Par exemple, la mesure des tensions de Reynolds dans la sous-
ou
he visqueuse
ou dans la zone tampon est tr�es d�eli
ate voire impossible dans 
ertains 
as, et pourtant il ne
s'agit que de moments statistiques d'ordre bas. Citons �egalement les 
orr�elations qui mettent
en jeu la pression 
u
tuante. Plus g�en�eralement, il est diÆ
ile d'avoir a

�es �a des 
hamps de
vitesse et de temp�erature instantan�es tridimensionnels, sauf de fa�
on globale ( visualisation
), malgr�e les progr�es 
onstants de 
ertaines te
hniques ( PIV, peinture sensible �a la pression,
et
 ...).

Trois types de simulations sont �a distinguer selon que les 
u
tuations des 
hamps dyna-
mique et thermique soient totalement d�e
rites ou totalement mod�elis�ees.

La premi�ere, dite simulation dire
te ( SND ) puisqu'au
une mod�elisation suppl�ementaire
n'intervient dans les �equations de base, impose l'utilisation d'un maillage tr�es �n pour pou-
voir 
apter toutes les �e
helles de la solution. La taille de la maille doit être plus petite que
les �e
helles dissipatives pour les 
hamps dynamique et thermique ( respe
tivement nomm�ees
�e
helles de Kolmogorov et de Bat
helor ). Le 
hoix du maillage d�epend alors du niveau de
turbulen
e de l'�e
oulement, li�e �a la vis
osit�e dynamique du 
uide, mais aussi li�e �a sa di�u-
sivit�e thermique. Le 
as le plus restri
tif 
orrespond �a un 
uide qui 
onduit de fa�
on plus
eÆ
a
e la quantit�e de mouvement que la 
haleur : le nombre de Prandtl ( d�e�ni 
omme
le rapport de la vis
osit�e 
in�ematique et de la di�usivit�e thermique ) est alors sup�erieur
�a l'unit�e. C'est le 
as des huiles et de l'eau par exemple. Le nombre de points n�e
essaire
pour obtenir toutes les �e
helles du 
hamp thermique est proportionnel �a Pr3Re

9

4 , le 
hamp
dynamique n�e
essitant beau
oup moins de points. En revan
he, pour un nombre de Prandtl
inf�erieur �a l'unit�e ( le 
uide 
onduit mieux la 
haleur que la quantit�e de mouvement ), le

nombre de points est de l'ordre de Re
9

4 , le 
hamp thermique n�e
essitant moins de points. Les
m�etaux liquides font partie de 
ette 
at�egorie de 
uides. Dans la majorit�e des appli
ations
industrielles dans le domaine de l'a�erodynamique interne, le niveau de turbulen
e ( mesur�e



par le nombre de Reynolds ) est de l'ordre de 104 �a 106; on 
omprend ais�ement les limitations
a
tuelles de l'utilisation de la simulation dire
te. Dans la pratique, les simulations dire
tes
sont restreintes �a des valeurs mod�er�ees du nombre de Reynolds et permettent d'�etudier de
fa�
on tr�es pr�e
ise les m�e
anismes et les stru
tures 
oh�erentes propres �a l'�e
oulement turbu-
lent 
onsid�er�e. L'utilisation de s
h�emas num�eriques non dissipatifs et d'ordre �elev�e est une

ontrainte suppl�ementaire pour les simulations dire
tes 
ar il ne faut pas que les �e
helles
dissipatives soient masqu�ees par les erreurs de tron
ature ou de dis
r�etisation du s
h�ema
num�erique. C'est pour 
ela que les m�ethodes spe
trales ou pseudo-spe
trales sont souvent
employ�ees dans 
e type de simulation, mais elles sont pratiquement inutilisables dans un

adre industriel.

�A l'inverse, lorsque toutes les 
u
tuations de la solution sont mod�elis�ees par l'interm�ediaire
d'une fermeture, on parle de simulation des �equations de Navier-Stokes moyenn�ees ( RANSE
). Les �equations de base sont obtenues en d�e
omposant la solution 
omme la somme d'une
partie moyenne et d'une partie 
u
tuante, puis en appliquant un op�erateur de moyenne aux
�equations de 
onservation. Cette te
hnique ne fournit que les 
hamps moyens dynamique
et thermique, les 
hamps 
u
tuants n'�etant appr�ehend�es que par le tenseur de Reynolds et
le 
ux de 
haleur turbulent. Celle-
i est pour le moment la plus employ�ee dans le domaine
industriel puisqu'il n'y pas de limitation sur le nombre de Reynolds et que le nombre de
points et la m�ethode num�erique ne d�ependent pas du rapport entre la plus grande et la plus
petite �e
helle de l'�e
oulement turbulent. Elle permet la pr�edi
tion de divers 
oeÆ
ients (

oeÆ
ient de frottement pari�etal, 
oeÆ
ient d'�e
hange 
onve
tif, 
oeÆ
ient de trâ�n�ee et de
portan
e ... ) pour des valeurs �elev�ees du nombre de Reynolds.

Le troisi�eme type de simulation est un 
ompromis entre les deux autres dans la me-
sure o�u une partie des 
u
tuations de la solution est r�esolue dire
tement et que la par-
tie 
ompl�ementaire est alors mod�elis�ee; on parle de simulation des grandes �e
helles. La
s�eparation entre les �e
helles r�esolues et les �e
helles non r�esolues ou sous-maille est formalis�ee
math�ematiquement par l'appli
ation d'un �ltre sur les �equations de Navier-Stokes et permet
d'introduire la notion d'�e
helle de 
oupure. Cette te
hnique a son origine dans la m�et�eorologie
et la pr�edi
tion du temps : le mod�ele sous-maille le plus an
ien et aussi le plus 
onnu est dû
�a Smagorinsky, en 1963. Le prin
ipal rôle des �e
helles sous-maille est de dissiper l'�energie
turbulente r�esolue et la varian
e de temp�erature turbulente r�esolue. Deux appro
hes sont
alors possibles dans la simulation des grandes �e
helles en 
e qui 
on
erne la mod�elisation
des �e
helles sous-maille. L'appro
he MILES ( Monotone Integrated Large Eddy Simulation)
d'une part, 
onsiste �a supposer que la dissipation intrins�eque du s
h�ema num�erique em-
ploy�e permet de mod�eliser impli
itement l'a
tion des �e
helles sous-maille : dissiper l'�energie

in�etique turbulente r�esolue et la varian
e de temp�erature turbulente r�esolue. Cette appro
he
est tr�es souvent utilis�ee dans le 
as d'�e
oulement turbulent fortement 
ompressible. La se-

onde appro
he 
orrespond �a la mod�elisation expli
ite des �e
helles sous-maille; 
ela suppose
l'emploi de s
h�emas num�eriques non dissipatifs dans le but de ne pas masquer l'a
tion du
mod�ele sous-maille. Cette derni�ere appro
he, �a savoir, la simulation des grandes �e
helles ave

mod�elisations expli
ites des �e
helles non-r�esolues, a �et�e retenue dans le 
adre de 
ette th�ese.

La mod�elisation num�erique des �e
oulements turbulents ne se ram�ene pas n�e
essairement
au triptyque SND/SGE/RANSE; il existe des appro
hes interm�ediaires, par exemple dites



simulation des tr�es grandes �e
helles ( STGE ), des appro
hes statistiques ou sto
hastiques
multi-�e
helles, de type fermeture en deux points ou re
onstru
tion de 
hamps instantan�es sur
la base des modes propres statistiques �energ�etiques ( POD ). Nous n'en dis
uterons pas i
i.
�A noter que les m�ethodes de mod�elisations ou fermeture utilis�ees en RANSE peuvent aussi
se transposer partiellement en mod�elisation sous-maille pour les simulations des grandes
�e
helles; il n'y a don
 pas s�eparation stri
te des outils 
on
eptuels dans les di��erentes ap-
pro
hes.

L'utilisation de la simulation des grandes �e
helles dans le 
as d'�e
oulements industriels
( g�eom�etrie et physique 
omplexes, niveau de turbulen
e �elev�e, transfert de 
haleur impor-
tant ) repr�esente �a l'heure a
tuelle un enjeu important, et 
e pour plusieurs raisons. Dans
le 
as d'�e
oulements internes ( moteur, 
hambre de 
ombustion, 
anaux de refroidissement
), les m�e
anismes de transfert de 
haleur �a la paroi ont une grande importan
e, notam-
ment pour garantir la bonne tenue thermique du mat�eriau de la paroi. Ce
i n�e
essite une

onnaissan
e pr�e
ise des ph�enom�enes mis en jeu. L'�etude de 
es ph�enom�enes de transfert
de 
haleur par la simulation est d�eli
ate dans la mesure o�u 
ela impose en premier lieu une
bonne r�esolution du 
hamp dynamique. En e�et, diverses exp�erien
es montrent que le 
ux
de 
haleur �a la paroi est tr�es bien 
orr�el�e ave
 l'�energie turbulente par exemple. Une fois la
bonne dynamique de l'�e
oulement garantie, on peut se demander quels sont les stru
tures
ou ph�enom�enes responsables de 
es transferts de 
haleur et quelle est l'in
uen
e du nombre
de Prandtl sur 
es m�e
anismes de transfert. La 
omplexit�e de la physique de l'�e
oulement
est �a prendre en 
ompte lors du 
hoix de la mod�elisation sous-maille dans la mesure o�u
l'�e
oulement peut être en �equilibre mais aussi d�e
oll�e. En e�et, la plupart des hypoth�eses
simpli�
atri
es utilis�ees dans les 
on�gurations d'�e
oulement dites a
ad�emiques ( turbulen
e
homog�ene isotrope, 
anal plan par exemple ) disparaissent alors. Comment d�e�nir une dis-
tan
e �a la paroi, n�e
essaire pour 
ertains mod�eles sous-maille, lorsque plusieurs parois sont
�a proximit�e? Comment d�e�nir une moyenne par plan dans une 
on�guration g�eom�etrique

omplexe? Ces probl�emes de mod�elisations sont souvent ren
ontr�es dans les 
on�gurations
o�u les e�ets d'anisotropie sont tr�es importants : e�et de strati�
ation, e�et de rotation,
pr�esen
e d'une paroi. Les mod�eles sous-maille sus
eptibles d'être utilis�es dans 
es 
on�gura-
tions ne doivent plus utiliser 
es hypoth�eses simpli�
atri
es ou des 
orre
tions ad ho
 mais
plutôt avoir la propri�et�e de s'adapter automatiquement. De plus, ils doivent avoir une a
tion
e�e
tive sur l'�e
oulement dans le 
as de s
h�emas num�eriques d'ordre peu �elev�e mais non
dissipatifs. La raison prin
ipale provient de l'utilisation de maillages 
urvilignes, multi-blo
s
et même non stru
tur�es.

Dans le 
adre de 
e m�emoire, nous nous sommes restreints au 
as d'un 
uide faible-
ment dilatable pour �etudier 
es m�e
anismes de transfert de 
haleur dans la 
on�guration
du 
anal plan ( 
as repr�esentatif d'�e
oulements internes en �equilibre ) et de la mar
he des-

endante ( 
as repr�esentatif d'�e
oulements internes hors �equilibre) grâ
e �a la simulation
des grandes �e
helles. Ce m�emoire de th�ese est divis�e en trois parties. La premi�ere pr�esente
l'aspe
t mod�elisation. Le premier 
hapitre introduit les �equations de Navier-Stokes dans
l'approximation de Boussinesq, �equations qui r�egissent un 
uide Newtonien faiblement dila-



table. L'appli
ation d'un �ltre fournit les �equations n�e
essaires pour la simulation des grandes
�e
helles et met en �eviden
e les termes sous-maille �a mod�eliser. Le deuxi�eme 
hapitre pr�esente
la mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille, terme 
ompl�ementaire issu du �ltrage
des �equations de 
onservation pour la quantit�e de mouvement. Pour pallier 
ertains d�efauts
des mod�eles sous-maille ( sur-dissipation dans la sous-
ou
he visqueuse entrâ�nant une rela-
minarisation de l'�e
oulement par exemple ), trois pro
�edures d'am�elioration sont introduites :
la pro
�edure dynamique, la te
hnique d'a

entuation et la fon
tion s�ele
tive. La pro
�edure
dynamique permet de 
al
uler la 
onstante du mod�ele de mani�ere automatique, la 
onstante
ainsi 
al
ul�ee tend vers z�ero dans les zones pro
hes parois annulant le mod�ele sous-maille. La
te
hnique d'a

entuation 
onsiste �a appliquer un �ltre permettant d'a

entuer l'�energie des
petites �e
helles. La fon
tion de s�ele
tion est en fait une pro
�edure 
onditionnelle bas�ee sur
l'�evaluation de l'angle entre les ve
teurs vorti
it�e et vorti
it�e moyen : si l'angle est en dessous
de la valeur seuil, la fon
tion annule le mod�ele. Le dernier 
hapitre pr�esente la mod�elisation
pour le 
ux de 
haleur sous-maille, terme 
ompl�ementaire dans l'�equation de 
onservation de
l'�energie. La notion de mod�eles Fi
kien et non Fi
kien est pr�esent�ee ainsi que deux nouveaux
mod�eles non Fi
kien pour le 
ux de 
haleur sous-maille. Les mod�eles Fi
kiens 
orrespondent
�a tous 
eux qui relient le 
ux de 
haleur sous-maille au gradient de temp�erature r�esolue par
le biais d'une di�usivit�e sous-maille s
alaire.

La deuxi�eme partie du m�emoire est 
onsa
r�ee �a la 
omparaison et la validation des
di��erents mod�eles sous-maille dans la 
on�guration g�eom�etrique du 
anal plan. Le premier

hapitre pr�esente la m�ethode num�erique utilis�ee pour la simulation des grandes �e
helles. Dans
le but d'�etudier l'impa
t des di��erents mod�eles sous-maille dans la simulation, l'utilisation
de s
h�emas num�eriques dissipatifs ( s
h�emas QUICK, UPWIND par exemple ) n'a pas �et�e
retenue. En e�et, 
e type de s
h�emas est 
onnu pour masquer l'e�et du mod�ele sous-maille.
Le deuxi�eme 
hapitre pr�esente les 
ara
t�eristiques g�eom�etriques des simulations des grandes
�e
helles dans le 
as du 
anal plan, 
orrespondant �a une simulation temporelle. Les 
ondi-
tions aux limites et initiales, ainsi que les for�
ages utilis�es y sont d�etaill�es. Les deux derniers

hapitres fournissent les r�esultats obtenus dans 
ette 
on�guration.

La derni�ere partie pr�esente l'analyse des r�esultats obtenus dans la 
on�guration g�eom�etrique
de la mar
he des
endante. Le premier 
hapitre d�e
rit les 
ara
t�eristiques de la simulation,
mais aussi l'originalit�e du 
ouplage entre la simulation des grandes �e
helles dans la 
on�-
guration du 
anal plan et de la mar
he des
endante pour fournir des 
onditions d'entr�ee
instationnaire et turbulente �a 
ette derni�ere. Les deux derniers 
hapitres pr�esentent respe
-
tivement les r�esultats 
on
ernant les 
hamps moyen et instantan�e.

Les appli
ations �a la mod�elisation sous-maille du 
hamp thermique se sont �nalement
limit�ees au 
as du s
alaire passif, bien que la premi�ere partie de l'�etude ait tent�e un inventaire
plus g�en�eral des �equations et mod�eles, sus
eptibles de 
ouvrir les e�ets de 
ottaison et même
le ra

ordement ave
 des 
as faiblement 
ompressibles au del�a de l'hypoth�ese de Boussinesq
( 
f partie I et annexes ). Cette strat�egie d'appli
ation nous a sembl�e plus r�ealiste, pour
pouvoir traiter plus �a fond le 
as d�e
oll�e de la mar
he des
endante, un �e
oulement moins



a
ad�emique qu'il n'y parâ�t.
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Chapitre 1

�Equations de Boussinesq �ltr�ees

Le 
uide 
onsid�er�e est un 
uide monophasique di-variant �a propri�et�es thermodyna-
miques 
onstantes. Il n'existe don
 que deux variables thermodynamiques ind�ependantes
qui d�e
rivent les di��erentes fon
tions d'�etat asso
i�ees au 
uide. Les deux variables d'�etat
retenues sont le 
hamp de pression P = P (�!x ; t) et le 
hamp de temp�erature T = T (�!x ; t).
Dans la suite du m�emoire, la masse volumique, la vis
osit�e dynamique , la 
ondu
tibi-
lit�e thermique et la 
apa
it�e 
alori�que �a pression 
onstante sont not�ees respe
tivement
� = �(T; P ), � = �(T; P ), k = k(T; P ) et 
p = 
p (T; P ). Ces grandeurs physiques sont alors

onsid�er�ees 
omme ind�ependantes de l'espa
e et du temps ( 
uide �a propri�et�es thermo-
dynamiques 
onstantes ). Le 
uide est alors r�egi par les �equations de Navier-Stokes dans
l'approximation de Boussinesq. Dans 
e 
as pr�e
is, le 
ouplage entre les �equations de 
onser-
vation de la quantit�e de mouvement et de l'�energie s'e�e
tue grâ
e aux for
es volumiques
de pesanteur. Le 
uide est alors 
onsid�er�e 
omme faiblement dilatable. Le 
as limite est
obtenu en n�egligeant les for
es de pesanteur : il y a d�e
ouplage entre les �equations de 
onser-
vation de la masse volumique � = �0, de 
onservation de la quantit�e de mouvement �0

�!
U et

l'�equation de 
onservation de l'�energie �0h. L'�energie devient un s
alaire passif. Il est alors
possible d'�etudier seul l'aspe
t dynamique du probl�eme. On parle alors des �equations de
Navier-Stokes in
ompressibles.

Dans les paragraphes qui vont suivre, on montrera le domaine de validit�e de l'approxima-
tion de Boussinesq. Pour 
e faire, on pr�esentera tout d'abord les �equations de Navier-Stokes
pour un 
uide 
ompressible qui v�eri�e la loi d'�etat des gaz parfaits. Ensuite, les �equations
seront �e
rites sous forme adimensionn�ee. En�n, on dis
utera le domaine de validit�e de l'ap-
proximation de Boussinesq.

1.1 �Equations de Navier-Stokes

Le mouvement du 
uide 
onsid�er�e est r�egi par les �equations de Navier-Stokes. Ces
�equations sont obtenues par appli
ation des lois de bilans globales [9℄[17℄ exprim�ees sous-
forme lo
ale pour la masse volumique, la quantit�e de mouvement et l'enthalpie du 
uide



qui sont d�etaill�ees dans l'annexe A. Le syst�eme s'�e
rit au moyen de la d�eriv�ee parti
ulaire
(III.A.1) sous la forme :8>>>>>><>>>>>>:

d�

dt
+ �
�!r �

�!
U = 0

�
d
�!
U

dt
=
�!r �

�!�!
� + ��!g

�
dh

dt
� dP

dt
� P

�!r �

�!
U = ��!r �

�!q +
�!�!
� �

�

�!�!
D

(I.1.1)

Les tenseurs not�es
�!�!
� et

�!�!
D sont appel�es respe
tivement tenseur des 
ontraintes et tenseur

des taux de vitesse de d�eformation. Les ve
teurs not�es �!q et ��!g repr�esentent respe
tivement
le ve
teur 
ux de 
haleur et le ve
teur poids de la parti
ule 
uide. Dans le syst�eme pr�e
�edent,
le tenseur des 
ontraintes et le ve
teur 
ux de 
haleur sont in
onnus. Il est alors n�e
essaire
de donner la loi de 
omportement pour 
ha
une de 
es deux quantit�es, 
e qui est fait dans
l'annexe A. En exprimant l'enthalpie en fon
tion du 
ouple de variables thermodynamiques
retenues (T; P ) ( voir annexe B ), les �equations de Navier-Stokes pour un 
uide 
ompressible
dont la loi d'�etat est � = �(T; P ) peuvent s'�e
rire de la mani�ere suivante :8>>>>>>><>>>>>>>:

��(T; P )dT
dt

+ �
T
(T; P )

dP

dt
+
�!r �

�!
U = 0

�(T; P )
d
�!
U

dt
= ��!rP +

�!r �

�
2�(T; P )

�!�!
Dd

�
+ ��!g

�(T; P )
p(T; P )
dT

dt
=
�!r �

�
k(T; P )

�!rT
�
+ 2�(T; P )

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd + �(T; P )T

dP

dt

(I.1.2)

Le d�eviateur du tenseur taux de vitesse de d�eformation not�e
�!�!
Dd, est d�e�ni par la rela-

tion (III.A.18). Les 
oeÆ
ients de dilatation isobare et de 
ompressibilit�e isotherme sont
not�es � (T; P ) et �

T
(T; P ), d�e�nis respe
tivement par les relations (III.B.26) et (III.B.27).

Le 
hamp de pesanteur est repr�esent�e par le ve
teur �!g . Ce dernier est 
onsid�er�e 
omme

onstant dans la suite du probl�eme. On introduit la verti
ale as
endante en rempla�
ant le
ve
teur pesanteur par �g�!r�. Le syst�eme (I.1.2) est formul�e �a l'aide de la d�eriv�ee parti
u-
laire, d�e�nie par la relation (III.A.1).

Cette formulation est le point de d�epart pour obtenir les �equations de Boussinesq. Le
syst�eme (I.1.2) est exprim�e en terme de 
onservation d'enthalpie. Les variables thermody-
namiques pour expli
iter l'enthalpie sont alors la temp�erature T = T (�!x ; t) et la pression
P = P (�!x ; t). A 
e stade, au
une loi d'�etat pour la masse volumique � = �(T; P ) n'est en
ore
expli
it�ee. L'int�erêt est qu'il est possible d'�etudier la d�eg�en�eres
en
e de 
e syst�eme vers les
�equations de Navier-Stokes in
ompressibles ou vers les �equations de Boussinesq en lin�earisant
la loi d'�etat et les di��erents 
oeÆ
ients thermodynamiques ( 
p(T; P ), k(T; P ) et �(T; P ) ),



et 
e, quelque soit la nature du 
uide ( gazeux ou liquide ). En revan
he, la formulation
en terme d'�energie interne (III.B.64) aurait pos�e un probl�eme dans le 
as d'un liquide. En
e�et, il est impossible de d�eterminer de fa�
on exp�erimentale la 
apa
it�e 
alori�que �a vo-
lume 
onstante ( 
v(T; v) ) puisque toute variation de pression ou de temp�erature entrâ�ne
in�elu
tablement une variation de volume.

Dans la suite des d�eveloppements, la loi d'�etat des gaz parfaits est utilis�ee. La masse
volumique � est alors reli�ee aux variables thermodynamiques T et P par la relation :

�(T; P ) =
P

rT
(I.1.3)

o�u r est la 
onstante universelle des gaz parfaits. Cette 
onstante vaut 287; 06Jkg�1K�1

pour l'air. En tenant 
ompte de la loi des gaz parfaits (I.1.3), la 
apa
it�e 
alori�que �a
pression 
onstante 
p(T; P ) , les 
oeÆ
ients de dilatation isobare �(T; P ) et de 
ompressibilit�e
isotherme �

T
(T; P ) se r�eduisent �a :

�(T; P ) =
1

T
(I.1.4)

�
T
(T; P ) =

1

P
(I.1.5)


p(T; P ) =

r


 � 1
(I.1.6)

o�u 
, d�e�ni dans le paragraphe B.1.3, vaut 1; 4 dans le 
as de l'air. Les �equations de Navier-
Stokes pour les gaz parfaits se r�eduisent �a :8>>>>>>><>>>>>>>:

� 1

T

dT

dt
+

1

P

dP

dt
+
�!r �

�!
U = 0

P

rT

d
�!
U

dt
= ��!rP +

�!r �

�
2�(T; P )

�!�!
Dd

�
+

P

rT
g
�!r�





 � 1

P

T

dT

dt
=
�!r �

�
k(T; P )

�!rT
�
+ 2�(T; P )

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd +

dP

dt

(I.1.7)

1.2 Adimensionnement des �equations

Pour aller plus loin, il est �a pr�esent n�e
essaire d'�e
rire le syst�eme d'�equations (I.1.7) sous
forme adimensionn�ee. Il faut don
 d�eterminer les �e
helles 
ara
t�eristiques des di��erentes
grandeurs qui interviennent dans le syst�eme. Le d�etail des 
al
uls est donn�e dans l'annexe C
dans laquelle le le
teur trouvera le 
hoix des �e
helles et la d�e�nition de 
ha
un des param�etres
de similitude intervenant dans les �equations de Navier-Stokes adimensionn�ees. Le syst�eme



s'�e
rit alors :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�

EuMa2

1 + 
EuMa2 eP
� 

St�
eP

�et +
�!eU �

��!er eP�!

�
� RiFr2
1 +RiFr2 eT

� 
St�

eT
�et +

�!eU �

��!er eT�!+
�!er �

�!eU = 0 
1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

!0�St��!eU
�et +

�!eU �

��!er 
�!eU �
1A =

�Eu
�!er eP � 1

Fr2
 
1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

!�!er� +
1

Re
�!er �

 
2e��!�!eDd

!
 
1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

! 
St�

eT
�et +

�!eU �

��!er eT�! =
1

PrRe
�!er �

�ek�!er eT�
+

�
(
 � 1)Ma2

ReRiFr2
� 

2e��!�!eDd
�

�

�!�!eDd

!
+

�
(
 � 1) EuMa2

RiFr2
� 

St�
eP

�et +
�!eU �

��!er eP�!
(I.1.8)

o�u les quantit�es Eu, Ma, Fr, Ri, St, Re et Pr sont appel�ees respe
tivement les nombres
d'Euler, de Ma
h, de Froude, de Ri
hardson, de Strouhal, de Reynolds et de Prandtl.

1.3 Approximations de Boussinesq

Le syst�eme (I.1.8) d�e
rit les �equations de Navier-Stokes 
ompressibles. �A 
e stade, au-

une approximation n'est en
ore faite, hormis le 
hoix de la loi d'�etat des gaz parfaits (I.1.3).
Pour retrouver les �equations de Navier-Stokes dans l'approximation de Boussinesq, il est im-
portant de d�e�nir le probl�eme que l'on va traiter. Dans la suite du m�emoire, on va plus
parti
uli�erement s'int�eresser �a des �e
oulements turbulents dans des 
anaux : 
'est don
 un
�e
oulement de type 
onve
tion for
�ee.

On suppose tout d'abord que les for
es de pesanteur qui s'exer
ent sur le 
uide sont du
même ordre de grandeur que les for
es d'inertie. C'est le nombre de Froude Fr qui jauge 
es
for
es de pesanteurs. Par 
ons�equent, 
e param�etre de similitude est �egal �a l'unit�e :

Fr = 1 () L0 =
U2
0

g
(I.1.9)

Le moteur de 
e type d'�e
oulement est le gradient de pression. Le param�etre de similitude
jaugeant les for
es de pression est le nombre d'Euler qui vaut alors l'unit�e. Cela impose don

la relation suivante pour le nombre d'Euler Eu :

Eu = 1 () �P = �0U
2
0 (I.1.10)



L'�e
helle de pression est alors 
ompl�etement d�etermin�ee. Dans le 
as d'�e
oulements domin�es
par des e�ets de strati�
ation ( 
as de la 
onve
tion naturelle ), les for
es de pression n'ap-
paraissent pas 
omme moteur de l'�e
oulement : 
'est sous l'a
tion de la gravit�e ou de la
temp�erature que le 
uide se met en mouvement, 
e qui induit une 
u
tuation de pression.
C'est pour 
ela qu'il faudra tout de même 
onserver le terme de gradient de pression. Il
en est de même pour les e�ets instationnaires qui sont jaug�es par le nombre de Strouhal :

e param�etre est 
hoisi �egal �a l'unit�e. L'�e
helle de temps est don
 d�etermin�ee. La relation
s'�e
rit :

St = 1 () � =
L0

U0

(I.1.11)

L'hypoth�ese suivante est de supposer que le 
uide a des propri�et�es thermodynamiques

onstantes. Cela impose que la masse volumique, la vis
osit�e dynamique ainsi que la 
ondu
-
tibilit�e thermique soient 
onstantes. Par 
ons�equent, sous la forme adimensionn�ee, 
es trois

oeÆ
ients valent l'unit�e. En tenant 
ompte des relations (I.1.10) et (I.1.11), les nombres de
Ma
h et Ri
hardson doivent v�eri�er la relation suivante :

Ri � 1 (I.1.12)


Ma2 � 1 (I.1.13)

D'autre part, il faut supposer que la puissan
e des for
es de frottement et des for
es de pres-
sion soit n�egligeable devant la di�usion de la 
haleur par 
ondu
tion et devant le transport
de la 
haleur par 
onve
tion. Par 
ons�equent, il faut v�eri�er la relation :�

(
 � 1)Ma2

ReRi
�
� min

�
1;

1

PrRe
�

(I.1.14)�
(
 � 1)Ma2

Ri
�
� min

�
1;

1

PrRe
�

(I.1.15)

Dans le 
as d'�e
oulements peu visqueux ( Re > 1 ), les deux in�egalit�es pr�e
�edentes de-
viennent :�

(
 � 1)Ma2

ReRi
�
� 1

PrRe (I.1.16)�
(
 � 1)Ma2

Ri
�
� 1

PrRe (I.1.17)

Dans le 
as des �e
oulements turbulents, la 
ondition (I.1.17) est alors la plus 
ontraignante.
Pour �etablir les �equations de Boussinesq, il est n�e
essaire de pro
�eder �a un d�eveloppement
limit�e �a l'ordre un des for
es volumiques de pesanteur. Le d�eveloppement est possible puisque
le nombre de Ri
hardson est tr�es petit devant l'unit�e (I.1.12). En tenant 
ompte des relations
(I.1.9) et (I.1.10), on obtient le d�eveloppement suivant �a l'ordre un :

1

Fr2
 
1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

!
=

 
1 + 
Ma2 eP
1 +RieT

!
' 1�RieT (I.1.18)



En utilisant l'�egalit�e (I.1.18), le syst�eme d'�equations (I.1.8) devient :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�!er �

�!eU = 0

�
�!eU
�et +

�!eU �

��!er 
�!eU � = �
�!er ePg +RieT�!er� +

1

Re
�!er �

 
2

�!�!eDd

!
� eT
�et +

�!eU �

��!er eT� =
1

PrRe
�!er �

��!er eT�
(I.1.19)

o�u le terme ePg est la pression pi�ezom�etrique d�e�nie par ePg = eP + �. Il est important
de remarquer que, 
ette fois-
i, le 
hamp de temp�erature va agir sur le 
hamp de vitesse et
r�e
iproquement : les �equations de 
onservation de la quantit�e de mouvement et de l'enthalpie
sont d�esormais 
oupl�ees.

1.3.1 Cas du s
alaire passif

Le 
as du s
alaire passif est obtenu en imposant le nombre de Ri
hardson Ri �egal �a z�ero.
Le 
hamp de temp�erature n'apparâ�t plus dans l'�equation de 
onservation pour la quantit�e
de mouvement : il y a d�e
ouplage total entre la dynamique de l'�e
oulement et la thermique.
Par 
ons�equent, il est possible de ne r�esoudre que le 
hamp dynamique en utilisant les deux
premi�eres �equations de 
onservation du syst�eme ( masse et quantit�e de mouvement ). On
parle alors d'approximation in
ompressible.

1.3.2 Domaine de validit�e de l'approximation

Pour d�eterminer le domaine de validit�e de l'approximation in
ompressible et de l'ap-
proximation de Boussinesq, il est n�e
essaire de se �xer le probl�eme physique. Dans le 
adre
de 
es travaux de re
her
he, l'�e
oulement est un �e
oulement en 
onve
tion for
�ee. Le point
de r�ef�eren
e (T0; P0) 
hoisi est le suivant : on 
onsid�ere que le 
uide est �a la temp�erature
T0 = 288oK et la pression P0 = 1; 013:105Pa. L'�e
helle des temp�eratures �T apparâ�t 
omme
une di��eren
e de temp�erature, par 
ons�equent il importe peu qu'elle soit exprim�ee en degr�e
Celsius ou en degr�e Kelvin. L'�e
helle de pression �P s'exprime en fon
tion de l'�e
helle de
vitesse grâ
e �a la relation (I.1.10). Il existe don
 trois �e
helles in
onnues qui sont l'�e
helle
de longueur L0, l'�e
helle de vitesse U0 et l'�e
helle de temp�erature �T . Dans le 
as de l'ap-
proximation de Boussinesq, il ne reste plus que deux �e
helles in
onnues. En e�et, la relation
(I.1.9) permet d'exprimer la longueur de r�ef�eren
e L0 en fon
tion de la vitesse de r�ef�eren
e



U0 et de g. Les di��erents 
oeÆ
ients thermodynamiques sont donn�es par le tableau qui suit :

air unit�es
�0 1; 2 kg:m�3


p0 1; 0:103 J:kg�1:K�1

�0 1; 4:10�5 m2:s�1

�0 2; 0:10�5 m2:s�1

�0 3; 5:10�3 K�1

�
T0

1; 0:10�5 Pa�1

�A partir de 
es donn�ees exp�erimentales, il est possible d'expli
iter les relations (I.1.12),
(I.1.13), (I.1.16) et (I.1.17). Les deux premi�eres relations traduisent la 
ondition d'in
om-
pressibilit�e, alors que les deux derni�eres proviennent du fait que les puissan
es des for
es de
frottement et de pression soient n�eglig�ees. Le 
rit�ere "� 1" est alors rempla
�e par "� 0:1" :
on assume don
 une erreur de 10%. Les relations (I.1.12) et (I.1.13) sont �equivalentes �a :

�T � 0:1T0 �T � 28; 8o K

U0 �
r

0:1P0

�0
U0 � 91; 9 m:s�1

Cela signi�e don
 que l'approximation de Boussinesq reste valable pour de faibles �e
arts de
temp�erature ( de l'ordre de 28; 8oC �a 20oC pour l'air ) et pour des vitesses ne d�epassant pas
90m:s�1.

1.4 Filtrage des �equations adimensionn�ees

1.4.1 Notion de �ltre

La notion de �ltre en simulation des grandes �e
helles ( S.G.E ) est tr�es importante. En
e�et, l'information est 
ontenue dans toutes les �e
helles de la turbulen
e. Ces �e
helles ont
des ordres de grandeur tr�es di��erents, le probl�eme �etant de pouvoir prendre en 
ompte l'exis-
ten
e des grandes et des petites.

En simulation dire
te des �equations de Navier-Stokes ( S.N.D ), il est primordial de

onserver toutes 
es �e
helles, de la plus grande �a la plus petite. En revan
he, en S.G.E, on

hoisit de r�esoudre les �equations jusqu'�a une �e
helle donn�ee ( �e
helles r�esolues ), puis on
mod�elise l'a
tion des petites �e
helles ( �e
helles non r�esolues ). La plus petite �e
helle r�esolue
est alors impos�ee par la taille de la maille 
hoisie lors de la dis
r�etisation. Il est important
de noter que la taille e�e
tive du �ltre ne 
orrespond pas �a la taille de la maille impos�ee. La
taille e�e
tive du �ltre in
lut aussi une 
ontribution provenant des erreurs num�eriques, des
erreurs de tron
ature et des erreurs d'arrondi [90℄.

D'un point de vue math�ematique, 
ette s�eparation d'�e
helles est alors repr�esent�ee par
un �ltre. Le 
hamp r�esolu est d�e�ni 
omme le produit de 
onvolution entre le 
hamp total




onsid�er�e et le noyau du �ltre. Si on note f(�!x ; t), le 
hamp total, f(�!x ; t), le 
hamp �ltr�e
et G(

�!
X ), le noyau du �ltre, on obtient la relation :

f(�!x ; t) =

Z +1

�1

f(�!y ; t)G(�!x ��!y )d�!y (I.1.20)

Cette d�e�nition permet de d�e�nir 
e que l'on nomme terme sous-maille ( not�e f 0 ) 
omme
la di��eren
e entre le 
hamp total et le 
hamp �ltr�e ainsi obtenu :

f 0(�!x ; t) = f(�!x ; t)� f(�!x ; t) (I.1.21)

C'est 
e terme sous-maille qu'il faut mod�eliser. En th�eorie, le �ltre 
hoisi v�eri�e des propri�et�es

omme la lin�earit�e et la 
ommutativit�e ave
 les op�erateurs de d�erivation. Cependant, le
�ltrage n'est pas for
�ement un op�erateur de Reynolds. Un op�erateur de Reynolds v�eri�e
trois propri�et�es :

{ il doit être lin�eaire ( f + g = f + g ),

{ il doit 
ommuter ave
 la d�erivation (
�f

�s
=

�f

�s
),

{ et il doit être involutif ( f = f ).

Par 
ons�equent, lorsque l'on d�e�nit le 
hamp sous-maille f 0(
�!
X ; t), le 
hamp sous-maille �ltr�e

not�e f
0
(
�!
X ; t) n'est don
 pas nul �a moins que le �ltre 
onsid�er�e ne v�eri�e les trois propri�et�es

des op�erateurs de Reynolds. C'est une di��eren
e fondamentale par rapport aux m�ethodes
des �equations de Navier-Stokes moyenn�ees ( R.A.N.S ).

Il existe di��erents �ltres. Les trois plus 
ouramment utilis�es sont le �ltre porte (I.1.22),
le �ltre gaussien (I.1.23) et le �ltre bô�te (I.1.24). Dans le 
as monodimensionnel, ils sont
d�e�nis par :

G(X � �) =

sin

�
� (X � �)

�f

�
� (X � �)

(I.1.22)

G(X � �) =

s
6

��f

exp

 
�6(X � �)2

�
2

f

!
(I.1.23)

G(X � �) =

8>><>>:
1

�f

si jX � �j � �f

2

0 si jX � �j > �f

2

(I.1.24)

o�u la grandeur �f est la longueur de la 
oupure du �ltre.



1.4.2 �Equations pour le 
hamp r�esolu

Dans le but de rendre plus lisible la suite des 
al
uls, on va supprimer les tildes, passer
en notation indi
ielle et expli
iter l'op�erateur d�eriv�ee parti
ulaire en tenant 
ompte de l'hy-
poth�ese d'in
ompressibilit�e (III.A.2). Par 
ommodit�e, le troisi�eme ve
teur unitaire du rep�ere
est 
hoisi 
olin�eaire �a la verti
ale lo
ale. Par 
ons�equent, le ve
teur

�!r� a pour 
omposante
(0; 0; 1)T . Le syt�eme d'�equations (I.1.19) s'�e
rit alors sous la forme :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�Ui

�xi
= 0

�Ui

�t
+

�

�xj
(UiUj) = � �Pg

�xi
+

1

Re

�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3

�T

�t
+

�

�xj
(TUj) =

1

Pe

�2T

�xk�xk

(I.1.25)

1.4.3 Conservation de la masse pour le 
hamp �ltr�e

�A pr�esent, le �ltre est appliqu�e �a l'�equation de 
ontinuit�e. Le �ltrage est repr�esent�e par
les quantit�es surlign�ees. Soit :

�Ui

�xi
= 0 (I.1.26)

�Ui

�xi
= 0 (I.1.27)

En utilisant la propri�et�e de 
ommutativit�e ave
 les op�erateurs de d�erivation, l'�equation
s'�e
rit :

�Ui

�xi
= 0 (I.1.28)

1.4.4 Conservation de la quantit�e de mouvement pour le 
hamp
�ltr�e

Tout 
omme le paragraphe pr�e
�edent, le �ltre est appliqu�e �a l'�equation de 
onservation.
En utilisant, l�a en
ore, la même propri�et�e, on obtient :

�Ui

�t
+

�

�xj

�
UiUj

�
= ��Pg

�xi
+

1

Re

�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3 (I.1.29)

Le �ltrage de la 
onservation de la quantit�e de mouvement fait apparâ�tre le terme quadra-
tique en vitesse UiUj qui n'est pas 
onnu. On le d�e
ompose sur la base

�
U; U 0

�
. Soit :

UiUj = UiUj � Ui Uj + Ui Uj (I.1.30)

UiUj = �ij + Ui Uj (I.1.31)



o�u le tenseur �ij est le tenseur de Reynolds sous-maille. Cette formulation 
onduit �a une
�equation similaire �a 
elle obtenue par moyenne statistique des �equations de Navier-Stokes :

�Ui

�t
+

�

�xj

�
Ui Uj

�
= ��Pg

�xi
+

1

Re

�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3 � ��ij

�xj
(I.1.32)

d'o�u la n�e
essit�e d'un mod�ele pour le tenseur de Reynolds sous-maille �ij. La mod�elisation
de 
e tenseur abord�ee dans le 
hapitre 2 peut s'e�e
tuer de deux fa�
ons di��erentes : soit
le tenseur �ij est mod�elis�e dire
tement, soit 
e tenseur est d�e
ompos�e 
omme la somme de
trois 
ontributions : une partie provenant d'�e
helles r�esolues 
al
ulable expli
itement, une
partie mixte d�ependant de termes r�esolus et sous-maille et une partie purement sous-maille,

es deux derni�eres n�e
essitant une fermeture. En rempla�
ant le 
hamp de vitesse total par
la somme du 
hamp de vitesse r�esolue et du 
hamp de vitesse non r�esolue, le tenseur de
Reynolds sous-maille peut s'�e
rire sous la forme :

UiUj =
�
Ui + U 0

i

� �
Ui + U 0

i

�
(I.1.33)

UiUj = Ui Uj + UiU 0
j + U 0

i Uj + U 0
i U

0
j (I.1.34)

UiUj = Ui Uj + Ui Uj � Ui Uj + UiU 0j + U 0
i Uj + U 0

i U
0
j (I.1.35)

UiUj � Ui Uj| {z }
�ij

= Ui Uj � Ui Uj| {z }
Lij

+UiU 0
j + U 0

i Uj| {z }
Cij

+U 0
i U

0
j|{z}

Rij

(I.1.36)

o�u les tenseurs Lij et Cij sont les tenseurs de L�eonard et des tensions 
rois�ees. Le tenseur Rij

est nomm�e tenseur vrai de Reynolds. Le probl�eme de 
ette formulation est que les tenseurs
de L�eonard et des tensions 
rois�ees ne v�eri�ent pas la propri�et�e d'invarian
e galil�eenne. C'est
la somme de 
es deux tenseurs qui v�eri�e 
ette propri�et�e d'invarian
e. La d�e
omposition de
Germano [90℄ [34℄ dite 
onsistante permet de rem�edier �a 
ela :

�ij = UiUj � Ui Uj (I.1.37)

�ij =
�
Uj + U 0

j

� �
Ui + U 0

i

�� �
Ui + U 0

i

��
Uj + U 0

j

�
(I.1.38)

�ij = Ui Uj + U 0
iUj + U 0

jUi + U 0
iU

0
j � Ui Uj � U 0

i Uj � U 0
jUi � U 0

i U
0
i (I.1.39)

�ij = Ui Uj � Ui Uj| {z }
Lij

+U 0
iUj + U 0

jUi � U 0
i Uj � U 0

j Ui| {z }
Cij

+U 0
iU

0
j � U 0

i U
0
j| {z }

Rij

(I.1.40)

Les tenseurs Lij, Cij et Rij sont appel�es respe
tivement le tenseur de L�eonard modi��e, le
tenseur des tensions 
rois�ees modi��e et le tenseur vrai de Reynolds modi��e. Cette fois-
i, 
es
trois tenseurs v�eri�ent ind�ependamment la propri�et�e d'invarian
e. Si le �ltre 
hoisi est un
op�erateur de Reynolds, les termes de L�eonard et les termes 
rois�es sont alors nuls. Ainsi, le
tenseur �ij d�eg�en�ere en U 0

i U
0
j . On retrouve alors l'appro
he des �equations de Navier-Stokes

moyenn�ees.



1.4.5 Conservation de l'�energie pour le 
hamp �ltr�e

�A partir de l'�equation de 
onservation de l'enthalpie, une fois le �ltre appliqu�e, on obtient
l'�equation de l'�energie pour le 
hamp �ltr�e :

�T

�t
+

�

�xj

�
TUj

�
=

1

Pe
�2T

�xk�xk
(I.1.41)

Comme pour le paragraphe pr�e
�edent, il est possible de d�e
omposer la partie basse fr�equen
e
du 
ux de 
haleur total en fon
tion des 
hamps de vitesse et de temp�erature r�esolus. On
introduit naturellement le ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille ��j :

TUj = TUj � T Uj + T Uj (I.1.42)

TUj = ��j + T Uj (I.1.43)

�A partir de 
ette d�e�nition, l'�equation de la 
onservation de l'enthalpie peut être r�e
rite sous
la forme suivante :

�T

�t
+

�

�xj

�
T Uj

�
=

1

Pe
�2T

�xk�xk
� ���j

�xj
(I.1.44)

Il est alors n�e
essaire de mod�eliser le 
ux de 
haleur sous-maille ��j qui est pour le moment
in
onnu. Il est possible d'appliquer la même d�emar
he que dans le paragraphe 1.4.4 pour
relier le tenseur de Reynolds et les tenseurs de L�eonard, des tensions 
rois�ees et de Reynolds
sous-maille. Ainsi, pour le 
ux de 
haleur sous-maille ��j on obtient :

TUj =
�
T + T 0

� �
Uj + U 0

j

�
(I.1.45)

TUj = T Uj + TU 0
j + T 0Uj + T 0U 0

j (I.1.46)

TUj � T Uj| {z }
��j

= T Uj � T Uj| {z }
L�j

+TU 0
j + T 0Uj| {z }
C�j

+T 0U 0
j|{z}

R�j

(I.1.47)

Par analogie au tenseur de Reynolds sous-maille, les ve
teurs L�j, C�j et R�j sont appel�es
respe
tivement ve
teur 
ux de 
haleur de L�eonard, ve
teur 
ux de 
haleur 
rois�e et ve
teur

ux de 
haleur sous-maille vrai. Le 
ux de 
haleur sous-maille est alors d�e
ompos�e en trois

ontributions. La premi�ere 
ontribution ( terme L�j ) est asso
i�ee uniquement aux grandeurs
r�esolues. Elle est enti�erement 
al
ulable puisque les in
onnues du probl�eme sont les 
hamps
de vitesse et de temp�erature r�esolus ( Uj et T ). La deuxi�eme 
ontribution ( terme C�j ) est
mixte : sa formulation fait intervenir �a la fois des termes sous-maille et des termes r�esolus. On
parle aussi de termes 
rois�es. La derni�ere 
ontribution ( termeR�j ) est 
ette fois-
i purement
sous-maille. On montre, l�a en
ore, que les ve
teurs L�j et C�j ne v�eri�ent pas s�epar�ement la



propri�et�e d'invarian
e. En appliquant la d�e
omposition suivante :

��j = TUj � T Uj (I.1.48)

��j =
�
T + T 0

� �
Uj + U 0

j

�� �
T + T 0

��
Uj + U 0

j

�
(I.1.49)

��j = T Uj + T 0Uj + U 0
jT + T 0U 0

j � T Uj � T 0 Uj � U 0
j T � T 0 U 0

j (I.1.50)

��j = T Uj � T Uj| {z }
L�j

+T 0Uj + U 0
jT � T 0 Uj � U 0

j T| {z }
C�j

+T 0U 0
j � T 0 U 0

j| {z }
R�j

(I.1.51)

la propri�et�e d'invarian
e est alors retrouv�ee pour 
ha
un des termes. Par analogie au para-
graphe 1.4.4, les nouveaux ve
teurs L�j, C�j et R�j ainsi introduits sont appel�es respe
tive-
ment 
ux de 
haleur de L�eonard modi��e, 
ux de 
haleur 
rois�e modi��e et 
ux de 
haleur
sous-maille vrai modi��e. Si le �ltre est un op�erateur de Reynolds, alors les termes L�j et
C�j sont identiquement nuls. Le 
ux de 
haleur sous-maille ��j est r�eduit au 
ux de 
haleur
sous-maille vrai T 0U 0

j .

1.4.6 R�e
apitulatif des �equations de Navier-Stokes pour le 
hamp
�ltr�e

Le nouveau syst�eme �a r�esoudre est don
 le syst�eme form�e par les trois �equations suivantes :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�Ui

�xi
= 0

�Ui

�t
+

�

�xj

�
Ui Uj

�
= � �Pg

�xi
+

1

Re
�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3 � ��ij

�xj

�T

�t
+

�

�xj

�
T Uj

�
=

1

Pe
�2T

�xk�xk
� ���j

�xj

(I.1.52)

Il reste �a mod�eliser le tenseur de Reynolds sous-maille �ij et le 
ux de 
haleur sous-maille
��j, 
e qui sera abord�e dans les 
hapitres 2 et 3.



Chapitre 2

Mod�elisation pour le tenseur de

Reynolds sous-maille

Dans 
e 
hapitre, la mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille est abord�ee. Dans
le 
as des simulations des grandes �e
helles, les �e
helles dissipatives de l'�e
oulement sont mal
r�esolues puisque la 
oupure s'e�e
tue en g�en�eral dans la zone inertielle du spe
tre. Le rôle
prin
ipal du mod�ele sous-maille est alors de dissiper l'�energie qui pourrait s'a

umuler pr�es
de la 
oupure. En e�et, l'a

umulation d'�energie �a la 
oupure met en �eviden
e que le signal
est mal r�esolu. En fait, le mod�ele ne fait que reproduire le transfert d'�energie des grandes
�e
helles vers les petites �e
helles ( 
as
ade d'�energie ) en dissipant sur pla
e le 
ux d'�energie.
Il n'est d'ailleurs pas n�e
essaire que le mod�ele repr�esente exa
tement les tensions sous-maille,
mais plutôt l'e�et global de 
elles-
i.

2.1 M�e
anisme �energ�etique

Pour 
omprendre les intera
tions entre les petites et les grandes �e
helles, il est int�eressant
d'examiner les �equations de transport de deux quantit�es : l'�energie 
in�etique r�esolue not�ee
Kres et l'�energie 
in�etique sous-maille Ksm. Ces deux �energies 
in�etiques sont d�e�nies par :

Kres =
1

2
Ui Ui (I.2.1)

Ksm =
1

2

�
UiUi � Ui Ui

�
(I.2.2)

L'�energie 
in�etique sous-maille ainsi d�e�nie 
orrespond en fait �a une �energie 
in�etique sous-
maille g�en�eralis�ee. En e�et, l'�energie 
in�etique sous-maille vraie est plutôt donn�ee par le

s
alaire
1

2
U 0
iU

0
i . La prin
ipale 
ons�equen
e de 
e
i est que si le �ltre 
onsid�er�e n'est pas

positif, alors l'�energie 
in�etique sous-maille g�en�eralis�ee peut lo
alement admettre des valeurs
n�egatives. L'�energie 
in�etique sous-maille apparâ�t aussi 
omme la demi-tra
e du tenseur de
Reynolds sous-maille dont la d�e�nition est donn�ee par la relation (I.1.31). L'obtention de



l'�equation d'�evolution pour Kres est d�etaill�ee dans l'annexe D. Elle s'�e
rit :

�Kres

�t
+

�

�xj

�KresUj

�
| {z }

I

=

+
�

�xj

�
1

Re
�Kres

�xj
� PgUj � �ijUi

�
| {z }

II+III+IV

� 1

Re
�Ui

�xj

�Ui

�xj| {z }
V

+ �ij
�Ui

�xj| {z }
VI

+RiT U3| {z }
VII

(I.2.3)

I : transport de l'�energie 
in�etique r�esolue par 
onve
tion
II : di�usion de l'�energie 
in�etique r�esolue par la pression
III : di�usion visqueuse de l'�energie 
in�etique r�esolue
IV : di�usion sous-maille
V : dissipation visqueuse de l'�energie 
in�etique r�esolue
VI : dissipation ou produ
tion due aux tensions sous-maille
VII : dissipation ou produ
tion li�ee �a la strati�
ation

Cette �equation d'�evolution pour l'�energie 
in�etique r�esolue pr�esente deux m�e
anismes
d'�e
hanges de natures di��erentes. On note d'une part les termes de 
onve
tion ( I ) et
de di�usion ( II, III, IV ). Ces termes-l�a ne produisent ni ne dissipent d'�energie 
in�etique
r�esolue, mais plutôt la redistribuent. On note d'autre part les termes de dissipation ou de
produ
tion ( V, VI et VII ). Le terme V repr�esente l'�energie 
in�etique perdue sous l'a
tion
des for
es visqueuses ( ou de frottement ) aux niveaux des grandes �e
helles. Ce terme est
stri
tement n�egatif : son a
tion est dissipative. En 
e qui 
on
erne le terme VI, il traduit
l'�e
hange entre les �e
helles r�esolues et les �e
helles sous-maille. Suivant le signe de 
elui-
i,
on parlera plutôt de 
as
ade d'�energie ( VI < 0 : a
tion dissipative ) ou de 
as
ade inverse
( VI > 0 : sour
e d'�energie ). Le sens pr�epond�erant des �e
hanges inter-�e
helles est fourni
par le premier 
as : l'�energie va des grandes �e
helles vers les �e
helles sous-mailles. Dans le
deuxi�eme 
as, l'�energie remonte des �e
helles sous-maille vers les grandes �e
helles. La pr�esen
e
des for
es de pesanteur fait apparâ�tre un terme de produ
tion suppl�ementaire ( VII ), qui
disparâ�t dans le 
as du s
alaire passif puisque le nombre de Ri
hardson Ri est alors nul.
Pour obtenir le bilan des transferts d'�energie entre les �e
helles r�esolues et les �e
helles sous-
maille, il reste alors �a faire la somme de la di�usion sous-maille ( IV ) et la dissipation ou
produ
tion sous-maille ( VI ).

Tout 
omme le 
as pr�e
�edent de l'�energie 
in�etique r�esolue, le d�etail de l'�equation de
transport de l'�energie 
in�etique sous-maille est 
ontenu dans l'annexe D, on obtient alors :

�Ksm

�t
+

�

�xj

�KsmUj

�
| {z }

I

+
�

�xj

�
UiUiUj � UiUi Uj

�
| {z }

II

= � �

�xj

�
PgUj � PgUj

�
| {z }

III

(I.2.4)
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�xj
+ �ijUi

�
| {z }

IV+V

� 1

Re
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�Ui

�xj

�Ui

�xj
� �Ui

�xj

�Ui

�xj

�
| {z }

VI

� �ij
�Ui

�xj| {z }
VII

+Ri �TU3 � T U3
�| {z }

VIII



I : transport par 
onve
tion de l'�energie 
in�etique sous-maille
II : transport turbulent
III : di�usion de l'�energie 
in�etique sous-maille par la pression
IV : di�usion visqueuse de l'�energie 
in�etique sous-maille
V : di�usion sous-maille
VI : dissipation visqueuse de l'�energie 
in�etique sous-maille
VII : produ
tion ou dissipation due aux tensions sous-maille
VIII : produ
tion ou dissipation due �a la 
ottabilit�e

L�a en
ore, les termes de 
onve
tion ou de di�usion ( I, II, III, IV et V ) n'ont qu'un rôle de
redistribution de l'�energie sous-maille. Le terme VI 
orrespond �a l'�energie 
in�etique perdue
au niveau des �e
helles sous-maille. Il est int�eressant de remarquer que l'�energie 
in�etique
perdue par les grandes �e
helles ( termes VI et VI de (I.2.3) ) au pro�t des �e
helles sous-
maille apparâ�t bien dans l'�equation d'�evolution ( termes V et VII de (I.2.4) ) ave
 un signe
oppos�e. Le terme VIII peut s'exprimer en fon
tion de la troisi�eme 
omposante du ve
teur

ux de 
haleur d�e�ni par :

Ri
�
TU3 � T U3

� � Ri ��3 (I.2.5)

Hypoth�ese d'�equilibre lo
al

L'hypoth�ese d'�equilibre lo
al est bas�ee sur le fait que le temps 
ara
t�eristique asso
i�e
aux �e
helles sous-maille est beau
oup plus 
ourt que 
elui asso
i�e aux grandes �e
helles. Il
est alors possible de supposer que les �e
helles sous-maille retrouveront plus rapidement un
�etat d'�equilibre que les grandes �e
helles lorsque l'�e
oulement est soumis �a des perturbations.
Sous 
ette hypoth�ese, l'�equation de 
onservation pour l'�energie 
in�etique sous-maille (I.2.4)
se r�eduit �a :

� 1

Re

�
�Ui

�xj

�Ui

�xj
� �Ui

�xj

�Ui

�xj

�
| {z }

�sm

� �ij
�Ui

�xj| {z }
��

+Ri ��3| {z }
���

= 0 (I.2.6)

o�u les quantit�es �sm, �� et ��� 
orrespondent respe
tivement �a la dissipation visqueuse de
l'�energie 
in�etique sous-maille, la produ
tion due aux tensions de Reynolds sous-maille et
la produ
tion due au 
ux de 
haleur sous-maille. Dans le 
as du s
alaire passif ( Ri = 0 ),
l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al se r�eduit �a l'�egalit�e suivante :

� �ij
�Ui

�xj
= �sm (I.2.7)

Cas de la turbulen
e homog�ene isotrope

La �gure I.2.1 repr�esente le spe
tre d'�energie et le spe
tre de dissipation d'un �e
oulement
in
ompressible en turbulen
e homog�ene isotrope issus d'une simulation dire
te des �equations



de Navier-Stokes par m�ethode pseudo-spe
trale [101℄ �a Re� = 80. Ce nombre de Reynolds
est d�e�ni 
omme :

Re� =
�Urms
�

(I.2.8)

o�u � est la mi
ro-�e
helle de Taylor, Urms est l'�e
art type de la vitesse et � est la vis
osit�e
dynamique. Le domaine de 
al
ul est une bô�te de longueur 2� pour 192 points dans 
ha
une
des dire
tions, 
e qui permet d'obtenir 64 modes de Fourier apr�es suppression des erreurs de
re
ouvrement ( de-aliasing ).
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Fig. I.2.1: Spe
tres d'�energie et de dissipation en turbulen
e homog�ene isotrope in
ompres-
sible. Ave
 la permission de C. SEROR[101℄

Le spe
tre d'�energie se d�e
oupe en trois parties : la zone de produ
tion, la zone iner-
tielle et la zone de dissipation. La zone de produ
tion 
orrespond �a l'inje
tion d'�energie au
niveau des tr�es grandes �e
helles. La plus grande �e
helle �energ�etique est not�ee L ( �e
helle
int�egrale ). La zone inertielle est une zone dans laquelle l'�energie est transf�er�ee int�egralement
des plus grandes �e
helles vers des �e
helles plus petites. Cette zone est suppos�ee 
ompl�etement
d�e
oupl�ee des e�ets visqueux. Le spe
tre d'�energie s'�e
rit alors sous la forme :

E(k) = Kok
�

5

3 �
2

3 (I.2.9)

o�u Ko est la 
onstante de Kolmogorov. Dans la zone de dissipation, les stru
tures turbulentes
sont d�etruites. Le fait que la taille des stru
tures se r�eduise, entrâ�ne l'a

roissement du
gradient de vitesse, 
e qui a pour 
ons�equen
e de renfor
er la dissipation visqueuse. La zone
visqueuse est limit�ee par l'�e
helle de Kolmogorov �K. Au del�a de 
ette limite, le mouvement



des stru
tures est si r�eduit par les for
es visqueuses que les 
u
tuations sont n�egligeables et
le spe
tre d'�energie tend vers z�ero. Au voisinage de 
ette �e
helle, il y a 
omp�etition entre la

onve
tion et la di�usion. L'�e
helle de Kolmogorov est d�e�nie 
omme l'�e
helle au voisinage de
laquelle les temps 
ara
t�eristiques de 
es deux ph�enom�enes sont du même ordre de grandeur.
Les temps 
ara
t�eristiques sont d�e�nis par :

�
onv � �K
ÆU (�K)

(I.2.10)

�diff � �2K
�

(I.2.11)

o�u ÆU (�K) est l'�e
helle de vitesse asso
i�ee �a l'�e
helle de longueur �K . Cette �e
helle peut être
reli�ee au taux de dissipation � par la relation suivante :

ÆU (�K) � (��K)
1

3 (I.2.12)

En rempla�
ant l'�e
helle de vitesse ÆU (�K) �a l'aide la relation (I.2.12), on obtient alors la
d�e�nition suivante pour l'�e
helle de Kolmogorov :

�
onv � �diff () �K � �

ÆU (�K)
(I.2.13)

() �K �
�
�3

�

� 1

4

(I.2.14)

Dans une simulation des grandes �e
helles, la 
oupure intervient, en r�egle g�en�erale, dans
la zone inertielle, au voisinage de la mi
ro-�e
helle de Taylor �. Cela illustre bien les propos
de l'introdu
tion du 
hapitre : �a savoir que les �e
helles dissipatives sont peu, voire pas du
tout r�esolues. De fa�
on s
h�ematique, si la 
oupure intervient trop tôt dans le spe
tre ( on
se rappro
he de l'�e
helle int�egrale ), la partie sous-maille mod�elis�ee devient pr�epond�erante
et la simulation tend vers la simulation des �equations de Navier-Stokes moyenn�ees : on ne
r�esout que le 
hamp moyen, toutes les autres �e
helles sont alors mod�elis�ees . En revan
he,
si la 
oupure intervient dans le voisinage de la zone de dissipation, la partie sous-maille est
alors n�egligeable et la simulation des grandes �e
helles tend vers une simulation dire
te dans
laquelle toutes les �e
helles sont r�esolues.

2.2 Mod�eles de base

Les mod�eles pr�esent�es dans les paragraphes qui suivent appartiennent �a la famille des
mod�eles s
alaires ou mod�ele �a z�ero �equation. En e�et, 
ertaines mod�elisations du tenseur
de Reynolds font intervenir des relations alg�ebriques [26℄[100℄[98℄, ou en
ore des vis
osit�es
tensorielles [72℄[90℄. La partie d�eviatoire du tenseur de Reynolds sous-maille est 
hoisie pro-
portionnelle au tenseur des taux de vitesse de d�eformation r�esolue. Le fa
teur de proportion-
nalit�e ainsi introduit peut être assimil�e �a une vis
osit�e, qu'on appelle g�en�eralement vis
osit�e
sous-maille ou turbulente. Cela s'�e
rit sous la forme :

� dij = � � 1

3
�kkÆij = �2�sm (�!x ; t)Dij (I.2.15)



Il est important de noter que seule la partie d�eviatorique du tenseur de Reynolds sous-maille
est mod�elis�ee de 
ette mani�ere. En e�et, la 
ondition d'in
ompressibilit�e impose que la tra
e
du tenseur taux de vitesse de d�eformation r�esolue soit nulle, 
e qui aurait pour 
ons�equen
e
d'imposer que l'�energie 
in�etique sous-maille �kk = UkUk�UkUk soit nulle, 
e qui signi�erait
que toutes les �e
helles du ph�enom�ene soient r�esolues. Quant �a la partie sph�erique, elle n'est
pas mod�elis�ee mais plutôt ajout�ee �a la pression Pg pour former une pression modi��ee � qui
est alors d�e�nie par :

� = Pg +
1

3
�kk (I.2.16)

L'hypoth�ese d'�equilibre lo
al peut s'�e
rire sous la forme suivante, en tenant 
ompte du
fait que le tenseur de Reynolds sous-maille est 
ette fois-
i sym�etrique :

�sm = 2�smDijDij +Ri ��3 (I.2.17)

Dans le 
as du s
alaire passif ( Ri = 0 ), le terme de produ
tion �strat li�e aux for
es de
pesanteur disparâ�t de la relation (I.2.17).

Il ne reste plus qu'�a mod�eliser la vis
osit�e sous-maille �sm introduite dans la fermeture
(I.2.15). Cette vis
osit�e sous-maille d�epend du temps et de l'espa
e. L'analyse dimension-
nelle montre que la vis
osit�e sous-maille est proportionnelle au produit d'une longueur 
a-
ra
t�eristique lsm et d'une �e
helle de vitesse 
ara
t�eristique qsm. L'�e
helle de longueur lsm la
plus naturelle pour les simulations des grandes �e
helles est la taille moyenne de la maille
� puisque 
'est la taille de la plus petite stru
ture r�esolue par la simulation. Dans tous les
mod�eles pr�esent�es par la suite, la longueur � est 
hoisie 
omme :

� = (�x�y�z)
1

3 (I.2.18)

o�u �x, �y et �z sont les tailles des mailles dans les dire
tions x, y et z. Elle repr�esente en
fait la longueur de 
oupure 
ara
t�eristique du �ltre.

Il est possible de 
lasser les mod�eles de vis
osit�e sous-maille selon trois 
at�egories [90℄ : les
mod�eles bas�es sur les �e
helles r�esolues, 
eux bas�es sur l'�energie �a la 
oupure et en�n 
eux
bas�es sur l'�energie 
in�etique sous-maille. Le premier paragraphe pr�esente le mod�ele de Sma-
gorinsky [102℄ qui appartient �a la premi�ere 
lasse. Le deuxi�eme paragraphe pr�esente le mod�ele
d'�e
helles mixtes [90℄. Ce mod�ele fait intervenir �a la fois des �e
helles r�esolues et sous-maille.
En�n, le troisi�eme paragraphe pr�esente le mod�ele de fon
tion de stru
ture [79℄[20℄ qui ap-
partient �a la deuxi�eme 
lasse. Dans tous les 
as, les trois mod�elisations ne font intervenir
au
une �equation de transport suppl�ementaire : 
e sont des mod�eles �a zero �equation.

2.2.1 Mod�ele de Smagorinsky

D'un point de vue 
hronologique, le mod�ele de Smagorinsky [102℄ est le premier propos�e.
En utilisant les �e
helles 
ara
t�eristiques lsm = � et qsm introduites pr�e
�edemment, l'analyse



dimensionnelle de la vis
osit�e sous-maille �sm et de la dissipation visqueuse �sm fournit les
deux relations suivantes :

�sm � q3sm
�

(I.2.19)

�sm � �qsm (I.2.20)

�A pr�esent, l'utilisation de l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al dans le 
as du s
alaire passif permet
d'�evaluer de fa�
on simple ( sans �equation de transport ), l'�e
helle de vitesse qsm :

q3sm
�

� �qsm
�
2DijDij

�
(I.2.21)

qsm � �
q

2DijDij (I.2.22)

Il ne reste plus qu'�a reporter la relation (I.2.22) dans la relation (I.2.20). La vis
osit�e sous-
maille est alors �evalu�ee par :

�sm (�!x ; t) =
�
Cs�

�2q
2DijDij (I.2.23)

La 
onstante Cs est alors prise �egale �a 0; 18 dans le 
as de la turbulen
e homog�ene isotrope
[69℄[18℄. La 
onstante est ramen�ee �a la valeur de 0; 10 dans le 
as d'un �e
oulement en 
anal
plan [25℄ [18℄. Certaines versions du mod�ele de Smagorinsky sont exprim�ees en substituant

le terme
q

2DijDij par la norme du rotationnel du 
hamp de vitesse r�esolue.

Le probl�eme majeur de 
e mod�ele est qu'il va agir sur l'�e
oulement d�es que le 
hamp
de vitesse r�esolue poss�ede des variations spatiales. En e�et, l'�e
helle qsm obtenue dans la
relation (I.2.22) est fon
tion de grandeurs r�esolues uniquement. Dans le 
as d'un �e
oulement
laminaire dans un 
anal plan, 
'est pr�es des parois que l'on retrouve les plus grandes variations
spatiales. Ce d�efaut pose un probl�eme pour la simulation 
ar 
'est au voisinage de la paroi que
nâ�t la turbulen
e. Le mod�ele est alors in
apable de d�e
rire la transition d'un �etat laminaire
vers un �etat turbulent. Pire en
ore, l'�e
oulement turbulent peut se relaminariser sous l'e�et
du mod�ele. C'est pourquoi, 
e mod�ele est utilis�e ave
 une fon
tion d'amortissement[108℄[85℄,
qui 
orrige alors 
e d�efaut majeur.

2.2.2 Mod�ele d'�e
helles mixtes

Le mod�ele d'�e
helles mixtes [89℄[90℄ est, quant �a lui, bas�e sur l'�energie 
in�etique des
plus petites �e
helles r�esolues de l'�e
oulement. Si l'on 
onsid�ere que l'a

umulation d'�energie

in�etique �a la 
oupure est la marque d'un signal mal r�esolu, 
elle-
i apparâ�t alors 
omme
un bon senseur pour d�ete
ter la sous-r�esolution lo
ale de l'�e
oulement. Pour tenir 
ompte
de l'information provenant des grandes �e
helles et des �e
helles sous-maille, on suppose que
l'�e
helle 
ara
t�eristique qsm se d�e
ompose 
omme suit :

qsm = q1��
 q� (I.2.24)



o�u l'�e
helle 
ara
t�eristique q est 
elle d�e�nie par la relation (I.2.22) sous l'hypoth�ese d'�equilibre
lo
al, et l'�e
helle 
ara
t�eristique q
 est d�e�nie par :

q
 (�!x ; t) =

r
1

2
U

0

i (
�!x ; t)U

0

i (
�!x ; t) (I.2.25)

Il ne reste plus qu'�a substituer l'�e
helle qsm dans la relation (I.2.20) pour obtenir la famille
de mod�eles d'�e
helles mixtes :

�sm (�!x ; t) = Cm

�q
2DijDij

��

q1��
 �
1+�

(I.2.26)

Dans le 
adre de 
ette th�ese, le param�etre � est 
hoisi �egal �a
1

2
. Ainsi, la relation (I.2.24)

apparâ�t 
omme une moyenne g�eom�etrique. Le mod�ele mixte retenu dans la suite du m�emoire
est alors d�e�ni 
omme :

�sm (�!x ; t) = Cm

�q
2DijDij

� 1

2

q
1

2


 �
3

2 (I.2.27)

Cm ' 0:06 (I.2.28)

Il est int�eressant de noter que si le param�etre � est 
hoisi �egal �a 1, on retrouve le mod�ele
de Smagorinsky, introduit dans le paragraphe 2.2.1. Une autre valeur remarquable du pa-
ram�etre � est la valeur 0 : le mod�ele est alors bas�e uniquement sur l'�energie �a la 
oupure.
Tout 
omme le 
as du mod�ele de Smagorinsky, il est possible de substituer le terme 2DijDij

par la norme du rotationnel au 
arr�e.

L'utilisation de 
e mod�ele ne requiert don
 pas l'emploi d'un mod�ele de paroi 
ontraire-
ment au mod�ele de Smagorinsky puisque le mod�ele est bas�e sur l'�energie �a la 
oupure. La
vis
osit�e sous-maille tend vers z�ero automatiquement si l'�energie �a la 
oupure tend vers z�ero,

e qui est le 
as au voisinage de la paroi solide dans la sous-
ou
he visqueuse. Il reste 
epen-
dant �a d�eterminer 
elle-
i. Pour 
e faire, 
ette �energie est �evalu�ee au moyen d'un deuxi�eme

�ltre de longueur de 
oupure e� sup�erieure �a � ( voir Fig. I.2.2 ). On suppose alors que :

U
0

i ' Ui � eUi (I.2.29)
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Fig. I.2.2: Illustration du double �ltrage

2.2.3 Mod�ele de fon
tion de stru
ture

Le mod�ele de fon
tion de stru
ture est une adaptation du mod�ele de vis
osit�e e�e
-
tive 
onstante propos�e par [79℄[20℄. Ce dernier est utilis�e dans l'espa
e spe
tral et bas�e sur
l'�energie �a la 
oupure, 
'est pourquoi il n�e
essite une adaptation puisque, dans le 
adre de

ette th�ese, seuls les mod�eles dans l'espa
e physique sont abord�es. En supposant que la 
ou-
pure soit situ�ee dans le zone inertielle du spe
tre ( voir Fig. I.2.1 ), l'�energie �a la 
oupure
est exprim�ee en terme de fon
tion de stru
ture du 
hamp de vitesse r�esolue. La fon
tion de
stru
ture est d�e�nie par :

F2

��!x ;�; t
�

=

�


�!U (�!x ; t)��!
U (�!x +�!r ; t)




2�
k�!r k = �

(I.2.30)

Le symbole h:i repr�esente une moyenne spatiale sur les points voisins. L'�e
helle de longueur

ara
t�eristique qsm est don
 
hoisie 
omme �egale �a :

qsm �
q

F 2

��!x ;�; t
�

(I.2.31)

En employant la relation (I.2.22), le mod�ele s'�e
rit tout simplement sous la forme suivante :

�sm (�!x ; t) = Cm�
q

F 2

��!x ;�; t
�

(I.2.32)

o�u la 
onstante Cm du mod�ele est 
hoisie �egale �a 0; 063. En pratique, la fon
tion de stru
ture
lo
ale est �evalu�ee en moyennant sur les six points voisins. Il est int�eressant de remarquer
que la fon
tion de stru
ture peut être interpr�et�ee 
omme une approximation dis
r�ete de la
norme du tenseur gradient de vitesse r�esolue. Ainsi, 
e mod�ele apparâ�t 
omme une version
du mod�ele de Smagorinsky dans lequelle le tenseur taux de d�eformation de vitesse r�esolue
serait rempa
�e par le tenseur du gradient de vitesse r�esolue. Ce mod�ele risque don
 de poser
les mêmes probl�emes que le mod�ele de Smagorinsky.



2.3 Prise en 
ompte des e�ets de 
ottaison

Les trois mod�eles pr�esent�es dans le paragraphe 2.2 ne tiennent pas 
ompte d'�eventuels
e�ets de 
ottaison. En e�et, l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al utilis�ee dans la mod�elisation de
la vis
osit�e sous-maille suppose de n�egliger la gravit�e ( Ri = 0 ). Dans le 
as 
ontraire, il
faudrait �e
rire :

�sm = 2�smDijDij +Ri ��3 (I.2.33)

Il reste alors �a �evaluer le terme li�e �a la gravit�e, 
e qui n�e
essite la 
onnaissan
e de la troisi�eme

omposante du 
ux de 
haleur sous-maille.

2.3.1 Modi�
ation de Cabot

Dans le 
hapitre 3 abordant la mod�elisation du 
ux de 
haleur sous-maille, la fermeture
la plus simple est obtenue en supposant que le 
ux de 
haleur sous-maille est 
olin�eaire au
gradient de temp�erature r�esolue. Par analogie aux mod�eles de vis
osit�e sous-maille, il est
alors possible d'introduire une di�usivit�e sous-maille not�ee �sm. Le nombre de Prandtl est
d�e�ni 
omme le rapport entre la di�usivit�e thermique mol�e
ulaire et la vis
osit�e dynamique
mol�e
ulaire. Ainsi le nombre de Prandtl sous-maille est d�e�ni 
omme le rapport entre la
di�usivit�e sous-maille et la vis
osit�e sous-maille. Ainsi, le terme ��3 se r�e
rit sous la forme :

��3 = � �sm
Prsm

�T

�x3
(I.2.34)

L'hypoth�ese d'�equilibre lo
al (I.2.33) devient :

�sm = �sm

�
2DijDij � Ri

Prsm
�T

�x3

�
(I.2.35)

Cette nouvelle �evaluation de �sm permet de modi�er le mod�ele de Smagorinsky pr�esent�e dans
le paragraphe 2.2.1. En e�et, l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al a permis de d�eterminer l'�e
helle
de vitesse sous-maille qsm dans le 
as non strati��e. L'�e
helle qsm s'exprime sous la forme :

qsm � �

s�
2DijDij � Ri

Prsm
�T

�x3

�
(I.2.36)

Le mod�ele de Smagorinsky modi��e s'�e
rit :

�sm (�!x ; t) =
�
C�

�2s�
2DijDij � Ri

Prsm
�T

�x3

�
(I.2.37)

De fa�
on analogue, il est tout �a fait possible d'�etendre la modi�
ation propos�ee par Cabot �a
tous les mod�eles bas�es sur l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al 
omme le mod�ele d'�e
helles mixtes.



Lorsque la r�egion est 
onve
tivement stable, la temp�erature 
rô�t ave
 l'altitude ( dire
tion
x3 ). Par 
ons�equent, la 
omposante verti
ale du gradient de temp�erature est positif. Dans 
e


as pr�e
is, la quantit�e

s
Ri

�T

�x3
s'identi�e �a la fr�equen
e de Brunt-V�ais�al�a. Cette fr�equen
e


ara
t�erise le mouvement os
illant d'une parti
ule 
uide situ�ee au voisinage d'une interfa
e
entre un 
uide 
haud ( au dessus ) et un 
uide froid ( en dessous ). Du fait que la 
omposante
verti
ale du gradient de temp�erature est positif, l'�e
helle des vitesses sous-maille qsm est plus
petite que dans le 
as d'un s
alaire passif. La vis
osit�e sous-maille sera don
 plus faible.

2.3.2 Mod�ele alg�ebrique de Deardo�-S
humann

Ce mod�ele a �et�e utilis�e initialement par Deardo� [26℄ dans le 
as d'une simulation des
grandes �e
helles d'une 
ou
he limite atmosph�erique. Le mod�ele propos�e par Deardo�, repris
par d'autres auteurs tels que S
hemm [98℄ ou S
hmidt et S
hmumann [100℄ fait partie des
mod�eles �a fermeture alg�ebrique du se
ond ordre. Ce mod�ele alg�ebrique est en fait une stri
te
analogie ave
 les fermetures alg�ebriques utilis�ees en RANS. Pour 
ela, il est n�e
essaire de

onnâ�tre les �equations d'�evolution pour le tenseur de Reynolds sous-maille et pour le 
ux de

haleur sous-maille, ainsi que les �equations d'�evolution pour l'�energie 
in�etique sous-maille et
la varian
e de temp�erature sous-maille. La simpli�
ation de 
es derni�eres permet d'obtenir
de nouvelles relations qui d�e�nissent alors une fermeture du se
ond ordre. L'�energie 
in�etique
sous-maille est r�esolue au moyen d'une �equation d'�evolution.

Approximation de l'�equation d'�evolution pour l'�energie 
in�etique sous-maille

L'�equation de 
onservation pour l'�energie 
in�etique sous-maille est donn�ee par la relation
suivante :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj

�
+

�

�xj

�
UiUiUj � UiUi Uj

�
= (I.2.38)

+
�

�xj

�
1

Re

�Ksm

�xj
+ �ijUi �

�
PgUj � PgUj

��
� 1

Re

�
�Ui
�xj

�Ui
�xj

� �Ui

�xj

�Ui

�xj

�
+Ri

�
TU3 � T U3

�� �ij
�Ui

�xj

Le d�etail des 
al
uls pour l'obtention de 
ette �equation est fourni dans le paragraphe D.1.3
de l'annexe D. Les premi�eres simpli�
ations sont faites en n�egligeant les termes de di�usion
mol�e
ulaire et de di�usion sous-maille

�
en
adr�es dans (I.2.38)

�
. L'�equation (I.2.38) d�eg�en�ere

en :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj
�
+

�

�xj

�
UiUiUj � UiUi Uj

�
= (I.2.39)

� 1

Re

�
�Ui
�xj

�Ui
�xj

� �Ui
�xj

�Ui
�xj

�
+Ri��3 � �ij

�Ui
�xj



�A pr�esent, il ne reste plus que deux termes �a mod�eliser : le terme de dissipation sous-maille et
le terme de transport sous-maille. On suppose alors que le terme de dissipation sous-maille
ne d�epend que d'une longueur 
ara
t�erique et de l'�energie 
in�etique sous-maille. Cela impose
que l'on se trouve dans la zone inertielle du spe
tre de Kolmogorov. L'analyse dimensionnelle
de 
ette dissipation permet d'�e
rire la relation suivante :

1

Re

�
�Ui
�xj

�Ui
�xj

� �Ui
�xj

�Ui
�xj

�
= C�m

K
3

2

sm

�
(I.2.40)

Quant au terme de transport sous-maille, il est 
hoisi proportionnel au gradient du tenseur
de Reynolds sous-maille et don
 mod�elis�e par :

UiUiUj � UiUi Uj = �C0�K
1

2

sm

�
��ij
�xi

+
��ji
�xi

+
��ii
�xj

�
(I.2.41)

= �2C0�K
1

2

sm

�
�Ksm

�xj
+

��ij
�xi

�
(I.2.42)

En tenant 
ompte de 
es deux hypoth�eses, l'�equation (I.2.39) devient :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj

�
= (I.2.43)

�

�xj

�
C 0

0�K
1

2

sm

�
�Ksm

�xj
+

��ij
�xi

��
� C�m

K
3

2

sm

�
+Ri��3 � �ij

�Ui

�xj

En introduisant le tenseur de Reynolds sous-maille d�eviateur, l'�equation peut s'�e
rire de la
mani�ere suivante :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj

�
=

�

�xj

�
C 0
0�K

1

2

sm

�
�Ksm

�xj
+

�

�xi

�
� dij +

2

3
KsmÆij

���
(I.2.44)

�C�m

K
3

2

sm

�
+Ri��3 � � dij

�Ui

�xj
� 2

3
KsmÆij

�Ui

�xj

En raison de la 
ontrainte d'in
ompressibilit�e, le terme en
adr�e est nul. En n�egligeant la
partie d�eviatorique du tenseur de Reynolds sous-maille devant sa partie isotrope, l'�equation
d'�evolution pour l'�energie 
in�etique sous-maille est appro
h�ee par :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj

�
=

�

�xj

�
5

3
C 0
0�K

1

2

sm

�Ksm

�xj

�
(I.2.45)

�C�m

K
3

2

sm
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�Ui

�xj



Approximation de l'�equation d'�evolution pour le tenseur de Reynolds sous-maille

d�eviateur

L'�equation de 
onservation pour le tenseur de Reynolds sous-maille d�eviateur est fournie
par la relation suivante :

�

�t

�
� dij
�
+

�

�xk

�
� dijUk

�
(I.2.46)

+
�

�xk

��
UiUjUk � UiUj Uk

�� 1

3
Æij
�
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��
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�xk
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1

Re
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�xk
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� dij
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�
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�
PgUi � Pg Ui

�
Æjk +

2

3
Æij
�
PgUk � Pg Uk

�
+�ikUj + �jkUi � 2

3
Æij�lkUl

�
+�ij � 2

�
�ij � 1

3
�ij

�
+Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
Æij��3

�
�
�
�ik

�Uj
�xk

+ �jk
�Ui
�xk

� 2

3
�lk

�Ul
�xk

Æij

�
o�u les quantit�es �ij et �ij sont d�e�nies par :

�ij =

 
Pg

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�
� Pg

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�!
(I.2.47)

�ij =
1

Re

�
�Ui
�xk

�Uj
�xk

� �Ui
�xk

�Uj
�xk

�
(I.2.48)

Les 
al
uls pour obtenir 
ette �equation sont d�etaill�es dans le paragraphe D.3.4 de l'annexe
D. La premi�ere simpli�
ation 
onsiste �a n�egliger les termes instationnaires et tous les termes
de 
ux. Sous 
ette hypoth�ese, l'�equation peut être r�e
rite de la mani�ere suivante :

�ij � 2

�
�ij � 1

3
�llÆij

�
+Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
Æij��3

�
(I.2.49)

�
�
� dik +

1

3
�llÆik

�
�Uj
�xk

�
�
� djk +

1

3
�llÆjk

�
�Ui
�xk

+
2

3

�
� dlk +

2

3
KsmÆlk

�
�Ul
�xk

Æij = 0

La deuxi�eme simpli�
ation 
onsiste �a n�egliger la partie anisotrope du tenseur de Reynolds
sous-maille par rapport �a sa partie isotrope. Moyennant 
ette approximation suppl�ementaire,
l'�equation devient :

�ij � 2

�
�ij � 1

3
�llÆij

�
+Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
Æij��3

�
(I.2.50)
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KsmÆjk

�Ui
�xk

+
4
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KsmÆlkÆij

�Ul
�xk
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En raison de la 
ontrainte d'in
ompressibilit�e, le terme en
adr�e est nul. L'�equation se r�e
rit
de la mani�ere suivante :

�ij � 2

�
�ij � 1

3
�llÆij

�
+Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
Æij��3

�
(I.2.51)

�2

3
Ksm

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�
= 0

�A pr�esent, il est n�e
essaire de mod�eliser les deux termes �ij et �ij. Le premier terme est
mod�elis�e 
omme la somme de trois quantit�es :

�ij = a1�ll
1

2

�
�Ui
�xj

+
�Ui
�xj

�
� a2

�
1

2

ll

�
� dij + a3Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
��3Æij

�
(I.2.52)

= a1Ksm

�
�Ui
�xj

+
�Ui
�xj

�
� a2

p
2
K

1

2

sm

�
� dij + a3Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
��3Æij

�
(I.2.53)

Quant au deuxi�eme terme, il est mod�elis�e en supposant que :

�ij =
1

3
�llÆij (I.2.54)

Moyennant 
es deux hypoth�eses, l'�equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille d�eviateur
devient :

a1Ksm

�
�Ui
�xj

+
�Ui
�xj

�
� a2

p
2
K

1

2

sm

�
� dij + a3Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
��3Æij

�
(I.2.55)

Ri
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��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
��3Æij

�
� 2

3
Ksm

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�
= 0

Finalement, apr�es fa
torisation et simpli�
ation, on obtient la relation alg�ebrique suivante :

�2

3
(1� 
Gm)Ksm

�
�Ui
�xj

+
�Ui
�xj

�
(I.2.56)

+Ri (1� 
Bm)

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
��3Æij

�
� 
Rm

K
1

2

sm

�
� dij = 0

Cette relation alg�ebrique fournit la mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille d�eviateur,
l'�energie 
in�etique sous-maille �etant 
al
ul�ee au moyen de l'�equation (I.2.45). Dans le 
hapitre
suivant, deux autres relations alg�ebriques pour le 
ux de 
haleur sous-maille et la varian
e de
temp�erature sous-maille sont introduites 
e qui permet d'obtenir le mod�ele 
omplet propos�e
par S
hmidt et S
humman.



2.4 Am�elioration des mod�eles

Certains mod�eles de base pr�esent�es dans les deux paragraphes pr�e
�edents posent don

probl�eme dans le 
as d'�e
oulement �a paroi solide. En e�et, au voisinage de la paroi solide,
on trouve deux zones importantes pour la dynamique de l'�e
oulement. Le d�efaut majeur des
mod�eles de bases pr�esent�es dans le paragraphe pr�e
�edent est qu'ils ne s'annulent pas dans

ette zone. Le taux de dissipation trop important dans 
ette zone �a pour 
ons�equen
e de
d�etruire les stru
tures 
oh�erentes de l'�e
oulement. Ainsi, un �e
oulement initialement turbu-
lent peut être relaminaris�e sous l'a
tion du mod�ele sous-maille. On peut noter que seul le
mod�ele d'�e
helles mixtes est 
apable de s'annuler dans 
ette zone grâ
e �a l'estimation de
l'�energie �a la 
oupure [95℄. Pour pallier les d�efauts intrins�eques des mod�eles pr�esent�es dans
les paragraphes pr�e
�edents, di��erentes am�eliorations sont propos�ees dans la suite.

2.4.1 Pro
�edure dynamique pour le tenseur de Reynolds sous-
maille

Les mod�eles de type Smagorinsky pour le 
ux de quantit�e de mouvement sont inadapt�es
dans 
ertains 
as, et notamment au voisinage de la paroi. Aussi, pour rem�edier �a 
e d�efaut,
Germano et Cabot [34℄[70℄[13℄[14℄ proposent une pro
�edure dynamique qui a l'avantage
d'adapter la 
onstante du mod�ele 
onsid�er�e. Pour 
e faire, on utilise un deuxi�eme �ltre,
dit �ltre test, plus grossier que le pr�e
�edent not�e "b". On note alors les tensions de Reynolds
sous-maille �ij et Tij pour le 
hamp de vitesse r�esolue qui sont d�e�nies par :

�ij = UiUj � UiUj (I.2.57)

Tij = dUiUj � bUi
bUj (I.2.58)

Ces tensions sont in
onnues puisque leur d�e�nition fait intervenir des termes UiUj. L'astu
e
est de �ltrer les tensions �ij �a l'aide du �ltre test, puis de former les di��eren
es Tij � b�ij. On
obtient don
 :

Lij = Tij � b�ij (I.2.59)

Lij = dUiUj � bUi
bUj (I.2.60)

Le 
hamp de vitesse U �etant par d�e�nition r�esolu et le �ltre test 
onnu, le nouveau tenseur
Lij ainsi form�e est bien d�e�ni. Dans un 
as g�en�eral, les tenseurs de Reynolds sous-maille
introduits pr�e
�edemment sont mod�elis�es de la mani�ere suivante :

� d
ij = C�ij

�
U;�

�
(I.2.61)

T d
ij = C�ij

�bU; b�� (I.2.62)



Il suÆt par la suite d'expli
iter le mod�ele (I.2.61) pour appliquer 
ette pro
�edure. �A l'aide
de la relation (I.2.59), le tenseur d�eviateur de Lij doit v�eri�er la relation :

Lij � 1

3
LkkÆij = CMij (I.2.63)

Mij = �ij

�bU; b��
� b�ij

�
U;�

�
(I.2.64)

Un premier syst�eme de six �equations �a une in
onnue est don
 obtenu pour la 
onstante C
du mod�ele (I.2.61) 
onsid�er�e. Le syst�eme (I.2.63) est alors surd�etermin�e. Pour obtenir une
solution unique pour la 
onstante, il est n�e
essaire d'utiliser le produit 
ontra
t�e par un
tenseur. Il existe alors plusieurs possibilit�es selon le tenseur 
hoisi pour le produit 
ontra
t�e.
Le 
hoix retenu est de 
ontra
ter par le tenseur Mij, 
e qui 
orrespond �a une appro
he de
type moindres 
arr�es. Ainsi, le 
al
ul de C est obtenu :

C =
Ld

ijMij

MijMij

(I.2.65)

Ce type de pro
�edure pose un autre probl�eme : il arrive que 
e 
al
ul de la 
onstante induise
des instabilit�es num�eriques 
ar lo
alement, la 
onstante peut être n�egative et 
r�eer ainsi de
l'antidissipation. Si elle reste trop longtemps n�egative, le s
h�ema deviendra instable et il n'y
aura plus 
onvergen
e vers une solution. L'id�ee est alors de faire une moyenne, qui est not�ee
< : >, dans les dire
tions homog�enes ( dire
tions de p�eriodi
it�e ) :

C =


Ld
ijMij

�
MijMij

� (I.2.66)

�A noter qu'il existe deux autres types de pro
�edure dynamique : la pro
�edure dynamique
lo
alis�ee 
ontrainte[36℄ et la pro
�edure dynamique Lagrangienne[76℄. Ces deux derni�eres, qui
ne seront pas d�etaill�ees i
i, �evitent l'utilisation de moyennes dans les dire
tions homog�enes.

2.4.2 Fon
tion de s�ele
tion

Une autre mani�ere d'am�eliorer les mod�eles de base pr�esent�es dans les paragraphes pr�e
�edents
est d'employer une fon
tion de s�ele
tion qui est en fait un senseur stru
turel. Celle-
i est bas�ee
sur les 
u
tuations angulaires du ve
teur vorti
it�e �!! .

<ω> ω

θ

Fig. I.2.3: Illustration de la 
u
tuation angulaire du ve
teur vorti
it�e



Le rôle de la fon
tion de s�ele
tion [24℄ est de v�eri�er si l'�e
oulement est un �e
oulement
turbulent pleinement d�evelopp�e. L'�e
oulement sera 
onsid�er�e 
omme lo
alement sous r�esolu
et turbulent aux points v�eri�ant l'in�egalit�e suivante :

� (�!x ) = ar
sin

�k h�!! i (�!x ) ^ �!! (�!x ) k
k h�!! i (�!x ) kk�!! (�!x ) k

�
(I.2.67)

� (�!x ) > �seuil (I.2.68)

o�u le ve
teur vorti
it�e moyenne s'identi�e au terme h�!! i. La valeur seuil de l'angle � est
de 20o. David [24℄ a d�etermin�e 
ette valeur 
ritique �a l'aide d'une simulation dire
te en
turbulen
e homog�ene isotrope et par l'analyse de la densit�e de probabilit�e des 
u
tuations
angulaires de vorti
it�e. L'analyse montre alors un pi
 au voisinage de 20o. La fon
tion origi-
nale �etait une fon
tion bool�eenne, don
 dis
ontinue. Pour des raisons de stabilit�e num�erique,
la formulation suivante est adopt�ee :

fs (�) =

�
1 si � > �seuil

rn (�) si � � �seuil
(I.2.69)

o�u n est un entier stri
tement positif. Dans le 
adre de 
ette th�ese, n est 
hoisi �egal �a deux.
Quant �a la fon
tion r (�), elle est d�e�nie par :

r (�) =

tan2
�
�

2

�
tan2

�
�seuil
2

� (I.2.70)

L'angle � peut alors s'exprimer en fon
tion des normes du ve
teur vorti
it�e r�esolue et de sa
moyenne. Son 
osinus s'exprime alors de la fa�
on suivante :


os (�) =
k h�!! i k2 + k�!! k2 � k�!! � h�!! i k2

2k h�!! i kk�!! k (I.2.71)

Il ne reste plus qu'�a former le produit entre 
ette fon
tion de s�ele
tion et la vis
osit�e
sous-maille. Il en r�esulte une version s�ele
tive du mod�ele de base 
onsid�er�e :

�sl
sm (�!x ) = �sm (�!x ) fs (�) (I.2.72)

L'emploi de la fon
tion de s�ele
tion impose de multiplier la 
onstante par un fa
teur 1; 65, 
e
i
pour 
onserver la même valeur moyenne de la dissipation sous-maille sur l'ensemble du do-
maine 
uide. Ce fa
teur est d�etermin�e �a partir des mêmes simulations dire
tes pr�e
�edemment
mentionn�ees.

2.4.3 Pro
�edure d'a

entuation

La pro
�edure d'a

entuation [28℄[91℄ 
onsiste �a augmenter de fa�
on arti�
ielle la 
ontribu-
tion des plus petites �e
helles r�esolues lors de l'�evaluation de la vis
osit�e sous-maille, 
e
i a�n



de permettre une meilleure d�ete
tion des �e
helles sous-maille. L'ampli�
ation des plus petites
�e
helles r�esolues est alors obtenue en appliquant un �ltre. Le �ltre retenu est un lapla
ien
it�er�e trois fois. Apr�es 
al
ul du 
hamp ampli��e, il suÆt d'appliquer le mod�ele sous-maille :

�sm = C�
�
Ui;�

�
(I.2.73)

�sm = C 0�
�bUi;�

�
(I.2.74)

Pour rester 
oh�erent, la 
onstante C du mod�ele se trouve alors modi��ee par l'op�eration
d'ampli�
ation.



Chapitre 3

Mod�elisation pour le 
ux de 
haleur

sous-maille

3.1 M�e
anismes �energ�etiques

Dans le 
hapitre 2, les m�e
anismes de transfert �energ�etique ont �et�e mis en �eviden
e en
examinant les �equations de transport pour l'�energie 
in�etique r�esolue et l'�energie 
in�etique
sous-maille. Dans le 
as du 
hamp de temp�erature, les varian
es de temp�erature r�esolue et
sous-maille sont introduites de la fa�
on suivante :

KT
res =

1

2
T T (I.3.1)

KT
sm =

1

2

�
TT � T T

�
(I.3.2)

La varian
e de temp�erature sous-maille introduite dans la relation I.3.2 est en fait une
varian
e de temp�erature sous-maille g�en�eralis�ee. Comme pour l'�energie 
in�etique sous-maille
( voir 
hapitre 2 ), la varian
e de temp�erature sous-maille vraie est plutôt d�e�nie par le

s
alaire
1

2
T 0T 0 qui est stri
tement positif ou nul, 
e qui n'est pas for
�ement vrai pour la

varian
e de temp�erature sous-maille g�en�eralis�ee KT
sm. L'obtention des �equations d'�evolution

pour la varian
e de temp�erature r�esolue KT
res et la varian
e de temp�erature sous-maille KT

sm

est d�etaill�ee dans l'annexe D. Ainsi, l'�evolution de KT
res est donn�ee par :

�KT
res

�t
+

�

�xj

�KT
resUj

�
| {z }

I

=
�

�xj

�
1

PrRe

�KT
res

�xj
� ��jT

�
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PrRe

�T

�xj

�T

�xj| {z }
IV

+ ��j
�T

�xj| {z }
V

(I.3.3)

I : transport par 
onve
tion de la varian
e de temp�erature r�esolue
II : di�usion mol�e
ulaire de la varian
e de temp�erature r�esolue
III : di�usion sous-maille
IV : dissipation mol�e
ulaire de la varian
e de temp�erature r�esolue
V : dissipation ou produ
tion due aux 
ux de 
haleur sous-maille



Il est possible de 
omparer 
ette �equation d'�evolution pour la varian
e de temp�erature
r�esolue ave
 l'�equation d'�evolution (I.2.3) pour l'�energie 
in�etique r�esolue. La premi�ere re-
marque qui peut être formul�ee est que le terme de redistribution d'�energie li�ee �a la pression
et le terme de produ
tion ou de dissipation li�ee �a la 
ottaison n'interviennent pas dans

ette �equation (I.3.3). Cependant, les deux m�e
anismes d'�e
hange introduits pour l'�energie

in�etique restent toujours valables. En e�et, malgr�e l'absen
e de la pression, la 
onve
tion ( I )
et la di�usion ( II et III ) permettent toujours la redistribution de la varian
e de temp�erature
r�esolue sans 
r�eation ni destru
tion de 
elle-
i. Quant aux deux derniers termes, ils sont res-
ponsables de la diminution ou de l'a

roissement de la varian
e. Le terme IV repr�esente la
varian
e de temp�erature r�esolue perdue sous l'a
tion de la dissipation mol�e
ulaire : 
e dernier
est stri
tement n�egatif. Le terme V traduit l'�e
hange entre les �e
helles r�esolues et sous-maille.
Si 
e dernier est stri
tement n�egatif, son a
tion est alors purement dissipative ( puits de va-
rian
e ). En revan
he, si il est positif, son a
tion est produ
tive ( sour
e de varian
e ). Par
analogie ave
 l'�energie 
in�etique, il est possible d'introduire la notion de 
as
ade dire
te de
varian
e ( V < 0 ) : la varian
e de temp�erature est alors drain�ee des grandes �e
helles vers les
�e
helles sous-maille. En outre, on parle de 
as
ade inverse de varian
e ( V > 0 ) : 
ette fois-
i,
la varian
e de temp�erature est drain�ee des �e
helles sous-mailles vers les grandes �e
helles.

Le d�etail de l'obtention de l'�equation d'�evolution pour la varian
e de temp�erature sous-
maille �etant fourni dans l'annexe D, il en r�esulte :

�KT
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(I.3.4)

I : transport de la varian
e de temp�erature sous-maille par le 
hamp de vitesse r�esolue
II : transport sous-maille
III : di�usion mol�e
ulaire de la varian
e de temp�erature sous-maille
IV : di�usion sous-maille
V : taux de dissipation mol�e
ulaire de la varian
e de temp�erature sous-maille
VI : dissipation ou produ
tion par a
tion du gradient de temp�erature r�esolue sur le 
ux

de 
haleur sous-maille

Les termes de 
onve
tion et de di�usion ( I, II, III et IV ) ont toujours le rôle de redistribution
de la varian
e sous-maille. Les termes IV et VI de 
ette �equation apparaissent dans (I.3.3)
ave
 un signe oppos�e, 
e qui traduit bien le fait que la varian
e de temp�erature perdue au
niveau des grandes �e
helles est re
ouvr�ee au niveau sous-maille.



Hypoth�ese d'�equilibre lo
al

Tout 
omme dans le 
hapitre 2, il est possible d'introduire 
ette hypoth�ese d'�equilibre
lo
al pour le 
hamp de temp�erature. En e�et, l'hypoth�ese 
onsiste �a 
onsid�erer que le temps

ara
t�eristique asso
i�e aux �e
helles sous-maille est beau
oup plus 
ourt que 
elui asso
i�e aux
�e
helles r�esolues. De la même mani�ere qu'il est possible de simpli�er l'�equation d'�evolution
pour l'�energie 
in�etique sous-maille, l'�equation (I.3.4) pour la varian
e de temp�erature sous-
maille d�eg�en�ere alors vers une nouvelle relation simpli��ee :

� 1

Pe
�
�T

�xj

�T

�xj
� �T

�xj

�T

�xj

�
| {z }

�
T

sm

� ��j
�T

�xj| {z }
���

= 0 (I.3.5)

o�u les quantit�es �Tsm, ��� repr�esentent respe
tivement le taux de dissipation mol�e
ulaire de
la varian
e de temp�erature sous-maille et la produ
tion due au 
ux de 
haleur sous-maille.
Cette relation est utilis�ee dans 
ertains mod�eles pour �evaluer la 
onstante du mod�ele pour le

ux de 
haleur sous-maille de fa�
on automatique, �a la mani�ere de la pro
�edure dynamique.

Cas de la turbulen
e isotrope

La �gure (Fig. I.3.1) pr�esente les spe
tres d'�energie 
in�etique et de varian
e de temp�erature
dans le 
as d'un 
hamp de temp�erature simplement transport�e par une parti
ule 
uide dans
le 
adre de la turbulen
e homog�ene isotrope.
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Fig. I.3.1: Spe
tre de varian
e de temp�erature : Pr < 1 ( gau
he ) et Pr > 1 ( droite ).

Le spe
tre de varian
e de temp�erature di��ere selon la valeur du nombre de Prandtl[7℄[8℄.
Dans le paragraphe 2.1, l'�e
helle de Kolmogorov 
orrespond �a l'�e
helle au voisinage de laquelle
la 
onve
tion et la di�usion sont du même ordre de grandeur. Il est alors possible d'introduire



l'�e
helle �B, d�e�nie 
omme l'�e
helle au voisinage de laquelle 
onve
tion et di�usion du s
alaire
sont du même ordre. Les temps 
ara
t�eristiques not�es � �
onv et � �diff des deux ph�enom�enes
( 
onve
tion et di�usion ) sont d�e�nis par :

� �diff � �2B
�

(I.3.6)

� �
onv � �B
ÆU (�B)

(I.3.7)

o�u ÆU (�B) est l'�e
helle de vitesse asso
i�ee �a �B. Il est alors possible d'exprimer l'�e
helle
ÆU (�B) de deux mani�eres di��erentes, en fon
tion du rapport des longueurs �K et �B.

Si la longueur �B est plus grande que la longueur �K, l'�e
helle de vitesse ÆU (�B) peut
s'exprimer �a l'aide du taux de dissipation � par la relation :

ÆU (�B) � (��B)
1

3 (I.3.8)

En e�et, l'�e
helle �B se situe dans la zone inertielle pour le 
hamp de vitesse. Il ne reste
plus qu'�a exprimer que les deux temps 
ara
t�eristiques � �
onv et � �diff sont du même ordre de
grandeur, on obtient alors :

� �
onv � � �diff () �B � �

ÆU (�B)
(I.3.9)

() �B �
�
�3

�

� 1

4

(I.3.10)

En utilisant la d�e�nition de l'�e
helle de Kolmogorov, il est alors possible d'�evaluer le rapport
des deux �e
helles en fon
tion du nombre de Prandtl Pr. Il vient alors :

�B
�K

�

�
�3

�

� 1

4

�
�3

�

� 1

4

(I.3.11)

�B
�K

�
�

1

Pr
� 3

4

(I.3.12)

Comme �B > �K, le rapport des deux longueurs est don
 sup�erieur �a l'unit�e. En utilisant la
relation (I.3.12), on montre alors que le nombre de Prandtl est don
 n�e
essairement inf�erieur
�a l'unit�e.

Si l'�e
helle de longueur �B est plus grande que l'�e
helle de Kolmogorov �K , alors l'�e
helle
de vitesse ÆU (�B) ne peut plus s'exprimer en fon
tion du taux de dissipation � puisque
l'�e
helle �B ne se situe plus dans la zone inertielle, mais dans la zone dissipative. L'�e
helle de
vitesse est alors fon
tion de la vis
osit�e et de l'�e
helle de Kolmogorov �K. On obtient alors
la relation :

ÆU (�B) � �

�K
(I.3.13)



Puisque les temps 
ara
t�eristiques � �
onv et �
�
diff sont du même ordre de grandeur au voisinage

de �B, on obtient alors :

� �
onv � � �diff () �B � �

ÆU (�B)
(I.3.14)

() �B �
��
�

�
�K (I.3.15)

() �B
�K

� 1

Pr (I.3.16)

Compte tenu que l'�e
helle �B est plus petite que l'�e
helle de Kolmogorov, le rapport de

es deux longueurs est alors inf�erieur �a l'unit�e. Par 
ons�equent, le nombre de Prandtl est
sup�erieur �a l'unit�e.

Dans le 
as Pr < 1 ( �B > �K ), le spe
tre se d�e
ompose en trois zones pour la varian
e. La
premi�ere zone 
orrespond �a la zone de produ
tion. C'est �a 
ette �e
helle ( nombre d'onde kI )
que la varian
e, ainsi que l'�energie sont inje
t�ees. Comme au paragraphe 2.1, la deuxi�eme zone
est nomm�ee zone inertielle 
onve
tive : inertielle 
ar le 
hamp de vitesse n'est pas in
uen
�e
par la vis
osit�e, et 
onve
tive 
ar le s
alaire est seulement transport�e par la parti
ule 
uide.
On suppose alors que la varian
e de temp�erature est transf�er�ee int�egralement des plus grandes
�e
helles vers les plus petites, et 
e, �a un taux de transfert �T 
onstant. Dans 
es 
onditions,
il est alors possible d'�e
rire le spe
tre de varian
e ET (k) sous la forme :

ET (k) � �T �
�

1

3k�
5

3 (I.3.17)

Dans la troisi�eme zone appel�ee zone inertielle 
ondu
tive, la di�usion mol�e
ulaire du s
alaire
devient pr�epond�erante fa
e �a la 
onve
tion de 
elui-
i, alors que le 
hamp de vitesse n'est
toujours pas in
uen
�e par la vis
osit�e : on se trouve toujours dans la zone inertielle pour
l'�energie 
in�etique. Le spe
tre de varian
e ET (k) s'�e
rit sous la forme :

ET (k) � �T�
�3�

2

3k�
17

3 (I.3.18)

Dans le 
as Pr > 1 ( �B < �K ), le spe
tre se d�e
ompose en quatre zones et non en trois.
Les deux premi�eres zones introduites dans le paragraphe pr�e
�edent ( 
as Pr < 1 ) restent
semblables : la zone de produ
tion et la zone inertielle 
onve
tive. La di��eren
e intervient
sur la taille de 
ette derni�ere. En e�et, elle s'�etend jusqu'�a l'�e
helle de Kolmogorov �K : la
zone inertielle 
onve
tive introduite dans le 
as Pr < 1 a totalement disparu. Le spe
tre de
varian
e est alors d�e�ni par la relation (I.3.17). La zone suivante est appel�ee zone visqueuse

onve
tive. Le 
hamp de vitesse est pilot�e par la vis
osit�e, alors que la di�usivit�e thermique
n'a pas d'e�et sur le 
hamp de temp�erature dans 
ette zone. Le spe
tre de varian
e s'en
trouve modi��e :

ET (k) � �T

��
�

� 1

2

k�1 (I.3.19)

La forme du spe
tre dans 
ette zone visqueuse 
onve
tive n'est valable en fait que jusqu'�a
l'�e
helle not�ee �BV . Au del�a, le spe
tre de varian
e d�e
rô�t de fa�
on exponentielle[67℄.



Dans le 
hapitre pr�e
�edent, la notion de longueur de 
oupure asso
i�ee �a la simulation des
grandes �e
helles a �et�e introduite et lo
alis�ee sur le spe
tre d'�energie 
in�etique au voisinage de
la mi
ro-�e
helle de Taylor. Du fait de la d�ependan
e du spe
tre de varian
e de temp�erature
selon le nombre de Prandtl, il existe trois positions di��erentes de la 
oupure qui d�eterminent
la nature de la simulation e�e
tu�ee, validant ou non 
ertaines approximations utilis�ees lors
de la mod�elisation.

Le 
as le plus simple est le suivant : on 
onsid�ere que la 
oupure induite par la dis
r�etisation
se situe dans la zone inertielle 
onve
tive du spe
tre de varian
e. Le nombre de Prandtl est
alors n�e
essairement voisin de l'unit�e. Par 
ons�equent, il y a une v�eritable dynamique de

as
ade pour l'�energie et la varian
e : l'�energie et la varian
e sont tranf�er�ees des grandes
�e
helles vers les petites �e
helles �a des taux de transfert 
onstants � et �T . Cette hypoth�ese
est souvent invoqu�ee pour justi�er des approximations de la dissipation d'�energie 
in�etique
sous-maille et de varian
e de temp�erature sous-maille lors de la mod�elisation [100℄ [26℄[98℄;
elle est aussi n�e
essaire pour justi�er l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al.

L'autre possibilit�e est de supposer que la 
oupure s'e�e
tue dans la zone inertielle 
ondu
-
tive. Le nombre de Prandtl mol�e
ulaire est tr�es petit devant l'unit�e. La dynamique de 
as
ade
d'�energie est valable uniquement pour l'�energie 
in�etique. En revan
he, 
e n'est plus le 
as
pour le spe
tre de varian
e : les e�ets de di�usion mol�e
ulaire pour la temp�erature sont alors
pr�epond�erants. La simulation e�e
tu�ee dans 
es 
onditions peut être interpr�et�ee 
omme une
simulation des grandes �e
helles pour la partie dynamique et une simulation dire
te pour la
partie thermique.

Le dernier 
as 
orrespond �a une 
oupure lo
alis�ee dans la zone visqueuse 
onve
tive. Le
nombre de Prandtl est don
 grand devant l'unit�e. La situation est invers�ee par rapport au

as pr�e
�edent. Les e�ets de di�usion mol�e
ulaire deviennent pr�epond�erants pour le 
hamp
de vitesse, alors que le 
hamp de temp�erature n'est pas in
uen
�e par 
es e�ets. Toutes les
�e
helles asso
i�ees au 
hamp de vitesse sont alors d�etermin�ees ( simulation dire
te pour la
partie dynamique ), 
e qui n'est pas vrai pour les �e
helles asso
i�ees au 
hamp de temp�erature
( simulation des grandes �e
helles pour la partie thermique ).

3.2 Mod�ele de type �
kien

L'objet de 
e paragraphe est de pr�esenter une 
lasse de mod�eles dits mod�eles de transport
par gradient [21℄ ou �
kien [18℄. Ce type de mod�elisation est la plus simple que l'on puisse
formuler pour relier le 
ux de 
haleur sous-maille aux quantit�es r�esolues de la simulation. Il
est bas�e sur l'analogie entre le 
ux de 
haleur sous-maille et le 
ux de 
haleur mol�e
ulaire.
En e�et, la fermeture 
ompl�ete des �equations de Navier-Stokes pour un 
uide Newtonien
( voir annexe A ) a n�e
essit�e l'utilisation de deux lois de 
omportement : pour le tenseur

des 
ontraintes
�!�!
� ( hypoth�ese de 
uide Newtonien ) et pour le 
ux de 
haleur mol�e
ulaire

�!q ( loi de Fourier ). Cette derni�ere loi relie le 
ux de 
haleur mol�e
ulaire au gradient



de temp�erature par l'interm�ediaire d'un 
oeÆ
ient thermodynamique appel�e 
ondu
tibilit�e
thermique. Dans le 
as d'un s
alaire passif, on parle plutôt de loi de Fi
k [86℄. Ce 
oeÆ
ient
est une 
ara
t�eristique du 
uide 
onsid�er�e. Par analogie �a la loi de Fourier appliqu�ee au

ux de 
haleur mol�e
ulaire, le 
ux de 
haleur sous-maille est alors reli�e au gradient de
temp�erature r�esolue �a l'aide d'une di�usivit�e sous-maille not�ee �sm. Il faut noter que 
ette
di�usivit�e sous-maille est un s
alaire qui d�epend du temps et de l'espa
e. Le 
ux de 
haleur
sous-maille peut s'�e
rire de la mani�ere suivante :

��j = ��sm �T

�xj
(I.3.20)

Par la suite, on parlera de mod�ele �
kien tout mod�ele qui relie dire
tement le 
ux de 
ha-
leur sous-maille au gradient de temp�erature r�esolue. Il ne reste plus qu'�a �evaluer le s
alaire
�sm ainsi introduit. Cette mani�ere de pro
�eder n'est pas sans rappeler la mod�elisation du
tenseur de Reynolds sous-maille e�e
tu�ee au moyen d'une vis
osit�e sous-maille �sm. Cette
fois-
i, la di�usivit�e thermique sous-maille introduite n'est plus une 
ara
t�eristique du 
uide
mais plutôt une 
ara
t�eristique de l'�e
oulement. L'analogie ave
 la vis
osit�e et la di�usivit�e
mol�e
ulaire peut être approfondie en introduisant la notion de nombre de Prandtl sous-
maille. Le nombre de Prandtl mol�e
ulaire est d�e�ni 
omme le rapport des di�usivit�es et
vis
osit�es mol�e
ulaires. On d�e�nit alors le nombre de Prandtl sous-maille 
omme le rapport
des di�usivit�es et vis
osit�es sous-maille. La di�usivit�e thermique sous-maille est alors donn�ee
par la relation :

�sm =
�sm
Prsm (I.3.21)

Le nombre de Prandtl sous-maille peut être �evalu�e de di��erentes mani�eres. Il est possible de
le 
hoisir 
omme 
onstant [68℄ [79℄[42℄ ( 0; 6 est une valeur pr�e
onis�ee par 
es auteurs ) ou
bien 
omme d�ependant du temps et de l'espa
e [13℄[14℄. Dans 
e 
as, le nombre de Prandtl
sous-maille est 
al
ul�e �a l'aide d'une pro
�edure dynamique.

De par sa simpli
it�e de mise en �uvre, 
e type de mod�elisation est le plus utilis�e. Le
prin
ipal in
onv�enient r�eside dans le fait que le 
ux de 
haleur sous-maille soit stri
tement

olin�eaire au gradient de temp�erature r�esolue, puisque la di�usivit�e thermique sous-maille
introduite est un s
alaire dans le 
as des mod�eles de type �
kien. L'alternative est alors de

r�eer des mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille qui autorisent une d�ependan
e suivant
les trois 
omposantes du gradient de temp�erature r�esolue par l'interm�ediaire d'une di�usivit�e
tensorielle, ou qui ne sont pas 
onstruits �a partir du gradient de temp�erature r�esolue. On
parle alors de mod�ele non-�
kien.

L'introdu
tion du nombre de Prandtl sous-maille reste dis
utable dans des 
as limites
o�u le nombre de Prandtl est tr�es petit ou bien tr�es grand devant l'unit�e. En e�et, dans
le paragraphe pr�e
�edent, on a vu que si l'on 
onsid�ere que la 
oupure intervient dans la
zone inertielle 
ondu
tive, toutes les �e
helles asso
i�ees �a la thermique sont r�esolues. Par

ons�equent, la simulation est dire
te pour la partie thermique et le 
ux de 
haleur sous-
maille doit être nul. Cette 
ondition impose alors que la di�usivit�e thermique sous-maille



introduite par la relation I.3.20 soit nulle. En tenant 
ompte de la relation I.3.21, la vis
osit�e
sous-maille �sm est alors nulle. Or, 
ette 
ons�equen
e est 
ontraire �a 
e que l'on attend
d'un bon mod�ele de vis
osit�e sous-maille. Dans le 
as o�u la 
oupure intervient dans la zone
visqueuse 
onve
tive, toutes les �e
helles asso
i�ees �a la dynamique sont r�esolues, la simulation
est alors dire
te pour la partie dynamique. Le tenseur de Reynolds sous-maille et don
 la
vis
osit�e sous-maille sont nuls. En raison de la relation I.3.21, la di�usivit�e sous-maille est
nulle, 
e qui est in
ompatible ave
 le fait que seules les grandes �e
helles pour la partie
thermique sont r�esolues.

3.3 Mod�ele type non-�
kien

Il est possible de faire deux distin
tions dans 
ette 
lassi�
ation : d'une part, les mod�eles
qui ne sont pas 
olin�eaires au ve
teur gradient de temp�erature r�esolue ( mod�ele de similarit�e
d'�e
helles ... ), d'autre part les mod�eles qui font intervenir une di�usivit�e tensorielle sous-
maille ( mod�ele de Rogers ... ).

3.3.1 Extension du mod�ele de similarit�e d'�e
helles

Dans le mod�ele de similarit�e d'�e
helles, l'id�ee sous-ja
ente est que les intera
tions entre
les �e
helles r�esolues et les �e
helles sous-maille s'e�e
tuent prin
ipalement dans les plus pe-
tites �e
helles r�esolues ( not�ees symboliquement

�
Uj
�0

et
�
T
�0

) et les plus grandes �e
helles

sous-maille ( not�ees symboliquement U 0
j et T 0 ). L'intera
tion entre les �e
helles r�esolues et

les �e
helles sous-maille est 
onsid�er�ee 
omme s'op�erant au voisinage de la 
oupure. Cette
hypoth�ese est illustr�ee par la �gure Fig.I.3.2.

T

( ~)’

T

T T T’ T’’

T’

U’

U U’

U U’’

U

(U ~)’

Fig. I.3.2: Illustration de l'hypoth�ese de similarit�e d'�e
helles

Il est alors possible d'exprimer les plus grandes �e
helles sous-maille en fon
tion des plus
petites �e
helles r�esolues en 
onsid�erant qu'elles sont du même ordre de grandeur. On obtient



alors les deux �egalit�es suivantes pour le 
hamp de vitesse et de temp�erature :

U 0
j ' Uj � Uj (I.3.22)

T 0 ' T � T (I.3.23)

Dans le 
hapitre 1, le 
ux de 
haleur sous-maille a �et�e d�e
ompos�e de la mani�ere suivante :

��j = L�j + C�j +R�j (I.3.24)

o�u les ve
teurs L�j, C�j et R�j sont 
eux introduits dans la relation (I.1.47). Par analogie
ave
 le mod�ele de similarit�e d'�e
helles propos�e par Bardina [6℄ pour le tenseur de Reynolds
sous-maille, le 
ux de 
haleur sous-maille peut alors s'�e
rire 
omme :

C�j +R�j = TU 0
j + T 0Uj + T 0U 0

j (I.3.25)

' T U 0
j + T 0 Uj + T 0 T 0 (I.3.26)

' T
�
Uj � Uj

�
+
�
T � T

�
Uj +

�
T � T

��
Uj � Uj

�
(I.3.27)

' T Uj � T Uj + T Uj � T Uj + T Uj � T Uj � T Uj + T Uj (I.3.28)

' T Uj � T Uj (I.3.29)

Il ne reste plus qu'�a utiliser l'approximation (I.3.29) dans la d�e�nition du 
ux de 
haleur
sous-maille (I.3.24). Il vient alors la mod�elisation suivante pour le 
ux de 
haleur sous-maille :

��j = T Uj � T Uj + T Uj � T Uj (I.3.30)

��j = T Uj � T Uj (I.3.31)

La relation (I.3.31) n'implique pas la 
olin�earit�e du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille ave
 le
ve
teur gradient de temp�erature r�esolue. Par 
ons�equent, 
e mod�ele de similarit�e d'�e
helles
n'est pas un mod�ele de di�usivit�e sous-maille. L'int�erêt prin
ipal de 
e mod�ele est qu'il
autorise �a priori le transfert de varian
e de temp�erature des �e
helles sous-maille vers les
�e
helles r�esolues ( 
as
ade inverse d'�energie ).

Remarque 1

Dans le 
hapitre 1, deux d�e
ompositions du 
ux de 
haleur sous-maille ont �et�e introduites.
La deuxi�eme formulation (I.1.51) a l'avantage de d�e
omposer le 
ux de 
haleur sous-maille en
trois termes, 
ha
un ayant la propri�et�e d'invarian
e Galil�eenne. L'utilisation de 
ette formu-
lation dans le 
as du mod�ele de similarit�e d'�e
helles simple 
onduit �a la même mod�elisation.
En e�et, les ve
teurs 
ux de 
haleur 
rois�e modi��e et 
ux de 
haleur sous-maille vrai modi��e
sont alors identiquement nuls :



C�j = T 0Uj + U 0
jT � T 0 Uj � U 0

j T

= T 0 Uj + U 0
j T � T 0 Uj � U 0

j T

= 0 (I.3.32)

R�j = T 0U 0
j � T 0 U 0

j

= T 0 U 0
j � T 0 U 0

j

= 0 (I.3.33)

Remarque 2

Il est int�eressant de noter que la mod�elisation du 
ux de 
haleur sous-maille par le mod�ele
de similarit�e d'�e
helles peut s'interpr�eter 
omme une extrapolation d'ordre 1 en fr�equen
e.
En e�et, le 
ux de 
haleur sous-maille peut être r�e
rit sous la forme :

��j = ��j (Uj; T ) (I.3.34)

= ��j
�
Uj + U 0

j ; T + T 0
�

(I.3.35)

' ��j
�
Uj; T

�
(I.3.36)

' T Uj � T Uj (I.3.37)

3.3.2 Mod�ele 
ombin�e

Pour former le mod�ele 
ombin�e, seuls les deux derniers termes de la d�e
omposition (I.1.40)
n�e
essitent une mod�elisation. En e�et, le 
ux de 
haleur de L�eonard modi��e not�e L�j ( pre-
mier terme de (I.1.40) ) est 
al
ulable puisqu'il d�epend ex
lusivement de grandeurs r�esolues.
Le 
ux de 
haleur 
rois�e modi��e not�e C�j ( deuxi�eme terme ) est suppos�e proportionnel �a
L�j :

C�j = �L�j (I.3.38)

Il met en jeu �a la fois des grandeurs r�esolues et des grandeurs sous-maille. On 
onsid�ere que

elui-
i est domin�e par les e�ets des plus petites �e
helles r�esolues et des plus grandes �e
helles
sous-maille. L'hypoth�ese de similarit�e d'�e
helles permet de supposer que 
es �e
helles sous-
maille intervenant dans 
e 
ux de 
haleur 
rois�e ont le même 
omportement que les �e
helles
r�esolues situ�ees au voisinage de la 
oupure. Il parâ�t alors naturel de mod�eliser 
e 
ux de

haleur 
rois�e par un terme proportionnel �a L�j qui ne fait intervenir que des grandeurs
r�esolues. Le 
ux de 
haleur sous-maille vrai modi��e not�e R�j est quant �a lui mod�elis�e par un
mod�ele 
lassique de di�usivit�e sous-maille suivant :

R�j = ��sm �T

�xj
(I.3.39)



Les mod�eles 
lassiques de di�usivit�e �etant stri
tement dissipatifs, 
ette 
ombinaison va per-
mettre de pallier le d�efaut mentionn�e en d�ebut de paragraphe. Il ne reste plus qu'�a regrouper
les termes L�j, C�j et R�j pour former le mod�ele 
ombin�e :

��j = ��sm �T

�xj
+ C 0

�

�
T Uj � T Uj

�
(I.3.40)

Cha
un des termes v�eri�ant la propri�et�e d'invarian
e Galil�eenne, il n'est don
 plus n�e
essaire
d'imposer la valeur de la 
onstante C 0

� 
omme �egale �a l'unit�e. La d�etermination des 
onstantes
du mod�ele 
ombin�e est obtenue au moyen d'une pro
�edure dynamique qui est pr�esent�ee dans
le paragraphe suivant. Par analogie aux mod�eles de vis
osit�e sous-maille introduits pour la
mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille, le mod�ele de di�usivit�e retenu est

�sm = C��
2
q
2DijDij (I.3.41)

�A noter qu'il est tout �a fait possible d'utiliser le mod�ele d'�e
helles mixtes ou le mod�ele de
fon
tion de stru
ture de vitesse r�esolue pour mod�eliser la di�usivit�e thermique sous-maille,
au moyen d'un nombre de Prandtl sous-maille.

3.3.3 Proposition de mod�eles ve
toriels

Ce paragraphe est 
onsa
r�e �a la pr�esentation de deux nouveaux mod�eles pour le 
ux de

haleur sous-maille. Ils sont d�eriv�es des mod�eles alg�ebriques de Rogers[88℄ et de Yoshizawa[116℄[115℄.
La d�emar
he appliqu�ee pour obtenir l'extension de 
es mod�eles alg�ebriques est similaire �a

elle employ�ee par des auteurs 
omme S
humann ou Cabot [13℄[14℄.

Mod�ele ve
toriel impli
ite

Ce mod�ele alg�ebrique a �et�e �evalu�e dans le 
adre de tests a priori qui 
onsistent �a re-

onstruire les termes �a mod�eliser dans le 
as d'une simulation des grandes �e
helles ou d'une
simulation du 
hamp moyen �a partir de 
hamps de vitesse et de temp�erature issus d'une
simulation dire
te. Il est obtenu par simpli�
ation de l'�equation d'�evolution pour le ve
teur

ux de 
haleur. L'�equation de 
onservation du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille est donn�ee
par :

�

�t
(��i) +

�

�xk

�
��iUk

�
+

�

�xk

�
TUiUk � TUi Uk

�
= (I.3.42)

�

�xk

�
1

Re
�
T
�Ui
�xk

� T
�Ui
�xk

�
+

1

Pe
�
Ui
�T

�xk
� Ui

�T

�xk

�
� �TPg � T Pg

�
Æik + �ikT + ��kUi

�
� �

T
i +�T

i + 2RiKT
smÆi3 � �ik

�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk



o�u les quantit�es not�ees �T
i et �Ti sont d�e�nies par les relations :

�T
i =

�
Pg
�T

�xi
� Pg

�T

�xi

�
(I.3.43)

�
T
i =

�
1

Re +
1

Pe
��

�T

�xk

�Ui
�xk

� �T

�xk

�Ui
�xk

�
(I.3.44)

La premi�ere �etape de l'extension est de n�egliger les termes instationnaires et les termes de

ux. En 
onsid�erant la temp�erature 
omme un s
alaire passif, l'�equation s'�e
rit alors :

� �
T
i +�T

i � �ik
�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk

= 0 (I.3.45)

L'�etape suivante 
onsiste �a mod�eliser les deux termes in
onnus not�es �Ti et �T
i , le premier

�etant homog�ene �a une dissipation et le se
ond 
orrespondant au terme de redistribution de
varian
e. Pour les auteurs [88℄, les deux termes sont 
onsid�er�es 
omme oppos�es au ve
teur

ux de 
haleur sous-maille. La relation s'�e
rit :

��Ti +�T
i = �CT

t?
��i (I.3.46)

o�u les quantit�es not�ees CT et t? repr�esentent respe
tivement la 
onstante du mod�ele et une
�e
helle de temps. Cette �e
helle de temps t? est 
hoisie 
omme le rapport de l'�energie 
in�etique
sous-maille (I.2.2) sur la dissipation sous-maille (I.2.6) :

t? =
Ksm

�sm

(I.3.47)

L'�evaluation de l'�energie sous-maille est fournie par appli
ation d'un �ltre test �a la mani�ere
du mod�ele d'�e
helles mixtes ( voir paragraphe 2.2.2 ) :

Ksm =
1

2

�
Ui � eUi��Ui � eUi� (I.3.48)

Le terme de dissipation sous-maille est �evalu�e �a l'aide de l'�energie 
in�etique sous-maille et
de la longueur de 
oupure 
omme le fait S
humann ( 
f. paragraphe 2.3.2 ) :

�sm = C�m

K
1

2

sm

�
(I.3.49)

En tenant 
ompte de 
es hypoth�eses, l'�equation (I.3.45) peut être r�e
rite sous la forme :

� CT

t?
��i � �ik

�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk

= 0 (I.3.50)

En remarquant que le terme ��i peut s'�e
rire sous la forme ��kÆik, la relation (I.3.50) devient :

�
�
CT

t?
Æik +

�Ui
�xk

�
��k � �il

�T

�xl
= 0 (I.3.51)



Il ne reste plus qu'�a isoler le ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille. On obtient alors :

��k = �
�
CT

t?
Æik +

�Ui
�xk

��1
�il
�T

�xl
(I.3.52)

o�u la 
onstante du mod�ele est 
al
ul�ee en fon
tion du nombre de Reynolds Re� bas�e sur la
vitesse de frottement et du nombre de Prandtl Pr au moyen de la relation :

CT = 18

�
1 +

130

PrRe�

�0;25�
1 +

12; 5

Re�

��2;08
(I.3.53)

Mod�ele ve
toriel expli
ite

Le mod�ele pr�esent�e dans 
e paragraphe est une extension du mod�ele propos�e par Yoshi-
zawa [116℄[115℄ dans le 
as de simulation des �equations de Navier-Stokes moyenn�ees d'un
s
alaire passif di�usant dans un �e
oulement 
isaill�e turbulent. Dans la version originale, le

ux de 
haleur turbulent est d�e
ompos�e en deux di�usivit�es turbulentes : l'une isotrope ( s
a-
laire ) et l'autre anisotrope ( tensorielle ). Ces deux di�usivit�es font intervenir les grandeurs
suivantes : l'�energie 
in�etique turbulente, la varian
e de temp�erature turbulente, la dissipa-
tion d'�energie 
in�etique turbulente et la dissipation de varian
e de temp�erature turbulente.
Ces quatre quantit�es sont �evalu�ees au moyen d'�equations d'�evolution. Par analogie, le 
ux de

haleur sous-maille s'exprime 
omme la somme de deux di�usivit�es sous-maille. L'adaptation
de 
e mod�ele s'�e
rit sous la forme :

� ��j = �sm
�T

�xj
+
�
�Asm

�
jk

�T

�xk
(I.3.54)

La di�usivit�e sous-maille not�ee �sm introduite dans la relation (I.3.54) 
orrespond �a la partie
isotrope du mod�ele. Elle est 
al
ul�ee �a l'aide de la varian
e de temp�erature sous-maille, de
la dissipation de varian
e sous-maille et de la dissipation d'�energie 
in�etique sous-maille. Il
en r�esulte :

�sm = C��sm

�KT
sm

�
T
sm

�2

(I.3.55)

C� = 0; 446 (I.3.56)

La di�usivit�e sous-maille tensorielle not�ee �Asm s'identi�e �a la partie anisotrope du mod�ele.
Elle d�epend des mêmes quantit�es que la partie isotrope, mais aussi des tenseurs de taux
de vitesse de d�eformation et de taux de rotation. Cette di�usivit�e s'exprime de la mani�ere



suivante :�
�Asm

�
jk

= �2�sm
�KT

sm

�
T
sm

�3 �
C�ADjk + C 0

�A
jk
�

(I.3.57)

Djk =
1

2

�
�Uj

�xk
+
�Uk

�xj

�
(I.3.58)


jk =
1

2

�
�Uj

�xk
� �Uk

�xj

�
(I.3.59)

C�A = 0; 29 (I.3.60)

C 0
�A = 0; 08 (I.3.61)

Contrairement �a la version originale du mod�ele, les grandeurs qui interviennent pour le

al
ul des deux di�usivit�es sous-maille ne sont pas 
al
ul�ees par l'interm�ediaire d'�equations
d'�evolution, mais plutôt par des relations alg�ebriques. Ainsi, pour obtenir une �evaluation
de la varian
e de temp�erature not�ee KT

sm et de l'�energie 
in�etique sous-maille not�ee Ksm, on
utilise un �ltre test et l'hypoth�ese de similarit�e d'�e
helles. Par 
ons�equent, les deux quantit�es
pr�e
�edentes sont appro
h�ees par la relation :

Ksm ' 1

2

�
Ui � eUi

�2

(I.3.62)

KT
sm ' 1

2

�
T � eT�2

(I.3.63)

Il reste �a �evaluer les dissipations d'�energie 
in�etique sous-maille et de varian
e de temp�erature
sous-maille. En supposant que la 
oupure s'e�e
tue dans la zone inertielle du spe
tre d'�energie

in�etique, la dissipation d'�energie 
in�etique sous-maille s'exprime en fon
tion de l'�energie

in�etique sous-maille et de la longueur de 
oupure [26℄[100℄. Elle est don
 donn�ee par la
relation :

�sm = C�m

K
3

2

sm

�
(I.3.64)

En 
e qui 
on
erne la dissipation de varian
e sous-maille, il est possible de l'exprimer en
fon
tion de l'�energie 
in�etique sous-maille, de la varian
e de temp�erature sous-maille et de
la longueur de 
oupure [26℄[100℄. Cette expression est valable �a 
ondition que la 
oupure
intervienne dans la zone inertielle 
onve
tive du spe
tre de varian
e de temp�erature. Ainsi,
on obtient la relation :

�
T
sm = C��

K
1

2

smKT
sm

�
(I.3.65)

3.4 Prise en 
ompte des e�ets de 
ottaison

3.4.1 Mod�ele alg�ebrique de S
humann

Dans le paragraphe 2.3.2 du 
hapitre 2, on a pr�esent�e la partie du mod�ele alg�ebrique de
S
humann qui 
on
erne l'�equation d'�evolution appro
h�ee pour l'�energie 
in�etique sous-maille



ainsi que la relation alg�ebrique pour le tenseur de Reynolds sous-maille d�eviateur. �A pr�esent,
il reste �a formuler les deux derni�eres relations alg�ebriques �a savoir la varian
e de temp�erature
sous-maille et le ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille, 
e qui 
ompl�ete le mod�ele alg�ebrique de
S
humann.

Approximation de l'�equation d'�evolution pour la varian
e de temp�erature sous-

maille

L'approximation de l'�equation de 
onservation de la varian
e de temp�erature sous-maille
est obtenue en supposant l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al v�eri��ee. On rappelle que 
elle-
i

onsiste �a 
onsid�erer que le temps 
ara
t�eristique asso
i�e aux �e
helles sous-maille est beau-

oup plus 
ourt que 
elui asso
i�e aux �e
helles r�esolues, 
ela suppose une dynamique inertielle
pour les transferts de varian
e de temp�erature. Dans 
es 
onditions, l'�equation devient :

��T � ��j
�T

�xj
= 0 (I.3.66)

o�u la quantit�e �T est d�e�nie par :

�
T =

1

Pe
�
�T

�xk

�T

�xk
� �T

�xk

�T

�xk

�
(I.3.67)

En supposant que l'on se trouve dans la zone inertielle du spe
tre de varian
e de temp�erature,
la dissipation de varian
e �T est 
hoisie 
omme fon
tion de l'�energie 
in�etique sous-maille,
de la varian
e de temp�erature sous-maille et de la longueur 
ara
t�eristique. Par 
ons�equent,
le terme de dissipation est mod�elis�e par :

�
T = 
��

K
1

2

smKT
sm

�
(I.3.68)

En tenant 
ompte de 
es di��erentes approximations, on obtient �nalement une simpli�
ation
de l'�equation de 
onservation pour la varian
e de temp�erature sous-maille qui s'�e
rit :

���j �T
�xj

� 
��
K

1

2

smKT
sm

�
= 0 (I.3.69)

Approximation de l'�equation d'�evolution pour le 
ux de 
haleur sous-maille

L'�equation de 
onservation du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille est donn�ee par l'�equation
suivante :

�

�t
(��i) +

�

�xk

�
��iUk

�
+

�

�xk

�
TUiUk � TUi Uk

�
= (I.3.70)

�

�xk

�
1

Re

�
T
�Ui
�xk

� T
�Ui
�xk

�
+

1

Pe
�
Ui

�T

�xk
� Ui

�T

�xk

�
� �

TPg � T Pg
�
Æik + �ikT + ��kUi

�
� �

T
i +�T

i + 2RiKT
smÆi3 � �ik

�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk



o�u les quantit�es not�ees �T
i et �Ti sont d�e�nies par les relations :

�T
i =

�
Pg

�T

�xi
� Pg

�T

�xi

�
(I.3.71)

�
T
i =

�
1

Re
+

1

Pe
��

�T

�xk

�Ui
�xk

� �T

�xk

�Ui
�xk

�
(I.3.72)

La premi�ere simpli�
ation 
onsiste �a n�egliger toutes les 
ontributions provenant des termes
instationnaires, 
onve
tifs et des termes de 
ux. Moyennant 
es hypoth�eses, l'�equation peut
se r�e
rire de la mani�ere suivante :

��Ti +�T
i + 2RiKT

smÆi3 � �ik
�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk

= 0 (I.3.73)

Maintenant, il faut mod�eliser les deux termes �T
i et �Ti . Le terme de dissipation mixte est

alors n�eglig�e tandis que le terme de redistribution de varian
e dû �a la pression est mod�elis�e
d'une fa�
on analogue �a 
elle e�e
tu�ee pour le terme de redistribution d'�energie 
in�etique due
�a la pression ( �ij de l'�equation I.2.47 ). Il en r�esulte :

�T
i = b1�ll

�T

�xi
� b2

�
1

2

ll

�
��i + 2b3RiKT

smÆi3 (I.3.74)

= 2b1Ksm

�T

�xi
� b2

p
2
K

1

2

sm

�
��i + 2b3RiKT

smÆi3 (I.3.75)

�
T
i = 0 (I.3.76)

Par 
ons�equent l'�equation peut être r�e
rite sous la forme :

2b1Ksm

�T

�xi
� b2

p
2
K

1

2

sm

�
��i + 2b3RiKT

smÆi3 (I.3.77)

+2RiKT
smÆi3 � �ik

�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk

= 0

L'�etape suivante 
onsiste �a faire apparâ�tre le tenseur d�eviateur du tenseur de Reynolds sous-
maille et de n�egliger sa partie anisotrope devant sa partie isotrope. En remarquant que la
partie isotrope n'est rien d'autre que le double de l'�energie 
in�etique sous-maille, on obtient :

2b1Ksm

�T

�xi
� b2

p
2
K

1

2

sm

�
��i + 2Ri (1 + b3)KT

smÆi3 (I.3.78)

�2

3
KsmÆik

�T

�xk
� ��k

�Ui
�xk

= 0

La fa
torisation des termes de même nature permet de simpli�er l'�equation qui devient alors :

�2

3
(1� 3b1)Ksm

�T

�xi
2Ri (1 + b3)KT

smÆi3 � b2
p
2
K

1

2

sm

�
��i � ��k

�Ui
�xk

= 0 (I.3.79)



En remarquant que la i-�eme 
omposante du 
ux de 
haleur sous-maille peut s'�e
rire en
fon
tion de la k-�eme 
omposante au moyen du symbole de Krone
ker Æ, il vient :

�2

3
(1� 3b1)Ksm

�T

�xi
+ 2Ri (1 + b3)KT

smÆi3 (I.3.80)

�
 
b2
p
2
K

1

2

sm

�
Æik +

�Ui
�xk

!
��k = 0

Pour obtenir une relation alg�ebrique expli
ite, il est n�e
essaire de n�egliger le terme en
adr�e.
Ainsi, 
ette nouvelle relation fournit la derni�ere �equation pour le mod�ele alg�ebrique de S
hu-
mann :

�2

3
(1� 
GT )Ksm

�T

�xi
+ 2Ri (1� 
BT )KT

smÆi3 � 
RT
K

1

2

sm

�
��i = 0 (I.3.81)

Dans le 
as de l'extension du mod�ele alg�ebrique de Rogers [88℄, on est amen�e �a inverser le
tenseur puisque le terme en
adr�e n'est plus n�eglig�e.

R�e
apitulatif

Le mod�ele alg�ebrique expli
ite propos�e par Deardo� ou S
hmidt et S
humann est donn�e
par trois relations alg�ebriques d�eduites des �equations d'�evolution du tenseur de Reynolds
sous-maille d�eviateur, du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille et de la varian
e de temp�erature
sous-maille. L'�energie 
in�etique sous-maille est 
al
ul�ee au moyen d'une �equation de 
onser-
vation appro
h�ee. Le syst�eme lin�eaire ainsi form�e s'�e
rit :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�2

3
(1� 
Gm)Ksm

�
�Ui
�xj

+
�Ui
�xj

�
+Ri (1� 
Bm)

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
��3Æij

�� 
Rm
K

1

2

sm
�

� dij = 0

�2

3
(1� 
GT )Ksm

�T

�xi
+ 2Ri (1� 
BT )KT

smÆi3 � 
RT
K

1

2

sm

�
��i = 0

���j �T
�xj

� 
��
K

1

2

smKT
sm

1

2

�
= 0

o�u l'�energie 
in�etique sous-maille Ksm est donn�ee par l'�equation :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj

�
= (I.3.82)

�

�xj

�
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C 0
0�K

1

2

sm

�Ksm

�xj

�
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K
3

2

sm

�
+Ri��3 � � dij

�Ui

�xj



3.5 Pro
�edure dynamique pour le 
ux de 
haleur sous-

maille

Par analogie ave
 la pro
�edure dynamique introduite dans le paragraphe 2.4.1, il est
possible d'�evaluer les 
onstantes des mod�eles de fa�
on automatique. Dans le 
as pr�esent, on
a 
hoisi de d�e
oupler la pro
�edure dynamique pour le tenseur de Reynolds sous-maille et le
ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille ( voir [35℄[15℄ [16℄[96℄[92℄ pour le 
ouplage 
omplet ). Ce

hoix est n�e
essaire si l'on veut �etudier et 
omparer les di��erents mod�eles test�es pour le 
ux
de 
haleur dans les mêmes 
onditions, 
'est-�a-dire ave
 un 
hamp de vitesse ind�ependant.
En vue de son appli
ation au mod�ele 
ombin�e, les di��erentes mod�elisations pour le 
ux de

haleur sous-maille sont alors repr�esent�ees par la relation :

��j = �C���j
�
U; T ;�

�
+ C 0

�

�
T Uj � T Uj

�
(I.3.83)

ave
 :

C���j
�
U; T ;�

� � �sm
�T

�xj
(I.3.84)

Les 
onstantes C� et C 0
� sont 
elles introduites par la mod�elisation du 
ux de 
haleur sous-

maille. Cette formulation a l'avantage d'être suÆsamment g�en�erale pour pouvoir s'appliquer
�a n'importe quel mod�ele. Un deuxi�eme �ltre, nomm�e �ltre test et not�e "b", est alors d�e�ni. Il
est possible de 
onstruire un nouveau 
ux de 
haleur sous-maille not�e T�j li�e �a 
e deuxi�eme
�ltre. En supposant que 
e dernier soit lui aussi mod�elis�e par ��j, on obtient alors :

T�j = �C���j
�bU; bT ; b�� + C 0

�

�d
T Uj � b

T
b
Uj

�
(I.3.85a)

T�j = dTUj � bT bUj (I.3.85b)

�A 
e stade de la pro
�edure, les 
ux de 
haleur sous-maille T�j et ��j sont in
onnus puisqu'ils

font intervenir des termes ind�etermin�es 
omme TUj et dTUj. L'appli
ation du �ltre test sur
le 
ux de 
haleur sous-maille ��j permet de 
ontourner le probl�eme. En e�et, on remarque
alors que la di��eren
e ( not�ee F�j ) entre T�j et b��j fait intervenir des termes 
al
ulables
expli
itement :

F�j = T�j � b��j (I.3.86a)

F�j = dT Uj � bT bUj (I.3.86b)

Par sou
i de 
lart�e, deux nouveaux ve
teurs 
ux de 
haleur not�es Hj et Gj sont introduits.
Ils sont d�e�nis par les deux relations suivantes :

H�j = ��j
�bU; bT ; b��� b��j �U; T ;�� (I.3.87)

G�j =
d
T Uj � b

T
b
Uj (I.3.88)



Moyennant les d�e�nitions (I.3.87) et (I.3.88), le ve
teur F�j v�eri�e la relation 
i-apr�es :

F�j = �C�H�j + C 0
�G�j (I.3.89)

Le syst�eme ainsi form�e est 
ompos�e de trois �equations pour deux in
onnues, 
es derni�eres
�etant les deux 
onstantes C� et C 0

� du mod�ele pour le 
ux de 
haleur sous-maille. Ce
syst�eme est don
 surd�etermin�e. Pour obtenir un 
ouple unique solution du syst�eme (I.3.89),
la m�ethode 
onsiste �a minimiser le r�esidu not�e "j et d�e�ni par :

"j (C�; C
0
�) = F�j + C�H�j � C 0

�G�j (I.3.90)

La minimisation du r�esidu "j est obtenue en appliquant la m�ethode des moindres 
arr�es, 
e
qui revient �a r�esoudre :

�

�C�

("j"j) = 0 2H�j"j = 0 (I.3.91a)

()
�

�C 0
�

("j"j) = 0 �2G�j"j = 0 (I.3.91b)

Le syst�eme (I.3.91) 
omporte deux �equations �a deux in
onnues. Il est don
 possible de trouver
le 
ouple solution unique du probl�eme.

�C� (H�jH�j) + C 0
� (G�jH�j) = (F�jH�j) (I.3.92a)

�C� (H�jG�j) + C 0
� (G�jG�j) = (F�jG�j) (I.3.92b)

Le 
ouple solution s'�e
rit alors :

C� =
(F�jH�j) (G�jG�j)� (F�jG�j) (G�jH�j)

(H�jG�j)2 � (H�jH�j) (G�jG�j)
(I.3.93a)

C 0
� =

(F�jH�j) (G�jH�j)� (F�jG�j) (H�jH�j)

(H�jG�j)2 � (H�jH�j) (G�jG�j)
(I.3.93b)

Remarque

(H�jG�j)2 � (H�jH�j) (G�jG�j)
=

��!H��
�!G �

�2

�
��!H��

�!H�

���!G ��
�!G �

�
=




�!H�




2 


�!G �




2 
os2 ��!H�;
�!G �

�
�



�!H�
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�!G �




2
=




�!H�




2 


�!G �




2 �
os2 ��!H�;
�!G �

�
� 1

�
� 0 (I.3.94)

Le d�enominateur intervenant dans l'expression des deux 
onstantes C� et C 0
� 
onserve un

signe 
onstant. Il s'annule lorsque les ve
teursH�j et G�j sont 
olin�eaires :
��!H�;

�!G �

�
� 0 [�℄ .



Le signe des deux 
onstantes est alors donn�e par le num�erateur, 
elui de C� est important.
En e�et, 
ette 
onstante est dire
tement reli�ee �a un mod�ele de type di�usivit�e sous-maille.
En tenant 
ompte de la d�e�nition (I.3.84), une 
onstante C� n�egative 
r�ee alors d'un point
de vue �energ�etique une sour
e d'�energie ( antidissipation ) qui peut induire des instabilit�es
num�eriques. L'appli
ation d'un op�erateur de moyenne < : > dans les dire
tions homog�enes
permet de rem�edier �a 
e probl�eme. Il en r�esulte que :

C� =
h(F�jH�j) (G�jG�j)� (F�jG�j) (G�jH�j)i


(H�jG�j)
2 � (H�jH�j) (G�jG�j)

� (I.3.95)



Deuxi�eme partie

Le 
anal plan
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Chapitre 1

M�ethode num�erique

1.1 Mod�ele math�ematique 
ontinu

Les �equations de Navier-Stokes �ltr�ees dans l'approximation de Boussinesq ont �et�e obte-
nues dans le 
hapitre 1 de la partie I. Elles ont pour in
onnues les 
hamps de vitesse r�esolue
et de temp�erature r�esolue not�es respe
tivement Ui et T . En raison du �ltrage, il apparâ�t
deux nouveaux termes dont la mod�elisation a �et�e pr�esent�ee dans les 
hapitres 2 et 3. Dans le

adre de 
ette �etude, la mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille qui apparâ�t dans
les �equations de quantit�e de mouvement a �et�e restreinte �a la famille des mod�eles s
alaires.
On rappelle que seule la partie d�eviatoire de 
e tenseur sous-maille est mod�elis�ee, la tra
e
de 
e dernier �etant ajout�ee [25℄ �a la pression pour former une pression modi��ee not�ee �. La

ontribution sous-maille qui apparâ�t sous la forme de la divergen
e de 
e tenseur est alors
exprim�ee 
omme la somme de deux termes, l'un di�usif et l'autre dispersif :

�Pg

�xi
+
��ik
�xk

=
��

�xi
+

�

�xk

�
2�smD

d

ik

�
(II.1.1)

=
��

�xi
+ �sm

�2Ui
�xk�xk

+ 2D
d

ik

��sm
�xk

(II.1.2)

En 
e qui 
on
erne la mod�elisation du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille, la notion de
mod�ele �
kien et non �
kien a �et�e introduite dans le 
hapitre 3 de la partie I. Dans le but
de d�e
rire de fa�
on g�en�erale tous les mod�eles utilis�es dans les simulations pour 
e ve
teur

ux de 
haleur, on est amen�e �a introduire la notation suivante qui se d�e
ompose en deux
parties, l'une �
kienne ( premier terme ), l'autre non �
kienne ( deuxi�eme terme ) dont la
mod�elisation a �et�e introduite dans le 
hapitre 3 de la partie I :

���j = �sm
�T

�xj
�F�j (II.1.3)

De mani�ere similaire, la 
ontribution sous-maille qui intervient sous la forme de la divergen
e
du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille dans l'�equation de 
onservation de l'enthalpie est �e
rite



de la mani�ere suivante :

����k
�xk

=
�

�xk

�
�sm

�T

�xk

�
� �F�k

�xk
(II.1.4)

= �sm
�2T

�xk�xk
+

��sm
�xk

�T

�xk
� �F�k

�xk
(II.1.5)

Dans le 
adre de l'approximation in
ompressible ou de Boussinesq, la pression n'est plus
reli�ee �a la masse volumique par l'interm�ediaire d'une loi d'�etat. Son rôle est d'assurer que le

hamp de vitesse soit sol�eno��dal. Cette 
ontrainte d'in
ompressibilit�e impos�ee par la 
onser-
vation de la masse volumique est substitu�ee par une �equation de Poisson [112℄ pour la pression
modi��ee �. Cette �equation est obtenue en appliquant l'op�erateur divergen
e �a l'�equation de

onservation pour la quantit�e de mouvement.

Moyennant toutes 
es modi�
ations, le probl�eme 
ontinu �a dis
r�etiser s'exprime en fon
-
tion des deux in
onnues d�ej�a �enon
�ees en d�ebut de paragraphe et de la pression modi��ee �.
Le syst�eme �a r�esoudre s'�e
rit :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

� �2�

�xi�xi
=

�

�t

�
�Ui
�xi

�
+

�2

�xi�xk

�
Ui Uk

�� 1

Re

�

�xi

�
�2Ui

�xk�xk

�
�Ri

�T

�x3

� �2

�xi�xk

�
2�smDik

�
�Ui
�t

+
�

�xk

�
Ui Uk

�
= � ��

�xi
+

�
1

Re
+ �sm

�
�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3 + 2D

d

ik

��sm
�xk

�T

�t
+

�

�xk

�
T Uk

�
=

�
1

Pe + �sm

�
�2T

�xk�xk
+

��sm
�xj

�T

�xj
� �F�j

�xj

(II.1.6)

Il reste alors �a pr�esenter les di��erentes 
onditions aux limites et initiales pour que le probl�eme
soit bien pos�e.

1.1.1 Conditions aux limites

Le syst�eme 
ontinue (II.1.6) est d�e�ni en tout point de l'espa
e 
ontenu dans un domaine
not�e 
 qui est born�e. Ce domaine poss�ede une fronti�ere not�ee �
. On distingue deux types
de 
ondition pour les 
hamps de vitesse et de temp�erature r�esolues :

{ si la valeur du 
hamp sur la fronti�ere est impos�ee, on parle de 
ondition de Diri
hlet.
Cette fronti�ere est alors not�ee �D ( �TD pour le 
hamp de temp�erature ). La valeur
impos�ee sur la fronti�ere peut être fon
tion du temps ou 
onstante :

Ui

��
�D

= fD(t) (II.1.7)

T
��
�T
D

= gD(t) (II.1.8)



Dans le 
as du 
anal plan et plus g�en�eralement de parois solides, la 
ondition d'adh�eren
e
pour la vitesse ou en
ore la 
ondition isotherme pour la temp�erature font partie de 
e
type de 
ondition. Dans le 
as de la mar
he des
endante, la 
ondition d'entr�ee pour les
deux 
hamps est fournie par un plan qui est issu d'un 
al
ul de 
anal et r�ea
tualis�ee �a

haque pas de temps. La 
ondition d'entr�ee est alors instationnaire, mais 
orrespond
toujours �a une 
ondition de Diri
hlet.

{ si la valeur du gradient du 
hamp ou bien son 
ux est impos�e sur la fronti�ere, on parle
alors de 
ondition de Neumann. Cette fronti�ere est alors not�ee �N ( �TN pour le 
hamp
de temp�erature ). L�a en
ore, la valeur impos�ee peut être une fon
tion du temps ou
non. En introduisant la normale ext�erieure not�ee �!n , 
ette 
ondition s'�e
rit :

�Ui

�n

����
�N

= fN(t) (II.1.9)

�T

�n

����
�T
N

= gN(t) (II.1.10)

Dans le 
as de la mar
he des
endante, la 
ondition de sortie employ�ee peut tout �a fait
être interpr�et�ee 
omme une 
ondition de Neumann. En e�et, la 
omposante normale
de la vitesse est alors extrapol�ee tandis que le gradient normal des 
omposantes tan-
gentielles est 
hoisi nul. En 
e qui 
on
erne la temp�erature, la 
ondition de sortie se
traduit par une extrapolation. Dans le 
as de parois adiabatiques, le 
ux de 
haleur
�a la paroi est nul, 
e qui 
orrespond aussi �a 
e type de 
ondition. La 
ondition de
sym�etrie utilis�ee est une 
ondition de type Neumann. Dans le 
as du 
hamp de vitesse,

ela 
onsiste �a annuler la 
omposante normale et le gradient normal des deux 
ompo-
santes tangentielles. Cette 
ondition aurait pu être appliqu�ee pour simuler une moiti�e
de 
anal ou une moiti�e de veine pour la mar
he des
endante.

Conditions aux limites pour la pression

La 
ondition d'in
ompressibilit�e est assur�ee au moyen d'une �equation de Poisson [112℄
pour la pression modi��ee. Pour r�esoudre enti�erement la pression modi��ee, il est don
 n�e
essaire
d'ajouter des 
onditions aux limites pour 
ette �equation. Le 
hoix retenu dans le 
adre de

ette th�ese est li�e �a la m�ethode de proje
tion appro
h�ee [38℄ [39℄[40℄ [82℄[19℄[89℄ utilis�ee et
pr�esent�ee dans le paragraphe 1.3.3. Sur une fronti�ere de type Diri
hlet pour la vitesse, il est

onsistant de se munir d'une 
ondition de type Neumann pour la pression modi��ee [64℄[41℄ : il
faut se donner une 
ondition sur le gradient normal du 
hamp de pression modi��ee. Du fait de
l'utilisation de la m�ethode de proje
tion appro
h�ee, la 
ondition est fournie par la proje
tion
de l'�equation de quantit�e de mouvement suivant la normale ext�erieure �!n . Soit :

��

�n
= ni

�
��Ui

�t
� �

�xk

�
UiUk

�
+

�
1

Re + �sm

�
�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3 + 2D

d

ik

��sm
�xk

�
(II.1.11)



En revan
he, sur une fronti�ere de type Neumann en vitesse, il faut 
ette fois-
i se donner une

ondition sur la pression modi��ee elle-même. Pour 
ela, il suÆt d'imposer que la 
ontrainte
totale suivant la dire
tion normale est nulle [89℄. En tenant 
ompte du 
hoix de mod�elisation
du tenseur de Reynolds sous-maille, le tenseur des 
ontraintes totales est d�e�ni par :

�ij = ��Æij +
�

2

Re + 2�sm

�
D

d

ij (II.1.12)

La 
ondition de 
ontrainte normale nulle fournit alors une valeur pour la pression modi��ee
qui est donn�ee par la relation suivante :

� =

�
2

Re + 2�sm

�
�Un

�n
(II.1.13)

1.1.2 Conditions initiales

Les 
onditions initiales doivent être 
hoisies de telle sorte que le 
hamp de vitesse impos�e
initialement soit �a divergen
e nulle. La 
ondition initiale s'�e
rit de fa�
on formelle de la
mani�ere suivante :

Ui(�!x ; t = 0) = V 0
i (
�!x ) (II.1.14)

La strat�egie adopt�ee est alors d�ependante de la g�eom�etrie trait�ee. La 
ondition initiale pour
la 
on�guration en 
anal plan est pr�esent�ee dans le 
hapitre 2 tandis que la 
ondition initiale
pour la 
on�guration de la mar
he des
endante est abord�ee dans la partie III.

La dis
r�etisation de 
e syst�eme d'�equations 
ontinues est pr�esent�ee dans les deux para-
graphes suivants, le premier abordant la dis
r�etisation spatiale, le se
ond la dis
r�etisation
temporelle. La dis
r�etisation spatiale est 
elle pr�esent�ee plus en d�etails dans la th�ese de P.
Sagaut [89℄.

1.2 Dis
r�etisation spatiale

Avant d'aborder la dis
r�etisation des op�erateurs de d�erivation, il 
onvient de pr�esenter
la dis
r�etisation du domaine : le maillage. Tout point M du domaine 
ontinu est rep�er�e par
ses 
oordonn�ees 
art�esiennes (x; y; z). Dans la pr�esente �etude, le maillage utilis�e est de type

art�esien �a pas variable. Par 
ons�equent, 
ha
un des noeuds Mi;j;k du maillage est rep�er�e par
les 
oordonn�ees 
art�esiennes (xi; yj; zk), les indi
es i, j et k variant respe
tivement de 1 �a
Nx, Ny et Nz. Par sou
i de 
lart�e, la quantit�e 	i;j;k est introduite et d�e�nie par la relation
suivante :

	i;j;k = 	(Mi;j;k) (II.1.15)

o�u 	 symbolise les di��erentes grandeurs in
onnues du probl�eme, �a savoir, le 
hamp de vitesse
r�esolue, le 
hamp de temp�erature r�esolue et le 
hamp de pression modi��ee et e	, la gran-
deur dis
r�ete qui lui est asso
i�ee. Pour �evaluer les di��erents op�erateurs du probl�eme, deux




hoix sont possibles. Le premier 
hoix 
onsiste �a �evaluer dire
tement les di��erentes d�eriv�ees
spatiales par di��eren
es �nies et en utilisant des d�eveloppements limit�es. Il faut alors te-
nir 
ompte des variations du maillage lors des d�eveloppements. La deuxi�eme possibilit�e est
de se ramener �a un espa
e de r�ef�eren
e qui 
orrespond en fait �a un maillage 
art�esien �a
pas 
onstant : 
'est 
e dernier 
hoix qui a �et�e retenu. Ce passage s'e�e
tue au moyen d'une
transformation bije
tive qui s'exprime sous la forme :

x = x (�) (II.1.16)

y = y (�) (II.1.17)

z = z (�) (II.1.18)

Il ne reste plus qu'�a donner l'expression des di��erents op�erateurs de d�erivation exprim�es en
fon
tion du triplet (x; y; z) dans l'espa
e de r�ef�eren
e (�; �; �). Pour 
ela, le Ja
obien de la
transformation est introduit :

J =
�x

��

�y

��

�z

��
(II.1.19)

La d�eriv�ee premi�ere dans la dire
tion x s'�e
rit alors sous la forme suivante :

�f

�x
=

1

J
�

��k

�
J ��k

�x
f

�
(II.1.20)

=
�f

��

��

�x
(II.1.21)

Le terme �a dis
r�etiser 
orrespond alors �a la d�eriv�ee partielle par rapport �a la variable �. Pour
repasser dans l'espa
e de d�epart, il suÆt de remultiplier par un terme de m�etrique. Les deux
autres dire
tions de l'espa
e sont trait�ees de mani�ere similaire. Les op�erateurs de d�eriv�ee
se
onde sont obtenus en appliquant �a nouveau la relation pr�e
�edente :

�2f

�xi�xj
=

1

J
�

��l

�
��l
�xj

�

��k

�
J ��k

�xi
f

��
(II.1.22)

L'op�erateur Lapla
ien est retrouv�e en 
ontra
tant les indi
es i et j de la relation II.1.22.

1.2.1 Lo
alisation des in
onnues

Il existe plusieurs possibilit�es quant �a la lo
alisation des in
onnues sur le maillage [112℄
[19℄[89℄. La premi�ere 
onsiste �a d�e�nir toutes les in
onnues du probl�eme ( vitesse, pression et
temp�erature ) au noeud du maillageMi;j;k. Cette disposition est dite 
ollo
ative. La deuxi�eme
possiblit�e est alors de d�e�nir toutes les in
onnues du probl�eme sur des grilles d�e
al�ees les
unes par rapport aux autres. La troisi�eme possibilit�e est alors de d�e
aler la pression et
la temp�erature du 
hamp de vitesse : on parle de disposition semi-d�e
al�ee. La �gure 1.2.1
illustre les deux premi�eres dispositions qui sont souvent utilis�ees dans le 
as d'�e
oulement
in
ompressible.



UU

V

Π
T

V

Π
T

Fig. II.1.1: Disposition 
ollo
ative �a droite et disposition d�e
al�ee �a gau
he

La disposition d�e
al�ee a l'avantage de permettre l'utilisation de s
h�emas 
ompatibles[103℄
pour l'op�erateur Lapla
ien introduit dans l'�equation de Poisson pour la pression. Un s
h�ema

ompatible pour 
et op�erateur est un s
h�ema qui est �equivalent �a l'appli
ation su

essive de
l'op�erateur dis
ret gradient puis l'op�erateur dis
ret divergen
e. Cette disposition �evite l'ap-
parition de modes parasites de pression et de ph�enom�enes de d�e
ouplage entre les 
hamps
de vitesse et de pression. La 
ontrainte d'in
ompressibilit�e est alors donn�ee �a la pr�e
ision
ma
hine. L'in
onv�enient majeur est que 
ette m�ethode n�e
essite de multiples interpolations.
L'�equation de Poisson pour le 
hamp de pression fait intervenir la divergen
e des termes

onve
tifs et des termes visqueux. En raison du d�e
alage vitesse-pression, tous 
es termes
doivent être �evalu�es aux noeuds du maillage. Si l'on se restreint �a des maillages 
art�esiens,
l'interpolation est assez simple puisqu'elle se r�eduit �a une moyenne bary
entrique. En re-
van
he, sur des maillages 
urvilignes, les interpolations sont plus 
omplexes. L'autre in-

onv�enient est la prise en 
ompte des 
onditions aux limites, 
ertaines variables n'�etant pas
d�e�nies sur le bord.

Dans le 
as de la disposition 
ollo
ative, l'emploi de s
h�emas 
ompatibles est probl�ematique

ar 
ela peut favoriser l'apparition de modes parasites en pression et un d�e
ouplage noeuds
pairs/impairs; 
'est le 
as du s
h�ema 
entr�e d'ordre deux en di��eren
es �nies pour la d�eriv�ee
premi�ere. La solution 
onsiste alors �a utiliser des s
h�emas non 
ompatibles qui ne permettent
pas de satisfaire la 
ontrainte d'in
ompressibilit�e au z�ero ma
hine. L'autre possibilit�e est de

onserver un s
h�ema 
ompatible et de �ltrer le 
hamp de pression pour se d�ebarrasser des
modes parasites. L'avantage est qu'il n'y pas d'interpolations �a e�e
tuer et que les 
onditions
aux limites peuvent être d�e�nies puisque toutes les in
onnues du probl�eme sont 
onnues sur
les fronti�eres. L'utilisation de maillages 
art�esien ou 
urviligne ne pose don
 pas de probl�eme.

Le 
hoix retenu dans 
e travail est don
 la disposition 
ollo
ative des in
onnues 
ar elle
semble être bien adapt�ee dans des 
on�gurations tridimensionnelles, sur des maillages 
om-
plexes. Même si le maillage utilis�e est un maillage 
art�esien �a pas variable, 
e 
hoix autorise
l'extension �a des maillages plus 
omplexes.



Les paragraphes suivants pr�esentent la dis
r�etisation spatiale et temporelle des di��erents
op�erateurs de d�erivation qui interviennent dans les �equations �a r�esoudre. Dans un 
ontexte
industriel, l'ordre de la dis
r�etisation spatiale ne d�epasse gu�ere deux. Dans le 
as des simu-
lations des grandes �e
helles, des �etudes montrent que l'emploi de s
h�emas d�e
entr�es pr�e
is �a
l'ordre un ou trois masque l'e�et des mod�eles sous-maille. En e�et, 
es types de s
h�ema font
apparâ�tre des erreurs de tron
ature qui ont un e�et dissipatif, de même nature que 
eux
introduits par les mod�eles sous-maille. Ainsi a�n d'analyser l'in
uen
e de 
es mod�eles sous-
maille tant pour le tenseur de Reynolds sous-maille que pour le 
ux de 
haleur sous-maille,
seuls des s
h�emas pr�e
is �a l'ordre deux qui font apparâ�tre des erreurs de tron
ature ayant
un e�et dispersif seront utilis�es.

1.2.2 Filtres dis
rets

Certains mod�eles sous-maille pr�esent�es dans la partie I requi�erent l'utilisation de �ltres
dis
rets[93℄ [71℄ : la pro
�edure dynamique pour l'�evaluation de la 
onstante; le mod�ele d'�e
helles
mixtes pour l'estimation de l'�energie �a la 
oupure; la pro
�edure d'a

entuation. La famille de
�ltre dis
ret 1D suivante, d�ependant du param�etre 
 est introduite dans l'espa
e de r�ef�eren
e
( maillage �a pas 
onstant ) :

b	i;j;k =
1

2 + 

(	i+1;j;k + 
	i;j;k +	i�1;j;k) +O

�
��4

�
(II.1.23)

Ce �ltre ainsi form�e 
orrespond �a l'approximation d'un �ltre gaussien ou d'un �ltre bô�te
�a l'ordre deux [90℄. Pour la valeur parti
uli�ere 
 = 4, la longueur de 
oupure du �ltre 1D
vaut la longueur de la maille ��. Un �ltre dis
ret 3D est obtenu par 
omposition su

essive
du �ltre dis
ret 1D. Cette famille de �ltre peut s'interpr�eter 
omme une famille d'inverse de
�ltres di��erentiels elliptiques [89℄ [33℄ :

b	i;j;k =

�
1 +

��2

2 + 


�2

��2

�
	i;j;k +O

�
��4

�
(II.1.24)

1.2.3 Dis
r�etisation des d�eriv�ees premi�eres

L'op�erateur d�eriv�ee premi�ere intervient dans le 
al
ul des termes 
onve
tifs, ainsi que dans
le 
al
ul du gradient de pression. Le premier s
h�ema pr�esent�e est l'approximation 
lassique
de la d�eriv�ee premi�ere �a l'ordre deux en di��eren
es �nies. Dans l'espa
e de r�ef�eren
e (�; �; �),
la d�eriv�ee premi�ere dans la dire
tion � est alors fournie par la relation suivante :�

�	

��

�
i;j;k

=
	i+1;j;k �	i�1;j;k

2��
+O �

��2
�

(II.1.25)

les deux autres dire
tions �etant obtenues de la même mani�ere. Le premier terme d'erreur de
tron
ature est une d�eriv�ee troisi�eme, don
 un terme dispersif : le terme d'erreur n'introduit
pas de di�usion suppl�ementaire. Le 
al
ul des op�erateurs tridimensionnels se fait par tenso-
risation : on utilise le s
h�ema monodimensionnel dans 
haque dire
tion de l'espa
e. Appliqu�e



aux termes 
onve
tifs, il favorise le d�e
ouplage entre les indi
es (i; j; k) dont la somme est
paire, ave
 
eux dont la somme est impaire. Ce d�e
ouplage g�en�ere des os
illations parasites
qui �nissent par d�egrader la solution et d�estabiliser tout le 
al
ul. Ces os
illations parasites
qui apparaissent sur le 
hamp de vitesse sont asso
i�ees �a l'utilisation d'un pas d'espa
e trop
grand. Il est possible d'introduire un nombre de Reynolds appel�e Reynolds de maille qui est
d�e�ni 
omme le rapport suivant :

Re�xi =
jUij�xi

�
(II.1.26)

Dans le 
as du s
h�ema 
entr�e d'ordre deux �a deux points, des �etudes montrent que pour des
valeurs d'un nombre de Reynolds de maille inf�erieures �a deux, 
es os
illations parasites dispa-
raissent. Pour respe
ter 
e 
rit�ere, il faudrait des pas d'espa
e trop petits pour être utilisables
en pratique. La solution est don
 d'utiliser un s
h�ema qui a des propri�et�es r�egularisantes.
L'utilisation de s
h�emas d�e
entr�es tels que les s
h�emas "QUICK"[105℄[66℄ ou Kawamura[54℄
pour les termes 
onve
tifs introduit des e�ets dissipatifs non n�egligeables qui masquent l'e�et
du mod�ele sous-maille. Le but �etant de v�eri�er l'a
tion des mod�eles sous-maille qui ont �et�e
pr�esent�es dans la partie I, il n'est don
 pas possible d'utiliser 
e type de s
h�ema. Le 
hoix
s'est port�e sur un s
h�ema hybride qui est d�eriv�e d'une appro
he de type �el�ements �nis. Cela

onsiste �a �evaluer la d�eriv�ee sous la forme suivante :

�
�	

��

�
i;j;k

=

Z

int

�	

��
Ni;j;k.d
intZ


int

Ni;j;k.d
int

(II.1.27)

La fon
tion Ni;j;k = Ni;j;k(�; �; �) est une fon
tion de base trilin�eaire par mor
eaux qui vaut
1 au noeud Mi;j;k et 0 partout ailleurs. Le domaine 
int 
orrespond aux 8 
ubes ayant pour
sommet 
ommun le noeud Mi;j;k. En d�e
omposant l'in
onnue 	 sur la base Ni;j;k �a la mani�ere
des �el�ements �nis, le s
h�ema hybride s'�e
rit alors sous la forme suivante :�

�	

��

�
i;j;k

=
1

72��

�
	i+1;j+1;k+1 � 	i�1;j+1;k+1 +	i+1;j+1;k�1 � 	i�1;j+1;k�1

+ 	i+1;j�1;k+1 � 	i�1;j�1;k+1 +	i+1;j�1;k�1 �	i�1;j�1;k�1

+ 4
�
	i+1;j;k+1 �	i�1;j;k+1 +	i+1;j;k�1 �	i�1;j;k�1

+ 	i+1;j�1;k � 	i�1;j�1;k +	i+1;j+1;k � 	i�1;j+1;k

�
+ 16

�
	i+1;j;k � 	i�1;j;k

��
+O �

��2
�

(II.1.28)

Ce s
h�ema fait intervenir 18 points. On peut parler de s
h�emas �a forte 
onne
tivit�e spatiale.
La mol�e
ule des op�erateurs tridimensionnels 
al
ul�ee ave
 
e s
h�ema 
ontient tous les points
voisins, �a savoir, les 26 points qui entourent le noeudMi;j;k. Les tests pr�eliminaires ont montr�e
son eÆ
a
it�e. L'int�erêt est que le s
h�ema ainsi obtenu est 
entr�e et pr�e
is �a l'ordre deux.
Il n'introduit au
un e�et dissipatif qui pourrait masquer les e�ets des mod�eles sous-maille.
Cette d�eriv�ee hybride peut être interprêt�ee d'une mani�ere di��erente. Elle apparâ�t en fait




omme la 
omposition de l'op�erateur de d�eriv�ee 
entr�ee �a deux points habituel II.1.25 et de
deux �ltres dis
rets de la forme II.1.23 dans les deux autres dire
tions [110℄ :�

�	

��

�
i;j;k

=

�
1 +

��2

6

�2

��2

��
1 +

��2

6

�2

��2

��
	i+1;j;k � 	i�1;j;k

2��

�
(II.1.29)

+O �
��2;��4;��4

�
(II.1.30)

1.2.4 Dis
r�etisation des d�eriv�ees se
ondes

Les d�eriv�ees se
ondes interviennent dans le se
ond membre de la pression 
omme la diver-
gen
e des termes 
onve
tifs et sous-maille, ainsi que dans le 
al
ul de l'op�erateur Lapla
ien
pour les termes visqueux et les termes de di�usion pour la temp�erature. En se pla�
ant dans
l'espa
e de r�ef�eren
e (�; �; �), les d�eriv�ees �a dis
r�etiser s'�e
rivent sous la forme g�en�erale :

�

��i

�
g
�	

��j

�
(II.1.31)

Deux s
h�emas di��erents ont �et�e utilis�es pour la dis
r�etisation des d�eriv�ees se
ondes. Dans le

as des d�eriv�ees se
ondes o�u i = j, le s
h�ema est donn�e dans la dire
tion � par la relation :

�

��

�
g
�	

��

�
i;j;k

=
1

2��2

�
	i+1;j;k

�
gi;j;k + gi+1;j;k

�� 	i;j;k

�
2gi;j;k + gi+1;j;k + gi�1;j;k

�
+	i�1;j;k

�
gi;j;k + gi�1;j;k

��
+O �

��2
�

(II.1.32)

Ce s
h�ema n'induit pas de d�e
ouplage spatial. En e�et, on rappelle que l'appli
ation su
-

essive d'un s
h�ema 
entr�e dans le 
as d'un maillage 
ollo
atif peut introduire des os
illa-
tions parasites sour
es de d�estabilisation du 
al
ul. En 
e qui 
on
erne les d�eriv�ees se
ondes

rois�ees, le s
h�ema employ�e 
orrespond 
ette fois-
i �a l'utilisation su

essive du s
h�ema 
entr�e
�a deux points dans les deux di��erentes dire
tions. Il s'�e
rit :

�

��

�
g
�	

��

�
i;j;k

=
1

4����

�
gi+1;j;k

�
	i+1;j+1;k � 	i+1;j�1;k

�
�gi�1;j;k

�
	i�1;j+1;k �	i�1;j�1;k

��
+O (����) (II.1.33)

Il est toutefois important de noter que les termes qui sont dis
r�etis�es font intervenir une

ombinaison des deux op�erateurs de d�eriv�ees se
ondes, par 
ons�equent, 
ela n'induira pas
de d�e
ouplage spatial. Il aurait �et�e possible d'appliquer le s
h�ema 
entr�e issu de l'appro
he
�el�ement �ni, mais le s
h�ema d�e
rit 
i-dessus ayant un faible 
oût de 
al
ul, 
'est 
elui-
i qui
a �et�e retenu.

Cas du Lapla
ien de pression modi��ee

L'op�erateur dis
ret du Lapla
ien qui intervient dans l'�equation de Poisson pour la pression
modi��ee est 
al
ul�e d'une mani�ere di��erente. En e�et, auparavant les op�erateurs de d�eriv�ees



premi�eres et se
ondes ont �et�e dis
r�etis�es dans l'espa
e de r�ef�eren
e (�; �; �). Dans le 
as
pr�e
is du Lapla
ien de pression, l'op�erateur est dis
r�etis�e dans l'espa
e de d�epart (x; y; z).
Le s
h�ema n'est don
 plus 
ompatible : l'appli
ation su

essive de l'op�erateur gradient et
divergen
e n'est pas �egale �a l'op�erateur Lapla
ien. Ce 
hoix est justi��e par l'emploi d'un
maillage 
ollo
atif. L'op�erateur est alors obtenu par tensorisation. La d�eriv�ee se
onde dans
la dire
tion x est alors fournie par le d�eveloppement suivant :�

�2	

�x2

�
i;j;k

=
2

�xi+1 +�xi

�
	i+1;j;k � 	i;j;k

�xi+1
� 	i;j;k � 	i�1;j;k

�xi

�
+
�xi+1 ��xi

3

�
�3	

�x3

�
i;j;k

(II.1.34)

Le premier terme d'erreur de tron
ature d�epend de la di��eren
e des deux mailles 
ons�e
utives.
Plus 
ette di��eren
e sera grande, moins le s
h�ema sera pr�e
is. Aussi, il est n�e
essaire d'em-
ployer des maillages dont l'�e
art entre deux mailles su

essives est petit. La matri
e asso
i�ee
�a l'op�erateur Lapla
ien ainsi d�e
rit est �a diagonale dominante mais non-sym�etrique. Il est
possible de la rendre sym�etrique en multipliant par un fa
teur proportionnel au volume
entourant le noeud Mi;j;k not�e Vi;j;k :

Vi;j;k = (�xi +�xi+1)(�yj +�yj+1)(�zk +�zk+1) (II.1.35)

Cette sym�etrisation de la matri
e asso
i�ee �a l'op�erateur Lapla
ien de pression est tr�es utile
dans le 
as de l'utilisation de m�ethode dire
te pour la r�esolution de syst�emes lin�eaires. Ce
point est abord�e dans le paragraphe li�e �a l'int�egration temporelle.

1.3 Int�egration temporelle

Les 
hamps dis
rets asso
i�es aux 
hamps 
ontinus de vitesse r�esolue, de temp�erature

r�esolue et de pression modi��ee sont not�es respe
tivement eUi

(n)
, eT(n)

et e�(n)
. Ils sont d�e�nis

par les relations suivante :

eU(n)

i = Ui (�!x ; t = n�t) (II.1.36)eT(n)
= T (�!x ; t = n�t) (II.1.37)e�(n)
= � (�!x ; t = n�t) (II.1.38)

o�u la quantit�e �t 
orrespond au pas de temps 
hoisi. Ce dernier est 
onsid�er�e 
omme 
onstant
dans toute la suite du m�emoire. Par sou
i de 
lart�e et de simpli�
ation, les op�erateurs dis
rets
utilis�es par la suite sont d�e�nis dans l'annexe E. Le probl�eme dis
ret �a r�esoudre se pose dans
les termes suivants : on re
her
he les in
onnues ( vitesse, temp�erature et pression ) au temps
tn+1 sa
hant qu'elles sont 
onnues pour tous les temps inf�erieurs �a tn+1. Les �equations sous



forme semi-dis
rete sont donn�ees par le syst�eme :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�Le�(n+1)
=

�

�t

 
� eUi
�xi

!(n+1)

+H
�eU(n+1)

i ; eT(n+1)
;e�(n+1)

sm

�
� eUi
�t

(n+1)

= � C
�eU(n+1)

j

� eU(n+1)

i � G e�(n+1)
+ PeT(n+1)

+D
�e�(n+1)

sm

� eU(n+1)

i

+ SMdisp
�e�(n+1)

sm ; eU(n+1)

i

�
� eT
�t

(n+1)

= � CT
�eU(n+1)

j

� eT(n+1)
+DT

�e�(n+1)
sm

� eT(n+1)
+ SMA

T

�eF(n+1)

�j

�
+ SMdisp

T

�e�(n+1)
sm ; eT(n+1)

�
(II.1.39)

1.3.1 Di��erentiation r�etrograde d'ordre deux

La m�ethode de di��erentiation r�etrograde d'ordre deux pr�esent�ee dans 
e paragraphe est
utilis�ee dans les �equations de 
onservation de la quantit�e de mouvement et de l'enthalpie pour
les termes di�usifs. L'avantage de 
ette m�ethode est qu'elle pr�esente de meilleures propri�et�es
de stabilit�e [23℄ qui permettent de longs temps d'int�egration, 
e qui est tr�es important pour
obtenir de bonnes statistiques. Cette m�ethode 
onsiste tout d'abord �a �evaluer les termes
instationnaires au temps tn+1 de la mani�ere suivante :

� eUi
�t

(n+1)

=
3eUi (n+1) � 4eUi(n) + eUi (n�1)

2�t
+O ��t2

�
(II.1.40)

� eT
�t

(n+1)

=
3eT(n+1) � 4eT(n)

+ eT(n�1)

2�t
+O ��t2

�
(II.1.41)

Une fois les termes instationnaires dis
r�etis�es, les termes de di�usion sont alors impli
it�es de
la mani�ere suivante :

� eUi
�t

(n+1)

�D
�e�(n+1)

sm

� eU(n+1)

i = (II.1.42)

3

2�t

(�
1� 2�t

3
D
�e�(n+1)

sm

�� eU(n+1)

i � 4eU(n)

i � eU(n�1)

i

3

)

� eT
�t

(n+1)

�D
�e�(n+1)

sm

� eT(n+1)
= (II.1.43)

3

2�t

(�
1� 2�t

3
D
�e�(n+1)

sm

�� eT(n+1) � 4eT(n) � eT(n�1)

3

)



Remarque

L'�equation de 
onservation de la temp�erature �etant lin�eaire, il est tout �a fait possible
d'impli
iter le terme 
onve
tif. En e�et, dans le 
as du s
alaire passif, la partie dynamique
et la partie thermique sont totalement d�e
oupl�ees. Il suÆt pour 
ela de r�esoudre la partie

dynamique dans un premier temps, puis la partie thermique ( eU(n+1)

j est alors 
onnu ). La
relation (II.1.43) est rempla
�ee par :

� eT
�t

(n+1)

�D
�e�(n+1)

sm

� eT(n+1)
= (II.1.44)

3

2�t

(�
1� 2�t

3

�
DT

�e�(n+1)
sm

�
� CT

�eU(n+1)

j

��� eT(n+1) � 4eT(n) � eT(n�1)

3

)
Pour des raisons de stabilit�e, 
e s
h�ema a �et�e utilis�e dans le 
as de la mar
he des
endante
qui est abord�e dans la partie III.

1.3.2 S
h�ema d'Adams/Bashforth

La m�ethode d'Adams/Bashforth [23℄ 
onsiste �a 
al
uler une valeur appro
h�ee d'une quan-
tit�e au temps tn+1 �a l'aide des valeurs pr�e
�edentes 
onnues aux temps tn, tn�1 (...). Dans le

as du s
h�ema �a un pas, l'estimation est fournie par :

eA(n+1) ' eA(n)
(II.1.45)

Ce s
h�ema �a un pas a �et�e utilis�e pour l'estimation des mod�eles sous-maille qui interviennent
dans l'op�erateur D et DT . En e�et, 
es deux op�erateurs dis
rets font intervenir la vis
o-
sit�e sous-maille et la di�usivit�e sous-maille au temps tn+1. L'utilisation de 
e s
h�ema pour

es grandeurs sous-maille peut être interpr�et�ee 
omme une lin�earisation �a l'ordre 1. Cette
lin�earisation est n�e
essaire 
ar 
es quantit�es sous-maille sont fortement non-lin�eaires. Dans
le 
as du s
h�ema �a deux pas, l'estimation est fournie par la relation suivante :

eA(n+1) ' 3

2
eA(n) � 1

2
eA(n�1)

(II.1.46)

Cette estimation est appliqu�ee aux termes 
onve
tifs ( C et CT ), au terme de 
ottaison ( P )
et aux termes sous-maille restants ( SMdisp, SMdisp

T
et SMA

T ). Cette m�ethode est expli
ite
et peut être interprêt�ee 
omme une extrapolation.

1.3.3 M�ethode de proje
tion appro
h�ee

Il existe di��erentes m�ethodes pour traiter la 
ontrainte d'in
ompressibilit�e. Dans tous
les 
as, elles font intervenir une �equation de Poisson pour la pression qui est donn�ee par les
premi�eres relations de (II.1.6) ( 
as 
ontinu ) et II.1.39 ( 
as dis
ret ). La m�ethode retenue
dans la 
adre de 
ette th�ese est la m�ethode dite de proje
tion appro
h�ee. Le se
ond membre



de l'�equation (II.1.39) est 
ompos�e de deux termes. Le premier fait apparâ�tre une d�eriv�ee
partielle en temps. Pour des raisons de 
onsistan
e[1℄, il est imp�eratif que 
e terme soit
�evalu�e de la même mani�ere que les termes instationnaires des deux autres �equations. Par

ons�equent, on obtient la dis
r�etisation suivante :

�

�t

 
� eUi
�xi

!(n+1)

'
3
� eUi
�xi

(n+1)

� 4
� eUi
�xi

(n)

+
� eUi
�xi

(n�1)

2�t
(II.1.47)

Le 
hamp de vitesse re
her
h�e eU(n+1)

i doit être �a divergen
e nulle. En tenant 
ompte de 
ette

ontrainte, la relation pr�e
�edente s'�e
rit �nalement :

�

�t

 
� eUi
�xi

!(n+1)

' � 2

�t

� eUi
�xi

(n)

+
1

�t

� eUi
�xi

(n�1)

(II.1.48)

Dans le 
as de 
ette m�ethode de proje
tion appro
h�ee, le deuxi�eme terme de 
ette �equation
de Poisson est �evalu�e par :

H
�eU(n+1)

i ; eT(n+1)
;e�(n+1)

sm

�
' H

�eU(n)

i ; eT(n)
;e�(n)sm

�
(II.1.49)

1.3.4 �Equations semi-dis
r�etes sous forme in
r�ementale

En tenant 
ompte de la dis
r�etisation temporelle de 
ha
un des op�erateurs qui inter-
viennent dans le syst�eme d'�equations II.1.39, il est possible d'expli
iter le syst�eme d'�equations
semi-dis
r�etes. Par sou
i de simpli�
ation, on introduit les notations suivantes :

E = �C + P + SMdisp (II.1.50)

ET = �CT + SMdisp
T

+ SMA

T (II.1.51)

Le syst�eme peut don
 être r�e
rit de la mani�ere suivante :

�Le�(n+1)
= � 2

�t

� eUi
�xi

(n)

+
1

�t

� eUi
�xi

(n�1)

+H
�eU(n)

i ; eT(n)
;e�(n)sm

�
(II.1.52)�

1� 2�t

3
D
�e�(n)sm

�� eU(n+1)

i = (II.1.53)

4

3
eU(n)

i � 1

3
eU(n�1)

i +
2�t

3

�
�G e�(n+1)

+
3

2
eE(n) � 1

2
eE(n�1)��

1� 2�t

3
DT
�e�(n)

sm

�� eT(n+1)
= (II.1.54)

4

3
eT(n) � 1

3
eT(n�1)

+
2�t

3

�
3

2
eE(n)T � 1

2
eE(n�1)T

�



Pour r�eduire les erreurs num�eriques, la formulation dite in
r�ementale [19℄[43℄ a �et�e retenue.

Elle 
onsiste �a formuler 
e syst�eme d'�equations semi-dis
r�etes �a partir des in
onnues �eU(n+1)

i

et �eT(n+1)
plutôt que des in
onnues eU(n+1)

i et eT(n+1)
. Ces in
r�ements sont alors d�e�nis par

la relation qui suit :

�eU(n+1)

i = eU(n+1)

i � eU(n)

i (II.1.55)

�eT(n+1)
= eT(n+1) � eT(n)

(II.1.56)

L'�e
riture du syst�eme sous forme in
r�ementale est donn�ee par :

�Le�(n+1)
= � 2

�t

� eUi
�xi

(n)

+
1

�t

� eUi
�xi

(n�1)

+H
�eU(n)

i ; eT(n)
;e�(n)sm

�
(II.1.57)�

1� 2�t

3
D
�e�(n)sm

��
�eU(n+1)

i = (II.1.58)

1

3
�eU(n)

i +
2�t

3

�
�G e�(n+1)

+D
�e�(n)sm

� eU(n)

i +
3

2
eE(n) � 1

2
eE(n�1)��

1� 2�t

3
DT

�e�(n)
sm

��
�eT(n+1)

= (II.1.59)

1

3
�eT(n)

+
2�t

3

�
DT

�e�(n)
sm

� eT(n)
+

3

2
eE(n)T � 1

2
eE(n�1)T

�

1.3.5 Choix de la m�ethode de r�esolution du syst�eme lin�eaire

Le syst�eme d'�equations semi-dis
r�etes (II.1.57) �a (II.1.59) pr�esent�e pr�e
�edemment 
onduit
�a un probl�eme semi-impli
ite �a r�esoudre. Cha
une des �equations semi-dis
r�etes peut être in-
terprêt�ee 
omme un syst�eme lin�eaire de type Ax = b �a inverser. Pour la r�esolution de 
e
type de syst�eme, une m�ethode de type dire
t a �et�e retenue. Deux 
as de 
on�guration sont
�a distinguer : 
elui du syst�eme lin�eaire asso
i�e �a l'�equation de Poisson et 
elui asso
i�e aux
�equations de 
onservation pour la quantit�e de mouvement et la temp�erature.

Dans le 
as de la pression, la matri
e A 
orrespond �a l'oppos�e de l'op�erateur Lapla
ien
dis
ret. En raison du maillage �a pas variable, la matri
e asso
i�ee �a l'appli
ation lin�eaire
n'est pas sym�etrique. Elle est rendue sym�etrique en normalisant 
ha
une des lignes par la
quantit�e eVi;j;k (II.1.35), homog�ene �a un volume. Le 
onditionnement de la matri
e n'est pas
tr�es bon en raison des gros �e
arts de rapport de maille qui peuvent exister. En e�et, dans le

as d'�e
oulement �a paroi solide, le maillage est souvent tr�es �n dans la zone pro
he paroi et
beau
oup plus lâ
he dans les r�egions �eloign�ees de 
elle-
i. Pour am�eliorer le 
onditionnement
de 
ette matri
e et don
 la 
onvergen
e, on est amen�e �a r�esoudre le probl�eme suivant :

eAex = eb (II.1.60)



En introduisant la matri
e diagonale D de A, on d�e�nit alors les nouvelles matri
es eA, ex eteb par :eA = D�
1

2AD�
1

2 (II.1.61)ex = D
1

2x (II.1.62)eb = D�
1

2 b (II.1.63)

�a 
ondition que la matri
e diagonale soit d�e�nie positive (xTDx > 0 ). La nouvelle matri
eeA ainsi introduite est beau
oup mieux 
onditionn�ee. La multipli
ation �a gau
he et �a droite
par l'inverse de la ra
ine 
arr�ee de la diagonale 
onserve la sym�etrie de la matri
e A. Pour
la r�esolution proprement dite du syst�eme eAex = eb, l'algorithme ortho
r [12℄ est utilis�e. Il
a l'avantage de 
onstruire une suite de r�esidus stri
tement d�e
roissante, 
ependant il n'est
utilisable que dans le 
as de matri
e sym�etrique, 
e qui est le nôtre.

Pour les autres 
as, la matri
e A 
orrespond �a un op�erateur de type Id��r2, la matri
e
Id repr�esentant l'identit�e et r2, l'op�erateur Lapla
ien. La matri
e A n'est plus sym�etrique,

ependant elle reste tr�es bien 
onditionn�ee puisque le 
oeÆ
ient � est tr�es petit devant
l'unit�e dans les appli
ations 
onsid�er�ees dans le m�emoire. Il n'est don
 plus n�e
essaire de
pr�e
onditionner le syst�eme, en revan
he l'utilisation de l'algorithme ortho
r n'est plus pos-
sible. Le 
hoix s'est don
 port�e sur l'algorithme du bi-gradient 
onjugu�e stabilis�e [107℄.

Dans les deux 
as de 
on�guration, le 
rit�ere d'arrêt � pour la m�ethode de r�esolution est
�evalu�e en fon
tion du se
ond membre b de la mani�ere suivante :

� =
kAxs � bkL2

kbkL2
(II.1.64)

o�u xs 
orrespond �a la solution appro
h�ee du syst�eme. Dans la pratique, 
e 
rit�ere d'arrêt est
�x�e �a 10�3.

1.3.6 Prise en 
ompte des 
onditions aux limites

Dans le paragraphe pr�e
�edent, on a montr�e que la r�esolution du syst�eme d'�equations
dis
r�etes II.1.57 �a II.1.59 
orrespondait �a l'inversion de 
inq syst�emes lin�eaires : un pour la
pression modi��ee, trois pour le 
hamp de vitesse et le dernier pour le 
hamp de temp�erature.
Dans tous les 
as de �gure, la solution re
her
h�ee v�eri�e le probl�eme physique suivant :8>><>>:

Ax(n) = b(n) dans 
� �


x(n) = f(n) sur �D
�x

�n

(n)

= g(n) sur �N

(II.1.65)

o�u l'op�erateur dis
ret A r�epr�esente l'oppos�e de l'op�erateur Lapla
ien dis
ret ou l'op�erateur
Id� �r2 dis
ret.



La prise en 
ompte des 
onditions aux limites peut se faire de deux fa�
ons. La premi�ere
possibilit�e 
onsiste �a tenir 
ompte des 
onditions aux limites d�es l'�e
riture du syst�eme
lin�eaire, avant d'appliquer la m�ethode de r�esolution retenue. Ce 
hoix 
onduit alors �a mo-
di�er le se
ond membre et la matri
e A. Par sou
i de 
lart�e, on va prendre par exemple le

as o�u la matri
e A est un Lapla
ien 1D : la matri
e asso
i�ee est en fait une matri
e tridia-
gonale. On suppose que 
ette matri
e 
ontient n2 �el�ements. Dans tous les 
as de �gure, les
indi
es 1 et n 
orrespondent aux deux bords du domaine sur lesquels une 
ondition de type
Diri
hlet ou Neumann est appliqu�ee. Pour illustrer 
es deux 
onditions, on suppose qu'une

ondition de Diri
hlet est appliqu�ee pour l'indi
e 1 et une 
ondition de type Neumann est
employ�ee pour l'indi
e n. Cette derni�ere n�e
essite l'utilisation d'un d�eveloppement limit�e
pour exprimer une relation entre xn et xn�1. Le syst�eme lin�eaire Ax = b s'�e
rit alors :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x1 = fD
�hx1 + 2hx2 � hx3 = b2
...
�hxk�1 + 2hxk � hxk+1 = bk
...
�hxn�2 + 2hxn�1 � hxn = bn�1

xn = xn�1 + hfN

(II.1.66)

En utilisant le fait que les �el�ements x1 et xn sont 
onnus, 
e syst�eme peut don
 être r�e
rit
sous la forme suivante :8>>>>><>>>>>:

+2hx2 � hx3 = b2 + hfD
...
�hxk�1 + 2hxk � hxk+1 = bk
...
�hxn�2 + (2h� h) xn�1 = bn�1 + hfN

(II.1.67)

Cela 
onduit don
 �a r�esoudre un nouveau syst�eme lin�eaire �equivalent du type A0x0 = b0

�a n � 2 in
onnues pour n � 2 �equations qui 
orrespond bien �a l'inversion du Lapla
ien �a
l'int�erieur du domaine.

La deuxi�eme possibilit�e 
onsiste �a prendre en 
ompte les 
onditions aux limites au mo-
ment de la re
her
he de la solution. En e�et, les m�ethodes Bi-CGSTAB et ORTHOCR ap-
partiennent aux m�ethodes it�eratives instationnaires dans lesquelles la solution x du syst�eme

omplet est appro
h�ee par in
r�ement. �A partir d'une estimation arbitraire not�ee ex0 de la
solution x(n), on 
onstruit une nouvelle solution not�ee x1 et ainsi de suite :ex1 = ex0 + �0

...exk = exk�1 + �k�1

...exNmax = exNmax�1 + �Nmax�1



exNmax apparâ�t alors 
omme la solution appro
h�ee du syst�eme. Le 
al
ul de 
es in
r�ements
n�e
essite plusieurs produits matri
iels entre A et di��erents ve
teurs. C'est lors de 
es produits
que l'on doit prolonger 
es ve
teurs. Puisque l'on 
her
he la solution �a l'int�erieur du domaine,
le se
ond membre est alors for
�e �a z�ero sur les fronti�eres du domaine, 
e qui impose �a tous
les in
r�ements 
al
ul�es d'être nuls sur 
es fronti�eres.

[Aex0℄1 = ex0;1 � 0 (II.1.68)

[Aex0℄2 = �hex0;1 + 2hex0;2 � hex0;3 (II.1.69)
... (II.1.70)

Le ve
teur ex0 est alors prolong�e juste avant le produit Aex0 ( ex0;1 = fD )et les bords for
�es
�a z�ero apr�es le produit ( ex0;1 = 0 ). Seul le ve
teur x0 est prolong�e par les 
onditions aux
limites du probl�eme physique, tandis que tous les autres in
r�ements sont prolong�es au moyen
de 
onditions aux limites homog�enes. En e�et, si on d�e
ompose la solution x 
omme la sommeex0 + r0, on obtient le probl�eme �equivalent pour r0 :8><>:

Ar0 = b(n) �Aex0 dans 
� �

r0 = 0 sur �D

�r0
�n

= 0 sur �N

(II.1.71)


e qui explique pourquoi seule l'estimation x0 est prolong�ee au moyen des 
onditions aux
limites physiques. Le 
hoix de ex0 est donn�e par la solution x(n�1) dont les valeurs sur les
bords du domaine sont modi��ees pour v�eri�er les 
onditions aux limites, 
'est 
e dernier

hoix qui a �et�e retenu.





Chapitre 2

G�eom�etrie et 
ara
t�eristiques des

simulations

L'�e
oulement entre deux plaques planes in�nies a fait l'objet de nombreuses �etudes
exp�erimentales et num�eriques [25℄ [77℄[57℄[75℄. En revan
he, peu de simulations dire
tes ou
de simulations des grandes �e
helles sont �a notre disposition si l'on 
onsid�ere le transport tur-
bulent d'un s
alaire passif ( ou du 
hamp de temp�erature ) dans un 
anal plan. La premi�ere
simulation dire
te pour le transport d'un s
alaire passif ( 
hamp de temp�erature i
i ) est
due �a Kim et Moin [56℄. L'�e
oulement simul�e 
orrespond alors �a un 
uide 
ontenant une
sour
e interne de 
haleur qui s'�eva
ue par l'interm�ediaire des parois froides du 
anal. Leur
simulation a permis de 
on�rmer la tr�es forte 
orr�elation entre les 
u
tuations de la vitesse
longitudinale et de la temp�erature, 
e qui avait d�ej�a �et�e observ�ee exp�erimentalement. Ils ont
aussi mis en �eviden
e la pr�esen
e de stru
tures thermiques allong�ees. Lyons[73℄ [74℄ a pr�esent�e
des r�esultats similaires dans le 
as du transport turbulent d'un 
hamp de temp�erature. Dans
son 
as, la paroi inf�erieure du 
anal est maintenue �a une temp�erature 
haude alors que la
paroi sup�erieure est 
onserv�ee �a une temp�erature froide. Kasagi et al.[50℄[51℄ ont pour leur
part e�e
tu�e le même type de simulation dire
te d'un s
alaire passif. La di��eren
e est li�ee,
l�a en
ore, aux 
onditions thermiques. Des auteurs 
omme Calmet et al.[16℄ ont utilis�e la
simulation des grandes �e
helles pour �etudier le transport d'un polluant, repr�esent�e par sa

on
entration, pour des valeurs tr�es �elev�ees du nombre de S
hmidt ( dans le 
as du trans-
port du 
hamp de temp�erature, 
e nombre est �equivalent au nombre de Prandtl ). En�n,
Kawamura et al. [53℄[52℄ ont 
ontinu�e les travaux de Kasagi en �etudiant le transport turbu-
lent du 
hamp de temp�erature pour des valeurs du nombre de Prandtl variant de 0; 025 �a 5; 0.

Cette 
on�guration a
ad�emique est un tr�es bon 
as de validation pour les simulations des
grandes �e
helles. Dans le 
adre de 
ette th�ese, seul le 
as du s
alaire passif a �et�e abord�e : il y a
don
 d�e
ouplage total entre le 
hamp dynamique et le 
hamp thermique. Ce d�e
ouplage per-
met de valider dans un premier temps les di��erents mod�eles adaptatifs qui ont �et�e pr�esent�es
dans le 
hapitre 2 de la partie I. Une fois 
hoisi le mod�ele pour le tenseur de Reynolds sous-
maille donnant les r�esultats les plus satisfaisants, il reste �a valider dans un deuxi�eme temps
la partie thermique de l'�etude, sur la même 
on�guration. L'aspe
t validation est pr�esent�e



dans les 
hapitres 3 ( partie dynamique ) et 4 ( partie thermique ) de 
ette partie.

Les deux paragraphes suivants pr�esentent le domaine de 
al
ul retenu, ainsi que les
di��erentes 
ara
t�eristiques des simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees. Le dernier pa-
ragraphe est 
onsa
r�e aux 
onditions initiales et aux limites pour le 
as parti
ulier du 
anal
plan in�ni.

2.1 Choix du domaine de 
al
ul

Dans le 
as du 
anal plan, la turbulen
e est dire
tement a�e
t�ee par la pr�esen
e de la
paroi solide qui agit sur le 
uide par l'interm�ediaire des 
ontraintes visqueuses[32℄. Quelque
soit le nombre de Reynolds, il existe une zone pro
he paroi plus ou moins �ne dans laquelle
les e�ets visqueux sont pr�epond�erants. Cette zone est appel�ee sous-
ou
he visqueuse. Il en est
de même pour le 
hamp thermique : on parle de zone de 
ondu
tion thermique dans laquelle
les e�ets de 
ondu
tion mol�e
ulaire sont pr�epond�erants par rapport �a la 
onve
tion. Cette
zone peut être plus ou moins �ne que l'�epaisseur de la sous-
ou
he visqueuse, 
ela d�epend de
la valeur du nombre de Prandtl. On est amen�e �a d�e�nir une nouvelle �e
helle de vitesse not�ee
u� ainsi qu'une nouvelle �e
helle de longueur l� qui sont deux �e
helles appropri�ees au voisinage
de la paroi. Dans l'hypoth�ese d'in
ompressibilit�e, elles sont d�e�nies par les relations :

u� (x; y) =

s����� �U 1

�z
(z; y; 0)

���� (II.2.1)

l� (x; y) =
�

u� (x; y)
(II.2.2)

La distan
e �a la paroi mesur�ee �a l'aide de 
ette �e
helle de longueur l� est alors exprim�ee en
unit�es de paroi au moyen de la relation :

z+ (x; y) =
z

l� (x; y)
(II.2.3)

De la même mani�ere, il est possible d'introduire une quantit�e homog�ene �a une temp�erature
nomm�ee la temp�erature de frottement. Elle 
orrespond au rapport entre le 
ux de 
haleur �a
la paroi et la vitesse de frottement. Elle est d�e�nie par la relation :

�� (x; y) =
�
�T

�z
(x; y; 0)

u� (x; y)
(II.2.4)

Il est aussi possible de d�e�nir une unit�e de temps bas�ee sur la vitesse de frottement et la
vis
osit�e mol�e
ulaire. Cette unit�e de temps not�ee t+ est d�e�nie par :

t+ =
tu2�
�

(II.2.5)



La sous-
ou
he visqueuse s'�etend jusqu'�a z+ = 5 en supposant que z+ = 0 
orresponde �a la
paroi solide. Dans 
ette zone, les e�ets 
onve
tifs sont tr�es n�egligeables fa
e aux 
ontraintes
visqueuses. La zone tampon est 
omprise entre z+ = 5 et z+ = 30 : 
'est dans 
ette zone que
l'on trouve le maximum de produ
tion d'�energie turbulente. La zone logarithmique s'�etend
de z+ = 30 et jusqu'�a ez = 0; 3 ( la grandeur ez 
orrespondant �a la distan
e �a la paroi
adimensionn�ee par la demi-hauteur du 
anal ou par l'�epaisseur de 
ou
he limite suivant la
nature de l'�e
oulement ). Au del�a de z+ = 50, on passe dans la zone externe dans laquelle les
e�ets de paroi deviennent n�egligeables : la turbulen
e y est alors homog�ene. La �gure II.2.1
illustre 
e d�e
oupage.

0

proche paroi

z+

Zone externe

Sous-couche visqueuse

Zone tampon

Zone centrale

Zone logarithmique

5

30

50

Zone visqueuse 

Fig. II.2.1: Illustration des di��erentes zones

En 
e qui 
on
erne le 
hamp thermique, le d�e
oupage pr�e
�edent ( zones pro
he paroi, tam-
pon, logarithmique et 
entrale ) reste tout �a fait valable. La di��eren
e provient de l'�epaisseur
de 
ha
une des zones qui, on le rappelle, d�epend de la valeur du nombre de Prandtl. Dans
le 
as d'un nombre de Prandtl inf�erieur �a l'unit�e, la zone pro
he paroi est plus �epaisse. A

ontrario, pour un nombre de Prandtl sup�erieur �a l'unit�e, la zone de 
ondu
tion est alors
plus �ne. Dans 
e type d'�e
oulement �a paroi solide ( 
anal plan ou 
ou
he limite ), 
'est au
voisinage de la paroi que nâ�t la turbulen
e, plus pr�e
is�ement dans la zone tampon. En ef-
fet, la produ
tion d'�energie turbulente y est maximale. Certains auteurs [60℄ ont 
ara
t�eris�e
des stru
tures appel�ees "streaks" qui sont le si�ege de la produ
tion d'�energie turbulente.
Ces streaks sont en fait de min
es �lets de 
uide lents ou rapides �etir�es dans le sens de
l'�e
oulement et �nement espa
�es. Leur longueur moyenne �+x est de l'ordre de 1000 unit�es
de paroi et l'espa
ement moyen �+y , de l'ordre de 100 unit�es de paroi.

L'�e
oulement entre deux plaques in�nies est simul�e en utilisant des 
onditions aux limites
de type p�eriodique dans les dire
tions prin
ipale et transverse de l'�e
oulement, pr�esent�ees
dans le paragraphe 2.3, alors qu'une 
ondition d'adh�eren
e est impos�ee sur la paroi. Le 
hoix
de la p�eriode spatiale et de la distan
e de la premi�ere maille �a la paroi est important. La
p�eriode spatiale des stru
tures 
oh�erentes de l'�e
oulement turbulent simul�e 
onditionne alors



la taille du domaine de 
al
ul : il doit imp�erativement être plus grand que 
es deux p�eriodes
spatiales �+x et �+y . Le domaine de 
al
ul ( dimensionn�e ) retenu dans toutes les simulations
pr�esent�ees par la suite est d�e�ni par :

x � [�2�L0; 2�L0℄ (II.2.6)

y � [��

2
L0;

�

2
L0℄ (II.2.7)

z � [�L0;L0℄ (II.2.8)

La �gure II.2.2 illustre la 
on�guration du 
anal plan et le 
hoix des axes du rep�ere.
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Fig. II.2.2: Domaine de 
al
ul

La taille du domaine de 
al
ul en unit�es de paroi est obtenue �a l'aide du nombre de
Reynolds not�e Re� bas�e sur la vitesse de frottement u� et la demi-hauteur de 
anal h. La
longueur Lx et la largeur Ly du domaine exprim�ees en unit�es de paroi sont donn�ees par le
tableau II.2.3 en fon
tion des nombres de Reynolds Re� �etudi�es.

Re� L+x L+y
180 2262 565
395 4964 1240

Fig. II.2.3: Taille du domaine en unit�es de paroi

Ces valeurs du nombre de Reynolds nous assurent alors que les 
orr�elations �a deux points
dans les deux dire
tions de p�eriodi
it�e sont n�egligeables �a partir d'une distan
e de l'ordre de
la moiti�e de la longueur du domaine de 
al
ul [57℄.



2.2 Choix du maillage

Trois niveaux de r�esolution pour le maillage sont �a distinguer. Tout d'abord, on parle
de simulation des grandes �e
helles �a haute r�esolution lorsque le pas d'espa
e dans le sens de
l'�e
oulement ( X ) est voisin de 35 unit�es de paroi ( �x+ ' 35 ) et que le pas d'espa
e dans
la dire
tion transverse �a l'�e
oulement ( Y ) est inf�erieur �a 10 unit�es de paroi ( �y+ < 10 ).
Ce type de maillage permet de prendre en 
ompte de fa�
on relativement �ne des stru
tures
telles que les "streaks". On s'attend par ailleurs �a 
e que le mod�ele sous-maille n'ait que
peu d'e�ets sur 
e type de maillage. Ensuite, on d�e�nit la simulation des grandes �e
helles
de moyenne r�esolution 
omme 
elle dont les pas d'espa
e v�eri�ent les relations en unit�es de
paroi :

�x+ ' 70 � 80 (II.2.9)

�y+ ' 15 � 20 (II.2.10)

Et en�n, on quali�e de simulation des grandes �e
helles �a basse r�esolution 
elles qui v�eri�ent
les relations :

�x+ ' 155 (II.2.11)

�y+ ' 35 � 40 (II.2.12)

Dans 
es deux 
on�gurations et 
ontrairement au 
as haute r�esolution, on devrait observer
des e�ets signi�
atifs, 
'est 
e que l'on verra dans les deux 
hapitres suivants. Ces trois

lassi�
ations sont �a 
omparer ave
 les 
rit�eres propos�es par Zang [118℄ pour r�ealiser une
bonne simulation des grandes �e
helles. Zang propose :

�x+ < 80 (II.2.13)

�y+ < 40 (II.2.14)

ave
 trois points dans la sous-
ou
he visqueuse, 
'est �a dire, z+ < 5. Il pr�e
ise aussi qu'une
simulation dire
te de tr�es bonne qualit�e peut être obtenue pour des pas d'espa
e de l'ordre
de :

�x+ < 10 (II.2.15)

�y+ < 6 (II.2.16)

En 
e qui 
on
erne l'utilisation de s
h�ema pr�e
is �a l'ordre deux en espa
e, des auteurs 
omme
Zahrai[117℄ ont observ�e que de bons r�esultats peuvent être obtenus si :

�x+ < 100 (II.2.17)

�y+ < 12 (II.2.18)

Le tableau (II.2.4) donne le r�e
apitulatif des di��erentes 
ara
t�eristiques des simulations
des grandes �e
helles e�e
tu�ees et des simulations dire
tes de r�ef�eren
e. Dans la 
olonne

on
ernant le nombre de points de la simulation 
onsid�er�ee, le 
hi�re entre parenth�eses

orrespond au nombre de points n�e
essaires pour avoir le même domaine de 
al
ul.



Nombre de points Re� = 180 Re� = 395
Nx Ny Nz �x+ �y+ �z+m �x+ �y+ �z+m

maillage �n 64 64 67 35 8; 8 1 78; 4 18; 4 1
maillage grossier 32 32 67 71 17; 6 1 156; 8 36; 8 1

Kim et al.[57℄ 128(188) 128(80) 129 12 7 0; 05 - - -
Mansour et al.[75℄ 256(497) 192 193 - - - 10 6; 5 0; 05

Kawamura et al. 1 128(256) 128 66 9; 0 4; 5 0; 40 - - -
Kawamura et al. 2 256(512) 256 128 4; 5 2; 25 0; 20 - - -

Fig. II.2.4: Tableau r�e
apitulatif des nombres de points et des pas d'espa
e en unit�es de
paroi pour les simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees et pour les simulations dire
tes de
r�ef�eren
e

Par sou
i de 
lart�e, les quatre 
as de 
al
ul hors mod�eles sont d�e�nis par le tableau II.2.5.
Le maillage 
orrespondant �a la r�esolution 64x64x67 ( respe
tivement 32x32x67 ) est nomm�e
maillage A ( respe
tivement maillageB ). Par exemple, le 
as du maillage �n pour une valeur
du nombre de Reynolds �egale �a 180 est not�e A=180.

maillage Re� = 180 Re� = 395

64x64x67 A=180 A=395
32x32x67 B=180 B=395

Fig. II.2.5: Tableau r�e
apitulatif des 
as de 
al
ul hors mod�eles

D'apr�es les 
rit�eres de r�esolution introduits pr�e
�edemment, le 
as A=180 
orrespond au

as haute r�esolution. En revan
he, pour le 
as A=395, il 
orrespond �a un 
as de moyenne
r�esolution. En 
e qui 
on
erne le maillage grossier, on parle de r�esolution moyenne pour le

as B=180 et de basse r�esolution pour le 
as B=395. La di��eren
e entre le maillage A et le
maillage B pour un même nombre de Reynolds 
on
erne uniquement les deux dire
tions de
p�eriodi
it�e dans lesquelles le pas d'espa
e est divis�e par deux. Dans la dire
tion normale �a
la paroi, la distribution est la même pour un nombre de Reynolds �x�e. Elle est donn�ee par
la transformation suivante [27℄[63℄[2℄ :

[�1;+1℄ �! [�1;+1℄ (II.2.19)

ez
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��
tanh

�
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2



�
1CCA (II.2.20)

1. Cas Pr < 1 [53℄
2. Cas Pr � 1[53℄



Le param�etre 
 
ara
t�erise la 
on
entration des points au voisinage de la paroi. Dans tous

les 
as, il est 
hoisi de telle mani�ere que l'on ait le premier point du maillage au dessus de

la paroi �a z+ = 1, 
e qui impose alors les valeurs suivantes :

{ pour le 
as bas Reynolds, 
 = 4; 8375 ,

{ pour le 
as haut Reynolds, 
 = 3; 7870 .

La �gure (II.2.6) illustre la distribution en tangente hyperbolique utilis�ee pour toutes les

simulations des grandes �e
helles.
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Fig. II.2.6: Valeur du pas d'espa
e dans la dire
tion normale �a la paroi en fon
tion de la

distan
e �a la paroi inf�erieure : �a gau
he, distribution pour Re� = 180 et �a droite, distribution

pour Re� = 395.

Les variations du pas d'espa
e, en unit�es de paroi, dans la dire
tion normale sont donn�ees

en fon
tion de la distan
e �a la paroi. La variation maximale entre deux mailles 
ons�e
utives

est de l'ordre de 10 �a 14% selon le nombre de Reynolds 
onsid�er�e. Ces maxima sont obtenus

au voisinage de la paroi. Le pas de temps des simulations est 
hoisi 
omme valant �t+ =

9; 81:10�3 pour le 
as Re� = 180 et �t+ = 1; 97:10�2 pour le 
as Re� = 395. Ce 
hoix assure

une bonne repr�esentation temporelle de la dynamique pro
he paroi. Les e�ets du �ltrage

temporel dus �a l'int�egration en temps sont alors suppos�es n�egligeables devant les e�ets du

�ltrage spatial.



2.3 Conditions initiales et 
onditions aux limites

2.3.1 Conditions aux limites pour le 
hamp dynamique

Une 
ondition d'adh�eren
e est employ�ee sur les deux parois solides du 
anal plan. Cela

orrespond �a une 
ondition de type Diri
hlet pr�esent�ee dans le 
hapitre 2 :

Ui (z = �L0) = 0 (II.2.21)

Pour simuler la taille in�nie du 
anal plan, une 
ondition de p�eriodi
it�e est utilis�ee dans les
deux dire
tions parall�eles aux parois solides du 
anal. Cette 
ondition est illustr�ee par le

roquis II.2.7.

L

0

0

L

Fig. II.2.7: Gestion de la p�eriodi
it�e : re
ouvrement sur deux points.

Trois mailles �
tives sont 
r�e�ees dans 
ha
une des dire
tions de p�eriodi
it�e et 
ontiennent
les valeurs du 
hamp 
onsid�er�e sur le bord oppos�e a�n d'assurer la p�eriodi
it�e. On parle de
simulation temporelle du 
anal plan, en opposition �a la simulation spatiale. Dans le 
as
d'une simulation temporelle du 
anal, tout se passe 
omme si la bô�te de 
al
ul par
ourrait
un 
anal plan in�ni �a la vitesse uniforme Um ( voir �gure II.2.8 ).

U

0

m

L0

Fig. II.2.8: Illustration de la simulation temporelle d'un 
anal plan in�ni.

L'utilisation de 
ette 
ondition de p�eriodi
it�e n�e
essite l'emploi d'un terme de for�
age pour

ontre-balan
er la perte de 
harge dans le 
anal.



2.3.2 For�
age pour le 
hamp dynamique

Ce terme de for�
age est en fait homog�ene �a un gradient de pression moyen dans le sens
de l'�e
oulement prin
ipal ( suivant X ). On d�enombre deux types de for�
age :

{ un for�
age �a gradient de pression moyen 
onstant;

{ un for�
age �a vitesse d�ebitante 
onstante.

Dans le premier type de for�
age, le gradient de pression moyen est �x�e, 
e qui revient alors
�a 
onserver la vitesse de frottement �a la paroi. En e�et, le gradient de pression moyen dans
le sens de l'�e
oulement est dire
tement reli�e �a la vitesse de frottement �a la paroi [22℄. Par

ons�equent, la vitesse d�ebitante initiale ne peut plus être 
onserv�ee. Dans le deuxi�eme type
de for�
age, la vitesse d�ebitante est alors 
onserv�ee : le gradient de pression moyen dans le
sens de l'�e
oulement varie don
 au 
ours du temps. Le 
hoix retenu pour toutes les simula-
tions e�e
tu�ees dans la 
on�guration du 
anal plan in�ni 
orrespond au deuxi�eme type de
for�
age ( 
onservation de la vitesse d�ebitante ). Ce 
hoix n'est pas arbitraire : Des
hamps
[27℄ a montr�e que le temps d'�etablissement d'un �e
oulement pleinement turbulent �a partir
d'un pro�l laminaire ave
 
e type de for�
age est le plus 
ourt ( rapport 10 entre les deux
types de for�
age).

Le point de d�epart pour obtenir l'algorithme de for�
age est l'�equation de quantit�e de
mouvement dans la dire
tion prin
ipale de l'�e
oulement, �a savoir, la dire
tion X :

�U1

�t
+

�

�xj

�
U1Uj + �1j

�
= � ��

�x1
+

1

Re
�2U1

�xj�xj
(II.2.22)

On d�e�nit un op�erateur de moyenne dans les plans X et Y 
onstants qui est not�e h:iXY (z; t).
L'appli
ation de 
ette op�erateur �a l'�equation II.2.22 
onduit �a la nouvelle �equation :

�

�t



U
�
XY

+
�

�z

�

U W

�
XY

+ h�13iXY
�

= � �

�x



�
�
XY

+
1

Re
�2

�z�z



U
�
XY

(II.2.23)

La vitesse d�ebitante de l'�e
oulement est alors donn�ee par la relation suivante :

Um =
1

Lz

Z Lz

0



U
�
XY

dz (II.2.24)

En e�e
tuant l'int�egration suivant la dire
tion normale, on obtient alors une �equation d'�evolution
pour la vitesse d�ebitante moyenne Um :

dUm

dt
+

1

Lz

Z Lz

0

�

U W

�
XY

+ h�13iXY
�
dz| {z }

= 0

= (II.2.25)
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La simpli�
ation de 
ette �equation pour la vitesse d�ebitante s'�e
rit �nalement :

dUm

dt
= �F1 (t) +

1

Lz

�
1

Re

�

�z



U
�
XY

�Lz
0| {z }

S (t)

(II.2.26)

Le deuxi�eme terme du se
ond membre 
orrespond alors au 
arr�e de la vitesse de frottement
�a la paroi ( paroi inf�erieure ou sup�erieure ). L'algorithme de for�
age est don
 obtenu en
dis
r�etisant 
ette �equation :

eU(n+1)

m = eU(n)

m +�teS(n)
(II.2.27)

o�u le terme de gau
he est l'estimation de la vitesse d�ebitante au temps tn+1 
al
ul�ee �a partir
de la vitesse d�ebitante r�eelle de la simulation au temps tn. Le for�
age 
al
ul�e au temps tn+1

est alors fourni par l'algorithme d'asservissement suivant :

eF(n+1)

1 = eF(n)

1 + �
�eU(n+1)

m � eU(0)

m

�
+ �

�eU(n)

m � eU(0)

m

�
(II.2.28)

2.3.3 Conditions aux limites pour le 
hamp thermique

En 
e qui 
on
erne les 
onditions aux limites pour le 
hamp de temp�erature, il existe
plusieurs 
hoix qui d�ependent du probl�eme physique 
onsid�er�e[106℄. On peut 
iter des au-
teurs 
omme Kim et Moin [56℄ qui 
onsid�ere dans leur simulation dire
te qu'il existe une
sour
e interne qui 
r�ee de la temp�erature. La temp�erature est ensuite absorb�ee par les deux
parois froides. D'autres auteurs 
omme Lyons [73℄[74℄ simulent un 
uide qui est 
hau��e par
la paroi inf�erieure et refroidie par la paroi sup�erieure.

Les 
onditions aux limites pour le 
hamp thermique sont 
elles propos�ees par Kasagi
[50℄[51℄ : les deux parois du 
anal plan sont 
hau��ees de fa�
on identique. Cette 
ondition
impose alors que la temp�erature moyenne de paroi augmente lin�eairement dans le sens de
l'�e
oulement ( X ). Par 
ons�equent, on est amen�e �a d�e
omposer le 
hamp de temp�erature T

omme la somme de deux termes :

T (x; y; z; t) =


Tw

�
Y
(x) + � (x; y; z; t) (II.2.29)

o�u les quantit�es


Tw

�
Y
et � apparaissent respe
tivement 
omme la temp�erature moyenne �a

la paroi et une di��eren
e de temp�erature lo
ale. En rempla�
ant 
ette d�e
omposition II.2.29
dans l'�equation de 
onservation de la temp�erature, on obtient l'�equation de 
onservation
pour la temp�erature � :

��

�t
+

�

�xj

�
� Uj + ��j

�
+ U1

d


Tw

�
Y

dx
=

1

Pe
�2�

�xj�xj
(II.2.30)

La temp�erature moyenne de paroi not�ee


Tw

�
Y
�etant lin�eaire, son gradient dans le sens de

l'�e
oulement est alors 
onstant. Il est alors possible d'expli
iter 
e dernier de mani�ere �a 
e



que la temp�erature moyenne not�ee �m asso
i�ee �a la di��eren
e de temp�erature lo
ale � soit

onstante au 
ours du temps. La quantit�e �m est d�e�nie par la relation :

�m =
1

Lz

Z Lz

0



�
�
XY

dz (II.2.31)

o�u l'op�erateur h:iXY (z; t) 
orrespond �a un op�erateur de moyenne dans des plans parall�eles �a
la paroi. En appliquant 
et op�erateur �a l'�equation de 
onservation de �, on obtient :
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(II.2.32)

En int�egrant 
ette �equation dans la dire
tion normale �a la paroi, on obtient l'�equation
d'�evolution pour la temp�erature moyenne �m :

��m
�t

+
1

Lz

Z Lz

0

�

�z

�
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�
XY

+ h��ji
�
dz| {z }
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(II.2.33)
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dz (II.2.34)

En supposant que la quantit�e �m soit 
onserv�ee au 
ours du temps, 
ela 
onduit aux simpli-
�
ations suivantes :

Um
d
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�
Y

dx
=

1

Lz

�
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(II.2.35)

o�u le se
ond membre de l'�equation s'identi�e �a un 
ux de 
haleur �a la paroi. Pour 
onserver
la quantit�e �m, il est alors n�e
essaire que le gradient de la temp�erature de paroi moyenne
dans la dire
tion X v�eri�e la relation suivante :

d
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1

Lz
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(II.2.36)

Cette d�e
omposition est utilis�ee par [51℄[53℄ pour leurs simulations dire
tes qui vont servir
de donn�ees de r�ef�eren
es. Cette 
ondition impose alors que le 
hamp de temp�erature � soit
nul sur les deux parois :

� (z = �L0) = 0 (II.2.37)



2.3.4 Conditions aux limites pour la pression

Dans le paragraphe 1.1.1 de 
ette partie, nous avons vu qu'il �etait 
onsistant de se
munir d'une 
ondition limite de type Neumann pour la pression lorsqu'une 
ondition de
type Diri
hlet �etait utilis�ee pour le 
hamp de vitesse. Dans le 
as du 
anal plan in�ni,
une 
ondition d'adh�eren
e est employ�ee pour le 
hamp de vitesse sur les deux parois. Par

ons�equent, le 
hamp de pression v�eri�e une 
ondition de type Neumann. Le probl�eme ainsi
formul�e est mal pos�e : la matri
e asso
i�ee au Lapla
ien dis
ret n'est pas inversible. La pression
est alors 
onnue �a une 
onstante pr�es. Il est don
 n�e
essaire de �xer le niveau de pression, 
e
qui revient �a �xer la 
onstante. Pour 
ela, il suÆt de retran
her la moyenne de la pression
sur le domaine de 
al
ul �a 
haque pas de temps :

�
0
(x; y; z; t) = � (x; y; z; t)� 


�
�


(t) (II.2.38)

La nouvelle pression �
0
ainsi 
al
ul�ee est une pression �a moyenne nulle. Le probl�eme physique

r�esolu n'est pas modi��e puisque le gradient de pression �
0
est stri
tement �egal au gradient

de pression �.

2.3.5 Conditions initiales

Dans le 
as du 
anal plan, l'initialisation du 
hamp de vitesse utilis�ee est 
elle propos�ee
par [27℄. L'id�ee est de superposer un pro�l de vitesse de type Poiseuille qui est solution des
�equations de Navier-Stokes pour le 
anal et une perturbation arbitraire �a divergen
e nulle.
Soit :

�!
U (�!x ; t = 0) =

�!
U p + <

h
�2D
�!
V (z)ei�x + �3D

�!
W (z)ei (�x+ �y)

i
(II.2.39)

La perturbation doit imp�erativement v�eri�er les 
onditions aux limites ( 
onditions d'adh�eren
e
et de p�eriodi
it�e pr�esent�ees dans le paragraphe 2.3.1 ), mais elle doit aussi être �a moyenne
nulle pour que le d�ebit initial ne soit pas modi��e. Cette derni�ere 
ondition provient du 
hoix
de 
onserver le d�ebit au 
ours de la simulation plutôt que de 
onserver le gradient de pres-
sion. Cette 
ondition est imm�ediatement r�ealis�ee pour la perturbation 
hoisie si les nombres
d'onde � et � valent exa
tement l'inverse de la taille du domaine dans les dire
tions (X) et
(Y) :

� =
1

LX
(II.2.40)

� =
1

LY
(II.2.41)

En raison de l'introdu
tion du nouveau 
hamp de temp�erature � d�e�ni par la relation
(II.2.29), la 
ondition initiale est obtenue �a l'aide du 
hamp de vitesse r�esolue dans le sens
de l'�e
oulement prin
ipal de la mani�ere suivante :

� (�!x ; t = 0) = PrU (�!x ; t = t0) (II.2.42)



Elle 
orrespond �a l'initialisation propos�ee par Kasagi [51℄. Il n'est pas n�e
essaire de perturber
le 
hamp de temp�erature 
ar le 
hamp de vitesse U l'est d�ej�a. Puisque seul le 
as du s
alaire
passif a �et�e abord�e dans le 
adre de 
ette �etude, il est don
 possible de d�e
oupler les 
al
uls
des 
hamps dynamique et thermique, 
'est pour 
ela que le temps t0 n'est pas for
�ement nul.





Chapitre 3

R�esultats sur le 
hamp dynamique

Ce 
hapitre est 
onsa
r�e �a l'analyse des r�esultats obtenus pour le 
hamp de vitesse r�esolue
Ui. En e�et, le 
as du s
alaire passif �etant le seul 
as thermique abord�e dans 
ette �etude,
il est alors possible de d�e
oupler la partie dynamique de la partie thermique du probl�eme.
L'�etude des mod�eles sous-maille pr�esent�ee sur la partie dynamique est e�e
tu�ee sur deux
maillages di��erents ( �n et grossier ) et pour deux valeurs du nombre de Reynolds ( bas et
haut ). Pour 
ha
un des 
as, �a savoir les deux maillages �n et grossier et les deux valeurs du
nombre de Reynolds Re� ( nombre de Reynolds bas�e sur la vitesse de frottement �a la paroi),
les sept mod�eles sous-maille suivants sont utilis�es :

{ la version s�ele
tive (I.2.72) des mod�eles de Smagorinsky (I.2.23), fon
tion de stru
ture
(I.2.32) et d'�e
helles mixtes (I.2.27) not�es respe
tivement Ssl
, SFsl
 et MSsl
;

{ la version �ltr�ee (I.2.73) du mod�ele de Smagorinsky, fon
tion de stru
ture et d'�e
helles
mixtes not�es respe
tivement S�l, SF�l et MS�l;

{ le mod�ele de Smagorinsky dynamique (I.2.66) not�e Sdyn.

Dans le but de v�eri�er l'in
uen
e des mod�eles sous-maille et leur int�erêt, une simulation sans
mod�ele pour 
ha
un des 
as �etudi�es a �et�e e�e
tu�ee ( 
as DNS
 ).

Les simulations des grandes �e
helles pr�esent�ees sont tout d'abord valid�ees en 
omparant
les r�esultats obtenus pour le 
hamp de vitesse moyen ave
 les donn�ees de Kim et al. [57℄ pour
le 
as Re� = 180 et de Mansour et al. [75℄ pour le 
as Re� = 395, 
es donn�ees �etant issues
de simulations dire
tes. La 
omparaison des autres quantit�es turbulentes est probl�ematique.
En e�et, le �ltre e�e
tif ( longueur exa
te du �ltre, expression analytique du �ltre ) asso
i�e
aux simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees n'est pas 
onnu, par 
ons�equent, il n'est
pas possible de �ltrer les donn�ees de Kim ou de Mansour, ni de d�e�ltrer nos r�esultats.
Comme le remarquent H�artel et Kleiser [45℄ [44℄, les 
omparaisons entre simulations dire
tes
et simulations de grandes �e
helles ont un sens pour les quantit�es li�ees au 
hamp de vitesse
moyen, en revan
he, elles sont sour
es d'erreurs pour toutes les autres quantit�es �a 
ause
des 
u
tuations turbulentes non r�esolues. Pour toutes 
es raisons, les donn�ees issues des



simulations dire
tes de Kim ou de Mansour sont 
onsid�er�ees 
omme donn�ees de r�ef�eren
e
seulement pour les 
omparaisons ave
 le 
hamp de vitesse moyen.

3.1 Champ de vitesse moyen

Dans 
e paragraphe, les r�esultats obtenus au voisinage de la paroi et sur la ligne 
entrale
sont dis
ut�es en 
omparant ave
 les r�esultats de r�ef�eren
e. Le tableau (II.3.1) pr�esente les
erreurs relatives asso
i�ees �a la vitesse de frottement r�esolue u� et la vitesse r�esolue sur la ligne

entrale U
 par rapport aux r�esultats de r�ef�eren
e. Ces deux erreurs relatives sont dis
ut�ees
s�epar�ement.

u� U


Re� = 180 Re� = 395 Re� = 180 Re� = 395
Grossier Fin Grossier Fin Grossier Fin Grossier Fin

DNS
 +13 +15 +2.8 +15 -4.6 -3.9 -5.8 -4.9
Sdyn +9.4 +15 +3 +12 -4.6 -3.6 -5.4 -3.8
Ssl
 +1.1 +5.6 -22 -9 -3.7 -3.8 -5 -3
SFsl
 +4.4 +12 -5 +5 -3.2 -3.1 -5.1 -3.6
MSsl
 -2.8 +1.7 -18 -9.5 -3.8 -3.1 -4.3 -3.8
S�l +11 +14 +3.5 +13 -4.4 -3.5 -4.9 -3.7
MSF�l +8.3 +14 +1 +11 -3.8 -3.9 -4.5 -3.6
SF�l +8.9 +13 -0.3 +10 -4.3 -3.8 -4.5 -3.8

Fig. II.3.1: Erreur relative ( en % ) 
ommise sur la vitesse de frottement r�esolue u� et la
vitesse r�esolue au 
entre U
 par rapport aux donn�ees de r�ef�eren
e issues des simualtions
dire
tes.

3.1.1 Vitesse r�esolue au 
entre

Le tableau (II.3.1) indique que la vitesse r�esolue au 
entre U
 est sous-�evalu�ee et que
l'erreur relative est alors 
omprise dans une four
hette de l'ordre de �3 �a �5% pour tous
les 
as, 
e qui est un r�esultat tout �a fait satisfaisant. En e�et, dans la litt�erature, 
ertains
auteurs 
omme Zarhai et al. [117℄ rapportent des erreurs du même ordre de grandeur pour
le 
as Re� = 180 en utilisant un mod�ele de Smagorinsky anisotrope, pour une r�esolution
que l'on peut quali�er de moyenne selon le 
rit�ere d�e�ni dans le 
hapitre 2. Les auteurs
obtiennent une erreur relative de �5; 26% pour des pas d'espa
e valant �x+ = 70; 7 et
�y+ = 8; 8 et une erreur relative de �1; 68% pour des pas d'espa
e valant �x+ = 70; 7 et
�y+ = 17; 7. En revan
he, 
es mêmes auteurs 
onstatent une sur�evaluation de 10% pour U


lorsque le premier point du maillage dans la dire
tion normale �a la paroi est situ�e �a z+ = 5
( sous-
ou
he visqueuse non r�esolue ). Cependant la même gamme d'erreurs ( de 1% �a 5% )
est observ�ee par H�artel et Kleiser [44℄ en utilisant un mod�ele de Smagorinsky optimis�e pour



trois nombres de Reynolds ( Re� valant 115, 210 et 300 ) ave
 une r�esolution moyenne
( �x+ = 80 et �y+ = 30 ). La di��eren
e provient du fait que la vitesse r�esolue au 
entre
est sur�evalu�ee. Pour un nombre de Reynolds donn�e et quelque soit le mod�ele sous-maille
utilis�e, le raÆnement du maillage am�eliore les r�esultats, tandis que l'utilisation d'un mod�ele
sous-maille sur un maillage grossier ne 
onduit pas for
�ement �a de meilleurs r�esultats. Cette

onstatation est en a

ord ave
 les 
on
lusions de H�artel et al. [44℄. Zahrai et al. [117℄ ont
obtenu des r�esultats plus mauvais en raÆnant le maillage dans la dire
tion transverse �a 
ause
de la forte anisotropie du maillage utilis�e.

3.1.2 Vitesse de frottement r�esolue

En 
e qui 
on
erne la vitesse de frottement r�esolue u� , les r�esultats r�e
apitul�es dans le
tableau (II.3.1) sont moins satisfaisants que 
eux obtenus pr�e
�edemment.

Cas Re� = 180

Pour le 
as Re� = 180, une tendan
e g�en�erale �a surestimer 
ette vitesse de frottement
r�esolue est observ�ee : la valeur la plus haute est fournie par le 
as sans mod�ele ( not�e DNS
 ).
Ce r�esultat est 
onsistant ave
 
eux de H�artel et Kleiser [45℄. En e�et, 
es dernier rapportent
la même sur�evaluation dans leur simulation dire
te e�e
tu�ee sur un maillage grossier : 15%
d'erreur sur la 
ontrainte tangentielle �a la paroi pour leurs trois valeurs du nombre de Rey-
nolds. Si l'on 
ompare les r�esultats ave
 
eux de Sarghini et Piomelli[97℄, on observe la même
tendan
e : 
es auteurs obtiennent une erreur relative de l'ordre de 6% pour le 
as Re� = 180
ave
 une r�esolution moyenne ( �x+ = 35; 5 et �y+ = 15; 7 ), et une erreur relative de 18%
pour un nombre de Reynolds valant 1050 et une r�esolution que l'on peut quali�er de moyenne
( �x+ = 103 et �y+ = 25; 8 ). Ce ph�enom�ene provient du fait que la simulation dans le

as sans mod�ele ne prend pas en 
ompte l'�energie 
in�etique r�esolue drain�ee des grandes vers
les petites �e
helles qui r�esulte de l'augmentation des 
u
tuations turbulentes et du pro�l de
vitesse plus raide au voisinage de la paroi.

Les erreurs num�eriques ont aussi une grande in
uen
e dans 
e 
as sans mod�ele. En e�et,
Najjar et Tafti [80℄ ont d�emontr�e que l'utilisation d'un s
h�ema d�e
entr�e biais�e ( "upwind
biased" ) dans une simulation dire
te 
onduit �a la sous-estimation du frottement �a la paroi.
Le 
hoix de la lo
alisation des in
onnues in
uen
e de la même mani�ere les r�esultats sur le
frottement pari�etal. L'utilisation d'un s
h�ema pr�e
is �a l'ordre deux sur une grille d�e
al�ee

onduit au même r�esultat : la sous-estimation de la vitesse de frottement �a la paroi [15℄. Ce
r�esultat 
on
erne le 
as bas Reynolds (Re� = 180 ), ave
 une r�esolution moyenne : �x+ = 72,
�y+ = 24. Cabot[15℄ montre que l'utilisation d'une grille plus �ne ( �x+ = 36, �y+ = 12 )
ave
 le même s
h�ema d'ordre deux ou l'utilisation d'une m�ethode spe
trale permet de re-
trouver l'erreur 
lassique sur la pr�edi
tion de 
ette vitesse de frottement �a la paroi. Ce
i
montre que le 
hoix de la disposition 
ollo
ative retenu dans 
es travaux produit moins d'ef-
fets d'amortissement que la disposition d�e
al�ee.



La sur�evaluation de la vitesse de frottement �a la paroi qui est observ�ee dans toutes les
simulations pr�esent�ees dans le 
adre de 
es travaux �a l'ex
eption du 
as MSsl
 sur le maillage
grossier, indique que le mod�ele sous-maille sous-estime la valeur exa
te du taux de dissipation
sous-maille � = �2�ijDij. En e�et, une augmentation de 
e taux de dissipation sous-maille
entrâ�ne une diminution du frottement pari�etal [44℄ [80℄.

Des auteurs 
omme Sarghini et Piomelli [97℄ ou en
ore H�artel et Kleiser [44℄ rapportent
au 
ontraire une tendan
e �a sous-�evaluer la vitesse de frottement. Ces derniers ont utilis�e
respe
tivement un mod�ele de Smagorinsky et un mod�ele dynamique non Lagrangien ou bien
un mod�ele de Smagorinsky optimis�e. Le mod�ele de Smagorinsky optimis�e 
onduit �a une erreur
relative de l'ordre de �9% �a �14% sur la vitesse de frottement pari�etal, erreur relative qui
d�epend de la valeur du nombre de Reynolds. En revan
he, �a haut Reynolds ( Re� = 1050 ),
Sarghini et Piomelli rapportent des erreurs relatives de l'ordre de +16% �a +20% pour les
di��erents mod�eles dynamiques utilis�es sur la vitesse de frottement. Plusieurs hypoth�eses
peuvent être avan
�ees pour expliquer 
es d�egradations sur le frottement : le s
h�ema num�erique
employ�e, la r�esolution spatiale de la simulation, le mod�ele sous-maille et la pro
�edure de
stabilisation du mod�ele dynamique ou bien le �ltre test pour le mod�ele sous-maille multi-
�e
helles [80℄[118℄.

Cas Re� = 395

Le 
omportement de 
ertains mod�eles di��ere du 
asRe� = 180. Ainsi, les mod�eles 
omme
le mod�ele de Smagorinsky s�ele
tif ( Ssl
 ) 
onduisent �a une sous-�evaluation importante du
frottement. Dans le 
as Ssl
, l'erreur relative est alors de l'ordre de �22% sur le 
as basse
r�esolution. Contrairement au 
as Re� = 180, des mod�eles ( les 
as S�l et Sdyn sur le maillage
basse r�esolution ) peuvent 
onduire �a des valeurs du frottement sup�erieures �a 
elles obtenues
dans le 
as sans mod�ele ( 
as DNS
 ). Le même type d'observation est retrouv�e par Sarghini et
Piomelli [97℄ : les auteurs utilisent un mod�ele dynamique pour lequel le �ltre test est un �ltre
"top-hat". La simulation des grandes �e
helles est alors e�e
tu�ee pour une valeur du nombre
de Reynolds valant Re� = 1050. Cette observation illustre le fait que le mod�ele sous-maille
peut tr�es bien a�e
ter le pro�l du 
hamp moyen ainsi que la produ
tion turbulente �a l'�e
helle
du maillage en modi�ant la dissipation turbulente �a 
ette même �e
helle. Ces modi�
ations
peuvent g�en�erer des pro�ls du 
hamp de vitesse moyen plus raides et par 
ons�equent 
onduire
�a des niveaux d'erreurs plus grands sur le frottement pari�etal.

E�et du maillage

Un aspe
t int�eressant des r�esultats obtenus est la 
omparaison entre le maillage A et
B. En e�et, les r�esultats tendent �a montrer que le raÆnement du maillage n'am�eliore pas
syst�ematiquement 
e frottement �a la paroi. Dans le 
as Re� = 180, le passage du maillage B
au maillage A induit une augmentation de la vitesse de frottement �a la paroi et 
e quelque
soit le mod�ele 
onsid�er�e, d'o�u l'existen
e d'un gradient plus fort �a la paroi. Cette remarque
est 
oh�erente ave
 l'hypoth�ese de base utilis�ee en simulations des grandes �e
helles : une grille



plus �ne 
orrespond �a une fr�equen
e de 
oupure plus haute et don
 �a des tensions de Reynolds
sous-maille plus faibles, 
e qui a pour 
ons�equen
e de r�eduire la vis
osit�e sous-maille. Dans
le 
as de 
ertains mod�eles, les r�esultats se r�ev�elent être en
ore moins bons que sur la grille
grossi�ere. L'expli
ation plausible de 
e ph�enom�ene surprenant est que le mod�ele sous-maille
n'est pas adapt�e de mani�ere satisfaisante au raÆnement du maillage au voisinage de la paroi

ar le taux de dissipation sous-maille d�e
rô�t alors trop rapidement. La même tendan
e est
observ�ee dans le 
as haut Reynolds �a la di��eren
e pr�es que les mod�eles qui surestimaient la
dissipation sous-maille fournissent des r�esultats plus satisfaisants puisque le raÆnement du
maillage permet de diminuer 
e taux de dissipation sous-maille.

E�et du nombre de Reynolds

Pour les mod�eles �ltr�es ainsi que pour le mod�ele dynamique, l'augmentation du nombre de
Reynolds semble 
onduire �a une am�elioration de la pr�edi
tion du frottement pari�etal pour
une 
omparaison �a même r�esolution. Cette 
onstatation n'est pourtant pas une propri�et�e
intrins�eque du mod�ele dynamique puisque Sarghini et Piomelli rapportent une tr�es nette
d�egradation des r�esultats en augmentant la valeur du nombre de Reynolds et en appauvris-
sant le maillage. L'analyse 
omparative des r�esultats obtenus pour le 
as B=180 et pour le

as A=395 ne permet pas la mise en �eviden
e d'am�elioration du frottement �a la paroi. Cepen-
dant, l'erreur relative reste pratiquement 
onstante sauf peut-être pour le mod�ele d'�e
helles
mixtes s�ele
tif ( MSsl
 ). Cette derni�ere remarque est �a 
omparer ave
 la 
on
lusion de
H�artel et Kleiser qui montrent que l'augmentation de la valeur du nombre de Reynolds tout
en 
onservant la même longueur de 
oupure entrâ�ne une am�elioration des r�esultats pour
leur mod�ele de Smagorinsky optimis�e. Plusieurs expli
ations sont possibles quant �a 
ette
d�egradation des r�esultats. La premi�ere 
on
erne l'utilisation d'un s
h�ema pr�e
is �a l'ordre
deux en di��eren
es �nies alors que les auteurs [44℄ utilisent un s
h�ema spe
tral / Chebyshev.
La deuxi�eme raison peut provenir de la valeur du nombre de Reynolds ( Re� < 300 dans
[44℄ ). La derni�ere expli
ation r�eside dans le fait que la 
onstante du mod�ele de Smagorinsky
utilis�ee par H�artel et al. [44℄ est re
al
ul�ee et don
 optimis�ee pour les di��erentes valeurs du
nombre de Reynolds �a partir de donn�ees issues d'une simulation dire
te. Malgr�e tout, les
r�esultats des simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees montrent que les mod�eles sous-maille
semblent au moins 
onserver la pr�e
ision pour une r�esolution donn�ee exprim�ee en unit�es de
paroi lorsque la valeur du nombre de Reynolds est augment�ee. Le fa
teur prin
ipal est la
bonne des
ription des stru
tures 
oh�erentes pro
he paroi qui sont �a la fois asso
i�ees aux taux
de produ
tion ou de dissipation des 
u
tuations r�esolues et sous-maille [45℄ [84℄.

La 
omparaison des erreurs relatives 
ommises sur les quantit�es U
 et u� montre que la
vitesse moyenne au 
entre du 
anal donne les r�esultats les plus satisfaisants, et 
e quelque
soit le mod�ele sous-maille 
onsid�er�e. Contrairement au frottement �a la paroi, l'enri
hissement
du maillage am�eliore nettement les r�esultats sur la vitesse moyenne au 
entre du 
anal. Cette

onstatation est en a

ord ave
 les 
on
lusions de H�artel et Kleiser [44℄ : les e�ets dissipatifs
induits par les di��erents mod�eles sous-maille agissent de mani�ere plus eÆ
a
e au 
entre du

anal qu'au voisinage de la paroi. La raison prin
ipale provient du fait qu'au 
entre du 
anal,



la turbulen
e y est en �equilibre, mais aussi, que les deux r�egions ( 
entre et voisinage paroi )
sont d�e
oupl�ees, grâ
e �a la pr�esen
e d'une zone logarithmique dans la 
ou
he limite.

3.1.3 Validation du 
hamp de vitesse moyen

Les �gures II.3.2 �a II.3.5 repr�esentent la moyenne du 
hamp de vitesse r�esolue not�ee
<U1> adimensionn�ee par la vitesse de frottement �a la paroi en fon
tion de la distan
e �a la
paroi inf�erieure. �A 
onvergen
e, les moyennes statistiques sont sym�etriques par rapport au

entre du 
anal, par 
ons�equent, tous les r�esultats sont pr�esent�es sur un demi-
anal. L'utili-
sation d'une �e
helle logarithmique sur l'axe des abs
isses permet de mettre en valeur la zone
pro
he paroi et la zone tampon par rapport au 
entre du 
anal.

En a

ord ave
 les r�esultats d�e
rits par H�artel et al. [44℄, la 
omparaison entre les si-
mulations dire
tes de r�ef�eren
e et les di��erentes simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees,
montrent que les r�esultats sont tr�es satisfaisants au voisinage de la paroi ( z+ < 5 ) dans
toutes les 
on�gurations de 
al
uls. En revan
he, les r�esultats se d�egradent en dehors de 
ette
zone : z+ > 10 pour le 
as bas Reynolds et z+ > 5 pour le 
as haut Reynolds. Ces di��eren
es
sont prin
ipalement 
aus�ees par l'erreur 
ommise sur la vitesse de frottement pari�etal u�
pour 
ha
un des mod�eles. Pour preuve, les �gures II.3.6 �a II.3.9 pr�esentent 
e même 
hamp
de vitesse r�esolue moyenne mais 
ette fois-
i, adimensionn�e par la vitesse d�ebitante Um.
Cette quantit�e est 
elle qui est 
onserv�ee tout au long des di��erentes simulations : l'aire
situ�ee en dessous des 
ourbes est 
onstante et vaut la même valeur pour tous les mod�eles
utilis�es. Dans 
e 
as, la di��eren
e entre les mod�eles est ampli��ee au voisinage de la paroi.
Au
un des mod�eles n'est 
apable de fournir la bonne pente dans la r�egion logarithmique, et

e, même dans le 
as haut Reynolds sur le maillage �n. Najjar et Tafti observent le même
ph�enom�ene pour leur simulation e�e
tu�ee �a Re� = 180, ainsi que H�artel et Kleiser pour
les 
as Re� < 300. Ces auteurs retrouvent la bonne pente en diminuant le taux de dis-
sipation sous-maille d'une mani�ere arti�
ielle. En revan
he, les simulations de Sarghini et
Piomelli e�e
tu�ees �a Re� = 1050 fournissent la bonne pente dans 
ette zone logarithmique.
Ce 
omportement est 
onsistant ave
 les 
on
lusions d'Antonia et al. [3℄ [4℄ qui montrent
qu'il existe un e�et bas Reynolds ( Re < 1000 ) empê
hant le d�eveloppement 
omplet de la
zone logarithmique dans le 
as du 
anal plan.
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Fig. II.3.2: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as A=180 adimensionn�e
par la vitesse de frottement pari�etal.
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Fig. II.3.3: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as B=180 adimensionn�e
par la vitesse de frottement pari�etal.
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Fig. II.3.4: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as A=395 adimensionn�e
par la vitesse de frottement pari�etal.
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Fig. II.3.5: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as B=395 adimensionn�e
par la vitesse de frottement pari�etal.
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Fig. II.3.6: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as A=180 adimensionn�e
par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.7: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as B=180 adimensionn�e
par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.8: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as A=395 adimensionn�e
par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.9: Pro�l statistique moyen de la vitesse r�esolue dans le 
as B=395 adimensionn�e
par la vitesse d�ebitante.



3.2 Flu
tuations turbulentes

Les �gures II.3.10 �a II.3.13 repr�esentent les pro�ls des tensions de Reynolds turbulentes
r�esolues. Ces tensions sont adimensionn�ees par la vitesse d�ebitante Um qui est 
onstante �a
Reynolds donn�e et maillage �x�e. En e�et, le paragraphe pr�e
�edent a montr�e que la vitesse
de frottement �a la paroi est une quantit�e tr�es sensible aux mod�eles et maillages 
onsid�er�es.
Cet adiemsnionnement permet de s'a�ran
hir de l'erreur 
ommise sur la vitesse de frotte-
ment. Les pro�ls ainsi obtenus sont alors 
omparables entre eux. L'in
onv�enient est qu'il
n'est pratiquement pas possible d'e�e
tuer de 
omparaisons ave
 d'autres auteurs 
ar ils ne
fournissent pas le rapport vitesse de frottement / vitesse d�ebitante, n�e
essaire pour que la

omparaison soit possible. Les r�esultats des 
u
tuations turbulentes des simulations dire
tes
de Kim et al. [57℄ et de Mansour et al.[75℄ �gurent tout de même �a titre indi
atif 
ar l�a aussi,
�a moins de �ltrer leurs r�esultats, la 
omparaison n'est pas possible.

L'analyse des r�esultats 
on
ernant l'intensit�e turbulente dans la dire
tion de l'�e
oulement
not�ee :

Urms =

rD
U

00

1 U
00

1

E
ave
 U

00

1 = U1 �


U1
�

(II.3.1)

montre que toutes les simulations e�e
tu�ees d�e
rivent qualitativement le même 
omporte-
ment. L'intensit�e turbulente Urms admet un maximum qui est lo
alis�e au voisinage de la paroi
( z+ ' 12 ), 
e qui est en bon a

ord ave
 les exp�erien
es et les simulations pr�e
�edentes. En
revan
he, l'intensit�e du pi
 semble d�ependre fortement du mod�ele 
onsid�er�e, de la r�esolution
ainsi que de la valeur du nombre de Reynolds. En examinant les �gures, il apparâ�t n�eanmoins
que la valeur la plus haute du pi
 est toujours fournie par la simulation sans mod�ele ( 
as
DNS
 ) sur le maillage B. De plus, tous les mod�eles sous-maille 
onduisent �a des valeurs du
pi
 plus grandes que 
elles donn�ees par la simulation dire
te de r�ef�eren
e non �ltr�ee. Cette
trop grande valeur du pi
 peut être attribu�ee �a un d�efaut du mod�ele sous-maille 
onsid�er�e
puisqu'on s'attend �a 
e que le 
hamp turbulent r�esolu 
ontienne moins d'�energie que le

hamp 
omplet turbulent. Il n'est pourtant pas possible de relier 
ette surestimation �a une
dissipation sous-maille trop faible puisque 
ertains mod�eles, on le rappelle, produisent un
amortissement trop grand au voisinage de la paroi. En e�et, la produ
tion d'�energie 
in�etique
r�esolue d�epend du pro�l du gradient moyen r�esolu qui se trouve être modi��e par le mod�ele
sous-maille lui-même et par la r�esolution. L'augmentation de la r�esolution pour une valeur
�x�ee du nombre de Reynolds ne fournit pas n�e
essairement une augmentation de l'intensit�e
du pi
, mais diminue plutôt les �e
arts entre les di��erents mod�eles et 
e, en a

ord ave
 le fait
que l'e�et du mod�ele sous-maille devrait être moins important en raÆnant. Les forts �e
arts
observ�es entre le 
as des simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees �a haute r�esolution et
tous les autres 
as est en a

ord ave
 les 
on
lusions de Zahrai et al.[117℄ et Piomelli [83℄ : les
tensions turbulentes sont fortement a�e
t�ees par la r�esolution dans la dire
tion transversale
( suivant Y ) pour des pas d'espa
es �y+ > 12. L'augmentation de la valeur du nombre
de Reynolds pour une r�esolution donn�ee semble ne pas toujours 
onduire �a une augmenta-
tion du niveau de l'intensit�e turbulente Urms. Ces deux 
onstatations d�emontrent que le fait



d'observer une surestimation de l'intensit�e turbulente Urms ne permet pas de 
on
lure que
le mod�ele 
onsid�er�e est sous-dissipatif, 
e qui est en a

ord ave
 les remarques de H�artel
et Kleiser [44℄. Il est 
ependant possible de formuler une tendan
e g�en�erale pour tous les
mod�eles sous-maille test�es en observant les �gures II.3.10 �a II.3.13 :

{ Pour une pro
�edure d'adaptation donn�ee ( fon
tion de s�ele
tion, pro
�edure d'a

en-
tuation et pro
�edure dynamique ), la plus forte amplitude du pi
 est fournie par le
mod�ele de Smagorinsky, puis le mod�ele de fon
tion de stru
ture et en�n par le mod�ele
d'�e
helles mixtes.

{ Les mod�eles de type �ltr�e 
onduisent �a des valeurs d'intensit�e turbulente U rms plus
hautes que les mod�eles de type s�ele
tif, tandis que les valeurs les plus basses pour le
mod�ele de type Smagorinsky ( Sdyn, Ssl
 et S�l ) sont obtenues pour la pro
�edure
dynamique.

{ Les plus petites valeurs qui se trouvent être les valeurs les plus pro
hes des donn�ees de
Kim et Moin sont obtenues pour le mod�ele d'�e
helles mixtes s�ele
tif ( MSsl
 ).

Ces trois tendan
es sont 
on�rm�ees par les 
ourbes II.3.14 �a II.3.17, 
es derni�eres 
orres-
pondent �a l'intensit�e turbulente dans la dire
tion normale �a la paroi. Toutes les simulations
des grandes �e
helles e�e
tu�ees fournissent qualitativement le même 
omportement, 
e qui
est en a

ord ave
 les r�esultats trouv�es par di��erents auteurs pr�e
�edemment 
it�es. Certains
mod�eles sous-maille semblent produire des valeurs de l'intensit�e turbulente plus haute que

elles obtenues pour le 
as sans mod�ele ( DNS
 ) sur le maillage grossier. Cette remarque
montre que la valeur du pi
 d'intensit�e n'est pas seulement li�ee au 
ara
t�ere dissipatif du
mod�ele sous-maille. L'augmentation de la r�esolution permet d'obtenir une valeur plus haute
du pi
. Cette observation 
orrobore l'id�ee selon laquelle le raÆnement du maillage permet
de 
apter plus d'intensit�e turbulente r�esolue.
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Fig. II.3.10: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion l'�e
oulement
prin
ipale dans le 
as A=180 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.11: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion l'�e
oulement
prin
ipale dans le 
as B=180 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.



10
0

10
1

10
2

Z+

0.0e+00

5.0e−02

1.0e−01

1.5e−01

2.0e−01

2.5e−01

3.0e−01

U
rm

s/
U

_m
EM_fil
S_fil
EM_slc
S_dyn
FS_slc
S_slc
FS_fil
sans modele

Fig. II.3.12: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion l'�e
oulement
prin
ipale dans le 
as A=395 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.13: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion l'�e
oulement
prin
ipale dans le 
as B=395 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.14: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion normale �a la
paroi dans le 
as A=180 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.15: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion normale �a la
paroi dans le 
as B=180 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.16: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion normale �a la
paroi dans le 
as A=395 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.
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Fig. II.3.17: Pro�l statistique moyen de l'intensit�e turbulente dans la dire
tion normale �a la
paroi dans le 
as B=395 adimensionn�e par la vitesse d�ebitante.



3.3 Analyse des mod�eles sous-maille

Une analyse plus �ne des di��erents mod�eles sous-maille peut être 
onduite en �etudiant de
fa�
on plus pr�e
ise les pro�ls de vis
osit�e sous-maille et des dissipations asso
i�ees aux mod�eles
sous-maille.

3.3.1 Analyse de la vis
osit�e sous-maille moyenne

Les �gures II.3.18 �a II.3.21 
orrespondent aux pro�ls moyens de vis
osit�e norm�es par
la vis
osit�e mol�e
ulaire. Toutes les simulations fournissent qualitativement le même 
om-
portement, en a

ord ave
 les �etudes pr�e
�edentes [80℄[15℄ : la vis
osit�e sous-maille est nulle
sur la paroi solide, puis augmente jusqu'�a sa valeur maximale situ�ee dans la zome tampon
( 10 < z+ < 30 ) pour d�e
rô�tre ensuite au 
entre du 
anal. Ce
i d�emontre que les pro
�edures
d'adaptation introduites dans le 
hapitre 2 de la partie II sont eÆ
a
es. La position du pi
 et
son amplitude sont �a la fois d�ependantes du mod�ele sous-maille de base ( type Smagorinsky,
type �e
helles mixtes et type fon
tion de stru
ture ), de la valeur du nombre de Reynolds et
de la r�esolution. Pour une pro
�edure d'adaptation donn�ee, la valeur maximum du pi
 est
fournie par le mod�ele type �e
helles mixtes, puis le mod�ele type fon
tion de stru
ture et en�n
le mod�ele type Smagorinsky. La pro
�edure dynamique 
onduit aux valeurs les plus hautes de

e pi
, suivie de la pro
�edure s�ele
tive et de la pro
�edure d'a

entuation. Il est int�eressant
de noter que le mod�ele dynamique produit les valeurs de vis
osit�e sous-maille les plus faibles
dans la sous-
ou
he visqueuse et dans la r�egion 
entrale du 
anal.

Cas Re� = 180

Les valeurs les plus hautes du pi
 ( Sdyn et MSsl
 ) sont de l'ordre de 0; 5 sur le maillage
A et 1; 1 sur le maillage B. Ces valeurs sont du même ordre que 
elles rapport�ees par
Najjar et Tafti [80℄ ave
 leur mod�ele de Smagorinsky dynamique. Ces auteurs observent un

omportement identique : �a savoir, l'appauvrissement du maillage 
onduit �a l'augmentation
du pi
 et le d�epla
ement de 
elui-
i vers le 
entre du 
anal. Cependant, ils n'enregistrent pas
de valeurs aussi hautes. Ce 
omportement indique que les mod�eles sous-maille s'adaptent de
mani�ere 
onsistante par rapport au raÆnement. En e�et, le raÆnement du maillage permet
de 
apter plus de stru
tures r�esolues et par 
ons�equent, le mod�ele sous-maille doit avoir une
a
tion moindre sur la simulation. Une possible expli
ation du niveau plus haut enregistr�e
dans les simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees peut être trouv�ee dans l'utilisation d'un
�ltre test 3D pour la pro
�edure dynamique. Cabot [15℄ a montr�e que l'emploi d'un �ltre 3D
augmente la valeur de la vis
osit�e sous-maille. La valeur de 
e pi
 est aussi tr�es d�ependante
du s
h�ema num�erique utilis�e. Ainsi, Cabot observe que le rapport de la vis
osit�e sous-maille
et de la vis
osit�e mol�e
ulaire ne d�epasse gu�ere l'unit�e, et 
e même pour Re� = 1030. Ce
r�esultat est obtenu en utilisant un s
h�ema spe
tral et un �ltre test 2D. Une autre di��eren
e
entre nos r�esultats et 
eux de Cabot est que l'utilisation du �ltre test 3D dans les simulations
e�e
tu�ees n'empê
he pas la pr�edi
tion de la d�e
roissan
e de la vis
osit�e sous-maille asso
i�ee
au mod�ele dynamique au 
entre du 
anal.



Cas Re� = 395

Les valeurs du pi
 sont 
ette fois-
i plus hautes : le rapport des vis
osit�es sous-maille
et mol�e
ulaire est de l'ordre de 1; 5 sur le maillage A et de l'ordre de 2; 5 sur le maillage
B. L�a en
ore, le raÆnement du maillage 
onduit �a une diminution du niveau du pi
 de
vis
osit�e sous-maille. La 
omparaison des r�esultats entre le 
as A=395 et le 
as B=180, 
e qui

orrespond �a 
onserver la même r�esolution, 
onduit �a une augmentation du pi
 de vis
osit�e
sous-maille.

3.3.2 Analyse de la dissipation asso
i�ee aux mod�eles sous-maille

Pour analyser l'e�et de 
ha
un des mod�eles dans les simulations des grandes �e
helles
e�e
tu�ees, la dissipation sous-maille d�e�nie par :

" = � 

�ijDij

�
(II.3.2)

apparâ�t 
omme un outil indispensable. Les quantit�es h�i et �00

repr�esentent respe
tivement
la moyenne statistique de fon
tion � et sa 
u
tuation. Cette dissipation sous-maille est
d�e
oup�ee en deux termes. Le premier terme, not�e "MS 
orrespond �a la dissipation asso
i�ee �a
la d�eformation moyenne Dij et est d�e�ni par :

"MS = �h�iji


Dij

�
(II.3.3)

Le deuxi�eme terme not�e "FS 
orrespond �a la dissipation asso
i�ee aux 
u
tuations de la
d�eformation. Elle est d�e�nie par :

"FS = �
D
�

00

ijD
00

ij

E
(II.3.4)

Les pro�ls de 
es deux quantit�es, �a savoir les dissipations "MS et "FS, sont donn�es par
les graphes II.3.22 �a II.3.29 en fon
tion de la distan
e �a la paroi. Pour pouvoir 
omparer

es pro�ls pour les di��erents mod�eles sous-maille test�es, 
es pro�ls sont adimensionn�es par
la vitesse d�ebitante Um ( 
onstante dans toutes les simulations ), la demi-hauteur du 
anal
Æ et la vis
osit�e mol�e
ulaire �0. Rappelons que 
e 
hoix est n�e
essaire si l'on ne veut pas
introduire d'erreurs suppl�ementaires li�ees �a la vitesse de frottement �a la paroi u� fournie par

ha
un des mod�eles.

Dissipation "MS

Les pro�ls de dissipation "MS montre leur d�ependan
e �a la fois au mod�ele de base et
�a la pro
�edure d'adaptation. Cependant, tous les mod�eles pr�edisent une dissipation "MS

n�egligeable au 
entre du 
anal, �a partir de z+ > 50 pour tous les 
as de 
al
uls. La raison est
la suivante : le 
hamp de vitesse r�esolue moyen est pratiquement uniforme, par 
ons�equent
le terme



Dij

�
est tr�es petit voire nul, et don
, la dissipation "MS. Cette observation est en

a

ord ave
 les tests a priori e�e
tu�es par H�artel et al.[45℄ [44℄. Les di��eren
es sont notables
dans la zone interne. Les 
ourbes montrent que la te
hnique d'a

entuation par appli
ation



d'un �ltre passe-haut ne permet pas d'annuler la dissipation sous-maille au voisinage de la
paroi, bien que les vis
osit�es sous-maille asso
i�ees �a 
ette te
hnique soient tr�es faibles dans
la sous-
ou
he visqueuse. Cette observation peut s'expliquer l�a en
ore par le 
hoix du �ltre
passe-haut 3D dans les simulations e�e
tu�ees. Une autre expli
ation peut être fournie par le
fait que les 
onditions aux limites n'autorisent pas une 
ompl�ete ind�ependan
e du mod�ele
sous-maille vis-�a-vis du gradient de vitesse moyen. La fon
tion de s�ele
tion semble donner des
r�esultats tr�es satisfaisants sur la plupart des mod�eles sauf pour le 
as de la version s�ele
tive
du mod�ele de Smagorinsky. En e�et, 
e dernier ne tend pas vers z�ero dans la sous-
ou
he

visqueuse. Au voisinage de la paroi, le terme
q
2DijDij qui intervient dans la formulation de

base du mod�ele de Smagorinsky est maximum et tend vers la valeur suivante :

2DijDij �! 1

2

�
�U1

�x3

�2

(II.3.5)

L'utilisation de la pro
�edure s�ele
tive revient �a multiplier la vis
osit�e sous-maille par la
fon
tion de s�ele
tion. Celle-
i est pro
he de z�ero dans la sous-
ou
he visqueuse mais pas
stri
tement nulle. Par 
ons�equent, le produit des deux peut tendre vers z�ero ou vers une va-
leur non nulle : 
'est le 
as de la version s�ele
tive du mod�ele de Smagorinsky. Pour pallier 
et
in
onv�enient, il suÆt d'augmenter la puissan
e n asso
i�ee �a la fon
tion r (�) (I.2.69)(I.2.70).
Ce 
hoix permet d'aplatir le pro�l de la fon
tion de s�ele
tion au voisinage de la paroi puisque

ette fon
tion tend vers z�ero dans 
e voisinage.

Les di��erentes versions s�ele
tives des mod�eles de base, ainsi que le mod�ele de Smagorinsky
dynamique pr�esentent un maximum positif dans la zone tampon ( 10 < z+ < 20 ). Ce
r�esultat est en ad�equation ave
 les simulations dire
tes de H�artel et Kleiser. La dissipation
"MS augmente ave
 la valeur du nombre de Reynolds et de la r�esolution, 
e
i de mani�ere

onsistante ave
 la th�eorie.

Dissipation "FS

Les pro�ls de dissipation asso
i�es aux 
u
tuations permettent une 
ompr�ehension en
ore
plus �ne sur le 
omportement des di��erents mod�eles sous-maille. En e�et, le signe de la
dissipation "FS fournit le sens des transferts d'�energie entre les �e
helles r�esolues et les �e
helles
sous-maille. Un signe n�egatif pour "FS indique l'existen
e d'un transfert des petites �e
helles
vers les grandes �e
helles. La dissipation "FS est bien plus petite en valeur absolue que la
dissipation "MS, 
e qui est en a

ord ave
 les r�esultats obtenus par H�artel et al.[45℄ [44℄. Les
mod�eles �ltr�es produisent un niveau de dissipation "FS �elev�e dans la sous-
ou
he visqueuse,
alors que le mod�ele de Smagorinsky dynamique et les versions s�ele
tives des mod�eles de base
fournissent une dissipation 
u
tuante pratiquement nulle. Ce 
omportement est retrouv�e
dans les simulations dire
tes de H�artel et Kleiser. Le r�esultat le plus int�eressant 
on
erne
l'existen
e d'une zone de 
as
ade inverse ( 10 < z+ < 20 ) pour les mod�eles s�ele
tifs, mise en
�eviden
e par des valeurs n�egatives de la dissipation "FS. Seul 
e type de mod�ele est 
apable
de pr�edire 
ette zone qui est asso
i�ee �a la produ
tion d'�energie turbulente par les stru
tures




oh�erentes de l'�e
oulement. Ce r�esultat est en tr�es bon a

ord ave
 les simulations dire
tes de
Piomelli et al.[84℄ et H�artel et al.[45℄[44℄. Quant au mod�ele dynamique, la dissipation qui lui
est asso
i�ee reste stri
tement positive, 
omme H�artel et Kleiser [44℄ l'ont d�ej�a montr�e. Cette
pr�edi
tion de la zone de 
as
ade inverse est rendue possible par l'utilisation de la fon
tion
de s�ele
tion puisque les mod�eles de base ne sont pas 
apables de pr�edire 
ette zone. La
d�e
omposition suivante peut expliquer pourquoi il est possible d'obtenir une 
as
ade inverse
ave
 une vis
osit�e sous-maille stri
tement positive[95℄ :

h"FSi = �
D
�

00

ijD
00

ij

E
(II.3.6)

=
D
�

00

smD
00

ij

E

Dij

�
+ h�smi

D
D

00

ijD
00

ij

E
| {z }

> 0

+
D
�

00

smD
00

ijD
00

ij

E
(II.3.7)

Le deuxi�eme terme de la d�e
omposition (II.3.7) est stri
tement positif tandis que les deux
autres ont un signe positif ou n�egatif. L'utilisation de la fon
tion de s�ele
tion peut être in-
terprêt�ee 
omme une moyenne 
onditionnelle de la dissipation 
u
tuante de base, 
e qui per-
met de r�e
up�erer la produ
tion d'�energie 
in�etique turbulente au niveau des petites �e
helles.
La valeur absolue de la dissipation 
u
tuante h"FSi �etant plus petite que la valeur absolue de
la dissipation asso
i�ee �a la d�eformation moyenne h"MSi, la dissipation totale est alors stri
-
tement positive, et 
e quelque soit le mod�ele 
onsid�er�e. Ce r�esultat est 
oh�erent ave
 
eux
issus de simulations dire
tes. Dans toutes les simulations des grandes �e
helles e�e
tu�ees, le
rapport des maxima entre les deux dissipations pr�esent�ees est de l'ordre de 3, valeur pro
he
de 
e que rapportent H�artel et al.[44℄.
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Fig. II.3.18: Pro�l statistique moyen de la vis
osit�e sous-maille dans le 
as A=180 adimen-
sionn�e par la vis
osit�e mol�e
ulaire.
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Fig. II.3.19: Pro�l statistique moyen de la vis
osit�e sous-maille dans le 
as B=180 adimen-
sionn�e par la vis
osit�e mol�e
ulaire.
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Fig. II.3.20: Pro�l statistique moyen de la vis
osit�e sous-maille dans le 
as A=395 adimen-
sionn�e par la vis
osit�e mol�e
ulaire.
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Fig. II.3.21: Pro�l statistique moyen de la vis
osit�e sous-maille dans le 
as B=395 adimen-
sionn�e par la vis
osit�e mol�e
ulaire.
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Fig. II.3.22: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee �a la d�eformation moyenne
dans le 
as A=180.
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Fig. II.3.23: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee �a la d�eformation moyenne
dans le 
as B=180.



1 10 100
Z+

0.0

20.0

40.0

60.0

80.0

100.0

120.0

140.0

<
2.

nu
_s

m
.D

ij>
.<

D
ij>

/(
nu

_m
ol

.(
U

_m
/H

)2
)

EM_slc
S_dyn
S_fil
FS_slc
EM_FIL
FS_fil
S_slc

Fig. II.3.24: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee �a la d�eformation moyenne
dans le 
as A=395.
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Fig. II.3.25: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee �a la d�eformation moyenne
dans le 
as B=395.
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Fig. II.3.26: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le

as A=180.
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Fig. II.3.27: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le

as B=180.
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Fig. II.3.28: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le

as A=395.
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Fig. II.3.29: Pro�l statistique moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le

as B=395.



Chapitre 4

R�esultats sur le 
hamp thermique

4.1 Choix de la mod�elisation des quantit�es sous-maille

4.1.1 Mod�ele de vis
osit�e sous-maille retenu

A�n d'�etudier l'e�et de la mod�elisation du 
ux de 
haleur sous-maille sur les di��erentes
statistiques habituellement pr�esent�ees ( temp�erature moyenne, 
ux de 
haleur moyen ... ), il
est n�e
essaire que le 
hamp dynamique soit 
orre
tement r�esolu [61℄. En e�et, dans le 
as du
s
alaire passif, le 
hamp de temp�erature est transport�e par le 
hamp de vitesse turbulent sans
in
uen
er 
e dernier. Aussi, il parâ�t important de 
hoisir parmi les di��erents 
as expos�es
dans le 
hapitre pr�e
�edent, 
elui qui fournit les r�esultats les plus satisfaisants. Cela devrait
permettre de s'a�ran
hir des erreurs r�esultant de la partie dynamique.

�A l'examen des di��erents r�esultats sur la partie dynamique, le 
as Re� = 180 pour le
mod�ele d'�e
helles mixtes s�ele
tif est 
elui qui a retenu notre attention. En e�et, 
e mod�ele
a un 
omportement tr�es satisfaisant sur les deux maillages qui sont utilis�es dans l'�etude
thermique.

4.1.2 Choix des mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille

Dans le 
hapitre 3 de la partie I, deux 
lasses de mod�elisation pour 
e 
ux de 
haleur
sous-maille ont �et�e introduites : les mod�eles de type �
kien et les autres. Six mod�eles ont
�et�e utilis�es pour les simulations des grandes �e
helles du s
alaire passif. Le but est alors de
pouvoir �etudier l'impa
t de la mod�elisation du 
ux de 
haleur sous-maille dans les mêmes

onditions ( même s
h�ema num�erique, même pr�e
ision, ...). Dans 
ette optique, un 
as sans
mod�ele not�e DNS
 a aussi �et�e simul�e pour v�eri�er l'int�erêt de la mod�elisation du 
ux de

haleur sous-maille tout en 
onservant le mod�ele d'�e
helles mixtes pour la vis
osit�e sous-
maille. Le tableau II.4.1 fournit un r�e
apitulatif des parties �
kienne et non �
kienne de
tous les mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille test�es dans le 
adre de 
ette th�ese. On
rappelle la d�e
omposition introduite :

� ��j = �sm
�T

�xj
�F�j (II.4.1)



Cas Partie �
kienne ( �sm ) Partie non �
kienne ( F�j )
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Fig. II.4.1: R�e
apitulatif des parties �
kienne et non �
kienne des mod�eles pour le 
ux de

haleur sous-maille test�es.

Mod�eles �
kiens test�es

Le mod�ele not�e MSM 
orrespond �a un mod�ele qui relie la di�usivit�e sous-maille �a la
vis
osit�e sous-maille par l'interm�ediaire d'un nombre de Prandtl sous-maille 
onstant ( voir
relation (I.3.21) ), 
e dernier �etant �x�e �a 0; 6 [79℄. Cette mod�elisation du 
ux de 
haleur
sous-maille est souvent utilis�ee du fait de sa simpli
it�e.

Quant au mod�ele not�e Sdyn, il est analogue au mod�ele de Smagorinsky pr�esent�e dans le
paragraphe 2.2.1 de la partie I pour mod�eliser le tenseur de Reynolds sous-maille. En raison
de 
ette analogie, 
e mod�ele pose probl�eme au voisinage de la paroi. Il est alors n�e
essaire
d'employer la pro
�edure dynamique pour le 
ux de 
haleur sous-maille ( voir paragraphe 3.5
de la partie I o�u la 
onstante C 0

� est �x�ee �a z�ero ).

Mod�eles non �
kiens test�es

Les deux mod�eles not�es HSDBD et HSDB font partie de la famille des mod�eles 
ombin�es
( voir paragraphe 3.3.2 de la partie I ) o�u les 
onstantes sont d�etermin�ees au moyen d'une
pro
�edure dynamique d�e
rite dans le paragraphe 3.5 de la partie I. Le mod�ele HSDBD

orrespond au 
as o�u les deux 
onstantes sont �evalu�ees par l'interm�ediaire de la pro
�edure



dynamique, alors que dans le mod�ele HSDB, seule la 
onstante C� est �evalu�ee dynamiquement
tandis que la 
onstante C 0

� vaut 1 .

Les mod�eles not�es EVM et IVM s'identi�ent respe
tivement aux mod�eles ve
toriels ex-
pli
ite et impli
ite pr�esent�es dans le paragraphe 3.3.3 de la partie I : ils 
orrespondent �a une
adaptation des mod�eles propos�es par Yoshizawa [116℄[115℄ et Rogers [88℄.

4.2 Validation du 
hamp de temp�erature statistique

moyen

Six mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille ont don
 �et�e test�es sur deux maillages
di��erents et trois valeurs du nombre de Prandtl. Les deux maillages 
hoisis sont 
eux d�ej�a
pr�esent�es dans le paragraphe 2.2 de 
ette partie. La r�esolution spatiale d'un point de vue
dynamique a �et�e dis
ut�ee suivant la valeur du nombre de Reynolds. Ainsi, il est apparu que
les maillages A et B utilis�es dans le 
as Re� = 180 
orrespondaient respe
tivement �a une
haute et moyenne r�esolution pour une simulation des grandes �e
helles.

Cette notion de r�esolution doit être 
ompl�et�ee d'un point de vue thermique. En e�et,
l'�epaisseur de la zone de 
ondu
tion thermique not�ee ÆT d�epend de la valeur du nombre de
Prandtl [99℄ : plus 
e dernier est grand, plus la zone de 
ondu
tion thermique est �ne. En fait,
pour des valeurs du nombre de Prandtl inf�erieures �a l'unit�e, le rapport des 
ou
hes limites
thermique et dynamique varie 
omme :

ÆT
ÆU

= Pr� 1

2 (II.4.2)

En revan
he, pour des valeurs du nombre de Prandtl sup�erieures �a l'unit�e, 
e rapport devient
[16℄ :

ÆT
ÆU

= Pr� 1

3 (II.4.3)

En 
ons�equen
e, pour des valeurs �elev�ees du nombre de Prandtl, il est tout �a fait possible de
se trouver dans une 
on�guration o�u la r�esolution est suÆsante pour 
apter la sous-
ou
he
visqueuse mais insuÆsante pour la zone de 
ondu
tion thermique. Pour de faibles valeurs du
nombre de Prandtl, le 
omportement inverse est observ�e.

De plus, la p�eriode des stru
tures 
oh�erentes thermiques, mise en �eviden
e par l'�etude
des 
orr�elations �a deux points des 
u
tuations de temp�erature, montre une d�ependan
e ave

le nombre de Prandtl [16℄[55℄[56℄. Ainsi, Calmet et al. trouvent un rapport de 0; 5 entre
l'espa
ement moyen �+y des "streaks" asso
i�es au 
hamp dynamique et 
eux asso
i�es au

hamp thermique �T+y dans le 
as d'un 
uide �a haut nombre de S
hmidt, le nombre de
S
hmidt jouant un rôle �equivalent au nombre de Prandtl lorsque l'on parle de transport de
mati�ere plutôt que de temp�erature. Il faut 
ependant noter que la gamme retenue pour les
valeurs du nombre de Prandtl est suÆsamment petite pour 
onsid�erer que les p�eriodes �+y



et �T+y sont pratiquement identiques [55℄. Les trois valeurs du nombre de Prandtl utilis�ees
sont les suivantes :

{ Pr = 0; 10 : d'un point de vue thermodynamique, 
ette valeur 
orrespond �a un 
uide
qui di�use de fa�
on plus eÆ
a
e la 
haleur que la quantit�e de mouvement, 
'est le 
as
des m�etaux liquides 
omme le mer
ure ou le sodium dont les nombres de Prandtl dans
les 
onditions standard 1 de pression et de temp�erature valent respe
tivement 0; 02 et
0; 01 [99℄.

{ Pr = 0; 71 : 
e 
as 
orrespond �a la valeur du nombre de Prandtl dans l'air [99℄.

{ Pr = 2; 00 : 
ette valeur 
orrespond �a un 
uide qui di�use moins bien la 
haleur que
la quantit�e de mouvement. Les huiles et l'eau font partie de 
ette 
at�egorie de 
uides.
Les valeurs respe
tives de leur nombre de Prandtl valent 10; 1 et 7; 03 [99℄.

Aussi, d'un point de vue thermique, le maillage B pour le 
as Pr = 0; 10 apparâ�t 
omme
un maillage �a haute r�esolution. En revan
he, le maillage B pour le 
as Pr = 2; 00 apparâ�t

omme un maillage �a basse r�esolution.

Par sou
i de 
lart�e, les six 
as de 
al
ul hors mod�eles sont d�e�nis par le tableau II.4.2.
Le maillage 
orrespondant �a la r�esolution 64x64x67 ( respe
tivement 32x32x67 ) est nomm�e
maillage A ( respe
tivement maillage B ). Par exemple, le 
as maillage �n pour une valeur
du nombre de Prandtl �egale �a 2; 00 est not�e A=200.

maillage Pr = 0; 10 Pr = 0; 71 Pr = 2; 00

64x64x67 A=010 A=071 A=200
32x32x67 B=010 B=071 B=200

Fig. II.4.2: Tableau r�e
apitulatif des 
as de 
al
ul hors mod�eles.

Les 
ourbes II.4.3 �a II.4.8 repr�esentent les pro�ls statistiques moyens du 
hamp de
temp�erature � pour les trois valeurs du nombre de Prandtl et sur deux maillages. Ces
pro�ls sont adimensionn�es par la temp�erature de paroi �� de 
ha
un des mod�eles. Par sou
i

de 
lart�e, on notera �
+
le 
hamp de temp�erature ainsi adimensionn�e.

4.2.1 Validation pour le 
as Pr = 0; 1

La �gure II.4.5 repr�esente le 
hamp de temp�erature r�esolue � adimensionn�e par la
temp�erature de frottement sur le maillageA. Pour des valeurs du nombre de Prandtl inf�erieures
�a l'unit�e, la zone de 
ondu
tion thermique est plus �epaisse que la sous-
ou
he visqueuse : la

ondu
tion thermique est pr�epond�erante jusqu'�a une distan
e en unit�es de paroi de l'ordre de

1. P = 1013 hPa et T = 293 K



10 � 15. Au voisinage de la paroi et dans 
ette zone de 
ondu
tion, le 
hamp de temp�erature
a le 
omportement asymptotique suivant [48℄ :

�
+ � Pr:z+ (II.4.4)

qui est mat�erialis�e sur la �gure II.4.3 par la ligne 
ontinue noire. Tous les mod�eles test�es ont
un 
omportement tr�es satisfaisant dans 
ette zone de 
ondu
tion. Dans la zone tampon ou
zone interm�ediaire, la 
omparaison entre les mod�eles et le 
al
ul dire
t de Kawamura [53℄
est tr�es bonne. Les di��eren
es notables interviennent �a partir de z+ � 30, d�ebut de la zone
logarithmique : tous les mod�eles restent �a peu pr�es group�es autour d'une même ligne qui a
une pente plus petite que la ligne suivie par les donn�ees de r�ef�eren
e de Kawamura. Cette
derni�ere 
orrespond �a la droite empirique fournie par Kader [48℄ pour le 
omportement du

hamp de vitesse dans la zone logarithmique. Cette asymptote a pour �equation dans le 
as
Pr = 0; 10 :

�
+ � 2; 12 ln

�
z+

�� 4; 64 (II.4.5)

Le mod�ele EVM est 
elui qui fournit les r�esultats les plus pro
hes de la droite asymptotique
et du 
al
ul dire
t. En revan
he, la plus grande di��eren
e est alors donn�ee par le mod�ele
HSDBD. L'erreur au 
entre varie de �14; 1% �a �10; 2% sur 
ette quantit�e statistique. En
e�et, on montrera que 
ette tendan
e est di��erente en examinant les 
u
tuations.

4.2.2 Validation pour le 
as Pr = 0; 71

La �gure II.4.5 repr�esente le 
hamp de temp�erature adimensionn�e par la temp�erature
de frottement sur le maillage A. Pour un nombre de Prandtl voisin de l'unit�e, la zone de

ondu
tion est �a peu pr�es aussi �epaisse que la sous-
ou
he visqueuse. Dans 
e 
as pr�e
is
( Pr = 0; 71 ), l'�epaisseur de la zone de 
ondu
tion est voisine de 5 unit�es de paroi. Les
r�esultats obtenus pour tous les mod�eles y 
ompris le 
as sans mod�ele ( DNS
 ) sont en
a

ord ave
 la 
ourbe asymptotique Pr:z+ et les donn�ees issues du 
al
ul dire
t de [53℄.
Dans la zone tampon, les di��erents mod�eles 
ommen
ent �a se di��eren
ier, surtout pour le
mod�ele de IVM qui sous-�evalue tr�es nettement la temp�erature moyenne statistique. Dans la
zone logarithmique dont la 
ourbe asymptotique a pour �equation [48℄ :

�
+ � 2; 12 ln

�
z+

�
+ 3; 83 (II.4.6)

seul le mod�ele IVM fournit des r�esultats tr�es di��erents par rapport �a la 
ourbe empirique et
le 
al
ul dire
t. La raison de 
e mauvais 
omportement au 
entre provient d'une valeur trop
�elev�ee de la temp�erature de frottement donn�ee par le mod�ele, qui entrâ�ne une surestimation
du 
ux de 
haleur �a la paroi. L'analyse de la dissipation asso
i�ee �a 
es mod�eles pour le 
ux
de 
haleur sous-maille permettra d'apporter des �el�ements de r�eponses au 
omportement de

ertains mod�eles test�es.



4.2.3 Validation pour le 
as Pr = 2; 00

La �gure II.4.7 repr�esente le pro�l du 
hamp de temp�erature moyen adimensionn�e par la
temp�erature de frottement pour un nombre de Prandtl valant 2; 00 et sur le maillage A. Dans
le 
as d'un nombre de Prandtl sup�erieur �a l'unit�e, la zone de 
ondu
tion est plus �ne que
la sous-
ou
he visqueuse. La �gure II.4.7 montre l�a en
ore que tous les mod�eles test�es ont
un tr�es bon 
omportement au voisinage de la paroi, 
'est �a dire dans la zone de 
ondu
tion
thermique. En e�et, pour z+ < 4, les di��erents mod�eles sont pratiquement 
onfondus ave

la 
ourbe asymptotique d'�equation Pr:z+. Dans la zone interm�ediaire ou zone tampon, seuls
deux mod�eles se distinguent tr�es nettement des autres : les mod�eles de IVM et EVM. Cette
di��eren
e est ampli��ee dans les zones logarithmique et 
entrale. La droite asymptotique dans
la r�egion logarithmique est fournie par la relation [48℄ :

�
+ � 2; 12 ln

�
z+

�
+ 14; 08 (II.4.7)

Tout 
omme dans le 
as Pr = 0; 71, le mod�ele IVM a tendan
e �a sur�evaluer le 
ux de 
haleur
�a la paroi. Cette sur�evaluation du 
ux de 
haleur entrâ�ne alors une surestimation de la valeur
de la temp�erature de frottement, d'o�u le niveau assez bas de la 
ourbe �a l'ext�erieur de la zone
de 
ondu
tion thermique. En 
e qui 
on
erne le mod�ele EVM, il a tendan
e �a sous-�evaluer
le 
ux de 
haleur �a la paroi, 
e qui, de mani�ere 
onsistante, entrâ�ne une sur�evaluation de
la temp�erature moyenne. En revan
he, les autres 
as trait�es dans le 
adre de 
ette �etude
( MSM, HSDBD, HSDB, Sdyn et DNS
 ) sont assez satisfaisants : le 
as MSM formant la
borne inf�erieure de l'enveloppe, le 
as DNS
 la borne sup�erieure ( en ex
luant les 
as IVM
et EVM )

4.2.4 E�et du maillage sur le 
hamp moyen

Pour le 
as Pr = 0; 10 , l'appauvrissement du maillage n'a que peu d'e�ets sur les r�esultats
portant sur le 
hamp de temp�erature moyen ( �gure II.4.4 ). Ainsi, le pro�l asymptotique
dans la zone de 
ondu
tion thermique est toujours aussi bien retrouv�e et 
e quelque soit
le mod�ele 
onsid�er�e. Seul le mod�ele IVM a peut être un 
omportement un peu moins bon
en �n de zone de 
ondu
tion thermique et au del�a. L'erreur relative par rapport au 
entre
du 
anal est l�eg�erement plus basse variant de �6; 4% �a �12; 5%. Le fait est que pour un
faible nombre de Prandtl le maillage grossier 
orrespond �a une r�esolution assez bonne pour
une simulation des grandes �e
helles, 
e qui peut expliquer en partie 
es bons r�esultats sur

ette quantit�e moyenne. Ce r�esultat a d�ej�a �et�e observ�e dans le 
hapitre pr�e
�edent en 
e qui

on
erne la partie dynamique.

La �gure (II.4.6) pr�esente le pro�l de temp�erature pour le 
as Pr = 0; 71 adimensionn�e
par la temp�erature de frottement sur le maillage B. Tout 
omme le 
as pr�e
�edent, les
di��erents mod�eles pour le 
ux de 
haleur dans la zone de 
ondu
tion thermique ont un

omportement tr�es satisfaisant : il n'y pas de di��eren
e notable sur la 
ourbe asymptotique

�
+
= Pr:z+ entre les di��erents mod�eles. �A l'ext�erieur de 
ette zone, les di��eren
es sont plus

a

entu�ees. Le mod�ele IVM fournit des r�esultats toujours trop bas : l'erreur relative au 
entre
est de l'ordre de �23%. Quant au mod�ele �a nombre de Prandtl sous-maille 
onstant ( MSM ),



on observe qu'il est assez pro
he de la droite asymptotique dans la zone logarithmique. Les
autres mod�eles sont l�eg�erement au-dessus de 
ette droite mais plus pro
he de la 
ourbe issue
des 
al
uls de Kawamura [53℄. Le 
as sans-mod�ele ( DNS
 ) fournit la borne sup�erieure.

Pour le 
as Pr = 2; 00, la zone de 
ondu
tion thermique est en
ore une fois bien 
apt�ee

puisque tous les 
as sont pratiquement 
onfondus ave
 la 
ourbe �
+
= Pr:z+. Seul le mod�ele

IVM semble se d�eta
her beau
oup plus rapidement. Dans les zones logarithmique et 
entrale,
les di��eren
es entre les mod�eles sont beau
oup plus a

entu�ees : la borne inf�erieure est tou-
jours fournie par le 
as IVM et la borne sup�erieure, par le 
as DNS
. Les mod�eles IVM et
EVM sont assez peu tou
h�es par 
e 
hangement de maillage. En e�et, l'erreur relative 
om-
mise sur la valeur au 
entre reste relativement 
onstante 
ontrairement aux autres mod�eles.



1 10 100
Z+

0

1

2

3

4

5

6

<
T

>
/T

_w
MSM
HSDBD
HSDB
S_dyn
EVM
IVM
DNSc
Kawamura et al.
Pr.Z+
Kader

Fig. II.4.3: Pro�l statistique moyen de la temp�erature r�esolue dans le 
as A=010 adimen-
sionn�e par la temp�erature de frottement.
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Fig. II.4.4: Pro�l statistique moyen de la temp�erature r�esolue dans le 
as B=010 adimen-
sionn�e par la temp�erature de frottement.
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Fig. II.4.5: Pro�l statistique moyen de la temp�erature r�esolue dans le 
as A=071 adimen-
sionn�e par la temp�erature de frottement.
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Fig. II.4.6: Pro�l statistique moyen de la temp�erature r�esolue dans le 
as B=071 adimen-
sionn�e par la temp�erature de frottement.
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Fig. II.4.7: Pro�l statistique moyen de la temp�erature r�esolue dans le 
as A=200 adimen-
sionn�e par la temp�erature de frottement.
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Fig. II.4.8: Pro�l statistique moyen de la temp�erature r�esolue dans le 
as B=200 adimen-
sionn�e par la temp�erature de frottement.



4.3 Validation des 
hamps 
u
tuants

Les trois paragraphes suivants pr�esentent la 
omparaison des r�esultats obtenus pour
les six mod�eles de 
ux de 
haleur sous-maille test�es par rapport aux quantit�es 
u
tuantes

habituellement pr�esent�ees : l'�e
art type de la temp�erature not�e �rms =
p
< �

0
�

0
>, les


ux de 
haleur longitudinal et normal not�es respe
tivement < U
0
�

0
> et < W

0
�

0
>. Les


u
tuations turbulentes fournies par les simulations dire
tes sont utilis�ees 
omme indi
ation
et non 
omme r�ef�eren
e. En e�et, puisque toutes les �e
helles sont pratiquement r�esolues dans
le 
as des simulations dire
tes, 
es 
u
tuations turbulentes n'ont pas stri
tement la même
signi�
ation �a moins d'employer une te
hnique de �ltrage des donn�ees issues des 
al
uls
dire
ts ou de d�e�ltrage des r�esultats issus des simulations des grandes �e
helles. Dans les
deux 
as de �gure, 
ela n�e
essite la 
onnaissan
e du �ltre asso
i�e aux simulations des grandes
�e
helles e�e
tu�ees, 
e qui n'est pas possible. Pour une 
omparaison entre mod�eles, les pro�ls
statistiques sont adimensionn�es par la temp�erature moyenne �m et la vitesse moyenne Um

( voir �equation (II.2.31) et (II.2.24) ). Ces deux grandeurs sont 
onstantes pour une valeur
des nombres de Reynolds et Prandtl �x�es. Cet adimensionnement permet de s'a�ran
hir des
erreurs li�ees �a la temp�erature de frottement fournie par 
ha
un des mod�eles.

4.3.1 �E
art type de la temp�erature

Les �gures II.4.10 �a II.4.15 repr�esentent les pro�ls de l'�e
art type de la temp�erature adi-
mensionn�es par la temp�erature moyenne en fon
tion de la distan
e �a la paroi exprim�ee en
unit�es de paroi pour les trois valeurs du nombre de Prandtl et sur les deux maillages.

La premi�ere �gure ( �g. II.4.10 ) 
orrespond au 
as A=010. D'un point vue globale, tous
les mod�eles ont tendan
e �a sur�evaluer 
ette quantit�e �rms. Dans la zone de 
ondu
tion ther-
mique, les di��erentes 
ourbes fournies par 
ha
un des mod�eles sont au-dessus des r�esultats
issus des simulations dire
tes, mais restent tr�es group�ees. Des di��eren
es notables appa-
raissent �a partir de z+ = 20 . La lo
alisation du pi
 est bien 
apt�ee ( autour de z+ = 50 )
par tous les mod�eles y 
ompris le 
as DNS
. La di��eren
e majeure r�eside dans la valeur de
l'intensit�e de 
e pi
. Ainsi, les deux mod�eles HSDBD et HSDB fournissent les valeurs les
plus pro
hes des r�esultats de Kawamura et al., alors que le 
as sans mod�ele fournit la valeur
la plus �elev�ee.

Les r�esultats 
on
ernant le 
as A=071 sont donn�es par la �gure II.4.12. Dans la zone
de 
ondu
tion thermique, tous les mod�eles de 
ux de 
haleur sous-maille fournissent des
r�esultats tr�es satisfaisants : leur 
omportement est pratiquement 
onfondu dans 
ette r�egion
( z+ < 5 ). Le 
al
ul dire
t de Kawamura et al. pr�edit le pi
 de 
u
tuation au voisinage
de z+ = 20 , 
e r�esultat est tr�es bien retrouv�e par tous les mod�eles, seule l'intensit�e du pi

di��ere. En e�et, les deux mod�eles 
ombin�es ( HSDBD et HSDB ) et le mod�ele �a nombre de
Prandtl sous-maille 
onstant ( MSM ) sont tr�es pro
hes de la valeur indi
ative fournie par
le 
al
ul dire
t. En revan
he, 
'est le 
as sans mod�ele ( DNS
 ) qui donne la moins bonne
pr�edi
tion.



La �gure II.4.14 
orrespond aux r�esultats obtenus pour le 
as A=200. Pour 
ette valeur
du nombre de Prandtl, il n'a pas �et�e possible d'obtenir de r�esultats issus de 
al
uls dire
ts

omme auparavant. Dans la zone pro
he paroi, l�a en
ore, tous les mod�eles ont un 
omporte-
ment identique. Le pi
 d'intensit�e est 
ette fois lo
alis�e au voisinage de z+ = 10, 
e qui parâ�t

onsistant ave
 deux autres valeurs du nombre de Prandtl trait�ees dans les deux paragraphes
pr�e
�edents. En e�et, l'augmentation du nombre de Prandtl d�e
ale le pi
 de 
u
tuation vers
la paroi. Seul le mod�ele IVM pr�edit un pi
 d�e
al�e autour de z+ = 20. En 
e qui 
on
erne
l'intensit�e de 
e pi
, le 
as sans mod�ele fournit l'intensit�e la plus �elev�ee alors que le mod�ele
�a Prandtl sous-maille 
onstant ( MSM ), la moins �elev�ee.

En 
omparant les r�esultats obtenus pour les di��erentes valeurs du nombre de Prandtl, le

as sans mod�ele 
onstitue l'enveloppe sup�erieure dans tous les 
as. Cette remarque montre
que l'utilisation d'un mod�ele sous-maille pour le 
ux de 
haleur am�eliore les r�esultats pour

ette quantit�e 
u
tuante alors que le ph�enom�ene inverse est observ�e pour le 
hamp de
temp�erature moyen ( voir paragraphe 4.2 ). Il est important de noter que l'utilisation d'un
des mod�eles sous-maille test�es même dans un 
as o�u le maillage est suÆsamment �n pour
s'en passer ( 
as A=010 ) ne d�et�eriore pas les r�esultats sur 
et �e
art type de temp�erature.

E�et du maillage

L'e�et du maillage sur les r�esultats est �etudi�e en 
omparant les 
ourbes II.4.10, II.4.12 et
II.4.14 ( maillage A ) ave
 les 
ourbes II.4.11, II.4.13 et II.4.15. Le premier e�et per
eptible
de l'appauvrissement du maillage dans les dire
tion X et Y est le d�e
alage du pi
 vers le

entre du 
anal. Ce d�e
alage est ampli��e ave
 l'augmentation du nombre de Prandtl. Les

as sans mod�ele ( DNS
 ) et mod�ele IVM fournissent les d�e
alages les plus importants. En

e qui 
on
erne l'intensit�e du pi
, le passage du maillage A au maillage B entrâ�ne une
augmentation de l'intensit�e du pi
. Le même type de sur�evaluation a d�ej�a �et�e 
onstat�ee pour
la quantit�e U rms dans la partie dynamique des r�esultats.

4.3.2 Flux de 
haleur longitudinal

Les �gures II.4.16 �a II.4.21 repr�esentent les r�esultats obtenus pour les trois valeurs du
nombre de Prandtl sur les deux maillages pour le 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement.
Toutes les 
ourbes sont adimensionn�ees par un 
ux de 
haleur moyen d�e�ni 
omme le pro-
duit Um�m.

La �gure II.4.16 pr�esente les r�esultats obtenus pour le 
as A=010. Le 
omportement de
tous les mod�eles dans la zone pro
he paroi est relativement identique et 
e jusqu'�a z+ = 10
sauf peut-être pour le mod�ele IVM. La lo
alisation du pi
 est 
ette fois-
i tr�es bien �evalu�ee
si l'on 
ompare ave
 le 
al
ul de Kawamura et al. [53℄ : il se situe au voisinage de z+ = 30.
En 
e qui 
on
erne l'intensit�e de 
e dernier, tous les mod�eles ont tendan
e �a sur�evaluer sa



valeur, le 
as sans mod�ele donnant la valeur la plus haute.

Dans le 
as A=071 ( �g. II.4.18 ), l�a en
ore, les mod�eles test�es ont un 
omportement
assez pro
he de 
elui de la 
ourbe issue des 
al
uls dire
ts dans la zone de 
ondu
tion ther-
mique. La lo
alisation du pi
 fournie par tous les mod�eles sauf le mod�ele IVM est situ�ee aux
alentours de z+ = 14, 
e qui est en tr�es bon a

ord ave
 la simulation dire
te. En e�et, le
mod�ele IVM situe le pi
 autour de z+ = 20 
ontrairement �a tous les autres mod�eles. Quant
�a la pr�edi
tion de l'intensit�e, les mod�eles donnent des r�esultats l�eg�erement plus �elev�es que
le 
al
ul de r�ef�eren
e. Le 
as sans mod�ele fournit alors l'intensit�e la plus grande, tandis que
les mod�eles 
ombin�es et �a Prandtl sous-maille 
onduisent �a l'intensit�e la plus pro
he de la
r�ef�eren
e.

La �gure II.4.20 
on
erne le 
as A=200. Les mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille
utilis�es fournissent des r�esultats tr�es satisfaisants et identiques dans la zone de 
ondu
tion
thermique. Les di��eren
es sont a

entu�ees �a l'ext�erieur de 
ette zone, 
'est �a dire au-del�a de
z+ = 4. Seul le mod�ele IVM pr�edit une lo
alisation du pi
 l�eg�erement d�e
al�ee vers le 
entre
du 
anal : autour de z+ = 15 
ontre z+ = 11 pour tous les autres 
as. En terme d'intensit�e,

'est le 
as sans mod�ele qui donne la plus forte valeur du pi
 ( 3; 15:10�2 ) alors que les
autres mod�eles pr�edisent des valeurs tr�es voisines ( de l'ordre de 2; 85:10�2 ).

La 
omparaison des r�esultats obtenus pour 
es trois valeurs du nombre de Prandtl

on�rme que le 
as sans mod�ele fournit des r�esultats moins satisfaisants sur 
ette quan-
tit�e 
u
tuante que les mod�eles 
ombin�es et �a Prandtl sous-maille 
onstant. La sur�evaluation
syst�ematique de 
ette quantit�e, même pour de faibles valeurs du nombre de Prandtl provient

ertainement du fait que la quantit�e U rms soit elle-aussi surestim�ee.

E�et du maillage

La 
omparaison entre les r�esultats obtenus sur le maillage A et sur le maillage B montre
une nette d�egradation des r�esultats lors du 
hangement de r�esolution, tant au niveau de la
lo
alisation du pi
 que de son intensit�e. De fa�
on 
onsistante, la d�egradation est en
ore plus
�evidente ave
 l'augmentation du nombre de Prandtl.

4.3.3 Flux de 
haleur normal

La �gure II.4.22 repr�esente le 
ux de 
haleur normal adimensionn�e par le 
ux de 
ha-
leur moyen Um�m pour un nombre de Prandtl valant 0; 10 sur le maillage A. Dans la zone
de 
ondu
tion thermique, tous les mod�eles test�es fournissent les mêmes r�esultats, qui sont
d'ailleurs en tr�es bon a

ord ave
 
eux de Kawamura et al.. �A l'ext�erieur de 
ette zone, les
mod�eles ont des 
omportements di��erents. Dans tous les 
as de �gure, la lo
alisation du pi

pour le 
ux de 
haleur normal est pr�edite autour de z+ = 50 en a

ord ave
 le 
al
ul dire
t.
Les di��eren
es qui apparaissent entre les divers mod�eles utilis�es proviennent de la valeur du
pi
. Ainsi, le 
as sans mod�ele ( DNS
 ) et le mod�ele dynamique donnent les valeurs les plus



hautes tandis que les mod�eles hybrides, les valeurs les plus basses.

Le 
as Pr = 0; 71 
orrespond �a la �gure II.4.24. L'augmentation du nombre de Prandtl
n'a pas 
hang�e le 
omportement pro
he paroi des r�esultats pour le 
ux de 
haleur normal qui
sont satisfaisants si on les 
ompare ave
 les r�esulats issus du 
al
ul dire
t. En dehors de la
zone de 
ondu
tion thermique, le pi
 est en
ore 
orre
tement pr�edit par tous les mod�eles : au-
tour de z+ = 30. Contrairement au 
as Pr = 0; 10 o�u tous les mod�eles surestimaient sa valeur
en 
omparaison des r�esultats issus du 
al
ul dire
t, on observe que les mod�eles hybrides ont
tendan
e 
ette fois-
i �a sous-�evaluer l�eg�erement la valeur de 
e pi
, le mod�ele IVM donnant
la valeur la plus haute.

La �gure II.4.26 illustre les r�esultats obtenus dans le 
as Pr = 2; 00 sur le maillage �n.
De mani�ere similaire, les mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille fournissent des r�esultats
assez pro
hes les uns des autres dans la zone de 
ondu
tion ( z+ < 4 ). �A l'ext�erieur de

ette zone, les mod�eles ont des 
omportements tr�es di��erents mais lo
alisent le pi
 autour
de z+ = 20 � 30 en a

ord ave
 Kawamura [52℄ qui situe le maximum du 
ux de 
haleur
normal dans 
ette zone pour des valeurs du nombre de Prandtl sup�erieures �a 0; 2 . La valeur
du pi
 est estim�ee de fa�
on empirique et vaut approximativement 2; 24:10�3. La tendan
e �a
surestimer la valeur du pi
 ave
 l'augmentation du nombre de Prandtl se 
on�rme.

Les r�esultats pr�esent�es sur le 
as �n pour le 
ux de 
haleur normal montrent que l'aug-
mentation du nombre de Prandtl entrâ�ne un d�e
alage du pi
 vers la paroi ainsi qu'une
diminution de la valeur de 
e pi
, 
e qui est en 
on
ordan
e ave
 Kawamura [52℄.

E�et du maillage

L'e�et du maillage sur les r�esultats pour le 
ux de 
haleur normal peut être observ�e
en 
omparant les �gures II.4.22 �a II.4.26 aux �gures II.4.23 �a II.4.27 qui 
on
ernent le 
as
grossier. L'appauvrissement du maillage a deux e�ets sur les r�esultats : le premier e�et est un
d�e
alage du pi
 vers le 
entre du 
anal; le deuxi�eme e�et est une diminution de l'intensit�e du
pi
, 
ependant l'ordre de 
es amplitudes est 
onserv�e dans tous les 
as sauf pour le mod�ele
IVM.

4.3.4 Comportement pro
he paroi

L'adimensionnement par les grandeurs moyennes ( vitesse d�ebitante et temp�erature moyenne
) permet la 
omparaison entre les di��erents mod�eles. Il est 
ependant int�eressant de v�eri�er
le 
omportement de 
es derniers au voisinage de la paroi par rapport �a des lois empiriques
qui d�e�nissent le pro�l asymptotique des 
hamps statistiques. Ces lois empiriques sont va-
lables lorsque les statistiques sont adimensionn�ees par les grandeurs 
ara
t�eristiques de la
sous-
ou
he visqueuse et de la zone de 
ondu
tion thermique ( vitesse et temp�erature de
frottement ). Le tableau II.4.9 pr�esente les 
ourbes asymptotes �a la varian
e de temp�erature,
les 
ux de 
haleur turbulents longitudinal et normal [52℄.
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Fig. II.4.9: Comportement asymptotique au voisinage de la paroi.

Par sou
i de 
on
ision, on ne pr�esentera que les 
ourbes 
on
ernant le 
as B/200 pour
les trois grandeurs statistiques pr�e
it�ees. Ce 
hoix est motiv�e par le fait que nous n'avons
au
une 
omparaison pour 
e 
as Pr = 2; 00. Les �gures II.4.28, II.4.29 et II.4.30 pr�esentent
respe
tivement la varian
e de temp�erature, les 
ux de 
haleur turbulents longitudinal et
normal. De mani�ere g�en�erale, la 
omparaison au voisinage de la paroi pour 
es trois quantit�es
est tr�es satisfaisante. Le mod�ele IVM fournit les r�esultats les moins bons alors que les mod�eles
hybrides semblent être les plus pro
hes des 
ourbes asymptotiques.
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Fig. II.4.10: Pro�l moyen de l'�e
art type de la temp�erature r�esolue dans le 
as A=010 adi-
mensionn�e par la temp�erature moyenne.
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Fig. II.4.11: Pro�l moyen de l'�e
art type de la temp�erature r�esolue dans le 
as B=010 adi-
mensionn�e par la temp�erature moyenne.
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Fig. II.4.12: Pro�l moyen de l'�e
art type de la temp�erature r�esolue dans le 
as A=071 adi-
mensionn�e par la temp�erature moyenne.
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Fig. II.4.13: Pro�l moyen de l'�e
art type de la temp�erature r�esolue dans le 
as B=071 adi-
mensionn�e par la temp�erature moyenne.
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Fig. II.4.14: Pro�l moyen de l'�e
art type de la temp�erature r�esolue dans le 
as A=200 adi-
mensionn�e par la temp�erature moyenne.

1 10 100
Z+

0

0.1

0.2

0.3

T
_r

m
s/

T
_b

MSM
HSDBD
HSDB
S_dyn
EVM
IVM
DNSc

Fig. II.4.15: Pro�l moyen de l'�e
art type de la temp�erature r�esolue dans le 
as B=200 adi-
mensionn�e par la temp�erature moyenne.
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Fig. II.4.16: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement dans le 
as A=010
adimensionn�e par le 
ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.17: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement dans le 
as B=010
adimensionn�e par le 
ux de 
haleur moyen.



1 10 100
Z+

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

<
u’

T
’>

/q
_b

MSM
HSDBD
HSDB
S_dyn
EVM
IVM
DNSc
Kawamura et al.

Fig. II.4.18: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement dans le 
as A=071
adimensionn�e par le 
ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.19: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement dans le 
as B=071
adimensionn�e par le 
ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.20: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement dans le 
as A=200
adimensionn�e par le 
ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.21: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur dans le sens de l'�e
oulement dans le 
as B=200
adimensionn�e par le 
ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.22: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as A=010 adimensionn�e par le

ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.23: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as B=010 adimensionn�e par le

ux de 
haleur moyen.



1 10 100
Z+

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

−
<

w
’T

’>
/q

_b
MSM
HSDBD
HSDB
S_dyn
EVM
IVM
DNSc
Kawamura et al.

Fig. II.4.24: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as A=071 adimensionn�e par le

ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.25: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as B=071 adimensionn�e par le

ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.26: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as A=200 adimensionn�e par le

ux de 
haleur moyen.
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Fig. II.4.27: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as B=200 adimensionn�e par le

ux de 
haleur moyen.



1 10 100
Z+

0

1

2

3

4

5

6

7

8

T
_r

m
s/

T
_w

MSM
HSDBD
HSDB
S_dyn
EVM
IVM
DNSc
0,38.Pr.Z+

Fig. II.4.28: Pro�l moyen de la varian
e de temp�erature dans le 
as B=200 adimensionn�e
par le 
ux de 
haleur �a la paroi.
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Fig. II.4.29: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as B=200 adimensionn�e par le

ux de 
haleur �a la paroi.
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Fig. II.4.30: Pro�l moyen du 
ux de 
haleur normal dans le 
as B=200 adimensionn�e par le

ux de 
haleur �a la paroi.

4.4 Analyse des mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-

maille

Dans le but d'�etudier de fa�
on plus pr�e
ise le 
omportement des di��erents mod�eles test�es
pour les trois valeurs du nombre de Prandtl sur les deux maillages, on est amen�e �a examiner
de nouvelles quantit�es 
omme la dissipation asso
i�ee aux mod�eles pour le 
ux de 
haleur
sous-maille d�e�nie par :

"� = ���j ��
�xj

(II.4.8)

4.4.1 Dissipation �
kienne et non �
kienne

Un premier moyen pour analyser le 
omportement de 
ha
un des mod�eles pour le 
ux de

haleur sous-maille est de s�eparer la dissipation en deux 
ontributions : l'une provenant de
la partie �
kienne du mod�ele not�ee "F� et l'autre issue de la partie non �
kienne not�ee "NF

�

( la notion de mod�ele �
kien et non �
kien a �et�e introduite dans le 
hapitre 3 de la partie



I ). En utilisant la relation (II.4.1), 
es deux 
ontributions sont alors d�e�nies par :

"F� = �sm
��

�xj

��

�xj
(II.4.9)

"NF
� = �F�j

��

�xj
(II.4.10)

Les �gures II.4.31 �a II.4.36 fournissent les r�esultats des pro�ls moyens des dissipations "F� et
"NF
� sur le maillage A, pour les trois valeurs du nombre de Prandtl.

Comportement pro
he paroi

Les valeurs des dissipations asso
i�ees aux parties �
kienne et non �
kienne des mod�eles
pour le 
ux de 
haleur test�es sont n�egligeables voire nulles dans la zone de 
ondu
tion
thermique pour tous les mod�eles mis �a part le 
as IVM. Ce
i indique que les mod�eles sont
alors 
apables de d�ete
ter la pr�esen
e de 
ette zone de 
ondu
tion thermique dans laquelle
le mod�ele n'est pas n�e
essaire.

En 
e qui 
on
erne le mod�ele IVM, 
elui-
i fournit une dissipation �a la paroi qui est assez
importante quelque soit le nombre de Prandtl 
onsid�er�e. Cette observation peut expliquer en
grande partie les r�esultats peu satisfaisants fournis par le mod�ele IVM. Ainsi 
e mod�ele sous-
estime syst�ematiquement le pro�l de temp�erature moyenne adimensionn�e par la temp�erature
de frottement. On rappelle que le mod�ele IVM s'�e
rit sous la forme :

�
�
CT

t?
Æik +

�Ui
�xk

�
��k = �il

�T

�xl
(II.4.11)

Dans le 
adre de 
ette �etude, la mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille est donn�ee
par un mod�ele �a vis
osit�e sous-maille. Par 
ons�equent, le mod�ele IVM devient :

�
�
CT

t?
Æik +

�Ui
�xk

�
��k = �2�smDil

�T

�xl
(II.4.12)

Au voisinage de la paroi, on obtient les simpli�
ations suivantes :

2Dil

�T

�xl
�! �U1

�x3

�T

�x3
(II.4.13)�

CT

t?
Æik +

�Ui
�xk

�
��k �! �U1

�x3
��3 (II.4.14)

Par 
ons�equent, au voisinage de la paroi, le 
ux de 
haleur sous-maille dans la dire
tion
normale �a la paroi est pr�epond�erant et s'�e
rit :

��3 �! �sm
�T

�x3
(II.4.15)



En utilisant 
e 
omportement asymptotique, il est possible d'en d�eduire le 
omportement
asymptotique de la dissipation asso
i�ee au mod�ele IVM :

"NF� �! �sm
�T

�x3

�T

�x3
(II.4.16)

De fa�
on 
onsistante, la dissipation "NF� �a la paroi asso
i�ee au mod�ele IVM 
rô�t bien ave

le nombre de Prandtl. En e�et, l'augmentation du nombre de Prandtl a pour 
ons�equen
e
l'augmentation du gradient de temp�erature �a la paroi, et par l�a même, l'augmentation de son

arr�e s
alaire. Cela signi�e aussi que la vis
osit�e sous-maille �sm ne tend pas assez vite vers
z�ero. L'am�elioration des r�esultats pour le mod�ele IVM peut don
 être obtenue en modi�ant la
fon
tion de s�ele
tion agissant par l'interm�ediaire de la vis
osit�e sous-maille �sm : il suÆt alors
d'augmenter la puissan
e n asso
i�ee �a la fon
tion r(�)( voir relation (I.2.69) et (I.2.70) ).
Dans le paragraphe 3.3.2, le même type de probl�eme a �et�e ren
ontr�e ave
 le mod�ele de
Smagorinsky s�ele
tif.

Extrema des dissipations "F� et "NF�

Sur la quantit�e "F� , les mod�eles MSM, Sdyn et HSDB admettent un maximum 
ommun
positif qui se d�e
ale vers la paroi �a mesure que le nombre de Prandtl augmente. Ce maximum
est situ�e approximativement dans la zone tampon qui d�epend du nombre de Prandtl. En
revan
he, le mod�ele EVM fournit un maximum l�eg�erement plus pr�es de la paroi que les
mod�eles 
it�es pr�e
�edemment.

Le mod�ele HSDBD fournit des valeurs n�egatives pour 
ette dissipation "F� dans 
ette
même zone tampon. Ces valeurs n�egatives de la dissipation "F� indique un transfert des
�e
helles sous-maille vers les �e
helles r�esolues ( "ba
ks
atter" ). C'est l'utilisation de la
pro
�edure dynamique pour les deux 
onstantes du mod�ele 
ombin�e qui semble être �a l'ori-
gine de 
e ph�enom�ene puisqu'au
une valeur n�egative n'est obtenue sur les mod�eles HSDB et
Sdyn. Malgr�e 
es valeurs n�egatives pour la quantit�e "F� , la dissipation totale 
orrespondant
�a la somme des 
ontributions �
kienne et non �
kienne pour 
e mod�ele reste positive.

En 
omparant les amplitudes des parties �
kienne et non �
kienne de la dissipation as-
so
i�ee aux deux mod�eles 
ombin�es dynamiques ( HSDBD et HSDB ), on remarque que
l'amplitude de la dissipation non �
kienne "NF� est plus grande que l'amplitude de la dissipa-
tion �
kienne "F� . Autrement dit, la dissipation asso
i�ee �a l'extension du mod�ele de similarit�es
d'�e
helles est plus grande que la dissipation asso
i�ee �a l'extension du mod�ele de Smagorinsky.
Ce r�esultat est assez �etonnant dans la mesure o�u sur la quantit�e de mouvement, le mod�ele
de similarit�es d'�e
helles est 
onnu pour être peu dissipatif et instable lorsqu'il est employ�e
seul.

D'un point de vue globale, 
es �gures montrent que l'augmentation du nombre de Prandtl
entrâ�ne, et 
e de fa�
on 
onsistante, une augmentation du niveau des dissipations "F� et "NF�
introduit par les mod�eles sous-maille. Cette observation est en a

ord ave
 l'id�ee que le
mod�ele pour le 
ux de 
haleur sous-maille agit plus �a Prandtl �elev�e qu'�a faible Prandtl.



En e�et, dans le 
hapitre 
on
ernant la partie dynamique, l'augmentation du nombre de
Reynolds induisait le même 
omportement.

E�et du maillage

Le prin
ipal e�et de l'appauvrissement du maillage r�eside dans le d�e
alage des extrema
pour les quantit�es "F� et "NF� vers le 
entre du 
anal. Ce d�e
alage a d�ej�a �et�e observ�e sur
toutes les grandeurs 
u
tuantes pr�esent�ees dans les paragraphes pr�e
�edents. Le mod�ele IVM

onserve un 
omportement atypique au voisinage de la paroi par 
omparaison ave
 les autres
mod�eles. Les niveaux de dissipation des mod�eles utilisant la pro
�edure dynamique ( Sdyn,
HSDBD et HSDB ) semblent moins �elev�es dans le maillage A que dans le maillage B alors
que l'on s'attend �a un ph�enom�ene inverse. Les autres mod�eles ( MSM, EVM et IVM )
fournissent d'ailleurs des niveaux plus �elev�es lors du passage du maillage A au maillage B.
En e�et, dans la partie dynamique, il s'est av�er�e que le 
hangement de maillage entrâ�nait
syst�ematiquement une augmentation de la dissipation sous-maille. Cette augmentation de
la dissipation asso
i�ee au mod�ele sous-maille au voisinage de la paroi est 
oh�erente dans la
mesure o�u les mod�eles font intervenir une longueur 
ara
t�eristique qui 
orrespond �a la ra
ine

ubique du volume de la maille. Ainsi, lors du passage du maillage A vers le maillage B, 
e
volume augmente, et don
 la dissipation.

4.4.2 Autre d�e
omposition de la dissipation

Par analogie ave
 la partie dynamique, il est possible de d�e
omposer 
ette même dissi-
pation sous-maille 
omme la somme de deux nouvelles 
ontributions �a la mani�ere de 
elle
propos�ee par [45℄ [44℄ d�e�nie par :

"� = "MG
� + "FG� (II.4.17)

"MG
� = �h��ji

�
��

�xj

�
(II.4.18)

"FG� = �
*
�"�j

�
��

�xj

�"+
(II.4.19)

o�u la partie 
u
tuante de la variable muette � est d�e�nie �" = � � h�i. La quantit�e "MG
�


orrespond �a la dissipation asso
i�ee au gradient de temp�erature moyen, tandis que la quantit�e
"FG� s'identi�e �a la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant. Les �gures II.4.43 �a II.4.54
pr�esentent les r�esultats obtenus pour 
es deux quantit�es "MG

� et "FG� pour les trois valeurs
du nombre de Prandtl sur les deux maillages.

Dissipation asso
i�ee au gradient de temp�erature

La dissipation asso
i�ee au gradient de temp�erature moyen not�ee "MG
� est pratiquement

nulle dans la zone 
entrale du 
anal pour tous les mod�eles, en a

ord ave
 le fait que le 
hamp
de temp�erature moyen au 
entre du 
anal est quasiment uniforme : le gradient de temp�erature



moyenne est alors nul. Des di��eren
es sont tout de même �a noter en 
omparant les mod�eles

ombin�es dynamiques ( HSDB et HSDBD ) aux autres. Ces deux mod�eles fournissent une
lo
alisation di��erente du pi
 par rapport aux mod�eles MSM ou Sdyn par exemple. Ces
di��eren
es de lo
alisation des pi
s tendent �a disparâ�tre ave
 l'augmentation de la valeur
du nombre de Prandtl 
omme le montrent les �gures II.4.43 et II.4.47. Le mod�ele EVM
situe le pi
 d�e
al�e vers la paroi par rapport aux mod�eles MSM ou Sdyn, �e
art qui augmente
l�eg�erement ave
 le nombre de Prandtl. Au voisinage de la paroi, dans la zone de 
ondu
tion
thermique, seul le mod�ele IVM donne des valeurs jug�ees trop �elev�ees qui sont 
ertainement
la 
ause des r�esultats peu satisfaisants fournis par 
e dernier. L'analyse pro
he paroi du
mod�ele IVM e�e
tu�ee dans le paragraphe 4.4.1 explique 
e 
omportement. Tous les mod�eles
induisent des valeurs stri
tement positives de 
ette quantit�e "MG� .

Dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant

En 
e qui 
on
erne la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant not�ee "FG� , le 
omportement
du mod�ele d'�e
helles mixtes s�ele
tif est retrouv�e �a travers le mod�ele �a Prandtl sous-maille
MSM. En e�et, dans la partie dynamique, seules les versions s�ele
tives des mod�eles pour
le tenseur de Reynolds sous-maille [95℄ sont 
apables de pr�edire un transfert d'�energie des
�e
helles sous-maille vers les �e
helles r�esolues. Ainsi, seuls les mod�eles MSM et IVM fournissent
des valeurs n�egatives de 
ette dissipation, traduisant alors un transfert d'�energie des petites
�e
helles vers les plus grandes. Ces valeurs n�egatives sont tr�es marqu�ees sur le maillage B.
Cependant, la dissipation totale reste positive. Cette zone de transfert inverse varie suivant
le nombre de Prandtl et est lo
alis�ee dans la zone tampon. La pro
�edure dynamique utilis�ee
dans les mod�eles Sdyn, HSDB et HSDBD ainsi que le mod�ele EVM ne permettent pas de
retrouver 
e 
omportement.

E�et du maillage

L'appauvrissement du maillage ne 
hange pas le 
omportement g�en�eral des mod�eles.
En e�et, les mod�eles 
ombin�es fournissent toujours un pi
 d�e
al�e vers le 
entre du 
anal par
rapport aux mod�eles MSM et Sdyn pour la quantit�e "MG� . Ce d�e
alage tend �a disparâ�tre ave

l'augmentation du nombre de Prandtl. Le mod�ele MSM n'est plus le seul �a fournir des valeurs
n�egatives de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant. En e�et, le mod�ele IVM fournit lui
aussi des valeurs n�egatives. Il faut noter que le mod�ele IVM est le seul �a faire intervenir
de fa�
on expli
ite la mod�elisation du tenseur de Reynolds sous-maille par l'interm�ediaire du
se
ond membre ( voir tableau II.4.1 ). Il faut garder �a l'esprit que le mod�ele retenu pour 
e
tenseur de Reynolds sous-maille est le mod�ele d'�e
helles mixtes dans sa version s�ele
tive, 
e
qui peut expliquer la possibilit�e du mod�ele IVM �a fournir des valeurs n�egatives pour "FG� .
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Fig. II.4.31: Pro�l moyen de la partie �
kienne de la dissipation de varian
e de temp�erature
sous-maille dans le 
as A=010.
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Fig. II.4.32: Pro�l moyen de la partie non �
kienne de la dissipation de varian
e de
temp�erature sous-maille dans le 
as A=010.
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Fig. II.4.33: Pro�l moyen de la partie �
kienne de la dissipation de varian
e de temp�erature
sous-maille dans le 
as A=071.
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Fig. II.4.34: Pro�l moyen de la partie non �
kienne de la dissipation de varian
e de
temp�erature sous-maille dans le 
as A=071.
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Fig. II.4.35: Pro�l moyen de la partie �
kienne de la dissipation de varian
e de temp�erature
sous-maille dans le 
as A=200.
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Fig. II.4.36: Pro�l moyen de la partie non �
kienne de la dissipation de varian
e de
temp�erature sous-maille dans le 
as A=200.
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Fig. II.4.37: Pro�l moyen de la partie �
kienne de la dissipation de varian
e de temp�erature
sous-maille dans le 
as B=010.
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Fig. II.4.38: Pro�l moyen de la partie non �
kienne de la dissipation de varian
e de
temp�erature sous-maille dans le 
as B=010.
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Fig. II.4.39: Pro�l moyen de la partie �
kienne de la dissipation de varian
e de temp�erature
sous-maille dans le 
as B=071.
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Fig. II.4.40: Pro�l moyen de la partie non �
kienne de la dissipation de varian
e de
temp�erature sous-maille dans le 
as B=071.
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Fig. II.4.41: Pro�l moyen de la partie �
kienne de la dissipation de varian
e de temp�erature
sous-maille dans le 
as B=200.
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Fig. II.4.42: Pro�l moyen de la partie non �
kienne de la dissipation de varian
e de
temp�erature sous-maille dans le 
as B=200.
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Fig. II.4.43: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au gradient moyen de temp�erature dans
le 
as A=010.
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Fig. II.4.44: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le 
as A=010.
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Fig. II.4.45: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au gradient moyen de temp�erature dans
le 
as A=071.
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Fig. II.4.46: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le 
as A=071.
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Fig. II.4.47: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au gradient moyen de temp�erature dans
le 
as A=200.
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Fig. II.4.48: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le 
as A=200.



1 10 100
Z+

0

0.005

0.01

0.015

<
ep

sT
_M

G
>

/(
q_

b.
T

_b
)

MSM
HSDBD
HSDB
S_dyn
EVM
IVM

Fig. II.4.49: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au gradient moyen de temp�erature dans
le 
as B=010.
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Fig. II.4.50: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le 
as B=010.
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Fig. II.4.51: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au gradient moyen de temp�erature dans
le 
as B=071.
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Fig. II.4.52: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le 
as B=071.
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Fig. II.4.53: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au gradient moyen de temp�erature dans
le 
as B=200.
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Fig. II.4.54: Pro�l moyen de la dissipation asso
i�ee au 
hamp 
u
tuant dans le 
as B=200.



4.5 Analyse du 
hamp instantan�e

Les paragraphes qui suivent pr�esentent des 
oupes des 
hamps de vitesse et de temp�erature
instantan�ees mettant en �eviden
e 
ertains ph�enom�enes physiques tels que les balayages ou les
�eje
tions, mais aussi les stru
tures 
oh�erentes pro
he paroi asso
i�ees au 
hamp dynamique
et thermique. Toutes les �gures pr�esent�ees proviennent du maillage A ave
 le mod�ele MSM.

4.5.1 Comparaison du frottement et du 
ux de 
haleur �a la paroi

Les �gures II.4.60 �a II.4.63 pr�esentent respe
tivement le gradient normal des 
hamps de
vitesse et de temp�erature sur la paroi inf�erieure pour les trois nombres de Prandtl utilis�es lors
des simulations. L'�etude de 
es quatre �gures montrent bien la 
or�elation entre le 
hamp de
temp�erature et le 
hamp de vitesse longitudinale. En e�et, quelque soit la valeur du nombre
de Prandtl, �a un maximum du frottement �a la paroi 
orrespond un maximum de 
ux de

haleur �a la paroi. Plus le nombre de Prandtl est grand, plus les formes des iso-valeurs se
ressemblent. Il est int�eressant de noter le l�eger d�e
alage que l'on peut observer au niveau de
la lo
alisation de 
es maxima. Ce d�e
alage tend �a disparaitre ave
 l'augmentation du nombre
de Prandtl. Ce d�e
alage doit être tr�es 
ertainement asso
i�e aux ph�enom�enes de 
ondu
tion :
les formes sont beau
oup plus di�uses �a Pr = 0; 10 ( voir �gure II.4.61 ) qu'�a Pr = 2; 00 (
voir �gure II.4.63 ).

4.5.2 Mise en �eviden
e de la zone de 
ondu
tion thermique

Les �gures II.4.64 �a II.4.66 pr�esentent une 
oupe transversale des 
hamps de temp�erature
et de vitesse instantan�ees pour les trois valeurs du nombre de Prandtl 
onsid�er�ees dans le

adre de 
ette �etude, ainsi que le gradient normal du 
hamp de temp�erature sur la paroi
inf�erieure. Pour fa
iliter la 
omparaison, les trois 
oupes ont �et�e e�e
tu�ees �a la même po-
sition ( x+ = 0 ) et au même temps de 
al
ul ( et = 1308 ) : en 
ons�equen
e, le 
hamp
dynamique mat�erialis�e par les ve
teurs vitesses sur les trois plan
hes sont rigoureusement
identiques puisque le 
hamp de temp�erature est simplement transport�e par le 
hamp de
vitesse turbulent. Les trois 
hamps de temp�erature sont adimensionn�es par leur valeur maxi-
male respe
tive dans le domaine de 
al
ul �a 
et instant. On rappelle que la 
ondition d'iso
ux
impose une temp�erature nulle �a la paroi qui est symbolis�ee par des iso-valeurs de 
ouleur
bleue au voisinage de 
ette derni�ere, les maxima �etant symbolis�es par des iso-valeurs de 
ou-
leur violette dans la zone 
entrale du 
anal. La hauteur et la largeur du 
anal sont exprim�ees
en unit�es de paroi.

En observant la plan
he II.4.64 qui 
orrespond au 
as Pr = 0; 10, il est possible de
distinguer trois grandes zones. La premi�ere zone de 
ouleur dominante bleue s'�etend ap-
proximativement jusqu'�a z+ ' 10 � 20 : on re
onnâ�t la zone de 
ondu
tion thermique qui
est relativement �epaisse en raison de la faible valeur du nombre de Prandtl dans laquelle
les e�ets mol�e
ulaires dominent le transport du s
alaire. La deuxi�eme zone de 
ouleur verte
s'identi�e �a la zone tampon dans laquelle les e�ets mol�e
ulaires et les e�ets 
onve
tifs sont



du même ordre. La derni�ere zone de 
ouleur rouge/violet 
ontient les zones logarithmique et

entrale : les e�ets 
onve
tifs sont dominants.

Il est possible d'e�e
tuer 
e même d�e
oupage dans les deux autres plan
hes II.4.65 et
II.4.66. De fa�
on 
onsistante, l'augmentation de la valeur du nombre de Prandtl entrâ�ne
la tr�es nette diminution de la zone d'in
uen
e des e�ets de 
ondu
tion thermique. Cette
di��eren
e est 
agrante en 
omparant les �gures II.4.65 et II.4.66 ( respe
tivement Pr = 0; 10
et Pr = 2; 00 ) : dans le dernier 
as, les iso-valeurs bleu/vert ne s'�etendent gu�ere au-del�a de
z+ = 20 .

La 
omparaison des gradients de temp�erature �a la paroi des trois 
oupes est tr�es instru
-
tive. La premi�ere remarque que l'on peut faire, porte sur l'inexisten
e des deux maxima du
gradient de temp�erature �a la paroi ( �gure II.4.64) qui sont pourtant observ�es sur les deux
autres �gures II.4.65 et II.4.66. La raison est, l�a en
ore, �a re
her
her dans le d�e
alage induit
par les e�ets de 
ondu
tion du 
hamp thermique ( voir paragraphe pr�e
�edent ) : il est possible
de v�eri�er 
ela �a partir des �gures II.4.61, II.4.61 et II.4.63 en tra�
ant la droite x+ = 0 ( droite

orrespondant �a la 
oupe transversale e�e
tu�ee ). La droite 
oupe 
es maxima uniquement
dans les 
as Pr = 0; 71 et Pr = 2; 00. En examinant les �gures II.4.65 et II.4.66 au voisinage
des pi
s, il semble que 
es maxima soient dire
tement reli�es au fait que l'�e
oulement se
on-
daire arrive perpendi
ulairement �a la paroi, et don
 asso
i�es aux balayages pr�esent�es dans
le paragraphe 4.5.4. Dans le 
as d'un �e
oulement de mar
he des
endante, le maximum du
gradient de temp�erature est situ�e dans la zone de re
ollement, l�a o�u le 
uide vient impa
ter
perpendi
ulairement la paroi.

4.5.3 Mise en �eviden
e des stru
tures 
oh�erentes

Di��erentes exp�erien
es et simulations ont montr�e qu'il existait au voisinage de la paroi
des stru
tures appel�ees "streaks". Ces stru
tures sont en fait de min
es �lets de 
uide lents
ou rapides �etir�es dans le sens de l'�e
oulement. Pour mettre en �eviden
e la pr�esen
e de 
es
stru
tures dans nos simulations, il est n�e
essaire d'�etudier les 
u
tuations du 
hamp de
vitesse dans la dire
tion prin
ipale de l'�e
oulement : on introduit le 
hamp 
u
tuant not�e U

0

et d�e�nie par :

U
0
(x; y; z; t) = U (x; y; z; t)� 


U
�
XY

(z; t) (II.4.20)

La �gure (II.4.56) 
orrespond aux nappes d'isovaleur de la quantit�e U
0
adimensionn�ee par

la vitesse de frottement. Le 
as pr�esent�e 
orrespond au mod�ele d'�e
helles mixtes s�ele
tif sur
le maillage A, pour Re� = 180. Les isovaleurs n�egatives ( en bleu ) sont assimil�ees aux
zones de 
uide lent, tandis que les isovaleurs positives ( en rouge ), aux zones de 
uide
rapide. L'espa
ement et la longueur des stru
tures semblent 
orre
tes : de l'ordre de 100 et
1000 unit�es de paroi en moyenne. En 
e qui 
on
erne le 
hamp de temp�erature, il existe des
stru
tures similaires �a 
elles observ�ees sur le 
hamp de dynamique. En e�et, le 
hamp de
temp�erature est transport�e par le 
hamp de vitesse turbulent, aussi on s'attend �a observer



des stru
tures assez pro
hes des "streaks". Pour 
ela, il suÆt d'examiner les 
u
tutations de
temp�erature. De mani�ere analogue, on introduit le 
hamp 
u
tuant not�e �

0
et d�e�ni par :

�
0
(x; y; z; t) = � (x; y; z; t)� 


�
�
XY

(z; t) (II.4.21)

Les �gures (II.4.57) �a (II.4.59) 
orrespondent aux nappes d'isovaleur des 
u
tuations de

temp�erature �
0
adimensionn�ee par la temp�erature de frottement sur le maillage A, pour les

trois valeurs du nombre de Prandtl. Les r�esultats pr�esent�es ont �et�e obtenus ave
 le mod�ele
MSM. Les isovaleurs n�egatives ( en bleu ) sont des zones basse temp�erature, alors que
les isovaleurs positives ( en rouge ) sont des r�egions haute temp�erature. La forme de 
es
stru
tures est tr�es d�ependante du nombre de Prandtl 
omme le d�emontre les 
omparaisons
entre la �gure (II.4.57) d'une part, et les �gure (II.4.58) et (II.4.59) d'autre part. Ce
i est
en a

ord ave
 les r�esultats de Kim [55℄ : la longueur de 
orr�elation pour les 
u
tuations de
temp�erature dans la dire
tion transverse reste pratiquement la même pour les 
as Pr = 0; 71
et Pr = 2; 00, alors qu'elle double pour Pr = 0; 10. Un autre ph�enom�ene tr�es int�eressant
est que les stru
tures thermiques sont tr�es bien 
orr�el�ees ave
 les stru
tures dynamiques. En
e�et, en examinant de plus pr�es les �gures (II.4.58) et (II.4.59), on remarque que les zones
basse vitesse sont asso
i�ees �a des zones basse temp�erature tandis que les zones de 
uide
rapide sont asso
i�ees aux r�egions de 
uide 
haud. L'expli
ation est fournie par le fait que le

uide lent qui provient de la paroi froide transporte don
 du 
uide froid, alors que le 
uide
rapide qui provient du 
�ur du 
anal 
haud transporte don
 du 
uide 
haud.

4.5.4 Mis en �eviden
e de balayages et d'�eje
tions

Le 
hamp de temp�erature r�eagissant 
omme un s
alaire passif, il devrait jouer le rôle de
tra
eur en mettant en �eviden
e la pr�esen
e de ph�enom�enes physiques tels que le balayage ou
l'�eje
tion. Dans les 
oupes transversales fournies par les �gures II.4.64 �a II.4.66, le voisinage
du point x+ = 0, y+ = 100 et z+ = 20 semble montrer la pr�esen
e d'un balayage. L'agrandis-
sement de 
ette r�egion est fourni par les �gures II.4.70 �a II.4.72 pour 
ha
une des trois valeurs
du nombre de Prandtl. En e�et, l'observation attentive des ve
teurs vitesses et du 
hamp de
temp�erature indique que du 
uide 
haud provenant du 
entre du 
anal est drain�e violemment
vers la paroi froide. La zone de 
ondu
tion thermique parâ�t litt�eralement �e
ras�ee, surtout
dans les 
as Pr = 0; 71 et Pr = 2; 00 . Pour mettre en �eviden
e 
e type de ph�enom�ene
physique, �a savoir, le balayage et l'�eje
tion, la te
hnique des quadrants [87℄[111℄[114℄ est
en g�en�eral employ�ee. Le 
roquis II.4.55 illustre 
ette te
hnique. Pour 
ela, il est n�e
essaire
d'introduire un 
hamp de vitesse 
u
tuant instantan�e qui 
orrespond au 
hamp de vitesse
instantan�e auquel on retran
he un 
hamp de vitesse moyenn�e par plans ne d�ependant que
de la distan
e �a la paroi. Seules les 
omposantes longitudinale et normale sont utilis�ees :

U
0

= U � 

U
�
XY

(II.4.22)

W
0

= W � 

W

�
XY

(II.4.23)

Les �gures II.4.68 et II.4.69 
on�rment la pr�esen
e d'un balayage au voisinage du point

onsid�er�e. En e�et, sur la paroi inf�erieure, la m�ethode des quadrants indique qu'il y a balayage



si U
0
est positif etW

0
n�egatif. Dans le 
as d'une �eje
tion au voisinage de la paroi inf�erieure, les

quantit�es U
0
et W

0
sont respe
tivement n�egative et positive. L'illustration de 
e ph�enom�ene

d'�eje
tion est donn�ee par les �gures II.4.73 et II.4.74 qui 
orrespondent aux iso-valeurs des

u
tuations instantan�ees. Quant aux �gures II.4.75 �a II.4.77 qui 
on
ernent le 
hamp de
temp�erature, on observe une tr�es bonne ad�equation entre la pr�esen
e d'une �eje
tion d�ete
t�ee
par la m�ethode des quadrants et le fait que du 
uide froid soit arra
h�e du voisinage de la
paroi vers le 
entre du 
anal.

Balayage

Ejection

W’

U’
+

-

+

-

Fig. II.4.55: M�ethode des quadrants

La �gure (II.4.67) met aussi en �eviden
e les ph�enom�enes de balayages et d'�eje
tions exis-
tant dans tout le domaine de 
al
ul, �a un instant donn�e. Les isovaleurs bleues 
orrespondent
aux balayages tandis que les isovaleurs rouges 
orrespondent aux �eje
tions. Il est int�eressant
de noter que 
es deux �evenements ne sont pas for
�ement 
oupl�es : au voisinage d'un ba-
layage, on ne trouve pas n�e
essairement une �eje
tion, 
e que les �gures (II.4.76) et (II.4.77)

on�rment.
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Fig. II.4.56: Nappe d'isovaleur de 
u
tuations de vitesse adimensionn�ees par la vitesse de

frottement pour le 
as A=180 : en bleu, zone basse vitesse ( U
0+
< �3; 5 ); en rouge, zone

haute vitesse ( U
0+
> +3; 5 ).
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Fig. II.4.57: Nappe d'isovaleur de 
u
tuations de temp�erature adimensionn�ees par la

temp�erature de frottement pour le 
as A=010 : en bleu, zone basse temp�erature ( �
0+

<

�1; 0 ); en rouge, zone haute temp�erature ( �
0+
> +1; 0 ).
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Fig. II.4.58: Nappe d'isovaleur de 
u
tuations de temp�erature adimensionn�ees par la

temp�erature de frottement pour le 
as A=071 : en bleu, zone basse temp�erature ( �
0+

<

�3; 0 ); en rouge, zone haute temp�erature ( �
0+
> +3; 0 ).



0
100
200
300

-1000

-500

0

500

1000-200 0 200

X
Y

Z

x+x+

y+

z+

Fig. II.4.59: Nappe d'isovaleur de 
u
tuations de temp�erature adimensionn�ees par la

temp�erature de frottement pour le 
as A=200 : en bleu, zone basse temp�erature ( �
0+

<

�5; 0 ); en rouge, zone haute temp�erature ( �
0+
> +5; 0 ).
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Fig. II.4.60: Gradient normal �a la paroi inf�erieure du 
hamp de vitesse instantan�e longitu-
dinale norm�e par sa valeur maximale pour le 
as A=180.
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Fig. II.4.61: Gradient normal �a la paroi inf�erieure du 
hamp de temp�erature instantan�e
norm�e par sa valeur maximale pour le 
as A=010.
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Fig. II.4.62: Gradient normal �a la paroi inf�erieure du 
hamp de temp�erature instantan�e
norm�e par sa valeur maximale pour le 
as A=071.
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Fig. II.4.63: Gradient normal �a la paroi inf�erieure du 
hamp de temp�erature instantan�e
norm�e par sa valeur maximale pour le 
as A=200.
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Fig. II.4.65: En haut : 
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Pr = 0; 710. En bas : gradient de temp�erature normal sur la paroi inf�erieure norm�e par sa
valeur maximale.
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Pr = 2; 00. En bas : gradient de temp�erature normal sur la paroi inf�erieure norm�e par sa
valeur maximale.
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Fig. II.4.68: Mis en �eviden
e d'un balayage au voisinage du point (0; 100; 20) : iso-valeurs
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Fig. II.4.69: Mis en �eviden
e d'un balayage au voisinage du point (0; 100; 20) : iso-valeurs

n�egatives des 
u
tuations W
0
.
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Fig. II.4.70:Mis en �eviden
e d'un balayage au voisinage du point (0; 100; 20) : agrandissement
du 
hamp de temp�erature pour Pr = 0; 10.
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Fig. II.4.71:Mis en �eviden
e d'un balayage au voisinage du point (0; 100; 20) : agrandissement
du 
hamp de temp�erature pour Pr = 0; 71.
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Fig. II.4.72:Mis en �eviden
e d'un balayage au voisinage du point (0; 100; 20) : agrandissement
du 
hamp de temp�erature pour Pr = 2; 00.
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Fig. II.4.75: Mis en �eviden
e d'une �eje
tion au voisinage du point (�1050;�75; 25) : 
hamp
de temp�erature pour Pr = 0; 10.
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Fig. II.4.76: Mis en �eviden
e d'une �eje
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hamp
de temp�erature pour Pr = 071.
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Chapitre 1

G�eom�etrie et 
ara
t�eristiques de la

mar
he des
endante

Les parties pr�e
�edentes ont pr�esent�e respe
tivement la mod�elisation sous-maille interve-
nant lors de simulations des grandes �e
helles dans le 
as du transport d'un s
alaire passif ( la
temp�erature ) et la validation de di��erents mod�eles sous-maille sur un 
as repr�esentatif
d'�e
oulements inhomog�enes ( 
as du 
anal plan ). Dans le but d'�etudier les probl�emes
d'�e
hanges thermiques dans les �e
oulements d�e
oll�es, une simulation des grandes �e
helles
ave
 transport du 
hamp de temp�erature par un 
hamp de vitesse turbulent a �et�e men�ee sur
la 
on�guration d'une mar
he des
endante.

Cette 
on�guration est un 
as int�eressant pour la simulation des grandes �e
helles dans
la mesure o�u elle met en jeu des ph�enom�enes physiques ren
ontr�es dans la plupart des
�e
oulements internes d�e
oll�es : d�e
ollement, re
ollement, transfert de 
haleur pari�etal intense
au niveau du re
ollement, zone de re
ir
ulation, gradient de pression adverse. En e�et, 
e
type de ph�enom�ene se retrouve tr�es souvent dans le domaine de l'ing�enierie : 
anaux de re-
froidissement, 
hambre de 
ombustion par exemple. Ainsi, l'�etude du 
oeÆ
ient d'�e
hange

onve
tif permet de v�eri�er la bonne tenue thermique des prote
tions des 
hambres de 
om-
bustion au voisinage de la zone de re
ollement.

Parmi toutes les g�eom�etries utilis�ees pour �etudier 
es �e
oulements internes d�e
oll�es, la
mar
he des
endante reste la 
on�guration la plus souvent retenue en raison de la simpli
it�e
de sa g�eom�etrie et du fait que la position du point de d�e
ollement est 
onnu, �a savoir, le nez
de la mar
he. La diÆ
ult�e 
onsiste �a la fois �a d�eterminer le 
oeÆ
ient d'�e
hange 
onve
tif �a
la paroi, ainsi que la taille de la zone de re
ir
ulation. La pr�esen
e du 
oin est une diÆ
ult�e
d'ordre num�erique. On rappelle que dans le but de ne pas masquer l'e�et du mod�ele sous-
maille, l'utilisation de s
h�emas d�e
entr�es ( dissipatifs ) est pros
rite.



1.1 Choix du domaine de 
al
ul

Le 
hoix du domaine est en fait �x�e par les di��erents ph�enom�enes que l'on souhaite
�etudier. En 
e qui 
on
erne la taille de la zone de re
ir
ulation, des auteurs 
omme Armaly
et al.[5℄ ont montr�e qu'elle d�epend de plusieurs param�etres tels que :

{ l'�etat de la 
ou
he limite ( laminaire, transitionnelle ou turbulente ) qui d�e
olle au
niveau du nez de la mar
he, est li�e dire
tement au nombre de Reynolds. La taille
de 
ette zone augmente ave
 le nombre de Reynolds dans le 
as d'une 
ou
he limite
laminaire ( Rem < 1200, nombre de Reynolds bas�e sur la vitesse d�ebitante ). Pour un
nombre de Reynolds 
ompris entre 1200 et 6600, le r�egime transitionnel est atteint.
Dans 
e 
as pr�e
is, la taille de 
ette zone diminue puis augmente �a nouveau. Pour
un nombre de Reynolds sup�erieur, la taille de la zone de re
ir
ulation devient alors
ind�ependante du nombre de Reynolds.

{ le rapport entre les se
tions de sortie et d'entr�ee. En e�et, la longueur de la zone de
re
ir
ulation va diminuer au fur et �a mesure que 
e rapport tend vers l'unit�e ( la mar
he
disparâ�t ). Des auteurs 
omme Durst et al. [29℄ ou en
ore Armaly et al.[5℄ le montrent.

{ le rapport entre la hauteur de mar
he ( h ) et l'�epaisseur de 
ou
he limite ( not�ee Æ )
qui d�e
olle au nez de la mar
he. En e�et, selon 
e rapport, la perturbation engendr�ee
par le 
uide re
ir
ulant qui vient ex
iter la 
ou
he 
isaill�ee libre est plus ou moins
importante. D'apr�es Bradshaw et al.[11℄, on peut distinguer trois r�egimes : lorsque le
rapport h=Æ est tr�es petit, du même ordre ou tr�es grand devant l'unit�e.

Plutôt que d'imposer un pro�l moyen et de le perturber, le 
hoix d'employer des pro�ls
d'entr�ee turbulents pleinement d�evelopp�es pour les 
hamps de vitesse et de temp�erature a �et�e
retenu. En e�et, dans leur �etude, Le et Moin[62℄ ont test�e l'utilisation de 
onditions d'entr�ee
qui 
onsiste �a re
r�eer un 
hamp moyen et 
u
tuant, en adaptant un algorithme initialement
d�evelopp�e par Lee et al.[65℄ . Cette m�ethode fournit alors les 
hamps statistiques ( moments
d'ordre un et deux ) que l'on observe habituellement dans un �e
oulement de 
ou
he limite
ou de 
anal pleinement turbulent ( voir partie II ), 
ependant les stru
tures turbulentes ne
sont pas pr�esentes ( les "streaks" ). Ils montrent aussi que 
ette 
ondition n�e
essite l'emploi
d'un long 
anal d'entr�ee d'une longueur de l'ordre de 20h ( h �etant la hauteur de la mar
he
) en amont du nez de la mar
he. Dans le 
as o�u les pro�ls d'entr�ee turbulents pleinement
d�evelopp�es sont utilis�es, deux 
hoix sont possibles : soit on simule une 
ou
he limite tem-
porelle 
omme Le et Moin [62℄, soit on e�e
tue une simulation temporelle d'un 
anal plan

omme Friedri
h et Arnal[31℄. Compte tenu de l'exp�erien
e a
quise au 
ours de 
ette th�ese
en 
e qui 
on
erne la simulation des grandes �e
helles dans le 
anal plan ( voir partie II ),
le 
hoix s'est don
 naturellement port�e sur un pro�l de 
anal plan �a l'entr�ee du domaine
de 
al
ul. Cela implique une premi�ere 
ontrainte : il n'est pas possible d'utiliser un axe de
sym�etrie, il faut don
 simuler de fa�
on satisfaisante la paroi sup�erieure. En e�et, l'utilisation
d'une 
ondition de sym�etrie pour simuler l'�e
oulement turbulent dans un 
anal plan n'est pas
justi�able. Pour restreindre les probl�emes num�eriques �eventuels li�es �a la pr�esen
e du 
oin,



seule la paroi inf�erieure pr�esente une mar
he. On rappelle que l'�epaisseur de 
ou
he limite
dans le 
as d'une simulation temporelle d'un 
anal 
orrespond en fait �a la demi-hauteur du

anal ( soit 5h ). En e�et, dans 
e 
as pr�e
is, les deux 
ou
hes limites qui se d�eveloppent
sur les deux parois du 
anal �nissent par interagir. Le rapport entre la hauteur de mar
he
et l'�epaisseur de 
ou
he limite au nez de la mar
he se trouve alors �x�e �a 0; 2 .

Les deux 
hamps turbulents ( vitesse et temp�erature ) n�e
essaires au 
al
ul de la mar
he
sont issus d'un 
al
ul de 
anal plan turbulent. Les deux paragraphes qui suivent, d�e
rivent
le 
hoix du domaine. Le dernier paragraphe pr�esente le 
ouplage des 
al
uls 
anal/mar
he.

1.1.1 Domaine de 
al
ul pour le 
anal plan

Le 
hoix d'un maillage 
onvenable pour 
apter les stru
tures turbulentes a d�ej�a �et�e abord�e
dans le 
hapitre 2 de la partie II. Pour se rappro
her de l'exp�erien
e de Jovi
 et Driver [46℄[47℄
ou des 
al
uls de Le et al.[62℄ et de Akselvoll et al.[2℄, le nombre de Reynolds bas�e sur la vitesse
de frottement et la demi-hauteur de 
anal ( 5h ) not�e Re� doit valoir approximativement
1250. Le nombre de Reynolds bas�e sur la vitesse d�ebitante ( Um ) et la se
tion d'entr�ee
( 10h ) est �x�e approximativement �a 66100, le r�egime est don
 bien turbulent. Le domaine
de 
al
ul pour le 
anal plan est donn�e par :

x � [�4h; 4h℄; y � [0; 4h℄; z � [h; 11h℄. (III.1.1)

Compte tenu du nombre de Reynolds Re� 
ibl�e, la longueur L+x du domaine vaut alors 2000
unit�es de paroi, tandis que la largeur L+y du domaine vaut 1000 unit�es de paroi. Ces lon-
gueurs sont don
 suÆsantes pour 
apter la physique de l'�e
oulement turbulent.

En tenant 
ompte des 
rit�eres de r�esolution pr�e
is�es dans le paragraphe 2.2 de la partie
II, le maillage retenu est un maillage uniforme dans les dire
tions prin
ipale (X) et transverse
(Y) de l'�e
oulement dont les pas d'espa
e en unit�e de paroi sont donn�es par :

�x+ = 25 (III.1.2)

�y+ = 25 (III.1.3)

Dans la dire
tion normale �a la paroi, la premi�ere maille est situ�ee �a z+ = 3. La distribution
normale est alors donn�ee par la �gure III.1.2 : 
'est en fait la même distribution normale qui
sera utilis�ee sur la mar
he. La simulation de 
e 
anal est e�e
tu�ee �a l'aide de 81 points dans
la dire
tion (X), 41 dans la dire
tion (Y) et 75 dans la dire
tion normale (Z).

1.1.2 Domaine de 
al
ul pour la mar
he des
endante

Choix du domaine

Di��erentes �etudes tr�es 
ompl�etes 
on
ernant la 
on�guration de la mar
he des
endante
ont d�ej�a �et�e men�ees par des auteurs 
omme Le et al. [62℄ ou en
ore Friedri
h et Arnal[31℄.



Comme 
ela a d�ej�a �et�e pr�e
is�e en d�ebut de paragraphe, il est pr�ef�erable d'e�e
tuer un vrai

al
ul turbulent pour les 
hamps dynamique et thermique, plutôt que d'utiliser l'algorithme
propos�e par Lee et al.[65℄ pour g�en�erer des 
u
tuations turbulentes.

Par ailleurs, il semble n�e
essaire d'imposer un 
anal d'entr�ee d'une longueur de l'ordre de
6 hauteurs de mar
he au minimum. En e�et, Le et al.[62℄ montrent qu'il y a un important
ph�enom�ene de relaxation entre l'entr�ee et le nez de la mar
he, que nous avons e�e
tivement

onstat�e dans la simulation e�e
tu�ee. On note alors une 
hute non n�egligeable du frottement
pari�etal sur pratiquement une distan
e de l'ordre de 4h, pour ensuite augmenter jusqu'au
nez. Il semble que 
e ph�enom�ene soit dû au 
ouplage e�e
tu�e entre les deux simulations
( 
anal plan et mar
he des
endante ).

La position de la se
tion de sortie doit être suÆsamment loin de la zone de re
ollement
pour ne pas in
uen
er 
elle-
i. Dans le 
as pr�esent, la zone de re
ollement devrait être 
om-
prise entre les abs
isses x = 4h et x = 8h. En e�et, la lo
alisation de la ligne de re
ollement
instantan�ee 
u
tue �enorm�ement au 
ours du temps.

En�n, le dernier point 
on
erne la taille minimale du domaine en envergure. Il semble que
4 hauteurs de mar
he soit la taille minimale pour 
e type de 
al
ul. Pour toutes 
es raisons,
le domaine de 
al
ul retenu pour la 
on�guration de la mar
he des
endante est donn�e en
fon
tion de la hauteur de mar
he, mais aussi, en unit�es de paroi :

x � [�6h; 19h℄; y � [0; 4h℄; z � [0; 11h℄.
x+ � [�1500; 4750℄; y+ � [0; 1000℄; z+ � [0; 2750℄.

(III.1.4)

Le rapport entre la se
tion aval et amont vaut don
 1; 1 dans 
e 
as ( 
ontre 1; 2 pour
l'exp�erien
e de Jovi
 et Driver [46℄[47℄ et les simulations de Le et al.[62℄ ou en
ore Akselvoll
et al.[2℄ ). La �gure III.1.1 illustre la 
on�guration de la mar
he des
endante et le 
hoix des
axes du rep�ere.
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Fig. III.1.1: Domaine de 
al
ul pour la mar
he des
endante



Maillage du domaine

La 
ondition d'entr�ee �etant fournie par un 
al
ul de 
anal plan in�ni, il est n�e
essaire de


hoisir un maillage autorisant le 
ouplage le plus simple possible.

Le m^eme pas d'espa
e �x ( 
onstant ) est 
onserv�e sur une zone en amont du nez de la

mar
he qui s'�etend de l'entr�ee ( x = �6h ) jusqu'�a l'abs
isse ( x = �h ). Au voisinage du

nez de la mar
he, il est n�e
essaire de raÆner a�n que le rapport des mailles dans la dire
tion

(X) et (Z) soit pro
he de l'unit�e. La zone de re
ollement dynamique est 
omprise entre les

abs
isses x = 5h et 7h. On a don
 
hoisi de 
onserver un pas d'espa
e 
onstant sur 
ette

zone et valant �x = 0; 1h. Au-del�a de 
ette zone, le maillage est rel^a
h�e.

En 
e qui 
on
erne la dire
tion normale aux parois, deux zones sont �a distinguer : la

zone 
omprise entre z = 0 et z = h et la zone 
omprise entre z = h et z = 11h. Dans

le premier 
as, le maillage est raÆn�e au voisinage de la paroi et sur l'axe dans le prolonge-

ment du nez de la mar
he ( z = h ). Dans le deuxi�eme 
as, le maillage est impos�e par le 
anal.

Dans la dire
tion transverse, on utilise le m^eme maillage uniforme que 
elui utilis�e dans

le 
anal. La �gure III.1.2 repr�esente la distribution des points pour le maillage dans les

dire
tions (X) et (Z). Les nombres de points dans les dire
tions (X), (Y) et (Z) valent

respe
tivement 186, 44 et 93.
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1.2 Conditions initiales et 
onditions aux limites

1.2.1 Conditions aux limites

Sur les parois solides

Une 
ondition d'adh�eren
e est utilis�ee pour le 
hamp de vitesse, 
e qui 
orrespond �a
une 
ondition de type Diri
hlet ( voir paragraphe 1.1.1 de la partie II ), par 
ons�equent, le

hamp de pression v�eri�e la proje
tion de la quantit�e de mouvement. En 
e qui 
on
erne le

hamp de temp�erature, une 
ondition isotherme est appliqu�ee : la paroi est plus froide que
le 
uide au 
�ur du 
anal. Ce
i revient �a imposer des 
onditions homog�enes pour le 
hamp
de temp�erature adimensionn�e.

Dans la dire
tion transverse

Une 
ondition de p�eriodi
it�e est employ�ee pour les 
hamps de vitesse, de temp�erature et
de pression.

Sur les se
tions d'entr�ee et de sortie

Sur la se
tion d'entr�ee, on impose un plan issu d'un 
al
ul de 
anal plan qui 
ontient alors
les 
hamps de vitesse et de temp�erature turbulents. Cette 
ondition d'entr�ee est instation-
naire puisque le plan est r�ea
tualis�e �a 
haque pas de temps de la simulation. La 
ondition
�a la limite pour la pression est l�a en
ore obtenue en projetant l'�equation de quantit�e de
mouvement dans la dire
tion normale �a la se
tion. Les termes instationnaires, 
onve
tifs et
di�usifs sont 
al
ul�es �a partir des donn�ees issues du 
al
ul de 
anal plan qui est d�e
rit dans
le paragraphe suivant.

Pour la se
tion de sortie, on utilise une 
ondition de sortie 
lassique ( voir paragraphe
1.1.1 de la parti II) : la 
omposante normale �a la se
tion de sortie du 
hamp de vitesse est
extrapol�ee tandis que la 
omposante tangentielle est 
al
ul�ee en imposant que son gradient
normal soit nul. En e�et, les tests e�e
tu�es par Le et al. ont montr�e qu'il n'�etait pas n�e
essaire
d'employer une 
ondition de sortie dite 
onve
tive. Le 
hamp de temp�erature est lui aussi
extrapol�e sur la se
tion de sortie. Pour le 
hamp de pression, une 
ondition de type Diri
hlet
est appliqu�ee : la pression adimensionn�ee est �x�ee �a z�ero dans tout le plan de sortie.

1.2.2 Conditions initiales

Tout 
omme dans le 
as du 
anal plan, il est n�e
essaire d'avoir un 
hamp de vitesse initial
qui soit �a divergen
e nulle. La 
ondition initiale pour le 
hamp de vitesse [37℄ [39℄ est alors
obtenue de la mani�ere suivante. Dans un premier temps, on 
her
he �a se donner un 
hamp
r�egulier qui v�eri�e les 
onditions aux limites pour le 
hamp de vitesse r�esolu. Pour 
ela, on



r�esout le probl�eme auxilliaire suivant :8>>>><>>>>:
�2V ?

i

�xk�xk
= 0

V ?
i = f�D(t = 0)

�V ?
i

�n
= f�N (t = 0)

(III.1.5)

Dans un deuxi�eme temps, il faut e�e
tuer une proje
tion dans un espa
e �a divergen
e nulle.
Cela revient �a 
orriger le 
hamp V ?

i par le gradient d'une quantit�e not�ee �. Il en r�esulte :

V 0
i (
�!x ) = V ?

i (
�!x ) +

��

�xi
(�!x ) (III.1.6)

La quantit�e � est solution du probl�eme suivant :8>>>>><>>>>>:
� �2�

�xk�xk
=

�V ?
k

�xk
�j�N = 0

��

�n

����
�D

= 0

(III.1.7)

Cette d�emar
he permet d'imposer un 
hamp �a divergen
e nulle 
omme 
ondition initiale.

En 
e qui 
on
erne la temp�erature, on 
hoisit un 
hamp de temp�erature r�egulier v�eri�ant
les 
onditions aux limites. Pour 
ela, on applique la même te
hnique utilis�ee pour le 
hamp
de vitesse sans projeter dans un espa
e �a divergen
e nulle :8>>>><>>>>:

�2T

�xk�xk
= 0

T = g�D(t = 0)
�T

�n
= g�N (t = 0)

(III.1.8)

1.3 Des
ription du 
ouplage

Le but du 
al
ul de 
anal est de fournir des 
hamps de vitesse et de temp�erature tur-
bulents pleinement d�evelopp�es. En e�et, on sait que l'�etat de la 
ou
he limite ( laminaire
ou turbulente ) au niveau du nez de la mar
he a un impa
t tr�es important sur la longueur
de la zone de re
ir
ulation par exemple. Eaton et Johnston [30℄ ont montr�e que pour une

ou
he limite passant de l'�etat laminaire �a turbulent sur le nez de la mar
he, la longueur de
re
ollement variait d'environ 6; 5h �a 7; 7h en passant par un maximum de l'ordre de 8; 2h.
D'autres auteurs 
omme Armaly et al.[5℄ ont eux aussi observ�e 
e type de 
omportement :
la longueur de la zone de re
ir
ulation passant d'environ 4; 5h en r�egime laminaire, �a 17h en



r�egime transitionnel et �nalement �a 7h en r�egime turbulent.

Le 
ouplage entre le 
anal et la mar
he s'e�e
tue en sto
kant �a 
haque pas de temps, un
plan situ�e �a une abs
isse �xe ( x = Lx=2 ) durant toute la simulation du 
anal. Ce dernier


ontient les 
hamps de vitesse et de temp�erature ( not�es fU?
i

(n)
et fT ?

(n)
). Ces plans sto
k�es �a


haque pas de temps de la simulation vont fournir alors une 
ondition de Diri
hlet pour les

hamps de vitesse et de temp�erature de la mar
he des
endante.

L'entr�ee de la mar
he 
orrespondant �a une 
ondition de type Diri
hlet en vitesse, par

ons�equent, une 
ondition de type Neumann pour la pression est n�e
essaire. La 
ondition
pour la pression est alors fournie en projetant l'�equation de quantit�e de mouvement suivant
la dire
tion (X), 
e qui revient �a imposer le gradient de pression dans la dire
tion (X). En
e�et, des tests pr�eliminaires ont montr�e l'importan
e de 
e 
hoix pour �eviter des os
illations
parasites en pression au voisinage de l'entr�ee, l'autre possibilit�e �etant d'imposer un gradient
de pression nul �a l'entr�ee de la mar
he des
endante. Le gradient de pression �a l'entr�ee ( en
x = �6h ) est don
 donn�ee par la relation suivante :

�e�
�x

(n+1)

= �� eU
�t

(n+1)

� C
�eU(n+1)

j

� eU(n+1)

i +D
�e�(n+1)

sm

� eU(n+1)

i (III.1.9)

L'�evaluation des termes instationnaires n�e
essaires pour la 
ondition d'entr�ee en pression sont
alors 
al
ul�es �a partir du 
hamp de vitesse issu du 
anal, ave
 le même s
h�ema num�erique
temporel, �a savoir, la formulation r�etrograde d'ordre deux pr�esent�ee dans le paragraphe 1.3.1
de 
ette partie. Il ne reste plus qu'�a �evaluer les termes 
onve
tifs et di�usifs. La prin
ipale

diÆ
ult�e pour �evaluer 
es termes �a partir du seul 
hamp de vitesse de la mar
he ( not�e eU(n)

i

) provient du fait qu'il serait alors n�e
essaire d'e�e
tuer un d�e
entrement vers l'int�erieur du
domaine de 
al
ul de la mar
he. Ce d�e
entrement est surtout tr�es 
ontestable pour le terme

onve
tif puisque 
ela reviendrait �a faire un d�e
entrement aval, 
onnu pour son instabilit�e.
L'id�ee est don
 d'utiliser les termes 
onve
tifs et di�usifs issus du 
al
ul de 
anal plan : il
suÆt de sto
ker 
es termes en 
ompl�ement des 
hamps de vitesse et de temp�erature. C'est

e 
hoix qui a �et�e retenu par la suite. Le gradient de pression �a l'entr�ee du domaine de 
al
ul
de la mar
he des
endante est alors 
al
ul�e grâ
e �a la relation suivante :

�e�
�x

(n+1)

= (III.1.10)

�3fU?
i

(n+1) � 4fU?
i

(n)
+ fU?

i

(n�1)

2�t
� C

�fU?
j

(n+1)
� fU?

i

(n+1)
+D

�e�(n+1)
sm

� fU?
i

(n+1)

La premi�ere �etape 
onsiste �a initialiser la simulation des grandes �e
helles du 
anal plan.
Pour 
ela, les 
onditions initiales utilis�ees sont 
elles pr�esent�ees dans le paragraphe 1.1.1 de
la partie II : superposition d'un �e
oulement de Poiseuille et d'une perturbation p�eriodique �a
moyenne et divergen
e nulle. Le 
ouplage a �et�e a
tiv�e apr�es environ 15 travers�ees de 
anal,
une travers�ee de 
anal 
orrespondant au temps que met une parti
ule 
uide �a traverser le



domaine de 
al
ul �a la vitesse d�ebitante 
onstant Um. Cela permet �a l'�e
oulement turbulent
de s'�etablir.

La deuxi�eme �etape 
orrespond �a l'initialisation de la simulation pour la mar
he. Des

hamps de vitesse et de temp�erature turbulent sont impos�es 
omme 
ondition d'entr�ee, il ne
reste plus qu'�a utiliser l'algorithme d�e
rit dans le paragraphe pr�e
�edent pour initialiser tout
le domaine de 
al
ul.

La troisi�eme et derni�ere �etape s'identi�e au 
ouplage r�eel des deux simulations. L'id�ee est
d'avan
er la simulation du 
anal sur un nombre �x�e de pas de temps, puis la simulation de la
mar
he sur le même nombre de pas de temps. Ce
i est rendu possible grâ
e �a l'algorithme de
for�
age utilis�e dans le 
anal plan bi-p�eriodique qui permet de 
onserver la vitesse d�ebitante
�a tout instant. Les nombres de Reynolds des deux simulations, ainsi que les deux pas de
temps sont alors stri
tement identiques.

1.4 Choix des mod�eles sous-maille

1.4.1 Mod�ele pour le tenseur de Reynolds sous-maille

Di��erents mod�eles pour le tenseur de Reynolds sous-maille ont �et�e pr�esent�es ( 
hapitre
2 de la partie I ) et test�es ( 
hapitre 3 de la partie I ) dans la 
on�guration du 
anal
plan in�ni. Ce
i a permis de mettre en �eviden
e le bon 
omportement du mod�ele d'�e
helles
mixtes [94℄[95℄, qui a �et�e retenu pour la SGE dans la 
on�guration de la mar
he. Des
tests pr�eliminaires ont �et�e e�e
tu�es en utilisant le mod�ele de Smagorinsky 
oupl�e ave
 la
pro
�edure dynamique mais il n'a pas �et�e possible d'obtenir de r�esultats. En e�et, tr�es rapi-
dement, la simulation s'est av�er�ee instable num�eriquement. Pourtant, des auteurs 
omme Le
et Moin [62℄[63℄ ou en
ore Akselvoll et Moin [2℄ ont utilis�e 
ette mod�elisation ave
 su

�es.
Les di��eren
es entre leurs simulations et la nôtre r�esident d'une part dans le 
hoix de la
lo
alisation des variables ( grille d�e
al�ee ) et de l'int�egration temporelle ( Runge-Kutta).

1.4.2 Mod�ele pour le 
ux de 
haleur sous-maille

Les di��erents mod�eles pour le 
ux de 
haleur sous-maille ont �et�e pr�esent�es et test�es
respe
tivement dans les 
hapitres 3 et 4 de la partie I et II. Les mod�eles dynamiques hybrides
ainsi que le mod�ele de Prandtl sous-maille 
onstant ont fourni des r�esultats satisfaisants.
Cependant, 
omme pour le mod�ele de Smagorinsky dynamique, les tests pr�eliminaires pour
les mod�eles hybrides dynamiques n'ont pas �et�e 
on
luants : la simulation devient rapidement
instable. C'est pourquoi, le mod�ele de Prandtl sous-maille 
onstant a �nalement �et�e retenu
pour la simulation des grandes �e
helles dans la 
on�guration de la mar
he des
endante.





Chapitre 2

Analyse des 
hamps moyenn�es

2.1 Champs moyens

2.1.1 �E
hantillonnage

Pour permettre l'�eva
uation du transitoire num�erique, tra
e de l'initialisation du do-
maine, le 
al
ul des 
hamps statistiques a �et�e d�emarr�e apr�es 
inq travers�ees de bô�te. Ces

hamps statistiques 
orrespondent �a une moyenne statistique temporelle et spatiale ( dans la
dire
tion p�eriodique : Y ). Le 
hamp statistique r�esultant ne d�epend que de l'abs
isse et de
la 
ote du domaine. Les moments d'ordre deux sont 
al
ul�es en supposant que la moyenne
des 
u
tuations est nulle. Ainsi, l'�e
art type �a la moyenne est donn�e par la formule suivante :

frms =

q
hf 2i � hfi2 (III.2.1)

l'op�erateur h:i symbolisant la moyenne spatio-temporelle.

L'�e
hantillonnage est e�e
tu�e tous les 50 pas de temps sur approximativement dix �a onze
travers�ees, 
e qui repr�esente un intervalle de temps de longueur 260h=U
. Le pas de temps
�etant �x�e approximativement �a �t = 7; 510�4h=U
. Le nombre d'�e
hantillons vaut don

approximativement 14; 2 millions.

2.1.2 Vitesse

La �gure III.2.2 pr�esente les iso-valeurs du 
hamp moyenn�e de la vitesse longitudinale,
tandis que la �gure III.2.4 pr�esente le pro�l de 
e 
hamp moyenn�e �a di��erentes positions
dans le domaine de 
al
ul. Ce 
hamp moyen est norm�e par la vitesse au 
entre ( z = 6h ),
�a l'entr�ee du domaine ( x = �6h ). Il est possible de distinguer deux zones de re
ir
ulation
de tailles bien di��erentes, imbriqu�ees l'une dans l'autre.

La premi�ere zone de re
ir
ulation dite prin
ipale est situ�ee au niveau du nez de la mar
he,
l�a o�u la 
ou
he limite d�e
olle. Sur la paroi inf�erieure, 
ette zone est 
omprise entre x = 2h



et x = 5; 4h approximativement. Dans toute 
ette zone, le 
uide 
ir
ule dans le sens op-
pos�e �a l'�e
oulement prin
ipal. Sur la �gure III.2.2, 
ette zone de re
ir
ulation prin
ipale est
mise en �eviden
e par les plages d'iso-valeurs de 
ouleur bleue. La vitesse maximale en valeur
absolue dans 
ette zone de re
ir
ulation est de l'ordre de 0; 18U
. Ce maximum est lo
alis�e
approximativement en x = 3h, soit �a peu pr�es �a une distan
e de Xr=2 ( Xr 
orrespondant
�a l'abs
isse du point de re
ollemement ). Ce r�esultat est 
onforme �a 
e qui est rapport�e par
des auteurs 
omme Le et Moin ou en
ore Jovi
 et Driver [62℄[46℄ qui trouvent une vitesse
maximale dans 
ette zone de re
ir
ulation de l'ordre �0; 15U
.

Le point de re
ollement moyen a pour abs
isse Xr = 5; 4h dans le 
as pr�esent. Celui-
i
est 
al
ul�e �a partir du 
oeÆ
ient de frottement moyen Cf : il est d�e�ni 
omme le point o�u

e 
oeÆ
ient Cf s'annule ( voir �gure III.2.17 ). Le et Moin ou Jovi
 et Driver obtiennent
une longueur de 6; 0h � 6; 2h, une di��eren
e non n�egligeable ( de l'ordre de 10% environ ).
Cet �e
art est 
ertainement dû d'une part dans la di��eren
e des rapports de se
tions d'entr�ee
et de sortie et d'autre part dans la nature de l'�e
oulement simul�e ( �e
oulement de 
ou
he
limite par opposition �a un �e
oulement de 
anal pour notre 
as ). En e�et, dans notre 
as
un rapport d'�elargissement de 1; 1 est �x�e tandis que Le et Moin ont 
hoisi un rapport de
1; 2 : sa
hant que la longueur de re
ir
ulation diminue ave
 
e rapport, l'erreur relative va
don
 diminuer. Moss et al. [78℄, ave
 le même rapport d'�elargissement obtiennent une lon-
gueur de re
ir
ulation de 5; 5h, en r�egime turbulent 
e qui 
orrespond �a une di��eren
e d'�a
peine 2%, 
e qui est un tr�es bon r�esultat.

La deuxi�eme zone de re
ir
ulation que l'on nommera zone de re
ir
ulation se
ondaire
est 
omprise entre les abs
isses x = 0h et x = 2h ( plage de 
ouleur bleu-vert sur la �gure
III.2.2). Celle-
i est �egalement d�etermin�ee par le 
oeÆ
ient de frottement moyen Cf . La

ourbe III.2.17 indique qu'elle vaut approximativement 2h. La longueur de 
ette zone de
re
ir
ulation se
ondaire est 
omparable �a 
elle obtenue par Le et al. [62℄ : ils obtiennent une
longueur �egale �a 1; 8h . La valeur de la 
omposante longitudinale vaut au maximum 0; 1U
.

Il est int�eressant de noter la pr�esen
e d'une troisi�eme zone de re
ir
ulation, situ�ee pr�es
de la paroi de la mar
he. Cette minus
ule zone n'est pas visible sur le 
hamp moyenn�e de
vitesse, mais plutôt sur le 
hamp instantan�e. On montrera dans le 
hapitre suivant que la
�gure pr�esentant le 
oeÆ
ient de frottement instantan�e sur la paroi inf�erieure indique l'exis-
ten
e de 
ette zone, dont Le et Moin font �etat dans [62℄.

L'�etude des pro�ls moyenn�es de la vitesse longitudinale �a di��erentes abs
isses du domaine
permet de mettre en �eviden
e 
ertains m�e
anismes. Apr�es l'impa
t ( ou re
ollement ) de la

ou
he 
isaill�ee, une 
ou
he limite se red�eveloppe. Ce
i est 
on�rm�e par l'augmentation du

oeÆ
ient de frottement ( voir �gure III.2.17 ) qui �nit par se stabiliser. Cependant il sub-
siste un point d'in
exion au niveau du pro�l de vitesse ( voir �gure III.2.4 ), indiquant que
la 
ou
he limite qui se red�eveloppe n'est pas en �equilibre. Les 
oupes transversales du 
hamp
de vitesse instantan�e ( voir le 
hapitre suivant ) obtenues �a di��erentes abs
isses montrent
e�e
tivement la pr�esen
e de grosses stru
tures qui n'ont pas en
ore �et�e dissip�ees. Cette re-



marque est importante en terme de mod�elisation puisque 
ela implique que les mod�eles de
parois utilis�es 
lassiquement ne devraient pas être employ�es dans 
e 
as. En e�et, les mod�eles
de paroi supposent que le pro�l du 
hamp de vitesse soit du type 
ou
he limite en �equilibre,

e qui n'est pas le 
as dans la zone de re
ollement et même bien apr�es. Le et Moin ainsi
que Westphal et al. [113℄ observent un pro�l in
exionnel jusqu'�a une abs
isse de l'ordre de
x = 19h. Bradshaw et Wong [11℄ observe un pro�l du 
hamp de vitesse longitudinale moyen
qui pr�esente en
ore un point d'in
exion au voisinage de x = 50h.

Grâ
e �a 
es pro�ls ( �gure III.2.4 ), il est aussi possible d'�evaluer par exemple une
�epaisseur de vorti
it�e, tout 
omme on le ferait pour une 
ou
he de m�elange spatiale. En e�et,
au niveau du nez de la mar
he, la 
ou
he limite d�e
olle pour former une 
ou
he 
isaill�ee libre
qui ressemble �a une 
ou
he de m�elange spatiale. L'�epaisseur de vorti
it�e en fon
tion de la
distan
e au nez de la mar
he et sa d�eriv�ee suivant la dire
tion prin
ipale sont fournies par
la 
ourbe III.2.1.
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Fig. III.2.1: �Epaisseur de vorti
it�e et sa d�eriv�ee par rapport �a x en fon
tion de la distan
e
au nez de la mar
he.

Elle est d�e�nie par la relation suivante :

Æ! =

�U

�z

����
max

�U
(III.2.2)

On 
onstate que l'�epaisseur de vorti
it�e varie de fa�
on lin�eaire entre les abs
isses x = 0; 5h
et x = 1; 5h : la pente est d'environ 0; 17, 
on�rmant par l�a même que 
ette 
ou
he 
isaill�ee
libre a un 
omportement voisin d'une 
ou
he de m�elange spatiale, puisqu'elle n'interagit
que tr�es peu ave
 la paroi inf�erieure. En e�et, dans le 
as d'une 
ou
he de m�elange spatiale



in
ompressible, la variation suivant l'abs
isse de l'�epaisseur de vorti
it�e est donn�ee par la
relation suivante d'apr�es Bonnet et al.[10℄ :

dÆ!
dx

= 0; 16
1� r

1 + r
(III.2.3)

o�u la quantit�e r repr�esente le rapport des vitesses ext�erieures. Dans notre 
as, r vaut ap-
proximativement 1; 3 donnant une pente de 
roissan
e pour l'�epaisseur de vorti
it�e de l'ordre
de 0; 2. Eaton et Johnston [30℄ rapporte une pente de l'ordre de 0; 18.

Les �gures III.2.6 et III.2.8 pr�esentent respe
tivement les iso-valeurs du 
hamp moyenn�e
de la 
omposante normale de vitesse et le pro�l de 
ette 
omposante �a di��erentes abs
isses
en aval de la mar
he. Dans le premier 
as, le 
hamp moyenn�e est norm�e par la vitesse U
,
tandis que dans le deuxi�eme 
as, il est norm�e par la valeur absolue de son minimum Wmin (
Wmin = �0; 094U
 ). En e�et, les valeurs obtenues apr�es normalisation par la vitesse U
 sont
trop faibles pour permettre l'exploitation satisfaisante de 
es r�esultats.

Les plus petites valeurs, de l'ordre de �0; 08U
 �a �0; 1U
 ( le 
uide se rappro
hant de la
paroi inf�erieure ), se situent juste un peu avant le re
ollement, au voisinage de x = 4; 5h et
x = 5; 0h. Quant aux valeurs maximales, de l'ordre de 0; 02U
 �a 0; 04U
 ( le 
uide s'�eloignant
de la paroi inf�erieure ), on les retrouve dans la zone de re
ir
ulation prin
ipale. Ces valeurs
sont relativement pro
hes de 
elles obtenues par Le et Moin [62℄. En e�et, 
es auteurs ont
obtenus des valeurs minimales de l'ordre de �0; 073U
 au voisinage de x = 5h, et des valeurs
maximales de l'ordre de 0; 04U
 lo
alis�e dans la zone de re
ir
ulation prin
ipale. Au-del�a de
l'abs
isse x = 14h, le 
hamp moyenn�e de la vitesse dans la dire
tion normale �a la paroi a

onsid�erablement diminu�e : il n'ex
�ede pas �5:10�3U
.

2.1.3 Temp�erature

Les �gures III.2.10 et III.2.12 pr�esentent respe
tivement les iso-valeurs et le pro�l du

hamp moyenn�e de la temp�erature �a di��erentes abs
isses. Dans tous les 
as, 
e 
hamp est
norm�e par la temp�erature �a l'entr�ee du domaine de 
al
ul ( x = �6h ), au 
entre du domaine
( z = 6h ), not�e T
.

L'�etude de la �gure III.2.10 montre qu'il existe une zone de faible m�elange, l�a o�u la
temp�erature n'ex
�ede pas 0; 3T
. Elle 
o��n
ide ave
 la zone de re
ir
ulation se
ondaire pr�esent�ee
dans le paragraphe 2.1.2. Le 
ux de 
haleur �a la paroi fourni par la �gure III.2.18 y est plus
faible que partout ailleurs sur la paroi. La 
omparaison entre le 
oeÆ
ient de frottement
�a la paroi ( �gure III.2.17 ) et le nombre de Nusselt indique qu'ils sont e�e
tivement tr�es
bien 
orr�el�es sur une abs
isse 
omprise entre 0 et 2h. Les e�ets de 
ondu
tion ont alors une
a
tion beau
oup plus per
eptible : la zone de 
ondu
tion est plus �epaisse ( plage d'iso-valeur
de 
ouleur bleue sur la �gure III.2.10 ). L'�epaississement de 
ette zone de 
ondu
tion est en
fait dire
tement li�e �a la diminution du 
ux de 
haleur �a la paroi ( et don
 du nombre de



Stanton ou de Nusselt ). Au voisinage de la paroi verti
ale de la mar
he, le 
hamp de vitesse
est tr�es faible 
ompar�e �a la zone de re
ir
ulation prin
ipale ou au 
hamp de vitesse au dessus
de la mar
he : le 
uide y est beau
oup plus stagnant que partout ailleurs dans le domaine.
La 
onve
tion du 
hamp de temp�erature par le 
hamp de vitesse est alors tr�es faible devant
la 
ondu
tion de 
e dernier. Vogel et Eaton [109℄ ont observ�e eux aussi 
e même ph�enom�ene.
La 
omparaison de di��erents pro�ls du nombre de Nusselt norm�e par leur maximum respe
-
tif ( �gure III.2.19 ) montre que, bien que les nombres de Reynolds soient beau
oup plus
importants, les r�esultats sont qualitativement bien retrouv�es.

A l'ext�erieur de 
ette zone, progressivement, le brassage de la temp�erature ( ou du s
alaire
passif ) devient de plus en plus important. La �gure III.2.18 indique que le 
ux de 
haleur �a
la paroi augmente 
onsid�erablement d�es la sortie de la zone de re
ir
ulation se
ondaire pour
atteindre son maximum �a la même abs
isse que le point de re
ollement dynamique. Dans
le 
as du 
anal plan, il se trouve que le maximum du 
ux de 
haleur �a la paroi est dû au
balayage qui am�ene violemment du 
uide 
haud du 
oeur du 
anal vers la paroi froide. Dans
le 
as de la mar
he des
endante, le 
uide 
haud vient impa
ter sur la paroi dans la zone de
re
ollement, provoquant un 
ux de 
haleur �a la paroi beau
oup plus intense. L'�epaisseur de
la zone de 
ondu
tion y est alors tr�es �ne. Une partie du 
uide 
haud est alors entrâ�n�ee
dans la zone de re
ir
ulation prin
ipale tandis que l'autre partie est �eva
u�ee vers l'ext�erieur
du domaine. La 
hute rapide du 
ux de 
haleur �a la paroi lorsque l'on par
ourt les abs
isses
x = 5; 4h vers x = 2h peut s'expliquer par le fait qu'une 
ou
he limite thermique laminaire se
red�eveloppe dans 
ette zone[109℄. Le 
uide 
haud ne peut atteindre la paroi de la mar
he en
raison de la pr�esen
e de la zone de re
ir
ulation se
ondaire qui agit alors 
omme un obsta
le.

Le pro�l du 
hamp moyenn�e de la temp�erature ( �gure III.2.12 ) pr�esente un point
d'in
exion qui indique l'existen
e de grosses stru
tures thermiques mais 
elui-
i disparâ�t
rapidement aux environs de x = 10h. En e�et, les 
oupes transversales du 
hamp instan-
tan�e avant et apr�es 
ette abs
isse que l'on pr�esentera dans le 
hapitre suivant 
on�rment

ette hypoth�ese. La �gure III.2.18 montre qu'apr�es la zone de re
ollemement une 
ou
he
limite thermique se redeveloppe. En e�et, le 
ux de 
haleur semble d�e
rô�tre vers une valeur
asymptotique, montrant par l�a même que l'analogie de Reynolds redevient valable au fur et
�a mesure que l'on s'�eloigne de la zone de re
ollement.

2.2 Champs turbulents

Toutes les �gures 
on
ernant les 
hamps turbulents pr�esent�ees dans le 
adre de 
ette
th�ese sont adimensionn�ees par les valeurs U
 et T
 d�ej�a mentionn�ees dans les paragraphes
pr�e
�edents. Tous les pro�ls des 
hamps turbulents ont �et�e redimensionn�es par leur valeur
maximale, 
e
i pour les mêmes raisons que 
elles �evoqu�ees dans le paragraphe pr�e
�edent.



2.2.1 Intensit�es turbulentes et tensions de Reynolds

De fa�
on g�en�erale, les maxima et leurs lo
alisations obtenus dans notre simulation des
grandes �e
helles sont en tr�es bon a

ord ave
 
eux de Le et Moin, ou en
ore Jovi
 et Driver.

L'intensit�e turbulente longitudinale ( �gures III.2.3 et III.2.5 ) montre que la valeur maxi-
male vaut approximativement 0; 18U
, situ�ee dans la zone o�u la 
ou
he 
isaill�ee 
ommen
e
�a interagir ave
 la paroi inf�erieure, au del�a de x = 2h. Le et Moin rapportent une valeur
maximale de 0; 18U
. On peut aussi noter que la lo
alisation des maxima pour 
ette quantit�e

o��n
ide ave
 les positions des points d'in
exion dans les pro�ls de vitesse III.2.4, 
orres-
pondant ainsi �a l'axe m�edian de la 
ou
he 
isaill�ee. Le d�eveloppement d'une nouvelle 
ou
he
limite apr�es le re
ollement est mis en �eviden
e par la persistan
e de valeurs �elev�ees pour
l'intensit�e turbulente Urms ( iso-valeurs de 
ouleurs oranges au voisinage de la paroi ). Ce
i
est en
ore plus �evident �a l'examen de la �gure III.2.5 : un pi
 pro
he paroi est alors observ�e
sur 
es pro�ls de vitesse. En e�et, dans le 
as d'un �e
oulement de 
ou
he limite ou de 
anal
plan, 
'est au voisinage de la paroi qu'apparaissent les pi
s d'intensit�e turbulente dans la
dire
tion longitudinale.

En 
e qui 
on
erne l'intensit�e turbulente dans la dire
tion normale, le maximum est de
l'ordre de 0; 12U
, toujours dans la même zone ( même valeurs obtenues par Le et al. ). Pour
les tensions de Reynolds ( �gure III.2.14 et III.2.15 ), le maximum est de l'ordre de 0; 014U2




et toujours lo
alis�e dans la même zone pr�e
�edemment d�e
rite, 
ontre 0; 011U2

 pour Le et

Moin.

2.2.2 Varian
e et 
ux de 
haleur turbulents

La �gure III.2.11 pr�esente les iso-valeurs de la varian
e de temp�erature tandis que la �-
gure III.2.13 pr�esente les pro�ls de la varian
e de temp�erature. Les maxima pour la varian
e
de temp�erature sont de l'ordre de 0; 15T
, et sont, l�a en
ore, situ�es dans la 
ou
he 
isaill�ee
qui se d�eveloppe �a partir du nez de la mar
he.

Loin du re
ollement, les �gures III.2.11 et III.2.13 ( iso-valeurs et pro�ls de T rms )
montrent le red�eveloppement d'une 
ou
he limite thermique qui se traduit par la pr�esen
e
d'un pi
 pro
he paroi pour 
ette quantit�e. La 
omparaison ave
 l'intensit�e turbulente U rms

( voir �gure III.2.3 et III.2.5 ) et la varian
e de temp�erature montre une 
ertaine similitude
dans le sens o�u un pi
 pr�es de la paroi renâ�t apr�es le re
ollement dynamique ou le maximum
du 
ux de 
haleur pari�etal. On peut noter la pr�esen
e d'un pi
 de varian
e de temp�erature
au voisinage de la paroi, dans la zone de re
ir
ulation prin
ipale. Ce pi
 traduit l'apport
de 
uide 
haud dans la zone de re
ir
ulation prin
ipale, mais aussi le 
ara
t�ere fortement
instationnaire de 
e ph�enom�ene.

Le 
ux de 
haleur turbulent longitunal ( quantit�e �
D
U

0
T

0
E

�gure III.2.16) fournit un



minimum de l'ordre de �0; 018U
T
. Ce minimum est situ�e dans la 
ou
he 
isaill�ee au voisi-
nage de x = +2h. Le maximum, de l'ordre de 0; 006U
T
, est situ�e au voisinage de la paroi

en x = +2; 5h. En 
e qui 
on
erne le 
ux de 
haleur turbulent normal ( quantit�e �
D
W

0
T

0
E
,

�gure III.2.15 ), le maximum, de l'ordre de 0; 009U
T
, est situ�e l�a en
ore dans la 
ou
he

isaill�ee libre, au voisinage de x = +2h. La pr�esen
e d'un l�eger pi
 au voisinage de la paroi,
dans la zone de re
ir
ulation prin
ipale, semble 
on�rmer la pr�esen
e d'un d�ebut de 
ou
he
limite thermique, d�ej�a mis en �eviden
e par la diminution rapide du 
ux de 
haleur moyen �a
la paroi.

Le 
ux de 
haleur turbulent ( longitudinal et normal ) et la varian
e de temp�erature
montrent de grandes similitudes. En e�et, les deux extrema pour 
e 
ux de 
haleur turbulent
sont lo
alis�es aux mêmes points :

{ au voisinage de la paroi avant le d�e
ollement de la 
ou
he limite;

{ dans le d�ebut de la phase de d�eveloppement de la 
ou
he 
isaill�ee;

{ au voisinage de la paroi, apr�es l'impa
t de la 
ou
he 
isaill�ee;

{ dans la zone pro
he paroi qui s�epare les deux zones de re
ir
ulation.

2.3 Fr�equen
es 
ara
t�eristiques

Dans le 
as d'un �e
oulement sur une mar
he des
endante, di��erentes fr�equen
es 
a-
ra
t�eristiques ont �et�e mises en �eviden
e. La premi�ere fr�equen
e 
ara
t�eristique 
orrespond
�a la fr�equen
e asso
i�ee �a l'�e
happement tourbillonnaire de la 
ou
he 
isaill�ee. Le nombre de
Strouhal d�e�ni par :

St =
fXr

U


(III.2.4)

�evalu�e par Kiya et al. [59℄[58℄ est de l'ordre de 0; 6 � 0; 8. La deuxi�eme fr�equen
e 
orrespond
�a un ph�enom�ene de battement de la zone de re
ir
ulation prin
ipale. Ce battement est 
aus�e
par l'a

umulation d'�energie dans 
ette zone suivie d'une phase de restitution sous forme de
lâ
hers de tr�es grosses stru
tures. Ces lâ
hers sont responsables de la tr�es forte diminution
de la taille de la zone de re
ir
ulation que nous avons e�e
tivement observ�ee. Le nombre de
Strouhal asso
i�e est de l'ordre de 0; 1 � 0; 2 .

Pour mesurer 
es fr�equen
es 
ara
t�eristiques, di��erents points de 
al
ul ont �et�e sto
k�es
durant l'�e
hantillonnage des 
hamps moyenn�es et turbulents. Les �gures III.2.20 et III.2.21
pr�esentent respe
tivement les spe
tres en fr�equen
e de la vitesse longitudinale 
u
tuante aux
points (x = h; z = h) et (x = Xr; z = 2�zh) : le point situ�e pr�es du nez de la mar
he permet
de mesurer la haute fr�equente, tandis que 
elui situ�e au niveau du point de re
ollement
moyen permet de mesurer la basse fr�equen
e. Les �gures montrent que 
es nombres de



Strouhal valent respe
tivement 0; 93 ( haute fr�equen
e ) et 0; 22 ( basse fr�equen
e ). Ces
r�esultats sont fournis ave
 une in
ertitude de l'ordre de �0; 125. Ces r�esultats sont assez
pro
hes de la marge fournie par Kiya et al. [59℄[58℄.
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Chapitre 3

Analyse des 
hamps instantan�es

La stru
ture de l'�e
oulement dans la 
on�guration de la mar
he des
endante di��ere selon
la position dans le domaine de 
al
ul. La �gure III.3.1 pr�esentant la nappe d'iso-vitesse longi-
tudinale U = 0; 3U
 met en �eviden
e trois zones o�u la stru
ture de l'�e
oulement est di��erente.

�A l'entr�ee du domaine, dans une zone 
omprise entre x = �6h et x = 0h, trois stru
tures
allong�ees, appel�ees streaks sont parfaitement identi�ables. Elles 
orrespondent �a du 
uide
froid et lent. la nappe d'iso-temp�erature T = 0; 3T
 de la �gure III.3.2 
on�rme leur pr�esen
e.
Nous avons d�ej�a vu que les 
hamps de temp�erature ( s
alaire passif i
i ) et de vitesse sont
bien 
orr�el�es, pour 
ette valeur du nombre de Prandtl ( Pr = 0; 71 ). �A 
et instant pr�e
is (
t = 402; 4h=U
 ), l'�e
artement moyen entre deux stru
tures longitudinales est approximati-
vement de l'ordre de 200 unit�es de parois, soit le double de la valeur habituelle ( 100 unit�es
de parois ). Cependant, pour d'autre instant de la simultion, 
et espa
ement moyen devient
beau
oup plus r�eduit, de l'ordre de 60 unit�es de parois. �A noter que le 
al
ul de 
et �e
art est
peu pr�e
is dans la mesure o�u il aurait plutôt fallu 
al
uler une longueur de 
orr�elation dans
la dire
tion transverse pour 
al
uler pr�e
isement 
ette espa
ement moyen.

Dans une deuxi�eme zone 
omprise entre le nez de la mar
he et l'abs
isse x = 10h,
l'�e
oulement devient fortement perturb�e et d�esorganis�e. Par endroits, la nappe d'iso-vitesse
semble pro
he de la paroi indiquant un impa
t violent du 
uide. �A l'inverse, lorsque la
nappe d'iso-vitesse est �a la même hauteur que la mar
he, 
ela traduit la pr�esen
e d'une zone
de 
uide basse vitesse qui vient alors perturber l'�e
oulement prin
ipal. Dans 
ette zone, le

hamp de temp�erature ( �gure III.3.2 ) est tout aussi d�esorganis�e mais dans une moindre
mesure. La mise en �eviden
e d'une 
orr�elation entre les 
hamps dynamique et thermique
n'est plus possible. Au voisinage du re
ollement, l'isotherme est tr�es lisse et tr�es pro
he de
la paroi, 
e
i �etant provoqu�e par l'impa
t du 
uide 
haud augmentant 
onsid�erablement le

ux de 
haleur �a la paroi.

�A partir de l'abs
isse x = 10h et jusqu'�a la sortie du domaine de 
al
ul, l'�e
oulement
se r�eorganise en stru
tures allong�ees qui sont plus �epaisses qu'�a l'entr�ee : 
e
i indique le
red�eveloppement d'une 
ou
he limite turbulente dont l'�epaisseur est l�eg�eremement plus



grande que la 
ou
he limite originale qui d�e
olle au nez de la mar
he. Le 
hamp de temp�erature
redevient tr�es bien 
orr�el�e ave
 le 
hamp dynamique.

La nature di��erente de l'�e
oulement dans 
es trois zones a des 
ons�equen
es importantes
sur la mod�elisation puisque l'hypoth�ese de 
ou
he limite en �equilibre ou en
ore l'hypoth�ese
d'analogie de Reynolds ne devrait pas pouvoir s'appliquer dans la deuxi�eme zone d�e
rite
auparavant. Les paragraphes suivants d�etaillent la stru
ture de l'�e
oulement dans les trois
zones d�e�nies pr�e
�edemment.

3.1 R�egion en amont du d�e
ollement

Cette r�egion est d�elimit�ee par l'entr�ee du domaine de 
al
ul en x = �6h d'une part, et
par le nez de la mar
he en x = 0h d'autre part. La �gure III.3.3 du haut 
orrespond �a une

oupe e�e
tu�ee avant le d�e
ollement de la 
ou
he limite de la paroi inf�erieure, au niveau
du nez de la mar
he situ�ee en x = 0h. Elle fournit le 
hamp de temp�erature norm�e par la
temp�erature moyenne T
 au 
entre et �a l'entr�ee du domaine, superpos�e aux ve
teurs vitesses
dans 
e plan de 
oupe. Ces derniers fournissent la dire
tion et l'intensit�e de l'�e
oulement
se
ondaire ( 
omposantes V et W du 
hamp de vitesse norm�ees par la vitesse moyenne U


au 
entre et �a l'entr�ee du domaine ).

Au voisinage de la paroi, des ph�enom�enes d�ej�a d�e
rits dans la partie II 
omme le balayage
et l'�eje
tion sont identi�ables. En e�et, il est possible de distinguer une �eje
tion sur la �gure
du haut III.3.3 en y = 1; 2h par exemple : le 
uide froid pro
he paroi est alors �eje
t�e vers
l'int�erieur du domaine. Les ve
teurs vitesses 
on�rment bien 
e ph�enom�ene en fournissant
le sens et la dire
tion de l'�e
oulement �a 
ette position. Sur 
ette même �gure, on distingue
tr�es nettement un balayage en y = 1; 8h : le 
uide 
haud est alors drain�e violemment vers la
paroi. L'intensit�e de l'�e
oulement est traduit par la norme des ve
teurs vitesses, la 
ou
he
limite thermique est alors beau
oup plus �ne.

3.2 R�egion interm�ediaire

Cette r�egion interm�ediaire est approximativement 
omprise entre les abs
isses x = 0h et
x = 10h.

3.2.1 Cou
he 
isaill�ee

�A partir du nez de la mar
he, la 
ou
he limite d�e
olle : on parle plutôt de 
ou
he 
i-
saill�ee. Au d�ebut, 
elle-
i a les mêmes propri�et�es qu'une 
ou
he de m�elange spatiale ( voir
le paragraphe 2.1.2 de 
ette partie III ). La �gure III.2.1 pr�esentant l'�epaisseur de vorti
it�e
et sa d�eriv�ee par rapport �a l'abs
isse 
on�rme 
e 
omportement puisque l'on retrouve un



a

roissement de l'�epaisseur de vorti
it�e de 
ette 
ou
he 
isaill�ee quasiment 
onstant ( de
l'ordre de 0; 18 ) entre x = 0; 5h et x = 1; 5h.

Les �gures III.3.7 �a III.3.10 pr�esentant les 
oupes longitudinales de la norme et de la

omposante longitudinale du 
hamp de vorti
it�e pour di��erents instants de la simulation,
indiquent le d�eveloppement des stru
tures dans 
ette 
ou
he 
isaill�ee. En e�et, la 
ompo-
sante longitudinale est quasiment inexistante au d�ebut du d�eveloppement de 
ette 
ou
he

isaill�ee libre ( pour une abs
isse 
omprise entre x = 0h et x = 2h en moyenne ). La norme
du 
hamp de vorti
it�e permet de mettre en �eviden
e la naissan
e de stru
tures dans 
ette

ou
he 
isaill�ee qui sont similaires �a 
elles ren
ontr�ees dans une 
ou
he de m�elange spatiale.

Les �gures III.3.3 ( 
oupe du bas en x = 0; 5h �a t = 402; 4h=U
) et III.3.4 ( 
oupe du
haut en x = 2h �a t = 402; 4h=U
 ) montrent que 
ette 
ou
he 
isaill�ee n'interagit que tr�es
peu ave
 la paroi inf�erieure jusqu'�a une distan
e de l'ordre de 2h environ, 
e
i est d'ailleurs

on�rm�e par les �gures III.3.7 �a III.3.10 puisque le niveau de vorti
it�e est alors tr�es faible dans

ette zone par 
omparaison ave
 la zone de la 
ou
he 
isaill�ee ( respe
tivement de l'ordre de
0; 5U
=h 
ontre 4; 0U
=h ). La 
oupe en x = 0; 5h ( voir �gure III.3.3 du bas ) indique que 
ette

ou
he 
isaill�ee libre, issue du d�e
ollement de la 
ou
he limite au niveau du nez de la mar
he,
est peu perturb�ee. Les stru
tures tourbillonnaires mises en �eviden
e par l'�e
oulement se
on-
daire ( au voisinage des points (y = 0; 3h; z = 1; 2h) ou (y = 2; 2h; z = 1; 2h) ) 
orrespondent
en fait �a des r�esidus de streaks. En revan
he, au voisinage du point (y = 1; 2h; z = 1h), on
peut distinguer deux autres stru
tures tourbillonnaires qui semblent être 
r�e�ees 
ette fois-
i
par le 
uide froid qui remonte de la paroi et que vient ex
iter la 
ou
he 
isaill�ee. Le 
uide est
globalement froid puisque le 
hamp thermique n'ex
�ede pas 0; 35T
. Sur la 
oupe en x = 2h
( voir �gure III.3.4 du haut ), les stru
tures tourbillonnaires sont 
ette fois-
i plus intenses :
la norme des ve
teurs vitesses est alors plus grande. Le 
hamp de temp�erature qui joue le rôle
d'un s
alaire passif i
i, montre que le brassage du 
uide reste en
ore faible, la temp�erature
du 
uide ne d�epassant gu�ere 0; 40T
. En 
omparant les 
oupes en x = 0; 5h et x = 2h, on
observe que l'�e
oulement se
ondaire a une nette tendan
e �a des
endre dans le 
as x = 2h,

e
i est probablement dû au gradient de pression adverse. La 
omparaison du 
hamp de
temp�erature entre les deux 
oupes montre aussi que la 
ou
he 
isaill�ee est beau
oup plus

hahut�ee dans le deuxi�eme 
as. En e�et, les in
ursions de 
uide 
haud en dessous de l'axe
m�edian de la 
ou
he 
isaill�ee et de 
uide froid au dessus sont plus marqu�ees.

Il est possible de mettre en �eviden
e la pr�esen
e de stru
tures bidimensionnelles dans

ette 
ou
he 
isaill�ee libre mais dans une mesure bien moindre que 
e que montrent 
er-
tains auteurs 
omme Neto et al. [81℄ ou en
ore Eaton et al. [30℄ . En e�et, il semble que la
pr�esen
e de 
es stru
tures bidimensionnelles soit dire
tement li�ee �a l'�etat de la 
ou
he limite
qui d�e
olle au niveau du nez de la mar
he. Dans le 
as pr�esent, il ne fait au
un doute que la

ou
he limite en amont du nez de la mar
he est turbulente. Ces stru
tures bidimensionnelles
sont en e�et visibles sur les �gures III.3.7 �a III.3.10 en observant la norme du 
hamp de vor-
ti
it�e. Il est aussi possible de mettre en �eviden
e la pr�esen
e de stru
tures tourbillonnaires
longitudinales, in
lin�ees par rapport �a la paroi solide, visibles sur la 
omposante longitudi-



nale de la vorti
it�e des �gures III.3.7 �a III.3.10.

�A partir de x = 3h, la 
ou
he 
isaill�ee interagit fortement ave
 la paroi. La 
oupe en
x = 3h ( �gure III.3.4 du bas ) montre que 
ette fois-
i, le m�elange du 
uide devient intense.
Le 
hamp de temp�erature atteint par endroits des valeurs de l'ordre de 0; 6T
. L'�e
oulement
se
ondaire indique la pr�esen
e de stru
tures tourbillonnaires dont la taille est assez impor-
tante : par exemple, au voisinage du point (y = 3; 1h; z = 0; 8h), l'intensit�e de la stru
ture
est d'ailleurs tr�es intense vu la norme des ve
teurs vitesses.

Dans la r�egion du re
ollement ( zone 
omprise entre les abs
isses x = 4h et x = 7h �a
t = 402; 4h=U
 ), l'�e
oulement se
ondaire est beau
oup plus intense qu'auparavant. La 
oupe
en x=5h ( �gure III.3.5 du haut ) montre la pr�esen
e de deux stru
tures tourbillonnaires

ontra-rotatives 
entr�ees sur les points (y = 0h; z = 1; 2h) et (y = 0; 7; z = 0; 9h). Ce tra
�e
indique aussi que le m�elange du 
uide s'intensi�e. En e�et, on distingue tr�es nettement une
langue de 
uide froid arra
h�ee de la paroi et drain�e vers l'axe m�edian de la 
ou
he 
isaill�ee
( zone entre y = 0; 6h et y = 1; 4h ) et inversement, une langue de 
uide 
haud impa
tant
sur la paroi ( zone entre y = 1; 4h et y = 2h ). En examinant la 
oupe du 
hamp de vorti
it�e
longitudinale ( �gures du bas III.3.9 et III.3.10 ), on distingue une premi�ere stru
ture pro
he
paroi qui s'�etend des abs
isses x = 5; 4h �a x = 7; 2h. Des auteurs 
omme Westphal et
al. [113℄ ont montr�e l'existen
e de telles stru
tures au voisinage du re
ollement. Une autre
stru
ture in
lin�ee de 45o par rapport �a l'horizontale entre x = 6h et x = 7h, 
orrespond �a
des stru
tures que l'on trouve g�en�eralement entre deux rouleaux de Kelvin-Helmholtz.

3.2.2 Sur la paroi inf�erieure

Les �gures III.3.11, III.3.12 et III.3.13 pr�esentent le 
oeÆ
ient de frottement �a la paroi
( �gure du haut ), l'�energie turbulente sur le premier plan au-dessus de la paroi ( �gure du
milieu ) et le nombre de Nusselt �a la paroi ( �gure du bas) �a trois di��erents instants de la
simulation ( t = 187; 5h=U
, t = 300h=U
 et t = 402; 4h=U
). Les valeurs n�egatives ( en noir )
du 
oeÆ
ient de frottement indiquent que le 
uide remonte le 
ourant prin
ipal. Ce 
oeÆ-

ient de frottement permet de mat�erialiser la ligne de re
ollement qui 
orrespond en fait �a
la fronti�ere entre la zone blan
he et la zone noire. Dans tous les 
as, 
ette ligne est 
omprise
entre les abs
isses x = 4h et x = 7h et montre le 
ara
t�ere fortement tridimensionnel du
ph�enom�ene.

Le 
uide vient impa
ter au niveau de la paroi �a une abs
isse tr�es variable au 
ours de
la simulation. Ces variations de l'abs
isse de re
ollement sont expliqu�ees par le s
�enario sui-
vant [62℄. La 
ou
he 
isaill�ee s'enroule pour former des grosses stru
tures 
haudes derri�ere la
mar
he, 
elles-
i ne sont pas de simples vortex mais plutôt plusieurs petits tourbillons dans
la mesure o�u la 
ou
he limite qui d�e
olle au niveau du nez de la mar
he est turbulente. Au
fur et �a mesure de leur transport, 
es grosses stru
tures augmentent de taille et sont respon-
sables de la variation de l'abs
isse de re
ollement, mais aussi du d�e
ollement du 
uide pro
he
paroi. En e�et, �a plusieurs reprises au 
ours de la simulation, il est possible d'observer des



petites zones de re
ir
ulation en dehors de la zone de re
ir
ulation prin
ipale qui ne sont pas
dues �a l'impa
t du 
uide sur la paroi mais aux passages de grosses stru
tures. Ce ph�enom�ene
est illustr�e par la �gure du haut III.3.12 ( 
oupe e�e
tu�ee �a t = 300h=U
 ) : deux zones de
re
ir
ulation sont alors visibles qui sont respe
tivement 
entr�ees aux points (6; 0h; 2; 0h) et
(5; 8h; 0; 5h). La 
oupe de la norme du 
hamp de vorti
it�e indique la pr�esente d'une stru
ture
au dessus de la premi�ere zone ( voir �gure du haut III.3.8 ). Par la suite, l'�e
latement de

es stru
tures provoque la diminution brutale de l'abs
isse de re
ollement. L'illustration de

ette diminution brutale peut être observ�ee sur la �gure III.3.13 ( en haut ). En e�et, la
zone de re
ir
ulation est en train de se mor
eler : la ligne de re
ollement n'est plus unique.
L'analyse du 
oeÆ
ient de frottement instantan�e �a di��erents temps de la simulation montre
les variations d'abs
isses de re
ollement.

La 
omparaison entre l'�energie turbulente sur le premier plan au-dessus de la paroi
( plan d'�equation z = 1; 2:10�2h ) et le nombre de Nusselt permet de mettre en �eviden
e la

orr�elation entre 
es deux quantit�es. En e�et, des auteurs 
omme Kang et al. [49℄ ou en
ore
Suzuki et al. [104℄ ont observ�e que l'intensit�e turbulente au voisinage de la paroi et le 
ux
de 
haleur �a la paroi �etaient tr�es bien 
orr�el�es dans la zone de re
ollement. D'apr�es Vogel
et al.[109℄, le 
ux de 
haleur dans la zone de re
ollement est aussi 
orr�el�e ave
 les 
u
tua-
tions intantan�ees du 
oeÆ
ient de frottement �a la paroi, 
e que nous avons aussi 
onstat�e.
Sur la �gure III.3.11 du milieu ( �a t = 187; 5h=U
 ), on observe trois r�egions o�u l'�energie
turbulente est maximale : zone 
entr�ee en x = 5h et y = h, en x = 6h et y = 2; 4h et en�n
x = 5; 8h et y = 3; 6h, 
ompar�ee �a l'�energie turbulente ( �gure III.3.11 du bas ), on retrouve
les trois maxima lo
alis�es aux mêmes endroits, 
e
i 
on�rme la 
orr�elation entre intensit�e
turbulente et 
ux de 
haleur �a la paroi. Il faut noter que les maxima de transfert de 
haleur
se produisent au voisinage imm�ediat de la ligne de re
ollement, l�a o�u le 
uide 
haud vient
impa
ter la paroi et que l'on peut observer un l�eger d�e
alage dans la position des maxima

e qui a d�ej�a �et�e observ�e dans le paragraphe 4.5 de la partie II.

Au pied de la mar
he, au niveau de la paroi, il est possible de mettre en �eviden
e la
pr�esen
e d'une tr�es petite zone de re
ir
ulation dont la largeur n'ex
�ede pas 0; 2h �a 0; 4h.
Visible sur le 
oeÆ
ient de frottement �a la paroi ( voir �gures III.3.11, III.3.12 et III.3.13 ),

ette zone n'apparâ�t pas sur le 
oeÆ
ient de frottement moyen ( voir �gure III.2.17 ). Entre
la zone de re
ir
ulation prin
ipale et 
ette petite zone pro
he du pied de la mar
he, est
lo
alis�ee la zone de 
ir
ulation se
ondaire. Sa taille est de l'ordre de 2; 0h �a 2; 5h. Il est
possible d'observer des ph�enom�enes de d�e
ollement du 
uide pro
he paroi par endroits; par
exemple, �a t = 402; 4h ( �gure III.3.13 ), une zone de d�e
ollement est visible en x = h et
y = h.

3.3 R�egion en aval du re
ollement

Au del�a du re
ollement, une nouvelle 
ou
he limite se red�eveloppe sur la paroi inf�erieure.
En e�et, l'analyse de la norme du 
hamp de vorti
it�e �a di��erents instants de la simulation



( voir �gures du haut III.3.7 �a III.3.10 ) indique que les maxima sont lo
alis�es �a pr�esent au
voisinage de la paroi alors qu'auparavant ils se situaient dans la 
ou
he 
isaill�ee.

Le pro�l moyen du 
hamp de vitesse longitudinale pr�esent�e dans le paragraphe 2.1.2
pr�esente un point d'in
exion, indiquant que la 
ou
he limite qui se red�eveloppe n'est pas
en �equilibre. L'analyse des 
oupes transversales et longitudinales indique e�e
tivement la
pr�esen
e de grosses stru
tures qui ne sont pas en
ore dissip�ees et qui sont la 
ause du
d�es�equilibre de la 
ou
he limite. Ainsi sur les 
oupes en x = 9h et x = 11h ( respe
ti-
vement �gure III.3.5 du bas et �gure III.3.6 du haut ), la tra
e de la 
ou
he 
isaill�ee et des
stru
tures tourbillonnantes est toujours visible. Sur la �gure III.3.10 du haut ( norme de la
vorti
it�e ), la pr�esen
e d'une stru
ture 
entr�ee au point (9; 0h; 3; 2h; 1; 0h), est retrouv�ee sur
la �gure III.3.5 ( 
oupe transversale en x = 9h ). Il faut attendre une abs
isse beau
oup plus
distante ( x = 16h, �gure III.3.6 du bas ) pour voir se dissiper 
es stru
tures au sein de la

ou
he limite.

Dans 
ette r�egion, on voit tr�es nettement se reformer les stru
tures allong�ees ( les streaks )
habituellement asso
i�ees aux 
ou
hes limites turbulentes. Ces stru
tures sont visibles sur la
�gure III.3.1 ( nappe d'iso-vitesse longitudinale ). On retrouve des stru
tures similaires en
observant la �gure III.3.2 ( nappe d'iso-temp�erature ) indiquant la pr�esen
e d'une 
ou
he
limite thermique turbulente.
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Fig. III.3.1: Nappe d'iso-valeurs de la vitesse longitudinale �a t = 402; 4h=U
 : U = 0; 3U
.
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Fig. III.3.2: Nappe d'iso-valeurs de la temp�erature �a t = 402; 4h=U
 : T = 0; 3T
.
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Fig. III.3.4: Coupe transversale en x = 2h ( �gure du haut ) et x = 3h ( �gure du bas ) des

hamps de temp�erature et de ve
teurs vitesse �a t = 402; 4h=U
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hamps de temp�erature et de ve
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Fig. III.3.6: Coupe transversale en x = 11h ( �gure du haut ) et x = 16h ( �gure du bas )
des 
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longitudinale ( en bas ) du 
hamp de vorti
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.
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hamp de vorti
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Fig. III.3.10: Coupe longitudinale en y = 3; 2h de la norme ( en haut ) et de la 
omposante
longitudinale ( en bas ) du 
hamp de vorti
it�e �a t = 402; 4h=U
.
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Fig. III.3.11:CoeÆ
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Nombre de Nusselt ( en bas ) �a t = 187; 5h=U
.
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Fig. III.3.12: CoeÆ
ient de frottement ( en haut) �a t = 300h=U
 : en noir valeurs n�egatives,
en blan
 valeurs positives; �Energie turbulente ( au milieu ) �a t = 300h=U
 en z = 1; 2:10�2h;
Nombre de Nusselt ( en bas ) �a t = 300h=U
.
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Fig. III.3.13: CoeÆ
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 : en noir valeurs
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 valeurs positives; �Energie turbulente ( au milieu ) �a t = 402; 4h=U


en z = 1; 2:10�2h; Nombre de Nusselt ( en bas ) �a t = 402; 4h=U
.
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L'�etude men�ee dans le 
adre de 
e m�emoire de th�ese avait pour but d'examiner et de
v�eri�er l'a
tion des mod�eles pour le tenseur de Reynolds sous-maille et pour le 
ux de 
ha-
leur sous-maille en se limitant �a des s
h�emas num�eriques de faible ordre non dissipatifs, mais
aussi de re
her
her les stru
tures ou ph�enom�enes responsables des m�e
anismes de transfert
de 
haleur �a la paroi. Deux 
on�gurations g�eom�etriques ont �et�e retenues pour 
ette �etude.
La premi�ere 
orrespond �a l'�e
oulement d'un 
uide 
haud dans un 
anal plan in�ni, uni-
form�ement 
hau��e sur les parois du 
anal. Ce 
as est repr�esentatif d'�e
oulements 
on�n�es
en �equilibre. La deuxi�eme 
orrespond �a l'�e
oulement d'un 
uide 
haud sur une mar
he des-

endante, 
as repr�esentatif d'�e
oulements 
on�n�es d�e
oll�es. Cette fois-
i, le 
uide 
haud est
refroidi par des parois isothermes froides.

Dans la 
on�guration du 
anal plan, l'utilisation des mod�eles sous-maille pour le tenseur
de Reynolds, �a savoir les mod�eles de Smagorinsky, d'�e
helles mixtes et de fon
tion stru
ture,
ave
 une des trois pro
�edures d'am�elioration pr�esent�ees ( pro
�edures dynamique et d'a

en-
tuation, fon
tion de s�ele
tion ) 
onduit �a des r�esultats meilleurs qu'ave
 le 
as sans mod�ele,

e
i malgr�e le faible ordre de la dis
r�etisation spatiale : la 
omparaison entre les mod�eles et
une simulation dire
te pour les 
hamps moyen et turbulent indique un niveau d'erreur tout
�a fait raisonnable. L'e�et des pro
�edures d'am�elioration a �et�e �etudi�e en examinant tout par-
ti
uli�erement les pro�ls de vis
osit�e et de dissipation asso
i�es aux mod�eles sous-maille. Ces
derniers d�emontrent l'aptitude de la pro
�edure dynamique et de la fon
tion de s�ele
tion �a
annuler le mod�ele sous-maille dans la sous-
ou
he visqueuse, zone dans laquelle l'�e
oulement
n'est plus turbulent et qui ne n�e
essite pas de mod�elisations. La pro
�edure d'a

entuation
semble être moins eÆ
a
e. La d�e
omposition de la dissipation totale li�ee au mod�ele sous-
maille en deux 
ontributions, l'une asso
i�ee �a la d�eformation moyenne et l'autre asso
i�ee aux

u
tuations de la d�eformation, permet de mettre en �eviden
e des transferts d'�energie des
�e
helles sous-maille vers les �e
helles r�esolues, qui se traduisent par des valeurs n�egatives de
la deuxi�eme 
ontribution. Ces transferts inverses sont lo
alis�es dans la zone tampon, zone
qui est le si�ege de la produ
tion d'�energie turbulente. Seuls les mod�eles sous-maille de base
utilis�es ave
 la fon
tion de s�ele
tion indiquent la pr�esen
e de 
es transfert inverses, 
e qui
montre que la fon
tion de s�ele
tion est responsable de 
e ph�enom�ene. Dans le 
as des mod�eles
�a vis
osit�e s
alaire, 
ette dissipation asso
i�ee aux 
u
tuations de la d�eformation peut elle-
même se d�e
omposer 
omme la somme de trois termes dont une seule des trois 
ontributions
est stri
tement positive. Ce r�esultat 
on
ernant l'aptitude de la fon
tion de s�ele
tion �a per-
mettre le transfert inverse d'�energie ( ou "ba
ks
atter" )dans la zone tampon n'est don
 pas

ontradi
toire ave
 le fait qu'un mod�ele �a vis
osit�e s
alaire stri
tement positive ne peut pas
être anti-dissipatif dans la mesure o�u la dissipation sous-maille totale est bien stri
tement
positive, indiquant le sens pr�epond�erant des transferts.

L'�etude pr�e
�edente a permis de s�ele
tionner le mod�ele d'�e
helles mixtes s�ele
tif 
omme




elui fournissant les meilleurs r�esultats sur le 
as "bas Reynolds". En e�et, il nous a sembl�e
important, pour pouvoir mener la 
omparaison des di��erents mod�eles pour le 
ux de 
haleur
ave
 une simulation dire
te de r�ef�eren
e, de se �xer un seul et unique mod�ele sous-maille
pour le tenseur de Reynolds a�n de limiter les erreurs provenant de la r�esolution du 
hamp
dynamique. L'utilisation des mod�eles hybrides ( 
ombinaison d'un mod�ele de Smagorinsky
dynamique et d'un mod�ele de similarit�e d'�e
helles dynamique ou non ) pour le 
ux de 
haleur
sous-maille am�eliore les r�esultats par rapport au 
as sans mod�ele ou au mod�ele �a nombre
de Prandtl sous-maille 
onstant. Les deux nouveaux mod�eles non Fi
kiens EVM et IVM
( respe
tivement mod�ele ve
toriel expli
ite bas�e sur une adaptation d'un mod�ele RANS
de Yoshizawa et mod�ele ve
toriel impli
ite bas�e sur une adaptation d'un mod�ele RANS
de Rogers ) propos�es ne donnent pas enti�ere satisfa
tion dans la mesure o�u l'on 
onstate

ertaines d�egradations dans les r�esultats. Le mod�ele EVM semble ne pas être adapt�e dans
le 
as o�u la valeur du nombre de Prandtl est sup�erieure �a l'unit�e puisque les r�esultats les
moins satisfaisants sont obtenus dans le 
as o�u le nombre de Prandtl est �egale �a 2. Le mod�ele
IVM pose probl�eme au voisinage de la paroi expliquant les r�esultats peu en
ourageants de

e dernier. Le 
omportement des mod�eles sous-maille pour le 
ux de 
haleur a �et�e �etudi�e
de mani�ere plus �ne en examinant la dissipation de varian
e de temp�erature asso
i�ee aux
mod�eles sous deux formes : la premi�ere a 
onsist�e �a s�eparer les parties Fi
kienne et non
Fi
kienne tandis que la deuxi�eme est bas�ee sur une analogie ave
 les deux 
ontributions
introduites dans le 
as des mod�eles pour le tenseur de Reynolds sous-maille. L'�etude des
dissipations Fi
kienne et non Fi
kienne montre l'aptitude des mod�eles hybrides dynamiques
�a s'annuler dans la zone de 
ondu
tion thermique, l�a o�u toutes les �e
helles sont r�esolues.
Le r�esultat le plus surprenant provient des mod�eles hybrides dans la mesure o�u la partie
non Fi
kienne de la dissipation asso
i�ee �a 
es mod�eles, 
orrespondant �a la partie similarit�e
d'�e
helles du mod�ele, est pr�epond�erante. En e�et, les mod�eles de similarit�e d'�e
helles pour
le tenseur de Reynolds sous-maille ( mod�ele de Bardina par exemple ) sont 
onnus pour être
trop peu dissipatifs. Ce r�esultat est peut-être li�e �a l'utilisation de la pro
�edure dynamique. On
montre aussi le niveau trop �elev�e de dissipation dans le 
as du mod�ele IVM, 
e qui explique
les d�egradations observ�ees dans les r�esultats des 
hamps moyen et turbulent. L'examen des
dissipations asso
i�ees aux d�eformations moyenne et 
u
tuante 
on�rme en
ore l'aptitude des
mod�eles hybrides �a s'annuler dans la zone de 
ondu
tion. Le mod�ele �a Prandtl sous-maille

onstant et le mod�ele IVM sont les deux seuls �a permettre des transferts de varian
e des
�e
helles sous-maille vers les �e
helles r�esolues. Ce
i s'explique par le fait que 
e sont les deux
seuls mod�eles qui sont dire
tement reli�es au mod�ele utilis�e pour le tenseur de Reynolds sous-
maille, i
i le mod�ele d'�e
helles mixtes s�ele
tif, or nous avons vu pr�e
is�ement que la fon
tion
de s�ele
tion permet 
es transferts inverses.

L'examen du 
hamp instantan�e montre que 
'est le balayage, ou impa
t vers la paroi,
qui est responsable des pi
s de 
ux de 
haleur �a la paroi. L'intensit�e de 
es pi
s de 
ux
de 
haleur pari�etaux d�epend de la valeur du nombre de Prandtl, mais aussi de la stru
ture
de l'�e
oulement se
ondaire. L'�e
oulement se
ondaire est d�e�ni 
omme le 
hamp de vitesse

ontenu dans un plan orthogonal �a l'�e
oulement prin
ipal unidire
tionnel. En e�et, pour la
valeur la plus faible du nombre de Prandtl 
onsid�er�e, 
es pi
s sont plutôt 
ous alors que
pour la valeur la plus grande du nombre de Prandtl, ils sont plus a

entu�es. Ce r�esultat est



tout �a fait 
oh�erent dans la mesure o�u les e�ets de transport par 
ondu
tion sont de plus en
plus n�egligeables ave
 l'augmentation du nombre de Prandtl. Ces pi
s sont situ�es �a proximit�e
des points d'arrêt de l'�e
oulement se
ondaire. En 
e qui 
on
erne les stru
tures 
oh�erentes
thermiques, elles sont tr�es bien 
orr�el�ees ave
 les stru
tures dynamiques ( "streaks" ), les
similitudes �etant plus grandes pour des valeurs du nombre de Prandtl voisines et sup�erieures
�a l'unit�e.

Dans la 
on�guration de la mar
he des
endante, la simulation des grandes �e
helles ef-
fe
tu�ee a permis de 
on�rmer la forte 
orr�elation entre l'�energie turbulente et le 
ux de

haleur �a la paroi dans la zone de re
ir
ulation. Dans 
ette 
on�guration g�eom�etrique, les
maxima du 
ux de 
haleur �a la paroi proviennent de l'impa
t du 
uide 
haud sur la paroi.
Ce
i est 
oh�erent ave
 le r�esultat pr�e
�edent 
on
ernant les maxima du 
ux de 
haleur dans
la 
on�guration du 
anal puisque la zone de re
ollement s'identi�e �a la position des points
d'arrêt du 
uide sur la paroi. La mise au point d'un 
ouplage original entre la simulation
des grandes �e
helles d'un �e
oulement en 
anal plan et 
ette simulation dans la 
on�guration
de la mar
he des
endante a aussi permis d'engendrer une 
ondition d'entr�ee instationnaire
en fournissant des 
hamps dynamique et thermique pleinement turbulents. En e�et, on sait
que 
e type d'�e
oulement est tr�es sensible �a l'�etat de la 
ou
he limite qui d�e
olle au nez de
la mar
he. Les r�esultats obtenus sur les 
hamps moyen et turbulent sont qualitativement
en a

ord ave
 la litt�erature sur le sujet, bien qu'il soit tr�es diÆ
ile de 
omparer le 
hamp
thermique ave
 d'autres simulations dans la mesure o�u elles sont quasi inexistantes. L'utili-
sation de la pro
�edure dynamique dans 
ette 
on�guration n'a pas �et�e possible. Les r�esultats
satisfaisants qui ont �et�e obtenus ave
 le mod�ele �a Prandtl sous-maille 
onstant pour le 
ux
de 
haleur sous-maille peuvent s'expliquer en partie par le fait que l'on suppose le 
hamp
thermique d�e
oupl�e du 
hamp dynamique ( 
as du s
alaire passif ).

Comme nous l'avons d�ej�a pr�e
is�e dans l'introdu
tion de 
e m�emoire, seul le 
as du s
alaire
passif a pu être abord�e au 
ours de 
es travaux de th�ese. Il serait tr�es utile d'�etudier l'in
uen
e
r�eelle de la gravit�e sur 
es ph�enom�enes de transfert de 
haleur �a la paroi qui sont en
ore peu
�etudi�es. En e�et, la gravit�e induit une for
e de 
ottaison qui introduit un 
ouplage thermique
dans l'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement, 
ouplage qui n'existe pas
dans le 
as du s
alaire passif. Comment peut on prendre en 
ompte 
e type d'e�et dans la
mod�elisation sous-maille dans la mesure o�u l'hypoth�ese d'�equilibre lo
al est a�e
t�ee par la
gravit�e? Qu'en est-il dans le 
as d'�e
oulement en rotation? Nous avons vu que la fon
tion
de s�ele
tion permettait les transferts inverse d'�energie. Est-il possible d'�evaluer une nouvelle
fon
tion de s�ele
tion bas�ee sur le gradient de temp�erature r�esolue qui ait la même propri�et�e?
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Annexe A

Lois de 
onservation et de


omportement

Les �equations de 
onservation qui suivent sont �enon
�ees dans le 
as o�u le 
uide est
un 
uide monophasique et di-variant. On suppose qu'il n'y a pas de sour
e de mati�ere ni
d'�energie. En�n, on suppose que le 
uide ne subit que son poids 
omme for
es ext�erieures.

Dans la suite, on va être amen�e �a utiliser l'op�erateur d�eriv�ee parti
ulaire. Cet op�erateur
est d�e�ni par :

dX
dt

=

�
�X
�t

+
�!
U �

��!r 
X�� (III.A.1)

dX
dt

=
�X
�t

+
�!r �

�
X 
 �!U

�
(III.A.2)

la relation (III.A.2) �etant v�eri��ee dans le 
as d'�e
oulements de 
uides in
ompressibles
(
�!r �

�!
U = 0 ).

A.1 Lois de 
onservation

Les paragraphes qui suivent d�e
rivent don
 l'appli
ation des lois de bilans globales [9℄
exprim�ees sous forme lo
ale pour la masse volumique, la quantit�e de mouvement et l'�energie
du 
uide 
onsid�er�e.

A.1.1 Conservation de la masse volumique

On note � la masse volumique et
�!
U le 
hamp de vitesse du 
uide 
onsid�er�e. La masse

volumique et le 
hamp de vitesse sont des fon
tions du temps et de l'espa
e. L'�equation de
la 
onservation de la masse s'�e
rit don
 sous la forme suivante :

��

�t
+
�!r �

�
�
�!
U
�

= 0 (III.A.3)



En introduisant la d�eriv�ee parti
ulaire, il est alors possible de r�e
rire l'�equation (III.A.3) de
la fa�
on suivante :

d�

dt
+ �
�!r �

�!
U = 0 (III.A.4)

L'�e
riture sous forme 
onservative de la 
onservation de la masse est donn�ee par la relation
(III.A.3). Par hypoth�ese, il n'y a pas de 
r�eation de mati�ere, 
'est pour 
ette raison que le
se
ond membre est nul.

A.1.2 Conservation de la quantit�e de mouvement

On note
�!�!
� , le tenseur des 
ontraintes et �!g , le ve
teur gravit�e agissant sur le 
uide. On

rappelle que le 
uide est suppos�e ne subir que son poids 
omme for
e ext�erieure. L'�equation
de la 
onservation de la quantit�e de mouvement sous forme 
onservative s'�e
rit alors :

�

�t

�
�
�!
U
�
+
�!r �

�
�
�!
U 
�!U

�
=
�!r �

�!�!
� + ��!g (III.A.5)

L'�equation (III.A.5) peut se r�e
rire en utilisant la d�eriv�ee parti
ulaire. Pour 
ela, il faut
transformer le membre de gau
he �a l'aide de l'�equation de 
onservation de la masse (III.A.3) :

�

�t

�
�
�!
U
�
+
�!r �

�
�
�!
U 
�!U

�
= �

�
�!
U

�t
+
�!
U

��

�t
+ �
�!
U 


��!r �

�!
U
�
+
�!
U 


��!r �

�
�
�!
U
��

= �

 
�
�!
U

�t
+
�!
U �

��!r 
�!U �!| {z }
(III.A.1)

=
d
�!
U

dt

+
�!
U 


�
��

�t
+
�!r �

�
�
�!
U
��

| {z }
(III.A.3)

= 0

= �
d
�!
U

dt
(III.A.6)

En introduisant le ve
teur unitaire
�!r�, qui n'est rien d'autre que le ve
teur unitaire porteur

de la ve
ti
ale lo
ale as
endante, les for
es volumiques deviennent :

�!g = �g�!r� (III.A.7)

En utilisant les relations (III.A.6) et (III.A.7), on obtient alors une nouvelle formulation :

�
d
�!
U

dt
=
�!r �

�!�!
� � �g

�!r� (III.A.8)

Remarque

En toute rigueur, il faudrait �e
rire la 
onservation du moment de la quantit�e de mouve-

ment. Elle impose alors que le tenseur des 
ontraintes
�!�!
� soit un tenseur sym�etrique.



A.1.3 Conservation de l'�energie

Il est possible de formuler la 
onservation de l'�energie sous diverses formes : �a partir de
l'�energie totale ( �energie interne + �energie 
in�etique ), de l'�energie interne seule, de l'enthalpie
totale ( enthalpie + �energie 
in�etique ), de l'enthalpie seule ou de l'entropie. Par la suite, les
raisonnements pour aboutir aux �equations de Boussinesq se feront �a partir de la formulation
sous la forme d'enthalpie. Le ve
teur �!q s'identi�e au ve
teur 
ux de 
haleur et _Q �a un terme

sour
e de 
haleur. Les tenseurs
�!�!
� et

�!�!
D , sont respe
tivement les tenseurs des 
ontraintes et

des taux de d�eformation. Ce dernier est d�e�ni de la mani�ere suivante :

�!�!
D =

1

2

��!r�!U +
��!r�!U �T�

(III.A.9)

Axiome de l'�etat lo
al

A toute parti
ule 
uide, on peut asso
ier un �etat thermostatique ( ou un �etat d'�equilibre )
d�e�ni par deux variables ( dans le 
as d'un 
uide monophasique ). Toutes les fon
tions d'�etat
atta
h�ees �a 
ette parti
ule sont alors donn�ees par les mêmes fon
tions qu'�a l'�equilibre.

Conservation de l'�energie en terme d'�energie interne

La densit�e d'�energie interne du 
uide 
onsid�er�e est not�ee �e. La 
onservation de l'�energie
s'�e
rit :

�

�t
(�e) +

�!r �

�
�e
�!
U
�

= ��!r �
�!q +

�!�!
� �

�

�!�!
D + _Q (III.A.10)

En utilisant l'�equation de 
onservation de masse volumique (III.A.3), il est alors possible
d'exprimer la 
onservation de l'�energie interne �a l'aide de la d�eriv�ee parti
ulaire. La d�emar
he
est la même que 
elle employ�ee pour le 
as de la 
onservation de la quantit�e de mouvement.
On admet don
 que l'�equation (III.A.10) devient alors :

�
de

dt|{z}
1

= ��!r �
�!q| {z }

2

+
�!�!
� �

�

�!�!
D| {z }

3

+ _Q|{z}
4

(III.A.11)

Cha
un des termes num�erot�es repr�esentent :

1. le taux de variation d'�energie interne par unit�e de volume

2. le 
ux de 
haleur volumique qui s'�e
hange ave
 le milieu ext�erieur

3. la puissan
e volumique des for
es de pression et visqueuses

4. la produ
tion volumique d'�energie interne

D'apr�es les hypoth�eses, le terme sour
e de 
haleur _Q est don
 nul.



Conservation de l'�energie en terme d'enthalpie

On note �h, l'enthalpie sp�e
i�que du 
uide 
onsid�er�e. Pour formuler la 
onservation de
l'�energie en terme d'enthalpie, il faut partir de la relation liant e et h d�e�nie par :

h = e+
P

�
(III.A.12)

On applique alors l'op�erateur "d�eriv�ee parti
ulaire" �a la relation (III.A.12).

dh

dt
=

de

dt
� P

�2
d�

dt
+

1

�

dP

dt
(III.A.13)

En multipliant par la masse volumique, on obtient :

�
dh

dt
= �

de

dt
� P

1

�

d�

dt
+
dP

dt
(III.A.14)

En substituant le terme �1

�

d�

dt
par

�!r �

�!
U dans (III.A.14), il r�esulte :

�
dh

dt
= �

de

dt
+ P

�!r �

�!
U +

dP

dt
(III.A.15)

En rempla�
ant dans l'�equation �etablie pour e , il vient alors :

�
dh

dt
� dP

dt
� P

�!r �

�!
U = ��!r �

�!q +
�!�!
� �

�

�!�!
D (III.A.16)

A.2 �Equations de Navier-Stokes

Il est maintenant n�e
essaire de relier la 
ontrainte au taux de d�eformation, ainsi que de
relier le 
ux de 
haleur au 
hamp de temp�erature par l'intermediaire d'une loi de 
omporte-
ment.

A.2.1 Loi de 
omportement pour le tenseur des 
ontraintes

Si la relation entre le tenseur des 
ontraintes et le tenseur des taux de vitesse de d�eformation
est 
hoisie lin�eaire et isotrope, le 
uide est alors dit Newtonien et le tenseur des 
ontraintes
s'�e
rit sous la forme :

�!�!
� = �P

�!�!I + �Tr
��!�!
D
��!�!I + 2�

�!�!
D (III.A.17)

En introduisant le tenseur d�eviateur des taux de vitesse de d�eformation not�e
�!�!
Dd :

�!�!
Dd =

�!�!
D � 1

3
Tr

��!�!
D
��!�!
I (III.A.18)



la relation s'�e
rit �nalement 
omme suit :

�!�!
� = �P

�!�!I +

�
�+

2

3
�

�
Tr
��!�!
D
��!�!I + 2�

�!�!
Dd (III.A.19)

Les 
oeÆ
ients � et � sont alors nomm�es respe
tivement vis
osit�e volumique et dynamique.
En g�en�eral, 
es deux vis
osit�es peuvent être fon
tion du 
ouple thermodynamique 
hoisi, en

l'o

uren
e, le 
ouple (T; �) ou (T; P ). Le tenseur
�!�!
I repr�esente le tenseur identit�e.

A.2.2 Loi de 
omportement pour le 
ux de 
haleur

Si le 
ux de 
haleur �!q est 
hoisi 
olin�eaire au gradient du 
hamp de temp�erature, on dit
que le 
uide v�eri�e la loi de Fourier. Il en r�esulte :

�!q = �k�!rT (III.A.20)

Le 
oeÆ
ient de proportionnalit�e k est alors nomm�e 
ondu
tibilit�e thermique du 
uide.
Tout 
omme les vis
osit�es � et �, la 
ondu
tibilit�e thermique k peut d�ependre des variables
thermodynamiques.

A.2.3 Remarques

L'in�egalit�e de Clausius-Duhem fournit une 
ontrainte suppl�ementaire quant aux vis
osit�es
volumique et dynamique et la 
ondu
tibilit�e thermique. En e�et, 
ette in�egalit�e est tir�ee du
se
ond prin
ipe de thermodynamique qui dit que l'entropie d'un syst�eme isol�e ne peut que

rô�tre. Dans le 
as d'un 
uide Newtonien, 
ela se traduit par les in�egalit�es suivantes :8><>:

� � 0
� � 0

�+
2

3
� � 0

(III.A.21)

A.2.4 Fluide de Navier-Stokes

Un 
uide de Navier-Stokes est un 
uide Newtonien qui v�eri�e les lois de 
omportement
(III.A.19) et (III.A.20) dont les vis
osit�es volumique et dynamique v�eri�ent :

�+
2

3
� = 0 (III.A.22)

Dans 
es 
onditions, la loi de 
omportement pour le tenseurs de 
ontraintes devient :

�!�!
� = �P

�!�!
I + 2�

�!�!
Dd (III.A.23)



A.2.5 �Equations de Navier-Stokes 
ompl�etes

Le 
uide �etant 
onsid�er�e 
omme monophasique di-variant, les fon
tions thermodyna-
miques telles que l'�energie interne, l'enthalpie, l'entropie ne d�ependent alors que de deux
variables thermodynamiques ind�ependantes. Dans la suite, on utilisera plus parti
uli�erement
les 
ouples de variables thermodynamiques (T; �) et (T; P ).

Expression de la puissan
e des for
es de pression et visqueuses

Connaissant la loi de 
omportement, on peut �evaluer la puissan
e volumique des for
es
de pression et de frottement. On obtient alors le d�eveloppement suivant :

�!�!
� �

�

�!�!
D =

�
�P
�!�!
I + 2�

�!�!
Dd

�
�

�

��!�!
Dd +

1

3
Tr

��!�!
D
��!�!

I

�
= �P

�!�!
I �

�

�!�!
Dd � P

3
Tr

��!�!
D
��!�!

I �

�

�!�!
I + 2�

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd +

2

3
�Tr

��!�!
D
��!�!
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Dd�

�

�!�!
Dd (III.A.24)

Il ne reste plus �a pr�esent qu'�a rempla�
er dans les �equations (III.A.11) et (III.A.16).

Expression des �equations de Navier-Stokes

En tenant 
ompte du fait que le 
uide est un 
uide de Navier-Stokes, les syst�emes
d'�equations de 
onservation se r�e
rivent de la fa�
on suivante :8>>>>><>>>>>:

d�

dt
+ �
�!r �

�!
U = 0

�
d
�!
U

dt
+
�!rP =

�!r �

�
2�
�!�!
Dd

�
� �g

�!r�

�
de

dt
+ P

�!r �

�!
U =

�!r �

�
k
�!rT

�
+ 2�

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd

(III.A.25)

et sous la forme :8>>>>><>>>>>:

d�

dt
+ �
�!r �

�!
U = 0

�
d
�!
U

dt
+
�!rP =

�!r �

�
2�
�!�!
Dd

�
� �g

�!r�

�
dh

dt
� dP

dt
=
�!r �

�
k
�!rT

�
+ 2�

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd

(III.A.26)



Annexe B

Expression de l'�energie

On rappelle que le 
uide est suppos�e monophasique di-variant : il n'existe alors que deux
variables thermodynamiques ind�ependantes pour exprimer l'�energie interne ou l'enthalpie. Le
premier prin
ipe de la thermodynamique indique que l'�energie interne, ainsi que l'enthalpie
sont deux fon
tions d'�etat. Leurs di��erentielles respe
tives, dE et dH, sont don
 totales
exa
tes. Quant au se
ond prin
ipe de la thermodynamique, il indique que l'entropie S est
aussi une fon
tion d' �etat. Sa di��erentielle dS est don
 totale et exa
te. En 
onsid�erant une
transformation �el�ementaire et r�eversible, l'�energie �e
hang�ee sous forme m�e
anique est alors
not�ee ÆW . Quant �a l'�energie �e
hang�ee sous forme 
alori�que, elle est not�ee ÆQ. Ces �e
hanges
sont d�e�nis par :

ÆQ = 
vdT + lvdv (III.B.1)

ÆQ = 
pdT + lpdP (III.B.2)

ÆQ = �dP + �dv (III.B.3)

ÆW = �Pdv (III.B.4)

o�u v, T et P sont le volume massique ( inverse de la masse volumique � ), la temp�erature
et la pression; 
v et 
p sont les 
apa
it�es 
alori�ques �a volume et pression 
onstante; lv et
lp sont les 
oeÆ
ients de 
haleur de d�etente et de 
ompression; � et � n'ont pas de noms
parti
uliers. Il est �a noter que les notations df et Æf indiquent que, dans le premier 
as,
df est une di��erentielle totale exa
te, alors que, dans le deuxi�eme 
as, Æf n'en est pas une.
Cependant, df et Æf repr�esentent toutes les deux un a

roissement �el�ementaire de la grandeur
f .

B.1 D�eveloppements pr�eliminaires

B.1.1 Relations de Clapeyron

Les deux relations de Clapeyron permettent d'exprimer les 
oeÆ
ients de 
haleur lv et
lp, 
e qui servira dans les deux paragraphes suivants. Les di��erentielles ds, de et dh sont



d�e�nies par :

ds =
ÆQ

T
(III.B.5)

de = ÆQ+ ÆW (III.B.6)

dh = de+ Pdv + vdP (III.B.7)

Premi�ere relation de Clapeyron

Pour d�eterminer la premi�ere relation de Clapeyron, les di��erentielles ds et de sont ex-
prim�ees �a l'aide du jeu de variables (T; v), 
e qui donne :

ds(T; v) =

v(T; v)

T
dT +

lv(T; v)

T
dv (III.B.8)

de(T; v) = 
v(T; v)dT + (lv(T; v)� P (T; v)) dv (III.B.9)

Les di��erentielles ds et de �etant totales et exa
tes, leurs 
oeÆ
ients doivent v�eri�er l'�egalit�e
suivante :�

�

�v

�
v
T

��
T

=

�
�

�T

�
lv
T

��
v

(III.B.10)�
�
v
�v

�
T

=

�
� (lv � P )

�T

�
v

(III.B.11)

En d�eveloppant les deux termes de l'�egalit�e, il vient alors :

1

T

�
�
v
�v

�
T

= � lv
T 2

+
1

T

�
�lv
�T

�
v

(III.B.12)�
�
v
�v

�
T

=

�
�lv
�T

�
v
�
�
�P

�T

�
v

(III.B.13)

�A partir de 
es deux expressions, il vient alors :8>>>><>>>>:

�
�
v
�v

�
T
�
�
�lv
�T

�
v

= � lv
T�

�
v
�v

�
T
�
�
�lv
�T

�
v

= �
�
�P

�T

�
v

(III.B.14)

�A partir du syst�eme (III.B.14), le 
oeÆ
ient de 
haleur de d�etente s'exprime de la mani�ere
suivante :

lv(T; v) = T

�
�P

�T
(T; v)

�
v

(III.B.15)

La masse volumique � �etant l'inverse du volume massique v, il est possible d'introduire un

oeÆ
ient de 
haleur de d�etente l�, qui v�eri�ent alors :

l�(T; �) = T

�
�P

�T
(T; �)

�
�

(III.B.16)



Deuxi�eme relation de Clapeyron

Les di��erentielles ds et dh peuvent s'�e
rire en fon
tion de variables d'�etat T et P 
omme :

ds(T; P ) =

P (T; P )

T
dT +

lP (T; P )

T
dP (III.B.17)

dh(T; P ) = 
P (T; P )dT + (lP (T; P ) + v(T; P ))dP (III.B.18)

Comme la premi�ere relation de Clapeyron, le fait que ds et dh soient deux di��erentielles
totales exa
tes se traduit par :�

�

�p

�
p
T

��
T

=

�
�

�T

�
lp
T

��
P

(III.B.19)�
�
p
�v

�
T

=

�
� (lp + v)

�T

�
P

(III.B.20)

En r�eduisant les deux expressions, il vient :

1

T

�
�
p
�P

�
T

= � lp
T 2

+
1

T

�
�lp
�T

�
P

(III.B.21)�
�
p
�P

�
T

=

�
�lp
�T

�
P

+

�
�v

�T

�
P

(III.B.22)

�A partir de 
es deux expressions, il vient alors :8>>>><>>>>:

�
�
p
�P

�
T
�
�
�lp
�T

�
P

= � lp
T�

�
p
�P

�
T
�
�
�lp
�T

�
P

=

�
�v

�T

�
P

(III.B.23)

�A partir du syst�eme III.B.23, le 
oeÆ
ient de 
haleur de 
ompression s'exprime de la mani�ere
suivante :

lP (T; P ) = �T
�
�v

�T
(T; P )

�
P

(III.B.24)

lP (T; P ) =
T

�2(T; P )

�
��

�T
(T; P )

�
P

(III.B.25)

B.1.2 Introdu
tion des 
oeÆ
ients thermo-�elastique

Dans les paragraphes suivants, on sera amen�e �a utiliser trois 
oeÆ
ients thermo-�elastiques

onnus. Ces trois 
oeÆ
ients sont appel�es :

{ 
oeÆ
ient de dilatation isobare �(T; P )

{ 
oeÆ
ient de 
ompressibilit�e isotherme �
T
(T; P )



{ 
oeÆ
ient d'augmentation de pression iso
hore �(T; �)

Ils sont d�e�nis par la relation :

�(T; P ) = � 1

�(T; P )

�
��

�T
(T; P )

�
P

(III.B.26)

�
T
(T; P ) =

1

�(T; P )

�
��

�P
(T; P )

�
T

(III.B.27)

�(T; �) =
1

P (T; �)

�
�P

�T
(T; �)

�
�

(III.B.28)

B.1.3 Expression de la 
�el�erit�e du son a

Dans les paragraphes suivants, nous allons être amen�es �a d�e�nir le nombre de Ma
h, qui
fait intervenir expli
itement la 
�el�erit�e du son a. La d�e�nition usuelle est la suivante :

a2 =

�
�P

��

�
s

(III.B.29)

La d�e�nition de la 
�el�erit�e a ne peut pas être utilis�ee telle qu'elle est d�e�nie pour le moment,

ar dans la suite on utilise les 
ouples de variables (T; P ) ou (T; �), et non le 
ouple de
variables (s; �). Les variables T , P et v sont li�ees. On peut par 
ons�equent exprimer la
di��erentielle dT en fon
tion des di��erentielles dP et dv, 
e qui donne :

dT =

�
�T

�P

�
v
dP +

�
�T

�v

�
P
dv (III.B.30)

Les relations (III.B.1) et (III.B.2) deviennent alors :

ds(P; v) = 
v

�
�T

�P

�
v
dP +

�
lv + 
v

�
�T

�v

�
P

�
dv (III.B.31)

ds(P; v) =

�

p

�
�T

�P

�
v
+ lp

�
dP + 
p

�
�T

�v

�
P
dv (III.B.32)

En identi�ant un �a un les 
oeÆ
ients, on obtient une autre formulation de la di��erentielle
de l'entropie :

ds(P; v) = 
v

�
�T

�P

�
v
dP + 
p

�
�T

�v

�
P
dv (III.B.33)

La d�e�nition usuelle (III.B.29) est donn�ee lors d'une transformation adiabatique, 
'est �a dire,
�a entropie 
onstante. Par 
ons�equent, on obtient :


v

�
�T

�P

�
v
dP + 
p

�
�T

�v

�
p
dv = 0 (III.B.34)



En isolant la di��erentielle dP, il vient :

dP = �
p

v

�
�T

�v

�
P

�
�P

�T

�
v
dv (III.B.35)�

�P

�v

�
s

= �
p

v

�
�T

�v

�
P

�
�P

�T

�
v

(III.B.36)

Comme les variables T , P et v sont li�ees, on v�eri�e l'�egalit�e suivante :�
�P

�T

�
v

�
�T

�v

�
P

�
�v

�P

�
T

= �1 (III.B.37)

�
�
�T

�v

�
P

�
�P

�T

�
v

=

�
�P

�v

�
T

(III.B.38)

En posant que le rapport des 
apa
it�es 
alori�ques

p

v

soit not�e 
 et en exprimant le volume

massique en fon
tion de la masse volumique, on obtient �nalement que la 
�el�erit�e du son
dans le 
uide est donn�ee par :

a2 = 


�
�P

��

�
T

(III.B.39)

La 
�el�erit�e du son peut aussi s'exprimer en fon
tion du 
oeÆ
ient thermo�elastique �
T
(T; P )

nomm�e 
ompressibilit�e isotherme :

a2 =



��
T

(III.B.40)

B.2 D�eriv�ee parti
ulaire de la masse volumique

Dans le 
as o�u la masse volumique est 
onsid�er�ee 
omme fon
tion des deux variables
thermodynamiques T et P , il est alors possible d'exprimer la di��erentielle d�, d�e�nie alors
par :

d�(T; P ) =

�
��

�T
(T; P )

�
P
dT +

�
��

�P
(T; P )

�
T
dP (III.B.41)

En utilisant la d�e�nition des 
oeÆ
ients thermo-�elastiques �(T; P ) et �
T
(T; P ), il en r�esulte :

d�(T; P ) = ��(T; P )�(T; P )dT + �(T; P )�
T
(T; P )dP (III.B.42)

La di��erentielle d� �etant une di��erentielle totale exa
te, sa d�eriv�ee parti
ulaire s'�e
rit don
 :

d�

dt
(T; P ) =

�
��

�T
(T; P )

�
P

dT

dt
+

�
��

�P
(T; P )

�
T

dP

dt
(III.B.43)

1

�(T; P )

d�

dt
(T; P ) = ��(T; P )

dT

dt
+ �

T
(T; P )

dP

dt
(III.B.44)



Cette formulation de la d�eriv�ee parti
ulaire de la masse volumique est utile pour modi-
�er l'�equation de 
onservation de la masse volumique (III.A.4). Dans 
e 
as, l'�equation de

onservation (III.A.4) devient :

� �(T; P )
dT

dt
+ �

T
(T; P )

dP

dt
+
�!r �

�!
U = 0 (III.B.45)

B.3 D�eriv�ee parti
ulaire de l'�energie interne

Dans le paragraphe B.1.1, la di��erentielle de est d�e�nie 
omme �etant la somme de ÆQ et
ÆW ( �energie m�e
anique, �energie 
alori�que ). Cependant, deux possibilit�es sont �a envisag�ees
quant au 
hoix du 
ouple de variable d'�etat. La di��erentielle de est exprim�ee en fon
tion du


ouple (T; v) o�u v =
1

�
, 
e qui 
onduit �a :

de(T; v) = 
v(T; v)dT + (lv(T; v)� P (T; v))dv (III.B.46)

La fon
tion d'�etat densit�e d'�energie interne e est fon
tion des deux variables thermody-
namiques T et v. La d�eriv�ee parti
ulaire de e(T; v) est alors donn�ee par :

de

dt
(T; v) =

�
�e

�T
(T; v)

�
v

dT

dt
+

�
�e

�v
(T; v)

�
T

dv

dt
(III.B.47)

puisque les variables T et v sont fon
tion du temps et de l'espa
e. De plus, 
omme e est une
di��erentielle totale exa
te, on a don
 l'�egalit�e suivante :�

�e

�T
(T; v)

�
v

= 
v(T; v) (III.B.48)�
�e

�v
(T; v)

�
T

= lv(T; v)� P (T; v) (III.B.49)

En rempla�
ant le volume massique v par la masse volumique �, l'�equation d�eg�en�ere en :

de

dt
(T; �) = 
v(T; �)

dT

dt
+ (�l�(T; �) + p(T; �))

1

�2
d�

dt
(III.B.50)

La masse volumique � est multipli�ee par (III.B.50), 
e qui donne :

�
de

dt
(T; �) = �
v(T; �)

dT

dt
+ (�l�(T; �) + P (T; �))

1

�

d�

dt
(III.B.51)

En utilisant la 
onservation de la masse volumique donn�ee par (III.A.4), le terme
1

�

d�

dt
est

rempla
�e par ��!r �

�!
U . Soit :

�
de

dt
(T; �) = �
v(T; �)

dT

dt
+ (l�(T; �)� P (T; �))

�!r �

�!
U (III.B.52)



La premi�ere relation de Clapeyron (III.B.16) permet d'�e
rire le 
oeÆ
ient de 
haleur de
d�etente l� en fon
tion de T et p, 
e qui 
onduit :

�
de

dt
(T; �) = �
v(T; �)

dT

dt
+ T

�
�P

�T
(T; �)

�
�

�!r �

�!
U � P (T; �)

�!r �

�!
U (III.B.53)

En substituant dans le syst�eme (III.A.25) la d�eriv�ee parti
ulaire de la densit�e d'�energie in-

terne
de

dt
dont l'�evolution est d�e
rite par (III.B.52) et en utilisant le 
oeÆ
ient d'augmentation

de pression iso
hore �(T; �), on obtient �nalement :

�
v(T; �)
dT

dt
=
�!r �

�
k(T; �)

�!rT
�
+ 2�(T; �)

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd � TP (T; �)�(T; �)

�!r �

�!
U

(III.B.54)

B.4 D�eriv�ee parti
ulaire de l'enthalpie

L'enthalpie d'un syst�eme est d�e�nie 
omme la somme de l'�energie interne et du produit
Pv. Elle est typiquement exprim�ee en l'aide du jeu de variables d'�etat (T; P ).

dh(T; P ) = 
p(T; P )dT + (lp(T; P ) + v(T; P ))dP (III.B.55)

En appliquant le raisonnement d�ej�a utilis�e pour l'�energie interne, la d�eriv�ee parti
ulaire

onduit don
, de mani�ere similaire, �a la relation suivante :

dh

dt
(T; P ) =

�
�h

�T
(T; P )

�
P

dT

dt
+

�
�h

�P
(T; P )

�
T

dP

dt
(III.B.56)

Comme l'enthalpie est une di��erentielle totale exa
te, l' �egalit�e suivante est obtenue :�
�h

�T
(T; P )

�
P

= 
p(T; P ) (III.B.57)�
�h

�P
(T; P )

�
T

= lp(T; P ) + v(T; P ) (III.B.58)

La substitution du volume massique v par la masse volumique � permet d'�e
rire (III.B.56)
sous la forme :

dh

dt
(T; P ) = 
p(T; P )

dT

dt
+

�
lp(T; P ) +

1

�(T; P )

�
dP

dt
(III.B.59)

On multiplie l'�equation (III.B.59) par la masse volumique. Il vient alors :

�(T; P )
dh

dt
(T; P ) = �
p(T; P )

dT

dt
+ (�(T; P )lp(T; P ) + 1)

dP

dt
(III.B.60)



La deuxi�eme relation de Clapeyron (III.B.25) permet d'exprimer le 
oeÆ
ient de 
haleur de

ompression lp en fon
tion du 
ouple (T; P ). Ainsi :

�(T; P )
dh

dt
(T; P ) = (III.B.61)

�(T; P )
p(T; P )
dT

dt
+

�
T

�(T; P )

�
��

�T
(T; P )

�
P

+ 1

�
dP

dt

En d�eveloppant, on obtient :

�(T; P )
dh

dt
(T; P ) = (III.B.62)

�(T; P )
p(T; P )
dT

dt
+

T

�(T; P )

�
��

�T
(T; P )

�
P

dP

dt
+

dP

dt

En substituant dans le syst�eme (III.A.26) la d�eriv�ee parti
ulaire de la densit�e d'enthalpie
dh

dt
par (III.B.62) et en utilisant la d�e�nition du 
oeÆ
ient de dilatation isobare �(T; P ), la


onservation de l'enthalpie s'�e
rit alors :

�(T; P )
p(T; P )
dT

dt
=
�!r �

�
k(T; P )

�!rT
�
+ 2�(T; P )

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd + �(T; P )T

dP

dt

(III.B.63)

B.5 R�e
apitulatif des �equations de base

En tenant 
ompte de l'expression de la d�eriv�ee parti
ulaire de l'�energie interne en fon
tion
des deux variables thermodynamiques T et �, on obtient le syst�eme d'�equations suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

d�

dt
+ �
�!r �

�!
U = 0

�
d
�!
U

dt
= ��!rP (T; �) +

�!r �

�
2�(T; �)

�!�!
Dd

�
� �g

�!r�

�
v(T; �)
dT

dt
=
�!r �

�
k(T; �)

�!rT
�
+ 2�(T; �)

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd � T

�
�P

�T
(T; �)

�
�

��!r �

�!
U
�

(III.B.64)

En tenant 
ompte de l'expression de la d�eriv�ee parti
ulaire de l'enthalpie en fon
tion des
deux variables thermodynamiques T et P , on obtient alors le syst�eme d'�equations formul�e



en terme de 
onservation d'enthalpie :8>>>>>>><>>>>>>>:

��(T; P )
dT

dt
+ �

T
(T; P )

dP

dt
+
�!r �

�!
U = 0

�(T; P )
d
�!
U

dt
= ��!rP +

�!r �

�
2�(T; P )

�!�!
Dd

�
� �g

�!r�

�(T; P )
p(T; P )
dT

dt
=
�!r �

�
k(T; P )

�!rT
�
+ 2�(T; P )

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd + �(T; P )T

dP

dt

(III.B.65)





Annexe C

Adimensionnement et param�etres de

similitude

C.1 Choix des �e
helles

Le 
hoix des �e
helles est des plus importants. Il doit être trait�e en fon
tion de la g�eom�etrie
et des probl�emes physiques 
onsid�er�es. Un probl�eme thermique ou dynamique ne peut pas
être d�e
rit par les mêmes �e
helles. Sans hypoth�eses suppl�ementaires, on d�e�nit les �e
helles
suivantes :

�!x = L0
�!ex (III.C.1)

t = �et (III.C.2)
�!
U = U0

�!eU (III.C.3)

T = T0 + (�T ) eT (III.C.4)

P = P0 + (�P ) eP (III.C.5)

o�u les quantit�es surmont�ees d'un tilde sont sans dimension. Les �e
helles de pression P0 et de
temp�erature T0 vont permettre de d�e�nir ainsi les �e
helles pour les grandeurs thermodyna-
miques du 
uide telles que la masse volumique, la vis
osit�e dynamique et la 
ondu
tibilit�e
thermique. Ces �e
helles sont les suivantes :

�(T; P ) = �0e�(eT ; eP ) (III.C.6)

�(T; P ) = �0e�(eT ; eP ) (III.C.7)

k(T; P ) = k0ek(eT ; eP ) (III.C.8)

o�u les �e
helles �0, �0 et k0 sont d�e�nies par :

�0 = � (T0; P0) (III.C.9)

�0 = � (T0; P0) (III.C.10)

k0 = k (T0; P0) (III.C.11)



C.2 Nombres sans dimension

Pour permettre d'�evaluer l'ordre de grandeur de 
ha
un des termes qui 
omposent les
�equations, on est amen�e �a d�e�nir des nombres sans dimension, appel�es aussi param�etres de
similitude, qui apparaissent naturellement lors de l'adimensionnement des �equations. Avant
d'aller plus loin, on rappelle les d�e�nitions des vis
osit�es 
in�ematique et thermique :

�0 =
�0

�0
(III.C.12)

�0 =
k0

�0
p0
(III.C.13)

Le nombre de Reynolds Re jauge le rapport des for
es volumiques d'inertie ( termes 
onve
-
tifs ) et des for
es volumiques de vis
osit�e ( termes visqueux ). Il est d�e�ni par :

Re =

�
�0U

2
0

L0

�
�
�0

U0

L2
0

� (III.C.14)

=
U0L0

�0
(III.C.15)

Un autre nombre important pour la prise en 
ompte des ph�enom�enes instationnaires
est le nombre de Strouhal not�e St. Il mesure le rapport de deux temps 
ara
t�eristiques : le
temps 
ara
t�eristique du transport par 
onve
tion sur le temps 
ara
t�eristique du ph�enom�ene
instationnaire. Par exemple, le 
as d'un pro�l d'aile en vibration : le temps 
ara
t�eristisque
est alors donn�e par l'inverse de la fr�equen
e de vibration. Ainsi, si le temps 
ara
t�eristique
de 
e ph�enom�ene est n�egligeable fa
e au temps 
ara
t�eristique du transport par 
onve
tion,
tout se passera 
omme si le pro�l ne voyait pas bouger le 
uide, on peut se pla
er dans
l'hypoth�ese quasi-stationnaire. Le nombre de Strouhal est donn�e par :

St =

�
L0

U0

�
�

(III.C.16)

=
L0

�U0
(III.C.17)

Le nombre de Froude �evalue le rapport entre les for
es d'inertie et les for
es volumiques.
En r�egle g�en�erale, la seule for
e volumique 
onsid�er�ee est la for
e de pesanteur ��!g . Par

ons�equent, le nombre de Froude mesure le rapport entre les for
es volumiques d'inertie et
les for
es volumiques de gravit�e. Soit :

Fr2 =

�
�0U

2
0

L0

�
�0g

(III.C.18)

=
U2
0

gL0
(III.C.19)



Quant au nombre de Ri
hardson Ri, il pr�e
ise le rapport entre les for
es d'inertie du

uide et la 
ontribution en terme de temp�erature de la for
e d'A
him�ede. Sa d�e�nition est
d'ailleurs pro
he de 
elle du nombre de Froude mais fait intervenir l'�e
helle de temp�erature
�T :

Ri =
�0�T�0g�
�0U

2
0

L0

� (III.C.20)

=
�0�TgL0

U2
0

(III.C.21)

Le nombre de Ma
h, not�eMa, rend 
ompte des e�ets de 
ompressibilit�e du 
uide. Il est
d�e�ni 
omme le rapport entre la vitesse du 
uide et la 
�el�erit�e du son. Ainsi, un nombre de
Ma
h pro
he de z�ero indique que le 
uide est pratiquement in
ompressible. Il est form�e �a
partir de la 
�el�erit�e du son, not�ee a, qui est donn�ee par les relations (III.B.29) et (III.B.39).

On rappelle que 
 s'identi�e au rapport

p

v
. On peut alors former le nombre de Ma
h qui est

d�e�ni :

Ma2 =
U2
0

a20
(III.C.22)

Le nombre d'Euler, not�e Eu, jauge le rapport entre les for
es volumiques de pression et les
for
es volumiques d'inertie. Il est donn�e par la relation :

Eu =

�
�P

L0

�
�
�0U

2
0

L0

� (III.C.23)

=
�P

�0U2
0

(III.C.24)

Le nombre d'E
kert, E
, traduit un rapport entre l'�energie 
in�etique et l'�energie interne
du 
uide. Ce nombre 
ara
t�erise en fait la d�egradation de l'�energie m�e
anique en 
haleur. Il
est d�e�ni par :

E
 =
�0U

2
0

�0h0
(III.C.25)

=
U2
0


p0�T
(III.C.26)

Et en�n le nombre de P�e
let, Pe, traduit le rapport du transfert de 
haleur par 
onve
tion
au transfert de 
haleur par 
ondu
tion. Ce nombre joue, dans l'�equation de l'�energie le
même rôle que le nombre de Reynolds dans l'�equation de la 
onservation de la quantit�e de



mouvement. Sa d�e�nition est d'ailleurs tr�es pro
he de 
elle du Reynolds. Elle est donn�ee
par :

Pe =

�
�0
p0�TU0

L0

�
�
k0�T

L2
0

� (III.C.27)

=
U0L0

�0
(III.C.28)

C.3 Autres nombres sans dimension

Il est possible de former d'autres param�etres de similitude, qui n'apparaissent pas natu-
rellement lors de l'adimensionnement des �equations de Navier-Stokes.

Le nombre de Prandtl, Pr, est d�e�ni 
omme le rapport des di�usivit�es �0 et �0. Il 
a-
ra
t�erise la distribution des vitesses par rapport �a la distribution de la temp�erature. Le
nombre de Prandtl ne d�epend que des 
ara
t�eristiques propres du 
uide. Il donne aussi le
rapport des �epaisseurs de 
ou
hes limites dynamique et thermique. En r�egle g�en�erale, lorsque
le nombre de Prandtl vaut l'unit�e, 
es derni�eres sont du même ordre de grandeur. Il s'exprime
par :

Pr =
�0
�0

(III.C.29)

Il est possible d'introduire aussi le nombre de Grashof, not�e Gr. Ce param�etre de simili-
tude est le produit de deux rapports :

{ rapport des for
es d'Ar
him�ede sur les for
es visqueuses,

{ rapport des for
es d'inertie sur les for
es visqueuses.

Ce nombre est tr�es utile dans le 
as de probl�eme de 
onve
tion naturelle o�u il rempla
e le
nombre de Reynolds. Sa d�e�nition est la suivante :

Gr =
�0�T�0g�
�0

U0

L2
0

�
�
�0U

2
0

L0

�
�
�0

U0

L2
0

� (III.C.30)

=
�0�TL

3
0g

�20
(III.C.31)

Tout 
omme le nombre de Grashof, le nombre de Rayleigh, Ra, joue un rôle privil�egi�e
dans les probl�emes de 
onve
tion. Ce nombre adimensionn�e est d�e�ni 
omme le produit de
deux rapports :

{ rapport des for
es d'inertie sur les for
es visqueuses,



{ rapport des transferts de 
haleur par 
onve
tion sur les transferts de 
haleur par

ondu
tion.

Ra =

�
�0U

2
0

L0

�
�
�0

U0

L2
0

�
�
�0
p0�TU0

L0

�
�
k0�T

L2
0

� (III.C.32)

=
U2
0L

2
0

�0�0
(III.C.33)

Il est possible de d�e�nir le nombre de Boussinesq, not�e Bo. Sa d�e�nition est pro
he de

elle du nombre de Grashof. Par analogie, il rempla
e le nombre de P�e
let dans les probl�emes
de 
onve
tion naturelle. Sa d�e�nition est donn�ee par :

Bo =
�0�TL

3
0g

�20
(III.C.34)

Le nombre de Brinkman Br repr�esente le rapport de la 
haleur produite par dissipation
sur la 
haleur transf�er�ee par 
ondu
tion. Il est d�e�ni par :

Br =

�
�0

U2
0

L2
0

�
�
k0�T

L2
0

� (III.C.35)

=
�0U

2
0

k0�T
(III.C.36)

C.4 Relation entre param�etres de similitude

Les param�etres de similitude d�e�nis pr�e
�edemment peuvent être 
ombin�es entre eux pour
former un autre nombre sans dimension d�ej�a d�e�ni. Ces relations d�ependent fortement des

hoix dans les d�e�nitions de 
es derniers. Le temps, la longueur, la masse et la temp�erature
sont les quatre unit�es �a la base des di��erentes grandeurs abord�ees en m�e
anique des 
uides.
Aussi, un nombre sans dimension s'exprime en fon
tion de trois autres.



C.4.1 Expression du nombre de Reynolds

Re =
U0L0

�0
(III.C.37)

R2
e =

U2
0L

2
0

�20
(III.C.38)

R2
e =

U2
0L

2

�0�0

�0
�0

(III.C.39)

R2
e = Ra

1

Pr

(III.C.40)

Re =

rRa

Pr

(III.C.41)

C.4.2 Expression du nombre de Ri
hardson

Ri =
(�0�T )L0g

U2
0

(III.C.42)

Ri =
(�0�T )L

3
0g

�20

�20
U2
0L

2
0

(III.C.43)

Ri = Gr

1

R2
e

(III.C.44)

Ri =
GrPr

Ra

(III.C.45)

Ri =
(�0�T )L0g

U2
0

(III.C.46)

Ri =
(�0�T )L

3
0g

�20

�20
U2
0L

2
0

(III.C.47)

Ri = Bo

1

P2
e

(III.C.48)

Ri =
Bo

PrRa

(III.C.49)

C.4.3 Expression du nombre de P�e
let

Pe =
U0L0

�0
(III.C.50)

P2
e =

U2
0L

2
0

�20
(III.C.51)

P2
e =

U2
0L

2
0

�0�0

�0
�0

(III.C.52)

P2
e = RaPr (III.C.53)

Pe =
p
RaPr (III.C.54)



C.4.4 Expression du nombre d'E
kert

E
 =
U2
0


p0�T
(III.C.55)

E
 =
�0U

2
0

k0�T

k0
�0
p0

(III.C.56)

E
 =
�0U

2
0

k0�T

�0
�0

k0
�0
p0

(III.C.57)

E
 =
�0U

2
0

k0�T

�0
�0

(III.C.58)

E
 =
Br

Pr

(III.C.59)

Dans le 
as des gaz parfaits, il est possible d'exprimer le nombre d'E
kert en fon
tion des
nombres de Froude, Ri
hardson et Ma
h. En e�et, en utilisant la relation (I.1.6), on a alors :

E
 =
U2
0


p0�T
(III.C.60)

E
 =
U2
0


r


 � 1
�T

(III.C.61)

E
 = (
 � 1)
U2
0


rT0

T0

�T
(III.C.62)

E
 = (
 � 1)
U2
0

a20

T0

�T
(III.C.63)

E
 =
(
 � 1)Ma2

RiFr2 (III.C.64)

C.4.5 Expression du nombre de Boussinesq

Bo =
(�0�T )L

3
0g

�20
(III.C.65)

Bo =
(�0�T )L

3
0g

�20

�20
�20

(III.C.66)

Bo = GrPr
2 (III.C.67)



C.5 Appli
ation aux �equations de Navier-Stokes 
om-

pressibles

Les trois paragraphes pr�esent�es dans la suite 
orrespondent �a la mise sous forme adimen-
sionn�ee des �equations de Navier-Stokes 
ompressibles.

C.5.1 Conservation de la masse volumique

L'�equation de 
onservation de la masse volumique dimensionn�ee est donn�ee par :

� 1

T

dT

dt
+

1

P

dP

dt
+
�!r �

�!
U = 0 (III.C.68)

Pour obtenir une formulation adimensionn�ee de 
ette �equation, Il est alors n�e
essaire d'in-
troduire les �e
helles de longueur, de vitesse, de temps et les �e
helles de pression et de
temp�erature. En expli
itant la d�eriv�ee parti
ulaire pour le 
hamp de temp�erature et le 
hamp
de pression et en utilisant les d�e�nitions (III.C.1) �a (III.C.5), l'�equation devient :

� 1

T0 + (�T ) eT
 
�T

�

� eT
�et +

U0�T

L0

�!eU �

��!er eT�! (III.C.69)

+
1

P0 + (�P ) eP
 
�P

�

� eP
�et +

U0�P

L0

�!eU �

��!er eP�!+
U0

L0

�!er �

�!eU = 0

Les 
oeÆ
ients jaugeant les termes 
onve
tifs sont alors fa
toris�es 
e qui permet d'�e
rire
l'�equation sous la forme :

�
U0�T

L0

T0 + (�T ) eT
 

L0

�U0

� eT
�et +

�!eU �

��!er eT�! (III.C.70)

+

U0�P

L0

P0 + (�P ) eP
 

L0

�U0

� eP
�et +

�!eU �

��!er eP�!+
U0

L0

�!er �

�!eU = 0

L'�equation est simpli��ee par le rapport
U0

L0
. On obtient par 
ons�equent :

�
�T

T0

1 +
�T

T0
eT
 

L0

�U0

� eT
�et +

�!eU �

��!er eT�! (III.C.71)

+

�P

P0

1 +
�P

P0

eP
 

L0

�U0

� eP
�et +

�!eU �

��!er eP�!+
�!er �

�!eU = 0



En remarquant que les rapport
�T

T0
et

�P

P0
peuvent s'exprimer en fon
tion des nombres

de Ri
hardson, Froude, Euler et Ma
h, l'�equation de 
onservation de la masse volumique
adimensionn�ee s'�e
rit :

�
� RiFr2
1 +RiFr2 eT

� 
St�

eT
�et +

�!eU �

��!er eT�! (III.C.72)

+

�

EuMa2

1 + 
EuMa2 eP
� 

St�
eP

�et +
�!eU �

��!er eP�!+
�!er �

�!eU = 0

C.5.2 Conservation de la quantit�e de mouvement

En 
e qui 
on
erne l'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement adimen-
sionn�ee, elle est obtenue �a partir de l'�equation dimensionn�ee :

P

rT

d
�!
U

dt
= ��!rP +

�!r �

�
2�(T; P )

�!�!
Dd

�
+

P

rT
�!g (III.C.73)

L'utilisation des d�e�nitions (III.C.1) �a (III.C.5) 
onduit �a l'�equation suivante :

P0 + (�P ) eP
r
�
T0 + (�T ) eT�

0�U0

�

�
�!eU
�et +

U2
0

L0

�!eU �

��!er 
�!eU �
1A = (III.C.74)

��P

L0

�!ereP +
�0U0

L2
0

�!er �

�
2e��!�!eDd

�
�

g
�
P0 + (�P ) eP�

r
�
T0 + (�T ) eT�

�!er�
�A pr�esent, les 
oeÆ
ients jaugeant les termes 
onve
tifs sont fa
toris�es, 
e qui permet de
simpli�er l'�equation pr�e
�edente :

�
P0

rT0

�0BB�1 +
�P

P0

eP
1 +

�T

T0

eT
1CCA�U2

0

L0

�0� L0

�U0

�
�!eU
�et +

�!eU �

��!er 
�!eU �
1A = (III.C.75)

��P

L0

�!ereP +
�0U0

L2
0

�!er �

�
2e��!�!eDd

�
� g

�
P0

rT0

�0BB�1 +
�P

P0

eP
1 +

�T

T0

eT
1CCA�!er�



Le rapport
P0

rT0
n'est rien d'autre que la masse volumique �0. En simpli�ant l'�equation par


e rapport, il en r�esulte que :

0BB�1 +
�P

P0

eP
1 +

�T

T0

eT
1CCA
0� L0

�U0

�
�!eU
�et +

�!eU �

��!er 
�!eU �
1A = (III.C.76)

�P

�0U2
0

�!ereP +
�0

�0U0L0

�!er �

�
2e��!�!eDd

�
� gL0

U2
0

0BB�1 +
�P

P0

eP
1 +

�T

T0

eT
1CCA�!er�

Il ne reste plus qu'�a utiliser les di��erents param�etres de similitude qui ont �et�e introduits en
d�ebut d'annexe. L'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement adimensionn�ee est
donn�ee par :

 
1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

!0�St��!eU
�et +

�!eU �

��!er 
�!eU �
1A = (III.C.77)

�Eu
�!ereP +

1

Re
�!er �

�
2e��!�!eDd

�
� 1

Fr2
 
1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

!�!er�

C.5.3 Conservation de l'�energie

On rappelle que l'�equation de 
onservation de l'�energie en terme d'enthalpie sous forme
dimensionn�ee s'�e
rit :





 � 1

P

T

dT

dt
=
�!r �

�
k(T; P )

�!rT
�
+ 2�(T; P )

�!�!
Dd�

�

�!�!
Dd +

dP

dt
(III.C.78)

Comme pour les deux paragraphes pr�e
�edents, l'utilisation des relations (III.C.1) �a (III.C.5)

onduit �a :





 � 1

P0 + (�P ) eP
T0 + (�T ) eT

 
�T

�

� eT
�et +

U0�T

L0

�!eU �

��!er eT�! = (III.C.79)

k0�T

L2
0

�!er �

�ek�!er eT�+ �0U
2
0

L2
0

�
2e��!�!eDd�

�

�!�!eDd

�
+

 
�P

�

� eP
�et +

U0�P

L0

�!eU �

��!er eP�!



L�a en
ore, la fa
torisation des 
oeÆ
ients apparaissant devant les termes 
onve
tifs permet
de transformer l'�equation (III.C.79) en :


r


 � 1

P0

rT0

0BB�1 +
�P

P0

eP
1 +

�T

T0

eT
1CCA U0�T

L0

 
L0

�U0

� eT
�et +

�!eU �

��!er eT�! = (III.C.80)

k0�T

L2
0

�!er �

�ek�!er eT�+ �0U
2
0

L2
0

�
2e��!�!eDd�

�

�!�!eDd

�
+

U0�P

L0

 
L0

�U0

� eP
�et +

�!eU �

��!er eP�!

En simpli�ant par la masse volumique qui n'est autre que le rapport
P0

rT0
, on obtient :0BB�1 +

�P

P0

eP
1 +

�T

T0

eT
1CCA
 

L0

�U0

� eT
�et +

�!eU �

��!er eT�! =
k0

�0
p0U0L0

�!er �

�ek�!er eT� (III.C.81)

+
�0U0

�0
p0�TL0

�
2e��!�!eDd�

�

�!�!eDd

�
+

(
 � 1)
�P

P0



�T

T0

 
L0

�U0

� eP
�et +

�!eU �

��!er eP�!

Il suÆt d'utiliser les d�e�nitions des nombres sans dimension pour obtenir �nalement l'�equation
de 
onservation pour l'enthalpie adimensionn�ee : 

1 + 
EuMa2 eP
1 +RiFr2 eT

! 
St�

eT
�et +

�!eU �

��!er eP�! =
1

PrRe
�!er �

�ek�!er eT� (III.C.82)

+

�
(
 � 1)Ma2

ReRiFr2
��

2e��!�!eDd�
�

�!�!eDd

�
+

�
(
 � 1) EuMa2

RiFr2
� 

St�
eP

�et +
�!eU �

��!er eP�!





Annexe D

�Equations d'�evolution

D.1 �Equations pour l'�energie 
in�etique

D.1.1 �Energie 
in�etique totale

L'�equation de 
onservation de l'�energie 
in�etique totale est form�ee �a partir de la i-�eme

omposante de l'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement pour le 
hamp de
vitesse totale. En multipliant 
elle-
i par la i-�eme 
omposante du ve
teur vitesse totale, il
vient :

�Ui

�t
+

�

�xj
(UiUj) = ��Pg

�xi
+

1

Re

�2Ui

�xk�xk
+RiT Æi3 (III.D.1)

Ui

�Ui

�t
+ Ui

�

�xj
(UiUj) = �Ui

�Pg
�xi

+
1

Re
Ui

�2Ui

�xk�xk
+RiTUiÆi3 (III.D.2)

En utilisant la propri�et�e sur la d�erivation d'un produit, l'�equation devient :

�

�t

�
1

2
UiUi

�
+

�

�xj

�
1

2
UiUiUj

�
= (III.D.3)

� �

�xi
(PgUi) +

1

Re

�
�

�xj

�
Ui

�Ui

�xj

�
� �Ui

�xj

�Ui

�xj

�
+RiTU3

Il ne reste plus qu'�a regrouper les termes de 
ux. L'�equation s'�e
rit alors :

�

�t

�
1

2
UiUi

�
+

�

�xj

�
1

2
UiUiUj

�
= (III.D.4)

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
UiUi

�
� PgUi

�
� 1

Re

�Ui

�xj

�Ui

�xj
+RiTU3

Pour obtenir l'�equation de 
onservation pour l'�energie 
in�etique totale �ltr�ee, il ne reste
plus qu'�a appliquer le �ltre en tenant 
ompte de 
es propri�et�es de 
ommutativit�e ave
 la



d�erivation. Finalement, il en r�esulte :

�

�t

�
1

2
UiUi

�
+

�

�xj

�
1

2
UiUiUj

�
= (III.D.5)

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
UiUi

�
� PgUi

�
� 1

Re

�Ui
�xj

�Ui
�xj

+RiTU3

D.1.2 �Energie 
in�etique r�esolue

Pour former l'�equation de 
onservation de l'�energie 
in�etique r�esolue, la d�emar
he em-
ploy�ee dans le paragraphe pr�e
�edent reste valable. Il faut tout de même remarquer que
l'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement pour le 
hamp de vitesse r�esolue

omporte un terme suppl�ementaire dû au tenseur de Reynolds sous-maille. Aussi, il suÆt
de substituer le 
hamp Ui par Ui dans l'�equation (III.D.4) en y ajoutant le terme manquant.
L'�equation s'�e
rit :

�

�t

�
1

2
Ui Ui

�
+

�

�xj

�
1

2
Ui Ui Uj

�
= (III.D.6)

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
Ui Ui

�
� Pg Ui

�
� 1

Re

�Ui
�xj

�Ui
�xj

+RiT U3 � Ui

��ij
�xj

En s�eparant le terme dû au e�et sous-maille 
omme la somme d'un terme de 
ux et d'un
terme de produ
tion, l'�equation devient :

�

�t

�
1

2
Ui Ui

�
+

�

�xj

�
1

2
Ui Ui Uj

�
= (III.D.7)

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
Ui Ui

�
� Pg Ui

�
� 1

Re

�Ui
�xj

�Ui
�xj

+RiT U3 �
�

�

�xj

�
�ijUi

�� �ij
�Ui

�xj

�
Le regroupement des termes de 
ux 
onduit �a l'�equation d'�evolution pour l'�energie 
in�etique
r�esolue :

�

�t

�
1

2
Ui Ui

�
+

�

�xj

�
1

2
Ui Ui Uj

�
= (III.D.8)

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
Ui Ui

�
� Pg Ui � �ijUi

�
� 1

Re

�Ui
�xj

�Ui
�xj

+RiT U3 + �ij
�Ui

�xj

Cha
un des termes de l'�equation est d�e
rit dans le paragraphe 2.1.

D.1.3 �Energie 
in�etique sous-maille

L'�energie 
in�etique sous-maille est d�e�nie 
omme la di��eren
e entre l'�energie 
in�etique
totale �ltr�ee et l'�energie 
in�etique r�esolue. Elle est not�ee Ksm et v�eri�e la relation :

Ksm =
1

2
UiUi � 1

2
Ui Ui (III.D.9)



On notera au passage que 
ette d�e�nition 
orrespond �a la demi-tra
e du tenseur de Reynolds
sous-maille. Grâ
e �a 
ette d�e�nition, il suÆt de retran
her l'�equation (III.D.8) �a l'�equation
(III.D.5) pour obtenir l'�equation de 
onservation de l'�energie 
in�etique sous-maille. Il en
r�esulte :

�

�t

�
1

2
UiUi

�
� �

�t

�
1

2
Ui Ui

�
+

�

�xj

�
1

2
UiUiUj

�
� �

�xj

�
1

2
Ui Ui Uj

�
= (III.D.10)

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
UiUi

�
� PgUi

�
� �

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
Ui Ui

�
� Pg Ui � �ijUi

�
� 1

Re

�Ui
�xj

�Ui
�xj

+
1

Re

�Ui
�xj

�Ui
�xj

+RiTU3 �RiT U3 � �ij
�Ui

�xj

Le regroupement des termes de même nature ( termes instationnaires, termes 
onve
tifs ... )
permet de r�e
rire l'�equation sous la forme :

�

�t

�
1

2
UiUi � 1

2
Ui Ui

�
+

�

�xj

��
1

2
UiUi � 1

2
Ui Ui

�
Uj

�
(III.D.11)

+
�

�xj

�
1

2
UiUiUj

�
� �

�xj

�
1

2
UiUi Uj

�
=

+
�

�xj

�
1

Re

�

�xj

�
1

2
UiUi � 1

2
Ui Ui

�
� �

PgUi � Pg Ui
�� �ijUi

�
� 1

Re

�
�Ui
�xj

�Ui
�xj

� �Ui
�xj

�Ui
�xj

�
+Ri

�
TU3 � T U3

�� �ij
�Ui

�xj

Finalement, en utilisant la d�e�nition (III.D.9), l'�equation de 
onservation pour l'�energie

in�etique sous-maille se r�eduit �a :

�

�t
(Ksm) +

�

�xj

�KsmUj

�
+

1

2

�

�xj

�
UiUiUj � UiUi Uj

�
= (III.D.12)

+
�

�xj

�
1

Re

�Ksm

�xj
+ �ijUi �

�
PgUj � PgUj

��
� 1

Re

�
�Ui
�xj

�Ui
�xj

� �Ui

�xj

�Ui

�xj

�
+Ri

�
TU3 � T U3

�� �ij
�Ui

�xj

La signi�
ation de 
ha
un des termes de 
ette �equation est donn�ee dans le paragraphe 2.1.

D.2 �Equations pour la varian
e de temp�erature

D.2.1 Varian
e de temp�erature totale �ltr�ee

L'�equation de 
onservation pour la varian
e de temp�erature totale est form�ee en multi-
pliant l'�equation de 
onservation du 
hamp de temp�erature totale par le 
hamp de temp�erature



totale. On obtient alors :
�T

�t
+

�

�xj
(TUj) =

1

Pe
�2T

�xk�xk
(III.D.13)

T
�T

�t
+ T

�

�xj
(TUj) =

1

PeT
�2T

�xk�xk
(III.D.14)

En utilisant la propri�et�e sur la d�erivation d'un produit, il est possible de r�e
rire l'�equation
sous la forme :

�

�t

�
1

2
TT

�
+

�

�xj

�
1

2
TTUj

�
=

1

Pe
�

�

�xk

�
T
�T

�xk

�
� �T

�xk

�T

�xk

�
(III.D.15)

�

�t

�
1

2
TT

�
+

�

�xj

�
1

2
TTUj

�
=

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
TT

��
� 1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
(III.D.16)

Il ne reste plus qu'�a �ltrer l'�equation ainsi obtenue. En tenant 
ompte des propri�et�es de

ommuation du �ltre, l'�eqaution de 
onservation de la varian
e de temp�erature totale �ltr�ee
est donn�ee par :

�

�t

�
1

2
TT

�
+

�

�xj

�
1

2
TTUj

�
=

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
TT

��
� 1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
(III.D.17)

D.2.2 Varian
e de temp�erature r�esolue

Pour obtenir l'�equation de 
onservation pour la varian
e de temp�erature r�esolue, le rai-
sonnement utilis�e dans le paragraphe pr�e
�edent reste identique hormis le fait que l'�equation
de 
onservation du 
hamp de temp�erature r�esolue 
omporte un terme suppl�ementaire pro-
venant des �e
helles sous-maille. Si les 
hamps T et Uj sont substitu�es par les 
hamps T et Uj

dans l'�equation (III.D.16) et si le terme sous-maille est ajout�e, l'�equation devient :

�

�t

�
1

2
T T

�
+

�

�xj

�
1

2
T T Uj

�
= (III.D.18)

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
T T

��
� 1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
� T

���j
�xj

Le terme sous-maille est alors reformul�e pour faire apparâ�tre un terme de 
ux. Il en r�esulte :

�

�t

�
1

2
T T

�
+

�

�xj

�
1

2
T T Uj

�
= (III.D.19)

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
T T

��
� 1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
�
�

�

�xj

�
T��j

�� ��j
�T

�xj

�
Finalement, le regroupement des termes de 
ux permet d'�e
rire l'�equation de 
onservation
de la varian
e de temp�erature r�esolue de la fa�
on suivante :

�

�t

�
1

2
T T

�
+

�

�xj

�
1

2
T T Uj

�
= (III.D.20)

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
T T

�
� ��kT

�
� 1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
+ ��j

�T

�xj



D.2.3 Varian
e de temp�erature sous-maille

La varian
e de temp�erature sous-maille est d�e�nie 
omme la di��eren
e entre la varian
e
de temp�erature totale �ltr�ee et la varian
e de temp�erature r�esolue. Elle est not�ee KT

sm et
v�eri�e la relation :

KT
sm =

1

2
TT � 1

2
T T (III.D.21)

Par 
ons�equent, l'�equation de 
onservation pour KT
sm est obtenue en retran
hant l'�equation

(III.D.20) �a l'�equation (III.D.17). Ainsi :

�

�t

�
1

2
TT

�
� �

�t

�
1

2
T T

�
+

�

�xj

�
1

2
TTUj

�
� �

�xj

�
1

2
T T Uj

�
= (III.D.22)

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
TT

��
� �

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
T T

�
� ��kT

�
� 1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
+

1

Pe
�T

�xk

�T

�xk
� ��j

�T

�xj

�A pr�esent, les termes de même nature sont regroup�es, 
e qui permet de r�e
rire l'�equation de
la mani�ere suivante :

�

�t

�
1

2
TT � 1

2
T T

�
+

�

�xj

�
1

2

�
TT � T T

�
Uj

�
+

1

2

�

�xj

�
TTUj � TT Uj

�
= (III.D.23)

�

�xk

�
1

Pe
�

�xk

�
1

2
TT � 1

2
T T

�
+ ��kT

�
� 1

Pe
�
�T

�xk

�T

�xk
� �T

�xk

�T

�xk

�
� ��j

�T

�xj

L'utilisation de la d�e�nition (III.D.21) permet de simpli�er l'�equation qui s'�e
rit :

�KT
sm

�t
+

�

�xj

�KT
smUj

�
+

1

2

�

�xj

�
TTUj � TT Uj

�
= (III.D.24)

�

�xj

�
1

Pe
�KT

sm

�xj
+ T��j

�
� 1

Pe
�
�T

�xk

�T

�xk
� �T

�xj

�T

�xj

�
� ��j

�T

�xj

Une signi�
ation de 
ha
un des termes de l'�equation de 
onservation pour la varian
e de
temp�erature sous-maille est apport�ee dans le paragraphe 3.1.

D.3 �Equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille

L'�equation d'�evolution pour le tenseur de Reynolds sous-maille �ij est obtenue en formant
la di��eren
e entre les �equations d'�evolution pour les tenseurs UiUj et Ui Uj. Pour 
ela, il est
n�e
essaire d'expli
iter 
es deux �equations.



D.3.1 �Equation pour le tenseur de Reynolds �ltr�e

Il faut tout d'abord former un premier syst�eme issu de l'�equation de 
onservation de la
quantit�e de mouvement pour la i-�eme 
omposante multipli�ee par la j-�eme 
omposante du
ve
teur vitesse totale et de l' �equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement pour la
j-�eme 
omposante multipli�ee par la i-�eme 
omposante du ve
teur vitesse totale.

�Ui

�t
+

�

�xk
(UiUk) = ��Pg

�xi
+

�

�xk

�
1

Re

�Ui

�xk

�
+RiT Æi3 (III.D.25)

8>><>>:
Uj

�Ui

�t
+ Uj

�

�xk
(UiUk) = �Uj

�Pg
�xi

+ Uj

�

�xk

�
1

Re

�Ui

�xk

�
+RiTUjÆi3

Ui

�Uj

�t
+ Ui

�

�xk
(UjUk) = �Ui

�Pg
�xj

+ Ui

�

�xk

�
1

Re

�Uj

�xk

�
+RiTUiÆj3

(III.D.26)

Une fois le syst�eme form�e, il suÆt de sommer les deux �equations du syst�eme (III.D.26). Il
en r�esulte :

Uj

�Ui

�t
+ Ui

�Uj

�t
+ Uj

�

�xk
(UiUk) + Ui

�

�xk
(UjUk) = (III.D.27)

�Uj

�Pg
�xi

� Ui

�Pg
�xj

+ Uj

�

�xk

�
1

Re

�Ui

�xk

�
+ Ui

�

�xk

�
1

Re

�Uj

�xk

�
+RiTUjÆi3 +RiTUiÆj3

En utilisant la propri�et�e sur la d�erivation d'un produit, il est possible de simpli�er l'�equation
(III.D.27) qui s'�e
rit alors :

�

�t
(UiUj) +

�

�xk
(UiUjUk)�UiUk

�Uj

�xk
+ Ui

�

�xk
(UjUk)| {z }

I

= (III.D.28)

�
�

�

�xi
(PgUj)� Pg

�Uj

�xi

�
�
�

�

�xj
(PgUi)� Pg

�Ui

�xj

�
+

�

�xk

�
1

Re
Uj

�Ui

�xk

�
+

�

�xk

�
1

Re
Ui

�Uj

�xk

�
� 1

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
� 1

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+Ri (TUjÆi3 + TUiÆj3)

Sous l'hypoth�ese d'in
ompressibilit�e, le terme I est nul. On obtient :

�

�t
(UiUj) +

�

�xk
(UiUjUk) = (III.D.29)

�
�

�

�xi
(PgUj) +

�

�xj
(PgUi)

�
+ Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
+

�

�xk

�
1

Re

�

�xk
(UiUj)

�
� �

�xk

�
1

Re
Ui

�Uj

�xk

�
+

�

�xk

�
1

Re
Ui

�Uj

�xk

�
| {z }

= 0

� 2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk

+Ri (TUjÆi3 + TUiÆj3)



La simpli�
ation suivante 
onsiste �a remarquer que les termes de redistribution li�es �a la
pression peuvent être r�e
rits en fon
tion de la d�eriv�ee k-�eme au moyen du symbole de
Krone
ker Æ :

�

�t
(UiUj) +

�

�xk
(UiUjUk) = (III.D.30)

� �

�xk
(PgUjÆik + PgUiÆjk) + Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
+

�

�xk

�
1

Re

�

�xk
(UiUj)

�
� 2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+Ri (TUjÆi3 + TUiÆj3)

Il est alors possible de regrouper tous les termes de 
ux ensemble. L'�equation devient :

�

�t
(UiUj) +

�

�xk
(UiUjUk) = (III.D.31)

�

�xk

�
1

Re

�

�xk
(UiUj)� (PgUjÆik + PgUiÆjk)

�
+Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� 2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+Ri (TUjÆi3 + TUiÆj3)

La derni�ere op�eration 
onsiste �a �ltrer 
ette �equation. Il en r�esulte l'�equation d'�evolution
pour le tenseur UiUj :

�

�t

�
UiUj

�
+

�

�xk

�
UiUjUk

�
= (III.D.32)

�

�xk

�
1

Re

�

�xk

�
UiUj

�� �
PgUjÆik + PgUiÆjk

��
+Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� 2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+Ri

�
TUjÆi3 + TUiÆj3

�

D.3.2 �Equation pour le tenseur de Reynolds r�esolu

La d�emar
he pour l'obtention de 
ette �equation est identique �a 
elle utilis�ee pour le
tenseur UiUj. La di��eren
e r�eside dans le fait qu'il apparâ�t un terme suppl�ementaire li�e
au tenseur de Reynolds sous-maille dans l'�equation de la 
onservation de la quantit�e de
mouvement pour le 
hamp de vitesse r�esolue. En substituant le 
hamp de vitesse totale Ui

par le 
hamp de vitesse r�esolue Ui dans l'�equation (III.D.31), puis en y in
luant les termes



suppl�ementaires li�es au tenseur de Reynolds sous-maille, on obtient l'�equation suivante :

�

�t

�
Ui Uj

�
+

�

�xk

�
Ui Uj Uk

�
= (III.D.33)

�

�xk

�
1

Re

�

�xk

�
Ui Uj

�� �
Pg UjÆik + Pg UiÆjk

��
+Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� 2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+Ri

�
T UjÆi3 + T UiÆj3

�
�
�

�

�xk

�
�ikUj

�� �ik
�Uj

�xk

�
�
�

�

�xk

�
�jkUi

�� �jk
�Ui

�xk

�

Finalement, le regroupement des termes de 
ux 
onduit �a la formulation suivante pour le
tenseur Ui Uj :

�

�t

�
Ui Uj

�
+

�

�xk

�
Ui Uj Uk

�
= (III.D.34)

�

�xk

�
1

Re

�

�xk

�
Ui Uj

�� �
Pg UjÆik + Pg UiÆjk

�� �
�ikUj + �jkUi

��
+Pg

�
�Ui

�xj
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�Uj

�xi

�
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Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+Ri

�
T UjÆi3 + T UiÆj3

�
+ �ik

�Uj

�xk
+ �jk

�Ui

�xk

D.3.3 �Equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille

Pour obtenir l'�equation d'�evolution du tenseur de Reynolds sous-maille, on soustrait
l'�equation (III.D.32) �a l'�equation (III.D.34). L'�equation qui en r�esulte est donn�ee par :

�

�t

�
UiUj

�� �

�t

�
Ui Uj

�
+

�

�xk

�
UiUjUk

�� �

�xk

�
Ui Uj Uk

�
= (III.D.35)
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�xk

�
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�

�xk

�
UiUj
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PgUjÆik + PgUiÆjk
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�xk

�
1
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�

�xk

�
Ui Uj
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Pg UjÆik + Pg UiÆjk

�� �
�ikUj + �jkUi

��
+Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� 2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk
+

2

Re

�Ui

�xk

�Uj

�xk

+Ri
�
TUjÆi3 + TUiÆj3

��Ri
�
T UjÆi3 + T UiÆj3

�� �ik
�Uj

�xk
� �jk

�Ui

�xk



Le regroupement des termes de même nature ( instationnaires, 
onve
tifs, 
ux, dissipation,

ottabilit�e ... ) 
onduit �a :

�

�t

�
UiUj � Ui Uj

�
+

�

�xk

�
UiUj Uk � Ui Uj Uk

�
+

�

�xk

�
UiUjUk � UiUj Uk

�
= (III.D.36)

�

�xk

�
1

Re

�

�xk

�
UiUj � Ui Uj

�� �PgUj � Pg Uj

�
Æik �

�
PgUi � Pg Ui

�
Æjk + �ikUj + �jkUi

�
+

 
Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�!
� 2

Re

�
�Ui

�xk

�Uj

�xk
� �Ui

�xk

�Uj

�xk

�
+Ri

� �
TUj � T Uj

�
Æi3 +

�
TUi � T Ui

�
Æj3

�
� �ik

�Uj

�xk
� �jk

�Ui

�xk

En utilisant la d�e�nition du 
ux de 
haleur sous-maille ��j et du tenseur de Reynolds sou-
maille �ij, l'�equation d'�evolution est �nalement d�e�nie par :

�

�t
(�ij) +

�

�xk

�
�ijUk

�
+

�

�xk

�
UiUjUk � UiUj Uk

�
= (III.D.37)

�

�xk

�
1

Re

�

�xk
(�ij)�

�
PgUj � Pg Uj

�
Æik �

�
PgUi � Pg Ui

�
Æjk + �ikUj + �jkUi

�
+

 
Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�!
� 2

Re

�
�Ui

�xk

�Uj

�xk
� �Ui

�xk

�Uj

�xk

�
+Ri (��jÆi3 + ��iÆj3)� �ik

�Uj

�xk
� �jk

�Ui

�xk

D.3.4 �Equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille d�eviateur

Pour former le tenseur d�eviateur de Reynolds sous-maille, il suÆt de retran
her la partie
isotrope 1

3
�llÆij. L'�equation d'�evolution pour la partie d�eviatorique du tenseur de Reynolds

sous-maille est alors obtenue en multipliant l'�equation d'�evolution pour l'�energie 
in�etique
sous-maille (III.D.12) par le tenseur 2

3
Æij, puis en retran
hant l'�equation ainsi form�ee �a

l'�equation d'�evolution (III.D.37). En e�et, la tra
e du tenseur de Reynolds sous-maille est



�egale au double de l'�energie 
in�etique sous-maille. La di��eren
e est donn�ee par :

�

�t
(�ij)� 2

3
Æij

�

�t
(Ksm) +

�

�xk

�
�ijUk

�� 2

3
Æij

�

�xk

�KsmUk

�
(III.D.38)

+
�

�xk

�
UiUjUk � UiUj Uk

�� 1

3
Æij

�

�xk

�
UlUlUk � UlUl Uk

�
=

�

�xk

�
1

Re

�

�xk
(�ij)�

�
PgUj � Pg Uj

�
Æik �

�
PgUi � Pg Ui

�
Æjk + �ikUj + �jkUi

�
�2

3
Æij

�

�xk

�
1

Re

�

�xk
(Ksm)�

�
PgUk � Pg Uk

�
+ �lkUl

�
+

 
Pg

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�
� Pg

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�!

� 2
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�
�Ui
�xk

�Uj
�xk

� �Ui
�xk

�Uj
�xk

�
+

2

3
Æij

1

Re

�
�Ul
�xk

�Ul
�xk

� �Ul
�xk

�Ul
�xk

�
+Ri (��jÆi3 + ��iÆj3)� 2

3
ÆijRi��3 �

�
�ik

�Uj
�xk

+ �jk
�Ui
�xk

� 2

3
�lk

�Ul
�xk

Æij

�

�A pr�esent, il ne reste plus qu'�a regrouper les termes de même nature. On obtient :

�

�t

�
�ij � 2

3
ÆijKsm

�
+

�

�xk

��
�ij � 2

3
ÆijKsm

�
Uk

�
(III.D.39)

+
�

�xk

��
UiUjUk � UiUj Uk

�� 1

3
Æij
�
UlUlUk � UlUl Uk

��
=

�

�xk

�
1

Re

�

�xk

�
�ij � 2

3
ÆijKsm

�
� �PgUj � Pg Uj

�
Æik �

�
PgUi � Pg Ui

�
Æjk

+
2

3
Æij
�
PgUk � Pg Uk

�
+ �ikUj + �jkUi � 2

3
Æij�lkUl

�
+

 
Pg

�
�Ui
�xj

+
�Uj
�xi

�
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�
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�xj

+
�Uj
�xi

�!

� 2
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��
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�xk

�Uj
�xk

� �Ui
�xk

�Uj
�xk

�
� 1

3
Æij

�
�Ul
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�xk
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�xk
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�xk
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+Ri

�
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3
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�
�
�
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�Uj
�xk

+ �jk
�Ui
�xk

� 2

3
�lk

�Ul
�xk

Æij

�



Finalement, en utilisant la d�e�nition du tenseur d�eviateur de Reynolds sous-maille, on forme
l'�equation d'�evolution pour la partie d�eviatorique du tenseur de Reynolds sous-maille :

�

�t

�
� d
ij

�
+

�

�xk

�
� d
ijUk

�
(III.D.40)

+
�

�xk

��
UiUjUk � UiUj Uk

�� 1

3
Æij
�
UlUlUk � UlUl Uk

��
=

�

�xk

�
1

Re

�

�xk

�
� d
ij

�� �PgUj � Pg Uj

�
Æik �

�
PgUi � Pg Ui

�
Æjk +

2

3
Æij
�
PgUk � Pg Uk

�
+�ikUj + �jkUi � 2

3
Æij�lkUl

�
+

 
Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�
� Pg

�
�Ui

�xj
+

�Uj

�xi

�!

� 2

Re

��
�Ui

�xk

�Uj

�xk
� �Ui

�xk

�Uj

�xk

�
� 1

3
Æij

�
�Ul

�xk

�Ul

�xk
� �Ul

�xk

�Ul

�xk

��
+Ri

�
��jÆi3 + ��iÆj3 � 2

3
Æij��3

�
�
�
�ik

�Uj

�xk
+ �jk

�Ui

�xk
� 2

3
�lk

�Ul

�xk
Æij

�

D.4 �Equation pour le 
ux de 
haleur sous-maille

D.4.1 �Equation pour le 
ux de 
haleur total �ltr�e

On forme tout d'abord un syst�eme de deux �equations, 
onstitu�e d'une part de l'�equation
de 
onservation de la quantit�e de mouvement pour le 
hamp de vitesse totale multipli�ee
par le 
hamp de temp�erature totale et d'autre part de l'�equation de 
onservation du 
hamp
de temp�erature totale multipli�ee par la i-�eme 
omposante du 
hamp de vitesse totale. Il en
r�esulte le syst�eme suivant :8>><>>:

T
�Ui

�t
+ T

�

�xk
(UiUk) = �T �Pg

�xi
+ T

�

�xk

�
1

Re

�Ui

�xk

�
+RiTTÆi3

Ui

�T

�t
+ Ui

�

�xk
(TUk) = Ui

�

�xk

�
1

Pe
�T

�xk

� (III.D.41)

�A pr�esent, il faut sommer les deux �equations du syst�eme (III.D.41). L'�equation r�esultante
est la suivante :

T
�Ui

�t
+ Ui

�T

�t
+ T

�

�xk
(UiUk) + Ui

�

�xk
(TUk) = (III.D.42)

�T �Pg

�xi
+ T

�

�xk

�
1

Re

�Ui

�xk

�
+ Ui

�

�xk

�
1

Pe
�T

�xk

�
+RiTTÆi3



La propri�et�e 
on
ernant la d�erivation d'un produit est utilis�ee pour simpli�er l'�equation
(III.D.42). On obtient alors :

�

�t
(TUi) +

�

�xk
(TUiUk)�UiUk

�T

�xk
+ Ui

�

�xk
(TUk)| {z }

I

= (III.D.43)
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(TPg)� Pg
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�
+

�

�xk

�
1
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�
T
�Ui
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��
� 1
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+
�

�xk

�
1

Pe
�
Ui

�T

�xk

��
� 1

Re

�T

�xk

�Ui

�xk
+RiTTÆi3

L'hypoth�ese d'in
ompressibilit�e impose que le terme not�e I soit nul. Il ne reste plus qu'�a
regrouper les termes de même nature. L'�equation devient alors :

�

�t
(TUi) +

�

�xk
(TUiUk) = (III.D.44)
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�xk
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T
�Ui
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1
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�
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�
�
�

1
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1
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�
�T

�xk

�Ui

�xk
+ Pg

�T

�xi
+RiTTÆi3

La derni�ere op�eration 
onsiste alors �a �ltrer l'�equation (III.D.44) en tenant 
ompte des
propri�et�es de 
ommutation ave
 la d�eriv�ee. Finalement, l'�equation d'�evolution du 
ux de

haleur total �ltr�e est donn�ee par :

�
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TUi

�
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�xk

�
TUiUk

�
= (III.D.45)
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�xk
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�T

�xi
+RiTTÆi3

D.4.2 �Equation pour le 
ux de 
haleur r�esolu

Le raisonnement pour obtenir l'�equation de 
onservation pour le 
ux de 
haleur r�esolu
T Ui est similaire �a 
elui utilis�e dans le paragraphe pr�e
�edent. La di��eren
e provient des
termes sous-maille suppl�ementaires qui apparaissent dans les �equations de 
onservation de
la quantit�e de mouvement et de la temp�erature pour les 
hamps r�esolus. En substituant les

hamps de vitesse totale et de temp�erature totale par leurs �equivalents r�esolus et en tenant




ompte des termes sous-maille, on obtient :
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�
= (III.D.46)
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��ik
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Les termes sous-maille peuvent être r�e
rits 
omme la somme de deux termes : un terme de

ux et un terme de produ
tion. Par 
ons�equent :
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= (III.D.47)
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Il ne reste plus qu'�a regrouper les termes de 
ux ensemble, l'�equation s'�e
rit :
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�
= (III.D.48)
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D.4.3 �Equation pour le 
ux de 
haleur sous-maille

L'�equation de 
onservation pour le 
ux de 
haleur sous-maille ��j est obtenue en formant
la di��eren
e entre les �equations (III.D.45) et (III.D.48). L'�equation qui en r�esulte est donn�ee



par :
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En regroupant les termes de même nature, l'�equation peut se r�e
rire de la mani�ere suivante :
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L'utilisation des d�e�nitions du ve
teur 
ux de 
haleur sous-maille et de la varian
e de
temp�erature sous-maille permet d'obtenir �nalement l'�equation suivante :
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Annexe E

D�e�nition

Pour des raisons de 
lart�e et de simpli�
ation, nous sommes amen�es �a d�e�nir les quantit�es
suivantees :

{ les termes 
onve
tifs not�e C et CT intervenant dans les �equations de 
onservation de la
quantit�e de mouvement et d'�energie sont d�e�nis par les deux relations suivantes :

C
�eU(n)

i

�
= �

 eU(n)

k

� eUi
�xk

(n)!
+ (1� �)

�
�

�xk

�eU(n)

k
eU(n)

i

��
(III.E.1)

CT
�eT(n)

�
= �

 eU(n)

k

� eT
�xk

(n)!
+ (1� �)

�
�

�xk

�eU(n)

k
eT(n)

��
(III.E.2)

o�u � est un r�eel qui vaut :

{ 
as � = 1 : formulation non-
onservative

{ 
as � = 0 : formulation 
onservative

{ 
as � =
1

2
: formulation semi-
onservative

{ le terme de gradient de pression modi��e G :

G
�e�(n)

�
=

�e�
�xi

(n)

(III.E.3)

{ le terme de 
ottaison P :

P
�eT(n)

�
= RieT(n)

Æi3 (III.E.4)



{ les termes di�usifs D et DT 
orrespondent �a la somme des di�usions mol�e
ulaires
et sous-maille qui apparaissent dans les �equations de 
onservation de la quantit�e de
mouvement et d'�energie

D
�e�(n)

sm; eU(n)

i

�
=

�
1

Re + e�(n)
sm

�
�2

�xk�xk

�eU(n)

i

�
(III.E.5)

DT
�e�(n)

sm; eT(n)
�

=

�
1

Pe + e�(n)
sm

�
�2

�xk�xk

�eT(n)
�

(III.E.6)

{ les termes dispersifs SMdisp, SMdisp
T

et SMA
T sous-maille :

SMdisp
�e�(n)

sm; eU(n)

i

�
= 2eD(n)

ik

�

�xk

�e�(n)
sm

�
(III.E.7)

SMdisp
T

�e�(n)
sm; eT(n)

�
=

� eT
�xk

(n)
�

�xk

�e�(n)
sm

�
(III.E.8)

SMA

T

�eF(n)

�j

�
=

� eF�j
�xj

(n)

(III.E.9)
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