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Résumé

La simulation des grandes échelles dans les configurations du canal plan ( cas représentatif
d’écoulements internes en équilibre ) et de la marche descendante ( cas représentatif d’écoule-
ments internes décollés ) a été utilisée pour étudier les transferts de chaleur d’un fluide
faiblement dilatable. Les équations de Navier-Stokes dans I’approximation de Boussinesq
sont résolues sur une grille non-décalée a 1’aide d’une méthode hybride différences finies
/ éléments finis qui évite 'apparition d’oscillations. L’intégration temporelle est réalisée
avec le schéma d’Adams/Bashforth et une formulation rétrograde. La simulation temporelle
du canal plan a requis la mise au point d'un forcage permettant la conservation du débit
et la température moyenne. La simulation de I’écoulement sur la marche descendante a
nécessité de développer un couplage original avec une simulation temporelle d’un canal plan,
cette derniere fournissant des champs dynamique et thermique pleinement turbulents comme
conditions aux limites. Différents modeles auto-adaptatifs pour le tenseur de Reynolds sous-
maille ont été présentés. En ce qui concerne le flux de chaleur sous-maille, on présente deux
nouveaux modeles sous-maille ainsi que différents modeles classiques. Tous ces modeles sous-
maille sont testés sur la configuration du canal plan infini et comparés avec des simulations
directes. Pour la simulation dans la configuration de la marche descendante, un seul modele
pour le tenseur de Reynolds sous-maille et le flux de chaleur sous-maille a été utilisé.

Mots clés : simulation des grandes échelles, écoulement incompressible, écoulement tur-
bulent, modeles sous-maille, transfert de chaleur, scalaire passif, canal plan, marche descen-
dante.

Large-Eddy simulations of the turbulent channel flow ( representative case of internal
flows in equilibrium ) and the turbulent flow past a backward-facing step ( representative case
of separated flows ) have been performed to study the heat transfer for a quasi-incompressible
flow. The Boussinesq equations are solved on a non-staggered grid with the use of an hybrid
finite difference / finite element scheme which prevents wiggles. The time integration is
performed with an Adams/Bashforth scheme and a backward differenciation formulae. In
order to maintain a constant bulk velocity and bulk temperature in the turbulent channel
flow simulation, a pressure gradient and a temperature source term, both varying in time,
are added to the equations. In order to obtain the turbulent unsteady dynamical and thermal
fields at the inflow of the backward-facing step, an original coupling is carried out with a
previous turbulent channel flow simulation. Several self-adaptative models for the Subgrid-
Scale Reynolds tensor are presented. For the Subgrid-Scale heat flux, two new Subgrid-
Scale models and several different classical models are described. All these Subgrid-Scale
models are tested in a turbulent channel flow and compared with direct simulation. For the
turbulent flow past a backward-facing step, only one Subgrig-Scale model has been used for
the Subgrid-Scale Reynolds tensor and heat flux.

Keywords: large eddy simulation, incompressible flow, turbulent flow, subgrid scale
models, heat transfer, passive scalar, plane channel, backward-facing step.






Introduction

Introduction

La compréhension des mécanismes de transport turbulent est d'une grande importance
dans le domaine de I'ingénierie, notamment dans les probléemes de transfert de chaleur ou
de transport de polluants. En effet, le transport turbulent est connu pour ses propriétés de
mélange, bien plus efficaces que le transport par diffusion moléculaire. L.e comportement
turbulent provient de la non-linéarité du terme convectif des équations de Navier-Stokes
qui régissent le mouvement du fluide. Ce terme permet les interactions entre les différentes
échelles de I’écoulement.

L’approche expérimentale a été pendant longtemps la seule voie possible pour I’étude de
ces mécanismes complexes. Avec 'arrivée de super-calculateurs de plus en plus puissants,
la simulation a pris une part grandissante dans l'étude de ces mécanismes. Elle permet
d’accéder a des informations que I'expérimentateur ne peut mesurer en raison de contraintes
techniques. Par exemple, la mesure des tensions de Reynolds dans la sous-couche visqueuse
ou dans la zone tampon est tres délicate voire impossible dans certains cas, et pourtant il ne
s’agit que de moments statistiques d’ordre bas. Citons également les corrélations qui mettent
en jeu la pression fluctuante. Plus généralement, il est difficile d’avoir acces a des champs de
vitesse et de température instantanés tridimensionnels, sauf de fagon globale ( visualisation
), malgré les progres constants de certaines techniques ( PIV, peinture sensible & la pression,
etc ...).

Trois types de simulations sont a distinguer selon que les fluctuations des champs dyna-
mique et thermique soient totalement décrites ou totalement modélisées.

La premiere, dite simulation directe ( SND ) puisqu’aucune modélisation supplémentaire
n’intervient dans les équations de base, impose I'utilisation d’un maillage tres fin pour pou-
voir capter toutes les échelles de la solution. La taille de la maille doit étre plus petite que
les échelles dissipatives pour les champs dynamique et thermique ( respectivement nommées
échelles de Kolmogorov et de Batchelor ). Le choix du maillage dépend alors du niveau de
turbulence de I’écoulement, lié a la viscosité dynamique du fluide, mais aussi lié a sa diffu-
sivité thermique. Le cas le plus restrictif correspond a un fluide qui conduit de facon plus
efficace la quantité de mouvement que la chaleur: le nombre de Prandtl ( défini comme
le rapport de la viscosité cinématique et de la diffusivité thermique ) est alors supérieur
a I'unité. C’est le cas des huiles et de '’eau par exemple. Le nombre de points nécessaire
pour obtenir toutes les échelles du champ thermique est proportionnel a Pr?’Re%, le champ
dynamique nécessitant beaucoup moins de points. En revanche, pour un nombre de Prandtl
inférieur a l'unité ( le fluide conduit mieux la chaleur que la quantité de mouvement ), le
nombre de points est de ’ordre de Re%, le champ thermique nécessitant moins de points. Les
métaux liquides font partie de cette catégorie de fluides. Dans la majorité des applications
industrielles dans le domaine de 'aérodynamique interne, le niveau de turbulence ( mesuré



par le nombre de Reynolds ) est de 'ordre de 10* & 10%; on comprend aisément les limitations
actuelles de I'utilisation de la simulation directe. Dans la pratique, les simulations directes
sont restreintes a des valeurs modérées du nombre de Reynolds et permettent d’étudier de
fagon tres précise les mécanismes et les structures cohérentes propres a I’écoulement turbu-
lent considéré. L’utilisation de schémas numériques non dissipatifs et d’ordre élevé est une
contrainte supplémentaire pour les simulations directes car il ne faut pas que les échelles
dissipatives soient masquées par les erreurs de troncature ou de discrétisation du schéma
numérique. C’est pour cela que les méthodes spectrales ou pseudo-spectrales sont souvent
employées dans ce type de simulation, mais elles sont pratiquement inutilisables dans un
cadre industriel.

A I'inverse, lorsque toutes les fluctuations de la solution sont modélisées par I'intermédiaire
d’une fermeture, on parle de simulation des équations de Navier-Stokes moyennées ( RANSE
). Les équations de base sont obtenues en décomposant la solution comme la somme d’une
partie moyenne et d’'une partie fluctuante, puis en appliquant un opérateur de moyenne aux
équations de conservation. Cette technique ne fournit que les champs moyens dynamique
et thermique, les champs fluctuants n’étant appréhendés que par le tenseur de Reynolds et
le flux de chaleur turbulent. Celle-ci est pour le moment la plus employée dans le domaine
industriel puisqu’il n’y pas de limitation sur le nombre de Reynolds et que le nombre de
points et la méthode numérique ne dépendent pas du rapport entre la plus grande et la plus
petite échelle de I’écoulement turbulent. Elle permet la prédiction de divers coefficients (
coefficient de frottement pariétal, coefficient d’échange convectif, coefficient de trainée et de
portance ... ) pour des valeurs élevées du nombre de Reynolds.

Le troisieme type de simulation est un compromis entre les deux autres dans la me-
sure ou une partie des fluctuations de la solution est résolue directement et que la par-
tie complémentaire est alors modélisée; on parle de simulation des grandes échelles. La
séparation entre les échelles résolues et les échelles non résolues ou sous-maille est formalisée
mathématiquement par I'application d’un filtre sur les équations de Navier-Stokes et permet
d’introduire la notion d’échelle de coupure. Cette technique a son origine dans la météorologie
et la prédiction du temps: le modele sous-maille le plus ancien et aussi le plus connu est di
a Smagorinsky, en 1963. Le principal role des échelles sous-maille est de dissiper I'énergie
turbulente résolue et la variance de température turbulente résolue. Deux approches sont
alors possibles dans la simulation des grandes échelles en ce qui concerne la modélisation
des échelles sous-maille. I.’approche MILES ( Monotone Integrated Large Eddy Simulation)
d’une part, consiste a supposer que la dissipation intrinseque du schéma numérique em-
ployé permet de modéliser implicitement 1’action des échelles sous-maille : dissiper I'énergie
cinétique turbulente résolue et la variance de température turbulente résolue. Cette approche
est tres souvent utilisée dans le cas d’écoulement turbulent fortement compressible. La se-
conde approche correspond a la modélisation explicite des échelles sous-maille; cela suppose
I’emploi de schémas numériques non dissipatifs dans le but de ne pas masquer 'action du
modele sous-maille. Cette derniere approche, a savoir, la simulation des grandes échelles avec
modélisations explicites des échelles non-résolues, a été retenue dans le cadre de cette these.

La modélisation numérique des écoulements turbulents ne se ramene pas nécessairement
au triptyque SND/SGE/RANSE; il existe des approches intermédiaires, par exemple dites



simulation des tres grandes échelles ( STGE ), des approches statistiques ou stochastiques
multi-échelles, de type fermeture en deux points ou reconstruction de champs instantanés sur
la base des modes propres statistiques énergétiques ( POD ). Nous n’en discuterons pas ici.
A noter que les méthodes de modélisations ou fermeture utilisées en RANSE peuvent aussi
se transposer partiellement en modélisation sous-maille pour les simulations des grandes
échelles; il n’y a donc pas séparation stricte des outils conceptuels dans les différentes ap-
proches.

L’utilisation de la simulation des grandes échelles dans le cas d’écoulements industriels
( géométrie et physique complexes, niveau de turbulence élevé, transfert de chaleur impor-
tant ) représente a I’heure actuelle un enjeu important, et ce pour plusieurs raisons. Dans
le cas d’écoulements internes ( moteur, chambre de combustion, canaux de refroidissement
), les mécanismes de transfert de chaleur a la paroi ont une grande importance, notam-
ment pour garantir la bonne tenue thermique du matériau de la paroi. Ceci nécessite une
connaissance précise des phénomenes mis en jeu. L’étude de ces phénomenes de transfert
de chaleur par la simulation est délicate dans la mesure ot cela impose en premier lieu une
bonne résolution du champ dynamique. En effet, diverses expériences montrent que le flux
de chaleur a la paroi est tres bien corrélé avec ’énergie turbulente par exemple. Une fois la
bonne dynamique de ’écoulement garantie, on peut se demander quels sont les structures
ou phénomenes responsables de ces transferts de chaleur et quelle est 'influence du nombre
de Prandtl sur ces mécanismes de transfert. La complexité de la physique de I’écoulement
est a prendre en compte lors du choix de la modélisation sous-maille dans la mesure ou
I’écoulement peut étre en équilibre mais aussi décollé. En effet, la plupart des hypotheses
simplificatrices utilisées dans les configurations d’écoulement dites académiques ( turbulence
homogene isotrope, canal plan par exemple ) disparaissent alors. Comment définir une dis-
tance a la paroi, nécessaire pour certains modeles sous-maille, lorsque plusieurs parois sont
a proximité? Comment définir une moyenne par plan dans une configuration géométrique
complexe? Ces problemes de modélisations sont souvent rencontrés dans les configurations
ou les effets d’anisotropie sont tres importants: effet de stratification, effet de rotation,
présence d’'une paroi. Les modeles sous-maille susceptibles d’étre utilisés dans ces configura-
tions ne doivent plus utiliser ces hypotheses simplificatrices ou des corrections ad hoc mais
plutot avoir la propriété de s’adapter automatiquement. De plus, ils doivent avoir une action
effective sur ’écoulement dans le cas de schémas numériques d’ordre peu élevé mais non
dissipatifs. La raison principale provient de 'utilisation de maillages curvilignes, multi-blocs
et méme non structurés.

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous sommes restreints au cas d’un fluide faible-
ment dilatable pour étudier ces mécanismes de transfert de chaleur dans la configuration
du canal plan ( cas représentatif d’écoulements internes en équilibre ) et de la marche des-
cendante ( cas représentatif d’écoulements internes hors équilibre) grace a la simulation
des grandes échelles. Ce mémoire de these est divisé en trois parties. La premiere présente
I’aspect modélisation. Le premier chapitre introduit les équations de Navier-Stokes dans
I’approximation de Boussinesq, équations qui régissent un fluide Newtonien faiblement dila-



table. [’application d’un filtre fournit les équations nécessaires pour la simulation des grandes
échelles et met en évidence les termes sous-maille a modéliser. Le deuxieme chapitre présente
la modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille, terme complémentaire issu du filtrage
des équations de conservation pour la quantité de mouvement. Pour pallier certains défauts
des modeles sous-maille ( sur-dissipation dans la sous-couche visqueuse entrainant une rela-
minarisation de I’écoulement par exemple ), trois procédures d’amélioration sont introduites:
la procédure dynamique, la technique d’accentuation et la fonction sélective. La procédure
dynamique permet de calculer la constante du modele de maniere automatique, la constante
ainsi calculée tend vers zéro dans les zones proches parois annulant le modele sous-maille. La
technique d’accentuation consiste a appliquer un filtre permettant d’accentuer I’énergie des
petites échelles. La fonction de sélection est en fait une procédure conditionnelle basée sur
I’évaluation de I'angle entre les vecteurs vorticité et vorticité moyen : si I’angle est en dessous
de la valeur seuil, la fonction annule le modele. Le dernier chapitre présente la modélisation
pour le flux de chaleur sous-maille, terme complémentaire dans I’équation de conservation de
I’énergie. La notion de modeles Fickien et non Fickien est présentée ainsi que deux nouveaux
modeles non Fickien pour le flux de chaleur sous-maille. Les modeles Fickiens correspondent
a tous ceux qui relient le flux de chaleur sous-maille au gradient de température résolue par
le biais d’une diffusivité sous-maille scalaire.

La deuxieme partie du mémoire est consacrée a la comparaison et la validation des
différents modeles sous-maille dans la configuration géométrique du canal plan. Le premier
chapitre présente la méthode numérique utilisée pour la simulation des grandes échelles. Dans
le but d’étudier I'impact des différents modeles sous-maille dans la simulation, 'utilisation
de schémas numériques dissipatifs ( schémas QUICK, UPWIND par exemple ) n’a pas été
retenue. En effet, ce type de schémas est connu pour masquer I'effet du modele sous-maille.
Le deuxieme chapitre présente les caractéristiques géométriques des simulations des grandes
échelles dans le cas du canal plan, correspondant a une simulation temporelle. Les condi-
tions aux limites et initiales, ainsi que les forcages utilisés y sont détaillés. Les deux derniers
chapitres fournissent les résultats obtenus dans cette configuration.

La derniere partie présente ’analyse des résultats obtenus dans la configuration géométrique
de la marche descendante. Le premier chapitre décrit les caractéristiques de la simulation,
mais aussi l'originalité du couplage entre la simulation des grandes échelles dans la confi-
guration du canal plan et de la marche descendante pour fournir des conditions d’entrée
instationnaire et turbulente a cette derniere. Les deux derniers chapitres présentent respec-
tivement les résultats concernant les champs moyen et instantané.

Les applications a la modélisation sous-maille du champ thermique se sont finalement
limitées au cas du scalaire passif, bien que la premiere partie de I’étude ait tenté un inventaire
plus général des équations et modeles, susceptibles de couvrir les effets de flottaison et méme
le raccordement avec des cas faiblement compressibles au dela de I’hypotheése de Boussinesq
( cf partie T et annexes ). Cette stratégie d’application nous a semblé plus réaliste, pour
pouvoir traiter plus a fond le cas décollé de la marche descendante, un écoulement moins



académique qu’il n’y parait.
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Chapitre 1

Equations de Boussinesq filtrées

Le fluide considéré est un fluide monophasique di-variant a propriétés thermodyna-
miques constantes. Il n’existe donc que deux variables thermodynamiques indépendantes
qui décrivent les différentes fonctions d’état associées au fluide. Les deux variables d’état
retenues sont le champ de pression P = P (@;t) et le champ de température T =T (@; 1).
Dans la suite du mémoire, la masse volumique, la viscosité dynamique , la conductibi-
lité thermique et la capacité calorifique a pression constante sont notées respectivement
p=p(T,P), u=p(T,P), k=Fk(T,P) et ¢, =c, (T, P). Ces grandeurs physiques sont alors
considérées comme indépendantes de l'espace et du temps ( fluide & propriétés thermo-
dynamiques constantes ). Le fluide est alors régi par les équations de Navier-Stokes dans
I’approximation de Boussinesq. Dans ce cas précis, le couplage entre les équations de conser-
vation de la quantité de mouvement et de 1’énergie s’effectue grace aux forces volumiques
de pesanteur. Le fluide est alors considéré comme faiblement dilatable. Le cas limite est
obtenu en négligeant les forces de pesanteur: il y a découplage entre les équations de conser-
vation de la masse volumique p = py, de conservation de la quantité de mouvement poﬁ et
I’équation de conservation de I’énergie poh. L’énergie devient un scalaire passif. Il est alors
possible d’étudier seul ’aspect dynamique du probleme. On parle alors des équations de
Navier-Stokes incompressibles.

Dans les paragraphes qui vont suivre, on montrera le domaine de validité de I’approxima-
tion de Boussinesq. Pour ce faire, on présentera tout d’abord les équations de Navier-Stokes
pour un fluide compressible qui vérifie la loi d’état des gaz parfaits. Ensuite, les équations
seront écrites sous forme adimensionnée. Enfin, on discutera le domaine de validité de ’ap-
proximation de Boussinesq.

1.1 Equations de Navier-Stokes
Le mouvement du fluide considéré est régi par les équations de Navier-Stokes. Ces

équations sont obtenues par application des lois de bilans globales [9][17] exprimées sous-
forme locale pour la masse volumique, la quantité de mouvement et ’enthalpie du fluide



qui sont détaillées dans I’annexe A. Le systeme s’écrit au moyen de la dérivée particulaire
(ITT.A.1) sous la forme:

A\

Pl dt - V. §+p (L1.1)
@———Pﬁﬁ .7+§:§

dt dt

Les tenseurs notés % et ? sont appelés respectivement tenseur des contraintes et tenseur
des taux de vitesse de déformation. Les vecteurs notés ¢ et pg’ représentent respectivement
le vecteur flux de chaleur et le vecteur poids de la particule fluide. Dans le systeme précédent,
le tenseur des contraintes et le vecteur flux de chaleur sont inconnus. Il est alors nécessaire
de donner la loi de comportement pour chacune de ces deux quantités, ce qui est fait dans
Pannexe A. En exprimant ’enthalpie en fonction du couple de variables thermodynamiques
retenues (T, P) ( voir annexe B ), les équations de Navier-Stokes pour un fluide compressible
dont la loi d’état est p = p(T, P) peuvent s’écrire de la maniére suivante :

—a(T,P)C;—TerT(T,P)%JFﬁ.ﬁ =0
! p(T, P) dg - VP4 V. <2uTP d>+p
= =
o(T, P)cp(T,P)% - V. ( k(T, P) ?T) 2u(T, P)D% D + o(T, P)T%

(1.1.2)

Le déviateur du tenseur taux de vitesse de déformation noté D?, est défini par la rela-
tion (ITI.A.18). Les coefficients de dilatation isobare et de compressibilité isotherme sont
notés a (T, P) et x,.(T, P), définis respectivement par les relations (IIL.B.26) et (II1.B.27).
Le champ de pesanteur est représenté par le vecteur ¢ . Ce dernier est considéré comme
constant dans la suite du probleme. On introduit la verticale ascendante en remplacant le
vecteur pesanteur par —gﬁ@. Le systeme (I.1.2) est formulé a I’aide de la dérivée particu-
laire, définie par la relation (ITI.A.1).

Cette formulation est le point de départ pour obtenir les équations de Boussinesq. Le
systeme (I.1.2) est exprimé en terme de conservation d’enthalpie. Les variables thermody-
namiques pour expliciter I'enthalpie sont alors la température T = T(%’;t) et la pression
P = P(@;t). A ce stade, aucune loi d’état pour la masse volumique p = p(7', P) n’est encore
explicitée. L’intérét est qu’il est possible d’étudier la dégénérescence de ce systeme vers les
équations de Navier-Stokes incompressibles ou vers les équations de Boussinesq en linéarisant
la loi d’état et les différents coefficients thermodynamiques ( ¢,(7, P), k(T, P) et u(T, P) ),



et ce, quelque soit la nature du fluide ( gazeux ou liquide ). En revanche, la formulation
en terme d’énergie interne (II1.B.64) aurait posé un probléeme dans le cas d’un liquide. En
effet, il est impossible de déterminer de facon expérimentale la capacité calorifique a vo-
lume constante ( ¢,(7,v) ) puisque toute variation de pression ou de température entraine
inéluctablement une variation de volume.

Dans la suite des développements, la loi d’état des gaz parfaits est utilisée. La masse
volumique p est alors reliée aux variables thermodynamiques 7" et P par la relation :

o(T.P) = TET (1.1.3)

oll 7 est la constante universelle des gaz parfaits. Cette constante vaut 287,06.Jkg~'K~!
pour lair. En tenant compte de la loi des gaz parfaits (I.1.3), la capacité calorifique a
pression constante ¢,(7), P) , les coefficients de dilatation isobare «(7, P) et de compressibilité
isotherme x.. (7, P) se réduisent a:

oT.P) = (11.4)
(T, P) = % (L15)
(T, P) = 77_7”1 (L.1.6)

ol v, défini dans le paragraphe B.1.3, vaut 1,4 dans le cas de I'air. Les équations de Navier-
Stokes pour les gaz parfaits se réduisent a:

‘ ldT 1dP
Tat T Pat +VT =
=
) :;dg - VP4 V. <2MTPDd>+—g€<1> (L.1.7)
v Pdl :g.zg dp

1.2 Adimensionnement des équations

Pour aller plus loin, il est & présent nécessaire d’écrire le systeme d’équations (I.1.7) sous
forme adimensionnée. Il faut donc déterminer les échelles caractéristiques des différentes
grandeurs qui interviennent dans le systeme. Le détail des calculs est donné dans ’annexe C
dans laquelle le lecteur trouvera le choix des échelles et la définition de chacun des parametres
de similitude intervenant dans les équations de Navier-Stokes adimensionnées. Le systeme



s’écrit alors:

(

2 P = =
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1+ ~vEuMa”P ot
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(L1.8)

ol les quantités Eu, Ma, Fr, Ri, St, Re et Pr sont appelées respectivement les nombres
d’Euler, de Mach, de Froude, de Richardson, de Strouhal, de Reynolds et de Prandtl.

1.3 Approximations de Boussinesq

Le systeme (I.1.8) décrit les équations de Navier-Stokes compressibles. A ce stade, au-
cune approximation n’est encore faite, hormis le choix de la loi d’état des gaz parfaits (I.1.3).
Pour retrouver les équations de Navier-Stokes dans I’approximation de Boussinesq, il est im-
portant de définir le probleme que l'on va traiter. Dans la suite du mémoire, on va plus
particulierement s’intéresser a des écoulements turbulents dans des canaux: c’est donc un
écoulement de type convection forcée.

On suppose tout d’abord que les forces de pesanteur qui s’exercent sur le fluide sont du
meéme ordre de grandeur que les forces d’inertie. C’est le nombre de Froude Fr qui jauge ces
forces de pesanteurs. Par conséquent, ce parametre de similitude est égal a I'unité:

2
Fr =1 <<= L, = Y (I.1.9)
g

Le moteur de ce type d’écoulement est le gradient de pression. Le parametre de similitude
jaugeant les forces de pression est le nombre d’Euler qui vaut alors I'unité. Cela impose donc
la relation suivante pour le nombre d’Euler £u :

Eu = 1 <= AP = pU¢ (I.1.10)



L’échelle de pression est alors completement déterminée. Dans le cas d’écoulements dominés
par des effets de stratification ( cas de la convection naturelle ), les forces de pression n’ap-
paraissent pas comme moteur de 1’écoulement : c’est sous ’action de la gravité ou de la
température que le fluide se met en mouvement, ce qui induit une fluctuation de pression.
C’est pour cela qu’il faudra tout de méme conserver le terme de gradient de pression. Il
en est de meme pour les effets instationnaires qui sont jaugés par le nombre de Strouhal :
ce parametre est choisi égal a 1'unité. L’échelle de temps est donc déterminée. La relation
s’écrit :
St =1 < 17 = Lo (I.1.11)
Us
L’hypothese suivante est de supposer que le fluide a des propriétés thermodynamiques
constantes. Cela impose que la masse volumique, la viscosité dynamique ainsi que la conduc-
tibilité thermique soient constantes. Par conséquent, sous la forme adimensionnée, ces trois
coefficients valent 'unité. En tenant compte des relations (I.1.10) et (I.1.11), les nombres de
Mach et Richardson doivent vérifier la relation suivante:

Ri < 1 (I.1.12)
YMa* < 1 (I1.1.13)
D’autre part, il faut supposer que la puissance des forces de frottement et des forces de pres-

sion soit négligeable devant la diffusion de la chaleur par conduction et devant le transport
de la chaleur par convection. Par conséquent, il faut vérifier la relation :

(M) < min<1; 1 ) (1.1.14)

ReRi PrRe
(y — 1) Ma? 1
<—Ri < min | 1; e (I.1.15)

Dans le cas d’écoulements peu visqueux ( Re > 1 ), les deux inégalités précédentes de-
viennent :

(y — 1) Ma? 1

( ReRi < PrRe (11.16)
(y — 1) Ma? 1

(—m < 5 (1.1.17)

Dans le cas des écoulements turbulents, la condition (I.1.17) est alors la plus contraignante.
Pour établir les équations de Boussinesq, il est nécessaire de procéder a un développement
limité a 'ordre un des forces volumiques de pesanteur. Le développement est possible puisque
le nombre de Richardson est tres petit devant I'unité (I.1.12). En tenant compte des relations
(I.1.9) et (I.1.10), on obtient le développement suivant & 'ordre un:

1 (1 2p 1 2p ~
(LEuMa P (L Ma P g (1.1.18)
Fr 1+ RiFr’T 1+ RiT




En utilisant I’égalité (1.1.18), le systeme d’équations (I.1.8) devient:

L = =
V.U =0
4 =
o = = = — = 1 = —
{07 U.(V®U) - —VPg+RiTV<I>+—V.<2D> (1.1.19)
ot Re
ML F(F7) = L 7. (37
\E—i_ ( >_737“Re ( )
ou le terme ﬁg est la pression piézométrique définie par ﬁg = P+ ®. 1l est important

de remarquer que, cette fois-ci, le champ de température va agir sur le champ de vitesse et
réciproquement : les équations de conservation de la quantité de mouvement et de ’enthalpie
sont désormais couplées.

1.3.1 Cas du scalaire passif

Le cas du scalaire passif est obtenu en imposant le nombre de Richardson R égal a zéro.
Le champ de température n’apparait plus dans ’équation de conservation pour la quantité
de mouvement : il y a découplage total entre la dynamique de ’écoulement et la thermique.
Par conséquent, il est possible de ne résoudre que le champ dynamique en utilisant les deux
premiéres équations de conservation du systeme ( masse et quantité de mouvement ). On
parle alors d’approximation incompressible.

1.3.2 Domaine de validité de ’approximation

Pour déterminer le domaine de validité de 1’approximation incompressible et de 1’ap-
proximation de Boussinesq, il est nécessaire de se fixer le probleme physique. Dans le cadre
de ces travaux de recherche, I’écoulement est un écoulement en convection forcée. Le point
de référence (Tp, Py) choisi est le suivant: on considere que le fluide est & la température
Ty = 288°K et la pression Py = 1,013.10° Pa. I’échelle des températures AXT" apparait comme
une différence de température, par conséquent il importe peu qu’elle soit exprimée en degré
Celsius ou en degré Kelvin. L’échelle de pression AP s’exprime en fonction de 1’échelle de
vitesse grace a la relation (I.1.10). Il existe donc trois échelles inconnues qui sont ’échelle
de longueur Lg, I’échelle de vitesse Uy et I’échelle de température AT'. Dans le cas de 'ap-
proximation de Boussinesq, il ne reste plus que deux échelles inconnues. En effet, la relation
(I.1.9) permet d’exprimer la longueur de référence Ly en fonction de la vitesse de référence



Uy et de g. Les différents coefficients thermodynamiques sont donnés par le tableau qui suit :

air unités
0o 1,2 kg.m=3
Cpo 1,0.10° | Jkg LK1
2 1,4.10°° m?.st
Ko 2,0.10° m?.st
ap | 3,5.1073 K~!
Xr, || 15 0.107 Pa~!

A partir de ces données expérimentales, il est possible d’expliciter les relations (I.1.12),
(I.1.13), (I.1.16) et (I.1.17). Les deux premieres relations traduisent la condition d’incom-
pressibilité, alors que les deux dernieres proviennent du fait que les puissances des forces de
frottement et de pression soient négligées. Le critere "< 1”7 est alors remplacé par ”< 0.17:
on assume donc une erreur de 10%. Les relations (I.1.12) et (I.1.13) sont équivalentes a:

AT < 0.17, AT < 28,8° K
0.1F,
Po

Cela signifie donc que 'approximation de Boussinesq reste valable pour de faibles écarts de
température ( de Pordre de 28,8°C' & 20°C' pour 'air ) et pour des vitesses ne dépassant pas
90m.s~ L.

Uy < Uy < 91,9 m.s~!

1.4 Filtrage des équations adimensionnées

1.4.1 Notion de filtre

La notion de filtre en simulation des grandes échelles ( S.G.E ) est trés importante. En
effet, I'information est contenue dans toutes les échelles de la turbulence. Ces échelles ont
des ordres de grandeur tres différents, le probleme étant de pouvoir prendre en compte 1'exis-
tence des grandes et des petites.

En simulation directe des équations de Navier-Stokes ( S.N.D ), il est primordial de
conserver toutes ces échelles, de la plus grande a la plus petite. En revanche, en S.G.E, on
choisit de résoudre les équations jusqu’a une échelle donnée ( échelles résolues ), puis on
modélise action des petites échelles ( échelles non résolues ). La plus petite échelle résolue
est alors imposée par la taille de la maille choisie lors de la discrétisation. Il est important
de noter que la taille effective du filtre ne correspond pas a la taille de la maille imposée. La
taille effective du filtre inclut aussi une contribution provenant des erreurs numériques, des
erreurs de troncature et des erreurs d’arrondi [90].

D’un point de vue mathématique, cette séparation d’échelles est alors représentée par
un filtre. Le champ résolu est défini comme le produit de convolution entre le champ total



considéré et le noyau du filtre. Si on note f(7,t), le champ total, f(@,t), le champ filtré
et G(?), le noyau du filtre, on obtient la relation:

1@ = [ @06 - 77 (1.1.20)

—00

Cette définition permet de définir ce que 'on nomme terme sous-maille ( noté f’ ) comme
la différence entre le champ total et le champ filtré ainsi obtenu :

f'(@ ) = (7,6~ f(T,1) (1.1.21)

C’est ce terme sous-maille qu’il faut modéliser. En théorie, le filtre choisi vérifie des propriétés
comme la linéarité et la commutativité avec les opérateurs de dérivation. Cependant, le
filtrage n’est pas forcément un opérateur de Reynolds. Un opérateur de Reynolds vérifie
trois propriétés:

— il doit étre linéaire ( f+g=f+7),

— il doit commuter avec la dérivation ( or _of ),

ds  0Os
— et il doit étre involutif ( f=7 )-

Par conséquent, lorsque I’on définit le champ sous-maille f/ (7), t), le champ sous-maille filtré
noté 7(?, t) n’est donc pas nul & moins que le filtre considéré ne vérifie les trois propriétés
des opérateurs de Reynolds. C’est une différence fondamentale par rapport aux méthodes
des équations de Navier-Stokes moyennées ( R.A.N.S ).

Il existe différents filtres. Les trois plus couramment utilisés sont le filtre porte (I.1.22),
le filtre gaussien (1.1.23) et le filtre boite (I.1.24). Dans le cas monodimensionnel, ils sont
définis par:

GX—-¢ = =5 (1.1.22)
GX—-¢) = W—Zfexp (—6%) (1.1.23)
f
L i X =&l < Y,
GX—¢ = { & 2 (I.1.24)
0 st | X =& > 7f

ol la grandeur Zf est la longueur de la coupure du filtre.



1.4.2 Equations pour le champ résolu

Dans le but de rendre plus lisible la suite des calculs, on va supprimer les tildes, passer
en notation indicielle et expliciter 'opérateur dérivée particulaire en tenant compte de I’hy-
pothese d'incompressibilité (IT1.A.2). Par commodité, le troisitme vecteur unitaire du repére
est choisi colinéaire a la verticale locale. Par conséquent, le vecteur V& a pour composante
(0,0,1)". Le syteme d’équations (I.1.19) s’écrit alors sous la forme :

( 8UZ.
=0
O;
ol 0 0P, 1 0%*U ,
) ot + 0; (GG;) or; + Re Oz, 0xy, + RiT0i (1.1.25)
oT 0 1 0°T
= L2 (TU) = —
Lot Yo T T B anon

1.4.3 Conservation de la masse pour le champ filtré

A présent, le filtre est appliqué a ’équation de continuité. Le filtrage est représenté par
les quantités surlignées. Soit :

oU;

_ 0 1.1.26
o (11.26)
o

= [.1.2
G = 0 (11.27)

En utilisant la propriété de commutativité avec les opérateurs de dérivation, I’équation
P
s'écrit :

oy

= [.1.28
S =0 (11.28)

1.4.4 Conservation de la quantité de mouvement pour le champ
filtré

Tout comme le paragraphe précédent, le filtre est appliqué a ’équation de conservation.
En utilisant, 1a encore, la méme propriété, on obtient :
oU; 0 OP, 1 0%l
o
ot Ox; 0r;  Re dn,0n,
Le filtrage de la conservation de la quantité de mouvement fait apparaitre le terme quadra-
tique en vitesse U;U; qui n’est pas connu. On le décompose sur la base (U, U'). Soit :

+ RiT ;3 (1.1.29)

Uy GO -G U+ GG (L.1.30)
UU = 7, + G (1.1.31)



ol le tenseur 7; est le tenseur de Reynolds sous-maille. Cette formulation conduit a une
équation similaire a celle obtenue par moyenne statistique des équations de Navier-Stokes :

o0 0 0P, 1 0T _ ory
‘+ —(GG) = ——2+— '+ RiTS;; — =2 1.1.32
o "o, U0 oz | R.omdm 0T (11.32)

d’oti la nécessité d’un modele pour le tenseur de Reynolds sous-maille 7;;. La modélisation
de ce tenseur abordée dans le chapitre 2 peut s’effectuer de deux fagons différentes: soit
le tenseur 7;; est modélisé directement, soit ce tenseur est décomposé comme la somme de
trois contributions: une partie provenant d’échelles résolues calculable explicitement, une
partie mixte dépendant de termes résolus et sous-maille et une partie purement sous-maille,
ces deux dernieres nécessitant une fermeture. En remplacant le champ de vitesse total par
la somme du champ de vitesse résolue et du champ de vitesse non résolue, le tenseur de
Reynolds sous-maille peut s’écrire sous la forme:

UU, = (G+U) ([G+1)) (1.1.33)

UU, = GU+GU + U+ UU (1.1.34)

0T, = UG +00 - GT + G0 + T, + T (1.1.35)

0T, -0, = G0 - G+ 00 + 0T+ T (1.1.36)
~- ~- ~ —~ s N~
Tij Lij Cij Rij

ol les tenseurs L;; et C;; sont les tenseurs de Léonard et des tensions croisées. Le tenseur R;;
est nommé tenseur vrai de Reynolds. Le probleme de cette formulation est que les tenseurs
de Léonard et des tensions croisées ne vérifient pas la propriété d’invariance galiléenne. C’est
la somme de ces deux tenseurs qui vérifie cette propriété d’invariance. La décomposition de
Germano [90] [34] dite consistante permet de remédier a cela:

7 = GU -GG (L.1.37)
nj=(7+wﬂi+wy(a+w)@muw (1.1.38)
ry = GU+UT;+ Ul + U0 - GG - UG - UG - T T (1.1.39)
n = GU-GU+UT+UT -G 0 -0 G+00, - T T (L.1.40)

Les tenseurs L;;, Cj; et RZ] sont appelés respectivement le tenseur de Léonard modifié, le
tenseur des tensmns croisées modifié et le tenseur vrai de Reynolds modifié. Cette fois-ci, ces
trois tenseurs vérifient indépendamment la propriété d’invariance. Si le filtre choisi est un
opérateur de Reynolds, les termes de Léonard et les termes croisés sont alors nuls. Ainsi, le
tenseur 7;; dégénere en U/ U}’ . On retrouve alors ’approche des équations de Navier-Stokes

moyennées.




1.4.5 Conservation de I’énergie pour le champ filtré

A partir de I’équation de conservation de 'enthalpie, une fois le filtre appliqué, on obtient
I’équation de I’énergie pour le champ filtré:
1 0*T

(TU;) = Pe 9m o (1.1.41)

or . 9o
8t 833]‘

Comme pour le paragraphe précédent, il est possible de décomposer la partie basse fréquence
du flux de chaleur total en fonction des champs de vitesse et de température résolus. On
introduit naturellement le vecteur flux de chaleur sous-maille 7y, :

TU, = TU, -TU +TT (1.1.42)
U, = 17;+TT0; (1.1.43)

A partir de cette définition, I’équation de la conservation de I’enthalpie peut étre récrite sous
la forme suivante:

2 A p—— 1 0T 07y
4+ ~(TU) = _ J
+ 55 T0)

ﬁ 8xk aZL’k aZL’j

1.1.44
5 (I.1.44)

Il est alors nécessaire de modéliser le flux de chaleur sous-maille 7p; qui est pour le moment
inconnu. Il est possible d’appliquer la méme démarche que dans le paragraphe 1.4.4 pour
relier le tenseur de Reynolds et les tenseurs de Léonard, des tensions croisées et de Reynolds
sous-maille. Ainsi, pour le flux de chaleur sous-maille 7y; on obtient :

TU; = (T+1) (U;+U) (L.1.45)

TU, = TU+TU +TT; +TU! (1.1.46)

T0;,-TU, = TU-TU+TU +TT;+TTU] (1.1.47)
" ~ o (. ~ -~ (. ~- ~ N~
70 Lo Coj Roj

Par analogie au tenseur de Reynolds sous-maille, les vecteurs Ly;, Cy; et Ry; sont appelés
respectivement vecteur flux de chaleur de Léonard, vecteur flux de chaleur croisé et vecteur
flux de chaleur sous-maille vrai. Le flux de chaleur sous-maille est alors décomposé en trois
contributions. La premiere contribution ( terme Ly, ) est associée uniquement aux grandeurs
résolues. Elle est entierement calculable puisque les inconnues du probleme sont les champs
de vitesse et de température résolus ( U; et T ). La deuxiéme contribution ( terme Cy; ) est
mixte : sa formulation fait intervenir a la fois des termes sous-maille et des termes résolus. On
parle aussi de termes croisés. La derniere contribution ( terme Ry; ) est cette fois-ci purement
sous-maille. On montre, la encore, que les vecteurs Ly; et Cp; ne vérifient pas séparément la



propriété d’invariance. En appliquant la décomposition suivante :
n; = TG -TU;
n = T+T)(G+0) — (T+17) (TG+U))
m = TG+TU+UT+TU ~TG-TU~UT-T7U
ny = TG-TU+TT+UT TG -UT+TT7 -T7]
Ly, Ci; Ry

la propriété d’invariance est alors retrouvée pour chacun des termes. Par analogie au para-
graphe 1.4.4, les nouveaux vecteurs Lgy;, Cy; et Ry; ainsi introduits sont appelés respective-
ment flux de chaleur de Léonard modifié, flux de chaleur croisé modifié et flux de chaleur
sous-maille vrai modifié. Si le filtre est un opérateur de Reynolds, alors les termes Ly, et
Cp; sont identiquement nuls. Le flux de chaleur sous-maille 7p; est réduit au flux de chaleur

sous-maille vrai 7" Uj’ )

1.4.6 Récapitulatif des équations de Navier-Stokes pour le champ
filtré

Le nouveau systeme a résoudre est donc le systeme formé par les trois équations suivantes :

P
ol _ 0
Ox;
ol o Jp— oP, 1 0% — 0T
'y (TIT = 19, & ! T — — [.1.52
< ot + 0; (U;U}) ox; +’Re 0, Oy, + RiT iy 0; ( )
8T 0 == 1 8QT 67'9'
=4 2 (TU) = — _ J
o o T = peanon o

Il reste a modéliser le tenseur de Reynolds sous-maille 7;; et le flux de chaleur sous-maille
Tg;, ce qui sera abordé dans les chapitres 2 et 3.



Chapitre 2

Modélisation pour le tenseur de
Reynolds sous-maille

Dans ce chapitre, la modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille est abordée. Dans
le cas des simulations des grandes échelles, les échelles dissipatives de I’écoulement sont mal
résolues puisque la coupure s’effectue en général dans la zone inertielle du spectre. Le role
principal du modele sous-maille est alors de dissiper 1’énergie qui pourrait s’accumuler pres
de la coupure. En effet, 'accumulation d’énergie a la coupure met en évidence que le signal
est mal résolu. En fait, le modele ne fait que reproduire le transfert d’énergie des grandes
échelles vers les petites échelles ( cascade d’énergie ) en dissipant sur place le flux d’énergie.
Il n’est d’ailleurs pas nécessaire que le modele représente exactement les tensions sous-maille,
mais plutot 'effet global de celles-ci.

2.1 Meécanisme énergétique

Pour comprendre les interactions entre les petites et les grandes échelles, il est intéressant
d’examiner les équations de transport de deux quantités: 1’énergie cinétique résolue notée
Kres et I’énergie cinétique sous-maille ICy,,,. Ces deux énergies cinétiques sont définies par:

11—

Icres = §UzUz (121)
1 -

Ko = §(UZU;—U;U;) (1.2.2)

L’énergie cinétique sous-maille ainsi définie correspond en fait & une énergie cinétique sous-
maille généralisée. En effet, I’énergie cinétique sous-maille vraie est plutot donnée par le

.1 o . . .
scalaire §UZ~'UZ~' . La principale conséquence de ceci est que si le filtre considéré n’est pas

positif, alors I'énergie cinétique sous-maille généralisée peut localement admettre des valeurs
négatives. L’énergie cinétique sous-maille apparait aussi comme la demi-trace du tenseur de
Reynolds sous-maille dont la définition est donnée par la relation (I.1.31). L’obtention de



I’équation d’évolution pour K, est détaillée dans ’annexe D. Elle s’écrit :

Ores 0 —
+ — K:resU' —
ot aZL’j ( J)
—_—— —
I
O (1 0Kpes —— — 1 9U; aU; oU; S—
+— | = - PU;, —1;,U; | — —=— i + RiT Uy [.2.3
0z; (Re 0z; 9% T Tt Re O0z; Ox; Tid 0z; = ( )
~ ~~ N VII
[T4+ITT+1V \Y VI
I : transport de I’énergie cinétique résolue par convection
IT . diffusion de I’énergie cinétique résolue par la pression
IIT : diffusion visqueuse de I’énergie cinétique résolue
IV . diffusion sous-maille
V . dissipation visqueuse de 1’énergie cinétique résolue
VI . dissipation ou production due aux tensions sous-maille
VII : dissipation ou production liée a la stratification

Cette équation d’évolution pour I'énergie cinétique résolue présente deux mécanismes
d’échanges de natures différentes. On note d’une part les termes de convection (I ) et
de diffusion ( II, TII, TV ). Ces termes-la ne produisent ni ne dissipent d’énergie cinétique
résolue, mais plutot la redistribuent. On note d’autre part les termes de dissipation ou de
production ( V, VI et VII ). Le terme V représente I’énergie cinétique perdue sous 'action
des forces visqueuses ( ou de frottement ) aux niveaux des grandes échelles. Ce terme est
strictement négatif: son action est dissipative. En ce qui concerne le terme VI, il traduit
I’échange entre les échelles résolues et les échelles sous-maille. Suivant le signe de celui-ci,
on parlera plutot de cascade d’énergie ( VI < 0 : action dissipative ) ou de cascade inverse
( VI > 0: source d’énergie ). Le sens prépondérant des échanges inter-échelles est fourni
par le premier cas: 'énergie va des grandes échelles vers les échelles sous-mailles. Dans le
deuxieme cas, I’énergie remonte des échelles sous-maille vers les grandes échelles. La présence
des forces de pesanteur fait apparaitre un terme de production supplémentaire ( VII ), qui
disparait dans le cas du scalaire passif puisque le nombre de Richardson Ri est alors nul.
Pour obtenir le bilan des transferts d’énergie entre les échelles résolues et les échelles sous-
maille, il reste alors a faire la somme de la diffusion sous-maille ( IV ) et la dissipation ou
production sous-maille ( VI ).

Tout comme le cas précédent de I'énergie cinétique résolue, le détail de I’équation de
transport de 1’énergie cinétique sous-maille est contenu dans ’annexe D, on obtient alors:

oK 0 — 0 — 0 —
oy = (KU + =— (UGU;U, — U;U; U;) = —— (P,U; — P,U, 1.2.4
at + axj ( ]) + axj ( J ]) axj ( 9= g9 ]) ( )
T hil 11
0 1 0K, — 1 oU,; oU; 8&- 8&- GUZ- [P
— | =—— U — — —Tpi— + R (TU; — T U
* 0x; (’Re 0x; ML > Re <8:1:j or;  Og; 8xj> i 0x; HN i g 3)4
~ i 7 S VIII

V4V VI VII



I :transport par convection de I'énergie cinétique sous-maille
II : transport turbulent

11 . diffusion de I’énergie cinétique sous-maille par la pression
|AY . diffusion visqueuse de I’énergie cinétique sous-maille

\Y : diffusion sous-maille

VI : dissipation visqueuse de I’énergie cinétique sous-maille
VII : production ou dissipation due aux tensions sous-maille

VIII : production ou dissipation due a la flottabilité

La encore, les termes de convection ou de diffusion ( I, II, IIT, IV et V ) n’ont qu’un réle de
redistribution de I’énergie sous-maille. Le terme VI correspond a I’énergie cinétique perdue
au niveau des échelles sous-maille. Il est intéressant de remarquer que ’énergie cinétique
perdue par les grandes échelles ( termes VI et VI de (1.2.3) ) au profit des échelles sous-
maille apparait bien dans I’équation d’évolution ( termes V et VII de (I.2.4) ) avec un signe
opposé. Le terme VIII peut s’exprimer en fonction de la troisieme composante du vecteur
flux de chaleur défini par:

Ri(TU; —TU;) = RiTes (1.2.5)

Hypothese d’équilibre local

L’hypothese d’équilibre local est basée sur le fait que le temps caractéristique associé
aux échelles sous-maille est beaucoup plus court que celui associé aux grandes échelles. Tl
est alors possible de supposer que les échelles sous-maille retrouveront plus rapidement un
état d’équilibre que les grandes échelles lorsque 1’écoulement est soumis a des perturbations.
Sous cette hypothese, I’équation de conservation pour ’énergie cinétique sous-maille (1.2.4)
se réduit a:

1 (0U;0U; 9U;dU; oU;
- — - —Tiyjm— +Ri =0 1.2.6
Re <8xj or;  0g; 613) Tid 0z; +Jfﬁ§ (1.2.6)
) e T ©

ou les quantités €,,, €, et €., correspondent respectivement a la dissipation visqueuse de
I’énergie cinétique sous-maille, la production due aux tensions de Reynolds sous-maille et
la production due au flux de chaleur sous-maille. Dans le cas du scalaire passif ( Ri =0 ),
I’hypothese d’équilibre local se réduit a 1’égalité suivante :

au;

— T = €4p [.2.
TJaIEj ( 7)

Cas de la turbulence homogene isotrope

La figure 1.2.1 représente le spectre d’énergie et le spectre de dissipation d’un écoulement
incompressible en turbulence homogene isotrope issus d’une simulation directe des équations



de Navier-Stokes par méthode pseudo-spectrale [101] & Re, = 80. Ce nombre de Reynolds
est défini comme:
)\Urms
Re)\ = (128)

14

ou A est la micro-échelle de Taylor, U,,,s est 'écart type de la vitesse et v est la viscosité
dynamique. Le domaine de calcul est une boite de longueur 27 pour 192 points dans chacune
des directions, ce qui permet d’obtenir 64 modes de Fourier apres suppression des erreurs de
recouvrement ( de-aliasing ).

[~ Micro-échelle de Taylor
" ZONE DE 1 ZONE DE
10" F1 PrRODUCTION | DISSIPATION
[~ |
| Echelle intégrale 1
B 1
|
-2 P
10 I Spectre dedissipation !
o 1
- I
B 1
i ! Spestre d'énergie
10° | :
- ZONE
- INERTIELLE )
= | Echelle de Kolmogorov
i |
Coupure k . —s=|
10* ’
L L \I\\\\\\\HIHHHH
10 20 30 405060
log(k)

Fic. 1.2.1: Spectres d’énergie et de dissipation en turbulence homogene isotrope incompres-

sible. Avec la permission de C. SEROR[101]

Le spectre d’énergie se découpe en trois parties: la zone de production, la zone iner-
tielle et la zone de dissipation. La zone de production correspond a l'injection d’énergie au
niveau des treés grandes échelles. La plus grande échelle énergétique est notée L ( échelle
intégrale ). La zone inertielle est une zone dans laquelle I’énergie est transférée intégralement
des plus grandes échelles vers des échelles plus petites. Cette zone est supposée completement
découplée des effets visqueux. Le spectre d’énergie s’écrit alors sous la forme:

E(k) = K,k

wlot

e (1.2.9)

ou K, est la constante de Kolmogorov. Dans la zone de dissipation, les structures turbulentes
sont détruites. Le fait que la taille des structures se réduise, entraine l'accroissement du
gradient de vitesse, ce qui a pour conséquence de renforcer la dissipation visqueuse. La zone
visqueuse est limitée par ’échelle de Kolmogorov ng. Au dela de cette limite, le mouvement



des structures est si réduit par les forces visqueuses que les fluctuations sont négligeables et
le spectre d’énergie tend vers zéro. Au voisinage de cette échelle, il y a compétition entre la
convection et la diffusion. L’échelle de Kolmogorov est définie comme 1’échelle au voisinage de
laquelle les temps caractéristiques de ces deux phénomenes sont du méme ordre de grandeur.
Les temps caractéristiques sont, définis par:

Teonv ™ L (1210)

oU (77K)

2

S n7K (1.2.11)

ol 6U (ng) est I'échelle de vitesse associée a 1'échelle de longueur . Cette échelle peut étre
reliée au taux de dissipation € par la relation suivante:

SU () ~ (enx)® (12.12)

En remplacant 1'échelle de vitesse dU (ng) a I'aide la relation (I1.2.12), on obtient alors la
définition suivante pour 1’échelle de Kolmogorov :

14
Teonv ™~ Tdiff <— Nk ~ W (1213)

= g o~ <U—3>4 (1.2.14)

€

Dans une simulation des grandes échelles, la coupure intervient, en regle générale, dans
la zone inertielle, au voisinage de la micro-échelle de Taylor A. Cela illustre bien les propos
de l'introduction du chapitre: a savoir que les échelles dissipatives sont peu, voire pas du
tout résolues. De facon schématique, si la coupure intervient trop tot dans le spectre ( on
se rapproche de 'échelle intégrale ), la partie sous-maille modélisée devient prépondérante
et la simulation tend vers la simulation des équations de Navier-Stokes moyennées: on ne
résout que le champ moyen, toutes les autres échelles sont alors modélisées . En revanche,
si la coupure intervient dans le voisinage de la zone de dissipation, la partie sous-maille est
alors négligeable et la simulation des grandes échelles tend vers une simulation directe dans
laquelle toutes les échelles sont résolues.

2.2 Modeéles de base

Les modeles présentés dans les paragraphes qui suivent appartiennent a la famille des
modeles scalaires ou modele a zéro équation. En effet, certaines modélisations du tenseur
de Reynolds font intervenir des relations algébriques [26][100][98], ou encore des viscosités
tensorielles [72][90]. La partie déviatoire du tenseur de Reynolds sous-maille est choisie pro-
portionnelle au tenseur des taux de vitesse de déformation résolue. Le facteur de proportion-
nalité ainsi introduit peut étre assimilé a une viscosité, qu’on appelle généralement viscosité
sous-maille ou turbulente. Cela s’écrit sous la forme:

1 —



Il est important de noter que seule la partie déviatorique du tenseur de Reynolds sous-maille
est modélisée de cette maniere. En effet, la condition d’incompressibilité impose que la trace
du tenseur taux de vitesse de déformation résolue soit nulle, ce qui aurait pour conséquence
d’imposer que ’énergie cinétique sous-maille 7, = UpU;, — U,Uj, soit nulle, ce qui signifierait
que toutes les échelles du phénomene soient résolues. Quant a la partie sphérique, elle n’est
pas modélisée mais plutot ajoutée a la pression Fq pour former une pression modifiée II qui
est alors définie par:

= — 1

L’hypothese d’équilibre local peut s’écrire sous la forme suivante, en tenant compte du
fait que le tenseur de Reynolds sous-maille est cette fois-ci symétrique:

€sm = 2WsuDyiDyj + RiTos (1.2.17)

Dans le cas du scalaire passif ( Ri = 0 ), le terme de production €y,.q; 1ié aux forces de
pesanteur disparait de la relation (I1.2.17).

Il ne reste plus qu’a modéliser la viscosité sous-maille v, introduite dans la fermeture
(I.2.15). Cette viscosité sous-maille dépend du temps et de I'espace. L’analyse dimension-
nelle montre que la viscosité sous-maille est proportionnelle au produit d’'une longueur ca-
ractéristique Iy, et d’une échelle de vitesse caractéristique qs,,. [.’échelle de longueur [, la
plus naturelle pour les simulations des grandes échelles est la taille moyenne de la maille
A puisque c’est la taille de la plus petite structure résolue par la simulation. Dans tous les
modeles présentés par la suite, la longueur A est choisie comme:

w|—

A = (AzAyAz) (I.2.18)

ou Az, Ay et Az sont les tailles des mailles dans les directions z, y et z. Elle représente en
fait la longueur de coupure caractéristique du filtre.

Il est possible de classer les modeles de viscosité sous-maille selon trois catégories [90] : les
modeles basés sur les échelles résolues, ceux basés sur 1’énergie a la coupure et enfin ceux
basés sur ’énergie cinétique sous-maille. Le premier paragraphe présente le modele de Sma-
gorinsky [102] qui appartient a la premiére classe. Le deuxiéme paragraphe présente le modele
d’échelles mixtes [90]. Ce modele fait intervenir a la fois des échelles résolues et sous-maille.
Enfin, le troisieme paragraphe présente le modele de fonction de structure [79][20] qui ap-
partient a la deuxieme classe. Dans tous les cas, les trois modélisations ne font intervenir
aucune équation de transport supplémentaire : ce sont des modeles a zero équation.

2.2.1 Modele de Smagorinsky

D’un point de vue chronologique, le modele de Smagorinsky [102] est le premier proposé.
En utilisant les échelles caractéristiques Iy, = A et ¢, introduites précédemment, ’analyse



dimensionnelle de la viscosité sous-maille vy, et de la dissipation visqueuse €, fournit les
deux relations suivantes:

7

€y ~ =2 1.2.19
A ( )

Vsm ~ Aqsm (1.2.20)

A présent, I'utilisation de I’hypotheése d’équilibre local dans le cas du scalaire passif permet
d’évaluer de fagon simple ( sans équation de transport ), I’échelle de vitesse gs, :

3
qsm .

= ™ Agsm (2D;;D;5) (1.2.21)

Gsm ~ A\/2D;;D; (1.2.22)

Il ne reste plus qu’a reporter la relation (I1.2.22) dans la relation (I1.2.20). La viscosité sous-
maille est alors évaluée par:

La constante Cs est alors prise égale a 0,18 dans le cas de la turbulence homogene isotrope
[69][18]. La constante est ramenée a la valeur de 0,10 dans le cas d’un écoulement en canal
plan [25] [18]. Certaines versions du modele de Smagorinsky sont exprimées en substituant

le terme \/2517-5@- par la norme du rotationnel du champ de vitesse résolue.

Le probleme majeur de ce modele est qu’il va agir sur I’écoulement des que le champ
de vitesse résolue possede des variations spatiales. En effet, ’échelle ¢y, obtenue dans la
relation (I.2.22) est fonction de grandeurs résolues uniquement. Dans le cas d’un écoulement
laminaire dans un canal plan, c¢’est pres des parois que I’'on retrouve les plus grandes variations
spatiales. Ce défaut pose un probleme pour la simulation car c¢’est au voisinage de la paroi que
nailt la turbulence. Le modele est alors incapable de décrire la transition d’un état laminaire
vers un état turbulent. Pire encore, I’écoulement turbulent peut se relaminariser sous I’effet
du modele. C’est pourquoi, ce modele est utilisé avec une fonction d’amortissement[108][85],
qui corrige alors ce défaut majeur.

2.2.2 Modele d’échelles mixtes

Le modele d’échelles mixtes [89][90] est, quant a lui, basé sur I’énergie cinétique des
plus petites échelles résolues de 1’écoulement. Si I'on considere que I'accumulation d’énergie
cinétique a la coupure est la marque d’un signal mal résolu, celle-ci apparait alors comme
un bon senseur pour détecter la sous-résolution locale de I’écoulement. Pour tenir compte
de I'information provenant des grandes échelles et des échelles sous-maille, on suppose que
I’échelle caractéristique ¢, se décompose comme suit :

Gom = 4. “¢" (1.2.24)



ol I’échelle caractéristique g est celle définie par la relation (1.2.22) sous I’hypothése d’équilibre
local, et 1’échelle caractéristique ¢, est définie par:

g (T5t) = \/ %U ()T, (T51) (1.2.25)

Il ne reste plus qu’a substituer 1’échelle ¢, dans la relation (1.2.20) pour obtenir la famille
de modeles d’échelles mixtes:

Ve (T51) = Oy (VZEMEM) qg*O‘ZHa (1.2.26)

1
Dans le cadre de cette these, le parametre o est choisi égal a 3 Ainsi, la relation (1.2.24)

apparait comme une moyenne géométrique. Le modele mixte retenu dans la suite du mémoire
est alors défini comme:

Vsm (T};t) = C1m (\/ 2Engzg> | q‘ Z

Cp ~ 0.06 (1.2.28)

ol
wlw

(1.2.27)
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Il est intéressant de noter que si le parametre « est choisi égal a 1, on retrouve le modele
de Smagorinsky, introduit dans le paragraphe 2.2.1. Une autre valeur remarquable du pa-
rametre a est la valeur 0: le modele est alors basé uniquement sur ’énergie a la coupure.
Tout comme le cas du modele de Smagorinsky, il est possible de substituer le terme QEjEj
par la norme du rotationnel au carré.

L’utilisation de ce modele ne requiert donc pas I’emploi d’'un modele de paroi contraire-
ment au modele de Smagorinsky puisque le modele est basé sur ’énergie a la coupure. La
viscosité sous-maille tend vers zéro automatiquement si I’énergie a la coupure tend vers zéro,
ce qui est le cas au voisinage de la paroi solide dans la sous-couche visqueuse. Il reste cepen-
dant & déterminer celle-ci. Pour ce faire, cette énergie est évaluée au moyen d’un deuxieme

filtre de longueur de coupure A supérieure & A ( voir Fig. 1.2.2 ). On suppose alors que :

—/

U ~ U,-T. (1.2.29)

2
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>
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Fic. 1.2.2: Illustration du double filtrage

2.2.3 DModele de fonction de structure

Le modele de fonction de structure est une adaptation du modele de viscosité effec-
tive constante proposé par [79][20]. Ce dernier est utilisé dans ’espace spectral et basé sur
I’énergie a la coupure, c’est pourquoi il nécessite une adaptation puisque, dans le cadre de
cette these, seuls les modeles dans I’espace physique sont abordés. En supposant que la cou-
pure soit située dans le zone inertielle du spectre ( voir Fig. 1.2.1 ), I’énergie a la coupure
est exprimée en terme de fonction de structure du champ de vitesse résolue. La fonction de
structure est définie par:

B (7,At) = <H?(?;t) - ﬁ(?—l—?;t)

2
> o (1.2.30)
7] =A
Le symbole (.) représente une moyenne spatiale sur les points voisins. L’échelle de longueur
caractéristique ¢y, est donc choisie comme égale a:

Gsm ~ \/Fa2 (T, A1) (1.2.31)

En employant la relation (1.2.22), le modele s’écrit tout simplement sous la forme suivante :

Ve (T51) = CnAy/Fy (7, A1) (1.2.32)

oll la constante (), du modele est choisie égale a 0, 063. En pratique, la fonction de structure
locale est évaluée en moyennant sur les six points voisins. Il est intéressant de remarquer
que la fonction de structure peut étre interprétée comme une approximation discrete de la
norme du tenseur gradient de vitesse résolue. Ainsi, ce modele apparait comme une version
du modele de Smagorinsky dans lequelle le tenseur taux de déformation de vitesse résolue
serait rempacé par le tenseur du gradient de vitesse résolue. Ce modele risque donc de poser
les mémes problemes que le modele de Smagorinsky.



2.3 Prise en compte des effets de flottaison

Les trois modeles présentés dans le paragraphe 2.2 ne tiennent pas compte d’éventuels
effets de flottaison. En effet, 'hypothese d’équilibre local utilisée dans la modélisation de
la viscosité sous-maille suppose de négliger la gravité ( Ri = 0 ). Dans le cas contraire, il
faudrait écrire:

€sm = 2WsmD;iDyj + RiTgs (1.2.33)

Il reste alors a évaluer le terme lié a la gravité, ce qui nécessite la connaissance de la troisieme
composante du flux de chaleur sous-maille.

2.3.1 DModification de Cabot

Dans le chapitre 3 abordant la modélisation du flux de chaleur sous-maille, la fermeture
la plus simple est obtenue en supposant que le flux de chaleur sous-maille est colinéaire au
gradient de température résolue. Par analogie aux modeles de viscosité sous-maille, il est
alors possible d’'introduire une diffusivité sous-maille notée kg,,. Le nombre de Prandtl est
défini comme le rapport entre la diffusivité thermique moléculaire et la viscosité dynamique
moléculaire. Ainsi le nombre de Prandtl sous-maille est défini comme le rapport entre la
diffusivité sous-maille et la viscosité sous-maille. Ainsi, le terme 73 se récrit sous la forme:

v oT
— _ Vm OO 1.2.34
703 Pr. O (1.2.34)

L’hypothese d’équilibre local (1.2.33) devient :

Ri 8T>

Cette nouvelle évaluation de €, permet de modifier le modele de Smagorinsky présenté dans
le paragraphe 2.2.1. En effet, I’hypothese d’équilibre local a permis de déterminer 1’échelle
de vitesse sous-maille ¢, dans le cas non stratifié. ’échelle ¢y, s’exprime sous la forme:

— — Ri OT
Asm ™~ A\/<2DijDij - Pr—8—x3> (1.2.36)

Le modele de Smagorinsky modifié s’écrit :

R 8T> (1.2.37)

9 I

De facon analogue, il est tout a fait possible d’étendre la modification proposée par Cabot a
tous les modeles basés sur I’hypothese d’équilibre local comme le modele d’échelles mixtes.



Lorsque la région est convectivement stable, la température croit avec 'altitude ( direction
x3 ). Par conséquent, la composante verticale du gradient de température est positif. Dans ce

cas précis, la quantité ’Rza— s’'identifie a la fréquence de Brunt-Vaiisala. Cette fréquence
T3

caractérise le mouvement oscillant d’une particule fluide située au voisinage d’une interface
entre un fluide chaud ( au dessus ) et un fluide froid ( en dessous ). Du fait que la composante
verticale du gradient de température est positif, I’échelle des vitesses sous-maille ¢, est plus
petite que dans le cas d’un scalaire passif. La viscosité sous-maille sera donc plus faible.

2.3.2 Modele algébrique de Deardoff-Schumann

Ce modele a été utilisé initialement par Deardoff [26] dans le cas d’une simulation des
grandes échelles d’une couche limite atmosphérique. Le modele proposé par Deardoff, repris
par d’autres auteurs tels que Schemm [98] ou Schmidt et Schmumann [100] fait partie des
modeles a fermeture algébrique du second ordre. Ce modele algébrique est en fait une stricte
analogie avec les fermetures algébriques utilisées en RANS. Pour cela, il est nécessaire de
connaitre les équations d’évolution pour le tenseur de Reynolds sous-maille et pour le flux de
chaleur sous-maille, ainsi que les équations d’évolution pour I’énergie cinétique sous-maille et
la variance de température sous-maille. La simplification de ces dernieres permet d’obtenir
de nouvelles relations qui définissent alors une fermeture du second ordre. I.’énergie cinétique
sous-maille est résolue au moyen d’une équation d’évolution.

Approximation de I’équation d’évolution pour 1’énergie cinétique sous-maille

L’équation de conservation pour I’énergie cinétique sous-maille est donnée par la relation
suivante :

0 0 — 0 _
i N+ 2 (TUU —TUUU) = I.2.
Y (Ksm) + o) (ICsmU]) + oz, (U;U;U} UU; Uj) (1.2.38)
0 (1 0ksm = =T BT
2 s T (PU - P.U
0z; (Re oz + 73U = (R 9UJ)>

)+ Ri (T6 - TT) - 7,5

T

1 <6Ui oU;  oU; oU;

_@ 893]' ij B 893]' 893]'

Le détail des calculs pour I'obtention de cette équation est fourni dans le paragraphe D.1.3
de I'annexe D. Les premieres simplifications sont faites en négligeant les termes de diffusion
moléculaire et de diffusion sous-maille ( encadrés dans (1.2.38) ). L'équation (1.2.38) dégénere
en:

0 0 — 0 —
v e . — (UUU - UL = 1.2.
57 (Com) + 5 (KonT)) + 5 (GO ~ TUT)) (1.2.39)
__1 (9U0G _OUOUN | . OU
Re \ Oz; 0x;  Ox; Ox; 703 7 Tij 0x;



A présent, il ne reste plus que deux termes a modéliser : le terme de dissipation sous-maille et
le terme de transport sous-maille. On suppose alors que le terme de dissipation sous-maille
ne dépend que d’une longueur caractérique et de I’énergie cinétique sous-maille. Cela impose
que I’on se trouve dans la zone inertielle du spectre de Kolmogorov. L’analyse dimensionnelle
de cette dissipation permet d’écrire la relation suivante:

L olw
3

1 /00U oU: U OU:
<8M8M aa@u) _ . K (1.2.40)

@ aZL’j aZL’j - 8.73]' 8.73]'

|

Quant au terme de transport sous-maille, il est choisi proportionnel au gradient du tenseur
de Reynolds sous-maille et donc modélisé par:

— — L (0%, Or; O7
UUU; — GUU; = —CoAKZ, | =2 L b 1.2.41
/ J : <8xi+8xi+axj> (L2.41)
— 1 (0K 07
= 20,AK2, | == Y [.2.42
’ < Oz i 3%) ( )
En tenant compte de ces deux hypothéses, ’équation (1.2.39) devient :
0 0 —
or om) & 5 (Koml) (1.2.43)
3
0 — 1 (OK 07, 2 oU;
— | CIAK, | == Y — Copp =2 4 RiTps — Ty —
0z ( ’ < oz, 3»’&)) AT gy,

En introduisant le tenseur de Reynolds sous-maille déviateur, I’équation peut s’écrire de la
maniere suivante :

9 9 _ 8 [ 1 loK 9 9

"y sm a smUj = 3 oA im — - A - sm(Sz" 1.2.44

o Koom) + 5 (Knl;) 3% (CO K <axj * o (T”JF?JC 9>>>( )
o7, |2 v,

e L
8.73]' 3 J aZL’j

sm . d
—Cemf + RZng — Tij

En raison de la contrainte d’incompressibilité, le terme encadré est nul. En négligeant la
partie déviatorique du tenseur de Reynolds sous-maille devant sa partie isotrope, ’équation
d’évolution pour I’énergie cinétique sous-maille est approchée par:

0 0 — J (5 ,— 1 0K

A, sm a smUj = 5 |3 IA szmﬂ 1.24

gi Kom) + 5 (Keanls) = 5 (300 K axj> (12.45)
K2 or,

—Cen—2 4 RiTgs — T



Approximation de I’équation d’évolution pour le tenseur de Reynolds sous-maille
déviateur

[’équation de conservation pour le tenseur de Reynolds sous-maille déviateur est fournie
par la relation suivante :

0 0 —
g (@) + 5, (WU) (1.2.46)
— 1 -
- ((uU]% UG Tr) ~ 50 (GUT — G Uk)> =

o (1 0 S T o
o (e 7 () — (BT - B0) b~ (BT - BT+ 30, (BTi - B )

_ __ 9 _
+7 Ui + U — géijﬁku> +

I, —
) 2 oU; ou. 2 9l
+Ri <70j5i3 + Tpidj3 — §5z’j703> - (ﬁka—xz + T]ka—xk gﬁka—xkfsig)

ou les quantités II;; et €; sont définies par:

ou;  ou; oUu:  oU.:
o= P, ’ P —— = 1.2.4
T ( g <8xj + 3@) (8:}@ + 8@)) ( 7

1 (OO0, ouo
Re \ Ox;, Oz, Oxp Oy,

€ = (1.2.48)

Les calculs pour obtenir cette équation sont détaillés dans le paragraphe D.3.4 de ’annexe
D. La premiere simplification consiste a négliger les termes instationnaires et tous les termes
de flux. Sous cette hypothese, I’équation peut étre récrite de la maniere suivante :

1 ) 2
IL; — (Qy € zy> +Ri <70j5i3 + Tpidj3 — §5z’j703> (1.2.49)

1 oU: 1 oUu;, 2 2 oy,
_ (7;% + gﬁz@'k) a—x]z - (73% + gﬁﬂ%) e + 3 <7zi + g/Csm&k) a—xk&'j =0

La deuxieme simplification consiste a négliger la partie anisotrope du tenseur de Reynolds
sous-maille par rapport a sa partie isotrope. Moyennant cette approximation supplémentaire,
I’équation devient :

1 . 2
IL; — (Qy € zy> +Ri <70j5i3 + Tpidj3 — §5z’j703> (I.2.50)
2 oU; 2 oU; ou |
_glcsmézka—xk - g’csméjka—xk K:sm(slk(hja =0




En raison de la contrainte d’incompressibilité, le terme encadré est nul. LL’équation se récrit
de la maniere suivante :

1 . 2
Hij -2 (Q] — 56”627) + R <T9j6i3 + Tgi6j3 — g(sijng,) (1251)
2 ou,  ou;
R (axj - a—:g.) =0

A présent, il est nécessaire de modéliser les deux termes I;; et €;. Le premier terme est
modélisé comme la somme de trois quantités:

1

1 /oU;, 0o ’ ) 2
> — ag%ﬁ? + ang <7-0j6i3 + Tgi(Sjg — 5’7’936”‘> (1252)

= omy (a—ﬂaxj

ou. , ou

1
Kém . 2
a’]}j + 8—:1:]> — a2\/§_z 7;? + (Z3RZ (Toj5i3 + Toi5j3 — 57'93(51']) (1253)

= al’Csm (

Quant au deuxieme terme, il est modélisé en supposant que:

1
€, = gellfsz’j (1.2.54)
Moyennant ces deux hypotheses, ’équation pour le tenseur de Reynolds sous-maille déviateur

devient :

o . o Kin | 2
allem (8.73] + 811,’]> — GQ\/i—Z 7;? + CL3RZ <T9j6i3 + Tgi6j3 — ng36i]‘> (1255)
2 2 ou;,  oU;
R 7"51' +7-i5' — =T (51")——K:sm< Z+—J> =0
( 05043 0i0353 3 0304y 3 833'] 8:132

Finalement, apres factorisation et simplification, on obtient la relation algébrique suivante :

9 ou, ol
20 (o4, ob 1.2.56
3 ( CGm) K: <8$J + 833]) ( )
2 Kém
+Ri (1 — cgm) (Toj5¢3 + 79i0j3 — 57'035ij> - CRMTTZ'? =0

Cette relation algébrique fournit la modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille déviateur,
’énergie cinétique sous-maille étant calculée au moyen de I’équation (1.2.45). Dans le chapitre

suivant, deux autres relations algébriques pour le flux de chaleur sous-maille et la variance de

température sous-maille sont introduites ce qui permet d’obtenir le modele complet proposé

par Schmidt et Schumman.



2.4 Amélioration des modeles

Certains modeles de base présentés dans les deux paragraphes précédents posent donc
probleme dans le cas d’écoulement a paroi solide. En effet, au voisinage de la paroi solide,
on trouve deux zones importantes pour la dynamique de I’écoulement. Le défaut majeur des
modeles de bases présentés dans le paragraphe précédent est qu’ils ne s’annulent pas dans
cette zone. Le taux de dissipation trop important dans cette zone a pour conséquence de
détruire les structures cohérentes de ’écoulement. Ainsi, un écoulement initialement turbu-
lent peut étre relaminarisé sous ’action du modele sous-maille. On peut noter que seul le
modele d’échelles mixtes est capable de s’annuler dans cette zone grace a l’estimation de
I’énergie a la coupure [95]. Pour pallier les défauts intrinseques des modeles présentés dans
les paragraphes précédents, différentes améliorations sont proposées dans la suite.

2.4.1 Procédure dynamique pour le tenseur de Reynolds sous-
maille

Les modeles de type Smagorinsky pour le flux de quantité de mouvement sont inadaptés
dans certains cas, et notamment au voisinage de la paroi. Aussi, pour remédier & ce défaut,
Germano et Cabot [34][70][13][14] proposent une procédure dynamique qui a ’avantage
d’adapter la constante du modele considéré. Pour ce faire, on utilise un deuxieme filtre,
dit filtre test, plus grossier que le précédent noté . On note alors les tensions de Reynolds
sous-maille 7;; et T;; pour le champ de vitesse résolue qui sont définies par:

T; = UU -G, (1.2.58)

Ces tensions sont inconnues puisque leur définition fait intervenir des termes U;U;. L’astuce
est de filtrer les tensions 7;; a I’aide du filtre test, puis de former les différences T;; — 7;;. On
obtient donc:

Ly, = T, -7 (1.2.59)
Ly = UU; - UG, (1.2.60)

Le champ de vitesse U étant par définition résolu et le filtre test connu, le nouveau tenseur
L;; ainsi formé est bien défini. Dans un cas général, les tenseurs de Reynolds sous-maille
introduits précédemment sont modélisés de la maniere suivante:

<

i = Cuy(

T = Cﬂz‘j(

,A) (1.2.61)
,ﬁ) (1.2.62)

b



Il suffit par la suite d’expliciter le modele (1.2.61) pour appliquer cette procédure. A Taide
de la relation (I.2.59), le tenseur déviateur de L£;; doit vérifier la relation :
1
My = iy (U8) =iy (T, 5) (1.2.64)
Un premier systeme de six équations a une inconnue est donc obtenu pour la constante C'
du modele (I1.2.61) considéré. Le systeme (1.2.63) est alors surdéterminé. Pour obtenir une
solution unique pour la constante, il est nécessaire d’utiliser le produit contracté par un
tenseur. Il existe alors plusieurs possibilités selon le tenseur choisi pour le produit contracté.
Le choix retenu est de contracter par le tenseur M,;, ce qui correspond a une approche de
type moindres carrés. Ainsi, le calcul de C' est obtenu:
ciM,,

O = ] (1.2.65)
Ce type de procédure pose un autre probleme: il arrive que ce calcul de la constante induise
des instabilités numériques car localement, la constante peut étre négative et créer ainsi de
I’antidissipation. Si elle reste trop longtemps négative, le schéma deviendra instable et il n’y
aura plus convergence vers une solution. L’idée est alors de faire une moyenne, qui est notée
< . >, dans les directions homogenes ( directions de périodicité ):

LEM,
C = M (1.2.66)
<MijMij>

A noter qu’il existe deux autres types de procédure dynamique: la procédure dynamique
localisée contrainte[36] et la procédure dynamique Lagrangienne[76]. Ces deux dernieres, qui
ne seront pas détaillées ici, évitent 1'utilisation de moyennes dans les directions homogenes.

2.4.2 Fonction de sélection

Une autre maniere d’améliorer les modeles de base présentés dans les paragraphes précédents
est d’employer une fonction de sélection qui est en fait un senseur structurel. Celle-ci est basée
sur les fluctuations angulaires du vecteur vorticité .

<w> ®

Fia. 1.2.3: lllustration de la fluctuation angulaire du vecteur vorticité



Le role de la fonction de sélection [24] est de vérifier si I’écoulement est un écoulement
turbulent pleinement développé. L’écoulement sera considéré comme localement sous résolu
et turbulent aux points vérifiant I'inégalité suivante :

)~ e (U@ AT ()]
o) <|| (@) (@) e (=) ||>
0 (?) > eseuil (1268)

(1.2.67)

oil le vecteur vorticité moyenne s’identifie au terme (). La valeur seuil de I’angle 6 est
de 20°. David [24] a déterminé cette valeur critique a l’aide d’une simulation directe en
turbulence homogene isotrope et par 'analyse de la densité de probabilité des fluctuations
angulaires de vorticité. L’analyse montre alors un pic au voisinage de 20°. La fonction origi-
nale était une fonction booléenne, donc discontinue. Pour des raisons de stabilité numérique,
la formulation suivante est adoptée:

1 si 6> Hseuil

fs(0) = {rn (0) si 0< 0 (1.2.69)

oll n est un entier strictement positif. Dans le cadre de cette these, n est choisi égal a deux.
Quant a la fonction r (6), elle est définie par:

tan? (g)
r() = ———-—
tan2 eseuil

2

L’angle # peut alors s’exprimer en fonction des normes du vecteur vorticité résolue et de sa
moyenne. Son cosinus s’exprime alors de la facon suivante :

@) P+ @] = & — (@) |
(@) =

Il ne reste plus qu’a former le produit entre cette fonction de sélection et la viscosité
sous-maille. Il en résulte une version sélective du modele de base considéré :

(1.2.70)

cos (f) = (I.2.71)

v (T) = vew (T) fs (9) (1.2.72)

L’emploi de la fonction de sélection impose de multiplier la constante par un facteur 1, 65, ceci
pour conserver la méme valeur moyenne de la dissipation sous-maille sur I'ensemble du do-
maine fluide. Ce facteur est déterminé a partir des mémes simulations directes précédemment
mentionnées.

2.4.3 Procédure d’accentuation

La procédure d’accentuation [28][91] consiste a augmenter de fagon artificielle la contribu-
tion des plus petites échelles résolues lors de I’évaluation de la viscosité sous-maille, ceci afin



de permettre une meilleure détection des échelles sous-maille. [’amplification des plus petites
échelles résolues est alors obtenue en appliquant un filtre. Le filtre retenu est un laplacien
itéré trois fois. Apres calcul du champ amplifié, il suffit d’appliquer le modele sous-maille :

Vem = Cu (Ui, A) (I.2.73)
Vem = C'p (ﬁ.,z) (1.2.74)

Pour rester cohérent, la constante C' du modele se trouve alors modifiée par I'opération
d’amplification.



Chapitre 3

Modélisation pour le flux de chaleur
sous-maille

3.1 Mécanismes énergétiques

Dans le chapitre 2, les mécanismes de transfert énergétique ont été mis en évidence en
examinant les équations de transport pour 1’énergie cinétique résolue et 1’énergie cinétique
sous-maille. Dans le cas du champ de température, les variances de température résolue et
sous-maille sont introduites de la facon suivante:

1——

Kl = 5T T (1.3.1)
1 ——

T — Z(TT-TT 1.3.2

La variance de température sous-maille introduite dans la relation 1.3.2 est en fait une
variance de température sous-maille généralisée. Comme pour I’énergie cinétique sous-maille
( voir chapitre 2 ), la variance de température sous-maille vraie est plutot définie par le

scalaire QT'T' qui est strictement positif ou nul, ce qui n’est pas forcément vrai pour la

variance de température sous-maille généralisée ! . L'obtention des équations d’évolution

pour la variance de température résolue K/, et la variance de température sous-maille K, ,

est détaillée dans 'annexe D. Ainsi, I’évolution de K7, est donnée par:

oK}, o _ 0 1 0K}, — 1 oT oT oT
—res 4 (KL U) = — — = — T ) — _— —(1.3.3
ot * 0x; (KresT5) 0x; <PrRe 0x; 765 ) PrRe 0x; O; 70 0x; (1.3.3)
" P / (. ~ / N e’
I IT+I11 v \Y
I : transport par convection de la variance de température résolue
IT . diffusion moléculaire de la variance de température résolue
IIT : diffusion sous-maille
IV : dissipation moléculaire de la variance de température résolue

V : dissipation ou production due aux flux de chaleur sous-maille



Il est possible de comparer cette équation d’évolution pour la variance de température
résolue avec ’équation d’évolution (I.2.3) pour I’énergie cinétique résolue. La premiere re-
marque qui peut étre formulée est que le terme de redistribution d’énergie liée a la pression
et le terme de production ou de dissipation liée a la flottaison n’interviennent pas dans
cette équation (I1.3.3). Cependant, les deux mécanismes d’échange introduits pour 1’énergie
cinétique restent toujours valables. En effet, malgré I’absence de la pression, la convection (1)
et la diffusion ( I et IIT ) permettent toujours la redistribution de la variance de température
résolue sans création ni destruction de celle-ci. Quant aux deux derniers termes, ils sont res-
ponsables de la diminution ou de 'accroissement de la variance. Le terme IV représente la
variance de température résolue perdue sous ’action de la dissipation moléculaire : ce dernier
est strictement négatif. Le terme V traduit I’échange entre les échelles résolues et sous-maille.
Si ce dernier est strictement négatif, son action est alors purement dissipative ( puits de va-
riance ). En revanche, si il est positif, son action est productive ( source de variance ). Par
analogie avec I'énergie cinétique, il est possible d’introduire la notion de cascade directe de
variance ( V < 0 ): la variance de température est alors drainée des grandes échelles vers les
échelles sous-maille. En outre, on parle de cascade inverse de variance (V > 0 ) : cette fois-ci,
la variance de température est drainée des échelles sous-mailles vers les grandes échelles.

Le détail de I'obtention de 1’équation d’évolution pour la variance de température sous-
maille étant fourni dans 'annexe D, il en résulte:

oKT 0 — 0 -
—m . — (KT U+ (TTU; =TT U;) =
Ot +83}j( sm J)+axj( J J)
1 i
o 1 oKL, — 1 (9T or OTdT oT
— | =—— +79T | == | 5555 | ~T0i5— (1.3.4)
O0zr; \'PrRe 0x; PrRe \ Oz; 0x;  Oz; Ox; 0z;
N P J . ~ - N —
[II+1V \Y VI
I . transport de la variance de température sous-maille par le champ de vitesse résolue
I : transport sous-maille
III : diffusion moléculaire de la variance de température sous-maille
IV . diffusion sous-maille
V . taux de dissipation moléculaire de la variance de température sous-maille
VI : dissipation ou production par action du gradient de température résolue sur le flux

de chaleur sous-maille

Les termes de convection et de diffusion ( I, II, IIT et IV ) ont toujours le role de redistribution
de la variance sous-maille. Les termes IV et VI de cette équation apparaissent dans (1.3.3)
avec un signe opposé, ce qui traduit bien le fait que la variance de température perdue au
niveau des grandes échelles est recouvrée au niveau sous-maille.



Hypothese d’équilibre local

Tout comme dans le chapitre 2, il est possible d’introduire cette hypothese d’équilibre
local pour le champ de température. En effet, I'hypothese consiste a considérer que le temps
caractéristique associé aux échelles sous-maille est beaucoup plus court que celui associé aux
échelles résolues. De la méme maniere qu'’il est possible de simplifier I’équation d’évolution
pour I’énergie cinétique sous-maille, I’équation (I.3.4) pour la variance de température sous-
maille dégénere alors vers une nouvelle relation simplifiée :

1 (0T 0T OT OoT oT
Do\ dr- 91 O 105 1.3.
Pe <a’L’9 893]' 893]- a’L‘J> Toj 833]- 0 ( 3 5)
~ > I
€, €-,

ot les quantités €7 €, représentent respectivement le taux de dissipation moléculaire de

la variance de température sous-maille et la production due au flux de chaleur sous-maille.
Cette relation est utilisée dans certains modeles pour évaluer la constante du modele pour le
flux de chaleur sous-maille de fagon automatique, a la maniere de la procédure dynamique.

Cas de la turbulence isotrope

La figure (Fig. 1.3.1) présente les spectres d’énergie cinétique et de variance de température
dans le cas d’un champ de température simplement transporté par une particule fluide dans
le cadre de la turbulence homogene isotrope.

E(k) Zonevi ueuse

E(k) iZoneinertielle:
‘ | convective |

i conductive
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Conductive
. Zoneinertielle | I ——_ f
. convective Zoneinertielle Tl ;
‘ convective N
‘k\ ‘kB ‘kK ‘k\ ‘kK kBV ‘kB

F1c. 1.3.1: Spectre de variance de température: Pr < 1 ( gauche ) et Pr > 1 ( droite ).

Le spectre de variance de température differe selon la valeur du nombre de Prandtl[7][8].
Dans le paragraphe 2.1, I’échelle de Kolmogorov correspond a 1’échelle au voisinage de laquelle
la convection et la diffusion sont du méme ordre de grandeur. Il est alors possible d’introduire



I’échelle npg, définie comme 1’échelle au voisinage de laquelle convection et diffusion du scalaire
sont du méme ordre. Les temps caractéristiques notés 77 et Tgiff des deux phénomenes
( convection et diffusion ) sont définis par:

Ui
0~ ?B (1.3.6)

0 B
~ 1.3.7
TCOTZ’U 6U (7’]3) ( )
ou 0U (np) est I'échelle de vitesse associée a np. Il est alors possible d’exprimer ’échelle
0U (ng) de deux manieres différentes, en fonction du rapport des longueurs ng et np.
Si la longueur np est plus grande que la longueur ng, I'échelle de vitesse 6U (ng) peut
s’exprimer a l’aide du taux de dissipation € par la relation:

SU (n5) ~ (ens)? (1.3.8)

En effet, ’échelle ng se situe dans la zone inertielle pour le champ de vitesse. Il ne reste
plus qu’a exprimer que les deux temps caractéristiques 72 et 79, s sont du méme ordre de
grandeur, on obtient alors:

K

7-Ceom,v ~ Tdesz <~ nB ~ 6U(7]B) (139)
K3\ T
&~ np ~ <?> (1.3.10)

En utilisant la définition de I’échelle de Kolmogorov, il est alors possible d’évaluer le rapport
des deux échelles en fonction du nombre de Prandtl Pr. Il vient alors:

I8, A/ (1.3.11)
Uie 1/3 4
<?>
1\ 1

B

— ~ | = [.3.12

Nk (PT> ( )
Comme np > Nk, le rapport des deux longueurs est donc supérieur a 'unité. En utilisant la

relation (I.3.12), on montre alors que le nombre de Prandtl est donc nécessairement inférieur
a l'unité.

Si I’échelle de longueur ng est plus grande que I’échelle de Kolmogorov ng, alors I’échelle
de vitesse 0U (np) ne peut plus s’exprimer en fonction du taux de dissipation e puisque
I’échelle g ne se situe plus dans la zone inertielle, mais dans la zone dissipative. L’échelle de
vitesse est alors fonction de la viscosité et de 1’échelle de Kolmogorov nx. On obtient alors
la relation:

v

oU (ng) ~ e (1.3.13)



Puisque les temps caractéristiques 72 et 7% .. sont du méme ordre de grandeur au voisinage
dif f

conv
de np, on obtient alors:
K

0 0

7—conv ~ 7—z' ~ 1314
diff < B 75[](77]3) ( )

K
<~ B ~ (;) Ul (I.3.15)

nB 1
B 1.3.16
= " P ( )

Compte tenu que l'échelle np est plus petite que 1’échelle de Kolmogorov, le rapport de
ces deux longueurs est alors inférieur a 'unité. Par conséquent, le nombre de Prandtl est
supérieur a l'unité.

Dans le cas Pr < 1 (np > nk ), le spectre se décompose en trois zones pour la variance. La
premiére zone correspond a la zone de production. C’est a cette échelle ( nombre d’onde k; )
que la variance, ainsi que ’énergie sont injectées. Comme au paragraphe 2.1, la deuxieme zone
est nommeée zone inertielle convective : inertielle car le champ de vitesse n’est pas influencé
par la viscosité, et convective car le scalaire est seulement transporté par la particule fluide.
On suppose alors que la variance de température est transférée intégralement des plus grandes
échelles vers les plus petites, et ce, a un taux de transfert er constant. Dans ces conditions,
il est alors possible d’écrire le spectre de variance Er (k) sous la forme:

Er(k) ~ epe 3k i (1.3.17)

Dans la troisieme zone appelée zone inertielle conductive, la diffusion moléculaire du scalaire
devient prépondérante face a la convection de celui-ci, alors que le champ de vitesse n’est
toujours pas influencé par la viscosité: on se trouve toujours dans la zone inertielle pour
I’énergie cinétique. Le spectre de variance Er(k) s’écrit sous la forme:

Er(k) ~ erk ik 3 (1.3.18)

Dans le cas Pr > 1 ( np < nx ), le spectre se décompose en quatre zones et non en trois.
Les deux premieres zones introduites dans le paragraphe précédent ( cas Pr < 1) restent
semblables: la zone de production et la zone inertielle convective. La différence intervient
sur la taille de cette derniere. En effet, elle s’étend jusqu’a 1’échelle de Kolmogorov ng : la
zone inertielle convective introduite dans le cas Pr < 1 a totalement disparu. Le spectre de
variance est alors défini par la relation (I.3.17). La zone suivante est appelée zone visqueuse
convective. Le champ de vitesse est piloté par la viscosité, alors que la diffusivité thermique
n’a pas d’effet sur le champ de température dans cette zone. Le spectre de variance s’en
trouve modifié :

BEr(k) ~ er (%)ékl (1.3.19)

La forme du spectre dans cette zone visqueuse convective n’est valable en fait que jusqu’a
’échelle notée npy. Au dela, le spectre de variance décroit de fagon exponentielle[67].



Dans le chapitre précédent, la notion de longueur de coupure associée a la simulation des
grandes échelles a été introduite et localisée sur le spectre d’énergie cinétique au voisinage de
la micro-échelle de Taylor. Du fait de la dépendance du spectre de variance de température
selon le nombre de Prandtl, il existe trois positions différentes de la coupure qui déterminent
la nature de la simulation effectuée, validant ou non certaines approximations utilisées lors
de la modélisation.

Le cas le plus simple est le suivant : on considere que la coupure induite par la discrétisation
se situe dans la zone inertielle convective du spectre de variance. LLe nombre de Prandtl est
alors nécessairement voisin de 1'unité. Par conséquent, il y a une véritable dynamique de
cascade pour l'énergie et la variance: l'énergie et la variance sont tranférées des grandes
échelles vers les petites échelles a des taux de transfert constants € et er. Cette hypothese
est souvent invoquée pour justifier des approximations de la dissipation d’énergie cinétique
sous-maille et de variance de température sous-maille lors de la modélisation [100] [26][98];
elle est aussi nécessaire pour justifier ’hypothese d’équilibre local.

L’autre possibilité est de supposer que la coupure s’effectue dans la zone inertielle conduc-
tive. Le nombre de Prandtl moléculaire est tres petit devant 'unité. La dynamique de cascade
d’énergie est valable uniquement pour 1’énergie cinétique. En revanche, ce n’est plus le cas
pour le spectre de variance: les effets de diffusion moléculaire pour la température sont alors
prépondérants. La simulation effectuée dans ces conditions peut étre interprétée comme une
simulation des grandes échelles pour la partie dynamique et une simulation directe pour la
partie thermique.

Le dernier cas correspond a une coupure localisée dans la zone visqueuse convective. Le
nombre de Prandtl est donc grand devant I'unité. La situation est inversée par rapport au
cas précédent. Les effets de diffusion moléculaire deviennent prépondérants pour le champ
de vitesse, alors que le champ de température n’est pas influencé par ces effets. Toutes les
échelles associées au champ de vitesse sont alors déterminées ( simulation directe pour la
partie dynamique ), ce qui n’est pas vrai pour les échelles associées au champ de température
( simulation des grandes échelles pour la partie thermique ).

3.2 Modele de type fickien

L’objet de ce paragraphe est de présenter une classe de modeles dits modeles de transport
par gradient [21] ou fickien [18]. Ce type de modélisation est la plus simple que 1’on puisse
formuler pour relier le flux de chaleur sous-maille aux quantités résolues de la simulation. Il
est basé sur ’analogie entre le flux de chaleur sous-maille et le flux de chaleur moléculaire.
En effet, la fermeture complete des équations de Navier-Stokes pour un fluide Newtonien
( voir annexe A ) a nécessité l'utilisation de deux lois de comportement: pour le tenseur

des contraintes ( hypothese de fluide Newtonien ) et pour le flux de chaleur moléculaire
¢ ( loi de Fourier ). Cette derniere loi relie le flux de chaleur moléculaire au gradient



de température par I'intermédiaire d'un coefficient thermodynamique appelé conductibilité
thermique. Dans le cas d’un scalaire passif, on parle plutot de loi de Fick [86]. Ce coefficient
est une caractéristique du fluide considéré. Par analogie a la loi de Fourier appliquée au
flux de chaleur moléculaire, le flux de chaleur sous-maille est alors relié au gradient de
température résolue a l'aide d’une diffusivité sous-maille notée ky,,. Il faut noter que cette
diffusivité sous-maille est un scalaire qui dépend du temps et de I'espace. Le flux de chaleur
sous-maille peut s’écrire de la maniere suivante :

To; = —/ﬁsmg—; (1.3.20)
Par la suite, on parlera de modele fickien tout modele qui relie directement le flux de cha-
leur sous-maille au gradient de température résolue. Il ne reste plus qu’a évaluer le scalaire
Ksm ainsi introduit. Cette maniere de procéder n’est pas sans rappeler la modélisation du
tenseur de Reynolds sous-maille effectuée au moyen d’une viscosité sous-maille vg,,. Cette
fois-ci, la diffusivité thermique sous-maille introduite n’est plus une caractéristique du fluide
mais plutot une caractéristique de I’écoulement. L’analogie avec la viscosité et la diffusivité
moléculaire peut étre approfondie en introduisant la notion de nombre de Prandtl sous-
maille. Le nombre de Prandtl moléculaire est défini comme le rapport des diffusivités et
viscosités moléculaires. On définit alors le nombre de Prandtl sous-maille comme le rapport
des diffusivités et viscosités sous-maille. La diffusivité thermique sous-maille est alors donnée
par la relation:

l/sm
Ksm = Pr (I.3.21)
Le nombre de Prandtl sous-maille peut étre évalué de différentes manieres. Il est possible de
le choisir comme constant [68] [79][42] ( 0,6 est une valeur préconisée par ces auteurs ) ou
bien comme dépendant du temps et de I’espace [13][14]. Dans ce cas, le nombre de Prandtl
sous-maille est calculé a 'aide d'une procédure dynamique.

De par sa simplicité de mise en ceuvre, ce type de modélisation est le plus utilisé. Le
principal inconvénient réside dans le fait que le flux de chaleur sous-maille soit strictement,
colinéaire au gradient de température résolue, puisque la diffusivité thermique sous-maille
introduite est un scalaire dans le cas des modeles de type fickien. L’alternative est alors de
créer des modeles pour le flux de chaleur sous-maille qui autorisent une dépendance suivant
les trois composantes du gradient de température résolue par 'intermédiaire d’une diffusivité
tensorielle, ou qui ne sont pas construits a partir du gradient de température résolue. On
parle alors de modele non-fickien.

[’introduction du nombre de Prandtl sous-maille reste discutable dans des cas limites
olt le nombre de Prandtl est tres petit ou bien tres grand devant 1'unité. En effet, dans
le paragraphe précédent, on a vu que si I’on considere que la coupure intervient dans la
zone inertielle conductive, toutes les échelles associées a la thermique sont résolues. Par
conséquent, la simulation est directe pour la partie thermique et le flux de chaleur sous-
maille doit étre nul. Cette condition impose alors que la diffusivité thermique sous-maille



introduite par la relation .3.20 soit nulle. En tenant compte de la relation 1.3.21, la viscosité
sous-maille v, est alors nulle. Or, cette conséquence est contraire a ce que 'on attend
d’un bon modele de viscosité sous-maille. Dans le cas ou la coupure intervient dans la zone
visqueuse convective, toutes les échelles associées a la dynamique sont résolues, la simulation
est alors directe pour la partie dynamique. Le tenseur de Reynolds sous-maille et donc la
viscosité sous-maille sont nuls. En raison de la relation 1.3.21, la diffusivité sous-maille est
nulle, ce qui est incompatible avec le fait que seules les grandes échelles pour la partie
thermique sont résolues.

3.3 Modele type non-fickien

Il est possible de faire deux distinctions dans cette classification : d’une part, les modeles
qui ne sont pas colinéaires au vecteur gradient de température résolue ( modele de similarité
d’échelles ... ), d’autre part les modeles qui font intervenir une diffusivité tensorielle sous-
maille ( modele de Rogers ... ).

3.3.1 Extension du modele de similarité d’échelles

Dans le modele de similarité d’échelles, I'idée sous-jacente est que les interactions entre

les échelles résolues et les échelles sous-maille s’effectuent principalement dans les plus pe-
—\/ —\/

tites échelles résolues ( notées symboliquement (U]) et (T) ) et les plus grandes échelles

sous-maille ( notées symboliquement UJ’ et T" ). L’interaction entre les échelles résolues et
les échelles sous-maille est considérée comme s’opérant au voisinage de la coupure. Cette
hypothese est illustrée par la figure Fig.1.3.2.
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VAVAVAVAN

(r)-v L)-u

Fi1a. 1.3.2: Illustration de [’hypothese de similarité d’échelles

Il est alors possible d’exprimer les plus grandes échelles sous-maille en fonction des plus
petites échelles résolues en considérant qu’elles sont du méme ordre de grandeur. On obtient



alors les deux égalités suivantes pour le champ de vitesse et de température:
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Dans le chapitre 1, le flux de chaleur sous-maille a été décomposé de la maniere suivante :
ng = ,ng + ng + jo (1324)
ol les vecteurs Ly;, Cy; et Ry; sont ceux introduits dans la relation (I.1.47). Par analogie

avec le modele de similarité d’échelles proposé par Bardina [6] pour le tenseur de Reynolds
sous-maille, le flux de chaleur sous-maille peut alors s’écrire comme:

Coj +Roj = TU +T'U; +T'U]
~ TU+TU+TT
< T(0-0)+(1-1)T+(7-7) (7-T)
~ ?E— +
~ T i

Il ne reste plus qu’a utiliser 'approximation (I.3.29) dans la définition du flux de chaleur
sous-maille (I.3.24). Il vient alors la modélisation suivante pour le flux de chaleur sous-maille :

el
gq

U+TU -TU; (1.3.30)

(1.3.31)

ng :Tj—

ng :Tj—

La relation (1.3.31) n’implique pas la colinéarité du vecteur flux de chaleur sous-maille avec le
vecteur gradient de température résolue. Par conséquent, ce modele de similarité d’échelles
n’est pas un modele de diffusivité sous-maille. L’intérét principal de ce modele est qu’il
autorise a priori le transfert de variance de température des échelles sous-maille vers les
échelles résolues ( cascade inverse d’énergie ).

Remarque 1

Dans le chapitre 1, deux décompositions du flux de chaleur sous-maille ont été introduites.
La deuxieme formulation (I.1.51) a I’avantage de décomposer le flux de chaleur sous-maille en
trois termes, chacun ayant la propriété d’invariance Galiléenne. L’utilisation de cette formu-
lation dans le cas du modele de similarité d’échelles simple conduit a la méme modélisation.
En effet, les vecteurs flux de chaleur croisé modifié et flux de chaleur sous-maille vrai modifié
sont alors identiquement nuls:
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Ry = T - TT7
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— 0 (1.3.33)

Remarque 2

I1 est intéressant de noter que la modélisation du flux de chaleur sous-maille par le modele
de similarité d’échelles peut s’interpréter comme une extrapolation d’ordre 1 en fréquence.
En effet, le flux de chaleur sous-maille peut étre récrit sous la forme:

9 = 705 (U;,T) (1.3.34)
= 7 (G + U, T+T") (1.3.35)

707 (05, T) (1.3.36)

~ TU -TU, (1.3.37)

3.3.2 Modeéle combiné

Pour former le modele combiné, seuls les deux derniers termes de la décomposition (I.1.40)
nécessitent une modélisation. En effet, le flux de chaleur de Léonard modifié noté Ly; ( pre-
mier terme de (1.1.40) ) est calculable puisqu’il dépend exclusivement de grandeurs résolues.

Le flux de chaleur croisé modifié noté Cp; ( deuxieme terme ) est supposé proportionnel a
ng :

ng = Otng (1338)

Il met en jeu a la fois des grandeurs résolues et des grandeurs sous-maille. On considere que
celui-ci est dominé par les effets des plus petites échelles résolues et des plus grandes échelles
sous-maille. L’hypothese de similarité d’échelles permet de supposer que ces échelles sous-
maille intervenant dans ce flux de chaleur croisé ont le méme comportement que les échelles
résolues situées au voisinage de la coupure. Il parait alors naturel de modéliser ce flux de
chaleur croisé par un terme proportionnel a Ly; qui ne fait intervenir que des grandeurs
résolues. Le flux de chaleur sous-maille vrai modifié noté Ry; est quant a lui modélisé par un
modele classique de diffusivité sous-maille suivant :

jo = —Iismg—T (1339)

Lj



Les modeles classiques de diffusivité étant strictement dissipatifs, cette combinaison va per-
mettre de pallier le défaut mentionné en début de paragraphe. Il ne reste plus qu’a regrouper
les termes Ly;, Cy; et Ry; pour former le modele combiné :

Toj = —msma—T + O (Tﬁj — T_j) (1.3.40)

aZL’j

Chacun des termes vérifiant la propriété d’invariance Galiléenne, il n’est donc plus nécessaire
d’imposer la valeur de la constante C, comme égale a I'unité. La détermination des constantes
du modele combiné est obtenue au moyen d’une procédure dynamique qui est présentée dans
le paragraphe suivant. Par analogie aux modeles de viscosité sous-maille introduits pour la
modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille, le modele de diffusivité retenu est

kom = CnA \/2DyDy (1.3.41)

A noter qu’il est tout a fait possible d’utiliser le modele d’échelles mixtes ou le modele de
fonction de structure de vitesse résolue pour modéliser la diffusivité thermique sous-maille,
au moyen d’un nombre de Prandtl sous-maille.

3.3.3 Proposition de modeles vectoriels

Ce paragraphe est consacré a la présentation de deux nouveaux modeles pour le flux de
chaleur sous-maille. Ils sont dérivés des modeles algébriques de Rogers[88] et de Yoshizawa[116][115].
La démarche appliquée pour obtenir I'extension de ces modeles algébriques est similaire a
celle employée par des auteurs comme Schumann ou Cabot [13][14].

Modele vectoriel implicite

Ce modele algébrique a été évalué dans le cadre de tests a priori qui consistent a re-
construire les termes a modéliser dans le cas d’une simulation des grandes échelles ou d’une
simulation du champ moyen a partir de champs de vitesse et de température issus d’une
simulation directe. Il est obtenu par simplification de I’équation d’évolution pour le vecteur
flux de chaleur. L’équation de conservation du vecteur flux de chaleur sous-maille est donnée
par:

0 0 — o
9t (70:) + o (70:0k) + e (TGO, - TUG,) = (1.3.42)
o (1 (.00 =0 1 or —oT
= (7= _T — (= _TU=—
Oy, <Re < Oy, 8:1:k> N Pe (UZaxk UZ@:}%)

o o
aﬂfk Ok aﬂfk

_(TF~TT)ou+mT+ T@,ﬁz) €T I 4+ 2RIKT b — 7



oll les quantités notées IT! et €/ sont définies par les relations:

or =0T
T f— _ _
nr = (Pg o a@) (1.3.43)
T 1 1 oT oU; 9T o
ro_ _ 9 1.3.44

La premiere étape de I'extension est de négliger les termes instationnaires et les termes de
flux. En considérant la température comme un scalaire passif, I’équation s’écrit alors:

or oy
A — Tok
aLL‘k aﬂfk

— € + 1] — 75 = 0 (1.3.45)
L’étape suivante consiste & modéliser les deux termes inconnus notés €] et IT], le premier
étant homogene a une dissipation et le second correspondant au terme de redistribution de
variance. Pour les auteurs [88], les deux termes sont considérés comme opposés au vecteur
flux de chaleur sous-maille. La relation s’écrit :

C
—€7 4+ = - (1.3.46)
[
ol les quantités notées C'r et t, représentent respectivement la constante du modele et une
échelle de temps. Cette échelle de temps %, est choisie comme le rapport de I’énergie cinétique
sous-maille (1.2.2) sur la dissipation sous-maille (1.2.6):
’Csm

e = [.3.4
€ (1.3.47)

[’évaluation de ’énergie sous-maille est fournie par application d’un filtre test a la maniere
du modele d’échelles mixtes ( voir paragraphe 2.2.2 ):

Kw = 5(0-T) (0-T0) (1.3.48)

Le terme de dissipation sous-maille est évalué a 1’aide de 1’énergie cinétique sous-maille et
de la longueur de coupure comme le fait Schumann ( cf. paragraphe 2.3.2 ) :

€m = Cop—z (1.3.49)
A

En tenant compte de ces hypotheses, 1’équation (1.3.45) peut étre récrite sous la forme:

Cr oT oU;
— —Tpi — Tk — T
t, ! ’“axk 9’“axk

— 0 (1.3.50)

En remarquant que le terme 7y; peut s’écrire sous la forme 7y;d;x, la relation (1.3.50) devient :

Cr. o0 oT
_ (Z(gik n 8_%> g = 0 (1.3.51)



Il ne reste plus qu’a isoler le vecteur flux de chaleur sous-maille. On obtient alors:

-1

Cr ol oT
= — i + — — [.3.52
7Ok ( ty b axk> il o (1.3.52)

ol la constante du modele est calculée en fonction du nombre de Reynolds Re, basé sur la
vitesse de frottement et du nombre de Prandtl Pr au moyen de la relation:

130 \%% 12,5\ %
Cr = 18 (Hpme ) <1+ ~ ) (1.3.53)

Modele vectoriel explicite

Le modele présenté dans ce paragraphe est une extension du modele proposé par Yoshi-
zawa [116][115] dans le cas de simulation des équations de Navier-Stokes moyennées d’un
scalaire passif diffusant dans un écoulement cisaillé turbulent. Dans la version originale, le
flux de chaleur turbulent est décomposé en deux diffusivités turbulentes: 'une isotrope ( sca-
laire ) et l'autre anisotrope ( tensorielle ). Ces deux diffusivités font intervenir les grandeurs
suivantes: 1’énergie cinétique turbulente, la variance de température turbulente, la dissipa-
tion d’énergie cinétique turbulente et la dissipation de variance de température turbulente.
Ces quatre quantités sont évaluées au moyen d’équations d’évolution. Par analogie, le flux de
chaleur sous-maille s’exprime comme la somme de deux diffusivités sous-maille. L’adaptation
de ce modele s’écrit sous la forme:

oT

T
(Ksm)jk 8—:1%

— Ty = Hsma—gjj (1354)
La diffusivité sous-maille notée ks, introduite dans la relation (I.3.54) correspond a la partie
isotrope du modele. Elle est calculée a I’aide de la variance de température sous-maille, de
la dissipation de variance sous-maille et de la dissipation d’énergie cinétique sous-maille. Il
en résulte:

KT\
P cﬁesm(e;ﬂ (1.3.55)
C. = 0,446 (1.3.56)

La diffusivité sous-maille tensorielle notée 2 s’identifie a la partie anisotrope du modele.
Elle dépend des mémes quantités que la partie isotrope, mais aussi des tenseurs de taux
de vitesse de déformation et de taux de rotation. Cette diffusivité s’exprime de la maniere



suivante :

A KL\ o = _
(Kam)y = —2€om (6—#) (CraDji + Cy A1) (1.3.57)
— 1 /oU; 0U
D, = -2 4=F [.3.
_ 1 /oU; OU,
I e A 1.3.
e = 3 <8xk axj> (1.3.59)
Cea = 0,29 (1.3.60)
wa = 0,08 (1.3.61)

Contrairement a la version originale du modele, les grandeurs qui interviennent pour le
calcul des deux diffusivités sous-maille ne sont pas calculées par 'intermédiaire d’équations
d’évolution, mais plutot par des relations algébriques. Ainsi, pour obtenir une évaluation
de la variance de température notée K et de 1’énergie cinétique sous-maille notée K, on
utilise un filtre test et I’hypothese de similarité d’échelles. Par conséquent, les deux quantités
précédentes sont approchées par la relation :

Kym =~ % (E —ﬁ)2 (1.3.62)
KT~ % (T— %)2 (1.3.63)

Il reste a évaluer les dissipations d’énergie cinétique sous-maille et de variance de température
sous-maille. En supposant que la coupure s’effectue dans la zone inertielle du spectre d’énergie
cinétique, la dissipation d’énergie cinétique sous-maille s’exprime en fonction de I'énergie
cinétique sous-maille et de la longueur de coupure [26)[100]. Elle est donc donnée par la

relation :

3
2

€m = Cop— (1.3.64)
A

En ce qui concerne la dissipation de variance sous-maille, il est possible de I’exprimer en
fonction de 'énergie cinétique sous-maille, de la variance de température sous-maille et de
la longueur de coupure [26][100]. Cette expression est valable & condition que la coupure
intervienne dans la zone inertielle convective du spectre de variance de température. Ainsi,
on obtient la relation:
3 T
€. = Cea%lcsm (1.3.65)

3.4 Prise en compte des effets de flottaison

3.4.1 Modele algébrique de Schumann

Dans le paragraphe 2.3.2 du chapitre 2, on a présenté la partie du modele algébrique de
Schumann qui concerne ’équation d’évolution approchée pour I’énergie cinétique sous-maille



ainsi que la relation algébrique pour le tenseur de Reynolds sous-maille déviateur. A présent,
il reste a formuler les deux dernieres relations algébriques a savoir la variance de température
sous-maille et le vecteur flux de chaleur sous-maille, ce qui complete le modele algébrique de
Schumann.

Approximation de I’équation d’évolution pour la variance de température sous-
maille

L’approximation de I’équation de conservation de la variance de température sous-maille
est obtenue en supposant ’hypothese d’équilibre local vérifiée. On rappelle que celle-ci
consiste a considérer que le temps caractéristique associé aux échelles sous-maille est beau-
coup plus court que celui associé aux échelles résolues, cela suppose une dynamique inertielle
pour les transferts de variance de température. Dans ces conditions, I’équation devient :
oT

T
_6 _7—0-—
Jaxj

0 (1.3.66)

oll la quantité €7 est définie par:

oo 1 <8T6T 8T6T> (L3.67)

Pe \ O Om, O, O,

En supposant que ’on se trouve dans la zone inertielle du spectre de variance de température,
la dissipation de variance €7 est choisie comme fonction de 1’énergie cinétique sous-maille,
de la variance de température sous-maille et de la longueur caractéristique. Par conséquent,
le terme de dissipation est modélisé par:

1
.
€7 = o, sm 1.3.68
"X ( )

En tenant compte de ces différentes approximations, on obtient finalement une simplification
de I’équation de conservation pour la variance de température sous-maille qui s’écrit :

o7 KT
Ty — o = 0 (1.3.69)
7

Approximation de I’équation d’évolution pour le flux de chaleur sous-maille

L’équation de conservation du vecteur flux de chaleur sous-maille est donnée par I’équation
suivante :

_ 0 _
9t (7o) + 5— (T0ilk) + e (TGO, - TUG,) = (1.3.70)

o (1 (.00 =0 1 or —oT
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oll les quantités notées IT! et €/ sont définies par les relations:

or —oT
n" = (p— - P— 1.3.71
7 ( gaxi 98:1:1> ( 37 )
1 1 oT oU, OT 0
T _ I L ¢ 1.3.72
& (’Re N Pe) <8xk 0x, Oy axk> (1:3.72)

La premiere simplification consiste a négliger toutes les contributions provenant des termes
instationnaires, convectifs et des termes de flux. Moyennant ces hypotheses, I’équation peut
se récrire de la maniéere suivante :

o ol
aLL‘k Tok aﬂfk

—€] + 101 + 2RiK., 6i5 — T = 0 (1.3.73)
Maintenant, il faut modeliser les deux termes II] et €. Le terme de dissipation mixte est
alors négligé tandis que le terme de redistribution de variance di a la pression est modélisé
d’une facon analogue a celle effectuée pour le terme de redistribution d’énergie cinétique due
a la pression ( II; de ’équation 1.2.47 ). Il en résulte:

T 3
HT = blﬁlg— - bQ%Tgi + ngRZK:Zm&Zg (1374)
T
oT 2 o
= lelcsma_xi —bQﬁTmﬁzbg,m/csm(sﬁ (1.3.75)
€ =0 (1.3.76)

Par conséquent 1’équation peut étre récrite sous la forme:

1

T 3
lelema— - b2\/§?7—ei + ngRZK:Zm&Zg (1377)
O A
T U;
+2’Rzl€fm523 — Eka— — TYk 8U = 0
aLL‘k aﬂfk

L’étape suivante consiste a faire apparaitre le tenseur déviateur du tenseur de Reynolds sous-
maille et de négliger sa partie anisotrope devant sa partie isotrope. En remarquant que la
partie isotrope n’est rien d’autre que le double de 1’énergie cinétique sous-maille, on obtient :

oT Kim | .
201 Kgme— — boV/ 2=y + 2R (1 4 b3) KT 6i5 (1.3.78)
ox; A
2 oT oU;
— K ombir=— — L =0
3 b aLL‘k Tok aﬂfk

La factorisation des termes de méme nature permet de simplifier I’équation qui devient alors:

2 oT . Ko oT;
-3 (1 — 3by) /csma—xizm (1+b3) KT 553 — bQ\/ETm “Tg, = 0 (1.3.79)




En remarquant que la i-eme composante du flux de chaleur sous-maille peut s’écrire en
fonction de la k-eme composante au moyen du symbole de Kronecker 4, il vient :

2 T
-3 (1 —3by) ’Csmg_xi + 2Ri (14 bg) KL 6is (1.3.80)
K2 oU;
_ 2 . —
<b2\/_ X Oir + 0 ) Tok 0

Pour obtenir une relation algébrique explicite, il est nécessaire de négliger le terme encadré.
Ainsi, cette nouvelle relation fournit la derniere équation pour le modele algébrique de Schu-
mann :

2 T m
_g (]_ - CG’T) Icsmg—xl + QRZ (]_ - CBT) K?mélg — CRTK:Z Ty; — 0 (1381)

Dans le cas de l'extension du modele algébrique de Rogers [88], on est amené & inverser le
tenseur puisque le terme encadré n’est plus négligé.

Récapitulatif

Le modele algébrique explicite proposé par Deardoff ou Schmidt et Schumann est donné
par trois relations algébriques déduites des équations d’évolution du tenseur de Reynolds
sous-maille déviateur, du vecteur flux de chaleur sous-maille et de la variance de température
sous-maille. L’énergie cinétique sous-maille est calculée au moyen d’une équation de conser-
vation approchée. Le systeme linéaire ainsi formé s’écrit :

(2 oUu. ol
20 e (24 20)

6—1;9- a.’L'j
1
+RZ (]. - CBm) (7-6‘]'613 + Tgi6j3 - %7’9362’9‘) — CRmK%mE]d = 0
X 7 3
2 oT K:sm
—- Kom=— +2Ri (1 — K i3 — crr——1p; = 0
3( car) ’ 8@—:_ i ( cBr) Konlis — Crr X Th
oT Y G

=0

—Tgj 5 — Cet
\ axj A

ol I’énergie cinétique sous-maille Ky, est donnée par I’équation :

B 0 _
V4 (KT = 1.3.82
at(’C )+axj(’C U;) (I1.3.82)
9 /5 — 10K K: or,
2 (20Ake, o — o, B Ry, — 22 O
o) ( 3C’0 K oz, > C X + RiTp3 — T;; o,



3.5 Procédure dynamique pour le flux de chaleur sous-
maille

Par analogie avec la procédure dynamique introduite dans le paragraphe 2.4.1, il est
possible d’évaluer les constantes des modeles de facon automatique. Dans le cas présent, on
a choisi de découpler la procédure dynamique pour le tenseur de Reynolds sous-maille et le
vecteur flux de chaleur sous-maille ( voir [35][15] [16][96][92] pour le couplage complet ). Ce
choix est nécessaire si I’on veut étudier et comparer les différents modeles testés pour le flux
de chaleur dans les mémes conditions, c’est-a-dire avec un champ de vitesse indépendant.
En vue de son application au modele combiné, les différentes modélisations pour le flux de
chaleur sous-maille sont alors représentées par la relation :

10; = —Chupto; (U, T,B) +C", (T—U] - ?ﬁj) (1.3.83)
avec:
S oT
Copio; (T, T.B) = kg 1.3.84
99( ) axj ( )

Les constantes C, et C]. sont celles introduites par la modélisation du flux de chaleur sous-
maille. Cette formulation a I'avantage d’étre suffisamment générale pour pouvoir s’appliquer
a n’importe quel modele. Un deuxieme filtre, nommé filtre test et noté 7, est alors défini. Il
est possible de construire un nouveau flux de chaleur sous-maille noté Tp; lié a ce deuxieme
filtre. En supposant que ce dernier soit lui aussi modélisé par f4;, on obtient alors:

Ty, = ~Cuns(0.T.8) + € <T T - ?7) (1.3.85a)
Ty, = TU-TU; (1.3.85b)

A ce stade de la procédure, les flux de chaleur sous-maille Ty; et 7y; sont inconnus puisqu’ils

font intervenir des termes indéterminés comme T—U; et T—U; L’application du filtre test sur
le flux de chaleur sous-maille 7y; permet de contourner le probleme. En effet, on remarque
alors que la différence ( notée Fy; ) entre Ty; et 7y, fait intervenir des termes calculables
explicitement :

Fo; = Toj — 7o (I.3.86a)
Foj = TU-TTU; (1.3.86b)

Par souci de clarté, deux nouveaux vecteurs flux de chaleur notés H; et G; sont introduits.
Ils sont définis par les deux relations suivantes:

Hoj = 1) (ﬁ T E) — Tig; (U, T, A) (1.3.87)
Gy = TU-TU; (1.3.88)



Moyennant les définitions (I1.3.87) et (I1.3.88), le vecteur Fy; vérifie la relation ci-apres:
Foj = —C.Mg;j+ C.Gy, (1.3.89)

Le systeme ainsi formé est composé de trois équations pour deux inconnues, ces dernieres
étant les deux constantes C) et C) du modele pour le flux de chaleur sous-maille. Ce
systeéme est donc surdéterminé. Pour obtenir un couple unique solution du systeme (1.3.89),
la méthode consiste & minimiser le résidu noté £ et défini par:

E;(Ck,CL) = Foj+ CuHg; — Gy (1.3.90)

La minimisation du résidu £ est obtenue en appliquant la méthode des moindres carrés, ce
qui revient a résoudre:

8—@(8j€j) =0 2Hy,E; = 0 (I.3.91a)

80’ (E;€,) =0 —2Gp;E; = 0 (1.3.91b)

Le systeme (1.3.91) comporte deux équations a deux inconnues. Il est donc possible de trouver
le couple solution unique du probleme.

—C, (Hej'Hoj) + C; (gojH(;j) = (.7:93'%0]') (I.3.92a)
—Cy (HojGo;) + C1. (GojGoj) = (F9;Ga;) (1.3.92Dh)

Le couple solution s’écrit alors:

o = \Foito) (Go;Goj) — (FoiGoj) (GoiHoy) (1.3.93a)

(Hejgoj)2 — (HojHo;) (GojGoj)
o~ Foite;) (GoHoj) — (Fo;Goj) (HojHo;) (1.3.93D)
" (Ho;Go;)* — (HojHo;) (GojGo;)

Remarque

(HoiGo;)” — (HojHos) (Go;Gos)
(ﬁ.m)Q ~ () (G0 G))
R [ o () - R
R 7 o (7))
<0

Le dénominateur intervenant dans l’expression des deux constantes Cy et C) conserve un
signe constant. Il s’annule lorsque les vecteurs Hy; et Gy; sont colinéaires : ( ig, 59) = 0[] .

(1.3.94)



Le signe des deux constantes est alors donné par le numérateur, celui de C est important.
En effet, cette constante est directement reliée a un modele de type diffusivité sous-maille.
En tenant compte de la définition (I.3.84), une constante C négative crée alors d’un point
de vue énergétique une source d’énergie ( antidissipation ) qui peut induire des instabilités
numériques. L’application d’un opérateur de moyenne < . > dans les directions homogenes
permet de remédier a ce probleme. Il en résulte que:

c - ((Fo;Mo;) (GojGas) — (FoiGoj) (GojHoj)) (1.3.95)

<(7—l9jg9j)2 — (7—[99-7‘[99') (gajgaj)>




Deuxieme partie

Le canal plan
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Chapitre 1

Méthode numérique

1.1 Modele mathématique continu

Les équations de Navier-Stokes filtrées dans ’approximation de Boussinesq ont été obte-
nues dans le chapitre 1 de la partie I. Elles ont pour inconnues les champs de vitesse résolue
et de température résolue notés respectivement U; et T. En raison du filtrage, il apparait
deux nouveaux termes dont la modélisation a été présentée dans les chapitres 2 et 3. Dans le
cadre de cette étude, la modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille qui apparait dans
les équations de quantité de mouvement a été restreinte a la famille des modeles scalaires.
On rappelle que seule la partie déviatoire de ce tenseur sous-maille est modélisée, la trace
de ce dernier étant ajoutée [25] & la pression pour former une pression modifiée notée II. La
contribution sous-maille qui apparait sous la forme de la divergence de ce tenseur est alors
exprimée comme la somme de deux termes, 'un diffusif et ’autre dispersif:

oP, om, OO0 0 —
— = — 4+ — 2V D: I1.1.1
o; + oy, oz; + o, ( v ‘k> ( )
= —_——
_ o OO | ot Oom (IL1.2)

on " o T o

En ce qui concerne la modélisation du vecteur flux de chaleur sous-maille, la notion de
modele fickien et non fickien a été introduite dans le chapitre 3 de la partie I. Dans le but
de décrire de facon générale tous les modeles utilisés dans les simulations pour ce vecteur
flux de chaleur, on est amené a introduire la notation suivante qui se décompose en deux
parties, I'une fickienne ( premier terme ), 'autre non fickienne ( deuxieme terme ) dont la
modélisation a été introduite dans le chapitre 3 de la partie I:

—To; = /fsma— - fﬂj (1113)

De maniere similaire, la contribution sous-maille qui intervient sous la forme de la divergence
du vecteur flux de chaleur sous-maille dans I’équation de conservation de ’enthalpie est écrite



de la maniére suivante :

(97% 6 8T 6f9k
% = — ] - I1.1.4
Oy, O, (Ksm Oy, ) o, ( )
B 0?T  Okyn T  OFy, (11.1.5)

rsm 8xk8xk aZL’k 8—:1319 B aZL’k

Dans le cadre de I'approximation incompressible ou de Boussinesq, la pression n’est plus
reliée a la masse volumique par 'intermédiaire d’une loi d’état. Son role est d’assurer que le
champ de vitesse soit solénoidal. Cette contrainte d’incompressibilité imposée par la conser-
vation de la masse volumique est substituée par une équation de Poisson [112] pour la pression
modifiée TI. Cette équation est obtenue en appliquant 'opérateur divergence & I’équation de
conservation pour la quantité de mouvement.

Moyennant toutes ces modifications, le probleme continu a discrétiser s’exprime en fonc-
tion des deux inconnues déja énoncées en début de paragraphe et de la pression modifiée II.
Le systeme a résoudre s’écrit :

( o011 o (ol 0% 1 0 U, oT
_6:@8% 2_ ot (8%) + 0x; 01y, (U; Uk) B @% <8xk8xk> Rza—xg
- 8.1328517]9 (zystik)

< J— — I

ol o Jp— oIl 1 0%l —d 61/5m
—(UG) = —— — RiT63 + 2D,

ot + o, ( k) 0x; + (Re T ) 0, 0y, +feal0 + T,
oT 0 — 1 o°T Okism OT — OFy;
vL C(TU _ L o sm U4 '

| o o (T @ “)mm+mwm o,

(I1.1.6)

Il reste alors a présenter les différentes conditions aux limites et initiales pour que le probleme
soit bien posé.

1.1.1 Conditions aux limites

Le systeme continue (I1.1.6) est défini en tout point de I’espace contenu dans un domaine
noté () qui est borné. Ce domaine possede une frontiere notée 0€2. On distingue deux types
de condition pour les champs de vitesse et de température résolues:

— si la valeur du champ sur la frontiere est imposée, on parle de condition de Dirichlet.
Cette frontiere est alors notée T'p ( T'F, pour le champ de température ). La valeur
imposée sur la frontiere peut étre fonction du temps ou constante :

Tly, = /ot (I.1.7)
T|.r = gp(t) (T1.1.8)



Dans le cas du canal plan et plus généralement de parois solides, la condition d’adhérence
pour la vitesse ou encore la condition isotherme pour la température font partie de ce
type de condition. Dans le cas de la marche descendante, la condition d’entrée pour les
deux champs est fournie par un plan qui est issu d’un calcul de canal et réactualisée a
chaque pas de temps. La condition d’entrée est alors instationnaire, mais correspond
toujours a une condition de Dirichlet.

si la valeur du gradient du champ ou bien son flux est imposé sur la frontiere, on parle
alors de condition de Neumann. Cette frontiere est alors notée I'y ( T’} pour le champ
de température ). La encore, la valeur imposée peut étre une fonction du temps ou

non. En introduisant la normale extérieure notée 7, cette condition s’écrit :
U,

_ " I1.1.9
on |p, I (t) ( )
oT
el = gn(t) (IL.1.10)
8TL T

N

Dans le cas de la marche descendante, la condition de sortie employée peut tout a fait
étre interprétée comme une condition de Neumann. En effet, la composante normale
de la vitesse est alors extrapolée tandis que le gradient normal des composantes tan-
gentielles est choisi nul. En ce qui concerne la température, la condition de sortie se
traduit par une extrapolation. Dans le cas de parois adiabatiques, le flux de chaleur
a la paroi est nul, ce qui correspond aussi a ce type de condition. La condition de
symétrie utilisée est une condition de type Neumann. Dans le cas du champ de vitesse,
cela consiste a annuler la composante normale et le gradient normal des deux compo-
santes tangentielles. Cette condition aurait pu étre appliquée pour simuler une moitié
de canal ou une moitié de veine pour la marche descendante.

Conditions aux limites pour la pression

La condition d’incompressibilité est assurée au moyen d’une équation de Poisson [112]

pour la pression modifiée. Pour résoudre entierement la pression modifiée, il est donc nécessaire
d’ajouter des conditions aux limites pour cette équation. Le choix retenu dans le cadre de

cette these est lié & la méthode de projection approchée [38] [39][40] [82][19][89] utilisée et

présentée dans le paragraphe 1.3.3. Sur une frontiere de type Dirichlet pour la vitesse, il est

consistant de se munir d’une condition de type Neumann pour la pression modifiée [64][41] : il

faut se donner une condition sur le gradient normal du champ de pression modifiée. Du fait de

I'utilisation de la méthode de projection approchée, la condition est fournie par la projection

de I’équation de quantité de mouvement suivant la normale extérieure 7. Soit :

ot o, Re 01,01, * Omy
(IL.1.11)
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En revanche, sur une frontiere de type Neumann en vitesse, il faut cette fois-ci se donner une
condition sur la pression modifiée elle-méme. Pour cela, il suffit d’'imposer que la contrainte
totale suivant la direction normale est nulle [89]. En tenant compte du choix de modélisation
du tenseur de Reynolds sous-maille, le tenseur des contraintes totales est défini par:

— — 2 —
S, = —I00; + (R_ +2,,3m> D (11.1.12)
e

La condition de contrainte normale nulle fournit alors une valeur pour la pression modifiée
qui est donnée par la relation suivante:

— 2 U,
I = (=42, — IL.1.1
<Re e ) on ( 3)

1.1.2 Conditions initiales

Les conditions initiales doivent étre choisies de telle sorte que le champ de vitesse imposé
initialement soit a divergence nulle. La condition initiale s’écrit de fagon formelle de la
maniere suivante :

U(7;t=0) = V7T) (T1.1.14)

La stratégie adoptée est alors dépendante de la géométrie traitée. La condition initiale pour
la configuration en canal plan est présentée dans le chapitre 2 tandis que la condition initiale
pour la configuration de la marche descendante est abordée dans la partie III.

La discrétisation de ce systeme d’équations continues est présentée dans les deux para-
graphes suivants, le premier abordant la discrétisation spatiale, le second la discrétisation
temporelle. La discrétisation spatiale est celle présentée plus en détails dans la these de P.
Sagaut [89].

1.2 Discrétisation spatiale

Avant d’aborder la discrétisation des opérateurs de dérivation, il convient de présenter
la discrétisation du domaine: le maillage. Tout point M du domaine continu est repéré par
ses coordonnées cartésiennes (z, vy, z). Dans la présente étude, le maillage utilisé est de type
cartésien a pas variable. Par conséquent, chacun des noeuds A/; ;, du maillage est repéré par
les coordonnées cartésiennes (z;,y;, z;), les indices 7, j et k variant respectivement de 1 a
Nz, N, et N,. Par souci de clarté, la quantité U, ; ;. est introduite et définie par la relation
suivante :

Uiie = V(M) (I1.1.15)

ou ¥ symbolise les différentes grandeurs inconnues du probleme, a savoir, le champ de vitesse
résolue, le champ de température résolue et le champ de pression modifiée et ¥, la gran-
deur discrete qui lui est associée. Pour évaluer les différents opérateurs du probleme, deux



choix sont possibles. Le premier choix consiste a évaluer directement les différentes dérivées
spatiales par différences finies et en utilisant des développements limités. Il faut alors te-
nir compte des variations du maillage lors des développements. La deuxieme possibilité est
de se ramener a un espace de référence qui correspond en fait a un maillage cartésien a
pas constant : c’est ce dernier choix qui a été retenu. Ce passage s’effectue au moyen d’une
transformation bijective qui s’exprime sous la forme:

z = z(f) (I1.1.16)
= y(n) (IL.1.17)
2 = 2(0) (I1.1.18)

Il ne reste plus qu’a donner I'expression des différents opérateurs de dérivation exprimés en
fonction du triplet (z,y,2) dans I’espace de référence (&, 7, (). Pour cela, le Jacobien de la
transformation est introduit :

Ox dy 0z
= ——=— I.1.1
J 9 9y O° (IL1.19)
La dérivée premiere dans la direction x s’écrit alors sous la forme suivante :
of 1 0 0
= = —— —= II.1.2
ox J 0& (j ox ) ( 0)
of 0¢
= = I1.1.21
0¢ Ox ( )

Le terme a discrétiser correspond alors a la dérivée partielle par rapport a la variable . Pour
repasser dans ’espace de départ, il suffit de remultiplier par un terme de métrique. Les deux
autres directions de l'espace sont traitées de maniere similaire. Les opérateurs de dérivée
seconde sont obtenus en appliquant a nouveau la relation précédente :

rf _ 10 %i( %))
axiaxj B J 0§ <a$98€k jaxl (II'1'22)

[’opérateur Laplacien est retrouvé en contractant les indices 7 et j de la relation 11.1.22.

1.2.1 Localisation des inconnues

Il existe plusieurs possibilités quant a la localisation des inconnues sur le maillage [112]
[19][89]. La premiere consiste a définir toutes les inconnues du probleme ( vitesse, pression et
température ) au noeud du maillage M, ; . Cette disposition est dite collocative. La deuxieme
possiblité est alors de définir toutes les inconnues du probleme sur des grilles décalées les
unes par rapport aux autres. La troisieme possibilité est alors de décaler la pression et
la température du champ de vitesse: on parle de disposition semi-décalée. La figure 1.2.1
illustre les deux premieres dispositions qui sont souvent utilisées dans le cas d’écoulement
incompressible.
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Fi1a. 11.1.1: Disposition collocative a droite et disposition décalée a gauche

La disposition décalée a ’avantage de permettre I'utilisation de schémas compatibles[103]
pour 'opérateur Laplacien introduit dans I’équation de Poisson pour la pression. Un schéma,
compatible pour cet opérateur est un schéma qui est équivalent a I'application successive de
Popérateur discret gradient puis 'opérateur discret divergence. Cette disposition évite ’ap-
parition de modes parasites de pression et de phénomenes de découplage entre les champs
de vitesse et de pression. La contrainte d’incompressibilité est alors donnée a la précision
machine. L’inconvénient majeur est que cette méthode nécessite de multiples interpolations.
[’équation de Poisson pour le champ de pression fait intervenir la divergence des termes
convectifs et des termes visqueux. En raison du décalage vitesse-pression, tous ces termes
doivent étre évalués aux noeuds du maillage. Si 'on se restreint a des maillages cartésiens,
I’interpolation est assez simple puisqu’elle se réduit a une moyenne barycentrique. En re-
vanche, sur des maillages curvilignes, les interpolations sont plus complexes. L’autre in-
convénient est la prise en compte des conditions aux limites, certaines variables n’étant pas
définies sur le bord.

Dans le cas de la disposition collocative, I’emploi de schémas compatibles est problématique
car cela peut favoriser I'apparition de modes parasites en pression et un découplage noeuds
pairs/impairs; c¢’est le cas du schéma centré d’ordre deux en différences finies pour la dérivée
premiere. La solution consiste alors a utiliser des schémas non compatibles qui ne permettent,
pas de satisfaire la contrainte d’incompressibilité au zéro machine. L’autre possibilité est de
conserver un schéma compatible et de filtrer le champ de pression pour se débarrasser des
modes parasites. [.’avantage est qu’il n’y pas d’interpolations a effectuer et que les conditions
aux limites peuvent étre définies puisque toutes les inconnues du probleme sont connues sur
les frontieres. L'utilisation de maillages cartésien ou curviligne ne pose donc pas de probleme.

Le choix retenu dans ce travail est donc la disposition collocative des inconnues car elle
semble étre bien adaptée dans des configurations tridimensionnelles, sur des maillages com-
plexes. Méme si le maillage utilisé est un maillage cartésien a pas variable, ce choix autorise
I’extension a des maillages plus complexes.



Les paragraphes suivants présentent la discrétisation spatiale et temporelle des différents
opérateurs de dérivation qui interviennent dans les équations a résoudre. Dans un contexte
industriel, I'ordre de la discrétisation spatiale ne dépasse guere deux. Dans le cas des simu-
lations des grandes échelles, des études montrent que ’emploi de schémas décentrés précis a
I’ordre un ou trois masque 'effet des modeles sous-maille. En effet, ces types de schéma font
apparaitre des erreurs de troncature qui ont un effet dissipatif, de méme nature que ceux
introduits par les modeles sous-maille. Ainsi afin d’analyser 'influence de ces modeles sous-
maille tant pour le tenseur de Reynolds sous-maille que pour le flux de chaleur sous-maille,
seuls des schémas précis a 'ordre deux qui font apparaitre des erreurs de troncature ayant
un effet dispersif seront utilisés.

1.2.2 Filtres discrets

Certains modeles sous-maille présentés dans la partie I requierent 'utilisation de filtres
discrets[93] [71] : la procédure dynamique pour ’évaluation de la constante; le modele d’échelles
mixtes pour ’estimation de 1’énergie a la coupure; la procédure d’accentuation. La famille de
filtre discret 1D suivante, dépendant du parametre ¢ est introduite dans I’espace de référence
( maillage & pas constant ):

~ . 1
1,7,k 2 4+
Ce filtre ainsi formé correspond a I'approximation d’un filtre gaussien ou d’un filtre boite
a l'ordre deux [90]. Pour la valeur particuliere ¢ = 4, la longueur de coupure du filtre 1D
vaut la longueur de la maille A¢. Un filtre discret 3D est obtenu par composition successive

du filtre discret 1D. Cette famille de filtre peut s’interpréter comme une famille d’inverse de
filtres différentiels elliptiques [89] [33]:

(\Iji-l-l,j,k + C\Ili,j,k + \Ili—l,j,k) +0 (A€4) (11123)

R Ag? 82
Wije = (1 T3 n 66—§2> Wi+ O (ALY) (I1.1.24)

1.2.3 Discrétisation des dérivées premieres

L’opérateur dérivée premiere intervient dans le calcul des termes convectifs, ainsi que dans
le calcul du gradient de pression. Le premier schéma présenté est I’approximation classique
de la dérivée premiere a 'ordre deux en différences finies. Dans l'espace de référence (&, 7, (),
la dérivée premiere dans la direction £ est alors fournie par la relation suivante :

o Uiy ip— Ui g
(8 ) _ i+1,5.k i—1,5.k —|—O(A52) (11.1.25)
1,5,k

€ 2AE

les deux autres directions étant obtenues de la méme maniere. Le premier terme d’erreur de
troncature est une dérivée troisieme, donc un terme dispersif: le terme d’erreur n’introduit
pas de diffusion supplémentaire. Le calcul des opérateurs tridimensionnels se fait par tenso-
risation : on utilise le schéma monodimensionnel dans chaque direction de I’espace. Appliqué



aux termes convectifs, il favorise le découplage entre les indices (i, j, k) dont la somme est
paire, avec ceux dont la somme est impaire. Ce découplage génere des oscillations parasites
qui finissent par dégrader la solution et déstabiliser tout le calcul. Ces oscillations parasites
qui apparaissent sur le champ de vitesse sont associées a 1’utilisation d’un pas d’espace trop
grand. Il est possible d’introduire un nombre de Reynolds appelé Reynolds de maille qui est
défini comme le rapport suivant :

Rens, = (I1.1.26)
14

Dans le cas du schéma centré d’ordre deux a deux points, des études montrent que pour des
valeurs d’un nombre de Reynolds de maille inférieures a deux, ces oscillations parasites dispa-
raissent. Pour respecter ce critere, il faudrait des pas d’espace trop petits pour étre utilisables
en pratique. La solution est donc d’utiliser un schéma qui a des propriétés régularisantes.
L’utilisation de schémas décentrés tels que les schémas " QUICK” [105][66] ou Kawamura[54]
pour les termes convectifs introduit des effets dissipatifs non négligeables qui masquent ’effet
du modele sous-maille. Le but étant de vérifier 'action des modeles sous-maille qui ont été
présentés dans la partie I, il n’est donc pas possible d’utiliser ce type de schéma. Le choix
s’est porté sur un schéma hybride qui est dérivé d’une approche de type éléments finis. Cela
consiste a évaluer la dérivée sous la forme suivante :

ov
Ni - dQins

(38_‘I’> _ Jou 9 (I1.1.27)
i / N A%
Q.

int

La fonction N; ;= N; ;x(&, 1, () est une fonction de base trilinéaire par morceaux qui vaut
1 au noeud M, ;. et 0 partout ailleurs. Le domaine €;,, correspond aux 8 cubes ayant pour
sommet commun le noeud M; ;. En décomposant I'inconnue V¥ sur la base Nj; ;; a la maniere
des éléments finis, le schéma hybride s’écrit alors sous la forme suivante :

ov 1
= (Wi — iy IR T
(a§>i,j,k 72A§( FLiFLE+L Lj+Lk+1 T Wit jt1 k-1 1,j+1,k—1

Vit =11 — Vict itk + Wit i1 k—1 — Wit j—1,k—1
AWt gt — Yimt et + it -1 — Yitje—

Vittj—ik — Yict 16 + Wig1jy1e — \Ijifl,jJrl,k)

16(Wii1g0 — Wiige) ) + O (AE) (IL1.28)

+ o+ + +

Ce schéma fait intervenir 18 points. On peut parler de schémas a forte connectivité spatiale.
La molécule des opérateurs tridimensionnels calculée avec ce schéma contient tous les points
voisins, a savoir, les 26 points qui entourent le noeud M; ; x. Les tests préliminaires ont montré
son efficacité. L’intérét est que le schéma ainsi obtenu est centré et précis a ’ordre deux.
Il n’introduit aucun effet dissipatif qui pourrait masquer les effets des modeles sous-maille.
Cette dérivée hybride peut étre interprétée d’'une maniere différente. Elle apparait en fait



comme la composition de I'opérateur de dérivée centrée a deux points habituel I1.1.25 et de
deux filtres discrets de la forme I1.1.23 dans les deux autres directions [110]:

AV An? 02 AC? 92 Vitiike — Vict ik
or - (1= = 14— T S I1.1.2
<65>i,j,k ( % 8772) ( G a@) < DAE ) (I1.1.29)

+0 (AL, An*, ACY) (I1.1.30)

1.2.4 Discrétisation des dérivées secondes

Les dérivées secondes interviennent dans le second membre de la pression comme la diver-
gence des termes convectifs et sous-maille, ainsi que dans le calcul de 'opérateur Laplacien
pour les termes visqueux et les termes de diffusion pour la température. En se placant dans
lespace de référence (£, 1, (), les dérivées a discrétiser s’écrivent sous la forme générale:

0 ov
— (g—) (I1.1.31)
9&; 7 0¢;
Deux schémas différents ont été utilisés pour la discrétisation des dérivées secondes. Dans le
cas des dérivées secondes ou ¢+ = j, le schéma est donné dans la direction £ par la relation:

0 ov 1

2z V9 a7 = g\ Yit1,56(9i it1,.k) — Vigk(20i, i1, i1,

85 <g 85 >Z’J’k 2A£2 < +17]ak (g aJ:k + g +17]ak) 9]ak( g 9]ak + g +1a39k + g 17]ak)
+Vi 1k (gz’,j,k + gi—l,j,k)) +0 (A€2) (I1.1.32)

Ce schéma n’induit pas de découplage spatial. En effet, on rappelle que ’application suc-
cessive d’un schéma centré dans le cas d’'un maillage collocatif peut introduire des oscilla-
tions parasites sources de déstabilisation du calcul. En ce qui concerne les dérivées secondes
croisées, le schéma employé correspond cette fois-ci a ['utilisation successive du schéma centré
a deux points dans les deux différentes directions. Il s’écrit :

0 ov 1
8€ <g 677 >i,j,k 4A§A77 (g +1,J,k( +1,5+1,k +1,5 Lk)
g (Vi — q/i,l,j,l,k)) + O (AEAD) (I1.1.33)

Il est toutefois important de noter que les termes qui sont discrétisés font intervenir une
combinaison des deux opérateurs de dérivées secondes, par conséquent, cela n’induira pas
de découplage spatial. Il aurait été possible d’appliquer le schéma centré issu de 1’approche
élément fini, mais le schéma décrit ci-dessus ayant un faible cout de calcul, ¢’est celui-ci qui
a été retenu.

Cas du Laplacien de pression modifiée

L’opérateur discret du Laplacien qui intervient dans I’équation de Poisson pour la pression
modifiée est calculé d’une maniere différente. En effet, auparavant les opérateurs de dérivées



premiéres et secondes ont été discrétisés dans ’espace de référence (£,71,(). Dans le cas
précis du Laplacien de pression, 'opérateur est discrétisé dans 'espace de départ (x,y, 2).
Le schéma n’est donc plus compatible: 'application successive de 1'opérateur gradient et
divergence n’est pas égale a l'opérateur Laplacien. Ce choix est justifié par I’emploi d’un
maillage collocatif. L’opérateur est alors obtenu par tensorisation. La dérivée seconde dans
la direction x est alors fournie par le développement suivant :

0*¥ _ 2 Witk = Yigk Vi — Wicr ik
0x? ik Aﬂfi_;_l + AIL'Z A-’Ez’+1 Aﬂfl
Axi-i—l - AIL'Z 83\11
11.1.34
N 3 <8:1:3 ik ( )

Le premier terme d’erreur de troncature dépend de la différence des deux mailles consécutives.
Plus cette différence sera grande, moins le schéma sera précis. Aussi, il est nécessaire d’em-
ployer des maillages dont I’écart entre deux mailles successives est petit. La matrice associée
a opérateur Laplacien ainsi décrit est a diagonale dominante mais non-symétrique. Il est
possible de la rendre symétrique en multipliant par un facteur proportionnel au volume
entourant le noeud M; ;; noté V), ;. :

Vije = (Azi+ Awir)(Ay; + Ayjn) (Az + Azgy) (I1.1.35)

Cette symétrisation de la matrice associée a ’opérateur Laplacien de pression est tres utile
dans le cas de l'utilisation de méthode directe pour la résolution de systemes linéaires. Ce
point est abordé dans le paragraphe lié a I'intégration temporelle.

1.3 Intégration temporelle

Les champs discrets associés aux champs continus de vitesse résolue, de température

(n)

résolue et de pression modifiée sont notés respectivement (71-(”), 7:(“) et TI' . Tls sont définis

par les relations suivante:

U '~ = U (7;t=nAt) (T1.1.36)
T = T(2;t=nAt) (IL.1.37)
i"™ = (2t =nAt) (I1.1.38)

ol la quantité At correspond au pas de temps choisi. Ce dernier est considéré comme constant
dans toute la suite du mémoire. Par souci de clarté et de simplification, les opérateurs discrets
utilisés par la suite sont définis dans I’annexe E. Le probleme discret a résoudre se pose dans
les termes suivants: on recherche les inconnues ( vitesse, température et pression ) au temps
t,+1 sachant qu’elles sont connues pour tous les temps inférieurs a ¢, ;. Les équations sous



forme semi-discrete sont données par le systeme:

/ (n+1)
i (n+1) % (gU) ey <@(n+1),71(n+1),§§771n+1))
T
ot " 1) 1 1 1 1
a; _ (U n+ ) Ui(n+ ) gH(n+ ) n 7)T(nJr ) D <;g%+1)> Ui(”Jr )
s (w0, 5)
(n+1)
8T n ~(Nn —~ n n
o _ e (U +1)) Fn+) + D, <,€g¢n+1)> (n+1) +5MA <-7:og +1)>
+ SMdzsp ( (n+1) 7-v(n+1)>
(I1.1.39)

1.3.1 Différentiation rétrograde d’ordre deux

La méthode de différentiation rétrograde d’ordre deux présentée dans ce paragraphe est
utilisée dans les équations de conservation de la quantité de mouvement et de I’enthalpie pour
les termes diffusifs. [’avantage de cette méthode est qu’elle présente de meilleures propriétés
de stabilité [23] qui permettent de longs temps d’intégration, ce qui est tres important pour
obtenir de bonnes statistiques. Cette méthode consiste tout d’abord a évaluer les termes
instationnaires au temps ¢, 1 de la maniere suivante:

~ (n+1) ~ (n+1) (n—1)
ot 30" — 4™ + )
o = AT + 0 (AF) (I1.1.40)
(n+1) Fn+l) =) n=1)
oT 37 —AT "+ T )
5 = AT + 0 (AF) (IL.1.41)

Une fois les termes instationnaires discrétisés, les termes de diffusion sont alors implicités de
la maniere suivante :

(n+1)
ot e\ (0
- (75) A (I1.1.42)
ot
—(n)  ~(n-1)
3 2At ~mn+1) 44U "~ —U.
9 1—-2=2"p ( (n-l—l)) U - i [
N { { 3 = \Vem i 3
~(n+1)
oT e\
5 —D(E) 7Y = (IL.1.43)



Remarque

L’équation de conservation de la température étant linéaire, il est tout a fait possible
d’impliciter le terme convectif. En effet, dans le cas du scalaire passif, la partie dynamique

et la partie thermique sont totalement découplées. Il suffit pour cela de résoudre la partie

. . . . . ~(n+1
dynamique dans un premier temps, puis la partie thermique ( Ugn ) est alors connu ). La

j
relation (II.1.43) est remplacée par:

~(n+1)

orT

. ~(n+1)
92 _p ( ("“)) 7 — T1.1.44
a1 : (IL1.44)

% { {1 N %At (DT (f’%gﬁnﬂg —Cr (ﬁ;“”))] kD) M}

Pour des raisons de stabilité, ce schéma a été utilisé dans le cas de la marche descendante
qui est abordé dans la partie III.

1.3.2 Schéma d’Adams/Bashforth

La méthode d’Adams/Bashforth [23] consiste a calculer une valeur approchée d’une quan-
tité au temps t,,1 a l'aide des valeurs précédentes connues aux temps t,, t, 1 (...). Dans le
cas du schéma a un pas, ’estimation est fournie par:

A’(nﬂ) ~ Z(n)

(I1.1.45)
Ce schéma a un pas a été utilisé pour I'estimation des modeles sous-maille qui interviennent
dans Dopérateur D et Dr. En effet, ces deux opérateurs discrets font intervenir la visco-
sité sous-maille et la diffusivité sous-maille au temps t,,,. L’utilisation de ce schéma pour
ces grandeurs sous-maille peut étre interprétée comme une linéarisation a 'ordre 1. Cette
linéarisation est nécessaire car ces quantités sous-maille sont fortement non-linéaires. Dans
le cas du schéma a deux pas, ’estimation est fournie par la relation suivante :

~(n+1 3~ 1~m—1

A 2 ey (I1.1.46)

2 2

Cette estimation est appliquée aux termes convectifs ( C et Cr ), au terme de flottaison (P )
et aux termes sous-maille restants ( SM*? SME? et SM7 ). Cette méthode est explicite
et peut étre interprétée comme une extrapolation.

1.3.3 Meéthode de projection approchée

Il existe différentes méthodes pour traiter la contrainte d’incompressibilité. Dans tous
les cas, elles font intervenir une équation de Poisson pour la pression qui est donnée par les
premiéres relations de (I1.1.6) ( cas continu ) et I1.1.39 ( cas discret ). La méthode retenue
dans la cadre de cette these est la méthode dite de projection approchée. Le second membre



de I’équation (I1.1.39) est composé de deux termes. Le premier fait apparaitre une dérivée
partielle en temps. Pour des raisons de consistance[l], il est impératif que ce terme soit
évalué de la méme maniere que les termes instationnaires des deux autres équations. Par
conséquent, on obtient la discrétisation suivante :

~\ (n+1) 3 —4 +
o (2 ~ 05 O1; O1; (I1.1.47)
ot \ Ox; - 2At o

. , n+l A NPT
Le champ de vitesse recherché Ui(n ) doit étre a divergence nulle. En tenant compte de cette
contrainte, la relation précédente s’écrit finalement :

ot \ Oz - At oy At Oz;

(I1.1.48)

Dans le cas de cette méthode de projection approchée, le deuxieme terme de cette équation
de Poisson est évalué par:

2 (ﬁ(n+1)jﬂ(n+1> 5(n+1)) ~ Y (U( M S >> (I1.1.49)

) rTsm sm

1.3.4 Equations semi-discretes sous forme incrémentale

En tenant compte de la discrétisation temporelle de chacun des opérateurs qui inter-
viennent dans le systeme d’équations I1.1.39, il est possible d’expliciter le systeme d’équations
semi-discretes. Par souci de simplification, on introduit les notations suivantes :

E = —C+P+SMu» (I1.1.50)
Er = —Cr+SMPP + SM3 (I1.1.51)

Le systeme peut donc étre récrit de la maniére suivante :

~ (n) (1)
(nt1) 2 Ol 1 o1 ") ~n)
ettt - 2 = ’H(U A ()) I1.1.52
Atom | Atom Vim (I.1.52)
AL\ ~n
{1 - =D (yg;gg)] oY = (IL.1.53)
4~m) 1~m-1) 2At (n+1)  3~mn) 1~m-1)
g 1y q"ty L 2g™ _ g
57 T3 T { g *3 }
AL 1\~
{1 e (/fgzz>:| A (IL.1.54)
4~m) 1~m-1) 2AL 1~(n-1)
o -
3 3 R { & 25T }



Pour réduire les erreurs numériques, la formulation dite incrémentale [19][43] a été retenue.

+1
Elle Consnste a formuler ce systeme d’équations semi- dlscretes a partir des inconnues AU(n )

n+1 +1)
et AT plutot que des inconnues Uf ) et T(n . Ces incréments sont alors définis par

la relation qui suit :

Ag"Y = gt g™ (IL1.55)
AT =g g (I1.1.56)

L’écriture du systeme sous forme incrémentale est donnée par :

T égz " + égz o +H (51-("), T("),’E§ZZ> (IL1.57)
DAt .

[1——§—D<()>]AUH - (IL.1.58)
sall” + g™ 1 () 017+ 22 - 12 )
N —n

{1—-3—9 (<>)}Aﬁ'“): (IL.1.59)
LT 2 {DT (Ro) 7" 4+ 280 - %zg?—”}

1.3.5 Choix de la méthode de résolution du systeme linéaire

Le systeme d’équations semi-discretes (I1.1.57) a (I1.1.59) présenté précédemment conduit
a un probléme semi-implicite a résoudre. Chacune des équations semi-discretes peut étre in-
terprétée comme un systeme linéaire de type Az = b a inverser. Pour la résolution de ce
type de systeme, une méthode de type direct a été retenue. Deux cas de configuration sont
a distinguer : celui du systeme linéaire associé a 1’équation de Poisson et celui associé aux
équations de conservation pour la quantité de mouvement et la température.

Dans le cas de la pression, la matrice A correspond a 'opposé de 'opérateur Laplacien
discret. En raison du maillage a pas variable, la matrice associée a I'application linéaire
n’est pas symétrique. Elle est rendue symétrique en normalisant chacune des lignes par la
quantité V; ;. (I1.1.35), homogene a un volume. Le conditionnement de la matrice n’est pas
tres bon en raison des gros écarts de rapport de maille qui peuvent exister. En effet, dans le
cas d’écoulement a paroi solide, le maillage est souvent tres fin dans la zone proche paroi et
beaucoup plus lache dans les régions éloignées de celle-ci. Pour améliorer le conditionnement
de cette matrice et donc la convergence, on est amené a résoudre le probléeme suivant :

AT = b (I1.1.60)



En introduisant la matrice diagonale D de A, on définit alors les nouvelles matrices g, T et
b par:

A = D:AD: (IL.1.61)
i = Dz (IL.1.62)
b = D 2b (11.1.63)

a condition que la matrice diagonale soit définie positive (z"Dz > 0 ). La nouvelle matrice
A ainsi introduite est beaucoup mieux conditionnée. La multiplication a gauche et a droite
par 'inverse de la racine carrée de la diagonale conserve la symétrie de la matrice A. Pour
la résolution proprement dite du systeme Ax = b, P’algorithme orthocr [12] est utilisé. Tl
a ’avantage de construire une suite de résidus strictement décroissante, cependant il n’est
utilisable que dans le cas de matrice symétrique, ce qui est le notre.

Pour les autres cas, la matrice A correspond & un opérateur de type Zd — a'V?, la matrice
Zd représentant 'identité et V2, I'opérateur Laplacien. La matrice A n’est plus symétrique,
cependant elle reste tres bien conditionnée puisque le coefficient a est tres petit devant
I'unité dans les applications considérées dans le mémoire. Il n’est donc plus nécessaire de
préconditionner le systeme, en revanche 1'utilisation de 'algorithme orthocr n’est plus pos-
sible. Le choix s’est donc porté sur I'algorithme du bi-gradient conjugué stabilisé [107].

Dans les deux cas de configuration, le critere d’arrét € pour la méthode de résolution est
évalué en fonction du second membre b de la maniere suivante :

[Azs — bllL,
161l

ol x4 correspond a la solution approchée du systeme. Dans la pratique, ce critere d’arrét est
fixé a 1073,

(IL.1.64)

1.3.6 Prise en compte des conditions aux limites

Dans le paragraphe précédent, on a montré que la résolution du systeme d’équations
discretes 11.1.57 a I1.1.59 correspondait a l'inversion de cinq systémes linéaires: un pour la
pression modifiée, trois pour le champ de vitesse et le dernier pour le champ de température.
Dans tous les cas de figure, la solution recherchée vérifie le probleme physique suivant :

Az™ = p™ dans Q— 90
™ = M gur I'p
(n)
9x™ )
on
ou I'opérateur discret A réprésente ’'opposé de 'opérateur Laplacien discret ou 'opérateur
Td — aV? discret.

(I1.1.65)

sur I'y



La prise en compte des conditions aux limites peut se faire de deux fagons. La premiere
possibilité consiste a tenir compte des conditions aux limites des 1’écriture du systeme
linéaire, avant d’appliquer la méthode de résolution retenue. Ce choix conduit alors a mo-
difier le second membre et la matrice A. Par souci de clarté, on va prendre par exemple le
cas ou la matrice A est un Laplacien 1D : la matrice associée est en fait une matrice tridia-
gonale. On suppose que cette matrice contient n? éléments. Dans tous les cas de figure, les
indices 1 et n correspondent aux deux bords du domaine sur lesquels une condition de type
Dirichlet ou Neumann est appliquée. Pour illustrer ces deux conditions, on suppose qu’une
condition de Dirichlet est appliquée pour l'indice 1 et une condition de type Neumann est
employée pour l'indice n. Cette derniere nécessite 'utilisation d'un développement limité
pour exprimer une relation entre xz,, et x,,_;. Le systeme linéaire Ax = b s’écrit alors:

(71 = fp
—hl’l —+ 2hfl?2 — hfL’g = b2
< —hxk,l + 2h$k - h$k+1 = bk (11166)

—h.’L'n_Q + 2hfL’n_1 - hﬂ?n = bn—l
\ Tn = Tp-1+ th

En utilisant le fait que les éléments x; et x,, sont connus, ce systeme peut donc étre récrit
sous la forme suivante:

( +2hxy — hxs = by + th

< —hxk,l + 2h$k - h$k+1 = bk (11167)

\ —h.’L'n_Q + (2h - h) Tn—1 = bn—l + th

Cela conduit donc & résoudre un nouveau systeéme linéaire équivalent du type A’z = ¥
a n — 2 inconnues pour n — 2 équations qui correspond bien a l’inversion du Laplacien a
I’intérieur du domaine.

La deuxieme possibilité consiste a prendre en compte les conditions aux limites au mo-
ment de la recherche de la solution. En effet, les méthodes Bi-CGSTAB et ORTHOCR ap-
partiennent aux méthodes itératives instationnaires dans lesquelles la solution x du systeme
complet est approchée par incrément. A partir d’une estimation arbitraire notée 7, de la
solution 2™, on construit une nouvelle solution notée z; et ainsi de suite:

ry = %04—&0
T = Tp1+Qp

mea.z - meaa:fl + O{Nmazfl



Ty, apparait alors comme la solution approchée du systeme. Le calcul de ces incréments
nécessite plusieurs produits matriciels entre A et différents vecteurs. C’est lors de ces produits
que I’on doit prolonger ces vecteurs. Puisque I’on cherche la solution a I'intérieur du domaine,
le second membre est alors forcé a zéro sur les frontieres du domaine, ce qui impose a tous
les incréments calculés d’étre nuls sur ces frontieres.

[A:fo]l = Eg’l =0 (11168)
[AZg], = —hZo1 +2hToo — hXy s (I1.1.69)
: (I1.1.70)

Le vecteur T, est alors prolongé juste avant le produit AZy ( Zo1 = fp )et les bords forcés
a zéro apres le produit ( Zo; = 0 ). Seul le vecteur x, est prolongé par les conditions aux
limites du probleme physique, tandis que tous les autres incréments sont prolongés au moyen
de conditions aux limites homogenes. En effet, si on décompose la solution # comme la somme
To + 79, on obtient le probleme équivalent pour ry :

Aro = b — A7, dans Q — 09

o = 0 sur FD 11.1.71
o, (I1.1.71)
— =0 sur I'y
on

ce qui explique pourquoi seule I'estimation z, est prolongée au moyen des conditions aux
limites physiques. Le choix de Z, est donné par la solution z~Y dont les valeurs sur les
bords du domaine sont modifiées pour vérifier les conditions aux limites, c’est ce dernier
choix qui a été retenu.






Chapitre 2

Géomeétrie et caractéristiques des
simulations

L’écoulement entre deux plaques planes infinies a fait ’objet de nombreuses études
expérimentales et numériques [25] [77][57][75]. En revanche, peu de simulations directes ou
de simulations des grandes échelles sont a notre disposition si I’on considere le transport tur-
bulent d’un scalaire passif ( ou du champ de température ) dans un canal plan. La premiére
simulation directe pour le transport d’un scalaire passif ( champ de température ici ) est
due a Kim et Moin [56]. L’écoulement simulé correspond alors & un fluide contenant une
source interne de chaleur qui s’évacue par I'intermédiaire des parois froides du canal. Leur
simulation a permis de confirmer la tres forte corrélation entre les fluctuations de la vitesse
longitudinale et de la température, ce qui avait déja été observée expérimentalement. Ils ont
aussi mis en évidence la présence de structures thermiques allongées. Lyons[73] [74] a présenté
des résultats similaires dans le cas du transport turbulent d’'un champ de température. Dans
son cas, la paroi inférieure du canal est maintenue a une température chaude alors que la
paroi supérieure est conservée a une température froide. Kasagi et al.[50][51] ont pour leur
part effectué le meéme type de simulation directe d’un scalaire passif. La différence est liée,
la encore, aux conditions thermiques. Des auteurs comme Calmet et al.[16] ont utilisé la
simulation des grandes échelles pour étudier le transport d’un polluant, représenté par sa
concentration, pour des valeurs tres élevées du nombre de Schmidt ( dans le cas du trans-
port du champ de température, ce nombre est équivalent au nombre de Prandtl ). Enfin,
Kawamura et al. [53][52] ont continué les travaux de Kasagi en étudiant le transport turbu-
lent du champ de température pour des valeurs du nombre de Prandtl variant de 0,025 a 5, 0.

Cette configuration académique est un tres bon cas de validation pour les simulations des
grandes échelles. Dans le cadre de cette these, seul le cas du scalaire passif a été abordé:ily a
donc découplage total entre le champ dynamique et le champ thermique. Ce découplage per-
met de valider dans un premier temps les différents modeles adaptatifs qui ont été présentés
dans le chapitre 2 de la partie I. Une fois choisi le modele pour le tenseur de Reynolds sous-
maille donnant les résultats les plus satisfaisants, il reste a valider dans un deuxieme temps
la partie thermique de 1’étude, sur la méme configuration. L’aspect validation est présenté



dans les chapitres 3 ( partie dynamique ) et 4 ( partie thermique ) de cette partie.

Les deux paragraphes suivants présentent le domaine de calcul retenu, ainsi que les
différentes caractéristiques des simulations des grandes échelles effectuées. Le dernier pa-
ragraphe est consacré aux conditions initiales et aux limites pour le cas particulier du canal
plan infini.

2.1 Choix du domaine de calcul

Dans le cas du canal plan, la turbulence est directement affectée par la présence de la
paroi solide qui agit sur le fluide par I'intermédiaire des contraintes visqueuses[32]. Quelque
soit le nombre de Reynolds, il existe une zone proche paroi plus ou moins fine dans laquelle
les effets visqueux sont prépondérants. Cette zone est appelée sous-couche visqueuse. Il en est
de méme pour le champ thermique: on parle de zone de conduction thermique dans laquelle
les effets de conduction moléculaire sont prépondérants par rapport a la convection. Cette
zone peut étre plus ou moins fine que 1’épaisseur de la sous-couche visqueuse, cela dépend de
la valeur du nombre de Prandtl. On est amené a définir une nouvelle échelle de vitesse notée
u, ainsi qu'une nouvelle échelle de longueur /. qui sont deux échelles appropriées au voisinage
de la paroi. Dans I'hypothese d’incompressibilité, elles sont définies par les relations:

ur (r,y) = \/V%(z,y,[))‘ (I1.2.1)
l; (z,y) = m (I1.2.2)

La distance a la paroi mesurée a ’aide de cette échelle de longueur [, est alors exprimée en
unités de paroi au moyen de la relation:

7 (x,y) = e 7) (11.2.3)

De la méme maniere, il est possible d’introduire une quantité homogene a une température
nommeée la température de frottement. Elle correspond au rapport entre le flux de chaleur a
la paroi et la vitesse de frottement. Elle est définie par la relation:

T
Ha_ (fL’,y,O)
07’ (xay) - 82—

ur (1) (I1.2.4)

Il est aussi possible de définir une unité de temps basée sur la vitesse de frottement et la
viscosité moléculaire. Cette unité de temps notée ¢t est définie par:

tt = — (I1.2.5)



La sous-couche visqueuse s’étend jusqu’a z+ = 5 en supposant que 2™ = 0 corresponde a la
paroi solide. Dans cette zone, les effets convectifs sont tres négligeables face aux contraintes
visqueuses. La zone tampon est comprise entre 2T = 5 et 27 = 30: ¢’est dans cette zone que
I’on trouve le maximum de production d’énergie turbulente. La zone logarithmique s’étend
de 2zt = 30 et jusqu’a z = 0,3 ( la grandeur z correspondant & la distance a la paroi
adimensionnée par la demi-hauteur du canal ou par I’épaisseur de couche limite suivant la
nature de I’écoulement ). Au dela de z* = 50, on passe dans la zone externe dans laquelle les
effets de paroi deviennent négligeables: la turbulence y est alors homogene. La figure 11.2.1
illustre ce découpage.

7
Zone centrale
Zone externe
Zone logarithmique
L J q | 50
7777777777777777777777777777777777777777777 + 30
Zone visqueuse Zone tampon
procheparoi | +5
Sous-couche visgueuse 0
|

Fic. I1.2.1: Illustration des différentes zones

En ce qui concerne le champ thermique, le découpage précédent ( zones proche paroi, tam-
pon, logarithmique et centrale ) reste tout a fait valable. La différence provient de I’épaisseur
de chacune des zones qui, on le rappelle, dépend de la valeur du nombre de Prandtl. Dans
le cas d’'un nombre de Prandtl inférieur a I'unité, la zone proche paroi est plus épaisse. A
contrario, pour un nombre de Prandtl supérieur a I'unité, la zone de conduction est alors
plus fine. Dans ce type d’écoulement & paroi solide ( canal plan ou couche limite ), ¢’est au
voisinage de la paroi que nait la turbulence, plus précisément dans la zone tampon. En ef-
fet, la production d’énergie turbulente y est maximale. Certains auteurs [60] ont caractérisé
des structures appelées "streaks” qui sont le siege de la production d’énergie turbulente.
Ces streaks sont en fait de minces filets de fluide lents ou rapides étirés dans le sens de
’écoulement et finement espacés. Leur longueur moyenne A est de 'ordre de 1000 unités
de paroi et ’espacement moyen )\; , de I'ordre de 100 unités de paroi.

[’écoulement entre deux plaques infinies est simulé en utilisant des conditions aux limites
de type périodique dans les directions principale et transverse de 1’écoulement, présentées
dans le paragraphe 2.3, alors qu’une condition d’adhérence est imposée sur la paroi. Le choix
de la période spatiale et de la distance de la premieére maille a la paroi est important. La
période spatiale des structures cohérentes de I’écoulement turbulent simulé conditionne alors



la taille du domaine de calcul: il doit impérativement étre plus grand que ces deux périodes
spatiales A} et A Le domaine de calcul ( dimensionné ) retenu dans toutes les simulations
présentées par la suite est défini par:

x € [—2mLgy;2m Lo (I1.2.6)
y e[—ngng (I1.2.7)
z € [—Lo; Lo] (11.2.8)

La figure I1.2.2 illustre la configuration du canal plan et le choix des axes du repere.

2|

X

LZ:Z—O

Ly=4rLg

Fi1aG. I1.2.2: Domaine de calcul

La taille du domaine de calcul en unités de paroi est obtenue a l’aide du nombre de
Reynolds noté Re, basé sur la vitesse de frottement u, et la demi-hauteur de canal h. La
longueur L, et la largeur L, du domaine exprimées en unités de paroi sont données par le
tableau I1.2.3 en fonction des nombres de Reynolds Re, étudiés.

Re, L} L}
180 2262 565
395 1964 1240

Fic. 11.2.3: Taille du domaine en unités de paroi

Ces valeurs du nombre de Reynolds nous assurent alors que les corrélations a deux points
dans les deux directions de périodicité sont négligeables a partir d’une distance de 1’ordre de
la moitié de la longueur du domaine de calcul [57].



2.2 Choix du maillage

Trois niveaux de résolution pour le maillage sont a distinguer. Tout d’abord, on parle
de simulation des grandes échelles a haute résolution lorsque le pas d’espace dans le sens de
’écoulement ( X ) est voisin de 35 unités de paroi ( Azt ~ 35 ) et que le pas d’espace dans
la direction transverse a I’écoulement ( Y ) est inférieur & 10 unités de paroi ( Ay™ < 10 ).
Ce type de maillage permet de prendre en compte de fagon relativement fine des structures
telles que les ”streaks”. On s’attend par ailleurs a ce que le modele sous-maille n’ait que
peu d’effets sur ce type de maillage. Ensuite, on définit la simulation des grandes échelles
de moyenne résolution comme celle dont les pas d’espace vérifient les relations en unités de
paroi :

Azt~ 70 ~ 80 (I1.2.9)
Ayt ~ 15~20 (I1.2.10)

Et enfin, on qualifie de simulation des grandes échelles a basse résolution celles qui vérifient
les relations:

Azt ~ 155 (IL.2.11)
Ayt ~ 35~ 40 (11.2.12)

Dans ces deux configurations et contrairement au cas haute résolution, on devrait observer
des effets significatifs, c’est ce que l'on verra dans les deux chapitres suivants. Ces trois
classifications sont a4 comparer avec les critéres proposés par Zang [118] pour réaliser une
bonne simulation des grandes échelles. Zang propose :

Azt < 80 (11.2.13)
Ayt < 40 (11.2.14)

avec trois points dans la sous-couche visqueuse, c’est a dire, 2t < 5. Il précise aussi qu’une
simulation directe de tres bonne qualité peut étre obtenue pour des pas d’espace de 1’ordre
de:

Azt < 10 (11.2.15)
Ayt < 6 (11.2.16)

En ce qui concerne I'utilisation de schéma précis a I’ordre deux en espace, des auteurs comme
Zahrai[117] ont observé que de bons résultats peuvent étre obtenus si:

Azt < 100 (11.2.17)
Ayt < 12 (11.2.18)

Le tableau (I1.2.4) donne le récapitulatif des différentes caractéristiques des simulations
des grandes échelles effectuées et des simulations directes de référence. Dans la colonne
concernant le nombre de points de la simulation considérée, le chiffre entre parentheses
correspond au nombre de points nécessaires pour avoir le méme domaine de calcul.



Nombre de points Re, = 180 Re, = 395

N, | N, [N [[Az" [Ay? [ Az | Azt [ AyT [ Azl
maillage fin 64 64 67 39 8,8 1 78,4 | 18,4 1
maillage grossier 32 32 67 71 | 17,6 1 156,8 | 36,8 1
Kim et al.[57] 128(188) | 128(30) | 129 || 12 | 7 | 0,05 - -] -
Mansour ef al[75] | 256(497) | 192 | 193] - | - | - || 10 | 6,5 0,05
Kawamura et al.' | 128(256) 128 66 || 9,0 | 4,5 | 0,40 - - -
Kawamura et al.? | 256(512) 256 128 || 4,5 | 2,25 0,20 - - -

Fic. 11.2.4: Tableau récapitulatif des nombres de points et des pas d’espace en unités de
paroi pour les simulations des grandes échelles effectuées et pour les simulations directes de
référence

Par souci de clarté, les quatre cas de calcul hors modeles sont définis par le tableau I1.2.5.
Le maillage correspondant & la résolution 64x64x67 ( respectivement 32x32x67 ) est nommé
maillage A ( respectivement maillage B ). Par exemple, le cas du maillage fin pour une valeur
du nombre de Reynolds égale & 180 est noté A/180.

| maillage [| Re; =180 | Re, =395 |
64x64x67 | A/180 A/395
32x32x67 | B/180 B/395

Fia. 11.2.5: Tableau récapitulatif des cas de calcul hors modeles

D’apres les critéres de résolution introduits précédemment, le cas A/180 correspond au
cas haute résolution. En revanche, pour le cas A/395, il correspond & un cas de moyenne
résolution. En ce qui concerne le maillage grossier, on parle de résolution moyenne pour le
cas B/180 et de basse résolution pour le cas B/395. La différence entre le maillage A et le
maillage B pour un méme nombre de Reynolds concerne uniquement les deux directions de
périodicité dans lesquelles le pas d’espace est divisé par deux. Dans la direction normale a
la paroi, la distribution est la méme pour un nombre de Reynolds fixé. Elle est donnée par
la transformation suivante [27][63][2]:

[—1;+1] — [—1;+1] (I1.2.19)
z 1
~ tanh (*y (———))
1 L 2
SN 0 (I1.2.20)
Lo Lo 2 <1 )
tanh 37

1. Cas Pr < 1 [53]
2. Cas Pr > 1[53]



Le parametre ~y caractérise la concentration des points au voisinage de la paroi. Dans tous
les cas, il est choisi de telle maniere que 'on ait le premier point du maillage au dessus de
la paroi & 2™ = 1, ce qui impose alors les valeurs suivantes:

— pour le cas bas Reynolds, v = 4,8375 ,

— pour le cas haut Reynolds, v = 3, 7870 .

La figure (I1.2.6) illustre la distribution en tangente hyperbolique utilisée pour toutes les
simulations des grandes échelles.
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Fic. 11.2.6: Valeur du pas d’espace dans la direction normale a la paroi en fonction de la
distance a la paroi inférieure : a gauche, distribution pour Re, = 180 et a droite, distribution
pour Re, = 395.

Les variations du pas d’espace, en unités de paroi, dans la direction normale sont données
en fonction de la distance a la paroi. La variation maximale entre deux mailles consécutives
est de l'ordre de 10 & 14% selon le nombre de Reynolds considéré. Ces maxima sont obtenus
au voisinage de la paroi. Le pas de temps des simulations est choisi comme valant AtT =
9,81.102 pour le cas Re, = 180 et AtT =1,97.10 2 pour le cas Re, = 395. Ce choix assure
une bonne représentation temporelle de la dynamique proche paroi. Les effets du filtrage
temporel dus a l'intégration en temps sont alors supposés négligeables devant les effets du
filtrage spatial.



2.3 Conditions initiales et conditions aux limites

2.3.1 Conditions aux limites pour le champ dynamique

Une condition d’adhérence est employée sur les deux parois solides du canal plan. Cela
correspond a une condition de type Dirichlet présentée dans le chapitre 2:

Pour simuler la taille infinie du canal plan, une condition de périodicité est utilisée dans les
deux directions paralleles aux parois solides du canal. Cette condition est illustrée par le
croquis I1.2.7.

Fi1c. I1.2.7: Gestion de la périodicité : recouvrement sur deux points.

Trois mailles fictives sont créées dans chacune des directions de périodicité et contiennent
les valeurs du champ considéré sur le bord opposé afin d’assurer la périodicité. On parle de
simulation temporelle du canal plan, en opposition a la simulation spatiale. Dans le cas
d’une simulation temporelle du canal, tout se passe comme si la boite de calcul parcourrait
un canal plan infini & la vitesse uniforme U,, ( voir figure 11.2.8 ).

Fic. 11.2.8: Illustration de la simulation temporelle d’un canal plan infini.

L’utilisation de cette condition de périodicité nécessite I’emploi d’un terme de forcage pour
contre-balancer la perte de charge dans le canal.



2.3.2 Forcage pour le champ dynamique

Ce terme de forcage est en fait homogene a un gradient de pression moyen dans le sens
de ’écoulement principal ( suivant X ). On dénombre deux types de forcage :

— un forcage a gradient de pression moyen constant;
— un forcage a vitesse débitante constante.

Dans le premier type de forcage, le gradient de pression moyen est fixé, ce qui revient alors
a conserver la vitesse de frottement a la paroi. En effet, le gradient de pression moyen dans
le sens de I’écoulement est directement relié¢ a la vitesse de frottement a la paroi [22]. Par
conséquent, la vitesse débitante initiale ne peut plus etre conservée. Dans le deuxieme type
de forcage, la vitesse débitante est alors conservée: le gradient de pression moyen dans le
sens de ’écoulement varie donc au cours du temps. Le choix retenu pour toutes les simula-
tions effectuées dans la configuration du canal plan infini correspond au deuxieme type de
forgage ( conservation de la vitesse débitante ). Ce choix n’est pas arbitraire: Deschamps
[27] a montré que le temps d’établissement d’un écoulement pleinement turbulent & partir
d’un profil laminaire avec ce type de forgage est le plus court ( rapport 10 entre les deux
types de forgage).

Le point de départ pour obtenir ’algorithme de forcage est 1’équation de quantité de
mouvement dans la direction principale de ’écoulement, a savoir, la direction X :
oU, 0 ,—— oIl 1 0%,
—+— (WU;+7;) = ——+—=—
ot 0z; ( A ) Or;  Re 0x;0x;

(I1.2.22)

On définit un opérateur de moyenne dans les plans X et Y constants qui est noté (.) - (2;t).
L’application de cette opérateur a 1’équation 11.2.22 conduit & la nouvelle équation :

0 — [ J—— 0 ,— 1 02
a <U>XY + & (<U W>XY + <T13>XY) = = 8_x <H>XY + @% <U>XY (11'2'23)

La vitesse débitante de ’écoulement est alors donnée par la relation suivante :

L,
U = + / ()., dz (I1.2.24)
z J0

En effectuant I'intégration suivant la direction normale, on obtient alors une équation d’évolution
pour la vitesse débitante moyenne U, :
dU,, 1 ("

—+_

dt L. Jo (UW) gy + (mi3) xy) dz = (I1.2.25)

J/
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La simplification de cette équation pour la vitesse débitante s’écrit finalement :

dU,, 1710 L.
= _F (t)+ [Reaz< >Xy}0 (I1.2.26)
S (1)

Le deuxieme terme du second membre correspond alors au carré de la vitesse de frottement
a la paroi ( paroi inférieure ou supérieure ). L’algorithme de forcage est donc obtenu en
discrétisant cette équation :

~(n+1 ~ ~

o = g™y arg™ (I1.2.27)
ol le terme de gauche est I'estimation de la vitesse débitante au temps ¢, calculée a partir
de la vitesse débitante réelle de la simulation au temps t,,. Le forcage calculé au temps ¢,
est alors fourni par I'algorithme d’asservissement suivant :

B = B o (00 -0)) + (00 - 0)) (11.2.28)

m

2.3.3 Conditions aux limites pour le champ thermique

En ce qui concerne les conditions aux limites pour le champ de température, il existe
plusieurs choix qui dépendent du probléme physique considéré[106]. On peut citer des au-
teurs comme Kim et Moin [56] qui considére dans leur simulation directe qu’il existe une
source interne qui crée de la température. La température est ensuite absorbée par les deux
parois froides. D’autres auteurs comme Lyons [73][74] simulent un fluide qui est chauffé par
la paroi inférieure et refroidie par la paroi supérieure.

Les conditions aux limites pour le champ thermique sont celles proposées par Kasagi
[50][51] : les deux parois du canal plan sont chauffées de fagon identique. Cette condition
impose alors que la température moyenne de paroi augmente linéairement dans le sens de
I’écoulement ( X ). Par conséquent, on est amené & décomposer le champ de température T
comme la somme de deux termes:

T (z,y,2t) = (T, >Y + 0O (2,9, 2; 1) (I1.2.29)

ou les quantités <Tw>y et © apparaissent respectivement comme la température moyenne a
la paroi et une différence de température locale. En remplacant cette décomposition 11.2.29
dans I’équation de conservation de la température, on obtient I’équation de conservation
pour la température O :

0 0 _ d(Ty) 1 00

— +—(OU; + 7)) + U, —LF = ——— I1.2.30

ot Ox; ( 7 ) Y d Pe 0z;0z; ( )
La température moyenne de paroi notée <Tw>y étant linéaire, son gradient dans le sens de
I’écoulement est alors constant. Il est alors possible d’expliciter ce dernier de maniere a ce



que la température moyenne notée 6, associée a la différence de température locale O soit
constante au cours du temps. La quantité 6, est définie par la relation :

_ 1 (L= _
On = L_/o (0) 4y dz (I1.2.31)

ou l'opérateur (.) vy (2;t) correspond a un opérateur de moyenne dans des plans paralleles a
la paroi. En appliquant cet opérateur a 1’équation de conservation de ©, on obtient :

0 i Jy— — dTw), 1 &*
ot <@>XY + EP (<@ W>XY + <T9j>XY) + <U>XY dr Pedzdz <@>XY(II'2'32)

En intégrant cette équation dans la direction normale a la paroi, on obtient I"équation
d’évolution pour la température moyenne 6, :

o, 1 (L9
ot +§/0 0z (O W) xy + (105)) d'i (11.2.33)
=0
L d(T,)y, 1 =1 o
+f/() <U>Xydi i = I.). Peoos (©) 4y dz (11.2.34)

- U,

En supposant que la quantité 6, soit conservée au cours du temps, cela conduit aux simpli-
fications suivantes:

_d{T, 110, 1"
UmM = — |—=(0) (I1.2.35)
dx L, | Pe0z Y1
ou le second membre de ’équation s’identifie & un flux de chaleur a la paroi. Pour conserver
la quantité 6,,, il est alors nécessaire que le gradient de la température de paroi moyenne

dans la direction X vérifie la relation suivante:

1710 — L
(T, T e O,
do U,

(I1.2.36)

Cette décomposition est utilisée par [51][53] pour leurs simulations directes qui vont servir
de données de références. Cette condition impose alors que le champ de température © soit
nul sur les deux parois:

O(2=+Ly) = 0 (I1.2.37)



2.3.4 Conditions aux limites pour la pression

Dans le paragraphe 1.1.1 de cette partie, nous avons vu qu’il était consistant de se
munir d’une condition limite de type Neumann pour la pression lorsqu’une condition de
type Dirichlet était utilisée pour le champ de vitesse. Dans le cas du canal plan infini,
une condition d’adhérence est employée pour le champ de vitesse sur les deux parois. Par
conséquent, le champ de pression vérifie une condition de type Neumann. Le probleme ainsi
formulé est mal posé : la matrice associée au Laplacien discret n’est pas inversible. La pression
est alors connue a une constante pres. Il est donc nécessaire de fixer le niveau de pression, ce
qui revient a fixer la constante. Pour cela, il suffit de retrancher la moyenne de la pression
sur le domaine de calcul a chaque pas de temps:

—/

T (z,y,2t) = I(x,y,2t) — (), (t) (I1.2.38)

La nouvelle pression T ainsi calculée est une pression a moyenne nulle. Le probléme physique
—

résolu n’est pas modifié puisque le gradient de pression II est strictement égal au gradient

de pression II.

2.3.5 Conditions initiales

Dans le cas du canal plan, l'initialisation du champ de vitesse utilisée est celle proposée
par [27]. L’idée est de superposer un profil de vitesse de type Poiseuille qui est solution des
équations de Navier-Stokes pour le canal et une perturbation arbitraire a divergence nulle.
Soit :

T(Fi0=0) = Tp+R eV (2)e107 4 e, (2)e (07 +5Y) (I1.2.39)
La perturbation doit impérativement vérifier les conditions aux limites ( conditions d’adhérence
et de périodicité présentées dans le paragraphe 2.3.1 ), mais elle doit aussi étre & moyenne
nulle pour que le débit initial ne soit pas modifié. Cette derniere condition provient du choix
de conserver le débit au cours de la simulation plutot que de conserver le gradient de pres-
sion. Cette condition est immédiatement réalisée pour la perturbation choisie si les nombres

d’onde « et ( valent exactement I'inverse de la taille du domaine dans les directions (X) et
(Y):

1

_ 11.2.40

o e ( )
1

- I1.2.41

b Ly ( )

En raison de Iintroduction du nouveau champ de température © défini par la relation
(I1.2.29), la condition initiale est obtenue a 'aide du champ de vitesse résolue dans le sens
de I’écoulement principal de la maniere suivante :

O(T;t=0) = PrU(T;t=ty) (11.2.42)



Elle correspond a 'initialisation proposée par Kasagi [51]. Il n’est pas nécessaire de perturber
le champ de température car le champ de vitesse U l'est déja. Puisque seul le cas du scalaire
passif a été abordé dans le cadre de cette étude, il est donc possible de découpler les calculs
des champs dynamique et thermique, c’est pour cela que le temps ¢y n’est pas forcément nul.






Chapitre 3

Résultats sur le champ dynamique

Ce chapitre est consacré a I'analyse des résultats obtenus pour le champ de vitesse résolue
U,. En effet, le cas du scalaire passif étant le seul cas thermique abordé dans cette étude,
il est alors possible de découpler la partie dynamique de la partie thermique du probleme.
L’étude des modeles sous-maille présentée sur la partie dynamique est effectuée sur deux
maillages différents ( fin et grossier ) et pour deux valeurs du nombre de Reynolds ( bas et
haut ). Pour chacun des cas, a savoir les deux maillages fin et grossier et les deux valeurs du
nombre de Reynolds Re, ( nombre de Reynolds basé sur la vitesse de frottement a la paroi),
les sept modeles sous-maille suivants sont utilisés:

— la version sélective (1.2.72) des modeles de Smagorinsky (1.2.23), fonction de structure
(I.2.32) et d’échelles mixtes (1.2.27) notés respectivement Sslc, SFslc et MSslc;

— la version filtrée (1.2.73) du modele de Smagorinsky, fonction de structure et d’échelles
mixtes notés respectivement Sfil, SFfil et MSfil;

— le modele de Smagorinsky dynamique (I.2.66) noté Sdyn.

Dans le but de vérifier 'influence des modeles sous-maille et leur intérét, une simulation sans
modele pour chacun des cas étudiés a été effectuée ( cas DNSc ).

Les simulations des grandes échelles présentées sont tout d’abord validées en comparant
les résultats obtenus pour le champ de vitesse moyen avec les données de Kim et al. [57] pour
le cas Re, = 180 et de Mansour et al. [75] pour le cas Re, = 395, ces données étant issues
de simulations directes. La comparaison des autres quantités turbulentes est problématique.
En effet, le filtre effectif ( longueur exacte du filtre, expression analytique du filtre ) associé
aux simulations des grandes échelles effectuées n’est pas connu, par conséquent, il n’est
pas possible de filtrer les données de Kim ou de Mansour, ni de défiltrer nos résultats.
Comme le remarquent Hértel et Kleiser [45] [44], les comparaisons entre simulations directes
et simulations de grandes échelles ont un sens pour les quantités liées au champ de vitesse
moyen, en revanche, elles sont sources d’erreurs pour toutes les autres quantités a cause
des fluctuations turbulentes non résolues. Pour toutes ces raisons, les données issues des



simulations directes de Kim ou de Mansour sont considérées comme données de référence
seulement pour les comparaisons avec le champ de vitesse moyen.

3.1 Champ de vitesse moyen

Dans ce paragraphe, les résultats obtenus au voisinage de la paroi et sur la ligne centrale
sont discutés en comparant avec les résultats de référence. Le tableau (II.3.1) présente les
erreurs relatives associées a la vitesse de frottement résolue u, et la vitesse résolue sur la ligne
centrale U, par rapport aux résultats de référence. Ces deux erreurs relatives sont discutées
séparément.

U U.
Re, = 180 Re, = 395 Re, = 180 Re, = 395

Grossier | Fin | Grossier | Fin | Grossier | Fin | Grossier | Fin
DNSc +13 +15 +2.8 +15 -4.6 -3.9 -5.8 -4.9
Sdyn +9.4 +15 +3 +12 -4.6 -3.6 -5.4 -3.8
Ssle +1.1 +5.6 -22 -9 -3.7 -3.8 -5 -3
SFsle +4.4 +12 -5 +5 -3.2 -3.1 -5.1 -3.6
MSsle -2.8 +1.7 -18 -9.5 -3.8 -3.1 -4.3 -3.8
Sfil +11 +14 +3.5 +13 -4.4 -3.5 -4.9 -3.7
MSFfil +8.3 +14 +1 +11 -3.8 -3.9 -4.5 -3.6
SFfil +8.9 +13 -0.3 +10 -4.3 -3.8 -4.5 -3.8

Fic. 11.3.1: Erreur relative ( en % ) commise sur la vitesse de frottement résolue u, et la
vitesse résolue au centre U, par rapport aux données de référence issues des simualtions
directes.

3.1.1 Vitesse résolue au centre

Le tableau (I1.3.1) indique que la vitesse résolue au centre U, est sous-évaluée et que
Perreur relative est alors comprise dans une fourchette de 'ordre de —3 & —5% pour tous
les cas, ce qui est un résultat tout a fait satisfaisant. En effet, dans la littérature, certains
auteurs comme Zarhai et al. [117] rapportent des erreurs du méme ordre de grandeur pour
le cas Re, = 180 en utilisant un modele de Smagorinsky anisotrope, pour une résolution
que 'on peut qualifier de moyenne selon le critere défini dans le chapitre 2. Les auteurs
obtiennent une erreur relative de —5,26% pour des pas d’espace valant Az™ = 70,7 et
AyT = 8,8 et une erreur relative de —1,68% pour des pas d’espace valant Azt = 70,7 et
AyT = 17,7. En revanche, ces mémes auteurs constatent une surévaluation de 10% pour U,
lorsque le premier point du maillage dans la direction normale & la paroi est situé & zt =5
( sous-couche visqueuse non résolue ). Cependant la méme gamme d’erreurs ( de 1% a 5% )
est observée par Hirtel et Kleiser [44] en utilisant un modele de Smagorinsky optimisé pour



trois nombres de Reynolds ( Re, valant 115, 210 et 300 ) avec une résolution moyenne
( Azt =80 et Ayt = 30 ). La différence provient du fait que la vitesse résolue au centre
est, surévaluée. Pour un nombre de Reynolds donné et quelque soit le modele sous-maille
utilisé, le raffinement du maillage améliore les résultats, tandis que ’'utilisation d’un modele
sous-maille sur un maillage grossier ne conduit pas forcément a de meilleurs résultats. Cette
constatation est en accord avec les conclusions de Hértel et al. [44]. Zahrai et al. [117] ont
obtenu des résultats plus mauvais en raffinant le maillage dans la direction transverse a cause
de la forte anisotropie du maillage utilisé.

3.1.2 Vitesse de frottement résolue

En ce qui concerne la vitesse de frottement résolue u,, les résultats récapitulés dans le
tableau (I1.3.1) sont moins satisfaisants que ceux obtenus précédemment.

Cas Re, = 180

Pour le cas Re, = 180, une tendance générale a surestimer cette vitesse de frottement
résolue est observée: la valeur la plus haute est fournie par le cas sans modele ( noté DNSc ).
Ce résultat est consistant avec ceux de Hartel et Kleiser [45]. En effet, ces dernier rapportent
la méme surévaluation dans leur simulation directe effectuée sur un maillage grossier: 15%
d’erreur sur la contrainte tangentielle a la paroi pour leurs trois valeurs du nombre de Rey-
nolds. Sil'on compare les résultats avec ceux de Sarghini et Piomelli[97], on observe la méme
tendance: ces auteurs obtiennent une erreur relative de ’ordre de 6% pour le cas Re, = 180
avec une résolution moyenne ( Azt = 35,5 et Ayt = 15,7 ), et une erreur relative de 18%
pour un nombre de Reynolds valant 1050 et une résolution que 1’on peut qualifier de moyenne
( Azt =103 et Ay™ = 25,8 ). Ce phénomene provient du fait que la simulation dans le
cas sans modele ne prend pas en compte 1’énergie cinétique résolue drainée des grandes vers
les petites échelles qui résulte de I'augmentation des fluctuations turbulentes et du profil de
vitesse plus raide au voisinage de la paroi.

Les erreurs numériques ont aussi une grande influence dans ce cas sans modele. En effet,
Najjar et Tafti [80] ont démontré que l'utilisation d’un schéma décentré biaisé ( ”upwind
biased” ) dans une simulation directe conduit a la sous-estimation du frottement a la paroi.
Le choix de la localisation des inconnues influence de la méme maniere les résultats sur le
frottement pariétal. L'utilisation d’un schéma précis a 1'ordre deux sur une grille décalée
conduit au méme résultat : la sous-estimation de la vitesse de frottement a la paroi [15]. Ce
résultat concerne le cas bas Reynolds ( Re, = 180 ), avec une résolution moyenne : Ax* = 72,
Ay* = 24. Cabot[15] montre que I'utilisation d’une grille plus fine ( Az™ = 36, Ayt =12))
avec le meme schéma d’ordre deux ou l'utilisation d’une méthode spectrale permet de re-
trouver 'erreur classique sur la prédiction de cette vitesse de frottement a la paroi. Ceci
montre que le choix de la disposition collocative retenu dans ces travaux produit moins d’ef-
fets d’amortissement que la disposition décalée.



La surévaluation de la vitesse de frottement a la paroi qui est observée dans toutes les
simulations présentées dans le cadre de ces travaux a I'exception du cas MSslc sur le maillage
grossier, indique que le modele sous-maille sous-estime la valeur exacte du taux de dissipation
sous-maille € = —2Tz~jﬁi]~. En effet, une augmentation de ce taux de dissipation sous-maille
entraine une diminution du frottement pariétal [44] [80].

Des auteurs comme Sarghini et Piomelli [97] ou encore Hértel et Kleiser [44] rapportent
au contraire une tendance a sous-évaluer la vitesse de frottement. Ces derniers ont utilisé
respectivement un modele de Smagorinsky et un modeéle dynamique non Lagrangien ou bien
un modele de Smagorinsky optimisé. LLe modele de Smagorinsky optimisé conduit a une erreur
relative de 'ordre de —9% a —14% sur la vitesse de frottement pariétal, erreur relative qui
dépend de la valeur du nombre de Reynolds. En revanche, a haut Reynolds ( Re, = 1050 ),
Sarghini et Piomelli rapportent des erreurs relatives de 1'ordre de +16% & +20% pour les
différents modeles dynamiques utilisés sur la vitesse de frottement. Plusieurs hypotheses
peuvent étre avancées pour expliquer ces dégradations sur le frottement : le schéma numérique
employé, la résolution spatiale de la simulation, le modele sous-maille et la procédure de
stabilisation du modele dynamique ou bien le filtre test pour le modele sous-maille multi-
échelles [80][118].

Cas Re, = 395

Le comportement de certains modeles differe du cas Re, = 180. Ainsi, les modeles comme
le modele de Smagorinsky sélectif ( Sslc ) conduisent a une sous-évaluation importante du
frottement. Dans le cas Sslc, lerreur relative est alors de I'ordre de —22% sur le cas basse
résolution. Contrairement au cas Re, = 180, des modeles ( les cas Sfil et Sdyn sur le maillage
basse résolution ) peuvent conduire a des valeurs du frottement supérieures a celles obtenues
dans le cas sans modele ( cas DNSc ). Le méme type d’observation est retrouvé par Sarghini et
Piomelli [97] : les auteurs utilisent un modele dynamique pour lequel le filtre test est un filtre
"top-hat”. La simulation des grandes échelles est alors effectuée pour une valeur du nombre
de Reynolds valant Re, = 1050. Cette observation illustre le fait que le modele sous-maille
peut tres bien affecter le profil du champ moyen ainsi que la production turbulente a I’échelle
du maillage en modifiant la dissipation turbulente a cette méme échelle. Ces modifications
peuvent générer des profils du champ de vitesse moyen plus raides et par conséquent conduire
a des niveaux d’erreurs plus grands sur le frottement pariétal.

Effet du maillage

Un aspect intéressant des résultats obtenus est la comparaison entre le maillage A et
B. En effet, les résultats tendent a montrer que le raffinement du maillage n’améliore pas
systématiquement ce frottement a la paroi. Dans le cas Re, = 180, le passage du maillage B
au maillage A induit une augmentation de la vitesse de frottement a la paroi et ce quelque
soit le modele considéré, d’ou I'existence d’un gradient plus fort a la paroi. Cette remarque
est cohérente avec I’hypothese de base utilisée en simulations des grandes échelles: une grille



plus fine correspond a une fréquence de coupure plus haute et donc a des tensions de Reynolds
sous-maille plus faibles, ce qui a pour conséquence de réduire la viscosité sous-maille. Dans
le cas de certains modeles, les résultats se révelent étre encore moins bons que sur la grille
grossiere. L’explication plausible de ce phénomene surprenant est que le modele sous-maille
n’est pas adapté de maniere satisfaisante au raffinement du maillage au voisinage de la paroi
car le taux de dissipation sous-maille décroit alors trop rapidement. La méme tendance est
observée dans le cas haut Reynolds a la différence pres que les modeles qui surestimaient la
dissipation sous-maille fournissent des résultats plus satisfaisants puisque le raffinement du
maillage permet de diminuer ce taux de dissipation sous-maille.

Effet du nombre de Reynolds

Pour les modeles filtrés ainsi que pour le modele dynamique, ’augmentation du nombre de
Reynolds semble conduire & une amélioration de la prédiction du frottement pariétal pour
une comparaison a meéme résolution. Cette constatation n’est pourtant pas une propriété
intrinseque du modele dynamique puisque Sarghini et Piomelli rapportent une trés nette
dégradation des résultats en augmentant la valeur du nombre de Reynolds et en appauvris-
sant le maillage. I’analyse comparative des résultats obtenus pour le cas B/180 et pour le
cas A/395 ne permet pas la mise en évidence d’amélioration du frottement & la paroi. Cepen-
dant, ’erreur relative reste pratiquement constante sauf peut-étre pour le modele d’échelles
mixtes sélectif ( MSslc ). Cette derniere remarque est a comparer avec la conclusion de
Hartel et Kleiser qui montrent que 'augmentation de la valeur du nombre de Reynolds tout
en conservant la méme longueur de coupure entraine une amélioration des résultats pour
leur modele de Smagorinsky optimisé. Plusieurs explications sont possibles quant a cette
dégradation des résultats. La premiere concerne 1'utilisation d’un schéma précis a ’ordre
deux en différences finies alors que les auteurs [44] utilisent un schéma spectral / Chebyshev.
La deuxiéme raison peut provenir de la valeur du nombre de Reynolds ( Re, < 300 dans
[44] ). La derniere explication réside dans le fait que la constante du modele de Smagorinsky
utilisée par Hartel et al. [44] est recalculée et donc optimisée pour les différentes valeurs du
nombre de Reynolds a partir de données issues d'une simulation directe. Malgré tout, les
résultats des simulations des grandes échelles effectuées montrent que les modeles sous-maille
semblent au moins conserver la précision pour une résolution donnée exprimée en unités de
paroi lorsque la valeur du nombre de Reynolds est augmentée. Le facteur principal est la
bonne description des structures cohérentes proche paroi qui sont a la fois associées aux taux
de production ou de dissipation des fluctuations résolues et sous-maille [45] [84].

La comparaison des erreurs relatives commises sur les quantités U, et % montre que la
vitesse moyenne au centre du canal donne les résultats les plus satisfaisants, et ce quelque
soit le modele sous-maille considéré. Contrairement au frottement a la paroi, I’enrichissement
du maillage améliore nettement les résultats sur la vitesse moyenne au centre du canal. Cette
constatation est en accord avec les conclusions de Hértel et Kleiser [44]: les effets dissipatifs
induits par les différents modeles sous-maille agissent de maniere plus efficace au centre du
canal qu’au voisinage de la paroi. La raison principale provient du fait qu’au centre du canal,



la turbulence y est en équilibre, mais aussi, que les deux régions ( centre et voisinage paroi )
sont découplées, grace a la présence d’une zone logarithmique dans la couche limite.

3.1.3 Validation du champ de vitesse moyen

Les figures 11.3.2 a I1.3.5 représentent la moyenne du champ de vitesse résolue notée
< U, > adimensionnée par la vitesse de frottement & la paroi en fonction de la distance a la
paroi inférieure. A convergence, les moyennes statistiques sont symétriques par rapport au
centre du canal, par conséquent, tous les résultats sont présentés sur un demi-canal. L utili-
sation d’une échelle logarithmique sur I’axe des abscisses permet de mettre en valeur la zone
proche paroi et la zone tampon par rapport au centre du canal.

En accord avec les résultats décrits par Hértel et al. [44], la comparaison entre les si-
mulations directes de référence et les différentes simulations des grandes échelles effectuées,
montrent que les résultats sont tres satisfaisants au voisinage de la paroi ( 2™ < 5 ) dans
toutes les configurations de calculs. En revanche, les résultats se dégradent en dehors de cette
zone: z* > 10 pour le cas bas Reynolds et 2™ > 5 pour le cas haut Reynolds. Ces différences
sont principalement causées par l’erreur commise sur la vitesse de frottement pariétal w,
pour chacun des modeles. Pour preuve, les figures I11.3.6 a I1.3.9 présentent ce méme champ
de vitesse résolue moyenne mais cette fois-ci, adimensionné par la vitesse débitante U,,.
Cette quantité est celle qui est conservée tout au long des différentes simulations: ’aire
située en dessous des courbes est constante et vaut la méme valeur pour tous les modeles
utilisés. Dans ce cas, la différence entre les modeles est amplifiée au voisinage de la paroi.
Aucun des modeles n’est capable de fournir la bonne pente dans la région logarithmique, et
ce, méme dans le cas haut Reynolds sur le maillage fin. Najjar et Tafti observent le méme
phénomene pour leur simulation effectuée a Re, = 180, ainsi que Hartel et Kleiser pour
les cas Re, < 300. Ces auteurs retrouvent la bonne pente en diminuant le taux de dis-
sipation sous-maille d’'une maniere artificielle. En revanche, les simulations de Sarghini et
Piomelli effectuées a Re, = 1050 fournissent la bonne pente dans cette zone logarithmique.
Ce comportement est consistant avec les conclusions d’Antonia et al. [3] [4] qui montrent
qu'il existe un effet bas Reynolds ( Re < 1000 ) empéchant le développement complet de la
zone logarithmique dans le cas du canal plan.
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F1a. 11.3.2: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas A/180 adimensionné

par la vitesse de frottement pariétal.
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Fi1G. I1.3.4: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas A/395 adimensionné
par la vitesse de frottement pariétal.
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F1G. 11.3.5: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas B/395

par la vitesse de frottement pariétal.
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F1a. 11.3.6: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas A/180 adimensionné
par la vitesse débitante.

1.25

2 EM_slc
S dyn ]
e s il ’
100 . AFS_fi e
- AFS_slc L L f
— =1
> S_slc e :
I = EM_fil ggé
0.75 sans modele 2 .
5 * '
> '
N
v * § :
0.50 |- 4. i
I {!
! O
I i |
0.25 - ‘ : i
8
=}
0.00 _— _
1 10 100
Z+

Fi1G. 11.3.7: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas B/180 adimensionné
par la vitesse débitante.
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F1G. I1.3.8: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas A/395 adimensionné

par la vitesse débitante.
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F1G. 11.3.9: Profil statistique moyen de la vitesse résolue dans le cas B/395 adimensionné

par la vitesse débitante.



3.2 Fluctuations turbulentes

Les figures 11.3.10 a 11.3.13 représentent les profils des tensions de Reynolds turbulentes
résolues. Ces tensions sont adimensionnées par la vitesse débitante U,, qui est constante &
Reynolds donné et maillage fixé. En effet, le paragraphe précédent a montré que la vitesse
de frottement a la paroi est une quantité tres sensible aux modeles et maillages considérés.
Cet adiemsnionnement permet de s’affranchir de ’erreur commise sur la vitesse de frotte-
ment. Les profils ainsi obtenus sont alors comparables entre eux. L’inconvénient est qu’il
n’est pratiquement pas possible d’effectuer de comparaisons avec d’autres auteurs car ils ne
fournissent pas le rapport vitesse de frottement / vitesse débitante, nécessaire pour que la
comparaison soit possible. Les résultats des fluctuations turbulentes des simulations directes
de Kim et al. [57] et de Mansour et al.[75] figurent tout de méme a titre indicatif car la aussi,
a moins de filtrer leurs résultats, la comparaison n’est pas possible.

L’analyse des résultats concernant ’intensité turbulente dans la direction de 1’écoulement
notée:

Urms = <U:U:> avec U: = Ul — <U1> (1131)

montre que toutes les simulations effectuées décrivent qualitativement le méme comporte-
ment. L’intensité turbulente U,,, admet un maximum qui est localisé au voisinage de la paroi
(2T ~12), ce qui est en bon accord avec les expériences et les simulations précédentes. En
revanche, I'intensité du pic semble dépendre fortement du modele considéré, de la résolution
ainsi que de la valeur du nombre de Reynolds. En examinant les figures, il apparait néanmoins
que la valeur la plus haute du pic est toujours fournie par la simulation sans modele ( cas
DNSc ) sur le maillage B. De plus, tous les modeles sous-maille conduisent a des valeurs du
pic plus grandes que celles données par la simulation directe de référence non filtrée. Cette
trop grande valeur du pic peut étre attribuée a un défaut du modele sous-maille considéré
puisqu’on s’attend a ce que le champ turbulent résolu contienne moins d’énergie que le
champ complet turbulent. Il n’est pourtant pas possible de relier cette surestimation a une
dissipation sous-maille trop faible puisque certains modeles, on le rappelle, produisent un
amortissement trop grand au voisinage de la paroi. En effet, la production d’énergie cinétique
résolue dépend du profil du gradient moyen résolu qui se trouve étre modifié par le modele
sous-maille lui-méme et par la résolution. [.’augmentation de la résolution pour une valeur
fixée du nombre de Reynolds ne fournit pas nécessairement une augmentation de 'intensité
du pic, mais diminue plutot les écarts entre les différents modeles et ce, en accord avec le fait
que l'effet du modele sous-maille devrait étre moins important en raffinant. Les forts écarts
observés entre le cas des simulations des grandes échelles effectuées a haute résolution et
tous les autres cas est en accord avec les conclusions de Zahrai et al.[117] et Piomelli [83]: les
tensions turbulentes sont fortement affectées par la résolution dans la direction transversale
( suivant Y ) pour des pas d’espaces Ayt > 12. L’augmentation de la valeur du nombre
de Reynolds pour une résolution donnée semble ne pas toujours conduire a une augmenta-
tion du niveau de 'intensité turbulente U,,,s. Ces deux constatations démontrent que le fait



d’observer une surestimation de Iintensité turbulente U,,,, ne permet pas de conclure que
le modele considéré est sous-dissipatif, ce qui est en accord avec les remarques de Hértel
et Kleiser [44]. 1l est cependant possible de formuler une tendance générale pour tous les
modeles sous-maille testés en observant les figures 11.3.10 a 11.3.13:

— Pour une procédure d’adaptation donnée ( fonction de sélection, procédure d’accen-
tuation et procédure dynamique ), la plus forte amplitude du pic est fournie par le
modele de Smagorinsky, puis le modele de fonction de structure et enfin par le modele
d’échelles mixtes.

— Les modeles de type filtré conduisent & des valeurs d’intensité turbulente U,,s plus
hautes que les modeles de type sélectif, tandis que les valeurs les plus basses pour le
modele de type Smagorinsky ( Sdyn, Sslc et Sfil ) sont obtenues pour la procédure
dynamique.

— Les plus petites valeurs qui se trouvent étre les valeurs les plus proches des données de
Kim et Moin sont obtenues pour le modele d’échelles mixtes sélectif ( MSslc ).

Ces trois tendances sont confirmées par les courbes I1.3.14 a 11.3.17, ces dernieres corres-
pondent a l'intensité turbulente dans la direction normale a la paroi. Toutes les simulations
des grandes échelles effectuées fournissent qualitativement le méme comportement, ce qui
est en accord avec les résultats trouvés par différents auteurs précédemment cités. Certains
modeles sous-maille semblent produire des valeurs de l'intensité turbulente plus haute que
celles obtenues pour le cas sans modele ( DNSc ) sur le maillage grossier. Cette remarque
montre que la valeur du pic d’intensité n’est pas seulement liée au caractere dissipatif du
modele sous-maille. [’augmentation de la résolution permet d’obtenir une valeur plus haute
du pic. Cette observation corrobore l'idée selon laquelle le raffinement du maillage permet
de capter plus d’intensité turbulente résolue.
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3.3 Analyse des modeles sous-maille

Une analyse plus fine des différents modeles sous-maille peut étre conduite en étudiant de
fagon plus précise les profils de viscosité sous-maille et des dissipations associées aux modeles
sous-maille.

3.3.1 Analyse de la viscosité sous-maille moyenne

Les figures 11.3.18 a 11.3.21 correspondent aux profils moyens de viscosité normés par
la viscosité moléculaire. Toutes les simulations fournissent qualitativement le méme com-
portement, en accord avec les études précédentes [80][15]: la viscosité sous-maille est nulle
sur la paroi solide, puis augmente jusqu’a sa valeur maximale située dans la zome tampon
(10 < z* < 30 ) pour décroitre ensuite au centre du canal. Ceci démontre que les procédures
d’adaptation introduites dans le chapitre 2 de la partie IT sont efficaces. La position du pic et
son amplitude sont a la fois dépendantes du modele sous-maille de base ( type Smagorinsky,
type échelles mixtes et type fonction de structure ), de la valeur du nombre de Reynolds et
de la résolution. Pour une procédure d’adaptation donnée, la valeur maximum du pic est
fournie par le modele type échelles mixtes, puis le modele type fonction de structure et enfin
le modele type Smagorinsky. La procédure dynamique conduit aux valeurs les plus hautes de
ce pic, suivie de la procédure sélective et de la procédure d’accentuation. Il est intéressant
de noter que le modele dynamique produit les valeurs de viscosité sous-maille les plus faibles
dans la sous-couche visqueuse et dans la région centrale du canal.

Cas Re, = 180

Les valeurs les plus hautes du pic ( Sdyn et MSslc ) sont de 'ordre de 0,5 sur le maillage
A et 1,1 sur le maillage B. Ces valeurs sont du méme ordre que celles rapportées par
Najjar et Tafti [80] avec leur modele de Smagorinsky dynamique. Ces auteurs observent un
comportement identique: a savoir, I’appauvrissement du maillage conduit a I’augmentation
du pic et le déplacement de celui-ci vers le centre du canal. Cependant, ils n’enregistrent pas
de valeurs aussi hautes. Ce comportement indique que les modeles sous-maille s’adaptent de
maniere consistante par rapport au raffinement. En effet, le raffinement du maillage permet
de capter plus de structures résolues et par conséquent, le modele sous-maille doit avoir une
action moindre sur la simulation. Une possible explication du niveau plus haut enregistré
dans les simulations des grandes échelles effectuées peut étre trouvée dans I'utilisation d’un
filtre test 3D pour la procédure dynamique. Cabot [15] a montré que ’emploi d’un filtre 3D
augmente la valeur de la viscosité sous-maille. La valeur de ce pic est aussi tres dépendante
du schéma numérique utilisé. Ainsi, Cabot observe que le rapport de la viscosité sous-maille
et de la viscosité moléculaire ne dépasse guere I'unité, et ce méme pour Re, = 1030. Ce
résultat est obtenu en utilisant un schéma spectral et un filtre test 2D. Une autre différence
entre nos résultats et ceux de Cabot est que 'utilisation du filtre test 3D dans les simulations
effectuées n’empeche pas la prédiction de la décroissance de la viscosité sous-maille associée
au modele dynamique au centre du canal.



Cas Re, = 395

Les valeurs du pic sont cette fois-ci plus hautes: le rapport des viscosités sous-maille
et moléculaire est de 1'ordre de 1,5 sur le maillage A et de 1'ordre de 2,5 sur le maillage
B. La encore, le raffinement du maillage conduit a une diminution du niveau du pic de
viscosité sous-maille. La comparaison des résultats entre le cas A/395 et le cas B/180, ce qui
correspond a conserver la méme résolution, conduit a une augmentation du pic de viscosité
sous-maille.

3.3.2 Analyse de la dissipation associée aux modeles sous-maille

Pour analyser l'effet de chacun des modeles dans les simulations des grandes échelles
effectuées, la dissipation sous-maille définie par:

g = _<Tijﬁij> (1132)

apparait comme un outil indispensable. Les quantités (@) et @' représentent respectivement
la moyenne statistique de fonction ¢ et sa fluctuation. Cette dissipation sous-maille est
découpée en deux termes. Le premier terme, noté £,,¢ correspond a la dissipation associée a
la déformation moyenne D;; et est défini par:

ems = —(mi;) (Dy) (I1.3.3)

Le deuxieme terme noté cpg correspond a la dissipation associée aux fluctuations de la
déformation. Elle est définie par:

1"

rs = —<T;’.E.> (IL.3.4)

Les profils de ces deux quantités, a savoir les dissipations £),5 et epg, sont donnés par
les graphes 11.3.22 a 11.3.29 en fonction de la distance a la paroi. Pour pouvoir comparer
ces profils pour les différents modeles sous-maille testés, ces profils sont adimensionnés par
la vitesse débitante U, ( constante dans toutes les simulations ), la demi-hauteur du canal
0 et la viscosité moléculaire 4. Rappelons que ce choix est nécessaire si I’on ne veut pas
introduire d’erreurs supplémentaires liées a la vitesse de frottement a la paroi @, fournie par
chacun des modeles.

Dissipation ¢);g

Les profils de dissipation £,;;¢ montre leur dépendance a la fois au modele de base et
a la procédure d’adaptation. Cependant, tous les modeles prédisent une dissipation ;g
négligeable au centre du canal, a partir de z* > 50 pour tous les cas de calculs. La raison est
la suivante: le champ de vitesse résolue moyen est pratiquement uniforme, par conséquent
le terme <E9> est tres petit voire nul, et donc, la dissipation £;,5. Cette observation est en
accord avec les tests a priori effectués par Hartel et al.[45] [44]. Les différences sont notables
dans la zone interne. Les courbes montrent que la technique d’accentuation par application



d’un filtre passe-haut ne permet pas d’annuler la dissipation sous-maille au voisinage de la
paroi, bien que les viscosités sous-maille associées a cette technique soient tres faibles dans
la sous-couche visqueuse. Cette observation peut s’expliquer la encore par le choix du filtre
passe-haut 3D dans les simulations effectuées. Une autre explication peut étre fournie par le
fait que les conditions aux limites n’autorisent pas une complete indépendance du modele
sous-maille vis-a-vis du gradient de vitesse moyen. La fonction de sélection semble donner des
résultats tres satisfaisants sur la plupart des modeles sauf pour le cas de la version sélective
du modele de Smagorinsky. En effet, ce dernier ne tend pas vers zéro dans la sous-couche

visqueuse. Au voisinage de la paroi, le terme \/2527-3”- qui intervient dans la formulation de
base du modele de Smagorinsky est maximum et tend vers la valeur suivante :

o 1 /00 \>
L’utilisation de la procédure sélective revient a multiplier la viscosité sous-maille par la
fonction de sélection. Celle-ci est proche de zéro dans la sous-couche visqueuse mais pas
strictement nulle. Par conséquent, le produit des deux peut tendre vers zéro ou vers une va-
leur non nulle: c’est le cas de la version sélective du modele de Smagorinsky. Pour pallier cet
inconvénient, il suffit d’augmenter la puissance n associée a la fonction r () (1.2.69)(1.2.70).
Ce choix permet d’aplatir le profil de la fonction de sélection au voisinage de la paroi puisque
cette fonction tend vers zéro dans ce voisinage.

Les différentes versions sélectives des modeles de base, ainsi que le modele de Smagorinsky
dynamique présentent un maximum positif dans la zone tampon ( 10 < z* < 20 ). Ce
résultat est en adéquation avec les simulations directes de Hartel et Kleiser. La dissipation
enms augmente avec la valeur du nombre de Reynolds et de la résolution, ceci de maniere
consistante avec la théorie.

Dissipation epg

Les profils de dissipation associés aux fluctuations permettent une compréhension encore
plus fine sur le comportement des différents modeles sous-maille. En effet, le signe de la
dissipation e g fournit le sens des transferts d’énergie entre les échelles résolues et les échelles
sous-maille. Un signe négatif pour epg indique 'existence d’un transfert des petites échelles
vers les grandes échelles. La dissipation epg est bien plus petite en valeur absolue que la
dissipation €,sg, ce qui est en accord avec les résultats obtenus par Hértel et al.[45] [44]. Les
modeles filtrés produisent un niveau de dissipation cpg élevé dans la sous-couche visqueuse,
alors que le modele de Smagorinsky dynamique et les versions sélectives des modeles de base
fournissent une dissipation fluctuante pratiquement nulle. Ce comportement est retrouvé
dans les simulations directes de Hartel et Kleiser. Le résultat le plus intéressant concerne
existence d’une zone de cascade inverse ( 10 < z* < 20 ) pour les modeles sélectifs, mise en
évidence par des valeurs négatives de la dissipation epg. Seul ce type de modele est capable
de prédire cette zone qui est associée a la production d’énergie turbulente par les structures



cohérentes de I’écoulement. Ce résultat est en tres bon accord avec les simulations directes de
Piomelli et al.[84] et Hartel et al.[45][44]. Quant au modele dynamique, la dissipation qui lui
est associée reste strictement positive, comme Hértel et Kleiser [44] 'ont déja montré. Cette
prédiction de la zone de cascade inverse est rendue possible par 1'utilisation de la fonction
de sélection puisque les modeles de base ne sont pas capables de prédire cette zone. La
décomposition suivante peut expliquer pourquoi il est possible d’obtenir une cascade inverse
avec une viscosité sous-maille strictement positive[95]:

(ers) = _<Ti]‘DZ'I;'> (I1.3.6)

= <U;’m5ij> <E]> + (Vsm) <5zjbzg> + <y;’mﬁi]‘ﬁi]‘> (IL.3.7)

Le deuxieme terme de la décomposition (I1.3.7) est strictement positif tandis que les deux
autres ont un signe positif ou négatif. L’utilisation de la fonction de sélection peut étre in-
terprétée comme une moyenne conditionnelle de la dissipation fluctuante de base, ce qui per-
met de récupérer la production d’énergie cinétique turbulente au niveau des petites échelles.
La valeur absolue de la dissipation fluctuante (¢xg) étant plus petite que la valeur absolue de
la dissipation associée & la déformation moyenne (£,,5), la dissipation totale est alors stric-
tement positive, et ce quelque soit le modele considéré. Ce résultat est cohérent avec ceux
issus de simulations directes. Dans toutes les simulations des grandes échelles effectuées, le
rapport des maxima entre les deux dissipations présentées est de ’ordre de 3, valeur proche
de ce que rapportent Hértel et al.[44].



1.6 ‘
- =—=a EM_slc
i S _dyn
- o— S fil

I ~—=2 FS_slc
12 - a = EM Fil

. A——aA FS fil

L o—< S _slc

<nu_sm>/nu_mol
o
(00]
I
1

1 10 100
Z+

F1a. 11.3.18: Profil statistique moyen de la viscosité sous-maille dans le cas A/180 adimen-
stonné par la viscosité moléculaire.
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F1G. 11.3.19: Profil statistique moyen de la viscosité sous-maille dans le cas B/180 adimen-
stonné par la viscosité moléculaire.
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F1a. 11.3.20: Profil statistique moyen de la viscosité sous-maille dans le cas A/395 adimen-

stonné par la viscosité moléculaire.
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F1a. 11.3.21: Profil statistique moyen de la viscosité sous-maille dans le cas B/395 adimen-

stonné par la viscosité moléculaire.
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Fic. 11.3.22: Profil statistiqgue moyen de la dissipation associée a la déformation

dans le cas A/180.
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Fic. 11.3.23: Profil statistigue moyen de la dissipation associée a la déformation

dans le cas B/180.
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Fia. 11.3.24: Profil statistique moyen de la dissipation associée a la déformation

dans le cas A/395.
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Fia. 11.3.25: Profil statistique moyen de la dissipation associée a la déformation moyenne

dans le cas B/395.
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Fic. 11.3.26: Profil statistique moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le
cas A/180.
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Fia. 11.3.27: Profil statistique moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le
cas B/180.
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Fic. 11.3.28: Profil statistique moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le
cas A/395.
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Fia. 11.3.29: Profil statistique moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le
cas B/395.



Chapitre 4

Résultats sur le champ thermique

4.1 Choix de la modélisation des quantités sous-maille

4.1.1 Modele de viscosité sous-maille retenu

Afin d’étudier l'effet de la modélisation du flux de chaleur sous-maille sur les différentes
statistiques habituellement présentées ( température moyenne, flux de chaleur moyen ... ), il
est nécessaire que le champ dynamique soit correctement résolu [61]. En effet, dans le cas du
scalaire passif, le champ de température est transporté par le champ de vitesse turbulent sans
influencer ce dernier. Aussi, il parait important de choisir parmi les différents cas exposés
dans le chapitre précédent, celui qui fournit les résultats les plus satisfaisants. Cela devrait
permettre de s’affranchir des erreurs résultant de la partie dynamique.

A Dlexamen des différents résultats sur la partie dynamique, le cas Re, = 180 pour le
modele d’échelles mixtes sélectif est celui qui a retenu notre attention. En effet, ce modele
a un comportement tres satisfaisant sur les deux maillages qui sont utilisés dans 1’étude
thermique.

4.1.2 Choix des modeles pour le flux de chaleur sous-maille

Dans le chapitre 3 de la partie I, deux classes de modélisation pour ce flux de chaleur
sous-maille ont été introduites: les modeles de type fickien et les autres. Six modeles ont
été utilisés pour les simulations des grandes échelles du scalaire passif. Le but est alors de
pouvoir étudier I'impact de la modélisation du flux de chaleur sous-maille dans les mémes
conditions ( méme schéma numérique, méme précision, ...). Dans cette optique, un cas sans
modele noté DNSc a aussi été simulé pour vérifier I'intérét de la modélisation du flux de
chaleur sous-maille tout en conservant le modele d’échelles mixtes pour la viscosité sous-
maille. Le tableau I1.4.1 fournit un récapitulatif des parties fickienne et non fickienne de
tous les modeles pour le flux de chaleur sous-maille testés dans le cadre de cette these. On
rappelle la décomposition introduite :

—Ty; = /ﬁsmg—: - .7:9]' (H.4.1)



Cas Partie fickienne ( gy, ) Partie non fickienne ( Fp; )
Cn 3 18
HSDBD O, (1) A\/2D, D, " (21) (T_j = ?ﬁ])
HSDB C, (2,) /2D, D; (TT,-TT;)
Sdyn Cy (z;t) A"\/2D;; D, 0
ICT 2 K:T 3 — — GT
sm SN, !
JR— _1 J—
Cr oy oT
VM 0 (s, + ) 52
( t* J + 811?]> il 8:1:1
DNSc 0 0

Fia. 11.4.1: Récapitulatif des parties fickienne et non fickienne des modéles pour le flux de
chaleur sous-maille testés.

Modeéles fickiens testés

Le modele noté MSM correspond a un modele qui relie la diffusivité sous-maille a la
viscosité sous-maille par 'intermédiaire d’'un nombre de Prandtl sous-maille constant ( voir
relation (1.3.21) ), ce dernier étant fixé a 0,6 [79]. Cette modélisation du flux de chaleur
sous-maille est souvent utilisée du fait de sa simplicité.

Quant au modele noté Sdyn, il est analogue au modele de Smagorinsky présenté dans le
paragraphe 2.2.1 de la partie I pour modéliser le tenseur de Reynolds sous-maille. En raison
de cette analogie, ce modele pose probleme au voisinage de la paroi. Il est alors nécessaire
d’employer la procédure dynamique pour le flux de chaleur sous-maille ( voir paragraphe 3.5
de la partie I ou la constante CJ, est fixée a zéro ).

Modeéles non fickiens testés

Les deux modeles notés HSDBD et HSDB font partie de la famille des modeles combinés
( voir paragraphe 3.3.2 de la partie I ) ou les constantes sont déterminées au moyen d’une
procédure dynamique décrite dans le paragraphe 3.5 de la partie I. Le modele HSDBD
correspond au cas ol les deux constantes sont évaluées par I'intermédiaire de la procédure



dynamique, alors que dans le modele HSDB, seule la constante C); est évaluée dynamiquement
tandis que la constante C’. vaut 1 .

Les modeles notés EVM et [IVM s’identifient respectivement aux modeles vectoriels ex-
plicite et implicite présentés dans le paragraphe 3.3.3 de la partie I: ils correspondent a une
adaptation des modeles proposés par Yoshizawa [116][115] et Rogers [88].

4.2 Validation du champ de température statistique
moyen

Six modeles pour le flux de chaleur sous-maille ont donc été testés sur deux maillages
différents et trois valeurs du nombre de Prandtl. Les deux maillages choisis sont ceux déja
présentés dans le paragraphe 2.2 de cette partie. La résolution spatiale d’'un point de vue
dynamique a été discutée suivant la valeur du nombre de Reynolds. Ainsi, il est apparu que
les maillages A et B utilisés dans le cas Re, = 180 correspondaient respectivement a une
haute et moyenne résolution pour une simulation des grandes échelles.

Cette notion de résolution doit étre complétée d’un point de vue thermique. En effet,
I’épaisseur de la zone de conduction thermique notée dr dépend de la valeur du nombre de
Prandtl [99] : plus ce dernier est grand, plus la zone de conduction thermique est fine. En fait,
pour des valeurs du nombre de Prandtl inférieures a 1'unité, le rapport des couches limites
thermique et dynamique varie comme:

or
o

M

= Pr- (I1.4.2)

En revanche, pour des valeurs du nombre de Prandtl supérieures a l'unité, ce rapport devient,
[16] :

or
o

W=

= Pr- (I1.4.3)
En conséquence, pour des valeurs élevées du nombre de Prandtl, il est tout a fait possible de
se trouver dans une configuration ou la résolution est suffisante pour capter la sous-couche
visqueuse mais insuffisante pour la zone de conduction thermique. Pour de faibles valeurs du
nombre de Prandtl, le comportement inverse est observé.

De plus, la période des structures cohérentes thermiques, mise en évidence par 1’étude
des corrélations a deux points des fluctuations de température, montre une dépendance avec
le nombre de Prandtl [16][55][56]. Ainsi, Calmet et al. trouvent un rapport de 0,5 entre
I’espacement moyen )\; des "streaks” associés au champ dynamique et ceux associés au
champ thermique AZ* dans le cas d’un fluide a haut nombre de Schmidt, le nombre de
Schmidt jouant un role équivalent au nombre de Prandtl lorsque 1’on parle de transport de
matiere plutot que de température. Il faut cependant noter que la gamme retenue pour les
valeurs du nombre de Prandtl est suffisamment petite pour considérer que les périodes )\;



et )\ZJ’ sont pratiquement identiques [55]. Les trois valeurs du nombre de Prandtl utilisées
sont les suivantes :

— Pr =0,10: d'un point de vue thermodynamique, cette valeur correspond & un fluide
qui diffuse de facon plus efficace la chaleur que la quantité de mouvement, c’est le cas
des métaux liquides comme le mercure ou le sodium dont les nombres de Prandtl dans
les conditions standard® de pression et de température valent respectivement 0,02 et
0,01 [99].

— Pr =0,71: ce cas correspond a la valeur du nombre de Prandtl dans I'air [99].

— Pr = 2,00: cette valeur correspond a un fluide qui diffuse moins bien la chaleur que
la quantité de mouvement. Les huiles et I’eau font partie de cette catégorie de fluides.
Les valeurs respectives de leur nombre de Prandtl valent 10,1 et 7,03 [99].

Aussi, d’'un point de vue thermique, le maillage B pour le cas Pr = 0,10 apparait comme
un maillage a haute résolution. En revanche, le maillage B pour le cas Pr = 2,00 apparait
comme un maillage a basse résolution.

Par souci de clarté, les six cas de calcul hors modeles sont définis par le tableau 11.4.2.
Le maillage correspondant a la résolution 64x64x67 ( respectivement 32x32x67 ) est nommé
maillage A ( respectivement maillage B ). Par exemple, le cas maillage fin pour une valeur
du nombre de Prandtl égale & 2,00 est noté A/200.

| maillage || Pr=0,10 | Pr =0,71 | Pr =2,00 |
64x64x67 [ A/010 A/071 A/200
32x32x67 || B/010 B/071 B/200

Fic. 11.4.2: Tableau récapitulatif des cas de calcul hors modéles.

Les courbes 11.4.3 a I1.4.8 représentent les profils statistiques moyens du champ de
température © pour les trois valeurs du nombre de Prandtl et sur deux maillages. Ces
profils sont adimensionnés par la température de paroi 6, de chacun des modeles. Par souci
de clarté, on notera 0" le champ de température ainsi adimensionné.

4.2.1 Validation pour le cas Pr =0,1

La figure I1.4.5 représente le champ de température résolue © adimensionné par la
température de frottement sur le maillage A. Pour des valeurs du nombre de Prandtl inférieures
a I'unité, la zone de conduction thermique est plus épaisse que la sous-couche visqueuse: la
conduction thermique est prépondérante jusqu’a une distance en unités de paroi de I’ordre de

1.P=1013 hPaet T =293 K



10 ~ 15. Au voisinage de la paroi et dans cette zone de conduction, le champ de température
a le comportement asymptotique suivant [48] :

0" ~ Prat (IL.4.4)
qui est matérialisé sur la figure 11.4.3 par la ligne continue noire. Tous les modeles testés ont
un comportement tres satisfaisant dans cette zone de conduction. Dans la zone tampon ou
zone intermédiaire, la comparaison entre les modeles et le calcul direct de Kawamura [53]
est treés bonne. Les différences notables interviennent a partir de 2z ~ 30, début de la zone
logarithmique : tous les modeles restent a peu pres groupés autour d’une meéme ligne qui a
une pente plus petite que la ligne suivie par les données de référence de Kawamura. Cette
derniere correspond a la droite empirique fournie par Kader [48] pour le comportement du
champ de vitesse dans la zone logarithmique. Cette asymptote a pour équation dans le cas
Pr =0,10:

0" ~ 2,12In(2*) — 4,64 (I1.4.5)
Le modele EVM est celui qui fournit les résultats les plus proches de la droite asymptotique
et du calcul direct. En revanche, la plus grande différence est alors donnée par le modele
HSDBD. L’erreur au centre varie de —14,1% a —10,2% sur cette quantité statistique. En

effet, on montrera que cette tendance est différente en examinant les fluctuations.

4.2.2 Validation pour le cas Pr =0,71

La figure I1.4.5 représente le champ de température adimensionné par la température
de frottement sur le maillage A. Pour un nombre de Prandtl voisin de 1'unité, la zone de
conduction est a peu pres aussi épaisse que la sous-couche visqueuse. Dans ce cas précis
( Pr = 0,71 ), ’épaisseur de la zone de conduction est voisine de 5 unités de paroi. Les
résultats obtenus pour tous les modeles y compris le cas sans modele ( DNSc ) sont en
accord avec la courbe asymptotique Pr.z" et les données issues du calcul direct de [53].
Dans la zone tampon, les différents modeles commencent a se différencier, surtout pour le
modele de IVM qui sous-évalue tres nettement la température moyenne statistique. Dans la
zone logarithmique dont la courbe asymptotique a pour équation [48]:

0" ~ 2,12In(z") +3,83 (11.4.6)
seul le modele TIVM fournit des résultats tres différents par rapport a la courbe empirique et
le calcul direct. La raison de ce mauvais comportement au centre provient d'une valeur trop
élevée de la température de frottement donnée par le modele, qui entraine une surestimation
du flux de chaleur a la paroi. L’analyse de la dissipation associée a ces modeles pour le flux
de chaleur sous-maille permettra d’apporter des éléments de réponses au comportement de
certains modeles testés.



4.2.3 Validation pour le cas Pr = 2,00

La figure I1.4.7 représente le profil du champ de température moyen adimensionné par la
température de frottement pour un nombre de Prandtl valant 2, 00 et sur le maillage A. Dans
le cas d’'un nombre de Prandtl supérieur a I'unité, la zone de conduction est plus fine que
la sous-couche visqueuse. La figure I11.4.7 montre la encore que tous les modeles testés ont
un tres bon comportement au voisinage de la paroi, c’est a dire dans la zone de conduction
thermique. En effet, pour 27 < 4, les différents modeles sont pratiquement confondus avec
la courbe asymptotique d’équation Pr.z". Dans la zone intermédiaire ou zone tampon, seuls
deux modeles se distinguent tres nettement des autres: les modeles de IVM et EVM. Cette
différence est amplifiée dans les zones logarithmique et centrale. La droite asymptotique dans
la région logarithmique est fournie par la relation [48]:

0" ~ 2,12In(z%) + 14,08 (I1.4.7)
Tout comme dans le cas Pr = 0, 71, le modele IVM a tendance a surévaluer le flux de chaleur
a la paroi. Cette surévaluation du flux de chaleur entraine alors une surestimation de la valeur
de la température de frottement, d’ou le niveau assez bas de la courbe a ’extérieur de la zone
de conduction thermique. En ce qui concerne le modele EVM, il a tendance a sous-évaluer
le flux de chaleur a la paroi, ce qui, de maniere consistante, entraine une surévaluation de
la température moyenne. En revanche, les autres cas traités dans le cadre de cette étude
( MSM, HSDBD, HSDB, Sdyn et DNSc ) sont assez satisfaisants: le cas MSM formant la
borne inférieure de I’enveloppe, le cas DNSc la borne supérieure ( en excluant les cas IVM
et EVM )

4.2.4 Effet du maillage sur le champ moyen

Pour le cas Pr = 0,10, ’appauvrissement du maillage n’a que peu d’effets sur les résultats
portant sur le champ de température moyen ( figure 11.4.4 ). Ainsi, le profil asymptotique
dans la zone de conduction thermique est toujours aussi bien retrouvé et ce quelque soit
le modele considéré. Seul le modele IVM a peut étre un comportement un peu moins bon
en fin de zone de conduction thermique et au dela. L’erreur relative par rapport au centre
du canal est légérement plus basse variant de —6,4% & —12,5%. Le fait est que pour un
faible nombre de Prandtl le maillage grossier correspond a une résolution assez bonne pour
une simulation des grandes échelles, ce qui peut expliquer en partie ces bons résultats sur
cette quantité moyenne. Ce résultat a déja été observé dans le chapitre précédent en ce qui
concerne la partie dynamique.

La figure (I1.4.6) présente le profil de température pour le cas Pr = 0,71 adimensionné
par la température de frottement sur le maillage B. Tout comme le cas précédent, les
différents modeles pour le flux de chaleur dans la zone de conduction thermique ont un
comportement tres satisfaisant : il n’y pas de différence notable sur la courbe asymptotique
©" = Pr.z* entre les différents modeles. A Uextérieur de cette zone, les différences sont plus
accentuées. Le modele IVM fournit des résultats toujours trop bas: I’erreur relative au centre
est de I'ordre de —23%. Quant au modele a nombre de Prandtl sous-maille constant ( MSM ),



on observe qu’il est assez proche de la droite asymptotique dans la zone logarithmique. Les
autres modeles sont 1égerement au-dessus de cette droite mais plus proche de la courbe issue
des calculs de Kawamura [53]. Le cas sans-modele ( DNSc ) fournit la borne supérieure.
Pour le cas Pr = 2,00, la zone de conduction thermique est encore une fois bien captée
puisque tous les cas sont pratiquement confondus avec la courbe 0" = Pr.z+. Seul le modele
IVM semble se détacher beaucoup plus rapidement. Dans les zones logarithmique et centrale,
les différences entre les modeles sont beaucoup plus accentuées: la borne inférieure est tou-
jours fournie par le cas IVM et la borne supérieure, par le cas DNSc. Les modeles IVM et
EVM sont assez peu touchés par ce changement de maillage. En effet, ’erreur relative com-
mise sur la valeur au centre reste relativement constante contrairement aux autres modeles.
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Fi1a. 11.4.3: Profil statistique moyen de la température résolue dans le cas A/010 adimen-
stonné par la température de frottement.
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Fi1a. I1.4.4: Profil statistique moyen de la température résolue dans le cas B/010 adimen-
stonné par la température de frottement.
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Fi1a. 11.4.5: Profil statistique moyen de la température résolue dans le cas A/0T1 adimen-

stonné par la température de frottement.
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Fi1G. I1.4.6: Profil statistique moyen de la température résolue dans le cas B/0T1 adimen-

stonné par la température de frottement.
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Fi1a. 11.4.7: Profil statistique moyen de la température résolue dans le cas A/200 adimen-
stonné par la température de frottement.
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Fi1G. I1.4.8: Profil statistique moyen de la température résolue dans le cas B/200 adimen-

stonné par la température de frottement.



4.3 Validation des champs fluctuants

Les trois paragraphes suivants présentent la comparaison des résultats obtenus pour
les six modeles de flux de chaleur sous-maille testés par rapport aux quantités fluctuantes

habituellement présentées: ’écart type de la température noté O,,, = V< o0 >, les
flux de chaleur longitudinal et normal notés respectivement < U0 >et < W8 >. Les
fluctuations turbulentes fournies par les simulations directes sont utilisées comme indication
et non comme référence. En effet, puisque toutes les échelles sont pratiquement résolues dans
le cas des simulations directes, ces fluctuations turbulentes n’ont pas strictement la méme
signification a moins d’employer une technique de filtrage des données issues des calculs
directs ou de défiltrage des résultats issus des simulations des grandes échelles. Dans les
deux cas de figure, cela nécessite la connaissance du filtre associé aux simulations des grandes
échelles effectuées, ce qui n’est pas possible. Pour une comparaison entre modeles, les profils
statistiques sont adimensionnés par la température moyenne 6, et la vitesse moyenne U,,
( voir équation (I1.2.31) et (11.2.24) ). Ces deux grandeurs sont constantes pour une valeur
des nombres de Reynolds et Prandtl fixés. Cet adimensionnement permet de s’affranchir des
erreurs liées a la température de frottement fournie par chacun des modeles.

4.3.1 Ecart type de la température

Les figures 11.4.10 a 11.4.15 représentent les profils de ’écart type de la température adi-
mensionnés par la température moyenne en fonction de la distance a la paroi exprimée en
unités de paroi pour les trois valeurs du nombre de Prandtl et sur les deux maillages.

La premiere figure ( fig. I1.4.10 ) correspond au cas A/010. D’un point vue globale, tous
les modeles ont tendance & surévaluer cette quantité ©,,,,. Dans la zone de conduction ther-
mique, les différentes courbes fournies par chacun des modeles sont au-dessus des résultats
issus des simulations directes, mais restent tres groupées. Des différences notables appa-
raissent & partir de 2t = 20 . La localisation du pic est bien captée ( autour de z* = 50 )
par tous les modeles y compris le cas DNSc. La différence majeure réside dans la valeur de
Pintensité de ce pic. Ainsi, les deux modeles HSDBD et HSDB fournissent les valeurs les
plus proches des résultats de Kawamura et al., alors que le cas sans modele fournit la valeur
la plus élevée.

Les résultats concernant le cas A/071 sont donnés par la figure 11.4.12. Dans la zone
de conduction thermique, tous les modeles de flux de chaleur sous-maille fournissent des
résultats tres satisfaisants: leur comportement est pratiquement confondu dans cette région
( 27 < 5). Le calcul direct de Kawamura et al. prédit le pic de fluctuation au voisinage
de 2T = 20 , ce résultat est trés bien retrouvé par tous les modeles, seule I'intensité du pic
differe. En effet, les deux modeles combinés ( HSDBD et HSDB ) et le modele & nombre de
Prandtl sous-maille constant ( MSM ) sont tres proches de la valeur indicative fournie par
le calcul direct. En revanche, c’est le cas sans modele ( DNSc ) qui donne la moins bonne
prédiction.



La figure I1.4.14 correspond aux résultats obtenus pour le cas A/200. Pour cette valeur
du nombre de Prandtl, il n’a pas été possible d’obtenir de résultats issus de calculs directs
comme auparavant. Dans la zone proche paroi, la encore, tous les modeles ont un comporte-
ment identique. Le pic d’intensité est cette fois localisé au voisinage de z+ = 10, ce qui parait
consistant avec deux autres valeurs du nombre de Prandtl traitées dans les deux paragraphes
précédents. En effet, ’augmentation du nombre de Prandtl décale le pic de fluctuation vers
la paroi. Seul le modele IVM prédit un pic décalé autour de z* = 20. En ce qui concerne
I'intensité de ce pic, le cas sans modele fournit I'intensité la plus élevée alors que le modele
a Prandtl sous-maille constant ( MSM ), la moins élevée.

En comparant les résultats obtenus pour les différentes valeurs du nombre de Prandtl, le
cas sans modele constitue 1’enveloppe supérieure dans tous les cas. Cette remarque montre
que 'utilisation d’'un modele sous-maille pour le flux de chaleur améliore les résultats pour
cette quantité fluctuante alors que le phénomene inverse est observé pour le champ de
température moyen ( voir paragraphe 4.2 ). Il est important de noter que 'utilisation d’un
des modeles sous-maille testés méme dans un cas ou le maillage est suffisamment fin pour
s’en passer ( cas A/010 ) ne détériore pas les résultats sur cet écart type de température.

Effet du maillage

L’effet du maillage sur les résultats est étudié en comparant les courbes 11.4.10, 11.4.12 et
[1.4.14 ( maillage A ) avec les courbes 11.4.11, 11.4.13 et I1.4.15. Le premier effet perceptible
de l'appauvrissement du maillage dans les direction X et Y est le décalage du pic vers le
centre du canal. Ce décalage est amplifié avec 'augmentation du nombre de Prandtl. Les
cas sans modele ( DNSc ) et modele IVM fournissent les décalages les plus importants. En
ce qui concerne l'intensité du pic, le passage du maillage A au maillage B entraine une
augmentation de I'intensité du pic. Le méme type de surévaluation a déja été constatée pour

la quantité U,,,s dans la partie dynamique des résultats.

4.3.2 Flux de chaleur longitudinal

Les figures 11.4.16 a I1.4.21 représentent les résultats obtenus pour les trois valeurs du
nombre de Prandtl sur les deux maillages pour le flux de chaleur dans le sens de I’écoulement.
Toutes les courbes sont adimensionnées par un flux de chaleur moyen défini comme le pro-

duit U,,0,,.

La figure 11.4.16 présente les résultats obtenus pour le cas A/010. Le comportement de
tous les modeles dans la zone proche paroi est relativement identique et ce jusqu’a zt = 10
sauf peut-étre pour le modele IVM. La localisation du pic est cette fois-ci tres bien évaluée
si ’on compare avec le calcul de Kawamura et al. [53]: il se situe au voisinage de 2™ = 30.
En ce qui concerne l'intensité de ce dernier, tous les modeles ont tendance a surévaluer sa



valeur, le cas sans modele donnant la valeur la plus haute.

Dans le cas A/071 ( fig. 11.4.18 ), 1a encore, les modeles testés ont un comportement
assez proche de celui de la courbe issue des calculs directs dans la zone de conduction ther-
mique. La localisation du pic fournie par tous les modeles sauf le modele IVM est située aux
alentours de 2™ = 14, ce qui est en trés bon accord avec la simulation directe. En effet, le
modele IVM situe le pic autour de z* = 20 contrairement a tous les autres modeles. Quant
a la prédiction de l'intensité, les modeles donnent des résultats légerement plus élevés que
le calcul de référence. Le cas sans modele fournit alors I'intensité la plus grande, tandis que
les modeles combinés et a Prandtl sous-maille conduisent a I'intensité la plus proche de la
référence.

La figure I1.4.20 concerne le cas A/200. Les modeles pour le flux de chaleur sous-maille
utilisés fournissent des résultats tres satisfaisants et identiques dans la zone de conduction
thermique. Les différences sont accentuées a 'extérieur de cette zone, c’est a dire au-dela de
2T = 4. Seul le modele TVM prédit une localisation du pic légérement décalée vers le centre
du canal : autour de 2™ = 15 contre 2zt = 11 pour tous les autres cas. En terme d’intensité,
c’est le cas sans modele qui donne la plus forte valeur du pic ( 3,15.1072 ) alors que les
autres modeles prédisent des valeurs tres voisines ( de Pordre de 2,85.1072 ).

La comparaison des résultats obtenus pour ces trois valeurs du nombre de Prandtl
confirme que le cas sans modele fournit des résultats moins satisfaisants sur cette quan-
tité fluctuante que les modeles combinés et a Prandtl sous-maille constant. La surévaluation
systematique de cette quantité, méme pour de faibles valeurs du nombre de Prandtl provient
certainement du fait que la quantité U,,,, soit elle-aussi surestimée.

Effet du maillage

La comparaison entre les résultats obtenus sur le maillage A et sur le maillage B montre
une nette dégradation des résultats lors du changement de résolution, tant au niveau de la
localisation du pic que de son intensité. De facon consistante, la dégradation est encore plus
évidente avec ’augmentation du nombre de Prandtl.

4.3.3 Flux de chaleur normal

La figure 11.4.22 représente le flux de chaleur normal adimensionné par le flux de cha-
leur moyen U,,0,, pour un nombre de Prandtl valant 0,10 sur le maillage A. Dans la zone
de conduction thermique, tous les modeles testés fournissent les mémes résultats, qui sont
d’ailleurs en trés bon accord avec ceux de Kawamura et al.. A Uextérieur de cette zone, les
modeles ont des comportements différents. Dans tous les cas de figure, la localisation du pic
pour le flux de chaleur normal est prédite autour de z+ = 50 en accord avec le calcul direct.
Les différences qui apparaissent entre les divers modeles utilisés proviennent de la valeur du
pic. Ainsi, le cas sans modele ( DNSc ) et le modele dynamique donnent les valeurs les plus



hautes tandis que les modeles hybrides, les valeurs les plus basses.

Le cas Pr = 0,71 correspond a la figure 11.4.24. I.’augmentation du nombre de Prandtl
n’a pas changé le comportement proche paroi des résultats pour le flux de chaleur normal qui
sont satisfaisants si on les compare avec les résulats issus du calcul direct. En dehors de la
zone de conduction thermique, le pic est encore correctement prédit par tous les modeles: au-
tour de z* = 30. Contrairement au cas Pr = 0, 10 ot tous les modeles surestimaient sa valeur
en comparaison des résultats issus du calcul direct, on observe que les modeles hybrides ont
tendance cette fois-ci a sous-évaluer légerement la valeur de ce pic, le modele IVM donnant
la valeur la plus haute.

La figure 11.4.26 illustre les résultats obtenus dans le cas Pr = 2,00 sur le maillage fin.
De maniere similaire, les modeles pour le flux de chaleur sous-maille fournissent des résultats
assez proches les uns des autres dans la zone de conduction ( zt < 4 ). A Pextérieur de
cette zone, les modeles ont des comportements tres différents mais localisent le pic autour
de 2zt = 20 ~ 30 en accord avec Kawamura [52] qui situe le maximum du flux de chaleur
normal dans cette zone pour des valeurs du nombre de Prandtl supérieures a 0,2 . La valeur
du pic est estimée de facon empirique et vaut approximativement 2,24.1073. La tendance 2
surestimer la valeur du pic avec 'augmentation du nombre de Prandtl se confirme.

Les résultats présentés sur le cas fin pour le flux de chaleur normal montrent que ’aug-
mentation du nombre de Prandtl entraine un décalage du pic vers la paroi ainsi qu’une
diminution de la valeur de ce pic, ce qui est en concordance avec Kawamura [52].

Effet du maillage

L’effet du maillage sur les résultats pour le flux de chaleur normal peut étre observé
en comparant les figures [1.4.22 a 11.4.26 aux figures 11.4.23 a 11.4.27 qui concernent le cas
grossier. [’appauvrissement du maillage a deux effets sur les résultats: le premier effet est un
décalage du pic vers le centre du canal; le deuxieme effet est une diminution de I'intensité du
pic, cependant l'ordre de ces amplitudes est conservé dans tous les cas sauf pour le modele
IVM.

4.3.4 Comportement proche paroi

L’adimensionnement par les grandeurs moyennes ( vitesse débitante et température moyenne

) permet la comparaison entre les différents modeles. Il est cependant intéressant de vérifier
le comportement de ces derniers au voisinage de la paroi par rapport a des lois empiriques
qui définissent le profil asymptotique des champs statistiques. Ces lois empiriques sont va-
lables lorsque les statistiques sont adimensionnées par les grandeurs caractéristiques de la
sous-couche visqueuse et de la zone de conduction thermique ( vitesse et température de
frottement ). Le tableau I1.4.9 présente les courbes asymptotes a la variance de température,
les flux de chaleur turbulents longitudinal et normal [52].



Statistique || Courbe asymptote

T s 0,38.Pr.z*

<UITI> 0,12.Pr.z*2

— <WITI> 7.10 4. Pr.z*3

Fic. I1.4.9: Comportement asymptotique au voisinage de la paros.

Par souci de concision, on ne présentera que les courbes concernant le cas B/200 pour
les trois grandeurs statistiques précitées. Ce choix est motivé par le fait que nous n’avons
aucune comparaison pour ce cas Pr = 2,00. Les figures 11.4.28, 11.4.29 et 11.4.30 présentent
respectivement la variance de température, les flux de chaleur turbulents longitudinal et
normal. De maniere générale, la comparaison au voisinage de la paroi pour ces trois quantités
est tres satisfaisante. Le modele IVM fournit les résultats les moins bons alors que les modeles
hybrides semblent étre les plus proches des courbes asymptotiques.
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F1c. 11.4.10: Profil moyen de ’écart type de la température résolue dans le cas A/010 adi-
mensionné par la température moyenne.
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Fi1G. 11.4.11: Profil moyen de l’écart type de la température résolue dans le cas B/010 adi-
mensionné par la température moyenne.
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F1c. 11.4.12: Profil moyen de ’écart type de la température résolue dans le cas A/071 adi-
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Fi1G. 11.4.13: Profil moyen de l’écart type de la température résolue dans le cas B/071 adi-
mensionné par la température moyenne.
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F1c. 11.4.14: Profil moyen de ’écart type de la température résolue dans le cas A/200 adi-
mensionné par la température moyenne.

03

o MSM
v HSDBD
HSDB
S _dyn
* EVM
VM
DNSc F¥¥

o
(N

T rms/T b

o
H
* 03
O
<
*

i
EE
[
DD«
%}K

weT T T T

10

[

100
Z+

Fi1G. 11.4.15: Profil moyen de l’écart type de la température résolue dans le cas B/200 adi-
mensionné par la température moyenne.
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F1c. I1.4.16: Profil moyen du fluz de chaleur dans le sens de l’écoulement dans le cas A/010
adimensionné par le flux de chaleur moyen.
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F1G. I1.4.17: Profil moyen du fluz de chaleur dans le sens de ’écoulement dans le cas B/010
adimensionné par le flux de chaleur moyen.
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F1c. I1.4.18: Profil moyen du fluz de chaleur dans le sens de [’écoulement dans le cas A/0T1
adimensionné par le flux de chaleur moyen.
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F1G. I1.4.19: Profil moyen du fluz de chaleur dans le sens de ’écoulement dans le cas B/071
adimensionné par le flux de chaleur moyen.
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F1a. I1.4.20: Profil moyen du flur de chaleur dans le sens de l’écoulement dans le cas A/200
adimensionné par le flux de chaleur moyen.
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F1a. I1.4.21: Profil moyen du fluz de chaleur dans le sens de ’écoulement dans le cas B /200
adimensionné par le flur de chaleur moyen.
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F1G. 11.4.22: Profil moyen du fluz de chaleur normal dans le cas A/010 adimensionné par le
flux de chaleur moyen.
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F1a. 11.4.23: Profil moyen du fluz de chaleur normal dans le cas B/010 adimensionné par le
flux de chaleur moyen.
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F1G. I1.4.24: Profil moyen du fluz de chaleur normal dans le cas A/071 adimensionné par le
flux de chaleur moyen.
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F1a. I1.4.25: Profil moyen du fluz de chaleur normal dans le cas B/071 adimensionné par le
flux de chaleur moyen.
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F1G. 11.4.26: Profil moyen du flur de chaleur normal dans le cas A/200 adimensionné par le

flux de chaleur moyen.
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F1G. I1.4.27: Profil moyen du flux: de chaleur normal dans le cas B/200 adimensionné par le

flux de chaleur moyen.
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F1a. 11.4.28: Profil moyen de la variance de température dans le cas B/200 adimensionné
par le flux de chaleur a la paroi.
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F1a. 11.4.29: Profil moyen du fluz de chaleur normal dans le cas B/200 adimensionné par le
flux de chaleur a la paroi.
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F1a. I1.4.30: Profil moyen du fluz de chaleur normal dans le cas B/200 adimensionné par le
flux de chaleur a la paroi.

4.4 Analyse des modeles pour le flux de chaleur sous-
maille

Dans le but d’étudier de facon plus précise le comportement des différents modeles testés
pour les trois valeurs du nombre de Prandtl sur les deux maillages, on est amené a examiner
de nouvelles quantités comme la dissipation associée aux modeles pour le flux de chaleur
sous-maille définie par:

00

]81']‘

(I1.4.8)

4.4.1 Dissipation fickienne et non fickienne

Un premier moyen pour analyser le comportement de chacun des modeles pour le flux de
chaleur sous-maille est de séparer la dissipation en deux contributions: 1’'une provenant de
la partie fickienne du modele notée €] et I'autre issue de la partie non fickienne notée )"

( la notion de modele fickien et non fickien a été introduite dans le chapitre 3 de la partie



[ ). En utilisant la relation (I1.4.1), ces deux contributions sont alors définies par:

00 00
o 9900 I1.4.
%o & aZL’j 8113]' ( 9)
00
et = —fgja—xj (11.4.10)

Les figures 11.4.31 & 11.4.36 fournissent les résultats des profils moyens des dissipations &} et

el sur le maillage A, pour les trois valeurs du nombre de Prandtl.

Comportement proche paroi

Les valeurs des dissipations associées aux parties fickienne et non fickienne des modeles
pour le flux de chaleur testés sont négligeables voire nulles dans la zone de conduction
thermique pour tous les modeles mis a part le cas IVM. Ceci indique que les modeles sont
alors capables de détecter la présence de cette zone de conduction thermique dans laquelle
le modele n’est pas nécessaire.

En ce qui concerne le modele IVM, celui-ci fournit une dissipation a la paroi qui est assez
importante quelque soit le nombre de Prandtl considéré. Cette observation peut expliquer en
grande partie les résultats peu satisfaisants fournis par le modele IVM. Ainsi ce modele sous-
estime systématiquement le profil de température moyenne adimensionné par la température
de frottement. On rappelle que le modele IVM s’écrit sous la forme:

Cr oU; T
_ (Z(gik X ax]) = g (I14.11)

Dans le cadre de cette étude, la modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille est donnée
par un modele a viscosité sous-maille. Par conséquent, le modele IVM devient :

- (ﬁ 8U">Tgk = —2U5mﬁila—T (11.4.12)
8:1:1

S +

Au voisinage de la paroi, on obtient les simplifications suivantes :

— 0T ou, oT
2Dj— — —— I1.4.1
laﬂfl 6:1;3 6:1;3 ( 3)
C oU; oU,
(t—jélk + 8—3%> Tor — a—x?)ngg, (11414)

Par conséquent, au voisinage de la paroi, le flux de chaleur sous-maille dans la direction
normale a la paroi est prépondérant et s’écrit :
oT
Ton  —> Yo I1.4.15
03 sm 8333 ( )



En utilisant ce comportement asymptotique, il est possible d’en déduire le comportement
asymptotique de la dissipation associée au modele IVM:

et — usmg—ig—i (11.4.16)
De fagon consistante, la dissipation )7 & la paroi associée au modele TVM croit bien avec
le nombre de Prandtl. En effet, 'augmentation du nombre de Prandtl a pour conséquence
I’augmentation du gradient de température a la paroi, et par la méme, 'augmentation de son
carré scalaire. Cela signifie aussi que la viscosité sous-maille v, ne tend pas assez vite vers
zéro. L’amélioration des résultats pour le modele IVM peut donc étre obtenue en modifiant la
fonction de sélection agissant par 'intermédiaire de la viscosité sous-maille v, : il suffit alors
d’augmenter la puissance n associée a la fonction r(0)( voir relation (1.2.69) et (1.2.70) ).
Dans le paragraphe 3.3.2, le méme type de probleme a été rencontré avec le modele de
Smagorinsky sélectif.

Extrema des dissipations ¢ et )"

Sur la quantité £}, les modeles MSM, Sdyn et HSDB admettent un maximum commun
positif qui se décale vers la paroi a mesure que le nombre de Prandtl augmente. Ce maximum
est situé approximativement dans la zone tampon qui dépend du nombre de Prandtl. En
revanche, le modele EVM fournit un maximum légerement plus pres de la paroi que les
modeles cités précédemment.

Le modele HSDBD fournit des valeurs négatives pour cette dissipation £} dans cette
méme zone tampon. Ces valeurs négatives de la dissipation ¢} indique un transfert des
échelles sous-maille vers les échelles résolues ( ”backscatter” ). C’est l'utilisation de la
procédure dynamique pour les deux constantes du modele combiné qui semble étre & 1'ori-
gine de ce phénomene puisqu’aucune valeur négative n’est obtenue sur les modeles HSDB et
Sdyn. Malgré ces valeurs négatives pour la quantité 5, la dissipation totale correspondant
a la somme des contributions fickienne et non fickienne pour ce modele reste positive.

En comparant les amplitudes des parties fickienne et non fickienne de la dissipation as-
sociée aux deux modeles combinés dynamiques ( HSDBD et HSDB ), on remarque que
I’'amplitude de la dissipation non fickienne £ est plus grande que amplitude de la dissipa-
tion fickienne £)'. Autrement dit, la dissipation associée a I'extension du modele de similarités
d’échelles est plus grande que la dissipation associée a I’extension du modele de Smagorinsky.
Ce résultat est assez étonnant dans la mesure ol sur la quantité de mouvement, le modele
de similarités d’échelles est connu pour étre peu dissipatif et instable lorsqu’il est employé
seul.

D’un point de vue globale, ces figures montrent que I’'augmentation du nombre de Prandtl
entraine, et ce de fagon consistante, une augmentation du niveau des dissipations &} et e}’
introduit par les modeles sous-maille. Cette observation est en accord avec l'idée que le
modele pour le flux de chaleur sous-maille agit plus a Prandtl élevé qu’a faible Prandtl.



En effet, dans le chapitre concernant la partie dynamique, ’augmentation du nombre de
Reynolds induisait le méme comportement.

Effet du maillage

Le principal effet de appauvrissement du maillage réside dans le décalage des extrema
pour les quantités £, et £)’" vers le centre du canal. Ce décalage a déja été observé sur
toutes les grandeurs fluctuantes présentées dans les paragraphes précédents. Le modele IVM
conserve un comportement atypique au voisinage de la paroi par comparaison avec les autres
modeles. Les niveaux de dissipation des modeles utilisant la procédure dynamique ( Sdyn,
HSDBD et HSDB ) semblent moins élevés dans le maillage A que dans le maillage B alors
que l'on s’attend & un phénomene inverse. Les autres modeles ( MSM, EVM et IVM )
fournissent d’ailleurs des niveaux plus élevés lors du passage du maillage A au maillage B.
En effet, dans la partie dynamique, il s’est averé que le changement de maillage entrainait
systématiquement une augmentation de la dissipation sous-maille. Cette augmentation de
la dissipation associée au modele sous-maille au voisinage de la paroi est cohérente dans la
mesure ol les modeles font intervenir une longueur caractéristique qui correspond a la racine
cubique du volume de la maille. Ainsi, lors du passage du maillage A vers le maillage B, ce
volume augmente, et donc la dissipation.

4.4.2 Autre décomposition de la dissipation

Par analogie avec la partie dynamique, il est possible de décomposer cette méme dissi-
pation sous-maille comme la somme de deux nouvelles contributions a la maniere de celle
proposée par [45] [44] définie par:

gg = )94 f¢ (I1.4.17)
00
ey = —(m) <a—%> (I1.4.18)
g’ = — <Tag (g—g) > (I1.4.19)
ou la partie fluctuante de la variable muette ¢ est définie QS” = ¢ — (¢). La quantité )’

correspond a la dissipation associée au gradient de température moyen, tandis que la quantité
el'@ g'identifie & la dissipation associée au champ fluctuant. Les figures 11.4.43 & 11.4.54
présentent les résultats obtenus pour ces deux quantités £}/ et £)'“ pour les trois valeurs
du nombre de Prandtl sur les deux maillages.

Dissipation associée au gradient de température

La dissipation associée au gradient de température moyen notée )¢ est pratiquement
nulle dans la zone centrale du canal pour tous les modeles, en accord avec le fait que le champ

de température moyen au centre du canal est quasiment uniforme: le gradient de température



moyenne est alors nul. Des différences sont tout de méme a noter en comparant les modeles
combinés dynamiques ( HSDB et HSDBD ) aux autres. Ces deux modeles fournissent une
localisation différente du pic par rapport aux modeles MSM ou Sdyn par exemple. Ces
différences de localisation des pics tendent a disparaitre avec ’augmentation de la valeur
du nombre de Prandtl comme le montrent les figures 11.4.43 et 11.4.47. Le modele EVM
situe le pic décalé vers la paroi par rapport aux modeles MSM ou Sdyn, écart qui augmente
légerement avec le nombre de Prandtl. Au voisinage de la paroi, dans la zone de conduction
thermique, seul le modele IVM donne des valeurs jugées trop élevées qui sont certainement
la cause des résultats peu satisfaisants fournis par ce dernier. L’analyse proche paroi du
modele IVM effectuée dans le paragraphe 4.4.1 explique ce comportement. Tous les modeles

induisent des valeurs strictement positives de cette quantité ).

Dissipation associée au champ fluctuant

En ce qui concerne la dissipation associée au champ fluctuant notée £)'“, le comportement
du modele d’échelles mixtes sélectif est retrouvé a travers le modele a Prandtl sous-maille
MSM. En effet, dans la partie dynamique, seules les versions sélectives des modeles pour
le tenseur de Reynolds sous-maille [95] sont capables de prédire un transfert d’énergie des
échelles sous-maille vers les échelles résolues. Ainsi, seuls les modeles MSM et IVM fournissent
des valeurs négatives de cette dissipation, traduisant alors un transfert d’énergie des petites
échelles vers les plus grandes. Ces valeurs négatives sont tres marquées sur le maillage B.
Cependant, la dissipation totale reste positive. Cette zone de transfert inverse varie suivant
le nombre de Prandtl et est localisée dans la zone tampon. La procédure dynamique utilisée
dans les modeles Sdyn, HSDB et HSDBD ainsi que le modéle EVM ne permettent pas de
retrouver ce comportement.

Effet du maillage

L’appauvrissement du maillage ne change pas le comportement général des modeles.
En effet, les modeles combinés fournissent toujours un pic décalé vers le centre du canal par
rapport aux modeles MSM et Sdyn pour la quantité e}/%. Ce décalage tend & disparaitre avec
’augmentation du nombre de Prandtl. Le modele MSM n’est plus le seul a fournir des valeurs
négatives de la dissipation associée au champ fluctuant. En effet, le modele IVM fournit lui
aussi des valeurs négatives. Il faut noter que le modele ITVM est le seul a faire intervenir
de facon explicite la modélisation du tenseur de Reynolds sous-maille par I'intermédiaire du
second membre ( voir tableau I1.4.1 ). Il faut garder a Pesprit que le modele retenu pour ce
tenseur de Reynolds sous-maille est le modele d’échelles mixtes dans sa version sélective, ce

qui peut expliquer la possibilité du modele TVM & fournir des valeurs négatives pour £} ©.
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Fia. 11.4.31: Profil moyen de la partie fickienne de la dissipation de variance de température
sous-maille dans le cas A/010.
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Fic. 11.4.32: Profil moyen de la partie non fickienne de la dissipation de wvariance de
température sous-maille dans le cas A/010.



0.006 |
E 0 MSM
E v HSDBD 1
0.005 | HSDB
C S_dyn ]
0.004 - * EVM ]
S, : :
L . 0 g ]
< 0.003 - oo ]
\g C * * % ) ]
|_/|\_ g * O v @ :
_! 0002 | D ]
Q F * O * 0 ]
[¢)] r * O ]
Vv C * * O ]
0.001 - O ¥ O g
S = O *** DDD ]
O - ** iﬂ% ;
0" v V V. v Yo g " S Se—
v ]
L v Vvy Vv 1
~0.001 = e S
1 10 100
7+

F1a. 11.4.33: Profil moyen de la partie fickienne de la dissipation de variance de température
sous-maille dans le cas A/0T1.
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Fic. 11.4.34: Profil moyen de la partie non fickienne de la dissipation de wvariance de
température sous-maille dans le cas A/0T1.
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Fi1a. 11.4.35: Profil moyen de la partie fickienne de la dissipation de variance de température
sous-maille dans le cas A/200.
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Fic. 11.4.36: Profil moyen de la partie non fickienne de la dissipation de wvariance de
température sous-maille dans le cas A/200.
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F1a. 11.4.37: Profil moyen de la partie fickienne de la dissipation de variance de température
sous-maille dans le cas B/010.

0.015
v HSDBD
HSDB
* EVM
VM
2 001 .
|_
Q-I
)
A
L
Z|
|_
n
o 0.005 - 1
Y}
i v \A =8
0 * v % ¥ % % ¥ ¥ %\i*******%ﬁé%%*%*%-—_ﬁ—:

1 10 100
Z+

Fic. 11.4.38: Profil moyen de la partie non fickienne de la dissipation de wvariance de
température sous-maille dans le cas B/010.
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Fi1a. 11.4.39: Profil moyen de la partie fickienne de la dissipation de variance de température
sous-maille dans le cas B/071.
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Fic. 11.4.40: Profil moyen de la partie non fickienne de la dissipation de wvariance de
température sous-maille dans le cas B/0T71.
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Fic. 11.4.41: Profil moyen de la partie fickienne de la dissipation de variance de température
sous-maille dans le cas B/200.
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Fic. 11.4.42: Profil moyen de la partie non fickienne de la dissipation de wvariance de
température sous-maille dans le cas B/200.
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Fic. 11.4.43: Profil moyen de la dissipation associée au gradient moyen de température dans

le cas A/010.
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F1c. 11.4.44: Profil moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le cas A/010.
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Fia. 11.4.45: Profil moyen de la dissipation associée au gradient moyen de température dans

le cas AJOT1.
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F1c. 11.4.46: Profil moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le cas AJ/071.
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Fia. 11.4.47: Profil moyen de la dissipation associée au gradient moyen de température dans

le cas A/200.
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F1c. 11.4.48: Profil moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le cas A/200.
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Fi1c. 11.4.49: Profil moyen de la dissipation associée au gradient moyen de température dans
le cas B/010.
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F1a. I1.4.50: Profil moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le cas B/010.
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Fia. I1.4.51: Profil moyen de la dissipation associée au gradient moyen de température dans

le cas B/0T1.
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F1a. 11.4.52: Profil moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le cas B/071.
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F1a. 11.4.54: Profil moyen de la dissipation associée au champ fluctuant dans le cas B/200.
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4.5 Analyse du champ instantané

Les paragraphes qui suivent présentent des coupes des champs de vitesse et de température
instantanées mettant en évidence certains phénomenes physiques tels que les balayages ou les
éjections, mais aussi les structures cohérentes proche paroi associées au champ dynamique
et thermique. Toutes les figures présentées proviennent du maillage A avec le modele MSM.

4.5.1 Comparaison du frottement et du flux de chaleur a la paroi

Les figures 11.4.60 a I1.4.63 présentent respectivement le gradient normal des champs de
vitesse et de température sur la paroi inférieure pour les trois nombres de Prandtl utilisés lors
des simulations. I.’étude de ces quatre figures montrent bien la corélation entre le champ de
température et le champ de vitesse longitudinale. En effet, quelque soit la valeur du nombre
de Prandtl, a un maximum du frottement a la paroi correspond un maximum de flux de
chaleur a la paroi. Plus le nombre de Prandtl est grand, plus les formes des iso-valeurs se
ressemblent. Il est intéressant de noter le 1éger décalage que I'on peut observer au niveau de
la localisation de ces maxima. Ce décalage tend a disparaitre avec I’augmentation du nombre
de Prandtl. Ce décalage doit étre tres certainement associé aux phénomenes de conduction :
les formes sont beaucoup plus diffuses & Pr = 0,10 ( voir figure I1.4.61 ) qu’a Pr = 2,00 (
voir figure 11.4.63 ).

4.5.2 Mise en évidence de la zone de conduction thermique

Les figures 11.4.64 a 11.4.66 présentent une coupe transversale des champs de température
et de vitesse instantanées pour les trois valeurs du nombre de Prandtl considérées dans le
cadre de cette étude, ainsi que le gradient normal du champ de température sur la paroi
inférieure. Pour faciliter la comparaison, les trois coupes ont été effectuées a la méme po-
sition (2T = 0 ) et au méme temps de calcul ( £ = 1308 ): en conséquence, le champ
dynamique matérialisé par les vecteurs vitesses sur les trois planches sont rigoureusement
identiques puisque le champ de température est simplement transporté par le champ de
vitesse turbulent. Les trois champs de température sont adimensionnés par leur valeur maxi-
male respective dans le domaine de calcul a cet instant. On rappelle que la condition d’isoflux
impose une température nulle a la paroi qui est symbolisée par des iso-valeurs de couleur
bleue au voisinage de cette derniere, les maxima étant symbolisés par des iso-valeurs de cou-
leur violette dans la zone centrale du canal. La hauteur et la largeur du canal sont exprimées
en unités de paroi.

En observant la planche [1.4.64 qui correspond au cas Pr = 0,10, il est possible de
distinguer trois grandes zones. La premiere zone de couleur dominante bleue s’étend ap-
proximativement jusqu’a z* ~ 10 ~ 20: on reconnait la zone de conduction thermique qui
est relativement épaisse en raison de la faible valeur du nombre de Prandtl dans laquelle
les effets moléculaires dominent le transport du scalaire. La deuxieme zone de couleur verte
s’identifie a la zone tampon dans laquelle les effets moléculaires et les effets convectifs sont



du méme ordre. La derniere zone de couleur rouge/violet contient les zones logarithmique et
centrale : les effets convectifs sont dominants.

Il est possible d’effectuer ce méme découpage dans les deux autres planches I11.4.65 et
I1.4.66. De fagon consistante, I’augmentation de la valeur du nombre de Prandtl entraine
la tres nette diminution de la zone d’influence des effets de conduction thermique. Cette
différence est flagrante en comparant les figures 11.4.65 et 11.4.66 ( respectivement Pr = 0, 10
et Pr =2,00 ): dans le dernier cas, les iso-valeurs bleu/vert ne s’étendent guere au-dela de
2T =20.

La comparaison des gradients de température a la paroi des trois coupes est tres instruc-
tive. La premiere remarque que ’on peut faire, porte sur I'inexistence des deux maxima du
gradient de température a la paroi ( figure 11.4.64) qui sont pourtant observés sur les deux
autres figures 11.4.65 et 11.4.66. La raison est, la encore, a rechercher dans le décalage induit
par les effets de conduction du champ thermique ( voir paragraphe précédent ) : il est possible
de vérifier cela a partir des figures I1.4.61, 11.4.61 et I1.4.63 en tragant la droite z+ = 0 ( droite
correspondant a la coupe transversale effectuée ). La droite coupe ces maxima uniquement
dans les cas Pr = 0,71 et Pr = 2,00. En examinant les figures 11.4.65 et 11.4.66 au voisinage
des pics, il semble que ces maxima soient directement reliés au fait que 1’écoulement secon-
daire arrive perpendiculairement a la paroi, et donc associés aux balayages présentés dans
le paragraphe 4.5.4. Dans le cas d’un écoulement de marche descendante, le maximum du
gradient de température est situé dans la zone de recollement, 1a ot le fluide vient impacter
perpendiculairement la paroi.

4.5.3 Mise en évidence des structures cohérentes

Différentes expériences et simulations ont montré qu’il existait au voisinage de la paroi
des structures appelées ”streaks”. Ces structures sont en fait de minces filets de fluide lents
ou rapides étirés dans le sens de ’écoulement. Pour mettre en évidence la présence de ces
structures dans nos simulations, il est nécessaire d’étudier les fluctuations du champ de
vitesse dans la direction principale de ’écoulement : on introduit le champ fluctuant noté U
et définie par:

—/

U (2v,y,2:t) = Ulx,y,2t)— <U>XY (z;1) (I1.4.20)

La figure (I1.4.56) correspond aux nappes d’isovaleur de la quantité U’ adimensionnée par
la vitesse de frottement. Le cas présenté correspond au modele d’échelles mixtes sélectif sur
le maillage A, pour Re, = 180. Les isovaleurs négatives ( en bleu ) sont assimilées aux
zones de fluide lent, tandis que les isovaleurs positives ( en rouge ), aux zones de fluide
rapide. L’espacement et la longueur des structures semblent correctes: de I'ordre de 100 et
1000 unités de paroi en moyenne. En ce qui concerne le champ de température, il existe des
structures similaires a celles observées sur le champ de dynamique. En effet, le champ de
température est transporté par le champ de vitesse turbulent, aussi on s’attend a observer



des structures assez proches des ”streaks”. Pour cela, il suffit d’examiner les fluctutations de
o . . , ~! , .
température. De maniere analogue, on introduit le champ fluctuant noté © et défini par:

[} (z,y,2;t) = O(z,y,2;t) — <@>XY (2;1) (I1.4.21)

Les figures (I1.4.57) a (I1.4.59) correspondent aux nappes d’isovaleur des fluctuations de
température ©' adimensionnée par la température de frottement sur le maillage A, pour les
trois valeurs du nombre de Prandtl. Les résultats présentés ont été obtenus avec le modele
MSM. Les isovaleurs négatives ( en bleu ) sont des zones basse température, alors que
les isovaleurs positives ( en rouge ) sont des régions haute température. La forme de ces
structures est tres dépendante du nombre de Prandtl comme le démontre les comparaisons
entre la figure (I1.4.57) d’une part, et les figure (I1.4.58) et (I1.4.59) d’autre part. Ceci est
en accord avec les résultats de Kim [55]: la longueur de corrélation pour les fluctuations de
température dans la direction transverse reste pratiquement la méme pour les cas Pr = 0,71
et Pr = 2,00, alors qu’elle double pour Pr = 0,10. Un autre phénomene tres intéressant
est que les structures thermiques sont tres bien corrélées avec les structures dynamiques. En
effet, en examinant de plus pres les figures (I1.4.58) et (I1.4.59), on remarque que les zones
basse vitesse sont associées a des zones basse température tandis que les zones de fluide
rapide sont associées aux régions de fluide chaud. L’explication est fournie par le fait que le
fluide lent qui provient de la paroi froide transporte donc du fluide froid, alors que le fluide
rapide qui provient du cceur du canal chaud transporte donc du fluide chaud.

4.5.4 Mis en évidence de balayages et d’éjections

Le champ de température réagissant comme un scalaire passif, il devrait jouer le role de
traceur en mettant en évidence la présence de phénomenes physiques tels que le balayage ou
I’éjection. Dans les coupes transversales fournies par les figures 11.4.64 a 11.4.66, le voisinage
du point 27 = 0, y© = 100 et 2™ = 20 semble montrer la présence d’un balayage. I’agrandis-
sement de cette région est fourni par les figures 11.4.70 a 11.4.72 pour chacune des trois valeurs
du nombre de Prandtl. En effet, I’observation attentive des vecteurs vitesses et du champ de
température indique que du fluide chaud provenant du centre du canal est drainé violemment
vers la paroi froide. La zone de conduction thermique parait littéralement écrasée, surtout
dans les cas Pr = 0,71 et Pr = 2,00 . Pour mettre en évidence ce type de phénomene
physique, a savoir, le balayage et 1’éjection, la technique des quadrants [87][111][114] est
en général employée. Le croquis 11.4.55 illustre cette technique. Pour cela, il est nécessaire
d’introduire un champ de vitesse fluctuant instantané qui correspond au champ de vitesse
instantané auquel on retranche un champ de vitesse moyenné par plans ne dépendant que
de la distance a la paroi. Seules les composantes longitudinale et normale sont utilisées :

U = U-(0),, (I1.4.22)
W =W (W), (I1.4.23)
Les figures 11.4.68 et [1.4.69 confirment la présence d’un balayage au voisinage du point
considéré. En effet, sur la paroi inférieure, la méthode des quadrants indique qu’il y a balayage



siU est posmf et W négatif. Dans le cas d’une éjection au voisinage de la paroi inférieure, les
quantités U et W sont respectivement négative et positive. L’illustration de ce phénomene
d’éjection est donnée par les figures 11.4.73 et 11.4.74 qui correspondent aux iso-valeurs des
fluctuations instantanées. Quant aux figures 11.4.75 a I1.4.77 qui concernent le champ de
température, on observe une tres bonne adéquation entre la présence d’une éjection détectée
par la méthode des quadrants et le fait que du fluide froid soit arraché du voisinage de la
paroi vers le centre du canal.

Ejection

Balayage

Fi1a. 11.4.55: Méthode des quadrants

La figure (I1.4.67) met aussi en évidence les phénomenes de balayages et d’éjections exis-
tant dans tout le domaine de calcul, a un instant donné. Les isovaleurs bleues correspondent
aux balayages tandis que les isovaleurs rouges correspondent aux éjections. Il est intéressant
de noter que ces deux évenements ne sont pas forcément couplés: au voisinage d’un ba-
layage, on ne trouve pas nécessairement une éjection, ce que les figures (11.4.76) et (I11.4.77)
confirment.



Fic. 11.4.56: Nappe d’isovaleur de fluctuations de vitesse adimensionnées par la vitesse de
frottement pour le cas A/180 : en bleu, zone basse vitesse (UI+ < =3,5 ); en rouge, zone
haute vitesse (UHF > +3,5 ).



Fic. I1.4.57: Nappe d’isovaleur de fluctuations de température adimensionnées par la
température de frottement pour le cas AJ010: en bleu, zone basse température (@’+ <
—1,0 ); en rouge, zone haute température (@,Jr > +1,0 ).



Fic. 11.4.58: Nappe d’isovaleur de fluctuations de température adimensionnées par la

température de frottement pour le cas A/071: en bleu, zone basse température (@l+ <
. I+

—3,0 ); en rouge, zone haute température (© " > +3,0 ).



Fic. 11.4.59: Nappe d’isovaleur de fluctuations de température adimensionnées par la

température de frottement pour le cas A/200: en bleu, zone basse température (@,Jr <
. I+

—5,0 ); en rouge, zone haute température (© " > +5,0 ).



Fia. 11.4.60: Gradient normal a la paroi inférieure du champ de vitesse instantané longitu-
dinale normé par sa valeur mazximale pour le cas A/180.

Fic. 11.4.61: Gradient normal a la paroi inférieure du champ de température instantané
normé par sa valeur mazimale pour le cas A/010.



Fic. 11.4.62: Gradient normal a la paroi inférieure du champ de température instantané

normé par sa valeur maximale pour le cas A/0T1.
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Fic. 11.4.63: Gradient normal a la paroi inférieure du champ de température instantané
normé par sa valeur mazimale pour le cas A/200.
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Fic. 11.4.65: En haut: coupe transversale des champs de vitesse et de température pour
Pr = 0,710. En bas: gradient de température normal sur la paroi inférieure normé par sa
valeur mazimale.
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Fi1c. 11.4.66: En haut: coupe transversale des champs de vitesse et de température pour

Pr = 2,00. En bas: gradient de température normal sur la paroi inférieure normé par sa
valeur mazimale.



Fi1c. 11.4.67: Nappe d’isovaleur du produit UW' adimensionné par le carré de la vitesse de
frottement dans le cas A/180 : en rouge, les éjections; en bleu, les balayages.
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Fi1c. 11.4.68: Mis en évidence d’un balayage au voisinage du point (0,100, 20) : iso-valeurs
positives des fluctuations [
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Fi1G. 11.4.69: Mis en évidence d’un balayage au voisinage du point (0,100, 20) : iso-valeurs
négatives des fluctuations W
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F1a. 11.4.70: Mis en évidence d’un balayage au voisinage du point (0,100, 20) : agrandissement
du champ de température pour Pr = 0, 10.
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F1G. I1.4.71: Mis en évidence d’un balayage au voisinage du point (0,100, 20) : agrandissement
du champ de température pour Pr = 0,71.
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F1a. 11.4.72: Mis en évidence d’un balayage au voisinage du point (0,100, 20) : agrandissement
du champ de température pour Pr = 2,00.
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Fi1c. 11.4.73: Mis en évidence d’une éjection au voisinage du point (—1050, —75,25) : iso-
valeurs négatives des fluctuations [
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FiG. 11.4.74: Mis en évidence d’une éjection au voisinage du point (—1050, —75,25) : iso-
valeurs positives des fluctuations W
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F1a. I1.4.75: Mis en évidence d’une éjection au voisinage du point (—1050, —75,25) : champ
de température pour Pr = 0, 10.
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F1G. I1.4.76: Mis en évidence d’une éjection au voisinage du point (—1050, —75,25) : champ
de température pour Pr = 071.



Fi1a. I1.4.77: Mis en évidence d’une éjection au voisinage du point (—1050, —75,25) : champ
de température pour Pr = 2,00.



Troisieme partie

La marche descendante
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Chapitre 1

Géomeétrie et caractéristiques de la
marche descendante

Les parties précédentes ont présenté respectivement la modélisation sous-maille interve-
nant lors de simulations des grandes échelles dans le cas du transport d’un scalaire passif ( la
température ) et la validation de différents modeles sous-maille sur un cas représentatif
d’écoulements inhomogenes ( cas du canal plan ). Dans le but d’étudier les problémes
d’échanges thermiques dans les écoulements décollés, une simulation des grandes échelles
avec transport du champ de température par un champ de vitesse turbulent a été menée sur
la configuration d’une marche descendante.

Cette configuration est un cas intéressant pour la simulation des grandes échelles dans
la mesure ou elle met en jeu des phénomenes physiques rencontrés dans la plupart des
écoulements internes décollés : décollement, recollement, transfert de chaleur pariétal intense
au niveau du recollement, zone de recirculation, gradient de pression adverse. En effet, ce
type de phénomene se retrouve tres souvent dans le domaine de I'ingénierie: canaux de re-
froidissement, chambre de combustion par exemple. Ainsi, I’étude du coefficient d’échange
convectif permet de vérifier la bonne tenue thermique des protections des chambres de com-
bustion au voisinage de la zone de recollement.

Parmi toutes les géométries utilisées pour étudier ces écoulements internes décollés, la
marche descendante reste la configuration la plus souvent retenue en raison de la simplicité
de sa géométrie et du fait que la position du point de décollement est connu, a savoir, le nez
de la marche. La difficulté consiste a la fois a déterminer le coefficient d’échange convectif a
la paroi, ainsi que la taille de la zone de recirculation. La présence du coin est une difficulté
d’ordre numérique. On rappelle que dans le but de ne pas masquer 'effet du modele sous-
maille, Iutilisation de schémas décentrés ( dissipatifs ) est proscrite.



1.1 Choix du domaine de calcul

Le choix du domaine est en fait fixé par les différents phénomenes que 1’on souhaite
étudier. En ce qui concerne la taille de la zone de recirculation, des auteurs comme Armaly
et al.[5] ont montré qu’elle dépend de plusieurs parametres tels que:

— Détat de la couche limite ( laminaire, transitionnelle ou turbulente ) qui décolle au
niveau du nez de la marche, est lié directement au nombre de Reynolds. La taille
de cette zone augmente avec le nombre de Reynolds dans le cas d'une couche limite
laminaire ( Re,, < 1200, nombre de Reynolds basé sur la vitesse débitante ). Pour un
nombre de Reynolds compris entre 1200 et 6600, le régime transitionnel est atteint.
Dans ce cas précis, la taille de cette zone diminue puis augmente a nouveau. Pour
un nombre de Reynolds supérieur, la taille de la zone de recirculation devient alors
indépendante du nombre de Reynolds.

— le rapport entre les sections de sortie et d’entrée. En effet, la longueur de la zone de
recirculation va diminuer au fur et & mesure que ce rapport tend vers 'unité ( la marche
disparait ). Des auteurs comme Durst et al. [29] ou encore Armaly et al.[5] le montrent.

— le rapport entre la hauteur de marche ( h ) et I’épaisseur de couche limite ( notée § )
qui décolle au nez de la marche. En effet, selon ce rapport, la perturbation engendrée
par le fluide recirculant qui vient exciter la couche cisaillée libre est plus ou moins
importante. D’apres Bradshaw et al.[11], on peut distinguer trois régimes: lorsque le
rapport h/d est tres petit, du méme ordre ou treés grand devant 'unité.

Plutot que d’imposer un profil moyen et de le perturber, le choix d’employer des profils
d’entrée turbulents pleinement développés pour les champs de vitesse et de température a été
retenu. En effet, dans leur étude, Le et Moin[62] ont testé 'utilisation de conditions d’entrée
qui consiste a recréer un champ moyen et fluctuant, en adaptant un algorithme initialement
développé par Lee et al.[65] . Cette méthode fournit alors les champs statistiques ( moments
d’ordre un et deux ) que I'on observe habituellement dans un écoulement de couche limite
ou de canal pleinement turbulent ( voir partie II ), cependant les structures turbulentes ne
sont pas présentes ( les "streaks” ). Ils montrent aussi que cette condition nécessite I’emploi
d’un long canal d’entrée d’une longueur de I'ordre de 20 ( h étant la hauteur de la marche
) en amont du nez de la marche. Dans le cas ou les profils d’entrée turbulents pleinement
développés sont utilisés, deux choix sont possibles: soit on simule une couche limite tem-
porelle comme Le et Moin [62], soit on effectue une simulation temporelle d’un canal plan
comme Friedrich et Arnal[31]. Compte tenu de 'expérience acquise au cours de cette these
en ce qui concerne la simulation des grandes échelles dans le canal plan ( voir partie IT ),
le choix s’est donc naturellement porté sur un profil de canal plan a ’entrée du domaine
de calcul. Cela implique une premiere contrainte: il n’est pas possible d’utiliser un axe de
symétrie, il faut donc simuler de fagon satisfaisante la paroi supérieure. En effet, 'utilisation
d’une condition de symétrie pour simuler I’écoulement turbulent dans un canal plan n’est pas
justifiable. Pour restreindre les problemes numériques éventuels liés a la présence du coin,



seule la paroi inférieure présente une marche. On rappelle que 1’épaisseur de couche limite
dans le cas d’une simulation temporelle d’un canal correspond en fait a la demi-hauteur du
canal ( soit 5h ). En effet, dans ce cas précis, les deux couches limites qui se développent
sur les deux parois du canal finissent par interagir. Le rapport entre la hauteur de marche
et I’épaisseur de couche limite au nez de la marche se trouve alors fixé a 0,2 .

Les deux champs turbulents ( vitesse et température ) nécessaires au calcul de la marche
sont issus d’un calcul de canal plan turbulent. Les deux paragraphes qui suivent, décrivent
le choix du domaine. Le dernier paragraphe présente le couplage des calculs canal/marche.

1.1.1 Domaine de calcul pour le canal plan

Le choix d’un maillage convenable pour capter les structures turbulentes a déja été abordé
dans le chapitre 2 de la partie IT. Pour se rapprocher de 'expérience de Jovic et Driver [46][47]
ou des calculs de Le et al.[62] et de Akselvoll et al.[2], le nombre de Reynolds basé sur la vitesse
de frottement et la demi-hauteur de canal ( 5h ) noté Re, doit valoir approximativement
1250. Le nombre de Reynolds basé sur la vitesse débitante ( U,, ) et la section d’entrée
( 10h ) est fixé approximativement a 66100, le régime est donc bien turbulent. Le domaine
de calcul pour le canal plan est donné par :

r € [—4h;4h]; y € [0;4h];  z € [h;11h]. (IT1.1.1)

Compte tenu du nombre de Reynolds Re, ciblé, la longueur L} du domaine vaut alors 2000
unités de paroi, tandis que la largeur L;j du domaine vaut 1000 unités de paroi. Ces lon-
gueurs sont donc suffisantes pour capter la physique de I’écoulement turbulent.

En tenant compte des criteres de résolution précisés dans le paragraphe 2.2 de la partie

IT, le maillage retenu est un maillage uniforme dans les directions principale (X) et transverse
(Y) de I’écoulement dont les pas d’espace en unité de paroi sont donnés par:

Azt = 25 (IT1.1.2)

Ayt = 25 (IT1.1.3)

Dans la direction normale & la paroi, la premiére maille est située & 2™ = 3. La distribution

normale est alors donnée par la figure I11.1.2: c’est en fait la méme distribution normale qui

sera utilisée sur la marche. La simulation de ce canal est effectuée a 1’aide de 81 points dans
la direction (X), 41 dans la direction (Y) et 75 dans la direction normale (Z).

1.1.2 Domaine de calcul pour la marche descendante
Choix du domaine

Différentes études tres completes concernant la configuration de la marche descendante
ont déja été menées par des auteurs comme Le et al. [62] ou encore Friedrich et Arnal[31].



Comme cela a déja été précisé en début de paragraphe, il est préférable d’effectuer un vrai
calcul turbulent pour les champs dynamique et thermique, plutot que d’utiliser I'algorithme
proposé par Lee et al.[65] pour générer des fluctuations turbulentes.

Par ailleurs, il semble nécessaire d’imposer un canal d’entrée d’une longueur de ’ordre de
6 hauteurs de marche au minimum. En effet, Le et al.[62] montrent qu’il y a un important
phénomene de relaxation entre I'entrée et le nez de la marche, que nous avons effectivement
constaté dans la simulation effectuée. On note alors une chute non négligeable du frottement
pariétal sur pratiquement une distance de ’ordre de 4h, pour ensuite augmenter jusqu’au
nez. Il semble que ce phénomene soit dii au couplage effectué entre les deux simulations
( canal plan et marche descendante ).

La position de la section de sortie doit étre suffisamment loin de la zone de recollement
pour ne pas influencer celle-ci. Dans le cas présent, la zone de recollement devrait étre com-
prise entre les abscisses & = 4h et x = 8h. En effet, la localisation de la ligne de recollement
instantanée fluctue énormément au cours du temps.

Enfin, le dernier point concerne la taille minimale du domaine en envergure. Il semble que
4 hauteurs de marche soit la taille minimale pour ce type de calcul. Pour toutes ces raisons,
le domaine de calcul retenu pour la configuration de la marche descendante est donné en
fonction de la hauteur de marche, mais aussi, en unités de paroi:

r € [—6h;19h]; y € [0;4h]; z € [0;11A].
+

rt e [-1500;4750]; y* e [0;1000]; 2zt € [0;2750]. (III.1.4)

Le rapport entre la section aval et amont vaut donc 1,1 dans ce cas ( contre 1,2 pour
I'expérience de Jovic et Driver [46][47] et les simulations de Le et al.[62] ou encore Akselvoll
et al.[2] ). La figure II1.1.1 illustre la configuration de la marche descendante et le choix des
axes du repere.

ENTREE

Fiac. II1.1.1: Domaine de calcul pour la marche descendante



Maillage du domaine

La condition d’entrée étant fournie par un calcul de canal plan infini, il est nécessaire de
choisir un maillage autorisant le couplage le plus simple possible.

Le méme pas d’espace Az ( constant ) est conservé sur une zone en amont du nez de la
marche qui s’étend de l'entrée ( x = —6h ) jusqu’a 'abscisse ( z = —h ). Au voisinage du
nez de la marche, il est nécessaire de raffiner afin que le rapport des mailles dans la direction
(X) et (Z) soit proche de I'unité. La zone de recollement dynamique est comprise entre les
abscisses x = 5h et 7h. On a donc choisi de conserver un pas d’espace constant sur cette
zone et valant Az = 0, 1h. Au-dela de cette zone, le maillage est relaché.

En ce qui concerne la direction normale aux parois, deux zones sont a distinguer: la
zone comprise entre z = 0 et z = h et la zone comprise entre z = h et z = 11h. Dans
le premier cas, le maillage est raffiné au voisinage de la paroi et sur I’axe dans le prolonge-
ment du nez de la marche ( z = h ). Dans le deuxieéme cas, le maillage est imposé par le canal.

Dans la direction transverse, on utilise le méme maillage uniforme que celui utilisé dans
le canal. La figure III.1.2 représente la distribution des points pour le maillage dans les
directions (X) et (Z). Les nombres de points dans les directions (X), (Y) et (Z) valent
respectivement 186, 44 et 93.
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Fic. I11.1.2: a gauche, pas d’espace dans la direction principale de [’écoulement en fonc-
tion de l’abscisse du domaine de calcul; a droite, pas d’espace dans la direction normale a
[’écoulement principal en fonction de la hauteur.



1.2 Conditions initiales et conditions aux limites

1.2.1 Conditions aux limites
Sur les parois solides

Une condition d’adhérence est utilisée pour le champ de vitesse, ce qui correspond a
une condition de type Dirichlet ( voir paragraphe 1.1.1 de la partie I ), par conséquent, le
champ de pression vérifie la projection de la quantité de mouvement. En ce qui concerne le
champ de température, une condition isotherme est appliquée: la paroi est plus froide que
le fluide au cceur du canal. Ceci revient a imposer des conditions homogenes pour le champ
de température adimensionné.

Dans la direction transverse

Une condition de périodicité est employée pour les champs de vitesse, de température et
de pression.

Sur les sections d’entrée et de sortie

Sur la section d’entrée, on impose un plan issu d’un calcul de canal plan qui contient alors
les champs de vitesse et de température turbulents. Cette condition d’entrée est instation-
naire puisque le plan est réactualisé a chaque pas de temps de la simulation. La condition
a la limite pour la pression est la encore obtenue en projetant 1’équation de quantité de
mouvement dans la direction normale a la section. Les termes instationnaires, convectifs et
diffusifs sont calculés a partir des données issues du calcul de canal plan qui est décrit dans
le paragraphe suivant.

Pour la section de sortie, on utilise une condition de sortie classique ( voir paragraphe
1.1.1 de la parti II) : la composante normale a la section de sortie du champ de vitesse est
extrapolée tandis que la composante tangentielle est calculée en imposant que son gradient
normal soit nul. En effet, les tests effectués par Le et al. ont montré qu’il n’était pas nécessaire
d’employer une condition de sortie dite convective. Le champ de température est lui aussi
extrapolé sur la section de sortie. Pour le champ de pression, une condition de type Dirichlet
est appliquée : la pression adimensionnée est fixée a zéro dans tout le plan de sortie.

1.2.2 Conditions initiales

Tout comme dans le cas du canal plan, il est nécessaire d’avoir un champ de vitesse initial
qui soit a divergence nulle. La condition initiale pour le champ de vitesse [37] [39] est alors
obtenue de la maniére suivante. Dans un premier temps, on cherche a se donner un champ
régulier qui vérifie les conditions aux limites pour le champ de vitesse résolu. Pour cela, on



résout le probleme auxilliaire suivant :

82‘/;* _ 0
8Ika{L‘k N
oA%
L pu— t pu—
on fFN( 0)

Dans un deuxieme temps, il faut effectuer une projection dans un espace a divergence nulle.
Cela revient a corriger le champ V;* par le gradient d’une quantité notée . Il en résulte:

V) = VAT + () (111.1.6)

La quantité A est solution du probleme suivant :
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Cette démarche permet d’imposer un champ a divergence nulle comme condition initiale.

En ce qui concerne la température, on choisit un champ de température régulier vérifiant
les conditions aux limites. Pour cela, on applique la méme technique utilisée pour le champ
de vitesse sans projeter dans un espace a divergence nulle:

’T
8Ika{L‘k N
oT
% = gry (t - 0)

1.3 Description du couplage

Le but du calcul de canal est de fournir des champs de vitesse et de température tur-
bulents pleinement développés. En effet, on sait que 1’état de la couche limite ( laminaire
ou turbulente ) au niveau du nez de la marche a un impact tres important sur la longueur
de la zone de recirculation par exemple. Eaton et Johnston [30] ont montré que pour une
couche limite passant de 1’état laminaire a turbulent sur le nez de la marche, la longueur de
recollement variait d’environ 6,5h a 7,7h en passant par un maximum de 'ordre de 8, 2h.
D’autres auteurs comme Armaly el al.[5] ont eux aussi observé ce type de comportement :
la longueur de la zone de recirculation passant d’environ 4, 5h en régime laminaire, a 17h en



régime transitionnel et finalement a 7h en régime turbulent.

Le couplage entre le canal et la marche s’effectue en stockant a chaque pas de temps, un

plan situé a une abscisse fixe ( = L, /2 ) durant toute la simulation du canal. Ce dernier

contient les champs de vitesse et de température ( notés fU?(n) et ﬁ(n)). Ces plans stockés a

chaque pas de temps de la simulation vont fournir alors une condition de Dirichlet pour les
champs de vitesse et de température de la marche descendante.

L’entrée de la marche correspondant a une condition de type Dirichlet en vitesse, par
conséquent, une condition de type Neumann pour la pression est nécessaire. La condition
pour la pression est alors fournie en projetant I’équation de quantité de mouvement suivant
la direction (X), ce qui revient & imposer le gradient de pression dans la direction (X). En
effet, des tests préliminaires ont montré I'importance de ce choix pour éviter des oscillations
parasites en pression au voisinage de ’entrée, ’autre possibilité étant d’'imposer un gradient
de pression nul a Ientrée de la marche descendante. Le gradient de pression a ’entrée ( en

x = —6h ) est donc donnée par la relation suivante :
~ (n+1) ~ (n+1)
oIl oU n+1)\ ~(n+1) 0\ =(n+1)
= =-=  —c(")0 D (#0,) 0, 11.1.9
8:1; at 7 + 13 ( )

L’évaluation des termes instationnaires nécessaires pour la condition d’entrée en pression sont,
alors calculés a partir du champ de vitesse issu du canal, avec le méme schéma numérique
temporel, a savoir, la formulation rétrograde d’ordre deux présentée dans le paragraphe 1.3.1
de cette partie. Il ne reste plus qu’a évaluer les termes convectifs et diffusifs. La principale

difficulté pour évaluer ces termes a partir du seul champ de vitesse de la marche ( noté ﬁ;(n)
) provient du fait qu’il serait alors nécessaire d’effectuer un décentrement vers l'intérieur du
domaine de calcul de la marche. Ce décentrement est surtout tres contestable pour le terme
convectif puisque cela reviendrait a faire un décentrement aval, connu pour son instabilité.
L’idée est donc d’utiliser les termes convectifs et diffusifs issus du calcul de canal plan: il
suffit de stocker ces termes en complément des champs de vitesse et de température. C’est
ce choix qui a été retenu par la suite. Le gradient de pression a I’entrée du domaine de calcul
de la marche descendante est alors calculé grace a la relation suivante:

(n+1)
BNl
= IT1.1.10
o ( )
—~(n+1) ~(n) —(n-1)
3U* —4U* "+ U* —~ (n+1)\ —~ (n+1) 1 (n+1)
_ 1 1 1 _ * * D ( TL+ ) *
N ¢ (03 ) urooF b

La premiere étape consiste a initialiser la simulation des grandes échelles du canal plan.
Pour cela, les conditions initiales utilisées sont celles présentées dans le paragraphe 1.1.1 de
la partie II: superposition d’un écoulement de Poiseuille et d’une perturbation périodique a
moyenne et divergence nulle. Le couplage a été activé apres environ 15 traversées de canal,
une traversée de canal correspondant au temps que met une particule fluide a traverser le



domaine de calcul & la vitesse débitante constant U,,. Cela permet & 1’écoulement turbulent
de s’établir.

La deuxieme étape correspond a l’initialisation de la simulation pour la marche. Des
champs de vitesse et de température turbulent sont imposés comme condition d’entrée, il ne
reste plus qu’a utiliser I’algorithme décrit dans le paragraphe précédent pour initialiser tout
le domaine de calcul.

La troisieme et derniere étape s’identifie au couplage réel des deux simulations. L’idée est
d’avancer la simulation du canal sur un nombre fixé de pas de temps, puis la simulation de la
marche sur le méme nombre de pas de temps. Ceci est rendu possible grace a I'algorithme de
forcage utilisé dans le canal plan bi-périodique qui permet de conserver la vitesse débitante
a tout instant. Les nombres de Reynolds des deux simulations, ainsi que les deux pas de
temps sont alors strictement identiques.

1.4 Choix des modeles sous-maille

1.4.1 Modele pour le tenseur de Reynolds sous-maille

Différents modeles pour le tenseur de Reynolds sous-maille ont été présentés ( chapitre
2 de la partie T ) et testés ( chapitre 3 de la partie I ) dans la configuration du canal
plan infini. Ceci a permis de mettre en évidence le bon comportement du modele d’échelles
mixtes [94][95], qui a été retenu pour la SGE dans la configuration de la marche. Des
tests préliminaires ont été effectués en utilisant le modele de Smagorinsky couplé avec la
procédure dynamique mais il n’a pas été possible d’obtenir de résultats. En effet, tres rapi-
dement, la simulation s’est avérée instable numériquement. Pourtant, des auteurs comme Le
et Moin [62][63] ou encore Akselvoll et Moin [2] ont utilisé cette modélisation avec succes.
Les différences entre leurs simulations et la notre résident d’une part dans le choix de la
localisation des variables ( grille décalée ) et de I'intégration temporelle ( Runge-Kutta).

1.4.2 Modele pour le flux de chaleur sous-maille

Les différents modeles pour le flux de chaleur sous-maille ont été présentés et testés
respectivement dans les chapitres 3 et 4 de la partie I et I1. Les modeles dynamiques hybrides
ainsi que le modele de Prandtl sous-maille constant ont fourni des résultats satisfaisants.
Cependant, comme pour le modele de Smagorinsky dynamique, les tests préliminaires pour
les modeles hybrides dynamiques n’ont pas été concluants : la simulation devient rapidement
instable. C’est pourquoi, le modele de Prandtl sous-maille constant a finalement été retenu
pour la simulation des grandes échelles dans la configuration de la marche descendante.






Chapitre 2

Analyse des champs moyennés

2.1 Champs moyens

2.1.1 Echantillonnage

Pour permettre 1’évacuation du transitoire numérique, trace de l'initialisation du do-
maine, le calcul des champs statistiques a été démarré apres cinq traversées de boite. Ces
champs statistiques correspondent & une moyenne statistique temporelle et spatiale ( dans la
direction périodique: Y ). Le champ statistique résultant ne dépend que de I'abscisse et de
la cote du domaine. Les moments d’ordre deux sont calculés en supposant que la moyenne
des fluctuations est nulle. Ainsi, I’écart type a la moyenne est donné par la formule suivante :

frms = <f2> - <f>2 (11121)

lopérateur (.) symbolisant la moyenne spatio-temporelle.

[’échantillonnage est effectué tous les 50 pas de temps sur approximativement dix a onze
traversées, ce qui représente un intervalle de temps de longueur 260h/U.. Le pas de temps
étant fixé approximativement 4 At = 7,5107*h/U,. Le nombre d’échantillons vaut donc
approximativement 14, 2 millions.

2.1.2 Vitesse

La figure II1.2.2 présente les iso-valeurs du champ moyenné de la vitesse longitudinale,
tandis que la figure II1.2.4 présente le profil de ce champ moyenné a différentes positions
dans le domaine de calcul. Ce champ moyen est normé par la vitesse au centre ( z = 6h ),
a Pentrée du domaine ( & = —6h ). Il est possible de distinguer deux zones de recirculation
de tailles bien différentes, imbriquées I'une dans ’autre.

La premiere zone de recirculation dite principale est située au niveau du nez de la marche,
la ou la couche limite décolle. Sur la paroi inférieure, cette zone est comprise entre x = 2h



et x = 5,4h approximativement. Dans toute cette zone, le fluide circule dans le sens op-
posé a I'écoulement principal. Sur la figure T11.2.2, cette zone de recirculation principale est
mise en évidence par les plages d’iso-valeurs de couleur bleue. La vitesse maximale en valeur
absolue dans cette zone de recirculation est de 'ordre de 0, 18U,.. Ce maximum est localisé
approximativement en x = 3h, soit & peu pres a une distance de X,./2 ( X, correspondant
a I’abscisse du point de recollemement ). Ce résultat est conforme a ce qui est rapporté par
des auteurs comme Le et Moin ou encore Jovic et Driver [62][46] qui trouvent une vitesse
maximale dans cette zone de recirculation de ’ordre —0, 15U...

Le point de recollement moyen a pour abscisse X, = 5,4h dans le cas présent. Celui-ci
est calculé a partir du coefficient de frottement moyen C/: il est défini comme le point olt
ce coefficient C'y s’annule ( voir figure I11.2.17 ). Le et Moin ou Jovic et Driver obtiennent
une longueur de 6,0h ~ 6,2h, une différence non négligeable ( de I'ordre de 10% environ ).
Cet écart est certainement du d’une part dans la différence des rapports de sections d’entrée
et de sortie et d’autre part dans la nature de 1’écoulement simulé ( écoulement de couche
limite par opposition & un écoulement de canal pour notre cas ). En effet, dans notre cas
un rapport d’élargissement de 1,1 est fixé tandis que Le et Moin ont choisi un rapport de
1,2: sachant que la longueur de recirculation diminue avec ce rapport, ’erreur relative va
donc diminuer. Moss et al. [78], avec le méme rapport d’élargissement, obtiennent une lon-
gueur de recirculation de 5,5h, en régime turbulent ce qui correspond a une différence d’a
peine 2%, ce qui est un treés bon résultat.

La deuxieme zone de recirculation que 1’on nommera zone de recirculation secondaire
est comprise entre les abscisses x = 0h et x = 2h ( plage de couleur bleu-vert sur la figure
[11.2.2). Celle-ci est également déterminée par le coefficient de frottement moyen Cf. La
courbe II1.2.17 indique qu’elle vaut approximativement 2h. La longueur de cette zone de
recirculation secondaire est comparable a celle obtenue par Le et al. [62]: ils obtiennent une
longueur égale a 1,8h . La valeur de la composante longitudinale vaut au maximum 0, 1U..

Il est intéressant de noter la présence d’une troisieme zone de recirculation, située pres
de la paroi de la marche. Cette minuscule zone n’est pas visible sur le champ moyenné de
vitesse, mais plutot sur le champ instantané. On montrera dans le chapitre suivant que la
figure présentant le coefficient de frottement instantané sur la paroi inférieure indique 1’exis-
tence de cette zone, dont Le et Moin font état dans [62].

L’étude des profils moyennés de la vitesse longitudinale a différentes abscisses du domaine
permet de mettre en évidence certains mécanismes. Apres 'impact ( ou recollement ) de la
couche cisaillée, une couche limite se redéveloppe. Ceci est confirmé par 'augmentation du
coefficient de frottement ( voir figure I11.2.17 ) qui finit par se stabiliser. Cependant il sub-
siste un point d’inflexion au niveau du profil de vitesse ( voir figure I11.2.4 ), indiquant que
la couche limite qui se redéveloppe n’est pas en équilibre. Les coupes transversales du champ
de vitesse instantané ( voir le chapitre suivant ) obtenues a différentes abscisses montrent
effectivement la présence de grosses structures qui n’ont pas encore été dissipées. Cette re-



marque est importante en terme de modélisation puisque cela implique que les modeles de
parois utilisés classiquement ne devraient pas étre employés dans ce cas. En effet, les modeles
de paroi supposent que le profil du champ de vitesse soit du type couche limite en équilibre,
ce qui n’est pas le cas dans la zone de recollement et méme bien apres. Le et Moin ainsi
que Westphal et al. [113] observent un profil inflexionnel jusqu’a une abscisse de l'ordre de
x = 19h. Bradshaw et Wong [11] observe un profil du champ de vitesse longitudinale moyen
qui présente encore un point d’inflexion au voisinage de x = 50h.

Grace a ces profils ( figure II1.2.4 ), il est aussi possible d’évaluer par exemple une
épaisseur de vorticité, tout comme on le ferait pour une couche de mélange spatiale. En effet,
au niveau du nez de la marche, la couche limite décolle pour former une couche cisaillée libre
qui ressemble a une couche de mélange spatiale. L’épaisseur de vorticité en fonction de la
distance au nez de la marche et sa dérivée suivant la direction principale sont fournies par
la courbe III.2.1.

1 1
0.9F 0.9 F
0.8F 0.8F
0.7 F 0.7 F
0.6 F x 06F
3 .t S
O~ 05F 3 05
I Ze) I
0.4 F O o04F
0.3F 0.3F
o o I
o o /\
0.2F 0.2F
- I —\_/
0.1F 0.1F
0 E L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L 0 E L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.5 1 x/h 1.5 2 2.5 0 0.5 1 x/h 1.5 2 2.5

Fia. TI1.2.1: Epaisseur de vorticité et sa dérivée par rapport a x en fonction de la distance
au nez de la marche.

Elle est définie par la relation suivante :

oU

0z
o, = —at I11.2.2
v AU ( )
On constate que ’épaisseur de vorticité varie de facon linéaire entre les abscisses © = 0, 5h
et x = 1,5h: la pente est d’environ 0, 17, confirmant par la méme que cette couche cisaillée
libre a un comportement voisin d’'une couche de mélange spatiale, puisqu’elle n’interagit
que tres peu avec la paroi inférieure. En effet, dans le cas d’une couche de mélange spatiale



incompressible, la variation suivant 1’abscisse de 1’épaisseur de vorticité est donnée par la
relation suivante d’apres Bonnet et al.[10] :
do 1—r
— = 0,16
dz 1+7r

(I11.2.3)

ou la quantité r représente le rapport des vitesses extérieures. Dans notre cas, r vaut ap-
proximativement 1,3 donnant une pente de croissance pour I’épaisseur de vorticité de 1’ordre
de 0, 2. Eaton et Johnston [30] rapporte une pente de I'ordre de 0, 18.

Les figures II1.2.6 et II1.2.8 présentent respectivement les iso-valeurs du champ moyenné
de la composante normale de vitesse et le profil de cette composante a différentes abscisses
en aval de la marche. Dans le premier cas, le champ moyenné est normé par la vitesse U,,
tandis que dans le deuxiéme cas, il est normé par la valeur absolue de son minimum W,;, (
Winin = —0,094U, ). En effet, les valeurs obtenues apres normalisation par la vitesse U, sont
trop faibles pour permettre I’exploitation satisfaisante de ces résultats.

Les plus petites valeurs, de 'ordre de —0,08U, a —0, 1U,. ( le fluide se rapprochant de la
paroi inférieure ), se situent juste un peu avant le recollement, au voisinage de x = 4,5h et
x = 5,0h. Quant aux valeurs maximales, de I'ordre de 0, 02U, & 0, 04U, ( le fluide s’éloignant
de la paroi inférieure ), on les retrouve dans la zone de recirculation principale. Ces valeurs
sont relativement proches de celles obtenues par Le et Moin [62]. En effet, ces auteurs ont
obtenus des valeurs minimales de ’ordre de —0, 073U, au voisinage de x = 5h, et des valeurs
maximales de 'ordre de 0, 04U, localisé dans la zone de recirculation principale. Au-dela de
I’abscisse x = 14h, le champ moyenné de la vitesse dans la direction normale a la paroi a
considérablement diminué: il n’exceéde pas —5.103U,.

2.1.3 Température

Les figures I111.2.10 et II[.2.12 présentent respectivement les iso-valeurs et le profil du
champ moyenné de la température a différentes abscisses. Dans tous les cas, ce champ est
normé par la température a I’entrée du domaine de calcul ( z = —6h ), au centre du domaine
( z=6h), noté T..

L’étude de la figure II1.2.10 montre qu’il existe une zone de faible mélange, la ou la
température n’excede pas 0, 37,. Elle coincide avec la zone de recirculation secondaire présentée
dans le paragraphe 2.1.2. Le flux de chaleur a la paroi fourni par la figure 111.2.18 y est plus
faible que partout ailleurs sur la paroi. La comparaison entre le coefficient de frottement
a la paroi ( figure I11.2.17 ) et le nombre de Nusselt indique qu’ils sont effectivement tres
bien corrélés sur une abscisse comprise entre 0 et 2h. Les effets de conduction ont alors une
action beaucoup plus perceptible: la zone de conduction est plus épaisse ( plage d’iso-valeur
de couleur bleue sur la figure 111.2.10 ). L’épaississement de cette zone de conduction est en
fait directement 1lié a la diminution du flux de chaleur a la paroi ( et donc du nombre de



Stanton ou de Nusselt ). Au voisinage de la paroi verticale de la marche, le champ de vitesse
est tres faible comparé a la zone de recirculation principale ou au champ de vitesse au dessus
de la marche: le fluide y est beaucoup plus stagnant que partout ailleurs dans le domaine.
La convection du champ de température par le champ de vitesse est alors tres faible devant
la conduction de ce dernier. Vogel et Eaton [109] ont observé eux aussi ce méme phénomene.
La comparaison de différents profils du nombre de Nusselt normé par leur maximum respec-
tif ( figure I11.2.19 ) montre que, bien que les nombres de Reynolds soient beaucoup plus
importants, les résultats sont qualitativement bien retrouvés.

A Textérieur de cette zone, progressivement, le brassage de la température ( ou du scalaire
passif ) devient de plus en plus important. La figure I11.2.18 indique que le flux de chaleur a
la paroi augmente considérablement des la sortie de la zone de recirculation secondaire pour
atteindre son maximum a la méme abscisse que le point de recollement dynamique. Dans
le cas du canal plan, il se trouve que le maximum du flux de chaleur a la paroi est du au
balayage qui ameéne violemment du fluide chaud du coeur du canal vers la paroi froide. Dans
le cas de la marche descendante, le fluide chaud vient impacter sur la paroi dans la zone de
recollement, provoquant un flux de chaleur a la paroi beaucoup plus intense. [.’épaisseur de
la zone de conduction y est alors tres fine. Une partie du fluide chaud est alors entrainée
dans la zone de recirculation principale tandis que 'autre partie est évacuée vers 'extérieur
du domaine. La chute rapide du flux de chaleur a la paroi lorsque I’on parcourt les abscisses
x = 5,4h vers x = 2h peut s’expliquer par le fait qu'une couche limite thermique laminaire se
redéveloppe dans cette zone[109]. Le fluide chaud ne peut atteindre la paroi de la marche en
raison de la présence de la zone de recirculation secondaire qui agit alors comme un obstacle.

Le profil du champ moyenné de la température ( figure I11.2.12 ) présente un point
d’inflexion qui indique 'existence de grosses structures thermiques mais celui-ci disparait
rapidement aux environs de x = 10h. En effet, les coupes transversales du champ instan-
tané avant et apres cette abscisse que l'on présentera dans le chapitre suivant confirment
cette hypothese. La figure II1.2.18 montre qu’apres la zone de recollemement une couche
limite thermique se redeveloppe. En effet, le flux de chaleur semble décroitre vers une valeur
asymptotique, montrant par la méme que ’analogie de Reynolds redevient valable au fur et
a mesure que 'on s’éloigne de la zone de recollement.

2.2 Champs turbulents

Toutes les figures concernant les champs turbulents présentées dans le cadre de cette
these sont adimensionnées par les valeurs U, et T, déja mentionnées dans les paragraphes
précédents. Tous les profils des champs turbulents ont été redimensionnés par leur valeur
maximale, ceci pour les mémes raisons que celles évoquées dans le paragraphe précédent.



2.2.1 Intensités turbulentes et tensions de Reynolds

De facon générale, les maxima et leurs localisations obtenus dans notre simulation des
grandes échelles sont en tres bon accord avec ceux de Le et Moin, ou encore Jovic et Driver.

L’intensité turbulente longitudinale ( figures I11.2.3 et II1.2.5 ) montre que la valeur maxi-
male vaut approximativement 0, 18U,, située dans la zone ou la couche cisaillée commence
a interagir avec la paroi inférieure, au dela de x = 2h. Le et Moin rapportent une valeur
maximale de 0, 18U.. On peut aussi noter que la localisation des maxima pour cette quantité
coincide avec les positions des points d’inflexion dans les profils de vitesse 1I1.2.4, corres-
pondant ainsi a I’axe médian de la couche cisaillée. L.e développement d’une nouvelle couche
limite apres le recollement est mis en évidence par la persistance de valeurs élevées pour
'intensité turbulente U,,s ( iso-valeurs de couleurs oranges au voisinage de la paroi ). Ceci
est encore plus évident a I'examen de la figure I11.2.5: un pic proche paroi est alors observé
sur ces profils de vitesse. En effet, dans le cas d’un écoulement de couche limite ou de canal
plan, c’est au voisinage de la paroi qu’apparaissent les pics d’intensité turbulente dans la
direction longitudinale.

En ce qui concerne l'intensité turbulente dans la direction normale, le maximum est de
lordre de 0, 12U,, toujours dans la méme zone ( méme valeurs obtenues par Le et al. ). Pour
les tensions de Reynolds ( figure I11.2.14 et I11.2.15 ), le maximum est de I'ordre de 0, 014U?
et toujours localisé dans la méme zone précédemment décrite, contre 0,011U2 pour Le et
Moin.

2.2.2 Variance et flux de chaleur turbulents

La figure I11.2.11 présente les iso-valeurs de la variance de température tandis que la fi-
gure II1.2.13 présente les profils de la variance de température. Les maxima pour la variance
de température sont de l'ordre de 0,157, et sont, la encore, situés dans la couche cisaillée
qui se développe a partir du nez de la marche.

Loin du recollement, les figures I11.2.11 et IT1.2.13 ( iso-valeurs et profils de T, )
montrent le redéveloppement d’une couche limite thermique qui se traduit par la présence
d’un pic proche paroi pour cette quantité. La comparaison avec I'intensité turbulente U,
( voir figure I11.2.3 et II1.2.5 ) et la variance de température montre une certaine similitude
dans le sens ol un pic pres de la paroi renait apres le recollement dynamique ou le maximum
du flux de chaleur pariétal. On peut noter la présence d’'un pic de variance de température
au voisinage de la paroi, dans la zone de recirculation principale. Ce pic traduit 'apport
de fluide chaud dans la zone de recirculation principale, mais aussi le caractere fortement
instationnaire de ce phénomene.

Le flux de chaleur turbulent longitunal ( quantité — <U,T,> figure II1.2.16) fournit un



minimum de 'ordre de —0, 018U,.T,.. Ce minimum est situé dans la couche cisaillée au voisi-
nage de x = 4+2h. Le maximum, de 'ordre de 0,006U.T, est situé au voisinage de la paroi

en x = +2,5h. En ce qui concerne le flux de chaleur turbulent normal ( quantité — <WIT,>,

figure 111.2.15 ), le maximum, de l'ordre de 0,009U.T., est situé la encore dans la couche
cisaillée libre, au voisinage de x = +2h. La présence d’un léger pic au voisinage de la paroi,
dans la zone de recirculation principale, semble confirmer la présence d’un début de couche
limite thermique, déja mis en évidence par la diminution rapide du flux de chaleur moyen a
la paroi.

Le flux de chaleur turbulent ( longitudinal et normal ) et la variance de température
montrent de grandes similitudes. En effet, les deux extrema pour ce flux de chaleur turbulent
sont localisés aux mémes points:

au voisinage de la paroi avant le décollement de la couche limite;

dans le début de la phase de développement de la couche cisaillée;
— au voisinage de la paroi, apres I'impact de la couche cisaillée;

— dans la zone proche paroi qui sépare les deux zones de recirculation.

2.3 Fréquences caractéristiques

Dans le cas d’un écoulement sur une marche descendante, différentes fréquences ca-
ractéristiques ont été mises en évidence. La premiere fréquence caractéristique correspond
a la fréquence associée a I’échappement tourbillonnaire de la couche cisaillée. LLe nombre de
Strouhal défini par:

X

St = I11.2.4
= (2.4

évalué par Kiya et al. [59][58] est de 'ordre de 0,6 ~ 0,8. La deuxiéme fréquence correspond
a un phénomene de battement de la zone de recirculation principale. Ce battement est causé
par ’accumulation d’énergie dans cette zone suivie d’une phase de restitution sous forme de
lachers de tres grosses structures. Ces lachers sont responsables de la tres forte diminution
de la taille de la zone de recirculation que nous avons effectivement observée. L.e nombre de
Strouhal associé est de I'ordre de 0,1 ~ 0,2 .

Pour mesurer ces fréquences caractéristiques, différents points de calcul ont été stockés
durant I’échantillonnage des champs moyennés et turbulents. Les figures 111.2.20 et 111.2.21
présentent respectivement les spectres en fréquence de la vitesse longitudinale fluctuante aux
points (z = h;z = h) et (x = X,.; 2 = 2Azh) : le point situé pres du nez de la marche permet
de mesurer la haute fréquente, tandis que celui situé au niveau du point de recollement
moyen permet de mesurer la basse fréquence. Les figures montrent que ces nombres de



Strouhal valent respectivement 0,93 ( haute fréquence ) et 0,22 ( basse fréquence ). Ces
résultats sont fournis avec une incertitude de 'ordre de +0,125. Ces résultats sont assez
proches de la marge fournie par Kiya et al. [59][58].
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Fic. I11.2.3: Iso-valeurs de Uintensité turbulente longitudinale U,ps.
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Fic. 111.2.4: Profils du champ moyenne de la composante longitudinale de la vitesse <U>
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Fic. I11.2.5: Profils de Uintensité turbulente longitudinale U, .
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Fi1a. I11.2.6: Iso-valeurs du champ moyenné de la composante normale de la vitesse <W>
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Fic. II1.2.7: Iso-valeurs de Uintensité turbulente normale W yps.
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Fic. T11.2.8: Profils du champ moyenné de la composante normale de la vitesse <W>
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Fic. I11.2.9: Profils de 'intensité turbulente normale W yps.
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Fic. 111.2.10: Iso-valeurs du champ moyenné de la température <T>

Fic. I11.2.11: Iso-valeurs de la variance de température turbulente T yp,s.



Fic. 111.2.12: Profils du champ moyenné de la température <T>
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Fic. 111.2.13: Profils de la variance de température turbulente Typs.
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Fia. [11.2.14: Iso-valeurs des tensions de Reynolds — <UIW’>.
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Fia. 111.2.15: Iso-valeurs du flux de chaleur turbulent normale — <T,WI>.
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Fia. 111.2.16: Iso-valeurs du flux de chaleur turbulent normale — <TIUI>.
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Fia. II1.2.17: Coefficient de frottement en aval de la marche.
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Fia. I11.2.18: Nombre de Nusselt en aval de la marche.
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Chapitre 3

Analyse des champs instantanés

La structure de I’écoulement dans la configuration de la marche descendante differe selon
la position dans le domaine de calcul. La figure II1.3.1 présentant la nappe d’iso-vitesse longi-
tudinale U = 0, 3U, met en évidence trois zones ou la structure de I’écoulement est différente.

A Dentrée du domaine, dans une zone comprise entre x = —6h et x = 0h, trois structures
allongées, appelées streaks sont parfaitement identifiables. Elles correspondent a du fluide
froid et lent. la nappe d’iso-température T = 0, 3T, de la figure II1.3.2 confirme leur présence.
Nous avons déja vu que les champs de température ( scalaire passif ici ) et de vitesse sont
bien corrélés, pour cette valeur du nombre de Prandtl ( Pr = 0,71 ). A cet instant précis (
t = 402,4h/U, ), écartement moyen entre deux structures longitudinales est approximati-
vement de I'ordre de 200 unités de parois, soit le double de la valeur habituelle ( 100 unités
de parois ). Cependant, pour d’autre instant de la simultion, cet espacement moyen devient
beaucoup plus réduit, de ’ordre de 60 unités de parois. A noter que le calcul de cet écart est
peu précis dans la mesure ou il aurait plutot fallu calculer une longueur de corrélation dans
la direction transverse pour calculer précisement cette espacement moyen.

Dans une deuxieme zone comprise entre le nez de la marche et ’abscisse x = 10h,
I’écoulement devient fortement perturbé et désorganisé. Par endroits, la nappe d’iso-vitesse
semble proche de la paroi indiquant un impact violent du fluide. A I'inverse, lorsque la
nappe d’iso-vitesse est a la méme hauteur que la marche, cela traduit la présence d’'une zone
de fluide basse vitesse qui vient alors perturber 1’écoulement principal. Dans cette zone, le
champ de température ( figure I11.3.2 ) est tout aussi désorganisé mais dans une moindre
mesure. La mise en évidence d’une corrélation entre les champs dynamique et thermique
n’est plus possible. Au voisinage du recollement, 'isotherme est tres lisse et tres proche de
la paroi, ceci étant provoqué par 'impact du fluide chaud augmentant considérablement le
flux de chaleur a la paroi.

A partir de ’abscisse x = 10A et jusqu’a la sortie du domaine de calcul, ’écoulement
se réorganise en structures allongées qui sont plus épaisses qu’a I'entrée: ceci indique le
redéveloppement d’une couche limite turbulente dont I’épaisseur est légeremement plus



grande que la couche limite originale qui décolle au nez de la marche. Le champ de température
redevient tres bien corrélé avec le champ dynamique.

La nature différente de I’écoulement dans ces trois zones a des conséquences importantes
sur la modélisation puisque I’hypothese de couche limite en équilibre ou encore ’hypothese
d’analogie de Reynolds ne devrait pas pouvoir s’appliquer dans la deuxieme zone décrite
auparavant. Les paragraphes suivants détaillent la structure de 1’écoulement dans les trois
zones définies précédemment.

3.1 Région en amont du décollement

Cette région est délimitée par ’entrée du domaine de calcul en x = —6h d’une part, et
par le nez de la marche en x = 0h d’autre part. La figure II1.3.3 du haut correspond a une
coupe effectuée avant le décollement de la couche limite de la paroi inférieure, au niveau
du nez de la marche située en x = 0h. Elle fournit le champ de température normé par la
température moyenne T, au centre et a I’entrée du domaine, superposé aux vecteurs vitesses
dans ce plan de coupe. Ces derniers fournissent la direction et l'intensité de I’écoulement
secondaire ( composantes V' et W du champ de vitesse normées par la vitesse moyenne U,
au centre et a 'entrée du domaine ).

Au voisinage de la paroi, des phénomenes déja décrits dans la partie IT comme le balayage
et I’éjection sont identifiables. En effet, il est possible de distinguer une éjection sur la figure
du haut I11.3.3 en y = 1,2h par exemple: le fluide froid proche paroi est alors éjecté vers
Iintérieur du domaine. Les vecteurs vitesses confirment bien ce phénomene en fournissant
le sens et la direction de 1’écoulement a cette position. Sur cette méme figure, on distingue
tres nettement un balayage en y = 1, 8h: le fluide chaud est alors drainé violemment vers la
paroi. Lintensité de ’écoulement est traduit par la norme des vecteurs vitesses, la couche
limite thermique est alors beaucoup plus fine.

3.2 Région intermédiaire

Cette région intermédiaire est approximativement comprise entre les abscisses x = 0h et
x = 10h.

3.2.1 Couche cisaillée

A partir du nez de la marche, la couche limite décolle: on parle plutot de couche ci-
saillée. Au début, celle-ci a les mémes propriétés qu'une couche de mélange spatiale ( voir
le paragraphe 2.1.2 de cette partie 11 ). La figure II1.2.1 présentant 1’épaisseur de vorticité
et sa dérivée par rapport a l’abscisse confirme ce comportement puisque 'on retrouve un



accroissement de 1’épaisseur de vorticité de cette couche cisaillée quasiment constant ( de
l'ordre de 0,18 ) entre x = 0,5h et © = 1, 5h.

Les figures II1.3.7 a II1.3.10 présentant les coupes longitudinales de la norme et de la
composante longitudinale du champ de vorticité pour différents instants de la simulation,
indiquent le développement des structures dans cette couche cisaillée. En effet, la compo-
sante longitudinale est quasiment inexistante au début du développement de cette couche
cisaillée libre ( pour une abscisse comprise entre x = 0h et x = 2h en moyenne ). La norme
du champ de vorticité permet de mettre en évidence la naissance de structures dans cette
couche cisaillée qui sont similaires a celles rencontrées dans une couche de mélange spatiale.

Les figures I11.3.3 ( coupe du bas en z = 0,5h a t = 402,4h/U,) et 111.3.4 ( coupe du
haut en x = 2h a t = 402,4h/U, ) montrent que cette couche cisaillée n’interagit que tres
peu avec la paroi inférieure jusqu’a une distance de I'ordre de 2h environ, ceci est d’ailleurs
confirmé par les figures I11.3.7 a I11.3.10 puisque le niveau de vorticité est alors tres faible dans
cette zone par comparaison avec la zone de la couche cisaillée ( respectivement de ’ordre de
0,5U./h contre 4,0U../h ). La coupe en = 0, 5h ( voir figure I11.3.3 du bas ) indique que cette
couche cisaillée libre, issue du décollement de la couche limite au niveau du nez de la marche,
est peu perturbée. Les structures tourbillonnaires mises en évidence par 1’écoulement secon-
daire ( au voisinage des points (y = 0,3h;z = 1,2h) ou (y = 2,2h; z = 1,2h) ) correspondent
en fait a des résidus de streaks. En revanche, au voisinage du point (y = 1,2h; 2z = 1h), on
peut distinguer deux autres structures tourbillonnaires qui semblent étre créées cette fois-ci
par le fluide froid qui remonte de la paroi et que vient exciter la couche cisaillée. Le fluide est
globalement froid puisque le champ thermique n’excede pas 0, 357,. Sur la coupe en x = 2h
( voir figure I11.3.4 du haut ), les structures tourbillonnaires sont cette fois-ci plus intenses :
la norme des vecteurs vitesses est alors plus grande. Le champ de température qui joue le role
d’un scalaire passif ici, montre que le brassage du fluide reste encore faible, la température
du fluide ne dépassant guere 0,407,.. En comparant les coupes en x = 0,5h et x = 2h, on
observe que 1’écoulement secondaire a une nette tendance a descendre dans le cas x = 2h,
ceci est probablement di au gradient de pression adverse. La comparaison du champ de
température entre les deux coupes montre aussi que la couche cisaillée est beaucoup plus
chahutée dans le deuxieme cas. En effet, les incursions de fluide chaud en dessous de ’axe
médian de la couche cisaillée et de fluide froid au dessus sont plus marquées.

Il est possible de mettre en évidence la présence de structures bidimensionnelles dans
cette couche cisaillée libre mais dans une mesure bien moindre que ce que montrent cer-
tains auteurs comme Neto et al. [81] ou encore Eaton et al. [30] . En effet, il semble que la
présence de ces structures bidimensionnelles soit directement liée a I’état de la couche limite
qui décolle au niveau du nez de la marche. Dans le cas présent, il ne fait aucun doute que la
couche limite en amont du nez de la marche est turbulente. Ces structures bidimensionnelles
sont en effet visibles sur les figures I11.3.7 a II1.3.10 en observant la norme du champ de vor-
ticité. Il est aussi possible de mettre en évidence la présence de structures tourbillonnaires
longitudinales, inclinées par rapport a la paroi solide, visibles sur la composante longitudi-



nale de la vorticité des figures I11.3.7 a I11.3.10.

A partir de x = 3h, la couche cisaillée interagit fortement avec la paroi. La coupe en
x = 3h ( figure I11.3.4 du bas ) montre que cette fois-ci, le mélange du fluide devient intense.
Le champ de température atteint par endroits des valeurs de 1’ordre de 0, 67,. [.’écoulement
secondaire indique la présence de structures tourbillonnaires dont la taille est assez impor-
tante: par exemple, au voisinage du point (y = 3,1h;z = 0,8h), l'intensité de la structure
est d’ailleurs tres intense vu la norme des vecteurs vitesses.

Dans la région du recollement ( zone comprise entre les abscisses x = 4h et x = Th a
t = 402,4h/U, ), ’écoulement secondaire est beaucoup plus intense qu’auparavant. La coupe
en x=bh ( figure I11.3.5 du haut ) montre la présence de deux structures tourbillonnaires
contra-rotatives centrées sur les points (y = 0h; 2 = 1,2h) et (y = 0,7; 2 = 0,9h). Ce tracé
indique aussi que le mélange du fluide s’intensifie. En effet, on distingue tres nettement une
langue de fluide froid arrachée de la paroi et drainé vers ’axe médian de la couche cisaillée
( zone entre y = 0,6h et y = 1,4h ) et inversement, une langue de fluide chaud impactant
sur la paroi ( zone entre y = 1,4h et y = 2h ). En examinant la coupe du champ de vorticité
longitudinale ( figures du bas I11.3.9 et I11.3.10 ), on distingue une premiere structure proche
paroi qui s’étend des abscisses x = 5,4h a x = 7,2h. Des auteurs comme Westphal et
al. [113] ont montré l'existence de telles structures au voisinage du recollement. Une autre
structure inclinée de 45° par rapport a I’horizontale entre x = 6h et x = Th, correspond a
des structures que ’on trouve généralement entre deux rouleaux de Kelvin-Helmholtz.

3.2.2 Sur la paroi inférieure

Les figures II1.3.11, I11.3.12 et II1.3.13 présentent le coefficient de frottement a la paroi
( figure du haut ), 'énergie turbulente sur le premier plan au-dessus de la paroi ( figure du
milieu ) et le nombre de Nusselt a la paroi ( figure du bas) & trois différents instants de la
simulation ( ¢t = 187,5h/U., t = 300h/U, et t = 402,4h/U,). Les valeurs négatives ( en noir )
du coefficient de frottement indiquent que le fluide remonte le courant principal. Ce coeffi-
cient de frottement permet de matérialiser la ligne de recollement qui correspond en fait a
la frontiere entre la zone blanche et la zone noire. Dans tous les cas, cette ligne est comprise
entre les abscisses x = 4h et x = 7h et montre le caractere fortement tridimensionnel du
phénomene.

Le fluide vient impacter au niveau de la paroi a une abscisse tres variable au cours de
la simulation. Ces variations de I’abscisse de recollement sont expliquées par le scénario sui-
vant [62]. La couche cisaillée s’enroule pour former des grosses structures chaudes derriere la
marche, celles-ci ne sont pas de simples vortex mais plutot plusieurs petits tourbillons dans
la mesure ou la couche limite qui décolle au niveau du nez de la marche est turbulente. Au
fur et a mesure de leur transport, ces grosses structures augmentent de taille et sont respon-
sables de la variation de I’abscisse de recollement, mais aussi du décollement du fluide proche
paroi. En effet, a plusieurs reprises au cours de la simulation, il est possible d’observer des



petites zones de recirculation en dehors de la zone de recirculation principale qui ne sont pas
dues a I'impact du fluide sur la paroi mais aux passages de grosses structures. Ce phénomene
est illustré par la figure du haut I11.3.12 ( coupe effectuée a t = 300~ /U, ): deux zones de
recirculation sont alors visibles qui sont respectivement centrées aux points (6,0h;2,0h) et
(5,8h;0,5h). La coupe de la norme du champ de vorticité indique la présente d’une structure
au dessus de la premiere zone ( voir figure du haut I11.3.8 ). Par la suite, 1'éclatement de
ces structures provoque la diminution brutale de 1’abscisse de recollement. L’illustration de
cette diminution brutale peut étre observée sur la figure I11.3.13 ( en haut ). En effet, la
zone de recirculation est en train de se morceler: la ligne de recollement n’est plus unique.
L’analyse du coefficient de frottement instantané a différents temps de la simulation montre
les variations d’abscisses de recollement.

La comparaison entre 1’énergie turbulente sur le premier plan au-dessus de la paroi
( plan d’équation z = 1,2.1072h ) et le nombre de Nusselt permet de mettre en évidence la
corrélation entre ces deux quantités. En effet, des auteurs comme Kang et al. [49] ou encore
Suzuki et al. [104] ont observé que l'intensité turbulente au voisinage de la paroi et le flux
de chaleur a la paroi étaient tres bien corrélés dans la zone de recollement. D’apres Vogel
et al.[109], le flux de chaleur dans la zone de recollement est aussi corrélé avec les fluctua-
tions intantanées du coefficient de frottement a la paroi, ce que nous avons aussi constaté.
Sur la figure I11.3.11 du milieu ( a ¢ = 187,5h/U, ), on observe trois régions ou ’énergie
turbulente est maximale: zone centrée en x = 5h et y = h, en x = 6h et y = 2,4h et enfin
x =5,8h et y = 3,6h, comparée a I'énergie turbulente ( figure 111.3.11 du bas ), on retrouve
les trois maxima localisés aux mémes endroits, ceci confirme la corrélation entre intensité
turbulente et flux de chaleur a la paroi. Il faut noter que les maxima de transfert de chaleur
se produisent au voisinage immédiat de la ligne de recollement, la ou le fluide chaud vient
impacter la paroi et que I’on peut observer un léger décalage dans la position des maxima
ce qui a déja été observé dans le paragraphe 4.5 de la partie II.

Au pied de la marche, au niveau de la paroi, il est possible de mettre en évidence la
présence d’une tres petite zone de recirculation dont la largeur n’excede pas 0,2h a 0, 4h.
Visible sur le coefficient de frottement a la paroi ( voir figures I111.3.11, 111.3.12 et I11.3.13 ),
cette zone n’apparait pas sur le coefficient de frottement moyen ( voir figure I111.2.17 ). Entre
la zone de recirculation principale et cette petite zone proche du pied de la marche, est
localisée la zone de circulation secondaire. Sa taille est de 'ordre de 2,0h a 2,5h. Il est
possible d’observer des phénomenes de décollement du fluide proche paroi par endroits; par
exemple, a t = 402,4h ( figure 111.3.13 ), une zone de décollement est visible en z = h et
y = h.

3.3 Région en aval du recollement

Au dela du recollement, une nouvelle couche limite se redéveloppe sur la paroi inférieure.
En effet, 'analyse de la norme du champ de vorticité a différents instants de la simulation



( voir figures du haut I11.3.7 a I11.3.10 ) indique que les maxima sont localisés a présent au
voisinage de la paroi alors qu’auparavant ils se situaient dans la couche cisaillée.

Le profil moyen du champ de vitesse longitudinale présenté dans le paragraphe 2.1.2
présente un point d’inflexion, indiquant que la couche limite qui se redéveloppe n’est pas
en équilibre. L’analyse des coupes transversales et longitudinales indique effectivement la
présence de grosses structures qui ne sont pas encore dissipées et qui sont la cause du
déséquilibre de la couche limite. Ainsi sur les coupes en © = 9h et x = 11h ( respecti-
vement figure I11.3.5 du bas et figure 111.3.6 du haut ), la trace de la couche cisaillée et des
structures tourbillonnantes est toujours visible. Sur la figure 111.3.10 du haut ( norme de la
vorticité ), la présence d’'une structure centrée au point (9, 0h; 3, 2h; 1, 0h), est retrouvée sur
la figure I11.3.5 ( coupe transversale en z = 9h ). Il faut attendre une abscisse beaucoup plus
distante ( x = 16h, figure II1.3.6 du bas ) pour voir se dissiper ces structures au sein de la
couche limite.

Dans cette région, on voit tres nettement se reformer les structures allongées ( les streaks )
habituellement associées aux couches limites turbulentes. Ces structures sont visibles sur la
figure 111.3.1 ( nappe d’iso-vitesse longitudinale ). On retrouve des structures similaires en
observant la figure I11.3.2 ( nappe d’iso-température ) indiquant la présence d’une couche
limite thermique turbulente.



Fi1G. 111.3.1: Nappe d’iso-valeurs de la vitesse longitudinale a t = 402,4h/U, : U = 0, 3U.,.



F1G. 111.3.2: Nappe d’iso-valeurs de la température a t = 402,4h/U,.: T = 0, 3T,.
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F1a. 111.3.3: Coupe transversale en © = —3h ( figure du haut ) et x = 0,5h ( figure du bas )
des champs de température et de vecteurs vitesse a t = 402,4h/U,.
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F1a. I11.3.4: Coupe transversale en x = 2h ( figure du haut ) et x = 3h ( figure du bas ) des
champs de température et de vecteurs vitesse a t = 402,4h/U..
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F1a. I11.3.5: Coupe transversale en x = 5h ( figure du haut ) et x = 9h ( figure du bas ) des
champs de température et de vecteurs vitesse a t = 402,4h/U..
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F1a. I11.3.6: Coupe transversale en x = 11h ( figure du haut ) et x = 16h ( figure du bas )
des champs de température et de vecteurs vitesse a t = 402, 4h/U,.



[rot]: O 0.5 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

Fia. II1.3.7: Coupe longitudinale en y = 2h de la norme ( en haut ) et de la composante
longitudinale ( en bas ) du champ de vorticité a t = 187,5h/U..

rotf: 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

Fia. 111.3.8: Coupe longitudinale en y = 2h de la norme ( en haut ) et la composante
longitudinale ( en bas ) du champ de vorticité a t = 300h/U..



[rot]: O 0.5 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
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Fia. 111.3.9: Coupe longitudinale en y = 2,7h de la norme ( en haut ) et de la composante
longitudinale ( en bas ) du champ de vorticité a t = 402,4h/U..

[rot]: O 0.5 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7

F1a. 111.3.10: Coupe longitudinale en y = 3,2h de la norme ( en haut ) et de la composante
longitudinale ( en bas ) du champ de vorticité a t = 402,4h/U..
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F1c. I11.3.11: Coefficient de frottement ( en haut) at = 187,5h /U, : en noir valeurs négatives,
en blanc valeurs positives; Energie turbulente ( au milieu Ja t = 187,5h/U, en z = 1,2.1072h;
Nombre de Nusselt ( en bas ) a t = 187,5h/U..
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Fic. I11.3.12: Coefficient de frottement ( en haut) a t = 300h/U. : en noir valeurs négatives,
en blanc valeurs positives; Energie turbulente ( au milieu ) a t = 300h/U, en z = 1,2.1072h;
Nombre de Nusselt ( en bas ) a t = 300h/U..
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Fic. I11.3.13: Coefficient de frottement ( en haut) 4 t = 402,4h/U.: en noir valeurs
négatives, en blanc valeurs positives; Energie turbulente ( au miliew ) a t = 402,4h/U,
en z =1,2.1072h; Nombre de Nusselt ( en bas ) a t = 402,4h/U.,.
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Conclusion

L’étude menée dans le cadre de ce mémoire de these avait pour but d’examiner et de
vérifier 'action des modeles pour le tenseur de Reynolds sous-maille et pour le flux de cha-
leur sous-maille en se limitant a des schémas numériques de faible ordre non dissipatifs, mais
aussi de rechercher les structures ou phénomenes responsables des mécanismes de transfert,
de chaleur a la paroi. Deux configurations géométriques ont été retenues pour cette étude.
La premiere correspond a I’écoulement d’un fluide chaud dans un canal plan infini, uni-
formément chauffé sur les parois du canal. Ce cas est représentatif d’écoulements confinés
en équilibre. La deuxieme correspond a I’écoulement d’un fluide chaud sur une marche des-
cendante, cas représentatif d’écoulements confinés décollés. Cette fois-ci, le fluide chaud est
refroidi par des parois isothermes froides.

Dans la configuration du canal plan, 'utilisation des modeles sous-maille pour le tenseur
de Reynolds, a savoir les modeles de Smagorinsky, d’échelles mixtes et de fonction structure,
avec une des trois procédures d’amélioration présentées ( procédures dynamique et d’accen-
tuation, fonction de sélection ) conduit a des résultats meilleurs qu’avec le cas sans modele,
ceci malgré le faible ordre de la discrétisation spatiale: la comparaison entre les modeles et
une simulation directe pour les champs moyen et turbulent indique un niveau d’erreur tout
a fait raisonnable. L’effet des procédures d’amélioration a été étudié en examinant tout par-
ticulierement les profils de viscosité et de dissipation associés aux modeles sous-maille. Ces
derniers démontrent ’aptitude de la procédure dynamique et de la fonction de sélection a
annuler le modele sous-maille dans la sous-couche visqueuse, zone dans laquelle I’écoulement
n’est plus turbulent et qui ne nécessite pas de modélisations. La procédure d’accentuation
semble étre moins efficace. La décomposition de la dissipation totale liée au modele sous-
maille en deux contributions, I'une associée a la déformation moyenne et I’autre associée aux
fluctuations de la déformation, permet de mettre en évidence des transferts d’énergie des
échelles sous-maille vers les échelles résolues, qui se traduisent par des valeurs négatives de
la deuxieme contribution. Ces transferts inverses sont localisés dans la zone tampon, zone
qui est le siege de la production d’énergie turbulente. Seuls les modeles sous-maille de base
utilisés avec la fonction de sélection indiquent la présence de ces transfert inverses, ce qui
montre que la fonction de sélection est responsable de ce phénomene. Dans le cas des modeles
a viscosité scalaire, cette dissipation associée aux fluctuations de la déformation peut elle-
meéeme se décomposer comme la somme de trois termes dont une seule des trois contributions
est strictement positive. Ce résultat concernant ’aptitude de la fonction de sélection a per-
mettre le transfert inverse d’énergie ( ou ”backscatter” )dans la zone tampon n’est donc pas
contradictoire avec le fait qu'un modele a viscosité scalaire strictement positive ne peut pas
etre anti-dissipatif dans la mesure ou la dissipation sous-maille totale est bien strictement
positive, indiquant le sens prépondérant des transferts.

L’étude précédente a permis de sélectionner le modele d’échelles mixtes sélectif comme



celui fournissant les meilleurs résultats sur le cas "bas Reynolds”. En effet, il nous a semblé
important, pour pouvoir mener la comparaison des différents modeles pour le flux de chaleur
avec une simulation directe de référence, de se fixer un seul et unique modele sous-maille
pour le tenseur de Reynolds afin de limiter les erreurs provenant de la résolution du champ
dynamique. L’utilisation des modeles hybrides ( combinaison d’'un modele de Smagorinsky
dynamique et d’'un modele de similarité d’échelles dynamique ou non ) pour le flux de chaleur
sous-maille améliore les résultats par rapport au cas sans modele ou au modele a nombre
de Prandtl sous-maille constant. Les deux nouveaux modeles non Fickiens EVM et IVM
( respectivement modele vectoriel explicite basé sur une adaptation d’'un modele RANS
de Yoshizawa et modele vectoriel implicite basé sur une adaptation d’'un modele RANS
de Rogers ) proposés ne donnent pas entiere satisfaction dans la mesure ou 'on constate
certaines dégradations dans les résultats. Le modele EVM semble ne pas étre adapté dans
le cas ou la valeur du nombre de Prandtl est supérieure a 1'unité puisque les résultats les
moins satisfaisants sont obtenus dans le cas ou le nombre de Prandtl est égale a 2. Le modele
IVM pose probleme au voisinage de la paroi expliquant les résultats peu encourageants de
ce dernier. Le comportement des modeles sous-maille pour le flux de chaleur a été étudié
de maniere plus fine en examinant la dissipation de variance de température associée aux
modeles sous deux formes: la premiere a consisté a séparer les parties Fickienne et non
Fickienne tandis que la deuxieme est basée sur une analogie avec les deux contributions
introduites dans le cas des modeles pour le tenseur de Reynolds sous-maille. L’étude des
dissipations Fickienne et non Fickienne montre ’aptitude des modeles hybrides dynamiques
a s’annuler dans la zone de conduction thermique, la ou toutes les échelles sont résolues.
Le résultat le plus surprenant provient des modeles hybrides dans la mesure ou la partie
non Fickienne de la dissipation associée a ces modeles, correspondant a la partie similarité
d’échelles du modele, est prépondérante. En effet, les modeles de similarité d’échelles pour
le tenseur de Reynolds sous-maille ( modele de Bardina par exemple ) sont connus pour étre
trop peu dissipatifs. Ce résultat est peut-étre lié a 'utilisation de la procédure dynamique. On
montre aussi le niveau trop élevé de dissipation dans le cas du modele IVM, ce qui explique
les dégradations observées dans les résultats des champs moyen et turbulent. L’examen des
dissipations associées aux déformations moyenne et fluctuante confirme encore I'aptitude des
modeles hybrides a s’annuler dans la zone de conduction. Le modele a Prandtl sous-maille
constant et le modele IVM sont les deux seuls a permettre des transferts de variance des
échelles sous-maille vers les échelles résolues. Ceci s’explique par le fait que ce sont les deux
seuls modeles qui sont directement reliés au modele utilisé pour le tenseur de Reynolds sous-
maille, ici le modele d’échelles mixtes sélectif, or nous avons vu précisément que la fonction
de sélection permet ces transferts inverses.

[’examen du champ instantané montre que c’est le balayage, ou impact vers la paroi,
qui est responsable des pics de flux de chaleur a la paroi. L’intensité de ces pics de flux
de chaleur pariétaux dépend de la valeur du nombre de Prandtl, mais aussi de la structure
de I’écoulement secondaire. L’écoulement secondaire est défini comme le champ de vitesse
contenu dans un plan orthogonal a I’écoulement principal unidirectionnel. En effet, pour la
valeur la plus faible du nombre de Prandtl considéré, ces pics sont plutot flous alors que
pour la valeur la plus grande du nombre de Prandtl, ils sont plus accentués. Ce résultat est



tout a fait cohérent dans la mesure ou les effets de transport par conduction sont de plus en
plus négligeables avec I’augmentation du nombre de Prandtl. Ces pics sont situés a proximité
des points d’arrét de 1’écoulement secondaire. En ce qui concerne les structures cohérentes
thermiques, elles sont tres bien corrélées avec les structures dynamiques ( "streaks” ), les
similitudes étant plus grandes pour des valeurs du nombre de Prandtl voisines et supérieures
a l'unité.

Dans la configuration de la marche descendante, la simulation des grandes échelles ef-
fectuée a permis de confirmer la forte corrélation entre 1’énergie turbulente et le flux de
chaleur & la paroi dans la zone de recirculation. Dans cette configuration géométrique, les
maxima du flux de chaleur a la paroi proviennent de I'impact du fluide chaud sur la paroi.
Ceci est cohérent avec le résultat précédent concernant les maxima du flux de chaleur dans
la configuration du canal puisque la zone de recollement s’identifie a la position des points
d’arrét du fluide sur la paroi. La mise au point d’un couplage original entre la simulation
des grandes échelles d’un écoulement en canal plan et cette simulation dans la configuration
de la marche descendante a aussi permis d’engendrer une condition d’entrée instationnaire
en fournissant des champs dynamique et thermique pleinement turbulents. En effet, on sait
que ce type d’écoulement est tres sensible a 1’état de la couche limite qui décolle au nez de
la marche. Les résultats obtenus sur les champs moyen et turbulent sont qualitativement
en accord avec la littérature sur le sujet, bien qu’il soit tres difficile de comparer le champ
thermique avec d’autres simulations dans la mesure otu elles sont quasi inexistantes. L utili-
sation de la procédure dynamique dans cette configuration n’a pas été possible. Les résultats
satisfaisants qui ont été obtenus avec le modele a Prandtl sous-maille constant pour le flux
de chaleur sous-maille peuvent s’expliquer en partie par le fait que ’on suppose le champ
thermique découplé du champ dynamique ( cas du scalaire passif ).

Comme nous ’avons déja précisé dans I'introduction de ce mémoire, seul le cas du scalaire
passif a pu étre abordé au cours de ces travaux de these. Il serait tres utile d’étudier I'influence
réelle de la gravité sur ces phénomenes de transfert de chaleur a la paroi qui sont encore peu
étudiés. En effet, la gravité induit une force de flottaison qui introduit un couplage thermique
dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement, couplage qui n’existe pas
dans le cas du scalaire passif. Comment peut on prendre en compte ce type d’effet dans la
modélisation sous-maille dans la mesure ou I’hypothese d’équilibre local est affectée par la
gravité? Qu’en est-il dans le cas d’écoulement en rotation? Nous avons vu que la fonction
de sélection permettait les transferts inverse d’énergie. Est-il possible d’évaluer une nouvelle
fonction de sélection basée sur le gradient de température résolue qui ait la méme propriété?
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Annexe A

Lois de conservation et de
comportement

Les équations de conservation qui suivent sont énoncées dans le cas ou le fluide est
un fluide monophasique et di-variant. On suppose qu’il n’y a pas de source de matiere ni
d’énergie. Enfin, on suppose que le fluide ne subit que son poids comme forces extérieures.

Dans la suite, on va étre amené a utiliser I'opérateur dérivée particulaire. Cet opérateur
est défini par:

dx - _ (38_); +T. (? ® X)) (IILA.1)

dt
dX oxX
E = E —+ . <X (29 ﬁ) (IHAQ)

la relation (II1.A.2) étant vérifiée dans le cas d’écoulements de fluides incompressibles

(V.T =0).

A.1 Lois de conservation

Les paragraphes qui suivent décrivent donc I'application des lois de bilans globales [9]
exprimées sous forme locale pour la masse volumique, la quantité de mouvement et 1’énergie
du fluide considéré.

A.1.1 Conservation de la masse volumique

On note p la masse volumique et ﬁ le champ de vitesse du fluide considéré. La masse
volumique et le champ de vitesse sont des fonctions du temps et de 'espace. L’équation de
la conservation de la masse s’écrit donc sous la forme suivante :

% + v. (pﬁ) =0 (IL.A.3)



En introduisant la dérivée particulaire, il est alors possible de récrire I’équation (III.A.3) de
la facon suivante:

%+ pV.T =0 (IILA.4)

[’écriture sous forme conservative de la conservation de la masse est donnée par la relation
(ITI.A.3). Par hypothese, il n’y a pas de création de matiére, c’est pour cette raison que le
second membre est nul.

A.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

On note ? le tenseur des contraintes et ¢, le vecteur gravité agissant sur le fluide. On
rappelle que le ﬂulde est supposé ne subir que son poids comme force extérieure. L’équation
de la conservation de la quantité de mouvement sous forme conservative s’écrit alors:

% (pﬁ) + V. (,;ﬁ ® ﬁ) _ V.S 4,7 (ITL.A.5)

L’équation (III.A.5) peut se récrire en utilisant la dérivée particulaire. Pour cela, il faut
transformer le membre de gauche & I’aide de ’équation de conservation de la masse (I11.A.3):

O (D) +9- (T o T)
AU o% T (3.0) 4 T e (3. (57))
_ (W ﬁ(mﬁ)) o (249 ())

(IILA. 1) dT (ILA3) o
dat

AT
Pt
En introduisant le vecteur unitaire ﬁ@, qui n’est rien d’autre que le vecteur unitaire porteur
de la vecticale locale ascendante, les forces volumiques deviennent, :

= —gVo (ITL.A.7)

(IT1.A.6)

En utilisant les relations (ITI1.A.6) et (ITI.A.7), on obtient alors une nouvelle formulation :

iU _ g5 g VD (IILA.8)

Pt
Remarque

En toute rigueur, il faudrait écrire la conservation du moment de la quantité de mouve-

ment. Elle impose alors que le tenseur des contraintes soit un tenseur symétrique.



A.1.3 Conservation de ’énergie

Il est possible de formuler la conservation de I’énergie sous diverses formes: a partir de
’énergie totale ( énergie interne + énergie cinétique ), de I'énergie interne seule, de 'enthalpie
totale ( enthalpie + énergie cinétique ), de ’enthalpie seule ou de I’entropie. Par la suite, les
raisonnements pour aboutir aux équations de Boussinesq se feront a partir de la formulation
sous la forme d’enthalpie. Le vecteur ¢ s’identifie au vecteur flux de chaleur et Q a un terme

source de chaleur. Les tenseurs et D, sont respectivement les tenseurs des contraintes et
des taux de déformation. Ce dernier est défini de la maniere suivante :

7 - (Yo (7)) (LA.9)

Axiome de 1’état local

A toute particule fluide, on peut associer un état thermostatique ( ou un état d’équilibre )
défini par deux variables ( dans le cas d'un fluide monophasique ). Toutes les fonctions d’état
attachées a cette particule sont alors données par les mémes fonctions qu’a I’équilibre.

Conservation de I’énergie en terme d’énergie interne

La densité d’énergie interne du fluide considéré est notée pe. La conservation de 1’énergie
s
s’écrit :

92 (pe) + V. <peﬁ) - V.7 + ¥: 3 +0Q (ITL.A.10)

ot

En utilisant I’équation de conservation de masse volumique (ITI.A.3), il est alors possible
d’exprimer la conservation de I’énergie interne a ’aide de la dérivée particulaire. La démarche
est la méme que celle employée pour le cas de la conservation de la quantité de mouvement.
On admet donc que ’équation (ITI.A.10) devient alors:

p@ = —?.7+§:§+ Q (TTL.A.11)
dt —.—— ——
M 3 4

1

Chacun des termes numérotés représentent :
1. le taux de variation d’énergie interne par unité de volume
2. le flux de chaleur volumique qui s’échange avec le milieu extérieur
3. la puissance volumique des forces de pression et visqueuses
4. la production volumique d’énergie interne

D’apres les hypotheses, le terme source de chaleur Q est donc nul.



Conservation de ’énergie en terme d’enthalpie

On note ph, 'enthalpie spécifique du fluide considéré. Pour formuler la conservation de
I’énergie en terme d’enthalpie, il faut partir de la relation liant e et h définie par:

P
h o= eqr (IT1.A.12)
p

On applique alors I'opérateur ”dérivée particulaire” a la relation (I11.A.12).

dh de Pdp 1dP
e de_Ldp 108 IMLA.1
i dt pdt o ( 3)

En multipliant par la masse volumique, on obtient :

dh de ldp dP
an de_pllp o 1A 14
Pa T Pa T o ( )

1d
En substituant le terme __d_;) par V.7 dans (ITI.A.14), il résulte:
p
dh de dP
eh - _ L pY. T II1.A.15
g = PPV ( )

En remplacant dans I’équation établie pour e , il vient alors:

dh AP 9.0 = V.7 4D (ITL.A.16)

Par ~ at

A.2 Equations de Navier-Stokes

Il est maintenant nécessaire de relier la contrainte au taux de déformation, ainsi que de
relier le flux de chaleur au champ de température par I'intermediaire d’une loi de comporte-
ment.

A.2.1 Loi de comportement pour le tenseur des contraintes

Sila relation entre le tenseur des contraintes et le tenseur des taux de vitesse de déformation
est choisie linéaire et isotrope, le fluide est alors dit Newtonien et le tenseur des contraintes
s’écrit sous la forme:

S = _PT ATy (ﬁ) 7 19,7 (ITL.A.17)

En introduisant le tenseur déviateur des taux de vitesse de déformation noté D?:

o - T %TT (ﬁ) T (IIL.A.18)



la relation s’écrit finalement comme suit :
—
S - _pT+ <)\ + u) Tr (?) 7 1 ouD! (ITL.A.19)

Les coefficients A et p sont alors nommés respectivement viscosité volumique et dynamique.
En général, ces deux viscosités peuvent étre fonction du couple thermodynamique choisi, en

'occurence, le couple (T, p) ou (T, P). Le tenseur I représente le tenseur identité.

A.2.2 Loi de comportement pour le flux de chaleur

Si le flux de chaleur ¢ est choisi colinéaire au gradient du champ de température, on dit

que le fluide vérifie la loi de Fourier. Il en résulte :
T = —kVT (IT1.A.20)

Le coefficient de proportionnalité k& est alors nommé conductibilité thermique du fluide.
Tout comme les viscosités A et u, la conductibilité thermique k& peut dépendre des variables
thermodynamiques.

A.2.3 Remarques

L’inégalité de Clausius-Duhem fournit une contrainte supplémentaire quant aux viscosités
volumique et dynamique et la conductibilité thermique. En effet, cette inégalité est tirée du
second principe de thermodynamique qui dit que I'entropie d’un systeme isolé ne peut que
croitre. Dans le cas d’un fluide Newtonien, cela se traduit par les inégalités suivantes:

A > 0
w2 0 (IILA.21)
A4 -p > 0
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A.2.4 Fluide de Navier-Stokes

Un fluide de Navier-Stokes est un fluide Newtonien qui vérifie les lois de comportement
(ITT.A.19) et (II1.A.20) dont les viscosités volumique et dynamique vérifient :

)\+§u =0 (TTL.A.22)

Dans ces conditions, la loi de comportement pour le tenseurs de contraintes devient :

=
T - —P?+2uDd (I11.A.23)



A.2.5 Equations de Navier-Stokes complétes

Le fluide étant considéré comme monophasique di-variant, les fonctions thermodyna-
miques telles que 'énergie interne, I’enthalpie, ’entropie ne dépendent alors que de deux
variables thermodynamiques indépendantes. Dans la suite, on utilisera plus particulierement,
les couples de variables thermodynamiques (7', p) et (T, P).

Expression de la puissance des forces de pression et visqueuses

Connaissant la loi de comportement, on peut évaluer la puissance volumique des forces
de pression et de frottement. On obtient alors le développement suivant :

? ﬁ ( I + 2/L§5> (Ez + ;Tr (%) ?)
— P Tet - L7 (B) T 2D+ 2y (T) To
= —PTr ﬁ) —g Tr (?) Tr (?) ouDis Dt + %uTr (?) Tr <ﬁ>

d
N ———— e — NI
def def 7,77 defy def

= =
— —PV.U +2uD% D" (IT.A.24)
Il ne reste plus a présent qu’a remplacer dans les équations (III.A.11) et (III.A.16).

Expression des équations de Navier-Stokes

En tenant compte du fait que le fluide est un fluide de Navier-Stokes, les systemes
d’équations de conservation se récrivent de la facon suivante:

( +pﬁ ﬁ = 0
i +VP = V. (2;;?) — gV (IIL.A.25)

pdt

‘Y PYV.T = V. (/ﬁT) +2u§5=§5

pdt

et sous la forme:
4
dﬂ 4 pVT = 0
=
. p@ +VP = V. <2uDd> — gV (IIL.A.26)

dh dP = —
| - = ?.(/ﬁT)jLzuD.D




Annexe B

Expression de I’énergie

On rappelle que le fluide est supposé monophasique di-variant : il n’existe alors que deux
variables thermodynamiques indépendantes pour exprimer I’énergie interne ou I’enthalpie. Le
premier principe de la thermodynamique indique que 1’énergie interne, ainsi que ’enthalpie
sont deux fonctions d’état. Leurs différentielles respectives, dFE et dH, sont donc totales
exactes. Quant au second principe de la thermodynamique, il indique que I'entropie S est
aussi une fonction d’ état. Sa différentielle dS est donc totale et exacte. En considérant une
transformation élémentaire et réversible, I’énergie échangée sous forme mécanique est alors
notée dWW. Quant a ’énergie échangée sous forme calorifique, elle est notée d(). Ces échanges
sont définis par:

0Q = ¢, dT + l,dv
0Q = ¢ dT +1,dP
0Q = MNP + ndv
W = —Pdv

ou v, T et P sont le volume massique ( inverse de la masse volumique p ), la température
et la pression; ¢, et ¢, sont les capacités calorifiques a volume et pression constante; [, et
l, sont les coefficients de chaleur de détente et de compression; A et n n’ont pas de noms
particuliers. Il est a noter que les notations df et ¢ f indiquent que, dans le premier cas,
df est une différentielle totale exacte, alors que, dans le deuxieme cas, 6 f n’en est pas une.
Cependant, df et d f représentent toutes les deux un accroissement élémentaire de la grandeur

f.

B.1 Développements préliminaires

B.1.1 Relations de Clapeyron

Les deux relations de Clapeyron permettent d’exprimer les coefficients de chaleur [, et
l,, ce qui servira dans les deux paragraphes suivants. Les différentielles ds, de et dh sont



définies par:

ds = % (IIL.B.5)
de = 6Q+0W (11L.B.6)
dh = de+ Pdv+vdP (ITL.B.7)

Premiere relation de Clapeyron

Pour déterminer la premiere relation de Clapeyron, les différentielles ds et de sont ex-
primées a I’aide du jeu de variables (T, v), ce qui donne:

ds(T,v) = @dT + @dv (IIL.B.8)
de(T,v) = ¢,(T,v)dT + (I,(T,v) — P(T,v))dv (IT1.B.9)

Les différentielles ds et de étant totales et exactes, leurs coefficients doivent vérifier I'égalité
suivante :

26), - (56)

(?;zj)T _ <%>U (ITL.B.11)

En développant les deux termes de 1’égalité, il vient alors:

1 8CU lv 1 alv
L) o k1) -

<aac;>T _ (gg)v_@_;)qj (IIL.B.13)

A partir de ces deux expressions, il vient alors:

oc,\ () _ b
ow)r \or), T
oc,\ (O _ _ (0P
ov ) 8Tv_ a1 ),

A partir du systéme (II1.B.14), le coefficient de chaleur de détente s’exprime de la maniére
suivante :

(I11.B.14)

oP

1,(T,v) = T<6—T(T,v)>v (I11.B.15)

La masse volumique p étant I'inverse du volume massique v, il est possible d’introduire un
coefficient de chaleur de détente [,, qui vérifient alors:

1,(T,p) = T(%(T,p))p (ITL.B.16)



Deuxiéme relation de Clapeyron

Les différentielles ds et dh peuvent s’écrire en fonction de variables d’état T et P comme :

ds(T, P) = @dT+@dp (IILB.17)

dh(T,P) = cp(T,P)dT + (Ip(T, P) + v(T, P)) dP (I11.B.18)

Comme la premiere relation de Clapeyron, le fait que ds et dh soient deux différentielles
totales exactes se traduit par:

(36, - (),

(%) _ (L (y + ”)> (IIL.B.20)
ov ) oT P
En réduisant les deux expressions, il vient :
1 (0c, l, 1 (0l
B i = 24 (22 I11.B.21
T<8P>T T2+T<8T>p ( )
Ocp\  _ (O (v (I11.B.22)
oP )T T ) p oT') p
A partir de ces deux expressions, il vient alors:
O _ () _ _b
or)p \oT)p T
(IT1.B.23)

O\ _ (O _ (v

OP )T oT' ) p o\ aT P
A partir du systeme I11.B.23, le coefficient de chaleur de compression s’exprime de la maniere
suivante :

Ip(T,P) = -T (%(T,P))P (IT1.B.24)
Ip(T,P) = %(S—?(T,P))P (IT1.B.25)

B.1.2 Introduction des coefficients thermo-élastique

Dans les paragraphes suivants, on sera amené a utiliser trois coefficients thermo-élastiques
connus. Ces trois coefficients sont appelés:

— coefficient de dilatation isobare «(T, P)

— coefficient de compressibilité isotherme . (7, P)



— coefficient d’augmentation de pression isochore (7, p)

Ils sont définis par la relation:

_ 1 (o

ol P) = s <8T(T,P)>P (I11.B.26)
1 dp

IR = <8—P(T,P)>T (IIL.B.27)
oP

B(T,p) = m(a—T(TaP)>p (I11.B.28)

B.1.3 Expression de la célérité du son a

Dans les paragraphes suivants, nous allons étre amenés a définir le nombre de Mach, qui
fait intervenir explicitement la célérité du son a. La définition usuelle est la suivante:

oP
a’> = <—> IT1.B.29
). (ITL.B.29)

La définition de la célérité a ne peut pas étre utilisée telle qu’elle est définie pour le moment,
car dans la suite on utilise les couples de variables (T, P) ou (T, p), et non le couple de
variables (s, p). Les variables T, P et v sont liées. On peut par conséquent exprimer la
différentielle dT" en fonction des différentielles dP et dv, ce qui donne:

ar = (2L) ap s (21) a (ITL.B.30)
oP /,, ov ) p
Les relations (III.B.1) et (III.B.2) deviennent alors:
T T
ds(P,v) = ¢, 8_ dP + ([, + ¢, 8— dv (IT1.B.31)
oP /, ov ) p
oT oT
ds(P,v) = (cp (3—P>v + l,,) dP + ¢, <%>P dv (IT1.B.32)

En identifiant un a un les coefficients, on obtient une autre formulation de la différentielle
de ’entropie :

aT aT
ds(P,v) = ¢, (6—]3) . dP + ¢, <8—> b dv (I1.B.33)

v

La définition usuelle (IT1.B.29) est donnée lors d’une transformation adiabatique, ¢’est & dire,
a entropie constante. Par conséquent, on obtient :

aT aT
— P — = IT1.B.34
Cy <8P>Ud +cp<av>pdv 0 ( 34)



En isolant la différentielle dP, il vient :

ip = -2 <8—T> (a—P> dv (ITL.B.35)
c, \Ov /) p\dT ),

oP cp (0T oP
—_— = 2= — I11.B.36
<8v>s Cy <8U>P<8T>v ( )

Comme les variables T', P et v sont liées, on vérifie I’égalité suivante:

(59.62),3), -

(3,0, - ),

c .
En posant que le rapport des capacités calorifiques —= soit noté v et en exprimant le volume
c

(A
massique en fonction de la masse volumique, on obtient finalement que la célérité du son
dans le fluide est donnée par:

a’? = 7<8—P> (I11.B.39)
op )T

La célérité du son peut aussi s’exprimer en fonction du coefficient thermoélastique x,. (7, P)
nommeé compressibilité isotherme :

a> = (TIL.B.40)

B.2 Dérivée particulaire de la masse volumique

Dans le cas ou la masse volumique est considérée comme fonction des deux variables
thermodynamiques T' et P, il est alors possible d’exprimer la différentielle dp, définie alors
par:

dp

wr.r) = (Ferr)) O

dT + (a—P(T, P))po (ITL.B.41)

P
En utilisant la définition des coefficients thermo-élastiques (7, P) et x.(T, P), il en résulte:
dp(T, P) = —p(T, P)a(T, P)dT + p(T, P)x,.(T, P)dP (I1.B.42)

La différentielle dp étant une différentielle totale exacte, sa dérivée particulaire s’écrit donc:

dp dp dT dp dP
—(T,P) = | =—=(T,P — —(T, P — I11.B.43
war) = (Gen) e (Ghre) D (ILB.43)
1 dp dT dP
——(T,P) = —a(T,P)— T,P)— I11.B.44



Cette formulation de la dérivée particulaire de la masse volumique est utile pour modi-
fier I’équation de conservation de la masse volumique (III.A.4). Dans ce cas, ’équation de
conservation (IT1.A.4) devient :

dr

X (T P + V.U = (IIL.B.45)

—a(T, P)—

B.3 Dérivée particulaire de I’énergie interne

Dans le paragraphe B.1.1, la différentielle de est définie comme étant la somme de 6() et
W ( énergie mécanique, énergie calorifique ). Cependant, deux possibilités sont a envisagées
quant au choix du couple de variable d’état. La différentielle de est exprimée en fonction du

couple (T,v) o v = —, ce qui conduit a:
p

de(T,v) = c,(T,v)dT + (I,(T,v) — P(T,v))dv (IT1.B.46)

La fonction d’état densité d’énergie interne e est fonction des deux variables thermody-
namiques 7" et v. La dérivée particulaire de e(T, v) est alors donnée par:

de Oe dTr Oe dv
—(T = | =(T — —(T — [I1.B.4
G = (Gren) T (Gem) G (ILB.47)

puisque les variables T' et v sont fonction du temps et de I’espace. De plus, comme e est une
différentielle totale exacte, on a donc I'égalité suivante:

0
(a; (T, m)v = ¢, (T,v) (IIL.B.48)
Oe
—(T,v) = [,(T,v) — P(T,v) (IT1.B.49)
ov T
En remplacant le volume massique v par la masse volumique p, I’équation dégénere en:
de dT 1dp
—(T = (T, p)— + (—1,(T, T,p) —=— II1.B.
o (L.p) co(T, p)— + (=1,(T p) + p( p))det (IIL.B.50)
La masse volumique p est multipliée par (II1.B.50), ce qui donne:
de dT 1 dp
T, = (T, p)— + (—1,(T, P(T, IT1.B.51
pdt( p) = (T p)— + (=U(T, p) + P(T' p)) Py ( )
- . . , 1dp
En utilisant la conservation de la masse volumique donnée par (IT1.A.4), le terme T est
P
remplacé par —ﬁﬁ Soit :
de dT
P (T.p) = peolT,p) = + (1,(T.p) = P(T,p) V. T (I1L.B.52)

dt dt



La premiere relation de Clapeyron (IT1.B.16) permet d’écrire le coefficient de chaleur de
détente [, en fonction de T et p, ce qui conduit :

p%(T, p) = peo(T, p)% +T (g—;(T, p))p V.U - P(T,p)V.T (II1.B.53)

En substituant dans le systeme (III.A.25) la dérivée particulaire de la densité d’énergie in-

de
terne — dont I’évolution est décrite par (II1.B.52) et en utilisant le coefficient d’augmentation

de pression isochore (T, p), on obtient finalement :

—
pey (T, p)c;_:tr = V. (k(T, p)ﬁT) +2u(T, p) DD — TP(T, p)B(T, p) V. U

(I11.B.54)

B.4 Dérivée particulaire de I’enthalpie

L’enthalpie d'un systeme est définie comme la somme de 1’énergie interne et du produit
Pu. Elle est typiquement exprimée en l’aide du jeu de variables d’état (T, P).

dh(T,P) = ¢,(T, P)dT + (I,(T, P) + v(T, P)) dP (I11.B.55)

En appliquant le raisonnement déja utilisé pour 1’énergie interne, la dérivée particulaire
conduit donc, de maniere similaire, a la relation suivante :

dh oh dTr oh dP
—(T,P) = |=—=(T,P — —(T, P — II1.B.56
G = (o) G (Gen) 9 (I11.B.56)
Comme 'enthalpie est une différentielle totale exacte, 1’ égalité suivante est obtenue:
oh
— (T, P) = (T, P) (IT1.B.57)
oT P
oh
—(T, P) = [,(T,P)+v(T,P) (IT1.B.58)
oP T

La substitution du volume massique v par la masse volumique p permet d’écrire (I11.B.56)
sous la forme:

dh dT 1 dP
—(T,P) = T,P)— L,(T, P _ | — IT1.B.59
GIP) = o (P ) (LB 50)

On multiplie I’équation (IT11.B.59) par la masse volumique. Il vient alors:

dh dr dP



La deuxieme relation de Clapeyron (II1.B.25) permet d’exprimer le coefficient de chaleur de
compression [, en fonction du couple (7, P). Ainsi:

dh
dt

o(T, P)c,(T, P) ‘g ( (TT:P) <g;(T P))P + 1) %

En développant, on obtient :

p(T,P)—(T,P) = (I11.B.61)

T, P) 5T, P) = (LB 62)
dT T [dp dP  dP
TP, PV G+ ey (570P) L G+

En substituant dans le systeme (II1.A.26) la dérivée particulaire de la densité d’enthalpie
- par (IT1.B.62) et en utilisant la définition du coefficient de dilatation isobare (T, P), la

conservation de ’enthalpie s’écrit alors:

p(T, P)c, (T, P) ‘g - V. (k(T, P)?T) 42T, P)ﬁl:ﬁ +af(T, P)T%

(IT1.B.63)

B.5 Récapitulatif des équations de base

En tenant compte de I'expression de la dérivée particulaire de 1’énergie interne en fonction
des deux variables thermodynamiques 7" et p, on obtient le systeme d’équations suivant :

( dp o
—
pdg — _VP(T,p)+ V. <2MTde>—pgﬁq>

peoTp) o = T (KT ) VT + 2T, DDl - T (3—P(T, p))p (v.7)

dt oT
(IT1.B.64)

En tenant compte de 'expression de la dérivée particulaire de I’enthalpie en fonction des
deux variables thermodynamiques 7" et P, on obtient alors le systeme d’équations formulé



en terme de conservation d’enthalpie:

—a(T, P)C;—T + X (T, P)% +V.T =0
(T, P dg - VP4 V. <2u (T, P ﬁ) — gV
(T, P)e,(T, P)Z—J; - V. (k(T, P)?T) 42T, P)E’Zzﬁ +ofT, P)T‘;—];

(I11.B.65)






Annexe C

Adimensionnement et parametres de
similitude

C.1 Choix des échelles

Le choix des échelles est des plus importants. Il doit étre traité en fonction de la géométrie
et des problemes physiques considérés. Un probleme thermique ou dynamique ne peut pas
étre décrit par les mémes échelles. Sans hypotheses supplémentaires, on définit les échelles
suivantes :

?:L[)fl?

( )
t = 71 ( )
T - vl (TT1.C.3)
T = T+ (AT)T ( )
P = P+ (AP)P (I11.C.5)

ol les quantités surmontées d’un tilde sont sans dimension. Les échelles de pression Py et de
température Ty vont permettre de définir ainsi les échelles pour les grandeurs thermodyna-
miques du fluide telles que la masse volumique, la viscosité dynamique et la conductibilité
thermique. Ces échelles sont les suivantes :

p(T,P) = pop(T,P) (I11.C.6)
w(T,P) = pi(T, P) (IT1.C.7)
k(T,P) = kok(T,P) (I11.C.8)

ol les échelles pg, 1o et ko sont définies par:



C.2 Nombres sans dimension

Pour permettre d’évaluer 'ordre de grandeur de chacun des termes qui composent les
équations, on est amené a définir des nombres sans dimension, appelés aussi parametres de
similitude, qui apparaissent naturellement lors de I’adimensionnement des équations. Avant
d’aller plus loin, on rappelle les définitions des viscosités cinématique et thermique:

vy = X0 (I1.C.12)
Po

Ko = ko (II1.C.13)
PoCpy

Le nombre de Reynolds Re jauge le rapport des forces volumiques d’inertie ( termes convec-
tifs ) et des forces volumiques de viscosité ( termes visqueux ). Il est défini par:

<P0U§>
Lg
= — I11.C.14
Re i (II1.C.14)
MOL%
_ UoLo (I11.C..15)
Yo

Un autre nombre important pour la prise en compte des phénomenes instationnaires
est le nombre de Strouhal noté St. Il mesure le rapport de deux temps caractéristiques: le
temps caractéristique du transport par convection sur le temps caractéristique du phénomene
instationnaire. Par exemple, le cas d’un profil d’aile en vibration: le temps caractéristisque
est alors donné par l'inverse de la fréquence de vibration. Ainsi, si le temps caractéristique
de ce phénomene est négligeable face au temps caractéristique du transport par convection,
tout se passera comme si le profil ne voyait pas bouger le fluide, on peut se placer dans
I’hypothese quasi-stationnaire. Le nombre de Strouhal est donné par:

(z2)

St = L (I11.C.16)
T
Lo
= I11.C.1
TU[) ( C 7)

Le nombre de Froude évalue le rapport entre les forces d’inertie et les forces volumiques.
En regle générale, la seule force volumique considérée est la force de pesanteur pg. Par
conséquent, le nombre de Froude mesure le rapport entre les forces volumiques d’inertie et
les forces volumiques de gravité. Soit :

<P0U§>
F2 o= 2o/ (IIL.C.18)
Pog
2
_ U (IT1.C.19)

gLy



Quant au nombre de Richardson Ri, il précise le rapport entre les forces d’inertie du
fluide et la contribution en terme de température de la force d’Achimede. Sa définition est

d’ailleurs proche de celle du nombre de Froude mais fait intervenir I’échelle de température
AT

. g AT pog
Ri = ——10%7 I11.C.20
PoUg ( )
Lo
_ 28Tk, (ITL.C.21)
UO

Le nombre de Mach, noté Ma, rend compte des effets de compressibilité du fluide. Il est
défini comme le rapport entre la vitesse du fluide et la célérité du son. Ainsi, un nombre de
Mach proche de zéro indique que le fluide est pratiquement incompressible. Il est formé a
partir de la célérité du son, notée a, qui est donnée par les relations (IT1.B.29) et (IT1.B.39).

c

On rappelle que 7 s’identifie au rapport —. On peut alors former le nombre de Mach qui est
c

défini : ’

Ug

2
ag

Ma? (I11.C.22)

Le nombre d’Euler, noté £u, jauge le rapport entre les forces volumiques de pression et les
forces volumiques d’inertie. Il est donné par la relation :

< )
Ly
Eu = —~—FTF— I11.C.23
Ly
AP
= I11.C.24
poUs ( )

Le nombre d’Eckert, ¢, traduit un rapport entre I’énergie cinétique et I’énergie interne
du fluide. Ce nombre caractérise en fait la dégradation de I’énergie mécanique en chaleur. Il
est défini par:

poUs
Ec = IT11.C.25
poho ( )
Us
= I11.C.26
Cpo AT ( )

Et enfin le nombre de Péclet, Pe, traduit le rapport du transfert de chaleur par convection
au transfert de chaleur par conduction. Ce nombre joue, dans I’équation de 1’énergie le
meéeme role que le nombre de Reynolds dans I’équation de la conservation de la quantité de



mouvement. Sa définition est d’ailleurs tres proche de celle du Reynolds. Elle est donnée
par:

(pUCPOMU())
Lo
Pe AT (I11.C.27)
L
_ UnLo (I11.C.28)
Ko

C.3 Autres nombres sans dimension

Il est possible de former d’autres parametres de similitude, qui n’apparaissent pas natu-
rellement lors de ’adimensionnement des équations de Navier-Stokes.

Le nombre de Prandtl, P,, est défini comme le rapport des diffusivités v et kg. Il ca-
ractérise la distribution des vitesses par rapport a la distribution de la température. Le
nombre de Prandtl ne dépend que des caractéristiques propres du fluide. Il donne aussi le
rapport des épaisseurs de couches limites dynamique et thermique. En regle générale, lorsque
le nombre de Prandtl vaut I'unité, ces dernieres sont du méme ordre de grandeur. Il s’exprime
par:

y
P = =2 (111.C.29)
Ko

Il est possible d’'introduire aussi le nombre de Grashof, noté Gr. Ce parametre de simili-
tude est le produit de deux rapports:

— rapport des forces d’Archimede sur les forces visqueuses,

— rapport des forces d’inertie sur les forces visqueuses.

Ce nombre est tres utile dans le cas de probleme de convection naturelle ot il remplace le
nombre de Reynolds. Sa définition est la suivante:

(Pon?)

Gr OéUM[}/;()g L[(}O (HI.C.30)
(m73) (73)

_ %(?ng (T11.C.31)

Tout comme le nombre de Grashof, le nombre de Rayleigh, Ra, joue un role privilégié
dans les problemes de convection. Ce nombre adimensionné est défini comme le produit de
deux rapports:

— rapport des forces d’inertie sur les forces visqueuses,



— rapport des transferts de chaleur par convection sur les transferts de chaleur par

conduction.
<P0U§> (PocpoATUrJ)
Ly Ly
= I11.C.32
Ra i) AT (IT1.C.32)
2L2
_ Uk (II1.C.33)
Kolo

Il est possible de définir le nombre de Boussinesq, noté Bo. Sa définition est proche de
celle du nombre de Grashof. Par analogie, il remplace le nombre de Péclet dans les problemes
de convection naturelle. Sa définition est donnée par:

3
Bo — 20ATLog (IT1.C.34)

2
Ko

Le nombre de Brinkman Br représente le rapport de la chaleur produite par dissipation
sur la chaleur transférée par conduction. Il est défini par:

Us
MOﬁ
Br = —3b2

T11.C.
ko AT (TTL.C.35)
Ly
1oUg
_ Mm% 111.C.36
ko AT ( )

C.4 Relation entre parametres de similitude

Les parametres de similitude définis précédemment peuvent étre combinés entre eux pour
former un autre nombre sans dimension déja défini. Ces relations dépendent fortement des
choix dans les définitions de ces derniers. Le temps, la longueur, la masse et la température
sont les quatre unités a la base des différentes grandeurs abordées en mécanique des fluides.
Aussi, un nombre sans dimension s’exprime en fonction de trois autres.



C4.1

Expression du nombre de Reynolds

Expression du nombre de Richardson

Us
(apAT') Lig

(Oé()M) Log

2
Yy

)
Yy

1
gr fg
G, P,

Ra

Expression du nombre de Péclet

UyLyg
Ko
Ug Lg

272
Uolomo
VoRo Ko
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Ug L

(I11.C.42)
(111.C.43)
(I11.C.44)

(I11.C.45)

(OéoA,T) Log
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ko Uiy
1
B, 73_82
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(I11.C.37)
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(I11.C.54)



C.4.4 Expression du nombre d’Eckert

Us

£ = 111.C.55
Cpo AT ( )
/LUU(? ko

£ = I11.C.56
koA,T/LOCpo ( )
1oU§ po ko

£ = P I11.C.57
ko AT 10 pocp, ( )
1oU Ko

o Ko 111.C.

E AT 1, (IT1.C.58)
B,

g = =r I11.C.59
- (11.C.59)

Dans le cas des gaz parfaits, il est possible d’exprimer le nombre d’Eckert en fonction des
nombres de Froude, Richardson et Mach. En effet, en utilisant la relation (I.1.6), on a alors:

ge = o (IT1.C.60)
a CPOAT o
2
Ec = WL (I11.C.61)
AT
v—1
B U Ty
Ec = (v—1) ST, AT (IT1.C.62)
B U2 Ty
(v — 1) Ma?
= — IT1.C.64
e RiFr? (IL.C.64)
C.4.5 Expression du nombre de Boussinesq
3
B, = (@AD) Loy (I11.C.65)
Ko
3 2
B, = @D Logt (I11.C.66)
Vo Ko

B, = GP’ (I11.C.67)



C.5 Application aux équations de Navier-Stokes com-
pressibles

Les trois paragraphes présentés dans la suite correspondent a la mise sous forme adimen-
sionnée des équations de Navier-Stokes compressibles.

C.5.1 Conservation de la masse volumique

L’équation de conservation de la masse volumique dimensionnée est donnée par:

1dT 1dP ? ﬁ

-+ —— . =0 IT1.C.68

Tdt TPt ( )

Pour obtenir une formulation adimensionnée de cette équation, Il est alors nécessaire d’in-

troduire les échelles de longueur, de vitesse, de temps et les échelles de pression et de

température. En explicitant la dérivée particulaire pour le champ de température et le champ
de pression et en utilisant les définitions (II1.C.1) a (III.C.5), I’équation devient :

1 AT 0T AT = (=~
o1 (AroT | o U.<VT) (IIL.C.69)
To+ (AT \ 7 ot Lo
1 AP 9P AP= 1=~ = =
f L (Woh tdrp (35 BRT
P+ (AaP)yP\ 7 ot Lo Lo

Les coefficients jaugeant les termes convectifs sont alors factorisés ce qui permet d’écrire
I’équation sous la forme:

Uy AT N
T - —_—
Ly (Lo 0T (vT) (IIL.C.70)
T0+(M)T TUO at

Uy AP -
5 Lo 0P = /=~ = =
Lo Ua—~+U.<VP> LT 20

Py + (AP) P \ TUy 0t Ly

Ui
L’équation est simplifiée par le rapport L—O. On obtient par conséquent :

ar

T - = ~
S Lo 0T | 7, (v7) (IIL.C.71)
AT =\ U, ot
1 T
0

AP B
D Lo OP = /=~ = =
4+ D Oa—~+U.<VP> Y V.U =0
AP ~ \ 7U, ot
1+ 2P
0




En remarquant que les rapport T et N peuvent s’exprimer en fonction des nombres

de Richardson, Froude, Euler et Mach, ’équation de conservation de la masse volumique
adimensionnée s’écrit

T2 T = /=~
—<Lr~> st U.(VT> (ITLC.72)
1+ RiFr’*T ot

£ 2 o°P = /=~ - =
+< VUMCLf) St ~+U.(VP) Y V.U =0
1+ ~vy&uMa™P ot

C.5.2 Conservation de la quantité de mouvement

En ce qui concerne 1’équation de conservation de la quantité de mouvement adimen-
sionnée, elle est obtenue a partir de ’équation dimensionnée :

PdU =\ P,
T = - -VP+ V. <2u (T, P)D ) T (IIL.C.73)

L’utilisation des définitions (III.C.1) & (III.C.5) conduit & I’équation suivante :

Py+ (AP) P aU k= = =

e (4 1 (7

( ;?)_Q(PoJr(AP)ﬁ)g@
r(To+(AT)T“)

- (I11.C.74)

A présent, les coefficients jaugeant les termes convectifs sont factorisés, ce qui permet de
simplifier I’équation précédente :

Eil] YR (u 1, 0T T.(Vel 111.C.75
(rTO> AT~ (L_0> T ar ( © ) - (TL.C.75)
1+ =—T
Ty
1+=—PpP
AP =~ — = P —
il v o000 Ugov.<2ﬁpd>_g<—°> S G 7
LO LO TTO 1+Mj-,’



P

Le rapport 70 n’est rien d’autre que la masse volumique py. En simplifiant I’équation par
rlo

ce rapport, il en résulte que:

AP ~
1+ —P =
0 L2+ T.(Vel)| = (ITL.C.76)
AT ~ Uy Ot
1+—T
Ty
1+ P
-~ =4 L -
P+ 3. (D) - L0 L,
poUj polUoLo Us 1+ATf
Ty

Il ne reste plus qu’a utiliser les différents parametres de similitude qui ont été introduits en
début d’annexe. [.’équation de conservation de la quantité de mouvement adimensionnée est
donnée par:

- (IIL.C.77)

- =

14++€& 2p o = (= _=

+ zf./\/la~ S N (V )
1+ RiFr?T

- 1 = =
—EuVP+—V. (2;71)(1)
Re

1 (14 vEuMa®P ?CI)
Fri\ 1+ RiFrT

C.5.3 Conservation de I’énergie

On rappelle que I’équation de conservation de I’énergie en terme d’enthalpie sous forme
dimensionnée s’écrit :

= =
o Pdl g, (k(T, P)?T) +2u(T, P)D% DY + %

II1.C.78
vy—1T dt ( )

Comme pour les deux paragraphes précédents, I'utilisation des relations (III.C.1) a (IT1.C.5)
conduit a:

7 P+ (AP)P (g@Jr UoAT = <§>~)> _ (TT1.C.79)

= U. T
7= 1Ty + (AT) T Ot Ly

T
AN = ~=~ 2 = = AP P AP= /= ~
ko v.(kVT)+“°LU° <2ﬁDd:Dd>+(—a—+U0 .(vp))

L% % T a%/ LO



La encore, la factorisation des coefficients apparaissant devant les termes convectifs permet
de transformer 1'équation (III.C.79) en:

1+=P ~
o B Py UAT ([ Ly 0T = (25\) _
p—
Ty
kAT = (~= U2 (=5 S\ UAP [ Ly 0P = (=~
(EVT 27iD% D LU (VP
Lgv(v>+ z \ " T oo T (V>

P
En simplifiant par la masse volumique qui n’est autre que le rapport 70, on obtient :
rilo

14+ 205 ~
?0 Ly 0T = /=~ ko = =
— 4+ U.(VT = ——V.|kVT IT1.C.81
1+ AT % (TUO ot ( ) PoCpoUoLo ( ) ( )
Ty
( 1) AP
1) -
polo (o705 Py (Lo 0P = (=~
———F | 2uD%: D — +U.(VP
+pUCp0ML0 ( 2 + ,}/g TUO ot + < )
Ty

Il suffit d’utiliser les définitions des nombres sans dimension pour obtenir finalement I’équation
de conservation pour I’enthalpie adimensionnée :

(1 +75“Ma2]3> (St@: L 7. <€ﬁ>> - 3. (E?fﬁ) (I1.C.82)

1+ RiFr2T ot PrRe
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Annexe D

Equations d’évolution

D.1 Equations pour I’énergie cinétique

D.1.1 Energie cinétique totale

[’équation de conservation de 1’énergie cinétique totale est formée a partir de la i-eme
composante de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement pour le champ de
vitesse totale. En multipliant celle-ci par la i-eme composante du vecteur vitesse totale, il
vient, :

oy 0 OF, 1 0%
L+ —(UU) = ——2 4+ — ! RiT; I11.D.1
ot + 0z; (GG;) o; + Re 0x, 01, +Hil0s ( )
o 0 OF, 1 0%l
U8t+Uaxj(UU3) Uaxl+ U&UkakarRz Uidis ( )

En utilisant la propriété sur la dérivation d’'un produit, I’équation devient :

0 < UU) 0 < UUU> = (IIL.D.3)

ot 8:5]
0 1 0 oy ouj; oy
2P+ — [ () -
ox; (RU) + Re <8xj <U28xj> 0z; O,

Il ne reste plus qu’a regrouper les termes de flux. [.’équation s’écrit alors:

0 < UU) 0 < UUU> = (TT1.D.4)

> + RiTUy

ot axj
0 1 0 (1 1 oU; 0y
o o P - o ) ) T
+8:1:j <R€a{1}] ( UU> gU;> Re Oz Ox; +RiTls

Pour obtenir I’équation de conservation pour I’énergie cinétique totale filtrée, il ne reste
plus qu’a appliquer le filtre en tenant compte de ces propriétés de commutativité avec la



dérivation. Finalement, il en résulte:

0 0
= IT1.D.
5 < UU) axj < UUU> ( 5)
0 1 0 (1 — 1 0U; oy ___
e —RU ) — =— T
+8:1:j <Re 0x; ( UU> gU;> Re Oz O; +RITG,

D.1.2 Energie cinétique résolue

Pour former I’équation de conservation de ’énergie cinétique résolue, la démarche em-
ployée dans le paragraphe précédent reste valable. Il faut tout de méme remarquer que
I’équation de conservation de la quantité de mouvement pour le champ de vitesse résolue
comporte un terme supplémentaire di au tenseur de Reynolds sous-maille. Aussi, il suffit
de substituer le champ U par U dans I’équation (IT1.D.4) en y ajoutant le terme manquant.
[’équation s’écrit :

0 =\, 0 (le7=7
U, UGUU | = I11.D.6
(27 2, (37770 s
0 (1 0 (1 19U, oU; 07
_ P o 7 T Z]
+8xj <Re 0z; ( b U) U) Re 0x;j Ox; +RITG - U 0z;

En séparant le terme dii au effet sous-maille comme la somme d’un terme de flux et d’un
terme de production, I’équation devient :

0 0 (1l—eo—o—
= < UU> 5 (—UU;U;) - (IIL.D.7)
o (1 0 (1~ 1 9U; S o , — oU;
+af17] <R€ axj ( U U) U) Re axj axj + Ri [/E; (axj (7—1] Uz) T’L] axj >

Le regroupement des termes de flux conduit a I’équation d’évolution pour 1’énergie cinétique
résolue :

0 0 (1l———
“UUU | = I11.D.
7 (50) + 55, (3000 o
o0 (1 0 (1--\ —— _ 1 ot; 0l J— oU;
o (meo; (300) - B0 -n0) - 2o 3, +RT B g

Chacun des termes de 1’équation est décrit dans le paragraphe 2.1.

D.1.3 Energie cinétique sous-maille

L’énergie cinétique sous-maille est définie comme la différence entre 1’énergie cinétique
totale filtrée et I’énergie cinétique résolue. Elle est notée ICy, et vérifie la relation :

. P
Kom = JUl = UG (II1.D.9)



On notera au passage que cette définition correspond a la demi-trace du tenseur de Reynolds
sous-maille. Grace a cette définition, il suffit de retrancher I’équation (II1.D.8) a I’équation
(III.D.5) pour obtenir ’équation de conservation de ’énergie cinétique sous-maille. Il en
résulte :

0 0 (1—— 0 0 -
5 < UU) ~ 5 ( UU) 827] < UUU> 8% <2U;UU-> = (IT1.D.10)
0 1 0 (/1 0 1 0 [1—— - _
o F, i - KU —7;U;
+8xj <R68xj ( UU> U) 327] <R€8xj ( UU) WU TJU)
1 oU,oU;, 1 0U, 0, — — oU;
o (2 1 . 1 (2 -T o -T o —Z
Re Oz Ox; + Re 0z; O, +RITU = RiT Uy = 7 0z;

Le regroupement des termes de méme nature ( termes instationnaires, termes convectifs ... )
permet de récrire I’équation sous la forme:

;<1U_Ui_ EE>+Q<<EW_EEE> @) (ITL.D.11)

O0z; \ Re 0z; 2 2

1 [oU;oU;  oU; ot — = oU;
—— — Ri(TU; —TU;) — 15—

Re (8:}@ or;  Oz; 8:)@) +Ri (T ) — 7 0;

Finalement, en utilisant la définition (II11.D.9), ’équation de conservation pour l’énergie
cinétique sous-maille se réduit a:

0 0 — 10 _
o (K )+axj(’C mU;) + 28j(UUU; G, Uy) ( )
0 [ 1 0Kym .
+8—xj <@ o, +7;0; — (BT — PgU])>

7

1 oU; oUj; B oU; OU;
893]' a’L‘j 893]' 893]'

La signification de chacun des termes de cette équation est donnée dans le paragraphe 2.1.

D.2 Equations pour la variance de température

D.2.1 Variance de température totale filtrée

[’équation de conservation pour la variance de température totale est formée en multi-
pliant I’équation de conservation du champ de température totale par le champ de température



totale. On obtient alors:

6T 0 1 0°T
2 6 (TU;) = ﬁaxkaxk (IT1.D.13)
oT 6 1 0*T
T—+T— (T = —T I1.D.14
ot + ox x; ( U) Pe Bxkaxk ( )

En utilisant la propriété sur la dérivation d'un produit, il est possible de récrire I’équation
sous la forme:

0o (1 0 (1 1 0 oT orT aT
T T, )| = —|—|(T—)—=—— I11.D.15
ot < > axj < > Pe <8xk < axk> Oy, axk> ( )
0o (1 0 (1 0 1 0 (1 1 9T oT
T TTU; | = — | =—=—1|=TT —_ I11.D.16
ot < > 6:173 < > 01, (Pe Oy, (2 >> Pe O, Oy, ( )
Il ne reste plus qu’a filtrer I’équation ainsi obtenue. En tenant compte des propriétés de

commuation du filtre, ’éqaution de conservation de la variance de température totale filtrée
est donnée par:

0 (1— 0 (1 0 1 0 (1= 1 oT oT

— | =TT — | =TT = — | =—=— | =TT - IT1.D.1

ot <2 ) T oz, < U) D1 <Pe o (2 )) Peomon (D7)
D.2.2 Variance de température résolue

Pour obtenir I’équation de conservation pour la variance de température résolue, le rai-
sonnement utilisé dans le paragraphe précédent reste identique hormis le fait que I’équation
de conservation du champ de température résolue comporte un terme supplémentaire pro-
venant des échelles sous-maille. Si les champs T" et U; sont substitués par les champs T et U
dans ’équation (ITI1.D.16) et si le terme sous-maille est ajouté, I’équation devient :

o (1 o (1
8t< TT> 5 ( TTU> = (I11.D.18)

o (1 0 [1—— 1 0T OT 07y,
e TT)| - —=———-— -T2
Oy, (Pe Oy, < >> Pe Oy, Oy, 0x;

Le terme sous-maille est alors reformulé pour faire apparaitre un terme de flux. Il en résulte:
0 (1== 0 (1=
— | =TT — | =TTU; | = IT11.D.19
ot <2 > i Oz ( > ( )

o0 (1 0 [1—— 1 0T 0T 0 oT
o (ﬁa@(i”)) " Peomon <ax (i) - a_>

Finalement, le regroupement des termes de flux permet d’écrire 1’équation de conservation
de la variance de température résolue de la fagon suivante:

o (1 o (1
8t< TT> 5 ( TTU> = (I11.D.20)

0 (1 0 (1= — 1 0T aT oT
— | ==— =TT ) -7 ) — =——— —
Oy, (Pe Oy, < ) ok > Pe Oy, Oy, 70 0z;



D.2.3 Variance de température sous-maille

La variance de température sous-maille est définie comme la différence entre la variance
de température totale filtrée et la variance de température résolue. Elle est notée K et
vérifie la relation :

11— —
KL, = ST —5TT (T11.D.21)

DN | —

Par conséquent, 1’équation de conservation pour ICSTm est obtenue en retranchant 1’équation
(II1.D.20) a I'équation (II1.D.17). Ainsi:

0 (1=—=\ 0 (1==\ 0 (1—2\ 0 [ler—
= <§TT> - <§TT> + 5 <§TTU;> 5 <§TT j> = (111.D.22)

0 1 0 1—— 0 1 0 1—— —
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_1aror 1 OT T oT

Pe O, 0z, | Pedn, 0 0z,

A présent, les termes de méme nature sont regroupés, ce qui permet de récrire I’équation de
la maniere suivante :

9 (1—r 1-N\ 0 (1, — —— "\ 108 —

— | =TT -=-TT — |\ =TT -TT) U —— (TTU, - TTU;) = (III.D.2

5 (3T -37T) 5y (30T -TT)T) + 5 (770 -T7T) = anoizy
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1 <8T or oT aT) oT

_— U S — _To.—
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L’utilisation de la définition (II1.D.21) permet de simplifier I’équation qui s’écrit :

oKL 0, p=y 10 e
smoy ; ——(TTU;, —TTU;) = I11.D.24
8t + 833]‘ (K:smU]) + 2 833]‘ ( U3 U]) ( )
O (1 OKh, g\ 1 (AT T\ of
O0z; \Pe Oz, 703 Pe \ Ox, Oz, Ox; Ox; 703 0z;

Une signification de chacun des termes de 1’équation de conservation pour la variance de
température sous-maille est apportée dans le paragraphe 3.1.

D.3 Equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille

L’équation d’évolution pour le tenseur de Reynolds sous-maille 7; est obtenue en formant
la différence entre les équations d’évolution pour les tenseurs U;U; et U; U;. Pour cela, il est
nécessaire d’expliciter ces deux équations.



D.3.1 Equation pour le tenseur de Reynolds filtré

Il faut tout d’abord former un premier systeme issu de I’équation de conservation de la
quantité de mouvement pour la i-eme composante multipliée par la j-éme composante du
vecteur vitesse totale et de I’ équation de conservation de la quantité de mouvement pour la
j-eme composante multipliée par la i-eme composante du vecteur vitesse totale.

ou, 0 or, 9 (10U |
2y = Yy (2 T, [11.D.2
oy + o (UG.Ux) oz, + o, (Re axk> + RiT;5 ( 5)
: P 1 ol
vy = g2 (L) s rity,
or 7 om, " 0x; 7 Omy \ Re Oy (ITL.D.26)
6o wuy = o g2 (LY | rirs, -
ot Oy T " O "0x, \ Re O, el

Une fois le systeme formé, il suffit de sommer les deux équations du systeme (II1.D.26). I
en résulte:

ou; U ) )
LU 4 U (U = T11.D.2
Uiy + Uyt + Uiy (Ulk) + Ui - () ( 7)
oP, 9P, o (10U o (10U
UL L U [ — f—— TU;5; TUS
Uaxl Uaj Uigor (Reax) o (Reax])w@ Uibis + RiTUid 5

En utilisant la propriété sur la dérivation d'un produit, il est possible de simplifier ’équation
(II1.D.27) qui s’écrit alors:

0

) oU; )
o (L) ~Ulig e+ U

Oz, ak%

0 oU; ol
_ '] _pZ
N )
i oU; i 1 O_U 1 oy, oy 1 oy, oy
o, ’Re axk 8 " Re ox, 0x, ~ Re Oxy axk

’Re O,
+Ri (TUjbiz + TU6;3)

(UL + Ul) = (TT1.D.28)

Sous I'hypothese d’incompressibilité, le terme I est nul. On obtient :

0 0
ot (GO + 5 (M-Ulfk) = (111.D.29)
0
—(a<PU )+ 1 (5, + 5
L0 (10 _i 100 0 (100 2 ooy
o, Re 8xk G) 6 Bxk 8 e 'O, Re Oy, Oxy,

+Ri (TU;bis + TUid3)



La simplification suivante consiste a remarquer que les termes de redistribution liés a la
pression peuvent étre récrits en fonction de la dérivée k-eme au moyen du symbole de
Kronecker ¢ :

0 G,
or (U0 + 5, (UL = (TT1.D.30)
9 o, U
o (PU5zk+PU69k)+P<a +8:1:Z>
o (1.0 2 OU OU;
+8—xk (@8—% b ) Re O, O +Ri(T;0i + TUdja)

Il est alors possible de regrouper tous les termes de flux ensemble. I.’équation devient :

4 0
o B I11.D.31
5 (UU) + 5 - (UG ) T
0 1 0
I, (Re 0z, (U;) — (BUjbi + F_i,Uiéjk)>
oU; , OU;\ _ 2 QLA
fi\as * om  (TUibis + T

La derniere opération consiste a filtrer cette équation. Il en résulte 1’équation d’évolution
pour le tenseur Ul :

o (TT;) + o (GUG,) = (II1.D.32)
0 1 0
o (@a_xk (G — (PU(SZ,C+PU5],§)>
ou; oy 2 0U; OU;
+h (8:}@ + —xz> Re o, &rk +Ri (TU O + TU&JB)

D.3.2 Equation pour le tenseur de Reynolds résolu

La démarche pour l'obtention de cette équation est identique a celle utilisée pour le
tenseur U;U;. La différence réside dans le fait qu’il apparait un terme supplémentaire lié
au tenseur de Reynolds sous-maille dans I’équation de la conservation de la quantité de
mouvement pour le champ de vitesse résolue. En substituant le champ de vitesse totale Uj
par le champ de vitesse résolue U; dans I'équation (IT1.D.31), puis en y incluant les termes



supplémentaires liés au tenseur de Reynolds sous-maille, on obtient I’équation suivante :

0 —— o R —
a(Ui j)+a_xk(U" ) = (1T1.D.33)
0 1 0 ——
8—%<@a—%(U;U}) (B, U51k+PU57,€)>
— (oU; 9l 2 oU; 9l - ——
+h (8:}@ +—xz> Reaxk axk +Ri (TU5 TU;éjg)

0 , — oy 0, — o,
- (6—% (5:U;) — Tin 8%) - <8—xk (7x05) — T 6%)

Finalement, le regroupement des termes de flux conduit a la formulation suivante pour le
tenseur U; U :

or (10) 5, (B0 = (I11.D.34)
o (1 0 T T) — (B, Ubi + B, Uioji) — (T + 7105
axk Re a.fl?k
— (0U; | 0 2 9 oU o - 5T -
- ! (833] * xz) Reaxk 8gjk +RZ (TU3623+TU;5J3) +7Ek8 +73kaxk

D.3.3 Equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille

Pour obtenir I'équation d’évolution du tenseur de Reynolds sous-maille, on soustrait
I’équation (I11.D.32) & I’équation (IT1.D.34). L’équation qui en résulte est donnée par:

0wy -2 @n)+ L o) - 2 @) = (1.D.35)

o0 (190 S —
(75 ) = (BT + 7))

0 1 0 ,—— - — _ _
“on <@a—% (GT) = (5 Uidu + B Uidje) — (ﬁkU}Jr%U?))
ou;  ou; oU; aﬁj 2 U, OU; oU; 2 U aﬁj
+=2)-h + 2 +
8 or; Or; Oz " Re o, axk Re Ox, O,
Il
k 6xk ]kaxk

+Ri (TUjdis + TUdjs) — Ri (T Udis + T Uidys) —



Le regroupement des termes de méme nature ( instationnaires, convectifs, flux, dissipation,
flottabilité ... ) conduit a:

0 — 0 S — 0 _

5 00 -T0) + 5 GG -TUGG) + 5 (Q0G-UGG) = (1LD3)
0 1 0 - o o
(3 O -TT) - (BT - BT) 60— (BT - BT 6+ mT + 501

p 8U}+% B 8_UZ+8__J 2 6U~8U oU; oU;
g or;  Ox g 0z; 2 Re \ Oz 8xk 8xk Bxk

) - oy, oG

’ kal’k Tk aZL’k

En utilisant la définition du flux de chaleur sous-maille 75; et du tenseur de Reynolds sou-
maille 7;, I’équation d’évolution est finalement définie par:

0 0 — 0 — _
gt () + 5o (W) + 5 (GUG ~ GG G) = (II1.D.37)
) I o
8—<Reaxk —(PgU}—Png)‘Sik—(PszUi—PU)%JFTkUﬂLTJkU)
P 8U+8U _ B 6E+a_ﬁj 2 U, oU; Ot oU;
g or; Oz g or; Oz Re \ 0x axk axk axk
, oU: oU;
+Ri (19;0i3 + T9idj3) — Tik o, Tik o,

D.3.4 Equation pour le tenseur de Reynolds sous-maille déviateur

Pour former le tenseur déviateur de Reynolds sous-maille, il suffit de retrancher la partie
isotrope %ﬁldij- L’équation d’évolution pour la partie déviatorique du tenseur de Reynolds
sous-maille est alors obtenue en multipliant I'équation d’évolution pour I’énergie cinétique
sous-maille (II[.D.12) par le tenseur %@j, puis en retranchant 1’équation ainsi formée a
’équation d’évolution (IT1.D.37). En effet, la trace du tenseur de Reynolds sous-maille est



égale au double de I’énergie cinétique sous-maille. La différence est donnée par:

0 2. 0 0 — 2. 0 _
95— 26,2 (5T — 262 111.D.
o1 (i) = 3 Kem) + 50 (7lk) = 3% B (KomT) (ITL.D.38)
o — —— 1. 0 -
+8—:L’k (U;U]U;c - UUj Uk) — gfsz'ja—xk (UZUZUk -0y Uk) =

o (1 0 7 -
8—%<R63%(ﬁ) (B’U}_H’Uj)éik_(BJU;'_PU)&k—l-TkUﬂL%U)

2, 0 (1 0 (P _-PT
”8% Re O,

o 00\ (90 0T
+(P~"<a +8xl> P<8xj+8—xi>>

2 (80}8U 8U8U> 2.1 <80}8(/} aUaU)

__Z 4+ S8 —
Re 3 9 Re ox, Ox,  Oxp O,

o 00 2 o,
oz Tk ]k 8xk 3ﬁk 8xk "

8xk aZL’k aZL’k 8xk

+Ri (19053 + Tpidj3) — g%‘RiToa - <7Zk

A présent, il ne reste plus qu’a regrouper les termes de méme nature. On obtient :

0 2 B, 2 _
=5 — 26 — (5 - 5 T1LD.
o <7;J %KJsm) + o ((n 35U/csm> m) (111.D.39)

2 (TG ALY L (T T
aZL’k 8xk 8xk aZL’k 3

aZL’k 8xk aZL’k 8xk
o, oG 2 o 5..>

VR (Toi0i3 + Thibin — =073 ) — | The L + Tt — St
? (7-0] i3 T9i043 3 Z]T03> (’Ek a’L‘k Ekaxk Sﬁkaxk ij



Finalement, en utilisant la définition du tenseur déviateur de Reynolds sous-maille, on forme
I’équation d’évolution pour la partie déviatorique du tenseur de Reynolds sous-maille :

0 o
o () * g (W) (IIL.D..40)
+% ((m— GU ) ~ %%— (W—W@)) _

0 1 0 — - —— 2
@(@a—%m—( G~ B05) b — (BT = B0 63+ 55 (BTG~ By Th)

P,
_ _ 8U oU; — (0U;, oU;

8:17] 0 or; O

2<<muw iWﬁU) 16<QQQZ_QQQ?D
a—Uj + 7 a—Ul - g7' 8—Ul5>
aLUk ik aLUk 3 h aLUk "

2
+Ri (7'03'51'3 + Tpidj3 — 35@'7’93) — (Ek

D.4 Equation pour le flux de chaleur sous-maille

D.4.1 Equation pour le flux de chaleur total filtré

On forme tout d’abord un systeme de deux équations, constitué d’une part de I’équation
de conservation de la quantité de mouvement pour le champ de vitesse totale multipliée
par le champ de température totale et d’autre part de I’équation de conservation du champ
de température totale multipliée par la i-eme composante du champ de vitesse totale. Il en
résulte le systeme suivant :

. P 1 .
% % iy = %% 0 <—8UZ> + RiTTd33
ot ' Ox O; Oy \'Re Jx, (I11.D.41)
o vy = gL (LT o
! ot ! aLUk g N ! aLUk Pe aLUk

A présent, il faut sommer les deux équations du systéme (II1.D.41). L’équation résultante
est la suivante:

oy oT 0

)
Ty + Uiy + T (GU) +Uig - (TUy) = (TT1.D.42)

OF, Ti(l@@) a<1aT

729 = —
Re Oy, 0x, \ Pe 0xy,

TT6;
81‘1 a{L'k ) + Ri 3



La propriété concernant la dérivation d’un produit est utilisée pour simplifier I’équation
(II1.D.42). On obtient alors:

0 0 01 0
—(TU)Y+ —(TUU.) -UU.— + U — (TU = II1.D .4
9t( z) 9}9( zk)\ zkak lak( k)/ ( 3)

-~

[

0 oT 0 1 oy 1 0T oy
—|\=—(TFE) - B— — | =T -
(8@ (TH) g&@) * Oy, <Re < 8xk>> Re Oy, O,

0 1 oT 1 0T oy
o — (=) —== TTS:
+8:1:k (Pe (Ulax)) Re 0xy, Oz, +RiTTo:

L’hypothese d’incompressibilité impose que le terme noté I soit nul. Il ne reste plus qu’a
regrouper les termes de méme nature. L.’équation devient alors:

0 0
o (TT;) + o (TUU:) = (T11.D.44)

0 1 ol 1 oT
— | — (T — | U—=— ) —TPR);
o, (Re < Bxk> + Pe <Ual‘k> ! k)
1 1\ oT oy oT
- — 4= | —=—+P— TT0;
<R6+Re> o, 0, + 90 R 3

La derniere opération consiste alors a filtrer I’équation (II1.D.44) en tenant compte des
propriétés de commutation avec la dérivée. Finalement, I’équation d’évolution du flux de
chaleur total filtré est donnée par:

9 TT) + % (TTT) = (TTL.D.45)
k

ot
0 1 ol 1 oT S
O, (Re < Bxk> + Pe <U35L‘k> ! k)

— i+i 8_TaU;+Pa_T
Re  Pe ) Ox Ox 90

+ RiTT ;5

D.4.2 Equation pour le flux de chaleur résolu

Le raisonnement pour obtenir ’équation de conservation pour le flux de chaleur résolu
T U est similaire & celui utilisé dans le paragraphe précédent. La différence provient des
termes sous-maille supplémentaires qui apparaissent dans les équations de conservation de
la quantité de mouvement et de la température pour les champs résolus. En substituant les
champs de vitesse totale et de température totale par leurs équivalents résolus et en tenant



compte des termes sous-maille, on obtient :

0 0 =

5 T0) + 5, (TGH) = (I11.D.46)
o (1 (=0l 1 (0T _
L= (T — (TGZ) -TBs,
01, (Re( 6:1%) +736 <U3$k> ! k)
1 1\ 0T oU; —OT — =0T —=O0Tyy,
e ) P RT Ty — Tk %
(Re + Re> Ox, O, i o; e ’ oy, oy,

Les termes sous-maille peuvent étre récrits comme la somme de deux termes: un terme de
flux et un terme de production. Par conséquent :

7 p— [0y ——
o (TT) + o TGT) = (II1.D.47)

o (1 (=0l 1 (=0T ——
oy, (Re < Bxk> + Pe <U3$k> ! k)

(L Ly

— P — + RiT T,
’Re+’Re axkaxk+ gaxi+ ! s

0 — oT 0 — oU;
- (8—xk (7 T) — Eka—xk> - (8—xk (o) — Tekaxk>

Il ne reste plus qu’a regrouper les termes de flux ensemble, ’équation s’écrit :

0 —— 0 ,——
— (TG — (T = I11.D .4
= (TT) + - (TTTh) (1LD.48)

o (1 (=0l 1 [(—0T\ —— _ _

— | — (T — ([ T= ) —-TP6S1 —7.T — .

Oy, (’Re < axk> * Pe <U;8xk> ik = Tik 7'ng>

1 1\ 0T oU; —OT — oT oU;
- (@ + @) a—xkaxk + B]% +RZTT(SZ'3 +7§ka—xk +Tgk8—xk

D.4.3 Equation pour le flux de chaleur sous-maille

L’équation de conservation pour le flux de chaleur sous-maille 7y; est obtenue en formant
la différence entre les équations (II1.D.45) et (II1.D.48). L’équation qui en résulte est donnée



par:

0 [ —
+ 3 (TUU,C)—a—:Ck(TUU) =

0 1 oy 1 oT S—
— = [T — | Ui=— ) = TE);
01y, (’Re < axk> T Pe <U;3$k> g52k>
0 (1 (=00 1 (=0T —— - _
——— | = (T — (U= ) =T Edi — T — ;
Oy, <Re < axk> * Pe <U8xk> 9tk — Tik TekU)

B L OT oU; N 1 oT ol
Pe Oy, O3, Re ’Re Oz, O

or —oT —— oT oU;
P— P — TTé:s — RITT — -
+F, oz Ton + RiTTb;3 — RiT Tbi3 — g —=—— o Tok B2,

En regroupant les termes de méme nature, I’équation peut se récrire de la maniere suivante

0

(I11.D.49)

0 i om0
T (TG, - TU) + . (TG -TG) U,) + o (TUG, - TUT,) = (IIL.D.50)
o (1 (.00, =0 1 oT oT
8—%<@ < Oy, Taxk> Pe (Ua—xk a Uaxk>

. _ _ 1 oT oU;  oT ol
— (TR, —TRPR)d el U | —

( g g) k¥ TRk Tok > (Re Pe) (a’L‘k 89% a’Ek 89%)
oT —0T __ — oT oU;
B——FB— Ri(TTbo;zs —TT3) — Tipp— — -
+ < 9 0; g(’h@) + Z( 3 3) Tkaxk T”’“axk
L’utilisation des définitions du vecteur flux de chaleur sous-maille et de la variance de
température sous-maille permet d’obtenir finalement 1’équation suivante

aat(m) N a% (T + a% (TTT;, - TO.T) (IT1.D.51)
(e (13 T50) + e (U~ U -
—(TF -TFH) 5ik+7EkT+7'0kUi> - (7;6 p€> (gz; gz S—ZSZQ
+ <% — Eg) + 2RIK., Sis — nkg—z — Tok ZSIU];



Annexe E

Définition

Pour des raisons de clarté et de simplification, nous sommes amenés a définir les quantités

suivantees :

— les termes convectifs noté C et Cr intervenant dans les équations de conservation de la
T
quantité de mouvement et d’énergie sont définis par les deux relations suivantes:

C(Q'(n)) _ a(ﬁén)gz(m
= (n)
e (1) - a(a,gmg_;

ou « est un réel qui vaut:

) +(1-a) <a% (ﬁ,ﬁ”%ﬁ”)) (IILE.1)
5
Dy,

) +(1-a) < ((7,&”7‘”’)) (IILE.2)

— cas a = 1: formulation non-conservative

— cas « = 0: formulation conservative

1
—cas a = 3 : formulation semi-conservative

— le terme de gradient de pression modifié G :

g (") = g_g(n)

— le terme de flottaison P :

P (?(’”) = RiT"5.

(IILE.3)

(IILE.4)



— les termes diffusifs D et Dy correspondent a la somme des diffusions moléculaires
et sous-maille qui apparaissent dans les équations de conservation de la quantité de
mouvement et d’énergie

D (73, 6;(")) = <% +’z7§’,:3> %;xk (6;(")) (ITLE.5)
oy (70, 7") = <% + %2’;2) %;xk (7") (IILE.6)

— les termes dispersifs SAM %P, SM?ESP et SM7 sous-maille:

smer (70,7 = 2132.(:)8% (72) (IILE.7)
k
SMEs (gggﬁ<n>> _ S_Z(n)a% (750;3) (IILE.8)
SM (3_-5?) _ 387}(”) (IILE.9)
7
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