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“Penser que le soleil lui-méme a des ennuis

Que le soleil lui-méme a de sombres histoires
Avec de petits riens qui font les grands nuages

Et d’autres petits riens qui font pires en lui-méme
Cela devrait pouvoir me consoler un peu”

Les ennuis du soleil
Elsa Triolet et E. Guillevic

chanté par Jeanne Moreau

“Ils marchaient, suivant le premier trottoir venu.

Un petit nuage rose descendait de l’air et s’approchait d’eux

- Jy vais ¢ proposa-t-il.

- Vas-y, dit Colin.

Et le nuage les enveloppa.

A UVintérieur, il faisait chaud et ca sentait le sucre a la cannelle.
— On ne voit plus! dit Colin... Mais nous on les voit /...

— C’est un peu transparent, dit Chloé. Méfiez-vous.”

L’écume des jours

Boris Vian






Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre introductif, nous donnons quelques aspects concernant la complexité des
sciences du climat et le role central du transfert de I’énergie radiative. L’importance du role
radiatif des nuages est examiné en particulier. Une des caractéristiques des sciences du climat
est la tres grande gamme d’échelles en présence et les interactions entre les processus physiques
aux différentes échelles. L’un des enjeux majeurs des sciences du climat est trés certainement
la prise en compte des processus a différentes échelles sans les calculer tous explicitement.
L’étude du transfert radiatif est primordiale pour une deuxiéme raison que nous abordons :
la télédétection satelittaire.

Dans un deuxieme temps, les problématiques du transfert radiatif en milieu hétérogene
sont détaillées : la difficulté de la prise en compte des processus radiatifs, leurs aspects
multiéchelles, les techniques de calcul généralement utilisées, et le besoin de formalisation
du transfert radiatif en milieu hétérogene, qui a conduit a l'utilisation, dans ce travail, de
I’analyse multirésolution de type ondelettes.

1.1 Quelques aspects sur la complexité des sciences du climat
1.1.1 Roéble central du transfert de ’énergie radiative

L’objectif des sciences du climat est de comprendre le fonctionnement de cette “machine”
thermique qu’est ’enveloppe superficielle de la Terre, constituée d’océans, de terres fermes,
et d’'une atmosphere mince par rapport a I’extension horizontale, contenant des gaz, des par-
ticules solides ou liquides. Compte tenu de la diversité a la fois des composants du systeme
et des phénomenes physiques, la climatologie regroupe un ensemble de sciences : le transfert
radiatif (interaction matiere-rayonnement), la thermodynamique, la mécanique des fluides, la
chimie (en phase gazeuse ou liquide, la photochimie). Ces derniéres années, on a pu consta-
ter 'importance et la complexité des couplages entre ces différentes sciences en étudiant des
phénomenes comme El Nino (couplage océan-atmosphere associé & un forgage solaire maxi-
mal), aux effets a grande échelle dans le temps et I’espace, la destruction de la couche d’ozone
stratosphérique (destruction chimique due a la présence d’especes chimiques chlorées anthro-
piques, associées a des nuages trés froids (170 K)), ou l'effet de serre. La climatologie cherche
désormais a prévoir la réponse du climat a la perturbation du fonctionnement de cette ma-
chine énergétique, due aux effets de I’action de I’homme sur I’environnement- essentiellement
le rejet de gaz dans 'atmosphere.

Notre planete est globalement en équilibre thermique : elle se refroidit en rayonnant dans
les grandes longueurs d’onde (supérieures & 10 um) vers l’espace qui ’entoure, et est chauffée
par l’absorption du rayonnement solaire a courtes longueurs d’onde (entre 300 et 1500 nm).
Si, globalement, on sait combien le systéme Terre absorbe de cette énergie solaire (envi-
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ron 70%), on connait mal la répartition de cette absorption et ses mécanismes complexes.
Les raisons essentielles des différences de répartition de cette absorption sont la variation
de I’éclairement solaire en fonction de la latitude, la diversité des propriétés des surfaces
planétaires, la présence en altitude de couches nuageuses qui controlent ’entrée d’énergie
dans le systeme, 1’éclairement simultané d’une partie seulement de la planete et les temps
de réponse de chacun des composants du systeme. Cette “machine” thermique joue donc le
role que lui imposent les lois de la physique, celui d’un échange d’énergie entre les différentes
composantes du systéeme, amenant a une modification du climat a toutes les échelles.
Raisonnons d’abord a 1’échelle synoptique a partir de figures issues de [Lorentz 1967].
La figure 1.1 indique 1’énergie solaire atteignant l’extrémité de 'atmosphere (traits pleins en
haut), I’énergie solaire moyenne absorbée par le systeme Terre-océan-atmosphere (traits pleins
en bas), et le rayonnement infra-rouge quittant le systéme Terre-océan-atmosphere (tirets).
Les valeurs sont en W.m™=2. On voit que les régions tropicales absorbent plus de chaleur qu’elles
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Fic. 1.1 — Energie solaire atteignant l'extrémité de I’atmosphere (traits pleins en haut);
Energie solaire moyenne absorbée par le systéme Terre-océan-atmosphere (traits pleins en
bas); Rayonnement infra-rouge quittant le systéme Terre-océan-atmosphere (tirets) — Les
échelles sont en W.m~2 — D’apres [Lorentz 1967).

n’en émettent. Les régions polaires, au contraire, ont tendance a se refroidir radiativement.
Des mécanismes vont “transporter” 1’énergie des tropiques en direction des poles, véhiculée
par les masses d’air et les courants océaniques. Le transport méridional de I’énergie vers le
nord est indiqué en tirets sur la figure 1.2, ainsi que I'exceés d’énergie solaire absorbée par
rapport au rayonnement infra-rouge sortant (traits pleins). On considere que 50% de cet
échange est réalisé par les transports océaniques, 50% par les transports atmosphériques.

A une latitude donnée, 'absorption de ’énergie solaire crée également des déséquilibres
énergétiques : la surface terrestre est réchauffée radiativement, alors que ’atmosphere est
radiativement refroidie [Lenoble 1993] : un échange d’énergie va donc se mettre en place
entre la surface et ’atmosphere ; les échanges convectif, de chaleur latente, par rayonnement
infrarouge.

Les transfert radiatifs interagissent donc avec les thermodynamiques atmosphériques, la
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Fic. 1.2 — Exces d’énergie solaire absorbée par rapport au rayonnement infra-rouge sortant
(traits pleins); Transport vers le nord de I'énergie (tirets) - Les échelle sont en W.m =2 —
D’apres [Lorentz 1967].

dynamique, les processus d’évaporation et de convection. Selon [Lenoble 1993], le temps de
relaxation d’une perturbation de température causée par un échange radiatif dans la tro-
posphere est beaucoup plus grand que le temps de relaxation dynamique. Cela signifie que
les échanges radiatifs jouent un role mineur a petite échelle de temps (2 ou 3 jours) mais
deviennent de plus en plus importants & mesure que 1’échelle de temps augmente. Ainsi, la
redistribution de 1’énergie radiative est le mécanisme principal définissant le climat global
[Hansen et al. 1981].

1.1.2 Role radiatif des nuages

Les nuages recouvrent en permanence 60 a 70% de la surface du globe. On sait qu’ils
jouent un role radiatif important et complexe [Harrison et al. 1990]. D’une part, les nuages
controlent ’entrée de 1’énergie dans le systeme en réfléchissant une partie du rayonnement
(environ 20%). Ils participent ainsi au refroidissement de la planéte. D’autre part, les nuages
étant plus froids que la surface terrestre, ils rayonnent moins que celle-ci dans les longueurs
d’onde thermique, et ont ainsi tendance a réchauffer la planéte. Ces deux phénomenes sont
en concurrence, et 'effet radiatif net des nuages dépend du type de nuages considérés. Les
cirrus par exemple, nuages de haute altitude, sont optiquement minces : ils réfléchissent peu
le rayonnement solaire. Etant tres froids, ils émettent moins dans l'infra-rouge que des nuages
de plus basse altitude. Ils ont donc tendance a réchauffer la planete. L’effet des nuages bas
de type stratocumulus est inverse : ils réfléchissent efficacement le rayonnement solaire et,
étant plus chaud, ils émettent plus dans l'infrarouge. Ils ont donc tendance a refroidir la
planete ; leur role radiatif est important car ces champs nuageux sont treés présents [Cahalan
et al. 1994a].

De plus, le role des nuages est d’autant plus important et complexe a prendre en compte
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que des rétroactions complexes (feedback) apparaissent. Par exemple, le role radiatif des cir-
rus sur le réchauffement de la planete est positif; celui-ci a pour conséquence a la fois un
réchauffement et un refroidissement de I'atmospheére, respectivement & basse et haute alti-
tude; et ce refroidissement a pour conséquence une présence plus importante de cirrus. De
méme, le forcage radiatif solaire crée de la convection qui génere des nuages, qui a leur tour
crééent un forcage radiatif qui perturbe la dynamique, les profils des températures, etc. Selon
[Cess et al. 1990], la plus grande incertitude dans les modeles climatiques globaux tient a la
complexité des rétroactions nuageuses.

On parle ainsi de sensibilité climatique a la couverture nuageuse. Une variation de 1 % de
lalbédo terrestre (soit £0.003) entraine une changement de 0.5 K de la température moyenne
de la surface terrestre. Or, la structure des nuages, mal connue et de ce fait mal représentée,
controle la réflectivité nuageuse [Cahalan et al. 1994a] : on surestime ’albédo des nuages en
les considérant plan-parallele!, donc leur capacité & refroidir la planéte.

Les bilans radiatifs nuageux sont donc une donnée importante, et ils doivent étre connus
avec une certaine précision pour pouvoir quantifier nombre de processus. On considere que
lestimation des flux radiatifs dans les GCM (Global Circulation Model) doit atteindre la
précision du % [Stephens and Tsay 1990]. Pourtant, cette précision n’est pas atteinte. Une
incertitude de 20 W.m ™2 demeure, par exemple, concernant 1’absorption solaire par les nuages
(environ 3 %) : 'absorption nuageuse obtenue & partir de mesures est toujours supérieure a
celle obtenue par modélisation ([Stephens and Tsay 1990], [Ramanathan et al. 1995], [Cess
et al. 1995]). Des efforts importants sont portés vers une meilleure prise en compte des nuages
dans les calculs radiatifs & grande échelle [Oreopoulos and Barker 1999].

Enfin, rappelons le role primordial du transfert radiatif pour la chimie atmosphérique, en
particulier troposphérique. Beaucoup de réactions chimiques d’importance sont des réactions
photochimiques, c’est a dire que 1’éclairement solaire des molécules et leurs photodissociations
est le moteur de réactions chimiques. C’est le cas pour les chimies gazeuse aqueuse. En photo-
chimie, les quantités radiatives a considérer sont moins le flux solaire direct que les radiances
[Madronich and Flocke 1997] : 'intégration des radiances en un point donne un flux moyen,
appelé le flux actinique. Celui-ci fournit le taux de photolyse, défini comme le taux local d’un
processus de photoabsorption conduisant a un événement spécifique de photodissociation. La
diffusion multiple qui s’opére dans la plupart des nuages existants va en faire de véritables la-
boratoires de photochimie : les gaz et aérosols interstitiels vont étre particulierement éclairés,
ainsi que les particules en solution dans les gouttes (pour [Ruggaber et al. 1997], le taux
de photolyse a considérer pour une molécule contenue dans une gouttelette vaut 1.6 fois le
taux de photolyse de cette méme molécule en phase interstitielle). De plus, dans le cas de
champ nuageux épars de type champ de cumulus, ’éclairement des nuages par leurs voisins
va étre particulierement importants pour la photochimie des aérosols et gaz situés entre ces
nuages. Ainsi, le role radiatif des nuages, et la prise en compte des effets radiatifs “3D”, sont
primordiaux en chimie troposphérique.

1.1.3 Un probléme d’intégration d’échelle

Les sciences du climat constituent une discipline scientifique singuliere et complexe de par
I’étendue des échelles spatiale et temporelle en présence.

On note tout d’abord une large gamme d’échelles de temps : le temps de vie de molécules
intervenant dans les réactions chimiques troposphériques est parfois tres court (une seconde) ;
la durée moyenne de vie d’une cellule convective est d’environ 20 minutes, la Terre a une
période de rotation de 24 heures; une masse d’air fait le tour du globe a une latitude fixée en

Jhypotheése du nuage plan-paralléle signifie qu’on considére les nuages comme ayant une extension hori-
zontale infinie, un sommet et une base plans, et qu’ils sont homogenes.
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quelques semaines; le transport méridional est plus lent [Jacob 1999] : il faut un ou deux mois
a une masse d’air a une latitude moyenne pour atteindre les régions tropicales ou polaires;
les faibles vitesses verticales dans ’atmosphere imposent une durée de transport vertical de
3 mois environ pour traverser la troposphere; la période de rotation de la Terre autour du
Soleil est d’une année, et c’est environ le temps de transport nécessaire a une masse d’air
pour passer d’'un hémisphere a 'autre; le soleil connait un cycle d’activité de 11 ans; les
CFC (Chloro Fluoro Carbone) ont un temps de vie de plusieurs centaines d’années; enfin,
les courants océaniques sont associés a des cycles de transport atteignant le millier d’années.
Dans ce paragraphe, nous avons évoqué une dizaine d’ordres de grandeur temporelle.

La gamme d’échelles spatiales est également tres large : depuis I’échelle de Kolmogorov,
c’est-a-dire I’échelle de dissipation de la turbulence (le millimetre ou le centimetre), jusqu’aux
échelles synoptiques, de 'ordre du millier de km, en passant par la taille de cellules nuageuses
convectives (de quelques centaines de metres a quelques centaines de kilometres), 1’épaisseur
de la couche limite atmosphérique (de 'ordre du km), de la troposphere (la dizaine de km),
jusqu’aux dimensions horizontales qui atteignent la dizaine de milliers de km. Soit 10 ordres
de grandeur spatiale.

On pourrait penser modéliser et mener des études a une échelle donnée et indépendamment
des autres échelles, par exemple en utilisant les valeurs moyennes a 1’échelle considérée. Mais
ce n’est naturellement pas envisageable : il existe des interactions entre les échelles qui rendent
ce découplage impossible. La turbulence atmosphérique en est un bon exemple. [Gage and
Nastrom 1986] étudient le spectre d’énergie cinétique atmosphérique sur une large gamme
d’échelles (de 50 m & 1000 km), produit en partie par la turbulence quasi-bidimensionnelle.
[Lilly 1989] montre que 1'énergie cinétique a 500 km est le résultat de l'injection d’énergie
aux échelles baroclines (supérieures a 3000 km) par des processus d’instabilité, et aux échelles
des panaches nuageux dans la couche limite et des nuages cumuliformes. [Grabowski and
Moncrieff 2002] étudient les effets du rayonnement interactif sur l'organisation de la convec-
tion tropicale. Celle-ci est difficilement descriptible et nécessite ’utilisation d’outils appropriés
comme les ondelettes [Yano, Moncrieff, Wu and Yamada 2001][Yano, Moncrieff and Wu 2001].
Modéliser a grande échelle ces phénomenes nécessite donc d’étre capable de générer des proces-
sus convectifs, et des instabilités baroclines. Si I’on ne peut pas représenter toutes les échelles,
ne serait-ce que numériquement — pour modéliser convenablement la convection, une grille
horizontale de 1 km maximum est nécessaire pour permettre le développement de convections
nuageuses profondes [Vallis et al. 1997], il faudra trouver un moyen de prendre en compte
les effets des processus aux échelles non représentées : c’est le but de la paramétrisation ;
décrire les effets des phénomenes (par exemple a plus petites échelles) en termes de variables
disponibles (a ’échelle explicitée).

1.1.4 Enjeux et challenges des sciences du climat

Vu I’étendue des échelles qu'une modélisation complete doit prendre en compte, vu la
complexité des mécanismes intervenants, I'un des enjeux principaux des sciences du climat
est la simplification de la représentation de ces mécanismes, la prise en compte des interactions
entre les échelles sans un calcul explicite, un compromis a trouver entre une précision et une
économie des calculs.

Une des possibilités est 'approche statistique [Wilks 1995]. Elle consiste & ne pas tout
décrire mais a obtenir des solutions statistiquement correctes. Des modeles, déterministes
aux grandes échelles et probabilistes aux petites échelles, ont ainsi vu le jour. Par exemple,
les modeles de prévision de pluies controlent les mouvements atmosphériques sur une certaine
gamme d’échelles, et décrivent les petites échelles de facon statistique [Harris and Foufoula-
Georgiou 2001]. Ces statistiques sont souvent basées sur des données d’observations.
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L’autre possibilité est ’approche paramétrique. Cette approche comporte deux aspects :
la paramétrisation des processus, et la paramétrisation des milieux complexes.

La paramétrisation des processus concerne généralement les petites échelles. On parle de
paramétrisation des processus physiques sous-grille. Cela consiste en quelque sorte a donner
une condition aux limites & I’échelle minimale de résolution du calcul. La paramétrisation est
certainement une des choses les plus difficiles en sciences du climat. L’art de la paramétrisation
s’appuie sur une grande connaissance des processus en jeu : elle est propre a chaque probleme,
et dépend de I’échelle considérée. On peut citer les LES (Large Eddy Simulation) qui consistent
a calculer les grandes échelles d’un écoulement sans en calculer les petites, mais en modélisant
leur influence & plus grande échelle. La paramétrisation des petites échelles n’est évidemment
pertinente que si les échelles non-représentées jouent un role significatif & plus grande échelle :
on parle alors d’interactions entre échelles provoquant une cascade d’énergie vers le haut
(upscale energy cascade), de diffusion arriere de I’énergie (backscattering). La paramétrisation
est une préoccupation ancienne et une réalité dans la communauté de la turbulence pour
résoudre le probleme de fermeture. Un état de 'art sur la paramétrisation des processus
physiques sous-grille en sciences de 'atmosphére peut étre trouvé dans [ECMWEF 2001]. La
paramétrisation est également essentielle en transfert radiatif, en particulier en atmosphere
nuageuse. On va le voir, le transfert radiatif est un probléme non-linéaire et multiéchelle. La
non-prise en compte des variabilités nuageuses sous-pixel provoque des erreurs a plus grande
échelle : on ne peut pas se contenter de la valeur moyenne de 1’épaisseur optique dans chaque
pixel. Pourtant, la paramétrisation du transfert radiatif n’est pas a un stade tres avancé. Ce
travail a pour objectif d’aller vers une réponse a ce besoin.

La paramétrisation des milieux complexes consiste a représenter la complexité des milieux
par un petit nombre de parametres. C’est le cas de la représentation de 'orographie, ou
des structures nuageuses. La solution consiste, par exemple, a trouver, par des techniques
d’homogénéisation, des milieux plus simples et équivalent, i.e. des milieux plus simplement
descriptibles, qui donnent des réponses équivalentes. On parle alors de parametres effectifs
équivalents (par exemple le rayon effectif équivalent d’'un cristal de glace, qui n’a rien de
sphérique). La difficulté réside dans le choix des réponses équivalentes, le parametre effectif
équivalent permettant généralement de satisfaire a lui seul une condition mais non plusieurs
[Szczap et al. 2000a][Szczap et al. 2000b].

Nous I'avons dit, la paramétrisation des interactions entre échelles est possible une fois
que les mécanismes des interactions sont bien compris. Elle repose sur des techniques et des
outils : outils statistiques, outils appropriés aux processus physiques (par exemple des outils
multiéchelles), outils fonctionnant par apprentissage (réseaux de neurones). Il s’agit ensuite
de valider la paramétrisation en la confrontant soit a des résultats de simulations de modeéles
plus fins qui contrélent plus d’échelles, soit a des mesures. Dans les deux cas, des mesures &
petites échelles sont nécessaires pour valider la modélisation. Vouloir simplifier les processus
radiatifs nuageux en paramétrisant les petites échelles, nécessite donc, en premiere étape,
la mesure des hétérogénéités nuageuses a petite échelle, avant de savoir en deuxieme étape,
comment prendre en compte simplement ces hétérogénéités a plus grande échelle.

1.1.5 Observations satellitaires

Le besoin de modéliser avec plus de précision la physique de I'atmosphere exige la me-
sure assez systématique des parametres importants de I’étude du climat. La réponse a cette
problématique se trouve dans les techniques de télédétection satellitaire. C’est la deuxieme
raison pour laquelle le transfert radiatif occupe une place a part en sciences du climat : les
“mesures” des parametres sont obtenues par inversion de quantités radiatives. La télédétection
a l'aide de radiometres satellisés permet la surveillance globale et répétitive du milieu natu-
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rel. Les radiometres peuvent étre considérés comme des intruments de mesure particuliers,
qui fournissent, par I'inversion de mesures de radiances intégrées, des quantités telles que le
contenu en eau nuageuse intégré, le rayon des gouttes d’eau, l'altitude de sommet de nuages,
etc. Ces “mesures” ne peuvent étre obtenues que par des algorithmes d’inversion. On met
au point ces algorithmes apres avoir compris le probleme direct, i.e. quand on est capable de
générer des radiances a partir de parametres de modeles, et que le probléme est suffisamment
bien posé [Tikhonov 1977] pour que la restitution de ces parametres soit possible. L’inver-
sion de parametres nuageux repose classiquement sur un calcul plan-parallele [Meador and
Weaver 1980], qui consiste a représenter les nuages comme des couches homogenes d’extension
horizontale infinie. Les techniques d’inversion reposent en particulier sur 'utilisation de plu-
sieurs longueurs d’onde et de plusieurs angles d’observation de la méme scene. La télédétection
satellitaire a bien str un défaut, c’est la faible résolution spatiale de ces mesures, imposée par
I’altitude de vol des satellites et la taille des détecteurs embarqués. Cependant, 1’évolution
des technologies permet d’obtenir dés maintenant des résolutions largement suffisantes (de
lordre du metre) pour nombre d’applications. La figure 1.3 présente les caractéristiques des
principaux radiometres en “activité” ou devant prochainement étre lancés. Les radiometres
sont positionnés dans un diagramme bi-dimensionnel en fonction de la résolution spatiale au
nadir et du nombre de bandes spectrales utilisées. N’y figurent pas le GLI (résolution de 250 m
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Fia. 1.3 — Caractéristiques de radiometres existants en fonction de leur résolution spatiale et
du nombre de bandes spectrales (d’apres [Schowengerdt 1997]).

et 1 km) du programme ADEOS II de la NASDA, lancé en décembre 2002, et les radiometres
micro-onde comme le SSM/I (résolution de 'ordre de la dizaine de km). Un probleme de
modélisation et d’échelles se pose donc aussi pour l'inversion de parametres : considérer que
les radiances issues d’un pixel atmosphérique ne dépendent que des propriétés microphysiques
de ce pixel et non de ses voisins, et que I’hétérogénéité sous-pixel est négligeable, sont des
hypotheses qui peuvent étre contestables.
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1.2 Le transfert radiatif en nuage hétérogene
1.2.1 Hétérogénéité des champs nuageux

Il suffit de lever les yeux quand le ciel n’est pas parfaitement dégagé pour se convaincre
de I'hétérogénéité des nuages, et de le faire régulierement pour s’apercevoir de leur grande
diversité. On constate des hétérogénéités géométriques : des épaisseurs et des étendues ho-
rizontales nuageuses variables, des trous dans les nuages, des bosses a leur sommet. Il est
évident que la notion d’hétérogénéité est subjective et complexe : elle dépend de 1’échelle a
laquelle on observe les nuages, de 'angle d’observation, de la position de I'observateur par
rapport au Soleil. En observant les nuages depuis le sol, en avion, ou sur des images satel-
lites, on s’apercoit que les nuages présentent des hétérogénéités sur une tres grande gamme
d’échelles. La seule variable dont on discute dans le paragraphe suivant est celle du contenu
en eau liquide nuageuse.

1.2.1.1 Hétérogénéité a différentes échelles

On a coutume de parler d’hétérogénéité interne, i.e. en dessous de I’échelle du nuage,
et externe, i.e. a ’échelle des champs nuageux. En réalité, les nuages sont hétérogenes sur
une large gamme d’échelles. Des outils statistiques ou de traitement du signal, appliqués a
des quantités nuageuses mesurées in situ, ou inversées a partir de mesures radiatives (RA-
DAR, LIDAR ; mesures au sol, a partir d’avions ou de satellites), permettent de qualifier ces
hétérogénéités. Ainsi, on a mesuré que la variabilité horizontale du contenu en eau liquide
nuageuse présente des propriétés d’invariance d’échelle, depuis la dizaine de metres jusqu’a la
centaine de kilometres [Davis et al. 1996]. Les champs nuageux sont intermittents (couverture
fractionnaire), et on a analysé que les portions de nuages suivent une loi exponentielle tandis
que les portions de ciel clair suivent une loi puissance [Duroure and Guillemet 1990]. Les
formes géométriques présentent des propriétés d’autosimilarité pour des échelles comprises
entre I’échelle des cellules convectives (~10 km) et 1000 km [Lovejoy 1982]. L’explication des
structures nuageuses tient aux propriétés des processus physiques a l'origine de leurs créations
et leurs évolutions. Les propriétés d’invariance d’échelle ont pour origine celles des champs
de vitesse turbulents, les gouttes d’eau pouvant étre considérées comme un traceur passif.
L’intermittence des champs nuageux est liée aux processus convectifs qui les ont créés, et a
des processus complexes d’agrégation et d’auto-organisation des amas nuageux [Duroure and
Guillemet 1990].

1.2.1.2 De quelles hétérogénéités parle-t-on ?

Les questions que 'on doit se poser sont les suivantes : qu’entend-on par hétérogénéité,
et quelles hétérogénéités sont importantes a prendre en compte d’un point de vue radiatif?
Personne ne sait réellement qualifier les hétérogénéités nuageuses. La meilleure preuve est que
personne n’est parvenu jusqu’a présent a générer par modélisation des nuages réalistes. Mais
I’objectif n’est pas de représenter fidelement un nuage, plutoét de représenter et paramétrer
les hétérogénéités importantes du point de vue qu’on s’est fixé, ici le point de vue radiatif. Si
I’on pouvait se contenter du modele plan-parallele, les calculs radiatifs seraient triviaux et on
s’en contenterait.

Pour répondre a ces questions, il faut analyser les processus radiatifs qui opérent, savoir
comment et quelles hétérogénéités nuageuses affectent les quantités radiatives, et a quelles
échelles ces effets sont importants. [Aida 1977] a étudié 1’albédo de nuages disposés en “rue”.
[Welch and Wielicki 1984] ont montré que les lacunes entre les nuages modifient les propriétés
de réflectivité, et que différentes structures nuageuses ayant les mémes couverture fractionnaire
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et contenu en eau peuvent facilement produire des flux radiatifs tres différents. [Barker et al.
1999] étudient la sensibilité de la géométrie des nuages sur les flux solaires moyens & grande
échelle. Les contraintes de calcul sont telles que la taille de la grille horizontale des GCM
varie entre 50 x 50 km et 300 x 300 km : quand les pixels sont partiellement nuageux, et il est
rare que ce ne soit pas le cas pour de telles échelles, des biais tres importants apparaissent
par rapport au modele plan-parallele. On affine ce modeéle en pondérant les flux plan-parallele
par la couverture fractionnaire ; en utilisant dans chaque pixel un calcul gamma-IPA (détaillé
plus loin) [Oreopoulos and Barker 1999]; en prenant en compte les hétérogénéités sous-pixel
par des techniques de renormalisation [Cairns et al. 2000].

Le point soulevé par [Welch and Wielicki 1984] est essentiel : le calcul ne doit pas reposer
uniquement sur les valeurs des propriétés microphysiques, mais également sur la disposition de
ces valeurs. Si I'on suppose par exemple que la fonction de densité de probabilité d’épaisseur
optique est lognormale, les données de la moyenne et de I’écart type de la distribution — qui la
définissent completement — ne sont pas suffisantes pour prévoir les flux radiatifs associés. Une
information sur la structure spatiale des valeurs est primordiale. On illustrera ce probleme
sur la figure 1.6 discutée plus loin. Ainsi, des outils statistiques plus élaborés sont utilisés
désormais pour qualifier les hétérogénéités : par exemple des fonctions de structure [Davis
et al. 1997] permettant de définir les propriétés fractales [Duroure and Guillemet 1990] ou
multifractales [Roux et al. 2000] des champs nuageux.

1.2.2 Insuffisance du modele plan-parallele

Nous I’avons vu dans la premiere partie de ce chapitre introductif, les calculs de transfert
radiatif sont tres importants pour la modélisation du climat et pour la mesure a distance
de parametres nuageux. L’hypothese du nuage plan-parallele est largement utilisée car elle
permet des calculs radiatifs cimples et rapides. Nous allons voir ici pourquoi le modele plan-
parallele est insuffisant.

1.2.2.1 Non-linéarité des réponses radiatives

La non-linéarité est un notion naturellement tres importante dans notre étude, qu’il im-
porte de bien définir. La notion de non-linéarité est tres présente en sciences du climat et
elle est associée a la turbulence. La présence dans I’équation de Navier-stokes (qui décrit
I’écoulement de fluide visqueux) d’un terme quadratique (‘_/V—V)) donne un caractere non-
linéaire a cette équation, qui est a l’origine de la notion de chaos et des difficultés de prévision
en météorologie. L’Equation du Transfert Radiatif — qui décrit I'interaction du rayonnement
par un milieu — est linéaire et intégro-différentielle. Pourtant le probleme du transfert radiatif
est non-linéaire. Eclaircissons ce point.

L’interception d’'une quantité radiative L, se propageant le long d’un chemin de coordonnée
s, par un milieu de propriété d’extinction « est décrite par : dL = —aLds (Loi de Bouguer-
Beer). On en déduit (loi exponentielle de Beer) que I’énergie radiative varie selon :

L(s) = Ly exp(—/ads) = Lyexp(—71) = L(7) (1.1)

qui est une fonction convexe. 7 est appelée épaisseur optique. Les réponses radiatives ne sont
donc pas linéaires comme le montre la figure 1.4. Considérons deux chemins d’épaisseurs
optiques 71 et 73. On écrit I'inégalité de Jensen [Jensen 1906] :

L(71) + L(72) S L(Tl + 7
2 - 2

) (1.2)
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Fia. 1.4 — Réponse non linéaire des flux radiatifs en fonction de I’épaisseur optique du milieu.
Cas de la réflectance et de la transmittance pour une incidence solaire de 45°.

Ainsi, si le milieu n’est pas homogene a une certaine échelle, on fait des erreurs de calcul
en ne considérant que la propriété moyenne de ce milieu a cette échelle : on surestime et on
sous-estime systématiquement respectivement la réflectance et la transmittance de ce milieu.

Nous entendons donc ici non-linéarité comme synonyme d’interaction — ou de couplage
— entre échelles : on ne peut pas se contenter des valeurs moyennes des propriétés optiques
des nuages a une certaine échelle. Dans le cas des stratocumulus marins, qui ont la struc-
ture la plus proche de la représentation plan-parallele, la diminution de ’albédo du nuage a
I’échelle d'une grille GCM (supérieure & 100 x 100 km?) est de 'ordre de 10 & 15% [Cahalan
et al. 1994b][Barker 1996]. Lorsque les nuages homogenes ont le méme albédo que les nuages
hétérogenes, ceci requiert une diminution de 30% de leur contenu en eau [Cahalan et al. 1994b].

La premiere erreur que ’on fait dans un calcul plan-parallele est donc de ne considérer que
la valeur moyenne des champs, de négliger I'effet des hétérogénéités des nuages. Une réponse
a ce probleme est le calcul IPA (sur lequel nous revenons plus loin), qui repose sur la division
du champ nuageux en pixels, et réalise un calcul de type plan-parallele et indépendant dans
chacun des pixels. Ce type de calcul est dit “1D”.

1.2.2.2 Flux radiatifs nets horizontaux

Dans les calculs radiatifs de type plan-parallele ou IPA, les propriétés radiatives du nuage
sont uniquement liées aux parametres microphysiques. Dans le cas de nuages hétérogenes,
lorsque la taille du pixel est de I'ordre de celle du libre parcours moyen des photons, cette
dépendance unique n’est plus du tout valide : deux pixels ayant les mémes propriétés mi-
crophysiques (épaisseur optique, rayon efficace) n’ont pas forcément les mémes propriétés
radiatives, compte tenu des effets de leurs environnements. Ainsi, & petite échelle, il y a inter-
action entre les pixels : le transport horizontal net des photons — conditionné par les gradients
locaux du champ d’épaisseur optique — n’est plus négligeable. Pour des nuages de type strato-
cumulus sans trous, le transport horizontal peut atteindre plus de 20% du rayonnement solaire
incident, et il peut étre du méme ordre de grandeur que les autres flux (réflectance, trans-
mittance, absorptance) [Faure 2000]. En plus de l'erreur da a la non-linéarité des réponses
radiatives, la seconde erreur que 'on fait dans un calcul plan-parallele est donc de ne pas
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considérer ce transport horizontal net de I’énergie radiative. Un manifestation de ce transport
horizontal est le phénomene de lissage radiatif ([Stephens 1988a], [Marshak et al. 1995], [Davis
et al. 1997]) : a cause de la diffusion multiple, les photons visitant des pixels de propriétés mi-
crophysiques différentes, les champs de réflectance sont moins fluctuants aux petites échelles
que les champs d’épaisseur optique : la correspondance entre les hétérogénéités des champs
d’épaisseur optique et de réflectance n’est plus directe. La figure 1.5 montre les spectres
d’énergie des signaux d’épaisseur optique et de réflectances, obtenus a partir de simulations
Monte Carlo et IPA. On observe qu’a grande échelle, les spectres des radiances suivent celui
de 'épaisseur optique. A petite échelle, le spectre pour les radiances Monte Carlo décroit
plus rapidement — la rupture de pente spectrale se situe vers 2 km, alors que le spectre pour
les radiances ITPA — calcul qui ne prend pas en compte les effets “3D” — suit celui du signal
d’épaisseur optique. [Davis et al. 1997] a obtenu une rupture de pente spectrale autour de
200 m pour des radiances mesurées par le radiometre Landsat TM durant la campagne FIRE
[Davis et al. 1997]. L’effet de lissage est donc une manifestation du transfert radiatif dit “3D”.
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F1G. 1.5 — Spectre d’énergie des champs d’épaisseur optique (7 = 10), et des réflectances
calculées par les méthodes Monte Carlo et IPA (communication personnelle de B. Guillemet

(LaMP))

L’exemple donné dans la figure 1.6 illustre également les effets des gradients locaux
d’épaisseur optique et le lissage des champs de réfléctance. On considére un champ nua-
geux horizontalement hétérogene (fig. 1.6 en haut & gauche) généré par un modele “cascade
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bornée” [Cahalan 1994]. En changeant aléatoirement la position des valeurs, on obtient un
deuxieme champ (fig. 1.6 en haut a droite). Ces deux champs ont donc la méme fonction
de densité de probabilité; la méme moyenne, le méme écart-type. Les courbes au centre et
en bas donnent les réflectances associées a ces deux champs calculées par les modeles de
Monte Carlo et IPA. On observe que les courbes de réflectance & gauche et & droite sont tres
différentes, et n’ont pas les mémes valeurs moyennes, a petite échelle et méme a grande échelle
(non données ici). Les courbes au centre et en bas n’ont pas le méme contenu fréquentiel :
les radiances Monte Carlo sont plus lisses que les radiances IPA ; ces dernieres sont autant
fluctuantes & petite échelle que les signaux d’épaisseur optique. Ainsi, la figure 1.6 indique que
deux champs comportant les mémes valeurs peuvent avoir des réponses radiatives différentes
(comparaison gauche-droite), et que la prise en compte (calcul Monte Carlo) ou non (calcul
IPA) des effets “3D” conduit a des réflectances différentes en particulier au niveau de leurs
contenus spectraux (comparaison centre-bas). Ce qui différencie ces deux champs nuageux,
c’est leur structure, la disposition des valeurs, leur variabilité a petite échelle, qui est beau-
coup plus importante pour le deuxieme champ que pour le premier, et qui a pour conséquence
des transports horizontaux de photons tres différents.

Nuage « Décorrélé »
équivalent au nuage cascade bornée

Nuage Cascade Bornée
(H=0.25, f=0.25, L,,,,=102.4km)

Fluctuation
horizontale
1D de
I’épaisseur
optique T

&=10
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MC

— L
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F1G. 1.6 — Simulations de réflectances pour un nuage de type cascade bornée (en haut a
gauche), et un nuage obtenu a partir du premier en décorrélant les valeurs (en haut a droite,
par un calcul Monte Carlo (au centre) et un calcul IPA (en bas) — Communication personnelle
de F. Szczap (LaMP)).
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1.2.2.3 Aspects multiéchelles du transfert radiatif

Le calcul de type plan-parallele est donc mal adapté au cas des nuages hétérogenes car il ne
prend pas en compte la non-linéarité des réponses radiatives et néglige le transport horizontal
des photons. L’approche IPA traite chaque pixel nuageux indépendamment, et effectue un
calcul de type plan-parallele dans chacun des pixels. La figure 1.7 montre qualitativement
Ierreur que 'on commet sur la restitution de propriété optique moyenne a grande échelle
(épaisseur optique) d’un champ nuageux hétérogene, a partir d’un calcul IPA et en fonction
de la taille des pixels. L’erreur passe par un minimum pour un pixel de quelques kilometres.
L’erreur a grande échelle est due & la non-prise en compte des hétérogénéités sous-pixel.
L’erreur a petite échelle est due a la non-prise en compte des interactions entre les pixels
voisins.
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F1G. 1.7 — Erreur sur la restitution de ’épaisseur optique moyenne a grande échelle de champs
nuageux, basée sur un calcul IPA, en fonction de la taille des pixels (communication person-

nelle B. Mayer (DLR)).

1.2.3 Techniques de calcul utilisées

La calcul IPA (Independent Pixel Approzimation) [Cahalan 1994a,b] déja mentionné réalise
un calcul plan-parallele dans chacun des pixels considérés. Le principe de cette technique est
que les erreurs de calcul pour chaque pixel sont aléatoires, et se compensent a grande échelle
pour fournir des flux moyens relativement précis. La méthode gamma-IPA [Barker 1996]
repose sur I’hypothese d’une fonction gamma pour la densité de probabilité de I’épaisseur op-
tique. Cette méthode permet, en pondérant les quantités radiatives plan-parallele de calculer
les flux radiatifs en faisant intervenir seulement la moyenne et ’écart-type de la distribution
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d’épaisseur optique.

Le calcul NIPA (Non-Independent Pizel Approximation) [Marshak et al. 1998] pallie les
défauts de I'TPA en prenant en compte 'influence des pixels voisins sur les quantités radiatives
associées a un pixel donné. Cela implique la connaissance de la fonction de réponse impulsion-
nelle du champ nuageux (fonction de Green), qui peut étre déterminée & partir d’observations
au LIDAR. La méthode NIPA a été pensée pour améliorer la réponse aux problemes direct
et inverse. Par ailleurs, les interactions entre pixels avoisinants ont été étudiés au moyen de
réseaux de neurones dans [Faure 2000] et [Faure et al. 2001].

Des calculs basés sur des techniques d’homogénéisation ont également été développés. Ils se
basent sur la définition de nuages homogenes équivalents, de parametres effectifs équivalents,
donnant les mémes réponses radiatives qu’un nuage hétérogene. On peut citer dans ces travaux
ceux de [Szczap 2000] conduisant a la méthode de PEHCA (Equivalent Homogeneous plan
parallel Cloud Approximation). Plus généralement, les hétérogénéités spatiales des champs
nuageux sont traités comme une nouvelle forme de propriétés optiques ([Stephens 1988b],
[Cahalan 1994], [Cairns et al. 2000]).

Enfin, des calculs de transfert radiatif “3D” existent bien str. Mais ils ne répondent pas
forcément aux besoins de toute la communauté, pour cause de lourdeur et temps de calcul.
Un tour d’horizon des codes de calcul “3D” existants est donné dans [Gabriel et al. 1993].
Peuvent étre rajoutés les travaux de [Galinski and Ramanathan 1998]. Dans ce présent travail,
on compare les résultats du code de calcul que nous avons développé et baptisé WaveNum a
ceux des codes Monte Carlo [Marchuk et al. 1980] et SHDOM [Evans 1998|.

Le besoin de compromis précision-vitesse de calcul a amené a des programmes interna-
tionaux de comparaison de code de calcul radiatif, d’abord ICRCCM (Intercomparison of
Radiation Codes in Climate Models) dans les années 1980 et encore aujourd’hui avec I3RC
(Intercomparaison of 3D Radiative Codes).

1.2.4 Besoin de formalisation du transfert radiatif en milieu hétérogene

Les calculs de transfert radiatif interviennent dans un grand nombre de modeles et a
différentes échelles. Les besoins de la communauté consistent en une meilleure représentation
des processus radiatifs en évitant une trop grosse lourdeur des calculs. Plutét que le développement
et 'utilisation de modeles radiatifs “exacts”, il y a en fait nécessité de formaliser le probleme
du transfert radiatif en milieu hétérogene. Cette formalisation doit permettre, par l'identi-
fication, la description et la compréhension des mécanismes d’interactions entre échelles et
entre “pixels” avoisinants, d’aller vers une simplification intelligente des calculs radiatifs (en
sachant ce que l'on simplifie) et de la représentation du milieu nuageux, et une maitrise des
erreurs introduites dans les calculs. Cette formalisation passe par 'utilisation d’outil adéquat
afin de paramétrer de facon plus systématique et malitrisée les processus de transfert radiatif.
L’outil que nous nous proposons d’utiliser ici est ’analyse multirésolution (AMR) basée sur
des ondelettes dans une méthode de Galerkin appliquée a ’'Equation du Transfert Radiatif.

1.2.4.1 Fermeture et couplage des échelles

Notre approche pour contribuer & cette formalisation s’appuie sur les travaux de [Stephens
1988a] et [Stephens 1988b]. [Stephens 1988a] présente une nouvelle formulation de I’'Equation
du Transfert Radiatif, basée sur la transformée de Fourier de cette équation en deux dimen-
sions suivant I’horizontale. Cette formulation permet de distinguer les différentes échelles des
hétérogénéités des champs nuageux et de rayonnements en interaction. L’équation de transfert
obtenue réalise un couplage de ces échelles. Dans [Stephens 1988b], les notions de hiérarchie
d’échelles et de fermeture sont introduites, et une technique de fermeture est présentée pour la
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prise en compte de la couverture fractionnaire. [Gabriel et al. 1993] et [Gabriel and Evans 1996]
ont prolongé ces travaux en explicitant plus en détail la méthode de fermeture?. Celle-ci est
basée sur une décomposition de type Reynolds. Cette méthode est généralement associée
aux systemes stochastiques décrits par des équations différentielles comportant des fonctions
aléatoires. Dans le cas de systeme déterministe, les fermetures permettent de faire la moyenne
horizontale de I’équation de transfert, et d’augmenter 'efficacité des calculs. Le point central
de la fermeture des équations est le traitement du terme a/N’, qui représente la corrélation
entre le champ d’extinction nuageuse («) et le champ de radiances (V).

1.3 Approche proposée dans ce travail
1.3.1 Utilisation de I’outil ondelettes

Parmi les références données plus haut, certaines sont associées a l'utilisation de 1’outil
ondelettes pour étudier les aspects multiéchelles de processus physiques : [Harris and Foufoula-
Georgiou 2001] étudient I'importance radiative dans le domaine des micro-ondes de la prise en
compte de la variabilité sous-pixel dans le cadre d’algorithme d’inversion de pluies tropicales
a partir de mesures avec le TMI (Tropical Microwave Imager). Les fluctuations aux petites
échelles qui ne sont pas représentées par le modele nuageux utilisé, et ce pour des raisons
techniques (filtrage nécessaire des hautes fréquences), sont réintroduites a I’aide de cascades
entre échelles développées sur une base d’ondelettes. [Yano, Moncrieff, Wu and Yamada 2001]
et [Yano, Moncrieff and Wu 2001] étudient & I’aide d’ondelettes 'organisation de la convec-
tion tropicale. Plus généralement, les ondelettes et 'analyse multirésolution sont utilisées de
plus en plus en physique, géophysique et en sciences de ’atmosphere : [Weng and Lau 1994]
étudient également la convection tropicale; [Yamada and Ohkitani 1991] identifient les cas-
cades d’energie en turbulence a ’aide d’ondelettes de Meyer; la dynamique atmosphérique
est étudiée au moyen d’ondelettes par [Fournier 2000], [Fournier 2002], [Fournier 2003] et
[Hasegawa 2000] ; enfin, [Davis et al. 1994] et [Davis et al. 1999] étudient les structures nua-
geuses a l'aide d’ondelettes. L’analyse de la turbulence a ’aide d’ondelettes est désormais une
activité & part entiere [Meneveau 1991], et utilise souvent des ondelettes continues® : grace
a cette transformation, [Arnéodo et al. 1999] étudient les statistiques des champs de vitesse
turbulents, [Roux et al. 2000] étudient les caractéristiques multifractales d’images satellites
Landsat ; [Farge et al. 1999] utilisent cette technique pour analyser en profondeur les proces-
sus turbulents; [Venugopal et al. 2003] étudient la turbulence dans la couche limite & 1'aide
des ondelettes continues “chapeau mexicain”. Une description plus complete des différentes
activités en physique et géophysique utilisant des ondelettes peut étre trouvée dans [Van
Den Berg 1999] et [Foufoula-Georgiou and Kumar 1994].

Cet outil “ondelette” fournit une décomposition multiéchelle des fluctuations des signaux,
qui contient en outre une information sur leurs localisations dans le domaine physique. La
difficulté du transfert radiatif en milieu hétérogene tient a la prise en compte des interactions
entre les échelles. Plus haut, nous avons également souligné 'importance des gradients locaux
d’épaisseur optique, qui conditionnent les flux nets horizontaux. Les processus physiques a
I’oeuvre impliquent donc des interactions locales entre échelles. C’est pourquoi nous pensons
que 'analyse en ondelettes est plus appropriée que 'analyse de Fourier pour représenter

2la fermeture d’équations consistent & prendre en compte dans ces équations les effets des processus phy-
siques non-représentés, en les paramétrisant.

3La transformée en ondelette continue est un outil performant pour le traitement des signaux. On tire profit
de la redondance de cette représentation : elle permet une interprétation et un traitement de l'information
plus précis. En géophysique, le but du traitement est par exemple la séparation des différentes propagations
d’ondes présentes dans le profil sismique afin d’en faciliter I'interprétation physique. Cette transformation
amene également aux techniques des maxima d’ondelettes.
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ces processus de transfert radiatif, puisqu’elle propose une décomposition des signaux en
fluctuations élémentaires, localisées a la fois dans les domaines physique et de Fourier. De plus
et comme nous le verrons, ’analyse multirésolution de type ondelettes propose une échelle
d’approximation et des échelles plus fines. Cette notion d’échelle d’approximation semble
bien répondre a la donnée d’un pixel de résolution imposé, que ce soit le pixel élémentaire
d’une grille de modeéles de calcul, ou le pixel d’'un radiometre satellisé. Si I’'on comprend les
mécanismes des interactions entre les échelles, 'effet des hétérogénéités sous-pixel a 1’échelle
des pixels d’approximation, on est sur la voie de la paramétrisation des petites échelles et de
la fermeture en transfert radiatif.

1.3.2 Technique utilisée : la méthode de (Galerkin-ondelette

La technique utilisée est similaire & celle de [Stephens 1986] et [Stephens 1988a] : la
décomposition de I’Equation du Transfert Radiatif sur une base multirésolution. Dans notre
travail, il s’agit d’une base multirésolution de type ondelettes. On ne va plus manipuler le
champ de quantités radiatives (les radiances) et le champ des propriétés optiques du mi-
lieu (Pextinction), mais leurs coefficients d’échelle et d’ondelette. Le principe de la méthode
de Galerkin est de faire le calcul de l'interaction matiére-rayonnement dans ’espace de ces
coefficients. L’intérét de cette méthode est de décomposer I'interaction des deux champs en
interactions élémentaires. La nouvelle formulation de I’Equation du Transfert Radiatif va faire
apparaitre des coefficients, appelés coefficients de connexion [Perrier and Wickerhauser 1999],
qui contiennent toutes les interactions entre les échelles. Une des questions importantes qui
vont se poser concerne le choix de I'analyse multirésolution & utiliser, sa pertinence, et I'in-
terprétation physique des résultats

Le plan de cette these est comme suit : le deuxieme chapitre est assez mathématique et
présente 'analyse multirésolution et ses applications, en particulier celle que I'on exploite;
la méthode de Galerkin-ondelette. Le troisieme chapitre présente I’Equation du Transfert
Radiatif et sa décomposition multirésolution. Les coefficients de connexion sont étudiés et
Iinformation qu’ils contiennent est analysée. Quelques premieres analyses des mécanismes
d’interaction entre échelles sont données. Le chapitre se termine par les premiers pas vers
une formalisation multirésolution du transfert radiatif en milieu hétérogene. Le quatrieme
chapitre détaille la mise au point du code calcul de transfert radiatif basé sur cette approche.
Ce code est construit dans le but de quantifier les interactions entre les échelles et 'effet des
hétérogénéités sous-pixel. Enfin, le cinquieme chapitre montre la comparaison des résultats
obtenus par rapport aux code Monte Carlo et SHDOM, afin de valider nos calculs, et donne
les premieres analyses des interactions pour deux types simplifiés de nuage. Quelques effets
radiatifs “3D” sont étudiés a 'aide de cette approche novatrice. Enfin, le mémoire se termine
par les conclusions et perspectives de ce travail.
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Chapitre 2

L’analyse multirésolution et ses
utilisations

Nous présentons dans ce chapitre les analyses multirésolutions de type ondelettes et leurs
applications. Les analyses multirésolutions sont utilisées et développées aussi bien par la com-
munauté des physiciens, mathématiciens, ou informaticiens. L’analyse multirésolution est I'un
des exemples les plus flagrants de la possibilité d’interaction de différentes disciplines, du non-
cloisonnement (nécessaire) des sciences, et de la richesse d’innovations mathématiques et de
leurs applications. L’histoire méme du développement de cette analyse est exemplaire : les bal-
butiements de cette analyse sont généralement attribués a un géophysicien, Jean Morlet, mo-
tivé par la détection de singularité dans des signaux sismiques, et aidé par un mathématicien,
Alex Grossman. Leur collaboration a conduit & la transformée en ondelettes continues. La for-
malisation de I'analyse a été faite ensuite par quelques mathématiciens jusqu’aux travaux en
commun de Stéphane Mallat (motivé par des considérations pratiques en imagerie) et Yves
Meyer qui ont généralisé 1’analyse en ondelettes a I'analyse multirésolution basée sur une
hiérarchie d’espaces d’approximation imbriqués, ce qui a conduit a des algorithmes rapides
réalisant la transformée discrete en ondelettes. Puis Ingrid Daubechies a généralisé I'analyse
multirésolution en proposant ’obtention de bancs de filtres de tailles finies conduisant & des
ondelettes a support compact performantes numériquement. Les développements des années
90 sont allés en direction de performances numériques, de I’étude et de la résolution a partir
d’ondelettes des équations aux dérivées partielles. Quelques détails concernant I’histoire de
cette épopée mathématique des années 1980-1990 se trouvent dans l'ouvrage de vulgarisation
de [Bulke Hubbard 1995]. Beaucoup de disciplines se sont donc intéressées au développement
des analyses multirésolutions. Pourquoi cet engouement ? Parce que ces analyses prolongent
I’analyse de Fourier dans une direction intéressante, qui est 'introduction de l'information
sur la localisation spatiale des fluctuations d’un signal.

Cette interdisciplinarité fait que les motivations sont différentes : on exploitera telle pro-
priété des ondelettes et des analyses multirésolutions en fonction de l'utilisation qu’on en
fait. Certains utilisent les ondelettes pour leur régularité, d’autres pour leur simplicité et leur
rapidité de calcul. Certains utilisent les ondelettes comme une nouvelle méthode spectrale
pour résoudre les équations aux dérivées partielles (edp) [Goedecker 1998] dans un but d’ho-
mogénéisation [Dumont 1996][Brewster and Beylkin 1995][Beylkin et al. 1998], d’analyse et de
modélisation de phénomenes [Farge et al. 1999]. Notre approche se situe dans cette derniere
catégorie.

Nous présentons dans ce chapitre les analyses multirésolutions de type ondelettes. Cette
présentation ne se veut pas exhaustive. Le lecteur peut se référer a [Mallat 1998] pour un tour
plus complet du sujet. Quelques domaines d’applications sont passés en revue. Nous abordons
ensuite 'utilisation des ondelettes pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Sont
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détaillés le principe et I'intérét des méthodes spectrales utilisant des ondelettes, en particulier
la méthode de Galerkin-Ondelette utilisée dans ce travail. Les coefficients de connexion,
essentiels dans notre étude, sont introduits a cette occasion et leurs expressions sont données.

2.1 Analyse multirésolution et ondelettes

Cette présentation débute par l'introduction des bases orthonormées d’ondelettes qui, on
va le voir, sont associées ou non a la notion d’analyse multirésolution. Cette notion implique
I'imbrication d’espaces d’approximations, et elle permet de définir des algorithmes perfor-
mants de transformée en ondelettes rapides. Sans ces performances numériques, les analyses
multirésolutions seraient beaucoup moins prisées. Cette section permet également de définir
les notations et conventions adoptées, ce qui est important quand on utilise les ondelettes,
car chaque discipline (s’)est habituée a ses propres notations. Dans la suite, on notera en rac-
courci analyse multirésolution par AMR. Quelques analyses multirésolutions sont présentées,
en particulier celles utilisées dans ce travail, puis quelques domaines d’application des AMR
sont passés en revue.

2.1.1 Les bases orthonormées d’ondelettes

Les systémes orthogonaux d’espaces fonctionnels sont abondamment utilisés en mathématiques
et dans leurs applications [Walter and Shen 2001]. Le principe est de représenter une fonction
par une série, ou par la donnée d’une famille de coefficients. Le systéme orthogonal le plus
utilisé est le systeme trigonométrique de Fourier pour des fonctions périodiques. Des systemes
plus récents et de plus en plus utilisés sont les systemes d’ondelettes.

Une base d’ondelettes de L?(IR) est composée de fonctions 1);;, donnée par :

Yjk(x) = 2j/21/1(2ja? — k), avec j, k € Z (2.1)

ot ¥ est une fonction de L?(IR) appelée ondelette mere, j l'indice d’échelle, k I'indice de
position. ;. est donc déduit de v par une transformation d’échelle et une translation. La
présence de 27/2 est normalisante. (Rappelons que L?(IR) est I’espace des fonctions f d’énergie
finie : [|f(t)|* dt < +o0)

Des propriétés de régularité, de localisation et d’oscillation sont souvent données pour les
ondelettes. Ainsi, on définit des bases d’ondelettes de classe m si :

1. la collection des fonctions v, j € Z, k € ZZ, forme une base orthornormée de L*(IR);
2. pW(z) € L®(IR) pour I =0, ..., m;

3. U (x) décroit rapidement quand z — oo, pour I =0, ...,m;

4. fj;o 2p(x)dz = 0, pour [ =0, ..., m.

Voici la traduction des propriétés ci-dessus :

— la propriété 2 donne la régularité de 1) donc sa localisation fréquentielle ;

— la propriété 3 donne la localisation de ¢ dans le domaine physique. On dira que 1'on-
delette ;5 est essentiellement concentrée sur lintervalle dyadique [k277, (k + 1)277],
“essentiellement” car cela va dépendre de la vitesse de décroissance de I'ondelette ;

— la propriété 4 indique que tous les moments de 1 d’ordre k < m sont nuls, ce qui définit
le caractere oscillant de 1 dans le domaine physique. Les polynémes de degré inférieur a
m seront “invisibles” pour cette ondelette analysante, en particulier fj;o Y(x)dr =0:
les ondelettes sont de moyennes nulles.
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F1G. 2.1 — Supports espace-fréquence de deux ondelettes 1, s,et 1y, s (d’apres [Mallat 1998])

Ces nouveaux systemes orthogonaux vont plus loin que la décomposition de Fourier dans
le sens ou ils proposent des familles de fonctions localisées a la fois dans les espaces phy-
sique et spectral : la représentation des fonctions en ondelettes est intermédiaire entre une
représentation purement spectrale, et une purement physique. Elle fournit un nouveau pavage
du plan temps-fréquence respectant le principe d’incertitude d’Heisenberg : quand la locali-
sation est bonne dans le domaine physique, elle est mauvaise dans le domaine spectral, et
inversement (voir 'annexe A). Les pavés sont d’aspects variables, mais de méme taille :

AzAw = constante (voir la figure 2.1). (2.2)

Ainsi d’apres la propriété (1), une fonction f de L2(IR) se décompose en série d’ondelettes
¢j,k et :

+oo  +oo 400

fle)y="Y" > (e ¥in(z) avec (f,4;x) = F@); . (x)da. (2.3)

j=—0ok=—o00

{.,.) est la notation qu’on adopte pour désigner le produit scalaire, et 1) désigne le conjugué
de .

Les fluctuations d’un signal f se décomposent donc comme la somme de fluctuations de
moyenne nulle, localisées dans des intervalles dyadiques de largeur et de position variables. Au-
trement dit, on voit le signal comme la somme de détails élémentaires (1)} ) de différentes

+o00o

dimensions ( Y. ). Comme il est remarqué tres justement dans [Meyer 1990], cette égalité
j=—o00

fonctionne encore si f € LP(IR) et si 1 < p < oo !, mais (2.3) cesse de fonctionner si f(z)

'LP(IR) est I’ensemble des fonctions qui vérifient [ |f(¢)|" dt < +oc.
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appartient & L°(IR) ou L'(IR) : si f(z) = 1, I’égalité conduirait & 1 = 0! Or, la plupart
des signaux physiques sont dans L*°(IR). La solution a ce probléme consiste a se donner une
seconde fonction (), que [Meyer 1990] appelle “pere des ondelettes” et qui est plus com-
munément appelée fonction d’échelle dans le cadre de ’AMR. Les propriétés (2) et (3)
sont encore valables pour ¢; la propriété (4) est remplacée par la condition fj;o o(z)dr =1,
et (1) par la condition que I’ensemble des fonctions {¢(z — k), k € Z,v; x(x), j > 0, k € 7}
forment une base orthonormée de L?(IR) :

+oo +oo +oo
Fa)= Y aple—k)+ D D diswhjn() . (24)
k=—0o0 7=0k=—00
+00 +oo o

avec ap = / f(x)p(x — k)dz et djj, = / f(@)) . (x)dz. (2.5)
On voit maintenant le signal comme la somme d’une approximation grossiére (ou ten-

+00 too

dance) > arp(x —k) et de détails de plus en plus petits (D).
k=—o00 7=0

Cette décomposition définit ’esprit de ’analyse multirésolution. Bien str, les fonctions
© et ¥ ne sont pas indépendantes : on va voir au paragraphe suivant que la fonction ¢ se
déduit de . La donnée de ¢ définit donc entierement 1’analyse multirésolution. Les systemes
d’ondelettes sont antérieurs a celle d’analyse multirésolution. La premiere ondelette réellement
définie a été celle de Morlet, et ne proposait pas de multirésolution associée. On verra par
exemple plus loin que 'ondelette de Meyer peut étre définie sans référence a une analyse
multirésolution.

2.1.2 Analyse multirésolution

L’approximation multirésolution & la résolution 277 est définie comme la projection or-
thogonale sur un espace V; € L?(IR).

2.1.2.1 Définition

Suivant [Meyer 1990] et [Mallat 1998], une analyse multirésolution de L?(IR) est une suite
croissante de sous-espaces vectoriels {V}, 7 de L?(IR) ayant les propriétés suivantes :

V(i k) €ZP, f(t) €V & f(t—27k) € V] (2.6
Vj €7, Vj-1 CVjdonc..CVyCVycCVycC..cCL*(R) (2.7
VjieZ, f(t)eV; e f(2t) € Vin (2.8
.limVj:—kﬁij:{O}et'liin V;= OV, = L*(RR) (
J——00 —00 J—+00 —00

Jp € Vo tel que {p(z — k)}, .7z forment une base orthonormale de L*(IR) (2.10

Les espaces V; sont appelés espace d’approximation. L’approximation multirésolution de
f & la résolution 2 7est définie comme sa projection orthogonale sur I’espace Vj.

La propriété (2.6) signifie que Vj est invariant par toute translation proportionnelle &
échelle 277 ; la propriété (2.8) garantit que la dilatation par 2 d’une fonction f de V; (donc
le grossissement par deux des détails) définit une approximation de cette fonction a ’échelle
plus grossiere 27711,
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2.1.2.2 Conséquences

Soit Py, f la projection de f € L*(IR) sur Vj, les propriétés (2.8) et (2.10) impliquent

que :
—+00

Pij = Z (froim) ojn(x) (2.11)
n=—oo
La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle et ¢, () = 27/2p(272 —n). Elle possede
les mémes caracteres de régularité et de localisation spatiale que I'ondelette qui lui
sera associée. La fonction d’échelle ¢ vérifie fjoooo o(z)dxz = 1; elle est une partition de
Punité : Y p(z — k) = 1.
k

Le produit scalaire a; [n] = (f, ¢;jn) peut étre réécrit comme un produit de convolution :

+oo
ajn] = f(a:)2j/2¢(2ja: —n)dr = f *@(2*jn) (2.12)

avec () = 29/20(27x) et * le produit de convolution,

et vu comme une approximation discrete a ’échelle 277. L’énergie de la transformée
de Fourier @ étant essentiellement concentrée autour de zéro, ’approximation discrete
a;j [n] est alors le filtrage passe-bas de f échantillonnée & des intervalles 277,

Ondelette mere

Les approximations de f aux échelles 277 et 2-UT1 sont égales aux projections orthogo-
nales du signal sur les sous-espaces V; et V1. D’apres la propriété 2.7, I’approximation
Py, f est plus grossicre que Py, ., f : Py, f C Py, f. En passant de Py, , f a Py, f, on
perd de information, des détails présents a Péchelle 2-U+1) qui disparaissent & échelle
277,

On définit W}, le complémentaire orthogonal de V; dans Vj4 :

Vi =V o W (2.13)
L’équation 2.13 peut se lire ainsi :
approximation = approximation + détails
a 'échelle 2-G+D) a 'échelle 277 d’échelle 277

On peut construire une fonction notée v telle que Vj € ZZ, {%’,k (z) = 2j/2w(2j:n — k), ke Z}

est une base orthonormale de W;. On retrouve ici I'ondelette mere v introduite au para-
“+00

graphe 2.1.1. En écrivant Py, f = > (f,¥jn) ¥jn(r) comme la projection du signal
dans 'espace des détails W, il viegt:TOO
Py f=Pyf+ Pw,f (2.14)
Puisque :
Py, f=Pvf+Pwf=Py_ f+Pw,_ f+Pwf (2.15)
=Py, _,f+Pw,_,f + Pw,_,f + Pw, f, etc. , (2.16)

on peut écrire par récurrence et en se fixant une échelle J d’approximation :

L*(R) = W, =V W 2.17
()jG@ZJJjEZBJJ (2.17)
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Pour des signaux f € L2(IR), on retrouve donc 1'égalité 2.3 :

+oco 400

=D D (F i) vis) (2.18)

Jj=—00k=—00

Quand on traite des signaux de valeur moyenne non nulle, on écrit :

—+00 +oo +oo
f@)y= > (frearyean@) + > (fve) vjk(x) (2.19)
k=—00 j=Jk=—o0
ou fl@)=(f)y @)+ fix) (2.20)
Jj=J
avec (flyeVy et (f);(x) = ampsr(x) (2.21)

fieW; et fi(x) =k dipbn(z)

Les coefficients a ), représentent les valeurs moyennes du signal & I’horizon 277 et loca-
lisées aux points k277, Ils sont appelés coefficients d’échelle.

Les coefficients d ;. représentent les détails du signal d’échelle 277 et localisées aux points
(k+ 1)277. IIs sont appelés coefficients d’ondelette.

Filtres miroirs conjugués et équation d’échelle
La propriété (2.7) signifie I'inclusion des espaces Vj. Puisque Vo C Vi et en écrivant
que v2¢(2x — k) est une base orthonormale de Vi, on peut caractériser PAMR. par la
donnée des coefficients hy tels que :

Z h [n) V2¢(2z — n) avec h[n] = <cp(x), V2p(2z — n)> . (2.22)

n=—oo

Cette équation est appelée équation d’échelle [Mallat 1998] ou équation de dilatation
[Walter and Shen 2001]. La séquence h [n] sera interprété comme un filtre discret passe-

bas.

On peut éerire aussi G(w) = v2h(w)P(w/2), avec h(w) = + hn]e”™, puis par
, ~ +°°h(2 W) ~

récurrence p(w) = [[ ====9(0).

p=1 V2
Le théoréeme suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur h(w) pour que ce

produit infini soit la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle :

~ 2 ~
Yw € R, ‘h(w)‘ + ’h(w +m| =2
h(0) = V2
Les filtres discrets vérifiant la condition ci-dessus sont appelé filtres miroirs conjugués.
De méme, puisque Wy C Vi, on peut écrire

2
) (2.23)

+0o0

ba) = Y gln] V2p(2z —n) avee g [n] = (¥(2), V2o(22 — n) ) (2.24)

n=—oo

La séquence g [n] sera interprété comme un filtre discret passe-haut.
On peut démontrer que le filtre g se déduit du filtre h.

G(w) = e “h*(w+7) et g[n] = (=)' "h[1 —n) (2.25)

Ainsi, la donnée du filtre h définit complétement la multirésolution.
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2.1.3 Transformation en ondelettes rapides

L’imbrication des espaces Vj, I'utilisation de convoluées discretes par les filtres h et g ont
permis la construction d’algorithmes rapides en cascade, capables de réaliser la projection
orthogonale d’un signal sur un espace d’ondelettes, c’est-a-dire de faire correspondre a n
valeurs échantillonnées du signal des coefficients d’échelle et d’ondelette, et I'opération inverse :
la reconstruction d’un signal a partir de la donnée de coefficients d’échelle et d’ondelette par
'utilisation de filtres duaux h et g (voir schéma sur la figure 2.2).

F1G. 2.2 — Le signal d’entrée est filtré par un filtre passe-bas et un filtre passe-haut, et sous-
échantillonné. La reconstruction est réalisée en insérant des zéros et en filtrant avec les filtres
duaux

La taille du vecteur des coefficients d’échelle et d’ondelettes varie en fonction de la taille
du filtre h, car 'application du filtre consiste en une convolution et la taille des filtres varient
en fonction des AMR. Les convolutions par les filtres sont suivies ou précédées respectivement
de décimation-sous-échantillonnage (décomposition) ou d’insertion de zéros (reconstruction).
Ces opérations de décimation provoquent des phénomenes d’aliasing qui “polluent” les coef-
ficients, mais peuvent étre annulés lors de la reconstruction en utilisant des filtres ayant des
propriétés adéquates. Selon [Vetterli 1986], la condition sous forme matricielle pour obtenir
une reconstruction parfaite est la suivante :

@) gw) \ (R Y _ (2
(h<w+w> §<w>> <§*<w>> (o) (220)

Si les filtres h et h sont égaux, la condition (2.26) est équivalente a la condition sur le filtre
h. On appelle ces filtres des filtres miroirs en quadrature.

2.1.3.1 Initialisation

Les signaux discrets traités b[n] sont échantillonnés & une résolution finie et fixée. Si la
distance d’échantillonnage est N~!, on associe & b[n] une fonction f(z) € Vz approximée &
Péchelle 275 = N1 2 f(z) = S0 (f,0nn) ¢rn(z). On calcule les coefficients ay, [n] =
(f,rn) & partir de b[n] : b[n] = NY2ar, [n]. Si f(z) est réguliere au voisinage de N~'n, on
peut considérer que b[n] ~ f(N~1n).
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2.1.3.2 Calcul des coefficients

L—
Suivant I'égalité Vi, = V; @ W;, on obtient le vecteur des coefficients [a g 4d;} <j<I— 1}

j=J
a partir des coefficients d’échelle ar, [n] = (f,¢rn). Par la suite, on appellera J 1’échelle
d’approximation et L 1’échelle de résolution

2.1.3.3 Périodisation de ’AMR

Cet aspect est important car les champs nuageux que nous allons traités sont horizontale-
ment périodiques. Périodiser ’AMR  est équivalent a faire ’AMR de signaux périodiques, et
inversement :

/f = [ e (2.27)

—00
La périodisation de ’AMR produit donc des ondelettes périodiques. La périodisation d’une
base d’ondelettes {1;x, (j,k) € Z} de L*(IR) est en fait une base d’ondelettes de L?[0,1] :

+oo
(1) = Z Vik(T+ k) avec k € [0,27 —1]. (2.28)
k'=—o00
C’est donc un des moyens d’obtenir une base d’ondelettes sur un intervalle.

La conséquence en est la perte de I'invariance par échelle, surtout a grande échelle; les
fonctions a petite échelle étant a support plus restreint et donc moins sujet a la périodisation.
Deux effets de la périodisation sont que les moments ne s’annulent plus aux bords et la
présence de large coefficients d’ondelette aux bords si f(0) # f(1).

Concernant les bases de L*°(IR), il en est de méme en périodisant les fonctions d’échelle.
Il est a noter que les fonctions d’échelle étant des partitions de I'unité, la périodisation des
fonctions d’échelle pour une échelle d’approximation égale & zéro donne une fonction d’échelle
périodisée égale a 1'unité.

2.1.3.4 Transformation discréte périodique ou périodisée

Per pjn) (de méme pour v ), les

Puisque a; [n] = <f, cp?e;> peut s’écrire aussi a; [n] = (f
algorithmes proposés seront utilisables en réalisant des convolutions circulaires.

On obtient alors :

271 L—127-1
F@) =" (Fromm eor(@ + >3 (fn) vik(@) (2:29)
k=0 J=J k=0

Dans le cas de 'AMR périodisée, & N = 2L échantillons du signal correspondent 2% produits
scalaires avec les fonctions analysantes : 27 coefficients d’échelle, 27 coefficients d’ondelette
pour Iéchelle J, 27F! coefficients d’ondelette pour I’échelle (J + 1), ..., 2871 coefficients
d’ondelette & la plus petite échelle (L — 1), et au total (27) + (27) + (27F1) + ... + (2F71) =
2L = N.

2.1.4 Exemples d’analyses multirésolutions

On détaille ici quelques AMR, dont celles de Haar et de Meyer utilisées dans cette étude.
On retrouve la notion d’incertitude de Heisenberg qui est qu'une fonction ne peut avoir une
localisation tres précise et dans ’espace physique et dans I'espace des fréquences.
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A noter que nous ne parlons ici que des ondelettes orthogonales, et qu’il existe aussi des
ondelettes biorthogonales pour lesquelles les filtres analysants et les filtres duaux de synthese
ne sont pas égaux. Nous ne détaillons pas non plus les ondelettes de Daubechies a support
compact, méme si elles sont tres utilisées numériquement. On se contente de renvoyer le lecteur
a 'ouvrage d’Ingrid Daubechies [Daubechies 1992].

2.1.4.1 AMR de Haar

En 1910, A. Haar définit une fonction continue par morceaux dont les dilatées et translatées
forment une base L2(IR) : c’est 'ondelette de Haar [Haar 1910]

1 si0<z<1/2
Pr)=q -1 sil/2<z<1 (2.30)
0 sinon

L’AMR de Haar associe ¢ (x) a la fonction d’échelle p(z) =1 si 0 < x < 1 (voir la figure
2.3).

Haar's Multiresolution

: 8
ol 00 [
2r 1 il
-0.5 0 05 1 1.8
) :
VYoo
0
ni
-0.5 0 05 1 1.5
) :
N4
ol 1K |
5 :
-0.5 0.25 0 0.25 05 0.75 1 1.25 1.5
) ‘ ;
W
o 2%
-2

i i i i
-0.5-0.375-0.25-0.125 0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1 1.125 1.25 1.375 1.5

Fia. 2.3 — Visualisation de quelques fonctions de la base de Haar — J = 0 — De haut en bas :
la fonction d’échelle ¢g o, I'ondelette la plus grossiere ¥g o, les deux ondelettes a 1’échelle deux
fois plus fine Wy i, les quatre ondelettes a I'échelle quatre fois plus fine Wy .

Les avantages de TAMR de Haar tiennent dans sa simplicité. Grace a la compacité de
ses fonctions, ’AMR de Haar est la plus intéressante numériquement. De plus, la fonction
d’échelle étant constante, les coefficients d’échelle de Haar donnent la moyenne vraie du signal
sur un support localisé de largeur 277. La périodicité des signaux ne perturbent pas PAMR.

Les inconvénients de cette AMR tiennent également dans sa simplicité. Le manque de
régularité des fonctions analysantes (uniquement un moment nul) les rend peu adaptées pour
étudier les fonctions régulieres (représentation peu économique). De plus, les support phy-
siques des fonctions de Haar étant compacts, leurs support physiques fréquentiels sont infinis
(voir annexe A sur U'incertitude de Heisenberg; @(w)=sinus cardinal). L’AMR de Haar n’est
donc pas parfaitement dans I'idée qu’on peut se faire de ’AMR, pour laquelle une double pro-
priété de localisation physique et fréquentielle est recherchée. La figure 2.4 donne un exemple
de l'approximation basse résolution de Haar d’un signal généré par un processus de type
cascade bornée ; on compte 2% = 16 pixels d’approximation.
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60 T

—— signal original
- - approximation avec 'AMR de Haar

50 B : 4

20+ : 1 4

30t : B g

20 : ‘l i i

1
1

10+ 1 |
) [

F1G. 2.4 — Vision basse résolution au sens de 'AMR de Haar d’un signal — J = 4 (donc
2% = 16 pixels d’approximation), L=8.

2.1.4.2 AMR de Shannon

C’est ’TAMR duale de celle de Haar :

Plw)=1si—7m <z <m,alors Yw € [-7,7], h(w) = \/51[_7#2,”/2] (w). (2.31)

La transformée de Fourier inverse de ¢ est également un sinus cardinal ; le support physique
des fonctions d’échelles et ondelettes est infini.

2.1.4.3 AMR de Meyer

L’ondelette de Meyer est une fonction a bande fréquentielle limitée dont la transformée
de Fourier est lisse au contraire de celle de I'ondelette de Shannon. Ce caractére lisse donne
une décroissance beaucoup plus rapide dans ’espace physique.

2.1.4.3.1 Ondelette de Meyer non-associée a une multirésolution
La construction de cette ondelette 1) est réalisée dans ’espace fréquentiel a partir des opérations
successives suivantes :

=1
w2

flwy=4 °

pour w > 0
0 pourw <0
(5 —w)
flo=3)+ f(F —w)
o) = VAI(—w)
b(w) =77/ (w/2) — PP (w)

>

(w) =

Elle est utilisée dans [Yamada and Ohkitani 1990).
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2.1.4.3.2 Ondelette de Meyer associée a une multirésolution
La fonction d’échelle et I'ondelette mere de Meyer sont définies analytiquement dans ’espace
de Fourier.

1 si|w| < 27/3
¢ (w) =14 cos (gﬂ(%" - 1) $i 27/3 < |w| < 4n/3
0 ailleurs
0 i |w| ¢ [27/3,87/3]
J(w) =4 e sin (gﬂ(% - ) s 27/3 < |w| < 4n/3

e*iw/2 CcOS (gﬂ(% — ) si 47T/3 < ’w‘ < 87T/3

La présence du terme e~™/2 fait que I'ondelette mére est centrée en z = 1 /2.

Le seul degré de liberté est le comportement de p(w) dans son passage de 0 a 1 et est
défini par la fonction auxiliaire 3(z), dont les valeurs vont de 0 a 1 sur 'intervalle [0, 1]. Pour
vérifier la condition de quadrature, 3(x) satisfait :

vz €[0,1], Blz) + B(1 —z) = 1. (2.32)

Un exemple proposé par Daubechies est la fonction f(z) = 24(35 — 84x + 7022 — 2023). La
fonction h(w) a alors trois moments nuls en |w| = 7/3 et |w| = 27/3.

La représentation dans les espaces physiques et de Fourier de la fonction d’échelle et
de l'ondelette mere, pour cette fonction auxiliaure, est donnée dans la figure 2.5. Ces deux
définitions différentes de I'ondelette de Meyer (associée ou non & une AMR) conduisent & des
fonctions proches comme on peut le voir sur la figure 2.6.

2.1.4.3.3 Aspects numériques

Le logiciel de calcul MATLAB propose des filtres miroirs conjugués pour 'AMR de Meyer.
Les fonctions de Meyer n’étant pas a support compact, la dimension des filtres est en théorie
infinie. Il est proposé dans la toolbox Wavelet de MATLAB des filtres en quadrature associés
a ’AMR de Meyer, définis dans [Abry 1996] ayant une taille de 60. Des versions périodisées
des routines de décomposition et de recomposition en ondelettes wavedec et waverec ont
été programmées (les convolutions par les filtres sont remplacées par des convolutions circu-
laires), mais les résultats obtenus ne sont pas excellents. Comme le montre la figure 2.7, les
spectres d’énergie des signaux aprés une décomposition-recomposition par ’AMR de Meyer
sont bruités. Cela tient sans doute a la troncature des filtres en quadrature de Meyer, de taille
théoriquement infinie.

Il est préférable d’utiliser la transformation en ondelettes de Meyer implémentée dans
I’espace des fréquences. Dans ce cas, la transformation est basée sur une projection dans
I’espace des fréquences de la transformée de Fourier du signal sur des fenétres fréquentielles. Si
ces fenétres fréquentielles sont bien choisies, la projection est faite sur une base orthonormale
de L?(IR). Une des procédures proposées conduit & des bases appelées bases trigonométriques
locales [Coifman and Meyer 1991] dont la construction est détaillée dans [Auscher et al. 1992]
et [Kolaczyk 1994]. Bien str, les fenétres fréquentielles utilisées, appelées ici fonctions “cloche”,
ont la forme des fonctions analysantes de Meyer dans I’espace de Fourier. Les algorithmes de
décomposition-recomposition correspondants ont été définis par [Kolaczyk 1994] et ont donnés
les routines FWT_YM et IWT_YM proposées par le logiciel Wavelab qu’on peut télécharger
gratuitement a l’adresse suivante : http ://www-stat.stanford.edu/ wavelab.

La figure 2.8 donne un exemple de I'approximation a basse résolution de Meyer du méme
signal que celui de la figure 2.4. Le signal basse-résolution est reconstitué a partir de 2* = 16
coefficients d’échelle. Dans le cas de TAMR de Meyer, on peut moins parler de “pixels”
d’approximation que pour ’AMR de Haar.
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Fonction d’échelle et ondelette mére de Meyer
15 T T T T T

fonction d’échelle ondelette

(a) domaine physique

Module des transformées de Fourier
des fonctions d’échelle et ondelette mere de Meyer
T

o8l fonction d’échelle ondelette

0.6 : n

0.4 n

0.2~ n

-0.2 1 1 1 1 1 1 1
%8 _ -4 -2 0 2 4 6 8
-3 -am3 Zom3 o 2m3  4m3 813

(b) domaine de Fourier

Fia. 2.5 — Visualisation de la fonction d’échelle et de I'ondelette mere de ’AMR, de Meyer.
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Ondelette mere de Meyer
15 T T

Module des transformées de Fourier de I'ondelette mére de Meyer

T T T T
T T T T

— ondelette de Meyer — définition 1 Py

—— ondelette de Meier - définition 2 —— ondelette de Meyer - def!n!t!on 1

—— ondelette de Meyer — définition 2

- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X w
(a) domaine physique (b) domaine de Fourier

F1c. 2.6 — Visualisation des ondelettes mere de Meyer pour les deux définitions (1 : sans
multirésolution ; 2 : avec multirésolution).
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Fia. 2.7 — Spectre d’énergie d’un signal d’origine et de sa décomposition-reconstruction par
les ondelettes de Meyer - Utilisation du logiciel de calcul Matlab.
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F1G. 2.8 — Vision basse résolution au sens de ’AMR de Meyer d’un signal — J =4 (donc il y
a 2% =16 “pixels” d’approximation), L=8.

2.1.5 Utilisation des analyses multirésolutions

On vient de voir quelques exemples d’AMR. On peut se poser la question du choix de
’AMR et des conséquences de ce choix. Quelles multirésolutions utiliser ? Cela va dépendre
bien str des applications. En fonction des besoins des applications, on exploitera certaines
propriétés des AMR. On passe ici en revue quelques utilisations importantes des AMR en
traitement du signal et en analyse de données, dans les techniques de compression de données.

L’AMR se révele un excellent outil pour le traitement du signal, au méme titre que 'ana-
lyse de Fourier. D’ailleurs, on I'a vu, les deux analyses ne sont souvent pas tres éloignées.
L’aspect multirésolution de la transformée en ondelettes permet de 1'utiliser comme la trans-
formée de Fourier pour étudier spectralement les signaux. Dans ce cas, 'information sur la
localisation des fluctuations, contenue dans les coefficients d’ondelettes, n’est pas exploitée.
Le fait d’utiliser des bases d’ondelettes orthonormales permet par la formule de Parseval de
réaliser la partition de la variance dans le domaine des ondelettes : la norme L?(IR) vérifie :

o

HfHQZZ f:SOJk ZZ f)lp], (233)
k

J=J kj

ce qui est équivalent & la densité spectrale de puissance de la décomposition de Fourier [Perrier
et al. 1995]. L’équivalence nombre d’onde=échelle existe pour les ondelettes quand celles-ci
sont bien localisées dans ’espace des fréquences.

Le caractere de localité des ondelettes est une propriété assez unique et intéressante a ex-
ploiter. Ainsi, la détection des singularités d’un signal se fera grace aux maxima des coefficients
d’ondelettes localisés sur la singularité [Mallat and Hwang 1992] [Mallat and Zhong 1992] et
dont 1’échelle associée correspond a la taille de la singularité. Il sera également intéressant
d’utiliser des ondelettes pour lesquelles ne sont “visibles” que les singularités. Dans ce cas, la
régularité des ondelettes peut étre une propriété importante.

Si les ondelettes sont assez bien localisées physiquement (dans le temps) et spectralement,
on aura donc une double localisation spatiale-spectrale (ou temps-fréquence) des fluctuations
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des signaux. En se référant a I'image de Bruno Torrésani (site internet : http ://www.cmi.univ-
mrs.fr/ torresan/universalis/ondel.html), on pourra dire en analysant les coefficients d’onde-
lettes d’un enregistrement de musique si une note est jouée a tel moment, et si ¢’est une ronde
ou une double croche. L’analyse par ondelettes fait dans ce sens mieux que ’analyse de Fou-
rier a fenétre glissante ; cette derniére a I'inconvénient de proposer une fenétre d’observation
de taille fixe, localisant donc mal les discontinuités a des échelles plus petites que 1’échelle
d’observation, et étant limité dans les basses fréquences par cette méme taille de fenétre. La
transformée en ondelettes propose une fenétre d’observation qui s’adapte aux échelles des
fluctuations présentes : dans une analyse en ondelettes, 'incertitude relative fréquentielle est
constante sur une grande gamme d’échelle : Aw/w =constante [Abry 1996].

Enfin, la décomposition en ondelettes est treés utile pour le débruitage des signaux [Donoho
and Johnstone 1994]. La difficulté dans le débruitage des signaux réside dans ce qu’il faut
considérer comme du bruit et comme contenant de I'information. Bien str, I'utilisation d’on-
delettes ne résout pas cette difficulté. Mais elle permet a partir des coefficients d’ondelettes de
discerner la nature des bruits et d’agir de maniere ciblée. Si, localement, un signal est entaché
d’un bruit important (situation typique de mesures aéroportées), un seuillage des coefficients
est une réponse appropriée. Si, a une échelle donnée, un bruit stationnaire d’amplitude li-
mitée vient se superposer a des fluctuations contenant de l'information, on sélectionnera les
coefficients d’ondelettes a cette échelle d’amplitude supérieure a un seuil. En fonction des
applications, les propriétés de régularité des ondelettes vont aussi jouer un role.

Les caracteres de localité et de multirésolution de I’analyse en ondelettes en font également
un excellent outil pour la représentation économique de données ou la compression de données.
La décomposition en ondelettes est naturellement adaptative. En ne gardant que les coeffi-
cients significatifs, on réduit le nombre de variables contenant I'information. Les ondelettes
sont & la base de technique de compression de données comme par exemple la compression
Jpeg2000. En imagerie, les AMR sont naturellement intéressantes [Mallat 1998] : en isolant
une échelle de détails, on peut par exemple restituer les contours de 'image; en ne gardant
que les coefficients & grande échelle, on garde de 'image originale une image floue, qui sera
dyadique si on utilise TAMR de Haar.

2.2 Utilisation d’ondelettes pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles

L’utilisation de méthodes spectrales pour résoudre les équations aux dérivées partielles
(edp) est classique. Les recherches dans ce domaine consistent a étudier de nouvelles représentations
de la solution et des “opérateurs-acteurs” de I’équation [Beylkin 1992]. Ces représentations
seront judicieuses si elles permettent d’améliorer le calcul. Cela veut par exemple dire une
économie de la représentation de la solution dans cette base, une représentation simple des
opérateurs permettant un calcul précis et efficace. Mais a co6té de ces aspects techniques, une
représentation de la solution sera adéquate si elle permet d’analyser la physique sous-jacente.
Si le regard qu’on porte sur les processus est approprié, on les distinguera mieux, on pourra
les analyser, les modéliser, et les simplifier.

Depuis le tout début des années 90, soit peu de temps apres 'apparition de ’analyse
multirésolution, une activité assez importante des mathématiciens appliqués et physiciens
est dédiée a I’étude et la résolution numérique des edp a 'aide d’ondelettes [Liandrat and
Tchamitchian 1990]. On pense en effet que les propriétés de double localisation temps-
fréquence des ondelettes sont pertinentes a la fois pour rendre le calcul naturellement adap-
tatif et performant, et pour mettre en lumiere les processus physiques. Quand la solution est
décomposée sur une base multirésolution de type ondelettes et que tous les calculs se font
dans cet espace multirésolution, on parle de méthode de Galerkin-Ondelette. C’est cette voie
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qui a été suivie dans ce travail de these. Cette technique fait apparaitre des coefficients de
connexion auxquels nous accorderons au chapitre suivant un intérét tout particulier.

Avant d’aborder les méthodes de Galerkin-Ondelette et 1’équation qui nous préoccupe -
I’Equation du Transfert Radiatif, nous détaillons les enjeux des représentations des solutions
des edp, en prenant pour exemple I’équation de Navier-stokes.

2.2.1 Vers une représentation appropriée de la solution

2.2.1.1 Meéthode spectrale

Les méthodes spectrales consistent a “projeter” les équations sur une base orthogonale
de l'espace fonctionnel [Bouchon 1999|[Canuto et al. 1988]. Pour résoudre des problémes
périodiques, on a classiquement recours a des séries de Fourier; pour des problemes non
périodiques, & des bases de polynomes comme ceux de Legendre ou de Chebyshev. Ces pro-
jections permettent une représentation simple des “opérateurs-acteurs” de 1’équation, par
exemple de I'opérateur de différentiation au premier ordre, d’intégration, le laplacien, ... , et
de résoudre ainsi de maniere efficace I’équation en exploitant leurs propriétés.

Illustrons cet aspect avec 'exemple simple de l'opérateur de différentiation. Celui-ci est
diagonal dans une représentation spectrale de type Fourier [Bouchon 1999 :

ci(f') = ik.ce(f), (2.34)

avec k le nombre d’onde, ci(f) et cx(f’) les coefficients de Fourier de f et f’. Cette relation
présente U'intérét de permettre facilement le calcul des coefficients de Fourier ¢ (f’) — & partir
des coefficients cx(f), et donc la dérivée de la fonction f. C’est un tres grand avantage de la
décomposition de Fourier. A partir de la relation 2.34 et d’un raisonnement par récurrence,
on peut déduire que la décroissance des coefficients de Fourier est d’autant plus rapide que f
est réguliere. Traduit en langage mathématique :

Co

soit f € HJP,2, alors |ex(f)| < W

pour k # 0. (2.35)

Ainsi, la représentation en Fourier de fonctions régulieres est économique. Mais si la fonc-
tion présente certaines singularités tres locales, les coefficients de Fourier a petite échelle seront
importants. La raison est que ces coefficients ne portent pas d’informations sur la localisa-
tion de ces singularités. L’information sera contenue dans la phase. L’utilisation d’ondelettes
permet d’avoir a petite échelle des coefficients non nuls localisés sur les singularités et nuls
ailleurs.

2.2.1.2 Décomposition adaptée aux probléemes physiques sous jacent

A coté de ces considérations mathématiques, il est important que la décomposition choi-
sie pour la solution le soit en fonction de motivations d’ordre physique. En effet, une bonne
analyse des phénomenes physiques passe par une représentation adéquate qui permette de
discerner clairement ces phénomenes, des comportements, des interactions, des mécanismes.
Toute la difficulté et tout 'intérét sont d’essayer de voir les choses sous un certain angle, de se
donner les moyens d’avoir ce point de vue, pour mieux modéliser les phénomenes physiques.
Tout comme l’analyse de données en statistique multidimensionnelle peut étre considérée
comme une technique de modélisation, faisant émerger les propriétés du modele, des données

% f € H}:,., espace de Hilbert d’ordre m, alors f est dans Lf,er, ainsi que ses m dérivées successives.
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elles-mémes [Brissaud et al. 1990], 'esprit des méthodes spectrales peut étre de choisir un es-
pace de projection qui donne une représentation de la solution permettant d’orienter ’analyse
et la modélisation.

Si par exemple les processus physiques considérés montrent des interactions entre les
échelles, il est judicieux d’avoir une représentation multiéchelle des phénomenes qui per-
mettent de décrire ces interactions. On parle ainsi communément de décomposition en
échelles des équations [Heurtaux et al. 1992] ou de méthodes multiéchelles [Dahmen
et al. 1995]. Prenons 'exemple de ’équation de Navier-stokes :

ov + (v.V)v = E vV p+vAv (2.36)
ot 0
Elle est ’équation déterministe qui décrit I’écoulement d’un fluide visqueux, accompagnée de
conditions aux limites et souvent de la condition d’incompressibilité 57.v = 0. L’écoulement est
caractérisé par un nombre sans dimension, le nombre de Reynolds R, = %, avec U un ordre de
grandeur des variations de vitesse, L une taille caractéristique de I’écoulement, et v la viscosité
cinématique du fluide. La résolution directe de cette équation est difficile : la complexité
de I’écoulement augmente lorsque le nombre de Reynolds croit, et le caractere non linéaire
de l'équation devient tres problématique (grande sensibilité aux conditions initiales). Une
simulation correcte demande la représentation de I’écoulement du fluide & toute les échelles
de I’écoulement, depuis la plus grande échelle L jusqu’a la plus petite, I’échelle de dissipation
visqueuse 7. Or, % = W « Re?/4 , avec € le taux moyen massique de dissipation
visqueuse. Si on raisonne en terme de grilles de résolutions a adopter, cela impose en trois
dimensions Re?/ 4points de grille dans un cube d’arétes L. En météorologie et océanographie,
on rencontre des nombres de Reynolds de 10% & 10'2, ce qui impose de 10 & 10%>"points!
Une simulation résolvant toutes les échelles dans un volume macroscopique est exclue. C’est
pour cette raison que des approches statistiques ont été adoptées, approches basées sur une
description phénoménologique de la turbulence par Richardson : une cascade d’énergie des
grandes échelles vers les petites échelles, la plus petite étant 1’échelle de dissipation visqueuse,
a travers une gamme d’échelles appelées inertielles ou il y a conservation de 1’énergie. Cette
description ameéne a la prédiction par Kolmogorov (K41) de la fameuse pente en —5/3 du
spectre d’énergie, largement vérifiée expérimentalement.

Les processus turbulents reposent donc sur des interactions entre les échelles. Comme on
I’a dit ci-dessus, il est alors judicieux d’avoir une représentation multiéchelle des phénomenes
pour pouvoir décrire ces interactions. La transformée de Fourier propose une représentation
multiéchelle, si on consideére que nombre d’onde=échelle. [Bouchon 1999] étudie ’équation de
Burgers, une simplification de Navier-stokes souvent utilisée comme modele de turbulence, a
I’aide d’une transformée de Fourier 3D et propose une séparation des échelles conduisant a des
méthodes multi-niveaux [Temam 1996].Heurtaux et al. 1992] étudie cette méme équation et,
dans la décomposition de 'opérateur d’évolution de Burgers sur une base d’ondelette, étudie
le couplage des échelles et le transfert d’énergie entre elles. Qu’est ce qui fait la différence
entre ces deux approches? Ce sont les propriétés des deux outils, transformées de Fourier
dans un cas, en ondelettes dans 'autre, et leur adéquation a la physique sous-jacente.

D’apres [Farge et al. 1996], la transformée de Fourier ne convient pas pour deux raisons : la
premiere est qu’en turbulence pleinement développée, le terme convectif non-linéaire devient
prépondérant. Or, ce terme est représenté de maniere complexe dans ’espace de Fourier par
un produit de convolution, complexe dans le sens oli un grand nombre de modes de Fourier
sont mis en jeu. L’outil Fourier n’est donc peut-étre pas le plus adéquat pour représenter ce
terme convectif qui dicte I’évolution, au contraire du terme dissipatif (’'opérateur laplacien est
diagonal dans I’espace de Fourier). D’ailleurs [Bouchon 1999] ne réalise pas le produit (v.\7)v
a l’aide d’une convolution (car en dimension 3 une convolution coiite beaucoup d’opérations),
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mais dans l’espace physique a l’aide d’aller-retour (méthode pseudospectrale [Canuto et al.
1988)).

La seconde raison est que la solution de ’équation de Navier stokes possede une struc-
ture spatiale tres intermittente, celle de 1’écoulement. Cette structure est le résultat d’une
succession d’interactions non linéaires entre des structures cohérentes de tailles différentes
formées d’un ou plusieurs tourbillons. La représentation de ces structures cohérentes implique
une localisation spatiale du champ de vorticité. La description de Richardson est donc loin
de la réalité : les cascades d’énergie ne vont pas simplement des grandes vers les petites
échelles : les tourbillons interagissent entre eux pour en former de plus larges, provoquant un
transfert d’énergie vers les grandes échelles. Ainsi on parle de diffusion arriére d’énergie
[Leith 1990], et pas de cascade inverse d’énergie car il n’y a pas de phénoménologie associée.

Il faut donc étudier de nouvelles représentations multiéchelles pour la solution de I’équation
qui soient mieux adaptées a la structure spatiale tres intermittente de ’écoulement. La trans-
formée en ondelettes est un bon outil pour décrire de telles structures, localisées a la fois
en espace et en échelle, au moyen d’une représentation économique [Charton 1996]. [Farge
et al. 1996] utilise les ondelettes pour séparer ces structures du reste de I’écoulement. [Farge
et al. 1999] présente la transformée en ondelettes comme un outil adéquat, pas seulement
pour analyser et interpréter les résultats expérimentaux, mais aussi pour tenter d’envisager
une théorie statistique de la turbulence qui soit plus satisfaisante. Cet outil permet de définir
de nouvelles méthodes numériques plus adaptées [Liandrat and Tchamitchian 1990][Charton
and Perrier 1996][Frohlich and Schneider 1997][Dahmen and Schneider 1999], en particulier
les méthodes de Galerkin-ondelette qui sont utilisées et exploitées dans ce présent travail.

2.2.2 Méthode de Galerkin-Ondelette

Les méthodes spectrales basées sur I'utilisation de bases multirésolutions de type ondelette
consistent a projeter I’équation dans un espace multirésolution, a représenter la solution f
par ses coeflicients d’échelle et d’ondelettes. Si des termes non-linéaires ou des termes dérivées
a différents ordres apparaissent (respectivement le terme d’advection et le terme diffusif dans
I’équation de Navier-stokes), deux solutions sont possibles : soit réaliser les opérations produit
ou différentiation dans ’espace initial de la solution, ce qui implique des allers et retours d’un
espace vers 'autre — la recomposition de la solution & partir de ces coefficients d’ondelettes
pour réaliser dans ’espace initial les opérations, puis a nouveau la représentation de la solution
par ses coefficients d’ondelettes, et ceci a chaque pas de temps du calcul ; soit représenter ces
termes dans ’espace de projection.

La premiere méthode est appelée méthode pseudospectrale, ou de collocation [Vasilyev
et al. 1998]. Par exemple dans le cas du produit de deux fonctions, le produit est réalisé sur
les points de grille appelés points de collocation. La consomnation en temps de calcul des
allers et retours entre les espaces sera un point sensible de cette méthode.

La deuxieme méthode consiste a résoudre entierement 1’équation dans I’espace de ces coef-
ficients ; ¢’est une “vraie” méthode de Galerkin — appelée méthode de Galerkin-Ondelette.
Ce n’est qu’en fin de calcul que 'on recompose la solution a partir des coefficients d’échelles
et d’ondelettes solutions de ’équation projetée dans leur espace. Le traitement des termes
produit, dérivée, etc ., fait apparaitre des coefficients appelés coefficients de connexion
[Perrier and Wickerhauser 1999][Resnikoff and Wells. 1998] qui relient les coefficients des
différents termes aux coeflicients de la solution. Cette deuxieme méthode a été retenue ici
pour étudier I’équation qui décrit le transfert radiatif en milieu hétérogene.
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2.2.2.1 Application a ’Equation du Transfert Radiatif

L’Equation du Transfert Radiatif, présentée en détail au chapitre 3, s’écrit

G- VN <F, ﬁ) = —a(F) [N <F, ﬁ) —J (F, ﬁ)} (2.37)
J (F, ﬁ) :“N”jlgf) 4/ P (F, a, ﬁ') N (F, ﬁz’) dwg,+ [1 — B, ()] B (7) (2.38)

L’interaction entre le champ de rayonnement et le champ nuageux est décrite par le terme a. N
avec N une grandeur radiative, la radiance, et a le coefficient d’extinction, caractéristique
de l'interception du rayonnement par le milieu, ici un nuage composé de gouttelettes d’eau.

J <F, Q) est un terme source, conséquence des sources diffusives dans le nuage (terme intégral),

et de I’émission propre du milieu (B (7)), fonction de sa température thermodynamique. Le
coefficient d’extinction « quantifie combien le milieu intercepte le rayonnement, ’albédo de
diffusion simple W, quantifie la part de rayonnement absorbé par le milieu et la part de rayon-

nement diffusé — redistribué — dans différentes directions, la fonction de phase P (F, Q, 0% )

définit comment le rayonnement est redistribué.

Comme on ’a vu au chapitre introductif, la difficulté du transfert radiatif en milieu
hétérogene tient a la prise en compte et a la représentation des interactions entre les échelles
des hétérogénéités. Quelles échelles des hétérogénéités des propriétés optiques du milieu ont
un effet radiatif significatif a une échelle plus grossiere ? Et est-ce important pour le probleme
direct, le probleme inverse ? Pour répondre a ces questions, il faut avoir une vision multiéchelle
des phénomenes, pour pouvoir quantifier I'effet de chacune des échelles. Le deuxiéme point
important qui a été souligné est 'importance du flux radiatif net horizontal, flux conditionné
par les gradients locaux des quantités représentant les propriétés optiques du milieu. La non
prise de ce flux net horizontal fait que des calculs de type IPA sont biaisés a petite échelle.

Les processus physiques a l'oeuvre présentent donc des interactions locales entre
échelles. Ici aussi, 'analyse multirésolution semble plus appropriée que l'analyse de Fou-
rier pour représenter ces processus de transfert radiatif : PAMR fournit une information
multiéchelle sur la variabilité des propriétés optiques du champ nuageux et cette informa-
tion garde On va voir au chapitre suivant que ces interactions locales entre échelles sont
représentées par les coefficients de connexion.

L’ETR est une équation complexe : c’est une équation intégro-différentielle a cause
de la présence du terme source diffusif; elle est linéaire a coefficients variables lorsque
le milieu est hétérogene ; ses conditions aux limites sont non classiques en physique et dans
le cadre de I'étude des edp. Classiquement, on décompose le gradient VNN en une partie
horizontale et une partie verticale : I’équation s’apparente alors a une équation d’évolution
un peu particuliere, ou la coordonnée z joue le role du temps ¢ : on suit en quelque sorte
le devenir des photons au cours de leur interception par le milieu. Si le nuage est éclairé
par le haut, la condition a la limite basse du nuage sera connue apres avoir fait traversé les
photons, et la multiplicité de la diffusion aura pour conséquence des conditions aux limites

pour chaque ordre de diffusion. Si on suppose que la fonction de phase P (r_’, Q, o ) et 'albédo

de diffusion simple w,(7) sont homogenes, cette équation est résoluble par une méthode de

Galerkin-ondelette faisant apparaitre des coefficients de connexion pour traiter les termes
ON

a.N et —.

or
2.2.2.1.1 Coefficients de connexion
Précisons tout d’abord quelques notations.
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W, représente une fonction de la base multirésolution. Quand ¥; est une fonction d’échelle,

271 L—127-1
> signifie > . Quand ¥U; est une ondelette, > signifie Y Z On peut donc écrire ainsi la
i k=0 i j=J k=
décomposition en ondelettes d’une fonction f :
flz) = Z(fﬂpl e1(z +Z fob) () (2.39)
1
Allons vers une écriture matricielle de 1’équation 2.39. Si on note les vecteurs p; =
—
©J,0 Y50 (2
Y1 , J; = wj’ pour j = J,..L—1et ¥;_; = Y , alors
P27 -1 % 201 VL1
pJ
< \IJ—J> > représente la matrice des vecteurs de la base multirésolution de LP(IR). Si on
L—1
<fa QDJO> <f7wj70>
— — .
note les vecteurs f¥ = <f’ Y1 > ) f]w = <f’¢3’1> pour j = J,....L —1 et
<f’ PJ2J— 1> <fa¢’j,2j—1>
b
f
_ w
f‘Ll’_1 = fr , alors on peut avoir une écriture matricielle de I’équation 2.39 :
P
fi—
N\ ¢
7 28
flz)=| = (2.40)
f;/’ U,

avec (M)' la transposée de la matrice M.

Traitement du terme produit

Ecrivons le coefficient (d’échelle ou d’ondelette) (fg, ¥3) du produit f.g :

+oo
(g, Ws) = / £ () g (2) T () dx

—+o0
= / < (fr01) pr(z) + Z(f Y1) Yai(z ) <Z 9g: $2) Z<97¢2>¢2(1’)> s (z) dx
h “+oo +oo
—Y S e laes) [ 0@ @)+ 33 ) (e [ o1 (@02 @) s (@) do

(2.41)

+o0 too
F S o) [ 1 (@) 02 0) Ta (@) o+ 303 (1) () [ (@) (0) T (o) o
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Il apparait les coefficients de connexion pour le produit de deux fonctions [Perrier and
Wickerhauser 1999] :

+oo
Ty, v, v, = / Uy (2)Wo(z)V3(x)dx, (2.42)

avec V; soit une fonction d’échelle soit une ondelette, qu’on appelle coefficient de connexion
d’interaction. D’ou

(fg9,¥3) = ZZZ (f,01) (9, p2) ¢1,¢2,W3+ZZ (1) (9,92) Tip, 0,
+ZZ fwl 97902 T’tlJl,(Pz,‘I/e +ZZ 71/}1 71/}2 T’l/z'l,’l/)z,\l’? (243)

ou encore :

(fg,¥3) = ZZ £:91) (9,%2) T, v, v, (2.44)

le symbole Z signifiant qu’on fait la somme sur toutes les fonctions d’échelle et ondelettes.
2
.

{qul’\p%\ps, avec Ug € < % >} est appelé le tenseur d’interaction. Il est d’ordre 3
et pour une AMR périodique définie & partir de 2 points, il est de taille 2° % 2F « 2L, Ce
tenseur d’interaction est étudié au chapitre 3 pour les AMR de Haar et de Meyer. Il y sera
donné une interprétation physique des interactions proposées par les coefficients de connexion
d’interaction. On donne dans ’annexe B les propriétés de ce tenseur.

En séparant les coefficients d’échelle et d’ondelettes des fonctions f, g, et fg, on peut
donner une écriture matricielle de ce terme en séparant, pour une fonction W3, le tenseur de
connexion en 4 matrices :

f—fo A PV T JL-1 Ja e
= J 7 k3 7_ kg gJ

L—1 911

J,J ]3 T J,L—1 Js
< T T J

3. : : L L .
F L1 J Ja T L-1,L-1 js ) est une matrice de taille 2~ % 2~ avec :
ks

0<k <2/-1

m JJ Js
ST = Teenm) g gy 291
TYs.¢J is
3 4
_ . TYs+1,0 I3 . 0<k <21 -1
_ L-1,J J3 _ k s s = Al >
T k33 - ° avec TV1:#1 k‘z B (T%l,klﬂpmkz,‘l’s) et { 0<hkp<2/—17

TYL-1,¢s ?:
3
pour J <j<L—-1,
. . t
m JL—1Js _ (M L—1,J ]
ST (T )
TV % Z}Q) Y741 iB L T ]3
3 . 3
TYs+1:%5 93 s, 3 T¢J+1,¢L 1  ja
Tow ke T

_ m L—-1,L—1 Js
T ks

TYL-1,%s Js TYL-1,%s01 J3 TTZ)L71,1/1L71 J3
T ke e ks
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s 0<k <21 —1
avec T¥i1¥i = (T, i sy s, 05) €1 { 0< ky <202 _1 »POW Jj1 et jo dans [J, L — 1].

Cette séparation pourra étre utile quand on écrira 1’équation du transfert radiatif a 1’échelle
du pixel et du sous-pixel (3.8).

Traitement du terme dérivée

Projetons une fonction dérivée f’(x) sur un espace multirésolution :

fla)=> {fe1)er(z Z " 1) (2) (2.46)

1

ou sous forme matricielle :
—
of%

flx) = —>£9pr ( 2 ) (2.47)
-1

ON PJ
Ecrivons le coefficient d’ondelette du terme dérivée e : pour V3 € < % >,
x

(30 - s

= / [Z (N, o1) @ (z) + > (N, 1) o (x) | Us(x)da
D, 1 1
=Y e [ 6 @t o + 37 (Vo) [ @T@is (2a3)
1 D, D,

Il apparait les coefficients de connexion :

(501, g) — / W () T3(2)
D,

avec VU, soit une fonction d’échelle soit une ondelette, qu’on appellera coefficient de connexion
de différentiation du premier ordre, ou coefficient de connexion dérivée. Donc :

(Ge) = (Vo) Gr ) + 3 (N, w) (b ) (249)
1

o 1
ou encore ON , s Z<N Uy) (60, 03) . (2.50)
a \P ) b

(6W1,U3) est la matrice de coefficients de différentiation, de taille 27 x 2~
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<5\Illa\:[l3> =
(01,0, 0,0) (Ops1,0750) <a¢j,k780J,0> <8¢L71,2L*1717€0‘L0>
(Op.1,0, pa1) (011, pa1) (0%, 01,1) (OVr_1p0-1_1,91)
(09,0, V) k) (00,1, Yj k) (0,5 Vi k) (O, _q0-1_1,%5k)
<8@J,0awL—l,2L*171> <8@J11awL—l,2L*171> <a¢j,k7¢L71,2L*171> <awL71,2L*1717wal,?L*17)1>
2.51
D’ot, sous forme matricielle :
—
afrf —
— )
—>&1pr = (6V1,V3) < —*”QJ ) (2.52)
of fr—1
ox -1

et

) — i\ (&
fix) = ((5\111,\113> ( ﬁ )) : ( 7 ) (2.53)

ie.  fllx)= ( fo> ) <5\y1,xy3>t< qf_J> > (2.54)

L-1

La matrice de coefficients de différentiation (§¥;,¥3) donne une représentation standard
[Goedecker 1998] de 'opérateur de dérivation au premier ordre. Cette matrice des coefficients
de différentiation sera étudiée et représentée au chapitre 3 pour les AMR de Haar et de Meyer,
et pour une AMR hybride notée “HM”, congue a partir des AMR de Haar et de Meyer.
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Chapitre 3

Analyse en ondelettes de I’Equation
du Transfert Radiatif

Dans ce chapitre, nous présentons le coeur de ce travail de thése et notre approche :
I’analyse multirésolution de 'Equation du Transfert Radiatif — équation appelée par la suite
ETR. Cette équation intégrodifférentielle est complexe et compliquée a résoudre dans le cas
ol le milieu est hétérogene. Le champ de radiances — notées N, inconnues de ’équation,
dépend en dimension trois de cinq variables indépendantes : trois de position et deux angu-
laires. La séparation des variables est réalisée grace a la transformation de 'ETR par des
développements en séries orthogonales des différents termes de 1’équation, développement
classique en transfert radiatif comme 'utilisation de polynomes de Legendre et de séries de
Fourier (nous reprenons ici les transformations proposées dans [Stephens 1986]), et novateur
dans cette discipline pour l'utilisation de bases d’ondelettes. Cette derniere transformation
permet de décrire les hétérogénéités des champs interagissants au moyen d’ondelettes, de
décomposer l'interaction globale du champ de rayonnement et du milieu en interactions entre
les fluctuations élémentaires des deux champs, celles-ci étant définies par le choix de TAMR
retenue. Cette méthode de Galerkin-ondelette conduit a une nouvelle formulation de 'ETR
faisant apparaitre des coefficients de connexion déja introduits au paragraphe 2.2.2.1;
tout notre travail est basé sur cette formulation et ces coefficients de connexion.

Le chapitre est organisé comme suit : la section 3.1 définit les grandeurs radiatives que
nous manipulons et les notations adoptées. Les trois sections suivantes introduisent 'ETR
(section 3.2) et les techniques classiques — directement issues des travaux de [Stephens 1986]
et [Stephens 1988a] — utilisées ici comme premiere étape de résolution et de traitement de
IETR : la méthode des ordres successifs de diffusion (section 3.3), la transformation azimutale
de 'ETR (section 3.4). Dans la section 3.5, nous appliquons la méthode de Garlerkin-ondelette
a 'ETR, et proposons ainsi une formulation multirésolution de 'ETR faisant apparaitre des
coefficients de connexion, que nous étudions dans la section 3.6. Nous détaillons finement
I'information contenue dans ces coefficients en adoptant un double point de vue physique et
fréquentiel, points de vue permis par ’outil multirésolution et 'utilisation de différentes AMR.
Cette étude conduira & une premiere analyse multirésolution des interactions entre le champ
de rayonnement et le milieu (section 3.7). La nouvelle formulation multirésolution de 'ETR
permet de décrire formellement le transfert radiatif a 1’échelle de pixels d’approximation,
avec la prise en compte — comme source interne additionnelle a 1’échelle de ces pixels —
de la contribution des fluctuations sous-pixel des propriétés optiques du milieu. La section
3.8 contient cette formalisation mulitrésolution du probleme du transfert radiatif en milieu
hétérogene.
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3.1 Définitions et notations

Nous définissons ici les quantités radiatives que nous manipulons — ’énergie radiative, le
flux radiatif (net), et la radiance, puis les propriétés optiques du milieu.

3.1.1 Quantités radiatives

Dans la suite, on ne parlera que de quantités radiatives monochromatiques, c’est-a-dire
associées a des rayonnement électromagnétiques localisés fréquentiellement (fréquence com-
prise entre v et dv). Les unités qui suivent ne comportent donc jamais le symbole Hz~! pour
dire “par largeur de spectres fréquentiels élémentaires”.

On considere tout d’abord 1'énergie radiative notée d2E (en Joules) qui traverse pendant
un temps dt un élément de surface dA, en une certaine position repérée par 7 et d’orientation
repérée par la normale 7 (voir figure 3.1). Cette énergie radiative est portée par des faisceaux
(rayons) angulaires incohérents se déplagant dans une infinité de directions. Etant incohérents,
c’est a dire n’interagissant pas entre eux, on peut traiter ces faisceaux séparément.

S

Ql

dA dw

v

=Y

F1a. 3.1 — L’énergie radiative traverse un élément de surface dA de normale n dans la direction

Q.

On définit le fluz d’énergie radiative F' (en W.m~?2) comme I’énergie ramenée & une surface
et un intervalle de temps élémentaires : F' =d?E/dA/dt. On définit également le flur net
d’énergie radiative : le flux est compté positivement quand le sens de traversée de la surface
correspond au sens fixé pour la normale & la surface 7, et néghativement sinon. Si le champ
de rayonnement est isotrope en ce point, le flux net est donc nul.

Ce flux ne porte que peu d’informations sur la dépendance directionnelle des flux radia-
tifs. Une description angulaire plus précise des flux d’énergie radiative est nécessaire, parti-
culierement pour les applications en télédétection : la distribution du flux d’énergie dans les
directions couvrant la sphere unitaire. On fait alors appel & la description de 1’énergie dFE
contenue dans un angle solide dw et se propageant dans une direction a (voir figure 3.1). On
en arrive a la grandeur radiative que nous allons manipuler par la suite, la fonction radiance

monochromatique et non polarisée N (F, Q) (radiance préférée a luminance terme trop ex-

clusivement francais, et intensité, terme tres utilisé également par les anglo-saxons mais trop
commun), qui est I’énergie passant a travers une surface élémentaire, par unité de temps, et
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contenue dans un angle solide élémentaire, se propageant dans une direction 0. L’angle entre
Q et 7 est noté 9. On a :

~ dPE
N(rg)=_—_S= m g 1
(7” ) cos OdAdIdy & Wom TS (3.1)

Q est repérée par les deux angles 6 et ¢, respectivement zénithal et azimutal (fig. 3.2) :

O =ncosdi+nsingj+ puk avec u=cosf et n=sinb. (3.2)

Fia. 3.2 — Conventions angulaires

Si la radiance est, en chaque point, indépendante de la direction, on dit qu’elle est isotrope.
Si elle est indépendante de la position, on dit qu’elle est homogéne.

3.1.2 Propriétés radiatives du milieu

Les propriétés radiatives suivantes définissent combien et comment un volume élémentaire
intercepte le rayonnement et le diffuse dans d’autres directions :
— le coefficient d’extinction a(7) au point de coordonnées 7, en m~*. Ce coefficient définit
combien le milieu intercepte le rayonnement.

o = ZlefoN@ (33)

ou :

— S; est la section droite de la particule interceptante d’indice ¢ ; si la particule est de
section circulaire de rayon r;, alors .S; = 7r7"z-2 ;

- Qi £f le coefficient d’efficacité d’interception ;

— N; la concentration (nombre/m?3) des particules indicées 1.

Qi £f dépend du parametre de taille 27r; /A avec A longueur d’onde du rayonnement.

Il prend en compte la diffusion et la diffraction du rayonnement par les particules. Le

coefficient d’extinction « est la somme de deux coefficients ; le coefficient d’absorption

a et de diffusion s : a(7) = a(F) + s(7).
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— T'albédo de diffusion simple : @,(7) au point de coordonnées 7.

- ~s(7r)
wO(T_») - Oé(F) (34)

Il définit combien un volume élémentaire diffuse le rayonnement qu’il intercepte, élémentaire
dans le sens ou 'on compte dans ce volume une seule diffusion par les particules. Si
Wo(T) = 1, le milieu est purement diffusif et non-absorbant.

— la fonction de phase normalisée : P(7, O, ). Elle définit la probabilité qu’au point de
coordonnées 7, le rayonnement incident de direction )/ soit diffusé dans la direction 1.
Par définition donc,

1 o -
yy P(7,Q,Q)dwg, =1 (3.5)
A
— le facteur d’asymétrie g :
1 L
9=5- /cos(@).P(r,Q,Q’)de, (3.6)
A

g indique si la diffusion est plutot avant (1 > g > 0), arriere (—1 < g < 0) ou isotrope
(9=0).
Enfin, ’émission propre du milieu, fonction de sa température thermodynamique, est
représentée par la fonction de Planck B (7), et B (7) = f(T (7), \).
On définit communément 1’épaisseur du milieu d’un point de vue optique par un nombre
sans dimension 7 appelé épaisseur optique. Le long d’'un chemin s :

dr(s) = a(s)ds et 7(L)= /a(s)ds. (3.7)

Pour des calculs radiatifs simples (nuages homogene), 7 est une des variables de 'ETR. On
définit alors I’épaisseur optique d’une couche nuageuse, d’épaisseur géométrique H, par :

T=a.H. (3.8)

En écrivant 7 = a.H = H/(1/a), on assimile 7 a la distance H normalisée par 1/a. 1/« est
vu comme le libre parcours moyen des photons, distance moyenne que parcourt un photon
entre deux rencontres avec les particules. 7 correspond alors aux nombres d’interaction subit
par un photon s’il traversait en ligne droite le nuage.

3.2 Equation du Transfert Radiatif (ETR)
3.2.1 Bilan radiatif dans un élément de volume

Reprenons ici et temporairement les notations de [Lenoble 1993]. Considérons une fonction
radiance monochromatique et non polarisée N (M,s) au point M, se propageant dans une
direction 5, dans un milieu caractérisé par son coefficient d’extinction «, 'albédo de diffusion
simple @, et sa fonction de phase P (Q, 94 ) a, @, et P (Q, 04 ) dépendent généralement de
la position M.

La variation de la radiance sur une longueur ds suivant une direction s s’exprime par
%.ds (fig. 3.3). Le flux d’énergie radiative entrant dans un élément de volume d¥ds centré
au point M par unité de temps et dans un angle solide dw est

Fi =N (M,3s)d2dw (3.9)
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FiG. 3.3 — Etablissement de 'ETR

Le flux d’énergie radiative quittant cet élément de volume est

dN (M,5)

Fr=|N(M,3
2 < ( 78)+ dS

.ds> dSdw. (3.10)

Qu’est ce qui est responsable de la différence de flux Fy — F1 7 C’est d’abord le flux d’énergie
radiative perdue sur la longueur ds par extinction (absorption+diffusion). Selon la loi d’ex-
tinction,

F3=—a(M)N (M,s)dxdwds. (3.11)

Parallelement, de 1’énergie radiative est gagnée sur la_l>ongueur ds par deux processus : la

diffusion du rayonnement venant d’autres directions s’ vers la direction s, et I’émission
thermique du milieu lui-méme. Ces deux contributions sont proportionnelles a dw, et au
volume dX ds. Ce gain d’énergie est

Fy = a(M)J (M, Q) d¥dwds. (3.12)
La conservation de 1’énergie conduit a :

Fy—F =F,+ F3 (313)

d’ou
O“V(if?s) = —a(M) (N (,7) = J (M,6)) (3.14)

3.2.2 Equation générale du transfert radiatif

En reprenant ici les notations de [Stephens 1988a], 'Equation générale du transfert radiatif
pour une fonction radiance monochromatique et non polarisée s’exprime comme :

. VN (F, Q) S [N (F, Q) .y (F, Q)] (3.15)
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avec
- A _&O(m - 3 - A/ o~ —
J(r,Q) == P(r,Q,Q)N(r,Q)de,—i—[l &0 (7)] B (7) (3.16)
47
t
) Q-V=nco qbﬁ%—ingég%— 9 (3.17)
TSPy T8 Ay Faz ’

N (F, ﬁ) est la fonction radiance et J (F, Q) la fonction source le long d’'un vecteur unité

directionnel §} au point 7. « (7) désigne le coefficient d’extinction au point 7, qu’on suppose
indépendant de la direction du rayonnement incident.

L’équation 3.15 est I’équation générale du transfert radiatif 3D pour un milieu turbide,
c’est & dire un milieu ou les particules interceptant le rayonnement (gouttelettes d’eau dans le
cas de nuages, (gaz de) feuilles dans le cas de couvert végétal) sont suffisamment éloignées les
unes des autres pour considérer que les propriétés optiques d’une particule sont inchangées
quel que soit le voisinage de cette particule (pas de phénomeénes d’ombrage). Cette équation
avec ses conditions aux limites définit complétement le champ de radiance dans le milieu.
Il est important de remarquer que I’équation 3.15 est valable pour un volume suffisamment
élémentaire dans lequel la diffusion est simple.

3.2.3 Conditions aux limites

Un milieu qui a une extension infinie en x et y requiert la donnée des conditions aux limites
au sommet et a la base de ce milieu. Si on s’intéresse au rayonnement visible, I’éclairement
solaire donne la condition au sommet du nuage. On connait donc I’énergie entrant dans le
milieu par le haut.

La condition limite basse en revanche n’est pas la donnée d’une énergie entrante. Ce qui est
donné, c’est la propriété de réflectivité de la surface sous-jacente du milieu : la base du milieu
est atteinte par un rayonnement incident, et une partie de ce rayonnement est réfléchie donc
rediffusée dans d’autres directions entrant dans le nuage. On ne connaitra 1’énergie entrant
dans le milieu par le bas que lorqu’on connaitra le rayonnement incident sur la surface sous-
jacente du milieu.

La propriété de réflexion de la surface terrestre sous-jacente sera définie par la donnée
de sa fonction de distribution de la réflectance bidirectionnelle (BRDF), ou le rapport de la
radiance réfléchie dIF (Q) dans un angle solide dw et autour d’une direction particuliere € sur
I’énergie du rayonnement incident 1 _(Q’ ) compris dans un angle solide dw'et de direction 0O

N dr+ (9
(-, @) = () (3.18)
I=(92) cos O dw’
L’intensité totale réfléchie dans la direction ) est alors :
IH(9) :/dlj(ﬁ) :/cose’R(—Q’,ﬁ)I—(ﬁ’)dw/ (3.19)

Le symbole [ signifie que l'on fait I'intégration de toutes les radiances descendantes.

Les propriétés de réflexion extrémes qu’on peut rencontrer sont les réflectivités pure-
ment diffuse (lambertienne) et purement spéculaire, la premiere étant rencontrée pour des
irrégularités microscopiques de surface (exemple de la neige; dans ce cas : R(—Q” ,Q) =
constante), la seconde pour des surfaces parfaitement lisses (surface océanique au repos).
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3.2.4 Champ direct et diffus

La fonction radiance se décompose en une composante solaire “quasi-parallele” Ny, <F, Q>

et une composante diffuse Ng;r (F, ﬁ) [Goody 1964] :

N <F, ﬁ) — Ny <F, ﬁ) + Nuis (F, ﬁ) (3.20)

La composante solaire “quasi-parallele” est contenue dans un angle solide réduit, angle

sous lequel on voit le Soleil depuis un point de la Terre (32 minutes d’arc soit 6.8 x 107°

stéradian). On considére que ce rayonnement est collimaté, c’est a dire que sans interaction,

il n’y a pas décroissance du flux radiatif long de sa propagation, la section droite du cone
contenant le rayonnement étant considérée constante. Ainsi :

Nair <F, Q@) = F,(M8(G — ) (3.21)

F; est le flux porté par un faisceau solaire traversant un plan perpendiculaire a la direc-
tion solaire Qp. 6(Q — Qp) =0(¢ — ¢ )d(cos f— cos O est une fonction Dirac 2D. Suivant la
définition mathématique de la fonction Dirac, la radiance est nulle sauf dans la direction Q@
ou elle est infinie. L’équation 3.20 a du sens seulement lorsqu’on l'intégre sur un certain angle
solide.

En combinant les équations 3.15 et 3.20, on obtient :

G- VN, (F, ﬁ@) + G VN, (7 ( ) {Ndw< ,ﬁ@) + Ny (F, Q)} (3.22)

+‘“(4ﬂ()/ <7~ G Q) [Ndw( ) + Naiy (7“ Q’)} dw (Q)

4

En intégrant les deux cotés de I’équation 3.22 sur un angle solide dws autour de la direction
Qo et en faisant tendre dwg vers 0, on obtient :

lim / G- V(N (F,QQ) dw)| = — lim / a (7) Ny (F,Q@>
(;LAJ@*)O &“)OHO
&u@ &u@

Puisque limg,,_ .o [Ndir (f’, Q) dw@} = F4(7) # 0 on obtient 'expression du transfert radiatif
pour le faisceau solaire quasi-parallele :

Qo - VFy(7) = —a (7) F4(7) (3.23)

et pour le champ de rayonnement diffus :

Q- VNgs = —ci(f) Ndif( Q) =1 fP( )Nd”c (F’ﬁ,) * (Q/) (3.24)
+WP (F,Q,Q@) 3(7“)

ou le dernier terme du membre de droite est la fonction source due a la diffusion du rayon-
nement solaire collimaté. Pour un milieu homogene, la solution de 1’équation 3.23 est triviale
(simplement la loi de Beer) et peut étre incorporée a I’équation 3.24. Dans le cas d’un mi-
lieu hétérogene, ’équation 3.23 doit étre résolue. La séparation du flux solaire collimaté et
du flux diffus permet d’utiliser des schémas de quadrature pour calculer les sources diffuses

4{ P (F, a, fz’) Nuis (F, Q') dw (Q/)
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3.3 Meéthode des ordres successifs de diffusion

Exprimons maintenant le champ de rayonnement diffus comme la somme de diffusions
successives :

Naig (F, Q) = i Nb (f‘, ﬁ) (3.25)
k=1

ou N 52’ f (F, Q) désigne la contribution au champ de radiances diffuses du rayonnement diffusé

k fois. Par la suite, nous abandonnons le sous-indice 4;. Malgré la lente convergence qu’elle
implique (on verra par la suite (chapitre 5) que trente a quarante ordres de diffusion sont
nécessaires pour faire sortir la plupart des photons d’un nuage typique), la méthode des ordres
successifs de diffusion est une méthode possible pour résoudre 'ETR et elle est appropriée
pour analyser finement les processus de transfert radiatif [Lenoble 1985]. Le but que nous
nous sommes fixé pour cette étude est d’analyser le plus finement et le plus physiquement
possible les effets multiéchelles des hétérogénéités nuageuses sur les processus de transfert
radiatif, a travers une analyse multirésolution. Dans cette nouvelle vision des choses, il est
intéressant de combiner multirésolution et ordres successifs de diffusion. On sait en outre que
I’augmentation de 'ordre de diffusion propose des sources de plus en plus faibles et homogenes
et que ceci pourrait étre exploité numériquement pour accélérer la convergence.

A partir de I’'équation 3.24, on obtient P’ETR pour le terme d’ordre de diffusion k :

G- VNE; = —a () Ny (7.9) + (1= 0p1) 2020 J p( 6,0) Ni (7. 6) du (1)
Wo(Ma(F) (-5 & =
+ 6, 22D P (7.6, 6) B
(3.26)
N 1 si m=0 . ,
ol d1 est le symbole de Kronecker ( dp,0 = 0 sinon ). Les deux expressions de 'ETR

(3.1543.16) et 3.26 sont formellement identiques, sauf que la fonction source dans I’équation
3.26 est en principe connue explicitement car calculée au cours du calcul du champ de ra-
diance d’ordre (k — 1), alors que la fonction source dans I’équation 3.15 doit étre estimée
implicitement. Le transfert radiatif peut donc étre vu comme la création successive de sources
de diffusion qui s’éteignent.

Il est remarquable que la condition initiale concernant la direction solaire Q@ (condition
déterminante pour les processus radiatifs conduisant au champ de rayonnement diffus car elle
conditionne le transport des photons, les libres parcours moyens dans le nuage, les phénomenes
d’ombrage, etc. ), ne soit pas explicitement dans 1’équation 3.26 sauf pour la fonction source

d’ordre 1 M ( O ﬁ@> s(7). L’effet de 1’angle solaire zénithal sur le champ diffus

apparait dans la répartition des sources dans le nuage.

3.4 Transformation azimutale de '’ETR

Suivant [Stephens 1986] et [Stephens 1988a], on transforme maintenant 'ETR en décomposant
les fonctions en séries de Fourier par rapport a la coordonnée azimutale, méthode classique
en transfert radiatif et a la base de 'approximation a deux flux. Cela permet de manipuler les
coefficients de Fourier azimutaux du champ de radiances, dépendant de moins de variables.
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3.4.1 Décomposition azimutale en Fourier

La fonction radiance est décomposée azimutalement en une série de Fourier ainsi que la
fonction de phase. Il en sera de méme pour les conditions aux limites. Cette décomposition est
classiquement utilisée pour résoudre ’'ETR car elle permet ’indépendance des modes azimu-
taux pour des nuages homogenes horizontalement (pas de termes de dérivées horizontales) et
c’est a la base de 'approximation a deux flux. Pour des nuages hétérogenes horizontalement,
ce n’est plus le cas. Il n’y a donc aucun avantage particulier a utiliser cette décomposition,
excepté le fait que c’est une approche traditionnelle. Une autre possibilité serait de développer
les radiances et la fonction de phase en utilisant un systéme multirésolution sur la sphere,
comme les ondelettes sphériques [Schroder and Sweldens 1995]. [Schroder and Hanrahan 1994]
appliquent cette méthode pour représenter les fonctions de réflectance bidirectionnelle dans
la méthode des radiosités. Ce peut étre une direction de travaux futurs.

3.4.1.1 Décomposition des radiances

Les radiances sont décomposées en 2 (Np + 1) fonctions N:}S (0 <m < Np):

NF NF
N (7 p,0) = > NI (7, p) cosmep + Y NJ* (7, ) sinme (3.27)
m=0 m=1
avec .
v rias P o
) (14 0mo) — cosm
N : [ NEwe) S as (3.25)
; 015)

avec 0y, 0 est le symbole de Kronecker.

En introduisant la fonction radiance diffusées & Pordre k N* <'F’, ﬁ), on obtient les coeffi-

cients de Fourier azimutaux Nf/zl <F, Q)

3.4.1.2 Décomposition des fonctions du type R(Ffl . Q’)

Puisque 'angle de diffusion © peut étre exprimé par :

—

Q- =cos®© = pp/ + (1- ,u2)1/2 (1- u’2)1/2 cos (¢ —¢'), (3.29)

on peut écrire :

R(FQ- ) = R(Fu, 1, ¢ — ). (3.30)

Les fonctions de la forme (3.30) sont des fonctions paires en ¢ sur [¢/, ¢ + 27| donc
R (7, u, 1) est nul Ym :

M
R(FQ-Q) = > RIF p. ') cos [m (¢ — ¢)] (3.31)

m=0

2
avec R (T, u, p') = m J R (7 p, i, ¢") cos (mg”) d¢” .
0

La fonction de phase et la réflectance de certaines surfaces font partie de cette
famille de fonctions.

En utilisant ce développement, on obtient la fonction source de premier ordre (diffusion
du flux collimaté) :
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7)o (7 L= o=
S (7’»9’9 ) Fi)
Wo 1:‘) M . . —»
Z (7, iy po) (cos mee cos me + sin meg, sin mae) Fs(7) (3.32)
et d’ordre (
Wo(T 4 f)/ G Nk 1 (ﬁ Ql) dwg,
T
1
w ( m k—1m (=
= P™ (7, g, 1) (14 Go,m) N (7, 1) cos (me) dp (3.33)
m= 1

wo(

3

1
/Pm 7 ) NEZB™ (7, 1) sin (mg) dp
“1

3.4.2 Transformation azimutale de I’Equation du transfert radiatif pour les différents
ordres de diffusion

L’ETR est désormais transformée en un systeme de 2 (Np + 1) équations couplées. L’opérateur
gradient peut étre décomposé en un gradient horizontal et un gradient vertical. Ainsi, 'ETR
pour le flux collimaté devient :

0 0
o g Fu) = ~a (A )~ (0 cosdoy. +nosingsf ) EG) (330

En substituant les décompositions azimutales en séries de Fourier des radiances aux
différents ordres de diffusion et des fonctions sources, on obtient de nouvelles équations dont
les inconnues sont les coefficients de Fourier azimutaux du champ de radiances.

Np

9 k,m (= _ = k,m (= _ n /g km' (=
pg N (Fop) = —a(F) N&™ (7 o) S0+ om0 EOD(mam)ach (7, )
1
+u5m)a+5m@““%f“ﬂ/im(ﬁmqu?*meAdw (3.35)
400 XD 3 cos mo ()
0 N o 0
Y atkm (= _ km (= i n Y arkm! (=
pg NS (7o p) = —a(F) NJ™ (7 ) 2m/ZOG(m,m) ap s (7o)
e 1
+(1 —5k,1)W/Pm (7 py 1) NTH™ (7, 1) dp (3.36)

-1
wo(T) a (7 . .
40 20D b (5 1) sinm, Fy(7)
{ D (m7 m,) = 5m—m/+1,O + 5m+m’—1,0 + 5m—m’—1,0

avec ,
G (ma m ) = 5m’fm+1,0 + 5m’fm71,0 - 5m+m’71,0
la remarque faite dans l'introduction du paragraphe 3.4.1 : la présence des composants

D (m,m’) et G (m,m’) empéchent la séparation des modes azimutaux [Stephens 1988a].

pour 0 < m,m’ < Ng. On retrouve
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On peut réécrire ’équation sous forme matricielle :

9 ~
po NE (7, ) = —a () N* (7, 1) = nQ (3.37)

1
+ (1= 1) woﬁf D) /15 (7 s ) NE1 (7, i) gt +5k,1w0(72: (T)Pd"fu (),
1

—~ ~di .
po|( e O ) par_ [ e _ [ P (7, po) cos mog
’ 0 P )’ pir P™ (7 p, pe) sinmog )’

s

NEO
~ Nk71 ~
oil les vecteurs colonnes des radiances sont définis par N¥ = ¢ , Nk =
vaNF
NEO
k,1
N .
, et les matrices de couplage par :
vaNF
N _ 1 n. ’
- D= [72(14_57”'0)]_7 (m,m'); Ym,m } ,

- G= [%G(m,m'); Vm, m'],

- = [6m—m’,0 (]- + 5m,0) pm™ (F7 H, ,U/) ) v7n7 m,]a

(¢}

\
N

- [5m—m'70Pm (Fv /'L7 ,U/) 7 vmv m,]7
~ PI = [P™ (7, i, o) cosmee;  Ym,

~ PI = [P™ (7, i, po) sinmeo;  Ym].

On préfere parfois réécrire I’équation 3.37 par une paire d’équations intégro-différentielles
~+ ~
) ) : N" = NF(Fut >0
couplées en séparant les radiances montantes et descendantes : ~ o~ (r, ™ 2 0)
N = N* (= < 0)

6 ~ it
TN
a 0z

~(k-1)7T

Wo (1) (1) P(Fut, )N apt (3.38)

= —a(7) N . [@iﬁk*} +(1—6k1) 1

o —

0
+ (1 _ 5k,1) M /ﬁ (1:" N+, F‘”_) ]\Nf(kil)_d,u”_ 15 1Mﬁdir (1:—’ N+7N6) FS(F)
-1

4 ’ 4
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O <i-

“—N

K 0z
1

~ kT ~ 0 - No d ~  , _ ~(k—1

=—a(f)N _”[Qaa:N ]+(1—5k,1)W/P(T,/L YNt (3.39)

0
~ —a O ~ —5
+(1 —%,QW/IB(?? po YN +%,1Wﬁd" (7, 1™, 1) Fs(7)

-1

Cette écriture conduit un peu plus directement a ’écriture programmée du transfert ra-
diatif.

3.4.3 Conditions aux limites

Notons a et b, les altitudes de sommet et base du milieu. Dans notre étude, on considere
que les conditions aux limites au sommet du nuage sont données pour le flux collimaté et le
champ diffus respectivement par

Fy(7) (xya Q@) = Agireat (2,y) et NO™ (z,y,0,17) = AGT (z,y,17) . (3.40)

Dans les exemples numériques qui suivent, on ne consideére que le rayonnement solaire au
sommet du nuage et pas de rayonnement diffus entrant. La condition a la limite basse du
nuage est donnée par la BRDF R. La radiance d’ordre k diffusée vers le haut a partir de la
surface sous-jacente, qui constitue la condition aux limites pour ’équation 3.38 est donnée
par :

0 2
N pbnd) = [ R(eban o $) N (o bl ) dldi (31
—-1J0

Puisque nous avons projeté azimutalement ’ETR sur la base de Fourier, il faut développer
de méme les conditions aux limites. On obtient :

N (z,y,b, 1T, ¢) =
Np

0
g (14 my0) [/ R™ (x, y,b, 1T, u’) Nf’m’_ (ac,y, b, u') du’] cos mao (3.42)
-1

m=0

+ Z {/ Rm ac Ly, bt M)Nkm (:x,y,b,u’) du’] sinmao
soit finalement
~ O ~ ~
NEF (z,y,b,07) =7 (1 +5o,m5c,(c/s))/ R(z,y,b,ut, /") NP~ (z,y,b,1/7) dp/~ (3.43)
~1

pourm >0,0<put <1,0>put >1, Oc,(c/s) €st le symbole de Kronecker égal a 1 pour
le terme cosinus et 0 pour le sinus.
La conditon aux limites pour les radiance montantes d’ordre de diffusion 1 est :

coS Mg

sin moe (3.44)

Ny (2,0, 17) = R™ (2,y,b, 1™, 1o) F (,y,b) {
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3.5 Décomposition en ondelettes de ’'ETR

Les décompositions précédentes de 'ETR conduisent a manipuler les coefficients de Fou-
rier azimutaux des radiances aux différents ordres de diffusion. Avant de procéder a la
décomposition horizontale en ondelettes, faisons quelques hypotheses sur I’hétérogénéité du
milieu. Afin de simplifier davantage I’étude, considérons que seuls les coefficients d’absorption
et de diffusion sont hétérogenes. Suivant [Stephens 1988a], on justifie ces hypotheses par le
fait que la variabilité des propriétés optiques a et s est beaucoup plus grande que celle de la
fonction de phase en se basant sur les observations de [Stephens and Platt 1987]. De plus,
on considere que l'albédo de diffusion simple est homogene : > =constante. Cela revient a
considérer que la taille des gouttes est constante dans le nuage. Seule la variabilité de la
concentration en gouttes est prise en compte. Ainsi : P (7, p, i) = P (i, /), @ (., 2) = Do, €t
seul le champ de coefficient d’extinction, appelé par la suite champ d’extinction est hétérogene.

Enfin, les champs nuageux sont considérés uniformes selon la direction %/, ceci afin de
réaliser une transformation 1D en ondelettes et non 2D , et périodiques suivant =, ce qui a
pour conséquence la périodisation de I’AMR.

L’équation 3.37 devient :

) @ )
——N* (xa Zs M) =« (xa z) N* (I’, Zs M)_UQW

(4)

(3.45)

1 (5)

Woar (x, 2 - ~ Wox (T, 2) = 4in .
(L by S / B (j ) N (a2, ) i+ 0y 202 i (5
1

Cette équation est résoluble par une méthode de Galerkin-ondelette faisant apparaitre des
coefficients de connexion (voir chapitre 2).

3.5.1 Meéthode de Galerkin-ondelette appliquée a PETR

La transformée multirésolution de I’équation 3.45 consiste a décomposer les deux membres
de I’équation sur une base multirésolution de type ondelette. Il s’agit de manipuler les coef-
ficients d’échelle et d’ondelettes de chacuns des termes A de 1’équation qui dépendent de la
coordonnée x. On ne détaille ici que 'ETR pour le champ diffus. L’ETR pour le flux collimaté
viendra alors naturellement. Suivant 1’équation 2.29 :

27-1 L—127—-1
Az) = Z (Aspuk) ook +ZZ s Vi k) Vi k() (3.46)
k=0 j=J k=0

avec (A, k) et (A, 1) les coefficients respectivement d’échelle et d’ondelettes de la fonction
A, et ¢ la fonction d’échelle a I’échelle 2~/ d’indice de position k, ;. 'ondelette mise a
I’échelle 277, d’indice de position k.

—

Comme au chapitre 2 dans la partie 2.2.2.1.1, on note \;O—J> la matrice des vecteurs
L—1

de la base multirésolution LP(IR). Pour alléger les équations & venir, adoptons les notations

suivantes : soit ¥; un des vecteurs de cette base ; quand ¥; est une fonction d’échelle, > signifie
i

271 L—121-1
>~ ; quand U; est une ondelette, > signifie > > . On peut alors réécrire 1'équation 3.46 :
k=0 i j=J k=0

A@)=>_ (A, ¢1) +Z (A, 1) n () (3.47)

1
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Quand la fonction A est le produit de deux fonctions ou le résultat d’une opération de
dérivation, nous avons vu au chapitre 2 qu’apparaissent des coefficients de connexion.
Pour le produit de deux fonctions, ils permettent de relier les coefficients de chacune des
fonctions aux coefficients de la fonction produit. Le tenseur dit d’interaction qui regroupent
ces coeflicients est d’ordre trois. De méme, les coefficients de connection de de différentiation
permettent de relier les coefficients d’une fonction et ceux de sa dérivée. La matrice de coef-
ficients de différentiation est d’ordre deux. Si P (7, u, ) ou (resp. et) &, (, z) n’étaient pas
indépendants de la position horizontale comme il est supposé ici, il apparaitrait des coeflicients
de connexion d’ordre 4 (resp. 5).

Projetons chacun des termes de ’équation 3.45 dans un espace multirésolution :

Terme 1 :
P g 5
9 Sk _ 9 Sk T _ 0 /5K
<u Ix ,‘If3>(z,u) [ 1R ) Balo)de = s (FH03) () (348)
Terme 2 :

Apparaissent les coefficients de connexion d’interaction regroupés dans le tenseur d’inter-
action :

+oo
Ty, w, v, = / Uy (2)Ws(z)U3(z)dr avec W; soit une fonction d’échelle soit une ondelette.

—0o0

(3.49)
Ainsi :

“+o00

<aﬁk,\113>: /a(x,z)ﬁk (2,2, 1) U3(x)dz

:ZZ< <Nk77302> P1,02,¥3 +ZZ < 2>T60171/)2,‘I’3
1 2

- Z Z (o, < N*, ¢y >T¢1,g02,\1f3 + Z Z (a,1by) < >T'¢)1’1Z]2’\113 (3.50)
1 2

— ZZ a,Uy) ( <Nk \Ifg> (z, 1) Tw, v, w, (3.51)

Le symbole Z signifie qu’on fait la somme sur toutes les fonctions d’échelle et ondelettes.
v;

Terme 3 :
Apparaissent les coefficients de connexion de différentiation regroupé dans la matrice de
coefficients de différentiation :

8\1/1( ) —

(0U,¥3) = By

————=W3(z)dz avec ¥; soit une fonction d’échelle soit une ondelette.

(3.52)
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Ainsi :
< néﬁNk(axx,z,,u) . >__nQ/8Nk 2,21 (@)
= —n@Z( p1) (D) + 3 (NEpr) (W) (3.53)
1

_ _nQZ< > (5F7,Ts5) (3.54)

Terme 4 :
Le tenseur d’interaction apparait également ici :

1
<(1 — k1) W /15 (1) N*71 (2, 2, 1) du’,\Ifs>
—1

1
=(1—61) w— (a / (u,u’) NF-1 (:U, Z, u') du') W3(z)dx
1

4
Z Toy 02, ‘I’BJP oy [ )<j\7k717502>dﬂl
1
& +;§< 1) Tor v, %IP o) (N* 1 i ) !
= (L= dk1) (3.55)
+§1:§2:<0¢ 1) Ty s, \I'ng (1, ! <N’c 1,<pz>du’

5 ) Ty s | P (o) (N )
1 2 —1

En simplifiant comme pour le deuxieme terme, on obtient :

1
<<1 ) P [ b ) (02,00 duf,w3>

-1

1
1 - (Sk 1 wo ZZ a, \Ifl Tq;17\1/27q;3 /]5 (,u, /L/) <Nk71, \I/2> (2, /L/) d/Ll (356)
Uy Uy 1

Terme 5 :
Wotx (x,2) =
<6k710(ﬂ.)PdeV (F) ’ \I/3>

= b 22 P / (@, 2) o (2, 2, 1) U () dar (3.57)

w
= 61@ 1 OPdWZZ «, \Ijl fvv‘;[12> (Z7I"L®)T\Ij17\1’27\1l3

3.5.1.1 Nouvelle formulation de I’équation du transfert radiatif

On obtient ainsi une nouvelle formulation de I’équation du transfert radiatif dont les
inconnues sont cette fois les coefficients en ondelettes des coefficients de Fourier azimutaux

du champ de radiance :
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22 (e < ©02) (510) Ton o v
“2.2 e (2) (N*, ) (2 1) Ty s
22 e < £ 2 (2 1) T o,
= 03 ) () (R 2) (2 T

(3.58)

—1Q {Z< ,w1><6¢1,w3 +Z<N’“ ¥r) (G, s)

ZZ o, 1) (2)Tp1 02,05 fP 14, u)<N'“ l,soz>(z,u’)du’ ]
~ +ZZ o, 1) (2) Ty g, w5 f P (p, i/ <NIC 1,1/12> " dy!
+(1f5,€,1)%
+ZZ 2) T 00,05 f P (p, ! < > dy'
+ZZ 2)Tpy py, W5 f P (1, 1t <Nk 1,¢2> " dy'
ZZ @, 801 FS’(»O2> (Z7H®)T«P1,<p2,\1/3
+ZZ 0174,01 37¢2> (Z:ﬂQ)T¢1,¢2,W3
+5k 17Pcl7/r

ZZ (a, wl Fs, 992> (2, po) Ty, 00,95
+ZZ (@, ¢1) ( 571/)2> (2, 10) Ty w2, w5
L 1 2

271
Comme d’habitude, quand W, est une fonction d’échelle, > signifie > . Quand ¥; est
7 =
L—12i—1
une ondelette, Y signifie Y > . En simplifiant I’écriture comme plus haut
5 j=J k=0
0 Sk
:U’g <N \I’3> ZZ «, ‘111 <N a\IJ2> (Z,,LL) T‘I’l,‘I’27‘I’3
- HQZ<Nk,‘I’1> (6Wy,W3) (3.59)
v,y

+ (1= dk) %ZZ (o, O1) (2)Tw, waw, | P (1 p Nk ! ‘P2> (2 4") dp!

+ 5k 1 o Pd”zz O[ \Ijl F87 \112> (Z)T\l/l,\p%\l/g )

L

le symbole Z signifiant qu’on fait la somme sur toutes les fonctions d’échelle et ondelettes
vy
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Cette nouvelle écriture de 'ETR est tres intéressante par bien des aspects, formels et
numériques.

3.5.1.2 Lecture des équations 3.58 et 3.59

Les équations 3.58 et 3.59 ne décrivent plus 'interaction globale entre le champ de ra-
diances et le champ nuageux, mais les interactions entre les fluctuations élémentaires des deux
champs. La partie gauche des équations contient le gradient vertical d’un coefficient (d’échelle

ou d’ondelette) <N k ,\113>. La partie droite exprime les interactions élémentaires, mettant en

jeu les coefficients («a, ¥y), <Nk, \112>, (Fs, Wq), a lorigine de ce gradient vertical. Autrement

dit, les équations indiquent comment varie verticalement une fluctuation élémentaire W3 du
champ de radiance, suite a la propagation de celui-ci dans un milieu absorbant et diffusant.

Quelle fluctuation élémentaire W9 du champ de radiance ou du rayonnement direct atténué,
interagit avec une fluctuation élémentaire ¥y du champ d’extinction, le résultat de cette
interaction élémentaire participant au gradient vertical de cette fluctuation élémentaire Ws?
La réponse est contenue dans les coefficients de connexion : si le coefficient Ty, v, v, est non
nul, cette interaction entre les fluctuations élémentaires W1 et Wo est possible, et le résultat
de l'interaction est en particulier une fluctuation Ws.

Pour une direction de propagation telle que 1 = sin 6 # 0, et si le coefficient de connexion
(0W,¥3) est non nul, une fluctuation élémentaire Wy, en particulier voisine de la fluctuation
W3, participe au gradient vertical de cette fluctuation élémentaire Ws.

Ainsi, cette nouvelle formulation de ’'Equation générale du Transfert Radiatif nous indique
que toutes les interactions entre les fluctuations élémentaires a différentes échelles
et différentes positions sont représentées dans les deux composants de connexion
Ty, w, v, et (0¥1,¥3). On rappelle que :

+00 o
Ty, v, w, = [ Vi(x)Vo(x)¥3(x)dx

.
wJ
e | 2L (3.60)
+oo \I/ L avec ( )
(601,¥3) = [ 0 l(x)‘l’:a(if)dx V-1

Ty, v, w,est appelé tenseur d’interaction, il est d’ordre 3, et pour une AMR définie a
partir de 2% points, il est de taille 20 % 2% % 2L, Ce terme renferme toutes les interactions entre
les fluctuations élémentaires du champ nuageux et celles du champ de rayonnement qu’il in-
tercepte. L’écriture du tenseur d’interaction met en présence trois fonctions ¥y, W9, W3 , donc
trois couples de parametres (j;, ki)i:1,2,3- ¥ est une fluctuation élémentaire du champ d’ex-
tinction, ¥o une fluctuation élémentaire du champ de radiances azimutal, et U3 une fluctuation

400 -
élémentaire produit par l'interaction entre Wy et Wy. La valeur de [ Wy (z)Ws(z)W3(z)dz nous
—0o0
indique s'il est possible que Wy “rencontre” Wy (il faut effectivement déja qu’ils se rencontrent)
pour créer ¥s3. Le tenseur des interactions intervient dans le terme puits ((2) : extinction)

et dans le terme source diffusif ((4)). Si cette fluctuation W3 est créée par l'interaction du
—

rayonnement incident suivant une direction €2, elle viendra se soustraire (signe -) aux fluc-
—

tuations existantes dans cet@) direction, et alimentera les autres directions €2’ en accord avec
I'indicatrice de diffusion P(Y, 6)

Ces interactions seront-elles toutes effectives 7 Cela va dépendre des hétérogénéités nua-
geuses, i.e. des valeurs des coefficients d’ondelettes (o, ¥1) (2).

(6W1,¥3) est appelée la matrice de coefficients de différentiation, et de taille 2° % 2%,
Quand elles se propagent dans la direction d’angle zénithal 8, les fluctuations élémentaires ¥y
du champ de rayonnement sont soumises a un opérateur dit de dérivation qui les transforme
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afin de permettre qu’en les ajoutant, ces fluctuations reforment bien un champ de rayonne-
ment qui se décale horizontalement.

On tire de ces nouvelles formulations trois conséquences :

— les regles des interactions, des couplages entre les échelles, sont connues et tres générales ;
elles sont identiques pour tous types d’hétérogénéité,

— ces regles sont décrites par les composants Ty, v, w, et (0¥1,¥3) ; ils ne dépendent que
de 'AMR choisie,

— une fois '’AMR choisie, on peut calculer une fois pour toutes ces composants, et les
appeler au cours du calcul ; ¢c’est donc numériquement tres intéressant.

Des lors, les questions qui se posent sont les suivantes : les mécanismes des interactions
ne dépendant que de ’AMR choisie, et puisqu’on a la liberté de choisir différentes AMR, quel
crédit est a porter a I'information contenue dans ces composants de connexion? Les regles
des interactions changent-elles ou non en fonction des AMR ?

On va répondre a ces questions en étudiant de plus pres ces composants. L’étude des
coefficients de connexion montre que le tenseur des interactions renferme les mécanismes des
interactions (locales) entre les échelles, et que la matrice de différentiation contient les inter-
actions en fonction de la distance horizontale. On va voir que les mécanismes des interactions
vont dépendre, mais faiblement, des propriétés des multirésolutions utilisées.

Les composants définissent quelles interactions sont possibles, mais cela ne dit pas si
elles vont avoir lieu ou pas. En fait, les interactions effectives dépendent de I’hétérogénéité du
milieu, de la valeur des coefficients (o, ¥1) (z). Un composant décrit les interactions effectives :

g%% => (@, 91) (2)Tw, wow, (3.61)
Wy
T sera appelé opérateur effectif d’interaction. Ce composant dépend de la mul-

W, Uy
tirésolution utilisée et du milieu. Il définit quels mécanismes des interactions sont effectivement

activés quand on définit le champ d’extinction «(z). En pratique, on fera d’ailleurs une fois

pour toutes le calcul de T'
AW, Uy,

3.6 Etude des coefficients de connexion

Les coeflicients de connexion contiennent toute I'information sur les interactions élémentaires
entre le champ de rayonnement et le milieu. Nous étudions ici cette information. En fonction
des AMR et grace au théoreme de Parseval, notre étude se basera sur une vision dans le
domaine physique et fréquentiel, en adoptant respectivement ’AMR, de Haar et de Meyer.
On va voir que ces visions ne s’opposent pas; au contraire, elles se completent et se font écho.

Les conventions utilisées pour la transformée de Fourier sont les suivantes :
~ +0oo )
— la transformée de Fourier d’une fonction f(z) est donnée par f(w) = W [ f(z)e ™ dz,

+oo _ .
— la transformée de Fourier inverse donne f(z) = W | flw)et™*da.

Commengons par étudier les coefficients de connexion d’interaction, puis étudions les
coefficients de connexion de dérivation.
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3.6.1 Coefficients de connexion d’interaction

Les termes (2) (4) et (5) font apparaitre les coefficients de connexion d’interaction re-
groupés dans le tenseur de connexion

+o0 N
Ty, v, v, = / Uy (2)Wo(z)Ws(x)dx , ¥; étant une composante du vecteur ( \IJ(’%} ) .
-1

—o0

(3.62)
Ce terme renferme toutes les interactions entre les fluctuations élémentaires du champ
nuageux et celles du champ de rayonnement qu’il intercepte. En utilisant les AMR, de
Haar et de Meyer, on va décrire et détailler les interactions entre les deux champs dans les
espaces physique et de Fourier. En effet, les propriétés de compacité du support de leurs
fonctions, respectivement dans les domaines physique et de Fourier, permettent de dégager
les mécanismes des interactions locales entre les échelles par des études graphiques dans ces
domaines duaux.

L’écriture du tenseur d’interaction met en présence trois fonctions Wi, Wy, W3, et trois

couples de parametres (7j;, ki)i:mﬁ et en particulier trois échelles :

— WUy et Wy sont les deux fluctuations élémentaires en interaction, d’échelle associées j; et
J2;

— W3 est la fluctuation qui résulte de linteraction de Wy et Wo. Il y a véritablement
interaction entre échelles quand le tenseur est non nul pour une situation différente de
J1=1J2 = Js

Quand par la suite on parle de fluctuation a petite échelle, cela veut dire que j élevée,

c’est & dire que le parametre d’échelle a = 277 est faible.

3.6.1.1 Etude dans le domaine physique

k279 si U, = Pjk
(k+05)277  siW; =,
support de 'ordre de taille 277. “De 'ordre de” seulement car cela dépend de la vitesse de
décroissance des fonctions dans le domaine physique. Quand les supports des trois ondelettes
¥, se recouvrent dans le domaine physique, une interaction sera possible. Les coefficients
d’interaction sont donc différents en fonction des AMR.

Pour le cas de ’AMR de Meyer (fig. 3.4), la visualisation des ondelettes dans le domaine
physique n’apporte pas beaucoup d’informations tant les fonctions sont oscillantes et leurs
supports étendus.

Pour ’AMR de Haar au contraire, la visualisation des trois fonctions dans le domaine
physique indique tres rapidement si le tenseur d’interaction pour cette situation est nul ou
non. Trois cas seulement sont & prendre en compte (fig. 3.5) :

Les fonctions sont centrées en des points x; = { et ont un

— les trois fonctions sont des fonctions d’échelle positionnées au méme endroit,

— deux des trois fonctions sont la méme ondelette positionnée au méme endroit, la troisieme
étant une ondelette a plus grande échelle dont le support intercepte les deux autres,

— deux des trois fonctions sont la méme ondelette positionnée au méme endroit, la troisieme
étant une fonction d’échelle dont le support intercepte les deux autres.

Pour les deux derniers cas, les fonctions sont interchangeables sous 'intégrale pour

la méme valeur du coefficient d’interaction.
L’expression simple des fonctions de Haar conduit & un calcul analytique simple des

+0oo -
intégrales [ Wy (z)Wo(z)Vs(z)dx :
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llJ4,60 ®) L|13130 (x)

Fia. 3.4 — Représentation de trois ondelettes de Meyer dans le domaine physique

Fia. 3.5 — Les trois situations ou, quand les supports se recouvrent, les coefficients sont
non-nuls
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(S0

a) ijO‘PJ,k(x)(PJ,k(x)%(ﬂf)dx =2

0 ‘;

\V]

—+oco
b) [ ik, ()5, 0, ()4, 0, () dr = s avec jg < ji (3.63)

w‘a‘

(S0

“+oo
c) _f Vi, ke ()05, 1y (2)P Ik, (2)d = 2

Ce calcul a déja été fait dans [Perrier and Wickerhauser 1999].

La vision des interactions dans le domaine physique avec ’AMR de Haar est parfaitement
simple et claire. Lors de ’analyse des interactions, nous prendrons les symboles de la figure
3.5 comme représentation des fluctuations aux différentes échelles des champs et de leurs
interactions.

3.6.1.2 Etude dans le domaine fréquentiel

Cette analyse dans le domaine fréquentiel va nous permettre d’étudier les interactions
entre les échelles au sens de ’équivalence nombre d’onde = échelle. On utilise ici ’AMR . de
Meyer. Rappelons que les fonctions de Meyer ont un support fréquentiel compact (fig. 3.6).

0.8

0.6

0.4

0.2

L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-8m/3 -an/z -2miz @ on/3  4nf3 8n/3

F1G. 3.6 — Modules des transformées de Fourier des fonction d’échelle et ondelette mere de
Meyer

Grace au théoréeme de Parseval, on peut écrire :

+00 +o0
_ 1 — —_—
Ty, 000, = / V@)U (@)Ts(@)de = 5 [ (002) () Ts(@)dw  (3.64)
1 o —
=0 (\1;1 *%) (W) T3 (w) dw

Dans ce cas, on peut dire que si le support fréquentiel du produit de convolution \il\l *\1/1\2

n’intercepte pas le support fréquentiel de \1/1\3, il n’y pas interaction. L’information sur la
localisation physique des interactions est portée par la phase.

— ~ Ji ki~
Plus précisément et puisque U;(w) = U, 1. (w) =272 ¢ "2 ¥ (;j) :
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+oo
e — 1 ji k1 " da gk (o oy~ — "
(11111112) (w) = e )1/2 /226 i (;‘;) 9= % ¢l (W) (w o7 )dw” (3.65)
us
9 u;n e—zzl‘fzw +oo ke 1\ e (" ~ (w— "
_ e~i(ah—a) 20 du'" (3.66)
(27‘(‘)1/2 2]1 2]2
—o0
Alors,
Ty, v, v, = (3.67)
T ntiz itz TO° " " —
L (2 e (L) 6 (2w ) e ()
o (2ﬂ)1/2 21 2J2 2Js
—0o0 — 0o

J1tiatiz TOO [ 400

- 2 (ko k1 o~ " ~ —— Ok ko =<

_c e iGA ok bl WY g | et R YN dw
2 75 'L( )w ] v d " +'L( )w\I] d
(27‘(‘) / 271 272 273

—0oQ N— OO
(3.69)
En écrivant que :
=~ . ¥ =, My =M, et P(w) M@(w)
— My est le module de V. Si
! {‘I’vadezGtw()—@ =My (w).
— les fonctions sont centrées en des points z; = k27 si Wi =i
P T\ (R +05)270 i W=y
on obtient :
+o00
Ty, v, w, = (2m)3/2 2730 tiztda) / FilEsm )00y (W) My <;; ) dw (3.70)
—Oo
+00
. W w— "
avec Cypy—z, (W) = / el @) Vg (2J >M¢, ( o7 )dw" (3.71)

On reconnait Cy, g, (w) comme la transformée de Fourier inverse d’une fonction, la fonc-
tion Y (w") = My (211 ) My ( e ) au point (z1 — x2), et Ty, v, w, comme la transformée de
Fourier inverse de la fonction Z(w) = Cy, —s, (w)My (55 ) au point (3 — z2). Les fonctions de
Meyer étant infiniment continues et a supports fréquentiels compacts, le tenseur Ty, v, v, est
donc & décroissance rapide en (x; — x2) et (x3 — x2) : les interactions entre échelles entre
les deux champs gardent donc un caractére local (dans ’espace physique) : si les ondelettes
sont trop distantes, I'interaction sera négligeable.

3.6.1.2.1 Etude du support du produit de convolution \111 * \Ifg

On ne se préoccupe ici que du support fréquentiel de \Ifl *\Ilg, on suppose ri = Is.
Les convolutions sont tracées en gras sur les figures ci-dessous.
Trois cas sont abordés :

\Ill = \:[12 =, (372)
\Ijl = ¢7 \IIQ = ¥, (373)
Uy =y = . (3.74)
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— Cas Uy =@y, et Uy =@y,
La convolution de @ par elle-méme double le support fréquentiel de o (fig. 3.7). Le
support de @* @ intercepte donc le support de @ et de v. L’interaction proposée est
donc la suivante :

Gxp — { bg (3.75)
Vg

La premieére interaction est la plus importante et I’équivalent de la situation a) de Haar
(fig. 3.5). C’est 'interaction entre les deux champs a I’échelle des pixels d’approximation
(largeur de I'ordre de 277).

— Cas ¥y = ¢jl7klet Uy = PJ ks
Deux sous-cas sont a considérer (fig. 3.8) : ~
— si j1 >>J, le support de ¢+ @ ne sera pas tres différent de celui de ¢ (fig. 3.8a).
— si jj est proche de J, le support de ¥x @ couvre les supports des deux fonctions (fig.

3.8b).

Le premier cas correspond a la situation b) de la figure 3.5 en interchangeant les
deuxiéme et troisieme fonctions.

— Cas ¥y = 9, et Wo =)j, p,.
La figure 3.9 présente les résultats de la convolution de ¥y et ¥y, pour des différences
(jo — j1) croissantes. En fonction de la différence entre j; et ja, les résultats de la convo-
lution sont tres différents : quand cette différence est grande (fig. 3.9d), le support du
produit de la convolution est tres proche de celui de la fonction a plus haute fréquence :
on se retrouve dans la situation c) de la figure 3.5 en interchangeant les deux dernieéres
fonctions. Quand j; = jo (fig. 3.9a), on retrouve la situation b) de la figure 3.5.

25

Fia. 3.7 — Convolution dans le domaine de Fourier Cas ¥; = Wy = ¢

3.6.1.2.2 Effet de la distance horizontale sur le produit de la convolution
Comme il a été dit, le tenseur est a décroissance rapide en (z; — x2) et (v3 — z2). Cette
décroissance est illustrée dans la figure 3.10 sur deux exemples.

On voit qu’en fonction de Ak = ko — k1, le produit de convolution “se dégrade” ; I'intégrale
+oo —~ —_—
J (\Ill *\Ilg> (w) .¥3 (w) dw sera beaucoup plus faible quand Ak # 0. La figure 3.11 montre

—00
la décroissance rapide du tenseur en fonction de (k2 — k1) pour deux cas :

a) Lo, ki prngprs AVEC J =3,
b) ij,klywj,kngj,IB avec j = 5.
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25 15
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0 0
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w w
(a) j1 =3 (b) j1=0

F1G. 3.8 — Convolution dans le domaine de Fourier Cas W1 = 1);,, Vo = ¢

25
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(a) j2=0 (b) j2=1
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Fic. 3.9 — Convolution dans le domaine de Fourier Cas V1 = Wy =), j1 =0
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25
1.8f —
.l
15F
Al
05
0
-15 —1‘0 —.‘s l‘) é 1‘0 15 02, -1‘5 —1‘0 —é (‘) é fo 1‘5 20
wW w
(a) Cas W1 = @iy, Vo = @)y, Ak = k2 — k1 (b) Cas U1 =Pk, Y2 =Pk, Ak =ko — ki
F1G. 3.10 — Convolution dans le domaine de Fourier. Effet de la distance horizontale
Tenseur d'interaction <zplk1 (pJ,kz"pJ,k: J=3, k3:5 Tenseur d'interaction q“j'kl wj,kz’wj,k: j=5, k3:15
25 T 0.5 T

05 | | | | | | ~ : : : : ‘
24 -3 -2 -1 ) 1 2 3 02

Fic. 3.11 — AMR de Meyer - Décroissance rapide de la valeur du tenseur en fonction de
Ak = ko — K
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3.6.1.3 Bilan de ’étude des coefficients de connexion d’interaction

L’étude des coefficients de connexion et de I'information qu’ils contiennent a été faite avec
deux points de vue différents : dans le domaine physique et pour 'AMR de Haar; dans le
domaine fréquentiel et pour 'AMR de Meyer.

Les interactions montrées et communes pour les différentes AMR sont les suivantes :

— les interactions se font & I’échelle de la fonction d’échelle, ou a l’échelle des
27/ pixels basse résolution (fig. 3.5a et 3.7). Dans ce cas, les trois fonctions en jeu sont
des fonctions d’échelle.

— les interactions entre une fluctuation élémentaire de type ondelette a petite échelle avec
une fluctuation de type fonction d’échelle ou ondelette a une échelle plus grossiére créent
(uniquement, dans le cas de ’AMR de Haar, et essentiellement, dans le cas de ’AMR de
Meyer) des fluctuations a I’échelle de la plus petite échelle des fluctuations en présence
(fig. 3.5 cas b) et ¢) en intervertissant les deux fluctuations, centrale et a droite; fig.
3.8a et 3.9d).

— les interactions entre deux fluctuations élémentaires de type ondelette a la méme
échelle créent des fréquences plus basses et en particulier créent une fluctuation
de type fonction d’échelle; le produit de deux ondelettes de Haar colocalisées créent
une fonction créneau (fig. 3.5b); le support du produit de convolution de la trans-
formée de Fourier de deux ondelettes recouvrent les basses fréquences et en particulier
(\11/1\11\2) (0) # 0 (fig. 3.9a).

Cette derniere interaction est la clé de 'effet des petites échelles sur les grandes échelles. On
parlera d’effets des fluctuations sous-pixels a 1’échelle des pixels d’approximation. On retrouve
ce résultat avec une décomposition de Fourier : le produit de deux cosinus se décompose en
une somme de deux cosinus de fréquences différentes, une plus basse et une plus haute :

cos(a) cos(b) = 0.5(cos(a + b) + cos(a — b)) (3.76)

Quand a = b, il est produit cos(0), soit une fonction constante.

C’est la démonstration évidente que linteraction de deux fluctuations de moyenne nulle
peut produire des fluctuations de moyenne non nulles, donc modifier la moyenne du signal
traité.

On peut considérer que les trois types d’interactions données ci-dessus, communes aux
AMR, sont les plus importantes du point de vue des interactions entre échelles. I faut
également garder a l’esprit que les trois fonctions sont interchangeables dans le tenseur d’in-
teraction.

Il est intéressant de voir la différence des interactions montrées par différentes AMR.
Quelques interactions montrées par ’AMR de Meyer n’existent pas pour ’AMR de Haar, par
exemple le cas Ty, 4., v, . (fig. 3.11b). Mais c’est surtout I'effet de la distance horizontale
entre les centres des fluctuations interagissantes qui différencient les deux AMR : & cause des
supports physiques “différemment compacts” des fonctions, la décroissance des interactions
en fonction de la distance est trés dépendante de ’ARM utilisée. Prenons ’exemple de I'in-
teraction du type fig. 3.5a. Pour ’AMR de Haar, I'interaction a lieu uniquement si les troix
créneaux sont positionnés au méme endroit et le coefficient de connexion vaut 23/2 = 2.828.
Pour ’AMR de Meyer, il y a décroissance des interactions en fonction de la position (fig. 3.11)
et, pour ky = ko = ks, le coefficient de connexion vaut 2.339.

3.6.2 Coefficients de connexion de dérivation

Si le terme dérivée apparait de fagon un peu artificielle dans ’équation apres la décomposition
du gradient en deux parties horizontale et verticale, son analyse et son traitement sont tres
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importants car ce terme va représenter le transport horizontal des photons dans le nuage.
—
Supposons la propagation d’un rayonnement N dans la direction de propagation {2 d’abs-

cisse s et dans un milieu transparent. Le long de la direction de propagation : % =0 d’ou

% = —tan 9%. La fonction N(z,x) est définie par :

N(z,z) = No(x — ztan@) (3.77)

Le signal est donc juste décalé horizontalement, ou translaté. Or, les représentations mul-
tirésolutions de type ondelette ne sont pas invariantes par translation : les coefficients d’on-
delette de f(z) sont différents de ceux de f(z — a). Il est donc normal que l'opérateur de
dérivation modifie les coefficients de f. Traduit en coefficients d’ondelettes, cela donne :

% (N,U3) (2) = —tanG%:(N,\I'l) (60, W3) (3.78)

Les coeflicients de connexion de dérivation sont étudiés d’abord dans l'espace de Fourier
avec ’AMR. de Meyer, puis nous adoptons '’AMR de Haar, avant de représenter de maniere
standard 1'opérateur dérivée

3.6.2.1 Etude dans I’espace fréquentiel avec ’AMR de Meyer

Grace au théoreme de Parseval :

_ 1 ~ =
(00, W3) = / %xyl (2)¥s (2) dw = - / (iwll'l(w)>\113(w)dw (3.79)
Dl Dw
avec \/I\'(w) = @],k(w) =2"2¢ '2¥V¥ (£). D’ou
_ L [t BB Beg ()G (2
(60, 05) = 27T/zw2 2= % i3 \I/(2j1>\11(2j3>dw (3.80)

D,

Etant donnés les supports fréquentiels compacts des fonctions de Meyer (fig. 3.6), les
produits scalaires non-nuls sont prévisibles et limités aux cas suivants :
— Wy et U3 sont deux fonctions d’échelle ¢,
— Wy et U3 sont une fonction d’échelle ¢ ;1 et une ondelette 17, (ondelette de plus grande
échelle),
— U, et U3 sont deux ondelettes dont les échelles caractéristiques associées sont égales,
ou différentes de un.

Par la suite, on note :

~ i U= Mg =My, et @ =M .
My est le module de ¥ : ST L v © (Q@j) igw)
si W =1, Mg =My et p(w) =e=2 My(w).

Etude de <5§017 SO3> ’ <5§0J,k1 ) wj,k3> , et <(5wj1,k1 ; wj3,k3>
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1 J k3— kl ~f( W 2
(1, p3) = %/WQ (™ )w90<2j) dw
D,

S’\H

/2172‘] i(ka— M (n ) dn avec n = w/2”7
D,

n

1 :
=27 [ 1 (ks — k1) avec F 1(z) =5 /inez(m)nl\/{w (77)2d7] (3.81)
Dn

1 kg— kl w [ W e (W
(0PTkr > Vg = G- /WQ (55 <27> e'zaTe <2J>dw
D.
1 .
_ 1 / in2’ eitha=kFOBMNL () M, () d(n) avec n = w/2”

2
DTI

1 ,
=27 Fo(ks — k1 +0.5) avec [ o(x) =5 /inel(’”)”l\/{@ (n) My, (n)dn

D"?
(3.82)
De méme, (8¢ sk, ¢ 11,) = 27 Fo(ks — k,+0.5)
1 3 _d1 _dz (k3 _ ~ ~ w
<5wh$m¢uwm>-zﬂu/2“2 Pt AT (55)0 (55)
De
VF (ks —k1) siji=Js=j
= 20F 4 (2ks — k1 +0.5) siji=js+1 (3.83)
273 F 4 (k‘g — 2k — 0.5) sijs=7g1+1
1 :
Fs(z) = Gy /iﬁez(x)nMw (77)2d77
avec (3.84)

D77
1 - (T
(o) = 5 VE [ ine L )M )y
Dn

Ainsi, TAMR de Meyer fournit 4 fonctions F 1, Fo, F 3, F 4 qui sont les transformées de
Fourier inverse de 4 fonctions imaginaires et impaires \/%ml\/[@ (n)”, \/%1771\/14;, (n) My (1),

\/%7@'771\/[11) (17)2 et \/%71\/5771\/[11;(277)1\/[1/1(77)- Les 4 fonctions F; sont rigoureusement réelles et
impaires. Les fonctions de Meyer étant infiniment continues et a supports fréquentiels com-
pacts, les transformées de Fourier inverses sont & décroissance rapide. Les 4 fonctions F; sont
représentées sur la figure 3.12. En réalité, a cause de la périodisation des champs, ces filtres
vont étre différents en fonction de 1’échelle considérée, car en périodisant on perd la propriété
d’invariance d’échelle.

Pour une fluctuation de type 3 , le terme dérivée horizontale s’exprime par :

ON* ~ _
<W, ‘PJ,k3> = Z<Nk’ SDJ,k1> <5Q0J,k:1a§0J,k3> + Z<N’€’ ¢J,k1> <5@Z11, @J,k3>

k’l kl

_ 2Jz<ﬁc, goj,kl> P ks = k1) + 2"Z<ﬁ“,wm> F (ks = ky = 0.5) (3.85)
k1

1

Les valeurs de f1 au point (k3 — k1) et F o au point (ks — k1 — 0.5) indiquent comment et
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Produit scalaire <d(pl,(p3> - J=0
0.25 T T T T T T T T T T T

Produit scalaire <dlpl,lp3> - J=0
0.8 T T
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(a)

Produit scalaire <d(p1,qJ3> - j1=5j3=J=0
0.08 T T 0.2
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-0.05

-0.02
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~0.06 -0.15

o081 L 111 Lo L I 0.2
~11510.59.5-8.5-7.5-6.5-5.5-4.5-3.5-2.5-1.5-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 55 65 7.5 8.5 9.510.511.5 *&7.57*6.5(%5.5&4.54*3.53*2.5}1.51*(;(.% okois 11522533544555566577.58
k3-k1-0.5 =

() (d)

Fi1G. 3.12 — Les 4 fonctions f;
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combien la fluctuation ¢, est perturbée au cours de sa propagation par les fluctuations

voisines @k, et ¥, .
Pour une fluctuation de type 93 , le terme dérivée horizontale s’exprime par :

o _ _
< N E-;I; Z’N)v¢j3,k3> = Z<Nk’ @J,k1> <5§0J,k17¢j37k;3> + Z <Nk, wj17k1> <6,¢j11k17¢j3,k3>

k1 Ji,k1
= 5002”3 (VR ) Falks — ki +0.5) + 27> (Nb, v 4 ) F (ks = ky) (3.86)
k1 k1
(1= 85w 1)2" Y (NE g0 ) F (ks — ey +0.5)
kl
(1= 052D (NR Y, ) (ks = 2k, —05) (3.87)

ks

Les valeurs de F o au point (k3 — k1 + 0.5), F 3 au point (ks — k1), F 4 aux points (2ks — kq +
0.5) et (k3 — 2k — 0.5) indiquent comment et combien la fluctuation ;, , est perturbée au
cours de sa propagation par les fluctuations voisines ¢ jx,, Vj, ki> Vjs+1,k €6 Vjs—1.k, -

On peut définir les filtres F, , et F 4y dont les valeurs sont celles de f1 et f3 aux
points entiers, les filtres F 4 et [y o, F 29 €6 F oy dont les valeurs sont celles de [ o et
F 4 respectivement aux points 0.54+7Z centré sur 0.5 et -0.5.

<Nk,<PJ,0 > <Nk,¢j,o >
— —

i RGN - R

Si on note les vecteurs Nki = <N Rel > , Nk, = N %

<Nk>SOJ,2J—1 > <Nka¢j,21'—1 >
—

s |1 —

~ T
pour j = J,...L —1,et Nk, | = L , alors on peut voir le calcul comme les

convolutions de ces vecteurs par les filtres ci-dessus, précédés d’insertion de zéros () dans

le cas de F 9y et suivis de décimation () dans le cas F 2, Ces notations adoptées et le
symbole * représentant le produit de convolution, on peut écrire a partir des équations 3.85
et 3.86 :

P _— -
ONF ~¢ —~ 1
= (NkJ % Fw) +927 (Nkj % FW) (3.88)
— ) —
ONFk —~ =
et i 0,2 <N’“§ * F«w) +2 (N’“j *F oy
J3

—
+ (1 =8 z-1) ( NEj g1 = X2 = (5 Fy2y) —>> (3.89)

—_—

+ (1 —=9d5,—s) <Nkj1=j3—1 — X 2]3_’ - (x me))
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Faisons un bilan de cette étude avec 'AMR de Meyer du terme de dérivée horizontale :

— le terme dérivée horizontal correspond a la convolution des vecteurs des coefficients
d’échelle et d’ondelettes du champ de radiances par 6 filtres, déduits directement de
la définition analytique des fonctions de Meyer. Les largeurs effectives de ces filtres et
leurs valeurs donnent une indication quand & l'influence des fluctuations élémentaires
avoisinant une fluctuation centrale. Les valeurs de ces filtres décroissent rapidement.
Par exemple, on peut considérer que les 10 coefficients d’échelles situés horizontalement
de part et d’autre d'un coefficient d’échelle “central” agissent sur lui par l'action du
filtre F o, (fig. 3.12).

— Les différentes familles de fluctuations élémentaires (fonction d’échelle, ondelette a
différentes échelles) interagissent entre elles, mais globalement le filtrage a surtout lieu
au sein d’une famille. Le terme dérivée propose donc peu d’interactions entre échelles.
Ceci n’est pas surprenant car les fonctions de Meyer sont bien localisées dans le domaine
spectral. On se rapproche du cas idéal de Fourier, pour lequel 'opérateur de dérivation
est diagonal (voir remarque chapitre 2, partie 2.2.1.1, et plus loin la représentation
standard de l'opérateur dérivée).

— Les filtres définis sont tous impairs. Si les vecteurs aip/pelés sont constants, ces inter-

actions horizontales seront nulles. Si par exemple <N k )} ipos > est indépendant de
—_—

]
I’indice de position ipos, alors | N kj *F o = 0. Cela confirme le commentaire fait

précédemment : les coefficients de connexion indiquent quelles interactions sont pos-
sibles. Mais pour un cas donné, seules une partie de ces interactions sont actives ou
“activées”. En particulier si le milieu est homogene, il en est de méme des fluctuations
—_—
~ ¢
ONF
du champ de radiances aux différentes échelles, et le vecteur % est nul.
ONF
0r -1
— Les interactions augmentent en direction des petites échelles (terme 27 en facteur) ce
qui est logique car les supports diminuant, les gradients sont plus importants.

Ainsi, I’étude du terme dérivée dans le domaine de Fourier avec ’AMR de Meyer est
intéressante pour la compréhension des interactions. Elle est également intéressante du point
de vue du calcul :

— le calcul dans le domaine de Fourier permet d’avoir une approximation de la dérivée
horizontale exacte, et non un schéma approximatif de la dérivée. Cette approche
qui utilise en fait la dérivabilité des fonctions de la base multirésolution est exploitée
communément dans des méthodes spectrales plus classiques [Canuto et al. 1988]). Ainsi,
quand la base de projection est constituée de polynémes de Chebyshev T}, d’ordre k, on
écrit :

u(z) = Zuka(aﬁ) et u(z) = ZukT,é(x) (3.90)
k k

Pour nous ici, reprenant I’écriture matricielle du chapitre 2, partie 3 :

—SZ? t _ —S>0 t N /
_ Uy wJ / _ uy ©wJ
up_q N up_q L=1
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— le calcul des coefficients de connexion dérivée se fera pour PAMR de Meyer a ’aide
de transformées de Fourier inverse de fonctions analytiques. Malgré la présence
de phénomeéne de Gibbs du au calcul dans le domaine spectral et détaillé au chapitre
suivant, on va voir que le calcul du terme dérivée a I’aide de ’AMR de Meyer est correct.

3.6.2.2 Etude avec ’AMR de Haar

Dans le cadre de la résolution d’équations aux dérivées partielles au moyen de méthode de
Galerkin-ondelette, de nombreuses études ont été menées sur la représentation des opérateurs
de différentiations sur une base d’ondelettes a support compact [Beylkin 1992]. Il est montré
que le calcul de la dérivée a partir de fonctions d’échelle et d’ondelettes est le méme que le

calcul fait avec la fonction d’échelle & la résolution 2~(5—1 la plus fine. Grace & 'équation
—

d’échelle 2.22, (0¥,VU3) avec ¥; € < \If(p—J) ) se déduit du produit scalaire
L—1

= /D o (x)p(x — 1)dx. (3.91)

x

Les valeurs des r; sont données dans certains ouvrages pour les ondelettes de Daubechies
[Beylkin 1992] [Goedecker 1998]. Les AMR de Daubechies aux ordres élevées proposent des
schémas de dérivation élaborés qui se rapprochent de schémas de Stirling [Resnikoff and Wells.
1998]. En ce sens, on dit que les ondelettes de Daubechies sont différentiables. [Fournier 2000]
utilise 'ondelette de Daubechies d’ordre 14; elle est présentée comme la base a support le
plus compact possible fournissant une dérivée d’ordre deux continue.

Pour ’AMR de Haar, qui correspond a celle de Daubechies d’ordre 1, on peut montrer
[Beylkin 1992] que le calcul de 'opérateur de différentiation du premier ordre est équivalent
au schéma centré classique de différences finies Dy f (1) = 5x= [f (zi11) — f (z1-1)], avec
Az = D27 % avec D la taille du domaine. Ainsi, PAMR de Haar propose une approximation
au premier ordre (au sens du développement de Taylor) de la dérivée exacte.

On sait qu’'un schéma de différences finies provoque un filtrage de la dérivée (voir annexe
D). Si on utilise cette multirésolution, il va falloir estimer 'influence de ce filtrage sur le
transport horizontal. On verra en outre aux chapitres 4 et 5 que l'utilisation de 'AMR de
Haar pour la représentation du terme dérivée est source de bruit numérique dans notre étude.

3.6.2.3 Représentation standard de la matrice des coefficients de connexion de
différentiation

Comme il a été dit au chapitre 2, la matrice des coefficients de connexion de dérivation du
premier ordre (§W;,W3) fournit une représentation standard de l'opérateur de dérivation pro-

~ b
ONF —3
. NEk
jeté dans l'espace multirésolution. Cette matrice (6W1,¥3) relie % a ﬁ
ONk Nk,
Or L-1

La représentation standard de la matrice des coefficients de connexion de différentiation
permet de visualiser la portée horizontale des interactions définie par I’AMR, et les interactions
entre échelles.

Ci-dessous sont données des exemples de la représentation standard de cette matrice pour
J =3et L =7, et pourles AMR de Haar, Meyer et ’AMR hybride “HM” que nous définissons.
On a dessiné a chaque fois un quadrillage apparent afin de situer les échelles et visualiser les
interactions entre les échelles.
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F1a. 3.13 — Représentation standard de 'opérateur de dérivation (0¥, ¥3) projeté sur I'espace
de Haar

3.6.2.3.1 Multirésolution de Haar

La matrice est tres clairsemée (pourcentage de vide=92%) et elle est non-diagonale (figure
3.13) : le terme dérivée au sens de Haar propose donc des interactions entre les échelles. A
noter la tres faible largeur des bandes, conséquence du schéma de différences finies centrées

(+1/2,-1/2) : seules les fluctuations les plus voisines d’une fluctuation centrale sont prises en
compte dans le calcul du terme de dérivée horizontale.

3.6.2.3.2 Multirésolution de Meyer

La figure 3.14 représente la matrice des coefficients de connexion de différentiation de 'TAMR,
de Meyer pour différents seuils :

(0W1,W3) (i,5) = 0si [(6W1,¥3) (i,)| < seuil (3.92)

Les fonctions de Meyer étant bien localisées fréquentiellement, la représentation de la
matrice des coefficients de connexion de différentiation se rapproche du cas idéal de Fourier,
pour lequel la matrice est diagonale. On retrouve (figure 3.14a) les interactions calculées plus
haut (paragraphe 3.6.2.1). Quand on sélectionne les coefficients au-dessus d’un certain seuil
(figure 3.14b), il apparait une structure équivalente a la représentation de Haar, mais avec

des bandes plus larges : la portée horizontale des interactions est plus grande dans le cas de
I'utilisation de ’AMR de Meyer.

3.6.2.3.3 Multirésolution hybride Haar-Meyer

Il est proposé ici une multirésolution hybride Haar-Meyer. Un traitement numérique correct
du terme de dérivée horizontal est tres important, et le fait est que 'AMR de Meyer donne

une approximation de la dérivée exacte des fonctions. On essaie ici de garder le traitement
Meyer du terme dérivée, tout en manipulant des coefficients de Haar.
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Fia. 3.14 — Représentation standard de 'opérateur de dérivation projeté sur ’espace de Meyer
pour différents seuils.

D’apres I’équation 2.53 et pour 'AMR de Meyer :

_<P) t _
f/( _ fj 5\11 ; t PJ
1‘) = — < 1, 3>Meyer e — (3.93)
Y V1
L—-1 Meyer Meyer

Définissons par M H et HM les matrices de passage de la base de Meyer a la base de
Haar, et inversement :

e PJ P pJ
( \1:—>J ) :HM.< @—)J ) et ( \Ij—w’ ) :MH.( q}—w’ )
L=l Haar L=l Meyer L=l Meyer L=l Haar

(3.94)
f(x) s’écrit de différentes fagons :
— t
(%} —
fla) = ( J;—"> > ( \% ) (3.95)
fol Meyer L=l Meyer
=\ 7 7\ 2;
et flz) = ( _,J;J ) ( \I}_M"J > - < _,J;J ) HM.< \I/LJ > :
fL—l Haar L=l Haar fL—l Haar L=l Meyer
(3.96)
Par identification :
_c,o) t —32 t
<];_J>> :(J;_J>> HM (3.97)
fL—l M@yer fL—l Haar

Ainsi, ’équation 3.93 devient :
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—<>p t N
/ — fJ t PJ
f (:1:) = SN HM <5\I/1,\113)M MH — (3.98)
f‘y eyer \IIL—l
L—1 Haar Haar
_<,0) t _
N 01, 05) 0, [ 2L (3.99)
fy Uy
L-1 / Haar Haar

On définit une nouvelle matrice des coefficients de connexion de différentiation
pour 'AMR de Haar

(601, W3) py = HM (591,93) 000, MH, (3.100)

qui est en fait la projection de la matrice de différentiation de Meyer sur la base de
Haar. La représentation standard de (6W1,¥3),;,, est donnée figure 3.15.
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Fic. 3.15 — Représentation standard de l'opérateur de dérivation hybride HM pour deux
seuils

La structure de la matrice est intermédiaire entre les structures des matrices de différentiation
pour les AMR de Haar et celle de Meyer : les interactions entre échelles sont assez présentes,
suivant ainsi I’AMR de Haar. La portée horizontale des interactions est plus grande (bandes
plus larges) que pour le cas de Haar, suivant ainsi 'AMR de Meyer. On peut voir sur la figure
3.16 les valeurs des filtres F ., , pour j = 6, pour ’AMR de Meyer et ’AMR hybride “HM”.

3.7 Premieres analyses multirésolutions des interactions

La nouvelle formulation de 'ETR obtenue par sa décomposition dans un espace mul-
tirésolution a fait apparaitre des coefficients de connexion, regroupés dans deux composants :
le tenseur d’interaction et la matrice de différentiation. Ces composants sont tout a fait
généraux, car ils ne dépendent pas du milieu, mais uniquement de ’AMR choisie. Ils four-
nissent la “liste” donc les mécanismes des interactions. Mais ils ne permettent pas de deviner
si ces interactions ont lieu ou non. Ce seront les coefficients d’ondelette et d’échelle du mi-
lieu, autrement dit les hétérogénéités du milieu aux différentes échelles, qui décideront des
interactions.
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F1G. 3.16 — Filtre F y 4 pour j =6

Apres avoir étudié les interactions élémentaires fondamentales pour comprendre les inter-
actions entre échelles en jeu dans les processus radiatifs, nous analysons dans cette section
les interactions locales entre les échelles et leurs mécanismes. Ceci afin de répondre aux ques-
tions suivantes : comment un champ de rayonnement est-il perturbé lors de son interaction
avec un milieu? Quel est le rapport entre les fluctuations du milieu et celles du champ de
rayonnement ? Pouvons-nous décrire clairement 1’effet des petites échelles sur les échelles plus
grossiéres 7 Cette analyse des mécanismes des interactions entre échelles va faire apparaitre la
notion d’efficacité d’interaction, de sources additionnelles dues aux hétérogénéités sous-pixel,
dont on peut, pour des cas simples, intuiter le signe. Ce dernier point est I’objet de la partie
3.7.3 qui souligne I'importance de I’hypothese d’homogénéité verticale du milieu nuageux.

3.7.1 Analyse des interactions locales entre les échelles

3.7.1.1 Perturbations du champ de rayonnement lors de son interaction avec le
milieu.

Il s’agit d’analyser ici a quelles fluctuations donne naissance 'interaction d’une fluctuation
élémentaire du rayonnement incident par le milieu, et comment le champ de rayonnement
est perturbé. Les interactions entre échelles sont abordées du point de vue de 'opérateur

effectif d’interaction noté T au paragraphe 3.5.1.2. Cet opérateur agit sur le champ de

AW, Vs,

rayonnement incident pour produire un champ de rayonnement résultant de l'interaction :

T : Nincident — Nrésultant (3101)
aw, Uy

On distingue ici la fluctuation de type fonction d’échelle et de type ondelette, et on discute
de la position du tenseur dans I’équation (terme source ou terme puits). Pour se représenter
les choses, on adopte la schématisation des fluctuations élémentaires de Haar déja utilisée
dans la figure 3.5, et on note A les fluctuations de type fonction d’échelle et D celles de type
ondelette.

3.7.1.1.1 Devenir d’une fluctuation de type A (fonction d’échelle)
Suite a l'interaction d’une fluctuation de type A du champ incident avec les fluctuations du
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F1G. 3.17 — Résultat de I'interaction : fluctuation incidente de type A

oaN

milieu (fig. 3.17), il est créé des fluctuations de type A , et de type D a la méme échelle que
celle de la fluctuation élémentaire du milieu.

Le cas 3.17A, conduit a une extinction de la fluctuation A quand le tenseur est positionné
dans le terme puits, et une production de fluctuation A vers toutes les directions de diffusion
données par la fonction de phase, quand le tenseur est positionné dans le terme source diffusif.

Il y a réplique des hétérogénéités du milieu (cas 3.17A4;) dans le champ résultant.
Quand le tenseur est positionné dans le terme puits, la réplique est accompagnée d’un signe
négatif, sinon, la réplique est de méme signe.

3.7.1.1.2 Devenir d’une fluctuation de type D (ondelette)

L’interaction d’une fluctuation de type D du champ incident avec le milieu provoque
I’apparition de toute la gamme des fluctuations dans le champ résultant pour peu que
le milieu soit fluctuant & différentes échelles (fig. 3.18).

Notons que si le tenseur est positionné dans le terme puits, il y a concurrence entre les
interactions cas 3.18 D, (extinction), cas 3.18 Dy, (production) et cas 3.174; (production) pour
diminuer ou augmenter la fluctuation de type D.

Le cas 3.18 D, est particulierement important : par ce mécanisme (qui fait interagir deux
fluctuations de méme échelle) et c’est le seul, une fluctuation de type D est a lorigine de
fluctuations a plus grande échelle, et en particulier de type A dans le champ résultant.

3.7.1.2 Action des fluctuations du milieu

Le point de vue que I'on adopte ici est différent : c’est celui des relations entre I’hétérogénéité
du milieu et le champ de rayonnement résultant de l’interaction, ou des mécanismes créant
la corrélation des deux champs. Il suffit pour cela d’intervertir les fluctuations des champs NV
et a dans les schémas ci-dessus.

3.7.1.2.1 Effet d’une fluctuation du milieu de type A (fonction d’échelle)

Il y a réplique de fluctuations du champ de rayonnement incident (fig. 3.19). Si le tenseur
est positionné dans le terme puits, il y a extinction des fluctuations de N proportionnellement
a I'extinction moyenne du milieu ; s’il est dans le terme source, il y a création dans les directions
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F1G. 3.19 — Résultat de l'interaction : fluctuation du milieu de type A
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Q' des fluctuations existantes dans le champ incident. C’est I’extinction et la diffusion dans
le sens “classique” du champ de rayonnement incident par le milieu.

3.7.1.2.2 Effet d’une fluctuation du milieu de type D (ondelette)

Chaque échelle des fluctuations de type D peut affecter I’ensemble des échelles du champ
de rayonnement (fig. 3.20). L’interaction avec les fluctuations a grande échelle du champ de
radiance provoque la réplique de la fluctuation D (cas 3.20a et b). L’interaction avec des
fluctuations de méme échelle provoquent la création dans le champ résultant de fluctuations
a plus grande échelle (cas 3.20c). Enfin, le cas 3.20d correspond a la réplique dans le champ
résultant des fluctuations a petite échelle du champ incident.

3.7.2 Meécanismes des interactions entre les échelles

Gardons a U'esprit que ces mécanismes ont un caractere local. Dans la plupart des AMR, il
y a recouvrement des ondelettes 1); ; avec k variable ; une information sur la portée horizontale
des interactions se trouve dans le tenseur des interactions. Dans le cas de ’AMR de Haar, il n’y
a pas recouvrement des ondelettes, et le caractere local des interactions est renforcé. Hormis
cette décroissance rapide du tenseur d’interaction en fonction des positions des fluctuations,
les effets des fluctuations avoisinant une fluctuation “centrale” sont représentés dans la matrice
des coefficients de différentiation, et la portée des interactions est définie par la largeur des
bandes de la matrice. Dans le cas de ’AMR de Haar, seuls les deux pixels voisins sont pris
en compte.

3.7.2.1 Bilan sur les interactions entre les échelles

On distingue deux types d’interactions entre échelles :

— les interactions ou les deux fluctuations élémentaires qui interagissent sont des fonctions
d’échelle.
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L * —>
Fic. 3.21 — Remontée d’énergie dans les échelles en deux étapes

— les interactions complexes faisant intervenir des fluctuations de type ondelette qui
provoquent de nombreuses interactions entre les échelles des hétérogénéités. En par-
ticulier, la présence d’hétérogénéités dans le champ nuageux a différentes échelles pro-
voquent ’apparition de fluctuations a ces mémes échelles dans le champ de rayonnement
résultant (fig. 3.17b), et chaque échelle de fluctuations du champ nuageux perturbe
Iensemble des fluctuations A et D (fig. 3.20); en particulier I'interaction entre deux
fluctuations de méme échelle provoque une remontée d’énergie dans les échelles.

Grossierement, les interactions provoquent la réplique des hétérogénéités du milieu

dans le champ de rayonnement, puis ces interactions “parentes” interagissent entre elles,
provoquant la production de fluctuation de type A a partir de fluctuations de type D. C’est
dans ce couplage entre les échelles que nous venons de décrire que se définit le caractere
non-linéaire du transfert radiatif en milieu hétérogene.

3.7.2.2 Source additionnelle due aux hétérogénéités sous-pixel

Par source additionnelle, nous entendons la présence de coefficients d’échelle dans le champ
de rayonnement résultant qui ne seraient pas apparus si le milieu n’était pas fluctuant aux
échelles inférieures a celle des pixels d’approximation, autrement dit, si les coefficients d’on-
delettes (a,1)1) étaient tous nuls.

3.7.2.2.1 “Cascade inverse d’énergie” en deux étapes
On ne consideére ici que le cas b) des interactions de la figure 3.5, mais le raisonnement peut
étre tenu avec l'interaction correspondant au cas c). Ces interactions entre échelles définissent
une “cascade inverse d’énergie” en deux étapes (fig. 3.21) : supposons que le rayonnement
incident soit homogene. En premiere étape, 'interaction avec le milieu hétérogene crée des
hétérogénéités jumelles dans le champ (cas b) de la figure 3.17). Dans le champ atténué
(direction de propagation), ces hétérogénéités créées sont de signe opposé. Dans le champ
diffus résultant de cette interaction, les hétérogénéités créées sont de méme signe. Dans une
deuxiéme étape, ces hétérogénéités créées interagissent a leur tour avec les hétérogénéités du
milieu (cas ¢) de la figure 3.20) : le résultat est la production de fluctuations de type fonction
d’échelle.

La présence de fluctuations a petite échelle dans le champ nuageux suffit donc & produire
en deux interactions une remontée d’énergie de cette échelle vers I’échelle du pixel d’ap-
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proximation (fig. 3.21 ). Ce mécanisme basé sur Uinteraction de deux ondelettes de méme
échelle 277 avec j > J, est & l'origine d'une source additionnelle de rayonnement a
I’échelle 277 du pixel d’approximation due aux interactions non-linéaires sous-pixel : si on
néglige ces interactions a petite échelle, on néglige cette source additionnelle. Il faut noter que
si les hétérogénéités du milieu rencontrées dans les deux étapes sont de méme signe, la source
additionnelle créée est de signe positive dans le champ réduit, et négative dans le champ diffus
induit. Nous reviendrons plus loin sur cet aspect.

Le vocabulaire employé (cascade inverse d’énergie) est un peu “provocateur”, en tous
cas pour ceux qui étudient la turbulence. Le mot cascade est en effet réservé et tradition-
nellement associé a la description phénoménologique de la turbulence par Richardson; cette
cascade transfere 1’énergie des grandes vers les petites échelles. Quand il s’agit de transfert
d’énergie des petites vers les grandes échelles, la communauté de la turbulence préfere parler
de “backscattering” d’énergie, mais le terme est source d’ambiguité dans le domaine du trans-
fert radiatif. Ce qui est proposé ici est bien une tentative de description phénoménologique
de la remontée d’énergie dans les échelles dans les processus de transfert radiatif en milieu
hétérogene.

3.7.2.2.2 Efficacité d’interaction
On rappelle ici les valeurs des coefficients de connexion pour ’AMR de Haar données au
paragraphe 3.6.1.1 :

(S0

@) T psule)ean @) prm(@)da = 2

— 00

“+oo
b) _f Vi, ke (X)), 1, (2) 0, 1, (2)dT =

0 ‘;

2

ol avec j3 < j1 (3.102)

WS

+oo
&) S i @), (2)P7Rs () A = 2

Il est & noter qu’il n’y a pas d’échelles d’hétérogénéité privilégiées dans ce mécanisme de

+oo
remontée d’énergie : en effet, [ ¥, k, (2)¢), k (2)PIk, (x)dw = 2% ,Vj1 > J. La valeur du
—0o0

tenseur de connexion (2%) peut étre comprise comme l'efficacité de l’interaction. Cette
efficacité est indépendante de j;. Donc les différentes échelles des hétérogénéités nuageuses
ont la méme capacité d’interaction sur les grandes échelles. Ce mécanisme d’interaction entre
échelles n’est pas plus efficace que le mécanisme d’interaction entre les fluctuations a 1’échelle
des fonctions d’échelle (cas a). Dans le cas de TAMR de Meyer, les efficacités d’interaction
ont également ce caractere d’invariance d’échelle. Les figures 3.22 montrent les valeurs maxi-
males des coefficients de connexion d’interaction pour les situations de remontée d’énergie
+o0o
entre échelles [ 9;(x)i(x)j(z)dx (avec J < j et J < i pour TAMR de Haar, et J < j

-0
+00

< i pour PTAMR de Meyer) , et [ v;(z)Yi(x)ps(x)dx (avec J < 4). La convergence des
—0o0

courbes vers le point le plus a droite et d’ordonnée 1 confirme que pour ’AMR de Haar et

+00
de Meyer, la valeur de [ ;(2)v;(x)@ps(z)dz est indépendante de I'échelle i. Pour 'AMR de
—o0
Meyer, contrairement a I’AMR de Haar, I'interaction produisant une ondelette v; a partir de
deux ondelettes 1; a plus petite échelle dépend de 1’échelle 7, et 'efficacité d’interaction est

maximum pour ¢ —j = 2 et © — j = 3. On peut constater la ressemblance de ces courbes.
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(a) AMR de Haar (b) AMR de Meyer

Fia. 3.22 — Efficacité d’interaction pour les situations de remontée d’énergie dans les échelles.
Les différentes courbes correspondent aux différentes échelles pour 'ondelette 1; . x; est soit
une ondelette (indicée de 7 a 0), soit une fonction d’échelle (indicée 00).

Généralement, le spectre d’énergie des signaux d’épaisseur optique ou de contenu en eau
nuageux est en loi puissance S(k) ~ k=% avec § € (1.2,1.7). L’énergie décroit donc assez
rapidement dans les échelles. Les coefficients en ondelettes du milieu varient comme 272 . En
deux étapes, une source additionnelle est créée d’ordre de grandeur (2%)2(2_] )2. Les deux
facteurs interviennent au carré car :

— le tenseur d’interaction (efficacité : 25) intervient deux fois,

— le coefficient d’ondelette créé dans le champ résultant (premiere étape) est de lordre
de grandeur 2_%, et cette fluctuation agit a son tour avec une ondelette présente a la
meéme échelle.

La source additionnelle est donc d’ordre de grandeur 2795,

Si on simule le transfert radiatif sur un nuage de type bruit blanc qui a autant d’énergie
a petite qu’a grande échelle (3 = 0), les sources créées seront trés énergétiques (2J ) d’autant
plus que chaque échelle contribuera a cette source avec la méme efficacité. On comprend ainsi
que les hétérogénéités a toutes les échelles d’'un champ nuageux perturbent fortement les
valeurs & grande échelle des flux et radiances résultants, et que deux milieux tres différents a
petite échelle produisent des quantités radiatives globales tres différentes.

Ceci étant dit, si 'efficacité d’interaction des petites échelles j sur les grandes échelles est
indépendante de j, les processus radiatifs d’interaction entre échelles ne sont pas invariants
d’échelles. Quand 1’échelle des fluctuations est inférieure au libre parcours moyen local des
photons, qui dépend de la position dans le nuage et de la direction du rayonnement, la
remontée d’énergie dans les échelles sera plus faible. Un changement de comportement a
I’échelle ou le support de 'ondelette passe par le libre parcours moyen des photons est a
étudier dans le cadre de travaux sur le transfert radiatif 3D. Des études futures dans cette
direction sont certainement nécessaires.
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3.7.3 Importance de ’hypothése d’homogénéité verticale

Les mécanismes de remontée d’énergie dans les échelles en deux étapes décrits plus haut
produisent des sources additionnelles. Nous avons déja vu (paragraphe 3.7.2.2.1) qu’en fonc-
tion du terme de 'ETR que nous considérons, terme représentant l’extinction du rayonne-
ment incident, ou terme représentant la source de diffusion, la réplique de I’hétérogénéité
du milieu dans le champ est de signe différent. Nous allons ici un peu plus loin et étudions
les conséquences de I'’hypothese d’homogénéité verticale du milieu, souvent considérée dans
les calculs radiatifs. Ou plus généralement de 'hypotheése de corrélation (verticale) des
hétérogénéités nuageuses le long de la propagation du rayonnement. Par corrélation,
nous entendons ici “quand le signe des coefficients d’ondelettes de la fluctuation horizon-
tale d’épaisseur optique est inchangé le long de la propagation du rayonnement”. Considérant
un éclairement vertical, il s’agit donc ici de corrélation verticale. Dans le cas particulier d’une
hypothese d’homogénéité verticale, les coefficients d’ondelettes sont non seulement de méme
signe, mais ils sont de plus égaux.

Considérons ’éclairement par un flux direct vertical et homogene d’un nuage hétérogene
horizontalement et homogene verticalement, et considérons un schéma diffusif simple a deux
flux (le milieu diffuse le rayonnement verticalement, soit vers le haut, soit vers le bas). Le
probléme est donc a une dimension.

Etudions l'extinction du flux direct. On a vu le mécanisme de la remontée d’énergie
dans les échelles. En premiere étape, des fluctuations de méme échelle que celles rencontrées
dans le milieu sont créées dans le champ radiatif (fig. 3.21a), et elles sont de signe opposé
(—(++*+) — —). En deuxiéme étape, et puisque qu’il y a corrélation des hétérogénéités
nuageuses, les deux fluctuations interagissantes de méme échelle sont de signes opposés. Une
fluctuation de type fonction d’échelle est créée (fig. 3.21b) et elle est positive (— (+ * —) — +).
Des sources additionnelles, conséquences de la présence d’hétérogénéité horizontale dans le
champ nuageux, sont donc créées dans le champ réduit, & chaque endroit dans le nuage
ou le mécanisme en deux étapes peut se produire. La source additionnelle dans le flux
direct atténué est positive : si on la néglige, on sous-estime le flux transmis. Ceci est I'illus-
tration de l'inégalité de Jensen due a la convexité des réponses radiatives : on sous-estime
systématiquement le flux direct transmis dans un calcul plan-parallele. Par la suite,
le calcul ne prenant pas en compte les hétérogénéités nuageuses sous-pixel est appelé calcul a
I’échelle.

On trouvera dans 'annexe E le détail d’un calcul analytique & ’aide de ’AMR. de Haar,
et pour un cas d’école. Ce calcul montre que les sources additionnelles dans le rayonnement
transmis et dans ’absorption par le milieu sont respectivement systématiquement positives
et négatives.

Raisonnons maintenant par rapport au flux diffusé une fois. La premiere étape crée
des fluctuations de méme échelle que celles rencontrées et de méme signe (terme source
diffusif)(+ (+ * +) — +). S’il y a homogénéité verticale des fluctuations, une source addi-
tionnelle de signe négatif (terme puits) sera créée lors de la deuxieme étape (— (+ * +) —
—). De méme que pour le flux direct atténué, a chaque endroit dans le nuage ou le mécanisme
en deux étapes peut se produire, des sources d’ordre de diffusion un, de signe négatif, sont
créées. On surestime donc systématiquement la diffusion simple dans un calcul
plan-paralléle (diffusion aussi bien vers le haut que vers la bas).

On pourrait poursuivre ce raisonnement simple et décrire des mécanismes qui conduisent a
des sources systématiquement de méme signe en fonction de ’ordre de diffusion. Nous verrons
au chapitre 5 qu’on retrouve numériquement ces tendances : des sources dues aux interactions
sous-pixel positives dans le flux direct transmis, des sources de signe négatif pour la diffusion
simple, et de signes variables en fonction des ordres de diffusion plus élevés. Des études plus
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poussées doivent étre menées pour analyser 'effet des hétérogénéités verticales.

Manipuler qualitativement des coefficients en ondelettes et retrouver des résultats connus
est rassurant. On a retrouvé ici I'importance des couvertures fractionnaires en transfert ra-
diatif, ou des trous dans les nuages, et I'inadéquation de calcul “plan-parallele” pour ce type
d’hétérogénéité. En effet, un trou dans un nuage se construit avec des coeflicients en on-
delettes non nuls aux bords des trous et alignés verticalement (illustration figure 3.23). En
éclairement vertical, il y a corrélation parfaite de ces coefficients le long de la propagation
du rayonnement ; et dans ce cas, les sources additionnelles dues a la présence de trous sont
importantes car toutes de méme signe.

Afin d’illustrer un peu plus cet aspect qualitatif, prenons I’exemple numérique sui-
vant : on calcule la transmission d’un rayonnement solaire vertical et homogene a travers une
couverture nuageuse périodique de période 6.4 km et d’épaisseur 2.5 km, dont le coefficient
d’extinction varie comme sur la figure 3.23a : le coefficient d’extinction vaut 1km~! quand la
couverture nuageuse est présente, soit une épaisseur optique de 2.5, et 0 bien str a I’endroit
du trou dans le nuage. Supposons que le nuage n’a que la propriété d’absorber le rayonne-
ment. Le flux transmis a4 [’échelle correspond a la transmission a travers un nuage équivalent
(fig. 3.23b) dont le coefficient d’extinction est constant par morceaux. Les propriétés optiques
de cette couverture nuageuse auraient été mesurées par un satellite performant, mais dont
le point faible est son pixel de résolution de 6.4 * 273 = 800 m (on oublie ici la deuxieme
dimension horizontale). On voit sur la figure 3.24 les flux transmis qu’on obtient pour cette
simulation : le flux transmis vrai, le flux transmis a [’échelle, et la source additionnelle due
aux interactions sous-pixel. Dans ce cas, la source additionnelle est positive. Les résultats
numériques sont donnés dans le tableau 3.1. Le flux vrai maximum correspond au calcul
avec la vraie distribution des propriétés optiques. La source additionnelle, due a 'effet des
hétérogénéités sous-pixel, est comptée a 1’échelle des pixels de 800 m. Le flux vrai moyen
correspond & la somme des flux transmis a [’échelle et de la source additionnelle. Le résultat
numérique est donné dans le tableau 3.1.

pixel 4 pixel 5
Flux transmis a [’échelle  0.515 0.458

Flux vrai maximum 1 1
Flux moyen vrai 0.756 0.713
Source additionnelle 0.241 0.255

TaB. 3.1 — Différents flux transmis a travers le nuage “trou”.

Ainsi, en considérant le nuage équivalent basse résolution (fig. 3.23b) :

— on sous-estime le flux transmis a 1’échelle des pixels de 800 m. L’erreur est de pres de
32% pour le pixel 4, et de 36 % pour le pixel 5,

— on ne voit pas que le flux transmis atteint la valeur de I'unité sur une distance horizontale
de pres de 1 km.
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Fic. 3.23 — Décomposition multirésolution de type Haar d’un signal ” trou”. On visualise
le signal (a), puis sa décomposition en ondelettes : 'approximation a 1’échelle (J = 3) (b),
et les détails aux différentes échelles ((b) a (h)). Le trou dans le nuage est réalisé quand les
coefficients d’ondelette non nuls sont alignés verticalement.
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3.8 Formalisation multirésolution du transfert radiatif en milieu hétérogene

Nous revenons ici aux nouvelles formulations de ’'ETR obtenue au paragraphe 3.5.1.1.

L’équation 3.58 a été écrite pour chaque fluctuation élémentaire de la fonction radiance;
I’équation a pour inconnue <N k,\113> (z,1), I'un des coefficients d’échelle ou d’ondelettes
—
N
du vecteur — | L’intérét de cette écriture détaillée est de distinguer les natures
Nk
différentes des interactions élémentaires a ’origine du gradient vertical de la fluctuation s
dans la direction p : les interactions entre les fonctions d’échelle des deux champs — interac-
tions dites a [’échelle, et les interactions entre ondelettes, a ’origine de sources additionnelles
dues a leffet des hétérogénéités du milieu aux petites échelles a une plus grande échelle.

L’ETR multirésolution peut également étre écrite sous une forme matricielle comme dans
I’équation 3.59 en manipulant non plus I'un des coefficients du vecteur ci-dessus mais le vecteur
entier. Cette écriture plus compacte est intéressante si I’'on veut simplement résoudre par la
méthode de Galerkin-Ondelette 'ETR. Elle peut conduire de fagon assez directe a un code
de calcul qui manipule des tableaux de coefficients d’échelle et d’ondelette des champs. Mais
avec cette écriture matricielle, on s’éloigne de l'objectif fixé, qui est la mise en lumiere des
interactions entre échelles dans les processus radiatifs, leur quantification et pourquoi pas leur
paramétrisation.

Nous préférons donc ici séparer 'ETR a I’échelle de la fonction d’échelle et aux échelles
plus fines et ’écrire de fagon explicite. Comme la fonction d’échelle donne la “moyenne” a
une certaine échelle des champs, nous employons dorénavant les terme de pixel et de sous-
pixel pour qualifier I’échelle a laquelle on écrit ’équation, se référant ainsi aux images de
nuages prises depuis des radiometres satellisés. Dans le cas de Haar, cette terminologie est
bien adaptée; elle ’est moins pour d’autres AMR ou les “moyennes” qu’elles proposent sont
loin de la moyenne au sens classique.

Il apparait dans chacune des équations des termes de couplage entre les échelles, en
particulier les sources additionnelles déja citées et étudiées dans la partie précédente. On fait
ici le lien avec la décomposition de Reynolds.

3.8.1 Transfert radiatif a 1’échelle des “pixels” d’approximation

Nous utilisons les mémes symboles que précédemment :

271
Quand ¥; est une fonction d’échelle, ) signifie > . Quand ¥; est une ondelette, >
% k=0 4
L—12i—1
signifie Y .
=7 k=0

ut représentent les directions montantes (1) et descendantes (p7).
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Les cinq premiers termes de la partie droite de I’équation 3.103 dépendent uniquement
de la fonction d’échelle. On peut considérer qu’ils représentent 'ETR a I’échelle des pixels
d’approximation (de taille de I'ordre de 277) définis par les fonctions d’échelle ¢ ;) de "AMR
utilisée.

Les trois termes additionnels TV (u®) , T¥Y (), TYY (uF) représentent les contributions
a la dérivée verticale de la fonction radiance a 1’échelle du pixel, des interactions entre « et
NF réalisant un couplage entre les échelles.

Le premier terme représente 'interaction des fluctuations sous-pixel du coefficient d’ex-
tinction avec les fluctuations a I’échelle du pixel de la fonction radiance.

Tww Z Z 1,[)1 T¢1,¢2,¢3 <Nk (Za M:t) 7‘102>

~ %:%: <a7wl>T¢1,§02,§03

= P (i, 1) <N’“‘1 (z, ') 7902> dp/*
0
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0 (3.104)

o L O—

P (i, p17) <N’H (z,17) ,902> dy/~
(A)
+6k1 0 ZZ ¢1 T1/11,<,02,§03Pdw <fl/ (Z M@) 902)

Le second terme représente l'interaction des fluctuations a 1’échelle du pixel du coefficient
d’extinction avec les fluctuations sous-pixel de la fonction radiance.
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Le troisieme terme représente 'interaction des fluctuations sous-pixel du coefficient d’ex-
tinction avec les fluctuations sous-pixel de la fonction radiance.

de’ ZZ 71;[)1 Tw17w2a§03 < (Z"u:t) 77/)2>

1 ~ ~
g0 | S0 T | P () (5 (2 i ) i
e 7 ] (3.106)
Z Z < ﬂpl T?/)171/12,<,0 f P /j“ <Nk_1 (Za :U‘,_) 71;Z)2> d:u/_
1 2 0
+ 6]6,1% Z Z <Oz,¢1> Tw17¢2,¢3pdir <fV (27 ,UJG) 71/}2>
1 2

Le quatrieme terme additionnel S¥ (u®) représente la contribution de la dérivée horizon-
tale des ondelettes a la fonction radiance a ’échelle du pixel :

SY (nF) = —nQ Y (5¢1,¢3) <N'“ (2, %) ,w1> (3.107)
1

La présence de ce terme de couplage n’est pas du aux hétérogénéités du milieu. En effet,
le terme dérivée horizontal produit des fluctuations de type ondelette méme si le milieu est
homogene, ceci afin d’assurer un décalage horizontal de la fonction radiance en accord avec
sa direction de propagation 6

L’écriture ci-dessus est tres générale. Dans le cas de ’AMR de Haar et en premiere ap-
proximation pour toutes les multirésolutions (car 'AMR de Haar “résume” les interactions
entre les échelles), ’écriture est bien plus simple :

B Z Z < > P1,$2,$3 <Nk (Zvuj:) ’ ¢2> se résume é‘

<Oé, SOJ,k:3> T"OJ‘kg ks Pk <Nk (Z, ui) , 80]k3> (3108)

T ) =0,

B TQSMJ} (Mi) = 07

- Tgp v (1) est beaucoup plus simple que I'expression générale de 1’équation 3.106. Dans
le cas de ’AMR de Haar, seules deux ondelettes strictement identiques — méme échelle
et méme position — interagissent de fagon efficace pour modifier le champ résultant
a ’échelle des pixels d’approximation — celle de la fonction d’échelle. Dans ’équation

3.106, la double somme Z Z qui signifie 3> 5>, est doncréduitea > 5 > .

J1 ki J2 ke J1 ki j2=J1 k2=k:
Tgp v (1) est donc la seule source additionnelle & I’échelle des pixels d’approximation
due aux hétérogénéités sous-pixel.

3.8.1.1 Meéthode “Independent Wavelet Approximation”

Si dans I’équation 3.103, les termes additionnels présentés ci-dessus ne sont pas considérés,
on néglige la variabilité nuageuse sous-pixel et ses effets radiatifs. Si, en plus, on ne compte
pas le terme

—UQZ (6p1,03) < ( s 1 ),901>, (3.109)

on rend chaque pixel indépendant : on néglige alors le flux net horizontal da a la différence
des valeurs des coefficients d’extinction des pixels. Une méthode “Independent Wavelet Ap-
proximation ” est alors définie, qui dans le cas de ’AMR de Haar est exactement équivalente
au calcul TIPA.
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Dans la construction du code de transfert radiatif déduit de cette étude et dans les calculs
dont les résultats sont présentés au chapitre 5, on écrira le transfert radiatif a 1’échelle du
pixel en ne négligeant pas le terme ci-dessus (équation 3.109) : le flux horizontal net calculé
a 1’échelle ne sera donc pas nul et les pixels d’approximation ne seront pas indépendants.

3.8.1.2 Lien avec la décomposition de Reynolds

Nous revenons ici sur le probléeme de fermeture évoqué au chapitre introductif. [Stephens
1988b] et [Gabriel and Evans 1996] abordent le probleme de fermeture en transfert radiatif
en se basant sur une décomposition de type Reynolds. La décomposition de Reynolds est
une approche statistique introduite pour décrire la turbulence et pour obtenir les effets de la
turbulence sur I’écoulement moyen. L’écoulement turbulent est décomposé en deux parties :
un écoulement moyen, et la partie turbulente. La variable U (la vitesse) s’écrit donc :

U=U+U (3.110)

Dans le cas des écoulement turbulents, la moyenne n’est définie ni en tant que moyenne
spatiale, ni temporelle, mais en tant que moyenne sur un ensemble de réalisations.

En introduisant la séparation 3.110 dans I’équation de Navier stokes, on peut obtenir une
équation ayant pour inconnue U, qui ne dépend que de valeurs moyennes, plus un terme addi-
tionnel, provenant du terme non-linéaire de I’équation, et résultat des effets de la turbulence
sur I’écoulement moyen : le terme de covariance U/ UJ’-. Un des problemes de la turbulence
est de savoir représenter ce terme additionnel du deuxieme ordre. On peut montrer que ce
terme dépend lui-méme de termes de troisieme ordre, etc. Le probléeme de fermeture consiste a
fermer ce systeme, c’est-a-dire a paramétriser le terme a un certain ordre n. Une des méthodes
les plus simples est d’introduire la viscosité turbulente, par analogie a la viscosité moléculaire :

— ou; U,
UZ/UJ/ =vr ( + ]>

oz, " o, (3.111)

[Stephens 1988b] aborde le probleme de fermeture en transfert radiatif pour les cou-
vertures nuageuses fractionnaires sous l'angle du couplage entre les échelles. De méme qu’a
I’équation 3.111, fermer le systéme consiste a représenter les termes d’interaction entre échelles
par des fonctions dépendant seulement de quantités a 1’échelle des pixels. Ces fonctions sont
générées par des opérateurs qui définissent de nouvelles propriétés optiques du milieu et
une nouvelle ETR. [Gabriel and Evans 1996] développe une méthode de fermeture de pre-
mier ordre pour des couvertures nuageuses fractionnaires, basée sur la modification du terme
source diffusif de premier ordre, et un modele simple de couverture fractionnaire.

Montrons ici comment la décomposition multirésolution des équations permet d’aborder
ce probleme de fermeture.

Réécrivons 'équation 3.45 en décomposant les champs o (z,z) et N* (z,z,p) suivant
I’équation 3.110. L’opérateur moyenne est défini par

+oo +00
/A(x)m(:n)d:z: avec /SOJJ{;(ZL')dZL' =1 (3.112)

Dans ce cas, la moyenne correspond au coefficient d’échelle a la position k. Appliquons
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Iopérateur moyen a 1’équation 3.45. On obtient :

(1) (2) @7
., —_— =, -~ ~ONF (2, 2,
pENF () =~ (w ANE (7, )@ e EedY
(4)
o 1 _—
(1= 800) LD ) N (2 Y
—1
(5)
woa( ) dir £ (=2
+0k 1TP fo (7) (3.113)

(6)

—o (x,2) N* (2, 2, )

(7

= 1

o (T, 2 ~
+(1 = 0p,1) z(l ) [ P(p, i) (x,2) NF (@, 2, ) dpt/

1
(8)
Wox (x,z) pdir 1 /

top1—— PMa (z,2) [}, ()

Comparons cette équation avec ’équation 3.103 & 1’échelle du pixel avec ’AMR de Haar :

5 )
Tk
u$<N (z,u),soJ,k3>
(2) 3)

. N
:—<a,s0J,k3>ijﬁks,w‘,,ks,%yks <N (2,1 m3> Z (6p1,03) < Z 1), 901>

(4)
_ 1

+ (1= 06k1) %(oc, ‘pJ,k3> Ty1 00,03 /P (N7 M/) <Nk_l (z, Nl) » Prks > dul

-1

(5)
wo
+ 00— () Toroaies P (1 110) (o (2, 10) 5 2) (3.114)
(6)
L—127 -1 ~
- Z Z (o k1) ij,kl W, ky 1P kg <Nk (2, 1) 7¢’j,k1>
j=J k=0
(7)
{:} L—127 -1 L
- -
Z Z Z i) Ty, ky Vi kP I kg / P (M:M/) <N ' (Zwu/) 7¢j,k1>dﬂ
j=J k=0 1
(8)
~ L—127-1
dir
+6k 1722 711)] k1 Tw] kq» ’dJJ ks Ap]k3 <f1/ (%N@)ﬂ/’j,h)
j=J k=0

(9
- UQZ <5¢j1,k17§0J,k3> <Nk (Z7 /J/) 7wj1,k1>
1

On reconnait dans les termes 1 a 8 de I’équation 3.114 les termes 1 & 8 de I’équation 3.113.
Les termes 6 a 8 correspondent aux termes de covariance. Le terme 9 de ’équation 3.114 n’a
pas d’équivalent dans ’équation 3.113.

Le probleme de fermeture du transfert radiatif peut donc étre étudié avec cette analyse
L—12i—1

multirésolution. Le terme > > (0,0 k) T, o, s 1, 0015 <]Wc (z, 1) ,wj’k1> a pour équivalent
j=J k=0
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le terme de covariance o/ N’. Des travaux ont débuté dans cette voie, en particulier par le
biais d’une écriture matricielle des équations. Des travaux futurs permettront de poursuivre
cette analyse.

3.8.2 Transfert radiatif a 1’échelle sous-pixel

On peut de méme écrire 'ETR pour chaque échelle sous-pixel 277, mais on ne peut pas
utiliser I’écriture simplificatrice précédente.

Ici :
271

- E signifie Y  dans un cas périodique et > sinon,
k=0 kel

— wz signifie (L
— Ty, wpo b, TéuNit les coefficients d’interaction pour j; = j2 = j3 = j.

LO(NE G, ui>,¢3>

1
= - ZZ ¢1 Tl/)17¢'271/}3 <Nk (Zvlui) a¢2>
- HQZ <5¢17¢3> <Nk7 (Zhui) 71/}1>

1

1 - 5k 1 0 ZZ wl Twl,@b’zﬂl’s

P (p*, 1) <J\7’H’ (z,u%) 7¢2> dp't (3.115)

+ (1= b)) 2 ZZ &, 1) Ty s

+5k1°"°zz< JkJ>T¢1,¢2,¢JPd” (Fo (2 10) )

+TF7 (u* )+T£"’”’(u )+ 5% (u) + T (u) + SE (u*) + 85 (u*)

p (Mj:’u/—) <Nk—1, (Z”u/_) ,1[}2> '~

’—‘\o O\H

Cette équation a la méme structure que 1’équation 3.103. Les cinq premiers termes de
la partie droite de 1’équation 3.115 représentent la contribution a la dérivée verticale des
fluctuations de la fonction radiance a I’échelle 277, des interactions des fluctuations des fonc-
tions radiances et coefficient d’extinction a cette méme échelle. Les six termes additionnels
TE? (p®), TSV (uF) , TP (), T (u®) , ST (uF) et SY (u*) représentent les contributions
du couplage des interactions entre échelles des fluctuations (a 1’échelle du pixel et en dessous)
des fonctions radiances et coefficient d’extinction a la dérivée verticale des fluctuations de la
fonction radiance & I’échelle 277. Ces six termes sont explicités dans I’annexe F.

Dans le cas de ’AMR de Haar,

B Twhw?ﬂ/}S = 07
- TYP (uF) =0,
TQ‘M’ et Tgw se résume & Tépw’g"“‘ et T;b””“‘”’(’p,
o de’

. N TR C
se résume a T, """ avec j > js.

L’ETR a I’échelle du sous-pixel n’est donc que le résultat de couplages entre échelles
et d’interaction horizontale. Ty v (u) correspond 4 la réplique de I’hétérogénéité du milieu,
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Tg’ ¥ (u*) a I'atténuation (cas extinction) et & la réplique (cas diffusion) de I’hétérogénéité du
rayonnement incident, Tf 4 (uT) aux résultats des interactions des échelles plus fines.

Pour ’AMR de Meyer, il en est a peu pres de méme, mais Ty, , 4, 70 (voir fig 3.11b).



93

Chapitre 4

Mise au point d’un nouveau code
de calcul du transfert radiatif

L’analyse en ondelettes de I’Equation du transfert radiatif détaillée au chapitre précédent
permet de formaliser le probleme du transfert radiatif en milieu hétérogene : la présence dans
le champ d’extinction de fluctuations aux échelles inférieures a celle des pixels dits d’approxi-
mation créent des sources additionnelles identifiables. Nous avons pu ainsi écrire 'ETR a
Iéchelle des pixels d’approximation (équation 3.103), dans laquelle des termes additionnels
apparaissent, et ceux-ci résultent des interactions entre les échelles. De plus, la partie 3.7 com-
porte quelques premieres analyses de ces interactions. Toutefois, ces analyses ont un caractere
local : elles ne permettent pas de quantifier 'importance des petites échelles dans le champ
de rayonnement final. Pour cela, il faut calculer les quantités radiatives. Dans ce but, un code
de calcul du transfert radiatif a été mis au point, basé sur la méthode de Galerkin-ondelette
apliquée a 'ETR. Par la suite, on donne a ce code le nom de WaveNum. Il est la traduction
dans un langage de programmation de ’écriture des équations établies au chapitre 3. Il est
basé sur la décomposition azimutale en série de Fourier de ’Equation du Transfert Radiatif,
sur la méthode des ordres successifs de diffusion, et sur la décomposition horizontale mul-
tirésolution de type ondelette de I’équation. Seul le coefficient d’extinction est hétérogene. La
séparation des fluctuations élémentaires de types ¢ et ¢ des champs de radiances et de coeffi-
cient d’extinction, la séparation des équations a I’échelle des pixels d’approximation a ’échelle
sous-pixel, permettent de faire apparaitre dans le calcul les sources additionnelles dues aux
hétérogénéités sous-pixel des propriétés optiques du milieu. Ces séparations empéchent une
écriture matricielle complete de I'équation. En 1’état, le code n’a pas vocation et ambition
d’étre le plus performant possible en terme de rapidité de calcul. D’ailleurs, le calcul se fait
avec le logiciel de calcul MATLAB, qui est réputé pour n’avoir pas les meilleures performances.
Ce code n’a pas été construit pour résoudre le transfert radiatif par un nouveau moyen, afin
de concurrencer d’autres codes de calcul existants : il a pour l'instant vocation a étre un
modele instrument [Brissaud et al. 1990], un outil d’analyse des problemes d’échelle dans le
transfert radiatif, un modele flexible et adaptable pour I’étude du transfert radiatif “3D”.

On détaille dans ce chapitre comment les ETR multirésolutions sont résolues numériquement,
quels choix ont été faits. La premiere section détaille les aspects radiatifs de cette résolution,
et n’est pas originale : elle reprend quelques solutions numériques classiques. Sont ensuite
abordés les aspects numériques a prendre en compte dans ce type de modélisation. La sec-
tion suivante aborde les aspects liés a l'utilisation de la méthode de Galerkin-Ondelette :
la séparation des quantités radiatives est explicitée, ce qui fait apparaitre les sources addi-
tionnelles dues aux hétérogénéités sous-pixel du champ d’extinction ; les criteres de choix, en
particulier numériques, des AMR ; la vacuité de composants de connexion. Enfin, quelques
informations sont données sur les caractéristiques actuelles du code.
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4.1 Résolution des ETR multirésolutions : aspects radiatifs

Voyons d’abord les aspects radiatifs, en particulier comment la fonction de phase est
représentée et choisie, comment les ETR sont intégrées et ’augmentation de I'ordre de diffu-
sion est réalisée.

4.1.1 La fonction source

La fonction source [ P (f’, ﬁ, 94 ) N (f’, o ) dwg, doit étre calculée. La fonction de phase
a7

est décomposée suivant des polynomes de Legendre. L’intégrale est calculée au moyen de
quadrature.

4.1.1.1 Représentation de la fonction de phase

Il est classique de décomposer la fonction de phase sur une famille de polynoémes or-
thogonaux, en particulier les polynomes de Legendre [Chandrasekhar 1960] [Thomas and
Stamnes 1999 :

P(cos©) = ZwlPl(cos 0) (4.1)
1=0

avec cos© = pp' + (1 — M2)1/2 (1- ,u’2)1/2 cos (¢ — ¢'). En pratique, la somme se fera sur un
nombre fini de termes, M.
La décomposition azimutale de la fonction de phase (voir éq. 3.31) s’écrit :

M
PO,0)=PQ- ) = Z P (,u,u/ +(1- ,u2)1/2 (1- u'2)1/2 cos (¢ — gb’)) cos [m (¢ — ¢')]

m=0
(4.2)
On a ici allégé I’écriture et enlevé la dépendance de P par rapport a 7. A partir des équations
4.1 et 4.2, et en exploitant le théoreme d’addition des harmoniques sphériques, on peut séparer
les angles p et p/ et obtenir :

N M
Ploos®) = Y 1 | BP0 () +2 3 {1 el PP B (1) cos m (6 - ¢>’)]] (43)
=0 m=1

avec P"(u) les polynémes de Legendre associés (détail de cette décomposition dans
[Thomas and Stamnes 1999]).
En inversant les ordres de sommation, on écrit :

M N

P(eos©) = 3 (2~ Bo.0) 3 P () B (1) cos [m (6 — )] (4.0
m=0 l=m

avecwl"l:wlg_;z;i,l:m,...,N, 0<m<N (4.5)

En pratique, 'ordre de décomposition de Legendre de la fonction de phase sera le méme
que 'ordre de décomposition de Fourier azimutale.
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Les équations 3.56 et 3.57 sont modifiées et on obtient la fonction source de premier ordre
(diffusion du rayonnement collimaté) et d’ordre (k — 1) :

(a2 2 pie, 1), w3> (4.6

w
= 05,1(2 — do,m) OZZ a, V1) (2) (fv, ¥2) (2, ko) Tw, v, v, sz P ()" (o)

l=m

et

1
<(1—5k1 woa /]5 u,u Nk 1(mzu)du \P3> (4.7)
-1

1

= (1= 0k1) (2 — Go.m) ‘”022 (o, 1) (2)T, ., %Zwl P (i )/sz(u’) (N*,w2) (2, 4) dpf
\Ijl 2

l=m —1

On le voit dans I’équation 4.7, la séparation des angles p et p' permet de calculer plus
simplement la fonction source.
Dans cette étude, nous avons choisi la fonction de phase de Henyey-Greenstein :

1—g2

Pric(cos ©) = (1+ g2 — 2gcos ©)3/2

(4.8)

L’intérét de cette fonction de phase est qu’elle ne dépend que d’un parametre, le parametre
d’asymétrie g, et que ses coefficients de Legendre sont tres simples :

w; = (21 + 1)g". (4.9)

C’est 'une des raisons qui expliquent 1'usage courant de cette fonction dans la communauté
du transfert radiatif [Lenoble 1993].

Pour représenter une fonction de phase tres asymétrique (|g| >> 0), il est nécessaire
d’utiliser un ordre de décomposition élevé, sans quoi la diffusion arriere est tres oscillante.
C’est pourquoi nous avons commencé par utiliser le cas particulier qu’est la fonction isotrope
Prc(cos®) = 1 obtenue pour g = 0, soit wy = 1 et w; = 0 quand [ > 0. L’allure de la
fonction de phase d’Henyey-Greenstein est donnée figure 4.1 pour quelques valeurs de g.

4.1.1.2 Formule de quadrature angulaire

Une méthode classique consiste a calculer 'intégrale par une combinaison linéaire pondérée
des valeurs P (u™, i') <N ('), \Il> en certains points de discrétisation : ce sont les méthodes

de quadrature [Chandrasekhar 1960]. Les points en question sont appelés points de quadra-
ture et des poids leurs sont associés. Soient (,ul, 2y eey ,qu) les points de quadrature et leurs
poids associés (W (u1), W (u1) ... W (un,))-

L’intégrale est approximée par :

PGty (N ) W) i —Zw ) P (o) (NI () )

+2W(u}*)P(/~L, u}-’)< o (157) \I/> (4.10)
j=1
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Henyey-Greenstein Function for 0.8 <= g <=0.96
T T T T

.
— g=0.80
— g=0.84
— g=0.88
—— g=0.92
3k — g=0.96 |

log10(Henyey-Greenstein(x))

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Scattering Angle (© in deg)

F1G. 4.1 — Allure de la fonction de phase d’Henyey-Greenstein pour quelques valeurs de g

Points de = 0001 0.9446  0.8656 0.7554 0.6179 0.4580 0.2816 0.0950
quadrature
Poids de ) 4571 0.0623 0.0951 01246 01496 01691 0.1826 0.1894
quadrature

TAB. 4.1 — Points et poids de Gauss pour les radiances montantes et pour 8 angles

Différents schémas de quadrature sont disponibles, des schémas fermés, ouverts (u1, pi2, ..., pn,
avec p11 > 0, py, < 1.), et semi-ouverts. Dans notre cas, un schéma ouvert en zéro (angle
zénithal de 90°) est nécessaire parce qu’on ne peut pas calculer la valeur de la dérivée pour
cet angle.

La quadrature utilisée ici est le schéma ouvert de Gauss-Legendre (ou de double Gauss-
Legendre quand on veut séparer les deux hémispheres). Les points de quadrature de Gauss-
Legendre correspondent aux zéros des polynomes de Legendre. [Chandrasekhar 1960] donne
une condition entre le nombre de points de quadrature n et 'ordre maximal des polynomes
de Legendre N pour que l'intégrale soit exacte :

dn —1> 2N (4.11)

En pratique, cette condition n’est pour l'instant pas respectée pour des raisons liées aux
contraintes du calcul numérique. La table 4.1 donne les points et les poids de quadrature pour
un schéma de Gauss simple et pour 8 angles entre 0° et 90° & la précision 10~%. Une précision
plus grande est utilisée dans le calcul (10714).
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4.1.2 Intégration numérique des ETR multirésolutions

L’Equation du Transfert Radiatif est une équation locale. La résolution du transfert radia-
tif se résout par 'intégration de cette équation. L utilisation de quadrature ouvre la voie vers
la résolution de I’équation du transfert radiatif par un systéeme linéaire d’équations couplées
d’inconnues N (p;), i = +1,..,+n. La résolution de ce systeme linéaire peut se faire matri-
ciellement par la recherche de valeurs et de vecteurs propres : c’est la méthode dite des
ordonnées discretes. Par exemple pour la solution a deux flux, la solution complete est une
combinaison linéaire des solutions exponentielles pour les deux valeurs propres du systeme
[Thomas and Stamnes 1999]. Par exemple, le code DISORT de la NASA est basé sur ce prin-
cipe. Associée & une méthode de adding-doubling, cette méthode permet de résoudre en une
fois le transfert radiatif dans tout le nuage. C’est ce qui est utilisé dans [Stephens 1988a] et
[Stephens 1988b].

Cependant, dans cette premiere tentative pour résoudre les équations du transfert radiatif
sous forme multirésolution, nous utilisons une approche plus primitive de 'intégration des

. . . . .. dN N(z+Az)—N(z
équations. Le gradient vertical est exprimé sous sa forme explicite : — = ( ) (2) .

Cette approche nous permet d’étudier 'effet du pas vertical sur Zla solution, ﬁ’gtudier le
phénomene de Gibbs (a lorigine de bruit numérique se propageant a partir des points de
discontinuités et tres problématique pour l'analyse en ondelettes tout autant que l’analyse
en Fourier), et d’étudier le probleme du transport horizontal du rayonnement réalisé par le
terme de dérivée horizontale.

Des allers et retours dans le nuage réalisent 'intégration numérique des équations et ’aug-
mentation de 'ordre de diffusion (voir les figures 4.2). Ils permettent d’obtenir les fonctions
source pour chaque ordre de diffusion, de faire s’atténuer cette source le long de sa direction
de propagation et d’aller chercher pour chaque descente/montée dans le nuage la condition a
la limite basse/haute du nuage.

4.2 Aspects numériques

Des problemes numériques apparaissent lors de l'intégration numérique des équations. Ils
sont liés en partie a l'utilisation des AMR.

4.2.1 Probleme d’échantillonnage ou de discrétisation

Le probleme d’échantillonnage apparait lors du passage du continu au discret [Mallat
1998]. L’échantillonnage d’un signal sur l'intervalle 7' provoque la périodisation de la trans-
formée de Fourier de ce signal avec pour période 27 /T'. Si le support fréquentiel de fest inclus
dans [—7 /T, 7/T1], le théoreme de Shannon-Whittaker prouve que le signal continu peut étre
restitué par la donnée des valeurs échantillonnées de f. Si le support fréquentiel de f n’est
pas inclus dans [—7 /T, 7/T], la périodisation modifie la fonction f dans l'intervalle couvrant
une période, provoquant une modification (augmentation) du contenu a haute fréquence du
signal ; c’est le phénomene d’aliasing ou de repliement du spectre. Si le support fréquentiel
du signal est infini (comme pour une gaussienne par exemple), on aura théoriquement tou-
jours des problemes d’aliasing : le signal reconstitué passera bien par certains points du signal
initial, ceux échantillonnés, mais entre ces points, I'interpolation sera mauvaise. La fréquence
maximale & laquelle on a acces pour décrire harmoniquement (fréquentiellement) le signal est
appelée fréquence de Nyquist et vaut la moitié de la fréquence d’échantillonnage. Si le signal
a un support fréquentiel borné, une décomposition tronquée en Fourier pourra reconstituer
parfaitement le signal, pour peu que ’échantillonnage suffisamment fin du signal propose une
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Premiére descente dans le nuage n .
Premiére montée dans le nuage

(hypothése: surface basse sous-jacente totalement absorbante)
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FiGg. 4.2 — Schématisation des allers et retours dans le nuage, conduisant a I’obtention des
sources aux différents ordres de diffusion et a leur extinction
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fréquence de Nyquist supérieure a la borne haute du support fréquentiel, évitant ainsi les
problemes d’aliasing.

Inversement et c’est important dans notre cas, un calcul basé sur I’échantillonnage dans
I’espace de Fourier d’une fonction f implique la périodicité du signal f. Cette régle a été prise
en compte lors du calcul des coefficients de connexion de ’AMR périodique de Meyer, calcul
basé sur la définition analytique des fonctions de Meyer dans ’espace fréquentiel.

4.2.2 Phénomeéne de Gibbs

L’effet de Gibbs est un phénomene qu’il faut avoir a ’esprit quand on utilise une décomposition
de type ondelettes, car dans la grande majorité des multirésolutions “sur le marché”, cet effet
intervient. Le theme “phénomeéne de Gibbs et ondelettes” est traité tres en détail par [Walter
and Shen 2001].

De quoi s’agit-il? 1l s’agit d’un limitation intrinseque des bases orthogonales de type
Fourier ou ondelettes pour représenter parfaitement une discontinuité forte d’un signal. Les
valeurs différentes des limites a gauche et a droite en un point xg, produit un phénomene
d’“overshoot” en ce point, phénomeéne qui ne peut étre corrigé par une augmentation de
la décomposition. Contrairement au probleme d’échantillonnage pour un support fréquentiel
borné, il est vain d’augmenter la taille des échantillons pour espérer annuler ’effet de Gibbs :
il est intrinseque a cette méthode.

Cet effet est présent pour les multirésolutions habituelles proposant des fonctions d’échelle
appartenant a l’espace de Sobolev a l'ordre r, c’est-a-dire des fonctions d’échelle dont les
dérivées sont a décroissance rapide jusqu’a l'ordre r. C’est le cas des fonctions de Meyer.
Ainsi les calculs effectués avec la multirésolution de Meyer présentent un bruit numérique
de type Gibbs pour tout signal assez irrégulier. Les principaux problemes numériques auront
pour origine la propagation de ce bruit lors de l'intégration verticale des équations.

Selon [Walter and Shen 2001], les seules multirésolutions qui font exceptions et ne souffrent
pas d’effet de Gibbs sont celle de Haar et les multirésolutions proposant des fonctions d’échelle
a valeur positive.

4.2.3 Discrétisation verticale

L’intégration verticale des équations fournira des résultats corrects si le pas de discrétisation
est suffisamment faible. En effet, deux conditions sont a vérifier.

La premiére condition est que les phénomeénes physiques soient bien représentés. En effet,
I’Equation générale du Transfert Radiatif (3.15) est valable pour un volume élémentaire dans
lequel la diffusion est simple. Si ce n’est pas le cas, le milieu est optiquement plus épais et
la diffusion multiple a des chances de se produire. L’albédo de diffusion simple @, (7) n’est
plus alors judicieux pour quantifier la fonction source. Cela impose des volumes élémentaires
réduits quand le coefficient d’extinction est important.

La deuxieme condition est mathématique : la loi d’extinction de Beer obtenue par intégration
de I’équation 3.11 indique que I’énergie radiative décroit de facon exponentielle. Le développement
limité au premier ordre de la fonction exponentielle est e* = 1 + x + o(x). L’approximation
est correcte si x << 1.

Ces deux conditions imposent des pas de dicrétisation verticale limités. Ceci est d’autant
plus vrai plus pour les directions de propagation du rayonnement tres inclinées sur ’hori-
zontale (ds = dz/cos@). Par exemple, pour la direction la plus horizontale proposée par la
quadrature de Gauss, 1/ cos(85°) ~ 11.5). Quand le milieu est découpé en boites élémentaires,
il suffit de choisir des tailles de boite suffisamment petites. C’est pourquoi dans le code ra-
diatif SHDOM de Evans [Evans 1998], la grille est redécoupée localement quand 1’épaisseur
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optique est trop importante, en considérant qu’il y a homogénéité en dessous de I’échelle de la
grille initiale. [Lenoble 1985] donne une condition empirique reliant la discrétisation verticale
a utiliser a I’épaisseur optique locale maximale et a la valeur minimale du cosinus des angles
zénithaux considérés.

Quand on utilise suivant les directions horizontales une décomposition spectrale des fonc-
tions radiances, que devient le critere pour respecter ces conditions ? [Stephens 1988a] propose
un critere lié & la méthode des ordonnées discrétes qu’il utilise. Dans notre cas, nous avons
estimé la discrétisation verticale a adopter de fagon empirique et a partir de considérations
portant sur le terme de dérivée horizontale. En effet, & cause de ce terme dérivée,
I’énergie du signal & haute fréquence augmente beaucoup. Ce probleme apparait également
en analyse spectrale de type Fourier tout simplement parce que (/) = ine™® : la dérivée
induit des termes élevés a haute fréquence. Ceci est I’équivalent du terme 27 en facteur dans les
équations 3.81, 3.82 et 3.83, terme compris dans la matrice (§W1,¥3). Si le pas de discrétisation
verticale du schéma numérique est trop important, cette augmentation d’énergie a petite
échelle, associée aux effets de Gibbs, devient incontrolable. Dans notre étude, le terme dérivée
est représenté par :

tan 92<Kf’“,\1/1> (60, 03) . (4.12)

vy

Le probleme apparait donc surtout pour des directions de propagation tres inclinées sur

I'horizontale (tan(85°) ~ 11.4). La valeur maximale des coefficients dans la matrice de

différentiation (0W;,¥3) sera également a considérer. Elle dépendra de I’analyse multirésolution.
On reviendra sur cet probléme dans le paragraphe 4.4. Un critére empirique a été retenu dans

ce travail : la discrétisation verticale doit respecter la relation :

pas
max(tan (0¥, ¥3)———) < 0.2, 4.13
( (001, 3) domaine) ( )
avec pas : le pas vertical et, domaine : la dimension d’une période horizontale.
Concretement, cette augmentation d’énergie a haute fréquence nous a obligé a employer
une technique de filtrage.

4.2.4 Filtrage

Le traitement du terme dérivée demande un filtrage a haute fréquence des fonctions ra-
diance. Filtrer les hautes fréquences est une pratique commune pour la résolution numérique
de I’équation de Navier-stokes a cause de sa non-linéarité. Ici, cette opération est tres délicate,
car on ne doit pas “tuer” les hautes fréquences puisqu’on s’intéresse a leurs effets a plus grande
échelle. Utiliser 'TAMR de Haar et filtrer les coefficients de Haar a petite échelle n’est pas une
bonne solution, car les fonctions de Haar étant tres mal localisées fréquentiellement, on mo-
difie ainsi toutes les échelles spectrales. En revanche, le filtrage des coefficients d’ondelette de
Meyer répond bien au probléme, les ondelettes de Meyer étant bien localisées spectralement.
Quand on utilise 'AMR de Haar, cela suppose de “jongler” avec les coefficients en ondelette
des deux multirésolutions. Pour éviter des allers et retours entre les deux représentations,
on utilise les matrices de passage HM et M H définies au paragraphe 3.6.2.3.3. La figure
4.3 illustre le filtrage opéré sur les coefficients de Meyer (fig. 4.3a) et la conséquence sur les
coefficients de Haar (fig. 4.3b). Dans ces figures sont représentés les vecteurs des coefficients
de Meyer et de Haar. Pour une échelle de résolution L = 7, les vecteurs sont de dimension
128, et les 64 dernieéres valeurs correspondent a celles des 64 coefficients d’ondelette d’échelle
la plus fine. Les courbes en bleu indiquent les valeurs des coefficients avant le seuillage, les
courbes en rouge les valeurs apres le seuillage. On observe que le seuillage des coefficients de
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Meyer a I’échelle la plus fine entraine un filtrage des coefficients de Haar sur toute la gamme
des échelles (au sens de Haar).

4.3 Aspects concernant 1’analyse multirésolution
4.3.1 Séparation des quantités radiatives

Un des intéréts de 'approche développée dans ce travail de these est de pouvoir détailler
les interactions élémentaires a ’origine des valeurs moyennes des flux et radiances dans chaque
“pixel” d’approximation. Les quantités radiatives moyennes @, & une certaine échelle et loca-
lisées, sont proportionnelles aux coefficients d’échelles (@, ¢) des champs de rayonnement :

(M

— J : échelle d’approximation

Qk) =22 (@, k) avec { k : indice de pr())rs)ition, kel0;27 —1] (4.14)
On distingue dans le calcul, d’une part les quantités radiatives dites a [’échelle, conséquences
de l'interaction du rayonnement par le champ nuageux hétérogene représenté seulement par ses
coefficients d’échelle (donc une version basse résolution de la variabilité nuageuse), et d’autre
part les quantités radiatives dues aux interactions sous-pixel, sources additionnelles, résultat
de leffet des fluctuations aux petites échelles du champ nuageux. Les quantités qui sont
résultat des interactions a [’échelle seront indicées ; , et celles qui résultent des interactions
sous-pixel via un couplage entre les échelles seront indicées gp. Ainsi, quand un calcul fera
intervenir un coefficient d’ondelette du champ d’extinction, le résultat de cette interaction
élémentaire sera indicé gp.

WaveNum manipule (et fournit) donc deux familles de coefficients de champs de radiances,
une famille ; et une famille 4,;. Cet objectif de séparation des quantités radiatives a pour
conséquence une écriture particuliere et orientée du code de calcul, et un doublement (ou
presque) du nombre d’opérations lors de son exécution. Les deux familles de coefficients ne sont
pas indépendantes : si les coefficients indicés j se calculent indépendamment des coefficients
sub, ces derniers en revanche dépendent des premiers : quand une interaction élémentaire fait
intervenir un coefficient indicé ; du champ de radiance et un coefficient d’ondelette du champ
d’extinction, le résultat de l'interaction porte 'indice gyp.

Ainsi, on notera par la suite, d'une part fluxy et radiancey, d’autre part fluxg,, et
radianceg,, les flux et radiances calculés respectivement a [’échelle et dus aux interactions
entre échelles. La somme de ces quantités radiatives fournit le champ de rayonnement total
noté sans indice, conséquences de la totalité des interactions entre le champ de rayonnement
et le champ nuageux. C’est ce dernier champ de rayonnement qui sera comparé au début du
chapitre suivant avec les résultats de simulations des codes SHDOM et Monte Carlo, ceci afin
de valider le calcul.

4.3.2 Choix de la multirésolution

Comme nous 'avons vu aux chapitres 2 et 3, il n’y a pas de multirésolution “parfaite”,
et le choix de ’AMR va dépendre de 'application. Dans ce qui nous préoccupe, deux points
sont a considérer.

En premier lieu, quelle est la “vision” que nous impose ’AMR ? Nous avons vu au chapitre
2 que le principe d’Heisenberg fait qu’on ne peut pas avoir une bonne localisation des fonctions
a la fois dans le domaine spectral et dans le domaine physique. Le choix d’une AMR nous
fera préférer un domaine plutot que 'autre. Est-ce utile dans notre cas d’avoir cette double
localisation 7 Qu’entendons-nous en fait par interaction entre échelles : est-ce entre les échelles
spatiales 7 L’AMR de Haar propose alors une vision tres claire des échelles et des interactions.
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Fia. 4.3 — Effet du filtrage a la plus haute fréquence.
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Est-ce au sens des nombres d’onde? Dans ce cas, les AMR de Meyer et de Shannon sont
préférables. Ce débat est-il seulement conceptuel 7 Un des objectifs de cette these est d’essayer
de répondre & ces questions.

En deuxieme lieu, PAMR utilisé doit nous permettre un calcul précis et faisable. Le cal-
cul sera précis si I’évaluation des coefficients de connexion est bonne. Il sera faisable en
considérant les performances actuelles et a venir des matériels informatiques, en terme de
rapidité d’exécution, de capacité de stockage, de mémoire vive.

Nous détaillons ci-dessous les qualités et défauts des AMR de Meyer et de Haar, puis nous
nous intéressons aux aspects numériques concernant les composants de connexion.

4.3.2.1 AMR de Meyer versus AMR de Haar

Ces deux AMR ont été utilisées car elles sont trés opposées 'une de lautre. L’AMR de
Shannon n’a pas été retenue a cause de la trés mauvaise localisation de ses fonctions dans
I’espace physique. L’AMR de Meyer parait étre un bon compromis.

Comme nous 'avons dit, I'intérét de TAMR de Meyer est la bonne localisation des fonc-
tions dans le domaine fréquentiel. Si nous adoptons le point de vue échelle = nombre d’onde,
I’AMR, de Meyer est bien placée pour étudier les interactions entre échelles.

Le calcul des coefficients de connexion de Meyer n’est pas trivial. L’utilisation classique des
filtres miroirs conjugués pour calculer ces coefficients [Perrier and Wickerhauser 1999] n’est
pas la bonne solution car ces filtres sont forcément tronqués. Nous ’avons vu dans la partie
3.6, les définitions analytiques dans I’espace de Fourier des fonctions de Meyer permettent, via
le théoreme de Parseval, d’exprimer analytiquement les coefficients de connexion d’interaction
et de différentiation. La périodisation du probléme permet, moyennant précautions, de faire
le calcul a partir de ’espace de Fourier des coefficients de connexion par des transformées
de Fourier inverse. Les propriétés d’invariance des coefficients de connexion permettent de
ne calculer que le noyau des coefficients suffisants, les autres en étant déduits. Le détail du
calcul des coefficients de connexion de Meyer et leurs propriétés sont donnés respectivement
dans les annexes C et B. De plus, cette AMR est performante pour traiter le terme dérivée
horizontal car elle donne une approximation de la dérivée exacte. Cependant, comme nous
allons le voir, des bruits numériques apparaissent avec cette AMR, dus au phénomene de
Gibbs, qui n’existent pas pour ’AMR de Haar, et les fonctions de Meyer n’étant pas tres
bien localisées dans I’espace physique, le tenseur d’interaction sera beaucoup plus plein donc
le calcul beaucoup plus lourd. Cette lourdeur des calculs risque d’étre déterminante dans le
choix de PAMR utilisée.

Le grand intérét de ’AMR de Haar réside dans la définition simple des fonctions d’échelle
et d’ondelette et la compacité de leurs supports physiques. Si nous adoptons le point de
vue échelle=taille d’un support dans le domaine physique, '’AMR de Haar est alors la mieux
placée pour étudier les interactions entre échelles. Les conséquences de ces définitions sont
des interactions entre échelles résumées a l’essentiel, donc une grande vacuité du tenseur
d’interaction, pas de phénomene de Gibbs présent, et des coefficients d’interaction calculables
a la main. Par contre, comme on I’a déja remarqué, I’évaluation correcte du terme dérivée pose
probleme. On en voit une illustration sur la figure 4.5 que nous commentons au paragraphe
suivant.

Enfin, pour étre physiquement interprétables, il faut que les interactions soient décrites
clairement dans cet espace multirésolution. Or, nous nous intéressons a l’effet des fluctuations
sous-pixel a ’échelle des pixels d’approximation. La notion de valeur moyenne au sens de
PPAMR est importante. Seule ’AMR de Haar propose une vision basse résolution des signaux
qui corresponde & la moyenne vraie de ces signaux a P’échelle 277 de la fonction d’échelle. Elle
correspond a l’observation du champ par un instrument de mesure a la résolution dégradée
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FIG. 4.4 — Signal périodique & 1’échelle de 6.4 km (28 points), et son approximation par deux
AMR. Echelle d’approximation J = 4.

(fig. 4.4a), qui fait la moyenne de I’énergie qu’il regoit depuis un pixel . Dans le cas de TAMR
de Meyer, la méme reconstruction fournit une “moyenne” du signal dans un sens différent
et propre a cette multirésolution (fig. 4.4b). L’instrument de mesures qui est définit alors ne
réalise plus la moyenne au sens classique a ’échelle d’un pixel, mais est sensible aux fonctions
d’échelle p; de Meyer. Il en est de méme pour toutes les AMR autres que Haar.

4.3.2.2 Choix d’une multirésolution hybride ?

Les propriétés et qualités des AMR, de Meyer et Haar ne permettent pas de les départager
et de faire un choix.

L’AMR de Meyer permet de traiter convenablement la dérivée des fonctions, mais souffre
d’effet de Gibbs. Cet effet intervient dans le calcul des termes produit et dérivée, mais c’est
essentiellement le terme dérivée qui pose probleme. Le calcul de la propagation du rayonne-
ment dans des directions tres proches de 'horizontale est accompagné d’un bruit numérique
maximal qui s’amplifie (di, on I’a vu, aux effets de Gibbs), et qui se propage a son tour, via
la fonction de phase, vers les autres directions.

L’AMR de Haar ne souffre pas d’effets de Gibbs, mais sa faiblesse réside dans le traitement
du terme dérivée. Le probleme du choix de ’AMR doit étre examiné numériquement, et porter
sur le terme de dérivée horizontale.

Pour cette étude, nous avons testé les AMR de Haar et de Meyer. Nous avons également
envisagé une AMR hybride, notée multirésolution “HM”, qui tente d’exploiter les qualités
des deux AMR de Haar et Meyer. Le calcul du terme produit se fait & ’aide de PAMR de
Haar, évitant ainsi la présence d’effet de Gibbs pour ce terme; le calcul du terme dérivée
se fait a I’aide de ’AMR, de Meyer. Pour éviter les allers et retours entre les deux espaces
multirésolutions, on a défini une nouvelle matrice de différentiation (§W1,¥3);,,, qui définit
en quelque sorte un nouveau schéma de différentiation pour ’AMR de Haar.

Afin de tester ’ensemble des AMR, nous avons simulé le transport a travers une at-
mosphere transparente d’un rayonnement hétérogene dans une direction inclinée de 10° par
rapport a ’horizontale. Pour une hétérogénéité de type sinusoidal avec peu de périodes, les
résultats obtenus avec ’ensemble des trois AMR se superposent et sont corrects. Pour une
fluctuation du rayonnement incident beaucoup plus “chahutée” (ici la fluctuation générée par
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Fig. 4.5 — Transport horizontal du rayonnement, réalis¢é au moyen de différentes mul-
tirésolutions.

un processus a cascade bornée utilisé par la suite), les trois calculs donnent des résultats
differents. On visualise sur la figure 4.5 le transport exact (obtenu par une translation du si-
gnal d’origine, respectant et 1’angle d’incidence et 1’épaisseur du nuage), ceux obtenus avec les
AMR de Haar, Meyer, le calcul hybride “HM”, et avec un calcul utilisant le schéma classique
de différences finies centrées (+1/2,-1/2), ceci afin de vérifier si, en pratique, la différentiation
de Haar et ce schéma sont équivalents [Beylkin 1992]. On observe que les schémas différences fi-
nies et Haar donnent des résultats parfaitement confondus, ce qui était prévisible. Les schémas
Meyer et hybride “HM” donnent aussi des résultats parfaitement confondus, ce qui est remar-
quable. Les résultats obtenus avec ’AMR de Meyer (et donc également HM ) sont proches du
transport vrai, avec toutefois la présence de bruit a petite échelle avant la discontinuité cen-
trale du signal, manifestation du phénomene de Gibbs inhérent a 1'utilisation des ondelettes
de Meyer. Le transport avec d’AMR de Haar n’est pas treés bon pour ce type de signal, alors
qu’il est tout a fait comparable avec le schéma de Meyer pour des signaux plus réguliers. Le
transport des petites échelles ne se fait donc pas correctement. Il est assez surprenant que le
schéma de différences finies produise ce bruit car un tel schéma a plutot tendance a filtrer les
signaux (voir annexe D). On peut remarquer que la présence de bruits avant la discontinuité
centrale pour le calcul avec Haar n’est pas a la plus petite échelle. La comparaison des spectres
d’énergie de ces signaux n’est pas montrée ici, mais ces spectres sont tous tres proches : c¢’est
bien dans la phase qu’il y a une différence, d’ou résulte la différence des signaux reconstitués.

4.4 Aspects numériques concernant les composants de connexion

L’intérét de voir apparaitre les deux composants de connexion tenseur d’interaction et
matrice de différentiation dans 'ETR générale est aussi numérique. Le calcul de ces compo-
sants se fera une fois pour toutes au début de la simulation, et ils seront juste appelés par
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le programme au cours de celle-ci.

4.4.1 Vacuité du tenseur d’interaction

Le tenseur d’interaction est le composant qui est numériquement le plus lourd : il est de
dimension trois et pour 2¥ points, il est de taille 2 x 2F x 2L, En fonction des AMR, ce
tenseur est plus ou moins vide. L’exploitation de la vacuité du tenseur d’interaction sera d’un
grand intérét numérique afin d’aller en direction d’un schéma de calcul dit adaptatif et de
sauver de la place mémoire. Le calcul sera effectivement adaptatif si les zéros présents dans
la matrice ne sont pas appelés. Pour cela, il faut rendre les matrices éparses, c’est a dire ne
garder en mémoire que les adresses des coefficients non nuls et leurs valeurs. Cette opération
est intéressante si la matrice contient moins de un tiers de valeur non-nulles. On va le voir,
’AMR de Haar est tres intéressante de ce point de vue.

La table 4.2 donne le pourcentage de vide pour le tenseur d’interaction de Meyer pour
différents seuils de coefficients et pour les échelles de résolution L = 7 (on définit donc 2© = 128
points dans 'espace physique), et d’approximation J = 3 (on a donc 8 pixels d’approximation
ou 8 fonctions d’échelles ). Un calcul précis se doit de prendre en compte tous les coefficients

seuil 1078 1077 106 10° 107% 1073 1072 107! 1
Videen % 10.1 209 386 57.6 714 829 92,5 983 99.87

TAB. 4.2 — Vacuité du tenseur d’interaction en fonction du seuil AMR de Meyer
de connexion. Dans ce cas, la vacuité du tenseur est tres faible. Une étude est a faire sur

Peffet du seuillage des coefficients. Dans le cas de ’AMR de Haar, le tenseur est vide a 99.94
% sans seuillage! L’intérét numérique de ’AMR de Haar est évident.

4.4.2 Vacuité de 'opérateur effectif d’interaction

Outre la vacuité du tenseur, la capacité de ’AMR a représenté économiquement les signaux

est & prendre en compte. L’opérateur effectif d’interaction, noté T’ et défini au paragraphe
W, V.
3.59 par : ’
T = Z (a,¥1) (2)Tw,,v,,v, (4.15)
A PRVE 7,

prend en compte la vacuité du tenseur d’interaction Ty, w, w, propre & 'AMR utilisée et la
représentation du coefficient d’extinction par ’AMR. On visualise dans les figures 4.6 et 4.7 la

vacuité de T pour les deux fluctuations nuageuses horizontales utilisées dans le chapitre
W, Uy
suivant. La figure 4.6 représente la vacuité de T’ dans le cas d’une fluctuation sinusoidale et
W, Uy

au seuil de 107! La vacuité au seuil de 10~ 'dans le cas de TAMR de Haar est de 95.7%, contre
90.3% pour Meyer. En outre, ce composant propose plus d’interactions entre échelles (termes
non diagonaux) pour ’AMR de Haar que pour celle de Meyer tout simplement parce que la
sinusoide est représentée par 'AMR de Meyer au moyen seulement des fonctions d’échelles
et des ondelettes a la plus grande échelle J, alors que la décomposition de la fonction sinus
sur ’AMR de Haar est plus fournie. Au niveau de la vacuité de ce composant, la propriété
de vacuité du tenseur d’interaction I’emporte toutefois sur la qualité de la représentation du
coefficient d’extinction.
Dans le cas du nuage “cascade bornée”, on obtient au seuil de 10° (fig. 4.7) :
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La vacuité au seuil de 10° dans le cas de TAMR de Haar est de 98.7%, contre 97.7%
pour Meyer. Mais ce qui est plus intéressant, c’est de regarder comment cette vacuité varie
en fonction du seuil (table 4.3) : pour un seuillage beaucoup plus faible, ’avantage sera bien
str encore donné a ’AMR de Haar.

seuil 108 107 105 10° 107* 102 1072 107! 1
Vide en %
AMR de Hanp 0443 9443 9443 9443 94434 0443 9443 94.66 98.73

Vide en %

AMR de Meyer 0.01  0.28 297 1235 25.13 38.15 56.25 82.87 97.75

TAB. 4.3 — Vacuité de I'opérateur effectif d’interaction pour le nuage cascade bornée en fonc-
tion du seuil

On mesure sur ces deux exemples & quel point le choix de ’AMR est important numériquement.

Quand le seuil est beaucoup plus faible, T est presque autant vide pour ’AMR de Haar
AWy, Uy
et quelque soit le milieu, alors qu’avec TAMR de Meyer, il se remplit treés vite.

En pratique, le calcul de Z (o, V1) (2)Tw, v, w, qui donne T’ est fait une fois pour
AWy, Uy
U,y

toutes au début de la simulation. Si le milieu est hétérogene verticalement, ce calcul devra
étre fait pour chaque couche horizontale.

A coté de 'importance numérique de la vacuité des composants de connexion, revenons
ici sur 'importance des valeurs maximales dans la matrice de différentiation (0¥;,¥3). On a
vu que ces valeurs maximales jouent un role dans la discrétisation verticale a adopter. Pour
des échelles d’approximation J = 3 et de résolution L = 7, et pour les AMR de Meyer, de
Haar et ’AMR hybride HM, les valeurs maximales de (§¥1,¥3) sont respectivement de 176.5,
67.9 et 135.9. De ce point de vue également, '’AMR hybride HM est intermédiaire entre les
AMR de Meyer et de Haar.

4.5 Remarques sur les caractéristiques actuelles du code

Le code Wavenum développé pendant ce travail de theése est a 1’état de prototype. La
langage utilisé (MATLAB), le découpage vertical du nuage, 'augmentation des ordres de dif-
fusion réalisé par des allers et retours, la séparation des grandeurs radiatives en deux familles,
ne vont pas dans le sens de performances numériques. De plus, les propriétés éparses des
matrices ne sont pas véritablement exploitées. C’est la raison pour laquelle aucun paragraphe
n’est véritablement consacré aux performances numériques actuelles du code de calcul.

Donnons tout de méme quelques ordres de grandeur : pour 32 angles azimutaux, 8
angles zénithaux par quadrant, 128 points horizontaux, 1000 couches verticales, une tren-
taine d’ordres de diffusion, une décomposition azimutale d’ordre 16 et '’AMR de Haar :

— il faut environ 15 heures pour calculer toutes les grandeurs radiatives dans le nuage a
I’aide d’un PC muni d’un processeur Pentium 4, fonctionnant a la vitesse de 1.7 GHz et
muni d’'une RAM de 512 Mo, soit environ trente minutes par traversée de nuage,

— le stockage en mémoire des coeflicients d’échelle et d’ondelettes de tout le champ de
radiances et du champ de radiances lui-méme, reconstruit au cours du calcul, a I'intérieur
du nuage et pour 50 altitudes intermédiaires, représente environ 30 Giga octets. Ces
reconstructions intermédiaires ne sont pas indispensables et elles consomment du temps
de calcul.
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Chapitre 5

Résultats obtenus et premieres
analyses

Des simulations du transfert radiatif en atmosphere nuageuse hétérogene ont été réalisées
a 'aide du code de calcul WaveNum mis au point durant ce travail de these. Les analyses
multirésolutions de Meyer et de Haar, et ’AMR hybride HM définie aux chapitres précédents,
ont été utilisées, et différents types de nuage ont été testés. Ceci tout d’abord dans le but
d’appréhender les difficultés numériques que 'on peut rencontrer, la précision de calcul que
I’on peut obtenir, pour des hétérogénéités nuageuses tres différentes, et pour différentes AMR.
Les comparaisons des résultats obtenus par rapport a ceux de code référence tels que Monte
Carlo et SHDOM sont données. Elles montrent que les résultats sont en bon accord et que
les difficultés numériques sont en partie surmontées. Ces simulations variées ont également
pour objectif d’analyser les effets des hétérogénéités nuageuses sur les champs radiatifs a
I’aide de cette nouvelle approche multirésolution. Les questions qui se posent sont celles de
I'interprétation des résultats, de la dépendance du choix de ’AMR utilisée.

La section 5.1 détaille les simulations effectuées. Comme il a été dit dans la section 4.3.1,
WaveNum fournit les quantités radiatives indicées j et 4, respectivement calculées a [’échelle
des pixels d’approximation, et dues aux interactions sous-pixel. La somme de ces deux quan-
tités est égale aux quantités radiatives totales, notées sans indice, et conséquences de la totalité
des interactions entre le champ de rayonnement et le champ nuageux. Ce sont ces derniers
rayonnements, obtenus pour les différentes AMR, qui sont comparés dans la section 5.2 avec
les résultats de simulations des codes SHDOM et Monte Carlo, ceci afin de valider les calculs.

Puis, la section 5.3 analyse les quantités moyennes & I’échelle des 27 pixels d’approximation
et de la période nuageuse. La séparation des quantités radiatives en deux familles permet de
quantifier 'importance a plus grande échelle des hétérogénéités a petite échelle du champ
nuageux, et ceci pour les radiances et les flux. Les flux analysés sont le flux solaire direct
réduit, le flux diffus, ou la somme des deux pour le rayonnement descendant. Par exemple,
dans le tableau 5.2 de la page 131, on distingue les flux directs sortants du nuage a 1’échelle
des pixels d’approximation (8 premieres colonnes) et du nuage entier (derniére colonne), dus
aux interactions & ’échelle (dwn ), dus aux interactions sous-pixel (dwngy) et la somme des
deux (dwn).

5.1 Simulations effectuées

Les types de nuages testés ont en commun quelques caractéristiques géométriques, optiques
et les mémes conditions aux limites.

Les caractéristiques géométriques suivantes ont été adoptées :

— épaisseur du nuage = 250m
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— périodicité nuageuse suivant 1’axe horizontal Z avec une période de 6.4 km
— le nuage est uniforme dans la direction horizontale ¥ et verticale 2z’
— sommet et base du nuage sont plats,
Les résolutions spatiales et angulaires sont les suivantes :
— la résolution horizontale est de 50 m : 128 points définissent donc horizontalement le
nuage,
la résolution verticale est de 25 cm : le nuage est découpé en 1000 couches,

— 8 angles zénithaux décrivent un quadrant : ils sont disposés de fagon non réguliere et

imposés par le schéma de quadrature de Gauss utilisé,

— la résolution angulaire azimutale est de 12.5° soit 32 angles pour 360°.

Les angles sont repérés dans les tableaux et figures a venir par des indices. L’indice iphi
de I'angle azimutal vaut donc de 1 a 32, et iphi = 1 correspond a ¢ = 0°. Le tableau 5.1
fournit les angles zénithaux pour les radiances montantes et descendantes pour l'indice iquad
et selon la convention adoptée (fig. 3.2).

indice iquad 1 2 3 4 5 6 7 8

angle zénital (en °) 835 19.17  30.05 40.94 51.84 6274 73.64  84.55

(radiances montantes)

angle zénital (en ©)

. 95.45 106.36 117.26 128.16 139.06 149.95 160.83 171.65
(radiances descendantes)

TaB. 5.1 — Angles zénithaux définis par la quadrature de Gauss.

Les caractéristiques optiques suivantes ont été adoptées :

— on simule le transfert radiatif pour des longueurs d’onde visible, et les nuages sont
considérés purement diffusifs : @, = 1. Les nuages sont conservatifs (ils sont non-
absorbants), et la somme des flux sortants normalisés est égale a un (fig. 5.2).

— la fonction de phase est celle de Heney-Greenstein pour g = 0 et g = 0.7, et elle est la
méme partout dans le nuage.

La condition a la limite haute du nuage est un flux solaire entrant collimaté et homogene
avec un angle d’incidence zénithal de 160.83° (soit 19.17° par rapport & la verticale descen-
dante) et dans le plan ¢ = 0°. Il y a donc pas de rayonnement diffus entrant au sommet du
nuage. La surface sous-jacente est considérée comme étant purement absorbante (par exemple
une surface océanique).

Les caractéristiques des décompositions en séries orthogonales sont les suivantes :

— la décomposition azimutale en Fourier du champ de radiances fournit une composante

constante et 16 harmoniques,

— lordre de la décomposition en polynoémes de Legendre de la fonction de phase est imposé
par la décomposition azimutale en Fourier et vaut aussi 16,

— La résolution horizontale de 128 points fixe 1’échelle de résolution des AMR : L = 7.
L’échelle d’approximation J est fixée & trois : sont donc définis 23 = 8 pixels d’approxi-
mation.

Les nuages utilisés dans ces simulations sont homogenes verticalement. Le calcul n’est
pas basé sur cette homogénéité, comme le seraient des schémas de adding-doubling. Les
hétérogénéités horizontales n’ont pour l'instant pas pour vocation a étre réalistes. On s’aper-
cevra d’ailleurs qu’une hétérogénéité simple comme le nuage sinusoidal permet de faire une
analyse claire des interactions entre échelles. Deux types d’hétérogénéités horizontales ont été
simulés :

— Le nuage sinusoidal (fig. 5.1a)

La sinusoide est de période 1600 m, d’épaisseur optique moyenne égale a 1. A cause du
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passage a zéro de la distribution, la couverture nuageuse peut étre considérée comme
fractionnaire.
— Le nuage cascade bornée (fig. 5.1b)

Ce signal a été généré a laide du modéle dit a cascade bornée ([Cahalan 1994] et
[Marshak et al. 1994]). L’épaisseur optique moyenne est égale a 2. Cette distribution a
I’avantage de proposer des grands sauts d’épaisseur optique qui numériquement posent
probleme, ceci afin d’examiner le comportement du code de calcul pour ce type de
condition.

Epaisseur optique
-
Epaisseur optique

i i | i i
0 1 2 3 0 1 2 3 4 5 6
X (km) x (km)

(a) Nuage sinusoidal (b) Nuage ”cascade bornée”

Fia. 5.1 — Hétérogénéités nuageuses horizontales simulées.

Ces deux types de nuage idéalisés sont supposés représenter des stratus bas au dessus
d’une surface océanique.

Le choix de l'ordre de diffusion maximum dépend des nuages testés. Les simulations ont
été arrétées lorsque le bilan d’énergie a été fermé avec une précision de 0.5%. Les résultats
présentés correspondent pour le nuage sinusoidal & 29 ordres de diffusion et un bilan fermé a
0.02% pres, et pour le nuage cascade bornée a 26 ordres de diffusion et un bilan fermé & 0.5%
pres. Dans les deux cas, la diffusion est isotrope : ¢ = 0. Pour illustrer ce propos, on peut
voir sur la figure 5.2 I’évolution des flux normalisés sortants du nuage en fonction de l'ordre
de diffusion dans le cas du nuage sinusoidal et pour g = 0. Sont figurés les flux cumulés dus
aux interactions a 1’échelle, aux interactions sous-pixel et a la totalité des interactions. On
constate que le flux du aux interactions sous-pixel converge vers zéro : celles-ci ne créent donc
pas d’énergie dans le nuage, ce qui est rassurant! Ces interactions vont seulement modifier la
répartition angulaire de I’énergie.

Rappelons que trois analyses multirésolutions ont été testées : ’AMR de Meyer, de Haar,
et TAMR hybride “HM” définie aux deux chapitre précédents.

5.2 Comparaison des résultats avec SHDOM et Monte Carlo

Les flux totaux, résultats de la totalité des interactions, ou encore la somme des quantités
radiatives indicées ; et g5, sont maintenant comparées avec les résultats de simulations des
codes SHDOM et Monte Carlo.

Quand on compare des résultats de codes de transfert radiatif, la comparaison des ra-
diances vient souvent en deuxieme apres celle des flux car il est plus facile d’obtenir des flux
corrects que des radiances correctes. Mais les flux étant déduits des radiances, ce sont les
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Somme des flux normalisés sortants du nuage sinusoidal (g=0)
1.2 T T

4’ — flux dus a la totalité des interactions
04 - - flux dus aux interactions a I'échelle 7
= flux dus aux interactions sous—pixel
0.2 .
\,
\/
O N L L L L e .
-0.2 1 1 1 1 1
0 5 10 20 25 30

Fia. 5.2 — Evolution des flux normalisés sortants, a ’échelle de la période nuageuse, du nuage
sinusoidal en fonction de I'ordre de diffusion - g=0.

radiances qu’on va comparer en premier lieu ; I'interprétation de la comparaison des flux sera
plus aisée.

La comparaison des radiances n’est pas présentée sous forme polaire, car il faudrait pour
cela choisir seulement quelques points. Il est plus judicieux de présenter la comparaison des
radiances sur I’ensemble d’une période du nuage pour certaines directions angulaires. Cela
fera mieux apparaitre les difficultés numériques. La comparaison des flux se fera sur les flux
sortants du nuage, les flux directs réduits, diffus montant et descendant. Tous les flux et
radiances donnés ci-dessous sont normalisés par ’énergie entrant dans le nuage. Si des valeurs
de flux sont supérieurs & un, cela correspond a des effets de canalisation (ou channelling, en
anglais) du rayonnement : pour des raisons d’inhomogénéité horizontale, la colonne verticale
considérée est relativement éclairée par ses voisines.

Des précisions concernant le fonctionnement et les caractéristiques des simulations SHDOM
et Monte Carlo produites sont donnés dans 'annexe G. On précise en particulier la regle
concernant la précision des calculs Monte Carlo qui a justifié le lancement de 3.10° photons
sur le nuage pour une précision moyenne d’environ 1% sur les radiances.

5.2.1 Comparaison des flux et radiances sortants dans le cas du nuage sinusoidal

On montre ici les résultats uniquement pour ’AMR de Meyer, car ceux pour les
AMR de Haar et HM en sont treés proches. La discussion sur la différences des résultats en
fonction des AMR se fera avec le nuage “cascade bornée”. De plus, les résultats de WaveNum
sont comparés avec ceux du code Monte Carlo pour 'ordre maximal de diffusion “infini”, car
ceux pour lordre de diffusion 29 (I'ordre retenu pour WaveNum) sont trés proches.
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Fia. 5.3 — Comparaison de radiances montantes sortant du nuage sinusoidal — AMR de Meyer.
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Fia. 5.4 — Comparaison de radiances descendantes sortant du nuage

Meyer.
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5.2.1.1 Comparaison des radiances sortantes

Les figures 5.3 et 5.4 montrent respectivement la comparaison des radiances montantes
et descendantes, pour deux directions différentes : I'une tres verticale (fig. 5.3a et 5.4a) et
lautre tres proche de I'horizontale (fig. 5.3b et 5.4b). On rappelle que les correspondances
entre les indices iphi et iquad et les angles sont données dans la section 5.1 et dans le tableau
5.1. Pour des angles proches de la verticale (cas a), on constate un bon accord, méme si on
sousestime dans les deux cas les radiances dans les régions ou elles sont maximales, c’est-a-
dire des zones ou I’épaisseur optique est élevée. Et ceci n’est pas du au nombre fini d’ordre
de diffusion, car les résultats pour Monte Carlo aux ordres de diffusion 29 (non figurés ici)
et infini sont tres proches. Pour des directions proches de 'horizontale (cas b), le biais est
plus systématique et nos résultats sont toujours en dessous des résultats des codes référence.
Notons que les radiances Monte Carlo pour les angles zénitaux proches de 90° sont entachées
de bruits s’apparentant a des bruits statistiques. Pour ces angles, dans le cas de la figure 5.3b,
les plus faibles valeurs des radiances WaveNum et Monte Carlo sont proches, et il en est de
méme pour les valeurs les plus élevées dans le cas de la figure 5.4b. Ces valeurs pour ces deux
directions correspondent aux zones de faible épaisseur optique.

On constate donc que les radiances obtenues avec notre code de calcul sont assez proches
de celles obtenues avec les codes SHDOM et Monte Carlo. Le fait que ’accord est meilleur pour
des directions verticales plutot qu’horizontales tient au fait que I’épaisseur optique mesurée a
I’oblique dans ces directions horizontales est grande. Ceci est confirmé par le fait que pour des
directions verticales, on constate un plus grand écart pour les régions de plus forte épaisseur
optique. Rappelons ici (voir annexe pour plus de précisions et [Evans 1998]) que les radiances
SHDOM sont obtenues de fagon itérative : I'intégration angulaire des radiances fournit les
sources de diffusion, le calcul de 'extinction de ces sources de diffusion donne un nouveau
jeu de radiances qui fournit a son tour des sources qui, si 'ETR est équilibrée, sont égales
au premier jeu de sources. Ce calcul itératif garantit une fermeture du bilan d’énergie. Ce
type de calcul itératif n’existe pas dans notre code : nous ne sommes pas sir de la stricte
conservation de I’énergie partout dans le nuage. Une autre origine des écarts constatés se
trouve possiblement dans les faiblesses du schéma de quadrature utilisé (seulement 8 points
de quadrature par quadrant). Cet argument est détaillé dans le paragraphe suivant sur la
comparaison des flux diffus.

5.2.1.2 Comparaison des flux sortants

5.2.1.2.1 Flux direct transmis

La comparaison est faite ici uniquement avec SHDOM, le flux Monte Carlo étant confondu
avec SHDOM (fig. 5.5). On constate un bon accord du flux di au rayonnement direct réduit
calculé avec WaveNum et SHDOM : I’erreur relative maximale vaut 1.28 %, et cela correspond
aux valeurs les plus faibles; & 1’échelle du nuage, ’erreur relative moyenne vaut 0.059 %.

5.2.1.2.2 Flux diffus descendant sortant du nuage

La comparaison se fait ici avec les flux SHDOM et Monte Carlo, sorties founies directement
par ces codes, et avec les flux obtenus a partir de 'intégration des sorties radiances des codes
par le schéma de quadrature de Gauss utilisé dans le code WaveNum. On peut voir sur les
figures 5.6 que nos résultats sont proches des flux de sortie des codes de référence : tres
proches du flux Monte Carlo et légérement supérieurs au flux SHDOM pour les régions ou
le flux est maximal (fig. 5.6b), et trés proches du flux SHDOM et 1égerement supérieurs au
flux Monte Carlo pour les régions ou le flux est minimal (fig. 5.6¢). La comparaison avec les
flux SHDOM et Monte Carlo calculés a ’aide de la quadrature de Gauss confirme le biais
négatif de nos résultats pour les régions ou ’épaisseur optique est élevée, biais constaté sur les
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Fia. 5.5 — Comparaison des flux directs transmis — Cas du nuage sinusoidal.

radiances. On retrouve donc le point évoqué plus haut : si des écarts apparaissent au niveau
de la comparaison des radiances, c’est en partie du a la quadrature utilisée, et ce surtout pour
les angles faiblement inclinés. Les erreurs relatives constatés par rapport au flux SHDOM
sortie de code sont au maximum de 4.4 % (et ce pour les treés faibles valeurs des flux), et de
0.016 % a I’échelle du nuage.

5.2.1.2.3 Flux diffus montant sortant du nuage
Les flux étant normalisés, le flux diffus montant sortant du nuage correspond a la réflectance.
La comparaison se fait de méme que pour le flux diffus transmis par rapport aux deux flux
SHDOM et aux deux flux Monte Carlo (fig. 5.7).

On constate ici une bonne adéquation avec les flux Monte Carlo et les flux SHDOM déduits
des radiances par une intégration de Gauss. Les erreurs relatives constatés par rapport au
flux SHDOM sortie de code sont de 0.063 % & 1’échelle du nuage.

5.2.2 Comparaison des flux et radiances sortants dans le cas du nuage “cascade
bornée”

On montre ici les résultats obtenus pour les trois AMR Haar, Meyer et “HM” pour Wave-
Num. La comparaison est faite en particulier avec les radiances et flux Monte Carlo calculés
pour un ordre de diffusion limité et égal a celui de nos simulations, et pour un ordre de diffu-

sion “infini”. On différencie par la suite ces deux résultats Monte Carlo en les notant M (26
et MCoo.

5.2.2.1 Comparaison des radiances sortantes

Les figures 5.8 et 5.9 montrent la comparaison des radiances montantes sortantes pour
deux directions respectivement proches de la verticale et de I’horizontale. Les figures 5.10 et
5.11 sont I’équivalent pour les radiances descendantes.

D’une maniere générale, on observe que la comparaison est la meilleure pour les directions
les plus a la verticale (figures 5.8 et 5.10). Les radiances obtenues avec WaveNum sont plus
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ou moins bruitées en fonction des AMR, des directions considérées, et de la position dans
le nuage (donc de ’épaisseur optique locale). Les radiances obtenues pour ’AMR de Meyer
semble plus bruitée a petite échelle, et les radiances pour les AMR de Haar et HM sont souvent
trés proches. Il est & noter qu’en certains points, la valeur des radiances M C26 est supérieure &
celles des radiances M Coo (voir figures 5.8b et 5.9b). Cette différence n’a aucun sens physique,
I'ordre de diffusion inférieur fournissant normalement des radiances inférieures. L’explication
a ceci est d’ordre statistique et numérique : les deux résultats M C26et M Coo sont issus de
deux simulations distinctes, et des erreurs statistiques sont associées a ces résultats (erreurs
directement liées au nombre de photons utilisés dans les simulations Monte Carlo) ; de plus,
les radiances sont obtenues apres interpolation et extrapolation des valeurs correspondant aux
directions utilisées dans Monte Carlo vers les directions définies par les discrétisations azimutal
et zénithal (définie par la quadrature de Gauss) retenues pour WaveNum. Des précisions sont
données dans I'annexe intel to to to toooo.

Pour les directions les plus verticales (fig. 5.8 et 5.10), le bon accord avec les radiances
MC?26 montrent que le processus d’augmentation de I'ordre de diffusion est correctement
modélisé : dans les régions de forte épaisseur optique (fig. 5.8¢ et 5.10b) ou la diffusion
continue & opérer (ou les photons ne sont pas encore tous sortis du nuage), les radiances
WaveNum sont proches des radiances M C26. Ces régions sont repérables par le fait que les
valeurs maximales des radiances M (C26 sont inférieures a celles des radiances M Coo. Elles
sont aussi repérables en observant la pente non nulle de 1’évolution des radiances WaveNum
en fonction de 'ordre de diffusion (non figuré ici). Les différences constatées avec les radiances
SHDOM sont donc dues en partie a la limitation des ordres de diffusion.

Pour les directions les plus horizontales (fig. 5.9 et 5.11), les radiances obtenues avec 5.11
dépendent davantage des AMR et elles sont beaucoup plus bruitées que pour les directions
proches de la verticale. On note en commun pour les trois AMR un biais systématique négatif
par rapport aux radiances SHDOM et Monte Carlo. Etudions de plus pres les bruits présents.
A la verticale de la forte discontinuité centrale du signal d’épaisseur optique se développe un
bruit caractéristique (fig.5.8b) qui est accentué pour les directions proches de 'horizontale
et peut avoir tendance a se propager vers la gauche (fig. 5.9b et 5.11). Ce bruit prend deux
formes différentes :

— pour ’AMR de Haar, qui ne souffre pas de présence d’effet de Gibbs [Walter and Shen
2001], il se manifeste par une paire de dents de scie accolées, de grandes amplitudes, et
tres localisées sur la discontinuité (5.9 a et b). On retrouve ici le mauvais comportement
du schéma aux différences finies centré vu au chapitre 4 et sur la figure 4.5. Plus loin du
saut central, les radiances “Haar” sont beaucoup plus lisses, manifestation du filtrage
du au schéma aux différences finies centré (voir annexe D).

— La deuxiéme forme est celle conduisant & une propagation du bruit : elle est présente
pour les AMR utilisant les coefficients de connexion de Meyer. C’est probablement
la manifestation du phénoméne de Gibbs déja évoqué au chapitre précédent. Ce
phénomene affecte le terme produit et le terme dérivée. La figure 5.9b permet de bien
discerner ses effets dans ces deux termes : les radiances “Meyer” sont comportent un
bruit d’amplitude importante car, et le terme produit et le terme dérivée, calculés tous
deux avec ’AMR de Meyer, sont affectés par ce bruit ; les radiances HM sont bruitées
également mais 'amplitude est moins grande, certainement parce que seul le terme
dérivée est calculé avec ’AMR de Meyer. D’ailleurs, plus généralement et pour des
directions tres inclinées (fig. 5.9 et 5.11), les radiances “Meyer” sont plus bruitées que
les autres : le bruit de Gibbs provenant du terme produit est présent partout. A noter
que les radiances HM ne souffrent pas de la premiere forme de bruit évoqué ci-dessus.

Ainsi, la comparaison des radiances sortantes pour cette situation montre :
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Radiances montantes normalisées
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Fia. 5.8 — Comparaison des radiances montantes sortant du nuage cascade bornée - Direction :
iphi = 1, iquad = 1.
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FiG. 5.9 — Comparaison des radiances montantes sortant du nuage cascade bornée - Direction :
iphi =1, iquad = 8.
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Fia. 5.10 — Comparaison des radiances descendantes sortant du nuage cascade bornée -
Direction : iphi = 2, iquad = 8.
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Fia. 5.11 — Comparaison des radiances descendantes sortant du nuage - Direction : iphi = 1,
iquad = 1.
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FiGc. 5.12 — Comparaison des radiances descendantes sortant du nuage cascade bornée - Di-
rection : ipht = 1, iquad = 4.
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— que les radiances montantes Wavenum souffrent d’un biais négatif pour les directions
proches de ’horizontale ;
que la présence de bruit numérique, avec pour origine les fortes discontinuités du signal
d’épaisseur optique, se transmet a tout le signal (et particulierement vers la gauche)
quand il s’agit d’un effet de Gibbs, sans toutefois faire exploser les valeurs. Des travaux
sont & mener pour étudier cette propagation du bruit ;

— que 'accord est meilleur pour les radiances montantes que descendantes. Les radiances
descendantes WaveNum sont globalement les plus bruitées pour ce nuage. Il est a noter
que c’était moins le cas pour le nuage sinusoidal (fig. 5.3 et 5.4) ;

— que ’AMR hybride HM semble étre un bon compromis entre celles de Haar et de Meyer,
la figure 5.9¢ étant l'illustration que cette AMR, exploite les avantages des deux AMR.

Concernant ce dernier point, il ne faut pas crier victoire trop tot car pour d’autres direc-
tions (fig. 5.12), on obtient des résultats différents. Pour cette direction, le bruit présent a
gauche de la discontinuité centrale est de plus grande amplitude pour les résultats de TAMR
HM. Des études plus approfondies sont a mener pour étudier la conséquence de notre facon
de procéder : le fait de projeter la matrice de différentiation de Meyer sur la base de Haar
doit certainement étre un point sensible.

5.2.2.2 Comparaison des flux sortants

5.2.2.2.1 Flux direct transmis

La comparaison avec les références SHDOM et Monte Carlo (fig. 5.13) montre la présence de
bruits a haute fréquence pour les résultats des trois calculs Wavenum. Similairement a ’étude
des radiances, on note des fluctuations importantes et anormales des flux a la verticale du
saut central d’épaisseur optique, que les AMR de type Meyer et Haar ont du mal a gérer,
pour cause respectivement de phénomene de Gibbs et de calcul approximatif de la dérivée
horizontale du signal. Les erreurs constatées pour ’AMR de Meyer sont les suivantes :

erreur sur la erreur relative sur la
la moyenne du flux la moyenne du flux (en %)
Erreur/shdom 2.08.10 7 0.40
Erreur/Monte Carlo 2.28.10° 7 0.44

5.2.2.2.2 Flux diffus montant sortant du nuage
La comparaison avec les références SHDOM et Monte Carlo (fig. 5.14a) montre un assez bon
accord.

En zoomant sur une partie du signal (fig. 5.14b), on s’apergoit que dans les régions ou
I’épaisseur optique est importante et ou les photons continuent & sortir du nuage, la compa-
raison de nos simulations avec la simulation M C26 est tres correcte. Les erreurs constatées
pour 'AMR de Meyer sont les suivantes :

erreur sur la moyenne erreur relative sur la
des réflectances moyenne des réflectances (en %)
Erreur/shdom 9.31.1073 1.93
Erreur/MC26 2.28.10 7 0.48

5.2.2.2.3 Flux diffus descendant sortant du nuage

Apres la comparaison faite sur les radiances descendantes, on retrouve ici logiquement un
moins bon accord sur la comparaison des flux diffus vers le bas que vers le haut. On constate
un bruit a la verticale du saut central d’épaisseur optique qui se propage pour ’AMR HM.
(fig. 5.15b). On observe encore ici le bon accord avec la simulation MC26 (fig. 5.15¢). Les
erreurs constatées pour ’AMR de Meyer sont les suivantes :
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Fia. 5.13 — Flux collimaté direct sortant du nuage cascade bornée.

erreur sur la moyenne erreur relative sur la
des réflectances moyenne des réflectances (en %)
Erreur/shdom 9.4.1077° 3.0
Erreur/Monte Carlo 5103 17
nscat=26

5.2.3 Bilan de ces comparaisons

La comparaison des résultats du code WaveNum avec ceux des codes de référence Monte
Carlo et SHDOM montre la relative précision de nos résultats pour les nuages testés, et ceci
a la fois pour les flux et pour les radiances. Cette comparaison fait apparaitre les difficultés
numériques rencontrées, les avantages et défauts des AMR. Pour les trois AMR, les radiances
montantes souffrent d’un biais négatif systématique dans des directions proches de I'horizon-
tale. Peut-étre ce biais est-il imputable au schéma explicite adopté pour I'intégration verticale
des équations. Les résultats concernant I’AMR hybride HM sont encourageants, méme s’il est
a noter que le bruit reste important dans certains cas avec cette AMR (figure 5.12). Quelles
solutions pouvons nous envisager pour diminuer les bruits numériques ?

— revoir le choix du schéma adopté pour 'intégration verticale des équations et son impact

numérique ;

— si des bruits numériques sont présents, ils ne font pas -moyennant précautions— exploser
les valeurs. Un filtrage final des radiances sortantes peut tout a fait étre envisagé, basé
sur un seuillage des coefficients d’ondelettes a petite échelle;

— ladoption d’'une méthode pour résoudre le transfert radiatif qui ne se base pas sur un
découpage vertical fin peut certainement conduire & une propagation contrélée du bruit,
s’il est encore significatif.
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Fi1a. 5.14 — Comparaison des flux (normalisés) diffus montants sortant du nuage cascade
bornée.
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F1a. 5.15 — Comparaison des flux (normalisés) diffus descendants sortant du nuage cascade
bornée.
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5.3 Analyse des interactions, ou de D'effet des hétérogénéités nuageuses

Nous avons vu dans la premiere partie de ce chapitre que les résultats de simulation obtenus
par ce code de calcul basé sur une décomposition en ondelettes de 'ETR sont relativement en
accord avec les résultats des codes de référence Monte Carlo et SHDOM, malgré la présence
de bruits numériques complexes, et de biais systématique pour certaines directions. Nous
allons maintenant exploiter la nature multirésolution de la décomposition et la construction
du code, orientée vers la quantification de l'effet des hétérogénéités. On rappelle que les
quantités radiatives sont divisées en deux familles indicées ; (quantités a [’échelle) et gy
(quantités dues aux interactions sous-pixel) suivant les regles précisées dans 'introduction de
ce chapitre. Dans les tableaux qui suivent sont portés les flux radiatifs moyens indicés j et sup
a ’échelle des pixels d’approximation et du nuage. La taille des pixels d’approximation est,
comme on I’a dit, fixée par ’échelle d’approximation J = 3, donc chaque pixel d’approximation
a pour taille 273 x période = 273 x 6.4 km= 800 m. Il est important d’avoir & 'esprit que la
notion de pixel convient mieux & ’AMR de Haar qu’a celle de Meyer, et que les pixels pour
les deux AMR ne sont pas centrés aux mémes points. Les pixels de Haar, sont centrés aux
abscisses 400 m, 1200 m, etc.. Les “pixels” de Meyer sont centrés aux abscisses 0 m, 800 m,
1600 m, etc.. Les flux & ’échelle des pixels ne seront donc pas les mémes pour les deux AMR.
La figure 5.16 montre la fonction d’échelle de Meyer périodisée ;4 et les limites du “pixel”
5 au sens de Meyer. Avant d’étudier en détail les contributions des interactions sous-pixel

F1G. 5.16 — Fonction d’échelle périodisée de Meyer ;4 et les limites du pixel 5, centré au
méme point, de largeur 277 x période.

aux flux moyens a ’échelle des pixels d’approximation, nous donnons pour chaque cas les flux
détaillés dans le nuage (par exemple la figure 5.19), afin d’illustrer la séparation des échelles
et les deux familles des quantités radiatives que nous manipulons. Nous étudions ensuite les
flux et les radiances sortants et la contribution des interactions sous-pixel. L’analyse est faite
en particulier a ’échelle des pixels d’approximation. L’évolution des flux sortants en fonction
de l'ordre de diffusion est également analysée. Enfin, une étude des flux nets verticaux dans
le nuage est menée permettant d’étudier I'effet de canalisation du rayonnement.
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5.3.1 Cas du nuage sinusoidal

5.3.1.1 Approximation basse résolution de la variabilité nuageuse

La figure 5.17 donne la vision basse résolution de la distribution sinusoidale d’épaisseur
optique pour les deux AMR.

2 T 7 T
= fluctuation de I'épaisseur optique
= fluctuation approximée au sens de 'AMR de Meyer

= = fluctuation approximée au sens de 'AMR de Haar H

N

18

16

=
>

=
N
o ey

Epaisseur optique

X (km)

FiG. 5.17 — Fluctuation sinusoidale de I'épaisseur optique et ses approximations par les AMR
de Meyer et Haar - Résolution : J = 3, pixel de 800 m.

L’approximation basse résolution, au sens de ’AMR de Meyer, est un champ uniforme ; les
8 coefficients d’échelle de Meyer sont tous égaux & 273/2. Le calcul ¢ [’échelle sera donc parfai-
tement équivalent & un calcul plan-parallele (homogénéité horizontale et verticale du champ
nuageux). Seuls les coefficients d’ondelettes d’échelle J sont non-nuls : (7, 9,) = —1/4,
(T, 12841) = +1/4, avec k =0, ..,3. Si on limite le “pixel”de Meyer & 800 m, la portion de
signal de fluctuation du milieu en regard passe d’un maximum & un minimum, et inversement,
respectivement pour les pixels impairs et les pixels pairs (fig. 5.18).

L’approximation basse résolution proposée par 'AMR de Haar est un champ créneau.
L’épaisseur optique locale vaut alternativement 0.365 et 1.635.

5.3.1.2 Analyse des flux sortants

5.3.1.2.1 Cas de la multirésolution de Meyer

5.3.1.2.1.1 Flux directs sortants
La figure 5.19 montre les flux solaires directs dans le nuage.

Dans le cas de Meyer, le flux direct transmis a [’échelle (fig. 5.19 au centre) correspond
a lapproximation plan-parallele. Le flux additionnel (fig. 5.19 en bas) correspond donc exac-
tement a I'écart du flux direct total (fig. 5.19 en haut) avec le calcul plan-parallele. Dans
les régions ou ’épaisseur optique est maximale (colonne 58 par exemple), le calcul & basse
résolution surestime logiquement le flux direct transmis (contribution sous-pixel dans la co-
lonne 58 de pres de —0.2). C’est 'inverse pour les régions de forte épaisseur optique (colonne
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Fia. 5.18 — “Pixel 5”7 et “Pixel 6” de Meyer, et les fluctuations d’épaisseur optique en regard.

Flux direct transmis d( a la totalité des interactions

20 40 60 80 100 120
Flux direct transmis di aux interactions a I'échelle

20 40 60 80 100 120
Flux direct additionnel d aux interactions sous—pixel

20 40 60 80 100 120

F1G. 5.19 — Flux collimatés (directs) dans le nuage sinusoidal — ©4,; = 161° — AMR de Meyer.



5.3. ANALYSE DES INTERACTIONS 131

43 par exemple) ou le calcul & basse résolution sous-estime le flux direct transmis (contri-
bution sous-pixel dans la colonne 43 de pres de +0.6). Les sources additionnelles prennent
donc des valeurs négatives ou positives dans le nuage, en fonction de la surestimation ou
de la sous-estimation de 1’épaisseur optique le long du trajet de propagation du rayonnement
solaire. Voyons maintenant ce qu’il en est a 1’échelle des 8 pixels d’approximation et a ’échelle
du nuage entier pour les flux directs sortants au bas du nuage. Les flux moyens sortants sont
détaillés dans le tableau 5.2, et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel
au flux direct moyen sortant au bas du nuage, sont données tableau 5.3.

échelle
du nuage

dwny  0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468
dwng, 0.0529 0.1536 0.0529 0.1536 0.0529 0.1536 0.0529 0.1536 0.1032

dwn 0.3997 0.5001 0.3997 0.5001 0.3997 0.5001 0.3997 0.5001 0.4500

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposb ipos6 ipos7 ipos8

TAB. 5.2 — Flux moyens directs sortants dans les 8 "pixels” et a ’échelle du nuage sinusoidal
— AMR de Meyer.

échelle

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposb ipos6 ipos7 ipos8 du nuage

dung,, +13.24 +430.68 +13.24 +30.68 +13.24 +30.68 +13.24 +30.68 +22.94

TaAB. 5.3 — Contribution en % des interactions sous-pixel au flux direct sortant — Nuage
sinusoidal — AMR de Meyer.

On obtient des contributions dues aux interactions sous-pixel systématiquement positives
dans chaque pixel, donc également a 1’échelle du nuage, et importantes : en pourcentage de
13.24 a 30.68% dans les pixels d’approximation, et 22.94% a D’échelle du nuage. On peut
noter que les sources additionnelles dans les pixels pairs (0.1536) sont presque trois fois plus
importantes que dans les pixels impairs (0.0529).

Analysons ces valeurs. Tout d’abord, les contributions sous-pixel sont importantes car 1’ap-
proximation basse résolution par ’AMR de Meyer — un champ nuageux homogene — ne garde
aucune information sur la variabilité du milieu, et parce que la valeur minimale d’épaisseur
optique du champ nuageux est zéro : la couverture nuageuse est en réalité fractionnaire, et
I’écart entre le résultat du calcul plan-parallele et le résultat vrai résulte de la non-prise
en compte de ces trous dans le nuage. C’est cette tendance qui I’emporte en moyenne : la
différence vient plus du fait qu’on ignore les régions de faible épaisseur optique plutot que les
fortes. On verra que I’approximation a basse résolution de ’AMR de Haar rend mieux compte
de la variabilité nuageuse ; les contributions sous-pixel seront relativement moins importantes.

On a constaté que les flux directs sortants moyens dus aux interactions sous-pixel sont
systématiquement positifs. Cela veut dire que les coefficients d’échelles du flux direct sortant
fluxgyy (représenté fig. 5.19 en bas) sont tous positifs. On retrouve ici 'analyse faite au
paragraphe 3.7.3 sur 'importance de 'hypothese d’homogénéité verticale : la corrélation des
coefficients d’ondelettes du champ d’extinction le long du trajet du rayonnement solaire,
corrélation assurée par I’homogénéité verticale du milieu et I’angle solaire zénithal proche de la
vertical (19.16°)), provoque 'apparition de sources additionnelles positives via un mécanisme
d’interactions en deux étapes décrit au paragraphe 3.7.3. On sous-estime en plan-parallele la
transmission.

Si le soleil était au nadir, les contributions dans les pixels devraient étre rigoureusement les
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mémes, car dans le cas de '’AMR, de Meyer, la variabilité du champ est la méme dans chaque
“pixel” (fig. 5.18). On peut raisonner également en s’appuyant sur le mécanisme d’interaction
cité ci-dessus : dans les pixels impairs, (7,1) = +1/4 et dans les pixels pairs (7,1 ) = —1/4;
or en deux étapes, ces coeflicients interviennent deux fois : les sources additionnelles ont méme
valeur pour I’éclairement vertical.

Ici, le soleil est décalé du nadir de 19.16° : cet angle d’incidence est suffisant pour que,
dans les pixels impairs, la portion de sinus supérieur & l'unité (de la valeur 2 & la valeur 1 en
épaisseur optique) fasse ombrage a la portion sinus voisine et a droite, inférieure a 1'unité
(de la valeur 1 a la valeur 0 en épaisseur optique); dans ces pixels, on ne sous-estime la
transmission que de 0.0529. On retrouve d’ailleurs ’effet de cet ombrage dans la transmission
totale : 0.3997 pour les pixels impairs contre 0.5001 pour les pixels pairs.

5.3.1.2.1.2 Flux diffus sortants
Les figures 5.20 et 5.21 montrent les flux diffus descendants et montants dans le nuage.
Rappelons ici que les résultats présentés correspondent a un facteur d’assymétrie g = 0. Ici
aussi, la variabilité horizontale des flux sortants est complétement représentée par les flux
dus aux interactions sous-pixel (fluxg,y). On peut remarquer que le calcul a [’échelle, qui
rappelons-le correspond dans ce cas au calcul plan-parallele, situe le maximum des flux dans
le nuage pres des frontiéres hautes et basses. Ainsi, pour le flux diffus descendant dans la
colonne 58, le maximum est situé au bas du nuage (9éme couche sur 50) (fig. 5.20 au centre)
alors qu'il est en réalité dans le tiers central (22eme couche sur 50) (fig. 5.20 en haut et en
bas).

Les flux diffus moyens sortants sont détaillés dans le tableau 5.4.

échelle

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposh ipos6 ipos7 ipos8 du nuage

dwny  0.2989  0.2989  0.2989  0.2989  0.2989  0.2989  0.2989  0.2989 0.2989

dwng,, -0.0677 -0.0507 -0.0677 -0.0507 -0.0677 -0.0507 -0.0677 -0.0507 -0.0592

dwn 0.2312  0.2482  0.2312  0.2482 0.2312  0.2482  0.2312  0.2482 0.2397

up g 0.3544  0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544

Uupsup  -0.0485 -0.0391 -0.0485 -0.0391 -0.0485 -0.0391 -0.0485 -0.0391 -0.0438

up 0.3059  0.3153  0.3059  0.3153 0.3059 0.3153  0.3059  0.3153 0.3106

TAB. 5.4 — Flux moyens diffus sortants dans les 8 “pixels” et a ’échelle du nuage sinusoidal
— AMR de Meyer.

Ce tableau indique qu’aussi bien a 1’échelle du nuage que dans chacun des pixels d’ap-
proximation, les sources diffuses additionnelles dues aux interactions sous-pixel sont négatives
dans chacun des pixels d’approximation, et aussi bien vers le haut que vers le bas. On sures-
time ainsi les flux diffus moyens en négligeant les interactions entre échelle. Cette
surestimation est plus importante dans les pixels pairs que dans les pixels impairs, et plus
importante pour les flux diffus descendants que montants. Les contributions en pourcentage
des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants sont données dans le tableau 5.5.

Les contributions atteignent pour les flux diffus sortants vers le bas et vers le haut des
valeurs respectivement de pres de 30%et 16% a ’échelle des pixels d’approximation, et prés
de 25% et 14% a ’échelle du nuage.

On peut se poser la question du signe systématiquement négatif des contributions. La
premiere explication que nous pouvons donner est en liaison avec 1’étude de ’extinction du
flux direct : le calcul al’échelle surestime ’extinction du rayonnement direct par le milieu
-puisqu’il sous-estime la transmission du flux direct (tableau 5.3), donc ce calcul surestime la
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Fia. 5.20 — Flux diffus descendant dans le nuage sinusoidal — AMR de Meyer.
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Fia. 5.21 — Flux diffus montant dans le nuage sinusoidal — AMR de Meyer.
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moyenne
iposl  ipos2  ipos3  iposd iposb  ipos6  ipos7  ipos8 (échelle
du nuage)
dwnse -29.26 2043 -20.26 -20.43 -29.26 -20.43 -29.26 -20.43 24.69
UPsup ~ -15.87 -12.41 -15.87 -12.41 -15.87 -12.41 -15.87 -12.41 -14.12

TaB. 5.5 — Contribution en % des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants — Nuage
sinusoidal — AMR de Meyer.

redistribution angulaire d’énergie. Les quantités diffusées étant surestimées, les contributions
des interactions sous-pixel aux flux diffus sont négatives. On peut adopter aussi le méme
raisonnement que celui du paragraphe 3.7.3 sur I'importance de I’hypothese d’homogénéité
verticale : en plan-parallele, on surestime de facon systématique le flux diffus. Les contributions
sont plus fortes pour les flux descendants : cette constatation est a rapprocher du fait que
ceux-ci sont le résultat de plus d’interactions entre le champ de rayonnement et le milieu. Selon
[Marshak et al. 1995], les photons réfléchis sont diffusés typiquement 7 fois, avec 7 ’épaisseur
optique, et les photons transmis 72 fois, dans le régime diffusif (7>>1). Dans notre cas, les
valeurs d’épaisseur optique ne sont pas tres importantes, mais puisque g=0, on peut considérer
que 'on est dans le cas du régime difusif. Afin de mieux examiner ces probléemes, étudions
de plus pres la diffusion multiple qui opére ici. Sur les figures 5.22, on voit ’évolution en
fonction de l’ordre de diffusion des contributions cumulées des interactions sous-pixel
aux flux diffus sortants pour le pixel 1 et le pixel 2 (vu la périodicité du champ, les autres ne
sont pas représentés).

On constate tout d’abord la similarité des évolutions pour les flux montants et descendants.
Pour chaque cas, les contributions sous-pixel cumulées sont d’abord nettement négatives,
passent par un minimum pour le quatrieme ordre de diffusion, puis convergent. Les contribu-
tions sous-pixel décroissent donc en valeur absolue quand I’ordre de diffusion augmente, elles
sont d’abord négatives, puis un changement de signe intervient a la quatrieme diffusion. Les
contributions relatives a I’échelle du nuage entier (fig. 5.23) atteignent un maximum en valeur
absolue pour l'ordre de diffusion deux (23% et 41% pour les flux montant et descendant),
avant de converger vers les pourcentages de pres de 14% et 25% a 1’échelle du nuage. On
remarque également sur les figures 5.22 que les flux al’échelle convergent plus rapidement —
autour du dixieme ordre de diffusion, que les flux totaux — autour du quinzieme ordre. La
figure 5.24 confirme ces faits. Elle montre les flux sortants pour chaque ordre de diffusion a
I’échelle du nuage entier. On constate les changements de signes des flux diffus fluxg,, : pour
des ordres de diffusion faibles (inférieurs a six) les flux sous-pixel sont négatifs (fig. 5.24a et c)
et ils diminuent en valeur absolue. A partir de la sixieme diffusion, les flux fluzg,, deviennent
positives (fig. 5.24b et d), ils passent par un maximum (& l'ordre de diffusion huit) avant de
décroitre. L’évolution de fluxg,, pour chaque ordre de diffusion est soit un amortissement
semi-périodique (les valeurs de fluzg,, diminuent en valeur absolue et changent de signe),
soit un amortissement apériodique (les valeurs de fluwxg,, diminuent en valeur absolue sans
changement de signe). Parallelement a ce comportement de fluxgy,p, le flux a ’échelle fluz;
décroit rapidement. Cette diminution en valeur absolue de flux g, et ce changement de signe,
font que les flux a I’échelle convergent plus rapidement que les flux totaux. Ainsi, & partir du
vingtieme ordre de diffusion (fig. 5.24b et d), on peut considérer que seuls les flux sous-pixel
participent aux flux sortants. On reviendra sur ce changement de signe des contributions lors
de I’étude des radiances.

On peut trouver une explication de cette convergence plus lente — en fonction de 'ordre
de diffusion — des flux totaux, due aux interactions entre échelles, sur les figures 5.20 et 5.21 :
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les flux maximaux al’échelle sont & la limite du nuage (basse pour les flux descendants et
haute pour les flux montants), et les sources additionnelles dues aux interactions sous-pixel
ont tendance & reporter l'altitude de ces maxima plus & l'intérieur du nuage. Logiquement,
les “trous relatifs” dans la distribution nuageuse, représentés par les coefficients d’ondelette &
différentes échelles du champ d’extinction, font pénétrer plus en avant les photons, ce processus
étant quantitativement représenté dans la source additionnelle. Cette pénétration des photons
dans le nuage a pour conséquence des interactions plus nombreuses. Il est donc logique que
les ordres de diffusion élevés continuent a alimenter flux,,, et que celui-ci converge plus
lentement que flux ;. L’analyse de ce processus demande une étude plus approfondie des
sources diffusives dans le nuage aux différents ordres de diffusion, et de 'importance de la
contribution des interactions sous-pixel dans ces sources.

5.3.1.2.1.3 Flux total sortant descendant (direct+diffus)
Les flux totaux (direct+diffus) sortant du nuage par le bas sont donnés dans le tableau 5.6.
Les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel au flux total sortant vers le bas
sont données tableau 5.7.

échelle

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposH ipos6 ipos7 ipos8 du nuage

total dwny;  0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456  0.6456 0.6456

total dwng,y -0.0147 0.1028 -0.0147 0.1028 -0.0147 0.1028 -0.0147 0.1028 0.0440

total dwn 0.6309 0.7483 0.6309 0.7483 0.6309 0.7483 0.6309 0.7483 0.6896

TAB. 5.6 — Flux moyens totaux (direct+diffus) descendants sortants, dans les 8 “pixels” et a
I’échelle du nuage sinusoidal — AMR de Meyer.

En calculant les flux a [’échelle, on sous-estime globalement le flux total transmis de 0.0440
(rappel : les valeurs sont normalisées). Cette erreur vient de la sous-estimation a [’échelle de
la transmission du flux direct (0.1032) compensée en partie par la surestimation du flux diffus
transmis (-0.0592). Le constat est différent a I’échelle des pixels : pour les pixels impairs, il y
a une faible surestimation (-0.0147) du flux total transmis, et pour les pixels pairs une forte
sous-estimation (0.1028). Ainsi, a I’échelle du nuage, on obtient une contribution positive de
0.0440 soit en pourcentage 6.38 %.

échelle
du nuage
total dwng,, -2.33 +13.73 -2.33 +13.73 -2.33 +13.73 -2.33 +13.73 +6.38

iposl  ipos2  ipos3  ipos4d  iposb  ipos6  ipos7 = ipos8

TAB. 5.7 — Contribution en % des interactions sous-pixel au flux total (direct + diffus) des-
cendant sortant — Nuage sinusoidal — AMR de Meyer.

Cette contribution positive de 0.0440 est & comparer a la contribution négative (-0.0438)
pour le flux montant. Globalement, les interactions sous-pixel participent au transport de
I’énergie radiative a travers le nuage vers le bas : le nuage transmet plus d’énergie (+0.0440)
et en réfléchit moins (-0.0438) que §'il était plan-parallele. On reviendra sur cet aspect dans
le paragraphe a travers I’étude des flux nets verticaux.

5.3.1.2.1.4 Total des flux sortants du nuage
Le total des flux moyens sortants du nuage est donné dans le tableau 5.8. La somme des
flux normalisés sortants a ’échelle du nuage vaut 1.0002 : le bilan énergétique est donc fermé
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a la précision 0.02%. La contribution globale des interactions sous-pixel est quasiment nulle
(0.02%), ce qui est rassurant : il n’y a pas de création d’énergie dans le nuage.

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposb ipos6 ipos7 ipos8 dicillilal:;e
total 1 1 1 1 1 1 1 1 1

totals,, -0.0633 0.0636 -0.0633 0.0636 -0.0633 0.0636 -0.0633 0.0636 0.0002
total 0.9367 1.0636 0.9367 1.0636 0.9367 1.0636 0.9367 1.0636 1.0002

TAB. 5.8 — Somme des flux détaillés sortants du nuage sinusoidal — AMR de Meyer.

Effet de canalisation du rayonnement (ou channelling)

Ce tableau 5.8 indique également les effets de canalisation du rayonnement a 1’échelle des
pixels d’approximation. Quand le flux moyen dans un pixel est supérieur a un, cela signifie
que ce pixel est relativement éclairé par ses voisins : le transport horizontal net de photons
des pixels voisins vers le pixel considéré est positif. Le calcul a [’échelle correspond pour ce
nuage et pour ’AMR de Meyer au calcul plan-paralleéle : chaque colonne échange la méme
énergie radiative avec ses voisines : le flux net horizontal est alors nul et les flux indicés ; sont
égaux a un. Les effets de channelling interviennent aux endroits des minima locaux d’épaisseur
optique. La distribution étant homogene verticalement, cela correspond a des “trous” relatifs
dans le nuage. Pour ce nuage, ce sont vraiment des trous. La figure 5.25 montre les valeurs
du flux total sortant en chaque point. On a représenté en trait plein pointé les zones de
channelling. La représentation de la distribution d’épaisseur optique (en valeur arbitraire)
montre la concordance entre le channelling et les minima d’épaisseur optique.

1.3 T T

— total des flux sortants

—— channelling

—— distribution d épaisseur optique (valeur arbitraire)
1.2+ : R : B
11+ : : : 4

1 \ =
09 =
0.8 =
0.7 A
1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Fia. 5.25 — Effet de canalisation dans le nuage sinusoidal.

A cause de ’AMR utilisée et de la vision plan-parallele a basse résolution du nuage, ’effet
de canalisation est donc uniquement du ici aux interactions sous-pixel. Nous étudions plus
précisément cet aspect dans le paragraphe ci-dessous.
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5.3.1.2.1.5 Etude du transport vertical de I’énergie radiative
Nous allons ici étudier le transport vertical de I’énergie radiative dans le nuage, et ’effet sur ce
transport des interactions sous-pixel. Cette étude s’appuie sur ’étude des flux nets verticaux.
Le flux net vertical est défini ainsi :

flux net vertical = (flux direct réduit + flux diffus descendant)— flux diffus montant

Le flux net vertical est théoriquement constant en calcul plan-parallele si le nuage est
conservatif (wg = 1) [Marshak et al. 1998]. La figure 5.26 donne les flux verticaux nets a
I’échelle du nuage, calculés en considérant 1’ensemble des interactions entre les deux champs,
celles a I’échelle et celles sous-pixel.

Flux nets verticaux a I'échelle du nuage - AMR de Meyer
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Fia. 5.26 — Flux nets verticaux pour I’ensemble du nuage sinusoidal — AMR, de Meyer.

Les flux nets sont quasiment constants dans le nuage, le flux net a 1’échelle valant environ
0.64. On visualise sur cette figure la contribution positive due a la présence d’hétérogénéités
dans le champ nuageux. Les hétérogénéités nuageuses participent donc globalement au trans-
port de I’énergie radiative vers le bas. Mais qu’en est-il localement dans le nuage ? Placons
nous dans deux colonnes : la colonne 58 et la colonne 40, dans lesquelles le rayonnement est
respectivement non-canalisé et canalisé comme on le voit sur la figure 5.25.

Quel est le signe du flux net vertical di aux interactions sous-pixel dans la colonne 58 7 La
figure 5.27 donne 'allure des flux nets verticaux dans cette colonne. On observe que le flux net
vertical di aux interactions sous-pixel est partout négatif dans cette colonne, et il augmente
en valeur absolue lors de la traversée vers le bas du nuage. La conséquence est un abaissement
du flux net total de 0.64 a des valeurs entre 0.43 et 0.5. Ceci traduit la fuite horizontale des
photons depuis cette colonne. Cet effet augmente lors de la traversée du nuage vers la bas.
Les interactions sous-pixel ont donc tendance a diminuer le transport vers le bas de ’énergie
radiative dans la colonne 58. Mais qu’en est-il dans le détail? La figure 5.28 décompose les
flux verticaux dans la colonne 58 dus seulement aux interactions sous-pixel. On retrouve dans
cette figure I’évolution du flux net vertical di aux interactions sous-pixel, partout négatif et
évoluant de -0.14 & -0.21. On observe que les interactions sous-pixel provoquent un flux direct
partout négatif (maximum en valeur absolue au tiers bas du nuage), des flux diffus partout
positif, maximum au tiers haut du nuage pour le flux diffus descendant : le nuage transmet
moins le rayonnement collimaté solaire, et diffuse plus vers le haut et le bas. La somme des
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flux descendants (direct + diffus) est quasiment partout négative dans le nuage. Ainsi, le flux
net vertical dii aux interactions sous-pixel est négatif parceque celles-ci, d’une part diminuent
la transmission vers le bas du rayonnement (direct + diffus) — c’est surtout vrai dans le bas
du nuage et causé par la diminution du flux direct, et d’autre part augmentent la diffusion

de I’énergie radiative vers le haut.

Flux nets verticaux dans la colonne 58
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F1a. 5.27 — Flux nets verticaux dans la colonne 58 — Nuage sinusoidal — AMR de Meyer.

En référence a [Davis and Marshak 2001], quand les lignes de flux sont verticales, i.e.
quand le flux net est constant verticalement dans le nuage, on est dans le cas d’un calcul
IPA : les flux nets verticaux dépendent des épaisseurs optiques moyennes dans les colonnes,
et le flux net horizontal est nul. Quand les lignes de flux sont courbées, i.e. quand le flux
net varie verticalement dans le nuage, on visualise les effets 3D et en particulier l'effet de
canalisation. Les effets 3D pour ce nuage et cette AMR sont uniquement représentés dans les
calculs sous-pixel.

Dans la colonne 40, qui est une zone de faible épaisseur optique, les effets sont inversés
(fig. 5.29) : le flux net du aux interactions sous-pixel est positif et il augmente quand on
traverse le nuage vers le bas. Dans cette colonne, le transport de I’énergie radiative vers le
bas est donc augmenté par les effets sous-pixel. On peut constater I'effet de canalisation : &

la base de cette colonne, le flux net vertical est supérieur a un.

Cette étude des flux nets verticaux pour ce nuage et avec 'AMR de Meyer permet
d’apprécier les effets globaux et locaux des hétérogénéités sous-pixel sur le transport ver-
tical de I’énergie radiative a travers le nuage. Globalement, la présence d’hétérogénéités dans
le champ nuageux augmente le transport vers le bas. Localement (colonne 58), le calcul a

I’échelle, négligeant la fuite horizontale des photons, indique une transmission trop rapide et
aisée des photons a travers le nuage : la transmission verticale de I’énergie radiative y est
surestimée. Quand les flux nets verticaux dus aux interactions sous-pixel diminuent dans le
nuage, il y a fuite horizontale des photons (par analogie électrique, le flux contourne ces zones
de plus forte résistance) ; quand ils augmentent dans le nuage, il y a canalisation de ’énergie

radiative (la résistance au passage du flux est plus faible).
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Flux verticaux dus aux interactions sous—pixel — AMR de Meyer — nuage sinus
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Fi1G. 5.28 — Flux dans la colonne 58 du aux interactions sous-pixel

de Meyer.
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Fi1G. 5.29 — Flux nets verticaux dans la colonne 40 — Nuage sinusoidal — AMR de Meyer.
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5.3.1.2.2 Cas de la multirésolution de Haar

5.3.1.2.2.1 Flux directs (collimatés) sortants
La figure 5.30 montre les flux solaires directs dans le nuage. Les flux directs sortant au bas du

Flux direct transmis d{ a la totalité des interactions
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F1a. 5.30 — Flux collimatés (directs) dans le nuage sinusoidal — O, = 161° — AMR de Haar.

nuage sont détaillés dans le tableau 5.9. Dans le cas de Haar, le flux direct transmis a [’échelle
(fig. 5.9 au centre) ne correspond plus a 'approximation plan-parallele. Les contributions en
pourcentage des interactions sous-pixel au flux direct sortant au bas du nuage sont données
tableau 5.10.

échelle
du nuage
dwny 0.6791 0.1769 0.6791 0.1769 0.6791 0.1769 0.6791 0.1769 0.4280
dwng,, 0.0255 0.0183 0.0255 0.0183 0.0255 0.0183 0.0255 0.0183 0.0219

dwn 0.7046 0.1952 0.7046 0.1952 0.7046 0.1952 0.7046 0.1952 0.4499

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposH ipos6 ipos7 ipos8

TAB. 5.9 — Flux moyens directs sortants dans les 8 pixels et a 1’échelle du nuage sinusoidal —
AMR de Haar.

Comme pour ’AMR de Meyer, on obtient avec ’AMR. de Haar des contributions posi-
tives pour chacun des pixels. Les deux AMR donnent donc qualitativement le méme
résultat, mais ici les amplitudes sont moindres, car 'approximation basse résolution par
I’AMR, de Haar est plus proche de la variabilité nuageuse.

5.3.1.2.2.2 Flux diffus sortants
Les figures 5.31 et 5.32 montrent les flux diffus descendants et montants dans le nuage.
Contrairement a ’AMR de Meyer et logiquement, c’est maintenant la variabilité horizontale
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. . . . . . . . échelle
iposl  ipos2 ipos3 iposd iposb  ipos6  ipos7  ipos8 du nuage
dwng,, +3.62 +9.35 +3.62 4935 +3.62 4935 +3.62 +9.35 4.86

TaAB. 5.10 — Contribution en % des interactions sous-pixel au flux direct sortant — Nuage
sinusoidal — AMR de Haar.

a l'intérieur des pixels qui est représenté par les sources dues aux interactions sous-pixel. Avec

I’AMR de Haar, on peut remarquer que, dans la colonne 58, le calcul a [’échelle parait situer

plus convenablement le maximum du flux diffus descendant, dans le tiers central du nuage.
Les flux diffus sortants sont détaillés dans le tableau 5.11.

échelle
du nuage
dwny 0.1564 0.3404 0.1564 0.3404 0.1564 0.3404 0.1564 0.3404 0.2484
dwng,y 0.0093 -0.0320 0.0093 -0.0320 0.0093 -0.0320 0.0093 -0.0320 -0.0114
dwn 0.1657 0.3084 0.1657 0.3084 0.1657 0.3084 0.1657 0.3084 0.2370
upy 0.1629 0.4742 0.1629 0.4742 0.1629 0.4742 0.1629 0.4742 0.3185
upsyy  0.0123  -0.0333 0.0123 -0.0333 0.0123 -0.0333 0.0123 -0.0333 -0.0105
up 0.1752  0.4409 0.1752 0.4409 0.1752 0.4409 0.1752  0.4409 0.3080

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposb ipos6 ipos7 ipos8

TAB. 5.11 — Flux diffus moyens sortants, dans les 8 pixels et a I’échelle du nuage sinusoidal —
AMR de Haar.

Ce tableau indique qu’a I’échelle du nuage, la prise en compte des interactions sous-pixel
fait baisser la valeur des flux diffus, aussi bien vers le haut que vers le bas. On surestime ainsi
globalement les flux diffus en négligeant les interactions entre échelles. Cependant
ici, a I’échelle des pixels d’approximation, les contributions sont plus variables que pour ’AMR
de Meyer :

— pour les pixels impairs, les interactions sous-pixel font augmenter systématiquement

la valeur des flux diffus vers le haut (réfléchis) et vers le bas,

— tandis que pour les pixels pairs, les interactions sous-pixel font baisser systématiquement

la valeur des flux diffus vers le haut (réfléchis) et vers le bas.

Les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants sont
données tableau 5.12. Les contributions sont moins fortes que pour PAMR de Meyer, le
maximum étant d’environ 10% a 1’échelle des pixels, et de 5% a ’échelle globale du nuage.
Les changements de signe des contributions additionnelles en fonction des pixels sont assez

moyenne
iposl  ipos2 ipos3  iposd  iposb  ipos6  ipos7  ipos8 (échelle
du nuage)
dwng,, +5.59 -10.36 +5.59 -10.36 +5.59 -10.36 +5.59 -10.36 -4.79
Upsyy ~ +7.03  -754 +7.03 -754 +7.03 -754 4703 -7.54 -3.40

TAB. 5.12 — Contribution en % des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants — Nuage
sinusoidal — AMR de Haar.

remarquables, d’autant plus qu’ils concernent de la méme facon les flux sortants montants
et descendants. Vu l'approximation basse résolution de la variabilité nuageuse au sens de
Haar (fig. 5.17), pouvait-on prévoir ce comportement ? De méme que pour ’AMR de Meyer,
Pextinction du rayonnement collimaté par le milieu est surestimée quand on fait le calcul
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F1a. 5.31 — Flux diffus descendant dans le nuage sinusoidal — AMR de Haar.
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F1a. 5.32 — Flux diffus montant dans le nuage sinusoidal — AMR, de Haar.
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al’échelle, donc le champ diffus également. On retrouve comme précédemment des contribu-
tions sous-pixel négatives pour les pixels pairs. Pourquoi n’en est-il pas de méme pour les
pixels impairs ou les contributions sont positives ?

Si 'on observe I’évolution en fonction de ’ordre de diffusion des contributions
cumulées des interactions sous-pixel aux flux diffus pour le pixel 1 et le pixel 2 (fig. 5.33),
on constate que les sources additionnelles sous-pixel sont d’abord de signe négatif dans les
pixels impairs (fig. 5.33a et ¢), puis la tendance s’inverse et les sources aux ordres de diffusion
plus élevés (de 3 & 15) sont positives. Le signe positif des contributions additionnelles dans
les pixels pairs est donc di a la diffusion multiple. Mais de quelle source diffusée s’agit-il? Vu
les faibles épaisseurs optiques dans les pixels impairs, il s’agira de la diffusion multiple des
sources provenant des pixels avoisinants. Cette hypothese est vérifiée dans le tableau 5.15 :
il indique que les pixels impairs canalisent le rayonnement. L’étude des radiances (section
5.3.1.3.2) va montrer que pour les pixels impairs, le signe positif des sources additionnelles
sous-pixel provient des directions tres inclinées, donc des pixels avoisinants. L’explication de
ce signe positif est donc en fait assez simple. Le fait de considérer dans les pixels impairs une
épaisseur optique constante de 0.365 sans voir les tres faibles épaisseurs optiques, synonymes
de trous dans le nuage, sous-estime la transmission efficace par les pixels impairs des sources
radiatives des pixels voisins. Les sources de diffusion multiple dues aux interactions entre
échelles sont donc positives. Les figures 5.33a) et ¢) indiquent également que dans les pixels
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Fi1G. 5.33 — Evolution des flux diffus cumulés a I’échelle des pixels d’approximation en fonction
de 'ordre de diffusion : a) et b) flux montant, pixel 1 et 2; ¢) et d) flux descendant, pixel 1
et 2 — Nuage sinusoidal — AMR de Haar.

pairs, les flux dl’échelle convergent tres rapidement. On constate sur les figures 5.33b) et d)
que dans les pixels pairs, les flux cumulés sortants dus aux interactions sous-pixel ne sont pas
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du tout soumis & cette remontée avec les ordres de diffusion. A I’échelle du nuage (fig. 5.34),
on retrouve cette augmentation assez vive des sources avec 'ordre de diffusion en partant
d’une valeur tres négative. Ici encore, c’est la transmittance qui est la plus affectée par les
interactions sous-pixel.

_10k o biais sur la transmittance diffuse 4
—6— biais sur la réflectance

Contribution des interactions sous—pixel

1
10 5 20 25 30
ordre de diffusion

Fia. 5.34 — Evolution des contributions cumulées des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants a I’échelle du nuage en fonction de 'ordre de diffusion — Nuage sinusoidal — AMR de
Haar.

5.3.1.2.2.3 Flux total sortant vers le bas (direct+diffus)
Les flux totaux (direct+diffus) sortants du nuage par le bas sont donnés dans le tableau 5.13
et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel au flux total sortant vers le bas
sont données dans le tableau 5.14.

échelle

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposb ipos6 ipos7 ipos8 du nuage

total dwny;  0.8355 0.5173 0.8355 0.5173 0.8355 0.5173 0.8355 0.5173 0.6764

total dwng,y 0.0348 -0.0137 0.0348 -0.0137 0.0348 -0.0137 0.0348 -0.0137 0.0105

total dwn ~ 0.8703 0.5036 0.8703 0.5036 0.8703 0.5036 0.8703  0.5036 0.6869

TAB. 5.13 — Flux moyens totaux (direct+diffus) descendants sortants, dans les 8 pixels et a
I’échelle du nuage sinusoidal — AMR de Haar.

échelle
du nuage
total dwung,, +4.00 -2.72 +4.00 -2.72 +4.00 -2.72 +4.00 -2.72 +1.53

iposl ipos2 ipos3 ipos4d iposb ipos6 ipos7  ipos8

TAB. 5.14 — Contribution en % des interactions sous-pixel au flux total (direct + diffus)
descendant sortant — Nuage sinusoidal — AMR de Haar.

En sommant les flux sortants diffus et direct, les contributions sous-pixel sont réduites par
I’addition des plus et des moins dans chaque pixel. Pour les pixels impairs, il y a une sous-
estimation (0.0348) du flux total transmis, et pour les pixels pairs une légere surestimation
(-0.0137). A Déchelle du nuage, la sous-estimation de la transmission du flux direct (0.0219)
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compensée en partie par la surestimation du flux diffus transmis (-0.0114) donne une contri-
bution positive de 0.0105 soit en pourcentage 1.53 %. De méme que pour PAMR de Meyer,
on peut en conclure que globalement, les interactions sous-pixel participent au transport de
I’énergie radiative a travers le nuage vers le bas, mais pour ’AMR de Haar, la contribution
est pres de 4 fois moins élevée.

5.3.1.2.2.4 Total des flux sortant du nuage.
Le total des flux moyens sortants du nuage est donné dans le tableau 5.15.
osl 5082 5083 osd 5085 50s6 N 0S8 échelle
ipos ipos ipos ipos ipos ipos ipos ipos du nuage

totaly;  1.1403 0.8496 1.1403 0.8496 1.1403 0.8496 1.1403 0.8496 0.99492
totals,, 0.0333 -0.0332 0.0333 -0.0332 0.0333 -0.0332 0.0333 -0.0332 6e-005
total 1.1736  0.8164 1.1736 0.8164 1.1736 0.8164 1.1736 0.8164 0.99498

TAB. 5.15 — Somme des flux détaillés sortant du nuage sinusoidal — AMR de Haar.

Le bilan donne 0.99498 : le bilan énergétique est donc fermé & une précision d’environ
0.5%. Ce tableau indique également les effets de “channelling” importants dans les pixels
impairs : on constate qu’il ressort, par le haut et le bas de la colonne de largeur définie par
la taille d’un pixel, 17.36 % d’énergie en plus qu’il n’en est rentré. Le tableau indique que
cet effet est en grande partie dii aux interactions a [’échelle (14.03 %). En effet, pour ’AMR

de Haar, le terme Y (dp1,p3) <J\7k (z,u%), g01> (paragraphe 3.8.1) présent dans le calcul a
T

I’échelle n’est pas nul : on prend en compte a [’échelle le transport horizontal net dans le
nuage di aux valeurs différentes des propriétés optiques moyennes du milieu dans les pixels
d’approximation. Les interactions sous-pixel sont responsables de %100 = 19.18% de la
canalisation a I’échelle des pixels d’approximation.

5.3.1.2.2.5 Etude du transport vertical de I’énergie radiative
Les figures 5.35 donnent les flux verticaux nets a ’échelle du nuage, calculés en considérant
I’ensemble des interactions entre les deux champs et celles a [’échelle (fig. 5.35a) et sous-pixel
(fig. 5.35b). A D’échelle du nuage, le flux net di aux interactions sous-pixel varie entre 0.01 et
0.0115. Le flux net a l’échelle est plus élevé que pour 'AMR de Meyer, compris entre 0.66
et 0.675, et il n’est plus constant dans le nuage : le calcul avec '’AMR, de Haar et a [’échelle
n’est plus un calcul plan paralléle. La figure 5.36 donne les flux nets verticaux dans la colonne
58. Cette figure est a comparer a la figure 5.27. On observe que le flux net vertical du aux
interactions sous-pixel est ici aussi partout négatif, mais moins important en valeur absolue
que dans le cas de de ’TAMR de Meyer. Le flux net vertical dit aux interactions a I’échelle est
plus faible (inférieur & 0.6) que dans le cas de TAMR de Meyer (supérieur a 0.6). De méme
qu’avec ’AMR de Meyer, le flux net total décroit quand on traverse le nuage du haut vers le
bas, mais ici, cette décroissance n’est pas due uniquement au flux net sous-pixel : le flux net
a [’échelle n’est pas non plus constant dans le nuage. La figure 5.37 (comparable a la figure
5.28) détaille les flux verticaux dans la colonne 58 dus aux interactions sous-pixel.

Ici aussi, le flux direct est négatif partout, le flux diffus montant est partout positif, le
flux diffus descendant est maximum vers le tiers supérieur du nuage. Mais ici, le flux diffus
descendant di aux interactions sous-pixel est négatif dans le quart bas du nuage : le calcul a
I’échelle de type Haar y surestime le flux diffus descendant. Les interactions sous-pixel donnent
finalement un flux net vertical partout négatif dans cette colonne, de -0.08 & la base contre
-0.02 au sommet. Ce flux net est plus faible en valeur absolue que dans le cas de Meyer.
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FiG. 5.35 — Flux nets verticaux pour I’ensemble du nuage sinusoidal- AMR de Haar.

Flux nets verticaux dans la colonne 58
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Fi1G. 5.36 — Flux nets verticaux dans la colonne 58 — Nuage sinusoidal — AMR. de Haar.
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Flux verticaux dus aux interactions sous—pixel = AMR de Haar — nuage sinusoidal
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F1a. 5.37 — Flux dans la colonne 58 du aux interactions sous-pixel — Nuage sinusoidal — AMR
de Haar.

Dans la colonne 40 (figure 5.38), on constate comme pour ’AMR de Meyer (fig. 5.29) un
flux net vertical aux interactions sous-pixel de signe positif et augmentant quand on traverse le
nuage vers le bas. De méme, le flux net vertical & ’échelle semble & peu de choses pres constant,
mais ici il vaut environ 0.2 de plus que dans le cas de ’AMR de Meyer, manifestation du fait
que le phénomene de canalisation du rayonnement dans la colonne 40 est en partie porté par
le calcul a l’échelle dans le cas de TAMR de Haar.

Cette étude des flux nets verticaux pour ce nuage et avec I’AMR de Haar permet d’apprécier
la différence des calculs a [’échelle par rapport a ceux avec '’AMR de Meyer. Une partie des
effets radiatifs 3D, ceux conséquences de la différence d’épaisseur optique moyenne a 1’échelle
des pixels d’approximation (successivement 0.365 et 1.635), sont ici pris en compte a [’échelle.
Les contributions sous-pixel aux flux nets verticaux sont donc moins importantes.
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Flux nets verticaux dans la colonne 40
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Fi1G. 5.38 — Flux nets verticaux dans la colonne 40 — Nuage sinusoidal — AMR. de Haar.
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5.3.1.3 Analyse des radiances sortantes

On analyse ici les radiances sortantes obtenues pour chaque pixel d’approximation, c’est
a dire les radiances moyennes a 1’échelle de ces pixels. L’intérét de notre calcul est que nous
est fourni par le code WaveNum et en une seule simulation la contribution de l'effet des
hétérogénéités sous-pixel aux radiances a I’échelle des pixels d’approximation. On adopte une
représentation polaire pour représenter les radiances : la distance au centre correspond au
sinus de l'angle zénithal 6 (donc la direction la plus & la verticale est au centre, et la plus
horizontale est en périphérie), et on décrit le cercle suivant I'angle azimutal ¢. Deux types
de figures sont représentées : la premiere comporte trois représentations polaires donnant
les radiances émergeantes calculées en prenant en compte la totalité des interactions entre
les deux champs (RAD), les interactions a [’échelle (RADj), et les interactions sous-pixel
(RADgyp). La deuxiéme figure représente la contribution relative des interactions sous-pixel
aux radiances sortantes dans chacun des pixels d’approximation. C’est simplement le rapport
entre RADg,, et RAD, ou plus justement RAD,,/(RADj + RADgy). De plus, on ne vi-
sualise que les radiances montantes : la diffusion étant isotrope, les radiances descendantes
n’apportent aucune information supplémentaire. Pour ce nuage sinusoidal, seuls les résultats
pour les pixels 1 et 2 sont montrés.

5.3.1.3.1 Cas de la multirésolution de Meyer

Les figures 5.39 et 5.40 donnent les radiances normalisées montantes sortantes issues respec-
tivement des pixels 1 et 2. La rosace de gauche fournit les radiances dues a la totalité des
interactions (RAD) ; la rosace centrale les radiances dues aux interactions a ’échelle (RAD ) ;
la rosace de droite les radiances dues aux interactions sous-pixel (RADgyp).

On observe une symétrie des résultats par rapport a 'axe ¢ = 0°. Ceci est di a l'in-
variance des nuages suivant 'axe 7. Les radiances a I’échelle (représentation polaire cen-
trale) sont quasiment indépendantes de 'angle azimutal. L’effet des interactions sous-pixel
(représentation polaire de droite) est le plus important pour les angles zénithaux supérieurs a
60°. Pour ces angles zénithaux, I'effet des interactions sous-pixel change de signe entre le plan
avant (¢ < 90° et ¢ > 270°) et le plan arriere (90° < ¢ < 270°). Pour le pixel 1, les valeurs
des radiances normalisées RADg,;, sont négatives (jusqu’a -0.04) pour les angles zénithaux
supérieurs a 60° et dans le plan arriere, et positives (jusqu’a +0.01) pour les angles zénithaux
supérieurs a 60° et dans le plan avant. Pour le pixel 2, c’est l'inverse. La symétrie quasi-
parfaite des radiances RADy,, dans les pixels 1 et 2 est a relier a la symétrie des portions de
signal en regard des “pixels” impairs et pairs de Meyer (voir la figure 5.18). Analysons tout
d’abord les zones de la représentation polaire ou les radiances RAD,,; sont positives : dans
les pixels 1 et 2, la diffusion du rayonnement par la partie respectivement gauche et droite du
signal — ou I’épaisseur optique est maximale — est sousestimée dans le calcul a [’échelle ; cette
énergie diffuse — prise en compte dans le calcul sous-pixel — se propage assez librement vers
le haut dans des directions tres inclinées sur ’horizontale et vers les zones de faible épaisseur
optique — invisibles pour la représentation basse résolution du signal, la partie respectivement
droite et gauche des pixels 1 et 2 (des abscisses 65 a 81 sur la figure 5.18). Pour résumé, les
valeurs positives de RAD,,; ont pour origine une diffusion augmentée par les parties gauche
et droite des pixels respectivement 1 et 2, et cette énergie diffuse sort assez facilement du
nuage par les parties respectivement droite et gauche de ces pixels. Analysons maintenant les
zones de la représentation polaire ou les radiances RADg,; sont négatives : dans les pixels 1
et 2, la diffusion du rayonnement par la partie respectivement droite et gauche du signal —
ou I’épaisseur optique est minimale — est surestimée dans le calcul a [’échelle ; cette énergie
diffuse “en trop” — prise en compte dans le calcul sous-pixel et de signe négatif — se propage
assez difficilement vers le haut dans des directions tres inclinées sur I'horizontale et vers les
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BE 3 F 3 F =

0.08 0.1 0.12 0.14 0.08 0.1 0.12 0.14 -0.04 —-0.02

Fi1G. 5.39 — Radiances sortantes montantes moyennes a 1’échelle du pixel 1 : radiances dues a la
totalité des interactions (& gauche), dues aux interactions & 1’échelle (au centre) et sous-pixel
(a droite) — AMR de Meyer — Nuage sinusoidal.
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Fi1G. 5.40 — Radiances sortantes montantes moyennes a 1’échelle du pixel 2 : radiances dues a la
totalité des interactions (a gauche), dues aux interactions & 1’échelle (au centre) et sous-pixel
(a droite) — AMR de Meyer — Nuage sinusoidal.
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FiG. 5.41 — Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances montantes sortant
des pixels 1 et 2 — AMR de Meyer — Nuage sinusoidal.

zones de forte épaisseur optique — invisibles pour la représentation basse résolution du signal,
la partie respectivement gauche et droite des pixels 1 et 2. Pour résumé, les valeurs négatives
de RADg,, ont pour origine une surévaluation de la diffusion par les parties droite et gauche
des pixels respectivement 1 et 2, énergie diffuse qui se propagerait vers les parties respective-
ment gauche et droite de ces pixels, dont I’épaisseur optique est constante et vaut I'unité dans
le calcul a [’échelle, alors qu’en réalité, I’épaisseur optique y atteint des valeurs plus élevées (
jusqu’a deux).

La présence plus importante des valeurs négatives de RADg,; dans les deux pixels fait
que les flux diffus fluzg,, moyens dans ces deux pixels sont négatifs (voir 5.3.1.2.1.2). C’est
donc la surestimation par le calcul a ’échelle de ’épaisseur optique la ot celle-ci est en réalité
beaucoup plus faible, donc la surestimation des sources de diffusion, qui I’emporte globalement
dans le calcul de fluxgy,p a ’échelle des pixels d’approximation.

La figure 5.41 donne la contribution relative des interactions sous-pixel en visualisant le
rapport des coefficients d’échelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients d’échelle
totaux, pour les pixels 1 (& gauche) et 2 (& droite). On peut constater que, logiquement par
rapport a ’analyse faite ci-dessus, la contribution des interactions sous-pixel est maximale
pour des directions proches de I’horizontale. Cette contribution atteint 50% en valeur ab-
solue (et de signe négatif). On peut interpréter ainsi ces résultats : dans ces directions, le
calcul a D’échelle surestime de 50% la valeur des radiances moyennes & 1’échelle des pixels
d’approximation.

5.3.1.3.2 Cas de la multirésolution de Haar
Les figures 5.42 et 5.43 donnent les radiances montantes sortantes issues respectivement
des pixels 1 et 2 pour 'AMR de Haar. Remarquons tout d’abord que les radiances totales
(représentations polaires de gauche) sont différentes du cas de TAMR de Meyer. Rappelons-
nous que la définition des pixels de Haar et de Meyer ne sont pas les mémes, et qu’en parti-
culier, ils ne sont pas positionnés au méme endroit.

Les radiances calculées a 1’échelle sont maintenant tres différentes pour les pixels 1 et 2
(fig. 5.42 et 5.43 au centre) : I'épaisseur optique moyenne dans le pixel 2 est plus importante,
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0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 -0.01 0 0.010.020.03

Fia. 5.42 — Radiances sortantes montantes moyennes a I’échelle du pixel 1 : radiances totales
(a gauche), dues aux interactions & 1’échelle (au centre) et sous-pixel (a droite) — AMR de
Haar — Nuage sinusoidal.

0.12 0.14 0.16 0.12 0.14 0.16 -0.02 -0.015 -0.01

Fia. 5.43 — Radiances sortantes montantes moyennes a I’échelle du pixel 2 : radiances totales
(a gauche), dues aux interactions a 1’échelle (au centre) et sous-pixel (a droite) — AMR de
Haar — Nuage sinusoidal.
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et de ce pixel émerge beaucoup plus de flux diffus.

Les radiances additionnelles RAD,,; dues aux interactions sous-pixel ne présentent plus la
symétrie constatée entre les pixels pour 'AMR de Meyer, mais ’explication des changements
de signe de RADg,;, pour les deux pixels et en fonction des directions peut étre analyser de
la méme fagon et suivant les remarques déja données au paragraphe 5.3.1.2.2.2.

Dans le pixel 1, les radiances sous-pixel sont tres faibles en valeur absolue, sauf pour les
angles zénithaux importants ou les contributions sont significatives et positives pour presque
tous les plans azimutaux, excepté pour les plans perpendiculaires & I'axe Z ou elles sont
négatives. On ne sait pas pour l'instant interpréter ces valeurs négatives (autour de -0.01)
pour ces plans azimutaux. Comme il a été noté au paragraphe 5.3.1.2.2.2, les contributions
positives correspondent a la diffusion multiple. Ces contributions pour ces directions tres
inclinées correspondent aux sources radiatives provenant des pixels pairs : le calcul sous-pizel
compense la sousestimation des sources de diffusion dans les pixels pairs et la surestimation de
I’épaisseur optique dans les pixels impairs par le calcul a I’échelle. La présence de contributions
positives plus importantes en valeur absolue fait que les flux diffus fluxg,, moyen, ausi bien
montant que descendant, sont positifs dans les pixels pairs (voir les tableaux 5.11 et 5.12).

Dans le pixel 2, les radiances sous-pixel sont négatives dans toutes les directions, et maxi-
males en valeur absolue pour les angles zénithaux importants. L’explication de la non-présence
de radiances RADg,; dans les pixels pairs est a relier a la remarque faite au paragraphe
5.3.1.2.2.2 que la diffusion aux ordres de diffusion élevé n’apporte pas de contributions posi-
tives a I’énergie diffuse sous-pixel dans les pixels pairs. Ces valeurs négatives conduisent au
flux diffus sous-pizel moyen négatif dans ce pixel (voir les tableaux 5.11 et 5.12).

On peut également observer la contribution des interactions sous-pixel en visualisant le
rapport des coefficients d’échelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients d’échelle
totaux : la figure 5.44 donne ces contributions relatives pour les radiances montantes et pour
les pixels 1 (& gauche) et 2 (a droite).

-0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06

Fi1G. 5.44 — Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances montantes sortant
des pixels 1 et 2 — AMR de Haar — Nuage sinusoidal.

La figure 5.44 donne la contribution relative des interactions sous-pixel en visualisant le
rapport des coefficients d’échelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients d’échelle
totaux, pour les pixels 1 (a gauche) et 2 (a droite). On peut constater ici aussi que, logiquement
par rapport a I’analyse faite ci-dessus, la contribution des interactions sous-pixel est maximale
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pour des directions proches de I’horizontale. Pour le pixel 1, cette contribution atteint pres de
30% pour les angles zénithaux élevés et dans la majorité des plans azimutaux. Pour le pixel
2, elle atteint 16% et est de signe négatif.

5.3.2 Cas du nuage a cascade bornée

5.3.2.1 Approximation basse résolution de la variabilité nuageuse

La figure 5.45 donne I'approximation a basse résolution de la fluctuation nuageuse de type
cascade bornée pour les deux AMR de Haar et de Meyer.

8

=)
T

— fluctuation de I'épaisseur optique
= gpproximation au sens de 'AMR de Meyer
= = gpproximation au sens de 'AMR de Haar

Epaisseyr optique
T

F1G. 5.45 — Approximations basse résolution de la fluctuation type “cascade bornée” par les
AMR Haar et Meyer.

Dans cette analyse des flux sortants pour le nuage cascade bornée, nous ne donnons que
les résultats obtenus pour la multirésolution de Haar (et pour la technique de calcul HM). La
raison est la suivante : pour ce nuage et ’AMR de Meyer, on obtient, a 1’échelle des 8 pixels
d’approximation, les flux direct transmis donnés dans le tableau 5.16. On constate que le flux

en moyenne

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposH ipos6 ipos7 ipos8 (échelle

du nuage)
dwny  0.0857 0.2704 0.2635 0.6052 0.1801 0.0542 0.1507 0.1801 0.2237
dwng,, 0.0029 -0.0191 -0.0053 -0.1339 0.1213 -0.0683 0.0350 -0.0116 -0.0099
dwn 0.0885 0.2513 0.2582 0.4713 0.3014 -0.0141 0.1857 0.1685 0.2138

TaB. 5.16 — Flux directs sortants moyens dans les 8 “pixels Meyer” et a 1’échelle du nuage
“cascade bornée”.

moyen obtenu dans le pixel 6 est négatif et vaut -0.0141, ce qui est une valeur irréaliste et
dénuée de sens physique. On voit la I'inconvénient de travailler avec une AMR, qui propose
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T T T
— flux direct transmis
== fonction d’échelle (J=3, k=6)
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20 40 60 80 100 120 140

F1G. 5.46 — Flux direct sortant du nuage, et la fonction d’échelle de Meyer périodisée ¢ j—3 r—¢.

une fonction d’échelle oscillante présentant des valeurs négatives. La distribution des valeurs
analysées peut tres bien amener a ce genre de probleme. Pour nous en convaincre, il suffit
d’observer les deux fonctions dont on réalise le produit scalaire (fig. 5.46) : le signal du flux
direct sortant du nuage, et la fonction d’échelle de Meyer périodisée ¢ j—3 ;—6.

Les valeurs maximales du signal du flux direct coincident avec les valeurs négatives de
la fonction d’échelle (autour des soixantieme et centieme points) pour donner finalement un
produit scalaire négatif.

L’utilisation de ’AMR de Meyer, conduisant a des valeurs non physiques, seuls les résultats
pour P’AMR de Haar sont étudiés. Il faut noter toutefois que 1'utilisation de ’AMR de Meyer
permet de faire des calculs de I’énergie radiative due a la totalité des interactions tout a fait
valables, mais leus analyse est difficilement exploitable en terme d’interaction entre échelle.

5.3.2.2 Analyse des flux sortants

5.3.2.2.1 Flux directs sortants
La figure 5.47 montre les flux directs solaires détaillés dans le nuage.

Les flux directs moyens sortants dans les 8 pixels d’approximation sont détaillés dans le
tableau 5.17, et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel aux flux directs
moyens sortant du nuage, sont données tableau 5.18. Les contributions sont maximales dans
les pixels 1, 6 et 8 (supérieur a 0.02), et maximales en pourcentage dans les pixels 5 et 6 : les
contributions vont de -2.66 & 51.75%. A 1’échelle du nuage, les signes contraires se compensent
et la contribution est de 5.37%.

échelle
du nuage)
dwny 01174 0.2772 0.3283 0.5347 0.0132 0.0489 0.2173 0.0813 0.2023
dwng,, 0.0228  0.0174 0.0044 -0.0138 0.0141 0.0210 0.0045 0.0216 0.0115

dwn  0.1402 0.2946 0.3327 0.5209 0.0273 0.0699 0.2218 0.1029 0.2138

iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposH ipos6 ipos7 ipos8

TAB. 5.17 — Flux directs moyens sortants dans les 8 pixels et a I’échelle du nuage “cascade
bornée” — AMR de Haar.
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Flux direct transmis di a la totalité des interactions

20 40 60 80 100 120

20 40 60 80 100 120
Flux direct additionnel d0 aux interactions sous—pixel

F1G. 5.47 — Flux collimatés (directs) dans le nuage “cascade bornée” — O4, = 161° — AMR
de Haar.

. . . . . . . . échelle
iposl ipos2 ipos3 iposd iposb ipos6 ipos7 ipos8 du nuage
dwng,, 16.26  5.90 1.33 -2.66 51.75 30.07 2.02 20.93 5.37

TAB. 5.18 — Contribution en % des interactions sous-pixel au flux direct sortant — AMR de
Haar — Nuage “cascade bornée”.
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5.3.2.2.2 Flux diffus sortants

Les figures 5.48 et 5.49 montrent les flux diffus descendants et montants dans le nuage. Pour
le flux diffus descendant, on voit que les sources additionnelles sous-pixel prennent des valeurs
comprises entre -0.15 et +0.1. Pour le flux montant, les valeurs vont de -0.1 & +0.07.

Les flux diffus sortants sont détaillés dans le tableau 5.19. Contrairement au cas du nuage
sinusoidal étudié précédemment, les contributions sous-pixel ne sont pas plus importantes
pour les flux diffus descendants. On peut noter que dans tous les pixels exceptés les pixels
4 et 7, les flux diffus dus aux interactions sous-pixel sont de signes négatifs, aussi bien pour
les flux montants que descendants. Pour les pixels 4 et 7, les contributions sous-pixel sont
positives, aussi bien pour les flux montants et descendants. Ces deux pixels contiennent des
minima locaux d’épaisseur optique. Cet effet est certainement conséquence de la canalisation
du rayonnement dans ces pixels, canalisation qu’on constatera plus loin.

moyenne
iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposH ipos6 ipos7 ipos8 (échelle

du nuage)

dwn s 0.3388 0.3136  0.3011 0.2332 0.2269 0.3158 0.3329 0.3375 0.30

dwng,, -0.0139 -0.0016 -0.0108 0.0271 -0.0007 -0.0052 0.0012 -0.0095 -0.0017
dwn 0.3249  0.3120 0.2903 0.2603 0.2262 0.3106 0.3341 0.3280 0.2983
up s 0.5202 0.3919 0.3612 0.2535 0.6881  0.5978 0.4411 0.5711 0.4781
upsyy  -0.0171  -0.0021 -0.0065 0.0297 -0.0393 -0.0179 0.0060 -0.0201 -0.0084
up 0.5031 0.3898  0.3547 0.2832 0.6488 0.58 0.4471  0.5510 0.4697

TAB. 5.19 — Flux diffus moyens sortants, dans les 8 pixels et a 1’échelle du nuage “cascade
bornée” — AMR de Haar.

A T’échelle du nuage, les contributions sous-pixel sont légerement négatives pour les flux
montant et descendant : en pourcentage (tableau 5.20), les contributions représentent -0.56 et
0.79% des flux respectivement descendant et montant. A 1’échelle des pixels d’approximation,
les contributions négatives atteignent en valeur absolue 6.05 % ; les contributions positives
atteignent 10.47 % dans le pixel 4.

moyenne
iposl ipos2 ipos3  iposd  iposb ipos6 ipos7  ipos8 (échelle
du nuage)
dwng,y -4.29 -053 -3.71 +10.40 -0.31 -1.65 +0.35 -2.88 -0.56
Upsup  -3.39  -0.52  -1.85 +10.47 -6.05 -3.08 +1.34 -3.65 -1.79

TAB. 5.20 — Contribution en % des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants — AMR de
Haar — Nuage “cascade bornée”.

Afin d’analyser plus finement ces résultats, on a observé I’évolution des flux diffus moyens
sortants en fonction de 'ordre de diffusion, en particulier dans les pixels 4 et 7. Les évolutions
des flux diffus cumulés sortants sont données dans les figures 5.50 et 5.51. Pour de nombreux
pixels, les contributions sous-pixel oscillent autour de zéro. La convergence des flux sortants
n’étant pas encore réalisée pour certains pixels (par exemple le pixel 5, surtout pour le flux
descendant), les signes des contributions sous-pixel dans les tableaux précédents sont donc a
prendre avec précaution (tout particulierement pour le pixel 5). On voit que pour le pixel 4, la
convergence de la contribution sous-pixel vers des valeurs positives s’obtient entre le cinquieme
et le dixieme ordre de diffusion. La figure 5.52 indique les contributions sous-pixel relatives
a l’échelle du nuage. On constate a nouveau ici que les contributions sous-pixel sont plus



160 CHAPITRE 5. RESULTATS OBTENUS ET PREMIERES ANALYSES

Flux diffus descendant dd a la totalité des interactions

20 40 60 80 100 120

T

i ’K @:W
il 1l
Mf

WL
M] %
i et

tion us
| “‘
f &
Fia. 5.48 — Flux diffus descendant dans le nuage “cascade bornée” — AMR de Haar.

1WA
20 40 60 80 100 120

Flux diffus montant d0 a la totalité des interactions

= N WA A #

20 40 60 80 100 120
Flux diffus montant d0 aux int tl I'échell

25
£20
9
015
>
[} | I
<10
S
w5

20 40 60 80 100 120
Flux diffus montant additionnel d(i aux interactions sous—pixel

“

M

Fi1G. 5.49 — Flux diffus montant dans le nuage “cascade bornée” — AMR de Haar.
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—©— interaction a I'échelle
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ordre de diffusio

=}

ordre de diffusion

FiGc. 5.50 — Evolution des contributions cumulées des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants descendants pour les huit pixels en fonction de 'ordre de diffusion — AMR de Haar
— Nuage “cascade bornée”.

importantes pour le flux diffus montant (autour de -2 %) que pour le flux descendant (entre
-0.5 et -0.8 %). On voit que les valeurs absolues des contributions cumulées des interactions
sous-pixel passent par un maximum avant de diminuer et de se stabiliser en oscillant autour
d’une valeur.

5.3.2.2.3 Flux total (direct + diffus) descendant sortant

Les flux totaux (direct+diffus) sortants du nuage par le bas sont donnés dans le tableau 5.21
et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel au flux total sortant vers le bas
sont données tableau 5.22.

En faisant la somme des flux diffus et des flux directs sortants, les contributions sous-pixel
sont positives dans 7 pixels sur 8, et également a 1’échelle du nuage entier. Ce signe positif
est diit a ’écart sur le flux direct entre le calcul a [’échelle et le calcul vrai. Ainsi, & ’échelle
du nuage et dans 7 pixels d’approximation, les hétérogénéités aident au transport vertical de
I’énergie radiative. A I’échelle d'une période nuageuse, la contribution des interactions sous-
pixel au flux total (direct + diffus) descendant sortant vaut +1.92%. A 1’échelle des pixels
d’approximation, elle atteint +5.70%.

Pour ce nuage tres fluctuant, nous pouvons constater qu’a 1’échelle du nuage, les fluc-
tuations sous-pixel sont relativement faibles : -2 % pour le flux réfléchi, 1.92 % pour le flux
total transmis. Cependant, a 1’échelle des pixels d’approximation, les contributions sont plus
importantes : jusqu’a 10.47 % pour le flux réfléchi, +5.70 % pour le flux total transmis, et



\

s

CHAPITRE 5. RESULTATS OBTENUS ET PREMIERES ANALYSES

162

pixel 1

pixel 2

30

o o o
9] 9] ™
o o o
« I3 «
<t © [ce)
o] T Ko)
£ X X
=1 a a
o o o
- - -
o o o
©
2 X
< 7
o D O o o
(32} c L S ™ ™
5= 0
Je )
ccc
299
==
SRSRS]
© © ©
[
o 829 o o
I £ et ~ ~
™ nv%nv o ~
o © ©
o a o
o o o
— - -
o o o
< N
o o

ordre de diffusion

ordre de diffusion

pixel aux flux diffus

Evolution des contributions cumulées des interactions sous

FiG. 5.51 —

biais sur la transmittance diffuse

= = biais sur la réflectance

30

10

= | i 1
(9% us) afenu np a|1BY23,|'"e
|oxid—snos suonoelauI SBP UOANQLILOD

sortants montants pour les huit pixels en fonction de 'ordre de diffusion — AMR de Haar —

Nuage “cascade bornée”.

I I
— ) o %) ] ) o
S] i

ordre de diffusion

Fi1G. 5.52 — Evolution des contributions cumulées des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants & ’échelle du nuage “cascade bornée” en fonction de l'ordre de diffusion — AMR de

Haar.
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moyenne
iposl ipos2 ipos3 iposd  iposh ipos6 ipos7  ipos8 (échelle
du nuage)

total dwny  0.4562 0.5908 0.6294 0.7680 0.2401 0.3647 0.5502 0.4188 0.5017

total dwng,, 0.0089 0.0158 -0.0064 0.0131 0.0134 0.0158 0.0057 0.0121 0.0098

total dwn 0.4651 0.6066 0.6230 0.7811 0.2535 0.3805 0.5559 0.4309 0.5115

TAB. 5.21 — Flux moyens totaux (direct+diffus) descendants sortants, dans les 8 pixels et a
I’échelle du nuage “cascade bornée” — AMR de Haar.

moyenne
iposl  ipos2 ipos3 ipos4 iposb  ipos6  ipos7  ipos8 (échelle

du nuage)

total dung,, +1.89 +4+2.59 -1.01 +1.66 +5.70 +4.16 +0.99 +2.82 +1.92

TAB. 5.22 — Contribution en % des interactions sous-pixel au flux total (direct + diffus)
descendant sortant — AMR de Haar — Nuage “cascade bornée”.

jusqu’a 50 % pour le flux direct transmis.

5.3.2.2.4 Total des flux sortants du nuage

La tableau 5.23 donne le total des flux normalisés sortants du nuage dans les huit pixels
d’approximation et a I’échelle d’une période nuageuse. Le bilan donne 0.9818 : le bilan n’est
donc pas fermé; il manque 1.82 % du rayonnement initial, ce pour des raisons physiques —
Pordre de diffusion est limité et tous les photons ne sont pas encore sortis du nuage (surtout
dans le pixel 5; voir la figure 5.50), et numériques — la convergence vers la stricte unité n’est
pas assurée.

moyenne
iposl ipos2 ipos3 ipos4 iposh ipos6 ipos7 ipos8 (échelle

du nuage)
total 5 0.9764 0.9827 0.9906 1.0214 0.9282  0.9625 0.9914  0.9898 0.9804
totals,y, -0.0082 0.0137 -0.0129 0.0429 -0.0259 -0.0021 0.0116 -0.0080 0.0014
total 0.9682 0.9964 0.9777 1.0643 0.9023 0.9604 1.0030 0.9818 0.9818

TAB. 5.23 — Somme des flux normalisés sortant du nuage “cascade bornée” — AMR de Haar.

Le tableau indique du “channelling” dans les pixels 4 et 7 : on y constate des valeurs
supérieurs a l'unité, respectivement 1.0643 et 1.0030. Mais rappelons que la convergence des
flux n’est pas réalisée partout, et qu’en ’état, il ne faut pas se référer a I'unité mais a 0.9818.
Toutefois, il serait incorrect d’extrapoler les résultats en divisant les flux totaux dus a la
totalité des interactions par 0.9818, car il n’y a plus que dans le pixel 5 qu’il est a prévoir
un changement significatif des résultats avec 'augmentation de 'ordre de diffusion. Dans ces
deux pixels, l'effet de canalisation est présent dans le calcul a [’échelle. On peut remarquer la
coincidence entre la canalisation du rayonnement dans les pixels 4 et 7, et les contributions
sous-pixel aux flux diffus, positives uniquement dans ces pixels (cf. les tableaux 5.19 et 5.20).
Comme pour le cas du nuage sinusoidal avec ’AMR, de Haar, ces pixels sont éclairés par
leurs voisins : le minimum local d’épaisseur optique n’étant pas considéré dans le calcul a
I’échelle, celui-ci sous-estime la transmission de ces sources voisines; les contributions sous-
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F1a. 5.53 — Effet de canalisation du rayonnement dans le nuage “cascade bornée”.

pixel sont donc positives. Cette analyse sera confirmée par ’étude des radiances sortantes. La
figure 5.53 montre les valeurs du flux total sortant en chaque point. L’effet de canalisation du
rayonnement intervient a la verticale des minima locaux d’épaisseur optique.
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5.3.2.3 Analyse des radiances sortantes

On montre ici les radiances sortantes a 1’échelle des huit pixels d’approximations. Pour
ce nuage “cascade bornée”, les radiances analysées sont les radiances descendantes pour les
pixels 3 et 4, et les radiances montantes pour les pixels 7 et 8.

5.3.2.3.1 Radiances descendantes

Les figures 5.54 et 5.55 donnent les radiances descendantes sortantes, issues respectivement
des pixels 3 et 4. Les contributions sous-pixel pour les radiances issues du pixel 3 (fig. 5.54 a
droite) sont presque partout négatives, avec un maximum en valeur absolue pour les angles
zénithaux 6 > 60°, et pour les plans azimutaux 120° < ¢ < 240°. Les valeurs positives des
contributions se trouvent dans la zone symétrique avant. Ces valeurs sont dues aux faibles
valeurs des épaisseurs optiques dans la partie droite du pixel 3 (fig. 5.45). Les contributions
n’excedent pas 7.1073 en valeur absolue. Pour le pixel 4 (fig. 5.55 & droite), les contributions
sous-pixel sont positives dans la majorité des directions. Les plus importantes sont pour le
plan arriere et des angles zénithaux 8 > 60°. Ces contributions sont certainement dues a
I’éclairage du pixel 4 par le pixel 5, et la transmission de ce rayonnement dans les zones de
tres faibles épaisseurs optiques. Les valeurs positives dans le plan avant (autour de 10.1073)
sont sans doute dues au rayonnement provenant du pixel 3.

On peut également observer la contribution relative des interactions sous-pixel en visua-
lisant le rapport des coefficients d’échelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients
d’échelle totaux. La figure 5.56 donne les contributions relatives pour les radiances montantes
et pour les pixels 3 (& gauche) et 4 (a droite).

Suite a ’étude sur les flux diffus, on vérifie que les contributions sous-pixel relatives sont
plus importantes dans le pixel 4 : de -6 % a pres de 19 %. Dans le pixel 3, les contributions
relatives vont de -7 % & 1%.

5.3.2.3.2 Radiances montantes

Les figures 5.57 et 5.58 donnent les radiances montantes sortantes issues respectivement des
pixels 7 et 8. Pour le pixel 4 (fig. 5.57 a droite), les contributions sous-pixel sont également
positives dans la majorité des directions. Ce cas est similaire & celui du pixel 4 : ces contribu-
tions sont certainement dues a I’éclairage du pixel 7 par le pixel 8. Pour le pixel 8 (fig. 5.58
a droite), les contributions sont négatives dans toutes les directions. La figure 5.59 donne les
contributions relatives pour les radiances montantes et pour les pixels 7 (a4 gauche) et 8 (a
droite). Les valeurs des contributions relatives vont de -1% a +4% pour le pixel 7, et de -2%
a -4.5% pour le pixel 8.
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F1a. 5.54 — Radiances sortantes descendante moyennes a 1’échelle du pixel 3 : radiances totales
(& gauche), dues aux interactions a 1’échelle (au centre) et sous-pixel (a droite)
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Fia. 5.55 — Radiances sortantes descendante moyennes a 1’échelle du pixel 4 : radiances totales
(a gauche), dues aux interactions a I’échelle (au centre) et sous-pixel (& droite)
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-0.06 -0.04 -0.02 0

Fi1c. 5.56 — Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances descendantes
sortant des pixels 3 et 4

FiG. 5.57 — Radiances sortantes montantes moyennes a 1’échelle du pixel 7 : radiances totales
(a gauche), dues aux interactions a I’échelle (au centre) et sous-pixel (& droite)
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Fic. 5.58 — Radiances sortantes montantes moyennes a 1’échelle du pixel 8 : radiances totales
(a gauche), dues aux interactions a I’échelle (au centre) et sous-pixel (& droite)
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Fi1G. 5.59 — Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances montantes sortant
des pixels 7 et 8
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

La prise en compte des effets des hétérogénéités nuageuses dans les calculs radiatifs et a
différentes échelles spatiales, est un probleme majeur aussi bien dans ’étude du climat qu’en
télédétection spatiale. L’hypothese du nuage plan-parallele —et de sa variante le modele IPA —
largement utilisée en sciences de ’atmosphere, est insuffisante pour permettre d’estimer avec
suffisamment de précision le role radiatif réel des nuages pour tous les cas de figure. Afin de
répondre aux besoins de la communauté, qui sont une meilleure prise compte des nuages dans
les calculs radiatifs, ainsi qu’un colt acceptable de ces calculs, une formalisation du transfert
radiatif en milieu hétérogene est indispensable. Cette formalisation doit permettre de décrire
les processus d’interaction entre échelles, en vue de paramétriser les effets des hétérogénéités
sous-pixel, de résoudre le probleme de fermeture en transfert radiatif, de maitriser les erreurs
dans les calculs radiatifs simplifiés.

Afin de répondre & cette problématique, et inspirés par les travaux de [Stephens 1986]
et [Stephens 1988a], nous avons appliqué dans ce travail la méthode de Galerkin-ondelette
a 'Equation du Transfert Radiatif, en supposant que seul le coefficient d’extinction est
hétérogene (on modélise un nuage dont le contenu en eau liquide nuageuse varie, causé par
une variation du nombre de gouttes dont le rayon est constant), et pour une hétérogénéité
horizontale 1D. Nous avons ainsi obtenu (chapitre 3) une nouvelle formulation multirésolution
de I’équation :

e (W 05) (o) = =305 o W) (2) (R, 00 (2, 0) T,

\Ill \I/Q
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B 1
+ (1 —dk1) %ZZ (0, W) (2)Tw, v, w, /15 (,u,,u') <]\~fk_1, \112> (z, u') dy’
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U, W,

Do =
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ou W; est soit une fonction d’échelle, soit une ondelette, le symbole Z signifiant qu’on fait

v,
la somme sur toutes les fonctions d’échelle et ondelettes. Cette formulation réalise — par I'in-

termédiaire de coefficients de connexion — le couplage entre les échelles des hétérogénéités du
champ de radiances et du champ d’épaisseur optique en interaction. Grace aux propriétés de
I’analyse multirésolution de type ondelettes — la définition d’échelle et de “pixels” d’approxi-
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mation, la localisation spatiale des fonctions analysantes — ce couplage possede un caractere
local dans le domaine physique, et c¢’est I'un des intéréts majeurs de cette approche. La pro-
jection de 'ETR dans un espace multirésolution divise 'interaction globale des deux champs
en interactions élémentaires, qui sont les interactions entre les fluctuations élémentaires des
deux champs (définies par PAMR utilisée). L’ensemble de ces interactions élémentaires locales
est contenu dans un composant de connexion : le tenseur d’interaction

_
PJ

{T\Ifl,%,%v avec (\I'i)izl,zg € ( T )}7
L—1

rassemblant tous les coefficients de connexion d’interaction. Cette formulation fait également
apparaitre un deuxieme composant, la matrice des coefficients de connexion dérivée

_
{<5\I’1,\IJ3>, avec (U;);,_;5 € < ﬂ) )} ’
7 Uy

qui rend compte du transport horizontal de I’énergie radiative en rassemblant les interac-
tions entre fluctuations élémentaires voisines du champ de radiances, voisines au sens des
localisations dans les domaines physique, et de Fourier pour ’AMR de Meyer. L’information
contenue dans ces composants de connexion a été étudiée en détail dans le chapitre 3. Parmi
les interactions élémentaires entre le champ de rayonnements et le milieu, on trouve celles
provoquant la réplique des hétérogénéités du milieu dans le champ de rayonnements, et celles
provoquant des interactions entre les échelles. Le tenseur d’interaction décrit en particulier
le mécanisme responsable de la remontée d’énergie dans les échelles : I'interaction de deux
fluctuations élémentaires jumelles des deux champs produit des fluctuations aux plus grandes
échelles. Nous avons introduit la notion d’efficacité d’interaction, qui n’est autre que la valeur
du coeflicient de connexion associé a cette interaction. Le grand intérét de notre approche est
de pouvoir séparer les contributions locales de chacune des petites échelles des hétérogénéités
du milieu & une plus grande échelle, dite des “pixels” d’approximation. La séparation de ces
contributions permet de définir les radiances moyennes a 1’échelle d’approximation, comme
la somme des radiances indicées J dues aux interactions a 1’échelle d’approximation, et des
radiances indicées sub, source additionnelle due aux interactions sous-pixel. Cette source ad-
ditionnelle correspond a ’erreur que I’on commet quand on a une vision basse résolution de la
variabilité nuageuse. Cette étude des coeflicients de connexion permet d’analyser qualitative-
ment les erreurs des calculs de type plan-paralléle, et 'importance, d’un point de vue radiatif,
d’hypothese de modélisation, comme par exemple I’homogénéité verticale des champs nuageux
simulés. Ces premieres analyses ont été confirmées par I'analyse des résultats de simulation
du code de calcul WaveNum, développé pendant cette these et basé sur I'application de la
méthode de Galerkin-Ondelette a 'ETR.

Le fait que I'ensemble des interactions élémentaires soit regroupé dans deux composants
qui ne dépendent que de '’AMR choisie est tres intéressant d’un point de vue formel car
I’équation 6.1 est tout a fait générale; les mécanismes des interactions ne dépendent pas du
milieu. Les interactions effectives sont rassemblées dans ce que nous avons appelé 'opérateur
effectif d’interaction, défini par

T = o, V1) (2)Ty, v, v,
o %} 1) (2)Tw,, v,

Cet opérateur prend en compte a la fois ’ensemble des interactions élémentaires possibles
(Tw, v, w,) et I'hétérogénéité du milieu ((co, ¥1)). Le calcul est ainsi naturellement adaptatif,
car cet opérateur ne contient que les interactions effectives : la ou les propriétés optiques
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du milieu ne fluctuent pas, il n’y a pas calcul des interactions entre échelles. Enfin, cette
nouvelle formulation de 'ETR a permis dans la derniere section du chapitre 3 la formalisation
multirésolution du transfert radiatif en milieu hétérogene, qui s’apparente a la décomposition
de Reynolds des équations. On écrit le transfert radiatif & I’échelle des pixels d’approximation
avec la présence de sources additionnelles dues aux interactions entre échelles.

Les chapitres 4 et 5 ont détaillé la mise au point du code de transfert radiatif basé sur la
décomposition multirésolution de 'ETR, et donné la comparaison des résultats de quelques
simulations avec ceux des codes de référence Monte Carlo et SHDOM, afin de valider nos
calculs. Ce code est la traduction des équations multirésolutions. La séparation des contri-
butions a [’échelle et sous-pixel permet de quantifier pour le nuage entier les contributions
des interactions sous-pixel a 1’échelle des pixels d’approximation. Les difficultés numériques
rencontrées dans ce genre d’approche — effet de Gibbs, évaluation correcte du terme de dérivée
horizontale — ont pu ainsi étre analysées et en partie résolues. Cet outil de calcul supporte les
fortes fluctuations des champs nuageux.

Le choix de 'AMR est un point délicat, aussi bien du point de vue numérique, que du
point de vue de l'interprétation physique des résultats, de la définition du terme “interac-
tion entre échelles”. Les AMR utilisées ont été celles de Haar et de Meyer, choisies pour la
compacité des supports de leurs fonctions, respectivement dans les domaine physique et spec-
tral. Le calcul des radiances et flux est correct avec ces deux AMR. Cette étude a montré le
grand intérét de 'utilisation de 'AMR de Haar. La compacité “maximale” des supports des
fonctions de Haar fait que les coefficients de connexion d’interaction sont réduits a ’essentiel,
ce qui rend les composants de connexion de Haar tout a fait creux. De plus, les propriété
de la fonction d’échelle de Haar permet de lever bien des ambiguités dans l'interprétation
physique des résultats : ’'appellation pizel d’approrimation n’est rigoureusement valable que
dans le cas de 'AMR de Haar; il est impossible que les coefficients d’échelle du champ de
rayonnements soient négatifs avec cette AMR. L’utilisation de ’AMR, de Meyer pose en re-
vanche des problémes numériques (effet de Gibbs, remplissage des composants de connexion)
et d’interprétation plus délicats. En particulier, le parallele entre la décomposition de Rey-
nolds des équations et 1’écriture du transfert radiatif a I’échelle des “pixels” d’approximation
de Meyer est moins direct ; et les coefficients d’échelle peuvent étre négatifs pour un signal
aux valeurs strictement positives. Le défaut de TAMR de Haar est son mauvais traitement
du terme dérivée. Une technique a été développée et conduit a la définition d’une analyse
multirésolution hybride, notée HM : le traitement du terme produit est réalisé avec ’AMR de
Haar, le terme dérivée est calculé a ’aide d’une matrice de coefficients de connexion dérivée
hybride, basée sur la dérivée au sens de ’AMR de Meyer. Cette AMR hybride HM permet une
interprétation physique aisée des résultats (AMR de Haar) et des simulations numériquement
intéressantes. Les résultats obtenus avec cette AMR sont encourageants.

Les premieres analyses des interactions contenues dans les résultats de simulation pour
deux types d’hétérogénéité, montrent les premieres utilisations que ’on peut faire de ce nouvel
outil. Le code WaveNum est a 1’état de prototype et nécessite des développements importants.
Néanmoins, les temps de calcul commencent a étre raisonnables et le code est exploitable en
I’état pour nombre d’applications. Le fait d’obtenir directement, apres une simulation, le
champ des sources additionnelles dues aux interactions sous-pixel, et d’avoir I’évolution en
fonction de l'ordre de diffusion de ces sources est original et intéressant. L’interprétation
est délicate car elle dépend de 'AMR utilisée. Néammoins, ces résultats montrent que la
contribution des interactions sous-pixel sur les flux peut étre importante a ’échelle des pixels
d’approximation méme si elle est plus faible a 1’échelle d’une période nuageuse, et que la
contribution sous-pixel sur les radiances a 1’échelle d’approximation peut étre tres importante
dans certaines directions. L’utilisation de ’AMR, de Meyer et du nuage sinusoidal a permis
d’évaluer les erreurs commises en plan parallele pour les couvertures fractionnaires : a I’échelle
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des pixels d’approximation, les erreurs sur les flux atteignent 30%, et jusqu’a 50% pour les
radiances dans certaines directions. Pour TAMR de Haar et le nuage “cascade bornée”, les
contributions sous-pixel sur les flux atteignent 10.47% a 1’échelle des pixels d’approxima-
tion contre -1.79% a D’échelle d’une période nuageuse. Pour les radiances montantes, elles
atteignent 4.5%, et pres de 19% pour les radiances descendantes. Les calculs nous indiquent
donc les directions dans lesquelles le contenu en information sur les hétérogénéités sous-pixel
est important. Cette nouvelle approche a permis également 1’étude approfondie et originale de
processus radiatifs “3D”, tels que la canalisation du rayonnement, l’effet des hétérogénéités
nuageuses sur le transport vertical de ’énergie radiative.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses et variées.

Elles vont en premier lieu en direction du développement du code. En premier lieu ne veut
pas dire que cette direction est la plus urgente a prendre. Les allers et retours dans le nuage
pour augmenter 'ordre de diffusion sont le facteur le plus handicapant pour les performances
du code, aussi bien en précision (propagation de bruits) qu’en temps de calcul. L’utilisation de
techniques d’adding-doubling devrait permettre de répondre a ce probleme. De plus, la tra-
duction du code dans un langage autre que MATLAB est nécessaire si I’on recherche vraiment
la performance. Le code pourrait étre beaucoup plus adaptatif si 'on exploite la vacuité des
composants d’interaction et si ’on a une écriture plus généralement matricielle des équations.
Dans ce cadre, un travail important est & mener pour déterminer la sensibilité des réponses
radiatives au seuillage des coefficients de connexion, afin de définir des techniques perfor-
mantes de calculs approximés. L’utilisation d’autres schémas de quadrature -par exemple la
quadrature de Gauss-Lobatto- est envisagée. A moyen terme, une décomposition dans les deux
dimensions horizontales est nécessaire. La solidité de la théorie des ondelettes en deux dimen-
sions devraient le permettre. D’autres multirésolutions peuvent également étre envisagées,
mais ’AMR de Haar parait bien répondre aux objectifs & la fois numériques et de formali-
sation. A plus long terme, l'utilisation d’ondelettes sphériques [Schroder and Sweldens 1995]
pour représenter le champ de radiances est envisageable.

Ces améliorations du code de calcul vont permettre des simulations plus ambitieuses,
en particulier la définition de champ nuageux sur une plus large gamme d’échelles. L’aug-
mentation du nombre d’échelles devrait permettre d’étudier le changement du comportement
spectral des réponses radiatives ; ’échelle en dessous de laquelle se manifeste le lissage radiatif.
Le fait de détailler I'origine des contributions dans les sources diffusives a chaque ordre de
diffusion devrait aider a ces recherches. Plus généralement, un grand nombre d’études peuvent
et doivent étre menées afin de revisiter a I’aide de ce nouvel outil les problemes radiatifs “3D”.

Le développement d’une formalisation multirésolution du transfert radiatif en milieu
hétérogene est I'objectif de cette approche, en vue de la paramétrisation des hétérogénéités
nuageuses. Cela passe entre autres, par une (ré-)écriture matricielle des équations. Des efforts
importants sont encore a porter dans cette direction.

Un des enjeux du transfert radiatif en milieu nuageux hétérogene est certainement de
pouvoir mesurer les hétérogénéités a différentes échelles, et de savoir comment prendre en
compte leurs effets dans les différents modeles dans lesquels interviennent des calculs radiatifs.
La poursuite de ce travail et de cette approche peut certainement aider a cette tache.
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Annexe A

Incertitude d'Heisenberg

Une problématique importante du traitement du signal réside dans la question de la double
localisation de I’énergie des fonctions dans les domaines physique et de Fourier. Par exemple,
la fonction Dirac ! §(¢ — u) a un support physique restreint & t = u, et sa transformée de
Fourier a une énergie uniformément répartie sur toutes les fréquences.

Plus généralement, si f a un support physique compact, f a un support fréquentiel infini.

La fonction ‘f(w) décroit en fait rapidement a haute fréquence si f varie de fagon réguliere

en temps (ou espace). Pour réduire le support physique de f , on peut comprimer la fonction
par un facteur s > 1 tout en maintenant constante 1’énergie du signal :

Fs(t) = V/sf(st) et [Ifsll* = IIf1° (A1)

La transformée de Fourier J/";(w) = ﬁf(%) est dilaté d’un facteur s, donc on perd en lo-
calisation fréquentielle ce qu'on a gagné en localisation temporelle (spatiale). Ainsi, il est
impossible de bien localiser I’énergie d’une fonction a la fois dans I'espace des fréquences et
dans 'espace physique. En fait, la localisation de 1’énergie des fonctions est limitée par le
principe d’incertitude d’Heisenberg. En référence a la mécanique quantique, considérons une
fonction d’onde f € L?(IR). La densité de probabilité quune particule soit localisée en ¢ est

~ 2
W |£(t)]*. La densité de probabilité que son moment soit égal & w est W f (w)‘ . La
position moyenne de la particule est
_ L *d A
u=—= [t (A2)
I /o0
et son moment moyen est
e= s [ ol d (A3
=— w | f(w w. .
27 |11 J oo
Les variances autour de ces positions moyennes sont respectivement
2 I 2 2
0p =03 (t —u)”[f ()] dt, (A.4)
[
et
2 1 oo 2|77 ]2
= | (=9 |fw)| dw. (A.5)
2 || 117 =00

'Des compléments mathématiques concernant les espaces des fonctions, la définition de la
fonction Dirac, peuvent étre trouvés dans [Mallat 1998|.
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La localisation temps-fréquence de la fonction f est représentée dans le plan temps-
fréquence (t,w) par une boite dite d’Heisenberg, centrée en (u,¢), de dimension o; par o,,. La
boite d’Heisenberg associée a la fonction fs est de dimension o¢/s par s * o,,. L’aire de cette
boite d’Heisenberg est indépendante de s. Plus oy (resp. o,,) est grand, plus I'incertitude sur
la position (resp. le moment) de la particule est grande.

Le principe d’incertitude d’Heisenberg stipule que

2 2 1
oiog > 1 (A.6)

Cette inégalité devient une égalité si et seulement si f est un chirp de Gabor; ie une
gaussiennee modulée.

La question de la double localisation de 1’énergie se pose en particulier pour les onde-
lettes. La mise a 1’échelle des ondelettes a partir d’'une ondelette-mere suit précisément le
procédé de I'équation A.1. La projection d’une fonction f sur une base d’ondelettes 1;
avec j,k € 7, permet ainsi de localiser ’énergie du signal a l'aide d’un pavage du plan
temps-fréquence (t,w); les pavés sont d’aire 040, constante, et les résolutions en temps et
en fréquence dépendent de s. Une représentation de ce pavage est donnée figure 2.1. Ici, le
pavage correspond & une ondelette analytique (i.e. dont la transformée de Fourier est nulle
pour les fréquences négatives); par conséquent les intégrales dans les équations A.3 et A.5
sont définies comme f0+oo (voir [Mallat 1998] page 84).
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Annexe B

Propriétés des coefficients de connexion

B.1 Propriétés des coefficients de connexion du terme produit

Les coefficients de connexion pour le produit de deux fonctions sont réunis dans le tenseur
d’interaction noté T)'7/>4°
1,~h2,~h3

—
Wr1

(B.1)

Vjsks €St le conjugué de v;, r,. La fonction d’échelle et les ondelettes étant des fonctions

réelles, le tenseur d’interaction est invariant en permutant les trois indices 1, 2 et 3. On en
déduit :

00 N
o 7
Tii,ﬁjﬂi = <’Yj1,k1’7j2,k2,'}’j37k3> = / Vi ke (x)7j27k2 ($) Vis ks (z)dz avec Viiski € ( )

—00

. . . _mdisJesds _ rd2dinds . mpdasjeJi . mndisdasJ2 . rndesdssJi . mndshJisgz
<731,k17]27k27’)/]3,k3> - Tkl,kg,ka - Tkz,kl,kg - Tkg,kg,kl - Tkl,kg,kz - Tk27k37k1 - TksJﬁ k2 (B2)

De plus, par un changement d’inconnues dans I’équation B.1, on obtient :

Tk = T8 By B onos, = PPIREA LR = AT BT

avec ji1 = min(Jji, j2, j3)-

Ainsi, seul un noyau minimal de coefficients de connexion est a calculer, les autres étant
déduits par des manipulations sur les indices.

Par 'intermédiaire de 1’équation d’échelle (équation 2.22), on peut aussi exprimer chaque
coeflicient de connexion comme une combinaison linéaire de coefficients de connexion aux plus
basses échelles, et se ramener finalement au seul calcul de (@g x, 0 k,, ©0,0) pour ki et ko € 7
[PerrierandWickerhauser 1999]. Cette derniére technique est utilisée quand on manipule les
filtres en quadrature des analyses multirésolutions. Dans ce travail, ot ’on a utilisé les AMR
de Haar et de Meyer, ce n’est pas le cas. Pour TAMR de Meyer, le calcul est fait a partir de
la définition analytique des transformées de Fourier des fonctions de Meyer (voir annexe C).
Pour ’AMR de Haar, le calcul des coefficients de connexion est trivial et on peut se passer
de ces relations [PerrierandWickerhauser 1999]. Un programme MATLAB simple, donné
ci-dessous, permet d’obtenir les coefficients d’interaction pour ’AMR de Haar (définis a la
section 3.6.1.1) :

%%%%% Calcul des coefficients de connexion de Haar %% %%

L=7; % L est I’échelle de résolution ; on compte donc 2 = 27 = 128 points
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J=3; % J est I’échelle d’approximation; on compte donc 27 = 23 = 8 pixels d’ap-
proximation
npos=2"J;
s=zeros(npos,npos,npos) ;
%% calcul de (@, @,p)
for ipos=1 :npos
s(ipos,ipos,ipos)=2"(J/2);
end
% calcul du type (¥, 1,p)
for iscale=J :(L-1)
s=zeros(2 iscale,2"iscale,npos) ;
Npaq=2"(iscale-J)
for iphi=1 :npos
limin=Npaq*(iphi-1)+1;
limax=limin+Npaq-1;
connect=zeros(2"iscale,2"iscale) ;
for ipos=limin :limax
connect(ipos,ipos)=2"(J/2);
end
s( :, :,iphi)=connect ;
end
end
% calcul du type (¢;,v;,v¢; ) avec j' < j
for ipsil=(J+1) :(L-1)
for ipsi2=(ipsil-1) :(-1) :J
s=zeros(2"ipsil,2 ipsil,2"ipsi2);
Npaq=2"(ipsil-ipsi2);
for iphi=1 :2"ipsi2
limin=Npaq*(iphi-1)+1
limax=limin+Npaqg-1;
liminter=limin+(limax-limin+1)/2;
connect=zeros(2"ipsil,2 ipsil);
for ipos=limin :limax
connect (ipos,ipos)=2"(ipsi2/2)*(ipos<liminter)-2" (ipsi2/2)*(ipos>=liminter) ;

end
s( :, :,iphi)=connect ;
end
end
end

B.2 Propriétés des coefficients de connexion du terme dérivée

Les coefficients de connexion du terme dérivée possedent également des propriétés d’inva-
riance. Suivant [Resnikoff and Wells. 1998], nous adoptons ici les notations suivantes :

Ly = J ¢k (@) o1 (z) do, = [y (z Z/)zz x)dx
Fék fﬂ’;k ¢ (x) dz, F fql) ) ¥ ( ) (B.3)

Les propriétés d’invariance des coeffficients de connexion du terme dérivée sont les sui-
vantes :
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- It = —Fin, F%’f = —F?:,lc, Fflk = —I‘;L (obtenus par intégration par parties)
— invariance par translation d’indice :
It =Tt (B.4)
Pk =215, (B.5)
TGy =-T5 =T ", (B.6)
ik — it = oy, (B.7)

De méme que pour les coefficients de connexion du terme produit et comme il a déja été
dit & la section 3.6.2.2, I'utilisation de 1’équation d’échelle (équation 2.22) permet de déduire
la valeur de tous coefficients de connexion du terme dérivée de celle de | p, ¢ (@)p(z — l)dz,
noté r; [Beylkin 1992] ou ici, et comme dans [Resnikoff and Wells. 1998], T'y. Cette derniére
propriété est indispensable pour le calcul classique de coefficients de connexion pour les AMR
de Daubechies, et en particulier celle de Haar. Des codes de calcul Fortran sont disponibles
pour le calcul des ces coefficients de connexion, a partir de site internet (par exemple celui de
Juan M. Restrepo : http ://www.math.arizona.edu/ restrepo).






185

Annexe C

Calcul des coefficients de connexion de
Meyer

C.1 Définition des supports des fonctions et des pas de discrétisation

Le calcul des coefficients de connexion de Meyer se base sur la définition analytique des
ondelettes de Meyer dans 'espace des fréquences, et il est réalisé a partir de cet espace :

1 si |lw|] <27/3
é(w)={ cos (gﬁ(% - 1) si 27/3 < |w| < 47/3 (C.1)
0 ailleurs
0 si |w| ¢ [27/3,87/3]
Sy ePsin (gﬁ(% - ) si 27/3 < |w| < 47/3 (C.2)
e_iw/z COS (gﬁ(% — ) si 47'('/3 S ‘W| S 87T/3

avec w la pulsation. Ainsi, les supports fréquentiels (ou impulsionnels) de @, et @j,k’ sont
47 4 8w . 8w
respectivement [—32‘] 32‘]} [ ?2] 323] Le domaine de fréquence [—P2sp;; P2sp;]
(avec P2sp; = 27, P2spj—g) sur lequel sont définis les transformées de Fourier des fonctions
8
de Meyer est a définir. Il doit étre au minimum [—;23 ?23 ]
Des précautions doivent étre prises si I’on veut travailler convenablement dans les deux
espaces physiques et fréquentiels.
Tout d’abord, suivant les conséquences du théoréeme de Shannon-Whittaker [Mallat 1998],
la largeur du domaine de fréquence que l'on retient pour le calcul doit étre cohérente avec
I’échantillonnage dans le domaine physique : I’échantillonnage de largeur 67 dans l'espace

: , . . 2 P
physique rend les transformées de Fourier des fonctions ST périodiques. La discrétisation des
J
fonctions dans le domaine physique est réalisée par le produit des fonctions continues par une
fonction peigne de Dirac (sha). En notant ; une fonction a ’échelle j et sa transformée de

Fourier 7;, et 7; 4 la fonction discréte associée et sa transformée de Fourier 7; 4 , on a :

“+oo

V(@ Z dj(x —ndTy) = Z v;(x)0j(x — ndTy) (C.3)

n=—oo n=—oo
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et
1 ¥
Vj,d( w) = 5TJ kZ_:OO’YJ(W—k‘H) (C.4)

Les domaines fréquentiels [—P2sp;; P2sp;| sur lequel sont définis les fonctions
{¢J7k-(W), ke [0; 27 — 1] } et {$j7k(w), j>J, ke [0; 2 — 1] }, doivent donc étre compris dans
T
0T’ 0T}
Fourier par leur périodisation (repliement du spectre conduisant au phénomene d’aliasing).
Le phénomene d’aliasing est éliminé si

le domaine {— ] afin d’éviter la modification de la définition des transformées de

7T
P2sp; ou 0T; <2~ it C.5
pi = 6T] P2spj—g (C.5)

De plus, il s’agit de périodiser les fonctions d’échelle et les ondelettes dans le domaine
physique afin de traiter un probleme périodique horizontalement. Si la période a I’échelle j = 0
est notée P, la période des fonctions de la base multirésolution a 1’échelle j est P; = 27 P.

C’est également la période des coefficients d’échelle et d’ondelette. Le fait de discrétiser la
+00 .

transformée de Fourier —i.e. de discrétiser [ f(z)e "“*dx sous la forme d’une série — provoque
—0o0

la périodicité du signal f dans le domaine des = par transformée de Fourier inverse [Stephens

1986]. Dans notre étude, cela implique donc la périodicité des champs nuageux, tout comme

celle du champ de radiances. Cette périodisation de période P; est concrétement réalisée
2w
par un échantillonnage dans ’espace des fréquences de pas dw; = B il faut donc choisir

J
une discrétisation fréquentielle compatible avec la périodisation souhaitée dans le domaine
physique.
On peut considérer la fonction périodisée 7; 4 comme la convolution de 7; 4 par une fonction

400
peigne de Dirac Sj(z) = ). d(xz —nPj):

+o00o +oo +o00
Giaw) = [ a@)Sie—ade = [ 3 sala)ile - np; —a')da' = Z Yiale—nF)
(C.6)
Puisque v;4(z) = Z v;(x)0j(x — ndT;) (équation C.3), 'équation peut étre réécrite :
+o0
Yjd(x Z Z vj(x —nP;)éj(x — nP; —n'§Ty) (C.7)

La transformée de Fourier 7; ; est :

= 2m ~ 2T
Vj.a(w) Fj s Yjd(w)dj(w —n P; ) (C.8)
+0o0 “+oo
2w 1 N 2 27
= FJE Z Z Vj(w — kTTj)éj(W - "/?]) (C.9)
n'=—o0 k=—o0

v (w—k%) indique la périodisation de la transformée de Fourier de 7; due a I’échantillonnage
J
de 7; dans le domaine physique.
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§;(w —n/2%) indique la discrétisation de 7; due & la périodisation de 7; dans le domaine

physique.
2
Le pas fréquentiel dw; = % doit correspondre au découpage du domaine fréquentiel de
J
largeur 2 * P2sp; par N point :
2w 2% P2sp;
Swi = — =27~ 2°8F) C.10
d’ou
P; x P2sp;
N = Ly * 1725p5 (C.ll)
7r

Cette expression vérifie la condition de Whittacker-Shannon, car cette derniere impose

P;j « P2sp;
m

N > (C.12)
L’équation C.12 indique que, pour une valeur de P; fixé, I'augmentation de la résolution
dans le domaine physique doit étre accompagnée de l'augmentation de P2sp; : le domaine
fréquentiel [—P2sp;; P2sp;] sur lequel sont définies les fonctions de Meyer est bien plus large
que le support de ces fonctions.

Concretement, les deux conditions (équations C.5 et C.10) sont vérifiées en utilisant les
routines nstdfft et instdfft proposées par MATLAB : ce sont des transformées de Fourier directe
et inverse dites non-standard ; elles peuvent traiter des fonctions définies pour des fréquences
négatives. Ces fonctions sont utilisées par la routine meyer.m qui définit les fonctions de
Meyer dans le domaine physique a partir de leur définition analytique dans le domaine de
Fourier. Les fonctions sont définies dans le domaine physique sur [lowb; uppb] & partir de n
échantillons positionnés en ¢ = lowb + [0 : (n — 1)] * (uppb — lowb)/n. L’échantillonnage dans
le domaine de Fourier suit w = [—n:2:n — 2] /(2% ljn) avec lins = (uppb — lowd) /(27). w est
la pulsation (w = 27 * f). La correspondance avec les notations ci-dessus donnent lowb = 0,
uppb = P; = 2/P et n = N. On peut vérifier que I’échantillonnage fréquentiel ainsi défini
correspond & I’équation C.10, et que le support fréquentiel vérifie ’équation C.11. En pratique,
on a utilisé n = 2! points.

C.2 Calcul de T/ = (V) Viakas Visks) POUr PAMR de Meyer

L’équation 3.64 donne I’expression dans le domaine fréquentiel du tenseur d’interaction :

+o0o
1 — e
Ty, 00, = 5- / (\1/1\1/2) (w) T3 (w) dw (C.13)
+o00
1 ~ —_—
S (\111 *%) (W) T3 (W) dw (C.14)
2w

—~ ~ [T LTI i

avec W;(w) = Uj, p, (w) =27 7€ W ($2) = 272 e @My (52).

My est le module de \Tf, qui peut étre soit M, soit M.

z; est le centre de symétrie de la fonction W : z; = (k; +1/2)277i si U = o), x; = k277

si U= .
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On peut écrire :

400
1 T o —35 Lizsw w
Tu v = 5= (\pl *xpz) (w) 273 My (S5).du (C.15)
+oo
1 S —i3 w +irsw
- [(\Ifl *11/2) (w) 2% M\p(—.)} etz g, (C.16)
2 273
1 b
= [ (z3) avec F (x) = Py / [(\i/\l *\i/\g) (w) 2_773M\1,(2%) et ™dw  (C.17)
T 3

Ty, v, v, est donc égal a la valeur de la fonction [, qui est la transformée de Fourier

inverse de la fonction (@\1 *\I/l\g) (w) 2‘j73M\p(2%), au point x = x3.

En pratique, le terme \fl\l *\1/1\2 (w) = \11/1\11\2> (w) n’est pas calculé comme un produit de
convolution dans le domaine de Fourier : le produit W1 Wy est fait dans le domaine physique,
puis sa transformée de Fourier (\111\112) (w) est calculée. Ensuite, <\I/1\I/2> (w) est multipliée

par 27]731\/[\1,(2%), et on effectue la transformée de Fourier inverse de ce produit. Ty, w, w, est
finalement égal a la valeur de F au point x3.
Les supports fréquentiels des fonctions de Meyer étant compacts, le nombre de cas pour

lesquels Ty, v, w, # 0 est limité. Les seuls cas a considérer sont les suivants :

= (o, 0, 0)

- <907907¢]> avecj € {J7J+1}

— {5 V) avee |jz2 — ja| <2

— (U, 0j,,),) avec j1 < ja et [jo — j3| < 2, ou g < g1 et |1 — 3| <2

La routine MATLAB ci-dessous permet par exemple de calculer les coefficients <g0, (I LZJj3> :
%%% %% Calcul des coefficients de connexion de Meyer % %%%

%% calcul de <g0,wj2,wj3> %%
%

function [sol,res,t,x]=fi2psi(j2,j3,J,k1,k2k3);

n=2"14:

lowb=0;

uppb=2-J;

lint = (uppb-lowb)/2/pi;

x = [-n :2 :n-2]/(2*lint) ;

mi=min(x);

ma=max(x) ;

xa = abs(x);

% Compute support of Fourier transform of phihat.

intl = find(xa <2*pi/3);

int2 = find((xa >= 2*pi/3) & (xa <4*pi/3));

% Compute Fourier transform of phi.

phihatl = zeros(1,n);

phihat1(intl) = exp(-i*k1*x(int1)).*ones(size(intl));

phihat1(int2) = exp(-i*k1*x(int2)).*cos(pi/2*meyeraux(3/2/pi*xa(int2)-1));
%
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[my1,t] = instdfft(phihatl,lowb,uppb);

%

% Compute support of Fourier transform of psidilatl

int3 = find((xa >= 2*2"(j2-J)*pi/3) & (xa <4*27(j2-J)*pi/3));
intd = find((xa >= 4%2"(j2-1)*pi/3) & (xa <8*2"(j2-J)*pi/3)):
psihatdilat2 = zeros(1,n);

D);

psihatdilat2(int4) = exp(-i*x(int4) /2" (j2-J)*(k2+1/2)).*cos(pi/2*meyeraux(3/4/2" (j2-J) /pi*xa(int4)-
1);

%

[my2,t] = instdfft(psihatdilat2,Jowb,uppb);

%

myl2=myl.*my?2;

[G,omega]=nstdfft(my12,lowb,uppb) ;

%

% Compute support of Fourier transform of psidilat2

int5 = find((xa >= 2*2"(j3-J)*pi/3) & (xa <4*27(j3-J)*pi/3));

int6 = find((xa >= 4%2°(j3-J)*pi/3) & (xa <8*2"(j3-J)*pi/3))
psihatdilat3 = zeros(1,n);

psihatdilat3(int5) = sin(pi/2*meyeraux(3/2/2"(j3-J)/pi*xa(int5)-1));
psihatdilat3(int6) = cos(pi/2*meyeraux(3/4/2"(j3-J)/pi*xa(int6)-1));
%

prod=G.*psihatdilat3 ;

%

[res,t] = instdfft(prod,lowb,uppb);

res=res*2"((3*J-(j2+j3))/2) ;

int=find (t==((k3+1/2)/2"(j3-J))) ;

sol=real(res(int))

%

C.3 Calcul de (67, k,+Vis.ks) Pour PAMR de Meyer

Le calcul de (67}, k,,Vjs k) POur '’AMR de Meyer est basé sur les expressions analytiques
obtenues au paragraphe 3.6.2.1 : les coefficients de connnection de différentiation au premier
ordre sont obtenus a partir de transformées de Fourier inverse de fonctions définies analytique-
ment dans le domaine de Fourier. On donne ci-dessous le programme MATLAB permettant
de calculer les coefficients de connexion (61; x, 1 x,) et le filtre [y 4.

%%% %% Calcul des coefficients de connexion de Meyer % %%%

%% calcul de (610 i, ) ks) %%
%

function [res,over,t|=pscalpsi(j,k1);

%

n=2"14;

uppb=2"j;lowb=0;

lint = (uppb-lowb)/2/pi;
x = [-n :2 :n-2]/(2*lint) ;
xa = abs(x);

%

% Compute support of Fourier transform of psicomp.

psihatdilat2(int3) = exp(-i*x(int3) /2" (j2-J)*(k2+1/2)).*sin(pi/2*meyeraux(3/2/2" (j2-J) /pi*xa(int3)-
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int3 = find((xa >= 2*pi/3) & (xa <4*pi/3));
int4 = find((xa >= 4*pi/3) & (xa <8*pi/3));
psihatl = zeros(1,n);
psihat1(int3) = exp(-i*(k140.5)*x(int3)).*sin(pi/2*meyeraux(3/2/pi*xa(int3)-1)) ;
psihat1(int4) = exp(-i*(k140.5)*x(int4)).*cos(pi/2*meyeraux(3/4/pi*xa(int4)-1)) ;
%
psihat3 = zeros(1,n);
psihat3(int3) = sin(pi/2*meyeraux(3/2/pi*xa(int3)-1));
psihat3(int4) = cos(pi/2*meyeraux(3/4/pi*xa(int4)-1));
%
prod=i*x.*psihat1.*psihat3;
%
% Compute over using non standard inverse FFT.
[over,t] = instdfft(prod,lowb,uppb);
over=2"j*over ;
K3=2"j-1;
res=];
for k3=0 :K3

int=find (t==(k3+0.5));

[res]=[res over(int)]; % res fournit le filtre f .
end
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Annexe D

Caractéristiques spectrales de la
différentiation par ondelettes de Haar

Nous étudions ici le filtrage sur la fonction dérivée provoqué par la différentiation par
ondelettes de Haar.

Le calcul de 'opérateur de différentiation du premier ordre au moyen de I’AMR de Haar
est équivalente au schéma centré classique de différences finies [Beylkin 1992] :

df (x) _ 1
“dr ~(f)(x) = m[f(ﬂH—Aif) —f(z — Az)], (D.1)

avec Az = D27 L avec D la largeur du domaine. La transformée de Fourier de cette différence
finie est :

5(f)(w) = ﬁ { / e f (o + A) do— / =97 (o — Au) dw}

_ ﬁ (eiwAa: _ efiwa) f(w) (D2)

sin(wAzx) ~

= ZTxf(w)

)

~

2
Le spectre de puissance de la fonction f, noté Sy, vaut Sy = ‘f(w)‘ .
Suivant I’équation D.2, on déduit que spectre de la fonction différence finie est
_ sin®*(wAz)

Sstn = "p 2 OF (D.3)

tandis que le spectre de la dérivée de f est
Sf/ = w2Sf. (D.4)

Ainsi, I'utilisation de ’AMR de Haar induit un filtrage des fonctions dérivées, en particulier
a petites échelles (ou grand nombre d’onde). Ce probleme doit également étre étudié pour
I’AMR, de Meyer, mais en principe, vu U'infinie dérivabilité théorique des fonctions de Meyer,
aucun filtrage ne devrait exister, excepté celui du a la troncation finie du développement en
ondelette de Meyer.

in?(wA S
sin®(w 2$) soit o(f) L’échantillonnage valant Az = D27,
w2Azx S

WNyquist _ 1 Sé(f)
2 2Ax” Sy

La figure D.1 représente le rapport

est échantillonné

le nombre d’onde maximal pour le domaine nuageux est
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Fic. D.1 — Rapport des spectres des fonctions 0(f) et f.

)
aux points w; = 5D pour i =0,1,..,271 — 1, et L = 7. En abscisse, w est normalisée par
wWmax- La figure indique que leffet du filtrage est assez sévere. L’effet de ce filtrage sur le

transport horizontal des photons doit étre estimé si ’on utilise la différentiation au sens de
Haar.
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Annexe E

Calcul simple illustrant le signe
systématique de 'absorption nuageuse du
aux Interactions sous-pixel, dans un cas de

corrélation verticale du milieu

Afin d’illustrer 'importance de ’hypotheése de corrélation verticale du milieu (nous en-
tendons par corrélation : “quand le signe des coefficients d’ondelettes de la fluctuation hori-
zontale d’épaisseur optique est inchangé le long de la propagation du rayonnement”) sur le
signe des quantités radiatives (ici ’absorption) dues aux interactions sous-pixel dans le cas
d’un éclairement vertical, nous détaillons ci-dessous le calcul de la transmission d’un rayon-
nement a travers un milieu purement absorbant, et ’absorption de ce rayonnement par ce
milieu. La fluctuation horizontale de 1’épaisseur optique du milieu dans chaque couche du
nuage est donnée sur la figure E.1 : le milieu est périodique de période 6.4 km; I’épaisseur
optique moyenne est 1; I’épaisseur optique vaut partout 'unité, sauf entre les abscisses 2.4
et 3.2 km, ou la fluctuation suit celle d’'une ondelette de Haar & 1’échelle j = 3. A Taide de
I’AMR de Haar et une échelle d’approximation J = 0, la fluctuation horizontale du coefficient
d’extinction « est descriptible a I'aide du coefficient d’échelle pour J = 0 noté A = («, ¢g o),
et d'un coefficient d’ondelette A; = (a(z;), ¥j=3 x=3)-

Nous supposons que la fluctuation horizontale d’épaisseur optique a la méme allure dans
le nuage, mais que la valeur du coefficient d’ondelette non-nul dépend de la coordonnée z :
on note A; le coefficient d’ondelette pour la couche verticale i. [’éclairement étant vertical,
le milieu étant purement absorbant et défini comme ci-dessus, et pour le cas J = 0, seuls les
coefficients de connexion ci-dessous interviennent :

e J=0

I wo0(@)poo(x)@op(z)de =272 =1

= (B.1)
[ ss(x)ss(@)@oo(x)de =272 =1

De plus, de méme que pour le milieu, le fluctuation horizontale du flux radiatif transmis est

descriptible par le coefficient d’échelle noté N (i) = (N(z;), p0,0), et un coefficient d’ondelette
Ni = (N(2), ¥j=3,k=3)- B B

L’éclairement du milieu est homogene et est décrit par N(0) = N.

Suite a ’extinction du rayonnement par la premiere couche du milieu d’épaisseur Az, on
obtient :
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Fluctuation horizontale d’épaisseur optique
1.6 T T T

14 q

1.2 q

0.8 B

Epaisseur optique

0.4r B

0.2 B

Fic. E.1 — Fluctuation horizontale d’épaisseur optique.

— Coeflicient d’échelle du flux transmis :

N(1) = N(0) — AZAN(0)

—N(1 - 4Az) (E.2)
— Coefficient d’ondelette du flux transmis :
N1 = —AZAlﬁ (E3)
— Absorption dans la couche :
Abs = N(0) — N(1) = NAAz (E.4)
Suite a ’extinction par la deuxiéme couche, on obtient :
— Coefficient d’échelle du flux transmis :
=N ((1 — AAZ)Q + AZ2A1A2) '
— Coefficient d’ondelette du flux transmis :
No = Ni — Az (N1 A+ N(1)A4) (E.6)
= —-AzN(A; + A)(1 — AzA) ’
— Absorption dans la couche :
Abs =N(1) - N(2) (E.7)
=NAz((1 - ALz) A-AzA Ay) '
Suite a ’extinction par la troisieme couche, on obtient :
— Coefficient d’échelle du flux transmis :
N(3)=N(2) — Az (N(2)A + NaAj) (E8)

N

—

(1 — ZAZ):S + AZZ(]_—ZAZ> (A1A2 + (Al + AQ)Ag)]
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— Coeflicient d’ondelette du flux transmis :

N3 = Ny — Az (N2A+N )
=—-/AzN ((Al + Ag + Ag)( - Az ) + A22A1A2A3)

— Absorption dans la couche :
Abs = N(2) — N(3)
=NAz [(1 — ZAZ)QZ - AZ(Al + Ag)Ag + Nz*A <A1A2 + (A1 + Ag)Ag)}
(E.10)

Suite a ’extinction par la quatrieme couche, on obtient :
— Coeflicient d’échelle du flux transmis :

N(4) = N(3) — Az (N(3)A + N3Ay)
1—AN2)2 (A1As + (A1 + A2)As + (A1 + Ay + A3)Ay)
+A22A1A2A3A4

=N [(1 — AN 4+ N2? [ (
(E.11)
— Coeflicient d’ondelette du flux transmis :

N3 =Ny — Az (N2A+N )

E.12
=—-/AzN ((Al + Ag + Ag)( — Az ) + AZ2A1A2A3) ( )

— Absorption dans la couche :
Abs = N(3) — N(4)
=NAz [(1 - ZAz)SZ + AzF + AZ’Fy + AZ3F3]
avec : Fq = —(A1 + Ay + A3)A4,
Fo = A(A1As + (A1 + Ag)As +2(A1 + Ay + A3)Ay),
Fs3=— [ZQ (A1A2+ (A1 +A2)As + (A1 + Ay + A3)Ay) + A1A2A3A4]
(E.13)

On pourrait continuer cet exercice de calcul a la main, mais le calcul pour les quatre
premieres couches semblent donner quelques regles.

Dans le cas ou les coefficients d’ondelette A; sont de méme signe, le flux moyen transmis,
proportionnel au coefficient d’échelle N (i), est augmenté d’une source additionnelle due aux
interactions sous-pixel, et cette source est systématiquement positive : en effet, ’équation
E.11 indique que cette source est la somme de termes ne dépendant que de produits d’ordre
pair des coefficients A;. Si ces coefficients sont de méme signe, chaque terme sera positif, ainsi
que la source. De plus (cf les équations E.7, E.10 et E.13), 'absorption de I’énergie radiative
par le milieu s’écrit comme la somme de I’absorption due aux interactions a [’échelle (des
pixels d’approximation), et de 'absorption due aux interactions sous-pixel (repérée en gras
dans les équations). Cette absorption additionnelle s’écrit comme un polynoéme de variable
Az, dont les coefficients ne dépendent que de la somme du produit d’ordre pair de coefficients
d’ondelettes A;. Ainsi, dans le cas ou les coefficients A; sont de méme signe, de méme que pour
le rayonnement transmis, les signes des termes additionnels sont prévisibles : dans I’équation
E.13, F1 <0, Fy, >0, F3<0.

L’absorption dans chaque couche semble étre de la forme :

. i1
(1-A02) " A+ Y AF (E.14)
i'=1

Abs(i) = NAz

avec sign(Fj ) = sign ((—l)il) et Fi =—A; ZAk (E.15)

|
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L’approximation au premier ordre de ’absorption dans chaque couche verticale ¢ est

i—1
Abs(i) = NOz (1 - A0z) T A— 024 Y Ay (E.16)
k=1

Ainsi, le calcul de type plan-parallele néglige les transmission et ’absorption additionnelles
dues aux interactions entre échelle, et celles-ci, quand il y a corrélation entre I’hétérogénéité
du milieu avec la direction d’incidence, et en approximant le polynéme > Az'F; au premier

(2
ordre, sont respectivement positive et négative. Dans ce cas, et toujours au premier ordre,
le calcul de type plan-parallele surestime donc systématiquement 1’absorption, de la quantité

o i—1
NAZA; S Ay .
k=1
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Annexe F

Expression des termes de couplage entre
échelles dans 1'équation 3.115

Nous donnons ici ’expression des six termes additionnels intervenant dans 1’équation
3.115.

271
Quand ¥; est une fonction d’échelle, ) signifie > . Quand ¥; est une ondelette, >
i k=0 i
—12i—1
signifie Z > . u* représentent les directions montantes (u*) et descendantes (17).
j=J k=0

Le terme TY¥ (uF) représente la contribution & I’échelle 2772 de l'interaction des fluctua-
tions a I’échelle du pixel du coefficient d’extinction et de la fonction radiance.

T¥? (u ZZ 1) (N (2,0%) , 02) (9162, 3)
%ZZ ) (P19, ¥3)

P (p*, 1) <N ENTRY 7<pz>du’+ (F.1)

—

P(p*, 1) <N (z,1'7) 7s02> dy/

I
H"\O o

+%ZZ ) (P19, ¥3)
1 2

Dans le cas de ’AMR de Haar, ce terme est nul.

Le terme Ty v (uT) représente la contribution & I’échelle 277 de I'interaction des fluc-
tuations a 1’échelle du pixel du coefficient d’extinction avec les fluctuations sous-pixel de la
fonction radiance.

T ZZ o1 (I (2, 1%) ) (p1tha, )
T D) SICRNFEIRTEY /P V(N () ) (F2)
1 2 )

0
HEDS Y ) Gertnva) [P ) (¥ (o) ) d
12 )

Dans le cas de ’AMR de Haar, z Z est réduit & Y. > , avec k; tel que le support
ki j2=js,k2=ks;
de Yo = 93 intercepte celui de ¢, .
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Le terme Tg’ ¥ (u*) représente la contribution & I’échelle 2772 de I'interaction des fluc-
tuations sous-pixel du coefficient d’extinction avec les fluctuations a 1’échelle du pixel de la
fonction radiance.

7Y% (1 ZZ o, 1) <N 2z, 1L ),¢2> (12, 93)

+ % Z Z (a,v1) (Y192, 3) /P (Mi, MI+) <N (z, M/+) ,(p2> dy'* (F.3)
1 2 J

0
uf;; ¢1¢27¢3>/P(Mi’//) <N (zau’*)awz>du”
|

Dans le cas de Haar, la somme se résume également a celle du cas de Ty v (u™).

Le terme Tf’ Y (u*) représente la contribution & 'échelle 277 de Dinteraction des fluc-
tuations sous-pixel du coefficient d’extinction avec les fluctuations sous-pixel de la fonction
radiance.

T (p ZZ < (2, )7¢2><¢1¢2,¢3>
%ZZ ) Wntbn, i) [ P ) (R (2o ) ) dt (B4)

P(p*,p07) <N ENT ,¢2> dy!

— o O —

+ DTN ) (avin, v)
1 2

-1

Dans le cas de Haar, les cas a considérer sont : j; = js < j3, et k1 = ko tel que le support
de 11 = 1o intercepte celui de 3.

Les termes S (u™) et S;p (uF) représentent les contributions & I’échelle 2772 des dérivées
horizontales des fonctions d’échelle et ondelettes de la fonction radiance :

ST (n* Z—UQZ (001, %3) < (2, ),cp1> (F.5)

Dans le cas de 'AMR de Meyer, SY (ut) est a prendre en compte seulement si j3 = J ou
=J+ 1

S (1) = —nQ D" (01, vy) <N (2, 1) ,1/11> (F.6)
1

Dans le cas de 'AMR de Meyer, > est réduit au cas |j5 — 71| < 1.
1
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Annexe G

Précisions sur les calculs Monte Carlo et
SHDOM

On donne ici quelques précisions concernant les codes de calcul pris comme référence dans
ce travail, et sur leurs conditions de simulation.

G.1 Précisions sur le code Monte Carlo et son utilisation

La propagation de la lumiere dans un milieu autre que le vide peut étre vue comme une
chaine de Markov de collision d’un photon, celui-ci pouvant étre absorbé ou diffusé [Marchuk
et al. 1980]. Un processus de Markov est un processus stochastique [X (¢)] ou la distribution
conditionnelle du processus au temps t,,, X (t,), ne dépend que de X (¢,—1). La méthode de
Monte Carlo consiste a simuler cette chaine de Markov. Plus précisément, la méthode de
Monte Carlo utilisée ici est celle qui consiste a suivre le photon pas a pas et a moyenner la
radiance pour des angles solides prédéterminés (forward with bin averaging method), associée
a la technique de la section efficace maximale [Marshak et al. 1995]. Les méthodes de Monte
Carlo pour résoudre ’Equation du Transfert Radiatif consistent a simuler les trajectoires des
photons dans le milieu selon le schéma suivant :

— 1. La position originale du photon est simulée avec une distribution source;

— 2. Le libre parcours du photon est simulé;

3. Les coordonnées de la nouvelle collision sont calculées;

— 4. La sortie du photon hors du milieu est examinée;
5
6

. Le type de collision (absorption ou diffusion) est simulé;
. Le cosinus u de 'angle de diffusion est simulé;
7. Les coordonnées de la nouvelle direction de diffusion sont calculées.

Les modeles de Monte Carlo directs donnent une estimation des flux radiatifs pour n’im-
porte quelle condition de milieu et d’angle solaire. Les flux et les radiances sont estimés en
termes de nombre de photons, ou chaque photon représente un quantum d’énergie. Le champ
de radiances est discrétisé comme sur la figure G.1. Chacun des hémispheres est divisé en
1116 surfaces : le pas zénithal est constant et vaut §6 = 5°; le pas azimutal dp est variable et
dépend de l'angle zénithal : d¢p = 30° pour 0 < 0 < 5° dp = 15° pour 5 < 0 < 15°, jp = 10°
pour 15 < 0 < 25° dp = 5° pour 25 < 6 < 90°. Afin de comparer les radiances obtenues
par ce code et les radiances calculées avec WaveNum, nous avons interpolé et extrapolé les
radiances Monte Carlo dans les directions définies par notre échantillonnage azimutal — 32
angles et une résolution de 12.5° — et par la quadrature de Gauss pour les angles zénithaux
(cf. tableau 5.1), suivant une interpolation spline.
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Fia. G.1 — Représentation des 1116 directions angulaires pour lesquelles la radiance est cal-
culée.

La méthode de Monte carlo produit des erreurs statistiques qui naturellement décroissent
quand le nombre de photons lancés sur le milieu augmente (loi des grands nombres). En
supposant que la trajectoire de chaque photon peut étre vu comme une épreuve de Bernoulli®,
si le nombre total de photons incidents vaut Ny, si le nombre de photons émergeant du nuage
dans un angle solide élémentaire autour d’une direction considérée vaut IN,, 'erreur relative
E, sur les flux radiatifs dans ces directions peut étre estimée [Cahalan et al. 1994b] a partir
d’un calcul statistique sur ’écart-type des flux radiatifs :

Ny — N, 1/2

Ainsi, en moyenne, c’est & dire si 'on suppose qu’autant de photons sortent du nuage dans
chaque direction — ce qui est faux en pratique, I'erreur relative sur chaque radiance vaut :

Ny —1/2
Err | ——o— 2
<2L*1116*2> (G-2)

pour chaque radiance issue de chaque pixel nuageux (il y en a oL ), pour chaque direction (il
y en a 1116), aussi bien vers le haut que vers le bas. Dans les simulations Monte Carlo pour
notre étude, 3.10° photons incidents ont été lancés sur la période nuageuse, et sachant que
'on compte 27 = 128 pixels nuageux par période, le calcul donne une erreur relative moyenne
d’environ 1% sur les radiances. L’erreur relative sur les flux pour chaque pixel élémentaire

vaut :
[ No— No/(2E2)\ "
E’"_< NoNo/(2L.2) ) ’ (G-3)

'Les épreuves de Bernoulli sont des essais répétés d’une expérience qui obéissent aux conditions suivantes :
chaque épreuve aboutit soit & un succes soit & un échec; la probabilité de succes est la méme pour chaque
épreuve ; les épreuves sont indépendantes.
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soit, pour chacun des 27 = 128 pixels nuageux, une erreur d’environ 1,15.107%%.

Les radiances et flux calculés avec le code WaveNum pour les deux types de nuages simulés
dans ce travail, nuage sinusoidal et “cascade bornée”, correspondent & un ordre de diffusion
limité. Afin de valider ces calculs, nous avons comparé ces résultats avec ceux issus de deux
simulations Monte Carlo distinctes, I'une pour un ordre de diffusion “infini”, 'autre pour
le méme ordre de diffusion limité. Le fait que, par exemple, dans la figure 5.9, les radiances
sortantes M C26 sont ponctuellement supérieures aux radiances M C'oo, ce qui n’a absolument
rien de physique, s’explique ainsi par le fait que, premierement les deux résultats Monte Carlo
sont le résultat de deux simulations différentes, deuxiemement ces deux résultats sont entachés
d’erreur statistique inhérente a la modélisation Monte Carlo, et troisiemement nous avons
interpolé et extrapolé les radiances Monte Carlo dans les 1116 directions angulaires de calcul
vers les directions utilisées par le code WaveNum.

G.2 Précisions sur le code SHDOM et son utilisation

La méthode des harmoniques sphériques aux ordonnées discretes (SHDOM) développée
par [Evans 1998] combine la représentation du champ de rayonnement avec des harmoniques
sphériques et des ordonnées discretes. La représentation en harmoniques sphériques est utilisée
pour calculer rapidement 'intégrale de diffusion. Les ordonnées (angulaires) discrétes sont
utilisées pour intégrer spatialement I’équation du transfert radiatif. Ce modele permet de
résoudre I’équation du transfert radiatif en 1D, 2D et 3D pour des rayonnements non polarisés
avec des milieux possédant des propriétés variables (coefficient d’extinction, fonction de phase,
... ). Les calculs de transfert radiatif peuvent étre réalisés, soit en monochromatique, soit par
bande spectrale (en utilisant des k distributions). Les émissions solaire et thermique peuvent
étre prises en compte. Ce qui distingue ce modele de transfert radiatif d’autres modeles est,
d’une part, 'utilisation des harmoniques sphériques pour accélérer les calculs de I'intégrale de
diffusion et, d’autre part, I’emploi d’une grille adaptative pour améliorer la précision spatiale.
La méthode de résolution est simplement l'itération entre la fonction source et le champ de
radiances, ce qui est équivalent a la méthode des ordres successifs de diffusion (ou une itération
de Picard [Kuo et al. 1996]) utilisée dans le présent travail.

Les harmoniques sphériques constituent une base orthogonale pour les fonctions des angles
w et ¢ (zénithal et azimutal). Comme il a déja été dit, le calcul de la fonction source est plus
rapide dans l’espace des harmoniques sphériques : lorsque la diffusion ne dépend que de
I’angle relatif des rayons incident et diffusé, la fonction source, dans I’espace des harmoniques
sphériques, est réduite a une simple multiplication :

Jeat = X .4

ou Iy, est le coefficient en harmoniques sphériques des radiances, x; est le coefficient de
Legendre pour la décomposition de la fonction de phase, w 'albédo de diffusion simple. La
transformation de la fonction source en ordonnées discretes permet de calculer la radiance en
ordonnées discretes en intégrant I’équation du transfert radiatif.

La méthode de résolution est une itération de Picard décrit dans la figure G.2. Elle com-
prend quatre étapes principales :

— 1) la fonction source en harmoniques sphériques est transformée en ordonnées discretes,

— 2) la fonction source est intégré spatialement pour obtenir le champ de radiances,

— 3) le champ de radiances est transformé en harmoniques sphériques,
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— 4) la fonction source est calculée a partir du champ de radiances en harmoniques
sphériques.

[Initialize source function|

——={ Adaptive cell splitting]

Transform source function
to discrete ordinates

Integrate RTE along
discrete ordinates

Transform radiance to
spherical harmonics

|Compute souree function|

|C0nvergence acceleration I

Converged yet?

Compute radiometric output
Sum over k-distribution

F1c. G.2 — Graphique représentant ’algorithme de calcul de SHDOM (d’apres [Evans 98]).

Quelques techniques sont utilisées pour rendre plus performants les calculs. La convergence
du calcul est accélérée; elle repose sur une convergence géométrique de la fonction source :

avec a déterminé d’apres les propriétés de convergence géométrique. De plus, une troncature
adaptative en harmoniques sphériques permet que 'ordre de la série varie en chaque point de
grille, ce qui permet de sauver de la mémoire de calcul. Une grille adaptative est implémentée
afin d’augmenter la résolution dans les parties denses du nuage et dans celles ou existe une
variation importante du champ de rayonnements (sommet et bord de nuage). Cette approche
est utilisée en dynamique des fluides [Melton 1995]. Une grille réguliere est définie initialement,
mais au cours des itérations, les mailles peuvent étre divisées afin d’augmenter la résolution
spatiale. Le critere de division d’une maille est basé sur la variation de la fonction source
dans cette maille. Enfin, le champ de radiances et la fonction source sont initialisés avant la
séquence d’itérations par une solution du transfert radiatif de type Eddington .

Les caractéristiques des simulations SHDOM effectuées dans ce travail sont les suivantes :
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— 16 angles zénithaux en 0 et 180° définis par la quadrature de Gauss,
— 32 angles azimutaux entre 0 et 360°,
— 1 m de résolution verticale
le critere pour la convergence du calcul est de 1.107° sur I’écart-type normalisé de la
différence entre deux fonctions sources successives
— la méthode “Delta-M scaling” est utilisée pour réduire le pic de diffusion avant de la
fonction de phase, ce qui passe par une mise a ’échelle de la fonction de phase, de
I'albédo de diffusion simple, et du coefficient d’extinction.
Les radiances SHDOM que l'on compare aux radiances calculées par WaveNum, sont
obtenues par intégration spatiale des fonctions sources en fin d’itérations suivant les ordonnées

angulaires discretes de WaveNum.



Résumé
Le transfert radiatif en atmospheére nuageuse est une donnée essentielle dans I’étude du climat.
A cause de ses aspects non-linéaire et multiéchelle, une des difficultés du transfert radiatif tient
a la prise en compte des hétérogénéités spatiales des propriétés microphysiques (variabilité
horizontale, hétérogénéité géométrique, ...), tant d’un point de vue théorique que numérique.
Afin de répondre a cette problématique, nous utilisons ici I’analyse multirésolution de type
ondelette dans une méthode de Galerkin appliquée a I’Equation du Transfert Radiatif.
Cette méthode permet de formaliser le probléeme du transfert radiatif en milieu hétérogene
en distinguant les processus élémentaires d’interaction entre le champ de rayonnements et le
milieu, décrits par des coefficients de connexion.
Cette réécriture a conduit a la mise au point d’un code de calcul, conu comme un “modele
instrument”, un outil d’analyse des problemes d’échelle en transfert radiatif. Les résultats ont
été validés par rapport aux codes Monte Carlo et SHDOM.
Des premieres simulations ont montré l'intérét de cette approche pour quantifier les sources
radiatives additionnelles & I’échelle de pixels dits d’approximation dues aux interactions sous-
pixel, et pour I’étude originale des effets “ 3D”.
Cette nouvelle approche ouvre des possibilités d’application aux études en cours sur les li-
mitations des codes de calcul existants et des techniques d’inversion (dimension des pixels,
hypotheses d’hétérogénéité verticale, ...), et peut amener a la construction de paramétrisation
des hétérogénéités nuageuses.

Mots clés : transfert radiatif, nuages, hétérogénéité, analyse multirésolution, méthode de
Galerkin-Ondelette.

Abstract
Radiative transfer in cloudy atmosphere is essential in climate study. Regarding its non-linear
and multiscale aspects, one of the difficulties of radiative transfer is to account for spatial he-
terogeneities of cloud microphysic properties (horizontal variability, geometric heterogeneity),
from both theoretical and numerical points of view.
In order to answer these problems, we use a wavelet multiresolution analysis in a Galerkin
method applied to the radiative transfer equation.
This method yields the formalization of radiative transfer in heterogeneous medium by dif-
ferentiating the elementary interaction processes betwen the radiation field and the medium,
described by connection coefficients.
This rewriting leads us to build a code, designed as an “instrument model”, a tool that ana-
lyses scale problems in radiative transfer. The results have been validated with Monte Carlo
and SHDOM codes. First simulations demonstrate the interest of this approach to quantify
additional radiative sources at approximation pixel scale due to scale interactions, and for the
original study of 3D radiative effects. This new approach opens up applications in the cur-
rent studies concerning the limitations of existing codes and inversion procedures (pixel size,
vertical homogenity hypothesis, ..), and can give rise to the making of cloud heterogeneity
parameterisation.

Keywords : radiative transfer, cloud, heterogenity, multiresolution analysis, Wavelet-Galerkin
method.



