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Résumé 
 

 

Le stockage en formation géologique profonde est l’une des solutions possibles pour la gestion à 
très long terme des déchets radioactifs de Haute Activité et à Vie Longue (HAVL). Son étude 
nécessite d’acquérir une bonne connaissance du comportement et des propriétés des formations 
géologiques potentielles ainsi que de leur évolution au cours du temps sous l’effet des 
sollicitations induites par une éventuelle installation de stockage. 

La formation géologique hôte sera soumise à des chargements mécanique et thermique dus 
respectivement au creusement des ouvrages de stockage et au dégagement de chaleur des colis de 
déchets stockés. Ces chargements thermomécaniques vont engendrer une modification de la 
distribution des contraintes dans la couche hôte et les déformations des ouvrages ainsi que 
l’extension des zones endommagées (EDZ) pourraient provoquer des instabilités locales et 
globales.  

Les objectifs de ce travail consistent en l’élaboration de techniques de calculs pour optimiser la 
modélisation numérique du comportement thermoélastique des ouvrages à grande échelle et en 
l’évaluation de la perturbation thermomécanique induite par le stockage sur la formation 
géologique hôte. Dans cette optique, après une présentation de l’état des connaissances sur les 
aspects thermomécaniques des roches liés au stockage souterrain, des modélisations numériques 
2D et 3D du comportement thermoélastique d’ouvrage individuel et d’un réseau de galeries ont 
été réalisées par une approche discrète. Toutefois, cette approche classique est pénalisante pour 
l’étude du comportement global d’installations de stockage. Pour pallier à cela, une approche de 
modélisation numérique, basée sur la technique d’homogénéisation des milieux périodiques, a été 
proposée. Des formulations ainsi que des procédures numériques ont été élaborées pour 
déterminer le comportement thermoélastique effectif d’une structure hétérogène équivalente. Le 
modèle, obtenu par cette méthode, a été validé avec des méthodes d’homogénéisation existantes 
telles que le modèle auto-cohérent, ainsi que les bornes de Hashin-Shtrikman. La comparaison du 
comportement thermoélastique effectif avec le comportement thermoélastique réel de référence a 
montré une bonne cohérence des résultats. Pour une application au stockage profond, les 
coefficients thermoélastiques effectifs d’un réseau de galeries circulaires ont pu être déterminés 
en 2D pour différentes dimensions de l’entraxe des galeries. 

 

Mot clés : 

Stockage profond, galerie souterraine, roches argileuses, comportement thermomécanique, 
coefficients thermoélastiques, modélisation numérique, méthode d’homogénéisation des milieux 
périodiques, comportement microscopique et macroscopique.  

  

 4  



Abstract 
 

 

Deep geological disposal is one of the privileged options for the storage of High Level 
radioactive waste. A good knowledge of the behavior and properties of the potential geological 
formations as well as theirs evolution in time under the effect of the stress change induced by a 
possible installation of storage is required.  

The geological formation host will be subjected to mechanical and thermal solicitations due 
respectively to the excavation of the disposal tunnels and the release of heat of the canisters of 
radioactive waste. These thermomechanical solicitations will generate a stress relief in the host 
layer and disposal tunnels deformations as well as the extension of the damaged zones (EDZ) 
could cause local and global instabilities.  

This work aims to develop calculation methods to optimize numerical modeling of the 
thermoelastic behavior of the disposal at a large scale and to evaluate thermomechanical 
disturbance induced by storage on the geological formation host. Accordingly, after a 
presentation of the state of knowledge on the thermomechanical aspects of the rocks related to 
deep storage, of numerical modelings 2D and 3D of the thermoelastic behavior of individual 
disposal tunnel and a network of tunnels were carried out by a discrete approach. However, this 
classical approach is penalizing to study the global behavior of disposal storage. To mitigate that, 
an approach of numerical modeling, based on homogenization of periodic structures, was 
proposed. Formulations as numerical procedures were worked out to calculate the effective 
thermoelastic behavior of an equivalent heterogeneous structure. The model, obtained by this 
method, was validated with existing methods of homogenization such as the self-consistent 
model, as well as the Hashin-Shtrikman bounds. The comparison between the effective 
thermoelastic behavior and current thermoelastic behavior of reference showed a good 
coherence of the results. For an application to deep geological storage, the effective thermoelastic 
properties of a network of circular tunnels could be given in 2D for various dimensions of the 
distance between galleries. 

 

Key words:  

Deep storage, underground tunnel, argillaceous rocks, thermomechanical behavior, thermoelastic 
properties, numerical modeling, homogenization of periodic structure method, microscopic and 
macroscopic behavior 
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Nomenclature 
 

On a adopté le système de notations présenté ci-dessous au cours de ce travail : 

 

Variables : 

 

s , S , σ ,  Scalaires  Σ
 (lettres de l’alphabet latin et grec, minuscules et majuscules, en 

caractère simple) 
vr  Vecteur  
 (lettres minuscules de l’alphabet latin, en caractère gras avec flèche) 

( )3,2,1ii =vr  Vecteurs propres définissant les directions principales d’un tenseur 

( )3,2,1ixi =  Valeurs propres d’un vecteur ou d’un tenseur 

0x  Valeur initiale ou instantanée 
x  Champ moyen ou champ linéaire 
x′  Champ fluctuant 

Hh ~,~  Tenseurs effectifs ou homogénéisés 

x~  Valeur effective  

S ,  Tenseur d’ordre deux  σ
 (lettres majuscules de l’alphabet latin et lettres minuscules de 

l’alphabet grec, en caractère gras) 
 

Opérateurs : 

 
( ).div  Divergence d’un champ de vecteur  
( ).grad  Gradient d’un scalaire  

.  Moyenne apparente d’un tenseur ou d’un vecteur  sur un volume  
TA  Transposée du tenseur   A

 définie telle que :  ji
T
ij AA =

1−A  Inverse du tenseur  A
 définie telle que : , avec ij

1
ijij AA δ=⋅ −

ijδ  symbole de Kronecker 
 (  si ji1ij =δ = , 0ij =δ  si ji ≠ ) 

( )Adet  Déterminant du tenseur  A

( )Atr  Trace du tenseur  A
 définie telle que : ( ) iiij AAtr =  

BA +  Somme des tenseurs  et B  A
 définie telle que : ijijij CBA =+=+BA  
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BA −  Différence des tenseurs  et  A B
 définie telle que : ijijij CBA =−=−BA  

BA :  Produit contracté du tenseur  par le tenseur B  A
 défini tel que : cBA: ijij ==BA  

BA ⋅  Produit du tenseur  par le tenseur B  A
 défini tel que : ijkjik CBA ==⋅BA  

BA⊗  Produit tensoriel du tenseur A  par le tenseur  B
 défini tel que : ijklklij CBA ==⊗BA  

A  Norme euclidienne du tenseur  A
 définie telle que : cAA ijij ==A  

 

Symboles : 

 
σ   Tenseur du deuxième ordre symétrique des contraintes 
( )uε   Tenseur du deuxième ordre symétrique des déformations locales 

(dû au champ des déplacements u ) 
C  Tenseur de rigidité  
C  Chaleur spécifique massique 
E  Module d’Young 
ν  Coefficient de Poisson 
λ  Constante de Lamé 
µ  Module de cisaillement 

S  Tenseur de souplesse 

S  Section courante  
•

W  Puissance par unité de volume 

Q  Quantité de chaleur 
•

Q  Puissance thermique réduite par unité de volume 

a  Coefficient de diffusivité thermique 
q  Vecteur densité de flux de chaleur ou thermique  
T  Champ des températures local 
t  Variable temps 
dt  Intervalle de temps 
k  Tenseur de conductivité thermique 

T∆  Variation de température 
α  Tenseur de dilatation thermique. 
κ  Tenseur thermique 
ρ  Masse volumique 
W  Quantité de chaleur décroissante 

0W  Puissance thermique  initiale 
ω  Constante de décroissance thermique 
ϑ  Demi-vie de la source de chaleur 
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φ  Flux de chaleur appliqué par le colis de déchets 

∞σ  Contraintes isostatiques 

hσ  Contraintes horizontales mineures 

Hσ  Contraintes horizontales majeures 

Vσ  Contraintes verticales 
E
rσ  Contrainte radiale élastique 
E
θσ  Contrainte orthoradiale élastique 
T
rσ  Contrainte radiale d’origine thermique 
T
θσ  Contrainte orthoradiale d’origine thermique 
éqσ  Contraintes équivalentes aux champs des contraintes 

 

Abréviations : 

 

T.C Tunnel Court 

HAVL Haute Activité à Vie Longue 
UOX ou/et MOX Combustibles usés
VER Volume Elémentaire Représentatif 

QUA8 Elément fini massif de type quadrangle à 8 noeuds 

CUB8 Elément fini massif de type cubique à 8 noeuds 
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Chapitre 1 

Introduction générale 

Avant-propos : Le stockage en formation géologique profonde est l’une des solutions possibles pour la gestion à 
très long terme des déchets radioactifs de Haute Activité et à Vie Longue (HAVL). Son étude nécessite 
d’acquérir une bonne connaissance du comportement et des propriétés des formations géologiques potentielles ainsi 
que de leur évolution au cours du temps sous l’effet des sollicitations induites par un éventuel stockage. Suite à la 
promulgation de la loi Bataille en 1991, le gouvernement a autorisé en 1999 la création d’un laboratoire de 
recherche souterrain dans un site argileux à Bure, en Meuse/Haute-Marne. Les recherches qui y sont menées 
concernent la géologie, l’hydrogéologie, la géochimie et la géomécanique. Ce dernier thème conjugue trois approches 
fondamentales : l’investigation expérimentale, l’approche rhéologique et la modélisation numérique, toutes réalisées 
à l’échelle d’échantillons de roches extraits des sites concernés et à l’échelle des massifs.  

 
 
 



Introduction générale 
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Introduction générale 

1.1 Concepts et architecture souterraine de stockage 

Tel qu’on le présente sur la Figure 1.1, en France comme dans la plupart des autres pays 
concernés par la gestion de déchets radioactifs de Haute Activité et à Vie Longue (HAVL), le 
concept de stockage profond repose généralement sur le principe de barrières multiples et sur un 
enfouissement dans des formations géologiques adéquates. Le stockage est aménagé dans un 
sous-sol stable et profond, loin de toutes activités humaines, dans un environnement dépourvu 
de processus géologiques défavorables. La formation d’argilite du Callovo-Oxfordien de l’Est de 
la France est particulièrement étudiée par l’Andra pour sa faible perméabilité, ses propriétés de 
confinement favorables et sa facilité d’excavation (Andra 1998 ; [1] et 2001 ; [7]).  

Grâce à ces caractéristiques, elle pourrait constituer une barrière efficace à la migration des 
radionucléides et protéger les barrières ouvragées contre les influences de l’environnement. Pour 
combler l’espace entre les déchets et la roche et pour remblayer ou sceller les galeries, des 
barrières ouvragées (B.O) composées de bentonite ou de matériau argileux, qui sont des 
matériaux potentiellement efficaces contre le transport des substances radioactives, pourraient 
être mises en place. Les déchets radioactifs HAVL sont mis en place dans des colis métalliques 
censés garantir un confinement des déchets sur une longue période. 

 
 

 

Soutènement 

Colis de déchets 
radioactifs 

Barrière Ouvragée (BO)

Milieu Géologique

Figure 1.1 : Stockage en formations géologiques profondes : concept de barrières multiples 
 

Sur le plan technologique, plusieurs concepts sont proposés dans le rapport de synthèse des 
options initiales de conception de l’Andra (1998 ; [1]). Toutefois, l’étude des pistes réalisée 
récemment (Andra, [10]) a privilégié l’option en Tunnel Court (T.C). La Figure 1.2 montre un 
schéma de ce concept en Tunnel Court pour des déchets vitrifiés. Selon l’Andra, la géométrie 
horizontale de ce concept T.C permettrait une meilleure utilisation de l’emprise. Aussi, sa 
construction et son exploitation apparaissent plus pratiques et avantageuses du point de vue 
technico-économique. La Figure 1.3 présente le schéma d’une éventuelle installation de stockage 
au concept T.C. Elle montre les principaux composants du stockage. Une installation de stockage 
est constituée généralement par un ensemble de modules de stockage. Chaque module comprend 
des alvéoles placées de part et d’autre d’une galerie de manutention. 
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Les colis de déchets sont acheminés dans les alvéoles de stockages par la galerie de roulage et la 
galerie de manutention en commençant par les alvéoles les plus éloignées des puits d’accès. 
Lorsque la fermeture définitive d’un module est décidée, un bouchon de scellement est réalisé 
afin de l’isoler du reste des installations. Il est envisagé que la construction d’un nouveau module 
s’effectue pendant l’exploitation du module précédent et ainsi de suite. Ce processus permet, à la 
fois, de répartir les investissements sur l’ensemble de la durée d’exploitation du stockage et de 
préserver la possibilité d’adapter les nouveaux modules aux évolutions de la production et du 
conditionnement des déchets ainsi qu’aux évolutions des connaissances acquises sur les aspects 
géomécaniques. On estime que la totalité des activités de construction et d’exploitation se 
dérouleront sur une période de l’ordre de . ans100

 

 
Figure 1.2 : Concept Tunnel Court (T.C), option optimisée, (Andra 2002 ; [10]) 

 
1.2 Problématique et objectifs de la recherche 

L’architecture souterraine d’ensemble présentée sur la Figure 1.3 montre qu’une installation de 
stockage est constituée d’un réseaux de galeries reparties de manière quasiment périodique dans 
un massif rocheux. On estime que le creusement de ces galeries induit un déconfinement en 
relation avec le volume de roche excavée qui peut être important. Par conséquent, la distribution 
des contraintes dans le massif rocheux va être perturbée et les déformations des ouvrages 
pourraient engendrer des risques d’instabilités locales et globales. Par ailleurs, le dégagement de 
chaleur des colis de déchets stockés dans ces galeries va engendrer une élévation de température 
dans la couche hôte notamment dans le champ proche. Cette variation de température va 
entraîner des effets mécaniques aussi bien à l’échelle de chaque galerie qu’à l’échelle de l’ensemble 
de l’installation de stockage.  
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La plupart des travaux réalisés à ce jour concernent essentiellement le comportement local des 
ouvrages de stockages. Une thèse 2003 (Hajdu 2003 ; [62]) et des publications récentes (Pellet 
2004 ; [84] - Pellet et al. 2005 ; [85] et [86]), ont porté sur la modélisation numérique du 
comportement viscoplastique endommageable des roches. L’objectif de ces travaux étant 
d’étudier l’évolution dans le temps de l’extension de la zone endommagée (EDZ) pour un 
ouvrage individuel. Les résultats et les enseignements tirés de ces travaux sont par ailleurs assez 
concluants. Aujourd’hui, faute de technique appropriée, le comportement global d’une 
installation de stockage demeure encore mal connu. 

 

 
Figure 1.3 : Schéma d’une installation de stockage au concept T.C, (Andra 2002 ; [10]) 

 

Le but de ce travail de recherche est d’évaluer l’impact à grande échelle des ouvrages de stockage 
sur la stabilité des formations géologiques hôtes. Dans cette perspective, le travail consiste dans 
un premier temps à étendre la modélisation du comportement thermomécanique d’une alvéole à 
celle d’un module composé d’une galerie principale et d’un ensemble d’alvéoles de stockage. Pour 
cela, le comportement thermomécanique d’une alvéole individuelle et celui d’un module de 
stockage seront analysés par l’approche de modélisation numérique discrète. Ensuite, il s’agit 
d’élaborer une méthode permettant la modélisation numérique du comportement 
thermomécanique global d’une éventuelle installation de stockage. Ainsi, relativement à la 
périodicité de la structure d’un module ainsi que de l’installation d’ensemble, l’approche par 
homogénéisation des milieux périodiques sera retenue pour déduire de l’analyse du milieu 
hétérogène réel un milieu homogène au comportement thermomécanique équivalent avec lequel 
on pourra effectuer des calculs optimisés.  

Ce mémoire comprend trois parties principales. Le chapitre 2 présente un état des connaissances 
sur la thermomécanique des roches lié au stockage souterrain. Tout d’abord, des rappels des 
notions de base du transfert thermique dans les solides et de la thermoélasticité seront présentés. 
Ensuite, les problèmes thermiques liés au stockage souterrain des déchets radioactifs seront 
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examinés. Après la description des caractéristiques des déchets exothermique de haute activité 
ainsi que de la notion de charge thermique admissible du concept français de stockage souterrain, 
des travaux de référence sur l’analyse thermique d’une installation de stockage seront présentés. 
La fin de ce chapitre sera dédiée à la revue des principaux problèmes thermomécaniques associés 
au stockage souterrain. Des résultats d’essais de laboratoire sur l’analyse des effets de 
l’augmentation de température sur le comportement thermomécanique des roches argileuses 
seront décrits et analysés. Puis, des exemples types de méthodes d’analyse du comportement 
thermomécanique du champ proche des déchets et de la zone de stockage seront présentés.  

Les modélisations numériques du comportement thermoélastique d’ouvrages de stockage feront 
l’objet du chapitre 3. Le cas d’une alvéole individuelle sous chargement thermique sera traité, en 
première partie. Puis, le comportement d’un réseau de galeries sera étudié en considérant que le 
modèle de référence se réduit par le volume élémentaire représentatif du réseau de galeries. Ces 
études seront réalisées en 2D et en 3D par une approche discrète. 

Au cours du chapitre 4, des rappels sur la technique d’homogénéisation seront présentés. La 
motivation et la méthodologie de l’homogénéisation seront présentées ainsi que les principales 
méthodes d’homogénéisation existantes. La seconde partie sera consacrée aux modélisations 
numériques par homogénéisation. Il s’agit, dans un premier temps, de formuler et de mettre en 
œuvre numériquement une approche d’homogénéisation du comportement thermoélastique pour 
des structures périodiques. Le modèle de comportement thermoélastique homogène équivalent 
proposé sera ensuite validé avec des modèles existants. Ce chapitre sera conclu par une 
application de la méthode au cas d’un réseau de galeries de stockage souterrain.  

Le chapitre 5 sera consacré aux conclusions générales et aux perspectives de recherche sur la 
modélisation numérique par homogénéisation ainsi qu’à son application dans le contexte du 
stockage profond. 
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Chapitre 2 

Etat des connaissances sur les aspects 
thermomécaniques des roches liés au stockage 

souterrain  
 
 
 

Avant-propos : Ce chapitre fait la synthèse de l’état des connaissances sur les problèmes thermiques liés au 
stockage des déchets exothermiques en formations géologiques profondes ainsi que leurs effets thermomécaniques 
associés. En seconde partie de ce chapitre, la notion de charge thermique admissible sera évoquée avant la 
présentation des aspects thermiques liés au stockage. Un accent particulier sera mis sur l’analyse thermique du 
champ proche, l’analyse à l’échelle d’une installation de stockage et de la formation hôte ainsi que l’étude des 
phénomènes thermiques à long terme. En dernière partie, les principaux phénomènes thermomécaniques associés 
seront décrits et analysés. Pour cela, on adoptera une démarche correspondant à une approche chronologique, en 
examinant successivement les effets de l’échauffement sur les échantillons de roches argileuses, l’intégrité mécanique 
du champ proche des déchets par rapport aux sollicitations thermiques dues à l’échauffement et ce en tenant compte 
des matériaux constituant les barrières ouvragées, le comportement global d’un stockage hôte ainsi que son influence 
sur les milieux environnant. Toutefois, la première partie sera consacrée aux rappels des notions du transfert 
thermique dans les solides et à la thermomécanique des roches. 
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2.1 Rappels des notions de base du transfert thermique dans les 
solides et de la thermoélasticité 

Les sources de chaleur dans le manteau terrestre sont fournies en particulier par la radioactivité 
naturelle ou/et par des sources artificielles. Le massif rocheux est caractérisé en tout point par sa 
chaleur spécifique et un coefficient de conduction ainsi que par des flux d’énergie thermique qui 
vont déterminer sa distribution de température. Les transferts thermiques s’y opèrent 
principalement par conduction. Elle est régie par la loi de Fourier. 

 

2.1.1 Loi de Fourier 

Joseph Fourier (1768-1830) publia la loi fondamentale de la conduction portant ainsi son nom 
(Gisclon 1998 ; [55]). La loi de Fourier, de nature expérimentale, estime que chaque corps solide 
est caractérisé par un paramètre physique, le coefficient  de conductivité thermique   tel que : k

(2.1) ( )Tgrad⋅−= kq  

avec  le vecteur densité  flux de chaleur  et q ]mW[ 2− T  le champ de température. 

 

Le signe moins (-) traduit le fait que les échanges tendent à uniformiser la température et que 
spontanément les transferts thermiques se produisent du corps chaud vers le corps froid.  

La quantité de chaleur traversant dans l’unité de temps une surface S orientée par une normale n 
en chaque point du milieu est : 

(2.2)  ∫ ⋅=
S

dsQ nq

 

Pour un solide thermiquement isotrope,  est un coefficient scalaire. Pour un solide anisotrope, 
 est un tenseur symétrique d’ordre 2. La conductivité thermique peut dépendre de la 

composition chimique du milieu considéré, de l’état physique, de la température, de l’état des 
contraintes, etc. 

k
k

 

2.1.2 Equation de la chaleur  

L'évolution de la température dans un milieu conducteur est régie par l’équation de la chaleur. 
Considérons un cylindre homogène délimité par les abscisses x et dxx +  (Figure 2.1). Son 
coefficient de conductivité thermique k, indépendant de la température, assure une homogénéité 
latérale du point de vue thermique. On suppose que la température dépend de l’abscisse x le long 
du cylindre et du temps t.  

Pour décrire l’équation de la chaleur, on écrit le bilan des échanges thermiques sur une section 
courante S du cylindre (Figure 2.1).  
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x

S

x x+dx

Figure 2.1 : Conducteur cylindrique de section S 
 

La quantité de chaleur, entrant par la section hachurée S pendant un intervalle de temps dt, est 
définie par : 

(2.3) ( ) ( ) dtt,dxx
x
T

t,x
x
T

SkQ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

∂
∂

−
∂
∂

−=  

 

D’un autre côté, si  est la masse volumique et C  la chaleur spécifique massique du conducteur, 
la même quantité totale de chaleur entrant est égale à : 

ρ

(2.4) ( ) ( ){ }dxt,xTdtt,xTSCρQ −+=  

tel que : ( ) ( )t,xTdtt,xT −+  est la variation de température. 

Comme dx est petit, la relation (2.4) peut s’écrire comme suit : 

(2.5) dt
t
T

dxSCρQ
∂
∂

=  

L’équation de la chaleur est obtenue en écrivant l’égalité des deux termes (2.3) et (2.5), en divisant 
par ( )dxdtS  et en faisant tendre dx vers zéro : 

(2.6) 
t
T

Cρ
x
T

k
x ∂

∂
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

 

Dans le cas d’un milieu solide qui contient des sources de chaleur reparties suivant la densité 

 (dvW
• •

W  est une puissance par unité de volume), on doit tenir compte de cette puissance dans 
le bilan (2.6) : 

(2.7) 
t
T

CρW
x
Tk 2

2

∂
∂

=+
∂
∂ •

 

Dans la plupart des cas,  peuvent être supposés constants, il est plus pratique de poser : Cetρ,k

(2.8)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

••

Cρak
QρCW

avec est la puissance réduite par unité de volume et  est le coefficient de diffusivité 
thermique 

•

Q a
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L’équation de la chaleur dans un milieu solide contenant des sources reparties par unité de 
volume s’écrit finalement : 

(2.9) 
t
T

Q∆Ta
∂
∂

=+
•

 

 tel que :  désigne l’opérateur laplacien. 2∇=∆
 

L’équation de la chaleur est donc une équation aux dérivées partielles par rapport aux variables 
d’espace  et de temps t.  x

 

S’il n’y a aucune source de chaleur dans le milieu solide, elle prend la forme suivante : 

(2.10) 
t
T

∆Ta
∂
∂

=  

 

L’équation de la chaleur est une équation parabolique. Une modification locale de la température 
dans un milieu infini a donc des effets immédiats à toute distance du lieu de la modification. 

L’équation de la chaleur est une équation linéaire. Par conséquent, la superposition des solutions 
de problèmes différents est encore une solution. Par exemple, si une source de chaleur est 
enfouie sous la surface du sol, la température de la surface du sol ne sera pas modifiée par 
l’existence de la source. La solution de ce problème sera donc la somme des solutions des trois 
problèmes suivant (Bérest et al. 1988 ; [18]) : 

 

• Température de surface variable donnée ; 

• Flux géothermique constant, température de surface nulle ; 

• Source de chaleur, température de surface nulle. 
 

2.1.3 Résolution de l’équation de la chaleur 

La résolution de l’équation de la chaleur (2.10), dans un cas particulier,  nécessite la connaissance 
d’une condition initiale et des conditions aux limites. De plus, une grandeur telle que la 
température ou le flux de chaleur ou encore la combinaison entre ces grandeurs, à tout instant 
postérieur à l’instant initial doit être connue et cela en tout point du pourtour du corps considéré. 

L’écriture des conditions aux limites n’est pas définie de manière unique. Elle est dictée par le 
choix de la description des phénomènes physiques étudiés. Cette tâche est délicate pour la 
résolution numérique, notamment pour la méthode des éléments finis, puisqu’on ne peut pas 
mailler un domaine  infini ; le modèle (ou le maillage) est donc limité par des contours arbitraires 
sur lesquels on imposera les conditions non moins arbitraires. 
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2.1.4 Régime permanent 

Le régime est permanent lorsque la distribution des températures ne dépend que des variables 

d’espace  c’est à dire x 0
t
T

=
∂
∂

. L’équation de la chaleur se réduit donc à : 

(2.11) ( )( ) 0graddiv =⋅ Tk  

 

Si le milieu est thermiquement isotrope (k uniforme), elle s’écrit : 

(2.12) 0T∆ =  

 

Les caractéristiques thermiques n’interviennent donc, éventuellement, que par les conditions aux 
limites. Dans ce cas là, la solution de l’équation de la chaleur (2.12) prend une forme simple. Elle 
serait du type BAxT +=  en coordonnées rectangulaires, du type ( ) BrLogAT +=  en 

coordonnées cylindriques et du type B
r
AT +=  en coordonnées sphériques.  

Par ailleurs, il est possible de résoudre analytiquement en coordonnées sphériques le problème : 
 imposée sur la paroi de la galerie sphérique profonde et température nulle à l’infini. En 

coordonnées cylindriques, le problème analogue n’a pas de solution analytique simple (Bérest et al. 
1988 ; [18]). 

oT

 

2.1.5 Méthodes de résolution de l’équation de la chaleur 

Les méthodes analytiques ne sont pas suffisantes pour la résolution de l’équation de la chaleur 
comme c’est le cas de toutes les équations différentielles. L'utilisation de méthodes numériques 
est nécessaire. On peut citer trois principales méthodes de résolution de l’équation de chaleur : 

 

• Transformation de Laplace – Analyse de Fourier : deux méthodes relativement similaires qui 
consistent à remplacer une fonction unique, mais difficile à décrire mathématiquement, par 
une série de fonctions sinus ou cosinus plus maniable, dont la somme reconstitue la 
fonction initiale (Hadamard 1964 ; [61]– Zaanen 1989 ; [103]]). 

• Méthode de la séparation des variables : elle permet d’obtenir la solution sous la forme d’une 
série infinie dont, un temps assez court après l’instant initial, seuls les premiers termes ou 
même le premier terme ont une importance pratique. (Schwartz 1965 ; [93] – Raviart 1988 ; 
[87]) 

• Méthode des puits et source : très utile dans le cas de distributions de sources de chaleur placées 
dans un volume dont le pourtour vérifie des conditions à la limite homogènes. 

 
Carlslaw et Jaeger (1959 ; [28]) ainsi que Bérest et al. (1988 ; [18]). ont proposé de nombreux 
exemples sur l’application de ces méthodes. 
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2.1.6 Notions de base de la thermoélasticité 

Les variations naturelles ou induites de la distribution de température dans les massifs rocheux 
provoquent des effets mécaniques immédiats et parfois irréversibles. On peut classer ces effets en 
deux catégories. D’une part, la variation de température entraîne une dilatation dans le cas d’un 
échauffement ou une contraction dans le cas d’un refroidissement. Ces variations de volume 
engendreront une variation des contraintes. D’autre part, la variation de température modifie le 
comportement rhéologique des massifs en agissant sur les caractéristiques mécaniques. Dans la 
réalité, ces deux effets se produisent simultanément.  

Considérons un matériau solide élastique dilatable, de tenseur des modules élastiques C et de 
tenseur des coefficients de dilatation thermique α . On suppose que les déplacements sont petits 
et que la température ne modifie pas les caractéristiques mécaniques. Sous l’effet d’une variation 
de température uniforme T , le solide, libre de toute liaison, subit une déformation uniforme 
équivalente à : 

(2.13) Tαε =  

Lorsque le solide n’est plus libre de tout mouvement et/ou que la variation de température n’est 
plus uniforme, des contraintes d’origine thermique peuvent apparaître dans le milieu. Par 
exemple, si les déplacements du matériau sont bloqués et qu’il est soumis à une variation de 
température uniforme T. Par la condition de liaison, on doit ajouter à la dilatation thermique une 
déformation opposée ( ) de manière à ce que la déformation totale soit nulle. 
L’application de la loi de l’élasticité sur la contrainte 

Tαε −=′
σ  et la déformation ε′ permet d’écrire : 

(2.14) ( ) TT:: κεσ −=−=′= αCC  

avec  appelée tenseur des coefficients thermiques αC :=κ

 

Le solide est alors soumis à un état de contrainte puisque l’équation d’équilibre à la limite 
prescrit : 

( ) nFn ⋅−==⋅ Tκσ  

On en déduit que les réactions de liaison sont équivalentes à une pression (ou traction) normale 
égale à : 
(2.15) Tκ−  

La loi de comportement thermoélastique est donc obtenue en ajoutant à l’équation de l’élasticité 
linéaire cet effet de la variation de température T : 

(2.16) T: κεσ −= C  

soit  

(2.17) T: ασε += S  

avec S le tenseur des modules de souplesse. 

 

Lorsque le matériau est isotrope, la thermoélasticité linéaire est caractérisée par les deux modules 
d’élasticité de Lamé (λ   la constante de Lamé et µ  le module de cisaillement) ou par le module 
de Young E et le coefficient de Poisson ν  et par le coefficient de dilatation thermique linéaire  
ou par le coefficient thermique κ  du solide : 

α
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(2.18) ( ) 11 Tκµ2trλ −+= εεσ  
avec  1  le tenseur unité. 

soit 

(2.19) ( ) 11 Tαtr
E
ν

E
ν1

+−
+

= σσε
 

avec : 

 ( ) )(2
et

)23(
E

µ+λ
λ

=ν
µ+λ

µ+λ
µ=

 

(2.20) ( ) ( )( )ν−ν+
ν

=λ
ν+

=µ
211

Eet
12
E

 

 2µ3λ
καet

2ν1
Eακ

+
=

−
=

 

 

2.1.7 Conclusions 

Le mode de transfert de chaleur dans les massifs rocheux s’effectue essentiellement par 
conduction régie par la loi de Fourier. Pour décrire l’évolution de la température dans un massif, 
il faut établir l’équation de la chaleur en écrivant le bilan des échanges thermiques sur une section 
donnée de ce massif. L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles aux 
variables d’espace et de temps. Compte tenu de sa forme parabolique, la variation de température 
dans un milieu a des effets immédiats en tout point de celui ci. Sa propriété de linéarité laisse 
supposer que la superposition des solutions des problèmes différents est aussi une solution. La 
résolution de l’équation de la chaleur, dans un cas particulier, nécessite la connaissance des 
conditions initiales et aux limites ainsi que des variables d’état en fonction du temps et de 
l’espace. Sa résolution est plus simple en régime permanent pour lequel il est possible, dans 
certains cas simples, d’obtenir des solutions analytiques. En effet, il existe des méthodes 
analytiques permettant de résoudre l’équation de la chaleur. Toutefois, le recours à des méthodes 
numériques sur ordinateur demeure le moyen le plus judicieux. 

La variation de température naturelle ou induite, dans un massif, agit de deux manières sur celui-
ci. Il va, d’une part, engendrer une variation de volume qui pourrait être à l’origine d’une variation 
de contrainte dans le massif. D’une autre, elle peut modifier le comportement du massif en 
agissant sur les propriétés mécaniques. En thermoélasticité, un solide libre soumis à une variation 
de température se dilate sans qu’aucune contrainte ne s’y développe. Lorsque le solide a une 
liaison, sa variation de volume, si les conditions aux limites le permettent, engendre des 
contraintes. Par ailleurs, il est possible qu’un solide ayant de liaisons et subissant une variation de 
température développe des contraintes sans variation de volume. 
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2.2 Problèmes thermiques liés au stockage des déchets 
radioactifs 

La distribution de chaleur géothermique est caractérisée par le gradient géothermique dont la 
valeur moyenne est évaluée à  par  de profondeur (CFMR 2000 et 2004 ; [31] – [32]). 
Toutefois, cette distribution naturelle peut être perturbée lorsqu’elle rencontre des structures 
géologiques particulières ou surtout lorsque des sources de chaleur artificielles sont présentent 
dans le massif rocheux. C’est le cas justement du stockage des déchets exothermiques de haute 
activité. Le projet d’un stockage réversible de ces déchets en formation géologique profonde a 
incité les ingénieurs et les chercheurs à étudier l’influence de la température sur le comportement 
mécanique des massifs rocheux. Ainsi, les initiatives de recherches, compte tenu de l’importance 
des enjeux, ont abouti à des travaux scientifiques dont les résultats constituent désormais un 
apport tout à fait original à la mécanique des roches ainsi qu’à la géotechnique en général. 

C3° m100

Un projet de stockage des déchets radioactifs exothermiques en formations géologiques 
profondes suscite un certain nombre de questions spécifiques de nature thermique. Elles peuvent 
être traitées en préalable à l’analyse des effets thermomécaniques associés et indépendamment de 
ceux-ci. Autrement dit, le couplage des effets thermomécaniques est négligeable dans le sens 
mécanique vers la thermique et très fort dans le sens thermique vers la mécanique (Géostock et 
SGN 1982 ; [54]). Aussi, compte tenu de la faible perméabilité des milieux géologiques retenus 
pour le stockage profond, l’écoulement des fluides n’aura pratiquement aucune influence sur les 
transferts thermiques dans la couche hôte. Le problème thermique lié au stockage en milieux 
géologiques profonds peut donc être découplé de la mécanique et de l’hydraulique. 
 

2.2.1 Caractéristiques des déchets exothermiques de haute activité 

Dans le concept de colisage envisagé (Andra 2002 ; [9]), tel que présenté à la Figure 2.2, les 
assemblages UOX ou MOX (des déchets généralement issus des produits de retraitement des 
combustibles de réacteurs à eau légère) sont placés dans un étui en acier, individuel ou collectif, 
puis introduits dans un conteneur en acier peu allié de quelques dizaines de centimètres 
d’épaisseur. Les dimensions caractéristiques des colis sont de l’ordre de 50 centimètres à 1 mètre 
de diamètre et de 1 à 6 mètres de hauteur. Afin de respecter les critères thermiques de 
dimensionnement du stockage, reposant sur la charge thermique admissible, chaque colis doit 
contenir un nombre limité d’assemblages UOX ou MOX. 
Suite à la décroissance radioactive, les déchets dégagent une certaine quantité de chaleur qui va 
entraîner l’augmentation de la température dans les composants du stockage (Andra 2000 ; [4]). 
La Figure 2.3 montre un exemple de l’évolution de la puissance thermique d’un colis de déchets 
radioactifs en fonction du temps, 4 ans après décharge du réacteur jusqu’à 10 millions d’années. 
Les colis de type CU1, CU2, S4U renferment tous des combustibles usés mais leur distinction 
relève seulement des assemblages des déchets du genre 4 UOX2 ou 1 MOX (Figure 2.2). 
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1000

 
Figure 2.2 : Concept de colisage des combustibles usés UOX et MOX- Côtes en millimètre, (Andra 2002 ; [9]) 

 

  
 

 
Figure 2.3 : Evolution de la puissance thermique en fonction du temps de déchets radioactifs HAVL,

(Andra 2000 ; [4]) 
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2.2.2 Notion de charge thermique admissible  

La notion de charge thermique admissible est liée, aussi bien, à la capacité de la formation hôte à 
encaisser la quantité de chaleur dégagée en fonction de la puissance thermique relâchée par les 
déchets qu’à l’amplitude des effets thermomécaniques induits (Côme 1984 ; [38]). L’illustration 
suivante donne une idée sur l’importance de la détermination de la charge thermique admissible. 
 

a) Evaluation de l’augmentation de la chaleur 

Supposons que la quantité totale de chaleur libérée par un colis de déchets est de l’ordre de 
. Cette chaleur va se propager dans la formation hôte constituée d’une roche de densité 

 et de chaleur massique . On suppose que chaque colis est environné d’un 
certain volume de roche. Si on veut que la température de ce volume de roche reste, par exemple, 
inférieur à 100°C, ce qui correspond à un échauffement de 85°C par rapport à une température 
initiale de 15°C à de profondeur, il faut que chaque colis soit entouré de 

 de roche soit un cube de de côté environ.  

J10.2 12

5,2 11 CkgJ850 −− °

m1000
3m15000à10000 m25

Une installation de stockage peut contenir plusieurs dizaines de milliers de colis. Le volume total 
de roche affecté par l’échauffement pourra, par conséquent, atteindre plusieurs centaines de 
millions de m3 correspondant à un diamètre moyen du dépôt de l’ordre de plusieurs hectomètres 
voire kilomètres. 
 

b) Evaluation des effets thermomécaniques associés 

Il est possible d’évaluer l’ordre de grandeur des déplacements induits par l’expansion thermique 
d’un tel volume de roche par un calcul simple. En conditions non-confinées, le déplacement  
d’un point situé à la limite de la zone chauffée est donné approximativement par : 

u

(2.21) T∆αRu =  

où R est le rayon équivalent du volume chauffé, α  le coefficient de dilatation du massif rocheux 
et T∆  l’échauffement. 

Pour km0,5R = ,  et 15 C10α −− °= C85T∆ °= , on obtient cm42,5u =  : la limite extérieure de 
la zone chauffée se voit donc déplacée d’environ . Cette valeur est certes surestimée mais 
elle est représentative de la réalité.  

cm42

Les terrains avoisinant la zone chauffée doivent s’opposer à la libre expansion thermique du 
dépôt de stockage, les contraintes engendrées par le confinement de ces déplacements, en 
thermoélasticité, sont donc de l’ordre de : 

(2.22) T∆αEσ =  

où E est le module d’Young du massif rocheux. 

Pour une formation argileuse dont les propriétés thermoélastiques sont  et 
, la variation de température engendre ainsi des contraintes de l’ordre de 

par degré d’échauffement, ceci dans toute la zone affectée par le dépôt. 

MPa4000E =
15 C10α −− °= MPa04,0  
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Le stockage des déchets exothermiques de haute activité engendre donc des contraintes et 
déplacements non négligeables proportionnels à l’échauffement et affectant un volume très 
important de roche. Il convient, par conséquent, de limiter ces effets thermomécaniques à des 
valeurs compatibles avec l’intégrité mécanique des barrières ouvragées ainsi que de la formation 
hôte agissant comme barrière géologique. Ceci passe par le contrôle de l’échauffement induit, 
donc celui de la densité de puissance thermique relâchée par les déchets dans la roche : d’où 
l’introduction du terme de « charge thermique admissible » (Côme 1984 ; [38]). 

 

2.2.3 Analyse thermique du champ proche des galeries de stockage 

Dans l’analyse des problèmes associés au stockage en milieux géologiques profonds, il est 
nécessaire de distinguer le champ proche du champ lointain. Le champ proche peut être défini 
comme zone voisine des déchets radioactifs. Il inclut les barrières ouvragées et la partie de la 
roche hôte à proximité immédiate du dépôt de stockage. Le champ lointain s'étend de l'extrémité 
du champ proche à la surface au sol. Il concerne l’installation de stockage ainsi que la formation 
géologique hôte. Dans les concepts de stockage en formations géologiques profondes 
actuellement étudiés en France, la température maximale dans la barrière ouvragée est limitée à 

 (Andra 2002 ; [9]). L’analyse thermique de champ proche a pour but de sélectionner le ou 
les paramètres ainsi que les dispositions qui sont conformes à ce critère. On peut traiter ce 
problème de manière rigoureuse avec les codes de calcul résolvant la loi de conduction de 
chaleur. Toutefois, on peut réaliser des calculs analytiques approchés en régime permanent sur 
des géométries simplifiées de façon à évaluer facilement le rôle relatif des paramètres mis en jeu. 

C100°

 

a) Méthode analytique 

Considérons une coupe transversale d’un champ proche présenté par la Figure 2.4. Il est constitué, 
en symétrie de révolution, du centre vers l’extérieur par : 

• Le colis de déchets vitrifiés, source de chaleur (S), de conductivité thermique , émettant 
une puissance thermique par unité de volume 

1k
q  constante, de rayon  ; 1r

• Le suremballage métallique éventuel (M), entre  et , de conductivité thermique  1r mr mk  ;

• La barrière ouvragée concentrique extérieure (B), de conductivité thermique , inséré 
entre le suremballage et la paroi de la galerie de stockage de rayon . 

2k
2r

• Une couronne de roche autour de la galerie de stockage (R), dont la conductivité thermique 
est . Elle est limitée par le rayon  où on peut estimer que la température initiale du 
massif  n’est pas modifiée. 

3k 3r

oT

Ce système permet de décrire le comportement thermique en champ proche d’un ensemble de 
colis unique peu de temps après l’enfouissement de ces colis de déchets (Géostock et SGN 1982 ; 
[54]). En supposant que les conductivités thermiques du système ne varient pas avec la 
température, on peut écrire et en coordonnées cylindriques ( )zθ,r, , dans chacune de ces quatre 
zones (Figure 2.4) l’équation de la conduction de la chaleur en régime permanent. Soit pour la èmei  
zone : 

(2.23) 
( )

0q
dr

Tdr
dr
d

r
k

i
i =+

⋅
⋅  
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où  et  représentent respectivement le coefficient de conductivité thermique et la puissance 
thermique volumique de chaque zone. 

ik iq

Dans le colis de déchets, on a :  et par conséquent qq i =

(2.24) A
k4
qr

T
1

2

+
−

=  

Dans les autres zones,  on obtient alors :  0q i =

(2.25) ( ) iii CrLogBT +⋅=  

Il possible de déterminer les constantes  en écrivant la continuité des températures et 
des flux de chaleur aux interfaces. 

ii C,B,A

On suppose par ailleurs que les contacts sont parfaits. Soient  les températures aux 
interfaces respectives barrière ouvragée-roche, métal-barrière ouvragée, source-métal et  la 
température au centre du colis de déchets. 

SMMBBR T,T,T

CT

Après calculs, on obtient : 

(2.26) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛⋅
+=

2

3

3

2
1

oBR r
r

Log
k2
rq

TT  

(2.27) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛⋅
+=

m

2

2

2
1

BRMB r
r

Log
k2
rq

TT  

(2.28) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛⋅
+=

1

m

m

2
1

MBSM r
r

Log
k2
rq

TT  

(2.29) 
1

2
1

SMC k4
rq

TT
⋅

+=  

Ces expressions analytiques simplifiées permettent d’apprécier le rôle des différents paramètres 
du système dans le but d’optimiser le comportement thermique du champ proche. La Figure 2.5 
présente une distribution typique calculée avec ce modèle analytique. On remarque sur la Figure 
2.5 qu’un grand rayon de galeries de dépôt  permet d’abaisser la température appliquée sur la 
roche mais augmente la température dans la barrière ouvragée et dans les déchets. On admet que 
la conductivité du suremballage (de l’ordre de ) est bien plus élevée que celle des 
autres matériaux : il est donc pratiquement à température constante. Toutes les températures sont 
proportionnelles à l’énergie thermique 

2r

11 CmW35 −− °

q  de la source (voir relations (2.26) et (2.29)) qui apparaît 
ainsi comme le paramètre clé de la distribution des températures. Pour étudier le cas d’un 
échauffement excessif de la barrière ouvragée, on peut supposer qu’elle peut perdre une partie de 
son humidité par séchage d’où une chute, au moins temporairement, de sa conductivité 
thermique. Le modèle d’analyse thermique du champ proche peut être limité à deux milieux : 

• La source chaude ou le colis de déchets (S), de conductivité thermique , émettant une 
puissance thermique par unité de volume 

1k
q  constante, de rayon  ; 1r

• La barrière ouvragée (B), de conductivité thermique , limité par la paroi de la galerie de 
stockage de rayon  où la température  est supposée constante. 

2k
2r LT
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(S)

r1

r2
r3

rm

(M)
(B)

(R)

Figure 2.4 : Schéma de la coupe transversale d’un empilage de colis de déchets en symétrie de révolution
 

r [m] r3=3,5 r2=0,5 rm=0,27r1=0,17

TL=40°

TBR=111,5

TMB=145,8 TSB = 

TSB= 

TC = 

 
Figure 2.5 : Distribution typique de température autour d’un empilage de colis de déchets.  

 Trait plein : sans suremballage - Trait interrompu : avec suremballage, (Géostock et SGN 1982 ; [54]) 
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En ce qui concerne la barrière ouvragée, on peut considérer deux cas : 

1er cas : sa conductivité est constante et égale à 0
Bk  

2ème cas : sa conductivité chute sous l’effet de l’intensité de l’échauffement. On adopte ainsi une 
loi théorique d’évolution simplifiée pour sa conductivité telle que : 

(2.30) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

T
T

kk L0
BB  

avec T variable température. 

On obtient aisément la valeur de la température maximale de la barrière ouvragée notamment à 
l’interface source-barrière ouvragée selon la méthode exposée plus haut. 

 

Posons 
1

2

r
r

R = , 
L

0
B

2
1

Tk2
rq

K =  et soit TSB la température à l’interface source-barrière ouvragée : 

1er cas : pour ,  on obtient tetanconsk B = ( )RLogK1
T
T

L

SB +=  ; 

2ème cas : pour ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

T
T

kk L0
BB , on obtient K

L

SB R
T
T

= . 

On remarque que les deux situations sont équivalentes lorsque sont petits. En effet, Rou/etK
( ) ( )RLogK1eR RLogKK +≈= . 

A titre d’exemple, pour R = 2 (cas d’un colis de déchets exothermiques de 43 cm de diamètre 
enfoui dans une galerie de 1 m environ de diamètre sans suremballage),  et 

. 
C/m/W8,1k 0

B °=
C50TL °=

Le Tableau 2.1 présente le rapport 
L

SB

T
T

 en fonction de K variant de 0,01 et 10 pour les deux 

hypothèses. Il met en évidence l’évolution sensible de l’échauffement pour de fortes valeurs de K, 
donc essentiellement de la puissance thermique q  dégagée par le colis de déchets. Il convient 
donc de maintenir K, donc q, à une valeur admissible. L’exemple du Tableau 2.1 montre que ce 
risque est exclu en prenant K< 1.  

 
 

K 0,01 0,1 1 5 10 

1er cas 1,007 1,07 1,7 4,5 8 

L

SB

T
T

 
2ème cas 1,007 1,07 2 32 103 

 
Tableau 2.1 : Evolution de l’échauffement en fonction de la puissance calorifique de la source, 

 (Géostock et SGN 1982 ; [54]) 
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b) Méthode numérique 

L’utilisation des codes de calculs, utilisant la méthode des éléments finis ou des différences finies, 
dans les analyses thermiques de champ proche permet d’ajuster de manière plus judicieuse les 
paramètres et les dispositions adéquates aux limites de températures admissibles. Le travail réalisé 
par Gens et Olivella [52] sur l’analyse thermo-hydro-mécanique du champ proche d’un projet de 
stockage de déchets radioactifs constitue une référence d’analyses réalisées avec des codes de 
calculs. Il s’agit de l’étude détaillée d’une éventuelle installation de stockage de déchets vitrifiés 
envisagé dans une couche d’argilite de l’Est de la France.  

Pour la réalisation de cette étude, le logiciel CODE_BRIGHT (un programme 3D aux éléments 
finis conçu pour l’analyse thermo-hydro-mécanique en milieu géologique) développé à l’UPC 
Barcelone a été utilisé. Le concept de stockage envisagé dans ce site est basé sur un concept en 
T.C. (Chapitre 1). En effet, des galeries parallèles principales de 6 m de diamètre et espacées de 
70 m sont creusées à une profondeur d’environ . Des tunnels horizontaux seront creusés 
tous les 18 m des côtés opposés de chaque galerie principale avec une longueur de 19 m (Figure 
2.8). Huit colis métalliques contenant des déchets vitrifiés sont mis en place dans chacun des 
tunnels.  

m490

La Figure 2.6 présente la coupe longitudinale d’un tunnel de stockage et ses dimensions 
caractéristiques. Un serrement en béton sépare le dépôt de stockage du tunnel d'accès. L'espace 
entre les revêtements métalliques et la roche hôte est remplie par de la bentonite pour constituer 
une barrière ouvragée. La puissance thermique par colis de déchets, après 30 ans de retraitement, 
est de W650 . La Figure 2.7 montre l’évolution de la puissance thermique d’un colis de déchets en 
fonction du temps, elle est du type exponentiel. Les chaleurs spécifiques des matériaux 
constitutifs sont respectivement et  pour la roche hôte 
et pour la bentonite.  

11 KmJ700C −−= 11
BO KmJ1100C −−=

La Figure 2.8 montre le schéma du modèle, ces dimensions géométriques et les conditions aux 
limites thermiques. Pour des raisons de symétrie, seul le quart de la structure est modélisée. Les 
conditions aux limites et les conditions initiales thermiques sont supposées égales à  dans 
toute la formation hôte (Gens et Olivella 2001 ; [52]). Sur les plans de symétrie, les flux de chaleur 
sont supposés nuls. Les phases de simulation comprennent : 

C28°

 

1. Une phase isotherme sans colis de déchets est d’abord observée pendant les cinq premières 
années. La galerie a été creusée et le revêtement métallique et la bentonite ont été installés.  

2. Après 5 ans, les colis de déchets ont été introduits dans la galerie mais la galerie d’accès n’est 
pas encore fermée. On suppose que la paroi de la galerie d’accès reste à une température 
constante grâce à la ventilation. Cela augmente la dissipation thermique. 

3. Enfin, la galerie d’accès est remblayée au bout de 35 ans et elle n’est donc plus ventilée. 
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Figure 2.6 : Schéma typique d’une alvéole de stockage, (Gens et Olivella 2001 ; [52]) 

 
 
 

 
Figure 2.7 : Evolution de la puissance thermique d’un colis en fonction du temps, (Gens et Olivella 2001 ; [52]) 
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Figure 2.8 : Géométrie et dimensions caractéristiques du modèle, (Gens et Olivella 2001 ; [52]) 

 
La Figure 2.9 présente la variation de la température avec le temps en trois points représentatifs de 
la barrière ouvragée. On remarque qu’après cinq années de phase isotherme les températures 
augmentent brusquement lorsque les colis sont placés dans la galerie de stockage. La température 
maximale ( ) est atteinte au contact avec l’emballage métallique enveloppant le colis de 
déchets 3,6 ans après la mise en place des colis de déchets. Les autres points du domaine 
atteignent leurs pics de températures à des durées de plus en plus longues à mesure que la 
distance avec le colis de déchets augmente. 

C4,190 °

 

  
Figure 2.9 : Evolution des températures en fonction du temps dans le champ proche, 

 (Gens et Olivella 2001 ; [52]) 
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On constate aussi que plus on s’éloigne du revêtement métallique plus le pic de température 
atteint diminue. Lorsque la galerie d’accès est remblayée (35 ans), il y a un changement du régime 
thermique mais son influence est faible. Après 1000 ans, les températures sont pratiquement 
revenues à leurs valeurs initiales. 

 

2.2.4 Analyse thermique de la zone de stockage (Comportement global)  

Pour l’analyse de la sûreté d’un projet de stockage profond, on ne doit pas se limiter au champ 
proche. Il convient d’élaborer des supports scientifiques qui permettent d’estimer, à l’échelle de la 
formation hôte, la distribution et l’évolution de la température au cours de l’exploitation d’un 
éventuel site de stockage et pendant une longue période après sa fermeture définitive. 
L’utilisation des codes de calculs numériques est le moyen le plus performant qui permet de faire 
une résolution complète des problèmes. Toutefois, il existe des approches analytiques détaillées 
pour des géométries simplifiées. 

La Figure 2.10a présente un modèle analytique pour lequel le stockage est assimilé à une plaque 
chauffante émettant de la chaleur dans deux demi-massifs infinis (Géostock et SGN 1982 ; [54]). 
Cette hypothèse est acceptable quand la dimension verticale du stockage est faible par rapport à 
ses dimensions latérales. Le problème étant ainsi monodimensionnel puisque la température en 
un point ne dépend que de la distance à cette plaque soit de la cote z. Comme l’indique le schéma 
de la Figure 2.10, la distribution des sources de chaleur est supposée uniforme dans la zone du 
stockage laquelle est remplie instantanément à 0t = , origine du calcul. Pour des raisons de 
symétrie, le modèle peut être simplifié en ne considérant qu’un demi-massif (Figure 2.10b). 
Chaque colis de déchets émet, à l’instant t, une quantité de chaleur décroissante en fonction du 
temps selon l’expression suivante : 

(2.31) ( )texpWW 0 ω−=  

avec  la puissance thermique initiale au moment de la mise en place des déchets radioactifs et 

 la constante de décroissance thermique telle que 

0W

ω
ϑ

2Log
ω =  où ϑ  la demi-vie de la source de 

chaleur. 

Le flux appliqué par ce colis sur le demi-massif supérieur (ou inférieur) dans une maille de côtés 
X et Y est : 

(2.32) ( )tωexpφφ 0 −=  

avec 
2XY
W

φ 0
0 = . 

Si on considère n colis identiques selon la verticale dans le stockage, le flux thermique est à 
multiplier par n. Le problème revient à résoudre l’équation de la chaleur en régime transitoire 
dans le demi-massif supérieur (ou inférieur), soit : 

(2.33) 
t
T

ρC
z
Tk 2

2

∂
∂

=
∂
∂

⋅  

avec  le coefficient de conductivité thermique du massif semi-infini, k T  la variable de 
température,  la masse volumique du massif semi-infini et  sa chaleur spécifique massique. ρ C
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Plan de symétrie

Plaque chauffante 

2L 

z 

Chaleur 

Chaleur 

Massif semi-infini inférieur

Massif semi-infini supérieur

a) Problème complet
z 

Moitié de la plaque chauffante

Limite du massif 

Flux imposé en surface 

Massif semi-infini

Plan étanche 

b) Problème simplifié

 
Figure 2.10 : Coupe transversale d’une plaque chauffante émettant de la chaleur dans deux demi-massifs semi-

infinis (Géostock et SGN 1982 ; [54]) 
 

Les conditions initiales  et aux limites sont les suivantes : 

• Initialement, la température est uniforme et est égale à zéro ( 0T = ) partout 

• La température est égale à zéro aux limites du massif semi-infini ( 0T →  lorsque ∞→z ) 
et sur le plan moyen de la plaque chauffante ( 0z = ) le flux de chaleur s’écrit : 

( )
0z

00 z
Tktωexpφφ

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=−=  

Après calcul, on obtient les expressions analytiques suivantes : 

a. dans le stockage, la température est donnée par : 

(2.34) ( ) ( )∫−=
τω

0

20 uduxpeτωxpe
ω
1

Cρkπ
φ2

Τ  
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b. en un point quelconque de cote z : 

(2.35) ( ) ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

tω

0

2

2
20 du

uk4
zCρω

uexptωexp
ω
1

Cρkπ
φ2

T  

 

Il est donc possible de déterminer la part respective des divers paramètres dans l’échauffement 
global de la formation hôte avec les expressions analytiques explicitées ci-dessus : 

 
• L’augmentation de température est proportionnelle à , donc à , si la maille est fixée. 

Une maille de dépôt large (X et Y grands) pour une puissance initiale  donnée diminue 
, donc l’échauffement ; 

0φ 0W

0W

0φ

• Plus l’effusivité thermique ( Ck ρ ) du massif est grande, plus l’échauffement global est 
faible. (L’effusivité thermique caractérise la capacité des matériaux à réagir plus ou moins rapidement à un 
apport de chaleur intérieur de son volume, que cet apport soit le fait d’une source interne ou du rayonnement 
solaire) ; 

• Le déchet influence l’échauffement à la fois par son émission thermique initiale  et par 
sa demi-vie ; on peut donc avoir des échauffements comparables en enfouissant des 
déchets chauds où dominent les produits de fission à vie courte (

0W

ϑ  petit,  grand et  
élevé) dans une maille 

ω 0W
( )Y,X  large, ou bien en enfouissant des déchets refroidis où 

dominent les actinides à vie longue ( ϑ  grand, ω  petit et  faible) dans une maille 0W ( )Y,X  

resserrée, car T  dépend du quotient ω/φ0  et non de  seul ; 0φ
• La chronologie de l’élévation de la température et du retour à la température initiale sont 

entièrement différentes selon qu’on enfouit des déchets chauds où dominent les produits 
de fission (  grand) ou bien des déchets refroidis où dominent les actinides (  petit), 
puisqu’elle est fonction de 

ω ω
tω  et non seulement du temps. La Figure 2.11 permet de 

comparer ces évolutions dans les deux cas pour un échauffement global maximal identique. 
 
 

(a) Enfouissement rapide ( ω  grand).
Echauffement maximal atteint
rapidement et refroidissement
rapide 

(b) Enfouissement retardé (  petit).
Echauffement maximal atteint lentemen

ω
t

et refroidissement lent 

Figure 2.11 : Influence de l’âge des déchets sur l’historique de l’échauffement dans la zone du dépôt 
(Echauffement maximal supposé identique), (Côme 1984 ; [37]) 
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Considérons un flux initial vers le haut de  environ. Pour le massif : 
,  et . L’échauffement global maximal 65 

ans après enfouissement, supposé instantanément, de tous les colis de déchets atteint 22°C. La 
température totale dans le dépôt est donc de 62°C environ. 

2
0 m/W3φ =

11 CmW5,2k −− °= 3mkg2650 −=ρ 11 CkgJ835C −− °=

La Figure 2.3 montre que l’émission thermique d’un colis ne tombe pas à zéro après  
mais se maintient entre  et un million d’années, à une valeur certes faible mais non 
négligeable, d’environ 

ans1000
000100

W1,0 . Il convient donc de se poser la question si cette phase de longue 
durée peut jouer un rôle thermique notable. A ce propos, on peut faire un calcul simple d’ordre 
de grandeur pour fixer les idées.  

Supposons cette fois qu’il existe un régime permanent entre la zone chaude du dépôt et la surface 
du sol : la couverture de roche est assimilée à un mur de  d’épaisseur. On a alors : m1000

(2.36) 
e
∆Tkφ =  

avec  la différence de température entre la zone chaude et la surface, e l’épaisseur du mur et k 
la conductivité thermique de la roche. 

∆T

Avec le mêmes paramètres que précédemment et entre , chaque colis émet 
environ 

ans10et10 65

W1,0  soit en gros  fois l’émission initiale. Le flux à considérer est donc 

. Ceci correspond donc à un échauffement 

410−

24 mW10.3φ −−= C2,0à1,0
5,2
3,0T∆ °°≈=  à long 

terme. Vu la proportionnalité entre le pic d’échauffement à court terme et cet échauffement 
résiduel à long terme, on peut estimer à 1% environ l’ordre de grandeur de ce dernier par rapport 
au premier. Il est donc admis de le négliger dans les études thermomécaniques subséquentes, 
comme cela est généralement fait, bien que la justification ne soit pas toujours donnée. 
 

2.2.5 Conclusions  

Au cours de ce paragraphe, on a passé en revue l’ensemble des problèmes thermiques liés au 
stockage des déchets radioactifs. Ces déchets de haute activité et à vie longue continuent 
d’émettre de la chaleur dans les alvéoles de stockage et aussi dans la couche hôte durant une 
longue période correspondant à leur décroissance thermique. La notion de charge thermique 
permet de déterminer la quantité de chaleur en fonction de la puissance thermique de chaque 
colis de déchets que pourrait encaisser la formation hôte afin que l’amplitude thermomécanique 
qu’elle induit ne nuise pas à l’intégrité mécanique de l’installation d’ensemble et notamment celle 
des barrières ouvragées. Le concept de stockage en France impose une température maximale de 
100°C dans les barrières ouvragées. Une analyse thermique du champ proche des déchets 
radioactifs est donc nécessaire afin de faire respecter cette norme. Pour cela, on peut faire une 
analyse paramétrique simplifiée de la barrière ouvragée avec des modèles analytiques. Toutefois, 
l’utilisation des codes de calculs numériques est plus judicieuse pour ce genre d’étude. Il en est de 
même pour l’analyse thermique de l’installation d’ensemble. Nous avons présenté un exemple de 
méthodes analytiques permettant cette étude mais l’approche numérique est la meilleure 
démarche pour une analyse rigoureuse relative à des cas particuliers. 
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2.3 Principaux problèmes thermomécaniques associés au 
stockage souterrain 

Comme expliqué plus haut, c’est l’échauffement qui détermine directement les effets 
thermomécaniques dans le massif rocheux. C’est la raison pour laquelle la méthode usuelle de 
résolution de problèmes passe d’abord par le calcul du champ de température, dans le massif, 
lequel sert de donnée d’entrée au calcul des effets thermomécaniques. Les codes de calculs sur 
ordinateur sont actuellement les outils les plus répandus pour ces analyses. Si les problèmes 
thermiques sont à peu près similaires pour tous les types de roches, les aspects 
thermomécaniques, quant à eux, dépendent principalement de la roche considérée. Dans ce 
paragraphe, on s’intéresse essentiellement aux roches argileuses. L’analyse des effets 
thermomécaniques liés au stockage des déchets exothermiques est basée sur une approche à peu 
près chronologique qui suit l’extension de l’échauffement depuis le champ proche vers l’ensemble 
du massif rocheux. Pour cela, le plan suivant sera adopté : 

 

• L’effet de l’échauffement sur les propriétés et le comportement thermomécaniques des 
roches argileuses, notamment, l’argilite de l’Est ; 

• Le calcul du champ proche des galeries de stockage ; 

• Le comportement global d’un stockage  et son influence sur les milieux environnants. 

 

Notons, toutefois, que ce découpage séquentiel est plutôt arbitraire et que de multiples 
interactions existent entre ces divers composants isolés simplement par commodité. 

 

2.3.1 Effets de l’augmentation de température sur les propriétés et le 
comportement thermomécaniques des roches argileuses  

Dans le passé, plusieurs auteurs ont étudié le comportement thermique des roches argileuses d'un 
point de vue théorique aussi bien qu'au moyen des essais en laboratoire. Les études effectuées 
jusqu'ici peuvent être divisées en deux groupes principaux : les études dans la période de 1960 à 
1970, réalisées la plupart du temps aux Etats-Unis, et les études effectuées en Europe depuis 
1980. Campanella et Mitchell (1968 ; [26]) ont mesuré en laboratoire le volume et les variations de 
pression d'eau interstitielle sur l'illite en conditions drainées et non drainées, pour des 
températures variant de 20°C à 60°C. Ils ont constaté que les coefficients de dilatation thermique 
sont différents pour le squelette minéral, l'eau et l’échantillon entier. Ils ont trouvé des valeurs 
négatives pour ce dernier et cela a été aussi vérifié dans les études de l’Istituto Sperimentale Modelli 
e Strutture (ISMES), pour des échantillons d'argile de Boom, environ 15 ans après. Noble et Demirel 
(1969 ; [82]) ont étudié l'influence de l'augmentation de la température (au-delà de 60°C) sur les 
résistances au cisaillement d'une argile et d'un silt. Comme la densité et la viscosité de l'eau 
changent à ce niveau de températures, la résistance au cisaillement est influencée. Par ailleurs, une 
diminution de la résistance au cisaillement a été observée expérimentalement.  

Laguros (1969 ; [69]) a étudié le comportement de l'argile au-delà de 40°C. Il a remarqué une 
augmentation de la densité volumique avec la température et, par conséquent, une augmentation 
de la résistance à la compression uniaxiale. D'autre part, la limite de liquidité et l'indice de 
plasticité ont diminué avec la température. Muramaya (1969 ; [81]) a constaté que le module 
d’Young diminue avec la température pour les échantillons examinés testés au-delà de 40°C.  
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Divers projets d’investigation de laboratoire sur des échantillons d'argile de Boom ont été menés 
dans le passé à l’initiative de la Commission des programmes de R&D de la Communauté 
Européenne (CCE). Entre autres, les études réalisées par Baldi et al. (1987 ; [13]) et (1991 ; [14]) à 
l’ISMES ont permis d’observer la réponse de l'argile sous différents chargements à température 
ambiante et à températures élevées. L’ISMES a constaté, expérimentalement, que la température 
affecte les propriétés mécaniques de plusieurs argiles et a essayé de caler un modèle 
mathématique sur ce comportement. Borsetto et al. (1984 ; [21]) ont mentionné la dépendance 
possible à la température de la frontière d'état critique et de la surface de rupture. Hueckel et 
Pellegrini (1989 ; [67]) ont observé une diminution de 1,0 à 0,8 du paramètre M du modèle de 
Cam-Clay pour des échantillons d’argile de Boom, quand la température augmente de 20°C à 
80°C. Au moyen d’une cellule triaxiale qui est équipée d’un dispositif permettant la variation de 
température, De Bruyn et Thimus (1996 ; [41]) ont trouvé que la résistance  mécanique le l’argile de 
Boom diminue lorsque la température augmente.  
On trouve également des références récentes dont les conclusions diffèrent des résultats décrits 
ci-dessus. Elles concernent l’argilite de l’Est mais aussi d’autres roches argileuses. En effet, dans 
le cadre du programme de recherche de l'ANDRA sur le stockage en formations géologiques 
profondes, la connaissance de l’influence de la température sur le comportement 
thermomécanique de l’argilite de l’Est est un enjeu important pour déterminer l’aptitude du site 
de Bure au confinement géologique des déchets hautement radioactifs. 
Belanteur et al. (1997 ; [15]) ont étudié l’influence de la température sur le comportement 
thermomécanique des matériaux argileux gonflants et non gonflants fortement compactés. Pour 
ce faire, ils ont réalisé des essais isothermes sur des chemins œdométriques et sur des chemins 
triaxiaux non drainés d’une part et d’autre part des cycles thermiques sous chargement mécanique 
constant à l’état normalement consolidé et surconsolidé sur des chemins œdométriques. Ces 
essais ont été menés sur quatre matériaux argileux différents de par leur nature. Il s’agit de la 
kaolinite, de la smectite, de l’argilite de l’Est (argile du bassin parisien selon le terme de Belanteur et 
al. 1997 ; [15]) et de l’argile de Boom. Le Tableau 2.2 résume les principales caractéristiques 
physiques de ces matériaux.. 

 

 

Caractéristiques physiques Argilite de l'Est Kaolinite Smectite Argile de Boom 

Masse volumique des grains [g cmsρ
-3] 2,68 2,5 2,75 2,67 

Surface spécifique [mBET 2 g-1] 33,5 10,3 426 53 - 117 

Capacité d’échange de base [méq] 46 - 64 20 - 40 

Limite de liquidité [%] Lw 52,5 40 112 59 - 76 

Limite de plasticité [%] Pw 22,5 20 50 22 - 26 

Indice de plasticité PL wwIP −=  30 20 62 37 - 50 

Type d’argile Non gonflante Non gonflante Gonflante Peu gonflante 

 
Tableau 2.2 : Caractéristiques physiques des argiles étudiées, (Belanteur et al. 1997 ; [15]) 
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Les essais œdométriques en température ont été réalisés sur une cellule œdométrique à haute 
pression. L’échantillon d’argile, à l’état de boue, est mis en place dans la cellule après avoir saturé 
la pierre poreuse disposée sur le piston. Puis, celle-ci est renfermée par son embase supérieure et 
est raccordée au circuit de saturation avant d’être introduite à l’intérieur d’une étuve autorégulée. 
L’échauffement de l’échantillon intervient, selon le type d’essai à réaliser, avant ou après 
l’application de tout chargement mécanique. Dans le cas de l’argilite de l’Est, l’échantillon a été 
porté préalablement à la température de déroulement de l’essai pendant 24 heures avant 
l’application de tout chargement mécanique. Les résultats de ces essais sont présentés à la Figure 
2.12. Dans le cas de la smectite et de la kaolinite, les échantillons sont préconsolidés à  
L’échauffement de l’échantillon s’effectue à partir du palier de chargement correspondant à 0,5 
MPa (Figure 2.13a et b).  

MPa5,1 .

Les essais œdométriques isothermes réalisés sur l’argilite de l’Est (Figure 2.12), ont permis de tirer 
les enseignements suivants : La température n’affecte pas la compressibilité de l’argilite remaniée 
à une pression donnée. En effet, les courbes tracées dans le plan indice de vide v/s logarithme de 
la pression de consolidation  sont linéaires et quasiment parallèles en charge et en 
décharge pour les trois essais. La température imposée pour la réalisation de l’essai est à l’origine 
des variations de l’indice des vides à 0,2 MPa, premier incrément de charge. La différence des 
indices des vides, à tous les niveaux de pression de chargement et de déchargement mécanique 
est le résultat de l’échauffement initial du matériau. La variation de l’indice des vides, en fonction 
de la température est la conséquence de la densification du squelette solide avec l’augmentation 
de température pour supporter la contrainte effective. L’indice des vides diminue, pour une 
pression de consolidation donnée, avec l’augmentation de la température. 

( plog,e )

En ce qui concerne la smectite et la kaolinite, les essais œdométriques isothermes réalisés ont mis 
en évidence un changement de pente dans le plan ( )plog,e , en raison de la pression de 
préconsolidation des matériaux égale à 1,5 MPa. Ceci se produit à une pression légèrement 
inférieure à cette pression de consolidation (Figure 2.13) pour des essais réalisés à 60°C. Cela 
signifie que l’échauffement initial du matériau a réduit son domaine élastique. 

 

 
Figure 2.12 : Essais œdométriques  isothermes, sur l’argilite de l’Est, réalisés à différentes températures  

(Belanteur et al. 1997 ; [15]) 
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(b)(a) 

Figure 2.13 : Essais œdométriques  isothermes sur une (a) kaolinite et (b) une smectite préconsolidées à 1,5 MPa  
(Belanteur et al. 1997 ; [15]) 

 

Les essais triaxiaux en isotherme concernent uniquement la kaolinite. Ces essais ont été réalisés à 
l’aide d’une cellule triaxiale à haute pression (Figure 2.14). La vitesse de cisaillement choisie pour 
les essais triaxiaux a été de 6,67.10-5 [mm/s]. Dans sa mise en œuvre, l’essai triaxial isotherme est 
analogue à un essai à température ambiante sauf que, dans ce cas, l’échauffement de l’échantillon 
est effectué à la fin de la consolidation isotrope. En effet, l’échantillon d’argile passe par deux 
étapes de consolidation isotrope et une étape de cisaillement. La première phase de consolidation 
isotrope est effectuée à basse pression 0,5 [MPa], dans une cellule triaxial classique modifiée à cet 
effet. Elle est associée avec l’étape de fabrication des échantillons. Sa durée dépend de la nature 
du matériau en consolidation telle que présentée à la Figure 2.15. 

 

 
Figure 2.14 : Schéma de la coupe d’une cellule triaxiale pour des essais triaxiaux réalisés avec des cycles 

thermiques 
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Figure 2.15 : Courbe de consolidation isotrope à basse pression de boues argileuse, (Belanteur et al. 1997 ; [15]) 

 

A la fin de l’étape précédente, l’échantillon qui servira pour l’essai triaxial est taillé à l’aide d’un 
tour manuel de manière à obtenir un élancement de 1 (65 mm de diamètre et 65 mm de hauteur). 
Une fois l’échantillon mis en place dans la cellule, on commence la deuxième étape de 
consolidation. La pression de confinement à laquelle doit se dérouler le cisaillement est atteinte 
après un certain nombre de paliers de chargement. A la fin de la consolidation et après la mise en 
contact du piston d’écrasement avec l’embase drainante supérieure, les conduits de drainage sont 
fermés et le cisaillement peut commencer. Cette phase se poursuit jusqu’à la rupture de 
l’échantillon. Les résultats de l’essai triaxial isotrope non drainé sur une kaolinite remaniée, 
saturée et normalement consolidée à 5 MPa, réalisé à une température de 40°C et à température 
ambiante sont présenté sur la Figure 2.16. On remarque, sur la Figure 2.16a, une plus grande 
déformabilité du matériau à 40°C comparativement à l’essai à température ambiante. La rupture 
pour les essais à 40°C et à température ambiante se produit pour environ la même valeur de 
déformation axiale mais pour un déviateur de contrainte plus faible dans le cas de l’essai à 40°C. 
La phase de la post-rupture se caractérise, pour l’essai à température ambiante, par une légère 
chute du déviateur et sa stabilisation à partir de 12% de déformation axiale. En revanche, pour 
l’essai à 40°C, on remarque, une chute significative du déviateur. Le pic observé pour l’essai à 
40°C indique que la rupture s’est faite avec l’apparition de plans de cisaillement plus marqués que 
dans le cas de l’essai à température ambiante). La Figure 2.16b montre que la pression interstitielle 
augmente malgré la rupture de l’échantillon. L’essai triaxial a montré que la pente M=q/p’ 
diminue pour le matériau chauffé à 40°C (Figure 2.16c).  

Les observations, faites ci-dessus, sur les argiles non gonflantes remaniées, saturées et 
normalement consolidées se résument aux conclusions suivantes : 

• La température augmente la ductilité du matériau ; 

• Elle diminue la résistance du matériau ; 

• La température engendre une surconsolidation du matériau qui se manifeste notamment 
par une chute brutale de la résistance du matériau après sa rupture 

• Elle affaiblit les caractéristiques mécaniques du matériau. 
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(b) Evolution de pression interstitielle en
fonction de la déformation axiale 

(a) Evolution du déviateur des contraintes en
fonction de la déformation axiale 

Figure 2.16 : Essais triaxiaux isothermes non drainés sur une kaolinite normalement consolidée  

(c) Evolution du déviateur des contraintes en
fonction du chargement 

(Belanteur et al. 1997 ; [15]) 
 

Les essais avec cycles thermiques ont été réalisés uniquement sur des chemins œdométriques. Ils 
permettent d’analyser la variation des déformations volumiques en fonction de la température du 
matériau, pour un chargement mécanique fixe, à l’état normalement consolidé et à l’état 
surconsolidé. La Figure 2.17 et la Figure 2.18 présentent les résultats des essais avec cycles 
thermiques ( )C208020 °−−  respectivement sur une argile normalement consolidée et sur une 
argile à l’état surconsolidée : 

• A l’état normalement consolidé, on constate pour l’argile de Boom, l’argilite de l’Est et la 
smectite que le cycle de température engendre une surconsolidation qui se traduit par 
l’apparition d’un coude de préconsolidation. Il a aussi pour effet global d’engendrer un 
tassement irréversible des matériaux (Argile de Boom :Figure 2.17). En effet, à l’état 
normalement consolidé, l’échantillon d’argile doit réorganiser sa structure solide en la 
densifiant pour supporter le niveau de contrainte imposé qu’il subit pour la première fois 
suite à l’effet du cycle de température, d’où le tassement. 

• Pour le cas de la smectite et de l’argilite de l’Est à l’état surconsolidé, le cycle thermique 
( )C208020 °−−  a produit un gonflement irréversible des matériaux (argilite de l’Est : 
Figure 2.18). En effet, dans le cas d’un matériau surconsolidé, la division irréversible des 
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particules résultant du cycle de chauffage et de refroidissement de l’échantillon n’induit pas 
un réarrangement de sa structure afin de supporter la contrainte imposée car celui-ci a subi 
par le passé une contrainte supérieure à celle qui lui est imposée actuellement. D’où le 
gonflement observé, qui correspond à l’effet de la température seule. L’amplitude de ce 
gonflement est d’autant plus importante que le degré de surconsolidation est élevé. 

 

 

(b) Variation des déformations volumiques
en fonction de la température 

(a) Evolution de l’indice des vides en fonction
de la contrainte axiale 

Figure 2.17 : Essais œdométriques  avec cycle de température – Cas de l’argile de Boom remaniée et saturée, 
(Belanteur et al., [13]) 

 

Figure 2.18 : Essais œdométriques  avec cycle de température – Cas de l’argilite de l’Est remanié et saturé, 
(Belanteur et al., [13]) 

(b) Variation des déformations volumiques
en fonction de la température 

(a) Evolution de l’indice des vides en fonction
de la contrainte axiale 
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Wright et al., (2000 ; [102]) ont analysé le processus d’altération et de rupture d’échantillons 
d’argilite lors de sollicitations thermomécaniques en conditions humides contrôlées. A l’aide d’un 
dispositif expérimental, appelé microcellule CGI (Figure 2.19a), ils ont réalisé des essais de fluage 
sur des échantillons d’argilite en faisant une description microtexturale des mécanismes à l’origine 
de leur endommagement et de leur rupture sous sollicitations thermomécaniques.  

La microcellule CGI, développée au Centre de Géologie de l’Ingénieur depuis une dizaine 
d’années, comprend un système de génération et de contrôle de la pression permettant d’imposer 
sur les petites faces de la lame épaisse (échantillon d’argilite de dimensions ) une 
contrainte pouvant varier de 0 à  (Figure 2.19b), un système de génération et de contrôle 
de la température et de l’humidité, un système d’observation et de prise de vue à l’échelle de 
l’échantillon tout entier et à l’échelle des éléments de sa texture, un système de mesure des 
déplacements axiaux de la plaque coulissante d’une précision de 1/50 mm et un système de 
traitement et d’analyse automatique d’images. L’échantillon étudié provient du forage dans l’Est 
du bassin de Paris. Il est issu d’un tronçon de carotte extrait à 480,7 m de profondeur au milieu 
de la formation du Callovo-Oxfordien. Les principales caractéristiques physiques et 
minéralogiques de l’échantillon sont résumées dans le Tableau 2.3. 

mm54050 ××
MPa40

Les chargements de l’échantillon, l’application de la contrainte axiale et de la température, 
s’effectuent selon des lois incrémentales afin d’éviter la rupture précoce due à une éventuelle 
microfissuration qui pourrait être développée au cours du prélèvement de la carotte ou de la 
préparation de la lame. 

 
Observations 

Echantillon Densité 
humide 

Teneur en eau 
pondérale Porosité 

Œil nu Loupe binoculaire 

Lame épaisse 
taillée dans le plan 
de litage et polie 

2,37 7,2% 17% 
Structure 
générale 
isotrope 

Texture constituée par des fragments 
de minéraux ou de roche englobée 

dans une matrice argileuse 

 
Tableau 2.3 : Caractéristiques physiques et minéralogiques de l’échantillon, (Wright et al. 2000 ; [102]) 

 

(a) Schéma de la microcellule CGI (b) Principe de l’essai

 
Figure 2.19 : Schéma de la microcellule CGI et principe de l’essai, (Wright et al. 2000 ; [102]) 
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La Figure 2.20 décrit les chargements auxquels une lame épaisse d’argilite a été soumise et la 
déformation axiale induite, le degré d’humidité relative ayant été maintenu tout au long de l’essai 
à une valeur supérieure à 90%. Entre le début de l’essai et le palier de contrainte de 12 MPa, la 
température est de 40°C, l’évolution de la déformation axiale est proportionnelle à l’augmentation 
de la contrainte. La déformation axiale atteint 0,44% au début de ce palier puis se stabilise les 4 
jours suivants. On augmente ensuite la température de 5°C par jour jusqu’au palier 80°C. On 
mesure alors à nouveau un déplacement de la plaque coulissante. Au début du palier de 
température de 80°C, la déformation axiale de la lame atteint 0,76% puis se stabilise pendant 5 
jours. 

La rupture de l’échantillon survient après 43 jours d’essai alors que la contrainte de compression 
axiale est maintenue constante depuis 25 jours et la température depuis 10 jours. On fait 
correspondre arbitrairement le point de rupture à 1% de la déformation axiale (Figure 2.20), au 
raccourcissement final (supérieur à 2%) mesuré après la rupture étant en partie dû au mouvement 
relatif des morceaux de lame épaisse rompue (Figure 2.21b et c). Les fissures macroscopiques sont 
compatibles avec le champ de contraintes imposé et la cinématique de déformation possible.  

La Figure 2.21b permet d’observer sur une grande face de la lame rompue : une fissure de traction 
qui est parallèle à la contrainte principale de compression ; un système de fissures de cisaillement 
dans un coin de la lame épaisse qui est dû aux concentrations de contraintes et une fissure de 
cisaillement. A la fin de l’essai, on remarque que cette dernière est oblique et qu’elle se développe 
en partie en suivant les plans de litage. Ceux-là indiquent que l’endommagement de l’échantillon 
d’argilite est lié à la texture de l’argilite. Il est localisé autour des hétérogénéités de plus grande 
taille.  

Les deux fissures principales sont dues, en particulier, à la croissance de microfissures initiées 
chacune par les hétérogénéités constituées par deux grands bioclastes pyritisés altérés. Ces 
fissures se développent ainsi sous l’effet couplé de la contrainte de compression et du 
développement de l’altération de la pyrite. Notons enfin que l’augmentation et le maintien de 
température (Figure 2.20), conditions d’essais, ont eu pour effet d’accélérer l’altération de la pyrite 
et de la rendre irréversible par des processus d’oxydation. 
 

 
Figure 2.20 : Evolutions des chargements et de la déformation axiale de l’échantillon en fonction du temps, 

(Wright et al. 2000 ; [102]) 
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(b) A la rupture 
A : glomérule pyritisé altéré 
Fi : Fissure 

(a) Au début de l’essai 
G : glomérule pyritisé 
Pr : point de repère utilisé pour l’analyse d’image  

Figure 2.21 : Macrophotographies de la lame d’argilite, (Wright et al. 2000 ; [102]) 

(c) Cartes des déformations entre l’état initial et la rupture 
Les zones de plus forte déformation, en noir, sont localisées dans un coin de la lame et le
long de la fissure principale de cisaillement  

 

 

Gasc-Barbier et al. (2004 ; [50]) ont étudié le comportement mécanique différé de la roche argileuse 
de Bure (argilite de l’Est). A cet effet, ils ont réalisé des essais de fluage multi-paliers à court 
terme à température ambiante et à T=80°C. Ces essais ont été réalisés sur un dispositif de 
compression triaxial. Ce système est doté d’une cellule triaxiale de fluage triaxial pour des 
échantillons cylindriques de 36 mm de diamètre et de 72 mm de hauteur. La force axiale est 
appliquée par une armature hydraulique dont la capacité est de 100 kN. La pression de 
confinement a été fixée à 12±0,05 MPa pour tous les essais. Un système de chauffage recouvrant 
la cellule triaxiale et l’isolant de l'atmosphère extérieure permet de maintenir constante la 
température voulue pour chaque essai. Les déplacements relatifs entre la couverture supérieure 
fixe de la cellule et le piston qui applique la charge prescrite à l'extrémité inférieure de 
l'échantillon ont été mesurés. La Figure 2.22 résume la procédure expérimentale. La Figure 2.23 
compare les déformations axiales obtenues à partir de deux échantillons provenant de la même 
couche (profondeur de 491.7-m). Un échantillon est testé à la température ambiante, l'autre à 
80°C. On remarque que l’amplitude des déformations devient plus importante lorsque la 
température augmente. 
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Figure 2.22 : Historique des chargements pour les essais, (Gasc-Barbier et al. 2004 ; [50]) 

 

 

Figure 2.23 : Influence de la température sur le comportement mécanique différé de l’argile, 
(Gasc-Barbier et al. 2004 ; [50]) 
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2.3.2 Calcul thermomécanique du champ proche 

Le travail réalisé par Gens et Olivella (2001 ; [52]), sur l’analyse des processus thermo-hydro-
mécaniques dans la barrière ouvragée d’une éventuelle installation de stockage dans la formation 
argileuse de l’Est de la France représente, une nouvelle fois ici, un exemple typique des références 
sur le calcul du champ proche. Par le moyen de la modélisation numérique, ils ont mis en 
évidence les effets thermomécaniques associés à la variation de température et à l’évolution de la 
teneur en eau dans le massif rocheux dans la barrière ouvragée.  

On a présenté, dans le paragraphe 2.2.3b, la variation des températures dans le champ proche 
(Figure 2.9) au cours de l’exploitation du stockage. Les phases de simulations numériques ayant été 
présentées, dans la partie traitant de l’analyse thermique en champ proche (paragraphe 2.2.3b). La 
loi de comportement de la bentonite, matériau constitutif des barrières ouvragées, est du type 
thermo-élasto-plastique (Gens et Olivella 1995 ; [51]). Les paramètres du revêtement métallique et 
ceux de la roche hôte ont été choisis en cohérence avec la pression de gonflement de la 
bentonite. Le module d’Young de la roche hôte est de .  MPa3800

Comme conditions initiales et aux limites mécaniques, ils ont considéré une contrainte initiale 
isotrope de 12,5 MPa qui correspond approximativement aux contraintes lithostatiques. Cette 
contrainte de compression a été imposée comme condition à m5,9r = . Les conditions 
hydrauliques correspondent à celles du site de l’Est, situé à une profondeur de 490 m environ. En 
effet, une valeur de pression de pore initiale de 4,5 MPa a été adoptée dans la roche hôte. La 
pression initiale de l'eau dans la bentonite est de MPa23− , cela mène à un degré de saturation 
initial de 0,71 (Gens et Olivella 2001 ; [53]).  

La Figure 2.24 montre l'évolution du degré de saturation en trois points représentatifs de la 
barrière ouvragée. Les effets de transfert de vapeur à partir de l'intérieur vers l’extérieur de la 
barrière sont évidents. Il y a un séchage important de la bentonite près du revêtement métallique 
et le transfert de vapeur fait augmenter le degré de saturation des parties centrales et externes de 
la barrière. Par conséquent, la barrière proche de la roche s’hydrate rapidement bien qu'elle 
n'atteigne pas tout à fait la saturation. L'évolution du degré de saturation de la partie centrale de la 
barrière montre une petite crête qui correspond à un phénomène momentané de condensation et 
d'évaporation. En effet, lorsque la température diminue, les effets du transfert de vapeur se 
réduisent également et la barrière près du revêtement voit son degré de saturation augmenter.  

Après 150 ans environ, le degré de saturation est pratiquement uniforme à travers la barrière, la 
température est déjà tout à fait basse et les effets de vapeur ne sont plus significatifs. L'étape 
finale de saturation de la barrière ouvragée progresse uniformément. C'est une indication claire du 
contrôle de la perméabilité de la roche et non celle de la bentonite sur le processus de 
l'hydratation.  

En réponse à l’hydratation et à la variation de température dans le champ proche, des contraintes 
s’y développent. La Figure 2.25 montre l'évolution des contraintes radiales en fonction du temps 
en trois points représentatifs de la barrière ouvragée. On remarque une première augmentation 
liée à l'augmentation de la température, elle demeure presque constante pendant une longue 
période. Cependant, quand la barrière se rapproche de la saturation, les contraintes ont tendance 
à augmenter plus rapidement. C'est une conséquence du fait que le modèle constitutif prévoit une 
augmentation de la contrainte lorsqu’on s’approche de la saturation et que la pression interstitielle 
augmente (Gens et Olivella 2001 ; [53]). Les contraintes effectives atteintes à la fin de l'analyse sont 
légèrement au-dessous de la valeur de la pression de gonflement. En effet, dans ce cas, la roche 
n'est pas très raide et ne fournit pas le confinement nécessaire. On peut également noter que les 
efforts radiaux sont tout à fait uniformes à travers la barrière. 
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Figure 2.24 : Evolution du degré de saturation en fonction du temps dans le champ proche, 

(Gens et Olivella 2001 ; [52]) 
 
 

 
Figure 2.25 : Evolution de la contrainte radiale en fonction du temps dans le champ proche,  

(Gens et Olivella 2001 ; [52]) 
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2.3.3 Comportement global d’installations de stockage et leurs 
influences sur la stabilité de la formation hôte 

La connaissance du comportement global thermomécanique de la formation hôte et ses 
influences sur le milieu environnant sont aussi nécessaires que ceux du champ proche pour 
l’évaluation de la faisabilité d’un projet de stockage souterrain. Comme on l’a vu dans le 
paragraphe 2.2.4, l’étude du comportement global de la formation hôte repose sur l’analyse 
complète de tous les composants de l’installation de stockage et de la couche hôte. L’échelle 
d’observation est assez étendue : c’est celle de la formation hôte. En terme de calcul par éléments 
finis, les développements sur ce sujet sont assez récents et sont en cours puisqu’ils nécessitent à la 
fois de grands moyens de calculs mais surtout une optimisation des techniques de calculs afin 
d’obtenir des modèles plus simples mais fiables. Néanmoins, des modèles analytiques, basés sur 
des hypothèses simplificatrices (Hodgkinson et al. 1980 ; [66] et Côme 1984 ; [37]), sont disponibles 
notamment en thermoélasticité.  

 

a) Méthode analytique 

La Figure 2.26 montre un exemple typique où le stockage est grossièrement assimilé à une zone 
sphérique de rayon R, à la profondeur H dans un milieu élastique continu (B. Côme, [34]). Les 
expressions analytiques des contraintes thermomécaniques, engendrées par un échauffement 
global T∆ , ont été formulées en symétrie de révolution : 

 
• La zone de stockage est soumise à une contrainte de compression supplémentaire 

équivalente à : 

(2.37) 
( )ν1
∆TαE

3
2σ 0 −

≈  

E et  sont respectivement le module d’Young et le coefficient de dilatation thermique du massif 
rocheux. 

α

 
• La couverture entre le dépôt et la surface est soumise à des contraintes horizontales de 

traction  qui ne s’annulent pas à la surface du sol (Figure 2.26). Leur expression (2.38) 
permet de constater qu’elles varient donc avec le volume du stockage et avec le cube de sa 
profondeur moyenne. Pour limiter leur valeur à des niveaux faibles, il faut donc enfouir les 
déchets profondément avec un échauffement global faible. 

Tσ
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( )

( )
∆T

H
R

ν1
ν1αE

3
4σ

3

T ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

≈  

 
 

56 



 
Etat des connaissances sur les aspects thermomécaniques des roches liés au stockage souterrain 

 

H

 
Figure 2.26 : Schéma d’un stockage assimilé globalement en une zone sphérique et distribution des contraintes 

verticale et horizontale engendrées par un échauffement global T∆ , (Côme 1984 ; [37]) 

 
 

 
Figure 2.27 : Schéma d’un stockage assimilé globalement en une zone ellipsoïdale et distribution des contraintes 

verticale et horizontale engendrées par un échauffement global T∆ , (Côme 1984 ; [37]) 
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Dans le cas où l’installation de stockage serait assimilée à une zone ellipsoïdale aplatie dont la 
demi-longueur du grand axe est a et la demi-longueur du petit axe est c (Figure 2.27), il a été 
montré (CCE et OCDE-AEN 1984 ; [29]) que la distribution des contraintes thermomécaniques, 
associées à l’échauffement global T∆ , dépend notablement du rapport ac  : 

 
• Cette fois, on trouve, au centre du stockage, une compression horizontale donnée par : 

(2.39) 
ν1
∆TαE

σ 0 −
≈  

 
• Une contrainte de traction  apparaît à l’extérieur du stockage telle que : Tσ

(2.40) 00T σσ
aπ
c4

σ <<≈  

si ac  est petit  est encore inférieur à  en surface du sol. Tσ 0σ

 

Ces deux exemples de modèles analytiques permettent de déduire que la disposition du dépôt de 
stockage en configuration aplatie (du type ellipsoïdal par exemple) minimise donc les 
perturbations apportées à la couverture rocheuse constituant la barrière géologique, toutes choses 
égales par ailleurs. Remarquons, toutefois, que la contribution de ces modèles analytiques se 
limite essentiellement à des explications qualitatives des problèmes dans l’analyse du 
comportement global d’une installation de stockage. Le recours aux méthodes numériques est le 
seul moyen efficace pour quantifier le phénomène relatif à des problèmes spécifiques même si 
l’élaboration des modèles numériques ainsi que leurs interprétations sont parfois délicates comme 
on le montrera par la suite. 

 

b) Méthode numérique 

Le CEA (Douat 1985 ; [42]) a analysé le comportement thermomécanique global d’un stockage, 
dans une formation granitique, à l’aide d’un modèle numérique aux éléments finis (Figure 2.28). Il 
s’agit d’une installation de stockage qui accueille dans une maille compacte des colis âgés de  

 ; la densité de puissance thermique est de l’ordre de 0,5 W/mans150 3. Cela engendre un 
échauffement global de 100°C environ 500 ans après la mise en place. Les propriétés 
thermoélastiques de la formation hôte sont : GPa52E = , 16,0=ν  et .  15 C10α −− °=

Les résultats de leur calcul ont montré qu’à la surface de la formation hôte, l’échauffement 
engendre un soulèvement qui atteint 21 cm pour ans500t = , correspondant au surcroît 
thermique. Les tractions horizontales ainsi calculées sont de 24 MPa. De tels efforts ne seraient 
pas supportés par le massif et il devrait se rompre. A noter qu’il s’agit de contraintes totales 
associant effets thermiques et poids des terres, dans l’hypothèse défavorable où le rapport entre 
les contraintes horizontales et les contraintes verticales vaut 0,2.  
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Figure 2.28 : Installation de stockage envisagée et étudiée par le CEA, (Douat 1985 ; [42]) 

 

Toutefois, on peut relever des points critiques sur ce modèle numérique (Figure 2.28). Par 
exemple, les modélisations (géométrie, matériau et comportement mécanique) de la zone de 
stockage (containers) sont assez approximatives. Ce problème relève des difficultés qu’impose la 
représentation de l’installation de stockage conformément au réel et dans son ensemble : 
géométrie complexe, milieu hétérogène et comportement mécanique anisotrope. Pour pouvoir 
modéliser judicieusement le comportement global d’un stockage, il faut donc des méthodes qui 
permettent de tenir compte de ces problèmes.  

Ainsi, des méthodes mathématiques telles que les théories de l’homogénéisation ont trouvé, à cet 
effet, un champ d’application dans le domaine de la mécanique. Ces méthodes mathématiques 
sont caractérisées par leur capacité à décomposer des domaines quelconques et permettent ainsi 
de découper le problème en sous problèmes plus simples. Cette opération de découpage du 
problème est appelée séparation d’échelles. A partir de la description à l'échelle microscopique 
(colis de déchets et alvéole de stockage) du phénomène, elle vise à déterminer le comportement 
macroscopique équivalent au modèle macroscopique (module de stockage et milieu géologique). 
Pour le stockage profond, on dispose, à l’heure actuelle, de peu de références en 
thermomécanique, du moins en thermoélasticité, sur ce thème. De plus, les quelques études 
existantes sont en cours de développement.  

Bourgeat et al. (2004 ; [23]) ont élaboré une méthode basée sur le développement asymptotique afin 
d’analyser le comportement global d’un stockage, portant sur le transport de polluant. Dans un 
premier temps, ils ont élaboré un modèle mathématique décrivant le comportement global d'un 
site de stockage de déchets radioactifs à partir du comportement donné des modules. Ensuite, ils 
se sont intéressés à l’étude théorique du comportement global d'un module à partir de la 
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description du comportement des galeries et des alvéoles de stockage ; ceci, dans les cas sans 
endommagement et avec endommagement de la couche hôte au voisinage des galeries. 

Pour le passage modules-site, une analyse asymptotique permet d'obtenir le comportement du 
modèle global à long terme du site (d’ordre 0), C , en supposant que l'on connaisse la 
production d'un module et que le nombre de modules soit assez important. Le modèle tient 
compte, aussi, du fait que la couche hôte est fine, par rapport aux dimensions de la zone de 
stockage entière (Figure 2.29), d’ordre ε  qui est le rapport entre la largeur d’un modèle et la 
largeur de la zone de stockage complète. Pour analyser les perturbations à court terme, ils ont 
effectué un développement asymptotique d'ordre 1, avec couches limites, de la forme : 

( )t,x0

(2. 41) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞
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⎝
⎛

ε
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ε
Φε+= ε

x,t,xCtxMtt,xCt,xC 10  

où  est le flux associée à une source, Φ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ε
xM  est une fonction auxiliaire périodique stationnaire 

qui prend en compte la variation spatiale du flux autour d’une source prise individuellement, et 

⎟
⎠

⎜
⎝ ε

,t,xC1 ⎞⎛ x  est une combinaison linéaire de  et de fonctions auxiliaires ne dépendant que 

de 

00 C,C ∇

ε
x  qui tiennent compte de la répartition spatiale périodique de l’ensemble des sources. Ainsi, il 

ont montré que la solution du problème, , décrivant le comportement du site tout entier 
à court terme,  peut être décomposée en la combinaison de la solution d'un problème global non 
stationnaire, , prenant en compte les conditions aux limites du domaine, et des solutions 
de problèmes auxiliaires périodiques stationnaires associées à une seule cellule. 

( )t,xC

( )t,xC0

ε

Dans une seconde partie, ils se sont intéressés à la modélisation d'un module de stockage en le 
supposant composé d'un grand nombre de galeries de manutention, avec ses alvéoles (Figure 
2.30a) ; les galeries de manutention étant de plus reliées par une galerie de travaux. Un petit 
paramètre , représentant dans ce cas l'inverse du nombre de galeries de manutention (Figure 
2.30b). Ils supposent que l'endommagement éventuel se traduit par un accroissement des vitesses 
de convection et du coefficient de diffusion dans le réseau de galeries. L'asymptotique d'ordre 0, 
avec ( )t,xC0   associée au cas « endommagé » fait alors apparaître trois comportements différents 
selon la valeur du nombre de Péclet, noté β , dans la direction des galeries : 

β•  Si  est faible, on retrouve un modèle global de transport avec diffusion-convection où les 
galeries n'ont pas de contribution particulière. 

•  Si  vaut la valeur critique 1, il y a couplage entre le transport diffusif-convectif dans les 
galeries et celui extérieur aux galeries. 

β

• Si  est supérieur à cette valeur critique, le modèle global tient uniquement compte de ce 
qui se passe dans les galeries. 

β

Néanmoins, la partie numérique associée à cette expansion asymptotique est en cours de 
développement. On ne dispose pas, pour l’instant, de résultats auxquels on pourrait se référer sur 
ce travail. 
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Figure 2.29 : Schéma d’une éventuelle zone de stockage, (Bougeat et al. 2004 ; [23]) 

 

b) a) 

 
Figure 2.30 : a) Une partie d'un module d'un site de stockage, avec 5 rangées d'alvéoles de conteneurs réparties 

autour des galeries de manutention 
b) Cellule de périodique Y comprenant une partie « galerie endommagée » S =] - 1/2; 1/2[ X C et un groupe 

d'alvéoles de conteneurs  εP

 
 

2.3.4 Conclusions 
Ce paragraphe a été consacré à la présentation des principaux problèmes thermomécaniques liés 
au stockage souterrain de déchets radioactifs. Une revue assez complète des travaux portant sur 
les effets de la température sur le comportement mécanique des roches argileuses a été réalisée. 
L’échauffement peut dégrader les caractéristiques mécaniques des roches argileuses. Ses effets 
pourraient se manifester aussi sur le comportement à long terme des ces matériaux. Il convient 
donc de prévoir l’amplitude des effets thermomécaniques que pourraient engendrer la 
température sur une éventuelle installation de stockage. Des analyses thermomécaniques du 
champ proche des déchets et de la zone de stockage sont donc nécessaires. Des exemples 
références de méthodes analytiques et numériques sur ces thèmes ont été présentés et analysés. 
L’approche numérique utilisant des codes de calculs reste la méthode plus performante.  
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2.4 Synthèse et conclusions 

La sûreté d’une éventuelle installation de stockage repose sur la stabilité de la formation hôte 
laquelle, sous l’effet du creusement de réseaux de galeries souterraines, pourrait être perturbée. 
De plus, les déchets de haute activité, confinés dans ces galeries, continuent d’émettre de la 
chaleur pendant une longue période suivant leur enfouissement. Le transfert de cette chaleur dans 
le stockage modifiera la distribution de température dans la couche hôte et engendrera, par 
conséquent, des effets thermomécaniques qui pourraient affecter l’intégrité mécanique de la zone 
de stockage. Toutes ces situations devront donc être maîtrisées ; il convient donc de faire le bilan 
de l’état des connaissances sur les aspects thermomécaniques des roches liées au stockage 
profond. 

On a rappelé au cours de ce chapitre que le transfert thermique dans les roches s’opère 
généralement par la conduction. Ce mode de transfert de la chaleur est régi par la loi de Fourier. 
L’équation de la chaleur décrit, de manière générale, les échanges thermiques dans un massif. 
Pour déterminer la distribution des températures pour un cas particulier, il faut résoudre 
l’équation de la chaleur avec des conditions initiales et aux limites données. La position du 
problème est décrite en fonction des phénomènes que l’on veut étudier. En régime permanent, la 
distribution des températures n’est fonction que de la variable spatiale, la solution de l’équation 
de la chaleur prend ainsi une forme analytique plus simple. Toutefois, les solutions analytiques ne 
suffisent pas pour la résolution de l’équation de chaleur. Dans la plupart des cas, il est nécessaire 
de recourir à des méthodes numériques dont les plus connues sont : la transformation de Laplace, 
la méthode de séparation des variables et la méthode des puits et source. 

D’après les notions de base de la thermoélasticité, un solide élastique dilatable, sans liaison, 
soumise à un échauffement ou un refroidissement uniforme subit respectivement une dilatation 
ou une contractance. Des contraintes d’origines thermiques apparaîtront lorsque le solide n’est 
plus libre de toute liaison et/ou la variation de température n’est plus uniforme. 

Pour un projet de stockage profond, il est important de définir la charge thermique admissible. 
Elle dépend et de l’emprise de la chaleur sur le massif (le rapport quantité de chaleur libérée par le 
colis de déchets et le volume de terrain) et du choix du concept de stockage. La définition de la 
charge thermique admissible a pour but de limiter les effets thermomécaniques à des valeurs 
compatibles à résistance mécanique des barrières ouvragées (champ proche des déchets) mais 
aussi celle de la formation hôte. La température maximale dans le champ proche des déchets est 
limitée à . Pour répondre à cette norme, il est nécessaire de faire l’analyse thermique du 
champ proche. Les modèles analytiques permettent de faire une étude paramétrique simplifiée. 
Toutefois, l’analyse par les codes de calculs numériques permet de contrôler rigoureusement 
chaque paramètre et de choisir la conception adaptée au critère thermique. 

C100°

A part l’analyse thermique du champ proche, l’analyse thermique de la zone de stockage est 
nécessaire. Elle consiste en l’étude du comportement thermique global de l’installation de 
stockage. Les modèles numériques sont les moyens efficaces pour cet exercice. 

Les principaux problèmes thermomécaniques associés au stockage souterrain ont aussi été 
évoqués. Les principaux résultats des analyses expérimentales des effets de l’augmentation de 
température sur le comportement mécanique des roches argileuses ont été passés en revue. Puis, 
les travaux de références sur les calculs thermomécaniques de la stabilité d’installation de stockage 
profond ont été présentés.  

L’analyse thermomécanique du stockage souterrain repose sur deux démarches. La première 
porte sur le calcul thermomécanique du champ proche et la seconde sur la modélisation du 
comportement thermomécanique global de l’installation de stockage. En ce qui concerne le calcul 
du champ proche, de nombreux exemples de références sont disponibles aujourd’hui, tandis 
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qu’un petit nombre de travaux a été consacré à l’analyse du comportement thermomécanique 
global. Les recherches en cours, sur le calcul du comportement thermomécanique global d’un 
stockage, sont au stade d’exploration. Ainsi, dans le chapitre suivant, nous proposerons une 
approche, basée sur la technique d’homogénéisation, pour optimiser la modélisation numérique 
du comportement thermomécanique d’installation de stockage à grande échelle.  
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Chapitre 3 

Modélisations numériques discrètes du 
comportement thermoélastique d’ouvrages 

souterrains de stockage 
 
 
 
Avant-propos : Ce chapitre est consacré à l’étude du comportement thermoélastique d’ouvrages souterrains de 
stockage en milieux géologiques profonds. L’excavation des ouvrages ainsi que toutes les activités liées à la 
construction de l’installation de stockage peuvent perturber la stabilité mécanique de la couche hôte. En outre, les 
déchets exothermiques confinés dans ces galeries dégagent des puissances thermiques non négligeables et malgré le 
système « conteneur - barrière ouvragée - chemisage », ce dégagement de chaleur induit une évolution des déplacements 
et de la distribution des contraintes dans le massif, notamment au voisinage des galeries. Le but de cette étude est 
d’évaluer ces évolutions afin d’assurer la bonne tenue mécanique de l’ouvrage au cours de son exploitation. Dans cette 
optique, la première étape consiste en la modélisation numérique du comportement thermoélastique d’une alvéole. Les 
effets instantanés de l’excavation et du chargement thermique de l’ouvrage seront traités. En seconde partie, le 
comportement thermoélastique d’un réseau de galeries sera abordé sur la base de l’analyse des interactions entre deux 
galeries adjacentes. Les influences de la dimension de l’entraxe et du chargement thermique seront analysées. En 
troisième et dernière partie, on montrera les défauts et les limites des modélisations discrètes dans l’évaluation de la 
sûreté du stockage global. 
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Modélisation numérique discrète du comportement thermoélastique d’ouvrage de stockage 
 

3.1 Introduction 

Une installation de stockage souterrain en milieux géologiques profonds est caractérisée par des 
galeries principales d’accès, de manutention et des alvéoles de stockage. La Figure 3.1 présente la 
coupe d’une alvéole au concept Tunnel Court (T.C) en cours d’exploitation. Elle montre les 
différentes composantes du système d’alvéole ainsi que leurs dimensions caractéristiques. Les 
comparaisons des galeries d’accès et de manutention ainsi que l’alvéole à l’échelle humaine 
(Figure 3.1) montrent l’étendue d’un tel chantier. Le but de chapitre est de quantifier et d’analyser 
les effets du creusement des galeries ainsi que du dégagement thermique des colis de déchets lors 
de leur emplacement dans les alvéoles de stockage. Pour ce faire, on distinguera trois parties 
principales : la première consiste en l’étude du comportement thermoélastique d’une alvéole de 
stockage ; la seconde partie est consacrée à l’étude du comportement thermoélastique d’un réseau 
de galeries de stockage et la dernière partie est dédiée à l’étude du comportement élastique 3D 
d’un réseau de galeries de stockage souterrain. 

 

 
Figure 3.1 : Coupe d’une alvéole au concept T.C en cours d’exploitation (Andra.fr 2005 ; [105]) 

 
 
3.2 Comportement thermoélastique d’une alvéole sous 

chargement thermique 

L’idée est de partir du calcul d’une alvéole et de l’étendre à celui d’un module de stockage. Ces 
calculs sont certes rudimentaires mais nécessaires pour comprendre le comportement d’une 
installation de stockage. Pour cela, on modélisera le comportement d’une alvéole au concept 
Tunnel Court (T.C). La Figure 3.2 présente le schéma et les dimensions caractéristiques d’une 
alvéole T.C. Deux sections caractéristiques ont été étudiées. Ces sections sont définies, 
respectivement, par la coupe transversale AA de la section courante de l’alvéole de stockage et 
par la coupe longitudinale BB de l’ouvrage. 
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Figure 3.2 : Modèle d’un ouvrage (T.C.) et description des sections caractéristiques AA et BB (Cotation en m) 
 
 

 

3.2.1 Modélisation numérique 2D du comportement thermoélastique 
d’une alvéole en section courante 

On peut réaliser la modélisation de la section courante de l’alvéole en déformations planes 
puisque le diamètre de la galerie est suffisamment petit par rapport à sa longueur. Considérons 
donc la section AA (Figure 3.2) située dans un plan suffisamment éloigné des extrémités de 
l’alvéole de stockage. 
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3.2.1.1 Définition du modèle et des conditions aux limites 

Le modèle de référence est une galerie de section cylindrique représentative d’un stockage de 
déchets. Elle est située à une profondeur moyenne de 500 m, dans la couche d’argilite du 
Callovo-Oxfordien (Figure 3.3). Pour des raisons de symétrie de la géométrie et du chargement, 
on modélise seulement le quart du modèle. La largeur du modèle est fixée à 5 fois le diamètre de 
la galerie afin de respecter les recommandations concernant le maillage des ouvrages en 
géotechnique préconisées par Mestat et al. (2000 ; [76]). La Figure 3.4 présente ainsi le maillage et 
les conditions aux limites du modèle. On suppose que l’état initial des contraintes géostatiques est 
homogène isotrope et égal à . On applique ainsi une contrainte verticale MPa12σ =∞ ∞= σσ V  
et une contrainte horizontale  aux limites du modèle. Les déplacements normaux aux 
plans de symétrie sont bloqués (Figure 3.4). Le logiciel Cast3M est utilisé pour la modélisation 
numérique 2D du comportement thermoélastique d’une alvéole en section courante. Le modèle 
est discrétisé en éléments de type quadrangle bidimensionnel à 8 nœuds massif (QUA8). Un 
maillage radial progressif est utilisé afin d’avoir des éléments beaucoup plus fins à proximité de la 
paroi de la galerie et des éléments plus gros aux environs des bords du modèle. Le modèle 
discrétisé est constitué de 1200 éléments et de 3741 nœuds. Les propriétés thermoélastiques du 
matériau constitutif sont données dans le Tableau 3.1. 

VH σσ =

Avant l’exploitation de l’alvéole de stockage, la distribution initiale des températures dans la roche 
hôte est supposée uniforme. Toutefois, lorsque des colis de déchets sont déposés dans la galerie, 
sa paroi va être soumise à un échauffement dû au dégagement thermique des déchets. Cela va 
entraîner une variation des températures dans le massif notamment au voisinage de la galerie et 
induire des contraintes d’origine thermique. La résolution du problème comporte ainsi deux 
étapes de chargement. La première est consécutive à l’excavation de la galerie. On considère 
qu’elle s’effectue instantanément. La seconde étape de chargement consiste à engendrer un 
champ de température. On adopte  une distribution de température axisymétrique de la forme 
( )rT  dans un système de coordonnées cylindriques ( )zθ,,r  ; l’axe z coïncide avec l’axe de la 

galerie. On suppose aussi que le profil des températures est monotone décroissant. 

 
 

Module de Young, E [MPa] 3620 

Coefficient de Poisson, ν 0,3 

Masse volumique, ρ [kg/m3] 2450 

Coefficient de conductivité thermique, k [Wm-1°C-1] 1,89 

Coefficient de dilatation thermique, α [°C-1] 10-5

 
Tableau 3.1 : Propriétés thermiques et mécaniques de la roche hôte (Andra 2001 ; [7]) 

 

 69 



Chapitre 3 

 

 

h = 500 m 

R=1,25 m

L 

L = 10 R

Figure 3.3 : Modèle de référence pour la section courante de l’alvéole 
 

 
σV = σ∞ = 12 MPa

uy= 0

ux = 0 σH = σv
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Figure 3.4 : Maillage et conditions aux limites du modèle 
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Avant de présenter le résultat de la modélisation numérique du comportement thermoélastique 
(superposition des chargements mécanique et thermique), il est intéressant d’étudier 
indépendamment les effets de l’excavation de la galerie et les effets de la variation des 
températures due au chargement thermique de la galerie. Par ailleurs, des solutions analytiques 
peuvent être établies dans les deux cas. 

 
3.2.1.2 Effets de l’excavation de la galerie 

Le comportement d’une galerie circulaire creusée en milieu élastique dont l’état des contraintes 
initiales est isotrope ( )∞σ  est bien connu (Panet 1995 ; [83]). Les solutions analytiques des 
distributions des contraintes élastiques ( , radiale et  orthoradiale) et du déplacement radial 

 en coordonnées cylindriques, à l’état de déformations planes, s’expriment par : 
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Où R est le rayon de la galerie, r est la distance radiale du point considéré et ν et E sont 
respectivement le coefficient de poisson et le module de Young de la roche. 

 

La Figure 3.5 montre la comparaison entre les solutions analytiques et numériques des 
distributions des contraintes radiales et orthoradiales, dues à l’excavation de la galerie, suivant la 
distance radiale à la paroi de la galerie. Leurs valeurs sont normalisées par la contrainte 
initiale ( . On remarque que le résultat de la modélisation numérique correspond parfaitement 
aux solutions analytiques. La contrainte radiale ( ) est nulle sur la paroi de la galerie avant de 
croître pour atteindre la valeur des contraintes initiales vers les frontières du modèle. La 
contrainte orthoradiale ( ) vaut deux fois la valeur des contraintes initiales sur la paroi de la 
galerie puis elle décroît pour atteindre la valeur des contraintes initiales vers les limites du modèle. 
En ce qui concerne les déplacements radiaux à proximité de la paroi de la galerie, la Figure 3.6 
montre que le résultat de la modélisation numérique correspond à la solution analytique. 

)∞σ
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Figure 3.5 : Distributions des contraintes dues au creusement de la galerie suivant la distance radiale  
 à la paroi de la galerie 

 

 
 

 
 

Figure 3.6 : Profil des déplacements radiaux dus au creusement de la galerie suivant la distance radiale  
à la paroi de la galerie 
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3.2.1.3 Effets de la variation des températures 

Pour une cavité cylindrique, de rayon R, dans un milieu infini soumis à une variation des 
températures, on dispose des relations analytiques permettant de calculer les variations de 
contraintes et le déplacement d’origine thermique en coordonnées cylindriques ( )zθ,r,  pour un 
état de déformations planes (Bérest et al. 1988 ; [18]). Les composantes des contraintes engendrées 
par la variation des températures, suivant les directions radiale ( ), orthoradiale ( ) et 
longitudinale ( ) ainsi que le déplacement radial ( ) s’expriment par : 
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Où E,  et  sont respectivement le module de Young, le coefficient de dilatation thermique et 
le coefficient de Poisson du massif rocheux tandis que x, R et 

α ν
( )rT  représentent respectivement 

la variable d’intégration sur la distance radiale r, le rayon de la galerie et le profil de variation des 
températures suivant la section de l’ouvrage. 

 

Afin de pouvoir calculer explicitement les intégrales intervenant dans les expressions de  et  
et de confronter les résultats de la modélisation numérique aux solutions analytiques, on a 
considéré une répartition de température de la forme suivante : 
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avec  la température à la paroi de la galerie C100T0 °=

La Figure 3.7 montre la distribution des températures, correspondant au profil (3.8), modélisée 
avec Cast3M. La Figure 3.8 présente, quant à elle, la répartition des températures à proximité de 
la galerie suivant la distance radiale à la paroi de la galerie. Avec la relation (3.8), les solutions 
explicites des équations (3.4) et (3.5) s’écrivent finalement comme suit : 

(3.9) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=

R
rLog

r
R

ν1
TαE

σ
2

0T
r  

(3.10) ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= 1

R
rLog

r
R

ν1
TαE

σ
2

0T
θ  

La Figure 3.9 présente la courbe de comparaison des distributions des contraintes, engendrées 
par la variation de thermique, calculées par la modélisation numérique et celles obtenues avec les 
solutions analytiques. Les valeurs des contraintes ont été normalisées par la quantité 

MPa17,5
ν1
TαE 0 −=
−

− . 
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°C 

 
Figure 3.7 : Distribution des températures en degré Celcius 

 

 

On remarque sur la Figure 3.9 que les résultats de la modélisation numérique correspondent 
parfaitement aux solutions analytiques. La contrainte radiale ( ) est nulle sur la paroi de la 
galerie avant de croître pour atteindre son maximum puis elle décroît vers les limites du modèle. 
On constate aussi que la contrainte radiale d’origine thermique est égale à la contrainte radiale 
( ) lorsqu’elle ( ) atteint son maximum. La contrainte orthoradiale ( ) est égale à la 

contrainte longitudinale et vaut : 

T
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T
r σσ = T
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T
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( )RT
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−

−  sur la paroi de la galerie (en effet, ( ) 0TRT = ). 

Puis, elle décroît avant de changer de signe. La contrainte longitudinale ( ) est égale à la somme 
de  et  et est proportionnelle à la température en tout point. On remarque que  a la 
valeur absolue la plus élevée jusqu’à ce que  change de signe par rapport à . 
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La Figure 3.10 présente les profils des déplacements radiaux analytiques et numériques dus à la 
variation des températures. Leurs valeurs ont été normalisées par le rayon de la galerie. On 
remarque que la courbe numérique correspond assez bien à la courbe analytique jusqu’à la 
distance radiale à la section équivalente au rayon de la galerie puis elle s’écarte progressivement de 
la solution analytique vers les frontières du modèle. Cela s’explique par le fait que le modèle 
numérique est de dimensions finies (la largeur et la hauteur du modèle sont 5 fois le diamètre de 
la galerie) tandis que les solutions analytiques sont valables pour un milieu infini. Il est possible de 
réduire cet écart en augmentant la taille du modèle de telle sorte que les frontières du modèle 
soient suffisamment éloignées de la galerie (Figure 3.11). 
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Figure 3.8 : Profil des températures suivant la distance radiale à la paroi de la galerie 

 
 
 

 
Figure 3.9 : Distributions des contraintes d’origine thermique suivant la distance radiale  

à la paroi de la galerie 
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Figure 3.10 : Déplacements radiaux d’origine thermique suivant la distance radiale  

à la paroi de la galerie 
 
 

 
 

 
Figure 3.11 : Déplacements radiaux d’origine thermique suivant la distance radiale  

à la paroi de la galerie pour L=20R 
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3.2.1.4 Comportement thermoélastique d’une galerie sous chargement 
thermique 

Les effets du creusement de l’ouvrage et de la variation des températures ont été abordés 
distinctement. Toutefois, la stabilité de l’ouvrage au cours de son exploitation est déterminée par 
la superposition des deux effets. On peut établir les expressions, en coordonnées cylindriques, 
des distributions des contraintes et du déplacement radial thermoélastiques à proximité d’une 
galerie profonde soumise à un chargement thermique en superposant les solutions analytiques de 
la section 3.1.2 et celles de la section 3.1.3 de sorte que : 
(3.11)  T

r
E
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E
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Les Figure 3.12 et Figure 3.13 présentent respectivement les distributions des contraintes radiales 
et des contraintes radiales thermoélastiques, à proximité d’une galerie sous chargement 
thermique, comparées à celles d’une galerie sans chargement thermique. Les valeurs des 
contraintes ont été normalisées par la valeur des contraintes initiale ( ). En ce qui concerne la 
contrainte radiale, la variation des températures a engendré un surcroît de contrainte de 
compression croissant depuis la paroi de la galerie puis décroissant vers les limites du modèle. 
Quant à la contrainte orthoradiale, la variation des températures a provoqué une augmentation 
des contraintes de compression sur la paroi de la galerie et à son voisinage et une légère 
décompression vers les frontières du modèle. 

∞σ

 

à 100°C

 
Figure 3.12 : Contraintes radiales thermoélastiques suivant la distance radiale à la paroi de la galerie 
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à 100°C 

 
Figure 3.13 : Contraintes orthoradiales thermoélastiques suivant la distance radiale à la paroi de la galerie 

 
 

La Figure 3.14 compare les cartes des contraintes équivalentes (correspondant aux contraintes de 
Von Mises) au champ des contraintes du modèle à proximité de la galerie. On observe que le 
chargement thermique a engendré un surcroît en contraintes de (en valeur absolue) sur la 
paroi de la galerie puisque qu’a l’issue de l’excavation la valeur maximale de la contrainte de Von 
Mises est de  sur la paroi de la galerie tandis qu’elle est égale à  après chargement 
thermique de la galerie (Figure 3.14).  

MPa4

MPa21 MPa25

La Figure 3.15 présente les déplacements radiaux thermoélastiques suivant la distance radiale à la 
section. Les déplacements radiaux thermoélastiques sont orientés vers l’intérieur de la galerie. On 
remarque que lorsque les déplacements radiaux sont égaux sur la paroi de la galerie qu’elle soit 
sous chargement thermique ou pas. Néanmoins, les déplacements radiaux diminuent 
progressivement vers les frontières du modèle lorsque le chargement thermique est imposé. Cette 
diminution correspond aux déplacements radiaux d’origine thermique (Figure 3.10). 

 
3.2.1.5 Conclusions 

Le comportement thermoélastique d’une alvéole suivant une section courante a été modélisé. La 
comparaison avec les solutions analytiques a montré une cohérence des résultats notamment 
pour les contraintes radiales et orthoradiales thermoélastiques suivant la distance radiale à la paroi 
de la galerie. Toutefois, les déplacements radiaux, d’origine thermique, suivant la distance radiale 
à la paroi de la galerie, calculés par éléments finis, présentent des écarts progressifs suivant la 
distance radiale à la paroi de la galerie. Ces écarts sont minimaux à proximité de la paroi de la 
galerie et ils atteignent leurs valeurs maximales vers les frontières du modèle. Ces écarts sont des 
effets des conditions aux limites conjugués avec la taille du modèle utilisé pour la modélisation 
numérique. Pour réduire ces écarts entre les déplacements radiaux thermoélastiques analytiques et 
numériques à des valeurs admissibles, il convient de fixer les contours du modèle pour que le 
calcul aux éléments finis ait des dimensions plus grandes. 
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a) Sans chargement thermique b) Sous chargement thermique (100°C) 

 
Figure 3.14 : Contraintes équivalentes aux champs des contraintes thermoélastiques au voisinage de la galerie 
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Figure 3.15 : Déplacement radial thermoélastique suivant la distance radiale à la paroi de la galerie 
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3.2.2 Modélisation numérique 2D du comportement élastique d’une 
alvéole en section longitudinale 

 
3.2.2.1 Définition du modèle et des conditions aux limites 

Le modèle de référence est constitué d’une galerie de géométrie complexe creusée à  de 
profondeur dans un milieu élastique infini (Figure 3.16). Pour des raisons de symétrie du 
chargement, de la géométrie et des conditions aux limites, on modélise seulement le quart du 
modèle. Le maillage et les conditions aux limites du modèle définitif se réduit, ainsi, au système 
présenté par la Figure 3.17 en déformations planes. La géométrie du modèle, après excavation de 
l’alvéole, montre des angles vifs aux variations des rayons de l’ouvrage. La présence de ces 
singularités entraîne des concentrations de contraintes et peut induire des résultats non 
significatifs. En effet, Les valeurs des contraintes sont, théoriquement, infinies au sommet de ces 
singularités lorsque le comportement est élastique. Les valeurs des contraintes calculées ne sont 
pas significatives mais, à faible distance, la précision devient acceptable si le maillage est assez fin. 

m500

Cependant, dans la méthode des différences finies, l’existence de ces angles vifs ne suscite aucun 
problème de résolution numérique. En effet, la plupart des méthodes des différences finies 
utilisent, exclusivement, une discrétisation du milieu en mailles rectangulaires. Par ailleurs, 
l’approche adoptée par Itasca, basée sur la méthode de Wilkins (1964 ; [100]) permet de formuler 
les équations des différences finies pour des éléments de forme quelconque. On peut donner, par 
conséquent, n’importe quelle forme aux limites comme on peut aussi faire varier les propriétés 
d’un élément à l’autre. Elle est donc aussi performante que la méthode des éléments finis sur ce 
point. Avant de présenter les résultats de la modélisation numérique de la section BB en élasticité, 
il est nécessaire d’étudier les effets des singularités, notamment des coins, sur la distribution des 
contraintes. Cela va permettre de définir la marge des valeurs des contraintes significative pour les 
modèles présentant de telles singularités. 

 

 

Figure 3.16 : Géométrie de la section longitudinale BB 
40,5 m

30 m

 
 
 
 

80 



Modélisation numérique discrète du comportement thermoélastique d’ouvrage de stockage 
 

 
 
 

MPa12σ =∞

 

y 

x 

∞σ=Hσ

Figure 3.17 : Maillage et conditions aux limites du modèle de la section longitudinale BB 
 

 
3.2.2.2 Effets des coins sur la distribution des contraintes 

Jaeger et Cook (1979 ; [68]) ont étudié l’effet de ces singularités sur la répartition des contraintes. 
Pour ce faire, ils ont examiné un trou rectangulaire dans un milieu élastique infini sous 
chargement unidimensionnel, p , incliné d’un angle β  par rapport à l’horizontal (Figure 3.18). Les 
coins du trou sont arrondis tels que présentés à la Figure 3.19. Ils ont proposé une expression 
analytique permettant de calculer la contrainte tangentielle sur la paroi de ce trou en fonction de 
la charge p, de son angle d’inclinaison de la charge et des coordonnées angulaires des points 
considérés, soit : 

(3.14) { }θ2sinβ2sin168θ2cosβ2cos360105
)θ4cos45(35

p
σ t +−

+
=  

 
Il est possible d’étendre cette expérience à notre étude à titre de vérification de l’ordre de 
grandeur des contraintes. Pour cela, nous avons considéré un trou rectangulaire dans un milieu 
élastique infini sous chargement bidimensionnel isotrope incliné d’un angle β = 0 (Figure 3.20). 
Les propriétés caractéristiques du matériau constitutif sont résumées au Tableau 3.1. L’expression 
de la contrainte tangentielle sur la paroi du trou s’exprime dans ce cas par : 

(3.15) 
4cos4θ5
6p

σ t +
=  
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Figure 3.18 : Expérience de Jaeger et Cook (1979 ; [68]) 
 
 

 
Figure 3.19 : Géométrie et dimensions caractéristiques du trou rectangulaire, d’après Jaeger et Cook (1979 ; [68]) 
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Figure 3.20 : Géométrie et chargement du modèle 
 

 

82 



Modélisation numérique discrète du comportement thermoélastique d’ouvrage de stockage 
 

Deux cas seront étudiés (Figure 3.21) : le premier concerne un trou rectangulaire à angles vifs et 
le second d’un trou rectangulaire à angles arrondis selon le critère de Jaeger et Cook. Les  résultats 
des deux calculs seront ensuite confrontés à la solution analytique. La Figure 3.22 montre la 
comparaison des résultats des modélisations à celui du calcul analytique avec la formule 
théorique. On remarque qu’on peut obtenir d’aussi bons résultats avec le modèle au trou 
rectangulaire à angles arrondis puisqu’il a donné la même valeur de contrainte (à 45°) que la 
solution analytique au point singulier. La valeur absolue de la contrainte tangentielle vaut 6 fois la 
contrainte appliquée aux limites ( ). Cependant, le modèle aux angles vifs ne donne 
pas de valeur significative à ce point singulier. 

MPa12p =

 
 

Figure 3.21 : Modélisations d’un trou rectangulaire à angle vif, (modèle a), et d’un trou rectangulaire à angle 
arrondi selon le critère de Jaeger et Cook, (modèle b), zooms aux coins 

(modèle b) (modèle a) 

ө 

 

 
Figure 3.22 : Répartition des contraintes tangentielles normalisées sur la paroi d’une cavité rectangulaire pour un 

chargement bidimensionnel isotrope dont l’angle d’inclinaison β = 0 
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En effet, la formule analytique calcule la contrainte sur des points (repérées par l’angle ) sur la 
paroi du trou, tous les points considérés sont, ainsi, représentatifs. Quant à FLAC, la 
discrétisation mixte qu’il adopte (Marti et Cundall 1982 ; [73]) laisse admettre que les contraintes 
sont calculées aux centres de gravité de chaque élément de différences finies. Il faut alors un 
maillage fin à proximité de la paroi du trou et notamment au point singulier pour que l’élément 
soit représentatif. Si l’on s’intéresse précisément à ce qui se passe au voisinage d’une singularité, il 
peut être avantageux d’arrondir les angles vifs dans le maillage (Figure 3.21 : modèle b). 
Cependant, la variation des contraintes au voisinage des coins est loin de la solution exacte 
(analytique) telle qu’on l’observe sur la Figure 3.22. Cette technique est pratiquement impossible à 
mettre en œuvre dans le cas de géométries complexes et de modélisations tridimensionnelles car 
trop pénalisante en terme de discrétisation du modèle. 

θ

 
3.2.2.3 Comportement élastique de la section longitudinale de l’ouvrage 

La Figure 3.23 montre les magnitudes et les orientations des contraintes principales, après 
excavation de l’alvéole. On observe une large zone en tension à proximité de la paroi de l’alvéole. 
La contrainte maximale se situe au fond de l’alvéole, elle vaut à peu près 14 fois la contrainte 
appliquée aux limites du modèle (environ 176 MPa). Ce résultat est assez pessimiste même si on 
peut s’attendre à une concentration des contraintes puisqu’il dépasse largement l’ordre de 
grandeur estimé précédemment (section 3.2.2.2). En effet, cela est dû au fait que l’excavation est 
considérée comme une bande de longueur infinie. 

On peut espérer un résultat optimal avec une valeur de contrainte significative, notamment au 
fond de l’alvéole en réalisant le calcul en modèle axisymétrique dans l’axe du tunnel de stockage. 
La Figure 3.24 montre alors les magnitudes et orientations des tenseurs des contraintes 
principales dans le modèle à l’issue de ce calcul réalisé en axisymétrique. La contrainte vaut 6 fois 
la contrainte appliquée aux limites du modèle au fond du tunnel de stockage. Ce résultat est 
acceptable selon la recommandation établie précédemment (section 3.2.2.2). Toutefois, à 
proximité de la galerie principale, les valeurs des contraintes ne sont pas significatives puisqu’en 
modèle axisymétrique, sa géométrie sera considérée comme sphérique. 

 
3.2.2.4 Conclusions 

La modélisation numérique 2D du comportement élastique de la section longitudinale de 
l’ouvrage a révélé les problématiques des calculs numériques faits sur des géométries présentant 
des singularités géométriques. Les effets des coins sur la distribution des contraintes ont été donc 
analysés. L’ordre des grandeurs des contraintes au voisinage des coins a été évalué par des calculs 
simples basés sur des solutions analytiques. Pour la modélisation 2D de la section longitudinale 
BB, l’analyse des résultats a permis de conclure que l’hypothèse en axisymétrie autour de l’axe de 
l’alvéole conduit à des solutions meilleures que celles obtenues avec l’hypothèse des déformations 
planes. 
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zone en 
traction

zone en compression 

 
Figure 3.23 : Magnitudes et orientations des contraintes principales, en [Pa], dans la section longitudinale BB, 

Calcul réalisé en déformations planes 
 
 

zone en compression

zone en 
traction

 
Figure 3.24 : Magnitudes et orientations des contraintes principales, en [Pa], dans la section longitudinale BB, 

Calcul réalisé en axisymétrique dans l’axe de l’alvéole 
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3.3 Comportement thermoélastique d’un réseau de galeries 

Un module de stockage comporte un certain nombre de galeries creusées le long d’une galerie 
principale. La Figure 3.25 présente un module de stockage constitué de 8 alvéoles T.C. Compte 
tenu de la disposition des alvéoles et des modules dans une installation de stockage, les 
interactions de réseaux de galeries d’un module et les interactions du réseau d’un module avec 
ceux d’autres modules sont envisageables. Cette étude a pour but de mettre en évidence et 
d’évaluer les interactions du réseau de galeries d’un module. On a donc choisi une section 
caractéristique définie respectivement par la coupe transversale A’A’ d’un réseau d’alvéole de 
stockage d’un module (Figure 3.25). 

 
 

A’ 

A’ 

Légende 
Galerie principale
Chambre de manutention
Alvéole de stockage

 
Figure 3.25 : Un module T.C, vue de dessus 

 
 

3.3.1 Modélisation numérique 2D du comportement thermoélastique 
d’un réseau de galeries de stockage souterrain 

Le modèle de référence de la section A’A’ est présenté par la Figure 3.26. Il est constitué d’un 
réseau de cavités cylindriques de rayon uniforme R et d’entraxe variable d. Il se situe à une 
profondeur moyenne , dans une couche d’argilite du Callovo-Oxfordien dont les 
propriétés thermoélastiques sont résumées au Tableau 3.1. Le Tableau 3.2 présente les différentes 
valeurs de l’entraxe et le rapport diamètre de la galerie-entraxe correspondant. Ces valeurs sont 
issues des documents de synthèse des options initiales de l’Andra (1998 ; [1]). 

m500h =

 
Rapport R2d  7,2 6 4 3,6 3 

Entraxe  ]m[d 18 15 10 9 7,5 

 
Tableau 3.2 : Valeurs choisies de l’entraxe entre deux alvéoles 
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Figure 3.26 : Géométrie de la section A’A’  
 

  

 

R 

h 

d d L=10R 

x 

Ligne de dépouillement des résultatsuy = 0 
Qy = 0 

ux = 0 
Qx = 0 

Tcolis = 100 °C 

ux = 0 
Qx = 0 

Galerie1 Galerie2 

σV = σ∞ = 12 MPa
Troche = 0 °C 

y 

 
Figure 3.27 : Maillage et conditions aux limites du modèle 
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3.3.1.1 Définition du modèle et des conditions aux limites 

La Figure 3.27 présente le maillage et les conditions aux limites du modèle. Le modèle est 
discrétisé avec des éléments finis de type quadrangle bidimensionnel à 8 nœuds massif (QUA8) et 
compte 3000 éléments avec 9271 nœuds. La limite supérieure du modèle est située à 5 fois le 
diamètre des galeries où une contrainte verticale MPa12σ =∞  équivalente au poids du terrain et 
une température de 0°C (supposée température moyenne de la roche) sont imposées. L’état initial 
des contraintes géostatiques est supposé isotrope et homogène. Les déplacements 
perpendiculaires aux plans de symétrie sont bloqués et les flux susceptibles de passer à travers ces 
plans sont aussi empêchés. Une température, C100Tcolis °= , sera imposée, ultérieurement, sur la 
paroi d’une des galeries afin de simuler le dégagement de chaleur des colis de déchets confinés. 
La ligne de l’entraxe est caractérisée pour analyser les résultats des calculs. 

Le calcul est réalisé en thermoélasticité pour un état de déformations planes. Il comporte ainsi 
deux étapes. La première étape consiste à étudier les influences de la dimension de l’entraxe sur le 
comportement thermoélastique du réseau de galeries pour laquelle la distribution des 
températures sera maintenue homogène. La seconde étape du calcul est consacrée à l’étude des 
influences d’une galerie sous chargement thermique sur le comportement thermoélastique du 
réseau de galeries. Pour ce faire, l’une des deux galeries sera soumise à une température de 100°C 
(Figure 3.27). Les résultats obtenus seront comparés à ceux d’un modèle de référence ( R2d >> ) 
lequel a le comportement d’une galerie circulaire individuelle dans un milieu infiniment élastique 
(section 3.2.1.2). Ces comparaisons permettront d’appréhender les influences et de la variation de 
la dimension de l’entraxe et du chargement thermique d’une galerie sur le comportement du 
réseau de galeries. 

 
3.3.1.2 Influences de la dimension de l’entraxe sur le comportement 

élastique du réseau de galeries 

On considère que l’excavation des galeries n’engendre aucune variation des températures dans la 
couche hôte et qu’aucune source de chaleur n’intervient dans le système. Le comportement 
thermoélastique se réduit donc à un comportement purement élastique. L’évolution des 
distributions des contraintes et déplacements est due uniquement à l’excavation des galeries.  

La Figure 3.28 présente les distributions des contraintes radiales élastiques suivant l’entraxe. 
Leurs valeurs ont été normalisées par la valeur absolue des contraintes initiales géostatiques. On 
remarque que les contraintes radiales à mi-distance des galeries diminuent lorsque la dimension 
de l’entraxe diminue. Cette diminution des contraintes radiales est maximale lorsque le rapport 
entraxe-diamètre galeries est de l’ordre de  (d = 7,5 m) et est minimale quand ce rapport est de 
l’ordre de 7 (d = 15 m et d = 18 m).  

3

La Figure 3.29 présente les distributions des contraintes orthoradiales, normalisées par la valeur 
des contraintes initiales géostatiques pour les différentes dimensions de l’entraxe. Contrairement 
à la tendance des contraintes radiales, les contraintes orthoradiales à la paroi et suivant l’entraxe 
des galeries augmentent en valeur absolue lorsque la dimension de l’entraxe diminue. Cette 
augmentation des contraintes orthoradiales est maximale lorsque le rapport entraxe-galerie est de 
l’ordre de  (d = 7,5 m) et est minimale quand ce rapport est de l’ordre de 7 (d = 15 m et d = 18 
m). 

3

L’écart relatif en contrainte est défini par : 

(3.16) 
( )[ ]%
σ

σσ100
o

o−
 

88 



Modélisation numérique discrète du comportement thermoélastique d’ouvrage de stockage 
 

σ  représente soit la contrainte radiale soit la contrainte orthoradiale numérique, calculée en un 
point, correspondant à une dimension d’entraxe donnée et oσ représente la contrainte radiale ou 
orthoradiale, calculée en un point, correspondant au modèle de référence ( R2d >> ). 

Le Tableau 3.3 donne les écarts relatifs maximaux en contraintes, selon les dimensions de 
l’entraxe. On remarque que l’écart maximal est plus important, en valeur absolue, en contraintes 
radiales qu’en contraintes orthoradiales mais de signe négatif. Cette tendance s’accentue lorsque la 
dimension de l’entraxe diminue. 

 
 

 

0                   0,25d               0,5d                 0,75d                  d 
Entraxe 

Figure 3.28 : Contraintes radiales élastiques suivant l’entraxe, sans variation des températures 
 
 

 

0                   0,25d                0,5d                 0,75d                  d 
Entraxe 

Figure 3.29 : Contraintes orthoradiales élasticités suivant l’entraxe, sans variation des températures 
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Rapport R2d  7,2 6 4 3,6 3 

Entraxe  [ ]md 25 18 15 9  7,5 

rσ  -28,9 -21,9 -20,6 -30,4 -47,9 Ecart relatif maximal 
[%]  

θσ  13,7 12,3 17,7 25,9 45,2 

 
Tableau 3.3 : Ecarts maximaux en contraintes en fonction des dimensions de l’entraxe 

 

Le Tableau 3.4 présente les valeurs minimales ( ) et maximales ( ) de contraintes 
équivalentes aux champs des contraintes élastiques (contraintes de Von Mises) dans le modèle en 
fonction des dimensions de l’entraxe. Notons que les valeurs maximales sont localisées 
essentiellement sur la paroi des galeries puis elles décroissent progressivement avant d’atteindre 
ses valeurs minimales vers les frontières du modèle. La comparaison avec le modèle de référence 
indique qu’il n’y a pas d’interaction des galeries lorsque l’entraxe vaut plus de 7 fois le diamètre 
des galeries. Puis, l’interaction commence à apparaître lorsque le rapport entraxe/diamètre 
galeries diminue. Enfin, elle atteint son niveau maximal lorsque l’entraxe vaut environ 3 fois le 
diamètre des galeries.  

éq
minσ éq

maxσ

 
Rapport R2d  10 7,2 6 4 3,6 3 

éq
maxσ  21 21 22 23 23 24 Contraintes équivalentes de 

Von Mises [MPa] éq
minσ  0,16 0,17 0,17 0,18 0,18 0,19 

 
Tableau 3.4 : Contraintes équivalentes maximales et minimales aux champs des contraintes élastique 

 
 

3.3.1.3 Influences d’une galerie sous chargement thermique sur le 
comportement thermoélastique d’un réseau de galeries 

On suppose, maintenant, que la paroi d’une des deux galeries est soumise à un chargement 
thermique (Figure 3.27). Ce chargement perturbera la distribution de température initiale dans le 
modèle et entraînera une variation des températures dans la couche hôte. La Figure 3.30 présente 
ainsi les nouvelles distributions de températures dans le modèle pour les différentes dimensions 
de l’entraxe après le chargement thermique. Elle montre l’influence d’une galerie sous chargement 
sur la distribution des températures dans le modèle notamment sur les galeries adjacentes. 
L’emprise de la température dans la couche hôte, particulièrement à proximité de la galerie sous 
chargement thermique, est de plus en plus grande lorsque le rapport entraxe/diamètre galeries est 
inférieur ou égal à 4. La Figure 3.31 présente les distributions des températures suivant l’entraxe 
pour les différentes valeurs de l’entraxe. Elle montre que la température à proximité des galeries 
proches de la galerie sous chargement thermique augmente sensiblement quelque soit la 
dimension de l’entraxe. Les Figure 3.32 et Figure 3.33 présentent respectivement les profils des 
contraintes radiales et orthoradiales thermoélastiques, normalisées par la valeur des contraintes 
initiales géostatiques ( ), suivant l’entraxe pour les différentes valeurs de l’entraxe. 
On compare chaque courbe à la courbe référence élastique qui correspond au comportement 
d’une galerie circulaire individuelle dans un milieu infiniment élastique et soumise à un état des 
contraintes homogènes isotropes (3.2.1.2). 

MPa12σ =∞
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d = 15 m d = 18 m

°C 

d = 7,5 m d = 10 m d = 9 m

 
Figure 3.30 : Distributions des températures, en degré Celsius, dans le modèle  

pour les différentes dimensions de l’entraxe après chargement thermique d’une galerie(à 100°C)  
 

0                 0,25d               0,5d               0,75d                d
Entraxe 

 
Figure 3.31 : Profils des températures suivant l’entraxe pour les différentes dimensions de l’entraxe  

après chargement thermique d’une galerie(à 100°C) 
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La Figure 3.32 montre que les contraintes radiales sont égales à zéro sur les parois des galeries , y 
compris sur celle de la galerie sous chargement thermique, puis elles baissent en intensité au 
milieu des deux galeries lorsque le rapport entraxe-diamètre galeries est de l’ordre de 3 (d = 7,5 m 
- 9 m - 10 m) tandis qu’elles augmentent lorsque la dimension de l’entraxe vaut environ 7 fois le 
diamètre des galeries. La Figure 3.33 montre que les contraintes orthoradiales augmentent 
légèrement sur la paroi de la galerie sous chargement thermique et diminuent légèrement sur la 
paroi des galeries adjacentes. Puis cette tendance reste quasi-constante suivant la ligne de 
l’entraxe. Les profils des contraintes orthoradiales suivant l’entraxe sont proches de celui de la 
courbe référence élastique lorsque la dimension de l’entraxe vaut environ 7 fois le diamètre des 
galeries malgré les légères différences qui subsistent notamment sur las parois des galeries. 
Toutefois, les écarts avec la courbe référence élastique sont plus importants lorsque la dimension 
de l’entraxe vaut 3 fois le diamètre des galeries (Figure 3.33).  

Le Tableau 3.5 récapitule les écarts maximaux en contraintes en fonction des dimensions de 
l’entraxe. Il illustre les constats évoqués plus haut. Le signe négatif (-) signifie que la tendance est 
à la baisse en intensité. Le Tableau 3.6 présente les valeurs maximales et minimales des 
contraintes équivalentes aux champs des contraintes thermoélastiques dans le modèle. On 
remarque que les valeurs maximales sont localisées sur la paroi de la galerie sous chargement 
thermique (galerie 1) et sont égales pour toutes les dimensions de l’entraxe. Ils sont liés aux 
conditions aux limites thermiques, plus précisément à la température imposée sur la paroi de cette 
galerie. Sur les galeries voisines immédiates (galerie 2), les valeurs des contraintes sont légèrement 
supérieures aux valeurs maximales calculées en élasticité (Tableau 3.4) il en est de même en ce qui 
concerne les contraintes équivalentes minimales. Cela confirme l’influence sous chargement 
thermique voisine de la galerie. 

 

 

0                   0,25d                 0,5d                 0,75d                   d 
Entraxe 

Figure 3.32 : Contraintes radiales thermoélastiques suivant l’entraxe lorsqu’une des galeries du réseau est soumis 
à un chargement thermique 
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0                    0,25d                 0,5d                  0,75d                   d 
Entraxe 

 
Figure 3.33 : Contraintes orthoradiales thermoélastiques suivant l’entraxe lorsqu’une des galeries du réseau est 

soumis à un chargement thermique 
 

 
 

Rapport R2d  7,2 6 4 3,6 3 

Entraxe  ]m[d 18 15 10 9 7,5 

rσ  63,3 36,9 -23,5 -33,6 -51,8 Ecart relatif maximal 
[%]  

θσ  -14,2 -09,9 25,1 33,4 50,6 

 
Tableau 3.5 : Ecarts maximaux en contraintes en fonction des dimensions de l’entraxe lorsqu’une des galeries du 

réseau est soumis à un chargement thermique 
 

 
Rapport R2d  10 7,2 6 4 3,6 3 

Galerie 1 27 27 27 27 27 26 
éq
maxσ  

Galerie 2 22 22 22 24 24 24 
Contraintes 

équivalentes de Von 
Mises [MPa] éq

minσ  0,23 0,23 0,22 0,22 0,21 0,21 

 
Tableau 3.6 : Contraintes équivalentes maximales et minimales aux champs des contraintes thermoélastique 

lorsqu’une des galeries du réseau est soumis à un chargement thermique 
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3.3.1.4 Conclusions 

La modélisation numérique 2D du comportement thermoélastique d’un réseau de galeries de 
stockage souterrain réalisée dans ce paragraphe permet de tirer des conclusions intéressantes. 
L’étude de l’influence de la dimension de l’entraxe sur le comportement thermoélastique d’un 
réseau de galeries a montré que la perturbation de la distribution des contraintes de la couche 
hôte est minimale lorsque le rapport entraxe/galerie est supérieur à 4. Les interactions entre les 
galeries du réseau sont inexistantes lorsque la dimension de l’entraxe vaut 7 fois le diamètre de la 
galerie. Toutefois, la perturbation de la distribution des contraintes de la couche hôte augmente 
lorsque le rapport entraxe/galerie est inférieur à 4. Les interactions des galeries du réseau sont 
maximales lorsque la dimension de l’entraxe vaut 3 fois le diamètre de la galerie. 

L’étude de l’influence d’une galerie sous chargement thermique sur le comportement 
thermoélastique d’un réseau de galeries a montré que l’augmentation de température, dans la 
couche hôte et notamment à proximité de la galerie sous chargement thermique, est importante 
lorsque la dimension de l’entraxe est faible (rapport entraxe/dimension des galeries égal ou 
inférieur à 4). Cela entraîne une augmentation sensible de la température à proximité des galeries 
voisines. La variation des températures engendre ainsi des contraintes mécaniques qui vont 
perturber la distribution initiale des contraintes. Les contraintes maximales sont localisées au 
voisinage de la galerie sous chargement thermique. Leur intensité est de l’ordre de la température 
imposée au champ proche. 

 

3.3.2 Modélisation 3D du comportement élastique d’un réseau de 
galeries 

Il est possible de réaliser une analyse plus judicieuse des interactions des alvéoles d’un module de 
stockage par le biais de la modélisation numérique 3D. Toutefois, le calcul sera réalisé 
essentiellement en élasticité, faute d’option thermique, avec le logiciel FLAC 3D. On retient, dans 
ce calcul, le cas extrême où la dimension de l’entraxe des alvéoles est égale à 7,5 m. 

 
3.3.2.1 Définition du modèle et des conditions aux limites  

On suppose, à l’heure actuelle, un aménagement des modules de stockage sur un seul niveau pour 
préserver une épaisseur de garde maximale de part et d'autre de la formation géologique 
constituant cette couche. Elle peut atteindre une emprise horizontale de 3 à 8 km2 environ (Andra 
2000 ; [3]). La Figure 3.34 présente en bidimensionnel le schéma d’une partie d’une installation de 
stockage au concept T.C., en vue de dessus. Le modèle de référence est une installation de 
stockage formée par la répétition spatiale d'un motif élémentaire constitué d'un ensemble galerie 
principale/alvéoles de stockage (Figure 3.34). Pour des raisons de symétrie, on modélise 
seulement un quart du VER (Volume élémentaire représentatif : Figure 3.34). 

Afin que les conditions aux limites n'influent pas ou peu sur les champs de déplacements et de 
contraintes, les limites du modèle ont été placées suffisamment loin de l'ouvrage. On a adopté 5 
diamètres de la galerie principale d'extension latérale suivant l'axe des z et 5 diamètres de l'alvéole 
plus la longueur de la chambre de manutention et le rayon de la galerie principale suivant l'axe des 
x. L'épaisseur du modèle vaut la moitié de l'entraxe d (entre deux alvéoles) considéré. Par 
conséquent, l’épaisseur du modèle mesure 3,75 mètres (moitié de l’entraxe d, Figure 3.35), sa 
largeur est de 40,5 m et sa hauteur est de 30 mètres (Figure 3.35). La Figure 3.35 présente la 
géométrie, le maillage et les dimensions caractéristiques du modèle réalisé avec FLAC 3D. Le 
modèle compte 13800 éléments (différences finies) et 16082 nœuds avant l’excavation 
(Discrétisation en différences finies : Wilkins 1969 ; [100]). Les propriétés physiques du matériau 
constitutif sont présentées par le Tableau 3.1. 
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A

Motif élémentaire ou volume élémentaire représentatif 
(VER) 

d 

A : distance (entraxe) séparant deux galeries principales 

d : distance (entraxe) séparant deux tunnels de stockage (alvéoles) 

 
Figure 3.34 : Schéma d'installation de stockage composé de deux modules T.C. (vue de dessus) 

 

Les forages d’investigation préliminaire ont mis en évidence une anisotropie des contraintes 
horizontales selon le rapport émis par l’Andra (2001 ; [7]). Cependant, les contraintes initiales sont 
supposées isotropes, dans le cas des calculs analytiques selon les hypothèses des modélisations 
mécaniques, établies au cours de l’expérimentation. On adopte ainsi : 

 avec  la contrainte verticale,  est la contrainte horizontale 
mineure et  la contrainte horizontale majeure. Il faut, d’abord, établir cet état des contraintes 
isotrope avant le creusement de l’ouvrage. Pour ce faire, on adopte les conditions aux limites 
présentées par la Figure 3.36.  

MPa12σσσσ VHh ≈=== ∞ Vσ hσ

Hσ

Avant l’excavation de l’ouvrage, la modélisation nécessite d’établir l’équilibre initial des forces sur 
l’ensemble du modèle. Le modèle est en équilibre lorsque la différence des forces nodales 
résiduelles à chaque nœud et les forces initiales dans le modèle tend vers zéro. Néanmoins, ce 
rapport des forces résiduelles n’atteindra jamais exactement zéro ; le modèle est considéré en 
équilibre quand l’incrément de force résiduelle maximale est plus petit que la valeur de tolérance 
choisie. La tolérance est fixée, ici, à . 610−

Il est possible, dans FLAC 3D, d’établir l’équilibre initial juste en appliquant les conditions aux 
limites et initiales dans le modèle, sans opérer le moindre pas de temps de calculs. Mais pour des 
modèles aux matériaux constitutifs fortement hétérogènes ou à géométries complexes comme 
c’est le cas ici, il est nécessaire d’opérer un nombre de pas de temps de calculs avant de procéder 
à l’excavation du modèle. Aussi, le modèle peut être en équilibre sans que l’état des contraintes 
initiales voulu ne soit établi. Cette question dépend plus des conditions initiales adoptées que des 
conditions aux limites. Cependant, pour s’assurer que l’état des contraintes initiales voulu serait 
établi, il est nécessaire de procéder de manière empirique. On va réaliser et comparer deux 
calculs, définis par le Tableau 3.7, avec deux conditions initiales en contraintes différentes. 
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a) vue en perspective

b) vue de face

c) vue de dessus

 
Figure 3.35 : Maillage et dimensions caractéristiques du modèle 

 
 

 
  Calcul 1 Calcul 2 

Conditions aux limites Figure 3.36 Figure 3.36 

Conditions initiales 0σσσ zzyyxx ===  ∞−=== σσσσ zzyyxx  

 
 
 
 

Tableau 3.7 : Définition des calculs 
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Figure 3.36 : Schéma des conditions aux limites 
 
 
3.3.2.2 Etablissement de l’équilibre et des contraintes initiales  

On rappelle que la loi de comportement du matériau est élastique avec les paramètres du Tableau 
3.1. La Figure 3.37 montre l’évolution du rapport des forces résiduelles pour le calcul 1 et le 
calcul 2. On constate avant tout que l’équilibre des forces initiales est établi pour les deux calculs. 
Néanmoins, on s’aperçoit que le calcul 2 met beaucoup de temps pour atteindre l’équilibre par 
rapport au calcul 1 pour une tolérance de . En effet, le calcul 2 compte environ 14910 pas de 
temps de calculs avant d’atteindre l’équilibre, alors que le calcul 2 n’en compte que 544. 

610−

Les courbes de la Figure 3.38 montrent l’établissement des contraintes initiales suivant les trois 
axes x, y et z au centre de gravité du modèle. Pour le calcul 2, on remarque que ces contraintes ne 
sont pas isotropes. En effet, suivant les axes x et z, elles sont égales à la contrainte initiale de 

, tandis que suivant l’axe y, elle est égale à peu près à  en valeur absolue. Pour le 
calcul 1, on constate que les contraintes initiales sont isotropes, égales à , en valeur 
absolue, suivant les trois axes x, y et z. 

MPa12 MPa2,7
MPa12

D’après la loi de Hooke, la relation entre les contraintes et les déformations s’écrit : 
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Tels que : 
E
1A = , 

E
νB −=  et 

E
ν)2(1

C
+

= . 

Le modèle est en conditions œdométriques (Figure 3.36), à savoir : ∞=== σσσet0ε zxy   

De la relation (3.17), on obtient : zyxy σ
E
νσ

E
1σ

E
νε −+−=  

D’où on tire :  MPa2,7σν2σ y == ∞
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Figure 3.37 : Equilibre des forces résiduelles après l’établissement de l’équilibre et des contraintes initiales 

 
 

 

 
Figure 3.38 : Etablissement des contraintes initiales suivant les trois axes principaux (x, y, z), au centre de 

gravité du modèle, en fonction du nombre pas de temps de calcul 
 

Il est tout à fait logique que le résultat du calcul 2 soit conforme à celui du calcul analytique car il 
se base sur les conditions aux limites mais non pas sur les conditions initiales (en contraintes ici). 
Pour le calcul 1, les conditions aux limites en contraintes adoptées ont permis d’établir l’équilibre 
initial en un petit nombre de pas de temps de calculs et d’assurer l’état des contraintes initiales 
isotropes. Le calcul 1 justifie la nécessité d’avoir un état des contraintes initiales isotropes. Ainsi, 
on retient le modèle représenté par le calcul 1 pour la suite. 

 
3.3.2.3 Excavation des galeries  

On suppose que les déformations et les déplacements sont nuls à l’état initial. L’excavation des 
galeries est supposée instantanée. La Figure 3.39 présente la géométrie du modèle qui compte 
12900 éléments et 8882 noeuds après excavation des galeries. Pour mieux représenter les résultats 
des calculs, les sections caractéristiques, présentées sur la Figure 3.40 et le Tableau 3.8, ont été 
choisies. 
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Figure 3.39 : Géométrie du modèle après excavation, vue en perspective 

 
 

D

D

C

C

E
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Figure 3.40 : Localisation des sections étudiées 

 
 

Section DD CC EE 

Localisée à x=8,01 m x=18 m x=27,99 m 

 
Tableau 3.8 : Localisation des sections caractéristiques 
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La Figure 3.41 présente la carte des contraintes principales majeures après excavation des galeries. 
La valeur maximale vaut environ 6 fois la valeur des contraintes initiales. Elle est localisée sur les 
côtés des intersections des galeries principales avec les galeries de manutention. Cette zone est 
donc la plus sollicitée de l’installation de stockage. Les isovaleurs du second invariant du tenseur 
des déformations (Figure 3.42) confirment également ce constat. En effet, les déformations 
maximales se développent sur les parois des galeries notamment sur les cotés des intersections 
des galeries de manutention avec les galeries principales. La Figure 4.43 présente les vecteurs 
déplacements nodaux du modèle après excavation des galeries. Les convergences maximales sont 
ceux des voûtes des galeries principales et des galeries de manutention. La valeur maximale est de 

 (Figure 4.43). cm971,2
 
 
 

 
 

Figure 3.41 : Vue en 3D des contraintes principales majeures après excavation des galeries 
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Figure 3.42 : Vue en 3D du second invariant du tenseur de déformations sur les paroi des galeries après 
excavation  

 

 
 

Figure 4.43 : Vue en 3D des vecteurs déplacements nodaux après excavation des galeries 
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Les figures de l’annexe I comparent les calculs 3D aux calculs 2D pour la section CC. On peut 
constater que les deux résultats sont cohérents. En effet, pour la modélisation 3D, la section CC 
est suffisamment éloignée des changements de diamètres, donc les valeurs de contraintes et de 
déplacements sont proches de celles calculées en déformations planes sur un modèle 2D. 

Les figures de l’annexe II présentent les contours des contraintes pour les sections DD et EE des 
sections situées sur les extrémités de l’alvéole de stockage. Les répartitions des contraintes dans 
ces sections, contrairement à celles de la section CC, montrent les effets des singularités dues au 
changement de diamètres à la section DD et au bout du tunnel de stockage à la section EE. 

 
3.3.2.4 Conclusions 

La modélisation numérique 3D serait l’approche la plus rationnelle et efficace pour analyser le 
comportement thermoélastique d’un réseau de galeries. Toutefois, elle n’a pas pu être réalisée ici 
qu’en élasticité puisque le code de calcul FLAC 3D ne nous permet pas de réaliser un couplage 
thermomécanique. Par conséquent, nous ne pouvons pas faire une comparaison et une synthèse 
complètes avec les résultats obtenus par la modélisation 2D. Néanmoins, le calcul 3D ainsi réalisé 
est intéressant puisqu’il a permis de modéliser le comportement élastique d’un réseau de galeries 
dans toute la complexité de la géométrie. Par ailleurs, il a permis de localiser les zones les plus 
perturbées des composantes de l’installation de stockage. 

 
3.4 Synthèse et conclusions 

Les calculs présentés dans ce chapitre ont été réalisés dans le but de rassembler des éléments qui 
pourraient permettre de quantifier l’impact à grande échelle d’une installation de stockage en 
thermomécanique. Dans cette optique, l’étude a été menée à partir des analyses du comportement 
thermoélastique d’un ouvrage individuel de stockage souterrain avant de traiter le cas d’un réseau 
de galeries en 2D et 3D. Dans la première partie, des modélisations numériques 2D du 
comportement thermoélastique d’une alvéole de stockage ont été donc réalisées suivant une 
section courante du tunnel de stockage et suivant une section longitudinale de l’alvéole. 

L’étude du comportement thermoélastique d’une alvéole suivant une section courante a montré 
une bonne cohérence des résultats numériques avec les solutions analytiques concernant les 
champs des contraintes. En ce qui concerne les champs de déplacements, la comparaison des 
résultats des calculs aux éléments finis avec la solution analytique a montré un certain écart. Cet 
écart est une conséquence des effets des conditions aux limites par rapport à la taille du modèle 
pour le calcul aux éléments finis. Pour réduire cet écart, il est préférable de placer les contours du 
modèle le plus loin possible de la galerie. 

La modélisation 2D du comportement de l’alvéole en section longitudinale n’a pu être réalisée 
qu’en élasticité faute d’option thermique avec le logiciel Cast3M. Néanmoins, elle a permis de 
tirer des enseignements nécessaires. Suivant cette section, la géométrie de l’alvéole présente des 
singularités, notamment des coins carrés. Or, ces singularités sont des concentrateurs des 
contraintes dans la plupart des cas. Une étude particulière a, d’abord, été réalisée afin d’analyser 
les effets de ces coins sur le comportements d’une structure élastique. Les calculs réalisés avec 
une plaque carrée présentant un trou carré au milieu a permis d’estimer à peu près l’ordre de 
grandeur des contraintes pour des modèles présentant de telles singularités. Ensuite, on a 
modélisé le comportement élastique de l’alvéole en section longitudinale en déformation plane 
mais les résultats obtenus sont très pessimistes par rapport à l’ordre de grandeur établie 
précédemment. Enfin, en réalisant la même modélisation numérique mais avec l’hypothèse de 
l’axisymétrie autour de l’axe de l’alvéole, on obtient des résultats assez admissibles notamment à 
proximité de l’alvéole de stockage. 
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Le comportement thermoélastique d’un réseau de galeries de stockage a fait donc l’objet de la 
seconde partie de cette étude. Des modélisations numériques 2D du comportement 
thermoélastique d’un réseau de galeries ont été réalisées dans un premier temps. Elles étaient 
axées sur l’analyse des influences de la dimension de l’entraxe et d’une galerie sous chargement 
sur le comportement thermoélastique du réseau de galeries. Enfin, on a terminé l’étude avec une 
tentative de modélisation numérique 3D du comportement élastique d’une installation de 
stockage. 

L’étude des influences de la dimension de l’entraxe a été réalisée sans variation de température. 
L’apparition des interactions entre les galeries est très marquée pour des dimensions de l’entraxe 
égales ou inférieures à 4 fois le diamètre des galeries. Tandis que, le comportement du réseau de 
galerie est proche de celui d’une galerie circulaire individuelle lorsque le rapport entraxe/diamètre 
des galeries est égal à 7. 

L’analyse des influences d’une galerie sous chargement thermique sur le comportement d’un 
réseau de galeries a montré une augmentation de température importante dans la couche hôte 
notamment à proximité de la galerie sous chargement pour des dimensions d’entraxe égales ou 
inférieures à 4 fois le diamètre des galeries. La température augmente sensiblement à proximité 
des galeries proches de la galerie sous chargement thermique pour toutes les dimensions de 
l’entraxe. La distribution initiale des contraintes dans la couche géologique hôte est perturbée par 
l’apparition des contraintes supplémentaires correspondant à l’échauffement. Les contraintes 
maximales sont localisées à proximité de la galerie sous chargement thermique. 

Enfin, une modélisation numérique 3D du comportement élastique d’une installation de stockage 
a été réalisée pour une dimension d’entraxe égal à 7,5 m. Le code de calcul utilisé pour ce calcul 
ne permet malheureusement pas le couplage thermomécanique. Toutefois, ce calcul a montré la 
complexité de modélisation 3D. Il y a des démarches à respecter pour partir d’un modèle à la fois 
en équilibre et en état des contraintes initiales correct. Ces points relèvent du code de calcul 
utilisé mais aussi de la démarche de simulation adoptée. Dans ce calcul, pour établir l’équilibre et 
les contraintes initiales avant l’excavation des ouvrages souterrain de stockage, il est nécessaire 
d’imposer les bonnes conditions aux limites, d’initialiser les champs de contraintes aux valeurs 
voulues et d’opérer quelques pas de temps de calculs jusqu’à ce que les forces résiduelles dans le 
modèle soient inférieures à une tolérance choisie. Les résultats de cette modélisation 3D sont 
satisfaisants puisque la comparaison des champs de déplacements et de contraintes suivants la 
section courante avec les résultats obtenus en modélisation 2D est cohérente. Ce calcul a permis 
de connaître les zones qui sont fortement sollicitées dans l’installation de stockage. 

Le comportement thermoélastique d’un réseau de galeries circulaires a été modélisé par un 
système de deux alvéoles juxtaposées. Néanmoins, cela n’est plus valable lorsque le chargement 
mécanique ou thermique n’est ni simultané ni symétrique. Il en est de même lorsque l’installation 
comporte 2 ou plusieurs niveaux de réseau. Ainsi, il faudrait considérer toutes les galeries. Les 
méthodes de modélisations classiques sont pénalisantes pour traiter ce genre de problèmes. Ainsi, 
il est prévu, dans la suite de ce travail, de développer une méthode de modélisation numérique 
par homogénéisation du comportement thermoélastique d’ouvrages souterrains de stockage à 
grande échelle. 
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Chapitre 4 

Modélisation numérique par homogénéisation du 
comportement thermomécanique d’ouvrages 

souterrains de stockage à grande échelle  
 
 
 

Avant-propos : Ce chapitre est consacré à la modélisation numérique du comportement thermomécanique d’un 
réseau de galeries en utilisant une technique d’homogénéisation. Dans cette optique, des approches 
d’homogénéisation périodique seront proposées au préalable concernant les propriétés élastiques et les propriétés 
thermiques effectives de structure périodique. Leurs mises en œuvre, au moyen d’un code de calcul aux éléments 
finis, permettront la détermination du comportement thermoélastique homogène équivalent. Le modèle ainsi obtenu 
sera validé avec différentes méthodes d’homogénéisation sur des ouvrages de stockage profond. Toutefois, il est 
nécessaire, dans un premier temps, de rappeler les notions fondamentales de la technique d’homogénéisation : quel 
est le but et quels sont les éléments de base à mettre en œuvre ? On présentera les différentes méthodes 
d’homogénéisation telles que la théorie des modules effectifs, les approximations de Voigt et Reuss et 
l’homogénéisation de milieux périodiques.  
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4.1 Rappels sur la technique d’homogénéisation 

Ce paragraphe est inspiré des ouvrages de Michel (2001 ; [78]) et de Zaoui (2001 ; [104]). Il porte 
sur la motivation et la méthodologie de la technique d’homogénéisation avant de présenter les 
différentes méthodes d’homogénéisation usuelles. 

 

4.1.1 Motivation et généralités sur l’homogénéisation 

Les calculs de structures constituées de matériaux homogènes sont assez commodes dans la 
mesure où les comportements ces matériaux sont bien connu. Cependant, nombreux matériaux 
ou structures sont caractérisés, en réalité, par une nature fondamentalement hétérogène. Par 
conséquent, la description de leurs comportements devient plus compliquée et les calculs de 
structures constituées de ces matériaux s’avèrent délicats voire impossibles malgré les moyens de 
calcul de plus en plus performants disponibles aujourd’hui. La technique d’homogénéisation vise, 
donc, à obtenir, par l’analyse de l’hétérogénéité du matériau de référence, des modèles de 
comportement homogène macroscopique équivalent au contenu physique ayant un pouvoir 
prédictif fiable et intégrables dans un calcul classique. L’efficacité de cette démarche repose et sur 
le choix de l’échelle pertinente pour représenter les propriétés physiques auxquelles on s’intéresse 
et sur la description, à cette échelle, des microstructures et des mécanismes actifs. On désigne ce 
passage d’une échelle d’appréhension des phénomènes et des propriétés à une autre  par le 
vocable de « passage micro-macro ». 

 

4.1.1.1 Séparation des échelles 

La séparation des échelles consiste à définir l’échelle de description. Schématiquement, elle ne 
vise à décrire qu’un secteur limité de la structure. L’unique critère de choix, dans cette tâche, est 
dicté par la taille caractéristique des hétérogénéités structurales considérées. Cependant, tout 
dépend de l’objectif visé. Le choix de l’échelle de départ à adopter est guidé par deux 
préoccupations : ne pas descendre inutilement à un niveau plus fin qu’il n’est nécessaire pour 
rendre compte des propriétés que l’on veut analyser ; s’assurer que l’échelle retenue est encore 
justifiable par les éléments de la mécanique des milieux continu (Zaoui 2001 ; [104]).  

Soit d  la taille caractéristique des hétérogénéités prises en compte et l  celle de l’ensemble à 
considérer fixée dans le but de pouvoir calculer les champs de contraintes et de déformations 
dans une structure macroscopique de géométrie donnée, constituée du matériau considéré. Cette 
structure a sa dimension caractéristique L  (Figure 4.1). Par conséquent, l  doit être proportionnée 
tant par rapport à d  qu’à L , c’est à dire : d << l << L, de manière à respecter une double 
condition : 

 

• Ll <<  : pour pouvoir traiter la structure comme un milieu continu et y déterminer des 
champs continus de contraintes et de déformations ; 

• l >> d : pour pouvoir affecter aux points macroscopiques de la structure un comportement 
homogène si son matériau constitutif est considéré comme macroscopiquement 
homogène. 



Chapitre 4 

108 

 
Figure 4.1 : Séparation des échelles (d << l << L) 

 

4.1.1.2 Notion de « VER » et « macrohomogénéité » 

Lorsque la séparation des échelles est possible, il est  possible de définir un « Volume Elémentaire 
Représentatif » (VER) du matériau hétérogène considéré qui reste suffisamment petit par rapport 
aux dimensions caractéristiques des structures macroscopiques et dont le comportement 
mécanique global peut être affecté aux points de ces structures comme « comportement 
homogène équivalent » ou « comportement effectif ». Le milieu hétérogène réel pourra donc être 
remplacé par un « Milieu Homogène Effectif » (MHE) de telle sorte que le calcul de la structure 
constituée de ce matériau homogène fictif donne des champs de contraintes et de déformations 
macroscopiques qui soient les moyennes des champs locaux microscopiques, qui auraient pu être 
calculés sur la structure réelle.  

 

4.1.2 Méthodologie de l’homogénéisation 

L’objet d’étude est donc un VER du matériau hétérogène assemblage complexe de nombreux, au 
moins deux, éléments homogènes, de caractéristiques mécaniques et géométriques variables de 
l’un à l’autre. Le but est de définir un milieu homogène fictif de même géométrie externe que le 
VER, qui soumis aux mêmes sollicitations que lui, aurait une réponse globale identique. Cela 
nécessite trois séries d’opérations : 

 
• L’étape de la « représentation » ; 
• L’étape de la « localisation » ; 
• L’étape de l’« homogénéisation ». 

 

L 

d

l

Structure 

Volume Elémentaire 
Représentatif 

(VER) 

Milieu Homogène 
Equivalent 
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4.1.2.1 Représentation 

Cette étape consiste en la description structurelle, géométrique et physique du VER. Pour cela, il 
faut définir la géométrie et l’échelle externe du VER et celles des ses constituants. Comment 
sont-il arrangés ? De manière périodique ou aléatoire ? Aussi, il faut décrire, à ce stade, la loi de 
comportement ainsi que les propriétés caractéristiques de chaque élément constitutif du VER. 

 

4.1.2.2 Localisation 

Une fois le VER défini, l’étape de localisation consiste en la formulation du problème dont il fait 
l’objet. Dans cette démarche, pour pallier à l’absence des conditions aux limites nécessaires pour 
la résolution du problème, il est parfois nécessaire d’adopter des conditions en moyenne ou 
homogènes aux limites. Eventuellement, on pourrait adopter des hypothèses liées, à la périodicité 
de la structure analysée. L’étape de la localisation consiste finalement à établir les équations du 
problème à résoudre. On aurait pu donc obtenir de nombreuses formulations possibles selon le 
choix et de la modélisation du VER. Cependant, il faut respecter les limites du domaine des 
valeurs possibles pour les caractéristiques effectives. Ainsi, on cherche à établir des bornes ou un 
encadrement pour ces grandeurs relatives au comportement homogène équivalent. 
 

4.1.2.3 Homogénéisation 

L’étape d’homogénéisation consiste en l’expression du comportement effectif équivalent ainsi 
qu’à son estimation. L’utilisation du lemme de Hill que l’on va énoncer par la suite permet 
d’établir l’expression énergétique des caractéristiques effectives. 

 

Rappel du Lemme de Hill (Hill 1963 ; [64]) : 

Soient ∗σ  et ∗ε  deux champs respectivement de contraintes équilibrées ( ( ) Vdans0div =σ ) et 
de déformations compatibles ( ( )v∗∗ = εε ) non nécessairement associés tel que v  est un champ 
de déplacement périodique. Alors, si ∗σ  vérifie des conditions de contraintes périodiques ou 
homogènes au contour V∂  ou si ∗ε  vérifie des conditions de déformations périodiques ou 
homogènes sur V∂ , on a : 

(4.1) ( ) ( )vv ∗∗∗∗ = εσεσ ::   

Où .  représente la moyenne spatiale d’un tenseur ou d’un vecteur 

 

Le lemme de Hill assure l’égalité du travail (ou la puissance) « macroscopique » et de la moyenne 
spatiale du travail (ou la puissance) « microscopique ». Il est alors quelquefois dénommé 
« condition de macrohomogénéité de Hill » ou « condition de Hill-Mandel ». Noter qu’il peut 
s’appliquer quel que soit le comportement. On verra ultérieurement que ce lemme joue un rôle 
central en homogénéisation. 
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4.1.2.4 Remarques 

Dans la démarche présentée ci-dessus, on a considéré l’homogénéisation comme un objectif final. 
En réalité, certains comportements globaux sont particulièrement sensibles aux réponses locales 
du matériau hétérogène. Une fois les caractéristiques effectives du matériau déterminées et le 
calcul sur la structure homogénéisée réalisé, il faut revenir au problème de localisation, par une 
démarche inverse appelée « relocalisation », pour analyser les champs locaux. Dans ces 
circonstances, ainsi que dans celles où l’on envisage des transformations finies, il est nécessaire de 
réactualiser continûment la représentation de la microstructure, qui évolue elle-même avec la 
transformation globale.  

 

4.1.3 Différentes méthodes d’homogénéisation 

Les différentes méthodes d’homogénéisation se distinguent principalement au niveau de la 
localisation, ce qui est lié au choix du VER et à sa modélisation. En ce qui concerne les 
différentes méthodes présentées ci-dessous, on suppose que les constituants du VER sont 
élastiques linéaires et parfaitement collés. Aussi, on considère que les contraintes et déformations 
macroscopiques s’obtiennent en moyennant dans le volume du VER des contraintes et des 
déformations locales : 

(4.2) ∫==
V

Vd
v
1

σσσ  

(4.3) ∫==
V

Vd
v
1

εεε  

 

4.1.3.1 Théorie des modules effectifs 

Considérons un VER de volume V , de contour V∂  et dont le point courant x . La théorie des 
modules effectifs, parfois appelée méthode de Hill-Mandel (Hill 1963 ; [64]), consiste à imposer 
des conditions dites de contraintes homogènes et de déformations homogènes sur le contour V∂  
et à déterminer les variables locales correspondantes dans V . Pour ce faire, on résout le système 
d’équations suivant : 

(4.4) 

( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==
=

=

donnéeestouquetel
ou

Vdans
Vsur0div

εσ
εεσσ

εσ
σ

u:C
 

 

On constate sur la formulation du problème l’absence des conditions aux limites locales au 
contour V∂  de V , ce qui n’assure pas l’unicité de la solution. Pour remédier à cela, tout en 
restant compatible avec les relations de moyenne, la théorie des modules effectifs adopte des 
conditions dites : 

• condition de contraintes homogènes au contour laquelle impose : 

(4.5) Vsur ∂⋅=⋅ nn σσ  
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• condition de déformations homogènes au contour laquelle impose : 

(4.6) Vsur ∂⋅= xu ε  

Avec ces conditions de contraintes homogènes ou de déformations homogènes, le problème 
local (4.4) est transformé en un problème avec conditions aux limites type forces imposées dont 
la solution est unique en contraintes et en déformations. 

 

a) Tenseurs de localisation et de concentration 

Les problèmes posés précédemment sont de nature linéaire. Il existe donc une correspondance 
linéaire entre la donnée (variable homogène macroscopique : ε  ou σ ) et la solution de ces 
problèmes (variables locales microscopiques : u  ou ( )uε et σ ). Selon le cas où ε  ou σ  est 
donné (condition de déformations homogènes imposées ou condition de contraintes homogènes 
imposées), cette correspondance s’écrit respectivement : 

 
(4.7) ( ) εε :Au =  
(4.8) σσ :B=  

 

A  et B  sont des tenseurs du quatrième ordre, appelés respectivement tenseur de localisation de 
déformation et tenseur de concentration des contraintes. 

 

b) Tenseurs effectifs 

En considérant les équations locales de comportement du VER et en substituant la relation de 
localisation des déformations (4.7), on obtient : 

( ) εεσ :A:Cu:C ==  or σσ =  
(4.9) εσ :A:C=⇔  
 

D’où on tire le tenseur des modules effectifs : 
(4.10) A:CC =~  

 

Le tenseur des modules effectifs est donc égal à la moyenne dans V  du tenseur des modules des 
constituants pondérée par le tenseur de localisation des déformations A . De la même manière, 
considérant la relation de concentration des contraintes (4.8), on obtient une relation similaire 
pour le tenseur des souplesses effectives : 

(4.11) B:SS =~  

 

c) Symétrie des tenseurs effectifs 

L’utilisation du lemme de Hill permet de démontrer la symétrie des tenseurs effectifs SC ~et~ . Si 
on se place dans l’hypothèse de déformations homogènes au contour : 

 



Chapitre 4 

112 

εεεσ :C:: ~=  

( ) ( ) ( ) ( )εεεε :A:C::Au:C:u ==  

(4.12) ( ) ( ) εεεε :A:C:A::A:C:A: TT ==  

on obtient : 

(4.13) A:C:AC T~ =  

Un raisonnement analogue sur le tenseur de concentration des contraintes conduit à : 

(4.14) B:S:BS T~ =  

Puisque SC et  sont des tenseurs symétriques, on en déduit la propriété de symétrie des tenseurs 

effectifs, SC ~et~ . 

 

d) Propriétés variationnelles 

Soient τ  et v  deux champs respectivement statiquement admissibles ( ( ) Vdans0div =τ ) et de 
déplacements cinématiquement admissibles ( Vsur ∂⋅= xv ε ), non nécessairement associés. 
Les principes de minimum en déplacements et en contraintes donnent respectivement les 
relations suivantes : 

(4.15) ( ) ( ) ( ) ( )v:C:vu:C:u εεεε ≤  

(4.16) ετττεσσσ ::S:::S: −≤−
2
1

2
1  

Le tenseur des modules effectifs C~  peut être caractérisé de manière variationnelle par deux 
approches différentes mais équivalentes telles que : 

• pour tout v  régulier dans V, tel que xv ⋅= ε  sur V∂  : 

(4.17) ( )( )v:C: εεε winf~
2
1

=  

avec : ( )( ) ( ) ( )v:C:vv εεε
2
1w =  représentant l’énergie élastique de 

déformations dans le déplacement  v . 

 

• pour tout τ  symétrique et régulier dans V, tel que ( ) 0div =τ  dans V : 

(4.18) ( )[ ]εττεε ::C: −−= ∗winf~
2
1  

avec : ( ) τττ :S:
2
1w =∗  correspondant à l’énergie élastique de 

contraintes  τ . 
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Théoriquement, (4.17) et (4.18) permettent d’aboutir à des estimations par excès et par défaut de 
C~  dès lors que des champs admissibles sont connus. 

 

En appliquant les mêmes propriétés sur le tenseur ∗C~   (l’inverse de S~ ), on obtient : 

• pour tout v  régulier dans V, tel que ( ) εε =v  : 

(4.19) ( )( )v:C: εεε winf~
2
1

=∗  

• Pour tout τ  symétrique et régulier tels que ( ) 0div =τ  dans V et nn ⋅=⋅ ττ  sur V∂  : 

(4.20) ( )[ ]εττεε ::C: −−= ∗∗ winf~
2
1  

 

Les propriétés (4.17) et (4.19) permettent de déduire que : 

(4.21) εεεε :C::C: ~~ ≤∗  

pour tout ε  symétrique. 

 

En raisonnant de manière analogue sur le tenseur des souplesses effectives S~  ainsi que son 
inverse ∗S~  en sachant que la condition (4.17) est incluse dans (4.19), on peut déduire que : 

(4.22) σσσσ :S::S: ~~ ≤∗  

pour tout σ  symétrique 

 

Les inégalités (4.21) et (4.22) indiquent que les tenseurs des modules effectifs dépendent en toute 
rigueur de la condition homogène au contour choisie pour les obtenir. Le tenseur des modules 
(respectivement des souplesses) est plus raide (respectivement plus souple) pour l’approche en 
déformations homogènes que pour l’approche en contraintes homogènes. 

 

4.1.3.2 Approximations de Voigt et Reuss 

Les approximations de Voigt (respectivement Reuss) consistent à supposer que les déformations 
sont uniformes dans V (respectivement que les sont contraintes uniformes dans V ). Il en résulte 
d’après la relation de localisation des déformations (4.7) (respectivement la relation de 
concentration des contraintes (4.8) IA =  (respectivement IB = ), les tenseurs des modules 
effectifs seront donc approchés par : 

 

(4.23) ( )VoigtselonV CC =  

(4.24) ( )ReussselonR SS =  
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En utilisant les propriétés variationnelles (4.18 et 2.19), on obtient les relations : 

(4.25) ( )Voigtselon::::~: V ψψψψ CC ≤  

(4.26) ( )Reussselon:::~: R ψψψψ SS ≤  

Pour tout ψ  tenseur du 2P

nd
P ordre symétrique 

 

Les relations (4.23) et (4.24) indiquent que le calcul des approximations de Voigt et Reuss ne 
nécessite que la connaissance des caractéristiques élastiques SC et  de chaque phase du VER et 
de leur fraction volumique. Les relations (4.25) et (4.26) signifient que le tenseur des modules de 
Voigt (respectivement Reuss) est une estimation par excès du tenseur des modules effectifs 
(respectivement du tenseur des souplesses effectives). 

 

4.1.3.3 Homogénéisation des milieux périodiques 

Un milieu périodique est caractérisé par la périodicité de sa structure. Il y a trois principales 
raisons de s’intéresser à l’homogénéisation des milieux périodiques. La première étant qu’on 
rencontre fréquemment cette périodicité dans les matériaux artificiels et parfois dans certains 
matériaux naturels. La seconde est que les milieux périodiques se prêtent bien aux calculs 
numériques, sur un volume élémentaire finis du fait qu’ils admettent des conditions aux limites 
bien posées. (Bendsoe et al. 1988 ; [16]), (Bourgat 1977 ; [22]), (Guedes et al. 1990 ; [58]), (Marigo et al. 
1987 ; [72]) donnent quelques points de repère sur ces approches numériques et de références de 
ces travaux. Grâce à l’avancé des moyens de calcul à l’heure actuelle, ces méthodes s’appliquent 
efficacement sur des structures ou des microstructures complexes (Moulinec et al. 1995 et 1998 ; 
[79] - [80]) bien qu’elles aient été développées initialement sur des structures ou des 
microstructures simples. La troisième raison, importante sur le plan fondamental, est que 
l’homogénéisation périodique permet de définir rigoureusement la notion de comportement 
homogénéisé (Bensoussan et al. 1978 ; [17], Sanchez-Palencia 1974 et 1980, [91] - [92] et Tartar 1977 
[97]). En effet, ces travaux considèrent que le rapport entre la dimension microscopique x  et la 
longueur macroscopique y  est un petit paramètre λ . Ainsi, on cherche classiquement des 
variables à double échelle ( )yxΦΦ ,=  sous la forme d’une série asymptotique : 

 

(4. 27) ( ) ( ) ( ) ( ) ...,λ,λ,, 2210 +++= yxΦyxΦyxΦyxΦ  

où : yx λ=  et chaque ( )yxΦ ,i  est périodique par rapport à la variable macroscopique y . 

 

Les équations homogénéisées sont obtenues en faisant tendre le rapport λ  vers zéro. 

 

a) Cellule de base 

Un milieu périodique est défini par une cellule de base, qui par translation le long de trois 
vecteurs spatiaux, reproduit toute la structure. La cellule de base n’est pas définie de manière 
unique. L’illustration de la Figure 4.2 montre, par exemple, qu’elle peut être hexagonale, 
rectangulaire ou losangique. Sa détermination est souvent dictée par l’exploitation des conditions 
aux limites de périodicité. 
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Figure 4.2 : Différents choix possibles pour la cellule de base. Fibres circulaires en réseau hexagonal,  

(Michel et al. 1999 ; [77]) 
 

b) Champs locaux périodiques 

Dans un milieu hétérogène périodique, la géométrie du milieu est invariante par translation le 
long des vecteurs de périodicité, les variables locales ε  et σ  possèdent donc également cette 
propriété d’invariance : elles sont périodiques (Michel et al. 1999 ; [77]). ε  et σ  oscillent et 
fluctuent autour de leurs valeurs moyennes ε  et σ . Le champ local de déformations ( )uε  peut 
être décomposé en un champ moyen ε  qui serait le champ de déformation si le milieu était 
homogène et une correction fluctuante ( )u′ε  qui tient compte de la présence des hétérogénéités. 
Ce terme supplémentaire dérive d’un déplacement périodique u′  tandis que ε  dérive de u  et ε  
dérive du déplacement affine x⋅ε . Les champs de déformations et de déplacements admettent 
donc la décomposition suivante : 

 

(4.28) ( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′
′+=

′+⋅=

périodiqueu

uu

uxu

εεε
ε

 

La périodicité du champ de déplacement u′  signifie qu’il prend des valeurs identiques sur deux 
points, homologues par périodicité, du contour du VER (cellule hexagonale sur la Figure 4.2) telle 
que montre la figure 4.3. 

 
Figure 4.3 : Périodicité du champ de déplacement u′  

 

x x’

( ) ( )x'u'xu' =
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Conséquence de la périodicité de u′ , on note aussi les relations suivantes : 

(4.29) 0=′ε  et εε =  

 

En plus d’être périodique, le champ de contraintes local σ  est en équilibre dans tout le milieu. Il 
satisfait l’équilibre volumique dans V  ainsi que l’équilibre d’une cellule avec les cellules voisines. 
La première condition se traduit par le fait que σ  est à divergence nulle dans V . La deuxième 
condition indique que les vecteurs contrainte sont opposés ou anti-périodiques (Figure 4.4) sur 
des côtés opposés de V∂  soient : 

(4.30) 
( )

⎩
⎨
⎧

−⋅
=

spériodiqueantiouopposés
Vdans0div

nσ
σ

 

 
 

 
Figure 4.4 : Anti-périodicité du champ de contraintes local 

 

4.2 Formulations du comportement thermoélastique effectif d’un 
matériau à structure périodique 

Ce paragraphe est consacré aux formulations du comportement thermoélastique effectif d’une 
structure périodique. Pour ce faire, il est nécessaire de définir le VER avec lequel les démarches 
d’homogénéisation seront effectuées. Ensuite, les démarches d’homogénéisation des coefficients 
élastiques effectifs, des coefficients de conductivité thermique effectifs et des coefficients de 
dilatation thermique effectifs du VER seront successivement présentées. 

 

4.2.1 Représentation du VER 

Considérons un matériau biphasé dont la structure est caractérisée par la répétition spatiale d’un 
motif élémentaire biphasé comme la montre la Figure 4.5. On se limite à des représentations 
bidimensionnelles pour la clarté de l’exposé. Le VER choisi est le motif élémentaire rectangulaire 
de volume V , constitué par un domaine thermoélastique rectangulaire 1V  de contour 1V∂  
entourant un matériau thermoélastique 2V . L’interface (ou le contour commun) entre les deux 
phases du VER est noté 2V∂  (Figure 4.6). Notons que : V= 21 VV ∪ . 

 

 

tt −=′

x

x’ nn’ = -n 

nt ⋅= σ  

nt ′⋅=′ σ
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Figure 4.5 : Structure périodique d’un matériau biphasé 

 

Figure 4.6 : Description du VER 

 

4.2.2 Homogénéisation des coefficients de conductivité thermique du VER 

4.2.2.1 Position du problème thermique 

On considère que le transfert de chaleur s’effectue par conduction en régime permanent et 
qu’aucune source de chaleur volumétrique n’intervient dans V . L’équilibre thermique du VER 
s’exprime par les équations (4.31a et c). Comme le vecteur densité de flux de chaleur conductif q  
est un champ périodique, les vecteurs densité de flux de chaleur sont, par conséquent, anti-
périodiques sur son contour (4.31b). La conduction thermique des constituants du VER est  régie 
par loi de Fourier (4.31d). Elle constitue la relation locale entre le vecteur densité de flux de 
chaleur, le gradient de température et le tenseur de conductivité thermique locale ( )xkk = . On 
suppose que le champ de température local, T ,  peut être décomposé en une partie linéaire T , 
champ des températures du VER s’il était homogène, et une autre partie fluctuante périodique 
T′  due à l’hétérogénéité (4.31e). T′  appartient à l’espace fonctionnel : 

 ( ) ( ){ }Vsur0;Vsurpériodique/ 1 =∂= φxφxφD . 

En résumé, le problème thermique à résoudre se présente donc sous la forme du système 
d’équations suivant :  

 

y

x 

1V∂2V∂

V B1 B 

V B2 B 
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(4.31) 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==
∈′′+⋅=′+=

⋅−=
∂⋅

∂−⋅
=

fTgradTgradet
eDTavecTχTTT
dVdansgrad
cVtraversaucontinu
b1Vsurpériodiqueanti
aVsur0div

2

qq

x

Tkq

nq

nq

q

  

 

Compte tenu de la macrohomogénéité du VER, la loi de conduction macroscopique 
homogénéisée peut être définie, d’après le lemme de Hill (4.1), par la relation entre la moyenne 
spatiale du vecteur flux de chaleur conductif et la moyenne spatiale du gradient de température : 

( )Tgrad~ ⋅−= kq  

(4.32) ( )Tgrad~ ⋅−=⇔ kq  

 

Aussi, l’application du lemme de Hill aux milieux périodiques autorise le « chargement en 
moyenne ou homogène ». La méthode proposée, ici, consiste à imposer au VER un gradient 
thermique homogène macroscopique tel que : 

(4.33) ( ) ( ) χTgradTgrad ==   

 

4.2.2.2 Expression du tenseur de conductivité thermique effectif  

En substituant l’expression de la loi de comportement (4.31d) des constituants du VER dans 
l’équation de conservation de la chaleur (4.31a), on obtient l’équation aux dérivées partielles 
suivante : 

( ){ } ( )( ){ } 0TgradχdivTgraddiv =′+⋅=⋅− kk  

(4.34) ( ){ } ( )kk divχTgraddiv ⋅−=′⋅⇔  

tel que périodiqueT′  

La relation (4.34) apparaît comme une équation sur T′ , avec un terme source dépendant 
linéairement de χ  imposée. En admettant la décomposition en états élémentaires de χ  suivante : 

(4.35) ii eχχ =  

où : ie  représente le vecteur de base dans la direction i  

T′  peut se mettre sous la forme : 

(4.36) ii wχT =′  

où : iw   est la solution de (4.34) lorsque : ieχ =  

Or : 

( )( )Tgradχ ′+⋅−= kq  
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alors : 

(4.37) 

( )
( )

( ){ } ( )Tgrad~χwgrad

χwgradχ

wχgradχ ii

⋅−=⋅⋅+−=

⋅⋅−⋅−=

⋅−⋅−=

kkk

kk

kkq

 

d’où l’expression du tenseur de conductivité thermique homogène équivalent du VER : 

(4.38) ( )wgrad~ ⋅+= kkk  

 

Le coefficient de conductivité thermique effectif est la somme de la moyenne sur le VER des 
coefficients de conductivité thermique de ses constituants et d’un terme correcteur lié à 
l’hétérogénéité de w . Il est possible donc de donner une estimation de la conductivité thermique 
homogène équivalente dès que w  est connu. 

 

4.2.2.3 Résolution du problème par la méthode des éléments finis 

a) Formulation variationnelle en température 

Soit τ′  un champ de température périodique (thermiquement admissible), alors : 

( )∫ =′⋅
V

0dVτdiv q  

(4.39)  ( ) ( ) 0dVτgraddVτdiv
VV

=′⋅−′⋅⇔ ∫∫ qq  

D’après le théorème de divergence et comme τ′  doit prendre des valeurs identiques sur les faces 
opposées de V∂  tandis que nq ⋅  y prend des valeurs opposées, le premier terme de la relation 
(4.39) s’annule, soit : 

(4.40) ( ) ( ) 0dSτdVτdiv
VV

=′⋅⋅=′⋅ ∫∫ ∂
nqq  

Aussi, en tenant compte de la loi de conduction locale, la relation (4.39) devient donc : 

( ){ } ( ) 0dVτgradTgrad
V

=′⋅⋅−∫ k  

( )( ){ } ( ) 0dVτgradTgradχ
V

=′⋅′+⋅⇔ ∫ k  

(4.41) ( ) ( ) ( ) 0dVτgradχdVτgradTgrad
VV

=′⋅⋅+′⋅′⋅⇔ ∫∫ kk  

 

Sous forme variationnelle, le problème s’écrit comme suit : 

Trouver T′  périodique tel que : 

(4.42) ( ) ( ) ( ) χτgradTgradτgrad ⋅⋅′−=′⋅⋅′ kk  pour tout τ′  périodique 
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b) Discrétisation en éléments finis 

Posons : 

(4.43) 
[ ]{ }
[ ]{ }⎩

⎨
⎧

′=′
′=′

ττ
TT

N

N
 

où : [ ]N  est la matrice des fonctions d’interpolation 

et { }T′  et { }τ′  sont les valeurs nodales discrètes respectives de T′  et τ′ . 

Si [ ]∇  est la matrice opérateur différentiel, on pose :  

(4.44) [ ] [ ][ ]NB ∇=  

 

Après discrétisation, le problème équivalent s’écrit finalement : 

Chercher { }T′  périodique tel que 

(4.45) [ ]{ } { }ψΛ =′T  

avec : [ ] [ ] [ ][ ]dV
V
1

V

T BkBΛ ∫= , la matrice de conductivité thermique 

et { } [ ] [ ] { }χdV
V
1

V

T∫−= kBψ , un vecteur flux nodal  

 

c) Pilotage en gradient de température homogène 

En adoptant un pilotage en gradient des températures homogène, le second membre de 
l’équation (4.45) va se mettre sous la forme : 

(4.46) { } [ ]{ }χΛψ −=  

tel que : [ ] [ ] [ ]dV
V
1

V

T kBΛ ∫=  

La résolution de l’équation (4.45) peut être réalisée de manière classique. On préfère ainsi adopter 
cette approche qui est pratique avec un code de calcul aux éléments finis. 

 

4.2.2.4 Procédure numérique 

Le tenseur de conductivité thermique homogène effectif s’écrit sous la forme : 

 

(4.47) 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

χ
χ
χ

k~k~k~
k~k~k~
k~k~k~

q
q
q
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Note : Afin d’alléger les écritures, on adopte les correspondances suivantes pour les trois 
directions de l’espace : { }3z,2y,1x ↔↔↔ . 

 

L’algorithme ci-dessous présente la procédure numérique qui détermine les composantes ijk~  du 

tenseur de conductivité homogénéisé k~  : 

 

[1] Le VER est discrétisé en éléments finis. 

[2] On impose un gradient de température homogène : ii eχχ =  

 On cherche { }T′  périodique solution de (4.45) tel que (4.46). 

 Une fois qu’on connaît { }T′ , son gradient, la densité de flux de chaleur (4.31d) ainsi que 
la moyenne spatiale de la densité de flux de chaleur (4.31f) peuvent être calculés. 

[3] Maintenant, on a des informations sur les composantes du tenseur de conduction 
thermique homogénéisé ijk~  :  

 

(4.48) jiij χqk~ =  

 

Cette procédure numérique a été mise en œuvre dans Cast3M. 

 

4.2.3 Homogénéisation des propriétés élastiques du VER 

4.2.3.1 Position du problème 

Le VER est en équilibre volumique dans V  et aussi avec les cellules voisines (4.49a, b et c). La 
loi de comportement de ses constituants est élastique linéaire dont la raideur est ( )xCC =  telle 
que x  représente le point courant dans son volume (4.49d). L’hypothèse liée à la périodicité de sa 
structure permet d’admettre que le champ de déplacement ou des déformations locales peut être 
décomposé en un champ homogène et un champ fluctuant périodique (4.49e). Par définition, le 
champ des contraintes et des déformations homogènes macroscopiques est égal, respectivement, 
à la moyenne spatiale du champ des contraintes et des déformations locales microscopiques 
(4.49f). La position du problème local se présente, ainsi, sous la forme du système d’équations 
suivant : 

(4.49) 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==
−′′+⋅=

=
∂−⋅

∂⋅
=

fet
epériodiquexavec
dVdans
cVsurpériodiqueanti
bVsurcontinu
aVsur0div

1

2

εεσσ
ε

εσ
σ
σ

σ

uuxu

u:C

n

n
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La loi de comportement macroscopique homogénéisée peut s’écrire en fonction du champ des 
contraintes macroscopiques et le champ des déformations macroscopiques : 

(4.50) εσ :C~=  

 

4.2.3.2 Expression du tenseur d’élasticité effectif 

En substituant l’expression de la loi de comportement des constituants du VER (4.49d) dans 
l’équation d’équilibre volumique (4.49a), on obtient l’équation aux dérivées partielles suivante : 

( ){ } ( )( ){ } 0divdiv =′+= u:Cu:C εεε  

(4.51) 
( ){ } ( ) ( ){ }

périodiqueavec

ε
x

C
εC

x
càddivdiv kl

β

αβij
klαβkl

β

u

u:Cu:C

′

∂

∂
−=′

∂
∂

−=′⇔ εε
 

 

La relation (4.51) apparaît comme une équation en u′ , avec un terme source dépendant 
linéairement de ε  imposée. En admettant la décomposition en états élémentaires de ε  telle que : 

(4.52) 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

21

13

32

33

22

11

ij
ij

ε2
0
0
0
0
0

0
ε2
0
0
0
0

0
0
ε2
0
0
0

0
0
0
ε
0
0

0
0
0
0
ε
0

0
0
0
0
0
ε

iεε  

alors, u′  peut se mettre sous la forme : 

(4.53) ij
ij ωε=′u  

où : ijω   est le vecteur solution de (4.51) lorsque : iji=ε   

Autrement dit, ω  est la solution de l’équation : 

(4.54) ( ){ } ( )Cω:C divdiv −=⇔ ε   càd  ( ){ }
β

αβijij
klαβkl

β x
C

ωεC
x ∂

∂
−=

∂
∂  

On remarque que ω  ne dépend que la distribution spatiale de la raideur élastique C . Les 
contraintes peuvent être calculées une fois qu’on a déterminé ω . Par la suite, le tenseur 
d’élasticité effectif est obtenu en appliquant le lemme de Hill. 

 

En effet, 

( )[ ]u:C ′+= εεσ  

alors : 

( ) ( )ij
ij ωεεεεεεσ :C:C:ω:C:C +=+=  
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(4.55) ( ){ } εεεσ :C:ω:CC ~=+=⇒  

d’où, en identifiant, l’expression du tenseur d’élasticité homogénéisé : 

(4.56) ( ) )(ωεCCC~càd~ kl
mnijmnijklijkl +=+= ω:CCC ε  

 

La relation (4.56) montre que le tenseur d’élasticité effectif est la somme de la moyenne sur le 
VER des coefficients élastiques de ses constituants et d’un terme correcteur lié à l’hétérogénéité 
(représentée par le trou ici). L’estimation des coefficients élastiques dépend nécessairement de la 
connaissance de ω  paramètre du correcteur. Cependant, la détermination de ω  n’est toujours 
pas évidente. Il est possible d’obtenir une approximation de la solution par la méthode des 
éléments finis. 

 

4.2.3.3 Résolution du problème par la méthode des éléments finis 

La décomposition du champ de déplacement local conduit à résoudre le problème (4.49) en u′  
en supposant fixée la partie homogène x⋅ε . La formulation variationnelle suivante permet de 
démontrer l’existence et l’unicité l’inconnue u′ . 

 

a) Formulation variationnelle en déplacement 

En multipliant l’équation d’équilibre par un champ de déplacement périodique v′ , 
cinématiquement admissible, et en intégrant par parties sur le volume V  du VER, on obtient la 
formulation faible du problème mécanique, également connue sous le nom de « Principe des 
Travaux Virtuels » : 

( )∫ =′
V

0dVdiv v:σ  

(4.57) ( ) ( ) 0dVdVdiv
VV

=′−′⋅⇔ ∫∫ v:v εσσ  

 

Le théorème de la divergence permet d’intégrer sur les contours du VER et comme v′  doit 
prendre des valeurs identiques sur les faces opposées de V tandis que n⋅σ   y prend des valeurs 
opposées, le premier terme de la relation (4.57) s’annule, soit : 

(4.58) ( ) ( ) 0dSdVdiv
VV

=′⋅⋅=′⋅ ∫∫ ∂
vnv σσ  

(4.59) ( ) 0dV
V

=′⇒ ∫ v: εσ  

En substituant l’expression de la loi de comportement dans la relation (4.59), on obtient : 

( )[ ] ( ) 0dV
V

=′∫ v:u:C εε   

 ( )( ) ( ) 0=′′+⇔ v:u:C εεε périodiquev′∀  
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Le problème mécanique à résoudre s’écrit sous la forme variationnelle suivante : 

Chercher u ′  périodique tel que : 

(4.60) ( ) ( ) ( ) périodiquev:C:vu:C:v ′∀′−=′′ εεεε   

 
b) Discrétisation en éléments finis 

Posons : 

(4.61)  
[ ]{ }
[ ]{ }⎩

⎨
⎧

′=′
′=′

vNv

uNu
 

où : [ ]N  est la matrice des fonctions d’interpolation et { }u′  et { }v′  sont les valeurs nodales 
discrètes respectives de u′  et v′ . 

 

Le problème équivalent s’écrit donc finalement : 

Chercher { }u′  périodique tel que 

(4.62) [ ]{ } { }fuK =′  

avec : [ ] [ ] [ ][ ]dV
V
1

V

T∫= BCBK  

et { } [ ] [ ] { }εdV
V
1

V

T∫−= CBf  

 

c) Pilotage en déformations homogènes en chaque point du volume 

Lorsque la déformation homogène macroscopique { }ε  est prescrite en chaque point du VER, le 
second membre de l’équation algébrique (4.62) prend la forme suivante : 

(4.63) { } [ ]{ }εKf −=  

tel que [ ] [ ] [ ] dV
V
1

V

T∫= CBK  

Dans ce cas, l’équation algébrique (4.62) peut être résolue classiquement. La mise en œuvre de 
cette approche est pratique avec un code de calcul aux éléments finis formulés en déplacement. 

 

4.2.3.4 Procédure numérique  

Le comportement homogène équivalent s’écrit sous la forme : 
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(4.64) 
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121212311223123312221211

311231313123313331223111

231223312323233323222311

331233313323333333223311

221222312223223322222211

111211311123113311221111

12

31

23

33

22

11

ε2
ε2
ε2
ε
ε
ε

C~C~C~C~C~C~
C~C~C~C~C~C~
C~C~C~C~C~C~
C~C~C~C~C~C~
C~C~C~C~C~C~
C~C~C~C~C~C~

σ
σ
σ
σ
σ
σ

 

L’algorithme suivant permet d’obtenir la matrice d’élasticité C~  : 

  

[1] Le VER est discrétisé en éléments finis. 

[2] On impose des déformations homogènes ij
ij iε ⋅=ε  en chaque point du volume. 

 On cherche { }u′  solution de (4.62) tel que (4.63). 

 Une fois qu’on connaît { }u′ , les champs locaux des déformations et des contraintes 
locaux (4.49d et e) peuvent être calculés. On en déduit par la suite la moyenne spatiale des 
contraintes selon (4.49f). 

[3] Enfin, on a des informations sur la composante du tenseur d’élasticité homogénéisé : 

(4.65) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≠

=

=

(b)lksi
ε2
σ

(a)lksi
ε
σ

C~

kl

ij

kl

ij

ijkl  

En résumé, les composantes de la matrice d’élasticité effective (4.64) sont donc déterminées 
numériquement en effectuant 3 essais d’extension simple (4.65a) et 3 essais de cisaillement simple 
(4.65b). La mise en œuvre de cette méthode est réalisée avec le code de calcul Cast3M. 

Les expressions des composantes de la matrice des rigidités équivalentes en fonction des 
coefficients d’élasticité sont définies, d’une manière générale, par les relations suivantes (Berggren et 
al., [18] ou Gürdal et al, 1999 (in Stegman et al, [95]) : 

 

(4.66) 

∆
)ν~ν~(1E~

C~
∆

)ν~ν~ν~(E~
C~

∆
)ν~ν~ν~(E~

C~
∆

)ν~ν~ν~(E~
C~

∆
)ν~ν~(1E~

C~
∆

)ν~ν~ν~(E~
C~

∆
)ν~ν~ν~(E~

C~
∆

)ν~ν~ν~(E~
C~

∆
)ν~ν~(1E~

C~

21123
3333

2113233
2323

2312133
1313

3112322
3232

31132
2222

3213122
1221

3221311
3131

3123211
2121

32231
1111

−
=

+
=

+
=

+
=

−
=

+
=

+
=

+
=

−
=

 

avec : 322113312312133132232112 ν~ν~ν~ν~ν~ν~ν~ν~ν~ν~ν~ν~1∆ −−−−−=  
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(4.67) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

121212

313131

232323

G~C~
G~C~
G~C~

 

( )jiG~ ij ≠  sont les modules de cisaillement effectifs, iE~  sont les modules d’Young effectifs et 

ijν~  sont les coefficients de Poisson effectifs tel que : ijjiji
~E~~E~ ν=ν  

 

Pour un matériau orthotrope, les modules de cisaillement effectifs sont directement identifiés par 
les relations (4.67) tandis que la détermination les modules d’Young effectifs et les coefficients de 
Poisson effectifs nécessite la résolution d’un système de 9 équations non linéaires (4.66) à 9 
inconnues (3 modules d’Young et 6 coefficients de Poisson). La résolution de ce système est 
réalisée avec le logiciel Mathematica puisqu’il est impossible de la traiter analytiquement. 
Pour un matériau isotrope, il y a deux coefficients élastiques indépendants E et ν  tel que :  

(4.68) 
)ν1(2

EG
+

=  

 

Pour un matériau isotrope transverse, si on prend dans un repère rectangulaire le plan défini par 
les directions 1 et 2 comme plan d'isotropie alors, il y a 5 coefficients indépendants pour décrire 
le comportement élastique : ( 31232131 G,ν,ν,E,E ) tels que 21 EE = , 2112 νν = , 2313 νν =  et 

3123 GG =  avec : 

(4.69)  
1

13

3

31

E
ν

E
ν

=  et 
)ν1(2

E
G

12

1
12 +

=  

 

4.2.4 Homogénéisation des coefficients de dilatation thermique du VER 

4.2.4.1 Formulation du problème local 

Le tenseur des contraintes thermoélastiques, continu sur 2V∂ , est en équilibre volumique sur lui-
même et avec les cellules périodiques adjacentes (4.70a et b). Le vecteur densité de flux de chaleur 
est également continu à travers 2V∂  et anti-périodique sur 1V∂  (4.70c). La loi de comportement 
de ses constituants est thermoélastique linéaire dont la raideur est ( )xCC =  et le tenseur 
thermique est ( )xκκ =  tels que x  représente le point courant dans son volume (4.70d). La 
décomposition du champ de déplacement thermoélastique ou du champ des déformations 
thermoélastiques local en un champ homogène et un champ fluctuant périodique (4.70e) est 
maintenue. La définition de la moyenne spatiale des champs des contraintes et des déformations 
reste valable (4.70f). La position du problème local se résume par le système d’équations suivant : 
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(4.70) 

( ) ( )
( )
( )
( )
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⎪

⎨

⎧

==
−′′+⋅=

−=
∂−∂⋅
∂−∂⋅

=

fet
epériodiquexavec
dVdansT
cVsurpériodiqueantietVsurcontinu
bVsurpériodiqueantietVsurcontinu
aVsur0div

12

12

εεσσ
ε

κεσ

σ
σ

uuxu

:C

nq

n

 

 
On considère que la loi de comportement thermoélastique homogénéisé est définie par la relation 
entre les variables d’état (champ des contraintes, champ de déformation et la variation spatiale de 
température) homogènes telle que : 

(4.71) T~:~ ασε += S  ou T~~ κεσ −= :C  

avec α~  : le tenseur de dilatation thermique effectif 

et κ~  : le tenseur thermique effectif  
 

4.2.4.2 Expression du tenseur de dilatation thermique effectif 

Pour déterminer le coefficient de dilatation thermique effectif, on impose simultanément au VER 
un champ de variation de température cteTT ==  uniforme et un champ de déformations 
homogènes mécanique ε  à chaque point de son volume. 

On cherche 'u , un champ de déplacement thermoélastique périodique sur ∂VB1 B, solution du 
problème (4.70) pour en déduire les paramètres macroscopiques effectifs. 

Pour tout v ′  périodique sur ∂VB1 B, on a : 

 

(4.72) ( ) ( ) ( ) ( ) TdVdVCdV'C ij
V

ijmn
V

ijmnijmn
V

ijmnij
111

κεεεεε ∫∫∫ ′+′−=′ vvuv  

 

dont la solution s'écrit : 

(4.73) vu Tωε ij
ij +=′  

Il s'ensuit que : 

 i
kl
ikljij Tvωεxε ++=u  

Et le tenseur des déformations thermoélastiques correspondant s’écrit : 

(4.74) ( ) (v)Tεε)(ωεε mnkl
kl

mnkl ++=uε  

 

On établit l’expression du tenseur de thermique effectif en raisonnant sur le tenseur de contrainte 
thermoélastique : 

 ( ) Tκ(v)Tεε)(ωεεCσ ijmnkl
kl

mnklijklij −++=  
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dont la moyenne spatiale est : 

(4.75) 
{ } ( )

( ) Tκ(v)εCεωεCC

Tκ(v)εCε)(ωεCCσσ

ijmnijklkl
kl

mnijmnijkl

ijmnijklkl
kl

mnijmnijklijij

−++=

−++==
 

Or, la loi de comportement thermoélastique macroscopique est : ijklijklij κ~TεC~σ −=  

En identifiant, on obtient l’expression du tenseur thermique effectif : 

(4.76) ( )vεCκκ~ klijklijij −=  

 

On remarque que le tenseur thermique effectif est la somme de la moyenne sur la cellule 
périodique des coefficients thermiques de ses constituants et d’un terme correcteur lié à 
l’hétérogénéité v . 

 

Remarque : Lorsque le tenseur de dilatation thermique est uniforme, indépendant des 
coordonnées x (cas où l’hétérogénéité est représentée par un ou des trou(s)), le tenseur thermique 
effectif peut être réécrit sous une autre forme. 

Rappelons que le tenseur klω  est une réponse unitaire au chargement unitaire lk
kl eei ⊗= . Il 

vérifie donc : 

(4.77) kl

VV

kl i:dV:)(dV)ω(::)(
11

∫∫ ′−=′ CvCv εεε  

Le champ vectoriel périodique v  vérifie : 

(4.78) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kl
kl

VV

1

V
iα:dV:dV:::dV::

111

−′−=′=′ ∫∫∫ − CvCCvvCv εκεεε  

Puisque ακ =− :1C  est supposé uniforme. 

 

Par superposition des deux dernière équations, on en déduit que : 

(4.79) kl
klωα−=v  

 

La substitution dans l’expression générale du tenseur thermique effectif donne : 

(4.80) ακ :~~ C=  

 

La multiplication par S~  conduit à : 

(4.81) αα =~  

 

Le coefficient de dilatation thermique effectif du VER est égal à celui du matériau constitutif 
lorsque celui-ci est homogène et isotrope. 
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4.2.4.3 Résolution du problème par la méthode des éléments finis 

Le calcul du champ de déplacement thermoélastique périodique u′  s’apprête facilement avec la 
méthode des éléments finis, ce que nous allons montrer dans les deux sous paragraphe qui 
suivent. 

 

a) Formulation variationnelle en déplacement 

Soit v′  un champ de déplacement périodique (cinématiquement admissible), alors : 

( )∫ =′
V

0dV:div vσ  

(4.82) ( ) ( ) 0dVgrad:dVdiv
VV

=′−′⇔ ∫∫ vv: σσ  

Or : 

( ) ( ) 0dSdV:div
VV

=′⋅⋅=′ ∫∫ ∂
vnv σσ  

De la relation (4.82), il reste : 

(4.83) ( ) 0dV:
V

=′∫ vεσ  

 
En écrivant la contrainte d’origine thermique comme suit :  
(4.84) TT κσ −=  

L’expression de la loi de comportement thermoélastique peut, donc,  se mettre sous la forme : 

(4.85) ( ) T: σεσ += uC  

 

La relation (4.83) peut, donc, s’écrire comme suit : 

(4.86) ( )[ ] ( ) 0dV::
V

T =′+∫ vuC εσε  

En appliquant l’hypothèse de décomposition du champ de déformation élastique local et en 
affectant l’indice M au terme des déformations macroscopiques homogènes (pour indiquer que 
celui ci est de nature mécanique), la relation (4.86) devient : 

( )( )[ ] ( ) 0dV::
V

TM =′+′+∫ vuC εσεε  

(4.87) ( ) ( ) ( ) ( ) 0dV:dV::dV::
V

T
VV

M =′+′′+′⇔ ∫∫∫ vuCvCv εσεεεε  

Le problème à résoudre s’écrit donc : 

Trouver u′  périodique tel que : 

(4.88) ( ) ( ) ( ) ( )vCvuCv ′−′−=′′ εσεεεε ::::: TM  pour tout v′  périodique 
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b) Discrétisation aux éléments finis 

Après discrétisation par éléments finis, le problème équivalent s’écrit : 

Trouver { }u′  périodique tel que : 

[ ] [ ][ ] { } [ ] [ ] { } { } [ ]{ }dV
V
1dV

V
1dV

V
1

V
T

TT
M

V

T

V

T ∫∫∫ ′−−=′ σε BvCBuBCB  

Soit : 

Trouver { }u′  périodique tel que : 

(4.89) [ ]{ } { } { }
Tσε +=′ ffuK   

avec : { } [ ] [ ] { }M
V

T dV
V
1

εε ∫−= CBf  qui représente le vecteur force nodale correspondant au 

champ de déformation mécanique homogène imposé Mε , 

et { } [ ] { }dV
V
1

V
T

T
T ∫−= σσ Bf  est le vecteur force nodale correspondant au champ des 

contraintes thermiques Tσ . 

 

4.2.4.4 Procédure numérique  

[1] Le VER est discrétisé en éléments finis. 

 
[2] Sollicitation thermique 

 On impose un champ de température uniforme T 

 On en déduit les quantités suivantes : 

(4.90) 
⎩
⎨
⎧

=
−=

T
T

T

T

αε
κσ

 dans chaque élément du VER 

 

[3] Sollicitation mécanique : 

Il y deux résolutions à faire : la première consiste à calculer le champ des déplacements 
périodiques essentiellement de nature mécanique et la seconde consiste à calculer le champ des 
déplacements périodiques thermomécaniques. 

 

 On impose des déformations homogènes Mεε =  en chaque point du volume : 

1 P

ère
P résolution :  

 On cherche { } { }Muu ′=′ , champ des déplacements périodiques élastiques, solution de :  

[ ]{ } { }ε=′ fuK , voir la relation (4.62) 
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 Une fois qu’on connaît { }Mu′ , les champs des déformations et des contraintes élastiques 
locaux ainsi que leur moyenne peuvent être calculés : 

(4.91) 
( ) ( )

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

′+=

MM

MM

MMM
:

σσ
εσ

εεε
uC

uu

dans chaque élément 

 

2 P

ème
P résolution :  

 On cherche { } { }TMuu ′=′ , champ des déplacements périodiques thermoélastiques, 
solution de :  

[ ]{ } { } { }
Tσε ffuK +=′ , voir relation (4.89) 

tel que : { } [ ] [ ] { }M
V

T dV
V
1

εε ∫−= CBf  

et { } [ ] { }dV
V
1

V
T

T
T ∫−= σσ Bf  

 

 Une fois qu’on connaît { }TMu′ , le champ des déformations thermoélastique local ainsi que sa 
moyenne peuvent être calculés : 

(4.92) 
( ) ( )

( )⎩
⎨
⎧

=

′++=

TMTM

TMTMTM

u

uu

εε
εεεε

dans chaque élément 

 

Or le champ des déformations thermoélastiques est la somme du champ des déformations 
homogènes mécaniques imposées, Mε , avec le champ des déformations d’origine thermique, Tε , 
et le champ des déformations correspondant au champ des déplacements périodiques 
thermoélastiques, ( )TMu′ε . 

 

[4] Enfin, on a des renseignements sur le coefficient de dilatation thermique effectif :  

(4.93) { {
T~:~T~~

MTM

Thermiqueélastique

ασασε +=⇔+=
↑↑

Sε:S  

D’où on tire finalement : 

(4.94)  { }MTM :~
T
1~ σεα S−=  

 

Remarques : 

Les calculs des champs mécaniques et thermiques sont indépendants. A la limite, on pourrait se 
contenter d’imposer un champ 0M =ε , ce qui reviendrait à n’étudier que le problème thermique. 
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Autrement dit, le comportement dilatométrique homogène en absence de chargement mécanique 
(4.95) suffit à déterminer le coefficient de dilatation thermique effectif. 

En effet, 

(4.95) T~αε =  

D’après la lemme de Hill, on peut écrire que : 

(4.96) ( ) ( ) T::T~::: ασασεσεσ B===  

Où B  est le tenseur de localisation des contraintes. 

D’où on identifie que : 

(4.97) B:αα =~  

La relation (4.97) montre que le tenseur de dilatation thermique effectif du VER est la moyenne 
spatiale des tenseurs de dilatation thermique, des constituants du VER, pondérés par le tenseur 
de localisation des contraintes. 

Lorsque le VER est constitué par 2 phases isotropes et le solide homogénéisé est isotrope, on a : 

(4.98) 
⎩
⎨
⎧

+=

+==

222111

2211

B:αcB:αcα~
BcBcIB

 

Tels que iii Betα,c  (i= 1 et 2) représentent respectivement la fraction volumique, le coefficient 
de dilatation thermique et le coefficient de localisation des contraintes respectifs des deux phases. 

Après calculs, on trouve : 

(4.99) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=
2

2

1

1

21

21

K
c

K
c

K~
1

K1K1
αα

αα~  

Tels que KBi B et K~  représentent respectivement les modules de compressibilité volumique des 
phases du VER et le module de compressibilité volumique effectif. 

Lorsque l’une des deux phases constituant le VER est un vide (l’hétérogénéité du VER est 
représentée par un trou VB2 B), on en déduit que : 

(4.100) αα~ =  

 

Dans ce cas, la définition des grandeurs macroscopiques change et la barre  ne signifie plus une 
opération de moyenne spatiale mais simplement une notation pour désigner une grandeur ayant 
un certain rapport avec la grandeur macroscopique en question. On retient, par exemple, que 
pour : 

Le gradient thermique : ∫
∂

⋅≡∇
1V

dST
V
1T n    

Le flux thermique : dV
V
1

1V
∫≡ qq  
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4.3 Mise en œuvre de la méthode et validation du modèle de 
comportement thermoélastique homogène 

Pour valider la méthode proposée ainsi que pour analyser sa portée, il convient de la comparer 
avec d’autres méthodes d’homogénéisation. Ainsi, on la comparera avec les approches qui 
découlent de la théorie des modules effectifs et avec les résultats des calculs d’homogénéisation 
périodique réalisés par J-C. Michel (2001 ; [78]). Ensuite, on la confrontera avec le modèle auto-
cohérent et les bornes de Hashin-Shtrikman. Enfin, nous réaliserons des modélisations 
numériques du comportement thermoélastique de structures hétérogènes et de structures 
homogènes équivalentes afin de s’assurer de leur cohérence.  

 

4.3.1 Comparaison avec d’autres approches d’homogénéisation 

Premièrement, cette analyse permet d’illustrer la différence entre les deux approches de la théorie 
des modules effectifs à travers des calculs références. Ainsi, on mettra en évidence l’influence des 
conditions aux limites (notamment du mode de pilotage) adoptées par chacune de ces méthodes 
sur l’estimation des modules élastiques effectifs. Ensuite, elle permet de comparer les résultats des 
calculs réalisés dans le cadre de ce travail avec les résultats des calculs références, 
d’homogénéisation périodique existants, ainsi qu’avec les modules issus de la théorie des modules 
effectifs. 

A ce propos, l’exemple de calculs réalisés par J-C. Michel (2001 ; [78]) a été examiné : Il s’agit d’un 
composite à matrice d’aluminium homogène isotrope renforcée par des fibres longues 
unidirectionnelles de carbure de silicium également homogènes et isotropes. La fraction 
volumique est fixée à 38,5%. Les fibres sont de section circulaire régulièrement réparties en carré 
dans leur plan transverse (Figure 4.7). Les modules d’Young et les coefficients de Poisson sont 

GPa420E i =  et 2,0ν i =  pour les fibres et GPa70Em =  et 3,0νm =  pour la matrice. Le 
composite est à symétrie quadratique compte tenu des symétries géométriques et matérielles 
présentes dans son arrangement. On admet que la direction z est confondue avec l’axe commun 
des fibres, la matrice d’élasticité peut donc s’écrire sous la forme (4.64).  

Le but est de comparer les modules de cisaillement plan définis par (4.101) et les modules de 
compressibilité plane définis par (4.102). Pour ces calculs, cinq types de VER ont été considérés 
(J-C. Michel (2001 ; [78]). Le premier, noté V, correspond à la cellule unitaire contenant en son 
centre une fibre unique. Les quatre autres, notés nV  avec 8et6,4,2n = , sont des multiples de 
cette cellule c’est à dire nV  contient fibresnn ×  reparties en carrée (Figure 4.7).  

Les modules effectifs ont été calculés, par J-C. Michel (2001 ; [78]), par la théorie des modules 
effectifs en résolvant les problèmes (4.4) dans l’hypothèse de déformations planes avec la 
condition (4.5) pour l’approche « pilotage en contrainte homogène au contour du VER », 
nommée CH, et la condition (4.6) pour l’approche « pilotage en déformation homogène au 
contour du VER », nommée DH, ainsi qu’avec la méthode d’homogénéisation périodique, 
nommée JCM. 

Pour la comparaison, nous avons donc calculé les modules de cisaillement plan et les modules de 
compressibilité plane, correspondant à trois types de VER (Figure 4.8 : 4et2,1n = ), avec la 
méthode périodique, développée plus haut, qui utilise un pilotage en déformations homogènes en 
chaque point du volume du VER et nommée DHPV (section 4.2.3).  
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Soient 4321 letl,l,l  respectivement le contour gauche, la base, le countour droit et le sommet 
du VER considéré. Les calculs ont été réalisés avec l’hypothèse de déformations planes et les 
conditions aux limites suivantes : 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0letlu
0letlu

42y

31x  pour déterminer 12K~   et  
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0letlu
0letlu

31y

42x  pour déterminer 12G~ . 

 

La Figure 4.8 présente les maillages utilisés pour les calculs DHPV. Pour la discrétisation du VER, 
on utilise respectivement des éléments finis de type TRI3 (triangle à 3 nœuds massif) pour les 
fibres et des éléments finis de type QUA4 (quadrangle à 4 nœuds massif) pour la matrice. Les 
calculs DHPV sont réalisés dans des conditions quasi-identiques aux calculs DH, CH et HP. Les 
figures 4.7 et 4.8 présentent respectivement l’évolution des modules de cisaillement plan et 
l’évolution des modules de compressibilité plane en fonction du rapport n1  pour les différentes 
approches. 

 

 
Figure 4.7 : Composite à fibres longues reparties en carrée (J-C. Michel 2001 ; [78])  

 

Figure 4.8 : Maillages utilisés pour le calcul des modules avec l’homogénéisation périodique (DHPV) 
 

1 

2 
fibre 

matrice 

n = 1

n = 2 n = 4 
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4.3.1.1 Comparaison avec l’homogénéisation périodique (JCM) 

En premier, on remarque une tendance commune entre l’homogénéisation périodique (DHPV) 
et l’homogénéisation périodique (JCM). En effet, les modules donnés par les deux calculs ne 
dépendent pas de la taille du VER (figures 4.7 et 4.8) et les deux courbes (DHPV et JCM) sont 
très proches malgré de légères différences qu’elles montrent. En effet, l’écart entre les modules de 
cisaillement plan et l’écart entre les modules de compressibilité plane sont respectivement de 
l’ordre de 0,5% (Figure 4.9) et moins de 1% (Figure 4.10). Les deux méthodes (DHPV et JCM) 
sont identiques en terme de principes de bases. Toutefois, les procédures numériques, 
correspondant à chacune de ces deux approches, ne sont certainement pas identiques.  

 

4.3.1.2 Comparaison de l’homogénéisation périodique par rapport à la 
théorie des modules effectifs 

A première vue, les résultats (figures 4.7 et 4.8) montrent que les modules issus de 
l’homogénéisation périodique ne dépendent ni du nombre ni de la taille du VER. Aussi, en ce qui 
concerne la théorie des modules effectifs, l’inégalité (4.21) est bien vérifiée. Autrement dit, le 
module élastique effectif issu d’un calcul DH est plus grand que le module calculé en CH. Puis, 
on remarque qu’avec la théorie des modules effectifs l’approche DH surestime le module effectif 
tandis que l’approche CH le sous-estime par rapport à l’homogénéisation périodique (DHPV et 
JCM). Pour un VER constitué d’une cellule unitaire, l’écart entre les modules de cisaillement plan 
est supérieur à 10% tandis que l’écart est de l’ordre de 1,5% entre les modules de compressibilité 
plane. Toutefois, lorsque le nombre de cellules unitaires constituant le VER est plus important 
( 125,0n1 = ), l’écart entre les modules de cisaillement plan n’est plus que de l’ordre de 1,5% et 
l’écart entre les modules de compressibilité plane est inférieur à 0,2%. La théorie des modules 
effectifs n’est fiable que lorsque la taille du VER est importante. 

 

Figure 4.9 : Variation du module de cisaillement plan effectif en fonction du rapport n1  
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Figure 4.10 : Variation du module de compressibilité plane effectif en fonction du rapport n1  

 

4.3.2 Comparaison avec un modèle auto-cohérent et les bornes de Hashin-
Shtrikman 

4.3.2.1 Rappel des équations 

Considérons un matériau transversalement isotrope (Figure 4.11). ijklC~  sont les composantes de la 

matrice d’élasticité et ijk~  les composantes de la matrice de conductivité thermique dans les axes 
d’orthotropie. 
 
 

 
Figure 4.11 : Système de fibres cylindriques dans une matrice élastique 

 
 

x
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On admet (d’après Christensen 1991 ; [34]) que :  
 
(4.101) 121212 C~G~ =  
 

(4.102) ( )1122111112 C~C~
2
1K~ +=  
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11221111

2
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(4.108) 
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( ) 1212
2
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(4.109) 2211 k~k~ =  

 

Il existe des modèles analytiques qui permettent d’évaluer les modules élastiques et coefficients 
thermiques effectifs. Le modèle dit modèle à trois phases ou modèle auto-cohérent, élaboré par 
Christensen (Christensen et Lo 1979 ; [35]), fait partie des méthodes les plus intéressantes. Il permet 
de donner une estimation analytique du module de cisaillement transverse effectif ac

12µ~  (4.101) et 
du module de compressibilité plane effectif ac

12K~  (4.102), pour un composite constitué par des 
inclusions cylindriques régulièrement reparties dans un milieu élastique (Figure 4.11), dont les axes 
communs sont parallèles à la direction z. Soient : 
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ii 4ν3η −=  

mm 4ν3η −=  

iµ  et mµ  sont respectivement les modules de cisaillement de l’inclusion et de la matrice. 

iν  et mν  sont respectivement les coefficients de Poisson de l’inclusion et de la matrice. 

[ ]1,0
VV

V
c

mi

i ∈
+

=  est la fraction volumique du VER ( iV  et mV  représentent respectivement le 

volume de l’inclusion et le volume matrice constituants le VER). 
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mk  et ik  représentent respectivement les modules de compressibilité volumique de l’inclusion et 
de la matrice. 

Des expressions analytiques du module uniaxial effectif ac
3E~ , du coefficient de Poisson effectif 

ac
23ν~ , et le module de cisaillement effectif dans la direction perpendiculaire au plan d’isotropie ac

23µ~  
sont également établies (Christensen 1991 ; [34]), soient respectivement : 
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iE  et mE  sont respectivement les modules d’Young de l’inclusion et de la matrice. 
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Quant aux propriétés thermiques effectives (Christensen 1991 ; [34]), le coefficient de conductivité 
thermique effectif dans la direction transverse s’exprime par : 

 

(4.115) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−

+=
2c1λλλ

c
1λk~

mim
m

ac
11  

iλ  et mλ  sont respectivement les coefficients de conduction thermique de l’inclusion et de la 
matrice. 

 

D’après les théories de Hashin-Shtrikman (Hashin and Shtrikman 1963 ; [63]), le module de 
cisaillement transverse effectif 12G~  et le module de compressibilité plane effectif 12K~ , pour un 
matériau transversalement isotrope, satisfont respectivement à : 
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Lorsque le module de cisaillement 1µ  et le module de compression volumique 1K  du premier 
matériau sont plus grands que ceux du second matériau ( 2µ  et 2K ) constituant le composite, 
c’est à dire :  

(4.118) 21 µµ ≥  et 21 KK ≥  

21 cetc  représentent respectivement les fractions volumiques du premier et du second matériau 
constituant le composite. 

 

Rappelons qu’on définit le module de compressibilité plane par 3µkK +=  pour un matériau 
isotrope. k  et µ  représentent respectivement le module de compressibilité volumique et le 
module de cisaillement. 

 

4.3.2.2 Applications 

Pour les calculs aux éléments finis, on considère une plaque carrée de m25 de largeur, présentant 
au centre une cavité de section circulaire de diamètre D variable (Figure 4.12). On suppose que 
l’axe de la cavité cylindrique est confondu avec la direction z (ou la direction 3). Le module 
d’Young et le coefficient de Poisson de la roche sont respectivement MPa1000E =  et 3,0ν = . 
Le Tableau 4.1 présente les composantes de la matrice d’élasticité calculée par la méthode des 
éléments finis correspondant aux valeurs de fraction volumique choisies. 
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Figure 4.12 : Maillage du VER en éléments finis de type CUB8 (cubique à 8 nœuds) 

 

 
c 3333C~  22221111 C~C~ = 33223311 C~C~ = 1122C~  1212C~  3131C~  

0,007853982 1329,5 1314,2 562,2 559,84 376,94 375,66 

0,125663706 1105,4 929,75 384,65 352,42 258,3 259,87 

0,212371663 966,52 741,16 297,42 250,22 184,27 211,26 

0,363168111 752,58 506,54 191,65 132,28 90,433 147,47 

0,502654825 572,05 343,92 122,75 65,245 39,069 100,97 

0,723822947 300,61 119,01 38,189 8,2901 4,7425 38,848 
 

Tableau 4.1 : Composantes de la matrice d’élasticité effective, en [MPa], calculées par l’approche DHPV  
 

En appliquant les bornes de Hashin-Shtrikman sur le cas d’une plaque carrée présentant au centre 
section circulaire (Figure 4.12) et tenant compte des conditions qui y sont souscrites (4.118), on 
obtient : 
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tel que : im
mi

i
i c1cet

VV
V

c −=
+

=  représentent respectivement les fractions volumiques de la 

cavité et de la roche. La borne inférieure de Hashin-Shtrikman, pour les deux cas, est la même et 
est égale à zéro.  

 

La Figure 4.13 compare les modules de cisaillement transverse effectifs 12G~  issus de la méthode 
proposée par rapport à ceux obtenus avec la méthode auto-cohérente et les bornes de Hashin-
Shtrikman en fonction de la fraction volumique. Elle montre que les résultats de la méthode 
proposée sont non seulement encadrés par les bornes de Hashin-Shtrikman mais aussi qu’ils sont 
très proches de ceux du modèle auto-cohérent. 

La Figure 4.14 compare les modules de compressibilité plane effectifs 12K~  issus de la méthode 
proposée par rapport à ceux obtenus avec la méthode auto-cohérente et les bornes de Hashin-
Shtrikman en fonction de la fraction volumique. On remarque que la prédiction du modèle auto-
cohérent (4.111) correspond exactement à la borne supérieure de Hashin-Shtrikman (4.120). On 
constate aussi que modèle proposé correspond aux deux modèles (Auto-cohérent et Hashin-
Shtrikman) à quelques différences près. 

Les comparaisons du module uniaxial effectif 3E~  (Figure 4.15), du module de cisaillement effectif 
dans la direction perpendiculaire au plan d’isotropie 23G~  (Figure 4.16), du coefficient de Poisson 
effectif 23ν~  (Figure 4.17) ainsi que le coefficient de conductivité thermique effectif dans la 

direction transverse 11k~ (Figure 4.18) calculés par les approches d’homogénéisations par éléments, 
avec ceux calculés par la méthode auto-cohérente montrent, en général, une cohérence entre les 
deux modèles. 

 

Figure 4.13 : Comparaison du modèle proposé au modèle auto-cohérent et aux bornes de Hashin-Shtrikman, 
module de cisaillement transverse effectif en fonction de la fraction volumique 
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Figure 4.14 : Comparaison du modèle proposé au modèle auto-cohérent et aux bornes de Hashin-Shtrikman, 
module de compressibilité plane effectif en fonction de la fraction volumique 

 

 

Figure 4.15 : Module uniaxial effectif 3E~ en fonction de la fraction volumique 
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Figure 4.16 : Module de cisaillement effectif 23G~ en fonction de la fraction volumique  

 

 

Figure 4.17 : Coefficient de Poisson effectif 23
~ν en fonction de la fraction volumique 
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Figure 4.18 : Coefficient de conductivité thermique effectif 11k~ en fonction de la fraction volumique 

 

4.3.3 Comparaison du comportement thermoélastique des structures 
homogénéisées à celui des  structures hétérogènes de référence 

4.3.3.1 Définitions des structures hétérogènes de référence 

Considérons deux structures rectangulaires, présentant des cavités de section circulaire, reparties 
périodiquement suivant les axes des abscisses et des ordonnées (Figure 4.19). La première mesure 
50 m de longueur et 20 m de hauteur tandis que la seconde structure mesure 70 m de longueur et 
60 m de hauteur. Les deux structures se caractérisent par la répétition spatiale d’une plaque carrée 
de 10 m de largeur présentant un trou au milieu, respectivement,  de 2,5 m et de 5 m de diamètre. 
La Figure 4.20 présente ainsi le VER ou motif élémentaire, correspondant à chacune des deux 
structures dont les propriétés thermoélastiques sont présentées au Tableau 4.2. 
 
 

Module d’Young, E [MPa] 3620 

Coefficient de Poisson, ν  0,3 

Masse volumique, ρ [kg/mP

3
P] 2450 

Coefficient de conductivité thermique, k [WmP

-1
P°CP

-1
P] 1,89 

Coefficient de dilatation thermique, α [°CP

-1
P] 10 P

-5
P
 

 
Tableau 4.2 : Propriétés thermoélastiques du matériau constitutif des structures (Andra 2001 ; [7]) 
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Figure 4.19 : Schéma des structures présentant des cavités périodiques 
 
 

Figure 4.20 : Schéma du VER (motif élémentaire) des deux structures 
 

y 

x 
a) Type 1

b) Type 2
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Structure 22221111 C~C~ =  3333C~  1122C~  33223311 C~C~ = 1212C~  3131C~  

Type 1 4185 4505 1722 1772 1209 1214 

Type 2 2795 3587 965 1128 712 830 
 

Tableau 4.3 : Composantes de la matrice d’élasticité effective en [MPa] 
 
 

Structure 22221111 k~k~ = 3333k~  

Type 1 1,71 1,79 

Type 2 1,27 1,51 

 
Tableau 4.4 : Composantes de la matrice de conductivité thermique effective en [W mP

-1
P °CP

-1
P] 

 
 

  Type 1 Type 2 
∗
1E  3187 2288 

Modules d’Young [MPa] ∗
3E  3442 2910 

∗ν12  0,29 0,25 
Coefficients de Poisson 

∗ν13  0,27 0,23 
∗
23G  1214 830 

Modules de cisaillement [MPa] 
∗
12G  1209 713 

11k~  1,71 1,27 Coefficients de conductivité thermique 
[w mP

-1
P °CP

-1
P] 

33k~  1,79 1,51 
Coefficient de dilatation thermique 

[°CP

-1
P] α~  510−  510−  

 
Tableau 4.5 : Propriétés thermoélastiques effectives des structures homogénéisées 

 

4.3.3.2 Détermination des propriétés thermoélastiques équivalentes 

Les calculs des coefficients élastiques et thermiques effectifs, décrivant le comportement 
homogène équivalent aux structures réelles, sont réalisés selon les principes développés dans la 
section 4.2.2 à 4.2.4. Les tableaux 4.3 et 4.4 présentent respectivement les composantes de la 
matrice d’élasticité effective et de la matrice de conductivité thermique effective des structures 
tandis que les propriétés thermoélastiques effectives équivalentes sont résumées au Tableau 4.5. 
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4.3.3.3 Définitions des calculs et analyse des résultats 

Les maillages des deux structures perforées et de leurs structures homogénéisées associées sont 
présentés par la Figure 4.21 et la Figure 4.22. Pour vérifier leurs cohérences, des modélisations 
numériques du comportement thermoélastique des structures perforées et homogénéisées 
associées, soumises à une variation de température, ont été réalisées avec trois types des 
conditions aux limites mécaniques. Les définitions des calculs sont présentées au Tableau 4.6.  

A titre indicatif, les schémas des conditions aux limites sont décrits par la Figure 4.23 avec la 
structure type 1. 4321 LetL,L,L  représentent respectivement le contour gauche, la base, le 
countour droit et le sommet de chaque structure. 

 

 
Figure 4.21 : Maillages de la structure type 1 avec des éléments finis de type QUA8  

(Dimensions 20 m X 50 m avec des trous de 2,5 m de diamètre) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Structure perforée (7280 éléments et 22587 nœuds)

b) Structure homogène équivalent (800 éléments et 2521 nœuds) 
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Figure 4.22 : Maillages de la structure type 2 avec des éléments finis de type QUA8  

(Dimensions : 60 m X 70 m avec des trous de 5 m de diamètre) 
 

 
 

 

 

a) Structure perforée (7056 éléments et 22291 nœuds)

b) Structure homogène équivalente (1200 éléments et 3741
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 Calculs 1 Calculs 2 Calculs 3 

Conditions aux limites 
mécaniques 

Contraintes planes 

( )
( )⎩

⎨
⎧

2y

1x

Lu
Lu

 

(Figure 4.23a) 

Déformations planes

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0L,Lu
0L,Lu

42y

31x  

(Figure 4.23b) 

Déformations planes 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0L,L,Lu
0L,L,Lu

421y

421x  

(Figure 4.23c) 

Sollicitation thermique C25∆T °=  C25∆T °=  C25∆T °=  

Dépouillement 
( )
( )⎩

⎨
⎧

4y

3x

Lu
Lu
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( )⎩

⎨
⎧

4yy

1xx

Lσ
Lσ

 

( )
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( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

y,ctexu
ctey,xσ

y,ctexσ

x
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Tableau 4.6 : Définitions des calculs 

 

Figure 4.23 : Schéma des conditions aux limites mécaniques des calculs 
 

a) Calculs 1

b) Calculs 2

c) Calculs 3
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a) Calculs 1 

Les calculs sont réalisés en contraintes planes. La structure est soumise à une variation de 
température uniforme de 25°C, tandis que, les déplacements perpendiculaires au contour 
inférieur et au contour gauche sont bloqués (Tableau 4.6). Sous l’effet de variation de température, 
la structure se dilate la dilatation thermique de la structure se traduit par un allongement 
horizontal, vers la droite, et un autre vertical, dans la direction ascendante telle que montre la 
Figure 4.24, le contour supérieur et le contour droit étant libres. La comparaison des déplacements 
horizontaux du contour droit et des déplacements verticaux du contour supérieur des deux 
structures, présentés respectivement par la Figure 4.25 et la Figure 4.26, confirme cette tendance. 
Aussi, elles montrent que le comportement thermoélastique de la structure homogénéisée 
correspond parfaitement à celui de la structure réelle. Par ailleurs, les solutions analytiques sont 
vérifiées. La déformation de la structure s’effectue sans qu’aucune contrainte ne se développe 
puisqu’elle est libre de toute liaison. Les rotules bloquant les déplacements perpendiculaires au 
contour gauche et au contour inférieur apparaissent, tout simplement, comme des plans de 
symétrie. On a reporté respectivement sur les mêmes figures (Figure 4.25 et Figure 4.26) le 
déplacement horizontal du contour droit et le déplacement vertical du contour supérieur d’une 
structure rectangulaire intacte (ne présentant pas des trous), ayant les mêmes propriétés 
thermoélastiques et les mêmes dimensions que la structure perforée et qui est soumise aux 
mêmes conditions aux limites thermomécaniques. On constate qu’ils correspondent parfaitement 
à ceux des structures perforées et homogénéisées. Ceci vérifie bien que le coefficient de dilatation 
thermique équivalent d’une structure localement isotrope présentant du trou périodique est égal à 
celui du matériau constitutif (4.100). 

 

 
Figure 4.24 : Déformés des structures sous l’effet de la température uniforme (Illustration : structure type 1) 

Calculs 1 : structures soumises à une variation de température homogène et les déplacements normaux au contour 
gauche LB1 B et au contour inférieur LB2 B sont bloqués (Figure 4.23) 

a) Structure perforée

b) Structure homogène équivalent
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Figure 4.25 : Déplacement horizontal du contour droit des structures (types 1 et 2 & Perforées et homogènes) 
Calculs 1 : structures soumises à une variation de température homogène et les déplacements normaux au contour 

gauche LB1 B et au contour inférieur LB2 B sont bloqués (Figure 4.23) 
 

 

b) Type 2

a) Type 1
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Figure 4.26 : Déplacement vertical du contour supérieur des structures (types 1 et 2 & Perforées et homogènes) 

Calculs 1 : structures soumises à une variation de température homogène et les déplacements normaux au contour 
gauche LB1 B et au contour inférieur LB2 B sont bloqués (Figure 4.23) 

 

b) Type 2

a) Type 1
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b) Calculs 2 

Les calculs sont réalisés en déformations planes. Les déplacements perpendiculaires aux contours 
( 4321 LetL,L,L ) de la structure sont bloqués et elle est soumise à une variation de température 
uniforme de 25°C (Tableau 4.6). Sous l’effet de la variation de température, des contraintes 
d’origine apparaîtront dans la structure compte tenu des conditions aux limites mécaniques qui 
empêchent systématiquement la dilatation des ses contours.  

Les Figure 4.27 et Figure 4.28 présentent respectivement les distributions des contraintes 
horizontales xxσ  suivant une facette verticale et des contraintes verticales yyσ  suivant une facette 
horizontale, calculées sur les structures perforées ainsi que leurs homologues homogénéisés. Les 
facettes concernées par ces deux figures ne traversent pas des trous. On remarque que les 
contraintes (macroscopiques) des structures homogènes équivalentes correspondent aux 
moyennes des contraintes (microscopiques) des structures perforées. Cette cohérence justifie les 
modules effectifs de compressibilité plane.  

Lorsqu’on trace les champs des contraintes suivant des facettes traversant des trous (pour le cas 
de la structure perforée), les valeurs des contraintes microscopiques extraites des facettes 
traversant les trous (Figure 4.29) sont plus élevées que celles extraites sur les facettes ne traversant 
pas de trous (Figure 4.27 et Figure 4.28). Elles sont maximales sur les parois des trous. Cela met en 
évidence l’influence des hétérogénéités (trous circulaires) sur le comportement local 
microscopique. Les allures des contraintes microscopiques suivant des facettes passant par des 
trous (Figure 4.29) sont proches de la répartition des contraintes orthoradiales à proximité d’une 
galerie circulaire en milieu semi-infini élastique et soumis à un état de contraintes homogène 
isotrope. La Figure 4.29 montre aussi que les champs locaux microscopiques ne correspondent 
pas aux champs moyens macroscopiques. C’est une évidence puisque c’est sur les facettes 
entrecoupées de trous que la structure perforée compense les vides (trous). Toutefois, l'intégrale 
des contraintes suivant la facette entrecoupée de trous reste compatible avec celles ne traversant 
pas les trous. Ce constat suscite la nécessité de relocaliser les champs de contraintes et/ou de 
déformations à l’échelle de la géométrie réelle hétérogène une fois les champs moyens 
macroscopiques connus puisque les zones proches des singularités sont privilégiées par les 
concentrations de contraintes. 
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Figure 4.27 : Contraintes horizontales suivant le contour gauche des structures (types 1 et 2 & 

Perforées et homogènes) 
Calculs 2 : structures soumises à une variation de température uniforme et les déplacements normaux aux 

contours sont bloqués (Figure 4.23) 
 
 

 
 

 

a) Type 1

b) Type 2
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Figure 4.28 : Contraintes verticales suivant la mi-hauteur des structures (types 1 et 2 & Perforées et homogènes) 

(Calculs 2 : Figure 4.23) 
Calculs 2 : structures soumises à une variation de température uniforme et les déplacements normaux aux 

contours sont bloqués (Figure 4.23) 
 
 
 
 
 
 

a) Type 1

b) Type 2
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Figure 4.29 : Distributions des contraintes verticales suivant deux facettes (verticale et horizontale : 
illustration avec la structure types 1) 

Calculs 2 : structures soumises à une variation de température uniforme et les déplacements normaux aux 
contours sont bloqués (Figure 4.23) 
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c) Calculs 3 

Les calculs sont réalisés en déformations planes. Les contours supérieur, inférieur et gauche de la 
structure sont encastrés tandis que le contour droit est laissé libre. Une variation de température 
uniforme de 25°C est imposée à la structure (Tableau 4.6). La Figure 4.30 présente les déformées 
de la structure type 1 et de la structure homogénéisée associée.  

  
 
 
 
 

Déformées des structures 
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Figure 4.30 : Déformés des structures (Illustration : structure type 2) 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
 

 

 

a) Structure perforée

b) Structure homogénéisée
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La distribution des contraintes horizontales xxσ  suivant le contour gauche (Figure 4.31) laisse 
apparaître des oscillations très marquées sur les points situés sur les extrémités de ce contour et 
dont les amplitudes sont sensiblement identiques, pour les deux structures (type 1 et type 2). Ceci 
est la conséquence de l’équilibre par rapport aux sollicitations thermiques et les conditions aux 
limites mécaniques. Le modèle homogénéisé, quant à lui, donne des champs de contraintes 
uniformes et réguliers sur le contour gauche. La comparaison des comportements des deux 
structures (type 1 et type 2), sur la Figure 4.31, montre que les contraintes moyennes horizontales 
calculées avec la structure homogénéisée type 2 sont plus faibles que celles calculées avec la 
structure type 1. Ceci s’explique par le fait que les propriétés thermoélastiques effectives de la 
structure type 2 sont plus faibles que celles de la structures type 1 (Tableau 4.5). On remarque 
aussi qu’avec un plus grand nombre de rangées verticales (Figure 4.31 : type 2), plus on s’éloigne 
des extrémités du contour gauche, plus l’amplitude des fluctuations des contraintes locales 
diminue. Toutefois, cet amortissement des fluctuations semble se compenser par l’augmentation 
de l’écart des contraintes locales avec les contraintes moyennes sur les extrémités de ce contour 
gauche. 

La distribution des contraintes verticales yyσ  suivant la mi-hauteur des structures (Figure 4.32) 
montre une cohérence quasi-parfaite des champs moyens avec les champs locaux. La tendance 
des courbes est correcte dans la mesure où la valeur des contraintes verticales est minimale à 
proximité du contour droit (Figure 4.33). 

Afin de mieux analyser les résultats, on a tracé, pour la structure type 2, les allures des contraintes 
horizontales (Figure 4.34 et Figure 4.35) et des déplacements horizontaux (Figure 4.38) suivant des 
lignes verticales ainsi que celles des contraintes verticales (Figure 4.36 et Figure 4.37) suivant des 
lignes horizontales. La Figure 4.34 et Figure 4.35 montrent que la valeur des contraintes 
horizontales macroscopiques xxσ  reste constante suivant le sommet et la base de la structure et 
varient très peu et lentement avec l’axe des abscisses x.  

On remarque sur la Figure 4.34 que les contraintes horizontales locales xxσ  sur des lignes 
verticales passant par des tous ( )m30etm5x =  sont plus élevées, en intensité, et ne s’accordent 
pas avec les contraintes macroscopiques homogènes sur les facettes correspondantes. On a 
évoqué, plus haut, que la présence des trous modifie la distribution des contraintes locales tandis 
que le modèle macroscopique donne, en principe, des champs moyens malgré une perturbation 
évidente à proximité du contour droit (Figure 4.33).  

La Figure 4.35 montre la distribution des contraintes horizontales sur des lignes verticales proches 
du contour droit. Elle affiche une certaine concordance entre les champs locaux avec les champs 
macroscopiques, et même, pour des lignes entrecoupées par des trous (x = 65 m). Cela met en 
évidence les effets du bord (côté droit libre) sur les lignes voisines. Néanmoins, les valeurs sont 
assez différentes pour les points situés sur le somment et la base de la structure. 

Les distributions des contraintes verticales suivant des lignes horizontales sont présentées par la 
Figure 4.36 et la Figure 4.37. Les contraintes moyennes yyσ  sont constantes à quelques différences 
près suivant les abscisses avant qu’elles se dispersent à proximité du contour droit. Les valeurs 
maximale des yyσ  sont localisées au voisinage des points d’intersection des contours supérieurs et 
inférieurs avec le contour droit. La dispersion des valeurs au voisinage du contour droit est due 
aux effets de bord. On remarque, comme pour le cas de la Figure 4.34, que les contraintes 
verticales microscopiques yyσ  sont plus fortes en intensité sur les lignes traversant des trous 
( m55etm30,m5y =  : figures 4.36 et 4.37). 
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La Figure 4.37 confirme que les lignes m10etm5,m0y = sont respectivement symétriques aux 
lignes m50etm55,m60y =  par rapport à l’horizontale m30y = . La Figure 4.38 présente 
l’allure des déplacements horizontaux suivant des lignes verticales. La correspondance entre les 
champs de déplacements locaux et les champs macroscopiques est satisfaisante. La comparaison 
des isovaleurs des déplacements horizontaux sur la Figure 4.39 confirme la cohérence du champ 
local avec le champ moyen macroscopique.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.31 : Distributions des contraintes horizontales suivant le contour droit des structures (types 1 et 2 & 
Perforées et homogènes) 

Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 
supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 

 

 a) Type 1

b) Type 2
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Figure 4.32 : Distributions des contraintes verticales suivant la mi-hauteur des structures (types 1 et 2 & 

Perforées et homogènes) 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
 
 
 
 

a) Type 1

b) Type 2
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Figure 4.33 : Cartes des contraintes horizontales, en Pa, dans la structure type 2 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
 
 
 
 
 
 

a) Structure perforée

b) Structure homogénéisée
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Figure 4.34 : Distributions des contraintes horizontales suivant des lignes verticales de la structure types 2 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
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Figure 4.35 : Distributions des contraintes horizontales suivant des lignes verticales de la structure types 2 
 

 

 
Figure 4.36 : Distributions des contraintes verticales suivant des lignees horizontales de la structure type 2 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
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Figure 4.37 : Distributions des contraintes verticales suivant des lignes horizontales de la structure type 2 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
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Figure 4.38 : Déplacements horizontaux suivant des lignes verticales de la structure type 2 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
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Figure 4.39 : Cartes des déplacements horizontaux, en m, de la structure type 2 
Calculs 3 : structures soumises à une variation de température uniforme et les contours gauche, inférieur et 

supérieur sont encastrés (Figure 4.23) 
 

 

a) Structure perforée

b) Structure homogénéisée
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4.3.4 Remarques 

La comparaison avec la théorie des modules effectifs et avec l’approche d’homogénéisation 
périodique (JCM) a montré que les modules élastiques effectifs issus de la méthode proposée ne 
dépendent pas de la taille du VER considéré. Dans des conditions similaires, elle donne des 
résultats très proches de ceux obtenus par Michel et al. (2001 ; [78]). Ces deux points sont 
importants puisqu’ils mettent en évidence la performance de la méthode de détermination des 
modules élastiques effectifs proposée. Par ailleurs, la comparaison avec la méthode auto-
cohérente et avec les bornes de Hashin-Shtrikman a été satisfaisante. En effet, les résultats 
obtenus avec la méthode proposée sont non seulement encadrés par les bornes de Hashin-
Shtrikman mais surtout proches de ceux donnés par le modèle auto-cohérent. Enfin, le 
comportement d’une structure perforée a été comparé avec celui de son homologue 
homogénéisé. Les résultats des modélisations numériques ont montré que le modèle 
homogénéisé représente parfaitement le comportement thermoélastique effectif équivalent à la 
structure hétérogène de référence. 

 

4.4 Applications sur un réseau de galeries de stockage profond 

On dispose maintenant d’une démarche d’homogénéisation qui permet de décrire le 
comportement thermoélastique effectif d’une structure hétérogène. On suppose que le caractère 
hétérogène de l’installation de stockage n’est pas dû au fait de l’existence de différentes phases 
dans la structure. En effet, on ne prend pas en compte le caractère biphasé à cette échelle. C’est 
tout simplement la présence de réseaux de galeries de stockage creusées dans le massif rocheux 
qui complique l’étude du comportement thermomécanique de l’installation de stockage.  

 

4.4.1 Représentation du modèle de référence hétérogène 

On considère la section d’une coupe transversale d’un module de stockage caractérisée par une 
structure périodique biphasée (Figure 4.40) : massif rocheux et cavité. Pour pouvoir définir le 
VER, on a adopté les hypothèses suivantes : 

• l’hétérogénéité est la cavité, 

• la périodicité du réseau se produit uniquement le long de la direction horizontale x, 

• la longueur des cavités est suffisamment longue par rapport à leur diamètre pour qu’on 
puisse considérer une épaisseur unité comme dimension perpendiculaire à sa section, 

• les limites supérieures et inférieures du VER suivant la direction verticale seront fixées à 5 
diamètres de la cavité puisque celle-ci se située en milieu profond. 

 

Par conséquent, le VER choisi est représenté par la cellule de base (Figure 4.41) d’épaisseur unité 
L, de volume V , constitué par un domaine 1V  de contour 1V∂  et d’un vide cylindrique 2V , de 
contour 2V∂ . Sa largeur d correspond à l’entraxe du réseau des cavités de diamètre D. La hauteur 
du VER est fixée à D5h =  afin de respecter les recommandations concernant le maillage des 
ouvrages en géotechnique selon Mestat et al. (2000 ; [76]). On considère que l’axe z du repère 
rectangulaire (x, y, z) est confondu avec l’axe de la cavité cylindrique. Notons que pour des 
raisons de symétries, le quart de ce VER adopté peut constituer un VER. Les caractéristiques 
géométriques et physiques du VER sont présentées dans le Tableau 4.7. 
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Figure 4.40 : Schéma du matériau présentant des cavités périodiques  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 4.41 : Description du VER 

 
Diamètre des cavités, D [m] 2,5 

Hauteur, h [m] 25 

Epaisseur, L [m] 1 

Entraxe (largeur), d [m] 7,5 – 9 – 10 –15 – 18 

Module d’Young, E [MPa] 3620 

Coefficient de Poisson, ν  0,3 

Masse volumique, ρ [kg/mP

3
P] 2450 

Coefficient de conductivité thermique, k [WmP

-1
P°CP

-1
P] 1,89 

Coefficient de dilatation thermique, α [°CP

-1
P] 10 P

-5
P
 

 
Tableau 4.7 : Caractéristiques géométriques et thermoélastiques du VER 

VER

Roche

Galeries ou cavités

d
L

h

1V∂

xz 

y 

2V∂
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4.4.2 Comportement thermoélastique homogène équivalent 

4.4.2.1 Coefficients d’élasticité effectifs 
Conformément à la structure du VER, le comportement homogène équivalent est orthotrope et 
s’écrit sous la forme (4.64) avec (4.66) et (4.67). Le Tableau 4.8 présente les composantes du 
tenseur d’élasticité effectif pour les différentes dimensions de l’entraxe. 

 
Entraxe, d [m] 7,5 9 10 15 18 

1111C~  [MPa] 4537 4581 4605 4685 4715 

2211C~  [MPa] 1875 1912 1930 1984 2002 

3311C~  [MPa] 1924 1948 1961 2001 2015 

1122C~ [MPa] 1875 1912 1930 1984 2002 

2222C~  [MPa] 4467 4538 4572 4675 4709 

3322C~  [MPa] 1903 1935 1951 1998 2013 

1133C~ [MPa] 1924 1948 1961 2001 2015 

2233C~  [MPa] 1903 1935 1951 1998 2013 

3333C~  [MPa] 4673 4706 4723 4772 4789 

2323C~  [MPa] 1258 1300 1309 1337 1346 

1212C~  [MPa] 1292 1310 1319 1345 1353 

3131C~  [MPa] 1312 1320 1325 1342 1349 

 
Tableau 4.8 : Composantes des matrices des matrices des rigidités équivalentes 

 

Le Tableau 4.9 présente les coefficients élastiques homogènes équivalents calculés pour les 
différentes dimensions de l’entraxe. On remarque que les valeurs des coefficients de Poisson 
effectifs ne varient que très peu de la valeur initiale du coefficient de Poisson local ν . Cela 
signifie que l’influence du trou sur les contractions du matériau homogène équivalent est 
négligeable. L’influence du trou est, par ailleurs, inexistante dans la contraction suivant la 
direction 3 puisque ν==ν=ν 300,0~~

3132  (Tableau 4.9) car l’axe du trou cylindrique coïncide avec 
la direction 3. Le comportement homogène équivalent est proche du comportement élastique 
isotrope transverse lorsque l’entraxe atteint sa dimension maximale. Le Tableau 4.10  et la Figure 
4.42 présentent respectivement les pourcentages et l’allure des taux d’affaiblissement du module 
de Young du matériau homogène équivalent par rapport au module initial du massif rocheux 
suivant les trois directions (x, y et z) et en fonction du rapport cavité/entraxe. On remarque sur la 
Figure 4.42 que l’orientation du trou suivant la direction 3 a la même influence suivant les 
directions 1 et 2 malgré la légère différence qui subsiste provenant de la forme rectangulaire du 
VER. En revanche, plus l’entraxe des cavités est grand, plus cette différence se réduit jusqu’à ce 
qu’elle n’apparaisse plus pour une dimension maximale de l’entraxe. 
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Entraxe, d [m] 7,5 9 10 15 18 

1E~  3422 3445 3458 3504 3522 

2E~  3374 3415 3435 3497 3518 

3E~  3525 3541 3549 3572 3581 

12
~ν  0,296 0,297 0,297 0,299 0,299 

13
~ν  0,291 0,292 0,292 0,294 0,295 

23
~ν  0,287 0,289 0,290 0,294 0,295 

21
~ν  0,291 0,294 0,295 0,298 0,299 

31
~ν  0,300 0,300 0,300 0,300 0,300 

32
~ν  0,300 0,300 0,300 0,300 0,300 

23G~  1258 1300 1309 1337 1346 

31G~  1312 1320 1325 1342 1349 

12G~  1292 1310 1319 1345 1353 

 
Tableau 4.9 : Coefficients élastiques homogènes équivalents du réseau de galerie 

 

 

 
Figure 4.42 : Taux d’affaiblissement des modules de Young effectifs en fonction du rapport cavité/entraxe 
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Le module d’Young dans la direction 3 est égal au module initial de la roche corrigé de la cavité 
puisque son taux d’affaiblissement correspond parfaitement à la fraction volumique de la cavité 
(Tableau 4.10). Cela est dû au fait que l’axe du trou est confondu à la direction 3. On remarque 
que plus les cavités se rapprochent les unes des autres (c’est à dire : l’entraxe d est petit), plus le 
taux d’affaiblissement du module de Young est grand, qu’elle que soit la direction considérée. 

 

 
Affaiblissement [%] Rapport cavité-entraxe  

D/d 
Fraction volumique de la 

cavité [%] 
1E~  2E~  3E~  

0,33 2,62 5,47 6,80 2,62 

0,28 2,18 4,83 5,66 2,18 

0,25 1,96 4,48 5,11 1,96 

0,17 1,31 3,20 3,40 1,33 

0,14 1,09 2,70 2,82 1,08 
 

Tableau 4.10 : Taux d’affaiblissement du module de Young 
 

4.4.2.2 Coefficients de conductivité thermique effectifs 

Le transfert thermique s’effectue dans un milieu orthotrope. Le tenseur de conductivité 
thermique homogène effectif est une matrice symétrique écrite sous la forme : 
 

(4.121) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

33

22

11

k~00
0k~0
00k~

 

 

Le Tableau 4.11 présente les résultats des calculs des composantes des tenseurs de conductivité 
thermique pour les différentes dimensions de l’entraxe. Le Tableau 4.12 et la Figure 4.43 présentent 
respectivement les pourcentages et l’allure des taux d’affaiblissement des coefficients de 
conductivité thermique effectifs du matériau homogène équivalent par rapport au coefficient de 
conductivité thermique initial du massif rocheux suivant les trois directions (x, y et z) et en 
fonction du rapport cavité/entraxe. Certaines constatations faites à propos des coefficients 
d’élasticité effectifs se révèlent également en ce qui concerne les coefficients de conductivité 
thermique effectifs. On remarque que l’orientation du trou suivant la direction 3 a la même 
influence suivant les directions 1 et 2 puisque 2211 k~k~ ≈ . La légère différence qui subsiste 
provient de la forme rectangulaire du VER. Le coefficient de conductivité thermique suivant la 
direction 3 est égal au coefficient de conductivité initial de la roche corrigé de la cavité puisque 
son taux d’affaiblissement correspond à la fraction volumique de la cavité (Tableau 4.12). On 
remarque que plus les cavités se rapprochent les unes des autres, plus l’affaiblissement du 
coefficient de conductivité thermique effectif augmente quelle que soit la direction considérée. 
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Entraxe, d [m] 7,5 9 10 15 18 

11k~  [WmP

-1
P°CP

-1
P] 1,80 1,81 1,82 1,84 1,85 

22k~  [WmP

-1
P°CP

-1
P] 1,79 1,81 1,82 1,84 1,85 

33k~  [WmP

-1
P°CP

-1
P] 1,84 1,85 1,85 1,86 1,87 

 
Tableau 4.11 : Coefficients de conductivité thermique effectifs 

 
 

Affaiblissement [%] Rapport cavité-entraxe  
D/d 

Fraction volumique de la 
cavité [%] 

11k~  22k~  33k~  

0,33 2,62 4,76 5,34 2,65 

0,28 2,18 4,23 4,39 2,12 

0,25 1,96 3,70 3,92 1,96 

0,17 1,31 2,65 2,59 1,32 

0,14 1,09 2,12 2,12 1,06 

 
Tableau 4.12 : Taux d’affaiblissement des coefficients de conductivité thermique 

 
 

 
Figure 4.43 : Taux d’affaiblissement des coefficients de conductivité thermique effectifs en fonction du rapport 

cavité/entraxe 
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4.5 Conclusions 

L’objectif principal de ce chapitre a été de modéliser le comportement thermomécanique 
d’ouvrages de stockage à grande échelle. Dans cette perspective, la méthode d’homogénéisation 
de milieux à structure périodique a été retenue pour décrire le comportement thermoélastique 
homogène équivalent du milieu hétérogène de référence.  

Quelques rappels sur la technique d’homogénéisation sont présentés au début du chapitre. On 
précise, notamment, l’importance du choix de l’échelle de description de la microstructure, selon 
les phénomènes auxquels on s’intéresse, dans le passage micro-macro. Puis, on montre que la 
notion de macro homogénéité est un artifice important qui permet d’affecter à un volume 
élémentaire représentatif (VER) du matériau hétérogène de référence un comportement 
homogène équivalent lequel est exprimé par des champs homogènes macroscopiques. Ensuite, 
les principales étapes de la méthodologie d’homogénéisation ont été passées en revue. Enfin, les 
principales méthodes d’homogénéisation telles que la théorie de module effective, les 
approximations de Voigt et Reuss ainsi que l’homogénéisation des milieux périodiques ont été 
résumées. 

La théorie des modules effectifs consiste à imposer des conditions homogènes en contraintes ou 
en déformations sur le contour du VER et à déterminer les champs locaux correspondant à celui-
ci. Les propriétés énergétiques liées à cette méthode ont montré que la condition homogène en 
déformations donne de modules plus grands que la condition en contraintes homogènes. Les 
approximations de Voigt et Reuss supposent que le module élastique effectif est égal à la 
moyenne spatiale des modules élastiques des constituants du VER ; ce qui revient à surestimer le 
module élastique effectif. L’homogénéisation des milieux périodiques est la méthode la plus 
fréquemment utilisée. De manière classique, elle cherche des variables à double échelle sous une 
forme asymptotique. En faisant tendre le rapport de l’échelle locale avec celle macroscopique vers 
zéro, on obtient les équations homogénéisées. Les termes d’ordre supérieur à 1 peuvent 
éventuellement être pris en compte. 

Dans la section suivante, une formulation d’homogénéisation périodique a été proposée. Elle 
consiste à chercher des variables périodiques composer par une partie homogène et une partie 
fluctuante périodique liée à l’hétérogénéité. Cette approche a été donc mis en œuvre pour 
déterminer par la méthode des éléments finis le comportement thermoélastique effectif d’une 
structure périodique.  

La validation du comportement thermoélastique homogène effectif a été satisfaisant puisqu’elle a 
permis de situer les résultats obtenus par rapport aux autres méthodes d’homogénéisation et à des 
résultats de référence. Cette méthode donne une estimation identique aux autres approches 
d’homogénéisation périodique. La comparaison avec la méthode auto-cohérente et les bornes de 
Hashin-Shtrikman ont montré une bonne cohérence des résultats. Enfin, la comparaison du 
comportement thermoélastique homogène équivalent avec celui de la structure hétérogène de 
référence, par des modélisations numériques, a montré que le modèle thermoélastique homogène 
équivalent reproduit bien le comportement thermoélastique de la structure hétérogène réelle. 
Toutefois, ces calculs ont montré la nécessité d’une démarche inverse complémentaire afin de 
recalculer les champs de contraintes et de déformations à l’échelle locale à partir des champs 
homogènes effectifs connus. 
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Cette étude s’inscrit dans le cadre de l’évaluation de la sûreté des stockages de déchets radioactifs 
en formation géologique profonde. Elle fait partie des études supports nécessaires à l’analyse de 
la démonstration de faisabilité d’une éventuelle installation de stockage. Dans ce contexte, bon 
nombre d’études réalisées jusqu’à ce jour ont porté essentiellement sur des analyses soit à l’échelle 
des échantillons de roches soit à l’échelle des ouvrages individuels. A l’heure actuelle, il manque 
des moyens et des méthodes qui permettent d’analyser le comportement thermomécanique global 
de l’installation de stockage. Le but de ce travail de recherche est de proposer des approches 
théoriques et numériques qui permettent de modéliser le comportement thermoélastique des 
ouvrages souterrains de stockage à grande échelle. 

Après une présentation d’un état des connaissances sur les aspects thermomécaniques liés au 
stockage souterrain des déchets radioactifs, des modélisations numériques du comportement 
thermoélastique d’une alvéole individuelle et d’un réseau de galerie en 2D et en 3D ont été 
réalisées par une approche discrète classique. Cette approche préliminaire a été nécessaire 
puisqu’elle a pu être confrontée avec des solutions analytiques connues d’une part, d’autre part, 
elle a permis d’analyser les mécanismes à l’échelle des galeries en fonction de la dimension et d’un 
éventuel chargement thermique. Les résultats obtenus ont été par ailleurs satisfaisant dans sont 
ensemble. Toutefois, la modélisation du comportement thermoélastique d’un réseau de galerie ou 
d’une installation de stockage par l’approche discrète demeure une analyse approximative dans la 
mesure où des hypothèse parfois très fortes. Sans ces hypothèses simplificatrices, l’approche 
discrète serait pénalisante et laborieuse pour modéliser le comportement global d’un stockage. 
Une méthode de modélisation numérique par homogénéisation a été proposée pour pallier à ce 
problème. Elle consiste à assimiler la zone de stockage à un milieu périodique. Puis par des 
formulations théoriques et des procédures numériques d’homogénéisation ainsi élaborée, on 
détermine le comportement thermoélastique homogène effectif du milieu périodique de référence 
sur son Volume Elémentaire représentatif. Une fois le comportement thermoélastique global 
connu, il suffit de l’introduire dans un calcul classique sur le modèle global avec l’avantage 
d’effacer les hétérogénéités géométriques ou matérielles. Ce calcul permet ainsi de déterminer les 
champs des contraintes et/ou des déplacements homogènes macroscopiques. Après cela, une 
démarche inverse est nécessaire pour connaître les champs des contraintes et/ou des 
déformations locaux. 

L’approche proposée a été validée avant l’application aux ouvrages souterrains de stockage des 
déchets radioactifs. La validation a été satisfaisant puisqu’elle a permis de situer les résultats 
obtenus avec la méthode proposée par rapport aux autres méthodes d’homogénéisation et à des 
résultats de référence. On a constaté qu’elle donne de résultats conformes aux autres approches 
d’homogénéisation périodique. L’application sur un réseau de galeries de stockage souterrain a 
permit seulement de déterminer son comportement thermoélastique homogène effectif. 
Toutefois, on n’a pas pu réaliser de modélisations numériques par homogénéisations complètes. 
Par ailleurs, cette approche nécessite d’une démarche inverse complémentaire afin de recalculer 
les champs de contraintes et de déformations à l’échelle locale à partir des champs homogènes 
effectifs connus. 
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On dispose maintenant d’un outil qui permet de modéliser le comportement thermoélastique 
d’une installation de stockage à grande échelle. En perspective, cet outil mérite une application 
complète sur un réseau de galerie avec des configurations de chargement particulières. Aussi, une 
extrapolation de cette approche dans le temps est nécessaire compte tenu de la longue vie des 
déchets radioactifs destinés au stockage souterrain. Autrement dit, il convient d’étendre la 
méthode d’homogénéisation proposée ici en thermoviscoplasticité. 
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Annexe I : Comparaison des distributions des contraintes et déplacements 
dans la section courante de l’alvéole calculés en 2D et en 3D 

 

Annexe I.1 : Contraintes ZZ en [MPa] dans la section CC, calculées en 3D 

 
Annexe I.2 : Contraintes ZZ en [MPa] dans la section CC, calculées en 2D 
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Annexe I.3 : Contraintes YY en [MPa]  dans la section CC, calculées en 3D 

 
 

 
Annexe I.4 : Contraintes YY en [MPa] dans la section CC, calculées en 2D 
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Annexe I.5 : Contraintes XX en [MPa] dans la section CC, calculées en 3D 

 
 

 
Annexe I.6 : Contraintes XX en [MPa] dans la section CC, calculées en 2D 
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Annexe I.7 : Champ des déplacements en [m] dans la section CC, calculées en 3D 

 
 

 
Annexe I.8 : Champ des déplacements en [m] dans la section CC, calculées en 2D 
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Annexe I.9 : Second invariant du tenseur des déformations dans la section CC, calculées en 3D 

 
 

 
Annexe I.10 : Second invariant du tenseur des déformations la section CC, calculées en 2D 
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Annexe II : Distribution des contraintes et déplacements à l’entré et au bout 
de l’alvéole de stockage (sections DD et EE) 

 

 
Annexe II.1 : Contraintes ZZ en [MPa] dans la section DD, calculées en 3D  

 
 

 
Annexe II.2 : Contraintes YY en [MPa] dans la section DD, calculées en 3D 
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Annexe II.3 : Contraintes XX en [MPa] dans la section DD, calculées en 3D 

 
 

 
Annexe II.4 : Contraintes ZZ en [MPa] dans la section EE, calculées en 3D 
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Annexe II.5 : Contraintes YY en [MPa] dans la section EE, calculées en 3D 

 
 

 
Annexe II.6 : Contraintes XX en [MPa]  dans la section EE, calculées en 3D 
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