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INTRODUCTION

Présentation générale.

Cette thése a pour objet de montrer qu’il existe, dans le cadre de la géométrie analytique
non archimédienne, une théorie du potentiel formellement identique a celle classiquement
développée sur les courbes analytiques complexes (surfaces de Riemann). Considérées simul-
tanément, les théories du potentiel associées aux différentes valeurs absolues sur Q ont des
applications a larithmétique des (Q-)courbes algébriques.

Si cet avatar non archimédien de la classique théorie du potentiel est une émanation na-
turelle de la géométrie analytique, il convient d’ores et déja de préciser que les motivations
présidant a ce travail sont, initialement, de nature arithmétique. Le théoréme de Fekete-Szegd,
concernant l’existence d’entiers algébriques dont les plongements complexes satisfont & cer-
taines conditions de nature géométrique, établit un lien entre la théorie du potentiel sur C
et la théorie des nombres. Comme 'ont observé J.-B. Bost [11] et R. Rumely 28], ce théo-
réme peut s’'interpréter dans le cadre d’une généralisation de la théorie d’Arakelov originelle
faisant intervenir, aux places archimédiennes, des fonctions de Green provenant de la théorie
du potentiel.

Reprenant en partie des idées de D. Cantor, R. Rumely parvint & établir une vaste généra-
lisation du théoréme de Fekete-Szegs a un cadre adélique (|26]), la droite affine étant de plus
remplacée par un ouvert affine (dense) d’une courbe algébrique propre X sur Q. Il transposa
pour ce faire plusieurs résultats de la théorie du potentiel usuelle dans un contexte non archi-
médien mais les « pathologies » de I'espace topologique X(C,), C, désignant la complétion
d’une cloture algébrique de @, sont la source d’un certain nombre de difficultés : I'absence de
connexité locale s’oppose & une définition locale de la notion de fonction harmonique tandis
que la théorie de la mesure est rendue plus délicate du fait du défaut de compacité locale.
La théorie non archimédienne du potentiel, telle que nous la décrivons dans ce travail, uti-
lise 'approche de la géométrie analytique non archimédienne inaugurée par V.G. Berkovich,
laquelle fournit, en particulier, des espaces topologiques localements compacts et localement
connexes par arcs. Comme nous le constaterons a posteriori, le point de vue adopté dans cette
thése prolonge et simplifie les premiers travaux de Rumely.

Il peut étre utile de rappeler, dans les grandes lignes, quel fut le développement historique
de la géométrie analytique non archimédienne, notre travail étant un sous-produit du point de
vue nouveau introduit par V.G. Berkovich. Soit k un corps complet pour une valeur absolue
non archimédienne |.| : & — R>g, supposée non triviale. Les premiers fondements d'une géo-
métrie analytique sur k£ ont été établis par J. Tate aux alentours de 1960 puis développés par
L. Gerritzen, H. Grauert, R. Kiehl, R. Remmert, etc. au cours des années qui suivirent. Les
espaces analytiques sont obtenus par recollement de piéces locales, dites affinoides, décrites
en termes d’algébres de séries formelles convergentes; toutefois, la nature ultramétrique de
la valeur absolue |.| rendant la topologie naturelle totalement discontinue, les procédés de
localisation mis en ceuvre doivent relever d’'une topologie de Grothendieck garantissant sufhi-
samment de « rigidité ». Cette géométrie rigide-analytique permet, par exemple, d’associer a
tout k-schéma localement de type fini X un espace (rigide-)analytique X?", dont I’ensemble
sous-jacent est celui des points fermés de X. Fondamentale mais implicite durant cette pre-
miére phase, l'idée d’A. Grothendieck de concevoir les espaces (rigide-)analytiques comme
fibres génériques de schémas formels (voir I'introduction de [21]) a été introduite et élaborée
par M. Raynaud vers 1969, paralléelement aux travaux de D. Mumford sur 'uniformisation non



archimédienne des courbes algébriques. Cette réduction de la géométrie (rigide-)analytique a
la géométrie formelle fut développée systématiquement par S. Bosch, W. Lutkebohmert et M.
Raynaud une dizaine d’années plus tard.

V.G. Berkovich introduit un point de vue nouveau dans le livre [3] : toute algebre k-
affinoide A est naturellement une algébre de fonctions sur un espace topologique compact
et localement connexe par arcs M(A) (son spectre) et les espaces k-analytiques généraux
s’obtiennent par recollement de tels espaces M(A), essentiellement de la méme fagon que 1'on
obtient un polyedre en recollant des polytopes. L’espace topologique sous-jacent & un espace
k-analytique X est localement compact et localement connexe par arcs; on dispose également
d’une topologie de Grothendieck sur X, « engendrée » par les domaines k-affinoides, et le
faisceau structural Ox de X est défini & partir de la correspondance M(A) — A; c’est un
faisceau sur 'espace topologique sous-jacent ainsi que sur le site de Grothendieck de X.

L’espace Sp(A) associé a une algébre k-affinoide du point de vue de Tate est naturelle-
ment un sous-ensemble de M(A) sur lequel la topologie induite est totalement discontinue
et l'on peut toujours définir la fibre générique X, d’un Spf(k°)-schéma formel &X' localement
de présentation finie. Comme précédemment, & tout k-schéma localement de type fini X est
associé un espace k-analytique X?" au sens de Berkovich et 1'on dispose d’une application
p: X — X (sous-jacente a un morphisme de sites) telle que la fibre de p au-dessus d'un
point x de X soit en bijection avec I’ensemble des valeurs absolues sur le corps résiduel x(x)
de z prolongeant la valeur absolue de k. Dans la théorie rigide-analytique antérieure, seuls
interviennent les points fermés de X, pour lequels il existe un unique prolongement de la
valeur absolue de k a x(x).

On le voit, 'un des aspects les plus prégnants de 'approche de Berkovich est 'introduction
de nombreux points supplémentaires dans les espaces analytiques. Outre le fait d’instaurer la
connexité locale faisant défaut dans le cadre initial, la présence de ces points permet de définir
des structures polyédrales dans les fibres génériques &, de certains Spf(k°)-schémas formels
X ; de maniére générale, I'utilisation des idées de Berkovich enrichit fortement la conception de
Grothendieck/Raynaud des espaces analytiques comme fibres génériques de schémas formels.

Venons-en a la théorie du potentiel sur une courbe (strictement) k-analytique lisse X, vue
comme un espace localement annelé (|X|, Ox).

H. Bauer, M. Brelot et J. Doob ont développé une approche axiomatique de la théorie du
potentiel classique, ayant comme point de départ un espace topologique muni d’un faisceau
‘H de (germes de) fonctions réelles continues qui posséde les mémes propriétés formelles que
le faisceau des germes de fonctions hamoniques sur R” : principe du maximum, principe de
Harnack et résolubilité locale du probléme de Dirichlet. L’idée initiale de cette thése était
ainsi d’introduire un faisceau Hy convenable sur I'espace topologique |X| et d’utiliser cette
approche axiomatique.

Il est bien connu qu’une fonction réelle h sur une surface de Riemann M est harmonique
si et seulement si elle coincide localement avec la partie réelle d’une fonction holomorphe g;
utilisant la formule Re(g) = log | exp og|, il est équivalent de demander que h soit localement
de la forme Log | f|, f étant une fonction holomorphe inversible. Cette définition se transporse
immédiatement dans un contexte non archimédien et il semble raisonnable de considérer le
faisceau Fy sur | X| associé au préfaisceau faisant correspondre & un ouvert U C |X| le sous-
espace vectoriel de CO(U,R) engendré par les fonctions de la forme log|f|, f € (U, O%).
On constate toutefois rapidement que cette construction ne produit pas, en général, assez
de fonctions harmoniques — le probléme de Dirichlet, concernant 1’existence d’une fonction
harmonique sur un ouvert induisant une fonction continue donnée sur la frontiére, n’est pas



iii

toujours localement résoluble —; elle est toutefois correcte lorsque le corps résiduel k de k est
algébrique sur un corps fini (ou si X est localement isomorphe a la droite projective), comme
on le constatera rétrospectivement au paragraphe 2.3.4.

Une meilleure définition repose sur l'utilisation de structures polyédrales existant naturel-
lement dans les espaces k-analytiques (au sens de Berkovich) ; dans le cas que 1'on considére,
celui d’une courbe strictement k-analytique lisse X, le théoréme de réduction semi-stable de
Bosch et Liitkebohmert (|9]) permet de ramener systématiquement ’espace topologique sous-
jacent | X| a des polyédres entiers de dimension 1 (ou, de maniére équivalente, a des graphes
métrisés), naturellement plongés dans |X|. Ayant observé que, pour toute section f de O%,
la fonction log | f| provient de fonctions harmoniques (en un sens évident) sur ces polyedres,
la définition du faisceau Hy devient claire et ses propriétés fondamentales se déduisent sans
difficulté de la théorie du potentiel sur les polyédres entiers (de dimension 1). Mentionnons
que l'obstruction a 1’égalité Fx = Hx n’est guére mystérieuse : sur certaines composantes
irréductibles des fibres spéciales de Spf(k°)-courbes formelles dont X est la fibre générique,
les diviseurs de degré 0 doivent étre (rationnellement) principaux, ce qui n’est en général pas
le cas.

Nous illustrons cette approche axiomatique en transcrivant la méthode de Perron pour la
résolution du probléme de Dirichlet ; nous avons toutefois préféré poursuivre le développement
de la théorie d’un point de vue un peu différent, dicté par la nature des choses. Les propriétés
formelles du faisceau Hx conduisent en effet & introduire une notion de fonction lisse, congue
comme analogue non archimédien de la notion de fonction indéfiniment différentiable, et un
« opérateur de Laplace » sur les espaces de fonctions lisses, & valeur dans des espaces de
mesures sur |X| et s’annulant sur les fonctions harmoniques. Le point essentiel, maintenant,
est que 'on peut étudier cet opérateur dd® par le biais de la théorie des distributions, et ainsi
obtenir aisément tous les analogues des résultats de la théorie du potentiel sur les surfaces de
Riemann.

Les travaux de Rumely concernant la théorie non archimédienne du potentiel, déja men-
tionnés, sont également & l'origine de larticle [18] de E. Kani, dans lequel la géométrie des
courbes formelles est clairement reliée a une théorie du potentiel plus ou moints implicite sur
les fibres génériques. Cette observation, qui précise I'intuition premiére d’Arakelov tout en la
renversant, est & la source du travail effectué ici.

Nous avons choisi de réduire explicitement la théorie du potentiel sur la courbe strictement
k-analytique X a la théorie du potentiel sur les polyédres entiers de dimension 1. Ce point de
vue, s’il a ’avantage d’étre trés concret, introduit des complications inutiles. Nous terminerons
cette présentation en mentionnant qu’il est possible de développer la théorie plus simplement
a partir du préfaisceau Y ~ Log |Ox (Y)*| sur le site de Grothendieck X de X, permettant
d’obtenir directement le faisceau des (germes de) fonctions lisses et l'opérateur dd®. Cette
approche, inspirée par le travail de S. Bloch, H. Gillet et S. Soulé [6] devrait, de plus, permettre
d’aborder de maniére efficace la théorie du pluripotentiel en dimension supérieure (voir [14]
pour des motivations).

L’influence des idées de Berkovich et Kani sur la théorie que nous présentons est évidente ;
en fait, cette these est le fruit de la lecture de I’article [18] a la lumiére des travaux de Berkovich
(dont nous n’utilisons que les aspects les plus élémentaires) et son acte de naissance figure
trés précisément a la page 23 des notes |20] de B. Le Stum...

Plan.



Voici maintenant une bréve description du contenu de ce travail.

Le premier chapitre est une suite de considérations trés élémentaires sur les polyédres de
dimension 1 munis d'une structure entiére, laquelle est simplement la donnée, pour chaque
aréte a, d'un réseau entier dans ’espace vectoriel des fonctions affines réelles sur a. Si ces
objets ne sont pas autre chose que des graphes métrisés (déja introduits, avec des motivations
analogues, dans [26], [13], [32] et [29]), ce point de vue est plus adapté a la géométrie formelle.
Les polyedres entiers de dimension 1 fournissent le cadre d’une théorie du potentiel relevant
de D’algébre linéaire et sur laquelle il n’y a pas lieu de s’appesantir ; nous nous contentons de
rassembler les résultats qui seront utilisés ultérieurement.

Le deuxiéme chapitre s’ouvre par des rappels de géométrie analytique sur un corps non
archimédien k; nous en profitons pour fixer certaines conventions et introduire des notations.
On y précise, en particulier, que la notion de courbe k-analytique utilisée dans ce travail
est celle introduite au chapitre 3 de [3]; ceci garantit que tout point posséde un voisinage
strictement k-affinoide.

La suite du chapitre est dévolue & la construction du faisceau Hx des germes de fonctions
harmoniques sur une courbe strictement k-analytique lisse. On procéde pour ce faire en deux
étapes.

~ A toute Spf(k°)-courbe (formelle) simplement semi-stable X (voir la définition 2.2.8) est

associé un polyedre entier S(X) de dimension au plus 1 (le squelette de X'), d’espace
topologique sous-jacent une partie fermée de A}, ainsi qu'une rétraction 7 : X, — S(X).
Cette construction est fonctorielle pour les morphismes étales et vérifie une condition
de fonctorialité faible pour les morphismes quelconques de Spf(k°)-courbes simplement
semi-stables. L’application 7 permet de transférer sur &), les objets et résultats de la
théorie du potentiel sur le polyédre entier S(X), ce qui peut se concevoir comme une
généralisation de la notion de polygone de Newton (d’une série de Laurent). Ceci éclaire
par ailleurs la nature des « théories du potentiel locales » introduites par Kani dans [18].
Utilisant la version rigide-analytique du théoréme de réduction semi-stable établie par S.
Bosch et W. Liitkebohmert ([9]), les considérations précédentes conduisent a la définition,
pour tout espace strictement k-affinoide rig-lisse Y de dimension 1, de I'espace vectoriel
H(Y) des fonctions (réelles) continues sur Y qui sont harmoniques sur 'intérieur de Y ;
c’est un sous-espace vectoriel de C°(Y,R). Etant alors donnée une courbe strictement k-
analytique lisse X, le faisceau Hx des germes de fonctions harmoniques est défini comme
suit : une fonction (réelle) continue h sur un ouvert U de X est harmonique — c’est-a-dire
une section de Hy sur U - si et seulement si hjy € H(Y') pour tout domaine strictement
k-affinoide Y C U.

Nous concluons ce chapitre par une comparaison entre le faisceau Hx et le faisceau de
R-vectoriels sur X associé au préfaisceau Log |O%|, mettant en évidence I'obstruction qui
s’oppose, en général, & leur coincidence.

Le troisieme chapitre s’ouvre sur la vérification que le faisceau Hx posséde les propriétés
fondamentales attendues : principe du maximum, principe de Harnack et résolubilité locale du
probléme de Dirichlet. Ceci fait, nous introduisons le faisceau SHx des (germes de) fonctions
sous-harmoniques sur la courbe X en recopiant la définition classique : quel que soit I'ouvert
Q C X, une fonction semi-continue supérieurement v : Q@ — R U {—o0} est sous-harmonique
si elle n’est identiquement égale & —oo sur aucune composante connexe de {2 et, pour tout
domaine strictement k-affinoide Y C Q et toute fonction h € H(Y),

(hoy = wpay) = (h > uy).



Toute la suite du chapitre est consacrée a développement de la théorie du potentiel sur X,
c’est-a-dire 1’étude des faisceaux Hx et SHx. Leurs propriétés fondamentales permettent
d’ores et déja de transcrire telle quelle la résolution du probléme de Dirichlet par la méthode
de Perron.

On s’attend a ce que les fonctions sous-harmoniques soient intimement liées aux mesures
(de Radon) positives sur l’espace topologique localement compact X ; nous élucidons cette
question en ’abordant du point de vue de la théorie des distributions.

Cela commence par la construction du faisceau AOX des (germes de) fonctions « harmoniques
par morceaux », appelées fonctions lisses, ainsi que le faisceau A}( des (germes de) formes
lisses, lesquelles sont certaines mesures sur X. Les développements du chapitre 2 conduisent
naturellement a l'introduction d’un opérateur linéaire dd® : A} — Ak, de noyau Hx, qui
prolonge le « laplacien discret » sur les polyédres entiers S(&X).

Les espaces vectoriels A%(X) et AL(X) des fonctions et formes lisses a support compact
sont naturellement munis d'une topologie localement convexe pour laquelle toutes les formes
linéaires sont continues. Les espaces D?(X) et D'(X) des courants de degré 0 et 1 respective-
ment sont définis par dualité :

D(X) = Ai(X)"  DYX)=A2(X)

et munis de la topologie faible. L’espace A°(X) (resp. A'(X)) se plonge canoniquement dans
DY(X) (resp. D}(X)) et I’on vérifie que I’application linéaire (continue) de D°(X) dans D' (X),
obtenue par transposition a partir de dd®, est un prolongement de cet opérateur. Ayant observé
que D°(X) s’identifie canoniquement a l'espace vectoriel des fonctions réelles sur une partie
I[(X) de X, muni de la topologie de la convergence simple, nous sommes donc en mesure
d’appliquer dd® a n’importe quelle fonction réelle sur X (au sens des distributions). On peut
dés maintenant préciser que I(X) s’identifie canoniquement & la limite inductive des squelettes
S(X) précédemment définis.
L'opérateur dd® : D%(X) — D'(X) posséde les mémes propriétés que dans le cadre archi-
médien :
— il est régulier, dans le sens oit A°(X) s’identifie & I’espace des courants T de degré 0 sur
X tels que dd°T appartienne au sous-espace Al(X) de D}(X);
— si X est connexe et propre, son image est constituée des courants p de degré 1 orthogonaux
aux fonctions constantes (tels que (p,1) = 0).

Le lien avec I’étude des fonctions sous-harmoniques sur X s’opére en établissant que celles-
ci s’identifient aux courants T de degré 0 tels que le courant dd°T soit positif, c’est-a-dire
vérifie

(dd°T, p) = (T, ddp) > 0

pour toute fonction positive ¢ € A%(X). Comme dans le contexte archimédien, les courants
(de degré 1) positifs coincident avec les mesures de Radon positives sur X ; nous en dé-
duisons la correspondance familiére entre mesures positives et fonctions sous-harmoniques
(potentiels). Tout ceci découle aisément du théoréeme d’approzimation suivant : une fonction
sous-harmonique u sur X est, sur tout ouvert relativement compact Q de X, 'enveloppe
inférieure d’une famille décroissante de fonctions sous-harmoniques et lisses.

Sur le modeéle de la théorie classique, nous poursuivons en introduisant des méthodes hil-
bertiennes ; celles-ci trouvent leur origine dans la forme bilinéaire symétrique positive

A(X) x AUX) =R, (p4)) > — / o dd°y
X



(forme de Dirichlet), version non archimeédienne de la forme bilinéaire

Co(M,R) x CP(M,R) = R, (ip,0)) > — /Mcp ddey) = %/M Do N,

o M est une surface de Riemann compacte et qui généralise, dans le cas d’une valuation
discréte, la forme d’intersection sur le groupe des diviseurs « verticaux » sur les modéles
entiers de X. La complétion de A(c) relativement a ce produit scalaire est un espace de Hilbert
réel, noté W!(X), qui s’identifie canoniquement 4 un sous-espace vectoriel de D%(X). Une
mesure positive p sur X est d’énergie finie si elle admet un potentiel g dans W!(X), ’énergie
E(u) de p étant alors définie comme le carré de la norme de g.

Nous utilisons ce point de vue pour 'étude des capacités. Supposons que X soit propre et
soit Y C X un domaine k-affinoide, d’intérieur €2; la capacité relative d'un compact K de
est le nombre réel positif C'(K, Q) défini par la formule

-1
O(K.9) = (inf{EQm) e Prob(K)}) ,

ou Prob(K) est I’ensemble des mesures de probabilité sur K et Eq(u) est I'énergie de la mesure
i (relativement a l'ouvert €2). On pose

C(E,Q) =sup{C(K,Q) ; K C E compact}
pour tout sous-ensemble E de Q et la capacité extérieure (relative a Q) est la fonction

C*(,Q) : P(Q) — RZO @] {+OO}
E — if{C(U,Q); UCQouvert, ECU}.

C’est une capacité au sens de G. Choquet, dont on montre qu’elle s’annule exactement sur
les parties polaires de 2, c’est-a-dire celles contenues dans I'ensemble {u = —oo} des poles
d’une fonction sous-harmonique w sur €. Nous avons ici suivi d’assez prés la présentation
donnée par M. Klimek dans [19], en la simplifiant autant que possible (aucune propriété de
quasi-continuité des fonctions sous-harmoniques n’est utilisée).

Les résultats précédents permettent de prouver I'existence des potentiels d’équilibre associés
A un compact strict et non polaire K C X : étant donné un point z € X — K, il existe une
unique fonction sous-harmonique ¢ : X — {z} — R, harmonique sur X — (KU {z}) et nulle
sur K en dehors d’une partie polaire, telle que ddg = v — §,, on v € Prob(K). Comme
dans le contexte archimédien, le potentiel d’équilibre d'un point  de X — K conduit a la
définition d’une norme ||.||x(z) sur la H(x)-droite vectorielle x* (Qk)v; pour tout ¢ non nul

dans z* (Qk)v, la fonction
{compacts de X — {z}} — Rxg

l|t||k(z) si K n’est pas polaire
K = { 0 si K est polaire

se prolonge naturellement en une capacité Cap, ; sur P(X — {z}) (au sens de Choquet).

Aprés quelques exemples de calculs de capacités (relatives) — dans lesquels on suppose le
corps k discrétement valué et ou I'on s’intéresse a des sous-ensembles de X (k) —, le troisiéme
chapitre s’achéve sur la démonstration du résultat suivant : toute fonction sous-harmonique u
sur une courbe strictement k-analytique lisse X est entiérement déterminée par sa restriction
au sous-ensemble Xy des points x € X dont le corps résiduel est une extension finie de k;
c’est une application de nos considérations sur les capacités.



vii

Nous utilisons le formalisme développé aux deuxiéme et troisiéme chapitres pour donner une
présentation de la géométrie d’Arakelov d’'une Q-courbe algébrique propre X ne faisant pas
intervenir de modéle entier et intégrant, sur le modele de Iarticle [11], des fonctions de Green
(archimédiennes et non archimédiennes) ne présentant qu’une régularité de type W'. Que la
composante non archimédienne de la géométrie d’Arakelov usuelle, c’est-a-dire la théorie de
I'intersection sur une Z-courbe, doivent relever d’une théorie du potentiel adéquate est une
observation de E. Kani.

Cette généralisation de la théorie d’Arakelov est illustrée par la version précisée d'un théo-
réeme d’équidistribution des suites de points de petite hauteur sur les courbes.

Suite aux travaux de R. Rumely, T. Chinburg a proposé une autre approche de la notion
de capacité arithmétique, fondée sur la notion de capacité sectionnelle et reposant sur I’étude
du covolume de réseaux naturels dans des espaces de sections de faisceaux inversibles. Dans le
cas des courbes, la comparaison entre ces deux points de vue est explicitée dans l'article [27].
Nous concluons le quatriéme chapitre en montrant comment déduire le résultat principal de
[27] du théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique usuel (sous la forme que lui donne S.-W.
Zhang dans [33]). Notre argument repose sur l’observation que la métrique sous-harmonique
associée & un compact (non polaire) K est a la fois

I’enveloppe inférieure d’une famille décroissante de métriques sous-harmoniques continues
(obtenues en élargissant convenablement K),
I’enveloppe supérieure d’une famille croissante de métriques sous-harmoniques continues
(propriété partagée par toutes les métriques sous-harmoniques),
le cas d'une métrique sous-harmonique continue relevant du théoréme de Hilbert-Samuel arith-
métique.

Le cinquiéme et dernier chapitre explicite les relations qu’entretient la théorie développée
dans cette thése avec les travaux de R. Rumely, R. Rumely et M. Baker, E. Kani, C. Favre
et M. Jonsson.
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Remarque conclusive.

Nous avons expliqué au début de l'introduction que la principale motivation de cette thése
fut d’élaborer une théorie du potentiel sur les courbes analytiques non archimédiennes formel-
lement similaire & la théorie usuelle sur les courbes analytiques complexes — donc en dimension
réelle 2. Terminons en relevant explicitement qu'une analogie naturelle apparait, tout au long
de ce travail, avec la théorie du potentiel classique en dimension réelle 1; cette observation,
prégnante mais implicite dans le texte qui suit, peut en faciliter la lecture.



1. POLYEDRES ENTIERS

1.1. Généralités

1.1.1. Polytopes

Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie et A un réseau dans l’espace vectoriel
dual VY. L’espace vectoriel réel Aff(V) = R @ VY des fonctions affines sur V est engendré
par le sous-groupe abélien A(V) =R @ A.

Un polytope entier (dans V') est une partie compacte et non vide P de V définie par des
inéquations 0 < ¢1,...,0 < @y, o0 Y1,...,0, € R® A. Les restrictions & P des éléments
de R @ A forment un sous-groupe abélien, noté A(P), de I'espace vectoriel réel Hom(P,R)
des applications de P dans R; c’est la somme de R — identifié¢ au sous-groupe des fonctions
constantes — et d'un groupe abélien libre de type fini. Le sous-espace vectoriel de Hom (P, R)
engendré par A(P) est noté Ar(P).

Remarque 1.1.1

1. Un polytope entier est convexe, donc connexe.
2. Etant donné un polytope entier P dans V', défini par des inéquations 0 < 1, ...,
0 < ¢n, @i € A(V), application tautologique

t: P — AR(P)V
réalise une bijection de P sur le sous-ensemble
{U S AR(P)\/ ) <'LL,1> =1 et (U,QDZ‘]D> > 07 0<i< Tl},

(.,.) désignant le crochet de dualité.

3. La remarque précédente permet d’introduire une notion abstraite de polytope entier :
c’est la donné d’un couple (P, A(P)), formé d'un ensemble non vide P et d'un sous-
groupe A(P) du groupe abélien Hom (P, R), appelé groupe structural de P, qui satisfait
aux conditions suivantes :

- A(P) contient le sous-groupe R des fonctions constantes ;
- le quotient A(P)/R est un groupe abélien libre de type fini;
- notant Ar(P) le sous-espace vectoriel de Hom(P,R) engendré par A(P), Iapplication
tautologique

L: P — Ag(P)Y
réalise une bijection de P sur une partie compacte de 'hyperplan d’équation (u,1) =1
définie par un nombre fini d’inégalités (u, ) > 0, ¢ € A(P). L’ensemble P est muni de
la topologie faisant de ¢ un homéomorphisme et 'on notera abusivement P le polytope
entier (P, A(P)) si cela ne préte pas a confusion.

Un morphisme d’un polytope entier P dans un polytope entier P’ est une application
f : P — P telle que 'homomorphisme f* : Hom(P’,R) — Hom(P,R) envoie A(P’) dans
A(P). Un sous-polytope entier d’'un polytope entier P est une partie non vide de P définie
par un nombre fini d’inéquations de la forme 0 < ¢, p € A(P).

Les faces d’'un polytope entier P sont les parties non vides de P définies par une équation
¢ =0, ¢ € A(P) étant une fonction positive sur P ; ce sont des sous-polytopes entiers de P.

La dimension d’un polytope entier P, notée dim(P), est par définition le rang du groupe
abélien libre A(P)/R et le bord OP de P est la réunion des faces de dimension < dim(P); le



complémentaire P — 0P est 'intérieur de P. La dimension de P coincide avec la dimension
topologique de son intérieur.

Une décomposition élémentaire d’'un polytope entier P est la donnée d’une famille finie D
de sous-polytopes entiers de P vérifiant les conditions suivantes :

(i) pour tout @ € D, chacune des faces de @) appartient a D;

(ii) pour tous Q,Q" € D, QN Q" = 0 ou est une face de Q et Q';

(iii) P est la réunion des @ € D.

Remarque 1.1.2. Si D est une décomposition élémentaire de P, la condition (ii) implique
que deux sous-polytopes distincts @, Q" € D ont des intérieurs disjoints et les conditions (i)
et (iii) montrent que P est la réunion disjointe des intérieurs des @ € D.

Etant donné un polytope entier P, une application continue f: P — R est dite affine par
morceaur s’il existe une décomposition élémentaire D de P telle que, pour tout QQ € D, la
restriction de f a @ appartienne & Ar(Q). L’ensemble des fonctions affines par morceaux sur
P est un R-espace vectoriel noté A%(P) et AJ(P) désigne le sous-groupe abélien des fonctions
continues et affines par morceaux f pour lesquelles il existe une décomposition élémentaire D

de P telle que fig € A(Q) pour tout Q € D.

Remarque 1.1.3. Soit P un polytope entier ; la catégorie C(P), dont les objets sont les
sous-polytopes entiers de P et les morphismes les inclusions, est munie d’une topologie de
Grothendieck naturelle pour laquelle les familles couvrantes sont les recouvrements finis. Le
faisceau associé au preéfaisceau Q — A(Q) (resp. @Q — Ar(Q)) sur C(P) n’est autre que le

foncteur @ — AJ(Q) (resp. Q — A%(Q)).

1.1.2. Polyédres

Soit S un espace topologique séparé dont les composantes connexes sont dénombrables a
I'infini ; un atlas Z-polyédral sur S est la donnée d'une famille 7 de triplets (V, P, ¢), constitués
d’une partie compacte V de S, d'un polytope entier P et d’'un homéomorphisme ¢ de V sur
P, qui satisfait aux conditions suivantes :

1. pour tous (V,P,¢),(V',P',¢') € 7, VNV =0 ou p(VNV') (resp. ¢'(V NV")) est
un sous-polytope entier de P (resp. P’) et ¢’ o ¢! induit un isomorphisme entre les
polytopes entiers p(V NV’) et ¢'(VNV');

2. pour tout point z € S, il existe (Vi, P1, 1), .., (Vo, Poy o) € T tels que x € ViN...NV,
et que V3 U... UV, soit un voisinage de x dans S.

3. pour tout compact K de S, il n’existe qu'un nombre fini de cartes (V, P,¢) € 7 telles
que (V)N K # 0.

Deux atlas Z-polyédraux 7 et 7/ sur S sont dits équivalents si la réunion 7 U7’ est un atlas
Z-polyédral sur S.

DEFINITION 1.1.4. — Un polyédre entier est la donnée d’un espace topologique séparé S et
d’une classe d’équivalence d’atlas Z-polyédraux sur S.

DEFINITION 1.1.5. Un sous-polytope d’un polyédre entier S est une partie compacte non
vide V de S figurant dans un atlas Z-polyédral.

Remarque 1.1.6. — L’espace topologique sous-jacent & un polyédre entier est localement
compact.



La dimension d'un polyeédre entier S en un point z est le maximum dim,(.S) des dimensions
des polytopes figurant dans un atlas Z-polyédral et contenant x; c’est une fonction semi-
continue supérieurement de x et la dimension de S est définie comme la borne supérieure des
dim,(5), z € S.

Une application f : S — R sur un polyédre entier S est dite affine par morceauz s’
existe un atlas Z-polyédral 7 définissant la structure de S tel que, pour tout (V,P,p) € T,
foe™! € Ag(P) (cette condition ne dépend pas du choix de 7 ); 'espace vectoriel réel des
fonctions affines par morceaux sur S est noté A%(S) et AY(S) désigne le sous-groupe des f
telles que f o ™' € A(P) pour tout (V,P,¢) € 7. Une fonction affine par morceaux est
continue.

Un morphisme entre deux polyedres entiers S, S” est une application continue f: S — S’
vérifiant la condition suivante : pour des atlas 7,7’ convenables sur S, S’, il existe, pour toute
carte (V, P,p) € 7, une carte (V/,P',¢') € 7/ telle que f(V) C V' et ¢' o f o ™! soit un
morphisme de polytopes entiers.

DEFINITION 1.1.7. Soit S un polyédre entier. Un domaine polyédral dans S est une
partie 8" C S qui est la réunion d’une famille localement finie de sous-polytopes entiers.

La catégorie C(.S), dont les objets sont les domaines polyédraux de S et les morphismes
les inclusions, est munie d’une topologie de Grothendieck naturelle engendrée par les recou-
vrements localement finis par des sous-polytopes. Le préfaisceau

C(9)° — Vectg, S — A%S)

est un faisceau.

On dira qu'un morphisme de polyédres entiers f : S’ — S est un isomorphisme G-local si
c’est un isomorphisme localement pour les topologies de Grothendieck sur S et S’. En clair,
cela signifie qu’il existe des recouvrements admissibles U et U’ de S et S’ respectivement tels
que, pour tout P' € U', f(P') € U et fp: réalise un isomorphisme de P’ sur P. En guise
d’exemple, on peut noter que, pour tout recouvrement admissible &/ d’un polyédre entier S,
la somme disjointe S’ des éléments de U/ est un polyédre entier et le morphisme canonique
S’ — S est un isomorphisme G-local.

Soient P un polytope entier de dimension 1 et x un point de dP. Il existe, par définition
de 9P, une fonction non constante ¢ € A(P) telle que 0 < ¢ et p(z) = 0; on peut en outre
choisir ¢ telle que son image dans A(P)/R soit un générateur de ce groupe abélien libre de
rang 1. L’unique fonction dans A(P) satisfaisant a ces conditions est notée t,.

L’application ¢, : P — R est un homéomorphisme de P sur un segment [0,a], 0 < a; le
bord 9P de P est donc constitué de x et du point 2’ de P tel que t,(z') = a; notant ¢ la
fonction coordonnée canonique sur R, ¢, réalise un isomorphisme entre les polytopes entiers

P et ([0,t,(z")], R @ Zt).

Un polyédre entier purement de dimension un n’est pas autre chose qu’un graphe localement
métrisé, c’est-a-dire un espace topologique séparé et localement métrisé S dans lequel tout
point x admet un systéme fondamental de voisinages de la forme V; U...UV,, ou Vi,...,V,
sont des compacts de S contenant x et isométriques a des segments de R. Le groupe A%(S) est
formé des applications f : S — R pour lesquelles il existe, en tout point = € .S, un voisinage
Vi U...UV, de la forme précédente tel que, pour tout ¢ € {1,...,n} et toute injection
isométrique j : V; — R, fiy, = j*fi, fi étant une fonction affine dont la dérivée est un entier.



1.2. Théorie du potentiel sur les polyédres de dimension 1

1.2.1. Fonctions harmoniques

Soit S un polyedre entier de dimension au plus 1; étant donné un point x € S tel que
dim,.S =1, il existe des sous-polytopes entiers Vi,...,V, de S tels que

(i) dim(V;) = 1,

(ii) o soit une face de Vi,...,V, et V; NV = {a} si i # j,

(iii) V1 U ... UV, soit un voisinage de z dans S.

L’espace topologique V' = V3 U... UV, est homéomorphe a la somme de n copies de [0, 1]
amalgameées en 0 et 'ensemble m(V —{x}) ne dépend donc pas du choix du voisinage connexe
V' assez petit de z. Il en va plus généralement de méme pour tout point & d’un polyédre entier
de dimension au plus 1, cet ensemble étant vide si dim,(S) = 10. Il est noté T,.S et appelé le
cone tangent & S en x.

Il existe une notion naturelle — bien que d’intérét limité du point de vue adopté dans la suite
— de bord d’un polyédre entier de dimension (au plus) 1, compatible avec celle précédemment
définie lorsque S est un polytope.

DEFINITION 1.2.1. Le bord d’un polyédre entier S de dimension au plus 1 est [’ensemble
0S des points x de S tel que T,S soit de cardinal exactement un.

Soit toujours S un polyédre entier S de dimension au plus 1. On appellera décomposition
élémentaire de S un atlas Z-polyédral D satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(i) pour tout sous-polytope P € D et toute face P’ de P, P’ € D (stabilité par passage aux
faces) ;

(ii) pour tous sous-polytopes P, P’ € D, PN P =) ou PN P’ est une face de P et P’.

On notera D[¢] I'ensemble des P € D tels que dim(P) =¢ (0 < ¢ <1).

Il est facile d’établir 'existence d’une telle décomposition : partant d’un atlas 7, considérons
I’atlas 7/ obtenu en ajoutant, pour chaque polytope P € 7, tous les polytopes PN P’, P € 7;
ce nouvel atlas est stable par intersection; on définit alors 7, comme la collection de tous les
polyotpes P € 7/ satisfaisant a la condition :

VP e 7', (P C P etdim(P)=dim(P))=P=F

et I'on obtient une décomposition élémentaire D de S en considérant toutes les faces des
polytopes P € 7.

Quel que soit le polytope entier S de dimension au plus 1 muni d'une décomposition
élémentaire D, une fonction w : D[1] — Rsg définit, pour tout = € S, une application
wy : TS — Rsg. La définition suivante est introduite en vue des applications aux courbes
k-analytiques lisses (cf. chapitre 2).

DEFINITION 1.2.2. S1 .S est un polyédre entier de dimension au plus 1, un poids w sur
S est la donnée, pour tout point x de S tel que dim,(S) = 1, d’une application w, de T,S
dans Rsg, la collection des w,, x € S, provenant d’une décomposition élémentaire de S.

Un polyédre entier de dimension au plus 1 et muni d’un poids est dit pondéré.

Remarque 1.2.3

1. Nous dirons que le poids w est constant sur un sous-polytope P de S si : pour tous
z,x' € Pet t,t’ € TP, wy(t) = wy(t).

2. Soient (S,w) et (S’,w’) deux polyedres entiers pondérés et f un isomorphisme G-local
de S’ sur S'; on dira que f est compatible aux poids (ou encore que ¢’est un isomorphisme



G-local de polyedres entiers pondérés) si, pour tout point = € S et tout élément t € T,.S :

wm(t) = Z Z w:c’(t/)y

gef-1(z) ¢eT S ; Tof(t')=t
ou T,/ f est 'application de T,/S’ dans T,S induite par f.

Remarque 1.2.4

Les polyedres entiers que l'on rencontrera au chapitre 2 proviendront des graphes de ré-
duction de courbes algébriques nodales, lesquels sont munis d'une décomposition élémentaire
canonique. Dans ce contexte, les sous-polytopes de dimension 1 correspondront aux points
singuliers des courbes considérées et les poids seront simplement les degrés résiduels de ces
points.

Un polyédre entier de dimmnsion au plus 1 est muni, par défaut, du poids constant égal a
1 : pour tout = € S tel que dim,(S) =1, w, = 1.
DEFINITION 1.2.5. — Soit S un polyédre entier de dimension au plus 1. Un sous-polyédre
de S est un domaine polyédral 8" C S tel que S" — 0S’ soit ouvert dans S.
Remarque 1.2.6. — Etant donné un polyédre entier S et un domaine polyédral S’ C S,
I’ensemble T, S’ s’identifie canoniquement & un sous-ensemble de T,.S pour tout point z € S’;
cela permet de munir S’ du poids induit par celui de S. Le domaine polyédral S’ est un sous-
polyédre de S si et seulement si T,S" = TS pour tout z € S’ — 995".

CONVENTION. A partir de maintenant, tous les polyédres entiers considérés sont de di-
mension au plus 1 et pondérés; on parlera simplement de polyédres entiers.

Soient P un polytope entier de dimmnsion 1 et z, 2’ les deux points du bord de P. L’unique
fonction t, € A(P) telle que t, > 0, t,(z) = 0 et dont 'image engendre A(P)/R est une base
de 'espace vectoriel {f € Ar(P) | f(z) = 0} et I'on note Ap, l'application R-linéaire de
Agr(P) dans R telle que

f = F@) + Apa(t,
f € Ar(P). De maniére équivalente, l'application ¢, : P — R reéalise un isomorphisme de P
sur le polytope entier ([0,t;(z")],R @& Zt) et f =t:(f(z) + Ap(f)).

S’il n’y a pas de risque de confusion, cette application sera simplement notée .

L’application R-linéaire A, : Ar(P) — R se prolonge en une application R-linéaire de
AY(P) dans R, encore notée ), : si f € A%(P), il existe un sous-polytope entier Q de P tel
que dim(Q) = 1, z soit une face de Q et fio € Ar(Q); le réel g .(f) ne dépend pas du choix
de Q.

La fonction t,(z') — t, € A(P) est positive sur P, nulle en 2’ et son image dans le groupe
abélien A(P)/R, coincidant avec celle de —t,, est un générateur. Il en résulte I'égalité ¢, =
tz(x') — t, et donc, pour toute fonction f € Ag(P),

)‘x(f) + )‘m’(f) = 0.
Tout point y intérieur & P détermine une décomposition élémentaire D = {z,y,z’, P', P"} de
P, ou P', P” sont des sous-polytopes entiers de P de dimension 1, de bords {z,y}, {y,2'}
respectivement. Etant donnée une fonction f dans Ar(P), fipr € Ar(P'), fipr € Ar(P") et
donc

Apa(f) + Apy(f) = Apra () + Apry(f) = 0
utilisant 'égalité Aps .(f) + Apr o/ (f) = 0, il en découle finalement :

)\P’,y(f) + )\P”,y(f) = 0.



Soient S un polyédre entier et z un point de S tel que dim,(S) = 1. Etant donnés des
sous-polytopes entiers Py, ..., P, de S tels que
(i) dim(P) = 1,
(ii) « soit une face de Py,..., P, et PN P; = {z} sii#j,
(iii) P U...U P, soit un voisinage de x dans S,
T, S s’identifie a mo(Py U...U P, — {z}) et application R-linéaire
AP o
AY(S) === AV (P) —
ne dépend que du point ¢t € T,S associé & F;; elle est notée \; ;. Rappelant que S est muni
d’un poids w, nous introduisons une forme R-linéaire sur A°(S) en posant

Ao = Y wo(t)Aey.

teT,S
Cette derniére formule garde en sens lorsque z est un point isolé de S : TS = () et donc
Az(f) = 0 pour toute fonction f € A%(S).

Il existe, pour toute fonction f|g € A%(S), une décomposition élémentaire D de S telle que
fig € Ar(Q) pour tout @ € D; tous les points x € S tels que \;(f) # 0 sont alors contenus
dans I’ensemble localement fini des polytopes @ € D de dimension 0. Notant A!(S) 'espace
vectoriel des mesures réelles sur S dont le support est localement fini, la formule

dd°f = Xe(f)de

z€eS
définit une application linéaire dd®: A%(S) — Al(S).
DEFINITION 1.2.7. — Etant donnés un polyédre entier S et un point x € S, une fonction

affine par morceauz h sur S est dite harmonique en x si A\;(f) = 0.

Pour tout sous-ensemble localement fini ' de S, une fonction affine par morceaux sur S est
dite harmonique sur S — I' si elle est harmonique en tout point de S — ', c’est-a-dire si le
support de dd°f est contenu dans T'.

L’ensemble des fonctions continues sur S et harmoniques sur S — I' est un sous-espace

vectoriel de A°(S), noté H(S,T).
Remarque 1.2.8

1. Soient I' une partie localement finie de S et D une décomposition élémentaire de S telle
que :

— le poids w soit constant sur chaque polytope P € DJ[1];

- I C D[o].
Etant donnés une fonction h € H(S,T') et un polytope entier P € D[1], la remarque
précédente montre que la restriction de h & P est harmonique sur P — 9P relativement
au poids induit par w; puisque celui-ci est constant, hjp € H(P,0P) = Ar(P).

2. Etant donnés une partie localement finie I' de S et un sous-polyédre entier S’ C S,
I =T NS est une partie localement finie de S’. Pour toute fonction h € H(S,T), la
fonction hjg appartient a 'espace H(S',T" U 0S’) : en effet, I'injection S’ < S est un
isomorphisme au voisinage de tout point de S’ — 095" et donc Az (hg:) = Az (h) pour tout
point x € ' — 95".

3. Soit I' une partie localement finie de S'; il existe, pour toute fonction h € H(S,T'), une
décomposition élémentaire D de S telle que hjp € Ag(P) pour tout polytope P € D[1].



4. Soit f : (S',w') — (S,w) un isomorphisme G-local de polyedres pondérés, surjectif;
étant donnée une fonction ¢ € A%(9),

fxmfﬂ¢>=:1;(§j > MM%F¢MQ@3>

@S teT, S

SDIDIENEIEDS ) :tw;'(t/)>

z€SteETLS ef-l(z) €Ty S ; Tyuft)

= Z Z )‘:c7t(90)wx(t)

zeSteT,S
= dd.

Il convient enfin de remarquer le fait suivant : quelle que soit la partie localement finie
I’ de S, toute fonction h € H(S,T") est localement constante au voisinage des points de 95
n’appartenant pas & I'. En effet, étant donné x € 9S N (X —T'), dim,(S) = 1 et il existe
un sous-polytope entier P de S qui est un voisinage de z et tel que hp € Agr(P); notant ¢
I'unique point de TS, on a alors 0 = A\;(h) = wx(t)Ape(hp), donc Aps(h|p) = 0 puisque
wy(t) >0, et hyp est constante.

1.2.2. Propriétés

Soient S un polyédre entier et I' une partie localement finie de S'; nous allons rapidement
passer en revue les principales propriétés attachées au sous-espace H(S,T') de A%(S).

PROPOSITION 1.2.9. — (Principe du maximum)
Une fonction h € H(S,T') admet un extremum en un point x € S —T' si et seulement si h est
localement constante en x.

Démonstration. L’assertion est triviale au voisinage de tout point isolé de S.

Considérons des sous-polytopes entiers Py, ..., P, de S tels que dim(P;) = 1, x soit une face
de Pi,..., Py, PLU...UP, soit un voisinage de x et hyp, € Ar(P;). Pour tout i € {1,...,n}, P;
détermine un point ¢; dans TS et Ay, (h) = Ap, »(hp,). Reprenant les notations introduites
au paragraphe 1.2.1,

B, = h(@) + Ap (Wi

et, la fonction t; , étant strictement positive sur P; — {z}, h a un minimum (resp. maximum)
local en  si et seulement si Ap, »(h) > 0 (resp. Ap, z(h) < 0) pour tout . Puisque wg(t;) > 0
pour tout i et >y, Wx(ti)Ap, (h) = 0 par harmonicité de h en z, il en résulte que h admet

un extremum local en z si et seulement si Ap, ;(h) = 0 pour tout i € {1,...,n}, c’est-a-dire
si et seulement si h est constante au voisinage de . O
COROLLAIRE 1.2.10. Si S est compact et si ' rencontre toutes les composantes connexes
de S,
maxh =maxh et minh=minh
S r S r
pour toute fonction h € H(S,T).
COROLLAIRE 1.2.11. Supposons S compact et connezxe ; si Card(T') < 1, toute fonction

dans H(S,T') est constante.



PROPOSITION 1.2.12. — (Principe de Harnack)
Soient T' une partie localement finie de S et (h,) une suite croissante dans H(S,T'); sur
chacune des composantes connexes de S — I, 'une des deuz assertions suivantes est vraie :

1. la suite (hy) converge localement uniformément vers 400 ;
2. la suite (hy,) converge localement uniformément vers une fonction harmonique.

Démonstration. Pour tout polytope entier P de dimension 1, une suite croissante (hy) dans
ARr(P) converge, localement uniformément sur P — P, vers 400 ou converge, uniformément
sur P, vers un élément h de Ag; dans ce dernier cas, A;(h) est la limite des Ay (hy,) pour tout
point x € OP.

Soit D une décomposition élémentaire de S telle que le poids w soit constant sur chaque
Q@ € D[1] et T' C D[0]. Ce que 'on vient de dire s’applique a chaque P € D[1].

Soit €2 I’ensemble des points de S —I' en lequels la suite (h,) n’est pas majorée. C’est une
partie ouverte de S—T": étant donné un point = € Q, il existe P € D[1] tel quex € P—9P C Q2
si x € S — D[0], tandis que P — 9P C Q pour tout P € D[1] tel que x € OP si x € D[0] — T.

Le complémentaire 'de Q dans S — I et également une partie ouverte : étant donné un
point 2z € ', il existe P € D[1] tel que z € P C Qsiz € S—D[0]; dans le cas on = € D[0] T,
I’harmonicité des fonctions h, au point z implique P C Q' pour tout P € D[1] tel que x € IP :
en effet, quel que soit P € D[1] tel que z € 9P = {x,2'}, la suite de terme général

hn(2') — hp(x)

)\P,ZE = tm(ﬂj‘/)

est minorée; puisque les fonctions h, sont harmoniques en z, il en découle que la suite
(Apz(hy)) est également majorée, donc que P est contenu dans 2.

Nous venons de vérifier que le sous-ensemble €2 de S — I' est ouvert et fermé; c’est par
conséquent une réunion de composantes connexes de §—T", sur lesquelles la suite (h;,) converge
localement uniformément vers +oo.

Soit C' une composante connexe de S — I' disjointe de Q. La suite (h,,) converge unifor-
mément sur tout P € D[1], P C C, vers une fonction hp € Ag(P). Il existe une fonction
h € H(C,D[0] N C) et une seule telle que

hip = hp
pour tout P € D[1], P C C. Quel que soit le point x de C appartenant a (D[0] —T') N C,
Az(R)0lim Az (hy,) =0
n
et donc h est harmonique sur C' — I'. La démonstration de la proposition est achevée. O

PROPOSITION 1.2.13. — Soit S un polyédre ; pour toutes fonctions hy,hy € A°(S) dont
l'une au moins s’annule en dehors d’une partie compacte de S,

/hlddchg :/hgddchl.
S S

Démonstration. Soit I' une partie localement finie de S telle que hy, hy € H(S,T) et soit D
une décomposition élémentaire de S telle que I' C D[0] ; quitte a raffiner la décomposition D,



on peut supposer que le poids w de S provient d’une fonction sur D[1]. Puisque

/ hidd®hy = > ha(2)Ae(he
S

z€D[0]

= Y @) > Apa(ha)ws(P)
z€D[0] PeD[1];zeP

- Y Y e P) = Y [ mach,
PeD[1] z€IP PeD[1]

toutes les sommes considérées étant finies, il suffit de vérifier la formule lorsque S = P est un
polytope entier de dimension 1.

Soit P un polytope entier de dimension un, de bord {z, z'}. Toute fonction h € H(P,dP) =
Ar(P) s'écrit h = h(z) + Ap(h)ty = h(x’) + Ao (h)ty et dd°h = Ap(h)dy + Apr(h)dy
Az(h) (05 — d,7) ; ainsi, quelles que soient les fonctions hi, he € Ar(P),

/Phl ddchg = )\x(hg)(hl(x) — hl(x/)) = )\x(hg))\x/(hl)tx/(x)

= Ae(h2)Ae (h1)ter ()
= / ho ddh;.
P

COROLLAIRE 1.2.14. Pour toute fonction h € A%(S) a support compact, fS ddh = 0.

O

1.2.3. Problémes de Dirichlet et de Neumann

PROPOSITION 1.2.15. Pour tout polyédre entier compact S et tout sous-ensemble fini
I' C S rencontrant chacune des composantes connezes de S, Uapplication R-linéaire
p:H(S,T) — RY
h — h|F

est un 1somorphisme.

Démonstration. La preuve de cette proposition se réduit a de I'algébre linéaire : I' étant
fini et Papplication linéaire p étant injective en vertu du principe du maximum (proposition
1.2.9), la proposition est équivalente a l'inégalité

dim H(S,T") > Card(I).
On peut supposer S connexe. Soit D une décomposition élémentaire finie de S telle que
I’ € D[0], le poids de S étant constant sur les polytopes P € DI1], et considérons l’ensemble
D[1] des couples (P, tp) constitués d'un élément P de D[1] et d’'un générateur tp du groupe
abélien libre de rang 1 A(P)/R. Les fibres de la projection D[1] — D[1], (P,tp) — P, étant

toutes de cardinal 2, Card(D[1]) = 2 Card(D]1]). La donnée d’un générateur tp de A(P)/R
équivaut au choix d'un point dans 0P, en 'occurence x € 9P tel que t, = tp (cf. 1.2.1), d’ou

une bijection
= ]I Tes.
z€D|0]
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L’espace vectoriel H(S,T") s’insére dans une suite exacte
res ©
0 —=H(S,T") == @ pepp) Ar(P) —= (D) Vo) @ (Drep-r R)

ot V, est espace vectoriel quotient de RT#S par le plongement diagonal de R et ou I'applica-
tion linéaire ¢ traduit la continuité aux points de D[0] et ’harmonicité en ceux de D[0] —I.
Il en découle les inégalités :

dim H(S,T) > 2Card(D[1]) — ( > (Card(T,S) — 1) + Card(D[0] —r)>
z€D|0]

> Card(D[1]) — Card( H T,S) + Card(T")
z€D[0]
> Card(T).

O

Remarque 1.2.16. — Une conséquence de cette proposition est la résolubilité locale du
probléme de Dirichlet sur un polyédre entier compact S (de dimension un) : tout point = € S
admet un systéme fondamental de voisinages compacts V tels que I'application

H(V,0V) — R

soit une bijection.

Etant donnée une partie localement finie I' dans S, désignons par M(T") I'espace vectoriel
des mesures réelles sur S dont le support est contenu dans I'.

PROPOSITION 1.2.17. Supposant S compact et conneze, la suite d’espaces vectoriels
réels

e J,

est exacte.

Démonstration. Puisque S est compact, toute fonction h € H(S) est localement constante

par application du principe du maximum (proposition 1.2.9), d’on I'exactitude en H(S,T).
Fixons un point zg € S — I'; en vertu du lemme suivant, il existe, pour tout point x € 5,

une unique fonction hg, , € H(S, {zo,x}) telle que hyy(x0) = 0 et ddhg o = 05 — 0g,. Si

p € M(I') s’écrit pp = > pmydy, la fonction h =3 mghy, . est dans H(S,I' U {zo}) et,

par linéarité,
ddh = > me(by = 0ny) = Y mals — <me> .

zel zel zel

([

Lorsque p est de masse nulle, la fonction h est dans H(S,T") et ceci établit ’exactitude en
M(T). O
LEMME 1.2.18. Supposons S compact et connexe et soit xqg € S ; il existe, pour tout
point x € S, une unique fonction hy, . € H(S,{zo,x}) telle que

hmo,x(l‘o) =0
Ad®hgy » = 6z — Oaq-
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Démonstration. Le noyau de I'application linéaire
Azt H(S, {z0,2}) = R

est le sous-espace H(S,{z¢}) et A, induit un isomorphisme de la droite vectorielle F' = {h €
H(S,{zg,x}) | h(zg) = 0} sur R (proposition 1.2.15). Il existe par conséquent une unique
fonction hg, , € H(S, {x,x}) s’annulant en zq et telle que A\;(hs, ) = 1. La démonstration

s’achéve en invoquant le corollaire 1.2.14 : dd“hy » = 0y — 0z, - O

1.2.4. Rétractions

Soient S un polyedre et S’ C S un domaine polyédral tel que chaque composante connexe
C de S — S’ rencontre S’ en un unique point, noté xc. L’application 7 de S dans S’ qui
coincide avec 'identité sur S’ et envoie une composante connexe C' de S — S’ sur le point z¢
de S’ est continue — I'image réciproque d’'un fermé de S’ est fermé dans S —; c’est en fait un
morphisme de polyédres entiers (considérer une décomposition élémentaire D de S telle que
S’ soit une réunion de polytopes appartenant a D et, pour toute composante connexe C' de

S — 57, le point x¢ appartienne a D[0]).

Remarque 1.2.19. — Soit i 'injection canonique de S’ dans S'; puisque 'application 7 :
S — S’ est continue et vérifie la condition 7 04 = idg/, S’ est un rétracte de S.

PROPOSITION 1.2.20. Avec les notations en vigueur, lapplication 7 : S — S’ induit,
pour toute partie finie T' de S’, un isomorphisme de H(S',T) sur H(S,T).

Démonstration. Soit 7* I'application R-linéaire de CY(S’,R) dans C°(S,R) induite par 7;
étant donnée une fonction harmonique h € H(S’,T), vérifions que la fonction affine par mor-
ceaux 7%(h) = h o 7 est harmonique sur S —I.

Soit F'le fermé S'NS — S’ ; la fonction 7%h étant localement constante sur S — S’ (corollaire
1.2.11) et harmonique sur S’ — (F UT), elle est harmonique sur S — (F UT) et il suffit de
vérifier qu’elle est également harmonique en chaque point de F' = F'n (S’ —T).

Soit x € F’; reprenant la notation introduite au début de ce paragraphe, il existe une
composante connexe C' de S — 5’ telle que z = z¢. Considérons un voisinage V' de x dans §
de la forme Py U...U P, les P; étant des sous-polytopes de dimension 1 de S dont x est une
face et tels que P;N P; = {x} sii # j; I'ensemble T,.S s’identifie canoniquement a {1,...,n}.
Etant donné t € T,S,

~ Agt(T*h) = 0 si la composante connexe de V — {z} correspondante rencontre C, la

fonction 7*h étant constante sur C';

— Agt(T*h) = Ag1(h) si la composante connexe de V' — {z} correspondante est contenue

dans S’ ;

il en découle la formule

> weAep(T7h) = D we(t)Aes(h) =0,

teTzS teT, S’

et la fonction 7*h est bien harmonique en x.
Nous venons de vérifier que application linéaire 7* : C%(S’,R) — C°(S,R) envoie le sous-
espace H(S’,T') dans le sous-espace H(S,T'); I'application induite est un isomorphisme en
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vertu du diagramme commutatif

H(S',T)
dans lequel les deux autres fleches sont des isomorphismes (proposition 1.2.15). a

1.2.5. Distributions

Soit S un polyédre entier compact et purement de dimension un; le poids est supposé
constant, identiquement égal & 1. Nous avons introduit I’espace vectoriel A%(S) des fonctions
continues et affines par morceaux sur S, 'espace vectoriel A'(S) des mesures dont le support
est fini et un opérateur linéaire dd° : A°(S) — A'(S). Notons respectivement DY(S) et D!(S)
les espaces vectoriels réels duaux de A'(S) et A°(S); puisque A'(S) n’est autre que I'espace
vectoriel engendré par I’ensemble S, son dual D%(S) s’identifie canoniquement a I'espace des
fonctions réelles sur S.

L’accouplement parfait

A%(S) x AY(S) —» R
défini par l'intégration permet d’identifier canoniquement A%(S) et A'(S) a des sous-espaces
de DY(S) et D'(S) respectivement. L’opérateur ‘dd® : D(S) — D!(S), transposé de dd,
coincide avec dd® sur le sous-espace A°(S) de DO(S) en vertu de la proposition 1.2.13; cela
permet d’écrire dd® au lieu de ‘dd® et nous obtenons donc un prolongement — au sens des
distributions — de 'opérateur dd® a tout I’espace des fonctions réelles sur S.

Dans l'article [32], S.-W. Zhang considére le sous-espace vectoriel F(S) suivant de D°(S) :
une fonction réelle f sur S appartient & F'(S) si elle est continue et 8'il existe une décomposition
élémentaire D de S telle que fjp € C*>(P,R) pour tout polytope entier P de dimension 1
figurant dans D ; évidemment, I'espace A°(S) est contenu dans F(S). Soient f une fonction
dans F(S) et D une décomposition élémentaire de S adaptée a f; f définit canoniquement
deux mesures uq(f) et pg(f) sur S :

— pe(f) est la mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dA sur S
(normalisée de sorte que la masse d'un sous-polytope P de S soit égale a sa longueur)
dont la densité est I'élément de L1(.S, d\) représentée sur S — D[0] par la dérivée seconde
f" de la fonction de classe C* fig_piq|;
pa(f) est la mesure atomique 3~ cpjg ¢(2)dz, ol1, pour tout & € D[0], le coefficient c(z)
est la somme des (fp)'(z) = Apo(f), P parcourant I'ensemble des polytopes entiers de
dimension 1 figurant dans D[1] et contenant x.

Ces deux mesures ne dépendent pas du choix de la décomposition élémentaire adaptée D

de S que l'on a choisie. Les applications

fes pra : F(S) — F(S) — AY(S)” = DY(S),
associant a f les mesures u.(f) et pg(f) respectivement, sont linéaires et Zhang introduit
alors 'application linéaire
A= —(pe + pa)
de F(S) dans F(S); la valeur de Af sur un élément g de F(S) est notée (Af, g).
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PROPOSITION 1.2.21. — La restriction de l'opérateur dd° au sous-espace F(S) de D°(S)
coincide avec la composition de Uapplication linéaire —A : F(S) — F(S)V par Uapplication
canonique F(S)¥ — D(S).

Démonstration. Soient f € F(S) et ¢ € A°(S); il nous faut établir 'égalité

[ 1=t
S

Soit D une décomposition élémentaire de S adaptée aux fonctions f et ¢ les identités

/S fddcp= % /P fip ddégp

PeD[1]
et
(Afo)= D (Afip. o),
PeD[1]
qui découlent directement des définitions des opérateurs dd® et A, raménent la vérification
au cas d'un polyédre entier P de dimension 1. La conclusion résulte alors de la formule
d’intégration par parties suivante sur un segment [a,b] C R :

b b
/ p(t)f"(t)dt — (o(0)f'(b) — p(a)f'(a)) = —/ ¢ () f ()t = ¢'(a)(f(a) — £(b))

pour toute fonction f € C>([a,b],R) et toute fonction affine ¢ sur [a,b]. Le premier membre
est égal & —(Af, ), le troisieme & f[a y £ dde. O
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2. FONCTIONS HARMONIQUES SUR UNE COURBE STRICTEMENT
k-ANALYTIQUE LISSE

Dans tout le texte, la notation log désigne le logarithme néperien (ou naturel).

Dans ce chapitre, k est un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne |.|,
supposée non triviale. Les éléments de k£ dont la valeur absolue est inférieure & 1 forment un
sous-anneau k° dont le spectre formel Spf(k°) est noté S. Le corps résiduel de k, quotient de
k° par I'idéal maximal k°° = {a € k° ; |a| < 1}, est noté k.

Apres quelques résultats préliminaires sur les espaces k-analytiques, nous allons introduire,
pour toute courbe k-analytique lisse X, un faisceau d’espaces vectoriels réels Hx sur 'espace
topologique | X | sous-jacent & X. Par sa définition méme, Hx sera un sous-faisceau du faisceau
Cx des germes de fonctions réelles continues sur | X|, appelé faisceau des germes de fonctions
harmoniques sur X.

La construction du faisceau Hyx procéde d'un raisonnement en quatre étapes.

Nous expliquons tout d’abord comment associer, a toute S-courbe formelle (stricte-
ment) semi-stable et génériquement lisse X', un sous-espace H(X) de I'espace vectoriel réel
(|4, |, ).

Etant donnée une extension non archimédienne K de k, désignons par C/K la catégo-
rie ayant pour objets les Spf(K°)-courbes strictement semi-stables, génériquement lisses et
quasi-compact, et dont les morphismes entre X et X’ sont les isomorphismes de I'espace K-
analytique &) sur un domaine K-analytique de Xé. La correspondance X — H(X') définit un
sous-foncteur du foncteur

(C/K)® — Vectgr
X = (X R)

compatible en un sens a préciser A l’action du groupe de Galois d’une extension galoisienne
finie K'/K.

Invoquant le théoréme de réduction semi-stable (|9]), nous obtenons, pour toute courbe
k-analytique lisse X, un préfaisceau Hy sur le G-site de X dont la valeur sur un domaine
k-analytique Y de X, isomorphe a la fibre générique d’une S-courbe (formelle) simplement
nodale Y, est H()). Ce préfaisceau est un sous-préfaisceau du faisceau CO(.,R).

Le préfaisceau Hy sur le G-site d’une courbe k-analytique lisse X n’est pas un faisceau.
Le site défini par l'espace topologique | X| est naturellement un « sous-site » du G-site de X
et la construction s’achéve en vérifiant que le préfaisceau Hx sur |X| induit par Hy est un
faisceau.

2.1. Résultats préliminaires

Nous commencgons par rassembler divers résultats de géométrie analytique non archimé-
dienne dont nous aurons besoin et en profitons pour introduire un certain nombre de nota-
tions. Rappelons que, pour tout espace localement annelé X = (| X|,Ox) et tout point = de
| X, le corps résiduel de I'anneau local Ox , se note k(z).
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2.1.1. Schémas formels et espaces analytiques.

Nous renvoyons au livre [3] et a Iarticle [4] pour les fondements de la géométrie analytique
sur un corps non archimédien.

Rappelons tout d’abord que, pour tous réels strictement positifs rq,...,r,,
E{rit Ty, .. e T}

r'n

est la k-algébre de Banach des séries formelles

F=)"alHT =D aTy .. T

veN? veN™
telles que |a, (f)[r¥ = |ay|r]*...r%" tende vers 0 lorsque |v| = vy + ...+ v, tend vers 400,
munie de la norme
111 = maxa, 1"

Semi-norme spectrale.

Soit A une k°-algébre topologiquement de présentation finie et plate, de spectre formel
X = Spf(A). Le sous-k°-module A de A = A ®po k munit A d’une structure de k-algébre de
Banach via la norme

la|4 = inf{|\] ; a € AA}.

La fibre générique de X est I'espace strictement k-affinoide M(A), noté A}, ; on rappelle qu’il
s’agit de I’ensemble des semi-normes multiplicatives ‘et bornées sur la k-algébre de Banach A
qui induise la valeur absolue |.| sur k, muni de la topologie la moins fine rendant continues
les évaluations z — |a(z)| = z(a), a € A. Le noyau p, d’une semi-norme multiplicative
x: A — R>q est un idéal premier de A et I'on note H(x) la complétion du corps des fractions
de 'anneau intégre A/p, pour la valeur absolue induite par z. Ce corps est le corps résiduel
complété du point x de X.

ProrosiTION 2.1.1. La semi-norme spectrale sur A coincide avec la norme |.| 4 associée
au sous-k°-module A si et seulement si la k-algébre A Qo k est réduite.

Démonstration. La semi-norme spectrale |.|sp sur A s’obtient par la formule limite usuelle
a partir de toute norme ||.|| définissant la structure de k-algébre de Banach de A :

jalsp = lim [[a”|[*/",
n

et elle coincide avec ||.|| si et seulement si cette norme est pré-multiplicative, c’est-a-dire verifie
[la™|| = ||a||™ pour tous a € A, n € N. Appliquant ceci a la norme |.| 4 associée au sous k°-
module A de A, il suffit de vérifier que cette norme est pré-multiplicative si et seulement si la
k-algebre A ®po k est réduite. Puisque la norme |.| 4 est & valeurs dans |k| (|8], 6.1.1, prop.2),
sa pré-multiplicativité équivaut a la condition 1 < |z"|4 pour tout x € A tel que |z|4 = 1.
La vérification est immédiate : il existe z € A et n > 1 tels que |z|4 = 1 et |24 < 1 si et
seulement s'il existe 7 € A ®po k et n > 1 tels que & # 0, 2" = 0. La norme |.|4 est ainsi
pré-multiplicative si et seulement si la %—algébre A ®po k est réduite. O

La boule unité de A pour la norme spectrale se note A° et l'on introduit également l'idéal
A ={a € A; |alsp < 1}; le quotient A = A°/A°° est une k-algébre de type fini et réduite
(cette derniére propriété provient de la pré-multiplicativité de la norme spectrale). La k°-
algébre A° n’est en général pas topologiquement de présentation finie sur k°; c’est toutefois
le cas lorsque la k-algébre A est réduite et que 'une des conditions suivantes est vérifiée :

— la valuation de k est discréte (Tate);
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— le corps k est de caractéristique nulle;
— il existe une sous-k°-algebre topologiquement de présentation finie A C A telle que
A ®po k = A et que la k-algebre A ®po k soit réduite.
Dans tous les cas, la k°-algebre A° est la fermeture intégrale de A (|8], 6.1.2 et 6.4.3) dans
A. Le morphisme dominant canonique

Ty : X = Spec(A) — X,

est par conséquent entier ; les deux k-schémas étant de de type fini, c’est un morphisme fin.

Réductions et ensemble So(X).
On dispose de deux applications de réduction naturelles :
la premiére, 7 : &, — X, envoie une semi-norme z : A — H(zx) sur la localité du

—

H(z)-point induit A — H(z)
la seconde, 7 : X} — X, envoie une semi-norme z : A — H(x) sur la localité du H(z)-
point induit A @ge k — H(z).
Ces applications sont anti-continues (I'image réciproque d’un ouvert est un fermé) et le
diagramme

Y
—

X

est évidemment commutatif.

Le bord de Shilov de X = M(A) est le plus petit fermé I'(X) C X tel que chaque fonction
la|, a € A, atteigne son maximum en un point de I'(X).

PrROPOSITION 2.1.2

(i) L’application T est surjective.

(i) Le bord de Shilov T'(X) de X est l’image réciproque par Uapplication 7 de I’ensemble
X des points génériques de X. B

(#1) L’application 7 réalise une bijection de T'(X) sur XO) telle que

pour tout point £ € I'(X).

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont démontrés a la proposition 2.4.4 de [3]. On y
trouve également la preuve de la premiére assertion du point (iii), ainsi que de la seconde sous
I'hypothése restrictive |H(x)*| = |k*|, laquelle n’est pas nécessaire.

Remplacant X par l'image réciproque 7~ 1(U) d'un ouvert affine irréductible U de X de
point générique 7(¢), on peut supposer X irréductible et I'(X) = {&}. Le point 7(&) est
par définition la localité du %—point de X provenant, par réduction, de I’lhomomorphisme

—~—

A — H(&); on a donc une injection canonique k(7(£)) — H(&), compatible a la localisation
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sur X pour tout ouvert affine non vide U C )A(i, le diagramme naturel
K(F(€)) — H(€)
Hu(§)

ot Hy(€) désigne le corps résiduel complété du point & vu dans le domaine k-affinoide 7= 1(U)
et "homomorphisme j : H (&) — Hy(€) est induit par I'inclusion 7~ 1(U) € X. Cet homomor-

l

<

phisme j est un isomorphisme. On peut en effet supposer U de la forme D(f), f € A° — A°°,
auquel cas 7 1(U) est le domaine k-affinoide M(B), avec B = A{X}/(1—Xf); Hy(£) est par
définition la complétion du corps des fractions de B pour la valeur absolue ¢ et I'image de
Frac(A™4) dans Frac(B™d) est dense pour la topologie associée & celle-ci. L’homomorphisme
canonique A — B induit donc une isométrie du corps H(E) sur le corps Hy (§).

—_~—

X .
La conclusion est maintenant évidente. Soit h € H(£) et posons k(§) = Frac(A™d).

—_~

L’inclusion d’image dense x(£) — H(&) identifie les corps résiduels x(€) et H(E), de sorte
que 'on peut supposer h de la forme f, avec f € k(£)° et |f(§)] = 1. Considérons alors un
élément non nul g dans A tel que gf appartienne & A; le groupe |H(&)*|/|k*| étant fini, le
remplacement de g par B¢g", pour un entier n > 1 et un élément 8 de k™ convenablement

choisis, permet de supposer |g(£)| = 1. Il existe un ouvert affine dense U C X tel que g soit
inversible sur le domaine k-affinoide 7~ 1(U) et 1’élément g—lgf de x(7(£)) a pour image h

—

dans Hy (§) = H(E). O

Etant donné un S-schéma formel X localement de présentation finie, les constructions
précédentes se recollent canoniquement pour donner naissance a un morphisme fini dominant

7TX:/1~’—>X8

et a des applications de réduction r et 7 de X, sur & et X respectivement qui s’'insérent dans
le méme diagramme commutatif que précédemment.

DEFINITION 2.1.3. — Pour tout S-schéma formel X plat et localement de présentation
finie, l'image réciproque par l'application r : X, — X de l'ensemble XS(O) des points génériques
de Xs est notée So(X).

Remarque 2.1.4

1. Le morphisme 7y : X — X, étant fini et dominant, le sous-ensemble So(&X) de A, est
également l'image réciproque par I'application 7 : A, — X de I'ensemble X© des points
génériques de X. Vu la proposition 2.1.2, cette application réalise une bijection de So(X)
sur XO) telle que

k() = H(§)
pour tout point £ € Sg(X).
2. L’anti-continuité de I'application de réduction r : &) — X implique qu’elle envoie une
partie connexe sur une partie connexe. Compte tenu de la surjectivité de r (proposition
2.1.2), on en déduit en particulier que X, est connexe si tel est le cas de &),

DEFINITION 2.1.5. — Un S-schéma formel X, topologiquement de présentation finie et
plat, sera dit maximal si [’homomorphisme canonique de faisceaux (en k°-algébres topolo-
giques) Oy — (OX Qo k)o est un isomorphisme.
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Les propriétés suivantes sont immédiates pour tout S-schéma formel maximal X :
le morphisme 7y : X — Xréd est un isomorphisme ;
A& est uniquement déterminé par la donné de l'espace strictement k-analytique &), de
I’espace topologique sous-jacent & sa fibre spéciale X, et de Iapplication de réduction
r: X, — X
Un S-schéma formel topologiquement de présentation finie et plat est maximal si et seule-
ment s’il est intégralement fermé dans sa fibre générique.

Le groupe A(X).
Etant donné un S-schéma formel plat X, désignons par Ag(X) le sous-groupe du groupe
abélien C°(]X,|,R) image de 'homomorphisme canonique

(D(X, 0x) @ko k) — CO|X, [, R), f+ log|f].

L’homomorphisme f* : C°(|Y,|,R) — C°(|&,|,R) défini par un morphisme de S-schémas
formels f : X — Y induit un homomorphisme Ag(f) de Ax(Y) dans Ag(X).

Nous désignerons par A(X) le sous-groupe de l'espace CO(]X;,[,R) des fonctions réelles
continues sur |X;| engendré par R et Ay (X).

LEMME 2.1.6. Pour tout S-schéma formel plat et localement de présentation finie X,
Uapplication de restriction
A(X) € €12, R) — Hom(So(), R)
est injective et ’homomorphisme
A(X)/R — Hom(Sp(X),R)/R
obtenu en tuant les fonctions constantes est & valeurs dans image du sous-groupe
{b € Hom(So(X),R) ; b(z) € log |H(z)|* pour tout x}.

Démonstration. Soient U un recouvrement de X par des ouverts affines et X’ le S-schéma
formel somme des X7 ; en vertu du diagramme commutatif

A(X) —— Hom(So(X),R)

| |

A(X') — Hom(So(X"), R)
dans lequel les deux fléches verticales sont injectives, il est loisible de supposer X affine.

Lorsque X est affine, X = A}, est un espace strictement k-affinoide dont So(X) est le
bord de Shilov; puisque toute section f € I'(X,Ox) atteint son maximum en un point de
['(X) = So(X), une section f € I'(X,Ox)* identiquement égale a 1 sur I'(X) est de module
constant sur X et 'application de restriction C°(|X|,R) — Hom(Sg(X),R) est injective sur
I'image de 'homomorphisme I'(X,Ox)* — C°(|X|,R), f — log|f]|.

La seconde assertion est triviale. O

Les sites Xq et Xp.

La définition des espaces k-analytiques présentée dans [3] et étendue dans [4] est telle que la
notion de domaine affinoide dans un espace k-analytique soit bien définie (exactement comme
la notion de sous-polytope d'un polyédre).

De maniére générale, une partie Y d'un espace k-analytique X est un domaine k-analytique
si elle admet un recouvrement localement fini par des domaines k-affinoides. Le G-site de X
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est la catégorie X dont les objets sont les domaines k-analytiques de X et les morphismes les
inclusions, munie de la topologie de Grothendieck pour laquelle les familles couvrantes sont
les recouvrement pouvant étre raffinés en un recouvrement localement fini par des domaines
k-affinoides. La correspondance

Vi Ay,
ou V est un domaine k-affinoide de X et Ay est I'algébre de V', se prolonge en un faisceau
Ox sur le G-site Xg de X, le faisceau structural de X.

Notons | X| l'espace topologique sous-jacent a X ainsi que le site canoniquement associé;
tout point de X admettant un systéme fondamental de voisinages formé par des domaines
k-analytiques compacts, tout ouvert de |X| est la réunion d’une famille localement finie de
domaines k-affinoides et détermine donc un objet de X¢g. On définit ainsi une fléche

x : Xg — | X|;
c’est un morphisme de sites.

Un domaine strictement k-analytique est une partie de X admettant un recouvrement
localement fini par des domaines strictement k-affinoides. Lorsque X est un espace strictement
k-affinoide (au sens de [4], c’est-a-dire tel que tout point admette un systéme fondamental
de voisinages formé de domaines strictement k-analytiques compacts), nous appelerons site
rigide de X et noterons Xg, la sous-catégorie pleine de X dont les objets sont les domaines
strictement k-analytiques, munie de la topologie de Grothendieck induite.

Remarque 2.1.7. — Le préfaisceau
Y ~ C([Y[,R)

sur le site X est un faisceau : en effet, une fonction ¢ sur un espace topologique X est
continue §’il existe un recouvrement localement fini de X par des fermés I’ tels que ¢|p soit
continue.

CONVENTION. FEtant donné un espace k-analytique X, un ouvert (resp. fermé) de X sera
toujours une partie ouverte (resp. fermée) de I’espace topologique | X| sous-jacent a X.

Morphismes finis et plats.

Soient p : Y — X un morphisme fini et plat d’espaces k-analytiques et x un point de
X. L’anneau semi-local Oy ,-1(,) est une Ox ,-algébre libre de rang fini se décomposant
canoniquement sous la forme

Oymfl(x) = @ Oy’y.
yep~H(z)
Pour tout point y € p~1(z), Oy, est une Ox ,-algébre libre de rang (deg,p), munie dune

semi-norme multiplicative |.(y)| induite par 'homomorphisme canonique Oy, — H(y); elle
prolonge la semi-norme |.(z)| sur Oy, provenant de Ox , — H(z).

PROPOSITION 2.1.8. — Pour tout point y € p~1(x) et tout élément f de (’);y, la norme
Ny/o(f) de f est un élément de O)ng tel que

INy 2 (F)(@)] = |£ ()| "B,

Démonstration. Soit f’ I'image de f dans A = Oy, ®oy, H(z). La multiplication par f
(resp. f’) est un automorphisme de la Ox g -algébre Oy, (resp. de la H(x)-algebre A), de
déterminant N, /,(f)(z) € Ox , (resp. N(f') € H(x)*) et :

INy /2 (£)(@)] = IN(f)|
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car N(f') est I'image de N, /,(f) dans H(z) ; c’est également, au signe pres, le terme constant
du polynéme caractéristique x de f’.

Soit P le polynéme minimal unitaire de f(y) € H(y) sur H(x); le terme constant ag de P
étant, au signe pres, la norme de f(y)

Y

Jaol = | £ (y)|"# ™).

L’image P(f(y)) de P(f’) dans A" = H(y) étant nulle, il existe un entier n > 1 tel que
P(f")™ = 0. Puisque le polynome P est irréductible, on en déduit que le polynome minimal
unitaire de 'automorphisme f’ est une puissance de P, puis qu’il est de méme de son polynome

caractéristique y :
ydea(P) — pdes(x) — pdeg,p,

Nous concluons en comparant les valeurs absolues des termes constants :

[Ny (f) (@) 457 = Jag | *#uP = | f(y)| (et deeup),

soit

INy 2 (F) ()] = |£ ()| "o,

Soit N, ’lhomomorphisme de norme p,O5 — O%.
COROLLAIRE 2.1.9. — Pour tout point x € X et tout élément f de (’)}X,p,l

log N, (f)(@)| = > (deg, p) log|f(y)l-

yep~1(x)

(z)’

2.1.2. Bords

Berkovich a défini une notion de bord pour tout espace k-analytique X ; c’est une partie
fermée de X, notée 0X (3], 2.5). Lorsqu'il s’agit de la fibre générique &, d'un S-schéma formel
localement de présentation finie et plat X', 04&;, est caractérisé par la propriété suivante :

X, — 0AX, est I'image réciproque par r des k-schémas propres contenus dans Xj.

En particulier, lorsque & est affine, &, — 0X), est I'image réciproque de I'ensemble des points
fermés de Xj.
L’ouvert complémentaire X — 0X est intérieur de X.

Lorsque X est un S-schéma formel localement de présentation finie et plat tel que le k-
schéma localement algébrique X, soit purement de dimension 1, il est évident que le bord
de X, coincide avec le sous-ensemble de So(X) C A}, formé des points correspondants aux
composantes irréductibles affines de X. On a en fait légalité T'(X) = 0X pour tout espace
k-affinoide X purement de dimension 1 compte tenu des deux faits suivants :

pour toute extension non archimédienne K/k et tout espace k-affinoide X, I'(X) (resp.
0X) est I'image de I'(X®K) (resp. d(X®,K)) par 'application canonique de X @ K
dans X ([3], 2.4.5 et 3] 2.5.12);

pour toute extension non archimédienne K/k et tout espace k-affinoide X, dim(X) =
dim(X @ K).

Précisons, dans un cas particulier que I’on rencontrera fréquemment, la relation entre cette
notion de bord et celle de frontiére considérée en topologie générale.

PROPOSITION 2.1.10. — Soient X un espace k-analytique connexe sans bord et V C X un

domaine k-affinoide. Il y a identité entre :
— le bord OV de V ;



22

= la frontiere du fermé V de X ;
— la frontiére 0Q = Q — Q de louvert Q =X —V de X.

Démonstration. Dans tout espace topologique, la frontiére d'un fermé coincide avec celle de
I'ouvert complémentaire ; il suffit donc de prouver que AV s’identifie a la frontiére du fermé
V de X, ou encore que V — 9V coincide avec 'intérieur topologique de ce fermé. Puisque,
par définition, V' — 9V = Int(V), la conclusion résulte des points (i) et (iii) de la proposition
3.1.3 de |3]. a

2.1.3. Courbes strictement k-analytiques.

Conwvention. Précisons la terminologie que nous emploierons :

- une S-courbe est un S-schéma formel localement de présentation finie, séparé, plat et pure-
ment de dimension 1;

- une courbe strictement k-analytiqgue est un espace strictement k-analytique au sens du cha-
pitre 3 de [3], paracompact, purement de dimension 1 et sans bord.

Remarque 2.1.11. — Quelques mots de commentaire s'imposent quant & la définition adop-
tée de la notion de courbe analytique.

1. Les espaces k-analytiques analytifiés de courbes localement algébriques sur k (séparées)
sont des courbes strictement k-analytiques au sens précédent.

2. Du point de vue adopté par Berkovich dans [4], nous considérons les espaces strictement
k-analytiques paracompacts qui sont purement de dimension 1, sans bord et tels que tout
point admette un voisinage k-affinoide. Ceci exclut, par exemple, la fibre générique X du
S-schéma formel X, plat et purement de dimension 1, obtenu en recollant deux copies de
AL = Spf(k°{Ty}) le long de I'ouvert Spf(k°{Ty, Ty '}) (via les immersions canoniques).
En effet, 'espace strictement k-analytique X (au sens de [4]) est le recollement de
deux copies du disque unité fermé E(0,1) = M(k{T1}) le long du domaine k-affinoide
{|T1| = 1}, via les immersions canoniques, et le point 17 de X correspondant au point de
Shilov de E(0, 1) ne posséde pas de voisinage k-affinoide dans X : il existerait sinon un
éclatement admissible ¢ : ) — X tel que ) soit un S-schéma séparé, ce qui est absurde
puisque le morphisme ¢ est séparé tandis que le morphisme structural X — S ne l'est
pas.

3. Un espace k-affinoide Y purement de dimension 1 est muni d’un faisceau structural en
k-algebres Oy tel que, pour tout ouvert U C Y

I'(U,Oy) = limy Ay,

V' parcourant l’ensemble des domaines k-affinoides contenus dans U et Ay désignant
I’algébre de V. Compte tenu du fait que les homomorphismes d’algébres strictement k-
affinoides sont automatiquement continus ([8], 6.1.3), nous pouvons reformuler comme
suit la définition des courbes strictement k-analytiques que nous avons adoptée :
une courbe strictement k-analytique X est la donnée d’un espace topologique
paracompact | X| et d’un faisceau en k-algébres Ox sur | X| tels que ’espace
annelé (|X|,Ox) soit localement isomorphe o (Y — 9Y,Oy), Y étant un
espace strictement k-affinoide purement de dimension 1.
Une courbe strictement k-analytique est un particulier un espace localement k-annelé
et, toujours en vertu de la continuité des k-homomorphismes d’algébres strictement k-
affinoides, les morphismes de courbes strictement k-analytiques sont les morphismes
d’espaces localement k-annelés.
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4. Tout point d'une courbe strictement k-analytique admet un systéme fondamental de
voisinages compacts de la forme A}, & étant une S-courbe quasi-compacte.

La proposition 2.1.10 se spécialise ainsi lorsque 1’espace analytique considéré est une courbe.

PROPOSITION 2.1.12. — Soit X une courbe strictement k-analytique ; quel que soit le do-
maine k-affinoide V. C X, il y a identité entre

la frontiére du fermé V de X,

le bord OV de V,

le bord de Shilov I'(V) de V.

Remarquons explicitement que, dans ce cas, 9V = I'(V) est toujours un sous-ensemble fini
de X.

Modeéles et réductions.

LEMME 2.1.13. Soit X une S-courbe. L’application de réduction
X, — X

définie en 2.1.1) réalise une bijection de wo(X, —So(X)) sur l’ensemble XMW des points fermés
n

de la k-courbe X.

Démonstration. Chaque composante connexe ¢ de &; — So(X) est la réunion d'une famille
croissante de domaines strictement k-analytiques compacts et connexes. Etant donné un tel
domaine Y C ¢, on déduit du théoréme 2 de [25] l'existence d’'un S-schéma formel admissible
quasi-compact ) et d'un S-morphisme j : Y — X tels que ), = Y et j, soit I'immersion
de Y dans X),. Le %—morphisme ; : Y — X est de type fini; son image Z est donc une
partie localement constructible de X’ en vertu du théoréme de Chevalley (JEGA], Chap. 1V,
Théoreme 1.8.4). L’identité Z = 7(Y'), Z est d’autre part connexe (I'application 7 est anti-
continue) et disjointe des points génériques de X ; ce dernier schéma étant de dimension 1, nous
en déduisons finalement que Z est un point fermé de /'F, puis que 'application de réduction
7 envoie toute la composante ¢ sur ce point. Ceci établit que 7 induit une application de
mo(Xy — Sp(X)) sur XM (7 est surjective).

Il reste & vérifier que I'image réciproque d’un point fermé est connexe, ce qui est démontré
par Bosch dans 'article |7| (Theorem 5.9). O

Remarque 2.1.14. — Le théoréme de Bosch auquel on vient de faire référence fournit plus
précisément le fait suivant : étant donnés un S-schéma formel X, localement de présentation
finie et plat, ainsi qu’un point fermé = de X, la k°-algébre topologique

L 1(7),0x,)°

des sections bornées par 1 du faisceau structural Oy, de X, sur l'ouvert 7~ !(Z) — qui s’identifie
a la limite projective des k°-algébres A3, Y parcourant I'ensemble filtrant des domaines
strictement k-affinoides Y de A}, contenus dans 7 1(Z) est isomorphe & la complétion mgz-

adique du germe au point = du faisceau de k°-algébres F*(’)fyn sur X.

Puisqu’il s’agit d’'un anneau local, I'ouvert 7~1(Z) est connexe.
Un morphisme f:Y — X d’espaces k-analytiques (resp. de schémas) est quasi-fini s’il est
localement de type fini et a fibres discrétes.

PROPOSITION 2.1.15. — Soient X, deuz S-courbes maximales (définition 2.1.5) et f :
Xy — Vy un morphisme quasi-fini.
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(i) Le morphisme f se prolonge, d’une maniére et d’une seule, en un S-morphisme f: X —
Y si et seulement si N
F7H(S0(¥)) € So(X).
(i1) Le morphisme f se prolonge, d’une maniére et d’une seule, en un S-morphisme quasi-
fini f: X — Y si et seulement si

FHS0(Y)) = So(X).
Démonstration. Rappelons que, les courbes X' et ) étant par hypothése mazimales (défini-
tion 2.1.5),
I'(U,0x) = (T(U,0x) @k k)° =T(Uy, Ox,)°,
L(V,0y) = (I'(Vy, 0y) @ k)° =T(V,,0y,)°
pour tous ouverts affines U C X, V C Y et que les morphismes canoniques

T X — A

Y réd
Ty Y=Y
sont des isomorphismes.
Un prolongement f de f, s’il en existe, est nécessairement unique : quels que soient en

effet les ouverts affines U C X et V' C Y tels que f(U,) C V;, ﬁ/ est I’homomorphisme de
I'(V,0y) =T'(V,, 0y, )° dans I'(U,Ox) = I'(Uy, Ox,)° induit par 'homomorphisme

f{“/n : F(Vn’ Oyn) - F(Uﬁv OXn)'

(i) L’existence d’un prolongement f : X — ) de f fournit un diagramme commutatif (ensem-
bliste)

rx

Xn—>XS

j| lis

Vy oy,
duquel on déduit I'inclusion
F7HSo() = (F ory) T D) = r (£ 1) € it (X) = So(X)
puisque is envoie un point fermé de X5 sur un point fermé de )s.

Supposons réciproquement que la condition f~1(Sg())) C So(X) soit vérifice et construi-
sons le prolongement f de f.

Premiére étape. En vertu du lemme 2.1.13, les applications de réduction ry et ry réalisent des
bijections des ensembles my (X, —So(X)) et m (Y, —So(Y)) sur XY et YV respectivement. Sous
I'hypotheése précédente, f détermine une application continue de &, —So(X') dans Y, —So(Y) et
induit donc une application de mo(X; —So(X')) dans mo(Y, —So(Y)). Ceci conduit a introduire
I'application is de X, dans ), définie comme suit :

)

— sur I'ensemble Xs(l des points fermés X, is est déterminée par le diagramme commutatif

71'0(.)(77 — So(X)) L Xs(l)

| P

70(Yy — So(Y)) Eae v
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— elle est prolongée en envoyant un point générique rx(§) de Xs, £ € So(&X), sur le point
ry(f(£)) de Vs.

Deuzieme étape. Montrons que 'application is de X; dans ) que l'on vient de définir est
continue en vérifiant que I'image réciproque d’un fermé irréductible Z de ) est fermée dans
Xs. Il y a deux cas a distinguer.

1. Supposons tout d’abord que Z = {y} soit un point fermeé de )Vs; ¢ = T&l(y) est une
composante connexe de ), — So(Y) et

[ y) = ra(fH(0).

S

Etant donné un point & de So(X) tel que f(£) appartienne a ¢, f~!(c) est un voisinage
ouvert de ¢ dans X, — Sg(&X) et rencontre donc toutes les composantes connexes de
X, — So(X) adhérentes a £; on a par conséquent f(¢’) C ¢ pour toute composante
d € mo(&X, — So(X)) telle que & € O, propriété qui se reformule de maniére équivalente

en disant que f_envoie toute la composante irréductible {rx(§)} de X sur le point y.

Ceci prouve que L:l(y) est stable par spécialisation.
Il reste & voir que tout ouvert affine de X ne contient qu’un nombre fini de compo-
santes irréductibles de is_l(y) de dimension 0. Celles-ci sont les points fermés x de X

tels que la composante connexe ¢ = r3!(z) de &, — So(X) vérifie les conditions
¢ c o),
ac N f~c) =0,
et il faut donc montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de telles composantes rencontrant
un compact donné de X;.
Observant que f(c/) est une partie fermée de Y,  cest Iimage d’un compact

0f () = F(¢) = f() € f(d) = f(d) € f(& =) = f(a).

Les conditions précédentes impliquent par conséquent que df (') est disjoint de ¢, c’est-
a-dire que f(c’) est un ouvert de ¢; f(c¢) est également un fermé de ¢ puisque f(c) =
f(¢)Nc et nous obtenons ainsi I'égalité f(c’) = c en vertu de la connexité de c. L’ensemble
¥ des composantes connexes de f~!(c) appliquées surjectivement sur ¢ est localement
fini : il s’'injecte en effet naturellement dans la fibre de f au-dessus de chaque point de c.

Nous venons donc de voir que tout compact de &) ne rencontre qu'un nombre fini
de composantes irréductibles de is_l(y) de dimension 0, ce qui achéve de prouver que

is_l(y) est une partie fermée de Xj.

2. Supposons maintenant que Z soit une composante irréductible de ), de point générique
n = ry(n), n € Sp(Y). Verifions tout d’abord que, si L:l(Z) contient un point fermeé
x de Xy, il contient toute une composante irréductible de X; passant par x. Ceci se
reformule ainsi : étant données une composante ¢ € m(Y, — So(Y)) telle que n € Jc et
une composante ¢ € (X, —So(X)) telle que f(¢') C ¢, il existe un point § € I¢ tel que
f(€) € cou f(€) =n. Si f~!(c) ne rencontre pas dc’, nous venons de prouver qu’alors
f() = c; on en déduit que le fermé f(c’) est Uadhérence de ¢ dans Y, ce qui implique
que f envoie surjectivement Oc sur dc et fournit Pexistence d'un point £ € d¢ tel que
f&) =n.

Il ne reste plus, pour établir que L:l(Z) est un fermé de X, qu’a montrer que c’est une
partie stable par spécialisation. Soit £ un point dans So(X) tel que rx (&) appartienne a
fs_l(Z). Notons que, puisque Z est une partie fermée de ), r;l(Z) est un ouvert de ), ;

;;(1 (is_l(Z)) = f_l(rj_,l(Z)) est alors un voisinage ouvert de £ dans A, et rencontre donc
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toutes les composantes connexes de &, — So(X') adhérentes a £. Ceci prouve l'inclusion
{rx(©)} c £71(2).
Troisiéme étape. 11 suffit maintenant de définir le prolongement f de f comme le morphisme de
S-schémas formels (is,fj) X = (X, 0x) = YV = (Vs, Oy), Ofl_is : Xs — Vs est application
continue que 1’on vient de décrire entre les espaces topologiques et ﬂ est I’lhomomorphisme
entre les faisceaux structuraux caractérisé par la condition suivante : pour tous ouverts affines
UCXset V CYstels f (U) CV -~ cest-a-dire tels que f envoie le domaine affinoide r (U)
dans le domaine affinoide rj_)l(V) ) fi est 'homomorphisme de
F(U, Ogg) = F(T;l(U), Oggn)o
dans
L(V,0y) =T (ry,'(V),0y,)°
induit par 'homomorphisme d’algebres strictement k-affinoides
fHT (g (U), Ox,) = T(ry ' (V), Oy,).

(ii) Le morphisme f est localement de type fini. S’il est quasi-fini, sa fibre au-dessus de tout
point fermé de Y, ne contient aucun point générique de X, condition qui s’écrit de maniére
équivalente sous la forme

f(So(X)) € So().
Réciproquement, si cette condition est vérifiée, le raisonnement conduit lors de la deuxiéme
étape montre que les fibres de f sont discrétes. O

Domaines analytiques compacts.
PROPOSITION 2.1.16. — Soit X une S-courbe quasi-compacte dont la fibre générique est
wrréductible.

(i) Si Xy est propre, X, est propre.

(i1) Si Xs n’est pas propre — c’est-a-dire si ['une au moins de ses composantes irréductibles
est affine —, X, est un espace strictement k-affinoide.

Démonstration. Notons tout d’abord que les composantes irréductibles de la k-courbe sé-
parée X, sont des k-courbes algébriques affines ou propres.

La k°-algebre A = T'(X,Ox) est topologiquement de présentation finie et le morphisme
structural X — S se factorise par ) = Spf(A) :

X
X
Y

S.
Le morphisme ps : X5 — ) induit un isomorphisme de chaque composante irréductible affine
de X, sur une composante irréductible affine de ) et contracte chacune des composantes
irréductibles propres de X sur un point de )s. La k-courbe algébrique X étant connexe, Vs
est un k-schéma affine connexe et il y a donc deux possibilités :

— si X5 est une courbe propre, Vs est un point, auquel cas p est la factorisation de Stein
du morphisme propre p;
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— i la courbe X n’est pas propre, )V, est une k-courbe algébrique affine.

La conclusion est immeédiate dans le premier cas : I'espace strictement k-analytique X, est
compact et sans bord (2.1.2), donc propre.

Envisageons maintenant le second cas. Les morphismes p et p, sont propres, surjectifs et,
leurs factorisations de Stein étant manifestement triviales, a fibres connexes. Puisque 1’espace
strictement k-analytique A&, est, par hypothese, irréductible, I'image de p,, est un sous-espace
strictement k-analytique irréductible de ), nécessairement de dimension 1 vu la surjectivité
de py,. On en déduit que p,, est une bijection, et donc un isomorphisme (|3, 2.2.7, (iii), complété
par [4], 1.2.1, Remarks, (i)). a

COROLLAIRE 2.1.17. — Soit X une S-courbe formelle séparée dont la fibre générique X
est wrréductible et soit Y1,Ys C X deuxr domaines strictement k-affinoides; si Y1 UYy # X,
Y1 UY5 est un domaine strictement k-affinoide.

Démonstration. Le cas de deux domaines strictement k-affinoides d’intersection vide est
trivial : Y1 UY, = M(Ay, @ Ay, ). Nous pouvons donc supposer Y1 MY, # ), auquel cas Y1 UYs
est connexe.

Il existe un éclatement admissible ¢ : J — X et des ouverts Uy, Us C Y, tels que
Y, = (J/‘UZ_)T7 ([25], §3). Le morphisme ¢ étant séparé, Vjy,uy, est une S-courbe dont la
fibre génNérique Y7 UY5 est irréductible.

Si la k-courbe Uy U Us est propre, c’est une partie ouverte et fermée de ) ; il en est de
méme pour Y1 UYs C X, et donc Y7 UY3 puisque &), est connexe. La conclusion découle donc
de la proposition précédente. O

COROLLAIRE 2.1.18. — Soit X une courbe strictement k-analytique irréductible ; tout com-
pact strict K C X est lintersection d’une famille décroissante de domaines strictement k-

affinoides.

Démonstration. Les domaines strictement k-affinoides formant un systéme fondamental de
voisinages des points de X, tout compact K C X est contenu dans un domaine strictement
k-analytique compact de X. En vertu du corollaire précédent, un domaine strictement k-
analytique compact distinct de X est un domaine strictement k-affinoide; ainsi, les domaines
strictement k-affinoides forment un systéme fondamental de voisinages des compacts stricts
de X. O

Classification des points.
Soient z un point d’une courbe strictement k-analytique X et H(z) son corps résiduel

—_~—

complété. L'extension résiduelle 'H(m)/% est de degré de transcendance au plus 1, noté s(x),
et le groupe abélien |H(x)*|/|k*| est de rang au plus 1, noté t(x) ; I'inégalité

s(x) +t(x) <1

est toujours vérifiée.
Reprenant la terminologie de [3], le point x sera dit
— de type (2) si s(z) =1,
— de type (3) si t(z) = 1.
Dans ces deux cas, Pextension H(z)/k et le groupe abélien |H(z)*|/|k*| sont de type fini.
Les points de type (2) ou (3) (resp. de type (2)) sont encore caractérisés par la propriété
suivante : x € X est de type (2) ou (3) (resp. de type (2)) si et seulement s’il existe un domaine
k-affinoide (resp. un domaine strictement k-affinoide Y C X) tel que I'(Y) = {x}.

Lorsque s(z) = t(z) = 0, le point x est dit
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— de type (1) lorsque I’extension non archimédienne H(z)/k se plonge dans la complétion
d’une cléture algébrique de k :

de type (4) sinon.
Parmi les points de type (1) figurent en particulier ceux tels que l'extension H(x)/k soit
finie ; ce sont les points traditionnellement considérés en géométrie rigide et ils forment un
sous-ensemble partout dense de X, noté Xj.

Il est clair qu’un morphisme fini f:Y — X conserve le type des points : tous les points de
la fibre f~!(z) sont du type de x; il en va de méme pour le changement de base k — ke,
LEMME 2.1.19. — Sotent x wun point d’une courbe strictement k-analytique X et
Da X@k'H(az) — X la projection canonique ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) = est de type (1) ;
(i4) s(y) = 0 pour tout point y € p;(z).
Démonstration. On peut supposer X = A}f.

Soient z un point dans A} et * : k[T] — H(x) 'homomorphisme correspondant ; le H(z)-

point z de A%{(I) défini par ’homomorphisme

H(z)[T] — H(z), T z*T
est tel que p,(z) = et on pose
r(z) = sup [T -z
Pz ' (x)
(|3], 4.2). Le disque ouvert D(z,r(x)) = {y € A%{(x) i |T — z|(y) < r(z)} est trivialement

contenu dans la fibre p,!(z) et la conclusion découle de ce que le point = est de type (1) si et
seulement si r(z) = 0 (|3], 4.2). O

Extension des scalaires.

§oient X une courbe k-analytique et K/k une extension non archimédienne ; posons X =
X®LK et soit pg : Xg — X le morphisme canonique.

Etant donné un point 2 € X de type (2) ou (3), considérons un domaine k-affinoide Y € X
tel que I'(Y) = {z}. Le bord de Shilov du domaine K-affinoide Yx = Y®,K de X est
contenu dans la fibre de pj (v) d’aprés [3], 2.2.5 et il définit un sous-ensemble fini iy (z) de
pl}l(m), formé de points de type (2) ou (3), qui ne dépend clairement pas du choix de Y.
Dans le cas d’un point z de type (2), Y est une k-courbe algébrique (affine) intégre et ir ()
est I'image réciproque de l'ensemble des points génériques de la K-courbe affine Y Q% K par
I’application de réduction Yx — Y ®7 K (2.1.1, Réductions).

LEMME 2.1.20. L’ensemble pit(z) — ix (z) est un ouvert de X.

Démonstration. C’est évident puisque Yx — I'(Yx) est un ouvert de X en vertu de la
proposition 2.1.12. O

PROPOSITION 2.1.21. — Soient X une courbe strictement k-analytique et Q@ C X un ou-
vert tel que tous les points de OS2 soient de type (2) ou (3); étant donnée une extension non
archimédienne K[k, tous les points de dp () sont de type (2) ou (3).
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Démonstration. D’aprés le lemme précédent,

U i @) =g 00~ U (' () ~ix(@))

€N e

est un fermé de Xx et la conclusion découle de ce qu'il contient dpy (). O

Recouvrements.

L’espace topologique sous-jacent & une courbe strictement k-analytique est de dimension
1 : tout recouvrement ouvert localement fini &/ admet un raffinement localement fini I’ tel
que trois ouverts distincts dans U’ soient d’intersection vide ([3], 3.2.1). Nous terminons cette
section par la description d’'un systéme final de recouvrements ouverts localement finis d’'une
courbe strictement k-analytique.

PROPOSITION 2.1.22. Soit X un espace k-analytique connexe et paracompact de di-
mension 1 et soit U un recouvrement ouvert localement fini de Q = X — 9X. Il existe un
recouvrement ouvert localement fini V de ) raffinant U et tel que, posant

s=Jov,
Vey
tout point de S soit de type (2) et contenu dans un unique ouvert V. V.
Démonstration. On peut supposer que les éléments de U sont relativement compacts (raf-
finer U si nécessaire).

Un premier raffinement de U permet de supposer que les points de OU sont de type (2)
pour tout ouvert U € U. Fixons en effet Uy € U ; le fermé

R=0- |J U
Uelu ; U#Ug

est contenu dans U et il existe un domaine strictement k-affinoide Yy C Uy tel que

Fy C Yy — 9Yy.
On obtient un raffinement de & en remplagant Uy par Uj = Yy — 9Y). Appliquant le méme
raisonnement a chacun des ouverts Uy 1,...,U;, € U rencontrant U] il n’y en a qu'un
nombre fini , on obtient des ouverts Uj ,...,U;,, tels que oU{, C I(X) pour tout i et

{U0, U 1, Ul U U —{Uo,Ur,1, - - ., Urp } s0it un recouvrement de Q raffinant ¢ ; raison-
nant par récurrence transfinie, on peut, aprés raffinement, supposer que la frontiére de tout
ouvert U € U est un ensemble fini de points de type (2).

Sous cette hypothése, la réunion S des OU, U € U, est un ensemble localement fini de
points de type (2) dans X,. Quels que soient 'ouvert U € U et la composante connexe C' de
Q-5

CnU=CnU
puisque OU = U — U est contenu dans S et donc C C U ou CNU = 0; par suite, étant
donnés un point & € S et un ouvert U € U contenant z, toute composante connexe de 2 — §
adhérente & x est contenue dans U. Soit ), la réunion des composantes connexes de 2 — §
qui sont adhérentes & x; ¢’est un voisinage de x dans  qui, d’aprés ce que ’on vient de dire,
est contenu dans tout ouvert U € U qui contient x.

La famille {Qw}xes est un recouvrement ouvert localement fini de 2 qui raffine le recou-
vrement U ; S est la réunion des 0Q2,, x € S, et un point y de S appartient a I'ouvert €2, si
et seulement si y = x. Ce recouvrement satisfait & toutes les conditions de I’énoncé. a
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2.2. S-courbes semi-stables

Le contenu de cette partie est un cas trés particulier des constructions introduites par
Berkovich dans [5].

2.2.1. Courbes &(a)
Soit a un élément non nul de k° et soit A(a) la k°-algeébre topologiquement de présentation
finie
ko{To, Tl}/(ToTl — a).

L’épimorphisme canonique k°{Tp, T} — A(a) induit un isomorphisme « du sous k°-module
libre

M = {f = Z a, (f)T5°TYY € k°{To, Th} 5 au(f) = 0 si vy # 0}

v=(vp,v1)EN2
de k°{Ty,T1} sur A(a). L’homomorphisme de k-algebres de Banach
P - k:{T07T1} - ]{7{|CL|T_1,T}

défini par o(Tp) = aT 1, p(Ty) = T, réalise un isomorphisme du k-espace de Banach M ®yo k
sur k{|a|T~1, T} et ¢ o a™! est un isomorphisme isométrique entre la k-algébre de Banach
A(a) ®go k, munie de la norme définie par le k°-module A(a), et la k-algébre de Banach
k{|a|T~!, T}, munie de sa norme spectrale. Il découle de ces observations que :

(i) la k°-algebre A(a) est plate,

(ii) I'homomorphisme canonique A(a) — (A(a) @k k) est un isomorphisme,

(iii) pour tout p = (po, p1) € R%, tel que pop1 = |al, la (semi-)norme sur M @y k — R
induite par ’application

k{To, T} — R0, f= Zau(f)Téjonl — max |a, (f)[p"

définit via « une (semi-)norme multiplicative sur A(a) ®@go k, notée 1,,.

Soit &(a) le S-schéma formel Spf(A(a)). Sa fibre générique est le domaine strictement k-
affinoide {x € A} | |a| < |T1(x)| < 1} de la droite affine sur k tandis que sa fibre spéciale est
le tore Gmy si |a] = 1, la somme amalgamée du diagramme

si|al < 1.

Introduisons le polytope entier
S(lal) = {t € R* | 0 < to,0 <ty et to +t; = —log|al},
de groupe structural (cf. 1.1.1)
A(S(la])) = (R & Zto @ Zt1) /Z(log |a| + to + t1).

L’application
i S(a)y — R, @ (~log [Ty(a)], — log T3 (x)])
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est continue et & valeurs dans S(|a|) C R?; elle admet une section continue

viS(lal) = 6(a)y,  t = et

réalisant un homéomorphisme de S(|a|) sur un fermé S(S(a)) de &(a),.
Par définition, le squelette de &(a) est le polytope entier (&(a), u*A(S(|al))). L’application
vop:6(a), — S(6(a)), notée 7, est une rétraction de &(a), sur son squelette.

Etant donnée une extension non archimédienne K de k, &(a),®K = (&(a)xs Spf(KO))17

et le morphisme canonique p : &(a),®rK — &(a) induit une application de S(&(a) xg
Spf(K°)) dans S(&(a)); c'est un isomorphisme de polytopes entiers s’insérant dans le dia-
gramme commutatif

S(a), &K —> S(6(a) x5 Spf(K°))
S(a)y 5(&(a)).

Les squelettes S(S(a) xg Spf(K°)) et S(&(a)) sont donc canoniquement isomorphes; pour
alléeger I'écriture, nous écrirons S(S(a))x en lieu et place de S(S(a) x g Spf(K°)).

Il est facile de donner une caractérisation intrinséque du squelette de &(a). Commen-
cons par observer que le groupe structural de ce polyédre entier s’identifie au sous-groupe de
C%(|S(a)y|,R) engendré par R et les fonctions log | f|, f € (A(a) ®ke k) . C’est le contenu du
lemme suivant.

LEMME 2.2.1. — Soit |.|sp la norme spectrale de la k-algébre de Banach A(a) Qo k; le

groupe (A(a) @pe k)X des inversibles de l'anneau A(a) Qo k est constitué des éléments de la
forme

oI5 T (1 + 9),
ot a € kX, ng,ny €N, g € A(a) Qe k et |g|sp < 1.
En particulier : l’image de I’homomorphisme
(Ala) @ke k)" — C*(I6(a)y|,R), f + log | ],
est le sous-groupe abélien engendré par log |k*| et les fonctions log|Ty|, log |T1].
Démonstration. Les éléments de A(a) ®ko k pouvant s’écrire comme dans I’énoncé forment
un sous-groupe I C (A(a) ®po k‘)x et il suffit donc de vérifier que tout élément inversible de
A(a) ®go k appartient a I.

Considérons tout d’abord le cas particulier @ = 1. La norme spectrale |.|sp de la k-algebre de
Banach k{T~!, T} étant multiplicative (en vertu de I'irréductibilité de Spec(k[T]), proposition
2.1.2), un élément inversible f de k{T~!, T} est de la forme f = ag, avec a € kX tel que
la| = |flsp et g € k°{T~1,T}*. La réduction de g dans k[T~!,T] est inversible, donc de la
forme BT™ avec 8 € k et n € Z, et g s’écrit par conséquent

g=7T"+h=7T"(1+1),
oll v € k° — k%, h € k°{T 1, T} et W =y~ 1T7"h. Comme |W'|sp = |h|sp < 1, f appartient
al.

Le cas général se déduit du cas a = 1. C’est immédiat si |a| = 1 puisqu’alors A(a) ~ A(1),
de sorte que I'on peut supposer |a| < 1. Identifions A(a) ®o k et k{|a|T~!,T} en posant
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Ty =T, To = aT~" et considérons un élément inversible f =", a,T™ dans k{|a|T~*,T}.
Quel que soit le nombre réel r € [|al,1], 'image de f par 'homomorphisme k{|a|T~', T} —
E{rX—1,r7'X}, T +— X, est inversible (c’est la restriction de f au domaine k-affinoide
|T| = r) et il en est de méme aprés une extension non archimédienne K/k telle que r €
|K*|. Etant donnée Iidentification K{rX !, 771X} ~ K{Y =1 Y}, la discussion précédente
implique lexistence d’un unique entier relatif N(r) tel que \aN(T)]rN(’“) = maxy (|a,|r™) = |f]r,
|.|» désignant la norme spectrale sur k{rX 1 r~1X}.

L’application N : [|a|, 1] — Z,r — N(r) est localement constante : soit en effet rg € [|a|,1];
la suite (|a,|r™) tendant vers 0 lorsque |n| tend vers 400 pour tout r € [|al,1], il existe un
sous-ensemble fini I de Z et un voisinage V' de ¢ dans [|al, 1] tels que

n __ n
g lenlr™ = meglanlr

pour tout r € V et les inégalités \aN(TO)\TN(T’O) > |ap|r™, n € I —{N(ro)}, sont vérifices sur
tout un voisinage de ro dans V.
L’application N est donc constante et il existe ainsi un entier relatif N tel que :

jan| <lan| et anllal” < layllal™
pour tout n € Z — {N}. Ces inégalités peuvent s’écrire sous la forme

max (I,}b;aﬁf((’a"a&l‘)aS;aﬁ((’a"aj_\flua‘n_]v)) <1,

c’est-a-dire |(Zn€Z_{N} ana]_vlT”_N) ‘Sp < 1, et nous obtenons finalement la formule

F=> a,T" =ayT" (1 + ) ana]_vlT”_N> = anTV(1+g)

nez neZ—{N}
avec |glsp < 1. La démonstration est achevée. O
Remarque 2.2.2. — Le lemme précédent n’est bien entendu pas autre chose que 'assertion

classique selon laquelle un élément f € k{|a|T~!, T} est inversible si et seulement si son
polygone de Newton {(z,y) € [0, —log |a|]] X R ; y = max,, log|a,|e”"*} est un segment ; c’est
d’ailleurs exactement ce que 'on a démontré.

Passons a la description du fermé S(&(a)) de &(a),.

DEFINITION 2.2.3. — Un espace k-affinoide X est dit potentiellement isomorphe au disque
unité s’il existe une extension finie séparable k' de k telle que l'espace k'-affinoide X @y, k'
soit isomorphe & une somme (nécessairement finie) de copies du disque unité Ey(0,1) = {x €

Agl [T1(2) <1}

Remarque 2.2.4. — Un domaine k-affinoide est potentiellement isomorphe au disque unité
si et seulement si chacune de ses composantes connexes 1’est.

PROPOSITION 2.2.5. Pour tout a € k° — {0}, le fermé S(S(a)) C S(a), est le com-
plémentaire de l’ensemble des points de S(a), ayant un voisinage k-affinoide potentiellement
1somorphe au disque unité.

Rappelons que, pour tout point € Al, il existe une et une seule composante connexe €
de A} — {z} dont adhérence dans A} n’est pas compacte; on la qualifiera de non bornée.
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LEMME 2.2.6. — Un domaine k-affinoide connexe V dans A}C est potentiellement isomorphe
au disque unité si et seulement s’il posséde un unique point de Shilov & et coincide avec le
complémentaire, dans AL, de la composante connexe non bornée de A}C —{¢}

Démonstration. L'image d'un morphisme non constant ¢ : M(k{T}) — A} est le disque
{11y — f(O)] < |f = f(O)|sup = |f — F(O)|(m)}, f € k{T} étant la série entiere ©*T7 ; c’est le
complémentaire dans A} de la composante connexe non bornée de A} — {¢(n)} (1 est le point
de Shilov de M(k{T'})).

Un domaine k-affinoide V' C Ai, connexe et potentiellement isomorphe au disque unité, est
I'image d’un morphisme non constant ¢ : M(K'{T}) — AL, k' étant une extension séparable
finie de k. Le morphisme ¢ se factorise par le morphisme canonique ¢ : A}, — A,lg et, puisque
l'image du morphisme induit de M(k’{T}) dans A}, est le complémentaire dans A}, de la
composante non bornée de A}, — {¢/(n)}, V est le complémentaire dans A} de la composante
connexe non bornée de A — {¢(n)} (1’ est le point de Shilov de M(K'{T})).

Soient réciproquement & € A}C un point de type (2) c’est-a-dire tel que lextension de
corps H(w)/% soit de degré de transcendance 1 — et V' le complémentaire de la composante
connexe non bornée de A} — {¢}. Par densité de 'ensemble E des points z € A} tels que x(x)
soit une extension séparable finie de k, il existe un point de ¥ appartenant a I’ouvert non vide
V —{¢}; soit f € k[T}] son polynome minimal unitaire. La fonction |f| atteint son maximum
sur le compact V en un point de la frontiére 9V, donc en £ ; par suite, V est contenu dans le
domaine strictement k-affinoide {|f| < [f(£)|} et coincide en fait avec lui puisque A} — V est
la composante connexe non bornée de A,lg —{&}. Ceci prouve que V est un domaine strictement
k-affinoide dont £ est 'unique point de Shilov. Enfin, f étant par hypothése séparable sur k,
V est isomorphe & une somme de copies du disque unité sur toute extension séparable finie &’
de k décomposant f et telle que |f(&)] € |k 0

Démonstration de la proposition 2.2.5. Identifions &(a), au domaine strictement A-
affinoide {|a| < |T1| < 1} de A} et introduisons I'ouvert  de &(a), constitué des points
admettant un voisinage k-affinoide potentiellement isomorphe au disque unité.

Etant donné un tel domaine k-affinoide connexe V' C &(a),,, les deux composantes connexes de
A,lg — &(a), sont contenues dans I'ouvert connexe U = A,lg — V; celui-ci contient en particulier
0, et donc toute 'image de I’application continue R>q — A,lg envoyant le nombre réel positif
r sur la semi-norme

Ny 2 k[T] — Rxo, ZanT” — max(|a,|r")

n

car U est connexe par arcs et tout chemin continue reliant 0 au point & U'infini contient 'image
de cette application. Puisque I'image de ¢ : S(|a|) — &(a), C A} est le fermeé {n, ; r € [|al, 1]},
cela prouve l'inclusion  C &(a), — S(S(a)).

L’inclusion réciproque &(a), — S(6(a)) C § découle du fait suivant : pour tout point
t € S(al) c R, 771t) N (S(a), — S(S(a))) est la réunion d’une famille croissante de
domaines k-affinoides potentiellement isomorphes au disque unité. Cette assertion est triviale
sit¢ /|k*| puisque la fibre 771(t) est réduite au point ¢(t). Si t € \/[k*], il existe un point
x € 771(t) tel que I'extension x(z)/k soit finie et séparable; notant f le polynome minimal
unitaire de z sur k, ouvert 771 (t) — {4(t)} coincide avec {|f| < |f(¢(t))|} et est la réunion des
domaines strictement k-affinoides potentiellement isomorphes au disque unité {|f| < an},
() étant une suite strictement croissante dans /|k*| qui converge vers | f|(c(t)). 0
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Remarque 2.2.7. — Soit £ un point de type (2) dans &(a), — S(S(a)); le complémentaire
V de la composante connexe non bornée de A,lf — {¢} est un domaine k-affinoide potentielle-
ment isomorphe au disque unité, que 'on peut décrire en termes d’éclatements admissibles ;
rappelons qu’il s’agit des éclatements, dans la catégorie des S-schémas formels, des Idéaux
cohérents et ouverts (voir [10], 2).
On note r Papplication de réduction &(a), — &(a)s.

Si r(€) est un point lisse de &(a)s, il existe un éclatement admissible ¢ : Y — &(a),

centré au point 7(§), tel que la fibre spéciale réduite de Y soit la somme amalgamée du

diagramme

S(a)s

T(S)T

Spec(r(r(€))) == Prie)

et V soit la fibre générique du S-schéma formel induit par ) sur I'ouvert Y4 — &(a)s ~
1

At

— Si r(§) est le point singulier de &(a)s, il existe un éclatement admissible ¢; : V3 —
S(a), centré en r(&), tel que la fibre spéciale réduite de Y soit la somme amalgamée du

diagramme

1 1
AEHAE

|

Spec(k) ] Spec(k)oﬁ ]P’;l;’

et, notant 7’ Papplication de réduction Y, — Vi s, un éclatement admissible go : Yo —
V1, centré en un point fermé de IP% —{0,00} C Y15, tel que la fibre spéciale réduite de
Y5 soit la somme amalgamée du diagramme

ed
iy

T’(E)T

1
Spec(k(r'(€))) —= Pu(r(e))
et V soit la fibre générique du S-schéma formel induit par Vs sur I'ouvert y;?;‘ — y{?;‘ ~
A};(r'(g))- Le point de Vi, = &(a), envoyé par 1’ sur le point générique du diviseur
exceptionnel de Y s est le point 7(£) de S(S&(a)).

Dans les deux cas envisagés, les fibres spéciales Vs, Vi 5 et Vo 5 sont réduites si (et seulement
si) [k(€)*| = |k*|. Finalement : étant donné un domaine k-affinoide V' de &(a), potentielle-
ment isomorphe au disque unité, il existe, aprés un changement de base S’ — S, S’ = Spf(k')
avec k'/k une extension séparable finie, un éclatement admissible ¢ : ) — &(a), centré en
r(£), et un ouvert U de Vs tels que

(i) la fibre spéciale YV soit réduite ;

ii) 'adhérence de U soit une réunion de composantes irréductibles de )y isomorphes a P

(
(i

iii) V ®g k' s’identifie a la fibre générique du S’-schéma formel induit par ) sur U.

1.
k’;,a
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2.2.2. Le squelette d’une S-courbe simplement semi-stable : début

La construction du squelette et de la rétraction se généralise naturellement aux S-courbes
formelles admettant localement un morphisme étale vers une S-courbe &(a), a € k° — {0}.
Introduisons plus précisément la définition habituelle suivante.

DEFINITION 2.2.8. Une S-courbe X est dite simplement semi-stable s’il existe un recou-
vrement par des ouverts U admettant un morphisme étale py : U — S(a(U)), a(U) € k°—{0}.

Remarque 2.2.9

1. La fibre générique d’une S-courbe simplement semi-stable X est un espace strictement
k-analytique rig-lisse, c’est-a-dire tel que le G-faisceau Qy, /1, soit un Ox,-module loca-
lement libre.

2. L'adverbe simplement vient de ce que l'on travaille avec la topologie de Zariski; on
pourrait, plus généralement, considérer les S-courbes qui, localement pour la topologie
étale, sont isomorphes a une courbe &(a), a € k° — {0}. Cette restriction a pour effet de
garantir la lissite de chacune des composantes irréductibles de X;. Soient en effet C' une
k-courbe localement algébrique et p : C' — &(a)s un morphisme étale avec 0 < |a| < 1.
Les composantes irréductilbes de C sont lisses : étant donné un point singulier Z de C' et
une composante irréductible Z de C passant par Z, l'image de Z par p est contenue dans
une composante irréductible Y de &(a)s et le changement de base Y — &(a)s donne
lieu & un morphisme étale p; : Z — Y ; la lissité de Y implique celle de Z au point z.

Pour ce qui suit, la restriction aux courbes simplement semi-stables n’est pas indis-
pensable.

3. La déformation des singularités quadratiques montre qu'une S-courbe & est simplement
semi-stable si et seulement si sa fibre générique X, est lisse et sa fibre spéciale X est

une k-courbe (localement algébrique) dont les seules singularités sont des points doubles
ordinaires et dont les composantes irréductibles sont lisses.

Passons maintenant a la construction du squelette d’une S-courbe simplement semi-stable.

THEOREME 2.2.10. 1l existe, pour toute S-courbe simplement semi-stable X, un unique
couple (S(X),Tx), constitué d’un polyédre entier de dimension au plus 1 et d’une application
Tyt Xy — S(X), tel que :

(1) Uespace topologique sous-jacent 4 S(X) soit un fermé de X, et l'application Tx soit une
rétraction, c’est-a-dire induise ’identité sur S(X) ;

(1) pour tout ouwvert U de X, S(X)NU, est un domaine polyédral dans S(X) et l’'immersion
canonique (/'\,’|U)77 — X, induit un isomorphisme de S(X|y;) sur S(X) N Uy, compatible auz
rétractions ;

(#11) quel que soit le morphisme étale p : X — Y entre deux S-courbes semi-stables, py,
induit une application de S(X) dans S(Y) qui est un isomorphisme G-local de polyédres entiers
s’insérant dans un diagramme commutatif :

Xy — 5(X)

pnl |

La démonstration du théoréme 2.2.10 s’étend jusqu’a le proposition 2.2.20.
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La caractérisation du fermé S(X) C X, reprend la description de S(&(a)) C S(6(a)),
donnée dans la proposition 2.2.5.

LEMME 2.2.11. Soient X wune S-courbe, p : X — &(a) un morphisme étale (a €
k° — {0}) et V C &,, Z C &(a), des domaines k-affinoides ;

si 'V est potentiellement isomorphe au disque unité, il en est de méme pour p(V') ;

St p_l(Z) # () et Z est potentiellement isomorphe au disque unité, il en est de méme pour

p~(2).
Démonstration. Soit V' C &, un domaine k-affinoide potentiellement isomorphe au disque
unité. Chaque composante connexe de V est I'image de M(K’{T}) par un morphisme non
constant, k&’ étant une extension finie séparable convenable de k, et p(V) est donc un domaine
k-affinoide potentiellement isomorphe au disque unité (lemme 2.2.6).

Soit Z C &(a), un domaine k-affinoide connexe et potentiellement isomorphe au disque
unité. Aprés un changement de base S’ — S, avec S’ = Spf(k’°), k' étant une extension finie
séparable de k, il existe un éclatement admissible ¢ : ) — &(a), centré en un point fermé =
de &(a)s, et un ouvert U de Y tels que le k-schéma Y, soit réduit, l'adhérence de U soit une
réunion de composantes irréductibles isomorphes a ]P’}l; et Z s’identifie a la fibre générique du
schéma formel induit par ) sur U. Si I'image réciproque p~'(Z) est non vide, la fibre de p;
au-dessus de T est non vide et le morphisme induit par p entre les schémas formels semi-locaux

prl(i) et S(a)z est étale et fini. Considérons alors le diagramme cartésien

y’iwc

g

y—q>6(a);

le morphisme p’ est étale et il est fini au-dessus de ¢~!(); il induit donc un revétement
étale au-dessus du sous-schéma fermé réduit U de ). Chacune des composantes irréductibles
de U étant, par hypothése, isomorphe a IP%, le revétement p’s_l(U) — U est isotrivial ; nous
pouvons donc supposer, quitte a faire un nouveau changement de base S” — S’ du méme
type que précédemment, que le revétement U’ = p’_l(U) — U est trivial. Le revétement

p \/U’ — Yy est alors trivial et, par passage aux fibres génériques, chaque composante

connexe de p~1(Z) = (V'ju1)y est isomorphe a Z. Ceci achéve de prouver que le domaine
k-affinoide p~1(Z) est potentiellement isomorphe au disque unité. O

COROLLAIRE 2.2.12. Soient C une S-courbe et r Uapplication de réduction C, — Cs;
pour tout point fermé lisse T de Cs, 'ouvert r=(T) est le réunion d’une suite croissante de
domaines k-affinoides potentiellement isomorphes au disque unité.

Démonstration. Quitte a remplacer C par Cjyy, ott U est un voisinage ouvert de = dans Cs,
on peut supposer qu'il existe un morphisme étale p : C — &(1). La fibre Q de 'application de
réduction &(1), — &(1), au-dessus du point p(Z) étant la réunion d'une suite croissante de
domaines k-affinoides potentiellement isomorphes au disques unité (voir la démonstration de
la proposition 2.2.5), il en est de méme pour r~1(Z) = p~1(Q2) d’aprés le lemme précédent. O

DEFINITION 2.2.13. Pour toute S-courbe simplement semi-stable X, S(X) est le fermé
de X, dont le complémentaire est la réunion des domaines k-affinoides potentiellement iso-
morphes au disque unité et contenus dans X, — So(X).
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LEMME 2.2.14. — Pour tout ouvert U de X et tout morphisme étale p : U — S(a), a €
ke — {0};
S(X)NU, = S(Xy) =p ' S(S(a)).

Démonstration. Soit V' C &, — So(X) un domaine k-affinoide connexe et potentiellement
isomorphe au disque unité; l'image de V est une partie constructible et, ’application de

)

réduction étant anti-continue, connexe de Xg — XS(O , C’est-a-dire un point fermé. L’égalité
S(X)NU, = S(Xy) en découle pour tout ouvert U de X'

La seconde égalite S(&|) = p~15(6(a)) est une reformulation du lemme 2.2.11. O

Etant donnée une S-courbe simplement semi-stable X, le lemme 2.2.14 permet de travailler
localement sur X' pour définir la structure de polyédre entier sur S(X) et la rétraction 74 —
S(X).

PROPOSITION 2.2.15. — Soient X une S-courbe conneze et p: X — S(a) un morphisme
étale.

~ Si la courbe Xy est lisse, elle est irréductible et S(X) = So(X).

— Supposons 0 < |a| < 1; sila fibre de p au-dessus du point singulier de S(a)s est réduite

a un point, p induit un homéomorphisme de S(X) sur S(&(a)).

Démonstration. Les composantes irréductibles d’une k-courbe lisse coincidant avec ses com-
posantes connexes, Xs est irréductible si elle lisse. L'image du morphisme ps : X5 — &(a)s
est contenue dans l'une des composantes irréductibles de S(a)s, déterminant un point £ €
S0(6(a)) € S(&(a)), et p~'(S(&(a))) = p~ (&) = So(X).

Passons au second point de I’énoncé. N

La courbe X étant un k-schéma affine (car quasi-compacte et étale sur la k-courbe affine
S(a)s), la fibre générique X, de X est un espace (strictement) k-affinoide ; 'espace topologique
| X | est en particulier compact et I'application continue de |X,| dans |&(a),| est donc propre.
1l suffit alors de vérifier que p induit une bijection de p~(S(&(a))) sur S(&(a)); ce sera
automatiquement un homéomorphisme.

Il s’agit donc de prouver que la fibre du morphisme p : X;) — &(a),, est réduite & un point
au-dessus de tout z € S(6(a)) C &(a),.

Observons tout d’abord que la démonstration peut se faire aprés passage a une quelconque
extension non archimédienne K de k : dans le diagramme commutatif

!

q

X, 01K X,
Pl lp
G(a)n@)kK rane S(a)y,

le morphisme ¢ induit un homéomorphisme de S(&(a))x = S(S(a)@sSpf(K°)) sur S(S(a))
et le morphisme ¢’ est surjectif.

Appliquant cette remarque avec K = H(x) — le complété du corps résiduel de x — nous
pouvons supposer que le point x est de type (2), de groupe des valeurs |H(z)*| = |k*|.

Soit b € k° tel que |T1(x)| = |b]. 1l existe un éclatement admissible ) — &(a) et un ouvert
U de ) tels que

~ le S-schéma formel )iy soit isomorphe a &(b),

— le point x appartienne au bord de S(&(b)) C S(S&(a)),
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et il est donc finalement suffisant de vérifier que les fibres de lapplication p : S(X) — S(&(a))
sont réduites a un point au-dessus du bord Sp(&(a)) de S(S(a)), c’est-a-dire qu'’il existe une
unique composante irréductible de X, au-dessus de chacune des deux composantes irréduc-
tibles de &(a)s.

Soit T 'unique point de X5 au-dessus du point singulier de &(a)s. Il passe exactement
deux composantes irréductibles de X par le point T et, le lieu singulier de X étant réduit
A T, toutes les autres composantes irréductibles de X doivent étre lisses et donc définir des
composantes connexes de Xs. La courbe X étant par hypothése connexe, elle posséde ainsi
exactement deux composantes irréductibles, passant par le point singulier T et dominant les
deux composantes irréductibles de &(a)s. Les fibres de I'application p : S(X) — S(S(a)) sont
donc réduites a un point au-dessus du bord Sy(&(a)) de S(S(a)). O

Soit X une S-courbe simplement semi-stable et considérons un recouvrement U de X par
des ouverts connexes tel que :
chaque U € U contienne au plus un point singulier de X,
si U,V € U sont deux ouverts distincts, U NV ne contienne aucun point singulier de Xy,
il existe, pour tout U € U, un morphisme étale py : Xjy — &(a(U)), a(U) € k° —{0}.
Etant donné U € U, S(X) N (X|U)77 = S(Xy) = p[}}n(S(@(a(U)))) contient les points de
So(X) au-dessus des points génériques de U et py, réalise un homéomorphisme de S(X) N
(X|U),7 sur son image dans S(&(a)), laquelle est une face de ce polytope entier. Il existe par

suite, pour tout ouvert U € U, une unique application 7y : (X‘U)?7 — S(X‘U) telle que le
diagramme

(Xv), —— S(Xv)

bUq l lpUﬁ’?

S(a(U))y —— 5(6(a))

soit commutatif ; pour tout U € U, la restriction de 77 & S(&|y) est l'identité. Le recollement
des ces applications en une rétraction 7y : &; — S(X) est immédiat : si U,V € U sont
deux ouverts distincts, U NV est par hypothése un ouvert irréductible disjoint de Sing(Xj)
et (X\Umv)n est envoyé par chacune des rétractions 77, 7y sur le point de Sp(X) au-dessus du
point générique de U NV.

Quels que soient les points distincts 2,y € S(X'), des domaines k-affinoides connexes V, W C
X, tels que I'(V) = {x} et I'(W) = {y} sont nécessairement disjoints. Il suffit en effet de le
vérifier pour les domaines k-affinoides V' N (X‘U)?7 et WN (X|U)?7’ U parcourant U : leurs images
par py,, sont des domaines k-affinoides dans &(a(U)), satisfaisant & la méme condition et la
conclusion est alors immédiate.

L’observation précédente permet de vérifier que I'application 7y : &, — S(X') que I'on vient
de définir ne dépend pas du choix des morphismes étales py : Xy — &(a(U)) : elle induit
en effet 'identité sur S(X) et, pour tout € A), le point 7x(x) de S(X) est uniquement
déterminé par la condition intrinséque suivante : il existe un domaine k-affinoide connexe
V C &), contenant z et dont 7x(x) est I'unique point de Shilov.
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PROPOSITION 2.2.16. — Soient X, Y deux S-courbes simplement semi-stables et f : X —
Y un S-morphisme étale ; le morphisme fy, : X, — YV, envoie S(X) dans S(Y) et le diagramme

X, —> S(X)

A

yn—T)?S(y)

est commutatif.

Démonstration. Traitons tout d’abord le cas on Y = &(a), a € k° — {0}. L’inclusion
fn(S(X)) € S(6(a)) découle du lemme 2.2.14. Considérons un recouvrement U de X, par
des ouverts connexes U contenant au plus un point singulier de X, deux ouverts distincts
dans U ayant de plus une intersection disjointe de Sing(X;); reprenant la description qui
précede la proposition, nous pouvons construire & partir des cartes étales fy : Xy — S(a)
une rétraction 74 : X, — S(X) telle que le diagramme

/

X S(%)

W

S(a)y —> 5(&(a))

soit commutatif, la rétraction 7y étant, elle, définie a partir de morphismes étales py : Xjgy —
S(a(U)), a(U) € k° — {0} ; la caractérisation intrinséque de la rétraction 7y donnée précé-
demment implique l'identité 74 = 7%.

Le cas d’une S-courbe simplement semi-stable ) quelconque se déduit trivialement du cas
particulier Y = S(a) : considérons en effet un recouvrement U de Vs par des ouverts connexes
tel que :

— chaque ouvert U € U contienne au plus un point singulier de ),

— deux ouverts distincts U,V € U aient une intersection disjointe de Sing(}s),

~ il existe pour tout U € U un morphisme étale py : Yy — &(a(U)), a(U) € k° — {0}.

Puisque S(Y) N (y‘U)n = SQu) = pl}’%(S(@(a(U)))) (lemme 2.2.14) et (py o
Pn(8(X)) c S(&(a(V))), f(S(X) N V), € SO)N V), pour tout U € U et
donc f,(S(X)) C S(Y).

Dans le diagramme

(Xy10),) 2 V), =22 S(a(V)),

o N L

S(X 1)) e SVv) —= S(6(a(U)))

Pun

les égalités
PUn© fnoTx =TOopuyo fy
et
PUR O Ty =T ODpuy

sont connues d’apreés la premiére partie de la démonstration ; 'application py, étant injective,
la commutativité du diagramme en découle. En vertu des identités S(&|f-10y) = S(X) N
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(X|f71(U))n, S(y‘U) = S(y) N (y|U)n, Ue L{, le diagramme

X, —% S(X)

W

yn—>5(y)

EhY

est également commutatif. O

2.2.3. Le squelette d’une S-courbe simplement semi-stable : fin.

Rappelons que, pour tout S-schéma formel plat et localement de présentation finie X', Ag(X)
est le sous-groupe du groupe abélien CO(\XUI, R) image de I'homomorphisme canonique

(F(X, Ox) @pe k)™ — CU(|1 Xy, R), f > log|f]

et A(X) est le sous-groupe engendré par Ag(X) et R (2.1.1).

Soit X une S-courbe simplement semi-stable; il reste, pour achever la démonstration du
théoréme 2.2.10, & définir la structure de polyédre entier sur S(X) et a vérifier sa compatibilité
aux S-morphismes étales.

Tout ce dont nous avons besoin est contenu dans la proposition suivante.

PropoSITION 2.2.17. Soit U un ouvert conneze de X5 rencontrant Sing(Xs) en au plus
un point ; pour tout morphisme étale p : Xjy — &(a), ot

—la| =1 si U est lisse,

- 0< |a| <1 si U contient un point singulier de Xs,
I’homomorphisme A(p) : Ar(&(a)) — Ap(X|r) est un isomorphisme.
Démonstration. La proposition 2.2.15, jointe a la condition sur |a|, implique que p,, réalise
un homéomorphisme de S(&|y7) sur S(&(a)), identifiant So(X') et So(S(a)).

Les fibres spéciales Xs et S(a)s étant réduites, |H(z)|* = |k*| pour tout point
z € So(X) U So(S(a)).

Considérons le diagramme commmutatif

Ar(6(a)) = Hom(So(&(a)), log [k*])

A(p)l lp*

Ag(Xjy) —=— Hom(So(X), log |k|*),

dans lequelle la fleche p* est un isomorphisme. La fleche A;(&(a)) — Hom(So(S(a)), log |k|*)
est un isomorphisme en vertu du lemme 2.2.1; toutes les fléches de ce diagramme sont donc
des isomorphismes. O

COROLLAIRE 2.2.18. — Pour tous a,b € k° tels que 0 < |al,|b| < 1, les points singuliers
des S-schémas formels S(a) et S(b) ont des voisinages étales isomorphes si et seulement si

la] = [b].

Considérons un recouvrement U de X5 par des ouverts connexes tel que :
— chaque U € U contienne au plus un point singulier de X ;
— lintersection de deux ouverts distincts U, V' € U soit disjointe de Sing(Xj).
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Pour tous U,V € U distincts, U NV est un ouvert irréductible et lisse de X, S(Xyny) est
réduit au point de So(&') au-dessus du point générique de UNV et le morphisme de polytopes

(S(Xoew ), MXpav)) = (S(Xo), A(Xr))
induit par l'incusion U NV C U est une immersion canonique de O-face. La collection des
(S(Xp), A(Xjy)), U € U, est par conséquent un atlas Z-polyédral sur l'espace topologique
S(X) et la proposition 2.2.17 garantit que la structure de polyédre entier sur S(X) ainsi
obtenue ne dépend pas du choix du recouvrement ouvert .

Le recouvrement ouvert U de X étant de la forme précédente, 'espace topologique S(X‘U)
est réduit a un point si Vouvert U est lisse, homéomorphe au segment [0, 1] si U contient un
point singulier de X;; 'espace topologique S(&X') est donc naturellement homéomorphe au
graphe dual de la k-courbe nodale X et l'application de réduction r : &, — Xy induit, pour
tout point & € So(X'), une bijection du coéne tangent T,S(X) & S(X') en £ sur U'ensemble des
points singuliers de Xs appartenant & la composante irréductible de X de point générique

r(£)-
Ce polyedre entier est muni du poids (cf. 1.2.1) défini par 'application

m0(S(X) — So(X)) — Sing(Xs) — R

qui associe a la composante connexe de S(X) — So(X) correspondant & un point singulier
[

de X, le nombre entier strictement positif [k(Z) : ]

Le polyedre entier pondéré d’espace topologique sous-jacent S(X') que 'on vient de définir
est appelé le squelette de la S-courbe simplement semi-stable X' ; il sera également noté S(X).

Remarque 2.2.19

1. Le polyeédre entier S(X) est I’égalisateur du diagramme

H(U,v)eu S(XIUOV) - HUeu S(X\U)

dans la catégorie des polyédres entiers.

2. Tout recouvrement de X; par des ouverts connexes contenant chacun au plus un des
points singuliers de X définit une décomposition élémentaire du polyedre S(X) sur
laquelle le poids est constant. N

3. Puisque S(X) s’identifie, en tant que polyédre, au graphe dual de la k-courbe X, 'ap-
plication S(X) — X, induite par la réduction de &, sur X; détermine une bijection entre
mo(S(X)) et mo(Xs). On en déduit que l'inclusion S(X) C X, induit une bijection entre
mo(S(X)) et mo(Xy,).

PROPOSITION 2.2.20. — Soient X, Y deux S-courbes simplement semi-stables et f : X —
Y un morphisme étale. Le morphisme f, : X, — Y, induit une application de S(X) dans
S(Y) qui est un isomorphisme G-local de polyédres entiers.

Démonstration. Il a déja été établi (propostion 2.2.16) que le morphisme f, envoie le fermé
S(X) de &), dans le fermé S(Y) de Y,.

Le résultat découle immédiatement de la proposition 2.2.17 lorsque Y = &(a), a € k°—{0} :
considérant un recouvrement U de X par des ouverts connexes contenant au plus un point
singulier de X5, chaque morphisme fi; : Xjy — &(a) induit un isomorphisme du polytope
entier S(&|y) = S(X) N (X‘U)?7 sur une face du polytope entier S(S(a)).
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Le cas général s’obtient en recouvrant ) par des ouverts connexes U contenant au plus
un point singulier de Vs et pour lesquels il existe un morphisme étale py : Yy — &(a(U)),
a(U) € k° —{0} induisant un isomorphisme entre les polytopes entiers S(Xyy) et S(&(a(u))).
O

La démonstration du théoréme 2.2.10 est maintenant achevée.

PROPOSITION 2.2.21. Soit X une S-courbe simplement semi-stable; quelle que
soit l’extension non archimédienne K/k, le morphisme canonique d’espaces analytiques
pr : Xy@kK — X, envoie S(X xg Spf(K°)) dans S(X) et Uapplication induite est un
isomorphisme G-local de polyédres entiers pondérés.

Démonstration. Les deux assertions de I’énoncé sont démontrées si elles le sont pour chacune
des S-courbes X|7, U parcourant un recouvrement ouvert de X5 ; nous pouvons donc supposer
qu’il existe un morphisme étale ¢ : X — &(a) induisant un isomorphisme du polyédre entier
S(X) sur S(&(a)). Considérons le diagramme commutatif

X8, K —2~ X,

%,Kl lfh}

&(a)y @K —= S(a)y;

Pk

il a été noté au début de 2.2.1 que le morphisme p’; induit un isomorphisme du polyedre entier
S(6(a) xsSpf(K°)) sur S(&(a)), d’ou il découle que le morphisme pg définit une application
de S(X xg Spf(K°)) dans S(X) qui est un morphisme de polyédres entiers s’insérant dans le
diagramme commutatif

PK

S(X x5 Spf(K®)) S(X)

Qn,Kl lfh}

5(8(a) x5 Spf(K?)) ~— 5(6(a)).

K

Les fleches p) et g, sont des isomorphismes et, d’aprés la proposition 2.2.20, la fleche ¢, x
est un isomorphisme G-local ; le morphisme pg : S(X xgSpf(K°)) — S(X) est finalement un
isomorphisme G-local de polyédres entiers.

Nous écrirons S(X)x en lieu et place de S(X x g Spf(K°)).

Il reste a vérifier la compatibilité avec les poids. Notons r : &) — X, et 7k : Xn<§>kK —
(X Xg Spf(KO))s = X ®; K les applications de réduction, qui s'insérent dans le diagramme
commutatif :

Xn®kK TK; Xs ®% k

pKl lpg

X, ..

Considérons un point £ de So(&X) et un élément ¢ de T¢S(X), ce dernier correspondant a
un point singulier = de X contenu dans la composante irréductible de point générique r(§).
Etant donné un voisinage U de  dans X' et un morphisme étale p : U — &(a), a € k°,
on peut restreindre U de telle sorte que Z soit 1'unique point de la fibre p~1(p(Z)); celle-ci

est alors un k(p(F)) = k-schéma fini et réduit (p est étale), de rang [k(Z) : k. La fibre de
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(p®1):U ®gSpf(K°) — &(a) ®s Spf(K°) au-dessus du point singulier est, de méme, un

K-schéma fini et réduit ; puisqu’il s’identifie & p~* (p(z)) ®7 K. il est de rang [1(Z) : k] et donc

z'ep ! (T)

Cette derniére identité se réécrit sous la forme

wet) = ) > we (),

E'EP;}l(E) tIETEIS(X)K,t’—ﬂf

ce qui établit que px est un isomorphisme de polyédres entiers pondérés (cf. remarque 1.2.3,
2). O

La notation ix que nous employons dans le lemme suivant a été définie en 2.1.3 (Eztension
des scalaires). Rappelons que, pour tout point x de X, s(x) est le degré de transcendance de

Vextension H(x)/k: x est dit de type (2) si et seulement si s(z) = 1.

LEMME 2.2.22. Soit X une S-courbe simplement semi-stable.

(i) Etant donné un sous-ensemble fini ¥ C S(X), il existe une extension non archimédienne
K/k et un éclatement admissible Y — X xg Spf(K°) tels que Y soit une Spf(K°)-courbe
simplement semi-stable et ix(X) C So()). L’extension K/k peut étre choisie finie (séparable)
si et seulement si tous les points de X2 sont de type (2).

(i4) Etant donné un ensemble fini X' de points de type (2) ou (3) dans X, il ewiste une
extension finie (séparable) k'/k et un éclatement admissible Y — X x g Spf(k'°) tels que )’
soit une Spf(k'®)-courbe simplement semi-stable et i3 (X') C S()').

Démonstration. Traitons d’abord le cas X = &(a).

(i) On peut supposer que l’ensemble ¥ est réduit & un point x.

Considérons une extension non archimédienne K/k telle que |H(z')*| = |K*|, o 2’ est le
point de S(S(a))k correspondant & = dans I'identification canonique S(&(a))x = S(S(a));
cette extension peut étre choisie si (et seulement si) = est de type (2).

Fixons b € K* tel que |To(2')] = |b]; |a] < ]b] < 1 et 'éclatement sur S x g Spf(K°) de

I'ldéal (Tp,b) — inversible en dehors du point singulier de &(a)s; — donne lieu & un morphisme
q: Z — 6(a) xg Spf(K°) tel que Z soit une Spf(K°)-courbe simplement semi-stable et
S0(2) = So(&(a)) U{z}.
(ii) On peut de nouveau supposer ¥ réduit & un point z. Si x € S(S(a)), il n’y a rien
a démontrer; sinon, le point ' = 7(z) de S(S(a)) est tel que s(a’) = 1 et on vient de
prouver qu'’il existe une extension finie &' /k telle que le point de S(&(a))x ccorrespondant a
' dans l'identification canonique S(&(a))w = S(S(a)) appartienne a So(S(a) x5 Spf(k'?)).
On est ainsi ramené au cas d'un point x tel que 7(z) € Sp(&(a)). L’application de réduction
S(a), — 6S(a)s envoie x sur un point lisse T appartenant a la composante irréductible de
point générique r(7(z)).

Le complémentaire E de la composante connexe non bornée de &(a), —{x} C Af —{x} est
un disque fermé de point de Shilov x. Soit y un point dans E tel que 'extension k(y)/k soit
finie, de polynéme minimal f normalisé de telle sorte que | f(7(z))| = 1; choisissons également
b€ kX tel que |f(z)| > [b]. L'Idéal Z sur &(a) tel que Iz = fOg(q) 5 + 0O0s(a)z et T = Og(q)
sur &(a)s — {} est admissible et son éclatement ¢ : Z — S(a) fournit une S-courbe Z dont
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la fibre spéciale est la somme amalgamée du diagramme

1
P

|

Spec(k) — S(a)s,

qui devient simplement semi-stable aprés une extension finie k' /k et telle que S(Z x g Spf(k’°)
contienne le sous-ensemble iy ().

Le cas d’une courbe simplement semi-stable quelconque se déduit directement de ce qui
précéde. On peut en effet supposer que X' est munie d'un morphisme étale p : X — S(a) car
la question est locale sur A;,.

Etant donnée une extension non-archimédienne (resp. une extension finie) K/k telle
qu’il existe un éclatement admissible ¢ : Z2 — &(a) xg Spf(K°) satisfaisant a la condition
i (py(X)) C So(2) (resp. ix(X) C S(2)), I'éclatement admissible ¢’ : Y — X x g Spf(K°)
défini par le diagramme cartésien

YL X xg Spt(K°)

| 5

Z——= S(a) xg Spf(K°)

fournit une S-courbe simplement semi-stable ) telle que ix(X) C So(Y) (resp. ix(X) C
S(z2)).

L’extension K/k peut étre choisie finie si tous les points de p,(3) sont de type (2), donc si
tous les points de X sont de type (2).

Toutes les extensions finies peuvent étre choisies séparables. O

La proposition suivante sera utilisée au chapitre 3 (cf. théoréeme 3.2.10).

PROPOSITION 2.2.23. Soit Y un espace k-affinoide rig-lisse de dimension 1. Toute com-
posante connezxe L de Int(Y') et la réunion d’une suite de domaines k-affinoides telle que, pour
tout n :

-V C Vn—l—l - 8‘/n—i-l ;

- la frontiére de chaque composante connexe de Vy, 11—V, ne rencontre V,, (resp. Vi11) qu’en
un seul point.

Démonstration. Si I'on dispose d’une telle suite aprés une extension non archimédienne
K /k, son image par la projection canonique p : Y&, K — Y satisfait aux conditions imposées
car p(0(V®LK)) = OV pour tout domaine k-affinoide V ([3], proposition 3.1.3, (iv)). Nous
pouvons donc supposer que Y est un domaine srictement k-affinoide, fibre générique d’une
S-courbe simplement semi-stable ).

La composante connexe 2 de Y = ), est I'image réciproque par I'application de réduction
r: Y, — Vs d’'un sous-schéma fermé (réduit) Z de ), propre sur k et connexe. Les points
de 0f) sont en bijection avec I’ensemble des points génériques des composantes irréductibles
affines de ), rencontrant Z.

L’intersection 2 N S()) est un ouvert de S()). Elle est vide si et seulement si Z est un
point fermé lisse de Vs et la conclusion est dans ce cas immeédiate puisque €2 est la réunion
d’une suite croissante de domaines strictement k-affinoides ayant un unique point de Shilov
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(corollaire 2.2.12). Si 2N S(Y) est non vide, il découle immédiatement de la construction de

S(Y)) aue
Q=7"H2NS));
il ne reste alors plus qu’a définir les domaines k-affinoides désirés par :
Vi =7174Sp),

ou (Sy,) est une suite croissante de domaines polyédraux compacts de réunion S telle que, pour
tout n, les composantes connexes de S,+1 — 5, soient des polytopes entiers de dimension 1.
Od

2.2.4. Polygones de Newton généralisés

La notion classique de polygone de Newton d’une série de Laurent a coefficients dans k per-
met I’étude des fonctions holomorphes sur les couronnes {r < |71| < R} C Gmy, 0 < r < R,
lesquelles sont essentiellement les fibres génériques des S-courbes S(a) (cf. [Man|, chapter 1,
par exemple). La construction du squelette d’une S-courbe simplement semi-stable X fournit
le cadre d'une généralisation évidente pour les éléments f de I'(A;), Oy, ), ledit polygone de
Newton n’étant autre que le graphe de la fonction réelle log | f|s(x)-

PROPOSITION 2.2.24. Soient X une S-courbe simplement semi-stable, de fibre générique
X = X)), et f une section globale de Ox, inversible sur un ouvert dense de X.

(i) La restriction F de la fonction log|f| a S(X) C X est affine par morceauz : F €
AR(S(X)).

(i) Pour tout point x € S(X), log |f| < F(x) sur 73" (z), avec égalité si et seulement si f
ne s’annule pas sur T;I(x) ; ainsi, la fonction F o Ty majore log|f| sur X, et il y a égalité si
et seulement si f € I'(X,Ox)*.

(#1) Pour tout x € S(X) — 0X, le coefficient de §, dans dd°F est le degré du diviseur
div(f)h;(x) ; la mesure induite par dd°F sur S(X)—0X est donc positive et F' est harmonique

sur S(X) — 0X si et seulement si f est inversible sur louvert 7=1(S(X) — 0X) de X.

Démonstration. Observons tout d’abord que la fonction log | f| prend des valeurs finies sur
S(X) C X : en effet, f étant génériquement inversible, elle ne peut s’annuler qu’en des points
x € X tels que |k(z) : k] < oo et la conclusion découle de ce que l'extension k(z)/k est
transcendante pour tout point x € S(X).

Le support du diviseur de f étant un fermé localement fini de X, son image 3 par "appli-
cation propre Ty est un fermé localement fini de S(X) tel que s(x) = 1 pour tout x € X;
il existe alors, par application du lemme 2.2.22, une extension finie k’'/k et un éclatement
admissible q : Y — X xg Spf(k’°) tel que Y soit une Spf(k’®)-courbe simplement semi-stable
et ¢7H(Z) C So(Y). Posons S" = Spf(k’°); le morphisme canonique p : X, ®; k' — X, induit
un isomorphisme G-local entre les poyédres entiers pondérés S(X xg.S’) et S(X) (proposition
2.2.21) et

dd°F = p,dd°p*F
(remarque 1.2.8, 4). Il est donc suffisant de démontrer la proposition pour p*f € I'(X ®j
E',Oxg, k), ce qui permet de supposer que 3 est contenu dans So(X) ou, de maniére équiva-
lente, que I'image du support de div(f) par 'application de réduction X — Xs est disjointe
du lieu singulier Sing(Xs) de Xs.
Soit, pour tout point z € Sing(X;), Uz un voisinage ouvert connexe de z dans
Xs — r(|div(f)]) tel que U — {Z} soit lisse; f étant inversible sur chacun des domaines



46

k-affinoides r~1(Uz), Fis(xynr—1w) € Ax(Xjy) d'apres le lemme 2.2.22 et le point (i) est
démontré.

Pour tout x € S(X), T/,;l(a:) est un domaine k-affinoide dont x est I'unique point de Shilov.
La restriction de f a 7y'(z) atteint son maximum au point z, d’ou I'inégalité log|f| <
log |f(z)| = F(z) sur 73" (z); appliquant le méme raisonnement a f~', on obtient 'égalité
log |f| = F(x) si f est inversible sur 75" (z). Réciproquement, puisque f ne peut s’annuler
aux points de S(X), |div(f)| N7y (z) = 0 si log|f] = F(x) sur 75 (z) et fT);l(m) est alors
inversible ; le point (ii) est démontré.

Etant donnés un point & € So(X) et a € kX tel que |a] = |f(£)], a~1f est inversible au
voisinage de £ dans X et donc induit une fonction méromorphe réguliére fg sur la composante
irréductible Z[¢] de X de point géneérique r(§). Elle est indépendante du choix de « et son
diviseur des poles est localisé dans Sing(X) puisque |f| < |a sur 74 (§). Quel que soit I’élément
t de T¢S(X) correspondant & un point singulier z de X contenu dans Z[¢],

Agi(F) = —ordz(f°)
(lemme 2.2.25 ci-dessous) et, vu la définition du poids dont est muni S(&X') (2.2.3),

2 ( > )‘é,t(F)wg(t)> 5¢

£€80(X)  METS(X)

- ¥ (X ol ) b

£€So(X) TeXNZ[E]

dd°F

Le coefficient de —d¢ dans dd°F' est donc le degré de la composante du diviseur de ff contenue
dans Sing(X,). La k-courbe Z[¢] est propre si et seulement si & € So(X) — OX ; par suite,
pour tout point & € So(X) — 0X, le coefficient de d¢ dans dd°F n’est autre que le degré
de la composante du diviseur de fg contenu dans X5 — Sing(Xs). C’est également le degré
de la composante de div(f) contenu dans le domaine k-affinoide 73'(z). En effet, si Z[¢]’
est Pouvert Z[¢] — (Sing(Xs) N Z[€]) (remarquer que Z[£] rencontre les autres composantes
irréductibles de X en des points singuliers de Xs) et si a € k™ est choisi tel que |a] = |f(§)],
a~lf appartient a la sous-k°-algébre T'(Z[¢]/,Ox) de T'(Z[¢], Ox) ®ko k (proposition 2.1.1)
et le sous-schéma fermé V(a™'f) de X|z[g est I'adhérence de div(f) N 7y (€) dans X'; clest
donc un S-schéma fini et plat, d’ou découle I'identité

deg(div(f) N 7y" (€)) = deg(div(f*) n Z[]).

Cela garantit la positivité de dd°F sur S(X')—0X et établit ’équivalence entre 'inversibilité
de f sur 73" (S(X) — 0X) et harmonicité de F sur S(X) — 0X. O
LEMME 2.2.25. — Soient X une S-courbe simplement semi-stable connexe dont la fibre
spéciale posséde un unique point singulier , X = X, sa fibre générique et f un élément de
I'(X,0x)* ; notons F la restriction a S(X) C X de la fonction log|f].

Soient & un point dans So(X) = 9S(X) et Z[£] la composante irréductible de X, correspon-
dante ; étant donné o € k* tel que |f(€)| = |af, a1 f est inversible au voisinage de & dans X

et induit une fonction méromorphe réqulicre f& sur Z[€)], indépendante du choiz de o.

La fonction F appartient o Ap(X) et

Me(F) = —ordz(F).
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Démonstration. Quitte a restreindre U, on peut supposer qu’il existe un morphisme étale
surjectif p : X — S(a), a € k° — {0}, induisant un isomorphisme entre S(X) et S(&(a)) =
Spf(k°{Tv,T1}/(ToTy — a)); on peut également supposer que p*Tj est une équation de Z[¢]
dans X, auquel cas p*T; ! est un paramétre local en T sur Z[¢]. L'élément F de Ap(X) =
log |k*| ® Zlog |p*Ty| s’écrit

= log |f|(§) + nlog [p*Ti|
et, si a € k* est choisi tel que |a| = |f(€)], la section o™ fp*T; ™ de O% est de module
constant égal a 1 sur X et appartient donc a T'(X,Ox)* (proposition 2.1.1). Il en découle
en particulier 'appartenance de a1 f a p*Tln(Qg[g] et donc, p*Tl_1 définissant un paramétre
local en Z sur Z[¢], I'égalité

Me(F)=n= —ordz(f%).

2.2.5. Morphismes entre S-courbes semi-stables.

Le couple (S(X),7x) associé & une S-courbe simplement semi-stable dépend (en général)
du S-schéma formel X et non pas seulement de l'espace k-analytique X, ; la situation est
toutefois assez facile a analyser.

PROPOSITION 2.2.26. Soient X une S-courbe simplement semi-stable et q:Y — X un
éclatement admissible tel que Y soit une S-courbe simplement semi-stable.

(i) L’isomorphisme q,;l de X, sur Y, identifie S(X) a un domaine polyédral dans S()).

(i) L’application S(q) = Tx o n|s(yy €st une rétraction de S(Y) sur S(X) s’insérant dans
le diagramme commutatif

Yy —2=8(Y)

qnl lS (9)

Xy —— S(X).

Tx

(iii) Soit V une composante conneze de S(Y) — S(X); son adhérence V dans S(Y) est un
polyédre entier compact dont la frontiere V N S(X) est réduite 4 un point.

(iv) Quelle que soit la fonction ® € A°(S(X)), S(q)*® € A°(S(V)) et
dd® = S(q)«(dd“S(q)" ).
Démonstration. Les espaces k-analytiques ), et ), sont identifiés via I'isomorphisme g;,.

(i) Le sous-ensemble ¥ = So()) N S(X) de S(X) contient So(X) (car gs est dominant) et
est constitué de points = tels que |k(x)*| = |k*|; il existe par conséquent un éclatement
admissible p : Z — X tel que Z soit une S-courbe simplement semi-stable, S(Z) = S(X) et
So(Z) = X; la proposition 2.1.15 implique alors la factorisation du morphisme ¢ a travers p :

| N
Z?Xj

u étant un éclatement admissible induisant un isomorphisme au-dessus d’un voisinage ouvert
de Sing(Z,) - car aucune composante irréductible de ); ne rencontre u~!(Sing(Z)) - et
identifiant Z a son transformé strict dans )s. Il est maintenant évident que S(X') = S(Z2) est
un domaine polyédral dans S()’) : ayant choisi, pour tout point y € Sing()s), un voisinage
ouvert connexe Uy tel que Uy —{y} soit lisse, S()) est obtenu en recollant a So()) les polytopes
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entiers S(Vy.), ¥ € Sing(Vs), tandis que S(Z) est obtenu en recollant a So(Z) C So(Y) les
polytopes entiers S(Yr,), ¥ € Sing(Zs) C Sing(s).

(ii) Soit Z’ le schéma formel induit par Z sur l'ouvert Z. = Z; —Sing(Z;) ; ¢’est une S-courbe
lisse de squelette So(Z) et dont la fibre générique contient S())—S(Z). L’application 7y envoie
chacune des composantes connexes de Z,’7 C &, sur le point de Sp(Z) qu’elle contient et elle
rétracte le polyedre S()) sur le domaine polyédral S(Z); la commutativité du diagramme

Un P

Iy =

est évidente.

(iii) Les fibres du morphisme wu sont connexes puisqu’il s’agit de I'éclatement d’un Idéal (ad-
missible) sur Z inversible en dehors d’un fermé contenu dans le lieu lisse Z’. Soit Z” la réunion
des composantes connexes de Z! qui rencontrent Sing(Ys). Comme on peut le constater sur la
description du domaine polyédral S(Z) C S()) donnée en (i), ’adhérence de S(¥)—S(Z) dans
S(Y) s’identifie canoniquement au squelette de la S-courbe simplement semi-stable u=!(Z"),
dont les composantes connexes sont en bijection avec I'ensemble des points génériques de Z7;

il en découle que chaque composante connexe de S()) — S(Z) est adhérente & un et un seul
point dans So(Z”) C Sp(Z£), qui n’est autre que son image par la rétraction 7y.

(iv) Quels que soient le point € S(X) et I’élément ¢ € T, S(Y), correspondant & un germe
de composante connexe ¢ de S(Y) en z,

A (@) = { ())\ s? c est contenue dans S()) - S(X);
: 2t(®)  sicest contenue dans S(X);
I’égalité
dd“® = S(g)+(dd"S(q)" @)
en découle immédiatement. O
PROPOSITION 2.2.27. Soient X', Y deux S-courbes simplement semi-stables et f : X;) —

Y, un morphisme quasi-fini. Il existe une extension finie séparable k'/k et un éclatement
admissible q : X' — X xg S’, §' = Spf(k'®), tels que

(1) X' soit une S-courbe simplement semi-stable et le morphisme f' = f®1: X, @i k' —
Yy @ k' se prolonge en un Spf(S’)-morphisme f': X' — V', o0 V' =Y x5 Spf(S)

(ii) Uapplication S(f') = Ty o figxr de S(X') dans S(YV') soit un morphisme de polyédres
entiers,

(ii1) le diagramme

Xy — S (x)

fl lS(f’)

soit commutatif.
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Dans ces conditions :
(iv) pour tout point x € S(X') — OX] et toute fonction ® € A°(S()')),

/ dd°S(f')® = (deg, ') / dde.
2} )

Démonstration.

(i) Tous les points du sous-ensemble ¥ = f~1(So()) de &, sont de type (2) (car f est quasi-
fini) et, par application du lemme 2.2.22, il existe une extension finie k'/k et un éclatement
admissible g : X' — X xg S, avec S’ = Spf(k’°), tels que X’ soit une S-courbe simplement
semi-stable et p,;,I(E) C So(X'). Sous ces conditions, la proposition 2.1.15 montre que le
morphisme f'= f®1: &) = &), @ k' — Y, @ k' se prolonge en un S"-morphisme f : X’ —
yl = y Xg Sl.

Nous notons dorénavant X, ), f et f en lieu et place de X', ), f’ et f’ respectivement.

(ii) Considérons deux points z € Sing(X;), y € Sing(Ys) tels que f(x) = y et soient U C A,
V' C Y des voisinages ouverts affines connexes de z, y respectivement tels que U — {x} et
V — {y} soient lisses. Par construction des polyédres entiers S(X) et S(Y),

S(X)N ()(\U),7 =S(Xy) et S)N (37\\/')77 =SVv)

sont des polytopes entiers, de groupes structuraux A(Xjy) et A(Y)y) respectivement. Il nous
faut nous assurer que, pour toute fonction ¢ € A(Y)y ), la fonction S(f)*p sur S(&|y;) appar-
tient & A(X|y); ceci est contenu dans la formule

S(f) e =Af)p),

ot A(f) est 'homomorphisme de A())y,) dans A(&|y) induit par le morphisme f : X7 — Yy

(2.1.1). La veérification en est facile :
il n’y a rien & dire si ¢ est constante;
sila fonction ¢ appartient au sous-groupe A (Y)y) de A(Y}y), elle est de la forme — log |ul,

ue (L, Oy) Ope k)x, et alors

S(f)e = (f*7§290)|3(2() = (r 10g‘uDIS(?‘f)
= log\f*uhg(;g)
= A(f)(p).

(iii) L’application S(f) : S(X) — S(¥) étant par définition la composée Ty o fig(x), le dia-
gramme

Xy — 5(X)

fl lS(f)

Yy~ SO)

est commutatif si et seulement si ’application Tyo f est constante sur les fibres de la rétraction

Tx.
— Soit © 'ouvert Vs — Sing()s) ; la rétraction 7y étant localement constante sur (ym)n et

a valeurs dans Sg()), Ty o f est constantes sur les fibres de 7y au-dessus de S(y|f71(9))

puisque ces derniéres sont connexes.
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— Soient y un point dans Sing()s) et V' un voisinage affine connexe de y dans )y tel que
V — {y} soit lisse. Etant donnée une fonction ¢ € Ay ), la fonction f*p = A(f)(p)
appartient a A(X|f71(v)) ; elle est donc constante sur les fibres de 7. Comme

fro=(myof)eisw)
et que les éléments de A())y-) séparent les points de S())y), cela établit que I"application
Ty o f est constante sur les fibres de 7y au-dessus de S(/Y‘ffl(v)).

(iv) Traitons tout d’abord le cas d'un point z € S(&X') appartenant & So(X).

Quitte & effectuer un éclatement admissible sur ), on peut supposer que le point y ap-
partient a So()). Notons C,, (resp. Cy) la composante irréductible de X (resp. )s) de point
générique rx(z) (resp. ry(y)).

Le morphisme is : Xs — Vs induit un morphisme quasi-fini et dominant de C, dans Cj et
I’homomorphisme correspondant x(ry(y)) — k(rx(x)) entre les corps de fonctions coincide
avec celui provenant de ’homomorphisme H(y) — H(x), défini par f, via les identifications
canoniques

H(z) = k(ra(z)),  Hly) =rlryy))
(proposition 2.1.2, (iii)). L’hypothése x ¢ 0X, est équivalente a la propreté de la k-courbe
algébrique C ; il en est alors de méme pour la courbe Cy et le morphisme induit par is de
C, dans Cy est fini, de degré

[H(z) : H(y)] = [H(x) : H(y)] = deg,, f
(extension H(x)/H(y) est non ramifiée puisque, les S-courbes X, ) étant simplement semi-
stables, |H(y)*| = |[k*| = [H(x)*|).

Soit p un point singulier de Y, appartenant & Cy ; a p correspond un sous-polytope entier
P de S(Y) tel que y € P et on note t la fonction affine positive sur P qui s’annule en x et
engendre le groupe abélien A(P)/R. Notons e, (f) 'indice de ramidfication de f en un point
fermé p’ de C,.

Nous avons d’une part

ep/ (i) =1
pour tout point fermé & € C, N (Xs — Sing(X;)) : il passe en effet nécessairement deux
composantes irréductibles distinctes de X5 par tout point de C, au-dessus d’un point de
Cy N Sing(YVs).

D’autre part, la définition de la structure entiére sur S(X) est telle que

Aap (S()*1) = ey (f)

pour tout point p’ € C, N Sing(Xs).
Nous en déduisons :

/{ }dch(f)*t - Z Aar (S() ) (0)  F]

p'€CNSing(Xs)

- Z ep (f) k(D)) : k(P)][K(E) : K]

p'€CxNSing(Xs)
= (deg (0, )ln(p) : F

= (dog, 1) [ aa
Y
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et ’égalité
dd°S(f)*® = (deg, f) / dd°d
{z} {f(@)}
pour toute fonction ® € A%(S())) s’en déduit immédiatement par linéarité.

Le cas général se déduit du précédent en appliquant la proposition 2.2.21 et le lemme 2.2.22.
O

2.3. Fonctions harmoniques

2.3.1. L’espace H(X).

Etant donnée une S-courbe X, le bord de I'espace k-analytique Xy, (2.1.2) est le sous-
ensemble 0X), de So(X) formé des points au-dessus des points génériques des composantes
irréductibles affines de X.

DEFINITION 2.3.1. Soit X une S-courbe simplement semi-stable ; le sous-espace vectoriel
Ty H(S(X),04,)
de CO(|X,|,R) est noté H(X).

Nous nous restreindrons, dans ce qui suit, a la considération de S-courbes simplement
simplement semi-stables X' qui sont quasi-compactes ; cette hypothése équivaut a la compacité
de I'espace topologique |X;|.

PROPOSITION 2.3.2

(i) Lorsque la k-courbe Xs est propre, H(X) est l'espace des fonctions réelles localement
constantes sur X,.

(i) Lorsque OX, rencontre chaque composante conneze de |X,|, lapplication de restriction

H(X) — Hom(0X,,R)

est bijective.

Démonstration.

(i) Sila k-courbe X est propre, I'ensemble 0X), est vide ; I'assertion découle donc du corollaire
1.2.11.

(ii) Si I'ensemble 0}, rencontre chacune des composantes connexes de ||, il rencontre éga-
lement chaque composante connexe de S(X) (remarque 2.2.19,3) et I’assertion découle de la
proposition 1.2.15. O

Comme annoncé en introduction de ce chapitre, nous allons établir le résultat suivant.

PROPOSITION 2.3.3. Soient X, X' deuz S-courbes simplement semi-stables et f : X,; —
X, un morphisme quasi-fini. L application R-linéaire f* : CO(| X, |, R) — CO(|X/[,R) envoie le
sous-espace H(X) dans le sous-espace H(X).

Démonstration. Vu la proposition 2.2.26, le résultat s’obtient en combinant les trois lemmes
suivants. O

LEMME 2.3.4. — Soient X une S-courbe simplement semi-stable et q : Y — X un éclate-
ment admissible tel que Y soit une S-courbe simplement simplement semi-stable ; 1’'isomor-

phisme g : CO(|X,],R) — C(|V,|,R) identifie les sous-espaces H(X) et H(Y).



52

Démonstration. L’isomorphisme g, identifie ), et 9X,.
D’apreés la proposition 2.2.26, le polyedre entier S(&X') s’identifie & un domaine polyédral
dans le polyeédre entier S()) tel que, posant S(q) = 7x o )5 (y): le diagramme

Yy —2= S(V)

in lS(q)

Xy ——> S(X)

soit commutatif, chaque composante connexe de S(Y) — S(X) ne rencontre S(X) qu’en un
seul point et 'application S(q) soit la rétraction envoyant chacune de ces composantes sur le
point correspondant de S(X).

Les espaces k-analytiques ), et A}, sont identifiés via l'isomorphisme ¢,; on déduit du
diagramme commutatif précédent que, pour toute fonction F' sur S(X), la fonction f = Fory
sur X, = Y, se factorise par 7y sous la forme :

f=(FoS(q)ery.
L’application linéaire
S(a)" = A"(S(X)) — A°(S(V))
induisant un isomorphisme de H(S(X),04,) sur H(S(Y),0Y,) (proposition 1.2.20), il en
résulte que lisomorphisme canonique de CO(|&,|,R) sur C°(|Y,|,R) envoie le sous-espace
H(X') dans H()) et induit un isomorphisme de I'un sur Pautre. O

LEMME 2.3.5. Soient X une S-courbe simplement semi-stable (quasi-compacte) et K/k
une extension non-archimédienne ; une fonction h € CO(|X,7|,R) appartient au sous-espace
H(X) si et seulement si la fonction pj-h appartient au sous-espace H(X x g Spf(K°)).

Démonstration. Le morphisme canonique pg : Xn@)kK — A&, induit un isomorphisme
G-local surjectif S(X)xg — S(X) de polyedres entiers pondérés (proposition 2.2.21) et, les
composantes irréductibles affines de la K-courbe Xs ®7 K étant les images réciproques des
composantes irréductibles affines de Xs, 9(X,®1K) = pr'(0&,)) N So(X xg Spf(K°)). Ceci
implique, pour tout fonction ® € A%(S(X)), que la fonction pi ® appartient a A°(S(X)k) et
que le support de la mesure dd°® = (pg).dd“pj P est contenu dans 0X,, si et seulement si
celui de la mesure dd°p%® est contenu dans 9(X,®K). O

LEMME 2.3.6. Soient X, Y deuz S-courbes simplement semi-stables et f : Y, — X, un
morphisme quasi-fini; Uhomomorphisme f* : CO(|V,],R) — CO(|&,|,R) envoie le sous-espace
H(Y) dans H(X).

Démonstration. Appliquant la proposition 2.2.27 et les deux lemmes précédents, on peut
supposer que f induit un morphisme de ) dans X. On a alors un diagramme commutatif

2, 7 §()
fl ls(f)
yﬁ —Ty> S(y)a

ou S(f) =Ty o f est un morphisme de polyedres entiers.
Etant donnée une fonction H dans H(S(Y),0Y,),

fr(Hory)=S(f)"Horx
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et S(f)*H € A%(S(X)). 1l reste a vérifier que la fonction S(f)*H est harmonique sur S(X) —
04,. C’est une conséquence directe du point (iv) de la proposition 2.2.27 : f(x) ¢ 0)Y), pour
tout point x € S(X) — 0, et

/ dd°S(f)*H = (deg, f) / dd°H = 0.
{2} @)}
O

Si X est un espace strictement k-affinoide et ¢ : X — A, est un isomorphisme de X sur la
fibre générique d’une S-courbe simplement semi-stable X', le sous-espace vectoriel réel *H(X)
de CY(]X|,R) ne dépend pas du choix de X et de ¢; il est noté H(X).

De maniére générale, étant donnés un espace k-analytique X et une cloture algébrique k% de
k, le groupe de Galois G de la fermeture séparable k%P de k dans k% opére par automorphismes
sur l'espace ko- analytique X®kk“ On dispose d’'un morphisme G-équivariant canonique

p:X®kk‘“—>X

d’espaces analytiques et l'application continue sous-jacente est un quotient de |X®k@| par
I’action de G dans la catégorie des espaces topologiques : c’est en effet un quotient dans la
catégorie des ensembles d’apreés le corollaire 1.3.6 de [3] et I'application continue p est ouverte.

PROPOSITION 2.3.7. Quelles que soient la S-courbe simplement semi-stable X et [’ex-
tension finie galoisienne k' /k, Uaction du groupe G = Gal(k'/k) sur CO(|X, @, k|, R) stabilise
le sous-espace H(X,) et l'isomorphisme canonique
COl x| R) — CO|x, @ K, R)

induit un isomorphisme de H(X,)) sur H(X, @ k')
Démonstration. On peut supposer &), connexe.

Si X, est propre, H(X,) (resp. H(X,, ®; k’)) est 'espace des fonctions constantes sur X
(resp. localement constantes sur X, ®j k") (proposition 2.3.2, 1) et I'assertion est évidente.

Si &, n’est pas propre, alors il en est de méme pour chaque composante connexe de X, ®y, k'
et, d’aprés la proposition 2.3.2,2, les restrictions

H(X,) — Hom(0X,,R)
et
H(X, ® k') — Hom(d(X, @ k', R)
sont bijectives. L'assertion résulte ainsi de l'identité 0, = 0(X, @ k). O

2.3.2. Le théoréme de réduction semi-stable.

C’est ici qu’intervient le théoréme de réduction semi-stable.

THEOREME 2.3.8. — Soit X un espace strictement k-affinoide purement de dimension 1
et rig-lisse ; il existe une extension finie séparable k' de k telle que le domaine K -affinoide
X @y k' soit isomorphe a la fibre générique d’une Spf(k'°)-courbe simplement semi-stable.

Démonstration. Il existe une extension finie séparable k1 de k et une courbe algébrique C
propre et lisse sur k; telles que X ®y kp soit isomorphe & un domaine affinoide de C' ([31],
theorem 1). Appliquant le théoréme de réduction semi-stable sous la forme rigide-analytique
établie par S. Bosch et W. Liitkebohmert dans [9], il existe une extension finie séparable &’
de k; telle que C' ®y, k' soit isomorphe & la fibre générique d’une Spf(k’°)-courbe C dont la
fibre spéciale est simplement semi-stable; c’est automatiquement une S-courbe semi-stable
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(remarque 2.2.9, 3). En choisissant convenablement k', on peut en outre supposer que tout
point  du bord de X ®;, k' satisfait & la condition |k(z)*| = |k'*|.

Envisageons X' = X ®, k' comme un domaine strictement k’-affinoide de C, et soit ¢ :
C' — C un éclatement admissible tel que C’ soit une Spf(k’°)-courbe simplement semi-stable,
avec X' C So(C') (lemme 2.2.22). L'image de X’ par I'application de réduction C; — Cs
est un ouvert U et X’ est isomorphe a la fibre générique de la Spf(k’®)-courbe simplement

semi-stable X = C\/U' O

Soient X un espace strictement k-affinoide purement de dimension 1 rig-lisse et k’, k" deux
extensions finies galoisiennes de k telles que X ®j, k' et X ®j k” soient isomorphes aux fibres
génériques de courbes strictement semi-stables; étant donnée une extension finie galoisienne
K de k coiffant k' et k", la proposition 2.3.7 implique I'identité des espaces H(X ®j k') et
H(X @), K)GUER) (resp. H(X @ k) et H(X @ K)UE/ED) d'on découle Iégalité

H(X @y k/)Gal(k’/k) = H(X @ K)Gal(K/k) — H(X @ k//)Gal(k”/k).

Le théoréeme précédent permet ainsi de définir, pour tout espace strictement k-affinoide X
purement de dimension 1 et rig-lisse, un sous-espace vectoriel H(X) de C°(|X|,R) : H(X) =
H(X @, k')GE k) « CO(1X|,R), k' étant une extension finie galoisienne de k telle que X @y k'
soit isomorphe a la fibre générique d'une Spf(k’®)-courbe simplement semi-stable.

Désignant par C la catégorie dont les objets sont les espaces strictement k-affinoides, pure-
ment de dimension 1 et rig-lisses, et les morphismes les immersions affinoides, il découle de la
proposition 2.3.3 que 'on vient ainsi de définir un foncteur H sur C°P & valeurs dans Vectg.

Nous aurons besoin des deux résultats suivants.

LEMME 2.3.9. — Pour tout espace strictement k-affinoide Y rig-lisse et purement de di-
menston 1, Uapplication de restriction

C%(Y],R) — Hom(I'(Y),R)
induit un isomorphisme du sous-espace H(Y') sur Hom(T'(Y'),R).
Démonstration. Soit &’ une extension galoisienne finie de k telle que l’espace strictement
K'-affinoide Y @y, k' soit isomorphe & la fibre générique d’une Spf(k’°)-courbe simplement semi-
stable ). La projection canonique p : Y @, & — Y induit une bijection de T'(Y @y, k)G /%)
sur I'(Y) et 'application de restriction

C%(|Y],R) — Hom(I'(Y),R)
coincide avec ’application induite par la restriction

Co(lY @k K'|,R) — Hom(I['(Y @ k'), R)

entre les sous-espaces des invariants sous Gal(k’/k) ; puisque H(Y) = H(Y @y, k/)G2l* /) 15
conclusion découle de la proposition 2.3.2. O
LEMME 2.3.10. Soient Y un espace strictement k-affinoide connexe, de dimension 1 et
rig-lisse, et (hy) une suite croissante de fonctions appartenant a H(Y'). L’alternative suivante
est vraie :

- soit la suite (hy) converge, uniformément sur'Y, vers une fonction h € H(Y'),
- soit la suite (hy,) converge, localement uniformément sur’Y — T'(Y), vers co.

Démonstration. Soient k¥’ une extension finie galoisienne de k telle que Y/ =Y ® k' soit
isomorphe a la fibre générique d'une Spf(k’®)-courbe simplement nodale 9" et p: Y’ — Y la
projection canonique. Si Passertion est démontrée pour la suite (p*h,) dans H(Y”), elle est
également pour la suite (h,) : en effet, puisque H(Y) = H(Y")G2* /) il suffit de s’assurer
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que la fonction limite h € H(Y”') du premier cas de I’alternative est invariante sous Gal(k’/k) ;
utilisant I'isomorphisme Gal(k’/k)-équivariant de restriction

H(Y'") — Hom(I'(Y'),R),

cela découle de I'identité entre T'(Y) et T(Y")Gal(k'/k),
Vu la définition de I'espace H(Y') = H()’) (définition 2.3.1), le résultat pour une suite
croissante dans H(Y”) s’obtient par application de la proposition 1.2.12. a

2.3.3. Le faisceau Hx.

Soit X une courbe strictement k-analytique lisse. Le foncteur H : C°? — Vectr donne
naturellement naissance a un préfaisceau Hy sur le site rigide Xg de X (2.1.1) : étant donné
un objet V de Xg, les domaines strictement k-affinoides de X contenus dans V' forment un
systéme inductif filtrant I(V') (les morphismes sont les inclusions) et I'on pose

Hx (V) = lim;()H.
Remarque 2.3.11

1. Pour tout domaine strictement k-affinoide Y dans X, ’homomorphisme canonique
Hx(Y) — H(Y) est un isomorphisme.

2. Le préfaisceau Hy sur le site Xg n’est clairement pas un faisceau. Il suffit en effet de
considérer, sur X = P} = A} U {co}, le recouvrement fini par les domaines strictement
k-affinoides Y7 = {|Ty <7}, Yo = {r <|T1| <r '} et Y3 = {|Ty| > r~!} - r étant un
élément de 10, 1[N]k*| — et la fonction continue h sur X telle que

- h|y1 = 0,

= hyy, =log |T1| —log(r);

hyy, = —2log(r).

Chacune des fonctions hjy, appartient & H(Y;), 7 € {1,2,3}, mais la fonction h n’ap-
partient certainement pas & Hx (X) : si tel était en effet le cas, la restriction de h au
domaine strictement k-affinoide Y = {|T}| < r~'} de X devrait appartenir a H(Y),
donc, en vertu de la proposition 2.3.2, 1, étre constante puisque I'(Y') est réduit a un
point (associé a la semi-norme

E[T1] — R>o, E a1i" — mg(})((|an|r_").
n
n>0 -
Nous nous intéresserons au faisceau associé a ce préfaisceau dans le prochain chapitre
(cf. 3.2.1).

Tout ouvert €2 de X admet un recouvrement localement fini par des domaines strictement
k-affinoides : c’est donc un objet de Xy et tout recouvrement ouvert de ) est une famille
couvrante dans Xpg. Notant |X| le site associé a l’espace topologique |X|, la remarque pré-
cédente montre que I'on dispose d’un morphisme de sites canonique ¢ : Xp — |X|. A tout
préfaisceau (resp. faisceau) F sur Xp est donc associé le préfaisceau (resp. faisceau) tyF sur
I'espace topologique | X]|.

DEFINITION 2.3.12. Etant donnée une courbe simplement k-analytique lisse X, le pré-
faisceau 1, Hx sur lespace topologique | X| sous-jacent a X se note Hx .

Le préfaisceau Y +— CO(Y,R) sur le site Xp étant un faisceau (remarque 2.1.7), Hyx est
un sous-préfaisceau du faisceau Cx des germes de fonctions réelles (continues) sur |X|. Les
¢léments de Hx(X) sont les fonctions (réelles) continues sur |X| dont la restriction a tout
domaine strictement k-affinoide Y de X appartient au sous-espace H(Y') de C°(|Y],R).
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Soit X une courbe strictement k-analytique lisse et désignons momentanément par Hy le
faisceau sur |X| associé au préfaisceau Hy ; nous allons maintenant vérifier I'identité Hx =
H, établissant ainsi que Hx est un faisceau.

ProPOSITION 2.3.13. Les sections du faisceau Hy satisfont au principe du mazimum :
quel que soit 'ouvert Q de X, une fonction h € T'(Q, Hy) admet un extremum local en un
point x de ) si et seulement si elle est constante au voisinage de x.

Démonstration. Il existe par hypothése un voisinage strictement k-affinoide Y de z tel que
hiy € H(Y'). Soit k" une extension finie galoisienne de k telle que Y ®j k" soit isomorphe
a la fibre générique d'une Spf(k’®)-courbe simplement semi-stable Y; h ® 1 = H o 7y avec
H € H(S(Y),T'(D,)) et, le morphisme canonique d’espaces analytiques p : ¥ @, k' — Y
étant ouvert, il suffit de vérifier que h ® 1 est localement constante en un point y de p~1(z).
Siy ¢ S(V), h®1 est localement constante au voisinage de y; sinon, H a un extremum
local sur S()) —I'(),) en y, donc est localement constante en ce point en vertu du principe
du maximum sur les polyédres entiers (proposition 1.2.9) et il en va de méme de h ® 1 par
continuité de 7y. O

Soit Y un domaine strictement k-affinoide dans X ; vu la définition du préfaisceau Hx, on
dispose d’une application R-linéaire canonique de restriction H(Y) — Hx (Y — 9Y) (induite
par les restrictions H(Y) — H(Y’), Y’ parcourant l'ensemble des domaines strictement k-
affinoides de Y — 0Y') et donc d’une application R-linéaire canonique

p:H(Y) = T(Y —9Y,Hy) NC'Y,R).
COROLLAIRE 2.3.14. L’application linéaire canonique

p:H(Y) = T(Y —dY,Hy) NC*(Y,R)
est un 1somorphisme.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

H(Y) Hom(I'(Y), R)
T(Y — oY, 71) N CO(Y, R) —> Hom(T H Y),R),

dans lequel les fléches horizontales sont les restrictions; la proposition précédente implique
I'injectivité de I'application de restriction

(Y — 0Y,Hy)NC°Y,R) — Hom(AY,R) = Hom(I'(Y),R)

et donc la bijectivité de p puisque 'application H(Y) — Hom(I'(Y'), R) est un isomorphisme
(proposition 2.3.2). O
COROLLAIRE 2.3.15. — Pour toute courbe strictement k-analytique lisse X, I’homomor-
phisme canonique de préfaisceaur Hx — Hx est un isomorphisme ; Hx est donc un faisceau.
Démonstration. Le sous-préfaisceau Hyx du faisceau Cx est séparé et 'homomorphisme
canonique ‘Hx — Hy est donc injectif. Sa surjectivité équivaut a l’assertion suivante : pour
tout ouvert U de X et tout domaine strictement k-affinoide Y de U, la restriction & Y d’une
fonction h € T'(U, Hx ) appartient au sous-espace H(Y) de C°(]Y|,R); c’est une conséquence
immeédiate du corollaire précédent. O

DEFINITION 2.3.16. — Le faisceau Hx sur une courbe strictement k-analytique lisse X est
appelé le faisceau des germes de fonctions harmoniques.
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Remarque 2.3.17. — La définition du faisceau Hx rend évidente les assertions suivantes :
— le faisceau Hx sur l'espace topologique |X| est invariant par les automorphismes
k-analytiques de X ; plus généralement, si X et Y sont deux courbes strictement
k-analytiques lisses et ¢ : XY est un k-isomorphisme, 1’'isomorphisme de faisceaux

©! : Cy=Cx induit un isomorphisme de Hy sur Hx ;
— pour toute extension finie galoisienne k" de k, 'opération de G = Gal(k’/k) sur Cxg, i/
stabilise la sous-faisceau Hxg,r’ et I'isomorphisme canonique Cx — C§®kk/ induit un

isomorphisme de Hx sur Hf(@kk,.

Etant donné un domaine k-affinoide Y d’une courbe k-analytique lisse X, nous noterons
H(Y) le sous-espace vectoriel

(Y —dY,Hx) N C%Y,R)

de C°(|Y|,R); vu le corollaire 2.3.14, cette notation coincide avec celle introduite précédem-
ment lorsque Y est strictement k-affinoide.

La correspondance Y — H(Y) est un préfaisceau sur le G-site X de X qui prolonge
évidemment le préfaisceau sur le site Xr défini au début de 2.3.3.

PROPOSITION 2.3.18. Soient X une courbe strictement k-analytique lisse et K une ex-
tension non archimédienne de k; notant Xx pour X®iK et px le morphisme canonique
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition du faisceau Hx et du
lemme 2.3.5. O

Achevons ce paragraphe par le résultat suivant :

ProPOSITION 2.3.19. Soient X, Y deux courbes strictement k-analytiques lisses et f :
Y — X un morphisme. Pour toute fonction harmonique h € T'(X, Hx), la fonction f*h = hof
est harmonique sur'Y : f*h € T'(Y, Hy).

Démonstration. On peut supposer Y connexe et f quasi-fini. Etant donnés des domaines
strictement k-affinoides W C Y et V C X tels que f(W) C V, hyy € H(V) et donc, par appli-
cation des propositions 2.3.3 et 2.3.7, (f*h) € H(W). La fonction f*h est donc harmonique
sur Y. O

2.3.4. Le préfaisceau log |O%|.

Considérant toujours une courbe strictement k-analytique lisse X, examinons mainte-
nant les liens entre les fonctions harmoniques sur X et les fonctions de la forme log|f|,
[ e(X,0%).

PRroOPOSITION 2.3.20. Pour toute section f € I'(X,0%), la fonction log|f| est harmo-
nique sur X.

Démonstration. Il suffit de veérifier que la restriction de la fonction log|f| a tout domaine
strictement k-affinoide Y C X appartient au sous-espace H(Y) € CO(|Y|,R); vu le lemme
2.3.5 et le théoréme 2.3.8, on peut en outre supposer que Y est la fibre générique d'une S-
courbe simplement semi-stable, auquel cas il ne reste plus qu’a invoquer le point (iii) de la
proposition 2.2.24. O

THEOREME 2.3.21. — Soit X une courbe strictement k-analytique lisse. Le faisceau de R-
vectoriels engendré par les germes de fonctions log|f|, f étant un germe de section de O%,
est un sous-faisceau de Hx ; le quotient est un faisceau gratte-ciel sur |X| et il est nul si l'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :
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— le corps k est algébrique sur un corps fini;
~ la courbe X®k? est localement isomorphe ]P’Ilgg.

Démonstration. Soit Fx le sous-faisceau de Cx associé au préfaisceau sur | X | faisant corres-
pondre & un ouvert U le sous-espace vectoriel de C°(U,R) engendré par les fonctions log |f],
[ €T(U,0%); c’est un sous-faisceau de Hx en vertu de la proposition précédente. Les germes
de Fx et Hx coincident en tout point z de X de type (1), (3) ou (4) :

— si x est de type (1) ou (4), ce point admet un systéme fondamental de voisinages k-
affinoides ayant un unique point de Shilov et les sections de Fx et Hx sont donc
constantes au voisinage de x;

— si x est de type (3), ce point admet un systéme fondamental de voisinages k-affinoides
ayant exactement deux points de Shilov; les espaces vectoriels Fx , et Hx , sont alors
de dimension 2, engendrés par les germes de la fonction constante 1 et de la fonction
log |f|, f étant une section quelconque de Ox au voisinage de x telle que |f| ne soit pas
localement constante en x.

Soient maintenant x € X un point de type (2), ¥’ une extension finie galoisienne de k et 2’ un
point de X’ = X®k’ au-dessus de z : Pégalité Fxs ,» = Hx ,» implique I'égalité Fx » = Hx z.
En effet, si V est un voisinage strictement k-affinoide de x dans X, V' est la composante
connexe de ’ dans V @ k', et f' € Ay, la norme f de f' est un élément de Ay tel que
P flv = | £/|("*k] - si une fonction h € H(V') est telle que p*hjy soit une combinaison linéaire
de fonctions log | f], f € Ay, ¢’est donc une combinaison linéaire de fonctions log |f|, f € Aj.
Cette remarque préliminaire permet de supposer que X est isomorphe a la fibre générique
d’une S-courbe simplement semi-stable X et que le point x correspond & une composante
irréductible propre et géométriquement connexe C, de Xj.

LEMME 2.3.22. — Avec les notations en vigueur, l’espace vectoriel Hx 5/ Fx 5 est canoni-
quement isomorphe o [’espace vectoriel PiCO(Cx) ®z R.

Démonstration. Soit V' un voisinage strictement k-affinoide de X. Il existe une extension
galoisienne finie k&’ de k et un éclatement admissible ¢ : X’ — X ®g Spf(k’°) tel que V @y K’
soit isomorphe a la fibre générique du schéma formel induit par X’ sur un ouvert U de X!. La
composante irréductible C de X, étant supposée géométriquement connexe, il y a un unique
point ' € X ®;, k' au-dessus de z, correspondant & la composante irréductible C,, @z k' de
X ®g Spf(S’) et, celle-ci étant propre et lisse, le morphisme ¢ induit un isomorphisme de la
composante irréductible de X" associée a ' sur C, ®5 K.

A toute fonction h € H(V) = H(V @y, )5+ /%) correspond naturellement un R-diviseur
div(h) sur la k'-courbe Cx®7€«/§, vue comme composante irréductible de X7 : en effet, 'ensemble
T, S(X’) est canoniquement identifié & I’ensemble des points singuliers de X’ appartenant a
Cr ®3 K et, notant Z; le point correspondant a I’élément ¢ de T,/S(X”), on pose :

div(h) = > Aea(h)[F).

teT,, S(X7)
La condition d’harmonicité de h en z’ équivaut a la condition
deg div(h) = 0.
Le groupe de Galois Gal(k’/k) opére naturellement sur la k'-courbe C, Q% k' et son action
est transitive sur chaque fibre du morphisme canonique C, ®; k' — C; puisque h est, par

hypothése, invariante sous Gal(k'/k), cela implique que le R-diviseur div(h) sur C; ®; K
descend en un R-diviseur de degré 0 sur sur Cy, encore noté div(h).
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Nous obtenons ainsi une application linéaire div : Hx , — Div(Cy) ®z R s’insérant dans
une suite

iv . de
0 R Hx o d Div(C,) ®z R i R——0,

laquelle est exacte. Seule la surjectivité de div sur le sous-espace des R-diviseurs de degré 0
requiert une démonstration. Soit

p=Y 2@
Z€|D|

un R-diviseur de degré 0 sur C, ; soit Z 'Idéal (admissible) définissant le sous-schéma ferme
réduit Z = |D|N(Xs—Sing(Xs)) dans X et soit ¢ : X' — X son éclatement. Puisque X est lisse
aux points de Z, X’ est encore une S-courbe simplement semi-stable et on note ) 'ouvert de
X' obtenu en retirant, a chacune des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel de X’,
un point fermé disjoint (du transformeé strict) de X'. La S-courbe ) est simplement semi-stable
et ), est un voisinage de & dans X = A&,. L’ensemble T, S(Y) s’'indentifie canoniquement a
une partie finie de ’ensemble des points fermés de C'; et nous avons fait ce qu'il fallait pour
que

[D| € TeS(Y).

Considérons alors une fonction affine par morceaux H sur S()) telle que, pour tout polytope
entier P C S(Y) de dimension un correspondant a un élément t € T,S()),
- )‘x,t(H) =0 si 5t ¢ ‘D’,
- )‘x,t(H) = Tl(%t) si it € ‘D’

Une telle fonction H est harmonique au point x en vertu de la nullité du degré de D ; elle
est donc harmonique sur un voisinage de = dans S()) et la fonction h = 75,H sur X est par
conséquent harmonique au voisinage de x dans X. L’identité

div(h) = D

est vérifiée par construction et nous avons ainsi établi ’exactitude de la suite considérée
ci-dessus.

Soit Pr(C,) le groupe des diviseurs principaux sur C,. On dispose d’une autre suite exacte
00— R ——> fX@ dl) Pr(Cx) — 0,

car, pour tout germe log |f| € Fx o, f € O% ,, le diviseur de la fonction harmonique N log |f]

s'identifie a celui de la fonction méromorphe induite par f/a sur C,, ot N est un entier

supérieur a 1 tel que |f(z)|Y € |k*| et a est un élément de k tel que |f(x)|Y = |a|. 1l en
résulte un isomorphisme d’espaces vectoriels réels

Hx,o/Fxa — Pic’(Cy) @2 R,
ce qui achéve la preuve du lemme. O

Terminons la démonstration du théoréme. Le faisceau Hx /Fx est un faisceau gratte-ciel
dont le support est un ensemble discret de points de type (2) ; sa nullité équivaut a la propriété
suivante : pour tout point x € X ®y ka de type (2), le groupe de Picard Pic®(C,) de la ke
courbe irréductible, propre et lisse Cy, de corps des fonctions x(x), est de torsion. Il y a au
moins deux conditions impliquant cette propriété :

le corps k est algébrique sur un corps fini : PicO(Cw) est I’ensemble des Ea—points d’'un

k®-schéma en groupes de type fini et donc est de cardinal fini;
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pour tout point z € X ®y ka de type (2), la k%courbe irréductible, propre et lisse de

corps des fonctions k(z) est rationnelle  de maniére équivalente, X@k/l;:“ est localement
isomorphe a IP%G (si X est irréductible et propre, c’est une courbe de Mumford).
O
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3. THEORIE DU POTENTIEL

3.1. Le probléme de Dirichlet

Dans ce qui suit, X est une courbe strictement k-analytique lisse.

3.1.1. Propriétés fondamentales des fonctions harmoniques.

Les sections du faisceau Hy satisfont au principe du mazimum.

PROPOSITION 3.1.1. — FEtant donné un ouvert Q de X, une fonction h € T'(Q, Hx) admet
un extremum local en un point x de € si et seulement si elle est constante au voisinage de x.

C’est la conjonction de la proposition 2.3.13 et du corollaire 2.3.14.

Le probléeme de Dirichlet est localement résoluble : tout point x € X admet un systéme
fondamental de voisinages ouverts relativement compacts 2 tels que I’application de restriction

Co(,R) NI(Q, Hx) — C°(0Q, R)

soit un isomorphisme. Il suffit en effet de prendre pour €2 I'intérieur d’un voisinage strictement
k-affinoide Y de z dans X et d’appliquer le lemme 2.3.9.

Le principe de Harnack est valide

PROPOSITION 3.1.2. — Soient Q un ouvert conneze de X et (2,) une suite d’ouverts de
X telle que chaque point de 2 admette un voisinage contenu dans presque tous les £, : quelle
que soit la suite croissante de fonctions hy, € T'(Qy,, Hx), Ualternative est la suivante :

soit (hy) converge vers +00 uniformément sur tout compact de €,

soit (hy) converge vers une fonction h € T'(Q, Hx), uniformément sur tout compact de

Q.

Démonstration. Puisque tout point de x admet un systéme fondamental de voisinages stric-
tement k-affinoides, il découle du lemme 2.3.10 que I’ensemble U (resp. U’ = Q—U) des points
de Q en lesquels la suite (h,) est majorée (resp. n’est pas majorée) est une partie ouverte ; de
plus, toujours par application de ce lemme, la suite (h,) converge

— localement uniformément vers oo sur U’ ;

— localement uniformément sur U vers une fonction A — nécessairement continue — telle que,
pour tout domaine strictement k-affinoide Y de €, la restriction de h & Y appartienne a
H(Y'); vu la définition du faisceau Hx (2.3.3), la fonction h est harmonique sur Q.

O

Notons également le résultat de convergence suivant :

PROPOSITION 3.1.3. — Soient Q un ouvert de X et (h,) une suite de fonctions harmo-
niques sur §) ; si la suite (hy,) est localement bornée, on peut en extraire une sous-suite conver-
geant, localement uniformément sur €, vers une fonction harmonique.

Démonstration. Nous démontrerons au corollaire 3.3.7 que toute famille localement bornée
de fonctions harmoniques sur €2 est automatiquement équicontinue en tout point de 2 ; bien
entendu, la proposition ne sera pas utilisée d’ici 1a. Appliquant le théoréme d’Ascoli, on peut
extraire une sous-suite de (h,) qui converge localement uniformément.

Il est facile de vérifier qu’'une limite localement uniforme de fonctions harmoniques est
harmonique : pour tout domaine k-affinoide V' de X, le sous-espace I'(V — dV) N C%(V,R) de
I'espace de Banach CO(V,R) est fermé car c’est un espace vectoriel de dimension finie. O
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Remarque 3.1.4. — Puisque, pour tout domaine strictement k-affinoide Y, ’espace vecto-
riel H(Y") est de dimension finie, la limite A d’une suite simplement convergente de fonctions
harmoniques sur un ouvert {2 de X est harmonique et la convergence est localement uniforme
sur €.

Les propriétés du faisceau Hyx énoncées dans les trois paragraphes précédents permettent,
en recopiant les démonstration du paragraphe 2.2 du chapitre V de [Ahl], de résoudre le
probléme de Dirichlet par la méthode de Perron ; ceci est 'objet de la fin de la section 3.1.

3.1.2. Fonctions sous-harmoniques.

DEFINITION 3.1.5. Soit Q un ouvert de X ; une fonction u : Q@ — RU{—o0} est dite
sous-harmonique s elle est semi-continue supérieurement, n’est identiquement égale a —oo

sur aucune composante connexe de € et satisfait a la condition suivante : pour tout domaine
strictement k-affinoide Y dans X et toute fonction h € H(Y'),

(wjgy < hjgy) = (wy < h).

L’assertion suivante n’est pas surprenante.

PropPoOSITION 3.1.6. Soient Q C X un ouvert et f € I'(Q,Ox) une section inversible
sur un ouvert dense de € ; la fonction log|f| est sous-harmonique sur €.

Démonstration. La fonction log|f| est continue sur  et, f étant inversible sur un ouvert
dense, n’est identiquement égale & —oo sur aucune des composante connexes de €.

Soient Y C Q un domaine strictement k-affinoide et b € H(Y') une fonction majorant log | f]|
sur I'(Y) = 9Y'; puisqu’il suffit de prouver l'inégalité log|f|jy < h aprés avoir effectué une
extension finie ¥’ de k, nous pouvons supposer que Y est la fibre générique d’une S-courbe
simplement semi-stable ), de squelette S(Y) et de rétraction 7y : Y — S()). Dans ces
conditions :

- H= h|5(y) € H(S(y),P(Y)) et h=Hory;

- la fonction F' = log|f|s(y) est sous-harmonique sur S(Y) — I'(Y") (proposition 2.2.24,

(iii)) et log|f|jy < F oy (proposition 2.2.24, (ii)) ;
la conclusion découle alors de l'inégalité F' < H sur S()). O

Remarque 3.1.7. — Nous verrons plus loin (proposition 3.4.6) que, pour toute S-courbe
simplement semi-stable X" et toute fonction sous-harmonique u sur X, — I'(X),), la restriction
Udeua S(X)—-T(X,) est sous-harmonique (= convexe) : dd°U > 0, l'opérateur dd® étant
entendu au sens des courants, comme expliqué & en 1.2.5.

Les propriétés suivantes des fonctions sous-harmoniques sont évidentes.

PROPOSITION 3.1.8. — FEtant donné un ouvert Q de X,

(i) ’ensemble des fonctions sous-harmoniques sur §) est un cone réel stable par max : pour
toutes fonctions u,v sous-harmoniques sur €2 et tous nombres réels positifs p, v, les fonctions
pu 4 v et max(u,v) sont sous-harmoniques sur € ;

(i1) Uenveloppe inférieure d’une famille décroissante de fonctions sous-harmoniques sur §)
est, sur chacune des composantes connexes de §2, sous-harmonique ou identiquement égale a
—00;

(#i1) la régularisation semi-continue supérieurement de l’enveloppe supérieure d’une famille
croissante et localement bornée de fonctions sous-harmoniques sur S est sous-harmonique.

Le cone des fonctions sous-harmoniques sur un ouvert Q de X est notée SH(S2).
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LEMME 3.1.9. — Soit Y un domaine strictement k-affinoide connexe dans X ; toute fonc-
tion sous-harmonique u sur un voisinage de Y prend des valeurs finies auz points de I'(Y') =

oY

Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant qu’il existe une fonction sous-
harmonique w sur un voisinage €2 de Y prenant la valeur —oo en un point x de I'(Y"). Notant
M un majorant de u sur I'(Y"), le lemme 2.3.9 fournit, pour tout entier naturel N, une fonction
hy dans H(Y') valant —N en z et égale & M sur I'(Y') — {z} ; la suite (hy) est décroissante et
converge, localement uniformément sur Y —I'(Y), vers —oo par application du lemme 2.3.10.
La restriction de v & Y — I'(Y'), majorée par hy pour tout N, est donc identiquement égale
a —00.

Etant donné un domaine strictement k-affinoide Y’ dans X dont le bord de Shilov rencontre
Int(Y) = Y —T'(Y), le raisonnement précédent implique u)myy+) = —00. On considére alors un
recouvrement localement fini V de la composante connexe de & dans € par des domaines stric-
tement k-affinoides de X tel qu’il existe pour tout V' € V un domaine V’ dans V satisfaisant a
la condition : T'(V) NInt(V’) # (. D’apres la premiére partie de la démonstration, la fonction
u est identiquement égale & —oo sur la composante connexe de x dans {2, en contradiction
avec la définition 3.1.5. a

Remarque 3.1.10. — 1. Le résultat précédent sera étendu plus loin (3.4.10) au cas d'un
domaine k-affinoide quelconque dans X.

2. Le lemme 3.1.9 permet de reformuler ainsi la définition de la sous-harmonicité : une fonc-
tion semi-continue supérieurement u :  — R U {—o0} est sous-harmonique si elle n’est pas
identiquement égale & —oo sur une composante connexe de {2 et si, pour tout domaine stricte-
ment k-affinoide V' in 2, la fonction h € H(V') qui coincide avec u sur I'(V') — dont 'existence
découle des lemmes 3.1.9 et 2.3.9 — majore u sur tout Y. Cette définition est équivalente &
la précédente en vertu du principe du maximum pour les fonctions harmoniques (proposition
3.1.1).

Soit € un ouvert de X ; ’ensemble des points de Shilov des domaines strictement k-
affinoides de X étant partout dense, le lemme précédent implique immédiatement que la
restriction d’une fonction sous-harmonique sur € a un ouvert Q' C Q ne peut étre identique-
ment égale & —oo sur aucune composante connexe de €. La correspondance Q — SH(Q) est
par conséquent un préfaisceau de cones réels sur | X|. Nous bientdt qu’il s’agit en fait d'un
faisceau (corollaire 3.1.13).

Les fonctions sous-harmoniques satisfont au principe du mazimum suivant.

PROPOSITION 3.1.11. — FEtant donné un ouvert Q de X, une fonction sous-harmonique u
sur € admettant un mazimum local en un point x de Q) est localement constante au voisinage
de x.

Démonstration. Soit u une fonction sous-harmonique admettant un maximum au point x
de et soit U un voisinage ouvert connexe de x dans (2 tel que u;y < u(x) ; puisque ujy nest
pas identiquement égale & —oo, u(z) > —oo.

Soit Y un voisinage strictement k-affinoide connexe Y de x dans U. La restriction de u a
['(Y) est constante, égale a u(z) : 8'il existait, en effet, un point y € I'(Y') tel que u(y) < u(x),
le lemme 2.3.9 fournirait une fonction h € H(Y) telle que

= h(y) = u(y):

= hiron—yy = ul@);
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puisque Y est connexe et h non constante, le principe du maximum pour les fonctions harmo-
niques impliquerait alors hjy_py) < u(z) et donc, par sous-harmonicité, I'inégalité absurde
u(z) < h(z) < u(x).

La conclusion est maintenant immédiate : ’ensemble des points de Shilov des voisinages
strictement k-affinoides connexes de x dans U étant une partie dense de U, la fonction semi-
continue supérieurement w; est constante, égale a u(x). O

COROLLAIRE 3.1.12. Soient Q C X un ouvert et u : Q — RU{—o0} une fonction semi-
continue supérieurement qui n’est identiquement égale & —oo sur aucune composante connexe
de Q. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est sous-harmonique ;

(#3) pour tout ouvert ' C Q et pour toute fonction harmonique h sur Y, la fonction uy —h
satisfait au principe du mazimum (proposition 3.1.11) sur €.

Démonstration. L’implication (7) = (ii) est l'application directe de la proposition précé-
dente puisque toute fonction harmonique est sous-harmonique.

L’implication réciproque est immédiate : étant donnés un domaine strictement k-affinoide
V' C Q et une fonction h € H(V) telle que ujgy < hygy, Uapplication du principe du maximum
a la fonction u — h sur v — 9V implique que celle-ci atteint son maximum en un point de OV ;
elle est donc négative. La fonction u est bien sous-harmonique sur €Q. O

La reformulation précédente de la définition 3.1.5 met en évidence le caractére local de la
sous-harmonicité.

COROLLAIRE 3.1.13. — Le préfaisceau SH sur | X| est un faisceau.

Démonstration. La semi-continuité supérieure et le fait de ne pas étre identiquement —oo
sur une composante connexe sont des propriétés de nature locale. La propriété (ii) du corollaire
précédent est également de nature locale. O

PROPOSITION 3.1.14. — Soit X une courbe strictement k-analytique lisse. Etant donnés
une courbe strictement k-analytique lisse Y, un morphisme f:Y — X et une fonction sous-
harmonique v sur X, la fonction f*u = uwo f est sous-harmonique ou identiquement égale a
—o00 sur chaque composante connezxe de Y .

Démonstration.
La courbe Y peut étre supposée connexe et, ’assertion étant évidente pour un morphisme
constant, il suffit de traiter le cas d’'un morphisme quasi-fini.

Soit u une fonction sous-harmonique sur X ; puisqu’il est loisible de se localiser sur Y pour
établir la sous-harmonicité de f*u, on peut supposer que le morphisme f est fini. Considérons
alors un domaine strictement k-affinoide V' C Y et une fonction h dans H (V') qui coincide
avec f*u sur QV =T'(V); W = f(V) est un domaine strictement k-affinoide dans X tel que
f~HOW) = OV en vertu des proposition 3.1.3 (ii) et corollaire 2.5.13 (i) de [3] (la premiére
implique OV = f~1O0W) N (V — Int(f)), la seconde fournit 1'égalité Int(f) = V).

Soit A/ la fonction dans H(W) qui coincide avec u sur OW. La fonction f*h' appartient a
H(f~Y(W)) (proposition 2.3.19) et est égale a h sur 9f ~}(W) = 9V ; le principe du maximum
implique alors I'identité h = f*h/, d’ou découle I'inégalité

en vertu de la sous-harmonicité de w. d

Remarque 3.1.15. — Soit €2 un ouvert relativement compact de X ; toute fonction sous-
harmonique u sur €2 se prolonge de facon unique en une fonction semi-continue supérieurement
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@ sur le compact © (& valeurs dans R = R U {—o00, 00}) et, appliquant la proposition précé-
dente :
Sup © = maxu.
Q o0
3.1.3. La méthode de Perron.

Etant donnés un ouvert relativement compact et connexe 2 C X et une fonction (réelle)
bornée f sur 0L, le probléme de Dirichlet est la question de savoir s’il existe une fonction
semi-continue supérieurement h sur 2, harmonique sur Q et dont la restriction a la frontiére
09 de ) coincide avec f.

En vertu du lemme 2.3.9 le probléme de Dirichlet est résoluble lorsque €2 est une composante
connexe de l'intérieur d’'un domaine strictement k-affinoide de X.

La méthode de Perron associe canoniquement au couple (€2, f) une fonction bornée Py sur
Q dont la restriction a © est harmonique. Il reste alors a étudier le comportement de Py sur
la frontiére 982, ce qui se fait grace a la notion de barriére.

Considérons la famille F(f) des fonctions u :

(i) semi-continues supérieurement sur 2,

(ii) sous-harmoniques sur §2,

(iii) dont la restriction a 0f2 est majorée par f,
et soit Py son enveloppe supérieure.

La fonction f étant bornée, il en est de méme pour la famille F(f) en vertu du principe
du maximum pour les fonctions sous-harmoniques (cf. proposition 3.1.11). Cette observation
montre que la famille F(f) est non vide et I'on note Py son enveloppe supérieure.

PROPOSITION 3.1.16. — La fonction Py est harmonique sur 2.

Démonstration. Etablissons ’harmonicité de la fonction Py sur ouvert €. Soient Y
un domaine strictement k-affinoide connexe dans X, x un point dans Int(Y) et (u,) une
suite dans F(f) convergeant vers Py(x) au point x; quitte a remplacer, pour tout n, u,
par la fonction max(uq,...,u,) € F(f), on peut en outre supposer cette suite croissante.
Considérons, pour tout entier naturel n, la fonction h,, dans H(Y") qui coincide avec u,, sur
I'(Y) (lemme 2.3.9) et soit v, la fonction de Q dans RU {—oo} telle que

Unly = hy et Unjo_y = Unjo_y;
la sous-harmonicité de u,, implique l'inégalité u, < v,.

Cette fonction est semi-continue supérieurement sur €0 et trivialement sous-harmonique
sur Q@ — I'(Y). Soient y € T'(Y), Y un voisinage strictement k-affinoide de y dans Q et b’
une fonction dans H(Y”) telle que vy|gys < hiaY" Puisque u, < v,, b’ majore u, sur 9Y’
et, donc, sur tout Y’. D’autre part, b’ majore h, sur I'(Y') NY et I'(Y) NY’, donc sur
HYnY)=TY)nY)uT¥)NY’') et sur Y NY’; il en découle que h' majore v, sur
Y’. Ceci prouve la sous-harmonicité de v, au voisinage de T'(Y’), et donc sur tout Uouvert
Q. Remarquons enfin que, les fonctions v, et w, coincidant au voisinage de 02, la fonction
f majore la restriction de v, & 9Q. Tout ceci établit 'appartenance de la fonction v, a la
famille F(f), d’on découlent les inégalités

unévngpf

pour tout entier naturel n.
Par application du lemme 2.3.10, la suite (h,,) converge, uniformément sur Y, vers une
fonction hy € H(Y') et, en vertu des inégalités précédentes, P¢(x) = h(x).
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Considérons un autre point y € Y — I'(Y) et une suite (w,) dans F(f) qui converge
vers Py(y) en y. Appliquant la construction précédente a la suite (w)) définie par
w], = max(up,w,), nous obtenons une fonction A’ € H(Y) telle que h'(y) = Py(y) et
h < B < Py, il en découle I'égalité h(xz) = h'(x) = Py(x), qui montre que la fonction
h—n € H(Y) atteint son maximum au point x de Y —I'(Y). En vertu de la connexité de Y,
ce qui précéde implique ’égalité A’ = h par application du principe du maximum.

Nous venons de prouver que, pour tout domaine strictement k-affinoide connexe Y dans
Q, les fonctions hy et Pf|y coincident ; la fonction extrémale Py est donc harmonique sur

l'ouvert . O

DEFINITION 3.1.17. — Une barriére en un point ¢ € 08 est une fonction continue b sur
Q, sous-harmonique sur € et telle que

- b< 0 sur Q—{(};
- b(¢)=0.

Remarque 3.1.18. — L’existence d’'une barriére est un probléme local : en effet, si ( € 0
et s’il existe un voisinage ouvert U de ¢ dans X tel qu’il existe une barriére b’ en ¢ relativement
a Vouvert Q' = QN U, on peut trouver ¢ € Ry tel que le fermé F = {b' > —e} soit contenu
dans QN U et la fonction réelle b sur Q définie par

bgny = max(b, —¢), bg_p=—¢

est alors une barriére en ( relativement a 2.

PROPOSITION 3.1.19. — Supposons qu’il existe une barriére en un point ¢ de 0S2.
(i) Si f est semi-continue supérieurement en (,

lim sup Py (x) < £(C)-

x€Q,x—(
(i1) Si f est semi-continue inférieurement en C,

liminf Py(x) > .
wéﬂi ¢ (@) = f(¢)
(ii1) Si f est continue en (,

lim CPf(a;) = f({).

zeQrx—

Démonstration. Soient b une barriére en ¢ et M la borne supérieure de |f| sur 0S.

(i) Supposons f semi-continue supérieurement en ¢. Etant donné € € R, il existe un voisinage
ouvert U de ¢ dans 99 sur lequel f < f({) + ¢ et les hypothéses sur b permettent de trouver
A € Ry tel que b < —2M /) sur le compact 02 — U. La fonction g. = —A\b+ f({) + € est
continue sur Q et —g. est sous-harmonique sur €. Par construction g. majore la fonction f,
et donc tous les éléments de F(f), sur 9. Quelle que soit la fonction u € F(f), u — g est
négative que 0 et sous-harmonique sur € ; invoquant le principe du maximum (3.1.11), on
en déduit 'inégalité

Il en découle la majoration

sur Q et donc

limsup Py(z) < limsup g-(z) = f(¢) +e.

zeQ,x—( r€Q,x—(
(ii) Lorsque f est supposée semi-continue inférieurement, il existe, pour tout € € R, un
voisinage U de ¢ dans 99 tel que fijy > f(¢) — e. Choisissant de nouveau A\ € R+ tel que
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Ab < —2M sur 90— U, la fonction g = f({) — e+ Ab est continue sur €2, sous-harmonique sur
2 majorée par f sur 9. C’est donc un élément de la famille F(f), ce qui implique I'inégalité

9. < Py
et
—¢e = liminf ¢/ < liminf Py(z).
f(Q)—e Jiminf g. < liminf Py(z)
Le point (iii) découle de la conjonction des deux précédents. O

PROPOSITION 3.1.20. Il existe une barriére en tout point de O de type (2), (3) ou (4).

Démonstration. Tout point z € X admet un voisinage ouvert U tel qu’il existe un mor-
phisme étale p : U — A}C. Les points = et p(z) étant du méme type, il est suffisant, en vertu
de la proposition 3.1.13 et de la remarque 3.1.20, de traiter le cas X = A}C.

Soit € A} un point de type (2) ou (3) et soit £ C A} un ouvert connexe tel que x € 9Q;
en vertu de sa connexité, {2 ne rencontre qu'une seule composante connexe de Ai — {x} et
il suffit d’établir 'existence d’'une barriére en x dans le cas ou  est I'une des composantes
connexes de A}g, ce que 'on suppose désormais.

Si la composante ) est bornée, considérons un point x € Q tel que I'extension x(x)/k soit
finie, de polynéme minimal unitaire f € k[T]. En vertu des propositions 3.1.7 et 3.1.12, la
fonction log | f| —log | f|(z) est sous-harmonique et strictement négative sur ; puisqu’elle est
continue sur , il s’agit bien d'une barriére pour le point z de 9€.

Si la composante Q n’est pas bornée, la fonction log |T'|(x) — log |T'| est (sous-)harmonique
et strictement négative sur {2 d’aprés les propositions 2.3.20 et 3.1.12; étant continue sur €,
cette fonction est bien une barriére pour le point & de 2.

Soient x € A,lg un point de type (4) et E, une suite décroissante de disques fermés dans A,lf
d’intersection {z}; désignons par y, le point de Shilov de E,. Ayant choisi, pour tout entier
naturel n, un point x,, € E, tel que 'extension k(z,)/k soit finie, de polynéme minimal
unitaire f, € k[T], considérons la fonction harmonique et strictement négative

1
m(log ’fn‘(yn) - log ’fn‘)

sur Ai — E,, ; la suite (g, ) est décroissante et son enveloppe inférieure g est une fonction sous-
harmonique ou identiquement égale & —oc sur A}, harmonique sur A} — {z} et s’annulant
au point z. Soient K = H(z), p : AL — Al le morphisme canonique et t € AL (K) tel que
p(t) = x. Les fonctions p*g, et log |T — t|(y,) — log |T — t| coincidant sur Ak —p~1(E,) pour
tout n, la fonction p*g est continue et sous-harmonique sur A}( —p~Y(x); il en est donc de
méme de g.

gn =

Nous venons de prouver qu’il existe, pour tout point x € A} de type (2), (3) ou (4), une
fonction semi-continue supérieurement b : A,lg — RU{—00}, nulle au point z, sous-harmonique
et strictement négative sur A,lg —{z}; cela fournit une barriére en z relativement a tout ouvert

Q C Al tel que x € 09Q. O

Le lemme 2.3.9 se généralise au cas d'un domaine k-affinoide quelconque dans X.
COROLLAIRE 3.1.21. — Pour tout domaine k-affinoide Y dans X, Uapplication de restric-
tion

H(Y) — Hom(I(Y),R)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer les deux propositions précédentes & l'ouvert relative-
ment compact Int(Y) C X. O

3.2. Fonctions lisses, opérateur dd®

Disposant du faisceau Hx des germes de fonctions harmoniques sur une courbe strictement
k-analytique lisse X et de la résolution partielle du probléme de Dirichlet obtenue & la section
précédente, nous allons maintenant définir les faisceaux A% (resp. Ak) des germes de fonctions
lisses (resp. formes lisses) sur X et un « opérateur de Laplace » dd® : A} — Ak ; celui-ci
sera classiquement étendu & des espaces de distributions dans la section suivante.

Désignons par I(X) 'ensemble des points de X de type (2) ou (3); de maniére équivalente,
I(X) est I’ensemble des points de Shilov des domaines k-affinoides de X. Plus précisément :
le bord de Shilov I'(Y) d’'un domaine k-affinoide Y de X est un sous-ensemble fini de I(X) et
toute partie finie S de I(X) est la réunion des bords de Shilov d’un nombre fini de domaines
k-affinoides.

3.2.1. Les faisceaux AOX et A}X sur Xq.

Dans ce qui suit, X désigne une courbe strictement k-analytique lisse.

DEFINITION 3.2.1. — Soit Q C X un ouvert.

(i) Une fonction réelle o € CO(Q,R) est dite lisse s’il existe un recouvrement localement
fint'V de Q par des domaines k-affinoides Y tel que oy € H(Y). L’ensemble des fonctions
lisses sur ) est un sous-espace vectoriel de CO(2,R), noté A°(Q).

(ii) On désigne par AY(Q) ’espace vectoriel des mesures réelles sur 0 dont le support est
un sous-ensemble localement fini de 1(Q). Les éléments de A'(Q) seront appelés formes lisses

(sur Q).

(iii) Le sous-espace vectoriel de AY(Q) (resp. AY()) constituté des fonctions (resp. me-
sures) dont le support est compact se note A%(Q) (resp. AL(2)).

La correspondance © — A%(£) est un sous-faisceau du faisceau C% des germes de fonctions
réelles continues sur X.

La définition du faisceau Ag( s'étend d’elle méme au G-site X de X : il suffit, pour tout
objet V de X, de définir A%(V) comme le sous-espace vectoriel de C°(V,R) constitué des
fonctions ¢ continues sur V' qui satisfont & la condition suivante : tout point x € V posseéde
un voisinage k-affinoide W C V' tel que ¢y € H(W). Désignant par A% le faisceau ainsi
défini sur X et notant 7 : X — |X| le morphisme de sites canonique, 'identité

AS = T A%
est évidente. La proposition suivante I'est tout autant.

PROPOSITION 3.2.2. — L’homomorphisme canonique de préfaisceaus Hx — A())( sur le site
X¢g identifie AOX au faisceau associé a Hx.

Remarque 3.2.3

1. La proposition précédente répond & la question soulevée par le point 2 de la remarque
2.3.11.



69

2. Pour toute extension finie galoisienne &’/k, ’homomorphisme canonique
0 0 Gal(k'/k
A% = (A%xgyp) FH)
est un isomorphisme de faisceaux sur Xg.

La proposition suivante n’est guére surprenante, compte tenu de la construction du faisceau

Hx.

PROPOSITION 3.2.4. — Une fonction réelle @ sur un ouvert Q C X est lisse si et seulement
s’il existe, pour tout domaine strictement k-analytique compact Y C (), une extension finie
(séparable) K'/k et une Spf(k'®)-courbe simplement semi-stable Y telles que :
V=Y @Rk';
~ la fonction ® = (¢ ® 1)|5(y) appartienne a Uespace A°(S(Y)) ;
T PlYerk = o Ty-
Démonstration. Soit Y C X un domaine strictement k-analytique compact.

Etant données une extension finie galoisienne k'/k et une Spf(k’°)-courbe simplement semi-
stable ) de fibre générique Y ®j, k’, considérons une fonction ® € A%(S())) et notons S la
réunion du support de la mesure dd°® et du bord de Shilov I'(Y),) de V. Quelle que soit la
composante connexe ¢ de S(X) — S, la restriction de ® au domaine polyédral ¢ appartient
a l'espace H(¢) et la fonction ®jzo7y = (P o Ty)\7§1(5) sur le domaine k-analytique 7—371(6)
de Y ®; k' appartient a H(T§1(E)); en vertu de la proposition précédente, cela implique
®ory €AY ®; K'). La condition de I’énoncé est donc suffisante.

Considérons réciproquement une fonction ¢ € A%(Y) et un recouvrement fini V de Y par
des domaines k-affinoides V' tels que ¢y, € H(V); par application du point (ii) du lemme
2.2.22, il existe une extension finie (séparable) k’/k et une Spf(k’°)-courbe simplement semi-
stable Y, de fibre générique Y @y k', dont le squelette S()) contient I'ensemble I des points de
Shilov des domaines &’-affinoides V ® k', V' € V. Désignons par ® la restriction de ¢’ = p®1
au squelette S(Y) de ). Les fibres de la rétraction 7y sont des domaines k’-affinoides dont le
bord de Shilov est réduit a un point ; la fonction ¢’, étant harmonique sur Y ®; k' — T, est
par suite constante chaque fibre de 7y en vertu du principe du maximum et

o =dory.

Vérifions enfin I'appartenance de ® a l'espace A%(S())) : quel que soit le polytope entier
P c S(Y) —T dont le bord est formé de points de type (2), W = T;l(P) est un domaine
strictement k-affinoide dans Y tel que gpiW € H(T§1(P)) (corollaire 2.3.14) ; on a donc ®|p =
(¢1W)|p € H(P) et la fonction continue ® est bien affine par morceaux sur S(). O

La proposition 3.2.2 peut maintenant étre précisée de maniére & donner une nouvelle défi-
nition du faisceau Ag( sur le G-site Xg de X. Etant donné un domaine k-analytique V C X,
convenons de désigner par Rlog |Ox (V)*| le sous-espace vectoriel réel de C°(V,R) engendré
par les fonctions de la forme log |f], f € Ox(V)*. La correspondance

Rlog |0%|: V = Rlog|Ox (V)|

est un sous-préfaisceau de A% sur X¢ puisque Rlog |Ox(V)*| € H(V) pour tout domaine
k-affinoide V C X.

ProPOSITION 3.2.5. L’homomorphisme canonique Rlog|O%| — A% identifie A au
faisceau associé au préfaisceau Rlog|O%|.
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Démonstration. Soit Fx le faisceau sur X¢ associé au préfaisceau Rlog|O%|. Quelle que
soit I'extension galoisienne finie &/k, la norme Ny /i = (pp)«(Ox @ K')* — O induit un
homomorphisme Ny /i 1 (prr)«Fxe e — F tel que

1
= —Np ®1
pour toute section f de F, pps désignant la projection canonique de X @k’ sur X. Il suffit donc
de prouver qu'une section ¢ de A())( provient de Fx aprés passage a une extension galoisienne
finie de k.

Soient Y C X un domaine k-analytique compact et ¢ une fonction dans Ag( (Y). Il existe par
hypothese un recouvrement fini V de Y par des domaines k-affinoides V' ftels que ¢y € H(V)
et, comme dans la démonstration précédente, on peut trouver une extension galoisienne finie
k' /k et une Spf(k’°)-courbe simplement semi-stable ) dont la fibre générique est un voisinage
de Y @ k' dans X @y k" et dont le squelette S()) contient 'ensemble I de tous les points de
Shilov des domaines k-affinoides V @, k', V € V.

Considérons alors une décomposition élémentaire D de S(Y) telle que I' C D[0] (on rappelle
que D[0] est ensemble des 0-faces des polytopes figurant dans D). Quel que soit le polytope
Q € D, 774Q) est un domaine k-affinoide et, par construction,

i@ € H(r(Q)) = Rlog |Ox (71(Q))].

Remarque 3.2.6. — Cette proposition est a rapprocher des considérations de 2.3.4.

3.2.2. Un résultat de densité.

Soit E un espace topologique localement compact. L’ensemble des fonctions réelles conti-
nues sur £ dont le support est contenu dans un compact K de E est noté CO(E,R)x et la
norme supg |.| en fait un espace de Banach. La restriction de E a K induit une isométrie
de CO(E,R)k sur le sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Banach C°(K,R) formé des
fonctions s’annulant sur 0K = KNE — K.

L’espace vectoriel CO(E,R) des fonctions réelles continues sur E dont le support est compact
est muni de la topologie localement convexe limite inductive des topologies d’espaces de
Banach sur les CY(E, R) f ; c’est la topologie localement convexe la plus fine rendant continues
les injections C°(E,R)x — CY(E,R).

Lorsque E est 'espace topologique sous-jacent & une courbe strictement k-analytique lisse
X, il est loisible de ne considérer que des compacts K qui sont des domaines strictement
k-analytiques (i.e. des réunions finies de domaines strictement k-affinoides) : tout compact de
X est en effet contenu dans un domaine strictement k-analytique compact.

PROPOSITION 3.2.7. Le sous-espace AY(X) est dense dans CO(X,R).

Démonstration. Soient K un domaine k analytique compact de X, € € Ryg et f une
fonction continue sur X s’annulant en dehors de K. De I'uniforme continuité de f sur K
découle 'existence d'une famille finie V de domaines k-affinoides dans X dont la réunion K’
contient K et telle que, pour tout V € V et tous z,y € V, |f(z) — f(y)| < /2. Appliquant
le lemme suivant au domaine k-analytique compact K’ et au sous-ensemble ¥ réunion des
points de Shilov des V € V et de la frontiére de K, il existe une fonction g € A°(X) telle que
gs = fx.. Cette fonction s’annule sur la frontiére de K’ et appartient donc a A%(X) .
Etant donné V € V, la fonction g satisfait, par construction, a I'inégalité

&
l9(2) —9(W)l < 5
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pour tous points xz,y € XNV et donc, en vertu du principe du maximum,
€
l9(2) —9(y)l < 5

pour tous x € V, y € ¥ N V. Fixant un point y dans I’ensemble non vide ¥ NV (il contient
['(V)), il vient alors

l9(z) — f(z)] < g(x) — g(y)| + lg(y) — f(@)] = |g(x) —g)| + |f(y) — f(z)] <e

pour tout z € V et, donc
supg|f — g| < supg|f — gl = 1‘7/12\3§|f\v —gvl<e.

La proposition est démontrée. O

LEMME 3.2.8. Soit K un domaine k-analytique compact de X ; pour tout sous-ensemble
fini ¥ C K et toute fonction f € C°(K,R), il existe une fonction g € A°(X) telle que
f(x) = g(x) pour tout point x € ¥ ; si, de plus, f € A%(X)g, on peut supposer g € A%(X)g.

Démonstration. Soit K’ € X un domaine k-analytique compact tel que K ¢ K' — 0K'.
Soit, pour tout point z € X, V, un voisinage k-affinoide connexe de x dans K, V, et V,
étant disjoints si  # y. Notant V' la réunion des V,, x € 3, les propositions 3.1.21 et
3.1.22 garantissent existence d’une (unique) fonction g, continue sur X, harmonique sur
X — (0VUIK UIK') et telle que :

gov, = f(x) pour tout z € ¥;

9or = floxs

9 x-k» = 0.
La fonction g est lisse et, pour tout & € X, sa restriction a V, est constante en vertu du
principe du maximum. On a donc g(x) = f(z) pour tout x € ¥ et g appartient a A%(X)g si
et seulement si f appartient & CO(X,R)x. O

COROLLAIRE 3.2.9. — Le sous-espace A%(X) est dense dans lespace de Fréchet CO(X,R).

Démonstration. L’application linéaire canonique C%(X,R). — C°(X,R) est continue
car l’espace d’arrivée est localement convexe et ses restrictions aux sous-espaces CO(X,R)g
sont continues et d'image dense; la densité de A2(X) dans C%(X,R) en découle immédia-
tement.

On peut aussi directement utiliser le lemme précédent. a

Convenons enfin de munir les espaces vectoriels A%(X) et Al(X) des topologies localement
convexe limites inductives des topologies vectorielles canoniques sur les espaces de dimension
finie A2(X)g et AL(X)g, oit S parcourt 'ensemble des parties finies de I(X),

A%X)g = A%X)NI(X — S, Hy)
et
Al(X)s = {we A'(X) ; Supp(w) C S} = EBR(SI’
z€S

Ce sont les plus fines des topologies localement convexes séparées sur ces espaces vectoriels,
caractérisées par le fait que toute application linéaire a valeurs dans un espace vectoriel
localement convexe est continue. En particulier, les espaces vectoriels duaux au sens algébrique
et au sens topologique sont les mémes.
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3.2.3. Fonctorialités.

Soient X, Y deux courbes strictement k-analytiques lisses et p : Y — X un morphisme.

Fonctorialités pour A°.
Vu la définition des faisceaux A% et Ag)/, la proposition 2.3.19 montre que ’homomorphisme
p* Cg( — p*Cg, envoie le sous-faisceau Ag( dans le sous-faisceau p*Ag/.

Lorsque le morphisme p est fini, donc plat, il existe également un homomorphisme p, :
peAY — A% tel que, pour tout ouvert  C X et toute section ¢ de AY sur p~1(€) :

(pe)(x) = > (deg, p) o(y).
yep~'(z)
Cela découle en effet de la description du faisceau .AOX obtenue & la proposition 3.2.5.
I'homomorphisme de norme : Ny : p,Oy — O% définit un homomorphisme p, du préfaisceau

p«Rlog |Oy| dans le préfaisceau Rlog |O%| sur le G-site de X tel que, pour tout domaine
k-analytique V' C X, toute fonction g € Ox(V)* et tout point z € V,

peloglgl(z) =log|Np(g9)(x) = > (deg, p) loglgl(y)
yep~i(z)
(corollaire 2.1.9). Posant
Fx =Rlog|O%| et Fy =Rlog|Oy|
et notant (p.Fy)’ le faisceau sur X associé au préfaisceau p,Fy, cet homomorphisme se
prolonge canoniquement en un homomorphisme de faisceaux
Dx : (p*]'—Y), — AOX
et il suffit de vérifier que I’homomorphisme canonique
(p*fY)/ - p*A()]/

est un isomorphisme de faisceaux. On constate qu’il induit un isomorphisme entre les fibres
en tout point x de X puisque

0Ty )e = (03Fv )2 = (Fy)p-1(a) = (Fra= € AY,
yep~i(x) yep~i(z)

L’homomorphisme p, ainsi obtenu de p*Ag), dans Ag( est tel que

(p-p)(@) = > (deg, p)e(y)

yep~i(z)

pour toute section ¢ de p*A% au voisinage de .
L’endomorphisme p,p* du faisceau A% est la multiplication par (deg p).

Fonctorialités pour Al

Quel que soit le point € I(X), la fibre p~!(x) du morphisme p est un sous-ensemble
localement fini de I(Y") et le morphisme de germes (Y,y) — (X, ) induit par p est fini : en
effet, 'image d’un morphisme constant est un point appartenant & X — I(X) et la fibre de
p au-dessus d’un point z de I(X) est non vide si et seulement si p est fini au voisinage de
p~Y(z). Nous posons alors :

p6:= Y (deg, p)d,.

yep~i(z)
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Ceci permet d’associer au morphisme p un homomorphisme p* : AL, — p, A} ainsi défini :
pour tout ouvert ) C X, une section w de .A_lx s’écrit sous la forme

w= Z a(x) Oy,

z€l(Q)

a étant une fonction réelle sur I(2) s’annulant en dehors d'un sous-ensemble localement fini,
et p*w est la section

Z a(z) p o, = Z (deg, p)a(p(y)) dy

zel(©) yel(p~1(9)
de Al sur p71(Q).

Le morphisme p envoie I(Y) dans I(X) sl est quasi-fini; sous cette condition, I'image
directe au sens des mesures définit un homomorphisme p, : p*.A%/ — .A_lx : pour tout ouvert
Q) C X et tout point y € I(p~1()),

P«Oy = Op(y)-
Lorsque p est fini, donc plat, ’endomorphisme p,p* du faisceau .A_lx est la multiplication par

(deg p).
3.2.4. L’opérateur dd°.
Il est maintenant temps d’introduire un « opérateur de Laplace »
dd®: A} — Ak,
analogue non archimédien du laplacien complexe usuel dd® = 99/im auquel la proposition

3.2.4 ote tout mysteére!

THEOREME 3.2.10. 1l existe une maniére et une seule de définir, pour toute extension
non archimédienne K/k et toute courbe strictement K -analytique lisse X, un homomorphisme
de faisceaux dd® : Ag( — Ag, satisfaisant aux deux conditions suivantes.

(i) Quelles que soient lextension non archimédienne K'/K et la section ¢ de A% sur un
ouvert Q C X,

Le second membre est l'image directe de la mesure ddcp}{,/Kgo par lg projection canonique
ik de XK' sur X.
(i) Quels que soient la Spf(K°)-courbe simplement semi-stable ) et l’isomorphisme j de
Yy sur un domaine K-analytique compact Y C X,
dd®(® o 1y) = j,dd°P
dans T(Y — 9Y, A}) pour toute fonction ® € A°(S(D)).

Démonstration. Considérons une extension non archimédienne K/k et une courbe stric-
tement K-analytique lisse X. Soient x un point dans I(X) et Y un voisinage strictement
K-affinoide de z dans X. Pour toute fonction ¢ € A°(Y), la proposition 3.2.4 garantit 1’exis-
tence d’'une extension finie (séparable) K’/K ainsi que d'une Spf(K’°)-courbe simplement
nodale ), de fibre générique Y @ K’, telles que la fonction ¢’ = ¢ ® 1 s’écrive ® o 7y, avec
® = 9015‘())) € A%(S(Y)). Notons les deux faits suivants :

a) quelle que soit 'extension non archimédienne K" /K,

ddCCI) = (pK///K/)*ddcp;(u/K,(I)
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(ot pgr /Ko est le morphisme canonique Yok K" — Y @k K') en vertu de la proposition
2.2.21 et du point 4 de la remarque 1.2.8;

b) pour tout éclatement admissible ¢ : J' — Y tel que )’ soit une Spf(K’°)-courbe simplement
semi-stable,

dd°® = (gy)«dd g, ®
en vertu de la proposition 2.2.26.

Vérifions que le nombre réel

/ ddc®
{z}®@K K’

ne dépend que du germe de ¢ au point x.
Etant données une extension finie (séparable) K”/K et une Spf(K”°)-courbe simplement
semi-stable Z telles que :
~ Z = Z, soit un voisinage de {z} @ K" dans Y @k K",
¢z =Vorz, avec ¥ € A%(S(2)),
considérons une extension finie L de K coiffant K’ et K”. L’application de la proposition
2.2.27 a 'immersion canonique Z Qxn» L — Y ® L, couplée aux remarques a) et b) qui

précédent, fournit ’égalité
/ dd¥ = / dd“®.
{z}@k K" {z}@K K’

A ce stade, nous disposons, pour tout point z € I(X), d’une application linéaire
1
dds : A()](,x — Ay, =R 0,

uniquement caractérisée par 1’égalité

ddp = (/ dd® <I>> Oz,
{z}@rk

chaque fois que le couple (K’,X) et la fonction ® vérifient les conditions de I’énoncé de la
proposition 3.2.4.

Quelle que soit la section ¢ de A% sur un ouvert @ C X, ’ensemble des points = € I(Y)
tels que ddS¢ # 0 est localement fini; nous désignons alors par dd“p 1'élément

D ddie
z€l(X)
de AL (Q).

L’homomorphisme dd® : Ag( — A}X que l'on vient de définir satisfait aux deux conditions
de I’énoncé (le point (i) découlant de la remarque a) ci-dessus) et c’est clairement le seul. O

COROLLAIRE 3.2.11
i) Le noyau de I’homomorphisme dd¢ : AY — AL est le faisceau Hx.
X X
(i4) Pour tout point x € I(X) et tout germe ¢ € AS . admettant un minimum local strict

en x,
/ dd%p > 0.
{z}

(iii) Quel que soit Uouvert Q de X, Uapplication R-linéaire dd° : A°(Q) — AY(Q) envoie le
sous-espace AY(Q) dans AL(Q).
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Démonstration.

(i) C’est une conséquence immeédiate du théoréme précédent et de la définition 2.3.1.

(ii) 11 suffit d’observer que, pour toute S-courbe simplement semi-stable ) dont la fibre gé-
nérique est un voisinage de = et toute fonction ® € A°(S())), la fonction p = ® o7y a un
minimum local strict au point x si et seulement si tel est la cas pour .

(iii) Etant donnée une fonction ¢ € A%(Q) dont le support est contenu dans un domaine
k-analytique compact ¥ C X, il existe un sous-ensemble fini S de I(Y) tel que ¢y € AL(Y)
et le support de la mesure dd“p est contenu dans S. a

PROPOSITION 3.2.12. — Soit  C X un ouvert; pour toutes fonctions lisses ¢1 € AY(Q)
et po € AO(Q),

/ o1 ddps — / o2 ddCp1.
Q Q

Démonstration. Supposant {2 connexe, considérons un domaine strictement k-analytique
compact Y C € tel que :

— le support de ¢y soit contenu dans Y — dY si la courbe 2 n’est pas propre,

- Y = Qi la courbe  est propre.

Soient k’/k une extension finie et ) une Spf(k’°)-courbe simplement semi-stable telles qu’il
existe des fonctions ®1, @y € AY(S(Y)) vérifiant Y, =Y @, k' et (0i)jygu = Pioty, i =1,2.
Appliquant la proposition 1.2.13 et le théoréme 3.2.10, il vient

/ o ddpy = / o1 dd°p,
Q Y
= / d; ddd,
S()
= / dy dddy
S()

- / o2 ddp) — / o2 ddCpr.
Y Q

O

Le comportement fonctoriel de opérateur dd® s’obtient facilement a partir de sa définition
et de la formule précédente.

PRrROPOSITION 3.2.13. Soient X, Y deuz courbes strictement k-analytiques lisses et p :
Y — X un morphisme.
(i) Le diagramme

o _ add°® 1
Ay — Ay

p*l lp*
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est commutatif.
(i1) Lorsque p est fini et plat, le diagramme

dd®
p*Aoy - p*A%/

p*l l”*

0 1
Ax o Ax

est commutatif.

Démonstration.

(i) Quel que soit le point = dans I(X), la fibre de p au-dessus de x est un sous-ensemble
localement fini de I(Y), non vide si et seulement si p est fini au voisinage de p~!(z). Vu la
définition des homomorphismes p*, il s’agit de prouver que, pour tout y € p~!(x),

/ ddp* ¢ = (degy p)/ ddp.
{v} {=}

Quitte & remplacer la courbe Y par la courbe Y’, réunion des composantes irréductible de Y’
sur lesquelles le morphisme p est non-constant, on peut supposer que les fibres du morphisme
p sont finies.

Le morphisme p est fini au voisinage de y; appliquant la proposition 2.2.27, il existe une
extension finie (séparable) k'/k et des Spf(k’°)-courbes simplement semi-stables X, ) telles
que :

X, (resp. Y,) soit un voisinage de {z} ®; k' (resp. de {y} ®; k') dans X ®j k' (resp.
Y @k k') ;
p induise un morphisme de S(Y) dans S(X);
Plx, = PoTy, avec ® € A%(S(X)).
Dans ces conditions, (p*¢)|y, = (p*®) o Ty et

/ ddp = / dd‘(p*®)
{y} {y}tork’

= < > deg, p> / dd°®
{p(¥")}

v e{yt®rk’

= (deg, p) / dd“®
{z}rk

= (deg, p)/{ }ddcgo.
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(ii) Soéent Q C X un ouvert et ¢ une fonction dans I'(p~(2), A% ) ; quelle que soit la fonction
P e A(),

/X pxtp dde
= > D (deg, p)oly) dd“)
)

z€l(X) yep~1(z

/ ¥ dd°pyp
X

= Y oy) (deg, p) / dd“y

y€eI(Y) {p(y)}

= / @ p*(ddy)
p~ ()

= / @ ddp*)
p~ ()

_ / o ddCe,
p~1(Q)

dd“p,p = p.ddp

et ’on a ainsi établi I’égalité

dans 'espace de mesures A1(Q). O

Remarque 3.2.14. — L’homorphisme dd® : A%(X) — AL(X) est continu relativement aux
topologies introduites sur ces espaces vectoriels a la fin du paragraphe 3.2.2. L’espace vectoriel
topologique AL(X) étant localement convexe, il suffit en effet de vérifier la continuité de la
restriction a AY(X)g, S étant une partie finie de I(X); celle-ci équivaut a la continuité de
dd®: A%(X)s — AL(X)s, qui est triviale puisque les deux espaces vectoriels sont de dimension
finie.

3.3. Courants et fonctions de Green

L’objet de cette section est l'introduction des espaces de courants naturels permettant
I’étude de 'opérateur dd®.

3.3.1. Les espaces de courants

Rappelons que l'on a introduit une structure d’espace vectoriel topologique localement
convexe sur AY(X) et AL(X) (cf. fin du paragraphe 3.2.2).

DEFINITION 3.3.1. Quel que soit Uouvert Q de X, les courants de degré 0 (resp. de degré
1) sont les éléments de l’espace vectoriel D°(Q) (resp. DY()), dual topologique de l’espace
vectoriel AL(Q) (resp. A%(Q)).

Les espaces vectoriels D°(X) et DY(X) sont munis de la structure d’espace vectoriel topo-
logique localement convexe définie par la topologie faible.

Remarque 3.3.2. — Les topologies sur AY(X) et Al(X) sont telles que toutes application
linéaire & valeurs dans un espace vectoriel topologique localement convexe soit continue; les
espaces D(X) et D}(X) sont donc également les duaux au sens algébrique.
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PROPOSITION 3.3.3. — L’application linéaire
¢ :DY(X) = Hom(I(X),R), T+ (z — (T,6,))

réalise un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques lorsque Hom(I(X),R) est muni de
la topologie de la convergence simple.

Démonstration. Par construction, Al() est 'espace vectoriel réel sur I'ensemble I(£2) ; ¢ est
donc un isomorphisme d’espaces vectoriels réels. Pour obtenir qu’il s’agit d’un isomorphisme
des structures topologiques, il suffit d’observer qu’un systéme fondamental de voisinages de 0

dans D°(X) (resp. dans Hom(I(X),R)) est formé des
V(wi,...,wpie) = {T € DUX); (T,w)| <e, 1<i<n},
ol Wi, ..., wy € AL(X) et € > 0 (resp. des
W (S;e') = {f € Hom(I(X),R) ; max|f] < &'},

ou S est une partie finie de I(X) et & > 0); puisque
W (dz5€") = V(65"
pour tous z € I(X), &/ >0 et

V(wse) C W(Supp(w);a//X\w]),

pour tous w € AL(X), e > 0, ot |w| est la valeur absolue de w, la topologie faible sur D°(X)
coincide bien avec la topologie de la convergence simple sur I(X). a

L’homomorphisme canonique C%(Q2, R) — DY(Q) est la restriction a I(2) ; c’est une injection
puisque I(€2) est un sous-ensemble partout dense de 2.
L'opérateur dd®: A%(Q) — ALl(Q) induit par dualité une application R-linéaire
dd®: D°(Q) — DY(Q)
s'insérant dans un diagramme commutatif

AO(Q) 5 A

0 (@)
P
D(Q2) —— D'(Q)

ou les fleches verticales sont les injections canoniques (c¢’est une reformulation de la proposition
3.2.12).
PROPOSITION 3.3.4. L application linéaire dd° : DY(X) — D(X) est continue.

Démonstration. Cela se constate immeédiatement sur la formule
(AT, ) = (T, dd“yp),

T € DY(X), p € AYX), qui définit le prolongement de dd® a 'espace D°(X). O

Le résultat suivant jouera le role d’un énoncé d’existence de partition de 1'unité dans A%(X)
(remarquer que, puisque le produit de deux fonctions lisses n’est en général pas une fonction
lisse, I'existence d'une partition de I'unité dans A%(X) n’implique pas la décomposition de
toute fonction lisse).
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LEMME 3.3.5. — Sotent X une courbe strictement k-analytique lisse et U un recouvrement
ouvert ; étant donnée une fonction lisse ¢ € A%(X), il ewiste un raffinement localement fini V
de U et des fonctions lisses py € AY(X), V €V, telles que :

(1) Supp(py) C V pour tout VeV ;

(i) infx o < @y < supy ¢ pour tout V € V;

(4i1)

p=> v

Vey

Démonstration. Quitte a raffiner le recouvrement I/, nous pouvons supposer qu’il est loca-
lement fini et que tous les ouverts le composant sont connexes et relativement compacts.
Premiére étape. Nous allons montrer qu’il existe un recouvrement ouvert localement fini )V de
X tel que :
- pour tout V € V, OV soit un sous-ensemble fini de I(X) et V soit contenu dans I'un des
ouverts U € U ;
- chaque point de

S=Jov

Vey
soit contenu dans un unique V € V;
- la fonction ¢ soit harmonique sur X — S.
Quitte a raffiner le recouvrement U, nous pouvons supposer qu’il est constitué d’ouverts U
tels que QU soit en ensemble fini de points de type (2). Fixons en effet Uy € U ; le fermé

R=0- |J U
Uel,U#Uy

est contenu dans Uy et il existe un domaine strictement k-affinoide Yy C Uy tel que
Fy Cc Yy — 9Yy.

On obtient un raffinement U’ de U en remplacant Uy par U} = Yy — 9Y). Appliquant le
méme raisonnement a chacun des ouverts Uy q,...,U1, € U recontrant Ué il n’y en a
qu’un nombre fini , on obtient des ouverts Ug, Uy 4, ..., Uy, tels que 9U; ; C I(X) pour tout
iet {Uop, Uy, Ul } U U —{Uo,Urs,...,Ury,} soit un recouvrement de § raffinant U ;
raisonnant par récurrence transfinie, on obtient de la sorte un raffinement U’ de U tel que
I'adhérence de chaque ouvert U’ € U’ soit contenu dans un ouvert U € U et son bord soit un
ensemble fini de points de type (2). La réunion Sy des 9U’, U’ € U’ est un ensemble localement
fini de points de type (2) qu’il est loisible d’agrandir en un ensemble localement fini de points
de type (2) S tel que, de plus, la fonction ¢ soit harmonique sur X — S.
Quels que soient 'ouvert U’ € U’ et la composante connexe C' de X — S,

cnU' =cnuU’

puisque OU’ = U’ — U’ est contenu dans S. Ceci implique donc C C U’ ou C N U’ = (. Soit
alors, pour tout point x € S, 2, la réunion des composantes connexes de X — .S qui sont
adhérentes a x ; c’est un voisinage de = qui, d’aprés ce que ’on vient de dire, est contenu dans
chacun des ouverts U’ € Y’ contenant x.

La famille V = {Q,},cs est un recouvrement ouvert localement fini de © qui raffine le
recouvrement U’ ; S est la réunion des 9Q;, x € S, et un point y de S appartient & I'ouvert
Q. si et seulement si y = x. Ce recouvrement satisfait & toutes les propriétés requises.
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Seconde étape. 1l ne reste plus grand chose a faire maintenant. Soit, pour tout v € V, oy la
fonction continue sur V et harmonique sur V qui s’annule identiquement sur 9V et coincide
avec ¢ sur SN V. Elle se prolonge naturellement en un élément de AY(X), encore noté ¢y,
identiquement nul en dehors de V. Tout point z de S étant contenu dans un unique ouvert
V de V, la fonction

D v € AdX)
Vey
est égale a o sur 5'; le principe du maximum implique par conséquent l'identité

p=> pv.

Vey
Le support de chacune des fonctions ¢y est contenu dans un ouvert de U et les inégalités du
point (ii) sont une évidentes.

La démonstration du lemme est achevée. O

PROPOSITION 3.3.6. — Pour toute courbe strictement k-analytique lisse X, la correspon-
dance Q +— D*(Q) est un faisceau sur l'espace topologique X, i € {0,1}.
Démonstration. L’assertion est triviale pour ¢ = 0 en vertu de l'identification canonique

D%(Q) = Hom(I(2), R).

Le cas ¢ = 1 se traite via un argument de « partition de l'unité » fondé sur le lemme
précédent.

Il s’agit de montrer, pour tout ouvert 2 C X et tout recouvrement ouvert i de 2, qu'un
0-cocycle de Cech p = (pv) sur U & valeurs dans le préfaisceau D! est le cobord d'un élément
p € DY(Q).

Soient ¢ une fonction dans A%(X) et V un raffinement de U tel que la conclusion du lemme
précédent soit vérifiée. Le nombre réel

> v, ev)

vey

ne dépend pas du choix de V; il existe donc un et un seul courant p de degré 1 sur X tel que,
pour toute fonction lisse p € AY(X) et tout recouvrement ouvert V raffinant U et vérifiant la
conclusion du lemme précédent,

(p.0) =D {pv.ov);

Vey

il vérifie la condition p;;y = py pour tout ouvert U € U et est donc le courant cherhce. O

3.3.2. Fonctions de Green élémentaires

L’étude de V'opérateur dd® commence par la construction de fonctions lisses particuliéres.

PROPOSITION 3.3.7. — Soit X une courbe strictement k-analytique lisse.
(i) Si X est propre et connexe, il existe, pour tous points x,y € I(Y), une unique fonction
lisse gz, € A%(X) telle que
{ dd®gsy = 0y — s
gzy(x) = 0.
La fonction

[(X)? =R, (2,y) ~ goy(y)
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est symétrique.

(i) Quels que soient le domaine k-affinoide connexe V-C X et le point x € I(V) — 9V, il
existe une unique fonction lisse g;/ € A% X))y qui s’annule identiquement sur OV et telle que
le support de la mesure vy = dd°gY + 6, soit contenu dans OV .

La fonction g¥ est strictement positive sur V — 0V .

Démonstration.
(i) Supposons la courbe X propre et connexe. Quels que soient les points z,y € I(X), 'ouvert
Q= X — {z,y} est relativement compact et il existe, pour tout A € R, une unique fonction
hy € CY(X,R) harmonique sur € et telle que hy(x) = 0, hy(y) = X (propositions 3.1.19 et
3.1.20). C’est une fonction lisse et la mesure ddhy s’écrit ¢(\)(dy — d) (corollaire 3.2.11, (i)
et proposition 3.2.12).

Les seules fonctions harmoniques sur X étant les fonctions constantes, hy n’est pas harmo-
nique si A # 0; 'application linéaire

c:R—=R, ¢\ = ddhy
{=}
est donc un isomorphisme. Il existe ainsi un unique A € R tel que ¢(\) = 1.
La symétrie de la fonction I(X)? — R, (2,y) — gz ,(y) se déduit immédiatement de la
proposition 3.2.12 :

gx,y(y) - gy7:c(x) = / Jxy 5y - / 9y,x Oy
X X
= —/ Jz,y (596 _5y) +/ 9y,x (531 _590)
X X

= _/ oy Ad gy o +/ Gy,x dd°gyy
X X
= 0.

(ii) Soient V un domaine k-affinoide connexe de X et z € I(V) — (V). L’espace vectoriel
COV,R) NT(V — (8V U {z}), Hx) est isomorphe & Hom(0V U {z},R) via l’application de
restriction (corollaire 3.1.21) et le sous-espace F' constitué des fonctions identiquement nulles
sur OV est une droite. La forme linéaire ' — R, ¢ +— f{w} ddp est un isomorphisme (car non

nulle) et il existe donc une unique fonction g € A%(X)y telle que
V_ 1.
f{m} ddg, = —1;

— ¢¥ s’annule identiquement sur 9V .

La mesure vY = dd°gY + 6, est a support dans 9V .

La fonction g¥ n’est pas identiquement nulle sur V — 9V (car non harmonique) ; puisqu’elle
s’annule en tout point de dV, elle admet donc un extremum local strict dans V — 9V L’inéga-
lité (ddcg;/)w_av = —0d,; < 0implique qu'il ne peut s’agir que d’un maximum par application
du corollaire 3.2.11, (i) : g¥ est donc positive sur V. La stricte positivité sur V — 9V découle
immédiatement de la connexité de V et de ’harmonicité de g sur V — (9V U {z}). O

Remarque 3.3.8. Nous étendrons ultérieurement le point (i) de la proposition précédente
(théoréme 3.3.13) tandis que la section 3.6 sera consacrée a la généralisation du point (ii).

COROLLAIRE 3.3.9. — Soit V C X un domaine k-affinoide connexe ; reprenant les nota-
tions introduites dans la proposition 3.5.7 :



82

(i) ¥ (y) = g;/(x) pour tous points x,y € (V) — oV ;
(i) pour toute fonction b sur OV, la fonction continue sur V et harmonique V — OV qui
coincide avec b sur OV prend, au point x, la valeur

/ b dvY.
ov

(iii) Pour tout x € (V) — 0V, v est une mesure de probabilité dont le support est la
frontiére de la composante connexe de x dans V — OV

Démonstration. Le point (i) découle directement de la proposition 3.2.12 et de la nullité de
e g;/ sur 9V :

gy (y) = — /X gy ddg) = — /X gy ddg) =g, (x).

Soit b € Hom(9V, R) et soit h la fonction dans H(V') qui coincide avec b sur OV (corollaire
3.1.21); le support de la mesure dd°h est contenu dans OV et, appliquant de nouveau la
proposition 3.2.12,

o:/ggdd%:/hddcgg:/ hduxv—h(x):/ b dv) — h(z).
X 14 X oV

Le point (iii) se déduit immédiatement du précédent : quelle que soit en effet la fonction
positive b sur 9V, la fonction h € H(V') qui coincide avec b sur 9V est positive et donc

/ bdv) = h(x) > 0.
ov

L’égalité h(z) = 0 est veérifiée si et seulement si h est identiquement nulle sur la composante
connexe de x dans V — 9V (principe du maximum), d’ou l'assertion sur le support de la
mesure v) . Enfin, le cas de la fonction constante b = 1 montre que v) est de masse totale 1.
O

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de la proposition 3.1.3.

COROLLAIRE 3.3.10. Quel que soit Uouvert Q C X, une famille localement bornée F
de fonctions harmoniques sur € est équicontinue en tout point : pour tout x € Q et tout réel
€ > 0, il existe un voisinage V de x dans () tel que

sup |[u —u(z)| < e
\%4

pour toute fonction u € F.

Démonstration. Soient z un point de {2 et V' un voisinage k-affinoide connexe de x dans €.
Etant donnée une fonction harmonique h sur €2, le point (ii) du corollaire précédent fournit

I'identité
h(z) = / h dvY
ov

et donc, pour tout point y € V — 9V,

(@) = h(y)| < (sup[h]) sup / Ay — Y
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Appliquant cette formule aux fonctions u € F, il reste a prouver ’existence, pour tout réel
€ > 0, d’un voisinage connexe W de x dans V — 9V tel que

/d|l/¥—l/;/|§€
X

pour tout point y € W. Cela sera acquis si ’on établit, pour tout point z € 9V, la continuité
de I'application

V-0V-R, y— ddcgg‘//.
{z}

Quel que soit le point ¢t € I(V), la fonction réelle y — g;/(t) sur V — 9V est continue.
Cest trivial lorsque ¢t € OV car c’est alors la fonction nulle. Si ¢ € I(V)) — 9V, le point (i) du
corollaire précédent montre que ce n’est pas autre chose que la fonction lisse g,}/.

Soient finalement W un domaine k-affinoide dans V — 9V et h une fonction dans A%(V),
nulle sur W U (OV — {z}) et prenant la valeur 1 au point z (lemme 3.2.8). La formule

/ ddg) = / hddg) = / gy ddh="> " g/(t) / dd°h,
{=} v v

tedWuUaV {t}

pour tout point y € W — 0W, met en évidence la continuité de I'application
W —0W — R, yH/ dd’gy .
{z}
O

Il est bien connu que 'opérateur différentiel dd® sur une surface de Riemann complexe est
elliptique, propriété qui implique sa régularité : un courant T de degré 0 est défini par une
fonction lisse si et seulement si le courant dd“T" est défini par une 2-forme différentielle lisse.
Cette derniére assertion est également valable dans le contexte non archimeédien.

PROPOSITION 3.3.11. — L’image de linjection canonique A°(X) — D°(X) est le sous-
espace des courants T de degré 0 tels que dd°T € A1(X).

LEMME 3.3.12. L'injection canonique A%(X) <« D°(X) induit un isomorphisme de
I'(X,Hx) sur ker dd°.

Démonstration. Vu la compatibilité de 'opérateur dd® aux injections canoniques A%(X) <
DY(X) et AY(X) — D!(X), l'inclusion
I'(X,Hx) C ker(dd® : DY(X) — D(X))

est le point (i) du corollaire 3.2.11.

Soit T' € D°(X) un courant tel que dd°T" = 0.

Considérons des domaines k-affinoides V' C V dans X dont les bords de Shilov sont réduits
a un point : I'(V) = {y} et T(V') = {y'}, avec y,y’ € I(X). Le point (ii) de la proposition
3.3.7 garantit 'existence d’une fonction g;/, € AY(X) telle que

{ ddcgz‘l/, = 0y — Oy
gy (y) =0;
utilisant I'hypothése dd“T = 0, il en découle
0 = (dd°T’ g,0) = (T,ddgy) = T(y) — T().
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Cette formule permet de prolonger la fonction 7' : I(X) — R a l'espace X tout entier :
un point x € X — I(X) admet en effet un systéme fondamental de voisinages constitué de
domaines k-affinoides V' ayant un unique point de Shilov et, si T'(V') = {y}, il suffit de poser

T(z) =T(y)-

Soient V' C X un domaine k-affinoide et h I'unique fonction dans H(V') dont la restriction a
OV C I(X) est égale a T'; invoquant de nouveau le point (ii) de la proposition 3.3.4, I'équation
dd°T = 0 implique, pour tout point z € I(V) — 9V,

0= (4T g¥) = (Tad’gl) = [ Tl - T(a)
oV

et donc T'(z) = h(z) (corollaire 3.3.9, (ii)).
Les fonctions h et T}y coincident sur I(V') et sont constantes au voisinage de chacun des
points de V' —I(V') : elles sont donc égales en vertu de la densité de I(V) dans V.

Nous avons ainsi établi I’harmonicité de la fonction réelle T O

Démonstration de la proposition 3.3.11. Soit 7' € D°(X) tel que dd°I" soit une forme
lisse w sur X.

Etant donné un domaine k-analytique compact Y C X il existe un sous-ensemble fini S
de I(Y') C I(X) contenant dY et tel que w)y appartienne a Iespace A(Y'). La restriction de
T & une composante connexe {2 de Y — S vérifiant I'équation dd“Tjq = 0, le lemme précédent
fournit une fonction harmonique hq sur € coincidant avec 7" sur I(Q2). La fonction réelle ¢y
sur Y telle que ¢y =T sur § et gy = hg sur chaque composante connexe {2 de Y — .5 est
une fonction lisse.

Il est clair qu'il existe une unique fonction lisse ¢ € A°(X) telle que ¢y = @y pour tout
domaine k-analytique compact Y C X ; cette fonction coincide avec T sur I(X). a

Nous sommes désormais en mesure de résoudre 'équation dd°T = p pour tous courants
T € D°(X) et p € D}(X) dans le cas d’'une courbe connexe X vérifiant I'une des conditions
suivantes :

- X est isomorphe a l'analytifiée d’une k-courbe algébrique;
- X est isomorphe & la composante connexe de l'intérieur d’un espace strictement k-affinoide.

Remarquons que le premier cas envisagé englobe en particulier celui ou la courbe X est
propre puisque toute courbe k-analytique propre et connexe est isomorphe a ’analytifiée d'une
k-courbe algébrique ([3], 3.4.14).

THEOREME 3.3.13. Soit X une courbe strictement k-analytique lisse, connexe et véri-
fiant l'une des conditions suivantes :
- X est isomorphe a Uanalytifiée d’une k-courbe algébrique ;
- X est isomorphe & une composante connexe de l'intérieur d’un domaine k-affinoide.
L’image de l'application dd°: D°(X) — D(X) est
(i) lespace DY(X) tout entier si X est n'est pas propre ;
(ii) Uhyperplan {p € DY(X) | (p,1) = 0} si X est propre.
Démonstration.
(i) Traitons tout d’abord le cas d'une courbe strictement k-analytique lisse, propre et connexe ;
comme on l'a précédemment observé, une telle courbe est isomorphe a 'analytifiée d’une k-
courbe algébrique propre et lisse en vertu de la proposition 3.4.14 de [3|. L’inclusion

dd°D(X) € {p € DI(X) ; (p,1) =0}
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est évidente ; réciproquement, étant donné un courant p € D*(X) tel que (p, 1) = 0, fixons un
point z € I(X) et considérons la fonction réelle T' sur I(X) définie par

T(y) = (0 Gay)s

uy Stant I'élément de A%(X) caractérisé par les conditions

{ dd®gyy = 0y — 0z
Joy(x) =0
(proposition 3.3.7, (i)).

Quelle que soit la fonction lisse ¢ € A%(X), I’élément

g = /X ey ([dd0)(y) = > ( /{ ; ddcw>9x,y

y€I(X)

de AY(X) vérifie I'équation dd°g = dd®p; ¢ — @ est par conséquent une fonction harmonique
sur X, donc constante, et ’on obtient la formule intégrale

o= ol@)+ [ g2 @200,
Nous pouvons maintenant conclure : pour toute fonction ¢ € A°(X),

(sp) = (p,p(x) + /X Guy (dd°p)(y)) = p(z)(p, 1) + /X (s Gzy) (dd°p)(y)

= / T ddp = (T,dd)
X
et donc dd“T" = p.

(i) Considérons maintenant une courbe strictement k-analytique lisse et connexe X | isomorphe
al’analytifiée d’une k-courbe algébrique affine ou & une composante connexe de l'intérieur d'un
espace k-affinoide. Nous vérifierons un peu plus loin que ces hypothéses garantissent que X
est la réunion d’une suite (V) de domaines strictement k-affinoides dans X telle que, pour
tout n :
- Vo C Vo1 — Vi
- la frontiére de chacune des composantes connexes C' de V11 — V,, est telle que Card(0C N
V,) = Card(0C NVy41) = 1.
Tenant ceci pour acquis, il est facile de conclure la démonstration du théoréme.
Premiére étape. Remarquons tout d’abord que, pour tout n et toute composante connexe C'
de V41 — Vi, Pespace vectoriel I'(C —9C, Hy) est de dimension 2. Etant donnée une fonction
h € H(V,,), il existe, pour toute composante connexe C' de V41 — V;,, une unique fonction
continue h¢e sur C qui soit harmonique sur C' — 9C, coincide avec h au point z de 9Vn N IAC
et telle que
Yddhe = — dd°h ;
{z {z}
la fonction A’ sur V;,. 1 définie par :

h/:{ h sur V,,

hc  sur la composante connexe C' de V11—V,

appartient alors a l'espace H(V,,11). Nous venons d’établir la surjectivité de Papplication de
réduction

H(Vn—I—l) - H(Vn)
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Seconde étape. Soit maintenant p un courant dans D!(X). Nous considérons une suite (V},) de
domaines strictement k-affinoides qui satisfait aux conditions formulées plus haut et un point
x dans I(Vy) — 9V}. Utilisant les notations introduites a la proposition 3.3.7, définissons pour
tout entier naturel n une fonction 7}, sur I(V,,) — 9V}, en posant

To(y) = —(p.gy").

Quels que soient n > m et la fonction lisse ¢ € A%(X) dont le support est contenu dans Vj,,

ply) = —/ p ddg," = —/ g," dd°p
X X
pour tout point y € V,, — 9V,,. Par application de la formule de symétrie

gy (2) = g¥" (y),

Y,z € Vi, — 9V, (corollaire 3.3.9 (i)), nous obtenons la formule intégrale

o= /X gl (dd)(y)

dans A°(X).

Pour tout couple (m,n) d’entiers naturels tel que n > m découle de ce qui précéde I'égalité

(p, @) = (T, dd°p),

o € A°(X)y,, , et donc l'identité des courants dd°T,, et p sur V, — OV,.
Définissons maintenant par récurrence une suite (73,), T, € DO(V,, — 9V},) :

-To=To;

- pour tout n > 0, Tj,41 = Tvn_H — hl,, on h!, est une fonction dans H(V,,11) qui prolonge la

fonction h,, € H(V,,) définie par la formule

(fnﬂ)\vn—avn =Tn+ hn.
Pour tout n, dd“Ty, = pjv,—av, et Thy1 — |V — 0V, =T —n; il existe donc un et un seul
T € DY(X) tel que
Tyv,—ov, =T —n
pour tout n, et ce courant satisfait a I’équation

dd°T = p.

La démonstration du théoréme sera compléte lorsqu’on aura établit que X est la limite
d’une suite de domaines strictement k-affinoides vérifiant les propriétés énoncées plus haut.

Lorsque X est isomorphe & une composante connexe de l'intérieur d'un domaine k-affinoide,
cela est le contenu de la proposition 2.2.23.

Vérifions-le ensuite lorsque X est isomorphe a ’analytifiée d'une k-courbe algébrique affine.
Ecrivons X sous la forme X = X — Z, ott X est (isomorphe a I'analytifiée d’) une k-courbe
propre et réguliére et Z est un ensemble fini de points x tels que [k(z) : k] < oco. Chaque x € Z
admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages constitué de domaines strictement
k-affinoides W, , ayant un seul point de Shilov et tels que Wy 41 C Wy, — OW, . Notons
. la composante connexe de W, ,, — OW, , contenant x et soit

Vo=X—-J Qn
T€EZ
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Pour tout n, V,, est un domaine strictement k-affinoide de X, V,, C V,,11 — 9V, 41 et

Vn+1 -Vn = U (X - Q:cm-i-l) N (X - Vn)
reZ
= | Q@nn (X = Qp).
reZ

Les composantes connexes de V,, 11 — V;, sont les Cp = Q. ,, N (7 — Qnt12), T € Z, et
0C; = 00y 2 U0y i1
rencontre bien V,, (resp. V,,+1) en un seul point.

La démonstration du théoréme est maintenant achevée. O
3.3.3. La formule de Poincaré-Lelong

Illustrons enfin I'utilisation de I'opérateur dd® au sens des courants en démontrant la formule
de Poincaré-Lelong sur une courbe strictement k-analytique lisse X.

Notant X I’ensemble des points x € X tels que [k(z) : k] < oo, le groupe des 0-cycles sur X
est par définition le sous-groupe Z(X) du groupe abélien Hom(Xy, Z) constitué des fonctions
dont le support est localement fini. L’élément (x — ng)zex, de Zo(X) se note classiquement

sous la forme
z€Xo

A tout point € X est associée une mesure atomique djy) sur X, deéfinie par
Oz = [K(x) : K]0g.
On obtient, par linéarité, une application
Zo(X) — D'(X), D~ dp
telle que, pour tout 0-cycle D sur X dont le support est fini,

/ 1 6p = deg(D).
X

Etant donnée une fonction méromorphe réguliére (i.e. inversible sur un ouvert dense) f sur
X, les points # € X tels que f(x) = 0 ou f~!(z) = 0 forment un sous-ensemble localement
fini de X et appartiennent tous a Xy. Puisque X est supposée lisse, le (0-cycle associé au)
diviseur de f est I’élément de Zo(X) défini par la formule usuelle :

div(f) = > ord.(f)[x].

z€Xo

Plus généralement, tout sous-espace strictement k-analytique fermé et nulle part dense Y
de X détermine un élément [Y] de Zg(X), défini par

[Y] = Z lg(OY,x)[x]'
z€Xo
Remarque 3.3.14. — Quelle que soit I’extension non archimédienne K/k, la fibre du mor-
phisme canonique px : X®;K — X au-dessus d’un point = de Xg est un sous-ensemble fini
de (X®pK)o. Il existe donc un et un seul homomorphisme de groupes abélien Py Zo(X) —
Zo(X®1K) tel que
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(cycle associé a 'espace K-analytique pf}l (2)).
La vérification des deux propriétés suivantes est triviale :
— pour tout D € Zy(X), op = (pK)*(sp;{D;
— pour toute fonction méromorphe réguliére f sur X, pj f est une fonction méromorphe
régulicre sur X @, K et
div(p f) = piediv(f)
dans Zo(X®1K).
ProproOsSITION 3.3.15. Formule de Poincaré-Lelong
Quelle que soit la fonction méromorphe réguliére f sur X, le courant log | f| satisfait a I'équa-
tion

dd® log |f| 5d1v H — =0.
Démonstration. Il s’agit d’établir la formule

/loglfl ddcsoz/ © Sdiv(f)
X X

pour toute fonction ¢ € AY(X).

Soient donc ¢ € A%(X) et Y C X un domaine strictement k-analytique compact tel que
Y — 9Y contienne le support de . La forme lisse ddp est portée par un ensemble fini S
de points de I(Y) — 9Y et il existe donc, en vertu du lemme 2.2.22, une extension finie
(séparable) k’/k et une Spf(k’®)-courbe simplement semi-stable ), de fibre générique Y @y, &/,
telles que la fonction pj,¢ soit harmonique sur Y @5 k" — S(Y) (pp est la projection canonique
X R kK — X)

Les identités

dd“p = (pg)«dd p
(théoreme 3.2.10) et

Saiv(y) = (Pr')+Oaiv(pr, f)
(remarque précédente) permettent de supposer k' = k.

Dans ces conditions, p = ® oy et

/ log | f| ddcgo:/ F dd°® :/ o ddCF:/ ® dd°F,
X S) S) S(V)-oY

F étant la restriction de log|f| & S()). Nous pouvons maintenant appliquer le point (iii) de
la proposition 2.2.24 pour obtenir

/ log |f| dd% = / d dd°F
X S(V)-8Y

= Z ‘I’(fﬂ) /1( )5div(f)

zeS(Y y
= Z / ¥ 5d1v(f
zeS(Y
= / © ddiv(f)-
X
(]
Remarque 3.3.16. Rappelons que, par convention, la notation log désigne le logarithme

népérien (ou naturel). Il peut étre utile d’observer ici que Popérateur dd® dépend implicitement
de cette convention, via la définition de la structure entiére sur les polyedres S(|a|) (2.2.1).
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3.4. Fonctions sous-harmoniques et mesures de Radon positives

Nous poursuivons dans cette section I’étude des fonctions sous-harmoniques sur une courbe
strictement k-analytique lisse X, définies en 3.1.2, a 'aide de 'opérateur dd®. Les notations
introduites dans 1’énoncé de la proposition 3.3.7 seront librement employées.

3.4.1. Le théoréme d’approximation.

En vertu de la proposition 3.4.10, une fonction sous-harmonique u sur X définit une fonction
réelle sur I(X) et détermine par conséquent un courant dans DY(X).

LEMME 3.4.1. L’application
SH(X) — DO(X), U Upg(x)

est injective et son image est U'ensemble des courants T € D°(X) satisfaisant a la condition
suivante :

pour tout domaine k-affinoide V-.C X et tout point x € (V) — 9V,
T(x) <(T,vy).

Démonstration. Soient u une fonction sous-harmonique sur X et z un point dans X —I(X).
Etant donnée une suite décroissante (V;,) de domaines k-affinoides de X dont le bord de
Shilov I'(V;,) est réduit a un point z,, et telle que

{LL’} = m Vi,

le principe du maximum (proposition 3.1.11) implique les inégalités ujy, < u(z,); la suite
(u(xy,)) est donc décroissante et u(z) < inf, u(x,). D’autre part, en vertu de la semi-continuité
supérieure de u,

u(z) > limsup,u(x,) = inf wu(x,).

La fonction u est ainsi uniquement déterminée par sa restriction au sous-ensemble I(X) de

X.

La description de I'image de I'application SH(X) — DY(X) est une application directe du
point (ii) du corollaire 3.3.9. O

Le lemme précédent nous permettra de ne pas distinguer une fonction sous-harmonique sur
X du courant de degré 0 qu’elle détermine.

Une fonction sous-harmonique sur une surface de Riemann est, localement, ’enveloppe in-
férieure d’une famille décroissante de fonctions sous-harmoniques lisses ([19], Theorem 2.5.5).
Cette assertion est également vraie dans un contexte non archimédien, la démonstration en
étant qui plus est élémentaire.

THEOREME 3.4.2. Soient Q0 un ouvert d’une courbe strictement k-analytique lisse X et
u € SH(Q). Pour tout ouvert relativement compact Q' C Q, la restriction de u a € est
lenveloppe inférieure d’une famille décroissante de fonctions sous-harmoniques lisses.

Démonstration. On peut supposer que I'ouvert relativement compact €' C € est de la forme
Y —0Y, Y C X étant un domaine k-analytique compact.

Etant donné un sous-ensemble fini S C I(Y') contenant dY', découle des propositions 3.1.19
et 3.1.20 P'existence d’une unique fonction ug appartenant & A%(Y), harmonique sur Y — S
et coincidant avec u sur S.
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La sous-harmonicité de u sur Y — .S implique I'inégalité u)y < ug; par suite, pour tout
sous-ensemble fini S” de I(Y') contenant S, ug majore ug: sur le bord S” de Y — 5" et ugr <
ug, en vertu du principe du maximum (proposition 3.1.1) appliqué aux fonctions ug et ugr,
harmoniques sur Y — §’. La famille (ug)g est donc décroissante.

La fonction lisse ug est sous-harmonique sur Y —9Y'. Soient en effet V' C Y —9Y un domaine
k-affinoide et h une fonction dans H(V') qui majore ug sur V. Puisque ujy < ug, h majore
a fortiori u sur AV, et donc sur tout V' par sous-harmonicité; comme u et ug coincident sur
S, il s’ensuit que h majore u sur le bord " = (SNV)UOV de l'ouvert V — S”. Une nouvelle
application du principe du maximum aux fonctions harmoniques Ay _g» et (US)|V_S// fournit
alors I'inégalité

us < h
sur V.

La famille (ug)s S parcourant l’ensemble filtrant des parties finies de I(Y') contenant
dY  est minorée en tout point de I(X); son enveloppe inférieure u est donc une fonction
sous-harmonique sur X (proposition 3.1.8). La démonstration s’achéve en invoquant le lemme
3.4.1 : les fonctions sous-harmoniques u et ujy_gy, trivialement égales sur I[(Y) — 9Y, sont
identiques. O

Remarque 3.4.3. La démonstration ci-dessus s’adapte aisément dans un contexte archi-
médien et permet de démontrer un résultat d’approximation global pour les fonctions sous-
harmoniques sur une surface de Riemann (voir la proposition 4.2.14).

La caractérisation des fonctions sous-harmoniques lisses est sans surprise.

PRroOPOSITION 3.4.4. Une fonction lisse ¢ € A°(X) sur une courbe strictement k-
analytique lisse X est sous-harmonique si et seulement si ddp > 0.
Démonstration. Soit ¢ une fonction dans A%(X) telle que dd®p > 0.

Soient V' C X un domaine k-affinoide et h une fonction dans H(V) qui majore ¢ sur 9V ;
il est suffisant, pour prouver I'inégalité

(10|V < h7

d’établir que )y, est majorée par la fonction A’ dans H(V') qui coincide avec ¢ sur OV (car
B < h d’apres le principe du maximum).

L’inégalité dd°(h' — ¢) = —dd% < 0 sur V — 9V implique que la fonction h’ — ¢ n’a pas
de minimum local strict sur V' — 9V (corollaire 3.2.11, (ii)); elle atteint donc son minimum
en un point de 9V et, puisque (A" — ¢);gy = 0,

pv <K
La fonction ¢ est ainsi sous-harmonique sur X.

Soit réciproquement ¢ € A%(X) une fonction lisse et sous-harmonique. Etant donné un
point x du support S de dd“p, considérons un domaine k-affinoide V' C X tel que SN (V —
V) = {x} et soit h la fonction h € H(V') qui est égale a ¢ sur S. La fonction ), — h est
négative et elle s’annule identiquement sur JV'.

La forme lisse (dd“(¢ —h))jy_gy = (dd“p)jy_sy est, par hypothése, non nulle et portée par
{z}. La premiére condition implique I’existence d’un minimum local strict pour la fonction
(¢ — h)jv—av et celui-ci est nécessairement réalisé en un point y € I(Y') — 9Y car ¢ — h est
localement constante en tout point de Y —I(Y). On en déduit l'inégalité

/ ddp > 0
{v}
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par application du point (ii) du corollaire 3.2.11 et donc y = =, (dd°¢)|y_gv > 0.
Ceci établit la positivité de la forme lisse dd“ep. a

COROLLAIRE 3.4.5. Soient X une courbe strictement k-analytique lisse, K/k une ex-
tension non archimédienne et pg : XQiK — X la projection canonique ; étant donnée une
fonction sous-harmonique u sur X, la fonction py.u est sous-harmonique sur X®p K.

Démonstration. Puisqu’il est loisible de raisonner localement, nous pouvons, en vertu du
théoreme 3.4.2, supposer que u est ’enveloppe inférieure d’une famille () ) de fonctions sous-
harmoniques lisses. La fonction pg*u est alors 'enveloppe inférieure de la famille de fonctions
lisses pj oy et il suffit donc de traiter le cas d'une fonction sous-harmonique lisse.

Soit u une fonction sous-harmonique lisse et vérifions que la mesure dd“pj,u est positive.
La formule

dd“pu = pgr/r ddpou

pour toute extension non archimédienne K'/K (théoréme 3.2.10) permet d’agrandir K a loisir.
Considérons un domaine strictement k-affinoide Y C X et une extension finie £’/k telle que
Y ®j, k' soit isomorphe & la fibre générique d’une Spf(k’®)-courbe simplement semi-stable )
et que la fonction p},u s’écrive sous la forme U o 7, avec U € A%(S(Y)) (proposition 3.2.4);
la sous-harmonicité de u implique celle de U puisque dd°U = ddu (théoréme 3.2.10). Soient
maintenant K’ une extension non archimédienne de k coiffant K et k' et p: S(Y)gr — S(Y)
I'application induite par la projection canonique de X®j, K’ sur X @y, k’. La fonction p*U est
sous-harmonique sur S())x et il en est par conséquent de méme pour pj.,u = p*U o 7.

Comme mentionné au début de la démonstration, la sous-harmonicité de p,u implique
celle de py-u. a a

L’utilisation simultanée du théoréme d’approximation et de la caractérisation des fonctions
sous-harmoniques lisses permet également de répondre a une question naturelle mentionnée
a la remarque 3.1.7.

PROPOSITION 3.4.6. Soient X une S-courbe simplement semi-stable et u une fonction
sous-harmonique sur X, ;
~ la restriction U de u au squelette S(X) de X est une fonction réelle sous-harmonique (=
convexe) continue ;
—u<UorTy.

Démonstration. L'inégalité u < U o 7y est une conséquence immédiate du principe du
maximum puisque les fibres de la rétraction 74 sont des domaines k-affinoides dont le bord
est réduit & un point.

La restriction U de u au squelette S(X) est a valeurs finies car S(X) C I(&})) et, compte
tenu du théoréme 3.4.2, U est I'enveloppe inférieure d’une famille décroissante de fonctions
qui sont les restrictions de fonctions lisses et sous-harmoniques sur &;,. Il est par conséquent
suffisant de prouver qu’une fonction lisse et sous-harmonique ¢ sur & se restreint en une
fonction affine par morceaux et sous-harmonique sur le polyédre S(X).

Nous pouvons supposer la courbe quasi-compacte puisque la question est locale sur S(X);
l'assertion sera d’autre part démontrée si elle ’est aprés passage a une extension finie k' de k.
Appliquant la proposition 3.2.4 et le lemme 2.2.22, il existe dans ces conditions un éclatement
admissible g : Y — X tel que :

Y soit une S-courbe simplement semi-stable,
~ @ =dory, avec & = gy € A2(S()).
La fonction @ est sous-harmonique puisque dd°® = ddp > 0 (théoréme 3.2.10).
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D’apreés la proposition 2.2.26, S(X) est un domaine polyédral dans S(Y) tel que chaque
composante connexe de S())—S(X) n’ait qu’un seul point frontiére. Il en découle tout d’abord
que la restriction ® de ¢ a S(X) est une fonction continue et affine par morceaux puisque
o' = P®|s(x)- C'est en outre une fonction sous-harmonique : ® est en effet décroissante au
voisinage de la frontiere de S()) — S(X) en vertu du principe du maximum, ce qui implique

dd®®’ > dd“® > 0.
a

Remarque 3.4.7. Réciproquement, étant donnée une S-courbe simplement semi-stable
X et une fonction sous-harmonique F sur S(X), la fonction 73 F est évidemment sous-
harmonique sur X : représentant F' comme l'enveloppe inférieure d’une suite décroissante
(®,) de fonctions affines par morceaux et sous-harmoniques sur S(X), 7*F est I'enveloppe
inférieure de la suite des fonctions lisses et sous-harmoniques 73 ®,, (voir [32] pour I'utilisation
de fonctions sur X définies via des des (différences de) fonctions convexes sur les polyédres

S(X)).

3.4.2. Parties polaires.

Un sous-ensemble E d’une courbe strictement k-analytique lisse X est dit polaire s’il admet
un recouvrement dénombrable par des ouverts connexes 2 C X sur lesquels existe une fonction
u € SH(N) telle que ENQ C {u = —o0}.

Remarque 3.4.8

1. La condition de dénombrabilité introduite dans cette définition est nécessaire a l'exis-
tence, pour toute partie polaire £ C X, d'une fonction sous-harmonique globale sur X
prenant la valeur —oco en tout point de F, ainsi qu’a une caractérisation capacitaire des
parties polaires (théoréme 3.6.11 et remarque 3.6.12).

2. La condition de dénombrabilité, jointe & la semi-continuité supérieure des fonctions sous-
harmoniques, implique immédiatement que tout sous-ensemble polaire de X est contenu
dans un borélien polaire.

Nous noterons P(X) 'ensemble des points z € X tels que le singleton {z} soit polaire; il
est clair que les parties polaires de X sont des sous-ensembles de P(X).

Remarque 3.4.9. — Les deux propriétés suivantes se déduisent immédiatement de la pro-
position 3.1.14 :

1. Quel que soit le morphisme quasi-fini f:Y — X, f~Y(P(X)) c P(Y).

2. Pour toute extension non archimédienne K/k, p' (P(X)) C P(X®,K).

PRrROPOSITION 3.4.10. Pour toute courbe strictement k-analytique lisse X, P(X) est
exactement [’ensemble des points de X de type (1).

Démonstration. Rappelons qu'un point x d’une courbe strictement k-analytique est de
type (1) si 'extension non archimédienne H(z)/k se plonge dans la complétion d’une cloture
algébrique de k. (2.1.3)

Tout point x de type (1) dans Al est polaire : étant donnés une suite décroissante (E,,) de
disques fermés dans A,lg de limite {z} et, pour tout n, un point x, € E, tel que I'extension
k(xy)/k soit finie, de polynéme minimal unitaire f,, € k[T], les fonctions

1

gn = m log | fn|



93

sont sous-harmoniques sur A} et de la forme log |T'| + o(1) a l'infini. La suite (g,,) est station-
naire sur chacun des ouvert Ai — FE,, et converge donc vers une fonction sous-harmonique g
sur A} telle que g(z) = —o0.

Le cas d'un point = de type (1) sur une courbe strictement k-analytique X se déduit
immeédiatement de ce qui précéde en utilisant un morphisme fini (de germes) p : (X,z) —
(A} p(2)).

Les points de Shilov des domaines strictement k-affinoides d’'une courbe strictement k-
analytique lisse X ne sont pas polaires en vertu du lemme 3.1.9 et le second point de la
remarque 3.4.9 implique donc qu'un point x € X est non polaire s’il existe une extension
non archimédienne K/k telle que la fibre p}l(:n) contienne le point de Shilov d’un domaine
strictement k-affinoide de X®p, K, ¢’est-a-dire un point y tel que s(y) = 1. Etant donné un
point & de X, le lemme 2.1.19 garantit 'existence d’'un point y tel que s(y) = 1 dans la fibre de
X@kH(x) si et seulement si & n’est pas de type (1) ; il découle de cette observation que seuls
les points de type (1) peuvent étre polaires et ceci achéve la démonstration de la proposition.
O

Remarque 3.4.11. — Poursuivant P’analogie entre éléments de A'(X) dans le cadre non
archimédien et formes différentielles de type (1,1) sur une surface de Riemann M dans le
cadre archimédien, la non polarité des points de I(X) correspond au fait que les parties
polaires de M sont de mesure de Lebesgue nulle.

3.4.3. Courants positifs.
Un courant S de degré 1 sur une courbe strictement k-analytique lisse X est positif si
(S, ) > 0 pour toute fonction positive ¢ € A%(X).

THEOREME 3.4.12. — Quelle que soit la courbe strictement k-analytique lisse X,

(i) les courants positifs de degré 1 sont les mesures de Radon positives sur ’espace topolo-
gique localement compact X ;

(ii) le come réel SH(X) C DY(X) des fonctions sous-harmoniques sur X est l’ensemble des
T € DY(X) tels que le courant dd°T soit positif.

Démonstration.
(i) Soient u € D}(X) un courant positif et  une fonction lisse dont le support est contenu
dans un compact £ C X.

Considérons des domaines k-analytiques compacts Y,Y’ C X tels que

EcY —o9Y'cY' cY -9y

et soit y une fonction dans AY%(X) telle que 0 < y < 1, Xjyr = 1 et x| x—y = 0 (son existence
découle du lemme 3.2.8). Les inégalités

—(max|p[)x < ¢ < (max f¢])x
et la positivité de p impliquent la majoration
(e ] < {p. x) maxcpl,
laquelle permet, grace a la proposition 3.2.7, de prolonger la forme linéaire
piAX) =R

en une forme linéaire continue et positive sur I'espace de Fréchet C°(X,R).
L’opération de restriction au sous-espace dense AY(X) de C°(X,R) réalise donc une bijec-
tion entre mesures de Radon positives sur X et courants de degré 1 positifs.
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(ii) Le courant dd“u est positif pour toute fonction sous-harmonique lisse u (proposition 3.4.4).
Quelle que soit la fonction sous-harmonique u et la famille décroissante (u)) dans SH(X) qui
converge vers u dans D°(X), le courant ddu est la limite dans D*(X) de la famille (dd“uy)
(proposition 3.3.4); appliquant ceci a une famille constituée de fonctions sous-harmoniques
lisses (théoréme 3.4.2), on en déduit que le courant dd“u est bien positif.

L’assertion réciproque se déduit immédiatement de la caractérisation de SH(X) dans
DY(X) donnée dans le lemme 3.4.1 : un courant T € D%(X) tel que dd“T" > 0 satisfait a
la condition

(T,v)) = T(x) = (T,ddg) ) = (dd°T’ g} ) > 0
pour tout domaine k-affinoide connexe V' C X et tout point x € I(V) — 9V en vertu de la
positivité de g¥ (proposition 3.3.7, (ii)). O

Couplé au théoréme 3.3.13 et au lemme 3.3.12, le théoréme précédent établit 'existence de
potentiels pour les mesures de Radon positives (dans le cas d'une courbe non propre).
COROLLAIRE 3.4.13. — Soit X une courbe strictement k-analytique lisse, conneze et iso-
morphe a une composante connexe de ['intérieur d’un espace k-affinoide ou a l’analytifiée
d’une courbe k-algébrique affine . L’application

D%(X) — DYX), T+ ddT

induit une bijection de SH(X)/I'(X,Hx ) sur l’ensemble des mesures de Radon positives sur
lespace topologique localement compact | X|.

Considérons maintenant une courbe strictement k-analytique propre et lisse X et spéciali-
sons ce qui précéde dans le cas d'un ouvert connexe 2 de X tel que 02 soit une partie non
vide de I(X).

LEMME 3.4.14. Il existe, pour tout point x € , une unique fonction g, € SH(Q) telle
que

ddg, = 6,

limyeq, y—c 92(y) = 0 pour tout { € 00
Démonstration. L’unicité découle du principe du maximum.

Supposons tout d’abord que le point z appartienne a I(Q2); quelle que soit la composante
connexe ¢ de Q—{z}, 'existence d’une barriére en tout point de dc (proposition 3.1.20) garan-
tit I'existence, pour tout nombre réel A\, d’'une unique fonction continue gy sur ¢, harmonique

sur c et telle que
{ g (x) = A
gx = 0 sur dc — {z} ;

on en déduit Iexistence, pour tout A € R, d’une unique fonction continue sur € et lisse sur Q
qui s’annule sur J€) et prend la valeur A au point x; on la note encore gj.

Les fonctions continues sur Q et harmoniques sur € s’annulant identiquement sur O
forment, d’aprés la discussion précédente, une droite vectorielle réelle £ dans A°(Q) ; I'appli-
cation linéaire

E - R, gH/ddcg,
Q

injective en vertu de Iidentification du sous-espace I'(Q2, H) de A(Q2) au noyau de l'opérateur
dd® (corollaire 3.2.11, (i)) et du principe du maximum, est par conséquent un isomorphisme.
Il existe ainsi une unique fonction g € F telle que

/ dd®g, = 1.
Q
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Tout point x € 2 —I(£2) est contenu dans un domaine k-affinoide V' C Q tel que I'(V') soit
réduit & un point ; considérant un tel V' et notant y son point de Shilov, il suffit de poser

9z = Gy + 9z.y;

ol gy, est le prolongement sous-harmonique de la solution dans DY(Q) de I'équation dd°T =
dz — dy qui prend la valeur g,(y) au point y de I(Q2) (théorémes 3.3.13 et 3.4.12). O

Remarque 3.4.15. Quels que soient les points z,y € I(€), les fonctions lisses g, et g,
vérifient la relation de symétrie

9z (y) = gy().

Il en découle que, pour tout point x € €, la fonction sous-harmonique g, € SH(Q) est le
prolongement du courant

I(Q) =R,y gy(x)
sur 2. La relation de symétrie
9:(y) = gy(x)
est verifiée (dans R U {—o0}) pour tous z,y € Q.

Etant donnée une mesure de Radon positive p sur Q, application

Q2 — ReoU {—00}, xn—>/gx dp
X

est notée g,,.

PROPOSITION 3.4.16. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour toute mesure de
Radon positive p sur §) :

(1) 4l existe un point x € Q tel que g,(x) > —o0;

(1) la fonction g,(x) est sous-harmonique ;

(i) il existe une fonction uw € SH(Q) telle que uw < 0 et ddu = p.

Lorsque ces conditions sont vérifiées :
() dd®gy = p
(v) limsupyeq y—.¢ 9u(y) = 0 pour tout ¢ € OQ.

Démonstration. Soit V,, une suite croissante de domaines k-affinoides dont €2 est la réunion.
La fonction g,, est I'enveloppe inférieure de la suite des fonctions g, , € SH(V, — 0V,)
définies par

Gpn() = / (—g%) dp = gy, (2)
Vi —0Vy

(x € V,, — 0V,,). Cette suite est décroissante puisqu’il en est ainsi de suite des (—g'») et 9u
est donc sous-harmonique sur €2 ou identiquement égale & —oo. Ceci prouve I’équivalence des
assertions (i) et (ii).

Si g, est sous-harmonique,

(g, ddp) = /Q (9z,ddp) dp = /Q < /Q 9y (ddcso)(y)> dp
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en vertu des identités

(ge,ddp) = ) < /{ y}dd0<p>gx(y)

y€|dd ]

— Z < /{y}ddccp>gy(a:)

y€|dd ]

~ ([ @aom)e

/ gy (dd°p)(y) = ¢
Q

pour toute fonction ¢ € A2(€2); par conséquent, dd®g, = u et le point (ii) implique donc les
points (iii) et (iv).

et

Soit u une fonction sous-harmonique sur € telle que ddu = p et u < 0. Quel que soit le
point z € 1(Q2),

gu(@) = / go dp = inf/ (—gy") dpu = —sup(u,ddgy") = u(x) — sup(u, v;")
Q nJx n n
et, V}c/” étant une mesure de probabilité,
gu(@) = u(z).

Le point (iii) implique donc le point (i).

Démontrons enfin le point (v) lorsque g, est une fonction sous-harmonique.
Soit b la fonction sur 92 définie par

b(¢) = (limsupg g,)(C)

et soit h la fonction dans C°(Q2, R)NT(, Hx) qui coincide avec b sur 9§ (rappelons que, par
hypotheése, tous les points de 9 sont de type (2) ou (3)). L’inégalité évidente b < 0 implique
h < 0 et la fonction sous-harmonique g, = g, —h majore g,. D’'un autre coté, g, est négative
en vertu du principe du maximum et, pour tout x € I(Q) N (V,, — dV,),

Gu(2) = (G, v — dd°gy") < — (g, ddgy") = /Q (—ga) du

car vY" est une mesure de probabilité. Il reste & passer a la limite sur n pour obtenir

9u(®) < gu(x).

Les fonctions sous-harmoniques g, et g, coincident sur I(€2); elles sont donc égales en vertu
du lemme 3.4.1, ce qui établit le point (v). O

Les fonctions sous-harmoniques sur une courbe strictement k-analytique X propre et lisse
étant constantes, il y a lieu d’introduire la définition suivante.

DEFINITION 3.4.17. — Soit £ un faisceau inversible sur une courbe strictement k-
analytique lisse X. Une métrique sous-harmonique ||.|| (resp. lisse) sur L est la donnée, pour
toute section inversible s de L sur un ouvert  de X, d’une fonction

—log||s|| € SH(Q) (resp. —logl|s|l € A%()),
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la condition de compatibilité suivante étant vérifiée : pour tous ouverts Q' C Q de X et toutes
sections s' € T(Q, LX), s € T(Q, LX), sjy = fs' avec f € T(Q,0%) et

—log||s]jor = —log||s'|| — log |f].

On définit de méme la notion de métrique continue, harmonique, etc.

Les fonctions sous-harmoniques u sur une courbe strictement k-analytique lisse X s’iden-
tifient canoniquement aux métriques sous-harmoniques ||.|| sur son faisceau structural via la
relation v = —log ||1]].

Quel que soit le faisceau inversible £ sur X muni d’une métrique sous-harmonique (resp.
lisse) ||.||, il existe un et un seul courant p de degré 1 sur X tel que, pour tout ouvert Q C X
et toute section inversible s de £ sur Q, pjo = dd“log||s|| (rappelons que la correspondance
Q — D(Q) est un faisceau sur X, proposition 3.3.6). Ce courant, noté c1(L, ||.||), est appelé
la courbure du faisceau inversible métrisé (L, |].||). C’est un courant positif si (et seulement
si) la métrique est sous-harmonique, une forme lisse si (et seulement si) la métrique est lisse.

Il est maintenant possible d’énoncer 'analogue du corollaire 3.4.13.

COROLLAIRE 3.4.18. — [l emiste, pour toute mesure de Radon positive u sur une courbe
strictement k-analytique propre et lisse X, un faisceau inversible £ sur X muni d’une métrique
sous-harmonique ||.|| et un nombre réel positif X tels que

= Aer (L |]-])-

Démonstration. Considérons un point € X tel que [k(z) : k] < 0o et soit £ le faisceau
inversible ample Ox ([z]). Etant donnée une mesure de probabilité p sur X, le théoréme 3.3.13
fournit un courant g € D%(X), uniquement déterminé a I’addition d'une constante prés, tel
que

dd®g = [k(x) : k] — Ofa)-

I existe alors, en vertu de la formule de Poincaré-Lelong (proposition 3.3.15) une unique

meétrique sous-harmonique ||.|| sur le faisceau inversible L telle que
—log[[11gll = g
toujours grace a la formule de Poincaré-Lelong, sa courbure est [k(z) : k]pu. O

Le théoreme 3.4.2 se généralise sans difficulté au cas de faisceaux inversibles munis de
métriques sous-harmoniques.

THEOREME 3.4.19. Soit L un faisceau inversible sur une courbe strictement k-
analytique propre et lisse. Pour toute métrique sous-harmonique ||.|| sur L, la restriction de ||.||
a Q est Uenveloppe supérieure d’une famille croissante (||.||x) de métriques sous-harmoniques
lisses sur Liq et le courant c1(L, ||.|[)|q est la limite des courants c1(L, [[.]|x)-

Démonstration. La preuve du théoréme 3.4.2 s’adapte sans difficulté a la situation présente.
Quel que soit le sous-ensemble fini S de Z(X) tel que £ soit trivial sur 'adhérence de chacune
des composantes connexes de Y — 5, il existe une unique métrique sous-harmonique lisse
||.|ls sur L telle que, pour tout U € mo(X — S) et toute trivialisation € de £ au voisinage
de U, —log ||]|s soit I'élément de T'(U, Hx) N C®(U,R) qui coincide avec — log ||¢|| sur U :
cette formule définit en effet ||.||s sans ambiguité en vertu de I’harmonicité des fonctions de
transitions — log | f| et la sous-harmonicité s’obtient comme celles des fonctions ug au théoréme
3.4.2.
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De la sous-harmonicité de ||.|| découle que les métriques ||.||s forment une famille crois-
sante lorsque S parcourt ’ensemble filtrant des parties finies de I(Y") satisfaisant aux condi-
tions précédentes. Son enveloppe supérieure est la métrique ||.|| (méme argument que dans la
démonstration du théoréme 3.4.2). O

Etant donnés une courbe strictement k-analytique connexe, propre et lisse X et un point
x € 1(X), il existe, pour toute mesure de Radon positive p sur X, un unique courant T €
DY(X) tel que
dd’T = pu — (fX ,u)éx
T(x)=0
(théoréme 3.3.13) et, vu le théoréme 3.4.12; la condition dd“Tix _{z3y = 0 implique que le
courant T|x_y,} se prolonge naturellement en une fonction sous-harmonique sur X — {z}.
Nous noterons g, ,, 'unique fonction X — RU{—o0} qui est sous-harmonique sur X — {z}

et satisfait aux conditions
{ dd°gay = p— ([x 1)
Gz.u(z) = 0.
La formule
Iy = 9o+ (gy,x - gz,u(y))
est immédiate pour tous points z,y € I(X) ; puisque g, , est une fonction continue (et méme
lisse), elle implique en particulier la semi-continuité supérieure de g, , sur l'espace X tout

entier.

Remarque 3.4.20. — La fonction g, , est négative.

Appliqué a la mesure dp associée a un diviseur effectif, ce qui précéde définit sur le fais-
ceau inversible Ox (D) une métrique lisse et sous-harmonique ||.|| de courbure deg(D)J, :

—log||[1p|| = —Gu,sp-
En particulier : tout faisceau inversible de degré 0 sur X peut étre muni d’'une métrique
harmonique.

Une mesure de Radon positive p sur X de masse totale deg(D) est la courbure de la métrique
sous-harmonique [|.|| sur le faisceau inversible Ox (D) définie par la formule : —log||1pl|| =
9z — 9z,6p- Le théoréme 3.4.15 fournit une famille croissante (||.||x) de métriques sous-
harmoniques et lisses dont cette métrique est I’enveloppe supérieure ; la famille des fonctions
lisses

o = —log [1]|x
est alors décroissante, d’enveloppe inférieure g, ,, et les formes lisses

wy = ddpy + 8, = c1(Ox (D), |].||x)

sont positives, de masse constante deg(D) = [ p. La famille (p15) converge faiblement vers
la mesure u puisque, pour toute fonction 1 € A%(X),

/X b dps = /X o3 dd*y -+ (x)

converge vers (dd°gy ., ¥) + (z) = [y ¢ dpu.

Remarque 3.4.21. — Avec les notations précédentes, oy = gz u, -

Nous concluons cette section par une propriété importante des potentiels.
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THEOREME 3.4.22. — Soient X une courbe strictement k-analytique lisse et E C X un
compact polaire. Quelle que soit la mesure de Radon positive p sur X et le potentiel u de p
(au voisinage de E),
wEN{u > —o0}) =0.

Démonstration. Cette assertion sera démontrée si elle 'est lorsque la courbe X est remplacée
par un voisinage ouvert de F'; cela permet donc de supposer que X est une composante
connexe de l'intérieur d’un domaine k-affinoide et que le potentiel u est majoré. Vu cette
derniére condition, il suffit de traiter le cas u = g, (proposition 3.4.16).

L’ensemble £ N {g, > —oo} est la réunion de la suite croissante des compacts Ey =
En{g, > —N}, N € N, et nous pouvons nous restreindre a prouver u(Ey) = 0 en vertu de
la régularité intérieure des mesures de Radon sur X. Considérons la mesure ppy induite sur le
fermé Ey et son potentiel g, . La fonction g, — g, est sous-harmonique car dd°(g, — guy) =
uw— pn >0 et elle est identiquement nulle sur X. On déduit du principe du maximum que
la fonction g, — g,, est négative et le potentiel g, est donc minoré par —N.

Soit maintenant v une fonction sous-harmonique telle que £ C {v = —oo} et v = dd.

L’identité
/ v ddg,y :/ Guy dv
X X

/ (=9uy) dv < Nv(En) < 400
X

impliquent u(Exn) = pun(E) = 0. O

et la majoration

3.5. Espace W!(X) et énergie

Nous considérons dans cette section une courbe strictement k-analytique connexe, propre
et lisse X et nous introduisons un espace vectoriel topologique complet W!(X) de courants de
degré 0 sur X. Cet espace admet une famille de produits scalaires le munissant de structures
hilbertiennes toutes équivalentes (et définissant sa topologie) et conduit naturellement a la
notion d’énergie pour les mesures de Radon positives sur X.

L’espace analogue pour une surface de Riemann compacte et connexe M est décrit dans
article [11], ou il est noté L2(M,R).

Une variante peut étre développée sur tout ouvert connexe Q C X tel que 90Q2 C I(X), ce
que nous ferons briévement.

Rappelons que, pour tous points x,y € 1(X), gs,, est la fonction dans A%(X) caractérisée
par les propriétés
{ dd®gyy = 0y — 0y
Joy(x) =0
(proposition 3.3.4, (i)). C’est une fonction négative et, pour tous z,y, z € I(X),

G y(2) = / Gy Az > = / x> dd°Gry = g 2 (y)-
X X

La forme bilinéaire (.,.)p sur 'espace vectoriel A°(X) définie par

(0, )p = /X o dd*y

est symeétrique (proposition 3.2.12).
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Le noyau N de cette forme bilinéaire est constitué des fonctions constantes : une fonction
¢ € N est en effet telle que, pour tous z,y € I(X),

o(z) = p(y) = (P, Guy) = 0.

La forme bilinéaire (.,.)p est par ailleurs positive. 11 suffit de vérifier cette assertion sur le
sous-espace A (X) de A%(X) formeé des fonctions qui sont harmoniques sur le complémentaire
du sous-ensemble fini S de I(X); ce sous-espace est engendré par 1 et les fonctions g,
r,ye S, v #uy, et

(gx,yagx,z>D = _g:my(z)
est postif (les fonctions g, , sont, par construction, négatives.)

Le choix d'un point z € I(X) permet de munir l'espace vectoriel A°(X) d’une structure

pré-hilbertienne via le produit scalaire

(P, ¥)e = (@)h(x) + (0, ¥)D.
L’espace de Hilbert réel obtenu par complétion est noté W1 (X),.

Remarque 3.5.1. — Pour tous points z,y € I(X) et toute fonction ¢ € A%(X),

(011 — goghe = pla) + /X o ddgny = o(y).

PROPOSITION 3.5.2. L’injection canonique de A°(X) dans D°(X) se prolonge de ma-
niére unique en une injection continue de W'(X), dans D°(X) dont limage est un sous-espace
vectoriel de DY(X) ne dépendant pas du point x et noté W(X).

Il existe une unique structure d’espace vectoriel topologique sur W'(X) telle que les isomor-
phismes canoniques W(X), = WY(X) soient des homéomorphismes.

Démonstration. L’inégalité

el = [{0,1 = gzy)al < |1 = gayllallelle,

pour toute fonction ¢ € A°(X) et tout point y € I(X), montre que Iinjection canonique
AY%(X) — DY(X) est continue lorsqu’on munit A°(X) de la norme ||.||, associée au produit
scalaire (., .), (rappelons que la topologie de DY(X) = Hom(I(X),R) est celle de la convergence
simple sur I(X)).

Pour toute suite de Cauchy () dans A%(X) muni du produit scalaire {(.,.), et tout point y
dans I(X), la suite de réels (¢, (y)) est de Cauchy en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
len(y) —em@) = [en:1 = gayla — (Pm: 1 — Gaylal = [{Pn — Om, 1 = Goy)al

< 1 = gayllallon — omlle-
Associant & un élément u de W!(X),, limite d’une suite de Cauchy (¢,) dans (A%(X), (., .)2),
la limite dans R de la suite de Cauchy (¢, (z)), nous obtenons une application linéaire
W, — DY(X)
prolongeant I'injection canonique de A%(X) dans D°(X). Cette application est encore injective
car un élément u de W!(X), s’annulant identiquement sur I(X) est tel que
<u7 90>x =0
pour toute fonction ¢ € A°(X), donc nul.
La seconde assertion s’obtient en observant que les normes ||.||, et [|.]|, sur A°(X) sont
équivalentes : puisque
p(y) = o(2) = (. guy)e
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pour toute fonction ¢ € A%(X),

le)] < le@)] + llellzllgzylle < (1 + [|goylle)le]le
et

Iel2 = o)+, 0) < (1+ A+ llgeylle)?) I3
O

Le produit scalaire hilbertien (.,.), sur W!(X) permet d’identifier cet espace vectoriel au
sous-espace de D(X) constitué des courants T tels que la forme linéaire

AVX) =R, ¢~ (T,dd%)
soit continue relativement a la norme ||.||;, c’est-a-dire :

WHX)={T e D*(X) ; sup (T,ddp)| < co}.
PEA(X),[lplla<1

LEMME 3.5.3. — Soit (uy) une famille d’éléments de WY(X) qui converge vers u dans
DY(X); les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) w appartient & W(X) et la famille (uy) converge faiblement vers u dans W*(X) ;

(1) la famille des (uy,ux)p est bornée.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) découle d'une fait qu'une partie faiblement bornée
d’un espace de Hilbert est bornée.

L’implication (ii) = (i) est facile : 'observation précédent le lemme montre que le courant
limite u appartient 4 W!(X) et les deux termes entre parenthése du second membre de 1’égaliteé

<¢7 u)\>:c = <¢7 u>:c + (<(10 - 1/}7 u>1‘ + (1/} - ¥, u)\>:c) + ((’LL)\, Q0>:C - <u7 (10>Z‘)7
ot p € A%(X), peuvent étre rendus arbitrairement petit en utilisant la densité de A%(X) dans
WHX). O

Remarque 3.5.4. — Sur le modéle de Particle [11], 'espace W!(X) permettra de définir
des « diviseurs d’Arakelov » satisfaisant a la condition de régularité minimale pour laquelle
existe un accouplement d’intersection (voir 4.1.4).

Etant donné un élément ¢ de W!(X), considérons la famille (pg)s ou, pour toute partie
finie S de I(X), ¢ est I'unique élément de A2(X) = A°(X)NT(X — S, Hx) qui coincide avec
@ sur S. Ayant fixé un point x dans I(X),

(s, ps)z = SDS(x)sOS(fﬂ)—/XSDS dd“pg

= ‘PS’(:E)QDS(x)_/X‘PS’ dd‘ps

= (s,98)z

pour toutes parties finies S C S’ de I(X) contenant x puisque le support de dd“pg est contenu
dans S, ensemble sur lequel g et pg coincident ; utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il
en découle les majorations
lesl? = (s, es)z < llesllzllesll
et
leslle < [legle
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pour toutes parties finies S C S’ de I(X) contenant z (la seconde majoration est triviale si
lles|lz = 0 et se déduit immédiatement de la premiére sinon). La famille de nombres réels
(|lesllz)s est donc croissante et, par le méme argument, majorée par ||¢||,.

Considérons d’autre part une fonction ¢ € A%(X) telle que ||¢||, < 1. La convergence de
la famille (pg)g vers ¢ dans D?(X) implique la convergence de la famille des nombres réels
(ps, 1)z vers (¢, )., donc, en particulier, I'inégalité

|<90y7/)>m| < Sgp|<9057¢>x| < Sng‘:DSHx?

ceci étant valable pour toute fonction ¢ € A%(X) telle que |||, < 1, il en découle finalement
la majoration

llol]e < sgp\lcps\lx

et donc, vu ce qui précede, I'égalité

lim [lsllz = sup [lesle = [l
S

La famille (¢g)s converge faiblement vers ¢ dans W!(X) par application du lemme pré-

cédent ; puisque, en outre, les normes converge vers la norme de , cette famille est en fait
1 . . . L A |

convergente dans W+ (X) en vertu du lemme classique suivant (bien connu des gens éduqués!).

LEMME 3.5.5. — Soit H un espace de Hilbert ; une famille (vy) d’éléments de H convergeant
faiblement vers v € H converge vers v si et seulement si

=1 .
fell = tizn o]
Démonstration. Il suffit d’écrire
[lv = vall? = [[o]]* + [[Al]* — 2(vav)

et d’observer que la convergence faible implique

lim(vjvy) = (v]v) = [[o]l*.
(]
Nous utiliserons le résultat suivant au chapitre 4 (cf. 4.3.6).
PROPOSITION 3.5.6. — Toute fonction continue @ appartenant ¢ W' (X) est la limite uni-

forme d’une famille d’éléments de A°(X) qui converge dans W' (X).

Démonstration. Reprenant les notations que 'on vient d’introduire, il suffit de vérifier que
la famille (¢g)g est uniformément convergente lorsque ¢ est une fonction continue.

La fonction ¢ est uniformément continue puisque X est compact. Soient € un nombre réel
strictement positif et K un recouvrement fini de X par des domaines k-affinoides tels que
lo(z) — p(y)| < e pour tous points x,y appartenant a I'un des éléments de K. Etant donnée
une partie finie S de I(X) contenant tous les I'(K), K € K, chaque composante connexe C'
de X — S vérifie

CNK=Cn(K -0K)

pour tout K € K et est donc entiérement contenue dans chaque domaine K € K qu’elle
rencontre. Vu le choix de IC, cela implique donc

infoo —supp <e.
c c
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Via le principe du maximum, I’harmonicité de pg sur X — S implique, elle :

min pg < pg|c < Max Qg
sNC sNC

pour toute composante connexe C' de X — S, soit encore

min ¢ < 55 < maxe
snC snC

puisque ¢ et g coincident sur S.
La conclusion découle immédiatement de la conjonction des encadrements précédents :

info—e <miny <maxy <supp +¢
C snC snC foi

pour toute composante connexe C' de X — S, donc

sup [¢ — pg| < ¢
X

pour toute partie finie S de I(X) contenant les I'(K), K € K, et la famille (pg)s converge
par conséquent uniformément vers . O

L’espace W!(X) conduit a la notion d’énergie d’une mesure de Radon positive sur X.

PROPOSITION 3.5.7. — FEtant donné un point © € I(X), les propriétés suivantes sont équi-
valentes pour toute mesure de Radon positive u sur X :

() = () € aewx),

(ii) Gou € Wl(X);
(iif) goys € L' (dp).
Ces propriétés équivalentes ne dépendent que de la mesure p, et non du point x considéré.

Démonstration. L’équivalence des points (i) et (ii) est triviale.

La fonction g, , est négative et, comme expliqué a la fin de 3.4.3, le théoréme 3.4.19 fournit
une famille (y5) de formes lisses positives de masse totale constante [ p telle que la famille
des fonctions lisses g, ,, soit décroissante et d’enveloppe inférieure g, ,.

La famille (g, ,,) est construite de telle sorte que 9z, €6 gz, coincident sur le support
de dd®g,,, pour tous A > X. On en déduit les égalités

- / Goyun, dd Yoy = — / Yoy ddGapy = — / Gaun dd°gapy, = — / Yo Apix
X X X X

dont découle, en vertu de la positivité de uy, I'inégalité

_/ 9z, ddcg:au,\ < _/ 9,y dﬂ)\’ = _/ 9,y ddch,uy'
X X X

La famille de nombres réels positifs

<9m,umgac,ux>w = <9:c,upgoc,m>D
est donc croissante.

En vertu du théoréme de convergence monotone de Lebesgue, la fonction g, , est pu-
intégrable si et seulement si la famille croissante de nombres réels positifs

(-
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est majorée. Cette condition est vérifiée si et seulement si la famille croissante de nombres
réels positifs
(<gm,,upgac,ux>D)

est majorée. La fonction g, , est donc p-intégrable si et seulement si g, , appartient a I'espace
W!(X) (lemme 3.5.3).

L’identité

Iy = 9o+ (gy,x - gz,u(y))

met en évidence que les assertions (i)-(iii) sont indépendantes du point x considéreé. O

Quels que soient le point z € I(X) et la mesure de Radon positive p sur X, le carré de
la norme de la forme linéaire ¢ — (g, ,,dd°p) sur I'espace vectoriel normé (A, |[.||,) sera
appelée énergie de la mesure p relativement au point x; c’est un élément de R>o U {+o0}
noté E,(u).

La proposition précédente montre que E,(u) est I'intégrale de la fonction positive —g,
contre la mesure p :

Be() = [ (~g2,) de

L’application I(X) — R>o U {4+o00},x — E;(p) est a valeurs finies ou constante, égale a

+o0.
L’ensemble £(X )4 des mesures de Radon positives sur X d’énergie finie est un sous-cone
réel convexe de D'(X) engendrant un sous-espace vectoriel £(X) de

AN(X) + ddW(X).

Celui-ci hérite, pour tout point x € I(X), d’une forme bilinéaire déduite de 'application

E(X)—i— X E(X)—i— - R, (M,V) = <g:v7;ugx,u>D,x - _/ 9x.v d:u'
X
Le noyau de la forme (.,.)p, est le sous-espace Rd, et celle-ci munit l'espace quotient
E(X)/Rd, d’une structure d’espace de Hilbert réel.
Remarque 3.5.8. Suivant 'usage en mathématiques, I’énergie est une forme quadratique

sur A(X) 4+ dd°W!(X).

Donnons enfin une variante du principe de Dirichlet dont nous nous servirons au chapitre
4, théoreme 4.3.8.

PROPOSITION 3.5.9. Soit v une mesure de masse nulle sur X, ; la borne supérieure de
la fonctionnelle
AYX,) — R
F, :
@ =2 [y o dv—{p,0)p

est Uénergie E(v) de la mesure de masse nulle v.

Démonstration. La mesure v étant de masse nulle, la fonctionnelle F), se factorise par
I'espace vectoriel quotient A%(X,)? = A%(X,)/H(X,), H(X,) étant l'espace des fonctions
réelles harmoniques (localement constantes) sur X,. La forme de Dirichlet (.,.)p induit un
produit scalaire sur A%(X,)! et v appartient & W'(X,,) si et seulement si la forme linéaire

A%(X,)F — R, sOH/ ¢ dv
Xy

est bornée sur la boule unité {¢ ; (p,p)p < 1}; ceci montre que la fonctionnelle F, est
majorée si et seulement si v est d’énergie finie.
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Il reste & établir que, sous cette derniére hypothése, la borne supérieure de F,, est égale a
E(v). Soit g € W(X,) tel que dd°g = —v; la formule

F,(p) = 2(p,9)p — (¥, 0)D,

¢ € A%X,), montre que F, atteint son maximum au point [g] de la complétion W' (X,)# =
W(X,)/H(X,) et on a donc
e whax Fy v(9) = {9,900 = E(v)
a

Soit 2 C X un ouvert ; l'espace vectoriel AY(£) s’identifie canoniquement & un sous-espace
de A°(X), donc de W!(X), et son adhérence dans W!(X) se note W1(Q).

Supposons que la frontiere 92 de € soit une partie non vide de I(X) : quel que soit
x € 09, la restriction & W(Q) du produit scalaire (.,.), est égale a (., )p, et il en découle
immédiatement que l'injection canonique AY(Q) < W (X) réalise une isométrie du complété
de I'espace vectoriel pré-hilbertien (AY(Q), (.,.)p ) sur WH(Q).

On vérifie comme précédemment que linjection canonique A%2(Q) — D%(Q) se prolonge
en une injection continue de W!(Q2) dans D°(Q) dont Iimage est I’ensemble des courants
T € D%(Q) tels

sup [T, dd )| < oo,
PEAL(Q)o,[|¢llp<1
condition dont découle la nullité des éléments de W1(Q) c D!(X) sur 09.
Le lemme 3.5.3 est valable tel quel.

Remarquons que, si une mesure de Radon positive g sur {2 appartient au sous-espace
dd“W(2) de D(Q), il existe alors une fonction sous-harmonique u sur € telle que u < 0 et
dd“u = p; d’aprés la proposition 3.4.12, ceci implique la sous-harmonicité de la fonction g,,.
Cette observation étant faite, la démonstration du résultat suivant est tout a fait analogue a
celle de la proposition 3.5.7.

ProOPOSITION 3.5.10. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour toute mesure de
Radon positive p sur §) :

(i) p € dd°WH(Q);

(i4) la fonction g, est sous-harmonique et g, € W(S) ;

(i) la fonction g, est sous-harmonique et g, € L'(du).

L’énergie E(u) d'une mesure de Radon positive p sur € est définie par la formule

E(N):_/ﬂgu dp

(c’est un élément de R>g U {+00}). Les mesures d’énergie finie forment un sous-cone réel
convexe £(Q); de D}(Q) qui engendre un sous-espace vectoriel dense de dd°W! ().

La convexité du cone £(Q); = dd°(SH(Q) N WL(Q)) des mesures de Radon positives
d’énergie finie a la conséquence suivante. Pour tout fermé F' C Q, I'ensemble P(F') des mesures
de probabilité sur F' — qui s’indentifie & I’ensemble des mesures de probabilité sur €2 dont le
support est contenu dans F' — est un sous-cone réel convexe et fermé de D' (X); P(F)NE(Q)
est ainsi un sous-cone réel convexe fermé de I'espace de Hilbert W!(£2) et, s’il n’est pas vide, le
théoréme de projection implique 'existence d’une unique mesure de probabilité pp = urpo €
P(F) réalisant le minimum de 1'énergie E sur P(F).
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Les mesures d’énergie finie ont la propriété remarquable de ne pas charger les parties
polaires.

THEOREME 3.5.11. Les parties polaires sont u-négligeables pour toute mesure p € E().
Démonstration. Soit £ C ) une partie polaire; il est loisible de supposer £ connexe vu
I’égalité
pwE) =Y wENY).
Ve (Q)

Il est par ailleurs suffisant de démontrer I'assertion lorsque E est un borélien car toute
partie polaire de X est contenue dans un borélien polaire (remarque 3.4.8, 2) et la régularité
intérieure des mesures de Radon sur un espace topologique localement compact permet de se
restreindre au cas d'un compact.

La conclusion est maintenant aisée : pour toute mesure p € E£(Q), le théoréme 3.4.22
implique

w(E) = p(EN{gy = —oo}) < u({gy = —o0})
et, puisque g, € LY(dp) (proposition 3.5.6),

w(E) =0.

3.6. Capacités

Nous considérons toujours dans cette derniére section une courbe strictement k-analytique
X connexe, propre et lisse.
3.6.1. Capacité relative.

Etant donné un ouvert Q@ C X tel que 9Q soit une partie non vide de I1(X), la capacité
relative d’un compact K C € est par définition 1'élément C'(K, ) de R>¢ U {+o0} défini par
I'identité

C(K, Q)2 = sup{/ dp; pe &) et E(n) = 1},
K
la borne supérieure d’'une famille vide de nombre réels positifs étant 0; on a également
C(K,Q)"! = inf{E(u) ; u € Prob(K)}.

La fonction C(.,€) sur ensemble des compacts de € est trivialement croissante et on
I’étend en une fonction sur 'ensemble des parties de 2 en posant

C(E,Q) =sup{C(K, Q) ; K compact et K C E}.

Le théoréme 3.5.11 peut se reformuler en disant que la fonction C(.,€2) s’annule sur les sous-
ensembles polaires de ).

Remarque 3.6.1

1. La régularité intérieure des mesures de Radon sur X implique immédiatement la formule

e, =swf [ i uee@ e pu -1}

pour tout borélien E de €.
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2. Etant donnés un compact K C Q et une mesure p € £(Q) telle que E(u) = 1 et u(K) > 0,
la mesure pk induite par p sur K est d’énergie finie non nulle (puisque non nulle). Son
potentiel g, majore le potentiel g, puisque g, — g, est une fonction sous-harmonique
s’annulant sur 0f) et les inégalités

B1) == [ e 0 < = [ 00 A0 < VEGIVE )
(la derniére est I'inégalité de Cauchy-Schwarz) impliquent

E(uk) < E(p) = 1.
La mesure p' = E(ux) Y?ux € £() vérifie par suite les conditions E(y/) = 1 et
p(K) < p/(K). On a done p/(K) < C(K, Q) et il est ainsi suffisant de considérer, dans la
formule définissant C'(K, ), les mesures dont le support est contenu dans K.
3. L’ensemble des composantes connexes de €2 peut étre de cardinal non dénombrable; on
vérifie toutefois facilement la formule

CE,Q= > CENYQ),
Q' em(2)
le terme de droite désignant la borne supérieure des C'(E N U,U) lorsque U parcourt
I’ensemble des réunions finies de composantes connexes de ) et il n’existe donc, pour
toute partie ¥ C  de capacité relative finie, qu'un sous-ensemble au plus dénombrable
IT C 7o(2) tel que C(E N, Q) > 0 pour toute composante ' € II (voir également la
remarque 3.6.12).

Quel que soit le sous-ensemble E de €, la fonction maximale de E dans Q est la régularisée
semi-continue supérieurement uy, de I'enveloppe supérieure de la famille

F(E)={veSH(Q); v<0etyg < —1}.
C’est une fonction sous-harmonique sur E (proposition 3.1.9).

Remarque 3.6.2

1. Etant données des parties E C E' de Q, F(E') C F(E) et donc

up < up.

2. Tout point ¢ € 9N appartenant a I(X), il existe une fonction b semi-continue supérieu-
rement sur €), sous-harmonique sur Q, telle que b(¢) = 0 et b@_{g} < 0 (proposition
3.1.22). Lorsque E est une partie relativement compacte de ), il existe par conséquent
un nombre réel A > 0 tel que A\b € F(E) et la fonction maximale uj, est alors identique-
ment nulle sur 0X). Elle coincide donc avec le potentiel gddeus, de la mesure de Radon
positive dd“uj.

PROPOSITION 3.6.3. — Pour tout domaine k-affinoide V C QQ,

CV.Q) = COV.Q) = / ddeus.
Q

En particulier, C(K,Q) < oo pour tout compact K C Q.
Démonstration. La fonction uj, est lisse, identiquement nulle sur 9Q et égale & —1 sur 9V.
Comme

B(ddul) = — /

Gadeu;, dduy, = —/ uj, dduy, = / dd“uij, > 0,
v v v
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la mesure puj, = E(ddcu*v)_1/2ddcu*v, dont le support est contenu dans OV, a pour masse
(Jy ddcu*v)l/2 et est d’énergie 1. On a donc

C(V,Q) > C(V,Q) > (/Q,ﬁv)2 :/Vddcu*v.

Blu—1ai) = B+ Bi)+2 [ g do

_ 2—%2Ekm%ﬁﬁ_u2/~u§du
1%

= 2<1—E(ddcu§‘/)_1/2/vu>
B i) =2(1- %

/2

aumg/mm;
1%

soit encore

Il en découle

et donc

L’égalité
mum:cmum:/ﬁ&@
Q
est démontrée.

La seconde assertion de la proposition se déduit immeédiatement de la précédente puisque
tout compact de € est contenu dans un domaine k-affinoide. O

Remarque 3.6.4. Pour tout domaine k-affinoide V' dans (2, le support de la mesure dd“uj,
est contenu dans le bord de Shilov de V. On peut en fait étre plus précis : un point x € I'(V)
appartient au support de dd“uj, si et seulement s’il appartient a la frontiére d’une composante
connexe X —V sur laquelle la fonction lisse uj, n’est pas identiquement égale a —1, c’est-a-dire
si et seulement s’il appartient & la frontiére d’une composante connexe de X — V rencontrant

on.

Un compact K C Q est l'intersection d’une famille décroissante de domaines k-affinoides
Vi € ©Q, A € A. La fonction sous-harmonique et lisse uy = uy, = u}}A est identiquement
égale & —1 sur V) et harmonique sur 2 — V). On a ainsi uy = uy = —1 sur Vv C V)
quels que soient A < )\ dans A, ce qui implique uy < wy sur Q; la famille (uy)xen est
croissante et contenue dans F(K). Elle est majorée par la fonction sous-harmonique uj; et
la régularisée semi-continue supérieurement u* de son enveloppe supérieure est une fonction
sous-harmonique sur €2 majorée par uy.

La fonction u* est d’autre part harmonique sur 2 — K en vertu de I'harmonicité de u)y sur
Q — V) et supérieure ou égale & —1 sur K ; elle majore par conséquent tous les éléments de
F(K) et s’identifie ainsi a uj.
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L’égalité uj, = u* implique ’harmonicité de uj; sur €2 — K. Notons également que la mesure
dduf est la limite des mesures ddcu}}A = dd®uy puisque la famille (uy) converge dans D°;
par conséquent

ddu = ddu; = inf dduj, = inf dduj, = inf C(V), ).
Jric= J o= j, [ i = o o, = oo o)
Utilisant I'inégalité
les constatations suivantes s’imposent :

si [ dduj; =0, C(K,Q) =0;

si [ dduje > 0,

B(ddeu) = — / Wl ddeul > / ddeus,
K K

car uy; > —1, donc

2
/ ddeuf, < < / E(ddcuﬁ)‘lpddcuf{) < C(K,Q)
K K
et finalement

C(K, Q) = / ddeu.
K
Nous venons de démontrer la premiére assertion de la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6.5

(i) Pour tout compact K C €,

C(K,Q) = / ddeu.
K

(#i) La capacité relative descend sur les compacts : étant donnée une suite décroissante (K,,)
de compacts dans ), d’intersection K,

C(K,Q) = inf C(K,, Q).

(ii1) La capacité relative est fortement sous-additive sur les compacts : pour tous compacts
K1, Ky de Q,
C(Kl U Ko, Q) + C(Kl N Ko, Q) < C(Kl, Q) + C(Kg, Q)
Démonstration.
Le point (i) a été démontré.
(ii) I1 suffit de considérer, pour tout entier naturel n, une famille décroissante (V;, y)x de
domaines k-affinoides dans  d’intersection V,, puis d’utiliser les identités

C(K,Q) =inf C(Vyr, Q) ot C(Ky, Q) = inf C(Kyp, Q)

établies au cours de la démonstration du point (i).
(iii) Traitons tout d’abord le cas de deux domaines (strictement) k-affinoides K; et Ky dans
Q; Ky N Ky est alors un domaine (strictement) k-affinoide et il en est de méme de K; U Ky
(corollaire 2.1.17).

Sous ces conditions, I'inégalité de ’énoncé se déduit immédiatement de l'inégalité

* * * *
uKl + qu S uK1UK2 + uKlﬂKg
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entre fonctions lisses sur 2 ; démontrons cette derniére.
Soient ¢ = wuj, + uyk, et ¥ = ug,  k, + Uk,nk,- Ces fonctions sont harmoniques sur
Q — (K7 UK3) et nulles sur 992. Pour tout point x € Ky U Ko,

(R0 e o
{ zg%z:z six € Ki NKo.

Comme u ,ug, < Uk, K, (remarque 3.6.2, 1), ¢ < v sur K3 UK5 et donc finalement ¢ < 4
sur 9(2 — (K3 UK3)); il ne reste qu’a appliquer le principe du maximum.

Le cas de deux parties compactes se déduit immédiatement de ce qui précéde par passage
a la borne inférieure. a

Tout ouvert U de €2 est la réunion d’une famille croissante de domaines k-affinoides V) C €.
Posons uy = u}‘/A ; les inclusions V C Vv C U impliquant les inégalités
upr < uy < uy

(voir a la suite de la remarque 3.6.4), la fonction maximale de U est majorée par I'enveloppe
inférieure u de la famille des (u)). D’autre part : la fonction uy étant identiquement égale a
—1 sur V), pour tout A, la fonction sous-harmonique u est identiquement égale a —1 sur € et
est par conséquent majorée par uy;. Nous avons ainsi prouvé l'identité

ugr = iI;fU)\.

Celle-ci conduit & deux observations importantes :
ug; est identiquement égale & —1 sur U ;
la famille des mesures de Radon positives (dd“uy) converge (faiblement) vers la mesure

ddug; :
/ o ddug; = lim/ © dduy
Q A Jo

pour toute fonction ¢ € AS(Q). En particulier, lorsque U est contenu dans un compact

K de Q,
/ ¢ ddup; = lim/ @ dduy = lim/ dduy
Q A Ja A Ja

pour toute fonction ¢ € A%(Q2) identiquement égale a 1 au voisinage de K, d’ou

/ ddug; = sup C'(Vy, Q)
Q A
et donc, tout compact contenu dans U étant contenu dans I'un des Vj,

CU,9Q) = / ddeus.
U
Nous venons de prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6.6. — La fonction mazimale uj;, d'un ouvert U de § est identiquement
égale a —1 sur U et, si U est relativement compact dans €2,

C(U,Q) = / ddeu.
U



Remarque 3.6.7. — La capacité relative d’un ouvert U de € est la borne supérieure
des C(V,9) lorsque V parcourt l’ensemble des domaines k-affinoides de U. En vertu de
la proposition 3.6.3, C'(U,€2) est également la borne supérieure des C(S,€2), S parcourant
I'ensemble des parties finies de I(U).

La capacité extérieure relative a Q est I'application C*(.,Q) de I'ensemble des parties de €2
dans R>o U {400} définie par la formule

C*(E,Q) =mf{C(U,Q) ; ECUCQ et U ouvert}.
PROPOSITION 3.6.8. — La capacité estérieure C*(.,§) posséde les propriétés suivantes :
(i) elle est croissante : si By C Ey C Q, C*(E1,Q) < C*(E2, ) ;
(i) elle coincide avec la capacité relative C(.,Q) — et donc descend — sur les compacts de
Q;
(ii1) elle est fortement sous-additive : si E1, Es C €,

C*(El U EQ,Q) + C*(El OEQ,Q) < C*(El,Q) + C*(EQ,Q);

(iv) elle monte sur les sous-ensembles quelconques de S : pour toute suite croissante (Ey)
de parties de 2, de réunion E,

C*(E,Q) = sup C*(E,, ).

Démonstration.

Le point (i) est trivial.

Le point (ii) se démontre aisément : soit en effet K C £ un compact et considérons une famille
décroissante de domaines k-affinoides V) C Q) telle que

K=V
A

Pour tout A,
CK,Q) <C*K,Q) <C* (V) — aV),Q) < C(V),Q) ;
il vient donc

C(K,Q) < C*(K,Q) < inf C(V3, Q) = C(K, Q).

Le point (iii) se démontre en trois étapes.

Premiére étape. Lorsque E et Eo sont des compacts, le résultat a été démontré & la proposition
3.6.5 puisque la capacité extérieure coincide alors avec la capacité relative.

Deuzieme étape. Supposons alors que E7 et Es soient deux ouverts de € et soit K un compact
contenu dans E; U F5. Etant donné un nombre réel strictement positif ¢, il existe un compact
K’ contenu dans E1 N Es tel que

C(ElﬁEg,Q) < C(K/,Q)+€

et I'on pose K” = KUK'; puisque E; et Ey sont des ouverts de Q, K/ = K’ N (2 — E»)

et Kf = K" N (Q — Ey) sont des compacts tels que K/ C E;, i = 1,2, K" = K/ UKY et

K’ c KY N K}. Dans ces conditions,
CK.0) <O, Q) = C{ UKL Q) < OK{.9) + C(4.90) - OK.9)

< C(El,Q) + C(EQ,Q) — C(El ﬂEg) + €

et donc
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C*(El U Es, Q) + C*(El N Es, Q) = C(El U Es, Q) + C(El N Es, Q)

< C(El, Q) + C(EQ, Q) = C*(Fy, Q) + C*(Ey, Q)
Troisiéme étape. Traitons enfin le cas de deux parties quelconques E1, Fo de 2. Soient € un
nombre réel strictement positif et U; un voisinage ouvert de F; tel que

C* (Ui, Q) < C* (B, Q) +§

(1 =1,2); Uy UU; (resp. Uy N Us) est alors un voisinage ouvert de E1 U Ey (resp. Eq N Es)

dans  et, en vertu de ’étape précédente,
C*(El U FEo, Q) + C*(El N Es, Q) < C*(Ul U Us, Q) + C*(Ul NUs,, Q)

< C* (U, Q)+ C*(Us, Q)

< CHELQ) + O (B Q) + e

Ceci achéve la démonstration du point (iii).

Le point (iv) est trivial lorsque les E,, sont des ouverts et le cas général s’en déduit aisément.

Soient en effet € un nombre réel strictement positif et Uy un voisinage ouvert de Ejy dans €
tel que
C*(Ep, Q) < C*(Up, Q) = C(Up, ) < C*(Ep, Q) +¢/2.
Si E C Uy,
C*(E,Q) < C(Uy,N) < C*(Ep,Q) +e <supC*(E,,Q) +¢;
n

sinon, notons n; le plus petit entier tel que E,, ne soit pas contenu dans Uy. Comme

C*(Uy U E,,,Q) < C*(Up, Q) + C*(E,,,Q) — C*(Ep, Q) < C*(E,,,Q) +¢/2,
il existe un voisinage ouvert U; de Uy U E,,, dans €2 tel que
C*(U,Q) < C*(UyUE,,)+e/4 < C*(Epn,, Q)+ (1/2+1/4)e < supC*(E,, Q)+ (1/2+1/4)e.

n

L’itération de ce procédé fournit finalement un voisinage ouvert U de E tel que

C*(E,Q) < C*(U,Q) <supC*(E,, Q) +¢,

ce qui prouve l'inégalité
C*(E,Q) <supC*(E,,Q)
n

et donc 'égalité désirée. a

La capacité extérieure (relative) C*(.,€2) est ainsi une capacité au sens de G. Choquet sur
I’'espace topologique séparé (2.

THEOREME 3.6.9. — Pour tout sous-ensemble borélien B de 2,

C*(B,Q) = C(B, Q) = (sup{/Bd,u L LEEQ) et B(y) = 1})2.

C’est une application du théoréme de capacitabilité de Choquet, qui établit plus générale-
ment l'identite C*(A4,Q) = C(A, Q) pour tout sous-ensemble analytique A de Q (analytique
au sens de la topologie générale!).

PROPOSITION 3.6.10. — Pour toute partie relativement compacte E de €,

C*(B,Q) = / ddeuy.
Q



Démonstration. La relative compacité de I/ dans ) garantit que la fonction maximale u},
s’annule identiquement sur 92 (remarque 3.6.2, 2) et s’identifie donc avec le potentiel de la
mesure de Radon positive dd“uj,.

Notons U I'ensemble filtrant et non vide des voisinages ouverts relativement compacts de
E dans € et soit u* la régularisée semi-continue supérieurement de la famille croissante des
fonctions ug;, U € U ; nous allons prouver I'égalité désirée en établissant identité

up =u".

L'inégalité u* < uj, est triviale (remarque 3.6.2, 1).

Fixons un nombre réel € > 0 et soit v une fonction dans F(E). L’ensemble {u < —1+¢} est
un voisinage ouvert de E dans () et contient donc un voisinage ouvert relativement compact
U de E; la fonction uj; étant identiquement égale a —1 sur U (proposition 3.6.6), I'inégalité
u < (1 —¢)uy; en découle. La famille F(F) est par conséquent majorée par celle des (1 —e)uy;,
U €U, et donc

up < (1 —e)u™.
O

Une conséquence immeédiate de la proposition précédente est la caractérisation des parties
polaires de 2 comme zéros de la capacité extérieure C*(., ).

THEOREME 3.6.11. Lorsque ) est connexe, les assertions suivantes sont équivalentes
pour tout sous-ensemble £ C Q :

(i) E est polaire ;

(i) C*(E,Q)=0;

(#1) uf, =0;

(1v) il existe une fonction u € SH(Q) telle que u <0 et E C {u = —o0}.
Démonstration.
(i) = (ii). La capacité relative C'(E, ) d’une partie polaire E de € est nulle et, puisque E
est contenu dans un sous-ensemble borélien et polaire de €2, il en est de méme de sa capacité
extérieure en vertu du théoreme 3.6.8 (et de la croissance de C*(.,)).

(ii) = (iii). Tout sous-ensemble E de capacité extérieure finie est contenu dans un ouvert U
de Q de capacité relative C'(U, ) finie, donc relativement compact. Il suffit alors d’appliquer
la proposition précédente.

(iii) = (iv). La fonction maximale u}, et I'enveloppe supérieure ug de la famille F(E) coin-
cident sur I(€2). Choisissons alors un point = € I(€2) et une suite (u,) de fonctions dans F(E)
telle que u,(x) > —27" pour tout entier naturel n. La suite décroissante

( Z Un)

0<n<N

de fonctions sous-harmoniques négatives sur {2, minorée par —2 en x, converge vers une
fonction sous-harmonique négative u € SH(Q2) (en vertu de la connexité de 2), qui est iden-
tiquement égale & —oo sur E.

(iv) = (i). C’est évident. O
Remarque 3.6.12. L’hypothése de connexité sur €2 peut étre affaiblie en demandant
seulement que 'ensemble 7y (€2) soit au plus dénombrable ; cette derniére condition est néces-
saire & la validité du théoréme. Supposons par exemple que le corps résiduel k& de k soit de
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puissance > Ny et choisissons, pour tout & € E, un élément x¢ de k° se réduisant sur £ ; notant
n le point de Gauss dans A} et Q Pouvert A} — {n} de A, la réunion des points x¢ constitue
une partie fermée E de € pour laquelle les assertions des points (iii) et (iv) sont trivialement
vérifiées.

Il est facile de voir que la capacité extérieure de E est infinie. LL’ensemble des ouverts U de
Q de la forme

U=|]JD(&e),

(el

ot g¢ €]0, 1 pour tout &, est en effet un systéme fondamental de voisinages de E dans §;
I'ensemble E étant par construction non dénombrable et chaque disque D(,e¢) ayant une
capacité strictement positive, un tel ouvert est de capacité infinie et donc

C*(B,Q) = +c0.

Remarquons enfin que 'ensemble E n’est pas une partie polaire de € selon la définition
introduite en 3.1.2 puisqu’il ne peut étre recouvert par un ensemble dénombrable d’ouverts
connexes de €. Les points (i) et (ii) du théoréme précédent sont en défaut dans cet exemple.

La « pathologie » que l'on vient de mettre en évidence (et sa version duale rencontrée
lorsque le groupe |k*| n’est pas dénombrable) est la justification de la restriction introduite
dans la définition des sous-ensembles polaires d'une courbe strictement k-analytique lisse (ce
ne sont pas simplement les parties localement contenues dans l’ensemble des infinis d’une
fonction sous-harmonique).

11 est facile de voir que les points (i)-(iv) sont en défaut lorsque E est vu comme partie de
I'ouvert connexe ' = D(0,7) = {|T| < r} C A}, » > 1. Une fonction sous-harmonique u sur
Q' est nécessairement harmonique, donc localement constante, sur le complémentaire d'une
partie dénombrable de mo(Q' — {n}) puisque la mesure ddu est de masse finie au voisinage
de n. Toutes les fonctions appartenant &

FE)={ueSH(); u<0et up < —1}

prennent donc nécessairement la valeur —1 au point 7 et la fonction maximale u7, est identi-
quement égale & —1 sur E(0,1). Le méme raisonnement prouve qu'il n’existe pas de fonction
sous-harmonique sur €’ prenant la valeur —oo aux points de E et les seuls ouverts connexes
dans Q' sur lesquels on peut trouver une telle fonction sont les D(z¢,1). Enfin, la capacité
relative des ouverts

U D(l‘g, 65)7
¢ek
est égale a

/ dd“u}; = C(E(0,1),9) = (logr) ™"

pour tous nombres réels ¢ €]0,1] et il en donc de méme pour C*(E, Q).

Reprenant la terminologie usuelle dans le cadre archimédien, nous dirons qu'une propriété
(P) est vraie quasi-partout sur un sous-ensemble F de X s’il existe une partie polaire £/ C X
telle que (P) soit vraie sur £ N (X — E’). Utilisant la caractérisation des parties polaires
obtenues au théoréme 3.6.11, il est maintenant facile d’établir la caractérisation suivante des
fonctions maximales.



THEOREME 3.6.13. — Quels que soient l'ouvert Q C X tel que 02 C I(X) et le compact
K C Q, la fonction mazimale uj; est l'unique fonction sous-harmonique sur Q0 et harmonique
sur 2 — K qui soit identiguement nulle sur 02 et quasi-partout égale o —1 sur K.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que la fonction maximale uy posséde les propriétés
voulues ; il suffit pour cela de prouver qu’elle est quasi-partout égale & —1 sur K.

Il n’y a qu'un nombre fini de composantes connexes de 2 qui rencontrent K et la réunion
d’une famille finie (dénombrable) de parties polaires est polaire ; nous pouvons donc supposer
Q) connexe et utiliser le théoréeme 3.6.11.

Le compact K est I'intersection d’une famille décroissante de domaines k-affinoides V), C €,
A € A (corollaire 2.1.18). Soit u) la fonction maximale de V) dans Q (A € A) : ¢’est une fonction
lisse sur €2, nulle sur 9f2 et identiquement égale & —1 sur V).

La famille (uy) est croissante et la fonction maximale uj; de K dans Q est la régularisée
semi-continue supérieurement de ’enveloppe supérieure u des uy (voir la discussion précédant
la proposition 3.6.5). L’ensemble

fu<uid = |J N < uig—1/N)

N2>1)XeA

est un F, de Q car {f < g} est fermé pour toutes fonctions f continue et g semi-continue
supérieurement.

La famille (uy) converge vers uj, dans DO(2) et, la famille (F(ddu,)) étant bornée (dé-
croissante), la limite uj appartient & W1(Q) en vertu du lemme 3.5.3. Ceci implique la -
négligeabilité du fermé

Ex = [{ur < ui — 1/N}
A

pour toute mesure pu € £(2) et tout entier N > 1. Les fermés En sont par conséquent tous
de capacité relative nulle et

C*({u < ugk}, Q) =sup C*(En,Q) =sup C(En,Q) =0.
N N

La fonction uj est ainsi égale & u = —1 sur le complémentaire dans K d’une partie polaire.

Veérifions finalement 'assertion d’unicité : puisqu’une fonction sous-harmonique sur §2 est
uniquement déterminée par sa restriction a I(£2), deux fonctions sous-harmoniques sur 2
quasi-partout égales sont égales en vertu de la non polarité des points de I(€2). 0

Nous en déduisons en particulier I'invariance des capacités relatives par extension des sca-
laires.
PROPOSITION 3.6.14. Soit Q C X un ouvert tel que 0Q C I(X). Quelle que soit ’ex-
tension non archimédienne K/k, l'image réciproque pf_{l(ﬂ) de Q par la projection canonique
pr 1 XK — X est un ouvert dont la frontiére est contenue dans I(X@kK) et, pour toute
partie B de Q,

Clpk (B).pg' () =C(B,Q) et C'(pg (B),py (Q) = C*(E,9Q).

Démonstration. Soit K /k une extension non archimédienne. L’assertion sur l'ouvert pf_{l(ﬂ)
découle de la proposition 2.1.21.

I’image réciproque d'un compact K C Q par la projection canonique px : X@pK — X
est une partie fermée de X®, K, donc compacte ; on en déduit immédiatement qu’il suffit de
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prouver 1’égalité
Clrx (K),py () = C(K, Q)
pour tout compact K C €. On peut supposer que € est connexe (cf. remarque 3.6.1, 3).
L’image réciproque par pg d’une partie polaire E C {2 est une partie polaire : il existe en
effet une fonction sous-harmonique u sur Q telle que E C {u = —oo} (théoréme 3.6.11) et,
la fonction pj-u étant sous-harmonique sur p;{I(Q) (proposition 3.1.14, (ii)), le sous-ensemble
P (E) C {pju = —0o0} est bien polaire.

Posons pit (K) = K'. La caractérisation de la fonction maximale uj, (resp. uj,) comme
unique fonction semi-continue supérieurement sur 2 (resp. p}l(Q)), nulle sur 99 (resp.
8])[}1(9) - pf}l(ﬁQ)), égale & —1 quasi-partout sur K (resp. K’) et harmonique sur Q — K
(resp. pf}l(Q) — K’) implique, compte tenu de l'observation précédente, 1'égalité

Ugr = PRUK-

Il en découle, utilisant la proposition 3.6.5 (i) et le théoréme 3.2.10,

Clog (K),p'(Q) = / L dduj = / ddpjeu;
) )
= /Q (Pr)+dd pieuic

= /ddcuﬁ =C(K, Q).
9)

3.6.2. Métriques capacitaires sur (Qk)v
Etant donné un compact strict et non polaire K C X, les notions et résultats qui précédent
permettent de généraliser le point (ii) de la proposition 3.3.7.

THEOREME 3.6.15. — 1] existe, pour tout point x € X — K, une unique fonction
gz : X — RU{+o0}

continue au voisinage de x et satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) gz x est sous-harmonique sur X — {z} et harmonique sur X — (KU {z}) ;
(1) gox est quasi-nulle sur K ;
(74) le courant dd®g, x + 9, est une mesure de probabilité dont le support est contenu dans

K.
Démonstration. L’unicité est une application immédiate du principe du maximum.

L’existence d’une telle fonction se déduit directement des résultats précédent lorsque z est
un point de I(X). La fonction extrémale u de K relativement a Pouvert Q = X — {x} est, en
effet, une fonction sous-harmonique sur X — {x}, identiquement nulle sur toute composante
connexe de € ne rencontrant pas K et harmonique sur {2 — K. Elle est en outre quasi-partout
égale & —1 sur K et le courant p = ddc(um) est une mesure de Radon positive de support K
et de masse C'(K,Q) > 0. La fonction u satisfait donc a 'équation de courants

ddu = p — C(K, Q)
et il suffit ainsi de définir la fonction g, k par la formule

gex = C(K, Q)71 +u).



Le cas d'un point z € X — I(X) se déduit aisément du précédent en introduisant un point
y € I(X) tel que K soit contenu dans l'ouvert X — {y} et disjoint de la composante connexe
contenant x. La fonction g, ik est définie par la formule

g:B,K = gny - gy7x

ol gy, est I'unique fonction X — R U {—o0} semi-continue supérieurement qui vérifie

{ dd®gy.» = 0z — 0Oy
9y,x (y) =0.
O

La fonction g, k est appelée le potentiel d’équilibre de x dans I'ouvert X — K. Etant donné
un diviseur effectif D sur X dont le support est disjoint de K, la formule

—log[[1p]| = ) ordu(D)[x(x) : k]gzx
z€|D]|
définit une métrique sous-harmonique sur le faisceau inversible O(D) dont la forme de courbure
est une mesure de Radon positive portée par K et de masse deg(D).

Quel que soit le point z de X, nous noterons z le H(z)-point de la courbe X®H(x) cano-
niquement défini par ’homomorphisme z : M(H(z)) — X ; lorsque X®4H(x) est identifiée a
la fibre de la seconde projection pry : X x X — X au-dessus de x, le point x n’est autre que
I'intersection de cette fibre avec la diagonale Ax € X x X.

Le morphisme canonique p, : X®,H(x) — X — induit par la premiére projection pry :
X x X — X si X®pH(z) est identifié a la fibre pry'(z) — donne lieu a un isomorphisme
canonique (et tautologique) de H(x)-espaces vectoriels (de dimension 1)

Qb [z] = Qk@ﬁ(m) [z],
ou
Qx[2] = 2", = Uk » ®ox,, H()
et

Etant donné un compact strict et non polaire K C X, I'observation précédente permet de
munir la restriction du faisceau cotangent QY a l'ouvert X — K d’une métrique ||.||§ définie
par le développement asymptotique au voisinage de z :

9 pr(x) T 108 | f| = log [[df | (x) + o(1)

pour tout point z € 2 — K et toute équation locale f de x dans X@);{H(m).

La métrique duale sur la restriction du faisceau tangent (Qk)v a l'ouvert X — K est
appelée métrique capacitaire et encore notée ||.||f;. Cette terminologie est justifiée par les
considérations qui suivent.

Norme canonique sur Q4 [z], z € I(X).
La formule

1
Q% = Oxxx( — AX)|AX7
implique en particulier l'identité des H(x)-espaces vectoriels
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et
T Oxxx (= Ax) ;

par suite, toute H(z)-norme sur ce dernier espace vectoriel définit une H(z)-norme sur Q% [z].

Soit x € X un point de type (2) ou (3). Etant donnée une extension non archimédienne
K/k, on a défini au paragraphe 2.1.3 (Eztension des scalaires) un sous-ensemble fini i (z) de
pl_(1 (z) C X®,K caractérisé par la propriété suivante : quel que soit le domaine k-affinoide
Y C X tel que T(Y) = {z}, ix(z) est le bord de Shilov I'(Y®;K) du domaine K-affinoide
Y&rK C XK.

Dans le cas particulier K = H(z), Q, = X®pH(z) — i1(z)() est un ouvert contenant
le point z et dont la frontiére est contenue dans I(X®,H(z)); on peut donc considérer le
potentiel d’équilibre g, du point z dans €2, et la formule

—10g [I1ay e = — o8 11l = 2.
munit le faisceau inversible 0X®kH(x)([§]) d’'une métrique continue. Noter que ce faisceau

est la restriction a pry'(z) du faisceau inversible Oxx x(Ax) sur X x X ; on peut d’ailleurs
démontrer que la métrique que 'on vient de définir est la restriction d’une métrique continue
sur Oxxx(Ax) (voir le théoréeme 5.1.5).

On appelle norme canonigue, et on note ||.||o(z), la H(z)-norme sur Q% [z] correspondant
a la norme sur Oyg 4,y(—[z]) induite par la métrique
(=1 _ —
o 15| = log 1] = -
LEMME 3.6.16. Soit x un point de I(X) ; la norme canonique sur Q[x] est caractérisée
par la propriété suivante : pour toute fonction méromorphe réguliére f sur X,

log [pr3f — prif| + g» = log |df||o(x) + o(1)
au voisinage du point x de pry ().
Démonstration. La condition sur le point x garantit que toute fonction méromorphe régu-

liere f sur X est une section de Ox au voisinage de x.
La vérification de la formule de I’énoncé est une tautologie : via I'identification

Q% = Oxxx (- AX)|AX7

la section méromorphe df de Q}X correspond a la section méromorphe (prif — pryf) 1§(X_1)

de QXX)((—A)() et

log ||df|lo(z) = logl|(praf — prif) 155 Vll(2)

= 711171 (log Ipraf — Prifhpr;l(x) —log|[lay
yepry (z), y—z

= lim (log |prsf — prTfI‘prz—l(x) +9:)(y)
yepry ~(z), y—

) ()

Ipry L(@)

en vertu la continuité de la métrique considérée sur OXXX( — AX) O

lpry ! ()
Nous disposons maintenant, pour tout point x € I(X — K), de deux normes sur la H(x)-
droite vectorielle Q% [z] : ||.||%(2) et la norme canonique ||.|[o(z). On va voir qu’elles sont
reliées par U'intermédiaire de la capacité relative C(K, X — {x}) lorsque le point z vérifie la
condition supplémentaire
le sous-ensemble iy, () de X®pH(z) est réduit a un point.



Cette condition est vérifiée, par exemple, si x est de type (2) et s'il existe une S-courbe
lisse géométriquement irréductible X telle que A&, soit un domaine k-affinoide de X de point
de Shilov z (c’est le cas si k est algébriquement clos).

PROPOSITION 3.6.17. Quel que soit point x dans 1(X — K) vérifiant la condition précé-
dente,

log |[.[[& () = log [|.[[o(z) + C(K, X — {«})~".
Démonstration. Etant donnée une fonction méromorphe réguliére f sur X, (pryf —
pr“{f)‘prgl(x) est une équation locale de z sur pry ' (z) = X®,H(z) et

log [|df||%(z) = 711111 (log lpraf — pf{fhpr*l(x) + gx,pglK)(y)
yepr, (z), y—z 2 -

_ Tim (( 10g [Pr3f — DX flipuct () + 92) + (0 o1 gm)) (v)
yepry  (z), y—z

= loglldfllo(x) +  lim (g, -1 —9:)(y).
yepry (z), y—z

En vertu du lemme suivant,

lim (g, o1k — 92) (¥) = Prgak (@) = 9ok (@) 5
yepry (z), y—z

puisque g, x(z) = C(K, X —{x})~! (voir la démonstration du théoréme 3.6.15), nous obtenons
finalement la formule

log ||-||% (z) = log|[.[lo(z) + C(K, X — {z})~".

LEMME 3.6.18. Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.6.17,
Yo,p7 ' (K) = Prdax + ga-
Démonstration. Notons y 'unique point de i3(,) (z). Vu la définition des potentiels d’équi-
libre, la fonction pfg, k est harmonique sur X ®5H (z)— (p3 H(K)U{y}), quasi nulle sur p; *(K),
égale & C(K, X — {x})~! au point y et
Supp(dd°pig.k + 6,) C p, ' (K).

La fonction g est, elle, harmonique sur X®pH(z)—{y,z}, nulle au point y et dd®gy = 0y — 5.
Les observations précédentes impliquent immédiatement que la fonction p} g, Kk + g est le
potentiel d’équilibre de z dans X®,H(z) — p; 'K. O

Nous noterons encore ||.|[o(x) et |[.||i(z) les normes sur la H(x)-droite vectorielle
(Q}()v[az] = (Q}([x])v duales des normes ||.|[o(z) et ||.||%(z) sur Q% [2] respectivement. Elles
sont reliées par la formule suivante :

log |-|Ii () = log||[lo(z) + C(K, X — {z})™".

COROLLAIRE 3.6.19. Soit x un point dans 1(X) tel que l'ensemble iy ) (x) soit réduit

a un point. Quel que soit I’élément non nul t de (Qk)v[x], la fonction
K |[t][&

est une capacité (au sens de Choquet) sur 'ensemble des compacts de X — {z}.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la formule

1t][ () = [[tllo(x)exp( — C(K, X — {«}) ™)

et du fait que, C'(., X — {z}) étant une capacité de Choquet sur les compacts de X — {z} et
la fonction

RZO — Rzo, X — e_l/x

étant croissante, exp( — C(., X — {z})™!) est encore une capaciteé. O

Soient enfin z un point dans (X —K)(k) et f une équation locale de x dans X. Considérons
un voisinage strictement k-affinoide V' de z dans X n’ayant qu’un seul point de Shilov 2/,
lequel satisfait de plus a la condition |H(x)*| = |k*|, et tel que f soit inversible sur V —{z};
on normalise f de telle sorte que |f(z')] = 1. Le potentiel d’équilibre g, x de = dans X — K
s’écrit

9z K = 9o/ K — G’ x>

ol g, , est la fonction égale a log |f| sur V' et 0 sur X —V'. On a donc

log |ldf[li; = lim (log|f|+g:x)(y)

= lim g k(v)
y—a
= g k(z)
= CO(K,X —{2'})L
Observant que tout point x € X (k) admet un systéme fondamental de voisinages stricte-
ment k-affinoides isomorphes au disque unité — donc ayant un seul point de Shilov 2/, lequel

vérifie Card(iy(,)(2')) = 1 — nous déduisons le théoréme suivant des résultats du paragraphe
3.6.1 (propositions 3.6.5 et 3.6.8, théoréme 3.6.11).

THEOREME 3.6.20. Quels que soient le point x € X(k) et l’élément non nul
te (Q}X)V[x], la fonction

lItl|i  si K n’est pas polaire
{ecompacts K C X —{z}} = Ro, K { 0 st K est polaire,

donne naissance a une capacité Cap,, (au sens de Choquet) sur l'ensemble des parties de
X —{z} en posant

Cap, () = sup{||t||x ; K C Q, K compact}
pour tout ouvert Q C X — {x} et
Cap, ,(F) = inf{Cap, () ; ECQ, QC X —{z} ouvert}

pour toute partie E de X — {x}.
On a
Cap,+(K) = [|t[[k

pour tout compact K C X — {x} et une partie E de X — {x} est polaire si et seulement si
Cap, ,(F) = 0.

Remarque 3.6.21. Dans le théoréme précédent, la restriction = € X (k) est superflue.
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3.6.3. Exemple et application.

Nous concluons cette section par un exemple de calcul de capacités et une application.

Nous supposons ici que la valuation de k est discréte et posons R = k°, m = £k°°, S =
Spf(R). Notons également g = Card(k) et log|k*| =Z¢ C R, ¢ > 0.

Soit & une S-courbe propre et réguliére dont la fibre générique X = &, est lisse et dont la
fibre spéciale X est un diviseur a croisements normaux simple (les composantes irréductibles
de Xsred sont réguliéres) ; on note r 'application de réduction X — Xj.

LEMME 3.6.22. Lapplication r envoie 'ensemble X(R) = X(k) sur I'ensemble des k-
points régquliers de Xj.
Démonstration. Soient z un point dans X'(R), z* : Oy () — R le morphisme correspondant
et (f1,t2) un systéme de paramétres sur X en 7(z) tel que mOy ;) = t1'15° Oy (y)- L'ideal
m = 2'mOy ;) de R étant engendré par les éléments x*ty, x*t2, I'identite

1 = njv(x*t) + nov(x™ta),
obtenue en appliquant la valuation m-adique v, implique n; = 0,n2 =1 oun; = 1,ny = 0;
r(z) est donc un point régulier de Xj.

Réciproquement, ’anneau local R étant complet, tout %—point lisse de X5 se reléve en un
R-point de X. O

Notons Rég(Xs) 'ouvert des points réguliers de la k-courbe algébrique X et introduisons
I'application
¢ : Rég(Xs) (k) — So(X)

telle que 7(£()) soit le point générique de la composante irréductible de X' contenant Z.

Intermeéde. Le graphe dual de la courbe nodale X" porte une structure naturelle de poly-
édre entier : a un point singulier & de X" appartenant a des composantes irréductibles de
multiplicités n; et no dans X est associé le polytope entier de groupe structural

(R @ Zt| ® Zth) JZ(t] + th — £/nins).

On note encore S(X) ce polyédre entier, qui coincide avec celui précédemment défini lorsque
X est (simplement) semi-stable. On peut montrer de nouveau qu'il s’identifie naturellement a
un fermé de &, et que I'on dispose d'une rétraction 7y : &, — S(&X). La structure de polyédre
entier sur S(X) est compatible a la théorie du potentiel sur X)), au sens ou

dd(po7y) = dd
pour toute fonction lisse ¢ € A%(S(X)).

Etant donné un point singulier Z de X4 au voisinage duquel la fibre spéciale X est définie
par t1'ty* € mO% -, la fonction —log|t;| vérifie 'équation

dd®(—log|ti|) = n2(dy — &y)

ou x (resp. y) est le point de So(X) C S(X) correspondant a la composante irréductible de
X, d’équation to = 0 (resp. t; = 0).

Quel que soit le point T € Rég(Xs)(k), I'ensemble
K; =r Y @) NX(R) =r1Z) N X(R)

est un compact contenu dans l'ouvert r~1(7).
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PROPOSITION 3.6.23. — Quel que soit le point T € Reg(X,)(k),

O Kz, (3)) = O (Kz, X —{()}) = O(Kz, X ~So()) = (K5, X —5(X)) = 5 (1 _ %) ,
Démonstration. Nous allons déterminer explicitement la fonction extrémale u* du compact
K;. Posons Xy = X et soit X7 la S-courbe obtenue en éclatant le point  dans X. C’est une
S-courbe réguliére dont la fibre spéciale est encore un diviseur & croisement normaux simple
et telle que & 3 — X soit la droite affine sur k(Z) = k.

Définissons par récurrence X, 11 comme la S-courbe obtenue en éclatant tous les %—points
de la S-courbe X,, — X,,_1, n > 1. Etant donné n > 1, le squelette de Xn41 s’obtient & partir

de celui de X), en attachant Card(A!(k)) = ¢ copies du polytope entier
{(t1,t2) € R?; t1,ty > 0 et t] + ty = —log 7| = £}
(m désigne un générateur de l'idéal m) a chaque point de S(AX,,) correspondant a une com-
posante irréductible de &, ; — &)1 . La réunion T3 de ces squelettes est un arbre infini
plongé dans r—1(z) C A, de racine £(z), dont K est 'ensemble des extrémités et sur lequel
r~1(x) — Kz se rétracte.
Il est facile de voir qu'il existe une fonction sous-harmonique U sur T; qui s’annule & la
racine £(Z), est harmonique sur T3 — Kz et vaut identiquement —1 sur Kz : étant donné un

point = € Kz, sa restriction a la demi-droite [0, +o00[= [{(T), z[C T est la fonction continue,
affine par morceaux et convexe U, telle que
U, soit affine sur [0, co[—N/;
~ pour tout entier n > 1, la dérivée de U a gauche (resp. & droite) au point nf est —\/q" !
ou le nombre réel strictement positif A est choisi tel que la limite

, 1\" 1\ !
gﬂJMﬂ_—MEIQﬁ _fvo—5>

neN

soit égale a —1. La dérivée a droite de U, au point £(x) est donc

1 1
A=—=(1-2).
A €< q)

La masse totale de la mesure positive dd°U sur louvert Tz — {£(Z)} de T est égale a

/ ddCU:—/ ddCUZA:1<1—1>.
Ts—{£(@)} (€@ ¢ q

Notons 7z : r~1(Z) — T% la rétraction. La fonction U o 73 est sous-harmonique sur l'ouvert
r~1(Z) (remarque 3.4.7), harmonique sur r~1(Z) — (Kz U {£(Z)}), nulle au point £(Z) et
identiquement égale & —1 sur le compact Kz ; c’est donc la fonction d’équilibre uf% de ce

dernier dans r~1(Z) et ddui_ = (dd°U)j1; —{¢(@)- On obtient ainsi :

Oz (@) = 5 (1 _ 1).

q

Les autres égalités se déduisent de celle-ci car r~!(Z) est I'unique composante connexe de
X — S(X) rencontrant Kz (cf. remarque 3.6.1, 3). O
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COROLLAIRE 3.6.24. — Pour tout ouvert U de X Ky = r 1 (U)NX(R) est un compact
et
~ 1 1

C(Ky, X — So(X)) = C(Ky, X — 5(X)) = Card(Rég(Xs‘U))(k)z <1 - 5).
Démonstration. Soit U’ ouvert des points réguliers de Xy);. Etant donné = € U'(k), la
fonction extrémale gz du compact Kz dans X — So(X) (ou X — S(X)) est simplement le
prolongement par 0 de la fonction extrémale de Kz dans r~!(Z) considérée a la proposition
précédente. Les égalités annoncées découlent alors de la formule

U%U = Z 9z

zeU! (k)

dont la vérification est immédiate (on peut aussi invoquer le point 3 de la remarque 3.6.1). O

Le calcul de la capacité des compacts K; et Ky relativement a un ouvert de la forme
X —{¢&}, € € S(X), se déduit de ce qui précede et de la théorie du potentiel sur le polyedre
entier S(X).

Nous conservons les notations précédentes : pour tout point & € Rég(Xs)(k), gz est la
fonction extrémale du compact Kz dans X — S(X). C’est une fonction continue, harmonique
sur le complémentaire de S(X) UKz, identiquement nulle sur S(X) et identiquement égale a
—1 sur K. Elle vérifie I’équation

dd€gz = —C(KE,X — S(X))(Sg(g) + Uz,
dans laquelle vz est une mesure de probabilité de support K.
Soit Sj(X’) I'ensemble des points de So(X') correspondant a des composantes irréductibles
génériquement lisses de Xs et soit U(() I’ensembles des k-points lisses de X appartenant &

g= Y g

{r(Q)} (¢ € SH(X)); on pose
zeU(Q)

Introduisons enfin, pour tout point z € S{(X) U {¢}, la fonction h, sur S(X) qui est
harmonique en dehors de S{(X) U {¢}, vaut 1 au point x et s’annule aux autres points de

So(X) U{¢}.

La fonction extrémale g de X(R) dans X — {£} est telle que g + 1 soit identiquement nulle
sur X'(R) et harmonique sur X — (S(X) U X(R)); sa restriction a louvert r~1(U(¢)) est par
conséquent la fonction (1 4 ¢(¢))(1 4 g¢). Sa restriction a S(X), harmonique en dehors de
SH(X) U {&}, s'écrit sous la forme

h= Z g(x)hy = he + Z 9(Qh¢

zesh(X)u{e} ¢esy(X)—{¢}
et les Card(Sj(X)—{&}) coefficients g(¢) sont déterminés par les Card(Sj(X)—{¢}) conditions

/{ A= g0 (7 WUE) N X (), X~ S(X)),
¢ € Sy(X) — {¢}, traduisant 'harmonicité de g au points de S{(X) — {£}.

Le calcul de C(X(R), X —{{}) est ainsi réduit a de I’algébre linéaire. On effectue de la méme
maniére le calcul de C(X(R) Nr~!(U), X{¢&}) pour toute partie U de I'ensemble Reég(Xs).
Voici le cas ou U est réduit & un point.
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PROPOSITION 3.6.25. — Quels que soient les points € € So(X) et T € Rég(X,)(k),
C(Kz X - S(X)C({£@)} X - {&})
C{e@)}, X —{&}) + C(Kz X - S(X))
Démonstration. La fonction extrémale g de Kz dans X — {£} s’écrit
g=(1+g)—1=(a(1+gz)+ (1 —a)h) -1

ou a = g(&(7)) et h est la fonction continue qui est harmonique sur X — {£(¥),&}, vaut 0 en
&(x) et 1 en & Le coefficient a est déterminé par I’équation

0= / ddg = a/ ddgz + (1 —a) ddh
{s@)y} {e@)} {¢}

0=—aC(Kz X — S(X)) + (1 - a)C({¢(@)}, X — {€})

_ C{e@)}, X —{&})
C{e@)} X —{&}) + O(Kz, X — S(X))

Le résultat en découle puisque

C(Kn X — {€)) = —/{5} dd®g = —(1 —a)

C(Kz X —{¢}) =

soit

a

o dd°h = (1 —a)C({£@)}, X — {€}).
O

Nous achevons cette section en donnant une application des considérations relatives aux
capacités.

THEOREME 3.6.26. — Une fonction sous-harmonique sur une courbe strictement k-
analytique lisse X est uniquement déterminée par sa restriction au sous-ensemble

Xo={z € X ; [k(x): k] < oo}

Comme dans la théorie archimédienne, toute courbe strictement k-analytique lisse X peut-
étre munie de la topologie fine : c’est la plus grossiére des topologies sur X qui raffinent la
topologie usuelle et pour lesquelles les germes de fonctions sous-harmoniques sont continus.
On obtient une base de la topologie fine sur X en considérant les ensembles

{xeQ; M <ui(z),..., \n <up(z)}

ou Q est un ouvert (usuel) de X, uq,...,u, sont des fonctions sous-harmoniques sur Q et
AL, ..., Ap sont des nombres réels.
Le théoréme 3.6.26 se déduit de la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6.27. Le sous-ensemble X est dense pour la topologie fine sur une
courbe strictement k-analytique lisse X.

Démonstration. Soient 2 un ouvert de X, uy, ..., u, des fonctions sous-harmoniques sur €2
et A1,..., A, des nombres réels tels que 'ouvert fin

U={z€Q; A\ <up,...,\p <up}

soit non vide.

Observons tout d’abord qu'il existe un point de I(X) appartenant a  : on a en effet vu
au cours de la démonstration du lemme 3.4.1 que la valeur en un point y € X —I(X) d’une
fonction sous-harmonique u sur X était la borne inférieure des valeurs de u sur le bord de
Shilov des voisinages k-affinoides de y.
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Supposons maintenant que U soit disjoint de Xy et déduisons-en une contradiction. Soient
2 un point dans U NI(X) et Q' une composante connexe relativement compacte de X — {z}
contenue dans Q. On peut supposer que les fonctions u; s’annulent au point x. Notant A le
maximum des A;, 1 < i < n, la fonction sous-harmonique v = uy + ... 4+ u, est nulle en z
et majorée par A sur E = (U ; elle est donc majorée par |A|u}, sur ', u}, étant la fonction
extrémale relative de E dans .

Considérons un compact K dans E = Qf ; les inégalités

* *
u<up < ug

et ’égalité

impliquent la majoration
C’(K,Q'):/ dduk §/ dd u;

la contradiction recherchée découle ainsi de l'existence de compacts K C € de capacité
relative arbitrairement grande. Ce fait se déduit du lemme suivant et de la proposition 3.6.29.
O

LEMME 3.6.28. Pour tout ouvert Q C X tel que OQ soit une partie non vide de 1(X),
sup{C(V,Q) ; V C Q domaine affinoide } = 4o0.

Démonstration. Etant donné un point 2 dans I(Q2), le potentiel d’équilibre g de x dans
est une fonction continue, nulle sur X — € et telle que dd“g;q = —d,. La fonction maximale
u du compact {z} dans 2 étant donnée par la formule

u=—g(z) g,
I'identité
C({a},Q) = /Q dd°u = |g(z)] !

qui en découle implique que C'({z}, ) tend vers +o00 lorsque z tend vers 992. La démontration
du lemme s’achéve en considérant un domaine k-affinoide V' dans Q tel T'(V) = {z} et en
utilisant la formule C'(V, Q) = C(T'(V), Q) de la proposition 3.6.3. O

PROPOSITION 3.6.29. Pour tout ouvert Q C X tel que 02 soit une partie non vide de
I(X) et pour tout domaine k-affinoide V C €,

C(V N X, Q) =sup{C(K,Q) ; K compact et KV} =C(V,Q).

Démonstration. Un domaine k-affinoide étant la limite d’une suite croissante de domaines
strictement k-affinoides, il est loisible de supposer que V est un domaine strictement k- af-
finoide. Il est également clair que 'on peut efectuer une extension finie de k, ce qui permet
de supposer que V est la fibre générique d’une S-courbe semi-stable dont chaque composante
irréductible contient un k-point lisse.

Notons ¥’ le support de la mesure dd“uj, (uj, est la fonction maximale de V dans ) ; c’est
un sous-ensemble de I'(V).

Choisissons un E—point lisse dans chacune des composantes irréductibles de X corres-
pondant & un élément de ¥’ et soit ¥ C Xs(k) le sous-ensemble fini ainsi obtenu. Posant
U=r"%%),ona

CcU,Q)=C(V,Q).
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L’inégalite C(V,Q) > C(U, Q) est en effet triviale et la réciproque découle de
C(v,Q)=C(X,9Q)<C(U,9),
I'égalité provenant de la proposition 3.6.3, inégalité de Iinclusion T'(V) C U.

Etant donnés un élément a de k tel que 0 < |a| < 1 et un sous-ensemble fini F C k,
on construit une suite de S-courbes simplement semi-stables X}, dominant X, de la maniére
suivante.

- Xy =4X.

— La courbe X est obtenue en éclatant un Idéal Z; tel que 71 = Oy sur X — X et, pour

tout point = € X,
Tz = f30x 7 +aOx 3,
fz relevant dans Oy 7 un générateur de mzOy, 7. Les composantes exceptionnelles de X7 4

sont des k-droites projectives et on identifie chaque composante connexe de &7, — Xp s
A A;l;.

Pour n > 1, la courbe A, est simplement semi-stable et les composantes connexes de
Xn,s — Xn—1,s sont identifiées a A%; la réunion des sous-ensembles finis FF € Al (E) est un
fermeé F,, de &), s rencontrant chacune des composantes connexes de X, ¢ — X1 . On
obtient alors X, 11 a partir de &}, en éclatant un Idéal Z,, tel que Z,, = Oy, sur X,, — F},
et, pour tout point T € F,,

Tnz = f30x, 7 +a0x, 7,
fz relevant dans Oy, 7 un générateur de mzOy,, ..
Les squelettes des courbes simplement semi-stables X,, forment naturellement un systéme
inductif dont la limite est la réunion de S(X) et de Card(X) arbres infinis T3, € 3, dont
les racines sont les points de I'(V). L’ensemble des extrémités de ces arbres est une partie

compacte K de X (k) Nr~1(X) et le calcul effectué pour démontrer la proposition 3.6.25, de
nature purement combinatoire, se transcrit tel quel; on a donc

CK,V —T(V)) = —@Card(z) (1 _ ﬁm)

Remplagant k par une extension finie, on peut faire tendre |a| vers 0 dans la formule précédente
et déduire de ce calcul qu’il existe des compacts dans 2N X de capacité arbitrairement grande
relativement a V — I'(V).

On vérifie, a I'aide des potentiels d’équilibre, qu’il existe un nombre réel strictement positif
A tel que, pour chacun des compacts K construits en faisant varier |al,

CEK,Q)<AOK,V-T(V) t+CWv,Q) L
Il en résulte que C(K, Q) tend vers C(V, Q) lorsque |a| tend vers 0, ce qui achéve la démons-
tration de la proposition. O

COROLLAIRE 3.6.30. La fonction mazimale d’un domaine k-affinoide V. C € est l’en-
veloppe inférieure de la famille (décroissante) des fonctions mazimales des compacts K C Vp.
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4. APPLICATION A LA THEORIE D’ARAKELOV

4.1. Diviseurs d’Arakelov

Nous considérons dans cette partie une courbe algébrique X propre et lisse sur Q.

4.1.1. Conventions.

Nous adoptons les conventions et notations suivantes.

La place archimédienne est notée oo et les places non archimédiennes sont identifiées aux
nombres premiers. L’ensemble des places de Q se note M(Q) ; |.| est la valeur absolue usuelle
sur Q et, pour tout nombre premier p, la valeur absolue p-adique est normalisée par la condition
Ipl, = p~*. Nous noterons Q, la complétion de Q pour la valeur absolue |.|,.

Pour toute place v de Q, X, désignera l'espace Q,-analytique associé a la Q,-courbe al-
gébrique X ®g Q,. L'espace X, est toujours envisagé comme la surface de Riemann X (C)
munie de la conjugaison complexe F.

On dispose d’un morphisme canonique d’espaces localement annelés pr, : X, — X indui-
sant un homomorphisme injectif pr} : Div(X) — Div(X,) tel que

prifrl = Y [l

yepry ' (z)

pour tout point fermé x de X.

Une courbe au-dessus d'un ouvert non vide U de Spec(Z) est un schéma de type fini, séparé
et plat sur U, dont les fibres sont purement de dimension 1.

Etant donnée une courbe X sur un ouvert non vide U de Spec(Z) et une place v de Q associée
a un point fermé de U, X, désignera la Spf(Z,)-courbe formelle obtenue par complétion de
X le long de sa fibre au-dessus du point fermé s(v) de U associé a v. La fibre spéciale de &,
est la k(s(v))-courbe X(,).

Pour tout Ox-Module F et toute place v € M(Q), nous noterons F, le Ox, -Module
pryF =F ®oy Ox, -

Nous noterons A%(X.,) I'espace vectoriel des fonctions complexes de classes C*® sur la
surface de Riemann X (C) qui sont invariantes sous l'action de la conjugaison complexe et
W!(X4) désignera I'espace vectoriel topologique complétion de A°(X ) pour la forme qua-

dratique
i _
/ o p+ > o A Oy = / o2 — / ¢ dd°p,
X(C) T Jx(c) X(C) X(C)

ou p est une 2-forme continue et définie positive sur la surface de Riemann compacte X (C).
Reprenant les notations de l'article [11], W!(X,) est le sous-espace des points fixes de la
conjugaison complexe dans

b LiIX.R)
X'emo(X(C))

Nous noterons enfin A'(X,) I'espace vectoriel réel des 2-formes différentielles sur X (C) qui
sont invariantes par la conjugaison complexe et s’écrivent localement

gpidz A dz,
™
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ou z est une coordonnée locale sur la surface de Riemann X (C) et ¢ est une fonction réelle
de classe C*°. L’opérateur
i —
dd® = —00

T
envoie A°(X ) dans A'(X,,).

4.1.2. Diviseurs d’Arakelov lisses.

Etant donné un diviseur D sur X, une fonction de Green lisse pour D est une famille
9 = (9v)vem(q) de fonctions continues g, : X, — RU {400} satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

(i) pour toute place v € M(Q), le courant ddg, + dprxp est une forme lisse sur X, ;

(ii) il existe une courbe propre X’ sur un ouvert non vide U de Spec(Z), de fibre générique
X, telle que, pour toute place non archimédienne v de Q correspondant & un point fermé de
U, le support de la forme lisse dd°g, + 6z p soit contenu dans Sp(&y) et Gv|So(x,) = 0-

On notera w(g) la collection des formes lisses dd“g, + dprzp, v € M(Q); toutes sont de
masse deg(D).

La condition (i) peut se reformuler ainsi : la fonction g, est lisse sur X, — |pr}D| et, pour
toute équation f du diviseur prjD dans un ouvert U de X, il existe une fonction lisse ¢ sur
U telle que gy = —log|f[ + .

Remarque 4.1.1. Une fonction de Green lisse pour le diviseur 0 est une famille ¢ =
(¢v)vem(q) de fonctions lisses sur X, (condition (i)) qui, pour presque toute place v de Q,
sont nulles. La condition (ii) impose en effet I’harmonicité de ¢, sur X, — Sp(X,) et sa nullité
sur Sop(X,); en vertu du principe du maximum, cela implique la nullité de ¢, sur X, puisque
So(X,) rencontre chacune des composantes connexes de X,,.

L’ensemble Z'(X; A%) des couples (g, D) constitués d'un diviseur D sur X et d’une fonction
de Green lisse g pour D est muni d’une structure de groupe abélien en posant (g, D)+(g’, D) =
(9+ ¢, D+ D) (I'élement neutre est le couple (0,0)).

Les éléments du groupe zl(X; AY) sont appelés des diviseurs d’Arakelov lisses (ou encore :
diviseurs d’Arakelov A°-réguliers).

LEMME 4.1.2. — L application div : Z*(X; A%) — Div(X), (g,D) — D, est un homomor-
phisme de groupes s’insérant dans une suite exacte courte

0 — @, A°(X,) — Z!(X; A%) > Div(X) —=0.

Démonstration. Soient g, ¢’ deux fonctions de Green lisses pour un méme diviseur D sur
X.

En vertu du point (i) ci-dessus, la fonction continue g, — g, sur X, vérifie la condition
dd®(g}, — g») € AY(X,); c’est donc une fonction lisse d’aprés la régularité de 'opérateur dd®
(dans le cas non archimédien, proposition 3.3.11).

La condition (ii) implique ’existence d’un ouvert non vide U C Spec(Z) et d’une courbe
propre X sur U, de fibre générique X, tels que, pour toute place non archimédienne v de Q
correspondant & un point fermé de U, la fonction continue g, — g, sur X, soit harmonique sur
X, —So(X,) et identiquement nulle sur So(X,). Il en découle 'identité g, —g, = 0 pour presque
toute place non archimédienne v de Q, ce qui prouve que g et ¢’ différent par I’addition d'un
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élément de

P A%x.).

veM(Q)

Etant donné un point fermé z € X et une courbe propre X’ au-dessus d’un ouvert non vide
U de Spec(Z), le potentiel d’équilibre du diviseur effectif pr}[z] dans 'ouvert X, — So(X,) (cf.
3.6.2) est, pour toute place v de Q associée & un point fermé de U, une fonction continue
gy : Xy — RU {+o00} telle que Supp(dd®g, + dppx(4]) C So(AXy) et qui s’annule identiquement
sur So(Xy).

Considérons, pour toute autre place v de Q, une forme lisse w, € A'(X,) telle que

/ = deg|z]

et, si v est non archimédienne, Supp(w,) C So(&X,). L’équation de courants

dd’T =w, — 0

pr[z]

admet une solution continue g, : X, — RU {400}, uniquement déterminée a addition d’une
constante preés.
On a ainsi construit une fonction de Green g = (gv)yem(g) pour le diviseur [z], ce qui

prouve la surjectivité de ’homomorphisme zl(X; A% — Div(X), (D, g) — D. O

Il est naturel a ce stade de poser

AX)= P AX,)
veM(@)

et d’appeler fonctions lisses (sur X) les éléments de cet espace vectoriel réel. Introduisons
également

AlX)= P Al(X)
veM(Q)
et
p°(x)= [ P’x.), D'(x)= ][] D'X.).
veM(Q) veM(Q)

Un diviseur d’Arakelov (g, D) € Zl(X;AO) étant entiérement déterminé par la donnée de
la fonction de Green g, I'application

ZM(X;A%) = DY(X), (9.D)—g

est un isomorphisme du groupe Z!(X; A%) sur le sous-groupe A%(X)1og des (familles de) cou-
rants g = (gy)yem(q) Satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(i") il existe un diviseur D sur X tel que, pour toute place v € M(Q), le courant dd“g, +0pexp
soit une forme lisse sur X, ;

(ii’) il existe une courbe propre X’ sur un ouvert non vide U de Spec(Z), de fibre générique
X, telle que, pour toute place non archimédienne v de Q correspondant & un point fermé de
U, le support de la forme lisse dd°g, + 6z p soit contenu dans Sp(&y) et Gv|So(x,) = 0-

Nous ne distinguerons pas les groupes zl(X; A%) et AY(X)0g-
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4.1.3. Produit.

L’espace vectoriel A°(X4) est une R-algébre commutative pour la multiplication des fonc-
tions et A'(Xs) est naturellement un module sur A%(X,); il en résulte, par dualité, la
définition du produit d’un courant de degré 0 (resp. 1) et d’une forme (resp. une fonction)
lisse sur X, qui est un courant de degré 1 sur X.

Lorsque v est une place non archimédienne de Q, espace vectoriel A%(X,) n’est pas stable
pour la multiplication des fonctions. L’application bilinéaire

AO(XU) X Al(Xv) - Al(Xv)’ (p,w) = puw,

définie par pd, = p(x)d, pour tous ¢ € A%(X,) et z € I(X,), induit toutefois, par dualite,
une application bilinéaire

DY(X,) x Al(X,) - DYX,), (T ,w)— Tw.

Etant donnés deux éléments g, ¢’ de A (X; AY) tels que les supports des diviseurs div(g) et
div(g’) soient disjoints, les courants de degré 1 Gv0div(g,) €t gzédiv(gv) sont bien définis pour
toute place v de Q puisque la fonction g, (resp. g}) est lisse au voisinage de |div(g])| (resp.
|div(gy)|) et on pose :

9o * Gy = Guldiv(g,) T Jow(gv) € D'(X,).
Nous noterons gdgiy(gy (resp. g'w(g); g ¢') 'élément de D!(X) dont la composante en la
place v est le courant de degré 1 g,0giv(gr) (r€sp. gyw(gu); o * gp) sur X, ; ainsi :

g* 9 = 9laiv(g) + 9 w(9)-

LEMME 4.1.3. Pour tous diviseurs d’Arakelov g,q € 21(X;A0) tels que les supports de
div(g) et div(g') soient disjoints, les composantes des courants gogiv(yy et g'w(g) € D'(X)
sont nulles en presque toute place v € M(Q).

Démonstration. Posons D = div(g), D’ = div(¢’) et soit X une courbe propre au-dessus
d’un ouvert non vide U de Spec(Z), de fibre générique X. Pour tout point fermé = de X,
I'adhérence x de = dans X est un sous-schéma fermé intégre de X, fini sur U. On peut ainsi
prolonger D et D" en des 1-cycles D, D' sur X, finis sur U, et la condition |[D|N|D'| = 0
est vraie au-dessus d'un ouvert non vide V de U : |[D| N |D’| est en effet le support d'un
Oy-Module cohérent nul sur la fibre générique X, donc de longueur finie, et ce fermé est
par conséquent contenu dans la réunion d’un nombre fini de fibres de X au-dessus des points
fermeés de U. Pour toute place v de Q correspondant a un point fermé s(v) de V, les O-cycles
induits par D et D’ sur la fibre Xs(v) sont donc a support disjoints.

Choisissant un ouvert dense U de Spec(Z) et une courbe X /U de telle sorte que les fonctions
G, gl verifient

{ Supp(dd®gy + dprxp), Supp(dd©g,, + dpe: pr) C So(Xy)
/
gU|So(Xu) = gv\So(XU) = 0’

il découle de la discussion précédente que, pour toute place non archimédienne v de Q telle
que s(v) € V, les ouverts {g, # 0} et {g, # 0} sont des voisinages disjoints de |priD| et
|pr D'| respectivement. Le courant

(gédiv(g’))v = gvédiv(g{,) = gvépr;D’ = Z gv(m)ordm(pr:D,)ém € Dl(Xv)
z€|pry D’|

est donc nul si s(v) € V.
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Le courant (¢'w(g)), = g w(g,) € DY(X,) est, quant & lui, nul pour toute place v de Q
correspondant & un point fermé de U puisque ¢, s’annule sur le support de w(gy). O

Le courant g x ¢’ € D}(X,) n’a qu'un nombre fini de composantes non nulles pour tous
9,9 € ZHX; A tels que |div(g)| N |div(g")| = @ et on pose

/g*g’z > /(g*g’)uz > / o * G-
X )X veM(Q) /X

veEM(Q
PROPOSITION 4.1.4. — Pour tous diviseurs d’Arakelov g,q € zl(X;AO) tels que les sup-
ports de div(g) et div(g’) soient disjoints,

/g*g/z/g’*g-
X X

Démonstration. Cette égalité est en fait valable pour chacune des places de Q. Soit en effet
v € M(Q). Les produits g,ddg), et g/ dd®g, sont biens définis dans D!(X,) et

Go* o= Gox 9o = (Gubaiv(g,) + Jow(90)) — (900div(g.) + Gow(dl))
= g;ddcgv - gvddcg;'
La fonction g, (resp. g;) est intégrable relativement a la mesure , = dd°g;, = w(g,,) — ddiv(g,)
(resp. py = dd°gy = w(gv) — daiv(g,)) : C'est trivial si la place v est non archimédienne et
cela résulte, pour v = 0o, de l'intégrabilité locale de la fonction log |z| sur C par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Il reste a considérer des suites (gy,n), (g, ) de fonctions lisses sur X, qui convergent
simplement vers g,, g, respectivement et satisfont a la condition suivante : il existe deux
suites décroissantes (Ky), (Ky) de compacts de X, telles que
(i) Ny Ky = [div(gy)| et Ny Ky = [div(g,)|;

(ii) pour tout NV, le support de la mesure dd“g, n — w(gy) (resp. la mesure dd°g, y — w(g;))
est contenu dans Ky (resp. K/y).

Sous ces conditions, la continuité de g, au voisinage du support de div(g)) implique la

convergence de

/ gv (dd°g, y — w(gy))

—/ 9o div(g,)
Xy

lorsque N tend vers 400} il en découle la convergence de

/ go dd’g,n = / g0 w(gy) + /X g0 (dd°g, n — w(gy)

v

vers

= / Gv ddcg{; +/ v 5div(gg) +/ v (ddcg;,N - w(g{)))
X Xo Xy

/ gv dd®g..
Xy

La fonction g, étant d’autre part intégrable relativement a chacune des mesures w(g/, ) - si

vers

v est la place archimédienne, cela découle de I'intégrabilité locale de log |z| sur C par rapport
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a la mesure de Lebesgue - la convergence simple de la suite (g, a) vers g, implique

| oty =tim [ gousddoiiy [ g dgi+ [ o
v X X Xy

On obtient alors

. c — l 1 . c /!
/Ug dd 51V11§\I4n/)<vg,Mddgv,N

= limli /odde
im 5\1}1/)( 9o, ndd Go, 1

= 11]{]11 /XU g:),N dd®gy

- / g, ddcg,.
X

I'avant-derniére (resp. la derniére égalité) provenant de la convergence de la suite (ddgy, as)
vers dd‘g, dans D°(X,) (resp. de la convergence simple de la suite (9, n) vers g, et de
I'intégrabilité de cette fonction relativement a la mesure w(gy)).

(Dans le cas d’une place non archimédienne, les suites (g, ) et (g] ;) peuvent simplement
étre définies en tronquant : 7

gy, N = max(min(g,, N),—N) et 91,;7N = max(min(g), N), —N).

La forme bilinéaire
AX) X AX), (o) pr == [ o ddry

sera notée (., .)p.

Remarque 4.1.5. — Pour tout diviseur D sur X, l'ensemble A°(X,)p des fonctions de
Green lisses pour D est un espace homomogéne principal sous A%(X).

Remarque 4.1.6. Voir & la fin du paragraphe 5.1 pour une comparaison avec la notion

de diviseur d’Arakelov lisse et 'accouplement d’intersection construits par R. Rumely dans
[28].

Etant donnés deux éléments g, g’ € Z!(X; A9) tels que |div(g)|N|div(g’)| = 0 et des fonctions
P, € AY(X),

(g+e)x(d+¢) = (9+9)avg)+ (¢ + ¢ )(w(g) + dd)
= <g5div(g/) + g’w(9)> + Poaiv(gy + 9'dd% + @'w(g) + ¢'ddp
= g*xg +ow(g)—dd°¢) + ¢dde + ¢'w(g) + ¢'dd°p

(9 *g + ow(g) + ew(g') + w’ddcgo) + <g’ddc<p - soddcg’> -

Le second terme de la derniére expression disparait par intégration sur X et nous obtenons
la formule :

/X(g+<p)*(g’+90’)=/}{g*g’+L{ww(g’)+L{w'w(g)+/X<p’ddcso.
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4.1.4. Diviseurs d’Arakelov W'-réguliers

La notion de diviseur d’Arakelov peut étre généralisée sur le modeéle de article [11]. Notant
en effet W!(X) I'espace vectoriel réel

D wix),

veM(Q)
les éléments du groupe abélien
ZHX ;W = ZH (X A + WHX) € DO(X),
seront appelés diviseurs d’Arakelov W'-réguliers. On a comme précédemment une suite exacte
courte
0 — WHX) — Z1(X; W) 2> Div(X) — 0.

La forme bilinéaire symétrique (.,.)p sur A°(X) se prolonge tautologiquement & l'espace

W(X).

Le second membre de la formule
/ (g+e)x(d +¢)= / gxg +/ pw(g') +/ p'w(g) — (o, ¢')p,
X X X X

dans laquelle g, ¢’ sont deux éléments de Z'(X; A%) tels que [div(g)| N [div(¢)| = 0 et ¢, ¢/
sont deux éléments de AY(X), a plus généralement un sens lorsque ¢ et ¢’ sont des éléments
de T'espace vectoriel W!(X) de D°(X). C’est clair pour le terme {p, ' )p et, w(g), w(g')
appartenant a A(X), T w(g), T w(g') sont des éléments bien définis de @, D' (X,) pour tout
T e d,DX,).

Le produit

(9.9) — /Xg*g/

peut ainsi étre étendu au cas ou g et ¢’ sont deux éléments de 21(X; W1) tels que les supports
des diviseurs div(g) et div(g’) soient disjoints; il reste symétrique.

Remarque 4.1.7. Considérons un élément w de [T en(q) AY(X,) satisfaisant aux condi-
tions suivantes :
- la forme lisse wyo est définie positive, de masse totale 1;
- il existe une courbe lisse X' sur un ouvert dense U de Spec(Z), de fibre générique X, telle
que, pour toute place v correspondant & un point fermé de U, w, soit la masse de Dirac au
point de So(Xy).

Deux tels éléments w,w’ coincident en presque toutes les places de Q.

La formule
<907¢>w = Z / @vwvwv _/ Pov ddc¢v
veM(Q) Y Xv X

définit une forme bilinéaire symétrique, positive et non dégénérée sur I'espace vectoriel réel

Ax) = @ Ax,)

veM(Q)

et 'on note W!(X),, 'espace de Hilbert réel le complété de A°(X) pour ce produit scalaire. Cet
espace se plonge canoniquement dans D°(X) = [], D°(X,) et son image W!(X) ne dépend
pas du choix de w : deux formes w,w’ comme ci-dessus définissent des normes hilbertiennes
équivalentes sur W(X) (cf. 3.5). 11 est clair que W!(X) est un sous-espace de W!(X).
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On introduit, comme précédemment, un nouveau groupe de diviseurs d’Arakelov en posant :
ZHX W = ZHX A% + WHX).
Etant donnés g € Z1(X;A) et ¢ € W'(X), le nombre réel

/U Pow(go)

est bien défini pour toute place v puisque w(g,) est une forme lisse et la famille obtenue est
sommable car il existe, pour tout choix de w du type précédent, un nombre réel strictement
positif C' = C(w) tel que :

)3 \ [ wta| < el
veM(Q) ' 7 Xv

Cette observation permet d’étendre la défintion du produit d’intersection aux cas de deux

diviseurs d’Arakelov g1, g2 € Z1(X; W) tels que |div(g)| N |div(g’)| =0 : si g1 = g10 + ¢1 et

g2 = g2.0 + @2, 0l gig € Zl(X;AO) et p; € WHX),

/9*9’2/ 91,0*92,0+/ 901w(92,0)+/ 902w(91,0)+/ eddp.
X X X X X

Ce produit est symétrique.

Etant donnés une place v de Q et un diviseur D sur X, nous noterons A0 (X,)p l'ensemble
des fonctions continues g : X, — R U {£o0} telles que le courant dd°g + dp appartienne
au sous-espace A'(X,) de D'(X,). C’est, de maniére équivalente, 'ensemble des fonctions
g: Xy — RU{=£} telles que, pour toute équation f de D sur un ouvert U de X, la restriction
de g & U soit de la forme —log |f| + ¢ avec ¢ € A°(U).

/g*g’
X

de deux éléments de Z'(X; W) tels que |div(g)| N |div(g’)| = 0 ne satisfait a priori pas a la

formule
/ grg = / 9 Saiv(g) + / gw(g')
X X X

le définissant lorsque g, ¢’ sont lisses. Aucun des deux termes du membre de droite n’a en
général de sens lorsque ¢, ¢’ sont Wl-réguliers. Si, toutefois, le courant g est représenté, au
voisinage de |div(g’)| par une fonction continue, la définition de

/ gédiv(g’)
X

ne pose pas de probléme ; nous allons en fait voir que cette condition est suffisante pour donner
un sens naturel au terme
/ gw(g)
X

et prouver, non tautologiquement, la formule

/ g*g = / 90div(g") T / gw(g).
X X X

Le produit d’intersection
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LEMME 4.1.8. — Considérons une place v de Q et un diviseur D sur X,.

Soit = w+dd°T € A%(X,) +dd“D°(X,) un courant de degré 1 sur X, tel que le courant
T de degré 0 soit représenté, au voisinage de |D|, par une fonction continue 1.

Soit g une fonction dans A°(X,)p ; pour toute suite (gn) dans A°(X,) convergeant simple-
ment vers g et pour laquelle il existe une suite décroissante de compacts (Ky) de limite |D|
telle que, pour tout N, le support du courant dd°gn — w(g) soit contenu dans Ky, la suite
({u, gn)) est convergente et sa limite (u, g) satisfait a Uidentité suivante :

(w.9) + (@) - [ vob.
Démonstration. La convergence simple de la suite (gy) vers g implique la convergence de
la suite (dd°gny — w(g)) vers —dp = dd°g — w(g) au sens des courants (convergence faible) ;
les courants dd°gy — w(g) sont d’autre part (représentés par) des formes lisses et 'hypothese
sur leurs supports implique finalement la convergence de (S,ddgy — w(g)) vers — qu @ 0p

pour tout courant S € D(X) représenté, au voisinage de |D|, par une fonction continue ¢.
On a ainsi, en particulier,

/ Y dp = —lij{fn<T, ddgn — w(g))-

D’un autre coté, la fonction g est intégrable relativement a la mesure définie par la forme
lisse w (lorsque v est archimédien, cela découle de I'intégrabilité locale de la fonction log |z| sur
C par rapport a la mesure de Lebesgue) ; appliquant le théoréme de convergence dominé, la
convergence simple de la suite (gn) vers g implique celle de la suite de terme général qu gNW

vers [ . gw.
Il ne reste plus qu’a écrire

(1, gn) = (w +dd°T, gn) = (w, gn) + (T, ddgn) = (g, w) + (T, w(g)) + . Y (dd°gn — w)

pour achever la démonstration. O

Remarque 4.1.9. — Lorsque x4 € AY(X,) + ddW!(X,) est, de plus, une mesure positive,
le lemme précédent, appliqué aux fonctions g™ = max(g,0) et g~ = max(—g,0), prouve que
toutes les fonctions appartenant a A%(X,)p sont u-intégrables. Cela jusitifie en particulier
I’emploi de la notation intégrale dans ce cas :

(k:9) :/xv gh-

Etant donnée une fonction g € A%(X,), nous appelerons « troncature » toute suite (gy)
satisfaisant aux conditions énoncées au lemme précédent. La construction de troncatures est
facile : dans le cas d’une place non archimédienne, il suffit de poser

gN = max(min(g, N)7 _N) ;

lorsque v est la place archimédienne, il faut en plus effectuer une régularisation pour obtenir
une fonction lisse.
Sous les hypothéses du lemme précédent, la forme linéaire

A%(X,) =R, sDH/X o = (1, @)
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est prolongée a A°(X,)p via la considération de troncatures; le prolongement, noté encore

/vguzw,g%

/vguz/vgwr sz/w(g)— XU?MD.

DEFINITION 4.1.10. — Soient D un diviseur sur X et yu = w+dd € dd°W(X) tel que,
pour toute place v de Q, le courant v, soit représenté au voisinage de |priD| par une fonction
continue. La forme linéaire

AYX) =R, 90'—’/90#_ > / ol

veM(Q)

vérifie 'identité

est prolongée i Uespace WH(X)p = {g € Z/(X ; W'):div(g) = D} en posant

/XQN = /904‘90 /QON+/90N

= %:Avgo,vﬂv+§v:/xvﬁpvﬂv7

ol go € Z(X;A%) et o € WH(X).

Remarque 4.1.11. Il n’est pas clair que 'on puisse encore définir

[ o
X

lorsque g est un élément de Z1(X; W) et g = w + dd%p € A%(X) + dA“W'(X), avec 1,
continue au voisinage de |div(g,)| pour toute place v. Cela pose en effet la question de la
sommabilite de la famille des [y ,ddiv(g,)-

Nous pouvons maintenant démontrer la formule annoncée.

PROPOSITION 4.1.12. — Etant donnés deuz diviseurs d’Arakelov g,g' € zl(X;Wl) tels
que :

- les supports des diviseurs D = div(g) et D' = div(¢') soient disjoints,

- pour toute place v de Q, g, soit continue au voisinage de |priD’|,

/g*g’=/95D/+/g’ w(g)-
X X X

Démonstration. Ecrivons g = go + ¢, ¢’ = g{ + ¢ avec go, g € A% (X)10g: , ¢’ € WH(X) et
posons D = div(g), D' = div(¢).
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Modifions le membre de droite de la formule & démontrer en utilisant le lemme 4.1.8 et les
notations en vigueur :

/X 96D + /X gwlg) = /X 9007 + /X @O + /X gow(9) + /X ¢'w(g)
= /)(905D'+/X<P5D'+</ng)w(go)+/X<Pw(96)—/X905D/>
+< /X ¢'w(go) + /X sO’ddCsO>
= </X905D’+/X96w(90)> +/X90w(96)+/Xso’w(go)
+/X<,0ddc<,0'
= /Xgo*gé+(/chw(g())+/Xso’w(go)+/XsoddC<p’>
= /Xg*g’;

la proposition est démontrée. O
—=1 —=1
4.1.5. Les groupes CH (X;A%) et CH (X;W!).

1

Nous définissons maintenant des groupes de classes de diviseurs d’Arakelov CH (X; A%) et
1
CH (X;W1).
PROPOSITION 4.1.13. — Soit f une fonction méromorphe génériqguement inversible sur X .
L’élément

log |f| = (log|fls),

de DY(X) appartient au sous-groupe zl(X;AO) et, pour tout élément g € zl(X;Wl) dont le
diviseur est a support disjoint de celui de f,

/ log |f|*xg=0.
X

Démonstration. Il est facile de vérifier que I'élément log |f| = (log |fl,), de DY(X) est une
fonction de Green lisse pour le diviseur div(f) :
- pour toute place v de Q, la formule de Poincaré-Lelong fournit I'identité

dd* log ‘f‘v = 5pr;‘)div(f)

(proposition 3.3.15 lorsque v est une place non archimédienne), ce qui vérifie la condition (i)
du début de 4.1.2;

- étant donnée une courbe propre et lisse X’ sur un ouvert non vide U de Spec(Z) dont la fibre
générique est isomorphe a4 X, il existe un ouvert non vide V de U tel que f se prolonge en
une fonction méromorphe réguliére sur la courbe Xjy ; I'égalité |f||So(Xu) =1 en découle pour
toute place v de Q correspondant & un point fermé de V. La condition (ii) du début de 4.1.2
est vérifiée.

Puisque w(log |f]) =0,
/loglfl*(g+so)=/ loglfl*gz/ log |£] dase(o)
X X X
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pour tous éléments g de Z'(X;A%) et ¢ de W!(X), le support de div(g) étant disjoint de
|div(f)]
Pour tout diviseur D sur X, I'identité

/ log |16p = 0
X
s’obtient & partir des égalités

log|f] 6p = /1ogfv5r*p
/X 5l > [ toelslo d

veM(Q)

= > ordy(D) > /X 10g | f |v0(prs ()]

z€|D| veEM(Q)

= > orde(D) > 1og [Ny o(f (@)l

z€|D| veM(Q)

en appliquant la formule du produit :

Z log |a|v =0

veM(k)
pour tout o € Q*. O
Remarque 4.1.14. — On démontre de la méme fagon la formule
[ 1og1f1%9 =0
X

pour toute fonction méromorphe génériquement inversible f sur X et tout diviseur d’Arakelov
appartenant a Z'(X; W1).

Soit £ 'un des symboles AY, W!. Les diviseurs d’Arakelov appartenant au sous-groupe
Pr(X) de Z'(X; &) engendré par I'image de ’homomorphisme

D(X, M%) — ZY(X;E), [+ log|f]
et par le groupe

HX)= @ T(XoHx,)= P RO,

veEM(Q) veEM(Q)
—1 ~ —
sont qualifiés de principauz. On note CH (X;&) le groupe quotient Z'(X;&)/Pr(X). Il est
—1 —1
clair que CH (X; A%) est un sous-groupe de CH (X; W1); ce dernier est le groupe de Chow-

Arakelov de X. R
L’homomorphisme div : Z'(X; ) — Z'(X) induit, par passage au quotient, un homomor-

1
phisme, encore noté div, du groupe CH (X; &) dans le groupe CH! (X)) des classes de diviseurs
pour I’équivalence linéaire sur X.

Le théoréeme d’approximation des valuations, appliqué aux corps résiduels des points géné-
riques de la courbe X, permet d’obtenir, pour tous diviseurs D, D’ sur X, une fonction méro-
morphe génériquement inversible f sur X telle que les supports des diviseurs D et D’ +div(f)
soient disjoints. En vertu de la proposition précédente, nous obtenons une forme bilinéaire
symétrique

—1

CH (X; W) x CH (X; W) =R, (2,y) — 2.y
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telle que, pour tous ¢,¢ € zl(X;Wl) dont les diviseurs ont des supports disjoints,

gl lgl’ = /X gxd.

——1
Remarque 4.1.15. — On peut de la méme facon considérer le quotient CH (X;wl) du

~ — —1
groupe Z'(X; W) par le sous-groupe Pr(X). Ce groupe contient CH (X;W!) comme sous-
groupe et les remarques 4.1.7 et 4.1.14 permettent détendre la défintion du produit d’inter-
section.

4.1.6. Fonctorialités.

Soient XY deux courbes propres et lisses sur Q et ¢ : X — Y un morphisme fini, donc
plat.

Pour toute place non archimédienne v de Q, les applications R-linéaires
¢ AY) — A%X,) et g ANX,) — ANYL),
respectivement définies par ¢*p = p 0 q et ¢.0; = dy(z) (x € I(Xy)), se prolongent par dualité
aux espaces de courants :
¢ : DY) — D°%X,), et g :DY(X,) — DY(Y,).
On a également introduit en 3.2.3 des applications linéaires
gt A%(X,) — A%Y,) et ¢":ANY,) — ANX,),

définies par les formules

() ) = Y (deguq)p(x) (y€Yo),
r€q~1(y)

¢*0y = Y (deg,q)ds (y€1(Vy))
zeq ! (y)
et telles que, pour tous p € A°(X,) et w € AY(Y,)

/ soq*wz/ qxp w-

Cette formule permet d’étendre, par dualité, ces applications linéaires aux espaces de cou-
rants :

¢ : DY(X,) - D%Y,) et ¢ :DYY,) — DI(X,).
Lorsque deg(q) est constant, 'endomorphisme g.q* de D¥(Y,) (i = 0,1) est la multiplication
par deg(q).
Les homomorphismes ¢, et ¢* sont compatibles avec I'opérateur dd® : les deux diagrammes

suivants d’applications linéaires

DO (Yv) d;ﬁ)

q*l lq*

DO(XU) Prre Dl(Xv)
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et

DO(Yv) W Dl(Y;))

sont commutatifs.

Etant donnée une forme lisse positive w, € A'(X,) dont le support rencontre chacune des
composantes connexes de X,,, 'homomorphisme ¢* : A%(Y,) — A®(X,) est continu lorsque
ces deux espaces vectoriels sont respectivement munis des normes

oy = / ©* Gy —/ @ dd, e AY,)
Yo Yy

|0

2 _ 2 _ c AO .
l2, /quﬂ oy /quddw, v e A°(X,)
En effet :

mwmn=l/mwf%—ﬁywm&mwa/¢w%%—/qw¢mw
= / ©? qury — / ¢ ¢.q*(ddp)

v YU

(deg q)[l[2.,

ot deg ¢ est le maximum des degrés de ¢ au-dessus des composantes connexes de Y,. Il en
découle que ¢* : D°(Y,) — DY(X,) induit un homomorphisme continu de 'espace vectoriel
topologicque W(Y,) dans 'espace vectoriel topologique W!(X,).

IN

L’assertion analogue pour ’homomorphisme ¢, : D°(X,) — D%(Y,) est vraie : le sous-espace
vectoriel W!(X,) de D(X,) est en effet constitu¢ des courants T' de degré 0 pour lesquels
existe un réel C' = Cp > 0 vérifiant

(T, dd"p)| < Cllgllp
pour toute fonction ¢ € A%(X,), o

Hﬂ%z—/’www
Xy

(et idem pour W1(Y,)). Etant donné un courant T € W(X,), I'inégalité
(T, ¥) = KT.q¢"¥)| < Cllg"dllp
C(deg a)"*|[¢lIp

pour toute fonction ¢» € A°(Y,) montre que le courant ¢, T appartient au sous-espace W(Y5)
(et implique la continuité de g.)

IN

Lorsque v = 0o est la place archimédienne de Q, ¢ induit des applications linéaires
¢ AY) = AY(Xy) et ¢t AY(YL) — AN(X)

telles que dd®(g*p) = ¢*dd p pour toute fonction ¢ € A%(Y,.). On en déduit, par dualité, des
applications linéaires

¢ : DY(Xoo) = DUY,) et ¢ :DY'Xo) — DYoo) :
(T, 0) =(T.q"¢p) et (qup,w)=(p,q"w)
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avec T € DY(Xw), p € A%(Ya), p € DY(X ) et w € AN (Yy).

Remarque 4.1.16. Si le courant T € D(X) est représenté par une fonction continue ¢
sur X, on vérifie que le courant ¢, T est représenté par la fonction continue g.p sur Yo
définie par la formule

(@)) = > (deg, q)p(x).

req1(y)

En particulier, lorsque deg(q) est constant : ¢.q*¢ = (deg q)p (p € C°(Yao)).

Quelle que soit la forme volume lisse et positive w sur Yoo, g = ¢*w est une forme volume
lisse et positive sur X, et le courant g, € D'(Ys,) est représenté par un multiple de w sur
chaque composante connexe de Y. On vérifie comme précédemment que I'application linéaire
q* de A%(Y,) dans A%(X,.) est continue lorsque ces espaces vectoriels sont munis des normes
associées aux formes quadratiques

||so||q*u=/ sﬁzq*u—/ o ddp ot ||¢||i=/ «M—/ ¥ dd€y
Yoo Yoo Xoo Xoo

(o € A%Yy), v € A°Xy)). L'application ¢* se prolonge donc en une application li-
néaire continue de I'espace vectoriel topologique W!(Yy) dans I'espace vectoriel topologique
WH(X).

Le raisonnement tenu plus haut dans le cas d’une place non archimédienne se transcrit tel
quel et permet d’établir qu’il existe une unique application linéaire continue g, : W' (X)) —
W!(Yy) s’insérant dans le diagramme commutatif

Wl(Xm) - DO(XOO)

q*l lq*

dans la catégorie des espaces vectoriels topologiques, oul les fléches horizontales sont les im-
mersions canoniques.

Quels que soient le diviseur D sur Y et la fonction de Green lisse g pour D, ¢*g =
(@ gv)ven(q) est une fonction de Green lisse pour le diviseur p*D sur X. En effet :
— pour toute place v de @, la fonction ¢*g, est lisse en dehors du support de prjg*D et,
étant donnée une équation f de prjD sur un ouvert U de Y, ¢*f est une équation de
prig*D sur I'ouvert ¢~ 1(U) de X, telle que

0“9 — " f =q"(90 — f) € A (U) C A°(¢"H(V));
étant données des courbes propres X’ et ) au-dessus d'un ouvert non vide U de Spec(Z),

de fibres génériques X et Y respectivement, il existe un ouvert non vide V C U tel que
le morphisme fini ¢ : ¥ — X se prolonge en un morphisme fini ¢ : X}y — ). On a en

particulier So(X,) = ¢~1So()%) pour toute place non archimédienne v de Q correspondant
a un point fermé s(v) de V puisque ¢ envoie chaque composante irréductible de la fibre
X,(v) sur une composante irréductible de la fibre V(.. Par suite, si

{ Supp(dd®gy + d4:p) C So(V)
Guso»y) = 0;

la fonction ¢*g, vérifie les conditions analogues relativement a Sp(X,).
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La vérification de I'égalité w(q*g) = ¢*w(g) (dans [], A1(X,)) est immédiate.
On obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens
Pt 2N YWY - ZH (X WY
s'insérant dans le diagramme commutatif de suites exactes

0 —= WLY) —= Z1(v; W) = Div(Y) —0

d E

0 — WHX) — 71 (x; W) s Div(X) — 0
et envoyant le sous-groupe Z!(Y; A%) dans Z!(X; A%).

Il existe un ouvert non vide U C Spec(Z) et des courbes propres et lisses X, Y sur U, de
fibres génériques respectives X, Y, telles que le morphisme ¢ se prolonge en un morphisme fini
et plat ¢ : X — ). Dans ces conditions, tout diviseur D sur X se prolonge canoniquement en
un diviseur (Cartier) sur X, fini et plat sur U, et I'homomorphisme norme Ny,y : ¢:0% — O
permet de définir I'image directe q.D € Div(Y') du diviseur D. Au niveau des 0-cycles associés,
c’est I'image directe usuelle g.

Finalement : étant donnés un diviseur D sur X et une fonction de Green lisse g pour
D, le courant ¢.g = (q«gv)» € DY(Y) appartient au sous-groupe Z'(Y; W) et est tel que
div(g+g) = ¢« D. On obtient ainsi un homomorphisme de groupes abéliens

gv: ZM(X;A%) = ZM (Y W
se prolongeant naturellement en un homomorphisme

¢ 2N X WY = ZH YW
et s'insérant dans un diagramme commutatif de suites exactes

0 — W(X) —= Z1(X; W!) 2 Div(X) —0

q*t q*l lq*
0 —= WI(Y) —=Z1(v; W!) X Div(Y) — 0.
On vérifie immédiatement les identités
w(gy) =qwlg),  wlgg)=qwlg)
pour tous g € zl(X;Wl), g € Zl(Y;Wl).

Les homomorphismes g, et ¢* préservent les sous-groupes f’\r(X), f’;(Y) et sont compatibles
a la formation des groupes de Chow-Arakelov, induisant donc des homomorphismes

¢ :CH (Y;W!') = CH (X;W') et ¢.:CH (X;W!')— CH (Y;W!).
Remarque 4.1.17. L’ homomorphisme
g« : D’(X) — DY)
applique également le sous-espace W'(X) dans le sous-espace W!(Y") et ’homomorphisme

¢ - A(Y) - AY(X)



143

se prolonge par continuité en un homomorphisme de W(Y") dans W!(X).
On en déduit l'existence des deux homomorphismes

¢, : CH (X) — CH (V)

et
——1 ——1
¢*:CH (Y) — CH (X).
PROPOSITION 4.1.18. (Formule de projection)

Pour tous diviseurs d’Arakelov x € (/]ﬁl (X; W)y e Eﬁl(Y;Wl),

7 y.x = y.qix.

Démonstration. Soient g € zl(X;Wl) et ¢ € Zl(Y;Wl) deux diviseurs d’Arakelov repré-
sentant respectivement x et y et tels que les supports des diviseurs p.div(g) et div(g’) sur Y
soient disjoints.

Ecrivons g = go + ¢ et ¢’ = gh + ¢/, avec go, gh des diviseurs d’Arakelov lisses, ¢ € W(X)
et ¢ € WH(Y). Les identités

/q*g’*g = /q*96*90+/ q¢ w(go)+/ sow(q*go)+/ q ¢’ dd%
X X X X X
= /q*gé*go+/ ¢’ q*w(go)+/ soq*w(go)Jr/so/ g-ddCy
X Y X Y

= /q*96*90+/ ¢’ w(q*go)+/ ¢ w(go)+/ ¢’ dd®q.
X Y X Y

et

/g/*q*g = /g{]*q*go+/cpw(q*go)+/q*gp w(g())+/ ¢ dd®q.
Y Y Y Y Y

raménent la démonstration de la formule au cas de deux diviseurs d’Arakelov lisses.

Lorsque g € Zl(X;AO) et ¢ € 21(Y;A0), la conclusion découle directement de la proposi-
tion 4.1.12 : g,go est en effet un diviseur d’Arakelov dans Z'(Y; W!) continu au voisinage du
support de div(g’'), de sorte que

/g’*q*gz/ 4xg 5div(g’)+/ g w(g9),
Y Y Y
et alors
/g’*q*g = /gq*édiv(g’)‘i'/g/ q*w(g)z/ géq*div(g’)"i'/ q*g wig)
Y X Y X X
= /gédiv(q*g’)+/ gy w(g)Z/ q'g' *g.
X X X

O

Remarque 4.1.19. — La méme démonstration permet d’établir la formule de projection
——1 —1
pour des classes x € CH (X; W!) et y € CH (Y; W1).
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1
4.1.7. Produit d’intersection sur CH (X;W1).

Soient v une place de Q et D un diviseur de degré 0 sur chaque composante connexe de
X,. Les courants solutions de I’équation

dd¢g = —dp

appartiennent 4 A°(X,)p et forment un espace principal homogéne sous l'espace vectoriel
I'(X,Hx,) des fonctions (réelles) localement constantes sur X,. Lorsque D et D’ sont deux
diviseurs de degré 0 sur chaque composante connexe de X, dont les supports sont disjoints,
le réel
(D, D)y = / g*d
Xv

ne dépend pas du choix des éléments g, g’ de A%(X,)1oq tels que dd°g = —0p et dd°g’ = —6p
respectivement.

Il est clair que (D, D)y = 0 si les supports de D et D’ sont contenus dans des composantes
connexes distinctes de X,,.

THEOREME 4.1.20. Soit N(X,) Uensemble des couples de diviseurs de degré nul sur

chaque composante connexe de X, dont les supports sont disjoints. L’application
N(XU)_)R7 (D7D/)'_><D7D/>N

coincide avec ’accouplement de Néron sur chacune des composantes connexes de X,,.

Rappel : Uaccouplement de Néron, version locale. Soient K un corps muni d’une valeur absolue
|.| et C' une courbe réguliére, irréductible et propre sur K. Dans l'article [24], Néron construit
une application

() +: N(C)—=R
entiérement caractérisée par les conditions suivantes :
bilinéarité ;
symétrie ;

pour toute fonction rationnelle non nulle f sur C' et tout diviseur D de degré 0 sur C
dont le support est disjoint de |div(f)],

(div(f), D) = —log |f|(D) = = ) ordy(D)[x(x) : k]log | |(x) ;

zeC
— pour tout diviseur D de degré 0 sur C et tout point fermé xy € C'\ |D|, I'application

{points fermés de C'\ |[D|} - R, z — (D, [k(x0) : k][z] — [R(x) : k][xo])

1
k() - K]
est localement bornée.
Démonstration du théoréme. On peut supposer que X, est connexe.
La bilinéarité et la symétrie de 'accouplement (.,.) s sont immédiates.
Soient f une fonction méromorphe génériquement inversible sur X,,, D un diviseur de degré
0 sur X, dont le support est disjoint de |div(f)| et g une solution de I’équation dd°g = —dp.
La fonction log | f| satisfaisant a I’équation de Poincaré-Lelong

dd®( —log |f]) = —daiv(s),

(div(f), D)y = — / log |f] 3o = — log | f|(D).

v

Rappelons enfin que I'on note (X, ) I'ensemble des points = de X, tels que [k(x) : Q] < o0}
étant donné un diviseur D sur X, de degré 0 et un point zg € (X, )o \ |D|, soit g une solution
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de I'équation dd°g = —dp. Ce courant étant représenté par une fonction continue — donc
localement bornée — sur X, — | D|, la fonction

1
(Xv)o—[D| =R, z— m(ﬂ [K(z0) : k][z] = [K(2) : k][xo]) = [K(z0) : k] (g(z) — g(w0))
est localement bornée. O

Passons & la situation globale. Soit X une courbe propre et lisse sur un ouvert non vide U
de Spec(Z) dont la fibre générique est isomorphe a X. Etant donné un diviseur D de degré 0
sur chacune des composantes connexes de X, il existe, pour toute place v de Q associée & un
point fermé de U, un unique élément g, de AO(XU)lOg tel que

{ ddcgv = _5prij
9v180(2,) = O-
Choisissant, pour les autres places v de Q, une solution g, dans AO(XU)lOg de 1’équation
dd®g, = —&prz p, nous obtenons un diviseur d’Arakelov lisse (D, g) € Z'(X; A”) dont la classe

——1
dans CH (X;A%) ne dépend que de D. En effet : modifier la courbe lisse X' /U et les autres
fonctions g, a pour effet d’ajouter a4 g un élément ¢ de A°(X) tel, pour toute place v de
Q, ddp, = 0. Cette fonction lisse ¢ appartient ainsi au sous-espace H(X) de A%(X) et les

~ 1
éléments g, g + o de Z'(X; AY) définissent bien la méme classe dans CH (X; A?).
On vient de construire une section canonique o de I’épimorphisme
—1
div: CH (X;A% — CHY(X)
au-dessus du sous-groupe CH!(X)g des classes de diviseurs homologiquement triviaux sur X.

PROPOSITION 4.1.21. — L’application
CH'(X)o x CH'(X)o = R, ([D],[D']) = o([D)).o([D))
coincide avec ’accouplement de Néron.

Démonstration. L’accouplement de Néron global (.,.) s sur le groupe Div(X)o des diviseurs
homologiquement triviaux est caractérisé par les trois conditions suivantes :

- bilinéarité ;

- (div(f), D)xr = 0 pour tous D € Div(X)o, f € T'(X, M%);

-si D, D’ € Div(X)( ont des supports disjoints,

(D, D'\ = > (prsD,pr;D')x 0,
veM(Q)

(.,.)N v désignant I'accouplement de Néron local.

L’accouplement
Div(X)g x Div(X)p — R, (D,D’)— o([D]).c([D'])

satisfait aux deux premiéres conditions et, si D, D’ ont des supports disjoints,
(D)D) = [ grd = Z / Go *

g (resp. ¢') étant un élément de Z'(X; A) tel que div(g) = D et w(g) =0 (resp. div(¢’) = D’
et w(g’') = 0). La conclusion découle alors du théoréme précédent. O
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—=1
COROLLAIRE 4.1.22. Supposons X conneze, de genre au moins 1, et soit CH (X; W)

—1
le quotient du groupe abélien CH (X; W') par son sous-groupe de torsion.
L’accouplement

CH (X; WY x CH (X;WY) =R, (z,y) — 2.y

induit une forme bilinéaire non dégénérée sur CHY(X; WY, de signature (+,—, —,...).

Démonstration. La forme bilinéaire induite sur le sous-groupe W!(X)/H(X) est définie
négative : en effet, pour tous ¢,v € W(X) = Doenir) WH(X,),

[ll=— > (o vu)p

veM(Q)

et, pour toute place v € M(Q), la forme bilinéaire (.,.)p est positive sur W!(X,,), de noyau le
sous-espace I'(X,, Hy,). La forme bilinéaire que 1’on considére sur W!(X) est donc négative,
de noyau le sous-espace

HX)= P T(X,Hx,)
veM(Q)

——1

La forme bilinéaire induite sur le sous-espace o(CH(X)}) de CH (X; W')’ est également

négative : elle s’identifie en effet a 'accouplement de Néron, lequel est négatif, de noyau le
sous-groupe de torsion de CH!(X)o.

1
Les sous-espaces W!(X)/H(X) et o(CH'(X)g) de CH (X; W!) sont orthogonaux relative-
ment & cette forme bilinéaire : puisque w(g) = 0 pour tout élément g de Z*(X; A®) représentant

un élément de o(CH! (X)),
el = [ ong= [ vt =0

pour toute fonction ¢ € W(X).
La forme bilinéaire

Eﬁl(x;wl) X aﬁl(X;Wl) —-R, (z,y)—2zy
est donc négative sur le sous-groupe
CH (X:W')o = W!(X)/H(X) + o(CH! (X)y)
de Eﬁl (X; W), noyau de I’homomorphisme
deg : (/Jﬁl(X;Wl)' — Z, g~ deg(div(g)).
La forme bilinéaire induite sur CH. (X; WY est non-dégénérée : étant donné g € Z1(X; W1)

1
tel que [g].x = 0 pour tout z € CH (X; W), observons tout d’abord que w(g) = 0 car, quelle
que soit la fonction ¢ € A%(X),

/ p w(g) =[g]lp]l =0;
X

g appartient ainsi au sous-espace o(CH!(X)g) et donc [g] est un élément de torsion.
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1

Il reste a veérifier qu’il existe € CH (X; W1) tel que 22 > 0. Considérons pour cela un
morphisme fini et plat p : X — P!. La formule de projection

prry = T.puy,
—=1 —1
r € CH (P, W),y € CH (X; W) (proposition 4.1.10), jointe & la relation p,p* = (deg p)id,
implique I'identité
prx.p*r = (deg p)(x.x)
1
pour tout x € CH (X; W!). Il suffit ainsi d’exhiber un élément de carré strictement positif
1 ~
dans CH (P!; W!). La classe de 'élément g de Z'(P!, A®) défini par
_f Llog(1+|Th*)  siv=o,
Jo = max(log|T1],,0) si v est non archimédienne

convient :

o = [ oxlo=lozTi)

Q
— [ grlg—logTil)
]Pal
Q,00
= 0+ [ (g~ T8I wlgn)

Q,00

1 |
= 5 [0 )0 ) (s A

+o00 1
= / log(1 4+ r=3)(1 +r?)"2r dr = 3 > 0.
0

(]
Le corollaire précédent est une généralisation du théoréme de l'indice de Hodge de Fal-
tings/Hriljac et du théoréme 5.5 de [11].

4.2. Faiseaux inversibles métrisés

4.2.1. Situation locale.

Soient v une place de Q et L un faisceau inversible sur X,. Une métrique lisse (resp.
continue) sur L est la donnée, pour tout ouvert U de X, et toute section inversible s de L
sur U, d'une fonction lisse (resp. continue) —log||s|| € A°(U), la condition de compatibilité
suivante étant vérifiée :

pour toutes sections inversibles s, s’ de L sur des ouverts U, U’ de X,
fsjunur avec f e T(UNU', 0% ) et

/ _
Slunur =

—log ||S/||\UOU’ = _10g||3||\UﬂU’ — log [ f]s-

Nous parlerons parfois d'une métrique A-réguliére (resp. CP-réguliére) en lieu et place d'une
métrique lisse (resp. continue).

Remarque 4.2.1. — Lorsque v est une place non archimédienne, le faisceau A())(U des germes
de fonctions lisses sur X, provient d'un faisceau sur le G-site (X, )¢ (3.2.1). Puisqu'un Ox, -
Module inversible L provient également d’'un Module inversible sur le site annelé (X,)q, on
peut munir L d’une métrique lisse ||.|| en se donnant un recouvrement localement fini V de
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X, par des domaines k-affinoides et une fonction —log||sy|| € A°(V) pour toute section
inversible syy de L sur V € V, la condition de cocycle évidente étant vérifiée.

De maniére équivalente, une métrique lisse (resp. continue) sur L est la donnée, pour
toute section méromorphe génériquement inversible s de L, d'un élément — log ||s|| du groupe
AO(XU)diV(S) (resp. CO(Xv)diV(S)), la condition de compatibilité suivante étant vérifiée :

étant données deux sections méromorphes génériquement inversibles s, s’ de L, s’ = fs avec
f une fonction méromorphe génériquement inversible sur X et

—log ||| = —log ||s|| — log | 1o

Cette formulation permet de définir une notion de métrique W'-réguliére sur un faisceau
inversible L : c’est la donnée, pour toute section méromorphe génériquement inversible s de L,
d’un élément — log ||s|| de W1 (Xv)div(s), la condition de compatibilité ci-dessus étant vérifée.

Le produit de deux faisceaux inversibles métrisés (L, ||.|]) et (L',]].]|") sur X, est le faisceau
inversible métrisé (L ® L', ||.||”) tel que, pour toutes sections méromorphes génériquement
inversibles s et s’ de L et L’ respectivement,

—log||s @ s'||" = —log||s|| —log |5||-

L’inverse d’un faisceau inversible métrisé (L, ||.||) sur X, est le faisceau inversible métrisé
(LD ]L][) tel que, pour toute section méromorphe génériquement inversible s de L,

—log ||s® V" = log ||s]].
Ces définitions font de ’ensemble des classes d’isométrie de faisceaux inversibles munis de

métriques E-régulieres (€ € {A?,C°, W'}) un groupe abélien, noté Pic(X;E&), qui s’insére
dans une suite exacte longue

0 — I'(X,, (Q)X%)(l) —T'(X,, 0%, ) — &(X,) — Pic(X,; ) — Pic(X,) —=0

ou I'(X,, O;(v)(l) est le groupe des sections globales de Ox, de valeur absolue 1.
Remarque 4.2.2

1. L’espace vectoriel £(X,,) s’identifie canoniquement au groupe des métriques E-réguliéres
sur le faisceau structural Ox, .

2. La surjectivité de I’homomorphisme Pic(X,;E) — Pic(X,) d’oubli de la métrique équi-
vaut a la non vacuité de (X, )iog.

PROPOSITION 4.2.3. Le faisceau inversible L étant muni d’une métrique E-régquliére, le
courant

dd(—log|s][) + Saiv(s) € A1(Xy) +dd°E(X,) C DH(X,)
est indépendant du choiz de la section méromorphe génériquement inversible s de L.
Démonstration. L’égalité
dd®(—=log||fs|) + daiv(rs) = (dd°(—1og||s]]) + daiv(s)) + (dd°(—10g|f|v) + daiv(y))
= dd®(—log||s]]) + daiv(s)
pour toutes sections méromorphes inversibles s et f de L et Ox, respectivement se déduit
immeédiatement de la formule de Poincaré-Lelong (proposition 3.3.15 lorsque v n’est pas ar-
chimédienne).
Etant donnée d’autre part une métrique lisse ||.||o sur L, la fonction

¢ = —log ||s]| + log ||s[[o
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ne dépend pas du choix de la section méromorphe génériquement inversible s de L et appartient
a 'espace £(X,); on a alors
dd®(—log ||s]]) + Saiv(sy = (dd°(—1log|ls|lo) + daiv(s)) + dd e € AN (X,) + dd°E(X,).
O

Ce courant est appelé le courant de courbure du faisceau inversible métrisé L = (L, ||.]]); il
se note ¢1 (L) et satisfait a la condition

/ ¢1(T) = deg(L).

C’est une forme lisse  c’est-a-dire un élément de A'(X,) si (et seulement si) la métrique
est lisse.

Soient v une place non archimédienne de Q et L un faisceau inversible sur X,. Pour toute
Spf(Z,)-courbe formelle propre X de fibre générique X,, la donnée d'un faisceau inversible £
sur X prolongeant L permet de munir celui-ci d’'une métrique lisse.

LEMME 4.2.4. Il existe une métrique lisse ||.||z et une seule sur L telle que, pour tout
ouvert U de X el toute section inversible ey de Ly,

—logllev ® 1|z =0
(ey ® 1 est la section de L sur (X|U)n induite par 7).
Démonstration. Quel que soit louvert U de X, les éléments f de I'(U, O%) satisfont a la
condition |f|, = 1 sur le domaine Q,-analytique U, de X, = X),.
Soit U un recouvrement fini de X' par des ouverts affines U sur lesquels £ admet une
section inversible e7. Il existe, en vertu de I'observation précédente et de la remarque 4.2.1,

une métrique lisse et une seule ||.||z = ||.|| sur L telle que log|ley @ 1|| = 0 pour tout U € U.
Quels que soient alors P'ouvert 2 de X' et la section inversible s de £ sur §, sjy = fuev|una

avec fy e (U NQ,0%) et, posant V =UNQ,
—log||s ® 1||jy,, = —log|[sjy @ 1|| = —log|lev|y ® 1|| —log | fu| = —log [lev ® 1||y;, = 0.
O

LEMME 4.2.5. Soiet X une Spf(Z,)-courbe normale de fibre générique X, L un faisceau
inversible sur X et L = L,. La courbure de la métrique ||.||z sur L est la forme lisse

> el®)deg(er(£) N [ro(€)]) O,
£€80(X)
ot e(§) est la multiplicité de la composante irréductible de Xy, de point générique 7(§) et ry
est Uapplication de réduction X, — X(,).

Démonstration. Soit s une section méromorphe réguliére du faisceau inversible L.
Le support de la forme de courbure ¢1(L,||.||z) est clairement contenu dans So(X') : étant
en effet donnée une section inversible € de £ sur un ouvert affine U de X,

Q=7 (U) = So(Xjy) =, (U) N (Xy — So(X))

Y

est un ouvert de X, sur lequel —log||s||z = —log|s ® e} et
(L |1l = (dd*(=log [Isl]) + daiv(s)) g = 0

par application de la formule de Poincaré-Lelong (proposition 3.3.15). Puisque (2 est la réunion
des fibres de r, au-dessus des points fermés de U, ceci prouve que le support de ¢1(L, ||.||z)
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est contenu dans l'image réciproque So(&') de I'ensemble des points génériques de Xy,,). 11
reste & établir la formule

/ e1(Z, |1 le) = e€)deg(er(£) N [ro(€)])
{&}

pour tout point £ de So(X).

Le théoréme de réduction semi-stable garantit ’existence d'une extension finie k de Q,
ainsi que d'un Spf(Z,)-morphisme propre f : Y — X tels que :
Y soit une Spf(k°)-courbe simplement semi-stable, de fibre générique X, ®q, k;
fr soit la projection canonique de X, ®q, k sur X,.
Vu la définition de la métrique ||.||z, le point (i) du théoréme 3.2.10 implique la formule

| oa@llo=[ . a@Llse),
(€} fi ey

n

e So(X)

Pour tout point & € So(X) (resp. & € So(¥)), la multiplicité e(€) (resp. e(&’)) de la
composante [r,(£)] (resp. [r,(&)]) dans le cycle 1-codimensionel [X] (resp. Vs]) est le cardinal
du groupe fini |H(£)*|/]Q;|; pour tout point & € fn—l(g) 'identité

e(k/Qy) = e(£'/€)e(S),

est de vérification immeédiate.
Le cycle 1-codimentionel sur ) associé a sa fibre spéciale comme Spf(k°)-courbe formelle
est

Vaw) = Y (@)

£'€So(X)
et
fDw) = ) HE)] ) Iro(©)
£€So(X) <£’ef7, >
) : H(E)]
= Z ; [ro(€)]
NG o e )
) : H(E)]
= e(§)[rv(8)]
< ; )
= [k Qv e(é)[r
= [k QUH s(v]
Nous obtenons finalement l'identité
a0 ne@n©] = ——a@nf( X rnE))
ks Qi gt (©)

_ %{Qﬁf*<cl(f*£)ﬂ< 3 [m(&’)]))

[k Qo gefyt(€)
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dans CHy(X) ® Q par application de la formule de projection, d’ou I'on déduit la formule
deg(ci(£) Ne(§)[ro(§)]) = degg (ci(L) Ne(€)[ry(£)])

— doge(atron( X))

gefyt(€)

11 suffit donc de prouver le lemme lorsque la Spf(Z,)-courbe X est simplement semi-stable,
ce qui implique en particulier e(§) = 1 pour tout £ € So(&X'). Soient £ un point dans Sy(X), C
la composante irréductible de Xy, de point générique r,(§) et a € Q, tel que [|as||(§) = 1; as
induit alors une section méromorphe réguliére o du faisceau inversible £¢. Quitte a effectuer
des éclatements centrés sur le lieu lisse de X, il est loisible de supposer que tous les poles et
zéros de o sont contenus dans C' N Sing(X(,)). Dans ces conditions, la fonction —log||s|| se
factorise par le squelette S(X) au voisinage de £ et 'identité

/ er(L 1) = / dd°(— log||slc) = deg(div(o)) = degs(C) = deg(er (£) N [ro(€)])
{&} {&}
découle du lemme 2.2.25. O

4.2.2. Situation globale.

Donnons maintenant la version globale des définitions précédentes. Soit L un faisceau in-
versible sur X.

On définit une métrique lisse (resp. continue, resp. W'-réguliére) sur L comme la donnée
d’une famille (][.|[,)yem(q) de métriques lisses (resp. continues, resp. Wlréguliéres) ||.||, sur
les faisceaux L, qui satisfait & la condition « adélique » suivante :

il existe une courbe propre X’ sur un ouvert non vide U de Spec(Z), de fibre générique X,
ainsi qu’un faisceau inversible £ sur X prolongeant L, tels que
o = 1]z,
pour toute place non archimédienne v de Q qui correspond & un point fermé de U.
Comme précédemment, on parlera parfois de métriques A°-réguliéres (resp. CO-réguliéres)

en lieu et place de métriques lisses (resp. continues) et, étant donné € € {A° C% W'}, un
faisceau inversible muni d’une métrique £-réguliére sera dit E-métrisé.

L’ensemble P/’i\c(X;E) des classes d’isométrie de faisceaux inversibles £-métrisés est natu-

rellement muni d’une structure de groupe abélien. L’application de lsi\c(X;E') dans Pic(X)
obtenue en faisant abstraction de la métrique est un homomorphisme de groupes qui s’insére
dans la suite exacte courte

0——&(X) —>f’j\c(X;5) —— Pic(X) —=0,

ou £(X) = @, E(X,) est I'espace vectoriel réel des métriques E-réguliéres sur le faisceau
structural Ox.

PROPOSITION 4.2.6. — FEtant donnée une métrique lisse (resp. W'-régulicre) sur le fais-
ceau inversible L,

(—1ogllsllv) yerriy € 2" (XA (resp. Z'(X; W)

pour une (toute) section méromorphe génériqguement inversible s de L.
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Démonstration. C’est évident. O
Etant donné L = (L,||.||) dans Isi\c(X;(S'), £ € {A", W'}, I'¢lément
dd®(—log ||sl[) + daiv(s)

de D}(X) = [[, D}(X,) ne dépend pas de la section méromorphe et génériquement inversible
s de L; on lappelle le courant de courbure de L et il se note c¢;(L).

On définit, grace a la proposition précédente, un homomomorphisme ¢; du groupe
_ ——1
Pic(X;W!) dans le groupe CH (X;W!) en associant au faisceau inversible métrisé
L = (L,]|.]|) 1a classe du diviseur d’Arakelov —log||s||, s étant une section méromorphe

génériquement inversible de L.
Cet homomorphisme coiffe 'isomorphisme « classe de Chern »

c1 : Pie(X) — CHY(X)
et s’insére dans un morphisme de suites exactes

1—D(X,0%)/T(X,0%)1) —= W(X) — Pic(X; W!) — Pic(X) ——0

| | | X

0 H(X) W) — CH (x; W!) — CH'(X) —0,

['(X,0%) étant envoyé dans H(X) = @, I'(X,, Hx,) via 'homomorphisme o — (log|al,),
de noyau I'(X, 05)W.

4.2.3. Hauteurs et formule de Mahler généralisée.

Soit L = (L,|.|) un faisceau inversible muni d’une métrique continue sur X. Pour tout
point fermé x de X et toute section méromorphe génériquement inversible s de L telle que
x ¢ |div(s)], il n’existe qu'un nombre fini de places v de Q telles que le nombre réel

/. (0glsll) G

v

soit non nul (cf. lemme 4.1.3).

DEFINITION 4.2.7. Awvec les notations précédentes, le nombre réel
@)= [ (~toglsl) Gy = > [ (~1ogllsll) Sy
X veM(Q) Xo

est la hauteur du point fermé x relativement a L.
La fonction hy s’étend par linéarité au groupe Div(X).
La formule de Mahler donne une expression intégrale

h(a) = h((a,1)) = log || dA

el

pour la hauteur de Weil & définie sur P!(Q) muni de coordonnées homogénes (xg, 1) par

h((zo,x1)) = Z max(log ||y, log |z1]y).
veQ
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Dans la premiére formule, a est un nombre algébrique, F' € Z[T] est un polynéme minimal
de a sur Z et X est la mesure de Haar de masse 1 sur le le cercle unite S'  C. Notant O(1)
le faisceau canonique sur ]P’(b muni en toute place v de la métrique v-adique continue définie
par

—log |[1jee) | (%0, 21) = max(log |zolv,log |z1]0),
la hauteur de Weil sur P'(Q) n’est pas autre chose que I'application

1= 1
P (@) - R, z— k(z) : Q] hou)([&])
ou z est le point fermé de ]P’(l@ sous-jacent & z. La métrique considérée sur O(1) est Wl-réguliere,
lisse en toute place non archimédienne et son courant de courbure & la place archimédienne
est la mesure de Haar de masse 1 sur le cercle S'.
Conservant les notations que ’on vient d’introduire, I'application de la proposition 4.1.13
fournit I’identité

| (10811« (- g s])) =0
X

pour toute section méromorphe génériquement inversible s de O(1) dont le diviseur est disjoint
de div(F) = [a] — [Q(«) : Q][(0,1)]. Nous pouvons d’autre part utiliser la proposition 4.1.12
pour écrire

/(—log\F\)*(—logHSH)z/ (_10gH3H)5div(F)+/ (—log|F|)e1(O(1)),
P P} P
Q Q Q

soit encore

0 = oy (div(F)) — /P oy 2 lFler (O

vu le choix de F. Il reste a invoquer la nullité de la hauteur du point (0,1) pour obtenir le
résultat désiré.

Observons maintenant que la formule

b (D) = /X (~logIs|[)5p

définissant la hauteur garde un sens pour tout diviseur D € Div(X) et tout faisceau inversible
Wlmétrisé L sur X lorsque la métrique est continue au voisinage du support |D| de D. Nous
avons montré au paragraphe 4.1.4 que, sous cette hypothése, la forme linéaire

A%X) - R, wl—>/)(¢ c1(L)

se prolonge & Iespace W(X)p = A%(X)p + W!(X) en posant

Jura@=[sa@+ [ o

/901 lm/chl
X

pour toute fonction g € A%(X)p, avec gy = max(min(g, N), —N) (plus une régularisation
pour la composante archimédienne).

avec

Remarque 4.2.8. — Lorsque u, est une mesure positive, ’existence de ce prolongement
implique en particulier la j,-intégrabilité des éléments de W'(X,).
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La seconde assertion de la proposition suivante est une généralisation immeédiate de la
formule de Mahler.
PROPOSITION 4.2.9. — FEtant donnés un faisceau inversible W'-métrisé L sur X et un
diviseur d’Arakelov (D, g) € zl(X;Wl) tels que la métrique de L soit continue au voisinage
du support de D,

& (D).(D,g)] = hy(D) + /X g (D).

En particulier : quelle que soit la fonction méromorphe réguliére f sur X,
hp(div(f) = [ Togfl ex(D)

si la métrique de L est continue au voisinage de |div(f)|.

Démonstration. Soit s une section méromorphe réguliére de L dont le diviseur est disjoint
de |D|; le diviseur d’Arakelov (div(s), —log||s||) € Z'(X; W) étant continu au voisinage de
|D|, la proposition 4.1.12 permet d’écrire

a(L).[(D,g)] = /X(—logIISII)*g:/X(—logIISII) 5D+/Xg w(—log]|s]])

= D)+ [ gl
La seconde assertion de I’énoncé se déduit de la premiére en utilisant 1’égalité
a(L).[(div(f)), —log|f]] = 0
(proposition 4.1.13). O
Remarque 4.2.10. On trouvera des exemples explicites de formules de Mahler généra-
lisées dans ’article [30]. Les métriques qui y sont considérées sont associées a des systémes

dynamiques ; étant toutes continues et a courbure mesure, elles sont W!-réguliéres et donc
dans le champ d’application de la proposition précédente.

4.2.4. Convergence de métriques.

Etant donné un faisceau inversible L sur X, une famille (||.||o)aca de métriques continues
sur L sera dite uniformément convergente s'il existe une métrique ||.|| continue sur L et une
partie finie S de M(Q) telles que la famille

[l-llee / aea

d’éléements de CO(X) = Do) CY(X,) soit contenue et convergente dans le sous-espace

vectoriel
P (x.),

veS
la topologie étant celle de la convergence uniforme.

On dira quune famille de faisceaux inversibles munis de métriques continues L, =
(Lo, ||-]|a)aca est uniformément convergente sl existe un faisceau inversible L sur X et des
isomorphismes ¢, de L sur Ly, a € A, tels que la famille de métriques (¢} ]|.]|) sur L soit
uniformément convergente.

On définit de la méme facon la notion de convergence au sens W' pour les métriques W'-
réguliéres en utilisant la topologie canonique des espaces W!(X,,), puis la notion de famille
Wl-convergente de faisceaux inversibles W!-métrisés.
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LEMME 4.2.11. — Pour toutes familles (za)aeA; (L o)acA de faisceau inversibles Wi-
LT,
).

réguliers et W'-convergentes, de limites respectives L,

(Cl(za)'cl(z;))a — e1(I).er ().

Démonstration. Considérons des metrlques lisses Lo et Lo sur les faisceaux inversibles L et
=/

L' respectivement et posons Lﬁ =7 Lﬁ =1L.

Ecrivant, pour tout o € AU {8}, Lo = Lo ® O(ipa) et f:x = fg ® O(pl,) — ot (pa)aca et
¢! )aca sont des familles dans W' (X) convergeant vers ¢g et ¢/, respectivement —, I’assertion
e B 3
découle de la formule

—/

aTaa(Ty) = aloa@+ [ pow@)+ [ dw@a) - (ol
X X
a € AU{oo}, et de la convergence de chacun des termes du membre de droite. O

4.2.5. Métriques sous-harmoniques.

Nous achevons cette section en accordant un intérét particulier aux métriques sous-
harmoniques sur un faisceau inversible L. Dans le contexte non archimédien, de telles
métriques sont déja apparues au cours du chapitre précédent (3.4.3).

PROPOSITION 4.2.12. Soit L un faisceau inversible sur X.

(i) Etant donnée une place v de Q, une métrique ||.||, sur L, est dite sous-harmonique
si, pour toute section inversible s de L, sur un ouvert U de X, la fonction —Log||s||, est
sous-harmonique sur U.

(i) Une métrique sous-harmonique sur L est la donnée d'une famille (||.]|v)vem) de mé-
triques sous-harmoniques sur les faisceauz L, telle qu’il existe une métrique lisse ||.||o sur L
vérifiant ||.||, = ||.||o,0 pour presque toute place v de Q.

Convenons de dire qu'une métrique ||.|| sur L est semi-continue supérieurement si elle s’écrit
sous la forme ||.[loe™" = (||.||o,v€™%")w, 011 ||.||0 est une métrique lisse sur L et ¢ = (¢, ), est
une famille presque nulle de fonctions semi-continues supérieurement ¢, : X, — RU{—00}.
Quelles que soient la place v de Q et la section inversible s de L, sur un ouvert U de X,, la
fonction —log||s||, est alors semi-continue supérieurement sur U.

Il est clair qu’une métrique sous-harmonique sur L n’est pas autre chose qu’une métrique
semi-continue supérieurement prenant des valeurs finies sur un ouvert dense de X et telle que
le courant de courbure

(L [|]) = dd*(=Tlog |[s]) + daiv(s)

s e (X, Mx(L)*), soit positif (chaque composante est un courant positif sur X,).
En particulier, un faisceau inversible L sur X admet une métrique sous-harmonique si et
seulement s’il est de degré positif sur chacune des composantes connexes de X.

THEOREME 4.2.13. Soit L un faisceau inversible sur X. Toute méilrique sous-
harmonique ||.|| sur L est l’enveloppe supérieure d’une famille croissante (||.|[x)ren de
métriques sous-harmoniques continues telle que ||.||x, = ||.||v pour presque toute place v de

Q et tout A € A.

Si cette métrique est de plus W'-régulicre, les métriques sont W' -convergentes.

Démonstration. Puisque la métrique ||.|| coincide avec une métrique lisse en dehors d’un
nombre fini de places de Q, les deux assertions de 1’énonceé sont de nature locale : quelle que soit
la place v € M(Q), il faut montrer que la métrique sous-harmonique ||.||, sur L, est I'enveloppe
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supérieure d’une famille de métriques sous-harmoniques continues, avec convergence au sens
Wi ||.]|, est Whréguliére.

Dans le cas d'une place non archimédienne v, le théoréme 3.4.19 fournit une famille crois-
sante de métriques sous-harmoniques lisses ||.|| sur L, dont ||.||, est 'enveloppe supérieure.
Ecrivons ||.||, (vesp. ||.|[x) sous la forme ||.||o,e™%" (vesp. ||.||x = ||]loe™%*), ot ||.|[o., est une
meétrique lisse sur L, et ¢,, @) sont des fonctions semi-continues supérieurement sur X, @,
étant I'enveloppe inférieure de la famille décroissante (). La métrique ||.||, est W-réguliére
si et seulement si ¢, € W!(X,). Dans ce cas :

sup < —/ ©A ddcs@x) = <—/ %ddc%> < 400
A X, Xy

et la famille () est donc W!-convergente.

Le cas de la place archimédienne v = oo se traite de fagon analogue & partir de la proposition

suivante. a
PROPOSITION 4.2.14. Soient M une surface de Riemann compacte et L un faisceau
inversible sur M. Toute métrique sous-harmonique ||.|| sur L est l’enveloppe supérieure d’une

famille croissante de métriques sous-harmoniques continues.

Remarque 4.2.15. — Il est connu que, pour tout faisceau inversible ample sur une variété
projective lisse complexe X, une métrique plurisousharmonique continue sur L est ’enveloppe
supérieure (uniforme) d'une suite croissante de métriques plurisousharmoniques lisses (voir
[22], Théoréme 4.6.1, ainsi que [14], Theorem 2.18). L’auteur n’a par contre trouvé nulle part
mention du résultat ci-dessus.

Les arguments utilisés pour établir le théoréme d’approximation d’une métrique (sous-
harmonique) continue par des métriques (sous-harmoniques) lisses ne semblent pas pouvoir
s’adapter pour établir notre assertion. La démonstration qui suit est inspirée de celle donnée
dans le contexte non archimédien (Théoréme 3.4.19).

Démonstration de la proposition. On appelle disque ouvert dans M un ouvert D dont
I'adhérence D est contenue dans le domaine d’'une carte locale et a pour image un disque
fermé de C. Etant donné un recouvrement fini &/ de M par des disques ouverts, posons

Suy=J oD ;
DeoU

c’est une courbe réelle-analytique par morceaux tracée sur M.

Fixons une section méromorphe réguliére (génériquement inversible) s de L et considérons
I'ensemble X des couples (U, V) formés d'un recouvrement fini U de M par des disques ouverts
et d'un recouvrement fini V de S(U) par des disques ouverts tels que :

M — S(U) soit un voisinage du support du diviseur de s (i.e. [div(s)| N SU) = 0);
div(s) soit principal sur M — S(U) ;
l'adhérence de tout disque D € V soit disjointe de |div(s)].

Nous allons maintenant associer a tout couple (U,V) € 3 une métrique sous-harmonique
et continue ||.||zs,y sur L minorant la métrique initiale ||.||. La transcription directe de ce que
I'on a fait dans le contexte non archimédien pour démontrer le résultat analogue conduit &
remplacer la métrique initiale ||.|| par son « interpolation harmonique » en dehors de S(U);
cela n’est toutefois ici pas suffisant pour fournir une métrique continue et il est nécessaire,
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préalablement, de régulariser la restriction de ||.|| & S(U/) a I'aide du recouvrement V. Voici
les détails.

Premiére étape. Soit, pour tout disque D € V, Hp(—log||s||) la fonction semi-continue su-
périeurement sur D qui coincide avec —log||s|| sur D et est harmonique sur D. L’exis-
tence de cette fonction se démontre comme le point (i) de la proposition 3.1.21. La fonc-
tion Hp(—log]||s||) majore la fonction sous-harmonique —log||s|| sur D. Soit V I'ouvert
réunion des D € V et soit z un point dans 9D. Puisque Hp(—log||s||)(z) = —log||s||(x),
Hp(—log||s||)(x) < Hp/(—log]||s||)(x) pour tout disque D’ € V contenant z en vertu de
I'observation précédente et donc

max Hp(—log||s||)(x) = max Hp(—log||s||)(x).
DeV, zeD DeV, zeD

Soit Hy(—log||s||) la fonction définie sur V par :

Hy(=log||s|l)(z) = | max Hp(—log|ls||)(x).

Le premier terme de 'identité

pes Ho(logsl)(x) = | max _Hp(~logIs])(x).
x € V, met en évidence la semi-continuité inférieure de Hy(—log||s||) (enveloppe supérieure
d’une famille de fonctions continues) tandis que le second établit sa semi-continuité supé-
rieure (enveloppe supérieure d’une famille finie de fonctions semi-continues supérieurement) ;
la fonction Hy(—log||s||) est donc continue.
La sous-harmonicité de Hy(—log||s||) est évidente vu la définition et, pour toute fonction
méromorphe réguliére f sur M inversible sur V', la formule

Hy(=log||fs||) = Hy(—log||s||) —log | /|

se déduit de I'harmonicité de —log|f] sur V.
Considérons enfin un raffinement V' de V. Etant donné un disque D’ € V' contenu dans un
disque D € V,

Hp/(=logl|s||)jopr = —log|ls[jap < Hp(—log||s|])jap
donc
Hp(—log ||s]|) < Hp(—log ||s]|) 57
et ainsi
Hy(—log|ls]]) < Hy(—log ||s]]).

Soit alors Ry (—log||s||) la restriction de la fonction continue Hy(—log||s||) a S(U) C V.
On a les inégalités

—log [s][|s@) < Ry (—log||s||) < Ry(—log||s||)

pour tout raffinement V' de V et, lorsque V parcourt ’ensemble filtrant des recouvrements
de S(U) dans M, la famille décroissante des Ry(—log||s||) converge ponctuellement vers
—log |[s|jys en vertu de la semi-continuité supérieure de — log||s||.

Seconde étape. Considérons maintenant la fonction —log ||s|[¢s,y sur M définie comme suit :
— la fonction —log||s|[y,y coincide avec Ry(—log||s||) sur S(U),

— pour toute composante connexe  de M — S(U) et toute équation f de div(s) au voi-

sinage de Q, —log |||,y + log|f| est la fonction harmonique sur Q qui coincide avec

Ry(—1log||f~1s||) sur 0.
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La seconde condition ne dépend pas du choix de f en vertu de la formule

Ry(=log||fs]ly) = Ry(—log||s[|) —log |f|

lorsque f est inversible au voisinage de S(U). En particulier, pour toute composante connexe
Q2 de M — S(U) disjointe de |div(s)|, —log||s|fzs,y est la fonction harmonique sur Q qui
coincide avec Ry(—log||s||) sur 9Q. Vu la continuité de Ry(—log||s||), cette observation
implique immédiatement la continuité des restrictions de —log ||s||ys,p @ 'adhérence de chaque
composante connexe de M — S(U) disjointe de |div(s)|. On obtient le méme résultat pour les

composantes rencontrant |div(s)| en utilisant la formule ci-dessus.

La fonction —log ||s||y,y est harmonique sur X — (S(U) U |div(s)|) et elle majore —log ||s|
sur M ; jointe au fait que —log||s|[zs,v et Hy(—log||s||) coincident sur S(Uf), cette observation
montre que la fonction —log ||s||ys,y majore Hy(—log||s||) sur V.

Il est facile de voir que la fonction — log ||s||y, est sous-harmonique sur M —|div(s)|. Soient
en effet 2 un point dans S(U), D € V un disque contenant x, U un voisinage relativement
compact de x dans D et h une fonction harmonique sur U qui majore —log ||s||y,y sur OU. La
fonction h majore alors Hy(—log||s||) sur U, donc sur UNS(U), et elle majore par conséquent
—log||s||u,y sur la frontiére de V'ouvert U' = U — S(UU) N U. En vertu de 'harmonicité de
cette derniére fonction sur U’, le principe du maximum permet de conclure que h majore
—log ||s||u,y sur U. D’out la sous-harmonicité annoncée.

Considérons enfin un autre couple (U',V') € X avec U C U — ce qui implique
SU) ¢ SU') — et tel que le recouvrement de S(U) défini par V' soit un raffinement
du recouvrement V. On a alors Ry (—log ||s||) < Ry(—log||s||) sur S(U) d’apres la premiere
étape, c’est-a-dire

—log|[s[lur v < —log|[s[les,y

sur S(U); par suite, pour toute composante connexe 2 de M — S(U) disjointe de |div(s)]|, la
sous-harmonicité de —log ||s||y 17 et 'harmonicité de —log]||s|fy,1 sur € impliquent

—log|[s[lur v < —log|[s[les,y

sur ). Le méme argument, appliqué en remplacant s par f~'s, établit cette inégalité lorsque
Q rencontre |div(s)|, f étant une équation de div(s) dans €.

Nous pouvons maintenant conclure. L’ensemble X est ordonné de sorte que (U, V) < (U, V')
sid C U et sile recouvrement V' de S(U) est un raffinement de V. C’est évidemment un
ensemble filtrant, deux couples (U, V), (U’,V’) € 3 étant majorés par le couple (U”, V") € 3,
ouU" =UUU et V" est un raffinement de V' qui induit un recouvrement de S(U) raffinant
V (noter que tous ces recouvrements sont par définition finis).

L’enveloppe supérieure des métriques (||.|[z,y) sur L est une métrique sous-harmonique
majorée par ||.|| et qui converge ponctuellement vers ||.||. Ce dernier point se vérifie sur
M —|div(s)|  ce qui est suffisant en vertu de la semi-continuité supérieure  en remarquant
que —log ||s||zr,y = Ry(—log||s||) sur S(U) converge ponctuellement vers — log ||s|| lorsque V
croit (premiére étape), puis en observant que tout point y € M — |div(s)| appartient a S(U)
pour un choix convenable de U. O

Remarque 4.2.16. On démontrerait de fagon analogue que, pour toute fonction sous-
harmonique u sur une surface de Riemann M, la restriction de w & un ouvert relativement
compact € C M est 'enveloppe inférieure d’une famille décroissante de fonctions sous-
harmoniques continues sur §2.
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4.3. Comparaison avec d’autres approches de la théorie d’Arakelov.

4.3.1. Utilisation d’un modéle entier.

Il est temps de relier les considérations précédentes a la théorie d’Arakelov utilisant des
modeles entiers, telle que développée dans Darticle [11].

Soit X’ une courbe propre sur Spec(Z), de fibre générique X et dont le schéma sous-jacent
est supposé normal. Le groupe des 1-cycles (— diviseurs de Weil) sur X' est noté Z'(X).

Rappelons que, pour toute place non archimédienne v de Q, s(v) désigne le point fermé
de Spec(Z) correspondant et X, est le complété de X le long de la fibre Xy ; C’est un
Spf(Z,)-schéma formel de fibre générique X,,. L’hypothése de normalité sur X implique que
le sous-ensemble (fini) So(&,) de X, est en bijection avec I’ensemble des points génériques de
X(v) & travers 'application de réduction ry : Xy — Xy(y)-

Comme précédemment, le morphisme canonique X, — X est noté pr,,.

Cycles horizontauz — Quels que soient le point fermé x de X et la place non archimédienne v de
Q, nous noterons gy, le potentiel d’équilibre du diviseur prj[z] = Zyeprgl(m) [y] dans l'ouvert
Xy — So(X,); c’est I'unique fonction continue g : X, — R U {—o00} qui est identiquement
nulle sur So(X,) et telle que dd“g = —dpy=[5) sur Xy, — So(AX,). On prolonge par linéarité cette
construction en un homomorphisme

DIV(X) — AO(XU)10g7 D gg,v’

Cycles verticauz — Etant donnés une place non archimédienne v de Q et un point & € So(&X,),
pr,(§) est un point générique de X et H(§) est la complétion du corps k(pr,(£)) pour la
valuation deéfinie par l'ordre d’annulation le long de la composante irréductible {r,(§)} de
Xs(v). Tenant compte du fait que la valeur absolue sur k(&) prolonge celle de @y, il découle
de cette observation que le cardinal e(§) du groupe fini |x(£)*|/|Q)| est égal a la multiplicité
de la composante {r,(§)} dans le cycle [X.].

On note gg( la fonction dans AY(X,) qui est harmonique sur X, —Sg(X,), nulle sur So(X,,) —
{€} et qui prend la valeur e(¢)~!log |p,| au point €.

Nous disposons, pour toute place non archimédienne v € M(Q), d'un homomorphisme de
groupes

0, : Hom(So(X,), Z) = Z1(X), b D> b(&)r(&)].
£€So(X)

L’homomorphisme somme
0=®,0,: @  Hom(So(X,),Z) — Z'(X)
veM(Q)—{oc}

réalise un isomorphisme sur le sous-groupe Z'(X)yers des 1-cycles verticauz, noyau de 1’homo-
morphisme de restriction a la fibre générique

ZHX) — Div(X), Zw— Zg.

On note d’autre part
o : Div(X) — Z'(x)

la section obtenue en envoyant tout point fermé de X sur son adhérence dans X.
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Nous pouvons finalement utiliser la décomposition

( &y Hom(SO(XU),Z)>éBDiv(X) RNV
veM(Q)—{oo}
(b,D) +— 0o(b)+o(D)

pour définir un homomorphisme de groupes

g ') — [ A'(Xo)og
vEM(Q)

en associant a 'élément Z = 0(b) + o(D) de Z'(X) la collection des

92w = Y bEGE + 95
£ES0( )

v € M(Q) — {oo}.

Cet homomorphisme est trivialement injectif.

Suivant [11], Z!(X) désigne le sous-groupe de Z*(X) x W' (Xoo)10g constitué par les couples
(Z, goo) tels que div(geo) = pi.(Zg). Son quotient par le sous-groupe image de I’homomor-
phisme

D(X, M%) — ZHX), [ (div(f), —log | fxl),

—1

noté CH (X)), est le groupe de Chow arithmétique. Il est muni d’une forme bilinéaire symé-
trique, l’accouplement d’intersection d’Arakelov, décrite au paragraphe 5.3 de l'article précé-
demment cité.

PROPOSITION 4.3.1. — L’application

N)

"x) — D'(X)= [] D'(X)
veM(Q)

(Zygoo) = (goo§gX(Z))
est un 1somorphisme sur un sous-groupe de zl(X;Wl). Elle induit un homomorphisme
1 1
yx: CH (X) — CH (X; W1

——1
tel que l'accouplement d’intersection d’Arakelov de deuz classes x,y € CH (X)) soit le produit
Y (@) (Y)-

Démonstration. L’appartenance de (goo; g7 (Z)) au sous-groupe /Z\l(X; W1) est évidente
pour tout (Z, gos) € ZH(X).

L’application considérée étant injective, c¢’est un isomorphisme de 21(X) Sur un sous-groupe
de Z1(X; W).

Soient f € T'(X, M2%) et v une place non archimédienne de Q. L’élément b de

P Hom (8o(X,), Z)
VF£0O

tel que
div(f) = 0(b) + o(div(fo))
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étant défini par b(§) = ordTU(g)(f),

b
MO (6) = ~ (o) og ] =~ log prifol €
pour tout § € So(Xy).
La fonction
—log |pr, f| — gle (fo)w

est lisse (formule de Poincaré-Lelong) et harmonique sur X, — So(X,). Le calcul précédent
montre qu’elle coincide avec la fonction deso(xv) b({)gg( sur So(AX,) et il reste a appliquer le
principe du maximum pour en déduire I’identité

—log [pry f| = g™ (div(f))o.
L’homomorphisme
7Hx) — Z2H(X; WY
envoie ainsi le sous-groupe {(div(f), —log|fxl|) ; f € T'(X, M%)} dans ls\r(X) et induit par
conséquent un homomorphisme

~x : CH (X) — CH (X; W),

Comme expliqué dans [11], on peut se contenter de définir le produit d’intersection sur

1
CH (X, W1) lorsque X est un schéma régulier.

Soient alors (Z, goo) et (27, gl,) deux diviseurs d’Arakelov dans Z'(X) tels que les cycles Z
et Z' aient des supports génériquement disjoints. Vu la formule

(Z,900)-(Z', goo) =deg(Z-Z’)+/X Goo * Ghos

I'égalité
(Z,950)-(Z', 95) = 72 ([Z, 9o0]) 72 ([Z, 95))
découle du lemme 4.2.5 et du lemme suivant. d

LEMME 4.3.2. Supposons le schéma X régulier et soit Z € ZY(X) ; le faisceau inversible

Ox(Z) définit une métrique lisse sur le faisceau Ox(Zg) et, pour toute place non archimé-
dienne de Q,

9% (Z)y = —log [[175lv-
Démonstration. Il suffit, par linéarité, de traiter deux cas : Z = o(z), = étant un point

fermé de X, et Z = [r,(§)], £ € Sp(&X).

Etant donné un point fermé x € X d’adhérence Z dans X, il existe un voisinage ouvert U
de r,(z) dans X sur lequel Z est principal ; posons U, = U N Xs(v)- Une équation f de Z dans
U détermine une fonction holomorphe f, € I'(r,1(U,), Ox,) telle que —log |f,|, s’annule sur
r~Y(U,) — r; Y (ry(z)) (car f est inversible sur U, — {r,(x)}) et vérifie I'’équation

ddc(_ lOg |fv|v) = _5pr;§[m]
dans r;1(U,) — SO( v|U,)- On en déduit I'identité entre — log ||1[x]||‘T;1(UU) = —log |fu|v et la
restriction de g[x] , au domaine k-analytique ro1(U,). Puisque

—log |[1z, v = gy, = 0
sur X, — ;1 (ry(2)), égalité

Iz = —log 1zl
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est démontrée. O

4.3.2. Métriques adéliques.

Soit L un faisceau inversible sur X. Suivant Zhang [33|, une métrique adélique sur L est
la donnée, pour toute place v de Q, d’'une métrique v-adique ||.||, sur la restriction de L,
a (X))o = X(Q,)/Gal(Q,/Q,), de telle sorte que la famille (||.||,) satisfasse aux conditions
suivantes :

— pour toute place v, la métrique ||.||, est continue et bornée;

— il existe un ouvert non vide U C Spec(Z), une courbe propre X sur U de fibre générique
X et un faisceau inversible £ prolongeant L sur X tels que, pour toute place v de Q
correspondant a un point fermé de U, la métrique ||.||, coincide avec la (restriction de
la) métrique |||z, -

Toute métrique continue sur L est uniquement déterminée par la métrique adélique qu’elle
induit via les applications de restriction X, — (X,)o. Vu la densité des métriques lisses dans
I'espace des métriques continues, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une métrique
adélique sur L soit la restriction d’'une métrique continue est qu’elle soit une limite uniforme de
métriques adéliques lisses. Ce dernier résultat est démontré en toute dimension par W.Gubler
(|17], Theorem 7.12) qui établit plus précisément la densité de I'espace des fonctions lisses
dans celui des fonctions continues pour tout espace analytique (quasi-compact) sur un corps
non archimédien non trivial.

THEOREME 4.3.3. — Les métriques adéliques semi-positives (resp. intégrables) au sens de
[33] sont exactement les (restrictions des) métriques continues dont le courant de courbure
est une mesure positive (resp. une mesure).

Démonstration. Les métriques adéliques intégrables étant, par définition, les quotients de
meétriques adéliques semi-positives, il suffit d’établir la caractérisation des métriques adéliques
semi-positives puis d’utiliser le fait que toute mesure de Radon sur un espace topologique
localement compact et la différence de deux mesures de Radon positives.

Les métriques semi-positives algébriques sur un faisceau inversible L au sens de [33] sont
les métriques définies par prolongement semi-positifs des puissances de L sur les modeles
entiers de X, équipés a la place archimédienne de métriques hermitiennes C* dont la forme
de courbure est semi-positive. Par application du lemme 4.2.5, ces métriques sont exactement
les restrictions des meétriques lisses dont le courant de courbure est semi-positif. Puisque
les métriques adéliques semi-positives sont par définition les limites uniformes de métriques
algébriques semi-positives, il en découle que ce sont des restrictions de métriques continues a
courant de courbure positif.

Etablissons maintenant I’assertion réciproque. Toute métrique continue dont le courant
de courbure est positif est sous-harmonique. Une telle métrique est ’enveloppe supérieure
uniforme d’une famille de métriques sous-harmoniques et lisses : dans le cas d’une place non
archimédienne, on vérifie exactement comme dans la démonstration de la proposition 3.5.6
que, lorsque la métrique est continue, la convergence est uniforme dans la preuve du théoréme
3.4.19; dans le cas de la place archimédienne, on utilise le résultat mentionné a remarque
4.2.15. La restriction d’une telle métrique, étant la limite d’une suite de métriques algébriques
semi-positives, est donc bien une métrique adélique semi-positive. O
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4.3.3. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique.

Etant donnés une courbe propre et lisse X sur Q, un faisceau inversible L muni d’une
métrique localement bornée ||.|| et un entier naturel N, posons :

By(L,N) = {s € H(X,, LY"Y) ; supy, [Isll, < 1}
pour toute place v de Q et

B(L,N)= ][] B.(,N)c ][] HX,LEV)= J] HX,L®Y)@q Q..
veM(Q) veM(Q) veM(Q)

Soit A I'anneau des adéles de Q; H(X, L®N) ®g A est un groupe topologique localement
compact (commutatif) dans lequel HO(X, L®V) est un sous-groupe discret, le quotient

HY(X, L®Y) ®g A/HO(X, L&)
étant compact.
LEMME 4.3.4. Pour toute mesure de Haar \ sur HO(X, L®N), le produit infini

T 2B, V)

veM(Q)

est convergent et la mesure de B(L, N) est donc bien définie.

Démonstration. Toutes les mesures de Haar sur HO(X, L®V) ®q A étant proportionnelles,
il suffit d’établir cette assertion pour une mesure de Haar particuliére; on peut également
supposer N = 1.

Considérons un ouvert dense U de Spec(Z), une courbe X /U de fibre générique X et un
faisceau inversible £ sur X prolongeant L ; quitte & restreindre U, on peut supposer que X
est un schéma normal et que la métrique ||.||, sur L, est définie par £, pour toute place
v € M(Q) associée & un point de U. Nous définissons une mesure de Haar A sur H’(X, L) en
prenant pour mesure A,

— la mesure de Haar sur H’(X,, L,) qui donne la masse 1 & H°(X,, £,) si v correspond &

un point de U ;

~ une mesure de Haar quelconque sur H(X,,, L,) sinon.

La normalité du schéma X implique l'identité
HO(%X,, £,) = By(L,1)
pour toute place v correspondant & un point (fermé) de U ; on a donc
Ao(Bu(L, 1)) = 1

pour presque toute place v de Q, ce qui établit la convergence du produit des \,(B,(L,1)
(noter que tous ces nombres réels sont strictement positifs). a

Le nombre réel
A(B(L,N))
A(HO(X, L&N) ®Q A/HO(X, L&N))

ne dépend pas du choix de la mesure de Haar \ sur HY(X, L&Y) ®q A.

X(L,N) = log

La comparaison entre métriques continues et métriques adéliques au sens de Zhang permet
de reformuler le théoréeme 1.7 de 'article [33] sous la forme suivante (en dimension 1).
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THEOREME 4.3.5. — Pour tout faisceau inversible métrisé L = (L,||.||) tel que L soit
ample, la métrique ||.|| soit continue et le courant de courbure ci(L) soit positif,

x(IL,N) =¢ (Z)2N72 + o(N?)

lorsque N tend vers +o00.

Ce théoréme se déduit, par passage a la limite, du théoréme de Hilbert-Samuel arithmeé-
tique pour les métriques lisses a forme de courbure définie positive, lui-méme conséquence du
théoréme de Riemann-Roch arithmétique de Gillet-Soulé.

Le théoréme précédent admet une généralisation partielle permettant de lever I'hypothése

de positivité sur le courant de courbure ¢;(L).

THEOREME 4.3.6. — Pour tout faisceau inversible métrisé L = (L,||.||) tel que L soit
ample et la métrique ||.|| soit continue et W-régulicre,

e 2 = =
llH}lef mx(L, N) > & (D)%

Démonstration. Lorsque les composantes non archimédiennes de la métrique sont lisses, ce
théoréme est démontré par Autissier (|2], proposition 3.3.3) a partir du théoréme de Riemann-
Roch arithmétique de Faltings (en dimension 1). Le cas général s’en déduit immeédiatement
par application de la proposition 3.5.6 : celle-ci implique en effet immédiatement que tout
faisceau inversible L muni d'une métrique continue et Wl-réguliére est la limite uniforme et
au sens W! d'une famille de faisceaux inversibles métrisés (L)), telle que I'inégalité

timnf <2 x(Ta, N) > @ ()
soit vérifiée. La convergence uniforme implique la convergence du membre de gauche vers
limNinf %X(Z, N)
tandis que la convergence au sens W' implique celle du membre de droite vers
a(l)y?
en vertu du lemme 4.2.11. O

Le résultat précédent permet, via le théoréme de Minkowski, d’exhiber des sections glo-
bales de puissances de L de norme majorée en fonction de ¢;(L)2. Précisément, il implique
I'existence, pour tout € > 0, d’un entier naturel N > 0 et d'une section globale non nulle s,
de L&Y telle que, pour tout point fermé x € X — |div(s.)],

¢ (L)?
| Jogllsell O = > 108 lIscllo dprs ) < N(@) : Q) te).

veM(Q) 2deg; X

On en déduit qu’il existe un ouvert dense U, C X tel que
1 a(L)?
e O
[(x) : Q] 2deg X
pour tout point fermé x € Us,.
Cette inégalité intervient dans 1’étude de problémes d’équidistribution, pour laquelle nous
renvoyons aux articles [2]| et |[12]; on trouvera en particulier dans ce dernier la preuve du

théoréme suivant. Rappelons qu'une suite (z,) de points fermés de X est dite générique si
tout fermé de X de dimension 0 ne contient qu’au plus un nombre fini de termes de la suite.
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THEOREME 4.3.7. — Soit L un faisceau inversible ample sur X muni d’une métrique conti-
nue et W'-régulicre ||.||. Etant donnée une suite générique () de points fermés de X telle
que la suite

1

(Feraree)

converge vers

a(Ly?

2degp (X)’

la suite de mesures de probabilité (mépr;([%})) converge fatblement vers la mesure de

probabilité
C1 (L)U
deg(X)
sur X,, pour toute place v de Q.

Suivant une idée de P. Autissier, A. Chambert-Loir montre dans [12] comment obtenir
des minorations de hauteurs dans des situations ou le théoréme précédent est en défaut. Le
théoréme suivant fournit un résultat général dans cette optique et redémontre le théoréme

4.3.7.

Etant donnée une place v de Q, rappelons tout d’abord qu’une mesure p sur X, est dite
d’énergie finie si elle appartient au sous-espace Al(X,) + dd“W!(X,) de D'(X,) (voir la
section 3.5). Les mesures d’énergie finie forment un espace vectoriel réel £(X,) et 'on note
E(Xy)o le sous-espace des mesures de masse nulle. Le choix d’une structure hilbertienne sur
W1(X,) munit £(X,) d'un produit scalaire dont la forme quadratique associée est une énergie
sur cet espace; tous ces produits scalaires coincident toutefois sur £(X,)g avec la forme de
Dirichlet {.,.)p, laquelle s’exprime sur le sous-espace dd°A%(X,) de £(X,)o par la formule :

(@&, ddo)p =~ [ ¢ ddow = (o, 0ho.
On note E(u) = (u, u)p I'énergie d’'une mesure p € £(X,)p et on convient de poser E(u) =
~+00 si la mesure p n’est pas d’énergie finie.

THEOREME 4.3.8. — Soit L un faisceau inversible ample sur X, muni d’une métrique
continue et W'-régulicre ||.||. Etant donnée une suite générique (x,) de points fermés de
X telle que la suite de mesures de probabilité (mépr;([%})) converge faiblement vers une
mesure probabilité p sur X,,

i ey s a@? 1 - _al,
tim it ey )2 ) 2 g, (%) T 3" gL<X>E<“ degL<X>>‘

Démonstration. Soient ¢ une fonction lisse sur X, et L(p) le faisceau inversible L muni de
la métrique ||.|[e”% (continue et Wl-réguliére). La suite (z,,) étant générique,
o 1 a(L(p)?®)
liminf ———=h7 _\(xn) > — %
W ) @0 ) = Bdeg, (X)
en vertu de la discussion suivant le théoréme 4.3.6. On a d’autre part

a@p)? @) | _ .
2deg, (X) ~ 2deg(X) | 2deg, (X) (2/ palllet /X v dd 9")
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et
1 1

W) =) 2 ) = iy g e ) ¥ / P o) @

I'inégalité initiale s’écrit donc également sous la forme

- 1
hmnlnf mhf(fxn)
¢ (L)? 1

= 2deg; (X) + 2deg; (X) (2/v ¢ (c1(L)y — deg (X)) — (, <P>D>.

La conclusion découle maintenant de la proposition 3.5.9, énoncée pour une place non
archimédienne mais valable telle quelle pour la place archimédienne. O

La mesure de probabilité (deg; (X)) 'c1 (L), étant d’énergie finie (en toute place v de Q)
en vertu de la Wl-régularité de la métrique sur L, une mesure de probabilité p sur X, est
d’énergie finie si et seulement si tel est le cas pour la mesure de masse nulle

_ Cl(L)v
degy,(X)
COROLLAIRE 4.3.9. Soient L un faisceau inversible ample sur X muni d’une métrique
continue et W'-régulicre et (x,,) une suite générique de points fermés de X ; si
1
sup ————h+(x,) < 400
P e @ T < e

toutes les valeurs d’adhérence de la suite de mesures de probabilité

<mw>

sur Xy, v € M(Q), sont des mesures d’énergie finie.

4.3.4. Capacités arithmétiques.

Nous considérons maintenant le cas de métriques sous-harmoniques et levons ’hypothése
de continuité dans le théoréme 4.3.5.

PROPOSITION 4.3.10. Pour tout faisceau inversible métrisé L = (L,||.||) tel que L soit
ample et la métrique ||.|| soit sous-harmonique et W'-régquliére,

. 2 = =2
hmj\?up mX(L,N) <a(L).

Démonstration. Le théoréme 4.2.13 fournit une famille croissante (||.||a)aca de métriques

sous-harmoniques continues qui converge, ponctuellement et au sens W1, vers ||.||. Posant
Lo = (L, [].||a),
7 A(B(L,N))
L,N) =
X(L,N) AHO(X, L&N) @g A/HO(X, LoN))
A(B(Le, N)) W)

< =
S MK, I5V) @g AJHO(X, L8V - X
pour tout entier naturel N et tout a € A, donc

2 2 _
limsup — x(Z, N) < limsup — x (Lo, N) = ¢1(Ly,)?
sup (L N) < lisup 2 (o N) = 1 (T)
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pour tout o € A par application du théoréme 4.4.1. La conclusion s’obtient en invoquant la
convergence des ¢1(Ly)? vers ¢1(L)? (lemme 4.2.11). O

Un compact adélique dans une courbe algébrique X propre et lisse sur Q est la donnée
d'une famille F = (E,),em(g) de compacts non vides E, C X, qui satisfait a la condition
suivante :

il existe un ouvert non vide U de Spec(Z) et une courbe propre X sur U de fibre générique
X tels que, pour toute place v de Q correspondant a un point fermé de U, 0E, C So(X,).

Un compact adélique est dit non polaire si, pour toute place v € M(Q), le compact E, de
X, est non polaire.

Pour tout compact adélique non polaire F¥ dans X et tout diviseur effectif et ample D sur X
disjoint de E, la métrique capacitaire sur le faisceau inversible Ox (D) est la métrique (||.||g)
telle que, pour toute place v de Q, la fonction —log ||1p||g,, soit le potentiel d’équilibre de
pr; D dans Q, = X, — E, — c’est-a-dire la fonction sous-harmonique sur €2, quasi-nulle sur
E,, harmonique sur Q, — |pr} D] et telle que, pour toute équation f de pr}D sur un voisinage
V de |pr}D| dans Q,, —log ||1p||gv +1og|f|, se prolonge en une fonction harmonique sur V.

Cette métrique est sous-harmonique et bornée; les hypothéses sur le compact adélique E
garantissent qu’elle est W'-réguliére.

Les métriques capacitaires sont naturellement majorées par des métriques sous-harmoniques
continues obtenues en agrandissant le compact E. Ceci permet d’obtenir 'inégalité réciproque
dans la proposition 4.3.10. L’énoncé suivant généralise le théoréme principal de article [27].

THEOREME 4.3.11. Soient X une courbe algébrique propre et lisse sur Q, D un diviseur
effectif et ample sur X et E un compact adélique non polaire dans X, disjoint de D. Le faisceau
inversible Ox (D) étant muni de la métrique capacitaire ||.||g,

2

X((Ox (D), |[115), N) = & (Ox(D), [ 1) - + o(N?).

Démonstration. Vu la proposition 4.3.10, il suffit de prouver I'inégalité
o 2 ~
lim inf <5 X ((Ox (D)), |]), N) = & (Ox (D), [|.||p)*.

Le compact adélique est l'intersection d’une suite décroissante (E,) de compacts adéliques
(disjoints de D) tels que la métrique sous-harmonique ||.||g, soit continue : c’est en effet le
cas pour chaque place v de Q, le compact E, étant I'intersection d’une suite décroissante de
domaines Q,-analytiques compacts, et il n’y a qu'un ensemble fini de places v € M(Q) telles
que ||.||g,» ne soit pas continue.

Considérons une telle suite (£,). Pour toute place v € M(Q), la fonction —log||1p||z, .,
s’annule identiquement sur F, ,, donc sur E, ; il découle donc du principe du maximum que
la fonction —log||1pl||g, + log|[1p||E,,, est positive et la métrique ||.||g, majore ainsi la
meétrique ||.||g. On en déduit Pinégalité

X((Ox (D), |I1E.), N)) < x((Ox(D),|-llr), N)
pour tout entier naturel N, puis
c e 2 C e 2
liminf = x((Ox(D), | ]15,), N)) < liminf —x((Ox(D), |15, N)
et, appliquant le théoréme 4.3.5,

a(0x(D),[|/g,)?* < limNinf%X((Ox(D)a =), V)
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La conclusion s’obtient en utilisant la convergence de la suite (¢1(Ox(D),||.||,)?) vers
c1(Ox (D), ||.]|g)?, laquelle fait 'objet du lemme suivant. O
LEMME 4.3.12. Les notations étant celles de la démonstration qui précéde, la suite

(El(OX(D), ||||En)2) converge vers ¢1(Ox (D), ||||E)2

Démonstration. La fonction —log||1p||g est la régularisée semi-continue supérieurement
de 'enveloppe supérieure g de la suite croissante (—log ||1p||g,) et, pour toute place v de Q,
I'ensemble {g, < —log||1p||g} est une partie polaire de X, contenue dans E, (théoréme
3.6.15 pour v non archimédienne, théoréme 3.1 de [11| pour v = o0). C’est I'ensemble vide
pour presque toute place v vu la définition des compacts adéliques.

Etant donnée une fonction méromorphe réguliére f sur X telle que le support du diviseur
de la section méromorphe f1p de Ox (D) soit disjoint de | D],

a(0x(D), |lle,)? = /X(—loglllellEn)*(—loglllDllEn)

/(—1og||f1D||En> 6D+/ (—log [|1pl.) c1(Ox (D), |I].)
X X
- / (—log If1pll5.) 6p

X

pour tout n car —log||1pl||g, s’annule identiquement sur E,. D’un autre coté, la mesure
c1(Ox(D),||-||g) est d’énergie finie en vertu de la non polarité de E'; elle ne charge par
conséquent aucune partie polaire de E (théoréme 3.5.11) pour une place non archimédienne,
théoréeme A.3.1 de l’article [11] pour la place archimédienne). Il en découle les égalités

a(O0x(D),|le)* = /X(—loglllellE)*(—10g||1D||E)

/(—1og||f1D||E> 6D+/ (—log [I1p]l) e (Ox (D), ]I.l1x)
X X
- / (—log I/ 1pll5) o

X

car la fonction —log ||1p||g est nulle, sur E, en dehors d'une partie polaire.

La conclusion est maintenant évidente : puisque —log ||1p||z est la limite ponctuelle des
—log||1p||g, au voisinage du support de D, la suite des

& (0x (D), |1s,)” = /X (—log I/ 1pl15,) 6p
Converge Vers

& (Ox (D). ||]5)? =/X<—1og\|1DHE> 5.
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5. ANNEXE : COMPARAISON AVEC D’AUTRES APPROCHES

5.1. Comparaison avec 'approche de R. Rumely

Le livre |26] présente une théorie du potentiel sur les courbes analytiques non archimé-
diennes, développée selon les lignes suivantes (voir [27]| pour un résumé).

Soit k un corps algébriquement clos et complet pour une valeur absolue non archimédienne
non triviale et considérons une courbe algébrique X, connexe, propre et lisse sur k. L’ensemble
X1 = X(k) des points de X a valeur dans k est muni d’une topologie naturelle raffinant la
topologie de Zariski : un systéme fondamental de voisinages d’un point € X7 est formé des
parties de la forme Uy N B, ou U est un voisinage affine de x dans X, vu comme un sous-schéma
fermé d’un espace affine A7, et B est une boule centrée en x dans I'espace (ultra)métrique
(A™(k),d), d étant la distance définie par

d(p,q) = Joax |T;(p) — Ti(q)|-

Soit X ’espace strictement k-analytique associé a la courbe algébrique X (au sens de
Berkovich) ; Xy est l’ensemble des points de type (1) de X® noté P(X) dans les pages qui
précedent et la topologie dont on vient de le munir est celle induite par la topologie de X ;

en particulier, les parties compactes E de X sont les parties compactes de X® contenues dans
X;.

Soient ¢ un point dans X; et ¢ un élément non nul de (Q}()V[C]

Une lemniscate polynomiale relative a ¢ (abrégée en « domaine PL¢ ») est une partie de X
de la forme {|f| <1}, f: X — P} étant une fonction méromorphe telle que f~({oo}) = {¢}.

La fonction de Green d'un domaine PLy V = {|f| < 1} est définie par :

L log[f| sur Xy -V
Gl ={ ] s
et ne dépend pas du choix de f.

Le sous-ensemble V' de X® est un domaine strictement k-affinoide et la fonction G(.,(; V)
est la restriction a Xy du potentiel d’équilibre g¢c v de ¢ dans X —V (8.6.15).

La capacité ¢ (V) d’'un domaine PL¢ est le nombre réel strictement positif défini par la
formule

G(,GV) +log 2| = —loge(V) + o(1)
ou z est un parameétre local en ¢ normalisé de telle sorte que |(dz,t)| = 1.

Reprenant les notations de 3.6.2,

e (V) = [IE][v-

Etant donné un sous-ensemble quelconque E C X; — {¢}, on définit alors :
la capacité extérieure de E et sa fonction de Green (relative a ) par les formules

’Yc,t(E) = il‘}f’Yc,t(V),
G(,GE)= St&pG(-,C;V),

V' parcourant I’ensemble des domaines PL¢ contenant £';
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— la capacité intérieure de E
ot K

K parcourant les domaines PL; contenus dans F.

Une partie E de X7 — {C} est algébriqguement capacitable (relativement a () si

Une observation s’impose a ce stade. Les domaines PL¢ sont la trace sur X; de domaines
strictement k-affinoides de X®. S’il est clair que tous les domaines strictement k-affinoides
V C X® ne sont pas de la forme {|f| < 1}, f étant une fonction méromorphe réguliere sur X
dont les pdles sont concentrés en (, ceux-ci ne constituent méme pas en général un systéme
fondamental de voisinages des points de Xj.

Par exemple : étant donnée une courbe elliptique £/ et un point 7 € &,(k), Uouvert r—1(Z)
de &, ne contient aucun domaine PL, — e étant I'élément neutre du groupe £(k) —si T n’est pas
un élément de torsion dans le groupe 5(7::) (c’est une obstruction analogue a celle rencontrée
au paragraphe 2.3.4).

Toutefois, en se restreignant a un corps k qui est la complétion d’une cléture algébrique d'un
corps non archimédien localement compact (en clair, la complétion d’une cloture algébrique
de Qp ou Fy((T))), on peut montrer le résultat suivant (par exemple a partir du « Jacobian
construction principle » de [26]).

LEMME 5.1.1. — Soit Y un domaine strictement k-affinoide dans C X* — {(} et soit  la
composante connexe de ( dans X* —Y ; il existe une fonction méromorphe réguliére f sur X
telle que

Xe—Q={|f] <1},

On en déduit aisément les faits suivants :
les domaines PL; forment un systéme fondamental de voisinages de chaque point de X ;
X1 — {(} est la réunion d’une famille (suite) croissante de domaines PL;.

Nous supposons maintenant que le corps k est la complétion de la cloture algébrique d’un
corps non archimédien localement compact.

Rappelons que nous avons introduit une capacité (au sens de Choquet)
Cap;, : P(X* — {(}) — Rxo U {+o0}
& la fin du paragraphe 3.6.2 (théoreme 3.6.20), ot P(X* —{(}) désigne 'ensemble des parties
de X% — {(}. La capacité intérieure Capg , associée a Cap , est définie par la formule :
Cap27t(E) = sup {Cap,,(K) ; K C E, K compact }.

THEOREME 5.1.2.

(i) Soient Y C X* — {(} un domaine strictement k-affinoide et Q la composante conneze
de ¢ dans X*—{C};Y' = X —Q est un domaine strictement k-affinoide, V = X1 N (X — Q)
est un domaine PL¢ et

Capg,t(y) = Capg,t(yl) = '74715(‘/)'
(i) Quel que soit le sous-ensemble E C X1 — {(},

lc,t(E) = Ca’pz,t(E)
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(#31) Quel que soit le sous-ensemble E de X1 — {(},
Ve (E) = Cape4(E),
ot E est l'adhérence de E dans X® — {C}.
En particulier, une partie E de Xy — {(} est algébriquement capacitable si et seulement si
Capé,t(E) = Capgt(F).

Démonstration.
(i) 11 suffit de démontrer 1’égalité

Capc,t(Y) = Capgt(Y/).
L’inégalité
Cap47t(Y) < Capw(Y')

découle trivialement de la croissance de Cap,, puisque Y C Y’ on obtient I'inégalité réci-
proque en observant que les potentiels d’équilibre de ¢ dans X%—Y et XY’ = Q coincident.

(ii) Soit K € X7 — {¢} un compact ; I'inégalité
Y¢(K) = Cap ,(K)

découle trivialement de la croissance de Capg ; :
¢, (K) = inf ¢ (V) = inf Cape (V) 2 Cape 4(K).

Puisque K est un compact de X%, c’est 'intersection d’une suite décroissante de domaines
strictement k-affinoides Y,, C X% et

Cap ,(K) = i%f Cape (Yn)

proposition 3.6.5) ; notant V,, le domaine PL. associé & V,, au point (i), on a donc
¢

Cape,(K) = inf ¢, (V) = 7¢.4(K).

(iii) Soit E une partie de X7 — {¢}. Si ¢ appartient a E, les deux membres de 1'égalité sont
égaux & +oo; on peut donc supposer que E est un compact de X% — {(}.

Soit Y C X — {(} un domaine strictement k-affinoide tel que V' =Y N X soit un domaine
PL¢ contenant E; Y étant I'adhérence de V' dans X*, EcCY,

Capc,t(E) < Capgt(Y) =t (V)

et donc

Capg 4(E) < v (E).
L’inégalité réciproque découle de ce que la capacité du compact E de X —{(} est la borne infé-
rieure des capacités Capgt(Y), Y parcourant I’ensemble des domaines strictement k-affinoides

contenant F ; étant donné un tel Y, le complémentaire Y/ de la composante connexe de ¢ dans
X% —Y est un domaine strictement k-affinoide de X® tel que Y’ N X soit un domaine PL¢
contenant F et

Cape4(Y) = Cap 1 (Y') = ¢, (Y N X1) > yc o (E).
O

Remarque 5.1.3. — On peut reprendre certains points du chapitre 4.3 de [26] a la lumiére
du point (iii) du théoréme précédent.
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— Le principe 4.3.5 traduit une propriété topologique des courbes strictement k-
analytiques : quelle que soit la S-courbe X, I'adhérence dans X, d'une partie E
rencontrant une infinité d’ouverts r~!(Z), ¥ parcourant I’ensemble des points fermés de
X, contient au moins un point de So(&’). On a alors

C E) > in C .
ap(,t( )_xéélél(ﬂx) apgt({x})

Le principe 4.3.6 exprime simplement que les ouverts r~(Z) sont les composantes
connexes de X — So(X).

— Le théoreme 4.3.3, selon lequel les lemniscates rationnelles (= intersections finies de
domaines PL¢, ¢ variant dans X ) sont algébriquement capacitables, est un cas particulier
de la proposition 3.6.29 puisque ce sont 'intersection de X; avec des domaines strictement
k-affioides de X®. Le théoréeme 4.3.13, selon lequel les réunions et intersections finies de
compacts de X et de lemniscates rationnelles (= intersections finies de domaines PL¢, ¢
variant dans X7) sont algébriquement capacitables, s’en déduit immédiatement puisque

Cap} (KU (V N X1)) = Cap (KU V) = Cap; ,(KUV).

Etant donnés d'un point ¢ € X; et d'un élément non nul ¢ dans (Qk)v[d, R. Rumely
introduit dans [26] une fonction symétrique et continue
[., ‘]C : X1 X X1 — RZO ) {+OO},

appelée « distance canonique », qu’il utilise pour associer un potentiel u,(.,() a toute mesure
positive v supportée par un compact £ C X7 — {(} :

uy (2, ) = /E (~ loglz,y].) dv(y)

(x € X1 —{C}). On peut trouver plusieurs constructions et caractérisations axiomatiques de
cette fonction dans [26], entre autres celle-ci ([26], Theorem 2.1.1).

THEOREME 5.1.4. La fonction [.,.]¢ sur X1 x Xy vérifie les propriétés suivantes, qui la
caractérisent uniquement.
Elle est continue.
Quelle que soit la fonction méromorphe réquliére f sur X, il existe un nombre réel C(f)
tel que

dy
fl=c) II et
zeX1—{¢}
Quels que soient le point x € Xy — {C} et le paramétre local z au voisinage de ¢ tel que
(dz(¢),t) =1, ) )
[z, 2l = 27" +o(l2[ )
au voisinage de C.
En vertu de la densité de X; dans 'espace topologique | X%|, il existe au plus une fonction
continue
ge | X x| X = RU{£oo}
dont la restriction & X7 x X coincide avec —log[.,.]¢; expliquons briévement comment le
définir.
Etant donné un point 2 dans X¢, tout courant 7' de degré 0 sur X¢, solution de I’équation

dd°T = 6, — &,
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admet un unique prolongement continu | X — R U {£oo} et I'ensemble des ces fonctions est
un espace affine sous R ; on note g, la solution continue de cette équation telle que
gz = —log|z| + o(1)

au voisinage de ¢, z étant une équation locale en ( telle que (dz((),t) = 1.
THEOREME 5.1.5. — La fonction

g+ | X X [X = RU{xo0}, (2,9) = g(y)
est symétrique, continue et induit —logl[.,.|¢ sur X; x X;.
Démonstration. Observons tout d’abord que si les deux premiéres assertions sont acquises,

la derniére est une conséquence immeédiate de la formule de Poincaré-Lelong (3.3.15).

Il y a plusieurs maniéres d’établir la symétrie et la continuité de g ; en voici une, prolongeant
les considérations du paragraphe 2.4 de [26]. Soient X un modéle simplement semi-stable
de X (il en existe puisque k est algébriquement clos), S(X) son squelette et 7 : X —

S(&X) Tapplication de rétraction; notons G la restriction de g au sous-espace fermé S x S
de | X“| x | X*| et observons qu’elle prend des valeurs finies puisque S est un sous-ensemble
de I(X%). Nous désignerons par €2, la composante connexe d'un point x dans X% — S(X) et
rappelons enfin que chaque composante connexe de I'ouvert X® — S(X) a un unique point
frontiére, appartenant a S(X'); toutes sont isomorphes au disque ouvert D(0, 1).

Soit & un point dans S(X). La fonction g, étant, par construction, harmonique sur X¢ —
{¢,z}, elle est constante sur chaque composante connexe de X — S(X) disjointe de (; la
fonction g, — G(x,7(.) est par conséquent identiquement nulle sur le complémentaire de € et
coincide donc avec le potentiel d’équilibre g; g(x) de ¢ dans X — S(X) -

9r = G(z,7(.) + 9g¢ 5(x)-
Considérons maintenant un point z € X* — ({¢} U S(X)); la fonction g.(,) — ge, vérifiant
I’équation
dd(gr(z) — 9z) = O7(z) — Oz,
différe du potentiel d’équilibre g, g(x) de @ dans S(X) d’une constante. Etant donné la nor-
malisation de g, et g, au voisinage de ¢, g,(,) — g(z) s’annule au point ¢; on a donc

Ir(z) — 9z = Gz,5(x) — 9z,5(x)(C)-
Observons maintenant que, pour tous points z,y € X% — S(X),

Ia,5(x0)(Y) = Gy s(2)(T) 5

les deux termes sont égaux & +oo si x = y et

9e,5(x)(Y) = /X 9e,5(x) dd°gy s(x) = /X 9y,s(x) 4Gz s(x) = 9y,5(x)(Y)
si x # y. En particulier,
9z,5(2)(C) = 9¢.5(x) ().
En convenant de prolonger la définition des potentiels d’équilibre en posant g, gx) = 0 si
x € S(X), nous pouvons résumer I'analyse précédente en la formule :
9(z,y) = G(1(x), 7(y)) + 9¢,5x)(C) + 9¢,52)(Y) — g5y (,9),
ou 'on a posé
Is(x) (T Y) = Gu.520)(Y) = gy, 502 (2)-



174

La fonction symétrique ggyy : |X?| x [X¢] — R U {+oo} est continue : en effet, elle
g’annule identiquement sur S(X) x | X%|U|X| x S(X) et chaque composante connexe € x
de | X% —S(X)|x : | X*—S(X)| si Q et Q' sont des composantes distinctes de | X*| — S(X); il
reste a vérifier qu’elle est continue sur (2xQ, ce qui est immédiat : étant donné un isomorphisme
j 0 — D(0,1), la restriction de gg(xy & Q x Q est la fonction (j x j)*(—log|T1 — Tpl).

Etant donnés deux points x,y € S(X), la fonction g, — g, est harmonique sur X — {z,y}
et donc constante sur chaque composante connexe de X% —S(X); on a donc (g, —gy)(7(¢)) =
(92 — 9y)(¢) = 0 en vertu de la normalisation au voisinage de (, soit encore

Gz, 7(¢)) = Gy, 7(C))-

Nous venons de réduire le théoréme au lemme suivant, ce qui en achéve la démonstration.
O

LEMME 5.1.6. — Quels que soient le polyédre entier connexe S, le point ( € S et le nombre
réel C, la fonction G sur S x S telle que, pour tout point x € S(X),

dd°G(z,.) = 6, — b
G(.’L‘, C) =C,

est symétrique et continue.

Démonstration. C’est bien connu; voir par exemple [13] ou [32] (Theorem a.7 et (3.1)). O

La formulation de la géométrie d’Arakelov des courbes développée au chapitre 4 s’inspire des
idées introduites par R. Rumely dans [28], article dans lequel se trouve déja une présentation
unifiant la théorie d’Arakelov classique et la théorie des capacités arithmétiques. Les fonctions
de Green lisses y sont définies & partir des graphes de réduction de modéles entiers « bien
ajustés », graphes métrisés essentiellement équivalents aux squelettes des courbes simplement
semi-stables.

Rappelons tout d’abord briévement ce que sont les modéles bien ajustés et les graphes de
réduction de |28|. Soient X une courbe algébrique propre et lisse sur Q, et K une extension
finie de Q,, d’anneau des entiers O ; un modele entier X' /Og de X ®q, K est dit bien ajusté
s'il satisfait aux conditions suivantes :

(i) X est un schéma régulier;

(ii) la courbe X' /O est simplement semi-stable ;

(iii) les composantes irréductibles de la fibre spéciale X sont géométriquement connexes et
ses points singuliers sont rationnels ;

(iv) deux composantes irréductibles distinctes de X5 ont au plus un point d’intersection.

Il existe toujours une extension finie K de @@, sur laquelle X admet un modeéle entier bien
ajusté. Si, d’autre part, X'/Og est un modele bien ajusté de X ®g, K et L est une extension
finie de K, d’'indice de ramification e(L/K), on obtient un modéle bien ajusté de X ®q, L
par I’éclatement d'un Idéal convenable sur X ®p, Op, ayant pour effet de remplacer chaque
point singulier par une chaine de e — 1 copies de ]P’IE.

Etant donnés une extension finie X de Q, et un modele bien ajusté X' /O de X ®q, K, le
graphe de réduction R(X) est le graphe dual de la fibre spéciale X, linéairement métrisé de
telle sorte que chaque aréte soit de longueur 1/e(K/Q,).

Considérant toujours un modele bien ajusté X/Of, le squelette S(X) de la Spf(Ok)-
courbe simplement semi-stable obtenue en complétant X le long de sa fibre spéciale a le
méme polyedre sous-jacent que R(X). La structure entiére naturelle sur S(X) détermine de
maniére évidente une autre structure métrique linéaire, caractérisée comme suit : une aréte,
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correspondant & un point singulier Z, a pour groupe structural
(R® Zty @ t2)/Z(t1 + t2 + log]al),

ot a est un élément de Ok tel que la fibre spéciale Xy admette une équation de la forme
r12x2 — a = 0 au voisinage de T, x1, T2 étant des paramétres locaux en ce point ; la régularité
de X implique que a soit un générateur de I'idéal maximal de Ok et cette aréte est de longueur

log [dl L,
—log |a| = ———=—log p.
e(K/Qp)

Lorsqu’on est convenu d’orienter les graphes métrisés R(X) et S(X) de telle sorte qu’en
chaque point les arétes soient « sortantes », on dispose de laplaciens AR et Ag, définis sur
I'espace des fonctions réelles continues et affines par morceaux A°(S(X)) et a valeurs dans
I'espace de mesures A'(S(X)). La premiére égalité de la formule

dd® = Ag = (logp) ' A,

ou dd est 'opérateur défini au chapitre 1, relativement au poids trivial sur S(X’), découle
immédiatement des définitions et de la rationnalité des points singuliers de X’ (condition (iii)) ;
la seconde est évidente.

Une fonction réelle ¢ sur X" est lisse au sens du chapitre 2 si et seulement s’il existe une
extension finie K de Qp, un modeéle bien ajusté X' /O de X ®q, K et une fonction réelle
continue et affine par morceaux ® sur S(X) telle que

pR1=>PoTy.

On trouve dans |28] une notion de fonction lisse essentiellement équivalente a celle introduite
au chapitre 2 : notant C,, la complétion d’une cloture algebrique Qf de Qj, une fonction réelle
@ sur X (C,) est lisse au sens de Rumely s'il existe une extension finie K de Q,, un modele
bien ajusté X' /O de X ®g, K et une fonction continue affine par morceaux sur S(X) tels
que le diagramme

X(Cyp)

N
X" ©g K — =R

@OTX

soit commutatif, ot 7x est la rétraction de X" ®g, K sur S(X) et X(Cp) — X" ®q, K est
I'application canonique. On constate ainsi que l'opération de restriction au sous-ensemble

xon — X(Cp)Gal(QZ/Qp)

des points de type (1) de X induit un isomorphisme de I'espace vectoriel A?(X") des
fonctions lisses sur X", au sens du chapitre 2, sur I'espace des fonctions lisses Gal(Qg/Qp)-
invariantes au sens de [28]. Le laplacien AR est utilisé dans [28] pour définir un opérateur
ddg (noté dd® dans |28|) sur Iespace des fonctions lisses. La comparaison avec I'opérateur
dd® (a travers 'isomorphisme précédent) est contenue dans la formule suivante :

dd® = (logp)~tdd§.

Soit D un diviseur sur X ; les fonctions de Green lisses associées & D dans 'article 28]
sont les fonctions réelles
g (X - |D])(Cp) = R
obtenues par restriction des fonctions (log p)~lg, g étant une fonction de Green lisse pour D
au sens du chapitre 4. La différence de normalisation est compensée, dans 28], par le facteur
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log p apparaissant dans la définition de l'accouplement d’intersection, lequel coincide avec
I'accouplement défini avant la proposition 4.1.4.

5.2. Comparaison avec ’approche de R. Rumely et M. Baker

Dans Darticle [29], R. Rumely et M. Baker développent la théorie du potentiel sur P} =
A,lg U {oc} en introduisant un noyau, dit « noyau de Hsia », leur permettant d’associer un
potentiel & toute mesure; c’est le prolongement naturel du point de vue adopté dans [26].

Le noyau de Hsia do, peut étre caractérisé comme 'unique fonction continue

[Pk| x [PL| — Rxo U {oc}
prolongeant la fonction
Al(k) x A'(k) = Rxo, (z,y) — |z —y|

(k est algébriquement clos). Ce prolongement est construit dans [29] & partir de familles de
disques emboités.

L’application ds apparait comme un cas particulier des considérations du paragraphe pré-
cédent : notant en effet g la fonction continue

IPy| x [Pg] — RU {£o0}

associée par le théoréme 5.1.5 au point co € P1(k) et a 1'élément oo* 6T6*1 de (Q%La)v[oo] (T
1 k

est la coordonnée sur Al = Spec(k[T1])),
0o =€ 9

car g induit — log |z — y| sur Al(k) x Al(k).

5.3. Comparaison avec ’approche de E. Kani

Etant donné un corps complet pour une valuation discréte k et une Spf(k°)-courbe X
(génériquement lisse) dont le schéma sous-jacent est normal, E. Kani explique dans 'article
|18] comment interpréter la théorie de l'intersection sur X en termes « potentialistes » et
en déduit une formulation rigide-analytique (au sens de Tate) des résultats de [26] pour les
sous-ensembles de X (k%) qui sont des domaines (strictement) affinoides (capacités, fonction
de Green) ou, de maniére équialente, pour les mesures sur X (k%) induites, via le plongement
X (k%) < X9 par les éléments de A'(X?) - c’est-a-dire, essentiellement, les mesures de Dirac
J, associées aux points de I(X) (ce sont les « mesures admissibles » de [18]).

Les « théories du potentiel » sur X (k%) que Kani considére sont les objets d’algébre li-
néaire que les fonctions harmoniques définissent lorsqu’on les restreints a des squelettes. 11 est
d’ailleurs explicitement noté dans [18] que le théoréme de réduction semi-stable de Bosch et
Liitkebohmert ([9]) permet d’étendre la construction des « théories du potentiel local » au cas
d’un corps de base non archimédien quelconque (cf. p.517).

Nous avons utilisé ’équivalence entre la théorie de l'intersection sur X et la théorie du
potentiel sur &; — So(X) (potentiels et mesures d’équilibre), sans I'expliciter complétement,
dans la discussion des diviseurs d’Arakelov lisses et de leurs produit au chapitre 4.
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5.4. Comparaison avec ’approche de C. Favre et M. Jonsson

C. Favre et M. Jonsson étudient dans [16] les valuations de rang un sur un anneau local
régulier complet R, d’égale caractéristique, a corps résiduel algébriquement clos k et de di-
mension 2. Ecrivant R sous la forme k[[x,y]], ils introduisent pour ce faire 'ensemble V des
valuations v : R — R U {oo} telles que min(v(z),v(y)) = 1 et le munissent d’une structure
naturelle d’ « arbre réel paramétré » (« arbre des valuations »). Cet espace posséde également
une topologie 7y plus grossiére que sa topologie d’arbre, appelée « topologie faible » dans [16],
pour laquelle il est localement compact ; les auteurs montrent que la théorie de la mesure sur
(V,7p) est un outil d’analyse puissant des idéaux de R (ainsi que des germes de fonctions
sous-harmoniques sur (C2,0) lorsque k = C).

Etant donné un arbre réel paramétré 7', muni de sa topologie faible, Favre et Jonsson étu-
dient systématiquement les mesures boréliennes complexes sur T, s'inspirant pour ce faire de
la correspondance classique, sur R, entre mesures positives et fonctions convexes croissantes.
Nous renoncgons a donner des définitions précises, renvoyant pour cela a [16], et nous conten-
terons de dire qu’ils introduisent un espace P de fonctions complexes sur (une partie de) T'
ainsi qu’'un laplacien A : P — M, M désignant I’espace des mesures boréliennes complexes
sur 7. Il convient d’observer que A est défini comme l'inverse d’un isomorphisme naturel — et
explicite — M — P, dont la construction fait intervenir des fonctions de répartition pour les
éléments de M.

Précisons enfin que les mesures boréliennes coincident avec les mesures de Radon sur l'es-
pace topologique localement compact (T, 7p).

Les considérations du chapitre 3 montrent que les mesures sur un arbre réel s’étudient trés
naturellement dans le cadre d'une théorie des distributions. Vu le caractere élémentaire de la
construction, les indications qui suivent devraient suffir. Nous considérons ici un arbre réel
paramétré (complet) T' et I'on désigne par 70 le complémentaire de ses points extrémaux.

Une fonction (complexe) ¢ sur T est lisse si elle est de la forme ® o7, onl 7 est la rétraction
de T sur un sous-arbre fini T’ de T et ® est une fonction (continue) affine par morceaux
sur T". Les fonctions lisses sont continues pour la topologie faible de T' (celle-ci est, en
fait, la topologie définie par les fonctions lisses) et forment un espace vectoriel A°(T)
dense dans celui des fonctions sur 7', muni de la topologie de la convergence uniforme (la
démonstration de la proposition 3.2.7 est valable dans ce contexte).

Notant A!(T) le sous-espace vectoriel de M engendré par les mesures de Dirac 6, x € T°,
on définit trivialement un opérateur linéaire dd°T : A°(X) — Al(X) a partir du laplacien
discret sur les arbres finis métrisés. Les métriques sont fournies par la paramétrisation
de T

— La formule de symétrie

wawzﬁwww

@, € AY(T), découle directement de la formule analogue sur un arbre fini métriseé.
— L’espace vectoriel DY(T') des fonctions sur T9 est naturellement le dual de A'(X); en
vertu de la formule précédent, on peut donc prolonger dd® 4 tout D°(T') comme opérateur
4 valeurs dans I'espace vectoriel DY(T) = A%(T)V.
— Le contenu du chapitre 3 se transcrit tel quel (en particulier les considérations sur 1’éner-
gie).
Remarque 5.4.1. — Lorsque T est un arbre fini, la théorie que 1’on vient de décrire coincide
bien entendu avec celle du paragraphe 1.2.5.
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L’espace vectoriel P des « potentiels complexes », défini dans [16] (7.6), est un sous-espace
de D°(T) = Hom(T?, C). La définition du laplacien

P—-M

donnée par Favre et Jonsson utilise un point ty € T° (racine), auquel elle fait jouer un role
particulier ; ceci n’est toutefois pas une restriction (voir le dernier paragraphe ci-dessous).
Ayant donc choisi £y, nous pouvons comparer les opérateurs dd® et A sur P.

PROPOSITION 5.4.2. Pour toute fonction g € P,
ddg = g(to) 6, — Ag.

Démonstration. Il existe un cone réel P+ dans P tel que

- toute fonction réelle g appartenant & P peut s’écrire comme la différence de deux éléments
de PT (décomposition de Jordan, Theorem 7.59),

- Papplication linéaire A : PT — M est continue lorsque PT est muni de la toplogie de la
convergence simple sur 79 M de celle de la convergence faible des mesures.

Le sous-ensemble A°(T) NP+ étant dense dans PT (c’est évident sur la description de P+
contenue dans la définition 7.55 de [16]), la preuve de la formule de I’énoncé est réduite au
cas de deux fonctions de A°(T); la formule de symétrie mentionnée précédemment conduit
finalement a établir I'identité

/ b ddp = p(to)(to) / e
T T

pour toutes fonctions ¢, € A%(T). C'est trés exactement le contenu des formules (7.20) et

(7.21) de [16]. a
Remarque 5.4.3. — Les définitions de Favre et Jonsson, spécialisées a ’arbre réel R, muni
de la parameétrisation o : R — [1,400], x +— 1+ |z| et de racine 0, ne redonnent pas le

laplacien usuel d?/dx? : PT est I'ensemble des fonctions réelles continues qui sont concaves
sur chaque composante connexe de R — {0} et A est la forme linéaire —d?/dx? + egdg sur P,
eo désignant I’évaluation au point 0; par exemple : A(1) = dp.

Les potentiels sont utilisés, dans [16], pour définir une application bilinéaire
MFEx MP = RooU {400}, (p, 1) — / gu dit,
T

ou g, désigne I'élement de PT tel que Ag, = p; la formule

/T gu dp’ = / Tg, Agw = gu(to)gu (to) — /T gu ddCg

montre que cette application bilinéaire est celle étudiée a la section 3.5.

Ainsi que C. Favre l'a expliqué a l'auteur, la théorie du potentiel élaborée dans [16] ne
dépend pas de facon essentielle du choix d’une racine et peut par ailleurs aisément se généra-
liser au cas d’un graphe réel métrisé G, c¢’est-a-dire un espace topologique connexe dans lequel
tout point posséde un voisinage ouvert U homéomorphe & un arbre réel métrisé (muni de la
topologie faible) et tel que OU = U — U soit un ensemble fini, les métriques coincidant sur
les intersections. Considérons tout d’abord un arbre réel métrisé (connexe) T'; le choix d'un
d’un point dans 79 permet de munir 7' d'une structure d’arbre paramétré. Il est possible de
définir un faisceau P sur T’ de la maniére suivante :

(i) un ouvert connexe U C T est dit distingué si OU est un sous-ensemble fini non vide de 79 ;
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(ii) les ouverts distingués et les inclusions définissent un site 7" muni d’un morphisme cano-
nique w : T — |T|, on |T| est le site défini par I'espace topologique T, puisque tout point de
T admet un systéme fondamental de voisinages constitué d’ouverts distingués ,
(iii) étant donnés un ouvert distingué U C T et un point u € U, (U,u) est un arbre para-
métré et on vérifie que I'espace vectoriel complexe des potentiels sur (U, u) est indépendant
du choix de u; on le note P(U);
(iv) on établit que la correspondance U +— P est un faisceau sur T et note P le faisceau m, P
sur |T;
(v) désignant maintenant par M le faisceau des mesures de Radon sur |T'|, le laplacien A est
le morphisme de faisceaux

P—-M
ainsi défini : pour tout ouvert distingué U C T et toute fonction g € P(U), A(g) est la
restriction & U de la mesure A(ﬁu)(g) sur U, u étant un point de OU et A(U,u) étant le

laplacien sur 'arbre réel paramétré (U, u) défini dans [16]; le choix du point u ne joue pas de
role.

Le cas d’un graphe réel métrisé se déduit de ce qui précéde par recollement.

Remarquons enfin explicitement que le théoréme de réduction semi-stable permet de munir
toute courbe analytique propre et lisse sur un corps non archimédien, non trivial et algébri-
quement clos, d’une structure de graphe réel métrisé (cf. [3], Chapter 4).
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