N

N
N

HAL

open science

Analyse spectrale de modeles neutroniques
Mohammed Sbihi

» To cite this version:

Mohammed Sbihi. Analyse spectrale de modéles neutroniques. Mathématiques [math]. Université de

Franche-Comté, 2005. Francais. NNT: . tel-00011072

HAL Id: tel-00011072
https://theses.hal.science/tel-00011072
Submitted on 21 Nov 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00011072
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre : 1091

Président du Jury
Directeur de Thése

Rapporteurs

Examinateur

Invitée

Année 2005

THESE

présentée a

L'U.FR. DES SCIENCES ET TECHNIQUES
DE LUNIVERSITE DE FRANCHE-COMTE

pour obtenir le

GRADE DE DOCTEUR DE LUNIVERSITE
DE FRANCHE-COMTE
Spécialité : Mathématiques et Applications

ANALYSE SPECTRALE
DE MODELES NEUTRONIQUES

par
Mohammed SBIHI

Soutenue le 30 septembre 2005 devant la commission d’Examen :

C. BARDOS Professeur Emérite, Université Paris 7

M. MOKHTAR-KHARROUBI  Professeur, Université de Franche-Comté

J. BANASIAK Professeur, University of Natal (Afrique du Sud)
F. GOLSE Professeur, Université Paris 7

K. LATRACH Professeur, Université Clermont-Ferrand 2

C. VILLANI Professeur, Ecole Normale Supérieure de Lyon

M. HARAGUS Prafesseur, Université de Franche-Comté






A mes parents






Merci!

Toute ma gratitude va & Monsieur Mustapha MOKHTAR-KHARROUBI pour la
confiance qu’il m’a faite en acceptant de diriger mes recherches et pour le sujet qu’il
m’a proposé. Ses judicieux conseils, tant sur le plan de la rigueur mathématique que
de la rédaction, ses critiques, ses encouragements et sa chaleur humaine m’ont été
d’une aide extrémement précieuse tout au long de ces trois années. Je le remercie trés
chaleureusement.

Je suis trés honoré que Messieurs Jacek BANASIAK, Frangois GOLSE et Khalid
LATRACH aient accepté d’étre rapporteurs de ma thése. Je les prie de trouver ici I'ex-
pression de ma plus grande reconnaissance pour l'intérét qu’ils ont porté & mon travail
et pour leur disponibilité. Je suis trés sensible & I’honneur que me fait Monsieur Claude
BARDOS en acceptant de présider ce Jury, et lui en suis profondément reconnaissant.
Je suis trés heureux que Monsieur Cédric VILLANTI ait accepté de faire partie du Jury, je
vaudrais I'assurer de ma plus profonde considération. Je suis également trés reconnais-
sant envers Madame Mariana HARAGUS d’avoir spontanément accepté de se joindre
au Jury et je la remercie de l'intérét qu’elle a porté & mon travail.

Au cours de ces trois années, j’ai bénéficié de trés bonnes conditions de travail au sein

du Laboratoire de Mathématiques de Besancon pour mener ce projet a bien. Un grand
merci & tous les membres du Labo avec une mention spéciale & Mesdames Nelly GIRE,
Odile HENRY, Catherine PAGANI, Catherine VUILLEMENQOT, et & Messieurs Julien
CHARPIN, Philippe PARIS, Jacques VERNEREY pour avoir toujours su répondre aux
questions les plus diverses.
Je remercie Bertrand LODS, avec qui j’ai effectué une collaboration parallélement &
cette thése, pour ses encouragements, ses conseils et l'intérét qu’il a toujours manifesté
a mes travaux. J'adresse également mes remerciements a Monsieur Farid AMMAR
KHODJA pour ses encouragements et son soutien tout au long de ces trois années.

Bien siir, en remontant le temps, je veux dire aussi ma reconnaissance envers tous
mes enseignants, en particulier Messieurs Mohamed MORSLI et Mohamed BOUKRA
dont j’ai beaucoup admiré les enseignements.

Je ne peux terminer ces lignes sans remercier mes amis et mes proches qui n’ont
jamais cessé de m’encourager. Mes proches, & qui je ne trouverai pas les mots pour leur
dire exactement tout ce que je leur dois. A chaque pas et a chaque détour du chemin ils
sont la, avec sollicitude et affection, avec la confiance en moi qui en manque parfois...
Merci a mes parents Ali et Djouher de m’avoir amené si loin, a mes soeurs Souhila, Dja-
mila et Samia et mes fréres Youcef et Hmidouche d’étre 1a et merci a toute ma famille
et ma belle famille du fond du coeur. Enfin, merci & toi, Karima, pour ton soutien et
ton amour. Dans les moments noirs, ol je me sais étre invivable, tu m’as réconforté.
Dans mes coléres, mes coups durs, tu m’as soutenu. Dans mes joies, mes bonheurs, tu
m’as accompagné. Merci pour tout et simplement, merci d’étre la.

Mohand






Notes au lecteur

e Les sections et les équations sont numérotées par deux chiffres, le premier
indique le chapitre et le deuxiéme indique la position dans le chapitre en question.

Exemple : Section 4.2 désigne la deuxiéme section du Chapitre 4.

e Les définitions, les théorémes, les sous-sections, les propositions, les corol-
laires, les lemmes, les remarques, les exemples, les questions sont numérotés sépa-
rément en utilisant 3 chiffres, le premier chiffre indique le chapitre, le deuxiéme
indique la section quant au troisiéme il désigne la position dans la section en
question.

Exemple : Théoréme 4.2.1 indique le premier théoréme dans la deuxiéme
section du Chapitre 4.

e On trouvera a la derniére page de cette thése un Index pouvant en faciliter
la lecture.
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Introduction Générale

La thése présentée ici a pour théme central la théorie spectrale de divers mo-
deéles neutroniques. Elle se compose de trois parties complémentaires. La premiére
partie concerne la théorie spectrale des modéles neutroniques classiques en do-
maines non bornés. La deuxiéme partie concerne une nouvelle approche (dite
résolvante) de la stabilité du spectre essentiel ou critique de semigroupes per-
turbés dans les espaces de Hilbert, puis son application aux équations cinétiques.
Enfin, la troisiéme partie concerne l’analyse spectrale d’'un modéle neutronique
introduit en 1974 par E.W. LARSEN ET P.F. ZWEIFEL [49] mettant en jeu des
opérateurs de collision plus complexes notamment partiellement élastiques.

Les équations de la neutronique décrivent 1’évolution temporelle des distribu-
tions des neutrons dans un milieu fissile ou pas. Elles sont naturellement linéaires.
En effet, la proportion des neutrons est infinitésimale par rapport aux atomes du
milieu dans lequel ils se propagent (de l'ordre de 107! [48]) de sorte que les
interactions neutron-neutron sont négligeables par rapport aux interactions des
neutrons avec le milieu ambiant dont les propriétés sont supposées indépendantes
de la population neutronique. Ces équations s’écrivent sous la forme

Iy

dp
E(.T,U,t) tuv- %($’U7t) + U(.T,U)QO(ZL’,U,t) - KQO(ZL',U,t) (01>

avec généralement un flux rentrant nul
or_- =0 (0.2)
et une distribution initiale
o(x,v,0) = o(z,v), (0.3)

ol (x,v) € Q x V, Q est un ouvert régulier de RY, V' C RY est 'ensemble des
vitesses admissibles et

' ={(z,v) € Q2 x V :v est rentrant en z € 90}.

La condition aux limites (0.2) signifie physiquement que tout neutron arrivant
en un point de 02 et venant de l'intérieur de €2 disparait et qu’aucun neutron



n’arrive de l'extérieur : ce sont les conditions aux limites dites absorbantes. La
fonction o (-, ) représente la fréquence de collision (appelée aussi section ef-
ficace d’absorption). L’opérateur K est un opérateur linéaire dit opérateur de
collision. Il rend compte aussi bien de la réflexion (= scattering) des neutrons
que de leur production (en présence de matériaux fissiles) par fission. Classique-
ment cet opérateur est donné par

Kop(z,v) = /k(z,v,v’)gp(m,v’)dn(v’), (0.4)

ou k(-,-,-) est appelé noyau de collision et V' est le support d’une mesure de
Radon positive sur RY non nécessairement finie notée ;. Dans le modéle continu,
V représente une couronne fermée {v € RY : a < |v] < b} (0 <a < b < o0)
munie de la mesure de Lebesgue volumique et dans le modéle multigroupe, V' est
une réunion finie de sphéres centrées en zéro, muni d’une mesure p combinaison
de mesures de Lebesgue surfaciques correspondant & ces sphéres (on notera que
le recours au modeéle multigroupe est dicté notamment par des considérations
numériques).

Pour les détails sur les considérations physiques de ces équations on pourra consul-
ter par exemple les ouvrages [14, 28, 109][25, Chapitre XXI, § 1].

Il est traditionnel de mettre le probléme d’évolution (0.1)-(0.3) sous la forme
d’un probléme de Cauchy abstrait dans LP(2 x V') (1 < p < 00)

de
— ()= (T"+ K)p(t t
{dtu (T+K)pt)  (t>0) 05)
¢(0) = ¢o,
ou T désigne opérateur d’absorption :
T = -2 oz, v)p(a,v)

de domaine D(T') = {p € LP(Qx V) : v-g—“; € LP(2xV), ¢r_ = 0} (pour le sens
précis de la définition de D(T') et la théorie des traces voir [11, 13, 22, 23, 102]) et
K est 'opérateur de collision. L’opérateur T" engendre un C-semigroupe explicite
dit semigroupe d’absorption

t
—/ o(x — sv,v)ds
0

Ut): LP(Qx V)2 pre (& —tv, V)X ft<r(zo)y € LP(QAX V)L,

o 7(x,v) = inf{s > 0: (z — sv) ¢ Q}. Physiquement, 7(z,v) est le temps mis
par un neutron, initialement en x € ) animé de la vitesse —v, pour atteindre

'Tci et dans toute la suite on fait la convention que toutes les fonctions sont prolongées, par
zéro, en dehors de leurs domaines.
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(pour la premiére fois) le bord 0€2. Comme dans la plupart des modéles physiques
l'opérateur de collision K est borné [18, 76|, 'opérateur de transport 7'+ K
engendre un Cyp-semigroupe (V' (t));>0, dit semigroupe de transport, qui résout
le probléme d’évolution (0.1)-(0.3). Ce semigroupe est donné par une série dite
de Dyson-Phillips

V(t) = Z Ui(t), (0.6)

ou
t

Uo(t) = U(t) et Uy (£) = /Uo(t _ $)KU,(s)ds, j > 0,¢ > 0,

Le but de ce travail est de contribuer a la compréhension spectrale du semi-
groupe (V(t)):>0 et de son générateur 7'+ K aussi bien pour le modele collisionel
classique (0.4) que pour le modéle plus complexe introduit par E.W. LARSEN ET
P.F. ZWEIFEL [49]. Ces propriétés sont importantes notamment pour comprendre
le comportement asymptotique (¢ — oo) des solutions du probléme d’évolution
précédent.

v' Dans la premiére partie de cette thése on fera le lien spectral entre V (¢) et
T + K lorsque le domaine €2 est non borné. En d’autres termes, il s’agira d’éta-
blir des théorémes d’applications spectrales. Ces problémes sont complétement
nouveaux et, contrairement a ce qui se faisait jusqu’ici, ne sont plus liés a des
questions de compacité.

v' Dans la deuxiéme partie, nous apportons une nouvelle approche (dite ré-
solvante, i.e. fournissant des critéres en termes des résolvantes) de 'étude de
la stabilité des spectres essentiel et critique des Cy-semigroupes perturbés dans
les espaces de Hilbert. Ensuite, nous montrons comment ces résultats d’analyse
fonctionnelle se traduisent dans le cadre de la neutronique aussi bien dans les
domaines bornés que dans les domaines non bornés.

v' Dans la troisiéme partie nous considérons le modéle neutronique de E.W.
LARSEN ET P.F. ZWEIFEL [49]. L’opérateur de collision comporte, en plus de
l'opérateur classique (0.4), un opérateur élastique, préservant I’énergie cinétique
lors de collisions et un opérateur inélastique faisant diminuer 1’énergie d’une quan-
tité fixée. Contrairement au modéle classique (0.4), 'opérateur élastique n’induit
pas de compacité en vitesses et rend 1’étude spectrale plus délicate.

Depuis le papier pionnier de J. LEHNER ET G.M. WING [55] dans les an-
nées cinquante, une abondante littérature a été consacrée a l'analyse spectrale
de l'opérateur de transport et du semigroupe associé. Celle-ci fiit entreprise sous
divers angles, portant, entre autres, sur la nature des conditions aux limites, la



nature du domaine des positions ou des vitesses et la nature de 'opérateur de
collision. Citons, sans prétendre a une quelconque exhaustivité, les contributions
de S. ALBERTONI ET B. MONTAGNINI 1], A. BELLENI-MORANTE [15], N. AN-
GELESCU et al [5], C. BARDOS ET M. CESSENAT [12|, M. BORYSIEWICZ ET J.
MIkA [18]|, G. GREINER [38], K. JORGENS [44], E.W. LARSEN ET P.F. ZWEI-
FEL [49], K. LATRACH [50, 51, 52, 53], B. LoDs [59], M. MOKHTAR-KHARROUBI
[67, 68, 70, 71|, B. MONTAGNINI [75], V. PROTOPOPESCU ET A. CORCIOVEI
[81], A. SunaDpoLC [92], P. TAKAC [93], S. UkAI [95], R. VAN-NORTON [96], L.
VIDAV [97, 98|, J. VOIGT [103, 104] et L. WEIS [107].

Initialement, le comportement asymptotique des solutions du probléme de
Cauchy (0.5) fut analysé suivant le schéma standard suivant |56, 64] :

1) Analyse du spectre de 7'+ K. Typiquement, dans les domaines bornés 2 et
pour des opérateurs de collision (0.4), une puissance [()\ ~-T) 'K ] ™ est compacte
et o(T + K) se compose du demi-plan (le spectre de T')

{\: ReX < —)\*}

(—A* est 'abscisse spectrale de T') et, au plus, de valeurs propres isolées {\;},; ,
(ReA; > —\*), de multiplicité algébrique finie, ou {\; : Re\; > a} est au plus
fini pour tout @ > —\*. [On notera qu’en neutronique, m = 1 dans les espaces
LP (1 < p < o0) |18, 65, 99|. Ce résultat de compacité s’obtient aussi par les
lemmes de moyenne [36, 35| [68, Chapter 4]. Par contre, dans L il est nécessaire
de recourir & des iterées|.

2) Déformer le contour d’intégration dans la formule de Dunford (cf. |79, Corol-
lary 7.5, p. 29|)
vy
Vit)oo = —— Tim | MOA—T — K)'godr (¢ > 0)
20T y—o0
v—iy
(ont v est assez grand), récupérer les résidus correspondant aux poles (i.e. les
valeurs propres de T + K) et obtenir une décomposition spectrale de V (t)pq
accompagnée d’une estimation explicite du terme transitoire lorsque la donnée
initiale pg € D((T+ K)?) obtenant ainsi le comportement asymptotique (cf. [67]).
L’inconvénient de cette approche est qu’elle impose la contrainte non naturelle
o € D((T + K)?) (voir [54, 91| et les références citées dans ces papiers pour les
récents développements dans cette direction).
C’est 1. VIDAV [98] qui, le premier, a mentionné que méme si l'ensemble

o(T+ K)Nn{\: ReA > —\"}
est réduit a des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie,

o(V(t) N {n:nl>e"}
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2

peut contenir du spectre continu en raison de l’absence”, en général, de théoréme

d’application spectrale pour 'application

A e,
Il a montré également que le comportement asymptotique de (V(¢)):;>o est lié a
I’analyse du spectre de celui-ci et que la compacité d’un certain reste de la série
de Dyson-Phillips (0.6)

Ralt) = 3 U;(1) (0.7)

constitue 1'outil adéquat pour exclure la présence éventuelle du spectre continu
et pour rétablir le théoréme d’application spectrale partielle

(V) N{n:|n|>e ™} =TI A et X > -\ (0.8)

Ce dernier implique un comportement asymptotique exponentiel du semigroupe
en norme d’opérateur. Les travaux de I. VIDAV ont par la suite été poursui-
vis et affinés par plusieurs auteurs F. ANDREU et al [4], G. GREINER [39)],
M. MOKHTAR-KHARROUBI [68, CHAPTERS 24|66, 67, 69] G. SCHLUCHTER-
MANN [89], P. TAkAC (93], J. VoiGT [101, 104, 106] et L. WEIS [107] (plus
de précisions seront données dans la Section 1.4). Récemment, M. MOKHTAR-
KHARROUBI |70, 71] a réalisé une étude plus fine de ces questions de compacité
et a, en particulier, mis en évidence une classe optimale d’opérateurs de collision
K et de mesures p assurant la compacité de Ry(t) =V (t) — U(t) pour tout ¢t > 0
dans LP(Q2 x V), 1 < p < oo. Ce résultat simplifie considérablement ’analyse
précédente. En effet, il entraine, par simple usage de I’argument standard de sta-
bilité du spectre essentiel par perturbation compacte, que les deux semigroupes
(U(t))t>0 et (V(t))i>0 ont le méme spectre essentiel, et en particulier le théoréme
d’application spectrale (0.8).

Les propriétés spectrales et I’analyse asymptotique des équations (0.1)-(0.3) pour
les opérateurs de collision classiques (0.4) et dans des domaines bornés sont donc
a présent bien comprises. On renvoie le lecteur a 'ouvrage [68] et aux références
citées pour une discussion détaillée de ces questions (cf. aussi [70, 71| pour les
récents développements).

Lorsque €2 est un domaine non borné, la compacité de (0.7) n’est vraie que
sous des conditions trés restrictives, par exemple sous la condition (cf. [104, 107]) :

‘llim sup /k:(x,v,v’)d,u(v) =0, (0.9)
v'eV 7
et la question de savoir si le théoréme d’application spectrale (0.8) persiste ou

pas lorsque (0.9) tombe & défaut ou plus généralement lorsque la compacité de

2Voir la Section 1.3 pour plus de détails sur le sujet.



(0.7) n’est plus vraie est ouverte.

Dans [68, Chapter 2|, M. MOKHTAR-KHARROUBI a conjecturé qu'un théoréme
d’application spectrale (partielle) du type (0.8) a lieu pour un probléme de Cauchy
perturbé abstrait du type (0.5) dans un espace de Banach quelconque pourvu que
I’application

0 <t~ R,(t)

soit continue en norme (d’opérateurs). Cette conjecture a été démontrée par S.
BRENDLE, R. NAGEL ET J. POLAND [20]|. Dans leur preuve un réle crucial
est joué par le spectre critique, introduit récemment par R. NAGEL ET J.
POLAND [78], que nous n’évoquons que sommairement dans cette introduction
pour présenter nos résultats; sa définition précise sera donnée dans la Section
1.3. Le spectre critique o..4+(U(t)) (ot (U(t))s>0 est un Cp-semigroupe abstrait
de générateur T) est un fermé du spectre o(U(t)) qui contient o(U(t))\et").
Il renseigne donc sur la partie du spectre du semigroupe qui ne pourrait pas
éventuellement étre récupérée a partir du spectre de générateur. Ils montrent
qu'il existe we(T), dit type critique de (U(t)):>0, tel que le spectre critique
oerit(U(t)) est confiné dans le disque {n € C : |n| < e}, Par conséquent,
en dehors de ce disque on a

o(U®) N {n:|n| > e“rit@y = @ A L Re > weu(T)}. (0.10)

Pour identifier le type critique d’un Cp-semigroupe perturbé (V' (¢));>o (obtenu
en perturbant 7' par un opérateur borné K') nous disposons du résultat suivant
[20] :
Si 'application

0<tr— R,(t) (0.11)

est continue en norme alors
Werit(T) = Werit (T + K).
En revanche, lorsque n = 1, i.e. si 'application
0<tw Ri(t)=V(t) = U(t) (0.12)

est continue en norme, alors on a un résultat plus fort puisque V' (¢) hérite tota-
lement le spectre critique de U (t)

Toi(V(1) = 0ou(Ut) >0,

Un des objectifs de la premiére partie de cette thése est de voir comment ces
idées abstraites se traduisent et s’appliquent aux équations cinétiques dans les
domaines non bornés. Naturellement, I’enjeu principal sera d’étudier la continuité
en norme d’opérateurs de (0.11). C’est cette continuité qui motive la deuxiéme
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partie de cette thése, ou nous nous plagons dans un cadre abstrait (hilbertien) et
nous donnons des conditions, en termes de K et de la résolvante de T, assurant
la continuité en norme de (0.12). Nous montrons ensuite comment ces idées s’ap-
pliquent aux équations de transport.

En 1974, E.W. LARSEN ET P.F. ZWEIFEL [49] ont introduit un modéle de
collision, plus général que (0.4),

K=K.+ K;+ K, (0.13)

composé de l'opérateur de collision classique

K.p(x,v) = /kc(x,v,v’)@(x,v')dv',
v

de 'opérateur inélastique K, donné par

l l
Kap(e,v) = 3 K@, 0) = 3 / (2, m(p), w0, ) @, em(p)o )
m=1

m=1, 1

ol v = pw avec w € SV!. Chaque opérateur K c(lm) décrit un événement (une

collision) ot une énergie F,, est perdue par un neutron se trouvant a la position
x avec une vitesse initiale e,,(p) et une vitesse finale p. La vitesse initiale, e,,(p),

est déterminée par

1 1
By, = §M(em(p))2 - §Mp2,

ou M représente la masse d’'un neutron. Enfin, Ky est 'opérateur de collision
élastique

Kop(z,v) = / ko(z, p,w,w)p(z, pw")dw'

gN-1

qui décrit les collisions ne faisant pas varier ’énergie cinétique des neutrons qui
subissent seulement une déviation angulaire. Notons que des opérateurs de colli-
sion du type Ky et Ky (comportant une masse de Dirac en energies) apparaissent
dans de nombreux modéles dans la littérature, notamment dans la littérature des
semi-conducteurs [8, 9, 61] (cf. aussi [10] et les références qui s’y trouvent), mais
ces travaux ne concernent pas ’analyse spectrale.

L’opérateur de collision élastique "n’intégre qu’en angles" et n’induit donc pas de
compacité en vitesses (contrairement & K.) et aucune puissance de K(\ — T)~!
n’est compacte (a fortiori aucun reste de la série de Dyson-Phillips ne I’est non
plus). Il convient alors de dégager "de la compacité” afin de décrire convenable-
ment le spectre discret de T'+ K et d’estimer le type essentiel du semigroupe
associé. Sous certaines conditions de continuité par morceaux sur les noyaux de
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collision et la fréquence de collision et en se plagant dans L'(Q x V'), E.W. LAR-
SEN ET P.F. ZWEIFEL [49] montrent qu’une puissance de (Kq+ Ko)R(\, T+ Ky)
est compacte et décrivent le spectre de T+ K. Cependant, a notre connaissance, il
n’existe aucun résultat spectral concernant le semigroupe (e/T+5)),.4. L'objet de
la troisiéme partie de cette thése, composée des Chapitres 5 et 6, est de présenter
une théorie spectrale générale pour ce modéle neutronique.

Apreés ce tour d’horizon, venons-en a la description détaillée des différents
chapitres.

Le CHAPITRE 1 est essentiellement consacré a ’exposé des définitions et résul-
tats nécessaires a la suite de ce travail. Ces rappels sont en grande partie basés
sur les deux ouvrages [32, 68| et les papiers |78, 20|. Nous rappelons tout d’abord
quelques résultats de base de théorie spectrale, en insistant particuliérement sur
les liens possibles entre le spectre d’'un Cy-semigroupe et celui de son générateur,
et en donnant un exemple ou le théoréme d’application spectrale n’a pas lieu.
Nous introduisons le spectre critique et nous indiquons comment ce dernier per-
met d’envisager le rétablissement (partiel) du théoréme d’application spectrale.
Nous présentons aussi quelques résultats de perturbation spectrale qui nous se-
ront utiles par la suite. Naturellement la mise en ceuvre de tels résultats suppose
les propriétés spectrales du probléme non perturbé connues. Ainsi, dans le cadre
des équations de transport, nous rappelons et complétons certains résultats conte-
nus dans [72] sur le spectre des opérateurs sans collision. Nous déterminons en
particulier les spectres essentiel et critique. Ainsi, nous identifions par exemple le
type critique :

t

1
Werit(T) = =A" = — lim inf - /0($ — sv,v)ds.
t—o0 {(z,0):t<(z,0)} T J

PARTIE I

Le CHAPITRE 2 est consacré aux théorémes d’applications spectrales dans des
domaines convexes quelconques et dans le cadre LP (1 < p < 00). Nous commen-
¢ons par mettre en évidence une classe optimale de mesures u :

les mesures i ne chargeant pas les hyperplans affines? (0.14)

et une classe d’opérateurs de collision K pour lesquelles I'application (0.12) est
continue en norme. Cela nous permet d’affirmer, d’'une part que le semigroupe
de transport hérite totalement du spectre critique du semigroupe d’absorption et

3Notons que ces mesures interviennent aussi dans les questions lides & la compacité (voir
[34] et les références qui s’y trouvent pour un cadre trés général et [68, Chapter 4] pour la
neutronique).
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d’autre part d’obtenir le théoréme d’application spectrale partielle (0.8). L’opti-
malité de la mesure se paie au prix d’'une dépendance réguliére de 'opérateur de
collision K en la variable x (en effet, K étant local en position, on peut l'inter-
préter comme une application = +— K (x) € L(LP(V))). Dans la seconde partie
du chapitre nous introduisons une hypothése plus forte sur la mesure p :

/eiz'”du(v) — 0 quand |z] — o0 (0.15)

D

pour tout borélien D C RY de mesure finie u(D) < oo, qui demeure toujours gé-
nérale et couvre, en particulier, le modeéle continu et le modéle multigroupe. Cette
hypothése assure la continuité en norme de 0 < ¢ — Ry(t) tout en s’affranchissant
de la dépendance restrictive de K en x. Comme conséquence, nous obtenons le
théoréeme d’application spectrale (0.8). D’autre part, sous les conditions ci-dessus,
on ne connait pas, a priori, le lien spectral entre o(V (¢)) N {n : In| < e "} et
o(T+ K)Nn{X: ReXA < —\*}. En fait, moyennant les connaissances que ’on pos-
séde sur les spectres du semigroupe sans collision et de son générateur (Chapitre
1), nous montrons que (0.15) garantit un théoréme d’application spectrale :

o(V(1)\{0} = eI,

Pour prouver la continuité du reste d’ordre un ou deux, capitale dans notre dé-
marche, le procédé employé peut se schématiser comme suit :

1. Par densité et interpolation on se raméne au cadre hilbertien p = 2.

2. Grace a la convexité de €2, on peut prolonger les opérateurs a ’espace entier.
3. On utilise la transformation de Fourier dans L*(RY x V).

Ce procédé exclut naturellement le cas p = 1.

Le CHAPITRE 3 poursuit I'analyse spectrale précédente au cas p = 1 suivant
une démarche et des outils différents. Nous examinons dans un premier temps
le probléme dans I’espace tout entier. Nous partons de ’hypothése générale sui-
vante? : Il existe o > 0 tel que a tout ¢ > 0 on peut associer ¢ > 0 de sorte
que

sup p @ p{(v, ) o] < e, U] ¢ |(v =) e S e} < e
ecSN-1
et nous montrons, en plusieurs étapes, que lorsque I'opérateur collision (0.4) ne
dépend pas de = et est compact "en vitesses" (dans L'(V)),

0<tw R;(t) e LIL'(QxV)) (0.16)

est continue en norme, ou l'entier j dépend de o et N. Pour ce faire, nous ap-
prochons 'opérateur de collision par des opérateurs de collision de rangs finis en

4Des hypothéses de ce type apparaissent dans la régularité de Sobolev des lemmes de
moyennes [35].
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vitesses. Auquel cas, les termes de la série de Dyson-Phillips (0.6) sont essentiel-
lement des convolutions avec des mesures de Radon dépendant de t. Puis en se
servant de leur transformées de Fourier, nous montrons que pour j assez grand
ces mesures possedent une densité dépendant contintiment de ¢. On montre que
pour N > 2 et indépendamment du choix de la mesure p,

0<t— Ri(t)=V(t) = U(t)

n’est jamais continue en norme. A I'opposé, pour N = 1, on établit que
0<t— Ri(t)=V(t)=U(t)

est continue en norme si et seulement si p satisfait

sup p{[v" —e,v" +¢]} — 0 quand € — 0.
v'eR
Nous abordons ensuite des domaines quelconques et des noyaux pas nécessaire-
ment homogénes en espace sous I’hypothése que la mesure g est "absolument
vn

continue en module |v| mais arbitraire en direction o englobant le modéle

continu mais excluant le modéle multigroupe, et on montre que

est continue en norme. En exploitant les résultats de continuité précédents, nous
donnons, a l'instar du chapitre précédent, des théorémes d’applications spectrales.
Ainsi, nous donnons dans le cas de I’espace entier un théoréme d’application spec-
trale pour une classe générale de mesures et pour des noyaux homogénes. D'une
maniére analogue nous donnons des théorémes d’applications spectrales pour une
classe particuliére de mesures mais pour des domaines quelconques et des noyaux
de collision non nécessairement homogenes.

PARTIE II

Dans [19], S. BRENDLE montre le résultat suivant : Soient (U());>0 et (V(t))i>0
deux Cy-semigroupes, dans un espace de Hilbert H, de générateurs respectifs T’
et T'+ K (K borné), si pour un certain v > wo(7") (= le type de (U(t)):>0) et un
certain entier n € N,

|R(v + iy, T)(KR(v +iv,T))"|| — 0 quand |7| — oo, (0.17)

alors 0 < t +— U, 4o(t) est continue en norme (notons que la continuité en norme
de 0 <t +— R;(t) est équivalente & celle de 0 < t — Uj;(t)). Ce résultat offre un
critére, en termes de K et de la résolvante de T, pour vérifier la stabilité du type
critique. En revanche, ne permettant d’envisager la continuité de 0 < ¢ +— Ry (t),
ce résultat ne répond pas a la stabilité du spectre critique. Dans la premiére partie
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du CHAPITRE 4, on donne des conditions suffisantes entrainant la continuité en
norme de 0 < t +— U;(t). Plus précisément, on montre que si pour un certain
m € N* et un certain v > wy(7")

(Hyn) > IR +iv, TV KR(v + i, T)™ || — 0 quand || — oo,
=0

alors 0 < ¢ +— Uj(t) est continue en norme. Pour prouver ce résultat, nous adap-
tons certaines techniques de S. BRENDLE [19] basées sur la représentation inté-
grale de Uy (t) et 'utilisation du théoréme de Plancherel. Lorsque T est dissipatif,
on montre que la condition (H;) est équivalente &

(HY) K" R(v + iy, T)K|| + | KR(v + i, T) K~

| — 0 quand |y| — oo.

Cette derniére reformulation de (Hy) est motivée, entre autre, par les équations
cinétiques faisant intervenir des opérateurs frontiére et dont le semigroupe non
perturbé n'est plus explicite (voir [60]). Les résultats précédents nous fournissent
des critéres, en termes de K et la résolvante de T, de stabilité du spectre critique
de (U(t))i>0. D’autre part, moyennant le résultat de S. BRENDLE [19] affirmant
que Uj (t) est compact pour tout ¢ > 0 si et seulement si R(v+ivy, T)KR(v+ivy,T)
est compact pour tout v € R et 0 < ¢ +— U (t) est continue en norme, et sachant
que la compacité de U;(t) pour tout ¢ > 0 est équivalente a la compacité de
Ry (t) = V(t) — U(t) pour tout ¢t > 0 nous obtenons aussi des critéres de stabilité
du spectre essentiel.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous montrons comment les résultats d’ana-
lyse fonctionnelle précédents permettent d’étudier la stabilité des spectres essen-
tiel et critique de semigroupe d’absorption lorsqu’on le perturbe par 'opérateur
de collision (0.4) dans Pespace L?(Q x V). Dans un premier temps, on se place
dans un domaine €) convexe et on montre que la condition (H;) a lieu pour des
mesures vérifiant (0.14) et pour des opérateurs de collision K ne dépendant pas
nécessairement d’une maniére réguliere en x. Puis nous montrons ensuite en uti-
lisant, entre autres des arguments de domination [27|, que pour des domaines
bornés quelconques V (t) — U(t) est compact et donc V() et U(t) ont le méme
spectre essentiel :

Gens(V(8)) = 0uss (U (1) (¥ > 0).

On retrouve ainsi un résultat démontré récemment par M. MOKHTAR-KHARROUBI
[70] en examinant la compacité de V(t) — U(t) directement. D’autre part, lorsque
) est un domaine convexe quelconque nous montrons :

Ucrit(v(t)) = Ucrit(U(t)) (Vt > 0) (0-18)

d’une maniére plus simple que celle du Chapitre 2 et sous des conditions plus
générales.
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Dans un second temps, on renonce a la convexité de €2 mais on se restreint a la
mesure de Lebesgue et on montre la validité de (H)) et par suite aussi celle de
(0.18).

Enfin, nos résultats (concernant le transport) s’étendent, par interpolation, a tous
les espaces LP(2 x V) (1 < p < o0).

PARTIE III

Dans le CHAPITRE 5, nous analysons les propriétés de compacité des équations
(0.1)-(0.3) dans LP(2 x V), 1 < p < oo, pour le modéle collisionnel de E.W.
LARSEN ET P.F. ZWEIFEL [49]

K =K.+ K+ K, (ct. (0.13)).

Nous montrons la compacité de K.R(\, T + Ko+ K,4) ou d’une de ses puissances,
ce qui nous permet d’analyser la région spectrale

o(T+ K)N{\: Rex > s(T + Ky)}.

Au préalable, on montre que la nilpotence de 'opérateur K, réduit sa contribu-
tion spectrale et entraine, en particulier, (T + Ky) C o(T + Ky + K,). Dans
L' (2 x V) notre résultat généralise celui de [49] & des sections efficaces plus gé-
nérales.

D’autre part, comme nous l'avons indiqué ci-dessus, le spectre de générateur
ne nous renseigne que partiellement sur le comportement asymptotique du pro-
bleme d’évolution. Pour cela, nous montrons, via les propriétés de compacité
des restes des séries de Dyson-Phillips, que les trois semigroupes (e/T+50)),q
(eMTHEo+Ka)) o et (eHTHEo+KatKe)) ) ont le méme type essentiel :

Wess (T 4+ Ko) = Wess (T + Ko + Kg) = Wess (T + Ko + Ky + K.). (0.19)

Les techniques de preuves différent selon que ’on aborde le probléme dans L! ou
dans LP, 1 < p < oo. En effet, dans LP, 1 < p < oo on s’appuie principalement
sur les résultats du Chapitre 4, alors que dans L' I'analyse est plus subtile et
repose notamment sur la propriété de compacité des intégrales fortes d’opérateurs
[107, 88, 105] (cf. Théoréme 1.4.7). En particulier, le semigroupe (e!T+5)),¢ est
vu comme une perturbation de (e!"+Ko+Ka)) o et une des difficultés essentielles
pour établir la compacité est liée au fait que ce dernier n’est pas explicite.

Le CHAPITRE 6 a pour but d’affiner I'image spectrale de 7'+ K décrite dans
[49] et de donner celle du semigroupe associé. Sous des hypothéses de continuité
par morceaux adéquates des sections efficaces, E.W. LARSEN ET P.F. ZWEI-
FEL montrent que typiquement le spectre 7'+ K| est constitué d’un demi-plan
(le spectre de T') et de courbes. Ils montrent aussi, a 'aide de l'alternative de
Gohberg-Shmulyan (voir Théoréme 1.4.1), que lorsque 1'on perturbe T+ K, par
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K4+ K., une composante connexe de o(T + Kj), soit se transforme compléte-
ment en du spectre ponctuel soit elle contient au plus des valeurs propres isolées
de multiplicité algébrique finie. Quant & nous, on montre que tous les points du
o(T + Kp) sont éléments du spectre essentiel de 7'+ Ky. Sous des hypothéses
de positivité naturelles, on montre que le spectre périphérique de T + K, i.e.
{\: ReX = s(T'+ Ky)}, est réduit a s(T'+ Kp). Si le noyau de Ky est strictement
positif presque partout, alors on peut trouver un réel 6 > 0 tel que :

o(T+ Ko)N{X: ReX > s(T'+ Ky) — 0} C R.

Les propriétés d’irréductibilité du semigroupe (e!*+5)),~ sont également étu-
diées. L’intérét de celle-ci réside dans le fait qu’elle entraine que la valeur propre
principale de T'+ K (i.e. une valeur propre \q réelle isolée de multiplicité al-
gébrique finie telle que ReA < Ag pour tout A € o(T + K)) lorsqu’elle existe
est algébriquement simple et le projecteur spectral associé est strictement posi-
tif. Dans le cadre classique (K = K.), des conditions suffisantes d’irréductibi-
lité du semigroupe de transport ont été données par plusieurs auteurs (voir par
exemple [38, 103|[68, Chapter 5]). Dans ce chapitre, nous proposons des condi-
tions suffisantes, en termes de K., Ky et Ky, pour l'irréductibilité de semigroupe
(e!T+EK)) - . Sous ces conditions nous étudions les propriétés de monotonie stricte
de la valeur propre principale par rapport aux paramétres K, et K;. Nous n’avons
pas pu établir la monotonie (méme au sens large) de la valeur propre princi-
pale par rapport au paramétre K,. Cependant, nous avons montré un résultat
affirmant la croissance stricte de s(T" + Kj) (qui représente le type essentiel de
(e!T+Ko)) - et, donc aussi, de (e/T+5)),54 voir (0.19)) par rapport a K. Lorsque
K = K, nous retrouvons des résultats classiques.

Enfin, nous transférons I'image spectrale de T'+ K vers le semigroupe correspon-
dant en montrant un théoréme d’application spectrale.
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Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats
utilisés tout au long de ce travail. Pour faciliter 'approche et la lecture de ce
chapitre nous avons omis, volontiers, certains détails et présenté des versions par-
ticuliéres de certains résultats. Pour les lecteurs désireux de plus de détails, des
références a la littérature seront systématiquement données. Le chapitre est orga-
nisé comme suit : En premier lieu, nous rappelons quelques définitions et résultats
sur la théorie spectrale des opérateurs. La Section 1.3 a pour objet d’examiner et
de présenter la théorie spectrale des semigroupes et d’explorer les liens spectraux
entre un Cy-semigroupe et son générateur. Nous discuterons les théoréemes d’ap-
plications spectrales et nous introduirons la notion de spectre critique qui jouera
un role essentiel dans cette thése. Nous rappelons aussi 'importance du type es-
sentiel dans la détermination du comportement asymptotique d’un semigroupe.
Dans la Section 1.4, nous survolerons les techniques de perturbations spectrales.
Enfin, dans la derniére section, nous analyserons, en détail, le spectre du semi-
groupe d’absorption et celui de son générateur en complétant essentiellement des
résultats de [72].

1.2 Théorie spectrale des opérateurs

Soit X un espace de Banach complexe et

T:D(T)C X — X
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un opérateur non borné que ’on suppose fermé et a domaine dense'. On appelle
ensemble résolvant de T', I’ensemble

p(T):={reC; A\=T:D(T) — X est bijectif }.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de T et sera noté
o(T). On notera que si A € p(T), 'inverse

RONT)=A=T)"

est défini sur tout l'espace et est fermé. Par le théoréme du graphe fermé, il est
borné, i.e.
R\, T) € L(X),

ot L(X) désigne I’ensemble des opérateurs bornés de X. Cet opérateur est appelé
la résolvante de T' (au point \). L’ensemble résolvant p(7") est un ouvert du plan
complexe et 'application

p(T) > A— R\T)

est analytique sur chaque composante connexe de p(7'). La résolvante satisfait a
I’équation fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante

RA\T) = R(n,T) = (n—=ANRANT)R(n,T)  A\nep(T).

Le spectre de T est donc un fermé de C, et si de plus 'opérateur T est borné,
alors ¢(T') est un compact non vide. On appelle alors rayon spectral de T, le
nombre que ’on note

ro(T) := max{|A| : A € o(T)}.

Lorsque T n’est pas borné, un parameétre utile pour localiser son spectre est donné
par [’abscisse spectrale

s(T) :=sup{ReX: A € o(T)},
qui permet de définir le spectre périphérique par

o (T):={ e a(T): Reh=s(T)}.

Examinons a présent de plus prés la structure du spectre. Le premier sous-
ensemble important du spectre est le spectre ponctuel,

0p(T) :=={X\; A=T:D(T) — X n’est pas injectif }.

LOn se place sous cette hypothése, nécessaire pour la génération d’un Cyp-semigroupe. On
pourrait, bien entendu, pour faire une théorie spectrale raisonnable, se contenter de I’hypothése
de fermeture.
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Un élément de 0,(7T") est dit valeur propre de T', il lui correspond un 0 # = € D(T')
tel que (A — T)z = 0 que l'on appelle vecteur propre (fonction propre quand X
est un espace de fonctions) correspondant a .

On définit le spectre approché de T par

ap(T) :=={\; A—=T: D(T) — X n’est pas injectif ou & image non fermée },

('image d’un opérateur non borné A est définie par {Azx : x € D(A)}). Le spectre
résiduel? est

or(T):={\; A\=T : D(T) — X aimage non dense }.
On a toujours
0(T) =045p(T)Uor(T) et o,(T) C og(T),
mais les deux ensembles or(T) et 0,,(T") ne sont pas nécessairement disjoints.

La proposition suivante donne une autre caractérisation du spectre approché et
explique la raison de 'appellation spectre approché.

Proposition 1.2.1.  Soit A € o(T"). Alors A\ € 04,(T) si et seulement si il existe
une suite (x,), C D(T), dite suite approximante, telle que

|lznll =1 et ||(A = T)xy|| — 0 quand n — oco.

Un intérét particulier mérite d’étre accordé aux valeurs propres isolées.

Valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie

Soit \g € C un point isolé de o(T"). La fonction A\ — R(X,T') est alors définie
dans un voisinage de ce point (mais privée de \g) et on peut donc la développer
en série de Laurent autour de ce point :

R(Av T) = Z()‘ - )‘O)ka

keZ

pour tout 0 < |A — X\g| < 0 (d petit de sorte que o(T) N D(Ao,d) = {Ao})?. Le
coefficient T}, € L£(X) est donné par le calcul de Dunford

1 [ ROT)
Th=— [ M) gy rez
- zm/(A—AO)kH  KES

v

2Cette appellation peut, dans la littérature, désigner une classe différente du spectre !
3La notation D(\,r) désigne le disque, dans le plan complexe, de centre A et de rayon r.
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ot v est le cercle de centre Ay et de rayon 0/2 parcouru une fois dans le sens
direct. Le résidu T_; € £(X) est une projection, notée Py, et appelée projection
spectrale associée a \g. S’il existe n > 0 tel que T, # 0 et T, = 0 pour tout
k > n, alors on dira que Ay est un pdle (d’ordre n) de la résolvante R(-,T). On
montre alors que )¢ est une valeur propre, la dimension (finie) de I'image de Py,
est appelée la multiplicité algébrique de \g. Lorsque cette derniére vaut un, la
valeur propre \g est dite algébriqguement simple. Pour plus de détails on pourra,
par exemple, voir |32, p. 230] ou [46, p. 180].

Spectre essentiel

Le spectre essentiel joue un role important en théorie spectrale mais, malheu-
reusement, il n’existe pas de définition unanimement acceptée de cette notion.
De nombreuses définitions, non équivalentes, existent dans la littérature. On se
bornera a la plus classique, que I'on peut consulter, par exemple, dans I'ouvrage
de M. SCHECHTER [87, p. 14].

Définition 1.2.1. On appellera spectre essentiel de T [’ensemble
Uess(T) = mKEIC(X)O-(T + K)7

ou K(X) C L(X) désigne lespace des opérateurs compacts de X dans X.

On constate que o.45(7") est un sous-ensemble fermé de o(T). Il représente la
partie de o(T') invariante par perturbation de T par tout opérateur compact. On
a donc

Uess(T + K) = UesS(T)7 VK € ,C(X)

Remarque 1.2.1. Une valeur propre A isolée de multiplicité algébrique finie de
T n’appartient pas au spectre essentiel de T'. Notons qu’en général o(T)\oess(T) C
o,(T') mais ne se réduit pas a des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique

finie.

Remarque 1.2.2. Le complémentaire de o.55(T) se caractérise en terme d’in-
dice de Fredholm. En effet, X ¢ 0.5s(T) si et seulement si A\ — T est un opérateur
de Fredholm d’indice zéro [87, Theorem 4.5, p. 15].

Lorsque X est de dimension infinie et 7" est un opérateur borné, o.ss(T") est un
compact non vide, son rayon spectral essentiel est défini alors par

Tess(T) := max{|A| : A € 0ess(T)}.
Il peut aussi étre caractérisé par

A€ oa(T), |\ > r est un pole de }
multiplicité algébrique finie. '

Tess(T) = inf {7" >0:
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On notera que le rayon spectral essentiel est le méme quel que soit le concept du
spectre essentiel utilisé |30, Corollary 4.11, p. 44].

La Proposition 1.2.2; ci-dessous, peut se révéler forte utile dans la détermination
du spectre essentiel.

Proposition 1.2.2. Soit
T:D(TYCc X —X

un opérateur fermé et A € C. On suppose qu’il existe une suite (z,), C D(T)
telle que
[T = Awnl| = 0, [lzn]] = 1

et telle que (x,), n'admet aucune sous-suite convergente en norme. Alors A\ €
Oess(T).

La suite (z,), de la proposition précédente s’appelle une suite singuliére as-
sociée a la valeur spectrale A € ges5(T).

Remarque 1.2.3. Nous illustrerons l'utilisation de la proposition précédente par
la détermination de spectre essentiel du semigroupe d’absorption (cf. Théoréme
1.5.5).

Enfin, on signale le résultat de stabilité du spectre essentiel di & M. SCHECHTER
[87, Theorem 4.7, p. 17].

Proposition 1.2.3. Soient T et S deux opérateurs fermés a domaine dense
dans X. S’il existe X € p(T) N p(S) tel que R(N,T) — R(\, S) soit compact, alors

Uess(T) - o-ess<S>‘

1.3 Théorie spectrale des semigroupes

On commence par rappeler la définition d’'un Cp-semigroupe (ou un semi-
groupe fortement continu). Pour un exposé de base sur la théorie des Cy-semigroupes,
le lecteur peut consulter les livres de E. HILLE ET R.S. PHILLIPS [43], E.J. EN-
GEL ET R. NAGEL [32], E.B. DAVIES [26] et A. PAzy [79].

Définition 1.3.1. Soit (U(t))i>0 une famille d’opérateurs linéaires bornés de
X. On dit que (U(t))i>0 est un Cy-semigroupe si les conditions suivantes sont
satisfaites :

o U(0) = Ix (l'opérateur identité).

o U(t+s)=U()U(s) pourt, s >0 (propriété de semigroupe).

o 0 <t U(t)xr est continue pour tout x € X (continuité forte).
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A ce Cy-semigroupe on peut associer un générateur T défini par

Tr = lim M
t]0 t
de domaine U
t —
D(T):={reX: lglrgl Wz =a existe}.

On vérifie alors que T, ainsi défini, est un opérateur fermé a domaine dense. Le
célébre théoreme de Hille-Yosida établit une correspondance biunivoque entre les
Co-semigroupes et les générateurs (43, 79, 32|.

Théoréme 1.3.1. Soit T' un opérateur fermé a domaine dense de X. Alors
T est générateur d'un Cy-semigroupe de X si et seulement s’il existe deux réels
M >0 etw tels que {A € C: ReA > w} C p(T) et

|IR(N,T)"|| < M/(ReX —w)"  ReA >w, n>0.

La résolvante R(A, T') peut s’écrire comme transformée de Laplace de semigroupe :

o0

JﬂmTy:/ék%Mw@

0

pour tout ReA > wy(T"), ot
wo(U(+)) := inf{w € R : il existe M, > 1 tel que ||U(t)|| < M,e** Vt > 0}

est le type de (U(t))i>o (par la suite on utilisera plutdt la notation wy(7') qui
n’engendre pas de confusion puisqu’il y a correspondance biunivoque entre les
semigroupes et les générateurs).

Dans toute la suite on considérera T' générateur d'un Cy-semigroupe de X noté
(U(t))s>0 (parfois on utilisera la notation (e7);>¢ pour le semigroupe). Dans ce
cas, le probléme de Cauchy

du
{Eﬂﬂ:TMOt>O 12)
u(0) = up € X,

admet une solution unique donnée par

La détermination du spectre de semigroupe constitue une importante tache en
vue d’accéder au comportement asymptotique (quand ¢t — oo) de la solution u(-).
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Pour commencer, on note que le type wo(T") est relié¢ au spectre de (U(t)):>o par
l'identité
ro(U(t)) = e (£ >0).

L’interprétation "intuitive" d’un semigroupe comme une exponentielle et la connais-
sance a priori en situation ot T est borné laisse espérer

Pa(eT\{0} = D) .= [ . X € o(T)}.” (1.3)
Malheureusement, en toute généralité on n’a qu’une inclusion
oD co(U®)  (t>0). (1.4)

Si dans certaines situations [32, p. 253|, 'absence de (1.3) s’explique, en partie,
par la nature topologique de l'application A — e (elle n’est pas fermée), de
nombreux exemples montrent que (1.3) peut défaillir d’'une maniére drastique
et méme dans des espaces trés "sympathiques". Ainsi, on trouve des contres
exemples dans des espaces réflexifs [41], dans des espaces de Hilbert [43, Section
23.16 |, [112, 42] et pour des semigroupes positifs [94, 41]. Pour ne pas laisser le
lecteur sur sa faim présentons un contre-exemple [41, Example 4.2].

Exemple 1.3.1. Soit 1 < p < ¢ < oo. Définissons les deux espaces suivants

e}

E; :={f:Ry — C: f mesurable et ||| f|||, := (/ep$2|f(a:)|pdm)l/p < oo}
0

et

Ey :={f:Ry — C: f mesurable et ||f||, := (/ \f(x)|qu)1/q < 00}
0

Munissons lintersection E := E; N Ey de la norme || - || = ||| - |ll, + || - |4 Cet
espace est réflexif (pour p > 1). La famille (U(t)):>o définie par

Ut): [ fla+1)

forme un Cy-semigroupe de E. Son générateur est T'f = f' (dérivée au sens des
distributions). La particularité de cet exemple réside dans :

o(T)=10

et
oU)={n:Inl<1}t  (@>0).
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Chercher des conditions pour restorer I’égalité (1.3) partiellement ou totalement,
a constitué et constitue un intense champ de recherche. Plusieurs travaux lui ont
été dédiés et diverses classes de semigroupes ont été définies [4, 6, 63, 40, 90, 108,
20]. Lorsque I'égalité (1.3) a lieu, on dira que l'on a un théoréme d’application
spectrale. Si on peut trouver v < s(7) tel que

c(U®)N{n:|n >e*} =D n{e™: ReX > v},

on dira que I'on a un théoréme d’application spectrale partielle. Lorsque le
théoréeme d’application spectrale (partielle) a lieu, le type du semigroupe coincide
avec 'abscisse spectrale de son générateur, i.e. wo(U(+)) = s(T') et la condition
s(T) < 0 généralise la condition de M.A. Liapunov & propos de la stabilité des
systémes différentiels.

Par exemple la classe des semigroupes (U(t));>o tels que

0<t—U(t)

est continue en norme a partir d’un certain temps t, > 0 satisfait (1.3). Cette
classe englobe, en particulier, les semigroupes compacts ou analytiques (cf. [32,
Chapter II, Section 4]).

Voyons le détail de 'inclusion (1.4). On a toujours

ap(UM)N\{0} =™ (£ >0) (1.5)
et

or(U(t)\{0} = elor(T) (t >0). (1.6)
Ainsi, si l'on tient compte de I'égalité o(U(t)) = 04, (U(t)) Uor(U(t)), de (1.5) et
de (1.6) on en déduit que le spectre approché est le responsable d’une éventuelle
absence du théoréeme d’application spectrale. On a seulement

e7r ™)  7,,(U(1)).

A vrai dire, une partie du spectre approché peut étre recouverte par e
comme l'indique la proposition suivante [32, Lemma 3.9, p. 262|.

toap(T)

Proposition 1.3.1.  Soit 0 # n € 04,(U(ty)). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) 1l existe une suite (x,), C X telle que ||z,|| =1, ||(n — U(t))zn|| — 0 quand
n — oo et limy g sup,,ey ||U ()2, — || = 0.

(b) Il existe X\ € 04y(T) telle que n = e,

Cette proposition permet de localiser ce qui manque a ’application spectrale, i.e.
a(U(t))\e”™) de la facon suivante :

a(U®)\(e" U {0})
V(x,), suite approximante associée }

C {77 €oap(U): anona %sup NU(s)xn — xnl| >0 (1.7)
SV neN
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1.3.1 Spectre critique

On présente maintenant le spectre critique récemment introduit par R. Na-
GEL ET J. POLAND [78]. Considérons X := ¢*°(X) I’ensemble des suites bornées
sur X muni de la norme

1Z] = sup [|zn]l,
neN

ol T = (Tn),en - On définit & partir de (U(t));>0 un semigroupe 7 = (ﬁ(t))
= >0
sur X de la maniére suivante :
Ut)r == (U(t)xn),eny POUT T = (Tn),cp -

Soit X, le sous-espace de la continuité forte de 7, i.e.

X, = {z € X :lim|U(h)7 - 3| = o} .

h10
Ce sous-espace est fermé et Ut (t)-invariant _bour tout ¢ > 0. Le semigroupe
(U(t ))iz0 induit alors sur I'espace quotient X := X/X,, le semigroupe suivant
7= (U(t))i=0 donné par

U =U)T + X, powr T =7+ X

Bien que le semigroupe (17 ())i>0 ne soit pas fortement continu (la seule orbite
continue est {U(¢)0 : ¢t > 0}), son spectre va jouer un role primordial.

Définition 1.3.2. On appelle spectre critique de U(t)
oerit(U(t)) == o(U(t)).

Le spectre critique est une partie fermée de o(U(t)) et contient la partie qui
manque au théoréme d’application spectrale : o(U(t))\(e/*")U{0}). En ef-
fet, soit n € o(U(t))\ (e U{0}). D’aprés (1.7), n admet une suite approximante
(xn)n telle que

hmsup WU (s)x, — x| > 0.
510 neN
Cette suite (x,), ¢ X, et donc (xn) # 0. D’autre part, le fait que
|(n —=U(t))xn]| — 0 quand n — oo

—

entraine que ((n — U(t))z,), = 0, c’est a dire
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Ainsi n est une valeur propre de (7(75), et par conséquent 7 € O'(ﬁ(t)) = 0it(U(1)).

On peut définir le rayon spectral critique de U(t) par

~

rori(U(1)) = ro(0(1)).

Quant au type critique de (U(t)):>0, il est défini par
wcrit(T) = WO(ﬁ('))y

ot wo(U(+)) est le type? de (U(t))o.

Exemple 1.3.2. Dans I’Exemple 1.3.1 on a

Teun(U(t) ={n:[nl <1} (¢ >0)

Werit(T) = 0 et reit(U(1)) = 1.

Le théoréme |78 suivant résume les propriétés importantes du spectre critique et
met en exergue son intérét.

Théoréme 1.3.2.  Soit (U(t))i>0 un Co-semigroupe dans l’espace de Banach X
de générateur T'. Alors

(a) oai(U(t)) C a(U(1)),
(b) Teit(U(t)) = ewerit(Mt

(¢) o(U)\ {0} = ¢ Ugear(U(1)\ {0},
(d) wO(T) = max {5(T)7 wcrit(T)} '

Remarque 1.3.1.  Le rayon spectral critique délimite la partie qui pourrait
empécher le théoreme d’application spectrale. On a donc le théoréme d’application
spectrale partielle suivant :

a(U@) N {n:|n| > et} = @M A L Rel > weu(T)}. (1.8)

Exemple 1.3.3. Sit+— U(t) est continue en norme sur [tg, oo[ (ty > 0), alors
((7<t))t20 est nilpotent, i.e. (/]\(t) = 0 pour t > ty. Par conséquent, wei+(T) = —oo
et d’aprés (1.8) on a

o(U)\{0} = eto@), (1.9)

On retrouve ainsi ce qui a été déja annoncé précédemment.

4Le semigroupe ((7 (t))e>0 n’est pas fortement continu, mais, en fait, la définition du type ne
nécessite pas que le semigroupe soit continu.



1.3 Théorie spectrale des semigroupes 27

Remarque 1.3.2. Contrairement a ce que pourrait le laisser croire [’Exemple
1.8.2, le spectre critique n’est pas réduit exclusivement a o(U(t))\e'*™) : il peut
contenir des valeurs spectrales appartenant a '™, voir par exemple le Théoréme
1.5.2.

Remarque 1.3.3. Une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie A de
T n’appartient pas au spectre critique de T'. 1l s’ensuit de (1.1) que 1e(U(t)) <
Tess(U (1)) (0U werit(T) < wess(T)). Cette inégalité peut étre stricte comme nous
aurons l’occasion de le voir a plusieurs reprises dans cette thése.

On énonce maintenant un outil qui peut contribuer a la reconnaissance du spectre
critique [17].

Proposition 1.3.2.  On suppose qu’il existe une suite (\,), C 04,(T) telle que
lim |ImA\,| = oo et lim e =n. Alors n € 0uu(U(t)).

n—oo

Remarque 1.3.4. Pour finir cette sous-section, signalons qu’il existe des liens
forts entre la notion du type critique et la classe de semigroupes "Norm continuous
at infinity" définie dans [63] ou encore avec les résultats de [16].

1.3.2 Type essentiel et comportement asymptotique

D’apreés [101] il existe —00 < wess < wo(T) tel que
Tess(U(t)) = e™ess Vit >0, (1.10)
qu’on appellera type essentiel® de (U(t))s>0 et qu’on notera wes, (7). I1 vérifie
wo(T') = max{s(T),wess(T)}.

Pour tout wess(T) < w < wo(T), U'ensemble {n € o(U(t)) : |n| > €'} est un en-

semble non vide formé d’un nombre fini de valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie. Par I'application spectrale pour le spectre ponctuel (1.5) on a

c(U@)N{n:|n > et} =D n{e: Red > w},
et I’ensemble

{ANea(T): Reh>wl={\,--- , A} (n>1),

®Notons que le type essentiel a aussi été introduit par L. WEIS [107] & 'aide de la mesure
de non compacité.
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est fini et chacune des \; est une valeur propre de T' de multiplicité algébrique
finie. On montre alors que

Ut)=Ut)I - P,)+ Xn: eiethipy (1.11)

=1

ou Py, est la projection spectrale associée a \; et D; = (T'— \;) Py, (D" = 0,
ol m; est la multiplicité algébrique de \;). P, = Y | P, est une projection qui
commute avec U(t), et il existe une constante C,, > 0, telle que

U@ — P,)|| < Cue™  (t>0). (1.12)

On voit donc que (1.11) et (1.12) fournissent une bonne description asymptotique
(t — o0) du semigroupe (U(t))+>0 en norme d’opérateurs. On renvoie a [103] pour
plus de détails. Si, de plus, X = LP(A) (ou (A, v) est un espace mesuré o-fini) et
si le semigroupe (U(t)):>0 est positif, alors

{Aea(T): Rel > wo(T) —e} = {wo(T)} = {\},
pour € assez petit, et (1.11) devient
Ut)=U()I — P,) +e™etP1 Py, (1.13)

pour tout wo(7) — ¢ < w < wo(T'). Enfin si, de plus, (U(t))i>o est irréductible
(voir Définition 6.3.1), alors (1.13) se simplifie encore davantage et elle devient

Ut)=U(t)I — P,) +e™ Py,

avec dim Py, = 1. En fait, on peut montrer |24, p. 224 et Theorem 8.17 | qu’il
existe deux fonctions strictement positives presque partout ¢y € LP(A) et 1y €
LP(A) (1/p+1/p' = 1) vérifiant (@1, %;) = 1 de sorte que

PAlSO = <907¢1>S01-

La fonction ¢ (resp. 1) est une fonction propre de T' (resp. de T™, I'adjoint de
T) associé a ;.

1.4 Perturbations spectrales

Souvent les opérateurs que 1’on rencontre en pratique n’ont pas une structure
classique (ils ne sont ni auto-adjoint, ni a résolvante compacte etc...). Cependant,
ils peuvent se présenter comme perturbation d’autres problémes dont 1'étude
spectrale est plus au moins facile & mener®. Ainsi le recours a des techniques

®Dans le cadre de cette theése, la théorie spectrale de (e'?);>0, qui représente le semigroupe
d’absorption, est bien connue (cf. Section 1.5) et on veut analyser ce qui se passe lorsque 1'on
perturbe T par I'opérateur de collision K.
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de perturbation permet de dégager des informations spectrales trés importantes
aussi bien pour le générateur que pour le semigroupe. Dans cette section nous
nous proposons de faire un bref survol de ces techniques. Pour commencer, consi-
dérons une perturbation bornée K € L(X) de T. Par la théorie classique des
semigroupes, il est connu que T'+ K, de domaine D(T + K) := D(T), est géné-
rateur d'un Cy-semigroupe (V' (t));>0. Ce semigroupe est donné par la série, dite
série de Dyson-Phillips,

V(t) = f: Ui(t) (= 0), (1.14)

qui converge dans L£(X) uniformément sur tout compact de [0, 00|, ot la suite
(U;(t)); est définie par récurrence

t

Un(t) = U(®) Upealt) = [ Uult = )KU(5)ds (2 0)

la derniére intégrale étant définie au sens fort. On note, pour k£ € N,

Ri(t) =Y Uj(t).

On s’intéressera, en particulier, a :
o(T+ K)N{\: ReX > wo(T)} (1.15)

et
c(Vt)n{n:|nl > et“’O(T)}. (1.16)

C’est I. VIDAV qui le premier, introduisait en neutronique 1’outil ad hoc d’analyse
fonctionnelle : Il s’agit de 'alternative de Gohberg-Shmulyan que 1’on peut, par
exemple, trouver dans [97, 82].

Théoréme 1.4.1. Soit X un espace de Banach complexe et A — N(\) une fa-
mille holomorphe, d’opérateurs linéaires compacts dans X, définie sur une partie
conneze du plan complexe. On a alors l'alternative suivante :

(a) Soit 1 est une valeur propre de N () pour tout .

(b) Soit R(1, N(X)) existe sauf sur un ensemble discret de A\, qui sont des poles de
N(-) de parties principales dégénérées (i.e. les coefficients associés sont de rangs

finis).

Remarque 1.4.1.  En pratique on montre que l'on a (b) aprés avoir vérifié
que (a) n’est pas possible.
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Le théoreme précédent admet le corollaire fondamental suivant :

Corollaire 1.4.1.  Si la famille A\ — N(X) admet (seulement) une puissance
d’ordre m (m fixé) compacte, alors l'alternative reste vraie.

Remarque 1.4.2.  Soit C' un ouvert connexe de p(T). Si une puissance de
KR(\T) est compacte pour tout X\ € p(T), alors grice au corollaire précédent
on peut montrer que soit C No(T + K) C 0,(T + K), soit CNo(T + K) est
réduit, au plus, a des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Il
suffit d’appliquer le corollaire & N(X\) = KR(\,T) et de remarquer que 1 est une
valeur propre de K R(\,T) si et seulement si X est une valeur propre de T+ K (cf.
[101, Theorem 1] pour plus de précisions sur l’assertion concernant la multiplicité
algébrique de ces valeurs propres). Pour l'ensemble (1.15), on montre que c’est
la deuxieme situation qui se produit, c’est a dire, il est formé, au plus, de valeurs
propres isolées de multiplicité algébrique finie [97]. Cela permet, en se servant de
la formule de Dunford et moyennant quelques hypothéses supplémentaires, de don-
ner une description asymptotique de V (t)go (analogue & (1.11) — (1.12)) lorsque
wo € D(T + K)?) (cf. [67]). C’est une des raisons de l'étude de la compacité des
puissances de KR(\,T).

Meéme si I'ensemble (1.15) est formé de valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie on ne peut pas exclure, a priori, la présence du spectre approché
de V(t) dans la région (1.16) en raison de I’absence du théoréme d’application
spectrale en général (cf. Section 1.3), c’est pourquoi s’est imposée 'idée d’une
étude directe de (1.16). Ce travail a été entrepris, encore une fois, par I. VIDAV
[98] dans l'intention de donner des conditions suffisantes pour que o(V(t)) N
{n :|n| > €™} soit réduit, au plus, a des valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie. I. VIDAV 98] a établi

Théoréme 1.4.2. S’il existe un entier m € N* tel que :

o U(ty)K---Ul(tm)K est compact pour tout m-uplet positif (ty,--- ,tm), (t; >
0,i=1,---,m),

e U(t))K ---Ul(ty) K dépend continiment, pour la topologie uniforme, de (t1,--- ,tm)
(t:>0, i=1,---,m),

alors a(V(t)) N {n : |n| > M} est constitué, au plus, de valeurs propres isolées
de multiplicité algébrique finie.

Le travail de I. VIDAV a été quelque peu simplifié et raffiné plus tard par J.
Voiar [101], L. WEIS [107] et M. MOKHTAR-KHARROUBI [68, Chapter 2] :

Théoréme 1.4.3.  Supposons qu’il existe un entier k € N tel que Ry(t) soit
compact (resp. faiblement compact si X = LY(A)) pour tout t > 0. Alors,

Wess (T + K) = Wess (T)
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Remarque 1.4.3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a r.ss(U(t)) =
Tess(V (t)), et donc en particulier (1.16) est formé de valeurs propres isolées de
multiplicité algébrique finie.

Dans le cadre de transport, et dans les domaines bornés, la compacité (ou la faible
compacité) de Ry(t) a été vérifiée par exemple dans [104, 107, 93, 39, 67, 68, 71],
ou méme dans des domaines non bornés mais sous I'hypothése restrictive (0.9).
Lorsque cette derniére tombe a défaut, le théoréme précédent ne permet pas de
conclure.

Le résultat suivant di & F. ANDREU et al 4] s’affranchit de la compacité.

Théoréme 1.4.4. Supposons qu’il existe un entier m € N* tel que
KU(t)K---U(ty,) K

dépend continiment, pour la topologie uniforme, de (ti,--- tn), (t; > 0, i =
1,--+,m). Alors

o(V(£)) C T U fn : ] < ress(U(E)}, VE > 0.

S. BRENDLE et al [20] précisent d’avantage les choses.
Théoréme 1.4.5. Si pour un certain k € N
0 <t Rg(t)
est continue (a droite) en norme, alors
Werit (T + K) = wWerit(T).

Si c’est la différence des deux semigroupes qui est continue alors le résultat est
encore plus précis :

Théoréme 1.4.6. Si pour un certain ty > 0
to <t— Ry(t) :=V(t)-U(t)
est continue (a droite) en norme, alors
Tait(V (1)) = 0au(U(t) (= 1to).

Remarque 1.4.4. Sous les hypothéses du Théoréeme 1.4.5 ou celles du Théoréme
1.4.6, le lien entre (1.15) et (1.16) est trés clair :

o(V(t) N {n:|n| > e = lo@HE) N Lo ReX > wo(T)}.

Ceci répond en particulier a la Congecture de M. MOKHTAR-KHARROUBI [68,
Conjecture 2.1, p. 25].
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1.4.1 Compacité et continuité en norme des restes de la
série de Dyson-Phillips

Les résultats de la section précédente pointent un probléme mathématique

intéressant et mettent en évidence un outil particulierement adapté a I'étude

spectrale du semigroupe perturbé, il s’agit de I'étude de la compacité et de la

continuité en norme des restes de la série de Dyson-Phillips. Le but de cette
section est d’indiquer quelques outils facilitant cette étude.

Un premier outil puissant pour étudier les propriétés des restes de la série de
Dyson-Phillips (1.14) est fourni par le théoréme fondamental suivant, qui est da
a L. WEIs [107], G. SCHLUCHTERMANN [88] et J. VoIiaT [105], auquel on
réfere dans la littérature par "strong convex compactness property” ou encore
"compacité des intégrales fortes”. Une approche directe de ce résultat dans les
espaces de Lebesgue est donnée dans [69].

Théoréme 1.4.7. Soient X etY deux espaces de Banach. On note K(X,Y) C
L(X,Y) (resp. F(X,Y) C L(X,Y)) le sous-espace des opérateurs compacts (resp.
faiblement compacts). Soit (A,v) un espace de mesure finie et

G: AN — L(X,Y) une application bornée et fortement mesurable

(i.e. w — G(w)x est mesurable pour tout x € X). St G(w) € K(X,Y) (resp.
G(w) € F(X,Y)) p.p. w € A, alors Uintégrale forte

Xszr [ Gw)zdv(w) €Y
[

est compacte (resp. faiblement compacte).

Pour simplifier I'étude des restes de la série de Dyson-Phillips (1.14), il est éga-
lement commode d’introduire la convolution d’opérateurs.

Définition 1.4.1. Soient f, g :]0,00[— L(X) deuz applications fortement conti-
nues. Leur convolution est donnée par

f*g(t):XBxH/f(t—s)g(s)xdseﬁ(X), t>0.

De plus, pour tout n € N, on note

(f1" = f*--xf (n fois ).

L’opération * est associative. A I’aide de la convolution on peut exprimer par
exemple (cf. [68, Lemma 2.1, p.14]) :
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Lemme 1.4.1.  Pour tout m € N*, Uy, (t) = [UK|" « U(t) et R, (t) = [UK]™ *
V(t).

La proposition suivante, qui s’établit en partie a ’aide du théoréme précédent,
montre que la compacité et la continuité en norme se conservent par convolution.
D’une maniére plus précise :

Proposition 1.4.1.  Soient f,g :]0,00[— L(X) deux applications fortement
continues et soit 0 < M < oco.

(i) Si f(t) ou g(t) est compacte (resp. faiblement compacte) pour tout t €]0, M|,
alors f * g(t) est compacte (resp. faiblement compact) pour tout t €]0, M.

(ii) Si J0,M[> t — f(t) ou |0,M[> t — g(t) est continue en norme, alors
10, M[>t v+ fxg(t) Uest aussi.

Le preuve de (i) se fait en utilisant la propriété de compacité des intégrales fortes.
Pour la preuve de (ii) voir par exemple [32, Lemma 1.13, p. 153] ou [68, Lemma
2.3, p. 16].

La proposition précédente permet, moyennant le Lemme 1.4.1, d’établir le

Théoréme 1.4.8. Soit m € N*. Alors
(i) Si [UK]™(t) est compact pour tout t > 0, alors Uy,(t) lest aussi.

(ii) Si 0 < t — [UK]|™(t) est continue en norme, alors 0 < t — U, (t) est
également.

Le résultat suivant lie la régularité du reste d’ordre m a celle du terme d’ordre
m [68, Theorem 2.6, p. 16 ; Theorem 2.7, p. 18|.

Théoréme 1.4.9. Soit 0 < M < co. Pour tout m € N* on a
(i) Le reste R, (t) est compact (resp. faiblement compact) pour tout t €]0, M| si
et seulement si le terme Uy, (t) est compact (resp. faiblement compact) pour tout

t €]0, M.

(ii) L’application |0, M[> t — R,,(t) € L(X) est continue en norme si et seule-
ment si |0, M[> t — U,(t) € L(X) l’est aussi.

Pour finir cette section, présentons deux critéres importants pour

e I’étude de la compacité d'un opérateur B € L(LP(A)) (1 < p < o0),

e I'étude de la continuité en norme d’une application fortement continue 0 < t +—
f(t) € LILP(A)) (1 < p < 00),

ou (A,v) est un espace mesuré o-fini. Il s’agit des arguments d’interpolation et
de domination qui seront d’une utilisation courante tout au long de ce travail.
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Arguments d’interpolation

Commencgons par ([47, Theorem 3.10, p. 57]) :

Théoréme 1.4.10. Soit

B e ) L(LYA)).

q>1

S’il existe 1 < qo < oo tel que B soit compact dans L®(A), alors B est compact
dans tout LI(A), 1 < ¢ < oc.

Grace a l'inégalité d’interpolation [21, p. 57

11 < WAIGIAI ™ pour 7= S+ 2% @ <a<)
ou f € LI(A)N LP(A), on peut établir le
Théoréme 1.4.11. Soit
0<tm f(t) €[ )LEL(N)) (1.17)

q>1

une application fortement continue en tant qu’application a valeur dans L(LP(A))
pour tout 1 < p < o0.

Sl existe 1 < qo < oo tel que (1.17) soit continue en norme & valeurs dans
L(LP(A)), alors elle est continue en norme a valeurs dans L(LI(A)) pour tout
1< qg<o0.

Par la suite la phrase "par un argument d’interpolation" renvoie a 1'utilisa-
tion de I'un des théorémes précédents.

Remarque 1.4.5. Retenir que si dans les deux théoréemes précédents 1 < gy <

00, alors on ne peut rien dire sur la cas ¢ = 1.

Arguments de Domination
Théoréme 1.4.12. Soient A et B deux opérateurs bornés de LP(A) avec 1 <
p < oo. Si B est compact et 0 < A < B, alors A est également compact.

Le théoréme est une version particuliére d’'un théoréme de D. DooDs ET J.
FREMLIN établi dans un cadre plus général que 1'on peut trouver dans [27] ou |2,
Theorem 16.20, p. 279|.

L’analogue du théoréme précédent dans L(£2) est le suivant :
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Théoréme 1.4.13. Soient A et B deux opérateurs bornés de L*(A).
(a) Si B est faiblement compact et si |Ap| < Blp| pour tout p € L*(A), alors A
est aussi faiblement compact.

(b) Si A est faiblement compact, alors son carré A* est compact.

La propriété (a) découle du théoréeme de Dunford-Pettis [29, p. 292]. Pour la
propriété (b) voir [29, Corollary 13, p. 510].

Par la suite, la phrase "par un argument de domination" renvoie a I'usage
du Théoréme 1.4.12 ou du Théoréme 1.4.13 (a).

1.5 Spectre du semigroupe d’absorption et de son
générateur

Récemment M. MOKHTAR-KHARROUBI [72] a réalisé une étude systématique
du spectre de semigroupe d’absorption et de son générateur dans des ouverts
quelconques (cette étude compléte celle de J. VOIGT [103] et les résultats partiels
dans [45, Chapter 12]). Dans cette section, nous rappelons, et complétons certains
de ses résultats pour, en particulier, déterminer le spectre critique.

On rappelle que le semigroupe d’absorption (U(t));>¢ est donné explicitement par

t
—/ o(x — sv,v)ds
U(t> : LP<Q X V) Spr—e 0 (,0((13 — v, U)X{t<’r(:v,v)} S LP(Q X V)?
ol €2 x V est muni de la mesure produit dr ® du, 1 < p < oo et
T(x,v) =1inf{s > 0: (v — sv) ¢ Q}.

Son générateur est

T:D(T)>p+— —v- g—i(w,v) —o(x,v)p(z,v)

avec
0
D(T) =f{pe L/@x V) :v- 22 € L(Qx V), g =0},
oul'_ ={(z,v) € IUxV :v-n(x) <0} avec n(x) est la normale extérieure en
x € 0f).

D’apreés 72| le semigroupe (U (t))+>0 se décompose en trois semigroupes de dyna-
mique indépendante. Pour rappeler cette décomposition notons

E = {(z,v) € A x RY : 7(x, —v) < oo},
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Zy = {(z,v) € QxRN : 7(z, —v) = 00, 7(x,v) < o0}

et
Zy = {(z,v) € Qx RY : 7(x, —v) = 00, 7(x,v) = 00}

Identifions LP(Z;) (i = 1,2,3) au sous-espace fermé LP( x RY) :
{oe LP(Qx RY) : p(z,v) =0 p.p. sur Q x RN — =},

Le sous-espace LP(Z;) (i = 1,2,3) est invariant par 'action du semigroupe
(U(t))t>0 et on a

LP(Qx RY) = LP(Z)) @ LP(Z,) © LP(Z3).

La restriction de (U(t))i>0 & LP(Z;), Us(t) = U(t) ez, (¢ = 1,2,3), définit un

=i

Co-semigroupe (U;(t))i>0 de générateur 7T;. De plus on a
o(U(t) = a(Ur(t)) Vo (Us(t) Ua(Us(t))  (t=0)
et
o(T)=o(T1) Uo(Ty) Uo(Ts).
Si dr ® du(=Z;) > 0, les spectres de Uy (t) et de T} sont décrits par

o(Ur(t)) = 0ap(Un(t)) = {n : In| < e}
et
o(Th) = 04p(T1) = {X: ReX < =T},

ou
t

/a(x — sv,v)ds.

0

1
A7 = lim inf -
t—o0 {1(z,—v)<o0, t<7(x,v)}

Si dr ® du(=Z2) > 0, on a

a(Us(t)) = {n: [n| < e™™'}

et
o(Ty) = {\: ReXA < —=\}},
ou
¢
1
Ay = lim inf —/a(w — sv,v)ds.
t—o0 {7(z,—v)=00, t<7(z,v)<c0}

0
Enfin, si dx ® du(Z3) > 0, les spectres de Us(t) et T3 vérifient :

o(Us(t) € {n: e < |n| < e}
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et
o(T3) C{A: =2y < Red < =A%},
ou
t
1
A; = lim inf - /a(x — sv,v)ds
t—00 {7(z,—v)=00, 7(z,v)=00} T
0
et
¢
1
A3 = lim sup —/a(x — sv,v)ds.
t—0o0 {7(z,—v)=00, T(x,v)=00} t
De plus,

{A: ReA = —\y" ou Red = —\5} C o(T).

Ceci nous permet d’établir le

Théoréme 1.5.1. On a toujours

1
ot \* = lim inf ;/ax—svv S.

t—00 {(z,v):t<7(z,v)}

Preuve. L’égalité
= inf{A], A\, A3}

et l'introduction de cette section fournissent s(7") = typ(T) = —\*. Pour identi-
fier le type critique, il suffit de remarquer que

0ap(T) D 0c(T) D{N: ReA = —\*}7
et d’appliquer la Proposition 1.3.2 pour obtenir —A* < weit(T) (S wo(7)). N

Exemples de \*. (a) Soit Q2 borné.
1.Si0¢V, alors \* = oc.

2. 510 €V et si o homogene, i.e. o(z,v) = o(v), alors \* = limy,_o inf o(v).

"Ici, o (T) désigne la frontiére topologique de o(T) qui est toujours une partie du spectre
approché [32, Proposition 1.10, p. 227].
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3. On suppose que pour tout € > 0, il existe un § > 0, une boule fermée By =
{x € RN : |z — 20| < 6} contenue entiérement dans € et un n > 0, tels que

o(z,v) <e+inf{lim o(z,v) : x € Q} pour tout x € By et v € V avec |v| < 7.

|v]—0

Alors \* = inf{ lim o(z,v) : x € Q} (cf. [45, Assumption (B), p. 296]).

|v]—0
¢
1
(b) Pour Q = RN, A\* = lim inf —/a(x — sv,v)ds. En particulier, si la
t—00 (z,0)€QXV
0
fréquence de collision est homogéne, alors A* = inf o(v).

Nous décrivons a présent les spectres de (U(t));>0 et de T' pour quelques classes
de domaines ).

Le domaine () est contenu dans un demi-espace

Théoréme 1.5.2.  Supposons que ) soit contenu dans un demi-espace et que
les hyperplans soient de p-mesure nulle. Alors

o(T)={A: ReXA < —=\"}

et
o(U@) ={n:|n <e "},

t

1
o A\* = lim  inf —/a(x — sv,v)ds.

t—oo {t<r(z,w)} T
0
Si de plus, la fréquence de collision est paire, i.e. o(x,v) = o(x, —v), alors

0(T) = 04p(T) et aeu(U(t)) = o(U(1)).

Preuve. Sous les hypothéses du théoréme on a dr ® du(=3) = 0, et donc le
troisiéme semigroupe disparait de la décomposition précédente. Ainsi

o(U(t)) = o(Us(t)) Uo(Ua(t))

et
o(T) =o(T1) Uo(T3),

et la preuve de la premiére partie du théoréme découle de la description faite au
début de la section en remarquant que A\* = inf{A\j, A\;}. On va montrer mainte-
nant que A} < A}, ce qui démontrera

0(T) = 04,p(T).
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Pour cela introduisons les deux ensembles suivants :
Ci(t) :=={(x,v) € A xRN : 7(z, —v) < 00, t < 7(x,v)}

et
Co(t) == {(2,v) € QA x RY : 7(z, —v) = 00, t < 7(z,v) < oc}.

Soit (z,v) € Cy(t). Comme 7(z, —v) = 0o et 2 est contenu dans un demi-espace,
on a nécessairement 7(x, —(—v)) < oo et par suite aussi 7(x — tv, —(—v)) < o0,
ce qui, combiné avec le fait trivial t < 7(z — tv, —v) = oo permet d’associer a
tout (x,v) € Cy(t), 'élément (x — tv, —v) € Ci(t). Maintenant, il est facile de
voir que 1’égalité

t t

/a(a: —tv 4 sv, —v)ds = /U(x — sv,v)ds

0 0
et les expressions

t

Af=lim  inf ¢! /a(a: — sv,v)ds
t—00 {(z,v)eC1(t)} J

t

Ay =lim  inf ¢! /a(x — sv,v)ds
t—00 {(z,v)eC2(t)}
0

entrainent
AT <A

Enfin, pour déterminer le spectre critique de U(t) il suffit d’appliquer la Propo-
sition 1.3.2 et la premiére partie du théoréme. En effet, soit 7 tel que |n| < e™™".
Alors 7 s’écrit bien comme 1 = ! HHE) 6t la suite A+ ZQ”T”)” vérifie les condi-
tions de la Proposition 1.3.2 (i.e. A +i22% € 04,(T) et Im(X + i%2%) — 0o quand

n — 00) ce qui montre que 1 € 0 (U(1)). [ ]

Remarque 1.5.1.  Lorsque Q est borné et la mesure pu vérifie p{0} = 0, le
semigroupe (U(t))i>o se réduit a (Uy(t))i>0, €t dans ce cas, il facile de voir que le
théoréme précédent reste vrai pour tout o(-,-) € L>®(Q x V).

Domaines extérieurs

Une autre classe de domaines importants en pratique est les domaines exté-
rieurs : 2 = R¥\D avec D = O et O un ouvert borné.
On a le résultat suivant :



40 Résultats préliminaires

Théoréme 1.5.3. Soit Q = RN\ D avec D = O et O un ouvert borné. Supposons
que la fréquence de collision soit homogéne en espace (i.e. o(x,v) = o(v)). Alors
0(T) = 04p(T) = {X: ReX < =X}

et
a(U(t)) = oeur(U(t)) = {n: In| < e},

ot \* = essinf o(v).
Preuve. D’aprés le Théoréme 1.5.1 on a
o(T) C{\: Rex < —=\"} (1.18)

et
o(U®) € {n:Inl < e}, (1.19)
o \* = essinf o(v). Montrons que \* = A}. Il est facile de voir que pour tout
v € V, il existe un cone C, d’axe v et une boule B(x,,&,) C Q tels que
B(zy,e,) x C, C {(z,v) : 7(z, —v) < 00, T(x,v) =00}
C {(z,v):7(x,—v) < o0, t < 7(z,v)}.

D’ou (en utilisant la définition de A}) on obtient

Al < inf o(v) = essinf o(v).
U’UGVB(’:CQM gv) X Cv

Ceci, combiné avec 'inégalité triviale essinf o(v) < A}, fournit I'égalité recher-
chée. Ce qui montre que les deux inclusions (1.18) et (1.19) sont des égalités
et que le spectre de T est du spectre approché. La partie concernant le spectre
critique découle alors de la Proposition 1.3.2. [

L’espace entier
Lorsque 2 est I'espace tout entier, I'image spectrale change radicalement.

Théoréme 1.5.4. Soit Q = RN. Alors
o(T) C{A: =\" < ReA < —\"}
et
o(Ut) C{n:e ™ <|pl <e™™},

ot
1 t
A" = lim sup —/U([L‘— sv,v)ds

t=00 {(z,0)}
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et
t

1
A" = lim inf —/U(x—sv,v)ds.
t—o0 {(z,0)} J

Si de plus la fréquence de collision est homogéne, alors le spectre réel de T, i.e.
o(T)NR est égal a 'image essentielle de —o(-) et

o(T) = 04p(T) = (¢(T) NR) +iR.
Quant a
o(U(t)) = 0u(U(t) = D).

Preuve. Comme Q = R", le semigroupe (U(t));>0 se réduit a (Us(t));>0 et la
premiére partie du théoréme n’est autre que ce qui a été dit au début de cette
section. Il a été également montré dans |72, Theorem 10| que lorsque la fréquence
de collision ne dépend pas de x, le spectre réel de T est égal a I'image essentielle
de —o(-) et

o(T) = (o(T)NR) +iR.

Un examen minutieux de la preuve en question montre en effet que ce spectre
est du spectre approché. Enfin pour déterminer le spectre critique on fait usage,
encore une fois, de la Proposition 1.3.2. |

Spectre essentiel dans les domaines bornés

Le théoréme qui va suivre peut étre vu comme une conséquence du théoréeme
[72, Theorem 11|8. La preuve que nous présentons ici est différente et exploite la
bornitude de 2. On extrait, en particulier, une information cruciale a propos des
supports des suites singuliéres que I'on utilisera plus tard au Chapitre 6.

Théoréme 1.5.5. Soit Q un domaine borné de RY. Alors
Oess(T) = {N: Red < =N} et 0.s(U(1)) = {n: n] < e ™1
Preuve. Pour tout entier n € N* on définit
Vi={weV:|<1/n}et VZ={veV: | >1/n}

On identifie LP(Q2 x V') avec le sous-espace fermé de LP(Q2 x V') des fonctions
nulles sur Q x (V\V)!). On vérifie que

Ut)(LP(Q x V1)) € LP(Q x V1) (i=1,2)

8Ce théoréme établit que sous les hypothéses du Théoréme 1.5.5 o(U(t)) N o, (U(t)) = {0}
et donc le Théoréme 1.5.2, la Remarque 1.2.1 et la fermeture du spectre essentiel fournissent
o(U(t)) = 0ess(U(t)). La méme chose pour le générateur.
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et on pose ’
Un(t) = U)jraxvy  (1=1,2).

On note le générateur de (U ());>o par T (on peut voir, en fait, que le semigroupe
(U (t))e>0 n'est rien d’autre que le semigroupe (U(t));>o quand on remplace V
par V!). D’aprés ce qui précede

o(T7) =0 et o(U (1)) = {0} (vt >0),

o(Th) = Jap(Trlb) ={A: ReX < —\"}

et
a(Ua() = 0ap(Up () = {n: [n] <e™™} (V¢ >0).

Soit A telle que Red < —A*. Comme \ € 0,,(T}), il existe une fonction ¢, €
D(T}!) telle que

||90n||L1’(Q><VT}) =1let [[(A— Té)SOnHLp(QxV?%) <

)

S|

et donc
lenllrxvy = 1 et |(A = T)enl Lr@xvy — 0 quand n — oco.

Comme .
Suppy, C V,! C {v: |v| < ~}

la suite (¢, ), converge presque partout vers zéro et ne peut, de ce fait, avoir une
sous-suite convergente en norme. Elle est donc singuliere et A € o.4(T). Enfin,
grace a la relation

t
Mo — Ult)p = /e’\(t_s)U(s)()\ — T)ds pour ¢ € D(T)

0

on conclut que (¢,), est, aussi, une suite singuliére pour U(t) correspondant a
At
e, |

Remarque 1.5.2. Les résultats de cette section montrent qu’on dispose d’une
connaissance spectrale compléte du semigroupe d’absorption et de son générateur.
Nous exploiterons, via les techniques de perturbation présentées en Section 1.4,
cette connaissance pour l’étude spectrale du semigroupe de transport et de son
générateur.
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Chapitre 2

Théorémes d’applications spectrales
dans L, 1 <p < o

2.1 Introduction

Le principal souci de ce chapitre est d’étudier les théoremes d’applications
spectrales pour le semigroupe de transport dans des domaines convezes et non
bornés, et dans le cadre LP avec 1 < p < oo. Soit Q C RY un ouvert convexe
de RY et p une mesure de Radon positive sur RY de support V. Le semigroupe
d’absorption est donné explicitement par

t
—/ o(x — sv,v)ds
U(t> : LP<Q X V) SDpr—e JO (,0((13 — v, U)X{t<’r(x,v)} S LP(Q X V)?

. LPAXV)=LP(Qx Vider®du(v)) (1 <p < o0),
7(z,v) =inf{s > 0: (x — sv) ¢ Q}

et
o€ L¥(Q x Vidr @ du(v)).

Le semigroupe de transport (V(t));>o s’obtient en perturbant le générateur 7" de
(U(t))i>0 par l'opérateur de collision borné

K:IPQxV)3 @ /k(m,v,v')gp(x,v’)du(v').
v
Ce semigroupe est donné par la série de Dyson-Phillips

Vi) = > U, (2.1)
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ou

LMﬂzUﬁﬁm@H@ﬁi/%@—QK@@Ms@zm.

Le présent chapitre est structuré de la maniére suivante : La Section 2.2 est
consacrée a la présentation de la classe d’opérateurs de collision que I'on utilisera
tout au long de ce chapitre et quelques propriétés la concernant. Dans la section
2.3 nous montrons que

0<t Ri(t) = V() - U)

est continue en norme sous une hypothése optimale sur la mesure p mais lorsque
Iopérateur de collision dépend d’une maniére réguliére de la variable de position
x. Cela nous permettra d’affirmer que V' (¢) hérite totalement de spectre critique
de U(t) et d’établir le théoréme d’application spectrale partielle :

cUM)N{n:|n >e V=T N e ReX > —\*}

Pour s’affranchir de la dépendance "réguliére" (et restrictive) de K en z imposée
dans la section précédente, nous introduirons dans la Section 2.4 une hypothése
plus forte sur la mesure p et obtiendrons un théoréme d’application spectrale :

o(V () = T+ {o}.

Notre hypothése sur u reste tout de méme trés générale et recouvre en particu-
lier le modéle continu et le modéle multigroupe. Nous cloturons le chapitre par
quelques remarques et problémes ouverts. Dans tout ce chapitre on suppose que
la fréquence de collision est homogéne, i.e.

o(x,v) =o(v).

2.2 Opérateurs de collision réguliers

Rappelons que 'opérateur de collision est de la forme :

LPOAXV)3p— Ko = / k(x,v,v")p(z, v )du(v"),
v

c’est donc un opérateur local en position. Cette observation nous incite & consi-
dérer K comme une application a valeurs dans L(LP(V)) :

Q> z— K(z) € LILP(V)),

ou

K(z): LP(V) 3 ¢ /Vk(:v,v,v')go(v')du(v') e LP(V).
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On suppose que

Q> — K(z)p e LP(V)
est mesurable pour tout ¢ € LP(V) et

Q> z = K@) 2oy
est essentiellement borné. On définit 'opérateur de collision par

K:LP(Qx V)3 ¢ K(z)p(z),
ol on fait l'identification suivante :
LP(Q x V) := LP(Q; LP(V)).

Il s’ensuit [70] que K € L(LP(2 x V)) et

HKHL(LP(QXV)) = 635;?21113 ”K(ﬂ?)Hc(Lp(v))- (2.2)

On a alors la définition suivante

Définition 2.2.1. [70] Un opérateur de collision K est dit régulier si

(1) {K(x) : © € Q} est un ensemble collectivement compact d’opérateurs de
LP(V), i.e.
{K(z)y: 2z e Q|dllp) <1}
est relativement compact dans LP(V).
ii) Pour tout ¥ € LP (V), {K'(z)Y' : x € Q} est relativement compact dans
(i) p
L (V), ot K'(x) désigne le dual de K (x).

Le lemme suivant met en evidence l'intérét de la classe d’opérateurs de collision
réguliers.

Lemme 2.2.1. Tout opérateur de collision régulier K peut étre approché par des
opérateurs de collision de noyau séparable :

$ v, U Zaz 1 ), (23>

el

ot f; € LP(V), g; € LP (V) (i +L=1)eta; € L®(Q) (I CN fini). Si, de plus,

p

Q> a— (K(z)p,¥) est uniformément continue (2.4)

pour tout (¢,v) € LP(V) x LP(V), ou (-,-) désigne le produit de dualité entre
LP(V)) et L¥(V), alors a; peut étre choisie uniformément continue.
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Preuve. La premiére partie du lemme a été déja montrée dans [70, Proposition
1], cependant pour prouver la propriété supplémentaire nous reprendrons toute la
preuve. Soit (P,), C L(LP(V)) une suite!, constituée d’opérateurs de rangs finis,
convergeant fortement vers l'identité. En notant que P,y — 1 uniformément
sur les ensembles compacts de LP(V), et compte tenu de la propriété (i) de la
Définition 2.2.1 on en déduit P, K (x)y — K(z)y dans LP(V) uniformément en
Y € Betx e on B est la boule unité de LP(V), i.e.

sup || K (z) — PnK(l“)”z:(LP(V)) — 0.

FISY)

En vertu de (2.2), 'opérateur K peut étre donc approché dans £(LP(£2 x V')) par
des opérateurs de la forme (de rangs finis en vitesse)

LIQx V)3 g ) (K(x)p(z),e)e, (2.5)

el
oit {e; : i € I} est une base de I'image de P, et {e! :i € I} C L (V) est sa base

duale, i.e.
1 sii=y
N )
{eis €5 { 0 sinon.

Notons que l'opérateur (2.5) est de la forme

LPAX V)2 p Z/ei(v)ei(x,v')gp(m,v’)d,u(v'), (2.6)

i€l

ot e;(z,v") = K'(z)e}. Ainsi, pour établir le lemme, il suffit d’approximer (2.6) par
des opérateurs & noyaux séparables. Soit (P!) C L(LP(V)) une suite d’opéra-
teurs de rangs finis, convergeant fortement vers I'identité. En notant que Py’ —
1" uniformément sur les compacts de L¥ (V) et que {K'(x)e} : x € Q} est relati-
vement compact dans L¥ (V), on obtient

sup || K'(z)e; — P, K'(x)e;]| () — 0 quand n — oo.
e

P (w)e; =) (K'(x)el, []) ] = Y (el K(2) ;)]

jeJ jeJ
ol {f]’ :j € J} est une base de I'image de P, et {f]” cjeJ} C LP(V) est sa
base duale, i.e.

<f;,f;'>={é n

sinon,

1On peut, par exemple, construire une telle suite & partir d’une base de Schauder.
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et donc l'opérateur (2.6) est approchable par les opérateurs
LPAX V)3 pr— Z Z/ozi,j(x)ei(v)f]{(v/)du(v/),
i€l jeJy,
ou
aij(x) = (e}, K(z)f;).
Comme {K (z)f] : x € Q} est relativement compact dans LP(V), on a
sup| (€], K (z) f;)

e

< 00

et donc o ; € L (€2) . Enfin, si de plus (2.4) est vérifiée, alors o ; est uniformé-
ment continue, ce qui finit la preuve. [ |

Remarque 2.2.1. [l est montré dans [70] que la classe des opérateurs de
collision réguliers est exactement la fermeture, dans L(LP(Q2xV)), des opérateurs
possédant un noyau de la forme (2.3). Cela montre, en particulier, que si K est
régqulier, alors son dual K' l’est aussi.

Remarque 2.2.2. [ convient aussi de signaler que par un arqument de densité
on peut supposer dans le lemme précédent, les fonctions f; et g; (i € 1) continues
a support compact.

2.3 Théorémes d’applications spectrales partielles

Le résultat principal de cette section est

Théoréme 2.3.1.  On suppose que la mesure i ne charge pas les hyperplans
affines et que 'opérateur de collision est régqulier.

(a) Si Q2 =R"N et si
RY 5> 2 — (K(x)p,¢)

est uniformément continue pour tout (p,v) € LP(V) x L¥(V), alors
Jcrit(v(t)) = Ucrit(U<t))
et

a(V() N {p: ul < e oufpu| > e}
o THE) O L Red < =A™ ou Rel > —\*}.

(b) Si 2 G RY est convexe et si

Q3 z— (K(x)p, )
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est uniformément continue pour tout (@,v) € LP(V)x LP (V) et son prolongement
(par continuité) a Q s’annule sur le bord OS2, alors

O'C”‘t(V(t)) = Ocrit(U(t>)

et
c(V) N {p: |pu] > e} =TT A [ Red > —\*}.

La preuve est essentiellement contenue dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2. On suppose que la mesure u ne charge pas les hyperplans
affines et que l’opérateur de collision est régulier.

(a) Si Q=R"Y et si
RY 5z (K(z)p,¥)

est uniformément continue pour tout (@,v) € LP(V) x L¥(V), alors
0<tr Ri(t)=V(t)—U(t) € LILP(RN x V))

est continue en norme.
(b) i Q G RY et si
Q32— (K(x)p,9)

est uniformément continue pour tout (@,v) € LP(V)x L¥ (V) et son prolongement
(par continuité) a S s’annule sur le bord OS2, alors

O0<t— Ri(t)=V(t)—Ut) € LILPQ x V)
est continue en norme.

Preuve du Théoréme 2.3.1. On sait, d’aprés le Théoréme 1.4.6, que deux
semigroupes dont la différence est continue en norme ont le méme spectre critique.
On rappelle que

Oeait(Ut)) = {n: e <|n| <™}
si Q= RN et
oai(U)) C{n:n <e ™}

si Q est un convexe différent de RY. Ainsi, 1’égalité (Théoréme 1.3.2)
o(U(#)\{0} = €7 U oerie(U (1)) \ {0}
finit la preuve. u

Le reste de cette section est consacrée a la preuve du Théoréme 2.3.2 et & montrer
I’optimalité de I'hypotheése faite sur la mesure p.
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Preuve du Théoréme 2.3.2

On montre d’abord (a). Dans une étape préliminaire, on montrera, que grace a
I’approximation et l'interpolation, il est suffisant de se restreindre au cas p = 2.
Ceci permettra d’utiliser la transformation de Fourier. Enfin, on verra comment
déduire le point (b) a partir de (a).

Preuve du Théoréme 2.3.2 (a) : On rappelle que 0 < ¢ — R;(t) est continue
si et seulement si

0 <t Up(t) :/U(t—s)KU(s)ds

0

'est aussi (cf. Théoréme 1.4.9). L’opérateur U;(t) dépend linéairement et contind-
ment, dans £(LP(RY x V)), de Popérateur de collision K, alors grace au Lemme
2.2.1, il existe une suite d’opérateurs de collision (K, ), & noyau séparable telle
que

/U(t — s)K,U(s)ds — Uy(t) (n — o0)

0

uniformément en t € [0,7] pour tout 7" > 0. On peut alors, sans perte de
généralité, supposer K de la forme

K 1% V)5 o ale) /V F@)g (0 (e, )dp(v'),

ott f € LP(V), g € LP(V) et a € L™(R) est uniformément continue. Par densité
encore (Remarque 2.2.2), on peut méme supposer f et g continues a support
compact. Dans ce cas,

Ui(t) € () LILARY x V)

g>1

et par conséquent, par un argument d’interpolation, on peut se restreindre au cas
p = 2. On rappelle que

Uso(t) : L2 (RY x V) 3 ¢ — e Wp(z — tv) € LARY x V).
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De simples calculs donnent

Ur(t)y

t

- /Uoo(t — 5)KUx(s)pds

= /6“SwwﬂW/ﬂdx—@—ﬁv—%%ﬂe”W@WMMUM& (2.7)
1%

0

ou la fonction 1, est reliée a ¢ par la relation
bs(w,v) = alz + sv)xw (v)p (e, v),
avec s € [0,T] (T fixé) et xw est la fonction indicatrice de
W := Supp f U Supp g.
On verra plus tard (dans la preuve du Lemme 2.3.1) que
s+ agxw € L¥(2 x V) est continue,

ou
asxw : (z,0) — a(z + sv)xw(v)
de sorte que

Y s+ 1), appartient a C([0,T]; L*(RY x V)).

Ecrivons

1 — .
0ua) = T [ Bl e, (238)
RN

ou 1/#:(, -) est la transformée de Fourier, dans L?, de v, par rapport a la variable
d’espace x, et ou le sens de (2.8) est

Uy(-,-) = lim+ / @/b:(g,v)e”'gdf

M—o0 (27{ N/2
[€1<M

dans C([0,T]; L*(RY x V)) (muni de sa norme naturelle) et

[2C M aqgsery = / /

V RN

e )| dedu()
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pour tout s € [0, 7. Ainsi, on peut écrire (2.7) comme limite (M — oc) dans L?

de

t

1 —(t—s)a(v) —sa v ix-&  —i((t—s)v+sv')-€ /
Nz | € f() g(v) %(@ e te dédu(v')ds
(27) ! /]

Vo glsM

qui, grace au théoréme de Fubini, est égale a

N/2 / zxﬁ/ —(t—s)o(v) /ws g U —50(”/) —Z((t s)vtsv') ﬁd,u( )deg

lgl<M

Soit Oy, (t) Popérateur suivant défini sur L2(RY x V) :

N/2 / iz {/ —(t—s o'(v /ws f, —sa v )e—i((t—s)v-l-svl)‘fdlu(U/>d3d£_

l§|<M

Comme nous l'avons signalé, l'opérateur Oy (t) converge fortement vers Uy ()
quand M — oo. Nous allons montrer que lorsque (2.4) est satisfaite, cette conver-
gence a lieu en norme. Plus précisément on a :

Lemme 2.3.1. Oy (t) converge, en norme d’opérateur, vers Uy(t), quand M tend
vers linfini, et ce uniformément ent € [0,T].

Un fois ce lemme démontré, la preuve du point (a) se déduira du

Lemme 2.3.2. l’application 0 < t — Oy (t) € L(L*(RY x V)) est continue en
norme.

Au cours de la preuve du Lemme 2.3.1 nous aurons besoin du

Lemme 2.3.3. [70] Soit u une mesure de Radon sur RN finie et ne chargeant
pas les hyperplans affines. Alors

sup pu @ p{(v,0") e RV xRV 1 |(v =) -e| <e} — 0 quand e — 0.

eeSN-1
Preuve du Lemme 2.3.1. Montrer le lemme revient & montrer que
WQ/z“/ Ty /%fv e 5o W) US4V g1 dsdE — O
|§1>M

dans L2(RY x V) quand M — oo uniformément en ¢ bornée dans L?(RY x V)
et en t € [0,7]. Soit

G:[0,T] s G(s) € L°RY x V),
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. G(s) :RY xV 3 (z,v) — a(z+ sv)xw(v) € R.
Notons que G € C([0,T]; L®(RY x V)) car
|G (s) — G(5)|lo, = esssup xw(v) |a(z + sv) — a(z +5v)|,
a est uniformément continue et W est borné. Notons également que
Y, = G(s)p € C([0,T]; L*(RY x V).

Comme G € C([0,T]; L®(RY x V)), elle peut étre approchée uniformément par
des fonctions en escaliers : 1l existe {k,} C N tel que a tout ¢ € {1,--- ,k,} on
peut associer un intervalle I7* C [0, T et une fonction 9" € L>®°(RY x V') vérifiant

— 0 quand n — oc.

sup HG f: Xy (8)¥7
=1

s€[0,77] L2 (RN xV)
Il s’ensuit que
kn kn
sup — X (s wfcp‘ = sup HG — X (s w?go‘
s€[0,T] ; ’ (5) L2(RN xV) s€[0,T] ; ! (5) L2(RN xV)

— 0 quand n — o0,

uniformément en ||| 2@~ 1) < 1. L'identité de Parseval nous assure alors

kn
sup |5 — Xir (s w” = sup = > X (s)Yiy
s€[0,T] Z L2(RN V) s€[0,T] ; ‘ (5) L2(RN xV)
— 0 quand n — oo, (2.9)

avec une convergence uniforme en |||| 2@~ vy < 1. D’autre part, on a

G [ de /e /ws . 0)gl)e )

|€1>M
x e "il(t=s)vtsv') ’fdu(v )ds
1 / . b -
= g | et [0 [ ) = 3w iEaE )
|€|>M 0 % i=1
X6*30(1’/)e*i((t*S)ersv’)-gd/L(v/)dS
1 | / /
+_(27.‘.)N/2 Z / dé-ezsz(v)/e—(t—s)f’(v)/X]n( )¢n (é U) (U/)e—sa(v)
e nm 0 v
X6—i((t—s)v+sv’)~§du<v/)d8
kn,
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Pour finir la preuve, nous allons montrer tout d’abord que ||O?\}[”(t) H — 0 quand
n — oo uniformément en ¢ € [0,7] et uniformément en M, et puis montrer que
pour tout n fixé, || S Ol (t)|| — 0 quand M — oo uniformément en ¢ € [0, 7.
En utilisant 'identité de Parseval puis 'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient

[
1 t
o [
v RN |£\>M
@DS 57 Z XI" ))g(v/)e—sa(v’)e—i((t—s)v—i—sv’)-{du(vl)ds

_ /M /dg\f // (1=990) (5 (¢, Zm Jore(&,v)g(o)

v &]>M

Xefso(v )671((tfs)v+sv .éd/L('l}/)dS

, 2
e—(t—s)a(v)e—sa(v )g(v/)f(v) du(v’)ds

V")) ‘Qd,u(v')ds

IA
—
=N
=
—
~ QL
. 7%
| S —_
M ~—
<

du(v")dsdé

VAN
~—
Y
=
=
Z
— \
@) ®
CIJ
5
\
3
d\
Y
C\
=
—~

S @)
=1

/
<7 / dp(v) / / e (01) )]
174 0 Vv

Z XI"WL

du(v')ds sup

sEOT]

Gréce a (2.9), ce dernier terme tend vers zéro quand n tend vers l'infini, unifor-
mément en ||¢| 2@y «1y < 1, uniformément en ¢ € [0, 7] et aussi uniformément
par rapport a M.

Maintenant, i P t)H — 0 quand
M — oo uniformément en ¢t € [0,7]. Fixons i € {1,---,k,}. Par I'identité de

i,n

2
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Parseval puis I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a

(et

- / i) [ ag / 0 0) [ xip (5) ol g0 e

|&|>M \%
Xe—z((t—s)v-i—sv ~§du(vl>d8

= [ [ae [ e V/ TP g0

|4 |&|>M [0,¢]NI

. , 2
Xe—z((t—s)v-‘,—sv )Ed/,L(’U/>dS

ol

2

’ s (! 2
< / M / —to / e—s(a(v )—o(v))f(v)g<v/)€—zs(v —v)~§ds d,LL(U/)
1% |&|>M [0,¢]NI
2
x / Iole, )| dut)

’ S () 2
< sup / / ‘ —to(v) / —s(a(v )—J(v))f(v>g(vl)€—zs(v —v)fds) d/j,('l}/)
€]>M

[0,¢]NI

XHwnngLQ(RNXV)

’ ) 2
< sup /d:u / ’ —to(v / *S(U(U )*U(v))f(v)g(vl>efzs(v fv)-gds

|§|>M
1%

dp(v')

[0,4n17"
><||¢?|Ioo||90||Lz (RN xV)-

Nous avons donc a montrer que
‘51|im //du(v)du(v’
Vv

uniformément en ¢ € [0, 7] ou, puisque f et g sont continues et a support compact,
a montrer que

jim | [t

uniformément en ¢ € [0, 7], ou W = Supp f |J Supp g. Pour cela, introduisons les
coordonnées polaires £ = [£] e avec e € SVL. Ayant en esprit que (v,v") € W x W,

O B e S T

[0,4jnI"

/ ; ! 2
/ p—s(o(@)—o W) g—ist' )¢ 4> _

[0,6)n 1"
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on note que pour tout € > 0
/ ; / 2
/ e—s(o(v )—U(v))e—zs(v —v){ds

//du(v)du(v’)
17A[0,1]
, . ! 2
) / / / oW 0 g5 ) (v

e-(v' —v)|<e I7N[0,t]

’ . ’ 2
/ / / =30 (0)=0(v) g=isléle-(v'—v) g

le-(v'—=v)|>e I'N[0,t]

< T esssup e 2= gup // dp(v)dp(v')

s€[0, T’ €W ecSn—1
le-(v'—v)|<e

’ 1 4 2
/ / / e 1o~ o 0N e 0 g5 (o) dpu( o).

le-(v/—v)|>e IN[0,t]

dpi(v)dp(v')

Maintenant, grace au Lemme 2.3.3, on peut rendre

sup / / dp(v)dp(v
ecSN-1

le:(v/ —v)|<e

aussi petit que 'on veut. Fixons e suffisamment petit et considérons le deuxiéme
terme. Pour le traiter on utilisera le théoréme de Lebesgue-Riemann. Soit ’en-

semble
S :={Sivw € L'R) : (t,0,0") € [0,T] x W x W},

ou
Stww RS s Xfym[o,t](S)efs("(”/)"’(”)) € R.

L’ensemble S est relativement compact dans L'(R). En effet, soit (¢,,v,,v )peN
une suite de [0,7] x W x W. On peut en extraire une sous-suite (,,, vy, , pk)k’eN
convergeant vers (t*,a,b). Par le théoréme de convergence dominée on a alors la

suite de fonctions (Stpkmpk, Jken qui converge, dans L*(R), vers

R>sm— X];lm[o,t*}(S)eis(bia)-

Gréce au théoréeme de Lebesgue-Riemann et la (relative) compacité de S on a

| l‘im Stow(8)e ™ ds =0
R
uniformément en (t,v,v") € [0, T] x W x W. En particulier, comme |e - (v — v)| >
g,
lim / 5o )=o) gislele(v'—v) gg| _ g

€| —o00
170[0,t]
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uniformément en (t,v,v") € [0,T] x W x W et par conséquent

/ ; / 2
|£1‘im // / e~ =a () g =isléle (=) g1 gy (v)dp(v') = 0

le:(v/—=v)|>e I'N

uniformément en ¢ € [0, 7. ]

Montrons a présent le Lemme 2.3.2, c’est a dire la continuité (& M fixé) de
I’application

0 <t On(t) € LILARY x V).

Preuve du Lemme 2.3.2.  Soit £ > 0. Alors

On(t)p — On(t)p

b [ s / m@/%gv —

lgl<M
Xe—z((t—s)v+sv Ed,u( )d

—W/d&”fﬂ/ G /z/zsgv oot

lg|l<M
e—Z((t—S)U+SU fd,u( )dS

X
1 iz fta (v)—itv-€ fs o(v)—o(v))
= @ne dge f 1/15 £,

§l<M
xe’”(” € dsdp (v’ )

1 . - -
ix-& fto (v)—itv-§ _ —to(v)—itv-§
+(27T)N/2 / dge / f(v € )

|§l<M

. / eSO W) oD s (¢ ) dsdla(u)
0
= Oy (t, D) + O3 (t, D).

Montrons que

10, (£, )| — 0 et [|O?,(t,7)|| — 0 quand t — £.
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En utilisant l'identité de Parseval et 'inégalité de Cauchy-Schwartz on a

103, D ||
t
_ /d,u / dé-‘/f —tav ztvf/e—s(a(v’)—J(v))e—is(v'—v)~§
lg|<M t

2

X1 (&, 0 )dsdp(v')

/ (v) /dﬁ//‘f —ta(v —s(o(v')—o(v))
|§l<M

_ olloo 2
< (0= [ [ A gl () ol ]
WxW
— 0 quand t— 1t

IA

dsdu( )

@(f V) (v')

uniformément en || o[ 2@y xv) < 1. A nouveau, l'identité de Parseval et I'inégalité
de Cauchy-Schwartz fournissent

2
|08 (£ B¢
t
_ / /’L / dé-‘/f 7t0' (v)—itv-€ eto’(v)itv-{)/ —s(o(v')—0o(v))
v El<M 0

2

xe W (€0 ) dsdp(v)

< /du(v) / dg//‘f *tvv) itv-g effcr(v)fﬁv-g)
v lel<M
t
— 2
VvV o
T
S sup —tcrv) v —tcr —itv-€ du( )d,U/( )/ —2s(o v)—o(y))ds
E<M
WxWwW 0

T fgllzcllllZllol Z2en v

Enfin, on peut facilement voir que

) - =12
// ‘efto(v)fztv{ . 671&7(1))71“)-5~

WxW

dp(v)dp(v') — 0 quand ¢t — ¢
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uniformément en |£| < M et par conséquent HOﬂ(t,E)” — 0 quand t — ¢. Ce
qui achéve simultanément la preuve du Lemme 2.3.2 et du point (a). |

I1 nous reste la

Preuve du Théoréme 2.3.1 (b). Nous allons en fait la déduire a partir de la
preuve du point (a). Comme dans cette derniére, il suffit de montrer la continuité
en norme de

0<tr— Ul(t)

Par la convexité de 2 on peut écrire
U(t)(p = RUOO(S>E(IO7

ol E est I'opérateur d’extension triviale de LP(Q x V) a LP(RY x V) et R est
I'opérateur de restriction de LP(RY x V) sur LP(Q2 x V). Il est clair que

Ui(t)p = /RUoo(t — s)EKRU(s)Epds

0

et il suffit donc de montrer la continuité de
t
0<t+— /Uoo(t — 8)EKRU(s)ds.
0
On pose K, := EKR. On remarque alors que pour tout ¢ € LP(RY x V)

Kaloholo) = { o7 g

Il s’ensuit que pour tout ¢ € LP(V) et ¢ € L*(V)

e R A

est uniformément continue en z € RN car (K(x)p,1) s’annule au bord 9.
Maintenant, en raisonnant sur K, au lieu de K, la norme continuité

0<t Uy(t) € LILPQ x V)

découle de (a). |



2.3 Théorémes d’applications spectrales partielles 61

Optimalité de ’hypothése sur la mesure pu.

Dans le Théoréeme 2.3.2, I’hypothése sur la mesure p est optimale. En effet on a
le résultat suivant :

Théoréme 2.3.3. Soit p une mesure de Radon a support compact V et soit
Q =RN. On suppose que 0 =0 et

K:DXRY x V)5 g /gp(a:,v’)du(v’).
\%4

S’il existe un hyperplan H = {v ERY 1v-w= c} de p-mesure strictement posi-
tive, ou w € SN et ¢ € R*, alors il existe une suite (t,), convergeant vers zéro
et telle que t — Ry(t) ne soit continue (en norme) en aucun t,, (n € N*).

Preuve du Théoréme 2.3.3.  Si (pour un certain 7' > 0) ]0,7] > t — Ry(t)
est continue en norme, alors |0,7] 5 t +— Ui (t) l'est aussi (cf. Théoréeme 1.4.9).
Ainsi, il est suffisant de montrer que t — U (t) n’est pas continue en norme pour
tout ¢ > 0. Soit ¢ > 0, posons § = sup,¢y |v| et 7 = §(¢+1). Désignons par B(0, )
(resp. B(0,3r)) la boule centrée en 0 et de rayon r (resp. 3r). On a

r— (t—s)v—sv' € B(0,3r) pourz € B(0,r), 0<s<t et t <t+1.

Pour tout m € N*, choisissons ¢, € L*(RY x V) de la forme ¢, = fn(z)h(v)
avec

fm(x) =

et h € L*(H) telle que [ h(v")du(v") > 0.
i}

{ emrw six e B(0,3r)

0 sinon,

Comme la fréquence de collision est nulle,

t

U (t) pm = / / fnl = (£ — s)o — s )h()dpu(')ds,

alors on a pour tout t <t -+ 1

||U1 (t)SDm - U (f)SDmHi%RNXv)

_ / dp(v) / | j / (@ — (= 8)v — s0)h(v)dp(o')ds

%4 RN

- j / Ful — (F = 8)o — suYh(o')du(v')ds|
0 Vv
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t
1 —imtv-w —imiv-w 2 —ims(v—v')-w / / 2
> 5 du(v) d:v‘e —e ’ e h(v")dsdp(v')
H B(0,r)
2
Z O r |/dﬂ 77,th_ —imtc // deﬂ )
H
> 5 1BONIE [ dut)] [ hwdu] e - e
H H
- s

En définissant une suite (t,,)., par t,, =t + —, on aura
me

101 (tm)om = U1 @m0
> 2|0, mind®, (F+ ) [ du)] [ hw)dn(w)

H

2

9

et par conséquent il existe une constante C' > 0 telle que
|Ui(tm) — Ui (B)]| = C

pour tout m € N*, [

2.4 Théorémes d’applications spectrales

Dans le Théoréme 2.3.2, I’hypothése sur la mesure p est optimale. D’autre
part, la dépendance de 'opérateur de collision de la variable d’espace est restric-
tive. En effet, notre hypothése sur K requiert que

Qozw— K(z) € LILP(V))

soit "réguliére" et s’annule sur le bord 99 si Q # RY. Cette hypothése exclut
par exemple les noyaux continus par morceaux (par rapport a x € 2) utilisés
dans la physique des réacteurs ou méme des noyaux homogénes en espace lorsque
Q ; RY. Dans cette section, on introduit une hypothése plus forte sur la mesure

T
/eiz'”du(v) — 0 quand |z] — oo (2.10)
D

pour tout borélien D C RY de mesure finie u(D) < oo. Cette hypothése per-

met d’une part de se débarrasser des hypotheses restrictives du Théoréme 2.3.2

portant sur la dépendance de l'opérateur de collision en z et d’autre part d’obte-
nir un théoréme d’application spectrale (globale). Notons que 1'’hypothése (2.10)
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reste générale et couvre en particulier le modéle continu et le modéle multigroupe.

On commence par ce lemme qui clarifie le lien entre la classe des mesures vérifiant
(2.10) et celles ne chargeant pas les hyperplans affines.

Lemme 2.4.1. Soit pn une mesure de Radon positive vérifiant (2.10). Alors les
hyperplans affines sont de p-mesure nulle.

Preuve. Supposons qu’il existe un hyperplan affine H tel que p(H) > 0. Soit
v € H. Alors il existe w € S¥~! tel que

H={veR":(v-71) w=0}.

Soit D C H tel que 0 < p(D) < oo. Alors pour tout z = tw (t € R),

/wwm):/wwwm

eitw(v—i) eitwidu(v)

I
S~ T

ztwiM(D) ’

I
o

de sorte que
‘ /eiz'”d,u(v)‘ = u(D) > 0 pour tout z € Rw.
D
|

Cette hypothese est plus forte certes, mais en contrepartie elle garantit un théo-
réme d’application spectrale (globale) :

Théoréme 2.4.1. Soit 1 < p < 400 et soit Q@ C RY un convexe. On suppose
Uopérateur de collision réqulier et (2.10) vérifiée.

(a) Si Q& RY, alors
o(V(t) =Ty {0},

(b) Si Q =RY, alors

*

o(V(O) N {n:nl < e oun| > e}
e THE) A L Red < =A™ ou Rel > —\*}.

(c) Si Q=RN et si l’image essenticlle de o est conneze, alors

o(V () = elo@T+K),
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La preuve de ce théoréme nécessite deux lemmes. Le premier établit la continuité
du reste d’ordre 2 de la série de Dyson-Phillips, le second montre la stabilité du
spectre approché de T' lorsqu’on perturbe ce dernier par un opérateur de collision
régulier.

Lemme 2.4.2. Soit Q un conveze de RY. On suppose lopérateur de collision K
réqulier et (2.10) satisfaite. Alors

0 <t Ro(t) e L(LP(Q x V))
est continue en norme.

Preuve. On traite d’abord le cas p = 2. D’aprés le Théoreme 1.4.8 il suffit de
montrer la continuité de 0 < ¢ — [UK]*(t). D’une autre part,

[UK) = (UK)* (UK) =U % (KUK),

et d’apres la Proposition 1.4.1 on est conduit & montrer la continuité en norme
de 0 < t — KU(t)K. Enfin, d’aprés le Lemme 2.2.1, par densité et linéarité, il
suffit de montrer que 0 < t — K U(t)K, est continue, ot K; (i = 1,2) posséde

un noyau séparé
ki(z,v,0") = aq(x) fi(v)gi(v)

avec a; € L>®(Q) et f;, g; sont continues a support compact dans V. L’opérateur
K, U(t)K, se décompose alors comme suit

KUt)Ky = 0:5(t)0,,

ou

Oy : LX(AX V)3 prs a2(x)/gp(x,v’)gg(v/)d,u(v') c L*(),

S(t) : LA(Q) 5 6 / Je 7O (e — t0)yqrer e dii(v) € L(9)

(o h(v) = g1(v) f2(v)) et
Oy : L*(Q) 3¢ — ay(z) fr(v)Y(z) € L*(Q x V).

Il est suffisant donc de montrer que S(¢) (¢ > 0) dépend contintiment, pour la
topologie de la norme, de ¢t > 0. Comme {2 est conveze,

S(t) = RS (t)E

ol F est Popérateur d’extension triviale de L*(Q2) a L*(RY), R est 'opérateur de
restriction de L2(RY) sur L?*(Q) et

Soo(t) : L2(RY) 3 4p - /h(v)e_t”(”)w(x —tv)du(v) € L*(RY).
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Montrons que 0 < t — S (t) est continue en norme. L’opérateur Sy (t) est un
opérateur de convolution. En effet, pour tout 1 € L*(RY),

Set)t = [ e vt~ to)dufe)
= /@/}(x — 2)dv(z) = ¢ * 1y,

oil v, est la mesure image de la mesure de Radon h(v)e™ (" dy par 'homothétie

v — t.
Fixons t > 0. Alors
Hgoo(t)w_goo(f)lﬁHL%RN) = “¢*(Vt_W)“L2(RN)
< (27T)N/2<81;{p 7:(C) = (Ol Y]] 2@y »
= N

d’ou
950 (8) = Soc(®)| 2 p2ggvyy < <2w>N/24s1%p 7:(¢) — i(C)].
c N

D’autre part
(2m)"2(@:(¢) — (€)= / e " Ch(v)e " dp(v) — / e~ Ch(v)e " dpu(v)
RN RN

se décompose comme

/eitv-(h(v)eta(v)du(v)+/eitv-Ch<U)<etcr(v) —e*t‘j(”))dﬂ(v)
RN RY
_/eitv-ch(v)etﬂ(v)du(v)
RN

= 1,(¢) + L(¢) — I3(C).

Observons que I(¢) — 0 quand ¢t — ¢ uniformément en ¢ € RY. De plus,
L(¢) et I3(¢) sont arbitrairement petits pour || assez grand, uniformément
en ¢ appartenant a un (petit) voisinage de t, car la transformée de Fourier de
h(v)e ™ du(v) tend vers zéro & linfini. Enfin, il est clair que pour tout A > 0
fixé, I1(¢) — I3(¢) — 0 quand ¢ — ¢ uniformément en |¢| < A. Par conséquent

1S (t) — S

OO(Z)HL(LQ(RN)) — 0 quand t — ¢,

ce qui finit la preuve dans le cas p = 2.
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Regardons maintenant la cas ot 1 < p < oo. Premiérement, on observe que
Ry(t) € L(LP(2xV)) dépend contintiment de K € L(LP(2 x V)) (uniformément
ent € [0, 7] pour tout 7' > 0). Il suffit alors de se restreindre & des opérateurs de
collision & noyaux séparables,

(z,v,0") Zog (v")

el

avec I C N est fini, o; € L*°(Q) et f;, g; sont continues a support compact auquel
cas Ry(t) € L(L"(2xV)) pour tout 1 < r < oo et le résultat, établi précédemment
dans L*(Q x V), s’étend a LP(Q x V) (1 < p < oo) par interpolation. |

Lemme 2.4.3. On suppose l’hypothese (2.10) satisfaite et ['opérateur de collision
régulier. Alors

Oup(T) C 00p(T + K)
et
up(T") C oap(T" + K').

Preuve. Soit A € 0,,(7T). Par définition, il existe une suite (¢,), C D(T) telle
que
lenll =1 et [[Apn — Tn|| — 0 quand n — +oo.

Posons ¥, m(z,v) = @ (z,v)e™?, ot m € ZV. L’égaliteé

H/\@Zjn,m - T¢n,m|| = [[Aon — Ton||

montre que
| AMnm — Tnm|| — 0 quand n — +oo

uniformément en m € Z~. Montrons que pour chaque n

| Knm| — 0 quand |m| — oo.

Comme K est régulier, il existe une suite (K;)eny d’opérateurs de collision a

noyaux
k(z,v,0") E al( (v'),
iell

avec fl € LP(V), gl € LP (V) et of € L>(Q) (I' fini) telle que ||[K — K;|| — 0
quand ! — oco. En notant que

HKwn,mH HKwn,m - Kﬂ/}n,m” + ”Kl¢n,m"

<
< K = Kl + [[Kigpnmll
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il suffit de choisir [ assez grand et de montrer que, pour un tel [ fixé, on a
| Kitnm|| — 0 quand |m| — oco. L'opérateur K, étant une somme finie, d’opéra-
teurs de collision de noyau de la forme a(z)f(v)g(v’) il suffit de montrer que

// ‘/ U)o (@, 0")dpu (V") pdu(v)dx — 0 quand |m| — oo,

ot feLP(V), g€ L¥ (V) et a € L¥(Q).
L’hypothése (2.10) entraine la propriété de Riemann-Lebesgue :

/gp(v’)e”'”ldu(v’) — 0 quand |z| — oo Yy € LYRY du).

En effet, cette propriété triviale pour des fonctions étagées, reste vraie pour ¢ €
L' par des arguments de densité. D’autre part, pour tout (z,v) € Q x V

/ (@) f (0)g(0)on (2, o) dp(v') < +oo.

D’ou, pour tout (z,v) € 2 x V et tout n,

Oé(x)f(v)g(?/)@n(x;U’)eim'vldu(vl) — 0 quand |m| — +o0.

—

De plus,

p

| [a@rg)ente o) due)

< Ja@f O ( [1o) dut))™ [loutes)P dute) € L@ x V)

de sorte que le théoréme de convergence dominée implique

//‘/ V) on(, ') du(v')]

En particulier, pour tout n il existe m,, € Z" tel que

/ / | / Va0 e du(w)|

1
i.e. || Kt¢nm,| < — et par conséquent
n

||)‘¢n,mn - (T + K)wn,mnH S ||)‘1/}n,mn - T¢n,mnH + "K¢n,mn||

1
< ||)‘¢n,mn - T¢n,m7z H + E

— 0 quand n — oo

du(v)dr — 0 quand |m| — +o0.

du(v)der < —,
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et A € 04,(T + K). La preuve de la deuxiéme partie du lemme se fait de la méme
maniére en notant que le dual d’un opérateur de collision régulier est encore
régulier. [ |

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat principal de cette sec-
tion, i.e. donner la

Preuve du Théoréme 2.4.1. Par le Lemme 2.4.2 et le Théoréme 1.4.5 on
a Werit (T + K) = wert(T) qui, d’aprés le Théoréme 1.5.1, est égal & —\*, c’est a
dire que le spectre critique de (V(¢))¢>0 est confiné dans le disque de centre 0 et
de rayon e """, ce qui nous permet de récupérer

oV N{n:|n >e N} =TT N feh : Red > —\*}. (2.11)
Rappelons aussi que, d’aprés le Théoréme 1.5.2 on a
{N:ReA < =X} =0(T) = 04p(T) U 0ap(T')?

ce qui entraine, en vertu de la stabilité du spectre approché par perturbation par
K régulier (Lemme 2.4.3),

{N:RA<S XN} Copp(THK)Uouppo(T'+ K') = o(T + K).
Enfin, par Iinclusion e**("+5)  o(V(t)) on obtient
{n:lnl <™} e co(V(D)

ce qui finit la preuve de (a). Comme précédemment, grace au Lemme 2.4.2,
I'égalité (2.11) est vraie lorsque Q = R¥Y. On sait aussi que lorsque Q = RY le
semigroupe (U(%)):>o se prolonge en un Cy-groupe avec

U(—t): ¢ "oz +tv) (t > 0).

Le semigroupe (U(—t));>0 est engendré par —T" et son type est égal & \*™* =
esssup o. De la méme fagon, le semigroupe (V(¢)):>0 se prolonge en un groupe.
Le semigroupe (V' (—t)):>o est engendré par =7 — K et peut étre obtenu a 'aide
de la série de Dyson-Phillips. On peut montrer, comme dans le Lemme 2.4.2, que
le reste d’ordre deux de cette série dépend contintiment (en norme) de ¢. Ainsi,

wcrit(_T - K) - wcrit(_T) = \"

et
o(V(—=t)N{n:|n| >e*"} = eto=T=K) 0 {e": Red > X},

2L¢galite o(T) = 04p(T) U 04p(T") découle de o(T) = 04,(T) Uor(T), or(T) = 0,(T") C
0ap(T") [32, Proposition 1.12, p. 227] et o(T') = o(T") [32, Proposition 2.18, p. 245].
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D’autre part, n € o(V(—t)) si et seulement si n~! € o(V(t)), d’ou
c(V)N{n:|n<e ™} = etoT+E) n {e": Rex < —\*}
et ceci complete (2.11) et établit (b). Pour montrer (c), il suffit de noter que
c(V)N{n:e " <|n| <e ™} =T+ n et X < Red < —\*}

résulte du Théoréme 1.5.4, du Lemme 2.4.3 et de I'inclusion e/*"+5) c o(V (¢)).
|

Remarque 2.4.1. Lorsque Q = RY et o(T) n'est pas connexe, on ne peut pas
affirmer, a priori, que o(V(t)) = eT+K) " En effet, dans ce cas

{N: =X* < ReA < =X} np(T) # 0,

la continuité en norme de 0 <t — Ry(t) (Lemme 2.4.2) ne fournit pas d’infor-
mations a propos du lien spectral entre

o(T+K)n{A: =A" < ReA < =X} np(T)
et
(V)N {n: e <[l <e ™3 npU()).

Cependant, lorsque 0 < t +— Ry(t) est continue en norme, alors la stabilité du
spectre critique fournit une information précise indépendamment de la connexité
de l'image essentielle de o(-).

Théoréme 2.4.2. Soient 1 < p < oo et Q = RN. On suppose que la mesure
vérifie (2.10). On suppose aussi que l'opérateur de collision K est régulier et

Q> x— (K(x)p,v) est uniformément continue
pour tout (p,) € LP(V) x LY (V). Alors
o(V(t)) = eloT+),
Preuve. Il suffit de montrer que
Oeit(V (1)) C etoTHE),

Comme 0 < t +— Ry(t) est continue en norme (Théoréme 2.3.2), les deux semi-
groupes ont le méme spectre critique.

Tarit(V (1)) = 0erit(U(1))-
D’autre part, le Théoréme 1.5.4 affirme
Oain(U(t)) = a(U(t)) = e,
Enfin le Lemme 2.4.3 permet

6tU(T) t(oap(T)Uoap(T")) C eta(T—l—K)'

=€
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2.5 Remarques et problémes ouverts

Dans la Remarque 1.3.3 nous avons mentionné que U'inégalité r..(U(t)) <
rerit(V(t)) peut étre stricte, illustrons ce fait par un exemple en neutronique. Soit
I'opérateur de transport suivant

(T4 K)pl,) = —092 2,0) — (2, 0) — 3 [ etarar

de domaine
DT+ K)={pe L*Rx[-1,1]): —vg—i € L*(R x [-1,1])}.
D’aprés [12] on a
o(Il'+K)={A:ReA=—-1}U{XAeR: -1 <\X<0}
et par le théoréme d’application spectrale (Théoréme 2.4.1)
o(V(t)) = o+,

En utilisant la caractérisation (1.1) du rayon spectral essentiel on voit bien, que
Tess(V(t)) = 1. Quant au rayon spectral critique, il vaut d’aprés le Théoréme
2.4.1, 1oy (V(2)) = et Alnsi

Terit(V (1)) < Tess(V (1)) pour t > 0.
En fait dans ce cas particulier,
oerit(V(t)) = {n: Inl = e}

et

Nous avons établi la continuité de 0 < ¢ — Ry (t) = V/(t) — U(t) sous ’hypothése
technique (2.4). Ceci méne naturellement a la

Question 2.5.1.  Le résultat persiste-t-il en l’absence de (2.4) ¢

La convezité du domaine est cruciale dans ce travail.

Question 2.5.2. Que deviennent nos résultats lorsque le domaine n’est pas
conveze ?
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L’hypothése d’homogénéité sur la fréquence de collision nous semble aussi artifi-
cielle.

Question 2.5.3. L’homogénéité de o(-,-) est-elle indispensable ?

Nous apporterons quelques éléments de réponse & ces questions aux Chapitres 3
et 4.

Notons que dans des domaines bornés, ot les théorémes d’application spectrales se
déduisent de la compacité des termes de la série de Dyson-Phillips, ces problémes
de convexité et d’homogénéité ne se posent pas. En utilisant 'approximation et la
domination on peut réduire le probléme & une situation idéale ot €2 est convexe,
la fréquence de collision est constante et le noyau k(-, -, ) ne dépend pas de = (cf.
Section 4.3.1). Ces arguments, il est clair, n’opérent plus lorsque 'on aborde la
continuité en norme, d’ou la difficulté!

Il en ressort des Théorémes 2.3.2 et 2.3.3 que 0 < t — Ry(t) est continue si et
seulement si la mesure p ne charge pas les hyperplans affines. Ceci nous ameéne
a poser la

Conjecture 2.5.1. Le théoréeme d’application spectrale partielle (Théoreme 2.5.1)
n’est pas vrai lorsqu’il existe un hyperplan affine de p-mesure strictement positive.
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Chapitre 3

Théorémes d’applications spectrales
dans L'

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de poursuivre 'investigation des théorémes d’appli-
cations spectrales pour le semigroupe du transport dans des domaines non bornés
au cas p = 1. En effet, dans le chapitre précédent outre les résultats d’analyse
fonctionnelle sur le spectre critique, notre démarche s’appuyait sur ’analyse in-
tégrale de Fourier pour p = 2 et 'interpolation pour 1 < p < oo, ce qui écarte
naturellement le cas p = 1. Ce dernier est, en effet, plus délicat et nécessite une
approche différente techniquement de la précédente mais conduit & des résultats
toujours précis. Cette différence (de démarche) nous incite, en particulier, & pré-
senter le chapitre suivant un schéma différent mais avant, fixons le cadre de notre
étude.

Soit 2 C RY un ouvert régulier et soit ; une mesure de Radon positive sur RY
de support V. On désigne par (U(t)):>o le semigroupe d’absorption :

t
—/ o(x — sv,v)ds
U(t> : Ll(Q X V) SDpr—e JO (p(l’ — v, U)X{t<’r(a:,v)} S LI(Q X V)?

ou 7(x,v) =inf{s >0: (x —sv) &€ Q} et o(-,-) € L>®(22 x V). Le produit 2 x
V' étant toujours muni de la mesure produit dr ® du(v). On désigne par T le
générateur de (U(t))¢>0 et on note par K 'opérateur de collision

K:D@x V)30 [ koo o)plo)du),
1%

ou le noyau k(- -, -) vérifie 'estimation

[0 ldnt) € L@ V)
1%
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assurant la bornitude de K dans L'(£2 x V). Le semigroupe de transport est le
Co-semigroupe engendré par 1"+ K et donné par la série de Dyson-Philips

V() =S U). (3.1

Jj=0

ou
t

Uo(t) = U(t) et Uppi(t) = / Uo(t — s)KU;(s)ds (j > 0).

Dans toute la suite, 'opérateur de collision est supposé compact "par rapport auz
vitesses” avec une compacité "collective" par rapport a la variable d’espace .
D’une maniére plus precise :

(H1) La famille

{ [ Hav o)) 2 € 9, o e L), el <1}
1%

est relativement compacte dans L'(V).
(H2) Pour tout ¢ € L>*(V), la famille

{/k:(x,v’,v)w(v’)du(v/) s Q}

v

est relativement compacte dans L>(V).
Lorsque le noyau de collision est homogéne, ces deux hypothéses se réduisent tout
simplement a la compacité de 'opérateur intégral

LYV) 3 ¢ /k(v,v’)gp(v’)du(v’) c LY(V).
v

Comme dans le Lemme 2.2.1, on peut établir que sous les hypothéses (H1)-
(H2), lopérateur de collision K peut étre approché dans £(L'(Q x V')) par des
opérateurs de collision possédant un noyau séparé :

Z a; () fi(v)gi(v'), (3.2)
icl
ot a;(+) € L®(Q), fi() € LY(V), gi(-) € L>=(V) et I C N est fini.
Sauf mention explicite du contraire, la fréquence de collision est supposée homo-
géne, i.e.
o(z,v) = o(v).
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L’organisation de ce chapitre est la suivante : Dans la Section 3.2 nous examine-
rons les propriétés de continuité en norme des restes de la série de Dyson-Phillips
(3.1) dans I'espace entier (2 = R"™) pour des noyaux de collision homogenes, i.e.
k(x,v,v") = k(v,v"). On montre que s’il existe a > 0 tel que a tout ¢ > 0 on peut
associer ¢ > 0 de sorte que

sup p @ p{(v,0) : o] < e, '] < e (v —0) €] Sef < e,

ecSN-1

alors
0<tw Ri(t) € LILY(QxV)) (3.3)

est continue en norme, ou 'entier j dépend de o et N. La preuve de ce résultat
est assez technique et est donnée en plusieurs étapes : Par des arguments de
densité on se restreint a des noyaux du type (3.2). Auquel cas, les termes de
la série de Dyson-Phillips (3.1) sont essentiellement des convolutions avec des
mesures de Radon dépendant de ¢t. Ce qui conduit en particulier & montrer que
ces mesure dépendent continiment de ¢ par rapport a la norme de variation
totale. On montre que pour N > 2 et indépendamment du choix de la mesure

0<t— Ri(t)=V(t) = U(t)

n’est jamais continue en norme. A 'opposé, pour N = 1 on établit que
0<t— Ri(t)=V(t) = U(t)

est continue en norme si et seulement si u satisfait

sup u{[v' —e,v"+¢]} — 0 quand £ — 0.
v'€R

Dans la section 3.3, nous abordons des domains quelconques et des noyaux (pas
nécessairement homogeénes) sous ’hypothése que la mesure p soit "absolument
v

continue en module |v| mais arbitraire en direction [ et on montre que

est continue en norme. On note cependant qu’une telle hypothése sur u couvre
le modéle continu mais pas le modéle multigroupe. La Section 3.4 est dédiée aux
théorémes d’applications spectrales. On dérive & partir des résultats de la section
3.2, des applications spectrales dans ’espace entier pour une classe générale de
mesures et de noyaux homogénes en espace. D'une maniére analogue, on dérive
a partir des résultats de la Section 3.3 des théorémes d’applications spectrales
pour une classe particuliére de mesures mais pour des domaines quelconques et
des noyaux de collision pas nécessairement homogénes.
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3.2 Sur les termes de la série de Dyson-Phillips
dans ’espace entier

Dans cette section, dédiée a 'espace entier (2 = R”), on suppose le noyau de
collision homogéne et

(H3) LY(V)>¢ H‘lk(v,v’)go(v’)du(v’) € L*(V) est compact.

3.2.1 Dimension quelconque

Théoréme 3.2.1.  Soit Q = RY et soit u une mesure de Radon positive (pas
nécessairement finie) sur RY. On suppose que (H3) est satisfaite et qu’il existe
a > 0 tel que pour tout ¢ > 0, il existe ¢ > 0 tel que

sup p @ p{(v, ') |u] < e V| <e|(v—1") el <e} < e (3.4)

ecSN-1
Soit q1 le plus petit entier vérifiant q; > @ (% + 1) . Alors

0 <t R;(t) € L(L'RY x V))

est continue pour tout 7 > 2q;.

Remarque 3.2.1. La condition (3.4) est satisfaite par la mesure de Lebesgue
volumique et la mesure de Lebesque sur les spheres. Le Théoréme 3.2.1 couvre
ainst le modeéle continu et le modele multigroupe.

La preuve du Théoréme 3.2.1 est assez technique et est donnée en plusieurs étapes.
Observons tout d’abord que grace au Théoréme 1.4.9, 0 < ¢t — R;(t) est continue
pour tout j > 2¢; si et seulement si 0 < t +— U;(t) l'est aussi. Par ailleurs, en
raison de I'égalité

Uns1(t) = Uy x KU(t),
la Proposition 1.4.1 nous permet de se contenter de montrer la continuité de
0 <t Uy(t) pour m = 2¢;. Or,
Un(t) =[UK]"*U =U * K[UK|™ ' x U(t) (m>1)

(on rappelle que * désigne la convolution d’opérateurs, voir Section 1.4.1) et a
nouveau, la Proposition 1.4.1 nous améne a montrer la continuité en norme de
0 <t— K[UK]" " (t). Par densité et linéarité, on peut se contenter d’établir la
continuité en norme de

O0<tr— KU KU x---x K, (UK,
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ou K; (i=1,---,m) est de la forme

DERY V)3 ¢ [ f)n)ele)due) € RN x V)

avec f;(-) € LY(V) et g;(-) € L*°(V). Quitte a les décomposer en parties positives
et négatives, par linéarité, on peut supposer les fonctions f;, ¢; (1 = 1,--- ,m)
positives. Enfin, par densité encore, on peut se restreindre au cas ou les fonctions
fi (it =1,--- ,m) sont continues et & support compact, ce qui permet de supposer
la mesure p & support compact. Introduisons les opérateurs suivants

M; : L' RY x RY) 5 ¢ — /gp(x,v’)gi(v')du(v’) = /gp(x,v’)d,ui(vl) c LY(RM),

ol p; = g;it. On a alors
KiM; = [[pal| K

et

m—1
K\UFyUse 5Ky UKy, = [ lpall ™ Ki(MyU Ko MpU K- -5 My i UK).

i=1

Pour faciliter le compréhension de la suite de la preuve, nous estimons qu’il est
préférable d’énoncer tous les lemmes la composant, puis montrer comment ces
lemmes permettent de conclure la preuve, et en derniére étape démontrer chacun
de ces lemmes.

On commence par décrire U'opérateur MUKy x MoUK3 * - -+ % M, (UK, :

Lemme 3.2.1. Soit m > 2. Alors il existe une mesure de Radon (™ (t) finie
sur RN telle que

MlUKQ Xoeee X MmUKm+1g0 = 6m(t) * Mm+1(p.
Ainsi, pour montrer le Théoréeme 3.2.1, il suffit de montrer

Lemme 3.2.2. ' Soit ¢, le plus petit entier vérifiant ¢ > O‘Tﬂ(% +1). Alors
pour q = q1
0 <t 3%(t) € M(RY)

est continue, o M(RYN) est l’espace des mesures de Radon finies sur RN muni
de la norme de variation totale.

Or on montre que pour ¢ assez grand, ($%I(t) est une fonction, i.e. 3%1(t) est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

'Le choix de m = 2q est dicté par des raisons techniques.
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Lemme 3.2.3. Soit qy le plus petit entier satisfaisant qo > M Alors pour
tout ¢ > qo on a 3*(t) € LARN) N LYRY) pour tout t € [0,T].
Ainsi, la preuve du Lemme 3.2.2 se réduit, alors, & montrer

0 <t 3%(t) € L*(RY) est continue. (3.5)

Mais avant, on établit sa continuité en tant qu’application & valeurs dans L2.

Lemme 3.2.4. Soit ¢, le plus petit entier vérifiant ¢, > aH(N +1). Alors pour

tout ¢ > q1, 10, T] 2 t — [%(t) € L*(RY) est continue.

Ensuite, on montre que 'on controle la masse de la mesure a I'infini, plus préci-
sément

Lemme 3.2.5. Pour tout m > 2 on a
B ({RM\B(0,n)} — 0 quand n — oo
uniformément en t € [0,T]| pour tout T > 0.

Enfin, on compile le tout comme suit :

Fin de la preuve du Théoréme 3.2.1. Il suffit de montrer (3.5). Pour ce
faire, soient t > 0 et € > 0. Grace au Lemme 3.2.5, il existe un entier ng tel que

B2 (H){RM\B(0,n0)} < % uniformément en ¢ € [t — 6,7 + ]

(pour un choix convenable de §). Alors

/‘52[“ 62q1 ‘dw
= /m%()() 2 (@) ()| e + / 620 (8) () — 50 (F) ()| dz
B(0,n0) RN\B(0,n0)
< (o[ [ 0@ - pr o]’
B(0,n0)

+ / B2 (1) (z)dx + / B2 (1) (x)dx

RN\ B(0,n0) RN\B(0,n0)
< 18O | [ [0 - @] + 5+

RN
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pour t € [f —o,t+ 5} . D’autre part, le Lemme 3.2.4 nous assure 'existence d'un
réel 6; > 0 tel que

[ / 1)) — P o] < g

pour t € [t — 01,4+ 61 . Par conséquent,

/ |ﬁ2q1 (t)(x) — ﬁqu (%)(z)ldx <e

pour ¢ € [t — 61,1+ 1] , ce qui achéve la preuve. [ |

Prouvons maintenant les différents lemmes énoncés ci-dessus.

Preuve du Lemme 3.2.1. Elle consiste & montrer 'existence d’une mesure
de Radon 5™ (t) telle que

MlUKQ Koo X MmUKerlgD = ﬁm(t) * Mm+1§0.
On montre d’abord que
MUK = 1, % M0,

ol 7! est une mesure de Radon finie sur RY. En effet,

MUKi1p = /fi+1(v)gz‘(v)etU(U)Mz’H@(f—tU)dM(U)
RN

- / ha(w)e ") My 102 — to)dpu(v)

RN
= /Mmso(x —y)dni(y) = n; * Mis1p,

RN

ot ni est image de la mesure e **™h,(v)dy par 'homothétie v — tv et h;(v) =
fiz1(v)gi(v). Notons que I'application 0 < t — n¢ € M(RY) est continue pour la
topologie faible %, i.e.

0 <t (n,p)= /@(w — tv)e " h;(v)dp

RN

est continue. On a

t
MUK,y * MbUKzp = /MlU(t—s)KgMgU(s)Kggods
0
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t

/ntl_s x My(MoU (s)K3p)ds

0
t

= /ml_s * Mo(n? x Mzp)ds
0
t
=l [t O M) ds
0
t
= el / (% 7) % Mypds
0
t

=l [ [tk w)ds] 5 Mg
0
= ﬁQ(t)*M3SO7

ou l'intégrale
t
F(t) = [l / (n, * 1) ds (3.6)
0

est prise au sens faible *, i.e.

(0.0 i= Il [ (i) ds.
0

Supposons que
MlUKQ kooee ok MmflUKmSO = 6m71(t) * Mng
Alors

¢
= / [MMUKy %« -+ % My, \UK,,] (t — 8)(MpU(8)Kpi19)ds

0
t

= /ﬁm_l(t — 8) % My (M U(s)Kp19)ds

0
t

- / BNt — 8) % M (" % Mysrip)ds
0
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— / 5= ) (1 5 M)
= o / G 8) wds] Moo
= ﬁ ()*M'm-‘rl@?
ou l'intégrale
t
0= lhaall [ 57— ) s (3.7)
0

est prise au sens faible x, i.e.

(37 (®.9) = Il [ (87t = 5) i ) ds.

Ainsi, 5™(t) est définie, d’une maniére récurrente, par (3.7), ce qui finit la preuve.
[ |

Avant de prouver le Lemme 3.2.3 qui affirme que pour g assez grand, la mesure
(%(t) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, notons que
I’on peut établir, comme précédemment, I’expression suivante

B29(t) = || pzgr | / PVt — ) 5 FH 12 (5)ds (3.8)
0

pour tout ¢ > 1, ou

B (1) = | / ni o enilds.

Preuve du Lemme 3.2.3. Calculons la transformée de Fourier de la mesure

(finie) 5%(t) (voir (3.6)). On a

liell ™ B2 (2)(€)

— () / TR (€)ds

0
t

= Cn e [[ [t o] [ e an)]ds

0 RN RN
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/6 i(t—s)v- f(t s)o(v) h ( )dlu( ):| |:/€isv/feSU(U,)hZ(UI)d/L(U/)] ds

R

/ﬁu/e = SvfftS”@)*”“fé*““%k}hﬂvﬁmﬁﬂduﬁﬂduwﬁ.
0

t
RN
RN RN

= (2m) —N/2

= (2m) N2 /
/

Introduisons les coordonnées polaires & = |€|e, ot e € SV~ on décompose la
derniére intégrale ainsi

/ / / et )i o ]y (o) (0 da(0) (0

(v'—v)-e|<e

// / i(t_s)”'ge_(t_s)"(”)6_“”,'56_5”(”,)ds} hy(v)he (V") dp(v)dp(v'),

(v —v)-e|>e

ou € > 0 est arbitraire. On a alors

// / i(t—s)v-€ 7(t s)o (v)efisv’.gefsa(y/)ds] hl(v)hg(v')du(v)du(v/)

(v'—v)-e|<e

< te%“"“w |hihal| // dp(v)dp(v

[(v'—v)-e|<e

Estimons le deuxiéme terme

// / i(t—s)v-€ —(t s)a(v)e—isv’-fe—sa(v’)ds] hy (’U)hg(’Ul)dM('U)d,u('Ul)

(v'—v)-e|>e

—itv'-€ ,—to(v') _ —itv-€ ,—to(v)
l//m ’6 : T lfhl()hﬂvﬁlduhﬁduﬁ/)

i(v=v)-&+o(v) —o(v)|
|(v/—v)-e|>e

// )

(v'—v e\>€

< ,ﬂ J[ ma) dutwyane)

IN

(v'—v)-e|>e
AN
-1¢
D’ou
_— 2|k
B < Cm " el (T hutall, - [[ - autoyaur)+ 2 llieh),

[(v'—v)-e|<e
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Soient 0 < 7 < 1ete=1¢ ", alors
(2m) ™2 || paa | (T2 170 [|Bha | o + 21| R 1]l B2l ) (a(€) + b(E))

(@) <
= Ci(a(§) +b(¢)),
ou
(€)= sup p ({0 (0~ 0) | [T et b = s
Counsidérons .
BRI2(t) = gl [ ni%5T s« m2ods;
/

comme précédemment on peut établir que

|32 124 (1) (€)|
< 2m) N g | (TN || hgg 1 hag o + 2 | haga | gl ) (a(€) + b(E)).-
(3.9)

Montrons maintenant par récurrence qu'il existe C; > 0 (dépendant seulement

de ¢q) tel que
324(1)(€)| < Cy(al€) +b(€))* pour tout ¢ € [0,T].

Admettons l'existence de C;—; > 0 tel que
82D (£)(€)] < Cy1(al€) + b(E))*" pour tout ¢ € [0, T].

Par (3.8) et (3.9) il s’ensuit

HMWMiWQBQH
120(5)(€)|ds

< (n) [ |- s)
0
< 1Cy1(a() + BT s (T 11 [ syl + 2l g a g 1) (a(€) + H(E)).

(3.10)

D’ou
‘62‘1(25)(5)’ < Cyla(é) +b(£))? pour tout t € [0,T],
ot Cy = || prag—1 || pi2g | TCq—1 (TGZTHUHOOHh?q—lh?qHOO +2||h2q—1‘|1||h2q||1)>' Posons

(clairement 0 < 7 < 1) en utilisant (3.4) on obtient
21C, (max{c, 1})9

HEz

_ 1
7—71—1—04
/
c 1 ]q

__
P06 < Cliger + s
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Par conséquent (3%4(t) € L*(RY) pour tout ¢ > ¢y > % et tout ¢t € [0,77].
L'identité de Parseval fournit 5%(t) € L*(RY) pour tout ¢ > g > Y0t e

tout t € [0,7]. Comme [3%¢(t) est aussi une mesure de Radon bornée sur RY on
conclut que 3%(t) € L'(RY). |

Notre prochaine étape consiste a établir la continuité de (3.5) en tant qu’appli-
cation & valeurs dans L2
Preuve du Lemme 3.2.4.  Avant d’entamer la preuve, il est utile de noter
I'estimation (élémentaire) suivante que l'on invoquera & plusieurs reprises. Rap-
pelons a 'occasion que le support de la mesure, V, est compact. Il existe C' > 1
tel que o

|emitvertol) _ emitvt=to()| < C'max{1, ||}t — 1| (3.11)

et

e—it(v—v’)~§—t(cr(v)—cr(’u/)) - e—if(v—v )-£—t(o(v)—a(

(3.12)

pout tout ¢, € [0,T], pour presque tout v, v € V et pour tout & € RY.

Dans un premier tour on établit (par récurrence) que

() (€) — Ba(D)(€)] < C2|t — 7| [€] (al€) + b(€))"

pour tout £ tel que || > 1, ou Cy est une constante qui dépend seulement de g.
On rappelle aussi que

a(§) == ngvglu@u{(v,v’) (' =) e < €T} et b(E) = ISI%

En utilisant I'expression de @(f ) explicitée dans le Lemme 3.2.3 on aura

ol (B0 () — P2(D(E))
= (2n) N/2//h1 Vho (V) dp(v)dp(v')

RN RN

/8 i(t—s)v-&—(t— 5)0(1}) —isv-£— sa(v)ds_

= (2m) 2 / () ha (0 dp(v) dp(v')

e—i(f—s)v{—(f—s)a(v)6—isv’~§—sa(v’) ds

O\,m
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t
+(€—itv~§—ta(v) . e—itv{—to(v))/e—is(v’—v)~§—s(a(v’)—a(v))dS ) (313)
0

Introduisons les coordonnées polaires & = |€|e, e € S¥71 on décompose la der-
niére intégrale de la maniére suivante

[ mhe)aut)dut)

(v —v)-e[<[¢]77
t

X[e—itv~§—t0(v)/6—is(v—v)-§—s(a(v’)—a(v))dS

t

t
_'_(efitv{fta(v) o efﬁv{ffa(v» /eis(v’v)-{s(a(v’)a’(v))ds]
0

N / / s (0)ha () dp(v) dpa (o)

(v —v)-e|>[€] 7"
¢

X|:€—itv~§—t0(v)/e—is(v—v)-§—s(a(v’)—a(v))dS

t

_'_(efitv{fta(v) o efﬁv{ffa(v» /eis(v’v)-{s(a(v’)a’(v))ds]

0
=. ]1 + _[2.

On a clairement

t

| / / I (0)ha (0 )dpu(v) dp (o)1) / ¢ is ) Es(o )=o) g

|(v—v)-e|<[€]~T
< ol _ // I (0)ha(0')] dpa(v)dpa (o)
|(v'—v)-e|<[€]7T
< Wl || hyho| o |t — Ealf). (3.14)

Grace a (3.11)

/ [ m@ha@)du()da(w)e o - e io)

(v'—v).e|<[¢]T

o« | emist/—v)E=s(e)—o)) g

o\ﬁ*
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< Clel|t - T[Tl // () a0 dpa(0)dp(v')
(v'—v)-e|<|€]77

< OTe* ol ||h1h2!|oo &) 1€ |t —1|. (3.15)
En additionnant (3.14) et (3.15) on obtient
0] < (L4 CT)e W Inholl g a() EIfE=F] VIl =1 (3.16)

Considérons [5. Premiérement par (3.12)

t

// d,u( )dlu(vl)e—itv{—ta(v)/6—is(v’—v)~§—s(a(v’)—U(v))ds‘
(v'—v)-e|>|¢|77 t
h h —zt(v'—v)f—t(a(v/)—o(v)) _ e—ﬁ(v/—v)-f—f(o(v’)—a(v)) p p .
<
- // a(v)a ”‘ i(v—0)-E+ o) — o) pw)dp(v)
(v'—v)-e|>|€]7" } ‘
Cleljt—t
< (0] dp(v)dp(v')
// (v —0") - el |¢]
(v'—v)-e[>|¢]77
Clellt—1
< / [ i S )
€177 1¢]
(v'—v)-e[>[§]77
< C!Ihll\ 12 ]l16(€) €] |t — 7. (3.17)
De la méme maniére, en appliquant (3.11) on aura
// dﬂ( )d/L(U/)(efitv-ffto(v) o efifv{ffa(v))
[ —v)-el>le] 7 ]
t
X/6—is(v’—v)~§—s(a(v’)—a(v))ds‘
< // |h1 hQ )| ‘ —itv-é—to(v) e—ifv{—fa(v)
(v'—v)-e[>[¢]7
(v —0)6—Ho() - () _ o
8 i(v—2") &+ 0o(v)—a() (v)dpu(v')
< (@l 4 1)l b(E) €] £~ 7] (3.18)
L’addition de (3.17) et (3.18) fournit
o] < (2711 +2)C [ ma a1 B2 ll1b(€) Jel[E =7 Vel = 1. (3.19)

Par (3.16) et (3.19) on a

—

1B2(1)(€) — B (O] < C(a(€) + b)) |e] |t -7 Ve > 1,
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ot Cf 1= (2m) V2| pa|| (1 + CT)e* 17 ||y ol o + (€210 + 2)C [ [[1]| a1 |

Montrons maintenant qu’il existe C; > 0 (dépendant seulement de ¢) tel que

Pa()(€) — Ba(B)(€)| < C: €] |t — 7| (a(€) + b(€))? pour [€] > 1 et £, € [0, 7).

Supposons

|BED(8)(€) — FHD(D)(E)] < Coy [l |t~ F] (al€) + b(e)T™

pour |£] > 1 et t,t € [0,T]. Grace a (3.8), (3.9) et (3.10) on a

(T - 5)(€)|| B 20(s) (€) | ds

(

sz || BP(0) (€) — BPaD(€)]
< (27T)N/2/W2(q/1)(?_ $)(€) — B2

(2m)V2 / B2 (1 5)(¢)|| 850 (s) (€)|ds

< 20, _llkeqll (Te*M171= [lhgqrhagll . + 2] Pag—1 1| azgll2) €] |t — [ (al€) + 0(€))*
+Cqtllpizg | (T 171 ([ hog—1hag |, + 2llhzg-1]l1llh2g11) [t — 7] (al(€) + b(€)%.

D’on
B2t (€) — B(B)(€)] < C [¢] |t — T (al€) + b(&))? (3.20)

pour [£] > 1 et ¢, € [0,T], ou
C; = Nazga Wizl (11 g s, + 2z lllgll) (TC5y +Cya)

Dans un second tour on va estimer
|324(t)(€) — B2(8)(€)| pour [¢] < 1.

En utilisant & nouveau (3.11) et la décomposition (3.13) on obtient

() — 2(B)(©)]
2m) N2 ol (€211 | ||y || helly + T Ce* N0 by ||| o] |t — 7]

<
=: Cy|t —1| pour [¢| < 1.

Par récurrence, on peut obtenir
(3.21)

|320(2)(€) — B2(1) ()| < Clylt — 7| pour |¢] < 1,
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ott Cy; > 0 dépend seulement de g. Considérons (3.20), choisissons 7 = 1+_a et
utilisons (3.4) et (3.21) il s’ensuit

/ B (€) — Fa(D)(©) | de

<[ e - miatcs [ [0 - Fe

€l<1 [§1>1
< qu‘t - 5\2\3(0, 1)‘ + (27C; (max{¢, 1})‘1)2‘t — E‘Q / |£‘2(1—q1%a) de
[€]>1
< |e=1*[c2] B, )] + (2C; (max{e, 1})7)° / g0-0ri) gg]

1€1>1
pour ¢ > ¢ > 22 (Z 1) ou |B(0,1)] est le volume de la boule unité de RY. W
La preuve du Lemme 3.2.5 nécessite un autre lemme que voici :

Lemme 3.2.6. Soit v une mesure de Radon positive sur R™ & support compact.
Soit aussi (5(t))i>0 une famille de mesures de Radon positives uniformément
bornée en t € [0, T] (pour tout T > 0) et telle que

BH{RNM\B(0,n)} — 0 quand n — oo (3.22)

uniformément en t € [0, 3] pour tout 6 > 0. Alors
/ﬁ(t — 5) % v,ds{R¥\B(0,n)} — 0 quand n — oo

uniformément en t € [0,T] pour tout T > 0, ot v, est la mesure image de v par
I’homothétie v — swv.

Preuve. Soient 7' > 0, e > 0 et t € [0,T]. Posons M = sup ||B(t)]|. Par
te[0,7)
définition on a

B(t — 5) % v {RV\B(O,n)} = / / X (o (& + 9)dva(z)dB(t — 5)(y)

RN xRN

- / B(t — s){—z + R¥\B(0,n) }dv,(z)

— /g(t — 5){—sx +RY\B(0,n)}dv(z). (3.23)
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On note que
/ Bt — 8)  vds{RV\B(0,n)}
= /ﬁ(t—s) * vy ds{RV\B(0,n)} + /6(t—s) % v, ds{RY\B(0,n)}

+/ﬁ(t — 5) * v, ds{RV\B(0,n)}
= S+ L+ Ji’»-t_‘E

Par (3.23)
i <eMv| et Jy<eM|y|. (3.24)

D’autre part, il existe un ensemble compact C. tel que
Supp vs C C.  pour tout s € [, T,

ou Supp v désigne le support de v. Il existe alors un entier ng tel que
—z+RM\B(0,n) ¢ RM\B(0, g>

pour tout n > ng et tout x € C., et donc

5 < / / 5t — sHRM\BO, 5)}dus (2)ds

e RN

< s BENBO,5) / / v (z)ds

< Tly| sup BEHRMB(O, )}
rele,T)
Gréce a (3.22) il existe un entier ny > ng tel que
Jo < Tl (3.25)
pour tout n > ny et tout t € [¢, T']. Enfin, en sommant (3.24) et (3.25) on obtient

Ji+ Jo+ J3 < e||v]|(2M +T)

pour tout n > ny et t € [0,T]. ]
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Preuve du Lemme 3.2.5. Nous allons utiliser I'expression (3.7), i.e.

B () = Nl | 8771 (E — ) * nds,
/

et appliquer inductivement le Lemme 3.2.6 pour montrer que
B™({RY\B(0,n)} — 0 quand n — oo (3.26)

c’est-a-dire I'énoncé du Lemme 3.2.5. En effet, on remarque d’abord que pour
tout T'>0et m > 2

sup [|8™(t)]] < oo. (3.27)
t€[0,T]

Cette derniére, triviale pour m = 2 car (3.6) montre

182N < Tllpallll2a 1112l

reste vraie par induction pour tout m > 2. Montrons que 7! satisfait (3.26).
Comme n' a un support compact, il existe un ensemble compact Cjs, qui dépend
seulement de § > 0, tel que Supp n! C Cs pour tout s € [4, %] D’ot Supp
nt C Cs € B(0,n) pour n suffisamment grand et donc

nH{RM\B(0,n)} =0 pour tout s € [4, %]

Ceci, combinée avec la bornitude uniforme de (n!)s>o, permet d’appliquer le
Lemme 3.2.6 et d’obtenir

B (t){RY\B(0,n)} — 0 quand n — oo (3.28)
uniformément sur tout intervalle compact de [0, +o0o[. Enfin, en utilisant (3.7),

(3.27) et (3.28), il est facile de finir la preuve par induction. |

Remarque 3.2.2. (C’est un probleme ouvert de montrer le Théoréme 3.2.1
lorsque Q # RN ou lorsque le noyau de collision dépend de x.

Un résultat réciproque

Dans les espaces LP, 1 < p < oo, I'application 0 < ¢t — V(t) — U(t) est continue
en norme. A l'inverse, dans L' et pour N > 2 'application n’est jamais continue.
En effet :
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Théoréme 3.2.2.  Soit p une mesure de Radon positive a support compact
V # {0} et soit @ =RY avec N > 2. Soient 0 =0 et

K:U@Nxvpmﬂﬁ/¢@ummm.

Alors il existe une suite t, — 0 telle que t — Ry(t) n'est pas continue en norme
en t, pour tout n.

Preuve. Si (pour un certain 7' > 0) ]0,7] > t — R;(t) est continue en norme,
10,7] 5t +— Uy(t) le serait aussi (Théoréme 1.4.9) et il suffit donc de démontrer
que t — Uy (t) n’est pas continue pour tout ¢ > 0. Soit ¢ > 0. On rappelle que

Up(t) = /U(t — s)KU(s)ds.

Ainsi, afin de montrer que 0 < ¢ +— Uj(t) n’est pas continue en norme en ¢, il
suffit de montrer que

0<tHﬁmy:/U@—gng%

n’est pas continue en norme en t. Soit
Ly :={av:a € R}
la droite de direction ¥ € SV¥~1. Sans perte de généralité, on peut supposer

p{ L} < |lull (3.29)

En effet, si pour un certain v € SN u{Ly} = ||u||, alors pour tout v € SN~!
avec v Zv on a Ly N Lz = {0} et

el > p{LlsU L}
p{ Lz}t + p{Ls} — p{0}
= |ull+ p{Ls} — 10},
si bien que
p{Lz} < p{0} <|pl]

car le support de p est différent de {0}. Soit (f;); C L*(R x V') une suite norma-
lisée (i.e. de norme 1) qui converge pour la topologie faible x de M(RY) vers la
masse de Dirac (o) = 0y—0 @ dy—p. Il est clair alors que

1UL(t) - Th(@)] > sup [EAGYEAGHA
je

= sup sup @(t)fj - a(f)fj’ ©)

JEN {peCo(RN xV):[lglloo=1}
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> sup mj—’oo([]l (t)fj - Ul (%)f]a 90>7
{p€Cec(RN xV):[lpllco=1}

ott C,(RN x V') désigne ’espace des fonctions continues a support compact. D’autre
part,

({UL(t) f, )

- / da:d,u(v)gp(x,v)/tds/fj(f— (t = s)v — s, 0")dp(v")

RN xV

= [ aue) [ dut) / ds [ Flu ety + (= s)o-+ s’ o)y
v RN .

14 0

= [ dida@) () [ due) [ety+ @ s+ s s

RN xV |4 0

— /du(v)/tgo((t — $)v + sU,v)ds

quand j — oo de sorte que

[CAGERAG]

{p€C(RN XV):[|¢plloo=1}

> sup /du(’u) /(p((t — s)v+ sU,v) — ((t — 8)v + sv,v)ds.

Notre but, alors, est de montrer que pour tout ¢ # ¢ (¢ appartenant a un inter-
valle centré en t) cette derniére quantité est minorée par une constante positive
indépendante de t. Pour cela, nous allons construire une fonction ¢! € C(RY x V)
positive et de norme un et vérifiant

//gbt((t —8)v + 50,v) — ¢ ((f — s)v + sv,v)dsdu(v) > tu{V\ Ly}

pour t assez proche de £. Soit le segment
[y ={tv+s(T—v):s€el0,t]}

de direction T — v. Pour ¢t # t et v ¢ Ly les deux segments I';, et I';, sont
disjoints. Soit
L, ={tv+s(@—v):seR}
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la droite passant par tv et de direction © — v (cette droite contient le segment
I';,). Observons aussi que Ly, et L, sont disjointessiv ¢ Ly et coincident sinon.
Définissons la fonction ¢ sur RY x (V\Ly) par :

d($, Lﬂv)
d<x> Ltm) + d(l‘, Lf,v) ’

o' (z,v) =

ou d(z, Ly,) = Hif |z —y| = 1nﬂ£ |z — tv — s(U — v)| est donnée par
yeLltw

d(z, L) = |v — tv — (x — tv, 0 — v)|v — v|2(¥ — )],

ot (-, -) désigne le produit scalaire dans RY. Alors ¢! est continue sur RY x (V/\ Ly)

et
1 pour zel
t . t,v
7 (2,v) = { 0 pour xze€lfy, (3.30)

Soit #. : V' — R une fonction continue satisfaisant 0 < 6.(v) < 1, 6.(v) = 0 pour
v e Cletb.(v)=1pourv¢C? ou
Cl:=Vn{veRY d, Ly < g}

et
C? =Vn{veRY :d(v, Ly) <¢}.

La fonction 0.¢" : RN x V' 5 (x,v) — ¢! (x,v)0.(v) est continue sur RY x V. Soit
1 € C.(RY) une fonction vérifiant 0 < ¢ < 1 et ¢ = 1 sur le compact U toyes Lo,

ou = :=[t—0,t+ 0] x V (pour un certain § > 0). En utilisant (3.30), on voit que
la fonction
G RY X V'3 (2,0) = ¢! (2, 0)0:(0)9 (),

qui appartient C.(RY x V), vérifie

//Cﬁé((t — 8)v + s0,v) — ¢ ((t — s)v + U, v)dsdu(v)
Vo

_ //tgbi((t—s)v+36,v)dsd,u(v)
- //¢t (t — s)v + sv,v)dsdu(v / /th (t = s)v + sv,v)dsdpu(v)

vicz 0 o2\l 0
> W{V\C2} — I C\CY).
pour tout [t — &, + §]\{¢}. Enfin, comme p{V\C?} — u{V\Ly} quand ¢ — 0,
on a par (3.29) N -
1UL(t) = ()] = t{V\ Lz} > 0



94 Théorémes d’applications spectrales dans L'

pour tout [t — d, ¢+ o]\ {¢}. |

Remarque 3.2.3. On voit aisément que la construction faite dans la preuve
précédente ne s’applique pas en dimension un (N = 1). Ceci conduit naturellement
a se demander si le résultat persiste quand N = 1. La réponse a cette interrogation
est fournie par la section qui suit.

3.2.2 Cas unidimensionnel

Le cas N =1 est totalement différent de N > 2. En effet :
Théoréme 3.2.3. Soit i une mesure de Radon positive sur R vérifiant

sup u{[v' —e,v" +¢]} — 0 quand ¢ — 0. (3.31)
v'ER

On suppose aussi que Uhypothése (H3) est vraie. Alors
0<tr Ry(t) € L(L'(R x R))
est continue en norme.

Preuve. On rappelle que 0 < ¢t — R;(t) est continue si et seulement si
t
0<t—Ut) = /U(t —s)KU(s)ds
0

I'est aussi (cf. Théoréme 1.4.9). Par un argument de densité on peut supposer
que K est de la forme

K:L'RxR)>prs /(p(x,v’)f(v)g(v’)du(v’) € L'(R x R),

o g(-) € L>®(R) et f(-) est continue a support compact. On a
t

Ul(t)p = /U(t—s)KU(s)gpds

0 R
v x—tv'
= oy, v")O(t, v, v, z,y) (v — ") tdydu(v')
—o0 x—tv
+o00 z—tv’
[ ] etwet o oo - ) tdydu)
v x—tv

=1 O1(t)p + O2(t)p,
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ou
@(t, v, U,, z, y) — f(,U)g(,ul)6—(as—y—tv’)(v—v’)*10'(v)e—(y—x—i—tv)(v—v’)*la(v’)‘
Montrons que 0 < t — O4(t) et 0 < t — O(t) sont continues en norme. On se

limitera, par exemple, & montrer la continuité en norme de 0 < ¢t — O4(t), la
continuité de la deuxiéme application s’établit de la méme maniére. Notons que

://w(y,v’)(%(t,v,vﬂx,y)E(t,v,v’,x,y)dydu(v’),
R R

ou
E<t7 v, Ula Z, y) = X{v’<v}X{y+tv’§m§y+tv}‘v - Ul‘il-

Soit
Oi(t): p— //gp(y,v’)@(t,v,v’,:z:,y)Ea(t,v,v’,:v,y)dydu(v'),
ot E.(t,v,v",2,y) := E(t,v,v,2,y)X{e<|v—v[}- On va démontrer que
|O1(t) — O1(t)]] — 0 quand € — 0
uniformément ent € [0,7]. Comme
Ot v, 2,y)| < XWI=|| fllllglloc =: C
lorsque t € [0, 7] et (t,v,v',x,y) € Supp E, on a
101(t)p — OF t)90||

:/ / R/R/so Ot v,v',z,y)

E(t,v,v x,y) — E-(t,v,v", 2, y)]|dydu(v")

C/dM /d$//|90 y, )| E(t, 0,0, 2, y) X jo—v|<eydydp(v')
C/du )/Iso(y,v’)ldy/xm_v/<g}du(v)/E(t,v,v’,x,y)dfc-
R R

R R

IN
o

IN

D’ou
y+tv

/E(t,v,v’,x,y)dm:|v—v’|_1 / dr =t

R y+tv’
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entraine

10t — O3 ()ell < / / oy, ') dy / Nito—vi<eydia(v)

< CTsulﬂzu{[v —&,v +€]}H90H
v'e

ce qui montre, en utilisant I'hypothése (3.31), que ||O;(t) — O5(t)|| — 0 quand
¢ — 0 uniformément en ¢ € [0,T]. Montrons & présent la continuité de 0 < t —
O5(t), ce qui finira la preuve. Soit ¢ > 0, on a

105 (B)¢ = 0L (D¢ |

- Oi(t)¢
:/ v)/d;z;//@y, O(t,v, v, x,y)E.(t, v,V x,y)

—O(t, v, z,y)E-(t, 0,7, z,y)]dydu(v")

< [aut) [as [ [low. 00000 0.0) - OF 0.0 2.0)

R R
X |E(t, 0,0z, y)| dydp(v')

+/du(v)/d$//| y, )0 v, v, 2, y)|

x |E(t, 0,0, 2,y) — E.(t, 0,0, 2,y)| dydp(v')

= Il + ]2.

Comme [ E.(t,v,v,x,y)dr <t et
R

Ot v,v, z,y) — O, v,v,2,9)|
_ 2d _
(12'lo(@) + lelo NI < |1+ =|Cullolol F)] 1~

< 1
— o=
pour t € [0,7T] et (¢t,v,v',z,y) € Supp E.,
2d
L <T[1+=|Cllollollf il el (3.32)
ot d := max{|v| : v € Supp f} et C := ||g]|co-

D’autre part, pour ¢ assez proche de t (t € [t —et/d,t +<t/d]) et v € Supp f, on
aura

/ }Ea(ta U,U/,ZE, y) - E&(fa U7U/a z, y)‘ dx

= X{v'+e<v} (U - U,)_l / |X{y+tv’§z§y+tv} - X{y+¥v’§x§y+iv}|dm
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= X{v’+&<v}(v_v,)_l/X{y+tv’<x<y+tv} +X{y+fv’§x§y+fv}dm
R

t—t{(|v] + |
|t —T|(Jv] V) [1+ Mt_t’

o —v'|

Ainsi, I, est majoré par

L2 G [duw) [lew)ldy [ 170)lduco

R

X / ’Es(t,v,v',x,y) - Ee(f,v,v',x,yﬂ dx

< ot+ 217t~ el (3.33)

oit Cy := e?Tloll< || g|| .. En combinant (3.32) et (3.33)
e (7 2d -
|05t)e = 0i@I| < [TCillolloo + Co] |1+ ]It =7 — 0

quand t — £, ce qui achéve la preuve. [

Remarque 3.2.4.  L’hypotheése (3.31) est vérifiée notamment par la mesure
de Lebesque sur R. Lorsque p est bornée, (3.31) est équivalente a p diffuse, i.e.
u{v} =0 pour tout v € R.

L’hypothése (3.31) est optimale comme semble I'indiquer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4. Soit p une mesure de Radon positive et a support compact
V. On suppose que p n’est pas diffuse i.e. p{v} # 0 pour un certain © € V', que
o =0 et que

K:L'RxV)3pr— /gp(:ﬁ,v)du(v).

Alors il existe une suite t,, — 0 telle que t — Ry(t) n'est pas continue en norme
en aucun point t, (n € N).

Preuve. En reprenant les notations de la preuve du Théoréemes 3.2.2, on est
amené a montrer

// ((t = s)v + sv,v) — p((t — s)v + sv,v)dsdu(v) - 0
{@GCc(RXV H<P||oo—1}
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quand t — ¢, ou C.(R x V) est I'espace des fonctions continues & support com-
pact. Pour ce faire, soit (¢,,), C C(V) (avec |[th,|loc = 1) une suite convergeant
ponctuellement vers x . Par le théoréme de convergence dominée, il s’ensuit que
pour tout ¢ € C.(R) on a

[ [ ottt =50 s0)0u(0) = (= s)o-+ st (e)dsdut) — Bufo o(em) - o(F)

quand n — oco. D’ou

sup // ((t — s)v+ sv,v) — ((t — s)v + sU,v)dsdu(v)

{peCe(®RXV):[lolloc=1}

> tp{v} sup [6(t0) — & (tD)].
{$€C.(R):¢llow=1}

En choisissant une fonction ¢ € C.(R) telle que 0 < ¢(z) < 1, ¢(tv) = 1 et
é(tv) = 0, on aura

s Iu{T}o(tm) — o)) > In{T)
{p€Cc(R):]|¢lloc=1}

pour t # t. |

3.3 Sur les termes de la série de Dyson-Phillips
dans un domaine quelconque

Dans cette section, on rappelle d’abord un résultat de continuité vrai dans des
domaines €2 pas nécessairement convezes et pour des noyaux pas nécessairement
homogénes |68, Proposition 4.2, p.77| 2. Ce théoréme couvre le modéle continu
mais ne couvre pas le modeéle multigroupe. Pour la commodité du lecteur nous
rappelons sa preuve.

Théoréme 3.3.1. Soit Q C RY un ouvert régulier de RY. On suppose vérifiées
les hypothéses (H1)-(H2). Soit du(v) = dy(p) @ dB(w), ot v = pw, w € SN, 3
est une mesure de Radon sur SN=1 et dy(p) = h(p)dp (h € L, .(0,00)). Si

t — o(tv) est continue pour v €'V, (3.34)

alors 0 <t +— Ra(t) est continue en norme.

2Notez que la version énoncée ici différe légérement de 'originale : elle regroupe [68, Propo-
sition 4.2, p. 77 | et [68, Proposition 4.3, p. 77 |.
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Preuve. On sait que Ry(t) = U * KUK * V(t) et par la Proposition 1.4.1 il
suffit donc d’établir la continuité de 0 < ¢ +— KU(t)K. En approchant K par des
opérateurs de collision & noyaux séparables, on est amené a étudier K U (t) Ko,
ou

Kip(,v) = ay() fi(v) / ()l o )du(v')

\%

(i = 1,2), a;(-) € L=(Q), fi(-) € LY (V) et g(-) € L>®(V). On décompose
KlU(t)KQ en OlS(t)Og, ou

Oy : LN X V) 39— ay(x) /@Z)(:p,v')gg(vl)du(v') c L'(Q),

S(): LNQ) 3 o — / W (W) — t0) X g<r o di(v) € LNQ)

O1: L1(Q) 3¢ = fi(v)ar(2)y(x) € LY(Qx V).

Notre objectif maintenant est de montrer la continuité de 0 < ¢ — S(t). Quitte a
I’approcher par des fonctions continues & support compact, on peut supposer @
continue & support compact inclus dans {v : [v| < ¢} pour un certain ¢ > 0. Soit
t > 0 fixé. On observe que 'opérateur S(¢) s’exprime comme

SOe) = [Tl — 0)0(0) et du(o)

RN

= \/e_ta(v)@(m - tv)@(”)X{l<T(z,tv)}d#(v)

RN

de sorte que

SOe) = [ el e D)

RN

- / (@ — X 1ortom alts 2)die(2),

RN

oll i; est la mesure image de X {u: o<yt Par z — tz et q(t,z) = e 7D p(2). D'on

IN

|5(t) — S| q(t. Ve — a(E, ) pg|

< ||<J||oo||/tt—/tt||+/|Q(t,2)—Q(f,Z)|d#t(Z)- (3.35)

N
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Par le théoréme de convergence dominée, le deuxiéme terme de (3.35) tend vers
zéro, quand ¢t — t. Regardons l'autre terme de (3.35). Pour cela, notons d’abord
que [l <[]l < NPl ro,epll Bl et donc gy dépend linéairement et contintiment
de h € L'([0,¢]), uniformément en ¢ > 0. Ce n'est donc pas restreignant de
supposer h continue a support compact. Choisissons des fonctions test ¢ a support
compact, alors

o) = [ o)dim(o) = [ olo)duto / [ eltpontolpdse).

RN RN 0 sN-1

D’ou
(oo}

(e, ) = / dﬁ(w)/gp(m} s

SN-1 0

=) = [ [l )~ n(

Enfin, en vertu de la continuité de A on a

et
)] drdB(w).

=11

=l < [ 10~ Wy [ d5w) - 0 quand £ 7
0

gN-1

ce qui finit la preuve. [ |

Dans le cas ou df3 = dw est la mesure de Lebesgue sur la sphére S¥~!, on peut
améliorer le théoréme précédent. En effet on a

Théoréme 3.3.2. Supposons l'opérateur de collision régulier. St pour tout v € V.
la fonction

0<tr oz, tv) (3.36)
est uniformément continue en x € RY et si du(v) = dv est la mesure de Lebesgue,
alors 0 <t +— Ra(t) est continue en norme.

Preuve. En gardant les notations de la preuve du Théoréme 3.3.1 et en tenant
compte du fait que la fréquence de collision (-, ) ne soit pas homogéne, on est
conduit a établir la continuité de

7‘;0'(113781},U)ds
S(t): LYQ) 3 ¢+ /e 0 p(z — 1) (V)X {1<r @ wdv € L1(Q).

En effectuant le changement de variables y = x — tv on peut écrire

1

B —t [o(z—s(z—y),=Y)ds r—y
A5 = [ o e N

RN
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Posons )
—t [ o(z+z—s2,7)ds
m(t,m,z):et({ o ) )
alors
N-1 r—=y
NS (¢ / m(t VLW )X 1<r(a—py dY-
Ainsi,
NS () — B S(E)g(x)
r—y T—y
/m(t,x—y,y)x{m(x,m_y)}(p( ) — o 3 ))e(y)dy
]RN
_ T —y
+/ (m(t,z —y,y) —m(t, 2 — 4, 9)) X{1<r(@a—y)} 0 - )Jo(y)dy
RN
=: Si(t,t)p(x) + Sa(t, t)p(x).
On a
_ T
St Be@)] < [ o y)ldy

= 1= (lp(2) = o) * () (@)-

oy
Quant a Ss(t, t)o(x)

[Sa2(t, D) p(x)| < /Selﬁgv [m(t,z =y, 2) = m(Ex =y, 2) |p(—=2) | () dy

< (sup m(t,-,2) = m( 2l

) le()) (@),

soit au final

s (-1 S @) < V7=l p(2) =) l1+]] sup |m(t, - 2)=m(E, - )l

2€RN

H—II

En ayant a l'esprit que p(-) est continue et & support compact, par le théoréme
de la convergence dominée il s’ensuit

lp(7) = p(z)lh — 0 quand ¢ — %,
D’autre part, pour presque tout x € Q, sup,cpn [m(t, z, 2)—m(t, z, z)| — 0 quand ¢ —
t, et a l’aide du théoréme de la convergence dominée a nouveau on conclut que

I sup Im(t,-, z) —m(t, -, 2)||p(z IH1 quand t — 7,
S

ce qui achéve la preuve. [ |
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Remarque 3.3.1. Le théoreme précédent couvre, en particulier, les fréquences
de collision de la forme Y, ;o1 (x)oy(v), avec I C N fini et 0 < t — of(tv)
continue pour presque tout v € V.

Remarque 3.3.2. (Chapitre 2 revisité) Soient1 < p < oo et K un opérateur

de collision régulier dans LP (cf. Définition 2.2.1). On peut approcher K par des
opérateurs possédant un noyau de la forme :

k(l‘, U, U,) = Z ai(x)fi<v)gi(vl>’

ot f € L®(V), gi € L=®(V) eta; € L*(Q) (I CN fini ). Pour des tels opérateurs,
les Théoremes 3.3.1 et 3.3.2 sont vrais, et par interpolation ils sont aussi vrai dans
LP. Comme Ry(t) dépend continiment de K, on déduit que

0<tr Ro(t) € LILP(2xV)) (1 <p< o)

est aussi continue pour K. Ceci répond aur Questions 2.5.2 et 2.5.3 a propos de
la pertinence des hypothéses de convexité de ) et de I’hypothése d’homogénéité de
la fréquence de collision au moins dans le cas de la mesure de Lebesque.

3.4 Théorémes d’applications spectrales

Dans cette section nous utiliserons les résultats précédents pour énoncer des
théorémes d’applications spectrales. Afin de réaliser cette tache, nous aurons
besoin d'un lemme qui montre la stabilité du spectre approché de T lorsque on
perturbe celui-ci par un opérateur de collision vérifiant (H1)-(H2).

Lemme 3.4.1. Soit p =1. On suppose que la mesure p vérifie
/eiz'”du(v) — 0 quand |z| — o0 (3.37)
D

pour tout borélien D C RY tel que u(D) < oo et que les hypotheéses (H1)-(H2)
sont satisfaites. Alors
GuplT) € (T + ).

Preuve. La preuve est identique a celle du Lemme 2.4.3. |

On est en mesure de donner le résultat principal dans I’espace entier.

Théoréme 3.4.1. Soit Q = RY. On suppose l'opérateur de collision K homo-
géne en espace et Uhypothése (H3) vérifiée.
(a) Soit N > 2. 5i (3.4) est satisfaite, alors

(V) N {n: |nl <™ ouln| >e ™}
— olo(T+E) A {@_t)‘ i Red < =A™ ou Rel > —\'},
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ot \* = essinfo(-) et \** = esssupo(-). De plus, si (3.37) est satisfaite et si
limage essentielle de o(-) est connexe, alors

U(V(t)) — eto(T-‘rK)‘
(b) Si N =1 et si u vérifie (3.31), alors
O'(V(t)) _ eta(T-‘rK)‘

Preuve. Par le Théoréme 1.4.6 on a weit(T) = werit(T + K), en utilisant le

Théoréme 1.5.1 on obtient w..+(7T) = —A*. C’est & dire que le spectre critique est
contenu dans le disque D(0,e ") et donc
(V) N{n:|nl>e ™} =T A fe: Red > -\ ). (3.38)

D’autre part, on sait que lorsque Q = RY  le semigroupe (U(t))>0 peut étre
étendu en un Cy-groupe avec

U(—t) : ¢ e"@op(z + tv) t>0

de générateur —7" et de type A**. On peut également étendre (V (t))i>o en un
groupe avec (V(—t));>0 engendré par —T — K et représentable a I'aide d'une
série de Dyson-Phillips relativement a (V(—t));>o. On peut montrer, avec une
preuve similaire a celle du Théoréme 3.2.1 qu'un certain reste de la série en
question dépend contintiment (en norme) de ¢ et ainsi récupérer

wcrit(_T - K) = wcrit(_T) =\

et
o(V(=t)N{n:|n| >e*"} =eCT K n e Red > A} .

D’autre part, n € o(V(—t)) siet seulement si n~! € o(V(t)), dou
c(VE)N{n:n| <e ™7} =TI L Red < —A™}

qui compléte (3.38). Si I'image essentielle de o est connexe, alors en vertu du
Théoréme 1.5.4, la bande {A : —A\** < Red < —\*} C 04,(T). Or sous 'hypo-
these (3.37) le spectre approché de T est stable (cf. Lemme 3.4.1). L’inclusion
et?(T+K) < 5(V(t)) fournit alors

O'(V(t)) N {n . e—t)\** S |’)7| S e—t)\*} _ GtU(T+K) N {)\ . _)\** S Re) S _)\*}

et finit la preuve de (a). Montrons (b). Comme 0 < ¢t +— R;(t) est continue en
norme (Théoréme 3.2.3), le Théoréme 1.4.6 entraine que

Oerit(V () = 06t (U (L)) pour tout ¢ > 0.
Ceci combiné avec le Théoréme 1.5.4 et le Lemme 3.4.1 donne
Ucrit(v(t)) C eta(T-l-K)’

ce qui achéve la preuve. [
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Remarque 3.4.1. On peut montrer en utilisant le Théoréme 3.3.1 que dans
le cas particulier ot la mesure du(v) = dv est la mesure de Lebesque sur RY, e
point (b) du théoréeme précédent reste vrai méme pour des opérateurs dépendant
de x.

Afin de s’attaquer aux domaines quelconques, on aura besoin du

Lemme 3.4.2. Soit du(v) = dy(p) ® df(w), ot v = pw, w € SV, ~ est
une mesure de Radon sur (0,00) absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesque et 3 est une mesure de Radon sur SN—! telle que

Blwe S iwowy=0}=0 pour tout wy € SN
Alors p vérifie (3.37).
Preuve. Admettons, momentanément, que les hypothéses du lemme entrainent

lim sup B{we SV jw-wy <e}=0. (3.39)

e—0 woGgN*l
Nous avons a montrer
/ezz'”dp(v) — 0 quand |z] — o0
D

pour tout borélien D C RY avec u{D} < oo, ou d’une maniére équivalente

/h(v)eiz‘”d,u(v) — 0 quand |z] — oo
RN

pour tout h € L'(RY; u). Comme I'ensemble des fonctions continues a support
compact est dense dans Ll(RN , i) on peut supposer h continue et a un support,
disons, inclus dans la boule de centre 0 et de rayon R,

/ h(v)e™ dp(v) = / dp(w) /R h(p,w)e™“dy(p)
RN gN-1 0
= [ atw) [ hip.w)en )
SN-1 0

- / dB(w) /R h(p, w)e " “d(p)

{weSN-1: | w|<e}

+ / dB(w) /R h(p, w)e ¥ <dy (p)

{weSN-1; |w'.w|>e} 0
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= Il+]27

ol v = pw et z = |z|w'. Il est facile de voir, a partir de (3.39), que I; est
arbitrairement petit pour ¢ suffisamment petit. Fixons € assez petit et regardons
le second terme. Comme h est continue et v est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue,

R
/ h(p,w)e™ " “dr(p) — 0 quand |z — oo
0

uniformément en w et w’ tels que |w-w’| > ¢ de sorte que I, — 0 quand |z| — oc.
I nous reste a établir (3.39). Supposons qu’elle soit fausse, i.e.

Ve>0:I>0 etw. € SV M tel que B{w e SV |w-w.| <e} >

Alors il existe wy € SV tel que w. — wy quand € — 0 (en sous-suite).
Notons aussi
lw-we| <e=|w-w| <e+ |w. — wp

ce qui implique

SN w e we e+ Jwe —wol} D{w € SV w - we| < €}

{we
si bien que

BlweSV i w-wo| <et|we —wo|} >0 (Ve >0)

et enfin
BluesSViw-wy=0}>n

ce qui contredit I’hypothése du lemme.
[ |

Remarque 3.4.2. Comme sous-produit de la preuve précédente, le Lemme 3.4.2
reste vrai st on suppose que

/eiz’)d*y(p) — 0 quand |z| — o0
D

pour tout borélien D C R de mesure finie (D) < oo.

Nous pouvons énoncer a présent le théoréme d’application spectrale dans des
domaines quelconques.
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Théoréme 3.4.2. Soit Q C RY un ouvert régulier. Soit du(v) = dvy(p) ® dB(w)
avec v une mesure de Radon sur (0,00) absolument continue relativement a la
mesure de Lebesque et (3 une mesure de Radon sur SN=1. On suppose que les
hypotheses (H1)-(H2) sont vérifiées et que 0 < t — o(tv) est continue pour tout
v. Alors

(V) N{n:|nl>e ™} =T A {e: Red > -2\ ) (3.40)

De plus, si 3 est telle que B{w € SY1 1 w-wy = 0} = 0 pour tout wy € SN~ et
si ) est un domaine extérieur ou est inclus dans un demi-espace, alors

o(V(t) = eI+ {0},

Preuve. Comme dans la preuve du Théoréme 3.4.1, 'usage des Théorémes
1.4.5, 3.3.1 et 1.5.1 fournit (3.40). D’autre part, si Q2 est inclus dans un demi-
espace, par le Théoréeme 1.5.2 et Lemme 3.4.1, on obtient

{A: Red < =\"} C 0, (T + K),
ce qui par l'inclusion e!rT+K) g, (V(t)) fournit

{n:lul < ™}y C o V(D))

qui compléte (3.40). Si 2 est un domaine extérieur, on opére de la méme maniére
en utilisant a la place du Théoréeme 1.5.2, le Théoréme 1.5.3.
|

Remarque 3.4.3.  Avec les mémes arqguments précédents, on peut montrer
que sous les hypothéses du Théoreme 3.3.2%, le théoréeme d’application spectrale
partielle suivant

c(V)N{n:|nl >e ™} =T 0L Re) > -}
a lieu. Si de plus, Q est inclus dans un demi-espace et o(x, —v) = o(x,v), alors
o(V(t) = eI+ {0},

Remarque 3.4.4. Dans le cas ot 2 est un convezxe (donc, en particulier, inclus
dans un demi-espace), Uhypothése de parité o(v) = o(—v) imposée dans le cas
p = 1 mais pas pour 1 < p < oo peut susciter des interrogations. En effet, comme
il apparait dans la preuve, pour établir ['inclusion

{A:ReA > —-\"} Co(T+ K)

on utilise le fait que {\ : Re\ > —\*} soit du spectre approché de T, ce que l'on
sait montrer que sous l’hypothese de parité o(—v) = o(v) (Théoréme 1.5.2). Pour
1 < p < oo la parade consistait a passer au dual ce qui n’opére pas pour p = 1.

311 s’agit du théoréme qui traite les fréquences de collision non nécessairement homogénes !
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Dans les domaines bornés, les théoremes d’applications spectrales découlent de
la compacité des restes de la série de Dyson-Phillips. Cette compacité s’obtient
sous ’hypothése que 'opérateur de collision est "faiblement compact par rapport
aux vitesses", avec une faible compacité "collective" relativement a la variable
d’espace |59, 71]. Ceci suggere la

Question 3.4.1.  Peut-on remplacer dans (H1)-(H2) la compacité en vitesses
de l'opérateur de collision par la compacité faible en vitesses ¢
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Deuxiéme partie

Approche résolvante pour la
stabilité des spectres essentiel et
critique des Cj-semigroupes
perturbés dans les espaces de
Hilbert et applications a la
neutronique






Chapitre 4

Approche résolvante pour les
spectres essentiel et critique

4.1 Introduction

Soient 7" un générateur d'un Cy-semigroupe (U(t));>o dans un espace de Ba-
nach X et K € L(X). Soit (V(t))i>0 le Cy-semigroupe engendré par T'+ K. Il est
donné par la série de Dyson-Phillips

Vi) =S U, (4.1

ou
t

Uo(t) = U(t) et Upy(t) = / Ui(t — $)KUp(s)ds (j > 0).

Comme nous ’avons mentionné au Chapitre 1,
la compacité de Ug(t) pour tout ¢t > 0 (4.2)

entraine la stabilité du spectre essentiel, i.e. 0ess(V (1)) = 0ess(U(t)), si k =1, et
la stabilité du type essentiel, i.e. Wess(T + K) = wess(T'), si k > 1 (voir Théoréme
1.4.3). Parallélement,

la continuité de 0 < t — Uy(¢) (4.3)

assure la stabilité du spectre critique, i.e. 0eit(V (1)) = 0eit(U(t)), lorsque k = 1,
et la stabilité du type critique, wei(T 4+ K) = werit(T), lorsque k > 1 (Théorémes
1.4.5 et 1.4.6). D’autre part, (4.2) et (4.3) sont reliées par le résultat suivant de
S. BRENDLE :
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Théoréme 4.1.1. [19, Theorem 3.2] Soient v > wy(T) et k € N. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

o Uk(t) est compact pour tout t > 0.

e 0 <t Ug(t) est continue en norme, et R(v + iy, T)(KR(v + iv,T))* est
compact pour tout v € R.

Un probléme naturel et intéressant qui se dégage alors, est de trouver des condi-
tions, en termes des résolvantes des générateurs, garantissant la continuité en
norme de 0 < ¢t — Uy (t). Lorsque 'espace ambiant est un espace de Hilbert, des
conditions suffisantes ont été données par S. BRENDLE :

Théoréme 4.1.2. [19, Theorem 3.1] Supposons X un espace de Hilbert.
Soient v > wo(T) et k € N. Si

|R(v + i, TYER(w + i, )| — 0 quand |r] — oo, (4.4
alors 0 <t Ugio(t) est continue en norme.

On signale au passage qu’une hypothése du type (4.4) combinée avec la compacité
d’une certaine puissance de R(\,T)K a permis & D. SONG [91], par I'intermé-
diaire des résultats théoriques de L. GEARHART [33], d’estimer le type essentiel
de (V(t))i>0 : Wess(T' + K) < wo(T). Résultat appliqué par K. LATRACH ET B.
LoDs [54] pour I'étude du semigroupe associé a I’équation de transport monodi-
mensionnelle dans une bande avec conditions aux limites abstraites (opérateurs
frontiére), o la discussion de la compacité (4.2) est particuliérement difficile en
raison du caractére non explicite du semigroupe (U (t))s>o-

Il est clair que le Théoréme 4.1.2 ne permet pas d’accéder® a la continuité en norme
de 0 < t +— Uy(t). Dans [113]|, Q.C. ZHANG ET F.L. HUANG caractérisent la
continuité en norme de 0 < ¢+ V() — U(t) (ce qui est équivalent a la continuité
en norme de 0 < ¢+ U (t) d’apres le Théoréme 1.4.9) :

Théoréme 4.1.3. [113] Soit X un espace de Hilbert séparable. Soit v > wy(T).
Alors 0 <t V(t) — U(t) est continue en norme si et seulement si

IR+ i3, TYKR(v + i, T)|| — 0 quand 1| — o, (4.5)

o0

sup / [“R(V + iy, T)KR(v + iy, T)x |2

(B[
A

+H|R(v £ iy, T)K*R(v + iy, T*)z ||* |dy — 0 quand A — 00.(4.6)

Le théoréme ne permet pas aussi d’accéder a la continuité de 0 < t +— Us(t) (voir la
Remarque 4.2.4).
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Pour une généralisation de ce résultat a un cadre non perturbatif, on renvoie le
lecteur a [57]. La condition (4.6), sous forme intégrale, n’est pas facile a vérifier
en pratique. Toutefois, dans le méme papier ([113]) il est mentionné le résultat
suivant, da & J. G. PENG et al, qui examine directement la compacité de V() —
U(t).

Théoréme 4.1.4. [80] Soit X un espace de Hilbert séparable. Si
R\ T)KR(\T) est compact pour A € p(T)
et si
|R(v + iy, T)*K|| + || R(v + iy, T)K R(v + iy, T)|| + | K R(v + v, T)?|| — 0(4.7)
quand |y| — 400, alors V(t) — U(t) est compact pour tout t > 0.
On donne, dans la premiére partie de ce chapitre, des conditions suffisantes en-

trainant la continuité en norme de 0 < ¢ — U;(¢). Plus précisément, on montre
dans le Lemme 4.2.1 que si pour un certain m € N* et un certain v > wy(T")

(Hm) > IIR(v +iv, T)'KR(v + iy, T)" || — 0 quand |y| — oo,
=0

alors 0 <t — Uj(t) est continue en norme. Pour prouver ce résultat nous adaptons
les techniques contenues dans le papier de S. BRENDLE [19]. Notons que (Hj)
(m = 2) correspond a (4.7). Motivé par certaines équations cinétiques faisant
intervenir des opérateurs frontiéres [60], nous reformulons dans le Corollaire 4.2.1
la condition (Hj) sous une autre forme équivalente lorsque T est dissipatif, plus
exactement :

|K*R(v + iy, T)K|| + || KR(v + iy, T)K*|| — 0 quand |y| — .

Nous dérivons a partir des résultats précédents des résultats de stabilité des
spectres essentiel et critique de (U(t)):>o. Dans la deuxiéme partie du chapitre,
nous montrons comment les résultats abstraits obtenus permettent d’étudier la
stabilité du spectre essentiel et critique du semigroupe d’absorption (semigroupe
de transport sans collision) lorsqu’on le perturbe par I'opérateur de collision

K:L*(QxV)3 ¢ /k(az,v,v')d,u(v’) e L*(Qx V).
v

Dans un premier temps, on isole une classe générale et optimale de mesures p et
d’opérateurs de collision K assurant la condition (H;). Ensuite, nous montrons
que lorsque le domaine €2 est borné on a

Oess(V (1)) = 0ess(U(t))  (VE = 0).
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Ce résultat a été auparavant établi par M. MOKHTAR-KHARROUBI [70] en exa-
minant directement la compacité de e!"t5) — T Nous reprenons des questions
laissées en suspens dans le Chapitre 2 et nous montrons

Terit(V (1)) = 0au(U(t)) (V¢ >0) (4.8)

d’une maniére plus simple (que celle utilisée dans la Section 2.3) et sous des condi-
tions plus générales. Nous finirons cette partie transport par quelques extensions.

4.2 Reésultats abstraits dans un espace de Hilbert

A partir de maintenant, on se place dans le cas ott X est un espace de Hilbert
et on le note a 'occasion par H.

4.2.1 Continuité en norme de 0 < ¢+ Ui (1)

Le premier résultat de cette section est fourni par le lemme fondamental suivant :

Lemme 4.2.1.  Supposons qu’il existe v > wo(T) et m € N* tels que

(Hm) Y IR+ iy, TV KR + iy, T)" || — 0 quand |y| — oo.
=0

Alors 0 <t Uy(t) est continue en norme.

Comme premiére conséquence de ce lemme on a le résultat de stabilité du spectre
critique.

Théoréme 4.2.1.  Supposons qu’il existe v > wo(T) et m € N* tels que
|R(v + iy, T)'KR(v +iv,T)™" || — 0 quand |y| — oo pouri=0,1,--- ,m.
Alors 041t (V (1)) = 06t (U (L)) pourt > 0.

Preuve.  On sait, d’aprés le Théoréme 1.4.9, que 0 < t — V(t) — U(t) est
continue en norme si et seulement si 0 < ¢ +— Uj(t) l'est aussi, et donc par
le Lemme 4.2.1, 0 < t — V(t) — U(t) est continue. Or deux semigroupes dont
la différence est continue en norme ont le méme spectre critique (cf. Théoréme

1.4.6). u

Une deuxiéme conséquence concerne la stabilité du spectre essentiel. En effet :
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Théoréme 4.2.2.  Supposons qu’il existe v > wo(T) et m € N* tels que
o |R(v+iv, T)'KR(v+iv,T)" || — 0 quand |y| — oo pouri=0,1,--- ,m.
o R(v+ivy,T)KR(v+iv,T) est compact pour tout v € R.
Alors V(t) — U(t) est compact pour tout t > 0. En particulier, o.ss(V (1)) =
Oess(U(t)) pour tout t > 0.

Preuve. D’aprés le Théoréme 1.4.9, V(t) — U(t) est compact pour tout ¢ > 0
si et seulement si Up(t) lest. D’autre part U;(t) est compact pour tout ¢ > 0
si et seulement si R(v + iy, T)K R(v + iy, T') est compact (pour tout v € R) et
0 < t + Uj(t) est continue en norme. Alors le corollaire est une conséquence
immédiate du Lemme 4.2.1 et du fait (bien connu) que deux opérateurs bornés
dont la différence est compacte ont le méme spectre essentiel. [ |

La preuve du Lemme 4.2.1 est une adaptation de [19]. Avant de la faire, donnons
quelques ingrédients qui nous seront utiles par la suite. D’abord rappelons le

Lemme 4.2.2. [100] Pour toutt,s >0 et p € N on a lidentité
p
Up(t +s) = Z Uj(t)Up—;(s).
=0

A Taide de ce lemme on peut définir un nouveau Cy-semigroupe dans l’espace de

Hilbert H := H x H. Soit
_ ( Uo(t) Ui(t)
Ut) = ( 0 Uo(t) )

pour tout ¢t > 0, alors (U(t)):>o est un Cy-semigroupe de générateur
T K
(% 1)
et de domaine D(7) = D(T') x D(T). La résolvante de 7 est donnée par

[ RI\T) RO\T)KR\T)
R“’T)—( 0 ROLT) )

pour ReA > wy(T) (cf. [19]).

Le lemme qui suit fournit une représentation de Uy (t) en terme de la résolvante,
il contient la piéce essentielle de la preuve du Lemme 4.2.1.

Lemme 4.2.3. Soit v > wy(T) et n € N*. Pour tout x € H,

A
| o ‘ A
U, (t):)j — lim n! / e(u-l—z’Y)t Z R(V + i, T)Z—HKR(I/ + i’y, T)n_H_lId’y
A—oo 2t" T —
“a i=

uniformément en t € [, 00| pour tout § > 0.
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Preuve. Par le [110, Theorem 1.1], pour tout xk € H

A
|
Z/{(t)/ﬂ — Ahm 2; / (v+iv) tR(V+ 2777>n+1/€d7
)

uniformément en t € [0, +oo[ pour tout § > 0. Le résultat découle alors par
I’analyse des composantes de U(t)x et R(v + iy, T )" k. [

Nous avons a présent tous les outils pour montrer le Lemme 4.2.1 :

Preuve du Lemme 4.2.1.  Soient v > wo(T) et U;'(t) Popérateur défini par :

A
! R . :
U (t)r = il / e+t g R(v+iy, T KR(v + iy, T)" " ady,
2t —
—_A =

pour tout x € H. Nous allons prouver que
|UL(t) = UL (t)|| — 0 quand A — +00 (4.9)
uniformément en t € [§,+o00] (6 > 0) et que, pour chaque A > 0,
0 <t Ut) € L(H) (4.10)

est continue en norme. Commengons par (4.9). Grace au Lemme 4.2.3 on a

| . A .
(UL(t) — UA(t))a = —2;”‘ / N Ry 4 iy, TV K R(v + i, T ady.
mar .
[>A =0

Soient z, x* € H, en utilisant I'inégalité du Cauchy-Schwartz et le théoréme de
Plancherel [40, Lemma 2|, on obtient
2t

— <(U1( ) = Ui (t)z, )]

m)!

[(R(v +iv, T) T KR(v + i, T)" ™", a") |dy
=0

(VAN
VS~ i

[v]>A

| S URw -+ TYERE + 0,7 RO 4+ 09, RO — .7}

1=0

3

IN

M>A

< Z sup || R(v +iv, T)'KR(v + iy, T)"™"||

i=0 [v|>A

<[ [ 1w+ yelpa] [ [ 1Rw - i1 P
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m

= > sup R+ i, T KR + i, 7)™
> a
+o0 1 +oo 1
<[V / 20 (s)a%ds]* [V / 23| U* ()" | 2ds |
0 0
< 27TC’ZsuaIIR(V+i”y,T)iKR(V+2"Y,T)m_i\|||$“H37*Ha
i=0 171>

ou C' est une constante positive. D ol

Cm!

i—o 1[>A

qui, par hypothéses, converge vers zéro quand A tend vers I'infini uniformément
en t € [0, +oo]. Il reste a prouver (4.10). Pour cela, fixons un ¢ > 0. On a

2r(t+h)™ 4 2t™ 4
== v = S vl
. A
< > sup (Rl iy TV KR+ i T [ et ey
i=0 lv[<A
—A
Finalement, on voit facilement que le dernier terme tend vers zéro quand h tend
vers zéro, ce qui achéve la preuve. [ |
Remarque 4.2.1. La technique que mous avons utilisée dans la preuve du

Lemme 4.2.1, et qui est ausst a la base du Théoreme 4.1.2 de S. BRENDLE est
die a O. EL-MENNAOUI ET K.-J. ENGEL [81] qu’ils 'ont utilisée pour simplifier
le preuve du résultat de P.YOU [111], caractérisant la continuité en norme d’un
semigroupe en terme de la résolvante de son générateur.

Remarque 4.2.2. Lorsque m = 2, le Théoréme 4.2.2 coincide avec le Théoréme

4.1.4.

Lorsque T est dissipatif on peut reformuler (H;) sous une forme plus maniable
dans certains cas (cf. Section 4.3.2 et [60]). Soit v > 0. Le lemme suivant montre
que, sous la dissipativité de T, on peut controler le comportement asymptotique
de ||R(v + iy, T)K]|| le long de 'axe Re\ = v par celui de |K*R(v + iy, T) K|,
et aussi le comportement de ||KR(v + iy, T)|| par celui de ||[KR(v +ivy,T)K*|.

Lemme 4.2.4. On suppose T dissipatif. Alors pour v >0 on a
VIR + i, T)K|| < /TE R+ 7, TIK] (4.11)

et

VUIKR(v + iy, Tl < VIIKR(v + iy, T)K*||. (4.12)
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Preuve. Comme T est dissipatif,

(A =T)y,y)| Re{((A =T)y,y)

>
> Rellyl’

pour tout y € D(T), ou (-,-) désigne le produit scalaire dans H. En particulier,
pour y = R(v + iy, T)Kx avec v € H

v[|[R(v +iv, T)Kz|* < |(Kz,R(v+iv,T)Kz)|
= (&, K"R(v + iy, T)Kx)|

< K R(v + iy, T) K| |||

ce qui prouve (4.11). L’inégalité (4.12) se montre par dualité. En effet, comme T’
est dissipatif, 7 l'est aussi, et par (4.11) on a

VV|KR(v +iy,T)|| = Vv|R(v—iv, T")K*|
VIKR(v — iy, T*)K*||
= VI|KR(v +iv,T)K*|,

IN

ce qui termine la preuve du lemme. [ |

Compte tenu de (4.11) et (4.12), le Lemme 4.2.1 implique le

Corollaire 4.2.1. On suppose que T est dissipatif et que pour un certain v > 0
IK*R(v + iy, T)K|| =0 et |[[KR(v+iy, T)K*|| = 0 quand [y] — oo,
alors 0 <t +— Uy(t) est continue en norme.

Remarque 4.2.3. A dire vrai, le Lemme 4.2.J reste vrai si on suppose que
T est une somme d’un opérateur dissipatif et d’un opérateur borné B. Dans ce
cas, on montre que pour v > ||B||, /(v — || B|)||R(v + iy, T)K|| < [|[K*R(v +

i, T)K|| et \/(v — | B))| K R(v+iv, T)|| < \/[|[KR(v + i, T)K*||. Bien entendu
un corollaire analogue au Corollaire 4.2.1 peut en étre dérivé.

Remarque 4.2.4. Le Théoreme 4.1.2 ne permet pas aussi de conclure a la
continuité de 0 < t v+ Usy(t). Mais en sachant [19, Proposition 2.5/

A
1
Us(t)z = f}im Py / R(v+iv,T)KR(v +iv,T)KR(v + i, T)xdy
“a

pour tout x € D(T) et en opérant comme lors de la preuve du Lemme 4.2.1, on
peut facilement établir que si pour un certain v > wy(T),

1K R(v + iy, T)K|| — 0 quand || — o,

alors 0 <t Us(t) est continue en norme.
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4.3 Application au transport neutronique

Cette section est dédiée a l'application des résultats théoriques obtenus pré-
cédemment a I’étude des équations cinétiques. Rappelons briévement le cadre de
notre probléme. Considérons 'opérateur du Transport

To+Kp=—v- g—i —o(z,v)(z,v) + /k(x,v, V)p(x,v)du(v'),  (4.13)

v

ou T est l'opérateur d’absorption de domaine

D(T)={p e LP(Qx V) :v g—i e L’(Qx V), gr_ =0}

avec
' ={(z,v) € 9Q x V : v entrant en x € 00},

Q C RY est un ouvert régulier, V' C R¥ est le support d’une mesure de Radon po-
sitive p et K (la partie intégrale dans (4.13)) est 'opérateur de collision. Comme
dans le Chapitre 2, on suppose K régulier. Cet opérateur est alors approchable
(cf. Lemme 2.2.1) dans L(LP(Q2 x V')) par des opérateurs de collision possédant
un noyau de la forme

ZE v, U ZO&, z ), (414>

el

avec f; € LP(V), g; € LP (V) (% + 1% =1) et a; € L>(2) (I fini).

Afin d’appliquer les résultats de la section précédente, on commence par un lemme
fondamental précisant sous quelles conditions est réalisée 'hypothése (Hy).

Lemme 4.3.1. Soient p = 2 et Q convexe. On suppose que l’opérateur de
collision est régulier, la mesure  ne charge pas les hyperplans affines et que la
fréquence de collision o(-,-) est homogene (i.e. o(x,v) = o(v)). Alors pour tout
v > u)[)(T)

IKR(v +1v,T)|| — 0 et |R(v + iy, T)K|| — 0 quand |y| — oo.
Au cours de la preuve nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.2. [68, Lemma 3.3, p. 39| Soit u une mesure de Radon sur RY
finie et ne chargeant pas les hyperplans affines. Alors

hm sup p{v €RY v -ete|<e} =0,

e—0 (e,e1)eSN

oe € RN, ey € R et SV est la sphére unité de RV
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Preuve du Lemme 4.3.1. Comme les opérateurs R(v +iv,T)K et KR(v +
iy, T) dépendent contintiment de K € L(L*(Q x V) et ce uniformément en
v € R, on peut supposer sans perte de généralité que K a un noyau k(z,v,v’) =
Y oicr @i(x) fi(v)gi(v') avec fi(-) et g;(-) continues a support compact et a;(-) €
L>(§2) (I fini). On peut aussi (par linéarité) supposer que la derniére somme est
réduite a un seul terme, disons a(x)f(v)g(v'). Montrons d’abord

|R(v +iv,T)K|| — 0 quand |y| — oc. (4.15)

On rappelle

T(CE,U) t
—At— [ o(z—sv,v)ds

R\T)p = / e 0 o(r —tv,v)dt; @ € L*(Q x V),
0

ot le temps de séjour 7(z,v) est donné par 7(z,v) = inf{s > 0:z —sv ¢ Q}. La
convexité de €2 permet d’écrire

R(v+iv,T)K = RR(v +1iv,Tw)EK,

ot £: L2 x V) — L*RY x V) est 'opérateur d’extension triviale a RY x V|
R : L2(RYN x V) — L?(Q x V) est Popérateur de restriction et T, est 'analogue
de T lorsque € = RY. Définissons K, comme suit :

Ko : L*RY x V)3 o /Xg(x)a(:v)f(v)g(v')gp(x,v')du(v') c L*(RN x V).
v

Alors
RR(v+i7,Tw)EK = RR(V + 17, Too ) Ko €.

L’opérateur R(v + i, T ) Ko se décompose comme
R(l/ + Z’)/, Too>Koo = MQR(I/ + Z"}/, Too)|L2(]RN)M17
ou

M, : LA(RY x V) 3 p(z,v) — a(z)xa(z) /gp(x,v’)g(v’)d,u(v’) € L*(RY),
v

My : 2(RY x V) 3 ¢(x,v) — f(v)p(z,v) € L*(RY x V)

et
R(v 47, Too) p2@ny - LA(RY) — L2(RY x V) (4.16)

avec V désignant le support de f(-). Ainsi, il est suffisant de traiter R(v +
i, Too ) p2(rN)- D’autre part 1'équation

¥ = R(v+i7, Too) 2y, ¥ € LRV x V)



4.3 Application au transport neutronique 121

est équivalente a

0
v-a—f+0(v)¢+(V+iv)¢=¢
ou encore a
QZ_ 1 ~
(o) +v) FilE v —l—v)%

-~

ol ¢ (resp. ©) est la transformée de Fourier dans L? de ¢ (resp. ) par rapport
a la variable d’espace. Soit

R(v+i7): L*(RY) 3 ¢(¢) — COR V)(bf?(g —— e L2(RN x V).

Grace a l'identité de Parseval, il est nécessaire et suffisant de montrer que

lim ||R(v + W)||L(L2(RN),L2(RNX‘7)) = 0.

[y|—o00
On a
R(v +inell* = [6(©)°
1R+l = [ [ S e dutoie
RN v
! 2
< o | o E e @lel’
%
et notre but maintenant est de prouver
. 1 -
|'Y1|lin°° J () +v)2+ (€ v+ fy)zdﬂ(v) =0

|4

uniformément en ¢ € R. Soit € > 0 arbitraire. En introduisant les coordonnées po-

laires dans R, (€,7) = [(§,7)l(e,e1), e = §/V/[E[* + 97 et er = v/\/[E] + 77,

on obtient

1
/ (c(v)+v)2+(£-v+ V)Qd“(m

v

IN

/ : (o)
~ (o) + )2+ (€P + WP (e-v + e ™
Vn{levtei|<e} .

" / (o) + )2+ (€2 + ) (e v+ e1)?

V{levter|>e}

dp(v)

< sup —
(e,e1)eSN (U(U) + V)
Vn{le-v+er|<e}
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1
d
+~ / (o(v) + )2+ (JE]2 + |7]?)e? #(v)
Vn{le-vtei|>e}

= J1 + JQ.

Grace au Lemme 4.3.2, J; est arbitrairement petit pourvu que ¢ soit petit. On
choisit € suffisamment petit, le deuxiéme terme Js est majoré par

1{V}
(112 + [7]?)e?

qui, converge vers zéro quand |y| — oo, uniformément en & € RY. Ceci finit la
preuve de (4.15). Par dualité, on a

|K R + i, Tl = | R(v — 7, T K], (4.17)
ou T, 'adjoint de T', est donné par :
T DT — L}QxV)
— v 9¢ —o(v)
¥ or ¥
avec D(T*) ={p € L*(Qx V) :v- 32 € L(Q x V), ¢, =0} et
Iy ={(z,v) € 902 x V : v est sortant en = € 0N }.

En procédant de la méme maniére comme ci-dessus on montre sans peine que
|R(v — iy, T*)K*|| — 0 quand |y| — oo, ce qui achéve la preuve en vertu de
(4.17). [ |

On sait (Théoréme 2.3.3) que 'hypothése portant sur la mesure p est nécessaire
pour la continuité de 0 < t +— V/(t)—U(t). En conséquence, elle est aussi nécessaire
pour que (Hjy) soit vraie. Nous pouvons donner une preuve directe de ce fait :

Proposition 4.3.1.  Soit ;1 une mesure de Radon sur RN & support compact V
et soit Q@ =RN. On prend o0 =0 et

K:D2RY x V)5 g /(p(x,v’)du(v’).

S’il existe un hyperplan affine H = {v € RY : v-¢ = a} de u-mesure (strictement)
positive, ot e € SN et @ € R*, alors

lim ||R(v+ iy, T)K|| >0

Iy|—o0

pour v > wy(T).
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Preuve. L’identité de résolvantes
R(c+iv,T) = R(v+iv,T) = (v —<)R(s + 17, T)R(v +1iv,T) pour ¢,v > wo(T),

montre que si lim,_o ||[R(v + iy, T)K|| = 0 est vraie pour un v > wy(7), elle
reste vraie pour tout ¢ > wy(7"). Ainsi, ce n’est pas une restriction de prendre
v = 1. En faisant appel a la transformation de Fourier, il suffit de montrer

Jim IR(1+iv)| >0
y|—o00

(voir la preuve du Lemme 4.3.1 pour les notations). On définit, pour tout n € N*,
la fonction normalisée

_ 1 - 2 N
7/%(5) - ’B(O, 1)’%XB(ne,1)<€) €L (R )7

ot | B(0,1)| est le volume de la boule unité de RY et B(ne, 1) est la boule centrée
en ne et de rayon 1. D’oul

IR~ ima)en | = / / e

= //1+ §|w2—ne v)? 3 Adp(v)
. / H/ e )
> / W"(g)Pdgdu(v)

1+ |v|?
RN H

1
> _— .
> [ i)
H

~ 1
2

H

Ainsi

ce qui finit la preuve. [ |

4.3.1 Stabilité du spectre essentiel

Nous retrouvons ici un résultat optimal [70, Theorem 1 et Corollary 1| obtenu
par une étude directe de la différence V' (t) — U(t).
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Théoréme 4.3.1. Soit p =2 et soit Q0 borné (pas nécessairement convexe). On
suppose que la mesure |1 ne charge pas les hyperplans affines et que l'opérateur
de collision est réqulier. Alors V (t) — U(t) est compacte pour tout t > 0 et par
conséquent oess(V (t)) = 0ess(U(t)) pour tout t > 0.

Preuve. Nous avons a montrer que V' (t) — U(t) est compact pour tout ¢ > 0
ou d’une maniére équivalente, par le Théoréme 1.4.9, que U;(t) est compact pour
tout t > 0. Or Uy(t) dépend (linéairement et) continiment de l'opérateur de
collision K, donc on peut supposer, sans perte de généralité que K posséde un
noyau de la forme (4.14). Par linéarité, on peut aussi supposer que

KL% V) 5 0 e ale) / F@)g(0)p (e, o' )du(),

ou f() € LAV), g(-) € L*(V) et a(-) € L>(Q). En décomposant les fonctions
f(), g(-) et a(-) en parties positives et négatives on peut les supposer positives.
Soit d > 0 tel que  soit inclus dans la boule B(0,d) := {x : |z| < d}. Soit

—_—~—

Ui (t) 'analogue de Uy (t) lorsque 2 = B(0,d), la fréquence de collision 7(v) =
inf,cq o(z,v) et le noyau de collision k(x,v,v") = ||allef(v)g(v'), alors on peut
facilement voir que

Uy(t) < RUL(DE,

ou € : L2(Q x V) — L*B(0,d) x V) est Popérateur d’extension triviale a
L*(B(0,d) x V) et R : L*(B(0,d) x V) — L*(Q x V) est Popérateur de res-
triction. Grace & un argument de domination (Théoréme 1.4.12) la compacité de

—_~—

Uy (t) pour tout ¢ > 0 entraine celle de Uy (t). Il n’est donc pas restreignant de
supposer

Q borné et conveze, et o(-,-) homogéne en espace.

Dans ce cas les Lemmes 4.3.1 et 4.2.1 nous garantissent que ¢t — U; (t) est continue
en norme pour ¢ > 0. Par ailleurs, on sait d’aprés [68, Theorem 4.1, p.57| que
KR(v +iv,T) est compact pour tout v € R, et le Théoréme 4.1.1 montre que
Ui (t) est compact pour tout ¢t > 0 et finit la preuve. [ |

Remarque 4.3.1. On rappelle que lorsque Q) est borné, la description du spectre
essentiel de U(t) est fournie par le Théoréme 1.5.5.

4.3.2 Stabilité du spectre critique

Dans ce paragraphe nous abordons 1’étude de la stabilité du spectre critique
de semigroupe d’absorption. Ce dernier, rappelons le, est décrit dans la Section
1.5.
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Domaines convexes

On commence par étudier la stabilité du spectre critique dans le cas ou €2 est
convexe.

Théoréme 4.3.2.  Soit p =2 et soit Q un conveze (pas nécessairement borné).
On suppose que p ne charge pas les hyperplans affines, l'opérateur de collision est
réqulier et que la fréquence de collision o est homogéne. Alors 0 <t — V(t)=U(t)
est continue en norme et par conséquent ooy (V(t)) = 0eiu(U(t)) pour t > 0.

Preuve. C(C’est une application directe du Théoréme 4.2.1 en utilisant le Lemme
4.3.1. [ |

Remarque 4.3.2. Dans le Théoréme 2.53.2, nous avons établi la continuité en
norme de

sous la condition :

RY >z (K(2)p,¥)

est uniformément continue pour tout (p,) € L*(V) x L3(V), lorsque Q = RY et
sous [’hypothese :
Q5 (K(x)p,v)

est uniformément continue pour tout (¢,1) € L*(V)x L*(V') et son prolongement
(par continuité) a Q0 s’annule sur le bord 09, lorsque Q G RY. Le Théoréeme 4.3.2
écarte la dépendance "réguliere” (ci-dessus) de lopérateur de collision K en x et
apporte une réponse a la Question 2.5.1. Notons également, qu’on peut actualiser
les théoremes d’applications spectrales Théoremes 2.53.1 et 2.4.2 a la lumiére de
ce nouveau résultat.

Domaines quelconques

Nous avons utilisé un argument de domination pour montrer la compacité de
V(t) — U(t) lorsque €2 n’est pas convexe ou lorsque la fréquence de collision o
dépend de x. Bien évidement, une telle procédure ne s’applique pas pour montrer
la continuité en norme. Dans ce qui suit nous exploitons la dissipativité de T et
appliquons le Corollaire 4.2.1 pour avoir le

Théoréme 4.3.3.  Soit p = 2 et soit Q@ C RN un ouvert régulier (pas néces-
sairement conveze ni borné). Soit du(v) = dv la mesure de Lebesque. On sup-
pose 'opérateur de collision régulier et la fréquence de collision approchable dans
L>(QxV) par des fréquences de collision séparées, i.e. de la forme Y, ; o} (z)oh(v)
avec ot € L>(Q) et o4 € L=(V) (I CN fini). Alors 0oi(V(t)) = 0eit(U(t)) pour
tout t > 0.
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Preuve. La preuve est une conséquence immédiate du Corollaire 4.2.1 et du
Lemme 4.3.3 ci-dessous. [ |

Remarque 4.3.3. Le Théoreme 4.3.3 répond, au moins dans le cas de la mesure
de Lebesgue aux Questions 2.5.2 et 2.5.3 a propos de la pertinence des hypothéses :
convexité de Q) et homogénéité de la fréquence de collision o(-,-).

Remarque 4.3.4. La condition du théoréme précédent est satisfaite, par exemple,
si Q> x— o(z,-) € L®(V) est continue par morceaus. On note également qu’on
peut montrer que le théoréme reste vrai si on suppose x € ) — o(z,v) continue
pour tout v fixé.

Lemme 4.3.3. Sous les hypotheses du Théoreme 4.5.3,
|K*R(v + iy, T)K|| — 0 et | KR(v + iy, T)K*|| — 0 quand |y| — oo
pour tout v > 0.

Preuve. Il est commode et facile de remarquer d’abord la dépendance continue
de R(v +iv,T) par rapport a la fréquence de collision : Soient 7" et T' associés
respectivement a o(-,-) et o(-,-) € L>®(Q2 x V), alors

IR(v +i7,T) = R +i7, T)| < Cuflo = &c,

ou (), est une constante ne dépendant que de v. Ceci nous permet de supposer
o(-,-) de la forme séparée suivante o(z,v) = >, ;01(x)oy(v) avec I C N fini.
D’autre part, les opérateurs K*R(v + iy, T)K et KR(v + iy, T)K* dépendent
linéairement et contintiment, dans £(L?*(2 x V')), de lopérateur de collision K,
et ce uniformément en v € R, et alors, grace a (4.14) on peut se contenter de
montrer que

| K R(v + i, T) I | — 0 quand |y] — oo,

ou K;, 1 =1,2, est de la forme

K L2 X V)5 g / 0 (2) Fi(0) s o, Yo € LA(Q x V)

avec a;(+) € L=(Q) et f;(+), gi(-) € L*(V). De plus, on peut toujours supposer,
par densité, les fonctions f;(-), ¢;(-) continues a support dans VN {v:d < |v| <
1/6} pour un certain 0 < § < 1. Dans un tel cas, on s’apercoit sans peine que
KiR(v + iy, T) K> est factorisable en trois opérateurs bornés dont un seulement
dépend de vy :

KiR(v +1iv,T)Ky = OQ(v)P

P:L*(Qx V)3 ay(z) /gg(v)go(x,v)dv € L*(Q),
v
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O: L*(Q) 2 ¢ — aq(z) fi(v)p(x) € LA (Q x V)
et

9 7 7t(1/+2'7)7f o(z—sv,v)ds 9
Q(y): L*(2) 3 ¢ — e 0 h(0) X {t<r(zw)y () p(x—tv)dtdv € L*(Q),
vV 0

ot h(-) = g1(+) f2(+). Par le changement de variable y = x — tv on obtient

Q()e(x) =
o0 t
—t(v+iy)—[o(z—s*32, 55 )ds  x — Y dt
/ e ’ W)X oy <r o, 222 P W) =7 Y,
RN O

ol —
1 osi |z —y| < 7(z, |i:z\)
X{|x—y|<r(x,ﬁ)} |1 0 sinon.

On note que toutes les fonctions sont prolongées par zéro en dehors de leurs
domaines. Posons

00 t

—t(v+iv)— [ o(z+2z—sZ,2)ds  x  dt
Ny, = [ TR )
0

alors

Q@) < / N, @ — 3. lle(w)ldy

< / sup [N, (z — v, 2)||o(y)|dy

2ERN
RN

< (sup [Ny (, 2)]) * ()l (),

2€RN

et par [21, Théoréme IV.15]

1QINI < [ sup [Ny (-, 2) || ).

2€RN

Ceci conduit & établir

| sup [N, (-, 2) [l L1y — 0 quand [y] — oo.

z€RN

Pour cela, observons d’abord que

o0

—_—

ool (T o —tv—t e 08(2) [ ot (zt+z—sz)ds
R B A TEaY

—00

(=)
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et que pour tout z € RY I'ensemble
{S,. € L'R): z e RY}

est relativement compact dans L'(R), ou

o
. X[07OO[(t> —tv—tY,c;05(%) [o1(xtz—sz)ds
Sx,z.tERH—tN_l e 0 h<;)
En effet, soit (z,), une suite dans R". On peut en extraire une sous-suite (z,, )x
telle que

1
/‘ﬁ(w + 2p, — s)ds — Ci quand k£ — oo pour tout ¢ € I.
0

Par le théoréeme de convergence dominée, la suite de fonctions (S“nk) L converge,
dans L'(R), vers la fonction

X[O,oo[(t) —tv—tY o o5(%)c, i
teER— =5 ¢ o h(?)'

Cette (relative) compacité de S combinée avec le théoréme de Riemann-Lebesgue

fournit
o

1
Lt g
it tv tof o(etz—sz,%)ds 1 dt
€ €

(?)tNT — 0 quand |y| — o

0
uniformément en z € RV, i.e.

sup [N, (2, )| — 0 quand 7| — o

z€RN

pour tout x. De nouveau, avec ’aide du théoréme de convergence dominée on
conclut que

| sup [N, (-, 2)[l|1 @~y — 0 quand |y| — oo,
2€RN

et on a le résultat désiré. [ |

En utilisant des arguments d’approximation et d’interpolation on montre :

Théoréme 4.3.4. Les résultats de la Section 3 demeurent vrais dans LP(Q x V)
pour 1 < p < oo.
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4.3.3 Quelques Extensions

Il peut arriver que 'opérateur de collision K soit composé de plusieurs opé-
rateurs, décrivant différents types de collision. C’est le cas notamment dans les
"solid moderators" ot l'opérateur de collision est une somme d’une partie (dite
"incoherent part") K; et d’'une autre partie (dite "coherent part") K, o K; est
compact dans L*(V') tandis que K, ne l'est pas [18]. Ca sera aussi le cas dans le
modeéle que nous envisageons dans la troisiéme partie de cette thése. D’autre part,
si K € L(L*(V)) n’admet pas une puissance compacte, alors les termes de la série
de Dyson-Phillips U, (t) ne sont jamais compacts (cf. [68, Chapter 4]). On trouve
dans (|68, Problem 3, p. 93|) le probléme ouvert suivant : Soit K = K + Ko
un opérateur de collision tel que Ky soit régulier et K soit borné. Trouver (ou
estimer) le type essentiel du semigroupe (V' (t));>o engendré par T+ K.

Avant de répondre a ce probléme, remarquons que, pour v assez grand,

KQR(V"‘Z’}/,T"‘Kl)
= (KbR(v+iy,T)(v+iy—T — K1) + KoR(v + iy, T)K1 ) R(v + iy, T + K1)
= KoR(v+ iy, T) + KoaRON TV R(v + i, T + K)). (4.18)

De la méme facon,

R(V + Z’ya T+ Kl)KZ = R(V + V% T)KZ + R(” + V)/a T+ Kl)KlR(V + VY? T)KZ
(4.19)

Désignons par (W(t));>0 le Cyp-semigroupe engendré par 7'+ K;. On a alors :

Théoréme 4.3.5. Soient p = 2 et K = K1 + Ky un opérateur de collision tel
que Ko soit réqulier et Ky soit borné.

(a) Supposons que p ne charge pas les hyperplans affines.

o 5i Q) est convexe et borné, et si la fréquence de collision est homogéne, alors
Oess(V (1)) = 0ess(W (L)) pour tout t > 0.

e 5i ) est conveze et sila fréquence de collision est homogéne, alors o (V (1)) =
oeait(W(t)) pour tout t > 0.

(b) Si p est la mesure de Lebesque et si la fréquence de collision est telle que
dans le Théoréeme 4.3.3, alors 0uuy(V () = 0wiu(W (L)) pour tout t > 0.

Preuve. En utilisant le Lemme 4.3.1, (4.18) et (4.19), on obtient
|KoR(v + iy, T + Ky)|| + ||R(v + iy, T + K1) K3|| — 0 quand |y| — oo,

ce qui prouve, en faisant appel au Théoréme 4.2.1, le deuxiéme point de (a). Si,
de plus, Q2 est borné, alors par [68, Theorem 4.1, p. 57| Ko R(v + i) est compact,
et donc par (4.18), KyR(v + iy, T + K;) l'est aussi. Le Théoréme 4.3.3 montre
alors le premier point du (a). Concernant (b), on opére comme dans le second
point de (a) en utilisant le Lemme 4.3.3 a la place du Lemme 4.3.1. |
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Remarque 4.3.5. Lorsque €) est convexe et borné, le Théoréme 4.3.5 fournit, en
particulier, une estimation du type essentiel de (V (t))i>0 : Wess(T+K) = wess(T+
Ky). Si K est positif, alors par le résultat de L. WEIS [108] sur l'identité entre
le type des semigroupes positifs sur LP et [’abscisse spectrale de leurs générateurs,
on a wess(T' + K) < s(T + Ky). Par exemple, dans [18] ou l'opérateur K, est
positif et satisfait :

|KZRAT)|| < 1 pour ReX > —\* = s(T),
qut entraine en particulier que
S(T + Kl) S —)\*,

on obtient wess(T + K) < —\* (en fait, on peut méme montrer que c’est une
égalité).

Remarque 4.3.6. Notons que le Théoréme 4.3.5 a lieu indépendamment de la
nature 'opérateur de collision K. Ceci témoigne de la puissance de [’approche
résolvante dans la vérification de la stabilité des spectres essentiel et critique,
surtout lorsque le semigroupe non perturbé n’est pas explicite. En fait, il n’est pas
évident de montrer le Théoreme 4.3.5 en étudiant directement la compacité de

V() — W(t).

Remarque 4.3.7. Par interpolation, on peut montrer que le Théoreme 4.3.5
demeure vrai dans les espaces LP (1 < p < 00) st Ky € Ng=1 L(LY(Q % V) ou s”il
peut étre approché par de tels opérateurs (voir le Théoreme 5.2.2 a ce propos).

Remarque finale Récemment, dans un travail en collaboration avec B. LODS
[60] nous avons appliqué le Corollaire 4.2.1 pour 1'étude des trois modéles sui-
vants :

v’ L’équation de transport monodimensionelle avec conditions aux limites abs-
traites (opérateurs frontiére).

v’ Le modéle de Rotenberg [83] intervenant en dynamique de population.

v' L’équation de transport dans une boule avec conditions aux limites du type
Maxwell.

Dans tous ces modéles I'approche semigroupe (i.e. ’étude directe des restes (4.2))
est difficile (voire inopérante) & cause du caractére non-explicite du semigroupe
(U(t))t>0. D’autre part, pour ces modeles vérifier (Hy) directement s’avére diffi-
cile, et la dissipativité a été d'un grand apport.



Troisieme partie

Modéles cinétiques partiellement
élastiques
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L’objectif de cette partie, composée des Chapitres 5 et 6, est de présenter une
théorie spectrale générale pour une classe d’équations cinétiques introduite par
E.W. LARSEN ET P.F. ZWEIFEL [49] en 1974. Plus précisément, on s’intéressera
a I’équation intégro-différentielle suivante :

O Iy _ / ey
e +v Iz +o(z,v)p(z,v,t) = /kzc(m,v,v Yo(x, v, t)dv
v
l
+ Z / ES™ (2, em(p), w, ) (2, em(p)o, t)do
mzlngl

+ / ko(z, p,w,w)p(x, p' t)dw'

SN-1
soumise a la condition aux limites

o(x,v,t) =0 sizedetv-nx) <0
et la condition initiale

go(x,v,O) = 900('1'71))7

ot (z,v,t) € 2 x V x R*, Q désigne un ouvert borné régulier de RY de frontiére
0N et n(x) est la normale extérieure en z € 0N. L'espace des vitesses V est
composé de vitesses v = pw avec w € SV (la sphére unité de RY) et

P el = (pminvpmaa:)

(un intervalle de R"), et est muni de la mesure de Lebesgue dv = p™ ~tdpdw. On
suppose que la fréquence de collision vérifie

0<oeL®QxV).

L’équation intégro-différentielle précédente peut se mettre sous la forme d'un
probléme de Cauchy abstrait dans I’espace de Banach LP(Q2 x V), 1 < p < o0,

d
{ d_f =T+ Ky (ITL.1)
©(0) = o,

ou T désigne 'opérateur d’absorption

T:D(T)>p+— —v- 2_90 —o(x,v)p(z,v)
x

avec

D(T)={pel’PQ2xV):v- Z‘P e LP(QxV),pr- =0}

Xz
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et - ={(x,v) €I xV :v-n(x) <0}
L’opérateur de collision
K=K + K4+ K

est composé de 'opérateur de collision classique

Kop(,v) = / ke, 0, o) (a, o),
Vv

de lopérateur inélastique (ou "downshift")
l

!

Kaqp(z,v) = Z K™ o(z,v) = Z / ES™ (2, em(p), w, 0 )o(2, em(p)u’)du 2
m=1 m:lSN71

oul chaque opérateur Ka(lm), m =1,---,1, décrit les collisions lors desquelles une

quantité F,, d’énergie est perdue par le neutron se trouvant a la position x avec

une vitesse initiale e,,(p) et une vitesse finale p. La vitesse initiale, e,,(p), est

déterminée par
1 1
By, = §M(6m(p))2 - §Mp2,

ou M représente la masse d’un neutron. Au vu de sa définition, il ressort que
I'opérateur K, est nilpotent, i.e.

il existe un entier r tel que K; = 0.

Enfin, Uopérateur de collision élastique (ou "Bragg scattering” suivant la termi-
nologie de [49])

Kop(z,v) = / ko(z, p,w,w)p(z, pw")dw'

gN-1

décrit les collisions ne faisant pas varier I’énergie cinétique des neutrons, il n’agit
qu’a travers la partie angulaire w de la variable de vitesse.

Dans le Chapitre 5 nous analysons les problémes de compacité qui sont a la base
de la théorie spectrale des équations présentées ci-haut. L’opérateur de collision
élastique n’intégre qu’en angles et n’induit pas de compacité en vitesses (contrai-
rement & K_.) et aucune puissance de K (A —T)~! n’est compacte (a fortiori aucun
reste de la série de Dyson-Phillips ne I’est non plus). Il convient alors de dégager
les bons opérateurs compacts qui nous permettent de décrire convenablement le
spectre de T'+ K et d’estimer le type essentiel du semigroupe.

Sous certaines conditions de continuité par morceaux sur les noyaux de collision

20n rappelle qu’on a convenu de prolonger toutes les fonctions, par zéro, en dehors de leurs
domaines de définition.
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et la fréquence de collision et en se plagant dans L'(Q x V), E.W. LARSEN ET
P.F. ZWEIFEL montrent qu’une puissance de (Ky + Ko)R(A, T + Kj) est com-
pacte. D’autre part, contrairement au modeéle classique (K = K.) pour lequel on
dispose d'une littérature abondante, on ne dispose, a notre connaissance, d’aucun
résultat spectral concernant le semigroupe (e/T+5)),5q.

Dans ce chapitre nous généralisons les résultats de [49] en nous plagant sous
des hypothéses plus générales et en envisageant le probléme dans tous les LP,
1 < p < 0. Nous attaquerons également I’étude du semigroupe.

Toujours dans [49] les auteurs montrent que sous des hypothéses de continuité
par morceaux des sections efficaces, typiquement le spectre T'+ K est constitué
d’un demi-plan et de courbes. Ils montrent aussi, a l'aide de l’alternative de
Gohberg-Shmulyan (voir Théoréme 1.4.1) et du résultat de compacité cité ci-
dessus, que lorsque 1'on ajoute a 1"+ K, 'opérateur K; + K., une composante
connexe de o(T+ Kj) soit se transforme complétement en du spectre ponctuel soit
elle contient au plus des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Le
Chapitre 6 a pour but d’'une part d’affiner cette image spectrale en déterminant
la nature du spectre et en examinant les incidences de la positivité sur celui-ci,
et d’autre part de donner I'image spectrale du semigroupe.
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Chapitre 5

Propriétés spectrales liées a la
compacité

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’analyser les problémes de compacité qui sont a la base
de la théorie spectrale du probléme de Cauchy (II1.1). Nous montrons, par des
arguments de densité et d’interpolation, la compacité de K R(\, T + Ky + K;) ou
d’une de ses puissances sous des hypothéses plus générales que celles dans [49] et
dans tous les espaces LP(Q2 x V'), 1 < p < oo. Ceci nous permettra de disposer de
renseignements sur le spectre asymptotique de T'+ K.

D’autre part, contrairement au modéle classique (K = K..) pour lequel on dispose
d’une littérature abondante, on ne dispose, a notre connaissance, d’aucun résultat
spectral concernant le semigroupe

(et(T+Ko+Kd+KC) >t>(]

Or, comme nous 'avons indiqué a l'introduction générale et au Chapitre 1, la
connaissance spectrale du générateur ne nous renseigne que partiellement sur le
comportement asymptotique des solutions du probléme de Cauchy (III.1) et il
est important d’analyser le spectre du semigroupe, et d’estimer, notamment, son
type essentiel. Dans ce chapitre on s’attaquera a I'étude de ce semigroupe : on
fera une étude systématique (comme ¢a a été le cas pour le semigroupe classique
(e!T+Ke)),54) de la compacité des restes de la série de Dyson-Phillips exprimant
(eMT+EK)) 5 relativement & (e!T+Ko+Ka)) o ce qui nous permettra d’identifier le
type essentiel :
wess(T + K) = wess(T + KO)

Méme si I'approche générale est identique et repose sur la théorie de perturba-
tion spectrale, les arguments techniques seront différents selon que l'on aborde
le probléeme dans lespace L' (2 x V) ou LP(Q x V), 1 < p < co. Pour cela nous
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consacrons a chacun des cas une section a part. En effet, notre plan est le sui-
vant : dans la Section 5.2, nous étudions le probléme dans l'espace LP(Q2 x V),
1 < p < oo. Nous explicitons, d’abord, les classes d’opérateurs considérés puis
nous étudions le probléme stationnaire et le probléme d’évolution. Dans les deux
cas, la nilpotence de K, simplifiera considérablement notre étude. Pour montrer
les résultats de cette section, nous nous baserons essentiellement sur certains ré-
sultats du Chapitre 4. La section 5.3 suit le schéma général de la précédente,
mais dans I'espace L' qui, comme toujours, introduit des difficultés techniques
supplémentaires. Nous terminons le chapitre en répondant a quelques questions
posées dans [68].

Notations. Pour clore cette introduction, adoptons quelques notations et conven-
tions.

Selon le contexte, nous notons une fonction ¢ € LP(Q x V'), soit par ¢(x,v) soit
par o(x, p,w), ot v = pw avec w € SV7L,

Sauf mention explicite du contraire, p,.. est supposée finie (ppae < 00).

Pour faire apparaitre la parenté entre un semigroupe et son générateur, on privi-
légie dans ce chapitre la notation (e4);>g.

5.2 Analyse spectrale dans L”, 1 < p < o0

L’opérateur K. décrit les collisions ol les neutrons sont reémis, apres collision
avec le milieu ambiant avec des vitesses indépendantes des vitesses incidentes.
Ce qui mathématiquement se traduit par la compacité de K. dans LP(V'). Cette
propriété a été a la base de l'introduction de la classe d’opérateurs réguliers [70],
et de I’étude spectrale du modéle classique.

Commencons donc par rappeler la définition des opérateurs de collision réguliers.
Soit K.(z) 'opérateur intégral suivant

Ko@) (V) 30 [ helav, o) o) dulo').

L’opérateur de collision K. est dit régulier si

(H1) {K.(x) : x € Q} est un ensemble d’opérateurs collectivement compacts, i.e.

{Ke(x)p -2 € Q, (|9l ey <1}

est relativement compact dans LP(V).
(H2) Pour tout ¢/ € LP(V), {K (x)¢' : x € Q} est relativement compact dans
L (V).
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On rappelle qu’alors K. peut étre approché, en norme d’opérateurs, par des opé-
rateurs de collision de noyaux séparables

Z@i<$>fi(v)gi(vl)a

ieJ
ott oy € L=(Q), fi € LP(V) et g; € LP(V), (i € J) avec J fini et %+1% =1 (cf.
Lemme 2.2.1).

D’une maniére analogue, on exploite le fait que dans le modéle collisionel élastique
Ky la direction des neutrons aprés collision avec le milieu ambiant est indépen-
dante de la direction incidente pour définir la classe d’opérateurs de collision K

que 'on utilisera dans cette section. On suppose que K vérifie
(H3) L’ensemble

{ / kO(xapawaw,)gp<w/)dw, : (flf,p) €0 x Iu ||()0||LP(SN*1) < 1}

SN—-1
est relativement compact dans LP(SV~1).
(H4) Pour tout ¢’ € L¥ (SV1),
{ [ hpwv@is: @pcax)
S§N-1

est relativement compact dans L¥ (SV—1).
Sous ces hypothéses, K est borné,

| Kol| = esssup ”Ko(xap)HE(LP(SN—l))
(z,p)exT

et vérifie la propriété d’approximation suivante :

Proposition 5.2.1.  Un opérateur Ky vérifiant (H3)-(H4) peut étre approché
par des opérateurs possédant un noyau de la forme

Z%(%P)fi(w)gi(wl)y

i€

ot oy € L®(Q x I), fy € LP(SNV) et g; € LP' (SN, (i € J C N) avec J fini et
11

= + - = 1

p p

Preuve. La preuve est identique a celle du Lemme 2.2.1. |

Enfin, on suppose que

(H5) les noyaux des opérateurs K c(zm) sont bornés.
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5.2.1 Etude du probléme stationnaire

On commence cette section par une observation élémentaire qui simplifiera
I'étude spectrale. Cette observation est liée au fait que Ky est nilpotent (on rap-
pelle qu'il existe r tel que K} = 0). En effet, grace a cette nilpotence et au fait
que l'opérateur Ky "ne mélange pas" les modules de vitesses on déduit

[K4R(A\, T + Ko)]" = 0. (5.1)

Ce qui entraine que le spectre de T'+ Ko+ K, est une partie du spectre de T'+ K,
ie.
J(T+K0+Kd) C U(T+K0) (52)

En fait, on sait [32, Proposition 4.2, p. 272| que pour A € p(T + Kj) on a
A€ o(T + Ko+ Ky) si et seulement si 1 € o(KzR(N\, T + Ky)).

Or, (5.1) entraine que r,(KqR(\, T+ Ky)) = 0, et par suite o(K ;R\, T+ Ky)) =
0.

On a le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1.  Supposons les hypothéses (H1)—(H5) satisfaites, alors les
opérateurs
K.RI\T+ Ko+ Kg) et RIANT + Ko+ Kq)K,

sont compacts pour tout X € p(T + Ko + K).

Preuve. Soit A € p(T + Ky + K,). Alors

K.R\T+ Ko+ Ky)
= (K.RA\T)AN=T — Ko — Kq) + K.RO\T) (Ko + Kq)) RO\, T + Ko + Kg)
= K.R\T)+ K.R\T)(Ko+ Kg) RO\ T + Ko+ Ky), (5.3)

(ceci est licite car nous allons montrer dans le Lemme 6.5.1 que o(7T") C o(T +
Ko+ K,)). Par ailleurs, d’apreés |68, Theorem 4.1, p. 57|, K.R(A, T) est compact,
il est clair alors que K. R(\,T + Ky + K ) lest aussi. D’autre part, nous avons
aussi

RN T+Ky+Ky)K. = RNT)K.A+ARNT+Ko+Kq)(Ko+Kq) RN T)K,, (5.4)
ce qui permet de conclure la compacité de R(A\, T+ Ko+ K4) K, en tenant compte
de la compacité de R(\,T) K, montrée également dans |68, Theorem 4.1, p. 57].
[

On peut énoncer le
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Corollaire 5.2.1.  Sous les hypothéses (H1)—(H5), les opérateurs T + K et
T+ Ko+ K4 ont le méme spectre essentiel, i.e. Oess(T + K) = 0ess(T + Ko+ Ky).

Preuve. Par des manipulations algébriques simples, on a pour tout A € p(T" +
K) ﬂp(T—i—Ko + Kd)

RNT+K)—RA\T+ K+ Ko) = R\ T + Ko+ Kg) K. RO\, T + K)

et donc R(A\, T+ K)— R(\, T+ Ko+ K ) est compact d’apreés le Théoréme 5.2.1,
et la Proposition 1.2.3 (résultat de stabilité du spectre essentiel) achéve la preuve.
|

En utilisant le Corollaire 5.2.1, on peut affirmer que
o(T+ K)Nn{\: ReA > s(T + Ko+ Kq4)}

est formé de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Cependant, a
priori, le méme corollaire ne dit rien de

(p(T+ Ko+ Ka) N {\: ReX < s(T + Ko + K4)}) No(T + K).

Néanmoins, grace a l'alternative de Gohberg-Shmulyan (voir Remarque 1.4.2) on
peut affirmer qu'une composante connexe de p(T + Ky + K ) soit se transforme
totalement en du spectre ponctuel de T'+ K, soit il se crée en elle au plus de
valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

5.2.2 Etude du probléme d’évolution

Avant d’indiquer les conséquences de la nilpotence de l'opérateur K, sur
I’étude spectrale du semigroupe (e!"+%)),5o. Exprimons le semigroupe (e!(7+Ko+Ka))
par une série de Dyson-Phillips relativement a (e!™+50)),.

t>0

6t(T+K0+Kd) — Z ‘/;/(t),
i=0
ot Vj(t) = e!T+K0) et VI, (t) = [ V/(s) K4V (t — s)ds. On pose

R(t) =3 V/(®).

t(T-l—K())

La nilpotence de K, (i.e. K = 0) et le fait que e "ne mélange pas" les

modules de vitesses entrainent que

[@t(T+K0)Kd]’" = 0 pour tout ¢t > 0, (5.5)
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(on rappelle que la notation [F]|" désigne la convolution de F' n fois), et donc
aussi

R.(t) = [e'THEI )" tTHETKD) — () pour tout ¢ > 0.

En conséquence,
wess(T + KO + Kd) = wess(T + Ko) (56)

T+K)>

En vue d’identifier le type essentiel du (e’ ¢>0 on établit le résultat suivant

Théoréme 5.2.2.  Sous les hypothéses (H1)—(H5), la différence

HT+K) _ HT+Ko+Ka)

est compacte pour tout t > 0.

Preuve. La démarche de la preuve est identique a celle employée dans la preuve
du Théoreéme 4.3.1, on donnera donc que les grandes lignes. D’apres le Théoréme
1.4.9, il suffit de montrer la compacité de

t
/ 6(t—8)(T+K0+Kd)Kces(T+K0+Kd)dS
0

pour tout ¢ > 0. Par des arguments d’approximation, on peut supposer que K,
posséde un noyau de la forme

(0,0 Zal v)gi(v'),

ieJ

ot pour tout i € J C N (J fini), o; € L>®(2) et f; et g; sont continues & support
compact dans V. Dans ce cas,

t

/e(t—s)(T+K0+Kd)KCGS(T+KO+Kd)dS € ﬂ LLY Q% V))

0 q>1

et donc par un argument d’interpolation, on peut se contenter de montrer le
résultat pour p = 2. En décomposant les fonctions «y, f; et g; (i € J) en parties
positives et négatives, par linéarité, on peut les supposer positives. Un argument
de domination permet alors de prendre la fréquence de collision constante. Dans
ces circonstances : K.R(\, T + Ky + K ) est compact (Théoréme 5.2.1) et

| K R(v+iy, T+ Ko+Ky)|| — 0 et || R(v+iy, T4+ Ko+ Kq)K.|| — 0 quand |y| — oo

pour v > s(T + Kj) (Lemme 5.2.1 ci-dessous) et il suffit d’appliquer le Théoréme
4.2.2 pour finir la preuve. [ |
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Lemme 5.2.1. Sous les hypotheses du Théoreme 5.2.2, on a

| K R(v+iv, T+Ko+Ky)|| — 0 et ||[R(v+iy, T+Ko+Kg)K.|| — 0 quand |y| — oo
pour tout v > s(T + Ky).

Preuve. On rappelle (5.3) et (5.4) :

K.R\T+ Ko+ Kq) = KRAT)+ KRA\T)(Ko+ Kg) RO\, T + Ko + Kq).
RNT+ Ko+ Ky)K, = R\T)K.+ R\T + Ko+ Kq)(Ko + Kg) RO\ T)K,.

Or, on avait établi dans le Lemme 4.3.1 que pour tout v > wy(7T)
[KeR(v + iy, T)|| — 0 et |[R(v + iy, T)Kc|| — 0 quand |y] — oo,
ce qui achéve facilement la preuve. [

Le corollaire suivant est une conséquence du Théoréme 5.2.2 :

Corollaire 5.2.2.  Si les hypothéses (H1)—(H5) sont vérifiées, alors pour tout
t >0 on a O (e THE)) = g, (e THEHED) - Bn particulier, wees(T + K) =
weSS(T + KQ)

HT+K) _ H(T+Ko+Ka)

Preuve. De la compacité de e pour tout ¢ > 0 découle

Oess (6 = Oess (

avec, en particulier,
wess(T + K) = wess(T + KO + Kd)7

et d’aprés (5.6) on a 1'égalité désirée. [

Remarque 5.2.1. Nous verrons dans le chapitre qui suit un exemple ot on
caractérise totalement le spectre et le spectre essentiel de (et(TJrKO))tZO, donc en
particulier, wess(T 4 Koy). Néanmoins, on peut d’ores et déja affirmer, moyennant
un résultat de L. WEIS [108]', que si les différents noyaux sont positifs (ce qui
est la cas en pratique), alors

Wess(T' + K) < s(T + K)).

'Le résultat qui affirme que dans les espaces LP, 1 < p < oo, le type d’'un Cy-semigroupe
positif coincide avec ’abscisse spectrale de son générateur.
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5.3 Analyse spectrale dans L'

Nous abordons dans cette section les questions de compacité dans 1’espace
LY (2 x V). Tout d’abord on introduit, en s’inspirant de [58, 59|, les différentes
classes d’opérateurs de collision que 'on utilisera dans cette section. Commen-
¢ons par K. que nous supposerons vérifie

(H6) [ |k(-,v,-)]dv e L®(QxV)
v
(H7) {|ke(z,-,0")] : (x,0") € Q x V} est faiblement compact dans L'(V).

On rappelle la propriété suivante :

Proposition 5.3.1. [59, Theorem 2.4] Soit K, un opérateur positif vérifiant
(H6)-(HT7). Alors K. peut étre approché en norme d’opérateurs par une suite
(Kpn)m € L(LY(Q2 x V) telle que pour tout 0 < ¢ € LY(Q x V),

Kpl,0) < funl0) [ ol o)’ (57)
v
ol fm € LY (V) est une fonction positive.
D’une maniére similaire on suppose que l'opérateur élastique
Ko: L'Qx I xS s pms / ko(z, p,w,w)p(z, p,w")dw’
SN-1

vérifie :

(H8) [oni ko, w, )|dw € L®(Q x I x SN71).

(H9) {|ko(x,p,- )| : (z,p,0") € Q x I x SN~1} est faiblement compact dans
LY(SN—h).

On peut établir en calquant la preuve de [59, Theorem 2.4] :

Proposition 5.3.2.  Tout opérateur positif Ko vérifiant (H8)-(H9) peut étre
approché dans L(L*(2 x I x SN71)) par une suite (K,;)pm € L(LY(Q x I x SN71))
telle que pour tout 0 < o € LY(Q x I x SN-1)

Kw@m@ﬁﬂwO/wwmwwﬁ (5.8)

gN-1

ot 0 < f,, € LY(SN).
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Enfin comme dans [49] on suppose que
(H10) les opérateurs K c(zm) sont & noyaux bornés.

Remarque 5.3.1. Les opérateurs de collision considérés ici sont plus générauz
que ceuz utilisés dans [49).

5.3.1 Etude du probléme stationnaire

Comme dans la Section 5.2.1, en raison de la nilpotence de K4, on a
o(T+ Ko+ K4) Co(T + K,p). (5.9)

Théoréme 5.3.1.  Supposons les hypothéses (H6)—(H10) satisfaites. Alors
l'opérateur
K.RO\T + Ky + KoK,

est faiblement compact pour tout A € p(T + Ko + Ky).

Preuve. Ce théoréme est vrai méme dans le cas p,,., = 00, on fera donc la
preuve dans ce cadre général. Soit A € p(T + Ky + K, ), alors

K. RN T+Ko+Ky) K, = KR\ T)KA+K.R\T+Ko+Kq)(Ko+Kq) R\ T)K,.

Puisque 'on sait déja que K. R(\,T)K,. est faiblement compact [68, Theorem
4.4, p. 60], il suffit de montrer que les opérateurs KoR(\, T) K, et Kc(li)R()\, T)K.
(¢=1,---,1) sont faiblement compacts. On va se contenter de montrer la faible
compacité de 'opérateur KoR(\,T) K., celle des autres opérateurs se démontre
de la méme maniére. Notons que

ou

K L(Qx V)3 o / kel 0,0 o, o) du(v))
Vv

et
Ko : LY x T x SV1) 5 0 s / oz, p, 0, )|z, pr )l
1%4

Par domination, on peut supposer sans perte de généralité que K, et Ky sont
positifs. Notons également que K. est limite, quand i — oo, dans L(L'(Q x V),
de

Ko /kc(w,v,U’)X{vev:lv<i}%0($’”/)d”,'
1%
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En effet,

Ko — K&l < // /kc(x,v,v’)|go(x,v’)|dv’dxdv

Qx{veV: |v|>i} V

< sup / ke(x, v,0")dv||¢ll L1 oxv)
(x,0")eQxV
{veV:lv|>i}

et, puisque K. vérifie (HT)

|K,— K9 < sup / ke(z,v,0")dv — 0 quand i — oo.
(z,0")eQxV
{veV:|v|>i}
On peut alors, quitte a remplacer K. par une certaine tronquée K;, supposer sans
perte de généralité que pq.. < 0o. D’autre part K. peut étre approché par une
suite d’opérateurs dont chaque terme satisfait la domination (5.7), par approxi-
mation puis par domination on peut supposer, sans restreindre la généralité du
probléme, que K, est de la forme

K.:pe fv) / o(z, ) du(v),

v

ou f € LY(V). Par approximation toujours, on peut supposer que f € L' (V)N
L>(V) et par domination ensuite, on peut supposer f une constante c’est a dire
que K. peut étre pris comme l'opérateur de moyennisation en vitesse (a une
multiplication par une constante prés)

M. : /gp(a:,v’)du(v’).

Tout compte fait, on est amené & montrer la faible compacité de KoR(\,T)M..
Des arguments analogues nous permettent de supposer Ky de la forme

My : o — / o(x, p,w")dw'.
SN-1

Montrons donc que MyR(\, T') M, est faiblement compact. En vertu de la positi-
vité, on peut écrire

MoR(\, TYM. < RMyR(\, To) M E,
ol E est I'opérateur d’extension a R x V, R est 'opérateur de restriction & Qx V/
et T, est Popérateur d’absorption sur RY x V' (avec o = 0). Il suffit de montrer
la faible compacité de

RMoR(\, Th) : L'(RY) 3 ¢ — R/ e (2 da € LHQ x ),
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qui est limite (¢ — 0) pour la topologie uniforme de

1 N
O.: L'(RY) 2 ¢ R/x{,»a}me ol oY da! € LNQ % T),

RN
qui est a son tour dominé par PO., ott P : L'(Q) — L'(Q x I) et
—Az—a'|

(& €

m@(ﬂﬁ'/)dl’/ € Ll (Q)

O;:Ll(RN)E(,OHR/
RN

—AL
Ce dernier est, d’apreés |21, Corollaire IV.27, p. 74|, compact car T‘N—E_l € LY(RY),
ce qui finit la preuve. [ |

Remarque 5.3.2.  Dans [49], pour l'analyse spectrale de T' + K, les auteurs
montrent la faible compacité de [(K.+ Kg)R(\, T + Ko)|"™. Pour cela, ils sup-
posent qu’il existe p, € I tel que

ko(z, p,w,w’) =0 pour p > py, et k((im)(x,p,w,w’) =0 pour p < py,
qui entraine en particulier
K4R(A\T)Ky =0 pour A € p(T),
et ils montrent ([49, Lemma 4]) que les opérateurs K.R(\, T)K., KqR(\,T)K.

et K.R(\, T)Ky sont faiblement compacts. En revanche nous, nous avons établi
la faible compacité de K.R(\, T+ Ko+ K4) K., sous des hypothéses plus générales
(Remarque 5.3.1) et par une démonstration rendue plus simple grice auzx argu-
ments d’approximation et de domination. Notre démarche est aussi différente de
[49] : on perturbe T + Ko par K, puis par K. alors que dans [49], ils perturbent
T + K, directement par Kq+ K..

Remarque 5.3.3. La méme image spectrale que celle décrite dans la fin de la
Section 5.2.1 demeure valable ici. En effet, en utilisant le Théoréme 5.3.1, l’opé-
rateur K.R(\, T + Ko+ Kg) est a puissance quatrieme compacte et l’alternative
de Gohberg-Shmulyan (cf. Remarque 1.4.2) permet de conclure.

5.3.2 Etude du probléme d’évolution

Avant d’aborder I'étude du semigroupe (e!T+5)), exprimons le & l'aide de
la série de Dyson-Phillips relativement a (ef(7+Ko+Ka))

TR =N V().
=0

t>0
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oit Vy(t) = etlTTKotKa) ot Vi (1) fo s)K Vy(t — s)ds. On pose

=D Vi)

Théoréme 5.3.2.  Supposons que les hypothéses (H6)—(H10) soient vraies.
Alors le reste d’ordre 2 de la série de Dyson-Phillips de (e!T+5)),~q relativement
a (etT+Eo+Ka)Y o est faiblement compact, i.e. Ry(t) est faiblement compact.

Preuve. Ici aussi le théoréme est vrai aussi dans le cas p,,q, = 00, on fera donc
la preuve dans ce cadre général. D’aprés le Lemme 1.4.1

Rz(t) _ [et(T+Ko+Kd)KC]2 £ e (THE)
—  t(THKo+Ka) o Kcet(T-i-Ko-i-Kd)Kc % 6t(TJrK)7

et donc en vertu de la Proposition 1.4.1 il suffit de montrer la faible compacité

de
Kcet(T+K0+Kd)Kc

pour tout ¢ > 0. Par ailleurs, on peut exprimer (e!Z+Ko+Ka))

série de Dyson-Phillips relativement a (e”);>, i.e.

>0 a l'aide de la

o
T+K0+Kd E U
Z

=

ou

Uo(t) et Uz+1 /U KO + Kd)U()(t — S)d

Nous savons aussi que la suite (3°7_, K.U;(t)K.), converge dans L(L'(Q x V))
vers K etT+KotKa) [ yniformément en ¢ borné. Il suffit donc de montrer que
pour tout entier n, 'opérateur Z?:o K.U,(t)K. est faiblement compact ou ce qui
revient aussi & montrer que K.U,;(t)K,. est faiblement compact pour tout entier
j- Fixons alors un j € N et occupons nous de K.U,(t)K.. L’opérateur K.U,(t)K.

est dominé par | K |U (1) K,|, ve.

C
| KU () | < KU (1)K o),

ou

K| : LYQAx V)3 o / ke, v, 0")|@(z,v")dV',

|Ko| : LMOQOXIxSY N 5 ¢ — / |ko(z, p, w,W)|p(z, p,)dw’ € LM (QxIxSN™Y),

gN-1
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l
Ca: L'OxIxSY )5 0> / 1E | oo (2, em(p), w)dw' € LMQXTIx SN

7:ZISNfl

et UJKU+Kd(t) (resp. U]‘-KOHCd(t)) est le terme d’ordre j de la série de Dyson-
Phillips donnant (et +otKa)),_; (resp. (et *Kol+Ca)), ) & partir de (e/T);5¢. Par
domination (Théoréme 1.4.13) on peut donc supposer, sans perte de généralité,
K. et Ky positifs et K; = C,. Par ailleurs, 'opérateur K. est approchable en
norme par les opérateurs

Kc(l) A /kC(xaU?U/)X{U€V3|”|§i}90<x’Ul)dv,
\%4

et quitte a remplacer K, par un certain Kc(i), on peut Supposer Ppq. < 00. D’autre
part, puisque K. .U jKOJrK‘i (t)K. dépend contintiment, en norme d’opérateur, de K
et de K., grace aux Propositions 5.3.1 et 5.3.2 (approximation et domination) on
peut supposer K. de la forme

o 1) [ ol

v

ou f(+) € LY(V) et Ky de la forme

@ — g(w) / oz, p,w)du’

gN-1

avec g(-) € LY(S¥™1). Par approximation on peut supposer que f(-) € L>(V)
et g(-) € L®(S¥~1) et par domination on peut méme les supposer constantes
(égales & max{||f(*)]|oo;s [|9(*)|lco}). Enfin, par linéarité on peut supposer que les
opérateurs K., K, et K, sont respectivement

M, : o — /gp(x,v’)dv', My : o+ / oz, p,w)dw’
v

SN-1
et
I
M, = ZMZ avec M; : ¢ +— / oz, e;(p),w)dw'.

i=1 SN-1

Procédons selon la valeur de j.

Cas j = 0. Dans ce cas, M .Uy(t)M, = M.e" M.. Ce dernier a été montré
faiblement compact (cf. [68, Theorem 4.11, p. 80]).

Cas j > 1. Dans ce cas, il suffit de montrer que

M.U;(t) : L*(Q) — LY(Q)
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est faiblement compact. En notant U = €' et en décomposant M, = M M, oil
M:pw— /sw(:v,p,w)pN‘ld,o,
I

on écrit

MCU]' = MM()[U(MU + Md)]j * U.

Ainsi, par linéarité, on peut se contenter de montrer que
MMoU % MU s -+ % My, U (5.10)
est faiblement compact pour tout j-uplet (iy,---,i;) € {0,1,---,I}/. On s’aper-
coit que, Popérateur (5.10) est "une intégrale forte" (modulo I'identification L' (€2 x
I) ~ L'(I,L'(Q2))). En effet, si pour p fixé, on note par MoU x M; U - - -x M; U|p]
I'opérateur borné suivant :
L'Q) 2 ¢ (MU % My, U % - x Mj,Up) (-, p) € L'(2),

alors I'opérateur (5.10) s’obtient en intégrant la famille

{MoU * M, U % ---x M Ulp] : p € I},
i.e. pour tout ¢ € L'(Q),

MM()U*M“U**MZJU(,O = /M()U*M”U**Ml]U[p]QO,ON_ldp
1

D’autre part, les opérateurs MU * M; U - - -x M; U|p] sont bornés uniformeément
en p € I dans L(L'(Q)), et la propriété de compacité des intégrales fortes (Théo-
réme 1.4.7) assure, alors, que 'opérateur (5.10) est faiblement compact pourvu
que MoU * My, U - - - M;,U|p] soit faiblement compact pour tout p € I. Ainsi, on
est amené a vérifier cette faible compacité. Désignons par T, 'opérateur d’ab-
sorption sur RY (avec o = 0) et notons U,, = 7. Alors pour tout ¢ € L'()

MoU  M;, U % - - - x My, UM[plo < RMoUs ¥ My, Usg * - - - % M;,Uso[p] Ep,

ou E et R désignent respectivement I'opérateur extension a RV (par zéro) et
lopérateur restriction a €2. Par un argument de domination, il suffit de montrer
que 'opérateur

LYRY) 3 o — RMoUs * My, Uso % - - % M; Us[plp € L'(Q) (5.11)

est faiblement compact. Or, on verra dans le Lemme 5.3.1 (qui suit la preuve)
qu’il existe une fonction 3;(t, p) € L*(RY) telle que

Par conséquent, d’apreés |21, Corollaire IV. 27, p.74], opérateur (5.11) est faible-
ment compact, ce qui achéve la preuve. [ |
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Lemme 5.3.1.  Pour tout j-uplet (j > 2) (iy,--- ,4;) € {0,1,--- I}, il existe
une fonction (intégrable) telle que pour tout ¢ € L*(RY)

Mi1UOO Kook MZ]UOO[p](p = ﬁj(tap) * Q.
On rappelle que M; : o — [y o(x, €(p),w)dw’ avec la convention ey(p) = p.

Preuve. On va montrer le lemme par récurrence sur j. D’abord, il est clair
que pour ¢ € {0,1,--- [},

M;Us(t)[p] = dwie, (p) * P,

ol dws est la mesure image de la mesure dw par I'homothétie v +— sv. Soit

(il,iQ) S {O, 1,--- ,1}2. On a

Mi1 Uoo * MiQ Uoo [P]‘P = /MnU dw (t—s)eiy (p) * 90} ds

= / / [dwie—s eiy (ei, () * o] (z — se;, (p)w)dwds

OSNl

= / dwse;, (o) * [AW(t-s5)esy (er, () * ] ds

0
t

= [/dwseil(p) * dw(t—s)ew 611 () ds} *
0

Comme la mesure de Radon f(f dwseil (p)*dw(t_s)eiz (es, (p))ds est (clairement) bornée,
par le théoréeme de Radon-Nikodym, il suffit de vérifier qu’elle est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue de RY | i.e.

t
Iy := /dwseil(p) * dw(i—s)er, (ei, (o nds{A} — 0 quand |A| — 0,

0

ott |A| désigne la mesure de A par rapport a la mesure de Lebesgue de RY. Comme
t
Iy = / // Xa(v1 + v2)dwse, (5) (V1) @ dw(t—s)e,, (e:, (o)) (V2)dS

0 RN xRN

- / [ xatseatorn + = 9)en e (o) em)doen)doten)ds,

0 RN xRN
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le changement de variable v] = e;, (p)v; et v, = e;,(e;, (p))vy conduit & montrer

¢
Iy = / // xa (s + (t — 8)vh)dw' (v1)dw? (vy)ds — 0 quand |A| — 0,

0 RN xRN
ol dw! (resp. dw?) est la mesure de Lebesgue sur la sphére {v € RY : [v| = ¢;,(p)}

(resp. {v € RV : |[v| = ey, (es,(p))}). Ce quon peut vérifier en utilisant [68, p. 82].
On peut aussi facilement établir que la désormais fonction

t
/0 Awse,, (p) * AW(i—s)er, (es, () A5

est uniformément bornée (en norme L') en (t,p) € [0,T] x I et ce pour tout
T > 0. Supposons maintenant que le lemme soit vrai jusqu’a 'ordre j. Soit un
(4 + 1)-uplet (iy,--- ,ij41) € {0,1,---,1}7T!. Par Phypotheése de récurrence il
existe une fonction n(t, p) telle que

[Mi,Uso 5 - % My U | (8)[plee = n(t, p) * .
Alors

Gj+1

= /MZ Uss [n((t = 5), p) * ¢]ds

_ / [ Dottt = 9).calo) s o] (@ — sei (p)o)dods

()SNl

Comme pour tout ¢ et p, n(t, p) est une fonction intégrable (en fait uniformément
intégrable en (t,p) € [0,7] x I pour tout 7" > 0) on déduit que (3(t, p) est aussi
une fonction intégrable. Ceci finit la preuve. [ |

Comme conséquence immédiate du Théoréme 5.3.2 on a :
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Corollaire 5.3.1. Sous les hypotheéses du Théoréme 5.3.2, on a wess(T + K) =
Wess(T + Ko). En particulier,

O'(Bt(T+K)) N {M : |M| = etwess(T+Ko)}
est formé, au plus, de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Preuve. Comme Ry(t) est compact pour tout ¢ > 0, les semigroupes (e/T+5)),
et (et(T+K°+K‘i))tZO ont le méme type essentiel. Or, le type essentiel de ce dernier
semigroupe est égal & wess(T + Ky) (cf. (5.6)). [

5.4 Quelques remarques

L’équation de transport dans une bande infinie (mais d’épaisseur finie 2a) se
ramene, grace a des considérations de symétrie, & une équation monodimension-
nelle

0 0
S5+ st + o, p,w)e(, pyw, 1)
Pmaz 1
= / /kc(x,p,w,p’,w’)cp(x,p',w’,t)dddp’
Pmin —1

I 1
+y / ES™ (2, em(p), w, ) (2, em(p), o', t)dw’
1

+ [ oo, ool o )
1
ou p est le module de la vitesse, w est le cosinus de 'angle que fait la vitesse avec
un axe de référence perpendiculaire au plan de la bande et varie dans | — 1, 1], et
dw (resp. dp) désigne la mesure de Lebesgue sur | — 1, 1] (resp. sur [pmin, Pmaz])-
Les résultats de ce chapitre (ainsi que ceux du suivant) demeurent valables pour
ces équations.

Dans [68, Chapter 4| on trouve le

Théoréme 5.4.1. [68, Theorem 4.12, p. 92] Soient 1 < p < 0o et p une
mesure de Radon ne chargeant pas les hyperplans affines. Soit K = K+ Ky avec
Ky borné et Ky régulier (cf. Définition 2.2.1). On pose

f=inf{a:a>-X\, r,(R\T)K;) <1VRe\ > a}.

Alors o(T+ K)N{X: ReX > (3} est formé, au plus, de valeurs propres isolées de
multiplicité algébrique finie.
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suivi des questions suivantes (cf. [68, Problems 1, 2 & 3, p. 93]) :

Question 5.4.1.  Quelle est la structure du spectre de T + K dans la région
{N <A< p}?

Question 5.4.2. Le Théoréme 5.4.1 reste-t-il valable dans L' ?

Question 5.4.3. Trouver, sous les hypothéses du Théoréeme 5.4.1, une estima-
tion sur le type essentiel de (e/TH9)),5q.

Essayons de donner quelques éléments de réponse a ces questions a la marge du
probléme abordé dans ce chapitre. Pour la premiére question, une réponse est
donnée a la page 180 (voir Figure 6.2). Avant d’aborder les deux autres, quelques
mots sur le Théoréme 5.4.1. En fait, on peut dire que s(T + K;) < (. En effet,
soit A\; € o(T + K3) avec Reh; = s(T + Kj) (si Ky est un opérateur positif,
on peut prendre A\; = s(T + K3)), alors 1 € o(R(\,T)K;), et par conséquent
ro(R(A1, T)K;) > 1. Ce qui entraine s(T'+ K;) < . Si l'opérateur K est positif
alors on a méme égalité entre 5 et s(T'+ K;).

Répondons maintenant a la Question 5.4.2. On pose K| = Ky + Ky et Ky = K.
Gréce a la compacité d'une puissance de R(\, T+ K;) K5 (cf. Théoréeme 5.3.1) et
'alternative de Gohberg-Shmulyan on conclut (cf. Remarque 5.3.3) que

(T + K)N{\: Red > s(T + Ko + KJ)}

est formé, au plus, de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie, ¢’est
a dire que le Théoréme 5.4.1 reste vrai dans L' pour le probléme étudié dans ce
chapitre.

Pour la Question 5.4.3, nous avons déja donné une réponse a la Section 4.3.3 dans
le cadre L? en montrant que

T+K)) _ Oess(et(T+K1)) (t > 0)

Uess(et(
Si maintenant 1 < p < oo et p # 2, nous avons une réponse dans le cadre du
probléme traité dans ce chapitre. En effet, si 'on pose K71 = Ko+ Ky et Ky = K,
grace aux Corollaires 5.2.1 et 5.3.1 nous avons : wees(T + K) = wess (T + K7). Si,
de plus, les opérateurs Ky et K, sont positifs, alors wess(T + K) < s(T + K7).
Nous allons voir en fait dans le Corollaire 6.4.1 que cette derniére inégalité peut
étre une égalité.



Chapitre 6

Propriétés spectrales liées a la
positivité

6.1 Introduction

Le présent chapitre vise a présenter I'image spectrale de T+ K et celle du
semigroupe associé. Les résultats du chapitre précédent nous incitent & examiner
en particulier le spectre de T + K. Ce dernier a été déja décrit dans L'(Q2 x V)
sous des hypotheéses adéquates de continuité par morceaux sur les noyaux et la
fréquence de collision. E.W. LARSEN ET P.F. ZWEIFEL [49] considérent 7" +
Ky comme une famille de problémes (T + K{),er, ot T? + K{ est 'opérateur
monocinétique suivant, :

a(p !/ / /
P o - oz, pw)e(r,w) + / ko(z, p,w,w)p(z,w')dw'.

§N-1

dont le spectre est constitué, au plus, de valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie. Quand p varie, o(T? + Kf) décrit des "courbes". En effet, E.W.
LARSEN ET P.F. ZWEIFEL montrent que dans le cas p,;, > 0 le spectre de
T + K, est formé de la fermeture de ces courbes. Quand 'espace des vitesses
contient zéro, le spectre de T'+ K| est constitué de la fermeture desdites courbes
et d’'un demi-plan
{A: ReX < =X}

Ces courbes peuvent disparaitre, notamment si pK est borné et si ) est de dia-
métre assez petit. Toutefois, certains de ces résultats sont établis d’une maniére
formelle ; un des objectifs de ce chapitre est donc de donner une rigueur mathé-
matique a ces résultats. Nous montrons, en plus, que tout le spectre de T'+ K est
réduit & du spectre essentiel. La Section 6.3 est constituée d’une série de résultats
spectraux liés a la positivité. Parmi ceux la, la description suivante du spectre
périphérique de T + K : Il existe 6 > 0 tel que

o(T + Ko)N{A: ReA > s(T + Ky) — 0} C R.
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On donnera des critéres d’irréductibilité du semigroupe (e/7*5)),5, et des ré-
sultats de monotonie de la valeur propre principale et de 1’abscisse spectrale
s(T + Ko).

Enfin, dans la Section 6.4 on transférera I'image spectrale obtenue sur le généra-
teur au semigroupe associé en établissant

(M THK)Y = (o (T+K) 10} t>0, (6.1)

et on déterminera, a 'occasion, le type essentiel wess(T + K) = s(T + Ko).

Hypothéses générales

Dans tous les énoncés de ce chapitre, nous supposerons (en plus des hypothéses
propres a chaque énoncé), méme si nous ne le préciserons pas, que les hypothéses
suivantes sont vraies. Le domaine €2 est convezxe et la fréquence de collision est
homogeéne, i.e.

o(z,v) = o(v).

On suppose que 'opérateur de collision élastique K vérifie :

{ [ hiopwstol@)ds o e, pel, el

§N-1

est relativement compact, et pour tout ¢/ € L¥' (SM=1) I'ensemble

{ / ko(z, p,w, )V (W)dw : 2 € Q, p € ]}

§N-1

est relativement compact dans L¥ (SV=1). L'opérateur K est alors borné et peut
étre approché, dans L£(LP(Q2 x I x S¥=1)), par des opérateurs possédant un noyau

de la forme

> ailw, p) filw)gi (W),

icJ
oty € L®(QYx 1), f; € LP(SNY) et g; € LY (SN, (i € J C N) avec J fini
et % + z% = 1. Pour 1 < p < oo ces deux derniéres hypothéses correspondent a
(H3)-(H4), pour p = 1, elles sont moins générales que (H8)-(H9).
On suppose que les opérateurs de collision inélastiques K ém) sont a noyaux bornés.
Enfin, sur 'opérateur de collision classique K, on fait les hypothéses (H1)-(H2)
si 1 < p < oo, et les hypothéses, (H6)-(H7) si p = 1.

6.2 Spectre de T + K|

Dans cette section, on décrit le spectre de T'+ K, et sa nature sous des
hypothéses que 'on précisera par la suite. Notre démarche est analogue a celle
de [49] et s’appuie sur opérateur monocinétique, obtenu a p fixé.
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6.2.1 Spectre de 'opérateur monocinétique

Dans ce paragraphe on dresse, en bref, quelques propriétés connues de 1'opé-
rateur monocinétique [44, 68] dont on aura besoin pas la suite. Par opérateur
monocinétique on désigne 'opérateur non borné

0
104K s —po- 52— olp)ot [ olo, ol )i’ € YRSV

gN-1

dont le domaine
DT+ K ={pelP(2xS" 1w - T e LP(QxS"™), pr_ =0}

ne dépend pas de p. L'opérateur K§jR(\, T”) est a puissance compacte! dans
LP(Q x SN=1). Le type essentiel de (e +56)),5q vaut —oo, en particulier, o(T% +
KY¥)) est formé, au plus, de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
Ces valeurs propres vérifient

A € 0,(T? + K{) si et seulement si 1 € o,(R(\, T?)K{). (6.2)

Lorsque o(T?+ K[) n’est pas vide (et le noyau ko(z, p, w,w’) > 0), T? + K{ admet
une valeur propre principale strictement dominante, que I'on notera \,, et on a
de plus la caractérisation suivante :

o(T? + K?) # 0 si et seulement si lim r,(R(\, T?)K{) > 1

A—00

et A\, est I'unique solution de I’équation
ro(RIA\,TP)KE) = 1.
Si 'on suppose que pour p fixé
ko(z, p,w,w’) > 0 p.p. sur Q x SV x sV,

alors

o (e"T"HED)), g est irréductible (cf. [68, Theorem 5.16, p. 111]) (la définition de
lirréductibilité sera donnée ultérieurement, Définition 6.3.1).

e o(T? + Kf) # 0 (cf. [68, Theorem 5.17, p. 113]) et la valeur propre principale
A, est algébriquement simple.

Avant de donner I'image spectrale de T'+ K, mentionnons encore quelques faits.
En premier, convenons de certaines

'Plus précisément, lorsque p > 1 c’est R(\,7”)K} qui est compact et pour p = 1 c’est
K{R(A\, T?)K{ qui est compact [68, Chapter 4].
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Notations. Pour alléger les écritures on utilisera les notations suivantes [I],
[I[, ]1] et ]| pour désigner respectivement les intervalles suivants [pmin, Pmaz,
[Pmins Pmaz |, |Pmins Pmaz] €6 | Pmin, Pmaz[- De méme on écrira Ujpo (T + K{§)) au lieu
de Uyqno(T? + K{) ete...

On a besoin de mesurer comment 'opérateur non borné T 4+ K* varie avec p, un
premier pas vers ce but est le

Lemme 6.2.1. Supposons que I 3 p — o(pw) soit continue.
(1) Pour tout ReX > —\*

I3p— R\TP) € LLP(Q x SV71)

est continue.

(2) Si I >p— K§e L(LP(2 x SN1)) est continue et si X ¢ Uro(T? + K{),
alors
I2p— RNT?+ Kb € L(LP(Q x SV71)

est continue.

Preuve. Sachant que

RN T?)p(x,w) =
la preuve du premier point est immeédiate. Pour le second point, remarquons que
si X € p(Tr + Kf), alors 1 € p(K{R(\, T?)) et on a, de plus, I'égalité

R\ T? + K£) = R(\, T*)R(1, KER(A, T*)),

¢’est donc une composition d’applications continues en utilisant le premier point.
[ |

Remarque 6.2.1.  On peut aussi établir que si (\,), C C\U;o(T? + Kf) et
St (pn)n C [Pmins Pmax) Sont deuz suites convergeant respectivement vers X et p,
alors
IR, T") — RN, T?)|| — 0 quand n — oo
et N -
|R(N\p, TP + K§™) — RN, TP 4+ K§)|| — 0 quand n — oo.

On introduit maintenant la notion de la convergence généralisée :
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Définition 6.2.1. On dira que la suite (1,,), d’opérateurs fermés non bornés
converge au sens généralisé vers l’opérateur non borné et fermé T s’il existe X €
p(T) tel que A € p(T,,) pour n assez grand et R(\,T,) converge dans L(X) vers
R\, T).

On peut, dans cette définition, remplacer "il existe un A € p(T')" par "pour tout
A € p(T)". Pour plus de détails sur cette notion de convergence généralisée, on
renvoie le lecteur a [46, p. 206].

Ainsi, la remarque précédente entraine en particulier que la suite (7%"), (resp.
(TPm + K§™),,) converge vers T? (resp. T? + K{)) au sens généralisé.

Le théoréme suivant justifie notre recours a cette notion.

Théoréme 6.2.1. [46, p. 212] Soit (T},), une suite d’opérateurs convergeant
au sens généralisé vers T. Si \ est une valeur propre isolée de T' de multiplicité
algébrique finie m et ¢ > 0, de sorte que

DA, e) no(T) = {A},
alors pour n suffisamment grand
D\ e)nao(T,)
est constitué de m valeurs propres (chaque valeur propre étant comptée autant de

fois sa multiplicité algébrique).

Remarque 6.2.2. Le but de cette remarque est de mettre en évidence une
propriété, a laquelle on référera par propriété de décomposition, dont jouit
le semigroupe (e!T+K0) 5. Cette propriété est lice au fait que l'opérateur T + K
"ne mélange pas" les modules de vitesses. Soit (I;);cq C I une partition finie et
mesurable de I i.e. Ujcyl; = I et Nicyl; = 0. Alors

LP(Qx I xSV EHLr(@x I x sV

icJ
et
TR (LP(Q x I; x SN7Y)) € LP(Q x I; x SV,
st bien que
! H(T+Ko) H(TO+K D)
T K — (Y T+

icJ

et

T+ Ko=@P 19+ K,

i€
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ot (et(T(i)+Kéi>))t20 est la restriction de (e!T+E0)), oo a LP(Q x I; x SN~1) et TW +
K(()i) son générateur (en fait, T(i)—i—Kéi) est 'analogue de T+K dans Qx I; xSN=1),
En particulier, on a

o+ Ko) = Jo (T + K77).

e

Nous sommes maintenant en mesure de donner l'image spectrale du 7'+ K.
Lorsque ppin > 0, cette image est décrite dans le théoréme suivant :
Théoréme 6.2.2. Supposons que ppin > 0 et que

I2pw— Kb e L(LP(Q xSV (6.3)

soit continue par morceaux. Alors

U(T+ Ko) = Jap(T—|— Ko) = U[U(Tp + Kg)

Preuve. Dans un premier temps on suppose I’application (6.3) continue et on
montre que

J(T-|— KO) = U[[]O'(Tp + Kg) = Umd(T” + Kg)
On commence par établir

U[I]O(T’O + Kg) C U(T+ Ko).

Pour ce faire, soit A € o(T? + K7) = o,(T? + KZ%) pour un certain p € [I] a
laquelle on associe une fonction propre ¢ € L'(Q2 x S¥=1) .

o] =1 et (A= (17 + K§))¢ = 0.

Supposons d’abord p < ppa. et définissons la suite (¢,), (pour n suffisamment
grand) par

v . . 1
ouapw) =4 () 0@w) s p<p<p+
0 sinon.
On a clairement, ||¢,| = 1,
(=T = Ko)oulw.p) = (o5) " (0lpw) = 0(pw)6 ()
5 .0
+(55) o= P Gotaw)
(o) 08— K)ol )
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-~

pour p < p < p+

S|
&

(X T - K(J)gbn(x?p?w) =0

~ -~ 1 RN
pour p<poup>p+ —. D'ou
n

Pt
2P|(R-T - Ka)oul? < n [ / [ 1) = oGPl (o, ) Pdodadp
ﬁ SN 1
1 p
2— \w (z,w)|Pdwdx
Q §N-1
P+t
—l—n// / (KE — KP)o, (2, w)|Pdwdadp.
ﬁ Q sN-1

Comme o(-) est continue en p, on en déduit que

I(X = T — Ko)|l — 0 quand n — oo,
ce qui montre que A € o(T + Kp). Si maintenant pg = pmaz, on définit (¢,), par
1

¢n(x7p7 (,U) = <p1\?_1> qb(x,w) si Po — ﬁ <p <o
0 sinon,

==

et de la méme maniére on conclut que A € o(T + Kp).

Montrons & présent que Uyjo (17 4+ K{) est fermé.
Soit (A\p)n, Ay € o(TP" + K§™), une suite convergeant vers X € C. La suite (pp)n
admet une sous suite, notée encore (pn)n, qui converge vers p € [pmm, pmax], et la
suite d’opérateurs compacts (K" R(\,, ")), converge, dans L£(LP(Q x SV71)),
Vers KPR(/\ T?) (cf. Remarque 6.2.1). Puisque \, € o(T*" + K§"), elle vérifie,
d’apres (6.2),

1 € o,(K{"R(N,, TP)).

En passant a la limite en n on obtient 1 € o, (K} R(X T7)). En effet, il existe une
suite (¢n)n telle que

lnll = 1 et KG"R(A, T7")on = @n.

D’ou o
|KER(X, T7)0 — gull — 0 quand n — oo,
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et 1e aap(K{?R(X, T7)). Or, on sait que KgR(:\\, T?) posséde une puissance com-
pacte (voir la Sous-section 6.2.1), et donc forcément 1 en est une valeur propre.
Ainsi

A€ a(TP + KP) € Uyo(T? + KP),

ce qui établit la fermeture de Uo(T” + KY)).
En tenant compte de la fermeture du spectre on obtient

o(T + Ko) D Upo(T? + K§) D Ujpo(T? + K7).

Pour prouver que o(T + Ky) C Uyjo(T? 4+ KY)), il suffit de montrer

C\ Ui o(T” + K§) € p(T + Ko).
Pour cela, soit A € C\ Uy o(T? + K{)) et essayons de résoudre 1'équation

A=T—-Ko)p=1

pour ¢ € LP(Q x I x SN=1). Pour tout p, 'équation

A =T = Ko)g(,p,-) =¢(p,0)
admet une solution de sorte que

lo( o, M erxsv-1y < RN T + KQ)14(, p, )l oxsv-1)-
D’autre part, d’apres le Lemme 6.2.1, ’application
[omin, pmaz] 3 p = [[R(A, TP + Kg)|

est continue, ce qui implique que sup ey [|R(A, 17 + K| = C < oo et par
conséquent

HQOHLP(QXIXSN—l) < C'”1/}HLIU(Q><I><SN—1)'
Comme A ¢ Upjo (T + K§)) T'égalité (A —T — Ky)p = 0 entraine que (-, p,-) =0
pour presque tout p € I, i.e. ¢ = 0. Tout compte fait, A € p(T + Kj).

Il nous reste & montrer que U0 (T*+ K{) C Ujro(T? 4+ K{)) ce qui revient, aussi,
a montrer que

o(TPmm + K™y U o (TP + K§m*) C Uo (TP + K§).

C’est une conséquence du Théoréme 6.2.1. En effet, soit (pn)n Clpmin, Pmaz| ten-
dant, par exemple, vers p,in, alors d’aprés le Lemme 6.2.1, la suite (77" + Kf™),,
converge vers TPmin + K[™" au sens généralisé, et les valeurs propres isolées de
TPmin 4 ™™ (i.e. tout son spectre) sont, en vertu du Théoréme 6.2.1, des limites
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de valeurs propres de T*" + K[".

On considére maintenant le cas ou application (6.3) est seulement continue par
morceaux. Soient a; < as < --- < a, les points de sa discontinuité et définissons
Iy = [pmin, 1], I; = |ai,a1], i =1,-+- ;n—1et I, = [an, pmaz)- Alors d’aprés la
Remarque 6.2.2
o(T + Ko) = | Jo(TD + K¢),
ieJ

ouJ ={0,1,--- ,n}. Or d’aprés la premiére partie

o(T + Ky) = Uro (T + K{)

ce qui finit la preuve. |

Pour examiner le cas p,;, = 0, nous ferons ’hypothése suivante : il existe une
constante ¢ > 0 telle que

O\
olpw) = X >—c pourpeletweSV (6.4)
p
Cette hypothese est satisfaite si par exemple essinfo(v) = lir% o(v). Elle est

vérifiée dans de nombreux cas physiques [49, 95|. L’image spectrale devient alors :

Théoréme 6.2.3. Supposons que ppim = 0, que
I3p— Kb e L(LP(Q xSV 1Y)
so1t continue par morceaur et que

lim || K2 = 0. (6.5)
p—0

Alors

o(T + Ko) = 0ap(T + Ko) = o(T) UUjpo (T + K{).

Preuve. Pour tout 0 < € < pyqs, définissons I; = [0, ] et Iy = [g, pmaz]. Avec
les notations de la Remarque 6.2.2 on a

o(T + Ko) = o(TV + KM Uo(T? + K).

Le Théoréme 6.2.2 nous assure

o(T® + K) = Upo(T? + K7),

d’ou

Uro(T? + Kf) C o(T + Ko)
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pour tout ¢ et donc

UH]O(T'O + Kg) C U(T + KO).
D’autre part, d’aprés le Théoréme 1.5.2 et le Lemme 6.5.1

o(TW) = 0,,(TM) C 04y (TV + KM

et d’aprés toujours le Théoreme 1.5.2

d’ou
o(T) C o(T + Ky),

ce qui prouve l'inclusion "D". Inversement, soit A ¢ o(T") UUjpo(T? 4+ K{)) (donc
ReX > —\*). Nous avons ([49, Proof of Theorem 2])

dc
RO.TMY| < _c
| BT < 5t
ot d est le diamétre de 2. Comme lir% | Ko(p)|| = 0, on peut trouver un € > 0 tel
que ’
ReX + X\*

1
IKSV ) = ess sup || K8 <

d
p€]0, e

de sorte que
| VRO TV < 1

et donc 1 ¢ o(KSVR(A, TM)). Or le fait [32, Proposition 4.2, p. 272] que

e o(TW + Kél)) si et seulement si 1 ¢ U(KSI)R()\,T(I)))
montre que A ¢ o(TW + Kél)). Pour ce ¢ fix¢, il clair que A\ ¢ o(T® + K(()z)), et
donc A\ ¢ o(T + Ky). [

Remarque 6.2.3. Les Théorémes 6.2.2 et 6.2.3 ont été démontrés dans [49)].
Mis a part l'argument de décomposition (Remarque 6.2.2), nos démonstrations
reprennent leurs arguments d’une maniére plus rigoureuse. E.W. LARSEN P.F.
ZWEIFEL ne supposent ni la continuité de p — K§ ni (6.5).

Remarque 6.2.4. Si on suppose qu’au lieu de l’hypothése (6.5) on ait
lim || K§|| = a,
p—0

alors on peut conclure que

o(T + Ko) N{\: ReA > ae™ — X} = Uy (TP + K§) N {\ : Re > ae™ — \*}.
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Remarque 6.2.5. L’application [ 3 p — R(\,T? + Kf§) € L(LP(Q x SV71))

est continue au sens généralisé (i.e. la suite (T + K{"),, converge vers T? 4+ K
pour toute suite (py)n convergeant vers p), en utilisant [46, p. 214 puis Theorem
5.2, p. 109], on peut décrire localement les "courbes" de o(T + Ky). En effet, si
N € O’(Tﬁ + Kg) est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie m,
alors il existe deux réels € > 0 et 6 > 0 et aussi m applications continues

X 1p—6,p+ 06— D(\e)cC
tels que

Ai(p) € o(T? + K£) pour tout p €)p— 6,9+ 6[ et Mi(p) = .

6.2.2 Spectre essentiel de T + K

Théoréme 6.2.4. Sous les hypothéses du Théoreme 6.2.2 ou du Théoréeme 6.2.3
on a oes5(T + Ky) = o(T + K).

Preuve. Pour montrer le théoréme nous exhiberons des suites singuliéres (cf.
la Proposition 1.2.2). Commengons par ppq, > 0. Soit A € U;o(T? + Kf). La
suite approximante correspondante a A construite dans la preuve du Théoréme
6.2.2 est une suite singuliére. En effet, comme

1 1
Supp¢n cax [p07p0 + E] % SN_I ( ou {2 x [lomaac - E7pmaaz] X SN_1)7

la suite (¢,), converge presque partout vers 0 et ne peut avoir une sous suite
convergente en norme. Le spectre essentiel étant une partie fermée de C on ter-
mine la preuve en passant a la fermeture. Maintenant, si p,,;, = 0, de la méme
maniére Ujo (TP + K{) C 0ess(T+ Ko). Pour les A € o(T'), la suite approximante
(tnm,, )n construite dans la preuve du Lemme 6.5.1 est une suite singuliére vu
que Supp ¥nm, C Q x [0,7,] x SN ot (7,,), est une suite tendant vers zéro
(voir (6.22)). |

6.3 Quelques propriétés spectrales liées a la posi-
tivité
Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier quelques propriétés spec-

trales liées a la positivité de l'opérateur T+ K. En plus de la fréquence de col-
lision déja supposée positive, nous supposerons également tous les noyaux positifs.

Avant de continuer nos investigations, il est commode de dresser quelques proprié-
tés dont jouissent les semigroupes positifs. Un opérateur borné B € L(LP(Q2x V)
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est dit positif si By > 0 pour tout ¢ > 0, on écrit alors B > 0. Un Cj-semigroupe
(U(t))i>0 de LP(Q2 x V) est dit positif si U(t) est positif pout tout ¢t > 0. Soit
(U(t))i>0 un Cp-semigroupe positif de LP(2 x V') de générateur A. Alors :

(a) s(A) € o(A) pourvu que s(A) > —oo (cf. [77, Theorem 1.1, p. 292]).

(b) Si s(A) est un pole de R(\, A), alors le spectre périphérique de A est cyclique,
i.e.si s(A)+ic € o(A), alors s(A)+iks € o(A) pour tout entier relatif k (cf. [77,
Corollary 2.12, p. 304]).

(c) R(A, A) est positif pour tout A > s(A) (cf. [24, Corollary 7.5, p. 165]).

(d) Si B est un opérateur borné positif, alors pour A > s(A)
R(\, A+ B) = A)> (BR(), A))".
n=0

(e) Le type de (U(t)):>0 coincide avec I’abscisse spectrale de A, i.e. wy(A) = s(A)
(cf. [108]).

Notons que les quatre premiéres propriétés sont vraies dans des espaces de Banach
réticulés plus généraux, la derniére, par contre, est vraie pour les semigroupes
positifs dans LP.

6.3.1 Spectre périphérique de T + K|

Sous les hypothéses de positivité faites au début de cette section on voit,
clairement, & travers la série de Dyson-Phillips que le semigroupe (e!T+0)),,
est un semigroupe positif. La propriété (a) (énoncée au début de cette section)
montre alors que si o(T + Ko) N{\ : ReX > =X} # 0, s(T + Ky) € o(T +
Ko) N{A: ReX = s(T + Ky)} = 0+ (T + Kp). Se pose alors la question de réalité
de 0 (T + Kp). Le théoréme suivant apporte, en particulier, une réponse a cette
question dans le cas ou I'espace des vitesses est borné inférieurement (p,;, > 0).

Théoréme 6.3.1. Soit p,in > 0. Supposons l'application
[Pmins pmac] 3 p = K& € L(IP(Q x S¥71)
continue et o(T + Ky) # 0. Alors,
o(T+ Ko)N{X: ReA =s(T'+ Ky)} = {s(T"+ Ky)}.

Si de plus, ko(-,p, ) >0 p.p. sur Q x SNt x S¥=1 pour tout p € [pmin, Pmaz),
alors il existe 6 > 0 tel que

o(T + Ko) N {\: ReX > s(T + K;) — 6} C R.
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Preuve. Soit \ € o(T+ Ky) avec Re\ = s(T'+ Ky). D’aprés le Théoréme 6.2.2,
A est limite d'une suite (A,), vérifiant A, € o(T?" + K§") ou, d’aprés (6.2), la
relation

1€ 0)(R(A, T*)KL"). (6.6)

Soit p un point d’accumulation de la suite (p,), que 'on suppose atteint par une
sous-suite notée encore (p,),. Comme lors de la preuve du Théoréme 6.2.2 en
passant a la limite (n — oo) dans (6.6) on obtient

L€ 0,(R(\, T?) ),
ce qui est équivalent a INE o(T? + Kg ). D’autre part, I'inclusion
o(T? + KP) C o(T + Ky)

entraine R
s(T? + K§) < s(T' + Ky) = Re,

soit au final . R
s(T? 4+ Kf) = ReA.

La, il faut se souvenir (Section 6.3.1) que
o(T? + KP) N {\: Rel = s(T? + KP)} = {s(T? + KP)},
et donc forcément Im\ = 0. Ce qui achéve la premiére partie de la preuve.

Supposons a présent que la deuxiéme partie du théoréme soit fausse. On pourrait
alors construire une suite (\,), C o(T+Ky) = Uro(T?+ K}) de partie imaginaire
strictement positive et dont la partie réelle convergerait vers s(T' + Kj). Dans un
premier temps, nous allons montrer que la partie imaginaire d'une telle suite
convergerait nécessairement vers zéro. Pour ce faire, soit (A, ), une sous-suite de
(An)n de partie imaginaire convergeant vers —oo < ¢ < 400.

On a forcément |¢| # oo, en fait le contraire serait synonyme, en utilisant la
Proposition 1.3.2 et le Théoréme 6.2.2, de weit(T + Ko) > s(T + Ky) > —\* =
werit (T4 Ko) ce qui est absurde (pour 'égalité we.;(T+ Ky) = —\*, voir le Lemme
6.4.1).

L’alternative |¢| > 0 ne peut étre vraie non plus car autrement s(7" + Kj) + is
appartiendrait au spectre périphérique de T'+ K qui, on sait d’apreés le premier
point du théoréme, est réduit a s(7 + Kj).

La suite (\,), converge donc vers s(T + Kj).

Soit maintenant (p,), une suite vérifiant A, € o(T?" + K{") et soit p un point
d’accumulation de (p,), que l'on suppose atteint par (p,), (quitte & en prendre
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une sous-suite). Les mémes arguments que précédemment (les arguments sur /):)
montrent alors que -
s(T+ Ko) € o(T?” + KY}).

D’autre part, I'hypothese ko(-,p,-,-) > 0 p.p. sur @ x S¥=1 x SV~! entraine (cf.
Sous-section 6.2.1) que s(T% + K{) est une valeur propre algébriqguement simple
de T? + K. Ceci et le fait que la suite (77 + K¢ ), converge, au sens généralisé,
vers T? + K{ entrainent, moyennant le Théoréme 6.2.1, que

o(TP + K*) N D(s(T? + KE), B)

est formé d’une valeur propre simple pour tout 8 > 0 suffisamment petit? et pour
n suffisamment grand. Comme

(TP + K§") — s(T? + K§)| < |\ — s(T7 + KJ)

nécessairement
o (T + K*) N D(s(T? + K3), B) = {s(T*" + K{")}
et la suite (\,), ne pourrait converger vers s(1? + K?) = s(T + K,). Ce qui finit

la preuve. [

Remarque 6.3.1. Un exemple d’opérateur de collision élastique Ko vérifiant les
hypotheses du théoréme précédent est ['opérateur dont le noyau est a(p)ho(z,w,w’)
avec & [Pmin, Pmaz) D p — R une fonction continue. Le théoréme reste vrai si on
suppose que

[Pmins Pmaz] D p— K € LLP(Q x SN_I))

est continue par morceaux.
Lorsque ppin = 0 on a le théoréme suivant :
Théoréme 6.3.2. Soit pin = 0. Supposons que
[0, pmaz] 3 p = K§ € LILP(Q x S¥71))

soit continue et que
lim || K| = 0.
p—0

Sio(T + Ko) N{\: ReX > —\*} # 0, alors
o(T+ Ko)N{X: Rel = s(T+ Ky} = {s(T + Ky)}.

Si de plus, ko(-,p,-,+) >0 p.p. sur Qx SN x SN~ pour tout p €]0, paz], alors,
il existe & > 0 tel que

o(T + Ko)N{A: ReA > s(T'+ Ky) — 0} C R.

2Petit au sens que o(T? + K£) N D(s(T + Ko), 8) = {s(T + Ko)}.
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Preuve. Notre stratégie consiste a se ramener au Théoréme 6.3.1 via la pro-
priété de décomposition décrite dans la Remarque 6.2.2. Choisissons d; = (s(7T" +
Ky) — A*)/2. Pour tout 0 < € < ppqa, définissons I := [0,e] et I := [g, pmax]-
Alors

o(T + Ko) = o(TY + K" U o (T@ + KP).

Par hypothese, il existe € > 0 tel que

HKo(l)H =ess sup ||Kf| < e,
pE]0,g]

Ainsi dans le demi-plan {\ : ReA > —\* + 0, }
HR()\,T(D)K(()DH < 1 (cf. preuve du Théoréme 6.2.3).

D'ott {\ : Red > —\* + 6} C p(TY + K(gl)). La preuve se termine alors en
appliquant le Théoréme 6.3.1 & T3 + Ké2). |

6.3.2 Irréductibilité de (e/"+5)),,

Dans la littérature il existe plusieurs définitions, équivalentes, de l'irréducti-
bilité d’un opérateur positif ou d’un semigroupe positif dans LP(Q2 x V') (ou plus
généralement dans un espace de Banach réticulé quelconque) (voir par exemple
[24, 77]|68, pp. 101-103]). Pour ce que nous considérons ici, on se contentera de
donner la définition suivante.

Définition 6.3.1.  Soit (U(t))i>0 un Cy-semigroupe positif de LP(2 x V') de
générateur A. On dit que (U(t))i>o est irréductible si pour tout (ou d’une maniére
équivalente pour un certain) A > s(A) et tout p € LP(Qx V), ¢ >0, ¢ # 0, on
a : R(\ A)p est strictement positive presque partout.

L’intérét de l'irréductibilité se manifeste, entre autre, a travers le

Théoréme 6.3.3. [77, Proposition 3.5, p. 310] Soit (U(t))i>0 un Cpy-
semigroupe positif dans LP de générateur A. Si (U(t))i>o est irréductible et si
s(A) est un pole, alors ce dernier est une valeur propre de A algébriquement
simple associée a une fonction propre strictement positive.

Remarque 6.3.2.  Nous rappelons également que mous avons €évoqué, dans
la Sous-section 1.3.2, les répercussions de lirréductibilité sur le comportement
asymptotique du semigroupe. Notez que dans le cadre de la neutronique que nous
considérons ici, si o(T + K) N{ReX > s(T + Ko)} # 0, alors s(T + K) est un
pole.
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En vertu des hypotheéses de positivité faites dans cette section nous avons, pour
A>s(T+ K),
R\T+ K) > R\, T + K.).

D’ou l'on tire :
Théoréme 6.3.4.  Si (e/THKe)),oq est irréductible, alors (e"T+K)) 5o est irré-
ductible.

Or pour le semigroupe (e!775<)),5o, on dispose de divers critéres d’irréductibi-
lité donnés par plusieurs auteurs [38, 103][68, Chapitre 5]. A titre d’exemple on
rappelle le critére suivant établi dans [103] en utilisant une caractérisation de
I'irréductibilité différente de celle de la Définition 6.3.1. Il a été ensuite retrouvé
dans [68, Theorem 5.15, p. 109] en utilisant la Définition 6.3.1.

Théoréme 6.3.5. Si Q) est conveze et si V' contient une couronne Vo = {v :
0<c¢ <|v <c <400} avee
ke(x,v,0") >0 ppsur (QxVoxV)U(QxV x V),

T+Kc))

alors (e >0 est irréductible.

La question maintenant est de savoir quelle influence a 'opérateur de collision
élastique Ky (ou inélastique K,) sur lirréductibilité de (e!T+5)),5,. Naturelle-
ment, toujours en vertu des hypothéses de positivité, il en découle

R\T+ K) > R(\,T + Ky) pour A > s(T + K).

Mais "ne mélangeant" pas les vitesses, R(\, T+ Kj)p n’est pas strictement positif
pour tout ¢ > 0, ¢ # 0. Pour s’en convaincre, prendre par exemple ¢ # 0 une
fonction nulle sur Q X [pmin, po] X SV~ avec py < pmaz, alors R\, T + Ky)p =0
sur Q X [Pmin, po] X S¥7L. On ne peut pas donc espérer trouver des conditions, ne
faisant intervenir que Ky, impliquant l'irréductibilité de (e!7+5));54. On ne peut
pas non plus compter sur K  tout seul pour assurer 'irréductibilité.

Dans ce qui suit, nous allons chercher des conditions en termes de K., Ky et K
garantissant l'irréductibilité de (e!™*+)),5y. On suppose que [ = 1 (i.e. Ky est
constitué d’un seul opérateur).

Théoréme 6.3.6. Supposons qu’il existe py > e1(e1(0)) tel que
ko(z,p,w, ') >0 pp. sur QX [pmin, po] x SV x SN,
ka(z, 0 ,w,w’) >0 pp. sur QX [po, Pmaz) X S 1 x SV

On suppose aussi qu’il existe wy € SN~ et 6y > 0 tels que

ke(x, pw, p'W') >0 p.p. sur Q x V x Cy,

ot Co={v €V :w -wy>1—06}. Alors (e!T+K) g est irréductible.
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Preuve. D’aprés la Définition 6.3.1, il faut montrer que pour tout A > s(7T+K)
et tout ¢ >0, p # 0 on a R(\, T+ K)p est strictement positive presque partout.
Or, d’apreés la propriété (d), pour A > s(T'+ K) on a

RAT+K) = RANT)Y  [(Kc+ Kq+ Ko)RO\,T)]"
n=0
> R\ T)K.RO\ T)KoRO\, T)KoR(\, T)
+RO\, T)K.R(\, T)K RO\, T) KR\, T).
En outre R(A,T') transforme une fonction positive non nulle (resp. strictement

positive) en une fonction positive non nulle (resp. strictement positive). Il suffit
donc de montrer que

KR\, T)KoR(\, T)Kop + K.R(\, T) KRN, T) K g0

est strictement positive presque partout pour tout ¢ > 0 avec ¢ # 0. Soit donc
@ > 0 avec ¢ # 0, alors il existe Iy C I de mesure positive tel que

(p('apa ) % 0 Vp € Ip.

On distingue deux cas Iy C [pmin, po] ou Lo C [po, Pmaz)- Dans le premier cas,
observons que

R(A T)Kggp(a: V)

“le=l (o (prE=2)) ,
le— Z’\ Tr—x
/ / /’N 1 kﬂ(mapawam)

Q gN-1

% ol p,w')dw'da’

Xko(2', p,

entraine
KoR(\, T)Kop(-, p,-) > 0 p.p. sur Q x S¥!

pour tout p € Iy, et par suite
R\ T)Ko R\, T)Koyp(-, p,-) > 0 p.p. sur Q@ x SV*
pour tout p € Iy. Posons ¢ = R(A\, T)KoR(\, T') Ko, alors pour tout p’ € I
/ ko(x, pw, p)(z, o w)dw’ > 0 p.p. sur (z, p,w) € @ x I x SV,
SN-1
Par conséquent

ch(fc,p,w)z/[ / ke(, pw, pw' ) (z, o, )dw' | o™ " dp' > 0

Iy S§N-1
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p.p. sur (z,p,w) € A x I x SN je.
KCR(A, T)KOR<)\, T)KogO > 0.
Alternativement, si Iy C [po, Prmaz] ON &

R(A T)Kdap(:r; v)

=l o (p =) /

|z —a'] T —x

k -

// S @ a ) )

Q sN-1

xka(z', e1(e1(p)), R w)p(a', er(er(p)), w’)dw'da’.

D’oti I'on tire que pour tout p € e;*(e; (Ip)) == {p : e1(e1(p)) € Ip}
KR\ T)Ka0(-, p,-) > 0 p.p. sur Q x SV,

En continuant de la méme maniére que dans le premier cas on arrive a la conclu-
sion

KCR<)\, T)KdR()\, T)KdQO >0

presque partout, ce qui achéve la preuve. [ |

Remarque 6.3.3. Le théoreme précédent reste vrai si l'on suppose seulement
que
ko(z,p,w,w’) >0 p.p. sur QX [pmin, Pmaz] X SV x SN

et qu’il existe wy € SV et 6y > 0 tels que
ke(z, pw, p'w') >0 p.p. sur Q x V x Cy,

o Co={v eV :w wy>1—0dp}.

En effet, dans ce cas pour toute ¢ > 0 non nulle, K.R(\, T)KOR(/\,T)Kogo est
strictement positive presque partout, et Uirréductibilité de (e""+5))5, se déduit
alors de la méme maniére que précédemment.

6.3.3 Sur la valeur propre principale

Supposons que
o(T+K)N{\>s(T + Ky)} # 0.

La caractére cyclique du spectre périphérique de T+ K (propriété (b) énoncée
au début de cette section) entraine que o (T'+ K) est soit réduit a s(T'+ K), soit
non borné. Or comme wess(T+ K) < s(T+ Ky) (Remarque 5.2.1), o(T+ K)N{A\ :
ReX > n} est fini pour tout n > s(T" + Kjy). Donc, si o(T + K) N {X > s(T +
Ko)} # 0, la plus grande valeur propre réelle Ag := s(T + K) est non seulement
strictement dominante, mais de plus il existe € > 0 tel que Re\ < \g — € pour
tout A € (T + K), A # Ak. On peut en tirer le
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Corollaire 6.3.1. ST + K. posséde une valeur propre principale plus grande
que s(T' + Ky), alors s(T + K) est une valeur propre strictement dominante de
T+ K. De plus Ak, < Ak

Preuve. Comme

on a
w(T+ K) > wo(T+ K,).

Le résultat de L. WEIS [108], sur I’égalité entre le type des semigroupes positifs
sur LP et I'abscisse spectrale de leurs générateurs, entraine alors

s(T+ K) > s(T+ K.) (= Ak.).
Ainsi
s(T+K) > s(T + Kp)

et donc
o(T+ K)N{\: ReX > s(T + Ky)} # 0.

Le résultat découle alors de ce que 'on avait affirmé au début de cette section. l

Remarque 6.3.4. Compte tenu de l'estimation [49, Theorem 5] suivante

s(T + Ky) < —essinfo(v) + || Kol

on en déduit du corollaire précédent que si la valeur propre principale de T + K.
est plus grande que —essinfo(v) + || Kyl|, alors T + K posséde une valeur propre
v

principale plus grande que celle de T + K.

Remarque 6.3.5. Depuis le remarquable papier de J. LEHNER ET G.M. WING
[55], plusieurs critéres d’existence de la valeur propre principale de T + K. ainsi
que de sa localisation sont donnés. On cite, par exemple, [1, 15, 95] [68, Chapters
5 and 6] et [50, Chapitre V.

6.3.4 Croissance stricte de la valeur propre principale

L’objet de cette section est d’étudier les propriétés de monotonie stricte de la
valeur propre principale, comme cela a été fait dans [68, Chapter 5| dans le cadre
du modéle classique (K = K.), par rapport aux paramétres de 1’équation. Afin
de réaliser cet objectif, nous rappelons d’abord un résultat dit & F. ANDREU ET
J. M. MAZoN [3].
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Théoréme 6.3.7. [3] Soient (U(t))i>0 et (V(t))0 deur Cy-semigroupes positifs
dans LP(S) x V') engendrés, respectivement, par A et B et tels que

0 < U(t) < V(t) pour tout t > 0.

Supposons que (V (t))i>o est irréductible et que s(B) est un pole de la résolvante
R(\, B). Si s(A) = s(B), alors U(t) = V(t) pour tout t > 0.

Soit

K=Ky+ K;+K,<Ky+K;+K,=K.

Lemme 6.3.1. On suppose K # K et {\: ReA > s(T + Ko)} No(T + K) # 0
Si (e!T+K)) 5o est irréductible, alors

s(T+ K) < s(T + K).

Preuve. Comme {\: Rel > s(T'+ Ky)} No(T + K) # 0, daprés ce que I'on
a discuté précédemment, s(T + K) est un pole de R(\, T + K). D’autre part,

R\ T)KR\,T) # R\, T)KR\,T),

RO\ T+K) = i RO T) (KRN, T))" et RO\ T+K) = i RO\ T)(KR(\,T))"

n=0 n=0
montrent que

ROT+K)#R\T + K)

et par suite

et T+E) £ ! T+K) a1 moins pour un ¢ > 0.

Maintenant en utilisant le Théoréme 6.3.7 on obtient I'inégalité stricte annoncée.
|

Voyons maintenant comment appliquer le lemme précédent pour déduire la crois-

sance stricte de la valeur propre principale par rapport a 'opérateur de collision

K..

Corollaire 6.3.2. On suppose que K, = }N(O, Ky = IN(d et K. # }N(c. Si
{N:ReA>s(T+ Ko)}No(T+K)#0

et si (et(T+I~{))t20 est irréductible, alors {\ : ReA > s(T + Ko)} No(T + K) #
et >\K < )\f(
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Preuve. En raison de la positivité des opérateurs en présence, on a trivialement
s(T+ K) < s(T + K).

Ainsi, {\: ReX > s(T+ Ko)} No(T+ K) # 0 et s(A+ K) est un pole, on le note
comme on l'a convenu Az. Le Lemme 6.3.1 nous assure alors I'inégalité stricte

s(T+K) < s(T+K),

ou encore A\g < Ag.
[ |

On peut, d'une maniére analogue, établir un résultat de croissance stricte par

rapport a Kjy.

Corollaire 6.3.3. On suppose que Ko = I?o, Ky # K, et K. = K,. Si
{AN:ReA>s(T+ Ko)}No(T+K)#0

et si (et(T”N())tZO est irréductible, alors {\ : ReX > s(T + Ko)} No(T + K) # 0

et A\g < )\f(

Preuve. La preuve est identique au Corollaire précédent. [ |

La monotonie de la valeur propre principale par rapport a K, méme au sense
large n’est pas triviale : en effet, si Ky # Ky, Kg = K4 et K. = K, 'hypothése
que Ak existe (donc plus grande que s(T" + Kj)) n’entraine pas, a priori, que

{X: Red > s(T + Ko)} No(T + K) 0.

Toutefois, on peut établir le corollaire suivant dont la preuve est similaire aux
deux corollaires précédents :

Corollaire 6.3.4. On suppose que Ky # }?0, Ki=Kg et K.=K,. Si
{A:Red> s(T+ Ko))}No(T+K)£0

et si (et(T”?))tZO est irréductible, alors {\ : ReA > s(T + Ko)} No(T + K) #
et A\g < )\f(

Remarque 6.3.6. Un cas particuliérement intéressant dans le corollaire précé-
dent est que si lopérateur T+ K. (pour lequel, on rappelle, on dispose de beaucoup
de résultats spectrauz) posséde une valeur propre plus grande que s(T'+ Ky) et que
(et(TJFK))tZO est wrréductible, alors T+ K posséde aussi une valeur propre princi-
pale (ce que Uon a déja établi dans le Corollaire 6.5.1) et de plus, cette derniere
est strictement plus grande que celle de T + K.
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Remarque 6.3.7. On rappelle que des conditions suffisantes assurant l’irré-
ductibilité de (e!T+K)) 5y ont été données dans les Théorémes 6.3.5 et 6.3.6 et la
Remarque 6.3.35.

Remarque 6.3.8. Si dans le Corollaire 6.3.2 on prend Ko = K4 = 0 on
retrouve, par un autre moyen, le résultat [68, Theorem 5.24, p. 125] de croissance
stricte de la valeur propre principale dans le modéle classique (K = K.) démontré
auparavant en utilisant un résultat de 1. MAREK [62| sur la comparaison stricte
de rayons spectrauz d’opérateurs positifs.

Enfin, on cite le phénoméne de disparition du spectre de T'+ K a droite de —\*
quand l'espace des vitesses contient zéro.

Théoréme 6.3.8. [49, Theorem 9] Supposons que pmin = 0 et que p~ K est
borné, alors pour tout Q de diamétre inférieur o ||p~ K|

o(T+ K)Nn{\: ReA > —-X\"} = .

6.3.5 Croissance de s(T + Kj) par rapport a K

L’objectif de cette section est d’étudier la croissance de ’abscisse spectrale
s(T + Ky) par rapport a Ky. On notera que sous les hypothéses de continuité
par morceaux faites dans la Section 6.2, s(T + Kj) représente le type essentiel de
(e!T+K)), (cf. Corollaire 6.4.1). Contrairement aux valeurs propres principales,
il n’existe, a notre connaissance, aucun outil d’analyse fonctionnelle permettant
d’affirmer la croissance stricte du type essentiel par rapport & un paramétre donné.
Dans ce qui suit nous tenterons d’exploiter la spécificité de notre probléme pour
exhiber un tel phénomeéne.

On part de Ky et I?o tels que
0 < ko(z, p,w,w’) < kol(z, p,w,w) (6.7)
PP Sur Q X [pmin, Pmaz] X SV x S¥71 On suppose que les applications
pi— Kb e L(LP(Q x SN7Y) et p— KE € LILP(Q x SN1)) (6.8)

sont continues et que s(T" + Ky) > —\* (cette derniere condition est automati-
quement satisfaite pour pn;, > 0 sous '’hypothése (6.7)). Lorsque pm = 0 on
suppose de plus B

lim|| Kg]| = 0. (6.9)

L’hypothése (6.7) assure, trivialement,

s(T + Ko) < s(T + Ky).
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Question : L’inégalité est-elle stricte? A ce niveau, il est utile de rappeler que

S(T + Ko) = sup s(T” + KZ) et s(T + Ky) = sup s(T” + K£).

Iz P

On rappelle également que Xp = s(T? + IN(S ) > —oo est une valeur propre de
multiplicité algébrique finie et que I'hypothése (6.7) entraine que le semigroupe
(et(Terf(g))tZO est irréductible (cf. Section 6.2.1). L'usage du Théoréme 6.3.7 four-
nit alors

A, = s(TP + K*) < s(T? + K£) = )\, (6.10)
A-t-on pour autant inégalité s(T + Ky) < s(T + Ko) ?
Avant de répondre a cette question nous avons besoin du

Lemme 6.3.2. Si l'hypothése (6.8) est satisfaite, les applications
pr= A, et pr Xp
sont continues.

Preuve. Soit (pn)n C [Pmins Pmaz] Une suite convergeant vers p. On rappelle
que A,, est déterminée par (I'unique solution de)

ro(KP"R(A,,, T)) = 1. (6.11)

Soit (A,,,)q une sous-suite convergeant vers A > —oo. Comme (T + K,

converge au sens généralisé vers 77 + K} on peut affirmer, via le Théoréme 6.2.1,
I'existence d’un entier ¢q tel que

D\, e)No(TPma + K™Y # 0 Vg > qo,

ol ¢ est choisi de sorte que o(T? + KF) N D(Xp,e) = {As}. Dou A, > N5 —¢
pour g > qo et en particulier, R

A > —oo0.
Ainsi, la suite (K" R(\,,, TP")), converge dans £(LP(QxSN~1)) vers KSA’R(X, 7).
Comme K”R(\, T*) est a puissance compacte, en passant a la limite® dans (6.11)

on en déduit R
ro(KPR(A\,T?)) = 1,

Le. Ay = \. Le méme raisonnement s’applique pour montrer la continuité de
I’autre application. [ |

30n sait d’aprés [68, Chapter 5| que si (B,,), est une suite d’opérateurs bornés & puissance
compacte convergeant vers B, alors r,(B,,) tend vers r,(B).
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Théoréme 6.3.9.  Soit ppn, > 0. Si les hypothéses (6.7) et (6.8) sont réalisées,
alors

s(T + Ko) < s(T + Ky).
Preuve. On sait que

s(T + Ko) — s(T + Kq) = sup s(T* + K£) — sup s(T” + K£).
p 2

Or pour tout p (cf. (6.10)),
s(T? + KE) — s(T? + K£) > 0.
Par conséquent, le Lemme 6.3.2 fournit 'inégalité recherchée. [

Parallélement, on a

Théoréme 6.3.10.  Soit p,,i, = 0. On suppose que les hypothéses (6.4)*, (6.7),
(6.8) et (6.9) sont vraies. Si s(T' + Ky) > —\*, alors

s(T + Koy) < s(T + Ky).

Preuve. Par une démarche et des notations analogues a celles de la preuve du
Théoréme 6.3.2 on peut se mettre dans la situation suivante :

S(T + KO) = S(T(2) + K(gQ)) et S(T + f(io) = S(T(2) + ]?52))

Ensuite on finit la preuve en utilisant le Théoréme 6.3.9 sur les opérateurs T +
K et T® + K. m

Remarque 6.3.9. Les Théoremes 6.5.9 et 6.3.9 restent vrais si on suppose que
Uapplication (6.8) est seulement continue par morceauz. Il suffit d’appliquer la
propriété de décomposition énoncée dans la Remarque 6.2.2.

Remarque 6.3.10. Les théorémes précédents expliquent un peu pourquoi il
n’est pas trivial d’établir un résultat de croissance de la valeur propre principale
par rapport a Ko. En effet, la croissance du type s’accompagne de celle du type
essentiel.

4Rappel : 'hypothése (6.4) affirme que U(Lp)*)‘* > —c pour une certaine constante positive.
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F1G. 6.1 — En gris, le spectre de T'+ K

Bilan spectral

L’image spectrale qui se dégage de 1’étude précédente est la suivante :
Le spectre de T' 4+ K est constitué d’un demi-plan

{A: Red < —\*}

(avec —\* = —00 Si pmin > 0) et de courbes décrites par le spectre de T + K
lorsque p varie. Ces courbes peuvent, a priori, créer des boucles, décomposant
alors p(T + Kj) en plusieurs composantes connexes. La figure 6.1 illustre ceci,
elle tient compte des Théoremes 6.3.1 et 6.3.2. Notez que la symétrie par rapport
a 'axe réel est due a la stabilité du spectre de T+ K par conjugaison (i.e. si
A € o(T + Ky), alors X € o(T + Ky)) car Popérateur T+ K est réel. Ces courbes
peuvent également disparaitre (cf. Théoréme 6.3.8).

Lorsque I'on rajoute I'opérateur nilpotent K, il n’y pas de spectre supplémentaire

qui se crée (voir (5.2)). A priori, une partie du spectre de T' + K, peut méme
disparaitre, cependant, on peut établir que s(T 4+ Ky) € o(T + Ko + Ky4) en
utilisant argument classique suivant ([45, Section 12.15, p. 277]) : Compte tenu
de (5.1), i.e.

[K4R(\, T + Ky)|" =0,

R\, T + Ky)K4 admet (a fortiori) une puissance compacte. Or on peut vérifier,
alors, que R(\, T + Ky + K4) K4 admettra aussi une puissance compacte. Suppo-
sons maintenant que s(T'+ Ky) ¢ o(T + Ky + K,). Si on regarde T + K comme
une perturbation de T'+ Ky + K4 par — Ky, on voit a 'aide de 'alternative de
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]
2
ooy

F1G. 6.2 — En gris, le spectre de T'+ Ky + K,

Gohberg-Shmulyan (Théoréme 1.4.1), qu’en dehors de o(T + Ko + Kq) N {\ :
ReX > s(T + Ky)}, le spectre de T+ K ne contiendra que des valeurs propres
isolées de multiplicité algébrique finie. Ainsi s(7" 4 Kj) serait une valeur propre
de multiplicité algébrique finie, ce qui contredit le Théoréme 6.2.4.

Enfin, ajout de K. se répercute sur une composante connexe de p(T + Ko+ K )
soit par la création, au plus, de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique
finie, soit par sa transformation totale en spectre ponctuel (voir la Sous-section
5.2.1). Dans la composante contenant {\ : Re\ > s(T' + Kj)}, on peut monter
qu’il se crée au plus des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
Dans le cas particulier K; = 0, le Lemme 6.5.1 (a) ¢i-dessous indique que (T +
Ky) est une partie de o(T + K) et on passe de la figure 6.1 a la figure 6.2.

Indiquons enfin, comme l'a été déja signalé par E.W. LARSEN ET P.F. ZWEIFEL,
que lorsque le noyau ky et la fréquence de collision sont isotropes et homogénes,
ie. ko(z, p,w,w) = ko(p) et o(x, pw) = a(p), les résultats de réalité (par exemple
[68, Theorem 6.9, p. 164]) du spectre de T? + K§ a droite de —o(p) simplifient
considérablement 'image spectrale. Dans un tel cas, o(T 4+ Ko) N {\ : Re\ >
—info(p)} consiste en des segments réels, quant a o(T + K) N {\ : ReX >
—info(p)}, il est constitué de ces mémes segments et d’au plus de valeurs propres
isolées de multiplicité algébrique finie.

Remarque 6.3.11. L tmage spectrale décrite précédemment découle des résul-
tats générauzr obtenus dans les Chapitres 5 et 6, il serait intéressant de réaliser,
sur des modéles simples, une étude fine des courbes (quand apparaissent-elles,
quand disparaissent-elles, comment dépendent-elles de p etc...).
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6.4 Théoréme d’application spectrale

A présent, nous transférons ’ensemble des résultats spectraux précédents sur
T + K a son semigroupe associé au moyen du théoréme d’application spectrale
suivant :

Théoréme 6.4.1. En plus des hypothéses générales faites au début de ce cha-
pitre, nous supposons lorsque p =1 et ppin = 0 que

lim || Kf| = 0. (6.12)
p—0

Alors on a le théoreme d’application spectrale :
o ("M = T+ 4 {0} pour tout t > 0.
Pour montrer le théoréme on aura besoin du lemme technique suivant :

Lemme 6.4.1. Sous les hypotheses du Théoreme 6.4.1 on a
wcrit(T + K) - Wcm't(T + KO + Kd) - wcrit(T + KO) - Wcm't(T) = —\"

Preuve du Théoréme 6.4.1. Grace au Lemme 6.4.1 le type critique de
(eMT+E)Y) 4 est égal & —\*. Ainsi, le spectre critique de e!™+5) est confiné dans
le disque de rayon e~*", d’ou

(e TN N {n || > e} =TT A Lt N > XL
D’autre part, le Théoréme 1.5.2 et le Lemme 6.5.1 nous assurent
{A 1 Red < =X} = 04p(T) C 04p(T + K).
L’inclusion e/?(T+5) C o(e!T+K)) fournit alors le résultat désiré. |

Avant de donner la preuve du Lemme 6.4.1 arrétons nous au
Corollaire 6.4.1. Sous les hypotheses du Théoréeme 6.2.4, on a

0653(€(T+K0)) — 0'<€t(T+KO)) — eto(T+Ko) | {0} t> 0.

En particulier, wess(T + K) = wess(T + Ko) = s(T + Kp).
Preuve. L’égalité
O,(et(TJrKo)) — 6tcr(T+K0) U {O} (613)

n’est rien d’autre que le théoréme d’application spectrale (Théoréme 6.4.1) lorsque
K = K,. D’autre part, la relation

t
eAttp _ et(T+KO)<,0 — /e)\(t—s)et(T—i-Ko)(/\ _T_ Ko)gOdS pour ¢ € D(T + KO)

0
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montre que les suites singuliéres de générateur (Théoréme 6.2.4) le sont aussi
pour le semigroupe, et par conséquent,

eta(TJrKo) U {0} C aess(e(TJrKo)) C U<€t(T+KO)).

Ces inclusions sont, au vue de (6.13), des égalités, ce qui donne en particulier
wess(T' + Ko) = s(T 4+ Kp). Maintenant, la preuve s’achéve en invoquant les
Corollaires 5.2.2 et 5.3.1 (Wess(T + K) = wess(T' + Kyp)). [ |

Remarque 6.4.1.  Sous les hypothéses du Théoreme 6.2.3 ou du Théoréme
6.2.2 on a :
s(T + Ky) = max{—\",sup s(T* + K{))}.
)

Preuve du Lemme 6.4.1. La preuve de weu(T + Ko) = werit(T) = —A*
découle du Théoréme 1.5.1 et du lemme suivant que nous admettons momenta-
nément.

Lemme 6.4.2. Sous les hypothéses du Théoréme 6.4.1, on peut trouver un reste
de la série de Dyson-Phillips exprimant (/750 relativement a (e!")yo qui
dépend continiment en norme de t > 0.

Comme le reste R..(t) de la série donnant (e!T+Ko+Ka)) o & partir de (e/T+K0)),54
est nul (voir (5.5)), R.(t) dépend contintiment de ¢ > 0 et les deux semigroupes
possédent le méme type critique : we (T + Ko+ Kq) = werit(T + Kp). Enfin pour
terminer il nous reste a établir we.i (T + K) = weri(T + Ko + Ky). On a montré
dans le Théoréeme 5.2.2 que

R (t) est compact pour ¢ > 0 lorsque 1 < p < o0,

ce qui entraine, en utilisant le Théoréme 4.1.1°, que

0 <t~ Ry(t) est continue en norme lorsque 1 < p < oc.
D’autre part, on a montré aussi (cf. Théoréme 5.3.2) que

Ry (t) est faiblement compact pour ¢ > 0 lorsque p = 1,

Mais on sait, d’aprés [68, Corollary 2.1, p. 16], que si R,,(t) est faiblement compact
alors Ry, 1(t) est compact, donc dans notre cas

Rs5(t) est compact pour ¢ > 0 lorsque p = 1,
et & nouveau le Théoréme 4.1.1 fournit
0 <t R;(t) est continue en norme lorsque p = 1.

Tout compte fait, il existe toujours un reste de la série de Dyson-Phillips donnant
(e!T+E)) oy & partir de (e!T+Eo+EKa) o qui dépend continiiment de ¢ > 0. En
conséquence, Weit(T + K) = werit(T + Ko + Ky). [ |

511 s’agit d’un résultat de S. Brendle : la compacité d'un reste de la série de Dyson-Phillips
implique sa continuité en norme!
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Preuve du Lemme 6.4.2.

La fin de cette section est consacrée a la preuve du Lemme 6.4.2 que nous
avons admis précédemment. Cette preuve va se dérouler en deux autres lemmes,
I'un (Lemme 6.4.3) concerne le cas 1 < p < oo, lautre (Lemme 6.4.4) traite le
cas p = 1.

t(T+Ko) _ etT

Lemme 6.4.3. Pour 1 < p < oo, l‘application 0 < t — e est

continue.

Preuve. Par les arguments classiques (linéarité, densité et interpolation) que
I'on a utilisés & maintes reprises, il suffit de montrer le résultat pour p = 2 et Ky
ayant un noyau de la forme

Ko : L*(QxIxSV) 3 p / alx, p) f(w)g(w)e(z, p,w)dw € L2(QxIxSN)
SN—-1

avec o € L>®(Q x I) et f, g continues sur SV 1. Comme T est dissipatif, il suffit
d’aprés le Corollaire 4.2.1 de montrer

| K R(v + iy, T)Ky|| — 0 et ||KoR(v + i, T)Kj|| — 0 quand |y| — 0
pour un certain ¥ > wy(7). On montrera la premiére assertion, la seconde se

montre de la méme maniére. Définissons les opérateurs suivants

P:L*(Qx1IxSY"™) 3¢ alzp) / fWo(x, p,w)dw’ € L*(Q x I),
SN—1
O:L*Qx1)3 ¢ alz,p)fwo(x,p) € L*(Q x I x SN
et

Q(Y): L*(Ax 1) prs / / e~ P (W) o (2 — tpw, P) X fr<r (o pw) dwdt,

0 sN-1

ou h = gf. On vérifie, sans peine, que P et () sont bornés et que
KiR(v + i, T) Ky = OQ(7)P,

Ainsi, il suffit de montrer que

lim {|Q(7)[| = 0.

Iy|—o0

En effectuant le changement de variable 2’ = x — tw on aura

’

Q(y)e(z, p) = 1/h<%;x/)w(xﬁp)e(f’)':’””"|a: — /|~ dy,

p |z — |
Q
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Posons

1
plz|N-1

T >—|m|<y+h+”(”§))'

ny(l',p): ‘l"Nﬁl € ’

h

En prolongeant, par zéro, la fonction ¢ & RY x I et la fonction h & RV, et en
passant a la transformée de Fourier par rapport a la variable de position x on

Q) p)(E) = Cm) V2N, G p) () p)(E),
ol . _ 1 o o N
o0 = / ol )
et
e EN,CAE) = [N (o
D’ou N
QM) < (EeS)Se;gpI\(%)?NwC PIGH (6.14)

D’autre part

@n)EN,Co)E) = / TN, (2, p)da

RN

et

plaN=1
RN
o0
, 1 ,%M)
= /leds / dwe "¢ ~—h(w)e .
psN=
0 SN-1

B h(w)
B / dwiw'€+V+i7+a(pw)'

SNfl
Donc

N
2

NG o)©)] < / dw h(w)l

o (W g2+ (v 4 o(pw))?]

|(2) (6.15)

N|=

En vertu de (6.14) et (6.15) il suffit de montrer que

lim | dw [A(w)]
e [(w-&+7)2+ (v + o (pw))?]

gN-1

=0,

N[
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uniformément en (£, p) € RN x I. Soit € un nombre réel positif. En introduisant
les coordonnées polaires (&,7) = /&> +72(e,e1) avec e = £/\/|€]> + 7% et €1 =
3/ VIEF+E on a

D=

[ )
o LW )2+ (vt o(pw))?]

— / dw |h(w)] |
(&P (w-e+e)?+ (v + o(pw))?]?

|w-e+er1|<e
+ / dw |h(w)] 1
|w-eter]>e “(5’ 7)|2(w e+ 6’1)2 + (l/ + O(Pw))ﬂ ’

B LT R h(w)

(eel)esN v +o(pw) [1(&,7) 22 + (v + o (pw))?]

|w-e+er1|<e |w-eter|>e

N|=

Puisque les hyperplans affines sont de mesure nulle par rapport a la mesure de
Lebesgue sur la sphére S¥=1 (dw), grace au Lemme 4.3.2 le premier terme de la
derniére inégalité est arbitrairement petit (uniformément en (¢, p) € RN x I) pour
¢ suffisamment petit. On fixe £ assez petit et on considére le deuxiéme terme. Ce
dernier terme peut étre majoré comme suit

/ dw [h(w)] . / ]
wreter]>e [1(€, M) e? + (v + o (pw))?]? lw-eter|>e € 7)le
1Al 22 g1
eVIEF++2
qui tend vers zéro uniformément en (€, p) € RY x I. Ceci finit la preuve. [ |

Afin de considérer le cas p = 1 quelques préliminaires s’imposent. Soient les
opérateurs suivants :

Ut): LN x SV 3 o p(r — tw,w)xa(r — tw) € LY(Q x SV 1)

et
My: LN xSV 5 o / oz, w)dw.
SN-1

Alors d’apreés [71, Theorem 1], pour T > 0 il existe un entier n € N tel que
[MoU|" ()Mo € L(L*(Q x S¥71), L*(Q)). (6.16)
De plus, il existe Cr tel que
|[MoU"2(6)Mo|| cirrxsv-1y.20) < Cr - VE€[0,T). (6.17)
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Lemme 6.4.4. Soit n lentier défini par (6.16) et soit R!'(t) le reste d’ordre
n de la série de Dyson-Phillips exprimant (e!T750)),5q relativement a (e”);>o.
Alors, sous les hypotheéses du Théoréeme 6.4.1, Uapplication 0 < t — R/ (t) est
continue.

Preuve. Commencons par quelques notations. Soit O € L(LP(Q x I x SN~1))
local en p, (i.e. n’agissant pas sur la variable p) de sorte qu’en identifiant LP(§2 x
I x SN=1)y a Lp(I; LP(2 x S¥71)), on peut le voir comme une application

I3 p Olp] € LILP(Q x SV,
avec Olp] : LP(Q x S¥"1) 3¢ Oy € L} (2 x S¥~1). On a alors

Op = Olplp(p).

Par exemple, pour lopérateur U(t) = e

Ut)p] : LP(Qx SV 3 o = P p(x — tpw,w)xale — tpw) € LP(Q x SN,
Montrons d’abord le lemme pour p,,;, > 0. Comme
R!(t) = U * [KoU]" T Ky * /T HEo),

d’aprés la Proposition 1.4.1, il est suffisant de montrer la continuité en norme
de 0 < t — [KoU]" 'Ky. En utilisant la densité et la linéarité on est conduit a
montrer que

t— KU x KU -+ x K, \UK, =: Z(t)

est continue en norme, ou chacun des K; posséde un noyau o;(z, p)f;(w)g:(w')
avec o € L®(Q x I), fi € L®°(SV71) et g; € L°(SV~1). Comme

1Z(t+h) = Z(@) | 21 @xixsv—1))
< swp 12+ R)lpl = Z(@®)[p)ll et @xsv-1)),
pE
nous allons montrer en fait

sup (| Z(t + h)[p] = Z()[p]ll (L1 (@xsv-1y) — 0 quand h — 0. (6.18)

pel
On peut écrire Z(t) comme
Z(t) = iU % KoU % K3U % -+ UK, = Zo(t) = Zy(t),

ou

Zy(t) = KyU, Zy(t) = KoU % K3U % - -- UK,
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K, est l'opérateur de noyau ay(z, p) fi(w) fa(w) g1 (W), K> est I'opérateur de noyau
a(x, p)ga(w') et U(t) = U(t)11(x1)- Retenons que

Zi(t) € LILNQ x I x SN7Y, LY(Q x 1))

et
Zy(t) € LILNQ x I), LY (Q x I x SN71)).

On vérifie que
Z(t)[p] = Z2(t)[p] * Z1(1)[p]- (6.19)

On va montrer, en utilisant (6.17), que
Zi(t)lp] € LIL'(Q x S™71), L*(Q)),
et pour tout 7' > 0 il existe C’. telle que
1 Z: (@) [Pl 2z (@xsv-1),2(0) < Cr Vit € [0, T),Vp e I. (6.20)
On va aussi montrer que

sup || Z2(t + h)[p] — Za(0)[plll c(z2(0), 11 (2x88-1)) — 0. (6.21)
pel te]5,1/6] h—0

Puis en mettant bout a bout (6.19), (6.20) et (6.21) on aura (6.18), c’est a dire
ce que 'on cherche. En effet,

[ e+ n= sz oleds [ Zalt =)z pleds
= [zt n- sz eds+ [ (Zl+h— ool - Zale— 5)ol) 79 elpds

+ [ @alt+h =]~ 2 - ) 26Nl

On voit facilement que

t+h

| /Z?<t+h—8)[p]21(s)[p]dsH < Ch,

<Cn

H / (Za(t +h = s)[p] — Za(t — s)[p]) Z1(5)[p)ds
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pour tout ¢t € [0,T] et p € I, ou C est une constante bien choisie. Fixons > 0 et
h > 0 suffisamment petits et occupons nous du troisiéme terme. Grace a (6.20)
et (6.21)

H / (Za(t +h = s)[p] = Za(t — s)[p]) Z1(5)[p)ds

< (t=m) sup || Zo(t+h—s)p] = Za(t = 5)[p]ll ciz2().0r @xsv-1))
pel;se(0,t—n]

x sup (| Zi(s)[p]ll i @xsv-ny e @]
pel,s€(0,t—n)

— 0 quand h — 0,

ce qui montre (6.18).

Prouvons donc (6.20) et (6.21). D’abord il est facile de montrer la domination
suivante :

n n

(U 5 KU 5+ Ky UK () < [ lelloo T 1 filloe [T 1l9illoo MU 200 o).
1=2 =3 1=2

1=

(rappelons que Mop(z, p,w) = [ ¢(z, p,w)dw). D’autre part,

gN-1

1 — —
pn_g [MUU]n_2<tp)MO

[MoU]"*Molp) =

et comme P, > 0 on a d’apres (6.17)

1 Z1(t) (o)l 22 xsv-1),p2(0)) < Cp := Cr/piin

pour tout t € [0,7T] et p € 1.

Pour montrer (6.21), décomposons tout d’abord Z,(t) comme suit :
Zy(t) = K U(t + h) = OS(t),

ou

O:L*Qx 1) 3¢ ay(z,p)fr(w)y(z,p) € LA x I x SV
et
St): L*(QAx 1) 3 1) / gw)p(z —tpw, p)e Py (z — tpw)dw € L2 (Q x I)
§N-1
(9(w) = fa(w)gi(w)). Grace a la convexité de 2, ce dernier (opérateur) s’écrit

S(t) = RS..(1)E,
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ol F et R sont respectivement l'opérateur restriction et extension et
Sao(t) : L2(RN x 1) 3 1) / gw)p(z — tpw, p)e P dw € L2 (RN x I).
SN-1
On peut vérifier
| Za(t + h)[p] — Za(t)[p]|l 22 @), L1 (@xsv—1))

< C|Za(t + h)lpl — Zo(t) o)l £(z2(0), 22 (xsn-1)
< CllfilloollanlloollSeo(t + R)[p] = Soo (B) [Pl £(22 VY, L2 (YY)

et le probléme revient donc a montrer que

SU]? S (t 4 R)[p] = Sec ()Pl 2(22mVY,L2RVY) — quand h — 0
pE

uniformément en t € [d,1/4]. Or,

Sm@mww»=:!/etWmewu—UMMw

gN-1

= Vt7/’ * @Z’(ZU)>

ol 14 , est la mesure image de e!?(P%) g(w)dw par 'homothétie w — tpw. En consé-
quence

1Soc(t + 1) [P — Su(t + W) [plell < (2m)™2 SUp (Do (&) — Trp(EI[[W,

EERN
ou
2m)"2 @1 p (§) = 2, (6))
_ / e—z‘(t—i—h)pw-ﬁg(w)e—(t—i—h)a(pw)dw + / e—i(t—O—h)pw{g(w) (e—(t+h)o(pw) i e—tcr(pw))dw
RN RN

—/e‘””“'fg(w)e_t”(”“)dw
RN

=t (&) + 1(§) — I3(9).
On remarque que pour tout t € [§,1/6] on a
|u&s@wmy/mwm.
gN-1

D’autre part, comme

{©, :pel, te[s1/d]}
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est relativement compact dans L*(SV™1), o1 ©,; : SV71 3 w — g(w)e!®), par
le lemme de Lebesgue-Riemann on peut rendre |1;(§)] et |I3(€)| arbitrairement
petit, uniformément en (p,t) € I x [d,1/d], pour |{| grand. Enfin, on voit bien
que la différence |I;(§) — I3(€)| — 0 quand h — 0 uniformément en £ borné et en
(p,t) € I x [9,1/6]. Ce qui finit la preuve du cas ppi, > 0. Regardons a présent
le cas ppin = 0. Comme précédemment il suffit de montrer que

0 <t [KoU" () Ko
est continue en norme. Définissons les opérateurs suivants :
Xipeey : LN X I x SV71) 3 00 oz, p,w)x(p<ey (p) € LN(Q x T x SV7H)
et
Xy : LMY X I xSV 3 00 oz, p,w) X(paey(p) € L' (Q x T x SV,
On a

I[KoUT" ™ (8) Ko X peey || < sup U (O Kolplll < erl|KGl™ vt € [0,T],
p<e

pour une constante c¢r bien choisie. Ceci entraine, en tenant compte de I’hypothése
(6.12), que

I[EUT () Ko — [KoUT" ! (1) Ko X ey || = 0 quand & — 0
uniformément en t € [0,7]. Il suffit donc de montrer la continuité en norme de
0 <t [KoU" () KoX{psey-

Pour cela il suffit d’établir le résultat pour
0 <t KU x KU * -+ K, ZUK, X {503,
ot chacun des K;, i = 1,--- ,n, posséde un noyau «;(x, p) fi(w)g:(w') avec a; €

L®(Q x I), f; € L®(SN71) et g; € L>=(SV~1). Or, dans ces conditions la preuve
découle de ce que 'on vient de montrer lorsque p,i, > 0. [ |

6.5 Appendix

Dans cet Appendix on montre un lemme que ’on a utilisé & plusieurs reprises.
La preuve combine des arguments tirés de [49, Lemmas 1 et 2| et [73, Lemma 7).
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Lemme 6.5.1. Soit1 <p<oo. Ona
((I) Oap(T) C O'ap(T + Ko) C Oap(T + Ko+ KC)
(b) 0ap(T) C 04p(T + Ko + Kg).
(C) Uap(T) C O'ap<T + KO + Kd —+ Kd)

Preuve. Soit A € 04,(T) et (¢, )nen une suite approximante associée :
lenll = 1 et [T, — Apn|| — 0 quand n — oo.

Notons que, d’aprés le Théoréme 1.5.5, cette suite peut étre choisie de maniére
que son support satisfasse

Supp ¢, C Q2 x (0,7,) x SN, (6.22)

zwm

ot (7,,)n est une suite tendant vers zéro. Posons v, , = ©,, pour tout m € ZN.

Il est clair alors que

[¥nmll = llenll = 1 et [[(A = T)bnmll = [(A = T)enll-

De plus en adaptant, mutatis mutandis, la preuve du Lemme 2.4.3, on peut mon-
trer qu'il existe une sous-suite (m,,), telle que

| Kotn,m.,|| — 0 quand n — oo.
Ainsi

(A =T — Ko)thnm, | A = 1), || + [ Ko¥n,m, |

<
< N =T)enll + 1 Kotonm,

et donc A € 0,,(T + Ky). Montrons I'inclusion o,,(T + Ko) C 04p(T + Ko + Kq).
Reprenons la suite (¢, 1, )n, son support vérifie aussi

— 0 quand n — o0

SUpp Yn.m, = Supp @, C Q x (0,7,) x SV,
Pour n suffisamment grand, 7,, < min{e;(p),--- ,e;(p)} et par conséquent
!
Kqtnm, (x, p,w Z / (z,ei(p),w,w)e(x, ei(p), ) =0, (z,p,w) € AxI xSV,

1

D’ou pour n suffisamment grand

A =T = Ko = Ka)¥nm, | = [[(A=T = Ko)tbnm,|
— 0 quand n — oo.

Soit maintenant A € 0,,(T + Kj). Par la définition du spectre approché, il existe
une suite (¢,,), telle que

énll =1 et |\ =T — Ko)bn| — 0 quand n — oo. (6.23)
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Pour tout k& € N posons o, = e*¢,,. Du fait que T+ K; ne mélange pas les
modules des vitesses, on a clairement

[Onll = l[@nll = 1 et [[(A =T = Ko)dnll = [(A =T = Ko)onll.

Par les mémes techniques de la preuve du Lemme 2.4.3 (essentiellement le théo-
réme de Lebesgue-Riemann) on montre qu’on peut exhiber une sous-suite (k)
telle que

| KOk, || = 0 quand n — oo.

Ceci d’une part et (6.23) d’autre part conduisent a

H()‘ -T- KO - KC)ﬁn,an H(/\ - T - KO)ﬁn,an + HKcﬁn,an
H(A T - KO)anH + HKcrﬁn,kn”

— 0 quand n — oo.

<
<

Ce qui signifie que A € 0,,(T + Ko + K.). Il reste & montrer que
ap(T) C 04y (T + K).

Soit A € 0,,(T) et (pn)n une suite vérifiant (6.22). En opérant comme précédem-
ment on peut trouver une sous-suite (m,,), telle que

(A =T — Ky)e™ ™ p,|| — 0 quand n — oo.
Puis on peut en trouver aussi une sous-suite (k,), telle que
(A =T — Ko — K,)e* e ™ p || — 0 quand n — oo.
D’autre part, la suite (®,,), = (e*"Pei ™, ), vérifie en vertu de son support
K4®,, = 0 pour n assez grand,
et par conséquent
|AN=T — Ky — K. — Kq)®,|| — 0 quand n — oo.

Ce qui montre que A € 0,,(T + K). |
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Résumé. Cette thése porte principalement sur I'étude spectrale de divers modéles
neutroniques. Elle consiste en trois parties complémentaires. La premiére partie est
consacrée aux problémes d’applications spectrales dans les domaines non bornés, ou
faute de compacité les méthodes usuelles n’opérent plus. A I'aide d’arguments d’analyse
fonctionnelle sur le spectre critique des semigroupes perturbés nous cernons une large
classe de parameétres liés a ’équation pour lesquels le théoréme d’application spectrale a
lieu. Dans la deuxiéme partie, nous apportons une nouvelle approche, dite résolvante,
de la stabilité des spectres essentiel et critique des semigroupes perturbés dans les es-
paces de Hilbert. En neutronique, par le biais de cette approche, nous retrouvons des
résultats classiques de stabilité de spectre essentiel dans les domaines bornés et nous
améliorons certains résultats de la premiére partie dans les domaines non bornés. La
troisiéme partie traite d’'un modéle de collision partiellement élastique introduit
par E.W. LARSEN et P.F. ZWEIFEL. Afin de dégager le comportement asymptotique
en temps grands du semigroupe gouvernant ce modéle nous ferons sa théorie spectrale.
Nous étudions les propriétés de compacité a la base de cette théorie, ce qui nous permet-
tra notamment d’obtenir des résultats de stabilité du type essentiel. Nous examinons
ensuite les incidences de la positivité : irréductibilité, propriétés de monotonie stricte
de la valeur propre principale, réalité du spectre périphérique.

Mots clés : Equation de transport, modéle de collision partiellement élastique, domaines
non bornés, théoréme d’application spectrale, spectre critique, spectre essentiel, conti-
nuité en norme, compacité, approche résolvante, positivité.

AMS subject classifications : 82D75, 35F10, 47A10, 35P05, 47D06, 47G20, 47N55,
82C70.

Abstract. This dissertation is mainly devoted to spectral analysis of various neu-
tron transport models. It is composed of three complementary parts. Part 1 deals with
spectral mapping theorems in unbounded geometries where, due to the lack of com-
pactness, the classical arguments do not work. Using some functional analytic results
on the critical spectrum of perturbed semigroups, we show under fairly general assump-
tions that the spectral mapping theorem holds. In Part 2 we provide a new approach,
called resolvent approach, to study the stability of essential and critical spectra of
perturbed Cy-semigroups on Hilbert spaces. We show how these results apply to neu-
tron transport equations in both bounded or unbounded geometries. The third part
deals with a partly elastic collision model introduced by E.W. LARSEN and P.F.
ZWEIFEL. To display the large time behavior of the semigroup governing this model,
we present its spectral theory. We analyze compactness properties related to the model,
which enable us, in particular, to derive some stability results on the essential type.
Then we examine the incidences of the positivity : irreducibility, strict monotonicity
properties of the leading eigenvalue, reality of the peripheral spectrum.

Keys words : Transport equation, partly elastic collision model, unbounded domains,
spectral mapping theorem, critical spectrum, essential spectrum, norm continuity, com-
pactness, resolvent approach, positivity.



