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Introduction

Mes travaux sont a la frontiére de la géométrie différentielle et de la géométrie
complexe. C’est grace a la théorie des espaces twistoriels que je peux naviguer
entre ces deux grands domaines des mathématiques.

Cette these est découpée en sept chapitres et une annexe. Les trois premiers
chapitres ne contiennent pas de résultats véritablement nouveaux. On y rappelle
les notions qui seront utilisées dans la suite. On y donne également les preuves
des faits les moins connus ou les plus utiles pour la suite. Les chapitres qui suivent
s’intéressent aux problémes suivants :

Chapitre 4 Déterminer ’ensemble des structures presque complexes intégrables
qui respectent l'orientation et la métrique d’une 4-variété réelle. Ce chapitre
regroupe et précise un certain nombre de résultats déja contenu dans la lit-
térature.

Chapitre 5 Recherche d’une famille de 4-variétés M sans structure complexe
pour lesquelles le produit M x S? est complexe. On parlera de 3-variété
complexe de premier type.

Chapitre 6 Recherche de structures complexes non standards sur des produits
M x S%, ot M est une surface complexe. C’est-a-dire des structures com-
plexes qui ne sont pas des déformations de la structure complexe produit.
On parlera de 3-variété complexe de deuxiéme type.

Chapitre 7 On montre que les espaces twistoriels complexes sont tous rationnel-
lement connexe par chaines. C’est un résultat connu des spécialistes qui n’a
semble-t-il, jamais été publié. Pour cela on étudiera en détail le théoreme

de Kodaira [Kod62].

Ces chapitres contiennent les résultats obtenus au cours de mes trois années de
thése. Le coeur de ce travail est constitué des chapitres 5 et 6.

Enfin, en annexe je donne la démonstration de deux résultats fondamentaux
sur les espaces twistoriels. Le premier est le calcul du fibré normal, il est di aux
travaux d’Atiyah, Hitchin et Singer [AHS78]. Le deuxiéme est le calcul des classes
de Chern, il est d aux travaux d’Hitchin [Hit81].



1i Introduction

Dans la suite de cette introduction, nous allons développer un peu plus les
différentes questions attachées aux chapitres 5 et 6.

Structure complexe exotique sur des 3-variétés

Les variétés compactes complexes de dimension un sont les surfaces de Rie-
mann. A diffeomorphisme prés elles sont entiérement déterminées par leur genre
topologique. Pour les surfaces compactes complexes on a la classification d’Enri-
ques-Kodaira. A partir de la dimension trois de nouveaux phénoménes appa-
raissent. Ainsi, une 3-variété kihlerienne peut étre difféomorphe a une 3-variété
non kihlerienne. Ces pathologies nous ont motivées a étudier les 3-variétés com-
plexes.

Les 3-variétés les plus simples qu’on puisse construire sont les produits d'une
surface complexe M par la droite projective CP!. La premiére question que je
me suis posé a été la suivante :

Question 1 : Peut-on munir le produit M x CP! d’une structure complexe
"différente" de la structure complexe produit ?

La motivation de ce probléme vient des travaux de Blanchard. En regardant le
quotient du fibré O(1) & O(1) — CP! par une action holomorphe de Z* bien
choisie, Blanchard [Bla56] a mis une structure complexe non kihlerienne sur le
produit T* x S? d’un tore T* avec la sphére S?. Cette structure complexe n’est
pas une déformation de la structure complexe produit, en ce sens on peut parler
d’une structure complexe "exotique".

La théorie des espaces twistoriels est 1’outil naturel pour construire de nou-
veaux exemples du type de celui de Blanchard. En effet, soit (M, g) une 4-variété
riemannienne orientée. On peut alors lui associer son espace twistoriel 7(M, g) qui
est le fibré des structures presque complexes sur T'M compatibles avec 1'orien-
tation et la métrique. C’est un fibré lisse localement trivial de fibre la spheére
S? et de groupe structural SO(3). L’espace twistoriel 7(M,g) est muni d’'une
structure presque complexe canonique qui est intégrable lorsque la courbure de la
métrique g est "adéquate" (i.e. g anti-autoduale). Dans ce cas, Hitchin a montré
que 7(M, g) n’est Kéhler que si M est la sphére S* ou le plan projectif CP2? munis
de leur métrique standard. On munit ici CP2? de I'orientation opposée. D’autre
part, si M est une surface complexe, on montrera que la structure complexe sur
7(M, g) n’est jamais une déformation de la structure complexe produit M x CP1L.
Dans 'exemple de Blanchard, la structure complexe non kithlerienne sur T4 x S?
est précisément la structure d’espace twistoriel d’un tore plat : 7(T?) ~ T* x S?.

Probléme 1 : Tout ceci nous motive donc a trouver des exemples de 4-variétés
(M, g) tels que :

(i) M admet une structure complexe



(i) l'espace twistoriel de (M, g) est diffeomorphe au produit M x S?
(iii) la structure presque complexe sur 7(M, g) est intégrable.

Pour de telles variétés, on aura une structure complexe non standard sur le produit
M x §2. On sait déja qu'une surface K3 munie de sa métrique de Calabi-Yau,
ou que la surface S' x S* munie de sa métrique produit sont des exemples qui,
comme les tores plats, vérifient les trois conditions. Mais il faut bien noter qu’ici, la
condition (iii) ne demande pas a la métrique d’étre hermitienne, contrairement a
I’approche de Boyer ou de Pontecorvo par exemple. Cette condition est beaucoup
moins restrictive puisqu’alors la métrique n’a plus aucun lien avec la structure
complexe. J'insiste sur ce point car les techniques développées ici sont du coup
trés différentes de celles du cas hermitien. On donnera ainsi des exemples de
surfaces de Hopf sans aucune métrique hermitienne anti-autoduale mais munies
d’une infinité de métriques riemanniennes anti-autoduales.

Dans le méme esprit, on peut chercher des 3-variétés complexes de la forme
M x CP', ot M est une 4-variété réelle sans structure complexe. Le deuxiéme
probléme que nous étudierons est donc le suivant :

Probléme 2 : Trouver une famille de 4-variétés réelles M sans structure complexe
dont le produit M x CP! admet une structure complexe.

Pour cela nous allons, 1a encore, utiliser la théorie des espaces twistoriels. L’idée
étant ici de trouver des 4-variétés (M, g) pour lesquelles :

(i) M ne posséde pas de structure complexe
(i) lespace twistoriel de (M, g) est diffeomorphe au produit M x S?
(iii) la structure presque complexe sur 7(M, g) est intégrable.

Pour de telles variétés on aura une structure complexe sur le produit M x S? bien
que M ne soit pas complexe. Pour résoudre ces deux problémes, il faut commencer
par répondre a la question :

Question 2 : Quand est-ce que le fibré twistoriel d'une 4-variété (M,g) est
topologiquement trivial 7

Nous donnerons un critére simple pour savoir si une 4-variété posseéde ou non
cette propriété. C’est une condition qui porte sur l'orientation et sur la topologie
de M mais pas sur sa métrique. Nous répondons ainsi a la question la plus na-
turelle qui soit quand on a un fibré : savoir s’il est ou non trivial. Nous pourrons
alors donner la liste de toutes les surfaces complexes dont le fibré twistoriel est
topologiquement trivial.



v Introduction

Théoréme : Les seules surfaces compactes complexes S dont ’espace twistoriel
est topologiquement trivial sont :

Les surfaces réglées de genre un qui sont spin
Kod(S) = —o0 : ¢ Les surfaces de Hopf

Les surfaces d’Inoue

Les tores
Les surfaces hyperelliptiques
Kod(S) =0 :< Les surfaces de Kodaira primaires
Les surfaces de Kodaira secondaires qui sont spin
Les surfaces K3

Kod(S) =1 : Les surfaces minimales qui sont spin

Kod(S) =2 : Aucune surface.

Pour établir ce résultat, il nous faudra étudier en détail la classification d’Enriques-
Kodaira des surfaces et en particulier déterminer celles qui ont la particularité
d’admettre une structure spin. Ce théoréme est le théoréme central du chapitre
5, il nous permettra d’énoncer trois nouveaux résultats.

Application 1 : On donnera la liste des surfaces complexes M dont le fibré
tangent est topologiquement trivial. C’est-a-dire tel que M soit une 4-variété
parallélisable.

Cette classification compléte celle de Yau [Yau76] dans la mesure ou elle donne
non pas la liste des surfaces complexes susceptibles d’étre parallélisables, mais
bien I’ensemble des surfaces complexes parallélisables.

Application 2 : On donne une famille d’exemples simples de 4-variétés parallé-
lisables sans structure complexe. De tels exemples existaient déja mais restaient
assez isolés ou peu explicites [Yau76|, [Bro78|.

Application 3 : On construit une famille d’exemples simples de 4-variétés (M, g)
qui satisfont les points (i), (i7) et (¢i7) du probléme 2. C’est-a-dire une famille
de variétés M sans aucune structure complexe mais tel qu’il existe une structure
complexe sur le produit M x S2.



Une des difficulté majeures de ce chapitre a été de trouver cette famille d’exemples.

Dans le chapitre 6 nous donnerons une résolution quasi compléte du premier
probléme.

Théoréme : Soit M une surface compacte complexe dont le fibré twistoriel est
topologiquement trivial. St la variété M peut étre munie d’une métrique rieman-
nienne anti-autoduale alors M est :

a) une surface K3

b) un tore

c) une surface hyperelliptique
d) une surface de Hopf

e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Ce théoréeme peut étre vu comme une généralisation au cas riemannien d’un
résultat de Boyer et Pontecorvo établi dans le cadre des métriques hermitiennes
[Boy86|, [Pon92b|.

Dans les quatre premiers cas, nous montrerons qu’il existe bien une métrique
riemannienne anti-autoduale. Par contre, dans le dernier cas, je ne sais pas s’il
existe vraiment une telle métrique. Mais je donnerai des contraintes trés précises
sur cette métrique si bien qu’on est en droit de penser qu’il n’existe aucune
métrique anti-autoduale sur les surfaces spin de dimension de Kodaira un.

Pour certaines surfaces de ce théoréme nous donnerons méme une infinité de
structures complexes qui ne sont pas déformation les unes des autres.

Le théoréme 1 du chapitre 4 et une partie des résultats contenus 5 ont fait I'objet
d’une publication aux Comptes Rendus Mathématique de I’Académie des Sciences
[Des05]. Un article plus général regroupant les résultats des chapitres 5 et 6 est
en cours de rédaction.
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Chapitre 1

(Géométrie différentielle des
4-variétés

Soit M une variété, une métrique riemannienne détermine en chaque point
p € M une structure euclienne g, sur l'espace tangent 7,M de M en p. Une
variété admet de nombreuses métriques riemanniennes dans la mesure ot on peut
recoller des métriques locales par partition de I'unité. Une variété riemannienne
est une variété munie d'une telle métrique. On peut se demander :

EST-CE QU’IL EXISTE DES METRIQUE PLUS "BELLES" QUE
D’AUTRES?

Pour les surfaces, les "meilleures" métriques sont celles a courbure constante. En
dimension deux il n’y a qu’une seule notion de courbure, c’est la courbure de
Gauss. C’est une fonction K : M — R. Si M est une sous-variété de R?® munie
de la métrique induite alors la courbure de Gauss est le produit des courbures
principales. Sur toutes surfaces il existe une métrique a courbure constante, qui
peut étre normalisée a -1, 0 ou 1 [Kul72].

En dimension plus grande que deux, il existe d’autres notions de courbures
que nous allons définir ici. On pourra ainsi parler de métriques d’Einstein, plates,
anti-autoduales, a courbure sectionnelle constante, a courbure scalaire constante...

Dans ce chapitre on rappelle ces définitions et on donne quelques propriétés
qui nous seront utiles pour la suite [Bes87|, [Lee97], [dC92].

1.1 Tenseur de courbure

1.1.1 Définition

Soit (M,g) une variété riemannienne et V la connexion de Levi-Civita associée.
Le tenseur de courbure est le tenseur de type (3,1) défini par :

R: T3M — TM
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z



2 Chapitre 1

Avec R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixyZ.
En utilisant la métrique g, on peut voir le tenseur R comme de type (4,0) :

R: T*M — R
(X,Y,Z,T) g(R(X, Y)Z, T)

On sera également amené a regarder R comme un (2,2)-tenseur alors noté R :

R: TMQTM — TMTM
X®Y — 'R,(X@Y)

on : g(R(X DY), Z® T) R(X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T).

Le tenseur de courbure R est le plus important de tout ceux que nous verrons.
En effet, toutes les autres notions de courbures qu’on peut définir se déduisent
de ce tenseur.

Proposition 1 : Le tenseur de courbure vérifie les propriétés suivantes :
a) antisymétrie : R(X,Y, Z,T)=—-R(Y, X, Z,T)=—-R(X,Y,T,Z)
b) symétrie : R(X,Y,Z,T) = R(Z,T,X,Y)
c) premiére identité de Bianchi :
RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0
d) deuzxieme identité de Bianchi :

(VxR)Y, Z, W)+ (VyR)(Z, X, W)+ (VzR)(X,Y,W) = 0.

D’aprés la propriété d’antisymétrie (a), le tenseur R peut étre vu comme une
application :

R: NTM— N*TM.
La propriété (b) nous dit que cette application est un endomorphisme symétrique :
g(R(X AY),Z A T)g(X AY,R(Z A T)).
Sa matrice dans une base orthonormée est donc symétrique.

Exemple : Pour R", H" et S®™ munis de leur métrique usuelle, le tenseur R
est respectivement égal a 0, —Id et Id.



1.1.2 Cas de la dimension quatre

On a vu que l'opérateur de courbure R était un endomorphisme symétrique
de /\2 T'M. Une particularité de la dimension quatre est que l'opérateur de Hodge
est une involution de /\2 TM. Ceci a pour conséquence d’entrainer une décom-
position de /\2 T M. L’objet de cette section est d’étudier cette décomposition et
ces conséquences. Mais avant tout, rappelons ce qu’est 'opérateur de Hodge.

Opérateur de Hodge

Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension n. On note
w € N\"TM sa forme volume. Pour tout entier p dans {1, ...,n}, on peut étendre
la métrique g & AP TM. En effet soit (eq,...,e,) une base orthonormée directe

locale de T'M, on prolonge g en imposant a la famille (eil AN eip>
1<i1<...<ip<n
d’étre une base orthonormée de A’ TM. On note encore g cette métrique.

Définition : Pour tout entier p € {0,....,n} on définit l'opérateur de Hodge
x: NPTM — NP TM comme l'unique application qui vérifie :

aAx(f)=g(a,f)w  Ya,5€ N'TM.

Par exemple :
*xe1 =eg Neg N ... Ney,
*(61 A 62) = €3 Neg N\ ... N\ey
x(e1 Neg) = —ea Neg A ... Ney

En dimension quatre, 'opérateur de Hodge est une involution de /\2 TM. On

a donc une décomposition en sous-espace propre /\+ TM et \~ TM associés res-
pectivement aux valeurs propres 1 et -1 :

NTM=N\N"TMa N\ TM.

Cette décomposition dépend de 'orientation de M. Si on renverse 1’orientation,
on change x en — et donc on échange A*TM et A~ T M.

Si (eq, eg, €3, €4) est une base orthonormée directe locale de TM alors :

X1:% (61/\62"‘63/\64)
XQZ% (e1 Neg —ex Aey) est une base de /\+TM et
X3:% (61/\64"‘62/\63)
}/1:% (61/\62-63/\64)
Y, % (e1 ANes+eaNey) est une base de A\~ TM.
}/3:% (61/\64-62/\63)



4 Chapitre 1

On peut noter que (X7, Xo, X3, Y1, Ys, Y3) est une base orthonormée de /\2 TM.
On utilisera systématiquement cette notation pour (Xi, Xo, X3, Y7, Ys, Y3).

Matrice de courbure et métrique anti-autoduale

Pour une variété riemannienne orientée, on a vu qu’on avait la décomposi-
tion : A*TM = ATTM & A\~ TM. Cela induit une décomposition par bloc de
la matrice de 'opérateur de courbure R : /\2 TM — /\2 TM. Dans la base
(X1, ..., Y3) la matrice de R est symétrique et s’écrit :

p_ (Wrtsld B
B W+ 31d

Renverser l'orientation revient a échanger W et W ™. L'opérateur W = WH4+W~—
est par définition 'opérateur de Weyl, il ne dépend pas de l'orientation. C’est un
opérateur a trace nulle, qui est nul si et seulement si la métrique est localement
conformément plate [Bes87].

Définition : Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. La métrique
g est localement conformément plate si, pour tout point m de M, il existe un voisi-
nage V,, de m et une fonction f de classe C™, tels que (Vn, e/ g) soit isométrique
a R™ muni de la métrique canonique.

En dimension quatre, on peut affiner un peu cette notion.

Définition : Sur une J-variété riemannienne orientée (M, g), on dira que la mé-
trique g est anti-autoduale si W+ = 0. Elle est autoduale si W~ = 0.

Si on renverse l'orientation, une métrique anti-autoduale devient autoduale et
réciproquement. Il n’y a pas d’interprétation géométrique simple de la notion
d’autodualité (voir quand méme la proposition de la section 2.3 et la proposition
5 de la section 3.1.3). Nous verrons toutefois que c’est une notion centrale de la
théorie des espaces twistoriels que nous introduirons plus loin.

1.2 Courbure sectionnelle

Soit ¢ un 2-plan de T,, M, la courbure sectionnelle de o est définie pour toute
base (u1,us) de o par :

R(uy, uo, uy, u
K(0) = K(uj,us) = Ly, 1y, 1, )

B HU1||2H7~02||2 - 9(“17 U2)2




Ce nombre ne dépend pas de la base choisie. En dimension deux la courbure
sectionnelle est égale a la courbure de Gauss.

Exemple : Munis de leur métrique usuelle R™, S™ et H" sont a courbure section-
nelle constante égale respectivement a 0, 1 et -1.

Si (M, g) est a courbure sectionnelle constante, quitte & prendre un multiple
de la métrique, on peut supposer que la courbure sectionnelle est égale a -1, 0
ou 1. Toute variété ne peut étre munie d’'une métrique a courbure sectionnelle
constante. On a dans ce cas un théoréme trés fort de classification des variétés
qui admettent une telle métrique.

Théoréme de classification (par exemple [Lee97]) : Soit M une variété
de dimension n compacte connexe & courbure sectionnelle constante égale a -1, 0
ou 1. Alors M est isométrique a M /T avec :

(i) M isométrique o R", S" ou H" munis de leur métrique usuelle

(i4) T est un sous-groupe discret du groupe des isométries de M, isomorphe au
groupe fondamental de M et dont l’action sur M est propre, discontinue et
sans point fize.

1.3 Tenseur de Ricci et métrique d’Einstein

Le tenseur de Ricci est la trace du tenseur R. Cette trace dépend de la métrique
g. Ainsi, si (eq, ..., e,) est localement une base orthonormée de champs de vecteurs
alors par définition le tenseur de Ricci est 'application :

r. T?M — R
(X,)Y) — r(X,Y)

our(X,Y)=5", g(R(X, €)Y, ei) =" R(X,e.,Y,¢).

Remarque : Le tenseur de Ricci est un (2,0)-tenseur symétrique. Parfois, on
préfere le voir comme un (1,1)-tenseur alors noté Ric :

Ric: TM — TM
X +— Ric(X)

avec g(Rz’c(X), Y) — r(X,Y).

Exemple : Munis de leur métrique usuelle les (1,1)-tenseurs de Ricci de R",
S™ et H™ sont respectivement 0, (n — 1)Id et —(n — 1)Id.
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Plus généralement, si (M, g) est une variété a courbure sectionnelle constante
égale a K alors son (1,1)-tenseur de Ricci est (n — 1)K 1d.

Définition : On dit que la métrique g est d’Einstein lorsqu’il existe une constante
A € R telle que :

r(X,Y)=Mg(X,Y) VXY €TM.

En d’autres termes, la métrique g est d’Einstein s’il existe A € R tel que
Ric = Md. Les métriques a courbure sectionnelle constante sont donc des mé-
triques d’Einstein. En dimension deux et trois la réciproque est vraie. En dimen-
sion quatre, on a la caractérisation géométrique suivante :

Proposition 2 [ST69]| : Pour une 4-variété riemannienne (M,q), les propositions
sutwantes sont équivalentes :

(i) (M,g) est d’Einstein
(ii) le bloc B de la matrice du tenseur R est nul

(111) pour tout 2-plan o C TM la courbure sectionnelle K(o) est égale a la
courbure sectionnelle K(ob) sur le 2-plan o+ orthogonal a o.

La démonstration de cette proposition découle directement des définitions.

1.4 Courbure scalaire

La courbure scalaire est la trace du tenseur de Ricci. Ainsi soit m € M et
(é1,...,€,) une base orthonormée de champs de vecteurs définie au voisinage de
m, alors par définition :

n n

s(m) = Zr(ei, ei) = Zg(Ric(ei), ei>.

i=1 i=1
La courbure scalaire est donc une fonction s : M — R.

Exemple : Munis de leur métrique usuelle R™, S™ et H" sont a courbure sca-
laire constante égale respectivement a 0, n(n-1) et -n(n-1).

On peut se demander si toute variété admet une métrique & courbure scalaire
constante. La courbure scalaire est un invariant plutot faible si bien que tout va-
riété admet une métrique a courbure scalaire constante négative. En fait on peut
montrer que toute fonction réelle définie sur une variété M (de dimension au
moins trois) qui est négative quelque part est la courbure scalaire d’une certaine



métrique (pour plus de détails et des références, lire par exemple [Bou81b|). Par
contre, il y a des obstructions topologiques a l'existences de métriques a courbure
scalaire positive. Avant de donner ces restrictions, on rappelle ce qu’est la signa-
ture d’une 4-variété [GS99).

Soit M une 4-variété compacte. On note H, (M,Z) et H"(M,Z) les n ®™me
groupes d’homologie et de cohomologie de M a valeurs dans Z. Si M est orientable
(et connexe) alors Hy(M,Z) ~ 7Z et une orientation sur M est juste le choix d'un
générateur. Dans ce cas, 'application bilinéaire symétrique définie par :

Ow: HXM,Z)x H(M,Z) — Z
(a,b) — aUb

est appellée la forme d’intersection sur M.

Définition : Soit (p,n) la signature de la forme d’intersection Q. La diffé-
rence T = p—n est un invartant de M qui ne dépend que de [’orientation choisie.
On Uappelle la signature de M.

Renverser 'orientation revient & changer le signe de la signature.

Théoréme de Lichnerowicz (Th. 6.71 [Bes87]) : Si une 4-variété compacte
conneze est spin et admet une métrique a courbure scalaire strictement positive
alors sa signature est nulle.

Ainsi, une surface K3 n’admet pas de métrique a courbure scalaire strictement
positive puisque qu’elle est spin et de signature égale & —16 [Bes81].

On peut également se demander, si toute variété riemannienne (M, g) admet une
métrique conforme & g dont la courbure scalaire est constante. C’est ce qu’a
conjecturé Yamabe. Dans cette direction on a le résultat suivant.

Théoréme de Schoen [Sch84| : Soit M une 4-variété orientée munie d’une
métrique anti-autoduale g. Il existe alors une métrique conforme a g dont la
courbure scalaire est constante.

1.5 Topologie et courbure

1.5.1 Obstructions topologiques

Il existe une infinité de métriques riemanniennes sur une variété, on peut en
effet définir une métrique localement et la recoller par partition de I'unité. On a
déja montré que la topologie de la variété imposait des contraintes sur les cour-
bures de ces métriques. Dans ce sens, on peut énoncer la proposition :
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Proposition 3 (Chap.13.B [Bes87|) : Soit M une 4-variété orientée on note
X sa caractéristique d’Fuler et T sa signature. Quelque soit la métrique g sur M,
les blocs de sa matrice de courbure définis au paragraphe 1.1.2 vérifient :

1

Q2
872 Jur

1 12 _ 12
= (L T

ot iy est la forme volume associée a la métrique g.

_ 1
(2 112+ s = 201BI1) g

X 24

Nous donnons ici trois corollaires pour se convaincre de l'importance de cette
proposition.

Existence de métrique anti-autoduale

Comme premiére conséquence, on peut remarquer que si une 4-variété admet
une métrique anti-autoduale (W* = 0) alors sa signature doit étre négative.
Ainsi le plan projectif complexe n’admet aucune métrique anti-autoduale (7 = 1).
Notons également que si une 4-variété est a signature nulle alors une métrique
anti-autoduale doit étre localement conformément plate. Si la variété S? x S?
admettait une telle métrique elle serait donc localement conformément plate.
Mais Kuiper [Kui49| a montré que la seule 4-variété compacte simplement connexe
localement conformément plate est conforme a la sphére S*. Il n’existe donc pas
de métrique anti-autoduale sur S* x S%.

Existence de métrique d’Einstein

Comme deuxiéme conséquence on en déduit que toutes les 4-variétés ne peuvent
étre munies d’'une métrique d’Einstein. En effet, si (M, g) est d’Einstein, alors
B = 0 et donc la caractéristique d’Euler doit étre positive ou nulle. Elle est nulle
si et seulement si (M, g) est plat. On en déduit que S' x S* n’admet pas de mé-
trique d’Einstein (les seules variétés munies d’une métrique plate sont revétues
par un tore).

Existence de métrique localement conformément plate

Comme troisiéme conséquence on a qu’il est nécessaire que la signature d’une
4-variété soit nulle pour qu’elle puisse admettre une métrique localement confor-
mément plate. Ainsi, une surface K3 (7 = —16 [Bes81],|Bes87]) n’admet aucune
métrique localement conformément plate.



1.5.2 Métrique produit conformément plate

En dimension quatre, on peut énoncer un théoréme d’existence de métrique
localement conformément plate. Cela nous permettra de donner de nouveaux
exemples de variétés ayant cette propriété.

Proposition 4 [Laf82] :

1) Si (M,g) est a courbure sectionnelle constante alors (M, g) est localement
conformément plate.

2) Soit (M, g) une 3-variété a courbure sectionnelle constante. Alors la variété
M x S munie de sa métrique produit est localement conformément plate.

3) Soit (M, g) et (N,h) deuz surfaces a courbure sectionnelle constante égale a
K et —K alors la métrique produit sur M x N est localement conformément
plate.

Pour toute 3-variété hyperbolique H, c’est-a-dire munie d’une métrique a cour-
bure sectionnelle constante égale & —1, la métrique produit sur S' x H est donc
localement conformément plate. De méme, une surface de Riemann >, de genre
g plus grand que 2 est une variété hyperbolique, la métrique produit sur S? x ¥,
est donc aussi localement conformément plate.

La démonstration que je donne est élémentaire.

Preuwve du point 1. Soit (M, g) une 4-variété riemannienne dont la courbure sec-
tionnelle est constante égale a K. Par définition VX,Y € TM on a :

R(X,Y,X,Y) = K (90X, X)g(Y,Y) = g(X,Y)g(X,Y))
et donc par multilinéarité on a aussi VX,Y, Z,T € TM :
R(X.Y,2,T) = K (g(X, Z)g(Y.T) = g(X, T)g(Z.Y)).

Soit (e, €9, €3, €4) une base orthonormeée directe locale de T'M. Par définition on
a:
72(61 A 62) = R(el, €9, €1, 62) €1 A €9 + ...+ R(el, €9, €3, 64) €3 A\ €q.

Comme g est a courbure sectionnelle constante on a :
R(el VAN 62) = K€1 N es.

Plus généralement on montre que R = KId. Le tenseur de Weyl W = W+ + W~
est donc nul : une métrique a courbure sectionnelle constante est bien localement
conformément plate.
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Preuve du point 2. On fixe (e, €2, e3) une base orthonormée locale de M et ey
un vecteur normé de S!. La connexion de Levi-Civita de la métrique produit sur
M x S! vérifie les relations :

Ve461 = Ve462 = Ve463 =0
v61€4 = v6264 = v6364 =0.

On a donc VX € T(M x S') : R(er,es)X =0 = R(ey,eq4) = 0. Plus générale-

ment :

R(61 AN 64) = 7—\),(62 N 64) = 7—\),(63 A 64) =0.
De plus (M, g) est & courbure sectionnelle constante égale & K, on a donc :

7—\),(61 N 62) = KejNey
7—\),(61 N 63) = KeiNes
R(eg N 63) = K@g N es.

La matrice de R dans la base (X1, ..., Y3) est donc :

E 0 0K 0 0

0K 0[]0 K 0

r_ll 0 0 K]0 0 -K
2| K 0 0 [K 0 0
0K 0[]0 K 0

0 0 -K|0 0 K

Le tenseur de Weyl est bien nul, la métrique produit sur M x S! est localement
conformément plate.

Preuve du point 3. On fixe deux bases orthonormées locales (e, es) et (es,ey)
respectivement de M et N. Par hypothése, la courbure sectionnelle de M est K
et celle de NV est —K. On a donc les relations :

R(el N 62) = K@l A €9
R(el A 63) =0
R(el N 64) =0
R(62 A 63) =0
R(62 A 64) =0
R(63 A 64) = —K63 A €y
La matrice de R dans la base (X7, ..., Y3) est donc
0 0 OJ]K 0 0
0O 0 0]0 0O
0 0 0]0 0O
R= K 000 00
0 0 0]0 0O
00 0]0 0O
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La encore, le tenseur de Weyl est bien nul : la métrique produit sur M x N est
localement conformément plate. [J

De cette démonstration découle les deux petits résultats suivants.

Remarque : Si (M, g) est une J-variété a courbure sectionnelle constante égale
a K alors la matrice de R est KId. On retrouve qu’une métrique a courbure

sectionnelle constante est d’Einstein. De plus, sa courbure scalaire est constante
égale a 12K.

Remarque : Les métriques d’Finstein ne sont pas stables par produit.

Preuve. Dans le point 2 de la proposition 4, les variétés M et N sont munies
de métriques d’Einstein puisque ce sont des 2-variétés a courbure sectionnelle
constante. Pourtant si K est non nulle, on a vu au cours de la démonstration
que la métrique produit sur M x N n’est pas d’Einstein puisque le bloc B de la
matrice de R n’est pas nul. [
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Chapitre 2

Structure presque complexe et
structure kahlerienne

2.1 Structure presque complexe

Une structure presque complexe sur une variété réelle M est la donnée d'un
d’un champ d’endomorphismes J sur 'espace tangent de M de classe C*, tel
que :

ng:_[dTmM VYm € M.

En d’autres termes, si (M, J) est une variété presque complexe alors l'espace
tangent de M en tout point m admet une structure d’espace vectoriel complexe
définie par :

CxT,M — T, M
(a+ib, X) — (a+bJ,)X

Pour qu’une structure presque complexe existe, il faut au moins que la dimension
de M soit paire. Il faut également que la variété soit orientable. En fait, il est facile
de vérifier qu’'une variété de dimension 2n admet une structure presque complexe
si et seulement si son groupe structural se réduit a U(n).

Définition : Soit (M, J) une variété presque complexe de dimension (réelle) 2n.
Pour toute C-base locale (e1, e, ..., e,) de T M, la famille (e1, Jeq, es, Jea, ...., Je,)
est une R-base. L’orientation de cette base ne dépend pas de la C-base choisie.
On dira que c’est 'orientation induite par J. Lorsque M est orientée, on dira que
J respecte l'orientation de M si les deux orientations coincident.

Notation : St J respecte l’orientation, on écrira J >> 0.

Dans le cas de la dimension quatre, soit (e, e, €3, €4) une base orientée. On donne
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ici un exemple de structure presque complexe qui respecte 'orientation et un qui
ne la respecte pas.

0 -1 0 0
1 0 0 0
7=l 0o o o -1
0 0 1 0
Structure presque complexe qui respecte ’orientation
0 -1 0 0
1 0 0 0
7=l o o o 1
0 0 -1 0

Structure presque complexe qui ne respecte pas l'orientation

Si M est une variété complexe, en tant que variété réelle, M est naturellement
munie d’une structure presque complexe. L’endomorphisme J est alors la multi-
plication par le complexe ¢ dans T'M. En particulier, il est localement constant.
On parle de structure presque complexe intégrable.

2.1.1 Théoréme de Wu

A la question : est-ce que toute variété orientable de dimension paire admet
une structure presque complexe ¢ La réponse est non. Il y a des obstructions
topologiques données par le théoreme de Wu. Soit M une 4-variété orientée, on
note x sa caractéristique d’Euler et 7 sa signature.

Théoréme [Wub2|, [HH58]| : Soit (M, J) une 4-variété presque complexe. On
munit M de l'orientation induite par J. Dans ce cas, la premiere classe de Chern
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(entiere) de M notée ¢y (M, J) et sa deuziéme classe de Stiefel-Whitney wy doivent
verifier les relations :

(M, J)=wy (mod2)
(M, J) =37 +2x

Réciproquement, s’il existe un élément h € H*(M,Z) tel que h = wy (mod 2)

et h> = 37 4+ 2x alors M admet une structure presque complexe J telle que
(M, J) = h.

Grace a ce théoréme, il est facile de voir que la sphére S* n’admet aucune struc-
ture presque complexe. Pour une sphére quelconque, on a le théoréme suivant :

Théoréme de Serre : Les seules sphéres qui admettent une structure presque
complexe sont les sphéres S? et S.

2.1.2 Théoréme de Newlander-Nirenberg

Pour savoir si une structure presque complexe est intégrable, il "suffit" de
regarder si le tenseur de Nijenhuis est nul.

Théoréme [NN57| : La structure presque complexe J sur une variété M est
intégrable si et seulement si :

[JX,JY] = JJX,Y] = JX,JY] = [X,Y] =0 VX,Y €T,M, Yme M.

2.2 Meétrique hermitienne et kahlerienne

2.2.1 Métrique hermitienne

Soit (M, J) une variété munie d’une structure presque complexe. Une métrique
hermitienne sur M est une métrique riemannienne g qui vérifie :

g(JX,JY) =g(X,Y) VX, Y € TM.
On dira que (M, J,g) est une variété presque hermitienne. Si on regarde l'es-

pace tangent de M comme étant a fibres complexes on peut définir un produit
hermitien A sur chaque fibre de T'M en posant :

WX,Y)=g(X,Y)+ig(JX,Y) VUV eTM.
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2.2.2 Métrique kahlerienne

Soit (M, J, g) une variété presque hermitienne. La forme fondamentale associée
est la 2-forme w définie par :

w: NTM — R
(X,Y) — g(JX,Y).

Définition : Soit (M, J, g) une variété presque hermitienne. On note V la connezion
de Levi-Civita associée a la métrique g. On dira que (M, J, g) est une variété kih-
lerienne lorsque l"une des propriétés suivantes est vérifiée :

(i) VJ =0 cest-a-dire : VX, Y € TM  VyJY = JVyY

(i1) la forme fondamentale est fermée et J intégrable.

Pour pouvoir parler de structure kihlerienne, il faut une structure presque com-
plexe et une métrique. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la structure com-
plexe, on parlera de métrique kihlerienne. De méme si on a fixé une métrique, on
parlera de structure presque complexe kihlerienne.

Sans chercher & montrer I'équivalence entre les points (i) et (ii), on peut juste voir
pourquoi la condition (7) entraine 'intégrabilité de la structure presque complexe.

Preuve. Soit V la connexion de Levi-Civita de g. Elle est sans torsion :
(X,Y]=VxY -VyX, V(X,Y)eTM.
Le tenseur de Nijenhuis N(X,Y) s’écrit donc :

N(X)Y) = (VyxJY =V JX) = J(VxY = VyJX) = J(VxJY = Vi X)
—(VxY = VyX).

Mais comme J est kdhlerienne : V.J = 0 et donc :
NX,)Y)=0 V(X,Y)eTM.
Du théoréeme de Newlander-Nirenberg, on en déduit que J est intégrable. [J

On peut montrer que la métrique de Fubini-Study sur CP"™ est kihlerienne. De
plus, si N est une sous-variété complexe d’une variété kihlerienne (M, g) alors la
restriction de g & N est une métrique kihlerienne sur N. On en déduit que toute
variété projective admet une métrique kahlerienne.

A la question : est-ce que toute variété munie d’une structure presque complexe
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admet une métrique kiahlerienne ? La réponse est non. Il existe en effet des restric-
tions topologiques a 'existence de métriques kdhleriennes. En dimension deux, on
sait caractériser les variétés complexes qui admettent une métrique kihlerienne.

Théoréme (par exemple [BHPVAVO04|) : Une surface compacte complexe
admet une métrique kdahlerienne si et seulement si son premier nombre de Betti
est pair.

2.3 Meétrique kahlerienne et métrique anti-auto-
duale

Pour une métrique kihlerienne, on a une interprétaion simple de la notion de
métrique anti-autoduale.

Proposition [Gau8l] : Soit (M, J,g) une variété kihlerienne. On munit M
de l'orientation induite par J. Dans ce cas, la métrique g est anti-autoduale si et
seulement si elle est a courbure scalaire nulle.

Avant de pouvoir démontrer ce résultat, il nous faut introduire quelques notations.

2.3.1 Complexifié de ’espace tangent

Soit (M, g, J) une 4-variété presque hermitienne. On note TeM = TM @ C
le complexifié de I'espace tangent de M. C’est un fibré vectoriel complexe de
dimension 4 sur M. Par définition I’endomorphisme J est de carré —Id. Il est
donc diagonalisable dans Tc M. On note THOM et T%' M les sous-espaces propres
associés respectivement aux valeurs propres i et -i :

TeM =TYM @ T M.

On note \** = T%OM A T'YOM < A’TcM. Avec des notations semblables on
peut écrire la décomposition en somme directe :

/\2 T(CM _ /\2,0 D /\1,1 D /\0,2 ]

2.3.2 Tenseur de courbure

On rappelle que 'opérateur de courbure R est 'application symétrique définie
par :
R: N'TM — N'TM
XAY — R(XAY)

avec g(R(XAY), ZAT) = g(R(X,Y)Z,T). On ¢tend R par linéari¢ sur N> TeM.
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Lemme : Si (M, J, g) est une 4-variété kihlerienne, l’application R est nulle sur
le sous-espace N*° & N\ de N> TeM.

Preuve. On veut montrer que R est nul sur /\2’0. Pour cela il suffit de vérifier que
quelque soit uy Aug € A et X AY dans A TM on a g(R(ui Aus), X AY) = 0.
Or par symétrie :

g(R(ur Auz), X AY) = g(R(XAY),u1 Aus)
= g(R(X,Y)ul,ug)

La structure presque complexe J est kidhlerienne, donc par définition on
a VxJY = JVxY. Cela nous donne R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z et comme la
variété (M, g, J) est hermitienne g(R(X,Y)JZ,JT) = g(R(X,Y)Z,T) :

g(R(ul Aug), X A Y) = g( X, )ul,uQ)

= g(R Y ) Juy, Juz)
g(R , )Zul,ZUQ)

= g(R(X,Y Ul,UQ)

L’élément u; A ug € /\2’O est bien dans le noyau de R. On montre de méme que
R est nul sur A”%. O

2.3.3 Démonstration de la proposition

Comme J respecte 'orientation, par définition il existe une famille (eq,e3)
telle que (eq, Jey, es, Jeg) soit une base orthonormée directe locale de TM. On
pose e5 = Jey et ¢4 = Jes. La matrice de J dans la base (eq, €9, €3, €4) est alors :
-1 0
0
-1
0

o O = O
o O O
_— o O O

On note (X7, Xo, X3, Y7, Y5, Y3) la base orthonormée adaptée a la décomposition
NTM=N\N"TMe N TM:

X1:61/\€2+63/\€4
/\+TM = Vect X2:€1A€3—62A€4
X3:61/\64+62/\63

Avec nos notations on a :

TH0 = Vect(e; — iey, e3 — iey)
TO = Vect(ey + ieq, €3 + icy)
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et :

A0 = Vect(X, —iX3)
A" = Vect(X, +iX3).

On a donc la décomposition en somme directe :
/\+TM®(C _ CXl @ /\2,069/\0,2 )

Dans la base (X1, X5, X3), la matrice de la restriction de R au sous-espace A+ ®C
est W+ + $51d. Sa trace est donc §. De plus cet endomorphisme est nul sur
A’ @ A\%? donc sur Vect(X,, X3). Par symétrie, on en déduit que la matrice de
W + 51d dans la base (X, X3, X3) est :

200

s
W+—|—Eld: 0 00
0 00

Soit :

s 0 0
Wt=1 0 -5 0
0 O 5

T 12

Si (M, J, g) est une 4-variété kihlerienne on a bien : g anti-autoduale (W' = 0)
si et seulement si la courbure scalaire de la métrique g est nulle. [J
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Chapitre 3

Espace twistoriel d’une 4-variété

A partir d’ici, on se limitera au cas de la dimension quatre. On a vu que la
sphére S* n’admettait aucune structure presque complexe. A I'inverse, une variété
parallélisable comme R*, S' x S? ou le tore T* admet de nombreuses structures
presque complexes. L’espace twistoriel d’une 4-variété riemannienne orientée M
est l'outil adéquat pour étudier 'ensemble des structures presque complexes sur
M compatibles avec sa métrique. Dans le chapitre 4, nous nous attarderons un
peu sur le probléme suivant :

Décrire l’ensemble des structures presque complexes d’une 4-variété qui sont
a la fois intégrables et compatibles avec une métrique fixée.

Mais avant cela, il nous faut rappeler la définition d’un espace twistoriel et
ces principales propriétés utiles pour la suite [AHS78|, [Bes87|, [DV83], [Sal85],
[dBN9S|.

3.1 Espace twistoriel d’une 4-variété

Pour étudier les structures presque complexes sur une 4-variété quelconque, il
faut se donner en tout point m € M une structure complexe sur I'espace tangent
T,,M. Pour cela, il est assez naturel d’introduire le fibré twistoriel.

3.1.1 Définition

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée, on lui associe le fibré twistoriel
7w 7(M,g9) — M de fibre en m € M l'ensemble des structures complexes sur
T, M qui respectent l'orientation et la métrique :

7 m) = {J € SO(T,,M)/J* = —1d, J >> 0}.

On est str que cet objet sera utile pour déterminer l’ensemble des structures
presque complexes d'une 4-variété dans la mesure ot une section globale du fibré
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twistoriel est précisément une structure presque complexe sur M qui respecte
I'orientation et la métrique de M et réciproquement.

Avant d’aller plus loin on peut déja donner quelques propriétés simples mais
importantes du fibré twistoriel. Ce sont des propriétés bien connues dont la dé-
monstration découle directement de la définition.

Proposition 1 (par exemple [AHS78|, [dBN98|) : Soit (M, g) une 4-variété
riemannienne orientée et T(M, g) son espace twistoriel.

1) Le fibré w: 7(M, g) — M est un fibré lisse localement trivial en sphéres S?.

2) Le groupe structural du fibré est le groupe SO(3).

3) Si g et h sont deuxr métriques sur M alors les fibrés T(M,g) — M et
T(M,h) — M sont isomorphes :

difféomorphisme

(M, g = 7(M, h)

~ .,

Cette derniére propriété est extrémement importante. Ainsi supposons que
M soit parallélisable. On choisit une trivialisation de son espace tangent
TM ~ TM x R* et on munit R* de la métrique et de l'orientation standard.
Le fibré twistoriel de M est alors topologiquement trivial. La troisiéme propriété
nous dit que quelque soit la métrique sur M, aussi compliquée soit elle, le fibré
twistoriel associé a cette nouvelle métrique sera encore trivial.

Conclusion : Soit M est une variété orientée parallélisable et g une métrique
riemannienne sur M. Le fibré twistoriel de (M, g) est alors topologiquement tri-
vial.

Si h est une métrique dans la classe conforme de g, c’est-a-dire s’il existe une
fonction f € C*(M,R) telle que h = e/g, alors 7(M,g) = 7(M,h). Ici, on a
vraiment une égalité entre fibré, pas juste un isomorphisme, puisqu’une structure
presque complexe qui respecte la métrique g, respecte aussi la métrique h.

3.1.2 Structure presque complexe sur ’espace twistoriel

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée, on veut définir une structure
presque complexe sur son espace twistoriel 7 : 7(M, g) — M. La connexion de
Levi-Civita sur (M, ¢g) induit une connexion sur 7(M, g). L’espace tangent en tout
point a = (m, J,,,) de 7(M, g) admet donc une décomposition en somme directe
d’un espace horizontal H, et d'un espace vertical V,, : T,7(M) = H, ® V.
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L’espace vertical V, est tangent a la fibre de m : 7(M,g) — M au-dessus
du point m. Il s’identifie au noyau de la différentielle d,x : T,7(M) — T,,M.
L’espace horizontal est isomorphe & 7, M.

La structure complexe sur 7,,7(M) est définie par ses restrictions a H, et
V.. Sur H,, on transporte ’endomorphisme .J,,, de T, M. Le groupe structural de
T(M) est SO(3), on peut donc munir 'espace vertical V,, de la structure complexe
de CP' ~ S2. Pour illustrer cette construction, on peut donner le dessin suivant
qui est tiré du livre d’Arthur Besse |Bes87].

S2 ~ 77 (m)

Va

Jcpl
(M, g)

o Im H,

Tm M

Proposition 2 [AHS78| : Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée. Son
espace twistoriel T(M, g) est muni d’une structure presque complexe canonique qui
ne dépend que de la classe conforme de la métrique g.

On a vu que si g et h étaient deux métriques conformes sur M alors les fi-
brés twistoriels 7(M, g) et (M, h) étaient les mémes. Cette proposition nous dit
que les structures presque complexes sur ces deux espaces sont aussi les mémes.
On ne peut donc pas différencier les espaces twistoriels associés a des métriques
conformes. Une condition d’intégrabilité de cette structure presque complexe a
été donné par Atiyah, Hitchin et Singer.

Théoréme [AHST8| : La structure presque complexe canonique sur (M, g) est
intégrable si et seulement si la métrique g est anti-autoduale.

La réciproque de ce théoréme nous sera trés utile pour la suite. Elle permet en
effet de munir certaines 6-variétés (réelles) d’une structure complexe (cf. chapitre
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5 et 6). Avant d’en donner une démonstration, il faut noter que beaucoup de
variétés admettent une métrique anti-autoduale :

Théoréme [Tau92] : On note CP? le plan projectif muni de l’orientation inverse.
Alors, pour toute J-variété M, il existe un entier mg tel que la somme connexe
MtmoCP? admette une métrique anti-autoduale.

Preuve du théoréme dintégrabilité. On ne cherche a démontrer que la réciproque
du théoréme. On note J; la structure presque complexe canonique sur 7(M, J).
Soit z = (m,J) un point de 7(M,g) et X,Y deux vecteurs tangents en z a
T7(M,g). On note X et Y leur projection sur 7,,M. Enfin, on note N le tenseur
de Nijenhuis de J; :

N(X,Y) = [JuX, JY] = Ju[JuX,Y] — Ju[X, JY] — [X,Y].

Grace a la métrique g, on identifie /\2 T M al’ensemble des endomorphismes anti-
symétriques de T'M. Par définition la fibre de 7 : 7(M, g) — M au-dessus de m

est :
7 Ym) ={J € SO(T,,M)/J* = —Id, ] >> 0}.

Le sous-espace tangent V, a cette fibre au point z est donc :

V., ~{X € so(T,,M)/JX + X J = 0}.

Remarque : Pour tout endomorphisme A € /\2 T.M :
A, J|=AJ—JA € V..

Avec ces identifications, on peut énoncer le lemme suivant dont on trouvera une
démonstration dans [dBN9§| (lemme 2.3.15) :

Lemme 1 : Soit R le tenseur de courbure de g sur M. La composante horizontale
du tenseur de Niyjenhuis est nulle, sa composante verticale est égale a :

R(XAY = JX AJY) + JR(X AJY +JX AY), ).

Comme J préserve l'orientation on a :

XANY —JXANJY € N T.M
XANJY +JXAY € N T.M

On rappelle que dans la base (X7, ...,Y3) (cf. notation de la section 1.1.2), la
matrice de 'opérateur de courbure R s’écrit :

p_ (Wrtsld B
B W+ 31d
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De plus comme J préserve l'orientation, elle commute avec les éléments de
N T.M :
la, J] =0 Vae N\™T,,M.

Si bien que seule la composante W* + ;5/d dans la matrice de R joue un role
dans le calcul de la composante verticale du tenseur de Nijenhuis.
Mais on a aussi I'égalité :

(XAY —JXAJY)+J(XANJY +JXAY)=0 VXY €T, M.

De sorte que la composante 75/d ne joue aucune roéle non plus. On vient de
montrer que la composante verticale du tenseur de Nijenhuis de J.; est en fait :

WHXAY = JX AJY) + JWH(X ATV +IX AY), ]

Si la métrique g sur M est anti-autoduale, la structure presque complexe sur
T(M, g) est bien intégrable. [

3.1.3 Espace twistoriel et structure complexe sur M

Avant de donner des exemples d’espaces twistoriels, on voudrait énoncer une
proposition. L’'introduction des espaces twistoriels nous a été motivée par 1’étude
des structures presque complexes d’une 4-variété M. En effet, une section globale
s du fibré twistoriel de M est une structure presque complexe sur M. L’espace
twistoriel permet de savoir si cette structure presque complexe est intégrable ou
kéhlerienne. Cela nous confirme I'importance de cet outil.

Proposition 3 (par exemple [dBN98|, [Sal85]) : On note J.; la structure
presque complexe sur 7(M, g). Une structure presque complexe J sur M associée
a une section s : M — 7(M, g) est intégrable si et seulement si la différentielle
ds vérifie :

dso J = Jgods.

Lorsque cette égalité est vérifiée, on dira que s est une section holomorphe. Si
la structure J,; est intégrable, cela revient a dire que s(M) est une sous-variété
complexe de 7(M, g).

Proposition 4 (par exemple [dBN98|) : Une structure presque complexe asso-
ciée a une section s est kahlerienne si et seulement si s est une section horizontale.
C’est-a-dire que l'espace tangent de la variété s(M) est horizontal.

Ces deux propositions, dont les démonstrations sont données dans le prochain
paragraphe, nous confirment que l'espace twistoriel d'une variété (M, g) est un
outil trés important pour I'étude des structures complexes de M. Nous allons
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dans cette thése, donner quelques applications de la théorie des espaces twis-
toriels sur l'existence et l'inexistence de structures complexes sur une 4-variété.
Nous donnons ici un premier résultat pour le moins surprenant qui donne une
caractérisation des métriques anti-autoduales en termes de structures complexes.

Proposition 5 [Sal91] : Une métrique g sur une j-variété orientée M est
anti-autoduale si et seulement si en tout point p de M il existe localement trois
structures presque complexes intégrables Jy, Jo et J3 qui respectent l’orientation
et la métrique de M, et qui de plus sont indépendantes c’est-a-dire telles que :

Ji(p) # £J;(p) lorsque i # j € {1,2,3}.

Le sens direct est facile. Si la métrique g sur M est anti-autoduale, l'espace
twistoriel 7(M, g) est complexe. Il y a donc localement beaucoup de sections
holomorphes. Par la proposition 3, on a donc au moins trois structures presque
complexes intégrables et indépendantes au voisinage de tout point. La réciproque
a ¢té montrée par Salamon.

3.1.4 Démonstration des propositions 3 et 4
Démonstration de la proposition 3

La démonstration que je donne ici est celle de [dBN98]|. Elle repose sur deux
lemmes.

Lemme 2 : Soit V la connexion de Levi-Civita sur M associée a la métrique g.
La structure presque complexe J est intégrable si et seulement si :

VixJ =JVxJ vX € TM.

Preuve. Soit X et Y des vecteurs de TM, on note :
AX)Y)=(Vyx )Y —J(VxJ)Y
et N le tenseur de Nijenhuis :
N(X,Y)=[JX,JY] - JJX, Y] - J[X,JY] - [X,Y].
Comme la connexion de Levi-Civita est sans torsion, on a :
AX)Y)—AY,X) = N(X,Y).

Grace au théoréme de Newlander-Nirenberg, on en déduit que si A est nul la
structure presque complexe J est bien intégrable.
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Réciproquement si J est intégrable, on a d’une part :
AXY) =AY, X) VXY € TM. (1)

Et d’autre part, comme ¢ est hermitienne pour la structure presque complexe J :

g(AX,Y), Z2) = —g(V, A(X, Z)) VX,Y,Z e TM. (2)
On a donc :
g(AX, X),Z) = —g(X,A(X,2)) (d’aprés 2)
= —g(X,A(Z,X)) (d’aprés 1)
= g(A(Z,X),X) (d’aprés 2)

Ces deux derniéres égalités montrent que si J est intégrable alors :
g(A(X,X),Z) =0 VX, ZeTM.
En particulier :
0= g(A(X LY, X+ Y),Z) = —29(A(X,Y),Z) VX,Y,Z€TM.

Si J est intégrable, on a donc bien A(X,Y) =0 VX,Y € TM. Ceci conclut la
démonstration du lemme 2. []

Lemme 3 : La section s est holomorphe si et seulement si :

AX,Y)=0 VYX,Y e TM.

Preuve. Avant de commencer la démonstration de ce lemme, il nous faut introduire
un certain nombre de notation. On fixe m un point de M et on note J = s(m). Il
existe un voisinage V,, de m dans M et une base locale (X;, X, X3, X4) de TM
telle que :

(VX)) =0 Vie{l,2,3,4}.

La matrice de J dans cette base est J = [J;;]. De plus la base (Xi, Xs, X3, X4)
induit une trivialisation de la fibration twistorielle au-dessus de V,, :

7 V) Vin X SO(4)

Dans ce systéme de coordonnées, la section s s’écrit :

s: Vi — Vi xSO(4)
g — (5l
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Rappel : On a une identification :
S*~{JeS04)/J*=—Idet J>>0).
L’espace tangent 1;S? & la sphére S? au point .J est donc :
T;S* ~ {X € s0(4)/JX + XJ = 0}.

Avec ces identifications la structure complexe de CP! sur la sphére est donnée
par 'endomorphisme :

J([:pli TJ82 — ZTJS2
X — JX.

Un simple calcul suffit alors a démontrer le lemme. Avec nos notations, la diffe-
rentielle de la section s au point m dans la direction X € T}, M est :

dpns(X) = (X, (s (X)) )

Les égalités qui suivent sont toutes écrites au point m fixé précédemment. Pour
alléger ’écriture on ne le précisera plus. Par définition, on a d’une part :

dns(JX)) = (JXh [dmsij(JXl)D
= (T sy (5, 14X.)
JX0, [, Jrldmsij(Xr)]>‘

I
/N

Et d’autre part :
Jetms(X1) = Jeo( X, [dunsis(X0)] )

Mais la base (X1, Xo, X3, X4) a été choisie pour qu’au point z, la trivialisation
de 'espace twitoriel coincide avec la décomposition en sous-espaces horizontal et
vertical. De sorte que par définition de la structure presque complexe sur 7(M, g)
on a:

Jadms(X0) = (JX0, I [dsiy (X))
= (JXLIZ, adusiy(X0)]).
A l'opposé et en utilisant 14 encore le fait que (VX;),, =0, on a d'une part :

(Vox, )X, = Vi JX; — IV, X,

|
<
<
=
(7]
>
<

> Amsig(J X)X + 3758V x, Xi
Zir dmsij(Jrer)Xi
= D i Inidmsii (X)X
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et d’autre part :

IV, D)X, = JVxJX; + VX,

IV, D2, 8rj X,

TS s (X)X, + TS 5,V 5, X,
> e (X1) J X,

= D Jirdmsi(X0) X

On a donc A(X;, X;) = 0 si et seulement si :

Z Jrldmsij(Xr) = Z Jirdmsrj(Xl) \V/'l - {]_, 2, 3, 4}

ce qui est précisément la condition pour que s soit holomorphe. Ceci conclut la
démonstration du lemme 3 et donc de la proposition 3. [J

Démonstration de la proposition 4

Maintenant que les notations sont en place, il est assez facile de montrer la
proposition 4. Par définition la structure presque complexe J est kidhlerienne si
et seulement si :

VXkJXj = JVXka Vk,j € {1,2,3,4}.
Au point m cela donne :

Ei deZJ(Xk>XZ + 22 SiijkXi
= 2 dmsii (Xi) X

En d’autres termes J est une structure kihlerienne si et seulement si :

dsii(Xe) =0 Vi, j ke {1,2,3,4}.

Mais on rappelle que :
As(X) = (X, [dnsig(X)] ).

De plus par hypothése sur le choix de la base (X3, X5, X3, X,), au point m la
trivialisation de I’espace twitoriel coincide avec la décomposition en sous-espaces
horizontal et vertical. On a donc bien J Kéhler si et seulement si I'espace tangent
de la variété s(M) est horizontal. [

3.2 Exemples d’espaces twistoriels

On ne donne ici que 4 exemples d’espaces twistoriels. Nous donnerons d’autres
exemples un peu plus loin dans 'exposé. Ces exemples sont donnés sans démons-
tration.
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3.2.1 Espace twistoriel du plan projectif complexe CP?

On a vu que le plan projectif complexe n’admettait aucune métrique anti-
autoduale. Par contre la métrique de Fubini-Study est autoduale. Si on renverse
orientation de CP?, on a alors une métrique anti-autoduale. On note CP2 le
plan projectif complexe muni de son orientation opposée.

Soit Fj l'espace de drapeau de dimension trois, c’est-a-dire I’ensemble des
couples (m, 1) ott m est un point de CP? et [ une droite de CP? qui contient le
point m. La fibration twistorielle de CP2, muni de la métrique de Fubini-Study
est la projection suivante [AHS78| :

WWZ F3 S CP2
(m,l) — INnmt.

On peut remarquer que 'espace twistoriel de CP? est Kéhler.

3.2.2 Espace twistoriel de la sphére S*

La sphére S* munie de sa métrique usuelle est localement conformément plate.
Son espace twistoriel est donc complexe. Atiyah Hitchin et Singer [AHS78]| ont
montré que la fibration twistorielle de S* était la fibration de CP? sur HIP! définie
comime suit.

On identifie C* avec H? grace a 'application :

c* — H?
(21,22, 23, 24) +—— (21 + 220, 23 + 24]).
La sphére S* s’identifie & la droite projective quaternionique HP!. Soit z € C*, on
note Cz la droite complexe engendrée par le vecteur z. De méme on note Hz la

droite quaternionique engendrée par le vecteur z, c’est-a-dire le 2-plan complexe
engendré par z et jz. La fibration twistorielle est alors I'application :

g . CP® — HP!
Cz +—— H=.

L’espace twistoriel de S* est lui aussi Kéihler.

3.2.3 Espace twistoriel de R? : premiére présentation

On munit R* de son orientation et de sa métrique canonique. La 4-variété R*
est alors globalement conforme a S* — {oo}. En effet, on identifie R* et H :

R* — H
(21,22, 3,24) +—— X1+ Xl + (3 + 247)].
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L’application conforme entre S* — {oo} et R* est alors :

St—{x} — H
H(q, ) +— ¢ ¢

L’espace twistoriel de R* est donc une restriction de celui de S*. Notons I, la
fibre au-dessus du point oo de la spheére :

Lo = {C(zl,ZQ,O,O)/(zl,ZQ) cC?— {0}} ~ CP'.

La fibration twistorielle de R*, muni de sa métrique et de son orientation cano-
nique est donc 'application :

mpa s CP3—{l} — H
C(21,20,23,24) +— (234 227) " (21 + 229).
3.2.4 Espace twistoriel de R* : deuxiéme présentation

Avant de donner ’espace twistoriel de S' x S?, on voudrait donner une nouvelle
présentation de l'espace twistoriel de R* munie de sa métrique usuelle. Il existe
une submersion naturelle de 7(R*) sur CP! :

p: T(RY) —  CP!
C(z1, 22, 23, 22) +—— C(z3, 24).

L’espace twistoriel de R* est donc un fibré vectoriel complexe de rang deux au-
dessus de CP'. On note O(1) — CP! le fibré vectoriel de rang un dont la
premiére classe de Chern vaut 1.

Proposition 5 [AHS78] : La fibration de 7(R*) sur CP' s’identifie a la fibration
O(1)® O(1) — CP.

Preuve. Pour définir un atlas sur CP?, on prend les ouverts :

{ Z/{3 = {[23724] < CPl/Zg #0}
Z/I4 = {[23,2’4] € CP1/2’4 7&0}

et les cartes :

o3 U3z — C

[23,24) ¥— p=2

¢p: U — C

[237 24] = 7N
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Au-dessus de Us, le fibré p : 7(R?) — CP! est trivial :

P (Us) = Us x C?
Clnamzz) ——  (2(2,2)
p Lp
Us . Us
(C(Zg, 24) — H= j_?;

De méme au-dessus de Uy :

L (U) _~ . U, x C?
C(z1, 22, 23, 21) — (i_Z’ G i_i))
U, - s Uy
C(z3, 24) — n=7:

Le cocycle du fibré p : 7(R*) — CP! est donc :

cocycle

(u3 mu4> « C?
o) s
K . /

C’est précisément le cocycle du fibre O(1) & O(1) — CP. O

3.2.5 Espace twistoriel de S' x S?

On veut étudier ici la variété S' x S* munie de son orientation naturelle et de
la métrique produit. On peut réaliser S! x S* comme le quotient de R*™* = R*—{0}
par l'action du groupe < eld > engendré par ’homothétie de rapport e :

R* —  S'xS?

z=c X — (t modl,ﬁ)

El

ot ||z]| est la norme euclidienne de z € R. Un petit calcul permet d’établir le
lemme suivant.
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L . Lo dx?+dri+dxd+da?
Lemme 4 : Dans R* la métrique produit sur S' x S* s’écrit : 2 m|Tz||2m3 T4
C’est ce qu’on appelle la métrique de Vaisman.
P dw%—l—dm%—l—dm%—l—dwi N P 4 )
La métrique EE est conforme a la métrique plate de R*. L’espace

twistoriel de S* x S* est donc un quotient de celui de R**.
Comme précédemment on note [y la fibre au-dessus du point 0 de la sphére S* :

lp = {C(O, 0, 23, 24)/(2’3, 24) c C2 — {0}} ~ Cpl
L’espace twistoriel de R*, muni de sa métrique canonique est donc :

TTRAx - Cpg — {loo, l()} — R4*
C(z1, 22, 23,21) +— (23 +245) " (21 + 22))

L’homothétie de rapport e sur R* se releve sur CP? — {l, o} en I'application :

~ CPP— {lo,lyy —  CP?—{l,l)
C(z1, 29, 23,24) +—— Clezy, ez, 23, 24).

La fibration twistorielle de S! x S? est donc la projection :

CP® — {lo o}/ ~  — RY/ < eld >=S' x S

Wslsz :
C(z1, 22, 23,24) mod ~ +—— (234 215) (21 + 225)  mod eld.

Il existe d’autres métriques sur S' x S3, on verra dans le prochain chapitre ce que
devient alors la fibration twistorielle.

3.3 Propriétés des espaces twistoriels

3.3.1 Fibré normal

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée et 7(M, g) I'espace twistoriel
associé. On fixe un point m de M et dans la fibration 7(M, g) — M, on note
Zm ~ CP! la fibre au-dessus de m. Soit N — Z,,, le fibré normal de cette fibre.

T7(M,g) N
| |
(M, g) Zom

| |

M m
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Le fibré dual du fibré tautologique O(—1) est par définition le fibrée O(1). C’est
I'unique fibré en droite au-dessus de CP! dont la premiére classe de Chern est 1.

Proposition 6 [AHS78| : Le fibré normal N — Z,, est isomorphe au fibré
O(1) ® O(1).

C’est une propriété extrémement importante des espaces twistoriels dont la dé-
monstration, un peu technique, est donnée en annexe.

3.3.2 Classes de Chern

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée. On note 7 : Z — M son
fibré twistoriel. On a construit une structure presque complexe sur Z, on peut
donc calculer ses classes de Chern. On note ¢; sa i ™ classe de Chern et ¢ la classe
totale. Soit h le générateur du H?*(CP',Z) ~ Z et H*(M,R) l'anneau de coho-
mologie de M. Par le théoréme de Leray-Hirsch [BT82], 'anneau de cohomologie
de Z est un H*(M,R)-module engendré par h. On note x et 7 la caractéristique
d’Euler et la signature de M. Ce sont des éléments de H*(M,R). Par le théoréme
de Leray-Hirsch, on peut également considérer x et 7 comme des éléments de
H*(Z,R). Dans les deux cas, on utilisera la méme notation.

Théoréme [Hit81] : Les classes de Chern du fibré twistoriel de (M, g) sont :

cT = 4h
co = 3x+37
Cc3 = QhX

Grace a ce théoréme, dont une preuve est donnée en annexe, on peut calculer la
dimension de Kodaira des espaces twistoriels.

3.3.3 Dimension de Kodaira
Définition

Soit V' une variété compacte complexe de dimension p. Le fibré canonique
Ky est par définition le fibré des p-formes complexes A’ 7*V. On montre que
I'espace des sections holomorphes de la n'™® puissance tensorielle K" est de di-
mension finie P, (V). Suivant le comportement de la suite (P,(V)) on associe

n>0’
un nombre a la variété V. Ce nombre est la dimension de Kodaira de V notée

Kod(V) :

Kod(V) = —oo si la suite (P,(V)) _, est constante égale a zéro,

Kod(V) =k € N si la suite (Pv;fk”)m est bornée mais pas (%

)n21'
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On montre que la dimension de Kodaira d’une surface V' est au plus égale a sa
dimension complexe ici p.

En dimension un les variétés compactes complexes sont les surfaces de Riemann
>4. Elles sont classifiées par leur genre g. En utilisant le théoréme de Riemann-
Roch, on vérifie que :

Dimension de Kodaira des espaces twistoriels

Grace au calcul des classes de Chern de 'espace twistoriel de (M, g), on peut
en déduire la dimension de Kodaira de 7(M, g).

Théoréme [Hit81] : Pour toute 4-variété riemannienne orientée (M, g) la di-
mension de Kodaira de son espace twistoriel est —oo.

Preuve. On note Z lespace twistoriel de (M, g) et K le fibré canonique de Z.
On a ¢ (K) =ci(N* T*Z) = ¢,(T*Z) = —4h. Pour les puissances tensorielles, on
a ¢ (K®™) = —4mh. On restreint le fibré K™ — Z a une fibre Z,, ~ CP. On
obtient alors un fibré en droite au-dessus de CP! et de degré :

/ —4mh = —4m < 0.
cpl

Une section holomorphe globale s du fibré K®™ — Z doit étre nulle sur chaque
fibre Z,, et donc partout : H°(Z, K®™) = 0. Quelque soit la variété M, la dimen-
sion de Kodaira de son espace twitoriel est bien —oo. []

3.3.4 Dimension algébrique
Définition

La dimension algébrique a(V') d'une variété complexe V' est le degré de trans-
cendance sur C du corps des fonctions méromorphes sur V. Ainsi, si a(V) = 0
alors les seules fonctions méromorphes sur V' sont les fonctions constantes. Si V
est compacte, on montre que la dimension algébrique de V' est un entier inférieur
ou égal a la dimension complexe de V. Lorsqu’il y a égalité, on dit que V est
Moishezon.
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Dimension algébrique des espaces twistoriels

Grace aux travaux de Gauduchon, Pontecorvo, Poon, Fujiki, Campana.... on
connait la dimension algébrique de 'espace twistoriel d'une 4-variété (M, g) ou g
est une métrique anti-autoduale. Dans le cas générique, la dimension algébrique

est nulle. Ce résultat est donné pour information et ne sera pas utile pour la suite
[Cam91]|, [Fuj02], [Gau9l]|, [Poo88|, [Pon9lal.

Théoréme : Soit (M, g) une 4-variété orientée munie d’une méltrique g anti-
autoduale. On note Z son espace twistoriel.

(i) Si a(Z)=3 alors M est homéomorphe & une somme connexe de CP%. Dans
ce cas, Z est Moishezon.

(ii) Si a(Z)=2 alors M est homéomorphe a une somme connexre mCP?, ou M
est homéomorphe & un quotient fini de la variété St x S3mCP2.

(111) Si a(Z)=1 alors M est plat, M est le quotient d’une surface K3, ou la
courbure scalaire de M est positive. Dans ce dernier cas, le premier nombre
de Betti de M est zéro ou un.

(iv) Sinon a(Z)=0.

St la métrique g est a courbure scalaire constante négative alors la dimension
algébrique de Z est nulle.
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Ensemble des structures presque
complexes d’une 4-variété

Il serait trés intéressant de comprendre a quoi ressemble 'ensemble des struc-
tures presque complexes intégrables sur R*. Est-ce que cet ensemble & un nombre
fini de composantes connexes ? Est-ce un ensemble ouvert ? Un ensemble fermé ?
Ce qui est str c’est que ce ne peut pas étre un ensemble connexe. Il y a au moins
deux composantes connexes : les structures presque complexes qui respectent
I'orientation et celles qui ne la respectent pas. Mais est-ce que ’ensemble des
structures presque complexes intégrables qui respectent ’orientation est connexe ?
Ce sont des questions trés difficiles. On se restreint ici au probléme beaucoup plus
restrictif des structures presque complexes qui respectent ’orientation et la mé-
trique. La réponse a ce probléme est alors essentiellement déja contenue dans la
littérature. Ce chapitre a pour unique but de regrouper et de préciser ces résultats.

4.1 Solution du probléme pour R*

On munit R* de son orientation et de sa métrique canonique. La variété
R* est parallélisable. Son espace twistoriel est donc topologiquement trivial :
7(RY) ~ R?* x §?. Une structure presque complexe qui respecte l'orientation et
la métrique est donc juste une fonction de classe C*° de R* dans S?. On cherche
parmi toutes celles-ci, celles qui sont intégrables. On va montrer qu'une structure
presque complexe sur R* associée & une fonction s : R* — S? est intégrable si
et seulement si s est une fonction constante.

Proposition 1 [Wo092]| : L’ensemble des structures presque complezes inté-
grables qui respectent lorientation et la métrique canonique de R* s’identifie a la
spheére S?.

Remarque : Toutes ces structures complexes sur R* sont biholomorphes
(cf. démonstration a la section 4.1.2).



38 Chapitre 4

Corollaire : L’ensemble des structures presque complexes intégrables qui res-
pectent 'orientation et la métrique canonique d’un tore plat T* s’identifie a la
sphere S?

Preuve. Une structure presque complexe intégrable sur un tore T*, se reléve en
une structure complexe sur R. [

Nous reviendrons sur ’étude du tore a la section 4.4. Nous donnerons une autre
preuve de ce corollaire et nous verrons pourquoi ces structures complexes ne sont
pas toutes biholomorphes.

Le plan de la démonstration de la proposition 1 est le suivant :

1) On construit une submersion holomorphe de 7(R*) sur CP*.

2) Les fibres de cette submersion sont donc des sous-variétés holomorphes de
7(R*). On montre que ce sont des sections du fibré twistoriel
7(R*) — R*. D’aprés la proposition 3 de la section 3.1.3, elles définissent
donc des structures presque complexes intégrables.

3) Enfin, on montre que ce sont les seules.

4.1.1 Démonstration du théoréme 1
Submersion sur CP?

On rappelle que I, = {C(Zl,ZQ,0,0)/(Zl,ZQ) c C? - {0}} et que l'espace

twistoriel de R* est CP? — {l..}. On a donc une submersion holomorphe de
'espace twistoriel de R* sur CP! définie par :

p: CcP*-{i,} — CP!

(C(Z17 294 %3, Z4) — C(Z37 Z4)

Section du fibré twistoriel

Soit (a3, a4) un point quelconque de C?*. La fibre de la submersion au-dessus
du point C(as, as), notée p~1(as, ay), est une sous-variété holomorphe de 1’espace
twistoriel 7(R?*). Cette fibre définit une section holomorphe du fibré twistoriel de
R%.
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cp?

C(as, aq)

p~ (a3, a4)

TTR4

R4

[’ensemble des structures presque complexes intégrables qui respectent 1'orien-
tation et la métrique canonique de R?* contient donc au moins 1’ensemble S?. Reste
a montrer qu’il n'y a pas d’autres structures presque complexes intégrables que
celles-ci.

Pas d’autres sections

Par le théoréme de Remmert et Stein [Nar66], si A est une hypersurface ana-
lytique de CP? — {l..} alors son adhérence A est une hypersurface analytique
de CP3. De plus, par le théoréeme de Chow [Nar66|, les sous-variétés analy-
tiques de CP? sont algébriques. Si s une section holomorphe du fibré twistoriel
7(R*) — R*, la variété s(R*) est donc le lieu des zéros d'un polynéme homogene
P. Mais s est aussi une section donc l'intersection de cette surface avec les fibres
de 74 est réduite a un point. Par le théoréme de Bezout le polynéme P est de
degré un :

P(z1, 29, 23, 24) = az1 + bzy + cz3 + dzy.

Comme s(R*) n’est pas difféomorphe a S? :

SR N loo = oo

C'est-a-dire a = b = 0 et s(R*) = p~1(—d, c).

On a montrer que la variété @ appartenait a la famille (paramétrée par
CP') des plans de CP? qui contiennent la droite lo. En d’autres termes, les
seules structures presque complexes intégrables qui respectent 'orientation et la
métrique canonique de R* sont les fibres de p. Ceci conclut la démonstration de
la proposition 1. [J
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4.1.2 Interprétation

On définit sur R* les 3 structures presque complexes constantes :

0 -1 0 0 0 0 -1 0 00 0 -1
1 0 0 O 0 0 0 1 00 —1 0
=19 0 0 -1 |1 0 o0 o|® |01 0 o
0 0 1 0 0 -1 0 0 10 0 O

Elles vérifient les relations Iy Jy = —Jyly = Ky, si bien que pour tout point (a, b, ¢)

de la sphére S?, on peut définir la structure presque complexe J = aly+bJy+cK,.
La proposition 1 nous dit exactement que ces structures presque complexes sont
intégrables et que ce sont les seules qui respectent la métrique et 'orientation
canonique de R%. On peut remarquer que toutes ces structures complexes sont
biholomorphes. En effet, il existe P € GL(R?) tel que :

J = PI,P!

et donc 'application
¢ : (R4a [0) - (]R4? J)

T — Px

définit un biholomorphisme.

Corollaire : La seule structure de variété complexe sur R* qui respecte l’orien-
tation et la métrique canonique est celle de C2.

4.2 Solution du probléme pour S! x S3

4.2.1 Structures complexes a biholomorphisme prés

Il existe beaucoup de structures complexes sur S* x S?. Dans le cas présent,
on connait ’ensemble des structures complexes a bihomorphisme prés.

Théoréme [Kod66| : Pour toute surface complexe S difféomorphe a S* x S?, il
existe un entier m et des complexes o, 3,t qui vérifient :

O<l|al<|fl<1 e (B"—a)t=0

tels que la variété S soit biholomorphe & la variété Hm o 54 quotient de C** par
le groupe d’automorphismes < v > de C** engendré par :

v (C2* _ C2*
(21,22) +—— (az + 125", Bzo).
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Réciproquement, pour tout choiz de quadruplet (m, c, B,t) qui vérifient la relation
ci-dessus, l'action du groupe < v > sur C* est propre discontinue sans point five
et le quotient Hm o 5y est une surface complexe difféomorphe a St x S°.

A toute structure complexe sur S' x S* on peut donc attacher (au moins) un
quadruplet (m, «, 3,t). Les relations du théoréme nous affirment que si Uentier m
est nul alors le complexe ¢ est nul aussi. Dans ce cas on écrira H, ) plutot que
H(o.0,5,0)- On sait exactement quand deux structures complexes sur S' x S sont
identiques.

Théoréme [Dab82] : Soit Hinap:) €t H 555 deux surfaces de Hopf.
(i) Sim #m les surfaces Hin o) €t Hz 557 ne sont pas biholomorphes.
(ii) Sim = m = 0 alors H,p) et H g 5 sont biholomorphes si et seulement si
{a, 8} = {a, 7}
(iii) Sim = m # 0 alors Himapy et H; 555 sont biholomorphes si et seule-

ment si (o, f) = (&, 3).

4.2.2 Structures presque complexes intégrables

On a vu que si on changeait la classe conforme de la métrique sur M on
ne changeait pas la fibration twistorielle, mais on changeait la structure presque
complexe sur 7(M). Suivant le choix de la métrique sur S' x S?, 'ensemble des
structures presque complexes intégrables compatibles avec 'orientation et la mé-
trique sera donc différent.

2 2
On munit C** de la métrique de Vaisman : %. Lorsque a et (3 sont
deux nombres complexes de méme module |o| = |3] € ]0, 1], cette métrique passe

au quotient sur H, ). On note g, la métrique induite par la projection :
T(a,B) Cz* — H(aﬂ).

Pour chaque couple (a, 3) on a une nouvelle métrique sur le produit S! x S3. La
métrique g(q,g) est la métrique produit si et seulement si o = 3 = e.

Remarque : On note a le conjugué complexe de o € C. Les wariétés
(S' x 8%, gag)) et (S' X S°, gaz) sont isométriques.

Preuve. L’application :

((22*’ V) —_ (C2*’ V)

(Zl, 22) — (21, 22)
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est une isométrie qui passent au quotient en l'isométrie recherchée :

(62*, V) .~ o ((C2*, V)

”(aﬁ)t lw(aﬁ)

(S' % $%, gap) ——  (8'xS g4p)
De méme on montre que (S X S%, ga,3)) et (S' X S%, ga,3)) sont isométriques. O

Comme S' x S? est une variété parallélisable, 'ensemble des structures presque
complexes sur S' X S* qui respectent la métrique g(q,5) s'identifie & Pensemble des
fonctions de classe C*® de S! x S? & valeurs dans S?. La méme démonstration que
celle de la proposition 1 donne le résultat suivant inspiré de [Pon91b|, [Gau95] :

Proposition 2 : L’ensemble des structures presque complexes intégrables sur
(S' X S%, g(a,3)) qui respectent son orientation et sa métrique s’identifie a :

(i) L’union disjointe de deuz sphéres si « et [3 sont égauz et réels.
Toutes ces structures complexes sont biholomorphes a celle de H, ).

Hae Ha,a)

Cas ou = a € R.

(ii) L’union d’une sphére et de deux points si o non réel et f = a.
Les structures complexes de la spheére sont biholomorphes a celle de Hq ).

Les structures complexes des deux points isolées sont celles de H, o) et de
H((l&).

Ha,a)

X

X

Haa Ha,5)

Cas ot = a ¢ R.
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(11i) L’union d’une sphére et de deux points si o non réel et = a.
Dans ce cas, les structures complexes de la sphére sont biholomorphes a

celle de Hqa). Les structures complexes des deux points isolées sont celles
de H(a’a) et de H(a,a)-

Ha,a)

X

Haa) Ha,a)
Cas ot =« ¢ R.

(iv) Quatre points sinon.
Dans ce cas, on retrouve les structures complexes de H py, His ), Hap)

et H(OC’B) .
Ha,p) Ha,p)
X X
X X
Ha,p) Hs,p)

Cas restants.

Remarque : Si g est une métrique localement conformément plate sur S' x S3
non conforme a une métrique de la forme g g alors il n’existe pas de structure
presque complexe intégrable sur (S' x S3,g) compatible avec ['orientation et la
métrique (cf. démonstration a la section 4.2.4).

Ceci résout donc entiérement 1'étude du cas S* x S? pour les métriques localement
conformément plates. On peut voir ici qu’il existe des structures complexes non
biholomorphes qui respectent la méme métrique. Ce n’est pas le cas pour R* muni
de la métrique canonique (cf. section 4.1.2).

On I'a déja dit, la structure complexe de 'espace twistoriel change si on change
de classe conforme de métrique, il n’est donc pas surprenant que suivant cette
structure complexe, le nombre de sections holomorphes du fibré twistoriel différe.
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On peut méme pour chacune de ces métriques calculer la dimension algébrique
de D'espace twistoriel de (S' x S?, ga,p))-

Théoréme [Gau95s| : Soit a = ret et 3 = re'? deur nombres complezes de
méme module 0 < r <1 et Z lespace twistoriel associé a (S' x S, g(a,9))-

(i) Si 0, et Oy sont Z-indépendants dans R/27Z, la dimension algébrique de Z
est zéro.

(ii) Si 01 et Oy sont Z-dépendants mais e et ¢ ne sont pas des racines de
l'unité, la dimension algébrique de Z est un.

(iii) Si €' et €2 sont des racines de l'unité, la dimension algébrique de Z est
deux.

Remarque : Dans le cas ou (o, §) = (%, %), la dimension algébrique Z est deu,
bien que le fibré Z — H, ) ne possede que quatre sections holomorphes.

4.2.3 Démonstration et interprétation de la proposition 2

On rappelle que :
loo = {C(zla 22,0,0)/(21, 22) S C2 - {O}}

lo = {C(O,O,z3,z4)/(23,z4) cC?— {0}}

et que l'espace twistoriel de R* est CP3 — {l, Iy}
Par définition, H, 5 = R*/ <~ >, avec :

v C? — C?
(21,22) —— (az1, B22).

L’espace twistoriel de H(, g est donc un quotient de celui de R**. On vérifie
[Pon97| que I'action de v sur R* se releve sur CP? — {l,lo} en 'application :

~ Cpg—{loo,lo} — CP?’—{ZOO,ZQ}
C(z1, 22, 23, 24) +— C(azbﬁzmzs,%%)-

La fibration twistorielle de H(, gy est donc la projection :

W(a,ﬁ) . CP3 — {loo, lo}/ ~ — H(aﬂ)
C(z1, 22,23, 21) mod ~ — (23 + 245) " (21 + 227).
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Casou ff=acR

Si a et 3 sont égaux et réels, 'application ~ s’écrit :

~: CP3—{le,lo} — CP3—{ly,lo}

(C(Z17227Z37Z4) C(OKZl,O{ZQ,Zg,Z4).
Les deux submersions holomorphes :

CP3 — {lw, lo}

C(Zh 294 %3, Z4)

P/ \ P2

CP! CP!
(C(Zl,ZQ) (C(Zg,Z4)

passent au quotient par l'action de ~. Le méme plan de démonstration que celui
de la proposition 1 permet de montrer que I’ensemble des structures presque com-
plexes intégrables sur (S' X %, g(,5)) qui respectent I'orientation et la métrique
est une union de deux spheéres.

Interprétation. On reprend les notations du paragraphe précédent. Sur R*, on
a défini trois structures presque complexes Iy, Jy et Ky telles que pour tout
point (a,b,c) de S?, la structure presque complexe J = aly + bJy + cKy est
intégrable et respecte la métrique canonique de R*. Ces structures complexes
passent au quotient en des structures presque complexes intégrables qui respectent
la métrique produit de S! x S? car :

vl = oy
vJo = Joy
7Ky = Koy

Ces structures complexes sont celles induites par la submersion p;. Comme dans
R%, ces structures complexes sont toutes biholomorphes. En effet le biholomor-
phisme ¢ (cf. section 4.1.2) passent au quotient en un biholomorphisme sur

S'x §% -

®.D)  — (R
T — Px
(S'x §*, 1) —2—=  (S'xS%J)
x (mod ) ———>  Px (mod )

Ici la proposition 2 nous dit qu’il existe d’autres structures presque complexes
intégrables que celles-ci. Nous allons essayer de comprendre d’ou elles viennent
et nous allons essayer de voir si elles sont biholomorphes aux autres.
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On identifie R* au corps des quaternions H :

R* — H
(x17x27x37x4) — 1 +Zflf2 +]I3+kx4

On munit R* de la métrique de Vaisman V et on définit application

= R™V) — (R*™)V)

¢ —  q

On définit I, J; et K, les structures presque complexes images par = des trois
structures constantes Iy, Jy et Ky. Ce sont des structures intégrables sur R* qui
ne se prolongent pas en zéro mais qui passent au quotient sur S' x S?. De plus,
elles vérifient les relations I;J; = —J11; = K. Enfin, on vérifie que = est une
isométrie de sorte que Iy, J; et Ky sont des structures presque complexes qui
respectent la métrique V' et donc la métrique g(q,o) de St x S3.

On a ainsi toute une sphére de nouvelles structures presque complexes inté-
grables. Ces structures complexes sont celles induites par la submersion p;. Elles
sont par construction biholomorphes aux premiéres construites.

Casouf=a¢R

On suppose ici que « et [ ne sont pas réels mais vérifient § = &. Dans ce cas,
I’application ~ s’écrit :

~ Cps—{loo,lo} — CP3_{ZOO,ZO}
C(z1, 29, 23, 21) +—— Claz, aze, 23, 24)

Dans ce cas, on n’a plus quune seule submersion holomorphe sur CP! qui passe
au quotient : c’est py. Dans ce cas, ’ensemble des structures presque complexes
intégrables qui respectent I'orientation et la métrique g, a) est I'union contient
d’une spheére et de deux points.

Interprétation. On suppose que a = z—+iy. Dans ce cas, la variété (S'xS?, g(,a))
s’obtient comme le quotient de la variété (R**, V) par le groupe engendré par
I’application =, dont la matrice dans la base canonique est :

(@)
g OO

Sur R%, on a défini trois structures presque complexes Iy, Jy et Kj. Ces derniéres
passent au quotient en des structures presque complexes intégrables sur
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(S' x S?, g(a,a)). En effet, on vérifie facilement que :

vl = Iyy
vJo = Joy
7Ky = Koy

On note encore [y, Jy et Ky les structures presque complexes correspondantes sur
S xS3. Pour tout point (a, b, ¢) de la sphére S, on peut définir J = aly+bJy+cK,.
C’est une structure presque complexe intégrable qui respecte l'orientation et la
métrique de (S' x S, g(a,a)). Dans R?, toutes ces structures définissent la méme
structure complexe. On a en effet le biholomorphisme

¢: (RYI) — (RY))

T — Px

oll P est une matrice inversible qui vérifie PIoP~! = J. Par exemple :

b —c —a—+1 0

c b 0 a—1

P= 0 —a—+1 c b
—a—+1 0 —-b c

Comme Py = ~P, on en déduit que 'application ¢ passent au quotient sur
St x §3:
(R, V, Ip) — (R4, V, J)

T(e,a) l”(ma)

¢
(Sl > S3’g(a7&)’ ]0) - (Sl X 83’9(%&), J)

~

Pour tout point (a, b, ¢) de S?, la structure complexe J = aly + b.Jy + cK définit
donc sur S x §* la méme structure complexe que celle de H, q).

Dans R**, on a construit 'isométrie :

= R™ V) — (R™ V)
¢ —  q
Cette application transforme les trois structures constantes Iy, Jy et K, de R?
en trois structures presque complexes de R** notée I, J; et K. Elles respectent
I'orientation et la métrique de Vaisman. On se demande parmi celles-ci, celles qui
passent au quotient sur (S' x S%, g(a,a)). Si on identifie R* a C?, application =
définie précédemment s’écrit :

= (C*)V) — (C*,V)

Z1 )
—
(21722) (\Z1I2+\22|2’ |21‘2+|22‘2>
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Comme = est une involution, la structure presque complexe J = al; + bJ; + cK;
commutent avec l'action de 7 si et seulement si la structure presque complexe
J =aly+ bJy + cKy commutent avec ’action de 7 définie par :

z —y 0 0
- |y = 0 0
1o o0 = —y
0 0 y =

On a en effet alors le diagramme commutatif suivant :

(C,V,.J) —= - (C,V,J)
”(an)[ T(a,a)

(8" x 8% gaa ) ——=  (S' xS, glaa, )

Or le commutant de 7 est ’ensemble des matrices de la forme :

Ty —Y1| T3 —Y3
n T | Y3 3
Ty —Y2 | Ta —UYs
Y2 T2 | Y4 Ly

On en déduit que seul I et — Iy commutent avec ’action de 7 et donc que seul I et
—1; commutent avec 'action de . Ce sont les deux structures presque complexes
intégrables (isolées) qui nous manquaient. La premicre définit sur (S' x S%, ga.a))
la structure complexe de H, o). Tandis que la deuxiéme munit (S* x S%, g(a,a))
de la structure complexe de H s a).

Cas ou (=«
Dans ce cas, 'application ~ s’écrit :

~ . CP3_{ZOO,ZO} e CP3_{ZOO,ZO}

2
()
C(ZI7ZQ7Z37Z4> C(OKZl,O{ZQ,Zg, |o¢‘2z4)
Seule la submersion p; passe au quotient et la méme démonstration que précédem-

ment donne le "méme" résultat.

Cas restants

Dans tous les autres cas, les submersions p; et ps ne passent plus au quotient.
Dans ce cas 'ensemble des structures presque complexes intégrables est réduit a
quatre points.
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Interprétation. On utilise les notations des paragraphes précédents. Dans ce
dernier cas, parmi les structures presque complexes de R?* de la forme
aly+bJy+cKy, seuls Iy et —I, passent au quotient sur (S' x S, 9(a,8))- On vérifie
facilement que la premiére structure munie S' x S* de la structure complexe de
H . p) et la deuxieme de celle de H g 3.

De méme, parmi les structures presque complexes de R** de la forme
aly +bJy+cKy, seuls I et —I; passent au quotient sur (S' xS?, g, 5)). La encore,
on vérifie que la premiére structure munie S' x S? de la structure complexe de
H, 3 et la deuxieme de celle de H(s p).

Ceci conclut I'é¢tude de ce dernier cas et finit donc la démonstration de la propo-
sition 2. [J

4.2.4 Démonstration de la remarque

Soit g une métrique localement conformément plate sur S' x S* non conforme
a une métrique de la forme g(, ). On suppose qu’il existe une structure presque
complexe intégrable J sur (S! x §3, g) qui respectent P'orientation et la métrique.
Dans ce cas (S xS?, g, J) est une surface complexe hermitienne localement confor-
mément plate. Mais Boyer [Boy86] a montré que les seules surfaces de Hopf her-
mitiennes localement conformément plates sont conformes & (H (@,8) g(a,ﬁ)) avec
la] = |4| (lire aussi [Pon92b]).

Pour cela, il montre qu’une variété hermitienne localement conformément
plate est également localement conformément Kahler. Il conclut alors en utili-
sant un résultat de Vaisman.

Il n’existe donc pas de structure presque complexe intégrable sur (St x S?, ¢)
qui respectent 'orientation et la métrique. [

4.3 Variété hypercomplexe

Au vu de ce début de chapitre, on peut remarquer deux points importants
pour I'étude des structures presque complexes d'une 4-variété.

(i) Si le fibré twistoriel de M est topologiquement trivial alors I’ensemble des
structures presque complexes sur M qui respectent son orientation et une
métrique fixée s’identifie a 'ensemble des applications de classe C*> sur M
a valeurs dans la sphére S2.

ii) Si 'espace twistoriel de (M, g) est complexe et admet une submersion sur
g
CP! "convenable" alors I'ensemble des structures presque complexes inté-
grables sur (M, g) qui respectent l'orientation et la métrique contient une
sphére S2.
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Dans ce chapitre on va approfondir un peu ces remarques et caractériser les 4-
variétés qui posseédent ces propriétés (cf. th. 1 et th. [Boy88| ci-aprés). Pour cela,
on utilisera les notions de variété presque quaternionique et hypercomplexe.

4.3.1 Fibré twistoriel topologiquement trivial
Variété presque quaternionique

Définition : Une j-variété orientée M est presque quaternionique s’il existe
trois structures presque complexes I, J et K qui respectent ['orientation et telles
que IJ = —JI = K. Dans ce cas en tout point m, l’espace tangent de M posséde
une structure d’espace vectoriel quaternionique définie par :

H x T,,M — TnM
(a+bi+cj+dk,X) — (a+bl+cJ+dK)X

Remarque : Dans la littérature on parle parfois de variété presque hypercompleze.

On peut étre surpris par le fait qu’on demande aux trois structures presque com-
plexes de respecter 'orientation de M. Mais ceci n’est pas une réelle restriction
dans la mesure ou si M n’est pas orientée mais munie de trois structures presque
complexes I, J et K telles que IJ = —JI = K alors I, J et K déterminent la
méme orientation sur M. On peut donc choisir une orientation telle que M soit
presque quaternionique au sens de notre définition.

Preuve. Soit m € M et u; € T,, M un vecteur non nul quelconque. On va montrer
que (uq, luy, Juy, Kuy) est une base. Soit § une métrique sur 7,, M quelconque.
On munit alors 7, M de la métrique g définie par :

X, V)4 GIX, 1Y)+ §(JX, JY) + (KX, KY)
1

gx.v) = & VX,Y € T, M.
Les trois endomorphismes I, J et K sont alors des isométries de T;, M et la famille
(uy, Tuy, Juy, Kuy) est une base orthogonale. Dans cette base les matrices de I, J
et K sont :

0 -1 0 0 0 0 —10 00 0 -1
1 0 0 0 0 0 0 1 00 -1 0
=109 00177110 0 0]l%"=lo1 0 o
0 0 1 0 0 -1 0 0 10 0 0

Les trois structures presque complexes respectent donc 'orientation donnée par
la base (uq, [uy, Juy, Kuy). O
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Il est un petit plus faible d’étre une variété presque quaternionique que d’étre
une variété parallélisable.

Proposition 3 : Une 4-variété est parallélisable si et seulement si elle est presque
quaternionique et de caractéristique d’Fuler nulle.

Preuve. Si X est un champ de vecteurs partout non nul, la famille (X, IX, JX, KX)
est une base de champs de vecteurs de M. [

Caractérisation

On a montré que la fibration twistorielle ne dépendait pas de la métrique sur
M (section 3.1.1), de sorte que si une 4-variété orientée admet une métrique g
telle que 7(M, g) est trivial, alors pour toute métrique h sur M le fibré twisto-
riel associé & (M, h) sera aussi trivial. Pour autant si on change 'orientation de
M, on verra que 7(M, g) peut ne plus étre trivial (penser aux surfaces K3). On
parlera donc de 4-variété a fibré twistoriel trivial sans préciser de métrique sur M.

Théoréme 1 : Le fibré twistoriel d’une 4-variété orientée M est topologiquement
trivial si et seulement si M est presque quaternionique.

Corollaire : Si M est une 4-variété presque quaternionique et si g est une mé-
triqgue quelconque sur M alors ’ensemble des structures presque complexes sur
(M, g) qui respectent l’orientation et la métrique s’identifie a I'ensemble des fonc-
tions de classe C* définies sur M et a valeurs dans S?.

On précisera ce théoréeme dans le prochain chapitre en donnant I’ensemble des
surfaces complexes a fibré twistoriel trivial.

Preuve du sens direct. Supposons que M soit presque quaternionique. Soit g une
métrique riemannienne sur M telle que I, J et K soient des isométries. On veut
montrer que 7(M,g) — M est isomorphe au fibré trivial M x §* — M.

Pour tout point m de M et pour toute structure complexe T sur Ty M qui
respecte l'orientation et la métrique g, on va montrer qu’il existe un unique point
(a, B,7) de S$? tel que : T = al + BJ + ~vK. Cela définira alors 'isomorphisme
de fibré cherché :

T(M,g) — M x S?

(m, Jm) (. (@, 8,7))
Soit u; un vecteur unitaire quelconque de T, la famille (uy, Tuy, Juy, Kuy) est

une lgase orthonormée de T,,M. Le vecteur .J,,u; est orthogonal & u; et unitaire
car J,, est une structure complexe sur 7,, M qui respecte la métrique. Il existe
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donc un unique point («, 3,7) de S? tel que dans la base (uy, [uy, Juy, Ku;) on
ait :

Iy = aluy + fJuy + yKuy.
Pour conclure que : J,, = ol + 8J 4+ ~vK, on utilise le lemme suivant :
Lemme : Soit J; et Jo deux structures complexes sur'l,, M qui respectent l’orien-

tation et la métrique de M. Si les endomorphismes Jy et Jy coincident en un point
uy de T,,M alors ils sont égauz.

Preuve du lemme. On compléte u; en une base (uy, us, ug, uy) orthonormée directe
de T,,M telle que us = Jiu; = Joup. Alors dans cette base, les matrices de J; et

0 -1 0 O

. N . .1 0 0 O

Jo doivent étre égales a la matrice : 0 0 0 —1
0 0 1 O

En effet, on sait que Vect(uq, uz) est stable par J; donc son orthogonal Vect(us, uy)
aussi. Mais Jyug est orthogonal & w3 et unitaire c’est donc +uy. De plus, J;
conserve l'orientation on a donc nécessairement Jyuz = uy. Aprés comme
J¢ = —Id, on a aussi Jiuy = —u3z. Ceci conclut la démonstration du lemme. [J

Preuve de la réciproque. Soit Diff*S? le groupe des difféomorphismes de la sphére
S? qui préserve Porientation. Ce groupe se retracte fortement sur le groupe SO(3)
[Smab9|. C’est-a-dire qu'il existe une homotopie :

H: Diff*S* x [0,1] — Diff*$?
(t, f) — H(f,1)

telle que :

i) H(f,0) = f Vf e Diff'§?

ii) H(f,1) € SO(3) Vf € Diff*S?

i) H(f,t) = fsi feSO3)

iv) H(f,t)(z) est de classe C* en (x,t) € S* x [0, 1].
Comme le fibré twistoriel 7(M,g) est un fibré de groupe structural SO(3)
(cf. section 3.1.1) 8l est trivial en tant que Diff*S%fibré, il Pest en tant que
SO(3)-fibré. Mais comme 7(M, g) — M peut étre réalisé comme le fibré unitaire
S(AT) — M, si le fibré twistoriel est topologiquement trivial on peut choisir

trois structures presque complexes I, J et K telles que [J = —JI = K. La variété
M admet donc une structure presque quaternionique. []

Remarque : Soient I et J deux structures presque complexes qui respectent
Uorientation et la métrique de (M, g). Si en tout point de M on a I # +J alors
(M, g) est presque quaternionique.
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Preuve. Si le fibré AT — M est trivial alors le fibré twistoriel 7(M, g) aussi. O

4.3.2 Variété hypercomplexe et variante

On rappelle qu’une structure presque complexe sur une variété M est un
endomorphisme I de TM qui vérifie 1> = —Id. Une application ¢ holomorphe
entre deux variétés presque complexes (M, 1) et (N, I5) est par définition une
application de classe C'*° dont la différentielle d¢ : TM — T'N commute avec [y
et Iy : dp oI = Iy 0 dgp. Une structure presque complexe (M, I) est intégrable si
et seulement si la variété M admet un atlas holomorphe a valeurs dans R* muni
de sa structure complexe standard.

De méme, on dit qu'une application ¢ entre deux variétés presque quater-
nioniques (M, I, J1, K1) et (N, I, Ja, Ks) est quaternionique si et seulement si
sa différentielle commute avec les trois structures presque complexes. Une variété
(M, I, Jy, K1) sera dite quaternionique lorsque M admet un atlas quaternionique
a valeurs dans H. C’est la définition donnée par Sommese [Som75].

Définition : Une variété riemannienne orientée (M, g) est hypercompleze si et
seulement s’il existe trois structures presque complexes I, J et K intégrables telles
que IJ = —JI = K. On demande de plus a ces trois structures de respecter la
métrique et 'orientation de M.

Remarque : Etant données trois structures presque complezes intégrables I, J et
K quivérifient IJ = —JI = K, il existe toujours une orientation et une métrique
preservées par I, J et K.

Attention, une 4-variété peut étre hypercomplexe sans étre quaternionique. En ef-
fet, Sommese [Som75| a montré que les variétés quaternioniques sont affines. Une
surface K3 est donc hypercomplexe mais pas quaternionique. Nous donnerons
plus loin la liste des 4-variétés hypercomplexes et la liste des 4-variétés quaternio-
niques (cf. section 4.3.3). On rappelle qu'une variété (M, g) est hyperkihlerienne
si et seulement si elle est hypercomplexe et si de plus les structures complexes
I, J et K sont kihleriennes. On peut étre quaternionique sans étre hyperkéhler.
C’est le cas par exemple des surfaces de Hopf de la forme H, o (cf. section 4.3.3).

On veut dans cette section rappeler les différences entre ces notions et donner
quelques applications aux espaces twistoriels.

Pour motiver I'étude des variétés hypercomplexes, on énonce la proposition sui-
vante dont la vérification est immédiate.

Proposition 4 (par exemple [Sal89]) : Si I et J sont deux structures presque
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complexes intégrables sur M qui anti-commutent (IJ = —JI) alors la struc-
ture presque complexe K = I.J est aussi intégrable. Dans ce cas (M, I, J, K) est
hypercomplexe et pour tout point (o, 3,7) de S? la structure presque complexe
al + BJ +~vK est aussi intégrable.

De cette proposition, on en déduit que si une 4-variété riemannienne orien-
tée (M, g) admet une structure hypercomplexe alors, ’ensemble des structures
presque complexes intégrables qui respectent l'orientation et la métrique contient
une spheére S?. On trouvera une généralisation de la proposition 4 dans [Gau97]
et [AMP99]. On a le méme genre de résultat dans le cas hyperkihler. La encore
la démonstration ne pose pas de difficultés.

Proposition 5 (par exemple [Sal89]) : Si I et J sont deux structures com-
plezes kihleriennes sur M qui anti-commutent (IJ = —JI) alors (M, 1, J, K) est
hyperkdhler et pour tout point (o, 3,7) de S? la structure complexe ol + 3J +~vK
est ausst kahlerienne.

4.3.3 Espace twistoriel plat

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée.

Définition : On dit que [’espace twistoriel de (M, g) est plat s’il est complexe,
topologiquement trivial et si la projection sur le deuriéeme facteur :

T(M,g) M xS? — §?
(m, Jin) — Jm

est une application holomorphe de T(M, g) sur CP*.

En d’autres termes si 7(M, g) est plat, il existe une submersion sur CP! qui est
un isomorphisme en restriction aux fibres de 7 : 7(M, g) — M. Le théoréme sui-
vant fait le lien entre les espaces twistoriels plats et les 4-variétés hypercomplexes.

Théoréme [Boy88| : La variété (M, g) admet une structure hypercompleze si
et seulement si son espace twistoriel est plat.

Ce théoréme dit en particulier que si (M, g) admet une structure hypercomplexe
alors la métrique ¢ est anti-autoduale. Ce résultat a déja été énoncé a la section
3.1.3 (proposition 5).

Avant d’entamer la démonstration, on peut remarquer qu’on retrouve le fait
que si (M, g,1,J, K) est hypercomplexe alors pour tout point (c, 3,7) de S? la
structure presque complexe ol + 3J + 7K est aussi intégrable. L’ensemble des
structures presque complexes intégrables de (M, g) contient donc une sphére S?.
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Preuve du théoréme. La démonstration que je donne ici est différente de celle de
Boyer.

Pour simplifier les notations, on note Z 'espace twistoriel de (M, g). On sup-
pose que (M, g) est hypercomplexe, M est en particulier presque quaternionique
et la métrique g est anti-autoduale. Il reste & montrer que la submersion :

p: ZoMxS2 — CP!
(m, J) —  J

est une submersion holomorphe. Pour cela, on calcule sa différentielle en un point
quelconque z = (m, J) :

dyp: T.Z~T,M&T,S2 — T,CP!
(i, V) — .

On note J; la structure complexe sur 'espace twistoriel de (M, g) et Jepi celle
sur CP!. Il faut montrer que d.po J,;, = Jepr od.p. Pour cela, il suffit de regarder
comment a été construit la structure presque complexe sur Z. L’espace tangent
de Z, admet deux décompositions a priori distincte (cf. remarque ci-dessous) :

T7 = TM&TS?
TZ = HaV.

La premiére ne dépend pas de la métrique, la deuxiéme est la décomopsition en
sous-espace horizontal et vertical donnée par la connexion de Levi-Civita sur M.

Soit (, ) € T, M @ T;S* un vecteur de T,Z. On cherche & calculer J.;(i, 7).

La structure presque complexe constante égale a J est intégrable (proposition 3
section 4.3.2). La section :

s: M — M xS?
m +— (m,J)

est donc holomorphe (section 3.1.3). Or sa differentielle est 'application :

dps: ToM — T,M xﬁTjS2
(T (1,0).
Comme s est holomorphe, sa différentielle vérifie :
Ay $(JU) = Joydyys(id).
Clest-a-dire V(,0) € T.Z -

(Ju, 0) = Jet (1, 0).
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D’autre part comme la fibration twistorielle est triviale, pour tout v € TS?, le
vecteur (0, ¥) est dans le sous-espace vertical de T'Z. Par définition de la structure
presque complexe de Z on a donc :

Jet(O, ’(7) - (0, J(CP”7>-

On vient de montrer que :

Jou(@,0) = Ju(@,0) + J.(0,7)
i, 0) + (0, Jepr7)
rL_[: —

La submersion p est bien holomorphe puisque d’une part :
d.p(u,v) =0 donc  Jepid.p(d,v) = JeprU.

et d’autre part :
dzp(Jet(ﬁ, U)) = dp(Jit, Jepi) = Jepi7.

Réciproquement si 7(M, g) est plat alors on peut choisir dans S? trois points I, J
et K. Les sections constantes correspondantes sont intégrables : (M, g) est bien
hypercomplexe. []

Remarques sur la distribution horizontale

Je voudrais revenir ici sur les deux décompositions de l'espace tangent de Z,
qui existent dés que M est presque quaternionique :

T7Z = TM&TS?
TZ = H®TS?.

Remarque : Le sous-espace horizontal H coincide avec l’espace T'M si et seule-
ment si la variété (M, g) est hyperkdhlerienne.

Preuve. Supposons qu’on ait I'égalité H = T'M. Une section constante du fibré
Z ~ M xS* — M, est alors horizontale. Elle définit donc une structure
complexe kédhlerienne sur (M, g) (cf. section 3.1.3). Comme on peut construire
trois sections horizontales, (M, g) est hyperkihlerienne.

Réciproquement si (M, g) est une variété hyperkiahlerienne, son espace twisto-
riel est topologiquement trivial Z ~ M x S? et la distribution horizontale coincide
avec la distribution T'M. [
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Remarque : La distribution TM est stable par Jo; si et seulement si la variété
(M, g) est hypercompleze.

Preuve. Soit (4, 7) € T,Z ~ T,, M ®T;S?. Au cours de la démonstration du théo-
reme de Boyer, on a montré que la distribution 7'M était stable par la structure
presque complexe canonique J,; sur Z :

Jo(@,7) = (JU, Jem®) Vi € TM,Vo € TS

Pour cela on a utilisé le fait que M était munie d’une structure hypercomplexe.
Réciproquement, si T'M est stable par J., la structure presque complexe .J.; sur
Z vérifie I'égalité ci-dessus et donc les sections constantes :

s: M — Mx§S?
m — (m,Jy)

sont holomorphes. En d’autres termes (cf. section 3.1.3), les structures presque

complexes constantes sont intégrables. La variété (M, g) est bien hypercomplexe.
OJ

Classification des variétés hypercomplexes

La notion de structure hypercomplexe est donc trés intéressante pour I'étude
des espaces twistoriels. Malheureusement il y a trés peu de variétés qui admettent
une telle structure.

Théoréme [Kat80] : Les seules j-variétés compactes quaternioniques sont :

a) les tores,

b) certaines surfaces de Hopf bien déterminées.

Les seules surfaces de Hopf primaires qui sont quaternioniques sont les surfaces
H, gy pour lesquelles v = 3 ou o = f3.

Pour les surfaces hypercomplexes, on a le théoréme de classification suivant.

Théoréme [Boy88| (lire aussi [Pon92a)) : Si (M, g) une 4-variété compacte
hypercomplexe alors elle est conforme a :

a) un tore plat
b) une surface K3 munit de la métrique de Calabi-Yau

c) une surface de Hopf quaternionique munit d’une métrique de la forme g, p).
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Comme toute variété hyperkdhlerienne est en particulier hypercomplexe et que
les surfaces de Hopf ne sont pas kdhleriennes, on a le corollaire :

Corollaire (cf par exemple [Boy88]) : Les seules 4-variétés (M, g) compactes
munies d’une structure hyperkdhlerienne sont :

a) les tores,

b) les surfaces K3.

Preuve. On peut donner une preuve directe de ce corollaire, il suffit de montrer
que le fibré canonique d’une 4-variété (M, g, I, J, K) hyperkdhlerienne, est holo-
morphiquement trivial et de lire ensuite la classification de Kodaira. Pour cela on
étudie la 2-forme :

w(X,Y)=g(JX,Y)+ig(KX,Y) Y(X,Y)eTM.

Elle est I-holomorphe et paralléle (Vw = 0), c¢’est donc une 2-forme holomorphe
non nulle. Le fibré canonique de (M, I) est bien holomorphiquement trivial.
Comme (M, I) est aussi kithlerienne, ¢’est un tore ou une surface K3 [BHPVAV04].
OJ

4.4 Solution du probléme pour les tores

On revient a notre probléme de déterminer ’ensemble des structures presque
complexes intégrables sur une variété. Nous allons voir pourquoi la structure

hyperkéhlerienne d’un tore plat permet de retrouver le résultat énoncé a la section
4.1.

Proposition 6 : L’ensemble des structures presque complexes intégrables qui res-
pectent lorientation et la métrique d’un tore plat T* s’identifie a la sphere S®.

Remarque : Toutes ces structures sont kdihleriennes, mais contrairement au cas
de R, elles ne sont pas toutes biholomorphes (cf. démonstration a la section

4.4.2).

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’appliquer une démonstration qu'Hit-
chin a donner pour les surfaces K3 [Hit84]. Les surfaces K3, comme les tores
plats, sont hyperkidhleriennes. Il existe donc une submersion holo-
morphe p : 7(K3) — CP!. Hitchin a montré que les seules hypersurfaces de
T(K3) sont les fibres de p. Ce sont donc en particulier les seules sections holo-
morphes du fibré twistoriel. Sa démonstration s’applique au cas des tores plats
(cf. preuve ci-dessous).
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4.4.1 Démonstration de la proposition 6

Soit S une surface complexe de I'espace twistoriel d'un tore plat 7(T*) qui
n’est pas une fibre de la submersion p : 7(T*) — CP!. Dans ce cas, il existe un
point Jy de CP?! tel que Cy = S Np~L(Jy) soit une courbe a la fois de S et de
p~H(Jo) = (T4, Jy). Comme T* est hyperkihler, la structure complexe constante
égale a Jy sur T* est kithlerienne. On note wy la forme de Kihler associée. On
considére (%, 6&, ai’ ai) une base orthonormée directe de T* telle que dans

17 Oz} Owg’ Owg/
cette base la matrice de J; soit :

0 -1 0 0
1 0 0 0
Jo = 0 0 0 —1
0 0 1 0

La forme de Kahler wg s’écrit alors dxy A dry + dxs A dry. On  définit
0y = (dxy + idxy) A (dzs + idzxy), c'est une 2-forme holomorphe pour Jy. On a
alors :

{ fCo Wy = VOZ(C()) >0

/. Co 0o =0 (6y est une 2-forme holomorphe et Cj une courbe).
Soit J; la structure complexe dont la matrice dans la base (8%1, 8%2, 8%3, 8%4) est :
0 0 —-10
0 0 0 1
=11 0 0 o0
0 -1 0 0

Comme T? est hyperkihler, .J; est une structure complexe kithlerienne. La forme
de Kéahler associée est : wy = dxy Adrs — dry A dxy. Mais alors wy = w, donc :

/ w1 = 0.
Co

La courbe C; = S Np~1(J;) étant homologue & la courbe Cy = S N p~1(Jy), on
aboutit a la contradiction : fCl w; = 0. Les seules surfaces complexes de 7(T?)
sont les sections de la submersion holomorphe p : 7(T4) — CP!. O

4.4.2 Interprétation

On a muni R* de trois structures presque complexes intégrables Iy, Jy et
K. Le théoréme 5 nous assure que les structures presque complexes de la forme
aly + bJy + cKy passent au quotient et que ce sont les seules qui respectent
I'orientation et la métrique d’un tore plat. Toutes ces structures complexes sont
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donc kéhleriennes. On va montrer que toutes ces structures complexes ne sont
pas biholomorphes.

En effet si toutes les fibres de la submersion p : 7(T*) — CP? étaient biho-
lomorphes, le théoréme de Fischer-Grauert [BHPVAV04] nous assure que p serait
un fibré localement trivial. Mais alors le théoréme de Blanchard ([Bla56] p.192)
nous affirme que la variété 7(T*) serait kiihlerienne. Ce qui contredit le théoréme
d’Hitchin [Hit81] (cf. section 6.1.1).

A la main, on peut voir que I'isomorphisme

¢: (R4’[0) - (R4a<])

T — Px

ne passent pas nécessairement au quotient par le réseau qui définit le tore.

4.5 Solution du probléme pour les surfaces K3

On considére une surface K3 munie de la métrique de Calabi-Yau, noté g. On
a alors une surface hyperkéihlerienne. La méme démonstration que pour les tores
plats permet de démontrer les résultats suivants.

Proposition 7 : L’ensemble des structures presque complexes intégrables sur
(K3,g) compatibles avec l'orientation et la métrique s’identifie a la sphére S2.

Remarque : Toutes ces structures sont kahleriennes, mais comme pour les tores
plats, elles ne sont pas toutes biholomorphes.
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3-variété complexe de premier type

Dans le chapitre précédent, on a donné un critére pour que le fibré twistoriel
d’une 4-variété (M, g) soit topologiquement trivial : 7(M, g) ~ M x S%. C’est une
condition qui ne dépend pas de la métrique g choisie mais qui dépend fortement
de la topologie de M et de son orientation.

On sait qu’il existe toujours une structure presque complexe sur l’espace
T(M, g) et qu’elle est intégrable si et seulement si la métrique g est anti-autoduale.
Dans ce chapitre, on cherche des 4-variétés (M, g) telles que :

(i) M ne posséde pas de structure complexe
(ii) le fibré twistoriel de (M, g) est trivial
(iii) la métrique g est anti-autoduale.

Pour de telles variétés, on aura une structure complexe sur le produit M x S? bien
que M ne soit pas complexe. On parlera de 3-variétés complexes de premier type.
Pour cela, on approfondit un peu I’étude des 4-variétés presque quaternioniques.

5.1 Variétés presque quaternioniques

On rappelle qu’une variété orientée M est presque quaternionique si elle ad-
met trois structures presque complexes I, J et K qui respectent 'orientation et
telles que IJ = —JI = K. On a montré que le fibré twistoriel de (M, g) est to-
pologiquement trivial si et seulement si M était presque quaternionique
(th. 1 section 4.3.1). Dans ce premier paragraphe, on étudie un peu plus précisé-
ment cette notion. L’objectif étant de donner dans le paragraphe suivant, la liste
des surfaces complexes presque quaternioniques.

5.1.1 Caractérisation en terme de groupe structural

Le groupe structural d'une 4-variété (M, g) riemannienne orientée est SO(4).
Si de plus, M admet une structure presque complexe alors son groupe structural
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se réduit a U(2).

Proposition 1 : Une 4-variété orientée M est presque quaternionique si et seule-
ment si son groupe structural se réduit a SU(2).

Remarque : L’injection de SU(2) dans SO(4) est I'application :
SU(2) — SO( )

B Re (a) -Im(a) | -Re(b) -Im(b)

( a —b ) . Im(a) Re (a) | Im(b) -Re(b)
b a Re(b) -Im(b) ‘ e (a) Im(a)
Im(b) Re(b) | -Im(a) Re (a)

Preuve. Il existe une métrique g sur M telle que I, J et K soient des isométries.
La variété (M, g) est alors riemannienne et orientée, son groupe structural est
SO(4). Comme M est presque quaternionique, son groupe structural est un sous-
groupe du commutant de (I, J, K) dans SO(4). Dans une base bien choisie, les
matrices des endomorphismes 7, J et K sont :

0 -1.0 0 0 0 —-10 00 0 -1
1 0 0 O 0 0 0 1 00 -1 0
I= 0 0 0 -1 /= 1 0 0 O K= 01 0 O
0 0 1 0 0 -1 0 O 10 0 O
On note Com(I), Com(J) et Com(K) les commutants de I, J et K dans SO(4).

Ils s’identifient tous les trois a un sous-groupe de SO(4) isomorphe a U(2). On
retrouve le fait que si M est presque complexe son groupe structural est U(2).
On vérifie que Com([I) est 'ensemble des matrices de SO(4) de la forme :

Ty —Y1 | T3 —Y3
Y1 Ys T3
Ty —Y2 | Ta —UYs ’
Y2 Ya Ty

Com(J) est I'ensemble des matrices de SO(4) de la forme :

T —Ys | —Y1 I3
Y2 Ta | T2 Y4
n T3 | 1 Y3
T2 —Ysa | —Y2 T4

et Com(K) est 'ensemble des matrices de SO(4) de la forme :

T —Ys —U
T2 —Ys Y2
Y2 Y4 | T4 T2
Y1 Ys | T3 I




63

Comme K = [J, le commutant de (,J, K) dans SO(4) est I'intersection des
commutants de I et J. C’est donc 'ensemble des matrices de la forme :

a —f|—y —0

p al 0 —y 2 2 2 2
T =5 a 3 avec a” + [+ 4+ 0" = 1.
0 vl =0 «

Si M est presque quaternionique, son groupe structural se réduit bien a SU(2).

Réciproquement, si le groupe structural de M est dans SU(2), les applica-
tions I, J et K définies sur chaque trivialisation du fibré tangent se recollent
bien en des endomorphismes de ’espace tangent tout entier, M est bien presque
quaternionique. [J

5.1.2 Caractérisation topologique

Toute variété n’admet pas forcément de structure presque complexe, a fortiori
de structure presque quaternionique. Il y a des obstructions topologiques données
par le théoréeme de Wu :

Théoréme [Wub2| : Une j-variété orientée M est presque quaternionique i
et seulement st M est spin et si sa caractéristique d’Euler x et sa signature T
vérifient la relation : 31 + 2y = 0.

Preuve. Nous allons démontrer ce théoréme en n’utilisant que le théoréeme de
Wu de la section 2.1.1. Pour commencer on montre 1’équivalence entre les pro-
priétés suivantes :

(i) Le groupe structural de M se réduit a SU(2).

(ii) Il existe une structure presque complexe sur M qui respecte l'orientation et
la métrique de M et telle que les cocycles du fibré tangent (complexe) gag
vérifient det(gap) = 1.

(iii) Il existe une structure presque complexe sur M qui respecte l'orientation et
la métrique de M et telle que le fibré des 2-formes complexes /\2 T*M est
topologiquement trivial.

(iv) Il existe une structure presque complexe sur M qui respecte 1'orientation et
la métrique de M dont la premiére classe de Chern (entiére) ¢ (M, ) est
nulle.

Il est alors assez facile de finir la démonstration du théoreme de Wu. Une 4-
variété (M, g) est presque quaternionique si et seulement si son groupe structural
se réduit & SU(2) donc si et seulemement si (M, g) admet une structure presque
complexe I telle que ¢1(M, I) = 0. Par le théoréme de Wu de la section 2.1.1, on
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voit que c’est équivalent & M spin (i.e. wy = 0) et 37 + 2y = 0.

Reste & montrer I’équivalence entre les propriétés, pour cela on commence par
une remarque. Soit I une structure presque complexe sur M. On considére U, et
Uz deux ouverts de M au-dessus desquels le fibré tangent est trivial et on note
Jap le cocycle associé :

U, x C? Us X C?
(2. (ere2)) (2 (gas(@)er. gas(@)e2) )

T U, N U —

Cette trivialisation induit une trivialisation du fibré des 2-formes complexes

N T*M — M :

Uy, x C Us x C

(x,e1 N ey) | (x, det gop(x).1 A 62)

. U, N U —

En d’autres termes, si gog est un cocycle de TM — M alors det(gapz) est un
cocycle du fibré des 2-formes complexes A\* T*M.

On peut maintenant montrer les équivalences entre les différentes propriétés.
I est clair que le point (i) équivaut au point (ii). Par la remarque ci-dessus,
le point (ii) est équivalent au point (iii). Enfin, soit I une structure presque
complexe de premiére classe de Chern c¢;(M, I). Comme précédemment, on note
/\2 T*M le fibré des 2-formes associé a cette structure presque complexe. On a
(M, I) = ¢, (\°T*M) et donc ¢; (M, I) = 0 si et seulement si ¢;(A>*T*M) = 0
c’est-a-dire si et seulement si le fibré /\2 T*M est topologiquement trivial. Les
propositions (iii) et (iv) sont bien équivalentes. Ceci conclut la démonstration du
théoréme de Wu. [J

Corollaire : Soit (M, g) une 4-variété riemannienne connexe orientable. Le fibré
twistoriel associé est topologiquement trivial pour les deux choix d’orientations de
M si et seulement si M est parallélisable.

On en déduit que le fibré twistoriel d'une surface K3 est trivial tandis que si
on change 'orientation de la surface K3, son fibré twistoriel n’est plus trivial.

Preuve du corollaire. Si les deux fibrés twistoriels de M sont topologiquement
triviaux, M est presque quaternionique pour les deux orientations. Mais si on
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renverse l'orientation, la signature de M change de signe. Par le théoréeme de Wu
on doit avoir —37 + 2y = 0 et 37 + 2y = 0. La caractéristique d’Euler de M
est donc nulle et la proposition 1 de la section 4.4.1 nous assure qu'une 4-variété
presque quaternionique dont la caractéristique d’Euler est nulle est parallélisable.
Pour la réciproque on applique deux fois le théoréme de Wu. [

5.2 Surfaces compactes complexes a fibré twisto-
riel topologiquement trivial

Le théoreme de Wu et la classification de Kodaira permettent de donner la liste
des surfaces compactes complexes dont le fibré twistoriel est trivial. Ce travail est
assez facile lorsqu’on a remarqué que les surfaces complexes qui sont spin, sont
aussi minimales (proposition 2 ci-aprés).

Théoréme 1 : Les seules surfaces compactes complexes S dont l’espace twistoriel
est topologiquement trivial sont :

Les surfaces réglées de genre un qui sont spin
Kod(S) = —o0 : ¢ Les surfaces de Hopf

Les surfaces d’Inoue

Les tores
Les surfaces hyperelliptiques
Kod(S) =0 :< Les surfaces de Kodaira primaires
Les surfaces de Kodaira secondaires qui sont spin
Les surfaces K3

Kod(S) =1 : Les surfaces minimales qui sont spin

Kod(S) =2 : Aucune surface.

Avant de démontrer ce théoréme nous voudrions rappeler quelques résultats sur la
classification des surfaces complexes et en particulier sur les surfaces de la classe

VIly.
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5.2.1 Rappel sur les surfaces minimales

Soit S une surface complexe et p un point de S. On peut définir une nouvelle
surface S et une application holomorphe 7 : S — S telles que :

(i) #~'(p) = E o E est une courbe isomorphe a CP' d’auto-intersection -1,
(ii) 7 est un biholomorphisme de S — E dans S — {p}.

On dit que S est Déclaté de S au point p et que E est une courbe exception-
nelle de S. On note CP? le plan projectif complexe ot 'on a renversé 'orienta-
tion. A diffecomorphisme prés, un éclatement revient a faire une somme connexe :
S = S§CP2.

Le procédé inverse marche aussi : soit S une surface complexe et E une courbe
exceptionnelle de S, ¢’est-a-dire que E est isomorphe a CP* et d’auto-intersection
-1. La surface S est alors I'éclatée d’une certaine surface complexe S.

Définition : Une surface complexe sans courbe exceptionnelle est dite minimale.

Surfaces dans la classe V1],

On dit qu'une surface complexe S est dans la classe VI si elle est minimale,
si sa dimension de Kodaira est —oo et si son premier nombre de Betti est 1.
Bogomolov [Bog82| puis Teleman |Tel94| ont montré que les seules surfaces de la
classe V' Iy dont le deuxiéme nombre de Betti by est nul sont les surfaces de Hopf
et les surfaces d’Inoue [Ino74]. On connait des exemples de surfaces dans la classe
VI, avec by > 0. On parlera de la classe VII.
On rappelle ici quelques un des invariants topologiques des surfaces de la
classe VI [FM94|, [BHPVAV04] :
la caractéristique d’Euler y = 2 — 2b; + by = by > 0,
le genre géomeétrique p, = 0 (la dimension de Kodaira est —oo)
lirrégularité ¢ = 1 (car by = 1).

On note ¢; et ¢, les classes de Chern d’une surface de la classe VII; . La formule
de Riemann-Roch [BHPVAV04| donne :

1
S(d+a) =1-q+p,

Pour les surfaces de la classe VII; on a donc ¢ = —¢y < 0.

Kodaira secondaires

Une surface de Kodaira secondaire est le quotient fini non ramifi¢ d’une sur-
face de Kodaira primaire [FM94], [BHPVAV04]. A priori, on ne peut donc pas
savoir si une telle surface est spin ou pas. Cela dépend beaucoup du quotient
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choisi. On note K le fibré canonique d’une surface S. On sait qu’il existe des
surfaces de Kodaira secondaires spin puisque pour certaines d’entre elles Kg?’ est
holomorphiquement trivial [BHPVAV04| donc 3¢; = 0 = ¢; = 0 mod 2. Mais je
ne sais pas si toutes les surfaces de Kodaira secondaires sont spin.

Surfaces réglées de genre un

Les surfaces réglées de genre un qui sont spin sont exactement celles dont la
forme d’intersection est paire [FM94], [GS99|. Plus précisément, il n’y a que deux
classes de déformation des surfaces réglées de genre un : la premiére contient
toutes les spin, la deuxiéme les non spin. En particulier, toutes surfaces reglées
de genre un spin peut se déformer en un produit C x CP! d'une courbe elliptique
C par la droite projective complexe.

Surfaces elliptiques de dimension de Kodaira un

Toutes ces surfaces ne sont pas spin. Il existe quelques critéres pour déterminer
si telle ou telle surface est spin en fonction de la multiplicité de ses fibres multiples
(cf. par exemple §2.2.2 [FM94]).

5.2.2 Les surfaces complexes spin sont minimales

On veut montrer la proposition suivante [Hit74b] :
Proposition 2 : Une surface complexe spin est minimale.
Pour cela, on utilise une caractérisation des 4-variétés spin.

Caractérisation [LM89] : Si M est une J-variété spin alors pour toute surface
V' plongée dans M, la classe d’Euler du fibré normal de V' dans M est paire.

Preuve de la proposition. Soit S une surface complexe qui n’est pas minimale,
a diffcomorphisme prés c’est donc la somme connexe d’une variété S avec CP2.
Mais dans CP?, on peut plonger une surface V dont le fibré normal a classe
d’Euler impaire. Si on recolle S et CP2 en évitant cette surface, la surface V se
plonge aussi dans S§CP? et la classe d’Euler de son fibré normal reste impaire. La

somme connexe SECP? n’est jamais spin. Les surfaces spin sont donc minimales.
O

5.2.3 Démonstration du théoréme 1

On peut maintenant démontrer le théoréme. On cherche les surfaces com-
plexes dont 'espace twistoriel est topologiquement trivial. Par le théoréme 1 de
la section 4.3.1 et le théoréme de Wu, cela revient a trouver les surfaces complexes
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spin dont la premiére classe de Chern ¢; vérifie : ¢2 = 37 + 2y = 0. On a vu que
les surfaces spin sont minimales, il suffit donc de lire la classification de Kodaira

des surfaces [BHPVAV04], [FM94].

Surfaces compactes complexes minimales | Kod(S) c X
Surfaces rationnelles —o00 | 8ou9 |4oul
Classe VIIj et by = 0 : Inoue ou Hopf —00 0 0
Classe VIIj et by > 0 : pas de classification —0 | <0 >0
Surfaces réglées de genre un —00 0 0
Surfaces réglées de genre g > 1 —o0o | 8(1-g) | 4(1-g)
Tores 0 0 0
Surfaces hyperelliptiques 0 0 0
Surfaces K3 0 0 24
Surfaces d’Enriques 0 0 12
Surfaces de Kodaira 0 0 0
Proprement elliptiques et b; impair 1 0 0
Proprement elliptiques et by pair 1 0 >0
Surfaces de type géréral 21 >0 >0

Pour conclure, il nous reste & montrer d’'une part que les surfaces d’Enriques ne
sont pas spin, et a I'inverse que les surfaces du théoréme 1 le sont. Pour le premier
point on utilise le résultat de Rochlin.

Théoréme de Rochlin [LM89] : La signature d’une j-variété réelle compacte
spin est un multiple de 16.

La caractéristique d’Euler x d’une surface d’Enriques est égale a 12. De plus,
la premicre classe de Chern d’une telle surface vérifie ¢f = 37 + 2y = 0. La si-
gnature 7 d’une surface d’Enriques est donc —8. Du théoréme de Rochlin, on en
déduit qu’aucune surface d’Enriques n’est spin.

Il faut maintenant montrer que les surfaces du théoréme 1 sont spin.

Remarque : Les surfaces de Hopf primaires sont par définition difféomorphes
au produit S* x S®. Elles sont donc spin puisque parallélisables.

Remarque : Les surfaces K3 et les surfaces de Kodaira primaires sont spin
puisque par définition leur fibré canonique est trivial [BHPVAV0/).

Reste a montrer que les surfaces d’Inoue, les surfaces hyperelliptiques et les
surfaces de Hopf secondaires sont spin. Pour cela, on va montrer qu’elles sont
parallélisables. Ce travail est possible car on a une description explicite de ces
surfaces.
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Les surfaces d’Inoue de type S); sont spin

On utilise ici les notations d’Inoue [Ino74].

Soit M = (my;) € SL(3,7Z) une matrice dont les valeurs propres sont «, 3, 3
avec a > 1 et 3 # 3. Soient (ay,as,as) et (b1, by, bs) les vecteurs propres de M
associés respectivement a « et (.

On note G le groupe d’automorphismes de H x C engendré par :

{ 90 : (w, 2) — (aw, B2)
gi: (w,2) — (w+a;,z+0b) Vie{l,2,3}.

On montre que l'action de G, sur H x C est propre, discontinue et sans point
fixe. Par définition, les surfaces Sy, = H x C/G), sont les surfaces d’Inoue de
premier type.

Proposition 3 : Les surfaces d’Inoue de premier type sont parallélisables. En
particulier elles sont spin.

Preuve. Soit (ey,eq) la "base" canonique de H ~ R @ iR™ et (es,eq) celle de
C ~ R ®R. On considére les quatre champs de vecteurs sur H x C définis par :

Xi(w,z) = Imw .e
Xo(w,z) = Imuw .eq
In(Im w)
X3(w,z) = [ (lna ) .e3
In(Imw
Xy(w,z) = [ ma ey

Ces quatre champs de vecteurs passent au quotient en une base de champs de
vecteurs sur Sy = H x C/G)y car :

V(i,7)  Xi(gi(w,2)) = duw,g; (Xi(w, 2)),

ol d(w,z)g; est la différentielle de I'application g; au point (w, z). Par exemple :

X, (go(w, z)) = Xj(aw, (2)
= Imaw .e;
= a.Xj(w,2)
= dw,)% (Xl(w, z))

De méme :
Xg(go(w,z)) = Xi(ow,(z)

In(alm w)
= In ,63

In(Im w)
= 1+ In o 63
In(Im w)

B.07ma es
B.X3(w, z)
- d(w,z)go (Xg(w,Z))

Les surfaces d’Inoue de premier type sont bien parallélisables. []
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Les surfaces d’Inoue de type Sy ., sont spin

Toujours avec les notations d'Inoue [Ino74|, soit N = (n;;) € SL(2,Z) une
matrice ayant des valeurs propres réelles a et 1/ avec o > 1. Soient (aq, as) et
(b1,by) les vecteurs propres de M associés respectivement a « et 1/a. On fixe
des entiers p,q,r ou r est non nul et un nombre complexe ¢t. On note (1, ¢co) la
solution de I’équation :

bras — b
(c1,02) = (c1,€2)-AN + (e, e) + ~ 220

(p,q)

ou e, = %nﬂ(nﬂ — 1)&1[)1 + %nig(nig — 1)a2b2 + nilni2b1a2 1 E {1, 2}

r

On note G]J(,pq . le groupe d’automorphismes de H x C engendré par :

g0 : (w,2) — (aw, z +t)
gi (w,2) — (w+a;,z+bw+c¢;) Vie{l 2}
g3 (w,z) — (w,z—l—%)‘

On montre que 'action de Gj(,ma’r;t sur H x C est propre, discontinue et sans
point fixe. Par définition, les surfaces Sy .., = Hx C/GY ., sont les surfaces
d’Inoue de deuxiéme type.

Proposition 4 : Les surfaces d’Inoue de deuxieme type sont parallélisables. En
particulier elles sont spin.

Preuve. On note encore (e, e2) la "base" canonique de H ~ R@iR™, (e, e4) celle
de C ~ R@iR et d(y,.)g; la différentielle de I'application g; au point (w, z). Dans
la base (€1, es, €3, e4), les matrices de ces différentielles sont :

a 0 00 1 0 00
d 1 0 a 00 d 1 0 100
(w,2)90 = 0010 5 (w,2)91 = bl 0 1 0 s
0 0 01 0 by 01
1 0 00 1000
d 1 0 1 .00 d 10100
(w,2)92 = by 0 1 0 ’ (w,2)93 = 0 010
0 b 01 0001
On considére les deux champs de vecteurs sur H x C définis par :
Xz(w,z) = e3
Xa(w,z) = e
Ces deux champs passent au quotient sur SJJ\rEnqm;t = H x (C/G;(,,p,q,r;t. On définit

sur H x C le champ de 2-plans Vect(ey, e3) orientés par la 2-forme e; Aez. Comme
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Vect(er,e3) est un plan stable pour toutes les différentielles d, . g;, ce champ
passe au quotient en un champ de 2-plans sur S}; gt De plus, Vorientation est
conservée car les 2-formes dy, )i (€1) Adw,2)9: (e3) sont positivement liées a la 2-
forme e; Aes. On note Pj3 ce champ de plans sur SJJ\rEnqm;t‘ On munit S;{,’p’q’r;t d’une
métrique riemannienne et on note X; le champ de vecteurs dans P;3 unitaire et

tel que (X7, X3) soit une famille orthogonale directe de Pi3.

De méme, le champ de 2-plans Vect(eq, e4) constant sur H x C et orienté par
la 2-forme e; A ey, passe au quotient sur S;{,’p’q’r;t en un champ de 2-plans Py
orientés. On définit de méme le champ de vecteurs X, dans P, unitaire et tel
que (Xy, X,) soit une famille orthogonale directe de Pay.

On a ainsi défini une base de champs de vecteurs (X, Xo, X3, X4) sur S;{,’p’w;t.
Les surfaces d’Inoue de deuxiéme type sont donc bien parallélisables. []

Les surfaces d’Inoue de type S sont spin

Psq,T

Toujours avec les notations d’Inoue [Ino74|, soit N = (n;;) € GL(2,Z) une
matrice de détermiant —1 ayant deux valeurs propres réelles a, —1/a avec av > 1.
Soient (ai,az) et (by,by) les vecteurs propres de M associés respectivement a «
et —1/a. Comme pour les surfaces d’Inoue de deuxiéme type, on fixe des entiers
p,q, T ol r est non nul et on note (¢y, c2) la solution de I’équation :

biag — b
—(c1,¢2) = (e1,¢2). "N + (e, e2) + 2102 — Bt

(p,q)

r
ou e, = %nﬂ(nﬂ — 1)&1[)1 + %nig(nig — 1)a2b2 + nilni2b1a2 1 E {1, 2}

On note Gy

N.pqr L€ groupe d’automorphismes de H x C engendré par :

go: (w,2) — (aw, —z)
gt (w,z) — (w+a;,z+bw+¢) Vie{l, 2}

g3 : (w,z) — (w,z+@).

N,p.q,r
fixe. Par définition, les surfaces S}y =Hx C/Gy sont les surfaces d’'Inoue

N,p,q,r N,p,q,r
de troisiéme type.

On montre que l'action de G sur H x C est propre, discontinue et sans point

Proposition 5 : Les surfaces d’Inoue de troisieme type sont parallélisables. En
particulier elles sont spin.

Preuve. On garde les notations précédentes. Ainsi dans la base (eq, ey, €3, €4), les
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matrices des différentielles d, .)g; sont :

a 0 0 0 1 0 0 0

d 1 0« 0 O d 0O 1 0O
(w,2)d0 = 0 0 —1 0 s (w,2)91 bl 010 s

00 0 -1 0 by 0 1

1 0 0 0 1 0 00

0 1 00 01 00

d(w,z).gQ = bg 0 1 0 ) d(w 2)93 001 0

0 b, 0 1 0001

On définit sur H x C le champ constant de 3-plans Vect(eq, e3, e4) orientés grace
a la 3-forme e; Aes Aes. La encore, ce champ passe au quotient sur
S](,,M,T, =H x C/G]_V,p,q,r en un champ de 3-plans orientés noté Pi34.

Pour tout vecteur X de C ~ Vect(es, e4), on note Ry(X) la rotation d’angle
0 du vecteur X dans le plan C. Sur H x C, on considére les deux champs de
vecteurs définis par :

In «

X4(w,Z) = Rln(Imw)ﬂ_(e4)

In o

{Xg(w,z) = Rln(fmw)w(eg)

Montrons que X3 passe au quotient par ’action de gy :

Xg(go(w,z)) = Xi3(aw,—2)
Rln({maw)w(eg)

= Rln([mw)+lna7_‘_(e3>

In o

Rln(Im w) ﬂ__"_ﬂ_(eg)
In o
= _Rln(Imw)ﬂ_(eg)
= _X3(w> Z)
- d(w,z)go (X3(w> Z))

On montre ainsi que les vecteurs (X3, Xy) passent au quotient en deux champs
de vecteurs sur Sy . =H x C/Gy,, .. On peut alors définir X; le champ uni-
taire de P34 tel que X soit orthogonal a Vect(Xs, Xy) et tel que (Xi, X3, Xy)
soit une famille orientée de P;34. Enfin, on note X5 le champ de vecteurs unitaire
orthogonal & Py34 tel que (X7, Xy, X3, Xy) soit une famille orientée.

On a ainsi défini une base de champs de vecteurs (X7, X, X3, Xy) sur S;,p o
Les surfaces d’Inoue de troisiéme type sont donc bien parallélisables. [

Remarque sur la parallélisabilité des surfaces d’Inoue

On sait depuis l'article de Wall [Wal86| (lire aussi [Bel00], [K1i98]) qu’a revéte-
ment fini pres les surfaces d’Inoue sont toutes des solvsurfaces affines, c’est-a-dire
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des quotients de la forme I'\G, ot G est un sous-groupe résoluble du groupe
affine et I un réseau cocompact de GG. Comme une base de champs de vecteurs
invariants & gauche sur GG descend en une base de champs de vecteurs sur I'\G,
toute solvsurface affine est parrallélisable. On obtient ainsi directement la paral-
lélisabilité des surfaces d’Inoue de type S;(Lp’q’r;t pour lesquelles le paramétre ¢
n’est pas réel. Mais ce raisonnement ne marche pas pour les autres surfaces.

Les surfaces hyperelliptiques sont spin

Pour les surfaces hyperelliptiques, on a encore une description explicite
([BHPVAV04], Chap.V.5). Ainsi, soit Ty le tore C/Z + iZ et Ty le tore C/T,
ou I' est un réseau de C. On note z; et 23 les coordonnées complexes sur T,
et Ty respectivement. A difféomorphisme prés, une surface hyperelliptique est le
quotient de Ty x Ty par un des groupes d’automorphismes G suivant :

Type r G Action de GG sur T; x To

1 | Z+iZ 7.)27. gi1(z1,2) = (21 + 3, —22)

; g1(z1, 22) = (21 + 1 —2)
2 L+iZ | )27 @ Z)27 2
o ppresl { ga(21,22) = (21 + 5,22 + 1) avec 2e; = 0

3 | Z+4Z 7.)37, g1(21,22) = (21 + 3, ) %2)

, 91(21, 22) = (21 + 3, J22)
4 |Z4j2|2/3002/32 3 |
J /3L L/ { 92(21,22) = (21 + 3,22 + €1) avec je; = e

5 7+ iZ 7./AZ 91(21,22) = (21 + 1, 420)

; 91(21,22) = (21 + l, i29)
6 L+l | )AL & 7.]27 4 _
o ez { 92(21,22) = (21 + 5, %2 + e1) avec ie; = e

7T |\ Z+iZ 7./6Z g1(21,22) = (21 — 5, —j22)

Comme pour les surfaces d’Inoue, on construit explicitement une base de champs
de vecteurs. Le premier tore T; est le quotient C/Z + iZ. On note (ey, e5) la base
canonique de C ~ R + iR. Le deuxiéme tore est le quotient Ty = C/I". On note
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ici (es, e4) la base canonique de C ~ R + iR et Ry la rotation d’angle 6 dans le
plan C ~ Vect(es, e4). On définit sur C & C les quatre champs de vecteurs :

Xl(ZbZZ) =€
X2(Zl,2’2) = €2
Xs(Zl,Zz) = R27rRezl(e3)
X4(Z1,Z2) = R27rRezl(e4>

Ces champs passent naturellement au quotient en quatre champs sur T; @ To,
quelque soit le réseau I' définissant Ty = C/I'. De plus, quelque soit le type de
la surface hyperelliptique, ces champs passent au quotient sur T; x Ty/G. Par
exemple pour le type 7 :

X3(91(Z1, Zz)) = X3 (21 - %, —jZ2)
R27r Re(zl—%) (63)
= R—%—l—%rRezl (63)
_j-R27r Re z1 (63)
—j.Xg(Zl, 2’2)
= d(zl,zg)gl (X3(21, Zz))
On a ainsi construit une base de champs de vecteurs sur chaque surface hyperel-
liptique :

Proposition 6 : Les surfaces hyperelliptiques sont parallélisables. En particulier
elles sont spin.

Les surfaces de Hopf secondaires sont spin

Kato a beaucoup étudié les surfaces de Hopf secondaires [Kat75], [Kat89]. Mais
nous préférons ici utiliser les notations de [MNO0O|. On rappelle ici les principaux
résultats de Kato qui nous seront utiles pour la suite.

Une surface de Hopf S est le quotient de C* = C? — {(0,0)} par un groupe
d’automorphismes G, dont 'action est propre, discontinue et sans point fixe :

S =C¥/G.

On note (z1,2;) un systéme de coordonnées sur C2. A biholomorphisme prés,
Kato a montré qu’on peut toujours supposer que G C GL(C?) sauf si G est le
groupe engendré par les applications :

{ g(z1,20) = (@21 + A\2J, azo)
h(z1, z2) = (a"21, 22)
ou :

(a,\) € C?

0<lal<1

a est une racine primitive m®¢ de I'unité

m,n sont des entiers premiers entre eux et m,n > 2
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Mais dans ce cas, Kato a montré qu’on peut déformer ces surfaces et se ramener
ainsi a A = 0. A difféomorphisme prés, il suffit donc d’étudier les surfaces de Hopf
secondaires pour lesquelles G C GL(C?).

On note H = {g € G/ |det(g)| = 1}, on a alors la suite exacte :

l1—H —G—7—1.

Définition : On dit que G est décomposable si G =7 x H. Sinon, on dit que G
est indécomposable.

Notation on utilise les notations suivantes pour les sous-groupes de SU(2)
d’ordre fini :

A, C SU(2) est le groupe cyclique d’ordre n. Il est engendré par la
. ( e 0

matrice —2in

0 —2in

e n

B, C SU(2) est le groupe diédral d’ordre 4n. Il est engendré par les matrices

0 ot e 0_
1 0 0 en |’

C' C SU(2) est le groupe tetraédral. C’est le groupe d’ordre 24 engendré par les
- & 0 NS _ ir
matrices < 0 ¢ et Ale ¢ ) avec £ =e1.

On note «, 3,y des nombres complexes dont le module appartient a l'intervalle
]0,1[, et on note a une racine primitive m*™° de l'uniteé.

(1) Si G est décomposable et abélien, le groupe G est isomorphe & Z & Z/mZ
m > 2 et GG est alors engendré par :

(A) g(21,22) = (21, Bre) et h(z1, 22) = (az1,a™2) ol pged(m,n)=1, ou
(B) g(21,22) = (az1 + 22, z2) et h(z1,20) = (az, azy).

(2) Si G est décomposable mais non abélien, le groupe G est isomorphe a Z x H.
Ou H est un sous-groupe d’indice fini de U(2) qui opére librement sur S
Le groupe G est alors engendré par :

g = vId et les éléments de H.
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(3) Si G est indécomposable, alors dans les cas (D1) jusqu'a (D6) (voir ci-
dessous), le groupe G est :

G = Gy U gGy, Gy =< 72Id > xH et g = yu.
Dans le cas (D7), le groupe G est :

G = GyU gGy Ug2G0, Gy =< ’73[d > xXH et g =yu.
Voici les différents cas qui peuvent arriver.

(D1) H est le sous-groupe de U(2) engendré par la matrice ( 8 fn ) et u

t_l
t 0
difféomorphisme prés, on peut supposer que t = 1 [Kat75|.

est I’endomorphisme < ) Avec n # n? = 1(modm) et t € C*. A

(D2) H est le sous-groupe de U(2) engendré par la matrice ( g _Oa ) et u est

-1

’endomorphisme ( ¥ ) Avec m de la forme 2(2/+1) > 6 et t € C*.

t 0
A difféeomorphisme prés, on peut supposer que ¢ = 1 [Kat75].

-1
(D3) H =< ald > XBék(2l+1) et u est 'endomorphisme < (13 tO ) Avec
pged (2F(21+1),m)=1, 2+ 1 > 3 et k > 3. On note ici Bhiiyyny CUQ) le
0 s! d 0
20+ 1 et d d’ordre 2%. Enfin t2 = (—s)* et ¢ # 1.

groupe engendré par les matrices ( s 0 ) et ( 0 d ), avec s d’ordre

(D4) H =< ald > xB,, et u est "'endomorphisme ( 6; 9i7r ) Avec n > 3

e n
et pged(m,4n)=1.

(D5) H =< ald > xBy et u est l'endomorphisme (604 9i7r ) Avec
e 1

pgeg(m,2)=1.

(D6) H =< ald > xC et u est 'endomorphisme ( e; 9i7r )

T
(D7) H =< ald > X Bsy et u est 'endomorphisme % ( eﬂ in )
e
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Ceci fini les rappels sur les surfaces de Hopf secondaires. On va maintenant mon-
trer qu’elles sont toutes parallélisables. Dans le cas ou G est décomposable, la
surface de Hopf associée est diffeomorphe au produit St x S3/H [Kat75]. Toutes
ces surfaces sont donc parallélisables. Dans le cas ou GG est indécomposable, la
variété S = C* /G est un fibré¢ au-dessus de S' dont la fibre est diffcomorphe a
S*/H. Dans tous les cas (D1),..., (D7) la variété S s’obtient comme la suspension
au-dessus de [0,1] de Papplication u : S*°/H — S*/H. C’est ce cas qu'il faut
étudier en détail.

Commengons par construire une base de champs de vecteurs sur S*/ H. Pour cela,
on identifie R* au corps des quaternions H de sorte que la sphére S? s’identifie &
I’ensemble des quaternions de norme 1 :

S*={¢cH/|q|=1}.
Pour tout ¢ € S3, on a alors :
T,S* = Vect(iq, jq. kq)-

Soit h un élément du groupe H C U(2). On note d,h la différentielle de 'appli-
cation h : S* — S? au point ¢ :

dqh : TqS3 — Th(q)S3.
Comme h est C-linéaire, on a :

dh=h
d,h(iU) = id,h(U), YU € T,S.

On définit sur S? le champ de vecteurs :
Yi: & — TS3
q = iq
Ce champ de vecteurs passent au quotient sur S*/H. En effet Vh € H :
Y1(h(q)) = dh(Y1(a)).
De plus, on a la décomposition en somme directe orthogonale :
T,S* = Vect(iq) & Vect(jq, kq).

Comme les éléments de H sont des isométries de R*, on en déduit que le champ
de plans :
P23 . 83 — TSg
q +— Vect(jq, kq).
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passe aussi au quotient en un champ de plans sur S*/H. On peut également
voir P3 comme un champ de C-droites. Comme S*/H est parallélisable, on peut

choisir (Yg(q), Y})(q)) une base orthonormée de champs de vecteurs de Py3 telle

que Y3 = iY5. On a ainsi construit (Y3, Ys,Y3) une base de champs de vecteurs
sur S? qui passent au quotient par I'action du groupe H.

Pour simplifier 1’écriture, on utilise la méme notation pour un point de S? et
son image dans S*/H. On considére maintenant la suspension au-dessus de [0, 1]
de Dapplication u : S*/H — S*/H. Cette application dépend du groupe H
considéré. Mais dans tous les cas, elle est C-linéaire. Le champ de vecteurs Y] est
donc invariant par la suspension :

¥i(u(@) = du(Vi(0)).

De plus dans tous les cas, application u est une isométrie de R*. En effet c’est
immeédiat dans les cas (D3),..., (D7) et dans les deux premiers cas, on peut a

difféeomorphisme prés choisir u = ? (1] ) Le champ de C-droites Vect(Ys, Y3)
est donc lui aussi invariant par wu :
dqu : qug/H — Tu(q)Sg/H

Veet(Ya(0). Ya(@)) — Vet (Ya(uln)). Y3 (u(a) )

Comme u est une isométrie C-linéaire et que les bases (E(q),ﬁ@,(q)) et

<Y2 (u(q)),Y},(u(q))) sont orthonormées, la matrice de d,u dans ces bases est la

multiplication par un nombre complexe z(g) de module 1 :

dyu Vect(Yg(q),Yg(q)> — VeCt(Yz (U(Q))ay?)(U(Q)))
Ya(q) — 2(q)Ya(u(q))
Y3(q) — x(q)Ys(u(q))

On peut alors considérer les champs de vecteurs sur [0, 1] x S*/H définis par :

ooy

Par définition on a alors :
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et :

On vient de construire trois champs de vecteurs invariants par la suspension. Si

on note Xy(t,q) = %, le champ de vecteurs constant tangent a la variable ¢. On

a une base de champs de vecteurs sur toutes surfaces de Hopf secondaires.

Proposition 7 : Les surfaces de Hopf secondaires sont parallélisables. En parti-
culier elles sont spin.

5.3 Surfaces complexes parallélisables

Grace au théoreme de la section précédente, il est maintenant facile de donner
la liste compléte des surfaces complexes parallélisables, c’est-a-dire a fibré tan-
gent topologiquement trivial. Ce résultat est un peu plus précis que celui de Yau
[Yau76|, dans la mesure ou il donne non pas les surfaces complexes susceptibles
d’étre parallélisables, mais toutes les surfaces parallélisables. Dans ce théoréme,
on note b; le premier nombre de Betti d’une surface et y sa caractéristique d’Euler.

Théoréme 2 : Les seules surfaces compactes complexes S parallélisables en tant
que variétés réelles sont :

Les surfaces réglées de genre un qui sont spin
Kod(S) = —o0 : ¢ Les surfaces de Hopf

Les surfaces d’Inoue

Les tores

Les surfaces hyperelliptiques

Les surfaces de Kodaira primaires

Les surfaces de Kodaira secondaires qui sont spin

Kod(S)=0 :

Les surfaces minimales spin avec by impair
Les surfaces minimales spin avec by pair et x = 0.

Kod(S) =1 {

Kod(S) =2 : Aucune surface.
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Preuve. Une variété parallélisable est une variété presque quaternionique dont la
caractéristique d’Euler est nulle. Par rapport au théoréme précédent, il nous faut
donc éliminer les surfaces K3 puisque x = 24 et certaines surfaces de dimension

de Kodaira un. [J

5.4 Variétés de dimension quatre parallélisables
sans structure complexe dont ’espace twisto-
riel est complexe

Comme application on peut construire une famille d’exemples simples de va-
riétés parallélisables mais qui ne possédent pas de structure complexe. De tels
exemples existaient déja mais restaient assez isolés ou peu explicites [YauT76|,
[Bro78|.

Définition : Une variété H est hyperbolique si elle peut étre munie d’une mé-
trique a courbure sectionnelle constante égale a —1. Si H est de dimension n, son
revétement universel riemannien est donc [’espace hyperbolique H™.

Théoréme 3 : Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H, le pro-
duit H x S est une 4-variété parallélisable sans structure complexe.

L’espace twistoriel de ces variétés munies d’une métrique adéquate forment la
classe d’exemples cherchée.

Théoréme 4 : Pour toute 3-variété compacte hyperbolique orientable H, il existe
une structure compleze sur le produit H x S* x S?.

La théorie des espaces twistoriels nous a donc permis comme espéré de mettre
une structure complexe sur des produits du type M x S? ou M est une variété
sans structure complexe.

Remarque : La dimension de Kodaira de H x S* x S? est —oo et sa dimension
algébrique est zéro (cf. section 3.8.3 et 3.5.4).

5.4.1 Démonstration du théoréme 3

Si H est une 3-variété hyperbolique orientable compacte, elle est parallélisable
donc H x St aussi. Le point le plus difficile est de montrer que ce produit n’admet
aucune structure complexe. Pour cela on utilise le théoréme 2 et les propriétés
du groupe fondamental d’une variété hyperbolique compacte. Par les théorémes
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de Preissman et de Byers [dC92]|, on sait que le groupe fondamental de H, noté
m1(H), n’est pas abélien et que les seuls sous-groupes résolubles non triviaux de
m1(H) sont infinis cycliques. En particulier, il est sans torsion et n’admet pas de
sous-groupe isomorphe a Z?2.

Voila en résumé 'idée de la preuve. Si H x S* admet une structure complexe
alors c’est une des surfaces du théoréme 2. En étudiant les groupes fondamentaux
des différentes surfaces complexes on montre que H xS! ne peut étre ni une surface
de Hopf primaire (m; = Z), ni une surface de Hopf secondaire (quotient fini d’une
Hopf primaire), ni une surface d’Inoue (m; résoluble), ni une surface réglée de
genre un (m; = Z?), ni un tore (7, = Z*), ni une des autres surfaces (m; D Z?) :

Surfaces compactes parallélisables | Kod(S) a(S) m(95)
surfaces de Hopf —oo | Ooul | Z d’indice fini
Inoue —00 1 résoluble
Surfaces réglées de genre un spin —00 2 7?2
Tores 0]0,1o0u?2 72
Hyperelliptiques 0 2 contient un Z?
Surfaces de Kodaira spin 0 1 contient un Z?*
Proprement elliptiques spin et y =0 1| 1lou2 | contient un Z?*

Il faut donc étudier un par un les différents groupes fondamentaux des variétés du
théoréme 2. Avant cela on rappelle rapidement la définition d’un groupe résoluble.

Groupe résoluble

Soit G un groupe, on note D(G) = [G,G] le groupe engendré par les com-
mutants [g;, g;] ol ¢;,g; sont des éléments de G, c’est le groupe dérivé de G.
On dit que le groupe G est résoluble si la suite D'™'G = [D'G, D'G] finit par
étre constante égale au neutre de GG. Un groupe abélien est donc en particulier
résoluble.

Surfaces de Hopf

Une surface complexe S est dite de Hopf si son revétement universel est
C? — {0,0}. On parle de surface de Hopf primaire lorsque S est diffeomorphe
au produit S* x S3. Son groupe fondamental est alors Z. On montre que toute

surface de Hopf admet un revétement fini non ramifié qui est une Hopf primaire.
On parle alors de Hopf secondaire [FM94|, [BHPVAV04].

Conclusion : La surface St x H ne peut étre une surface de Hopf primaire sinon
son groupe fondamental serait abélien. Ce n’est pas non plus une surface de Hopf
secondaire sinon son groupe fondamental aurait Z comme sous-groupe d’indice
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fini tandis que le ™ de S' x H contient un Z>.

Surfaces d’Inoue de premier type : Sy,

On a une présentation explicite du groupe fondamental des surfaces d’Inoue
[[no74]. 1l est alors immédiat de voir que, dans tous les cas, c’est un groupe
résoluble. Nous donnons ici une démonstration pour le lecteur intéressé.

Proposition 8 : Le groupe fondamental de Sy, est résoluble.

Preuve. Comme H x C est simplement connexe, le groupe fondamental de la
surface Sy = Hx C/G )y est le groupe Gyy. Or les générateurs go, g1, g2, g3 de Gy
vérifient les relations [Ino74] :

mi1—1 _m;2 m;3

.. 90,91 = g 9o g
{ 9:9; :1gjgi vlaj.e {1727 3} — {gz gj — g}n“gmig—lgilig
90990 = gi" g5 gy Vi€ {1,2,3} ’ s s s

mi1 M4  miz—1

(90, 93] = 97" 95" g5

On note D(G) le groupe dérivé de G. Par définition il est engendré par les [g;, g;]
ot i et j varient dans ’ensemble {0,1,2,3}. On a donc :

D(G) < 91,92, 33 >,

ol < g1, 92, g3 > est le groupe engendré par les éléments g1, g et g3. Le groupe
dérivé D(G) est abélien donc D*G = {1},

Le groupe fondamental d'une surface d’Inoue de premier type est bien résoluble.

O

, ‘s . o+
Surfaces d’Inoue de deuxiéme type : Svaqur;t

De méme, on a la proposition :
Proposition 9 : Le groupe fondamental de S]J\’,,p,qm est résoluble.

Preuve. Le groupe fondamental de la surface S;{,’p’q’r;t est le groupe Gj(,vpqur;t. Or

les générateurs go, g1, go, g3 de G]J(,’M’T,;t vérifient les relations [[no74] :

9193 = 939 Vi € {0,1,2}
91 9o 9192 = g3
99190 = 91 95" gk

n21 ,n22

909295 " = g7 95> gl

Ces relations nous donnent en particulier que :

D(G) C< g1, 92,93 > .
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La deuxiéme relation peut aussi s’écrire [g1, g2] = ¢4 donc :
D*G c< g3 > .

Comme D?@ est abélien, on a D3G = 1.

Le groupe fondamental d’une surface d’Inoue de deuxiéme type est bien résoluble.

O

, ‘s .
Surfaces d’Inoue de troisiéme type : Sy .

Pour les surfaces d’Inoue de troisiéme type, on a encore le méme résultat.

Proposition 10 : Le groupe fondamental de Sy, ... est résoluble.

Preuve. Le groupe fondamental d’une surface de la surface Sy est le groupe

Gy

7p7q77"
vérifient les relations [Ino74] :

Or les générateurs go, g1, g2, 93 de Gy, .

7p7q7r :

gi9s = g3g9; Vi€ {1,2}
9795 q192 = g4

909190 " = 91" g5 gh

n2i ,n22

909290_1 =0 ) 99 gg
909390 = 93

Comme précédemment, ces relations nous donnent :
D(G) C< g1, 92,93 > -
Des deux premiéres relations on en déduit que :
D*G c< g3 > .

Et enfin, comme D?G est abélien, on a D3G = 1.

Le groupe fondamental d'une surface d’Inoue de troisiéme type est bien résoluble.

O

Conclusion : Quelque soit le type de la surface d’Inoue, son groupe fondamental
est résoluble. Si la variété St x H est une surface complexe, ce n'est pas une
surface d’Inoue car son groupe fondamental n’est pas résoluble.

Surfaces réglées de genre un

Une surface réglée de genre un est une surface S qui admet une fibration
lisse localement trivial de fibre CP! au-dessus d’une courbe elliptique [FM94],
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[BHPVAV04]. Topologiquement la fibration s’écrit S LN T2. On a donc la suite
exacte :

0 =m(S*) — 7 (S) — 7 (T?) — 0.

Le groupe fondamental d’une surface réglée de genre un est le groupe Z2.

Conclusion : Le produit S' x H ne peut donc pas étre une surface réglée de genre
un, puisque le groupe fondamental de H n’est pas abélien.

Tore

Le groupe fondamental d’un tore est Z*.

Conclusion : Si la variété St x H est complexe, ¢ca ne peut pas étre un tore
puisque le groupe fondamental de H n’est pas abélien.

Surfaces elliptiques parallélisables

Les autres surfaces du théoréme 2 sont toutes des surfaces de dimension al-
gébrique un ou deux |[BHPVAV04|. Ce sont donc des surfaces elliptiques. Pour
conclure, il ne reste qu’a éliminer cette derniére possibilité. Pour cela, on rappelle
quelques propriétés des surfaces elliptiques [FM94|, [BHPVAV04].

Si S est une surface elliptique elle admet une surjection holomorphe
m: S — C dont la fibre générique est une courbe elliptique. Dans notre cas la
caractéristique d’Euler est nulle (S est parallélisable), donc la fibration est sans
fibre singuliére. La base C' est une 2-orbifold, c’est-a-dire une 2-variété avec un
ensemble de points spéciaux {t¢i, ..., ¢} de multiplicité {my,...,my}. La fibre de
m: S — (' au-dessus d'un point ¢; est une fibre multiple de multiplicité m;. Si S
est parallélisable et de dimension de Kodaira 0 ou 1, alors avec la terminologie de
[FM94], la base C' est une orbifold plate ou hyperbolique, c¢’est-a-dire un quotient
fini d’une surface de Riemann ¥, de genre g supérieur ou égale a un. Notre variété
S admet donc un revétement fini S — S, ou S est une surface elliptique au-
dessus d’une surface de Riemann de genre g > 1 sans fibre multiple : S — 2.
On a donc la suite exacte :

0 — Z* — m(S) — m(Z,) — 0.

Le groupe de monodromie de S agit par automorphismes analytiques sur la
fibre, qui est une courbe elliptique. A isotopie prés, il est donc fini. Quitte &
prendre un nouveau revétement, on peut supposer que notre fibration est & mo-
nodromie triviale.

Lemme : Le groupe fondamental de la fibre (Z?) est alors central dans celui de S,
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Preuve. Soit v : [0,1] — X, un lacet de la base. On note ¢ 'automorphisme du
groupe de monodromie associé au lacet . Si on restreint le fibré 7 : § — g
au lacet 7, la fibration obtenue est la suspension de ¢ au-dessus de [0, 1]. Comme
la monodromie est triviale, ce fibré est topologiquement trivial. Le groupe fonda-
mental de la fibre commute donc avec 1’élément v et cela pour tout lacet de la
base. Le groupe fondamental de la fibre est bien central dans celui de S. O

Si on prend le sous-groupe de 7T1(§ ) engendré par un élément du m; de la base
et par le 7 de la fibre, on obtient un groupe abélien isomorphe a Z3. Le groupe
fondamental de S admet bien un sous-groupe isomorphe a Z3.

Conclusion : Le produit S* x H ne peut donc pas étre une surface elliptique
parallélisable de dimension de Kodaira 0 ou 1, sinon H x S admettrait S comme
revétement fini. Son groupe fondamental contiendrait un Z3. Ce qui est impossible,
puisque le groupe fondamental de H ne contient pas de Z2.

5.4.2 Démonstration du théoréme 4

On peut toujours munir H d’une métrique hyperbolique c’est-a-dire d'une
métrique a courbure sectionnelle constante égale a —1. Dans la section 1.5.2; on a
montré que la métrique produit sur H x S' était localement conformément plate.
L’espace twistoriel associé a cette variété riemannienne orientée admet donc une
structure complexe. De plus, cet espace twistoriel est difféomorphe au produit
H x S' x S? puisque H x S! est parallélisable. [J
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Chapitre 5




Chapitre 6

3-variété complexe de deuxiéme
type

En regardant le quotient du fibré O(1) & O(1) — CP! par une action holo-
morphe de Z* bien choisie, Blanchard [Bla56] a mis une structure complexe non
kiihlerienne sur le produit T* x S? d’un tore T* avec la sphére S?. Cette struc-
ture complexe n’est pas une déformation de la structure complexe produit, en
ce sens on peut parler d’'une structure complexe exotique. Cette structure com-
plexe exotique est précisément la structure d’espace twistoriel d’un tore plat :
7(T4) ~ T4 x S%

Lorsque (M, g) est compacte et que la métrique g est anti-autoduale, la struc-
ture presque complexe sur 7(M, g) est intégrable. Dans ce cas Hitchin a montré
que si 7(M, g) est Kihler alors M est la sphére S* ou le plan projectif CP? munis
de leur métrique standard. D’autre part si M est une surface complexe presque
quaternionique, on montrera que la structure complexe sur 7(M) n’est jamais une
déformation de la structure complexe produit M x CP!. On a alors une structure
non standard sur le produit M x S%. Tout ceci nous motive donc a trouver des
exemples de 4-variétés (M, g) tels que :

(i) M admet une structure complexe
(ii) le fibré twistoriel de M est topologiquement trivial
(iii) la métrique g est anti-autoduale.

On sait déja qu'une surface K3 munie de sa métrique de Calabi-Yau, ou que
la surface S! x S* munie de sa métrique produit sont des exemples qui, comme
les tores plats, vérifient les trois conditions. Mais il faut bien noter qu’ici, la
condition (iii) ne demande pas a la métrique d’étre hermitienne, contrairement a
I’approche de Boyer ou de Pontecorvo par exemple. Cette condition est beaucoup
moins restrictive puisqu’alors la métrique n’a plus aucun lien avec la structure
complexe. J'insiste sur ce point car les techniques développées ici sont du coup
tres différentes de celles du cas hermitien. Pour donner un exemple, il existe des
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surfaces de Hopf sans aucune métrique hermitienne anti-autoduale mais munies
d’une infinité de métriques riemanniennes anti-autoduales.

6.1 Structure complexe non standard

6.1.1 Kahler

Hitchin a montré que les espaces twitoriels ne sont presque jamais des variétés
kéhleriennes. Plus précisement :

Théoréme [Hit81] : Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée. Son es-
pace twistoriel admet une métrique kihlerienne si et seulement si M est conformé-
ment équivalent & la sphére ronde S* ou au plan projectif complexe CP? 0w on a
renversé 'orientation et muni de la métrique de Fubini-Study.

6.1.2 Déformation

Soit (M, g) une surface complexe presque quaternionique. Son espace twisto-
riel Z est diffeomorphe au produit M x S%. On peut alors munir Z de la structure
complexe produit ou de la structure canonique d’espace twistoriel. Sous ces hy-
pothéses on a le résultat suivant.

Proposition 1 : La structure presque compleze d’espace twistoriel n’est jamais
une déformation de la structure complexe produit.

Preuve. Comme (M, g) est presque quaternionique, son espace twistoriel Z est
difféomorphe au produit M x S?. Son deuxiéme groupe de cohomologie de De
Rham est donc :

H*(Z,7) = H*(M,Z) ® H*(S*,Z).

On note h le générateur du H%(S? Z).

L’espace twistoriel de (M, g) est muni d’une structure presque complexe ca-
nonique J; dont on a déja calculé les classes de Chern notée ¢;(J.;) (cf section
3.3.2). En particulier ¢;(J.) = 4h. Lorsque M est une surface complexe, on peut
munir la variété Z ~ M x S? de la structure complexe produit .J,. On veut com-
parer les classes de Chern de ces deux structures complexes. Pour cela, on note
c1(M) et ca(M) les classes de Chern de la surface M et ¢;(.J,) les classes de Chern
sur M x S? munie de la structure complexe produit J, :

cr(J) = e(M) + 2h
CQ(Jp) = CQ(M) + thl(M)
Cg(Jp) = QhCQ(S)
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Si on pouvait déformer la structure complexe d’espace twistoriel J.; de Z en la
structure complexe produit J,, les classes de Chern seraient les mémes. Mais
c1(Jet) est divisible par quatre contrairement a c(.Jp).

La structure d’espace twistoriel n’est donc jamais une déformation de la struc-
ture produit. [

6.2 Résolution du probléme pour les métriques
d’Einstein

On rappelle que le but de ce chapitre est de déterminer l’ensemble des 4-
variétés riemanniennes orientées (M, g) compactes connexes telles que :

(i) M admet une structure complexe
(ii) M est presque quaternionique
(iii) la métrique g est anti-autoduale.

On ajoute ici une contrainte : on demande & la métrique d’étre Einstein. Dans
ce cas, le probléme a été résolue par Hitchin, ou du moins se déduit directement
du théoréme 1 dans [Hit74a] :

Théoréme [Hit74a] : Soit (M, g) une 4-variété orientée munie d’une métrique
d’Einstein et dont la signature et la caractéristique d’Euler vérifie : 31+ 2x = 0,
alors :

a) soit M est plat

b) soit le revétement universel de M est une surface K3.

Une 4-variété presque quaternionique est une 4-variété spin qui vérifie 37+2y = 0.
Or les seules surfaces complexes munies d'une métrique plate sont les tores et les
surfaces hyperelliptiques. Un peu plus faible que le théoréme d’Hitchin on a donc :

Proposition 2 : Les seules surfaces compactes complexes presque quaternioniques
munies d’une métrique anti-autoduale et d’Finstein sont :

a) les tores
b) les surfaces hyperelliptiques
c) les surfaces K3.

Nous donnons ici la démonstration originale du théoréme d’Hitchin. C’est une tres
jolie démonstration qui nécessite quelques rappels de théorie harmonique [Pet98].
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6.2.1 Formes harmoniques et paralléles

Soit (M, g) une 4-variété riemannienne compacte et QF(M) I'ensemble des
k-formes sur M. On note d : QF(M) — QFFL(M) l'opérateur de dérivation et
5 QFFL(M) — QF(M) l'opérateur adjoint de d. Enfin on note A = dd + 6d :
QF (M) — QF(M) le laplacien sur M.

Définition : Une k-forme est harmonique si et seulement si son laplacien est nul.
On note H*(M) ’ensemble des k-formes harmoniques.

Une k-forme w est harmonique si et seulement si elle est fermée (dw = 0) et
cofermée (dw = 0). En effet pour toute k-forme w on a :

9(Aw,w) = g(dow,w) + g(ddw, w)
= g(ow,dw) + g(dw, dw).

On a donc Aw =0 = dw = 0 et dw = 0. La réciproque est évidente. On a donc
une application naturelle entre H*(M) et le k'*™° groupe de cohomologie de De
Rham H*(M,R) :

HE(M) — H"(M,R)

w - w
Théoréme de Hodge [Pet98] : Cette application est un isomorphisme.

Soit (M, g) une variété riemannienne et V sa connexion de Levi-Civita. Pour
toute 1-forme sur M, il existe un champ de vecteurs dual X tel que w = ¢g(X,.).

Lemme : Une 1-forme est paralléle (Vw = 0) si et seulement si son champ dual

lest (VX = 0).

Preuve. Par définition, une 1-forme w est paralléle si et seulement si pour tous
champs de vecteurs Y et Z sur M on a :

Mais si X est le champ dual de w alors :

Vy(w(2)) —w(VyZ) = Y.g(X,Z)—g(X,VyZ)
= g(VyX,Z)

On a donc bien w paralléle si et seulement si X D'est. [

Le théoréme de Bochner fait le lien entre une 1-forme harmonique et une 1-forme
paralléle sous certaines hypothéses sur la métrique.
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Théoréme de Bochner [Pet98] : Soit (M, g) une variété compacte orientée.
On suppose que les valeurs propres du (1,1)-tenseur de Ricci sont toutes positives
ou nulles. Dans ce cas les 1-formes harmoniques sont paralléles.

On a maintenant tous les outils nécessaires pour démontrer la proposition 2.

6.2.2 Démonstration de la proposition 2

Soit M une surface complexe et g une métrique riemannienne anti-autoduale,
qui est d’Einstein. On rappelle que la matrice de 'opérateur de courbure R admet
une décomposition par bloc (cf. section 1.1.2) :

p_ (Wrgld B\
B W+

Avec ces notations on a (cf. section 1.5.1) :

1 2y 1
3= g | (WP 4 55" = 20B1 )y
Ici (M, g) est presque quaternionique donc 37 + 2x = 0. De plus, la métrique est
anti-autoduale (W* = 0) et d’Einstein (B = 0), la courbure scalaire de g doit
donc étre nulle.

Deux cas peuvent se produire. Soit W~ = 0 alors (M, g) est plat. Comme M
est complexe, M est un tore ou une surface hyperelliptique. Soit W~ # 0 dans ce
cas, la caractéristique d’Euler de M est strictement positive car :

1 1

=g (R W 55 = 1By = g5 [ 19 IP >0
On va montrer que le groupe fondamental de M est fini. Avant cela, on montre
que son premier nombre de Betti b; est nul.

Si by # 0 il existe une 1-forme fermée non exacte. Par le théoréeme de Hodge,
il existe donc une 1-forme hamonique non nulle sur M. Mais comme la métrique
g sur M est d’Einstein et a courbure scalaire nulle, 'opérateur de Ricci est donc
nul. Par le théoréme de Bochner toute 1-forme harmonique est paralléle. Par dua-
lité, cette 1-forme paralléle peut-étre vu comme un champ de vecteurs paralléle.
Comme la 1-forme est non nulle, ce champ de vecteurs est non identiquement nul.
Mais il est paralléle, sa norme est donc constante : c’est un champ de vecteurs
partout non nul. On aboutit a la contradiction x = 0. On a donc bien b; = 0.

Soit M — M un recouvrement fini de degré k et § la métrique tirée en
arriére sur M. On note Y et 7 la caractéristique d’Euler et la signature de M.
Comme M — M est un recouvrement de degré k on a ¥ = ky et 7 = k7.
On a donc encore 37 + 2y = 0. De plus, la métrique g est anti-autoduale et
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d’Einstein. Le raisonnement précédent donne by (M) = 0. Pour conclure que le
groupe fondamental de M est fini, on utilise le théoréme suivant.

Théoréme de Cheeger et Gromoll (cf. par exemple [Bes87]) : Soit (M, g)
une variété riemannienne compacte connexe dont les valeurs propres du (1,1)-
tenseur de Ricci sont positives ou nulles. Alors il existe un sous-groupe distingué
F dum (M) tel que m(M)/F est une extension finie de 7. De plus (M, g) admet
un revétement fini qui est le produit riemannien d’un tore T par une variété.

Ici la courbure de Ricci de la métrique g est nulle donc par ce théoréme, on
en déduit que seul deux cas peuvent se produire. Soit 71 (M) est fini, avec les
notations du théoréme cela correspond a ¢ = 0. Soit M admet un recouvrement
fini par une variété M avec by # (0. Ce deuxiéme cas ne peut pas se produire, le
groupe fondamental de M est bien fini.

Quitte & prendre un revétement fini de M, on peut supposer que M
est simplement connexe. Or la matrice de lopérateur de courbure
R : N°TM =N\N"TM & N\~ TM est de la forme :

(0

La courbure du fibré A" TM — M est donc nulle, comme M est simplement
connexe, le fibré est trivial et on peut donc définir globalement trois sections
paralléles de la forme :

X1:61/\€2+63/\64
X2:61/\63—62/\64
X3:61/\64+62/\63

ot (eq,es,e3,6e4) est une base (locale) de T'M. Comme ces trois sections sont
paralléles, les structures presque complexes sur M associées sont kihleriennes :

0O -1 0 O
1 0 0 O
epNes+e3Ney =— I = 0 0 0 —1
0O 0 1 0
0O 0 -1 0
0 O 0 1
egNeg —ey Ney —> J = 1 0 0 0
0O -1 0 O
00 0 -1
00 -1 0
ertNes+esNes — K= 01 0 0
1 0 0 0
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La variété M est donc hyperkihlerienne, c’est une surface K3 (section 4.4.3). Ceci
conclut la démonstration du théoréme d’Hitchin. [

Remarque : Demander a la métrique d’étre Einstein est une contrainte trés
restrictive. En effet, pour les variétés presque quaternioniques et anti-autoduale
c’est équivalent a tmposer a la courbure scalaire d’étre nulle.

Remarque : Grice au théoreme d’Hitchin, il est facile de voir que les seules
4-variétés kihleriennes, Ricci plates (i.e. Einstein a courbure scalaire nulle) sont
les tores, les surfaces K3 et leurs quotients. C’est-a-dire les surfaces hyperellip-
tiques et les surfaces d’Enriques.

6.3 Résolution du probléme pour les métriques
hermitiennes

Si on ajoute comme contrainte que la métrique sur M doit étre hermitienne,
le probléme se résout directement en utilisant les travaux de Boyer et Pontecorvo.

Théoréme [Boy86] (lire aussi [Pon92b)) : Les seules surfaces complexes spin
munies d’une métrique hermitienne anti-autoduale sont :

a) les tores

b) les surfaces hyperelliptiques

c) les surfaces K3

d) certaines surfaces de Hopf bien déterminées (voir ci-apres)

e) les surfaces réglées de genre g > 2 spin.

Remarque : Dans le papier de Boyer, les surfaces hyperelliptiques avaient été
oublices.

Grace au théoréme de classification des surfaces complexes presque quaternio-
niques (th. 1 section 5.2), on en déduit directement la proposition :

Proposition 3 : Soit S est une surface compacte complexe dont le fibré twis-
toriel est topologiquement trivial. La variété S peut étre munie d’une métrique
hermitienne anti-autoduale si et seulement si S est :

a) un tore
b) une surface hyperelliptique
c¢) une surface K3

d) une surface de Hopf bien déterminée (voir ci-apres).
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La condition d’admettre une métrique hermitienne anti-autoduale est tres restric-
tives. La démonstration du théoréme de Boyer Pontecorvo repose sur le lemme
suivant.

Lemme [Boy86] : Soit S une surface complexe et g une métrique hermitienne
anti-autoduale alors :

(i) Soit by est pair alors la métrique est a courbure scalaire nulle et kihlerienne.

(ii) Soit by est impair et alors la dimension de Kodaira est —oo et la métrique
est localement conformément Kdhler.

Surfaces de Hopf hermitiennes

Toute surface de Hopf admet un revétement en une surface de Hopf primaire.
On a vu que ces derniéres étaient toutes de la forme H,, o g4 (cf. section 4.3.1).
On donne ici les surfaces de Hopf primaires qui admettent une métrique hermi-
tienne anti-autoduale.

Proposition [Boy86| : La surface Hip a4 est munie d’une métrique hermi-
tienne anti-autoduale si et seulement sim =t =0 et |a| = |f].

Lorsque |a| = |3, il est facile de voir les surfaces de la forme H, g admettent
une métrique hermitienne anti-autoduale. En effet, on prend sur C?* la métrique :

. dzld_zl + dZQd—Zg
N PAEENPAD

C’est une métrique hermitienne localement conformément plate qui passe au quo-
tient en une métrique sur H, g).

Remarque : [l est tres restrictif d’admettre une métrique hermitienne anti-
autoduale. Ainsi, treés peu de surfaces de Hopf primaires en possedent bien qu’on
puisse toujours munir les surfaces Hnapp ~ S' x S* de la métrique produit
qui est riemannienne localement conformément plate. Plus généralement, pour
tout nombre complexe (o, 3) avec |o| = |3, la métrique g p) est une métrique
riemannienne localement conformément plate sur Hp o 5.1

6.4 Reésolution du probléme pour les métriques
riemanniennes

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant. Il donne toutes les surfaces
presque quaternioniques qui peuvent étre munies d’'une métrique riemannienne



95

anti-autoduale. Encore une fois, ici la métrique n’est plus liée a la structure com-
plexe. Il était donc légitime d’espérer trouver d’autres exemples que ceux déja
cités.

Théoréme 1 : Soit M une surface compacte complexe dont le fibré twistoriel
est topologiquement trivial. Si la variété M peut étre munie d’une métrique rie-
mannienne anti-autoduale alors M est :

a) une surface K3
b) un tore

c) une surface hyperelliptique
d) une surface de Hopf

e) une surface minimale spin de dimension de Kodaira un.

Remarque : Dans les cas a, b, ¢ et d nous allons montrer qu’il existe toujours
une métrique riemannienne anti-autoduale (cf. démonstration a la section 6.5.2).

Les seules variétés non connues susceptibles d’admettre une métrique anti-auto-
duale sont les surfaces proprement elliptiques. Ces surfaces se divisent en deux
groupes suivant que la caractéristique d’Euler est nulle ou pas. Dans les deux
cas, on peut préciser un peu le théoréme. Mais avant cela, on rappelle que toute
métrique anti-autoduale est conforme a une métrique dont la courbure scalaire
est constante (cf. section 1.4). A partir d’ici, on supposera donc toujours que la
courbure scalaire d’une métrique anti-autoduale est constante.

Proposition 4 : Soit M une surface minimale de dimension de Kodaira un spin
et de caractéristique d’Fuler nulle. La variété M est alors parallélisable et revétue
par un fibré lisse localement trivial S — Y,~1 en courbes elliptiques et de base
une surface de Riemann de genre g > 1.

St M admet une métrique g anti-autoduale alors la métrique est localement
conformément plate (et donc a courbure harmonique), a courbure scalaire néga-
tive, mon hermitienne, non FEinstein et a holonomie sans sous-espace invariant
(c’est-a-dire g irréductible). En particulier la métrique n’est pas Ricci paralléle.

Proposition 5 : Soit M une surface minimale de dimension de Kodaira un spin
et de caractéristique d’Fuler x > 0.

St M admet une métrique anti-autoduale alors la métrique est a courbure
scalaire négative, non Finstein, non localement conformément plate, non hermi-
tienne, et a holonomie sans sous-espace tnvariant. La encore la métrique n’est
pas Ricci paralléle.

Je ne sais pas si dans ces deux derniers cas une métrique riemannienne anti-
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autoduale existe réellement. Bien que les restrictions sur cette métrique soient
assez fortes, je ne connais pas d’outils me permettant d’éliminer ces deux familles
de candidats. Méme dans un cas simple comme celui du produit T? x 3, d'un
tore de dimension 2 par une surface de Riemann de genre g > 1, je ne sais pas
s’il existe une métrique riemannienne localement conformément plate.

La prochaine section est consacrée a la démonstration de ces résultats.

6.5 Démonstrations

6.5.1 Démonstration du théoréme 1

Pour démontrer le théoréme, on étudie au cas par cas les différentes surfaces
complexes a fibré twistoriel trivial. On rappelle ici la liste des surfaces compactes
presque quaternioniques et leur groupe fondamental.

Surfaces compactes presque quaternioniques | Kod(S) m1(5)
Hopf —00 | Z d’indice fini
Inoue —00 résoluble
Surfaces réglées de genre un spin —00 7?2
Tores 0 74
Surfaces hyperelliptiques 0 | Z* d’indice fini
Surfaces de Kodaira spin 0
Proprement elliptiques spin 1

Pour démontrer le théoréme 1, il faut montrer que les surfaces d’Inoue, les sur-
faces reglées de genre un et les surfaces de Kodaira n’admettent pas de métrique
riemannienne anti-autoduale. Pour cela, on utilise un résultat de Goldman et Ka-
mishima.

Théoréme [Gol83|, [Kam86| : Si (M, g) est une 4-variété compacte locale-
ment conformément plate a groupe fondamental virtuellement résoluble alors a
revétement fini pres M est la sphere S, un tore (plat) T* ou le produit St x S3.

On rappelle que les seules surfaces complexes munies d’une métriques plates sont
les tores et les surfaces hyperelliptiques.

Surfaces d’Inoue

Si une surface d’Inoue possédait une métrique anti-autoduale, elle serait loca-
lement conformément plate car sa signature est nulle [Ino74|. De plus, le groupe
fondamental d'une surface d’Inoue est résoluble (section 5.4.1) et son revétement
universel est R*. Les surfaces d’Inoue ne sont donc recouvertes ni par S* ni par
St x S3. De plus, les surfaces d’Inoue n’admettent pas de métrique plate. Par le



97

théoréme de Goldman et Kamishima, on en déduit qu’elles n’admettent pas de
métrique anti-autoduale.

Surfaces réglées de genre un

Soit S une surface réglée de genre un. On rappelle que S admet une fibration

lisse localement trivial de fibre CP' au-dessus d'une courbe elliptique S s T2,
Son groupe fondamental est Z? et son deuxiéme groupe d’homologie est non nul.
Une telle surface n’est pas recouvert par une sphére S, ni par S! x S* sinon
son deuxiéeme groupe d’homologie serait nulle. Elle n’est pas non plus recouverte
par un tore T* sinon le groupe fondamental de S contiendrait le groupe Z* comme
sous-groupe d’indice fini. On en déduit qu’une surface réglée de genre un n’admet
aucune métrique localement conformément plate, ni anti-autoduale (7=0).

Surfaces de Kodaira

On dira qu’'une variété N est une nilvariété si elle est obtenue comme le
quotient d’un groupe de Lie nilpotent par un réseau cocompact. Par définition,
une surface de Kodaira primaire est une surface complexe S de premier nombre
de Betti b = 3 et telle que le fibré canonique est holomorphiquement trivial. On
montre qu'une surface de Kodaira primaire est difféomorphe & un produit S* x NV,
ot NV est une nilvariété de dimension trois [FM94|. Le groupe fondamental d’une
surface de Kodaira primaire est donc nilpotent.

Le quotient fini d’une surface de Kodaira primaire est une surface de Kodaira
secondaire.

Conclusion : Le groupe fondamental d’une surface de Kodaira est donc virtuel-
lement nilpotent.

Si une surface de Kodaira possédait une métrique anti-autoduale, elle serait loca-
lement conformément plate (7 = 0). Comme le groupe fondamental d'une surface
de Kodaira est virtuellement nilpotent et que son revétement universel est R*, le
théoréme de Goldman et Kamishima nous assure qu’elle n’admet pas de métrique
anti-autoduale.

6.5.2 Démonstration de la remarque

Il est clair que les tores et les surfaces de Hopf primaires (i.e. difféomorphes a
S! x S3) admettent une métrique riemannienne localement conformément plates.
On peut montrer que la métrique de Calabi-Yau sur une surface K3 est anti-
autoduale [Bes87|. Pour les surfaces hyperelliptiques, on a donné une description
explicite a difféeomorphisme prés de ces surfaces et il est facile de voir que la
métrique plate sur R* descend en une métrique plate sur ces surfaces. La seule
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chose qu’il faut montrer c¢’est donc que toute surface de Hopf secondaire admet
une métrique riemannienne localement conformément plate (7 = 0).

Une surface de Hopf secondaire est le quotient de C* par un groupe G. A
diffeomorphisme prés on peut toujours supposer que G est un sous-groupe de
GL(C?) [Kat75]. Nous allons voir qu'on peut toujours se ramener au cas ot G est
un sous-groupe du groupe des isométriques de R* muni de la métrique :

_ dai +dad + daf + daj

Vv
2+ 23+ 23 + 23

Si bien que cette métrique descend en une métrique localement conformément
plate sur R*/G. On reprend les notations la section 5.2.3.

(1) Si G est décomposable et abélien alors :
(A) soit G est engendré par les applications :

9(21, 22) = (az1, B22) et h(z1, 20) = (az1,a"22)
(B) soit G est engendré par les applications :
(21, 20) = (21 + 29, z0) €t h(z1, 20) = (az1,az22).

C’est-a-dire que G n’est pas un sous-groupe d’isométrie. Mais quitte a faire
une petite déformation, on peut se ramener a I'un des deux cas suivant :
(A’) G est engendré par les applications :

9(21, 22) = (21, B22) et h(z1, 22) = (az1,a" 2,) avec |a] = |f]
(B’) G est engendré par les applications :
9(z1, 22) = (z1, azs) et h(z1, 29) = (az1,azs).

(2) Si G est décomposable mais non abélien, le groupe G est un groupe d’iso-
métrie de (R, V).

(3) Si G est indécomposable, dans les cas (D3),...,(D7) G est un groupe d’iso-
métrie. Et dans les deux premiers cas, a difféeomorphisme prés, on peut se

ramenner au cas ou :
(01
Y=o

Et alors la métrique V' de R* passe au quotient.

Conclusion : Toutes les surfaces de Hopf secondaires possédent une métrique
riemannienne localement conformément plate.

Remarque : Ce n’est pas le cas pour les métriques hermitiennes.



99

6.5.3 Démonstration de la proposition 4

Soit M une surface spin de dimension de Kodaira un dont la caractéristique
d’Euler est nulle. C’est une surface parallélisable, qui est revétue par un fibré lisse
localement trivial S — ¥,-; en courbes elliptiques [FM94]. On suppose que M
admet une métrique g anti-autoduale. Quitte a prendre une métrique conforme
a g, on suppose de plus que g est a courbure scalaire constante.

Comme M est parallélisable, la métrique g est localement conformément plate
et donc a courbure harmonique. Par les théorémes d’Hitchin et de Boyer g ne peut
étre ni hermitienne ni d’Einstein.

Lemme 1 : St M admet une métrique anti-autoduale alors la métrique est a
courbure scalaire négative.

Preuve. On l'a déja fait remarquer si la métrique est a courbure scalaire nulle
alors elle est d’Einstein :

1
0=3r+2=15
M

1 1
(I I+ 535" =218 )1y = 55 | 2B,

Pour montrer que la métrique n’est pas a courbure scalaire positive, on utilise le
résultat suivant.

Théoréme [Bou8la] : Soit (M, g) est une 4-variété orientée munie d’une métri-
que riemannienne anti-autoduale. Si la courbure scalaire de g est positive, la forme
d’intersection de M est définie positive.

Dans notre cas la signature de M est nulle, pour que la forme d’intersection
soit définie positive, il faut qu’elle soit nulle et que H?*(M,R) = 0. Le deuxiéme
nombre de Betti de M serait nul et comme y = 2 —2b; + by = 0, on aurait b; = 1.
Mais si M admet une métrique anti-autoduale a courbure scalaire positive, c’est
le cas pour tout recouvrement fini de M. Or M est revétue par un fibré lisse
localement trivial S — X,~;. Pour une telle surface, on a vu dans la section
5.4.1 que le groupe fondamental de la fibre était central dans celui de S, donc
b1(S) > 2. La surface S ne peut donc pas posséder de métrique anti-autoduale a
courbure scalaire positive.

Ceci conclut la démonstration du lemme : si M admet une métrique anti-
autoduale elle doit étre a courbure scalaire négative. [

Lemme 2 : St M admet une métrique anti-autoduale alors la métrique est irré-
ductible.

Preuve. Pour démontrer ce deuxiéme lemme, on commence par montrer la pro-
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position suivante qui a été énoncé par Lafontaine sous une forme légérement
différente.

Proposition [Laf82] : Soit (M, g) une 4-variété dont la métrique est localement
conformément plate. Si la métrique g est réductible alors le revétement universel
riemannien de (M, g) est l'une des variétés :

RY R x H?, R x S3, §? x H?,

munies de leur métrique usuelle.

Cette proposition dit exactement que pour que la métrique d’un produit rie-
mannien soit localement conformément plate, il faut étre dans un des cas de la
proposition. On donne ici une démonstration différente de celle de Lafontaine.
Le but étant de réutiliser cette preuve pour énoncer par la suite une nouvelle
proposition.

On admet pour le moment cette proposition. On veut démontrer le lemme 2. Si
M admet une métrique anti-autoduale alors elle est a courbure scalaire négative.
Or la seule variété de la proposition qui admet une métrique & courbure scalaire
négative est R x H?. De plus, si M admet une métrique localement conformément
plate, c’est également le cas pour tout recouvrement fini. On peut donc supposer
qu'il existe un sous-groupe isomorphe a Z? central dans le groupe fondamental de
M (cf. section 5.4.1). Pour démontrer le lemme, nous allons montrer que ceci n’est
pas possible si le revétement universel riemannien de M est le produit R x HS3.

Si X est une variété riemannienne orientée, on note Isom(X) son groupe
d’isométries et Isom™(X) le sous-groupe des isométries directes. Commengons
par montrer 1’égalité :

Isom(R x H*) = Isom(R) x Isom(H?).

Pour cela, on considére h une isométrie de R x H?. On veut montrer que TR
et TH? sont des sous-espaces invariants par h. Soit Vect(ei,ez) un 2-plan de
TR @& TH?, la courbure sectionnelle K(ej,es) de ce plan est nulle si et
seulement si TR C Vect(e1, e2). Comme h est une isométrie, elle conserve la
courbure sectionnelle et laisse donc invariant le sous-espace TR. Comme TR est
invariant, son orthogonal TH? aussi. Une isométrie de R x H? est donc le produit
d’une isométrie de R par une isométrie de H3.

Supposons que le revétement universel riemannien de M soit R x H?. On note
m1 (M) le groupe fondamental de M. On peut le voir comme un sous-groupe de
Isom™ (R x H?), de sorte que :

M~ R x H? /7 (M).

Comme (M) agit librement sur R x H? c’est un sous-groupe de
Isom™(R) x Isom™(H?). De plus, un élément central dans m (M) est central
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dans son adhérence de Zariski et donc central dans I'som™(R) x Isom™(H?). Le
centre de (M) ne peut donc pas étre Z?. Ceci conclut la démonstration du
lemme.

Il ne reste plus qu’a démontrer la proposition.

Preuve de la proposition. Si la métrique g est réductible, par le théoréme de De
Rham [KN96], le revétement universel riemannien (M, g) de (M, g) se décompose
en un produit (N x T, gy X gr).

On suppose dans un premier temps que les variétés (N, g,) et (T, g,) sont de
dimension deux. Dans ce cas, on choisit localement :

(e1, e2) une base orthonormée de (N, g, )
(es, e4) une base orthonormée de (7', g..)

et on note Ky et Kr les courbures sectionnelles des métriques g, et g, (non
nécessairement constantes). Soit R 'opérateur de courbure sur M. Il vérifie :

R: N°TM — N'TM
€1 A €y KN €1 N €9
€3 Ney +H—— KT €3 N ey
e;Nej +—— 0  sinon.

Dans la base (Xi, ..., Y3) (cf. section 1.1.2) on a donc :

Kn+Kr 0 O|Ky—Ky 0 0

0 0 0 0 0 0

R 1 0 0 0 0 0 0
\/§ Ky—Kyr 0 O|Ky+Kp 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Donc si la métrique est localement conformément plate alors les courbures section-
nelles de (N, gn) et (T, gr) sont constantes et opposées. Le revétement riemannien
de (M, g) est alors S* x H? ou R? x R? = R%.

On suppose maintenant que (M ,§) est le produit d’une variété de dimension
trois (N, g, ) et d'une variété de dimension un (7, g,.). Dans ce cas, on considére
(e1,e9,e3) et e4 des bases orthonormées locales de (N, g,,) et (T, g,). On note en-
core R l'opérateur de courbure sur (M, g). Enfin, pour tout (i, 7, k,1) € {1,2,3,4}
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on note : K;;u = R(e;, €j, ek, €). L'opérateur de courbure R vérifie alors :

R: N'TM — N'TM
erNey —— Kigiaer Aeg + Kigizer Aes + Kigozea Aes
er Neg —— Kigiaer Aeg + Kigizer Aes + Kigosea Aes
ea Neg +—— Kogiaer Aeg + Kogizer A ez + Kogozea Aes
et Nes +— 0
ea Negs +—— 0
esNes +—— 0

La matrice de 'opérateur R dans la base (X, ..., Y3) (cf. section 1.1.2) est donc :

La métrique est localement conformément plate si et seulement si d'une part
K12 = Ki313 = K303 et d’autre part si les autres courbures K ; sont nulles.
Cela entraine que (N, gy) est a courbure sectionnelle constante. Comme N est
simplement connexe c’est S*, H3 ou R3. Le revétement riemannien de (M, g) est
alors R x S?, R x H? ou R*. Ceci conclut la démonstration de la proposition. [J

Conclusion : Si M admet une métrique anti-autoduale alors la métrique est a
courbure scalaire négative, irréductible, localement conformément plate, non Ein-
stein, non hermitienne.

En particulier la métrique g n’est pas Ricci paralleéle. En effet I'opérateur de
Ricci est symétrique, il est donc diagonalisable. Si la métrique est Ricci paralléle,
les sous-espaces propres de l'opérateur de Ricci sont des sous-espaces invariants
par le groupe d’holonomie. Comme la métrique est irréductible 'opérateur de
Ricci ne peut donc avoir qu'un sous-espace propre, c’est-a-dire qu’il est de la
forme Ald. Ce qui est impossible car la métrique n’est pas Einstein.

6.5.4 Démonstration de la proposition 5

Soit M une surface spin de dimension de Kodaira un et dont la caractéris-
tique d’Euler est strictement positive. On suppose que M admet une métrique
g anti-autoduale (& courbure scalaire constante). Dans ce cas, la métrique n’est
pas localement conformément plate car 7 < 0. Mais comme précédemment, la
métrique n’est ni hermitienne ni d’Einstein.
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Lemme 3 : La métrique sur M serait a courbure scalaire négative.

Preuve. La courbure scalaire ne peut étre nulle sinon la métrique est d’Einstein.
La courbure scalaire ne peut pas non plus étre positive par le théoréme suivant.

Théoréme de Lichnerowicz [Bes87| : Soit M une 4-variété compacte connexe
spin. St M admet une métrique dont la courbure scalaire est positive alors la si-
gnature de M est nulle.

Ceci conclut la démonstration du lemme 3. [J
Lemme 4 : La métrique sur M serait irréductible.

Preuve. La démonstration du lemme découle directement de la proposition sui-
vante.

Proposition 6 : Une métrique anti-autoduale non localement conformément plate
sur une 4-variété est irréductible.

Preuwve de la proposition. Soit (M, g) une 4-variété dont la métrique est anti-
autoduale mais pas localement conformément plate. On suppose que la métrique
g est réductible. Dans ce cas, le revétement universel riemannien de (M, g) est
le produit (N x T, gy X gr). Si les variétés N et T sont de dimension deux, la
démonstration de la précédente proposition montre que la métrique gy X gr est
anti-autoduale si et seulement si elle est aussi localement conformément plate. De
méme si N est de dimension trois et 7" de dimension un. Si la métrique g n’est
pas localement conformément plate, elle doit étre irréductible. [

Conclusion : 5i M admet une métrique anti-autoduale alors elle doit étre irré-
ductible, a courbure scalaire négative, non hermitienne, non Finstein. La encore,
la métrique n’est pas Ricci paralléle.

6.6 Existence d’une infinité de structures complexes
non standards

Dans le cadre plus restrictif des variétés hypercomplexes (cf. chapitre 4), on
peut généraliser la proposition 1 de la section 6.1.2 :

Proposition 7 : Soit (M, g) une variété hypercompleze. Il existe une infinité de
structures complexes sur les produits M x S? qui ne sont pas déformation de la
structure complexe produit.
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La démonstration de cette proposition s’inspire fortement d’un résultat de Le
Brun |[LeB99| établi pour les surfaces K3.

Preuve. Pour simplifier I'écriture, on notera Z l'espace twistoriel de (M, g). Si
(M, g) est hypercomplexe, son espace twistoriel admet une submersion holo-
morphe sur CP?! (cf. section 4.3.3) :

]

M

Ccp!

Soit m un entier non nul et f,, 'application holomorphe de degré m définie par :

fn CP' — CP!

[21,20] —— [21", 257

On note Z,, = [ Z le fibré tiré en arriere :

Zm —_— Z
Pm= ﬁlpl LP
cp! % Ccp!

Comme le fibré p : Z — CP! est topologiquement trivial, il en est de méme pour
Pm : Zm — CPL. Sibien qu’on peut identifier la variété Z,, avec la variété M x S?
munie d'une structure presque complexe intégrable, que 'on notera .J,,. On va
montrer que ces différentes structures complexes ne sont pas déformation les unes
des autres. Pour cela on va calculer la premiére classe de Chern associée a ces
différentes structures. Notons qu’avec ces notations J; est la structure complexe
d’espace twistoriel sur M x S2.

On note 7, la projection de Z,, ~ M x S? sur M :

7z _pm Cp!

M

Le sous-espace tangent de Z,,, admet donc la décomposition :
TZy =75TM @ pr TS?

Les distributions 737T'M et p;T'S? sont invariantes par J; (cf. section 4.3.3), les
distributions 7% T'M et p* TS? sont donc invariantes par J,, et peuvent donc étre
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vu comme des fibrés vectoriels complexes au-dessus de M xS?. On note ¢, (7%, T M)
et i (pr,T'S?) les premiéres classes de Chern associées.

Soit h le générateur du H*(CPY,Z) ~ Z et H*(M,R) I'anneau de cohomologie
de M. L’anneau de cohomologie de M x S? est un H*(M, R)-module engendré par
h. Le sous-espace pX,T'S? est le tiré en arriére par p,, du fibré tangent de CP! :

P TS?

TCP!

7z b cp!
De sorte que ¢ (ps,T'S?) = 2h.
La démonstration du théoréme d’Hitchin donnée en annexe montre I’égalité :
cl(miTM) = ¢ (piTS?) = 2h.
L’application f,, étant de degré m on a donc :
ci(mh TM) = mey (ph, TS?) = 2hm

Par conséquent on a :

1(Zm) = 2(m + 1)h.

Pour chaque entier m on a donc défini une structure complexe sur le produit
M x S?. Aucune de ces structures complexes ne sont déformations les unes des
autres. [
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Chapitre 7

Théoréme de Kodaira et connexité
rationnelle

Soit (M, g) une 4-variété orientée munie d’une métrique anti-autoduale, son
espace twistoriel Z est complexe. On a vu qu’en général I'espace Z n’est pas
projectif (cf. section 3.3.4). Dans le cas non projectif il existe plusieurs définitions
non équivalentes de connexité rationnelle que nous allons détailler ici.

7.1 Les différentes connexités rationnelles

On peut donner plusieurs définitions de connexité rationnelle.

Une variété complexe V' est dite rationnellement connexe par chaines si pour
tout couple (vy,vy) de V, il existe une chaine de CP! qui relie v; et v,.

Une variété complexe V' est dite "faiblement" rationnellement connexe si pour
tout couple de points (v, v5) de V, il existe une courbe rationnelle de V' qui
contient v; et vy. C’est la notion naturelle : deux points quelconques de V'
peuvent étre reliés par une courbe rationnelle.

Campana utilise une autre définition de connexité rationnelle [Cam91]. Soit «
un point de V' et C'(V') I'espace des cycles de Barlet [Bar75]. On dira que V'
est "fortement" rationnellement connexe s'il existe un compact S de C(Z)
tel que :

i) Les éléments de S sont génériquement des courbes rationnelles.
ii) Les ¢léments de S contiennent tous le point a.
iii) Pour tout point v de V, il existe un élément de S qui le contient.

Dans le cadre projectif, la rigidité est telle que ces trois notions sont équivalen-
tes |Deb01]. On rappelle que le fibré normal d’une fibre de la projection
m:T(M,g) — M est O(1) & O(1). Pour les variétés projectives, la présence
d’une seule courbe rationnelle ayant cette propriété suffit a établir la connexité
rationnelle. On parle de courbe rationnelle trés libre [Deb01|. On I'a déja dit les
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espaces twistoriels ne sont généralement pas projectifs, les questions de connexité
rationnelle sont donc a priori ouvertes et indépendantes.

7.2 Connexité rationnelle "forte"

Campana a résolu le probléme de la connexité rationnelle "forte".

Théoréme [Cam91] : Soit (M, g) une 4-variété compacte connexe orientée mu-
nie d’une métrique anti-autoduale et T(M, g) son espace twistoriel. Si (M, g) est
"fortement" rationnellement connexe alors :

a) (M, g) est Moishezon et simplement connexe

b) M est homéomorphe a la sphére S* ou a une somme conneze de plans projectifs

CP?.

Il est assez légitime d’espérer que les espaces twistoriels soient tous "faiblement"
rationnellement connexe. Mais c¢’est un résultat que je ne sais pas montrer.

Remarque : L’espace twistoriel de R* muni de sa métrique et de son orientation
canonique est "faiblement” rationnellement conneze. Il en est donc de méme pour
I’espace tunstoriel des tores plats.

Preuve. En effet, I'espace twistoriel 7(R*) de R* s’identifie & CP? — {I.}. On
peut donc relier deux points de 7(R*) soit par une droite soit par une conique de
CP3 —{l.}. Par projection, on a la connexité rationnelle "faible" dans le cas des
tores plats. [

Remarque : La méme démonstration permet de voir que l’espace twistoriel de la
surface S* xS® muni de la métrique produit est aussi "faiblement” rationnellement
connexe.

7.3 Connexité rationnelle par chaines

La réponse a la question de la connexité rationnelle par chaines est connue
des spécialistes mais n’a semble-t-il jamais été publiée.

Proposition 1 : Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orientée connexe non
nécessairement compacte. Si la métrique g est anti-autoduale alors [’espace twis-
toriel associé T(M,q) est une 3-variété complexe rationnellement connexe par
chaines.

Cette proposition découle d'un théoréme de Kodaira [Kod62| (cf. remarque qui
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suit I’énoncé de la proposition 2). La fin de ce chapitre est précisément consacrée
a I’étude de ce théoreme.

7.4 Théoréme de Kodaira

Le but de cette section est de démontrer et de préciser un peu le théoreme de
Kodaira [Kod62]. Nous en donnons ici une version faible.

Version faible du théoréme de Kodaira [Kod62] : Soit W une variété com-
plexe et V' une sous-variété compacte de fibré normal N. On note ¢ le faisceau
des germes des sections holomorphes du fibré normal. Si le premier groupe de
cohomologie HY(V, ) est nul, alors V appartient a une famille analytique de
sous-variétés V, paramétrées par un voisinage de l'origine dans C', ou [ est la

dimension de H(V, ).
On peut affiner un peu ce théoréme de la facon suivante.

Proposition 2 : On conserve les hypothéses du théoreme de Kodaira et on
considere Ay, As, ..., A, des points distincts de V. Supposons que pour tout point
Py, Py, ..., P, du fibré normal N respectivement au-dessus de Ay, As, ..., Ay, il existe
une section s du fibré normal ™ : N — V telle que : s(A;) = P, Vi €

{1,...,p}.

(A1) 7 1(A2) m1(Ap)
N P, - %U s(V)
A
Py
v \%
Al A2 AP

Alors il existe des petits supplémentaires V; de V' transverses en A; tels que pour
tout point Q1, ..., Q, respectivement dans Vi, ..., V, il existe un élément de la fa-
mille de Kodaira V; qui passent par ces points (cf. illustration ci-aprés). De plus si
la section s est déterminée de maniére unique par ses valeurs auz points Ay, ..., A,,
il en va de méme pour la sous-variété V; de la famille de Kodaira.
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Q
o “— Vi 0,
Al Az VVVVVVV Ap v
w
%1 Va Vp

Remarque : La connexité rationnelle par chaines des espaces twistoriels est alors
un corollaire immédiat de cette proposition.

Preuve de la remarque. Soit V' une fibre de la fibration twistorielle 7(M, g) — M.
Par la proposition 6 de la section 3.3.1, on sait que le fibré normal a la fibre V
dans 7(M, g) est :

o) @ 0(1) — CP.

Une section de ce fibré normal est donc uniquement déterminée si on connait sa
valeur au-dessus de deux points distincts A; et Ay de V. Gréace a la proposition,
on peut en déduire que la sous famille de Kodaira des courbes qui passent par le
point A; est une famille & deux paramétres qui recouvre un petit supplémentaire
VY de V transverse en A :

En utilisant les fibres de la fibration twistorielle, on peut donc affirmer qu’il
existe un voisinage de la fibre V' dans lequel deux points quelconques peuvent
étre reliés par une chaine de courbes rationnelles. On conclut par un argument de
compacité : soit A et B deux points de 7(M, g), il existe un chemin compact qui
les relie. Comme on peut relier deux points du chemin assez proche, par compacité
du chemin, on peut relier A et B par une chaine de CP! plongés. Ce qui conclut
la démonstration de la remarque. [
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Démonstration de la proposition 2

Plan de la démonstration

La démonstration de cette proposition se fait dans des cartes. Dans un pre-
mier temps, nous introduisons les notations de Kodaira. Nous rappelons alors les
grandes lignes de la version faible du théoréme de Kodaira. Pour pouvoir suivre
cette partie, il est conseillé d’avoir sous les yeux [Kod62|. Enfin, nous modifions
légérement cette preuve afin d’en déduire notre proposition.

On suppose que la sous-variété V' est de dimension d et de codimension r dans
W. Pour résumer :

V' est de dimension d
W est de dimension r+d
H°(V, 1) est de dimension 1

Notation de Kodaira

Il nous faut maintenant introduire un certain nombre de notation.

Attention, nous identifierons toujours un ouvert d’une carte a son image dans C"
par la carte. Ainsi il existe un recouvrement fini de V' par des ouverts W; de W,
ou ¢ varie dans un ensemble I, et des coordonnées sur W; tels que :

Wi = {(zi,wi) € (Cd X CT, szHoo < 17 HZZHOO < 1}
Ui:VﬂV[/i:{(z,-,w,-)GCdXCT, wz:0a||zi||00<]‘}

W

w;
Zk Zi

Uy, Ui
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Les changement de coordonnées sur 'ouvert W; N Wj, sont données par :

{wi = fur(zr, we)

Zi = ik (Zku wk)
wy, fik w;
—_—
Zk 2
Uy, — |U;
ik
Wi w;

Soient Ay, As, ..., A, des points distincts de V. On suppose que Ay, A,, ..., A, sont
les points de W;,, W;,, ..., WW; de coordonnées :

Au-dessus des ouverts (U;);es le fibré normal de V' est trivial. On notera (Fj;) les
cocycles de ce fibré associés au recouverment (U;);c;. La restriction d’une section
s € H°(V,4) a un ouvert U; peut donc étre vu comme une application a valeurs

dans C" :
s: V. — N
slp, : Uy — C7 Viel

Nous utiliserons systématiquement cette convention.
Par hypothese il existe une famille (3, ..., 3.,) de H(V, ), tel que :

( (61 v;, (0), -, Brlu, (O)) est la base canonique de C"
Bilv,, (0) = ... = Bolw, (0) =0 Vv € {2,...p}
(@H vs, (0), -, Barlur, (O)) est la base canonique de C”
Brilu,, (0) = ... = Bar]y, (0) =0 Vv e {L,3,..,p}

\

C’est-a-dire que les r premiéres sections (/3y, ..., 3,) s’annulent au-dessus des points
Ay, ..., Ay, mais (ﬁl(Al), . ﬁr(Al)) est la base canonique de la fibre de

N — V au-dessus du point A;. Et ainsi de suite pour les autres sections. Un
peu comme pour les polyndémes de Lagrange, ces sections ont été choisies afin de
controler "ce qui se passe" au-dessus des points Ay, ..., A,.
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cr ok cr

1,0,..,0
v ))ﬁ By
section nulle

A, Ao Ap

On compléte cette famille en une base (34, ..., 3;) de H°(V, ). Pour alléger I’écri-
ture et pour suivre les notations de Kodaira on pose :

ﬁzy = ﬁi|Uj Vi € {1, ,l} et \V/] el

Soit z un paramétre quelconque et &(z,t) une fonction holomorphe en
t = (ti,t2,....t;) € C' et a valeurs dans C". On note [£(z,t)],, la série tron-
quée des m + 1 premiers polyndémes homogeénes en ¢ dans la décomposition de
€(z,t) en série entiére par rapport a t. En particulier [£(z, )], est un polynome
de degré m en t. Soit :

{ E(z,t) =Y G (2) 8527
(t) = liﬁb Zzozl %b (tl + 1o+ ... —I—tl) ZAlm n( ) tm tn

ol a et bsont des réels qui seront fixés dans la démonstration du lemme ci-dessous.
On notera £(z,t) < A(t) si ||&m.. n(2)]|co < Aim..n, pour tout entier I, m, .., n.

Lemme technique

Maintenant que les notations sont en place, nous pouvons démontrer le lemme
ci-dessous. Juste aprées avoir énoncé ce lemme, nous verrons pourquoi ce dernier
suffit & démontrer la proposition.

Lemme : Soit t = (t1,ty,...,1;) € C' et z; € C%. Pour tout i € I il existe ¢ > 0
et des fonctions holomorphes p;(z;,t) € C" définies pour ||t||o <€, ||zilloo < 1 et
tels que :

(1) @iz, t)ll

(”) [ ( Zi t)]l = tlﬁlz(ZZ) + t2ﬁ2z(ZZ) + ...+ tlﬁlz(ZZ)
(iid) @i gir (20, r(2: 1)), ) = fir(2k, ox(2k, 1))

(

(

(
) iz, t) < A(t)
v [%1( Dlm = 00 (0,0)]1, ., [904, (0, )] = [, (0,8)]1  Vm € N* et V.
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Les points (i), (ii), (iii), (iv) permettent de démontrer la version faible du théoréme
de Kodaira. En effet pour chaque ¢ les (z,-, cpi(z,-,t)) définissent le graphe d’une
fonction holomorphe définie sur U; et a valeurs dans W;.

t

(Zi7 <Pz‘(Zi, ) ))
. /\

(Ziv 0)

W;

La condition (ii7) nous assure que ces graphes se recollent bien. Pour chaque valeur
du parameétre ¢, on a donc bien défini une sous-variété V; de W. La condition (i7)
nous affirme entre autre que Vo = V.

En ajoutant la contrainte (v), on démontre la proposition. En effet quelque soit
les points :

Ql = (07wi1) S Wi1 ||wl1||00 < g
@2 = (0,wi,) € W, vérifiant : lwillo <5
Qp = (0,w;,) € W, lwi, oo <5
la courbe correspondant au parameétre ty = (wj,, Wi,, ..., W;,, 0 .. ) € C! est une

courbe de la famille de Kodaira qui relie les points Ql, Qo, ...

D

En effet, d'une part la courbe V;, est bien définie car ||tg]|oc < €. D’autre part,
pour voir que la courbe V;, contient le point @)y, il suffit de vérifier que :

Pis (07 tO) =w

Or les contraintes (i7) et (v) nous disent que :

¢ (0,t0) = i (0,t0)]1
1514, (0) + t282:, (0) + ... + 84, (0)
= 11614, (0) + 282, (0) + ... +t,p5rp 1, (0) (tr =0si k> rp)
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Mais on rappelle que la famille (f5i,...,0,,) a ¢été construit de sorte que
(ﬁl(Al), ...,ﬁr(A1)> est la base canonique de C" alors que les autres (i(A;),
ke {r+1,..,rp} sont nuls. On a donc bien :

©i(0,t0) = 1515, (0) + 252, (0) + ... + t,p0Brp i, (0)
1514, (0) + to52:,(0) + ... + 5,4, (0)

= wil

On montre de méme que la courbe V;, contient les points s, ..., Q,. Ce lemme
implique donc bien la proposition. Pour le démontrer, on construit par récurrence
les différents coefficients du développement en série entiére par rapport a t de
¢i(zi,t). En d’autres termes, on construit les [p;(2;,t)],, par récurrence sur
m € N*, la condition (iii) nous assurera alors la convergence.

Pour conserver les notations de Kodaira, on notera également ¢! (2;,t) = [i(zi, t)]m
la série tronquée des m + 1 premiers polyndémes homogénes (en ¢) dans le dével-
lopement de ¢(z;,t) en série entiére par rapport a ¢. Le polynome homogéne
de degré m dans cette décomposition en série entiére sera noté ¢;,,(z;,t). Par
définition on a donc :

0" (zi, 1) = @iz, t)]m = @i (2 t) + oo 4+ @i (23, ).

Remarque : Avec ces notations, la condition de recollement (iii) s’écrit aussi :

Vm € N*, [QOT (gik(zka o (2k, t))ﬁ)}m = [fz’k(zh ok (2k, t))]m

La démonstration de ce lemme se fait en deux parties. Dans un premier temps,
on redonne les grandes lignes de la démonstration de Kodaira. C’est-a-dire qu’on
démontre le lemme en oubliant la contrainte (v). Dans un deuxiéme temps, on
montre en quoi une petite modification de cette preuve permet de démontrer le
lemme dans sa totalité.

Démonstration du lemme (premiére partie)

Pour initialiser la récurrence, on pose :
[pi(2i, )] = t1Bi(2) + tafoi(2i) + .. 4 t1Bu(2).

Sipe{l,2,.,l} etie I, onrappelle que 8, = §,|v, : Ui — C7 est la restriction
de 3, a l'ouvert U;. Les (3, sont uniformément bornés, donc il existe un réel a tel
que : [[35i(2)]|oc < 75- On a donc bien ;1 (2, 1) < 5t +ta + .. + 1) < A(2).
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Supposons qu’on ait construit les premiers polynémes homogenes @; 1, ..., @ m
et qu’ils vérifient nos différentes contraintes jusqu’a l'ordre m. On pose alors :

Vir(zr,t) = [90?1 (9ik(3k,<ﬂkm(zk,t))at) — fir (zk,sozn(zk,t))}mﬂ-
Par définition les 1y (2x,t) sont des polynomes homogenes de degré m + 1 en
t. De plus d’aprés [Kod62|, p. 152-153, les coefficients de ces polynomes sont
des 1-cocycles associés au recouvrement (U;);e; de V. Clest-a-dire qu’ils vérifient
Iégalité :

¢ik(2k7t) = ¢ij(2j7 t) -+ Ej(Zj)¢jk(Zk,t) Vze U; N Uj N Up.

Mais par hypothese H'(V 1) = 0, il existe donc des @;,11(2i,1), polynomes
homogeénes de degré m + 1 en t a coefficients des 0-cochaines, tels que :

Vir(2k, t) = Fig(2k) Proms1(Zks £) — @ima1 (205 1), 2 e UNU.

On pose alors @' = @ + ;41 et on vérifie que la fonction @™ vérifie la

condition de recollement & l'ordre m + 1 ([Kod62|, p. 154).

Par hypothése de récurrence, ¢!*(z;,t) < A(t) alors, d’aprés [Kod62], p. 155-156,
il existe une constante c3 tel que ¥ (zx, 1) < c3A(t). La constante cz est de la
forme cb™!, oll ¢ est une constante et b est la constante qui intervient dans la
définition de A(t). On rappelle que :

4 =1 n n

En particulier ¢z est indépendante de 'entier m. De plus d’apres [KS59]|, §6 on
peut choisir @; ;11 tel que @; my1(2i,t) K cs3c4A(t), ol ¢4 est une constante indé-
pendante de m et de b. On a donc :

a 1
Pi mat (Zi O loo < c364— —————— ™ty 4ty + ... + 1)L
[Pim+1(2i5 ) |loo < €3 416b(m+1)2 (t1 +t2 1)
En choisissant b dans c3 de sorte que czcy = 1, la condition (iv) est vérifiée.

Cette majoration nous assure l'existence d'un € > 0 tel que ; soit définie pour
tout |||l < € sur U; et tel que la contrainte (i) soit satisfaite. Ceci finit la

démonstration de la version faible du théoréme de Kodaira. Mais ¢! ne vérifie

pas (v).
Démonstration du lemme (deuxiéme partie)

Nous allons maintenant montrer que I’on peut modifier légérement @"*' de
fagon a vérifier les propriétés (i) a (v). Le point central est que si I'on ajoute a
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@imi1 un polynéme homogene de degré m + 1 a coefficients dans H°(V, ), on
obtient une application qui vérifie encore (#ii). Posons :

%mﬂuwzgmmmmm»ecr

%mﬂ@wzgﬂmmmm»ecr

La famille (51, B2, ..., Brp) a été choisie pour controler ce qui se passe au-dessus
des points Ay, Ay, ..., A,. Ainsi, on peut écrire :

Pirm+1(0,1) = w1 (£)1(0) + ... + ur(£) 5,(0)

Biyms1(0,8) = 01(8) By 1 (0) + .+ 0,(£) B,y 0)

On rappelle que @; n11(2;,t) est un polyndéme homogéne de degré m + 1 en ¢. 11
en est donc de méme pour les u;(t), ..., v,(t). On définit :

0(z,t) = ui(t)Br(2) + ua(t)Ba(2) + ... + v (t) Brp(2).

C’est un polyndome homogéne de degré m + 1 en t, a coefficients dans H°(V, ).
On pose alors @; m41(2i,t) = Pimt1(2i,t) — (2, t). Par construction ; ,,,+1 vérifie
(v) et comme on a ajouté une section globale, la condition de recollement (iii) &
Iordre m + 1 reste vérifiée. Enfin dans la premiére partie, on a vu que :

{ 1Boille < & Vpe{l,2,.,l} Viel
<

| @imt1]l 0o csCasgy 0 (Gt )
on a donc :
10Czis)lloe < roMaw{l1Builloos s 1Brp illo f Maz{ lua (B)locs - (D)l }
< rp c3c4liﬁbmbm+1(t1+t2+t3+t4)m+1.
Soit :

ar
Gim+1(zi, 1) < (1+ 1—5)0304/1(15).

En choisissant b dans c3 de sorte que (14 % )escs = 1, la condition (iv) est vérifice
et on peut donc définir les ;,,, par récurrence. La majoration (iv) nous assure
'existence d’'un € > 0 tel que ; soit définie pour tout ||t||~ < € sur U; et tel que
(1) soit vérifié :

li(zi, t)lloo < 1.
Ce qui conclut la démonstration du lemme.

On vient de montrer qu’il existe des petits supplémentaires de V' transverses
en Ay, As, ..., A, tels que pour tout point @, ..., @, chacun pris dans un de ces
supplémentaires, il existe une sous-variété V; dans la famille de Kodaira qui les
contient. []
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Chapitre 8

Annexe

Dans ce chapitre, on donne une définition des espaces twistoriels en termes
de spineurs. L’intérét de cette définition est de mettre en évidence des propriétés
plus fines de la fibration twistorielle. On pourra par exemple déterminer le fibré
normal aux fibres et calculer les classes de Chern de 'espace twistoriel. Mais avant
tout, il nous faut définir 'algebre de Clifford d’une 4-variété riemannienne.

8.1 Algébre de Clifford de R*

La présentation et les résultats qui suivent sont inspirés du livre de Lawson
et Michelsohn [LM89].

8.1.1 Définition

On munit R* de son produit scalaire canonique g et de sa base canonique
(€1, eq,€3,€4). Lalgebre de Clifford cl(R*) associ¢e a (R*, g) est la R-algebre en-
gendrée par les e; et soumise aux relations :

vaw +wo = —2g(v,w) Y(v,w) € R

On peut construire un isomorphisme de R-algebre p, : cl(R*) — HJ[2] entre
'algebre de Clifford cl(R*) et Palgebre des matrices 2 x 2 a coefficients dans le
corps des quaternions en posant :

plen = (V) nte = (0 0);

pie = (99) nter = (1 5)

Nous serons également amenés a considérer l'algebre de Clifford complexe
CI(R*) = cl(R*) ® C. Elle s’identifie a la C-algébre des matrices complexes 4 x 4
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grace a 'isomorphisme p : CI(R*) — C[4] défini par :

0O 0 10 0 0 2 O
e = | Y ool = |0

-1 0 0 0 |’ ¢t 0 0 0 ’

0 -1 0 0 0 — 0 0

0 0 0 -1 0 0 0 —
ples) — 0 0 1 0 : ples) = 0 0 — 0

0 -1 0 0 ’ 0 — 0 O

10 0 0 - 0 0 0

8.1.2 Spineur

Une représentation de CI(R?) est la donnée d'un C-espace vectoriel V et d’'un
morphisme de C-algébre : CI(R*) — End(V). On dit que V est un
CI(R*)-module. Il est dit irréductible s’il ne contient pas de sous-module autre que
le module trivial (i.e. réduit & zéro). On montre que Palgeébre CI(R*) ~ C[4] admet
une unique représentation irréductible notée $, c’est la représentation usuelle de
C[4] dans C*. 1l faut bien comprendre qu’ici $ n’est rien d’autre que C* et que
CI(R*) s’identifie a C[4].

Définition : Les éléments de $ sont appelés les spineurs de (R, g).

On appelle ¢élément de volume et on note w 1'élément de CI(R*) défini
par w = —ejeqezey. Il ne dépend pas du choix de la base orthonormée directe
(€1, es,e3,e4) de RY. Dans l'algébre de Clifford on a w? = 1, on a donc la décom-
position :
$=%"®$

§= — (1—uw)$ sont les sous-espaces propres de w associés aux valeurs
propres 1 et —1. On parlera de spineurs positifs et négatifs. Si on note (o1, 09, 03, 04)
la base canonique de C* alors :

{ $7 = Vect(oy,09)

. { §+ = (1+w)$

$~ = Vect(os,04)

car :
10 0 O

p(w) = 01 0 O

00 -1 0

00 0 -1

Grace a l'isomorphisme p, on peut remarquer quun élément v € R* permute $*

et $7:
+

Vv € RY, p(v):{g_:g

+
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8.1.3 Groupe spin

On note spiny le groupe multiplicatif de cl(R?) engendré par les produits pairs
d’éléments de R* de norme un. La représentation p se restreint en une représen-
tation du groupe spiny dans $. Comme un élément de R* échange $* et $~, un
élément de spingy laisse invariant les sous-espaces $7 et $7. La représentation p
du groupe spiny n’est plus irréductible :

p:sping — End($7) & End($7).

Proposition 1 : La représentation p induit un isomorphisme entre le groupe
sping et le groupe SU(2) x SU(2).

Preuve. Pour s’en convaincre, on donne l'image par p d’une famille "génératrice"
du groupe spiny :

1 0 0 O 0O -1 0 0
ey — |0 =00 e — |20 0 0
pleié2 - 0 0 —i 0 ) p\€i1€s - 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 -1 0
0 — 0 0 0O — 0 O
— 0 0 0 - 0 0 O
p(6164) = 0 0 0 i ; p(6263) = 0 0 0 —i ;
0 0 2 0 0O 0 — 0
0 1 0 0 1 0 0 0
-1 0 0 0 0 — 0 0
p(6264) = 0 0 0 1 ; p(€364) = 0 0 i 0 ;
0 0 -1 0 0 0 0 —
-1 0 00
0 -1 0 0
pleresesey) = 0 0 10 O
0 0 0 1

8.1.4 Revétement universel de SO(4)

Le groupe spécial orthogonal SO(4) n’est pas simplement connexe, son groupe
fondamental est Z/2Z et son revétement universel est le groupe sping. On donne
ici une réalisation de ce revétement. Pour cela, on identifie R* et C? au corps des
quaternions H par 'application :

H — C?
a+jb — (a,b).
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On a une identification entre ’ensemble Sp(1) des quaternions de norme un et le
groupe spécial unitaire SU(2) :

Sp(l) — SU(2)
q — ¢q.: H — H
r — qx.

Matriciellement cet isomorphisme s’écrit :
Sp(l) —  SUQ2)
Gt b a —b
J b oa )

Le revétement universel de SO(4) est donné par 1'application :

Ad: SU2). x SU(@2). — SO(4)
(¢4,9-) — qrq-': H — H
T q+xq:1.

Si on note Zy ~ {(1,1),(-1,-1)}, on a :

SO4) ~ SU(2)y x SU(2)_ /7y ~ sping/Zs,.

8.2 Structure presque complexe et spineur

Dans ce paragraphe on souhaite faire le lien entre spineur et structure presque
complexe. Quand on aura compris ce lien, on pourra donner une nouvelle défini-
tion d’espace twistoriel.

8.2.1 Espace isotrope et spineur

On étend par linéarité le produit scalaire de R* & son complexifié C* en conser-
vant la notation g.

Définition : Un sous-espace vectoriel V. C C* est isotrope (pour g) si pour tout
couple de vecteur (v,w) €V on a : g(v,w) = 0.

On définit le produit scalaire hermitien i sur C* en posant h(v,w) = g(v, ). Le
sous-espace V' est isotrope si et seulement si pour le produit A, les sous-espaces
V et V sont orthogonaux.

Notation : On note J l'ensemble des sous-espaces isotropes de C* de dimen-
sion 2.
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On regarde C* comme un sous-ensemble de l'algébre CI(R?). Soit ¢ € $ un
spineur de R*, on considére la multiplication & droite :

R,: C* — $

v F— V.0

Remarque : Pour tout spineur positif non nul o de R*, le sous-espace Ker(R,)
est isotrope de dimension deux, c¢’est-a-dire Ker(R,) € J.

Preuve. Si on regarde la forme des matrices p(v) lorsque v est un élément de C*,
on en déduit que pour tout spineur positif non nul ¢ € $*, I'image de R, est
exactement $~ et donc de dimension deux. De plus son noyau est isotrope : si
v.o =w.c =0 alors (v.w + w.v).c = —2¢(v,w)o = 0. Comme o est non nul, on
en déduit que pour tout couple (v,w) dans le noyau de R,, les vecteurs v et w
sont orthogonaux (pour g). O

Pour tout nombre complexe non nul A € C le noyau de R, est égale a celui de
R),. On note P($7) I'espace projectif complexe de $7, on a donc une application :

K: P$") — J
o] +—— KerR,.

On rappelle que (ey, es, €3, €4) est la base canonique de R?* et que (03, 04) est une
base de $~. On définit les applications s; : $© — C* en posant :

{51(0) = Z?:lg(ei-o-ao'?;)ei
sa(0) = Z?:lg(ei‘a7o-4)ei

Proposition 2 : La famille (s1(c), s2(0)) est une base de Ker(R,). L application
K est donc définie ainsi :

K: P$") — J
o]  +— Vect(si1(0), s2(0)).

Cette proposition nous sera trés utile pour déterminer le fibré normal aux fibres
de l'espace twistoriel (proposition 7).

Preuve. Soit o un spineur positif de coordonnées («, 3) dans la base (01, 02) de
$*. On raisonne en coordonnées, grace a l'isomorphisme p on peut écrire :

ao(5)=(55) = (5)=(%)
o (5)-() = (5)-(50)
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Par définition on a donc :

81(0'> = 81(0&,5) = —woe; + ’iOéeg — 563 — iﬁ€4
82(0') = 82(04,5) = —561 — 72562 + aes — iOé64.

De cette écriture, on voit bien que (s1(c),s2(c)) est une famille libre. Pour
montrer que (s1(c),s2(c)) est une base de Ker(R,), il faut montrer que
si(o) € Ker(R,). Pour cela, on calcule s;(0).0 :

o ()= (5)+ (5 )+ () +(25) -
e (5)=(5) (%) ()< () =

La famille (s1(0), s2(c)) est bien une base de Ker(R,). O

Proposition 3 : L’application K est une injection. On notera I+ limage de
P($T) par cette application, de sorte que K est une bijection de P($) dans J+.

Preuve. Soient 0 = (a,3) et ¢ = (7,0) deux spineurs positifs tels qu'on ait
I'égalité Ker(R,) = Ker(Rs). On veut montrer que o et  sont proportionnels.

On a vu que s1(0) était un élément du noyau de R,. Par hypothése, c’est donc
aussi un élément de Ker(R5), c’est-a-dire s1(0).6 = 0. Mais :

e (1) = ()= ()= () ()
- (2(a50—57)>'

Si s1(0).6 = 0 alors o et ¢ sont proportionnels. D’ou U'injectivité de K. O

8.2.2 Structure presque complexe et espace isotrope

On note SEVC = {J € SO(4)/J* = —Id} I'ensemble des structures d’espace
vectoriel complexe sur R* qui respectent la métrique de R* et SEVCT le sous-
ensemble de SEVC des structures complexes qui respectent son orientation. Soit
J une structure complexe de SEV C, on la prolonge par linéarité sur C* = R*®C.
On a alors une décomposition de C* en sous-espaces propres :

C'=v()aV(J), ou

V(J)={veCJv=—iv} = {vg +iJuvg /vy € R*}.
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Remarque : Pour tout J € SEVC le sous-espace V(J) est un espace isotrope
de dimension deuz, c¢’est-a-dire V(J) € J.

Preuve. Le sous-espace V(J) est de dimension deux. De plus, pour tout couple
(vo + iJvg, wo + ion) eV(J)ona:

g(vo + iJug, wo + iJwy) = g(vo, wo) — g(Jvg, Jwy)
+ig(Jv0,w0) + ig(vo, J'LUQ) =0.0

On a donc une application naturelle :

V. SEVC — J
J — V(J)

Proposition 4 : L’application V' est une bijection de SEVC™T dans JT.

Avant de démontrer cette proposition, on peut énoncer un résultat qui se dé-
duit immédiatement des propositions 3 et 4.

Corollaire : L’ensemble SEVC™" des structures complexes qui respectent l’orien-
tation et la métrique de R* est donc en bijection avec l'ensemble de P($T) :

P($+) —E> 5+ Yo spy O+,

C’est grace a cet isomorphisme qu’on va pouvoir donner une nouvelle définition
d’espace twistoriel.

Preuve de la proposition 4. Comme une application linéaire est entiérement déter-
minée par ses sous-espaces propres, 'application V : SEVC — 7T est bien une
bijection. Pour conclure, il faut juste vérifier que cette application transforme

SEVCT en 37 . Pour cela on montre que V~1(J%) = SEVCT.

Soit V un élément de I, ¢’est en particulier un sous-espace isotrope de dimension
deux. On choisit (%(vl + dwy), %('Ug + iw2)> une base de V' orthonormée pour

le produit scalaire hermitien h associé a la métrique g. Comme V est isotrope,
on vérifie facilement que (v1,wy, v2,wy) est une base orthonormée de R* pour la
métrique g. Grace a 'isomorphisme K :

K: P$Y) — 77
[c] +— KerR,
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on sait qu’il existe un spineur positif o tel que V = Ker(R,) :

(v +iwy).oc =0 = wvjo0 = —iw,0
= U1.010 = —1V1. W0
= —g(v1,v1)0 = —ivy.wy0

= w,.0 = 0.
Et de méme ivywy.0 = o, on a donc :
—V1W1VW2.0 = O.

L’élément de volume w, défini a la section 8.1.2, est par définition +vjwivews
suivant que la base (v, wq, vg, ws) est directe ou indirecte. Mais comme o est un
spineur positif, on a w.c = . On en déduit que la base (vq, w1, v2, we) est directe.
Soit J 'endomorphisme associé & V' par 'isomorphisme :

SEVC — J
J — V(J).

C’est-a-dire 'unique structure complexe qui vérifie V(J) = V. Comme
(%(vl + iwq), %(Ug + iwg)) est une base de V' (J), on a Ju; = wy et Jug = wy
donc J respecte l'orientation.

On vient de montrer 'inclusion V—1(3%) € SEVC™T. Pour conclure, il faut mon-
trer que tout point de SEVC™ est atteint. Dans la base (01,07) de $* on note
(o, B) = (a1 +iae, B1 +12) les coordonnées d'un spineur positif o et J, la struc-
ture complexe associée a o :

P($t) X 53X spy o+
o> J,.

On rappelle que (e, 3, €3, e4) est la base canonique de R?.

Lemme : Soit 0 = («a, 3) un spineur positif non nul et J, = Jia,p) la structure
complexe sur R* associée. Avec ces notations, on a :

J(0,1)6’1 = €3

1 .
Japer = [ENTE <(|5|2 —1)es + 20e3 + 2/3164) ou 3 = [ +1fs.

On admet provisoirement ce lemme. Quelque soit J € SEVCT, il existe un
spineur positif o de coordonnées (a, 3) tel que Je; = J,e; et comme J et J,
respectent l'orientation, le lemme 2 de la section 3.1.2 nous permet de conclure
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que J = J,. On a donc bien V~!(3%) = SEVC™. Ceci conclut la démonstration
de la proposition 4.

Reste a prouver le lemme.

Preuve du lemme. On rappelle que (s1(0), s5(c)) est une base de V(J,). Or :
82(0, 1) = —e1 — i62 € V(J(OJ))
donc Jy1ye1 = ez. De méme,

s1(1, 8) + Bs2(1, B) € V(Ju,p)

done Juger = 1l ((|ﬁ|2 — 1)es + 265 + 25164>. O

8.3 Espace twistoriel d’'une 4-variété

8.3.1 Variété spin

Soit (M,g) une 4-variété riemannienne orientée, son fibré tangent
TM — M est localement trivial. On peut donc toujours définir localement le
fibré des algebres de Clifford de (M, g) et le fibré des spineurs. En étudiant les
conditions de recollement, on en déduit que le fibré de Clifford cl(TM) — M
est bien défini globalement mais que le fibré des spineurs $ — M lui n’est
généralement pas défini partout.

Définition : Une j-variété riemannienne orientée est dite spin si son groupe
structural, initialement dans SO(4), se reléve au groupe sping.

On montre que c’est une contrainte topologique qui correspond a ’annulation de
la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney de M. Une surface complexe est donc spin
si la réduction modulo deux de sa premiére classe de Chern (entiére) est nulle
(car ¢; = wy mod 2).

Proposition 5 [LM89] : Une variété riemannienne orientée M est spin si et
seulement si on peut définir globalement le fibré des spineurs $ — M qui est le
fibré de fibre en m 'unique CI(T,,M)-module irréductible.

Petite idée de la preuve. On rappelle qu'on a un isomorphisme entre SO(4) et
SU(2)4 x SU(2)-/Zy. Si la variété M est spin les cocycles de son fibré tangent
Jap se reléve dans SU(2), x SU(2)-. On note (g5, g, 5) les représentants des gas
dans SU(2); x SU(2)_. On construit alors le fibré $© — M comme le fibré
vectoriel de cocycles les g;rﬁ et de fibre C2. De méme on construit $~ — M avec
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9op- S (M, g) est spin on peut donc définir le fibré § = $ © $~, on montre alors
que c’est bien le fibré des spineurs de (M, g).

Réciproquement, supposons qu’on puisse construire le fibré $ — M. Comme
pour le cas de R, on peut définir I'élément de volume w € CI(T'M). Le fibré $
se décompose, 1a encore, en deux sous-fibrés $ @ $~ qui sont les sous-espaces
propres de I’élément de volume. Les cocycles de ces deux fibrés déterminent alors
un relévement du groupe structural de M dans le groupe sping. [

Remarque : le groupe structural du fibré $~ — M est donc SU(2)_. De méme
le groupe structural du fibré $© — M est donc SU(2). Cette remarque nous
sera utile pour calculer les classes de Chern de l’espace twistoriel (section 8.4.2).

8.3.2 Espace twistoriel et spineur

Dans le cas de R?, on a montré que SEVCT ~ P($*). Plus généralement,
'espace twistoriel de (M, g) s'identifie au fibré projectif P($7) — M [LM8Y],
[AHS78|. Autant le fibré $* — M n’existe que si (M,g) est spin, au-
tant le fibré P($7) — M existe toujours. En effet son groupe structural
est SU(2)4/Zy ~ SO(3). On retrouve ainsi une partie de la proposition 2 de la
section 3.2.1.

Proposition 6 [AHS78] : Pour toute 4-variété riemannienne orientée (M, g)
son fibré twistoriel est le fibré P($1) — M.

L’avantage de cette définition est qu’elle permet de donner des propriétés plus
fines. Ainsi, c’est ce point de vu qu’adopte Atiyah, Hitchin et Singer dans [AHS7S]
pour démontrer leur théoréme d’intégrabilité. Il existe toutefois des démonstra-
tions de leur théoréme qui ne font pas appel aux spineurs [dBN98|, [DV83| mais
ces démonstrations sont souvent plus calculatoires.

8.3.3 Structure presque complexe sur P($7)

Pour ce familiariser avec cette définition, on redonne la construction de la
structure presque complexe canonique sur Uespace twistoriel P($7) de (M, g).

Grace a la connexion de Levi-Civita sur M, on a une décomposition du fibré
tangent de P($7) en somme directe d’'un sous-espace horizontal et d'un sous-
espace vertical. Soit (m, [¢]) un point de P($7), la décomposition s’écrit :

+y
T(my[ff])]P)($ ) - H(m’[O’]) D Vv(my[ff])'

On munit l'espace vertical de la structure complexe donnée par celle de la fibre.

L’espace horizontal I, . est isomorphe a l'espace tangent 77, M. On munit cet
espace de la structure complexe associée au sous-espace isotrope KerR,.
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8.4 Fibré normal

Soit H et V le sous-espace horizontal et vertical de P($%). On fixe un point m
de M et dans la fibration P($%) — M, on note P($) ~ CP! la fibre au-dessus
de m. Soit N — P($) le fibré normal de cette fibre.

TP($H) ~HaV N~H~T,M
| |
P($1) P($+) ~ CP!
| |
M m

Pour tout élément ¢ € C*, on note [¢] sa projection dans CP! :

(C2* N CPI
¢ — 9]

Vu dans CP! x C?*, le fibré tautologique O(—1) au-dessus de CP! est le fibré :

O(-1) — CP!
(¢, 0) — [4]

On notera O(—1)jy sa fibre au-dessus d’un point [¢p] € CP'. Le fibré dual de
O(—1) est par définition le fibré O(1). C’est 'unique fibré en droite au-dessus de
CP* dont la premiére classe de Chern est 1.

Proposition 7 [AHS78]| : Le fibré normal N — P($}) est isomorphe au fibré
O(1)® O(1) — CP*.

Preuve. Soit [o] € P($)) et 0 € §; un de ses représentants. On note Ny, la
fibre de N — P($;}) au-dessus de [0]. Cette fibre est canoniquement isomorphe
a 'espace tangent 7T;,, M muni de la structure complexe J, associée au spineur o.

Dans le cas de R*, on a montré qu’a tout spineur positif non nul ¢, on pouvait
associer une structure complexe J,. Le sous-espace propre V(J,) de J, associé
a la valeur propre —i est engendré par (si(c),s2(0)), out s; et sy sont deux
applications linéaires de $* dans C*. On rappelle que

V(J,) = {veC'Jv=—iv}
= {vy +iJvg/vy € R*}

Lemme : [ existe un C-isomorphisme entre V(J,) et le dual (R*, J,)* de R?
muni de la structure complexe J,.
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Preuve. Soit g un produit scalaire sur R* et h le produit scalaire hermitien sur
(R*, J,) associé :

h(Z, %) = g(21, %) +ig(Jo21, 72)  Y(Z1, 72) € R
Pour tous nombres complexes (), 3), et pour tous vecteurs (1, z5) de R* on a :
h(Azl, 652) 3 h(zl, 52).
Il est alors facile de vérifier que 'application :
V(Je) —  (RY )"
v h(Re(v), ) : (RYT,) — C
2 — h(Re(v), 51)

est un C-isomorphisme. [J

On identifie la fibre N, a lespace (T7,M, J,) et on note N* le dual de N. On
peut alors montrer que le fibré O(1)® N* ~ End(O(—1), N*) au-dessus de P($}})
est trivial. En effet, on a deux sections holomorphes [AHST7S| :

(St P(Sh) — End(O(—1),N¥)

o] — Si([o]) - O — N,

(lo],0) h(Re s[:éa), )

O — Nig

([o],0) +— h(Re@(a),.)

Le fibré O(1) ® N* — P($.}) est donc trivial (de rang 2) et le fibré normal N
s’identifie bien au fibré O(1) ® O(1) :

O(1)® N* ~ C?
= N* ~ O(-1)® C?
— N* ~ O(-1)® O(-1)
— N ~ O(1) ¢ O(1).

Ceci conclut la démonstration de la proposition 7. [J

8.5 Classes de Chern

On suppose que (M, g) est une 4-variété spin et on note 7 : Z — M son fibré
twistoriel. On a construit une structure presque complexe sur Z, on peut donc
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calculer ses classes de Chern. On note ¢; sa i ™€ classe de Chern et ¢ la classe
totale. Soit h le générateur du H?*(CP',Z) ~ Z et H*(M,R) lanneau de coho-
mologie de M. Par le théoréme de Leray-Hirsch [BT82], 'anneau de cohomologie
de Z est un H*(M,R)-module engendré par h. On note x et 7 la caractéristique
d’Euler et la signature de M. Par le théoréme de Leray-Hirsch, on peut également
considérer y et 7 comme des éléments de H*(Z,R). Dans les deux cas, on utilisera
la méme notation.

Dans ce paragraphe, on va démontrer le résultat suivant.

Proposition 8 [Hit81] : Les classes de Chern de l’espace twistoriel de (M, g)
sont :

cT = 4h
co = 3 +37
cs = 2hy

Preuve. La métrique sur M induit une décomposition du fibré tangent de Z en
un sous-espace vertical V' et un sous-espace horizontal H :

TZ=HoV.

Pour tout point m de M, le fibré normal N,, — P($}) est isomorphe a

O(1) ® O(1) et plus généralement on peut montrer qu’il s’identifie & O(1) ® $

[AHS78|. Le sous-fibré H est donc isomorphe & O(1) ® $~ et par conséquent :
c(H) = ( ( )®$7)

_ (1 + e (0(1) $7)(1+ (1)) +ea(8)
= (1+h) +ei(37)(1+ ) +02( ).

Mais $~ — M est un fibré de groupe structural SU(2) (cf. section 8.3.1), sa
premiére classe de Chern est donc nulle :

2

v
+
)
=

c(H)=1+2h+h>+cy($7).

Le fibré H est topologiquement isomorphe au tiré en arriére 7*1T'M :

H~mTM dr ™
| ) |
7 — = M

Par conséquent, si on note 7 et y sont la signature et la caractéristique d’Euler
de M, on a :
4h* = c;(H)?* = 31 + 2x
{ h? 4 co($7) = co(H) = x.
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Le sous-fibré V est le fibré tangent aux fibres de 7w : Z — M. Ainsi, si m est un
point de M alors Vi, ) est 'espace tangent de P($;) ~ CP'. Il est classique de
voir que (V& 1),y ~ O(1)®@$;. En effet, si on regarde O(—1) — CP! comme
un sous-fibré de CP! x C* — CP! on a :

TCP'®1 = Hom(O(-1),0(-1)*) & Hom(O(-1),0(-1))
= Hom(O(-1),C?)
= 0(1)®C?

On vient de montrer que V@ 1 ~ O(1) ® $7, on peut maintenant calculer les
classes de Chern du fibré V. — M

c(V)y = e¢(Val)

= ¢(0(1) ®$")
= 1+2h.

On peut alors conclure :

oZ) = eV).e(H)
= (1+42h).(1+2h+h*+c2($7))
= (1+2h).(1+2h+Y)
= 1+4h+ (3x + 37) + 2hy

Ceci conclut la démonstration de la proposition 8. []
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Résumé

Dans cette thése, nous utilisons la théorie des espaces twistoriels afin de construire
des structures complexes non standards (en un sens bien précis) sur des produits
de 4-variétés réelles avec la sphére de dimension deux. Pour cela nous explicitons
I’ensemble des surfaces complexes dont le fibré twistoriel est topologiquement
trivial. Dans un deuxiéme temps nous déterminons parmi ces surfaces celles qui
peuvent étre munies d’une métrique riemannienne anti-autoduale.

De ces résultats, nous déduisons une famille d’exemples simples de 4-variétés
réelles parallélisables sans structure complexe. L’espace twistoriel associé a ces
variétés admet une structure complexe. C’est notre premiére classe de 6-variétés
munies d’une structure complexe non standard. Une deuxiéme classe d’exemple
sera construite & partir de ces travaux.

Enfin, et de facon indépendante, nous étudions briévement les propriétés de
connexités rationnelles des espaces twistoriels.

Abstract

In this thesis we use the twistor theory in order to build non standard complex
structures (with a meaning which we define) on products of 4-manifolds with the
sphere of dimension two. To that end, we enumerate the set of complex surfaces
whose twistor space is topologically trivial. Among these surfaces, we determine
those which admit an antiselfdual riemannian metric.

From these results, we deduce a simple family of parallelizable 4-manifolds
without complex structure. The twistor space associated with those manifolds
admits a complex structure. This is our first class of 6-manifolds with a non
standard complex structure. A second class is also build in this work.

Finally, and independently, we briefly study the various rational connectedness
properties of twistor spaces.



