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l’interférométrie radar pour

l’estimation des hauteurs de cibles et
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Mrs Cécile Titin-Schnaider (ONERA)

Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales
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K�K�K  ��������!&� �� %&���� �� �&���!&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Kww
K�K�Q 6��%� )������ �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KwÖ
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Q�K�R ,� ������ ��� �!������� %����!�%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KvK
Q�K�� ,� $�!�� �� �&%$�� �� ����������!&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KvR
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R�K ,� �&�/��� %&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KuK
R�K�K -��&!� ���� �&�/��� %&���� �� 0����  � � � � � � � � � � � � � � � � KuK
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�� Kuuu" �� �.���%� ��'6�6 �� ������� � ��8�!� ��� $��%!��� !%�)�  �,P�6�� ��� ���F&�� /��!�� �&������� ��� 0>�!%����" ��� $!���� ���/!&�" ��� ��0��� �� ��� $�������� �)�!�&���� #���&��" ���7$�&!���!&� �� ��� �&����� &�/���� �� �&�/����� $���$���!/�� ���� �� �&���7��  �,P�6��"�������� $��� 8��!� ���)!� �� �� $��%!��� !%�)� �� �� �.$� ��8�!�� �� 0���� L @R �% �� �&�)������&���B�
,� �&%$�����!&� ��� $��&%���� $.�!8��� �!�� � �� �.$� ��!%�)��!�  �,P�6�� ��� !�(�!�$����0�� ���� $&�� �� �&���$�!&� ��� �.���%�� 3����� 8�� $&�� ��!����$�����!&� ��� ����������7$��!%�����7� � �$�������!&�" Kuuu� ��� �� $��%!��� ���� 8�! ��!����!� ���� �� ������ ����$�&$&�� ��� %��&�� �!�� ��A&$�!%!���!&� �� �&������A $��%������ �� ���&%$&��� �� �!0�� ��
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�gjfco|hjkcg ��g�fnse
�� ����%0�� �� A%����!�%�� ������&%�)���!8���A &��&)&���7� ,������ ���� %&���� /&��%!8��%&���� $�� �!������ 8�� ��� $��%!��� ��������� ��!�/���!&� ��� $���%����� �� 3&�=� �&�� $�&%��(����� �� 8�� �������� ������ ������� � 3�!�� ���� �� ����� � ��!���� �� ����� ����" �� $�&0��%�!%$&����� �&���/� ��� ����! �� ��!����$�����!&� $.�!8�� ��� A%����!�%�� ������&%�)���!8���A"�� �� �� �&%$�����!&� �� �� A$&�!�!&� �����!/� ��� ������� �� $��� &0�����A� ��1�" ������ �������!8��� $�&$&���� ���� ����� ���� ��� ��� �$$�!8��� � �����0&���!&� �� ������ �����!���� ��%!�!��7 ��0�!���

,� ���/�!� $������� ���� �� %������!� � �&�� $&�� 0�� �� %!��7 �&%$������ ��� �.$�� ��!�(3&�%��!&�� 8�! $��/��� =��� ����!�� ��� �&�����  �,P�6��" $&�� ��� �!0��� �!/����� @�!0�����0�!���" /�)����!&�B" �� $&�� ��� �$$�!���!&�� ���� �!/!��� 8�� %!�!��!����  ��� $���!��%���" !����)!� �� /&!� ���� 8����� %����� ����8�!�!�!&� �� �&����� $&���!%���!8��� $��� �&���!0��� �!)�!(1���!/�%��� � ��!����$�����!&� ��� !%�)�� !����3��&%���!8���" �� � ���&���� ��� $�&0��%�� ����&�(���� �� !����3��&%���!� $���� �¹ ®¯·ô·´¸ ¯¶Û°± ±·Ð ²¹ ³¹¯®·´¹ Ô¹Ð²¯¹ ·²ê Ñ²¹Ð®´°ÐÐ°²¸¹ô¶¹Ð ·²Û·¯·ô·® ÿ Ð´Ý´í³·®´° ±¹Ð �Ô¶³·´ÐÔ¹Ð� Û°²¯ ±¹Ð ³´ë¸¹Ð Ð´ÔÛ¸¹Ð� °Û®´âÔ´Ð·®´° ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ ¹ Ô´¸´¹²ê ²¯ë·´Ð� ´®¹¯Û¯¶®·®´° ±¹Ð ³¹®¯¹Ð ±¹ ÛÏ·Ð¹� ¹® ´âô¹¯Ð´°Ð �·±·Û®¶¹Ð� ±¹ Û·¯·Ô�®¯¹Ð Î°¯¹Ð®´¹¯Ð Û°²¯ ±¹ °²ô¹¸¸¹Ð ë·±¹Ð ±¹ Î¯¶Ñ²¹³¹ý
 ��������%��� �� $������ ���/�!�" 8���8��� ������ ���/��7 �� ���� &�� �&������ ��� %��&���!����3��&$&���!%���!8��� : ���� �<�!����&" QxxR�" ��� %��&�� �� ��$����!&� �� $��� ��!�!���� ����&�����  �,P�6�� � ��� ����!�� $&�� �� ���&�������!&� �� $�&1�� ��0�!�� O ���� ���0��)�" Qxx��"�����!%��!&� ��� ������� �� $���� ��� ����.��� $&�� $���!���� 0���� �� ���&%$&�!�!&� $&���!%�(��!8�� O ��1� ���� �<&%�F(#���" Qxx��" �!�������� %��&��� ��&$�!%!���!&� �� �&������ �&��������� ��� ��� %������ �� /�)����!&� @��%$ �� 0��B �� ��%0�� ����&�8���
,�� !%�)��  �,P�6�� ��!�!���� �� �&��� �� ����� ���� �&�� !����� �� ��&!� ��%$�)��� ��%����� ��'6�6 �!�������� :
� �� ��%$�)�� ïàß�µ�" ��� �� �!�� �� �����&$&�� �� -���!)�. ��� ��)�" �� ë·±¹ �@u�K<GF" R �% �� �&�)���� ��&���B� 
���� �� $��%!��� ��%$�)��  �,P�6�� � ��������
� �� ��%$�)�� ×�ðß Óõõº ��� �� �!�� �� �� 3&�=� �� ��F��" �!���� ���� �� 0���!� ������(�&�" �� ë·±¹ × @�Rx 'GF" Ö� �% �� �&�)���� ��&���B" ����!��� � �� /��!���!&� �� �����0���� �� 3��8������ #� ����� ��%$�)�� $���%��� $&���!%���!8�� &�� $� =��� �7���!��� ���!%�)��  �,P�6�� �� ��!�!���� �� %&�� $���!���!�� ��!%�)��!� !����3��&%���!8�� @Ô°±¹�·ÐÏ¸´ÝÏ®B� 
���� 0���� �� 3��8����� 0���� ��� $���!���!���%��� !����������� $&�� ��������� �� /�)����!&� �� $�� �&� 0&� $&����!�� �� $�������!&� � ��!����!��� ��� 3&�=���
� �� ��%$�)�� ×�ðß ÓõõØ 3&���!� ��� !%�)�� �� %=%� 3&�=�" �� ë·±¹Ð × ¹® ð @K�u <F"Qw �% �� �&�)���� ��&���B� 
���� ��%$�)�� ���!� ����!��� � �� /��!���!&� �� ����8�!�!�!&��&�*&!��� ��!%�)�� � ���7 3��8������ �!��������" � �� �&%$���!�&� ��� $��&%����  �(,P�6�� �� 0���� , ��  " �� � �� ������!&� �� �!0��� �&�� �&�/��� /�)�����
C�� $��%!��� $���!� $��������� ������ �� ����� ���� �� �&%�!��  �,P�6��� ,�&0*���!3 ��� ��$�������� ��� &��!�� $&���!%���!8��� �� !����3��&%���!8���" $�!� ��� &��!�� �� 3&�%��!&� ��!%�)��

6�� �� ������.�� ��%$�(3��8����� ��!�!��� � ��������
,� �!/���!�� ��� !%�)�� �&��!������ ���� ����� ����� !%$&�� ����&$��� ��� �$$�&��� �� ���

KÖ



%��&��� �!�������� �� 3&���!&� �� �.$� �� �!0�� ��/!��)�� ����!" �� ���7!�%� $���!� ��� �7����� ������� ��� �!0��� �%�!��� �� ��� /��!��� ��� ��!%�)� �� -���!)�." �&%$����� $�� ��� %��������������� � ������� �� ��%0�� ����&�8��� ���� $�&$&�� ��� %��&�� ��������!/� ��&$�!%!(���!&� �� �� �&������� � $���!� ���� %&���� �� $&!�� 0�!�����" ��� �!)�!1���!&� ��� �&���� ��7A%����!�%��A �� ��7 ������� �� $��� &0����� $�� ����� %��&�� ��&$�!%!���!&��
,� ��&!�!�%� $���!� ��)�&�$� ��� ������ ��� ��� 3&�=��� ,�� ���7 ����!���� ��%$�)��� �� �������� �� 3&�=� �� ��F�� . �&�� ��!�!����� ,�� %��&��� ��!�/���!&� �� %&���� ��*� �7!������� . �&��$���������� ,�&0*���!3 �� ����� $���!� ��� �����$��� ��� &��!�� �7!����� ��7 �&����� ��'6�6 ��0�����  �� ,� ,�� $&����!��!��� �� ���%� �� ������!&� �� �!0��� �&�� �&�/��� 3&����!�� ���&���)���%��� �0&������

Kv





�� !"#� $%�&" 

'¨¡¨ ¥¤ £(¡«¨ ¥¤¦ �¨©£¦ ¨)�«©*�¤¦

Ku





+«¤, )©¦¨«©*�¤ ¤¨ �¨¡¨ ¥¤ £(¡«¨

,�!����3��&($&���!%���!� ��� �� �&%0!��!�&� �� ���7 ����!8��� ������ 0!�� �!��!����� 8�!�&���� ���7 %������ � $�&1� �� %����� �� ��%$ ������&%�)���!8�� � �� 3&!� �� %&���� �� ��$��� : ��!����3��&%���!� �� �� $&���!%���!�� ,�!����3��&%���!� $��%�� �� ����&�/�� �� �&$&)��$!����� �����!�" � $���!� �� ����8�!�!�!&� �� �� %=%� !%�)� /�� $�� ���7 �������� 3�!0��%��� ���&(���!���� �$��!���%���� ,� $&���!%���!� ��!�!�� �� ������ /���&�!���� �� ��&��� : ����� ��� ����!8��8�! /!�� � ��������!��� ������&%�)���!8��%��� ��� �!0��� �� 3&���!&� �� ���� ��$&��� � �!��������$&���!���!&�� ���%!��!&� �� �� ����$�!&��,�!����3��&($&���!%���!� ����� ��� ��� ����!8�� 8�! *��8��!�! � ��� $�!��!$���%��� �$$�!(8��� � ������� ��!%�)�� �����" �!��� !%�)�� A6��A� ����! ��*&�����! �� �!��!$�!�� ��� �&�(��%%��� ���&%%�� ���� �&��� �� �&%%������ !�������!&���� $�� �� ���%� )����!8��  &�P�6��@ �,��!%���.(P����3��&%���.(6��B� ,�!��� �� �&%0!��� ����%0�� ��� !�3&�%��!&�� !����3��&%�(��!8��� �� $&���!%���!8��� �� ���� 8�� �� 8���8��� ������� ,� 3&�%����!&� A!����3��&%���!� /��(�&�!����A 8�! ��. ��$$&��� �$$���-� ���� �� �!��������� $&�� �� $��%!��� 3&!� �� Kuuv �� �&�)���P��� AP<��66A ���� �� $�$!�� �� 
�&��� ��  �$�������!&��

� $�$!�� $������� ��� &��!�� %���%��!8��� $�&$��� � ����� �!��!$�!�� �� !���&��!� �� $���(%���� �$$��� A�&������ )������!���A� P� ���)!� ���� $���%���� ����!��!8��" 8�! %����� �� ��)���� �����%0����� ����� ��� ���7 !%�)�� �� �� $�!�� !����3��&%���!8��" $&�� ��!%$&��� 8�������&%0!��!�&�� �� $&���!���!&�� ���%!��!&�(����$�!&�� ,�� ������� $�&$&���� ��&�� ��� %��&����A&$�!%!���!&� �� �&������ )������!��� � ���!�� �� �� $&���!%���!�A� ,� 0�� ��� �� ��&�/�� 8������&%0!��!�&� $&���!%���!8�� �&!�!� $&�� &0���!� ��� !�3&�%��!&� �� ������ �� $��� 1�0�� $&�(�!0��� #�� �&��" ��� ��)&�!�%� ��&$�!%!���!&� ��� ��$�!� $���!���� 3&!� �� 3�!� ��&0*�� ����� $�0�!��(�!&� ���� P��� �� Kuu�� 
� ��%� ��� �� ���� �� $&!�� �� ��$��� �� �� ���� �� ;� �$�������!&�

� �$�������!&�" Kuuu�" 8�! $�&$&�� �)���%��� ���$$�!8��� ��!����3��&$&���!%���!� � �� %&������ /�)����!&� �� ���7 �&���� 3&���!����� ��� �7$����!&� �� �� A�&������ )������!���A" ����� ��!�� $&�� �&��� �&�1)����!&� $&���!%���!8��� ,� %&���� ��� �&���!��� ���� �&� �� ���� /&��%������&!��� 6&� �/����)� $�!��!$�� ���!�� ���� �� 3�!� 8�� �� �����!$�!&� �� �� /�)����!&� ��� �����!%$�� �� �&�� 8�� ��!�/���!&� �� %&���� ��� $&��!0�� : �!��! $��/��� =��� �������� �� ������ ���� ���&$�� �� �� �&�ä�!��� ���7�!���!&� �� ��&��� � ���/��� �� /&��%��
,�� $&����!��!��� �� ����� ����!8�� �&�� ����!������ �� ��� �&�� $���!���� �8�!$�� �� �&���������� � �� �>��� '�!� � �� *&��" ��� $�&)��� �&�� ������ �!ä�!��� �� $���!� $&�� ��� ��!�&�� ��%&.��� ����!8��� : $�� �� ��0&���&!��� �!�$&���� �� ���� ���� ����� ���&$&��� 8�! � �� ��$��!���� 3�!�� ��� !%�)��  &�P�6��� �� ���&$�" ������ ��� !%�)�� 3&���!�� $�� ��� �.���%�� �(6��@#,�" ����%�)��B �� ��'6�6 @�����B &�� 3�!� ��&0*�� �� $�0�!���!&�� �� !����3��&$&���!%�(��!�� ��7 �����(C�!�" �� �.���%� <�&6�� @+ ,B �&!� �)���%��� =��� ��$�0�� �� 3&���!&���� ������ %&��" %�!� $�� �������� ��� ��!�!���� &�� ��� $���������� 9���� ��7 ������!���" ����� ���������7 ��� ���&�� 3&���!&��� � �� 3&!� �� %&�� �&����%��� $&���!%���!8�� �� �� %&�� !����3��&%�(
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,� ����� ��!�!�� � �������" ��� �� $����3&�%� ���&$&���� A��'6�6A � 3&���!&��� �� %&�� &�P�6�� � $���!� �� Kuuu �� 0���� L� #�$�!�" �� 0��� �� �&����� � ��� ������� ��7 0�����, ��  � ,� %���!$�!�!�� ��� 0����� �� 3��8������ �!�$&�!0��� �� �� �!/���!�� ��� %!�!��7 !%�)�� �$��%!� � ����� ���� ���0&���� ��!����3��&($&���!%���!� �&�� �� %���!$��� ��$����� 
���� $��%!���$���!� �� ���� $������� A������ �� �����A ��� �� ��*�� �� �� ������!)���� ��7 &��!�� 8�! &�� ��� ��!(�!��� �$��!18��%��� ���� �� ���/�!�� 5&�� ���������%���" ��� ���7 $��%!��� ��$!���� �&�� �����!3�� ��!����3��&%���!� �� � �� $&���!%���!�� ,� ��&!�!�%� ��$!��� $������� ������ ��� �&���!��������� $&���!%���!� !����3��&%���!8�� �� %&%��� &� � ��� �&%%����� �� ����� ,� 8����!�%� ��($!��� ���!�� �� ��!%�)��!� 6�� �� ��� &��!�� A��%$�(3��8�����A ���&�!�� 8�! &�� ��� ��/��&$$�� ��������" &��!�� 8�! ���&�� �)���%��� ��!�!��� ���� ��� ���7 $���!�� ��!/������
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,�!%�)��!� 6�� �����!8�� 3&���!� ��� !%�)� ���� �����!� $�&*��� : ����� ��� !%�)� � ���7�!%���!&���,� ����� !����3��&%���!8�� ��� ��!�!�� ������!����%��� $&�� ���7 �$$�!���!&�� : &0���!� ��$&�!�!&� �7���� ��� �!0��� ���� ����$��� � ��&!� �!%���!&��" �� $&�/&!� �!��! �!�$&��� �� �����������!����" &� �������� �� ���� 3�!0��� ���)�%���� ���� ��� ������ P�! �&�� �&�� !�������&�� �������� ��� ������ �����!����� ,� %&�� ����8�!�!�!&� ����� !%�)� ��� �� %=%� 8�� ����! ���� ����������!8��" %�!� ����� 3&!� �!" �� �&�� ���7 �������� ���&���!���� �$��!���%��� 8�! /!���� �� %=%�$!7�� �� �� ����� !%�)��� C�� �� ��� ���7 �������� ���� ��������� �� ��3������� � ��8�� $!7���� ��!%�)� 1���� �&����$&�� ���7 �&%0��� �&%$��7�� s1 �� s2 � �� �&�����!���� �� /������
s =

s1
s2

�&�� $&�/&�� �������� �� ³°¹4³´¹® ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹ γ :
γ =

< s1s
∗
2 >√

< s1s∗1 >
√
< s2s∗2 >

,� %&���� �� �� �&%$��7� ��� �� ��)�� �� �&������!&� ����� ��� ���7 �!)���7 s1 �� s2 � ,� $����� �� �&%$��7�" arg(γ) = arg(s2) − arg(s1)
��� ���!�� � �����!���� �� $&!��� ,� ��$��������!&� ��%&���� �� γ $&���� ����! �����!)��� ��� �� �&������ ����� ��� ���7 !%�)�� ��8�!���" �� �&�� ����� /��!�!�� �� �������� &0����� ,�!����3��&)�%%� ���!)�� �� �&���� ��� !%�)�� �� arg(γ) �� |γ|��&�� �7$�!8�&�� ���� �� ��$!��� ��� ����!8��� ��!�!���� � ������� $&�� &0���!� �� ������������ �����/��!&�� ,� $��$��� ��� �&�!&�� $��������� ���� �� ��$!��� �&�� �)���%��� �7$&�������� � �$�������!&�" Kuuu" -�%��� ��� G����" Kuu���

565 7�X�V\��	 8����U�9 WX�� V� �UTU� �VU		�:�� �� �UTU� �����Y�;
�X�����:��

Ë<Ë<Ë ]¾¿¾Ã =Á¾ÄÄÇÊÆÀ À½ >ÃÅçÁ?åÀÄ ÁÇÉÄ @ Á¾ >ÃÅAÀ=½ÇÅè ¾Æ ÄÅÁ

&��!���&�� ��� �!0�� $&��������� C� ����� !���%!�� �&��� ��� F&�� �� �&� �&������� �� �!0���,� ���!��%��� ��� �!)���7 ����� $��%�� �� ����&�/�� $&�� ��8�� ��$&��� �� �!������ ���!��� ��� ���F!%�� . �� ����� �!0��� C�� $�&*���!&� �� �&� $��%�� �� ����&�/�� ��� �&&��&����� @7".B ���� �!0��" %�!� ����� $�&*���!&� ����� �&������ 8�� $&�� ��� &0*��� 8�! �� ��&�/��� �&�� � �� %=%��������
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DEFG K�K � �7�� $�!��!$��7 �� �����

�����%��� �!�" �� ����� %����� �� �!������ �� �� �!0�� �� $&����� �� �� /!���� ��������%���"�&%%� �� %&���� �� 1)��� K�K�  �� �!������" ��!%�)� 3&�%�� �&����$&�� � �� �&%%� ��� ��&�$�&/����� �� �&�� ��� ��H������� �!���� � ��� %=%� �!������ �� �����" �� !� ��� !%$&��!0�� ���!��!�)��� ��� $&!��� �!���� � ��� %=%� �!������ �� ����!(�!�
���� �&�������!&� �� ��!%�)� ���� �� ��$��� !��0!���� � $���!���� �&���8������ :
� ��� ��� H°¹Ð ±Ò·³³²Ô²¸·®´°" &� �� �&%$����!&� �� $����" �� $��� %������ /� /��!�� ����/!��" �&%%� ��� �� 1)��� K�Q $&�� �� $���� 
# @���� �� ������!���%��� &� Iqcfepdcfjegkgr I�� ��)��!�B : ,� �&�)���� �� 
�#� !%�)� �� 
# �$$���-� �&%%� A������!�A�C� Ô·ê´Ô²Ô ±Ò·³³²Ô²¸·®´° &� �� ��$�!�%��� �� $�&��!� 8���� ����)�� �� /!��� %&.����� $��$���!����!�� � �� $���� : !� ���)!� �� ��� ��!�!8�� &� �� �&%%�� �� �� 0��� �� �� $�����&����$&����� � �� %=%� $&!�� ��� ��!%�)�� 6�� �� 1)��� K�Q" ���� �&����$&����!� �� ���&� ��� $&!��� 
� �� #� �&�� �&�3&������ ��� ´ô¹¯Ð´° ±² ¯¹¸´¹Î $��� %=%� ���/��!� $&�� ��� 3&���� $����� 3�!���� 3��� � ����������6�� ���7� �� �!��" �� ��� �� �� $���� ��� /� �/��� �� 0�� : ��� ��!%�)�" �� $&!�� -� ��� /��/��� ��� 
���� ������ �� ���/����%��� ��� $������

Ë<Ë<� JÃÅçÁ?åÀÄ ÃÉÄÇ¿ÆÀÁÄ ¾KÀ= ÁÀ Ã¾¿¾Ã Çè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÊÆÀ
,�� ����� $��������� $�&/!������ �� 3�!� 8�� �� %����� �� �� �!������ ���!��� ����� $�� ��ä(����� $&�� �����%!��� �� $&�!�!&� )�&%���!8�� �� �� �!0�� �� �!�� �� �� ������� ,�!����3��&%���!���� ��� ����!8�� 8�! �&!� $���!�� � ����� !���ä����� �� ��!%�)��!� �����!8��� '�!� �������� �����$��/��� 3������ �� ������ �� �� ������ : ��0&���" ��$��$&�!�!&� ����&" &%0������ ,� $&���!%���!�$��� =��� ��� %��&�� � ��/!��)�� $&�� ��$&���� � ��� �!������� �.$�� �� $�&0��%�� ���!������� !����3��&%���!��
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DEFG K�Q � ����� �� ������!���%��� �� ��!�/���!&� �� ���!�3
à¹ë°±Ð

,�� $��&%���� �� ��0&��� ���&�)��� ���!1�!����%��� �� ��%!� &$�!8�� �� �&�� �� $��� O�����!%��!&� ��� �!������ �� ��� ������� ��� �&�� 0!�!��� �� $������� �� ���� $��&%�����

DEFG K�R �  ��&%���� �� ��0&��� �&�0�� @� )����B �� ��!$�� @� ��&!��B

,� $��&%��� �� �&�0�� ��0&�� �� $�&��!� 3��8��%%��� ����� �� &0*�� $��������� ��� 3���/���!���� �� �� �&� @/&!� 1)��� K�R � )����B� ,� $&!�� ��� ��&�� $��I� � �� %=%� �!������ 8�� ��$&!�� 8�! �� ��&�/� � ��!��������!&� �� �&� �� �� ��&0*��" �� � ��� ������ ����� @$&!�� ��$��������� �&�)� ��� �� 1)���B� 
� $��&%��� ��� �$$��� ����! A���� �!����A�
 ��� ����%���" �� $��&%��� �� ��!$�� ��0&�� $��� �� %��!3����� @/&!� 1)��� K�R � ��&!��B� P���� �!)�!1���!3 $�� �7�%$�� �! �� ���3��� �� �&� ��� ���� �!��� �� �� 0>�!%��� ��)���7� ,� 0>�!%���!%�)� $��� ��&�� =��� $��I� � ����/���� 
���� �&�/��� �� ��� ��� $&��� �!���� �� ������ ��������3��� ����� �&��!����� �&%%� ���� �!��� � �������� �� �� �&�)���� ��&����

Þ²Û¹¯Û°Ð´®´° ±Ò¶³Ï°
 �� �!������" ������ �� ��$��$&�!�!&� ����& $��� ����� �� ���%��� �� ���!�3� 
�� ���� ��$�&��!� �&��8�� ���7 &0*��� �!������� �&�� �!���� �� ��!� �� �� %=%� ������� �� ���&���!&��  &���� 0>�!%��� $�� �7�%$��" �� �&!� $��� =��� $��I� � �� %=%� �!������ 8�� �� �&� @/&!� 1)��� K��B�#��� �� ���" �� ������ ���!%�� ���� !����%��!�!�� ����� ��� ������� ��� ���7 $&!��� �� �� �������
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DEFG K�� � 6�$��$&�!�!&� ����& : �&!� �� �&� �&�� $��I�� � �� %=%� �!�������

�� ���&���!&�� #��� �� �.$� �� �&�1)����!&�" �� ��$&��� �� �&!� �� 0>�!%��� ��� 3��8��%%�����)�!)��0�� ��/��� ��!�����!�� �� $��&%��� �� �&�0��(��0&��� ,� ��$&��� �� �&!� ��� ��&�� �&%%�A%��8���A $�� ����� �� �&��

L°¹Ð ±Ò°Ôë¯¹
,�� F&��� ��&%0���" $�������� ��*� �� ����� A�����!8��A" �� �!�$���!����� $�� �� !����3��&%�(��!�� ����� �&�� ���� � �� ������ %=%� �� ��!%�)��� 8�! )����� �� $�&$�� �&���� ��!���%!���!&�"�� �� $�&��!���� �&��8�� �� 3�!����� ����� $�� ��$�0�� ��!���%!��� �� ���3��� �� �&�� ,�� F&��� �&�����!���� �$$���-��&�� �&%0��� ��� ��!%�)� �����" ��� ����� �� �&����&�� $�� �� �!)��� ����&�!�����@/&!� 1)��� K�wB

DEFG K�w � ���� ��&%0�� : ��� $&!��� �� �&!� �� �&�� $�� !���%!����
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56N 7�����W� T� �UTU� �����Y��X�����:��
Ë<�<Ë O�^P O�Q À½ RÉÅåÉ½ÃÇÀ ¿À ÁÂÇå¾RÀ

�� �!��!�)�� ���� �� ���%!�&�&)!�" �� ���%� �ü���" '&���� ��%��!8�� �����/��!&�" �����%� �ü�þ�" '&���� ��%��!8�� �� 5����!�� �!��! �� '�� �&��!���� �� ������ �� �����!� ����� ���%���� $����� ������ @��0��" 0>�!%���B $�� &$$&�!�!&� �� '�5 8�! 3&���!� �� ������ �������!� /!��)��
,� '�� ��� �� �&���� �� ������%0�� ��� ��!$���� (R, y, h) : �!������ ���!���" �!������ �F!%�(���� �� ������ �� $!7�� /!��� ,�� $���)��$�� ��!/���� /&�� %&����� �&%%��� �������� �� '�� �$���!� ����� ������ �� ��3������ �� ��� �&����� (R, y,∆R)" &� ∆R ��� �� �!������� ����� ��� �!�(������ ���!���� ����)!������ $&�� ��8�� �������� � $���!� �� '��" !� ��� 0!�� �S� ��&�!8��%���$&��!0�� ��&0���!� ��� ����� �0!������ �� ��&!� �!%���!&�� (x, y, z = h)� 6����%���" ��� �!%!��� ����!����3��&%���!� 3&�� 8�� ��� �!�������� �� $��� ����)!������ $��/��� =��� ���� �!��&��!����" ���&�� �� ������ ��&�/�� �)���%����  �&*���� ��&�� �� ����� �� 7 � ���!�� �� ��!����3��&)��%%� $���!���&��!�� ��� )�&���� ������� �� �&���!���!&�� #� $���" ��� ���!��%���� ��%��!8��� $&�� ���0�!������ $�&*���!&� �&�� ��� ���!��%���� !�����!3� �&���� �� �&S���7� #��� ��� �&��!�!&��" !� $���-�$��� *��!�!��7 �� ®¯·ô·´¸¸¹¯ ·ô¹³ ¸¹Ð ±°¶¹Ð ° Û¯°T¹®¶¹Ð @��� �7�� 8�� �&�� �&��!���&���&�� ��&�� ���F!%�� �� �� �!������ ���!���B" &� 0!�� �� ���/�!���� �/�� ��� $�&*���!&� ��� �� '&������%��!8�� �� 5����!� @'�5B 3&���! $�� ��P<� �� ������� � ���!�� ����� ����� ����!8��� #����� ���" ��!����3��&%���!� ������ ������� 0�� 8�� �� 3&���!� �� ������ ��� ���%���� �� ������ �������!��

Ë<�<� �Å½¾½ÇÅèÄ À½ =ÅèKÀè½ÇÅèÄ
,�!����3��&%���!� ����� ����!� ��� �!)���7 $�&/����� �� ���7 �������� ��$����� �$��!���%�������� �&�)���� �$$���� �!)�� �� 0��� @�npeskgeB� ,���� �� ��� �������� ��� �$$���� ������� ����3������" �� ��� )�������� ���&�!��� ���&�� !���7��� $�� ¯¹Î &� º" ������� ��� ��������� !����3��&(%���!8��" �&�� ��� )�������� ���&�� !���7��� $�� ´® &� Ó�,�� �&���!&�� ��&$���� ���� �� ��!�� �&�� !��!8���� �� �&�)� �� ����$!������ ��� �� 1)��� K�Ö�� iobs ��� ����)�� ��&0���/��!&� �� �� �!0��" ����� � �!�� ����)�� ����� �� �&�%��� � �� ���3��� �����7� �� /!���� P� ��� $��3&!� �&�� ����! θ0 &� θ ��  &�� ��� �!������� ���!���� : !�! �&�� �&���&�� R1

�� �!������ ���!��� � ��������� �� ��3�(�����"R2
�� �!������ ���!��� � ��������� !����3��&%���!8��� ,&��8�� �&�� $���&�� �� �!���������!��� R ���� $���!��� ��!��!��" !� ���)!� �� �� �!������ ���!��� �� ��3������" �&�� R1 � �����(���!/�%��� � R2

�&�� $&�/&�� ��!�!��� �� /��!�0�� ∆R = R2 − R1 � R2
���� �&�� �� %=%�)������� 8�� R+ ∆R�  &�� �� �!)�� �� 0��� : ���� �&�� ��� ��� �&� %&���� ���� �&�� b� �&�� $&�/&�� ��1�!���� ��&!� �&&��&����� �� /������ b ���� ����$��� bx " bx �� bz � ,� $��$��� �� ��%$�" �&���&��!���&�� 8�� �� �!)�� �� 0��� ��� ���� �� $��� �� /!���" �&�� ����� ��� �&&��&�����" $���7�%$�� bx ��� ������ bx ��� �� �&&��&���� �� �&�) �� ���7� �� �!��" bz �� �&�) �� ���7� /���!�����&�� ��1�!��&�� ����! ����)�� ��!���!��!�&� �� ����� �!)�� �� 0���� P� ���� !�! %����� $����$$&�� � ���7� /���!��� �� �&�� iinc � �� �� ��&�/� ����! ���� �� �!��������� %����� �����3&!� $�� ��$$&�� � ���7� &�!F&����" �� ��&�� �&�� α� ��1�" �&�� $&�/&�� ��1�!� b‖ �� b⊥ "�&%$&������ �� b ��!/��� ���7� �� /!��� �� �� �7� $��$���!����!���

b‖ = −b cos(iobs + iinc) = b sin(θ0 − α) @K�KB
Qv
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DEFG K�Ö � <�&%���!� �� ����� !����3��&%���!8��

b⊥ = b sin(iobs + iinc) = b cos(θ0 − α) @K�QB
� G ��� ��� ������ �� ��3������ �� �����!� @$��3&!� �&��� ����! h0

B" �� h ��� �� ������ ��$&!�� /!���ð¹Ð ±°¶¹Ð ±°® °²Ð �±´ÐÛ°Ð°Ð� ±·Ð ¸¹Ð Î°¯Ô²¸¹Ð Ð²´ô·®¹Ð Ð°® R� H � iinc ¹®
b
ý
Ë<�<U OÀÄÆÃÀ ½ÈÉÅÃÇÊÆÀ ¿À Á¾ È¾Æ½ÀÆÃ À½ ¿À Á¾ ÁÅ=¾ÁÇÄ¾½ÇÅè ¿Æ >ÅÇè½

,� �!������� �� $��� ����)!����� ����� ��� &��� �%!�� $�� ��������� �� ��� &��� ��I�� ����� �&%%� �� ���7 �&���!0��!&�� : �� �!������� �� $��� �!�����%��� �!�� �� ��%!� &$�!8�� L$���&��� : ∆Φ = 2π
λ L

" �� ��� %&�!1���!&� �� �� $��� φVW�VWX �&�� �� �� ��H�7!&� ��� �� �!0���
φVW�VWX ��� �&��!����� �&%%� !��&���� : ����� $��� ��$��� �� �� ������ �� �&� �� �� �� �������� %����!�%� ������&%�)���!8���

�� !����3��&%���!�" ���7 �&�1)����!&�� ��������� �&�� $&��!0���� #��� ����� �������" ����������� ��3������ ��� ����� � �%����� �� ��� ���7 �������� ��I&!/���� 
���� �� ��� $&�� ��� ��8�!�!�!&��%&�&$����� @cge inppB � �������" ����� � �!�� ��� ��8�!�!�!&�� $&�� ���8������ ��� ���7 ��������!����3��&%���!8��� �&�� %&����� ��� �� %=%� $����3&�%� �� ��8�!����� �&�� ��� �!)���7 �!%��(����%���� 6! �� �!������ ��8�!�� ����� ��� ���7 �������� $��%�� �� ��� %&���� � 0&�� �� %=%��/!&�" ����� �&���!&� ��� $��3���0��" ��� �� �!������ !����(������� ������� �&������� �&�� �� �&�)�� /&� �� ���� �&���� �/�� $���!�!&��
#��� ������� �&�1)����!&�" ��� ���7 �������� �%������ �� ��I&!/���� 
���� �&�1)����!&� ����$$���� %���!$����� @feienj inppB� ,�� �!)���7 �&�� ��8�!� ���� �$��� �������" ���/!&� ������������7 ���*���&!��� $�&��� �������!/�%���� ,� ��!�&���%��� ��� �� %=%� $&�� ��� ���7 �&�1)���(�!&�� O �&�� ������&�� ��$������ ��� �7$����!&�� ��� $���� ���� ��� ���7 ����
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Y¹ Ð¹²¸¹ ·®¹¹ Û°²¯ ¸Ò¶Ô´ÐÐ´°

,�� $���� ����)!������ � ��8�� ������� �����!/��� :
φWXZ = 2π

λ
(2R1) + φVW�VWX @K�RB

φ��[ = 2π

λ
(R1 +R2) + φVW�VWX @K��B

,�!����3��&%���!� 3�!� ��.$&���� 8�� ���� ��� ���7 ���" φVW�VWX ��� �� %=%�" �� /��!��!&� ������)�� �� /!��� ����� ��� ���7 �������� ����� ���� 3�!0��� ,� �!������� �� $��� ����)!����� �����!��&�� :
∆Φ = φWXZ − φ��[ = −2π

λ
(R2 −R1) = −2π

λ
∆R @K�wB

6&!� s1 �� �!)��� ����)!���� $�� �� $��%!��� ������� �� s2 �� �!)��� ����)!���� $�� �� ���&���"��&�� ∆Φ $��� =��� ��1�! $�� ����)�%��� �� �&%$��7� s1s∗2 :
∆Φ = arg(s1s

∗
2) = arg(s1) − arg(s2)

@K�ÖB
ð¹Ð ±¹²ê ·®¹¹Ð ¶Ô¹®®¹® ¹® ¯¹\°´ô¹®

#��� ����� �&�1)����!&�" ��� $���� �����!/��� %�!������� :
φWXZ = 2π

λ
(2R1) + φVW�VWX @K�vB

φ��[ = 2π

λ
(2R2) + φVW�VWX @K��B

∆Φ = −4π

λ
(R2 −R1) = −4π

λ
∆R @K�uB

�·¸³²¸ ±¹ ¸· Ï·²®¹²¯ h ¹ Î°³®´° ±¹ ∆R

<�&%���!8��%���" �&�� �/&�� ����� $���
h = H −R cos iobs

@K�KxB
�� �� �7$�!%��� �� ��&��%� ��  .��)&�� )������!�� ���� �� ��!��)�� �� �2��� R1

" R2
�� b :

R2
2 = R2

1 + b2 + 2Rb cos(iobs + iinc)
@K�KKB
���� ����!��� �8���!&� �� �����!�" �/�� R1 = R �� R2 = R+ ∆R

cos(iobs + iinc) =
(R+ ∆R)2 −R2 − b2

2Rb
@K�KQB

,�� !��&����� �&�� ∆R " iobs �� h� ����� �&�� ���!��� $�� �� �.���%� �� ��&!� �8���!&�� � ��&!�!��&����� �&���!��� $�� ��� �8���!&�� K�w &� K�u" K�Kx �� K�KQ�6��� ���!� �&%$�� �� ��$�!�%��� �S �� 3�!� 8�� �&�� �� �&���!��&�� ∆Φ 8�� %&���& 2π " ���&���!&� �� $��� )������� $&�� h �����!� :
h = H −R cos

(
arccos

(
(R+ ∆R)2 −R2 − b2

2Rb

)
− iinc

) @K�KRB
6��&� 8�� �&�� �&%%�� ���� ����� &� ������� �&�1)����!&� ���������" �&�� ��%$�����&������ ����� 3&�%��� ∆R $�� �&� �7$����!&� �� 3&���!&� �� ∆φ �&���� $�� ��� �7$����!&�� K�w &�K�u�

Qu
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Ë<�<û �¾Á=ÆÁ ¿À Á¾ È¾Æ½ÀÆÃ ¿Â¾åçÇRÆ]½É

,� $��� ∆φ ��� �&���� %&���& 2π " �� 8�! � $&�� �&���8����� �� A��$�!�� �� ������A : �&���&%%� �� $���" �� ������ �� ���� �&���� 8�� %&���& ��� �����!�� ���/��!&�" �&����$&������ �� ��)�� !����3��&%���!8�� �)�� � 2π � 
���� ���/��!&� ��� �$$���� ������ ���%0!)���� �� ����&��� $�� �� ��!�� ea � 
���� ������ ���%0!)���� ��$��� �� �� �!������ ���!��� R �� �� �!0�� ��������  &�� &0���!� �&� �7$����!&� �� 3&���!&� ��� $���%����� )�&%���!8��� �� �����" $���!����%��&��� �7!����� %�!� �� $�!��!$� ����� �� %=%� : �&�� �&��!���&�� ���7 $&!��� P �� P ′ " �!����� ��� %=%� �!������ � �� ��������� �� ��3������� 
�� $&!��� �&�� ��$�������� ��� �� 1)��� K�v� P���ä� ��&�� �� �������� ��� �!�������� �� $��� ����)!������ $&�� ����� ����7 ∆φ(P ) �� ∆φ(P ′)"�� 3&���!&� �� ���� �!������� �����!����� ,� ������ ���%0!)���� ��� ����� �!������� �����!����&0����� �&��8�� ∆φ(P ) = ∆φ(P ′) ± 2π#��� �� ��� &� ��� /��!��!&�� �� ������� ��� �� F&�� !%�)�� �&�� ��$��!����� � �� ���������%0!)����" �� $��&%��� �����&���%��� �� $��� �� $�&��!�� C�� ���$� �� A���&���%��� ��$���A /!�� � ��������!� �� �� $�&0��%��

R
1

R’1 =R
1

R
2

R
’2

ea

antenne 2
int

antenne 1
ref

dD

H

P’

P

iobs

iinc

bx

x

z

bz

b

DEFG K�v � 
����� �� �� ������ ���%0!)����

×·¯ ² Û¯¹Ô´¹¯ ³·¸³²¸
�&�� �&�� $��I&�� ���� �� $��%!��� �&�1)����!&� ���������� 6�� �� 1)��� K�v" �� �!��������� $��� ��� �� ��%!� &$�!8�� δ(P ′) ����)!����� �� $&!��  � /� �����!��" ���&� ���8���!&� K�w :

∆φ(P ′) =
2π

λ
δ(P ′) = −2π

λ
(R′

2 −R′
1) = −2π

λ
((R2 − r) +R1)

@K�K�B
&� �&�� �/&�� $&�� r = R′

2−R2 � ,� �!������� �� $��� ��� �� ��%!� &$�!8�� δ(P ) ����)!�����
Rx
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�� $&!��  �����!�

∆φ(P ) = −2π

λ
δ(P ) = −2π

λ
(R2 −R1)

@K�KwB
�&�� ���&�� �&��

∆φ(P ′) − ∆φ(P ) =
2π

λ
(δ(P ′) − δ(P )) =

2π

λ
r @K�KÖB


���� �!������� �� $��� ���� �� %���!$�� �� 2π
�!
r ��� �� %���!$�� �� �� �&�)���� ��&��� :

r = nλ
�/�� n ∈ Z� #��� �� ���" ��� ���7 $&!��� P �� P ′ �!���� � �� %=%� �!������ �� ��������������&�� $�� �� %=%� ������ $.�!8��" %�!� ���&�� $&������ �&��!����� � �� %=%� ������ $���� ����� : ����� �� 8�! �����-�� �� A��$�!�%���A ��� �������� ,� ������ �� $&!��  � ��� 8�� n = 1"����� � �!�� 8�� r = λ �&����$&�� � �� ������ ���%0!)������&�&�� �&�� ea �� ������ �� �� $&!��" �� �7$�!%&�� ����� )������� �� 3&���!&� ��� $���%�����)�&%���!8��� �� ������ �� �7$�!%��� �� ��&��%� ��  .��)&�� �������!/�%���" �&�� &0���&����� � �����!&�� ��!/����� :

R2
1 = D2 +H2 @K�KvB

R′2
1 = R2

1 = (D + d)2 + (H − ea)
2 @K�K�B

R2
2 = (D − bx)

2 + (H + bz)
2 @K�KuB

R′2
2 = (R2 + r)2 = (D + d− bx)

2 + (H − ea + bz)
2 @K�QxB�&�� ��$$&�&�� ���0&�� 8�� ��� �!%���!&�� �� �� �!)�� �� 0��� �&�� $��!��� ��/��� �� �!������� �� �!0�� : bx << D �� bz << H � �� ��������� �� �&�������!&� K�Ku−K�Kv �� � ���!�� ������/��&$$�%��� �!%!�� �� $��%!�� &���� :

R2
2 −R2

1 = −2bxD + 2Hbz
@K�QKB�&�� ��$$&�&�� ����!�� 8�� ��� �!������� �� �� �!0�� �� ����� �&�� )������ ��/��� ��� ������)�������� )�&%���!8��� ��/!��)���" �� 8�! �� �����!� $�� r << R2

" e << H �� d << D � ��&��"�� ��������� %�!������� �� �&�������!&� K�Qx−K�K�
R2

2 −R2
1 − 2rR2 = −2bx(D + d) + 2(H − ea)bz

@K�QQB
$�!� K�QK−K�QQ" �&�� &0���&�� �� ��%$��I��� r $�� λ :

ea =
R2λ− bxd

bz

@K�QRB
P� �&�� ����� � ��!%!��� d" �� 8�! $��� �� 3�!�� �� �&%0!���� ��� �8���!&�� K�Kv �� K�K� :

d =
H2 − (H − ea)

2

2D
=
eaH

D
@K�Q�B

�� ��%$��I��� K�Q� ���� ���7$����!&� K�QR" �&�� ��&�/&�� :
ea =

λR2D

Dbz +Hbx

@K�QwB
RK
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�� ���!��� �&� �!%���!&�� )�&%���!8��� ��7 ��)��� :

bz = b cos i��� @K�QÖB
bx = b sin i��� @K�QvB

D

H
= tan i��� =

sin i���
cos i��� @K�Q�B

ea
$��� �� %����� �&�� �� 3&�%� :

ea =
λR sin i���

b sin(i��� + i���) @K�QuB
 &�� �� ���7!�%� �&�1)����!&� ���������" �� %=%� ��!�&���%��� �&���!� �

ea =
λR sin i���

2b sin(i��� + i���) @K�RxB

×·¯ ² ±¹²ê´�Ô¹ ³·¸³²¸

� ������� �&��!���� �� �����!&� �7!����� ����� iobs(P ) �� iobs(P ′) 8�! �&�� ���� $�&��� ���� ��������� :

iobs(P
′) = iobs(P ) + diobs

@K�RKB

diobs =
dz

R sin iobs

@K�RQB
 �� �!������

∆Φ(P ) = −2π

λ
b cos(iobs + iinc)

@K�RRB

∆Φ(P ′) = −2π

λ
b cos(iobs + iinc + diobs)

@K�R�B
�&��

∆Φ(P ′) − ∆Φ(P ) =
2π

λ
b sin(iobs + iinc)diobs =

2π

λ
b sin(iobs + iinc)

dz

R sin iobs

@K�RwB

,� ������ ���%0!)���� ea ��� �� dz &0���� $&�� ∆Φ(P ′) − ∆Φ(P ) = 2π " �&!� �&%%� $����(��%%���

ea(P ) =
λR sin i���

b sin (i��� + i���) =
λR

b⊥
sin i��� @K�RÖB

 ���&�� ���7�%$�� ��%��!8�� ��� �&����� ��'6�6 �� �� ��%$�)�� ����<� �� 0����L� ,� �!������ %!�!%��� ��� R ' 3500 %" iinc ' 9.5 "̂ iobs ' 60 "̂ b ' 60 �%" λ ' 3 �%� 
��)�������� �&�� $��%������ �� �������� ��� ������ ���%0!)���� �� ea ' 162 %� ,� �����!� ��-���!)�. ����� $���" �� ������ %�7!%��� �� ��$���� $�� �� /!�)��!�� �� %������ P� ��. � �&��$�� �� ��$�!�%��� �� �� ���&���%��� �� $��� ��� !�! !���!���
RQ



BCMC �fkghkie o| fnonf kgjefq�fcl�jfk/|e
Ë<�<	 JÈ¾ÄÀ Åç½ÀèÆÀ >ÅÆÃ Æè ÄÅÁ >Á¾½

 &�� �� �&� $���" �&�� $&�/&�� ��%$����� h $�� F��& ���� ��� �8���!&�� $���������� �� &0���!��� $��� ����)!����� $&�� �� $&!�� �� �&� �� 3&���!&� �� �� �!������ ���!��� R � ,��8���!&� K�KQ$��� �!��! �����!��

∆R =
√

2Rbcos(iobs + iinc) +R2 + b2 −R

∆R ' R(1 +
b

R
cos(iobs + iinc)) −R $�� �� ��/��&$$�%��� �!%!�� �� b

R
∆R = b cos(iobs + iinc) = b(cos iobs cos iinc − sin iobs sin iinc)

∆R =
b

R
(H cos iinc −

√
R2 −H2 sin iinc)

@K�RvB

���� �8���!&� �&�� %&���� 8�� �� $��� &0�����" $�&$&��!&������ �∆R" $��� =��� �$$�&7!%��$�� ��� 3&���!&� �ä�� �� R � 
���� ����� �&%$&����� �ä�� �$$���� A�&%$&����� �� ����� $����A"&� �Î¯·Ý¹Ð °¯ë´®·¸¹Ð� �� 8�! ��� 2��� �&�� �� �����$� ������&���)� !����3��&%���!8��� �!��!"�$��� ����&���)�" ��� /��!��!&�� �� �� $��� �� �&�������� $��� 8�� ��� /��!��!&�� �� �������� ������ �� �&�� ,� ������ �� �� ������ $��� ��&�� =��� %��� �&%%� �7$�!8�� ���� �� $���!���!/�����

Ë<�<_ ]ÀÁ¾½ÇÅè Àè½ÃÀ Á¾ È¾Æ½ÀÆÃ
h
À½ Á¾ È¾Æ½ÀÆÃ ¿Â¾åçÇRÆ]½É

�&�� �/&�� %&���� 8�� ���7 $&!��� � �� %=%� �!������ ���!��� �&�� ��$���� �� 2π
��!�� �&����$���� ����� ������ ea � C� $&!��  �!��� � �� �!������ ���!��� R ���� �&�� �!��� � ��� ������$�� ��$$&�� � ����� �� �&� :

h =
∆φ

2π
ea

@K�R�B

���� �����!&� ���� �!�����%��� �$$�!��0�� � �&� �&����� �� �&�� $&!�� �� ��!%�)�" � �&��!�!&�8�� �&�� �.&�� A���!��A �� �&%$&����� �� $��� �� �&�" 8�! /��!� 8���! �!���!��%��� �� 3&���!&��� �� �!������� 
��! ��� ���&%��!8��%��� 3�!� � ������� �&�� �� �� $�&������ ������&���)��
 &�� �������� ea !� 3��� �&���-��� iobs �&�� � 3&��!&�! h� h $��� �&�� =��� &0����� � $���!� ���� �����!&� �!(������ @��%$����� ea $�� �&� �7$����!&� �� K�Qu �� !�&��� iinc ���� K�KQB �� ���&�/������8���!&� �� h :

h =
∆φ

2π

λR

b

sin{arccos
(
H−h
R

)
}

sin{arccos
(
H−h
R

)
+ iinc}

@K�RuB
,� �&���!&� ��%��!8�� �� ����� �8���!&� $��� �/��������%��� =��� &0����� �� %��!��� !����(�!/�" %�!� ����!�!���!&� �� ����� �8���!&� �� $������� ��&�� $�� ���/����)� $�� ��$$&�� � K�KR�  ���&����" ���� ��/!��� !����������� ���� ��.$&���� &� �&�� �/&�� h � H " ��� ��&�� h ��� �&�����!�����%��� ���� ���&���!&� ���8���!&� $�� :

h =
∆φ

2π

λR

b

sin{arccos
(
H
R

)
}

sin{arccos
(
H
R

)
+ iinc}

@K��xB
�/�� ��� �7$����!&��" h(R) ��� �!�����%��� $�&$&��!&������ � ∆φ ���� �� �F!%�� 17�" �� 8�!����� $�� �!)&������%��� �7��� %�!� ����� 3&�%����!&� 3&���!� �� �������� )�������%��� ���!%���ä��%%��� $���!� ���� ��� �$$�!���!&�� �� ��!%�)��!� 6���

RR
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,� �&!7 ����� �!)�� �� 0��� ������� ���� �&%$�&%!� ����� $���!���� �&����!�����
Ë<U<Ë �Åè½Ã¾Çè½ÀÄ åÉ=¾èÇÊÆÀÄ

�&�� �/&�� /� @bK(Q(RB 8�� ¸Ò´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´¹ Ô°°Û·ÐÐ¹ ¹Ð® Û¯¶Î¶¯·ë¸¹ ó ¸Ò´®¹¯Î¶¯°âÔ¶®¯´¹ Ô²¸®´Û·ÐÐ¹� '�!� $&�� ��� 0����� �� 3��8����� ��� $��� 0�����" ��� �������� �&�� �&������� ���&%0������� #� �� 3�!�" ����� �� $��/��� $�� =��� �%0��8���� � 0&�� ���� %=%� �/!&� ����!����3��&%���!� A%&�&$����A ��� !%$&��!0��� ,�!����3��&%���!� %���!$���� ��&�� ��/!��)�� �����(�!�� �� ���!��%��� �� �!)��� $��� �&��� �1� �� �&��!)�� ��� ������� �� ���*���&!��" �� �!)�� �� 0����� $&�/��� $��� =��� �!)&������%��� �)��� �&�� �� �&�) �� �� ���*���&!���
Ë<U<� �Åè½Ã¾Çè½ÀÄ ÄÆÃ Á¾ =ÅÈÉÃÀè=À Àè½ÃÀ ÁÀÄ ¿ÀÆæ Çå¾RÀÄ

,� �!������ ����� ��8�� $����" 8�! �&����$&�� � �� A �!)�� �� 0��� A" �&!� =��� !�3��!���� ���� �����!�� �!%!�� ��&�!8��" )�����!����� �� �!/��� �� �&������ ���!�3�!�����
�¶³°¯¯¶¸·®´° ÐÛ·®´·¸¹� °² ³°¯¹Ý´Ð®¯·®´°

DEFG K�� � 
&��)!�����!&� : ��� ���7 �������� ����� �� �&�� $�� ��$��$&��0���

,� ���&�$�)� �� $!7��� ����� ����� $�� �&�� � 3�!� �� %=%� ��!� ��� ������� � $���!� �� ���������K &� � $���!� �� ��������� Q� #� �� 3�!�" ��� $!7��� %!� �� �&����$&������ �� �&�� $�� $.�!8��%���!����!8���" �� 8�! ��� �� �&���� ����� ���&������!&� �!�� �$��!���� 
���� ���&������!&� ��� ����!���� �� 3����!&� ��� ��&� ����� �� �!������ �&� �&%%��� ��7 ���7 ��������" ��$�������� ��� ��1)��� K��� θ1 �� θ2 ����� ��� /������ ���$���!/�� �� iobs $&�� ��� ���7 ��������" ����� 3����!&� ���!������ ∆d
�����!� :

∆d =
y sin θ1 − y sin θ2

y

= sin θ1 − sin θ2

' ∆θ cos θ $�� �� ��/��&$$�%��� �!%!�� �� $��%!�� &����
' b⊥

R
cos θ @K��KB

R�
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�&�� �/&�� /� 8�� �� �!)�� �� 0��� $��$���!����!�� �����!� @K�QB b⊥ = b sin(θ + i���),� $���� �� �&������!&� �$��!��� �����!� ��&�� 2rd

λ ∆d &� rd ��� �� ���&���!&� �� �!�������
 &�� ������� ��� $���� �� �&������!&� �� 7 e %�7!%�%" �&�� ��/�&�� �&�� �/&!�

2rd
λ

∆d < x @K��QB

b⊥ <
xR

cos θ

λ

2rd

@K��RB
�� $������ ��� $���� %�7!%��� �� 20% @x = 0.2

B $�� �7�%$��" �/�� R = 3000% �� 2rd
λ = 6.2@0����  B " �� θ %!�!%�% �&�� ��&�/&�� b⊥ < 97%� P� ��� � �&��� 8�� ����� �!%!�� ����&-� ����F��$!��%��� �/�� θ � #� �� $&!�� �� /�� �� �&�1)����!&� ���� %�!������ $&�� ��� ��)��� �� /!���$��� )������

�¶³°¯¯¶¸·®´° ®¹ÔÛ°¯¹¸¸¹
,� ���&������!&� ��%$&����� ��� ������ ��� ���)�%���� $.�!8��� �� �� ���3��� ����� ��� ���7��8�!�!�!&���  &�� 8�� �����(�! �� �&!� $�� ��&$ !%$&������" ��� �&��!�!&� ��� �� �!)�� �� 0����7$�!%�� ���� �'���&���� ��� ��0����" KuuR� �����!� :

b⊥ < R tan θ
λ

2rd

@K���B
���� ��/!��� %&!�� �&����!)����� 8�� �� $��%!��� �&��!�!&� ��� 8�� θ ����!�� �� �!F�!�� ����)���� @#�� 8�� θ > arcsin(x)

B
�°®¯·´®¹Ð Ð²¯ ¸· Ï·²®¹²¯ ±Ò·Ôë´Ý²ø®¶

 &�� �/!��� �� $�&0��%� �����&���%��� �� �� $��� �� �&�� �����$� �� ���&���%��� �� $���"��� ������� �����!/�� �� �����!� �&!/��� =��� !�3��!����� � �����!���� ���%0!)����� 
��! $��� 3&��(�!� ��� �!%!�� ��$��!���� ��$$��%����!�� $&�� �� �!)�� �� 0���� 6&!� Href
�� ������ %!�!%������%0!)���� �&��!���" ����� �&����!��� �����!�

b⊥ <
λR sin θ

Href

@K��wB

56f g�U�������	 	W���h:��	
Ë<û<Ë iÂÇè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÀ åÆÁ½Ç>¾ÄÄÀÄ ¾ÉÃÅ>ÅÃ½ÉÀ

�� !����3��&%���!� %���!$���� ���&$&����" �� �!)�� �� 0��� ����� $�� �&������� �&�� �� �&�) ���� ���*���&!��" ��� !� ��� !%$&��!0�� �� $!�&�� ��&0���!� ��� ���*���&!�� �!)&������%��� ��%0��0�� ��� $���������� ,� $���!�!&� ��8�!�� ��� �� �!)�� �� 0��� �&!� =��� $��!�� ��/��� �� �&�)���� ��&����
�$������" ��� ������� �� %������ �� $&�!�!&�� $�� < 6 !����!��� �� �!������!��� �&�� �� ��&������ Kx � Qx �%� ,�� ������� �� ���*���&!��� �����-���� ��� �� $��� ��� ������� �&� ��)�!)��0����C�� ���&���!���!&� $��� $���!�� �� �� ���*���&!�� �&!� ��&�� =��� &0������ 
���� ���$� ��� �$$����A��$$����!&� ��� 3���)�� &�0!�����A� #��7 �$$�&��� �&�� ��/!��)����#��� ��� $��%!��� �$$�&��" �����/��!&� $�� ��$$&�� � �� %&���� �� �����!� @'�5B �����$$&��� �)��� � F��& A�� %&.����A� 
��� �!)�!1� 8�� �&�� �&�� !�������&�� ��!8��%��� ��7
Rw
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������� ��� �!0��� �����!/�� $�� ��$$&�� � ����� �� �����!�� ,� ���*���&!�� �����!/� $��� =�������!�� �� �������� �� %&.���� �� )���!��� �� $��� ��� ��!����3��&)��%%����������!/�%���" �&�� $&�/&�� ��!�!��� �� %��&�� �$$���� � ������� A��$ ����.�!�Aj� P����)!� ���ä��� �� ���*���&)��$!� � $���!� �� ��!��&!�� �� $��� �� 8���8��� $&!��� 0�!����������!&���!��� ���� ��!%�)� @�� $��� =��� ��� �!0��� ��!�!���� $&�� ������&���)� &� �&��� ����� �!0��*�)�� &$$&�����B� � ���!�� ����� ��!��)����!&� ��� ��� $���� �� ��� �!0���" !� ��� ��&�� $&��!0���� ��%&���� � �� $&�!�!&� �7���� �� ���������� ,� %��&�� �&��!��� ��&�� � ������ !�����!/�%���$���!���� �&�1)����!&� $&�� ������� �� %�!������ �&��&������ $&��!0�� ����� ��!��&�!8�� �� $�����&�!8�� �� ��� !��&�!8��� �� $��� ����)!������ $&�� ��� �!0��� �&��!�������#��7 ��!����� �� 8���!�� �&�� � �&��!����� ���� �� �&!7 ��� �!0��� 0�!������� :
� ,� �!0�� �&!� �&����$&���� � �� ��H������ 0!�� ����!&���!�� �� �� �.$� ��!���!8�� @�� 8�!�7���� ���%$�&! ��� �!�����B�� ,� %��&�� �� �&�����!&� ��� $���� ��!�!�� ��� ��!��)����!&�" 8�! ���� �������� %&!��$��3&�%���� 8�� ��� �!0��� �&�� ��!)����� C�� �&�����!&� �� ���*���&!�� $��� =��� ���������� �� ��� �� ��H������� ��!)���" %�!� �� ���� 0&��� 8�� ���� �� /&!�!��)� ������!�� �����7(�!��&�&�� 8�� ����� ����!��� %��&�� �� �&�����!&� �� ���*���&!�� ��� ��!�!��� ���� �� ����� ����!%�)��!� 5G� @5��� G���� ���&���!&�B 8�! ��8�!��� ��� �&���!������ $���!�� �� �� ���*���&!��$&�� 3&���!��� $���!��%��� ��!%�)��

Ë<û<� iÂÇè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÀ >ÅÆÃ ¿ÀÄ Çå¾RÀÄ Àè åÅ¿À kl¾ÄÈÁÇRÈ½k
 &�� ��!����3��&%���!� %���!$����" !� $��� ���!/�� 8�� �&�� �!�$&�!&�� �����%��� �� A$��!��%&�����7A �� ���*���&!��� �&�� �� �!)�� �� 0��� /��!1� ��� �&����!���� �� 3�!��0!�!��� 
���� �� ����/�� ��� �&����� ��'6�6 �� �� ��%$�)�� QxxK" �&%%� ���� ���� �7$�!8�� $��� �&!��,� �.����� ��!%�)�� �� %&�� H�� $��%�� � $���!� ����� �&�)���� �� ���*���&!�� ����!����!%�)�� ��� F&�� ��ä��%%��� !%$&������ �� �&�� ,�� $&!��� �� ���*���&!�� ��!�!��� $&�� �&�����!����!%�)� �&���!����� �� AH��A� �1� ����!�!��� �� %�7!%�% �������!��&�� �� �F!%��" �� )�&%���!��� �&�������!&� �� ��!%�)� ��� ����F !��0!������ : �&�� ��� $&!��� �&�� �������� $�� ��$$&�� �� %!(�!�� �� ����� $&��!&� �� ���*���&!�� ��!�!���� ,�!%�)� �� �&�����!� ���� �� �.���%� �� �&&��&�����

(R,ψ) &� R ��� �� �!������ �� %!�!�� �� H�� �� ψ ��� ����)�� �� ��$&!���)�� 
�� )�������� �&����$��������� ��� �� 1)��� K�u� ,� %&�� �� ������ ��� $��� �!%$�� 8�� ���� ��� ��$���� �� �&&�(�&����� �0!������ ,� $�!7 � $�.�� ��� ��� �����!&���!&� �� �� ���&���!&� �F!%����� 8�! ��)%�����/�� �� �!������ �� ������#��� �� ��� �� �� %&�� ��!%�)��!�" �� �&�����!&� �� �� $��� ��� 0!�� $��� �!%$��" ��� �&������� ��$&���� ��� $&!��� �&�� ��������� $�� ��$$&�� � �� ��!8�� $&!�� �� ���*���&!�� : ������ ���������� �� �&���!���!&� $&�� �� $&!�� �� ���*���&!�� &�� 0��&!� ��=��� ���!%����
,������� �� $&�!�!&� ����)!����� $&�� �� $&!�� ��� �&��� δy ��!/��� ���7� �F!%����" δh �� �&�)�� ���7� /���!���" �� δx �� �&�) �� ���7� �� �!��� ,� $&�!�!&� ���!%�� �� ���������" �� $&�!�!&� ������"�� �� $&�!�!&� �� �� �!0�� �&�� �&��� ���$���!/�%��� @/&!� 1)��� K�KxB :



X
Y
H


 ,



X + δX
Y + δY
H + δH


 ,



X0

Y0

H0


 @K��ÖB

mnopqrst uvwt tx rtyz{t | }~����� ��{ �y�t{p ��xp�}}ry�t
RÖ
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cible

z (altitude)

y (azimut)

x (site)

R

Y

H

Milieu du flash

d

X

0
C

M

ξ

ψ

DEFG K�u � #&����� )�&%���!8��� ����� !%�)� �� %&�� H��" �������� ���� �� ��3�����!�� (R,ψ)

,� $&�!�!&� �����!/� ���!%�� R ���� $&!�� $�� ��$$&�� � ��������� ��� ��&��
R2 = (X −X0)

2 + (Y − Y0)
2 + (H −H0)

2 @K��vB
����!� 8�� �� $&�!�!&� �����!/� R′ �� �� $&!�� ���

R′2 = (X −X0 + δx)2 + (Y − Y0 + δy)2 + (H −H0 + δh)2 @K���B
�� $��%!�� &����" �������� �&%%!�� ��� R ��� �&���� $��

R′2 −R2 = 2Xδx+ 2Y δy + 2Hδh = 2RδR @K��uB
�/�� X =

√
R2 cosψ −H2 �� Y = R sinψ �,������� �&%%!�� ��� �� $��� !����3��&%���!8�� ��� 1����%��� :

δφ =
4π

λ
(

√
R2 cosψ2 −H2

R
δx+ sinψδy +

H

R
δh) @K�wxB

,�� �!0��� �&�� �����/��!&� ��� �&���� @�$$����� $&!��� �� �&���2���B �&�� ������!&����� ������!%�)�� ,�� �!�������� δφ1
" δφ2 δφ3

����� �� /����� &0����� ���� ��!%�)� �/��� ����&���)� �� ���/������ ��&�!8��� �&�� ��������� $&�� ��� ��&!� F&���� ,� ���&���!&� �� �.���%� ��!/��� �&���1����%��� �������� �� �&���!���!&� �� ������ �� H�� :

4π

λ




√
R2

1 cosψ2
1−H2

R1
sinψ1

H
R1√

R2
2 cosψ2

2−H2

R2
sinψ2

H
R2√

R2
3 cosψ2

3−H2

R3
sinψ3

H
R3






δx
δy
δh


 =



δφ1

δφ2

δφ3


 @K�wKB

Rv
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cible

z (altitude)

y (azimut)

x (site)

R

R’

X0

Y0

Y+�Y
Y

X+�X
X

H+�H

H

Position calculée

Position réelle

DEFG K�Kx �  &�!�!&� ������" $&�!�!&� �������� ��� �������� �� $&�!�!&� �� �� �!0��

P� ��� $&��!0�� ����!�!��� $��� �� ��&!� $&!��� �� �&���2�� $&�� ���!%�� ��� $���%����� �� �&�(����!&�� #��� �� ���" �&�� ��!�!���&�� �� ��!���� ��� %&!����� ������ $&�� ���!%�� δx " δy ���
δh� ,� )�&%���!� $���!���!��� �� ��!%�)� %&�!1� ��)���%��� �� �����!&� ����� ������ �� $���!����3��&%���!8�� �� 3&���!&� ��� $���%����� )�&%���!8��� �� ��!%�)��  &�� �������� �� ���������%0!)����" ��� %=%�� ������� 8�� $������%%��� $&���&�� =��� %����" %�!� �� �� $��I��� ������ $��� �&������� �� �!0�� @$&!�� 
 ��� �� 1)��� K�uB" �� %!�!�� �� H�� @$&!�� 'B �� �� $�&*���!&��� $&!�� ' �� �&� @$&!�� �B� �!��!" !� ��ä� ���������� ��� �&���!&� ����)�� ξ ���&�� �� ���7��' ��� ��� �&%$&������ �� �� �!)�� �� 0��� :

h =
δφ

2π

λR

b

sin iobs
sin(iobs + iinc)

@K�wQB
&� b =

√
b2R + b2z

" tan iinc = bR
bz
" cos iobs = H

R
�� bR = bx cos ξ+bz sin ξ

�&!� bR = bx

√
R2 cosψ2−H2

R2−H2 +

bx
R sinψ√
R2−H2

�
56� �X��V�	�X�

,�!����3��&%���!� ����� ��� ��� ����!8�� ��*&�����! �����!/�%��� 0!�� %�-��!��� � ��������� �&�1)����!&� ���&$&����" %�!� �&�� ��� ���!��%���� ��%������ �&�*&��� 0����&�$ $��� �&�������� �� ��� �� ��!����3��&%���!� %���!($������ �� ���� $&�� ����� %��&�� !� 3��� �&���-��� ��$&�!�!&� �� ���/!&� �/�� ��� $���!�!&� �� ��&���� �� ����!%����" 0!�� �� ����&�� ��� $���!�!&��3&���!�� $�� ��� �.���%�� �� ��3������%���� C� %&�� &�!)!��� ��!%�)��!�" �!� %&�� AH���!)�A"� ��� $������� �� )������!�� �� ��� �� ��!����3��&%���!�� ,� ����!8�� ������&���)� ��� ��&�� $����!%$�� �� %!�� �� &��/���  �� �!������ �&�� ���/&�� $�� �/&8�� !�! �� $�&0��%� �� ���&���%��� ��$��� 8�! ��� ��� �!��!$�!�� � $��� ���!����  &�� �/!��� ����� ���$� �� ���!��%��� ��$$��%����!��
R�
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��� �� �����!� $���" �� �&!7 �� �� �!)�� �� 0��� ��� ����!�� �&�� �� �� �&���$�!&� ��� ��%$�)����� %������
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� ��$!��� ������� ��� &��!�� $&���!%���!8��� ��!�!��� ���� ����� ����� #��� ��� $��%!���$���!� �&�� $��������&�� ��� &��!�� )������7 $��%������ ������!�� �� $&���!���!&� ����� &��� ����(��&%�)���!8��" $�!� ���� ��� ���7!�%� $���!� �&�� $��������&�� ���7 $��%������ ������!�� ���&%$&���%��� ����� �!0�� /!� � /!� ����� &��� ������&%�)���!8�� �� $&���!���!&� �&����� �&��/���&�� 8�� ��� �!0��� $��/��� =��� �������� �� ���7 ����)&�!�� : �!0��� �&������� �� �!0��� �&��&��������  ��� $���!��%���" ��� %��&��� ������� �� ��� ���7 �.$�� �� �!0��� ���&�� ��/!��)������1�" �&�� �0&����&�� ��&��!� ��� ���)�%���� �� 0��� �� $&���!%���!�� ,�� %��&��� ������&�(��)� ��� �&����� $&���!%���!8��� �5!�!�(6���!���" Kuu�� �&�� $�&$&���� ���� ������7� -�
N65 7XVU��	U��X� Ta��� X�T� �V����X�U8����:��

#��� ����� ����!&�" ��� &��!�� $�������� �&�� ���7 8�! �&�� $��%������ �� ��������!��� ��$&���!���!&� ����� &��� ������&%�)���!8��� ,�� &��!�� $��%������ �� ��������!��� ��� �!0�� . �&��3&���%��� �!�� %�!� �&!/��� �� =��� 0!�� �!��!�)��� O !�� ���&�� 8���� � ��7 $�������� ���� ������!&� ��!/�����
�<Ë<Ë ]À>ÃÉÄÀè½¾½ÇÅè À½ =¾Ã¾=½ÉÃÇÄ¾½ÇÅè ¿À ÁÂÉ½¾½ ¿À >ÅÁ¾ÃÇÄ¾½ÇÅè ¿ÂÆèÀ Åè¿À

,� $&���!���!&� ����� &��� $���� ��� �� �&��0� ����!�� �� �&��� �� ��%$� $�� ���7���%!�� ����%$ ������!8�� ���� �� $��� ��&������ �!��!�)�� $��%! ��� &���� $����� ��� &���� �&%$����%��� $&���!���� @
 B" �&�� �� $&���!(���!&� ��� 0!�� ��1�!� �� !�/��!�0�� @����� �� ��� ����� &��� ��.&���� $�� ��� ������� &� ��H��!�$�� ��� �!0�� �&������B �� ��� &���� $���!����%��� $&���!���� @  B @������ ��H��!�� $�� ��� �!0���&%$��7�" �&���!����� �� �&%0���7 $&!��� 0�!������B�
÷¹³®¹²¯ ±¹ �°¹Ð


���� ��$��������!&� �&��!��� � ���&�!�� �� /������ ��%$ ������!8�� ���� −−→E(t) ��1�! ��
�&�/���!&� ��%$&����� ej(ωt−~k~r) " �� /������ �&%$��7� !���$������ �� ��%$� −→

P �� ����� �&���
8�� −−→E(t) = <e((ejωt−→P ))� ,� /������ −→P ��� �$$��� /������ �� +&��� &� /������ $&���!���!&�� &�� ��� &��� 
 " ��� �&%$&������ �� /������ �� +&��� �&�� �����%!�!�����  &�� ��� &���  " ��� �&%$&������ �&�� ��� /��!�0��� �����&!���" ��� ���8������ /&�� !����/��!� ��� %&.����)������!��!8��� �&��� < . >�

�K



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf
#��� �&�� ��� ���" �&�� �7$�!%&�� �� /������ �� +&��� ����� &��� �� $�&$�)���� ���� �� ������ ~z " ���� ��� 0��� (~x, ~y)" &� ~z = ~x ∧ ~y " � ���!�� �� ���7 �&%$&������ �&%$��7�� :

−→
P =

α
β

@Q�KB
à·ÛÛ°¯® ±¹ Û°¸·¯´Ð·®´° â �¸¸´Û®´³´®¶

,� ��$$&�� �� $&���!���!&� ���� ��� 0��� �!����� (~x, ~y, ~z) &� ~z ��� �� ���� �� $�&$�)��!&� ����&��� �����!� �&%%� �� ��$$&�� �&%$��7� ��� �&%$&������ �� /������ �� +&��� :
ρ = β/α @Q�QB

#��� �� ��� ����� &��� 
 " �� �&��0� ����!�� $�� ���7���%!�� �� ��%$ ���� �� $��� ��&������ ��� ���!$��" ��$�������� 1)��� Q�K� ,� ���� �� 0���.�)� �� ����� ���!$�� �����!/�%��� �� ������ $�&$�)��!&� ��1�!� �� ���� �� $&���!���!&�" �!�� ��&!�� @�!�����B &� )���� @!�/����B� ,�� ���$���!���!��� �� ����� ���!$�� �&���!���� ��7 $&���!���!&�� �!�����!��� &� ����!�!)���� 
���� ���!$��$��� =��� ��$���� $�� ���7 $���%����� φ �� τ : �� $��%!�� ��� ����)�� ��!���!��!�&� �� �����!$��@��)�� ����� −→Ox �� �� )���� �7� �� �����!$��B" �� ���7!�%� ��� ���!�� � �����!$�!�!�� : tan τ = b
a
&� b��� �� ��%! $��!� �7� �� �����!$�� �� a �� ��%! )���� �7��

b=sin τ

a=
co

s τ

�

x

y

z direction de propagation

propagation droite (indirecte)

τ < 0
τ > 0

propagation gauche (directe)

E(t)

DEFG Q�K �  ���%����� �� �����!$�� �� $&���!���!&�

ü·®¯´³¹ ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ ±¹ ¸Ò°±¹

���� %���!�� ��� ����!�!�� 8�� $&�� ��$�������� ��� &���   " $&�� ��8����� ��� �&%$&�������� /������ �� +&��� �&�� ��� /��!�0��� �����&!���" ������!���� ��&��!� ����!��!8��� 6!−→P ��� �� /������$&���!���!&� �� ��&���" ��&�� �� %���!�� �� �&������ �� ��&��� �����!� :

C =<
−→
P
−→
P † >=

(
< αα∗ > < αβ∗ >
< βα∗ > < ββ∗ >

) @Q�RB
�Q



MCBC �csnfkpnjkcg o 0|ge cgoe �sehjfclnrg�jk/|e
&� < . > ��� �� /����� ����!��!8�� %&.�����  &�� ��� &��� 
 " ��� %&.����� �!�$���!�����" ��%���!�� ��� �&� !�/���!0�� ��� �&� �����%!���� ��� ����
,� ��)�� �� �&������ �� ��&��� ��� ��1�! $�� �� %&���� �� �&�ä�!��� �� �&������!&� :

µ =
< αβ∗ >

< αα∗ >< ββ∗ >
@Q��B

÷¹³®¹²¯ ±¹ Þ®°�¹Ð
,� /������ �� 6�&J�� ��� ��1�! � $���!� �� �� %���!�� �� �&/��!���� C �� /������ �� +&����
���� �� /������ �� � ���%���� ����� ��1�!� $�� �� $�&*���!&� �� ����� %���!�� C ��� �� )�&�$� ���%���!��� ��  ���!� � 
�� �&%$&������ �� /������� �� +&��� (g0, g1, g2, g3)

�&�� :

g0 =< αα∗ > + < ββ∗ >
g1 =< αα∗ > − < ββ∗ >
g2 + ig3 = 2 < αβ∗ >

�� �&%0!���� ��� �8���!&�� Q�w �� Q�R" !� ��� 3��!�� �� /��!1�� 8�� �&�� �/&�� det(C) = 1
4(g2

0 −
g2
1 −g2

2 −g2
3)�  &�� ��� &��� 
 " �&�� �/&�� /� 8�� det(C) = 0 �� 8�! �����-�� g2

0 = g2
1 +g2

2 +g2
3
� &�� ��� &���   " �&�� $&�/&�� /��!1�� 8�� det(C) ≥ 0" �� 8�! �����-�� g2

0 ≥ g2
1 + g2

2 + g2
3
�

ÞÛÏ�¯¹ ±¹ ×°´³·¯¶
,� �$��� ��  &!����� ��� �� &��!� $��%������ �� /!����!��� ������ �� $&���!���!&� ����� &����#��� �� ��� ����� &��� 
 " �� �&�%��!���� �� /������ �� 6�&J�� $�� g0 " ��� $���%����� ��6�&J�� $��/��� ���7$�!%�� �� 3&���!&� ��� $���%����� �� �����!$�� φ �� τ :

~g =




g0
g1
g2
g3


 =




1
cos 2φ cos 2τ
cos 2φ sin 2τ

sin 2φ




@Q�ÖB

,�� ��&!� ����!��� $���%����� �� 6�&J�� ��!����!1��� ��7 �&&��&����� �� $&!�� ��$��������!3�� ����� &��� ��� ��� �$��� �� ��.&� K" �$$���� �$��� ��  &!����� @1)��� Q�Q � )����B� 
����!����$�����!&� )�&%���!8�� ������� � ��� &���   �)���%��� �&�%��!��� @g2
0 = 1

B �� ��$�����������&��� $�� �� $&!�� �!��� ���� �� 0&��� ��!�� @1 ≥ g2
1 + g2

2 + g2
3

B�
��tw u�p{v�tw st ��y}v wrxp

σ0 =

(
1 0
0 1

)
σ1 =

(
1 0
0 −1

)
σ2 =

(
0 1
1 0

)
σ3 =

(
0 −i

i 0

) �����
�t �{ry�t stw u�p{v�tw w�o�v�}tw yxvp�v{tw ����� wt �rxwp{yvp | ��{pv{ st �tw u�p{v�tw ��{ t��rxtxpv�pvrx u�p{v��vt}}t�

�R



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf

X1

X2

S1

S2

C1C2

2�
2�

P

H

V

CD

CG

L45L135

g2

g3

g2

g1

g3

g1

DEFG Q�Q � 6$��� �� $&!����� �� 3&���� �� G�.���

�<Ë<� ^æÀå>ÁÀÄ ¿À å¾½ÃÇ=ÀÄ ¿É=ÃÇK¾è½ ÆèÀ Åè¿À

$&���!���!&� D������ �� +&��� D������ �� 6�&J��

H( �!���!�� &�!F&�����) 1
0

1
1
0
0

V ( �!���!�� /���!����) 0
1

1
−1
0
0

�!���!��+ 45^ 1√
2

1
1

1
0
1
0

�!���!��− 45^ 1√
2

1
−1

1
0
−1
0

CD( �!�����!�� ��&!��) 1√
2

1
i

1
0
0
1

CG( �!�����!�� )����) 1√
2

1
−i

1
0
0
−1

��



MCMC �ephfkijkcg oep hk�sep
N6N ��	���W��X� T�	 ���V�	

�&�� $���&�� %�!������� � ������� ��� &��!�� 8�! $��%������ �� ��������!��� �� �&%$&���%�������� �!0�� /!� � /!� �� �� $&���!���!&� ����� &��� !��!������
�<�<Ë J¾Ã¾å?½ÃÀÄ RÉèÉÃ¾Ææ >ÅÆÃ ÁÀ =Åå>ÅÃ½ÀåÀè½ ¿ÂÆèÀ =ÇçÁÀ

�� �!��!�)�� ��� �!0��� �&������� &� �����%!�!����" �!��� ���&�� �!0��� �!%$��� �G�.���" Kuvx"5!�!�(6���!���" Kuu��" ��� �!0��� !��&������� &� �&�(�����%!�!����" �!��� �!0��� �&%$��7�� &��!���!0����� ����!���� $�� ��� &��� 
 " ��� $��%!���� ���/&!��� ��� &��� 
 ����!� 8�� ������&���� ���/&!��� ��� &���   �
ü·®¯´³¹ ±¹ ±´ ²Ð´° ¹® ô¹³®¹²¯ ±´ ²Ð´°

,� %���!�� �� �!���!&� S @&� %���!�� �� 6!����!�B ��� �� %���!�� 8�! $��%�� �� ���!�� ���/������� �� +&��� �� ��&��� !��!����� �� �� ��&��� ���/&.�� :
Er =

(
S¡¢ S¡£
S¤¢ S¤£

)
Ei = SEi

@Q�vB
,� �&���!&� �!(������ ��� �� �&���!&� ��&$��� $�� ������� : �� %�*������ ��$������� ��$&���!���!&� ���� ��%$ �%!�" ����!� 8�� �� %!������� ��$������� �� $&���!���!&� ���� ��%$��I�� ,�� ���%�� S¡¢ �� S¤£ �&�� �$$���� ���%�� �&$&��!��� O ��� ���%�� S¡£ �� S¤¢ �&�� �$$�������%�� �&����$&��!��� &� ��&!����
S ��� �&�� ��� %���!�� �&%$��7� ������ �� �!%���!&� Q� ,�.$&���� �� ���!$�&�!�� ��!$���8�� �� %���!�� S ��� �.%���!8�� : S¤¢ = S¡£ ¥ � ����$���� ����� .$&����" $���2� �&�� 8�� �����/�!���� �/�� �� %���!�� S " �&�� $��3��&�� ���/�!���� �/�� �� /������ � ��&!� �&%$&������" �$$���ô¹³®¹²¯ ±´ ²Ð´°" �&�� �� 3�!���� �� �&��� 8�� �� �&�%� �� �� /������ �!� �&�*&��� ��� �!)�!1��(�!&� ������)!� �&���� : �� �&�%� �� ����� ��/�� �&�� =��� �)��� � |S¡¢|2 + |S¤¢|2 + |S¡£|2 + |S¤£|2 � ������ �� ����� ��!8�� �&����!���" !� . � $���!���� %��!���� �� ��1�!� �� /������ �!���!&�" ��!(/��� ��� %���!��� �� 0��� 8�� �&�� �&!�!��&�� $&�� ����!�� ������%0�� ��� %���!��� �.%���!8����&%$��7�� 2 × 2� 
���� 0��� ��� �� �!%$�� &��!� %���%��!8��" ��$������" ���� $��� =��� �&!�!��� %��!��� � �� 8�� ��� /������� �� �� 0��� ��&$��� �&!��� ��� /������� �!���!&� ����� �!0�� ��(�&�!8�� �&�����
,� �&���!&� ��������� �&��!��� � �&!�!� �� 0��� �!�� ��7!�&)��$!8��" $&�� ��8����� ��� �&�$����� $&���!���!&� �&�� ���)�� ���� ��&���� ��$�0��!8��� C�� ����� �&���!&� �&��!��� � �&!�!� ��0��� ��� %���!��� ��  ���!� ,��/����)� �� $������ ����� 0��� ��� 8�� ������ �� ��� %���!����&����$&�� � �� %���!�� ����� �!0�� 0!�� $���!���!���¦ �
§�tppt q¨�rpq©wt wt sourxp{t | ��{pv{ sy ªpqor{©ut st {o�v�{r�vpo st �r{txp«ª� �}}t twp z�}��}t yxv¬ytutxptx �rx�y{�pvrx urxrwp�pv¬yt® �~twp | sv{t }r{w¬yt }~rx �rxwvs©{t ¬yt }tw �xptxxtw st {o�t�pvrx tp s~ouvwwvrxwrxp �rx¯rxsytw® tp �ry{ yx uv}vty st �{r����pvrx tp stw �v�}tw svptw ªvwrp{r�twª �srxp }� �t{uvppvzvpo twp }�u°ut ¬yt}¬yt wrvp }� sv{t�pvrx s~vx�vstx�t�� ±} twp �rwwv�}t s~t�qv�t{ stw �v�}tw sopt{uvxvwptw ¬yv xt w�pvw¯rxp ��w�tppt q¨�rpq©wt® xrp�uutxp ��{uv }tw �v�}tw �v{o¯{vx�t�xptw® u�vw �y� ¯{o¬ytx�tw {�s�{ �t p¨�t st �v�}t twp p{©w{�{t� ²�xw }t sru�vxt r�pv¬yt }~q¨�rpq©wt st {o�v�{r�vpo twp {�{tutxp z{�vt� �� �}��t �y� p{©w q�yptw ¯{o¬ytx�tw��}ywvty{w sv«�vxtw st ³�«� twp �v{o¯{vx�t�xpt tp srx� xt w�pvw¯�vp ��w }tw �{vp©{tw st {o�v�{r�vpo� ²t u°ut® �ry{�t{p�vxtw }rx�yty{w s~rxst ypv}vwotw tx {�s�{® }~�purw�q©{t �typ xt �}yw �wwy{t{ }~q¨�rpq©wt st {o�v�{r�vpo ��~twp}t ��w �zt� }t �qoxru©xt st {rp�pvrx st �́{�s�¨�µ�t �qrv� s~yxt ��wt �ry{ }� u�p{v�t st sv¶ywvrx �typ °p{t �rxwvso{o �ruut yxt so�ru�rwvpvrx �rqo{txpt�tx wruut st �ru�}t�tw� st }� �v�}t� �vxwv® }t �qrv� st }� ��wt st ��y}v twp yxt �rwwv�v}vpo st so�ru�rwvpvrx txw�q©{t® sv©s{t | ·◦ tp sv©s{t | ¸�◦ � ±} tx t�vwpt s~�yp{tw ¹ ��{ t�tu�}t }� so�ru�rwvpvrx st º{r���t{ ¬yv ypv}vwt

�w



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf
#��� �� �!���������" �� /������ �!���!&� ��� �0!������%��� �&�� ~k � 
��! �����" $&�� �!��!�)������ 0���� ��!�!���� " �&�� !��!���&�� �� /������ $�� �� 0��� �&!�!� : $�� �7�%$�� −→kL ���� �7$�!%����� �� 0��� ��7!�&)��$!8�� �� −→

kP
���� �� 0��� ��  ���!�  �� �!������" ����� �&���!&� �&��$��%����� ���/!��� ��� �&�3��!&�� �/�� �� /������ ��&��� ��! ����! �&%%� ~k � �!��!" �� /�������!���!&� �����!� ���� ��� 0���� ��!/�����" � $���!� ��� �&�ä�!���� �� �� %���!�� S �� �!���!&� :

−→
kL =




S¡¢√
2S¡£
S¤£


 @Q��B

−→
kP =

1√
2



S¡¢ + S¤£
S¡¢ − S¤£

2S¡£

 @Q�uB

ü·®¯´³¹ ±¹ »¹·²ÝÏ °² Ô·®¯´³¹ ±¹ ü²¹¸¸¹¯
,� %���!�� �� ;�����) &� %���!�� �� '������ ��� �� %���!�� 8�! $��%�� �� ���!�� ��� /��������� 6�&J�� �� ��&��� !��!����� �� ��H��!� : g��¼X W½¾½�¡�X = Kg��¼X ����¼X�[X � ,� %���!�� �� ;�����)�&����$&�� �� �&!7 �� �&�/���!&� A-6�A¿ " $&�� ��8��� �&�� 3�!�&�� ��.$&���� �� ���!$�&�!��@�&�1)����!&� %&�&����!8��B" ����!� 8�� �� %���!�� �� '������ �&����/� ��� �7$����!&� $���)������� �&����$&����� �� ��� 0!����!8��" ���!�� �� �&�/���!&� AE6�A�,� %���!�� �� ;�����) ��� ��� %���!�� 4 × 4

�.%���!8�� ������" $���%����� $�� ��� �&�ä(�!���� �$$���� ³°¹4³´¹®Ð ±¹ À²á¹ :

K =




A0 +B0 C H F
C A0 +B E G
H E A0 −B D
F G D −A0 +B0




@Q�KxB

,� %���!�� �� '������ ����� ������ %�!� ����� $�� �.%���!8���
ü·®¯´³¹ ±¹ ³°ô·¯´·³¹ °² ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ ±² ô¹³®¹²¯ ±´ ²Ð´°

 �� �&�/���!&�" &� �$$���� A%���!�� �� �&/��!����A �� %���!�� �� �&/��!���� �� /������ �!3(3��!&� �7$�!%� ���� �� 0��� ��7!�&)��$!8��� �&�� �� �&���&�� J � ,� A%���!�� �� �&������A �������� %=%� %���!�� �������� � $���!� �� /������ �!���!&� �7$�!%� ���� �� 0��� ��  ���!� ���� ����&%%���%��� �&��� T �
J =<

−→
kL

−→
kL

† > @Q�KKB

T =<
−→
kP

−→
kP

† > @Q�KQB
}tw �r}�{vw�pvrxw �v{�y}�v{tw® tp w~vxpt{�{©pt �ruut yxt so�ru�rwvpvrx tx w�q©{t® sv©s{t tp qo}v�t� �~ypv}vw�pvrx st}� ��wt st ��y}v twp }� �}yw }�{�tutxp ypv}vwotÁ�tppt �rxztxpvrx �ruuyxoutxp ypv}vwot ��{ }tw {�s�{vwptw twp }� �rxztxpvrx �ÂÃÄÅ ÆÄÃÇÇÈÉ ÊËÌÍÎÏÈÎÇ� �ry{}�¬yt}}t }~��t stw « �rvxpt pryÐry{w zt{w }� �v�}t ��ry{ }~rxst vx�vstxpt tp }~rxst {oÑo�qvt�� �x urso}vw�pvrx® yxt�yp{t �rxztxpvrx twp wryztxp �sr�pot ¹ }� �rxztxpvrx ´�� �ÒÓÉÔÃÉÕ ÆÄÃÇÇÈÉ ÊËÌÍÎÏÈÎÇ� �ry{ }�¬yt}}t }~��t « twp�rwvpv¯ s�xw }� sv{t�pvrx st }� �{r����pvrx st }~rxst� �t w¨wp©ut st �rr{srxxot x~twp �}r{w ��w }t u°ut �ry{}~rxst vx�vstxpt tp }~rxst {oÑo�qvt�
�Ö



MCMC �ephfkijkcg oep hk�sep
,� %���!�� �� �&������ T ��� ��� %���!�� 3 × 3 �&%$��7� ��%!�!����� ���� $��� =��� �)�(��%��� $���%����� $�� ��� �&�ä�!���� �� G�.��� :

T =




2A0 C − iD H + iG
C + iD B0 +B E + iF
H − iG E − iF B0 −B


 @Q�KRB

�<�<� �¾Ã¾=½ÉÃÇÄ¾½ÇÅè ¿ÀÄ =ÇçÁÀÄ =ÅÈÉÃÀè½ÀÄ Ö 	 ¿ÀRÃÉÄ ¿À ÁÇçÀÃ½É
�&�� ���&�� %&����� 8����� �!0�� �&������ ��� ��������!��� $�� w $���%����� !���$��������#!/��� *��7 �� $���%����� $��/��� =��� ��!�!��� :
� ���7 �� �� %���!�� �� ����&�!���!&� S� ���7 �� �� %���!�� �� �&������ T� ��� $���%����� �!�� �� �� 3&���� �� G�.���

ð· Ô·®¯´³¹ ±¹ ¯¶®¯°±´ ²Ð´° S
,� %���!�� S �&��!��� � �&%$��7��� �� ��$$&���� �� �!0�� ���!$�&8��" ����� R �&%$��7���&�� ��!���" �� 8�! �&��� Ö $���%����� ����� @ $��� �� %&���� ���� �&%0�� �&%$��7�B� 6�������� $���� �����!/�� �&�� !����������� �� �&!�!� )�������%��� $&�� ��3������ �� $��� G %�!��������� �&�/���!&�� �&�� $&��!0���� P� ����� w $���%����� ��!���" �&!� �� �&!�!����� �� $��� ��

S¡¢ �&%%� ��3������ : |S¡¢|, |S¡£|, |S¤£|, arg(S¡£ − S¡¢), arg(S¤£ − S¡¢)
ð· Ô·®¯´³¹ ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ T�&�� �/&�� /� 8��!� ���)!� ����� %���!�� �� u �&%$��7��� ���� ��!����$���� �&%%� ��� %���!���� $�!������ �� �� �!0�� �7$�!%�� ���� �� 0��� ��  ���! : ����� �� %���!�� T =

−→
kP

−→
kP

† � #��� ����� ����� �!0�� �&������" ��� ���3� $���%����� �� G�.��� �� 3&���!&� ���8���� ���7$�!%��� ����&�ä�!���� �� �� %���!�� 5 �&�� ���!�� ����� ��7 $�� 8����� �8���!&�� �� �!0���
ð· Î°²¯³Ï¹ ±¹ À²á¹

,������ ��� $�&$�!���� ��)�0�!8��� �� �� %���!�� SS† %�� �� �/!����� ���7!������ �� ���(��!��� $&���!���!&�� ��%��8��0��� �� ��������� ���%!��!&�" �!��� ��������!��!8��� : !� ���)!� ���$&���!���!&�� ������ 8�� �� ����!�� �� $�!������ /�!����� $�� ��&��� ��H��!� �� ��&�/� =��� :
� �&!� ����� ���� �� $&���!���!&� �� ��&��� �%!�� @�&($&� ����B
� �&!� %�7!%�% ���� �� $&���!���!&� �� ��&��� �%!�� @�&($&� %�7B
� �&!� ����� ���� �� $&���!���!&� &��&)&���� �� ��&��� �%!�� @L($&� ����" &� $����&($�&$��B
� �&!� %�7!%�% ���� �� $&���!���!&� &��&)&���� �� ��&��� �%!�� @L($&� %�7B,� 3&���� �� G�.��� ��� �� ��$��������!&� ��� �� �$��� ��  &!����� ��� �!/����� $&���!���!&����������!��!8��� �� �� �!0��� 
�� $&!��� &���$��� ��� �� �$��� ��� $&�!�!&�� ��%��8��0��� :� X1

�� X2
" $&���!���!&�� $����&$�&$���" �&�� &��&)&����� �&�� ��$��������� $�� ��� $&!����!�%������%��� &$$&����� C1

�� C2
" $&���!���!&�� �&($&� ������" �&�� ��� �� %=%� )���� ������ �� �� �$��� 8�� X1�� X2 � P�� �&�� �.%���!8��� $�� ��$$&�� � X1X2 �� S1

�� S2
" $&���!���!&�� L($&� %�7" �&�� �!����� ��� �� %=%� )���� ������ 8�� $������%%���"�� �� ��&!�� ��� *&!)���� ��� $��$���!����!�� � X1X2 �
�� $&!��� 3&�%��� �&�� ��� �&��� �� 3&����" $���%����0�� $�� w $���%����� : �� ��%!(&�/�������� �� 3&����" ��� R ��)��� ������� ��1�!����� �� $��� 8�! �&��!��� �� 3&����" �� �� ��.&�" ����)!�%�7!%��� ���/&.��� 
���� 3&���� ��� ��$�������� ��� �� 1)��� Q�Q � ��&!���

�v



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf
�<�<U �¾Ã¾=½ÉÃÇÄ¾½ÇÅè ¿ÀÄ =ÇçÁÀÄ èÅè =ÅÈÉÃÀè½ÀÄ Ö Ì ¿ÀRÃÉÄ ¿À ÁÇçÀÃ½É

C�� �!0�� �&� �&������ ��� ��������!��� $�� u $���%����� !���$�������� ,� %���!�� S ����ä� $�� � ���� ����� � ����!�� ��� ����� �!0��" ��� ��� �&%$&������ �&�� %�!������� ��� /��!�0��������&!���� #!/��� *��7 �� $���%����� �8�!/������ �&�� �!��! ��!�!��� :� ���7 �� �� %���!�� �� �&/��!���� J @0��� ��7!�&)��$!8��B
� ���7 �� �� %���!�� �� �&������ T &� �� �� %���!�� ; �� ;�����) @0��� ��  ���!B
� ��� $���%����� �� 
�&���( &��!��" $���%������ ��� /������� $�&$��� �� T �P� ��� �&�*&��� $&��!0�� �� $����� ���� *�� �� $���%����� � �� ������ �&�� �� �����&�� $�� !�!���� ��� ����!�� �� �&���� ��� �����!&�� �� �����!1���!&�� �7!������� � $���!� �� ��� $���%������ �� �&����" �&�� �7$&���&�� �� ��&��%� �� ���&%$&�!�!&� �
�&��� ���  &��!��" KuuÖ� ��� ��8������$$�!� 0&� �&%0�� ��!����$�����!&�� $.�!8��� �� ��� �&�ä�!�����

þÏ¶°¯�Ô¹ ±¹ ±¶³°ÔÛ°Ð´®´°
,� %���!�� T ����� ��%!�!����" ���� ��� �!�)&���!��0�� ���� ��� 0��� &��&�&�%�� 3&�%��$�� ��� /������� $�&$��� :

T =
3∑

i=1

λiTi =
3∑

i=1

λiviv
†
i

@Q�K�B
&� ��� vi �&�� ��� /������� $�&$��� �&�%��!��� �� ��� λi ��� /������ $�&$��� �� �� %���!�� T �#��� �� ��� ����� �!0�� �&������" �� %���!�� T ��� �� ���) K �&�� $&����� ��� ����� /����� $�&$���&� ����� O �� ���&%$&�!�!&� ���$$&��� $�� ��!�3&�%��!&� ��$$��%����!���#��� �� ��� ����� �!0�� �����&!��" �� ���&%$&�!�!&� 3�!� !����/��!� � $�!&�! R %���!��� Ti @���3 ������ ��� &� T $&����� ��� &� $���!���� /������ $�&$��� ������" �� 8�! �!%!��� �������� �� ���%���� ���&%$&�!�!&�B� 
�� %���!��� Ti �&�� ������ �� ���) K �� $��/��� �&�� =��� ���&�!��� � ����!0�� �!%$���  ��������%���" ����� ��� vi $��� ��!����$����� �� ���� 8�� /������ �!���!&� ������!0�� �!%$��� ,�� /������ $�&$��� �&�� &��&����� �� %��!���� � �� 8�� λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ 0�,� $��� �� $�!������ ���&�!�� �� %����!�%� A!A ���� ��1�!� $��

pi =
λi∑3
i=1 λi

@Q�KwB

�� /��!1� 0 ≤ pi ≤ 1" p1 + p2 + p3 = 1 �� p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ 0�
×·¯·Ô�®¯¹Ð H ¹® α

,�����&$!� �� �� �!0�� H ��� �� !��!������ �� ��������� �����&!�� �� $��&%��� �� ����&�!3(3��!&��

H = −
3∑

i=1

pi log3 pi
@Q�KÖB

H /��!1� 0 ≤ H ≤ 1�H ��� ��� �! �� �����%��� �! �� �!0�� ��� �!%$���H ��� �)�� � K �! �� �����%����! ��� ��&!� /������ $�&$��� �� �� %���!�� T �&�� �)�����,�����.�� ��� /������� $�&$��� �� T $�&$&��� $�� 
�&��� ��  &��!�� �
�&��� ���  &��!��" Kuuv����$$�!� ��� ��� �7$����!&� �� ��� /������� $�&$��� �� 3&���!&� �� � $���%����� ����� α" β " γ ��
δ �
��



MC×C �e hdngrelegj oe �npe oe icsnfkpnjkcg

v =
cosα
sinα cosβejδ

sinα sinβejγ

@Q�KvB

&��!���&�� 8�� �� %���!�� T ��!� �� $�&������ �� -���&�!��! � ��&!� �.%0&���" ����� � �!�� 8�����8�� %�����" T $��� �� ��&�/�� ���� ��&!� ����� : T1

" T2
&� T3

" �/�� ��� $�&0�0!�!��� ���$���!/��
p1
" p2

�� p3 � C�� )������� ��������!��!8�� �� T " $�� �7�%$�� α " ���� $&�� ��$������Ø :
α = α1p1 + α2p2 + α3p3

@Q�K�B
,�!����$�����!&� $.�!8�� �� α ��� �!� �� $��&%��� �� �&�0��(��0&��� �&�� ��/&�� 8�� $&���� %����!�%� �!� �� �!%$�� �!���!&� &� �� ���3��� $�� �7�%$��" �&�� ���&�� α = 0

��&�� 8�� $&���� �!����" &� �� %����!�%� �� ��0&��" α = π
2
� 
�� ���7 ��� �&�� ��� ��� �7��=%��� '�!� �&%%��&�*&���" !� 3��� =��� $������ ��� ��� �!0��� ���� ��������!��!8��� �&%%���� $��/��� %���� � ��%=%� /����� �� α �5!�!�(6���!���" Qxxx��� #� %=%� ������&$!� �� 3&���!� $�� �����%��� ����&�!&� 8����!���!/� �� ���&����Ù � ,�� ���7 $���%����� H �� α $��/��� =��� ��!�!��� �� %��!����&%$��%����!�� $&�� �����!1�� ��� �!0����

N6` S� �[U�8����� T� �U	� T� WXVU��	U��X�
,� �&���$� �� A0��� �� $&���!���!&� A ��� ����F ���!���� �� ����" !� �� 3��� $�� �� �&�3&�����/�� ��� ������ ���)�%���� �� 0���� �&��%%��� :
� P� ��� $�� �� ��$$&�� �/�� �� �&!7 ����� 0��� ��7!�&)��$!8�� &� ��  ���!" 8�! ��� ��� 0����� A%���!���A" �/�� �� �&!7 ����� 0��� �� $&���!���!&�� ð· ë·Ð¹ ±¹ Ô·®¯´³¹Ð ³Ï°´Ð´¹�¸¹ê´³°Ý¯·ÛÏ´Ñ²¹� ×·²¸´� ¹Ð® ¯¹Û¯¶Ð¹®·®´ô¹ ±Ò² ®áÛ¹ ±¹ Ô¶³·´ÐÔ¹ý �Ò¹Ð® ²¹ë·Ð¹ Û¹¯Ô¹®®·® ±¹ Û·ÐÐ¹¯ ±Ò²¹ ¯¹Û¯¶Ð¹®·®´° Ô·®¯´³´¹¸¸¹ ó ²¹ ¯¹Û¯¶Ð¹®·®´°ô¹³®°¯´¹¸¸¹ O �����%��� �!� ����� �� 0��� �� %���!��� ��� ���8������ �&�� $�&*��&�� �� %���!���� �!���!&� $&�� &0���!� ��� �&%$&������ �� /�������� P� �� 3��� $�� �&�3&���� �&� $��� �� ���)�%��� �� 0��� �� $&���!���!&� �/�� �� ���()�%��� �� 0��� ����" ����! ��8��� �&�� �&%%�� �0!���� ����

R3 " �&����$&����� � ��������3&�%��!&� �� ����$��� @�&���!&�" ��������!&�B�

�� %!��� �� )���� ���������" �&�� $&�/&�� �7$�!8��� %�!������� �� 8�&! !� ���)!��
�<U<Ë �È¾èRÀåÀè½ ¿À ç¾ÄÀ >ÅÆÃ Á¾ ÃÀ>ÃÉÄÀè½¾½ÇÅè ¿ÂÆèÀ Åè¿À

�&�� �/&�� /� 8�� ��� $���%����� �&!�!� $&�� ����!�� ��� &��� 
 &�   �&�� �7$�!%������ ��� 0��� ������ (~x, ~y, ~z)" &� (~x, ~y) ��� ��� 0��� &��&�&�%��� �� $��� ��&���" �� &� ��&��� ���$�&)����!/� ��!/��� ���7� F �/�� ~z = ~x×~y � #��� �� �.���%� �� �&&��&�����" ��� &��� $&����� ��/������ $&���!���!&� 8�� �&�� �&���&�� E � ,�&��� �� $�&$�)���� �� ���� !�/���� � $&�� /�������� $&���!���!&� E∗ �Ú
α twp ��{¯rvw �{owtxpo �ruut �r{{tw�rxs�xp �y u��vuyu st z{�vwtu�}�x�t� ²�xw }t ��w ��{pv�y}vt{ s~yx�{r�twwyw st Ût{xryv}}v® tw�o{�x�t tp u��vuyu st z{�vwtu�}�x�t wrxp st pryptw u�xv©{tw o��y�Ü�pptxpvrx® }tw xrpvrxw s~txp{r�vt tp st ��{�u©p{tw α xt wrxp ��w pryÐry{w vxpyvpvztw� ÝÞßàáâãäåß ßæá æåçàåèéêëáåìß íÞîàß ïîðáåáîíß íÞåàáßâëêáåãàæ ßàáâß ñðñïßàáæò ßá àãà äëæ íî àãïóâß íÞñðñïßàáæ ëî æßåàíÞîàß êßððîðß� �vxwv s�xw }t ��w s~yx xy��t st w�q©{t® }tw uy}pv�}tw {oÑt�vrxw wrxp xo�}v�t��}tw® tp }~txp{r�vt wt{�pqor{v¬ytutxp xy}}t® �vxwv ¬yt }t ��{�u©p{t �}�q�� ��{ �rxp{t® yx xy��t st sv�ô}tw �y{� yxt txp{r�vt p{©w o}tzot

H = 0.946 tp α = π
4

� �x xy��t st sv¶ywty{w x~twp ��w xo�tww�v{tutxp {t�{owtxp�pv¯ s~yx sowr{s{t�
�u



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf
,� /������ �� +&��� ��� �� /������ � ���7 �!%���!&�� �&%$��7��� P� �&��!��� �&�� 0����&�$$��� ��!�3&�%��!&�� 8���� /������ ���� A�0!����A � ���7 �!%���!&�� �� $��� ��&���� 
� /�������� ���7$�!%� �&�� $�� ���� ��� 0��� �� ���7 /������� �����" %�!� ���� ��� 0��� �� ���7 /��������&%$��7��" 8�! �&�� ��� ���7 /������� �� +&��� �� �� 0���� ,&��8�� �&�� �/&�� ��1�! �� /�������� +&���" �&�� ���/&�� !%$�!�!��%��� ��1�! ���� �� 0��� �&���!���� ��� /������� @K"xB �� @x"KB"�&����$&����� ��7 $&���!���!&�� �!���!��� G �� D�
�&�� $&�/&�� ��&�� �&!�!� �������� /������� �� $&���!���!&� $&�� ��1�!� ��� 0��� : $���7�%$�� �� 0��� ��� $&���!���!&�� �!�����!���" &� �!���!��� � �w^�� (�w "̂ ����  &�� ��1�!� ����&�/���� 0���" ��� ���7 /������� �� $&���!���!&� e1 �� e2 �&!/��� =��� &��&)&���7 :

e1 · e2 = e†1e2 = 0 @Q�KuB
���� �&��!�!&� $��� �� �����!�� �� ��� �&��!�!&� ��� ��� ��$$&��� �� $&���!���!&� ρ :
ρ(e1) = − 1

ρ∗(e2)
@Q�QxB

'�!� ���� �� $��%�� $�� �� �����%!��� e2 �� %��!��� ��!8�� � $���!� �� e1 � �� . �*&��� ����&��!�!&� �����!/� ��7 $���� )�&0���� ��� /������� �� +&���" �� %��!��� � �� 8�� det(e1, e2) = 1 :
arg(e1(1)) = − arg(e2(2)) @Q�QKB

#� $�� ����� �&�������!&�" ��� %���!��� �� ���)�%��� �� 0��� �&�� ��� %���!��� �$��!������!��!���" ����� � �!�� ��� %���!��� ��!��!��� �� �����%!���� �)�� � õK� ö �C�� ������ 3��8��%%��� �&%%!�� �&��!��� � �� ���!� �&%$�� 8�� �� �� �&��!�!&� ��� �����$$&��� �� $&���!���!&�" 8�! ��� � ����(����� !���ä������ P������&�� ���! $�� 8���8��� �7�%$��� :
��� $&���!���!&� 
!�����!�� <���� (1

j

) �� 
!�����!�� #�&!�� ( 1
−j

) �� 3&�%��� $�� ��� 0���
���!�3�!����� ��� !�� �� /��!1��� $�� �� ���7!�%� �&��!�!&� : �� $&���!���!&� �!�����!�� ��&!�� ���&���!��� $�� �� $&���!���!&� &��&)&���� � �� �!�����!�� )����" �� ���� ��� 0���� �� $&���!���!&���
 &�� ��� 0��� �� $&���!���!&�� �!�����!���" !� 3����� $������ ��� /������� (1

j

) �� (j
1

)�  &�� ���
0��� �� $&���!���!&�� �!���!��� !���!���� � �w "̂ !� 3����� $������ ��� /������� (1

1

) �� (−1
1

) ����
��� &���� �� �&� $�� (1

1

) �� ( 1
−1

)�
,�� �����!&�� �� ���)�%��� �� 0��� ��$������ �� ���� �� $�&$�)��!&� �� ��&��� $�� ��$$&���� ��$��� �&!�!� 9�� ��������� �%���� &� ��I&!/�" &� ��1�!� $�� �&�/���!&� �� $&���!���!&� ����������� �&%%� �� $&���!���!&� � �� ��&��� ��.&���� $�� ��������� �&��8�� �����(�! �%��" �� &���$������� ������ �� $&���!���!&�  �� ��&��� 8������ ��I&!� ���� ����� %=%� 0���÷ � ,� ����!&� T��I�� ��� ��&�� $�&$&��!&������ �

T = At E = Et A @Q�QQB
,�� �����!&�� �� ���)�%��� �� 0��� �&�� ���!��� �� %��!��� � �� 8�� 5 ����� !����)� �&���� ���)�%��� �� 0���� 6! ��� &��� �� $�&$�)���� ��!/��� ��� F ��&!����� $&����� �� /������ $&(���!���!&� �" ��&�� �� /������ $&���!���!&� �� ����� %=%� &��� �� $�&$�)��� ���� �� ���� �&����!����� E∗ � �� ���/�!����� ���� �� �&�/���!&� -6�" �&!� �&�� C �� %���!�� �� $����)� �� (H,V ) �ø�tw u�p{v�tw w�o�v�}tw yxvp�v{tw st svutxwvrx � ¯r{utxp }t �{ry�t �����ù�rxztxpvrx Û��

wx



MC×C �e hdngrelegj oe �npe oe icsnfkpnjkcg
(e1, e2)

" �&!� � �� /������ $&���!���!&� ���� �� 0��� @G"DB ����� &��� �%!�� $�� ��������� �� $�&($�)���� ���� �� ���� �� z " �� �&!� E �� /������ $&���!���!&� ���� �� 0��� @G"DB �� ��&��� ��H��!��� $�&$�)���� ���� �� ���� �&����!��" A′ �� E′ ��� %=%�� /������� ���� �� �&�/���� 0��� (e1, e2)
"��&�� ��� �����!&�� �����!/��� :

A′ = U † A E′ = At E
A = U A′ E = U∗ E′

@Q�QRB
#� ����� %��!���" �� ����!&� ��I�� ���� �� �&�/���� 0��� T ′ �����!� T ′ = A′tE′ = (U †A)t(U tE) =

A′E = T �� ����� 0!�� !����)���
�<U<� �È¾èRÀåÀè½ ¿À ç¾ÄÀ ¿À >ÅÁ¾ÃÇÄ¾½ÇÅè >ÅÆÃ Á¾ ÃÀ>ÃÉÄÀè½¾½ÇÅè ¿ÂÆèÀ =ÇçÁÀ

6&!� Ei �� /������ $&���!���!&� �� ��&��� !��!����� ���� ��� 0��� (~xi, ~yi)
�� ��� �!����!&� ��$�&$�)��!&� ~zi � 6&!� Ed �� /������ $&���!���!&� �� ��&��� ��H��!�� �� �&�/���!&� -6� �&�� �/&��

Ei = U E′
i
�� Ed = U∗ E′

d
� 6&!� S �� %���!�� �� �!���!&� ���!��� ��� /������� $&���!���!&� �����%$� !��!����� �� ��H��!� : Ed = SEi = U∗E′

d = SUE′
i

�&!�
E′
d = U tSUE′

i
@Q�Q�B

�&��
S′ = U t S U @Q�QwB

�<U<U ^æ>ÃÀÄÄÇÅèÄ ¿ÀÄ å¾½ÃÇ=ÀÄ ¿À =È¾èRÀåÀè½ ¿À ç¾ÄÀ
�&�� �/&�� /� 8�� �� $��� $�&$�� �� /������ �� 0��� *&��!� �� �2�� !%$&����� ���� �� �&!7���� /������ �� ���)�%��� �� 0���� 
&!�!��&�� �&�� �� /������

e1 = ejξ
1
ρ

@Q�QÖB
�&�� ��� �&%$&������ �&�� �7$�!%��� ���� �����!���� 0��� (~x, ~y)� ρ ��� ��&�� �� ��$$&�� �� $&��(�!���!&� �� /������ e1 ���� ����� 0����

e2
��� �� /������ &��&)&��� � e1 " �&�� $&�/&�� �� ��1�!� $��

e2 = e−jξ
−ρ∗
1

@Q�QvB
,� %���!�� �� ���)�%��� �� 0��� �����!� ��&��

U =
1√

1 + ρρ∗

(
1 −ρ∗
ρ 1

)(
ejξ 0
0 e−jξ

) @Q�Q�B
C� ���)�%��� �� 0��� �&��� �!�� � �� ���)�%��� �� ��$��������!&� �� �� %���!�� ���!���!&�� 6! �&�� ���/�!��&�� �&� $��� �/�� �� %���!�� %�!� �/�� �� /������ �� �!���!&�" �� ���()�%��� �� 0��� �����!�� : sAB = UL sHV

�� �� %���!�� �� �&/��!���� �� �����3&�%��� ��!/���
JAB = UL JHV U †

L

�/��

UL =
1

1 + ρρ∗



e−2jξ

√
2ρe−2jξ ρ2e−2jξ

−
√

2ρ∗ 1 − ρρ∗
√

2ρ

ρ∗2e2jξ −
√

2ρ∗e2jξ e2jξ


 @Q�QuB

��1�" �! �&�� ���!�&�� �����3&�%�� �� /������ �!���!&� ��  ���! �� �� %���!�� �� �&���������&�!��" �&�� ��!�!���&�� kAB = UP kHV
" �� TAB = UP THV U

†
P
" �/�� UP = AULA

† @���7$����!&��� � ��� 3&���!� ���� ������7� KB�
wK



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf
�<U<û �ÈÅÇæ ¿ÂÆè åÉ=¾èÇÄåÀ ÉÁÀ=½ÃÅå¾RèÉ½ÇÊÆÀ

�&�&�� J �� %���!�� �� �&/��!���� �7$�!%�� ���� �� 0��� @G"DB" $&�� ��8����� ρ = 0� �&�� ���&���&�� �&�� J(0)" ����!� 8����� %���!�� �� �&/��!���� &0����� ���� ��� 0��� �� $&���!���!&���������!��� $�� ρ �����!�� J(ρ)� �&�� �/&�� /� 8���� ���)�%��� �� 0��� �$$�!8�� � �� %���!�� ���&/��!���� �����!� J(ρ) = UL J(0) U †
L
� C� ���%� 8����&�8�� �� �� �&�/���� %���!�� �� �&/��!����

J(ρ)
�����!�� :

J(ρ)ij = −→ei †J(ρ)−→ej @Q�RxB
J(ρ)ij = −→ei †UL J(0) U †

L
−→ej @Q�RKB

J(ρ)ij = −→ωi†J(0)−→ωj @Q�RQB
&� −→ωj ��� �� *ieme /������ �&�&��� �� U †

L
&� !ieme /������ �!)�� �� U∗

L
� �� �!������" �&!� −→s �� /������ �!���!&� ���� �� 0��� !�!�!��� GD" �� �&!� −→ω �� /������ �$$���%����!�%�� ,� �����!�� µ = −→ω †−→s ��� ��� �&%0!��!�&� �!���!�� ��� �&%$&������ �� /�������!���!&�� ,� $�!������ %&.���� ���&�!�� � �� �����!�� �����!�

P =< µµ∗ >= −→ω † < −→s −→s † > −→ω @Q�RRB
�&!�

P = −→ω †J(0)−→ω @Q�R�B
¬¸ á · ±°³ ¶Ñ²´ô·¸¹³¹ ¹®¯¹ ³Ï°´Ð´¯ ² ô¹³®¹²¯ Ô¶³·´ÐÔ¹ −→ω Û·¯Ô´ ¸¹Ð ³°¸°¹Ð±¹ U † Ð²¯ ¸¹Ñ²¹¸ Û¯°T¹®¹¯ ¸¹ ô¹³®¹²¯ ±´ ²Ð´° ¹® ³Ï°´Ð´¯ ² ³Ï·Ý¹Ô¹® ±¹ ë·Ð¹ ±Ò¶®·®±¹ Û°¸·¯´Ð·®´°ý

N6f ú�8V� TaX�����U��X� �� W���� �� WXVU��������
C�� $���!� �� �� ���/�!� �� ���� � �&��!��� � �/����� ���$$&�� �� �� $&���!%���!� $&�� �����&�������!&� �� ������ �����/��!&�� �&�� $������&�� !�! ��� %��&��� ��/!��)���� ,� �!���������&��� 0����&�$ �� ���/��7 �����!3� � �����!%��!&� ��� $����� ��� �����!�� � $���!� �� �&�����$&���!%���!8��� �6����� �� ���" KuuÖ" ,�� �� ���" Qxxx0�� ,����!%��!&� �� ��� $����� $���� ���0&��$�� �����!%��!&� �� ����)�� ��&�!�����!&� ����� �!0���

�<û<Ë �èRÁÀ ¿ÂÅÃÇÀè½¾½ÇÅè ¿ÂÆèÀ =ÇçÁÀ
�¶í´®´° Ý¶¶¯·¸¹ ¹® ¹ê¹ÔÛ¸¹Ð

G�.���" �&�� �� ������� ��� �!0��� �����%!�!����" � !���&��!� �� $���%���� ��)���!�� Ψ" ��1�!�&%%� ����� ����)�� ��!���!��!�&� �� �����!$�� �� �� $&���!���!&� $����&($�&$�� ���&�!�� � �� /�����$�&$�� �� $��� )���� %&�����
� $���%���� Ψ $��� ��!����$����� �&%%� ����)�� ��&�!�����!&� �� �� �!0�� ���� �� $��� ��&���@$��$���!����!�� � ���7� �� /!���B" �&��8�� �� �!0�� ��� �.%���!8������ �!�� �.%���!8�� �� ���� �� G�.��� �G�.���" Kuvx� ��� �!0�� �&�� ��� $&���!���!&�� $����&($�&$��� �&�� ����!�!)���� 
���� �&��!�!&� ��� �������!/�%��� �8�!/������ � :� ,�� $&���!���!&�� �&$&��!��� ������ &�� ��� ���!$�!�!��� &$$&����
� P� �7!��� ��� �&���!&� ����)�� θ ���� �!�)&���!���� S

wQ



MCcC zgrse o 0cfkegjnjkcg ej iegje eg icsnfkl�jfke
� (S¡¢ − S¤£)S∗¡£ ∈ R

jû

,�� %��&��� �����!%��!&� �� ����)�� Ψ 8�! ��!/��� $��������� �&�/��� ��!��&�/��!��� �� ��$&�/&!� �����%!��� Ψ 8�� %&���& π/2� 6! ��� ��� �� ���" �&�� $&�&�� $�� �&�/���!&� 8�� ����)��
Ψ $��� �&�*&��� =��� ��%��� ����� −π

4
�� π

4
: �! Ψ ≥ π

4
" ��&�� �&�� ���)�&�� Ψ �� Ψ − π

2

O �!
Ψ ≤ −π

4
" ��&�� �&�� ���)�&�� Ψ �� Ψ + π

2
�

 &�� �� 1� ����!�!)��" ����)�� Ψ ��� ����)�� ����� �� $�&*���!&� �� 1� ���� �� $��� ��&���" �����7� H &� V �� $��� ��&����  ��� )�������%��� $&�� ��� �!0�� $&������� �� �7� �� �.%���!�
∆" ����)�� Ψ

���� ����)�� ����� �� $�&*���!&� �� ∆ ���� �� $��� ��&��� �� ���7� H &� V � #� %=%�$&�� &0���!� ��&�!�����!&� ���� �!����" !� 3��� $�&*���� ����=�� �� �!���� ���� �� $��� ��&��� $&��&0���!� �&� !���!��!�&��
ßÝ¸¹ ±Ò°¯´¹®·®´° ±Ò²¹ Ð²¯Î·³¹ ¯²Ý²¹²Ð¹


&��!���&�� ��� ���3��� &�!F&������ �� $��%!��� �$$�&7!%��!&�" �&�� $&�/&�� �&��!�����8�� ��� ��$&���� �&����$&��!��� �� ����� ���3��� �&�� ������� 
���� $�� �7�%$�� �� ��� �! ��&��&��!���� 8�� �� �!���!&� $�� ����� ���3��� ��!� �� %&���� �� -��))�  &�� ����� ���3��� ����3������ &�!F&�����" �� %���!�� S �����!� �&�� :
S =

(
a 0
0 b

) @Q�RwB

,���)�� Ψ ������� � $���!� ����� ����� %���!�� ��� ��� ��� �� %���!�� �&%$&��� ��*� ��� ���%���&����$&��!��� �����
�&�� ��1�!��&�� �!(�$��� ��� $���%����� )�&%���!8��� ��!�!���� @/&!� �� 1)��� Q�RB� �&�� �&���&��&�� �)���%��� �� /������ −→k " /������ ��&��� �� ��&��� ��/&.���
� Û¸· ±² Ð°¸ ÿ ����� �� $��� �&�%�� �� /������ −→nz �� Û¸· ±Ò°±¹ ÿ ����� �� $��� �&�%�� �� /������ −→k " $&��� $�� uk �� Û¸· ±Ò´³´±¹³¹ ÿ ����� �� $��� �&������� ��� /������� −→n �� −→k �� ô¹³®¹²¯ ô¹¯®´³·¸ ÿ ����� �� /������ �$$�������� � �� 3&!� �� $��� ��&��� �� �� $�����!��!������ P� ��� $&��� $�� uY � 
�$������" �� /������ /���!��� ����� $�� �������!��%����&�!���!�� � −→n � P� �� �&����$&�� �&�� $�� 3&���%��� � �� �&�!&� ������� �� /���!���!�� 8���&�� �/&��" ����� � �!�� 8��!� ����� $�� 3&���%��� $��$���!����!�� � �� ���3��� ����������� ô¹³®¹²¯ Ï°¯´H°®·¸ ÿ 
���� �� /������ �� $��� ��&��� $��$���!����!�� �� /������ /���!����
���� �&�� �� ����! �� /������ $�������� �� $��� �� �&�� P� ��� $&��� $�� uX �� à¹Û�¯¹ ±² Û¸· ±Ò°±¹ ÿ �&�� ��1�!��&�� ���7 /������� −→uX �� −→uY &��&�&�%�� ���� ��$��� ��&���� ,� /������ −→uY ��� �� /������ �$$�������� �� $��� ��!��!����� @�&�� �&��!����
�&%%� A/���!���AB �� $��$���!����!�� � −→

k � ,� /������ −→uX ��� �� /������ �&�%�� �� $�����!��!������ P� ��� �&�� �)���%��� &�!F&�����

&��!���&�� ���0&�� �� �&� �!� A&�!F&����A� 
&!�!��&�� �� ��$��� &��&�&�%� �� ����$���

(~ex, ~ey, ~ez)
��� 8�� �� $��� ��!��!����� �&!� �� $��� (0, ~ex, ~ez)

�� �� $��� �� �&� �&!� �� $��� (0, ~ex, ~ey)�mü�tppt o¬yvz�}tx�t �typ wt sourxp{t{ wrvp tx ��ww�xp ��{ }tw ��{�u©p{tw st �y¨xtx �F = 0
�® wrvp tx t��{vu�xp}~�x�}t st {rp�pvrx θ

¬yv sv��rx�}vwt }� u�p{v�t tx ¯rx�pvrx stw �rtý�vtxpw st }� u�p{v�t® tp tx o�{vz�xp ¬yt �tp�x�}t twp {ot}�
wR
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nz

ex

ez

uk

ey

n

sol

�

Plan d’incidence

ux

uy

η

ς

DEFG Q�R � 6��3��� !���!��� : ��1�!�!&� ��� /�������

�!��!" ���7� ���F!%�� �&����$&�� � ���7�Oy �� ���7� �� /!��� �&����$&�� � ���7�Ox� #��� �� ��$���"�!
θ ��� ����)�� ��!��!�����" ��� /������� $������%%��� �!��� &�� $&�� �&&��&����� :

−→uk =
sin θ

0
− cos θ

−→uX =
0
1
0

−→uY =
cos θ

0
sin θ

−→nz =
0
0
1

@Q�RÖB

6�$$&�&�� 8�� ��&�!�����!&� �� �&� �&!� %�!������� %&�!1��� ,� /������ �&�%�� � �� ���3����� �&� −→n �����!� %�!������� :
−→n =

nx
ny
nz

@Q�RvB
�/�� �� �����!&� n2

x + n2
y + n2

z = 1
�! �&�� !%$&�&�� � �� /������ ��=��� ��!��!���,� %���!�� S /� =��� %&�!1�� �� /� �&����!� ��� �&%$&������ �&����$&��!��� �&� ������" �&%%��&�� ���&�� %�!������� �� ��%&������ �&�� ������&�� ���0&�� ��� �&&��&����� ��� /������� −→u′X ��

−→
u′Y
" �$$�������� �� $��� ��&���" ���� 8�� �� %���!�� S �7$�!%�� $�� ��$$&�� � ��� ���7 /��������&!� �!�)&����� ,� /������ −→u′Y �$$���!��� �� $��� ��!��!�����" �&�� �����!� −→u′Y = λ−→n +µ−→uk &� λ ��

µ
�&�� ��� �����!����  �� �!������" −→u′Y �$$���!��� �� $��� ��&���" !� �&!� �&�� /��!1�� −→u′Y · −→uk = 0�
�� ���7 �����!&�� �&�� $��%������ �����!�� �� ��!%!���� µ :

−→
u′Y = λ(−→n − (−→n · −→uk)−→uk) @Q�R�B�&�� $&�/&�� !���&��!�� θ′ �� �&�/�� ��)�� ��!��!�����" ��)�� ����� ��� /������� −→n �� −→k :

cos θ′ = (−→n · −→uk) = nx sin θ − nz cos θ @Q�RuB
�� �&�%��� −→u′Y � K" �&�� ��&�/&�� $&�� �� �&������ λ = sin θ′ �

−→
u′Y =

1

sin θ′

nx − sin θ cos θ′

ny
nz + cos θ cos θ′

@Q��xB

w�
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,� /������ −→u′X �� ����!� �� −→u′X =
−→
u′Y ×−→uk = λ(−→n ×−→uk) :

−→
u′X =

1

sin θ′

−ny cos θ
nz sin θ + nx cos θ
−ny sin θ

@Q��KB

�� �7$�!%��� ��� ���7 �&�/���7 /������� −→u′X �� −→u′Y �� 3&���!&� ��� ���!��� −→uX �� −→uY �&��&0���&�� �� %���!�� �� $����)�

P =
1

sin θ′

(
nz sin θ + nx cos θ −ny

ny nz sin θ + nx cos θ

) @Q��QB

���� %���!�� ��� 0!�� ��� %���!�� �� �&���!&� ���� ��)�� Ψ �&��� $��

cos Ψ =
nz sin θ + nx cos θ

sin θ′
@Q��RB

sinΨ =
ny

sin θ′
@Q���B

�<û<� ]ÀÁ¾½ÇÅè Àè½ÃÀ ÁÀÄ >Àè½ÀÄ À½ ÁÂ¾èRÁÀ Ψ
¿ÂÆèÀ ÄÆÃù¾=À

�7$�!%&�� ��� ��)�� �� 3&���!&� �� �� $���� �F!%����� �� �� �� $���� �� ���7� �� /!����,� $���� �F!%����� tan ζ
�� %����� ���� �� $��� Oyz �&��

cos ζ =
nz√
n2
z + n2

y

tan ζ = −ny
nz

@Q��wB

,� $���� ��!/��� ���7� �� /!��� tan η
�� %����� ���� �� $��� Oxz �&��

cos η =
nz√

n2
z + n2

x

tan η = −nx
nz

@Q��ÖB

�� ��!%!���� ��� �&&��&����� �� −→n′ ���� ���7$����!&� �� tan Ψ �&�� &0���&�� 1����%��� :

tan Ψ =
− tan ζ

− sin θ + tan η cos θ
@Q��vB


�� ��)�� Ψ $��� 0!�� ��!����$����� �� ���%� ����)�� ��!���!��!�&� ��� �� $&���!���!&� 7$&��(������� �!���!�� @�� %���!�� �� ���)�%��� �� 0��� 8�! �!�)&���!�� S ��� 0!�� ��� %���!�� ��������$��������� ��� �&���!&�B�
ßÝ¸¹ ±Ò°¯´¹®·®´° ±Ò²¹ Ð²¯Î·³¹ Ñ²¹¸³°Ñ²¹

,� %=%� ��!�&���%��� 8�� $������%%��� $��� =��� �$$�!8�� � ��!%$&��� 8��� �.$� �� ���(3��� �� %&%��� 8�� �� ��$&��� �� �� ���3��� &�!F&����� $&����� ��� ���%�� �&����$&��!��� ������&�� $&�/&�� ��&�� %&����� 3��!��%��� 8�� ����)�� Ψ ����� ����� ���3��� ��� 0!�� ����)�� ����� ���&�%��� � �� ���3��� @�&� �7� �� �.%���!�B $�&*���� ���� �� $��� ��&���" �� �� /������ −→uX �� $�����&����
5�&�/&�� �� %���!�� �� $����)� 8�! �����3&�%� �� 0��� (−→eX ,−→eY ,−→ez ) �� (−→uX ,−→uY ,−→uk) :

ww
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P =




0 cos θ sin θ
1 0 0
0 sin θ − cos θ


 @Q���B

6&!� X �� /������ �7$�!%� ���� �� $��%!��� 0���" �� �&!� L� �� %=%� /������ �7$�!%� ������ ���&��� 0���" ��&�� X ′ = P−1X
�/�� P−1 = P t ��� !� ���)!� !�! ����� !�&%���!��,� %���!�� �� $�&*���!&� ���� �� $��� ��&��� �����!� �&��" �� �������� �� �&%$&����� ��!/���

k :
P ′ =




0 1 0
cos θ 0 sin θ

0 0 0


 @Q��uB

,� $�&*���!&� �� −→n ���� �� $��� ��&��� /� �&�� �����!�� ���� �� ��$��� �� $��� ��&���
−→
n′ = P ′−→n =




ny
cos θnx + sin θnz

0


 @Q�wxB

,� ���)���� ����� �� /������ �� �� /������ −→uY �����!�

tan
̂

(
−→
n′ ,−→uY ) =

ny
cos θnx + sin θnz

= tanΨ @Q�wKB
Þ²¯Î·³¹ Ï°¯´H°®·¸¹ ±°® ¸¹Ð ®¹¯Ô¹Ð ³°®¯·Û°¸·´¯¹Ð Ð°® ° ²¸Ð
����!��� %&���!���!&�� �� �&� @�.$� P�' �� ���&�� &���� $�� �7�%$��B %&������ 8�� ������%�� �� $&���!���!&� ��&!���� $&�� ��� ���3��� )�&0���%��� A&�!F&�����A �� �&�� $�� �!)&����(��%��� �����  &������ ��� %&���!���!&� �� �� �.$� $��%�����!� ���7���!�� ����)�� ��&�!�����!&��

�<û<U OÉ½ÈÅ¿ÀÄ ¿ÂÀÄ½Çå¾½ÇÅè ¿À ÁÂ¾èRÁÀ ¿ÂÅÃÇÀè½¾½ÇÅè
P� 3��� �!��!�)��� ��� %��&��� 8�! ���&����� �� �� ��1�!�!&� �� $���%���� Ψ $&�� ��� �!0��������%!�!����" ��� %��&��� 8�! �&�� ��� )������!���!&� �� �� $���%���� ���� �� ��� �&� �����(%!�!����

ßô¹³ ¸Ò´³¸´·´Ð° ±¹ ¸· Û°¸·¯´Ð·®´° ÛÐ¹²±°âÛ¯°Û¯¹
�� �$$�!8���� �!�����%��� �� ��1�!�!&� �� Ψ" �� $��%!��� !��� ��� �� �������� �� $&���!���!&�$����&$�&$�� �� �&� !���!��!�&�� '�!� �� �������� ����� $�� ���!�3�!���� : ��!���!��!�&� �!��! &0�������� ���� �����&!���

� Î°³®´° ±¹Ð ³°¹4³´¹®Ð ±¹ � ó Û·¯®´¯ ±¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð ±¹ À²á¹
 &�� ��� �!0�� �����%!�!���" G�.��� ���!�

HΨ = C sin 2Ψ @Q�wQB
CΨ = C cos 2Ψ @Q�wRB�&�� �� ����!�&�� 8��
tan 2Ψ =

HΨ

CΨ

@Q�w�B
wÖ
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�/��

HΨ =
1

2
<e((S∗¡¢ + S∗¤£)S¡£) @Q�wwB

CΨ =
1

4
<e((S∗¡¢ + S∗¤£)(S¡¢ − S¤£)) @Q�wÖB


���� %��&�� �$$�!8��� � ��!%�)� ������ !���� �� �� ��%$�)��  N,� QxxK ��� ����� 8�! ��&��� �� %�!����� ���������
� Î°³®´° ±¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð ±¹ À²á¹ ·ô¹³ Ð´ÔÛ¸´í³·®´° ±²¹ ó ¸ÒÏáÛ°®Ï�Ð¹ ±¹ÐáÔ¶®¯´¹

P� ���)!� �� ��$������ �� 3&�%��� �!(������" �� �� �� �!%$�!1�� �� ��!�!���� �� �&��!�!&� ���.%���!� (S¡¢ − S¤£)S∗¡£ ∈ R� #��� �� ���" �� ��$$&�� HΨ
CΨ

�� �!%$�!1� :

tan 2Ψ = ± |2S¤¢|
|S¡¢ − S¤£| @Q�wvB

&� �� �!)�� �&!�! ��� ����! �� (S¡¢ − S¤£)S∗¡£ 8�! ��� ��&�!8��%��� �� $���!� !%�)!��!�� �������� $���!8��" �&�� $&�/&�� �7$�!%�� tan 2Ψ �� 3&���!&� ��� �&�ä�!���� �� �� %���!�� ���&������� ,��7$����!&� ��� �� ��!/���� :

tan 2Ψ =
�!)�(<e(t12))

√
t22√
t11

@Q�w�B
&� t11 �� t22 �&�� ��� /������ �� �� %���!�� �� �&������ T :

T =



t00 t01 t02
t10 t11 t12
t20 t21 t22


 @Q�wuB


���� ���!%��!&� ����� $�� ���!�3�!����� �&��8�� �� ��!���� �� �.%���!� ��� %�� /��!1�" �� 8�!���!� �� ��� �� �&� �&����� ��������
� Î°³®´° ±¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð ±¹Ð ô¹³®¹²¯Ð Û¯°Û¯¹Ð ±¹ T

�Û·¯·Ô�®¯¹Ð ±¹ �¸°²±¹â×°®®´¹¯�
C�� �!0�� �&� �����%!�!��� 3�!� �$$�� � ��� %&%���� �� ���&�� &����� ���� $��� =��� ����!��$�� ��� $���%����� �� 
�&���( &��!��" �&�� $&�/&�� �&�� $����� �7$�!%�� Ψ �� 3&���!&� �� ���$���%������ �� ��%$��I��� �� /������ �!���!&� $�� �� /������ $�&$�� %&.�� @&� $�!��!$��B :

|2Ψ| = |β| @Q�ÖxB
2Ψ = tan−1(tanβ

�!)�(cos(η − δ))) @Q�ÖKB
ð¹ ±¶Û¸·³¹Ô¹® ±² Û´³ ±¹ ¸· Ð´Ý·®²¯¹ ³°Û°¸·´¯¹

P� 3��� ����!�� �� ��$����%��� �� %�7!%�% �� �� $�!������ �&$&��!��" $�� ��$$&�� �� %�7!(%�% ��$$&�� =��� �� DD &� �� GG� 
���� %��&�� ��� $�� ��� ������ � ������� �� 3�!� �� ��)&��%���!�� �� ��%$� �� �������
wv



bdnikjfe MC �csnfkl�jfke fnonf
µ¯ò³¹ ó ¸Ò¹êÛ¯¹ÐÐ´° ±¹ ¸· Ô·®¯´³¹ ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ ±·Ð ²¹ ë·Ð¹ ³´¯³²¸·´¯¹


���� %��&�� ��� 0���� ��� �� ��!���� �� �.%���!� �� ��H�7!&� �� �� �!0�� :
< S¡¢S∗¡£ >=< S¡¢S∗¤¢ >=< S¤£S∗¡£ >=< S¤£S∗¤¢ >= 0 @Q�ÖQB

6! ����� �&��!�!&� ��� �&������" ��&�� �� %���!�� �� �&������ �&!� �����!�� :

C =



∗ 0 ∗
0 ∗ 0
∗ 0 ∗


 @Q�ÖRB

 ���&�� �� �� %���!�� �� �!���!&� �� �� �!0�� ����!�� �7$�!%�� ���� �� 0��� RL ��� $&���!��(�!&�� �!�����!��� :
SRL =

(
SRR SRL
SLR SLL

) @Q�Ö�B
,�� �&�ä�!���� �� �� %���!�� �� �!���!&� ���� �� 0��� �, ��&0�!������ � $���!� �� �� �����!&�

SRL = U tL S¡£ UL &� UL ��� �� %���!�� �� ���)�%��� ������ �� $&���!���!&� :
UL =

1√
2

(
1 j
j 1

) @Q�ÖwB
6&!� � �� %���!�� �� �&���!&� ����)�� δ :

R =

(
cos δ − sin δ
sin δ cos δ

) @Q�ÖÖB

6! �&�� 3�!�&�� �������� ����� �&���!&� �� $��� ��&���" ��&�� �� %���!�� �� �!���!&� S̃HV �$����&���!&� ��&0�!��� � $���!� �� �� %���!�� �� �!���!&� S¡£ !�!�!��� $�� :
S̃¡£ = Rt S¡£ R @Q�ÖvB

#������ $���
S̃RL = U tL S̃¡£ UL = U tL (Rt S¡£ R) UL = (U tLR

tU∗
L) SRL (U †

LRUL) @Q�Ö�B
�&�� R′ = U †

L R UL
���� �� %���!�� �� �&���!&� � �$$�!8��� � �� %���!�� �� �!���!&� �� 0��� RL�,� ������ �� R′ � $���!� �� R �� UL �&��� :

R′ =

(
e−jδ 0

0 ejδ

) @Q�ÖuB
�� /������ �!���!&� �$��� �/&!� ��0! ����� �&���!&� �����!� :

S̃RL =



sRRe

−2jδ

sLR
sLLe

2jδ


 @Q�vxB

�� �� %���!�� �� �&������

C =



∗ ∗ < SRRS

∗
LL > e4jδ

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


 @Q�vKB

w�
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DEFG Q�� �  &�&)��$!� %&������ �� ���!�3 ��� �� ���� ��  .��

< SRRS
∗
LL >

��� ���� $&�� �� %!�!�� $&������� �� �.%���!� �� ��H�7!&�� �&�� ����&�� �&������)�� δ ��� 8�� �� ���%� �� ��� � ��&!�� �&!� ����" �&�� ��� 8�� 4δ = arg(< SRRS
∗
LL >)[π]

�&!�
δ =

1

4
arg(< SRRS

∗
LL >)[

π

4
] @Q�vQB

�� ��/����� ���� �� 0��� ��7!�&)��$!8�� :
4 < SRRS

∗
LL >= −|S¡¢ − S¡£|2 + 4|S¡£|2 − j4<e((S¡£(S¡¢ − S¤£)∗)) @Q�vRB

�<û<û ]À=ÅèÄ½Ç½Æ½ÇÅè ¿ÂÆèÀ =¾Ã½À ¿À È¾Æ½ÀÆÃ @ ÁÂ¾Ç¿À ¿À ÁÂ¾èRÁÀ ¿ÂÅÃÇÀè½¾½ÇÅè
�¶±²³®´° ±¹ ¸· Û¹®¹ ·H´Ô²®·¸¹ ¹® ±¹ ¸· Û¹®¹ ±·Ð ¸· ±´¯¹³®´° Û¹¯Û¹±´³²¸·´¯¹

#��� ���8���!&� Q��v" ���� ����)�� θ ��� �&��� �� �� )�&%���!� �� �.���%�� 
���� �8���!&��� ��ä� �&�� $�� � ����&�/�� ��� $����� ���� ��� ���7 �!����!&���  &�� ���&�����!�� ��� ����������� ��� ���7 �!����!&��" $���!���� %��&��� &�� ��� ������� ��� ��� �&����� ��'6�6� ,�� �������&����� �&����%��� $&���!%���!8��� �!�$&�!0��� ��� �� �����!� � 3&�� ���!�3 �&�� ��� �&����� �� ������ ��  N,� @
�%$�)�� QxxKB� 
���� ���� ���%!�� � ��� ������ ����/!�&� Kxx %������� �� ��$$&���� �� $���� ����� ���� �� �!����!&� $��$���!����!��" �� �� �&���!����� ����)����!��!�����" �&�� $&�/&�� ���!%�� �� $���� �F!%�����" �� �&�� �� ����!�� �� ����� �� ��(����� �&�� �/&�� �$$�!8�� ����� %��&�� ��� ��!%�)� ����� �� �� ���� �� $.��" �� �.����&!� �� �� �&��!����� 8�� �����!%��!&� �� ����)�� Ψ
��� �� ���� ����(%=%�� ,���)�� Ψ ��� ������ ���� 0��!�� ��� �� 3&�=� �� ����� $�� �!)�!1���!3�  �!� �&�� �/&�� ���&�����!� ��� �������� $���!� �� �!/��� �� �� %�� ��$$&�� � F��&" �� ��$$&���� 8�� �� $���� ���� �� �!����!&� ���!������ ��� ����� �� %&.����� ,�� ������� ����� ���&�����!��� �� �&�) �� ���7� �F!%����"�� �������� 0��� &0���� %&���� �� ���� �� A�!)��)�A $�������� � ��� �7� : ��� �&�$�� ��������� ��!/��� ���7� �� �!������ �&�� ���� �!��&��!�����  &�� $���!�� � ��� !��&�/��!���"��� ������� &0������ &�� �!%$��%��� ��� �!����� � ���!�� ���� 1����)� �$��!��� ,� ��������&0���� �� ��&!� �!%���!&�� ��� ��$������� ��� �� 1)��� Q�w� C�� �&�$� &0����� �� �� ������� ��$�������� 1)��� Q�Ö�-!�� 8�� �����!%��!&� �� Ψ

�&!� ���� 0��!��� @��� �����(�.$�� �� Ψ
��� ��� F&��� &%&)�����&�� ���/��B" �&�� $&�/&�� �!�� 8������ ��� �����!/�%��� �&������ A�� %&.����A $�!�8�������&��� ��� ��� &����� �� )������� �� �� ������ �&������� 
�$������" ����� %��&�� �&���(��!� �� ���� %��/�!� ��������� �! �&�� /&��!&�� ����&�/�� �� ���!�3 �/�� �� 3&���� /��!��!&����� ��)�� )�������" ���� ��� ���� �&!� ��&0���!� ��� ��������� ����! ���!�3�!����� 8�� ���7 �&����$�� ��!����3��&%���!� ��!�!��� ������

wu
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DEFG Q�w � ��$��������!&� �� ��&!� �!%���!&� &0����� ��� �� ����� QGD þ�&�)� " GG(DD : /���" GGõDD : 0���
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DEFG Q�Ö � C� $�&1� �� ������ &0���� �� �&�$�
� #��� �� ��� &� �&�� �� �&���!��&�� $�� �� $���� ���� ���7� �� �!������" �� 8�� �����(�! �����$�� ��)�!)��0��" �� %��&�� $��������� �� ��ä� $���� � &��!��" Kuu�� $�&$&�� ����!�!��� �������!&� ��$$��%����!�� :

cos θ′ =
tan η sin θ + cos θ√
1 + tan ζ2 + tan η2

@Q�v�B
&� θ′ ��� ����)�� ��!��!����� �&���� ��� �� ���3���� ,� $���%���� α ��� %&���!�� �� 3&���!&� ����� ��)�� $�� ��� 3&���!&� $&�.�2%!��� �� ��&!�!�%� ��)��" $&�� ��� $��%!��!/!�� �&������ $���!� �� �����!%��!&� �� α" !� 3��� ��&�� ���&���� ��� �8���!&� �� ��&!�!�%� ��)�� $&�����!%�� θ′ � 9���� � Ψ" !� ��� ���!%� �)���%��� �� 3&���!&� ��� $���%����� ��� /�������$�&$���� �� 1���" !� ����� �� �.���%� �� ���7 �8���!&�� � ���7 !��&����� � ���&���� $&����&�/�� ��� ���7 $������� C�� �&���!&� �&��!��� � ��8���!� ��� !%�)�� ���7 3&!�" $��$���!����!��%���" $&�� ���!%����� $����� ��!/��� ��� ���7 �7���� C�� �&���!&� ��/!��)�� �� �&��� �� ����� ���� ��!��$!�� ��� ���/��7 �� � �8�������" Kuu��/!���� ���%��!&���!&� ��� ��������� &0����� �� ��!�&%���!�� �$��� �� ���&�������!&� ��� ��(����� 3�!�� �&%%� �!(������ �� ��$$&���� 8�� �� $���� �&�)!���!���� ��� �����" ��� ���7!�%����$� ��� $�&$&���� P� ���)!� ����� $��� �!�� �&�����!/� 8�! �&��!��� �� ��� ���������!&�%��J&/!����" $��%������ �� /��!1�� �� �&��!�!&� �� �&��!��!�� ��� ���3���� �� �����!�� ,�%��&�� ��� ��� %��&�� �� ����!� �!%��� : $���!���� /������ �����&!��� �� ������� �&���!���� ���� �� &���� �����&!�� �� $!7����  &�� ��8�� ������ $�&$&��� �� �� $!7��" ���

Öx



MC�C bcghs|pkcg
�&�/����� $����� �&�)!���!����� �� �F!%������ �&�� ��������� � ���!�� ��� ������� ��� $!7���/&!�!�� " $�!� ����)�� Ψ �� ��� ����!�� 
! ����!(�! �� �&��� $�� ��� /����� ��&$ ��&!)����� �� /����� %������" �� 8�� �� �&��!��!�� ��� ������� �&����� ��� �� %=%� ��%$� �%�(�!&��� @���$��� �� ��!���� ����)��!8�� � %����� �� $����B" ����� �&���!&� ��� �&����/�� � ��$���� �� �� �&���!&� !�!�!���� 
���� %��&�� � ��� ������ � ���!�� ��� %=%�� �&������ ������� $�� �0&��! � ��� ��������� /��!%��� %�!������ 8�� ���7 &0����� �/�� �� %��&�� �����&�������!&� !�!�!���" �����!%��!&� �� Ψ ����� ���� 0��!��� ��� �&��� !%�)��  �� �!������" !�. � 0����&�$ �� $���%����� � A�*�����A $&�� 8�� ����)&�!�%� �&!� �ä����� 
���� %��&��)�)����!� �&�� � =��� ������� �/�� ������� �.$� �� �&����� $&���!%���!8����

 ���!���� ������ ������!/�� &�� ��� 3�!��� ��� ��� %=%�� �&�����" ���� �������� /��!%����&������� :
� C� ��!���� � ��� %!� �� $���� $&�� �����%!��� 8���� �&�� ��� $!7��� ��� ���8���� �� %���!�� ���!���!&� �� �� �!0�� �&����$&�� � ����� ����� �!0�� A�.%���!8��A� �&�� �&�� �$����/&�� 8��$�� �� $!7��� /��!1��� �� ��!����� ,�� �!ä������ 8�� �&�� ����&���&�� ���� ��� ���!%��!&�1�0�� �� Ψ

�&�� ���� �� $���!� �� ���� 3�!0�� ��$$&�� �!)��� � 0��!� ��� �� ��0���  �� �!������"�� %��&�� ��$$&�� 8�� �� �&� A$���A �!� ��� ��$&���� ���� ��� $&���!���!&�� ��&!���� 8�!�&!��� ������� ,�� %��&��� ��������� �� %&���!���!&� �� �&� %&������ 8�� ��!/��� �� ��)&�!���� �&�" ��� ���%�� �&����$&��!��� �� �&�� $�� �������!��%��� �)��7 � F��&��  &�� )������!����� %��&�� � �&�� �.$� �� ���3���" !� 3�����!� �!�$&��� ���� %&���� $&���!%���!8�� �� �&����$����  &�� �&%0!��� ��� %��&��� �����!%��!&� �� $���� � ���!�� �� ��!����3��&%���!�" ��� !���!����������� ����!� ����!�!��� �� ���&������ ��!�3&�%��!&� 8���$$&��� �� ���7!�%� ��������#�� �&����� �� �� ���7!�%� !%�)�" �&�� �/&�� �� �&�/�� ��)�� ��!��!����� �� ��� �&�/����%����� �� Ψ� P� ��� ��&�� $&��!0�� �� ���&���� �� �.���%� � ���7 !��&����� :
tan η =

tan Ψ2 sin θ2 − tan Ψ1 sin θ1
tan Ψ1 cos θ1 − tan Ψ2 cos θ2

@Q�vwB

tan ζ =
sin(θ1 − θ2)

cos θ1
tan Ψ2

− cos θ2
tan Ψ1

@Q�vÖB

�$������" �! ����)�� !����3��&%���!8�� �&��� ��� ���!%��!&� �� θ1 − θ2 $���!��" ��� ��������� Ψ1

�� Ψ2
��&�� $�� �&��� �� $���!�!&� !�3��!���� �� ��)��� ����!" �&�� ���� ����!�&��8����� ���� %��/�!�� ���!%��!&� �� �� �!������� Ψ1−Ψ2 � �� ��� 0��/� ����� ��%��!8�� ������!0!�!�� %&���� 8��!� 3�����!� �&���-��� ����� �!������� � 10−4 ���!��� $��� $&�� �/&!���� ���!%��!&� ��� $����� �/�� ��� $���!�!&� �� ��&���� �� ��)���

N6� �X��V�	�X�
�&�� �/&�� $������� ��� �&�!&�� �� $&���!%���!� ����� �������!��� � �� �&%$�����!&� ����&����� $&���!%���!8���" $&�� ���7 ����)&�!�� �� �!0��� �!�������� : ��� �!0��� $���� �� �!0����!���!0����� ,� �!��!���!&� ����� ��� ���7 �.$�� �� �!0��� ���� ���������%��� ��$�!�� ���� �&�������  �,P�6��� ,��$$&�� �� �� $&���!%���!� � �� ���&���!���!&� �� ���!�3� � ��� �0&����"�!��! 8����� ������!/� �� �&%0!��� �� �.$� ��!�3&�%��!&� �/�� ��!����3��&%���!�" %�!� ���0������� �&����� ������%��� ���$����" ����� � �!�� �� �&�����  �,P�6�� � 3&�� ���!�3 �� �� 0�����0�����" �� �&�� &�� $�� $��%!� �� $&����!/�� �&� !�/���!)��!&�� ���� �� ������

ÖK
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�� !����3��&%���!�" �� �&���� �� ���7 �&%$��7�� $�� $!7�� %��� � �� ��1�!�!&� ���� �&�ä�!����� �&������ ��!8�� γ �&�� ����)�%��� �&�� �&��� �� ������" �� �� %&���� �&��� �� ��)�� ���&������!&� ����� ��� ���7 !%�)��� �� !����3��&%���!� $&���!%���!8��" �&�� $&�/&�� ��1�!� ��%=%� �� �&�ä�!��� �� �&������ ����� ��� ���7 !%�)��" %�!� �&�� $&�/&�� �� ��1�!� ������ 8��!�. � �� $&���!���!&�� ���%!��!&������$�!&� $&�� ������ ��� !%�)��� �� &����" ��� ���)�%���� ��0��� $��%������ �� �������� �� ��� �&�ä�!��� $&�� ��!%$&��� 8��� �.$� �� $&���!���!&� �� ������ ���&��!�" � �&��!�!&� 8�� �&�� �!�$&�!&�� �� �&����� A�&%$����%��� $&���!%���!8���A @q|ss icsnfB"����� � �!�� $&�� �&�� ��� �&�$��� �%!��!&�(����$�!&� ����� 0��� �5!�!�(6���!���" QxxQ�� ,� 0���� ��!����3��&$&���!%���!� ��� �� �&%$������ �� ���7$�&!��� ��� �!�������� ����� ��� ������� 8����&� &0�!��� �� ���)���� ��� $&���!���!&�� ���%!��!&������$�!&��
`65 �����UV�	U��X� T� VU �X[������ �����Y��X�����:�� Z VU WXVU��;

������
#��� �&��� �� ��!��" −→k1

P
�� −→k2

P
���!)���� ��� /������� ��&��� $&���!%���!8��� ���� �� 0��� �� ���! &0����� ���$���!/�%��� $&�� ��� $��%!��� ������� �� $&�� ��� ���7!�%� ������� �����$�!�� !����3��&%���!8���

U<Ë<Ë �É�èÇ½ÇÅè ¿À Á¾ =ÅÈÉÃÀè=À RÉèÉÃ¾ÁÇÄÉÀ
,� �&�!&� �� �&������ )������!��� � ��� !���&��!�� $&�� �� $��%!��� 3&!� $�� 
�&��� ��  �$�(������!&� � �$�������!&� ��� 
�&���" Kuuv" 
�&��� ���  �$�������!&�" Kuu�� �� �� %��!���8�! ��!��,� %���!�� T �� �&������ !����3��&$&���!%���!8�� ��� ��� %���!�� 6 × 6 8�! �����!� �&�� ��3&�%� �� � %���!��� 0�&�� :

T =

(
T11 T12

T21 T22

) @R�KB
&� T11

" T22
" T12

�&�� ��� %���!��� �� �&������� 3 × 3 &0������ $��
T11 =<

−→
kP

1−→kP † 1 >, T22 =<
−→
kP

2−→kP † 2 >, T12 =<
−→
kP

1−→kP † 2 > @R�QB
P���&��!�&�� ���7 /������� �&%$��7�� �&�%��!��� −→ω1

�� −→ω2 � 6&!� ��&�� µ1
�� µ2

��� $�&*���!&��
��� /������� −→k1

P
�� −→k2

P

��� −→ω1
�� −→ω2 �

µ1 = −→ω1
†−→k1
P

@R�RB
ÖR



bdnikjfe ×C �gjefq�fcicsnfkl�jfke fnonf

µ2 = −→ω2
†−→k2
P

@R��B
��� ��/!��� � ����!�� �����%��� ��� $���!� �� �� %���!�� �� �!���!&�" ����� 8�! �&����$&���� A%����!�%�A −→ω1
$&�� ��!%�)� K" �� ����� 8�! �&����$&�� �� A%����!�%�A −→ω2

$&�� ��!%�)� Q�,� %���!�� �� �&������ !����3��&%���!8�� J �����!� J =< ~µ~µ† > &� ~µ = (µ1, µ2)
t �&!�

J = W †TW @R�wB
&� W ��� ��� %���!�� � Ö �!)��� �� Q �&�&���� :

W =

(−→ω1 0
0 −→ω2

) @R�ÖB
,� �&�ä�!��� �� �&������!&� �&����$&����� � ����� %���!�� J ��� �� �&�ä�!��� �� �&������)������!�� �� !����3��&$&���!%���!�� P� �����!� :

γ =
−→ω1

† T12
−→ω2√−→ω1

†T11
−→ω1

√−→ω2
†T22

−→ω2

@R�vB
�&�� /&.&�� !�! 8�� �� �&!7 �� −→ω1

�� −→ω2
�&��!�!&��� �� �������� 8�� �&�� ���&�� &0���!�� ���� !����3��&%���!� �����!8��" �&�� ��/&�� 8�� �� �������� ��� �� ������ ��� �������� %�!����� 8��

|γ| ��� )�����,� 0�� ����� &$�!%!���!&� �� �&������ ��� �� %�7!%!��� �� %&���� �� �� �&�ä�!���� ,���)�%����� γ 8���� � ��!" ��$��������� �� �!������� �� $��� ����� ��� ���7 !%�)�� K �� Q" $&�� ���%����!�%�� 8�� �&�� ���&�� �&!�!� 
� $�&0��%� 8�! �&���!� � ��� ��!8�� �&���!&� $��� =������!�� %���%��!8��%��� $������ $�� $���!���� %��&��� : �&�� ��� $������&�� �� ����!&� R(Q�,�!����$�����!&� $.�!8�� ��� ��������� 8���� � ���� ����� $��� ���!�����
U<Ë<� �¾Á=ÆÁ ¿À Á¾ =ÅÈÉÃÀè=À >ÅÆÃ Æè kåÉ=¾èÇÄåÀk ¿ÅèèÉ

9����� ��� �� �!)�!1���!&� ��� /������� −→ω1
�� −→ω2

" �� �&%%��� ��� %��!$���� �&������%��� ñ
6�$$&�&�� 8�� �&�� ���/�!��!&�� �/�� ��� %���!��� �� �&������ T ��������� ���� �� 0��� ���%���!��� ��  ���!�C�� !%�)� ShH �&����$&�� � ��� $�&*���!&� �� /������ �!���!&� −→

kP
�� ��8�� $!7�� ��� ��/������ �&�%��!��

−→ω =
1√
2




1
1
0


 @R��B

C� !����3��&)��%%� �� $&���!���!&� G ��&0�!����� �&�� �� $������ −→ω1 = −→ω2 = −→ω � #� �� %=%�%��!���" !� ��� $&��!0�� �� ����!�� �� �&������ ����� ��� ���7 %����!�%�� −→ω1
�� −→ω2

8���� 8��!���&!������ ��!�&����� �&�*&��� ���� �� 0��� ��  ���!" �� /������ −→ω = (1 0 0 )t ��� ��$��������!3���� %����!�%� �� ���3���� ,� ������ �&����$&����� � �� A%����!�%� �� ���3���A ��&0�!������� ��������� �� $��� �� �� �&������ $&�� −→ω1 = −→ω2 = −→ω �
U<Ë<U iÀ k=È¾å> ¿À K¾ÁÀÆÃk ¿ÀÄ =ÅÈÉÃÀè=ÀÄ

P� ��� �&%%&�� �� ��$�������� �� �&�ä�!��� �� �&������ �&%$��7� ���� �� $��� �&%$��7�@$���!� ������ �� �0��!���" $���!� !%�)!��!�� �� &��&����B� ,� %&���� �� �� �&�ä�!��� �&����� ������ �� �!/��� �� �&������ )�&0��" �� ����)�%��� ��$������� ����)�� !����3��&%���!8��" $���8��$�&$&��!&���� � �� ������ ��&�/�� @/&!� ��$!��� KB�
Ö�



×CMC �ijklkpnjkcg o| lco|se oe sn hcd�feghe r�g�fnskp�e � oe|� l�hngkplep
�� 3�!���� /��!�� ��� %����!�%�� −→ω1

�� −→ω2
" �&�� ��&�/&�� � ��8�� 3&!� �� �&�/��� $&!�� ������ $��� �&%$��7�� ðÒ¹Ð¹Ôë¸¹ ±¹Ð Û°´®Ð °ë®¹²Ð Û°²¯ −→ω1 = −→ω2

¹Ð® ·ÛÛ¹¸¶ �³Ï·ÔÛ ±¹ô·¸¹²¯� � ���� 	
 ������ 	� �������� ������ ±¹Ð ³°Ï¶¯¹³¹Ð� C� ��)&�!�%� ��%��!8����$!�� $��%�� �� ������ �� 3�&��!��� ���� ��� ����%0��� 6� ��$��������!&� ��� $���!8�� $�!�8������$��%�� �� /!����!��� �!�����%��� �&���� ��� �7����!&�� $&��!0��� ��� ��)��� !����3��&%���!8��� ����� �!/���7 �� �&������� �� 3�!���� /��!�� ��� %����!�%�� �� $&���!���!&��×°²¯Ñ²°´ ¹ Û·Ð ¯¹Û¯¶Ð¹®¹¯ ¸Ò¹Ð¹Ôë¸¹ ±¹Ð ³°Ï¶¯¹³¹Ð Û°²¯−→ω1
¹® −→ω2

Ñ²¹¸³°Ñ²¹Ð �þ°²® Ð´ÔÛ¸¹Ô¹® Û·¯³¹ Ñ²¹ Ð´ °²Ð Ò·T°²®°Ð Û·Ð ±¹ ³°®¯·´®¹ Ð²ÛÛ¸¶Ô¹®·´¯¹ ¸´·®
−→ω1

ó −→ω2
� ®°²Ð ¸¹Ð ·Ý¸¹Ð ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹Ð ±·Ð [0, 2π]

Û¹²ô¹® �®¯¹ °ë®¹²Ðý 6&!� ������ ���7 %����!�%�� 8����&�8���" �� Φ ����)�� !����3��&%���!8�� ���&�!� :
Φ = arg(−→ω1

†T12
−→ω2)

@R�uB�� ���)���� −→ω2
$�� −→ω2e

iθ " ����)�� !����3��&%���!8�� �����!�
arg(−→ω1

†T12
−→ω2e

iθ) = arg(eiθ) arg(−→ω1
†T12

−→ω2) = Φ + θ @R�KxB
P� ��ä� �� 3�!�� /��!�� θ �� 0 � 2π $&�� &0���!� �&�� ���/����!� $&��!0�� ��� ��)��� !����3��&%�(��!8���� ,� 3&�%� �&����$&������ ��� �� ������" ��$������� ��� �� 1)��� R�K� ������ !�3&�%��!&�$���!����� ��� ��� $���� !����3��&%���!8��� �� $��� =��� &0����� � $���!� �� ����� 3&�%�" �� !� ����������!�� ��!���&��!�� ��� �&��!�!&� ��$$��%����!�� ��� ��� %����!�%�� $&�� $&�/&!� �� 3�!����&�� /&.&�� $�� ��(%=%� �� �!ä����� ��!����$�����!&� ��� %����!�%��� ,� �&!7 �� ����� ����� /������� �� %��� $�� 3&���%��� � �� �������� �.��� ��� �!)�!1���!&� $.�!8���

Im(γ(ω
1
,ω

2
)) 

Re(γ(ω
1
,ω

2
)) 

DEFG R�K � �7�%$�� ���� ����%0�� ��� �&������� )������!���� � ���7 %����!�%��

`6N �W����	U��X� T� �XT�V� T� VU �X[������ 8����UV�	�� Z T��9
���U��	��	

,� ��1�!�!&� �� �� �&������ ��� ����� 8�! ��� �&���� ���� ���8���!&� R�v�
U<�<Ë O¾æÇåÇÄ¾½ÇÅè ¿Æ èÆåÉÃ¾½ÀÆÃ @ ¿ÉèÅåÇè¾½ÀÆÃ �æÉ

,� %��&�� $�&$&��� ���� �
�&��� ���  �$�������!&�" Kuu�� ��� ����� ��� %���!$�!��������� ,�)���)�" �&����$&����� � �� Ô·ê´Ô´Ð·®´° ±² ²Ô¶¯·®¹²¯ Ð°²Ð ¸· ³°®¯·´®¹ ±¶°Ô´â
Öw



bdnikjfe ×C �gjefq�fcicsnfkl�jfke fnonf
·®¹²¯ íê¶� P� ���)!� ��&�� �� ������ ² ¹ê®¯¹Ô²Ô ±² Ô°±²¸¹ ±¹ ¸· Ý¯·±¹²¯ ³°ÔÛ¸¹ê¹
L :

L = −→ω1
†T12

−→ω2 + λ1(
−→ω1

†T11
−→ω1 − C1) + λ2(

−→ω2
†T22

−→ω2 − C2)
@R�KKB

,� %��&�� �
�&��� ���  �$�������!&�" Kuu�� $�&$&�� ��&�� �� ���&���� �� �.���%� :




∂L
∂−→ω1

† = 0

∂L∗

∂−→ω2
† = 0

@R�KQB

� $���!� �� �� 3&�%����!&� �� ,�)���)!��" �� �.���%� �����!� :




T12
−→ω2 + λ1T11

−→ω1 = 0

T †
12
−→ω1 + λ∗2T22

−→ω2 = 0

@R�KRB


�$������" ´¸ Ò¹Ð® Û·Ð ®¯´ô´·¸ ±¹ Ô°®¯¹¯ Ñ²¹ ¸¹ ÐáÐ®�Ô¹ ÕýºÓ ¶Ñ²´ô·²® ë´¹ ó °®¯¹Û¯°ë¸�Ô¹ ±Ò°Û®´Ô´Ð·®´°ý �� ���� !� �� 3��� $�� &�0�!�� 8�� ��� )�������� L �� L∗ �&�� ���)�������� �&%$��7��" �� 8�� ���� ���!/�� ��� $�� )���� ���� ���� ��&$�!8�� ����� %�7!%!���!&��P� ��� %��)�� �&�� $&��!0�� �� ��%&����� )�>�� ��7 ��������� �� ������7� K 8��




∂LL∗

∂−→ω1
† = 0

∂LL∗

∂−→ω2
† = 0

⇔





∂L
∂−→ω1

† = 0

∂L∗

∂−→ω2
† = 0

@R�K�B

�&�� $�&$&�&�� �&�� !�! ��� ��%&������!&� ��������!/� 8�! $��%�� ��&0���!� �� �.���%� R�KR��&�� %�7!%!�&�� �!�����%��� γγ∗ ���� ��$����� $�� ���7$����!&� �� ,�)���)!���

γγ∗ =
(−→ω1

†T12
−→ω2)(

−→ω2
†T †

12
−→ω1)

(−→ω1
†T11

−→ω1)(
−→ω2

†T22
−→ω2)

@R�KwB
�&�&�� $&�� �!%$�!1�� f = (−→ω1

†T12
−→ω2)(

−→ω2
†T †

12ω1)
" g = −→ω1

†T11
−→ω1

�� þ(−→ω2
†T22

−→ω2)
" �� �&���8�� f " g �� h �&�� ��� 3&���!&�� � /������ ���� R

��

γγ∗ =
f

gh
@R�KÖB

,�� ���!/��� �� γ /&�� �&�� �����!��
∂γγ∗

∂−→ω1
† =

∂ f
gh

∂−→ω1
† =

1

(gh)2

(
gh

∂f

∂−→ω1
† − gf

∂h

∂−→ω1
† − hf

∂g

∂−→ω1
†

) @R�KvB

∂γγ∗

∂−→ω2
† =

∂ f
gh

∂−→ω2
† =

1

(gh)2

(
gh

∂f

∂−→ω2
† − gf

∂h

∂−→ω2
† − hf

∂g

∂−→ω2
†

) @R�K�B
,�� ��)��� �� ���!/��!&�� �� ��� 3&���!&�� �&�� $��������� �� ����7�� ,� %��&�� !��!8����&�� $��%�� �����!�� :

∂f

∂−→ω1
† = (T12

−→ω2)(
−→ω2

†T †
12
−→ω1),

∂g

∂−→ω1
† = T11

−→ω1,
∂h

∂−→ω1
† = 0 @R�KuB
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×CMC �ijklkpnjkcg o| lco|se oe sn hcd�feghe r�g�fnskp�e � oe|� l�hngkplep
�� ����)���� ��� �2��� �� K �� Q" �&�� &0���&�� ����! :

∂f

∂−→ω2
† = (T †

12
−→ω1)(

−→ω1
†T12

−→ω2),
∂g

∂−→ω2
† = 0

∂h

∂−→ω2
† = T22

−→ω2
@R�QxB

�� ��!�!���� ��� ���������" �� �� �������� ��� �7$����!&�� ��� �8���!&�� R�Kv �� R�K�" �&��&0���&�� �� �.���%� :




∂f
∂−→ω1

† g = ∂g
∂−→ω1

† f

∂f
∂−→ω1

†h = ∂h
∂−→ω1

† f

@R�QKB

6&!� :




(−→ω1
†T11

−→ω1)(T12
−→ω2) = (T11

−→ω1)(
−→ω1

†T12
−→ω2)

(−→ω2
†T22

−→ω2)(T
†
12
−→ω1) = (T22

−→ω2)(
−→ω2

†T †
12
−→ω1)

@R�QQB
�� $&����





λ1 = −−→ω1
†T12

−→ω2−→ω1
†T11

−→ω1

λ2 = −
−→ω2

†T †
12
−→ω1−→ω2

†T22
−→ω2

@R�QRB

�&�� ����&�/&�� ���7$����!&� �� �.���%� �0!���� @�8���!&�� R�KRB" �� �� /��!1��� 0!�� λ1λ2 =
|γ|2 � 
��� �&�� �&��� �� $���/� 8�� ¸Ò·¸Ý°¯´®ÏÔ¹ ±Ò°Û®´Ô´Ð·®´° ±¹ �¸°²±¹ ¹® ×·Û·®Ï··ÐâÐ´°² ¹Ð® ë´¹ ¶Ñ²´ô·¸¹® ó ¸Ò°Û®´Ô´Ð·®´° Ð·Ð ³°®¯·´®¹ ±² Ô°±²¸¹ ±¹ ¸· ³°Ï¶¯¹³¹ý

U<�<� ½Ã¾èÄùÅÃå¾½ÇÅè ¿Æ Ä�Ä½?åÀ Åç½ÀèÆ
�� %���!$�!��� ��� ���7 �8���!&�� � )���� �� � ��&!�� ���$���!/�%��� $�� −λ∗2T−1

11
��−λ1T

−1
22�&�� &0���&�� ��� ���7 �8���!&�� ��7 /������ $�&$��� ��!/����� :





T−1
11 T12T

−1
22 T

+
12
−→ω1 = λ1λ

∗
2
−→ω1

T−1
22 T

†
12T

−1
11 T12

−→ω2 = λ1λ
∗
2
−→ω2

@R�Q�B

��! $��� �����!��





AB−→ω1 = ν −→ω1

BA−→ω2 = ν −→ω2

@R�QwB

&� A = T−1
11 T12

" B = T−1
22 T

†
12
�� ν = λ1λ

∗
2
� 
� �.���%� �&��!)�� �!%$��%��� �� �������� $���)������ :AB ��BA ����� ��� %���!��� ��%0��0���jj " ����� &�� ��� %=%�� /������ $�&$����'&���&��$�� �!������ !�! 8�� ��� /������ $�&$��� �&�� $&�!�!/���

Tjj
��� ��� %���!�� ��%!�!���� $&�!�!/� ��%!(��1�!�� ���� ��� �&�� �!�)&���!��0�� �� ���/������ $�&$��� �&�� $&�!�!/�� &� ������� P� ��� �&�� $&��!0�� �� ��1�!� ��� %���!�� ���!�� ������ ���!�� �� Σj

�� %���!�� �!�)&���� �� ��� /������ $�&$���" �� �� Uj �� %���!�� �� ��� /�������$�&$���" $�� :
mm²ty� u�p{v�tw M tp N

wrxp wtu�}��}tw w~v} t�vwpt yxt u�p{v�t P
pt}}t ¬yt M = P−1NP

� ²ty� u�p{v�twwtu�}��}tw rxp }tw u°utw z�}ty{w �{r�{tw�
Öv



bdnikjfe ×C �gjefq�fcicsnfkl�jfke fnonf

T
1
2
jj = UjΣ

1
2
j U

†
j

@R�QÖB
 &�&��M1 = AB �� M2 = BA� �� $&���� ω′

j = T
1
2
jjωj

�&�� %&���&�� 8��M1
�� M2

$��/���=��� �����!��� �&�� �� 3&�%� : 



M1 = T
− 1

2
11 CC†T

1
2
11

M2 = T
− 1

2
22 C†CT

1
2
22

@R�QvB
�/��

C = T
− 1

2
†

11 T12T
− 1

2
22

@R�Q�B
&� −→ω′

1
��� /������ $�&$�� �� CC† �� −→ω′

2
��� /������ $�&$�� �� C†C � 
�� ���!����� %&������ 8��M1��� ��%0��0�� � CC† ����!� 8�� M2

��� ��%0��0�� � C†C " �&�� M1
�� M2

&�� ��� %=%�� /������$�&$���" 8�! �&�� ����! ��� /������ �!�)��!���� �� 
 j� � 
�� /������ $�&$��� �&�� �&�� $&�!�!/�� ��$��/��� =��� &��&����� $�� &���� ����&!����� σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ 0�,� �&������ %�7!%�% ��� �&���� $�� √
σ1 � ���� ���� �$$���� A�&������ &$�!%���A" �����&�!�� � �� �&�$�� �� %����!�%�� A&$�!%��7A (

−→
ωa1 ,

−→
ωa2)� ,�� �&������� ���&�!��� ��7 ������/������� �� �� 0��� ��&�/��� ���&�� �������� $�� &���� ����&!����� �� �$$����� �&������ ���&���!��

�� �&������ ����!�!��" ���&�!��� ���$���!/�%��� ��7 �&�$��� �� %����!�%�� (
−→
ωb1,

−→
ωb2)

�� (
−→
ωc1,

−→
ωc2)�

U<�<U �ÉåÅèÄ½Ã¾½ÇÅè ¾Á½ÀÃè¾½ÇKÀ Ö Æ½ÇÁÇÄ¾½ÇÅè ¿ÀÄ =Åè½Ã¾=½ÇÅèÄ

���� ��%&������!&� � ��� $�&$&��� ���� �,���0��) ��� 
�&���" Kuuu��  �� ��1�!�!&�" �� %�(��!�� A ∈Mn

@����%0�� ��� %���!��� ������� �� ��!��� �B ��� ��� �&������!&� �! �� �����%��� �! ���&�%� �$�������j¥ ���&�!�� � A ��� ���!���%��� !�3��!���� � K�
ð¹ÔÔ¹ : 6&!� L ∈ Mm

�� M ∈ Mn
���7 %���!��� ��%!(��1�!�� $&�!�!/��" �� A ∈ Mm,n ���&�� �� %���!�� (

L A
A† M

)
∈Mm,n

@R�QuB
��� ��1�!� ��%!$&�!�!/� �! �� �����%��� �! !� �7!��� ��� �&������!&� C ∈ Mm,n

����� 8�� A =

L
1
2CM

1
2

�� �$$�!8���� �� ��%%� � �� %���!�� T " �/�� L = T11
"M = T22

�� A = T12
�&�� �� ����!�&��

8�� �� %���!�� C = T
− 1

2
11 T12T

− 1
2

22
��� ��� �&������!&�" �&�� 8�� �� $��� )����� /����� �!�)��!������ !�3��!���� � K� #�%&���&�� 8�� ����� /����� �!�)��!��� ��� �� %&���� �� �� �&�������,� ��&��%� �� ���&%$&�!�!&� �� /������ �!�)��!����j¦ �� C $��%�� �� ���!�� ��� /�������

m���{ soxvpvrx® }tw z�}ty{w wvx�y}v©{tw st � wrxp }tw z�}ty{w �{r�{tw st CC† �m§�� xr{ut w�t�p{�}t twp yxt xr{ut wy{ Mn
soxvt ��{ |||A||| = max{

√
λ : λ ∈ w�t�p{t(A)} = max{σi(A) :

σi(A) ∈ z�}ty{w wvx�y}v©{tw st(A)}� �tppt xr{ut � �}ywvty{w �{r�{vopow ¹ t}}t twp yxvp�v{tutxp vxz�{v�xpt �~twp |sv{t ¬yt |||A||| = |||UAV ||| wv U tp V
wrxp stw u�p{v�tw yxvp�v{tw � �~twp }� xr{ut uvxvu�}t st }� �}�wwt � txx® t}}ttwp �ypr�sÐrvxpt�mµ�t pqor{©ut st so�ru�rwvpvrx tx z�}ty{w wvx�y}v©{tw w�o�vt ¬yt prypt u�p{v�t C

�typ w~o�{v{t C = V Σ U t ®r�
U tp V

wrxp stw u�p{v�tw yxvp�v{tw® tp Σ twp }� u�p{v�t sv��rx�}t �rxptx�xp }tw z�}ty{w wvx�y}v©{tw st C ® �~twp |sv{t }tw z�}ty{w �{r�{tw st CC† � �rprxw −→ui }tw zt�pty{w �r}rxxtw st U ®−→vi }tw zt�pty{w �r}rxxtw st V
� �tw zt�pty{wwrxp ���t}ow {tw�t�pvztutxp zt�pty{w wvx�y}vt{w s{rvptw tp zt�pty{w wvx�y}vt{w ��y�qtw st C

� �t wrxp s~�v}}ty{w }twzt�pty{w �{r�{tw st CC† tp C†C
� �rxp{�v{tutxp | Σ® V tp U xt wrxp Ð�u�vw sopt{uvxow st u�xv©{t yxv¬yt® u°utxr{u�}vwow� �x t¶tp® tx �qrvwvww�xp yxt u�p{v�t U tp yxt u�p{v�t V

¬yv �rxzvtxxtxp �ry{ }� so�ru�rwvpvrx ®�}r{w
Ṽ = V D tp Ũ = UD

�rxzvtxxtxp o��}tutxp �ry{ D =
sv��(eiθ1 , eiθ2 , ..., eiθn)

�
Ö�



×C×C �nskonjkcgp p|f sep ocgg�ep {z�y�y
�!�)��!��� �� C ��7 /������� $�&$��� �� M1

�� M2
$��

−→vi = T
1
2
11
−→ω1i

@R�RxB
−→vi = T

1
2
22
−→ω2i

@R�RKB
&%%� ‖−→ui‖ = ‖−→vi‖ = 1
!� ������!� :

γ =
−→v1†C−→u1

‖−→u1‖‖−→v1‖
= |−→v1†σ1

−→u1| = σ1.
@R�RQB

`6` �UV�TU��X�	 	�� V�	 TX����	 �ú�� �
U<U<Ë �è¾Á�ÄÀ ¿À Á¾ =ÅÈÉÃÀè=À Å>½ÇåÇÄÉÀ

DEFG R�Q � P%�)� $&���!%���!8�� �� -���!)�. ( �&�)� : G" D��� : √2
D" 0��� : /D

,���)&�!�%� ��&$�!%!���!&� ��� �$$�!8�� � ��� !%�)� ��'6�6 0���� L @-���!)�." ��%$�)������<�B� ,�!%�)� $&���!%���!8�� �&����$&������ ��� �&���� ��� �� 1)��� R�Q�,�&0���/��!&� ��� �&������� �� �� 0��� ��&$�!%!���!&� $��� �� 3�!�� ��� �� 1)��� R�R $&�� �����)��� !����3��&%���!8��� �� ��� �� 1)��� R�� $&�� ��� %&������ �� �!������" $&�� ��� &0���/��!&� � ������ $��� 1��" ��� $��%!��� !%�)���� �� wxx × wxx
$!7��� � ��� �7���!�� �� ��!%�)� )�&0���� ���� �&����$&�� � �� ������!&� K ��� ��!%�)� )�&0��� R�QB�,� 1)��� R�w $��%�� �� %&����� �� $&�&)��$!� P<� �&����$&������� ,���)�� !����3��&%���!8��&0���� ��� ����� !%�)���� �/�� �� �&�$�� �� %����!�%�� &$�!%�� ��� �&��� ��� �� 1)��� R�Ö�� ,� %&���� ��� 0!�� &$�!%!��" ���! ���� ��� ���� ���)� %����� $�� ��$$&�� ��7 �&������������!8��� G D �� /D�
� ,� �&������ &$�!%!��� ��� $�&�� �� K $���&�� ���3 ��� �����!�� �.$�� �� F&��� : $!�������/!&�" 0&!��  �� �&����" �� ����� �� �&������ �&����$&����� �� ��&!�!�%� %����!�%� ���%��/�!�� �� ������� *��8��� ��� /����� ����� ��� ��� %=%�� F&���� #�1�!� ��&�� ��� ��(���� �&����$&����� �� %����!�%� ����!�!�� ����� $�� �!)�!1���!3�
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bdnikjfe ×C �gjefq�fcicsnfkl�jfke fnonf
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DEFG R�Ö � G������ !���� �� ����)�� !����3��&%���!8�� &0���� �/�� �� �&�$�� �� %����!�%� &$�!%��

� ,������ �.$� ��� ������� ��&�/��� ��� �&�� �� %=%� �%��!&�� �/�� �� $&���!���!&� &$�!(%���" %�!� ����� ����F 0��!�� ��� ��� F&��� &%&)���� � 3�!0�� ��$$&�� �!)��� � 0��!� @$!������/!&����B�
U<U<� iÇåÇ½¾½ÇÅèÄ ¿À =À½½À åÉ½ÈÅ¿À Àè ½ÀÃåÀ ¿ÂÇè½ÀÃ>ÃÉ½¾½ÇÅè

,������ $��������� ��))��� ��� ��%��8��� ��!/����� :
� ,� ��&��%� �� ���&%$&�!�!&� ���" �&�� �&%%� �� $&���!%���!�" � %��!�� �/�� $������!&�$.�!8��%���� P� �&���!� !�! � ����!�� ��8�� �!0�� � ���!�� �� R �&�$��� �� %����!�%��" �&��$��%�� �� �������� R �������� ,�!����$�����!&� �� ��� ������� $���� $�� ��!����$�����!&��!)&������ �� /������ %����!�%� �&!�!� 9����� ��� �&�� ����� !����$�����!&� ñ ,�!�3&�%�(�!&� �&������ ���� ��� ��&!� /������� ��&�/�� ���(���� �7$�&!��0�� ñ
���� � ��� 8����!&�� 8�� �&�� ����&�� �� ��$&���� ���� �� ���7!�%� $���!� �� ����� �����
� ,�&$�!%!���!&� ��� 3�!�� $&�� ��8�� $!7��� �&�� �&�����&�� )�������%��� 8������ %���� �&!�!� ��� /������� −→ω1

�� −→ω2
���� �!������� $&�� ���7 $!7��� /&!�!��� ����! ��� �������
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×C×C �nskonjkcgp p|f sep ocgg�ep {z�y�y
%������� �����&�� $�� �������!��%��� �� %=%� �!)�!1���!&� $.�!8�� ���� $!7�� � �� ������

� ,�� /������� −→ω1
�� −→ω2

&0����� $�� ����)&�!�%� �&�� �)���%��� ����!��� 
����� ��� �&%($&������ ���� %����!�%� �&��� $��� =��� /!����!��� ��� ������%0�� �� ��!%�)�" �� %&������ �� ��)�%���� �&�� $&�/&�� ���!��%��� &0���/�� ��� F&��� &� ����� ��� �&%$&������ ��%����!�%� �&%!�� ���)�%��� $�� ��$$&�� ��7 ������� 
��! $�� �7�%$�� �� 0���� L ��� ���$!���� ���/!&�" &� ��� %����!�%�� �7$�!%�� ���� �� 0��� ��7!�&)��$!8�� �&�� $�&��� ���� 3&�%� (0 0 1)t @$&���!���!&� /DB " �!��! 8�� ��� ��� F&��� ��&%0�� &� �������%��� ����!0���" &� �� %����!�%� $�!/!��)!� ���� �� �� 3&�%� (0 1 0)t @$&���!���!&� DB�
� �� ��&�� �� ��� 8���8��� F&���" ��� %����!�%�� ��&�/�� �&�� ���� �!��&��!��� ���� $!7��� �������" 8�� �� �&!� �� %&���� &� �� ��)�%���� P� /� �&�� =��� �!ä�!�� ���� �&���� ���!����$�����!&� $.�!8�� �!%$���
� ,�� ������ ��� %&����� �� −→ω1

�� −→ω2
&0������ �&�� ���� �!%!��!���" ����� � �!�� 8�� �&�� �/&��8���8�� �&�� �� �.$� :
|ω1 ¡¢| ≈ |ω2 ¡¢| @R�RRB
|ω1 ¡£| ≈ |ω2 ¡£| @R�R�B
|ω1 ¤£| ≈ |ω2 ¤£| @R�RwB

�&�� $&�/&�� �&�� $&��� �� 8����!&� �� A$&!�� �����!3A �� ����� ��� ��&!� %����!�%��&0����� $&�� �� $!7�� �&���� 6��&� ������.�� �� ;� �$�������!&�" ��� �!0��� ��������!���� $���� %����!�%� �� �!���!&� �� ���3��� �&%!���� &�� ��� /������ �!�)��!���� /��!1��� : σ1 � σ2 ≈
σ3 ≈ 0" ����!� 8�� F&��� �� 3&�=�� �&�� ��������!���� $�� σ1 ≈ σ2 ≈ σ3 � �&�� /���&�� ���� ���$�&��!�� ��$!���� 8�� ����� �&�������!&� ��$��� 0����&�$ �� �� 0���� �� 3��8����� ��!�!��� O�� $���!���!�� ���� ����� $��� /��!� �/�� ��� �&����� 0���� L� �&�� /���&�� �&%%��� �&�����!���� $���%���� $&�� 8����!1�� ��� $&!�� ���$���!3� ��� %����!�%�� &0������
U<U<U JÅÆÃ ÆèÀ =ÅÈÉÃÀè=À ¿É�èÇÀ >¾Ã Æè KÀ=½ÀÆÃ ¿À =È¾èRÀåÀè½ ¿ÂÉ½¾½ ¿À>ÅÁ¾ÃÇÄ¾½ÇÅè

,&�� �� �&� &$�!%!���!&��" ������ �&����!��� �� ��&�� �� �� �&�%��!���!&� �������� ��� ���!%$&��� ��� �� 3&�%� ��� %����!�%�� ��������� ,� /������ �� �!���!&� ��&�/� �� �&����$&���&�� $�� 3&���%��� � �� /������ �� �� %���!�� �� ���)�%��� �� 0��� : °Û®´Ô´Ð¹¯ ¸· ³°Ï¶¯¹³¹Ð²¯ ¸Ò¹Ð¹Ôë¸¹ ±¹Ð Ô¶³·´ÐÔ¹Ð ¹Ð® ² Û¯°ë¸�Ô¹ Û¸²Ð ¸·¯Ý¹ Ñ²¹ ³¹¸²´ ±Ò°Û®´Ô´Ð¹¯ Ð²¯¸¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð φ ¹® τ ±Ò² ³Ï·Ý¹Ô¹® ±¹ ë·Ð¹ ±¹ Û°¸·¯´Ð·®´° !×·Ð³²·¸ ¹® ·¸ý� Óõõõ"ý
�°ÔÛ·¯·´Ð° ±² ô¹³®¹²¯ °Û®´Ô·¸ ®¯°²ô¶ ·ô¹³ ² ô¹³®¹²¯ ±¹ ³Ï·Ý¹Ô¹® ±¹ ë·Ð¹ ±¹Û°¸·¯´Ð·®´°

#��� �� $��%!�� ��%$�" �&�� $&�/&�� ����.�� �� ������ �! �&� ��)&�!�%�� �&���!���� &��&� � ��&�/�� ��� /������� ��$��������� �� �&�/�� ���� �� $&���!���!&�� �&�� �/&�� ���/�!��� ������ 0��� ��7!�&)��$!8��� ð· ³°³¸²Ð´° ¹Ð® Ñ²¹ ¸Ò·¸Ý°¯´®ÏÔ¹ Û¯¶³¶±¹® ¹ ³°±²´® Û·Ðó ³Ï°´Ð´¯ ² ô¹³®¹²¯ ±¹ ³Ï·Ý¹Ô¹® ±¹ ë·Ð¹ ÿ ¸Ò°Û®´Ô´Ð·®´° Ð²¯ ² Ô¶³·´ÐÔ¹ ±¹Î°¯Ô¹ Ý¶¶¯·¸¹ ¹ Û¹¯Ô¹® Û·Ð ²¹ ´®¹¯Û¯¶®·®´° ¹ ®¹¯Ô¹ ±¹ ³Ï·Ý¹Ô¹® ±¹ ë·Ð¹±¹ Û°¸·¯´Ð·®´°ý C�� ����� $.�!8�� �� ��&�!8�� �� �� �!)�!1���!&� ���� /������ %����!�%��� 3&�%� 8����&�8�� ������� �&�� � ����!�� $��� �&!)�����%��� �� $���!� Q�
vR



bdnikjfe ×C �gjefq�fcicsnfkl�jfke fnonf
à¶Ð²¸®·® ±Ò²¹ °Û®´Ô´Ð·®´° ³°®¯·´®¹

#��� �� ���7!�%� ��%$�" �&�� $&�/&�� �������� ��&$�!%!���!&� ��� ��� /������� �&�� &� /�!%$&��� �� 3&�%�� 
���� &$�!%!���!&� � ��� $�&$&��� ���� � ������ �� ���" Qxxx�� C� ���/�!� ���������� �9&�)" Qxxw� ��!��$!�� �� %=%� $�!��!$�" �� ������� �� �&�$�� (φ, tau) 8�! %�7!%!�� ���&������!&� ����� ��� ���7 �!)������� $&���!%���!8������$$��&�� 8���� ���)�%��� �� 0��� �����!�" $&�� ��� %���!��� �� �&/��!���� :
J#$ = ULJ¢£U+

L
@R�RÖB�� �&�� �/&�� /� �� ��$!��� $�������� 8���� ���%� 8����&�8�� �� �� �&�/���� %���!�� ���&/��!���� J#$ �����!�� :

J#$ �% = −→ωi+J−→ωj @R�RvB
&� −→ωj ��� �� *ieme /������ �&�&��� �� U †

L
&� !eme /������ �!)�� �� U∗

L
�,� �&������ �������� $&�� ��� $&���!���!&� � ��&0�!��� �&�� � $���!� �� �� �&������ )���(���!���" �������� @�� 0��� ��7!�&)��$!8��B $&�� �� $��%!�� /������ �!)�� �� U∗

L
" � ��/&!�

ω =




1
2(cos 2τ + cos 2φ+ j sin 2φ sin 2τ)

1√
2
(sin 2φ) − j cos 2φ sin 2τ)

1
2(cos 2τ − cos 2φ− j sin 2φ sin 2τ)


 @R�R�B

�&�� �/&�� !%$������ ����� &$�!%!���!&� �� �&������ �� �� �������� � ��� �&%$��� � ����!��� ������ %��&��� $���������� ,� �������� &0���� ��� ����)�� !����3��&%���!8�� @1)��� R�vB ���)�&0���%��� $��� 0��!�� 8�� ����! &0���� $�� &$�!%!���!&� � ���7 %����!�%�� @1)��� R�ÖB : �&��/&.&�� $��� �� ��3���� $�� �7�%$�� �� �!/��� ��� �����%���� �� �!0��� ���&�� �� 0>�!%��� Q�
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DEFG R�v � G������ &0����� ��� �� %=%� F&�� �$��� &$�!%!���!&� �� �&������ ��� ������%0�� ���$&���!���!&�� ���!$�!8���

÷´Ð²·¸´Ð·®´° ±¹ ¸· ³°Ï¶¯¹³¹ ³·¸³²¸¶¹ Û°²¯ ¸Ò¹Ð¹Ôë¸¹ ±¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°Ð
6�� ��� !%�)�� ��!/�����" �&�� /!����!�&�� �� �&������ �� %&���� �� �� ��)�%��� �!��! 8�� ��$�!������ �&$&��!�� $&�� $���!���� $!7��� ��� F&��� ��!/����� : �&���" $��!�!�" 3&�=� �� 0>�!%�����
�� )�������� �&�� /!����!���� ��!/��� �� %=%� $�!��!$� 8�� �� �!)������ �&$&��!��" �� 3&���!&���� $���%����� τ �� φ �� �����!$�� �� $&���!���!&��#��� �&�� ��� ���" �&�� �&�����&�� � �&�/��� 8�� 8���!%��� �&�� ��� ��)��� $��/��� =���&0����� ��!/��� �� $&���!���!&� �&!�!�� ,�� &0���/��!&�� ��!/����� $��/��� =��� �!���� :

v�



×C×C �nskonjkcgp p|f sep ocgg�ep {z�y�y
� ��� �� �&��� @1)��� R��B : �� �!)������ �&$&��!�� $&����� �� 3&�� %�7!%�% $�&�� �� ��$&���!���!&� /D� ,� �&������ ��� ���&�� %�7!%�% �� /D� ,� �&������ &$�!%��� 3&���!��� ��)�%��� ���" �&����$&����� � ��� ������ ������
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DEFG R�� � 6!)������ �&$&��!�� �� �� �&���" �&������ �&$&��!��" �� ������� �&����$&��������
� ��� �� $��!�!� @1)��� R�uB : �� �!)������ �&$&��!�� �� �� �&������ �&$&��!�� �� �&�� $���!%!��!���� ,� �!)������ �&$&��!�� $������� �&� %�7!%�% �� $&���!���!&� G� ,� �&������$������� ��� %�7!%� $&�� ��� $&���!���!&�� �!���!��� !���!����� ,� �&������ &$�!%��� �&����� ��)�%��� ��� �)���%����
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DEFG R�u � 6!)������ �&$&��!�� �� �� $��!�!�" �&������ �&$&��!��" �� ������� �&����$&��������
� ��� �� 3&�=� @1)��� R�KxB : ��� ������� �� �� �!)������ �� �� �� �&������ �� �&�� $�� �&�*&������ %=%�� �� H������� 0����&�$ ���� $!7�� � �� ������ ,�� %�7!%� �� %!�!%� �� �&�� $���&�*&��� 0!�� %��8����
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DEFG R�Kx � 6!)������ �&$&��!�� �� �� 3&�=�" �&������ �&$&��!��" �� ������� �&����$&��������
� ��� �� �&!� �� 0>�!%��� @1)��� R�KKB : �&������ �� �!)������� �&�� �!�������� ����!" %�!���� ������� ��&�/��� �&�� � $�� $��� ��� %=%�� 8����� 8�� �&!� �� $&���!���!&� �&!�!��
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DEFG R�KK � 6!)������ �&$&��!�� �� 0>�!%����" �&������ �&$&��!��" �� ������� �&����$&��������
`6f ��WU�U��X� T� W[U	�	 & VU ���[XT� ' �7�(g'
U<û<Ë iÀ åÅ¿?ÁÀ ¿À ¿ÅèèÉÀÄ

,� %��&�� �6 �P5 ��&. ��� 5�;�!���" Ku�u� ��� ��� %��&�� )������� �!�� A���� ���&(���!&�A� P�! ���� ��� ��!�!��� $&�� ���!%�� ��� $���� �� �!������� $&!��� �� ��!� ����� %=%� ��������
,� �!0�� ��� %&���!��� � ���!�� �� N $&!��� 0�!������" !��!��� $�� ��� ������� : A,B....N � ,���%$ ��I� $&�� ��������� K ���� �� $&���!���!&� 7. �����!� :

k1 xy
P = cAs

xy
A e

−j4π ρ1A
λ + cBs

xy
B e

−j4π ρ1B
λ + · · · + cNs

xy
N e

−j4π ρ1N
λ

@R�RuB
#��� ����� �&���!&�" cA ��$������� �� �$�� @�&%%� ��� !�����!��� ��� �����7 $&���!%���!8���B�� $&!�� 0�!����� A" ρ1A

��� �� �!������ �� $&!�� A � ��������� K� '���!�!����%��� :
−→
k1
P = S−→c @R��xB

k1
P
��� �� /������ �&�&��� �� �!%���!&� 3 × 1 : � �� ���%� �� $��� $��� !� ���)!� �� /�������!���!&��

S ��� ��� %���!�� �&%$��7� 3 × N " �&�� ��� � �&�&���� �&�� ��� � /������� �!���!&�� ����!������� ���%����!����
−→c ��� �� /������ �&�&��� ���� N × 1 :

c =




cAe
−j4π ρ1A

λ

cBe
−j4π ρ1B

λ���
cNe

−j4π ρ1N
λ




@R��KB

 &�� �� %=%� �!0�� /�� �&�� ��������� Q" �&�� ���!/&��
k2 xy
P = cAs

xy
A e

−j4π ρ2A
λ + cBs

xy
B e

−j4π ρ2B
λ + · · · + cNs

xy
N e

−j4π ρ1N
λ

@R��QB
,�� $&!��� A" B " . . . N �&�� ���� �� %=%� ������� �� ���&���!&� ��1�!� $�� ��������� K� �&��$&�/&�� �&�� ���!�� ρ1A = ρ1B = · · · = ρ1N = ρ�  �� �!������" �&�� $&�&��

ρ2A = ρ+ ∆ρA, ρ2B = ρ+ ∆ρB . . . ρ2N = ρ+ ∆ρN
@R��RB

�� �&�� %���!�!����%���
−→
k2
P = SD−→c @R���B
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×CcC y�infnjkcg oe idnpep � sn l�jdcoe I�y�{�ÙI
&� D ��� �� %���!�� �!�)&���� N ×N �&������� ��� $���� !����3��&%���!8��� �� �&�� ��� $&!����&���!���!3� �� �� �!0�� :

D = �!�)(e−j4π∆ρA
λ , e−j4π

∆ρB
λ , . . . e−j4π

∆ρN
λ ) @R��wB

,�� %������ ����� �&�� �������� �� 0��!�� 6�$$&�&�� 8�� �&�� $�!��!&�� �&�� ���!�� ���%������ −→k1
P = S−→c + −→n1

�� −→k2
P = SD−→c + −→n2 � P� ���)!� ��&�� �� ����$���� ��!�3&�%��!&� �&���������� �� %���!�� # � $���!� �� ��� /������� −→k1

P
�� −→k2

P
�

U<û<� OÉ½ÈÅ¿À ¿ÂÇèKÀÃÄÇÅè ¿ÀÄ >È¾ÄÀÄ Çè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÊÆÀÄ
P� ��� $&��!0�� �� 3&�%�� �� /������ x �� ��!��� 6 × 1

−→x =

(−→
k1
P−→
k2
P

)
=

(
S
SD

)
−→c +

(−→n1−→n2

) @R��ÖB
�� 8�! �����!� ���&��

−→x = Ω−→c + −→n @R��vB�! �&�� $&�&��
Ω =

(
S
SD

)
, −→n =

(−→n1−→n2

) @R���B
,� %���!�� �� �&������!&�� ����!��!8�� ��−→x " �&���Cxx =< −→x−→x † >" ����� ��−→c �&���Ccc =< −→c −→c † >�� ����� �� 0��!� −→n �&��� Σn =< −→n−→n † >

�&�� ���!��� $�� �� �����!&�
Cxx = ΩCccΩ

† + Σn
@R��uB

Ccc
��� �� ��!��� N ×N " Cxx ��� �� ��!��� 6 × 6" �� Ω ��� �� ��!��� 6 ×N � #��� �� �!���������"�&��8�� ����� %��&�� ��� �$$�!8��� ��7 �!)���7 ������ !����3��&$&���!%���!8��� �<�!����&" QxxR�"��� �&%$&������ �� 0��!� −→n �&�� ��� /��!�0��� �����&!��� �&%$��7��" 8�! �&�� ��$$&���� ����!&�(��!���" !���$�������� ����� ����� �!��! 8���/�� ��� �&%$&������ �� S " )����!����� �� �� %=%�/��!���� σb � #��� �� ��� $���!���!��" �� %���!�� Σn

��� $�&$&��!&������ � ��!����!�� : Σn = σbIN �P� �� 3��� $�� &�0�!�� ����� .$&����" 8�! ��� ��� .$&���� 3&���� ×·¯ ·´¸¸¹²¯Ð� ¸· Ô¶®Ï°±¹Ð¹ Ý¶¶¯·¸´Ð¹ Û°²¯ ®°²® ·²®¯¹ ®áÛ¹ ±¹ ë¯²´® ó Û·¯®´¯ ±² Ô°Ô¹® °) °²Ð Ð°ÔÔ¹Ð³·Û·ë¸¹Ð ±Ò¹ ¹Ð®´Ô¹¯ ¸· Ô·®¯´³¹ ±¹ ³°ô·¯´·³¹ý
�&�� ��$$&�&�� �&�� 8�� ��� �&����� �����!��!�� �&�� $��%������ �����!%�� Cxx �� Σn � �&�����!�&�� ����&�/�� �� %���!�� D " ���� %=%� �&������ ���� �� %���!�� Ccc � �&�� ��$$&�&�� �)���(%��� 8�� N ��� !�3��!��� &� �)�� � R�
,� $��%!��� ���$� �&��!��� � �������� �� �&��(��$��� $�&$�� A)������!��A �� Cxx " A&��&)&��(��%��� � Σn

A ����� � �!�� � �� %���!�� �� /������ $�&$��� Λ �� �� %���!�� �� /������� ���&�!�� P8�! /��!1��� $�� ��1�!�!&� :
{
Cxx = ΣnPΛP−1

P †ΣnP = I
@R�wxB

#��� �� ��� $���!���!�� &� �� 0��!� ��� 0����"  �&����$&�� � �� %���!�� ��� /������� $�&$����� Cxx � �� ��&�� �� �� ��� $���!���!��" �� %���!��  ����� $�� &��&)&����" ���� ��� ��1�!�
vv



bdnikjfe ×C �gjefq�fcicsnfkl�jfke fnonf
A&��&)&����%���A �� 0��!�� �&�� �&��!���&�� %�!������� Es �� %���!�� Σn[p1, . . . , pN ] &� ���
pi
�&�� ��� /������� �&�&���� ��  ���&�!�� ��7 $��� )������ /������ $�&$��� :

CxxP = ΣnPΛ

ΩCccΩ
†P + ΣnP = ΣnPΛ

P †ΩCccΩ
†P + P †ΣnP = P †ΣnPΛ

P †ΩCccΩ
†P + I = Λ

ΩCccΩ
† = P † −1(Λ − I)P−1

ΩCccΩ
† = ΣnP (Λ − I)P †Σn

@R�wKB
,� %���!�� ΩCccΩ

† ��� �� ���) � $�� �&�������!&� @��� Ccc ��� �� ��!��� N × N
B� �&�� ������!�&�� 8�� �� ���) �� ΣnP (Λ− I)P †Σn

��� �)�� � �� �� ΣnP
��� ��� %���!�� !�/���!0��" �&�����)(ΣnP (Λ− I)P †Σn) = ���)((Λ− I)) = N � ,� %���!�� (Λ− I) ����� �� ��!��� 6× 6 �� �� ���)�" ���� �!)�!1� 8������ �&��!��� N − 6 /������ $�&$��� ������� ,�� /������� pi 8�� �&�� �����&���&�� ��� /������� �&�&���� ��  ���&�!�� ��7 � /������ $�&$��� �� �&� ������ �� (Λ − I)�

Es
��� �� ��!��� 6×N �� ��� �&�� �� ���) N ��� ��� /������� �&�&���� �&�� �&�� !���$�������@/������� �7���!�� �� �� %���!�� ΣnP

!�/���!0��B� Ω ��� �)���%��� �� ���) � : Es �� Ω )��������� %=%� �&��(��$��� !%�)�� 
��� /��� �!�� 8��!� �7!��� ��� %���!�� 
 ����� 8�� :
Es = ΩC @R�wQB

�� 8�! �����!� �� %��!��� �8�!/������ � ���!�� ��� %���!��� 0�&�� :
Es =

(
Ex
Ey

)
=

(
SC
SDC

) @R�wRB
6�$$&�&�� 8�� �&�� �.&�� ��&�/� ���7 %���!��� ������� Fx �� Fy �� ��!��� Ö ������ 8�� :

ExFx + EyFy = 0 @R�w�B�&�� �!�&�� �� ����� �����!&� :
SCFx + SDCFy = 0 @R�wwB�� ��$$&���� 8�� S ��� �� ���) $��!�" �&�� $&�/&�� �!%$�!1�� $�� S :
CDC−1 = −FxF−1

y
@R�wÖB

,� %���!�� D ��� �&�� &0����� $�� �!�)&���!���!&� �� �� %���!�� −FxF−1
y �P� �&�� ����� � &0���!� ��� %���!��� Fx �� Fy �  &�� �� 3�!��" �� ������ ��� /������ $�&$��� ��/������� $�&$��� �� �� %���!�� EsE†

s
$��%�� �����!��

EsE
†
s =

(
E†
x

E†
y

)
(
Ex Ey

)
= EΛE† @R�wvB

� ��� �� %���!�� ��� /������� $�&$���" �� �!%���!&� 2N × 2N � ���� $��� =��� ���&%$&��� �� �&��%���!��� :
E =

(
E11 E12

E21 E22

) @R�w�B
v�



×C�C bcghs|pkcg
�� ��$$&���� 8�� ��� /������� �&�&���� &�� ��� ���)�� $�� &���� ����&!����� �� /������ $�&$������&�!���" �! �� %���!�� E ��� �� ���) N " ���N ����!��� /������� $�&$��� @�����!3� ��7 %���!��� E21�� E22
B �&�� ���&�!�� ��7 /������ $�&$��� ������ �� �&�� E21

�� E22
�&����$&����� ��7 %���!���

Fx
�� Fy 8�� �&�� ����&���,� 1)��� R�KQ %&���� �� ������ 8�� �&�� &0���&�� � $���!� �� ���$$�!���!&� �� �� %��&���6 �P5 $&�� ���7�����!&� ���� $&!�� 0�!������ 6�� ����� !%�)�" ��� ��������� �� �&�� $�� 3�����(%��� �&�/�!������ : ��� ����� ��� � �������%��� ��� �!0��� 0�!������� @0>�!%��� Q" ��!��������B ���&�� $�� ��!%!��� O �� ������ �� �&!� �� 0>�!%��� K ����� $�� $��� &%&)����
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DEFG R�KQ � ��)��� !����3��&%���!8��� ��&�/�� �$��� ���$$�!���!&� �� �� %��&�� �6 �P5 $&�����7�����!&� ���� ���� $&!�� 0�!�����

`6� �X��V�	�X�
�$��� �/&!� $������� �� %��&�� �����!8�� �� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ )������!��� ����7 %����!�%��" �&�� �/&�� %!� �� �/��� �� $�&0��%� $��� )������ �� ��&$�!%!���!&� �����)������� �&%$��7� �� $�&$&�� ��� ���&���!&� ��������!/� 8�! �� 3�!� $�� �$$�� � ���7$����!&� ��

,�)���)!��� C�� $��� �� /��!���!&� ��� ��� �&����� ��'6�6 � ����!�� ��� �������� �� ������.���� �� �&������ &$�!%!��� $��%�� �� %����� �� �/��� ��� �!%!���!&�� �� ����� %��&�� �� ���%���!����$�����!&�� �&��%%���" �&�� �/&�� /� 8��!� ���!� �������!�� ��!���&��!�� ��� �&����!����!��� ��� ���7 %����!�%�� $&�� $&�/&!� �� ����!�� ��� !�3&�%��!&�� $���!������ ��� ��� ��)���!����3��&%���!8��� �&����$&������� �&�� �/&�� �)���%��� $������� ��� %��&�� �� ��$����!&��� $��� @%��&�� �6 �P5B 8�! $��� ���$$�!8��� �� ���  �,P�6�� �� 8�! ��� )������!��0�� ����� ���� 0��!� � ����!�� 8����&�8�� �� �&� )����!�����

vu
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,�!%�)��!� $�� �.����� ��&�/������ ��!�!�� �� ��$����%��� �� ����� $&�� 3&�%�� ��� ��(����� 1��!/� �� �!��! �%��!&��� �� ���&���!&� �����/���� ��� !%�)��� #��� �� ��� ��� 3��8��������� $��� 0�����" �� �!%���!&� ������ �� ��������� �.����!8�� ��$���� �� ����� ���$$�!���!&� ������)&�!�%� 6�� �����!8�� �� A���)� #&$$���A @�#�B� ����! ������� ��!�!�� �&%%� �&���!&����$��� ����)&�!�%� A���)� '!)���!&�A @�'�B� 
� ��$!��� �� $������� ��� ���$�� ������!������5&�� ��� ��)&�!�%�� 6�� ������� ��$$&���� 8�� �� ��H���!/!�� �� ��8�� �!������ /��!� ����$�� ���� ���7����!&� ��� ��)��� �� /�� �� ��������� ����� �!��! 8�� ���� �� )�%%� �� 3��8�������%!��� ,&��8�� ����� .$&���� ��� ��%!�� �� 8����!&�" ��� $��&%���� �!�� �� �&�&���!&� ���� �&�(!�&��&$!� ��� �!0��� $��/��� =��� ����!�� )�>�� � ��� %��&��� ��%$�(3��8����� 8�! $��(%������ ��� ����.�� �&���� �� �!)����  ��%! ��� %��&��� ��%$�(3��8�����" �&�� $������&�� !�!������.�� $�� &���������" !�!�!�� $�� �-������� ��� -�������" KuuÖ� � �������� ,�����.�� $�� &�(������� ��� $���!���!���%��� ���$��� � ������� ��� �!)���7 A���)�(0����A" �� $��%�� �� �&����/���� $��� �� �!)���" !��!�$����0�� $&�� ��� ������ $&���!%���!8��� �� !����3��&%���!8����
f65 (�U8���� �ú�
û<Ë<Ë �ÉèÉÃ¾ÁÇ½ÉÄ

,�!%�)��!� ����� �&��!��� � %������ $&�� ��8�� �!0�� �� �!������" �� �� ��$$&�� ����� �!)�����I� �� �!)��� �%!�� �!��!" �� �.���%� $��%�� � �� 3&!� �� �&���!��� ��� �!0�� �� �� �� ��������!����
&%%� ���� �&�� �.���%� ��!%�)��!�" �&�� ����&�� � &0���!� �� %�!������ ���&���!&� ����!%�)�� ,� ���!��%��� A6��A @$&�� ytgjdejkh ziefj|fe {nonf " &� �� 3���I�!� �6� ����� ��.����� ��&�/������B ��� �� ��)&�!�%� �� 3&�%��!&� �� ��!%�)� 8�! $��%�� ���%��!&��� �&��!��(��0��%��� �� ���&���!&� ���� �� �!����!&� �!�� A�F!%�����A" ����� � �!�� $�������� � �� ���*���&!���,� $�!��!$� ��� ����!�!��� �&�� ��� �!)���7 ��H��!� $�� �� �!0�� $������ �&��� �� ����� ������!��(%��� ���� �� �&0� ���������� ,� �&%%��!&� �&������ @����� � �!�� � �� 3&!� �� �%$�!���� �� ��$���B �� ��� �!)���7 ��/!��� � �!%���� ��� ������� �� �!%���!&� $��� ���)� 8�� ��������� ������"��&� �� ���%� �� A�.����� ��&�/������A �6&�%�J" Kuuu" 
������ �� ���" Kuuw" '����" Ku�K��#��� ����� ����" ��� �&����� 6�� ��!�!���� �&�� ��� �&����� �!��� A���&$&�����A : �� �������� �%0��8�� ���� �� �/!&�� #��� �� ��� �� 3&�%��!&� �� ��!%�)� ��� $��� ���!���� 8�� ���� �� ����� �&����� ������!�� ��� �� ���*���&!�� �� �� 3�!� $�� � /!����� �&������� �� ����� $�� $��3�!��%�������!�!)��� ,� 3&�%��!&� �� ��!%�)� ������!�� �&�� ��� ���$�� �� �&�����!&�� �� ���*���&!���
�K



bdnikjfe cC �lnrefke yz{ ej ngnstpe jelip}qf�/|eghe inf cgoesejjep

�$������" !�! ���� ����)&�!�%� 6�� )������ ��!�!�� � ������� ���� $�������" ���� ��� �&�(����!&��� 
�� ��)&�!�%� ��� �)���%��� /���0�� $&�� ��� �&����� ��8�!��� $�� �� ������!���

û<Ë<� �Åè�RÆÃ¾½ÇÅè �ÉÅåÉ½ÃÇÊÆÀ
C�� !%�)� ����� �� 3&�%� ���� �� $��� � ���7 �!%���!&��" ��!/��� �� �7� �!������ �� ���7� �F!%��� ðÒ·ê¹ ±´Ð®·³¹ ��� ����! �$$��� �®¹ÔÛÐâ³°²¯®�� ,� ���&���!&� ��!/��� ��� �7� ���!�/����%��� $�&$&��!&������ � �� 0���� 3��8����!���� �%!��� ðÒ·ê¹ ·H´Ô²® ��� �$$��� �®¹ÔÛÐâ¸°Ý�� ,� ���&���!&� ��!/��� ��� �7� ��� ���!�� �� ��%$� ��!���)���!&�" ����� � �!�� �� �&%0������&� ����� ��!�!��� $&�� ��� �!0���#��7 %&��� �� /!��� $��/��� =��� �!��!�)��� : �� %&�� �� /!��� $��$���!����!�� � �� ���*��(�&!�� @gcg p/|kgjB " &� �� %&�� ��$&!��� @p/|kgjB�  ���!���� ��)&�!�%�� �����!8��� 6�� �7!�����"$�� �7�%$�� �� A�#�A @{ngre �ciisef zsrcfkjdlB �� �� A�'�A@ {ngre �krfnjkcg zsrcfkjdlB

�6&�%�J" Kuuu�� 
� ���7!�%� ��)&�!�%� ��� ����! 8�! ��� ��!�!�� � �������� �� ���� !� ��� $����ä���� ���� ��� �&�1)����!&�� &� �� ��$&!���)� �� ��������� ��� !%$&�����" �� �&�� �&��%%������� ��� 0����� 0����� �� 3��8����� @0����  B $&�� �7$�&!��� �� �&���!�� �� �!�)��%%� ����������
û<Ë<U �ÁRÅÃÇ½ÈåÇÀ
ü°±¶¸´Ð·®´° ±² Ð´Ý·¸ Þßà

 &�� �!%$�!1�� �� %&���!���!&� �� �!)��� 6��" �&�� �$$�&7!%&�� �� ������!& ��!�!%���!&��������8�!�!�!&� ��� �&����� 6�� $�� �� ������!& 0!�!%���!&���� &� ��������� ����� ��� ��$$&���=��� ���� �� %=%� $��� 8�� �� ����� !����!�� @/&!� 1)��� ��KB� #������ $���" �� �!������ X1
��� ���!������ ���� �� �!����!&� �� ���7� 7 8�! ��$��� ��������� �� ��0�� �� �� ���*���&!��" �� �� �������� �� F&�� !%�)��� ,� �!������ Y1

��� �� �!������ 8�! ��$��� ��������� �� %!�!�� �� �� ���*���&!��"�� �� ������ �� �� F&�� !%�)�� ���� �� �!����!&� �����/����� ,&��8�� Y1 6= 0" ��!%�)� ��� �� %&����$&!����,� ����� �!����� ���� ��� �!����!&� $�������� � ���7� �����/���� .� P� $���&��� ��� �!������ 2L���!%!��� �� �!�%���� �� ��������� �.����!8�� �!��! ����!���� ,� $&�!�!&� �� $&����� �� ��������������" ��� �� ���*���&!�� �� /&�" ��� ��������!��� $�� �� /��!�0�� �" 8�! �� �!��� $�� ��$$&�� ��%!�!�� �� �� ���*���&!���  �� �&���8����" ��� �&&��&����� �� ��������� ���� �� ��$��� (x, y) �!� ��� F&�� !%�)�� �&�� (xA; yA) = (X1, Y1 + u)�,� �!0��" 8���� � ����" ��� ��������!��� $�� �� 3&���!&� ��H���!/!�� f(x, y)" ����! �$$���� 3&���!&��!0�� @����� ��H���!/!�� ��� �� $�&$&��!&� �� ��%$ 8�! ��� ����&�!���� /��� ���������B� ���� ����&�� �&��!����� �&%%� �� &0*�� � ���7 �!%���!&�� ���� �&�!&� �� ������� �� 3�!���� ��.$&����8�� �� ����� ��� �&%$&��� �� � ��H������� !���$������� @���� !�������!&�� ����� ��H�������B ���&&��&����� (xi, yi)
���� �� ��$��� (x, y) �� �� ��H���!/!�� fi " �� 3&���!&� f(x, y) $&�� �� ������&���� �� %&���!�� $�� :

f(x, y) =
∑

i

fiδ(x− xi, y − yi)

6&!� p(t) �� �!)��� �%!� $�� �� ����� �� �!����!&� �� �� ����� � !%�)�� � ��!������ �� C�� �!0�� ��$&�!�!&� (x, y) /� ���%����� ��� $���!� f(x, y)dxdy �� �� �!)���" �� ����� ��$&��� ���� ����)!������/�� �� ������ �� ��&��� ��� �� ��%$� ������� �� ���&�� ����� �� ����� �� �� �!0���,� �!������ ����� ��� �!0�� �� $&�!�!&� @7".B �� ���/!&� � ��� $&�!�!&� (X1, Y1 + u)
�����!�

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2 � ,� �!)��� ����)!���� $�� �� ����� �&��8�� ���/!&� ��� � ��� $&�!�!&�� ��� �� ���*���&!�� �� /&� �����!� :

�Q



cCBC �lnrefke yz{

X

Y

X1

Y1

x

y

Trajectoire 
de l’avion

u

(0,0)

(X1,Y1+ u)

p(t)
p(t-τ)

milieu de la 
trajectoire 

(X1,Y1)

u
ψ

zone imagée

DEFG ��K � <�&%���!� ����8�!�!�!&� �� �!)��� 6��

pr(t, u) =

∫

R2

f(x, y)p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

)
dxdy

�®·Û¹Ð ±¹ ¸Ò·¸Ý°¯´®ÏÔ¹ àüß
,� 0�� �� ����)&�!�%� ��� %�!������� �� ����&�/�� �� 3&���!&� f(x, y) &� ��� 3&���!&� �$($�&���" � $���!� ��� �&����� pr(t, u)�D&!�! ��� �!�������� ���$�� �� ����)&�!�%� �'� $&�� ���&�����!�� �� 3&���!&� ��H���!/!��

f(x, y) �� �� �!0��� ����� �&�� ����!��� $��� �� ����!� ���� �5�!�" Qxxw��� ,� �!)��� ��%$&��� pr(t, u) ��� ���0&�� �����!� ���� �� �&%�!�� 3��8����!�� $�� ��� $��%!��������3&�%��!&� �� E&��!�� $�� ��$$&�� � �� /��!�0�� t" �����!/� � ���7� ��� �!�������
� ,� ���&��� ���$� ��� �� ��$$����!&� �� �� $&������ P (f)" �����3&�%�� �� E&��!�� �� �!)����� ��3������ �%!� $�� ���������� �&�� &0���&�� ��&�� �� �!)��� 6@J"�B
� ,� ��&!�!�%� ���$� ��� �� $������ �� �����3&�%�� �� E&��!�� �� �!)��� S(k, u) $�� ��$$&��� �� /��!�0�� � �
� ,� 8����!�%� ���$� �&��!��� � ��%���� �� ��$$&�� �� �� 3&���!&� ��H���!/!�� f(x, y)

���&���� ��&�!)!�� � �� ��$��� Oxy � 
��! ���������" �&������%���" �� !���&��!����" �� �!)��� 6"��� $��� %������ �� *�� ��� �!������� �� ��3������� X1
�� Y1 � �&�� �$$��&�� G �� �!)����!��! &0����� G ��� �!��! &0����� ��� ��� )�!��� (k, ku)

þ(k, ky)

�R
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� �&�� ������&�� ��&�� �� ���)�%��� �� /��!�0��� kx =

√
k2 − k2

u
@$��� �&��� �� 6���&�� �� �&% �� ®¯·ÐÎ°¯Ô·®´° ±¹ Þ®°¸®B �� �!)��� G" 8�! $��%�� �� $����� ���� �!)���

H(k, ku) � �� �!)��� H(kx, ky)�
� ��1�" �� 3&���!&� �!0�� f(x, y) ��� ���&�����!�� � $���!� �� �$����� G �7$�!%� ���� ���&%�!�� ��� 3��8������ �$��!���� (kx, ky)

" $�� ��� �����3&�%�� �� E&��!�� !�/���� � ���7�!%���!&��� ,� 3&���!&� �!0�� &0����� f(x, y) �&��� ��!�3&�%��!&� �� �&���!���!&� �� ���!/��� �� ��H���!/!�� ��� $&!��� ��H������� �!���� ���� ����$��� (x, y)�
f6N (�U8���� WU� X�T�V����
û<�<Ë iÂ¾è¾Á�ÄÀ ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=À ¿¾èÄ ÁÀ =¾¿ÃÀ ¿À ÁÂÇå¾RÀÃÇÀ a�]

#��7 .$&����� �&�� 3&���%������� �� !%�)��!� 6�� :
� �&�� ��$$&�&�� 8�� �� ��$&��� �� �� �!0�� ��� �� %=%� ���� �&��� �� 0���� �� 3��8�������!�!���� �&�� �!�&�� ����� ����� �!0�� 8������ ��� A0�����A" $�� &$$&�!�!&� � ��� �!0�� �&���� �&%$&���%��� ��$�����!� �� �� 3��8�����" �!�� A�&�&���A�� �&�� ��$$&�&�� 8�� �� ��$&��� �� �� �!0�� ��� �� %=%� 8����� 8�� �&!� �� $&�!�!&� � ��!����!����� �&0� �� ���������" ����� � �!�� 8��� 8�� �&!� �&� ��)�� �� /�� ψ � �&�� �!�&�� ����� ������!0�� 8������ ��� A!�&��&$�A" $�� &$$&�!�!&� � ��� �!0�� A��!�&��&$�A��¹Ð ±¹²ê Û·¯·Ô�®¯¹Ð� Î¯¶Ñ²¹³¹ ¹® ·Ý¸¹ ±¹ ô²¹� Ð°® ³°®¹²Ð ±·Ð ¸¹ ô¹³®¹²¯±Ò°±¹ ~k ý ,�.$&���� 8�� �� ��$&��� �&%$��7� ����)!����� G �� ��$��� $�� �� �� /������ ~k ���!����!��� �� �� $��)� �� /��!��!&� ��� )�������%��� 0!�� /��!1��� 
�$������" ���%��!&���!&� ���� ���&���!&� �� ��!%�)� $���� ��*&�����! $�� ��� �.���%�� ��!�!���� ��� 0����� �� 3��8�������� ��� ���)���� �� �&0�� ��������� �&�*&��� $��� )������  �� �!������" �����!�� �.$�� �� �!0���$��/��� �� %&����� $���!���!���%��� ����!0��� � �� 3��8����� &� � ����)��� &�� ��%��!�� � ����" �� &��!� ������� �� ��� ����� � ��� ��/��&$$� � �������� P� ���)!����� &��!� ������.�� �!� A��%$�(3��8�����A �$$�!8�� � �� �!)��� ����� �&�(����!&���!��� #� �����!)���7 /&!��� ���� ��������!��!8��� �$�������� /��!�� ���� �� ��%$�� ,� �����3&�%�� �� E&��!�� ����� ����� ��� �� &��!� !���ä����" ��� ���� �� $��� �&���� � �� 3&!� ��� !�3&�%��!&� �&���!��� ������ ��%$� �� �� 3��8����������! ���� ��� $��%!��� $���!� �&�� /���&�� 8���8��� )������!��� ��� ��� %��&��� �!���A��%$�(3��8������A" $�!� �&�� /���&�� �&%%��� ��� %��&��� &�� ��� ��!�!���� �� !%�)��!� 6��� ��������

û<�<� i¾ èÅ½ÇÅè ¿ÂÅè¿ÀÁÀ½½À À½ ÁÀÄ ¿ÇÄ½ÃÇçÆ½ÇÅèÄ ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=À
,�� �!���!0��!&�� ��%$�(3��8����� �&�� ��� &��!�� %���%��!8��� ���$��� � ������.�� �� �!()���7 �&� ����!&���!���" �����(�(�!�� �&�� ��� ��������!��!8��� �$�������� /��!��� �� �&��� ����%$�� �� ����&���� �� ���� �!)���7 ���� �� �&%0���7 �&%�!��� : �����" $��&��" �����&%%��!(���!&���,� ������!�� �� �!�$&��� ���� &��!� $��� )������ 8�� �� �����3&�%�� �� E&��!�� ��&�/� ���7�%$�� 0!�� �&��� ���� ������� ���� %&����� �� %��!8���C� ��3��� �� �� �����3&�%�� �� E&��!�� ��� �� ����� ��!�3&�%��!&� ��� �� ��%$� : ���� �&��!�3&�%� 8���� �� �&%0�� �� 3��8������ �&������� ���� �� �!)���" %�!� ��!� ��!������ ���%!��!&���� �!/����� 3��8������� #��� ����� &$�!8��" !� ��� !���������� �� ���/�!���� �/�� �� &��!� 8�! ��(�&%$&�� �� �!)��� � �� 3&!� �� ��%$� �� �� 3��8������ ,��7�%$�� �&�/��� �!�� ��� ����! �����

��
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%��&�!� 8�! ��� ��������!��� � �� 3&!� $�� �� ��%$� �� �� 3��8����� �� �� �&��� 6! �&�� �� �!�$&(�&�� 8�� ��� !������� ���%!��!&� �� �� ���%$�!���� ��� �&���" �� %��&�!� ��� $������  �� �&����"�! �&�� �!�$&�&�� ��� 3��8������ �� �%$�!�����" %�!� $�� ��� !������� ���%!��!&�" �&�� ��/&��8������ �&��� &�� ��� *&���� %�!� �&�� �� �&���!��&�� $�� ��!������ ��8��� ����� &�� ��� �%!����C�� �!���!0��!&� ��%$�(3��8����� ���� �� $���!�!&� �� %��!8�� ����!/��� �� %��&�!�" 8�! ��$������ �� 3&!� �� ��%$� �� �� �� 3��8�����" !��!8���� �&� �����%��� 8������ �&��� @3��8������B �&����/&�� *&��� %�!� ����! � 8��� %&%��� �&�� ��/&�� ��� *&����

 &�� �&�����!�� ��� �!���!0��!&� ��%$�(3��8�����" ���7 ��������!/�� ��&����� � �� �����3&�%�(�!&� �� E&��!�� : �� �����3&�%��!&� �� E&��!�� � 3��=��� �� �� �����3&�%��!&� $�� &���������� ,������3&�%��!&� �� E&��!�� � 3��=��� �&���!�� �� �!)��� �!%������%��� �� ��%$� �� �� 3��8������� ��&0���/��� � ���/��� ��� 3��=��� 8�! ��� ���������� �� ��%$� �� $�� �&���8���� �� 3��8�����@�� 3��=��� ��� A%&����� ���� �� ��%$�AB�,�!��&�/��!��� �� �� ����3&�%��!&� �� E&��!�� � �&���(���%� ��� 8������ ��� !��ä���� $&��������.�� �� �!)���7 ��)��!��� ���� �� ��%$� %�!� ���� ��$!��� &� ���� ����� $�� ��$$&�� � �� ��!����� �� 3��=����  �!�8�� ��&0����!&� ����� ��$&��� �&���!��� ���� �� ��%$� !%$�!8�� ��!���&����!&������ ������ �� )������� ���� ������.�� @�� ��!��� �� �� 3��=���B" !� 3��� ����.�� �� %����� �� $&!����� %��&�� �� ���&�������!&� 8�! �&!� !���$������� �� ����� ������� ,� �&���!&� � �� $�&0��%�$&��� �� �&% �� �����3&�%��!&� $�� &����������
�� �!�� ���$$�!8��� ��� �!%$�� 3&���!&� 23��=���3 ��� �� �$�����" �&�� ��!�!�&�� ��� 3&���!&�$��� )�������" 8�!" ����� 3&!�" ���� �$$���� &��������(%����  &�� �/!��� �&��� ��$������� $����$$&�� � �������� �� )������� �!��! !���&��!��" �&�� ����!�!�&�� $�� ��!8��%��� ����� &��������(%��� %�!� ����! �&���� ��� /���!&�� �!������ �� �&%$�!%������ ���!��%��� �� �!)���" &� �!��!�)�� ���7 )����� �.$�� �� �!���!0��!&� ��%$�(3��8����� :������ ����!/��� ��� �!)���7 �!�� A� 0���� ���&!��A" �� ������ ����!/��� ��� �!)���7 �!�� � A0�������)�A� ,�� $��%!���� �&�� ��� �!���!0��!&�� �� �� �³¸·ÐÐ¹ ±¹ �°Ï¹�� ����� �&�� �&�����!��� ����!�� �� )�&�$� ��� ��������!&�� �� ��%$� �� �� 3��8������ C� �7�%$�� ����� ����� �!���!0��!&���� �� �!���!0��!&� �� 4!)���(D!���� ,�� �!)���7 ���)� 0����" 8���� � ��7" &0�!����� � �� �����)�&�$� �� �����3&�%��!&�� 8����� �� )�&�$� �ä��" �&%$&�� ��� �!�����!&�� �� �&���!&��� 
� )�&�$�$��%�� �� �&�����!�� ��� �!���!0��!&�� ��%$�(3��8����� �� �� �³¸·ÐÐ¹ ±¹ Í¹¯®¯·±�� 
���� ����������� �� �!���!0��!&�� 8�! /� �&�� $��%����� �� $���)��$� ��!/��� �� �&�����!�� ��� �&�ä�!������&�������� ��!�!��� ���� ����� �����

û<�<U iÂÇè½ÀÃ>ÃÉ½¾½ÇÅè >È�ÄÇÊÆÀ ¿ÂÈ�>ÀÃÇå¾RÀ
,� /������ ��&��� ��� �&�� ~k � ,� %����� �&�� �&�� �!�$&�&�� ��� 3�!�� �� 3&���!&� �� �� /��������&���� ���� ���� �&��� H(~k) �� �$$���� A3&���!&� �� ����&�!���!&�A� ,� $�!��!$� ��!%�)��!�" �&�����/&�� /�" �&��!��� � ����&�/�� � $���!� �� ����� 3&���!&� �� ����&�!���!&�" ��� ��$��������!&�0!�!%���!&������ �� �� ��H���!/!�� �� �� �����" �&��� ����� 3&!�(�! I(~r)� I(~r) $��� =��� �&��!���������! �&%%� �� 3&���!&� �� ��$���!�!&� �$��!��� ��� $&!��� 8�! ��H��!����� ��� $���!� �� �!)����%!��
,� %&���� �� ����� ��H(~k) ��� �� 6��3��� �8�!/������ ����� @6��" {by {nonf bfcpp yehjkcgB�� ��&0*�� $&�� �� /������ ��&��� ~k � ,� /������ ��&��� ~kj¿ ��� ���!� � �� 3&!� � �� 3��8����� f �%!��mÁ�t zt�pty{ s~rxst ª�q¨wv¬ytª twp o��} | 2πf

c

� ²�xw }� soxvpvrx st }� z�{v��}t k
¬yt xryw ypv}vwrxw® }t ¯��pty{

π
� opo ruvw �ry{ stw {�vwrxw st �ruursvpo u�pqou�pv¬yt s�xw }~opyst sy p{�vptutxp ����

�w
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ψ
ψ������ =

ψ����� � = �
�

DEFG ��Q � D������ ��&��� �� 3&���!&� ��� $���%����� ������

�� � �� �!����!&� �� $&!���)� ψ �� ����� $�� ��� �����!&�� :
∣∣∣ ~k
∣∣∣ =

2f

c

ψ =
��)(~k)

&� c ��� �� /!����� �� �� ��%!���� @/&!� 1)��� ��QB
�&�� �/&�� /� 8�� ��!%�)��!� 6�� ��$$&�� 8�� �� ��$���� ��!�!�� ��� 3��8����� 17�� �� ����)�� ��&�!�����!&� $�� ��$$&�� � ��&0*�� 17� ��! ����!� 
�$������" �&��8�� �� ���)�� 0�������)���!��� �� 3��8����!����� �&�� ��!�!����" !� ��/!��� ����!��� �� �&��!����� 8�� �� ��H���!/!����� �!0��� ��$��� �� 3 �� ψ � 
��� ��/!��� � �!�� 8�� �� 3&���!&� I(~r) ��$��� �)���%��� �� ~k �� $���!� �� %�!������� �&�� ���&�� �&�� �� �&��� I(~r,~k) �� ���$$���� A!%�)� �������A &� ��(�&�� A.$��!%�)�A �-������� ��� -�������" KuuÖ�� ,� �&���!&� ��!/���� ���� �)���%��� ��!�!��� :

I(~r,~k) ≡ I(x, y, f, ψ)�
,� �����3&�%�� �� &��������� %���!�!%���!&������� � ��� �&�I�� � ������� $&�� �&�����!����� .$��!%�)�� I(~r,~k)" $��%������ ������!�� �� ��$������� ��� ��H������� �� ��)�� �� �� 3��(8������ P�/����%���" ��&��!� &�������� $��%�� �� �&�����!�� ��� !%�)� �� �� ����� $&�� ��� 0������ 3��8����� $��� ������!��� ���&�� ����� 3��8����� f0

�� �� 0����" �� $&�� ��� $��)� ����)���$��� ������!��� �)���%���" ���&�� ���� ��)�� ψ0
17��

û<�<û i¾ =ÅèÄ½ÃÆ=½ÇÅè ¿ÂÆè =ÅÀ4=ÇÀè½ ¿ÂÅè¿ÀÁÀ½½À

���� $���!� �7$�!8�� �� �&�������!&� �� �� 3&���!&� I(~r,~k) ���� �� ����� �� �� ������ ��-������� ��/����F �� ���" QxxR�� ,� �!%���!&� ����� .$��!%�)� ��� �� $�&��!� �� �� �!%���!&��� /������ ~r $�� �� �!%���!&� �� /������ ~k � ,� �����3&�%��!&� ��!�!��� ��� �&�����!�� �/�� ��)�&�$� ��� �!%!�!����� S � 
� )�&�$� �)!� ��� ��� /��!�0��� ~r �� ~k $�� ��� �&���!&�� Rψ

" �!�����!&��
a �� ��������!&�� δ~r ���&� :

~r → ~r′ = aRψ ~r + δ~r

↓ ↓
~k → ~k′ = a−1 Rψ

~k. @��KB
,� �&! �� �����3&�%��!&� �$$�!8��� � H(~k) �� � ��.$��!%�)� I(~r,~k) ���� �� ��� �.���%� �������3&�%��!&� ��� �&���� $�� :

�Ö
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H(~k) → H ′(~k) = a e−2iπ~k.δ~rH
(
aR−1

ψ
~k
)

↓ ↓
I(~r,~k) → I

′

(~r,~k) = I
(
a−1R−1

ψ (~r − δ~r), aR−1
ψ
~k
)
. @��QB

 &�� �&�����!�� I(~r,~k)" ��� $��%!��� �$$�&�� �&��!��� � �� ��$�������� �&%%� ��� 3&�%���%!�!���� �� 0!�!���!�� �� �!)��� H(~k) :
I(~r,~k) =

∫ ∫
K(~k1,~k2;~r,~k)H(~k1)H

∗(~k2) d~k1 d~k2,
@��RB

&� K(~k1,~k2;~r,~k)
��� �$$��� �&.�� �� ��$$&�� ��%!�!��� 
� �&.�� ����� $�� �&��� %�!� !� $���=��� �����%!�� �� 3�!���� ��� .$&����� �����!��!/�� ��� �� �!���!0��!&� I(~r,~k) :

� ,� �!���!0��!&� $��� ���!�3�!�� �� $�&$�!��� �� �&/��!���� $�� �� )�&�$� ��� �!%!�!������&���� $�� @��QB"� ,� �!���!0��!&� I(~r,~k) $��� =��� /�� ����R2 " �&%%� ��� ����!�� �$��!��� $&�� �� ~k �&������&��" �� �!���!0��!&� �&!� =��� $&�!�!/�� 6&� !���)���� ��� ��� ���3��� �&%%�� D $������ �&�� =��� !����$����� �&%%� ��� �&���!0��!&� �� 6�� σD(~k) $&�� �&�� ��� ��H��������&������ ���� D :
σD(~k) =

∫

D
I(~r,~k) d~r. @���B

� 6! D ��$������� �� $��� ���!��" �� �!���!0��!&� $��� ���$����� �� $�&$�!��� %��)!���� :
∫
I(~r,~k) d~r =

∣∣∣H(~k)
∣∣∣
2
. @��wB

� ,� �&����/��!&� ������)!� ����� ����$��� ��� �!���!0��!&�� �� ����$��� �� G �&���!� � ��������!&� !%$&������ @�� 3&�%��� �� '&.��B 8�! ���!� �� $�&��!� !������ ����� ���7 �!)���7
H1

�� ����� �!���!0��!&�� ���&�!��� I1 �� I2 :
∣∣∣∣
∫
H1(~k)H

∗
2 (~k) d~k

∣∣∣∣
2

=

∫ ∫
I1(~r,~k) I

∗
2 (~r,~k) d~rd~k. @��ÖB

,�����.�� ��%$�(3��8����� %&���� 8�������� �!���!0��!&� �� $��� ���!�3�!�� �&���� ��� $�&($�!�����  �� �7�%$�� @��ÖB �� $��%�� $�� ��&0���!� ��� �!���!0��!&� 8�! �&!� $���&�� $&�!�!/���&�� �&%%�� &0�!)�� ������/�� ��� ��� �&��!�!&�� �!(������� P� ��� $&��!0�� �� �&�����!�� ���3&�%� �� �!���!0��!&� 8�! /��!1� ��� �&����!���� @��QB" @���B �� @��ÖB %�!� $�� @��wB� 
���� �����3&�%� �� �!���!0��!&� 8�! /� =��� ��!�!��� �� ����!�� %�!��������
6&!� φ(k, ψ) ��� &�������� %��� ��$$&��� ��$�������� �� �!)��� ��H��! $�� ��� �!0�� �� ��3�(������ ,� �!���!0��!&� ���&�!�� Iφ(~r,~k) ��� ��$$&��� =��� ������� ���&�� �� ~r = ~0 �� (k, ψ) = (1, 0)�P�! �&�� $���&�� $�� �7�%$�� 3&���!&� )����!���� � /��!�0��� ��$���0��� :

φ(k, ψ) = e
−( k−1

σk
)2 · e−( ψ

σψ
)2 @��vB

&� ��� ���7 $���%����� �!0��� σk �� σψ �&���2���� ���7����!&� �� 3��8����� �� �� ��)�� �������%!���� �� ���&���!&� &0������
�v
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 �� ���!&� �� )�&�$� S " ��� 0��� ��&��������� �&���!���� ����� 3�%!��� Ψ

~r0,~k0
(~k) $��� =���)������ � $���!� �� ��&�������� %��� φ(k, ψ) $�� :

Ψ
~r0,~k0

(~k) =
1

k0
e−2iπ~k.~r0φ

(
1

k0
R−1
ψ0

~k

)
=

1

k0
e−2iπ~k.~r0 φ

(
k

k0
, ψ − ψ0

)
. @���B

C�� �!���!0��!&� ��)����!��� Ĩ(~r0,~k0)
$��� =��� �&�����!�� �� �!����� �� �!���!0��!&� )�������

I(~r,~k) �&���� $�� @��RB��� �� ��!�!���� �� 3&�%��� �� '&.�� @��ÖB" �� $�&$�!��� �� �&/��!���� @��QB �/�� H1(~k) = H(~k)"
H2(~k) = Ψ

~r0,~k0
(~k)" I1 = IH

�� I2 = Iφ
" �&�� &0���&�� :

Ĩ(~r0,~k0) =

∫ ∫
IH(~r,~k) × I∗φ

(
k0 R−1

ψ0
(~r − ~r0),

1

k0
R−1
ψ0

~k

)
d~r d~k

=

∣∣∣∣
∫
H(~k)

1

k0
e2iπ

~k.~r0φ∗
(

1

k0
R−1
ψ0

~k

)
d~k

∣∣∣∣
2 @��uB

,� %�%0�� �� ��&!�� ����� ����� 8�� �� ����� �� %&���� �� �&�ä�!��� ��&�������� C(~r0,~k0)8�! ��� !���&��!� �&%%� �� $�&��!� �����!�� !�/��!��� $�� �� )�&�$� S ����� �� �!)��� ����)!���� H�� ��8�� ���%��� Ψ
~r0,~k0

�� �� 0��� ��&�������� :

C(~r0,~k0) =

∫
H(~k)Ψ∗

~r0,~k0
(~k) d~k =

∫ 2π

0
dψ

∫ +∞

0
kH(k, ψ)Ψ∗

~r0,~k0
(~k) dk. @��KxB

,� $�&$�!��� �� ���&�������!&� $��%�� �� ����&�/�� �� �!)��� � $���!� �� �� �&���!������ ����� �&�ä�!���� ��&�������� :
H(~k) =

1

κ(φ)

∫
d~r0

∫
C(~r0,~k0)Ψ

~r0,~k0
(~k) d~k0,

@��KKB
&� κ(φ) ��� �� �&�ä�!��� ����%!��!0!�!�� ��1�! $�� :

κ(φ) =

∫ |φ(~k)|2
k2

d~k <∞. @��KQB

�����!/&�� I(~r,~k) ≡ I(x, y; f, ψ) $&�� ��8�� 3��8����� fo �� ��8�� ��)�� �� /�� ψo "
I(x, y; fo, ψo)

��$������� �� ��$���!�!&� �$��!��� ��� ��H������� 8�! ��$&����� � ����� 3��8����� ��� ��� ��)��� P�/����%���" $&�� ��8�� ��H������ �&���!�� �� ~ro = (xo, yo)
" !� ��� $&��!0�� ���7���!���&� �&%$&���%��� I(xo, yo; f, ψ) �� 3��8����� f �� �� ��)�� ψ �5�!�" Qxxw��

,� ������ ��� �&�ä�!���� �� )������!�� �!��%��� ��7 �&����� $&���!%���!8��� �� !����3��&%�(��!8��� : �� ������ ��� 3�!� �� �� %=%� %��!��� ��� ��� �!)���7 �� �&�� ��� �����7� ,� 1)��� ��R��� �� �7�%$�� ��!%�)� $&���!%���!8�� @0����  B �� �� 8���8��� �&�ä�!���� ��&�������� ���&�!��"�������� ���� ��8�� $&���!���!&�� �&�� $&�/&�� /&!� $���!���� �&%$&���%���� ��%$�(3��8�������!������� : ��� �� 0>�!%���" �����!�� $&!��� ��$&����� $&�� �� ��)�� $�!/!��)!��" &� %=%� $&�����7 ��)��� $�!/!��)!��� C� ��%$���!�� ��$&�� �� %��!��� 0����� �� !�&��&$� O �� $!7�� �� �&�������!&��� ��$&�� $&�� �����!�� ��)��� �� 3��8������ $�!/!��)!��" %�!� �&�*&��� ���� �� %=%�$&���!���!&� O ��1� �� $!7�� �� 3&�=� /&!� �� ��$&��� $&���!%���!8�� 8�! /��!� �� %��!��� �����&!������ ��� 0����� ��)���!��� �� 3��8����!������ ,�����.�� ��%$�(3��8����� ��� �&�� $&����!����%���
��
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DEFG ��R � �7�%$�� �� �&�ä�!���� ��&�������� $&�� ��� !%�)� �� ��������� !������!����� �&�)� :Gõ/D" D��� : G(/D" -��� : QD

!����������� $&�� �� �����!1���!&� ��&0*��� �� ��!����!1���!&� �� �!0��� �5�!�" Qxxw��
��1�" �������� ���/��7 �E���&(E�%!� �� ���" QxxR� ���������� ��7 ����� ��%$�(3��8����� �� ����� �&�����!&� ���� �� ����� �� �����!%��!&� �� $���%����� $&���!%���!8��� @����&$!� �� ��$�B ������ F&��� �)�!�&���� �&��%%���" !� ��� $&��!0�� �� %����� �� �/!����� ��� ����� �&� ����!&���!������ ��� ��%$ ��0&���� : ��� $���%����� $&���!%���!8��� /��!��� �� 3&���!&� �� ����)�� �� /���
�� ����� $��/��� ���7$�!8��� �&%%� ��� ����� �� ���&����� �� -��))�

f6` �X��V�	�X�
#��� �� ��$!��� �&�� �/&�� $������� ��� $�!��!$���� �&�!&�� ��!%�)��!� �� �� �.����� 6���������!��� � �� �&%$�����!&� ��� �&���$�� �� ��!%�)��!� $�� &��������� 
�� �&�!&�� �����(�.�� ��%$�(3��8����� �� ��.$�� !%�)�" �&�� ��&�!)!���!�� ��%&��� ��7 ���/��7 ��  � -�������� �������" �&�� ���� !%$&������ $&�� ������.�� �� ��!����$�����!&� $.�!8�� �� ��!�3&�%��!&��&������ �� ��!� ��� !%�)�� 6��� ,�&��!� ������.�� � ��� )������!�� ��7 �&����� $&���!%���!8����� !����3��&%���!8���� 
���� ��� �&���� ��!�3&�%��!&� ��$$��%����!�� �&� ��)�!)��0�� $&�� ���!%�)��  �,P�6��� ,� ���� �5�!�" Qxxw� 3&���!� ��� $��������!&� ���� ����!���� �� �&%$���� ���&���� ��� �&�!&���

�u
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G!��&�!8��%���" ��� $��%!���� ������ ��� ��!����3��&$&���!%���!� &�� �&������ �� %!�!�� 3&(����!�� � �$�������!&�" Kuuu�" �� ��� $��%!���� !%�)��  &�P�6�� �&�� ��� !%�)�� �� 3&�=��� 
�%!�!�� ��� 8���!1� ��A�����&!��A ��� ��8�� ������� !%�)�� �&��!��� �� )���� �&%0�� �����%����8�! �&�� �� �!�)� �� %���!$��� !�������!&�� �� �� A%����!�%�� ������&%�)���!8���A �!����������Ð¸°¯Ð� ¸¹ Ô´¸´¹² ¹Ð® Ð°²¯³¹ ±¹ ±¶³°¯¯¶¸·®´° �ô°¸²Ô´Ñ²¹�� ¹® ¸Ò°Û®´Ô´Ð·®´° ±¹ ³°Ï¶â¯¹³¹ Û¹¯Ô¹® ±¹ ®¯°²ô¹¯ ±¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°Ð Û°²¯ ¸¹ÐÑ²¹¸¸¹Ð ³¹®®¹ ±¶³°¯¯¶¸·®´° ¹Ð®Ô´´Ô´Ð¶¹ý
 &������" ��� $��%!��� )����� ���/��7 �� 3&�� �� $&���!%���!� �� �&�� ����!���� ���������%������ ��� �!0��� �!%$���" �!��� A�����%!�!����A �G�.���" Kuvx�� #��� �� ���" ���$$�&�� ��� �&%$��(��%��� �!�������� ,�� �!0��� �&�� ��� �!0��� �&��!������ �&%%� )�&%���!8��%��� �!%$���" �!�)������ �&%0�� �� %����!�%�� $��� �!%!�� �� �&�� $��� 3��!��%��� �$$������0���� �� !%�)��!� ��(���" &� �&��!���� �&��%%��� 8�� ��� �!0��� �!��� �%�!���" $�� &$$&�!�!&� ��7 �!0��� ����������"�&�� ��� �!0��� �����%!�!����� P� ���)!� �&�� $�!��!$���%��� ��� /�!����� @/&!�����" �/!&��" ����B&� ��� 0>�!%����� ,�� $���%����� $&���!%��!8��� 8�! ���� �&�� ���&�!�� �� ������!���� ��&�!8��(%��� $�� ������.�� ����!��!8�� �! �� ������� ��� %&%���� �� ���7!�%� &�����

���� ������� �� ������ �!0��� 8�! 3�!� ��&0*�� �� ����� $���!� �� ����� C� $��%!�� ��$!��� !�(��&��!� �� �&�!&� �� A%����!�%� ������&%�)���!8��A" �&���$� ���)�%��� ��!�!�� ���� �� �&%�!��%�!� �&�� �� �!)�!1���!&� $.�!8�� � ����%��� ��� �7$�!�!��� *��8��!�!� ,� �!0�� ��� ����!�� �&%%��� ����%0�� �� $&!��� 0�!������ �!���!0��� �$��!���%��� �� %��!��� �����%!�!���" �� �� �!)��� ��(��)!���� �&%%� �� �&%%� �&������ ��� �!)���7 �� ����� �� ��� $&!���� ,�� !�������!&�� �����$&!��� 0�!������ �� �&�� $�� $�!��� �� �&%$��" �� 8�! *���!1� 8�� ����� ����� �&!� ������!��� ��7�!0��� �����%!�!����� �&�� �7$�!8�&�� �&%%��� �&!�!� �� %����!�%� ������&%�)���!8�� $&�� ��(����!&���� �� ��� $&!��� 0�!������ �� �� �!0��" 8���� ���� ��� $&��!0��� �&�� %&���&�� 8�� �� �&!7�� �� %����!�%� ������!�� ��� �&���!������ �($�!&�! �� �� �!0��� 6! ��� ����� �&���!������ �����$�� �!�$&�!0��" !� ��� �&�� �������!�� �� ���&��!� � ��� ����.�� ����!��!8��" �� �&�� �� �!�$&����� $���!���� ����!���!&�� �� �!)��� $&�� $��/��!� � �� ��$����!&� ��� $&!��� 0�!�������
C� ���7!�%� ��$!��� $�&$&�� ��!���&����!&� ����� �&������ )������!��� A�&����!���A � ��%����!�%�" ����� � �!�� &� ��&� !%$&�� �� 3�!�� �� %=%� �&!7 �� %����!�%� $&�� �� $��(%!��� ������� �� $&�� �� ���7!�%�" �&����!��%��� � �� �&������ )������!��� !���&��!�� ����

�
�&��� ���  �$�������!&�" Kuu�� 8�! ��!��� �� ��)�� �� �!0���� ��$$��%����!��� ,� �&�������!��! !���&��!�� ��� �� $���%���� ����!��!8�� ������� � ���!�� ���� %&.����)� �� $���!���� ����!(���!&��� �$��� �/&!� $�&$&�� �� ��)&�!�%� $��%������ �� ��&�/�� ��� %����!�%�� &$�!%!���� ��%&���� �� ����� �&������" �&�� %&���&�� 8�� ����� &$�!%!���!&� $��%�� �� ��$���� ��� ��������� $���� ��� �!������� $&!��� 0�!������ �� �� �!0��" %=%� ���� ������ �&���!������ � $�!&�! �������(�!�
uR
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,� ��&!�!�%� ��$!��� �$$�!8�� ����� %��&�� � ��� �!0��� �!%$��� %�����!8��� %������� ����%0�� ����&�8�� � �������� P� �&�1�%� ��� ��������� �������� : ��&$�!%!���!&� �� �&�(����� $��%�� �����!%�� *��8��� ��&!� ��)��� !����3��&%���!8��� �� $&!��� 0�!������ �� �� �!0���  ���!������" �� %��&�� � �� ����� �/����)� : ���� $��%�� �� ����$���� ��� ��$&���� $&���!%���!8����� ��8�� $&!�� $�!� !��!/!������%���" �� �&�� �� ��� ��������!����,� ����!�� ��$!��� ���!�� �� ���$$�!���!&� �� ����� %=%� %��&�� � ��!%�)� 6��� ,��� �����*��7 %�*���� ���� �� �&���7�� ��� �� �&!7 ��� �����!��&�� ����!��!8��� ��!�!��� $&�� �������� ���&������ �� �� �!0��� ,� %��&�� �&%%���%��� �%$�&.�� �� �� $��� �!%$�� �&��!��� � ��!�!��� ��������!��&�� �� ��&�/��� ���� ��� 3��=��� ������ ������� ���&�� �� $!7�� ����!�� 
���� %��&����� �8�!/������ � 3�!�� �� 1����)� �� ��!%�)� $�� ��� 3��=��� ������� C�� %��&�� $��� ���0&��� ���� $�&$&��� ���� [,�� �� ���" Kuuu] $&�� ���$��� �� 3&�%� �� �� 3��=��� �� %��!��� � �&��!�������� $&$����!&�� ����!��!8��� ��� $��� &%&)���� $&��!0���� 
���� ���� $�&$&�� ��� %��&����������!/� : !� ���)!� ����!�!��� �&%%� $&$����!&� ����� �&���!���� ��� �&�ä�!���� ��%$�(3��8������&�� �� ������ ��� ���&!��%��� �!� � ����! �� $�!��!$� ��!%�)��!� 6��� C�� 3&!� %&������ ��� ��������!�!���!&�� $&��!0��� �� ��� �&�ä�!���� ��%$�(3��8����� �� $&���!%���!� �� �� !����3��&%���!�"��&$�!%!���!&� �� �&������ $&���!%���!8�� ��� �$$�!8��� �&%%� $������%%���" ��� ��� !%�)���0�!�� �� 0���� L� ,�� ��������� %&������ ���� �� �&���7�� 8�� �� $��$��� ��� �!0��� $��/���=��� �&��!������ �&%%� ��� �!���!0��!&� �� $&!��� �!���� �&�� � �� %=%� ������� #��� �� ���"��&$�!%!���!&� �� �&������ 3&���!� �� �7������� %&.�� �����!%�� ����� ������ �� ��������!������� %�7!%�% �� 0��!�� #��� �����!�� ��� ��1�" ��� ������� $��� �&����!� ��� $&!��� �!���� ��!�������� ������� : �� �&!� �� 0>�!%��� �� �� �&� $�� �7�%$��� ,� ���&�� ��&$�!%!���!&� ���&������ ������!��� $��%�� �� ��$���� ��� ������� �� ��� ���7 $&!��� 0�!������" �� �� ��&�/�� ����!� �� �� %=%� ������� �� ������ �� �&!� �� ����� �� �&��

u�
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�&�� �/&�� /� �� $��%!��� $���!�" ��$!��� R" 8�� ���� ��� %&.��� ������!0��� �� ���� � ��%����!�%�−→ω ��� �� �&��!����� 8��!� � �� 3&�%� ���� /������ �&�&��� ����� %���!�� �� ���)�%����� 0��� �� $&���!%���!� : $�� �7�%$�� ���� �� 0��� ��  ���!−→ω = (1
2 cos 2τ, 0, j sin 2τ)t #��� �� ���"�� $�&*���!&� ��� %���!��� �� �&������� ��� �� ��� /������ �&����$&�� � �� �.����� �� �� ��$&���$&�� ��� $&���!���!&� ���!$�!8�� �� $���%����� Φ �� τ � ,� �&������ �������� $&�� �� %����!�%�

−→ω ��� ��&�� �� %=%� 8�� ����� 8�! ����!� &0����� �� �%������ ��� $&���!���!&� ���!$�!8�� �&���� ���� ����/��� ���� ����� %=%� $&���!���!&�" &� ���� �� $&���!���!&� &��&)&�����  �� �&����" ������ ��� )������" �� �!)�!1���!&� $.�!8�� ���� %����!�%� −→ω ����� ���&�� H&�� : !� ���7!��� $�� ������ �!��������� ��!����$�����!&� �&%$����%��� ���!�3�!������ #��� ����� $���!�" �&�� ���&�� ��/��!�� ��� �!0��� �&%$&���� �����%���� ���&�!8��� ���� �!%$���" $&�� ����!0��� ��� �!)�!1���!&� � ���$�&*���!&� �� %���!�� ��� �� %����!�%� �&����
565 >��V ���U��	�� WX�� :��V ������ T� W[U	� ?

�&�� ��&$�&�� !�! �� %&���� �!%$�� ��� $&!��� 0�!������" 8�! � ��*� ��� ��&$�� ���� �� %��&���6 �P5 �<�!����&" QxxR" N�%��� �� ���" QxxK�� �&�� �&��!���&�� ��� ������� �� ���&���!&� 8�!�&��!��� � $&!��� 0�!������� ,�� !�������!&�� ����� ��� $&!��� 0�!������ �&�� $&�� ��!������ ��)�!)����
� %&���� ��� �!��! ������!�� ��7 ��� �� �������� �&������� $�� �� $&!��� 0�!������" �� 8�! �!)�!1�8�� �&�� �&�� $��I&�� �� ��&�� �� �&���7�� �� ���&������!&� /&��%!8�����$$��&�� ��� �&�/���!&��� ,� ��%$ ��I� $�� ��������� K ���� �� $&���!���!&� 7. �����!� :
k1 xy
P = cAs

xy
A e

−j4π ρ1A
λ + cBs

xy
B e

−j4π ρ1B
λ + · · · + cNs

xy
N e

−j4π ρ1N
λ

@K�KB
�� $�� ��������� Q :

k2 xy
P = cAs

xy
A e

−j4π ρ2A
λ + cBs

xy
B e

−j4π ρ2B
λ + · · · + cNs

xy
N e

−j4π ρ1N
λ

@K�QB
,�� /������� �!���!&�� $��/��� �&�� =��� ���!�� �&�� 3&�%� %���!�!���� :

−→
k1
P = S−→c ,

−→
k2
P = SD−→c @K�RB

&� S ��� �� %���!�� 3×N �&������� ��� ��$&���� $&���!%���!8��� �&�%��!����"−→c ��� �� /�������&�&��� �� ��!��� � �&������� ��� �%$�!����� ��� $&!���" �� D �� %���!�� �!�)&���� �� ��!��� ��&������� ��� $���� !����3��&%���!8����
uw



bdnikjfe BC ykrgkdhnjkcg jd�cfk/|e oep l�hngkplep eg �����
Ë<Ë<Ë �ÀÁÁÆÁÀ =ÅèÄ½Ç½ÆÉÀ ¿ÂÆè ÄÀÆÁ >ÅÇè½ çÃÇÁÁ¾è½

�&�� �&�� ��%��&�� � �� ���� $&!�� 0�!����� �� $��� !����3��&%���!8�� Φ" ���%$�!���� c ���� /������ �!���!&� −→
kP = (1, 0, 0)t �7$�!%� ���� �� 0��� ��  ���!�,� %���!�� �� �&������ T12

�� �� $&!�� �����!�� �!%$��%���" ���� %&.����)�" T12 =
−→
k1
P

−→
k2
P
†

T12 =



c2ejΦ 0 0

0 0 0
0 0 0


 @K��B

P���&��!�&�� �� �&������ ��1�!� � ���!�� �� %=%� %����!�%� $&�� ��� ���7 �������� :

γ(−→ω ) =
−→ω †T12

−→ω√−→ω †T11
−→ω
√−→ω †T22

−→ω
@K�wB

,� ���&%!������ �� ����� �7$����!&� ����� ����" ����)�%��� �� �� �&������ ��� �!%$��%����&��� $��
arg γ(−→ω ) = arg(−→ω †T12

−→ω ) @K�ÖB
P� ��� 0!�� �/!���� 8���� �&!�!����� −→ω = (1, 0, 0)t " �� �� ��������� ����)�%��� �� ���&������ $&�� �� %����!�%�" �&�� ���&�� ��&�/�� ����)�� !����3��&%���!8�� Φ� 
�$������" �&��/������ −→ω = (1, ∗, ∗)t �&�/!����� �)���%����

Ë<Ë<� �ÀÁÁÆÁÀ =ÅèÄ½Ç½ÆÉÀ ¿À ¿ÀÆæ >ÅÇè½Ä çÃÇÁÁ¾è½Ä ¿À åúåÀ ÃÉ>ÅèÄÀ >ÅÁ¾ÃÇåÉ1½ÃÇÊÆÀ

&��!���&�� ���7 $&!��� 0�!������ �� �� %=%� �������" ����)��� !����3��&%���!8��� ���$���!3�Φa�� Φb
" ���%$�!����� ���$���!/�� cA �� cB �� �� %=%�� /������� �� �!���!&�� −→kP = (1, 0, 0)t � 
�$��� =��� �� ��� $�� �7�%$�� $&�� ��� $��!�� �$��� �� �� ��!���� %�����!8��� $����� � ��� ��������!�������� ���� �� %=%� ������� �� ���&���!&�� #��� �� ���" ��� %���!��� /&����� �����!/���

S =




1 1
0 0
0 0


 , c =

(
cA
cB

)
, D =

(
ejΦa 0

0 ejΦb

) @K�vB

�� ��� ��%$� ���� ����!���� :
−→
k1
P =



cA + cB

0
0


 ,

−→
k2
P =



cAe

jΦa + cBe
jΦb

0
0


 @K��B

�� %���!�� �� �&������ T12
�����!�� T12 =

−→
k1
P

−→
k2
P
†

T12 =




(cA + cB)(cAe
jΦa + cBe

jΦb) 0 0
0 0 0
0 0 0


 @K�uB

6��� �� /������ �!���!&� −→ω = (1, ∗, ∗)t $&���� �&�� �&���� ��� !�3&�%��!&� ��� �� ��)��!����3��&%���!8��� ,���)�� !����3��&%���!8�� ��&�/� Φ
���� �� A������ �� $���A %&.�� ��� ���7�!0���" !����%��!�!��� ����� Φa

�� Φb
��!/��� ����� !�����!��� ���$���!/�� :

uÖ



BCBC @|es l�hngkple ic|f /|es hegjfe oe idnpe A

Φ = arg(cAe
jΦa + cBe

jΦb) @K�KxB������ $&���!���!&� �� ���� � %=%� �� ��$���� ��� $���� !����3��&%���!8��� Φa
�� Φb

" ��� !���. � $�� �� �!������� $&���!%���!8�� � �7$�&!��� ����� ��� ���7 �!0����
Ë<Ë<U �ÀÁÁÆÁÀ =ÅèÄ½Ç½ÆÉÀ ¿À ¿ÀÆæ >ÅÇè½Ä çÃÇÁÁ¾è½Ä ¿À ÃÉ>ÅèÄÀÄ >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀÄ¿ÇBÉÃÀè½ÀÄ


���� 3&!�" �&��!���&�� ���7 $&!��� 0�!������ �.��� ��� /������� �!���!&�� �!�������" 8�� �&��$�����&�� �&� &��&)&���7 $&�� �� $����� ���� �� ��� �� $��� )�������  ���&�� $�� �7�%$�� ����� ���� $��%!�� �!���� %�����!8�� ����=�� &�!F&�����" �� ���� �!���� !���!�� � 22.5◦ � ,� $��%!������ $&�� �%$�!���� cA " $&�� $��� !����3��&%���!8�� Φa
" $&�� /������ �!���!&� −−→

kPa
" ����!� 8���� ���&�� ���� �� $&!�� ���%$�!���� cB " �� $��� !����3��&%���!8�� Φb

" �� /������ �!���!&� −→
kPb �6! �&�� ���/�!��&�� ���� �� 0��� ��  ���!" −−→kPa �� −→kPb �����!/��� :

ka =




0
1
0


 , kb =




0
1√
2

1√
2


 @K�KKB

#��� �� ��� $���!�" ��� ��%$� −→k1
P
�� −→k2

P
$&���&�� =��� ���!�� �� 3&���!&� ��� %���!��� #"6 ��

−→c ��!/����� :

D =

(
ejΦa 0

0 ejΦb

)
, S =




0 0
1 1√

2

0 1√
2


 , −→c =

(
cA
cB

) @K�KQB

�� 8�! �&�� �&���
−→
k1
P =




0
cA + cB√

2
cB√

2


 ,

−→
k2
P =




0
cAe

−jΦa + cB√
2
e−jΦb

cB√
2
e−jΦb


 @K�KRB

T12 =
−→
k1
P

−→
k2
P
† =




0 0 0

0
(
cA + cB√

2

)(
cAe

jΦa + cB√
2
ejΦb

) (
cA + cB√

2

)(
cB√

2
ejΦb

)

0 cB√
2

(
cAe

jΦa + cB√
2
ejΦb

) (
cB√

2

)2
ejΦb




@K�K�B

�&�� /&.&�� �&�� �� ��!�� 8���� �&!�!����� −→ω = (0, 0, 1)t �&%%� %����!�%�" �&�� ���&����&�/�� �� $��� Φb
�� �!���� !���!�� � 22, 5◦ �  &�� ��&�/�� �� $��� Φa

" �&�� $&�/&�� $������$�� �7�%$�� �� %����!�%� −→ω = (0, 1, −1)t � 
�� %����!�%�� �� �&�� $�� �)��7 ��7 ��$&����!��!/!������� ��� ���7 $&!��� 0�!������ ka �� kb �
��! �&���!��� ��� ��%��8�� ���� !%$&������ :
�� ���0����� �� 0��!�" $&�� �������� �� ������ �� $��� ���� $&!�� 0�!����� �� /������ ���!���!&� −→

kP
" �&!�!� �&%%� %����!�%� �� /������ �!���!&� ��! %=%� −→ω =

−→
kP

�� %���$�� �� �������� ���&%$�� �! �� $&!�� 0�!����� �&��!���� �� ��&�/� �� $������� �������� $&!���0�!������ �� /������� �� �!���!&� �&� &��&)&���7 � −→kP
uv



bdnikjfe BC ykrgkdhnjkcg jd�cfk/|e oep l�hngkplep eg �����
Ë<Ë<û �ÉèÉÃ¾ÁÇÄ¾½ÇÅè

��/��&�� �� ��� )������ &� �� ������� $&����� � $&!��� 0�!������" �� 3&�%��!�&�� �� $�� ���������� $���������  &�� �� 3�!��" �&�� ���!/&�� �� %���!�� �� �&������ ��&!��� T12
�� 3&���!&���� %���!��� S " D �� −→c ���� %&.����)� :

T12 =
−→
k1
P

−→
k2
P
† = S−→c −→c †D∗S† @K�KwB

6�$$&�&�� 8�� �&�� �.&�� ��&�/� ��� %���!�� M �� ��!��� d × 3
����� 8�� M †S = I " &� I��� �� %���!�� !����!�� �� ��!��� d× d� ,� %���!�� M † ����� ��!�/���� �� �� %���!�� S 8�� ���� ����� $���!���!�� &� S ��� ��� %���!�� ������� �&�� ��/!����&�� $�� �� ��!�� ��� �� �!�����!&� �����7!������ �� M �
&!�!��&�� ��&�� $&�� %����!�%� �� /������ �&�&��� �� M � 
� /������ �����!�

−→ωi = M−→ei @K�KÖB
&� −→ei ��� �� /������ �� �� 0��� � � �&%$&������� 
�����&�� ��&�� ����)�� �� �� �&������ $&��−→ωi :

−→ωi†T12
−→ωi = −→ei †M †S−→c −→c †D∗S†M−→ei = −→ei †−→c −→c †D∗−→ei @K�KvB

,� /������ D∗−→ei ��� �� !eme /������ �&�&��� �� D∗ " � ��/&!� �� /������ ejΦi−→ei �  �� �!������"−→ei †−→c −→c †−→ei ��� �� !eme ���%��� �� �� �!�)&���� �� �� %���!�� −→c −→c † " � ��/&!� c2i � �&�� &0���&���&��
−→ωi†T12

−→ωi = c2i e
jΦi @K�K�B

,� /������ %����!�%� −→ωi ��� �&�� ����! 8�! $��%�� �� ����&�/�� �� $��� !����3��&%���!8���� $&!�� i � $���!� �� ���7$����!&� �� �� �&������ )������!��� $�!�8��
arg γ(−→ωi) = arg(−→ωi†T12

−→ωi) = Φi
@K�KuB��/��&�� � ���7!������ �� �� %���!�� M � �&�� $&�/&�� �!������!�� ��� ��� ��!/���� :� ,&��8�� �&�� �&��!���&�� ��&!� $&!��� ���� �� �������" S ��� ��� %���!�� ������ 3 × 3 ��

M ��� �!%$��%��� �� %���!�� &��&)&���� �� �� %���!�� S � ,� %���!�� M �7!����� �! �������%��� �! ��� R �&�&���� �� S �&�� !���$��������" ����� � �!�� 8�� ��� R $&!��� �&!/���$&������ ��� /������� �� �!���!&� �!������� ���7 � ���7� #��� �� ��� ���� $���!���!�� &� ��%���!�� S ��� ��� %���!�� &��&)&����" ��&�� M = S� ,&��8�� �&�� �&��!���&�� d < 3 $&!��� ���� �� �������" ��&�/�� M † ��/!��� � ���&���� ���.���%� �/�� $��� ��!��&����� 8�� ���8���!&��� ,� %���!��M �7!��� �&�*&���" ���3 �� ���&������ �� ��� $���!���!�� &� �&�� �&��!���&�� ���7 $&!��� �� /������� �!���!&�� �)��7� '!� �$��� �� ��� $���!���!��" !� ��� !%$&����� �� �&��� 8�� �� �&���!&� $&�� M ����� $�� ��!8����� ��$������ ���7�%$�� ��� ���7 �!����� $���������" �� %���!�� S �����!� :

S =




0 0
1 1√

2

0 1√
2


 @K�QxB

�� �&�� �&���� ��� %���!��� M † �&���!&�� ���&�� �� �� 3&�%� ��!/���� :
M † = M t =

(
∗ 1 −1

∗ 0
√

2

) @K�QKB
u�



BCMC �cg |gkhkj� oe sn lnjfkhe S � infjkf oep hdnlip pe|sp k1
P

ej k2
P

,�� /������� �&���!&�� $��%������ �� ��$���� ��� $���� �&�� ��� /������� �&�!���!��� ��7/������� �&�&���� �� M " &� ��7 /������� �!)��� �� M t :

−→ω 1 =




∗
1
−1


 ,−→ω 2 =




∗
0√
2


 @K�QQB

� ,&��8�� �&�� �&��!���&�� d > 3 $&!��� ���� �� �������" ��&�/�� M∗ ��/!��� � ���&���� ���.���%� �/�� $��� ���8���!&�� 8�� ��!��&������ ' ���7!����� 8�� ���� �� ��� &� $���!����/������� �!���!&�� ���&�� �)��7� '�!� ���� �� ���(��" $&�� ��$���� ��� ��)��� !����3��&%�(��!8��� �&����$&�����" !� �&�� 3����� �&���-��� ��� �%$�!����� ���$���!/�� ��� $&!���� 
��������� ��� ������� : !� $���-� �!ä�!�� �� ��$���� ��� ������� �� $��� �� R $&!��� �/�������%��� R �&�$��� �� $&���!���!&�� !���$������� ?
�� ����%� :P� ��� $&��!0�� �� ��$���� *��8��� ��&!� $&!��� �� ��$&���� $&���!%���!8��� �!���������  &���� 3�!��" �&!� S �� %���!�� �&�� ��� �&�&���� �&��!������ ��� ��$&���� $&���!%���!8��� ������� �� ��� $&!���� ,�� %����!�%�� �������� �&�� ��� /������� �&�&���� �� �� %���!��
S† −1 � ,� ������ �� �� �&������ �/�� ��� %����!�%�� $&�� ��������� K �� ��������� Q 3&���!���� ��)��� !����3��&%���!8��� �� ����� �� ��� $&!����

56N CX� ������� T� VU �U����� S
Z WU���� T�	 �[U�W	 	��V	 k1

P
��

k2
P

'���������%���" ���� �� ��� )������" �&�� �!�$&�&�� �� �� %����� ��� ��%$� −→k1
P
�� −→k2

P
" ���&� ��� /������� �!���!&�� !��!/!����� �� ����� ��� �!������� @8�! �&%$&���� �� %���!�� SB� ���&�� ���&�� %&����� !�! 8�� �����!���� ��� %���!��� S �� D � $���!� �� −→k1

P
�� −→k2

P
����� $�� ��!8��"%=%� �! ��&� �&���!� �� �&%0�� �� $&!��� 0�!�������

Ë<�<Ë ^æÀå>ÁÀ
6�$$&�&�� 8�� �&�� �.&�� 3�!� �� %����� ��� ��%$� −→k1

P
�� −→k2

P
�� 8�� �&�� �.&�� &0���� :

−→
k1
P =




1
1
0


 ,

−→
k2
P =



ejΦ1

ejΦ2

0


 @K�QRB

�&�� ���&�� %&����� %�!������� 8�� ��� ��%$� $��/��� ���7$�!8��� $�� ��� %���!��� S ��
D �!��������� �&�� ��$$&�&�� 8�� �&�� ��/&�� 8�� �� ������� �&��!��� ���7 $&!��� 0�!������ � ��-" �� $���� !����3��&%���!8��� ΦA

�� ΦB
" �� ��$&����� $�� ���� �� ����!��� $&���!���!&�� �&������&�� �&�� S �� �� 3&�%�

S =



saA saB
sbA sbB
0 0


 @K�Q�B

�� &����" $���2� 8�� ��!%$&��� ��7 /������� �&�&���� �� S ��=��� �&�%��!���" �&�� $��3��&��17�� $�� �&��!� �� �!%$�!�!�� cA = 1 �� cB = 1� ,�� �����!&�� �7$�!�!���� ����� ��� ��%$� E ����� �&�ä�!���� �� �� %���!�� S �����!/��� ���� �� ���
uu



bdnikjfe BC ykrgkdhnjkcg jd�cfk/|e oep l�hngkplep eg �����

saA + saB = 1

saAe
jΦA + saBe

jΦB = ejΦ1

sbA + sbB = 1

sbAe
jΦA + sbBe

jΦB = ejΦ2 @K�QwB
,�� �&�ä�!���� �� S $&�/��� =��� �&%$��7��" �&�� �!�$&�&�� !�! �� � �8���!&�� ������� �� ��Kx !��&����� : ��� � �&�ä�!���� �&%$��7�� �� S �� ��� ���7 $���� ΦA

�� ΦB � P� ��. � $�� ��!�!���� �� �&���!&��C�� �&���!&� ��!/!��� ��� �&���� $��

S =




1 0
0 1
0 0


 , D =

(
ejΦ1 0
0 ejΦ2

) @K�QÖB

� $��� =��� $�� �7�%$�� �� ��� ����� ������� �&���!���� ����� �$��� �� ���� �!���� &�!F&����$���� � ��� ��)��� !����3��&%���!8��� Φ1

�� Φ2 � &�� &0���!� ��� �&���!&� �!�������" �&�� $&�/&�� 17�� ΦA
�� ΦB

� ���7 /������ 8����&�8����!��!�����" �� &0���!� ��� �&�ä�!���� �� S �&���!&�� $�� �� 3&�%��� :
(
saA
saB

)
=

1

ejΦB − ejΦA

(
ejΦB −1
−ejΦA 1

)(
1

ejΦ1

) @K�QvB
(
sbA
sbB

)
=

1

ejΦB − ejΦA

(
ejΦB −1
−ejΦA 1

)(
1

ejΦ2

) @K�Q�B
�� �� �&���!&� �&����$&������ ��� :

S =
1

ejΦB − ejΦA



ejΦB − ejΦ1 ejΦ1 − ejΦA

ejΦB − ejΦ2 ejΦ2 − ejΦA

0 0


 , D =

(
ejΦA 0

0 ejΦB

) @K�QuB

���� �&���!&� �&����$&�� � ���7 $&!��� �� ��$&���� $&���!%���!8��� �� �� $��� !����3��&(%���!8��� 8�! $��/��� =��� �!�������� ��� $�����������

Ë<�<� �ÉèÉÃ¾ÁÇÄ¾½ÇÅè
−→
k1
P
�� −→k2

P
����� %������" ��� ���7 �����!&�� %���!�!����� �&����� �� �8���!&� K�R �&�� �8�!(/������� � Ö �8���!&�� �&%$��7��� −→c ��� �� /������ ���� � � �&%$&������� S ��� ��� %���!��

3 ×N �&%$��7�" ���� �&��!��� �&�� 6N
!��&������ D �&��!��� N !��&����� ������� : ��� � ��)���!����3��&%���!8���� �&�� �/&�� �&�� KQ �8���!&�� ������� �� 8N

!��&������
6��� ��!�� � �� )������!�� �� �� %&���!���!&� ��� �&�����" �&�� $&�/&�� !%$&��� ��7 /��������� S ��=��� �&�%��!���� 
��� �&�� 3&���!� R �8���!&�� ��$$��%����!���� '�!� %=%� ���� �� ����� $�&0��%� ��� !������%!�� ��� 8�� N ≥ 2�
�� �&�����!&�" �� ��$����!&� ��� $&!��� 0�!����� ����� �!0�� �����%!�!��� ��� )�������%���!%$&��!0�� �� ��!�!���� �����%��� ��� ���7 %������ −→

k1
P
�� −→
k2
P

���� �&���!������ � $�!&�!�� �� �!0��� ,�� %��&��� !����3��&$&���!%���!8��� ��/!��)��� $�� �� ��!�� ������!���� �&����!���&����!&� �� $���%����� ����!��!8���" �&�� ������!���� ����!�!��� $���!���� �����!��&���� �� %=%� $&$����!&� ����!��!8���
Kxx



BC×C bclise�kdhnjkcgp o| lcoÚse
�&�� %&�����&�� 8���� $���%���� ��� 8�� �� �&������ )������!��� ��� �� $���%���� ����!�(�!8�� 8�! $��%�� ��&�!8��%��� ��� ��$����!&� ��� $&!��� 0�!������� P� 3��� �����!� 8�� %=%�$&�� ������� ��� �!0��� �����%!�!����" $���!���� %������ �� �� %=%� �!0�� �&�� �������!��� $&��$&�/&!� ����&�/�� �� ������ ���� %&!�� ���7 $&!��� 0�!�������

56` �X�WV�9�h�U��X�	 T� �XT\V�
Ë<U<Ë JÃÇÄÀ Àè =Åå>½À ¿Æ çÃÆÇ½

5&��� %����� ��� ���>��� �� 0��!�" 8�� �&�� ���/&�� $�� �&��!���� *��8��� $������� ��8���� ���� ��� $&��!0��" �� �&!7 �� �� $&���!���!&� $&�� �����!%��!&� �� �� $��� !����3��&%���!8���&!� $&�/&!� ���������� �� %!�!%!���� �� 0��!�� ��$���&�� ���7�%$�� ����� �!0�� �&���!��� �����!������ �� $��� !����3��&%���!8�� Φ �� ��!�����!�� −→c � ,� %���!�� T12
��&�!8�� ��� �&���� ���8���!&� K��� �&�� �/!&�� /� 8�� ��!%$&��� 8��� /������ �� �� 3&�%� −→ω = (1, ∗, ∗)t %���!� ���� ���!%��!&� �&������ �� �� $��� /&����� 6! �&�� 3�!�&�� ��.$&���� ���� 0��!� 0���� ���!�!3)����!�� �� $�!������ σbruit ��� �� %����� �� ����� %���!��" ���� �����!� %�!������� :

T12 =



c2ejΦ + σbruit 0 0

0 σbruit 0
0 0 σbruit


 @K�RxB

6&!� −→ω = (ωx ωy ωz)
t �� %����!�%� �&��!������ ,� $��� !����3��&%���!8�� ���&�!�� � ��%����!�%� �����!� ���� �� ��� :
Φ̃ = arg

(
ω2
xce

jΦ + (ω2
x + ω2

y + ω2
z)σbruit

) @K�RKB
 &�� �/&!� ��� ���!%��!&� �� �� $��� �� %&!�� 0��!��� $&��!0��" !� �&�� 3��� �������!��%����&!�!� %�!������� ωy = ωz = 0" ����� � �!�� −→ω = (1, 0, 0)t " �� %��!��� � ����!�� �� %�7!%�%�� �&%$&����� ���!������ �!�� �� 0��!��

Ë<U<� JÃÇÄÀ Àè =Åå>½À ¿ÀÄ Çè½ÀÃ¾=½ÇÅèÄ
#��� �� %&���!���!&� �� �� �!0�� $�� $���!���� $&!��� 0�!������" �&�� �/&�� ��)�!)� ��� !����(���!&�� ����� ��� $&!��� 0�!������� �&�� ���&�� %&����� %�!������� � ���!�� ���� �7�%$�� �!%$��8�� ��� !�������!&�� $��/��� =��� �����%!������ ��� �� �������� $&���!%���!8�� �� �&�� ���&�� �����!����$�����!&� ��� %����!�%�� ������&%�)���!8����
&��!���&�� �� ��� ����� ������� �� ���&���!&� �&������� ��� $��8��" �!�)� ����� ����&�!���!&��� �.$� Gõ/D" �� ��� �$���" ��$&����� ���� ����! �� Gõ/D� 6! �&�� �&��!���&�� ��!8��%������ �!0��� %�����!8��� �� ���0����� ��!�������!&��" ��� ��%$� ���&�!�� � ����� ������� �� �7$�!%������ �� 0��� ��  ���! ���&�� ��� ����� �&%$&����� �&� ������ '�!� $.�!8��%���" �� $��&%����� ��0&�� ����� �� �$��� �� �� $��8�� $��� �� %��!3������ 
� $��&%��� /� !���&��!�� ����&%$&����� ���� �� $&���!���!&� G(/D�6! �&�� �� �!�$&�&�� $�� ��!�3&�%��!&� � $�!&�! ��� �� �!0�� @%&���!���!&����B !� �$$���-� �!ä(�!�� �� $������ �� �&%$�� ���� �&��� %&���� �� �&����� ��� !�������!&��� 
� %&���� �� �&�������� �&�� ���$�� ��7 �!0��� ���!1�!����� �!%$��� �!�)�� ��!�������!&�� ��)�!)��0��� ����� ��� �&���!(������� �� $������� �� �!0��� �&%$��7�� 8�! �&�� �� �!�)� �� �!/����� !�������!&��" �� $�&0��%������!%�� ��� $���� !����3��&%���!8��� ��� �!������� �&���!������ ��/!��� ���� ��$!��%��� !��&(��0��� ,�!����3��&$&���!%���!� ���� �� ��� ��� %!�!��7 A�����&!���A /� �&�� $&����!/�� ��������0���" �� ��!�!���� ��� ����!8��� � $�!&�! �!�������� @%&���!���!&� ���$��� �� %!�!�� !%�)�B� 
��&�� ��� ����!8��� 8�! 3��&�� ��&0*�� �� �� ����!��� $���!� �� �� �����

KxK
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56f ú�UV�	� 	�U��	��:�� T� �XT\V�

�&�� �/&�� /� 8�� �� %���!�� S ����� $�� ��!8�� � $���!� �� �� ����� %����� �� −→k1
P
�� �� −→k2

P
� 6!�&�� /&��&�� ��$���� ��%&���� � ��� !�3&�%��!&� ��� ����� %���!��" !� /� �&�� 3���&!� !�/&8��� �������.��� ����!��!8���� 
���� $&�� ���� 8�� �&�� �&�� !���������&�� ��&�� ���� �� $�&��!� ��$!����� $���%���� �� �&������ )������!���" 8�! ��� �� $���%���� ����!��!8�� ��&���� Q�

,� %��&�� �6 �P5 ��$&�� ��� ��� .$&���� ���� 0��!� ���!�!3" )�������%��� ��$$&��)����!��" &� ��� �&%$&������ �� 0��!� �&�� ���&������� ����� ������  &������" �� 0��!� �� !%�)��!�6�� ����� $�� �!%$��%��� ���!�!3� �&�� ���&�� �&�� /&!� %�!������� �&%%��� $������ �� �&%$���� ��� 0��!� ���� �&��� %&���� �� �&�����" ����� %��!��� �!������� 8�� ���� �� %��&�� �6 �P5�P� 3��� 0!�� �&��� !�! 8�� ��� H������!&�� ����!��!8��� �������� �&�� �!��� �� 0��!� �� %����� O ¸¹ÐÐ°²¯³¹Ð ±¹ ±¶³°¯¯¶¸·®´° ô°¸²Ô´Ñ²¹ ¹® ®¹ÔÛ°¯¹¸¸¹Ð ¹ Ð°® Û·Ð Û¯´Ð¹Ð ¹ ³°ÔÛ®¹� 
��.$&����� �&�� ����!���� ���� �� ����� �� �!0��� ���� �!%$��� &� �� ��!%�)��!� � ���� ���&���!&��
Ë<û<Ë DÁÆ=½Æ¾½ÇÅè Ä½¾½ÇÄ½ÇÊÆÀ ÄÆÃ c

6��� �������� �� %&.����)� �� %���!�� −→c −→c † ����� �� ���) KjØ " ��� %���!��� �� �&������!&���� �&�� $�� !�/���!0����#��� �� $��%!�� ��%$�" �&�� ��$$&�&�� 8�� ������ �� %����� ��� $�!������� −→c /� /��!������ �����!��&� %����� � �������� 
���� �� ���� �� ��� �� $��� �!%$�� �������" �� ����� ����! 8�!��� �&��!���� ���� �� %��&�� �6 �P5� #��� �� ���" ��� �����!��&�� �&����$&����� �  /�������
−→c1 ,−→c2 , . . . ,−→cP " �� ��� %���!��� �� �&������� /&�� �����!�� :

T12 =
1

P
(S−→c1−→c1 †D∗S† + S−→c2−→c2†D∗S† + · · · + S−→cP−→cP †D∗S†) @K�RQB

T11 =
1

P
(S−→c1−→c1†S† + S−→c2−→c2†S† + · · · + S−→cP−→cP †S†) @K�RRB

T22 =
1

P
(SD−→c1−→c1†D∗S† + SD−→c2−→c2†D∗S† + · · · + SD−→cP−→cP †D∗S†) @K�R�B

�&!�
T12 = SCD∗S†, T11 = SCS†, T22 = SDCD∗S† @K�RwB

&� C ��� �� %���!�� �� �&/��!���� �� /������ −→c :

C =
1

P

P∑

i=1

−→c i−→c †
i

@K�RÖB

C ��� ��� %���!�� ������ �.%���!8��� <�>�� � �� $�!�� �� �&%$�� �� �� H������!&� �� −→c "��� %���!��� �� �&������� ��������� $��/��� %�!������� =��� ��$$&���� !�/���!0��� @��� 8�� ���&%0�� �������!��&�� ��!�!��� ��/!��� ��$��!��� &� �)�� � RB�
mÚ�t {�x� s~yxt u�p{v�t twp }t xru�{t st zt�pty{w �r}rxxtw }vxo�v{tutxp vxso�txs�xptw� ²�xw }t ��w st }�u�p{v�t −→c −→c † ® pryptw }tw �r}rxxtw wrxp �{r�r{pvrxxt}}tw | −→c ® srx� }� u�p{v�t twp st {�x� E� ��{ �v}}ty{w yxtu�p{v�t ��{{ot st svutxwvrx x twp vxzt{wv�}t wv tp wty}tutxp wv wrx {�x� twp x�

KxQ



BC�C bcghs|pkcg
Ë<û<� DÁÆ=½Æ¾½ÇÅè Ä½¾½ÇÄ½ÇÊÆÀ ÄÆÃ D

6! �&�� �&��!���&�� %�!������� 8�� ����� # 8�! ��� �� /��!�0�� ����!��!8��" �� %&.���� D "��&�� �&�� �� $&�/&�� $�� 3���&�!��� ��� %���!��� �� �&������ �&%%� $������%%���� 
�$������"�! �&�� ��$$&�&�� 8�� −→c �� D �&�� ��� /��!�0��� ����!��!8��� �&%$����%��� ���&�������" ��&���&�� $&���&�� ���!��
T12 = SCD

∗
S†, T11 = SCS†, T22 = SDCD

∗
S† @K�RvB

,��7$����!&� ��&�/�� �&����$&�� � ����� &0����� ���� �� ��� ���� 0��!�" &� �&�� ��%$��I&���!%$��%��� # $�� �� /����� ����!��!8�� %&.����� 6! �&�� �� /&��&�� $�� 3�!�� ��.$&���� �����&������!&� ��� /��!�0��� ����!��!8���" !� ���� �������!�� �� ���&��!� � ��� �!%����!&�� ��%��!8����
Ë<û<U DÁÆ=½Æ¾½ÇÅè Ä½¾½ÇÄ½ÇÊÆÀ ÄÆÃ S

,� ���&�� ��� %���!��� �� �&������� �� $��/��� $�� �� 3���&�!���� 6����� ��� �!%����!&����%��!8��� �&�� $��%����&�� �� $������ �� �&%$�� ��� H������!&�� ���� �� $�&��!� ��$!���"�� ���!/���

T11 =
1

N

N∑

i=1

Si
−→c −→c †S†

i , T22 =
1

N

N∑

i=1

SiD
−→c −→c †D∗S†

i T12 =
1

N

N∑

i=1

Si
−→c −→c †D∗S†

i
@K�R�B

56� �X��V�	�X�

���� $���!� ��� � ��� �&������� � �� %!�� �� $���� ��� ����!8��� ��!����3��&$&���!%���!������ ���� �� ��� ��� �!0��� �����%!�!����� P�!" �&�� �/&�� $�!� �� �&%$�� ��� %&���!���!&� ��%=%� �.$� 8�� ����� �� �� %��&�� �6 �P5� � $���!� �� ����� %&���!���!&�" �&�� �/&�� %&�����&%%��� �&!�!� �� A%����!�%� ������&%�)���!8��A ���� ����$��� &��&)&��� � ����! ��� /��������!���!&��" �1� �� ������!&���� �� $&!�� 0�!����� �� �� �!0��� P� ��� $&��!0�� �� ��$���� �!��! *��8�����&!� $&!��� 0�!������ �� /������� �!���!&�� �!�������" %�!� �&� �������!��%��� &��&)&���7�,��7$����!&� �� �� �&������ )������!��� � �� %����!�%� ��� �&���� � $���!� �� ����� %&���!���!&��#��� ����� �7$����!&�" ��� �!/����� �&����� �� H������!&�� ����!��!8��� $&��!0��� &�� ��� ��/!��)����

KxR
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N65 7X	���X� T� W�X�V\��
,� %��&�� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ $�&$&��� $�� 
�&��� ��  �$�������!&� �/�!�$&�� 0�� �� ��&�/�� �� �&�$�� �� %����!�%�� 8�! &$�!%!���� �� �&������� 6! ��� %����!�%���� �� $��� ���&�!�� &�� �� ���� $.�!8��" �&�� �&�� ������&�� � ��&�/�� �� %=%� %����!�%�$&�� ��!%�)� K �� $&�� ��!%�)� Q" $�!�8��!�� ��������!���� �� %=%� $!7��" /� �&�� ��� ��)������� $�&���� 
���� 0!�� �� 8�� �&�� &0���&��" �� %&!�� �� %&����� �&�� $&�/&�� �&�� $�����&$�!%!��� �� �&������ �!�����%��� ��� �� ���� %����!�%� −→ω " �� %=%� $&�� ��� ���7 !%�)���
&�!� �� ���" QxxR��� ,� �&������ �����!� ��&�� :

γ(−→ω ) =
~ω† T12 ~ω√

~ω† T11 ~ω
√
~ω† T22 ~ω

@Q�KB

���� �$$�&�� ��� !����������� � $���!���� $&!��� �� /�� :
� ,�� !%�)�� �� �� $�!�� !����3��&%���!8�� �&�� /��� �&�� ±¹²ê ·Ý¸¹Ð ±¹ ô²¹ ®¯�Ð Û¯°³Ï¹Ð¸Ò² ±¹ ¸Ò·²®¯¹� �� 0���� L $�� �7�%$��" �� �!������� ����� ��� ��)��� �� /�� ��� �� ��&������ ����!�%� �� ��)��� 
��� *���!1� 8�� �&�� �&��!���!&�� 8�� ��� ��$&���� $&���!%���!8����&!��� ���� $�&��� ����� �� �������" �&�� 8�� �&�� $�&*��!&�� ��!%�)� K �� ��!%�)� Q ��� ��%=%� %����!�%��� 
��� ��� �������� $��� /��! �� �&�1)����!&� %&�&$����" &� !� ��. Û·Ð ±¹ ±¶³°¯¯¶¸·®´°®¹ÔÛ°¯¹¸¸¹ ����� ��� ���7 $������� ,���)&�!�%� ��&$�!%!���!&� �!��! ��&�/� /� =��� Û¸²Ð Ð®·ë¸¹ ²Ô¶¯´Ñ²¹Ô¹®� ³·¯ ¸·Ð°¸²®´° Û°ÐÐ�±¹ Ô°´Ð ±¹ ±¹Ý¯¶Ð ±¹ ¸´ë¹¯®¶ý 
&����!��%��� � ��!���!�!&�" �� �����$�� $���� 8�� �� �&������ �!��! ��&�/�� ���� $��� 3�!0�� 8�� �� �&������ ��1�!� � ���!�� �����7 /�������" 8�� �� $��� ���&�!�� ���� $��� A0��!���A &� ���� ��� /��!���� $��� )�����"0!�� �� �&����!�� �&%%� �&�� ���&�� �� /&!� ���� �� ��!���� ,�́ ®¹¯Û¯¶®·®´° ±² ¯¶Ð²¸®·® °ë®¹² Ð¹¯· Û¸²Ð Î·³´¸¹ �� 3�!� 8�� �&�� �&��!�����&���� %=%� $�&*���!&� ��� ��� $&���!���!&� �&���� $&�� ��� ���7 !%�)���� ,� ���&���!&� �� $�&0��%� ¹ ¶³¹ÐÐ´®¹ Û·Ð ¸Ò´®¯°±²³®´° ±Ò²¹ ³°±´®´° Ð²ÛÛ¸¶âÔ¹®·´¯¹ �� �.$� arg(−→ω †

1
−→ω 2) = 0" �&��!�!&� �&�� ��!����$�����!&� ��%���� ���!������ 
����!�� ���/��7 �&�������� �� 3&�=� �5����3� �� ���" KuuÖ"  �$�������!&� ��� 
�&���" QxxK�&� ��� 0>�!%���� �6���!��� �� ���" Qxx�� ���������� � %&���!��� �� ����.��� �� �&��������1�!� $&�� �� ��!8�� %����!�%��

Kxw



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f
�<Ë<Ë �ÅÆKÀÁÁÀÄ ÉÊÆ¾½ÇÅèÄ

P� ���)!� ��&$�!%!��� %�!������� �� %&���� �� γ " &�" �� 8�! ��/!��� �� %=%�" �� γ2 � �� $&��������� 3&!�(�! :
f = (−→ω †T12

−→ω )(−→ω †T †
12
−→ω ) @Q�QB

a = −→ω †T11
−→ω @Q�RB

b = −→ω †T22
−→ω @Q��B

γ2 �����!� :
|γ|2 =

f

ab
@Q�wB

�� �&��
∂|γ|2
∂−→ω † = 0 ⇔ ∂f

∂−→ω †ab−
∂b

∂−→ω †af − ∂a

∂−→ω † fb = 0 @Q�ÖB
,� ������ ��� ���!/��� $�� ��$$&�� � −→ω $��� �� 3�!�� � ���!�� ��� ��������� �� ����7� :

∂f

∂−→ω † = (−→ω †T †
12
−→ω )(T12

−→ω ) + (−→ω †T12
−→ω )(T †

12
−→ω ) @Q�vB

∂a

∂−→ω † = T11
−→ω , ∂b

∂−→ω † = T22
−→ω @Q��B

�� ��!�!���� ��� ��������� ���� ���8���!&� Q�Ö �� �� ���&%$&���� �� �&���!&� 3 �� c = −→ω †T12
−→ω�� c∗ = −→ω †T †

12
−→ω " �&�� &0���&�� :

ab(c∗T12
−→ω + cT †

12
−→ω ) = bcc∗T11

−→ω + acc∗T22
−→ω @Q�uB

�� �&%%� |γ|2 = cc∗

ab

!� /!���
(c∗T12 + cT †

12)
−→ω = |γ|2(bT11

−→ω + aT22)
−→ω @Q�KxB


���� �8���!&� �� $��� $�� �� ��%���� � �� $�&0��%� ��7 /������� $�&$��� ���� 3�!�� ��$�����0�� ��� �$$�&7!%��!&���#��� �� ��� A!����A @��)��� �� /��� ���� $�&��� $&�� ��� ���7 ��������" �0����� �� ��(�&������!&� ��%$&��������B" �&�� ��$$���&�� 8�� ��� %&����� ����)!����� $�� ��������� K �� $����������� Q �&�� �)��7 $&�� ��� %=%� $&���!���!&�" �� 8�! �����!� !�! a ≈ b = |c| = |c∗|� #����� ��� &� �� ������ �� $&!�� � !%�)�� �&����$&�� � ��� $��� Φ" ����� .$&���� ��/!���
c = |c|eiΦ, |c| ≈ a ≈ b��� ���$$�!8���� �! ������" �&�� &0�!��&�� ���8���!&� ��7 /������ $�&$��� :

(T11 + T22)
−1(e−iΦT12 + eiΦT †

12)
−→ω = |γ|2−→ω @Q�KKB

,� ���&��" �&�� �&�� ��%��&�� � �� $�&0��%� ��7 /������ $�&$���� ,� %���!�� � �&��!�����
(T11 + T22)

−1(e−iΦT12 + eiΦT †
12)

��� ��%!�!���� �� $&����� �&�� ��&!� /������� $�&$��� &��&)&(���7�
KxÖ



MCMC bfkjÚfe o 0|jkskj� oe s 0cijklkpnjkcg � |g gc|�en| infnlÚjfe egjfcike
�<Ë<� ]ÉÄÅÁÆ½ÇÅè ÄÇå>ÁÇ�ÉÀ

#��� �� ��� ��� �&����� �&�� �&�� �!�$&�&�� @-���!)�." ��F��B" �����$� �� ���!0���!&� !����(3��&%���!8�� � ��*� 3�!� ��0!� � ������%0�� ��� �&������� ��� $��%!��� �&���!&� !%$�!�!��" ���&����� �� �����!� %&.�� ��� A������ �����A : ����! ������%0�� ��� �&������� ��� ������ ��(�&�� ����� $��� ������  �� �!������" �� ������ ���%0!)�!�� ��� ���� )����� /!� � /!� ��� �������!%�)���� 
��� �!)�!1� 8�� �&�� ��� ��)��� !����3��&%���!8��� 8�� �&�� �&�� ������&�� � ��&�/���&�� $�&��� �� x� #��� ��� �&��!�!&��" ����)&�!�%� ��&$�!%!���!&� ��/!��� �!%$��%��� � ����������� /������� $�&$��� �� /������ $�&$��� �� M = (T11 + T22)
−1(T12 + T †

12)� 
���� %�7!%!���!&���/!��� � �����%!��� �7����%��� �� %�7!%�% �� �� $���!� ������ �� ������%0�� �� �&������" $&����8��� �&�� ��%$��I&�� T11
�� T22

$�� �� %���!�� %&.���� (T11 + T22)/2�#��� �� ��� )������" �� ��)&�!�%� ��&$�!%!���!&� 8�! �� 3�!� $�� ��.$&���� $�����0�� ���
Φ ��� $�&$&�� �� ����!&� Q���

,���)&�!�%� ��� ����� ��� ��� %=%�� �&����� !����� �� �� ��%$�)�� 0���� L � -���!)�.� P��&���!� � 3�!�� ��� ��%��8��� ��!/����� :
� �� ����� �� �&������ ��� �������!��%��� %&!�� 0&��� $�!�8������ ��� &0����� �� �� 17������ �&����!��� ��$$��%����!��� 
�$������ ���� ����� �&�� � 3�!� ����$��0��" �� �� %=%�&���� �� )������� @�� 0���� L" �&�� �/&�� �&�� ��� ������ �� KeB� 
���� �&�������!&������ /���0�� � �������� 0����� �� 3��8�����" $�� �7�%$�� �� 0����  �� ,�� ������ ��� %&����� ��� ~ω ���� $!7�� � ������� �&�� �!%!��!��� �� ��� ��&$�!%!���!&� ����7 /��������  �� �&����" �� ����� �� ����)�� !����3��&%���!8�� �!��! &0���� ��� �� %�!������8���!�� : �� ��$�!�%��� �/������ ��� $���� @�� �!/��� ��� �����%���� �� �!0��� ���� 3&����"��� �&!�� ��H������� �� 0>�!%���� $�� �7�%$��B ��� %!��7 ��$$�!%�" �� $��� �� F&���&%&)���� � �� $��� 3�!0�� ����� �.$��

N6N ����\�� Ta���V��� T� VaXW����	U��X� & �� �X���U� WU�U�\���
����XW��

#��� ����� $���!�" �&�� �&�� !�������&�� � �� $���%���� $��%������ �� 8����!1�� ��� $&!�� ��(���!3� �� ����� ��� %����!�%�� �� �� 0��� ��&$�!%!���!&�� ,�� ��&!� �&������� �� �� 0��� &$�!%����&����$&����� ��7 ���!��� ������� ��� /������ $�&$��� �� �� %���!��M = (T11+T22)
−1(T12+T †

12)�@�&�� ��$$&�&�� 8�� �&�� �/&�� 2�� �� $���� ���!������ �� �&�" �!�&� �&�� $&�/&�� ���� ��!�� ��� )������!�� �� $�&0��%� ��%$����� T12
$�� T12e

iΦ
B
&%%� ���� �� ��� $&���!%���!8��" �&�� $&�/&�� �&�����!�� �� $���%���� G� 8�! ��������� �!�$���!&� ��� ��&!� �&������� ��&�/��� γ1 γ2
�� γ3

: �� $���%���� /� �&�� %&����� ����8����� %����� ����)&�!�%� ��&$�!%!���!&� ��&�/� ��� �&������� &$�!%����" ���&���!��� �� ���(�!�!��� ��%0��0��� &� ���� �!�������� �
&�!� �� ���" QxxR0��

H ′ = −
3∑

i=1

pi lg3 pi pi =
γi∑3
i=1 γi

@Q�KQB
#��� �� ����� �� �� �����!1���!&� �� �&�����  �,P�6��" �,� E���&(E�%!�" QxxK� $�&$&���)���%��� �� �&�����!�� �� $���%���� ������&$!�" ������� � $���!� ��� �&������� �� �� 0��� ��$&���!���!&� &$�!%��� � ���7 %����!�%���,� ��$��������!&� �� �� $���%���� H ′ ��� � ��$$�&��� �� ����� �� �� �&������ &$�!%��� γ1 �,�� ���7 ������ �&�� %&������ ��� �� 1)��� Q�K�

Kxv



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f

DEFG Q�K � �� ���" �� $���%���� ����&$!� PE �, H ′ � �� 0��" �� ����� �� �&������ &$�!%���
|γopt|

Kx�



MCMC bfkjÚfe o 0|jkskj� oe s 0cijklkpnjkcg � |g gc|�en| infnlÚjfe egjfcike
�&�� ���&�� %�!������� �7$�!8��� ��� �!%!�!����� �� �!�������� &0���/��� ����� A����� ������&($!�A �� ����� �� �&������ &$�!%���" �� %&����� 8�� ÀÒ Û¹¯Ô¹® ±Ò´±´Ñ²¹¯ Ð²¯ Ñ²¹¸Ð Û´ê¹¸Ð¸Ò´Î°¯Ô·®´° ³°®¹²¹ ±·Ð ¸¹ Ô¶³·´ÐÔ¹ −→ω ¹Ð® Û¹¯®´¹®¹ý

�<�<Ë �Åå>ÅÃ½ÀåÀè½ ¿À H ′ =¾Á=ÆÁÉ Ä¾èÄ åÅ�Àèè¾RÀ
6! �&�� �&�� $��I&�� ���� �� ��� &� ����� %&.����)� ����� ������� $&�� �� ������ ��� %���!����� �&������ @�þK �� !����3��&%���!�B ��&�� :

T12 = −→s1−→s2† T11 = −→s1−→s1† T22 = −→s2−→s2† @Q�KRB
��

γ =
−→ω †−→s1
|−→ω †−→s1 |

(−→ω †−→s2)†

|−→ω †−→s2 |
@Q�K�B

�� �&�� /&.&�� 0!�� 8�� 8���� 8�� �&!��� �� %����!%� −→ω �&!�!" �&�� &0�!��&�� |γ| = 1� �&���&%%�� �&�� �.$!8��%��� ���� �� ��� H ′ = 1" &� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ �� �&����������� !�3&�%��!&� ��!�� ��� �� %����!�%� −→ω �

�<�<� �Åå>ÅÃ½ÀåÀè½ ¿À H ′ =¾Á=ÆÁÉ ¾KÀ= Æè åÅ�Àèè¾RÀ
<������!�&�� : 6�$$&�&�� %�!������� 8���� %&.����)� �&!� ������� ��� N > 1 $!7��� &������!��&��� ,�� %���!��� 5 �����!/��� ��&�� :

T11 =
1

N

N∑

i=1

−→s1(i)−→s1(i)† @Q�KwB

T22 =
1

N

N∑

i=1

−→s2(i)−→s2(i)† @Q�KÖB

T12 =
1

N

N∑

i=1

−→s1(i)−→s2(i)† @Q�KvB
6! �&�� �&�� $��I&�� ��� ��� F&�� !�����%��� &%&)���" �&�� ���&��

−→s1(1) = −→s1(2) = . . . , ~s2(1) = −→s2(2) = . . . @Q�K�B
����� � �!��

−→s1 = −→s1(1), −→s2 = −→s2(1) @Q�KuB
�� �� %=%� ��!�&���%��� 8�� $������%%��� $��� =��� �$$�!8�� ��� ��� %���!��� �� �&�����������!/��� :

Tij = sisj
† @Q�QxB

�� ��� %&.����� &�� �!�$���� �&�� ����!�&�� �&�� �� $�&$�!��� ��!/���� :
×¯°Û¯´¶®¶ º y|f |ge mcge ko�nselegj dclcrÚge Jjc|p sep �s�legjp oe sn ici|snjkcg pjnjkpjk/|e|jkskp�e ic|f hnsh|sef K 0icppÚoegj sep lLlep �ehje|fp oe ok�|pkcgMö s 0cijklkpnjkcg oe sn hcd�fegheg0niicfje inp o 0kgqcflnjkcg p|f sep l�hngkplep −→ω ö H ′ = 1

C
Kxu



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f
H ′ ���� �!������ �� K �&��%%��� $&�� �� 3&�=� 8�! ��� �� %!�!�� �����&!��" �� ���� ��� %&!����%����� ��� �� �&��� $&�� ��8����� �&�� �/&�� �� 3�!0�� ��$$&�� �!)��� � 0��!�� �&�&�� 8�� H ′ = 1�!)�!1� 8�� ��� ��&!� /������ $�&$��� �&�� �)���� ����� �����" %�!� $�� �������!��%��� �)���� � K��&�� ���&�� �&�� ����!�� %�!������� �� ��� $���!���!�� �� �� ���!$�&8��" 8�! ����&��� �&%%���!� :

×¯°Û¯´¶®¶ Ó � 0nsrcfkjdle lÚge � jfckp �nse|fp ifcifep �rnsep � B⇔ −→s1(i) = −→s2(i) p|f jc|p sep�hdngjksscgp k oe sn ici|snjkcg oe jnksse N hcgpko�f�eC
6! ����)&�!�%� %��� � ��&�/�� ��&!� /������ $�&$��� �)���� � K $&�� �� %���!�� (T11 +

T22)
−1(T12 + T †

12)
" ��&�� ����� %���!�� ��� �������!��%��� �� %���!�� !����!��" �&!�

(T11 + T22) = (T12 + T †
12)

@Q�QKB

���� �)��!�� %���!�!���� �7$�!%�� �� 3&���!&� ��� /������� �!���!&�� �&��� :

N∑

i=1

−→s1(i)−→s1(i)† + −→s2(i)−→s2(i)† =

N∑

i=1

−→s1(i)−→s2(i)† + −→s2(i)−→s1(i)† @Q�QQB
�&!� :

N∑

i=1

−→s1(i)−→s1(i)† + −→s2(i)−→s2(i)† −−→s1(i)−→s2(i)† −−→s2(i)−→s1(i)† = 0 @Q�QRB

�8�� %�%0�� �� �� �&%%� $��� �� 3���&�!��� :

N∑

i=1

(−→s1(i) −−→s2(i))(−→s1(i) −−→s2(i))† = 0 @Q�Q�B

6! �&�� $&�&�� −−→D(i) = (−→s1(i) −−→s2(i))" �&�� &0�!��&��
N∑

i=1

−−→
D(i)

−−→
D(i)† = 0 @Q�QwB

,� %���!�� P (i) = D(i)D(i)† ��� ��� %���!�� $&�!�!/�jÙ � �� ����" ����� %���!�� ��� ��%!(�!����" �&�� ���� ��� �!�)&���!��0��" �� ���� ��%�� ��� ����� /����� $�&$�� �&� ������ 
���� /�����$�&$�� ����� ����� 8�� ‖D(i)‖ ���&�!�� �� /������ $�&$�� −−→D(i) :
(
−−→
D(i)

−−→
D(i)†)

−−→
D(i) =

−−→
D(i)

−−−→
(D(i)†

−−→
D(i)) = ‖−−→D(i)‖−−→D(i) @Q�QÖB


���� /����� $�&$�� ��� $&�!�!/�" �� 8�! $�&�/� 8�� �� %���!�� P (i) =
−−→
D(i)

−−→
D(i)† ��� $&�!�!/���� �! ��� �&%%� �� %���!��� P (i) $&�!�!/�� ��� �����" ��&�� ��8�� %���!�� P (i) ��� ����� O ������ �� %���!$�!��� � )���� $�� −→ω † �� � ��&!�� $�� −→ω " �&�� &0���&�� �&��%%���

N∑

i=1

−→ω †P (i)−→ω = 0 @Q�QvB

mÜ�xt u�p{v�t n qt{uvpvtxxt twp svpt �rwvpvzt }r{w¬yt −→x†M−→x twp pryÐry{w �rwvpv¯ ry xy}� �xt u�p{v�t x~�¨�xp¬yt stw z�}ty{w �{r�{tw �rwvpvztw twp �rwvpvzt�
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MC×C �j|oe o| hdnli oe �nse|fp oe sn hcd�feghe r�g�fnskp�e γ(ω)

5&�� ��� ���%�� �� �� �&%%�� �&�� $&�!�!3� &� ����� ,� �&%%� ���� �&�� ����� �! �� �����%��� �!�&�� ��� ���%�� �&�� ����" ����� � �!�� P (i) = 0 ∀i� #��� �&��� ���" ���� !%$�!8�� −−→D(i)
−−→
D(i)† = 0�&!� −−→D(i) =

−→
0 ∀i� E!����%���

−→s1(i) = −→s2(i) ∀i ∈ {1 . . . N} @Q�Q�B
� 8�! �!)�!1� 8�� ��� ���7 !%�)�� �&�� $��3�!��%��� �&������� ����� ��� ���7 $!7���" ���&�� 8�� �� �&������ ��� �)��� � K�
�$������" ��&0���/��!&� ��� ������ ������&$!� G� �� �� �&������ &$�!%��� %&���� 8��
� !� �7!��� ��� ��� &� �� �&������ ��� 3�!0�� �� G� ��� $�&�� �� K" �&��%%��� ��� �� 3&�=��� 0���� L� 
��� �!)�!1� 8�� �� 3&�=� ��� �� %!�!�� $�� �&����� ���� ����� 0���� ��3��8�����" �� ��$������ ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ $&���!%���!8�� �� /� $�� �$$&����0����&�$ ��!�3&�%��!&� ��� �� $&���!���!&� �&!�!��� P� �7!��� ��� F&��� &� �� �&������ ��� ���/�� �� &� G� ��� 3�!0�� : �&��%%��� ��� ���F&��� �������%��� �� �!0��� �� �� 3&�� 0��!�� #��� �� ���(��" �� �&!7 �� /������ −→ω /� =��������%!���� ��� �� $��� !����3��&%���!8�� &0�������&�� $&�/&�� /&!� ��� �� 1)��� Q�Q �� ��� 8�� �� ��$��������!&� ��� %&����� ��� /�������&$�!%��7 ��&�/�� �&��� ��� ����� �!ä�!��%��� �7$�&!��0�� � �� �� $���%���� G� 3�!0��" �&�(���$&�� � �� %����!�%� &$�!%�� −→ω �������� $��� �!)�!1���!3� ��$������&�� �&�� %�!��������� %&���� ��� �&%$&������ �� /������ −→ω �����%��� $&�� ��� $!7��� $&�� ���8���� H ′ < 0.95�
���� ��$��������!&� @1)��� Q�QB 3�!� �$$���-��� �����!/�%��� ��� F&��� &� ��� �&%$&������ ���� /������ �&�� &%&)���� : �&��%%��� �� �&���" 8�! ��� �&%!��� $�� �� %����!�%� �� �.$�

(0, 0, 1)" �� ��� �����%���� �� �!0���" �&%!��� $�� (0, 1, 0)� �&�� $&�/&�� /��!1�� 8�� ��� !%�)���� 6�� �� ��� !����3��&)��%%�� �� $&���!���!&� D �&�� $��� A$�&$���A �� �!/��� ��� �����%������ �!0��� 8�� ���� ��� ������ $&���!���!&���
N6`  ��T� T� �[U�W T� �UV���	 T� VU �X[������ 8����UV�	�� γ(ω)

�<U<Ë ^èAÀÆæ

&%%��� ��������!��� ������%0�� ��� /������ �&%$��7�� 8�� $��� $������ �� �&������ )�(�����!��� γ(−→ω ) ñ �&�� ��1�!��&�� $&�� ���� �� ��%$ �� /������ �� �� �&������ )������!��� $��������%0�� :

Γ =

{
~ω† T12 ~ω√

~ω† T11 ~ω
√
~ω† T22 ~ω

,−→ω ∈ C
3

} @Q�QuB
�&�� $&�/&�� �&�� ��%����� �! ��� ����%0�� /� =��� 0&��� �� ��)�%���� 6! ��� ��� �� ���"��� 0&���� ��)���!��� �&�� �&����&�� ��� !�3&�%��!&� ��� ��� ������� %�7!%���� �� %!�!%����8�! $��/��� =��� ��&�/��� � $���!� ��� �&����� ��8�!��� $&�� �� $!7�� �&���" �� 3�!���� /��!�� ���$&���!���!&�����
 �� �!������" �� ��%$ �� /������ $��� =��� ��!�� �� %&���!���!&��  �� �7�%$��" �&�� /���&������ �� ����!��� $���!� �� �� ���� 8�� �� %&���!���!&� �� �� �&������ )������!��� ���0�!� $&�� ��/&��%� �����&!�� �&���!� � ��&�/�� ��� ��)!&� �� �&������ ����!�� � �� ��)%��� �� ��&!��� ,� ��($��������!&� �� �� ��)%��� $��%�� ��&�� ��������� � ��!�/���!&� �� �����!�� $���%����� �� %&�����
��1�" !� $��� =��� *��!�!��7 ������!�� � $���!� �������� %&�����" 8���� �&�� ��� $���%�����$.�!8��� !�H���� ��� �� 3&�%� �� �� ��)!&� �� �&�������
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bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f

DEFG Q�Q � ,�� �&%$&������ �� ω �&���� �� �&������ �&�)� : ωhh " /��� : ω√
2hv

" 0��� : ωvv � ��0��" �� %��8�� � ��� �$$�!8�� $&�� �� )����� 8�� ��� /������ �� H ′ !�3��!����� � 0.95
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MC×C �j|oe o| hdnli oe �nse|fp oe sn hcd�feghe r�g�fnskp�e γ(ω)

�<U<� iÀ k=È¾å> ¿À K¾ÁÀÆÃk N OPQRS TU VWRXQYZ [X\Q]P^WR ]W_`Qa
,� ��%$ �� /������ ����� %���!�� ������ � �� �!%���!&� � ��� ������%0��

Ω(A) =
{ −→ω †A−→ω ,−→ω ∈ C

n
} @Q�RxB


����!��� $�&$�!���� �� Ω(A) &�� ��*� 3�!� ��&0*�� �� �!/����� ��%&������!&�� �� %���%��!8����
!�� �� ���" Kuu��� ,�� ��%$� �� /������ $&������� �&��%%��� ��� $�&$�!���� ��!/����� :
� ����� �� ����%0�� 3��%� �� 0&���
� −→ω (U †AU) = ω(A) $&�� �&��� %���!�� C ��!��!���� �&!� z �� �&%0�� �&%$��7�" Ω(zA) = zΩ(A) �� Ω(zI + A) = z + Ω(A) &� P ��� �� %���!��!����!��
� Ω(A) ��� �� ��)%��� �� ���7� ��� ����� �! �� �����%��� �! � ��� ��� %���!�� ��%!�!������ ������%0�� ��� /������ $�&$��� �� A" �&�� σ(A)

�$$���!��� �� ��%$ �� /������ #� $���" �!
A0

��� ��� �&�� %���!�� �� A" ��&�� Ω(A0) ∈ Ω(A)�� Ω(A) ��� �� ����%0�� �&�/�7��� �� 3�&��!��� �� ��%$ �� /������ ��� �� %&����� �� �&��0� ��)�0�!8��" �� ��8�� $&!�� ���� 3�&��!��� &� �����(�! ����� $�� �!������!�0�� @$&!�� ��)����7B ��� ��� /����� $�&$�� �� A� �� ��%$ �� /������ ����� %���!�� �� �!%���!&� Q ��� ��� ���!$�� �&�� ��� 3&.��� �&�� ������7 /������ $�&$��� �� ����� %���!��� �� �!%���!&� R" 8�! ��� �� �!%���!&� 8�! �&���&������ $�!�8�� ����� ����� ��� %���!��� �� �&������" ������%0�� ��� 3&�%�� $&��!0��� ���$��� /��!�� &�� �� ��%���� � ������� �� ��%$ �� /�����" !� ��� �)���%��� $&��!0�� ��!���&��!�� ������%0���� �&������ %&�!1� �5�00 �� ���" QxxQ� :

Γ̃(T12, T ) = {
−→ω †T12

−→ω
−→ω †T−→ω : ‖−→ω ‖ = 1} @Q�RKB

&� T = (T11 + T22)/2� ,� %&���� �� �� �&������ �!��! %&�!1�� ��� !�3��!��� �� %&���� �� ���&������ )������!���" !� ���� �&�� �&�*&��� �&%$�!� ����� x �� K�
#������ $���" ��� ����%0�� $��� �� ��%���� � �� ��%$ �� /������ �� $&���� −→v = T 1/2−→ω :

Γ(T12, T ) = Ω(T− 1
2T12T

− 1
2 ) @Q�RQB

�<U<U ]ÉRÇÅè ¿À =ÅÈÉÃÀè=À >ÅÆÃ ¿ÀÄ å¾½ÃÇ=ÀÄ ¿À ¿ÇåÀèÄÇÅè U
 &�� �&��� %���!�� �� �!%���!&� Q" �� ��%$ �� /������ ���&�!� ��� ��� ���!$��� ,�� ��������!$��� $���!���!���� $��/��� =��� &0������ : ��)%���" �!�8��" $&!�� ��!8��� �� �!%���!&� R" ���&%0�� �� 3&�%�� $&��!0��� ��)%����� P� ��� ��$������ $&��!0�� �� ��� ������� �� 8����� )����������)&�!�� �#� ;����� ��� 6$!�J&/�J." Kuuv�� ,� ��%$ �� /������ $��� �/&!� �&%%� 3&�%�� :
� ��� ���!$��
� �� ����!&� �&�/�7� ����� ���!$�� �� ���� $&!��� C� �7�%$�� ��� %&���� 1)��� Q�R� ��� 3&�%� ��&�8�� �&%$&����� ��� $&��!&� $����" %&����� �� 1)��� Q��� ��� 3&�%� A&/&���A" �� $��� �&������" %&����� 1)��� Q�w

KKR



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f

Re(γ) 

Im(γ)

DEFG Q�R � ����!&� �&�/�7� ����� ���!$�� ���� $&!�� $&�� �� ��%$ �� /������ �� �!%���!&� R

  0.2

  0.4

  0.6

Re(γ) 

Im(γ)

DEFG Q�� � $&��!&� $���� $&�� �� ��%$ �� /������ �� �!%���!&� R

�<U<û ^è=¾¿ÃÀåÀè½Ä ¿À Á¾ ÃÉRÇÅè ¿À =ÅÈÉÃÀè=À
�&�&�� ���7!������ �� �����!��� %��&��� %���%��!8��� $��%������ ��&0���!� �����!�� $&!���$���!���!��� �� ��%$ �� /������ �5�00 �� ���" QxxQ� :
� �&�� $&�/&�� !����!�� �� ��%$ �� /������ ����� %���!�� � ���� �� ������)�� �� ������������ %�*&����� �� %!�&����� �� �� $���!� ������ �� �� �� $���!� !%�)!��!�� �� ������%0��� ��$&����

H =
1

2
(A+A†) @Q�RRB

K =
1

2j
(A−A†) @Q�R�B

,�� �7���%� �� �� $���!� ������ �� ��%$ �� /������ �� � �&����$&����� � �� $��� $��!���� � �� $��� )����� /����� $�&$�� �� H � #� %=%�" ��� �7���%� �� �� $���!� !%�)!��!�� ����%$ �� /������ �� A �&����$&����� ��7 /������ $�&$��� %!�!%��� �� %�7!%��� �� K �
KK�



MC×C �j|oe o| hdnli oe �nse|fp oe sn hcd�feghe r�g�fnskp�e γ(ω)

Re(γ) 

Im(γ)

DEFG Q�w � 3&�%� &/&��� �� $��� )������� $&�� �� ��%$ �� /������ �� �!%���!&� R

� �&�� $&�/&�� ��&�/�� ��� ��)��� �7��=%�� �� ������%0��" �&��8��!�� �7!�����" �� ������������� ���)����jö " �&���� $�� ��� �7���%� ��� /������ $�&$��� �� �� %���!�� H−1K � ,� 1)���Q�Ö $������� ��&�/������ ��)���!�� @�!�������� ����� ��� ��)��� �7��=%��B ��� ��)!&�� ���&������ ��� �&��� �� ������ 
���� $&��!0!�!�� ���� ��!�� $&�� ��&�/�� ��!�!�!��!���!&� ������)&�!�%� ��&$�!%!���!&� )�������

θ
max

 

θ
min

 

Im(γ) 

Re(γ) 

DEFG Q�Ö � &�/������ ��)���!�� �� �������%��� �� �� ��)!&� �� �&������

�<U<	 �ÁRÅÃÇ½ÈåÀ >ÀÃåÀ½½¾è½ ¿À ½Ã¾=ÀÃ ÁÀ =È¾å> ¿À K¾ÁÀÆÃÄ ¿ÂÆèÀ å¾½ÃÇ=À
,���)&�!�%� $��%������ �� ������ �� ��%$ �� /������ ��� ����!� �!(����&�� ��� �� 1)��� Q�v�,�� ��������� %���%��!8��� ��� ���8���� !� ���$$�!� �
&b�� ��� G����" Kuuw� �&�� ����!���� ������7� #�
mø

tan(arg γ(−→ω )) = =m(γ(−→ω ))

<e(γ(−→ω ))
=

−→ω †K−→ω
−→ω †H−→ω

KKw



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f

�!%@Eθ BþK �!%@Eθ B>K

 &�� ��8�� θ

������ ��� %���!���
Aθ = eiθA

Hθ =
Aθ+A

†
θ

2

Kθ =
Aθ−A†

θ

2i

������ �� λmax(Hθ)������ �� Eθ : ��$���$�&$�� ���&�!�

 ����� �� $&!��
v†θAvθ

 ����� �� ��)%���
[v−†
θ Av−θ , v

+†
θ Av+

θ ]

θ��!/���

DEFG Q�v � ��)&�!�%� �� ��$��������!&� �� ��%$ �� /�����

KKÖ



MC×C �j|oe o| hdnli oe �nse|fp oe sn hcd�feghe r�g�fnskp�e γ(ω)

�<U<_ �ÁRÅÃÇ½ÈåÀ ¿ÂÅ>½ÇåÇÄ¾½ÇÅè ¿Æ åÅ¿ÆÁÀ
 �� ��1�!�!&�" �� ��.&� ��%��!8�� �� �� %���!�� � @g|lefkhns fnok|pB ���

r(A) = max{|−→ω †A−→ω | : ‖−→ω ‖ = 1} @Q�RwB

,� %�7!%!���!&� �� �� �&������ %&�!1�� ��/!��� �&�� � �������� �� ��.&� ��%��!8�� �� �� %�(��!�� T− 1
2T12T

− 1
2 � P� ���7!��� $�� ���7$����!&� ����.�!8�� )������� $&�� �� ��.&� ��%��!8�� �����%���!��� 
�$������" �&�� �&%%� $&�� &0���!� �� ��%$ �� /�����" !� �7!��� ��� %��&��� ��%�(�!8��� �4���&�" KuuÖ�� �� $���!8��" ����)&�!�%� $&�� �������� �� ��.&� ��%��!8�� ��� �� ��!/���"��$������� 1)��� Q��� ,�� ��������� %���%��!8��� !�3����� �&�� ����!�� �� ����7� #�

� �&!� θk ∈ [0, π]� �&�� 3&�%&�� ��&�� �� %���!�� Hθ
�&�� �&�� ������&�� �� $��� )����� /�����$�&$�� λk �� �&� /������ $�&$�� ���&�!� −→ω k� �&�� �&!�!��&�� θk+1 = − arg(−→ω †

kA
−→ω k),�!�����!&� �� $&����!� *��8��� �� 8�� θk �&!� ��ä��%%��� $�&�� �� θk+1 � �� )������" ���&�/��)���� ��� ���� ��$!�� @R !�����!&�� ��/!�&� $&�� &0���!� ��� $���!�!&� �� ��&���� �� %!��!�%��� ���!���B  �� �&����" ����)&�!�%� �������� $�� 8��!� ���)!��� �� %�7!%�% )�&0�� : �&�� $&�/&���&%0�� ��� �� %�7!%�% �&����

!�!�!��!���!&�
θ = θ0

������ ��� %���!���
Aθ = eiθA

Hθ =
Aθ+A

†
θ

2

Kθ =
Aθ−A†

θ

2i

������ $&�� Hθ

λmax(Hθ)−→ω /�$ ���&�!� � λmax

θ′ = − arg(−→ω †A−→ω )

r(A) = λmax

θopt = −θ′

θ = −θ′

|θ − θ′| > ε |θ − θ′| ≤ ε

DEFG Q�� � ��)&�!�%� �� ������ �� ��.&� ��%��!8��

KKv



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f
N6f �UWU����	 T� VaXW����	U��X� T� �X[������ Z 	�WU��� V�	 ������	

T� W[U	�	
�<û<Ë �ÇçÁÀ =Åè½Àè¾è½ ¾Æ >ÁÆÄ U >ÅÇè½Ä ¿À ÃÉ>ÅèÄÀÄ >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀÄ ¿ÇBÉ1ÃÀè½ÀÄP ¾KÀ= ÆèÀ lÆ=½Æ¾½ÇÅè ¿ÀÄ ¾å>ÁÇ½Æ¿ÀÄ ÄÀÆÁÀ

�&�� ���&�� ��!�!��� ��� %=%�� �&�/���!&�� 8�� $������%%����  &�� �&�� $����� ���� ����� �!%$��" �&�� ��$$&�&�� 8�� �� �!0�� ��� �&���!���� �� ��&!� $&!��� �!�������" �� ��$&����$&���!%���!8��� �!��!������ �&�� �/&�� /� �� $�������� ��$!��� 8�� ��� %���!��� �� �&�������$��/��� �����!��" �� ������ �&%$�� ���� %&.����)� &� ���� −→c ��� ������ :
T12 = SCD∗S†, T11 = SCS†, T22 = SDCD∗S† @Q�RÖB

�/��
C =< −→c −→c † > @Q�RvB


 ��� �� %���!�� �� �&������!&� �� /������ −→c O ����� ��� %���!�� ������ �.%���!8�� � �&�ä�!����$&�!�!3�� � $�!&�!" ���� ��� ��$$&��� !�/���!0��� ,� �&������ ��1�!� � ���!�� ���� ���� %����!�%������!� :

γ(−→ω ) =
−→ω †T12

−→ω
1
2(−→ω †T11

−→ω + −→ω †T22
−→ω )

=
−→ω †SCD∗S†−→ω

1
2(−→ω †SCS†−→ω + −→ω †SDCD∗S†−→ω )

@Q�R�B
#��� ����� �7$����!&�" �&�� $&�/&�� $&��� −→v = S†−→ω � �&�� $&�&�� $�� �!������ M = S†−1�� �!��! �&�� &0���&��

γ(−→ω ) = γ(M−→v ) =
−→v †CD∗−→v

1
2(−→v †C−→v + −→v †DCD∗−→v )

@Q�RuB

��)�� −→v �� λ−→v &� λ ��� �� �����!�� �� %&�!1� $�� ���7$����!&� �� �� �&������� �&��$&�/&�� �&�� ��$$&��� 8�� �� /������ −→v ��� �� �&�%� K ��! ����!��&�� $&�/&�� /��!1�� ��$!��%��� �/�� ���7$����!&� �!(������ 8�� �� �&������ ��� �&�*&���0!�� �� %&���� !�3��!��� � K�≺ . � ���!)�� �� $�&��!� �����!�� �� ���7 /��������

|−→v †CD∗−→v | = | ≺ −→v †C1/2, C1/2D∗−→v � | ≤
√−→v †C−→v

√−→v †DCD∗−→v

≤ 1

2
(−→v †C−→v ) + (−→v †DCD∗−→v )

,� $��%!��� !��)��!�� ����� ����� 8�� ���$$�!���!&� �� ��!��)��!�� �� 6�b��F" ����!� 8�� �����7!�%� ��� ����� 8�! ��!$��� 8�� �� %&.���� )�&%���!8�� ��� !�3��!���� � �� %&.���� ��!�%�(�!8���
��� �����" �&�� ���&�� %�!������� %&����� 8�� ��&$�!%!���!&� �� �&������ /� �&�� $��(%����� �� ��%&���� � ��!�3&�%��!&� ��� ��� $���� !����3��&%���!8���" �&�� �� �&�� $��%������ ������&�/�� �� %���!�� S �  &�� ����" !�������&�� �&�� ���0&�� �� ��%$ �� /������ ��&�!8�� �� ��%���!�� D∗ ������ 
���� %���!�� ��� ��� %���!�� �!�)&����� #��� �� ���" !� ��� $&��!0�� �� $�&�/��%���%��!8��%��� 8�� �&� ��%$ �� /������ ��� �!%$��%��� �� ��!��)�� �&�� ��� �&%%��� �&����� ���%���� �� �� �!�)&���� �� D∗ �
KK�



MCcC bninhkj�p oe s 0cijklkpnjkcg oe hcd�feghe � p�infef sep hegjfep oe idnpep
�&�� $&�/&�� %&����� %�!������� 3��!��%��� 8�� ��� ����%0�� ��� !����� ���� ������%0�� ���&������� 6&!� λi �� !eme /����� �� �� �!�)&���� �� D∗ � ���� ��� &0����� )�>�� �� /������ �� ��0��� −→ei : D∗−→ei = λi

−→ei " �� ���� ��� �� %&���� K : λiλ∗i = 1� #��$��� ���8���!&� Q�Ru :

γ(M−→ei ) =
−→ei †CD∗−→ei

1
2(−→ei †C−→ei + −→ei †DCD∗−→ei )

=
λi
−→ei †C−→ei

1
2(−→ei †C−→ei + λiλ∗i

−→ei †C−→ei )
=

λi
1
2(1 + λiλ∗i )

= λi
@Q��xB


� 8�! �!)�!1� 8�� ��� R /������ �&%$��7�� λi �$$���!������ � ������%0�� �� �&������ : ���/������ �&�� &0������ ��&�!8��%��� $&�� ��� /������� M−→ei �  �!�8�� ������� $��� �&�� ��/&��8�� ������%0�� �� �&������ ��� �� ����%0�� �&�/�7�" !� �&!� �&����!� �&�� ��!����!��� �� ��!��)���� �&%%��� λi " 8�! �&����$&�� $���!��%��� �� ��%$ �� /������ �� D∗ � ����$!���&�� �� 8��!� ����� ��� �� �7�%$�� )��$!8��� 6�� �� 1)��� Q�u" �&�� �/&�� ��$������� �� )�!� ���!� �� ��%$ ��/������ ����� %���!�� D∗ � �� )�!� 3&��� ��� ��$������� ������%0�� �� �&������� �&�� /��!1&��8��!� �&��!��� 0!�� ��� /������ �� D " �� 8��!� ��� 0&��� ��� �� ������ ��!���
Im(γ) 

Re(γ) 

eiθ
2 

eiθ
1 

eiθ
3 

DEFG Q�u � ����%0�� �� �&������ ������� �/�� ��� %���!�� �� �&/��!���� C �� ��%$ �� /������@��!��)��B �� D∗

�&�� �� ����!�&�� !%%��!���%��� 8�� �� �&������ ��� �� %&���� %�7!%�% ��� �� ��������!��" �� 8������ ����!�� ��� %�7!%� �/�� ��� /������� −→v = −→ei " �&!� −→ω = M−→ei � ,�� /��������&����$&����� ��7 ��&!� %����!�%�� &$�!%��7 �&�� ��� /������� �&�&���� �� �� %���!�� '� ,���&������� �)���� � K �&�� ��� ���%���� �� �� %���!�� D∗ " ����� &�� �&�� $&�� ��)��� !����3��&%�(��!8��� ��� ��&!� ��)��� !����3��&%���!8��� ����������&�&�� � �� %���!�� T−1/2T12T
−1/2 � ,� ��%$ �� /������ �� �� %���!�� � �&����$&�� �������%0�� �� �&������� ,&��8�� �&�� �$$�!8�&�� ����)&�!�%� $��%������ �� 3�!�� ��&$�!%!��(�!&� �� �&������" �� �������� /� � $�!&�! ��$����� �� ����)�� ��!�!�!��!���!&� θ0 � �&�� ���&�� =����%��� � ��&�/�� �&%%� $&���!���!&� &$�!%��� ����� 8�! �&����$&���� �� θi �� $��� $�&�� �� θ0 �6�$$&�&�� 8��!� ���)!��� �� θ1 � ,���)&�!�%� ��&$�!%!���!&� ��&�/� �&�� �&%%� $��%!�� /������−→v1 = (1, 0, 0)t = −→e1 �

 &�� ��&�/�� ��� ������ �&������� �)���� � K" !� ��ä� ���$$�!8��� �� %=%� ��)&�!�%� ��&$(�!%!���!&� �/�� ��� ��)��� !�!�!��7 �!�������" *��8��� ��&�/�� ��� ��&!� %�7!%� �&���7�
KKu



bdnikjfe MC �ijklkpnjkcg oe sn hcd�feghe rfIhe � |g pe|s �ehje|f
C�� �&���!&� ��������!/� �&��!��� � �������� ��� 0��� ��&$�!%!���!&� &��&)&����� ,�� ������/������� $�&$��� � ��&�/�� �&�� ��&�� ���7 �� �� �����!��!&� �� �� %���!�� � � ����$��� &��&)&���� v1 � P� ��� $&��!0�� �� %&����� %���%��!8��%��� 8�� �� ��%$ �� /������ ��� ��� ���!$�� �&����� �&%%��� �� )���� �7� �&�� ���� $�&��� ��� /������ $�&$��� λ2

�� λ3 � ,�� ���7!�%� �� ����&!�!�%� /������� �� �� 0��� ��&$�!%!���!&� �&����&�� �&�� ��� 0&��� �$$�&7!%��!&� �� λ2
��

λ3 � � �!��� ���7�%$��" �� 1)��� Q�Kx %&���� �� �������� ��� ���7 �.$�� ��&$�!%!���!&� ���� ����� &� �� ��)!&� �� �&������ ��� 0��!���� ,�� $&!��� ��&!��� �&����$&����� � ��&$�!%!���!&� ������� 0��� 8����&�8��" ����!� 8�� ��� $&!��� �&��� �&����$&����� ��7 �&������� &$�!%���� ������ 0��� $��$���!����!��� ,�� �&%%��� ��&�!8��� �� �� %���!�� D∗ �&�� ��� $&!��� �&!��� ������� 3�!� 8�� �� %!�� �� &��/�� ��� $��� �!%$��" ��&$�!%!���!&� ���� ��� 0��� &��&)&���� $��%�����/&!� ��� ���!%��!&�� 8�! $��/��� =��� %�!������� @$��� $�&�� ��� $&!��� �&!�����B �� $��������� 0��!��  �� �&����" ���� �� $��%�� $�� �� ��%&���� ��&�!8��%��� ��7 ��$&���� ��� $&!��� $�!�!��!/!������%��� � $���!� ��� /������� −→ω i
��&�/���

Re(γ) 

Im(γ) 

DEFG Q�Kx � 
&������� ��&�/��� $&�� ��� 0��� ��&$�!%!���!&� 8����&�8�� (�) �� �&���������&�/��� ���� ��� 0��� ��&$�!%!���!&� $��$���!����!�� (?) �� $������� �� 0��!�� ,�� $&!��� �&!��
(•) �&����$&����� ��7 $���� !����3��&%���!8��� ��� $&!��� 0�!������

�<û<� ^è ½Àè¾è½ =Åå>½À ¿ÂÆèÀ lÆ=½Æ¾½ÇÅè ¿À S NÃÉ>ÅèÄÀÄ >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀÄÇè¿ÇKÇ¿ÆÀÁÁÀÄa
+��8��!�! �&�� ���/&�� �&��!���� 8�� ��� H������!&�� ����!��!8��� �� −→c � D&.&�� ��� ��� �!(%����!&�� ��%��!8��� �� 8��!� �� ��� �� �� ��)!&� �� �&������ �&��8�� S �� −→c /��!��� � ��8��%������  ������ �� �&%$�� ��� /��!��!&� �� S �&�� �� �� %����� ��3&�%� ������%0�� �� �&�������,����� )������ ��� 8�� ��� �&������� %�7!%���� �&�� �!%!����� �� �� �&�� $��� �7����%��� �)���� K� 6�� �� 1)��� Q�KK" �&�� %&���&�� �� ����%0�� �� �&������ ������� �/�� Qw �����!��&��� S��!� ��� �&! �&�%��� ������� �.$� x�Kw @��� �&�&���� �&�� �&�%��� � KB" �� −→c ��� �� /������ �&�%��������� �.$� x�v � �� )�!� 3&���" �&�� �/&�� ��$������� ������%0�� �� �&������ ���� �� ��� &����� −→c /��!�� �� )�!� ���!�" �&�� �/&�� ��$������� � �� 3&!� �� ��� &� S /��!� ���� !���$����%%����� −→c " �� ����! &� S �� C /��!��� �&�*&!���%���� 
�� ���7 ����%0��� �&�� 8���!%��� �&�3&�(���" �� 8�! �!)�!1� 8���/�� ����� �!%����!&�" ��� /��!�0��� S �� C �&�� ���&������� �� ����� �����$��/��� =��� ����!�� ��$���%���� ,�� $&!��� �&!�� �&�� ��� ��������� �� ��&$�!%!���!&� ��������

KQx



MCcC bninhkj�p oe s 0cijklkpnjkcg oe hcd�feghe � p�infef sep hegjfep oe idnpep
��� ������%0�� ���� /��!��!&�� �� S � P�� �&�� ��&�!8��%��� �� �7$��!%������%��� �)��7 ��7 ��&!���)��� !����3��&%���!8��� ��� $&!��� �&���!���!3� �� �� �!0��� ,�� ��&!7 �&!��� �� ��� ������� �&!���&����$&����� � ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ &� ��� H������!&�� �� S &�� ��� $�!��� �� �&%$���

�&�� /&.&�� 8�� �� ��3&�%��!&� �� ������%0�� �� �&������ ��� � �� /��!�0!�!�� �� S !���&��!��� 0!�!� ���� �����!%��!&� ��� ������� �� $����� 
� 0!�!� ���� �������� $��� !%$&����� 8�� ���&������ ���&�!�� ���!%�� ���� 3�!0��" �&�� �&!� �� ������ ��!��� ,� �!/��� �� �&������ &0�����&�� �&��� �&�� 0!�� ���� �� ��� ��� ���!%��!&� �� �� $���!�!&� �� �&��� ���!%��!&��
Im(γ) 

Re(γ) 

DEFG Q�KK � ��������� �� ��&$�!%!���!&� �� �&������ ��� ��� �&����� 0��!���� ��������� �/�� C�&������ (•)" ������� �/�� C �&������ �� S 0��!�� (◦)" ��������� �/�� C 0��!�� �� S 0��!�� (×)

#��� �� ��� ��%��!8�� ��/!��)�" �������� ��� �����!%��!&� �� ��$���� $�� 10◦.

�<û<U JÅÆÃ ÆèÀ =ÇçÁÀ =Åè½Àè¾è½ >ÁÆÄ ¿À U >ÅÇè½Ä çÃÇÁÁ¾è½Ä<<<
,&��8�� �&�� �&��!���&�� %�!������� ��� �!0�� � $��� �� ��&!� $&!��� 0�!������" �&�� �� $&��(�&�� $�� =��� ���!%��� ,�����%0�� �� �&������ ��� %&�!1� $�� ��$$&�� ��7 ��� $���������� #��7�7�%$��� �� 3&�%� �� �&������ A��&�!8���A $&�� ��� �!0�� � 8����� $&!��� 0�!������ �&�� �&����1)��� Q�KQ� 6���� �� H������!&� �� −→c � ��� $�!�� �� �&%$��� �&�� /&.&�� 8�� �� 3&�%� �� �&�(����� ��� !����!�� ���� �� $&�.)&�� ��*&!)���� ��� ��)��� !����3��&%���!8��� ��� $&!��� 0�!��������� $���!8��" �! �� �!0�� ��/!��� �&%$��7�" !� ��� �!ä�!�� �� ����!�� ��� !�3&�%��!&�� $���!�������� �� ��)!&� �� �&�������

ü´¸´¹² ·¸¶·®°´¯¹ ¹ ³°²³Ï¹Ð
#��� �� ��� ��� %!�!��7 �����&!���" �<&%�F(#��� ��� 9��)��" Qxxw� %&���� 8�� ��&� $���$����� ��!�!��� ��� ��)&�!�%� $&�� ��$���� ��� A�&����A ��� %!�!��7 �)�!�&��� &� 3&����!���� ,�%&���!���!&� �� �� /�)����!&� !�/&8��� ��/!��� �� 3�!� � ��� %&���!���!&� ���� $��!� �&%0�� ��$&!��� 0�!������ �&����$&����� � ������ ��� �&����� �<&%�F(#��� ��� 9��)��" Qxxw� %&����8�� ���� �&�� ��� ���" �� �&������ ����� �&��� ����� ��� $��� )����� 8�� ����� �� ������%0�� ��������� �&����" �� �!��! ��&$�!%!���!&� �� �&������ $��� ���/!� � 3&���!� ��� ��)��� !����3��&%�(��!8��� �� ��� �&�����

KQK
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Re(γ) 

Im(γ) 

eiθ
1 

eiθ
2 

eiθ
3 

eiθ
4 

DEFG Q�KQ � #��7 ����%0��� �� �&������� $&��!0��� $&�� ��� �!0�� � 8����� $&!��� 0�!������� P���&�� !����!�� ���� �� $&�.)&�� )�!� 3&��� *&!)���� ��� � ��)��� !����3��&%���!8���

N6� �X��V�	�X�
C� �&�/��� �&���$� &�!)!��� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ � ��� $�&$&�� �� !���&��!������ �&�!&� �� �&������ )������!��� �&����!��� � �� ��!8�� %����!�%�� 
� �&���$� ��� *���!1�$�� �� 3�!� 8�� ���� �� %&���!���!&� $�&$&��� �� ������ �!0���" ¸¹Ð ô¹³®¹²¯Ð ±´ ²Ð´°Ð ±¹Ð³°Ð®´®²·®Ð Ð°® ¶Ý·²ê Û°²¯ ¸¹Ð ±¹²ê ·®¹¹Ð ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹Ð� 
���� .$&������� ��!�&���0�� �� �&�1)����!&� %&�&����!8��" �� �� ���0����� �� ���&������!&� ��%$&������ ������!��� �� %��!��� ��&�!8�� �� 3&�%� �� ��%$ �� /������ �� �� �&������ )������!���" !� �����%&���� 8�� ³¹®®¹ °Û®´Ô´Ð·®´° ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ Ô�¹ ó ¸· Ð¶Û·¯·®´° ¹® ó ¸Ò¹Ð®´Ô·®´°±¹Ð ±´ ¶¯¹®Ð ³¹®¯¹Ð ±¹ ÛÏ·Ð¹ ±Ò²¹ Ô�Ô¹ ³´ë¸¹� ¸°¯ÐÑ²¹ ¸· Ð¹²¸¹ Ð°²¯³¹ ±¹ ±¶³°¯¯¶â¸·®´° ³°Ð´±¶¯¶¹ ¹Ð® ±²¹ ·² ë¯²´® ±¹ Ô¹Ð²¯¹� � $���!� ��� %����!�%�� &0����� � ���!�� ������� %��&�� ��&$�!%!���!&� �� �&������" ´¸ ¹Ð® Û°ÐÐ´ë¸¹ ±¹ ¯¶³²Û¶¯¹¯ ¸¹Ð ô¹³®¹²¯Ð ±´ ²âÐ´°Ð ¶¸¶Ô¹®·´¯¹Ð ±¹ ³Ï·³² ±¹Ð ³°Ð®´®²·®Ð" ���� �� �!%!�� �� ®¯°´Ð Û°´®Ð ë¯´¸¸·®Ð±¹ ¯¶Û°Ð¹Ð ±´ ¶¯¹®¹Ð Ô·´Ð ° ¶³¹ÐÐ·´¯¹Ô¹® °¯®Ï°Ý°·¸¹Ðý P� ��� $&��!0�� ����/!(��)�� ��� ����� ��·²®¯¹Ð Ð°²¯³¹Ð ±¹ ±¶³°¯¯¶¸·®´° ±·Ð ¸¹ Ô°±�¸¹ O ���� �� ��� ��� 0!�!���&�/�� ���� ��� ������� �� $���� ���&�� �������� $��� )����� 8�� ��� �&����� �� ���&������!&����$$��%����!��� ���&�� !%$&�������" �� 8�� ��� %&����� �� �&������� %�7!%��7 �!%!������

KQQ
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 &�� /��!��� ��� %��&��� ��!����3��&%���!�" ��� %������ �� ��%0�� ����&�8�� ��� ��� �!0����!%$��� �&�� ��!�!����� ,��/����)� �� ��� %������ ��� 8�� �&�� ��� $���%����� �� ���7$��!�����&�� 0!�� �&���2���" �� $���!���!�� �� )�&%���!� �� �� �!0��� ����! �� �.$� �� %������ � ��*���� ��!�!�� $�� $���!���� ��0&���&!��� �6�)��� �� ���" QxxK�" �,&$�F(6����F �� ���" Qxxx�" �1� �������� �!������� ���!��%���� $&���!%���!8���� #��� �� ��$!���" �&�� ���&�� �&�1�%�� ��� ����������� ��$!��� $�������� �&�������� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ !����3��&%���!8�� )�>�� � ��$&���!%���!�" �� ��!�!���� �� ������ %�������
`65 ��	���W��X� T�	 ��	���	
U<Ë<Ë �ÉÅåÉ½ÃÇÀ ¿À ÁÂÀæ>ÉÃÇÀè=À

,�� %������ �&�� ��8�!��� $&�� ��� �!0�� %&0!�� �� ��� ������� 17�� 6��� �� %&�/�%��� �����!3�&�� !�������� : �� �&�1)����!&� ��� �8�!/������ � ����� ����� �!0�� !%%&0!�� �� ����� ������� 8�!�� ��$���� �� ��������!&� �!�����!�� @/&!� 1)��� R�KB�

DEFG R�K � ��$��� )�&%���!8�� �� �� �!0��� # : �!������ %&.���� �!0��(��������
C� ��$��� 17� ��� �� �!0�� ��� �&!�! $&�� 3�!�� ��� ������� ���� �� $��� ��!��!����� �� ��&����,� ������ �� ��$��� ��� �� ������ �� �� $��8�� %�����!8��� ,�������� �/&��� ��� �� 8���� �� ������

KQR



bdnikjfe ×C �nskonjkcgp eg hdnl�fe ng�hdce/|e
������ ��� �� $&!��" � ��� �!������ D = 8.70 % �� �� �!0��� ,��7� 7 ��� �&�!���!�� � �� $��8��" �����7� . ��� �&�!���!�� � ���7� �� �.�!����� #��� �� ��$���" ��������� 8�! /!�� �� �!0�� �/�� �� ��)����!��!����� θ � $&�� �&&��&����� (−D sin θ,D cos θ)� 
�� !�3&�%��!&�� �&�� ��$��������� 1)���,���)�� ��!��!����� /��!� �� 5◦ � 85◦ $�� $�� δθ �� 0.5◦ �
U<Ë<� aÇåÆÁ¾½ÇÅè ¿ÂÆèÀ ¿ÅèèÉÀ Çè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÊÆÀ


�8�� $&�!�!&� ��������� ��� ��$���� ����� �!������ b ' Dδθ �� �� /&!�!��� � ��� 3��8�����17��" ���7 �&����� �&����$&����� � ���7 ��)��� ��!��!����� /&!�!�� $��/��� �&�� =��� ���!%!����� ��� �&���� !����3��&%���!8�� �� �� �!0�� $&�� ��� �!)�� �� 0��� b @/&!� 1)��� R�QB� #����� ���(��" �� �!0�� ��� �&��!����� � ���� ����� �&%%� ����� �!���� ���� ��� ��!8�� ������� �����&���!&� O ����� ��� �!0�� �����%!�!��� ��� ���� ��� �&���!���� ���� ����%0�� �� $&!��� �!���� � ���$&�!�!&�� 0!�� $���!���� ,� $�!�� !����3��&%���!8�� ��� �&�� �&���!���� ��� �!)���7 s1 = H(f0, θ)�� s2 = H(f0, θ + δθ)�

D

D�+��
�

b

DEFG R�Q � 6!%����!&� ����� �!)�� �� 0���

,�� �&����� �&�� $�� �!������ �&����%��� $&���!%���!8����� ���!�� ����� $�!�� �� �&����� !����3��&%���!8���" !� ��� $&��!0�� �� �������� ��� $���!����3��&%���!8��" �� $������ ����)�%��� �� $�&��!� s1s∗2 � P� �&�� ��� �)���%��� $&��!0�� ���������� ����� $��� !����3��&%���!8�� �� %��!��� A��&�!8��A �� ��������� ��� ��%!�� &$�!8���$���&���� $�� ��&����6&!� R �� �!������ ���� $&!�� 0�!����� � ��������� /!���� �&�� �� ��)�� ��!��!����� θ � ,��!������ �� �� %=%� $&!�� 0�!����� � ��������� /!���� �&�� ����)�� ��!��!����� �� $��� $�&��
θ + δθ

���� R+ ∆R @/&!� 1)��� R�RB�C�� %!�� �� )���� ��$������ ��� �������!�� ���� �� ��� �� ����� �!%����!&� �� ��%0�� ���(�&�8��� �&�� $&�/&�� ���� ����� $�&0��%� 3�!�� ���$$�&7!%��!&� ∆R � R ���� �&� �������"$�� �&���� �� �&�)���� �� �� �!)�� �� 0��� �� �&�� $��%�� $�� ���������� ���$$�&7!%��!&� b� R �
��� �!)�!1�" ����� �����" 8�� �! �&�� �&��!�&�� �&��!����� 8�� �� �!0�� �$$���!��� � ��� ������� %=%� ������� �� ���&���!&� �� 8�� �&�� ��/&�� �&�� ���/�!���� �/�� ��� ����� �!������ ���!���"!� ��� !%$&��!0�� �� ���&���!���� �� ������ �7���� �� �� $&!�� � $���!� �� �� ����� $��� !����3�(�&%���!8�� �� %��!��� ��ä��%%��� $���!��� P� 3����� �&�� �/&!� ��� �&���!������� � $�!&�! ����� �!0�� $&�� $&�/&!� ���&���!���� �� $&�!�!&� �7���� �� ��� $&!��� 0�!������� ×°²¯ ÐÒ· ¯·³Ï´¯
KQ�
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R+
�R

R

b

DEFG R�R � #!������� ���� $&!��� 0�!����� ��7 $&�!�!&�� ��������� �&���!����� �� $�!�� !����3��&(%���!8��

±¹ ®°²®¹ ³°·´ÐÐ·³¹ · Û¯´°¯´ Ð²¯ ¸· ³´ë¸¹� °²Ð ®¯·´®¹¯°Ð ±·Ð ¸· Ð²´®¹ ±´¯¹³®¹Ô¹®±¹Ð ·Ý¸¹Ð ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹Ð� ¹® ° Û·Ð ±¹Ð Ï·²®¹²¯Ðý
U<Ë<U �ÀÄ=ÃÇ>½ÇÅè ¿À Á¾ =ÇçÁÀ

DEFG R�� �  &�& �� %&���)� �� �� �!0�� $&�� ���7$��!%�����!&�

,� �!0�� �� �&%$&�� ���� �.�!���� �� ������ þQx �%" ���� ��.&� �þw�vw �%" $&�� �� %!�!������� $��8�� ������ ���� ����! %�����!8��" �� Öx �% �� �2���,� �!0�� $��� =��� ��$�������� ���%��!8��%��� �� �&�$� ���� �� $��� ��!��!������ 
� ���%�3�!� �$$���-��� $���!���� $&!��� 0�!������ ��%��&��� ��� �� 1)��� R�w �� K � Ö : �� $&!�� ��%��&K �&����$&�� �� 0&�� �� $��8�� )����" �� $&!�� ��%��& Q �&����$&�� � ��!��������!&� ����� ��$��8�� �� �� 0��� �� �.�!����" �� $&!�� ��%��& R �&����$&�� �� 0&�� )���� �� �&%%��" �� $&!����%��& � �&����$&�� � ��!%�)� �� $&!�� R $�� �.%���!� $�� ��$$&�� � �� $��8�� %�����!8�� @&0����
KQw



bdnikjfe ×C �nskonjkcgp eg hdnl�fe ng�hdce/|e
�/��������%��� �$��� �� ��!$�� ��0&�� �� ��&���B� ,� $&!�� ��%��& w �&����$&�� �� 0&�� ��&!��� �&%%��� ,� $&!�� �!��� � ����)�� ����� ��� $&!��� w �� Ö ����� $�� ��%��&�� ��� !� ����� $��!���%!�� $�� ��������� �� �� ��$&��� �� *&�� �&�� $��� ,� $&!�� ��%��& Ö ��� �� 0&�� �� $��8����&!��

x

y

Plan d’incidence
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DEFG R�w � ��%��&���!&� ��� $&!��� 0�!������ �� �.�!���� ���� �� $��� ��!��!�����

,���)�� !����3��&%���!8�� ��&�!8�� ∆Φ ���� $&!�� 0�!����� ��� �� ��7 �!�������� �&�)�����
∆R = R2−R1

&� R1
��� �� �!������ ����� �� $&!�� �� ��� $&�!�!&� ��������� K"R2

��� �� �!����������� �� $&!�� �� ��� $&�!�!&� ��������� Q� 
�� ��)�� !����3��&%���!8�� ∆Φ ��$��� �� ����)����!��!����� �� ��� �&��� $�� ∆Φ = 4π
λ ∆R &� ∆R

�����!� $&�� �� $&!�� �� �&&��&����� @7".B :

∆R =
√

(D sin θ1 + x)2 + (D cos θ1 − y)2 −
√

(D sin θ2 + x)2 + (D cos θ2 − y)2 @R�KB
' x(sin θ1 − sin θ2) − y(cos θ1 − cos θ2) f¤X� x�D,y�D

,�� ��)��� !����3��&%���!8��� ��&�!8��� /&�� %�!������� $&�/&!� =��� �&%$���� ��7 ��)���!����3��&%���!8��� &0����� ���� �!/����� 0���� �� $&���!���!&��
`6N �UV�TU��X�	
U<�<Ë ��ÁÇè¿ÃÀ ÄÆÃ >Á¾ÊÆÀ åÉ½¾ÁÁÇÊÆÀ

,� �������� �� $��� !%$&����� �� ����� ����� ��� 8�� ¸Ò°Û®´Ô´Ð·®´° ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ Ð²¯ ²Ô¶³·´ÐÔ¹ Û¹¯Ô¹® ±¹ ¯¹®¯°²ô¹¯ ¸¹Ð Ï·²®¹²¯Ð ±¹ Û¸²Ð´¹²¯Ð Û°´®Ð ë¯´¸¸·®Ð ó ¸Ò´®¶â¯´¹²¯ ±¹ ¸· Ô�Ô¹ ³¹¸¸²¸¹ ±¹ ¯¶Ð°¸²®´°ý  �� �&����" ��&$�!%!���!&� � ���7 /������� !�! ��$��%�� $�� �� ��� ���������
,�&���� ��� $&!��� 0�!������ ������!&���� ���� �� 0��� �� $&���!���!&� &$�!%��� ��$��� ������)�� ��!��!������ ,� 8���!�� �� �������� &0���� ��$��� �)���%��� 0����&�$ �� %&.����)���������#���� %��!��� )�������" �� 0&�� ��������� �&�� &0����� � ���!�� ���� %&.����)� �þv ������ !��!������ �� �&� $�� ��� ��� 3��8������� 6�� �� 1)��� R�Ö" ��� ��)��� !����3��&%���!8��� �&��

KQÖ



×CMC �nskonjkcgp
��$�������� ���� �� 0��� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ � �� %����!�%� @� )����B �� �� ���&������ � ���7 %����!�%�� @� ��&!��B� ,� �&�)� �&����$&�� �� $��%!�� /������ �� 0���" ��/��� � �� �&������ A���&���!��A" �� �� 0��� � �� �&������ A����!�!��A� �� �&!� �� ����&�� �&����$�������� ��� �&��0�� A��&�!8���A ��� $&!��� 0�!������ �� �� �!0���6�� ��� �&��0�� �� )����" �&�� /&.&�� 8�� ����)�� !����3��&%���!8�� �� �&�)� A��!�A �� �&��0��&����$&����� �� $&!�� AQA : �� $&!�� �� $��� �&����� ��� ����! �� $&!�� �� $&!�� �� $��� 0�!�������� ��&�&)��%%�" !� ���)!� �� $&!�� �!��� ����� �� �.�!���� �� �� $��8���  �!� �� ���&�� ��)��!����3��&%���!8�� ��&�/� �&����$&�� �� $&!�� K" �� 0&�� �� $��8�� )����� ��1�" �� ����!�� ��)��!����3��&%���!8�� �&����$&�� ���0&�� �� 0&�� �� $��8�� ��&!� @$&!�� ÖB $&�� ��� 3�!0��� ��)�����!��!�����" $�!� A��!�A �$$�&7!%��!/�%��� �� �&��0� ���&�!�� �� $&!�� R �!��� ��� �� �&!��6�� ��� �&��0�� �� ��&!��" !� ��� �!ä�!�� �����&�!�� ��� ��)��� !����3��&%���!8��� ��&�/�� �7$�(�!%������%��� ��7 �&��0�� ��&�!8����
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DEFG R�Ö � ��)��� !����3��&%���!8��� ��&�/��� ���� ��� 0���� &$�!%����� � )���� : &$�!%!���!&���� �� %����!�%�" � ��&!��" &$�!%!���!&� ��� ���7 %����!�%���
 �� �!������" !� ��� $&��!0�� �� /��!1�� ��� ��������� �&�������� �����!%��!&� ��� /������� �!3(3��!&�� $&���!%���!8��� !��!/!����� �� �&� ��&!� $&!��� ��� $��� 0�!������� �� ��!�!���� �� %��&����&$�!%!���!&� $���!���� 3&!� �/�� ��� ��)��� !�!�!��7 �!�������" �&�� �&%%�� ��$�0��� �����!%���� %���!�� S = M † −1 �� �&�� ��&0���!� ��� /������� �!���!&�� !��!/!������ �!��!" �� ��$&��� $&(���!%���!8�� �� $&!�� Q �7$�!%�� ���� �� 0��� ��  ���! � ��� ��&�/�� �� �� 3&�%� (0, 1, 0)t " �� 8�!�&����$&�� �����!8��%��� �� %����!�%� �� �&�0��(��0&��� ,� ��$&��� $&���!%���!8�� �� $&!��K � ��� ��&�/�� $�&�� �� (0.9, kej1.8, 0)t &� k ��� �&%$�!� ����� 0 �� 0.4" �� ��)%���� �/�� ����)����!��!������ ,� ��$&��� $&���!%���!8�� �� �&!� �� �.�!���� � ��� ��&�/� $�&�� �� (0.9, 0.3, 0)t �5&�� ��� /������� �!���!&�� �&�� �!%!��!��� � ���7 8�! �&�� &0����� � $���!� �� ��!%�)� �� �� �!0���&�����!�� $�� �����3&�%�� �� E&��!�� 0!�!%���!&������ �� ��&�&)��%%�� #��� ����� !%�)�" ����!������� $&!��� 0�!������ �$$���!������ � ��� $!7��� �!��!���� �&�� ��� /������� �!���!&�� $��/���=��� �7���!���

U<�<� ��ÁÇè¿ÃÀ ÄÆÃ >Á¾ÊÆÀ åÉ½¾ÁÁÇÊÆÀ ½Ã?Ä ÃÆRÆÀÆÄÀ
,� %=%� �.�!���� 8�� $������%%��� � ��� %&��� ��� ��� $��8�� ���� ��)�����" ��7 %��(�!$��� !�3�����&�!���" �&�*&��� %�����!8�� $&�� �� $�� $������ �� �&%$�� ��� ����� �� $�������!&�@1)���� R�vB� 
���� 3&!� �!" �� ������ %&.���� �� A�&�A ��� ������/�� $�� ��$$&�� � �� �!0�� $��(������� @/&!� 1)��� R��B � ����!" �� �&&��&���� �� $&!�� �� $��� ��!��!����� �!��� � ��!��������!&�

KQv
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DEFG R�v �  &�& �� %&���)� �� �.�!���� ��� �&� ��)���7 $&�� ���7$��!%�����!&�

�� �.�!���� �� �� �� A�&�A ��� @7þ(�".þKQ �%B�

x

y

12 cm

DEFG R�� � 
&&��&����� �� $&!�� �� $��� 0�!�����

#��� �� ���" !� ��� �$$��� 8�� ��&$�!%!���!&� �� �&������ � K %����!�%� $��%�� ��� ���!%�(�!&� �� �� $&!�� 0�!����� � ���!�� �� �� $&���!���!&� &$�!%���� @/&!� 1)��� R�uB� 
�$������" ����� ������ $&!�� �&��� �&�� ����)�� !����3��&%���!8�� $��� =��� ���!%�� �� ����" �� �!0�� �� $��� $���=��� �&��!����� �&%%� ��� �&�����!&� ���� $��!� �&%0�� �� $&!��� 0�!������ ��� �� )���� �&%0���� ���� $&!��� ��� ��$���! ��� �&��� �� ���3���� ,�� ������ $&!��� ��&�/�� ���� �� 0��� ��&�� $��$� =��� ���!�� � ��� $&!��� A$.�!8���A�
���� &0���/��!&� ��� /��!1�� �&��8�� �&�� ��)���&�� �� 3&�%� �� �� ��)!&� �� �&���������&�!�� $&�� �� ��)�� ��!��!����� �&��� @�w B̂� 
���� 3&�%� ��$�������� 1)��� R�Kx ��� ��&!)����� ����� $���!�� $&�� ��� �!0�� �&������� $��� ���� $&!�� 0�!�����" �� ���� %�7!%�% ��� /��!%���%��8���
KQ�
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bdnikjfe ×C �nskonjkcgp eg hdnl�fe ng�hdce/|e
U<�<U ��ÁÇè¿ÃÀ ½Ã?Ä �è ¿ÇÉÁÀ=½ÃÇÊÆÀ

DEFG R�KK �  &�& �� %&���)� �� �.�!���� 1� $&�� ���7$��!%�����!&�

�&�� �/&�� �&��!���� � �&�/��� ��� �!0�� �&���!���� ����� $��8�� �� ���� �.�!���� ��7�!%���!&�� %&�!1��� @��� ������ �� Rx �% $&�� �� ��.&� �� K�w �%B" �/�� ��� �&��������!������!8�� εr = 2.7 $&�� �� �.�!����� @1)��� R�KKB� � �&�/���" ��� ��&!� $&!��� $�!��!$��7 ���� �!0�� @0&�� �� $��8�� )����" �&!� �� �.�!����" �� !��������!&� $��8��(�.�!����B �&�� ���� 0!�����!%�� ���� �� 0��� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ �&����!��� � �� %����!�%�" �&����!��%����� ��� �� ��&$�!%!���!&� �� �&������ � ���7 %����!�%�� @1)��� R�KQB�
,�&���� ��� $&!��� ��&�/�� ��� %&�!1� : �� $&!�� �� $��� �&����� ��/!��� �� $&!�� ��%��& K@0&�� �� $��8�� )����B" �� ���&�� $&!�� ��&�/� ��� ��%��& Q ���&�!� � ��!��������!&� $��8��(�.�!����" �� �� ����!�� $&!�� ��&�/� ��� �� $&!�� ��%��& Ö " ���&�!� �� 0&�� �� $��8�� ��&!��
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×CMC �nskonjkcgp

DEFG R�KR �  &!��� 0�!������ ���� ����%0�� �$��� �� $��8�� !���!���

U<�<û a>ÈÀÃÀ À½ >Á¾ÊÆÀ Çè=ÁÇèÉÀ
C�� �$��� �� R �% �� ��.&� ��� ���$����� �� ������ ����� $��8�� �� Rx �% �� �2�� !���!���� �w �̂ ,� �!0�� �� ��� $&!��� 0�!������ �&�� ��$�������� ���%��!8��%��� ��� �� 1)��� R�KR�  ��%!��� $&!��� 0�!������" &� ��&�/� �� �$���" �&�� ����)�� !����3��&%���!8�� ��&�!8�� ��� �&�� θ1 " ��$&!�� �!��� /��� �� %!�!�� �� �� $��8�� ����)�� !����3��&%���!8�� ��&�!8�� θ2 " &0���� $�� �����H�7!&� �$���($��8��" �� 0&�� ��$��!��� �� �� $��8��" �� �&� ��)�� !����3��&%���!8�� ���&�!�

θ3
" �� ������� 0&�� �� $��8��" �&�� ����)�� !����3��&%���!8�� ���� �&�� θ′1 " ��� θ1 �� θ′1 �&�� ����$�&��� $&�� ��� ��)��� ��!��!����� �&��!������
,���8�!�!�!&� ��� 3�!�� $&�� ��� ���� $��!�� $��)� ��!��!�����" ���������� �� −10◦ � 10◦ " $&����� $��)� �� 3��8����� �� KR � K� <GF� ,�� ��������� �&�� !��!8��� ��� �� 1)��� R�K��
,�� ��������� �� �&�� ���!�3�!����� 8�� $&�� ��� ��)��� ��!��!����� �&%$��� ��)��!/�%���" ������ �!�� ���7 $&�� ���8���� ��&��� !��!����� ���!/� �� 3��� �� �� $��8���  &�� ��� ������ ��)��� ��!�(�!�����" �� 3&�%� �� �&������ ����� $�� �����%0����� � ����� $��/�� $�� �� %&���� �� �&����� O�� �!0�� �� $��� $���(=��� $��� =��� �&��!����� �&%%� �� ����%0�� �� R $&!��� 0�!������ �!��!�����
�$������" ��� ��������� �&�� ����F ���!�3�!����� $&�� ��� ��)��� ��!��!����� /��!��� �� −10◦ � 1◦ �,� $&!�� ������!&��� $�� �� $&���!���!&� &$�!%��� ��� �� $&!�� �� $��� 0�!�����" ����� � �!�� �� 0&���� $��8�� ��$��!��� ����)�� !����3��&%���!8�� θ3 � ,� $&!�� ��!/��� ��� ����! �� %!�!�� �� $��8�����1�" �� ����!�� $&!�� ������!&��� $��� �&����$&���� � �� �$��� ����! 0!�� 8���� 0&�� �� $��8��!�3��!����
�&�� �/&�� ��$������� ��� 3&�%�� �� �&������ &0������ $&�� ���7 ��)��� ��!��!����� �!��(����� ��� ��� 1)���� R�Kw �� R�KÖ�
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DEFG R�K� � ��������� $&�� �� �$��� �� $��8�� !���!���� � )���� : &$�!%!���!&� �/�� K%����!�%� O� ��&!�� : &$�!%!���!&� �/�� Q %����!�%���
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DEFG R�Kw � ����%0�� �� �&������ �� )�!� ���!� &0���� $&�� θ = −5◦
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DEFG R�KÖ � ����%0�� �� �&������ �� )�!� ���!� &0���� $&�� θ = 0◦
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� ��$!��� �&������!� �� /��!���!&� �� �� %��&�� ��&$�!%!���!&� �� �&������ �� �� %&��������!��!8�� �� $&!��� 0�!������ $�������� �� ��$!��� $��������" � $���!� ��� %������ ��������� ����%0�� ����&�8�� ��� ��� �!0��� ���&�!8���� ,�� ��������� /��!���� ���$$�&�� $�&$&��� � �� 3&!���� �� %&���!���!&� �� ������%0�� �� �&������" ��� �� ��$����!&� ��� ��$&���� $&���!%���!8��� ��$&!��� !��!/!����� �� ��� �� ��$����!&� ��� ������� �� $����  �� �&���� $&�� ��� �!0��� ����!���"��&$�!%!���!&� �� �&������ �����!8�� � ���7 %����!�%�� ����� $�� ���$���" ��� ���� �� %��� $��� ��� ��������� $�&0���� $&�� �����!%��!&� ��� ������� �� $���� C�� ������!&� $���!���!��� �&!�=��� �$$&���� �� �&!7 ��� �����!��&�� ����!��!8��� ��!�!��� $&�� �������� �� �&�������
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#��� �� $��%!��� $���!�" �&�� �/&�� /� 8�� ��&0����!&� ����� !%�)� 6�� �� 3�!� �� !���%!(���� ��� �!0�� $&�� �&��� ��� 0���� �� 3��8������ �� �&��� ��� $��)� ����)��� �� /��� ,�&��!�A��������� 5�%$�(3��8�����A �&�� $��%�� �� ��)����� �� /��!��!&� �� �� ��$&��� �� 3&���!&� ���� 3��8����� �� �� ����)�� �� /��� #��� ����� $���!�" �&�� ���&�� /&!� �&%%��� �&%0!��� ��� &��!��/�� ��� %��&��� $���������� ��!����3��&$&���!%���!�" ��" �� %��!��� )�������" �&�� /���&�� ������������ �� ��&$�!%!���!&� �� �&������ ��� ��� �&����� 6���
f65 ú�UV�	� g��W	;g��:����� T�	 WU�U�\���	 WXVU�������:��	
û<Ë<Ë �ÀÄ=ÃÇ>½ÇÅè ¿ÀÄ ¿ÅèèÉÀÄ

C�� !%�)���� �� wxx×wxx $!7��� ��� ������!&���� ���� �� !%�)� �� -���!)�. @0���� LB $��(����%%��� ��!�!���� ���� ��� %&����� ��� �� 1)��� ��K� 
���� !%�)���� �&��!��� ��&!� 0>�!%����$�!��!$��7 : �� 0>�!%��� !������!�� @0>�!%��� K : !� ���7!���!� $�� ���&�� ��� �� $&�&)��$!� P<��� ��3������B" �� ��)�� � ��%!&� @0>�!%��� QB" �� ���&�� $��!� 0>�!%��� !������!�� @0>�!%���RB� �� . �!������ �)���%��� �� $��J!�) &� ��� /&!����� �$$���!����� �&%%� ��� ���)��� �� $&!���0�!������" ��� ��0���" �!��! 8�� � ��!����� ������&���)��
û<Ë<� �è¾Á�ÄÀ ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=À ¿À ÁÂÀè½ÃÅ>ÇÀ

�&�� $&�/&�� �!�$&��� )�>�� � ��&��!� &�������� �&� $�� ����� ����� !%�)�" %�!� �� nf × nψ!%�)�����" ������ �� ���&���!&� ��)�����" �&����$&����� � ��� �&�������!&� �� ��!%�)� $&����� �&��(0����� �� 3��8����� �� �� ��)��" �������� �� f0
�� ψ0 � nf ��� �� �&%0�� �� �&��(0������!�!����" �� nψ �� �&%0�� �� �&��(/�� ��)���!��� ����!" �&���� ��� �&����� $&���!%���!8��� ��!����3��&%���!8��� $��/��� ��0!� ����� �����3&�%��!&�" �� ��� /������� �!���!&� $��/��� =��� ���(����� $&�� $���!���� ��)��� �� $���!���� 3��8�������  �!�8�� �&�� ��� $���%����� $&���!%���!8���$��/��� ���� ����!��" !� ��� $&��!0�� ������.��� �� �&%$&���%��� �� ������&$!� $�� �7�%$��" ��3&���!&� �� ����)�� �� /�� �� �� �� 3��8����� �%!���'���������%���" ��� �&����� �!�$&�!0��� �� 0���� L &�� ��� 0����� �� ��)�� �� �� 3��8����������!/�%��� ���&!��� @vx'F �� R B̂" �� ��� /��!��!&�� ��� !%�)����� � �� h!� �� �� �&�� $�� /��!(%��� �!)�!1���!/��� #������ $���" �� ������ ���� $���%���� $&���!%���!8�� ������!�� ����������
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bdnikjfe cC �ijklkpnjkcg oe hcd�feghe eg klnrefke yz{ ej ngnstpe jelip}qf�/|eghe inf cgoesejjep

bâtiment 2 

bâtiment 1 

bâtiment 3 

parking

arbres

Trièdres d’étalonnage

DEFG ��K �  &�&)��$!� ���!���� �� �� F&�� �� �&%$&�!�!&� $&���!%���!8�� �<- �� ��!%�)������ ��$���

�� %&.����)� $&�� �������� ��� %���!��� �� �&������ : ��!%�)� ��� ��*� ��� $��%!��� 3&!� ��()����� $�� �� %&.����)� O ���� ����� ��� ���7!�%� 3&!� �&�� �� ������ ��� �&�ä�!���� ��&��������� O�� �������� ����� ����� ������&$!� �!��! &0����� $&�� �� ��)�� �� ��� 3��8����� �&���� ��� ���!%�)� 3&���%��� ��)�����" ��� ��8����� ��!�3&�%��!&� ����� $�� ���� $���!����� @/&!� 1)��� ��QB

DEFG ��Q � ����&$!� !�!�!���" �� ����&$!� &0����� �/�� Qxe ��� 0����� $&�� �� f0
�� �� ψ0

�&���

û<Ë<U �åÉÁÇÅÃ¾½ÇÅè ¿Æ =Åè½Ã¾Ä½À ¿À ÁÂÇå¾RÀ
,�����.�� �� �� /��!��!&� �� ������&$!� �� 3&���!&� �� �� 3��8����� �� �� ����)�� $&�� �� $!7���&��� %&���� 8��
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cCMC �ijklkpnjkcg oe hcd�feghe Ijelip}qf�/|egheI

DEFG ��R � ����&$!� %�7!%��� &0����� $&�� �&�� ��� ��)��� �� �&���� ��� 3��8������

� 6�� �� %�*&�!�� ��� $!7���" ������&$!� ��%0�� /��!�� �� %��!��� �&����%��� �����&!�� �&��8���� 3��8����� �� ����)�� �� /�� /��!����� 6�� �� $��!� �&%0�� �� $!7��� @$&!��� ���� 0�!������ �� 0>�!%���" /&!�����B ������&$!� ��/��!� $���8�� $�� ���� ��� 0����� �� ����� ���� 3�!0���#��� �� 0�� ���%��!&��� �� �&������� �� �� ����� ������&$!�" ����� �&�������!&� �&�� !�/!�� Û°²¯³Ï·Ñ²¹ Û´ê¹¸ ó ¯¹®¹´¯ ¸· ô·¸¹²¯ Ô·ê´Ô·¸¹ ±¹ ¸Ò¹®¯°Û´¹ °ë®¹²¹ ¹ ë·¸·á·® ®°²®¹ ¸·Û¸·Ý¹ ±Ò·Ý¸¹Ð ¹® ®°²®¹ ¸· Û¸·Ý¹ ±¹ Î¯¶Ñ²¹³¹Ð ÿ ·´Ð´ ¸¹Ð ³´ë¸¹Ð ·¯®´í³´¹¸¸¹Ð Ý·¯±¹¯°®²¹ ¹®¯°Û´¹ Î·´ë¸¹� Û²´ÐÑ²¹ ³¹¸¸¹â³´ ¸Ò¹Ð® Û°²¯ ®°²® ·Ý¸¹ ¹® ®°²®¹ Î¯¶Ñ²¹³¹� ®·±´ÐÑ²¹ ¸¹Ð ³´ë¸¹Ð ·®²¯¹¸¸¹Ð ·²¯°® ²¹ ¹®¯°Û´¹ ®¯�Ð ¶¸¹ô¶¹" �&����$&����� �� %�7!%�%$&�/��� =��� ����!��� 
���� !%�)� ������&$!� %�7!%�% ��� �&���� 1)��� ��R� ,� �&������� ��������!/�%��� 0!�� �%��!&���,� %=%� %��!$����!&� $��� =��� �$$�!8��� �� $���%���� α �
f6N �W����	U��X� T� �X[������ '���W	;Y��:�����'
û<�<Ë i¾ åÉ½ÈÅ¿À

#� �� %=%� %��!��� 8�� $&�� ��� $���%����� $&���!%���!8���" !� ��� $&��!0�� �� ���������� �&������ !����3��&%���!8�� $&�� �&�� ��)�� �� �&��� 3��8������ ×°²¯ ³Ï·Ñ²¹ Û´ê¹¸� °²Ð³·¸³²¸°Ð ¸Ò¹Ð¹Ôë¸¹ ±¹Ð ³°Ï¶¯¹³¹Ð °ë®¹²¹Ð Û°²¯ ¸¹Ð ±´ ¶¯¹®Ð f0
¹® ψ0

� ¹® °²ÐÝ·¯±°Ð ¸¹ ³°²Û¸¹ (fM , ψM ) ¹ Ô¶Ô°´¯¹ Ñ²´ Û·¯Ô´ ®°²Ð ¸¹Ð ³°²Û¸¹Ð (f, ψ)
Û°ÐÐ´ë¸¹Ð³°¯¯¹ÐÛ°± ó ³¹¸²´ ±°·® ¸· ³°Ï¶¯¹³¹ ±¹ Ô°±²¸¹ Ô·ê´Ô²Ô :

fM , ψM
���� 8�� |γ(x0, y0, fM , ψM )| = max

f,ψ
{|γ(x0, y0, f, ψ)|}

�&�� /!����!�&�� ��&�� ����)�� !����3��&%���!8�� &0���� �� ��8�� $!7�� $&�� �� �&�$�� (fM , ψM )���&�!� :
φ(x0, y0) = arg(γ(x0, y0, fM (x0, y0), ψM (x0, y0))
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DEFG ��� � P����3��&)��%%� !�!�!�� �� $&���!���!&� G" �� �� %=%� �$��� &$�!%!���!&� A��%$�(3��8�����A


���� %��&�� ��&$�!%!���!&� ���� �$$���� ���� �� ��!�� &$�!%!���!&� A��%$�(3��8�����A�,�!����3��&)��%%� �!��! &0���� ��� �� %�!����� 8���!�� 8�� ��!����3��&)��%%� !�!�!��" �&%%� ��%&���� �� 1)��� ���

û<�<� �Åå>¾Ã¾ÇÄÅè ¿Æ ÃÉÄÆÁ½¾½ ¾KÀ= ÁÀÄ åÉ½ÈÅ¿ÀÄ >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀÄ
,�� ��������� �� ��&$�!%!���!&� ��%$�(3��8������ $��/��� =��� �&%$���� � ���7 ��� %��&�����&$�!%!���!&� $�� �� $&���!%���!�" �� $&!�� �� /�� �� �!/��� �� �&������ &0���� �� �� �� 8���!���� ��!%�)� �� ����)�� !����3��&%���!8���
9���8�� �&!� �� %��&�� �&!�!�" ����)�� !����3��&%���!8�� ��� ����!0��%��� �%��!&��� #��� ����� �� ��&$�!%!���!&� ��%$�(3��8�����" �� �!/��� �� �&������ &0���� ��� 0!�� %�!�����" �� ����)��!����3��&%���!8�� ��%0�� $��� A�!���A" �� �&�� $��� 3��!��%��� ��!�!��0�� $&�� ��� ��$��������!&��� R �!%���!&���  .�!8��%���" �&�� $&�/&�� �!�� 8�� �&��!����� ��� ���)���� �� 0����� $������&!��� �� 3��8����� �� �� ��)�� ��/!��� � �%��!&��� ���$���!/�%��� ��� �&��!�!&�� �� �&������A��%$&�����A �� A�$��!���A �� �� �&�����

f6` �X����U�	X� T� VaXW����	U��X� WXVU�������:�� U��� V� ���W	;
Y��:�����

û<U<Ë JÃÀåÇ?ÃÀ åÉ½ÈÅ¿À Ö ¿ÀÆæ Å>½ÇåÇÄ¾½ÇÅèÄ ÄÆ==ÀÄÄÇKÀÄ
,� $��%!��� %��&�� �&��!��� � �$$�!8��� ��� ���7 &$�!%!���!&�� �������!/�%��� : ��&!� &$�!(%!���!&�� ��%$�(3��8����� ��� ������ ��� $&���!���!&�� �� �� 0��� @G" D" /DB" $�!� ��� &$�!(%!���!&� $&���!%���!8��� ,� ����/����)� �� ����� %��&�� ��� 8������ ��8�!��� ���7 %&.����)��!���$������� �������!3� : �� $&�� ��8�� ���$� ��&$�!%!���!&�� P� ������!� ��� �&��(���!%��!&�!%$&������ ��� �������" �&�� �� �������� ��� �&��� 1)��� ��w
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DEFG��w � ,�� ���7 &$�!%!���!&�� �&�� 3�!��� �������!/�%���" �/�� ���7 %&.����)�� !���$��������������!3�

û<U<� aÀ=Åè¿À åÉ½ÈÅ¿À Ö åÅ�Àèè¾RÀ ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=ÀP >ÆÇÄ Å>½ÇåÇÄ¾½ÇÅè >Å1Á¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀ
 �!�8�� �� %&.����)� �$��!�� 0����� ����� $�� �� $��� ���8��� $&�� �����!%��!&� �� �� �&�(����� � &$�!%!���" �&�� �/&�� ��/!��)� �� �������� �� �&������ !����3��&%���!8�� � ���!�� ����%&.����)� ��%$�(3��8����� : ¸¹Ð ¶³Ï·®´¸¸°Ð ²®´¸´Ð¶Ð $&�� �������� ��� �&������ �� �&��$��� ��� �����!��&�� �� $!7��� ���� %=%� /&!�!��)�" %�!� Ð°® ¸¹Ð ³°¹4³´¹®Ð ±Ò°±¹¸¹®®¹Ð

C(f, ψ;x0, y0)
Û°²¯ ¸¹ Û´ê¹¸ ³°Ð´±¶¯¶ (x0, y0)

ÿ

γ =

nf×nψ∑
(f,ψ)=1

C1(f, ψ)C∗
2 (f, ψ)

√
nf×nψ∑
(f,ψ)=1

|C1(f, ψ)|2
nf×nψ∑
(f,ψ)=1

|C2(f, ψ)|2
@��KB

#� %=%�" ��� %���!��� �� �&������� T11
" T12

�� T22
$��/��� =��� �������� � ���!�� ����%&.����)� ��� �&�� ��� �&�ä�!���� ��%$�(3��8����� : !� ��ä� �� ��!����� �� ������ �!(������ $&���&���� ��� �&%0!��!�&�� �� $&���!���!&� /&������ C�� 3&!� ��� %���!��� �� �&������ ��������� ����!�� �� ��� /������" ��� &$�!%!���!&� �� �&������ $�� �� $&���!%���!� @� ���!�� ���� ���� /������B��� �$$�!8����  ��%! �&���� ��� %��&��� ��/!��)���" ����� �����(�! 8�! %��� � �� %�!����� ���������)�� !����3��&%���!8��" /!�!0�� ��� �� 1)��� ��Ö� ,� %=%� �.$� �� �&�������!&�� $��� =��� 3�!��� �$$�!8���� �� %��&�� � ��� ����� ������!&� �� ��!%�)�" ��� �� 1)��� ��v�

û<U<U �ÃÇRÇè¾ÁÇ½É ¿Æ åÅ�Àèè¾RÀ ÄÆÃ ÁÀÄ =ÅÀ4=ÇÀè½Ä ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=À
 &�� �&%$������ �� 8�&! ����� %��&�� �� %&.����)� ��� ��� �&�ä�!���� ��%$�(3��8�����$��� =��� !����������� $�� ��$$&�� � �� %&.����)� �$��!�� �����!8��" �&�� �/&�� ��/!��)� ���!%���� �� �7�%$�� �!%$�� �� �!0��� !�&����� ���&�� ���0&�� ���7�%$�� ����� �!0�� !�&��� �&���!��� �� −→r1 = (x1, y1)

" �/�� ��� ��H���!/!���&%$��7� α(f, ψ)� ��&�� ��!%�)� �� �&�ä�!��� �&%$��7� �� ����&�!���!&�" 3&���!&� �� �� $&�!�!&�
KRu



bdnikjfe cC �ijklkpnjkcg oe hcd�feghe eg klnrefke yz{ ej ngnstpe jelip}qf�/|eghe inf cgoesejjep

DEFG ��Ö � ,� �&������ ��� �������� �� %&.������ ��� �&�ä�!���� ��%$�(3��8�����" $�!� &$�!%!���$&���!%���!8��%���

@7".B ��� :
S(x, y) =

∫∫

∆k,∆ψ

k dk dψ α(f, ψ)e2πjkcosψ(x−x1)e2πjk sinψ(y−y1) @��QB
����!� 8�� �� �&�ä�!��� ��&�������� ������� $&�� �� $&�!�!&� −→r1 = (x1, y1)

" �� 3&���!&� �� k ��
ψ /� �����!�� :

C(k0, f0) =

∫∫

∆k,∆ψ

k dk dψ α(f, ψ)e
−(

ψ−ψ0
σψ

)2
e
−(

k−k0
k0σf

)2

e−2πjkcosψx1e2πjk sinψy1 @��RB
� ���!�� �� ��� 3&�%����" �&�� $&�/&�� %�!������� �!%���� ��!%�)� &0����� $&�� ��� �!0��!�&��� 0����� �� !�&��&$� �&���!��� �� −→r1 " �!��! 8�� ��� �&�ä�!���� ��&��������� &0����� $&�� �����%=%� $&�!�!&� �� 3&���!&� �� k �� ψ � 
�� ���7 3&���!&�� �&�� !��������� ��� �� %=%� 1)��� ����'�!������� �&�� �!%��&�� ��� !%�)� �/�� ���7 �!0��� 0������ �� !�&��&$��" $&�!�!&��������$���!/�%��� �� −→r1 = (x1, y1)

�� −→r2 = (x2, y2)� ,�!%�)� �$��!��� ��� �&���� ��� �� 1)��� ��u� )����" �� �&�ä�!��� ��%$� 3��8����� ������� �� −→r1 $&�� �xe �� 0���� �����!/� ��� �&��� ���&!����&�� $&�/&�� �)���%��� �!%���� ��� $�!�� !����3��&%���!8�� $&�� ������%0�� �� �&� ���7�!0���� ��� $��� !����3��&%���!8�� φ1
��� ������� � �� $��%!��� �!0��" �� ��� ����� $��� !����(3��&%���!8�� φ2

��� ������� � �� ���&��� �!0�� $&�!�!&���� �" r2 � ,� $��� !����3��&%���!8�� Φ$&�� �&��� $&�!�!&� �� ��!%�)� /� �����!�� :
Φ(−→r ) = arg(S1(

−→r )S∗
2(−→r )) @���B���� ��� �&���� ��� �� 1)��� ��Kx ��� �� )����" ����!� 8�� �� $��� !����3��&%���!8�� ����&�ä�!���� ��&�������� �������� )�>�� �

Ψ(
−→
k ) = arg(C1−→r1(

−→
k )C2∗−→r1 (

−→
k )) @��wB
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DEFG ��v � ��)�� !����3��&%���!8�� ��� �� ������!&� Q� � Ï·²® : �� $&���!���!&� ÏÀ �/�� ��Ô°á¹·Ý¹ ÐÛ·®´·¸� ß² Ô´¸´¹² : �$��� ��� °Û®´Ô´Ð·®´° ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ Û°¸·¯´Ô¶®¯´Ñ²¹��� ��� �&������ �������� � ���!�� ���� Ô°á¹·Ý¹ ÐÛ·®´·¸� � ë·Ð : �$��� ��� °Û®´Ô´Ð·®´°±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ Û°¸·¯´Ô¶®¯´Ñ²¹ ��� ��� �&������ �������� � ���!�� ���� Ô°á¹·Ý¹ ®¹ÔÛÐâÎ¯¶Ñ²¹³¹
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x

y

�

f

x1

y1

Cx1, y1(f, �)

DEFG ��� � <���� : !%�)� ����� �!0�� 0����� !�&��&$� $&�!�!&���� �� r1 � ��&!�� : �&�ä�!�����%$�(3��8����� ������� �� r1

x

y

�

f

x1

y1

Cx1, y1(f, �)x2

y2

DEFG ��u � <���� : !%�)� �� ���7 �!0��� 0������ �� !�&��&$�� $&�!�!&����� �� r1 �� r2 � ��&!�� :�&�ä�!��� ��%$�(3��8����� ������� �� r1

��� �&���� ��� �� ��&!��� ,�� �7$&����� �&�� �����!3� � ��8�� ������� �� �� $�!�� !����3��&(%���!8���6! �&�� /&��&�� ���!%�� �� $��� !����3��&%���!8�� �� �� $��%!��� �!0�� $&�!�!&���� �� −→r1 "�� %&.����)� �$��!�� ��� −→r /� �������� �� ��� %��/�!�� ���!%��!&�" ��� �� $��� φ1
/� =���%&.����� �/�� �� $��� φ2

�� �� �!0�� $�&���  �� �&����" �! �&�� ������&�� �� %&.����)� ����!�!���� ��� �&�ä�!���� C1−→r1(
−→
k )" �����!%��!&� �� ���� $���8�� $�� 0!�!��� $�� �� $������� �� �����&��� �!0�� : �� $��� %&.���� ���������� ���� 0!�� φ1 �

6�� �� 1)��� ��KK" �&�� &0���/&�� �� �&%$&���%��� ��� �&�ä�!���� ��&��������� �&��8�� �&���!%!��&�� ��� ���)���� �� 0����� �����!/�� � Qxe� � )����" �&�� %&���&�� ����)�� !����3��&(%���!8�� ������� �/�� ��� �&�ä�!���� ��&���������� �/�� Qxe �� 0����� �� ��� $���%����� ���!%����!&� 8�� �&�� �/&�� �&!�!�" �� ���&���!&� ��� $��� )����� 8�� �� �!������ ����� �&� ���7�!0���� ,� �&�ä�!���� ��&�������� ��� $�����0� �� %&���� �� �� �����%0�� $��� � ����� ����� ��!8���!0�� 0����� �� !�&��&$�" %�!� �����%0�� � ����! ����� �!0�� &�!������ ,� $��� !����3��&%���!8����� �)���%��� $�����0��" %�!� ���� ��� %&!���� %�����" �� ���� ����� $�&�� �� φ1
" �� $��� 8���&�� /&��&�� &0���!��  �� ����� �&���� �!%����!&�" �&�� /&.&�� 8�� �� �.$� �� %&.����)� ���$��3���0�� �� $������� �� �!0��� !�&����" &� �� �!0��� $�&��� $&�!�!&����� � �!�������� ��������C�� ����� $��� �$$�&3&��!� $��%�����!� �� ���!�� $��� $���!��%��� ��� $���%����� �� ���)���� ��0���� �� �� $���!�!&� �� ����)�� !����3��&%���!8�� &0���� �� ����� %��!����
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180°
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-180°

r1

r2

f

x

y

����
�Φ ���

�

Ψ
DEFG ��Kx � <���� : $��� !����3��&%���!8�� Φ(r) �������� �/�� �� $�!�� ��!%�)�� ��� ���7 �!0������&!�� : $��� !����3��&%���!8�� Ψ(k) �������� �� ��!�!���� ��� �&�ä�!���� ��&�������� �������� ��
r1

180°

��1

��2

-180°
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����

�

Ψ �

f

DEFG��KK � <���� : $��� !����3��&%���!8�� Ψ(k) �������� �� ��!�!���� ��� �&�ä�!���� ��&���������������� �� r1 � Qxe �� 0����� #�&!�� : %&���� �� �&�ä�!��� ��&�������� ������� �� r1 � Qxe

û<U<û ¼èlÆÀè=À ¿ÀÄ >¾Ã¾å?½ÃÀÄ ¿ÂÅè¿ÀÁÀ½½À

,�� ��������� $��������� ���!��� $�������� $&�� ��� $���%����� ��&�������� ��!�!���� Qx e ���0����� 3��8����!���� �� ��)���!��� ,� %��&�� ��� ������ �!(����&�� �� ��%����� �� $&�������)��������!/�%��� � we" Kx e" Qx e �� Rxe�  ��� �&�� ��!�!�&�� �� )���� $&�������)� �� 0����"$��� ��!����3��&)��%%� &0���� �� ��$$�&�� �� ��!����3��&)��%%� !�!�!���  ��� �� $&�������)� ���3�!0��" $��� ��� !%�)�� &0������ �&�� �!�����" �&%%� �� ��%&!)���� ��� $�&1�� �� ������� &0������� 1)��� ��KQ

�� ���� �� A�!���)�A ��� $�� ��$������ ��� %=%�� ��3���� 8�� ����! 8�! ����!� &0���� � ���!������ %&.����)� �$��!�� � %=%� �&%0�� �������!��&��� @�&��%%���" !� ��. � $�� ������� ��A������A � �� 3�&��!��� �� ���7 F&��� �!��������B
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'&.����)� ��%$�(3��8����� Rx e $�!� &$�!%!���!&� $&���!%���!8��

'&.����)� ��%$�(3��8����� Qx e $�!� &$�!%!���!&� $&���!%���!8��

'&.����)� ��%$�(3��8����� Kx e $�!� &$�!%!���!&� $&���!%���!8��

%&.����)� ��%$�(3��8����� w e $�!� &$�!%!���!&� $&���!%���!8��
DEFG ��KQ �  �&1�� �� 0>�!%���� &0����� �/�� �� ����!��� %��&��" �� ��!�!���� ���$���!/�%���Rx e" Qxe" Kx e �� w e ��� 0�����
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DEFG ��KR � 
���� �� ������" �&�&��� )�>�� ��7 �����7 $&���!%���!8���

f6f �U��� Ta�V��U��X� h�UV�
û<û<Ë �ÅèÄ½ÃÆ=½ÇÅè

,�!%�)� ������� $&�� �&�����!�� ��� ����� �����/��!&� ��� °ë®¹²¹ ·ô¹³ ºõ i ±¹Ð ë·±¹Ð�·ô¹³ ² Ô°á¹·Ý¹ ®¹ÔÛÐâÎ¯¶Ñ²¹³¹ ¹® ²¹ °Û®´Ô´Ð·®´° ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹ Û·¯ ¸· Û°â¸·¯´Ô¶®¯´¹� ,� '�� ��� ����!�� ������� � $���!� �� ����� ����� ����)�� !����3��&%���!8��" ��3�!���� !����/��!� �� ������ ���%0!)����� � �� ����� �����/��!&� �!��! �&�����!��" �&�� $&�/&����$��$&��� �� �&%$&�!�!&� $&���!%���!8�� �<- @�&�)� : Gõ/D" D��� G(/D" 0��� : QDB ,��������� 1��� ��� �&��� �� 1)��� ��KR�,�� ���%���� �� �&!� �� 0>�!%��� K &�� ��� �!)������ $&���!%���!8�� 3&��� �� D� 
��! ��������!��%��� �S ��7 ���������� %�����!8��� $�������� ��� �� �&!� �� 0>�!%��� �� 8�! �&!/��� �/&!���� &�!�����!&� �� 45◦ $�� ��$$&�� ��7 �7�� G �� D �� $��� ��&����
û<û<� �è¾Á�ÄÀ

6�� �� %�*&�!�� ��� $!7���" ��� ��&!� �&������� �� �� 0��� ��&$�!%!���!&� �&�� ���� $�&������ ���� ��� ������� ,�� ����� $!7��� &� ����� �� �� �&�� $�� �� ��&�/��� %�*&�!��!��%��� ��� ���0&��� �� 0>�!%����� #��� �� ���" �&�� $&�/&�� �&��!����� 8�� �� $!7�� /� �&����!� � �� 3&!� �����%��� �� �&!� �� �� ���%��� �� �&�� ,�� �&������� &$�!%��� �� ���&���!�� /&�� �� ���� �&������� ������� �&����$&����� �$$�&7!%��!/�%��� � ������ �� �&!� �� � ����� �� �&�� 5����� $!7���&�� �!��! ��� ������!&���� ��� �� 0&�� �� 0>�!%��� K" �� ��� ������� �&����$&������� ��7 ���7$��%!���� �&������� �&�� ��$��������� 1)��� ��K��,� 0>�!%��� Q ��� �� )���)� �� ��%!&�� �� ��%���)�%���� ,� %�� 3�!���� 3��� �� ����� ������&��� �� ��%!&�� 8�! �� �&�3&����� �/�� �� �&� �� �� 0>�!%��� �� 8����!&�� 6�� ��� $!7��� &���� �&������� �� �� 0��� &$�!%��� �&�� �!�������� ����� �����" Rx &�� ��� �)���%��� ������!&�����,�� ���7 $��%!���� ������� �� �� 0���� ��&$�!%!���!&� �&�� �)���%��� ��$��������� 1)��� ��Kw�
K�w
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Échantillons sélectionnés sur le bord “extérieur” du bâtiment 1

Échantillons sélectionnés sur le bord “intérieur” du bâtiment 1

DEFG ��K� �  �&1�� ��� ������� &0������ �/�� �� �&������ &$�!%��� �� �� �&������ ���&���!����� �� 0&�� �� 0>�!%���
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Échantillons sélectionnés sur les camions du bâtiment 2
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DEFG ��Kw �  �&1�� �� ������� &0������ �/�� �� �&������ &$�!%��� �� �� �&������ ���&���!����� �� 0&�� �� 0>�!%���

,� �&%$&���%��� ��� �����!/�%��� &%&)��� : �&�� ��&�/&�� ��� ������� �� w % �� �� (w %��/!�&�� ,�� ������� ��)��!/�� $&����!��� �������� ��� ��%!�� &$�!8��� ���!�� � ��� $��&%������ ��0&��� ����� ��%!&� �� 0>�!%����
f6� �X��V�	�X�

6�� ��� !%�)� 6�� �� 0���� L" �� %��&�� ��&$�!%!���!&� �� �&������ � �� %����!�%�� ��� �$$�!8��� �&�� �� ��!�!���� ��� �$$�&�� &�!)!���� �����!%��!&� �� �� �&������ � $���!���&��!�� ��%$� 3��8������ ,��%��!&���!&� �� �� ����� �����/��!&� �!��! &0����� � ���!�� �� $��%!��%����!�%� �� �� 0��� ��&$�!%!���!&� ��%0�� $�&%�������� �� �� 8�! �&������ �� ��$����!&� ���������� �� $����" ���� ��� &0����� ��� �� �&%0�� ������!�� �� $&!��� �� ��!%�)�" �$$���������� �&%%�� �� 0>�!%��� �� $��� ���/�� ,�� $���%����� )�&%���!8��� �� ����8�!�!�!&� @���������%0!)���� �� ��&���� �� Qxx %��������B �� $��%������ $�� ��&0���!� ��� $���!�!&� ��ä�����$&�� �������� ���/��������� �!�������� �� ������� �� ��&���� �� %�����
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,������ ��� 3&�=� ��� ���� ��� )����� ��*��7 �� ��!%�)��!� 6��� ,� 3&�=� ��� �� %!�!�� �&%($��7�" �� ��!����3��&%���!� $&���!%���!8�� � ��*� 3�!� $���/� �� ��� $&����!��!��� $&�� ������� ���� %!�!��� ,� �&%$��7!�� �� �� ��$&��� ����� �� �� 3&�=� 3�!� 8�� �� %&���!���!&� �� �� %!�!�� ����� &��!� ������!�� $&�� ������.�� �� ����� ��$&����  &�� �� ������ �� ��%$ ������!8�� ����&�!����$�� ��� �����" ��� %&����� �&�� ��$���!� �� ��&!� )������ ������� :
� ð¹Ð Ô°±�¸¹Ð ¹ê·³®Ð : !�� �&��!����� � ���&���� ��� �8���!&�� �� '�7b��� �&�� ��� 3&�%�&� ��� ����� ���� �$$�&7!%��!&� ����.�!8��� 
�� %&����� $��%������" �� $�!��!$�" �� ���(��� �7��� �� �� �!���!&� $&�� ��� �����!$�!&� ����! ����!���� 8�� �&��!���� A�7���A ���������� �� $&!�� �� /�� ��&�!8��� �� $���!8��" �� %!�� �� &��/�� ��%��!8�� !%$&����� �!�����!���!&� �� %!�!��" �� �� ���&���!&� ��� �8���!&�� ��� )�������%��� �$$�&���$�� !�����!&�� �������!/��� 
�� %&����� �&�� ����!�����" %�!� �&������ �� ���7 ��3����� ��%!���%���" !�� �� �&�� $�� �&�*&��� �7$�!���!3�" ����� � �!�� 8��!�� �� $��%������ $��3&���%��� �� �&%$������ 8���� �!������� �&���!0���� �� �!)��� �� $�� 8���� %����!�%����!�������!&��� �� �&��!�" !�� 3&���!����� �����%��� �� ��%$ �&��� �!����� #��7!�%�%���"��� %&����� ��%������ ��� ����&����� !�3&�%��!8��� ���� !%$&�������� �� ������ ������ !���� �&�� �$$�!��0��� 8�� $&�� ��� ������ �� �!%���!&�� ���� ����!��� &� ��7 0����� 3��(8�������
� ð¹Ð Ô°±�¸¹Ð ±¹Ð³¯´Û®´ÎÐ °² ·ÛÛ¯°³Ï¶Ð : ����� �$$�&�� �&��!��� � �$$�!8��� ��� ���!����$$�&7!%��!&��" �&�� ��� .$&����� �&�� %�-��!����" $&�� &0���!� ��� 3&�%����!&� �!%$�!(1�� ��� �8���!&�� �� '�7b���� 
�� �$$�&7!%��!&�� !����/!������ � ���7 �!/���7 : �� �!/���������&%�)���!8�� �� $������ �� �&%$�� �� �&%0�� �!%!�� �� $��&%���� ��!�������!&�" ���� �!/��� �� �� �����!$�!&� �� %!�!�� �� !%$&���� ��� �!%$�!1���!&��� 
�� �!%$�!1���!&��"$�!��!$���%��� )�&%���!8���" ����������� � �!�������� ������� �� )������� : � �������� ����!�������" �� � �������� �� �&�/���� ,�� �!������� %&����� �� �� �.$� �� �!��!�)���� $���� �.$� ���$$�&7!%��!&�� 3�!���� �&��%%���" �� �� 8�! �&������ �� �����!$�!&� �� ����0��"���� $��� =��� 3�!�� � $���!� ���� %&���� �� ��&!������ 3������� ���� ����!���" &� 0!�� � $���!������%���� ���&�!8��� ���� 8�� ��� �.�!�����" ��$���!� �� %��!��� ����!��!8�� �� �&����" ����
� ð¹Ð Ô°±�¸¹Ð ¸´®®¶¯·²ê °² ··¸á®´Ñ²¹Ð : ����� �� ����!��� ����)&�!� �� %&����" �&�� ��$�!��!$�� ��$��������� � �� *&�� $&�� �� 3&�=� ��� �� %&���� �� -�5����3�" $�&$&�� ����
�5����3� �� ���" KuuÖ�� � $���!� ���� $��!� �&%0�� �� $���%����� �����!$�!3� �� �� 3&�=�"!� 3&���!� ��� �7$����!&� �!������� �� ��%$ ����&�!����� 
�� �.$�� �� %&����� �&�� ��ä(��%%��� �!%$��� $&�� ��/!��)�� ��� !�/���!&�" �� �&����$���!� ��� ��������� $��/��� =����!%!��� $�� ��� �����!$�!&� ��&$ )�&��!��� �� %!�!�� ���� �����!�� �&���7����
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 ��%! ��� %&����� �����!$�!3� &� �!������7" &� �!��!�)�� �)���%��� ���7 �&��(����)&�!�� ��%&����� : ��� %&����� �!�� !��&������ �� ��� %&����� �&�������6�$$&�&�� 8����� ������� �� ���&���!&� �&��!���� � �!������� !��!��� $�� �� ������ i" �� $&(�!�!&�� ~ri $�� ��$$&�� � ���������" �� �� ��H���!/!�� �&%$��7� ���&�!�� si � C� %&���� �&�����$���� �� �&%$�� ��� $&�!�!&�� �����!/�� �� ����� ��� ���%���� �� ��!� ����� �������" �� ���/�!����&�� �� �%$�!���� �&%$��7�� ����! �� ��%$ �&��� �&%$��7� 6 ���� $�&$&��!&���� � :

S =
∑

i

sie
j~k·~ri

�� ��!�����!�� ���&�!�� P �����!��
I = |

∑

i

sie
j~k̇~ri |2 =

∑

i

∑

j

sis
∗
je
j~k·(~ri−~rj)

ð¹ Ô°±�¸¹ ´³°Ï¶¯¹® ¹ Û¯¹± Û·Ð ¹ ³°ÔÛ®¹ ¸¹Ð Û°Ð´®´°Ð ¯¹¸·®´ô¹Ð ±¹Ð ¶¸¶Ô¹®Ðó ¸Ò´®¶¯´¹²¯ ±Ò²¹ ³¹¸¸²¸¹� P� ���!�� �&�� �!�����%���
I =

∑

i

sis
∗
i


��� ��/!��� � ��$$&��� 8�� �� �&%%� ��� �&���!0��!&�� �&%$��7�� $������ �� �&%$�� ���$&�!�!&�� �����!/�� ��� �!������� ��� �����" ����� � �!�� :
∑

i6=j
sis

∗
je
j~k·(~ri−~rj) = 0

� Û°¸·¯´Ô¶®¯´¹� ² Ô°±�¸¹ ³°Ï¶¯¹® ô· ±°³ Ð°ÔÔ¹¯ ±´¯¹³®¹Ô¹® ¸¹Ð Ô·®¯´³¹Ð±¹ ±´ ²Ð´°� ®·±´Ð Ñ²Ò² Ô°±�¸¹ ´³°Ï¶¯¹® Ð°ÔÔ¹¯· ¸¹Ð Ô·®¯´³¹Ð ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹Ð"����� � �!�� ��� %&%���� ��&����� Q�'=%� �! �� %&���� �� �.$� !��&����� ��� ��$�0�� �� �������� ��� $���� �����!/�� ������!/����� $&���!���!&��" �� ��/���� !� ����� $�� ��$�0�� �� 3&���!� �� $��� )�&0��� �� �� ��$&���"�� �&�� �� ���/!� $&�� ��!����3��&%���!�� ðÒ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´¹ Û°¸·¯´Ô¶®¯´Ñ²¹ ¯¹Ñ²´¹¯® ±¹ ³¹Î·´® ¸Ò²®´¸´Ð·®´° ±Ò²¹ Ô°±¶¸´Ð·®´° ³°Ï¶¯¹®¹ý
ð¹Ð Ô°±�¸¹Ð ±¹ ®áÛ¹ �¹ê·³®� Ò°® Û·Ð ¶®¶ ·ë°¯±¶Ð ±·Ð ³¹®®¹ ®Ï�Ð¹" ��� !� ���)!�(��!� $&�� �&�� �/��� �&�� �� �����%!��� ��� !�H������ ���$���!/�� �� ����� ��� ���%���� 8�!�&%$&���� �� 3&�=�" �� �� $&�/&!� ��$���� �� !����$����� ��� �!������� A%����!�%��A�
,� $��%!�� ��$!��� $������� ¸¹ Ô°±�¸¹ ±¹ ô¶Ý¶®·®´° ±¹ Íýþ¯¹²Ï·Î® ���)�%��� ��!�!�� $���� �&%%������  �,P�6��� ,� ������ . ��� �7$&�� �� �� %��!��� �� $��� �0&���0�� $&��!0��" �!��!8�� �� %��&�� ��!�/���!&� $�&$&��� $�� 
�&���� ,� $��������!&� �� �� %&���� ��� ��$!���� ��������� ���� ��� � �� *&��" ����� ����!8�� %&����  �,P�6�� � $���!� ��8��� ��� %��&��� ��!�/��(�!&� &�� ��� $�&$&�����  �� �!������" ��� �������� 8���� ��7 %��&��� ��!�/���!&�" ���7����!&� ��%&���� � �������� �&�1)����!&�� @���&������!&� ��%$&�����" �$$�!���!&� ��7 %!�!��7 �)�!�&���" ��7�&�1)����!&�� �/�� Q $&���!���!&��" ���B ��� �&�*&��� $&����!/!�� ,������ �� �� %&���� �$$�!8�� ���� �&�����  �,P�6�� �� ������� ��� �� 3&�=� 3�!� ��&0*�� �� $��%!�� ��$!��� �� ����� $���!��
,� �!%!���!&� �����!$�!/� �� �� %&���� �$$���-� ����F /!�� ��� 8�� ��&� &$��� � ��� �&�)�������&��� ����F )������ @�� 0����  �&��%%���B &� �� /&��%� �� $��� $��� =��� �&��!���� �&%%��$��!���%��� �����&!�� � �������� �� ����� �&�)���� ��&���� 
���� $&�� ����� ��!�&� 8�� �� ���&��
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��$!��� ��!�������� � �� %&���� $��� �&%$��7� �� /�)����!&�" %&���� �&����� A�$$�&��A" �$($��� 
�6'�� ,� ��/��&$$�%��� �� %&���� �� �� /��!���!&� &�� 3�!� ��&0*�� ����� ���� �&�������� &��&0�� QxxR �5!�!&�" QxxR�� �&�� $��������&�� !�! �� ��/��&$$�%��� �� �� %&���� �� �&����$���!&� ��7 �!����!&�� ����&������� ,������ �� �� %&����" �� �� �&%$���!�&� �/�� ��� !%�)�� �,P�6�� �1� ������.��� �� ��$&��� �� �� /�)����!&� 3&�� ��&0*�� �� ��$!��� Q�
#��� �� ��$!��� ��&!�" ² Ô°±�¸¹ Ïáë¯´±¹ ¯¶Û°±·® ·²ê ë¹Ð°´Ð ÐÛ¶³´íÑ²¹Ð ±¹ ¸·ë·±¹ × ¹Ð® Û¯°Û°Ð¶ý P� 3�!� �� �.����� ��� ���7 $��������� %&����� �� ����!/��� �� 3&�=� ����!�� ����� �&��� �� ��&��� �� ���� /&��%� �����&!�� ����!/��� �� &�$$!��� C�� !�/���!&� �� ��%&���� ��� $�&$&�� �� �/����� ��� ��� !%�)�� �&�� �� /��!�� �����!� ��� �!�$&�!0���
��1� �� 8����!�%� ��$!��� ��!�������� � �� $�&0��%��!8�� �� E� �� AE��!�)�  ������(�!&�A� P� ���)!� �� �� ������!&� �� �!0��� �&�� �&�/��� 3&����!��� ,�!��� %�-������ ��� ����!8����� ������!&� ��� �� A1�����A �� �&%$&����� �� �!)��� ����)!���� �&����$&����� � �� 3&�=� $&���� )����� 8�� �� $���!� �� �!)��� �&����$&����� � ��� �/�������� �!0��� C�� %��&�� �� 1����)���� $�&$&���� ���� ��!�!�� ��� $���%����� �� 3&�=� !�/����� � $���!� �� %&���� .0�!�� $������� ��$�������� ��$!���� 
���� %��&�� ��� �$$�!8��� � �� ������!&� �� �!0��� ������ ���� ��� 3&�=��#�� $!���� �&�� �&����� $&�� �%��!&��� ��� ���������" �� �&%$������ ��&�!)!�� ��� 3������ ����%��"�&��%%��� � ���/��� ����!�!���!&� �� %&���� 
�6'��
,� ���/�!� �� ����� $���!� ��!�!�� ��� *��7 �� �&����� ��� �� 3&�=� �� ��F�� !����� �� ���7��%$�)��� �!��������� 
�� ���7 ��%$�)��� &�� ��� ��&����!&� ���� ����� ���� �� /��!��� �������!8��� �� 3&�%��!&�� ��!%�)�� �� !����3��&%���!� %���!$���� ���&$&����" ���� �� !%�)��!�pjfkilni �����!8�� 8���� %&�� H���

KwR





12%$"&� 3

n¥�£©¦¡¨©� ¥(�� H£�§¤ ¡£�¡¨©«¤ �¡«
+o «¤�)¡,¨


� ��$!��� ���!�� �� %&���� �� $��� �&���%%��� ��!�!�� $�� �� �&%%������  &�P�6�� : ����!�� /&��%� A�����&!��A� #�/��&$$� $�� þ¯¹²Ï·Î® @���� �� /���!&� A/&��%� ����A" A/&��%� ���&�A" &� A/&��%� &�!����AB" !�!�!���%��� $&�� ���!%�� ��� $���%����� �� 3&�=� �� 0���� 
" !� � �������!�� ���)�%��� ��!�!�� $�� �� �&%%������� 
�&��� � $�&$&�� �� ����.�� �� ���%� ��!�/���!&��� �� %&����" $�!� $��� ���� � $�&$&�� ��� %��&�� �� 1����)� ���&�!�� ���� �� $�&0��%��!8���� �� ������!&� �&�� �&�/��� /�)����� #�$�!�" �� %&���� � ��� �$$�!8�� $�� %�!���� $���&���� ��������� %!�!��7 @��%$� �)�!�&���" )���!������B �� � �������� 0����� �� 3��8������
565 �UV��V T� VU �X[������ Ta�� �XV��� UV�U�X���
Ë<Ë<Ë JÃÉÄÀè½¾½ÇÅè ¿Æ åÅ¿?ÁÀ À½ èÅ½¾½ÇÅèÄ

,� %&���!���!&� ��$&�� ��� ��� �����!$�!&� �� �� /�)����!&� �&%%� /&��%� �����&!��� 
������ $��� �!%$�� �����!$�!&� $&��!0�� �� �� /�)����!&�� A/&��%� �����&!��A �!)�!1� 8�� �&�� �&��!��(�&�� �� ���)� �� �!������� �&�� �� �!���!0��!&� ����!��!8�� ��� $&�!�!&�� �� ��� &�!�����!&�� �����!3&�%��
,�� ���7 �������� !����3��&%���!8��� �&��!������ �&�� ��%��&���� K �� Q� ,�� )�������� !�(�!���� $�� 1 &� 2

�&�� �����!/�� � ��� �������� �!��!" �� ��%$ −→
E1

��� �� ��%$ −→
E %����� $����������� K�

�&�� �&�� !�������&�� ��7 ��%$� %������ $&�� ��� ������� �� ���&���!&� �&����" �!���� �
�� /������ $&�!�!&� −→

R0
@/&!� 1)��� K�KB� 
���� ������� $&����� ' �!�������� 
�� �!������� ���&�����!)��� $�� ��� �������� �!��!" �� ��%$ E1(j)

�&����$&�� �� ��%$ %����� $�� ��������� K" �S�� �!������ * � ,��0����� �� /������ ��� �� ��%$ E �!)�!1� �!%$��%��� 8�� �&�� ���/�!��&�� ����� ��%$ �����!��" ���� ��� $&���!���!&� 8����&�8�� �&�����
,� $�����!&� �� ��&��� ���� �&��� ω � ,� ��%$ E1(ω, j)

�&����$&�� �� ��%$ %����� $����������� K" �S �� �!������ * " �� ��$$&���� 8�� ����� %=%� ������� � �%!� ��� &��� %&�&(��&%��!8�� �� $�����!&� ω � �� ����!��" ��&��� �%!�� ����� $�� %&�&��&%��!8�� $�!�8��!� ���)!������ ��%$� �� 3��8������ '�!� E1(ω, j)
���� ��!�!�� �&%%� !����%��!�!�� �� �������

Kww
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R0

R1

antenne 1

z0

z0+h

site

ha
ut

eu
rs

0

antenne 2

R2

�

azim
ut

DEFG K�K � '&���!���!&� �� �� 3&�=� $�� �� /&��%� �����&!�� : $���%����� )�&%���!8���

 ���&�� %�!������� ��7 ��1�!�!&�� ��� $&�!�!&��� ,� $&�!�!&� �� �� ������� �&��!����� ����−→
R0 � −→R1

���!)�� �� $&�!�!&� �� ��������� K� −→R2
���!)�� �� $&�!�!&� �� ��������� Q� −→Rj ���!)�� ��$&�!�!&� �� �� $���!���� * � �!��!" �� ���*�� ������� $�� ��� &��� �%!�� $�� ��������� K �� ��I��$�� �� �!������ * ���� |−→R1 −

−→
Rj |�

Ë<Ë<� a=ÈÉå¾ RÉèÉÃ¾Á ¿À =¾Á=ÆÁ
,� �&������!&� !����3��&%���!8�� �����!� :

< E1E2
∗
>=<

M∑

j=1

E1(j)
M∑

k=1

E2(k)
∗ >=

M∑

j=1

M∑

k=1

< E1(j)E2(k)
∗ > @K�KB

E(j) �&����$&�� �� ��%$ %&.�� �!���� $�� �� �!������ * � 
� %&.����)� �� ��$��� 8�� ���$�&$�!���� !���!���8��� �� �!������� ,������ %&.����)� �&��!����" �&�� <>" �&����$&�� � ��!���(����!&� %&.���� ���������� ��� ����� �� /&��%�� 
�� ���7 %&.����)�� �&�� �&��!����� �&%%��!������� �� !���$������� : �� $��%!�� ��� �S ��7 $�&$�!���� ��� �!������� * �� J !�&���" ������� ����S ��7 $�&$�!���� �� %!�!�� !����/�����" 8�! ������ � �� 3&!� ��� &���� !��!������ �� �����%!����,�� ����!��!8��� �����!/�� � ����� ��� %&.����)�� ���&�� �&�� �!��������� �&��%%���" �&���/&�� �&��!���� !%$�!�!��%��� ���� ���8���!&� �! ������ :
E1(j)E2(k)∗ = E1(j)E2(k)

∗ @K�QB

� 8�! ��/!��� � �!�� 8�� ��� �!������� �&�� !���$�������� �� �!������ :

M∑

j=1

M∑

k=1

< E1(j) E2(k)
∗ >=

M∑

j=1

< E1(j) E2(j)
∗ > @K�RB

KwÖ
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���� ����!��� �)��!�� �!)�!1� 8�� ����� ��� ���%�� j = k �&���!0���� � ��!�����&������!&�"�����%��� �!� �� ���%��� �!������ �� �&����� 8���/�� ��!(%=%�� 
��! ��� �� �� 3�!� 8�� ���$���� ��� $�&��!�� E1(j)E2(k)

∗ �� �&%%��� �����&!��%��� $&�� �0&��!� � F��&j÷ �P� �&�� 3��� �&�� �������� E1(j)
�� ��%$ �S �� �!������ j ��I� $�� ��������� K� #��� �� $��(%!�� ��%$�" �&�� ������&�� E1(ω, j)
" ��%$ ��I� $&�� ��� &��� %&�&��&%��!8�� �� $�����!&�

ω � ����!��" �&�� ��������&�� E1(j)
� $���!� �� E1(ω, j)

" �� $������ �� �&%$�� �� 3&�%� /��!��0���� ��&��� �%!�� @��%$� �� 3��8�����B �� �� ���!��%��� �� �!������ �� ����� @�&�/&���!&�B�
� $���!� ��� ��%$� E1(j)

�� E2(j)
" ��� ����!��� ���$� �� ������ $��%�� �� �����%!���

E1(j)E2(j)
∗ $&�� 1����%��� �0&��!� � < E1E

∗
2 >

�� 1����%��� � ���7$����!&� �� �� �&������ :
γ =

< E1E
∗
2 >√

< E1E∗
1 >< E2E∗

2 >
@K��B

5&���� ��� ���$�� �� ������ $��%������ ���0&��!� � �� �&������!&� 1���� �&�� ����$!������ ������7� �� ,�� .$&����� �����!��!/�� �� ������ �&�� ��� ��!/����� :
� ��� �!������� �&�� !���$������� ��� ��� ��� ������
� ��&��� ��� �&��!����� �&%%� $���� �� �!/��� �� �� ��������� �� ����!�� �� �!������ ��� ��!3&�%� ���� �&�� �� /&��%��� ��� ��$&���� ����&�!������ �� �����%!��� �&�� ��� %=%�� �� %&.���� $&�� �&�� ��� �!��������� �� �&��)!�����!&� ��� ��$$&��� $��3�!��" ����� � �!�� 8��!� ��. � $�� �� ���&������!&�� ��� ��3�!� 8�� ��� ���&�$�)�� �� /&7��� A�����A ��$�!� ��������� K �� ��$�!� ��������� Q �� �&��$�� �&����%��� !����!8����� ��!�������!&� ��� ���%���� �/�� �� �&� ����� $�� $�!�� �� �&%$���

Ë<Ë<U ^æ>ÃÀÄÄÇÅè �è¾ÁÀ ¿ÀÄ =ÅÃÃÉÁ¾½ÇÅèÄ
,� ������ �� �� �&������!&� ��� ���7 ��%$� E1

�� E2
�0&��!� � ���7$����!&� ��!/���� @����7��" �8���!&� RKB" �&�� ����� ��� ���%�� ��� �7$�!�!�� :

< E1E
∗
2 >=

V¡f�X¼p ��q
︷︸︸︷
ejΦ0 A4

︸︷︷︸VW�Vfrf[���¼f�� qX ¤�¼X
exp(

−2σh

cos θ0
)

︸ ︷︷ ︸[XWsX ¼tf[[½�pf[���fqqXWuX[ WX[�pWfp �X�� ¼p ¤�qpsX

[Wf�[XsX�[v#w
︷ ︸︸ ︷
AηAr0

¼X���[½
¤�qps�xpX¼X ¼�yp�XpW�
︷︸︸︷
ρ0 |fB|︸︷︷︸W½[W�¼�yp����s�zX��X¼p ¼�yp�XpW

I

@K�wB�/�� Φ0 = αzz0
��

I =

h∫

0

ejαzz exp(
2σz

cos θ0
)dz @K�ÖB

mù�t}� {tzvtxp | wruut{ st u�xv©{t vx�rqo{txpt }tw vxptxwvpow� n�vw }t urs©}t twp �vtx �rqo{txp ¹ v} ¯ry{xvp txwr{pvt yxt �q�wt tp yxt �u�}vpyst� �~twp v�v }t ��{��p©{t �}o�prv{t sy uv}vty ¬yv Ðywpvt }� xy}}vpo tx ur¨txxt stwvxpt{�r{{o}�pvrxw® tp xrx }� uopqrst st ��}�y}�
Kwv
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θ0
��� ����)�� ��!��!����� �� %!�!�� �� �������" σ ��� ����������!&� �� %!�!�� �7$�!%�� �� ��($���%" �� αz ��� �� �&�ä�!��� 8�! $��%�� �� �&�/���!� ��� ������ �� �&� ��)�� !����3��&%���!8�� :!� ��� ���!� � �� ������ ���%0!)���� ea $�� αz = 2π

ea
� Aη �� Ar0 �&�� ���$���!/�%��� ��� 3&���!&��8�! $������� �� �&%$�� �� ���!��%��� 6�� �� �F!%�� �� �� �!������� 
�� 3&���!&�� �� ��$������8�� ��� $���%����� �����" �� �� �� $&�!�!&� �� �� �������" %�!� �&�� �&����%��� !���$�������� ���� ����� !%�)���

σ
���7$�!%� �� �� %=%� %��!��� 8���/�� ���7$����!&� �� E&��.(,�7 �����!8�� :

σ =
4πρ0Im(fF )

k0

@K�vB
&� fF ��� �� �&�ä�!��� �� �!���!&� A�/���A %&.�� @�cf~nfoB �� �!�������,�� $�!������� < E1E

∗
1 >

�� < E2E
∗
2 >

���� ����!���� 3��!��%��� �� 3�!���� ������ αz /���x" �� 8�! �&���

< E1E
∗
1 >=< E2E

∗
2 >= A4 exp(

−2σhv
cos θ0

) AηAr0 ρ0 fB I0
@K��B

�/��
I0 =

h∫

0

exp(
2σz

cos θ0
)dz @K�uB

9���� � �� �&������ �&%$��7� �� /&��%�" ���7$����!&� ��&�/�� ��� �� ��!/���� :

γ¤ =
< E1E2

∗
>√

< E1E1
∗
>< E2E2

∗
>

= ejαzz0
I

I0

@K�KxB

56N ��W��TU��� WXVU�������:�� V��� Z Va����XT����X� T� 	XV
Ë<�<Ë J¾ÄÄ¾RÀ ¾Æ =¾Á=ÆÁ >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀ

,� ������ $�������� $��� =��� %��� $&�� ��!%$&��� 8����� $&���!���!&� ���%!��!&� p̂ �� ������$�!&� q̂ � ,� ���%� �� �!���!&� �/��� fF �&����$&�� � �� %=%� $&���!���!&� �� ������ �� ���&��!�� 6! �� /&��%� ��� �&��!���� �&%%� ���.��� ������ &�!�����!&� $��3�����!����" ��&�� fF ¹Ô°á¹¹ �� ��$��� $�� �� �� $&���!���!&� �� ���$��� ���8���!&� K�v" ����������!&� σ ���� ��$���$�� �&� $����
 �� �&����" �� ���%� �� ����&�!���!&� fB �&����$&����� � ��� $&���!���!&� �������� p̂ �� ���$&���!���!&� �� �&��!� q̂ ��$��� � $�!&�! �� ��� $&���!���!&�� �� ���� �&�� ��%$���� $�� �����%�������� %���!���
�¹®®¹ ±¶Û¹±·³¹ ¹ Û°¸·¯´Ð·®´° Ð¹ ®¯°²ô¹ ±·Ð ¸Ò¹êÛ¯¹ÐÐ´° ±¹Ð ³Ï·ÔÛÐ Ð´ÔÛ¸¹Ð�Ô·´Ð ±´ÐÛ·¯·{® ¸°¯Ð ±² ³·¸³²¸ ±¹ ¸· ³°Ï¶¯¹³¹ : γ¤ ��� !���$������ �� �� $&���!���!&� �&!�!��
���� �� �������� ������!�� �� ����� %&���!���!&� : !� ��. � $�� �� /��!��!&� $&���!%���!8�� �� ���&������!&� $&�� �� /&��%� �����&!���

Kw�
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Ë<�<� �AÅÆ½ ¿Æ ÄÅÁ

,� �&� $��� !����/��!� �� $���!���� %��!���� : $�� �� ����&�!���!&� �!�����" &� $�� ��� $��&(%���� �� ��0&���� ,�� ���7 ������� �&�� ��/!��)�� ��$���%��� $�� 5����3�� #��� ��� ���7 ���³Ò¹Ð® ¸· Û¯´Ð¹ ¹ ³°ÔÛ®¹ ±² Ð°¸ Ñ²´ ô· ·Ô¹¹¯ ²¹ ±¶Û¹±·³¹ ¹ Û°¸·¯´Ð·®´° ±¹ ¸·³°Ï¶¯¹³¹ ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹ý
,� ������ $�&$&�� $�� 5����3� ��� ����F 3���!�!��7� C�� ·¯Ý²Ô¹®·®´° Ð´ÔÛ¸´í¶¹ Û¹¯Ô¹®±Ò·ë°²®´¯ ·² Ô�Ô¹ ¯¶Ð²¸®·®� ,� ������ �� �� �&������ $�������� $���� �� �&%$�� ��!8��%������ ����� �� ���&������!&� �$��!���� #��� �� ���" �&!� s1(z) ���%$�!���� �� ��%$ ����)!���� $����������� K" ��� ��7 �!������� �!���� ���� ��� �&��� �&%$�!�� ����� z �� z + dz " �&!� s2(z)���%$�!���� �� ��%$ ����)!���� $�� ��������� Q" ��� ��7 �!������� �!���� ���� �� �&��� �����

z �� z + dz " r1(z) �� �!������ �� ������ �� �� �&��� �&��!����� � ��������� K �� r2(z) �� �!�������� ������ �� �� �&��� �&��!����� � ��������� Q" ��&�� :

γ =
< E1E2

∗
>√

< E1E1
∗
>< E2E2

∗
>

=

∫
s1(z)e

j2kr1(z)s2(z)e
−jk2r2(z)dz

√∫
s1(z)

2 dz

∫
s2(z)

2 dz

@K�KKB

�� 3�!���� ��.$&���� 8�� ��� �%$�!����� ��� ��%$� /�� $�� ��� ���7 �������� �&�� �)�������� �� ��� &� ��� �������� �&�� ���� $�&���" �&�� ���!/&�� s1(z) = s2(z) = s(z)" �� ���7$����!&��� �� �&������ ��/!��� :

γ =

∫
s2(z)ej2k(r1(z)−r2(z)) dz

∫
s2(z) dz′

@K�KQB

&� �&�� �&���&�� p(z) = s2(z) ��!�����!�� �� �� ��$&��� �� �� �&��� �!���� � �� �&&��&���� F� �� �!������ �� ���%� �� ���7$&����!���� 2k(r1(z)− r2(z))
�&����$&�� � �� $��� !����3��&%���!8������ �!������ �!��� � �� ������ F� 
���� $��� !����3��&%���!8�� �����!� αzz �/�� ��� �&���!&��$����������� �� ��$����� ���� ��� !���)����� ��� ���%�� ��� �� /&��%� �����&!��" �� ���7 ��� ���&� :

γ =

∫

¤�qpsX p(z)ejαzz dz +

∫

��q p(z)ejαzz dz∫

¤�qpsX p(z) dz +

∫

��q p(z) dz
@K�KRB

,�� �!������� �&���!����� �� �&� �&�� �&�� �!���� �� �!/��� �� ��3������ z = z0 � 6&!� m��q��!�����!�� ����&�!����� ��$$&��� ��!3&�%� �� �&�" ���� ��8����� �&�� �/&�� $�!� �� �&%$�� ����(������!&� ��� � �� ���/����� �� %!�!�� �û �  &�� �� �&� �&�� �/&�� �&�� p(z) = m��qδ(z − z0)
����!���)���� �����!/� �� �&� �����!� :

∫

��q p(z)ejαzz dz =

∫

��q δ(z − z0)m
��qejαzz dz = m��qejαzz0 @K�K�B

�ü�v
m′|}~ twp }~vxptxwvpo sy wr} w�xw �ppoxy�pvrx® �}r{w m′|}~ tp m|}~ wrxp {t}votw ��{ }� {t}�pvrx m|}~ =

exp(− 2σh
cos θ

)m′|}~
Kwu
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�� �� %=%�

∫

��q p(z) dz = m��q @K�KwB
�&�� ��&�/&�� �&�� :

γ =

∫

¤�qpsX p(z)ejαzz dz +m��qejαzz0
∫

¤�qpsX p(z) dz +m��q @K�KÖB

 &�� �� /&��%� ����" �� �&������ �����!� :

γ¤ =

∫

¤�qpsX p(z)ejαzz dz∫

¤�qpsX p(z) dz
@K�KvB

�� ��!�!���� ����� �7$����!&� �� �� �&���� m¤�q = ∫
¤�qpsX p(z) dz ��!�����!�� �� /&��%�" ���7($����!&� K�KÖ �� �����!� :

γ =
γ¤ + m|}~

m�}~ejαzz0
1 + m|}~

m�}~ @K�K�B
#��� ���7$����!&� �! ������"γ¤ ��� �� �&������!&� �&%$��7� ��&�/�� $&�� �� /&��%� ����" �&%$�!������ ��� �&&��&����� z0 �� z0 +h� 
���� �&������!&� �� ��$��� $�� �� �� $&���!���!&��  �� �&����"�� ��$&��� �� �&� �� ��$��� � $�!&�!� �� $&���� ��&�� m(−→ω ) = m|}~

m�}~ " !� /!���
γ(−→ω ) =

γ¤ +m(−→ω )ejαzz0

1 +m(−→ω )
@K�KuB

�� �$$����� �&%%� $������%%��� Φ0
�� $��� !����3��&%���!8�� �� �&�" Φ0 = αzz0

�� ��!�*������ ���8���!&� K�Kx" �&�� ��&�/&��

γ(−→ω ) = ejΦ0

I
I0

+m(−→ω )

1 +m(−→ω )
@K�QxB

56`  9WVX��U��X� T� �XT\V� �� WXVU�������� �����Y��X�����:�� WU�
�VX�T�

Ë<U<Ë ¼è½ÀÃ>ÃÉ½¾½ÇÅè RÉÅåÉ½ÃÇÊÆÀ ¿Æ åÅ¿?ÁÀ
,�����%0�� ��� �!��7 $&��!0��� �� γ(−→ω ) ���� �� $��� �&%$��7� ��� �� ��)%��� �� ��&!��� ������ γ(−→ω ) $��� �� �����!��

γ(−→ω ) = ejΦ0(γ̃¤ +
m(−→ω )

1 +m(−→ω )
(1 − γ̃¤)) �/�� γ̃¤ =

I

I0

= ejΦ0(γ̃¤ + L(−→ω )(1 − γ̃¤)) �/�� L(−→ω ) =
m(−→ω )

1 +m(−→ω )
, 0 ≤ L(−→ω ) ≤ 1 @K�QKB

KÖx
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���� ����!��� �8���!&� ��� ���8���!&� ���� ��)%��� �� ��&!��" �&�� ��� �7���%!��� �&���&����� $�� L(−→ω ) = 1 �� L(−→ω ) = 0� ,� $��%!��� �7���%!�� �� ��)%��� �&����$&�� �&�� �

γ(−→ω ) = ejΦ0 � 
� $&!�� ��� �&�� �� %&���� K" �� �� $��� ��� ����� �� �&�� ,� ���&��� �7���%!���� ��)%��� �&����$&�� � γ(−→ω ) = γ¤ " !� �&!� �&�� �&���� �� �&������ �� /&��%��
Ë<U<� ¼èKÀÃÄÇÅè ¿Æ åÅ¿?ÁÀ

 &�� ��� �!����!&� $&���!%���!8�� �&����" ��$�������� $�� �� %����!�%� −→ω " �� %&���!���!&��� �� �&������ 3�!� !����/��!� � !��&�����" 8�! �&�� σ ����������!&�" Phi0 �� $��� !����3��&%�(��!8�� �� �&�" hV �� ������ �&���� �� /&��%�" �� m(−→ω ) �� ��$$&�� ��� !�����!��� ����� �&� ��/&��%�� �&�� �!�$&�&�� �� Q &0���/�0���" �� %&���� �� ����)�%��� �� �� �&������ �&%$��7� γ(−→ω )�
�8�� �&���� ���� ��� $&���!���!&� −→ω p
��$$��%����!�� 3&���!� ���7 �&�/����� &0���/�0��� @����&�/���� �&������ �&%$��7�B" �� �*&��� ��� !��&���� m(−→ω p)�  &�� ���!/�� � ��!�/���!&� �� %&(����" !� �&�� 3��� �&�� �!�$&��� �� �&����� ���� R �!����!&�� $&���!%���!8��� �!��������" �� 8�!��/!��� � �!�$&��� �� �&����� �&����%��� $&���!%���!8����

6&!� γ1
" γ2

"γ3
��� ��&!� �&������� &0���/��� $&�� ��� $&���!���!&�� �!��������� ��&�� ��!�/���!&��� %&���� $��� =��� �7$�!%�� $��




h
ejΦ0

σ
m1

m2

m3




= M−1



γ1

γ2

γ3


 @K�QQB

&� ' ��� �� &$������� 8�! ��$������� �� %&���� �� �&������" ���!��� ��� �!7 )�������� %�(����0��� ������� ��7 �!7 $���%����� $.�!8��� �� �� ������ 
&%%� ��� !��&����� �&�� �&�$����"���8���!&� K�QQ ��/!��� �� ��!���� �� %!�!%!���!&� ��!/��� :

min



‖



γ1

γ2

γ3


−M




h
ejΦ0

σ
m1

m2

m3




‖




@K�QRB


���� %!�!%!���!&� $��� =��� &$���� �/�� ��� %��&�� !�����!/� �����!8��� ,� $��3&�%���� ������)&�!�%� ��!�/���!&� /� ��$����� �� �&!7 ��� ��&!� $&���!���!&�� ��!�!����" 8�! �&!/��� �&������� �&������� ��� $��� �!�$������ $&��!0���" ��&� ��!��� ����!�!��� ��� �&������� ��������� ���� ��0��� ��� $&���!���!&�� &$�!%����� �&�� ����!��&�� $��� �&!� ����� $&��!0!�!���� �� $���� �� ����� %��&�� ��!�/���!&� ��%��!8��" 
�&��� � $�&$&�� ��� %��&�� ��!�/���!&���)���%��� �!�������" 8�! ��$&�� ��� ��� !����$�����!&� A)�&%���!8��A �� %&����� 
���� !�/���!&��� ���&%$&�� �� ��&!� ���$�� �
�&��� ���  �������!&�" QxxQ" 
�&��� �� ���" Qxxx� :� ,� $��%!��� ���$� ��� ��� ��)����!&� �!���!��� ���� /!�� � ��&�/�� �� ��)%��� �� ��&!�� �� $���$�&�� ��� �&����� �!�$&�!0����  &�� �� 3�!��" �&�� �&!�!��&�� ���7 �&%$��7�� �� %&����K �� ����)�%��� Φ1
�� Φ2 � �� ���!��� ��� ���7 �&%$��7��" �&�� ��1�!��&�� �� ��)%��� �������� ��!��� �&�� ����&�� ��&�� �� $�!�� �� �&%$��7� �� $��� ���$��� $�� �� ��!���� ���%&!����� ������ @1)��� K�QB�

KÖK
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����γ

����γ

�Φ�
�

�Φ�
�

DEFG K�Q � ��)����!&� �!���!�� ��� ��� �&������� �&%$��7��

� C�� 3&!� Φ1
�� Φ2

�����%!���" �� ���&��� ���$� �&��!��� � �����%!��� 8��� ��)�� $��%! Φ1�� Φ2
��&�/�� �&����$&�� �� $��� /��!��%0��0��%��� � �� $��� �� �&� Φ0 �� ,� ����!��� ���$� �� ��!�/���!&� �&��!��� � �����%!��� ��� $���%����� h �� σ � �&�� ��!�!�&��$&�� ���� ��!��������!&� �� �� ��&!�� ��� �&������� �� �� �&��0� γ¤(h) $���%����� $�� σ �@/&!� 1)��� K�RB

γ¤ = fσ(h) = ejΦ0
I

I0
= ejΦ0

exp(2σhv
cos θ + jαzh) − 1

2σ
cos θ + jαz

2σ
cos θ

exp( 2σh
cos θ ) − 1

@K�Q�B

 &�� ��� ��������!&� 17�� σ " �� �!�� ��� /������ �&%$��7�� fσ(h) ��� ��� �&��0� �� �&�!(%�I&� @/&!� 1)��� K�RB 8�! $&����� �� $&!�� ��!��������!&� �/�� �� ��)%��� ����� 8�� ejΦ0 "&0���� $�� �� h̃ $���!���!��� #� �� $&!�� !� ��� �)���%��� $&��!0�� �� ����!�� ��� ������
ĥ �� %���!$�!��� �&� ��)�%��� $�� 1

αz
� ,�!�/���!&� /� �&�� �&!�!� $��%! ��� ��������!&��$&��!0���" ������ 8�! /&�� %!�!%!��� �� �!������� ����� h̃ �� ĥ�

56f �����UV�	U��X�	 WX		��V�	
Ë<û<Ë �Åè�RÆÃ¾½ÇÅè >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÊÆÀ >¾Ã½ÇÀÁÁÀ

#��� � �$�������!&� ��� 
�&���" Qxx��" ��� !�/���!&� ��� $�&$&��� 8�! ��� ���$��� �� ��� &���&� �� $&����� ��� �&����� 8�� $&�� ���7 �&�$��� �� $&���!���!&�� �!�������� ,�� ��������� &0�������� �� ������ �&�� �&%$���� � ���7 8�� ��&� &0�!��� ���� �� ��� �&����%��� $&���!%���!8��� ,������ �����7 $&���!%���!8��� ��� ��$$&�� �&����$&���� � �� ��$&��� �� /&��%� ���� @m(−→ω ) = 0
B�
���� .$&���� ��� *�)�� ����$��0�� �� 0���� ," �&��8�� ����� �� ����� GD 8�! *&�� �� �2��"&� 0!�� ,� �! ��&� ���/�!��� �� $&���!���!&�� �!�����!���� ,� 8���!�� ��� ��������� ��&�/�� ��$�������&�� �� �� 8���!�� �� �����!%��!&� &� �� �� �&���!������ �� Φ0

" �� $��� �� �&�� ,�� ����������&�� ����! 3&���%��� 0!�!��� �&��8�� ��� ����� ��&�!�����!&�� $��3�����!����� �&�� !%$&������ ������ /&��%�� ��" 0!�� �S�" �� %��&�� ��� %&!�� �&0���� 8�� ���� �� ��� �&����%��� $&���!%���!8���
KÖQ
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DEFG K�R � 6��%� $&�� ��!�/���!&� �� �� /�)����!&� $�� 
�&���
Ë<û<� _ÅÁÆåÀ ÅÃÇÀè½É

#��� �� ��� ���� /&��%� &�!���� /���!����%���" �&�� ��� ������� $&���&�� =��� %���� �� ��%=%� 3�I&� �� ��%$��I��� �� ����!�� ρ �� �!������� $�� �� 3&���!&� ρ(z)" $�!� ��� 3������� ������&�!���!&� �� �� �����%!��!&� $�� ��� 3&���!&�� �� F fF (z) �� fB(z)� #�� �&��" ����������!&� ��($��� �� �� $&���!���!&�� �+� #� -��������(-��%�� ��� E&����.(<����" Qxxw� $�&$&�� �� ���%���!�/���!&� ���$�� � �� ��� �� ���$$�!8�� � ��� %������ �� �������� �� ��%0�� ����&�8��� ,���&����� $&���!%���!8�� �� !����3��&%���!8�� �� ��ä���� $�� � ����� ������ � �����%!��� ��� ��!8���&���!&� O �� ����!�� ����� ��� $��)� �� ������� 8�! ��� ��&�/�� �!��!" �� �� ������ %&.���� ���������� �&%%� ������ �� /&��%��
Ë<û<U �É=ÅÃÃÉÁ¾½ÇÅè ½Àå>ÅÃÀÁÁÀ
� Û¯¶Ð¹³¹ ±¹ ±¶³°¯¯¶¸·®´° ®¹ÔÛ°¯¹¸¸¹ �¹ ³°íÝ²¯·®´° Ô²¸®´ Û·ÐÐ¹Ð °®·ÔâÔ¹®�� ¸· ³°Ï¶¯¹³¹ ±² ô°¸²Ô¹ Ð¹²¸ ¹Ð® Ð°²Ðâ¹Ð®´Ô¶¹� ³¹ Ñ²´ ¹®¯·{¹ ²¹ Ð²¯¹Ð®´Ô·â®´° ±¹ ¸· Ï·²®¹²¯ ®°®·¸¹ý 
�� ����� �&�� ����!�� ���� � �$�������!&� ��� 
�&���" QxxR��,��8���!&� �&����� �� �&������ ��� %&�!1�� �&%%� ��!� :

γ(−→ω ) = ejΦ0(γtγ¤ + L(−→ω )(1 − γ¤γt)) �/�� 0 ≤ L(−→ω ) ≤ 1 @K�QwB
&� γt ��� �� 3������ �� ���&������!&� ��%$&������ ,� %&���� �� ��)%��� ��� �&�*&��� /��!��" ����)����!&� �!���!�� �� �����!%��!&� �� Φ0

��%������ !����)���  �� �&����" ��!�/���!&� ��� ������$���%����� ��/!��� �� $�&0��%� !������%!���#��� �&�� ��� ���" ��!�/���!&� ���� %&���� � $��� �������� 8�� ����! �� �&�õ/&��%� ������!�� ���!�$&��� ��&0���/�0��� ��$$��%����!���� ,��� ��� %&.��� $&�� ��)%����� �� �&%0�� ��&0���/�0������ ����!�!��� ��� %������ 3�!��� Û°²¯ Û¸²Ð´¹²¯Ð ¸´Ý¹Ð ±¹ ë·Ð¹Ð ±´ ¶¯¹®¹Ð @l|sjk�npeskgeB�
Ë<û<û QÃ¾èÄÁ¾½ÇÅè ¿Æ KÅÁÆåÀ >¾Ã Ã¾>>ÅÃ½ ¾Æ ÄÅÁ

<�&%���!8��%���" �� ��$����%��� �� /&��%� �����&!�� $�� ��$$&�� �� �&� ��$������� �����������!&� ��� $���� !����3��&%���!8��� 8�! �� �����!� ���� �� $��� �&%$��7� $�� ��� �&���!&�
KÖR



bdnikjfe BC �co�skpnjkcg o 0|g �cs|le ns�njckfe inf .CÙfe|dnqj
�� $&!�� γ¤ ���&�� �� ��&�!)!��� � �&�/���" �� %&���� �� ��)%��� ��� /��!��" %�!� �� /&��%� /&!��� $��� !����3��&%���!8�� ��$����� $�� ��$$&�� � �� $&�!�!&� �������
56� S����U��X�	 T� �XT\V�
Ë<	<Ë iÇåÇ½¾½ÇÅèÄ ¿ÀÄ=ÃÇ>½ÇKÀÄ

�$$�&7!%�� �� 3&�=� $�� �� /&��%� �� �!������� &�!����� �����&!��%��� ��� ��� 0&��� �$($�&7!%��!&� $&�� ��� �&�)����� ��&��� �� ��&���� �� w �%� 
� ����� �&�� $��� /���0�� �� 0���� " &� ��� ��&��� �� ��� $��&%���� �� �&�0�� ��0&��� ��&���(�&� ��/!������ !%$&�������
�&�� �/&�� ����� ���$$�!8��� ��� ��������� ��7 �&����� 0����  �&�� �&�� �!�$&�!&��" �� ������������ �&�� ����F %��!&���� :
$������� ������ %&.����!�/�����

������ %&.����/��!�� �����!�
��������!&� %&.����!�/�����$������� K v�u % Ku % x�xw �-�%$������� Q w�v % KR % x�xK �-�%

,�� ������� ��&�/��� �&�� ���)�%��� �&�� ���!%��� $�� ��$$&�� ��7 ������� �������" %��)����� ������!%��!&� �������� �� $������� �� ���&������!&� ��%$&�����" �� ����� ��������!&� ��������! /��!��%0��0��%��� �&��(���!%�� @�&�� �� /���&�� $��� �� ����!� �� ��$!��� ��!/���B� ,������������!%��!&� !�! ����� $�� ��� � �����!%��!&� �� �� $��� �� �&� : �� $������ ����� �&���!������ �$�!&�! �� ����� $��� @�����B " ��� ��������� �� ��!�/���!&� �&��(���!%��� ���&�� $��� ��� ��������,� $�&0��%� /!��� $�&0�0��%��� ����� %��/�!�� ���8���!&� �� %&���� �/�� ��� $��&%���� ��$�&��!���� � ����� 3��8������
Ë<	<� iÇåÇ½¾½ÇÅèÄ =¾Á=ÆÁ¾½ÅÇÃÀÄ
ð¹Ð ³°Ï¶¯¹³¹Ð ±°´ô¹® �®¯¹ Ð²4Ð·ÔÔ¹® ¹ÐÛ·³¶¹Ð

,� ��)����!&� �!���!�� ��� ��� %��&�� ���� $�� $���!��� �·Ð ¸¹ ³·Ð ±¹Ð ë·±¹Ð ±¹ Î¯¶âÑ²¹³¹Ð Û¸²Ð ¶¸¹ô¶¹Ð� ¸¹Ð Û°´®Ð ±¹ ³°Ï¶¯¹³¹Ð ®¯°²ô¶Ð Û°²¯ ±´ ¶¯¹®¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°ÐÐ°® ®¯�Ð Û¯°³Ï¹Ð ¸¹Ð ²Ð ±¹Ð ·²®¯¹Ðý �$$�!8��� ��&�� ��� ��)����!&� �!���!�� $&�� ��� $&!����� $��� �&���� �� �������� 1�0�� ��� �����!%��!&� �� �� ������ �� �&�" �! ��� �� �&���!���!&�$���!�� �� ��)%��� �� ��&!�� ��� �&�������� ,� ����� �� ��!�/���!&� �� ��$���" �� ���! ����� �&���� ��� $��%!��� !��&�/��!���� �� ��!�/���!&� �� %&����� �� 0���� L $�� �7�%$��" !� ��� $&��!0���� ������ ��!�/���!&� �� !%$&���� θ1 = 0 �&%%� ����� ��� �7���%!��� �� ��)%��� : �� ����" �&���� �����$� ������&���)�" �&�� �/&�� %!� �� $��� �� �&� � F��&� 6! ��!�/���!&� $�&��!� ��� ���������/��!��%0��0��� $&�� �� ������ @��/!�&� K %���� �� ������ ��� ������� ��� ������� �� $����%������" �� 8�! %��� � ��� ������ ����� /!�)��!�� �� %�����B" ��� ��������� ��� ����������!&��� �&�� $�� A$.�!8���A : !�� /��!��� �� Kvx � vxx �-�%�

Y®´¸´Ð·®´° ±¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°Ð °Û®´Ô·¸¹Ð
�&�� �/&�� ��*� �!� 8�� $��� ��� �&������� �&�� ��$�����" $��� �� ��)����!&� �!���!�� ����$���!���  &�� %�7!%!��� ��� ��$���%���" �&�� $&�/&�� �&��!����� �����!%��!&� ��� �&����������� �� 0��� $&���!%���!8�� ��&$�!%!���!&�� 6! �� 3&�%� ��&�!8�� �� ������%0�� �� �&������ ����� ��)%���" ��� �7���%!��� �� �� ��)%��� ���&�� ��� �&������� �� %&���� %�7!%�% �� ���&��

KÖ�



BC�C �klkjnjkcgp o| lcoÚse
�&�� �&����� $�� ��� $&���!���!&�� �� �� 0��� ��&$�!%!���!&�� �� $���!8��" ����� !��� �� ����� �$���!���� !��&�/��!���� :
� ð· Ô°±¶¸´Ð·®´° ±¹ ¸· ³°Ï¶¯¹³¹ Û·¯ þ¯¹²Ï·Î® ÐÒ¹Ð® Î·´®¹ ¹ ³°Ð´±¶¯·® ¸¹ÐÔ�Ô¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°Ð �´ý¹ ¸¹ Ô�Ô¹ Ô¶³·´ÐÔ¹� Û°²¯ ¸¹Ð ±¹²ê ·®¹¹Ðý ����!"��&$�!%!���!&� �� �� �&������ � ���7 %����!�%�� $��� %���� � ��&�/�� ��� �&������� 8�!�� 3&�� $�� $���!� �� ������%0�� �� �&������ �&��!����" �&%%� ��!������� �� 1)��� K��

Re(γ) 

Im(γ) 

DEFG K�� � ��$��������!&� ���� ����%0�� �� �&������ $&�� �� $!7�� �� 3&�=�� @•Bþ0��� &$�!%����� �� �&������ � �� %����!�%�" @�Bþ0��� &$�!%��� �� �� �&������ � ���7 %����!�%��
�� $������� �������� �&����� �� ���&������!&�� @��%$&��������B ��&$�!%!���!&� �� �&������� ���7 %����!�%�� /� �&�� %���� � ��&�/�� ��� $&!��� 8�! �� 3&�� $�� $���!�� �� ��)%�����&�!8�� ��������� #��� �� ��� �� ��&$�!%!���!&� �� �� �&������ � �� ���� %����!�%�" !� ��� $&��!0�� �)���%����� ��&�/�� ��� $&!��� 8�! �� �� �!����� $�� �&� $��� ��� �� ��)%��� ��&�!8��� �!��!"������%0�� ��� �&������� &0���/�� �����%0�� $��� �� $���!8�� � ��� ���!$�� 8��� �� ��)%����� ��&!��� ,� ��)����!&� �!���!�� �������� � $���!� ��� �&������� &$�!%���� $��� �&�� %����� ��&�/�� �� A$��!� �7�A �� �����!$�� �� �!�� �� )���� 8�! ��� ����! 8�! ��� ������� @1)���K�wB�

Re(γ) 

Im(γ) 

DEFG K�w � ��$��������!&� ���� ����%0�� �� �&������� @•Bþ0��� &$�!%��� �� �� �&������ � ��%����!�%�" �� ���!�� $��!�� �� ��)%��� ��� �&������� �������" �� $&!��!���� �� ��)%��� ���!������ ���7 �&������� �7��=%���

KÖw



bdnikjfe BC �co�skpnjkcg o 0|g �cs|le ns�njckfe inf .CÙfe|dnqj
¬�²¹³¹ ±² Ô°á¹·Ý¹

 &�� ��� 3�!0��� �&�������" �����!%��!&� �� ����� ����!��� ��� 0!�!���� ð¹Ð Ô¶®Ï°±¹Ð ±¹Ô°á¹·Ý¹ ²Ð²¹¸¸¹Ð Û·¯ Î¹�®¯¹ Ý¸´ÐÐ·®¹ Ð²¯¹Ð®´Ô¹® ¸¹Ð Î·´ë¸¹Ð ³°Ï¶¯¹³¹Ð ¹® Ð¹®¯·±²´Ð¹® Û·¯ ²¹ ±´Ð®°¯Ð´° ±¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð ±² Ð¹ÝÔ¹®ý ,� 0!�!� ��� ����!� �&��8�� ���&������ ��� ���/�� �� �&��8�� �� ��!��� �� �� 3��=��� ��)%����� �&�� �&�����&�� �����!/�%���8�� ¸Ò¹Ð¹Ôë¸¹ ±¹Ð ³°Ï¶¯¹³¹Ð �¹êÛ¶¯´Ô¹®·¸� Ð¹ ¯·ÛÛ¯°³Ï¹ ±Ò·²®·® Û¸²Ð ±Ò² Ð¹ÝâÔ¹® Ñ²¹ ¸· Î¹�®¯¹ ±¹ Ô°á¹·Ý¹ ¹Ð® Ý¯·±¹ý � �!��� ���7�%$��" �� 1)��� K�Ö �&��� �����$��������!&�� )��$!8��� ��� ����%0��� �� �&������ $&�� �� %=%� $!7��" �� $&�� ��� ��!������ 3��=���)� ��&!������� : 5×5" 10×10" �� 20×20 $!7���� �� �&!� �&�� ��$��������� ��� �&�������&0������ $&�� ��� $&���!���!&�� �� �� 0��� &$�!%����

  0.2

Re(γ) 

Im(γ) Im(γ) 

Re(γ) Re(γ) 

Im(γ) 

DEFG K�Ö � ��$��������!&� �� ������%0�� �� �&������ ��� �� /�)����!&� $&�� $���!���� ��!���� ��%&.����)� : 5× 5" 10× 10 �� 20× 20� @•B : �&������� &0������ $&�� ��� $&���!���!&�� �� �� 0���&$�!%���

�´4³²¸®¶Ð ±¹ ¸Ò´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´¹ Ô²¸®´Û·ÐÐ¹
#��� �� ��� �� ��!����3��&%���!� %���!$�����" �� �&������ ��� 3�!0�� � ����� �� �� ���&������!&���%$&����� ����� ��� $������ �/�� �� %&����" ��!����3��&%���!� %&�&$���� ��� �&�� $��3���0��� �&(��%%���" &� %&���� 8�� �����!%��!&� �� �&�ä�!��� �� $�������!&� σ ��/!��� �&����%��� �%0!)�M�� $������� �� ���&������!&� ��%$&������  �� �!������" ��� %��&��� ������&���)� !����3��&%���!8���&�� 0����&�$ $��� 3��!��� �� 1�0��� ���� �� ��� %&�&$����" �� �����!%��!&� �� �� $��� �� �&� �����&�� $��� 3��!���

Ë<	<U ¼èÄ½¾çÇÁÇ½É ¿Æ >¾Ã¾å?½ÃÀ ¿Â¾½½ÉèÆ¾½ÇÅè
#��� �� �!���������" �&%0������ �&�� ��� ������ 8�! &�� �$$�!8�� ��!�/���!&� �� �� %&���� $&������&�/�� ��� $���%����� �� �� /�)����!&�� #� %��!��� ����!%�" �! ��� ��������� �&�������� �������� �$$���!����� �&%%� ����$��0��� �4&&�&��� �� ���" QxxQ�" ���7 8�! �&�������� �� �&�3(1�!��� ����������!&� �&�� �&�*&��� ��*��� � �� $��� )������ �!ä������� 
��� ���7$�!8�� 3��!��%����� �&��!������ ¸· Û°Ð´®´° ±² ³¹®¯¹ ±¹ ÛÏ·Ð¹ Î°²¯´ Û·¯ ¸¹ Ô°±�¸¹ ±¹ ô°¸²Ô¹ Ð¹²¸ ¹Î°³®´° ±¹ ¸Ò·®®¶²·®´°ý
 &�� ��� 3&�=� �� Qx %����� �� ���" �&�� �/&�� ��$������� �� $&�!�!&� �� ������ �� $����� 3&���!&� �� ����������!&�" �&���� $�� :

KÖÖ



BC�C bcghs|pkcg

hV =
1

αz
arg

(
exp( 2σ

cos θh+ jαz) − 1
2σ

cos θ + jαz

) @K�QÖB
,� ������ �� ������ �� $��� ��� �������� �� ��$�������� ��� �� 1)��� K�v $&�� ��&!� ��)�����!��!����� �!������� : Rx◦ " �w◦ �� Öx◦ �

Hauteur 
totale de la 
végétation

Hauteur du 
centre de 
phase 
(en mètres)

Attenuation en dB/m

Attenuation en dB/m

Hauteur 
totale de la 
végétation

Hauteur du 
centre de 
phase 
(en mètres)

Incidence 60°
Incidence 30°
Incidence 45°

DEFG K�v � ��$��������!&� �� �� $&�!�!&� �� ������ �� $��� ���� /&��%� �����&!�� �� 3&���!&��� �&�ä�!��� ����������!&�

,&��8�� ����������!&� σ ���� /��� x" ���8���!&� K�QÖ �&�� $��%�� �� %&����� 8�� hV ���� /���
h/2" �� �&��8�� σ ���� /��� +∞ hV

���� /��� h� 
��! �&���!��� ����� ��� �!%!���!&�� $.�!8����� %&���� : Û°²¯ ² ô°¸²Ô¹ Ð·Ð Ð°¸� ´¸ ¹Ð® ´ÔÛ°ÐÐ´ë¸¹ ±¹ ®¯°²ô¹¯ ² ³¹®¯¹ ±¹ ÛÏ·Ð¹Ð´®²¶ ±·Ð ¸· Û¯¹Ô´�¯¹ Ô°´®´¶ ´Î¶¯´¹²¯¹ ±² ô°¸²Ô¹� 
��� �����-�� �)���%���
hV ≤ h ≤ 2hV

@K�QvB

���� ����!��� !��)��!�� ��� $���!���!���%��� !%$&������" ���� �!)�!1� 8�� ¸¹ ¯¶Ð²¸®·® ±¹¸Ò´ô¹¯Ð´° ±¹ ¸· Ï·²®¹²¯ ¯¹Ð®¹ ë°¯¶ Û·¯ 2hV

&� hV ��� �� ������ %������ �� ������ ��$��� �� /&��%�" �� ���! 8����� 8�� �&!� �� 8���!�� �� ��!�/���!&�� �� �!������" ��� �&��0�� �7$�!8���� 8�� ��� ��������� �� ��!�/���!&� �� h $��/��� =��� $.�!(8��%��� �&������ �&�� �� ��&�/��� ��� /������ �� σ ���� ���&����" �&��%%��� $&�� ��� 0����� ��3��8������ ���/���� 
���� �� 8�� �&�� �/&�� �&������ �� 0���� L�  �� �!������ ���� ��� 0����� ��3��8�����" �� ������ �������� ���� ���� $�&�� �� ����� 8�! ���� ����)!����� $&�� ��� �!��������$&���!���!&�� �� �&�� ��!�/���!&� �� h �� σ /� $�������� %&!�� ��!����=��
56� �X��V�	�X�

,� %&���� �� /&��%� �����&!�� $�&$&�� $�� -� 5����3� � ��� $������� �� ����!�" �!��! 8�����%��&�� ��!�/���!&� �� �� %&���� $�&$&��� $�� 6�� 
�&���� �&�� �/&�� %!� �� �/��� �� *���!1���� �!%!���!&�� �� �� %&����� 5����� ���$$�!8��� ����� %��&�� � �&� �&����� �� 0����  &� L
KÖv



bdnikjfe BC �co�skpnjkcg o 0|g �cs|le ns�njckfe inf .CÙfe|dnqj
����� $�� $�&0��� : �� 0���� L ��� ��� 0���� �� 3��8����� ��&$ ���/�� $&�� 8�� ��� �!������������� $&���!���!&�� �&!��� �!)�!1���!/��" �� 8�� ����������!&� $�!��� =��� ���!%�� O �� 0����  �������!$�!&� $�� �� /&��%� �����&!�� ����� $��� ���$��� $&�� �� 3&�=� �� ��F�� &� ��� ��&��� ����� $��&%���� �� ��0&��� �/�� �� �&� ��%0���� �/&!� �� ���� $��$&������� %�� $�!� �� �&%$������ �� %&�����

KÖ�
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�6'� @
������ 6������!�) '&���B ���!/� �� %&���� ��/��&$$� $�� ,�5!�!&� �� �&��� ���� ���� �5!�!&�" QxxR�� 
���� �� %&���� �&����� �����!$�!3� #�$�!�" 
�6'� � ��� ���$�� $&��$&�/&!� =��� �&%$��� ��7 !%�)�� 6�� �&�� �&�� �!�$&�!&�� : �� ����� ����!�� $��� =��� ���&�$���� �������� �&�3&�%�� � �� )�&%���!� ����� �!������(�F!%��" �� 8�! �&�� � $��%!� ���$$�!8��� ������!��%���� �����!8��� $&�� �� ������ ��� $���� !����3��&%���!8��� O �� �!%������� ��� ��$�0�� ��)������ ��� 3&�=� A���!1�!����A ���� ��8����� ��� ��0��� �&�� ��)��!���%��� ��$���� O ��1� �� �!%�(������ 6�� �!%$�!1� � $� =��� !���)�� $&�� $������ �� �&%$�� �����!�� ����� �!�� � �� 3&�%��!&��� ��!%�)�� #��� �� ��$!���" �� $�!��!$� �� %&���!���!&� ��� �7$�!8��" �� %&���� ��� /��!�� ��!����3��&%���!� �� $&���!%���!� !����3��&%���!8��" �� ��� )������ A���������A �� �&%$&���%����� �� 3&�=� �� 0���� , ��  �� �&�� ����!����
N65 ��	���W��X� T� �XT\V�

,� %&���� $�&$&�� ��� �� %&���� �&�����" �� �&�� Û¯¶Ð¹¯ô¹ ¸Ò´Î°¯Ô·®´° ±¹ Û°Ð´®´°Ð¯¹¸·®´ô¹Ð ±¹Ð ¶¸¶Ô¹®Ð ¹®¯¹ ¹²ê� ·² Ð¹´ ±Ò²¹ Ô�Ô¹ ³¹¸¸²¸¹ý P� 3&���!� �� �&��!� �����%$� �&����%��� $&���!%���!8��� ����&�!����� $�� ��� $������� �� 3&�=��#��� �� %&����" �� �����!$�!&� �� �� 3&�=� �� 3�!� � ���!�� �����%���� ���&�!8��� �!%$��� :�.�!����� �� ���!$�&����� ,�&0����!&� ��� ��$&���� ��&�)��!�� �� $���!���� ���$�� ����!��� %�!���(�����
�<Ë<Ë i¾ RÉèÉÃ¾½ÇÅè ¿À Á¾ ùÅÃú½

,� $��%!��� ���$� �&��!��� � )������ ��� 3&�=�� 
����(�! ��� &�)��!��� �� �� �����!� �&%0���� �&����� ,� $��%!��� �&��!��� ��!8��%��� ��� ��&���" �� ��� ��!/����� �&��!������ ��� $�&(�&�)�%���� �� ��� ��&���" ��� 0������ �� ��� 3��!���� @1)��� Q�KB� ,�� ��&��� �� 0������ �&����$�������� $�� ��� �.�!�����" ��� 3��!���� $�� ��� ���!$�&����� 
�� ���%���� �&�� ��1�!� $�� ������!%���!&�� )�&%���!8���" ����� &�!�����!&�� �� ���� $��%!��!/!�� �!������!8��� ,�� 0������ �� ���3��!���� �&�� $&�!�!&����� �����&!��%��� � ��!����!��� ���� &�$$!��" �&�� ����/��&$$� $��� =��� ��3&�%� ���!$�&�����" �$��!8�� &� ���&�� �&�!8���

���� �����!$�!&� ��� ����F )�&��!��� �� �&%$���!�&� �/�� �� 8�! $��� =��� &0���� �/�� ����&��� �� )������!&� 3������� ���� 8�� �'� � !����" QxxQ�� 
�$������" �� ����!�� %&���� �!
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bdnikjfe MC �co�skpnjkcg oe sn ��r�jnjkcg hcd�fegje � b�y��

�DEFG Q�K � #����!$�!&� �� �� 3&�=� �� �&����

$�!����� �&!�(!�" ��� ������!�� � �� %&���!���!&� ��� ��$���� 8�! &�� ��*� ��� $���%������" �� �&�� ������� �������� !� �� $��� $�� %&���!��� �� %��!��� �.���%��!8�� �&���� ��� ��$����� #������� %�(�&��� &�� ��� ��/��&$$��� ��!�!���� ��� �����!$�!&�� �!%!��!��� � 
�6'� �,����. �� ���" Kuuw��,�� ��������� �&�� ����F �&�/�!������" 0!�� 8�� �� �����!$�!&� �� ��$&�� $�� ��� ��� $�&$�!���� ����&!������ 0!&�&)!8��� #������ $���" �������� �$$�&7!%��!&�� ���� �� %&���� ���&�� �� !%$���$��� !%$&����� 8�� �� �����!$�!&� �$$�&7!%��!/� ��!�!���� �!��! ��� �� ���" KuuÖ� ��%��8�� 8�� ���0������ �� ��� 3��!���� �&�� ��)�&�$��� �� �%�� hs|pjefp �� %&���� 8�� ��� !�������!&�� %������������� ���%���� ���� %=%� )�&�$� $��/��� %&�!1�� �!)�!1���!/�%��� �� �&�ä�!��� ���7�!���!&��#�� ����� !%$&������ �&�� ����/�� ���� ��� $&���!���!&�� �&����$&��!���" ���� ��� %!�!��7 ������&� 0!�� ��7 ����� 3��8������� 
��! �&�� $&��� � ��&!�� 8�� ¸· ±¹Ð³¯´Û®´° Ý¯°ÐÐ´�¯¹ ²®´¸´âÐ¶¹ ±·Ð �ïÞüï Ð¹¯· Ð²4Ð·®¹ ·²ê Î¯¶Ñ²¹³¹Ð ³°Ð´±¶¯¶¹Ð �ë·±¹ ð ¹® ë·±¹ ×�Û°²¯ô² Ñ²¹ ¸· ±¹Ð´®¶ ±¹ ±´ ²Ð¹²¯Ð ¹ Ð°´® Û·Ð ®¯°Û ´ÔÛ°¯®·®¹ý

�<Ë<� �¾Á=ÆÁ ¿À Á¾ å¾½ÃÇ=À ¿À ¿ÇBÆÄÇÅè >ÅÆÃ =È¾=Æè ¿ÀÄ ÉÁÉåÀè½Ä
 &�� �� ���%��� �&���" �&�� ����&�� � %&���!��� �� %���!�� �� �!���!&� $&�� ��!%$&���8����� &�!�����!&� �� ��&��� !��!����� �� �� ��&��� ��H��!��,�� ��&��� �� 0������ �&�� %&���!��� $�� ��� �.�!����� �!������!8��� �� �&�)���� !�1�!�@)����� ��/��� �� ��.&�B" �� ��� 3��!���� &� �!)�!���� �&�� %&���!���� $�� ��� ���!$�&���� �!����(��!8�����¹ ³Ï°´ê ±¹ Ô°±¶¸´Ð·®´° Ò· ² Ð¹Ð Ñ²¹ Û°²¯ ¸¹Ð ë·±¹Ð ±¹ Î¯¶Ñ²¹³¹ ×� ð ¹®�ý ß ±¹Ð Î¯¶Ñ²¹³¹Ð Û¸²Ð ¶¸¹ô¶¹Ð� ´¸ ·²¯·´® Î·¸¸² Û¯¹±¯¹ ¹ ³°ÔÛ®¹ ²¹ ¯²Ý°Ð´®¶ ±¹Ð¶¸¶Ô¹®Ð ±¹ ¸Ò·¯ë¯¹ý ß ±¹Ð Î¯¶Ñ²¹³¹Ð Û¸²Ð ë·ÐÐ¹Ð� °²Ð ¹ Û°²ô°Ð Û¸²Ð Ð²ÛÛ°Ð¹¯Ñ²¹ ¸· Û¹¯Ô´®®´ô´®¶ ±¹ ³¹Ð ±´ ²Ð¹²¯Ð ¹Ð® ²´Î°¯Ô¹ý
,��7$����!&� ��� ��%$� �!����� $�� �� �.�!���� ��$&�� ��� ���$$�&7!%��!&� �� �.�!����!�1�!" �/�� ��� 3&�%����!&� 8�! ��!�!�� ��� �&������ �� ���3��� �����! �� ���" Kuux��  &�� ������$$�&7!%��!&�" ��� �����!��!&�� ��� �� ��!��� �� �!������ �&�� :

h � r

h � λ @Q�KB
&� h �� r �&�� ���$���!/�%��� �� ������ �� �� ��.&� �� �.�!���� �� λ �� �&�)���� ��&����

,��7$����!&� ��� ��%$� �!����� $�� ��� ���!$�&���� ��$&�� ��� ���$$�&7!%��!&� �� ��.��!)<��� )������!���� 
���� ����!��� �$$�&7!%��!&� !%$�!8�� 8��
Kvx
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k0d|n− 1| � 1 @Q�QB
&� k0

��� �� /������ ��&���" d ��� �� $��� $��!�� �!%���!&� ��� ���!$�&���� �� n ��� ��!��!�� ����3����!&�� 
��� �!)�!1� 8�� $&�� �� %&!�� ���� �� ��� �7��" �� �!������� ��� �&��!���� �&%%������$����� $&�� ��&����

�� %&����� &�� ��� ���)�%��� ������ �� $&!�� �� /�� �� �� 6�� %�!� �! �����8���!&� ���&%$&���%��� �� $��� �! ����! �� �&%$&���%��� $&���!%���!8�� ��&�� ��� ��ä��%%��� /��!(���� ,!� �� 6���0���! &�� $�� �7�%$�� %&���� ���� �,!� ��� 6���0���!" Kuuw� 8�� �� ��.&� ���&�/��)���� �� �� ���!� ��!�!��� $&�� �� ������ �� ���$$�&7!%��!&� �� �.�!���� !�1�! $��� =��� ��&$$��!� ���� �� ��� �� �.�!����� �� )�&� ��.&��" $&�� ������� �� /��!�!�� �� %&�����  �� �!������" ���������� ������ ���� �5!�!&� �� ���" QxxR" #�&�" Qxx�� &�� %&���� 8�� ���� �� ��� &�

k0r << 1 @Q�RB
��&�� �� �&%$&���%��� $&���!%���!8�� ��/!��� ��&�!8���

�<Ë<U iÀ =¾Á=ÆÁ ¿ÀÄ ¿ÇBÉÃÀè½Ä åÉ=¾èÇÄåÀÄ
,� ��$&��� �&���� ���� ���%��� $��� =��� %&���!��� $�� �� �&%%��!&� �� �!������� %����!�%��������&%�)���!8��� �&�������� �� �!%$�� �!������ �&�� ��� $�&$�!���� ������&%�)���!8��� �&����$$&���� =��� �&������ 
�� %����!�%�� �&�� �!���� ��� �� 1)��� Q�Q : �� ����&�!���!&� �!�����

Sd " �� ��0&�� �&�(���%��� Sgs @rfc|go}phnjjefefB" �� ��0&�� ���%���(�&� Ssg @phnjjefef}rfc|goB ����1� �� ��!$�� ��0&�� �&�(�!������(�&� Sgsg @rfc|go}phnjjefef}rfc|goB�
S = Sd + Sgs + Ssg + Sgsg @Q��B

1 2 3 4

Lt Lgi

Lgs

DEFG Q�Q �  �!��!$��7 %����!�%�� �&��!����� ���� �� %&�����
#��� ��� $���)��$�� ��!/����" �&�� ��� ������� �&�� 3�!�� �� $������ �� �&�/���!&� ��%$&�����

ejωt �� �� �&�/���!&� �$��!��� E6��

à¶®¯°±´ ²Ð´° ±´¯¹³®¹
6&!� ~rn �� $&�!�!&� �� �� nieme $���!���� ����!��� $�� ��� &��� $����� ,� ��%$ !��!���� ����� �!������" �%!� $�� ��� ������� �&���!��� � �� $&�!�!&� ~r ��� :

~Eni = E0
1

|~r − ~rn|
exp(−jk0~ı · (~rn − ~r))~p @Q�wB

KvK
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0

rn

r

k0i

rn- r

antenne

k0s

Dx

Dy

x (site)

y 
(a

zi
m

ut
)

C

DEFG Q�R � ��$��� )�&%���!8�� �� %&�����

&� ~ı ��� �� �!����!&� �� $�&$�)��!&� �� ��&��� !��!�����" �� ~p = (V,H) ���!)�� �� $&���!���!&����%!��!&�� 6&!� Sdn
�� %���!�� �� ����&�!���!&� $&�� �� �!������ n� �$��� ��H�7!&� �� ��&��� �����&�� /��� ���������" �� ��%$ ����&�!���� $��� �����!�� :

~Ens = E0
1

|~r − ~rn|2
exp(−jk0~ı · (~rn − ~r)) Sdn ~p exp(−jk0~s · (~r − ~rn))

@Q�ÖB
#��� �� ��� &� r � rn

@/&!� 1)��� Q�RB" �&�� $&�/&�� 3�!�� ���$$�&7!%��!&� |~r−~rn| ' r−~s ·~rn���� ��� ���%�� �� $����" �� |~r − ~rn| ' r ���� �� ���%� ���%$�!����� �&�� &0���&�� �!��! :
~Ens =

exp(−2jk0r)

r2
exp[jk0(~ı− ~s) · ~rn]SdnE0~p

@Q�vB
ð¹Ð ¯¹ë°±Ð

,� ��%$ �!���� �� � ���� �� ��� %����!�%�� �� �.$� x �����!�
~Ens|x =

exp(−jk0r)

r
exp(jk0~s · ~rn)Sxn ~Eni @Q��B

&� Sxn
/���

Sgsn = exp(jτi)Sn(~kgi, ~s)R

Ssgn = exp(jτs)RSn(~ı,~kgs)

Sgsgn = exp[j(τs + τi)]RSn(~kgi,~kgs)R
@Q�uB

�� &� τi = 2k0(~rn ·~n)(~n ·~ı) �� τs = −2k0(~rn ·~n)(~n ·~s)� ,�� /������� ��!��!��� ~kgi �� ~kgs �&�� �����!3�� �� �!����!&� �� $�&$�)��!&� �� ��&��� !��!����� &� �!������R ��� �� %���!�� �� �!���!&� �� �&�@%���!�� ��� �&�ä�!���� �� E������B �� Sn
��� �� %���!�� �� �!���!&� �� �!������ n�

KvQ
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�<Ë<û i¾ >ÃÇÄÀ Àè =Åå>½À ¿À ÁÂ¾½½ÉèÆ¾½ÇÅè

#��� ��� $���)��$�� $���������" ��� ��%$� �!����� $�� �� �!������ &�� ��� �7$�!%�� �&%%��! �� �!������ n �� ��&�/�!� ���� ���� �� /!��� �� 3&���!&� �� �� $�&)����!&� � ��!����!��� �� ��3&�=�" ��&��� � �� � ��0!� ��� ��������!&� �� �� $��� �� %!�!���  &�� $������ �� �&%$�� �������������!&� ���� �� ������ �� ��%$ �!���� $�� �� 3&�=� ���!���" ��� %���!��� �� �!���!&� S �&����%$��I��� $�� ��� %���!��� A�����!/��A S̃ " ��������� �&%%� �! ��� �!������� ���!��� $������ ������ %!�!�� ����������� &%&)��� :

~Ens =
exp(−2jk0r)

r2

N∑

n=1

exp[−jk0(~ı− ~s · ~rn)]S̃nE0~p
@Q�KxB

�/�� �� %���!�� �������� :
S̃n = S̃dn + S̃sgn + S̃gsn + S̃gsgn

@Q�KKB
�� � ��� �� �&%0�� �� �!��������

,���������!&� �$$�!8��� �� �&�) ���� ��%!� , $��� =��� �������� )�>�� � ��� %���!�� �������%!��!/!�� T &0����� $�� �7$&����!��!&� �� �� %���!�� M ���!�� ��7 $�&$�!���� �� %!�!���M$��� =��� �7$�!%�� ���&� @�$$�&7!%��!&� �� E&��.(,�7B :
Mpq =

2πρ0

k0
〈Spq(~k,~k)〉N @Q�KQB

&� ρ0
��� �� ����!�� /&��%!8�� ��� �!������� �&��!������ #��� �� ��� �� �� �&���!0��!&� �&�(�!�������&�� &0���&�� @/&!� E!)��� Q�QB :

S̃gsn = exp(jτi)T(Ls, ~s)Sn(~kgi, ~s)T(Lgi,~kgi)RT(Lt,~ı)
@Q�KRB

,���������!&� ��� �������� $&�� ������ ��� �&���� �� �$$�!8��� � ��8�� ���*�� �� ��&���$&�� ��� �!������� %����!�%��� �!)&������%��� ��&��� !��!����� ��� �� �!������ n ��� ��1�!� $��

Ẽn
i = ~Eni +

N∑

m6=n

~Ens (~rn)
@Q�K�B

&� ~Eni ��� �� ��%$ !��!���� ��I� $�� �� �!������ n �� �� ���&�� ���%� ��� �� �&%%� ��� ��%$��!����� $�� ��� N − 1
������ ���%���� ���� �� �!����!&� �� �!������ n� ðÒ·ÛÛ¯°ê´Ô·®´° ±¹î°¸±áâð·ê �!� 8�� �� /��!��!&� �� ��%$ %&.�� ��� ��� �!������ s ���� �� )�&�$� �� �!�������&��&���� ���� �� %!�!�� &%&)��� ��� �&��� $�� ���8���!&� ��!/���� :

d ~E

ds
= −j (k0I + M) · ~E @Q�KwB

&�M ��� �&���� $�� ���8���!&� Q�KQ" �� P ��� �� %���!�� !����!�� @�� �!%���!&� QB� P� . � ���7$�!��!$���� �����!��!&�� � ����� �$$�&7!%��!&� : ���0&�� ���� 3�!� ��.$&���� ���� %!�!�� &%&()���" �� ����!�� ���� �&��!���� ��� �!������� � ��!����!��� �� %!�!�� �&%%� !���$������� @�&������&�/&�� ��� %=%�� .$&����� ���� �� ������ �� 5����3�" �� 8�! �7$�!8�� 8�� ���7$����!&� ������������!&� ��&�/�� �&!� �� %=%� ���� ��� ���7 ���B� #��� �� %&����" �� $��%!�� !��&�/��!���� ��� �!)�!1���!/�%��� ������� $�� �� 3�!� 8�� �� ����� �&!� ���&�$�� �� /&7��� �&�� ��� �!%��(�!&�� �&�� ��� ���&���!&�� �F!%����� �� �!������� ����! �� ������ �� M ��� 3�!� $&�� ��8�� /&7��
KvR
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��$���%���" �� 8�! �&�� $��%�� �� ����!�� �� %!�!�� �/�� ��� ��������!&� �&� �������!��%���&%&)��� ��� �&��� �� ����� ����!���

,� ���7!�%� ��3��� ��� $��� $����!���� : !� � �� !%$��� !%$&����� ���0&�� ��� ����������!&�"�� ����!�� ��� �� �!%����!&� ���!��� ���� �� ��� �� %!�!��7 ������ &� �� 3��8������ ���/����
�<Ë<	 �É=ÅÆ>¾RÀ Àè =ÀÁÁÆÁÀ Ã¾¿¾Ã

,� ����� �!%���� ��� ���&�$�� �� �������� ����� ��!/��� ��� �7�� �!������ �� �F!%��" ���! �1��� ���$����� �� )�&%���!� ��� !%�)�� ����� �&� $�&*����� �� �&�� 
�8�� ���%��� �$$���!��� �&��� ��� ������� �� $���!���!��� 
�� �������� $��/��� =��� ���!%!���� � ��� $!7��� �&��8�� ���7(�! �&����ä��%%��� )����� /!� � /!� �� �� �&�)���� ��&��� : �� ���� �&�� $&�/&�� ��&�� �&��!����� 8����� ���%���� �&�� !���$������� ���� $!7�� � ��������+��8��� $������" ��� ����� �� ���!��%��� ����� @�&%$����!&� �!������" ���!��%��� �� �F!%��B�� �&�� $�� $�!� �� �&%$��� #� %=%�" �� !����3��&%���!� ��� ����� �� �&��)!�����!&� �&�� *�)����)�!)��0��� ���� ��� �&�1)����!&� ���!������1� ��&0���!� ��� ��$&��� ��!8�� $�� �������" ¸¹Ð ±´ ¶¯¹®¹Ð ³°®¯´ë²®´°Ð ±¹ ®°²Ð ¸¹Ð¶¸¶Ô¹®Ð Ð°® ¹í Ð°ÔÔ¶¹Ð ·² Ð¹´ ±¹ ³Ï·Ñ²¹ ³¹¸¸²¸¹ý
�<Ë<_ �¾Á=ÆÁ ¿ÀÄ >È¾ÄÀÄ Çè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÊÆÀÄ

,� $��%!��� ���$� �&��!��� � 3&�%�� ��� $�&��!�� �� �&������!&�� ��� ��$&���� �� ��8���������" $&�� ��8�� $!7��� 
&%%� �� ����� � ��� ���&�$�� ��� ����� 3&!� �� ��������" !� ��.� $�� �� %!�� �� �&�3&�%!�� ��� !%�)�� � ����!����  &�� ��8�� �������" �&�� �!�$&�&�� �� ����&&��&����� �� ��� ���7 %���!��� �� �!���!&� S1
�� S2 �#��� ��� ���7!�%� ���$�" !� ���)!� ��2��� �� $��� !����3��&%���!8�� ���&�!�� �� �&�� ,� �&������ �&��!���� �&%%� $���" �&�� &0���&�� �� $��� $&�� ��� ������� �!���� � ��� �!������ ���!�� �� ��������� xsol :

∆Φsol = −4π

λ
∆Rsol = −4π

λ
(
√

(xsol − bx)2 + (H + bz)2 −
√
x2
sol +H2) @Q�KÖB

,�� %���!��� �� �!���!&� S̃1
�� �� $��%!��� ������� �&�� ��&�� ��%$������ $�� S̃′

1 = S̃1 exp j∆Φsol �
N6N ú�UV�	� T�	 ��WX�	�	 7XVU�������:��	 �� (����Y��X�����:��	
�<�<Ë JÃÉÄÀè½¾½ÇÅè ¿ÀÄ ¿ÅèèÉÀÄ

#��7 ��%$�)��� �� %����� &�� ��� ��!�!���� $&�� /��!��� �&� ���/��7� #��� ��� ���7 ���" ����)!&� !%�)�� ��� �� 3&�=� �� ��F��" 3&�=� ,����!�� �� $!�� %��!�!%�� �!���� �� ��� �� 0���!��������&�� 
���� 3&�=� ��� )���� $�� ��P��� @P���!��� ���!&��� �� ������� �� �)�&�&%!�B" 8�!��������!��� �� ��� �&�� �� %����� �� ����!��� �� �� 3&���!� ��� �&����� �� /��!�� �����!� ���&�!����,� $��%!��� ��%$�)�� � ��� ����!��� �� QxxK� 5&����%��� $&���!%���!8��" ���� ���!� ���!�� ��� 0����  � P� �����!� $�� $��/� ����8���!� ��� �&����� !����3��&%���!8���� 
�$������" ���������� �!�������� ���*���&!��� �� ���/!&� �&�� � $��%!� �� ����&�/�� ���7 ���*���&!��� �!���������.��� ��� $&��!&�� ��ä��%%��� $�&��� �� $��������� $&�� /��!1�� ��� �&��!�!&�� �� 3�!��0!�!�� ����!����3��&%���!�� 
&%$�� ���� �� �� 3�!0�� �&�)���� �� ��� $&��!&�� �� ���*���&!���" �� $�&�������� �&�������!&� ��� !����3��&)��%%�� � ��� ��/!��)� �� %&�� AH��A" $��%������ ��!%�)�� ���F&�� �� �&� ��ä��%%��� !%$&�������
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,� ���7!�%� ��%$�)�� � ��� ����!��� �� *��/!�� Qxx�� ���� ��� �&����%��� $&���!%���!8��"�!�$&�� �� $���!���� $�!��� !����3��&%���!8��� �� %&�� %���!$�����" �� �&�/�� ��� ���7 0����� ��3��8�����  �� ,�,�� F&��� !%�)��� �!��! �!�$&�!0��� � �� 3&!� �� $&���!%���!� �� !����3��&%���!� �&�� !��!8������� �� 1)��� Q���

DEFG Q�� � +�� �� �&����� ��!�!�� $�&/����� �� ���7 ��%$�)��� �� %����� �� QxxK �� Qxx�

,� 3&�=� �� ��F�� ��� ��� 3&�=� ���!1�!���� �&���!���� �� $���!���� $�������� �� 3&�%�� )�&%�(��!8���� 
����� ������� ����� �&��!��� ��� $!�� ����� ����� ������ ��>)� ��)��!���%��� ��$�����,� /��!�� �����!� �� ��� �!%����!&�� �&�� �!��! 0����&�$ $��� �!%$��� �� %!��� �� &��/���
Kvw



bdnikjfe MC �co�skpnjkcg oe sn ��r�jnjkcg hcd�fegje � b�y��
�<�<� �ÇKÀ¾Ææ ¿ÂÇè½ÀèÄÇ½É ÃÀÁ¾½ÇùÄ Àè½ÃÀ ÁÀÄ >ÅÁ¾ÃÇÄ¾½ÇÅèÄ ¿À ç¾ÄÀ

,� ��%��8�� �� $��� )������� �&������ ��� �!/���7 �����!3� ��� !�����!��� ����� ��� $&���!��(�!&�� G �� /D� 6�� �&���� ��� $�������� �� 3&�=�� �!%����� �� ��� �&����� �������" ¸¹ ´ô¹·² ±¹¯¶®¯°±´ ²Ð´° ¹Ð® Û¸²Ð Î°¯® ±·Ð ¸· Û°¸·¯´Ð·®´° ÏÀ Ñ²¹ ±·Ð ¸· Û°¸·¯´Ð·®´° ô÷ý
� �&�� ��� %����!�%�� �� ��0&�� 8�! $��%������ ���7$�!8��� ��� �!�������� ��!�����!���� 6!�&�� �&��!���&�� �� �&� ���!���%��� &�!F&����" �� ��H�7!&� ��� �� �&� ��� %&���!��� � ���!�� ����&�ä�!���� �� E������ ��!/���� :

Rhh =
cos θ −

√
εr − sin2 θ

cos θ +
√
εr − sin2 θ

Rvv =
εr cos θ −

√
εr − sin2 θ

εr cos θ +
√
εr − sin2 θ

@Q�KvB
 &�� ��� $��%!��!/!�� �&%$��7� 17��" �������� �� �� /����� �0�&��� �� ��� �&�ä�!���� ��3&���!&� �� ����)�� ��!��!����� ��� �&���� ��� �� 1)��� Q�w
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DEFG Q�w � 
&�ä�!���� �� ��H�7!&� �� E������ �� 3&���!&� �� ����)�� ��!��!����� $&�� εr = 11−12j


�� �&�ä�!���� �� ��H�7!&� �&�� �� $�!��!$��� �&���� �� �!�������� ����� ��� $&���!���!&�� ������ %&����� ��" �&�� /&.&�� 8�� �� ��H�7!&� �� G ��� �&�*&��� $��� ���/�� 8���� /D" �� 8�! �7$�!8��8�� )�&0���%���" ¸¹Ð ±°²ë¸¹Ð ¯¹ë°±Ð ¯¶Û°±¹® ®°²T°²¯Ð Û¸²Ð ±·Ð ¸· Û°¸·¯´Ð·®´° ÏÀý
���� �&�������!&�� ��*&!�� �� $��$��� ��� ������ �� 0����  8�! %&������ 8�� �� $&���!���!&�G ��� $��� ����!0�� � �� 0!&%���� ��� ��&����,�����.�� �� %����!�%� �� �!%$�� �!���!&� ���� �� %&���� ��/��� 8���� � ��! 0!�� %&!�� ���!�������� ����� ��� $&���!���!&��� 
����� ��� &�!�����!&�� $��3�����!����� $��/��� �����-��� ����!�������� ��!�����!�� ����� $&���!���!&��" %�!� ���� ��� ������ �!%����� !�! ��� ����� �&�� ��&$3�!0��� $&�� $&�/&!� �&����0������� ����! ��� �&�0��(��0&����
�<�<U iÀÄ J¾Ã¾å?½ÃÀÄ � À½

α

5&�*&��� ��� ��� %=%�� $��������" �&�� $&�/&�� �!%���� ��� $���%����� �� �� ���&%$&�!�!&� ��
�&���( &��!�� �� ��� �&%$���� � ���7 8�! �&�� &0����� ��� ��� �&����� �������� 6�� ��� 1)���� Q�Ö ��Q�v �&�� �!��! ��$�������� $&�� ��� ���7 0����� �� 3��8����� , ��  ��� $���%�����H @����&$!�B" α@$���%���� �� �&�0�� ��0&��B" ��� /������ $�&$��� �� �� %���!�� �� �&������ �&�%��!��� λsd " λdr�� λvol � $���!� ���8������ �&�� ��������� ������&$!�" �!��! 8�� ��� ��&!� $�!������� �� �!)�!1���!&��!%!��!�� Psd =< |S¡¢ + S¤£|2 >" Psd =< |S¡¢ − S¤£|2 > �� Psd =< |S�¡£|2 >� ,�� !��!��� sd"
dr �� vol ���!)�� ��� ���%�� A�!%$�� �!���!&�A" A�&�0�� ��0&��A �� A/&��%�A" �� � ��� �� ��!����� �� 3��=��� �� %&.����)� �&!�!��
KvÖ
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bdnikjfe MC �co�skpnjkcg oe sn ��r�jnjkcg hcd�fegje � b�y��
�&�� $&�/&�� �&������� 8�� ��� )������ ��������� �&�� �����!/�%��� 0!�� ����!�� $�� �� %&(����� ,�� �!�������� ����� %&���� �� �&����� ������� $��/��� ���7$�!8��� $�� �� %=%� &�!)!�� :�&�� �&�����&�� �� ���� 8�� ¸· Ð´ÔÛ¸¹ ±´ ²Ð´° ¹Ð® ¸¶Ý�¯¹Ô¹® Ð²¯¹Ð®´Ô¶¹ Û·¯ ¸¹ Ô°â±�¸¹ý 
��� �����-�� 8�� ��� ��0&��� �&�� �&��(���!%���" �� �&�� �� $���%���� α ���� �&��(���!%��)���%����  �� �!������" ��� /������ $�&$��� �� �� %���!�� �� �&������� �&�� �&�� $��� �������" ��������&$!� ��� �&�� ��)���%��� �&��(���!%���
,&��8�� �&�� 3�!�&�� /��!�� �� ����!�� ��� 3��!���� &� ��� 0������ �� Rx %" ��� $���%����� H�� α �� �&�� $�� ����!0��%��� %&�!1��� 
� �� �&�� �&�� $�� �� 0&�� !��!������� �� 0!&%����� ,�$���%���� ��8��� ��� /��!�0��� �&�� ��� $��� ����!0��� ��� �� �&!� �� ��!��� � �� �� 3��=��� �������� %&.����)�� 6�� �� 1)��� Q�Ö ��� ��������� �� 0���� ," �&�� �/&�� ��$�������� ��� $���%�����$&�� ���7 ��!���� �� 3��=��� �!������� : N = 5 �� N = 10� ,&��8�� �&�� ��)%���&�� �� ��!��� ��%&.����)�" �� �!%$�� �!���!&� ��/!��� �����!/�%��� $��� !%$&������" G �� α ����&!������

�<�<û �ÇKÀ¾Ææ ¿ÀÄ =Àè½ÃÀÄ ¿À >È¾ÄÀ
�&�� ����!&�� %�!������� ��� �!���!0��!&� �� ������� ��&�/��� ��� ��� !%�)� �!%���� ��3&�=�" ���� ��8�� $&���!���!&��

�°Ð®·®·®´°Ð Ý¶¶¯·¸¹Ð
 ���!���� 3&�=�� �&�� �!%�����" �� 3�!���� /��!�� �����%��� ����� ��8�� �!%����!&� �� ��������� �&����� ,� ������ �� $��� &0���� ���� ��8�� ��� �� �!��� 0!�� � ��� ������ !����%��!�!������� �� �&� �� �� �&%%�� �� ����0��� ,�� )��$�� Q�� �� Q�u %&������ �� �&%$���!�&� �� �������!���!0��!&�� �� ������� ���$���!/�%��� �� 0����  �� �� 0���� ,� ,�� �!���!0��!&�� �!%������&�� �&%$����� � ������ )������� � $���!� ��� !%�)�� 6�� �������� ,� $������� ����!�� ��� ���$������� ����� /!�)��!�� �� %������
,� $��%!��� �&�������!&� )������� �/�� �� �.$� �� �&����� ��� 8�� ¸¹ ³¹®¯¹ ±¹ ÛÏ·Ð¹°ë®¹² ¹ ÏÀ ¹Ð® Ð´®²¶ ó ²¹ Ï·²®¹²¯ ´Î¶¯´¹²¯¹ ó ³¹¸¸¹ ±¹Ð ³¹®¯¹Ð ±¹ ÛÏ·Ð¹ ±·Ð¸¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°Ð Ï÷ ¹® ô÷ý�&�� �/&�� /� �� $&���!%���!� 8�� ��� ��$&���� �� !�����!��� ��� �&�0��� ��0&��� �&�� $���!%$&������� �� $&���!���!&� G� ����!" �� ������ �� $��� �� �&�0�� ��0&�� ����� �!��� $��� ���&�" !� ��� �&�� �&����� �/�� �&� $��������� ��������� �� ��&�/�� �� ������ �� $��� �� $&���!��(�!&� G $��� $�&�� �� �&��
C�� ���7!�%� �&�������!&� ��� 8�� ��� ����� ��� �������� $��� !%$&����� 8�� ��� ��&��� �&��)������  &�� ����" $���!���� 3&�=�� �� ��!���� !����!8��� &�� ��� �!%����� O ������ &�� ��� ���)������ ������� �����!/�� ��� ���7 �&����� ,�� ������ ����� $&���!���!&�� ��&!����� �/�� �� ��!������ ��&���� ,�� �&�0���(��0&��� ��� ��&��� &�� �&�� ��� !�H����� $��$&�������� ��� �� ��$&����&�����

� ¹® ±² Î¹²´¸¸·Ý¹ ¹ ë·±¹ ×
�� 0����  " ��� ��0��� ����� ������ �� QÖ %����� �/�� �� ��&�� $�!��!$�� �� KQ %������� ��� �&�� �!%����� #��� ��� $��%!��� ����!���!&�" ����0�� ��� ����!� �/�� �&�� ��� ���%����$&��!0��� : ��&���" 0������" �� 3��!����� #��� ��� ���&��� ����!���!&�" �� 3��!���)� ��� ��$$�!%��,�� �!���!0��!&�� �� ������� &0������ �&�� ���� �!%!��!���� ,�� ������� �&�� $��� =��� ��)���%���$��� ����� �� $������� �� 3��!���)�" %�!� �&�� $&�/&�� �� ����!�� 8�� ��� $&�!�!&�� �����!/��

Kv�
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DEFG Q�� � 
&%$���!�&� ����� ������� ��� ������� �� $��� �!%���� �� &0����� � $���!� ���&����� ������� �� 0����  

����� ��� �!�������� $&���!���!&�� �&�� $�� ��������� ,� 3��!���)� $��� =��� �&��!���� /!� � /!� ���� �&�)���� ��&��� �&%%� �� /&��%� &%&)���" �&�� �� ��$&��� �&%$��7� �� ��$��� $�� �� ��$&���!���!&��

�¹®¯¹ ±¹ ÛÏ·Ð¹ ±¹Ð ®¯°³Ð Ð¹²¸Ð
,�� ��&��� �&�� %�!������� �!%���� �����" �� ���0����� �� &�$$!��� ,�� ������� �� $����&0����� �&�� �!���� ��)���%��� �� ������ �� �&�" �� �&�� �)��7 $&�� ��� R �&�$��� �� $&���!���!&���

×°²¯ ¸¹ Ï°²ÛÛ´¹¯ Ð¹²¸
,� &�$$!�� @����%0�� ��� 3��!���� �� 0������B ��� �!%��� ����" �� ���0����� �� ��&��� ,��������� �� $���� &0����� �&�� 0!�� �!���� � ��!����!��� �� &�$$!��" �� �&�� �)��7 $&�� ��� R�&�$��� �� $&���!���!&���
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DEFG Q�u � 
&%$���!�&� ����� ������� ��� ������� �� $��� �!%���� �� &0����� � $���!� ���&����� ������� �� 0���� ,

N6` �X��V�	�X�	 T� VaU�UV�	�
�<U<Ë QÀè¿¾è=ÀÄ RÉèÉÃ¾ÁÀÄ ¿À Á¾ ùÅÃú½

,� $�!��!$��� �!%!���!&� �� 
�6'� ��� 8��́ ¸ Ð²¯¹Ð®´Ô¹ ¸¹Ð Ï·²®¹²¯Ð ±¹Ð ³¹®¯¹Ð ±¹ÛÏ·Ð¹� ¹® °²Ð ô¹¯¯°Ð Ñ²¹ ³¹®®¹ ¸´Ô´®·®´° ¹Ð® ¸´¶¹ ó ¸· Ð²¯¹Ð®´Ô·®´° ±¹ ¸Ò·®®¶²·®´°ý
�$������" ������.�� �� %&���� � %&���� �&� ·Û®´®²±¹ ó ¯¹Ð®´®²¹¯ ¸¹ ³°ÔÛ°¯®¹Ô¹® Ý¶¶¯·¸Û°¸·¯´Ô¶®¯´Ñ²¹� ¹® ¸¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð ¹ÐÐ¹®´¹¸Ð ®¹¸Ð Ñ²¹ ¸¹Ð ´ÔÛ°¯®·³¹Ð ¯¹¸·®´ô¹Ð ±¹Ð±´ ¶¯¹®¹Ð Û°¸·¯´Ð·®´°Ð ¹® ¸Ò°¯±¯¹ ±¹Ð ³¹®¯¹Ð ±¹ ÛÏ·Ð¹Ðý  �� �!������" �� %&���� ������0�� ���� �� ���� &� ��� ��)��� /��!��!&� ��� $���%����� �������� �������-�� $�� �� )�&���H������!&� ��� �� �&��!��,�����.�� ��� ��$&���� � �� &���� $��%!� �� ��)�)�� ��� )������ ��������� �!(����&�� :
� ,�� ��&��� �&�� �&%!��� $�� �� %����!�%� �� �&�0�� ��0&��� ,���� ������� �� $����$��/��� =��� �&��!����� �&%%� !���$������� �� �� $&���!���!&��� ,�� 0������ &�� �� �!/��� �� �&������ �� ��� ������� �� $���� !��!������� � �� $&���!(���!&��� ,� 3��!���)� � �� �&%$&���%��� 8�! �� ��$��� $�� �� �� $&���!���!&�" �� 8�! $��� =���
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* attenuation simulée pour les troncs
attenuation simulée globale

attenuation mesurée sur l’image SAR

attenuation simulée pour le houppier
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DEFG Q�Kx � 
&%$���!�&� ����� ��������!&�� &0������ $�� �� %&���� �� &0������ � $���!� ���&����� �������

���!%!�� � �� �!%$�� ������������� ,� ��$������� �� $&���!���!&� $�&/!��� �� $&!�� ��� !�����!��� ���$���!/�� �� ����� ���%����!�%�� : �� 0����  $�� �7�%$��" �� ���!& ��� !�����!��� $&�� �� �&�0��(��0&�� �� $&���� �!���!&� �!%$�� ���� $��� !%$&����� �� $&���!���!&� G 8�� ���� ��� ������ $&���!���!&��"�� 8�! �����-�� �� ������ �� $��� )�&0�� $��� 0���� ,�� $���%����� ����&$!� �� ��$� �� �&�� $�� �$��� � ��!�/���!&� : �� �&�� ��� $���%����� 8�!/��!��� ���� ��� ��&$ $��!�� $��)� �� �&�� ����!0��� � �� ��&$ )���� �&%0�� �� $���%������� %&���� �&%%� �� $��%!��!/!�� �!������!8��" �� ����!�� ��� 0������" �� ��!��� ��� $!7����� ��!%�)��
�<U<� `è >¾Ã¾å?½ÃÀ ¿É½ÀÃåÇè¾è½ Àè Çè½ÀÃùÉÃÅ>ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÀ Ö ÁÂ¾½½ÉèÆ¾½ÇÅè
�°ÔÛ·¯·´Ð° ¹®¯¹ Ô°±�¸¹ ¹® Ô¹Ð²¯¹Ð

�&�� �/&�� ��*� �� ��&����!&� �� �&�� �� �$����/&!� �� $�������� ��$!��� : ����������!&� ����� $���%���� ����!�� $&�� �� $&�!�!&� ��� ������� �� $���� �� !����3��&%���!�� ����!" ��� ������!(%��!&� �� $���%���� ����������!&� $&�� �� &�$$!�� �����-�� �������!��%��� ��� ������!%��!&��� �� $&�!�!&� ��� ������� �� $����� &�� /&!� ���� 8����� %����� �����!%��!&� �� ����������!&� $�� �� %&���� ��� ���!�3�!�����" ���%������ �� ����������!&� �&�� ��������� ��� ��� !%�)� 6�� �� ��!�!���� ��� ��$$&��� ��!�����!���� ��!����� �&�� �&�/��� �� ��� %=%�� ��!����� � ���&�/��� ��!�!��� ���� �����$� ������&���)��,� ��$&��� ��� ��!����� �&�� �&�/��� ��� ��$$&��� ��=��� ������� 8�� $�� ����������!&� �� %!�!��3&����!��" �! 0!�� 8�� ��� �!�������� �� 6�� ����� ��!����� �&�� �&�/��� �� ��!����� � ���&�/���$��/��� =��� �7$�&!���� $&�� %������ ����������!&� �� ��&��� ��� � �� $�&$�)��!&� � ���/��� ��3&�=�� ,���������!&� �&���� Axy �� �� /�)����!&� ���� �� $&���!���!&� xy �����!� �� �- :

Axy = 20 log10

(
Eixy
Esxy

) @Q�K�B
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&� Eixy ��� ���%$�!���� �� ��%$ ����&�!���� $�� �� ��!���� �&�� �&�/���" Esxy ��� ���%$�!������ ��%$ ����&�!���� $�� �� ��!���� � ���&�/���� 
�� /������ ����������!&� $��/��� =��� �&�/���!���� �� �&�ä�!��� ����������!&� �� �-�% )�>�� � :

A′
xy =

Axy
2d

,
�/�� d =

h

cos θ
@Q�KuB

&� � ��� �� �!������ ����� �� �&� �� �� �&%%�� �� �� ���&$��" h ��� �� ������ �� /�)����!&� �� θ��� ����)�� ��!��!������ 6&!� σxy ����������!&� &0����� $�� �� %&���� �� ��!�!���� ���$$�&7!%��!&��� E&��.(,�7� σ ���7$�!%� �� �$�% �� $��%�� �� ���!�� �� ��%$ !��!���� Ei � �� ��%$����&�!���� Er $�� :
Esxy
Eixy

= eσxy2d @Q�QxB
&� � ��� �� �!������ $���&���� $�� ��&��� ���� �� %!�!�� ������������ �� ��� �&�� �&%$��� �

σ′xy
�7$�!%� �� �-�% :

σ′xy =
20

ln(10)
σxy

@Q�QKB
,�� ��������� �� ��� �&%$���!�&�� �&�� �&���� ��� �� 1)��� Q�Kx� �&�� /&.&�� 8�� ¸¹Ð Ð´Ô²¸·â®´°Ð Ð²¯¹Ð®´Ô¹® Î°¯®¹Ô¹® ¸¹Ð ·®®¶²·®´°Ðý 
��� ��� 0!�� �� ���&�� �/�� �� ������!%��!&���� ������� �� $���� &0����� $������%%������ &����" %&���� �� �&����� ������� �����&����� � ��&�/�� 8�� ����������!&� $�� %���� ���$��� !%$&������ �� 0���� , 8���� 0����  " �� $��� !%$&������ $&�� ��� 3&�=� *���� 8�� $&����� 3&�=� $��� >)��� 
��! $��� ���7$�!8��� $�� �� 3�!� 8�� ��� ����!��� �&�� $��� ���/��� ��� �&�$�������� *����� 8�� ��� �&� $�������� ���/������ �� 8�! �&������ ��� �&%$���!�&�� ����������!&�� �&$&��!��� �� G �� /D" !� ��. � $���� /��!��0�� ��������� �� 0����  " ����������!&� �� $&���!���!&� /D ��%0�� $��� !%$&������8���� $&���!���!&� G � �� 3&!� $&�� ��� �&����� �7$��!%������� �� $&�� �� %&����� 
��! $&����!��/��������%��� ���7$�!8��� $�� ��&�!�����!&� $��3�����!���� /���!���� ��� ��&���� �� 0���� ," ����&����� �7$��!%������� �� $��%������ $�� �� �&������" �� �� %&���� ������!� � ��&�/�� ������!�/���� : ��� ��������!&� $��� !%$&������ �� $&���!���!&� G�
�$������" !� 3��� �&��� 8�� ��� ��������!&�� %������� �� �&�� $�� ���� 1�0���" �� 3�!� 8���������$������ �� ����)�� �� /�� ��!�!�� $&�� �&�����!�� ��!%�)��

ßÔ¶¸´°¯·®´°Ð ó ¹ô´Ð·Ý¹¯
,� 3&�%��� �� E&��.(,�7 � ���0&�� ��� %!�� �� $&!�� $�� E&��. �� Ku�w �E&��." Ku�w�" $&���� ���)� �� �!������� !�&��&$�� �!���!0��� �����&!��%���� ,�7 � )������!�� ����� 3&�%��� �� ����� �!������� �&� !�&��&$�� �,�7" KuwQ� : !� ��ä� �� ��%$����� �� �&�ä�!��� f $�� �� �&�ä�!��� �������%!��!&� ���� �� �!����!&� �/��� : fF �  �� �!������" $&�� ��� �!���!0��!&� �&� �����&!�� ����!�������" !� %&���� 8�� �� 3&�%��� �����!8�� �&!� =��� �&��!)�� $�� �� 3������ �" 8�! ��$��������� ��$$&�� �� A��%$ �����!3A ��� �� A��%$ �&�����A� ,&��8�� �� ��!��� �� �!������ ��/!���$��!�� ��/��� ���� �!������ �� ��$����!&�" �� �&�ä�!��� ���� /��� K�
#��� �� ��� &� ����� .$&���� ����� $��� /��!�� @��7 3&���� ����!��� /&��%���!8��� �� �!3(3������B $���!���� ������ %&������ 8�� ���$$�&7!%��!&� �� E&��. %��� � ��� ��������!&� �����(�!%��� 
�� ������ %&������ )�������%��� 8�� ����� ������!%��!&� ��/!��� !%$&������ $&�� ���3����!&�� /&��%!8��� ��$��!����� � x�Ke� �� �� &�$$!�� ����� $������� �.$� �� ��F�� ��$�������
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��� 3����!&� /&��%!8�� �� x�xR e" ��� ��&��� ��7 ��$��������� ��� 3����!&�� /&��%!8��� 0!�� $���!%$&�������" �� ��&���� �� x�R e �� �!������" � !����" QxxQ� !��!8�� 8�� ��� ����� $��/��� �� 3�!�� �������!� $&�� ��� 3����!&��/&��%!8��� ���&�� !�3��!����� � x�Ke" �&��%%��� $&�� ��� 3&�%�� �.�!���!8���" �� $&�� ��� ���������!)��%��� ��� ��&��� $�� �7�%$���

N6f g�U������� �ú� �� U�UV�	� ���W	;Y��:�����
�<û<Ë iÇåÇ½¾½ÇÅèÄ ¿À ÁÂ¾çÄÀè=À ¿ÂÆè ½Ã¾Ç½ÀåÀè½ a�]

#��� �� %&����" ��� ����� �� ���!��%��� 6�� ��&�� $�� ��� $�!� �� �&%$�� *��8��� $������� &�� �!%!��� ��� ����� �� $&�� $&�/&!� �&��!����� ��� �������� �&%%� !���$��������" �� ��!��� ����������� � ��� �&!�!� ��ä��%%��� )����� ��/��� �� �&�)���� ��&��� @5λB� �� ��� ����� ��� �����!��%��� 6�� $��/��� =��� %���!$��� :

Í´·´Ð ±·Ð ¸Ò¹Ð®´Ô·®´° ±¹Ð ÛÏ·Ð¹Ð ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹Ð
,� ���!��%��� ����� /� *&��� ��� �� ������ ���!%�� ��� ���%���� �� !����3��&%���!�� �� ����"�� ��!� ����� %=%� ������� �����" �&�� �/&�� �&%%� �&�� ��� %����!�%�� ��� ���%���� $����������� �� �������� �� �&�� �/&�� /� 8�� ��� %����!�%�� �� ��0&��� �� %����� $�� � �� %=%����!%��!&� �� $��� �0�&��� 8���� %����!�%� �� ����&�!���!&� �!����" ��� �� ��%!� &$�!8�� �����&�� $��� �&�)�
�·Ð ¸¹ ³·±¯¹ ±¹ °®¯¹ Ô°±¶¸´Ð·®´°� ¸¹ Ô¶³·´ÐÔ¹ ±¹ ¯¶®¯°±´ ²Ð´° ¹® ¸¹ Ô¶³·â´ÐÔ¹ ±¹ ±°²ë¸¹â¯¹ë°± ±Ò² Ô�Ô¹ ¶¸¶Ô¹® ô°® �®¯¹ Ð°ÔÔ¶Ð ¹Ð¹Ôë¸¹ ·² Ð¹´ ±¹¸· Ô�Ô¹ ³¹¸¸²¸¹ý � ¯¶·¸´®¶� ³¹Ð Ô¶³·´ÐÔ¹Ð Û¹²ô¹® ·ÛÛ·¯®¹´¯ ó ±¹Ð ³¹¸¸²¸¹Ð ±´ ¶â¯¹®¹Ð : ��!�����!�� �� �&�0�� ��0&�� ���� ���%��� $��� =��� �&%%�� �/�� ��� %����!�%�� �!���������� ������� ��*������ �� �!������" &� %=%� ���7 �$$�������� � ��� �������� $��� ��&!)���� ���!������� ,&�� �� �����!%��!&� �� �� $��� �� �&�" �� ������)� �� �!������ /� �� �����!�� $�� �����)��� ������ �&%%!�� ��� ����)�� !����3��&%���!8��� ���&�� ���7�%$�� ���� $&!�� � �!��� � ��� �!������ R �� ����� �� � ��� ������ h �� �&��,� %&���� /� �&��!����� ��� %����!�%�� �� ��0&��� �� �� ����&�!���!&� �&%%� �$$�������� ������ %=%� ���� ������ �� ����!��" ���� ��!%�)� 6�� ��� ���7 %����!�%�� /&�� �$$�����!� � �������� �!������� �!�������� @/&!� 1)��� Q�KKB� ,� �!������ ���!%�� � $���!� �� �� $��� �� �&�0����0&�� �����!�� R′ = R+ h cos θ �
���� ������ /� �� �����!�� $�� ��� ������ �� �����!%��!&� �� �� $��� �� �&� ���&�!�� : ������ ��� �� %&����" �� �&&��&���� �� �� ������� �� �&�0�� ��0&�� ���� x0

" ���� �� ����!�� ������&&��&���� ��/!��� x′0 = x0 + h tan θ � ,��8���!&� Q�KÖ �&��� ���7$����!&� �� �� $��� �� �&� ��3&���!&� �� �� $&�!�!&� �� �!�� x0 � ,������� �� $��� !����3��&%���!8�� �����!�� Φsol − Φ′
sol
" &�

Φ′
sol

���� �� %=%� �7$����!&� 8���� �8���!&� Q�KÖ &� �&�� ��%$��I&�� xxol $�� x′xol � 
���� ��������$��� �� �� �&�1)����!&� )�&%���!8�� ��!�!����  ���&�� �� �7�%$�� ��%��!8�� ��� $���%�������!�!��� �/�� �� %&���� : $&�� �� 0����  (λ = 0.68 cm,H = 3562 m, θ = 57.9◦, bx = 76 cm, bz =
1.3 cm) �� ��� �!0�� �!���� � ��� ������ �� Kx %�����" �&�� &0���&�� ��� ������ �� Q�v % ����� ������ �� �&�0�� ��0&���  &�� �� ��!$�� ��0&��" �� %=%� ��!�&���%��� ���$$�!8�� �� ����������� �� ������ ��� �&�� �&�0����
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R

R

h

R’

Position 
“calculée” du 

double 
rebond de A

x’0

A

Position 
“calculée” par le 

radar de la 
rétrodiffusion 
simple de A

x0

DEFG Q�KK � ,� %����!�%� �� �&�0�� ��0&�� �� ����! �� ����&�!���!&� �!����� ���� %=%� ���%���$��/��� �� ��&�/�� ���� ��� ����� �!������� �!�������� �� ��!%�)� 6��

� ¹®Ð ° Ð®·®´°·´¯¹Ð ±¹ ¸· Î°¯�®
�&�� �/&�� /� @ ���!� K ��$!��� �B 8�� �� ���!��%��� 6�� ��$$&�� 8�� ��� �!0��� �&!���0������ �� !�&��&$��� �� ���� �� ��� �� �� 3&�=�" �&�� �/!&�� *����%��� ��%��8�� 8�� ���� ����%0��!� $�� =��� �� ������  ���!���� �!%����!&�� �/�� �� %&���� 
�6'� ����� %=%� 3&�=� $&�� �����)��� �� /�� $�&��� �� ��� 3��8������ $�&��� %&������ �����!/�%��� 8��!� �7!��� ��� /��!��!&��� �&%$&���%��� �� ��%$ ����&�!����" $��� &� %&!�� &��!����&!��� �$$�!8��� �� �!%�������6�� �� %&���� $��%�� �� /&!� ���� 8����� %����� ��� !���)���!&�� ��� ��� �&%�!��� ��)���!����� 3��8����!��� /&�� *&��� ��� ��!%�)� &0�����" $�� ��$$&�� � ��� �&%%��!&� �!����� �� �&������� ���������

� ¹®Ð ¸´¶Ð ó ¸· ¯¶Ð°¸²®´°
��1�" �����!%��!&� �� �����!�� $���%����� $&���!%���!8��� ��$������ 3&���%��� �� �� ���&(���!&� �� ��!%�)�� C� �!%������� 6�� $��%����� �� �&�1�%�� �� �&%$&���%���" �� $��%������)���%��� �� 3�!�� ��� ������ ��&�!8��� ��� ��� $��&%���� �$$���!����� ��7 ���� ����� ���&(���!&��" $&�� ��� $��!��� ��!���� �� ���������

�<û<� ¼è=ÁÆÄÇÅè ¿ÂÆè ÄÇåÆÁ¾½ÀÆÃ a�] ÄÇå>ÁÇ�É
�&�� $�&$&�&�� !�! �� �!%������� ���� �!%$�!1�" 8�! �� $���� $�� �� �&%$�� �� %&���!���!&���� ����� �� �&0�� ��������� �� �� 3&�%�� ��&���� P� ���)!� ����8���!� �� �!)��� $&�� �!��������$&�!�!&�� �� ���/!&�" �1� �� �!�$&��� ����� )�!��� �� �&����� ���� ����$��� (kx, ky)�  &�� ����"�� �!�� �� �&��!����� �� %&�/�%��� ����!�!)�� �� ���/!&�" �� $��� �!%$�� ��� �� �&��!����� ²¹®¯·T¹³®°´¯¹ ³´¯³²¸·´¯¹ �� ����! �!" ���� �� $��� ���!�� $������ $�� �� ������ �� �� ����� !%�)��@1)��� Q�KQB�,� $��%!��� ���$� 8�! /!�� � )������ �� 3&�=� ��� ������� ,� 3&�=� ����� $�� ���&�$�� �� ������������ �� �&���!��� �&�� �� 0�&� &%&)���� �� �&����$���!�" ����������!&� �������� ���� �� %=%�
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z (altitude)

y (azimut)

x (site)

Rc

H

Xc

θ

C

0

Rc

θ’

H’

X’c
ξ

ψ

DEFG Q�KQ � 
&�1)����!&�� ��� $&�!�!&�� �� ���/!&� $&�� ��� �!%����!&� 6�� �!%$�!1��

$&�� �&��� �� ����� !%�)���  �!�" ��� ������ ���$�� �� %&����� �&�� ��������� �� 0&���� $&���&��� ��� ���!� ����)��� �� /�� ψ �� �� 3��8������ f ��)��!���%��� ��$������ ,���)�� ξ " ������ ��%&���� 8�! ��� ��1�! �� �&�" ��� ���!� � ����)�� �� /�� ψ $�� �� �����!&� :
tanψ = sin θ tan ξ @Q�QQB�� ��&�!�" ����)�� ��!��!����� θ ����� $�� �� %=%� $&�� �&���� ��� $&�!�!&�� �� ���������� ���8�� ���$�" ����)�� ��!��!����� θ′ �����!� �� 3&���!&� �� ψ �� ξ :
sin θ′ = sinψ sin ξ @Q�QRB
�$������" �/�� ��� $���%����� �&!�!�" �� /��!��!&� �� θ ���7����!� $�� 0.1 �̂ �&�� �/&�� �&���&��!���� ����� /��!��!&� �&%%� ��)�!)��0���

,� $�� �� 3��8������ df �� �� $�� �� ��)�� �� /�� dψ " �� 0���� �&���� �� 3��8����� ∆f ���� 0���� �&���� �� �&�/������ ∆ψ
�&�� �&!�!�� �� 3&���!&�� ��� ���&���!&�� �!������ �� �F!%���&��!���� @dR �� dyB" �!��! 8�� �� ��������� �$��!��� �� �� 3&�=� �� �!������ �� �F!%�� @∆R,∆yB")�>�� ��7 �����!&�� :

δf =
c

2∆R
δψ =

c

2f∆y
∆f =

c

2δr
∆ψ =

c

2fδy
@Q�Q�B

,� $�!��!$� �� ��!%�)��� ��� �� ��!/��� : �&!� 
 �� ������ �� �� ����� !%�)��� 6&!� ~r = (r, y)�� /������ $&�!�!&� ���� ���%��� �� �� ����� $�� ��$$&�� � �� ������" �� s(~r) �&� �&�ä�!��� ����H���!/!��� 6! �&�� �&%$�&�� ��� ��$���)�� $�� ��$$&�� �� 3�&�� ��&��� $������ $�� 
" �� �!)����&������ H $&�� ��� 3��8����� f �� $&�� �� ��)�� �� /�� ψ /� �����!��
K�w
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H(f, ψ) =

∫∫
s(r, y)ej

2f
c

(cosψr+sinψy) @Q�QwB
C�� !����$&���!&� ��� �&����� ��� ��&�� �������� $&�� $����� �� �&����� H(f, ψ) � ��� �&�(���� H(2f

c cosψ, 2f
c sinψ)� ����!�� �� ��H���!/!�� s(r, y) ��� &0����� $�� ��� �!%$�� �����3&�%���� E&��!�� 0!�!%���!&������ �� H(2f

c cosψ, 2f
c sinψ)�

,�� $���%����� ��!/���� &�� ��� �&!�!� $&�� �&��� �!%����!&� :
/��!�0�� �������� %!� %�7 0���� $�� �&%0�� �������!��&��3 Ruu 'GF Rvx 'GF �Q� 'F Öx 'F Q 'GF Rx

ψ
x^ (��ux^ õ��ux^ u��x^ x�RR^ Rx

ξ
x^ (w�v�^ õw�v�^ KK�Qx ^ ( Rx

8�! �&����� ��� ���&���!&�� ��&�!8��� dr = 2.5m �� dy = 2.23m" �� ��� �!%���!&�� �� ������� %�7!%��� ∆r = 75m" ∆y = 75m� C�� !%�)� )������ �/�� ��� $���%����� ��� %&�����1)��� Q�KR� �� &0���/��� ��� !%�)�� &0������ �� �� �!%����� 8�� ��� ��&���" �&�� �&�� �$����(/&�� �� ��!%$&������ �� ���!��%��� 6�� : �&�� �&�&�� �� ������)� �����!3 �� ���� $&�!�!&� ���!������ �&��8�� �&�� 3&�%&�� ��� !%�)�� ��$����� $&�� �� %����!�%� �� �&�0�� ��0&�� �� $&���� %����!�%� �� ����&�!���!&� �!������

DEFG Q�KR � P%�)� $&���!%���!8�� 6�� �!%����� �&�)� : Gõ/D" D��� : G(/D" -��� : QD

�<û<U �Åå>ÅÃ½ÀåÀè½ ¿ÀÄ =ÅÀ4=ÇÀè½Ä ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=À
� $���!� �� ��!%�)� 6�� �!��! �!%����" !� ��� $&��!0�� �� �������� ��� �&�ä�!���� ��%$�(3��8����� ��� �� 3&�=�� ,� 1)��� Q�K� %&���� ��� �!���!0��!&�� ����)��!8��� &0������ ���� �� $�����%$�(3��8�����" $&�� ��� 0����� �����!/�� �� ��)�� �� 3��8����� ��$��������� ���$���!/�%���Kxe $�!� Rxe ��� 0����� �&������ ,� �������� &0���� ��� � �&%$���� �/�� ��� %=%�� �&�ä(�!���� ��%$�(3��8����� �������� ��� ��� �&����� ������� 0����  1)��� Q�Kw� #��� ��� ���7 ���"�&�� �&�����&�� 8�� �� ��$&��� $&���!%���!8�� $��� /��!�� �� %��!��� �!)�!1���!/� �� �$$���%(%��� �����&!��%��� ���� ��� 0����� ��)���!��� �� 3��8����!������ ,� /��!��!&� ��� �������� $���!%$&������ 8�� ��� 0����� �����!/�� ��!�!���� �&�� ���&!���" �&�� 8�� �� ���&���!&� ��� ��)������

�<û<û iÀÄ ÀBÀ½Ä ÄÆÃ Á¾ >È¾ÄÀ Çè½ÀÃùÉÃÅåÉ½ÃÇÊÆÀ
,�� $���� !����3��&%���!8��� �&�� �!%����� $&�� �� %=%� $������� 8�� $������%%��� ��0����  " �� $������ �� �&%$�� ����� 3&!�(�! �����$� �� ���!��%��� 6��� ,�� 3��!���� ��&�� $�� ���
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DEFG Q�K� � #!���!0��!&�� ��%$�(3��8����� $&�� �� $!7�� �� 3&�=� �!%���� �&�)� : Gõ/D" D��� :G(/D" -��� : QD
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DEFG Q�Kw � #!���!0��!&�� ��%$�(3��8����� $&�� �� $!7�� �� 3&�=� ����� !%�)� 6�� ������� �&�)� :Gõ/D" D��� : G(/D" -��� : QD
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$�!��� �� �&%$�� ���� �� �!%����!&�" $&�� ��� �&����!���� �� ��%$� �� ������ �� �� $���� %�%&!���6�� �� 1)��� Q���� �&�� �&%$��&�� � �&�/��� ��� �!���!0��!&�� �!%����� ��7 �!���!0��!&�� ������������ ��!%�)� 6��� ,�� ������� %&.����� �!��! ��&�/��� �&�� ���� $�&��� ��� ������� ��������
�� ��������� �&�1�%��� �� ��!%$&������ �� $������ �� �&%$�� � ���/��!� ��� ����� �� ���!��%���
6�� �� %&���!���!&��

hauteurs (mètres)

D
en

si
té

 d
e 

pr
ob

ab
ili

té
d’après 
données SAR

COSMO + 
Simulateur 
SAR

hauteurs (mètres)

D
en

si
té

 d
e 

pr
ob
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ili

té

DEFG Q�KÖ � �&�/����� �!���!0��!&�� ��� ��)��� !����3��&%���!8��� �� !������� �� �!%������� 6��

N6� �X��V�	�X�

� ���7!�%� ��$!��� ���!� �&������ � ��� $��������!&� ����!���� �� %&���� 
�6'�" �%�(�!&���!&� ���� $�������� %&���� �&����� 8�! �/�!� 3�!� ��&0*�� �� �� ���� �� ,� 5!�!&�� 
��&�/��� %&���� ��� ��$�0�� �� )������ ��� 3&�=� ���!1�!���� ���&�$�� �� $!7��� ���&� ��� �7���!������ �� �F!%��� C�� ����.�� ��� ��$&����  �,P�6�� �� %&���� ��� �&���!�� ��� ��� 3&�=�

K��



MC�C bcghs|pkcg
�� $!�� %��!�!%�� ���!1�!����� ,�� �&����� 6�� ������� &�� ��� �&%$����� � ��� �&����� �!%�����$�� 
�6'�� ,�� ��������� �� %&���� �&�� $�&%������� �� *���!1��� 8�� �&�� $�!��!&�� ����!�!����&%%� &��!� ������.�� ��&�!8�� ��� !%�)�� ������ ,����� �� $�������!&� �� ��!%$&������ ��$��&%��� �� �&�0��(��0&�� ��� %&���� �� 0����  � ,� $�!��!$��� �!%!���!&� �� %&���� $&��$���!�� �� ������ ��� ������� �� $��� �� �!��� �� �!/��� �� ������ �� ����������!&�� 
&%$�(���!/�%��� � ����� ������!%��!&� �� ����������!&�" �������� ����� �!�� � �� �&�($�!�� �� �&%$���� ���!��%��� 6�� �7!����� %�!� �&�� %!������ �&�� �/&�� ���%!�� $�� �� $��������!&� �����!%������� 6�� �!%$�!1� !����� ���� 
�6'�� C�� ����.�� &�!)!���� �� ��� �&����� �!%����� ����� �&����� ������� � ��� �������� �� %&.�� ��� &��!�� ��%$�(3��8����� $�������� �� ��!�!��� ������� ��$!���� $����������
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,�� $��%!���� �&����� �!�$&�!0��� � ������� ���!��� ��� �&����� 0����  " $&�� ���8�������� %&���� �� A/&��%� �����&!��A ����� %&���� !���ä���� $&�� �!%���� �&������%��� �� ��$&���������  �� �!������" �� %&���� 
�6'� $&����� ��&$ ��������� !�H������ ��� �� ��$&��� $&��8�� �� %&���� �&!� �!�����%��� !�/���!0��� ����!" �� ��$!��� $�&$&�� ��!���&����!&� ���� %&����.0�!��" ���� �� ����� �� ��!�/���!&� ��� A�������A�
`65 S� �X���U� �XT\V�
U<Ë<Ë �ÀÄÅÇè ¿ÂÆè èÅÆKÀ¾Æ åÅ¿?ÁÀ Àè ç¾è¿À J
ð´Ô´®·®´° ±² Ô°±�¸¹ ±¹ Þý�¸°²±¹

,� %&���� �� /�)����!&� �� 
�&��� �&��� ��� �7$����!&� �!������� �� �� �&������ )������!���"� $���!� ����� �����!$�!&� ���� �!%$�� �� �� /�)����!&� �� ���� $��!� �&%0�� �� $���%������ P� ��&�� ���/����)� �� $��%����� ��!�/���!&� �� ��� �!�� $���%������ 
�$������" ����� !�/���!&� �����/��!�� 8�� �&��8�� �� %&���� ����!� 0!�� �� 3&�=�" �� 8�! ����� $�� �� ��� �� 0����  � �� ����"�� %&���� ��!�!�� �� 0����  �&���!��!� � ��&�/�� ��� ������� �&�� ���!%��� $�� ��$$&�� � �������� /��!� ��� ��0���� 
��! ���7$�!8�� $�� �� 3�!� 8���� 0����  " �� $�������!&� �� ��&��� �� 3�!�*��8����7 ��&���� 
�� ��&��� �� $��/��� $��� =��� �&��!����� �&%%� �� ����%0�� �� $���!����������&!��%��� &�!������ : �&��%%���" �� $��&%��� �� �&�0�� ��0&�� ��� ���� !%$&�����" �� �����$&���� ��$������ 3&���%��� �� �� $&���!���!&� �&!�!�" �� 8�! ����� $�� �� ��� $&�� �� /&��%������&!��� ,� 0����  �����%� �&�� �� %&���� 8�! $����� �� �&%$�� ��� �����!$�!&� $��� ����!����� ����0���
ð´Ô´®·®´° ±² Ô°±�¸¹ ±¹ ðýþÏ´¯´°

C� %&���� �� /�)����!&� � ���!�� �����%���� ���&�!8��� ��� 0!�� $��� ����!��� $&�� ����!�� ����!������� %����!�%�� ������&%�)���!8��� %!� �� *��� P� $��%�� �� &����� ������!�� ��� !�H���������$���!/�� ��� �!/��� ���%���� �&��!����� ��$���%���" �� ����� �&�� ��/��� ���� ��!�� �� ���%�������.�� �� �� ��$&��� �� ��$!��� $��������� ,� $��%!�� ����/����)� ����&���� ��� 8�� �� %&������ $���� $�� �� �&%$�� ��� !�������!&�� �� )�&�$� @�!���!&�� %���!$���B ����� ��� ���%���� ��3��!���)� $�� �7�%$��� P� ��� �&�� $!�&�&$!8��%��� ���!����%��� �!������ �� $�������� %&�����,� ���7!�%� ����/����)�" ���� �&�� ����� &����" ��� �� 3�!� 8��!� �����%� �� ��%$� �� �������&S���7" 0!�� 8�� %&!���� 8�� ����! �� ��� �&��!�� ���$$�.��� ��� ��� �����!$�!&� 3������� ���� 3&�=�� ��1�" �� �&%0�� �� $���%����� �����!$�!3� 8��!� ��!�!�� �� 3�!� �� %&���� 0��� 8��!� ���
KuK
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���� �!ä�!�� /&!�� !%$&��!0�� ��!�/����� �� ������� ,�!��� ��� �&�� ���7$�&!��� �� %�7!%�% �������.��� 3�!��� � ���!�� �� �� %&����" �1� �� �� �!%$�!1�� �� 3�� �� � %����� $&�� �� )����� 8����� $���%����� �����%!���� ��� �� ��$&����C�� ����!��� �&���!&� ��� ����/!��)�� �� %&���� %!7��" $������ �� �&%$�� ��� $��%!����&��� �� ��&��� %&���!��� $�� ��� �.�!�����" $�!� ��� �&��� �� �!���!&� �� /&��%�" !���$��(����� �� �� $&���!���!&�" �&�� �� ��$&��� ��&�!8�� ��� �&���� $�� ��� ������� �� -�5����3��
U<Ë<� �ÀÄ=ÃÇ>½ÇÅè

,� ��$&��� �&���� �� �� 3&�=� ��� ���&%$&��� �� ���7 ���%�� : �� $��%!��� $&�� �� �&��� �����&���" �/�� ��� !�����!�� @����� �� ���%$�!����B σt(−→ω )" 8�! ��$��� �� �� $&���!���!&� ���%!��!&�����$�!&�" �� �� ���7!�%� $&�� �� �&��� ��� 0������ �� 3��!����" �&�� ��!�����!�� ���� �&���
σb(

−→ω )� �&�� 3�!�&�� ��.$&���� 8��!� ��. � $�� ��!�������!&� ����� ��&��� �� 0������� �&����$$&���&�� �)���%��� 8�� �� $��� !����3��&%���!8�� %&.���� �� �����!� � ��� %!�� � F��& �&���� �����$� ������&���)� @Φ0 = 0
B� ,� ���&������!&� �$��!��� $��� �����!�� :

γ = γ�Vf[�fq =
∫
p(z′)ejαzz

′

dz′

∫
p(z′) dz′

@R�KB

&� F ��� �� �&&��&���� �� ������" p ��!�����!�� �� ��%$" �� αz = 4π
λ

b⊥
R sin θ

� ,�� ������ �&���!(0��!&�� �� �� �&������ �&%$��7� @�!)��� � 0��!�" ���&������!&� ��%$&�����B �&�� ���� �� $��%!����%$� ��)�!)��� : γ = γ�Vf[�fq � 6! �&�� ���!�&�� �� ��� $������ �� �&%$��" ��� ���&������!&��!����/!������ �!%$��%��� �&%%� �� �&�ä�!��� �&�������� %���!$�!������ �� γ�Vf[�fq �
,� $��%!��� .$&���� �� 3�!�� ��� 8�� ��� ��&��� �������-���� $�� �� ���&������!&� �$��!���"��� �&��� �� ��$&��� ��%0�� �%��)�� ���� ���� $&!�� �!��� � �� $��� Φt � ,� �&������ �&%$��7�$��� �&�� =��� ���!�� :

γ�Vf[�fq =
∫

¤�qpsX p(z′)ejαzz
′

dz′ + σte
jΦt

∫

¤�qpsX p(z′) dz′ + σt

@R�QB

6! �&�� �7$�!%&�� �� �&������ �� /&��%� �����" �����(�! �����!�

γ¤ =

∫

¤�qpsX p(z′)ejαzz
′

dz′

∫

¤�qpsX p(z′) dz′
@R�RB


���� �&������ �� ��$��� ��&�!8��%��� $�� �� �� $&���!���!&� �! �� /&��%� ��� �����&!��� �&���� ����!�&��" �/�� σb =
∫

¤�qpsX p(z′) dz′ :

γ =
σ[(−→ω )ejΦ� + γ¤σ�(−→ω )

σ[(−→ω ) + σ�(−→ω )
@R��B

KuQ



×CMC �g�efpkcg

γ =
ejΦ� + σ��[(−→ω )γ¤

1 + σ��[(−→ω )
@R�wB

σ��[ = σb
σt
��� �� ��$$&�� �� ��!�����!�� �� ��%$ �!������ $�� ��� 0������ ��� ��!�����!�� ����%$ �!������ $�� ��� ��&���� 
� ��$$&�� $��� /��!�� ����� x @���� �� ��� &� ����� ��� ��&�����$&����� �� ��!�1�! @������ ��� 0������ ��$&������B
&��!���&�� ��&�� �� $���%���� t(−→ω )

t(−→ω ) =
σ��[(−→ω )

1 + σ��[(−→ω )
@R�ÖB

8�! $��� /��!�� ����� x �� K� ��&�� :
σ��[(−→ω ) =

t(−→ω )

1 − t(−→ω )
@R�vB

E!����%���" γ $��� �����!��
γ(−→ω ) = (1 − t(−→ω )) ejΦ� + t(−→ω ) γ¤ @R��B


���� �7$����!&� �&����$&�� � ���8���!&� $���%���!8�� ���� ��)%��� ���� �� $��� �&%$��7�"���!��� ��� �7���%!��� �� �&&��&����� γ¤ �� ejΦ� � �&�� �&���&�� Φ� ����)�%��� �� γ¤ 8�! ��$��������� ������ �� $��� �� &�$$!���
`6N (����	�X�
U<�<Ë OÉ½ÈÅ¿À

��$$��&�� $&�� ��!������ ��� .$&����� 3&���%������� 8�! &�� $��%!� �� �&�����!�� �� %&(���� :
� ,� &�$$!�� $��� =��� �&��!���� �&%%� �� /&��%� �����&!�� �&�� �� ��$&��� �� ��$���$�� �� �� $&���!���!&�� ,� ������ �� $��� �� �� &�$$!�� ��� Φb

" �� ���&������!&� �$��!������&�!�� ��� γ¤ �� ,�� ��&��� ���)!����� $�� ��� �� ���&������!&� �$��!���" ���� ��$&��� $��� =��� �&��!������&%%� ����� �!���� �� �� ���� $&!�� �� $��� !����3��&%���!8�� Φt�&�� ��/&�� ���!�� �� ������ �� $��� �� &�$$!�� � �� ������ �&���� hv : ���� �� ��� ����$�&1� �� ����!�� ��!3&�%� ��!/��� F" �&�� ���&�� :

zb − z1 =
1

αz
arg(I) =

1

αz
arg




z2∫

z1

ejαzze
2σz

cos θ0 dz


 @R�uB

 &�� ���!%�� �� ������ �&���� � $���!� �� ������ �� $��� Φb
�� &�$$!��" !� �&�� 3����&���-��� ��� �����!&� hv = g(h) ����� �� ������ �� &�$$!�� hv �� �� ������ �&���� h" �!��!8�� �� �&�ä�!��� �� $�������!&� σ � #��� �� $��%!�� ��%$�" �&�� ���&�� ��$$&��� ��� �&�����%��8������ �&����� $&�� ����!��� ��!�/���!&� �� �� 3&�=�� ,�� ���$�� �� ��!�/���!&� �&�� ��&�� �����!/����� :

� ,� $��%!��� ���$� �� ��!�/���!&� �&��!��� � ��$�������� ��� �&������� %&.������ ��� ��$������� ���� �� $��� �&%$��7�" �� ���������� �� ��)����!&� �!���!�� $&�� ��&�/�� �� ��)%����
� ��)%��� �&�$� �� ������ ��!�� �� ���7 $&!��� @1)��� R�QB� ,� $&!�� �� $��� $�&�� ��
KuR
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DEFG R�K � ��$��������!&� ���%��!8�� �� %&���� �!%$�!1� ��&���õ/&��%�

ei�t

����γ

����γ

DEFG R�Q � ��)����!&� �!���!�� �� ������!&� �� Φ[

���7� ���� $&�!�!3 ��� �� $&!�� ejΦt " �&��8�� ���7� ���� �&����$&�� �$��� ����&���)� � ��������� �� �����!� %&.���� �������  ���!���� ������� ����!����� �� ����0�� �&�� ����!�� �������� � ��� ������ h �&���� ������&�!�� ��� ������ hv = g(h) �� &�$$!���  &�� ����� ������ hv " �&�� ������&�� ��%&���� �� �� �&������" 8�! �����!� γv = | II0 |� �&�� ����&�� ����!�� �� $&!�� �� %&����
γv

8�! �� ��&�/� ��� �� ��)%���� P� ��� �&��� $�� ��!��������!&� �� ������ �� ��.&� γv �/���� ��)%��� @1)��� R�R � )����� ,�!��������!&� ��� �� $&!�� �&�)�B� 6! ���7 ����!���� �&���!�$&�!0���" ����� ����! 8�! ��� �� $��� $�&�� �� ���7���%!�� &$$&��� ��7 ��&��� 8�! ����&!�! @��� ������� &0���/��� �� $��/��� =��� ��$��!����� � �� ������ �� ������ �� $����� &�$$!�� ����B� ,� $&!�� �!��! ��&�/� �&����$&�� �� $&!�� γv � �&�� $&�/&�� �� ����!���!��! �� $��� Φb
�� �&��!������ ����)�%��� �� $&!�� �!��! ��&�/� @1)��� R�R � ��&!��B�� � $���!� �� �� $��� Φb

O �&�� ��%&��&�� � �� ������ zb �� ������ �� $��� �� &�$$!��$�� zb = 1
αz

Φb ��  �� �!������" $&�� ��8�� ������ h" �&�� �!�$&�&�� �� �� ������ �� &�$$!�� hv = g(h)"���$��� ���8���!&� R�u �&�� $&�/&�� �� ����!�� zb−z1 � z1 " �� ������ ��� ��&���" ��� 3&���!�$�� h− g(h)" �� 8�! �&�� $��%�� �����!%�� zb �
Ku�



×C×C {�p|sjnjp

ei�t

����γ

����γ

ei�b
�

γ

DEFG R�R �  &�� �� h ����!���" ������!&� �� |γv|" $�!� �� hv
� �� /����� �� h 8�! ��� 1����%��� �&!�!� ��� ����� $&�� ��8����� ��� ���7 ���!%��!&�� �!��(������ �� zb �&�� ��� $��� $�&����

U<�<� �ÈÅÇæ ¿ÀÄ >¾Ã¾å?½ÃÀÄ
,� $�!��!$� ��!�/���!&� $����$$&�� �� �&���!������ �� ����������!&� �� �� �� �����!&� ����� �������� �� &�$$!�� �� �� ������ �&���� �� ����0����� �� 8�! �&������ ����������!&�" �� ��$!��� $�������� � %&���� 8�� ����������!&� %���(��� ���!� ����/!�&� x�Q�- $&�� ��� $������� �� wQ ���" �� �� x�R�-�% $&�� ��� $������� �� QÖ���� ,� $��$��� ��� $�������� �.��� ��� >)�� $�&��� �� �� /!�)��!�� ��������" �&�� �/&�� �&!�!

σ = 0.3dB\m�
 &�� �� �����!&� ����� ������� ��� ��&��� �� ������� �&����" �&�� �&�� �&%%�� �$$�.�� ������ %������ ��������� $�� ��P��� ��� �� 3&�=� �� ��F�� $������ �� ��%$�)�� QxxK�  &�� �&�� ������%0�� �� $��������" ������ �&���� �� ������ �� ��&�� �&�� �!�$&�!0��� �� �&�� ��$������������ �� 1)��� R��� ,�P��� �!��!�)�� �� ������ �� ��&��� ���� 0����� �� �� ������ �� ��&������� 0������ /!/������ 6�� ��� $��!�� $&��!&� �� ��&�� �&�� �� ���� $�������� 8���8��� 0������%&����� ,��� �&%0�� ����� $�� ��ä��%%��� !%$&����� $&�� %&�!1�� �� ��$&��� ������&%�)��(�!8�� �� �� �&��� ��� ��&���" ����! �&�� �/&�� �&��!���� �&%%� ������ A�� ������ �� ��&������ 0������ /!/�����A� C�� �!%$�� �����!&� �ä�� ��� �&!�!� :

z1 = 0.8h− 4

hv = g(h) = 0.2h+ 4 @R�KxB

`6` ��	�V�U�	
U<U<Ë ]ÉÄÆÁ½¾½Ä ÄÆÃ ÁÀÄ ¿ÅèèÉÀÄ ç¾è¿À J

,� 1)��� R�w %&���� ��� !����3��&)��%%�� �� $&���!���!&�� G �� /D &0����� ��� �� ��%$�)��QxxK @%&�� H��B� P�� $��%������ �� �&������� !%%��!���%��� 8�� ��� ������� �� $���� &0������� $&���!���!&� G �&�� $��� 0�� 8�� ���7 &0����� �� $&���!���!&� /D� ,�� $�������� %��8����
Kuw
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DEFG R�� � '&���� �&!�! $&�� �� �����!&� ����� ������ �� ��&�� �� ������ �&����

���� ����� /��� !��!8���� ��� $�������� $������� ����0��� �� $��� �� Qx %������ ,�� $��������%��8���� ���� ����� �&�� !��!8���� ��� $�������� �� �&� ���,�� %=%�� $�������� $��/��� =��� ����&�/��� ��� �� ��%$�)�� �� Qxx� @1)��� R�ÖB� ,� F&����!����=�" �&%%��� ��7 ���7 ��%$�)���" � ��� ��������� �� �&!�� � ����� F&�� �&�� ���&�!������ ������� �� ������� 3&���!�� $�� ��P���" ��������� � $���!� �� �&����� &$�!8���� ,�!�/���!&���� ������� ��� �$$�!8��� � ��!%�)�" $&�� ���8������ ��� �&������� �&�� %&.������ ��� �&��� ��$�������� ,�� ��������� �� ����� !�/���!&� �&�� �� ���&�� �/�� ���7 �� ��P���� �!� ��!�/���!&� ��� ������ ��� �������� $�������� ��� !%�)�� �� �� ��%$�)�� Qxx�" �&�� ��>)���� �&���� ,� 1)��� R�v %&���� �� �������� �� ��!�/���!&� ��� ������� �� 3&���!&� �� ��>)� ���� $�������� �&�� �/&�� �)���%��� ��$������� ��� %������ �� ������� 3�!��� $�� ��P��� $&����� $�������� ��>)� �&���� 
�� %������ &�� ��� ��������� �� QxxK" �� 8�! �7$�!8�� 8�� �� ���&�� $�� ��� %=%�� $�������� 8�! �&!��� �&��!������ ��� �� 1)��� R�v� ,� ���&��" ��� ����������� ��!�/���!&� �&�� �&%$���0��� � ���7 �� ��P���� ,�� ������� ��%0���� =��� ��)���%��� �&��(���!%��� �&��8�� ��>)� ��)%����� P� 3��� �&��� 8�� ��!�/���!&� � ��� 3�!�� �� ��!�!���� �� %=%��&�ä�!��� ����������!&� ��� �&���� ��� $�������� @0.3dB\%B �� 8�! ����� /��!��%0��0��%��� $������!���� ,�� %������ �&�� &�� %&����� 8�� ����������!&� ���!� $��� 3�!0��� $&�� �� $������� �� $���/!�!��� @x�Q�-�%B� �� $&�� ��� ��������!&� $��� 3�!0��" ��� ������� !�/������ �&�� ��)���%���$��� )������ �� 8���8��� %������ ,�� ������ 8�! �&�� &0���/�� �&�� �&�� ���7 8�! �&�� ���������
U<U<� ]ÅçÆÄ½ÀÄÄÀ ¿Æ åÅ¿?ÁÀ >¾Ã Ã¾>>ÅÃ½ @ ÄÀÄ >¾Ã¾å?½ÃÀÄ ¿ÂÀè½ÃÉÀ

#� %��!��� )�������" ��� ��������� �� ��!�/���!&� �� �� %&���� �&�� $��� �&0����� 8�� ���7�� %&���� /&��%� �����&!��" $&�� �� ��!�&� �/!����� 8������ $����$$&�� $��� �� �&���!������� ��%!�!�� : ��������!&�" �����!&� ����� ������ �� &�$$!�� �� ������ �&�����

�$������" !� 3��� �&��� 8�� �� �&���!������ �� ����������!&� �� ��8�!��� $�� 0����&�$ ��$���!�!&�� �!��!" ��� !�/���!&�� &�� ��� ������� $&�� ��� ��������!&�� �� x�K �-�% � x�w �-�% ��

KuÖ
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hHvV

DEFG R�w � 
������ �� $��� �� $&���!���!&�� G �� /D ( 
�%$�)�� QxxK" P%�)� H��

��� �!�������� �� ������� �!��! ��&�/��� ���7������ $�� �� %�����
`6f �X��V�	�X�


� ��$!��� �&������ ��!���&����!&� ���� %&���� .0�!�� ��!�/���!&�� �$��� �/&!� $������� ����!%!���!&�� �� %&���� ��!�/���!&� $�&$&�� $�� 6��� 
�&��� �� �� %&���� �� /�)����!&� $�&$&��$�� ,� 5!�!&�" �&�� �/&�� $�&$&�� ��� �&�/���� �$$�&�� �� %&���!���!&� A.0�!��A" ������8����� 0������ �� 3��!���� �&�� ��$�������� $�� �� /&��%� �����&!��" 8�! ���%&��� ��� �&����� ��&���� 
���� �����!$�!&� ��� $���!���!���%��� ���$��� � ������� �� �� /�)����!&� A���!1�!����A@&%&)���B %������ �� 0����  � C�� %��&�� ��!�/���!&� ��������� ��� $�&$&���� ,�� ���������&0����� �&�� �� �� /��!���!&� �� ����� �&�/���� �$$�&�� ��� ��� �&����� ��'6�6 �� 0����  �&�� �� $��3�!�� ���8���!&� �/�� ��� %������ �����!� ��������� $�� ��P����

Kuv
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,� ������!&� �� �!0��� � ��!����!��� ����� 3&�=� ��$������� �� ��*�� %!�!��!�� !%$&������ #����� �����" ���%$�&! ��� 0����� 3��8������ $��%�� ��� $�������!&� �� ��&��� $��� !%$&������ ���!����!��� �� �&�/��� 3&����!��" �� $��%�� �&�� ����$���� ��� %�!������ ������!&�� ,� $�������!&��� ��&��� � ���/��� �� �&�/��� /�)���� 3�!� $���!� ����� ��%��!8�� �$$���� E� �� @E��!�)� �������!&�B� #��� �� ��$!���" ��� �&����� $&���!%���!8��� �� !����3��&%���!8��� �&�� ��!�!������ 0����  �� , ���� �� 0�� ���%��!&��� �� ������!&� ��� �!0��� �&�� �&�/����
f65 g�V��U8� T� VU ��8��U��X� �� �U�T� S
û<Ë<Ë OÉ½ÈÅ¿À

,� %��&�� �� A1����)�A �� �� /�)����!&� �&��!��� � ����!�� ��!�����!�� �� �� �!0�� �� ��!�(����!�� �&����" )�>�� ��7 $���%����� !�/����� �� �� 3&�=�� 
���� %��&�� ��� $�&$&��� ����
�6� �� 
�&���" Qxx�" 6� �� 
�&��� ��� 4!��!�%�" Qxx��� �&�� �/&�� /� �� $���)��$� K�R�K ������� $���!� 8�� �� �&������ ���� /&��%� �����&!�� �� ���� �&� �����!� :

γ(−→ω ) = ejΦ0(γ̃¤ +
m(−→ω )

1 +m(−→ω )
(1 − γ̃¤)) @��KB

P�! �&�� �&��!���&�� 8�� �� �!0�� ��� �� �!/��� �� �&�" �� �&�� ���!�&�� !�&��� �� �&���!0��!&�A�&�A &� A�!0��A �� �� �&���!0��!&� �� /&��%� �����&!��� #�� � $������ �&�� ���!%!�&�� ��� ���%��A�&�A �/�� �� ���%� A�!0��A�,�!�����!�� �&���� Σ(−→ω )
�����!� �&%%� �� �&%%� !��&������ ��� !�����!�� �� �� �!0�� �� ��/&��%�" �� 8�! $��� �����!��

Σ(−→ω ) = σv(
−→ω ) + σcible(

−→ω ) @��QB
σv

��� ��!�����!�� ��� �� /&��%� �����&!��" �� σcible ��� ��!�����!�� �� �� �!0�� �.��� ��0! ����(������!&� ��� �� /&��%�� 
�� ���7 !�����!��� $��/��� �/��������%��� �����!�� �� 3&���!&� ���%���!��� �� �&������ : σv = −→ω †Tv
−→ω , σcible = −→ω †Tcible

−→ω#��� ���8���!&� ��K" m(−→ω ) ��$������� �� ��$$&�� ����� ��!�����!�� �� �� �!0�� �������� ���� /&��%� � 6! �&�� ���!�&�� �&�� �����!�� �� 3&���!&� ��� %���!��� �� �&�������" $&�� ���$&���!���!&� �&���� �&�� �/&�� :
QxK
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m(−→ω ) =
σcible(

−→ω )

σv(
−→ω )

@��RB
#� ���8���!&� ��K" �&�� $&�/&�� !�&��� m(−→ω ) $&�� &0���!�

m(−→ω ) =
ejΦ0γ¤ − γ(−→ω )

γ(−→ω ) − ejΦ0

@���B
�� !�&���� �� �&���!0��!&� �� �� �!0�� � ���!�� ��� �8���!&�� ��Q �� ��R" �&�� &0���&�� :

σcible(
−→ω ) =

m(−→ω )

1 +m(−→ω )
Σ(−→ω ) @��wB

�� ��%$��I��� m $�� �&� �7$����!&� ��� ���� ��w" ���7$����!&� $��%������ �� ����!�� ��!����(�!�� �� �� �!0�� �� 3&���!&� �� ��!�����!�� �&���� �� ��� $���%����� �� �� 3&�=� ��� :

σcible(
−→ω ) =

ejΦ0γ¤ − γ(−→ω )

ejΦ0γ¤ − ejΦ0
Σ(−→ω ) @��ÖB

 &�� �$$�!8��� �� 1����)�" !� 3��� ��$���/��� ���!%�� ��� $���%����� Φ0
�� ������ �� �&�"�� γ¤ �� �&������ �� /&��%�� 
��! $��� �� 3�!�� � ���!�� �� �� %��&�� ��!�/���!&� $�&$&����� ��$!��� K �� ����� $���!�� P�!" �&�� �/&�� �&!�! ����!�!��� ��� $���%����� Φ0

�� γ¤ !���� ����!�/���!&� $�&$&��� �� ��$!��� R�
û<Ë<� �>>ÁÇ=¾½ÇÅè

DEFG ��K �  &�&)��$!� �� ��!���� !������� ���� �� $������� �� $��� >)��

6�� ��� $����� wxw �� wx�" ���7 �!0��� �&�� ������ ���� �� $������� �� $��� /!�!��� @��0����� wQ ���B� P� ���)!� ���� ��!���� %�����!8�� �� Q�QR % ����=��" !����!8�� � ���7 ��!�!��� $&��������&���)� @1)��� ��KB" �� ���� ��%!&� 0����� ,�!%�)� $&���!%���!8�� !�!�!��� �� ����� $���������� �&���� 1)��� ��Q � )����� ,�!%�)� �$��� �� 1����)� $�&$&�� ��� �&���� � ��&!���  &�� ���!%����� �&������� �� ��� $���%����� �� 3&�=�� !�/�����" �&�� �/&�� ��!�!�� �� 3��=���)� ����� �� ��!���Kx�
QxQ



cCMC �ksjfnre oe sn ��r�jnjkcg eg �ngoe �

DEFG ��Q � P%�)� !�!�!��� @0���� ,B" $�!� !%�)� &0����� �$��� %��&�� �� 1����)� �� 
�&���"��!�!���� ��� $���%����� �� 3&�=�� !�/����� �� %&���� .0�!��

f6N g�V��U8� T� VU ��8��U��X� �� �U�T� 7
û<�<Ë OÉ½ÈÅ¿À

#��� �� %��&�� 8�� �&�� $�&$&�&�� !�!" �&�� �!��!�)�&�� �� ��� &� �� �!0�� ��� $������� ����� &� �� �!0�� ��� �0������ �� ���0����� �� �!0�� �����" ��!�����!�� �� ��%$ �&��� ����&�!����
Σ ��� �� �&%%� �� ��!�����!�� ��� 0������ σb �� �� ������ ��� ��&��� σt �

Σ = σb + σt
@��vB�� $������� ����� �!0�� �&�� ��!�����!�� ��� σ���qX " ��!�����!�� �&���� ��/!��� :

Σ = σb + σt + σ���qX @���B
 &�&��

α1(
−→ω ) =

σt + σ���qX
σb

�� α2(
−→ω ) =

1

σ��[(−→ω )
=
σt
σb

@��uB
�� �&%0!���� ��� �8���!&�� ��u �� ���" ��!�����!�� �� �� �!0�� $��� =��� ����!�� �� ��!�����!���&���� $�� �� �����!&� :

σ���qX =
α1 − α2

1 + α1
Σ @��KxB

�&�� �/&�� � ���!%�� ��� $���%����� α1
��� α2 � 
��� $��� =��� 3�!� $&�� ��8�� $&���!���!&�−→ω )�>�� ��7 �8���!&�� R�v �� R�� :

αi(
−→ω ) =

γi(−→ω ) − ejΦ
i
t

γive
jΦi

b − γi(−→ω )
i ∈ {1, 2} @��KKB

#� %��!��� $���!8��" $&�� ��8�� $!7�� �� �&������ γi ��� �������� �!��! 8�� ��� $���%��������&�!�� � ��!�/���!&� �� ��)%��� (Φi
b,Φ

i
t)
�� ��!�!���� ���7 �&���� �� %&.����)�� �!������� �

QxR
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 &�� ���!%�� α1

" �� $��%!�� %&.����)� ��� 3�!� �� ��!�!���� ��� 3��=��� ������ �� Kx ×10 $!7���"&� ��� �����!��&�� !������� ���7 �� �� �!0�� �/���������  &�� ���!%�� α2
" �� ���&�� %&.����)� �$&�� 0�� �����!%�� ��� $���%����� �� �� 3&�=� �� ���0����� �� �!0��� #��� �� ��� ��� �����!��&����!�!��� $&�� �������� �� �&������ �&�� �&!�!� ���&�� �� $!7�� ���� ��!������� ,�� ���7 �.$�� ��3��=���)�� �&�� ��$�������� ���%��!8��%��� ��� �� 1)��� ��R�

DEFG ��R � �����!��&�� @�� 0����B ��!�!��� $&�� �����!%��!&� �� α1
@� )����" Kxx �����!��&��B�� α2

@� ��&!��" uÖ �����!��&��B

û<�<� �>>ÁÇ=¾½ÇÅè

���� 3&!�(�!" �� �&�� ��� $����� wx� �� wxÖ 8�! �&�� ��!�!���� �� 0����  ��� �� %=%� $��������,�!%�)� $&���!%���!8�� !�!�!��� @���� ���!��%���B �� �� $������� ��� �&���� ��� �� 1)��� ��� �)����� �&�� �&�����&�� !%%��!���%��� 8�� ��� ��� !%�)�� 0����� @1)��� ��Q � )����" �� 1)������ � )����B" ��� �!0��� �&�� %&!�� /!�!0��� �� 0����  8���� 0���� ," 0!�� 8�� �� $�������!&��� ��&��� �&!� $��� !%$&������ �� 0����  8���� 0���� ,�,�� �!�������� %��&��� �� 1����)� �&�� �$$�!8���� ��� ����� !%�)� : �� $��%!��� ��� ��%��&�� $�&$&��� $�� 
�&��� @1)��� ���(�B" $��� ���$��� � �� 0���� ," �� �� ���&��� ��� &0������� �$$�!8���� �� 1����)� �7$&�� ���� ����� ����!&� @1)��� ���(0B� 
���� ����!��� %��&�� �&���!�! �� %�!������ ��������� �� ���%� �� �&������� ����� �� �!0�� �� �� /�)����!&��

f6` ú����	 U��V�X�U��X�	 WX		��V�	 T� VU T������X�
û<U<Ë �è¾Á�ÄÀ ¿À Á¾ =ÇçÁÀ Àè >ÅÁ¾ÃÇåÉ½ÃÇÀ

6�!/��� �� $&���!���!&� �&!�!�" �� �&������� &0���� ����� ��� �!0�� �� �� ����� �� ��!%�)� ������ $�� �� %=%�� C� �����!)��%��� � $�!&�! ��� �� �&%$&���%��� $&���!%���!8�� �� �� �!0��$��� 0!�� �S� �&�� �!��� � �������� ����� �!0��� ,� ����!8�� �%$�&.�� ��� �� ����!8�� �����!8���$$���� A&$�!%!���!&� �� �&�������A" ����!�� ���� �,� '� �&/�J" KuuR" 5!�!�(6���!���" Qxxx0��6&!� Tcible �� %���!�� �� �&������ �� �� �!0��" �� Tforet �� %���!�� �� �&������ $&�� �� 3&�=�� &�� �� %����!�%� $&���!%���!8�� �&��� −→ω " �� $�!������ ��� � �� 3&�=� �����!� −→ω †Tforet
−→ω "�� ����� ��� � �� �!0�� −→ω †Tcible

−→ω � P� ���)!� �&�� �� ��&�/�� �� $&���!���!&� −→ω 8�! %�7!%!�� ����$$&�� :

max

{ −→ω †Tcible
−→ω

−→ω †Tforet
−→ω

} @��KQB
,� /������ −→ω �&���!&� �� �� $�&0��%� ��&$�!%!���!&� ��� �� /������ $�&$�� ���&�!� � �� $���)����� /����� $�&$�� �� �� %���!�� T−1

foretTcible �
Qx�



cC×C z|jfep nl�skcfnjkcgp icppk�sep oe sn o�jehjkcg

a)

b)

DEFG ��� � P%�)� !�!�!���" �B �$��� �� %��&�� �� 1����)� A/&��%� �����&!��A" 0B �$��� �� %��&���� 1����)� A/&��%� �����&!��õ��&���A

6�� �� 1)��� ��w" ��� /������� −→ω &�� �!��! ��� �������� �!��! 8�� ��!%�)� ��!�����!�� �����������,� %���!�� Tforet � ��� ���!%�� ��� �� $������� ���!���" �� %���!�� Tcamion � ��� ���!%�� ��� ��$!7�� �� ��%!&� ��!(%=%�" �� $&�� �� %���!�� �� ��!���� �&�� �/&�� $�!� �� %���!�� �� �&��������&�!8�� �� ��!���� @%���!�� �/�� �� ���� ���%��� �&� ��� �� $��%!��� $&�!�!&� |hH + vV |2B�

trièdre camion

DEFG ��w � P%�)� &0����� ���� �� $&���!���!&� �� �&������� &$�!%�� � )���� $&�� �� ��!����" ���&!�� $&�� �� ��%!&� @0����  B

ð¹ Û·¯·Ô�®¯¹ ¹®¯°Û´¹ ¹ Î°²¯´® Û·Ð ² ³°®¯·Ð®¹ ´®¶¯¹ÐÐ·® ¹®¯¹ ¸¹Ð ³´ë¸¹Ð ¹®¸· Î°¯�®ý � ¹ ¹®� Ð° ¹Ð®´Ô·®´° Û°²¯ �®¯¹ í·ë¸¹ Ð²¯ ¸· Î°¯�® ¯¶³¸·Ô¹ ² Ô°á¹·Ý¹Ð²4Ð·ÔÔ¹® ´ÔÛ°¯®·®" ��&�� 8�� �� %=%� %&.����)� $��� ��!�3&�%��!&� ��� �� �!0��� 
�$���%���� ��� �&�� $�� $��%!� ���%��!&��� �����!%��!&��
Qxw
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û<U<� aÇRè¾½ÆÃÀ ½Àå>Ä1ùÃÉÊÆÀè=À ¿À Á¾ KÉRÉ½¾½ÇÅè

�&�� �/&�� �� ��&����!&� �� /&!� � $���!���� ��$�!��� @  ���!� K 
�$!��� �"  ���!� R 
�$!��� QB 8�� ��� �!���!0��!&�� ��%$�(3��8����� �� �� 3&�=� ��%0��!��� �/&!� �� �&%$&���%��� ��&�!8���,� �!���!0��!&� ��� �!0��� ������ 8���� � �����" $��������� �� ��������� $��� �����%!�!���� 6�� ��1)��� ��Ö" �&�� �/&�� ��$������� $���!���� �!���!0��!&�� ������)!� ���� �� $��� ��%$�(3��8�����"�� $&���!%���!�� #��7 �!���!0��!&�� �&�� �!�$&�!0��� $�� $!7�� : ��� �!���!0��!&� $�� �������!����3��&%���!8��� 
�� �!���!0��!&�� &�� ��� ��������� �� ��!�!���� ��� 0����� �����!/�� �� Rxe"�1� �� �� $�� $����� ��&$ �� ���&���!&� �$��!���� �!��!" ��� �!���!0��!&�� ��%$�(3��8������ ����(�!/�� ��7 �!0��� ������ �&�� A&%&)����A $&���!%���!8��%��� ���� �� $��� ��%$�(3��8�����" ������F ��%0��0��� ����� ��� ���7 /���� � �&�����!&" �&�� /&.&�� 8����� 3����� ����%� $������� ���&%$&���%��� $��� �����&!�� �� $��� �!���%0��0�� ����� ��� ���7 /���" �� �� %=%� %��!��� 8����$!7�� �� 3&�=� 8����&�8���

DEFG ��Ö � P%�)� 1�����" �!)������� ��%$�(3��8������ $&�� ��� $!7��� �!������� @0����  B" $&����� ���7 /��� !����3��&%���!8���� �&�)� : Gõ/D" D��� : G(/D" -��� : Q D

�&�� $&�/&�� �&�� ��$���� ·T°²®¹¯ ² ³¯´®�¯¹ ®¹ÔÛÐâÎ¯¶Ñ²¹³¹ Û°²¯ ¸· Û¯¶Ð¹³¹±Ò²¹ ³´ë¸¹ý P�!" �&�� �/&�� �&!�! �� �������� ��� �!%$�� �!������ ����� ��� ���7 �!���!0��!&�������!/�� � ��8�� �������� �� ��1�!����� ���7 /������� �&������� �&�� ��� �����!��&�� ��%$�(3��8������ $&�� ��&!� $&���!���!&�� �� 0���"
QxÖ
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~k1 =




k1 ¡¢�¤£(f1, θ1)
k1 ¡¢�¤£(f2, θ1)���
k1 ¡¢u¤£(fi, θj)���
k1 2¡£(fn, θn)




, ~k2 =




k2 ¡¢�¤£(f1, θ1)
k2 ¡¢�¤£(f2, θ1)���
k2 ¡¢u¤£(fi, θj)���
k2 2¡£(fn, θn)




@��KRB

�&��� $���%���� �!������ d �����!� �&%%� �� �!%$�� �!������ ����!�!���� ����� ��� /�������
~k1
�� ~k2

: d = ‖ ~k1 − ~k2‖� ,&��8�� ��� �!���!0��!&�� ����)��!8��� �&�� ��%0��0��� ����� ��� ���7/���" �� $���%���� � ��� $��!�� �&�� �/&�� �$$�!8�� �� �������� �� 1����)� $�������� @1)��� ���(0B �� %��8�� 8�! �� �&����/� 8�� ��� 10% �� $!7��� 8�! $&������� �� $��� $��!� $���%���� d� ,��������� ��� 3&���! ��� �� 1)��� ��v(��
û<U<U �ÃÇ½?ÃÀ ÄÆÃ Á¾ >È¾ÄÀ Å>½Çå¾ÁÀ

,� ������ ���&�!�� �� %����!�%� $&���!%���!8�� &$�!%�� $��� =��� �������� ��� �&��� ��!%�)���&�� ��$$&�&�� 8�� ����� $&���!���!&� &$�!%��� ������!&��� �� �!0�� 0�!������ �/��������%���$�������� ,� ������ ���&�!�� �&!� =��� $�&�� �� F��& �! �� �!0�� ��� �!���� $��� �� �&�� #��&�/���" � $���!� ��� ��������� �� 1����)� �&��� 1)��� ���(0" �&�� �/&�� �$$�!8�� �� 1���� $&���� �&����/�� Ñ²¹ ¸¹Ð ³´ë¸¹Ð ±°® ¸· Ï·²®¹²¯ ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹ °Û®´Ô·¸¹ ¹Ð® Ð´®²¶¹ ¹®¯¹
â» ¹® » Ô�®¯¹Ðý ,� �������� ��� 3&���! ��� �� 1)��� ��v(��

c) d)

DEFG ��v � P%�)� 1�����" �B%��8�� �$$�!8�� ��� �� ��!���� ��%$�(3��8�����" �B %��8�� �$$�!8����� �� ��!���� �� $��� !����3��&%���!8�� A&$�!%���A

f6f ���8��� T�	 YU�		�	 UVU���	 �� W��	W������	
û<û<Ë JÃÇÄÀ Àè =Åå>½À ¿ÂÆèÀ =ÇçÁÀ ¿¾èÄ ÁÀ åÅ¿?ÁÀ ��aO�

�1� �� %!��7 �&%$������ ��&�!)!�� ��� 3������ ����%�� 8�! ��%������ �$��� 1����)�" ��!����(�!&� ����� �!0�� � ��� $�!�� �� �&%$�� ���� �� %&���� �&����� 
�6'�� P� ���)!� �� �����%!��� �!��� ��0&��� ����� �� �!0�� �� ��� ��0��� $�&��� $��/��� =��� � ��&�!)!�� �� 3������ ����%�� ����
Qxv
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�� /&!�!��)� �� �� �!0���

#��� �� $��%!�� ��%$�" ����� �&�� ��� �$��� %�����!8�� 8�! � ��� !������ ���� �� 3&�=�" ����� �$��� $&����� �� %=%� �&%$&���%��� $&���!%���!8�� 8�� �� ��!���� %�!� �&����!��%��� � ��!"����� $�� �!����!/�� 6! �� �$��� �� ����0�� �&�� �&��!����� �&%%� ����� �� F&�� �&!���!�� ���� ���������" ���� �&�$��)� %����� $��� =��� ��)�!)�� 
���� .$&���� ��� ��!�&���0�� �! �� �!����������� ��� ���7 &0*��� ��� $��� )����� 8�� 2λ� #��� �� ���" �&�� ���/&�� 0��&!� 8�� �� �!�)��%%��� ��.&���%��� �� �� �!0��" 8�! $��� =��� &0���� $�� �� �&�� �� ������ &� 0!�� $�� ��� %������� ��%0�� ����&�8��� &�� �� �!0��" �&�� ��� %����!�%�� ��$�������� 1)���� Q�Q �� ��� &�� ��� �&��!������
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QKK



bcghs|pkcg r�g�fnse ej iefpiehjk�ep
³Ï°´ê ±¹ ¸· ¸´Ý¹ ±¹ ë·Ð¹ ´®¹¯Î¶¯°Ô¶®¯´Ñ²¹� 6&� �&!7 �&!� =��� �� �������� ���� �&%$�&%!���H��! : �� �!)�� �� 0��� �&!� =��� ��ä��%%��� $��!�� $&�� 8�� ��&$�!%!���!&� �� �&������ � ������ %����!�%� �&!� ��� �$$�&�� /��!��" �� ��ä��%%��� )����� $&�� �� $�� �� ����&�/�� �/����� ������� ���%0!)���� ��&$ )������ $�� ��$$&�� ��7 ������� ��� �!0��� �&��!������ �� �&����� $���!�!&�� %��/�!��� ��� ��� %������ �� $�����#� $&!�� �� /�� �� %&.����)�" ��� �$$�&�� &�!)!���� � ��� $�&$&���" 8�! �&��!��� � ��!�!����&%%� $&$����!&� ����!��!8�� ��� $&$����!&� ���� �� �&%�!�� ���� @ ��%$�(3��8�����B � �� $�������� %&.����)� ���� �� �&%�!�� �$��!�� �����!8��%��� ��!�!��� ,�� ��������� �&�� ���&���)������� ���%� �� 8���!�� ��!%�)�� 6�� �&� !%�)�� 6�� �� 0���� L" ��� 0����� �� 3��8������ ����)���!��� �&�� $�� ��������" �� ��&��!� ��%$�(3��8����� �!�� �!ä�!��%��� � �� ��������!���!&��� �!0���� ,�� �&�ä�!���� ��%$�(3��8����� �&�� ��!�!��� �� ���� 8�� $&$����!&� ����!��!8��� 
�����$$�&�� %��!����!� ��$������ ��� ����.�� ����!��!8�� $��� $&����� ��� ��������!��!8��� �� �����$&$����!&��  �� �!������" �� 8����!&� �� ³Ï°´ê ±¹Ð Û·¯·Ô�®¯¹Ð ±Ò°±¹¸¹®®¹ ����� &�/���� : !�3�����!� �&�)�� � ��&�/�� ��� ��!����� $&�� �&!�!� ��� $���%����� �� %!��7 �� ¹ô´Ð·Ý¹¯ ²®¯·´®¹Ô¹® ¹ °±¹¸¹®®¹Ð �·±·Û®·®´ô¹Ð�" ����� � �!�� &� ��� $���%����� ��&�������� ����!��������%!��� ��!/��� �� ��!���� ��1�! ��$������ �� �� �!0�� �&��!��������1�" ����)&�!�%� ��&$�!%!���!&� � ���7 /������� $��� ���&�� =��� �$$�&�3&��! ���� �� �������� �!0��� �����%!�!����" ¹ Û¯°Û°Ð·® ±Ò·²®¯¹Ð ³°®¯·´®¹Ð ¹®¯¹ ¸¹ Ô¶³·´ÐÔ¹ Û°¸·¯´âÔ¶®¯´Ñ²¹ ·ÐÐ°³´¶ ó ¸· Û¯¹Ô´�¯¹ ·®¹¹ ¹® ¸¹ Ô¶³·´ÐÔ¹ ·ÐÐ°³´¶ ó ¸· Ð¹³°±¹ ·®¹¹"�&����!���� �!�������� �� �� �!%$�� �&����!��� ���)��!��� ,� �&����!��� $�&$&��� ��$����� �!���(��%��� �� �� %&���!���!&� ���/��������� �����!&�� �7!����� ����� ��� ��$&���� ���� �!������ $&����������� Q� 
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&�%& $��%�����!� ���%��!&��� ������.����� �&����� !����3��&%���!8����  &�� ����" !� ����!� �)���%��� �������!�� ��°Û®´Ô´Ð¹¯ ¸¹ ¸°Ý´³´¹¸¹ ®¹ÔÛÐ ±¹ ³·¸³²¸���1�" ���� �� ����� �� �� ������!&� �&�� 3��!���)�" ��!����=� �� �� $&���!%���!� � 0!�� ���
QKQ



��%&���� $&�� ���%��!&���!&� �� �� ������!&�� '�!� �� �!�$&�!�!&� �� �&����� $&���!%���!8����� �&!� $�� 3�!�� &�0�!�� 8�� �������� &��!�� �&�� �!�$&�!0��� $&�� �%��!&��� ���&�� ��� $��3&�(%������ ,�����.�� ��%$�(3��8����� ��� ���� �� ��� &��!��� ���&�� �����(�(!� � %!��7 ³°ÔÛ¯¹±¯¹¸· ·®²¯¹ ³Ï·°®´Ñ²¹ ±¹Ð ¯¶Û°Ð¹Ð ®¹ÔÛÐâÎ¯¶Ñ²¹³¹ �� � ��&�/�� ��� ��!����� $���(=��� $���$��3&�%����� �&�&�� $�� �!������ 8�� ¸· ¯¶Ð°¸²®´° · ² ´ÔÛ·³® ®¯�Ð ´ÔÛ°¯®·® Û°²¯ ¸·±¶®¹³®´° ±¹ ³´ë¸¹ : �� ����� $�� 3&���%��� �� ��!�!���� ��� 3��8������ ��� $��� 0����� 8�� ��&���������� �� %!��7" $�!�8�� �&�� �/&�� /� 8�� �� ������!&� ���!� $��� �!ä�!�� �/�� �&� �&����� ��0����  8���� 0���� ,� #�� ������ ������� � 3�!�� 8���� �� ³Ï°´ê ±¹ ¸· Î¯¶Ñ²¹³¹ ó ²®´¸´Ð¹¯Ñ²´ ±¶Û¹± ±¹ ¸Ò·®®¶²·®´° ±¹ ¸· Î°¯�® �� �&�� ����� ����� �� �� ����!��� #� �&�/�������%$�)��� �� %����� 3�!��� �� 6���� ���� �� ����� �� E� �� ���&�� �� %&.�� �� $&����!/����� ���/��7�  �� �!������" �&�&�� 8�� ±¶®¹³®´° ¹® ¯¹³°·´ÐÐ·³¹ ³°T°´®¹Ð ±¹ ¸· ³´ë¸¹ ¹Û°²¯¯°® ô¯·´Ð¹Ôë¸·ë¸¹Ô¹® Ð¹ Î·´¯¹ Ñ²Ò¹ ²®´¸´Ð·® ±¹Ð Î¯¶Ñ²¹³¹Ð ±´ ¶¯¹®¹Ð�

? ? ?

 &�� �&������ ��� ��� $���$���!/� $��� ��&!)��� �� ����� ����" �&�� $&�/&�� �!��� ���7�%$���� ������.�� �� �� )���� �� �� �� ��!)� @�!������%��� ��� >)�� �� )���!���" �&$&)��$!� ��� )�����"���B� 
� �&%�!�� �%��)� ��*&�����! ��  &�P�6��" �� !� 3����� !%�)!��� �� ���&�� ��� �$$�&����!��������� �� ���� �� %!�!�� $&����� ��� ��������!��!8�� 8�! ��� $�� ��� �0&���� ���� ��������� 8�! ��� ����� ��� ���� 3&���� ����!����  ���(=��� ������.�� �� �� )���� �� %!�!��7 )�)����!� �=��� ��$$�&��� �� �����!�� ���/��7 �����$�!� ���� �� �&%�!�� &$�!8�� �� $&���!%���!� @$&�� �����!��%��� ���%$!��%��� �� �&���� �� $��%!��!/!��� �� ���$�!������ �!/�����B�  ��%! ��� �������&%�!��� $�&%�������" �!�&�� ���&�� �� ������!&� ��� ��$$�� �� $���&��" �� �� )������!���!&� �������!8���  &�P�6�� �� ��� �� %������ 0!����!8���� ,� ��%$ ���$$�!���!&�� �� ��!�/���!)��!&����/!��)��0��� ���� �� �&%�!��  &�P�6�� ��� �� �&���� 3�I&�� ���� �!�� �� 0����&�$ �� �&%�!���������� � �7$�&����
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ú65 gX���V�	 T�	 �[U�8�����	 T� �U	� T� WXVU��	U��X�
0��� GD 0��� ��  ���!

%���!�� ���!���!&� S =

(
S¡¢ S¡£
S¤¢ S¤£

)
S#$ = P tS¢£P K = 1√

2

(
S¡¢ + S¤£ S¡¢ − S¤£
S¤¢ + S¡£ i(S¡£ − S¤¢)

)

/������ ���!���!&� s =




S¡¢
1√
2
S¡£
S¤£


S#$ = UL S¢£ k = 1√

2




S¡¢ + S¤£
S¡¢ − S¤£

2S¡£

 k#$ = UPk¢£

%���!�� ���&������ J =

(
J11 J12

J21 J22

)
J#$ = ULJ¢£U †

L T =

(
T11 T12

T21 T22

)
T#$ = UPT¢£U †

P

�&�ä�!������ �&�����(�!&��
γ =

ω†
1J12ω2√

ω†
1J11ω1

√
ω†

2J22ω2

γ =
ω†

1T12ω2√
ω†

1T11ω1

√
ω†

2T22ω2

UL =
1

1 + ρρ∗



e−2jξ

√
2ρe−2jξ ρ2e−2jξ

−
√

2ρ∗ 1 − ρρ∗
√

2ρ

ρ∗2e2jξ −
√

2ρ∗e2jξ e2jξ




UL =




1
2(cos 2τ + cos 2φ− j sin 2φ sin 2τ) 1√

2
(sin 2φ+ j cos 2φ sin 2τ) 1

2(cos 2τ − cos 2φ+ j sin 2φ sin 2τ)
1√
2
(j sin 2τ − sin 2φ cos 2τ) cos 2φ cos 2τ 1√

2
(sin 2φ cos 2τ + j sin 2τ)

1
2(cos 2τ − cos 2φ− j sin 2φ sin 2τ) 1√

2
(− sin 2φ+ j cos 2φ sin 2τ) 1

2(cos 2τ + cos 2φ+ j sin 2φ sin 2τ)




UP =
1

2(1 + ρρ∗)




2 + (ρ2 + ρ∗2) ρ∗2 − ρ2 2(ρ− ρ∗)
ρ2 − ρ∗2 2 − (ρ2 + ρ∗2) 2(ρ+ ρ∗)
2(ρ− ρ∗) −2(ρ+ ρ∗) 2(1 − ρρ∗)


 @���� �� ��� �!%$�!1� &� ξ = 0)

UP =




1
2 cos 2τ −j sin 2φ sin 2τ j sin 2φ sin 2τ

0 cos 2φ sin 2φ
j sin 2τ − sin 2φ cos 2τ cos 2τ cos 2φ




P =
1√

1 + ρρ∗

(
1 −ρ∗
ρ 1

)(
ejξ 0
0 e−jξ

)

QKv
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~k = A~s

~s = A†~k

A =
1

2




1 0 1
1 0 −1

0
√

2 0




T = ACA†

UP = AULA
†

ú6` 7U�U�\���	 T� ������

T =




2A0 C − iD H + iG
C + iD B0 +B E + iF
H − iG E − iF B0 −B




K =




A0 +B0 C H F
C A0 +B E G
H E A0 −B D
F G D −A0 +B0




M =




A0 +B0 +A C + I H +N F + L
C − I A0 +B +A E +K G+M
H −N E −K A0 −B −A D + J
F − L G−M D − J −A0 +B0 −A




ú6f 7U�U�\���	 T� Va�VV�W	�

−π
4
≤ τ ≤ π

4
, 0 ≤ φ ≤ π

ρ =
tanφ+ j tan τ

1 − j tanφ tan τ

tan 2φ = 2
<ρ

1 − |ρ|2

sin 2τ = 2
=ρ

1 + |ρ|2

<ρ =
cos 2τ sin 2φ

1 + cos 2τ cos 2φ

=ρ =
sin 2τ

1 + cos 2τ cos 2φ

P = A

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)(
cos τ j sin τ
j sin τ cos τ

)(
e−jα 0

0 ejα

)

QK�
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,�� �&���!&�� ��&$���� �&�� ��� ��!/����� : ScxY ���!)�� �� �&�ä�!��� �� ����&�!���!&� �&%($��7� ®Ï¶°¯´Ñ²¹ �� �� �!0�� A � A" ZcxY �� �&�ä�!��� �� ����&�!���!&� �&%$��7� Ô¹Ð²¯¶ �� ���!0�� A �A " $&�� �� ����� �� �����%!��!&� 7N :N ��� �� ����� ���%!��!&�" 7 ��� �� ����� �� ����$�!&��
,�����&���)� $&���!%���!8�� $�&$&�� $�� 
��!�� 5!�!�(6���!��� � ������� ��� 3�!� ��� .($&����� ��!/����� :
� !� ��$$&�� 8��!� �7!��� ��� �7�������� !�&���!&� �� $&���!���!&� ����� ��� �����7 $&���!%�(��!8��� @ Rx�-B
� P� ������� �� ����&���)� �����!3 $�� ��$$&�� �� ����� G O �����%��� �!�" !� 3&���!� ���R ���%�� : S��

S�� " S��S�� " S��S�� �� �%$�!���� �� �� $���� ,� $��� �0�&��� �� S¡¢ ����� $�������%!����,�����&���)� ��$��� �� �.$� �� ��%&�����!&� ��&$�� :
� ³·Ð º ÿ ��%&�����!&� ����&)!8�� @��� ����� ��$�!8�� ���$��� �� ������ �� �� 3�����B
� ³·Ð Ó ÿ ��%&�����!&� ��%��!8�� @$���!���� ��$�!8��� ���$���� � ��8�� ���� �!������B

�<Ë<Ë iÂ¾ÇÃÀ ¿À ÃÉùÉÃÀè=À
,��!�� �� ��3������ @&� �!�� ������&���)�B �&��!��� ��� �!0��� ����&�� A$&���������A� ,�� �!0�������&�� $&��������� �&�� ��� ��!/����� :
� $���!���� ��!����� ��$���!� �� �!������ @> 3

B"
� ���7 �!����� :
� �� �!���� !���!�� �� QQ"w ��)��� $�� ��$$&�� � ��&�!F&����� @$&�� �� ������)� �� �!�������� $&�� �� ���&���!&� �� ���%0!)���� ��� �� �!)�� ��� ���%�� �&����$&��!���B
� �� �!���� !���!�� �� �w ��)��� @$&�� ������&���)� �� �%$�!���� �����!/�B,�� �&�ä�!���� ������&���)� �&�� �������� � $���!� �� ���!�� �� ��3������� 
�� �&�ä�!����$��%����&�� ������&���� ���!�� �� ��3������ �!��! 8�� ��� ������ �!��� %������� ���� �� 3&�����

�<Ë<� �½½ÉèÆ¾½ÇÅèÄ ¾>>ÁÇÊÆÉÀÄ ÄÆÃ ÁÀÄ KÅÇÀÄ ¿ÂÉåÇÄÄÇÅè � À½ _
P� �� $��� 8�� $&�� ��� ��!�&�� �� �&%%&�!��� �� %����� ��� ��������!&�� �!�������� �&!����$$�!8���� ��� ��� /&!�� ���%!��!&� G �� D" �&�� �� �� %����� �� ��!%�)� �� ��3������ �� �&�� �� ��%����� ��� ������ !%�)��� 
�� ��������!&�� �&!/��� =��� �&��!)��� �/��� �� ��%����)� �� �&���$�&������ ������&���)��

QKu
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�<Ë<U ]À=¾Á¾RÀ Àè ¿ÇÄ½¾è=À ¿ÀÄ û Çå¾RÀÄ È�P È_P K� À½ K_

,�� ������� �/��� ��%&�����!&� $�&/&8���� ��� ��������!&� �� �!������ ��� � !%�)�� G "/G" /D �� D�  &�� ������� ��� !%�)�� ��� ���� $�� ��$$&�� ��7 ������ :
� $&�� ���!�� �� ��3������ : &� ��!�!�� �&%%� ��3������ �� �!���� !���!�� �� QQ"w ��)��� @��� !���.&��� �� 3�I&� �8�!/������ ��� ��� � �����7 �� �����%!��!&�B
� $&�� ��� ������ �!��� @���&�!��� � ����� �!�� �� ��3������B : &� $���� �&%%� ��3������ ����&���� $&�������� 8�! ��.&��� 3&���%��� ��� ��� 8����� �����7 $&���!%���!8����

�<Ë<û �ÅÀ4=ÇÀè½Ä ¿ÂÉ½¾ÁÅèè¾RÀ
,� �&�ä�!��� ������&���)� ������ �� ����� 7N ��� �� �&%0�� �&%$��7� CxY 8�! �&��!)� ��%����� ZxY $&�� �&���� ��� ���!%��!&� �� �&�ä�!��� �� ����&�!���!&� ��&�!8�� S̃xY ���&� ���&! :

S̃xY = CxY ZxY

�/��
xY ∈ {hH, hV, vH, vV }

�6N 7�X��T��� WX�� Va��UVX��U8� WXVU�������:��
�<�<Ë ^½¾ÁÅèè¾RÀ ¿À ÁÂ¾å>ÁÇ½Æ¿À ¾çÄÅÁÆÀ

 &�� �� ��!���� @5�B �&���" ���%$�!���� %������ |Z�W¡¢| �� ���%$�!���� ��&�!8�� |S�W¡¢| �&�����&����� ���%$�!���� �� �&�ä�!��� ������&���)� G :

|C¡¢| =
|S�W¡¢|
|Z�W¡¢|

�<�<� ^½¾ÁÅèè¾RÀ ¿À ÁÂ¾å>ÁÇ½Æ¿À ÃÀÁ¾½ÇKÀ
,�� ����&�� �������!��� �&��
� �� ��!���� @5�B 8�! 3&���!� �� ��$$&�� �&$&��!�� O =

Z����
Z����� �� �!���� !���!�� � �w ��)��� @#�B 8�! �&��� �� ��$$&�� �&����$&��!�� X =

Z����
Z����,�� �&�ä�!��� ������&���)� �� �%$�!���� �&�� :

|C¡£| = |C¡¢|√|O||X|

|C¤¢| = |C¡¢|
√

|O|
|X|

|C¤£| = |C¡¢||O|

QQx



�<�<U ^½¾ÁÅèè¾RÀ ¿À Á¾ >È¾ÄÀ ÃÀÁ¾½ÇKÀ

6�� ���!�� �� ��3������
,�� $���� ��� �&�ä�!���� ������&���)� �&�� :

arg(C¡£) =
1

2
(arg(O) + arg(X)) [kπ]

arg(C¤¢) =
1

2
(arg(O) − arg(X)) [kπ]

arg(C¤£) = arg(O) [kπ]

�·¸³²¸ ±¹ arg(O)

 &�� ��8�� ��!����" &� ����� arg(O) = Φ¡¢−Φ¤£ �� 3&���!&� �� ��%��& �� �� ���� �!�������� 
�� K @!� ��/��!� . �/&!� ��� ��$������� �!���!�� �/�� �� �!������B : �� ����� �� ��&!��%&.���� arg(O) = ax+ b $�� ��)����!&� �!���!��" &� x ��� �� ��%��& �� ���� �!������� ,��$���%����� � �� 0 �� ����� ��&!�� �&�� ��� $���%����� ������&���)� �&$&��!���� 
�� Q @!� ��/��!� �� $�� . �/&!� �� ��$������� �/�� �� �!������B : �� ����� �� ��&!�� %&.����
arg(O) = ax+ b $�� ��)����!&� �!���!��� ,�� $���%����� � @ xB�� 0 �� ����� ��&!�� �&�� ���$���%����� ������&���)� �&$&��!���

�·¸³²¸ ±¹ arg(X)

arg(X) = Φ¡£ − Φ¤¢ ��� ������� ��� �� 3&�!��!��  &�� ��8�� ���� �!������" �� /����� ����������� �� ��������� ��� %&.���� �� �F!%��� �� ����� ����!�� ����� $��� �� 3&���!&� �� ������ �!�������� 
�� K @!� ��/��!� . �/&!� ��� ��$������� �!���!�� �/�� �� �!������B : &� ����� �� ��&!��%&.���� . þ � 7 õ � $�� ��)����!&� �!���!��" ��� $���%����� � �� � &0����� �&�� ��� $���(%����� ������&���)� �&����$&��!����� 
�� Q @!� ��/��!� �� $�� . �/&!� ��� ��$������� �/�� �� �!������B : &� ����� �� ��&!��%&.���� . þ � 7 õ � $�� ��)����!&� �!���!��" &� �&!� &0���!� �þx �� �D��!1���!&� : �� $��� ������ ����! �� $��� ��� ���7 �!����� �� 3&���!&� �� ��%��& �� �������� �!������� ,� $&!�� &0���� ��/��!� �� $����� ��� ����� ��&!�� %&.����� 
�� ���7 ��&!��� &���� %=%� $���� @�� /����� �0�&���B" ��!� ��. � $�� �� ����8�!�!0�� ����� ��� ���7 /&!�� ���%!��!&�G �� D�

ð¹ô¶¹ ±¹ ¸Ò·Ôë´Ý²ø®¶ ±¹ Ð´Ý¹ ±¹Ð ±¹²ê ®¹¯Ô¹Ð ³°®¯·Û°¸·´¯¹Ð
� $�!&�!" &� �&!�! �� �����%!���!&� õ�  &�� ��/�� ����� �%0!)����" &� 3�!� !����/��!� ��� �!0���&�� �� �!)�� �� ��$$&�� S¡£/S¤¢ ��� �&����  &�� �� �!���� !���!�� � QQ"w ��)���" ��&�!8��%����� �!)�� ��� õ� 6! �� ����� $�� �� ��� � ������.�� �� ��$$&�� �� �� �!����" !� 3��� %���!$�!�� �&����� C¡£ �� ��� C¤¢ $�� −1�
����&���)� ����� �!�� �� �&������� $�� ��� �!0��� �� ��3������

QQK
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� ������)� �� �!������ : &� ��!�!�� �� $&!�� 0�!����� 0!�� �&���!�� �� �� 3&��� 6�� ��� ��� ������7 $&���!%���!8����� ����&���)� $&���!%���!8�� : &� ��!�!�� ��� �&�ä�!���� ������&���)� �������� $&�� ���!�� ����3�������,�� $���%����� �&����$&��!��� � �� � $��/��� =��� �������� �!�����%��� ��� ����� �!�� ��%&.������ �&� 3&�!��!� �� �F!%���

�6` ����h�U��X� T� Va��UVX��U8�
� ,�� �&&��&����� ��� �!0��� $&��������� �!�����" ��!����� �&�� ��� %=%�� 8���8�� �&!� ���$&���!���!&�� ��� !%�)�� G"D"/G"/D� ����� �&�� ��$��$&��0����� ,�� ��!����� �!���� ��� ��!%�)� &�� �� %���!�� �� �!���!&� ��!/���� : ����� � �!�� %=%��%$�!���� �&$&��!�� " %=%� $��� �&$&��!�� �� ���%�� �&����$&��!��� ��)�!)��0����

(
1 0
0 1

)

� ,�� �!����� �!���� ��� ��!%�)� &�� ��� %���!��� �� �!���!&� ��!/����� : $&�� ��� �!�����!���!��� �� �w ��)��� :
(

0 1
1 0

)

�� $&�� ��� �!����� !���!��� �� QQ"w ��)��� :
(

1 1
1 −1

)

� ,�� ��!����� ��$���!� �� �!������ �&�� �!���� ��� �� ��&!�� Φ¡¢ − Φ¤£ = 0 ��)����� 6! &� ����� Φ¡£ − Φ¤¢ ��� �� 3&�!��!� �� ��������� �� %&.���� $&�� ��8�� ���� �!������"&� &0�!��� �� ��&!�� y = 0 ��)����
�6f �U	 WU�����V��� T� VU �U�T� 7 Z Va�C �ú

 &�� ��� �&����� ����� 0����  " ��� $�&������� ����!��� �!(������ �� �&�� $�� �&�*&�����ä������" �� �� $&�� ���7 ��!�&�� :
� ,�� ��H������� ��!�!��� �� �&�� $�� ��ä��%%��� )���� /!� � /!� �� �� �&�)���� ��&���$&�� 8�� ��&� $�!��� ��$$&��� =��� ���� ���$$�&7!%��!&� �� ��&$�!8�� )�&%���!8�� : ��� $���)����� ��!����� &�� ��� ��=�� �� Q�R% $&�� ��� �&�)���� ��&��� �� x�vx%� ,�� �!�)��%%���� ��.&���%��� �� ����� �!0�� �� �&�� �&�� $�� A$��3�!��A�� ,� 0���� ��)���!�� ��!�!��� ��/!��� !%$&�������  &�� ��� ��)��� �7��=%��" �� ��!���� �� $���$��� =��� �&��!���� �&%%� ����!&���!�� $������ �� ��%$� ��!���)���!&��
 &�� ��%��!�� � ��� �!%!���!&��" �� ��$&��� ��� ��!����� ��!�!��� $������ �� ��%$�)�� ��%����� � ��� �������� )�>�� � �� �&�� ���%���� 1�!� �� ������� @�,6�' R#B" $&�� �&��� ������!� ����)�� �� /��" ����)�� ��!��!����� �� �� 3��8������� P� ���)!� ��&�� � $���!� ��� %���!����� �!���!&� �&����� $�� �� %&����" �� ���������� �� %���!�� �� �!���!&� ��&�!8�� �� ��8����!���� ���� ��� �&��!�!&�� �� �� �.����� ��!%�)� 6��� ,�� ���%�� ��&�!8��� &0����� �&�� ��&���&%$���� �/�� ��� %������ �� �&%$����� $&�� ���!0��� ��� �&������ 
� ���/�!� ��� ����!� ����

� ���&��" QxxR��
QQQ
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Rp

P� ��� �&%%&��" $&�� �������� ��� ���!/��� ���7$����!&�� /���&�!�����" �� $������ ��� �&�/���!&����!/����� :a ����� �� /������ �� �&%$&������ ������� (a1, a2, . . . ap)
" g ����� ��� 3&���!&� �� a" &��&�� ∂g(a)

∂a
�� /������ ��

Rp �&�� ��� �&%$&������ �&�� ��� ���!/��� $���!����� �� g(a) $�� ��$$&��� ������ ��� �&%$&������ �� /������ � ��
Rp :

∂g(a)

∂a
=

∂g(a)
∂a1

.

.
∂g(a)
∂aj

.

.
∂g(a)
∂ap

�<Ë<Ë ^æ>ÃÀÄÄÇÅè Çå>ÁÇÊÆ¾è½ ÆèÀ å¾½ÃÇ=À Σ
ÃÉÀÁÁÀ Ä�åÉ½ÃÇÊÆÀ

,� %���!�� Σ ����� ��� %���!�� �.%���!8�� ������" �� a ����� �� /������ ����" &� $���%&����� 8�� :
∂(atΣa)

∂a
= 2Σa

�� ���� :

∂(atΣa)

∂a
=

∂at

∂a1
Σa

.

.
∂at

∂aj
Σa

.

.
∂at

∂ap
Σa

+

atΣ ∂a
∂a1

.

.

atΣ ∂a
∂aj

.

.

atΣ ∂a
∂ap

QQR
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�� $��� ��%��8��� 8�� ���� ����� ����!��� �7$����!&�" ��� ���%���� ��� ���7 /������� �&����� �����!��� �����$&��� ���� �� ��������" !�� �&�� �&�� �� 3�!� �)��7 �!)�� � �!)��� P� �� �������8�� :

∂(atΣa)

∂a
= 2

∂at

∂a
Σa

�� �� ���!/�� �� at $�� ��$$&�� � a ��� �)��� �

∂at

∂a
=

∂at

∂a1

.

.
∂at

∂aj

.

.
∂at

∂ap

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . . . .��� 1��� � � ���� 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Ip

�� $������ $&�� Σ �� ��� $���!���!�� �� �� %���!�� !����!��" &� &0�!��� �� 3&�%��� :

∂(ata)

∂a
= 2a

�<Ë<� ^æ>ÃÀÄÄÇÅè Çå>ÁÇÊÆ¾è½ ÆèÀ å¾½ÃÇ=À T
ÃÉÀÁÁÀ ÊÆÀÁ=ÅèÊÆÀ

 &�� ��� %���!�� T 8����&�8��" &� %&���� �� �� %=%� %��!��� 8��
∂(atTa)

∂a
= Ta + T ta

∂(atTb)

∂a
= Tb

∂(btTa)

∂a
= T tb

�6N  ��T� T� �U	 T�	 �������	 �X�WV�9�	 T�
Cp

�<�<Ë ^ÊÆÇK¾ÁÀè=À ¾KÀ= Æè KÀ=½ÀÆÃ ¿ÉÃÇKÉÀ ÃÉÀÁ @ 2p
=Åå>ÅÄ¾è½ÀÄ

,������ $��� �� ��%���� ��7 ��� ��� /������� ����� R2p : ��� /��!�0��� $�� ��$$&�� ��78������!� 3��� ���!/�� �&�� ��� $���!�� ������� ��� p �&%$&������ �� �" �� ��� $���!�� !%�)!��!��� ��� p�&%$&������ �� �� �&�&�� αj = <e(aj) �� βj = =m(aj)� 5&��� ��!�3&�%��!&� �� �� ���!/�� ��
g(a)

���� �&�� �&������ ���� �� /������
QQ�



∂g(a)

∂a
= D2p(g(a)) =

∂g(a)
∂α1���
∂g(a)
∂αj���
∂g(a)
∂αp
∂g(a)
∂β1���
∂g(a)
∂βj���
∂g(a)
∂βp�� ��&�/��� ��� �7���%�% �&���7 �� g(a) �� �������� �&���� ��� �&%$&������ �� /�������&�� D2pg(a)
�$������" �&�� �/&�� ���0!���� �� ���/�!���� ���� ����$���

Cp ��� /������� � p �&%$&�������&%$��7��" �� �� /������ �!(������ ��� �� /������ � 2p �&%$&������ @������� &� ���� �� ��� )�������&%$��7��" ��!/��� ������%0�� �����!/�� �� )B�P� $���-� �������" $&�� �� ��%���� � �� /������ �� $ �&%$&������" �� $&��� :

∂g(a)

∂a
= Dp =

∂g(a)
∂α1

+ i∂g(a)
∂β1���

∂g(a)
∂αj

+ i∂g(a)
∂βj���

∂g(a)
∂αp

+ i∂g(a)
∂βp

�����%��� �!�" �! �� /������ D2p
�����!� �&�� �� 3&�%� 0�&�

D2p =
D1

D2

��&�� �&�� $&�&��
Dp = D1 + iD2

�<�<� �¾Ä >¾Ã½Ç=ÆÁÇÀÃ Å� g ÀÄ½ @ K¾ÁÀÆÃ ¿¾èÄ ]
×¯°Û¯´¶®¶Ð

�� ��!�������� ���� �� ��!�� � %�7!%!��� ��� %&�����" �&�� ��� 3&���!&�� �� /��!�0��� �&%($��7�� %�!� � /������ ����
R� #��� �� ���" ��� �&%$&������ �� D2p

�&�� �&���� �������� 6! Dp
������" ���� �����-�� ��&�� D1 = D2 = 0 �&�� D2p = 0�

×¯°Û¯´¶®¶ º 6! �� 3&���!&� g ��� � /������ ���� R
" ��&��

D2p = 0 ⇐⇒ Dp = 0

QQw
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×¯°Û¯´¶®¶ Ó 6! �� 3&���!&� g ��� � /������ ���� R

" ��&��
∂D2pg

∗(a)

∂a
=

(
∂D2pg(a)

∂a

)∗

P� 3��� $������ )���� �� 3�!� 8�� ���� �� ��� $��� )������ &� �� 3&���!&� ) ��� � /����� �&%$��7�"������ �� ��� ���7 $�&$�!���� ����� /��!�� ,� /������ Dp
�&��!��� %&!�� ��!�3&�%��!&� 8�� ��/������ D2p

" ���� �� ���� &� D2p = 0
!%$�!8�� Dp = 0 %�!� �� ���!$�&8�� ��� 3������ Dp = 0��� �&�� �����%��� ��� �&��!�!&� �������!�� � ��&0����!&� ���� �7��%�% �&����  �� �!������" �&�����/&�� $��� �� $�&$�!��� Dp(a

∗) = Dp(a)∗ � �!��!" �� $������ $�� �7�%$�� �� 3&���!&� !����!��
g(a) = a

D2p(a) =

1���
1
i���
i

, D2p(a
∗) =

1���
1
−i���
−i

'�!�

Dp(a) =

0���
0

, Dp(a
∗) =

2���
2

�&�� ����!�!���&�� �&�� �� /������ Dp
8�� ���� �� ��� ����� 3&���!&� � /����� �������

,�� �7$����!&�� ��� ���!/��� �&�� �&�� ���&�� 0��&!� �&�� ��������� ��!/��� �� %=%� %��&��8���/�� ��� /������� ����� �� $���!� K�  �� �7�%$�� $&�� ��� %���!�� 5 �&%$��7� 8����&�8��"���7 /������� �&%$��7�� a �� b" &� ����
D2p(a

†Tb)

∂a
=

Tb

−i(Tb)
,

D2p(b
†Ta)

∂a
=

T ∗b∗

i(T ∗b∗)

,�� 8����!��� a†Tb �� b†Ta ����� )�������%��� �&%$��7��" �&�� �� �&��!���&�� $�� �� �������� Dp �  �� �&����" $&�� ��� %���!�� 5 ��%!�!����
D2p(a

†Ta)

∂a
=

2 <e(Ta)
2 =m(Ta)

a†Ta ����� ������ $&�� ��� %���!�� T ��%!�!����" !� ��� �8�!/����� �� ���/�!���� �/�� ��/������ Dp
:

Dp(a
†Ta)

∂a
= 2Ta

QQÖ



Þ´ÔÛ¸´í³·®´° ±¹ ¸· Ô¶®Ï°±¹ ±¹ ±¶¯´ô·®´°
 &�� ���!/�� ��� �7$����!&� $�� ��$$&�� � �� �&%$��7�" �&�� �/&�� ���!/� $�� ��$$&�� � ��$���!� ������ �� � �� $���!� !%�)!��!�� �� �&��� �&%$��7�� �&�� $&�/&�� %&����� 8�� ��&� &0�!����� %=%� �������� �� ���!/��� $�� ��$$&�� � �� /��!�0�� �&%$��7� ����(%=%�" �� $�� ��$$&�� � ���&�*�)���" �/�� ��� %=%�� ��)��� 8�� ��!� ���)!���!� �� ���7 ����� !���$��������  &�� �� 3�!��"�&�� ��!�&��&�� ��� ��� 3&���!&� ) ����� /��!�0�� �&%$��7�� ,� �������� ������� ���� $�!�� � ��/������ �� ��!%$&��� 8����� �!%���!&�� �&�&�� �&%%� ���0!���� a = α + iβ �&��� /��!�0���&%$��7�� ,�� /������ �7��=%���� �� ) �&�� �&����� $��

∂g(α,β)

∂α
= 0

∂g(α,β)

∂β
= 0

6! �&�� ���!/&�� %�!������� g $�� ��$$&�� � a" �� ��!�!���� ��� %=%�� ��)��� 8�� �! a ���!��� �����!�� !���$������ �� a∗ " �&�� �/&��" �&%%� $&�� �� ���)�%��� �� /��!�0�� :
∂g

∂a
=
∂g

∂α

∂α

∂a
+
∂g

∂β

∂β

∂a
=
∂g

∂α
− i

∂g

∂β
= 0

�� �� �� %=%� %��!���

∂g

∂a∗ =
∂g

∂α

∂α

∂a∗ +
∂g

∂β

∂β

∂a∗ =
∂g

∂α
+ i

∂g

∂β
= 0

P� ��� ���!� 8�� �! ∂g
∂α

= ∂g
∂β

= 0
��&�� ∂g

∂a
= ∂g

∂a∗ = 0

6! ) ��� ������" ��&�� �� ���!$�&8�� ��� /��!�" �� �&%%� �� $��� ���� �� ��� ( ∂g∂a
)∗ = ∂g

∂a∗ = 0" !���� �8�!/����� �� ������ ��!8��%��� ���������!&� �� ∂g
∂a∗ � �&�� $&�/&�� ��%��8��� 8�� ���������!��� �7$����!&� �����!� �7����%��� �&%%� �� /������ Dp

$������%%��� !���&��!� :
×¯°Û¯´¶®¶ Õ �� �!%���!&� K" !� . � �8�!/������ ����� ���7$����!&� �� /������ Dp(g(a))�� �� ���!/�� ∂g(a,a∗)

∂a∗
�������� �/�� ��� %=%�� ��)��� 8�� �! a

��
a∗ ���!��� ���7 �����!��� �����!���$��������

�� )������!�� 3��!��%��� �
×¯°Û¯´¶®¶ Ø �� �!%���!&� $" !� . � �8�!/������ ����� ���7$����!&� �� /������ Dp(g(a))�� �� ���!/�� ∂g(a,a†)

∂a†

�������� �/�� ��� %=%�� ��)��� 8�� �! a
��

a† ���!��� ���7 /������� �����!���$��������
�����&�� 1����%��� ��� ��)��� �� ���!/��!&�� ��!/����� :

QQv
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 &�� ��� %���!�� T ��%!�!����" ���7 /������� �&%$��7�� a

��
b

∂a†Ta

∂a†
= Ta

 &�� ��� %���!�� T 8����&�8��
∂|b†Ta|2
∂a†

= (b†Ta)(T †b)

∂|a†Tb|2
∂a†

= (b†T †a)(Tb)

QQ�
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� &� $��� !����!�� �� ��%$ �� /����� ���� �� ������)�� �� ��������� ��� %�*&����� �� %!(�&����� �� �� $���!� ������ �� �� �� $���!� !%�)!��!�� �� ������%0��� 6&!� �� ���� � ���%���!��" &� $��� �����!�� �&�� �� 3&�%� �þGõ!;" &� G �� ; �&�� ��� %���!��� ��%!�!�����
H = 1

2(A + A†) �� K = 1
2j (A − A†)� ,�� �7���%� �� �� $���!� ������ �� ��%$ �� /������� � �&����$&����� ��7 �7��=%�� �� ��%$ �� /������ �� H " ����� � �!�� � �� $��� $��!���� � �� $��� )����� /����� $�&$�� �� H � #� %=%�" ��� �7���%� �� �� $���!� !%�)!��!�� ����%$ �� /����� �� A �&����$&����� ��7 /������ $�&$��� %!�!%���� �� %�7!%���� �� K �

� �� $��� ��&�/�� ��� ��)��� �7��=%�� �� ������%0��" �&��8��!�� �7!�����" �� ��������� �������)����" �&���� $�� ��� �7���%� ��� /������ $�&$��� �� �� %���!�� K−1H � �� ����
<(γ(−→ω )) = −→ω †H−→ω @#�KB
=(γ(−→ω )) = −→ω †K−→ω @#�QB

arg(γ(−→ω )) = arctan
<(γ(−→ω ))

=(γ(−→ω ))
= arctan

−→ω †H−→ω
−→ω †K−→ω

@#�RB
,�&$�!%!���!&� �� ����� ����!��� �7$����!&� ������ ��� �8�!/������ � �� %��&�� �!�� ��A��&$�!%!���!&� �� �&������� �� $&���!%���!�A� ,�� /������� �&���!&�� �� ��&$�!%!���!&� �&����� /������� $�&$��� ���&�!�� ��7 /������ $�&$��� &$�!%���� �� �� %���!�� K−1H �

�<Ë<� ]À>ÃÉÄÀè½¾½ÇÅè
,���)&�!�%� $��%������ �� �&�������!&� �� ��%$ �� /����� ���$$�.� ��� ��� ��������� %�(��%��!8��� ��!/���� :
ð¹ÔÔ¹ º 6! G ��� ��� %���!�� ��%!�!����" ��&�� Ω(H) = {t : λ1 ≤ t ≤ λn}" &� λ1

�� λn�&�� �� $��� $��!�� �� �� $��� )����� /����� $�&$�� �� G ���$���!/�%���� #� $���" �! ‖ω‖ = 1 ��
ω†Hω = λn

" ��&�� ω ��� �� /������ $�&$�� $&�� �� /����� $�&$�� λn
QQu
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ð¹ÔÔ¹ Ó 6&!� A ��� %���!�� ������ �� �!%���!&� n �� A = H + iK &� H = H† �� K = K† �6! µ ��� �� �&%0�� ���� ��� 8�� <(ω†Aω) ≤ µ $&�� �&�� ω /������ ∈ Cn �� �� �&�%� K" ��&�� �&!�

Ω(A) �� ����&���� $�� �� �!)�� <(z) = µ" �&!� Ω(A)
⋂{z : <(z) = µ} ��� �� $&!�� &� �� ��)%���

µ+ iΩ(PKP ) &� P ��� �� $�&*���!&� &��&)&���� ��� ����$��� $�&$�� {u ∈ Cn : Hu = µu}�
ð¹ÔÔ¹ Õ 6&!� � ��� %���!�� n × n �  &�� 0 ≤ θ ≤ 2π " $&�&�� Hθ

�� Kθ
��� %���!�����%!�!����� ������ 8�� e−iθA = Hθ + iKθ

�� �&!� Pθ �� %���!�� �� $�&*���!&� ��� ����$��� $�&$���� Hθ
�&����$&����� � �� $��� )����� /����� $�&$�� �� Hθ � � 6&!� v+

θ
�� v−θ ��� /������� $�&$����&�%��!��� �� Hθ

�&����$&����� � �� $��� )����� /����� $�&$��� �� Hθ
" ���� 8��!�� �&!��� ���/������� $�&$��� �� PθKθPθ

�&����$&����� ���$���!/�%��� � �� $��� )����� �� �� $��� $��!�� ���/������ $�&$��� �� ����� %���!��� ��&�� $&�� �&�� θ " ��� �&%$��7�� v+†
θ Av+

θ
�� v−†

θ Av−θ
�&�� ����� 3�&��!��� �� ��%$ �� /������ �� �" �� Ω(A) ��� ������%0�� �&�/�7� �� ��� �&%0����

�6N �UV��V T� �U�X� ������:��
 &�� �� ��)�� θ �&���" !� ��� $&��!0�� �� �������� �� %���!�� Hθ = eiθA+ e−iθA� Hθ

��� ���%���!�� ��%!�!����" �� $��� )����� /����� $�&$�� ��$������� �� %�7!%�% �� �� $���!� ������ ����%$ �� /����� �� �" ��8��� &� � 3�!� �������� ��� �&���!&� ����)�� θ �
,���)&�!�%� �� ������ �� ��.&� ��%��!8�� ��� �� ������ !�����!3 8�! ���$$�.� ��� ��� �����������!/���� :
ð¹ÔÔ¹ º 6&!� � ��� %���!��" �� Hθ

�� %���!�� 3&�%�� � $���!� �� � $�� Hθ = eiθA+ e−iθA���&�� �� ��.&� ��%��!8�� �� A" r(A)" ��� �&��� $��
r(A) = max

0≤θ≤π
|λsf�(H(θ))|

ð¹ÔÔ¹ Ó 6&!� θk ∈ [0, 2π]
O �&!� ωk �� /������ $�&$�� �� H(θk)

���&�!�� � �� $��� )�����
/����� $�&$�� λk � �� $&�� ��&�� θk+1 = − arg(ω†

kAωk)� ��&��
|λk+1| ≥ |λk|

�� /&!�! �� ��%&������!&� :
|λk+1| ≥ ω†

kH(θk+1)ωk =
1

2
(eiθk+1ω†

kAωk + e−iθk+1ω†
kA

†ωk) =
1

2
(|ωk| + |ωk|)

#������ $���
|λk| = |1

2
(eiθkω†

kAωk + e−iθkω†
kA

†ωk)| = |1
2
(eiθk |ωk| + e−iθk |ωk|)| ≤

1

2
(|ωk| + |ωk|) = |ω|

QRx
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DEFG ��K � �&�1)����!&� )�&%���!8��

,�� ���7 �������� !����3��&%���!8��� �&��!������ �&�� ��%��&���� K �� Q� ,�� )�������� !�(�!���� $�� 1 &� 2
�&�� �����!/�� � ��� �������� �!��!" �� ��%$ −→

E1
��� �� ��%$ %����� $����������� K�

�&�� �&�� !�������&�� ��7 ��%$� %������ $&�� ��� ������� �� ���&���!&� �&����" �!���� ��� /������ $&�!�!&� −→
R0 � 
���� ������� $&����� ' �!�������� 
�� �!������� ���&�� ���!)��� $����� �������� �!��!" �� ��%$ �����!�� E1(j)

�&����$&�� �� ��%$� %����� $�� ��������� K" �S ���!������ * � #��� ����� ����7�" �&�� �&��!���&�� �� ������ �� ��%$� �����!��� : �� ������ $&���!(%���!8�� ����� $�� �&��!���� !�!" !� ����� �� ��$!��� K �� �� $���!� ��
,� $�����!&� �� ��&��� ���� �&��� ω � ,� ��%$ E1(ω, j)

�&����$&�� �� ��%$ %����� $����������� K" �S �� �!������ * " �� ��$$&���� 8�� ����� %=%� ������� � �%!� ��� &��� %&�&��&(
QRK
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%��!8�� �� $�����!&� ω � #��� �� ��� 8�! �&�� !��������" ��&��� �%!�� ��� ��� ��%$� �� 3��8�����@hdkfiB O ���� ����� $�� %&�&��&%��!8�� %�!� E1(ω, j)

���� ��!�!�� �&%%� !����%��!�!�� �� �������
 ���&�� %�!������� ��7 ��1�!�!&�� ��� $&�!�!&��� ,� $&�!�!&� �� �� ������� �&��!����� ����

−→
R0 � −→R1

���!)�� �� $&�!�!&� �� ��������� K� −→R2
���!)�� �� $&�!�!&� �� ��������� Q� −→Rj ���!)�� ��$&�!�!&� �� �� $���!���� * � �!��! " �� ���*�� ������� $&�� ��� &��� �%!�� $�� ��������� K �� ��I��$�� �� �!������ * ���� |−→R1 −

−→
Rj |�

 65 ��[��U 8����UV T� �UV��V
,� �&������!&� !����3��&%���!8�� �����!� :

< E1E2
∗
>=<

M∑

j=1

E1(j)
M∑

k=1

E2(k)
∗ >=

M∑

j=1

M∑

k=1

< E1(j)E2(k)
∗ > @��KB

E(j) �&����$&�� �� ��%$ %&.�� �!���� $�� �� �!������ * � 
� %&.����)� �� ��$��� 8�� ���$�&$�!���� !���!���8��� �� �!������ �&��!���� !��!/!������%���� ,������ %&.����)� �&��!����"�&�� <>" �&����$&�� � ��!�������!&� %&.���� ���������� ��� ����� �� /&��%�� 
�� ���7 %&.��(��)�� �&�� �&��!����� �&%%� �!������� �� !���$������� : �� $��%!�� ��� �S ��7 $�&$�!���� ����!������� * �� J !�&���" ������� ��� �S ��7 $�&$�!���� �� %!�!�� !����/�����" 8�! ������ � �� 3&!� ���&���� !��!������ �� �����%!���� ,�� ����!��!8��� �����!/�� � ����� ��� %&.����)�� ���&�� �&���!��������� �&��%%���" �&�� �/&�� �&��!���� !%$�!�!��%��� ���� ���8���!&� �! ������ :
E1(j)E2(k)∗ = E1(j)E2(k)

∗ @��QB
 �� �!������ :

M∑

j=1

M∑

k=1

< E1(j) E2(k)
∗ >=

M∑

j=1

< E1(j) E2(j)
∗ > @��RB


���� ����!��� �)��!�� �!)�!1� 8�� ����� ��� ���%�� j = k �&���!0���� � ��!�����&������!&�"�����%��� �!� �� ���%��� �!������ �� �&����� 8���/�� ��!(%=%�� 
��! ��� �� �� 3�!� 8�� ���$���� ��� $�&��!�� E1(j)E2(k)
∗ �� �&%%��� �����&!��%��� $&�� �0&��!� �� %&.���� � F��&�P� �&�� 3��� �&�� �������� E1(j)

�� ��%$ �S �� �!������ j ��I� $�� ��������� K� #��� ��$��%!�� ��%$�" �&�� ������&�� E1(ω, j)
" ��%$ ��I� $&�� ��� &��� �%!�� %&�&��&%��!8�� � ��$�����!&� ω � ����!��" �&�� ��������&�� E1(j)

� $���!� �� E1(ω, j)
" �� $������ �� �&%$�� �� 3&�%�/��!��0�� �� ��&��� �%!�� @��%$� �� 3��8�����B �� �� ���!��%��� �� �!������ �� ����� @�&�/&���!&�B�

� $���!� ��� ��%$� E1(j)
�� E2(j)

" ��� ����!��� ���$� �� ������ $��%����� �� �����%!���
E1(j)E2(j)

∗ $&�� 1����%��� �0&��!� � < E1E
∗
2 >

�� 1����%��� � ���7$����!&� �� �� �&������ :
γ =

< E1E
∗
2 >√

< E1E∗
1 >< E2E∗

2 >
@���B

 6N �UV��V T� E1(w, j) �� E2(w, j)

6&!� Einc ��&��� !��!����� ��� �� �!������ j �� ���0����� �������� �!�������� 
���� &��� �����!� :
QRQ



Einc =
1

|−→Rj −
−→
R1|

ejk|
−→
Rj−

−→
R1| =

1

|−→R0 −
−→
R1|

ejk|
−→
Rj−

−→
R1| @��wB

,� ����!��� �)��!�� �!)�!1� 8�� ��&��� ��� �&��!����� �&%%� $���� � �������� �� �� ������� �����&���!&� O ����� � �!�� 8�� �&� �%$�!���� ��� �� %=%� ���� �&��� �� �������" %=%� �! ���� � ����������� ����� ���%!��!&� @��$$&��� =��� 3�!�� $�� ��������� KB �� �����!/�� �� ����� ��������
,� ��%$ !��!���� ��� �� $���!���� * " E1→j

" ��� �)�� � �� �&%%� �� ��%$ �!(������ �� �����%$� �!����� $�� �&���� ��� $���!����� �� /&��%� �����&!�� :

j

Es�j

s

Einc

DEFG ��Q � ,� ��%$ ��I� $�� �� �!������ * ��� �� �&%%� �� ��%$ !��!���� �%!� $�� ����������� ��� ��%$� ��� ��7 ������ �!�������

E1→j = Einc +
N∑

s=1

Es→j
@��ÖB

C�� $���!� fB,j �� �� ��%$ /� =��� ���%!� �� �!����!&� �� ���������" �&�� 3&�%� ��&����$��!8�� @A-A $&�� 0��Jb��� : $���!� �� ��&��� 8�! ���&���� �� �!����!&� �� ���������B�

j
fBj

E1�j

DEFG ��R � ����&�!���!&� �� �!������ *

 �� �!������" ��� ������ �!������� /&�� ���%����� �)���%��� �� �!����!&� �� ��������� :
QRR
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E1(ω, j) = < E1→j > fB,j
ejk|

−→
R1−

−→
R j |

|−→R 1 −
−→
R 0|

+
N∑

s=1

< Es→1 >

= (Einc+ <
N∑

s=1

Es→j >) fB,j
ejk|

−→
R1−

−→
R j |

|−→R 1 −
−→
R 0|

+
N∑

s=1

< Es→1 >
@��vB

�7$�!�!�&�� ��� ���7 %&.����)�� 8�! �$$���!����� ��� ��� �&%%�� :

<
N∑

s=1

Es→j >=

∫
1

|−→R j −
−→
R |
ejk|

−→
R j−

−→
R | < ER(ω, 1) >< f1→R→j > ρ0d

3R @���B

jER (1)

f1�R�j

R

DEFG ��� � ��%$ ��I� $�� * �S ��7 ������ �!�������

<

N∑

s=1

Es→1 >=

∫
1

|−→R 1 −
−→
R |
ejk|

−→
R1−

−→
R | < ER(ω, 1) >< f1→R→1 > ρ0d

3R @��uB

ER (1)

f1�R�1

R

DEFG ��w � ��%$ ����&�!���� /��� ��������� $�� ��� ������ �!�������
�&�� �/&�� �&��

QR�



Einc+ <
N∑

s=1

Es→j >=
1

−→
R 0 −

−→
R 1

ejk|
−→
R j−

−→
R1|+ρ0

∫
1

|−→R j −
−→
R |
ejk|

−→
R j−

−→
R | < ER(ω, 1) >< f1→R→j > d3R

@��KxB�&�� $&�&�� A = 1

|−→R0−
−→
R1|

� ,��8���!&� ��Kx $��� �� �����3&�%�� )�>�� �� ��&��%� �� �� $�������!&���!��" 8�! $��%�� ��&0���!� :

Einc+ <
N∑

s=1

Es→j >= Aejk|
−→
Rj−

−→
R1|e

2iπρ0<f1→j,1→j>dj
k cos θj @��KKB

�� !�*������ ��KQ �� ��u ���� ��v" �&�� &0���&��

E1(ω, j) = A2e2jk|
−→
Rj−

−→
R1|e

2iπρ0<f1→j,1→j>dj
k cos θj +

∫
1

|−→R 1 −
−→
R |
ejk|

−→
R1−

−→
R | < ER(ω, 1) >< f1→R→1 > ρ0d

3R

@��KQB#� �� %=%� %��!��� 8�� $&�� ���8���!&� ��Kx" �&�� $&�/&�� �!%$�!1�� ����� ����!��� �&%%���&�� ��&�/&�� 1����%��� :
E1(ω, j) = A2fB,je

jk|−→R1−
−→
R j |ejk|

−→
R1−

−→
R j |e

j
4πρ0f̄F
k cos(θj) @��KRB

�� ��$�&��!���� �� %=%� ��%!��%��� $&�� ��������� Q :

E2(ω, j) = A2fB,je
jk|−→R1−

−→
R j |ejk|

−→
R2−

−→
R j |e

4πρ0f̄F
k cos(θj) @��K�B

 6` �UV��V T� E1(j)
�� E2(j)

�� ����!��" ��&��� �%!�� ��� ��� ��%$� �� 3��8����� &� �!�$" ������� ���&�� �� �� $�����!&�
ω0
" �� �����3&�%�� �� E&��!�� G(ω)� ,�&�!)!�� ��� ��%$� ��� $����� �� %!�!�� �� ����� !%$���!&�"�&�� �� 3&���!&� ��%$&����� ���� �&��� p(t)� ,� ��%$ ������� E1(j)

/� �� 3�!� =��� �� �&�/&���!&��� ��%$ ��I� E1(t, j)
�/�� ��� ��$�!8�� �� ��&��� �%!��" ������� �� τ " ��%$� %!� $�� ��&���$&�� �������� ������� �� ���&�� ������� ( ������� �!0����!��! $&�� ��������� K" τ = 2

c |
−→
R 1 −

−→
R 0| ��

E1(j) =

∞∫

−∞

[

∞∫

−∞

G(ω)E1(ω, j)e
−iωtdω]p(τ − t)dt @��KwB

,� 3&���!&� �� ���&���!&� �� �!������"Wr
" ��� ��1�!� $��

Wr(τ)e
jω0τ =

∞∫

−∞

[

∞∫

−∞

G(ω)e−iωtdω]p(τ − t)dt @��KÖB

#��� �� ��� &� G(ω) �&����$&�� � ��� ��%$� �!���!��"Wr
��� �� �!��� ����!�����&�� ��&�/&�� :

E1(j) = A2fB,jWr(τ1)e
−4πiρ0f̄F dj
k0 cos θj e2jk0|

−→
R1−

−→
R j | @��KvB

QRw
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E2(j) = A2fB,jWr(τ2)e
−4πiρ0f̄F dj
k0 cos θj ejk0|

−→
R1−

−→
R j |+ik0|

−→
R j−

−→
R2| @��K�B

 6f �UV��V T� E1(j)E2(j)
∗

� $���!� ��� ���7 �7$����!&�� $����������" �&�� �� ����!�&�� ���7$����!&� �� $�&��!� :
E1(j)E

∗
2(j) = Wr(τ1)Wr(τ2)

∗A4 |fB,j | ejk0(|−→R1−
−→
Rj |−|−→R2−

−→
Rj |) e

− 8πρ0Im(fF )(h−z)

k0 cos θj @��KuB
,� �&��)!�����!&� ��� ��$$&��� $��3�!��" �� 8�! �!)�!1� 8���� �!/��� ����� $���!���� * " �&��$&�/&�� ��$$&��� 8�� �&�� �/&��

Wr(τ1) 'Wr(τ2)
@��QxB

�&�� $&�&�� ��&�� r0 = |−→R1 −
−→
R0|" r1 = |−→R1 −

−→
Rj | �� r2 = |−→R2 −

−→
Rj |" �� 8πρ0Im(fF )

k0
= 2σ � −→R0���!)�� �� ������ �� �� ������� �� ���&���!&�� P� ��� /� �&�� ����)�� θ0 ��/�� ��� �&�/����� �&���!&��" �� ����!�� $�&��!� �� �����!� :

E1(j)E
∗
2(j) = A4 |Wr(τ1)|2|fB,j |2 ejk0(r1−r2)e

−2σ(h−z)
cos θj @��QKB

�/��������%���" !� ��� $&��!0�� �� 3�!�� �$$���-��� �� ���%� �S �� ���!��%��� �F!%����" �� ��%=%� %��!��� 8�� $&�� �� ���!��%��� �� �!������� ,� 3&���!&� �� ���&���!&� �� �F!%�� ��� �&���
Wη(η − η0)

�� �� $�&��!� �� �&������!&� $���� �� 3&�%� 1���� :
E1(j)E

∗
2(j) = A4 |Wη|2|Wr|2|fB,j |2 ejk0(r1−r2)e

−2σ(h−z)
cos θj @��QQB

 6� �UV��V T� < E1E2
∗
>

�êÛ¯¹ÐÐ´° Ð°²Ð Î°¯Ô¹ ´®¶Ý¯·¸¹�������� �� %&.����)� ��� �&���� ��� $���!����� ��/!��� � �7$�!%�� �� $�&0��%� � ���!�� �����3&�%����!&� !���)����� 
����(�! �&�� ���� ��!�� $�� �� ��!�� $&�� �������� ��� ���)�%���� ����$�����
< E1E

∗
2 >=

∫
ρ0d

3R E1(R)E2(R)∗ @��QRB
ρ0d

3R ��� �� �&%0�� �� $���!����� ���� �� /&��%� ���%����!�� d3R��� ��%$��I��� �� 3&�%����!&� ��&�/�� $&�� ��� $���!���� j $�� ��� 3&�%����!&� �&��!�������� ��%$ ���� $&��������%��� � ��� $&�!�!&� R " �&�� &0���&�� :
< E1(R)E2(R)∗ >=

∫
ρ0d

3R W 2
ηW

2
r A

4 |fB,R|2 ejk0(−→r1−−→r2)e
−2σ(h−z)

cos θR
@��Q�B

�¶ô¹¸°ÛÛ¹Ô¹® ¸´Ô´®¶
��)�&�� �� �.���%� �� �&&��&�����
∫

¤�qpsX d3R =

2π∫

0

dη

∞∫

0

r1dr1

z0+h∫

z0

dz @��QwB
�&�� ���&�� �������� �� ��/��&$$�%��� �!%!�� �� �� $���" �� �&&��&����� �$��!8����
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k0(r1 − r2) = k0(r1 − r2)|r1=r0,z=z0,η=η0 + αr(r1 − r0) + αz(z − z0) + αη(η − η0)
@��QÖB

�/��" $&�� ��� �!)�� �� 0��� 8����&�8��
αr = k0

∂(r1 − r2)

∂r1
=
k0b cos(θ0) sin(θ0 + iinc)

r0 sin θ0
=

2π

ea
cos θ0

@��QvB

αz = k0
∂(r1 − r2)

∂z
=
k0b sin(θ0 + iinc)

r0 sin θ0
=

2π

ea

@��Q�B

αη = k0
∂(r1 − r2)

∂η
= −k0b sin θ0 sin η0 = 0 @��QuB

�&�� $&�/&�� �&�� �����!�� �� ��/��&$$�%��� �!%!��
k0(r1 − r2) = Φ0(z0) + αr(r1 − r0) + αzz

@��RxB

< E1E
∗
2 > = A4ejk0(r1−r2)|0

2π∫

0

W 2
η dη

∞∫

−∞

W 2
r r0e

jαrrdr

h∫

0

ejαzzρ0 |fB| exp(
2σ(z − h)

cos θ0
)dz

= A4ejΦ0 exp(
−2σh

cos θ0
)




2π∫

0

W 2
η dη






∞∫

−∞

W 2
r r0e

jαrrdr


 ρ0 |fB| I @��RKB

�&�� �/&�� $&�� :
I =

h∫

0

ejαzz exp(
2σz

cos θ0
)dz @��RQB

�&�� $&���&�� �)���%��� :
I0 =

h∫

0

exp(
2σz

cos θ0
)dz @��RRB

Ar =

∞∫

−∞

W 2
r r0e

jαrrdr �� A0 =

∞∫

−∞

W 2
r r0dr

@��R�B

 6�  9W��		�X� h�UV� T� VU �X���VU��X� <E1E2

∗

>√
<E1E1

∗

><E2E2

∗

>

�&�� &0���&�� < E1E
∗
1 >

�� < E2E
∗
2 >

�� 3�!���� ������ �� �!)�� �� 0��� /��� x" ����� � �!��
αr

�� αz ������� /��� x� E!����%��� :

γ =
< E1E2

∗
>√

< E1E1
∗
>< E2E2

∗
>

=
Ar
A0
ejΦ0

I

I0
' ejΦ0

I

I0

@��RwB
@�� $���!8��" Ar

A0

��� ���� $�&�� �� K �� $��� =��� ��)�!)��B
QRv
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