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1. Introduction générale

systémes sont hors d’équilibre et évoluent spontanément pour y retourner [1].

Ceux qui sont isolés du milieu environnant ne peuvent rester loin de 1’équi-
libre que transitoirement. Par contre, les systémes dits ouverts, c’est-a-dire pouvant
échanger de I’énergie ou de la matiére avec le milieu extérieur, peuvent étre mainte-
nus hors d’équilibre sous I'effet de contraintes. Ainsi, un systéme peut échanger de
fagon permanente de la matiére ou de la chaleur avec son environnement respecti-
vement sous 'effet de gradients de pression ou de température.

L ’équilibre global est une situation exceptionnelle en physique. La plupart des

De telles contraintes sont toujours négligeables devant I'interaction moléculaire : on
peut donc dans tous les cas définir une échelle dite mésoscopique, pour laquelle il
existe un équilibre local [1]. Elle est beaucoup plus grande que 1’échelle microscopique
mais trés petite devant la taille macroscopique du systéme. Dans le cas des systémes
hydrodynamiques, auxquels cette thése est consacrée, cette échelle mésoscopique
est associée a la notion de particule de fluide. Il est important de remarquer que
I’équilibre local n’empéche pas le systéme d’étre globalement dans une situation
hors d’équilibre.

La dynamique d’un fluide est gouvernée par I’équation de Navier-Stokes [2] :

o o o >
E+(U.V)U—V7+f

a laquelle on associe en général la condition d’incompressibilité V.7 = 0. Dans cette
équation, u(r,t) est le champ de vitesse, 7 le tenseur des contraintes internes au
fluide (regroupant les effets de pression et de viscosité), f une force extérieure qui
rassemble 'effet de toutes les contraintes (extérieures) appliquées sur le fluide (on
I'appellera aussi forgage) et p la masse volumique du fluide. Le terme essentiel pour
la dynamique est le terme non linéaire (7.V)@ (terme d’advection). Trés prés de
I'équilibre, il est négligeable. L’équation résultante (équation de Stokes), est alors
linéaire |2]. Dans ce cas, les solutions sont uniques et possédent les mémes symétries
spatiales et temporelles que les contraintes. Elle sont réguliéres, on dira aussi lami-
naires. Ces solutions se dérivent continuement par rapport a I’état d’équilibre, on
dit qu’elles appartiennent & la branche thermodynamique.

Plus loin de I’équilibre, c’est-a-dire pour des valeurs plus importantes du forgage,
le terme non linéaire (@.V)u n’est plus négligeable. Les solutions appartenant a
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la branche thermodynamique ne sont plus stables. Les solutions adoptées par le
systéme appartiennent alors & une autre branche. Elles ne possédent plus forcément
les mémes symétries spatio-temporelles que les contraintes : on dit qu’il y a eu
une bifurcation [1]. Cette derniére est associée a une perte de prédictibilité, mais en
général aprés la premiére bifurcation les solutions restent laminaires. Pour une valeur
croissante des contraintes, le systéme subit d’autres transitions du méme genre. Lors
de chacune d’entre elles de nouvelles symétries sont brisées, I'imprédictibilité des
solutions augmente. A la fin, la dynamique du systéme peut devenir trés compliquée :
on parle alors de chaos ou de turbulence.

Selon L.D. Landau, la turbulence est ainsi le résultat d’une accumulation indéfinie
de modes instables [3|. D’aprés lui, ce nombre indéfini est nécessaire pour justifier
la nature continue du spectre de fréquence des solutions. Mais ce postulat est faux.
Ainsi, D. Ruelle et F. Takens ont montré en 1971 [4] qu’un nombre fini de bifurcations
était suffisant pour que le chaos temporel apparaisse’.

On distingue en réalité deux types de turbulence :

— la turbulence dite pleinement développée (forte, ou hydrodynamique) [5] qualifie
les systémes ou des structures (des tourbillons) de tailles trés variables inter-
agissent. Leurs échelles de longueur couvrent tout l'intervalle entre 1’échelle de
forcage et 1’échelle de dissipation. Le phénoméne le plus surprenant dans ce cas
est celui d’intermittence : les fluctuations des champs de vitesse de 1’écoulement
présentent des fluctuations relatives de plus en plus intenses lorsqu’on s’intéresse
a des échelles spatiales de plus en plus petites. Ceci se traduit par le fait que les
distributions de différences de vitesses entre deux points de ’écoulement séparés
d’une distance r, qui sont quasi-gaussiennes a ’échelle de forcage, s’écartent de
plus en plus de cette gaussiannité pour des valeurs décroissantes de r

— la turbulence dite faible (ou chaos spatio-temporel) [1| concerne les systémes
ou les structures en interaction ont toutes la méme taille caractéristique. Dans
I’état laminaire, ces structures forment en général un motif régulier. On rencontre
également dans ce cas la notion d’intermittence, mais dans un sens tout autre.
L’intermittence spatio-temporelle est en effet I'un des mécanismes possibles de
transition & la turbulence faible : dans ce cas, il y a coexistence dans le systéme
de régions laminaires et de domaines chaotiques dont la disposition est variable en
espace et en temps [6]. La fraction du systéme occupée par I’état chaotique aug-
mente avec I'intensité du forcage, jusqu’a ce que la totalité du systéme se trouve
dans un régime de chaos spatio-temporel

Dans cette thése ces deux types de turbulences, et d’intermittences, sont étudiés.
Par souci de clarté on emploiera le terme turbulence uniquement pour qualifier la
turbulence pleinement développée. Dans le second cas on parlera plutdt de chaos
spatio-temporel.

1 est cependant important de différencier 1’étude du chaos temporel de celle du chaos spatio-
temporel. Nous reviendrons sur ce point dans la deuxiéme partie de cette thése.
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Chapitre 1. Introduction générale

La premiére partie de cette thése concerne la turbulence forte. On s’intéresse en par-
ticulier & un modéle de type lagrangien, c’est-a-dire dans lequel on suit la trajectoire
de particules de fluide. Ce modéle, proposé en 1999 par M. Chertkov, A. Pumir et
B.I. Shraiman [7], se présente sous la forme d’un systéme d’équations différentielles
stochastiques. On présente les solutions de celui-ci, calculées par deux méthodes dif-
férentes, et leur accord avec des solutions de I’équation de Navier-Stokes calculées
numériquement, mais aussi avec des résultats expérimentaux [8].

La deuxiéme partie de cette thése est reliée au chaos spatio-temporel. Comme on le
verra par la suite, une méthode possible pour essayer de comprendre la nature de ce
dernier consiste a étudier les différents types de scénarios par lesquels il arrive. L’un
des scénarios les plus connus est celui de l'intermittence spatio-temporelle (IST),
que nous avons déja mentionné. On étudie ici la transition au chaos spatio-temporel
via IST d’un systéme hydrodynamique bidimensionnel réel [9]. Cette transition sera
d’abord caractérisée quantitativement, puis on essaiera de comprendre certains com-
portements du systéme en appliquant a sa géométrie particuliére un modeéle minimal
d’IST de type réseau d’itérations couplées [10].
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2. Introduction

7 ans la derniére décennie, le vieux probléme de la turbulence hydrodynamique
a connu un net regain d’intérét, notamment grace aux nouvelles approches
expérimentales [11, 12| et aux capacités toujours croissantes de la simulation
numérique directe (DNS) [13, 14]. Sur le plan théorique, de nombreux résultats
analytiques ont été obtenus sur le probléme du scalaire passif [15, 16].

-

L’étude de la turbulence s’est beaucoup basée sur la mesure et ’étude d’un signal
(tel qu’une composante de la vitesse) en un ou deux points de I’écoulement. De
nombreuses investigations ont en particulier porté sur les fonctions de structure
d’ordre n, définies comme les moments d’ordre n de la différence d’'une composante
de la vitesse entre deux points de I’écoulement :

L’étude de la dépendance de ces grandeurs vis & vis de P’échelle 1!, et de sa déviation
a la loi de Kolmogorov (loi K41) [17] a permis d’identifier le phénoméne d’intermit-
tence : les fluctuations des champs de vitesse présentent des fluctuations relatives
de plus en plus intenses lorsqu’on s’intéresse & des échelles spatiales de plus en plus
petites [5].

Pourtant, les fonctions de structure ne fournissent aucune information sur la struc-
ture géométrique des fluctuations de vitesse turbulentes, c’est-a-dire sur la confi-
guration instantanée du champ de vitesse dans une région de 1’écoulement. Il est
en effet connu qu’au moins les plus grandes fluctuations sont associées a des struc-
tures bien définies de I’écoulement. Par exemple, les grandes valeurs de I’enstrophie
w? (& = VA @) sont associées & des filaments de vorticité, observables dans des
écoulements réels [18] ou dans des DNS [19, 20]. Un compromis intéressant entre
I’étude des fonctions de structure et celle, compléte, de la configuration instantanée
d’une région de I’écoulement consiste & s’intéresser aux fonctions de corrélation de
la vitesse en plusieurs points. Cette approche permet de déceler les grandes fluc-
tuations mais aussi de tenir compte de la géométrie locale de ’écoulement. Ainsi, il
faut mesurer la vitesse en plus de deux points de 1’écoulement pour avoir accés au
tenseur de gradient de vitesse A,, = J,up, qui permet d’avoir accés au vecteur de

LCette grandeur ne dépend que de r si I’écoulement est supposé statistiquement homogéne (in-
dépendant de &), isotrope (indépendant de la direction de 7) et stationnaire (indépendant du
temps).
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vorticité et au tenseur des déformations S = (A + A"). Il est reconnu que I'un des
aspects essentiels de la turbulence tridimensionnelle est la tendance qu’a la vorticité
a s’aligner avec la direction d’étirement intermédiaire de S.

L’utilisation de fonctions de corrélation multi-points s’est déja avérée fructueuse
pour I’étude de 'advection d’un scalaire passif par un écoulement turbulent [21, 22].
D’un point de vue technique, ces modéles ont montré I'intérét d’approches phéno-
ménologiques et de considérations lagrangiennes.

Ces observations ont conduit M. Chertkov, A. Pumir et B.I. Shraiman a proposer en
1999 un modéle phénoménologique pour la dynamique du tenseur de gradient de vi-
tesse, ou plus précisément de sa moyenne sur une région dont la taille caractéristique
est dans la zone inertielle : M, = ¢ [ d*7 O,up [7]. Cet objet est appelé tenseur de
gradient de vitesse coarse-grained. Il permet d’avoir accés aux statistiques & n’im-
porte quelle échelle de la gamme inertielle, selon la taille caractéristique du domaine
I'. L’écoulement est alors décrit en terme de champ moyen (on suit la dynamique
lagrangienne de parcelles de fluide). La paramétrisation minimale d’un volume tri-
dimensionnel étant un ensemble de quatre points, le modéle introduit dans |7] décrit
la dynamique de quatre particules lagrangiennes, que ’on peut considérer comme
étant les sommets d’un tétraédre. C’est pourquoi on ’appellera par la suite « modéle
du tétraédre ». Ce dernier tient compte de la déformation géométrique et du chan-
gement de taille de cet objet, grace a 'introduction de g, tenseur moment d’inertie
du tétraédre. Le modéle tient compte, a 1’échelle du tétraédre, des contraintes d’in-
compressibilité et de circulation. Au contraire, il modélise le mouvement incohérent
des sommets de celui-ci par un bruit gaussien blanc en temps obéissant au scaling de
Kolmogorov. La théorie proposée décompose également la pression en une compo-
sante locale, déterminée par le champ M, et une composante non locale, modélisée
elle aussi par une force aléatoire gaussienne et delta-corrélée en temps.

Le modéle se présente sous la forme d’un systéme d’équations différentielles sto-
chastiques dont les variables sont le tenseur de gradient de vitesse M et le tenseur
moment d’inertie g. Dans D’article original 7], une solution approchée est calculée
dans la limite classique (déterministe). Dans un formalisme d’intégrale de chemin,
la méthode consistait & construire la fonction de Green en suivant simplement la
trajectoire déterministe, ce qui revient & négliger les effets du bruit. Bien que cette
approximation soit trés grossiére, elle conduit a des résultats numériques en accord
semi-quantitatif avec ceux obtenus par simulation numeérique directe, mais aussi avec
des mesures expérimentales ultérieures [8]. Le modéle semble donc réaliste, et une
résolution plus fine du systéme stochastique devrait pouvoir apporter des résultats
en accord encore meilleur avec les expériences et la DNS, ce qui permettrait de le
valider.

Les avantages de ce modéle sont nombreux. Il apporte une information fondamentale
sur les processus non linéaires de I’équation de Navier-Stokes, permet de mieux
comprendre les processus de transfert d’énergie entre échelles [23|, mais peut aussi
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Chapitre 2. Introduction

étre appliqué a des schémas de LES (Large Eddy Simulation) [24].

Le but de la premiére partie de cette thése est de calculer des solutions plus précises
du modéle du tétraédre. Devant la complexité du probléme, la méthode la plus
précise semble étre une approche numérique de type Monte-Carlo. Pourtant, a cause
du grand nombre de degrés de liberté du probléme, il est impossible d’utiliser une
telle méthode, les poids statistiques des différentes réalisations des bruits pouvant
différer de plusieurs ordres de magnitude! Nous avons donc dans un premier temps
incorporé en partie I'effet du bruit en utilisant une approche de type semi-classique,
dans laquelle on ne considére que la réalisation des bruits dont le poids statistique
est le plus grand (la plus probable). Cette étude nous a permis de comprendre d’ou
venaient les contributions & la statistique les plus importantes, ce qui nous a permis
par la suite d’élaborer un schéma de type Monte-Carlo approprié au systéme, dans
lequel les bruits sont pris en compte plus rigoureusement. Enfin, ce modéle a été
proposé pour décrire la dynamique du tenseur de gradient de vitesse dans le cas
d’un écoulement homogéne et isotrope, mais comme on le verra par la suite la forme
de ’écoulement & grande échelle peut étre facilement choisie. Nous avons donc, pour
finir, étudié les solutions du modéle en turbulence sous cisaillement homogéne. J’ai
effectué toutes ces études avec Alain Pumir. Nous avons travaillé en collaboration
avec Michael Chertkov pour la résolution du modéle par la méthode de type Monte-
Carlo et pour son étude avec forgage anisotrope.

Le chapitre 3 présente le modéle, ainsi que sa dérivation et ses principales consé-
quences. La méthode de résolution du systéme dans ’approximation semi-classique
ainsi que les solutions sous cette approximation sont décrites au chapitre 4. Le cha-
pitre 5 traite de la résolution du modéle avec prise en compte plus rigoureuse des
bruits. Les solutions du systéme dans le cas ol I’écoulement est cisaillé sont présen-
tées dans le chapitre 6, tandis que le chapitre 7 est consacré a la conclusion de cette
premieére partie.
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3. Présentation du modeéle

bilan d’énergie qui en découle, ainsi que les différentes méthodes de résolution
possibles. Dans la section 3.5 sont montrées les solutions du modéle dans
I’approximation déterministe, telles que présentées dans [7].

7 ) ans ce chapitre on présente la dérivation et la définition du modéle [7, 25|, le

-

3.1. Le modéle

3.1.1. Dynamique de p

Le premier pas dans la construction du modéle consiste & paramétrer les petits do-
maines considérés. Or, la paramétrisation minimale d’un volume de dimension trois
est un ensemble de quatre points (un simplexe), que l'on peut voir comme étant
les sommets d’un tétraédre. Pour paramétrer un petit volume I' de 1’écoulement, on
considére donc quatre particules lagrangiennes appartenant a ce volume. Le mouve-
ment, de leur centre de masse résulte de 'advection & grande échelle du volume et
n’est donc d’aucun intérét pour la présente étude. Par la suite on s’intéressera uni-
quement aux mouvements relatifs des particules. Leurs positions relatives peuvent
étre représentées par les trois vecteurs pi, po et ps tels que :

pr=(F1—7) /V2
ﬁzI(F1+F2—2F3)/\/6
ﬁgI(F1+F2+F3—3F4)/\/ﬁ

ou 7, 7y, 7’3 et 74 sont les vecteurs positions des particules lagrangiennes (Fig. 3.1).
Il est en fait plus commode de traiter ces trois vecteurs sous la forme d’une matrice
p telle que p¢ est la aéme coordonnée du vecteur p;. On appellera p le tenseur des
coordonnées réduites des sommets du tétraédre. On peut définir de méme le tenseur
des vitesses réduites v ou v§ = (v;),, avec :

= (i — @) /V2
’172 - (’27:14—712 —2713>/\/6
U3 = (Uy + Uy + U3z — 3tiy) /V12

ou U1, Us, Us et Uy sont les vitesses des particules lagrangiennes (Fig. 3.1).
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3.1. Le modéle

F1G. 3.1.: Tétraédre formé par quatre particules lagrangiennes.
Par définition de p et v, on a la relation :

dp
_ 1
il (3.1)

d d -
ou — est la dérivée lagrangienne (— = — + (u.V)).

o vée lagrang (5 =97 T (@V)
En séparant les contributions des différentes échelles de 1’écoulement, on peut for-
mellement décomposer le champ de vitesse v sous la forme :

v= Uk<<1/R + Ukm/R + Uk>>1/R

ou ’on aurait appliqué & v des filtres spatiaux respectivement passe-bas, passe-bande
et passe-haut (R est la taille caractéristique du tétraédre, que ’on peut définir par
la relation R? = Tr(p'p)).

~ Upy5» qui modélise le déplacement global du tétraédre, peut étre ignoré car on
suppose 1’écoulement homogéne.

~ Uy g le terme cohérent a I'échelle du tétraédre, est un mouvement d’ensemble
préservant la forme du tétraédre. Par définition de M, cette composante est égale
a pM.

— U,,,,» Modélise 'action des petites échelles. C’est un terme incohérent a 1’échelle
R, qu’on modélisera donc sous la forme d’une composante fluctuante notée par la
suite (.

On obtient finalement 1’équation suivante :

Vi = piMya + (3-2)

ot ( est une matrice fluctuante. Notons que I’hypothése d’incompressibilité de 1’écou-
lement impose la condition Tr M = 0.

22



Chapitre 3. Présentation du modéle

Les équations (3.1) et (3.2) impliquent finalement, :

dpf

= )’ My, + (2 3.3

3.1.2. Dynamique de M

Comme détaillé dans I’annexe A.2, il est possible de dériver de ’équation de Navier-
Stokes une équation pour le tenseur de gradient de vitesse au sens usuel A,, = 0,0,
(voir équation (A.5)). On postule que la dynamique de M est similaire a celle de A,
d’ou ’expression :

dM
dt

+M3b:Fab<p> V); (34)

ou le terme Fy,(p, v) traduit les effets de pression et de viscosité. Contrairement au
cas de la dynamique d’Euler Restreinte (cf annexe A.2), on désire s’affranchir de
I’hypothése non physique de pression isotrope, et on posera :

Fab(p7 V) - TT<M2) Hab + gab (35)

Le terme Tr(M?) I1,, représente la composante locale de la pression, le tenseur IT
mesurant l’anisotropie de cette derniére, alors que &,, est un terme stochastique
modélisant la partie non locale de la pression et les effets visqueux.

Les équations (3.4) et (3.5) impliquent :

dMab
dt

+ M2 — Tr(M?*) Ty = €a (3.6)

On pose :

)
Tr[(p'p) ']

Cette définition du tenseur II vérifie la condition d’incompressibilité 7r M = 0 (car
Tr 11 = 1 par construction). Ce choix particulier de IT est dicté par le fait que :

(3.7)

— dans le cas déterministe (£ = 0), les solutions du systéme ne divergent pas en un
temps fini

— le terme de pression ne travaille pas, comme ce doit étre le cas en turbulence
homogeéne et isotrope (équation de von Karman-Howarth [2]). Cette assertion
sera vérifiée plus loin.
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3.1. Le modéle

Il reste & modéliser le terme stochastique &. Considérons pour cela un polynéme
d’ordre deux :

E=n+YM+a (M-I Tr(M?)) (3.8)

ol n et 1 sont respectivement une matrice et un scalaire aléatoires. Le terme en «
n’est clairement pas le plus général qu’on puisse écrire. Sa forme est inspirée des
résultats de [26]. Dans cet article les auteurs ont étudié par simulation numérique
directe les statistiques du membre de droite de (3.6) (dans le cas de tétraédres
isotropes) et ont constaté que la moyenne de ¢ conditionnée sur M pouvait étre
bien approximée par a (M? — 1 Tr(M?)) (o étant une constante comprise entre 0
et 0,8, et variant avec ’échelle de longueur considérée). Par souci de simplicité, on
supposera ici que « est constant dans la zone inertielle, et que 1 est nul. Sous ces
hypothéses (3.6) devient :

dM

W#—(l—a) (M? = Tr(M?)1I) =q (3.9)
Les équations (3.3), (3.9) et (3.7) définissent la dynamique des tenseurs p et M.
Pour fermer le modéle il reste a définir plus précisément les termes fluctuants ( et

n.

3.1.3. Propriétés statistiques des bruits

Pour que le modéle soit le plus simple possible, on suppose que ( et 1 sont des bruits
gaussiens, de moyennes nulles, delta-corrélés en temps. On impose également que
leurs statistiques vérifient le scaling de Kolmogorov. D’ou les expressions de leurs
variances :

(Cab(p,£)-€a(0,0)) = [Cpab pea + C1 (0*0ac Ova — pab pea) | /T (MM?) 6(t) (3.10)

€ 1

<77ab<p7 t)'ncd«)? 0)> = Cn; (5ac 5bd - géab 5cd) 5@) (311)

ou ¢ est le taux de dissipation d’énergie introduit dans la théorie K41, et p?> =
Tr (p'p). Cy, Cy et C,, sont des paramétres du modele.

Dans I’équation (3.10) on a séparé les contributions des composantes longitudinale
(terme en C)) et transverse (terme en C') du bruit. La premiére n’a pas en réalité
un role primordial : elle contribue & I’étirement du tétraédre, déja assuré par le
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Chapitre 3. Présentation du modéle

terme déterministe pM (cf équation (3.3)). Par la suite on supposera selon les cas
que Cy = 0 ou que Cy = . Par contre, la présence de la composante transverse du
bruit ( est essentielle, car en son absence I’étirement cohérent du tétraédre ménerait
a une croissance trés rapide de 1’anisotropie.

Les équations (3.3), (3.9), (3.7), (3.10) et (3.11) définissent le modeéle du tétraédre,
qui se présente finalement sous la forme du systéme d’équations différentielles ordi-
naires stochastiques suivant :

dp

— =M

dt ¢
dM

!
Tr [(p'p) "]

(Cab(p:1).Cca(0,0)) = [Cpab pea + CL (p*6ac Oba — pab pea) | /T (MM?) 5(t)

€ 1
<77ab<p7 t)'ncd<0> O>> = Cn? <5ac 5bd - g(sab 5cd) 5<t>

On appellera par la suite ce systéme (S.3).

Il est important de noter que ce modéle est phénoménologique, on a donc toute
possibilité de jouer sur les différents termes de (S.3).

3.2. Equation de Fokker-Planck et bilan d’énergie

Le systéme (S.3) définit un probléme stochastique bien posé. On peut donc en dé-
river une équation de Fokker-Planck pour la fonction distribution de probabilité
P(M, p,t). On obtient :

ot 'opérateur d’évolution s’écrit (si C) = 0) :
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3.2. Equation de Fokker-Planck et bilan d’énergie

L = (1-«w

M? — T, TrM?) — —p*M,
aMab< ab bt T ) 8p§)pl b

€ 0? 1 0?
< _Z 1
+C77p2 (8MabaMab 3 8Maa0]\/[bb) (3 3)
0

0
+C1/Tr (MMt)a—pq(PQ5ab5ij - P?P?)a—pb
i j

Une distribution de probabilité P(M, p, t) vérifiant (3.12) peut étre interprétée comme
une distribution de probabilité eulérienne & condition d’'imposer la condition de nor-
malisation [ dM P(M,p) =1, ce qui revient & considérer P(M, p) non plus comme
une distribution de probabilité jointe, mais comme la distribution de probabilité de
M conditionnée sur p : P(M|p).

Avant de chercher les solutions de cette équation, on s’intéresse au bilan d’énergie,
qui est un élément essentiel pour la validation du modéle. Ce bilan peut se dériver de
(3.12) et (3.13) en écrivant I'énergie cinétique s7r(VV?) avec Vi = pi M,,. En mul-
tipliant (3.12) par $7r(VV?) et en moyennant sur M, on obtient le bilan d’énergie
suivant' :

L0 (Tr(VVY), = _8% (VITr (VYY) +a(Tr(VVM)) 4 2 Ce = CuDa +Cu

(3.14)
ou :
D; = 18< Tr(MM")Tr l(ppt - %pQ) MMt} >
p
et :
P (026°63; — p°ph) i< Tr (MMt)Tr(VVt)> —2,o¢< Tr (MMt)(MMt)bC>
apfl ! L ap{) p J p

L’équation (3.14) appelle quelques commentaires :

— La contribution de la partie déterministe de la pression IT7r(M?) au bilan d’éner-
gie est nulle. On retrouve bien le fait que la pression ne travaille pas, comme ce
doit étre le cas en turbulence homogeéne et isotrope (cf équation de von Kéarman-
Howarth [2]).

Y..), = [dM ... P(M,p) est calculée a p fixé et est donc fonction de I’échelle.
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Chapitre 3. Présentation du modéle

— Le terme — 6(21' (ViTr(VV?Y)) , est la divergence du flux d’énergie & grande échelle.

Il est compensé non pas par un terme de dissipation visqueuse, mais par le terme
de dissipation sous-maille a (T'r(VV'M)) ,, car V est la vitesse moyennée sur une
échelle de la gamme inertielle.

— Les trois derniers termes de (3.14) sont dus au couplage de la dynamique avec
les fluctuations & petite échelle. Le terme en C, modélise la dissipation du flux
d’énergie due aux petites échelles. Le terme —C'| D, représente le flux d’énergie
transverse, qui correspond a la redistribution de 1’énergie dans la couche ou p est
constant. Le terme C' f est la contribution diffusive & la dissipation sous-maille
a(Tr(VVIM)) ,.

3.3. Solution en terme d’intégrales de chemin

On cherche maintenant a exprimer les distributions de probabilité eulériennes P(M, p)
solutions de 1’équation de Fokker-Planck (3.12). On s’intéresse uniquement aux so-
lutions stationnaires. Celles-ci sont solutions de I’équation (cf (3.12)) :

LP =0 (3.15)

Pour qu’elle soit entiérement déterminée on doit également imposer une condition de
bord. Pour cela, on tient compte du fait (bien connu) que la distribution de vitesses
dans un écoulement turbulent est quasiment gaussienne & grande échelle. On impose
donc une distribution gaussienne a 1’échelle intégrale L :

(3.16)

Tr (MM?)
P<M7p2 = LQ) ~ exp [—m]

Enfin, comme on I’a vu précédemment, pour pouvoir étre considérée comme une
fonction distribution de probabilité eulérienne, P(M, p) doit vérifier la condition de
normalisation :

/dM P(M,p) =1 (3.17)

Le systéme (3.15,3.16,3.17) peut étre résolu formellement en introduisant la fonction
de Green du systéme, qui permet d’exprimer la fonction distribution de probabilité
(PDF) de (M, p) en fonction de la PDF de (M, p') & un instant différent, soit :

P(M,p) = /dM'/dt G_r(M;p|M"; p") P(M', p'), (3.18)
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3.3. Solution en terme d’intégrales de chemin

La fonction de Green G_r est associée a la probabilité de transition lagrangienne
d’un tétraédre (M’', p') & un autre (M, p) pendant la durée 7. Elle s’écrit :

(0)=M p(0)=p
G_7(M;p|M';p') = / [DM"] / [Dp"]exp [-S(M"; p")], (3.19)
M( ! p

~T)=M (~T)=¢/

Les intégrations effectuées dans (3.19) sont des intégrations de chemin, c’est-a-dire
que l'on doit intégrer exp [—S(M"; p")] sur toutes les trajectoires reliant le point
initial (M’, p’) a l'instant —7" au point (M, p) a l'instant 0. L’action S mesure le
poids statistique de chaque trajectoire.

Les équations (3.18), (3.19) et (3.16) conduisent a l’expression finale de la distribu-
tion de probabilité :

M(t)= p(t)=p Tr (M/M/t)
M p /dM,/dT/ DM” /p(o):p/ [D,O”] exp — S(M”; ,0”) + W
(3.20)

Formellement la distribution de probabilité P(M, p) se calcule en considérant toutes
les trajectoires commengant en un point (M’ p') a ’échelle intégrale a 'instant —7'
et se terminant au point (M, p) a l'instant 0 (voir figure 3.2).

(', M)

(P, M)
Tr(p'p=r

. échelle intégrale:
r<L (r dans la zone inertielle) g

[ Tr(pp = L2

F1G. 3.2.: On doit en principe tenir compte de toutes les trajectoires de l’espace des
phases commengant en un point (M’ p') a Uinstant —T et se terminant
au point (M, p) a linstant 0.
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Chapitre 3. Présentation du modéle

3.4. Méthodes de résolution - Problématique

Une évaluation correcte de la distribution de probabilité P(M, p) nécessite donc
d’intégrer la dynamique sur toutes les trajectoires reliant (M, p) a (M’, p). En prin-
cipe ceci peut étre fait numériquement en utilisant un algorithme de Monte-Carlo.
Pourtant, a cause de la grande dimension de 'espace des phases (dimension 17, car
M dépend de 8 paramétres indépendants et p de 9), et donc du grand nombre de de-
grés de liberté du probléme, ceci apparait comme une tache trop ardue. En effet, une
simple intégration de la dynamique par Monte-Carlo conduit & des configurations
dont les poids statistiques peuvent différer de plusieurs ordres de grandeur.

Il semble donc nécessaire dans un premier temps de comprendre I'origine des contri-
butions statistiques significatives dans 'intégrale de chemin (3.20). Cela nous per-
mettrait par la suite de réaliser un algorithme de Monte-Carlo adapté au probléme,
et donc efficace. Pour cela, nous avons calculé dans un premier temps les solutions
de (3.20) dans I’approximation semi-classique, dans laquelle on ne tient compte que
de la trajectoire dont le poids statistique est le plus important (la réalisation des
bruits la plus probable). Les résultats de cette approche sont présentés au chapitre
4. TIs nous ont permis de réaliser par la suite un schéma de type Monte-Carlo dans
lequel les bruits sont traités plus rigoureusement. Les solutions de (3.20) calculées
par cette méthode sont présentées au chapitre 5.

Une représentation commode des résultats consiste & calculer les distributions de
probabilité jointes P(R, () solutions du modéle et de les comparer a celles calculées
par DNS. Les quantités ) et R, définies en annexe A.1l, sont fonction de M et
déterminent la topologie locale de 1’écoulement.

3.5. Solutions du modéle calculées dans
I’approximation déterministe

A titre de comparaison, on présente dans cette section les solutions du modéle dans
I’approximation déterministe. La figure 3.3 montre des fonctions distributions de
probabilité jointes P(R, () solutions de la partie déterministe du modéle a deux
échelles de longueur différentes. Les graphes sont extraits de [7]. Ces distributions
peuvent étre comparées a celles calculées par simulation numérique directe (DNS)
(voir annexe B). Les solutions déterministes du modéle présentent un accord qua-
litatif trés acceptable avec la DNS dans la partie du plan R < 0. Par contre, elles
présentent une « vallée » de faible probabilité dans la partie R > 0 en désaccord
avec les résultats de DNS. Ce phénoméne s’explique par le fait que, dans le plan
(R,Q), la préimage par la dynamique déterministe d’un point sur le c6té R > 0
de la séparatrice converge au voisinage de 1’origine, donc dans une région de grande
probabilité, tandis que la préimage d’un point dans la région D > 0, R > 0 se trouve
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3.5. Solutions du modéle calculées dans I’approximation déterministe

plutot dans la partie @ > 0, R > 0, une région de faible probabilité (voir les flots
des invariants () et R associés & la dynamique d’Euler Restreinte en annexe A.2 et
calculés par DNS dans [7]).

F1G. 3.3.: Distributions de probabilité jointes P(R.,Q.) calculées dans l’approzima-
tion déterministe du modéle : (a) r=L/5 et (b) r=L/2. Les quantités R, et
Q. sont normalisées par la variance des déformations : Q, = Q/ (Tr(S?)),
R.=R/ <T’r(52)>3/ ?. Les lignes d’isoprobabilité sont espacées logarithmi-
quement, et séparées de facteurs 10 (extrait de [7]).

On peut espérer que la prise en compte des fluctuations permette de supprimer cette
vallée de faible probabilité en désaccord avec la DNS et les expériences [8]. On se
propose donc dans les deux chapitres suivants de calculer les solutions du modéle en
tenant compte de ces fluctuations.
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4. Résolution du modeéle dans
|'approximation semi-classique

que, qui consiste & ne considérer que la réalisation des bruits la plus pro-

bable. Nous avons d’abord essayé de résoudre la version compléte du modele
(S.3) dans cette approximation. Mais des problémes de convergence numérique nous
ont conduits a considérer une version simplifiée du modéle, dans laquelle I’'un des
bruits est traité en champ moyen. La méthode de résolution du modéle dans I'ap-
proximation semi-classique est présentée en 4.1, les solutions du modéle complet
(non convergées) sont montrées en 4.2. Dans la section 4.3 est introduite la version
simplifiée du modéle, dont les solutions semi-classiques sont montrées en 4.4. Les
conclusions de ce chapitre sont rassemblées dans la section 4.5.

C e chapitre traite de la résolution du modéle dans I’approximation semi-classi-

4.1. Description de la méthode employée

4.1.1. Recherche de la trajectoire d’action minimale

On cherche a résoudre le systéme (S.3) dans approximation semi-classique. Dans
ce cas, on ne considére dans I’équation (3.20) que la trajectoire qui maximise l'inté-
grant, c’est-a-dire celle dont I’action est minimale. Cette procédure est en principe
valide dans la limite ou les bruits sont faibles. Elle nous sert de premiére étape
dans la recherche des solutions du modéle. Dans cette approximation, on remplace
simplement dans (3.20) I'intégrale par sa valeur au col, obtenue en substituant la
trajectoire optimale dans le terme d’action :

Tr (M'M")

P(M, p) ~ exp — | S(M"; o) + —5 /=357

(4.1)

On peut déterminer la trajectoire optimale en écrivant les équations d’Euler-Lagrange
appropriées. Il nous faut auparavant écrire explicitement le Lagrangien £ (S =
fOT dtL). Son expression se déduit de (S.3). Dans le cas on Cy = C, on a*

! Cette derniére hypothése est nécessaire pour écrire explicitement le Lagrangien, car on doit pour
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4.1. Description de la méthode employée

e Tr (Dm.Dm?) N Tr (Dp.Dp") (4.2)
20, 2C, p?2\/Tr (mm?) '
avec :
dm  1dlnp?
Dm = E—g dt (1—0&) (mQ_TT(mQ) H)
et
dp
Dp=L_
P=a "

On a au préalable effectué le changement de variables suivant :

M = 61/3p72/3m

Les équations d’Euler-Lagrange associées au Lagrangien (4.2) sont les suivantes :

d oL oL

aa’l;ﬁ,ab - 8mab

4oL o
dt apaLb B apatb

4.1.2. Méthode de résolution

Comme on I’a vu en 3.5, on se propose de calculer les distributions de probabilité
jointes des invariants () et R en fonction de ’échelle r. Pour cela, on se donne une
condition initiale & cette petite échelle, puis on intégre le systéme (4.3) en remontant
le temps, jusqu’a ce que ’échelle intégrale L soit atteinte :

OL O OL ) Imay
d | ocjop | _ | ocjop 0
dt Map mab .
Pab pab

Or, en se fixant les trois quantités @), R et r, les conditions initiales (& petite échelle)
ne sont pas entiérement déterminées :

cela pouvoir inverser le tenseur Gup.ca = Cypab pea+ CL (p26ac Obd — Pab pcd). Mais le probléme
peut aussi étre étudié dans sa version hamiltonienne [27] (voir annexe D.2). Dans ce cas on
peut résoudre le probléme pour des valeurs quelconques de €'y et C. Les résultats que nous
avons obtenus par cette méthode sont du méme type que ceux présentés par la suite.
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Chapitre 4. Résolution du modéle dans I’approximation semi-classique

— m est une matrice 3x3, elle a donc 9 composantes. A cause de la condition d’in-
compressibilité T'r(m) = 0 et des trois degrés de liberté par rotation, ces 9 com-
posantes ne dépendent que de 5 paramétres indépendants. Deux d’entre eux sont
fixés par () et R, mais trois restent indéterminés : ce sont les composantes de la
vorticité 2

— p est entiérement déterminé. On le choisit isotrope & I'instant initial, soit : pg, =
745(11)

— m et p sont a priori indéterminés, laissant 8+9=17 parametres libres supplémen-
taires pour définir les conditions initiales

Au total, en se fixant @), R et r on garde 20 paramétres indéterminés pour définir les
conditions initiales. En principe, il est nécessaire d’intégrer la PDF sur ces variables,
mais pour économiser du temps de calcul on effectue ici une seconde approximation
(approximation du col), en remplagant I'intégration par une maximisation sur les 20
variables.

L’algorithme que nous avons utilisé est finalement le suivant :

— On se fixe ), R et r et 20 paramétres libres.

— On intégre le systéme (4.3) jusqu’a ce que 1’échelle intégrale soit atteinte, c’est-a-
dire jusqu’a ce que Tr (p'p) = L% On a alors 'opposé de l'intégrant S.(M"; p") +
Tr (M'M") Je2/3L=4/3 (cf équation (4.1)) en fonction des 20 paramétres.

— On calcule le minimum de cette fonction f de 20 variables : c’est, au signe prés,
le logarithme de la PDF recherchée (f = — In(PDF)).

Méthode d’optimisation

Pour résoudre le probléme d’optimisation résultant, nous avonc tout d’abord uti-
lisé la méthode du simplexe « amoeba » [28], qui converge lorsque la fonction a
des propriétés de convexité simples dans I’espace des phases. Or, dans le probléme
considéré, la fonction & minimiser f s’est avérée avoir une structure complexe, de
sorte que l'utilisation de cet algorithme conduisait & des minima locaux mais pas
globaux.

Cette difficulté peut étre contournée en combinant la méthode du simplexe avec la
technique du recuit simulé. Nous avons donc utilisé I'algorithme « amebsa » [29].

2La paramétrisation de M est la suivante :

A AeY’  wq
—pour D >0, M= —Ae™™ A w1

0 0 -2

A+ A w3 wa

— pour D <0, M = 0 A—A w
0 0 —2)

Le couple (A, A) est en relation bijective avec (Q, R). w1, w2 et w3 sont les composantes de la
vorticité (dans le cas D > 0, wg = 2Ach(y)).
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4.2. Tentative de résolution du modéle complet

Pour une description compléte de ces méthodes numériques, on pourra consulter
I’annexe C.

4.2. Tentative de résolution du modéle complet

Nous avons dans un premier temps appliqué la méthode décrite dans la section
précédente au systéme (S.3). La figure 4.1 montre une distribution de probabilité
jointe P(R, () typique calculée de cette maniére. La distribution, comparée a celles
calculées par DNS (figure B.2), est trés nettement sous-estimée dans la partie D >
0,R > 0.

F1G. 4.1.: Distribution de probabilité jointe P(R, Q) typique calculée dans l’approxi-
mation semi-classique du systéme (S.8). Ici r/L = 0,5, a« = 0,5,
C, = 0,01, Cy = C. = 0,01. La probabilité est sous-estimée dans la
partie R, Q) > 0.

Ce probleme vient du fait que, pour des valeurs positives de ) et R, ’algorithme
d’optimisation converge vers des minima locaux (et non pas globaux) de f. Les
paramétres de ’algorithme amebsa sont nombreux. On peut ainsi choisir la taille du
simplexe initial, le nombre de recuits, les valeurs initiales de la température a chacun
d’entre eux, le schéma de décroissance de cette température, le nombre de paliers de
température et le nombre d’itérations de I’algorithme du simplexe & chacun de ces
paliers, ainsi que la différence relative entre la plus grande et la plus petite valeur
de la fonction aux sommets du simplexe en-dessous de laquelle on considére qu’on a
détecté un optimum local de la fonction (voir annexe C). J’ai effectué de nombreux
tests de convergence de ’algorithme pour des valeurs différentes de ces paramétres.
En aucun cas la convergence vers le minimum global de f pour toutes les valeurs de
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Chapitre 4. Résolution du modéle dans I’approximation semi-classique

@ et R n’a été assurée. Pour comprendre cet échec de I'algorithme, j’ai regardé la
topologie de f entre ses deux plus bas minima locaux détectés par recuit.

La figure 4.2 représente, pour plusieurs valeurs positives de ) et R, la différence
relative entre la valeur de la fonction et la plus petite valeur obtenue par recuit au
voisinage de ce minimum. f dépend de 20 variables, mais on a représenté la coupe de
cette fonction sur une droite reliant les deux meilleurs minima trouvés. Cette simple
étude de f dans une direction ne suffit bien siir pas pour caractériser sa topologie,
mais elle est suffisante pour en observer la grande irrégularité, et surtout la présence
de « barriéres » (voir surtout Fig. 4.2(a) et (b)), que lalgorithme ne parvient pas
toujours a franchir, restant ainsi bloqué prés de minima locaux.

J’al essayé d’adapter l'algorithme a cette topologie particuliére, par exemple en
augmentant la température en présence de telles barriéres. Malheureusement une
telle procédure pose des problémes de convergence. La méthode exposée en 4.1.2 ne
nous a donc pas permis de résoudre le systéme (S.3).

4.3. Une version simplifiée du modéle

4.3.1. Définition

Nous avons donc fait le choix de considérer une version simplifiée du modéle (S.3).
Cette simplification repose sur deux points :

— On considére le tenseur g, défini par la relation g = p'p, au lieu du tenseur p. g,
tenseur moment d’inertie du tétraédre, ne dépend que de 6 paramétres indépen-
dants, on gagne donc 3 variables dans le modéle. La dynamique de g se dérive de
celle de p (en passant de la variable p a la variable g, on ne change pas le modéle).

— D’autre part, on a déja vu que la composante longitudinale du bruit agissant sur
la dynamique de p ne devait pas influer sur la dynamique, car elle joue le méme
role que le terme déterministe pM (cf équation (3.3)). La composante transverse
du bruit joue par contre un réle primordial car elle empéche 1’accroissement d’ani-
sotropie du tétraédre dii & ce méme terme déterministe. On choisit donc de ne
tenir compte dans le modéle que de cet effet de réisotropisation, et pour simplifier
encore on traite celui-ci en champ moyen.

Le systéme considéré, que I'on appellera (S.4), est finalement le suivant :
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40

(f(x)~F(xb))/f(xb)

=
o

8.0

(f(x)~F(xb))/f(xb)

N
o

0.0

2.0 4.0
~ 157 ~ 30 f
Qo Qo
z 2
g 1.0 g 2.0
T T
3 3
=05 S0}

(c) (d)
0.0 - ] 0.0 - - - -
0 10 20 30 0 10 20 30 40 50
X X

Fi1G. 4.2.: Différence relative entre f et sa valeur minimale obtenue par recuit, entre

les deur meilleurs minima calculés (r/L = 0,5, « = 0,5, C, = 0,01,
C)=C.=0,01). (a) R=0,67,Q = 1,33, (b) R =0,67,Q =4, (c)
R=20Q =1,33 et (d) R=2,Q = 4. Les positions des deuzr meilleurs
minima localisés par lalgorithme sont repérées par des fleches (b est celui
pour lequel la valeur de f est minimale).
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dM ) ) B
E+(1—a)(M —T’I’(M)H)—?]

% — gM + M'g + 3+/Tr (MM?) (g - %Tr(gﬁ)

—1
g

m= -

Tr(g~1)

1
<77ab(p7 t)'ncd(oa O)> = 7; <5ac 5bd - géab 5cd) 5(t)

ou I'on a noté 3 et v les amplitudes des bruits C'| et C', pour alléger les notations.
C’est celui que ’on se propose de résoudre dans toute I’étude qui suit.

(S.4) dépend de trois parameétres sans dimension : «, la réduction de non-linéarité
par la pression, 3, qui mesure la tendance des petites échelles & réduire I’anisotropie,
et v, 'amplitude du terme de bruit agissant sur la dynamique de M. On se propose
d’étudier les solutions de (S.4) en fonction des paramétres o, 3 et 7 3.

4.3.2. Paramétres de l'algorithme d’optimisation

Pour résoudre (S.4) dans l'approximation semi-classique, on a utilisé la méthode
exposée en 4.1.2. Dans ce cas la fonction f ne dépend plus que de 11 variables au
lieu de 20 : 3 paramétres libres pour déterminer M et 8 pour M car TT(M) = 0 pour
maintenir I'incompressibilité. L.’algorithme amebsa converge alors beaucoup mieux
vers le minimum global de f. Nous avons choisi les valeurs les plus efficaces des
paramétres d’optimisation, en effectuant des tests de convergence préliminaires. Les
valeurs de ces paramétres que nous avons utilisées sont finalement les suivantes :
pour chaque valeur de (@, R,r), on considére un simplexe initial régulier de taille
caractéristique 0,2. Cet objet subit un premier recuit, dont la température initiale
est égale a 7, puis deux autres de températures initiales yb/4, ot yb est la valeur
optimale de la fonction rencontrée lors du recuit précédent. Dans ces trois recuits,
la température est diminuée quadratiquement, et pour 10 valeurs réguliérement es-
pacées de celle-ci I’algorithme amoeba est itéré 300 fois. L’algorithme suppose qu’un
minimum local est détecté lorsque la différence relative entre la plus grande et la
plus petite valeur de la fonction aux sommets du simplexe est inférieure & 1073.

3Les solutions du probléme dépendent également a priori des deux paramétres dimensionnés L et
€, mais cette dépendance disparait par un simple changement de variables.
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Les solutions de (S.4) calculées par cette méthode sont présentées dans la section
suivante.

4.4. Solutions semi-classiques de la version
simplifiee du modéle

La méthode décrite précédemment pour calculer les solutions semi-classiques du
modéle (S.4) permet d’étudier le comportement des solutions en fonction des trois
paramétres « (la réduction de non-linéarité), 3 (qui mesure ’effet d’isotropisation
des fluctuations de vitesse a petite échelle) et v (I’amplitude du bruit agissant sur
M). Les résultats de DNS présentés dans ’annexe B sont un point de comparaison
naturel pour discuter nos résultats.

Le résultat principal de cette section est le fait que le paramétre « joue le role le
plus significatif en déterminant le comportement qualitatif des solutions. Imposer
que les solutions aient le bon comportement pour les moments de la vorticité, des
déformations et du transfert d’énergie, ainsi que pour la fonction distribution de
probabilité, restreint considérablement les valeurs possibles de a.

4.4.1. Lois d’échelles

On discute tout d’abord les propriétés d’échelles de quantités telles que la va-
riance des déformations (T'7(S?)), Penstrophie (w?) et le terme de transfert d’énergie
(=r?Tr(M?>M?)), dont I'expression est dérivée de (3.14) dans le cas ou le tétraédre
est isotrope.

4.4.1.1. Dépendance en fonction de «

La figure 4.3 montre la dépendance de (Tr(S?)) et (w?) en fonction de 1’échelle
pour plusieurs valeurs de «, a (3 et v fixés (3=0,4, v=0,25). Selon le scaling K41
et les résultats de DNS présentés dans ’annexe B, ces deux quantités devraient
évoluer en r~#/3. Cette loi est correctement vérifiée par (w?) pour toutes les valeurs
de o (Fig. 4.3(b)). Cependant, la quantité (77(S?)) est beaucoup plus sensible &
la valeur de « (Fig. 4.3(a)). Le fit de la dépendance de (Tr(S?)) en fonction de r
par une loi de puissance présente un bon accord avec 1’exposant -4/3 (vérifié par les
résultats de DNS, Fig. B.1) pour les valeurs de « de 'ordre de 0,5, mais montre une
déviation significative de cet exposant pour les faibles valeurs de «. La figure 4.5(a)
montre I’évolution de 1'exposant de la loi de puissance de (Tr(S?)) en r en fonction
de a. D’apreés ces résultats, les solutions semi-classiques du modéle ne semblent
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compatibles avec les résultats calculés par DNS que pour des valeurs suffisamment
grandes de o : v 2 0,4.

La figure 4.4 montre la dépendance du transfert d’énergie divisé par r%, (—Tr(M?M?")),
en fonction de I’échelle r, pour plusieurs valeurs de «, a [ et +y fixés (5=0,4, v=0,25).
Le résultat le plus marquant de cette analyse est le fait que le signe de cette quan-
tité est correct (positif) seulement pour les petites valeurs de o (o < 0,5). Pour
ces valeurs de «, la loi d’échelle du transfert d’énergie est en accord avec le scaling
K41 (vérifié par les résultats de DNS, Fig. B.1) : (=Tr(M?*M?")) o r=2 et donc le
transfert d’énergie (—r?Tr(M?M?")) est indépendant de I’échelle. On a tracé sur la
figure 4.5(b) le signe du transfert d’énergie en fonction de «. Dans certains cas, cette
quantité est négative aux grandes échelles et positive aux petites : on a alors tracé
la moyenne du signe sur toutes les échelles considérées.

Selon la figure 4.5, l'intervalle de valeurs de a pour lesquelles les solutions semi-
classiques du modeéle présentent un accord qualitatif avec la DNS est fortement
contraint : seules les valeurs de « proches de 0,45 (0,4 < a < 0,5) produisent des
résultats en accord avec la DNS.

4.4.1.2. Dépendance en fonction de

La figure 4.6 montre la dépendance de (Tr(S?)), (w?) et (—Tr(M?*M?")) en fonction
de I'échelle pour plusieurs valeurs de (3, & « et v fixés (a=0,4, v=0,25). La valeur
précise de (8 semble ne pas influer du tout les lois d’échelles de ces quantités.

On a choisi des valeurs de [ pas trop faibles. 3 doit en effet étre suffisamment
grand pour que l'effet d’isotropisation des fluctuations de vitesse & petite échelle
soit efficace, sans quoi I’anisotropie du tétraédre augmente démesurément.

4.4.1.3. Dépendance en fonction de ~

La figure 4.7 montre la dépendance de (T(S5?)), (w?) et (—Tr(M?M?)) en fonction
de Iéchelle pour plusieurs valeurs de v, & a et (3 fixés (a=0,4, 5=0,4).

La valeur précise de v n’affecte pas ’exposant des lois d’échelles. Elle modifie les pré-
facteurs des lois de puissance des seconds moments de S et w, mais n’a pas vraiment
d’influence sur celles de (—Tr(M?M?")), sauf & la plus grande échelle considérée,
mais ce comportement peut étre interprété comme la trace d’un transitoire a grande
échelle.

Les valeurs de v considérées ici sont assez petites (< 0,5). v mesure en effet ’am-
plitude du bruit, qui doit rester faible pour que la présente analyse ait un sens.

39



4.4. Solutions semi-classiques de la version simplifiée du modéle
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F1G. 4.3.: Lois d’échelles des seconds moments (a) des déformations et (b) de la
vorticité, pour différentes valeurs de o (8=0,4, v=0,25). La droite de
pente -4/8 sert de guide pour Ueil. «=0.7, 0.6, 0.55, 0.5, 0.45, 0.4, 0.3
et 0.1 de bas en haut en (a) et de haut en bas en (b).
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F1G. 4.4.: Transfert d’énergie divisé par r*, (—=Tr(M>*M?")), en fonction de l’échelle
pour différentes valeurs de o (5=0,4, v=0,25) : (a) échelle linéaire, (b)
échelle logarithmique. Pour les grandes valeurs de « cette quantité est
négative.
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F1G. 4.5.: Dépendance par rapport o o« (a) de lexposant de la loi d’échelle de

(Tr(S?)) et (b) du signe du transfert d’énergie (—r*Tr(M>M?)) (B=0,4,
~v=0,25). En (a) la ligne horizontale en pointillés indique la prédiction de
Kolmogorov -4/3. En (b) on a tracé pour chaque valeur de o la moyenne
du signe du transfert d’énergie sur toutes les échelles. La gamme de va-
leurs de o pour lesquelles les solutions du modéle ont un comportement
acceptable vis a vis de la loi d’échelle de (Tr(S?)) et du signe du transfert
d’énergie est délimitée par les traits verticaut.
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F1G. 4.6.: Lois d’échelles des seconds moments (a) des déformations et (b) de la
vorticité. (c) Lois d’échelles du transfert d’énergie divisé par r*. Toutes ces
lois d’échelles sont représentées pour trois valeurs de 5 (a=0,4, v=0,25).
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F1G. 4.7.: Lois d’échelles des seconds moments (a) des déformations et (b) de la

vorticité. (c) Lois d’échelles du transfert d’énergie divisé par r*. Toutes ces
lois d’échelles sont représentées pour trois valeurs de v (a=0,4, 5=0,4).
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4.4.2. Fonction distribution de probabilité dans le plan (R, Q)

On a vu en 4.4.1.1 que les valeurs de a pour lesquelles les lois d’échelles de (T'r(S?)),
(w?) et du transfert d’énergie (—r*Tr(M?M")) sont en accord avec la DNS sont assez
fortement contraintes. Un tel comportement se retrouve en étudiant les fonctions
distributions de probabilité jointes P(R, Q).

La figure 4.8 montre les distributions de probabilité calculées dans le plan (R, Q)
pour a=0,6, 5=0,4 et v=0,25, a différentes échelles de longueur. La premiére re-
marque que I'on peut faire concerne ’accord qualitatif de ces courbes avec les mémes
quantités calculées par DNS. L’allure générale des PDF calculées dans I’approxima-
tion semi-classique est beaucoup plus proche des solutions de DNS que celle des
PDF solutions de la partie déterministe du modéle (section 3.5). La vallée de faible
probabilité dans la partie du plan D > 0, R > 0 a disparu, 'asymétrie de la distri-
bution est beaucoup plus faible, comme c’est le cas en DNS et expérimentalement

8].

La figure 4.9 montre les distributions de probabilité calculées dans le plan (R, Q)
pour les mémes valeurs de 3=0,4 et v=0,25, mais pour une valeur plus petite de
a (a=0,2). La différence majeure avec les PDF calculées pour a=0,6 concerne la
queue de la distribution : en effet, pour les petites valeurs de o cette queue augmente
démesurément le long de la séparatrice du coté R > 0 (la ligne de discriminant nul
est représentée en pointillés sur les figures 4.8 et 4.9). Pour des valeurs décroissantes
de ’échelle cette queue s’accroit exagérément, beaucoup plus que ce qui est observé
en DNS. Pour les plus grandes valeurs de a la PDF n’est pas étirée le long de
la séparatrice. On verra par la suite que cette différence explique la différence de
comportement de la loi d’échelle de (T'r(S5?)) et du signe du transfert d’énergie pour
des valeurs différentes de a.

4.4.3. Densités de quantités dynamiques dans le plan (R, Q)

Les figures 4.10 et 4.11 représentent les densités des quantités Tr(S?), w? (Ien-
strophie), wSw (la production d’enstrophie), —r*Tr(M?M?") (le transfert d’énergie)
et —Tr(S?) dans le plan (R, Q), pour a=0,5, 3=0,4 et v=0,25 a deux échelles de
longueur r=L/2 et r=L/8. Ces densités n’ont pas une dépendance qualitative nette
en fonction de r. Ces courbes peuvent étre comparées aux résultats de DNS (voir
annexe B).

Les différences principales qu’on peut noter sont les suivantes :

— La densité de T'r(S?) calculée dans I'approximation semi-classique du modéle est
un peu moins concentrée autour de l'origine que celle obtenue par DNS.

— La partie négative de wSw domine la partie positive, ce qui conduit globalement
a une production d’enstrophie moyenne négative . Ce résultat n’est pas physique,
c’est le défaut majeur des solutions semi-classiques.
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Fi1G. 4.8

Distributions de probabilité jointes P(R., Q) calculées pour a=0,6, 5=0,4
et v=0,25 : (a) r=L/2, (b) r=L/4, (c) r=L/8 et (d) r=L/16. Les
quantités R, et (), sont normalisées par la variance des déformations :
Q. =Q/(Tr(S%), R. = R/ (TT(SQ))B/Q. Les lignes d’isoprobabilité sont
espacées logarithmiquement, et séparées de facteurs e.
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F1G. 4.9.: Distributions de probabilité jointes P(R., Q.) calculées pour a=0,2, 3=0,4
et y=0,25: (a) r=L/2, (b) r=L/4, (c) r=L/8 et (d) r=L/16. La conven-
tion est la méme que sur la figure 4.8.
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A part ces quelques remarques, les densités de quantités dynamiques solutions semi-
classiques du modéle sont globalement consistantes avec celles calculées par DNS.
En particulier :

— L’enstrophie est concentrée dans la région D > 0, région dominée par les trajec-
toires tourbillonnantes.

— L’enstrophie est créée dans la partie du plan D > 0, R < 0, et détruite dans la
région D > 0, R > 0 : on retrouve donc le fait bien connu que I’enstrophie est
majoritairement créée dans les filaments de vorticité et détruite dans les nappes
de vorticité [18|.

— La contribution majeure au flux d’énergie vient de la partie R > 0 de la sépa-
ratrice. C’est une région dominée par les nappes, ce qui est cohérent avec les
résultats de [30].

— On sait que : =Tr(M?M") = —Tr(S*)+1wSw [31], ot sont explicitement séparées
les contributions des déformations et de la production d’enstrophie au transfert
d’énergie. Les figures 4.10 et 4.11 montrent que la région qui contribue le plus au
transfert d’énergie est la méme que celle qui domine —7r(S3) (D ~ 0 et R > 0),
région qui ne participe que trés faiblement (en valeur absolue) & la production
d’enstrophie. Du point de vue du transfert d’énergie, les régions actives semblent
donc dominées par les déformations et pas par la vorticité. On peut faire la méme
constatation en DNS.

4.4 4. Discussion

[’étude des solutions semi-classiques du modéle pour plusieurs valeurs de «, 3 et v
a montré que le paramétre dont la valeur précise influence le plus la dynamique est
Q.

On a ainsi remarqué que, pour les faibles valeurs de ce paramétre, la queue de la
distribution P(R, Q) croit exagérément le long du co6té R > 0 de la séparatrice. Ce
résultat est consistant avec ceux de [8]. En effet, I’étirement de la PDF le long de la
séparatrice s’interpréte bien en terme de dynamique d’Euler Restreinte (RE) (voir
le portrait de phase de cette dynamique, sur la figure A.2). Or, 'un des résultats
majeurs de |8] est le fait que le tenseur des contraintes visqueuses tend a contrer
le flot de la dynamique RE dans cette partie du plan (R, Q) (ce qui prévient la
formation de la singularité a temps fini de RE). Dans notre modéle, le terme en «
mesure "amplitude de la dissipation (voir 3.2). Le fait qu'une valeur suffisamment
grande de « soit nécessaire pour réduire suffisamment 1’étirement de la PDF le long
du coté R > 0 de la séparatrice est donc un résultat consistant avec [8].

[’autre effet marquant du comportement des solutions semi-classiques du modéle
lorsque « varie est le fait que (7'r(S5?)) croit trop vite quand P’échelle » diminue pour
les petites valeurs de « et que le transfert d’énergie (—r?Tr(M?M?")) est négatif pour
les grandes valeurs de « (voir figure 4.5). Or, la densité de T'r(S?) est en grande partie
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F1G. 4.10.: Densités de (a) Tr(S?), (b) enstrophie w?, (c) production d’enstrophie
wSw, (d) transfert d’énergie (—r*Tr(M>M?)) et (e) —Tr(S?) dans le
plan (R.,Q.), pour r=L/2, a=0,5, 3=0,4 et v=0,25. Les lignes solides
correspondent auz valeurs positives, les lignes en pointillés aux valeurs
négatives.
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4.4. Solutions semi-classiques de la version simplifiée du modéle

0 - - o - B
o or 1 o or .
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F1G. 4.11.: Densités de (a) Tr(S?), (b) enstrophie w?, (c) production d’enstrophie
wSw, (d) transfert d’énergie —r*Tr(M?M?") et (e) —Tr(S?) dans le plan
(R, Q.), pour r=L/8, a=0,5, 3=0,4 et v=0,25. La convention est la
méme que sur la figure 4.10.
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Chapitre 4. Résolution du modéle dans I’approximation semi-classique

concentrée le long du coté R > 0 de la séparatrice, 1a ol est également concentrée la
majeure partie de la partie positive de (—r?Tr(M?*M?")) (voir figures 4.10 et 4.11).
Or on a vu que, pour les petites valeurs de «, P(R, Q) est fortement surestimée dans
cette partie du plan (R, (Q), et que cette surestimation empire lorsque r diminue.
Donc, pour de petites valeurs de «, la queue de P(R, Q) (en D ~ 0, R > 0) croit trop
vite quand r diminue, ce qui conduit 4 une augmentation trop rapide de (T'r(S?))
a petite échelle, tandis que pour les grandes valeurs de « la contribution de cette
partie du plan est trop faible, et le transfert d’énergie moyen devient négatif.

4.5. Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté une méthode de résolution approchée du modéle du
tétraédre, dans laquelle on effectue une double approximation du col : on ne considére
que la réalisation des bruits la plus probable (approximation semi-classique), et les
conditions initiales pour lesquelles la PDF résultante est maximale. Pour des raisons
de convergence numérique, nous n’avons pas pu appliquer cette méthode au modéle
du tétraédre dans sa version initiale, mais nous avons considéré a la place une version
simplifiée de ce modéle, dans laquelle une partie des bruits est traitée en champ
moyen. Le modéle résultant dépend de trois paramétres sans dimension. Nous en
avons étudié qualitativement et quantitativement les solutions, dans I’approximation
semi-classique, en fonction de ces trois paramétres. Celui dont la valeur précise
influence le plus les solutions est «, qui mesure la réduction de non-linéarité (reliée
a la dissipation). Pour un intervalle de valeurs de o (0,4 < o < 0,5) %, les solutions
semi-classiques du modéle reproduisent de nombreux comportements observés par
DNS : les quantités T'r(S?), w? et (—r*Tr(M?M")) (le transfert d’énergie) vérifient
le scaling K41, et les distributions de probabilité P(R,()) présentent un accord
qualitatif acceptable avec celles obtenues par DNS ou expérimentalement [8].

Mais ces solutions semi-classiques présentent également un inconvénient important :
la partie @ > 0, R > 0 de la PDF P(R,(Q) est légérement surestimée pour toutes
les valeurs des paramétres «, J et v. Ceci conduit & une production d’enstrophie
moyenne (wSw) négative (voir figures 4.10 et 4.11). La méthode de résolution du
modéle utilisée dans ce chapitre doit donc étre améliorée. Comme on le verra au
chapitre suivant, cette premiére approche nous a permis d’élaborer un schéma de
résolution du systéme (S.4) dans lequel les bruits sont traités plus rigoureusement.

4Ces valeurs de o sont compatibles avec celles reportées précédemment |7, 26].
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5. Résolution du modéle par un
schéma de type Monte-Carlo

n a introduit au chapitre précédent le systéme (S.4), qui posséde 9 degrés
O de liberté (en terme de bruits) de moins que le systéme (S.3). Cependant, le

nombre de degrés de liberté de (S.4) reste trop élevé pour qu’une résolution de
ce systéme par une approche de type Monte-Carlo directe soit envisageable. Comme
on va le voir dans ce chapitre, la résolution du modéle (S.4) dans 'approximation
semi-classique effectuée au chapitre précédent nous a en revanche permis d’élaborer
un schéma de type Monte-Carlo approprié au probléme. Ce schéma est décrit en
5.1. La section 5.2 présente les solutions du modéle calculées par cette méthode. Les
conclusions de cette analyse sont données en 5.3.

5.1. Description et justification de la méthode

La méthode étudiée au chapitre précédent consiste a ne considérer que la réalisation
des bruits la plus probable (ce qui laisse par ailleurs o indéterminé a I'instant ini-

tial). Mais on a aussi vu en 4.1.2 qu’en fixant les valeurs de @), R et r dans la gamme
inertielle il restait trois paramétres pour définir M : les composantes de la vorticité
initiale. On doit en principe intégrer la PDF sur ces trois composantes. Le calcul de
cette intégrale a été effectué au chapitre précédent en utilisant I’approximation du
col.

Le schéma numérique de résolution du modéle le plus précis (en principe exact)
consisterait & appliquer deux algorithmes de type Monte-Carlo successifs :

— un sur les réalisations du bruit a chaque pas de temps, & valeurs fixées des compo-
santes de la vorticité a I'instant initial. On a ainsi une fonction f de trois variables,
qui associe a la vorticité initiale la PDF associée P(M, g)

— lautre sur les valeurs de cette vorticité & ¢t = 0, pour calculer I'intégrale de la
PDF sur &

Ainsi, si on note Ny.ir €t Nyoe les nombres de réalisations respectifs de ces deux
procédures, on devrait effectuer au total Ny,.;s X N, réalisations pour chaque valeur
de (@, R,r). Pour avoir une bonne convergence numérique, on doit choisir Ny,..;; =,

~Y

10% — 10% et Nyore = 103 — 10%, s0it Nypwir X Nyore = 10° dans certains cas, ce qui

~
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5.1. Description et justification de la méthode

est prohibitif en temps de calcul. Pour réduire ce temps de calcul, on peut appliquer
une procédure de type Monte-Carlo pour tenir compte de ’effet du bruit, et utiliser
I’approximation du col pour calculer I'intégrale de la PDF sur la vorticité initiale. On
peut déja avoir une idée de la pertinence de cette derniére approximation en étudiant
les résultats semi-classiques. Sur la figure 5.1 est représentée la PDF calculée dans
au voisinage du point col. Les trois fonctions tracées sont clairement convexes :
I’approximation du col pour calculer 'intégrale de la PDF sur les valeurs de la

......

2 T I

F1G. 5.1.: Dépendance du logarithme de la PDF calculée dans l’approzimation semi-
classique en fonction des trois composantes de la vorticité initiale, au
voisinage du point col (qui est ici un minimum car on a tracé [’opposé de
la PDF). Ici a=0,4, 3=0,4, v=0,25, r=L/8, Q= -20 et R=-30, mais ce
comportement est le méme pour toutes les valeurs de ces paramétres que
l’on a considérées. wy, est dans chaque cas la valeur optimale calculée.

C’est pourquoi nous avons dans un second temps considéré le schéma de résolution
suivant :

— les bruits sont traités par Monte-Carlo

— D’intégrale sur la vorticité initiale est calculée en utilisant ’approximation du col

Aprés avoir proposé ce schéma, nous avons vérifié que la fonction f qui associe
aux composantes de la vorticité initiale 'opposé du logarithme de la PDF P(M, g),
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Chapitre 5. Résolution du modéle par un schéma de type Monte-Carlo

calculée par Monte-Carlo, était également convexe. Cette propriété étant toujours
vérifiée, le calcul de l'intégrale sur la vorticité par approximation du col est définiti-
vement justifiée. Contrairement & ’approximation semi-classique étudiée au chapitre
précédent, cette approximation est donc controlée.

La convexité de f, et donc le fait que cette fonction ne posséde qu’un seul minimum,
nous a également permis de réaliser ’optimisation résultante grace a l’algorithme
amoeba, beaucoup moins coiiteux en temps de calcul que amebsa (voir annexe C).
Les paramétres d’optimisation que nous avons utilisés sont les suivants : pour chaque
valeur de (@, R,7), on considére un simplexe initial régulier de taille caractéristique
0,2. L’algorithme suppose qu'un minimum est détecté lorsque la différence relative
entre la plus grande et la plus petite valeur de la fonction aux sommets du simplexe
est inférieure 4 0,03. Le calcul de la fonction & minimiser f, effectué par Monte-Carlo,
a été fait en considérant 4.10* réalisations du bruit. A cause de limitations en temps
de calcul, il nous a pour l'instant été impossible d’aller au-dela de cette valeur.
Comme on le verra par la suite, elle n’est pas toujours suffisante pour permettre
d’interpréter avec certitude les résultats d’un point de vue quantitatif, en particulier
aux plus petites échelles considérées. Cependant, cette premiére approche donne
plusieurs renseignements intéressants sur un plan semi-quantitatif.

Dans la section suivante sont présentées les solutions du modéle (S.4) calculées par
cette méthode, qu’on qualifiera par la suite de Monte-Carlo, méme s’il faut garder en
mémoire qu’elle contient une approximation, et que ces résultats sont préliminaires.

5.2. Reésultats

On rappelle que le modéle (S.4) dépend des trois paramétres «, /3 et y. On se propose
ici d’étudier les solutions de ce systéme calculées par la méthode présentée dans la
section précédente en fonction de ceux-ci. Ces solutions peuvent étre comparées aux
résultats de DNS montrés en annexe B, mais aussi aux solutions semi-classiques du
modéle (voir section 4.4).

Comme constaté dans ’approche semi-classique (chapitre 4), on va voir que le para-
métre qui joue le role le plus significatif dans la détermination des solutions semble
étre o. Mais les valeurs de « pour lesquelles ces solutions présentent un accord qua-
litatif acceptable avec la DNS ne seront pas les mémes que celles obtenues dans
I’approche semi-classique. Nos premiers résultats montreront également une autre
différence majeure entre les solutions MC et celles SC : les premiéres sembleront en
effet également dépendre des valeurs de 3 et 7. Comme en 4.4, on présente les dis-
tributions de probabilité jointes P(R, @), des densités de quantités physiques dans
le plan (R, Q) et les lois d’échelles de quelques-unes de ces quantités. Des limita-
tions en temps de calcul ne nous ont pas permis de calculer les solutions du modéle
a des échelles plus petites que L/8. Les lois d’échelles que nous présenterons plus
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5.2. Résultats

loin peuvent étre discutables, mais les solutions présentées ici sont suffisantes pour
éclaicir de nombreux points.

5.2.1. Fonction distribution de probabilité dans le plan (R, Q)

La figure 5.2 présente les distributions de probabilité jointes P(R, () solutions du
modéle pour a=0,6, 5=0,4 et v=0,25, a trois échelles de longueur différentes. Les
valeurs des paramétres «, (3, 7 sont les mémes que sur la figure 4.8. Le résultat
le plus marquant est le fait que les distributions calculées par Monte-Carlo (MC)
présentent un étirement le long de la partie R > 0 de la séparatrice, de plus en plus
prononcé quand I’échelle diminue. Un tel comportement s’observe sur les solutions
semi-classiques (SC) pour des valeurs plus faibles de a. La figure 5.2 peut donc en
fait étre comparée a la figure 4.9 (solution SC avec a=0,2).

Sur la figure 5.3 sont représentées les distributions P(R, Q) solutions MC du modéle
pour les mémes valeurs de 3 et v mais pour a=0,8. Dans ce cas les PDF ne sont
plus étirées le long de la séparatrice. Les courbes présentent un bon accord qualitatif
avec la DNS (figure B.2). En particulier, contrairement aux solutions SC, les PDF
calculées par MC ne sont pas surestimées dans la partie (Q > 0, R > 0.

Globalement, les solutions MC présentent donc, comme les solutions SC, une «
transition » en fonction du paramétre « : pour les faibles valeurs de celui-ci, les
PDF sont fortement étirées le long du coté R > 0 de la séparatrice (de plus en plus
quand r diminue), tandis que pour les grandes valeurs de « cet étirement disparait.
Mais la valeur de a pour laquelle se produit cette transition est supérieure pour les
solutions MC.

Mis a part cette différence, les distributions P(R, Q) calculées par MC présentent, un
meilleur accord avec les solutions de DNS : la contribution du quart de plan Q>0
R>0 n’est plus surestimée par rapport a celle de la partie ()>>0, R<0. Cette remarque
est importante car, & cause de cet inconvénient, les solutions SC présentaient une
production d’enstrophie moyenne négative. On verra dans la sous-section suivante
que ce probléme est corrigé par la méthode de résolution par MC.

Comme celles calculées par la méthode SC, les PDF calculées par MC ne présentent
pas de dépendance qualitative évidente par rapport a 3 et ~.

5.2.2. Densités de quantités dynamiques dans le plan (R, Q)
Sur la figure 5.4 sont représentées les densités dans le plan (R, Q) de Tr(S?%), w?,
wSw, —r*Tr(M*M?) et —Tr(S?) pour a=0,8, 3=0,4 et 7=0,25, & une échelle r=L/2.

[’avantage majeur des densités calculées par MC, comparées a celles calculées par
SC (figures 4.10 et 4.11) est le fait que la partie positive de la production d’enstrophie
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Chapitre 5. Résolution du modéle par un schéma de type Monte-Carlo

F1G. 5.2.: Distributions de probabilité jointes P(R., Q.) calculées pour a=0,6, 3=0,4
et v=0,25 : (a) r=L/2, (b) r=L/j et (c) r=L/8. Les quantités R, et Q.
sont normalisées par la variance des déformations : Q. = Q/ (Tr(S?)),
R.=R/ <TT<52)>3/ ®. Les lignes d’isoprobabilité sont espacées logarithmi-
quement, et séparées de facteurs e.

o7



5.2. Résultats

F1G. 5.3.: Distributions de probabilité jointes P(R., Q.) calculées pour a=0,8, =0,/
et v=0,25 : (a) r=L/2, (b) r=L/4 et (c) r=L/8. La convention est la
méme que sur la figure 5.2.
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Chapitre 5. Résolution du modéle par un schéma de type Monte-Carlo

wSw domine la partie négative. Dans ce cas, la production d’enstrophie moyenne
est donc positive comme ce doit étre le cas.

5.2.3. Lois d’'échelles

On présente ici les lois d’échelles des solutions MC. Les barres d’erreurs, non repré-
sentées sur les figures pour ne pas les alourdir, sont plus grandes que celles des lois
d’échelles SC montrées au chapitre précédent. Les lois d’échelles sont ici calculées
pour trois valeurs de r. On montre leur dépendance par rapport aux trois paramétres
dont dépend le modéle.

5.2.3.1. Dépendance en fonction de «

Sur la figure 5.5 sont représentées les lois d’échelles de la variance des déformations
(T'r(S?)), de I'enstrophie (w?), de la production d’enstrophie (wSw) et du transfert
d’énergie divisé par 2, (=Tr(M?M?")), pour plusieurs valeurs de «a, avec 3=0,4 et
v=0,25.

Pour a=0,5, (Tr(S?)) vérifie le scaling K41. Pour des valeurs croissantes de «,
I’exposant de la loi d’échelle de cette quantité s’écarte de la valeur de -4/3, prédite
par K41 et vérifiée par les résultats de DNS.

Les cas de I’enstrophie et de sa production sont plus difficiles & interpréter. En effet,
il semble que ces deux quantités soient soumises a un transitoire & grande échelle.
Leurs lois d’échelles ne peuvent donc étre discutées qu’en considérant deux valeurs
de Déchelle : r=1/4 et L/8. Avec cette contrainte, il semble que, comme pour les
solutions SC, la dépendance de I’enstrophie en fonction de r soit correcte quel que
soit a.. La production d’enstrophie semble vérifier a peu pres le scaling K41 seulement
pour les petites valeurs de a.

Comme la variance des déformations, le transfert d’énergie vérifie K41 pour a=0,5,
mais pas pour les plus grandes valeurs de celui-ci.

5.2.3.2. Dépendance en fonction de

La figure 5.6 montre la dépendance en fonction de I’échelle de (T'r(S?)), (w?), (wSw)
et (—=Tr(M*M?")) pour a=0,8 et v=0,25, pour trois valeurs de 3.

Comme dans ’approximation SC, les lois d’échelles de (T'r(S?)) et (w?) ne dépendent
pas de (3.

En ne considérant que les valeurs de r égales a /4 et L./8, 1a production d’enstrophie
semble vérifier & peu prés K41 pour 5=0,2 mais pas pour les plus grandes valeurs
de ce paramétre.
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5.2. Résultats
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F1G. 5.4.: Densités de (a) Tr(S?), (b) enstrophie w?, (c) production d’enstrophie
wSw, (d) transfert d’énergie —r*Tr(M?>M?) et (e) —Tr(S?) dans le plan
(R., Q.), pour r=L/2, a«=0,8, 3=0,4 et v=0,25. Les lignes solides corres-
pondent auz valeurs positives, les lignes en pointillés aux valeurs négatives.
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Chapitre 5. Résolution du modéle par un schéma de type Monte-Carlo
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F1G. 5.5.: Lois d’échelles de (a) (Tr(S?%)), (b) (w?),
pour différentes valeurs de o (6=0,4, v=0,25). Les droites de pentes -4/3
et -2 servent de guides pour [’ceil.
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(c) (wSw) et (d) (—=Tr(M?>M"))
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5.2. Résultats

Par contre, les exposants des lois d’échelles de (—Tr(M?M?)) sont en meilleur accord
avec la prédiction de Kolmogorov (et les résultats de DNS) pour les plus grandes
valeurs de (3 considérées : 3=0,4 et 0,6.
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n let01 3 le+01
Vv \Y,
1le+00 1le+00
1.0
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1e+00 } A
5 =
(g S  1e+00 t
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1e-02 1e-01 : >
. 0.1 1.0
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F1G. 5.6.: Lois d’échelles de (a) (Tr(S?)), (b) (w?), (c) (wSw) et (d) (—Tr(M>*M?))
pour trois valeurs de 3 («=0,8, v=0,25). Les droites de pentes -4/3 et -2
servent de guides pour [’ceil.

5.2.3.3. Dépendance en fonction de v

Les lois d’échelles de (T7r(S?)), (w?), (wSw) et (=Tr(M>*M?)) pour a=0,8, 3=0,4
et deux valeurs de y sont représentées sur la figure 5.7. Avant de décrire celle-ci, on
doit préciser que I’erreur sur les points calculés pour r=L/8 et y=0,5 est plus grande
que sur les autres.

Contrairement au cas des solutions SC du modeéle, les solutions MC semblent in-
diquer une dépendance des lois d’échelles en fonction de . Ainsi, les dépendances
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Chapitre 5. Résolution du modéle par un schéma de type Monte-Carlo

de (Tr(S?)) et (wSw) en fonction de r sont en meilleur accord avec la prévision
K41 pour v=0,5 que pour v=0,25. Les deux lois d’échelles de I’enstrophie semblent
vérifier le scaling K41 (sur les deux plus petites valeurs de r considérées, aprés le
transitoire & grande échelle). Le cas du transfert d’énergie est plus difficile & inter-
préter.
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F1G. 5.7.: Lois d’échelles de (a) (Tr(S?%)), (b) (w?), (c) (wSw) et (d) (—Tr(M?M?))
pour deuz valeurs de v (a=0,8, 5=0,4). Les droites de pentes -4/3 et -2
servent de guides pour [’ceil.

5.3. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons essayé de résoudre le modéle du tétraédre par une
méthode de type Monte-Carlo, ol les bruits sont traités de fagon plus rigoureuse que
dans ’approximation semi-classique. Malheureusement, des limitations en temps de
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calcul ne nous ont pas permis d’obtenir des résultats aussi précis que ce qu’il est en
principe possible d’avoir. Mais les résultats préliminaires présentés ici sont suffisants
pour une interprétation semi-quantitative.

En particulier, les distributions de probabilité dans le plan (R, () calculées par
cette méthode présentent le méme type de transition en fonction de o que celles
obtenues grace a 'approximation semi-classique. Ainsi, pour les faibles valeurs de o
ces distributions sont exagérément étirées le long du cété R > 0 de la séparatrice,
cet étirement augmentant pour des valeurs décroissantes de 1’échelle de longueur
considérée. Ce phénomeéne disparait également pour les plus grandes valeurs de a.
Cependant la valeur de o pour laquelle le changement de comportement se produit
est supérieure pour les solutions MC : la « valeur critique » de « est alors de ’ordre
de 0,7 au lieu de 0,4 pour les solutions SC.

Les densités dans le plan (R, (Q)) des quantités physiques considérées présentent un
bon accord qualitatif avec celles calculées par DNS. Contrairement aux résultats
de 'approche SC, la production d’enstrophie moyenne calculée par MC est bien
positive.

Les lois d’échelles sont plus difficiles & interpréter, car nous avons pu calculer les
solutions MC pour trois échelles de longueur seulement, mais aussi parce qu’il est
difficile d’estimer I’incertitude de ces lois. Les résultats préliminaires que nous avons
présentés semblent pourtant indiquer que :

— Les lois d’échelles sont en meilleur accord avec la prédiction de Kolmogorov et
les solutions de DNS pour les petites valeurs de «. Ce résultat est surprenant car
les distributions de probabilité jointes de () de R présentent un meilleur accord
avec la DNS pour les grandes valeurs de a. Il semble donc pertinent d’étudier plus
précisément le comportement des solutions pour des valeurs intermédiaires de ce
parameétre.

— L’enstrophie et sa production subissent un transitoire a grande échelle, pour toutes
les valeurs de a, (3 et y considérées.

— Les lois d’échelles de certaines grandeurs semblent dépendre de 3 et 7.

Pour confirmer ces trois remarques, il nous faudra cependant augmenter le nombre
de réalisations du bruit dans la procédure de Monte-Carlo.
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6. Application a la turbulence
sous cisaillement

ous avons jusqu’ici étudié le modéle du tétraédre en supposant I’écoulement

turbulent homogéne et isotrope. Mais 'un des principaux avantages de ce

modéle est qu’il est possible de adapter & toutes sortes d’écoulements, en
changeant seulement la condition de bord, & grande échelle. Ce chapitre présente
les solutions du modeéle lorsque ’on superpose au forcage un cisaillement pur. On
présente briévement en 6.1 les motivations de I’étude de la turbulence sous cisaille-
ment ainsi que 1’état de I'art dans ce domaine. La méthode d’étude que nous avons
utilisée est exposée en 6.2. Les résultats sont rassemblés et discutés en 6.3.

6.1. Introduction

L’un des postulats de la théorie de la turbulence est le fait que, & petite échelle,
les propriétés statistiques devraient étre universelles, au moins dans la limite d’'un
nombre de Reynolds infini. Cette hypothése est faite explicitement dans la théo-
rie K41 [5], elle est implicite dans de nombreux modéles phénoménologiques. Selon
la théorie de Kolmogorov, il existe ainsi une cascade des grandes échelles vers les
petites, pendant laquelle I'information des grandes échelles est perdue. Cette uni-
versalité implique que les fluctuations de vitesse & petite échelle devraient posséder
la plus grande symétrie possible, et en particulier étre isotropes quelle que soit la
forme de I’écoulement & grande échelle (jet, couche limite, turbulence de grille, ...) :
en particulier, tous les moments d’ordres impairs des différences de vitesse devraient
s’annuler & petite échelle. C’est le postulat d’isotropie locale (PIL). Celui-ci ne de-
vrait en principe s’appliquer que si le nombre de Reynolds Re est suffisamment
grand. En effet, il faut un spectre d’échelles assez large pour que l’isotropisation
puisse s’effectuer. En pratique, le PIL prédit une décroissance d’anisotropie a petite
échelle & nombre de Reynolds croissant ou, de maniére équivalente, une diminution
d’anisotropie & échelle décroissante.

Le PIL a toujours été supposé universellement, mais ce n’est que depuis une di-
zaine d’années que des études expérimentales et numériques sont effectuées pour le
vérifier : auparavant il était en effet impossible, numériquement comme expérimen-
talement, d’étudier la question & des nombres de Reynolds suffisamment grands.
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L’écoulement turbulent anisotrope & grande échelle le plus simple est un écoulement
cisaillé. C’est donc celui qui a été le plus étudié, que ce soit dans le cas statistique-
ment homogene ou dans une couche limite. Ainsi, S.G. Saddoughi et S.V. Veeravalli
ont mesuré en 1994 dans une couche limite turbulente les moments du second ordre
de diverses composantes de la vitesse [32]. Ces derniers sont consistants avec les
requis cinématiques du PIL dans la gamme inertielle. Mais le PIL suppose que tous
les moments obéissent & ses considérations de symétrie. En 1995, A. Pumir et B.IL
Shraiman étudient numériquement un écoulement turbulent homogéne cisaillé, et
montrent que, selon la fonction de corrélation a deux points de la vorticité, les
propriétés a petite échelle de I’écoulement deviennent isotropes pour des valeurs
croissantes de Re, mais que ce n’est pas le cas si I’on considére des fonctions de
corrélation d’ordre trois [33, 34|. Plus tard, X. Shen et Z. Warhaft mesurent dans
un écoulement turbulent homogéne cisaillé les moments de différences finies et de
dérivées de la vitesse |35]. Les moments impairs des dérivées sont non nuls, et ne
semblent pas diminuer pour des valeurs croissantes de Re, tandis que les mémes
moments des différences finies décroissent moins vite que prévu lorsque 1’échelle di-
minue. Les auteurs concluent que le PIL fournit des prévisions incorrectes pour les
moments étudiés.

Puis, J. Schumacher, K.R. Sreenivasan et P.K. Yeung réinterprétent les résultats
précédents, en insistant sur le fait que 'intermittence & petite échelle et 'ordre de
grandeur du parameétre de cisaillement travaillent avec le nombre de Reynolds pour
déterminer I’amplitude des moments impairs des dérivées de fluctuations de vitesse
[36]. Au méme moment, L. Biferale et M. Vergassola étudient par DNS un écou-
lement turbulent en canal, en appliquant aux fonctions de structure la méthode
de décomposition en terme des représentations irréductibles du groupe de rotation
SO(3), possible grace a I'invariance par rotation de 1’équation de Navier-Stokes non
forcée, et proposée en [37]. Ils constatent alors que les fluctuations deviennent de
plus en plus sous-dominantes a petite échelle lorsque leur degré d’anisotropie est
croissant [38, 39]. Cela dit, dans certaines conditions, telles que celles d’un écoule-
ment cisaillé, la contribution isotrope (moment angulaire [=0) s’annule par symétrie.
Bien que formellement sous-dominant, le moment angulaire /=1 conduit bien & une
contribution anisotrope forte.

On peut retenir de toutes ces études que :

— les comportements des moments d’ordre 2 de la vitesse sont consistants avec les
requis cinématiques du PIL,

— les moments d’ordres supérieurs décroissent plus lentement que prévu & Re crois-
sant ou & échelle décroissante,

— malgré tout, il existe une hiérarchie : plus un type de fluctuation est anisotrope,
plus il devient sous-dominant & petite échelle.

Le modéle du tétraédre permet de calculer les statistiques du tenseur de gradient
de vitesse moyenné dans la gamme inertielle, M. On montre dans la section 6.3 les
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Chapitre 6. Application a la turbulence sous cisaillement

solutions de ce modéle a différentes échelles de cette gamme, dans le cas ou 1’écou-
lement turbulent subit un cisaillement. On s’attachera en particulier & comparer le
comportement, lorsque 1’échelle diminue, des moments de M d’ordres 2 et 3 dans
les cas anisotrope et isotrope. Avant cela on présente dans la section suivante la
méthode que nous avons utilisée.

6.2. Méthode d’étude

Prise en compte de la condition a grande échelle

Comme on I'a vu au chapitre 3, le modéle du tétraédre dépend d’une condition
a grande échelle : la forme du champ de vitesse a 1’échelle intégrale L. On a toute
liberté pour changer cette condition. Ainsi, dans le cas d’un forcage avec cisaillement,
on pourra fixer la condition suivante au lieu de la condition (3.16) :

CTr[(M - E)(M - 5)

P(M,Tr(g) = L*) ~ exp 23]~/ (6.1)
000
ouX=| s 0 0 | est une matrice de cisaillement.
0 00
La distribution de probabilité jointe de M et g s’exprime alors de la fagon suivante :

(t)= M g(t)=g
/ M / iT / DM / Dg"]
M(0)= M’ g(0)=g’

exp — |:S<M/l; g/l> + Tr [(M;Q_/gzl];)_(i\/g, — E)t] (62)

L’action S est toujours définie & partir du Lagrangien présenté en D.3. On peut éva-
luer numériquement ’expression de la distribution P(M, g) définie en (6.2), comme
celle de la distribution définie en (3.20), par une approche semi-classique ou par une
méthode de type Monte-Carlo. Pour une plus grande efficacité nous avons choisi de
calculer dans un premier temps les solutions semi-classiques du probléme. La mé-
thode utilisée est la méme que celle décrite en 4.1, & ceci prés qu’il est maintenant
nécessaire de tenir compte des degrés de liberté de rotation de M.

En effet, pour paramétrer la matrice M a petite échelle on avait utilisé au chapitre 4
le fait que pour toute matrice carrée réelle A il existe une matrice R orthogonale et
une matrice T quasi-triangulaire supérieure (i.e. dont la diagonale est constituée de
blocs 1x1 ou de blocs 2x2) telles que : A = R.T.R". Dans le cas ou le forcage était
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isotrope, l'invariance du probléme par rotation permettait de ne pas tenir compte
des degrés de liberté de rotation de M, et donc de paramétrer celle-ci sous la forme
d’une matrice quasi-triangulaire 7'. Par contre, lorsque 1’écoulement a grande échelle
est cisaillé, I'invariance du probléme par rotation est brisée, et il devient nécessaire
de tenir compte des rotations possibles de la matrice 7'.

Prise en compte des rotations possibles de M

La matrice M a petite échelle dépend maintenant de trois paramétres supplémen-
taires. Avec la méthode de résolution semi-classique, en se fixant les valeurs de ), R
et r, ’échelle de longueur, il reste donc 14 parameétres libres pour définir les condi-
tions initiales (& petite échelle) : les 3 composantes de la vorticité, 3 degrés de liberté
de rotation, et les 8 composantes indépendantes de %. Il est en principe possible
d’appliquer la méme méthode que celle exposée au chapitre 4 : ’optimisation serait
alors effectuée sur une fonction de 14 paramétres au lieu de 11. Par souci d’effica-
cité numeérique, nous avons préféré utiliser une méthode légérement différente pour
calculer la distribution P(Q, R).

Comparons en effet les contributions a la distribution de probabilité P(Q, R) d’une
condition initiale M, et d’une autre ]\A/[; = R.M,.R' (en choisissant dans les deux
cas la méme valeur de ©% a Dinstant initial). La dynamique (S.4) conduit a la
méme valeur de I'action S, mais a des valeurs différentes des matrices M a I’échelle
intégrale. L’invariance par rotation de (S.4) implique en effet que Mj, I'image a
I’échelle intégrale de ]\Afr par la dynamique, est égale a R. M. R, ou M, est 'image de
M, al’échelle intégrale par cette méme dynamique. Les deux contributions a P(Q, R)
different donc & cause de la différence entre les termes Tr [( My, — 3) (M, — X)'] et
Tr[(R-Mp.R"—X)(R.ML.R" — ¥)']. On peut donc n’appliquer les rotations que sur
I'image de M a ’échelle intégrale. La méthode que nous avons utilisée pour calculer

P(Q, R) est finalement la suivante® :

— On se fixe ), R et r et 11 paramétres libres. La paramétrisation de M & petite
échelle est la méme que dans le cas isotrope.

— On intégre le systéme suivant jusqu’a ce que ’échelle intégrale soit atteinte, c’est-
a-dire jusqu’a ce que Tr (g) = L? (le Lagrangien £ est toujours celui défini en
D.3) :

g [ OL/OMy, OL/OMg
% Mab - Mab
YGab Gab

On a alors l'action S.(M"; g") et la valeur de M a I’échelle intégrale : M.

D(Q, R)
DX\ A)

'Comme dans le cas isotrope, on a négligé le Jacobien
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— On calcule le minimum, & M;, et X fixés, de la fonction de 3 variables qui & R
associe Tr [(R.Mp.R! — ¥)(R.Mp.R' — ¥)!] : R, matrice de rotation de dimension
3x3, dépend en effet de 3 paramétres (voir ci-dessous). Une fois ce minimum 7'r,,;,
calculé, on a S.(M"; ¢") + Trpin, 'opposé de I'intégrant de la PDF (cf équation
(6.2)) en fonction des 11 paramétres initiaux.

— On calcule le minimum de cette fonction f de 11 variables : c’est, au signe prés,
le logarithme de la PDF recherchée (f = — In(PDF)).

L’intérét de cette méthode, qui consiste & découpler I'optimisation sur les degrés de
liberté de rotation de celle sur les autres paramétres, et a ne ’effectuer qu’a I’échelle
intégrale, est relié au fait que la fonction qui aux trois paramétres de R associe
Tr[(R.Mp.R" —X)(R.Mp. Rt — X)"] (M, et X sont fixés) est trés simple : ¢’est un
produit de fonctions sin et cos. L’optimisation de cette fonction, réalisée a 'aide
de I'algorithme amebsa (voir annexe C), est donc trés rapide. De cette fagon, bien
qu’on ait ajouté 3 paramétres libres supplémentaires par rapport au probléme dans
le cas isotrope, le temps de calcul n’est que trés peu allongé.

Paramétrisation de la matrice orthogonale R

Pour paramétrer la matrice R, nous avons utilisé la décomposition suivante. Toute
matrice de rotation de dimension 3x3 peut en effet s’écrire sous la forme :

R =Ry RoRy
avec :
cosy siny 0 1 0 0 cos¢ sin¢
Ry=| —siny cosyp 0 | ,Rg=| 0 cosf sinf | ,Ry=| —sin¢g cos¢
0 0 1 0 —sinf cos# 0 0

¥, 0 et ¢ sont connus sous le nom d’angles d’Euler.

6.3. Reésultats

On présente ici les solutions du modéle avec cisaillement & grande échelle. Ces solu-
tions ont été calculées par la méthode exposée dans la section précédente. L’intensité
du cisaillement est mesurée par s, le taux de cisaillement. Pour comparer cette in-
tensité a celle de la 2turbulence, on considére de facon générale le paramétre sans
s (u”)

€

dimension S* = . Dans la plupart des expériences et des simulations, S* est
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compris entre 5 et 7, méme s’il peut atteindre plus rarement des valeurs de ’ordre
de 3 ou 9 [36]. Dans le cas présent, la valeur du paramétre de cisaillement peut étre
2 2/3
S<u > ~ S(EL) / — S(L2/€)1/3.
€ €

On présente pour S*=0, 3 et 6 les lois d’échelles de quelques quantités dynamiques,
les fonctions distributions de probabilité jointes des invariants () et R, puis les
densités de grandeurs physiques dans le plan (R, Q). Ces résultats sont discutés
en 6.3.4. On prendra soin de ne pas confondre par la suite S*, le paramétre de
cisaillement, et S, le tenseur des déformations.

estimée de la facon suivante : S* =

6.3.1. Lois d’'échelles

Sur la figure 6.1 sont représentées les lois d’échelles de (T'r(S?)), de enstrophie, du
transfert d’énergie divisé par 72, et de (—T'r(S?)) pour les deux valeurs du paramétre
de cisaillement S* étudiées, ainsi que dans le cas isotrope (S*=0). Les valeurs des
autres paramétres sont a=0,4, 5=0,4, v=0,25, valeurs pour lesquelles, dans le cas
isotrope et avec la méthode semi-classique, (Tr(S?)) et (w?) vérifient le scaling K41
et le transfert d’énergie a le bon signe (voir chapitre 4).

Comme on pouvait s’y attendre, & grande échelle toutes les quantités ont des valeurs
moyennes différentes selon 'amplitude du cisaillement.

Pour des valeurs décroissantes de I’échelle, seule la moyenne de 1’enstrophie semble
dépendre de moins en moins de S*. Pour 7=L/16, (w?) a quasiment la méme valeur
pour les trois valeurs du paramétre de cisaillement.

Par contre, les trois autres quantités semblent garder plus longtemps la mémoire
de la condition & grande échelle : leurs moyennes pour des valeurs différentes de S*
restent trés différentes a la plus petite échelle considérée.

6.3.2. Fonction distribution de probabilité dans le plan (R, Q)

La figure 6.2 représente les distributions de probabilité jointes des invariants @)
et R adimensionnés, calculées pour S*=0, 3 et 6, avec a=0,6, /=0,4 et v=0,25.
Pour ne pas surcharger les figures, on a d’abord représenté les PDF obtenues pour
S*=0 et 3, puis pour S*=3 et 6. Les invariants () et R ne sont plus normalisés
par la variance des déformations, comme dans les chapitres précédents. En effet, les
valeurs de (T'r(S?)) peuvent différer d’un ordre de magnitude pour deux valeurs de
S* (voir Fig. 6.1(a)). Dans ce chapitre, on normalise plutot les invariants de la fagon
suivante : Q, = Q.(r?/e)?® et R, = R.(r?/e). Pour chaque valeur de (r, S*) sont
tracées les lignes d’isoprobabilité de valeurs 10, 1072, ..., 1079,

Pour des valeurs décroissantes de 1’échelle r, les lignes de méme valeur calculées
pour les trois valeurs du paramétre de cisaillement ont tendance & se superposer
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F1G. 6.1.: Lois d’échelles de (a) (Tr(S?)), (b) (w?), (c) (=Tr(M*M?")) et (d)
(=Tr(S?)) pour a=0,4, 3=0,4, v=0,25 et trois valeurs de S*. Les droites
de pentes -4/3 et -2, qui correspondent au scaling de Kolmogorov, servent

de guides pour [’ceil.
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progressivement, excepté dans la partie du plan Q < 0, R > 0. En effet, le long
du coté R > 0 de la séparatrice la distribution est de plus en plus étirée pour
des valeurs croissantes de S*. Ce phénoméne ne semble pas s’atténuer de fagon
significative quand 1’échelle diminue.

6.3.3. Densités de quantités dynamiques dans le plan (R, Q)

Les densités de Tr(S?), w?, w.S.w, —r*Tr(M*M?") et —Tr(S?) dans le plan (R, Q,)
sont représentées sur les figures 6.3 a 6.7. Toutes ces densités ont été calculées pour
a=0,6, 5=0,4 et v=0,25, pour quatre échelles de longueur. Comme sur la figure 6.2,
on a dans chaque cas représenté les lignes d’isodensités pour S*=0 et 3, puis pour
S*=3 et 6.

Pour des valeurs croissantes de S*, Tr(S?) est de moins en moins concentrée au
voisinage de l'origine : la densité de cette grandeur est de plus en plus importante
le long du coté R > 0 de la séparatrice (Fig. 6.3). Ce phénoméne ne semble pas
s’atténuer de facon significative aux petites échelles.

Pour les grandes valeurs de S*, I’enstrophie est également moins concentrée autour
de l'origine & grande échelle (Fig. 6.4). Cependant, lorsque r diminue w? tend a étre
distribuée de la méme maniére dans le plan (R, Q) quelle que soit la valeur de S*.

A grande échelle, pour des valeurs croissantes de S* la densité de production d’en-
strophie est de plus en plus étalée, surtout dans la partie du plan R > 0 (Fig. 6.5).
En revanche, lorsque 1’échelle diminue w.S.w est distribuée de facon de plus en plus
semblable pour les différentes valeurs du taux de cisaillement. Comme dans le cas
isotrope, la partie négative de w.S.w domine la partie positive : la moyenne de cette
quantité calculée par la méthode semi-classique est toujours négative.

Comme dans le cas isotrope, les densités de transfert d’énergie et de —T7'r(S?) sont
trés semblables pour chaque valeur de (r,S*) (Fig. 6.6 et 6.7). Pour des valeurs
croissantes du paramétre de cisaillement, ces quantités sont de moins en moins
concentrées au voisinage de l’origine. Ce phénoméne ne semble pas s’atténuer de
facon significative aux petites échelles.

6.3.4. Discussion

Le calcul des lois d’échelles des quantités dynamiques a montré que, pour toutes
les valeurs de S* considérées, I’enstrophie moyenne tendait rapidement vers sa va-
leur dans le cas isotrope pour des valeurs décroissantes de 1’échelle. Par contre, les
moyennes des autres grandeurs étudiées (7r(S?), le transfert d’énergie et —T'r(S5?))
ne semblent pas converger vers leurs valeurs dans le cas isotrope lorsque ’échelle
diminue.
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r/L=1/2 r/L=1/4

w b

r/L=1/8

r/L=1/2

r/L=1/8

F1G. 6.2.: Distributions de probabilité jointes des invariants Q, (en ordonnée) et
R, (en abscisse) : Q. = Q.(r?/)*3 et R, = R.(r*/e). Les distributions
sont calculées pour quatre échelles, avec a«=0,6, 3=0,4, v=0,25. En haut :
S*=0 (noir) et 8 (rouge). En bas : S*=38 (rouge) et 6 (bleu). Les lignes
d’isoprobabilité ont pour valeurs 1071, 1072, ..., 107°.
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F1G. 6.3.: Densités de Tr(S?) dans le plan (R,,Q,). Les distributions sont calculées
pour quatre échelles différentes, avec a=0,6, 3=0,4, v=0,25. En haut :
S*=0 (noir) et 3 (rouge). En bas : S*=3 (rouge) et 6 (bleu).
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F1G. 6.4.: Densités d’enstrophie dans le plan (R,.,Q,). Les conventions sont les
mémes que sur la figure 6.3.
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F1G. 6.5.: Densités de production d’enstrophie dans le plan (R,, Q). Les conventions
sont les mémes que sur la figure 6.3.
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F1G. 6.6.: Densités de transfert d’énergie dans le plan (R,, Q,). Les conventions sont
les mémes que sur la figure 6.3.
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FI1G. 6.7.: Densités de —Tr(S?) dans le
mémes que sur la figure 6.3.

plan (R,.,Q,). Les conventions sont les
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Consistance des résultats

Ces observations peuvent s’interpréter en comparant 1’évolution & échelle décrois-
sante des distributions de probabilité jointes de () et R pour plusieurs valeurs de
S*. Ainsi, on a vu que toutes ces distributions convergaient vers celle calculée dans
le cas isotrope lorsque r diminue, sauf dans la partie du plan Q < 0, R > 0 : les dis-
tributions sont en effet beaucoup plus étirées le long du coté R > 0 de la séparatrice
pour les grandes valeurs du paramétre de cisaillement, méme a petite échelle. Ceci
explique pourquoi les quantités majoritairement concentrées dans cette région du
plan (R, Q) [Tr(S?%), —r*Tr(M?*M") et —Tr(S?)] semblent garder en mémoire aux
petites échelles la présence de cisaillement a 1’échelle intégrale, alors que les gran-
deurs essentiellement concentrées dans le demi-plan @ > 0 [w? et w.S.w 2| dépendent
de moins en moins de la valeur de S* pour des valeurs décroissantes de r.

Comparaison avec des résultats précédents

Comme on I’a vu en 6.1, les moments d’ordre 2 des différences de vitesse mesurés
expérimentalement ont toujours été consistants avec les requis cinématiques du PIL
dans la gamme inertielle [32, 35]. On pouvait donc s’attendre a ce que les moyennes
de T'r(S?) et w? calculées par résolution du modeéle du tétraédre deviennent rapide-
ment indépendantes de la valeur du paramétre de cisaillement S*. Le comportement
de 'enstrophie est conforme & cela. Par contre, celui de la variance des déformations
est plus surprenant : les valeurs de (Tr(5?)) pour S*=0 et S*=6 différent & peine
moins a la plus petite échelle considérée qu’a la plus grande. La perte d’anisotropie a
petite échelle selon cette quantité est donc beaucoup plus lente que ce qu’elle devrait
étre. Pour interpréter ce comportement, on peut émettre plusieurs hypothéses :

— 11 est possible que ce soit une faiblesse du modéle. Un autre comportement qui a
attiré notre attention est le fait que, dans le cas isotrope, le rapport (w?) / (T'r(S?))
ne cesse de croitre pour des valeurs décroissantes de I’échelle : pour r=L/16, ce
rapport est de 'ordre de 2.

— Il est également possible que les résultats que nous avons obtenus décrivent ce qui
se passe pendant un transitoire. Il nous faut donc examiner les précédents résultats
obtenus dans I'étude des transitoires en turbulence sous cisaillement [40].

Des résultats non présentés dans ce mémoire montrent que, aux échelles considérées
et pour les valeurs de S* 2 3, le systéme est dans un régime transitoire.

211 convient de rester prudent sur les résultats concernant la production d’enstrophie, car on sait
que ’approximation semi-classique n’est pas appropriée pour décrire celle-ci d’un point de vue
quantitatif. Cependant il semble raisonnable, au vu des résultats présentés dans ce chapitre,
et en particulier de I’évolution des distributions P(R, @) lorsque r diminue, de supposer que,
d’aprés le modéle, cette grandeur dépend de moins en moins de S* pour des valeurs décroissantes
de r.
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6.3. Résultats

Le comportement des moments d’ordre 3, le transfert d’énergie et —Tr(S?), est
conforme & ce que I'on pouvait attendre : les valeurs de leurs moyennes pour S*=0
et S*=6 différent a peine moins a la plus petite échelle considérée qu’a la plus grande.
Comme on I’a vu en 6.1, les moments d’ordre 3 sont connus pour décroitre lentement
quand échelle diminue [35].
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7. Conclusion

namique du tenseur de gradient de vitesse moyenné sur un volume d’échelle

caractéristique r appartenant & la gamme inertielle. Ce modéle phénomé-
nologique se présente sous la forme d’un systéme d’équations différentielles ordi-
naires stochastiques dont les variables sont M, le tenseur de gradient de vitesse
ainsi moyenné, et g, tenseur moment d’inertie qui permet de tenir compte de la
déformation géométrique et du changement de taille du volume. Ce systéme dépend
de trois paramétres sans dimension : «, qui mesure la réduction de non-linéarité par
la pression, 3, qui mesure ’effet d’isotropisation des fluctuations de vitesse & petite
échelle et v, I’amplitude du bruit agissant sur M. Le trop grand nombre de degrés de
liberté de ce systéme le rend impossible a résoudre par une méthode de Monte-Carlo
directe, mais nous avons calculé les solutions du probléme par deux méthodes.

N ous avons étudié dans cette partie le modéle du tétraedre, qui décrit la dy-

Dans un premier temps, nous avons calculé les solutions semi-classiques du systéme.
Cette méthode, qui consiste & ne considérer que la réalisation des bruits la plus
probable, est en principe valide dans la limite oul ceux-ci sont faibles. Elle a servi
de premiére approche pour tenir compte de la partie stochastique du systéme. Les
solutions approchées ainsi calculées présentent un accord acceptable avec des obser-
vations expérimentales [8] et des résultats de DNS. L’un des résultats essentiels de
cette étude est le fait qu’il faut cependant pour cela régler la valeur du paramétre
« assez précisément. L’influence des deux autres paramétres sur la dynamique est
beaucoup plus faible.

L’approche semi-classique nous a également permis de comprendre d’oil venaient
les contributions aux statistiques les plus importantes. Nous avons alors pu dans
un second temps élaborer une méthode de résolution du systéme de type Monte-
Carlo, dans laquelle les bruits sont traités plus rigoureusement. Les solutions du
modéle ainsi calculées présentent un trés bon accord qualitatif avec les observations
expérimentales 8] et les résultats de DNS. Sur le plan quantitatif, elles dépendent
fortement de la valeur de o, comme les solutions semi-classiques, mais les premiers
résultats semblent montrer que les valeurs de ce paramétre pour lesquelles elles ont
le bon comportement ne sont pas les mémes dans les deux cas. D’autre part, les
solutions calculées par la méthode de type Monte-Carlo semblent dépendre plus
fortement des deux autres parameétres du modéle. Des études sont en cours pour
confirmer ces résultats.

Enfin, 'un des avantages remarquables du modéle du tétraédre est le fait qu’il est
possible de ’adapter assez simplement & différents types d’écoulements turbulents.

81



Toutes les études que nous venons de mentionner ont été réalisées pour décrire les
propriétés d’un écoulement isotrope, mais nous avons dans un dernier temps calculé
les solutions du modéle dans le cas anisotrope le plus simple : lorsqu’un cisaillement
est superposé au forcage. Pour gagner en efficacité, ces solutions ont été calculées
en utilisant ’approche semi-classique. I’étude dans le cas isotrope avait en effet
permis de connaitre les valeurs des paramétres pour lesquelles cette approche est
pertinente, et de cerner ses limites. Les comportements de 1’enstrophie, de —T'r(S?)
et du transfert d’énergie dans le cas d’un écoulement cisaillé sont concordants avec
des mesures expérimentales [32, 35] : la moyenne de la premiére ne dépend en effet
rapidement plus du cisaillement lorsque I’échelle diminue, tandis que la dépendance
des deux autres quantités vis a vis de S* persiste beaucoup plus. Seul le compor-
tement de Tr(S?) pose probléme, ce qui semble di a la présence d’un transitoire
a grande échelle. Par la suite on pourra également mesurer les lois d’échelles des
fonctions de structure (déduites des composantes de M) et comparer les exposants
de ces lois avec ceux obtenus expérimentalement [35].

Le modéle du tétraédre apparait trés prometteur dans le cadre de I’étude de la
turbulence. On a ainsi montré que ses solutions dans le cas isotrope étaient en bon
accord avec des DNS et des résultats expérimentaux. La possibilité d’appliquer ce
modele & de nombreuses formes d’écoulements a grande échelle permet également
d’étudier toutes sortes d’écoulements turbulents. Nous envisageons en particulier
d’étudier de cette maniére la turbulence sous déformations [41], sous rotation [42],
et celle de Rayleigh-Taylor |43, 44].
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Deuxiéme partie .

Intermittence spatio-temporelle
dans un systeme bidimensionnel
de taille finie
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8. Introduction

que théoriques, ont été consacrées au chaos, afin d’en comprendre ’origine
et la nature. De nombreuses définitions du chaos, pas toutes équivalentes
mathématiquement, ont été proposées, mais on peut raisonnablement qualifier de
chaotique un signal dont 1’auto-corrélation (temporelle et/ou spatiale) est finie [45] :
ce critére permet de distinguer les situations ordonnées et désordonnées (avec ou
sans symeétries temporelles et/ou spatiales).

7 j urant les trois derniéres décennies, de nombreuses études, tant expérimentales

-

Chaos temporel ou spatio-temporel ?

On distingue de facon générale le chaos temporel du chaos spatio-temporel. Dans le
premier cas le désordre est purement temporel, dans le second il est & la fois temporel
et spatial. Le chaos temporel se rencontre dans de nombreux systémes mécaniques
ou électroniques [46]. De nombreuses études ont porté sur la transition vers ce type
de chaos. Trois scénarios ont ainsi été identifiés :

— En 1971, D. Ruelle et F. Takens ont montré qu’un systéme oscillant avec trois fré-
quences temporelles incommensurables pouvait devenir chaotique lorsqu’on aug-
mentait la valeur de la contrainte [4]. Ce résultat est historiquement trés important
car il montre pour la premiére fois qu'un petit nombre de bifurcations (trois) est
suffisant pour produire du chaos, contrairement & ce qu’avait postulé L.D. Lan-
dau [3], qui pensait qu'un nombre infini de ces bifurcations était nécessaire pour
aboutir au spectre de Fourier continu caractéristique d’un signal chaotique.

— En 1978, M.J. Feigenbaum [47] et C. Tresser et P. Coullet [48] ont identifié le
scénario de la cascade sous-harmonique, par lequel un systéme devient chaotique
par la succession de seulement quelques doublements de période temporelle.

— En 1980, Y. Pomeau et P. Manneville ont décrit le scénario de transition par in-
termittence [49]. C’est le cas ol un systéme oscillant subit des sursauts brusques
et imprévisibles, I’amplitude et la fréquence de ces derniers augmentant avec I'in-
tensité des contraintes jusqu’au chaos.

Le chaos temporel apparait dans les systémes & petit nombre de degrés de liberté.
Dans le cas de systémes fluides, ce nombre n’est petit que si on le contraint artifi-
ciellement, par exemple en confinant la géométrie ou en agitant le bain réactionnel.
Dans le cas général, le désordre apparaissant dans un systéme fluide est non seule-
ment temporel mais aussi spatial. L’étude du chaos spatio-temporel est beaucoup
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plus compliquée que celle du chaos temporel [45] : d’un point de vue théorique, on est
confronté & des équations aux dérivées partielles, impossibles a résoudre analytique-
ment, tandis que sur le plan expérimental les résultats présentent une dépendance
trés importante vis a vis de la géométrie particuliére du systéme. Contrairement
a ’étude du chaos temporel, ol I’expérience servait essentiellement a conforter les
résultats mathématiques, I’étude du chaos apparaissant dans les systémes spatiale-
ment étendus consiste souvent a prendre comme point de départ des observations
expérimentales effectuées dans des conditions particuliéres et a en développer ensuite
une théorie dont le degré de généralité augmente peu a peu.

Comme I’étude du chaos temporel, celle du chaos spatio-temporel peut se faire par
I'intermédiaire des différents scénarios selon lesquels un systéme peut y arriver. A la
différence de la turbulence pleinement développée, oul des structures de tailles trés
variables entrent en jeu [5], la turbulence faible (ou chaos spatio-temporel) est sou-
vent caractérisée par I’existence d’une longueur caractéristique. L’état laminaire du
systéme se présente alors sous la forme de motifs réguliers de cette taille. Le désordre
spatio-temporel peut arriver par la désorganisation de la position de ces structures
(turbulence de phase), par apparition de défauts topologiques (turbulence d’am-
plitude), ou le plus souvent par la coexistence de domaines laminaires et d’autres
désordonnés dans le méme systéme. Dans le dernier cas, la distribution spatiale et
I’évolution temporelle des deux types de domaines sont désordonnées, et la fraction
du systéme occupée par I’état chaotique augmente avec 'intensité de la contrainte.
On dit alors que la transition au chaos se fait par intermittence spatio-temporelle
(IST) |6].

Intermittence spatio-temporelle et percolation dirigée de liens

L’intermittence spatio-temporelle est caractérisée par la coexistence dans un systéme
spatialement étendu de deux états locaux : I'un laminaire et ’autre chaotique. Le
premier doit étre linéairement stable (ou absorbant), c’est-a-dire que 1’état chaotique
ne doit pas pouvoir apparaitre spontanément au milieu d’une zone laminaire. Celui-
ci ne peut se propager que selon un processus de contamination [50, 51].

Y. Pomeau [52] a remarqué que cette propriété était la caractéristique essentielle
de la percolation dirigée de liens, un processus de contamination bien connu en
mécanique statistique [53|. La percolation dirigée de liens! est un automate cellulaire
déterministe dans lequel tous les sites d’'un réseau sont synchronisés simultanément
selon une probabilité de transition locale dépendant de 1’état des sites appartenant
a un voisinage régulier du site considéré. Chaque site peut se trouver dans deux
états, 'un actif et 'autre absorbant : un site dont tous les voisins sont dans I’état
absorbant a une probabilité égale & un de transiter dans ce méme état. Ainsi, a

'Le terme « dirigée » signifie que la dynamique du systéme s’effectue dans une direction privilé-
giée : la course du temps.
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Chapitre 8. Introduction

une dimension (percolation dirigée (1+1)D), si les deux voisins d’un site sont dans
I’état absorbant alors ce site transite dans cet état avec une probabilité de un, si
un voisin est dans I’état actif (Ac) et lautre dans ’état absorbant (Ab) alors le
site transite vers Ab avec une probabilité de p (p est un paramétre), et si les deux
voisins sont Ac alors le site devient Ab avec une probabilité de (1 — p)?. Ainsi, un
site Ac peut spontanément devenir Ab, quoique son activité puisse se propager par
contamination. Si tous les sites du systéme se trouvent & un instant donné dans
I’état Ab alors le réseau reste définitivement dans cet état homogene. Il faut donc
au moins un noyau de sites Ac pour que ’activité se propage. En fait, celle-ci ne peut
se propager que si p est supérieur a une valeur critique p. : le seuil de percolation.
La valeur de ce seuil dépend du probléme particulier considéré (nature du réseau, du
voisinage, ...) mais les propriétés d’échelles au voisinage du seuil sont universelles.
En particulier, la transition de la percolation est une transition du second ordre
(continue), le paramétre d’ordre pouvant étre la densité de sites actifs. Au-dessus
du seuil (p > p.), le réseau est un mélange statistiquement stationnaire de sites
absorbants et actifs, caractérisé par une densité moyenne d de sites actifs. Quand p
tend vers p. par valeurs supérieures, d(p) o (p — p.)”.

La conjecture de Pomeau |52] consiste donc a considérer I’évolution spatio-temporelle
de la percolation dirigée comme une représentation simplifiée des régimes d’IST.
L’état absorbant (resp. actif) représente alors I’état laminaire (resp. chaotique).
Le saut conceptuel est énorme, car on compare de cette maniére des situations
hydrodynamiques complexes, décrites par des équations aux dérivées partielles, a
un simple processus de contamination stochastique. Mais il ne serait pas surprenant
que les propriétés statistiques générales de la transition au chaos via IST soient
universelles, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas du type de systéme étudié.

La conjecture de Pomeau marque 'irruption des phénoménes critiques dans I’étude
de la transition au chaos spatio-temporel, et donc de la notion de classe d’univer-
salité. Une classe regroupe tous les phénomeénes dont les propriétés critiques au
voisinage de la transition sont identiques, ces derniéres étant caractérisées par un
petit nombre d’exposants (dits exposants critiques). Dans le cas de la percolation
dirigée, on mesure en général les cinq exposants suivants (¢ est le paramétre de
controle, ¢, sa valeur critique, L est la taille du systéme et ¢ le temps) [54] :

— « caractérise la décroissance algébrique du paramétre d’ordre m au seuil de
la transition en partant d’une condition initiale décorrélée dans la phase Ac :
Llim m(ee, L, t) ot t >ty

— 00

— (3 caractérise la variation en loi de puissance du paramétre d’ordre lorsqu’on s’ap-

proche du seuil par valeurs supérieures : lim lim m(e. + de, L, t) oc 6°

t—oo0 L—oo

— z caractérise la divergence algébrique de la durée de vie moyenne 7 de la phase
Ac au seuil de la transition lorsqu’on augmente la taille du systéme : 7(e., L) =
(Ts(ee, L, s)), o< L?

— v, caractérise la divergence de la longueur de corrélation temporelle {; dans la
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phase Ac lorsqu’on s’approche du seuil : tlim Llim Ci(ec+ de, Lyt) oc 67+
— vy caractérise la divergence de la longueur de corrélation spatiale ¢, dans la phase
Ac lorsqu’on s’approche du seuil : tlim Llim Cylec+de, L,t) oc 6771

Seuls trois d’entre eux sont indépendants. Une maniére simple de montrer qu’'un sys-
téme n’est pas dans la classe d’universalité de la DP (Directed Percolation) consiste
a mesurer ces exposants et & montrer qu’ils ne sont pas égaux a ceux de la DP.

La vérification de la conjecture de Pomeau présenterait un double intérét. D’une
part, on montrerait une équivalence entre des systémes déterministes et stochas-
tiques, et d’autre part on gagnerait des renseignements sur la nature du chaos
spatio-temporel (CST), car ’appartenance d’un phénoméne a une classe d’universa-
lité permet de connaitre les processus dynamiques dominants au voisinage du seuil
de la transition. Ainsi, ’existence de plusieurs classes, et donc de plusieurs scénarios
de transition, montrerait 1’existence de différents types de CST.

Quelques systémes numériques et expérimentaux

Sur le plan numérique, H. Chaté et P. Manneville ont été parmi les premiers a tenter
de vérifier cette conjecture. Leurs premiéres études ont porté sur ’équation aux
dérivées partielles modéle de Kuramoto-Sivashinsky amortie [55]. Mais I’étude de la
transition au chaos dans de telles équations est difficile en raison de la puissance
de calcul nécessaire & cause du caractére continu de l'espace, et de la difficulté
a distinguer les régions laminaires des zones turbulentes. Ils ont donc élaboré un
modéle minimal d’IST, de type réseau d’itérations couplées [10, 56, 57]. Dans une
telle approche, I'espace et le temps sont discrétisés, mais la variable locale prend des
valeurs continues. Ce modéle est donc intermédiaire entre les équations aux dérivées
partielles (pour lesquelles I’espace, le temps et la variable locale sont continus), dont
les comportements sont riches mais qui sont difficiles & étudier car elles sont trés
coiiteuses en temps de calcul, et les automates cellulaires (pour lesquels l'espace,
le temps et la variable locale sont discrets), faciles a calculer mais difficilement
exploitables a cause du caractére discret de la variable locale. Pour plus de détails
sur ce modeéle on pourra consulter le chapitre 10.

L’étude de ce modéle a montré que la transition au chaos par IST pouvait étre
continue ou discontinue, alors que la transition de la DP est continue. Dans le premier
cas, les mesures d’exposants critiques montraient le plus souvent que les systémes
n’appartenaient pas a la classe d’universalité de la DP. Mais les mesures d’exposants
sont difficiles, et la question reste ouverte.

Sur le plan expérimental, la transition au chaos par IST a été observée et étudiée
dans de nombreux systémes : convection de Rayleigh-Bénard [58, 59, 60, 61|, digi-
tation visqueuse [62, 63|, lignes de vortex [64], écoulements de Taylor-Dean [65], de
Couette-Taylor [66] et de Couette plan [67, 68|, fronts de fluide [69]. Les exposants
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critiques mesurés dans toutes ces expériences ne permettent pas de conclure quant
a 'exactitude de la conjecture de Pomeau : les valeurs de ces exposants sont ras-
semblées dans [70]. Plus récemment, P. Rupp, R. Richter et I. Rehberg ont mesuré
ces exposants dans un systéme de ferrofluide : quatre sur les cinq mesurés sont en
accord avec la DP [70]. Mais la trop petite taille de cette expérience ne permet pas
de donner une réponse définitive a la conjecture de Pomeau.

Une expérience bidimensionnelle

Je me suis pour ma part intéressée a la transition au chaos par IST dans un systéme
a deux dimensions d’espace : C. Pirat, P. Maissa et C. Mathis ont en effet élaboré
a 'INLN une expérience bidimensionnelle d’hydrodynamique, dans laquelle un film
liquide horizontal continuement alimenté se déstabilise sous I’action de la gravité [9].

J’al étudié cette transition avec Christophe Pirat, Jean-Louis Meunier, Philippe
Maissa et Christian Mathis. Ce travail, présenté au chapitre 9 et dont les principaux
résultats sont publiés dans [71], nous a permis de mesurer un des exposants critiques
caractéristiques de la classe d’universalité de la DP, qui est en accord avec celui de
la DP. Un autre comportement marquant du systéme est la présence de bistabilité,
prés du seuil de la transition, entre 'IST et un régime « quasi-laminaire », semble-
t-il due & la présence des bords, et donc a la taille finie du systéme. Nous avons
voulu comprendre plus précisément, avec J.-L. Meunier et C. Pirat, I'influence de
cette taille finie, et savoir en particulier si la présence de bistabilité au voisinage
du seuil était un phénomeéne générique ou pas. Nous avons dans ce but adapté le
modéle minimal d’IST [10, 56] a la géométrie particuliére du systéme expérimental.
Les résultats de cette étude sont présentés au chapitre 10. Le chapitre 11 rassemble
les conclusions de cette seconde partie.
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0. Résultats expérimentaux

systéme réel présenté en [9]. La section 9.1 est consacrée a la présentation du

dispositif expérimental ainsi qu’aux comportements observés, réunis dans le
diagramme des phases du systéme. La méthode d’étude que nous avons utilisée est
décrite en 9.2. Les résultats obtenus sont montrés en 9.3 et discutés en 9.4. Enfin,
les conclusions de ce travail sont présentées dans la section 9.5.

C e chapitre traite de I’étude de la transition au chaos spatio-temporel dans le

9.1. Dispositif expérimental et diagramme des
phases du systéme

9.1.1. Dispositif expérimental

L’expérience, réalisée au sein de I’équipe « Approche expérimentale des phénoménes
hors d’équilibre » a 'INLN, par Christophe Pirat, Christian Mathis et Philippe
Maissa, permet I’étude des motifs formés lors de la déstabilisation, & deux dimensions
d’espace, d’un film liquide horizontal continuement alimenté.

Caméscope- - _____
= , Chambre tampon
Depression constante " de pression
l:l \\
B \
Acfuisition et traitement N
\

Y

Huile Silicone

Grille
20

F1G. 9.1.: Schéma du dispositif expérimental.

Le coeur du dispositif expérimental est constitué d’une grille circulaire et plane
jouant le role d’un milieu poreux [9, 72|. Cette grille est placée horizontalement
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9.1. Dispositif expérimental et diagramme des phases du systéme

dans le fond d’une chambre cylindrique en dépression stable et controlée (Fig. 9.1).
Cette chambre peut étre alimentée en continu en liquide. A débit nul, la dépression
compense exactement le poids du fluide : il n’y a pas d’écoulement. Un apport
méme faible de liquide rompt cet équilibre : le fluide s’écoule a travers la grille. La
dépression assure alors une hauteur de fluide suffisamment importante au dessus
de la grille pour garantir une bonne uniformité de passage & travers celle-ci. Les
paramétres de controle de cette expérience sont le débit (le dispositif est alimenté
en continu en fonctionnement) et la viscosité du liquide : les fluides utilisés sont des
huiles silicone de différentes viscosités mais dont la masse volumique et la tension de
surface sont trés proches par ailleurs. Les huiles utilisées ont une masse volumique
de 0,95 & 0,03 g/cm?, une tension de surface de 20 +1 mN/m et des viscosités
cinématiques v de 5 & 350 mm?/s.

De facon générale, pour une viscosité et un débit donnés, I’huile passe a travers la
grille, un film se forme puis se déstabilise sous 'effet de la gravité. Cette expérience
est donc intermédiaire entre celle de la fontaine circulaire [73], son analogue & une
dimension, et celle de l'instabilité de Rayleigh-Taylor & deux dimensions, ou 'on
étudie la déstabilisation d’un film liquide suspendu non alimenté [74].

9.1.2. Diagramme des phases du systéme

Le diagramme des phases du systéme est représenté sur la figure 9.2. Selon le débit
d’alimentation et la viscosité du fluide, on observe différents régimes d’écoulement :
pour un débit croissant, des gouttes, des colonnes et des nappes liquides.

La dynamique du systéme est gouvernée par la compétition entre la gravité et la
tension de surface. L’instabilité primaire est donc celle de Rayleigh-Taylor (RT) [75,
76, 77| : a trés faible débit on observe sous la grille des gouttes disposées sur un réseau
hexagonal centré. Ce comportement est similaire & celui observé lorsque 1’on retourne
une plaque plane recouverte d’un film liquide mince : aprés un certain temps, le film
se déstabilise sous la forme de gouttes disposées sur un réseau hexagonal [74]. La

longueur d’onde de ce réseau est égale & Apr = 2mV/2 A /l (13,2 mm pour les huiles
P9
utilisées).

Dans la zone du diagramme 9.2 hachurée en jaune, le film de liquide n’occupe pas
toute la surface de la grille : la surface de ce film augmente proportionnellement
avec le débit, de sorte que le débit surfacique (vitesse de passage de I’huile & travers
la grille) reste constant. On remarque que la dynamique est la plus riche pour les
huiles de grandes viscosités. C’est donc celle qu'on se propose de décrire ici, les
commentaires étant généralisables aux autres parties du diagramme.

A bas débit, le régime de gouttes persiste (I). La distance entre ces objets reste trés
proche de Agr.
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Pour un débit plus important, des colonnes liquides prennent place (II), elles aussi
génériquement disposées selon un réseau hexagonal centré, avec néanmoins une lon-
gueur d’onde plus petite, proche de 11,6 mm. On transite du régime de gouttes au
régime de colonnes par 'intermédiaire d’un régime mixte (I/II). Sans entrer dans
les détails que le lecteur pourra retrouver dans |9, 72, 78|, la phénoménologie est
tres riche dans le régime de colonnes. Il est en effet possible d’observer des défauts
topologiques, des déstabilisations globales sous la forme d’oscillations de lignes de co-
lonnes en opposition de phase, ou encore une disparition progressive de la structure
hexagonale, cette derniére pouvant arriver a débit croissant (Ilgympm) ou décrois-
sant (IT¢urbr), selon la viscosité. La dynamique est alors chaotique : les colonnes se
déplacent erratiquement, elles peuvent fusionner quand deux d’entre elles sont trop
proches, ou apparaitre dans une région ou leur densité est temporairement faible. Ce
chapitre traite de la transition du régime laminaire au régime chaotique de colonnes.

Enfin, pour les débits les plus importants, des nappes de liquide prennent place (III).
Ces nappes peuvent s’organiser sous la forme de structures géomeétriques simples
comme des spirales en rotation ou des cellules. La encore, on transite du régime de
colonnes a celui de nappes par I'intermédiaire d’un régime mixte (IT/III).

9.1.3. La transition au chaos spatio-temporel dans le régime
de colonnes

Je me suis intéressée au régime de colonnes, et plus particuliérement a la transition
du systéme de I’état stationnaire spatialement organisé a un état chaotique. Comme
on I'a vu, cette transition peut se faire, & viscosité constante, en augmentant le
débit (si v = 35 mm?/s) ou en le diminuant (si ¥ < 35 mm?/s). Dans les deux cas
elle arrive par intermittence spatio-temporelle. Par la suite on s’intéressera aux deux
viscosités typiques v=50 mm? /s et v=20 mm?/s. La figure 9.4 illustre les deux types
de transitions. On se place toujours a viscosité constante, le paramétre d’ordre est
donc le débit d’alimentation.

Dans le cas des grandes viscosités (Fig. 9.4(a)), il existe une valeur critique du débit
q. telle que, si le systéme est initialement dans I’état laminaire et qu’on lui applique
une perturbation d’amplitude finie (par exemple en rapprochant deux colonnes voi-
sines & ’aide d’une tige), si ¢ < ¢. alors le systéme retourne & 1’état laminaire,
aprés un transitoire chaotique dont la durée diverge lorsque le débit tend vers g.
par valeurs inférieures, et si ¢ > ¢. alors la dynamique devient désordonnée et le
systéme ne retourne jamais a 1’état laminaire. On peut remarquer que si on aug-
mente lentement le débit alors I’état laminaire peut subsister pour des valeurs de ¢
supérieures a ¢. : cet état laminaire est donc linéairement stable. Il est stable vis a
vis de perturbations d’amplitude finie si ¢ < ¢. et instable vis & vis de telles pertur-
bations si ¢ > ¢.. Lorsque le systéme a transité vers un état désordonné, on observe
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F1G. 9.2.: Diagramme des phases du systéme.

Selon les valeurs du débit et de la viscosité, le systéme peut étre dans un régime de
goutte a goutte (I), de colonnes (II) ou de nappes (III). Les colonnes peuvent étre
disposées sur un réseau hexagonal centré, ou se déplacer erratiquement. Les nappes
peuvent s’organiser sous la forme de structures géométriques simples, comme des
spirales en rotation ou des cellules. Dans la zone hachurée en jaune, la surface
d’écoulement augmente proportionnellement avec le débit, de sorte que le débit sur-
facique reste constant.
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de lintermittence spatio-temporelle (IST, voir Fig. 9.3(a) et (b)), la fraction turbu-
lente moyenne augmentant avec I’écart au seuil, c’est-a-dire avec le débit, jusqu’a
ce que le chaos envahisse tout le systéme de fagon permanente (¢ > ¢). Prés du
seuil, la situation est un peu plus compliquée, car il y a bistabilité entre 'IST et un
régime dans lequel seule la rangée de colonnes la plus proche des bords présente une
dynamique désordonnée, de type IST a une dimension, I'intérieur du systéme étant
stationnaire. On peut observer de temps en temps des incursions du désordre vers
le centre du systéme (voir Fig. 9.3(c)). Parfois ces incursions sont suffisantes pour
« rallumer » le désordre dans tout le systéme, qui repasse alors dans le régime d’IST.
Puis la dynamique du ceceur se calme, et le désordre n’existe plus que sur les bords,
... Par la suite on qualifiera ce régime de quasi-laminaire. Sa présence est claire-
ment due au conflit entre I'organisation hexagonale des colonnes et les conditions
aux bords circulaires. Quand le débit augmente le systéme passe de plus en plus de
temps dans ’état d’IST. Au-dela d’une valeur ¢; du débit, la bistabilité disparait, le
seul état possible étant alors I'IST. La dynamique est hystérétique : & débit croissant
le systéme peut rester dans I’état laminaire pour des valeurs de ¢ supérieures a q.,
tandis qu’a débit décroissant on observe de I'IST jusqu’au débit seuil g = q..

Dans le cas des basses viscosités (Fig. 9.4(b)), le comportement du systéme est
différent. Ainsi, si ce dernier est dans 1’état laminaire et qu’on diminue le débit, alors
pour q¢ < q. des oscillations de lignes apparaissent spontanément. La dynamique
associée est déterministe (périodique), le systéme est donc toujours dans un état
laminaire. Pour des valeurs du débit inférieures a ¢.o, le désordre apparait. L’état
laminaire est toujours linéairement stable, mais les oscillations de lignes jouent le
role de perturbations d’amplitude finie. C’est pourquoi il est impossible de trouver le
systéme dans un état laminaire si ¢ < g.o. Une fois que le désordre est apparu, sous
la forme d’IST, on observe un comportement similaire & celui obtenu avec les huiles
de hautes viscosités, c’est-a-dire la bistabilité entre IST et régime quasi-laminaire
prés du seuil (g2 > ¢ > ¢1), et une augmentation de la fraction turbulente moyenne
lorsqu’on s’éloigne du seuil (& débit décroissant), jusqu’a ce que le systéme soit
entiérement chaotique. Dans ce cas il n’y a pas d’hystérésis.

Ainsi, les transitions & hautes et basses viscosités présentent deux différences essen-
tielles : la premiére se fait a débit croissant et est hystérétique, la seconde se fait a
débit décroissant et n’est pas hystérétique. L’absence d’hystérésis dans le second cas
est due a la présence des oscillations de lignes, qui jouent le role de perturbations
d’amplitudes finies.

On se propose dans les sections suivantes de caractériser plus finement ces deux
types de transitions.
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9.1. Dispositif expérimental et diagramme des phases du systéme

F1G. 9.3.: Le systéme, vu par le dessus, (a) et (b) dans le régime d’IST, et (c) dans
l’état quasi-laminaire.

Les images (a) ont été moyennées sur 8 s, puis seuillées. Les zones désordonnées,
dans lesquelles les colonnes ont bougé, apparaissent alors en noir (extrait de [71]).
(b) est un instantané. On distingue des régions laminaires, ot les colonnes sont
organisées sur un réseau hexagonal (a droite), et des domaines chaotiques, ow il n’y
a pas d’ordre spatial (en haut et en bas & gauche). Deux paires de colonnes sont en
train de coalescer dans ces domaines.

(c) est le résultat d’une rémanence sur 8 s : on distingue les mouvements des colonnes
pendant cet intervalle de temps. Les colonnes du bord présentent une dynamique de
type IST a une dimension. On peut observer de temps en temps des incursions de
ce désordre vers le centre du systéme.
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F1G. 9.4.: Diagrammes des phases qualitatifs pour les viscosités : (a) v = 35 mm? /s
et (b) v < 35 mm?®/s.

9.1.4. Les processus de créations/fusions

Avant de passer a ’étude quantitative de la transition, on s’intéresse aux processus
de créations et fusions de colonnes, qui sont a la base de la perte de cohérence
spatiale et donc de la transition vers le chaos.

Supposons qu’a cause des mouvements des colonnes leur densité devienne tempo-
rairement faible dans une région de 1’écoulement. Dans ce cas, la gravité déstabilise
le film de liquide, jusqu’a ce qu’une nouvelle colonne soit créée : le systéme a gagné
une colonne.

A Topposé, imaginons que deux colonnes se retrouvent proches I'une de I’autre sous
I’effet de la dynamique. Dans ce cas, elles coalescent sous l'effet de la tension de
surface : le systéme a globalement perdu une colonne.

Ainsi, les créations de colonnes sont gouvernées par la gravité, leurs fusions par la
tension de surface. Comme dans le cas laminaire (instabilité de Rayleigh-Taylor avec
flux), c’est bien la compétition gravité/tension de surface qui régit la dynamique du
systéme.

0.2. Méthode d’étude

[’étude quantitative de ces transitions passe par des mesures statistiques. Pour cela
on doit au préalable détecter automatiquement les colonnes. LLe mode de visuali-
sation du systéme, par le dessus et a travers les trous de la grille, en utilisant les
propriétés de réfraction de la lumiére par 'huile [9, 72|, trouve ici ses limites en
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rendant difficile la détection des colonnes par un procédé automatique. En effet,
comme on le voit sur la figure 9.3(b), celles-ci apparaissent comme un ensemble
de points lumineux, leurs centres sont noirs, et leurs luminosités varient fortement.
La détection automatique des colonnes doit donc passer par un traitement d’image
spécifique. Celui-ci a été effectué par Christophe Pirat, il est présenté en détail dans
[72]. La procédure comporte une vingtaine d’étapes dont voici les plus significatives :
aprés avoir décomposé une séquence vidéo en images distinctes, celles-ci subissent
deux filtrages de Fourier successifs, chacun a haute et basse fréquences spatiales,
puis un seuillage. Les colonnes apparaissent alors comme des objets bien contrastés
et homogénes. Il est ainsi possible dans un dernier temps de détecter leurs positions
sur chaque image.

J’al réalisé le traitement de ces données, qui a permis d’obtenir les résultats pré-
sentés dans la section suivante. Nous avons étudié les transitions pour des huiles
de viscosités =20, 50 et 100 mm?/s. Dans chaque cas, pour sept valeurs du débit
nous avons étudié des séquences de 32 minutes, enregistrées a un taux de 25 images
par seconde!. Pour chaque valeur de la viscosité et du débit une séquence contient
donc 48000 images. Il est ainsi possible d’avoir accés a des statistiques sur environ
6 millions de colonnes.

On présente dans la section suivante les résultats obtenus pour les viscosités ty-
piques de 20 et 50 mm?/s, les résultats pour »=100 mm?/s et v=50 mm?/s étant
qualitativement les mémes.

9.3. Résultats

On caractérise généralement les transitions au chaos via intermittence spatio-tempo-
relle par la mesure des exposants mentionnés au chapitre 8 (lorsque ceux-ci existent,
c’est-a-~dire si la transition est continue). Mais la mesure de ces exposants passe par
la détection précise des zones laminaires et turbulentes, qui s’avére difficile dans
notre systéme & cause de sa nature discréte et des différents types de mouvements
qui peuvent avoir lieu dans les zones laminaires (défauts topologiques oscillants, os-
cillations de lignes). Nous avons donc utilisé différents types de traceurs permettant
de définir plusieurs paramétres d’ordre. Comme on le verra par la suite, 'un d’eux
nous a permis d’avoir accés a la fraction turbulente moyenne dans le systéme, et
donc & 'exposant 3, qui caractérise I’évolution de la fraction turbulente moyenne F}
prés du seuil de la transition (F} oc (¢ — &.)? si ¢ est le paramétre de contrdle et &,
sa valeur critique), que 'on pourra comparer & celui de la percolation dirigée. Ces
différents traceurs sont :

1On verra par la suite que ce taux est suffisant pour détecter les principaux phénomeénes mis en
jeu dans la dynamique : créations, fusions, mouvements de colonnes.
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— le nombre de colonnes. En effet, comme on le verra par la suite, ce nombre est
maximal lorsque toutes les colonnes sont disposées sur un réseau hexagonal. Plus
le systéme est désordonné, plus ce nombre est faible.

— la fraction de colonnes ayant six plus proches voisins. Cette fraction est égale a
un si les colonnes sont disposées sur un réseau hexagonal centré.

— ’écart-type des distances entre plus proches voisins. Il est nul si les colonnes sont
sur un réseau hexagonal.

— le taux de créations/fusions. Ce taux est nul lorsque le systéme est dans 1’état
laminaire.

9.3.1. Le nombre de colonnes

Sur la figure 9.5 sont représentées les distributions du nombre de colonnes N mesu-
rées pour six valeurs du débit pour une huile de viscosité 50 mm?/s. De (a) a (f) le
débit est croissant, on s’éloigne donc du seuil. Le comportement le plus marquant est
le fait que le nombre moyen de colonnes diminue quand I’écart au seuil augmente.
Loin du seuil (Fig. 9.5(d-f)), la distribution semble étre de type gaussien, avec un
faible écart-type. Cette distribution sera caractérisée plus loin. Plus prés du seuil de
la transition (Fig. 9.5(b) et (c)), la distribution est bimodale : le systéme est bistable.
Le pic correspondant aux valeurs du nombre de colonnes le plus grand est associé
au régime quasi-laminaire, le second pic au régime d’IST. Ce dernier continue a se
décaler vers les grandes valeurs de N lorsqu’on s’approche du seuil. Plus prés du
seuil, ces deux pics sont confondus : le systéme se trouve alors dans un régime mixte
entre I'IST et le régime quasi-laminaire, le désordre venant essentiellement des bords
mais envahissant la totalité du systéme.

La figure 9.6 représente la distribution du nombre de colonnes N pour six valeurs du
débit pour une huile de viscosité v=20 mm?/s. Le débit est croissant de (a) a (f), on
se rapproche donc du seuil. A part le fait qu’on s’approche du seuil en augmentant le
débit au lieu de le diminuer, le comportement est analogue a celui observé pour v=50
mm?/s. Ainsi, loin du seuil la distribution est de type gaussien, le pic se décalant
vers les grandes valeurs de N quand ’écart au seuil diminue. La distribution devient
également bimodale plus prés du seuil (Fig. 9.6(d-f)), mais cette fois les deux pics ne
coalescent jamais : au plus prés du seuil, le pic associé a 'IST (faibles valeurs de N)
se dépeuple au profit de celui associé au régime quasi-laminaire (grandes valeurs de
N). Ainsi, pour des valeurs de ¢ tendant vers ¢, (par valeurs inférieures) le systéme
est de plus en plus souvent dans 1’état quasi-laminaire. Le débit ¢. est celui a partir
duquel le désordre sur les bords disparait.

On a constaté que, pour les deux viscosités typiques, le nombre de colonnes N
augmentait quand on s’approchait du seuil, c’est-a-dire quand le désordre diminuait.
On peut alors envisager de définir comme paramétre d’ordre du systéme la quantité
(1 — N/Nigm), ou {...) représente la moyenne temporelle, et ot Ny, est le nombre
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F1G. 9.5.: Distributions du nombre de colonnes pour une huile de viscosité 50 mm?/s

et pour des débits

de :

(a) 32,4 cm’/s, (b) 37,4 cm®/s, (c) 45,5 cm®/s,

(d) 53,3 cm3 /s, (e) 64,3 cm3/s et (f) 74,1 cm?/s.
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F1G. 9.6.: Distributions du nombre de colonnes pour une huile de viscosité 20 mm? /s

et pour des débits de :

(a) 63,4 cm?/s, (b) 67,1 cm3/s, (c) 11,4 cm?/s,

(d) 75,6 cm3 /s, (e) 78,9 cm3 /s et (f) 80,6 cm?/s.
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de colonnes dans I’état laminaire (qui est aussi le nombre maximal de colonnes).
(1 — N/Ny4m) semble pouvoir jouer le role de paramétre d’ordre du systéme car il est
nul dans I’état laminaire et augmente avec le désordre. Les diagrammes des phases

associés a ce paramétre sont représentés sur la figure 9.7, pour les deux viscosités
a—ql
qt

typiques. On a utilisé comme paramétres de controle les débits réduits : ¢, =

avec ¢"=3141 cm?3/s, pour v=50 mm?/s et &, = %,

mm?/s. La valeur de ¢" a été déterminée grace a I'ajustement des données en loi
de puissance. Dans le régime de bistabilité on a calculé séparément les moyennes
dans les deux modes. La branche associée a la transition au chaos spatio-temporel
(branche du haut) suit une loi de puissance d’exposant 0,22 + 0,05 dans le cas
v=>50 mm?/s. Dans le cas v=20 mm?/s cette branche ne vérifie clairement pas une
loi de puissance : comme on 1’a vu sur la figure 9.6, le nombre de colonnes dans
I’état d’IST ne peut dans ce cas jamais étre trés grand. Ceci peut se comprendre
grace au fait que, pour les huiles de faible viscosité, la dynamique laminaire prés du
seuil est marquée par la présence d’oscillations de lignes en opposition de phase. Ces
oscillations ont tendance & rapprocher des colonnes voisines et facilitent donc leur
coalescence, amplifiant par 1a méme tout désordre existant au préalable. Le systéme
ne peut donc pas étre faiblement désordonné. Les oscillations de lignes en opposition
de phase semblent masquer le caractére continu de la transition.

oil ¢.=8142 cm? /s, pour =20

9.3.2. La fraction d’hexa et la distribution des distances entre
plus proches voisins

Une facon commode de mesurer I'organisation spatiale d’objets discrets consiste a
utiliser la construction de Voronoi [79]. Cette construction permet de distinguer les
plus proches voisins (ppv) de chaque objet, et donc d’avoir accés a leur nombre et
a leurs distances par rapport a l'objet considéré. Avant de montrer les résultats de
cette étude, on présente la méthode utilisée.

Méthode utilisée

J’ai programmé en langage C un algorithme qui permet de tracer la maille de Wigner-
Seiz de chaque colonne (non périphérique), a partir des positions de ces objets sur
chaque image. On ne cherche pas les ppv des colonnes périphériques (la maille de
Voronoi de ces objets n’existe pas), mais on peut les considérer comme ppv d’autres
colonnes. La procédure permet également de compter le nombre de faces de la maille,
qui est aussi le nombre de ppv de la colonne considérée. Les différentes étapes de
cet algorithme sont les suivantes :

— on cherche les 10 colonnes les plus proches de la colonne considérée (Cy). Les ppv
sont certains de ces objets
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Fi1G. 9.7.: Diagrammes des phases ot on a choisi comme parameétre d’ordre la quan-
tité (1 — N/Niam) : (a) v=50 mm?/s et (b) v=20 mm?/s. Dans les deuz
cas, U’état laminaire (ligne (1 — N/Nym) = 0) est stable pour ¢ < 0 et
linéairement stable (stable vis a vis de perturbations infinitésimales) pour
e > 0. Apres avoir subi une perturbation d’amplitude finie, le systéme
quitte cet état et évolue prés du seuil entre la branche supérieure (désordre
avec IST) et la branche inférieure (état quasi-laminaire), et plus loin du
seuil uniquement sur la branche stable supérieure, jusqu’au chaos spatio-
temporel. En (a) la branche supérieure suit une loi de puissance. Dans le
régime de bistabilité, on a séparé les deur régimes en distinguant les états
pour lesquels N est supérieur (quasi-laminaire) ou inférieur (IST) a (a)
157 et (b) 161 pour €,=0,07, 159 pour £,=0,03 et 156 pour £,=0,005.
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F1G. 9.8.: Une image typique (a gauche) et sa construction de Voronoi superposée
(a droite). La légende indique le nombre de plus proches voisins de chaque
colonne. On distingue des zones laminaires, ot tous ces objets ont six ppv,
et d’autres chaotiques, ot le nombre de ppv est variable.

— on se place au milieu du segment dont les extrémités sont les centres de la colonne
Cy et de la plus proche de ses voisines, ('

— on avance sur la médiatrice de ce segment par pas de 0,05 pixel. A chaque pas on
vérifie que, parmi les 10 colonnes sélectionnées au début de la procédure, la plus
proche du point o 'on se trouve est toujours C'y

— lorsque ce n’est plus le cas, on se met a suivre la médiatrice du segment dont les
extrémités sont les centres de Cj et de la colonne qui est devenue la proche. Les
sens de parcours des médiatrices sont tels que ’on tourne autour de Cy toujours
dans le méme sens. On s’est fixé le sens trigonométrique

— on continue ainsi jusqu’au retour au point de départ. Le nombre de fois ou il a été
nécessaire de changer de médiatrice est le nombre de faces de la maille, et donc le
nombre de ppv

Le résultat de cet algorithme sur une image est montré sur la figure 9.8.

La fraction d’hexa

On peut construire un paramétre d’ordre basé sur le nombre de ppv car toutes les
colonnes appartenant & une zone laminaire sans défauts topologiques ont six plus
proches voisins (n,,, = 6), alors que celles se trouvant dans une région chaotique en
ont un nombre a priori quelconque, puisqu’il n’y a pas de structure spatiale dans
ces domaines. En notant f la fraction de colonnes ayant six ppv (qu’on appellera
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également par la suite fraction d’hexa), on doit avoir (1 — f) = 0 dans I'état lami-
naire (sans défauts) et (1 — f) de plus en plus grand lorsque le désordre augmente.
Pour vérifier ceci, on a représenté sur les figures 9.9 et 9.10 les distributions de f
respectivement pour =50 mm?/s et =20 mm? /s, & débit croissant.

Les distributions mesurées pour »=50 mm?/s présentent un excellent accord qua-
litatif avec celles du nombre de colonnes (figure 9.5). Dans ce cas, le nombre de
colonnes est donc parfaitement relié a leur disposition : le réseau hexagonal est le
moyen de « placer » le nombre maximum d’objets (compte tenu qu’il existe une dis-
tance minimale entre eux, en-dessous de laquelle ils fusionnent). Nous avons vérifié
cette assertion en comparant les évolutions temporelles du nombre de colonnes et
de la fraction d’hexa : les grandes valeurs de N sont toujours associées aux grandes
valeurs de f.

L’accord entre les distributions de N (Fig. 9.6) et de f (Fig. 9.10) est moins bon
pour une huile de viscosité ¥=20 mm? /s, surtout prés du seuil. En particulier, on
distingue moins nettement la bistabilité sur les distributions de fraction d’hexa (Fig.
9.6 et 9.10 (d) et (e)), et au plus prés du seuil les deux pics de la distribution de
f ne sont pas séparés comme ceux de la distribution de N (Fig. 9.6 et 9.10 (f)).
Ces différences viennent de la présence des oscillations de lignes, a cause desquelles
toutes les colonnes n’ont pas six ppv dans les zones laminaires. Il est donc difficile
de distinguer grace a f le régime quasi-laminaire de I'IST.

On a représenté sur la figure 9.11 le paramétre (1 — f) en fonction du débit pour
les deux viscosités typiques. Dans le régime de bistabilité les deux branches ont
été séparées en choisissant le méme critére que sur la figure 9.7. On distingue dans
les deux cas une branche supérieure, associée a la transition au chaos par IST,
et une branche inférieure associée au régime quasi-laminaire. Cette fois la branche
supérieure semble suivre une loi de puissance pour les deux viscosités. Les exposants
de ces lois sont 0,10 £ 0, 05 pour »=50 mm?/s et 0,370, 05 pour »=20 mm?/s. La
faible valeur du premier de ces exposants peut cependant laisser un doute quant a
la nature de la transition, qui pourrait étre discontinue.

Les distances entre ppv

Un autre renseignement intéressant donné par la construction de Voronoi est la
distance entre ppv. On s’attend en effet a ce que ces distances soient toutes égales
lorsque le systéme est dans I’état laminaire sans défaut, ce qui ne doit a priori pas
étre le cas s’il est dans un état désordonné. Dans ces conditions, ’écart-type des
distances entre ppv o, devrait étre nul dans le cas ou le systéme est dans I’état
laminaire, et augmenter avec le désordre.

Les figures 9.12(a) et (b) représentent ainsi les distributions des distances entre ppv
pour v=20 mm? /s pour deux valeurs différentes du débit. Comme on s’y attendait, la
distribution loin du seuil (Fig. 9.12(a)) est beaucoup plus étalée que celle plus proche
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F1G. 9.9.: Distributions de la fraction d’hexa pour une huile de viscosité 50 mm?/s.
Les débits sont les mémes que sur la figure 9.5.
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F1G. 9.11.: Diagrammes des phases ot on a choisi comme paramétre d’ordre la quan-

tité (1 — f) : (a) v=50 mm?/s et (b) v=20 mm?®/s. Dans le régime de
bistabilité les deux branches ont été séparées en utilisant le méme critére
que sur la figure 9.7.
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du seuil (Fig. 9.12(b)). On remarque cependant que dans tous les cas la distance
entre ppv la plus probable est de 'ordre de 11,6 mm, la longueur d’onde du réseau
hexagonal. Cette constatation signe le fait que l'instabilité de Rayleigh-Taylor est
toujours sous-jacente & la dynamique.

L’élargissement de la distribution quand I’écart au seuil augmente permet donc
d’utiliser son écart-type o4 comme un troisiéme paramétre d’ordre potentiel. On a
ainsi représenté sur les figures 9.12(c) et (d) o4 en fonction du débit pour les deux
viscosités étudiées. Les deux branches ont été séparées en utilisant le méme critére
que sur la figure 9.7. La branche supérieure, associée a la transition au chaos, peut
étre ajustée par une loi de puissance pour les deux viscosités. Les exposants de ces
lois sont 0,14 + 0,05 pour ¥=50 mm?/s et 0,10 £ 0,05 pour »=20 mm?/s. Les
faibles valeurs de ces exposants peuvent signer le fait que la transition pourrait étre
discontinue.

9.3.3. Le nombre de créations/fusions
9.3.3.1. Un paramétre d’ordre

Un autre paramétre d’ordre naturel est relié au nombre de créations/fusions (C/F).
En effet, dans une zone laminaire ce nombre est nul, tandis qu’il est non nul dans
une région désordonnée. Nous avons donc mesuré le nombre de C/F entre chaque
paire d’images consécutives.

Méthode employée

Le traitement d’image fournit le nombre et la position des colonnes sur chaque
image. Pour déduire de ces données le nombre de C/F entre deux images i et i + 1,
séparées d’un intervalle de temps At=1/25 s, j’ai utilisé la méthode suivante.

On considére chaque colonne de I'image 7 + 1 et on cherche si elle vient d’étre créée,
si elle est le résultat de la fusion de deux colonnes de I'image précédente, ou si elle
s’est simplement déplacée. Pour cela on calcule les distances entre cette colonne et
toutes celles de I'image 7, et on les note d; < dy < d3 < .... Grace a des tests
préliminaires, j’ai déterminé les valeurs de deux parameétres v,,q. €t d,.i, tels que :

— Si di > Ve At, alors on considére que la colonne vient d’étre créée : elle n’a pas
pu bouger aussi vite

— 8i dy < dnin, alors on suppose qu’elle est le résultat de la fusion de deux autres :
la deuxiéme colonne de I'image précédente la plus proche a forcément été attirée

— si aucune de ces deux conditions n’est remplie, alors on considére que la colonne
s’est simplement déplacée
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F1G. 9.12.:

(a) et (b) Distributions des distances entre ppv pour une huile de viscosité v=20
mm?®/s auz débits de (a) 63,4 cm?/s (loin du seuil) et (b) 80,6 cm?/s (prés du
seuil). Les lignes en pointillés indiquent la valeur de la longueur d’onde du réseau
hezagonal.

(c) et (d) Diagrammes des phases ot on a choisi comme paramétre d’ordre og,
Uécart-type des distances entre ppv : (¢) v=50 mm?/s et (d) v=20 mm?/s. Dans le
régime de bistabilité les deux branches ont été séparées en utilisant le méme critére
que sur la figure 9.7.
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Diagramme des phases résultant

Prés du seuil, on peut considérer que la densité de C/F dans une région désordon-
née est constante?. Leur nombre étant nul dans les zones laminaires, on en déduit
donc que la fraction du systéme se trouvant dans 1’état désordonné est égale au
nombre total de C/F divisé par le nombre de colonnes. Ces considérations sont bien
siir vraies en moyenne temporelle. On a donc représenté sur la figure 9.13 la moyenne
du nombre total de créations et de fusions ayant eu lieu entre deux images consécu-
tives divisé par le nombre de colonnes présentes sur la premiére, ((C; + F;)/N;), en
fonction du parameétre de contréle e;,, pour =50 mm?/s. C; et F; sont respective-

ment le nombre de créations et de fusions ayant eu lieu entre les images ¢ et ¢ + 1,
NI-1

et NV; est le nombre de colonnes dans 'image i : ((C; + F;)/N;) = Z (C; + F;)/N;
i=1

(N1 est le nombre d’images d’une séquence). La branche supérieure, caractéris-

tique de la transition au chaos spatio-temporel, suit une loi de puissance d’exposant

0,56 £ 0, 05.

o
o
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F1G. 9.13.: Diagrammes des phases ot on a choisi comme parameéetre d’ordre la frac-
tion de C/F, pour v=50 mm?/s. Dans le régime de bistabilité les deuz
branches ont été séparées en utilisant le méme critére que sur la figure
9.7.

2Cette hypothése n’est plus vraie loin du seuil, car une fois que le désordre a envahi tout le systéme
une augmentation du paramétre de controle conduit & une augmentation de 'agitation locale,
et donc de la densité de C/F.
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9.3.3.2. Caractérisation de la distribution de N loin du seuil

Les C/F gouvernent également la dynamique du nombre de colonnes du systéme N.
En particulier, la distribution de N peut étre caractérisée par la mesure des taux de
C/F T (N) et I'_(N) définis par les relations [80, 81] :

[(N) = <Ci€a(N)>
I_(N) = <Fz’ea(N)>

ol a(N) est I'ensemble des indices des images pour lesquelles il y a N colonnes.

['.(N) et I'_(N) sont donc les nombres moyens de créations et de fusions se produi-
sant pendant At=1/25 s lorsqu’il y a N colonnes dans le systéme. La mesure de ces
quantités loin et prés du seuil donne les résultats présentés sur les figures 9.14(a) et
(b). Les figures 9.14(c) et (d) montrent les distributions de N correspondantes.

Loin du seuil (Fig. 9.14(a)), le taux de créations décroit linéairement lorsque N
augmente : la densité d’objets dans le systéme étant de plus en plus grande, il y a
de moins en moins de créations de colonnes. Le taux de fusions I'_ est une fonction
croissante de N : plus la densité augmente, plus la probabilité que deux colonnes se
rencontrent et coalescent est importante. Il est surprenant que I'_ soit une fonction
quasi-linéaire de /N : on s’attendait plutét a une dépendance quadratique en N, car
la probabilité de rencontre de deux colonnes est a priori multiple de N x N. Pour
les grandes valeurs de N, le taux de fusions est décroissant : ce comportement n’est
pas surprenant car les grandes valeurs de N correspondent & des situations ou le
désordre est faible. Les taux ', (V) et I'_(N) s’intersectent une fois. L’intersection
est un point fixe stable, associé & un maximum de probabilité de N (Fig. 9.14(c)).

Plus prés du seuil (Fig. 9.14(b)), le taux de créations décroit aussi linéairement en
N. Par contre, la dépendance en N du taux de fusions est plus compliquée : la courbe
I'_(N) coupe trois fois Iy (V). Deux de ces intersections sont des points fixes stables,
correspondant & des maxima de probabilité de N (Fig. 9.14(d)). La troisiéme est
un point fixe instable, associée 4 un minimum de probabilité de N. La dépendance
complexe en N de I'_ est donc responsable de la bimodalité de la distribution du
nombre de colonnes, et par 1a méme de la bistabilité du systéme dans une gamme
de valeurs du débit.

On a vu que loin du seuil il était possible d’approximer les taux I'y (N) et I'_(N)
par des fonctions linéaires. La simplicité de ces fonctions permet de calculer analy-
tiquement la distribution de N associée, selon la méthode exposée en [80].

Dans le cas général, on peut en effet écrire ’équation maitresse pour la probabilité
p(N,t) d’avoir N objets a 'instant ¢ :
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F1G. 9.14.:

(a) et (b) Taux de créations/fusions T'L(N) et I'_(N) pour une huile de viscosité
v=50 mm?®/s auz débits de (a) 83,2 cm®/s (loin du seuil) et (b) 37,4 cm?/s (prés
du seuil).

(c) et (d) Distributions du nombre de colonnes N auz mémes valeurs de la viscosité
et du débit : (c) 83,2 cm®/s et (d) 37,4 cm®/s. Les mazima (resp. minima) de
probabilité correspondent aux points fizes stables (resp. instables) de la dynamique
de ' (N) et T_(N).
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p(N,t+dt) = p(N,t) = [[1(N)+T_(N)]p(N,t)dt
HT_(N + D)p(N + 1,)dt
+T4 (N — D)p(N — 1, t)dt

ol on a seulement supposé que les taux I' (N) et I'_(V) étaient indépendants du
temps, et que pendant dt¢ il ne pouvait pas y avoir plus d’une création et plus d’une
fusion.

Dans le régime asymptotique, c’est-a-dire quand p(N,t) = p(N,t + dt) = py, cette
équation devient :

Iy (N)py =T (N + 1)py (9.1)

Dans notre systéme, loin du seuil, on a raisonnablement :

{P_(N) = aN 92)

F+<N) - C_bN

ou a, b et c sont des constantes.

En notant Ny = ¢/b et @ = a/b et en introduisant la fonction génératrice G(z) =
> Neo 2P, les équations (9.1) et (9.2) impliquent :

NoG(2) = (2 + @)G'(2)

La solution de cette équation différentielle qui vérifie la condition de normalisation
G(1) =1 est:

aw=(58)

Or, une fonction génératrice de la forme G(z) = [zq + (1 — ¢)]"° est associée a la

loi binomiale p(N) = N!(+°iN)!qN(1 — q)No~N 182].

Sur la figure 9.15 sont superposées la distribution de la Fig. 9.14(c) avec la binomiale
telle que Ny = ¢/b et ¢ = 1/(1 + a/b), les valeurs de a, b et ¢ étant obtenues par
ajustement des courbes ', (N) et I'_(N) sur la Fig. 9.14(a). Les deux distributions
sont en bon accord. La distribution du nombre de colonnes dans le régime de chaos
spatio-temporel est donc bien une binomiale.

114



Chapitre 9. Résultats expérimentaux

0.1

T T
Distribution binomiale
Distribution experimentale

0.08 |-

0.04

Fraction d’evenements

0.02

L PN 1 L
130 140 150 160 170
Nombre de colonnes

!
100 110

F1G. 9.15.: Loi binomiale dont les paramétres sont déduits du fit de I' . (N) et I'_(N)
sur la Fig. 9.14(a) superposée a la distribution du nombre de colonnes
mesurée expérimentalement (Fig. 9.14(c)).

9.4. Discussion

Nous avons caractérisé les transitions au chaos spatio-temporel pour les huiles de vis-
cosités typiques =50 mm? /s et »=20 mm? /s,  I'aide de quatre traceurs différents :
le nombre de colonnes, la fraction d’entre elles ayant six plus proches voisines, I’écart-
type des distances entre ppv et la fraction de créations/fusions. Les diagrammes des
phases construits a partir des paramétres d’ordre dérivés de ces traceurs sont concor-
dants d’un point de vue qualitatif (au moins pour v=50 mm?/s). Ils montrent tous
une augmentation progressive du désordre & partir du seuil de la transition, ainsi
qu’un régime de bistabilité prés de celui-ci.

Pourtant, d’'un point de vue quantitatif tous ces paramétres d’ordre ne donnent pas
les mémes résultats. Dans certains cas la branche du diagramme des phases associée
a la transition au chaos suit une loi de puissance. Les exposants que nous avons
mesurés sont les suivants :

| | v=50 mm?/s | =20 mm?*/s |

(1= N/Num) | 0,22+0,05 X
(1—f) 0,10+0,05 0,37+0,05
04 0,10£0,05 0,14=+0,05

(C; + F})/N;) | 0,56+0,05 X
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Le cas de I'huile de viscosité v=20 mm?/s est difficile & discuter, & cause de la
présence des oscillations de lignes qui jouent le role de perturbations d’amplitudes
finies au voisinage du seuil. Dans le cas de I’huile de viscosité =50 mm? /s, trois des
exposants mesurés ont des valeurs trés faibles, ce qui signe peut-étre le fait que la
transition est discontinue. Selon le parameétre d’ordre lié aux C/F, cette transition
est cependant clairement continue. Il nous faut donc discuter de la pertinence de
chacun des paramétres d’ordre que nous avons utilisés.

Les paramétres (1 — f) et o, ne sont en fait pas toujours nuls dans le cas ou le
systéme est dans I’état laminaire. En effet, lorsque les colonnes sont organisées sur
un réseau hexagonal avec défauts topologiques ou en présence d’oscillations de lignes,
toutes n’ont pas six plus proches voisines, et leurs distances avec ces ppv ne sont pas
forcément égales & la longueur d’onde du réseau hexagonal. D’autre part, la mesure
de f ne permet pas de tenir compte de la dynamique des colonnes périphériques.
Cette dynamique joue pourtant un role essentiel au voisinage du seuil. Le paramétre
(1 — N/Niam) présente quant a lui un inconvénient majeur : sa définition nécessite
I'introduction d’un paramétre, N,,,. Ce dernier n’est de plus pas toujours bien défini,
en particulier si ’état laminaire contient des défauts topologiques.

Le meilleur des paramétres d’ordre que nous avons utilisés semble étre ((C; + F;)/N;),
le taux moyen de créations/fusions. En effet, ce paramétre est toujours nul dans les
zones laminaires, quelle que soit leur topologie, et sa définition ne nécessite I'in-
troduction d’aucun paramétre. De plus, si ce taux moyen est constant dans les
régions désordonnées, ce qui est vrai au moins prés du seuil de la transition, alors
((C; + F;)/N;) mesure la fraction chaotique moyenne dans le systéme. On a donc
accés a I'un des exposants de la percolation dirigée : 'exposant (3, qui mesure la va-
riation en loi de puissance de la fraction turbulente F} lorsqu’on s’approche du seuil
par valeurs supérieures. Cet exposant est en principe défini dans la limite thermody-
namique, c’est-a-dire pour un systéme de taille infinie, mais la mesure de I’exposant
correspondant dans le cas d’un systéme fini en donne une indication raisonnable.

Nous avons donc mesuré dans notre systéme une valeur de 3 de I'ordre de 0,5640,05.
En percolation dirigée & 2+1 dimensions, on a 3 =~ 0,58 [53]. Notre mesure de 3
supporte donc la conjecture de Pomeau [71]. C’est la premiére fois qu’un exposant
en accord avec celui de la DP est mesuré dans un systéme réel bidimensionnel |71].

9.5. Conclusion

Nous avons caractérisé dans ce chapitre les transitions du systéme au chaos spatio-
temporel pour les huiles de viscosités typiques v=50 mm?/s et v=20 mm?/s, a
'aide de quatre paramétres différents. Le cas de I'huile de viscosité ¥=20 mm?/s
est difficile a étudier, car la présence d’oscillations de lignes au voisinage du seuil
masque la nature de la transition. Dans le cas ot =50 mm? /s, trois des paramétres

116



Chapitre 9. Résultats expérimentaux

d’ordre semblent indiquer que la transition est discontinue. Selon le quatriéme, qui
semble le plus raisonnable, la transition est au contraire continue. Ce paramétre
d’ordre nous a permis d’avoir accés a la fraction turbulente moyenne F}, couramment
mesurée dans les systémes présentant un régime d’IST. L’évolution de F; en fonction
du paramétre de controle, sur la branche correspondant & I'IST, est continue. Elle
suit une loi de puissance dont I'’exposant est une approximation de (3, la valeur
correspondante dans la limite thermodynamique, I'un des exposants caractéristiques
de la classe d’universalité de la percolation dirigée. Cet exposant est compatible avec
celui de la DP. Il semble cependant impossible de conclure sur la nature, continue
ou discontinue, de la transition au chaos spatio-temporel dans le systéme que nous
avons étudié, a cause de la trop faible taille de celui-ci. Pour pouvoir caractériser cette
transition, il est nécessaire d’étudier un systéme plus grand. Si elle s’avére continue,
la mesure de (8 pour différentes tailles du systéme permettrait d’extrapoler sa valeur
dans la limite des tailles infinies. Dans ce but, un dispositif expérimental de taille
quatre fois plus grande (en surface) est en cours de montage.

Le systéme que nous avons étudié se distingue par le fait que, selon la valeur de la
viscosité, la transition au chaos spatio-temporel peut se faire en augmentant ou en
diminuant le débit d’alimentation. En fait, ’origine du désordre n’est pas la méme
dans les deux cas. A grande viscosité, lorsqu’on augmente le débit le film de liquide
devient plus épais, les interactions entre colonnes sont de plus en plus importantes.
Par contre, a faible viscosité, lorsque le débit est diminué le film devient de plus en
plus mince, il devient de plus en plus difficile pour les colonnes d’occuper toute la
surface. Ce cas est plus difficile a étudier, car au voisinage du seuil des oscillations
de lignes apparaissent dans le systéme. Ces derniéres jouent le role de perturbations
d’amplitudes finies, et semblent masquer la continuité de la transition. Nous avons
étudié la transition au chaos pour les huiles de haute et basse viscosité, mais il
serait intéressant de faire la méme étude au voisinage de la viscosité pour laquelle
le comportement change : v ~ 35 mm?/s.

Un autre comportement marquant de la transition au chaos spatio-temporel est la
présence de bistabilité au voisinage du seuil. Cette derniére semble due a la présence
des bords. Nous étudions donc dans le chapitre suivant I'influence de la taille finie
sur la transition au chaos par IST dans le cas général, afin de comprendre si la
présence de bistabilité au voisinage du seuil est un phénoméne générique ou pas.
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temporel pouvant apparaitre dans un systéme hydrodynamique réel. Nous

avons observé et décrit un comportement remarquable : I'existence d’un ré-
gime de bistabilité, prés du seuil, entre 'IST et un régime quasi-laminaire ou le
désordre n’est présent que sur les bords. Ce comportement particulier semble di a
la présence de ces derniers, et donc a la taille finie du systéme.

N ous avons décrit dans le chapitre précédent la transition au chaos spatio-

Pour comprendre ce phénoméne, on a adapté le modéle minimal d’IST introduit par
H. Chaté et P. Manneville |10, 56| a la géométrie particuliére du systéme expérimen-
tal. A notre connaissance ce modéle a toujours été étudié avec des conditions aux
limites périodiques, pour s’affranchir des effets de bord. Nous avons choisi d’étudier
les effets de taille finie.

Ce modéle, qu'on appellera par la suite MIST, et ses principaux comportements
lorsqu’on I’applique a des systémes aux limites périodiques, sont présentés dans la
section 10.1. Dans la section 10.2 sont montrés les résultats que nous avons obtenus
dans le cas de systémes de tailles finies et variables. Les conclusions de ce chapitre
sont rassemblées en 10.3.

10.1. Le modeéle MIST

10.1.1. Description du modeéle

Le modéle MIST [10, 56, 57| est de type réseau d’itérations couplées : I’espace et le
temps y sont discrets, tandis que le paramétre d’ordre est continu. Comme on I’a vu
dans le chapitre 8, ce type de modéle constitue un intermédiaire entre les équations
aux dérivées partielles, dont les comportements sont riches mais qui sont difficiles a
étudier car elles sont trés coiiteuses en temps de calcul, et les automates cellulaires,
aisément manipulables numériquement mais difficilement exploitables a cause du
caractére discret de la variable locale. Le modéle MIST a été étudié & une et deux
dimensions d’espace. On l'introduit ici dans le cas d’un systéme unidimensionnel
mais cette description est facilement généralisable a des systémes de dimensions
plus élevées.

L’indice d’espace est noté ¢, celui de temps n, la valeur de la variable sur le site ¢
au temps n est notée X. Chaque site n’est couplé qu’avec ses plus proches voisins,
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10.1. Le modéle MIST

ce type de couplage admettant une limite diffusive lorsque les pas d’espace et de
temps tendent vers zéro (le couplage est appliqué simultanément & tous les sites).
La variable sur le site ¢ au temps n + 1 s’exprime donc :

€
2

ol ¢ mesure l'intensité du couplage.

X = FXT) + 5 [FX) + F(X) — 2f(X])]

L'application locale f

La fonction f doit vérifier des conditions minimales pour modéliser I'IST. Ainsi il
doit exister pour un site isolé un état asymptotique laminaire, régulier, mais aussi
la possibilité d’'un comportement chaotique transitoire. [’état laminaire doit étre
linéairement stable, c’est-a-dire stable vis & vis de perturbations infinitésimales, mais
instable sous l'effet des perturbations localisées d’amplitudes finies introduites par
le couplage. La fonction f proposée par H. Chaté et P. Manneville est linéaire par
morceaux (voir figure 10.1) :

rX si X €[0;1/2]
f(X)=< r(1-X) si X €[1/2;1]
FX - X))+ X* si X >1

ou |[k| <1, r > 2eten général X* = (r +2)/4.

r/2 /\
1

%9,

0 11X /2

F1G. 10.1.: Application locale f.

On dit que le site i est dans I’état laminaire (resp. chaotique) au temps n si X* > 1
(resp. X" <1).

L’application f controle entiérement la dynamique locale : dans le cas d’'un couplage
nul (¢=0), chaque site évolue indépendamment sous 'effet de f. Cette application
se compose de deux parties :
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— Sur l'intervalle [0; 1] (état « chaotique »), la fonction « circonflexe » est caractérisée
par le paramétre r.

Sir > 1, alors 'application est divergente : les images de deux points X; et X, aprés
N itérations sont en valeur absolue séparées de e’V (") | X — X,| (tant que ces images
restent dans I'intervalle [0; 1]). A cause de la divergence locale des trajectoires, toutes
les conditions initiales comprises dans [0; 1] convergent vers un attracteur chaotique.

Si r < 2 alors il existe un intervalle inclus dans [0; 1] invariant par f. Une condition
initiale appartenant a [0; 1] le restera indéfiniment.

Si r > 2, alors il n’existe plus de sous-intervalle inclus dans [0; 1] invariant par la
dynamique f. Une condition initiale appartenant & [0;1] arrivera dans |1;7/2] en
un temps fini, la durée moyenne de ce transitoire diverge lorsque r tend vers 2 [54].
On comprend ainsi pourquoi r doit étre supérieur a 2 pour modéliser 'IST : 1’état
chaotique doit étre transitoire.

— Sur Pintervalle |1;7/2] (état « laminaire »), I’application est caractérisée par le
parameétre k.

Si k = 1 alors toute condition initiale appartenant a |1;r/2] est bloquée dans un
état marginalement stable.

Si k € [—1; 1] toute condition initiale dans |1; /2] converge vers la valeur X*.

Si |k| > 1 la variable locale diverge exponentiellement vite : ce cas est exclu pour
modéliser I'IST.

Le role du couplage

Dans le cas d’un couplage € nul, tous les sites évoluent de fagon indépendante les uns
des autres. Comme la dynamique locale ne peut étre que transitoirement chaotique,
le systéme se trouve aprés un nombre fini d’itérations dans un état stationnaire ou
tous les sites sont laminaires.

Par contre, pour des valeurs non nulles de ¢ le couplage agit comme une perturbation
d’amplitude finie : si ¢ est suffisamment grand, I’état chaotique peut se propager a
travers le couplage aux plus proches voisins.

Ceci arrive lorsque ¢ est supérieur a une valeur critique .. Dans ce cas on peut obser-
ver, en partant de conditions initiales ol un nombre suffisant de sites est dans I’état
désordonné, des régimes d’intermittence spatio-temporelle. Le paramétre d’ordre est
la fraction moyenne de sites chaotiques F}, couramment appelée fraction turbulente,
ou fraction chaotique, bien définie car les régimes sont statistiquement stationnaires.
Le paramétre de contrdle est le couplage €, dont la valeur critique . est également
bien définie dans la limite thermodynamique (limite de « taille infinie »).
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10.1. Le modéle MIST

10.1.2. Résultats avec conditions aux limites périodiques

Le modéle MIST dépend des trois paramétres :

— r, qui mesure la durée de vie d’un site chaotique en ’absence de couplage

— k, qui caractérise le nombre de points fixes stables dans I’état laminaire (un seul
ou une infinité) et la vitesse de convergence vers celui-ci s’il est unique

— &, le couplage entre sites voisins, choisi comme paramétre de controle

Quels que soient 7 et k tels que 7 > 2 et |k| < 1, on observe bien la propagation par
contamination de régions chaotiques dans un bain laminaire & partir d’une valeur
seuil de ¢, la fraction de sites dans l'état désordonné augmentant avec 1’écart au
seuil. Différents comportements peuvent pourtant apparaitre selon les valeurs de
r et k. L'influence de ces paramétres sur la transition a été étudiée, a une et deux
dimensions d’espace dans le cas de systémes avec conditions aux limites périodiques,
dans [10, 56, 57].

10.1.2.1. Réle de r

Les structures apparaissant dans un diagramme spatio-temporel sont plus fines pour
les plus petites valeurs de . En effet, quand » — 2 la probabilité qu’un site chaotique
devienne laminaire tend vers zéro : le temps caractéristique des transitoires chao-
tiques diverge. Les régions laminaires vivent donc plus longtemps pour les grandes
valeurs de r, les processus sont plus « certains », et les motifs plus réguliers dans
ce cas [10]. Ce raisonnement permet également de comprendre pourquoi €. est plus
grand pour des valeurs croissantes de 7.

10.1.2.2. Réle de &

La valeur de k influence plus fortement la nature de la transition.

k=1 Dans ce cas, les systémes a une et deux dimensions ont un comportement
similaire : la transition est toujours continue |10, 56|, il est possible de mesurer les
exposants introduits au chapitre 8. Leurs valeurs ne sont en général pas en accord
avec celles des exposants de la DP, et varient avec r.

k<1 et systéme a une dimension d'espace Pour k<0,7 la région de transition
est masquée par la présence de structures propagatives de type soliton ou d’objets
pulsants non propagatifs : ’état asymptotique peut étre un nombre arbitraire de
tels défauts ou un état laminaire pur. En partant de grandes valeurs de € et en le
diminuant, on peut tomber sur de telles structures, mais si ce changement n’arrive
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pas trop vite et qu’on peut cumuler suffisamment de statistiques la transition semble
continue [57].

Pour 0,7<k<1 ces défauts ne sont plus linéairement stables prés du seuil. La frac-
tion de sites chaotiques présente alors une faible discontinuité au seuil, mais celle-ci
diminue quand k£ augmente, s’annulant pour £k=1. Pourtant, bien que la transition
semble discontinue pour 0,7<k<1, la distribution des tailles des régions laminaires
au seuil montre une région de scaling, caractéristique des transitions continues. On
est donc dans ce cas dans une situation hybride [51].

k<1 et systéme a deux dimensions d'espace Dans ce cas la transition pré-
sente toutes les caractéristiques d’une transition discontinue, que les défauts soient
linéairement stables dans la région de transition ou pas [56, 57].

€., la valeur du couplage au seuil, peut étre définie comme la valeur en-dessous de
laquelle le systéme tombe immédiatement dans I’état asymptotique (entiérement
laminaire ou éventuellement avec défauts si ces derniers sont linéairement stables
dans la région de transition) quelle que soit la condition initiale qu’on lui impose.
Cependant, il existe pour tout k<1 une valeur du couplage ¢,>¢, telle que si € €
lee; €], les fluctuations intrinséques du systéme peuvent étre suffisamment intenses
pour le conduire & une fraction turbulente instantanée assez faible, aprés laquelle il
tombe dans un état au repos. Cette remarque aura son importance par la suite.

10.2. Application au systéme expérimental

10.2.1. Méthode employée

Pour adapter le modéle MIST au systéme expérimental étudié au chapitre précédent,
nous avons considéré un réseau bidimensionnel avec bords circulaires. Nous avons
choisi un réseau triangulaire, par analogie avec la disposition des colonnes de liquide
dans I’état laminaire, mais surtout parce cette géométrie permet de restaurer plus
facilement la circularité des bords. Il reste & définir la condition de bord.

On a vu au chapitre 9 que dans le systéme expérimental les colonnes en périphérie
présentaient une dynamique forte et découplée de celle du reste du systéme au-
dessus du seuil et prés de celui-ci (voir Fig. 9.3(c)), a cause du conflit entre la
structure hexagonale du réseau et la circularité des bords. Nous avons donc dans un
premier temps choisi de plonger le systéme dans un environnement stationnaire et
homogéne ol tous les sites sont dans 1’état chaotique. Les résultats du modéle avec
cette condition de bord sont présentés en 10.2.2.1. On verra que le comportement du
systéme numérique ainsi obtenu pose des problémes d’interprétation et présente de
trop nombreuses différences avec celui du systéme expérimental. Nous avons donc par
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la suite, sur une idée d’Hugues Chaté, imposé une dynamique d’IST & une dimension
sur la périphérie du systéme, plus proche de ce qui est observé expérimentalement.
Les résultats du modéle avec cette condition aux limites sont montrés en 10.2.2.2.
On discute ces résultats en 10.2.3.

10.2.2. Résultats

Le systéme considéré est dans tous les cas un cercle de rayon R. Les paramétres
du modéle sont alors R, et r et k qui définissent le mapping. ¢, le couplage entre
sites voisins, est le paramétre de controle. On considérera toujours le cas r=3. Le
comportement du systéme numeérique est étudié pour trois valeurs de R, R=7, 15 et
25, et deux valeurs de k, k=1 et 0,5.

Pour chaque valeur de (R, r, k, <), on part d’'une condition initiale telle que la valeur
de la variable en chaque site intérieur au systéme est tirée aléatoirement, avec une
probabilité 1/2 d’étre égale & X* = (r 4+ 2)/4 (unique point fixe stable de I’état
laminaire si k<1, état laminaire marginalement stable si k=1) et une probabilité
1/2 d’avoir une valeur aléatoire entre 0 et 1 (état chaotique). On laisse a chaque fois
le systéme évoluer sur suffisamment de pas de temps pour que la mémoire de ces
conditions initiales soit perdue, puis les statistiques sont calculées sur 5.10% pas de
temps (nous avons vérifié que ce nombre était suffisant).

10.2.2.1. Conditions aux bords chaotiques

Nous avons d’abord imposé la condition aux limites telle que tous les sites externes
au systéme sont dans I’état chaotique, la variable en ces sites étant fixée a la valeur
0. On parlera par la suite de conditions aux bords chaotiques.

Pour toutes les valeurs de R et k considérées, ’état chaotique parvient dans ce cas a
pénétrer dans le systéme sur une couche assez large, dont ’épaisseur est en général
de T'ordre de 3 ou 4 sites quel que soit le rayon R, méme pour de faibles valeurs
de ¢ (voir Fig. 10.2). Ce comportement n’est pas en accord avec celui du systéme
expérimental, ot seule la rangée périphérique de colonnes de liquide présente une
dynamique forte et décorrélée. Par contre, un sous-systéme de rayon R-3 semble
présenter les bonnes caractéristiques pour modéliser la dynamique de ’expérience.
Par la suite, lorsqu’on parlera de systéme de taille R dans le cas de conditions aux
bords chaotiques, on travaillera en fait avec un systéme de rayon R-+3, et on ne
mesurera les statistiques que sur les sites appartenant & un disque de rayon R et de
méme centre.

Les résultats obtenus avec cette condition sont les suivants :
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FI1G. 10.2.: Etat typique du systéme pour une faible valeur de ¢ (ici R=18). Les sites
laminaires sont noirs et les sites chaotiques blancs. Pour une visualisa-
tion plus claire on a représenté les sites extérieurs au systéme en gris,
méme s’il faut garder a l’esprit qu’ils sont tous dans l’état chaotique.
Bien que le couplage soit faible, le désordre pénetre dans le systeme sur
une épaisseur d’environ 3 ou 4 sites.

k=1 Dans ce cas, on n’observe jamais de bistabilité, quelle que soit la valeur de
R. La transition est bien continue, mais présente des effets de taille finie dont une
conséquence est de rendre continue la dérivée du parameétre d’ordre prés du seuil.

k=0,5 Les diagrammes des phases obtenus a différentes tailles pour k£=0,5 sont
représentés sur la figure 10.3. Pour R=7, il existe un intervalle de valeurs de ¢, juste
au-dessus du seuil, pour lesquelles le systéme est bistable : comme dans ’expérience,
ce dernier est tantot dans un état d’IST, tantot dans un état ou le désordre n’est
présent que sur les bords (état quasi-laminaire), et saute de temps en temps d’un état
a l'autre. La figure 10.4 montre des distributions de fraction turbulente instantanée
f: (& ne pas confondre avec F;, la fraction moyenne) pour plusieurs valeurs de &
dans le régime de bistabilité : ces distributions sont clairement bimodales. Pour des
valeurs croissantes de ¢ le pic correspondant aux faibles valeurs de f; (régime quasi-
laminaire) se dépeuple au profit de celui associé aux grandes valeurs de f; (IST),
jusqu’a disparaitre complétement : on entre alors dans le régime d’IST pure.

Lorsque la taille du systéme augmente, I'intervalle de valeurs de £ pour lesquelles il
y a bistabilité est de plus en plus étroit (voir Fig. 10.3). La largeur de cet intervalle
est égale & (4045).10* pour R=7 et a (10£5).10* pour R=15. Pour R=25 elle est
inférieure a 8.10.

Dans le régime quasi-laminaire, la fraction chaotique moyenne F; augmente avec
¢ (branche du bas du diagramme des phases), contrairement & ce qui est observé
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expérimentalement, ou cette fraction varie trés peu avec le paramétre de controle
(Fig. 9.7(a)). La branche supérieure du diagramme 10.3, associée au régime d’IST,
montre que la transition est discontinue, ce qui était prévisible puisque k=0,5 (voir
10.1.2).

0.8
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0.2 . . = R=15 |
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€

Fi1G. 10.3.: Diagramme des phases du systéme avec conditions aux limites chaotiques
(r=3, k=0,5).

Discussion sur les conditions aux limites chaotiques Nous avons mis en évi-
dence la présence de bistabilité au voisinage du seuil de la transition dans le cas
ou k=0,5. Mais les diagrammes des phases montrés sur la figure 10.3 présentent
une différence majeure avec ceux obtenus expérimentalement (voir par exemple Fig.
9.7(a)) : le paramétre d’ordre F; est ici non nul pour des valeurs de ¢ inférieures
a celles pour lesquelles il y a bistabilité. Ce probléme vient du fait que le désordre
permanent des sites extérieurs peut pénétrer profondément dans le systéme méme
pour des valeurs trés faibles de . Pour éviter cet inconvénient on pourrait mesurer
les statistiques sur un sous-systéme encore plus petit que le disque de rayon R-3,
mais I’épaisseur de la couche sur laquelle on ne compte pas les statistiques doit
étre choisie empiriquement. On va voir par la suite qu’il est possible de choisir des
conditions aux limites plus judicieuses.

Remarque dans le cas de conditions initiales homogénes Avant de passer a
I’étude d’autres conditions de bords, on peut signaler un comportement remarquable
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F1G. 10.4.: Distribution de la fraction turbulente instantanée f; avec conditions aux
limites chaotiques pour R="7, r=3, k=0,5 et (a) €=0,565, (b) e=0,566,
(c) €=0,567. Pour des valeurs croissantes de ¢ le pic correspondant auz
faibles valeurs de f; (régime quasi-laminaire) se dépeuple au profit de
celui associé aux grandes valeurs de f, (IST).

Fraction d’evenements

1.0

127



10.2. Application au systéme expérimental

du systéme avec condition aux bords chaotique, dans le cas ou I'on impose une
condition initiale ou la variable en tous les sites intérieurs au systéme est égale a
X* (état laminaire homogeéne). Rappelons qu’a I'instant initial les variables sur les
sites extérieurs ont la valeur 0. Dans ce cas particulier le systéme vérifie donc les
symétries du réseau triangulaire. Ni le mapping f ni le couplage ne peuvent briser
ces derniéres. Le systéme conservera donc indéfiniment les symétries du réseau. On
obtient a chaque pas de temps des figures du type de celles montrées sur les Fig.
10.5(a-d).

On peut de la méme maniére briser certaines symétries a 'instant initial, les autres
seront toujours vérifiées indéfiniment (4 la précision de la machine prés!) par le
systéme. Par exemple en choisissant comme état initial le méme que décrit précé-
demment mais ol deux sites intérieurs alignés sur un axe du réseau ont la valeur
0, la seule symétrie restante est la parité par rapport a cet axe. On montre deux
exemples de configurations du systéme dans ce cas sur les figures 10.5(e) et (f).

10.2.2.2. Intermittence unidimensionnelle sur les bords

La figure 9.3(c), qui illustre le régime quasi-laminaire observé dans ’expérience,
suggére en fait que la dynamique des bords est de type IST a une dimension : on
distingue nettement la présence de domaines laminaires et d’autres désordonnés.
Nous avons donc dans un second temps imposé au systéme numérique la condition
aux limites suivante : la dynamique des sites de la rangée périphérique est modélisée
par le modéle MIST. Ces sites ne sont couplés qu’entre eux, ils suivront donc le
comportement du modéle MIST & une dimension d’espace (1D) avec conditions aux
limites périodiques. La dynamique des autres sites est toujours modélisée par le
modéle MIST, & deux dimensions d’espace (2D).

Le modéle dépend alors de trois paramétres supplémentaires. On doit maintenant
fixer les paramétres du MIST & 1D, ry, ky et &5, ceux du MIST a 2D, r., k. et €., et
le rayon du systéme R. On imposera toujours r,—r.—3. Comme pour les conditions
aux limites chaotiques, R prendra les valeurs 7, 15 et 25. On étudiera les cas k,—1
et 0,5, et k.=1 et 0,5. On choisira comme paramétre d’ordre €., le couplage des sites
internes. Enfin, pour que le comportement du systéme soit comparable & celui de
I’expérience, on doit faire varier ¢, de facon a ce que :

— lorsque ¢, est & sa valeur critique', €, le soit aussi
— lorsque ¢, augmente, ¢, augmente aussi

La fagon la plus simple de tenir compte de ces deux conditions est d’imposer une
relation linéaire entre les deux quantités, de la forme :

ep = ale, — ) + ¢

1On parle de valeur critique mais il faut garder & 'esprit que le systéme est de taille finie.
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F1G. 10.5.: Quelques configurations instantanées du systéme avec conditions aux
bords chaotiques.

(a-d) Avec une condition initiale uniforme (tous les sites ont la valeur X*), le sys-
teme vérifie indéfiniment toutes les symétries du réseau.

(e) et (f) Avec condition initiale uniforme, sauf deux sites se trouvant le long d’un
des azes de symétrie du réseau (trait gris), auzquels on impose la valeur 0 & linstant
wnitial, toutes les autres symétries sont brisées mais le systéme reste invariant par
rapport a l’axe en question. Les conventions de couleur des sites sont les mémes que
sur la figure 10.2.
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ou ¢ et € sont respectivement les valeurs aux seuils de €. et €, et a est un parameétre.
Par la suite on considérera toujours le cas =10, mais nous avons vérifié que les
solutions ne dépendaient pas qualitativement de la valeur de «.

Nous avons obtenu les résultats suivants :

k=1 Quelles que soient les valeurs de R et k;, nous n’avons jamais observé de
bistabilité.

k.=0,5 et k,=0,5 Dans ce cas on observe bien un régime de bistabilité prés du
seuil de la transition : le systéme est parfois dans un régime quasi-laminaire, trés
proche de ce qui est observé expérimentalement (Fig. 10.6(a)), parfois dans un régime
d’IST (Fig. 10.6(b)). Comme dans le cas des conditions aux bords chaotiques et dans
le systéme expérimental, le systéme passe de plus en plus de temps dans ce dernier
état quand ¢, augmente, jusqu’a ce que la bistabilité disparaisse et que 'IST soit
permanente. La figure 10.7 montre les diagrammes des phases du systéme avec IST
sur les bords pour k.—k,=0,5. Pour chaque valeur de R, la largeur de I’intervalle de
valeurs de €. pour lesquelles il y a bistabilité est la méme qu’avec les conditions aux
limites chaotiques.

On peut cependant noter deux différences remarquables entre les diagrammes des
phases 10.3 et 10.7. La plus marquante est le fait que, avec I'IST sur les bords, la
fraction turbulente moyenne est nulle pour les valeurs ¢, inférieures & celles pour
lesquelles il y a bistabilité (nous avons construit le modéle pour cela), sauf trés prés
du seuil (ce qui était aussi vérifié expérimentalement, voir Fig. 9.7(a)). D’autre part,
dans ce cas F; varie beaucoup moins avec ¢ dans le régime quasi-laminaire (voir Fig.
10.7, R=7) : ce comportement est plus proche de celui du systéme expérimental

(Fig. 9.7(a)).
Dans le cas des conditions aux limites avec IST (et k,=0,5), on remarque aussi que

la différence entre F; dans le régime quasi-laminaire et I} dans le régime d’IST pour
une valeur fixée de ¢, est de plus en plus faible quand R augmente.

On a également représenté sur la figure 10.8 des distributions de fraction chaotique
f+ instantanée en présence de bistabilité lorsque le systéme passe environ autant de
temps dans les deux régimes, pour deux valeurs de R. Pour la plus grande taille
les deux pics sont beaucoup plus étroits : dans chacun des deux états, la fraction
chaotique instantanée varie donc beaucoup moins.

k.=0,5 et k,=1 Lorsque k,=1 le systéme présente globalement un comportement
trés similaire a ce qui est observé quand k,=0,5. Les diagrammes des phases ré-
sultants sont montrés sur la figure 10.9. Pour toutes les valeurs de R étudiées, les
diagrammes des phases dans les deux cas sont qualitativement similaires, les lar-
geurs des intervalles de valeurs de ¢, pour lesquelles il y a bistabilité sont toujours
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Chapitre 10. Modélisation

F1G. 10.6.: Configurations instantanées du systeme dans le régime de bistabilité.
Le systéme saute sans arrét entre (a) des états quasi-laminaires, ou le
désordre n’est présent qu’en périphérie et (b) des régimes d’IST. On dis-
tingue en (a) une incursion du désordre vers le ceur du systéme, comme
dans Uexpérience (voir Fig. 9.8(c)). Les conventions de couleurs sont les
mémes que sur la figure 10.2.
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F1G. 10.7.: Diagramme des phases du systéme avec IST a 1D sur les bords : r.=3,
k0:0,5, Tb:3, kb:0,5 et a=10.
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10.2. Application au systéme expérimental
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Fi1G. 10.8.: Distribution de la fraction turbulente instantanée f; avec IST a 1D sur
les bords pour r.=8, k.=0,5, r,=3, ky=0,5, (a) R=7, £.=0,567 , £,=0,46
et (b) R=15, .=0,5755 , ep= 0,445.

les mémes (aux barres d’erreurs prés). La seule différence notable concerne la branche
correspondant aux faibles valeurs de Fj, associée au régime quasi-laminaire : dans ce
régime F; varie plus fortement avec ., comme dans le cas des conditions aux bords
chaotiques.

10.2.3. Résumeé - Discussion

Nous avons étudié le comportement du systéme avec trois types de conditions aux
limites, trois tailles différentes, et deux valeurs du paramétre k régissant la dyna-
mique des sites internes (appelé k. dans certains cas). Les principaux résultats que
nous avons obtenus sont les suivants :

1. La bistabilité, jamais observée lorsque k=1, peut se produire lorsque £=0,5 au
voisinage du seuil.

2. La largeur de I'intervalle de valeurs du paramétre de controle pour lesquelles il
y a bistabilité diminue fortement quand la taille du systéme augmente. Cette
largeur ne dépend cependant pas du type de conditions aux bords choisies.

3. Pour toutes les conditions aux limites étudiées, les diagrammes des phases
sont qualitativement les mémes, mis & part la branche associée au régime
quasi-laminaire. En effet, la fraction turbulente moyenne dans cet état varie
beaucoup moins avec le paramétre de controle dans le cas des conditions aux
bords avec IST et k,=0,5 que dans les deux autres cas.

On interpréte maintenant ces résultats, point par point :
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F1G. 10.9.: Diagramme des phases du systéme avec IST a 1D sur les bords : r.=3,

k.=0,5, r,=38, ky=1 et a=10.

1. On a vu en 10.1.2 que, dans le cas d’un systéme bidimensionnel avec conditions

aux limites périodiques, il existait pour tout £<1 une valeur du couplage ,>¢,
telle que si e €]e.; 4] alors les fluctuations intrinséques du systéme peuvent
étre suffisamment intenses pour le conduire & une fraction turbulente instan-
tanée assez faible, aprés laquelle il tombe dans un état au repos, et y reste
indéfiniment. Ici c¢’est le méme phénoméne qui se produit mais, une fois que le
systéme est au repos, le désordre entretenu sur les bords peut se propager vers
I'intérieur et permettre ainsi au systéme de retrouver une fraction turbulente
instantanée suffisamment grande pour qu’il se retrouve dans le régime d’IST et
que celui-ci persiste pendant un certain temps. Puis il arrive un moment ou f;
redevient trop faible, le systéme retombe dans un état calme, et ainsi de suite.
On comprend ainsi pourquoi la bistabilité arrive pour £=0,5 et pas pour k=1
(dans ce cas I'IST est toujours persistante au-dessus du seuil), et pourquoi elle
n’apparait que juste au-dessus du seuil de la transition. Pour confirmer cette
interprétation on peut signaler que, méme avec des conditions aux bords avec
IST, il arrive que le cceur du systéme ne sorte jamais de 1’état de repos, si on
est trés prés du seuil. Mais cette situation est exceptionnelle. Dans la situation
avec conditions aux bords chaotiques, on ne I’a jamais observée : le désordre
sur les bords est suffisant pour toujours permettre au systéme de remonter
dans I'état d’IST.
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10.3. Conclusion

2. Pour qu’il y ait bistabilité, le désordre sur les bords doit donc pouvoir pénétrer
assez profondémént dans le systéme pour que ce dernier retrouve une fraction
turbulente instantanée suffisamment élevée. La valeur de f; minimale pour
que le systéme remonte dans ’état d’IST diminue quand £ augmente [56]. La
bistabilité a donc lieu sur un intervalle de valeurs du paramétre de controle
lev; es] (es>€c). Or, plus le systéme est petit, plus les incursions du désordre
périphérique sont susceptibles d’augmenter la fraction chaotique instantanée
fi- On comprend donc pourquoi la bistabilité apparait pour beaucoup plus de
valeurs du paramétre de controéle lorsque R diminue.

3. Dans le régime quasi-laminaire, la fraction chaotique dépend essentiellement
de la dynamique des bords. On comprend donc pourquoi la dépendance de F;
en fonction de € dans ce régime est différente lorsque k,=1 et k,=0,5 : pour
ky=1 la transition sur les bords est continue, elle est discontinue si k,=0,5.

10.3. Conclusion

Nous avons étudié le comportement du modéle MIST dans le cas d’un systéme
de taille finie avec trois types de conditions aux limites conférant aux bords une
dynamique forte et découplée de celle de I'intérieur, trois tailles différentes, et deux
valeurs du parameétre k régissant la dynamique des sites internes. Pour k=1, la
transition est bien continue, il n’y a jamais bistabilité. Pour £=0,5, la transition est
discontinue, il y a bistabilité juste au-dessus du seuil. Quand la taille du systéme
augmente, celle-ci a lieu sur un intervalle de valeurs du paramétre de controle de
plus en plus étroit, car le désordre entretenu sur les bords a de plus en plus de mal
a pénétrer dans le systéme.

Il serait intéressant de poursuivre I’étude avec des valeurs du rayon encore plus
grandes. On peut s’attendre & ce qu’a partir d’'une certaine taille la bistabilité
n’existe plus. Concernant le systéme expérimental de taille plus grande en cours
d’élaboration, on devrait également observer la bistabilité sur une plage de débit
plus étroite, voire sa disparition compléte.
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11. Conclusion

ous avons dans un premier temps étudié la transition au chaos par intermit-

tence spatio-temporelle dans un systéme bidimensionnel réel, ot un film de

liquide horizontal continuement alimenté se déstabilise sous 'effet de la gra-
vité. Cette transition a lieu dans le régime de colonnes de liquide. Les fluides utilisés
sont des huiles silicone, dont il est possible de changer la viscosité en maintenant
constantes la masse volumique et la tension de surface. On a choisi comme paramétre
de controle le débit d’alimentation. Pour les huiles de hautes viscosités, la transition
se fait en augmentant le débit, elle est hystérétique a cause de la stabilité linéaire
de I’état laminaire. Pour les huiles de basses viscosités, la transition se fait en di-
minuant le débit. La présence d’oscillations de lignes de colonnes, qui jouent le role
de perturbations d’amplitude finie, dans la région de transition semble masquer la
nature, continue ou discontinue, de cette transition. Ces oscillations font également
disparaitre I’hystérésis. Dans tous les cas, le systéme est bistable juste au-dessus du
seuil de la transition : il est tantot dans un régime d’IST, tantét dans un régime
quasi-laminaire, ou le désordre est essentiellement présent sur les bords.

A cause de la nature discréte des objets et de la présence possible d’oscillations de
lignes et de défauts topologiques dans les régions laminaires, il est difficile de dé-
tecter automatiquement ces domaines. Nous avons cependant utilisé quatre traceurs
différents qui permettent de quantifier le désordre dans le systéme. Trois d’entre
eux semblent indiquer que, pour les huiles de grandes viscosités, la transition est
discontinue, tandis que selon le quatriéme cette transition est continue. Ce para-
métre, relié au taux de créations/fusions de colonnes, nous a permis d’avoir accés a
la fraction turbulente moyenne, et donc & la mesure de ’exposant (3 . Cet exposant,
mesuré pour une huile de haute viscosité, est en accord avec celui de la DP : c’est la
premiére fois qu’'un exposant supportant la conjecture de Pomeau est mesuré dans
un systéme réel bidimensionnel.

Cependant il serait important, pour pouvoir conclure quant & la nature continue ou
discontinue de la transition, et le cas échéant conforter la valeur de (3, de faire la
méme mesure avec un systéme de plus grande taille. Un dispositif expérimental de
surface quatre fois plus importante est en cours de montage. Il semble également
intéressant d’étudier le comportement du systéme pour des viscosités proches de
celle pour laquelle la nature de la transition change (v ~ 35 mm?/s).

Nous avons été intrigués par le régime de bistabilité toujours présent juste au-dessus
du seuil et apparemment di a la présence des bords, dont la dynamique est forte et
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décorrélée de celle du reste du systéme. Afin de comprendre si ce phénoméne était
générique ou pas dans le cas de systémes bidimensionnels de taille finie transitant
au chaos par IST, nous avons dans un second temps appliqué un modéle minimal
d’intermittence spatio-temporelle, habituellement étudié dans le cas de conditions
aux limites périodiques, a un systéme de taille finie. Nous avons utilisé trois condi-
tions aux limites différentes, toutes telles que la dynamique des bords soit forte et
décorrélée de celle de I'intérieur du systéme. Le modéle MIST appliqué & un sys-
téme bidimensionnel peut présenter une transition au chaos continue ou discontinue,
selon la valeur de I'un des paramétres dont il dépend. On a observé un régime de
bistabilité juste au-dessus du seuil pour toutes les conditions de bord considérées
dans le cas ou cette transition est discontinue, mais jamais dans le cas contraire.
Selon ce modéle minimal, la transition du systéme expérimental serait donc plutot
discontinue. Mais seul un dispositif expérimental de plus grande taille permettrait
de conclure définitivement & ce sujet.

Pour une taille croissante du systéme numérique, I'intervalle de valeurs du paramétre
de controéle pour lesquelles il y a bistabilité devient de plus en plus étroit. En effet,
pour que cette bistabilité soit présente il faut que le désordre émanant des bords
puisse pénétrer suffisamment profondément dans le systéme, ce qui est de plus en
plus improbable lorsque la taille du systéme augmente. On peut donc supposer que
la bistabilité sera plus difficile & observer dans le systéme expérimental de taille plus
grande. Sur le plan numérique, il serait intéressant de faire la méme étude avec des
systémes de rayons plus importants. Il est probable qu’a partir d’'une certaine taille
la bistabilité n’existera plus.
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A. Les invariants () et R et la
dynamique d'Euler Restreinte

A.1. Les invariants ) et R

Les valeurs propres du tenseur de gradient de vitesse A caractérisent la topologie
locale de I’écoulement [83]. Si elles sont toutes réelles, alors I’écoulement est locale-
ment hyperbolique, et les lignes de courant (et les trajectoires lagrangiennes) sont
dominées par des étirements et des contractions. Si deux d’entre elles sont complexes
conjuguées, alors I’écoulement est elliptique, les lignes de courant (et les trajectoires
lagrangiennes) sont localement tourbillonnantes.

Ces valeurs propres Aj, \s, A3 dépendent a priori de trois variables, car elles sont
solutions de I’équation caractéristique :

NM+PN+QA+R=0 (A1)

avec :

P=—A\+X+2s)
Q = M2+ AoAg + A A3
R - —>\1)\2)\3

Dans le cas ol 'écoulement est incompressible, la condition 7r(A) = 0 implique :

P=0 (A.2)
1 1

Q= —§(A§ + A2+ A3 = —§T7*(A2) (A.3)
1 1

R= —g(Ai’ + A3+ A3) = —gTr(A?’) (A.4)

Dans ce cas, les trois valeurs propres de A ne dépendent donc que des deux quantités
() et R définies par les relations (A.3) et (A.4). @ et R sont invariantes par rotation,
on les appellera donc par la suite invariants.
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A.2. La dynamique d’Euler Restreinte

La nature des valeurs propres de A ne dépend que du signe du discriminant D =
27TR* + 4@Q? [83]. Si D < 0 (resp. D > 0), alors les trois valeurs propres sont
réelles (resp. deux sont complexes conjuguées). Pour D = 0 les valeurs propres
sont réelles et deux d’entre elles sont égales. D’autre part, si R < 0 (resp. R >
0), deux valeurs propres de A ont une partie réelle négative (resp. positive). On
rappelle que la condition d’incompressibilité implique que la somme de ces valeurs
propres doive étre nulle. Toutes ces informations peuvent se représenter de maniére
synthétique dans le plan (R, Q) (voir figure A.1), ou l'on peut distinguer les régions
de I’écoulement dominées par les nappes de vortivité, les filaments de vorticité, les
nappes de déformations, ou les filaments de déformations.

Filaments de vorticité Nappes de vorticité
\\ Q //
D>0 D>0 R
D<O
D=0 %
1 1
Filaments de déformations Nappes de déformations

Fi1G. A.1.: Topologie locale de [’écoulement en fonction des invariants R et @
(d’aprés Cantwell).

Cette analyse peut également s’appliquer au tenseur de gradient de vitesse moyenné
a une échelle r, M. Dans ce cas ce n’est plus la topologie locale qui est caractérisée
par les invariants () et R, mais la topologie de ’écoulement & ’échelle 7.

A.2. La dynamique d’'Euler Restreinte

Un modéle pour la dynamique du tenseur de gradient de vitesse au sens des dérivées
A;; = Oju; a été proposé par Vieillefosse [84, 85|, puis repris par Cantwell [83]. En
effet, on peut obtenir une équation exacte pour la dynamique de A en différentiant
I’équation de Navier-Stokes
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Chapitre A. Les invariants () et R et la dynamique d’Euler Restreinte

Owuj + upOpuj; = —0;p + VOkLU;

par rapport & z;. On obtient :

O Aij + urOp Ayj + A?j = —0ijp + VO Aij (A.5)

Vieillefosse s’intéresse au cas d’un fluide parfait (v = 0). La fermeture de ’équation
(A.5) passe alors par la modélisation du Hessien de pression 0;;p. La forme choisie
dans [84, 85, 83| est isotrope : d;;p = —3Tr(A%)d;; (le facteur —37r(A?) permet de
maintenir la condition d’incompressibilité Tr(A) = 0 a tout temps). Dans ce cas,
(A.5) devient :

dAy = o 1 N
U A% (A5 =0 (A.6)

o d .y :
ol — est la dérivée lagrangienne.

La dynamique (A.6) est connue sous le nom de dynamique d’Euler Restreinte. L’hy-
pothése d’isotropie de la pression n’est pas physique, mais elle est suffisamment
simple pour rendre I’équation (A.6) soluble analytiquement en fonction des inva-
riants () et R. En effet (A.6) implique :

dt 3
dA3,
— 7 BAY — Tr(A%) A = 0 (A.8)

En prenant les traces des équations (A.7) et (A.8) et en utilisant les égalités (A.2),
(A.3) et (A.4), il vient :

% — —3R (A.9)
dR
- = §Q2 (A.10)

ou on a appliqué le théoréme de Cayley-Hamilton & I’équation (A.1) pour exprimer
Tr(A%) en fonction de Tr(A?).

Le portrait de phase associé au systéme (A.9,A.10) est le suivant :
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A.2. La dynamique d’Euler Restreinte
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F1G. A.2.: Portrait de phase de la dynamique d’Euler Restreinte.

Les solutions du systéme (A.9,A.10) sont présentées dans [83]. Le résultat majeur de
cette étude est le fait que pour toute condition initiale autre que R < 0, 27R? +4Q)3,
le tenseur de gradient de vitesse évolue vers une géométrie telle que le tenseur des
déformations S = %(A + A') ait deux valeurs propres positives et que la vorticité
soit alignée avec I’axe associé a la valeur propre positive intermédiaire de S. Cette
caractéristique a été retrouvée dans des DNS [86]. La dynamique (A.9,A.10) permet
aussi d’interpréter certaines caractéristiques des PDF jointes de () et R calculées
par DNS dans [87, 88|.

Mais I'inconvénient majeur de ce modéle réside dans le fait que les solutions de la dy-
namique d’Euler Restreinte divergent en temps fini. De plus, elles ne dépendent d’au-
cune condition & grande échelle. L’hypothése d’isotropie de la pression, qui n’était a
priori pas physique, est donc a rejeter, mais certaines caractéristiques des solutions
de la dynamique d’Euler Restreinte sont encourageantes, et il semble prometteur de
continuer sur cette voie pour construire un modéle pour la dynamique du tenseur
de gradient de vitesse. C’est dans ce cadre qu’a été proposé le modéle du tétraédre

7.
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B. Résultats de DNS

n rassemble dans ce chapitre quelques résultats de DNS avec lesquels on
O peut comparer les solutions du modéle. Ces résultats ont été calculés par

Alain Pumir, avec le code pseudo-spectral standard décrit en [89]. Les runs
considérés ont une résolution de 2562. Le plus grand nombre d’onde de la simulation,
Kmaz, est suffisamment grand pour décrire les plus petites échelles de I’écoulement
(kmazn > 1.4). Le nombre de Reynolds est Ry = 130, et le rapport entre I’échelle
intégrale et ’échelle de Kolmogorov est L/n ~ 100. Le bas de la gamme inertielle
se trouve approximativement & une échelle de 10n. La gamme inertielle a donc dans
ces simulations une taille d’environ 10 ordres de grandeur en échelle.

Sur la figure B.1 sont représentées les lois d’échelles des seconds moments de S et de
la vorticité, et du transfert d’énergie divisé par r2, (—Tr(M?*M?")). Selon le scaling
K41, Au(r) ~ r'/3, et donc M devrait avoir une dépendance vis & vis de 1’échelle
en 723, On s’attend donc a ce que (T7(S?)) et (w?) varient en 7~%/3 et & ce que
(=Tr(M*M?")) ~ r=2 (ou, de maniére équivalente, a ce que le transfert d’énergie
(—r?Tr(M?>M?")) soit indépendant de r). Le scaling K41 est donc vérifié de fagon
satisfaisante selon les résultats de DNS.

On a représenté sur la figure B.2 des fonctions distributions de probabilité jointes
P(R,Q) calculées par DNS & plusieurs échelles de longueur. A I'échelle intégrale
L, la distribution est quasiment symétrique par rapport a I’axe R = 0. Lorsque la
valeur de I’échelle diminue, la distribution devient de plus en plus étirée le long de
la partie R > 0 de la séparatrice. Cette asymétrie augmente plutot lentement quand
r diminue tant qu’il reste dans la gamme inertielle (figures B.2(a-d)). Par contre, la
distribution P(R, () obtenue pour une valeur de I’échelle dans la zone dissipative,
r ~ 1, (figure B.2(e)) est beaucoup plus asymétrique. Les effets dissipatifs, non inclus
dans le modéle du tétraédre, semblent donc responsables de cette augmentation
d’asymétrie de P(R, (). On doit comparer les solutions de notre modéle avec les
courbes B.2(a-d).

La figure B.3 représente les densités dans le plan (R, Q) de quelques grandeurs
physiques, elles aussi calculées par DNS : la variance des déformations 7r(S?), 1'en-
strophie w?, la production d’enstrophie wSw, le transfert d’énergie —r*Tr(M?*M?)
et —Tr(S?).

143



le+02

A le+01 |
[V
3
V
N
%)
v 1e+00 ¢
le-01 ‘ :
1 10 100 1000
r/L
le+04
le+02 +
A
=
o~
> 1e+00 ¢
g
H
Vi qe-02 |
(b)
1le-04 : :
1 10 100 1000
r/lL

F1G. B.1.: Lois d’échelles (a) des seconds moments des déformations et de la vorti-
cité, et (b) du transfert d’énergie divisé par r*, (—=Tr(M>*M?")), calculées
par DNS (extrait de [90]).
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Chapitre B. Résultats de DNS

(e)

Fi1Gc. B.2.: Distributions de probabilité jointes P(R.,Q.) calculées par DNS & plu-
sieurs échelles : (a) r=L, (b) r=L/2, (¢c) r=L/4, (d) r=L/8 et (e) r=2n.
Les quantités R, et (), sont normalisées par la variance des déformations :
Q. = Q/(Tr(S?), R, = R/ (Tr(5*))*?. Les lignes d’isoprobabilité sont
espacées logarithmiquement, et séparées de facteurs e (extrait de [90]).
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Q.

(b)

R* 05 0 1

F1G. B.3.: Densités de (a) Tr(S?), (b) enstrophie w?, (c) production d’enstrophie

wSw, (d) transfert d’énergie —r*Tr(M?M?") et (e) —Tr(S?) dans le plan
(R., Q.), pour r=L/8, calculées par DNS. Les lignes solides correspondent
auz valeurs positives, les lignes en pointillés auz valeurs négatives. (a) est

extrait de [91], (b), (c), (d) et (e) de [7].
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C. Méthodes d'optimisation

On présente ici les méthodes d’optimisation utilisées dans la premiére partie.

C.1. La méthode de descente du simplexe

La description de la méthode effectuée ci-dessous est inspirée de [28].

Cette méthode, proposée par Nelder et Mead [92], permet de trouver le (un) mini-
mum d’une fonction de N variables indépendantes (N>1). Dans le cas ot la fonction
considérée posséde plusieurs minima locaux, la méthode ne garantit pas une conver-
gence vers le minimum global. Elle n'utilise aucune méthode de minimisation de
fonction dépendant d’une seule variable et ne nécessite que des évaluations de la
fonction & minimiser (pas de calcul de dérivées).

L’objet fondamental de cette méthode est un simplexe, c’est-a-dire, dans un espace
de dimension N, un ensemble de N+1 points ainsi que les segments ou les faces
polygonales qui les relient. Par exemple dans le plan c’est un triangle, dans un
espace de dimension trois un tétraédre. La méthode de descente du simplexe utilise
des simplexes non dégénérés, ce qui signifie que ces derniers entourent des volumes
fermés de dimension N. Comme toute méthode d’optimisation, elle passe par trois
étapes : définition d’un point de départ, itération d’'une procédure permettant de
converger vers des valeurs de plus en plus basses de la fonction, arrét de ces itérations
lorsqu’un critére prédéfini est vérifié.

Point de départ
On doit fixer au début de la procédure un simplexe initial. Si on connait a priori
un point pour lequel on soupgonne que la valeur de la fonction considérée est plutot

basse, alors on peut choisir comme point de départ un simplexe dont un des sommets
Py est ce point, les autres sommets P; étant définis par la relation

by =Fy+ Xé;

oll A est une taille caractéristique du systéme et {é;},_;, , une base normée de
I’espace considéré.
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C.2. Le recuit simulé

Procédure faisant converger vers les faibles valeurs de la
fonction

Chaque pas de ’algorithme consiste en une transformation du simplexe (un « mou-
vement »). Ce mouvement peut étre de quatre types (voir Fig. C.1)

— dans la majorité des cas, la transformation est une réflexion du point en lequel
la valeur de la fonction est maximale (« plus haut point ») par rapport a la face
opposée du simplexe (Fig. C.1(b) et (g)). Ces réflexions sont construites pour
conserver le volume du simplexe, et conserver ainsi sa non-dégénérescence.

— aprés ce type de mouvement, si I’étirement du simplexe dans la direction de la
réflexion ou dans la direction opposée est favorable pour la convergence, alors cet
étirement est effectué (Fig. C.1(c) et (h)).

— lorsqu’il atteint une « vallée », 'algorithme contracte le simplexe dans la direction
transverse de celle-ci pour pouvoir descendre dedans (Fig. C.1(d) et (i)).

— l'algorithme peut aussi contracter le simplexe dans toutes les directions pour s’ap-
procher d’'un minimum de la fonction (Fig. C.1(e) et (j)).

Une séquence appropriée de ces pas converge toujours vers un minimum (local) de
la fonction.

Critére d’arrét

L’algorithme s’arréte lorsque la diminution relative de la valeur de la fonction au
point le plus bas d’un pas au suivant est inférieure a une valeur définie au début de
I’algorithme.

Par prudence, une fois cette condition remplie on peut relancer I'algorithme avec
comme point de départ le point vers lequel il a convergé la premiére fois et N autres
points (différents des sommets du dernier simplexe).

C.2. Le recuit simulé

C.2.1. Généralités

La méthode du recuit simulé [93, 94| est une technique d’optimisation pouvant
s’appliquer a deux types de problémes : 'optimisation combinatoire (applications
a la résolution du probléme du voyageur de commerce, a la conception de réseaux
d’échangeurs de chaleur, de pipelines ou de cascades de réacteurs, a I'arrangement
d’éléments dans des circuits intégrés complexes, ...), et 'optimisation d’une fonction
dont les variables sont continues. Cette méthode permet de localiser I'extremum
(minimum ou maximum) global d’une fonction, méme lorsque celle-ci posséde de
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Fi1Gc. C.1.: Différents types de mouvements effectués par ’algorithme, dans les cas

N=3 (a-e) et N=2 (f-j).

(a) et (f) : simplexe de départ, (b) et (g) : réflexion du point le plus haut, (c) et
(h) : réflexion et étirement, (d) et (i) : contraction dans une dimension, (e) et (j) :
contraction dans toutes les dimensions.
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C.2. Le recuit simulé

nombreux extrema locaux. Comme la méthode du simplexe, elle ne nécessite que
des évaluations de la fonction. Dorénavant on suppose, sans perte de généralité, que
I’on recherche le minimum d’une fonction.

La méthode du recuit simulé est basée sur des concepts de mécanique statistique,
par analogie avec la maniére dont les liquides se cristallisent en gelant, ou dont
un métal est recuit. Considérons en effet un liquide a haute température. Les mo-
lécules qui le composent sont alors libres de se déplacer les unes par rapport aux
autres (agitation thermique). Si on diminue progressivement la température, alors
les atomes se figent dans une configuration cristalline parfaite, qui correspond & une
valeur minimale de I’énergie du solide. Par contre, dans le cas ou la température
est abaissée brusquement, ceux-ci n’ont pas le temps de se redistribuer, et le cristal
obtenu n’est pas parfait. L’énergie de ce solide est plus élevée que celle du cristal
parfait. La méthode du recuit simulé est basée sur une analogie avec ce procédé,
en comparant I’énergie avec la fonction & minimiser, la configuration atomique du
cristal avec I’état des variables de la fonction, et 1’état de plus basse énergie avec le
minimum global de la fonction.

C.2.2. Algorithme de Metropolis

Plus précisément, la méthode est dérivée de celle de Metropolis [95], qui applique
a un systéme numeérique le principe de la loi de Boltzmann bien connue en méca-
nique statistique. Selon cette derniére, ’énergie £ d’un systéme a 1’équilibre & une
température 7" a une valeur distribuée aléatoirement selon la loi :

k étant la constante de Boltzmann et Z la fonction de partition du systéme. Un
systéme thermodynamique simulé selon ’algorithme de Metropolis peut alors passer
d’une configuration d’énergie E; a une autre d’énergie F, avec la probabilité :
eXp[—(E2 — El)/kT] St E2 > El (C 1)
1 st By < Fy )

Ainsi, la tendance générale de ’algorithme de Metropolis consiste & diminuer 1’éner-
gie du systéme (tous les mouvements qui la diminuent sont acceptés), mais on en
autorise également I’augmentation. Cette possibilité d’augmenter légérement 1’éner-
gie du systéme est un ingrédient essentiel de la méthode de Metropolis (et donc du
recuit simulé) car elle permet de sortir de la cuvette formée par un minimum local
et de repartir ainsi a la recherche d’un autre minimum éventuellement plus bas (Fig.
C.2). Notons également que selon I’équation (C.1) plus la température est basse et
plus 'amplitude des sauts d’énergie autorisés est faible : on « calme » la dynamique
en diminuant la température.
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Fi1Gc. C.2.: L’algorithme de Metropolis autorise certains mouvements faisant aug-
menter la valeur de [’énergie, évitant ainsi le piégeage dans les cuvettes
formées par les minima locaux de [’énergie.

C.2.3. Schéma général de I'algorithme du recuit simulé

L’algorithme de Metropolis, qui s’applique en principe a la simulation de systémes
thermodynamiques, est repris dans la méthode du recuit simulé. Voici le schéma
général de cette méthode dans le cas ou I'on cherche le minimum global d’une fonc-
tion :

1. Point de départ : on choisit une configuration du systéme, c’est & dire un
ensemble de valeurs des variables de la fonction.

2. Reéalisation de I’« équilibre thermique » : on propose une suite de n
mouvements aléatoires de cette configuration, en I'acceptant ou en la refusant
selon le critére (C.1). L’énergie d’une configuration du systéme thermodyna-
mique est ici remplacée par la valeur de la fonction. k7" est remplacé par un
paramétre Trg, appelé « pseudo-température » ou « température recuite », qui
gére la probabilité d’acceptation des mouvements. La valeur de Trs doit étre
pour l'instant fixée. Poursuivant I’analogie avec le refroidissement d’'un sys-
téme thermodynamique, on peut dire que la réalisation de ces n mouvements
a pour but de permettre au systéme d’atteindre son équilibre thermique a la
température Tgrg.

3. Décroissance de la « température » : on recommence la procédure 2. en
diminuant & chaque fois la valeur de Txs.

4. Arrét : l'algorithme s’arréte lorsqu’un critére préalablement défini est vérifié.
C.2.4. Forces et faiblesses du recuit simulé

La méthode du recuit simulé est la plus générale pour calculer numériquement le
minimum d’une fonction. Elle peut s’appliquer & toute fonction, continue ou pas,
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pourvu qu’on sache évaluer la valeur de celle-ci en fonction de ses variables. Outre
I’analogie avec la mécanique statistique, cette méthode est construite sur la théorie
des chaines de Markov qui lui assurent des propriétés de convergence asymptotique :
elle converge toujours vers le minimum global de la fonction pour un nombre infini
d’itérations [93].

Cependant, c’est une méthode assez difficile & mettre en oeuvre car elle nécessite
une définition de I’espace de recherche et de la nature des mouvements, ainsi que de
nombreux paramétres : la température recuite initiale, le nombre de mouvements
n nécessaire pour atteindre 1’équilibre thermique, le schéma de décroissance de la
pseudo-température (que signifie « décroissance suffisamment lente » ?), le critére
d’arrét, ... En choisissant judicieusement les valeurs de ces parameétres, on peut
s’assurer une convergence plus ou moins rapide de l'algorithme. Ces valeurs sont
en général difficiles a prévoir sans effectuer des tests préliminaires sur la fonction
considérée.

C.3. L’algorithme « amebsa »

Une bonne méthode pour calculer numériquement le minimum global d’une fonction
de N variables indépendantes (N>1) possédant de nombreux minima locaux est dé-
rivée des deux méthodes d’optimisation exposées ci-dessus. Nous avons ainsi retenu
I'algorithme « amebsa » proposé dans [29].

Comme dans la méthode du simplexe, celui-ci applique & un simplexe de variables
de la fonction des transformations pouvant étre des réflexions, des expansions ou des
contractions. Il incorpore en plus a cette méthode une procédure de Metropolis de
la facon suivante : chacune des valeurs de la fonction correspondant & un sommet du
simplexe se voit ajouter une variable aléatoire positive distribuée logarithmiquement
et multipliée par une pseudo-température, et chaque point essayé comme point de
remplacement se voit soustraire une variable aléatoire du méme type. Comme dans
le cas de l'algorithme de Metropolis ordinaire, tous les mouvements de descente
sont acceptés, alors que ceux augmentant la valeur de la fonction sont acceptés de
fagon probabiliste. Lorsque la température de recuit diminue, 'amplitude de ce type
de mouvements diminue aussi. Dans le cas ou cette pseudo-température est nulle,
I’algorithme applique simplement la méthode du simplexe. Comme dans la méthode
du recuit simulé, cette température doit étre baissée suffisamment lentement pour
assurer la convergence vers le minimum global de la fonction. On doit aussi se fixer
de nombreux paramétres, grace a des tests préliminaires :

— Simplexe initial

Pour un nombre infini d’itérations le choix du simplexe initial n’a pas d’importance.
Cependant, dans le cas d’un calcul réel il est judicieux de choisir I'un des sommets du
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simplexe initial comme un point dont on soupconne qu’il sera proche du minimum
recherché.

— Choix de la pseudo-température initiale

La valeur de la température recuite initiale décide de la partie de ’espace qui va étre
sondée par l'algorithme. Si cette valeur est trop faible, on peut ne pas parcourir une
assez grande plage de valeurs des variables de la fonction et par conséquent manquer
le minimum global. Au contraire, si la pseudo-température initiale est trop élevée
alors ’algorithme va passer beaucoup de temps a explorer des régions inintéressantes
de I'espace des variables, le calcul étant alors considérablement ralenti. Il est donc
nécessaire de trouver un bon compromis entre ces deux solutions.

— Longueur d’un palier de recuit (nombre de mouvements a température
recuite fixée)

Le probléme est le méme que pour le choix de la pseudo-température initiale, un
compromis étant nécessaire entre des temps de calcul trop longs et une exploration
trop partielle de I’espace des variables.

— Schéma de décroissance de la température recuite

On a déja vu que le succés d’un algorithme de recuit simulé passe par la décrois-
sance suffisamment lente de cette température. On peut tester des décroissances
exponentielles, en lois de puissance, ou dont ’amplitude est proportionnelle a la
différence entre la meilleure valeur de la fonction dans le simplexe de fin de palier
et la meilleure valeur rencontrée auparavant.

— Condition d’arrét

On peut se fixer & ’avance un nombre de paliers de recuit.
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D. Equations d’Euler-Lagrange

e chapitre regroupe les expressions des membres des équations d’Euler-Lagrange
dans les différentes approches utilisées. Dans tous les cas on a au préalable
effectué le changement de variables suivant :

dt = 6_1/3p2/3dt
M = 61/3/)_2/3771

D.1. Approche lagrangienne de la version
compléte du modele (C) = C})

Dans ce cas les variables considérées sont m et p. On a :

e Tr (Dm.Dm?) N Tr (Dp.Dp')
20, 2C p2\/Tr (mm?)
avec :
dm  1dlnp? : :
_an 1 -7 1|
Dm TR m+(1—a)(m r(m?) 1I)
et
dp
Dp=L_
=g~

Les équations d’Euler-Lagrange associées sont les suivantes :

d oL _ oL et d oL __ 9L
dt Omg, ~ Omgp

ou :
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D.2. Approche hamiltonienne de la version compléte du modéle

oL 1dlnp?> Dmg, (1 —a) . ' ¢
= —= Dm.m"), m".Dm)y, — 2Tr(IL.Dm
OMmap 3 dt G, C, (D)o +( e . )
(P".Dp)as Tr(Dp.Dp')

CLp2\/Tr(mmt)  2C . p2 [Tr(mmt)]*/? '

oL 2d1n p? Tr(Dm.m! 2Tr(Dm.m?) . Tr(m?) o1l
o U P R P S KA U kL
APap 3 dt Cyp 3 Cyp Cy  Opa
Tr(Dp.Dp') (Dp.m*)a

_Clp‘*\ /Tr(mmt)pab N C1p?\/Tr(mm?)

8£ . Dmab
omag O,
oL _2Tr(Dm.m’) Dpas

- = ab +
OPab 3 G2 Crp*/Tr(mm!)

Remarque : on doit ajouter un multiplicateur de Lagrange pour tenir compte de la
condition T'r(m) = 0.

D.2. Approche hamiltonienne de la version
compléete du modéle

Les variables considérées sont m et g ainsi que leurs variables conjuguées pm et pg
[27]. On a :

1 1
H = —éCnTr(pm.pmt) + Tr(pm.Dmt) — a(pg)abGab,cd(pg)cd + Tr(pg.Dg)

avec :
dm  1dlnp? 9 9
Dm T3 @ (1 —a) (m* = Tr(m?) 1)
9=2 _ gm—mig
dt

156



Chapitre D. Equations d’Euler-Lagrange

et

Gab,cd - 40// Tr(mmt)gabgcd

+CJ_ Tr(mmt) [p2 (gbdéac + gbc(sad + gad(sbc + gacébd> - 4gabgcd]

Les équations d’Euler-Lagrange sont alors les suivantes :
d 9H _ OH

d d OH _ 0H d_0H _ 9H ot d _9H _ oH
dt 877.Fbab o 8mab’ dt agab o 8gab’ dt 8p?.nab o apmab dt 8pyab o apgab
ou :
OH 1d1n p?
= —————pmgp+ (1 —a) [(pm.mt)ab + (mf.pm) ey — 2Tr(pm.H)mZb]
8mab 3 dt

Map
—pg.Gpg— —2(g.pg)a
29GP T (9-P9)ab

OH 1 T’T’(g) chd 1 8ch ef
— T mt Sap — (1 — a)Tr(m?*)pmeg——o — =pge "~ DYe
OGab 3 r{pm.m’) p* a T (e OGab 2pg ! OGab Ples

—(m.pg)ap — (pg-m")ap

oOH
= —C,pmg + Dm,
Oprma e
OH 1 1
:__Gac cd — A cha_'_Da
Opgas 5 b,cdPYcd 2279 dG cd,ab Gab
OH
= ma
Oy, b
OH 1 Oab
= ——T . t i _'_ a
OH
. =0
ap7natb
OH
- 0
PG ap

On doit ajouter des multiplicateurs de Lagrange pour tenir compte des conditions
Tr(m) =0, Tr(pm) =0, et g et pg symétriques.
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D.3. Approche lagrangienne de la version simplifiée du modéle

D.3. Approche lagrangienne de la version
simplifiée du modéle

Dans ce cas les variables considérées sont m et g. On a :

= Tr (Dm.Dm?)
B 2C,
avec :
dm  1dlnp? 9 9
Dm—ﬁ—g pm + (1= a) (m* = Tr(m?) 1)

L’équation d’Euler-Lagrange associée est la suivante :

d_ oL _ _oc
dt Oy Omgp
ou :
oL 1dlnp?* Dmg, (1 —a)
= —— 4 Dm.mb), tDm) g — 2Tr(11.D t
T 3@ G, + c [(Dm.m")ap + (M. Dm)q r(ILDm)m},|
8£ . Dmab
o O,

On doit dans ce cas ajouter un multiplicateur de Lagrange pour tenir compte de la
condition T'r(m) = 0.
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E. Articles

1. Le premier article « Transition to Spatiotemporal Chaos in a Two-Dimensional
Hydrodynamic System », publié¢ dans Physical Review Letters |71], décrit la
transition au chaos spatio-temporel dans le systéme expérimental pour une
huile de viscosité 50 mm?/s (Deuxiéme Partie).

2. Le second article « Scale dependence of the coarse-grained velocity deriva-
tive tensor structure in turbulence », accepté par Physical Review E, traite
de la résolution du modéle du tétraédre dans ’approximation semi-classique
(Premiére Partie).
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Transition to Spatiotemporal Chaos in a Two-Dimensional Hydrodynamic System
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Institut du Non Linéaire de Nice (UMR CNRS 6618), Université de Nice Sophia Antipolis,
1361 Route des Lucioles, F-06560 Valbonne, France
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We study the transition to spatiotemporal chaos in a two-dimensional hydrodynamic experiment where
liquid columns take place in the gravity induced instability of a liquid film. The film is formed below a
plane grid which is used as a porous media and is continuously supplied with a controlled flow rate. This
system can be either ordered (on a hexagonal structure) or disordered depending on the flow rate. We
observe, for the first time in an initially structured state, a subcritical transition to spatiotemporal disorder
which arises through spatiotemporal intermittency. Statistics of numbers, creations, and fusions of
columns are investigated. We exhibit a critical behavior close to the directed percolation one.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.94.134502

Much effort has been devoted during the last two deca-
des to the investigation of the appearance of disorder and of
unpredictability in spatially extended systems. In particu-
lar, transition from a laminar to a chaotic state via spatio-
temporal intermittency (STI) [1] was observed both
numerically (coupled map lattices [2,3], partial differential
equations [4,5]) and experimentally [6—8] in many one-
dimensional systems. In two-dimensional (2D) systems
transition to chaos via STI starting from some spatially
homogeneous laminar states has been studied [9,10]. In
1986, Pomeau proposed [11] that the mechanism of STI
could be analogous to directed percolation (DP), a stochas-
tic model of contamination processes which predicts that
the fraction of turbulent domains (F,) evolves as a function
of the distance from threshold & according to a power law
£#. In this Letter, we study the transition to chaos via STI
in a 2D system whose laminar state is a hexagonal lattice of
columns of fluid and whose turbulent state is characterized
by creations and fusions of columns. Coexistence of lam-
inar and turbulent areas, fluctuating stochastically in space
and time, is clearly seen i