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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Un principe de base de la théorie de la Gestalt (théoria désion ; voir par exemple [45] et
[79]) stipule que la vision humaine est sensible aux growgrgsd’objets ayant une caractéristique
commune. Par exemple, un ensemble de points ayant la mameucou la méme orientation
formera un ensemble cohérent plus grand (une “Gestalidmet plus attractif visuellement. Dans
une image binaire, I'ceil humain voit prioritairement ce gat inhabituel, exceptionnel, i.e. des
ensembles de pixels ou formes contrastant avec le restentig. En langage probabiliste, ce
constat se traduit simplement comme suit : dans une imagér®ialéatoire, I'ceil humain se fo-
calise sur les objets ayant une faible probabilité d’apipar. lllustrons cette remarque par deux
exemples relatifs a un modele d’image aléatoire simpleacun des x n pixels de notre image
sera noir avec probabilitg ou blanc avec probabilité — p, et ce indépendamment les uns des
autres. La loi d’'une telle image est simplement le produitti®is de Bernoulli de paramétye
Le premier exemple est plutdt visuel. Nous ajoutons aenimtiage aléatoire une caractéristique
déterministe. Plus précisément, nous lui imposons déeodr en son centre une croix formée de
pixels noirs. Entre la premiére et la troisieme imager(iaFigure 1.1), le nombre total de pixels
noirs augmente en moyenne et la croix noire est de moins ensmv@gible. Dans la premiéere
image, tres peu de pixels sont noips=€ 0.01). La croix noire n’a donc que tres peu de chances
d’étre produite par le hasard : elle est exceptionnelleogerregard se pose immédiatement sur
elle. Par contre, dans la troisieme image ou en moyérpieel sur5 est noir = 0.2), la croix
noire est beaucoup moins improbable. Elle n’est plus exmepelle et se confond avec le reste
de I'image.

Le deuxieme exemple est mathématiquement plus préoissi@érons une image aléatoire de
taille 100 x 100 dans laquelle chaque pixel est noir ou blanc avec probabili= 0.5. Divi-
sons l'image aléatoire el)0 sous-images de taills) x 10, notéed, ..., [1o. Le nombre total
de pixels noirs dans chacune de ces sous-images est c@énaeataur de50. Le fait que I'une
d’entre elles ait une densité de pixels noirs nettemeasigiée dep = 0.5 est visuellement tres
remarquable. Cet événement a caractere déviant gspdabilité faible. En utilisant I'inégalité
de Hoeffding (voir [64] p. 58), on peut montrer que la profigdipour qu’au moins I'une des
sous-images; contienne moins dg0 pixels noirs ou plus d&0 est inferieure &.07.

7
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FIG. 1.1 — De gauche a droite et de haut en bas, sont représdnés images aléatoires de taille
n = 100, dont la probabilité pour un pixel quelconque d’étre n@iut respectivement = 0.01,

p = 0.1 etp = 0.2. De plus, elles contiennent chacune en leur centre une foonée de pixels
noirs.

Le recours aux images aléatoires a pour objectif de founné base quantitative caractérisant
I“exceptionnalité” d’'une forme quelconque donnée. lagscles [17] et [18] constituent le point
de départ de notre étude. Desolneux et al. s’appuienesprihcipe de Helmholtz” pour repérer
les objets exceptionnels. lls qualifient un tel objetesgnificatif si 'espérance de son nombre
d’occurrences dans toute I'image (i.e. son nombre de fauslsemes) est inférieurea Des
lors, I'objectif de notre travail consiste a préciser éeactere exceptionnel d’'un objet en estimant
directement sa probabilité d’apparition dans I'imaged@igue I'espérance de son nombre d’oc-
currences. Plus généralement, nous désirons étréleaga repondre a la question elémentaire
suivante : quelles propriétés d’une image aléatoirauoetfaible ou une grande probabilité ?

La théorie des graphes aléatoires, introduite par Eedd?ényi [26] (voir également [4] et
[75]), fournira des outils mathématiques permettantefgondre a cette question. En effet, la
recherche d’'un sous-graphe peut naturellement s’apgarantelle d’'une sous-image : exami-
nons pour cela un exemple entierement traité dans [74jsidérons le graphe aléatoit&n, p)
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an sommets et dans lequel chaque aréte existe indépenddraneerprobabilit®. Notons que
ce modele est different de celui initialement proposégrads et Rényi [26], qui considéraient
I'équiprobabilité sur 'ensemble des graphes ayant unlre fixe d’arétes. SoX; le nombre de
triangles du graphé&(n, p). Par indépendance, son espérance se calcule facileBgXy| =

(2) p3. Cette écriture suggere la paramétrisatioa p(n) = c/n. Pour cette valeur, I'espérance
E, [Xr] tend vers:? /6 lorsquen tend vers+oco. De plus, si le parametng(n) est négligeable
devantc/n alors I'espérancé&,,,)[Xr] tend vers) : il n’y aura pas ou peu de triangles dans le
graphe. Si, au contraire/n est négligeable devant la paraméife), alors cette fois I'espérance
E,)[Xr] tend verst-oo : il y en aura probablement beaucoup. Dans [74], il est neonii€l /»
est le “moment d’apparition” du premier triangle dans lepip@G (1, p) :

0

i =0 = i Py (Xr > 0) =0
et

On dit alors qud /n est lafonction seuilde la propriétéX > 0 (ou encore &G (n, p) contient un
triangle”). De plus, lorsque(n) = ¢/n, la quantitéP,,,,) (X, > 0) tend versl — e~<’/6_ Cette
derniere limite est appelée uapproximation poissonnienrear la probabilite deX = 0 est
asymptotiquement égale a celle pour une loi de Poissomdargtre-® /6 d'étre nulle.

Afin d’estimer la probabilité de propriétés d'imagesusmous inspirerons fortement des tech-
nigues émanant de I'exemple précédent ; fonctionssetdpproximations poissonniennes consti-
tueront les deux principaux outils mathématiques surdelsgreposeront nos résultats.

Il nous faut désormais fixer un modele probabiliste recantvle cas des images et suffisam-
ment proche de celui du graphe aléatdaife:, p) pour s’en inspirer. Nous passerons du cas bidi-
mensionnel des images a celui de la dimension quelcodqguel. A la difference du modele
de graphe aléatoiré/(n,p) dans lequel deux sommets quelconques peuvent étre volisins
images ont une structure prédéfinie. Ainsi, nous comeid@s un graphe (déterministe) torique
d-dimensionnel, not&,,, dont 'ensemble des sommets est un hypercubBdde cotén. Sa
structure de graphe sera invariante par translation ealéd¢ chague sommet aura le méme voi-
sinage, ensemble de sommets dont le cardinal est indémitela A la notion bidimensionnelle
d’'image se substituera celle denfiguration Une configuration du graph@, est une fonction
attribuant & chaque sommet du graphe la valeu(pixel noir) ou—1 (pixel blanc). Comme dans
le cas des graphes aléatoires, la tailldu graphe est destinée a tendre vers l'infini et ce sont les
propriétés asymptotiques de graghgque nous étudierons.

A la difference du modélé&(n, p) dans lequel les arétes existaient de maniére indépandeaus
désirons introduire une interaction entre les couledrisqu+1) de deux sommets voisins. Ainsi,
nous considérons sur le grapfig un modele probabiliste paramétrique issu de la mécarstp+
tistique : le modele d’lsing (voir [35] ou [59] pour des @eénces générales). En d’autres termes,
nous munissons I'ensemble des configurations de la mesu@ldes 1., (voir la Définition
2.1.1). Le potentiel € R contrdle la proportion des sommets positfs dans le grapliesst tres
négatif, tres peu de sommets seront positifs. En faitptemtiela jouera le rdole du parametye
dans le modeélé&:(n, p). Par analogie, nous le ferons dépendre de la taillks graphe et nous
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intéresserons au cas oU= a(n) — —oo. Le potentielb € R contrdle le degré de dépendance
locale entre les sommets. Lorsque: 0, ils redeviennent mutuellement indépendants. Si de plus
d = 2, nous retrouvons alors le modele basique d’'images atéatmlentifiable a un produit de
lois de Bernoulli.

Dans le contexte du modele d’Ising, nous ne parlerons pusodis-images ni de sous-graphes
mais deconfigurations localesEn jouant sur les deux potentielset b du modele, nous obtien-
drons des fonctions seuils et des approximations poissnonas pour I'apparition de configura-
tions locales dans le graplig,.

1.2 Presentation des esultats

La notion de configuration locale concentrera toute noten#bn. Un tel objet est qualifié de
“local” car I'ensemble des sommets sur lequel il est défatifixé et ne dépend pas de la taille
n du graphe. Une configuration locajeest entierement déterminée par 'ensemble des sommets
positifs la décrivant. Aussi, deux caractéristiques eéeemsemble de sommets joueront un role
prépondérant : son cardini(n) et son périmetre(n). Le nombre d’occurrences dans le graphe
G, de la configuration localg sera notéX,, (n).

Notre premier résultat (Théoreme 3.2.1) concerne lagidité d’apparition de) dans le graphe,
i.e. la quantité., (X, (n) > 0). A condition queb(n) soit borné, un seuil portant sur le potentiel
a(n) est exhibé : si le rapport*™ /n=4/*() _ ( alors, avec une probabilité qui tend vers

la configuration locale) sera absente du graphe. Au contraire;?si”) /n~%* — 100 alors,
avec une probabilité qui tend versau moins une copie dgsera présente quelque part dans le
graphe. Il y en aura en fait une infinité (Proposition 3.3.1)

La logique du premier ordreelative a notre modele d’Ising est un langage, une fanué
propriétés locales a laquellé, (n) > 0 appartient. Ainsi, le Théoréme 3.2.1 est un premier pas
vers un résultat plus global, concernant toutes les petg®idu premier ordre. Un tel résultat est
appeléune loi du0-1. Pour un logicien, une loi d0-1 n’est pas nécessairement une bonne nou-
velle : si dans un langage donnég, les probabilités sorth@® de) ou 1, cela signifie que toute
propriété ou sa négation est presque une tautologieret que le langage considéré n’a qu’un
faible pouvoir d’expression. Néanmoins, les lois@u en logique ont quelque chose de fasci-
nant, par la généralité et la simplicité de leur érendne tres vaste littérature leur est consacrée :
voir [8], [81] ou encore le chapitre 3 de [23]. La premiereda 0-1, démontrée independamment
par Glebskii et al. [37] en 1969 et Fagin [28] en 1976, conaitlle cas de I'équiprobabilité sur
'ensemble de toutes letructuresavant d’étre étendue au cas du graphe aléatfre p) (voir
[23] p. 74 et [74] p. 318). Cette derniere version affirmeaqufixé, toutes les réalisations de
G (n, p) satisfont les mémes propriétés du premier ordre. Dadtes de logique dus a Gaifman
(voir [32], [33] ou le Théoreme 3.1.8) réduisent I'étude toutes les propriétés du premier ordre
a des ensembles restreints de propriétés comme I'digpedie sous-graphes ou de configurations
locales respectivement dans le cas du graphe aléd&igitep) ou du modéle d’Ising. Ainsi, a
p fixé, une loi du0-1 comme celle de Glebskii et al.-Fagin est essentiellemenbamatoire. Si
I'on autorise le parameétre = p(n) & dépendre de la taille du graphe, une étude approfondie
des fonctions seuils gouvernant I'apparition des soupkga est nécessaire (voir [74]). Shelah
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et Spencer [71] menerent cette étude pour les graphamaks. IIs prouverent que la loi ddl
est encore valide pour toute valeur gles) = n~“, ol « est un irrationnel. En ce qui concerne
la logique du premier ordre relative a notre modele dgsie Théoreme 3.2.1 produit les fonc-
tions seuils pour I'apparition des configurations local@sde graphé;,,. Nous en déduirons un
résultat analogue a celui de Shelah-Spencer : une I6-tda potentiels variables = a(n) et

b = b(n) (Théoréme 3.3.4).

Afin d’obtenir une limite non triviale pour la probabilitéaghparition de la configuration lo-
calen, le Théoreme 3.2.1 souligne la nécessité de se platefanction seuil de la propriété
X,(n) > 0. Nous supposerons désormais que le potehtelR est fixé et que le potentieln)
satisfait :

e2a(n) — oy —d/k(n)

, (1.2.1)

ouc est une constante strictement positive fixée. La variahlg)) est définie comme une somme
den fonctions indicatrices identiquement distribuées. Stwypothese (1.2.1), leur probabilité
d’étre non nulle est faible. C’est pourquoi, bien que da&amtes, il est raisonnable d’imaginer
le comportement de leur somme (i.e. ®g(n)) poissonnien. Une telle situation, parfois appelée
loi deséenements rare®st tres classique en théorie des Probabilités et aicylaar en théorie
des graphes aléatoires (consulter a cet effet [4] ou [18$ indicatrices peuvent par exemple
représenter I'apparition d’'un sous-graphe donné. Legalités de Janson (voir [5] ou [43]) per-
mettent alors d’obtenir une limite pour la probabilité gparition. Dans le cas du triangle intro-
duit dans la section précédentep&i) = c/n, la probabilité pour le graphe aléatoire de satisfaire
Xr > 0tend versl — e~<"/6 (voir [74]). Il est d"ailleurs possible de généralisetteeapproxima-
tion a la loi compléte de la variablE7. La méthode des moments (voir le Chapitre 1 de [4] ou le
Lemme 4.2.2) produit la convergence en loiXig vers la loi de Poisson de parameti¢6. Ainsi,

en s’appuyant sur cette méthode, nous obtiendrons unexapyation poissonnienne (Théoreme
4.2.1) pour le nombre d’occurrences de la configurationiéogdans le grapheX,, (n) converge

en loi vers la loi de Poisson de paramétf@ e =207,

Plusieurs types d’approximations poissonniennes coaoéta modele d’lsing ont déja été prouveés.
Les résultats de Fernandez et al. [29] concernent le cag) et b suffisamment grand. Ceux de
Barbour et Greenwood [1] et Ganesh et al. [34] reposent suethode de Chen-Stein. Lorsque le
potentielb est positif, le modele d’Ising est qualifié terromagrétique(voir la Section 2.2.2). La
méthode de Chen-Stein (voir [2] pour une réféerence ¢osplete) s’applique alors. Elle réduit
I'approximation poissonnienne d€,(n) a I'étude de son espérance et de sa variance (i.e. ses
deux premiers moments) et produit le Théoreme 4.3.1 : Boysothese (1.2.1), la distance en
variation totale entre la loi d&,(n) et la loi de Poisson de parametfé” 27 est de I'ordre
den—4/k()

Il sera utile d’adopter un point de vue dynamique en intetigrt la fonction seuil de la confi-
guration locale; comme son moment d’apparition dans le graphe Lorsque le potentiet(n)
satisfait (1.2.1), aucune configuration locale avec sment plus dé(n) sommets positifs n’est
encore présente dans le graphe. Ainsi, les sommets sittissance fixée d’'une occurrencegde
seront tous négatifs. Le Théoreme 4.4.1 affirme que lesrsats positifs les plus proches sont a
distance de I'ordre de'/*.

Dans I'obtention de lois do-1, le Théoreme de Gaifman (Théoreme 3.1.8) insistailesudle
central d'une famille particuliere de propriétés dumrer ordre ; leformules locales basiques
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Apres avoir déterminé leur fonction seuil (Proposit®8.3), nous fournirons une approximation
poissonnienne pour certaines d’entre elles (Théorem&y.

Dans le cas des images, i.e. celui de la dimendica 2, nous portons un intérét tout par-
ticulier aux configurations locales dont 'ensemble desmsets positifs forme une composante
4-connexe. De tels objets sont connuscembinatoiresous les noms dhimauxou polyominos
(voir [46]). Les résultats de convergence obtenus gié&sgment fournissent alors des estimations
de I'espérance et de la probabilité pour un animal dorinppéraitre dans une grande image
(Proposition 5.1.2). Ces quantités dépendent direaténhes valeurs des potentiel®t b. Ainsi,
en recensant les animaux présents dans I'image et eragtlelir répartition selon leurs tailles et
leurs périmetres, nous obtiendrons une estimation despelsa et b. Bien s, de nombreuses
techniques permettant d’estimer les potentiels du matdieding existent déja (voir par exemple
[83]), la plus connue et la plus performante d’entre ellescertainement la méthode thaxi-
mum de pseudovraisemblan(@eir [38]). Néanmoins I'algorithme que nous proposerdass la
Section 5.2 est tres facile a implémenter et produit éesltats convenables.

Un probleme général de restauration d'images conaidiféerencier ce qui provient de I'image
originale et doit étre gardé de ce qui provient du bruit@t dtre supprimé. Donoho et Johns-
tone [21] fonde leur choix sur les coefficients d’ondeletfgsres s'étre fixé une valeur seuil, ils
considérent comme issu du bruit les coefficients plusgetie cette valeur. Ces coefficients sont
alors supprimés en leur attribuant la val8ufous les autres coefficients sont considérés comme
provenant de I'image originale et sont conservés.

La morphologie mathématique [68] propose des solutions papprimer le bruit impulsion-
nel (bruit correspondant a notre modele d'image aleataipotentieb = 0). En particulier, le
“filtre de grain” de Vincent [78], généralisé par la sugar Masnou et Morel [60] et par Mo-
nasse et Guichard [62], a pour effet de supprimer les petitegposantes-connexes de I'image.
Néanmoins, le probléme du choix de la taille en dessouadqleelle les composantésconnexes
sont supprimées reste entier. Grace aux approximatimiesgniennes pour les animaux (Proposi-
tion 5.1.2), nous associerons a chaque taille composanté-connexe une probabilité d’appari-
tion. Puis, en fixant un risque(typiquement = 10~3), une taille seuit(c) sera proposée de telle
sorte que les composantegonnexes de taille supérieure(a) seront de probabilité plus petite
quec. Elles seront considérées comme provenant de I'imaggnalie et seront gardées. Toutes
les autres seront supprimées. Dans la Section 5.3.2,gmithime de débruitage sera étendu a
des images en niveaux de gris puis expérimenté.

1.3 Plande lathrese

Le plan de cette thése suivra I'ordre naturel des resuftidtsentés dans la section précédente.
Le Chapitre 2 est une mise en scene de tous objets intevdaas notre étude. Le graphe
dimensionnel7,, et la modele d’Ising seront décrits dans la Section 2. lxspects essentiels
de la mesure de Gibhs,;, son caractere markovien et ferromagnétique, serasentes dans
la Section 2.2. Apres avoir introduit istance de graphéist en Section 2.4.1, nous pourrons
définir en Section 2.4.2 I'objet central de notre étudesdafiguration locale. Nous décrirons sa
présence dans le graphe a I'aide de probabilites camaiélles. Sonergie localgouera un rble
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de premiere importance. Il sera judicieux d’écrire cefi@ntité en fonction des entiet$n) et
v(n).

Le Chapitre 3 étudie les propriétés locales du modékeg appartenant a la logique du premier
ordre (voir la Section 3.1). Nous porterons une attentiatiqdiere auxdescriptions comgktes
(Section 3.1.2), équivalents logiques des configuratiocales. Puis, dans la Section 3.1.3, nous
enoncerons le résultat de Gaifman faisant ainsi interves formules locales basiques. La Sec-
tion 3.2 sera consacrée au Théoreme 3.2.1 donnant ladarseuil pour 'apparition de la confi-
guration localey dans le graphe. Nous en déduirons enfin dans la Section 8.Budu0-1 a
potentiels variableg(n) etb(n) (Théoreme 3.3.4).

Le Chapitre 4 sera entierement dédié aux approximagaissonniennes. La Section 4.1 sera
I'occasion de donner quelques résultats préliminairésohniques ; le Lemme 4.1.2 réduit les ap-
proximations poissonniennes a I'etude des configuratiocalespropreset la Proposition 4.1.3
fournit un contrdle de I'espérance du nombre de copig§;) dans le graphe d’'une telle confi-
guration locale. Puis, le Théoreme 4.2.1 concernantrigctere asymptotique poissonnien de la
variableX,,(n) sera exposé, démontré et commenté en Section 4.2alksendu a certaines fa-
milles de configurations locales (Théoreme 4.2.7). DarSdction 4.3, le Théoreme 4.3.1, basé
sur la méthode de Chen-Stein, précise la vitesse de qm@ves en distance en variation totale de
la loi de X,,(n) vers sa limite. A la fonction seuil de la proprié¥g,(n) > 0, il y a dans le graphe
un nombre fini de copies de la configuration locald.a Section 4.4 propose d’étudier la dis-
tance entre deux telles copies. Le Théoreme 4.4.1 apparteélément de réponse : il renseigne
sur la distance typique a laquelle se trouvent les plush@®sommets positifs d’'une occurrence
donnée de). Nous terminerons ce chapitre par un résultat d’approttgna poissonniennes pour
les formules locales basiquegkompatiblegThéoreme 4.5.5).

Deux applications seront exposées dans le Chapitre 5 :siimeagion des potentiels de surface
et de paire» du modele d’Ising (Section 5.2) et un algorithme de dé&dge d’images en niveaux
de gris (Section 5.3). Dans les deux cas, l'idée est d’gppli les résultats d’approximations
poissonniennes a des configurations locales partieslié@ont les ensembles de sommets positifs
peuvent étre assimilés a dasimaux: voir la Proposition 5.1.2 de la Section 5.1.

La these se termine par trois annexes. LAnnexe A rappel@qyes caractérisations de la dis-
tance en variation totale. LAnnexe B présente succintérteeméthode de Chen-Stein et I'ap-
plique a notre contexte. Enfin, I’Annexe C fournit la lisesscremiéres valeurs de la suit) ;>

ou a;, désigne le nombre d’animaux de taille






Chapitre 2

Le modele d’lsing

Cette section a pour objectif de décrire notre modele gibdiste et d’orienter notre étude.
Le modele d’Ising et le graphédimensionnels,, sur lequel il est défini seront présentés dans
la Section 2.1. Nous exprimerons dans la Section 2.2 le Easmmarkovien et méme ferro-
magneétique lorsquieest positif du modele. Nous essaierons au maximum d'ibustos résultats
et nos expériences par des simulations du modele d’'lsiadgsection 2.3 propose deux algo-
rithmes de simulations dont I'un (celui de Propp et Wilsof]J6uniqguement réalisable dans le
cas ferromagnétique, produit une simulation exacte.

2.1 Description du mockle

Cette section est une présentation générale du modsiegiintroduit par la Définition 2.1.1.
La mesure de probabilite, , correspondante (2.1.2) est décrite a travers les r@sgpdtentiels
a etb.
Il s’agit en premier lieu de définir une structure de gragbait V,, 'hypercube deN?, d > 1,
défini par :

Vo=1{0,...,n—1}".

Ses éléments sont appelés sesnmetsils sont au nombre de? et seront représentés par les
lettresz, y ou z. Le graphel-dimensionnes,, = (V,,, E,,) est défini par la donnée de I'ensemble
des sommet§), et d’'un ensemble de paires de sommets non ordonnés (les)anéotér,,. Le
grapheG,, est donc non orienté. L'entier est appelé ldaille du graphe,,. Lensemble des
arétesk,, est défini a travers la notion dmisinage Le voisinage d’'un sommet quelconquge
noté)(x), est le sous-ensemble #g défini par :

V() ={yeVo, 0<|ly—=l, < p}, (2.1.1)

ou| - ||, représente la normg, surR? (1 < ¢ < +o0) etp est un réel positif fixé. La Figure
2.1 représente trois exemples de tels voisinages. Brexigue la soustraction dans (2.1.1) se
fait composante par composante xsi= (z;)i—1..q4 €ty = (vi)i=1...q @lOrsz — y représente
I'élement (z; — v;)i=1.. 4. On appeleravoisin du sommets tout élément de I'ensemblg(x).
Remarquons d’'une part que le graphg est sans boucle sur les sommets; tout sonmmest
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exclu de son voisinag¥®(z). D’autre part, le graphe étant non orienté, les fgits V(x) et
x € V(y) sont équivalents. On dira simplement dans ce cas que lesistam ety sontvoisins
Ainsi, 'ensemble des arétds, est formé des pairese, y} de sommets voisins.

FIG. 2.1 — Trois voisinage¥(z) représentés en dimensidn= 2 et obtenus de gauche a droite
par les valeurs des parameétrés);p = 1 etq = 1, (ii) p = 2 etq = 1, (iii) p = 1 etq = +o0.
Les exemple$:) et (zii) correspondent respectivement aux cas dedade la8-connexité. Le
sommetr étant exclu de son voisinage, il est représenté dansdisscas par un carré gris.

Enfin, le graphe&>,, sera supposé a bords périodiques. Cela se traduit eaquean effectuant
toutes les opérations sur les sommets modulca définition de voisinag¥(x) (2.1.1) sera alors
valide pour tout sommet, nous permettant ainsi d’éviter tout probleme de “bords’structure
de graphe ainsi définie sera donc invariante par translatite graphé&,,, interprété comme un
tored-dimensionnel.

Tout sommet admet par conséquent la méme structure deagéset donc le méme nombre de
voisins. Nous noteron® ce nombre. Il est essentiel de remarquer Yuest indépendant de la
taille n du graphe; il ne dépend en effet que des constahte®t p. Ceci confere un caractere
local au graphé&,,.

Une configurationest une application de I'ensemble des sommétslans lespace dtats
W = {—1,+1}. Leur ensemble, not&,,, sera appelé &nsemble des configuratioriscontient
o7’ elements et sera identifie au prodidit™. Une configurationr € X, peut &tre vue comme un
coloriage binaire du graph&,. La correspondance suivante :

o(z) = +1 <= le sommet est noir
o(z) = —1 <= le sommetr est blanc

permet de représenter par une image binaire toute réatisadimensionnelle du modele d’lsing.
Autrement dit, un sommet positif (resp. négatif), pourdafigurations, sera représenté par un
pixel noir (resp. blanc).

L'ensemble des configuratiors, est muni du modele d’lsing défini ci-dessous, dont [35b81
constituent de tres completes références.

Definition 2.1.1 Soient: etb deux €Eels. Lemodele d’Isingde parangtresa etb est la mesure de
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probabilité 11, , sur 'ensemble des configuratiors = {—1, +1}"» définie par :

Vo e X,, fp(o)= LeXp a Z o(x)+b Z o(x)o(y) | , (2.1.2)

Za,b v
z€Vn {z.y}eEn
ou la constanteZ, , satisfait la relation) | . jiq(0) = 1.

Dans la littérature, la mesure de probabilite, définie en (2.1.2) est généralement appelée
mesure de Gibbs assée aux potentielg etb. C’est en particulier le cas dans [59], p. 2. Les pro-
priétés les plus classiques (et les plus utiles) de la regsy seront rappelées dans la prochaine
section. Son espérance sera nd&g.

La constanteZ, ,, appelédonction de partitior(cf. [59] p. 2 ou [42] p. 41), est une constante
de normalisation. Elle n’est pas calculable dans le caérgérce qui ne nous empéchera pas de
simuler algorithmiquement, méme de maniére exactegmotdele probabiliste (voir la Section
2.3 pour de plus amples détails). Des résultats concela&onction de partitior, , ont été ob-
tenus lorsque I'un des deux parametres s’annule. Lé ea8 est évident ; il est traité ci-dessous.
Lorsquea = 0, l'utilisation de matrices dites dansfertpermet de I'écrire comme la trace
d’'une matrice particuliere et d’obtenir ainsi son comporént asymptotique. Le livre de Baxter
[3] recense les modeles ou la constante de normalisastoraéculable ainsi que les moyens d’y
parvenir. Limpossibilité de calculef, ;, constitue une premiére entrave a l'idée (naive) de mene
des calculs a terme. La solution la plus naturelle pr&miiemploi de probabilités condition-
nelles : c’est aussi ce que nous ferons.

En mécanique statistique, les élémentsiesont vus comme des configurations de spins;
chaque sommet dg, est un site occupé par un atome dont le spin est soit positihggatif.
Dans ce qui suit, nous parlerons parfois abusivement de sbipositif ou négatif plutdt que de
sommet dont le spin est positif ou négatif. La quantitéeadl, ,(o) ou plus simplement (o),

Hyy(o)=a Y o(z)+b Y olx)o(y) (2.1.3)

z€Vn {z,y}€En

est appelé@nergiede la configuratiorr (cf. [59] p. 1). Elle est originalement précédée d’un
facteur—(x7)~! dans I'exponentielle de la définition (2.1.2), elreprésente la constante de
Boltzmann. Le signe moins a un sens physique. Les confignsatie plus basses énergies sont
considérées par les physiciens comme étant les plulestadlles doivent donc étre les plus pro-
bables. La constante/T’, parfois noté3, symbolise I'inverse de la température. En I'absence
de champ externe, i.e. lorsque le potentiedst nul, celle-ci joue un réle fondamental dans la
recherche de transition de phase. N'étant pas I'objet tie @ude, le facteur (x7") ! est omis

de la définition (2.1.2) et tacitement incorporé aux pb&sia etb.

Les parametres etb sont respectivement appel@stentiel de surfacetpotentiel de paireLeurs
signes influencent trés significativement le comporterdermotre modele. Le potentiel de sur-
facea agit de maniere globale : il régit 'ensemble des spinsstgsmets. Lorsque est positif,

la mesurey, , favorise davantage les configurations ayant un grand nod#s®mmets posi-
tifs, et c’est exactement la situation opposée lorsgest négatif. Ces deux cas sont d’ailleurs
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parfaitement symétriques. L'application qurac X, associe la configurationo, définie par
(—o)(z) = —o(z), permet de passer du cas> 0 au casa < 0. En effet, cette bijection de
I'ensemble des configuratiors, implique I'égaliteZ_, , = Z,, et donc également :

fap(0) = pap(=0) .

Ainsi, quitte & change# en —g, nous choisissons de réduire I'étude a des valeurstinégalu
potentiel de surface.

Le potentiel de pairé a quant a lui un caractére local : il représente l'intéoacentre les spins
des sommets (voir la Figure 2.2). Péur 0, la mesure, , aura tendance a favoriser les groupes
de sommets voisins ayant le méme spin (on parle alors dsté&ehl), tandis que pour < 0, un
sommet positif préférera des voisins dont le spin esatieg

FIG. 2.2 — De gauche a droitg¢,b) = (0,0.2) et (a,b) = (0,—0.2). Ces deux simulations
de notre modeéle d’lsing mettent en relief l'interactiosdte entre les spins de sommets voisins,
caractere contrdlé par le signe du potentiel de gaire

Lorsque le potentiel de pairteest nul, I'interaction entre les spins disparait et les pets
deviennent mutuellement indépendants. La fonction detioar Z, , est alors calculable. Notons

gue (’f) élements det, ont exactement sommets positifs ek — & sommets négatifs. La
constanteZ, , s’écrit alors :

o = ()

k=0
— (ea + €7a>nd
En posanp = ¢ /(1 + ¢%*), il vient :
2a
_ € k Ly,
o) = () (=)
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Autrement dit, chaque sommet du graphe est positif aveapitite p = ¢** /(1 + ¢>*) et négatif
avec probabilitéd — p, et ce indépendamment les uns des autres. La mesure de /Gipbsra
alors simplement notée,. Certains de nos résultats, dont les applications du @esficoncer-
neront exclusivement ce cas particulier.

L'asymptotique dans ce modele sera celle utilisée datisgarie des graphes aléatoires : en
faisant tendre la taille. du graphe vers l'infini, lensemble des sommetscroit versN? tout
entier. Parallelement, les potentiels pourront dépedérn et nous nous intéresserons en particu-
lier au cas ou le potentiel de surface= a(n) tend vers—oo. Sous cette hypothese, les sommets
seront en tres grande majorité négatifs et nous focalisenotre attention sur les rares sommets
positifs. Notons néanmoins que la dépendance dn potentiel de paire sera dans notre étude
pour le moins réduitet(n) sera supposé borné dans le Chapitre 3 et fixé pour les Cémgiet
5.

Enfin, la compacité pour la topologie produit de I'ensenibi&” implique la tension de la suite
de lois de probabilité$i,(») sn) }n>1 définies par la relation (2.1.2). Cette suite est donciveat
ment compacte (par le theoreme de Prohorov, voir [27] g8) 1@n peut en extraire (au moins)
une sous-suite convergente. Nos résultats étant asyiqs, ils concerneront donc toutes les
valeurs d’adhérence de la Su{t@. ) sn) fn>1-

2.2 Deux proprietes du mockle

Deux aspects classiques de notre modele sont présesma&scdtte section : son caractere
markovien d’'une part et ferromagnétique d’autre part. & propriétés techniques nous seront
tres utiles par la suite.

2.2.1 La propriéte de Markov

Du fait de sa forme exponentielle, la mesure de Gipphs introduite en (2.1.2) produit un
champ de Markov sur I'ensemble des somniétselativement a la structure de graphe définie
par le systeme de voisinagé€®(z),z € V,} (2.1.1). Ce résultat trés classique (cf. par exemple
[59] ou [6]) fait I'objet de la premiere partie de la Progé 2.2.3. Mentionnons qu’il admet une
réciproque partielle portant le nom de théoréme de Harsiee Clifford (voir pa exemple [42]).
Débutons par quelques notations tout a fait génér&es.V C V,, un ensemble de sommets.
Nous noteron$?" = {—1,+1}" 'ensemble des configurations définies suet 7 (V') la tribu
engendrée par ces éléments. L'ensenibéant fini,7 (V') n’est autre que I'ensemble des parties
deV. Le cardinal d&/ sera notéV | et son complémentaire (dais) V<. La restriction d’'une
configuratiorns a 'ensembléd/ sera notée . Enfin, siU etV sont deux ensembles de sommets
disjoints etr, ¢’ deux configurationss; oy, représente la configuration deu 1 dont les restric-
tions aux ensemblds etV correspondent respectivement &to’.

Relativement a la notion de voisinage définie en (2.1nt)pduisons levoisinaged’'un ensemble
guelconque de sommets.
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Definition 2.2.1 SoitV C V,,. On appellevoisinage dé/ et on note)V” 'ensemble éfini par :
V=A{yeV,\V, Iz eV, {z,yt € E,}.
Nous noteronggalement’ la réunion des deux ensembles disjoiritet §V .

Cette notion de voisinage d’'un ensemble de sommets d&gerzlle introduite en (2.1.1)
puisquedr{z} = V(x).
Pour tout ensemble de somméts C V,, et pour toute configurationr € WV, définissons
I'énergiede o sur 'ensemblé/ :

Definition 2.2.2 Soientl’ C V,, etc € WV. On appelleénergiede la configurationr € WV sur
I'ensembléel et on note{V (o) la quanti€ cfinie par :

H(o)=a) o(x)+b >  o@)o(y). (2.2.4)
zeV {z,y}€En
(zeV)V(yeV)

La notation(z € V') V (y € V) signifie gu’au moins I'un des deux sommets voising ap-
partient a 'ensembl&’, I'autre pouvant éventuellement appartenir a son vagga . Lorsque
V =V,,onaV =V etl'énergied" (-) surV n’est autre que I'énergifl (-) introduite en (2.1.3).
La notationH" (-) nous permet d’obtenir une version simplifiee agréablegedbabilité condi-
tionnelle u, 4(¢|o), ou¢ € WY eto € WV, Une premiére simplification produit I'expression
ci-dessous :

,ua,b(ga)
Eg/eWV Ma,b(CIU)

exp {a 20 (Co)(2) + 0w yyeE, (QU)(IE)(CU)(@/)}

= (2.2.5)
D pewv €XP {a > e (C0)(2) + b3 (o yer, (C’U)(l’)(é’a)(y)}

z,yeVv

Ma,b(dg) =

Cette derniere fraction peut encore étre réduite. Eet.effans la somme du dénominateur, un
certain nombre de facteurs sont communs et se simplifiemt lagefacteurs correspondants du
numérateur. Ce sont :

e exp{a(Co)(x)}, x €0V ;
o exp{b(Co)(x)(Co)(y)}, x, y étant deux sommets voisins appartenant tout delix.a

On obtient alors une expression “alegée” de la prob&biinditionnellg:, ,({|o) faisant inter-
venir les énergies! V' (¢('o), (' € WV :

exp{H" (Co)}
ZC’EWV eXp{HV(C’g)} ’ (2.2.6)

Ma,b(da) =
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Ces simplifications reposent essentiellement sur la forxpereentielle de la mesure de Gibbs
tap- La fraction (2.2.6) sera appeléeftame eduitede la probabilité conditionnelle, ,(¢|o).

Deux ensembles de somméfset V' seront ditsV-disjoints si NV = (}, ou de maniere
équivalente sU NV = (. Autrement dit, aucun sommet d&ne peut &tre voisin d’'un sommet
de V. Evidemment, deux ensembl¥sdisjoints sont également disjoints. La premiere patae
la Propriété 2.2.3 concerne le caractere markovien deelsure de Gibbg, ;. La deuxieme par-
tie affirme que deux événements relatifs a deux ensembtiisjointsU et V' sont indépendants
conditionnellement alU U §V'.

Propri été 2.2.3 1. Soientl/, V' deux ensembles de sommets telsdjie- V' C V<. On a, pour
toutA € F(V):
tap(AF (V') = pap(AlF(6V)) . (2.2.7)

2. SoientlU, V, V' des ensembles de sommets tels [duet V' sontV-disjoints et
SUUSV Cc V' Cc(UUV).. Ona,pourtoutd € F(U),Be F(V):
Hap(ANBIF (V') = pap(AlF (V) X pay(BIF (V') - (2.2.8)

SiU, U’ etU” sont trois sous-ensembles de sommai® V-disjoints, alord/ U U’ etU” le
sont aussi. En suivant cette remarque évidente, noudd@itsera relation d’'indépendance condi-
tionnelle (2.2.8) a toute famille finie d’ensembles de s@tawleux a deu¥-disjoints.

Démonstration SoientV, V' C V,, tels quedV C V' C V¢ et A un événement d& (V). Il
s'agit de montrer que la variable, ,(A|F(V')) est une version de I'espérance conditionnelle
tas(A|F(5V)). Remarquons que I'ensemble formé de tous les élemeriig’est del*" lui-
méme est unr-systeme générateur de la trifti(6V') (voir par exemple le tres classique [80]
p. 84). Les variables aléatoirpg,(A|F (V")) et u.s(A|F(6V)) ayant la m&éme espérance (égale
a1q,(A)), il suffit donc de vérifier que pour toute W°V,

Eap [pas(AFVN) L) = Euy [pap(alF V)L,
Cette identité est une conséquence du fait suivant :

Vo e WV, Yo' € WYV o y(Aloo’) = pas(Alo) . (2.2.9)
En effet, on peut écrire :

Eus [ras(AFVNIL] = 3 Eup [as(AF07) L
U/er’\(SV
— Z tap(Aloa") pap(oo’)
ol EWVI\6V
= Ma,b(A|U) Z ,Ua,b(O'g’)
o' cWV/\sv

= ,ua,b(A|U),ua,b(a>
= Eup [tas(AFOV)IL]
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Lindicatrice de I'événementl s’écrit comme une somme finie d’indicatric&]& ou¢ € wV.
Ainsi, (2.2.9) est équivalente a :

VCeWY, Yo e WV Vo' e WYY 11, 4(Clod’) = pap(Clo) -

Fixons de telles configuratiogso eto’ et exprimons la probabilité conditionnellg ,(¢|oo’) en
s’inspirant de la relation (2.2.5) :

exp {a 2 zevov (C00) (@) + b3 (wyyen, (Coo’)(2)(C 00”)@)}

z,yeVuv’

2 rewv €xXp {a 2 aeviy (C'00")(2) + b3 (2 y)e, (C'UU')(x)(C'UU')(y)} |

z,yeVuv’

La fraction ci-dessus peut encore étre simplifiee. Ert dffe facteurs suivants s’éliminent :
o exp{a(Coo’)(z)}, x € V',
e exp{b(Coc’)(z)(Coo’)(y)}, x, y étant deux sommets voisins Ué.

Il reste donc :

e exp{a(Cod’)(z)}, x €V ;

o exp{b(Cod’)(z)(Cod’)(y)}, z, y étant des sommets voisins, I'un des deux au moins appar-
tenant a/.

Finalement, la dépendance eha totalement disparu. La fraction simplifiée n’est autre tu
forme réduite de la probabilité conditionnellg,(¢|o) ; (2.2.9) est démontrée.

Passons a la deuxieme partie de la Propriété 2.2.3nSaaac trois ensemblds, 1V, V' tels que

U etV sontV-disjoints e UUSV C V' C (UUV)“. Le résultat précédent réduit la démonstration
de (2.2.8) a

fap(A N BIF(SU U V) = 1y A|F(SU USV)) X piap(B|F(SU USV)) (2.2.10)

ou les événement$ et B appartiennent respectivement aux tritfg/) et 7 (V). Nous procédons
comme précédemment. L'ensemble formé de tous leseaxéndell°V9V et de WUV |ui-
méme est umr-systeme générateur de la trilBl{oU U dV'). Par conséquent, I'identité (2.2.10) est
équivalente a (2.2.11) et (2.2.12) :

Eop [1ap(ANB|F(6U USV))| = Eqp [tap(A|F(0U UGV)) X fiap(B|F (U UV))]
(2.2.11)

et, pour toute configuratiom € oUWV

:ua,b(A N B|U) = Ma,b(A|0-) X Ma,b(B|0-) : (2212)
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Larelation (2.2.11) s’obtient grace au caractere magkosde la mesurg, , et a des considérations
de mesurabilité :

Ea,b [Ma,b(A N B‘:F((SU U (SV))] = ,ua,b(A N B)
- E., :Emb []].A]].B\]—"(éU U V)H

e[ L]
= B [Bus [T [0 760 LoV

- E,, |E., []lAuf(aU)] % Eoy []].B|]-“(6U U 6V)H
= Eup [1as(AIF (U USV)) X pray(BIF (U U6V))] .

Puis, en écrivant respectivement les indicatrices des@wents! et B comme des sommes finies
d’indicatrices de configurations des ensemidlest V, la relation (2.2.12) est équivalente a :

v e WY, ¢ e WY, Yo € WY, 5(1C1o) = pap(1]0) ap(Clo) -

Les ensemble& etV étantV-disjoints, aucune aréter, y} n'intervient a la fois dans la forme
réduite de la probabilité conditionnellg, ,(n|o) et dans celle d@,;(¢|o). Ainsi, le produit de
ces deux quantités donne directement le résultat eséompt [ |

2.2.2 Le cas ferromagegtique

Le modele d’Ising introduit par la Définition 2.1.1 est ¢jfia de ferromagretiquelorsque le
potentiel de pairé est positif (cf. [59] p. 2). Rappelons que dans ce cas deuxrsigwvoisins au-
ront tendance a accorder leurs spins. Cette attracsgitéaduit mathématiquement par I'inégalité
FKG (2.2.14) : c’est exactement le contenu de la Prop@&é&l. D’autres modeles satisfaisant
cette inégalité sont recensés dans [31].

Munissons tout d’abord I'ensemble des configuratidhis = {—1,+1}"" d'un ordre partiel,
défini de la maniere suivante :

oc<o <= VeeV, o) <d(x). (2.2.13)

Une fonction réellef définie surX,, est ditecroissantesi f(o) < f(o') est vérifiee des que
o < ¢’. On dit de la mesure de probabilit§ , qu’elle satisfait 'inégalité Fortuin-Kasteleyn-
Ginibre (FKG) si, pour toutes fonctions croissantest g de X, :

Ea,b[fg] Z Ea,b[f]Ea,b[g] . (2214)
On dit alors parfois que la mesutg , esta corrélations positivegct. [57] p. 77).

Propri été 2.2.4 La mesure de Gibbg, ; définie par(2.1.2)satisfait I'inégalitt FKG ces que le
potentiel de pairé est positif.
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Le cas ferromagnétique constitue une situation de choméganique statistique car de précieux
outils sont alors disponibles. Des inégalités ditesoimagnétiques du type FKG existent; les
inégalités Griffiths-Kelly-Sherman (cf. [59] p. 4 ou [3Ht Griffiths-Hurst-Sherman (cf. [40] et
[56]) permettent d’obtenir I'existence mais aussi la csaigce ou la concavité de certaines limites
thermodynamiques. De méme, la méthode de Stein-Chend@plique aisement a certaines
sommes de variables aléatoires indicatrices depensldot® le caractere poissonnien doit étre
souligné. Cette direction sera explorée dans la Secti@n 4
Le résultat suivant ne sera pas demontré car integealemsu de [57] p. 78. Il repose sur un
théoreme plus général di a Holley (voir [57], p. 75).

Proposition 2.2.5 Consicerons la mesure de probabaif., ; introduite en(2.1.2) Pouro,( €
X, hotons respectivementV ( eto A ( les configurations @finies par :

(0 VQ)(x) = max{o(z),((z)} et (o A¢)(x) =min{o(z),((x)} .

Supposons que pour toutes configuratiens € X, on ait :

Ma,b(a \% C)Ma,b(a A C) > Ma,b(O-):ua,b(C) : (2215)
Alors la mesure de probabiét., , satisfait I'inégalitt FKG(2.2.14)
La Propriété 2.2.4 est une conséquence directe duatpubcédent.

Démonstration (de la PropBt€ 2.2.4) Soiento,( € A,. La Proposition 2.2.5 affirme qu'il
est suffisant de prouver l'inégalité (2.2.15). Par d&bni de la mesure de Gibhs, ;, elle est
équivalente a :

Ha,b<a Vv <) + Ha,b<a A <) 2 Ha,b(a) + Ha,b(g) .
Remarquons tout d’abord que le potentiel de surtane joue aucun rdle quant a I'obtention de
l'inégalité ci-dessus. En effet, I'identité

(Vv )(x)+ (0 AQ)(z) =o(x) + ((z)

est satisfaite pour tout sommetD’apres I'hypothese de positivité du potentiel de pajiil suffit
donc de prouver que :

Y (@VO@OEVOW+ Y (AN = Y al@ey)+ Y ((=)(y).
{l‘,y}EE" {ﬂﬁ,y}EEn {xyy}eEn {xyy}eEn
Fixons une aréte du graphe, disqasy}. Quelles que soient les valeurs prises par les configura-
tionso et( en les sommets ety, l'inégalité suivante est satisfaite :

(0 V(@) (o VOY) + (0 AQ@) (oA (y) = a(x)oy) + ((x)¢(y) -

Pour des raisons évidentes de symétrie, tres peu de & gerifier. On conclut aisement. B

Terminons cette section par une derniere utilisation éorthme de Holley, mettant en valeur
le caractere intuitif du cas ferromagnétique par rappartas général. Fixorts> 0 eta’ > a.
On peut montrer, en s’inspirant de la demonstrationgutéate, que la mesure, , estdomiree
stochastiquemerpar p, , (Se référer a [57] p. 71 pour une définition précise)enl découle
en particulier que le nombre de sommetsli¢leayant un spin positif croit en moyenne avec le
potentiel de surface. La encore, la positivité du potentiel de pairest cruciale.
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2.3 Les simulations

Les résultats de cette étude seront le plus souvent pedgilstrés par des réalisations de notre
modele d’Ising. Celles-ci seront en dimensidr= 2, utiliseront la4-connexité et respecteront
la convention de la Section 2.1 a savoir un sommet dont e agt positif (resp. négatif) sera
représenté par un pixel noir (resp. blanc). Lorsque lemqta! de pairé sera positif, 'algorithme
de Propp et WilsofiCoupling From The Past[65] produira une réalisation exacte de la mesure
tap- Dans le cad négatif, nous nous contenterons d’une approximationiésartt ladynamique
de Glauber(voir par exemple [82]).

Notons cependant qu’a condition que le potentiel de sarfaoit nul, il est possible d’obtenir par
I'algorithme de Propp et Wilson une réalisation exacteglg avechb < 0. L'idée est la suivante :
changerl spin sur2 revient a changéren—b. Considérons le sous-ensemblé{lenotél /2-V,,
et défini par :

1/2-V, ={x=(i,5) € V,,, i+ j estimpair} .
En4-connexité et lorsque est paire, chaque aréfe, y } du graphe~,, a un et un seul de ses deux
sommets dans/2 - V,,. Notonss la configuration det,, valanto sur le complémentaire (damg)
del/2-V, et—o surl/2-V,,. Alors, pour toute arétér, y} € E,, ilviento(z)o(y) = —o(x)o(y)
et plus généralement I'égalité

to(0) = io,-b(7) -

Autrement dit, Sbr est une réalisation exacte dg, avecb > 0 alorsg en est une dgg .
Notons par ailleurs que les résultats obtenus par Feazaetal. [29] reposent sur la construc-
tion élaborée d'un processus de Markov du tigms networkLeur approche débouche sur une
méthode de simulation exacte pouvant constituer unenaltige efficace a I'algorithme de Propp
et Wilson; pour plus de détails, consulter [30].

2.3.1 Ladynamique de Glauber

Le principe de simulation est le suivant. Une chaine de B\agkvaleurs dans I'ensemble des
configurationsX,,, irréductible et apériodique, et dont la mesure statiinenest la mesure de
Gibbsy., , est simulée. Aprés un nombre d’étapes suffisamment gladéstribution gouvernant
I'état de la chaine approche la mesure limite recherchée
Il s’agit par conséquent de simuler un systeme de spirseurs dans I'ensemble des configu-
rations&,, dont la mesure stationnaire est la mesure de Gikhs Liggett [57] et Durrett [22]
sont deux références tres générales sur les systameeticules interactives. L'hypothese essen-
tielle est que le taux de transition d’'une configuratioa une configuratioq qui differe deo
en plus d’'un sommet est nul. Autrement dit, une configuradiomnée ne peut changer qu’en un
sommet a la fois. Nous noteron$ la configuration changée en: o”(y) = o(y) poury # x et

o®(x) = —o(x). Le taux de transition de” a o sera noté:(x, o). La condition portant sur les
taux de transitions est qu'ils satisfassent I'equationadersibilité suivante :
C(ZL‘, U)Ma,b(g) = C(ZL‘, Ux)ua,b(g$) ) (2316)

assurant ainsi la convergence de la chaine de Markov pomédante vers la mesurg , et ce,
guelle que soit la configuration initiale. Dans [82], diffats types de taux satisfaisant (2.3.16)



26

- Chapitre2 -

sont présentés. Notre choix se porte vers la dynamiqudalgér, i.e. vers un taux de transition
c(xz,0) de laforme:

fap(07)
Ha,b(0%) + tap(0)

clr,o0) =

= |[1+exp{20(z)|a+Db Z o(y
y{z,y}eEn

~—

Le tauxc(x, o) ne dépend donc que des valeurs prisespamz et en ses voisins; il ne prend en
particulier qu’un nombre fini de valeurs. Notansa valeur maximale. Voici pour finir un schéma
de l'algorithme :

t+«—20
Initialiser o
Répéter
choisir z € V,, avec probabilité 1/n?
uy +— Random
Si (us < ¢(z,0)/v) alors o(z) «— —o(x)
finSi
t—1t+1
Jusqu’a (arrét de la simulation)
Renvoyer o

2.3.2 Lalgorithme de Propp et Wilson

L'inconvénient majeur de la méthode précédente eedhs la difficulté & choisir un nombre
d’étapes suffisamment grand pour assurer une bonne apmtiain. Une idée trés astucieuse,
due a Propp et Wilson, permet d’éviter cette difficultéadrtenant une réalisation exacte de la
Mesure, p,.

Leur idée est de simuler une chaine de Markov depuis leepass le présent. lls montrent que
presque srement il existe un temps= —7 suffisamment loin dans le passé tel que toutes
les trajectoires, chacune issue d’'une configuration X,,, évoluant depuis ce temps= —T
convergent & = 0. Les auteurs qualifient ce phénomenecdalescenceDe plus, miraculeu-
sement, cette image commune est distribuée selon la mesuggbbsy, ;. L'autre avantage de
cette méthode est que le tempsnécessaire a la coalescence des trajectoires est d&epar
I'algorithme lui-méme.

Cependant, suivre la trajectoire de chacuneiésonfigurations n’est pas numeériquement rai-
sonnable. La solution réside dans la grande latitude dodispose concernant le choix du proto-
cole gouvernant les trajectoires des configurations. kesffet possible de coupler notre chaine
de Markov avec elle-méme de telle sorte que I'ordre pagtitte les configurations introduit en
(2.2.13) soit préservé durant leurs évolutions, depuis—T jusqu’at = 0. Notons alors pafl

et +1 les configurations dont les spins sont respectivement tégatifs et tous positifs. Ainsi,
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tout éléement de&t,, étant encadré par ces deux configurations extrémalesalascence de toutes
les trajectoires serait assurée par celle des trajestdisré\l et de+1.

Détaillons ce couplage. Fixons un sommePour tout éléement € X),, notonso, (resp.c_) la
configuration valant-1 (resp.—1) enx eto partout ailleurs. L'évolution de au sommet: et au
tempst est régi par la regle suivante :

o Sl Ur < l"a,b(o'*) ’

Foalo,ue) = L peale ) eslon) (2.3.17)
’ or Siu > Hab7— ,
ua,b(o—)+ua,b(o+)

ouu, désigne un réel distribué uniformément gurl]. Dans le cas ferromagnétique, i.e. lorsque
b > 0 d’apres la Propriété 2.2.4, la probabilité conditieha :

Ma,b(g+)
tap(0-) + tap(04)

Ma,b(O-(x) = +1|U(y)7 Yy 7£ SL’) =

-1

= |14+exps—2|a+d Z o(y)

URERTIISI O

est une application croissante fle(y),y # z}. Par conséquent, le couplage défini par (2.3.17)
préserve l'ordre partiel entre les configurations le loadelir trajectoire. En effet, si < ( alors

la conjonction des événements; (o, u.)(z) = +1 et f, (¢, u;)(x) = —1 estimpossible.

La coalescence des configurations extremalest de+1 se fait d'autant plus rapidement que
le systeme de particules est (nettement) supérieureénigérature critique : i.e. pobr< b, =
log(1 4 v/2)/2 ~ 0.441 (voir [63]). En pratique, toutes les simulations de cettasthréalisées
suivant I'algorithme de Propp et Wilson le seront pour urlemadu potentiel de paire satisfaisant
0<b<0.3.

Voici enfin le schéma de I'algorithme de Propp et Wilson :

T+—1
Répéter
upper «— +1
lower «— —1
Pourt = —T jusquat = —1
choisir = € V,, avec probabilité 1/n?
u; «— Random
upper «— fo(upper, u)
lower «— f,(lower, u;)
finPour
T« 2T
Jusqu’a (upper = lower)
Renvoyer upper

Le fait de remplacefl’ par 27 plutdt que parl’ + 1 permet d’accéder plus rapidement a un
tempsI’ permettant la coalescence.
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2.4 Premieres cefinitions

L'objectif de cette section est de présenter les princifgnjets mathématiques de notre étude.
Dans la Section 2.4.1, ldistance de graphéist permet d’introduire un caractere local dans le
grapheG,, a travers la notion de boule de rayon indépendant.dSur une telle boule seront
définies dans la Section 2.4.2 lesnfigurations localesQuantifier la probabilité d’apparition
dans le graphe d’'une configuration locale passe par I'aéledmnrénergie locale

2.4.1 Distance et boules

Une distance sur I'ensemble des sommétest présentée dans la Propriété 2.4.2. Elle repose
essentiellement sur la structure de graphe définie pardisghages)(z),x € V,, (2.1.1). Elle
nous permet surtout, via la notion de boiér, r), de souligner le caractére local du grahe
Introduisons dans un premier temps la notiorcdeminentre deux sommets.

Definition 2.4.1 Soientn un entier strictement positif e, . . . , z,, des sommets tels que
Vi € {1, e, — 1}, {SCZ',.TZ‘Jrl} € En .

On dira alors dum-uplet(zy, .. ., z,,) qu’il forme un chemin allant de, a z,,, que I'on notera
T1...Tm-

Le grapheG,, étant sans boucle sur les sommets {i.€ V(x)), deux sommets consécutifs
x; etx; ., appartenant au chemin ...z, sont nécessairement distincts. Par exempien’est
pas un chemin. On peut par conséquent définir simplemémdmeurd’'un chemin comme étant
égale au nombre de sommets le composant moi@s note :

long(zy...xm) =m—1.

Ainsi, les chemins de longueur nulle sont les chemirfermés du seul sommet Ils seront qua-
lifies d’élementairesNotons néanmoins qu’un chemin n’est pas nécessairaemjentif, il n’est
pas interdit a un chemin de passer plusieurs fois par leeargammet.

Il existe évidemment plusieurs chemins, de differenteglieurs, joignant deux sommets quel-
conques du graphe. A cet effet, nous définissons la dist@gparant deux sommets comme étant
la longueur du plus court chemin allant du premier au second.

Propri été 2.4.2 L'applicationdist : V, x V,, — N définie par :
Ve, y € V,, dist(x,y) = min{long(c), ¢ chemin allantder a y}

est une distance sur 'ensemble des somivigtappekedistance du graph@,,.

Démonstration Le graph&Z,, &tant non orienté, un chemin dexy peut étre vu comme un che-
min dey ax de méme longueur. L'applicatiofist est donc symétriquedist(z,y) = dist(y, ).
Par définition de la longueur d’'un chemifist(z, y) est nulle si et seulement il existe un chemin
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elémentaire joignant ces deux sommets, ce qui se traduit p= y. L'inégalité triangulaire se
démontre tout aussi facilement. Soieny, z trois sommets d&),. Soitc un chemin allantde ay
passant patr. Découpons naturellement ce chemin en deux chechits” allant respectivement
dex az et dez ay, produisant ainsi I'égalité :

long(c) = long(c') + long(c") .

Il s’ensuit I'inégalité
dist(z,y) < long(c') + long(c") .
Puis, en passant au minimum sur I'ensemble des cheminadet dez ay, on obtient I'inégalité

recherchée :
dist(z,y) < dist(z,z) + dist(z,y) .

On peut désormais définir la boule de centret de rayorr, notéeB(z, ), par :
B(x,r) ={y € Vy,; dist(z,y) <7} .

Le rayonr est un entier fixé indépendant de la tailldu graphe. Dans le but d’éviter la déplaisante
situation d’une boule se chevauchant elle-méme, nousoseppns dorénavant que > 2pr.
Deux propriétés des bould$(x, ) seront cruciales dans ce qui suit. Tout d’abord, la strectur
du graphe’,, étant invariante par translation, deux boules ayant Imengayon sont translatées
'une de l'autre :

B(x +vy,r)=y+ B(z,r)

(rappelons que les opérations sur les sommets se font majluEnsuite, poum > 2pr, le
cardinal d’'une boul&3(z, ) ne dépend que de son rayer(et des constante§ ¢ et p) mais
pas du centre ni den ; il sera noté3(r). Notons par ailleurs que quels que soient les choix des
constantes et p, la bouleB(x, r) estincluse dans le sous-ensenible pr, z + pr]? deV,,, et par
conséquent son cardinal satisfajt') < (2pr + 1)4. Plus généralement, il existe deux constantes
strictement positives; et 3, dépendant uniquement des parametdteset p telles que, pour tout
rayonr :

Bir® < B(r) < Por?. (2.4.18)

Parallélement, le nombre d'arétég, z} € E, dont les sommets appartiennent tout deux a la
boule B(x, r) sera notéx(r) ; lui non plus ne dépend ni de ni den. Le voisinage B(x, r) de la
boule B(x, r) est une couronne formée des sommets distantsfdé du centrez. Son cardinal

ne dépend que du rayenAutrement dit,

B(z,r) = B(z,r+1).

Les événements relatifs aux sommets de la béile ) seront qualifies de locaux, par oppo-
sition a des ensembles de sommets dont le cardinal dégefadtdillen du graphe. La section
suivante fournit des exemples de tels événements gquitsauccceur de notre étude.
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2.4.2 Configuration locale

Disposant de la notion de boule, il est temps de présenpeofaiété locale la plus élémentaire
sur laquelle se focalisera notre attention : aoafiguration localeest simplement une configura-
tion d’'une boule fixée.

Definition 2.4.3 Soitr un entier positif. Consigrons la bouleB(0, ) de centre) et de rayonr.
L’ensemble des configurations de cette boule sera@ot 15007 Sestlements seront appes
lesconfigurations locales de la boulg0, ).

Il n’existe bien sr qu’'un nombre fini de configurations llesade la bould3(0, ), précisément
28(") Elles seront représentées par les lettres grecquetsy’. Une configuration locale est
déterminée par la donnée d’'un enseniblén) C B(0,r), formé de ses sommets positifs :

Vin) =A{z € B(0,r), n(x) = +1} .

Son cardinal sera not&n). Cet entier représente naturellement le nombre de sonpositfs
formant la configuration localg. L'ensemble complémentaire dé& (n) dans la boule3(0, r)

sera notd/_(n) : il se compose des sommets négatifs)deorsque les sommets a distancdu
centrel ont tous des spins négatifs (comme dans la Figure 2.3) nfigemation locale; est dite
propre

Definition 2.4.4 Une configuration locale) € C,. est ditepropresi son ensemble de sommets
positifsV, (n) verifie :
V+(77) C B(O,T’ - ]-) :

L'ensemble des configurations locales propres de la bB(ler) est naturellement en bijec-
tion avec I'ensemble des configurations locales de la bB@ler — 1). Il y en a don’("—1).

- - - - =+ -
- =+ -+t -
- = —Ei:, -
i e
—+- -+ - -

FIG. 2.3 — Une configuration locale proprede la bouleB(0,3) (avecp = 1 etq = ),
représentée en dimensidn= 2. Elle est formée dé&(n) = |V, (n)] = 10 sommets positifs
et son périmétre(n) est égal &8.

L'entier k(n) ne précise que tres vaguement la configuration logaen eﬁet,(ﬁggg) eléments

deC, ont le méme nombrg(n) de sommets positifs. Plus que son cardinal, il nous sere il
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la suite de pouvoir décrire la géométrie de I'ensenihlén). La notion suivante répondra a nos
besoins. Lepérimetrede la configuration localg, noté~(n), est défini par la formule :

Y(m) =V Vi) =2 [{{z,y} € En, z,y € Vi(n)},

ou YV est le nombre de sommets voisins d’'un sommet quelconqueedétappelons que tous
les sommets dé&;, ont le méme nombre de voisins. Le périmetre d’'une cordigom locale
dépend donc de la dimensidmais aussi des parametrest ¢ définissant le voisinage de tout
sommet (voir (2.1.1)). En effet, prenons I'exemple d’unef@uration locale en dimensiah= 2
représentant un uniqgue sommet positif. Son périmetre&gal a) = 4 dans le cas de la-
connexité p = ¢ = 1) etaV = 8 dans le cas de lgconnexite p = 1 etq = +0).
Perceptuellement, le périmetre d’'une configurationlbgaeprésente la “longueur” du contour
de son ensemble de sommets positif$n). Par exemple, le contour de 'ensemble des sommets
positifs de la configuration locale représentée par laile@.3 est en pointillé.

Cette nouvelle notion prend tout son sens dans le cas d’'umeyacation locale propre. Le
périmeétrey(n) s’écrit alors simplement

() = {(z,y) € Vi(n) x V_(n), {z,y} € En}|,

et s’'interpréte alors comme le nombre de paires de sommeinsz ety appartenant a la boule
B(0,r) et ayant des spins opposés.

Notons enfin que la donnée des entiefg) ety (n) ne suffit pas a déterminer de maniére unique
la configuration locale.

Il nous faut désormais étre capable de repérer une caafign locale donnée et de compter
son nombre d’occurrences, i.e. le nombre de fois qu’ell@egipdans le graph@,,. Ceci motive
les notations suivantes.

Soitn € C,. Pour tout sommet € V,, notonsy, le translaté de) sur la bouleB(z,r) (les
opérations sur les sommets se font modylo

Vy € Vi, dist(0,y) <r = n.(z+y) =n(y) -

De plus, nous notong! la fonction indicatrice définie sur 'ensemble des confagionsX,, par :

1sio z,r) = Nz s
Vo € An, L(0) :{ 0 sinoﬁ(. "

Terminons par le nombre d’occurrences dans le graghele la configuration locale, noté
X,.(n) et défini par :
Xo()=>_ II.
:EEVn
Du fait des conditions de bords périodiques, la somme s$a® porte sun? fonctions indica-
trices ], toutes de méme loi de probabilité. C’est donc en étudeanomportement local de la
variable X, (n), i.e. celui d’'une variabld? donnée, que nous appréhenderons son comportement
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global. Il s’agira également d’apprécier et de contoutadlifficulté introduite par la dépendance
entre les variables indicatricés, = € V,,. L'identité

Ea,b[Xn(n)] = Ea,b[ndlg]
= Euop[n%uas(I7 = 1|1F(6B(z,7)))] (2.4.19)

valable pour tout sommetfixé, montre la marche a suivre. Le caractere local de lde8(x, )

(et de son voisinageB(x, r)) vaintervenir. En effet, 'ensemble des configuratioi&®@) etant

de cardinal fini (indépendant dg, un résultat de convergence portant sur la variablealea
F(6B(x,r))-mesurablei?y, ,(I7 = 1|F(§B(z,r))) produira un résultat de convergence portant
sur son espérance, i.e 985 ,[ X, (n)] par (2.4.19).

Notons enfin que I'étude de la probabilité conditionnellg (17 = 1|0), o € W) se fera

a travers celle de I'énergie de la configuration localeur la bouleB(z, ). Plus précisément,
fixons un sommet et désignons simplement p@ra bouleB(z, r). La probabilité conditionnelle
tap(I7 = 1|0), o € W8 se met sous la forme :

HP (120)
Zn’ec e o) -
T

L'énergie H?(n,o) de la configuration locale (ou de son translatg,) sera qualifiee déocale,

La relation (2.4.20) est fondamentale. Elle fait le lienren®nergie d’'une configuration locale

n et la probabilité conditionnellg, ; (I = 1|o). Tous nos résultats reposent sur le controle de
cette derniere quantité. Or, d’aprés (2.4.20), un taetdde nécessite une étude approfondie de
'énergie de la configuration locale. Ainsi, nous terminons cette section en remarquant que
les caractéristiques(n) et~(n) apparaissent naturellement dans I'expression de '@néygale
H®B(n,o). Sik(n) sommets de la boulB = B(z,r) ont un spin positif, leg(r) — k() sommets
restant sont négatifs :

pap(1] = 1lo) =

(2.4.20)

HP (o) = ak(n) = Br) +b | Y. n@n(z)+ Y m(oz) | . (24.21)
{y,z}€En {y,z}€En
y,2€B yEB,z€0B
Supposons de plus que la configuration loegdeit propre. Dés lors, parmi legr) arétes{y, 2}
de la bouleB, il y en a exactement(n) dont les sommetg, = ont le méme spin, i.8,.(y)n.(z) =
1, et donca(r) — v(n) dont les sommetg, > ont des spins opposeés, hey)n.(z) = —1. Il vient
par conséquent :

HP(n,0) = a2k(n) = B(r) +b [ alr) =29+ Y (~Do(2) | - (2.4.22)

{y,z}GEn
yEB,z€6B

Nous venons en particulier d’utiliser la relation :

29() =a(r)— > n@m(2), (2.4.23)

{y,z}EEn
y,2€B
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valable pour toute configuration locale propret pour tout sommet. Cette écriture du périmetre
v(n) sera généralisée dans la Section 4.4 a tous les étémed. (propre ou non).






Chapitre 3

Fonctions seuils et lois du-1

Dans ce chapitre, nous élargirons notre champ d’étudeta tine famille de propriétés locales,
appelée ldogique du premier ordret décrite en Section 3.1. L'objectif est de donner une lbi d
0-1 valable pour toutes les propriétés de cette famille attamgielsa(n) etb(n) variables (voir
la Section 3.3). Ce résultat (Théoreme 3.3.4) s’appuiler maniere fondamentale sur la notion
defonction seuiintroduite dans la Section 3.2 et issue de la théorie dgshgeaaléatoires.
Les parametres du modele sontinvités a dépendre didléat du graphe. Cependant, pour alleger
les notations, nous noterons respectivementet i, au lieu deuqm) sm) et tym)- Il en sera de
méme pour leur espérance.
Le Théoreme 3.3.4 afaitI'objet de deux articles : sa \wrgienérale [15] et une version “indépendante”
a potentiel de paire nul [13].

3.1 Logique du premier ordre

N’étant pas en mesure de développer un cours de logiquieématique (voir par exemple
[10, 24, 50, 51]), nous nous contenterons, au cours de lao8eXtl.1, d’en reprendre quelques
notions élémentaires que nous appliquerons au modimg’ La Section 3.1.2 est consacrée
aux descriptions comgites formules €lémentaires jouant le rdle dans le cadre diegigue du
premier ordre des configurations locales. Nous présematans la Section 3.1.3 un résultat di
a Gaifman (Théoreme 3.1.8 ou [33]) permettant de rédaidoi du0-1 a I'etude de familles de
propriétés particulieres, leescriptions locales basiquesl lesformules locales basiques

3.1.1 Genreralités

Le vocabulaireest un ensemble firlR de relations (ou prédicaty. Chacune d’entre elles
concerne un nombre fixé dariables Ce nombre est #rité de la relation. Lensembl& des
variables auxquelles s’appliquent les relations est firestd’univers(ou domaing. Le couple
(R,V') constitue alors umockle Le Chapitre 1 de [23] liste quelques modéles souvent uti-
lisés dont celui degraphes Il est obtenu a l'aide de la relation binaire de voisindgaivers
représentant alors 'ensemble des sommets. Ce mod&eauie par Shelah et Spencer [71].

Désirant étudier la logique du premier ordre pour le n@dglsing introduit au chapitre

35
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précédent, nous choisirons naturellement comme urlieeisemble des sommelts = {0,...,n—
1}¢. Le vocabulaireR sera composer d’une relation unairest de relations binaires. La relation
unaireC' représente la positivité des sping€'z signifie que le sommet a un spin positif et
—C'x que son spin est négatif. Les relations binaires (exedf#galité) doivent nous permettre
de décrire la structure du grapbke, = (V,, E,) et en particulier les relations de voisinage entre
les sommets. Différentes relations binaires, avec un gouw/expression plus ou moins pro-
nonce, seront proposées a la fin de cette section. Néaspnilone sera pas nécessaire de décrire
précisément ces relations binaires : nous nous assgrarnguement du fait qu’elles décrivent le
grapheG,,.

La logique du premier ordre est une formalisation congraipartir des symboles logiqués
(le quantificateur universel} (le quantificateur existentiel); (la négation),= (I'égalité qui
est une relation binaire); (la disjonction) etA (la conjonction), de relations d’arité finie et de
variables. SiR € R est une relatiork-aire et(xy, ..., ;) un k-uplet de variables, la formule
éléementairelRx; . . . x;, est appelée uatome Nous utiliserons I'abréviation classiquepour le
k-uplet(xy, ..., x;) et Rx pour 'atomeRzx; ... z,. Par définition, la logique du premier ordre
est constituée de I'ensemble des formules que I'on pewtogre de maniere récursive a partir
des atomes, en utilisant les connecteurs logiques pegu@ent cités.

Definition 3.1.1 Lalogique du premier ordreelativea I'ensemble de relation® est I'ensemble
de formulesC, (R) défini de la fagon suivante :

1. Pour toutk, toute relationk-aire R € R et pour toutk-upletx, Rx € £L1(R).

2. SiA et B sont des formules d&,(R), alors(—A), (VxAx) et(A A B) appartiennent aussi
aLli(R).

Comme conséquence immédiateAsét B sont deux formules dé,(R), (3xAx), (A V B),
(A — B)et(A < B)sontaussidang,(R) : les logiciens notent — B I'implication (—AV B)
etA — Bl'équivalencel A — B) A (B — A).
Les formules de la logique du premier ordre ont un caradteral qui sera mis en valeur par
le Théoreme 3.1.8. C’est en mettant en défaut cet aspeal fue sont obtenues des formules
non-axiomatisable pour la logique du premier ordre :

e “L’'ensemble des sommets positifs est connexe”,
¢ “le nombre sommets positifs est pair”.

La derniere formule est un exemple classique de propasitiosecond ordren’appartenant pas
a la logique du premier ordre (voir [23] exemple 1.3.4 p. 2.687). Elle constitue d’ailleurs un
contre-exemple aux lois di+1 (Proposition 3.1.10 et Théoreme 3.3.4) et sera détadlla fin de
la Section 3.1.3.

Le modeéle(R,V,,) étant fixé, il s’agit désormais d’attribuer une probaéjlvia la mesure de
Gibbs 1,4, aux formules deC;(R). Un moyen d'y parvenir est l'utilisation dstructuresrela-
tives au modeléR, V,,). Précisément, ungtructureest définie par une liste de faits relatifs aux
relations deR appliquées aux élements #lg. Chaque atome&z; ...z, doit apparaitre dans la
liste, soit affirmé, soit nié (mais pas les deux).

Parmi toutes les formules d& (R), seules nous intéressent celles dont on peut déciddesi el
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sont vraies ou fausses pour une structure donnée. Nougeodnens donc d’appelgroposition
une formule deC,(R) dont toutes les variables sont quantifiées l{@es par opposition a des
variabledibres) : on parle ddormule closeen logique. Soien$ une structure etl une proposi-
tion de£,(R). CommeA est construite a partir des relations du vocabul&reelle est ou non
compatible aved. Si elle I'est, on dit ques satisfaitA et on noteS = A.
Remarquons qu’a chaque structufeun graphe peut naturellement étre associé en reliant les
paires de variable§z, y} dont les faitsRzy ou Ryx décriventS, et ce pour toute relation binaire
R de notre vocabulaire (voir [23] p. 26 pour plus de détallgs structures qui nous intéressent
sont celles pour lesquelles le graphe décrit est exactelméore d-dimensionnet,,. Nous no-
terons alorsS,, leur ensemble. Deux structures quelconques,dee different que dans les faits
concernant la relation unairg, i.e. les spins des sommets. Ainsi, il existe une bijectiaturelle
¢ entreS,, et 'ensemble des configuratiod$,. A une structures correspond une configuration
o = ¢(S) définie par :
(S | Cz) <= (o(x) = +1)

(S E ~Cz) <= (o(x) =-1).
La stratégie consiste a attribuer, a chaque structude S,,, le poids pour le modele d’Ising
de son image par I'applicatiop, i.e. u,,(¢(S)), et un poids nul aux autres. Par conséquent, la
donnée d’une propositioA partitionnesS,, en deux sous-ensembles : 'ensemble des structures
qui satisfont4, que nous noterond,,, et son complémentaire. Nous dirons aussi guyest I'en-
semble des structures pour lesquellesstvraie. Ainsi, on définit la probabilité de la proposition
A, notéey, ,(A), comme étant la probabilité de I'image par la bijectibrile I'ensemble des

structures satisfaisant :
pap(A) = > pap(o) .

o€H(An)
Une proposition qu'aucune des structuresSg@e satisfait sera qualifieeidsatisfiable elle sera

de probabilité nulle. On parlera de propositgatisfiabledans le cas contraire.

En réesumé, par l'intermédiaire de 'ensemble de stmasd,,, nous avons contraint les relations
binaires de notre vocabulaire de maniere a décrire Iphgradoriqued-dimensionnels,,. Signa-
lons que differents types de contraintes pour des enserdbleelations unaires et binaires dans
le cadre des logiques de description sont proposés dahs [67

Notons enfin que le cas particulier du potentiel de paireunutéité dans [13], en munissant I'en-
semblel,;(R) de la mesure de probabilité,. Plus généralement, differents cadres probabilistes
peuvent étre appliqués a I'ensemble des formules degligue du premier ordre relative a un
vocabulaire donné. Les logiciens utilisent I'équiprbttigg (voir par exemple [28]), auquel cas la
probabilité queA soit vraie est le rapport du cardinal de a celui deS,,.

Jusqu’a présent, nous n'avons pas préciseé les retdimires (exceptée I'égalité) composant
notre vocabulaire. Nous nous sommes uniquement assurkist dw’elles décrivaient la struc-
ture du graphé,. Cette section se termine par deux exemples de tels vooas, et R
dont les relations binaires sont plus ou moins expressNegs verrons néanmoins que cette
difference d’expression n’influence pas la loi @d. Le Théoreme de Gaifman (voir la Section
3.1.3) stipule en effet que celle-ci depend uniquemenadéructure de graphe et non du vocabu-
laire. Considérons tout d’abord le vocabulaRe = {C,=, N} ou N est la relation de voisinage
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définie par:
Nzy <= {z,y} € E, .

Le grapheG,, étant non-orienté et sans boucle sur les sommets, laorelainaire N est par
conséquent réflexiveNzy < Nyzx) et antisymétriqueMz, ~Nxx). Voici alors deux exemples
de propositions appartenanfa(R ) :

e Jz,y, (Nzy) A (Cx) A (Cy);
o Vz,((Cx) — (Vy, (Nzy — =Cy)));

pouvant étre interprétés respectivement par “il exiltax sommets voisins dont les spins sont
positifs” et “tous les sommets positifs sont isolés”.

Dans le cas particulier de la dimensidn= 2 et de la4-connexité, i.e. dans le contexte des
images, la relation unair€' symbolise la couleur €z signifie que le pixek: est noir. Chaque
pixel z = (i, j) admetd voisins(i+1, j) et (i, j +1) (rappelons que les opérations sont effectuées
modulon). En vue de distinguer I'horizontale de la verticale, laatigin N sera remplacée par
deux relations binaireHOR etV ER :

HORzxy < y=x+(1,0) et VERxy <— y=2+(0,1),

formant ainsi le vocabulair®, = {C,=, HOR, VER}. Le remplacement de la relatiaw par
HOR et VER ne modifie pas la structure de graphe sous-jacente mais eelahdgage plus
expressif. La proposition (interprétée) “il existepixels voisins et noirs” appartient aux deux
logiques du premier ordré, (R,) et L, (R,) alors que “il existe3 pixels voisins horizontalement
et noirs” appartient seulement a la seconde.

3.1.2 Descriptions comptes et assertions

Cette section est destinée a présenter plusieurs fesr@lémentaires de la logique du pre-
mier ordre, notamment ledescriptions compgites Elles seront définies comme des structures
de modeéles particuliers. Les descriptions complétemnsées formules d&€, (R) correspondant
aux configurations locales. Il est donc essentiel de disptisa dictionnaire précis permettant
de passer des unes aux autres.

C’est dans cet objectif que sont introduites les notatiamgsates. Pour tout sous-ensemble de
sommetsl” C V,,, notonssS,, (V') 'ensemble des structures relatives au mod&el’) dont le
graphe sous-jacent est exactement la restrictiot/gé 'ensemblel’. Ainsi, deux structures
quelconques dé&,, (V) ne different que dans les faits relatifs a la relation teél. On définit
alors une bijection naturellg, deS,, (V') dans I'ensemble des configuratiohs” = {—1,+1}" :
pour toute structuré € S, (V) et pour tout sommet € V, ¢y (S)(z) = +1 si et seulement si
S = Cxz. On aen particulies,, (V,,) = S, etoy, = ¢.

Definition 3.1.2 Soitr un entier strictement positif. Noto@%. 'ensembleS,,(B(0, r)). Lesélements
deD, sont appeds lesdescriptions complétes de la bous¢0, r).

L'application ¢y met en bijection I'ensembl®, des descriptions completes de la boule
B(0,r) et 'ensembleC, des configurations locales de la boub¢0, ). C’est en ce sens que
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nous qualifierons la description compléte et son image la configuration localgs o, (D)
d’assocees Il y a en particulier’™) descriptions complétes distinctes de la baB(@, 7).

Comme pour les configurations locales, nous définissonsdimble des sommets positifs de la
description complet® € D, par :

Vo(D) ={x € B(0,r), D = Cz} .

Sonindice noték(D), est le cardinal de cet ensemblé(D) = |Vo(D)|. Une description
compléeteD € D, et une configuration localge € C, sont associées si et seulement si leur
ensemble de sommets positifs sont identiquesVi€D) = V., (n). En particulier, siD € D, et

n € C, sont associées alok$D) = k(n).

Soientz € V,,, D € D, etn sa configuration locale associée. Tejlepourn, nous désirons
définir le translaté de la description compl&e la bouleB(z, r). Un candidat se distingue na-
turellement; la structure d&, (5 (z,r)) dont l'image pawp(, ) est la configuration,. Ainsi, la
structure deS,,(B(x,r)), notéeD(z) et définie par :

D(:E) = gb;%m’r) (7735) )

sera appelée urdgescription comgte de la bould3(z, ). Les lettresD et D(0) désignent alors
sans ambiguité le méme objet.

Définies comme des structures de modeles a universirgstries descriptions completes sont
simplement des conjonctions d’atomes. Plongées dansdele(@z, V,,), leur construction obéit
aux deux principes de la Définition 3.1.1 : ce sont des foesdle la logique du premier ordre
L1(R).

Comme pour les configurations locales, nous serons ametéteéter la présence de la descrip-
tion compléteD dans le graphe.

Definition 3.1.3 Unedescription localest une formule d€,(R) de la forme :
Jdz, D(x),
ou D est une description comgtk de la boule3 (0, r).

A la difference de la formuleD(x), la description localélz, D(z) est une proposition : la
variablez est dans le champ du quantificateuitelle est liee). La probabilité de cette formule
est égale a celle de I'evénemeXit(n) > 0, oun désigne la configuration locale associéb at
X,(n) énumere ses occurrences dans le graphe :

tap(32, D(2)) = ptap(Xa() > 0)

\oici deux exemples (interprétés) de descriptions lesal
e “il existe un sommet positif”,
¢ “il existe une boule de rayon= 2 ayant un seul sommet positif, en son centre”.

Une conjonction de descriptions locales concernant cleades ensembles de sommets dis-
joints est unalescription locale basique
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Definition 3.1.4 Unedescription locale basiquest de la forme :

dxy ... Jx, ( /\ dz’st(:vi,:vj)>2r> A ( /\ Dz($1)> )

1<i<j<m 1<i<m

~

ou :
e m etr sont des entiers strictement positif€ix
e pourtouti = 1,...,m, D;(x) est une description congte de la bould3(z, r).

Des exemples de descriptions locales basiques (intégwgsont :
¢ ‘il existe m = 3 sommets positifs”,

¢ ‘il existe m = 2 boules de rayon = 3, 'une étant formée uniquement de sommets négatifs
et 'autre uniquement de sommets positifs”,

¢ “il existe m = 3 boules de rayom = 5, disjointes et dont seul le centre est un sommet
positif”.
La Figure 3.1 propose un autre exemple.

FiG. 3.1 — lllustration d’une description locale basique eneatisiond = 2, en 8-connexité et
pour des entiers, = 4 etr = 1.

Comme son nom l'indique, une description complete d@wimaniere stricte les faits rela-
tifs a une boule. Nous aurons besoin d’'une notion plus spw@uceptant differentes situations,
i.e. d’'une formule d&C, (R) satisfiable par davantage de structures. Un tel objet sprdé&pne
assertionPar analogie avec la notion de description locale, nofisidéons également lesser-
tions locales

Definition 3.1.5 Soit » un entier strictement positif etz un sommet. Unassertion de la
boule B(x, r) est une formule)(x) de £, (R) dont seule la variable: est libre, toutes les autres
appartenant la bouleB(z, ). La proposition de;(R)

dz, ¥(x)
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est appete uneassertion locale

Bien sir, les descriptions complétes sont des assenanigulieres. Plus généralement, une
assertion s’obtient comme une disjonction d’'un nombre f&nddscriptions complétes. Deux cas
se présentent. Soit I'assertion locale /() est insatisfiable ; sa probabilité est alors nulle. Soit
la formuley(x) est impliquée par un nombre fini (au pl&™) de descriptions completds(x).
Dans ce cas, I'assertioi(z) est logiquement équivalente & la disjonction de cemétés :

Y(@)— \/ D). (3.1.1)

D(z)—9(z)
Les assertions locales sont donc des propriétés, (R ), plus riches et donc plus intéressantes
que les descriptions completes locales. Voici deux exesipkerpréteés :
¢ “il existe une boule de rayohdont au moins la moitié des sommets ont un spin positif”,
¢ “il existe une boule de rayot) avec au moingd0 sommets voisins et positifs”.
Nous noteron®(v) I'ensemble des descriptions complétes impliquat) :

D) = {D € D,, D(z) — ¥(z)} . (3.1.2)

Nous dirons queD(v) est 'ensemble deé&finition de I'assertiony(z). Signalons au passage
gue cet ensemble ne dépend pas de la variablgparaissant dans son écriture (3.1.2ndice
de l'assertion)(x), noték(v), est le plus petit indice des descriptions complétes lliguant.
Autrement dit :

k() = min{k(D), D € D)} . (3.1.3)

Lorsque l'assertion localéz, v)(x) est insatisfiable, son ensemble de définition est vide. Nous
écrirons alors par conventidiiy)) = +oo.

3.1.3 Le Theoreme de Gaifman

En vue d’établir une loi dw-1, le théoreme de Gaifman (Théoreme 3.1.8) réduitiietdes
formules del,(R) a celle desormules locales basiques

Definition 3.1.6 Uneformule locale basiquest une proposition dé;(R) de la forme :

dzy ... 3z, ( /\ dist(xi,xj)>2r) A ( /\ w@-(xz—)) )

1<i<j<m 1<i<m
ou :

e m etr sont des entiers strictement positif€sx

e pourtouti =1,...,m, ¢;(x) est une assertion de la boul&(x, r).

Leur ensemble sera oL,,,.

Evidemment, les descriptions locales basiques sont desifes locales basiques particulieres.
Introduisons I'ensemble de®mbinaisons boékennesi’un sous-ensemble donné de(R) :
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Definition 3.1.7 Soit £ un ensemble de formules de la logique du premier ordre. Eere
BC(L£) descombinaisons booléennes fin@és L est defini par :

1. Ae L = Ae BC(L).
2. Ae L = —-Ae BC(L).
3. ABe L = AANBe BC(L).

Les3 axiomes de la définition ci-dessus étant compatibles l@ga@gles de construction de la
logique du premier ordre, 'ensembl&’' (L) des combinaisons booléennes finiede £,(R)
est encore inclus dan, (R).
Le Théoreme de Gaifman (voir [33] ou [23] p. 31 pour une dasiration) affirme que 'ensemble
des combinaisons booléennes finies de I'ensemble des lesriacales basiques recouvre toute
la logique du premier ordre :

Théoreme 3.1.8Toute formule de la logique du premier ordre est logiquenggnivalenteé une
combinaison bo@&@enne finie de formules locales basiques.

En particulier, pour toute formulé € £,(R), il exister € BC(Ly,s) Satisfaisant :

Ma,b<A) = ,ua,b(T> :

Ce résultat souligne le caractere local de la logique émer ordre. En effet, une formule locale
basique concerne des variables localisées, appartanartioules de rayom. Ainsi, bien plus
gue la composition exacte du vocabulaR€i.e. son pouvoir d’expression), c’est la structure de
graphe sous-jacente qui va intervenir et réellement infleeles lois dw-1 (Proposition 3.1.10
et surtout Théoreme 3.3.4).

Le Théoreme 3.1.8 peut étre vu comme un résultat de f@rzuisqu’il ramene I'étude des
formules de la logique du premier ordre a celle des formiolesles basiques ou des descriptions
locales basiques.

Proposition 3.1.9 Les 3 propositions suivantes s@guivalentes :
(i) La probabilité de toute description locale basique tend Ve 1.
(i) La probabilité de toute formule locale basique tend versu 1.
(iif) La probabilité de toute formule de la logique du premier ordre tend Veos 1.

Démonstration Par simple inclusion, les implicatioigi) = (i7) et (ii) = (i) sontimmédiates.
Supposonsii). Les relations élémentaires ,(A) = 1 — uq (- A) et

tap(A) + ptap(B) =1 < pap(AN B) < minfpap(A), pap(B)}

valables pour toutes formules logiqué®t B entrainent que la probabilité de toute combinaison
booléenne finie de formules locales basiques tendexs1. Par le Théoreme de Gaifman, il
vient (7iz).

Nous allons maintenant montrer que toute formule localégbasest soit insatisfiable, et dans
ce cas sa probabilité est nulle, soit s’écrit comme unpuiision finie de descriptions locales
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basiques. L'implicatior{i) = (ii) sera alors démontrée. Considérons la formule localejbas
L suivante :

L < 3x;...3x2, ( /\ dist(xi,xj)>2r> A ( /\ 1/12(561)> ) (3.1.4)

1<i<j<m 1<i<m

Si 'une des assertions;(z) est insatisfiable, il en va de méme paur Sinon, décomposons
chacune desn assertions);(z) en une disjonction de descriptions complétes. Pour tost

i < m, il existe un entied; (le cardinal de I'ensemble de définitidn(v;)) et des descriptions
complétesD; 1, ..., D, 4 (les éléments d®(v);)) telles que

vi(z) &\ Dij(x).
1<j<d;
Enremplacantdans (3.1.4) I'assertiofix;) par la disjonction correspondante et apres réarrangemen
des termes, la formule locale basigus’écrit alors comme une disjonction finie de descriptions
locales basiques :

\/ \/ (Elxl...zlxm ( /\ dist(xi,xj)>2r> A ( /\ DUZ(:EZ)>> .

1<ji<di  1<jm<dm 1<i<j<m 1<i<m

La Proposition 3.1.9 nous permet d’obtenir une premigrddd-1 lorsque les potentiels sont
supposés fixés. Nous montrerons que sous cette hypdtngsebabilité de toute description
locale basique tend vers Lidée sous-jacente est qu'un événement local, i.e.ccemant un
nombre fixé de sommets, se produira avec probahilitians le graphe infini. La Proposition
3.1.10 est volontairement présentée dans le cas indapeg = 0), i.e celui de la mesurg,,.

En effet, le cas général nécessite des techniques,aepostamment sur la Propriété 2.2.3, qui
seront au cceur du Théoreme 3.2.1 et de la Proposition Bi8& les dévoilerons donc en temps
voulu.

Proposition 3.1.10 Soitp €]0, 1] fixé. SoitA € £;(R) une formule de la logique du premier
ordre quelconque. Alors :
lim p,(A)=0 ou 1.

n—-4o0o

Démonstration Soit L la description locale basique suivante :

L < Jzy... 32, ( /\ dist(zi,xj)>2r> A ( /\ Di(xi)> , (3.1.5)

1<i<j<m 1<i<m
Par la Proposition 3.1.9, il suffit de montrer que la probtbde L tend vers) ou 1. Pour cela
considérons la formule dé&, (R ), notéeRect(x), dont seule la variable est libre, définie par :

Rect(z) < /\ Di(x+ ((i —1)p(2r +1),0,...,0)).

1<i<m
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Appliqguée en un sommet, la propriétéRect(z) représente la réalisation des descriptions
completesD,, ..., D,, enm boules disjointes, consécutives et alignées selon laigre coor-
donnée. La propositioBz, Rect(x) implique la description locale basique Nous allons donc
montrer que sa probabilité tend verd_a loi du0-1 en découlera.
Pourl < i < m, 'événementD;(z) nécessité:(D,;) sommets positifs et(r) — k(D;) négatifs.
Par indépendance, sa probabilité vaut :

pp(Di(x)) = pFPD (1 — p) Pk

)

et ce pour tout sommet Toujours par indépendance, il vient :

pp(Rect(x) = [ mp(Diw+ ((i = Dp(2r +1),0,...,0))
1<i<m
— p21§i§m k(Di)<1 _ p)mﬁ(r)—&ggm k(D) 7
quantité que I'on notera simplementPuisquep €]0, 1], il en va de méme pour le régl Intro-
duisons maintenant le sous-ensemblé/genotéL,,, suivant :

n
L,=1(i 2r+1),0,...,00€V,,i=0,...,| —| =1, .
6 motar + 110,00 € Vi ) 1
Les événement&ect(z) et Rect(y) ou x ety sont deux éléments distincts dg concernent
des ensembles de sommets disjoints. lls sont donc indapendhacun de probabilife Par
conséquent :

pp(3z, Rect(x)) > ( \/ Rect(:c))

2 1 — (1 — ﬁ) me(glr+1)J ,

qui tend versl quandn tend vers linfini. [ |

La Proposition 3.1.10 repose sur le fait q@ae [0, 1] fixé, toute description complete est
satisfaite avec une probabilité qui tend ver€e résultat est donc la versidrdimensionnelle du
paradoxe bien connu du “singe et de la machine a écriraf [80] p. 44).

Les logiciens ont évidemment cherché tres tot a éefedProposition 3.1.10 a la logique du se-
cond ordre. La loi dw-1 est vraie pour certains fragments, fausse pour d’autreis tlegarticles
de synthéese de Kolaitis et Vardi [48, 49] et Le Bars [53]. @enikr est I'auteur de plusieurs
exemples de propriétés dont la probabilité ne tend ré Wi vers1 (voir [52, 54, 55]).

Cette section se termine par deux exemples de formulessisieula logique du second ordre
et contredisant la loi d0-1 ci-dessus. lIs seront traités dans le cas du potentiel ide pal et en
dimensiond = 2. Nous montrerons que leur probabilité (pour la megydene tend ni ver$ ni
versl.

Exemple 3.1.11Considérons la propriétd suivante :
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“le nombre de sommets positifs est pair”.

C’est un exemple classique de formule de logique du secoi@ eron-axiomatisable pour la
logique du premier ordre (voir [23] exemple 1.3.4 p. 21 etf). $a probabilité vaut :

o) = 5 (14 (1= 2p)°)

Elle tend donc vers /2 pour toute valeur du paramétpeappartenant a I'intervall@, 1[. Le fait
d’écrire la probabilitg:,(.A) sous la forme

m(A) = % (i (i)p’“(l —p)" T (=1)F no <T:)pk(1 —p)nQ—k)

Exemple 3.1.12Ce deuxieme exemple est plus visuel que le précédenneecoe donc davan-
tage les images. Plagons nous dans le cas dectmnexité { = +oco et p = 1). Définissons
un chemin6-connexecomme un chemin pour lequel les directignsl, 1) et (1, —1) sont in-
terdites. Plus précisément, un cheriisonnexe est um-uplet (x4, ..., z,,) de pixels tels que
pour touti € {1,...,m — 1}, x;11 = x; + {(1,0),(0,1),(1,1)}. De plus, nous imposons a un
chemin6-connexe de ne pas traverser les bords de l'image, i.e. dasemprunter les arétes
servant a assurer la périodicité du graphe (la Figure& Rne illustration). Considérons les deux
propriétés :

(i) NGD : “il existe un chemirg-connexe de pixels noirs allant de gauche a droite”,

(i) BHB :"“il existe un chemirs-connexe de pixels blancs allant de haut en bas”.

Des considérations d’ordre géométrique montrent geiiumage satisfait la propriet€ G D si et
seulement si elle ne satisfait pB${ B :

tp(NGD) =1 — p,(BHB) .

Cet argument est n’est pas valable pour des chemins util@anou la 8-connexité (voir [68]
p. 183). En effet, dans le cas dedaconnexité, la formule-NGD A —BH B est satisfaite par
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certaines images et, dans celui d&deonnexité, les propriété€§G D et BH B ne s’excluent pas
I'une l'autre. Posons maintenamt= 1/2. Par dualité, il vient :

Ces deux équations forcent les probabilités (peys) des propriétesVG' D et BHB a valoir
1/2.

Les formulesNG D et BH B sont des exemples classiques de propriétés étudiébganme de la
percolation(voir [41] pour une référence générale).

J
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FIG. 3.2 — Un chemirs-connexe de pixels noirs allant de gauche a droite.

3.2 Fonction seuil d’'une description locale

Considérons une description complé&ede la bouleB(0, ). Comme le suggere la Proposi-
tion 3.1.10, a potentiels et b fixés, la probabilité de la description locale, D(z) tend vers
1 lorsque la taillen du graphe tend vers l'infini. Ce résultat devient faux lolsdes potentiels
sont autorisés a varier avec C’est une conséquence immeédiate du Théoreme 3.21eheqt
consacrée la Section 3.2.1. Ce résultat décrit la p&seu plutdt le moment d’apparition d’'une
configuration locale dans le graphe a travers la notiofodetion seuil
Dans la Section 3.2.2, ce résultat sera commenté etrélpstr des simulations : en adoptant un
point de vue dynamique, i.e en faisant varier le potentiedwiéacea(n) depuis—oo jusqu’ao,
nous observerons I'évolution des configurations localésgntes dan&’,, en fonction de leur
nombre de sommets positifs.
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3.2.1 Probabilite asymptotique de IévénementX,,(n) > 0

Le résultat suivant donne un seuil, portant sur le potedéesurface:(n), pour la probabilité
de la présence d’'une configuration locale dans le graphe.

Théoreme 3.2.1Supposons que pour touf a(n) < 0 et qu'il existe une constantg > 0 telle
que|b(n)| < by. Soientr un entier non nul ety une configuration locale de la boulg(0, ).
(i) Silim,_.; o e?*™*mpd — 0 alors :

lim Ea,b[Xn(n)] =0 et lim ,ua,b(Xn(n) > 0) =0.

n—-+00 n—-+0o00
(i) Silim,,_ o 2™k nd = 400 alors :

hT Ea,b[Xn(n)] = +oo et hIE Ma,b(Xn(n) > 0) =1.
Soit D une description compléte de la boul®0, r) et n sa configuration locale associée.
Le Théoreme 3.2.1 se traduit immédiatement en termeeserigtion locale puisque la formule
dz, D(x) et 'evénementX,,(n) > 0 ont la méme probabilité.

Si- lim 2 MHDpd — () alors lim jiqp(32, D()) =0. (3.2.6)
Si lim 2 Dpd — 4 o0 alors lim fip(32, D(x)) =1. (3.2.7)

La démonstration du Théoreme 3.2.1 repose sur I'aspaidtovien de la mesure de Gibpgs,, et
sur le caractere local du grapbe.

Démonstration Soitn une configuration locale de la boul¥0, ). Rappelons quég(n) sommets
de cette boule ont des spins positifs pour la configuraticalé» et que la variable aléatoire
X,(n) compte le nombre de fois qu’elle apparait dans le graphe :

Xo()=>_ I

:EEVn

Soitz € V,, un sommet et notons simplemeit= B(z,r) la boule de centre et de rayorv.
Fixons également une configuratiere 1W°7 sur le voisinage de la boulg. L'énergie locale de
la configuratiom,o € W75 a été explicitée en (2.4.21) :

HP(n,0) = a(n)(2k(n) = () +b(n) | Y men(z)+ Y m(yo(2)
{y,2}eEn {y,2}€En
y,2€B yEB,2€6B
Le caractere local du grapht&, fait que les sommes apparaissant dans I'expression cirsless
ne portent que sur un nombre fini de terme&-{ pour la premiére et au plus(r + 1) — a(r)
pour la deuxiéme), indépendants de la tailldu graphe. De plus, le potentiel de pdife) étant
borné par hypothese, la difference entre les énergiesldsH (' o) et H?(n,o), pour toute
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configuration locale)’ € C,, est contrdlée & I'aide du potentiel de surfa¢e) et des seuls entiers
k(n) etk(n'). Il existe en effet deux constantéSet K’ ne dépendant que de la bortieet du
rayonr telle que :

2a(n)(k(n) = k(n) + K < H(ny0) — H? (n,0) < 2a(n)(k(n) — k(n)) + K'.  (3.2.8)

Notons que I'encadrement ci-dessus est uniforme en la ecoafign localery’ € C, et en la
configurationr € W°B, Il ne dépend pas non plus du sommet

Nous avons vu dans la Section 2.4.2 que la difference dagies locales/? (o) et HB (n,0)
apparaissait dans I'expression de la probabilité coowiitelles, , (I = 1|o) :

-1
pap(I7 = 1|o) = (Z HB"@”’““‘”) : (3.2.9)

n' eCr

Ainsi, I'encadrement (3.2.8) nous permettra de contrdezomportement de cette probabilité
conditionnelle.

Tout d’abord supposons que la quantité™* " n? tende versd), ce qui n'est possible que
lorsquek(n) est strictement positif. Notong’ I'unique élément de&, satisfaisant(n") = 0 :
n" est la configuration locale dont tous les sommets sont iigglags relations (3.2.8) et (3.2.9)
impliquent que, pour toute configurationc 17,

pap(I1 =1]0) < efP)=HP000)
< et (3.2.10)

L'uniformité en la configuratiom € W% nous permet de passer a I'espérance dans l'inégalité
précédente et d’obtenir la limite du nombre moyen d’ooenices de) dans le graphe :

Eoo[Xa(n)] = n'Eap[pap(I] = 1[F(0B))]
< ple2amkm-K (3.2.11)

qui tend ver9) lorsquen tend vers I'infini. Enfin, en remarquant que, pour une vagaldatoire a
valeurs entieres et positives, la probabilité d'étresgment positive est inférieure a son espérance,
on en déduit que la quantit& ,(X,,(n) > 0) tend elle aussi verg quandn tend vers l'infini. La
partie(:) est démontrée.

Supposons donc cette fois qeré™* M n? tende verstoo. Le potentiel de surface(n) étant
supposé négatif, (3.2.8) entraine que la difference

HP(nf,0) — HP(n,0) < —2a(n)k(n) + K',

et ce pour toute configuration localé € C, et pour toute configuration ¢ W2, Dés lors,
I'utilisation de la relation (3.2.9) produit cette fois umenoration de la probabilité conditionnelle
ap(I7 = 1|0). En effet, il existe une constante positive= 2-°"e=%" telle que :

Vo € W8, (I = 1|o) > Ce2mkm) (3.2.12)
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Comme précédemment, 'uniformité emous permet de conclure quant a I'espéranc&de)) :

EoolXa(n)] = n'Euplnas(I} = 11F(0B))]
> Cnd62a(n)k(7}) — 400,

guandn tend vers 'infini, par hypothese. En déduire que la lindiégda probabilité de I'événement
X,(n) > 0 est nulle est cette fois plus difficile. Il s’agira d’'invoque caractére markovien de la
mesure de Gibbg, ;.

A cet effet, considérons le sous-ensemble de somiede V,, défini par :

Tn:{i(p(2r+1)+1), i=0,.... {mJ —1}d.

Désignons par,, son cardinal et paf,, la reunion des boules de rayerdont les centres appar-
tiennent &, (voir la Figure 3.3).

FIG. 3.3 — Les cases coloriées représentent des sommetqderibleZ,, (en dimensionl = 2,
avecr = 3, p = 1 etp = +00). Les noires sont des éléementstge

Faisons deux remarques concernant I'enserfipld’remierement, son cardinal croit comme
n?; il existe une constante positiv¢ vérifiantr,, > C'n¢. Deuxiémement, si et 2’ sont deux
éléments distincts appartenanf’aalors aucun sommet de la boulz, ) ne pourra &tre voi-
sin de I'un de ceux de la boulB(2’, ). Autrement dit, les boule®(z,r) et B(2',r) sontV-
disjointes. Introduisons alors la variable aléatotig;) comptant le nombre d’occurrences de la
configuration locale) sur 'ensembleZ,, :

Xa(m =) I

QJETn

PuisqueX’n(n) est majorée pai,(n), il suffit de montrer que la limite de la probabilite de
I'événementX,,(n) > 0 tend versl ou encore que celle d&,(n) = 0 tend vers). C’est cette
deniere alternative que nous allons prouver.
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Nous allons utiliser par deux fois la Propriété 2.2.3.Eypart, puisque deux boules quelconques
de7, sontV-disjointes, on peut écrire :

Ha,b (f(n(ﬁ) = 0|f(57:1)> = (/\ [77 O|f 57— ))
z€Ty
= 1 #tar (7 = 0|7 (65T,)) - (3.2.13)

D’autre part, la variable aléatoiye, (1) = 0|F(67,,)) est en faitF (6 B(z, r))-mesurable :
pap (I} = O1F (0T5)) = pap (I = O|F(6B(x, 7)) (3.2.14)

cette égalité étant bien entendu valable pour toat 7,,. En combinant (3.2.13) et (3.2.14), il
vient :

tas (Xa(n) = 01FOT,)) = TT #tas (12 = 01F (0B, 1)) .

€Ty

Remarquons par ailleurs que les fonctionnelleg(/? = 0|F(6B(x,r))) sont toutes a valeurs
dans le méme ensemble (de cardinal fini). Par conséquamsfun sommet de7,, et désignons
paro™* une des configurations d&°2(=") maximisant ces fonctionnelles. On obtient alors :

oo (Xam) = OIFBT)) < (uas(L} = 00" )™
< exp (=Tultap (I} = 1[0™*))

par I'inégalité classiquin(1+u) < u, valable pour tout, > —1. Enfin, en utilisant la minoration
(3.2.12) puis en passant a I'espérance, il vient :

pas (%) =0) = Ea [1as (Xuln) = 01F0T))

exp (—Tnfap (1] = 1|o™*®))
exp (—C C'n d 2a(n k(n)) ’

guantité qui tend verg quandn tend vers l'infini par hypothese. [ |

<
<

Dans la suite, nous utiliserons régulierement la noteties pratique suivante : $in) etg(n)
sont deux fonctions a valeurs positives, la notagiéon) < g(n) ou encorgy(n) > f(n) signifie
que le quotienff(n)/g(n) tend verd) lorsquen — +oo.

Supposons un instant qu€n) soit non nul (le cas:(n) = 0 sera traité ultérieurement). Le
Théoréme 3.2.1 s’interprete de la maniére suivantpatantiel de pairé(n) borné, la présence
dansG,, de la configuration localg dépend du potentiel de surfae¢n). Plus précisément,
lorsquee®*™ < n~%*M avec une probabilité tendant versaucune copie dg n'apparaitra
dans le graphe. Au contraire,&r™ > n~4*  avec une probabilité tendant versau moins
une copie de) sera présente quelque part dans le graphe.

Cette interprétation fait référence a la notionfdection seuil notion initialement introduite en
1960 par Erdds et Rényi [26] pour les graphes aleatouas €galement [74]). Nous adopterons
une version mieux adaptée au modele d’lsing et prenanbepte la négativité du potentiel de
surfacea(n) :
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Definition 3.2.2 Soit A une proprétée du graph&=,,. La quantie s(n) est appetefonction seuil
de la propréte A si :
e < s(n) implique lirf tap(A) =0

etsi:
e 3> s(n) implique Tim ji,p(A) =1.

Remarquons tout d’abord que la fonction seuil d’'une pedprii’est pas unique, c’est seule-
ment un ordre de grandeur. En effetssi) est la fonction seuil del, il en est de méme pour
cs(n), ou ¢ est une constante strictement positive fixée. Cependaus, parlerons abusivement
de “la” fonction seuil d’'une propriété.

Le Théoréme 3.2.1 affirme que ¥/*™ est la fonction seuil de la propriéfé, () > 0, lorsque
k(n) est non nul. Le cas particulier de la configuration locgléormée uniquement de sommets
négatifs est a part : la propriéfé,(n°) > 0 n'admet pas de fonction seuil. En effet, d’apres le
Théoreme 3.2.1, sa probabilité tend toujours Yerpiel que soit le comportement du potentiel de
surfacea(n). En d’autres termegy” sera asymptotiquement toujours présente dans le graghe. C
cas étant réglé, nous focaliserons désormais noeataih sur des configurations locales ayant
au moins un sommet dont le spin est positif.

La fonction seuil d’'une réunion ou d’'une intersection degpietés dont les fonctions seuils
sont du type:~%* s’obtient trés simplement :

Propri éte 3.2.3 Soientm un entier strictement positif et,, ..., A,, des proprétes du graphe
G, dont les fonctions seuils respectivg$n), . . ., s,,(n) satisfont :
Vi=1,...,m, 3k; € N*, Vn, s;(n) =n"* (3.2.15)

Alors, les fonctions seuils, regs respectivementn) et.S(n), des proprétes eunionu? | A; et
intersectiom ; A; sont donges par les formules

S(TI,) = 1221”1 Si(n) = n_d/ ming<;<m ki
et

S(n) = 12%}; si(n) = Y maxi<i<m ki

L'hypothése (3.2.15) portant sur la forme des fonctionsisest trés forte et va grandement
faciliter la demonstration de la Propriété 3.2.3. Il psssible de I'affaiblir tout en conservant le
fait que les fonctions seuilgn) et S(n) sont obtenues comme le minimum et le maximum des
si(n). Néanmoins, toutes les fonctions seuils que nous rersrams dans cette étude seront du
typen—%* et la Propriété 3.2.3 sera pleinement satisfaisante.

D’un point de vue dynamique, i.e. en visualisant la foncgenil d’'une propriété comme le mo-

ment a partir duquel elle est satisfaite, la ProprieEe3s’interpréete facilement. Une réunion de
propriétés est satisfaite des que I'une d’entre ellesassfaite alors que pour une intersection, il
faut attendre que chacune des propriétés le soit.
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Ces expressions des fonctions seuils de réunion et dextéon de propriétés s’obtiennent natu-
rellement par le jeu d’'inégalités élémentaires de philités.

Démonstration Commencons par la réunion. Supposons dans un premiestquge>*(™ <
ming ;< $;(n). Ainsi, pour toutl < i < m, on ae*™ < s;(n) et donc la probabilit@,, ,(A;)
tend verd) quandn — +oo, par définition de la fonction seuil. Linégalité

Ha,b Uz 1A Zﬂab

nous permet alors d’affirmer qu’il en est de méme pour la godké de la réunion des propriétés
A;. Inversement, supposons qif&™ > min; <;<,, s;(n). Le minimum des fonctions seuits(n)
sur ’ensemble (finiX 1, ..., m} estatteint en un indicg. Par I'hypothéese (3.2.15), leg(n) sont
toutes de la forme~%*:. Ainsi, I'indice i, est indépendant de et la fonctions;, (n) = n~%*i
minimise less;(n) pour toutn. Par conséquent?®™ > s, (n) et la probabilité de la propriété
A,,, et donc aussi celle de la réuniof’ ; A;, tend versl quandn tend vers l'infini. Finalement,
d’apres la Définition 3.2.2, la quantité

min s;(n) = p 4 mini<i<m ki

1<i<m
est la fonction seuil de la propriéet&” , A;.
Le cas de I'intersection des propriétés releve de teghes similaires. S$i7*™ < max; <<, s:(n),
il existe un indicei, (indépendant de par I'hypothése (3.2.15)) tel qué“™ < s, (n). Ceci
signifie que la quantitp, ;,(A;,) tend verd). La probabilité de I'intersection?* ; A; admet donc
la méme limite. Supposons maintenant g&e™ > max<;<,, s;(n). Alors, lesm propriétés
Ai, ..., A, ontchacune une probabilité qui tend vérs'inégalité

1= (1= pap(A)) < pap(NiZy As)

=1
entraine que c’est aussi le cas pour l'intersectifyn A;. D’aprées la Définition 3.2.2,

max s;(n) = p 4/ maxi<i<m ki
1<i<m

est la fonction seuil de la propriét&” , A;. [

Considérons alors une assertiofx) de la bouleB(z, r). Sil'assertion localélz, ¢ (z) estin-
satisfiable alors sa probabilité est nulle. Dans le cagawatet lorsque I'indicé: () est non nul,
cette proposition admet une fonction seuil dont I'expm@ssi'obtient tres facilement en utilisant
la Propriété 3.2.3 et le Théoreme 3.2.1.

Corollaire 3.2.4 Soity)(x) une assertion de la boulB(z, r) telle que I'assertion local@z, i (x)
soit satisfiable. Si I'indicé:(+)) de I'assertion(x) est nul alors la probabil#é de3x, ¢(x) tend

versl quandn tend vers l'infini. Sinon, la propété 3z, ¢ (x) admet une fonction seuil de la forme
n—d/k®)
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Démonstration L'assertion localelz, ¢»(z) étant satisfiable, elle est logiquement équivalente a
une disjonction finie de descriptions locales (voir la Set8.1.2 pour plus de détails) :

dz, Y(x) < \/ Jdz, D(z) .

DeD(¥)

Si I'indice k(1) est nul alors, par définition, il existe une description ptéte deD(v)), disons
DY, dont I'indicek (D) est nul lui aussi. Sa configuration locale associée n’dst guie la confi-
guration locale;” formée uniqguement de sommets négatifs. Nous avonyd&jae la probabilité
de X,,(n°) > 0 tendait versl quandn — +oo, quelle que soit la valeur du potentiel de surface
a(n). Il en va donc de méme pour la probabilité de la descriptbeale 3z, D°(x) et pour 'as-
sertion localedz, ¥ (x) puisque :

3z, D(x) — Jz, ¥(z) .

Supposons maintenant qué&)) > 0. Par définition, les indices des descriptions compléates f
mant I'ensemblé(v)) sont eux aussi non nuls. Les relations (3.2.6) et (3.2. #)adfit alors que
la fonction seuil de la formul@z, D(z), D € D(v)) estn=%*(P)_ La Propriété 3.2.3 donne alors
la fonction seuil de I'assertion locale:, ¢ () :

min p-%/*D) — ,—d/(minpene) k(D))
DeD(v)

/K@)

3.2.2 Commentaires et simulations

Cette section comporte quelgues commentaires concetegntdssion de la fonction seuil de
la propriétéX, (n) > 0 donnée par le Théoreme 3.2.1 et des simulations illost@résultat.
Considérons une configuration locglde la bouleB(0, ) ayant au moins un sommet positif, i.e.
telle quek(n) > 0. En d’autres termes, la propriélg, (n) > 0 signifie :

“la configuration locale) apparait quelque part dans le graphe”.

Sa fonction seuil est~%*" . Remarquons tout d’abord qu’elle ne dépend pas du nombre de
sommet négatifs formant la configuration localeCeci est di au fait que le potentiel de surface
a(n) est supposé négatif et que I'on s'intéresse au cas endlvers—oo. Il faut alors comprendre
gue les sommets sont en tres grande majorité négatifs gtront les quelques groupements de
sommets positifs qui vont réellement compter. D’ailledesThéoreme 3.2.1 s’étend aisément
par symétrie a toute valeur réelle du potentiel de seréde). En particulier, lorsque(n) tend
vers+oo, c’est du nombre de sommets négatifs de la configuratiomdocdont dépendra sa
présence dans le graphe. Notons pour é¢lg = |V_(n)| = 5(r) — k(n) ce nombre. Toujours
sous I'hypothésé(n)| < by, le Theéoreme 3.2.1 devient :
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(i) Sie2™kEMpd _ 0 ou sie2MMMpd — 0 alors :

lim Ea,b[Xn<77>] =0 et lim Na,b(Xn<77> > 0) =0.

n—-—+o0o n—-+o0o
(i) Sie2WkMpd 5 4 o0 et sie 24WrMpd — 4o alors :

lim Egp[Xo(n)] = 400 et lim jip(Xa(n) > 0) = 1.
Autrement dit, lorsque le potentiel de surfage:) tend trop rapidement versoco ou vers+oo

de telle sorte qu'il est difficile pour la mesutg , de garantir la présence locale klg)) sommets
positifs ou deh(n) négatifs, la configuration localen’apparaitra pas dans le graphe. En dehors
de ces deux cas extrémes, donc pour la plupart des valeufs deau moins une occurrence de
7 sera présente quelque part dans le graphe.

Pour la méme raison que précédemmentai) < 0, la fonction seuil de la propriét&,,(n) > 0

ne dépend pas non plus du rayon de la boule sur laguelét définie. Par exemple, Sdésigne

la configuration locale de la boulB(0,r + 1) obtenue & partir de a laquelle est rajoutée une
ceinture de sommets négatifs alors les propriaéig&) > 0 et X,,(n) > 0 ont la méme fonction
seuiln=%*_Nous détaillerons cette remarque a la fin de la Sectiori 3.2 rayonr est donc

un parametre fantdme : il ne sert qu'a assurer le caateal de I'objet,.

Finalement, la fonction seuil d&,,(n) > 0 ne dépend de qu’a travers son nombrk(n) de
sommets positifs. Ceci sous-entend que toutes les contignsdocales ayanit(n) sommets po-
sitifs ont la méme fonction seuil, indépendamment deglangétrie de son ensemble de sommets
positifsV, (n). L'hypothése portant sur le potentiel de pdiié:)| < b, est donc tres forte. Elle
relativise I'importance des interactions entre les spessbmmets par rapport a I'action du po-
tentiel de surface(n). Cet effet apparait clairement dans la démonstrationtteofieme 3.2.1,
précisément dans I'obtention de (3.2.8).

Remarquons cependant qu'’il parait possible de contl@lerobabilité d’apparition de dans le
graphe sans pour autant imposer au potentiel de paijed’étre borné. Introduisons a cet effet
la quantitéd), ,(n) définie par :

Qa,b(n) = sup Ma,b([;7 = 1|0')

ccWoB(z,r)
Dans la démonstration du Théoréme 3.2.1, I'indépeceae(, ,(n) en le sommet a été sou-
lignée. De plus, il a été prouvé que

tap(Xn(n) > 0) < n?Qup(n)

et que
fap(Xn () = 0) < e~ Qas() |

Ainsi, toutes conditions portant sur les potentigls) etb(n) assurant la convergence de la quan-
tité .»(n) vers0 ou+oo impliquent celle de la probabilité, ,(X,,(n) > 0) respectivement vers
0 et 1. Celles explicitées dans le Théoreme 3.2.1 condusemtphénomeéne de seuil.



§ 3.2 Fonction seuil d’'une description locale 55

Il s’agit désormais d’adopter un point de vue dynamiquergerprétant les fonctions seuils
des propriétés(, (n) > 0, n € C,, comme les moments d’apparition de groupements ou d’amas
dek(n) sommets positifs. Faisons croitre, tel un curseur, lergietede surface:(n) depuis—oo
jusqu’a0. Au fur et & mesure que(n) croit, e2*™ traverse les fonctions seuils des propriétés
X,(n) > 0 et des configurations locales avec de plus en plus de somstggapparaissent.
Lorsquee®™ <« n~? le potentiel de surface tend trop rapidement vets pour autoriser ne
serait-ce qu’un sommet & avoir un spin positif : tous lesreets sont négatifs. Lorsqué*™
est de I'ordre dex~%/2 (voir la Figure 3.4), les configurations locales veérifidiy) = 1, i.e.
correspondant aux sommets positifs isolés, sont d&semtes dans le graphe, et ce depuis
Augmentons encore le curseu(n) jusqu’a ce que*™ soit de I'ordre dex~%/3 (voir la Figure
3.5). C’est le moment d’apparition des configurations lesalyant () = 3 sommets positifs :
elles peuvent ou non étre présentes dans le graphe, drhé 3.2.1 ne précisant pas la situa-
tion dans ce cas précis. Il stipule néanmoins que cellaatdyou 2 sommets positifs sont déja
présentes et que celles en ayamrarriveront qu’aprés, précisément lorsqie™ traversera la
valeurn~—%* (voir la Figure 3.6).

Dans le but d’évaluer visuellement I'apparition des sonsnp®sitifs (ou pixels noirs), les trois
simulations suivantes sont de taille raisonnable= 100. Mé&me si son influence sur le moment
d’apparition des configurations locales est asymptoticgreémulle, le potentiel de paire agit de
maniere significative a taille fixée et en particuliersigue celle-ci n’est pas tres grande (voir la
Figure 2.2). C’est la raison pour laquelle, nous I'avonsigiffaible : 6 = 0.05.

100

904

80

0t

604 = "

50

40

20

104

FiG. 3.4 — Apparition des configurations locales aylnf) = 2 pixels noirs :e?* = n=%2 (i.e.
a~ —2.3).
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Fic. 3.5 — Apparition des configurations locales ayafnf) = 3 pixels noirs :?* = n=%/3 (i.e.
a ~ —1.535).
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FiG. 3.6 — Apparition des configurations locales ayafnf) = 4 pixels noirs :?* = n~%* (i.e.
a~ —1.15).
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D’apres le Théoreme 3.2.1, les configurations localemagtrictement plus dé sommets
positifs ne devraient pas apparaitre dans la Figure 3.6le@rit étre le cas de la configuration
localen. de la Figure 3.7 représentant une croix formé& demmets positifs. On peut en effet
le vérifier visuellement.

FiG. 3.7 — Une configuration locale de la boule de rayoa 2 (en4-connexité) ayans pixels
Noirs ou sommets positifs.

La probabilité (asymptotique) d’apparition de la confafion locale;. doit vérifier un phénomene
de seuil : elle doit étre proche @eavant la fonction seuil de la propriété, (r.) > 0 et proche de
1 apres. Nous désirons mettre en valeur par I'expériemsalit de la quantit@, ,(X,(n.) > 0)
de 0 vers1. Comme précédemment, le potentiel de paire est chosdmaable { = 0.05). Le
phénomeéne de seuil étant asymptotique, il est néaessachoisir la taille du graphe assez grande
(n = 900). Des lors la fonction seuil d&,,(7.) > 0 est atteinte pour un potentiel de surface sa-

tisfaisant

e2(1(n) — n—d/5 ’

i.e. a(n) ~ —1.36 (avecd = 2). Pour chaque valeur du potentielparcourant le segment
[—1.6, —0.8] avec un pas de-0.05 (soit 17 valeurs)50 réalisations de la mesuye,, sont si-
mulées. Pour chacune d’entre elles, un programme déatersiila configuration localg. y est
présente ou non. La proportion d&ssimulations contenant. est reportée dans la Figure 3.8 :
une courbe affine par morceaux est obtenue. Remarquons sguegu = —1.45, aucune des
50 simulations de.,; ne contient). et qu’'a partir dex = —0.9, elles la contiennent toutes. Le
phénomene de seuil annoncé par la théorie n'est pasige: il s’étale en effet de = —1.45
aa = —0.9. Ceci s’explique par le fait que les résultats théorigemst asymptotiques. Les ex-
pressions “avant” et “apres” le seulil, i€ < n~#*e) et <« n=d/ke) n'ont que peu
de sens & fixé. De plus, le seuil mis en relief par la Figure 3.8 pad&talé par rapport a la
valeur attendue du potentiel de surfade) ~ —1.36. En d’autres termes, la configuration lo-
calern. apparait plus tard que prévu. Nous sommes face a ungmebglobal de notre étude :
les capacités informatiques limitent les simulations dadele d’lsing a des tailles de I'ordre
den = 10%. Or, pour cette taille, le potentiel de surfagg) satisfaisane?*(™ = n=2/5 i.e.
a(n) = —log(n)/5, reste proche dé Cette valeur du potentiel de surface illustre mal le camtex
théoriquea(n) — —oo pour lequel nos résultats sont valables.

Terminons cette section en remarquant que seul I'ordre aledgurn? du cardinal de I'en-
semble de sommetg, compte dans I'obtention de la fonction seuil de la progri€,(n) > 0.
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Fic. 3.8 — Un graphique représentant la proportion de sinonatide s, ; (parmi 50) qui
contiennent la configuration localg en fonction du potentiel de surfaegavecd = 2, b = 0.05
etn = 900).

Soit U,, un sous-ensemble dé dont le cardinal satisfait

log |Up|
— 1
log nd

Alors, la fonction seuil pour la présence de la configuratazalen dans la restriction du graphe
G, alensembld/, sera la méme que dans le grafghetout entier. Cet argument implique une
certaine densité des occurrences de la configurationdegal y en a partout dans le graphe.
En effet, dés que®*™ > n~%/ M) tout demi-cond/, contiendra au moins une copie geUne
autre conséquence concerne leur nombyén). En choisissant autant de demi-cogsdeux a
deux disjoints que nécessaire, la variable aléat®ifé;) dépassera tout entier fixé avec une
probabilité qui tend vers. Ce résultat sera démontré dans la prochaine sectiofappuyant
davantage sur des inégalités du type (3.2.10) et (3.d¥ur des considérations spatiales.

3.2.3 Tentative d’extensiora plusieurs couleurs

En termes d’'images, le Théoreme 3.2.1 certifie la présencl’absence d’'une sous-image
de taille fixée dans une image binaire de taille infiniee@tiselon la mesure, ;) en fonction du
potentiel de surface = a(n). Une question naturelle consiste & savoir si ce résuéisdred au cas
d’'images a plusieurs couleurs. L'ensemble des images evuleurs serait alors en bijection avec
le nouvel ensemble de configuratifi . .., m — 1}'» : & chaque sommet ou pixel est attribué un
entier compris entr@ etrn—1, sa couleur. C’est par la négative que cette sectionmu@tgpondre
a la question précédente. Plus que les techniques phgbedmises en jeu dans la Section 3.2.1,
c’est la notion de seuil qui fera réellement défaut.

Il n'est pas nécessaire d’introduire un modele de dépeocel entre les sommets représentant
nos images & couleurs (tel que la FK-percolation ou le modele de Potigque des problemes
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interviendront déja dans le cas indépendant et pouesgritn = 3 couleurs. Dans cette section,
I'ensemble des images3couleurst,, = {0, 1,2}"» est muni de la mesure de probabilit§, ,,,
définie par:

Vo € Xy, tpop(0) = H pl{x’ o=l (3.2.16)

i=0,1,2

ou lesp; sont liés par la relatiop, + p; + p» = 1. En d’autres termes, a chaque sommet est
attribué la valeu, 1 ou 2 respectivement avec probabiljgg, p; oup, = 1 — pg — p1, et ce de
maniere indépendante. La relation+ p; + p; = 1 liant les réelgy,, p; et p, fait que la mesure
définie par (3.2.16) ne dépend réllement que de deux entx, par exemplg, et p;. C'est
pourquoi le parametrg, est omis de I'écriture,, ,,, ainsi que de son espérarks, ,, .
La plupart des notations introduites auparavant sont ce@es, notamment la structure de graphe
ainsi que la distancéist. Soitn une configuration locale de la boul&0, ). Notonsky, k; et
ke = B(r)—ko—k, respectivement le nombre de sommetg3de, ) ayant la valeuf,1 et2. Nous
les supposerons strictement positifs. Notons, par arekgic les sections antérieurds,(n) le
nombre d’occurrences dedans le graphe. A la difference du cas généralgn nécessairement
nul), son espérance contre la mesuyg,, se calcule explicitement :

Epop [Xn(n)] = n pg°p1'p3” -
k

Toutefois, les variables indicatricé8 (de loi de Bernoulli de paramét;zéopllp’f) ne sont pas
indépendantes : penser aux indicatri€est I dont les boule®3(x, r) et B(y, r) se chevauchent.
Les parameétreg,, p; ou p; vont dépendre de la taille. Dans la Section 3.2.1, le contrdle uni-
forme enosp(,,) de la quantitér?yi,, (11 = 1|05B(2,r)) NOus donnait la limite de la probabilité
pour X, (n) d’étre positive. C’est encore vrai avec plusieurs codeuceci pres que dans le cas
indépendant la probabilité conditionnelle précéderiest autre que I'espérance dg(n).

Proposition 3.2.5 Sous les hypo#étses pecdentes :
(') Si_EPOJUI [Xn(n)] — 0 alors fiy, p, (Xn(n) > 0) — 0;
(i) Si B p, [X0 ()] — +00 @IOTS 1y 5, (X () > 0) — 1.

Les arguments permettant de démontrer ce résultat gnétieprésentés et utilisés. La démonstration
suivante sera donc tres succinte. La comparaison de @tiertstration avec celle du Théoreme
3.2.1 souligne la difficulté issue de la dépendance earedmmets.

Démonstration La partie(i) repose sur le fait que la probabilitg, ,, (X,.(n) > 0) est majorée
par I'espérance d& (7).

Passons auii). Nous ferons encore une fois appel au sous-ensemble de $sfnet a la
variable X,,(n), tous deux introduits lors de la demonstration du Théweré.2.1. Il suffit de
montrer queu,, ,, (X,(n) = 0) tend vers) quandn tend vers l'infini. C'est trés simple dans le cas

indépendant puisqu&,,(n) suit la la loi binomiale de parametres et py(n) p; (n) 1 py(n)k2

fpo.p1 (X () = 0) (1= po(n)*pi(n)*pa(n)*2)™
exp { —7npo(n)*py (n)* pa(n)*}
exp {_C/Epo,pl [Xn(n)]} )

IA A
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en utilisant le fait que,, > C’'n¢. [

La symétriep < 1/2 était liée au cas binaire. Avec plusieurs couleurs, ilgfawdra étudier la
quantitéy,, ,, (X,.(n) > 0) pour toute valeur du tripletpg, p1, p2) €0, 1[>. Dans le cas binaire,
lorsquep(n) tendait trop rapidement vefsou versl, aucune copie de n'apparaissait dans le
graphe. Ce résultat subsiste dans le cas de plusieursiceule

Proposition 3.2.6 Supposons gu'il existe un indi¢es {0, 1,2} tel que :

k

pi(n) < n~¥% ou 1 — p;(n) < n~¥EOk)

Alors, la probabili i, ,, (X, (n) > 0) tend verd) quandn tend vers+oo.

Démonstration Dans un premier temps, supposons par exemplegue < n~%*%_ Alors :

Epo.pn [ X (m)] = 1po(n)*p1(n)*pa(n)™ < npo(n)™

qui tend verd) lorsquen — +oo. On conclut par la Proposition 3.2.5.
Passons a la deuxiéme alternative. Supposons par exgugle— p,(n) < n~%B)-k2)_ Ceci
implique que la quantité

Foth (k:o Tk

n? x (po(n) + p1(n))*ot™ = n? Z ! )Po(n)lpl(n)k°+kl_l

tend vers). La somme ci-dessus étant finie et a termes positifs, orednitlque chacun de ses
termes tend ver@. En particulier pout = ky il vient :

lirf npo(n)*op;(n)* =0 .
Or, cette derniére quantité majore I'espéranceXgén). On conclut une fois de plus par la Pro-
position 3.2.5. [ |

Les Propositions 3.2.5 et 3.2.6 nous portent a croire guxdhsion & couleurs est possible.
Nous venons en effet de distinguer une zone de non-appadiéida configuration locale (voir
la Figure 3.9).

Il conviendrait alors de prouver que lorsque

Vi=0,1,2, pi(n) > n"Y*% et 1 —pi(n) > n ¥ BC)Ik) (3.2.17)

alors avec une probabilité qui tend vérs) est présente dans le graphe. Il est facile de vérifier que
c’est vrai lorsqu’un seul desparametreg,, p; etp, tend verd). Malheureusement, cela devient
faux lorsque deux deg; tendent simultanément vefs Cette éventualité est intrinsequement
liee aux cas des images a (au moidsjouleurs pour lesquelles il y a (au moirgssparametres

a contrdler. Des lors, la situation peut-étre compleka'’y a plus deux zones distinctes (une
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10
Zone
Zone de d’apparition ?

non-apparition

p2(n)
pi(n)

0 1

1 po(n) 0

FiG. 3.9 — Le triangle représente I'ensemble des triplgtsp:, p») dont la somme est égale a

1. Une zone de non-apparition de la configuration loeadst délimitée selon les conditions de
la Proposition 3.2.6. Le tripleipy(n), p1(n), p2(n)) tel quepy(n) = n=%/* etp,(n) = n-%*'"/*
avecO < g,¢' < 1,¢ < 1/2etky = k; = k n'appartient pas a cette zone. Ses deux premieres
coordonnées tendent toute fois vers

zone d’apparition de) et une zone de non-apparition gg séparées par une “courbe seuil”.
Nous allons en effet exhiber deux triplgts (n), p1(n), p2(n)) satisfaisant (3.2.17) tels que la
probabilité,, ,, (X, (n) > 0) tende verd pour le premier et ver§ pour le second.

Posons quéyy = k; = k > 0 etpy(n) = n~%/*, pi(n) = n=%"/k olie ete’ sont des réels
strictement positifs. Les deux parametpe§:) etp;(n) tendent donc ver@. On a par conséquent
1 — po(n) > n~¥BOIR) 1 — pi(n) > n-¥B0O-k) et mémepy(n) > n~¥* puisque, la
somme deg; valantl, le parametre,(n) tend donc nécessairement vérses conditiong < 1
ete’ < 1 impliquent quepy(n) > n~%* et quep,(n) > n~%*, Il ne reste plus qu'une seule
condition a vérifier :

n(1 = pa(n)) 7% = n(po(n) + pr(n))o™
nd (nfde/k 4 nde’/k>2

nd(l—Qa’) (n%(a’—a) + 1>2k

> nd(l—Qa’) ’

k

qui tend verst+oo dés ques’ < 1/2. En résumé, le tripletpo(n), p1(n), p2(n)) pour lequel

po(n) = n~%/* etp;(n) = n~%/* avecld < ¢,¢' < 1 ete’ < 1/2, satisfait less conditions de
(3.2.17) (voir la Figure 3.9).

Concentrons-nous alors sur la probabilité d’apparitietecconfiguration localg dans le graphe :
po.pr (Xn(17) > 0). Nous allons montrer qu’elle tend versic + ¢’ < 1 etversO sie ¢’ > 1.



62

- Chapitre3 -

Puisquep,(n) tend versl, il est supérieur /2 a partir d'un certain rang. Ainsi :

Epop [Xa(m)] > n27"po(n)*py(n)"

>
> 2—k2nd(1—8—8/)

qui tend verstoo dés que + ¢’ < 1. La Proposition 3.2.5 entraine alors qug ,, (X,.(n) > 0)
tend versl. Parallelement, on peut écrire :

Epo.p: [Xn(n)] npo(n) " pi (n)*

<
d(1—e—¢’
< (88)’

n

qui tend ver$) des que +<' > 1. La Proposition 3.2.5 entraine alors qug ,, (X,,(n) > 0) tend
cette fois vers).

3.3 Loidu0-1 a potentiels variables

Dans la Section 3.3.1, le comportement asymptotique du rewid copies de la configura-
tion localen sera précisé : la Proposition 3.3.1 stipule que la vagialtdatoireX,, (n) converge
en probabilité verstoo lorsquee?*™ > n~4/*k") Ce résultat sera utile dans I'obtention de la
fonction seuil des formules locales basiques (voir la Psdafum 3.3.3 de la Section 3.3.2). La loi
du0-1 (Théoreme 3.3.4) s’en déduira alors aisément.

3.3.1 Comportement asymptotique deX,,(n)

Soitn une configuration locale de la boul&0, r) ayantk(n) > 0 sommets positifs et sup-
posons le potentiel de paibén) borné. D’apres le Théoreme 3.2.1£81" < n=%*0) alors la
variableX,,(n) converge en probabilité vefs Au contraire, sk?*™ > n~%*") alors au moins
une copie de) sera asymptotiquement présente dans le graphe :

lim :ua,b(Xn(n) > 0) =1.

n—-+o00

La Proposition 3.3.1 va préciser la situation.

Proposition 3.3.1 Supposons que pour toufa(n) < 0 et qu'il existe une constantg > 0 telle
que|b(n)| < by. Side plug?*™ > n~4*0) alors X,,(n) converge en probabiktvers+oo.

Démonstrationll s’agit de montrer que, pour tout entier, la probabilité pour qu&,, (n) dépasse
m tend versl quandn tend vers linfini :

Vm, liT tap(Xn(n) >m) =1.

Pour ce faire, nous réutiliserons quelques objets etiootate la déemonstration du Théoreme
3.2.1, notamment le sous-ensemble de somffigtde cardinak,,, et la variable aléatoir&’,, (n)
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comptant le nombre de copies de la configuration loga@paraissant sur les boules de centre
un élément d€’,. PuisqueX,,(n) < X, (n), il suffit de montrer que, pour tout entiet,

im i (Xa(n) <m) =0 (3.3.18)
Au cours de la démonstration du Théoreme 3.2.1, noussssamstaté d’une part que les événements
I'=1etl! =1,z,2' € T,, étaientindépendants conditionnellement a la t#§47,,) et d’autre
part, que les variables, , (1 = 1|F(07,,)) étaient bornées, uniformément ere 7,,. La limite
(3.3.18) et donc également la Proposition 3.3.1 reposantes deux remarques. En effet, la
distribution deX,, () conditionnellement & (57,,) peut s'interpréter comme la somme dg
indicatrices indépendantes, identiguement distribgtelont la probabilité de valoirvérifie :

liI_’I_l Tn X flap (I = 1|F(0)) = 400,
uniformément en la configurationsuro7Z,.
Plus précisément, il a é&té démontré qu’il existas denstante®&” € R etC' > 0 telles que pour
tout sommet: et pour toute configuration € W5 on ait :

2UmE=K >y (11 = 1|o) > Ce2 k) (3.3.19)

Soient) < I < meto € W, Lutilisation de (3.2.13) et (3.2.14) permet d'écrirepleobabilité
conditionnelleu, (X, (n) = l|o) de la maniére suivante :

l
,ua,b(Xn(n) =llo) = Z Hﬂa,b(lgi = 10550, H (1 — Hap(L] = 1|UéB(m,r))) :

T1,..., L1 €Ty 1=1 x€Ty,
ZE#!L’l,...,{L’l

Les inégalités (3.3.19) donnent alors :

N ~ -
ab(Xn(n) =1 < n ) l2a(m)km)—K) (1 _ (rp2almk(n))™
tap(Xn(n) = o) < <l>€ ( . )
L
< _"el(2a(n)k(n)7K)67(7—”,[)062@@);@(7,) .

il

Enfin, le cardinal de 'ensemblE, satisfaisant"’'n? < 7,, < n?, C’ étant une constante stricte-
ment positive, on obtient une nouvelle majoration :

/me()?n(?]) = l|0’) S 6T (nde2a(n)k(n))l e*(c/ndfl)CeQG(")k(")
oo

< I _—C'0,
S T e

)

ol 6, est simplement la quantit&'e* ™+ Comme par hypothégk, tend vers+oo, la proba-
bilité conditionnellew, , (X, (n) = l|o) tend verd) et il en va de méme pout, ,(X,,(n) < m|o).
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De plus, cette convergence est uniforme en la configuratienlV 7. C’est ce point essentiel
qui nous permet de passer a I'espérance et d’obtenir ltelaésirée (3.3.18) :

Hao(Xn(n) < m) = Eap 1100 (Xaln) < mlFOT))] = 0.

Soit R > r. LacouronneC(x, r, R) est 'ensemble des sommets défini par :
Cle,r,R)={y € V,,, r < dist(y,z) < R} .

Considérons alors la configuration locale notéde la bouleB(0, R) obtenue a partir d@ a
laquelle est rajoutée une couronne de sommets négatifs.

B (;p) Si l‘GB(OaT)?
<<x)—{ 711 siz € C(0,7,R) .

Les configurations localeg et ( ont le méme nombre de sommets positifg7) = £(¢). Les
propriétésX,,(n) > 0 et X,,(¢) > 0 ont donc la méme fonction seuil-¥/*®, Supposons par
ailleurs que le potentiel de surface satisfagse’ > n~%*"_ D’apres la Proposition 3.3.1, le
graphe contient autant de copiesigdet de( que I'on désire. De plus, la réalisation den une
boule B(z, R) implique celle dey en B(z, ) :

IL=1=I"=1,

la réciproque étant fausse en général. Par conséqaanti toutes les copies deprésentes dans
le graphe, il y en a autant que I'on veut qui soient chacunssi &olées que I'on veut, i.e. cernées
par une couronné(zx, r, R) de sommets négatifs. En particulier, il y en a autant queVeut qui
soient chacune aussi éloignée que 'on veut de toutegsaotipies de). Cette remarque est
fausse pour deux copies quelconqueg dén effet, deux occurrences de la configuration locale
n peuvent méme se chevaucher, i.e. se réaliser sur desshuutedisjointes, si le potentiel de
surfacea(n) le permet.
En plus dee?™ > n~4/* nous supposerons quén) n'est pas trop grand, concrétement
e2n) « p~d/kM+D) - Opservons alors que sous ces hypothéses, l'inégatitgo(rs vraie)
X, (¢) < X, (n) devient avec une probabilité qui tend vérane égalité. Noton§}, I'ensemble
des configurations locales de la bodé), R) dont la restriction a la boulB(0, r) est exactement
n. La configuratior{ définie plus haut est le seul élément®eayantk(() = k(n) sommets posi-
tifs. LévénementX,,(n) > X,,(¢) implique la réalisation localisée d’au moih&;) + 1 sommets
positifs :

Xa(m) > Xa(0) = |J {Xa(¢) >0}

¢'eCp\{¢}

Soit¢’ € C} \ {¢}. La fonction seuil de la propriet&,,(¢’) > 0 estn=%*(¢") et, par la Propriété
3.2.3, celle de la réunion
U {xu(¢) >0

¢reCr\{¢
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vaut
min  n~ k) — /(RO
¢'eCPN{¢}

Puisque=*™) < n~4/(kM+1) '|a probabilité

pap(Xn(n) > X0(O) < pap | |J  {Xa(¢) >0}
¢reci\{¢}

tend vers) quandn tend vers linfini. Finalement, sous les hypotheésed/*(" « ¢2a(") «
n~% =+ “deux occurrences quelconquesidsont aussi éloignées I'une de I'autre que 'on
veut. Dans la Section 4.4, nous étudierons plus en dé&tié situation.

Nous venons en particulier de montrer que tout groupementrdoing:(n) + 1 sommets positifs
est asymptotiquement improbable dés " < n~¢/*m+1) Cet argument fera I'objet du
Lemme 4.1.1 et sera a la base de la plupart des résultatbajité@ 4.

3.3.2 Fonction seuil d'une formule locale basique

Considéronsn assertions localesz, ¢;(z), i = 1,...,m de fonctions seuils respectives
n~%*W:) D’aprés la Propriété 3.2.3, leur conjonction

VU «— dxy...dx, /\ Vi)

1<i<m

admet pour fonction seuil la quantite ¥/ ™= k(%) En imposant aux bouleB(z;, r) d'étre deux

a deux disjointes, on fait de la propositignune formule locale basique. La Proposition 3.3.3
affirme que cette opération ne modifie pas sa fonction Sel@st dans cette optique qu’est défini
I"indiced’une formule locale basique.

Definition 3.3.2 Soit L la formule locale basiqueédinie par :

Jz1 ... T, ( A dist(xl-,xj)>27’> A ( A wi(a:i)> . (3.3.20)

1<i<j<m 1<i<m

Si L n’est pas satisfiable, nous poserand.) = +oc. Supposons qué est satisfiable. Pour
chaquei = 1,...,m, notons
D(¢z) — {Di71, ey Di,di} (3321)

I'ensemble de &finition de I'assertion);. L'indicede la formule locale basiquk, no& k(L), est
défini par :
k(L) = [nax min k(D; ;) . (3.3.22)
Le cas d’'une formule locale basique insatisfiable n’a queddetérét. Sa probabilité est tou-
jours nulle. Dans le cas contraire, la Proposition 3.3.3rfthsa fonction seuil :
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Proposition 3.3.3 Supposons que pour tout a(n) < 0 et qu’il existe une constantg > 0
telle quelb(n)| < by. SoitL une formule locale basique satisfiable. Si son indice) est nul, sa
probabilite tend verd. Sinon,L admet une fonction seuil de la formeg®/*().

Démonstration Considérons la formule locale basique définie par (3)3R&r définition d’'une
fonction seuil, il s’agit de prouver que la probabilité @efbrmule locale basiqué tend vers

0 lorsquee?*™*L)pd tend vers0 (ce cas sous-entend que son indigd.) est non nul), et
gu’elle tend verd lorsquee?*™*L)pd tend verst-oo. Commengons par la premiére alternative.
Décomposons la propositidna I'aide des descriptions compléetds; (voir (3.3.21)) :

L — Jzy...3x, < /\ dist(xi,xj)>2r> A < /\ \/ Dm-(xi)) .

1<i<j<m 1<i<m 1<j<d;

Il existe un indice, € {1,...,m} tel quek(L) = k(¢;,) > 0. Par le Corollaire 3.2.4, la fonction
seuil dedx, 1, (v) estn~=¥*Wio), Sj e2emk(L)nd tend versD, i.e. sie?d™ < n~*Wi) alors la
probabilité de cette assertion locale tend wersimplication logique

L — 3z, ¢;,(x)

entraine que, ,(L) tend elle aussi vers.

Inversement, pour chaque< i < m, choisissons une description complete, disbpsapparte-
nant &D(v;) d’'indice minimal, i.e. satisfaisamt D;) = k(1);). Par définition, I'indicek(L) de la
formule locale basiqué est simplement égal au maximum d€®;),i =1,...,m.

Une fois de plus, I'ensemble de somm@}sintroduit dans la démonstration du Théoreme 3.2.1
(voir la Figure 3.3) sera utilisé. La propositién suivante

L' Jz1... 32, < /\ :(;Z-eTn) A ( /\ 5517£37J> N ( /\ Dz(%))

1<i<m 1<i<j<m 1<i<m

implique la formule locale basiqué. Pour: = 1,...,m, considérons la configuration locale
n; € C,. de la bouleB(0,r) associée a la description complé&le. Notons X, (n;) la variable
aléatoire comptant les occurrencesigapparaissant sur des boules centrées en les sommets de

T, : .
Xn(mi) = Z I

:EETn

Que les descriptions compléetes (ou les configurations locales associggsoient deux a deux
differentes ou non (voire méme toutes égales), I'evéent

m

A iz m)

i=1

implique la proposition’ et donc également la formule locale basigueSous I'hypothése
e2emkLnd _, 1o, il S'agit donc de montrer que sa probabilité tend igrsu ce qui revient au
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méme que celle de chaque 'ev'enem%ﬁftz m tend versl. Fixons donc un tel indicé Puisque
k(D;) < k(L), la quantitée2™*Pi)pd tend elle aussi vers-co (a(n) est négatif). Les condi-
tions d’application de la Proposition 3.3.1 sont donc résnll a justement &té prouvé lors de sa
démonstration que :

lim (X >m)=1.

n—-4o00 -

La Proposition 3.3.3 affirme qu’a condition que le potdrdisurfacez(n) (ou plutdte22())
évite les fonctions du type~%*, otk € N*, la probabilité de toute formule locale basique tend
vers0 ou 1. Par la Proposition 3.1.9, i.e. en utilisant le theorem&aifman (Théoreme 3.1.8), il
en va de méme pour toute formule de la logique du premieeof@est la loi dw-1 & potentiels
de surface et de paire variables.

Théoreme 3.3.4Supposons que pour tout a(n) < 0 et qu’il existe une constantg > 0 telle
que|b(n)| < by. Si

Vk=1,2,..., lim 20 &

n—-+o00

alors pour toute formulel € £,(R) de la logique du premier ordre

=0o0ou + oo,

lim p,p(A)=00ul.

n—-+o00

Ce résultat s’interprete d’un point de vue dynamique censuit. Lorsqu’on augmente gra-
duellement le potentiel de surfaee:) depuis—oo jusqu’a0, on voit apparaitre dans le graptig
de nouvelles propriétés uniqguement lorsqtfé® traverse les fonctions seuits “*. En dehors
de ces fonctions seuils et en ce qui concerne la logique daiererdre, il ne se passe rien.

Le Théoreme 3.3.4 est 'analogue de la loi@u de Shelah et Spencer [71] pour les graphes
aléatoires : sp(n) = n~%, ou« est irrationnel alors, pour toute formule de la logique denpier
ordre A,

n1—1>I—|I—loo P(G(n,p(n)) vérifie A) =0 ou 1,

la notation usuell&z(n, p) désignant le modele probabiliste du graphe aléatoiresammets et
dans lequel chaque aréte apparait avec probapjlittdépendamment les unes des autres (voir
par exemple [74]). Cette loi dir1 utilise un résultat de logique antérieur au Théoréenie83et
également di a Gaifman [32]. Celui-ci fait intervenireumouvelle catégorie de formules : I2s
tensionsll dit que toute proposition de la logique du premier ordueson contraire est impliquée
par une conjonction finie d’extensions. Sa démonstratsbasée sur le jeu d’Ehrenfeucht [25]
(voir [23] p. 44 et [74] p. 318 pour le cas des graphes). Pas@&guent, la loi d0-1 est vraie dées
que la probabilité de toute extension tend vierShelah et Spencer prouvent que cette condition
suffisante est satisfaite lorsque:) = n=“, a ¢ Q (voir [71] mais aussi [72, 73] et [74] p. 315).
Dans notre modele (cf. Section 3.1.1), cette conditiostrpas satisfaite. En effet, certaines ex-
tensions sont insatisfiables et donc de probabilité nubethéoréeme de Gaifman de 1964 [32]
n’est donc plus d’aucune utilité. C’est la raison pour ktpinous avons eu recours dans notre
étude a un second résultat de Gaifman [33], datant de, TR82plus qu’une implication, fournit
une équivalence logique pour toute formule de la logiquprémier ordre.






Chapitre 4

Approximations poissonniennes

Le chapitre précédent a eu pour objet I'etude de la p&seal’'une configuration locale
donnée dans le graphte,. Un phénoméne de seuil pour la propriéfg(n) > 0 a été exhibé :
lorsqueea™nd/km) . 0, sa probabilité tend ver® et lorsquee?*™nd/kM — 10, elle tend
versl. Il a méme été démontré que dans ce dernier cas le nahelrepiesX,, (n) convergeait en
probabilité verstoo. Naturellement, nous aimerions désormais savoir ce gpasse a la fonc-
tion seuil, i.e. lorsque le rappart()n4/k() tend vers vers une constanrte- 0. La configuration
localen est-elle présente dans le graphe ? Avec quelle probaBiktitrement dit, que peut-on
dire de la loi de la variabl&,, (1) ?

Dans ce chapitre, nous répondrons précisément a catiauge Le comportement asymptotique
du nombre de copies de la configuration localsera étudié dans la Section 4.2 : la variable
aléatoireX, (n) converge en loi vers une loi de Poisson (Théoreme 4.2d yitesse a laquelle
s’effectue cette convergence sera mesurée dans la Sdc8an termes de distance en varia-
tion totale. Les résultats de ces deux sections ont fdjdtod’'un article soumis [11]. Nous nous
sommes intéressé dans la Section 4.4 a savoir a qustiEnde d’'une occurrence fixée gese
trouvaient les plus proches sommets positifs. Enfin, degltd@s supplémentaires concernant le
cas indépendant & 0), notamment une approximation poissonnienne pour lesdi@srocales
basiques, sont exposés dans la Section 4.5.

La majorité des démonstrations de ce chapitre reposensi@sultat essentiel (Proposition 4.1.3)
auquel la Section 4.1 est consacrée. C’est un contrdla pgeobabilité conditionnellg, (1! =
1|F(6B(z,r))) faisant intervenir le périmetre(n) de la configuration locale a travers le po-
tentiel de pairé. C'est pourquoi ce dernier sera supposeé fixé durant toahapitre. Ainsi, seul

le potentiel de surface sera autorisé a dépendre ddlantalu graphe. Dans le but d’alleger les
écritures, la mesure de Gibps,,), sera notég ;.

4.1 Controle de la probabilite conditionnelle

Considérons dorénavant une configuration logade la bouleB(0, r), » > 0 ayant au moins
un sommet positif, i.&(n) > 0. Le cas particulier (et inintéressant) de la configuralimaler®
formée uniquement de sommets négatifs a été traité ldaBection 3.2. La propriét&,,(n) > 0
admet une fonction seuil de la forme * (Théoréme 3.2.1). Plagons-nous a cette fonction

69
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seuil : choisissons le potentiel de surfa¢e) de telle sorte qu'’il existe une constantgtrictement
positive telle que, pour tout, on ait I'egalité

e2a(n) — Cn*d/k(n) . (411)

Sous cette hypothese, la quantité™ n?/*" admet donc une limite strictement positive quand
n tend vers l'infini, la constante Autrement dit, par I'intermédiaire de I'hypothése (41 nous
venons de zoomer sur la fonction seuil de la propri¥€tén) > 0, ceci dans le but d’étudier en
détail le moment d’apparition de la configuration localé’opération inverse (un zoom arriere)

consisterait a faire tendre la constanteers+oo ou vers0 et récupérer ainsi les cas déja étudiés
62a(n) >> nfd/k(n) et 620'(”) << nfd/k(n)_

Une des conséquences du Théoreme 3.2.1 qui a été langemmmentée durant le Chapitre 3
est la suivante. Lorsque le potentiel de surfage) satisfait (4.1.1), aucune configuration locale
avec strictement plus dgn) sommets positifs n’est asymptotiquement présente dagrsfge.
C’est en ce sens gu'il faut comprendre le prochain résultat

Lemme 4.1.1 Soit¢ une configuration locale d8(0, R), avecR > r. Sous I'hypothse(4.1.1)
il existe une constant&/; > 0 telle que pour tout:, pour tout sommet € V,, et pour toute
configurations € &,,, on ait

n b (IS = 1|0sp.r)) < My WEHQO=Rm) (4.1.2)

et
Eob[Xn(Q)] < Myt HO—Hm) (4.1.3)

Le Lemme 4.1.1 précise que, sous I'hypothese (4.1.1)mhelame moyen d’occurrences d’'une
configuration locale€ tend d’autant plus vite ver$ que son nombre de sommets positifg)
est supérieur &(n). Sa démonstration provient de I'inégalité (3.2.10)evhte dans le chapitre
précédent, reposant sur l'utilisation de la notion @¥ie locale.

Démonstration Fixons un sommet et une configuratiow. La relation (3.2.10) affirme qu'il
existe une constant€ ne dépendant que du potentiel de paiet du rayonk telle que :

,ua,b(I;g - 1|063(m,R)) S e2a(n)k(()7K .

Par conséquent, I'hypothese (4.1.1) implique la premigegalitée du lemme (relation (4.1.2)) :

na (IS = 1|0spar) < nle2tMkm=K2am)(k©)=k)
< k) g K 2am)(R(QO—k(m)

en posanil/; = c*Me~K La constanté/; est positive et ne dépend pas de la tailldu graphe ;
elle ne dépend en fait que des paramétrs, du rayonR et du nombré:(n) de sommets positifs
de la configuration localg.
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Enfin, remarquons que l'inégalité (4.1.2) est uniformel@monfiguration suv B(z, R). Elle
s'applique donc a la variable aléatoitéu, (I = 1|F(6B(z, R))) et a son espérance

Eosln’ttap(I; = 11F(0B(x, R)))] = Eap[Xa(C)]

d’'ou (4.1.3). [

Le Lemme 4.1.1 est fondamental. |l constituera un outicignéx dans toute notre étude :
les deux autres résultats de cette section l'utilisefd.den effet, il permet de supposer que la
configuration locale; est propre (Lemme 4.1.2) et ainsi d’expliciter la limite Bg,[.X,,(7)]
(Proposition 4.1.3).

Notonsy la configuration locale de la boulB(0, r + 1), construite a partir dg de la maniére
Suivante : @ 0.7)

. x) si z € B(0,r),
() = { 711 Sidist(z,0) =r+1.

La configuration locale) est propre (cf. Définition 2.4.4). Elle a de plus le méme hmrde
sommets positifs que : k() = k(n). Les propriétésX, (n) > 0 et X,,(n) > 0 ont donc la
méme fonction seuih~%*™ . Sous I'hypothése (4.1.1), le Théoréme 3.2.1 affirme, guene
copie den apparait sur la boulé(z,r) alors, avec une probabilité qui tend verstous les
sommets a distance+ 1 de z auront des spins négatifs. Les variables(n) et X, (1) seront
donc asymptotiquement égales. En d’autres termes, lddaupposer la configuration locaje
propre (en augmentant le rayord’une unité) ne change pas le comportement asymptotique de
X,.(n). C'est le sens du lemme suivant, dans lequel nous noteron3(pa la loi de la variable

X.

Lemme 4.1.2 Supposons que le potentiel de surfa¢e) satisfasse (4.1.1). Alors,
dyr (L(Xn(n)), L£(Xa(17))) = O(n=H) . (4.1.4)

En particulier, siX,,(17) converge en loi quand tend verst-oo vers une variable &@atoire X,
il en va de réme pourX, (n). De plus, la diférence entre les egpances des variableX,, (n) et
X,(n) tend very) :

lim By [X, ()] = Eau[Xa(m)]| = 0. (4.15)

Rappelons que sf(n) et g(n) sont deux fonctions a valeurs positives, la notatfgn) =
O(g(n)) signifie qu’il existe une constante > 0 telle que pour tout, f(n) < Cg(n).

Démonstration Par construction de la configuration locajel'inégalité X,,(n) < X,(n) est
toujours vraie. Dans ce contexte, la Proposition A.0.4ddwme caractérisation adéquate de la
distance en variation totale :

dyr (L(Xn(n)), L(Xu(1))) Hap(Xn(1) # Xn(

,ua,b(Xn(n) > Xn(

)
) -

IA A
=0 =
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L'événementX,,(n) > X, (1) implique la présence localisée d’au moi(g)) + 1 sommets po-
sitifs. A la fonction seuil~%*™  sa probabilité tend veis Cet argument va s’exprimer par le
biais du Lemme 4.1.1. Pour ce faire, introduisons I'enser@pl, des configurations locales de
la bouleB(0, r+1) dont la restriction a la boulB(0, r) est exactement La configuration locale
7 définie plus haut est le seul élementdfe, ayant exactemerit(n) sommets positifs, tous les
autres en ont au moirign) + 1. On peut désormais écrire :

Xa(m) > X)) = {Xa(¢) >0}
cecy, \i}

Nous verrons un peu plus loin que cette implication est enufa équivalence. Les variables
X, (¢) étant a valeurs entiéres, il vient :

dyr (L£(Xn(n)), L(Xn(1)))

IN

Na,b(Xn(m > Xn(1))
Z Ma,b(XVL(C) > 0)

Cecl \{n}

Z Ea,b[Xn(C)] .

CGC;}-H\{?D?}

IN

IN

Soit¢ € C/',, \ {n}. Par construction, la configuration locgle donc au moin&(n) + 1 sommets
positifs. D’apres le Lemme 4.1.1, son espérance Vvérifie :

Ea,b[Xn(C)] S M162a(n) )

i.e. est unO(n=¢*) par 'hypothése (4.1.1). Puisque le cardinal de I'ensex@p), ne dépend
pas den, on en conclut que la distance en variation totale entreoiesde X, (1) et X, (1) est
aussi unO (n=4/km),

Sila distance en variation totafe (£ (X, (7)), L(X,(7))) tend vers) alors les variables aléatoires
X,(n) et X,,(n) convergent en loi vers la méme limite si celle-ci existeest1'objet de la Pro-
priété A.0.5.

Il ne reste plus qu’a prouver (4.1.5). Considérons la®ad(lz, r + 1) et supposons que la confi-
guration locale; apparaisse eB(x, ). Alors une et une seule des configurations locale§’de
se réalise emB(z,r + 1). Inversement, s{ € C/,, apparait enB3(z,r + 1) alors, d’'une part,
ce n'est évidemment pas le cas pour les autres élémertstamsemble et, d’autre part.est
présente el (x, r). Nous venons de prouver I'égalité :

Xa(n) =X+ Y X0

CEC:+1 \{n}

Par conséquent :

[Eo[Xn()] = Eap[Xam)][ = D Eap[Xa(Q)],
CEC:+1\{77}

qui est un@(n=%*m), La limite (4.1.5) est démontrée. [ |
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En résumé, dans le but de décrire le comportement asyigyode X, (1), le Lemme 4.1.2
nous autorise a supposer la configuration loealgropre. L'intérét réside dans le fait que le
périmetre d’'une configuration locale propre appara# simplement dans I'écriture de son énergie
locale (voir 2.4.22), nous permettant ainsi d’encadreci@@@ment la probabilité conditionnelle
tap(I] = 1|/F(dB(z,r))). Cette derniére quantité est centrale dans notre étad&oposition
4.1.3 en fournit un contrdle fin. Elle sera largement #@islans les démonstrations des résultats
des Sections 4.2, 4.3 et 4.4.

Proposition 4.1.3 Supposons la configuration locajegpropre. Sous I'hypotise(4.1.1) il existe
une constantéd/, > 0 telle que pour tout,, pour tout sommet € V,, et pour toute configuration
o€ X, on ait

Ck(n)eﬂbw(n)(l _ M2€2a(n)) < g (17 = Uosp@m) < o) o—20v(n) (4.1.6)

et
Ck(ﬁ)e*%“f(??)(l — M2€2a(n)) < E [ X, (n)] < <) g=20v(n) (4.1.7)

Puisque la quantite’*(™ tend vers) quandn tend vers l'infini, les relations (4.1.6) et (4.1.7)
produisent les deux limites ci-dessous, valables pour onéguration locale propre. Pour tout
sommetr et pour toute configuratiom,

im (1] = Uospen) = lim Eqp[Xa(n)] = e (4.1.8)
Il est important de noter que cette derniere limite (cekel’dspérance) s’étend au cas d’'une
configuration locale non nécessairement propre en uttlissd.emme 4.1.2.
Observons un certain phénomeéne de continuité en laaatestde la limite du nombre moyen
de copies de la configuration locajeentre les regimes?®(™) « =4k g2a(n) — p=d/k(n) et
e2(m) > n=d/knEn effet, lorsque: — 0 (resp.c — +oc), la limite enn de E, ;[ X,,(n)], i.e
cFMe=207() tend vers) (resp. verst-oo) donc coincide avec la limite endeE, ;[ X,,(n)] lorsque
e2a(n) & p—d/k(n) (resp_eza(”) > n*d/k(ﬁ)) :

lim lm B, [X,(n)] = lim HmE,[X.(7)] =0
et
lim  lim E.u[X,(n)] = lim lim E,u[X,(n)] = +oo.

c——+00 n—-+4o00 n—+oo c—-+400

Terminons cette section par la démonstration de la Pripongi.1.3.

Démonstration Fixons un sommet € V,, et notons simplement pdt la bouleB(z, ). L'enca-
drement (4.1.6) est uniforme en la configuration&Hyr il s’applique donc a la variable aléatoire
nq (11 = 1|F(6B)) et a son espérance, i.d8 [ X, (n)]. Lencadrement (4.1.7) est donc une
conséquence immédiate de (4.1.6). Concentrons-noussimicette derniére relation. Elle repose
sur I'eétude de I'eénergie local& ?(n, o) et sur I'utilisation de la relation fondamentale (2.4.20)
reliant cette énergie a la probabilité conditionngilg (17 = 1|osp(,r))-
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Soito € W8, A lafin de la Section 2.4.2, nous avons détaille commepélimetrey(n) de la
configuration locale propre intervenait dans I'expression de I'énergie local& (n, o) (relation
(2.4.22)):

HP(n,0) = a(2k(n) = B(r)) +b [ alr) =29+ Y (~1)a(2)

{y,z}GEn
yEB,z€6B

L'expression de I'eénergie locale d’une configuration lecg € C,. non nécessairement propre est
donnée par la formule plus générale suivante :

HP(,0) = a(2k(n) = B(r) +0 | D mwimx)+ > ny)e(z)
{y,2}€En {y,2}€E,
y,2€B yEB,2€6B

Des lors, la differencéf? (r.0) — H?(n,0) entre les énergies locales gleet ), est égale a:

2a(n)(k(n') — k(n)) +0(2y(n) + Q(n,)) ,

ou
Q) = Y. nwmi(x) —alr)+ D (L) +1)o(2).
{y,2}€En {y,z}€En
y,2€B yEB,2€6B

Le réelQ(n.) est indépendant de la tailtedu graphe et peut &tre borné uniformémenten en
les configurationg/, eto :
Q)| <2a(r+1). (4.1.9)

Rappelons que la configuration locaje est celle pour laquelle tous les sommets de la boule
B(0,r) sont négatifs. Elle joue un rdle particulier dans cetendhstration car elle satisfait
Q(n%) = 0. Ainsi, la differencet ?(n%0) — H?(n,o) devient, via la relation (4.1.1) :

HP(njo) — H"(n,0) = —2a(n)k(n) + 2by(n)
d
n
= log pre) +2by(n) ,
et ce quelle que soit la configuratiersurd B. Enfin, par (2.4.20), une majoration de la probabilité
conditionnelleu, , (1} = 1|0) est obtenue :

(Il = 1]g) < et 11"ko)
k) g—2bv(n)
< -
< nd
C’est exactement la borne supérieure de (4.1.6). La boréeieure s’obtient elle aussi en uti-
lisant la relation fondamentale (2.4.20). Le contrble dejliantiteQ(n..) (4.1.9) nous permet
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décrire pour toutr € WP :

nd

Zn/ec e P (nyo)—HP (nz0)

W12 = 1o) =

nd

e—2a(n)k(n)+2by(n) (1 + Zn’,k(n’)>0 eQG(n)k(n’)+bQ(n;)>
cF ) g=2by(n)
1 + e2a(n) Zn’vk(n’)>0 ebQ(n?)
cF ) g—=2by(n)

1 +62a(n)|cr|62\b\a(r+1) ’

(4.1.10)

La quantité strictement positivé€, |e2l*"+1) ne dépend pas de la tailledu graphe. Notons-la
M. On conclut la démonstration en utilisant I'inégalitassique

Yu > —1, >1—u.

1+4+wu

Pour étre tout a fait complet, notons que la constditedéfinie ci-dessus ne dépend de la
configuration locale) qu’a travers le rayon de la bouleB(0, ) sur laquelle elle est définie.

4.2 Approximation poissonnienne pourX,(n)

Le principal résultat de cette section est le Théorer@d 4 la distribution limite du nombre de
copiesX,,(n) dans le graphé&',, de la configuration localg est une loi de Poisson (Section 4.2.1).
Sa démonstration est basée sur la méthode des momeaitsl'ebiet de la Section 4.2.2. Enfin,
dans la Section 4.2.3, le résultat d’approximation paisgnne est généralisé a toute famille de
configurations localesicompatibles

4.2.1 Theoreme et commentaires

Soit n une configuration locale de la boul&0, r) telle quek(n) > 0. Depuis la fin de la
Section 4.1 et notamment depuis la Proposition 4.1.3, geslgenseignements concernant la va-
riable aléatoireX,,(n) ont été obtenus. En particulier, & la fonction sewit/*™, son espérance
converge quand tend vers l'infini vers la valew* =2 e Théoréme 4.2.1 dévoile entieérement
son comportement asymptotique.

Théoreme 4.2.1Supposons que le potentiel de surfa¢e) satisfassé€4.1.1) Alors, lorsque la
taille n du graphe tend vers l'infini, la variable @atoire X,,(n) converge en loi vers la loi de
Poisson de paragtre ¢*(Me=207(1)
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La démonstration de ce résultat repose sur la méthodendesents (voir [4] ou le Lemme
4.2.2 de la Section 4.2.2).
Le Théoreme 4.2.1 affirme que la distribution limite de &iable aléatoireX,,(n) dépend de
b. En effet, le potentiel de paire ou plutdt son signe inflgelacprobabilité d’apparition dans le
graphe de la configuration locajea travers son périmetrgn) :

i pp(Xa(n) > 0) = 1 — e

Lorsqueb est positif (resp. négatif), cette limite est une foncti@eroissante (resp. croissante) du
périmetrey(n). En d’autres termes, lorsqueest positif (resp. négatif), parmi les configurations
locales ayant le méme nombre de sommets positifs, cellastdg plus grande (resp. la plus
petite) probabilité asymptotique d’apparaitre dansrémbe sont celles ayant le plus petit (resp.
grand) périmetre. Ce résultat est conforme a l'intuitinitiale concernant le modele d’Ising, a
savoir que la mesure de Gibhpg, favorisait les sommets voisins de spins identiques lorsque
b > 0 et de spins difféerents lorsque< 0 (voir Figure 2.2).
Intéressons nous maintenant a 'exemple des deux coafigos locales notées respectivemgnt
etr, proposées par la Figure 4.1 et plus particulierementigdeobabilité d’apparition dans une
réalisation du modele d’lsing de potentiels- —0.7 etb = 0.3, de taillen = 150 et en dimension
d = 2. Les configurations localeg et étant toutes les deux formées 4leommets positifs,
les propriétésX,,(n;) > 0 et X,,(n;) > 0 ont donc la méme fonction seuit-%/*. Ajustons la
constante: pour que I'hypothése®* = cn~%* soit satisfaite. Il vient: ~ 3.02. Le Théoréme
4.2.1 nous donne alors les probabilités d’apparitior,det ), dans le graphe infini :

hT tap(Xn(m) >0)=1—exp (—ck(”) exp(—2 x b x 8)) ~0.49
et
Hm pap(X,(m2) > 0) = 1 — exp (—cF® exp(—2 x b x 10)) ~0.19..

n—-+o00

La difference entre les deux limites est tout a fait sdesiblle est due au fait que le potentiel de
paire est “tres” positif{ = 0.3). Pour une telle valeur du potentiel de paire, la diffeeeantre
les 2 limites ci-dessus illustre clairement la tendance de laumgede Gibbs,, a minimiser le
nombre d’interactions entre sommets de spins differents.

Terminons cette section en testant par un test du chi-decaréetere poissonnien de la dis-
tribution limite de la variable aléatoit&, (1, ) ; voir [16] pour une référence classique mais aussi
I'excellent cours de statistiques disponible sur le sitb e I'Université Paris 5 La configura-
tion localen; est représentée sur la Figure 4.1. La taille du graphediwit &tre grande : nous
choisissons = 900. Pour des valeurs du potentiel de surface —1.41 et du potentiel de paire
b = 0.1, K = 500 réalisations de la mesure de Gihhs, sont générées. Pour chacune d’entre
elles, les occurrences de la configuration loegleont recensées. Les observati9nS};—; . x
sont & valeurs dans I'ensemie, ..., 5}. Elles sont représentées par un diagramme en batons
dans la Figure 4.2.

Il faut se placer a la fonction seuil de la propriéXg(n;) > 0. Soit ¢ la constante vérifiant

l“Statistique Médicale En Lignehttp ://www.math-info.univ-paris5.fr/smel/
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FIG. 4.1 — Deux configurations locales de la bo#é), 2), notées de gauche a droije et 7,
représentées en dimensidn= 2 et en4-connexité p = ¢ = 1). Elles ont le méme nombre de
sommets positifs mais pas le méme périmetr@);) = k(n:) =4, y(m) = 8 ety(n) = 10.

e?* = en~%* aveca = —1.41,n = 900 etd = 2. Notons alorsP, la loi de Poisson de paramétre
A = cFme=27tm) ~ 2 02, D’'apres le Théoreme 4.2.F, est la loi limite de la variableX,, (1, ).
L'hypothése a tester, basée sur I'échanti{ot },—; ..k, estdonc :

-----

.....

Sous I'hypothesg,, la distribution empiriqué3 doit étre proche de la distribution théorigig
L'adéquation deP a P, est mesurée par la distance du chi-deux :

D2 (Fy, ﬁ) = Z <P0<mf>)0zn§<m)> )

~

Le test du chi-deux repose sur le fait que la statistiffue, - (7, P) est approchée par la loi du
chi-deux & — 1 = 5 degrés de liberté. Sur la base de I'echantifof },_; _x, cette statistique
vaut 81.74. La p-valeur du test est dong.63 x 1076, Par conséquent, I'hypothése nulle est
fortement rejetée. R R

Le maximum de vraisemblance de I'échantillon{X;},—1 x vautiA = > X;/K ~ 1.43.
Testons alors I’ad’equationAd% a P,, ou P, désigne cette fois la loi de Poisson de parameétre
A. La statistiquei’ D, (F, P) vaut3.82 et doit désormais étre comparée a la loi du chi-deux a
6 — 1 — 1= 4 degrés de liberté. La-valeur du test est alofs43. Le résultat est donc tout a fait
compatible avec I'hypotheg,.

En conclusion, le caractére poissonnien de la loi limitéaderiable aléatoir&,, (1, ) est accepté
mais la valeur observée de son espéraﬁce:(l.zl?)) est biaisée : elle est plus petite que son
espérance asymptotique théorigquex 2.02.).
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$.3.2.88 8 88§

FIG. 4.2 — Un diagramme en batons représentanrt 500 réalisations indépendantes du nombre
d’occurrences de la configuration locgleaveca = —1.41,b = 0.1, n = 900 etd = 2.

4.2.2 Demonstration

Cette section est entierement dédiée a la déemorwmtrdti Théoreme 4.2.1. Les hypotheses
sont les suivantes. Nous disposons d’'une configuratioridogcae la bouleB(0,r) ayant au
moins un sommet positik(n) > 0). Le potentiel de pairé est fixé et le potentiel de surfaaén)

satisfait la relation (4.1.1) :
o2a(n) _ . —d/k(n)

Y

ou ¢ est une constante strictement positive.

D’apres le Lemme 4.1.2, quitte a augmenter le raydfune unité, la configuration locatgsera
supposée propre. Nous pourrons donc en particulier IUigmy la Proposition 4.1.3.

La démonstration du Théoreme 4.2.1 repose sur la méttiess moments (voir [4] p. 25) :

Lemme 4.2.2 Soit (Y,,),en+ UNe suite de variables @htoires positives &t valeurs entres et
soit A un réel strictement positif. Pour tous entiersl € N*, le moment d’ordrd de la variable
Y., no€ M,(Y,), est &fini par la formule :

M(Y,) = E[Y,(Yy—1)...(Y, —1+1)]

k!
= ZP(Yn:k)(k_m .

k>1

Si, pour tout! € N*, le moment\/;(Y,,) tend vers\’ alors la variable akatoireY,, converge en
loi quandn tend vers l'infini vers la loi de Poisson de paratre \.

Dans le but d’alléger les formules, nous noterons simpleréa quantitécs(me=207()
Il s’agit donc de prouver la convergence du momeitX,,(n)) vers la quantité\! et ce pour tout
entier/ non nul. Notons tout d’abord que le das 1 a déja été traité. En effet, le moment d’ordre
1 d’'une variable aléatoire est égal a son espérance enkecgence d&, ;[ X,,(n)] vers\ a été
observée dans la Section 4.1.



§ 4.2 Approximation poissonnienne pouk,,(n) 79

Nous supposerons donc désormaisigue2. Introduisons une relation d’équivalence entre boules
de rayonr. Considérons un ensemiffede boules de rayondont les centres appartiennent,a
Deux élément®(y, r) et B(z, ) de B seront ditsconneckéss'il existe un entiern et des boules
By,...,B,, € Btelles que, d'une part, on al¥; = B(y,r) et B,, = B(z,r) et, d’autre part,
pour toutentie = 1,...,m— 1, l'intersectionB; N B, soit non vide. Cette derniére condition
autorise les bouleB; et B, a étre disjointes mais leurs centres sont distants d'asi2pl + 1

'un de l'autre. La relation deonnexié est réflexive, symétrique et transitive : c’est donc bien
une relation d’équivalence sur I'ensemiie

La relation de connexité est introduite dans cette dématisn pour la raison suivante. Deux
boulesB(y, r) et B(z, ) non équivalentes pour cette relation sthdisjointes. Par la Propriété
2.2.3, deux événements appartenant aux tbus(y, r)) et F (B(z, r)) seront alors indépendants
conditionnellement & (d B(y,r) UdB(z,)).

Pourl < s < [, notonsC;(s) 'ensemble deg-uplets de sommetsy, ..., z;) dont 'ensemble
{B(z1,7),...,B(z;,r)} formé des boules centrées en ..., z; et de rayonr se décompose
sous l'action de la relation de connexité eolasses d’équivalence. Rappelons d’ailleurs qu’a la
difference d’'un ensemble uruplet est toujours ordonneé.

L'utilisation des ensemble§,(s) fournira une nouvelle écriture du mometf, (X, (n)). Par
définition, la variableX,,(n) compte le nombre de copies de la configuration logateésentes
dans le graphé&:,. De plus, le coefficient!/(k — [)! apparaissant dans I'écriture du moment
M;(X,(n)) estle nombre deuplets dans un ensemblé &léments. Par conséquent;( X, (1))
peut s’interpréter comme le nombre moyen-dgplets de copies de:

!
M(Xn(n)) = Z E.. Z Il x ... x [;7[
s=1

(21,...,27)€C; ()

Nous noterons// (X, (n)) le terme de la somme ci-dessus correspondantd et M/ (X,,(n))
le reste de cette somme.

M/(X,(n)) = Eqp >ooIx..x1I (4.2.11)
($1,...,1‘l)ecl(l)
-1
M/ (Xa(n)) = Eay doomix...xI (4.2.12)
s=1 (z1,..,21)EC(S)

La démonstration du Théoréme 4.2.1 s’effectuera en é&apes :

Lemme 4.2.3 Sous les hypo#ses pgcedentes, la quanét)/] (X, (n)) tend vers\' quandn tend
vers l'infini.
Lemme 4.2.4 Sous les hypo#tses peccdentes, la quangt)/|'(X,,(n)) tend vers) quandn tend
vers l'infini.

Le Théoreme 4.2.1 découle des deux lemmes ci-dessustdalaple, il nous sera nécessaire
de contrdler le cardinal des ensemidgs).
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Lemme 4.2.51l existe une constant€ = C'(r, () strictement positive telle que
Vs=1,...,1, |C(s)] < On® . (4.2.13)
De plus, le cardinal de 'ensembi®(l) estéquivalent n? :

_a
lim % =1. (4.2.14)

Démonstration Considérons umn-uplet de sommetge, ..., z,,), m < [, tel que 'ensemble
des boule§ B(z1,7), ..., B(zn,, )} de rayons: centrées en ces sommets ne forme qu’une seule
classe d’équivalence pour la relation de connexité.eGmihdition contraint chacun des, j =
1,...,m, & appartenir & la boulB(z;, R) ou R = [(2r + 1). Le nombre de tels:-uplets peut
donc étre (grossiérement) majoré pHi)!~n?. Appliquons alors ce raisonnement a chacune
dess classes d’équivalence de I'ensemble dé®ules de rayom centrées en les sommets du
l-uplet(xq,...,x;) € C(s). Il vient :

Ci(s)] < BR)* ™.
Il suffit alors de pose€ = 3(R)'~Y et de constater que son expression ne dépend que du rayon

r et de I'entier!.
Il s’agit maintenant d’estimer le cardinal de 'ensem|g), i.e. d’estimer le nombre deuplets

de sommetszy, ..., z;) dont les boules de rayancentrées en ces sommets sont deux a deux
V-disjointes. Il y an? fagons de fixer le premier sommet. Soit2 < j < [ et supposons que les
sommetsey, ..., z;_1 ont déja été choisis. Pour le choix du sommet suivantensemble des

sommetse vérifiantdist(x, z) < 2r + 1 pourl < k < j — 1 doivent &tre évités. Le cardinal de
cet ensemble est majoré indépendamment gar (; — 1)53(2r + 1), quelque soit le choix des
sommetsey, ..., z;_;. On peut finalement écrire :

[ (=G -nser+1) <la@)<a”.

1<j<i
On en déduit que® est un équivalent pour le cardinal de I'ensenBi@). [ |
Soit (zy,...,2;) € C/(l). Les boules centrées en ces sommets sont deux aldisjointes.

Conditionnellement &,0 B(z;, ), les événements relatifs aux boulgr;, r) sont donc mutuel-
lement indépendants. Ainsi//(X,(n)) va se comporter comme la puissaiéeme du produit
n g (11 = 1losp ). OF, cette derniére quantité tend versd’ot le Lemme 4.2.3.

Démonstration (du Lemme 4.2.350it (x4, ..., z;) unl-uplet appartenant (/). Lensemble
des boule§ B(zy,7), ..., B(z;,r)} se décompose ehclasses d’équivalence pour la relation
de connexité. Elles sont donc deux a déuxisjointes. La seconde partie de la Propriété 2.2.3
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s’applique et produit :

l B l
Hab (H ];71 = 1) = Ea,b Hab <H ];71 = 1|f(U§158(.TJ,7’))>]

i=1 i=1

- l
= Ea,b Hﬂa,b (Igl = 1|JT(U§=15B("EJ7T)))] :

Li=1

En utilisant le caractere markovien de la mesure de Gihhgi.e. la premiere partie de la Pro-
prieté 2.2.3), le conditionnement est particularighacune des boules :

l
Hab (H Igl = 1> = Ea,b

i=1

1
[T e (12, = 1|f<5B<xi,r>>)] .

i=1

La configuration locale) étant propre, la Proposition 4.1.3 fournit un controlelagrobabi-
lité conditionnelley, (1] = 1|F(0B(x;,7))) uniforme en la configuration suiB(xz;,r). Il en
découle un encadrement dg, (I}, x ... x I =1):

qui est uniforme en léuplet(zy,...,z;) € C(I). Par conséquent, il vient :

(101 (€101

ndl ndl

A1 = Mye2 ™)' < M(X,,(n)) < AL
Enfin, puisque le quotient d€;(1)| parn tends verd (relation 4.2.14), la quantit&/; (X,,(n))
converge lorsque tend vers l'infini vers\'. [ |

Deux arguments clés permettent de comprendre la dénatinstdu Lemme 4.2.4. Premiere-
ment, si(xy,...,z;) € C(s),1 < s <1—1,I'ensemble formé delsboulesB(zy,r), ..., B(x;, 1)
se décompose en au plus1 classes d’équivalence. Par conséquent, il existe auswmie de ces
classes contenant au moihde ces boules (c’est le principe des tiroirs). Autremenildkiste2
sommets du-uplet(zy, . .., ;) distants 'un de I'autre d’au plug- + 1. Deuxiemement, les oc-
currences de la configuration locajsur deux boule®(x, r) et B(z/, r) telles quelist(x, z') <
2r + 1 impliquent la présence locale d’au moifg)) + 1 sommets positifs. Or, sous I'hypothése
(4.1.1), la probabilité de cet evénement tend Vefjsar le Lemme 4.1.1).

Démonstration (du Lemme 4.2.4Nous allons montrer que chacun desl termes de la somme
définissant la quantit&/; (X,,(n)) tend vers) quandn tend verstoo. Fixons donc un entielr <

s <1 — 1 etconsidérons ufruplet(zy, ..., z;) appartenant &(s). Par définition, la famille des
boules de rayom centrées en les sommets . .., x; se decompose enclasses d’équivalence.
Notons-lesZC(1), ..., EC(s). Notons égalemeidt; la réunion des boules appartenant a la classe
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d'équivalenceZC(j). Une fois de plus, la Propriété 2.2.3 intervient de men@ssentielle :
l i l
Ha,b (H [gi = 1) = Eaup [Hap (H Igi = 1‘-7:(U§‘:150j)>
i=1 L =1

= Eup [ [] tas [ n=urec)||. “.215
j=1

1,B(z;,r)EEC(J)

Dans la derniere égalité, le conditionnement a étéqaarisé a chacun des ensembles de som-
metsC);.

Puisque l'entiers est inférieur ou égal &— 1, au moins une des classes d’équivalence, di-
sonsEC(1), possede au moirséléments; soient(1) etz’'(1) deux sommets dont les boules
B(z(1),r)etB(z'(1),r) appartiennent ZC(1) et ne sont pa¥-disjointes. De la méme maniére,
pourj allant de2 a s, nous noterons(j) un des centres des boules (s'il y en a plusieurs) appar-
tenant & la classe d’équivalenge’(j).

Dans un premier temps, il faut nous assurer que la contoibbéti(4.2.15) du terme correspon-
dant & la class&C'(j) est raisonnable. En grossissant le conditionnement, lablaraléatoire
ua,b(lg(j)u-“(éB(x(j), r)) apparait. La configuration localeétant propre, la Proposition 4.1.3 en
fournit une majoration :

Ha,b H I =1|1F7(6C5) < [Hab (Ig(j) - 1‘-7:(501'))
4,B(z;,r)EEC(F)
< Eup [Eap |11 |F(C; U B (), )| 1F(5C5)]
< Eup [Ea |10, | F6BEG), )| 1F(6C))]
A
< -

Cette derniere inégalité nous permet d’écrire :

l s—1
A
Hab (HI;@:l) < (E) Eoo [pas | [ 12 =1UF6C)
i=1

1,B(z;,r)
eEC(1)
A s—1
: <n—) pao | T 22 =1
1,B(z;,r)
€EC(1)
A s—1
< <E> pap(Llyy = Lhyy = 1) (4.2.16)

Rappelons que les sommetd ) etz’(1) sont distincts et distants I'un de I'autre d’au plst 1.
Introduisons a cet effet 'ensemble (finﬂfﬁ(?) des configurations locales d&0, 2 + 1) ayant

r
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au moinsk(n) + 1 sommets positifs. L"evénemeﬁ;i(l) = I”,(l) = 1 implique qu’un élément de

xT

C;’fﬁ) apparait sur la boul8(z(1), 2r + 1). En d’autres termes :

pap(lyqy = Ly = 1) < Z E“’b[lig(l)]

k
cec

< n=? Z Ea,b[Xn(C)]

k
ceca Y

< n~|CHP) My e (4.2.17)

d’apres le Lemme 4.1.1. Des inégalités (4.2.16) et 142 nous déduisons une majoration indé-
pendante déruplet (1, ..., 2;) € Ci(s) :

l
/\371
Ha,b (H I = 1) S CEP | My e
i=1

Enfin, I'utilisation du Lemme 4.2.5 implique que
Eo | . I1x...oxIl| <ONTUICHED| M, et

qui tend vers) quandn tend vers [l'infini. Il en va de méme pour la sommé&’ (X, (n)). Le
Lemme 4.2.4 est demontré. |

4.2.3 Ceréralisation a une famille de configurations locales incompatibles

Dans cette section, nous considérensconfigurations localesy, . .., n,, ayant chacune le
méme nombré > 0 de sommets positifs. Le cas = 1 faisant I'objet des sections précédentes,
nous supposerons désormais I'entieau moins égal &. Notons alorsX,, le nombre de copies
dans le graphé/,, des configurations locales, . .., n,, :

=1

m

-yye

=1 :EEVn

La fonction seuil de chacune des proprie®dggn;) > 0 estn=%*. Ainsi, par la Propriété 3.2.3,
celle de leur réunion, i.e. celle de la propriéfg > 0 est également de la forme %/*. L objectif
de cette section est d’obtenir une approximation poisgsma pour la variable aléatoirs,,.
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Pour ce faire, il est nécessaire de se placer a la fonctioihde X,, > 0. Nous supposerons donc
que le potentiel de surfacgn) satisfait :

e — ep=d/k (4.2.18)

ou ¢ est une constante strictement positive fixée. Afin d’olstene convergence en loi pour la
variable X,,, I'idée naturelle consiste a s’appuyer, comme pour laaléstration du Théoreme
4.2.1, sur la méthode des moments (voir le Lemme 4.2.2)adjitsdonc de prouver I'existence
d’un réel) > 0 tel que , pour tout, le moment d’ordré de la variableX,, tende vers\'. Il suffit
d’observer I'espérance d€, (qui est également son moment d’ordjgoour obtenir la valeur de
A. Une conséquence de la Proposition 4.1.3 fournit |a limétéespérance du nombre de copies
d’'une configuration locale (non nécessairement proprehdiant simplement; le périmetre de
la configuration localey, il vient :

lim E.p[X,] = lim E,p[ X, (7;)]

n—+o0o - n—+o0o

La route conduisant a I'obtention d’'une approximatiorsgonnienne poux,, parait toute tracée.
Néanmoins un ingrédient essentiel fait encore défaahs@lérons en effet deux sommets dis-
tincts y et z, que I'on imagine proches I'un de l'autre, et deux indidest ¢ < j < m. Les
réalisations des configurations localg®tn; en les boule3(y, r) et B(z, r) n'impliquent pas
nécessairement la présence (localisée) d’au mieinssommets positifs. Pour s’en convaincre, il
suffit d'examiner le cas ou les ensembles de sommets [gdgjtif);) etV (n;) sont translatés I'un
de l'autre, comme c’est le cas dans la Figure 4.3. Or, c'as$¢juent cet argument, couplé a I'’hy-
pothese (4.2.18), qui permet de prouver la convergence)wie la quantit'e«zdﬂmb(fgi =I' =
1); voir la fin de la démonstration du Lemme 4.2.4. Une hyps#i@éoncernant les configurations
localesn, . .., n,, etinterdisant le cas pathologique précédent est néicesselles devront étre
incompatibles

Definition 4.2.6 Soientr,, ..., n, m configurations locales d&(0,r) ayant chacuné > 0
sommets positifs. Les configurations locaigs. . ., n,, sont ditesincompatiblessi, pour tout
1 <i < j <m,les ensembles de sommets positifsy;) et V., (n,) ne sont pas translés I'un
de l'autre.

Lorsque c’est le cas, nous emploierons également le texcoenpatiblepour la famille formée
desn, ..., n,. Remarquons qu’une sous-famille d’'une famille incompatie configurations lo-
cales est encore incompatible mais que I'opération iryées. rajouter des configurations locales
a une famille, ne préserve pas lI'incompatibilité de kaifée initiale.

Toutes les précautions ont été prises : le résultatah de cette section peut étre énonceé.

Théoreme 4.2.7Supposons que le potentigln) satisfasse (4.2.18) et conséidnsm configu-
rations locales incompatibles,, ..., n,, ayant chacuné& > 0 sommets positifs. Alors la va-
riable aléatoire X,, converge en loi quand tend vers I'infini vers la loi de Poisson de paratre
t Y e,
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FIG. 4.3 — Représentation de deux configurations locales deuke3(0, 3) non incompatibles
(en dimensionl = 2 et en8-connexité) : leurs ensembles de sommets positifs samglates I'un
de l'autre.

Rappelons que la somme de deux lois de Poisson indéperdimigarametres et \' est
encore une loi de Poisson de paramétre ). Ainsi, a condition que les,, ..., n,, soient in-
compatibles, le Théoreme 4.2.7 illustre une certainenéd’indépendance asymptotique entre
les variablesX,,(n;). Ce phénoméne peut s’interpréter comme suit. Les oecoes des confi-
gurations locales); et n; ne pouvant se chevaucher, elles sont, sous I'nypothe8e &, tres
eloignées 'une de l'autre. Le graplig, est alors suffisamment vaste pour permettre a chacune
desn,; d’apparaitre autant de fois que nécessaire (mais en mofimy loin des occurrences des
autres configurations locales, i.e. indépendammentdes
Nous utiliserons ce résultat dans la Section 4.5.1 danstlelé déterminer une approximation
poissonnienne pour les assertions locales. Il sera égaleappliqué de maniere plus concrete
dans le Chapitre 5 a des configurations locales partragdielesanimaux
La structure de la démonstration du Théoreme 4.2.7 esélme que celle du Théoreme 4.2.1.
Les arguments similaires seront donc traités succintemen

DémonstrationLa premiere étape de la démonstration consiste a seneraales configurations
locales propres. Ainsi, a chaque configuration loeglenous associons la configuration locale
proprer; de la bouleB(0,r + 1) définie par :

.oy mi(x) si xe B(O,r),
i) = { —1 sidist(z,0)=r+1.

Les propriétésX,,(n;) > 0 et X,.(n;) > 0 ont la méme fonction seuil et satisfoAt,(7;) <
X, (n;). Nous noterons(,, la somme des: variablesX,,(7;). Dés lors, la Proposition A.0.4 nous
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permet de majorer la distance en variation totale entreishiitions dex, etX,, :

dvr (LG, LX) < pap(X # Xo)

< ZMa,b(Xn<77i) > X, (1))

< mMe*™ ,

d’apres les inégalités établies lors de la demonstratu Lemme 4.1.2. Ce méme lemme affirme
enfin que si la variablé,, converge en loi vers une variahlg, il en va de méme pouk,,. Au-
trement dit, sans perte de généralité, nous pouvonosepfes configurations locales . . . , 7,
propres.

En utilisant les notations de la démonstration du Th@eré.2.1, le moment d’ordrede X,

s'écrit :
l
Mi(Xn) = Z E.p Z Z I ox I
s=1

(xl,...,ml)ecl(s) 1<i1,...,51<m

Nous noterons également;(X,,) le terme de la somme ci-dessus correspondant=a [ et
M]'(X,) le reste de cette somme. La deuxiéme étape consiste @gpiawconvergence suivante :

m l
lim M/(X,) = |c* “2vi ) 4.2.19
i 205) = (£ (2219
Fixons donc ur-uplet (z1,...,x;) € C/(l) etl indicesiy, ..., i, compris entrel etm. Il s’agit

donc d’évaluer la probabilité

Nous commengons par écrire

l
o (015 =1) -
j=1

Pourj = 1,...,l, la configuration localey;, étant propre, la Proposition 4.1.3 produit un en-

cadrement de la probabilité conditionneug,b(lgf = 1|F(0B(z;,r))). Comme cela avait été
souligné a la fin de la Section 4.1, la constahtgintervenant dans cet encadrement est la méme
pour chacune des configurations. Il vient :

l l
—2b; . i - | | —2by; .
Cke Vi S ,Ua,b <| | [$]_J — ) S n dl Cke Vi )
j=1

Jj=1

ﬁua,b (IJZ;?' - 1|.7:(5B(xj,r))>] .

n—dl (1 _ M2€2a(n))l

l
Jj=

1

Puis, l'identité

(]

m l
b, . Z b

1<iy,...,u<m j=1



§ 4.2 Approximation poissonnienne pouk,,(n) 87

entraine I'encadrement

l
|Cl(l) a(n)\! S —2bvy; / |Cl —2bvi
g (1 . M2€2 ( )) ckZe 2by, < Ml (Xn> < ndl kz 2by;
=1

dont découle la limite désirée (4.2.19).

Dans la derniére étape de cette démonstration, nousenons que la somm&,’(X,,) tend vers

0 en montrant que c’est le cas des 1 termes qui la composent. Supposons pour teta2.
Fixons un entied < s < [ — 1 et considérons uhruplet (x4, ..., z;) appartenant &(/) et!
indicesiy, ..., 4 compris entrd etm. En s'inspirant de la démonstration du Lemme 4.2.4, nous
savons gu'il existe une constante, disohsdépendant du potentiel de pairedes parametras

etk mais aussi des configurations satisfaisant :

i A Th]/
(H Ix = 1) d(s—l)M‘I’b (Ixj - I:c g 1) )

ou j etj’ sont deux indices tels que les sommet®tx; sont distincts et distants I'un de l'autre
d'au plus2r + 1. Si z'J = 1y, 1.e. si les configurations localeg, et n;,, sont identiques, alors

I’evenementl Y= Imi = 1 implique la présence localisée d’au moing- 1 sommets positifs.
En effet, les centres des boulﬁxj, r) et B(zy,r) sur lesquelles se réalisg, = n,, sont
distincts. C’est dans le cas ou les configurations looglestr; , sont differentes que I hypothese

d’'incompatibilité de la famille{n,,...,n,} va intervenir. Pwsque les ensembles de sommets
posmfs des configurations localgs etn; , ne peuventse chevaucher, I’évenenfaﬁt_ I;hi’ =

1 implique encore une fois la présence 'localisée d’au moing sommets positifs. Dans les deux
cas, le Lemme 4.1.1 s’applique et donne :

L < [;77J — ]ZJ? = 1) = o(n—d€2a(n>) )

Par conséquent, I'espérance

E.. > YL xx I

(@102 €C) (8) 1< ,.omyig <

est unO(e?™), ce qui prouve la convergence 8€'(X,,) verso. [

Lorsque les configurations locales . . . , n,, ne sont pas incompatibles, la variablg converge
encore en loi quand tend vers I'infini, mais la limite n’est plus une loi de Poiss&n fait, le
support de la variable aléatoifé, n’est asymptotiguement plus egaNaout entier : il dépendra
des chevauchements entre les ensembles de sommets pasitifs, . . ., Vi (7m)-
lllustrons cette remarque générale par un exemple sir§jalientr,, . .., 7 les 3(r) configu-
rations locales de la boulB(0, r) ayant un uniqgue sommet positif. Ces configurations locales
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ne sont évidemment pas incompatibles; a translatios, etées ont toutes le méme ensemble de
sommets positifs. Notons encakg, la somme de leurs occurrences dans le graphe :

B(r)

Xn = ZXn(ni) .

La fonction seuil de la propriét&,, > 0, comme celles deX,,(n;) > 0, pouri = 1,...,3(r),
vautn—?. Posons alorg?*™ = n~? (avecc = 1). Pour cette valeur du potentiel de surface,
les sommets positifs présents dans le graphe sont asyquaotent €loignés les uns des autres.
Ainsi, chacun d’entre eux contribue a la réalisation @wtcurrence pour chacune des configu-
rations locales,, . . ., (). Autrement dit, quana tend vers l'infini,

fap(Xn = B(r) X Xn(m)) — 1.

Asymptotiquement, la distribution d¥,, ne charge que les entiers multiples/ée). De plus,
d’apres le Théoreme 4.2.X,,(n,) converge en loi vers la loi de Poisson de paramétfe Nous
en déduisons la loi limite de la variahlé, :

lim ,ua,b(Xn = l) =

n—-—+00

e x (e;:)m si ImeN, [ =p(r)m,
0 sinon.

Finalement, en s’inspirant de I'exemple précédent etadd@dmonstration du Théoreme 4.2.7,
il semble possible de fournir une limite pour la distributide toute variable aléatoire définie
comme la somme de configurations locales quelconques (ayant chaéus@mmets positifs).

4.3 Etude de la vitesse de convergence

Dans la section précédente, il a été prouvé que la MarialéatoireX, (n) convergeait en
loi vers une loi de Poisson (Théoreme 4.2.1). Cette néenselction a pour but de mesurer la
vitesse a laquelle s’effectue cette convergence : c’eBjdt du Théoreme 4.3.1. Il sera présenté et
commenté dans la Section 4.3.1. La Section 4.3.2 esed&dga demonstration. Celle-ci repose
sur la méthode de Chen-Stein : voir [2] ou I'Annexe B qui Ist eonsacrée. Cette méthode
s’applique au modele d’lsing dans le cas ferromagnétigille requiert donc la positivité du
potentiel de pairé.

4.3.1 Theoreme et commentaires

Dans toute cette section, nous considérons une configniatialen de la bouleB(0, r) ayant
au moins un sommet positit:(n) > 0). Le potentiel de surface(n) est supposé satisfaire la

relation (4.1.1) :
200 — o =d/kn)

ou ¢ est une constante strictement positive. Dans ces consliieThéoreme 4.2.1 affirme que
le nombre de copies de la configuration locakgans le graphér,, converge en loi vers la loi de
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Poisson de paramete&™ =27 e Théoréme 4.3.1 stipule que la vitesse de cette coenesy
est au moins en~%*®_Nous noterons encor X ) la loi d’une variable aléatoir& etP()) la
loi de Poisson de parametke

Théoreme 4.3.1Supposons que le potentiel de surfa¢e) satisfasse la relatiof4.1.1)et que
le potentiel de pairé soit positif. Alors :

dyr (C(Xn(n)),P(ck(”)e_%”("))) = O(n kMY

Méme si le Théoréme 4.3.1 ne fournit qu’'une borne s@pige, nous pensons que®/* est
le véritable ordre de grandeur de la vitesse a laquellgarge en distance en variation totale la
loi de X,,(n) vers sa limiteP (ckm =27

log dyr (£(Xa(n)), P(H e 20 @) =
—

o AT , (4.3.20)

guandn tend vers l'infini. Nous ne sommes malheureusement pas earends le montrer mais
deux arguments motivent cette conjecture. Premierendamis le cas, qui est le notre (voir la
Section 4.3.2), d’'une famille de variables aléatoiresdatlicespositivement reée (voir I’An-
nexe B pour une définition), la majoration fournie par lamogle de Chen-Stein est le bon ordre
de grandeur : pour plus de détails, consulter le Chapitre RH Deuxiemement, (4.3.20) a été
démontrée par Ganesh et al. [34] dans le cas particulieedonfiguration locale, représentant
un simple spin positifi{ = 0, k(n,) = 1 ety(n,) = 4). Leur méthode, appel&etivity expansion
consiste a écrire la densipt&de spins positifs comme une série entiere en la variabéetité”
z = ¢%%. D’une part, en utilisant la méthode de Chen-Stein, ilsesintent un résultat analogue au
Théoreme 4.3.1:

dvr (L(Xa(n1)), Plee™)) = O(n™?).

D’autre part, ils prouvent I'existence d’une constantettment positiveX = K(c, b) telle que :
o (Xn(ns) = 0) — e | = Kn~%(1+ O(n™?)).

Signalons enfin que dans [29], Fernandez et al. consitk®nonfigurations locales comme des
contours i.e. des surfaceg — 1-dimensionnelles connexes et fermées. Lorsque le petatdi
paireb tend verstoo, ils obtiennent une approximation poissonnienne pour tebre de copies
de tout contour fixé. De plus, cette convergence s’effeatuiéesse exponentielle.

4.3.2 Demonstration

Cette section a pour objectif de demontrer le ThéorerBd 4Ainsi, nous supposerons que le
potentiel de surface(n) vérifie la relation (4.1.1)

p2a(n) _ o= d/k(n)

et que le potentiel de paireest positif. Cette démonstration repose sur la méthod€rdm-
Stein. En vue d’appliquer la Proposition B.0.8 de I’AnnexealBous faudra exhiber une famille
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positivement reliee de variables aléatoires indicagicce seront les variablgd définies ci-
dessous. Durant toute la démonstration, differenteact@rsations de la distance en variation
totale, introduites dans ’Annexe A, seront utilisées.

Avant toute chose, grace au Lemme 4.1.2 et en particuli@r@lation (4.1.4), la configuration
localen sera supposée propre. Elle vérifiera donc les inégdltd.6) et (4.1.7) de la Proposition
4.1.3.

Afin d’alléger les notations, nous noterons encore uneXdésquantitéc®(me=27()

Relativement & la configuration locajedéfinissons le sous-ensemblgn) deC, par :

Co(n)={n"€C.,Vi(n') D Vi(n)}.

Tout €léement;’ de cet ensemble compte parmi ses sommets positifs ceux dmfiguration
localen. Il en possede donc au moih&;). Plus précisément, est le seul élément d& () ayant
exactement:(n) sommets positifs, tous les autres en ont au méimg + 1. A cet effet, nous
noterongC*(n) = C.(n) \ {n}. Pour tout sommet € V,,, la variable aléatoiré] est définie par :

= > 1. (4.3.21)

n'€Cr(n)

Remarquons qué! est une fonction indicatricel? (o) = 1 si les sommets positifs nécessaires a
I'apparition den sur la bouleB(z, r) sont positifs pour la configuration sans aucune condition
sur les spins des autres sommets. Autrement/fliest une fonction croissante (cf. la Section
2.2.2): - -

oc<o = [o)<IL().
Ainsi, sous I'hypothésé > 0, la Proposition B.0.9 affirme que la famille formée de ca$i-in
catrices est positivement reliée. Appliquée a cettelfapia méthode de Chen-Stein produira le
Lemme 4.3.4.
Par analogie avec (4.3.21), introduisons la variabletaiées notéeX ,, () et définie par :

71@(”) = Z[_g
eV
= X.()+ Y X.(), (4.3.22)
n'€Cyx(n)

dont I'espérancé&, ;[ X ,,(n)] sera simplement notée,.
L'inégalité triangulaire assure que la distance en Vianietotale entre les l0i£ (X, (7)) etP(\)
est majorée par :

dyr (L(Xa(1), L(Xn(0)) + dvr (LX), P(\)) + dvr (P(A), P(N))

fournissant ainsi un plan naturel pour la démonstratioif lseoreme 4.3.1. Nous allons montrer
que chacun de3 termes composant la somme ci-dessus e (1w %/*). Les cas du premier
et du dernier termes feront respectivement I'objet des Lem#h3.2 et 4.3.3. La méthode de
Chen-Stein, i.e. le Lemme 4.3.4, majore le temie (L(X,.(n)), P(\,)) en fonction des deux
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premiers moments d& ,(n), i.e. son espérance et sa variance. Enfin, le Lemme 4.3.feagse
cette majoration est ufy(n=4/km).

Sous I'hypothese (4.1.1), le Lemme 4.1.1 assure que ldggooations locales ayant strictement
plus dek(n) sommets positifs, en particulier celles @gn), ont une probabilité asymptotique
nulle d’apparaitre dans le graphe. Par conséquent, tebl@s X, () et X,,(n) auront asympto-
tiguement le méme comportement et 'espérance de la prefriie.\,, sera proche de celle de
la seconde, donc également proche\de

Lemme 4.3.2 La distance en variation totale entre la loi d&,(n) et celle dexX,,(n) satisfait :
dyr (L(Xa(n)), L(Xa(n))) = On= 7). (4.3.23)
De plus, il existe une constante strictement positifsetelle que, pour tout: :

A1 — Mse? ™) < X, < A1+ Mze™) (4.3.24)

Démonstration Puisque nous disposons d’une égalité reliant les vasab),(n) et X,,(n) (re-
lation (4.3.22)), la caractérisation de la distance ematian totale proposée par la Proposition
A.0.4 est tout a fait adéquate :

dyr(p,v) =inf{P(X #Y), L(X)=p et LY) =v}.
Nous obtenons :

dyr (L(Xa(1)), L(Xn(0)) < pap(Xa(n) # Xu(n))

< Hap Z Xn(n/) >0
7' €C(n)
< Z Ea,b[Xn(n,)]a
n' €C(n)

car la variabley _ , X,,(r') est a valeurs entieres. Or d’apres le Lemme 4.1.1, éespre de
Xn(n'),n € C:(n), tend vers) :

M, e2am) (kG )= k()
]\41 e2a(n) )

Eob[Xn(n)]

IA A

L'ensembleC’ (n) étant de cardinal fini, la distance en variation totale (L£(X,.(n)), £(X,.(n)))
est unO(e2*™), donc unO(n~%*) par la relation (4.1.1).

En utilisant les majorations précédentes et en décoampds variableX ,,(n) comme en (4.3.22),
nous obtenons un encadrement de son espérance

Ea,b[Xn(n)] S >‘n S Ea,b[Xn(T/)] + |C:(77)|M162a(”) .
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En combinant avec (4.1.7), il vient :
A(1- MQGQ‘I(")) <A <A(1+ |C;‘(77)|M1)\_162“(")) :

Les constantes/; et M, sont respectivement issues du Lemme 4.1.1 et de la Prapoditl.3.
Elles sont indépendantes de la tailldu graphe. L'encadrement final dg est obtenu en posant :

Ms = max{M,, |CF(n)|M A} .
|

Le Lemme 4.3.2 affirme en particulier que la difference@hitret A tend vers) commee?*(™),
Par conséquent, les deux lois de Poisson dgrt A sont les parametres seront proches l'une de
l'autre.

Lemme 4.3.3 La distance en variation totale entre les lois de Poisgdgn,,) et P(\) satisfait :

dyr (P(A\), P(N)) = O(n~ Yk (4.3.25)

Démonstration La caractérisation de la distance en variation totale @sép par la relation
(A.0.2) de I'Annexe A est adaptée a la situation :

dvrlu,v) = 5 3 lum) = v(m)].

m>1

Fixons un entiern > 1. La relation (4.3.24) fournit un encadrement de la diffie\™ e~ —
A\"e~A. Par conséquent :

A A"
e re ﬁ| < max{am, Bm}

ou les réels positife,, et 3,, sont définis par

)\meiA AMsze2a(n) 2a(n)\ym
am:T<e (1 + Mze=*'"™) —1)
et -
]

Finalement, la distance en variation totale entre les lRaisson de parameétrgset ) e~207(1)
est majorée par :
1
dyr (P(A), P(V) < 5 > max{am, fn}
m>1
Afin d’obtenir (4.3.25), nous allons d’une part montrer goemptoutm, «,, > 3, et d’autre part
que la série de terme généng) est unO(n~%*m), Pour cela, considérons la fonctign définie
par :
fn ] = L1[— R, 2+ (14 z)me .
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Il est facile de vérifier que la fonctiof), est convexe. Ainsi, poudr < = < 1, f,,(0) — f,,(—z) est
majoré parf,,(z) — f,.(0). En prenant: = Mse?*™ et en remarquant qug,(0) = 1, I'inégalité
désiréev,, > (3, est obtenue. Pour finir, donnons un équivalent goyr o, :

m 2a(n)\m ™
. (1= Msge2a(m) A (1 + M3€ ) RPRSY AT
D o = ST o D

m>1 m>1 m>1

2a(n) _ 2a(n) _
oA Mse L MI=Mge ™) -

qui tend ver2\Msze?*™ quandn tend vers linfini. C’est donc ui®(n=4*) par la relation
(4.1.1). m

Il ne reste plus qu’a montrer que la distance en variatidal@écentre la loi deX,,(n) et la
loi de Poisson de parameétig est unO(n~%*m). | a variable aléatoirél,,(n) a été introduite
dans cette demonstration dans le but de lui appliquer llhode de Chen-Stein. En effet, elle
est égale a une somme de fonctions indicatrices crossaries variables,, + € V,,. Or, le
potentielb étant positif, la famille formée de ces variables indiicais est positivement reliée (cf.
la Proposition B.0.9). La Proposition B.0.8 s’applique etduit le Lemme 4.3.4. L'unique étape
de la démonstration du Théoreme 4.3.1 utilisant la pat&tde b réside dans I'utilisation de la
Proposition B.0.9.

Soulignons au passage a quel point le fait de supposer lelmddsing ferromagnétique simpli-
fie, d’'un point de vue théorique, la situation. En effet, gllncas générab (e R), I'étude de tous

les moments de la variabl¥, (n) nous permettait d'obtenir sa distribution asymptotiquersa

gue dans le cas ferromagnétiquex 0), celle de ses deux premiers moment suffit.

Lemme 4.3.4 La distance en variation totale entre la loi d€,(n) et la loi de Poisson de pa-
rametre \,, satisfait :

dvr (E(Fa(1), POW)) < 1 (wwa,b[mn)] “Ant2) Ea,b[f_zF) . (43.29)

n z€Vn

Une particularité de la loi de Poisson réside dans le faé ga variance et son espérance
sont égales. Bien que ce ne soit pas une caractérisdir@udlité (4.3.26) signifie que, puisque
> wev., Eap[Li]? tend vers) quandn — +oo, la distance entr€ (X, (1)) et P(),) est essentielle-
ment controlée par la différence entre la variance spigance d&,,(n). De bonnes estimations
des deux premiers moments de la variable aléatSifé;) montrent que cette différence est un
O(n~%*m), Le cas du moment d’ordriede X ,,(n), i.e. son espérance,, est traité par le Lemme
4.3.2. Le prochain résultat concerne son moment d’atdre

Lemme 4.3.5Le moment d’ordr@ de la variableX ,,(n), i.e. My (X ,,(1)) = Eo3[ X, (7) (X, (n)—
1)], satisfait :

My (X, (n)) = N2 + O(n~¥E0)
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Nous démontrerons ce résultat a la fin de cette sectioamifxons tout d’abord de quelle
maniere il nous permet de conclure, i.e. de prouver questamite en variation totale entre la loi
de X, (n) etP(\,) est unO(n~4kM) Commengons par écrire :

et
Va?“a,b[yn(n)] = MQ(YTL(”)) + A — AL

L'inégalité (4.3.26) devient
dvr (£(Xalm), PO < 1 (me Xy &) |

Comme)\,, converge verg®(e=27( quandn tend vers l'infini, il suffit de montrer que :

~ 2, 20 —d/k(n)
Mz(Xn(U))—AnJFF =O(n~ ") .

C’est clairement le cas du rappoéj;_/nd puisque par hypothese I'entig(n) est non nul. C’est
tout aussi évident pour le termdé, (X ,,(n)) — A2 grace au Lemme 4.3.5. En effet, il stipule qu'il

existe une constant¥, telle que pour tout,
My(X (1)) < A2 + M,e?m)
La minoration de\,, fournie par (4.3.24) produit alors :
My (X () = A2 < Mye?™) 4 2% (2Mge® ™ — Mt |
qui est bien urO(e2™), i.e. unO(n=4/*m),

Il s’agit pour finir de démontrer le Lemme 4.3.5, i.e. proukexistence d’'une constanté > 0
telle que pour tout, la differenceM, (X, (1)) — A? soit majorée pa€C'n~%*, En utilisant la
relation d’équivalence de connexité introduite dans dat®n 4.2.2, nous écrirons le moment
d’ordre 2 de X,,(n) comme une somme (relation (4.3.27)) dont I'un des termetaegptantité
Mj(X,(n)) (cf. relation (4.2.11)). C’est de ce terme que provient latdbution A2, tous les
autres tendant vefscommee?*("),

Démonstration (du Lemme 4.3.5Quelques notations introduites lors de la démonstration d
Théoreme 4.2.1 nous seront utiles, notamment la relaiequivalence dite de connexité entre
boules de méme rayon. Rappelons ainsi que, peun, 2, C(s) désigne 'ensemble des couples
de sommetszy, z5) dont 'ensemble{ B(xy, ), B(zy,7)} formé des boules de centig et x-

et de rayon- se décompose sous I'action de la relation de connexiteatsisses d’équivalence.
Autrement dit, le coupléz,, z,) appartient &5 (1) sidist(x1,z2) < 2r + 1 et aCy(2) sinon. Le
moment d’ordre2 de X, (1) s'écrit donc sous la forme :

2
My (X (1)) = Z E.b Z 721 x 722
s=1

(z1,22)EC2(s)
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Pour tout sommet, chacune des variables indicatricgsse décompose comme la somme des
I, € C.(n). Nous obtenons ainsi une nouvelle &criture pbilyf X, (1)) :

My(Xn(m) = > (E'(m ) + B> () (4.3.27)

m1,m2€Cr (1)

ou pours = 1,2 la quantitéE* (n;, ) est définie par :

E'(m,m) =Eap | > INIE

(z1,22)€Ca(s)

Soit (1, 72) un couple d’éléments d&.(n). Il est essentiel de rappeler gu’un seul élément de cet
ensemble admet exactemérit)) sommets positifs, c’est justement la configuration locglet

gue tous les autres en admettent strictement plus.

Occupons-nous tout d'abord du cas- 1; considérons un couple de sommets, z2) € Ca(1).

Ces deux sommets sont distants I'un de I'autre d’au pius 1. Lévénement

m=rz=1

implique la présence d’au mois$n) + 1 sommets positifs dans la boule de centret de rayon

2r + 1. Dés lors, sC;’ﬁ) désigne I'ensemble des configurations locales de la bB(0e2r + 1)
ayant au moing(n) + 1 sommets positifs, il s’ensuit que :

Ma,b(lgi:]giz ) < Z Ea,b[lggl]

k
cec

< n~? Z Ea,b[Xn(O]

cec i

< n? |C2>ri(717)| M, )

par le Lemme 4.1.1. Cette majoration étant valable pourdouple(z;, x2) appartenant &;(1),
nous en déduisons :
E'(m,mp) < C (G50 My ™)

ol la constant&' > 0 a été introduite par le Lemme 4.2.5. Autrement dit,(7;,7,) est un
O(e?™) et donc également uft(n=%*™) par (4.1.1).

Passons désormais au gas 2 et supposons donné un couplg, x») € Co(2). Des techniques
déja utilisées dans la Section 4.2.2 nous permettetide :

2
E.s [[MI2] = Eap H,ua,b (I = 1|F(6B(xi,r)) | - (4.3.28)
=1
A ce moment de la démonstration, deux cas sont a distin§u@posons dans un premier temps
quer, etn, soient toutes les deux égales a la configuration logaislors, par la Proposition
4.1.3,
E.p [[210] <n 2\

T X9
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et E'(n,n) est majoré pan?. Dans le cas contraire, au moins I'une des deux configurgtion
localesn,,n, € C.(n) est differente de). En particulier, on peut affirmer que I'une des deux
admet strictement plus dgn) sommets positifs, I'autre en admettant au mditrg) :

k(m) + k(ne) > 2k(n) + 1.
Ainsi, en combinant le Lemme 4.1.1 et la relation (4.3.28)ignt :

F2(nmy) < M2 ri(m)-2k0n)
= O(e*™) .

La relatione?*(™ = ¢n~%/ ) permet de conclure. [ |

4.4 Distance entre configurations locales

A la fonction seuil de la propriét&,(n) > 0, le nombre de copies dans le graphe de la
configuration locale; suit une loi de Poisson. Asymptotiquement, il y en aura doesque
srement un nombre fini. Une question naturelle consiste demander quelle distance sépare
deux copies quelconquesgldans le graphe. Nous n’avons malheureusement en notresgasse
aucune réponse ferme a cette question. Néanmoins lerdine 4.4.1 montre la voie a suivre. Ce
résultat, énoncé et commenté dans la Section 4.4.4eigme sur la distance typique a laquelle se
trouvent les plus proches sommets positifs d’une occuereloonée dg. Sa démonstration fait
I'objet de la Section 4.4.2.

4.4.1 Theoreme et commentaires

Soitn une configuration locale de la bout&0, ) ayant au moins un sommet positif(¢) >
0). Nous nous plagons une fois de plus a la fonction seuil*") de la propriétéX,,(n) > 0.
Précisément, le potentiel de surfade) sera supposé satisfaire :

e2aln) — p=d/k() (4.4.29)

N’intervenant pas dans cette nouvelle étude, la constagparaissant dans la relation (4.1.1) est
fixée a la valeud. Sous cette hypotheése, nous savons d’apres le Théat@rieque le nombre
de copies de la configuration locajedans le graphé&/,, converge en loi vers la loi de Poisson
de parametre~2(_ En particulier, le nombre de copies gelans le graphe est fini avec une
probabilité qui tend vers. Fixons alors un sommetet noton<(x, r, R) la couronne de centre
x etderayons etR(>r):

Cle,r,R)={y € V,,, r < dist(z,y) < R} .

Supposons qu’une copie de la configuration locakgpparaisse sur la boule de centret de
rayonr. Le Lemme 4.1.1 affirme qu’alors tous les sommets de la cow6(x, r, R) auront des
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spins négatifs. Autrement dit, en notaht+, R) 'événement “il existe (au moins) un sommet
positif dans la couronn@(z, r, R)”, il vient :

hT Ma,b(z’(+v R)ug = 1) =0.
Qu’advient-il de cette limite si le rayoR dépend de: et tend vers l'infini? Le Théoreme 4.4.1
répond a cette question.

Théoreme 4.4.1Sous les hypo#ises pecedentes, nous avons

R(n) <n'™ = T pay(Z(+, Rm)|L] = 1) = 0
et
R(n) > n'/kn — nEToo'ua’b(I(+’ Rn)|I1=1)=1.

Le Théoreme 4.4.1 prévoit donc un phénomene de seuil [@oprobabilité conditionnelle
trap(Z(+, R(n))|I7 = 1). Il s'interpréte comme suit. Sk(n)n~"/*® tend vers) alors, avec une
probabilité qui tend vers, tout les sommets de la couronfiee, , R(n)) seront négatifs. Inver-
sement, sik(n)n~/* tend vers+oo alors, avec une probabilité qui tend verda couronne
C(x,r, R(n)) contiendra au moins un sommet positif.

Remarquons qu’'a la différence de la propri&t&n) > 0, la fonction seuil proposée ci-dessus ne
dépend pas de la dimensidn cela s’explique simplement par le fait que cette dernterecerne

un rayon et non plus un volume. Elle est également dé@wisen I'entiek:(n). Plus le nombre
de sommets positifs formant la configuration locakest grand, plus la largeur de la couronne de
sommets négatifs ceinturant I'une de ses occurrencesredte. Il faut en effet comprendre que
se placer a la fonction seuil d’une configuration localerdy@aucoup de sommets positifs force
le potentiel de surface(n) a tendre moins vite versoo et donc a tolérer dans tout le graphe un
plus grand nombre de sommets positifs.

En se penchant sur le cas de l'indépendance entre les sgniimet0), un résultat du type du
Théoréme 4.4.1 était prévisible. En effet, sous I'nyygse (4.4.29), le nombre moyen de sommets
positifs dans la boul& (0, R(n)) est logarithmiquement équivalent a :

R(n)® x €™ = R(n)? x n¥w |

Par conséquent, §(n) < n'/k™ (resp.R(n) > n'/k™)) le nombre moyen de sommets positifs
de B(0, R(n)) tend vers0 (resp.+o0). D’ailleurs, cet argument insiste sur le fait suivant : la
fonction seuil (pour le rayo®(n)) de la propriété “la bould3 (0, R(n)) contient (au moins) un
sommet positif” devrait encore étrg/*(

Les sommets positifs les plus proches d’une copie donn@esdet donc a distance de I'ordre de
n'/k  Mais le Théoréme 4.4.1 ne précise ni leur nombre, nipesition les uns par rapport aux
autres : sont-ils groupés ou isolés ? Notre point de vueogenait vers la deuxieme alternative.
Nous conjecturons que les sommets positifs apparaissaistance de I'ordre de'/*™ den,
(copie den sur B(z,r)) sont éloignés les uns des autres et que les plus procbepagnents
formés de2 sommets positifs apparaissent a distance de I'ordre’dé€” (voir la Figure 4.4).
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Plus généralement, nous pensons que les configuraticaleso(deB (0, 7)) ayantl < s < k(n)
sommets positifs les plus procheswlesont a distance de I'ordre de/*" . En particulier, les
autres occurrences deles plus proches de celle se réalisant sur la bd(le, ), i.e. den,,
seraient a distance de l'ordre de L'entier n étant la taille du graphe, deux telles copies sont
donc trés espaceées. Il ne peut donc y en avoir qu’un nontiréens le graphe tout entier, ce qui
est confirmé par le Théoreme 3.2.1. Nous pensonsi@st I'ordre de grandeur pour la distance
séparant deux copies quelconques de la configuratiorelgcal

FIG. 4.4 — Représentation géographique et schématiqueathesats positifs les plus proches
d’'une occurrence de la configuration locale

4.4.2 Demonstration

Fixons pour toute cette demonstration un somme&elle-ci se decompose en deux étapes na-
turelles : nous montrerons la convergence de la probalsiitiditionnellg:, ,(Z(+, R(n))|I! =
1) vers0 puis versl selon le comportement asymptotique du raytin).
Remarquons que la démonstration de la Proposition 4. 1i@itoun controle du dénominateur.
Pour cela, associonsja configuration locale proprede la bouleB(0, r + 1) définie par :

..« | n(x) si x € B(0,r),
(w) = { —1 sidist(z,0)=r+1.
Les configurationg etn ont le méme nombre de sommets positifs et le méme pé&emet

k(n) = k(1) et y(n) =~(n).
L'inégalité (4.1.10), appliquée &, est valable pour toute configuration d8(x,r + 1). Elle
s'applique donc a son espérance, jug, (17 = 1). Il vient :

1

- <1+ M e2a(n)yo207(n) pd
T



§ 4.4 Distance entre configurations locales 99

Enfin, comme la réalisation dgesur B(z, r 4+ 1) entraine celle dg sur B(z, r), nous obtenons :

1 _ 1
pap(ld=1) — umb(Ij =1)
< (14 Mye?amye2rmpd . (4.4.30)

L'essentiel du travail consistera donc a bien évaluerddabilité de I'intersection des événements
Z(+,R(n)) et =1.

Supposons donc pour commencer @(@) < n'/*", Le cardinal de la couronr®z, r, R(n)),
disonsg3,, est évidlemment majoré par celui de la boBl@, R(n)) et donc par2pR(n) + 1)%.
PuisqueR(n)n~%*m tend vers), il en va de méme pout,n~%* et donc aussi pous, e?*™
par 'hypothese (4.4.29).

Nous aurons besoin de I'ensembig,,) (1) formé des configurations locales de la boBl®, R(n))
ayant pour sommets positifs au moins ceuxyde

CR(n)(n) = {C € CR(n)a V—l—(C) ) V+(77)} :

La terminologie utilisée jusqu’a présent sera conservimnéme si cela devient impropre voire
trompeur, les configurations de cet ensemble seront tagualifiees de “locales”. Les élements
deCy,) (1) = Crw)(n) \ {n} possedent au moirkgn) + 1 sommets positifs. Ce dernier ensemble
est introduit dans le but d’écrire :

pap(Z(+H R)NIT=1)= > pep(I$=1),
CECy (1)

ol I'evénement$ = 1 signifie que apparait er3(x, R(n)). La bouleB(x, R(n)) sera d’ailleurs
notée plus brievemertt,. Fixons¢ € Cp,, (). La marche a suivre pour majores (1S = 1)
est toujours la méme. Grace a l'identité

:ua,b(]g = 1) =Eu.p [:ua,b (]g = 1|F(5Bn))} )

il suffit de majorer uniformément en la configurationde 5 B,, la probabilité conditionnelle
tap(IS = 1]o). Fixons doncr € W98, La relation (2.4.20) propose un majorant simple de
cette quantité :

pap(IS = 1]o) < 7 (G~ HE (Go) (4.4.31)

ou ¢° désigne I'element d€g,,)(n) n'ayant que des sommets négatifs. L'essentiel du travail
consiste désormais a bien interpréter la differentedes énergies localds? ((,0) et H?» ((%0).
L'expression def{ P~ (o) est donnée par la formule (2.4.21) :

HP((o) = a2k(Q) = BRM)) +b [ D &)+ D, G)o(2)

{y,Z}EEn {y,Z}EEn
y,2€Bn YEBn,2E€8By,
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Le nombre de sommets positifs et le périmétre de la corgtaur locale¢® sont nuls. Ainsi, la
differenceH?»((,0) — HP(({%0) vaut :

2a(mk(Q)+b0| Y GWGE) —a®Bm) | +b Y (Gly) + Dalz).

{y7Z}EEn {y,Z}EEn
Y,2€Bn, YyEBy,zE0Bp,

Soit{y, z} une desy(R(n)) arétes de la boul®(0, R(n)). La quantitél — (,(y)(.(z) vautO si
les sommetg etz ont le méme spin & sinon. Par conséquent,

S RCOIEED S e

{y,2}€ER
y7ZeB7L

énumére le nombre d’arétes @k apportant une contribution der1” au périmétrey(¢). Afin
d’obtenir ce périmétre, il faut €galement prendre en ptenfes arétes$y, z} dont I'un des deux
sommets appartient/, et a un spin positif, et I'autre appartiené 8,,. On obtient finalement la
relation :

29(¢) =a(BRn) — > GG+ Y. (1+G©). (4.4.32)
{y,z}EEn {%Z}EEn
y,2€ By, YyEBR,2€5B,

Dans le cas d’une configuration locale propre, la relatiod.B2) était déja connue (voir la rela-
tion (2.4.23) ala fin du Chapitre 2). Elle était implicitent utilisée pour donner une expression de
I'eénergie locale d’'une configuration locale propre faisatervenir son périmétre (cf. (2.4.22)).
Cette nouvelle écriture dg¢) nous permet de réécrire la differentié (¢,o) — H?"(¢%) :

HP (o) = HP(Qo) = 2a(mk(¢) = 209(Q) + b D (Gly) + (1 +0(2)) . (4.4.33)

{y,2}€En
YEBn,2z€0By,

Il nous faut désormais encadrer le dernier terme de (4.438rmément ew :

0< > (GW+DI+0(2) <49(0) (4.4.34)

{y,z}eE"
YyEBy,zE0By,

La minoration est évidente. Veérifions la majoration. Lansoe ci-dessus ne concerne que les
sommetg € B, a distancek(n) dez et ayant un sommet positif. Considérons un tel sommet
y et aussi un de ses voisinsappartenant aB,,. L'aréte ainsi formée contribue a ajouter4” a
4~(¢) et au plus 4" a la somme de (4.4.34) (+ o(z) peut étre nul), d’'ou le résultat. Notons
gue cette majoration est grossiere car elle négligedotaht la configuration local¢ (et donc
aussi son périmetre) a I'intérieur de la boule.
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Les inégalités de (4.4.34) fournissent une majoratiodide (¢, o) — HP»(¢%) uniforme en la
configurations. Si le potentiel de pairg est positif, (4.4.33) implique :

HP (o) — HP (o) < 2a(n)k(¢) + 2bv(¢)
< (2a(n) +2Vb) k() ,

carv(¢) < Vk(() est toujours vraie. Rappelons qWedésigne le nombre de voisins de tout
sommet du graph€’,,. Et sib est négatif :

FBn (Coo) — HB’”(CSO') < 2a(n)k(¢) — 2bv(Q)
< (2a(n) —2Vb) k(C) .

Par (4.4.31), nous obtenons finalement que, pour toute ewafign locale; € C,\(n)
fap(IS = 1) < ATV

En sommant sur I'ensembd; ,,, (1), I'inégalité précédente produit un majorant pour latgabi-
lité de I'intersection des événemetist-, R(n)) et =1

pap(Z(+ R)NIT=1) < Y lamTVIOkQ
CEC}%W)(H)
Bn 3
< Z ( 1:> (2a(n)+2V[b]) (k(n)+k)

k=1
< e2a(m)+2VIb)E() ((1 X €2a(n)+2V|b|)6n _ 1) .

Combinée a I'inégalité (4.4.30), il vient :
fan(Z(H RENIT =1) < (1 + Mye2e))2(m) do(2an)+2VIeDkG) ((1 X €2a(n)+2V|b|)ﬁn _ 1)

< (14 Mye?em)2ntm+2Vielktn) (eﬁne%‘”)“"“" - 1) (4.4.35)

car par hypothése le produite?*™* ) vaut1l. Ce n'est qu'ici qu’intervient le fait qu&(n) <
n'/kM)  Puisques,e?*™ tend vers), il en va de méme pour (4.4.35) et donc pour la probabilité
conditionnelleu, ,(Z(+, R(n))|I! = 1).

Nous supposerons dorénavant @i(@) > n'/*, NotonsZ(—, R(n)) 'evénement complémentaire
deZ(+, R(n)), i.e. 'événement “tous les sommetsder, r, R(n)) sont négatifs”. Il s’agit donc

de montrer que la probabilité conditionnellg,(Z(—, R(n))|I! = 1) tend vers) quandn tend
Pinfini.

Soit ¢ la configuration locale d€x,, dont la restriction a la boul&(0, ) est exactement et
n'ayant que des sommets négatifs sur la cour@hiner, R(n)) :

(y) si ye B,r),
Cly) = { Zf siy?éC(O,r, R(n)).
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Les configurations localeset  ont par construction le méme nombre de sommets positits et |
méme périmeétrek () = k(n) ety(¢) = v(n). Lé€lément( a é&té introduit afin d’écrire :

Ma,b(I(_v R(TL)) N ]g = 1) = Ma,b(]mC = 1) :

Soito une configuration déB,,. Comme précédemment, une majoration de la probabditélie
tionnelle u, ,(IS = 1]o) uniforme enc produira une majoration de la probabilité ,(1$ =

1). Pour ce faire, introduisons I’ensemhﬂg(n) des configurations locales propres de la boule
B(0, R(n)). Par la relation (2.4.20), nous majorons la probabilitadiionnelle, ;,(I$ = 1|o)

par une expression ne concernant que les élémerﬁ%(%e:

-1

pap(I$=1]o) < | Y M @a-imGo (4.4.36)

/
¢ €Chin)

Tout éléement(’ de Cﬁ(n) étant propre, la relation (2.4.22) fournit une écritumae de son
énergie localg? " (Lo) :

H™ (o) = a(2k(¢') = B(R(n))) + b | a(R(n)) =29(¢) + Y (~1)a(2)

{y,Z}EEn
YyEBR,2€B,

Puisque( appartient wﬁ(n), la differenceH 5" ((! o) — HP"((,0) est alors automatiquement
indépendante de :

HP"((o) = HP"(Go) = 2a(n)(k(¢') = k(C)) 4 2b(v(¢) — (<))
2a(n)(k(¢") = k(n)) +2b(v(n) — (<)) -

Ce phénomene est entierement dii a I'utilisation deskenbleCr, , ). Dés lors, si le potentiel de
paireb est positif, nous obtenons la minoration suivante :

H (o) — HP (Go) = —2a(n)k(n) + 207(n) + (2a(n) — 2V0) k((') |
en utilisanty(¢’) < Vk(¢'). Et sib est négatif :
H (o) = H (Goo) = —2a(n)k(n) + 207(n) + 2a(n)k(¢) .

Afin de ne traiter qu’une seule alternative, nous utilisertannotation suivantes(b) vaut 2V
sib > 0 et0 sinon. Via la relation (4.4.36), la probabilité de I'intection des événements
Z(—, R(n)) etI? = 1 est maintenant majorée :

papI(— RM) NI =1) = pay(I; =1)
e2a(n)k(n)—2by(n)

Zc,ecp e(a(n)—e(0)k(¢’) -

R(n)

<
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La somme du dénominateur de cette derniere fraction selea¢xplicitement :
B(R(n)—-1)
(2a(n)—BIRC)  _ BRM) = 1)\ (@a(m)—co)n
> > (M)

4 =
C'ECh k=0

— (1+€2a(n)—5(b))6(R(")*1) .

En effet, les élements d&, ,, peuvent avoir jusqu'a@(R(n) — 1) sommets positifs. Enfin, en
utilisant la majoration (4.4.30) de, ,(I7 = 1) et 'hypothése?e2¢ (kM = 1, il vient :

(1 + M262a(n))

_ " _
pap(Z(=, R(n))|[] =1) < (1 + e2atm—=0) )R- °

Il suffit pour conclure de vérifier que le denominateur teags-+oo. L'hypothéseR(n) >> nl/+®)
d

implique queR(n)in ¥» = R(n)%?*™ tend vers+oo. Par (2.4.18)3(R(n) — 1) > B x

(R(n) — 1)¢ donc le produit3(R(n) — 1)e?™ tend aussi vers-co. Par conséquent,

lim (1 + e2a(n)7€(b)),@(R(n)*l) — lim eﬁ(R(n),l)eza(n) — 4o

n—-+00 n—-+o0o

4.5 Autres approximations poissonniennes

L'objectif de cette section est de fournir une limite pouplababilité pour le maximum de
formules de la logique du premier ordre. Nous nous appusepoir cela sur les résultats d’ap-
proximations poissonniennes précédemment obtenusaiicydier, le Théoreme 4.2.1 fournit la
probabilité asymptotique de toute une classe de formelEséntaires de la logique du premier
ordre : les descriptions localés, D(x). Le Théoreme de Gaifman (Théoréme 3.1.8) nous invite
a généraliser nos résultats en s’intéressant aux es@skertions locales puis des formules lo-
cales basiques. Dans la Section 4.5.1, un résultat caantides assertions locales sera facilement
obtenu grace au Théoreme 4.2.7. Les formules localaquessont des formules complexes et
déterminer une limite pour leur probabilité s’avéreaatidieux (voir Section 4.5.2).

4.5.1 Probabilitt asymptotique d’'une assertion locale

Dans toute cette section, nous considérerons une asskrtialedz, ¢)(z) de la logique du
premier ordreC; (R). Elle sera supposée satisfiable (sinon sa probabiliteuis)). Rappelons que
'ensemble de définitio® (1)) de I'assertion)(x) désigne I'ensemble des descriptions complétes
D e D, l'impliquant, i.e. telles quéd(z) — ¢ (x). Ainsi :

Jz, P(z) < \/ dz, D(x) .

DeD(y)

L'indice k() = minpepy k(D) de I'assertion localéz, 1) (x) sera supposeé strictement positif.
Dans le cas ok(v) est nul, la probabilité de cette assertion locale tendtasjversl. Nous nous
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placerons donc a la fonction seuil de la formdde ¢/ (x) en imposant au potentiel de surfade)
de veérifier :

2 — cp~ kW) (4.5.37)
ou ¢ est une constante strictement positive. Afin d’utiliser ke@reme 4.2.7, il nous faudra ex-

traire de I'ensemble de définitidn(y)) une famille de descriptions complétes décrivant eatient
et sans redondance I'assertiofx).

Definition 4.5.1 Soit3z, ¢ (x) une assertion locale satisfiable. Un sous-enserfble)) deD(v))
sera ditfidele ay si :
1. VD € Do(¢), k(D) = k() ;
2. SiT est une translation d&,,, alors D, D’ € Dy(v) et (Vo (D)) = V(D) implique
D=D";
3. D e D(y) etk(D) = k(¢) implique qu'’il exite une translation deV,, et une description
compkteD’ € Dy(v) telles quer(Ve (D)) = Vo (D').
Tous les ensembles&igsa ) ont le néme cardinal. Il sera appéiindice de fidélité de) et sera

noté fid(1).

Autrement dit, si une description compldiec D(v)) vérifie k(D) = k(v) alors son ensemble
de sommets positifg- (D) est représenté, a translation prés, par un et un semleglt deDy(v)).
Fixons donc un ensembl®,(y) C D(v) fidele ai) et notons-le :

Do(¥) = {Dx,..., Dyiaw)} -

Le résultat suivant affirme que la limite de la probabititel'assertion local@x, i (z) ne dépend
que des descriptions locales appartenant a I'enseile).

Lemme 4.5.2 Supposons que le potentiel de surfa¢e) satisfass€4.5.37) Notonsy’ I'asser-
tion dont 'ensemble deé&initionD(v)’) estégala I'ensembleDy(v)) :

Az, V' () < \/ dz, D(z).

DeDq(v)

Alors, les probabiligs des assertions localés, ¢(z) et 3x,¢’(z) convergent vers la éme li-
mite, si celle-ci existe.

Démonstration NotonsD' (1)) le sous-ensemble d2(v)) formé des descriptions compléetes d'in-
dice égal &(v) et F' la disjonction correspondante :

Les inclusionDy(y)) C D'(¢) C D(v) impliquent alors :

Az, Y'(x) — F — Tz, ¢(x)
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et donc également les inégalités :

:ua,b(zlxv W(SC)) < Ma,b(F) < ,ua,b(zlxv w@j)) :

Il s’agit donc de prouver que les deux quantites extrenmésaoméme limite quand tend vers
l'infini. Remarquons tout d’abord que

0 < pap(Fz, V() = pap(F) = frap \/ Jz, D(z)
DeD()\D' ()

tend vers) quandn tend vers+oo. En effet, la fonction seui(n) de la disjonction ci-dessus
satisfaits(n) > n~%*¥), Les probabilités des formulds et 3z, ¢)(z) convergent donc vers la
méme limite si celle-ci existe. La derniere étape dedmdnstration consiste a montrer qu’il en
est de méme pour les probabilités des formdles)’(z) et F. Commencgons par écrire :

0 < ptap(F) = pap(Gr, ¥'(2)) = pap(F A=z, (7))
< Y tas(Br, D(@) A-(Er, ¢(x).
DeD'($)\Do(¢)

Fixons une description compléefe € D’'(v) \ Dy(v). D’apres le poinB. de la Définition 4.5.1,
il existe D; € Dy(v) ayant, a translation pres, le méme ensemble de sommsitifpque la
description complét® :

pap(3z, D(x) A=(Fr, () < pap(3z, D(x) A=(Fz, Di())).

Or I'evénementiz, D(x) A —(3z, D;(x)) implique I'existence d’'une boul&(x, r) sur laquelle

se réalise la description compléfeet la présence d’au moins un sommet positif quelque part
dans la couronné(z, r, 3r) empéchant ainsi la réalisation d&. Il implique donc la présence
localisée d’au moins(1)) + 1 sommets positifs (voir la Figure 4.3). Sa probabilité teodc vers

0 sous I'hypothése (4.5.37). Lensemld®(¢)) \ Dy(v) étant de cardinal fini, on en déduit que
tap(Fz, Y (x)) etp.s(F) ont la m&éme limite quand tend vers I'infini :

0 < prap(F) = prap(3z, ¥'(2)) — 0,

si celle-ci existe. [

Pour toutl < i < fid(y), notonsy; la configuration locale associéd® et; son périmétre.
Notons de plus,, lasomme des occurrences dans le graphe des configuraalessi, . . . , 77q(y) -

fid(

V)
X, = z; X () -

Nous avons par construction :

pap(Xn > 0) = pap | \/ 3z, D(x)
DeDo(v)
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Ainsi, d’apres le Lemme 4.5.2, les probabilités de €aementX,, > 0 et de I'assertion locale
Jz, 1 (z) convergent vers la méme limite, & condition que cellexiste. C'est justement dans le
but de prouver I'existence d’'une telle limite que le sousesnbleD, () a été extrait d&(v)).

En effet, les pointd. et 2. de la Définition 4.5.1 obligent la famille formée des conf@tions
locales, . .., nyac) a étre incompatible (voir la Définition 4.2.6). Par ceqaént, le Théoreme
4.2.7 implique que la variable aléatoikg, converge en loi vers la loi de Poisson de parametre :

fid(y

)
=1

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 4.5.3 Supposons que le potentiel de surfate) satisfass€4.5.37) Avec les no-
tations pedcdentes, la probabile de I'assertion localélx, ¢ (z) converge quand: tend vers
I'infini vers la limite :
lim_puap(3r, (o)) = 1 — ¢ O TET
Notons enfin que la limite proposée ci-dessus ne dépendpakoix de I'ensembl®; ().
En effet, elle ne dépend que de I'ensemble des périmétres. ., 4w} Qui reste invariant
quel que soit le choix de I'ensemkd®)(v)).

4.5.2 Probabilitt asymptotique d’'une formule locale basique incompatible

Aprés avoir démontré une approximation poissonniermug [es assertions locales (cf. la sec-
tion précédente), nous nous proposons désormaisdiéetie cas de formules plus élaborées : les
formules locales basiques. Le résultat principal de catttion, le Théoreme 4.5.5, ne concerne
que certaines d’entre elles, celles satisfaisant une hggetdincompatibilié.

Considérons donc une formule locale basigusatisfiable et dont I'indicé (L) est non nul :

dzy ... Jz, ( /\ dist(xi,xj)>2r) A ( /\ wi(xi)) .
1<i<j<m 1<i<m

Rappelons que l'indicé (L) de la formule locale basique est égal au plus grand des indices
k(;), 1 < i < m (cf. Définition 3.3.2). Quitte a échanger les indicesys@ouvons supposer
sans perte de généralité que, pour< m,

k(1) = ... = k(¥m) = k(L)

et que, au cas ou’ < m, pour tout indice satisfaisantn’ + 1 < i < m, on ait

k(i) < k(L) -
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Afin d’obtenir une limite non triviale pour la propriétg, il convient de se placer a sa fonction
seuiln=4/*) (voir la Proposition 3.3.3) en imposant au potentiel deaed(n) de satisfaire :

€2a(n) — cn_d/k(L) , (4538)

ou ¢ est une constante strictement positive. Pour tout intlises < m/, choisissons un ensemble
de descriptions complétes fidele a 'assertjgrmue nous noterons par

Dy(v;) = {Dinx, - Di pias) } -

Pour tousl < i < m’etl < j < fid(y;), la configuration locale associée a la description
compléteD; ; sera notée; ; et son périmetre; ;. Nous savons que chacune des familles formées
des configurations localeg i, . .., 7; riq,) €St incompatible. C'est quasiment la définition de
'ensembleD,(1);). Toutefois, ce n'est pas forcément le cas de leur réurdtny la définition
suivante :

Definition 4.5.4 Avec les notations pedentes, la formule locale basiguesera diteincompa-
tible si

{ni;,1 <i<m’, 1< 5 < fid(dy)}
est une famille incompatible de configurations locales.

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer le résutiaigal de cette section :

Théoreme 4.5.5Supposons que le potentiel de surface) satisfass€4.5.38) Avec les nota-
tions pecedentes, si la formule locale basiqlesst incompatible alors :

/

. k(L) s Fid() ~2b;
Jim pa() = I (1 _ O e ) . (4.5.39)

i=1

D’apres le Théoreme 4.5.5, la limite de la probabilédaformule locale basiquene dépend
pas des assertiong; d’'indice k(v;) strictement inférieur &(L). En effet, sous I'hypothéese
(4.5.38), celles-ci sont déja présentes (en tres graomdbre) dans le graphe avec probabilité
1. Seules les assertions d’indice égal(@) vont intervenir puisque :

n—-4oo

lim _pio,(L) =[] tim prap(e, vi2).
i=1

Cette identité met en relief un phénomene d’'indépendasymptotique : lorsque — +oo, la
probabilité de la conjonction est égale au produit debglodites. Ce phénomeéne d’indépendance
repose totalement sur le caractere incompatible de ldl&ad@ configurations locales

{nij, 1 <i<m/,1<j< fid(:)}

décrivant la formule locale basique
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Démonstration Considérons tout d’abord la formulg définie par :

dzy ... 3z, ( /\ dist(z;, x;) > 27’) A /\ \/ D; ;(x;)

1<i<j<m! 1<i<m/ 1< < fid(4;)

Les formulesL et I/ ont le méme indicé (L) = k(L’) > 0. La démonstration se décompose en
deux étapes : premierement, montrer que la probab#ité dformulel’ converge vers la quantité
proposée en (4.5.39) et deuxiemement, que les protibdies formuled et L' tendent vers la
méme limite.

Remarquons en premier lieu que la formilesatisfait I'inégalité :

m! | fid(y:)
pap(L) < pap [ ()4 D Xulmiy) . (4.5.40)

=1 j=1

Nous allons désormais montrer que le majorant ci-dessogeoge vers la limite proposée en
(4.5.39). Pour cela, utilisons la formule de Poincaré :

m/’ is)
+ Z(_l)l Z Hab m Z Xn(ﬁis,j) =0

=1 1<i1 <. <4, <m/ s=1 j=1
Fixons un entied < [ < m/ ainsi quel indicesl < iy < ... < 4; < m/. La famille formée
des configurations localgg);, ;.1 < s < [,1 < j < fid(¢,,)} est incompatible en tant que
sous-famille de la famille incompatibfey, ;, 1 <i <m',1 < j < fid(¢y;)}. Le Théoréme 4.2.7
s’applique alors : la variable aléatoire

s=1
On en déduit la limite suivante :
1| fid(wiy,) I fid(ii,)
e | (1) 2 Kol =00 | = 1=l o | D 3 Xaliy) >0
s5= Jj= s =

e e
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Toujours par la formule de Poincaré, nous obtenons unessgjon factorisée de la limite du
majorant de l'inégalité (4.5.40) :

m/ fid(v;)

m/ I .
nEr—ir—loo Hab ﬂ Z X (i) = 1+ Z(—l)l Z H o=t E;;dl(wi) o~ 2Vig )

i=1 | j=1 =1 1<ii <..<i<m/ s=1

Il
—=

. fid(w;) —2by; s

=1
Par conséquent, la limite supérieure de la formule lobakquel’ est majorée :

/

lim sup f1q5(L") < H(

—h(L) ST TWi) =2, )
J= .
n—-+o0o
Nous allons maintenant montrer que la quantité ci-desstiesgalement un minorant pour la limite
inférieure de la probabilité de la formulé, terminant ainsi la premiéere étape de la demonstration.
Nous aurons besoin de quelques notations supplémenoed < i < m’etl < j < fid(yy),
associons ; ;, la configuration localg; ; de la bouleB(0, 3r) définie par :

- B 771-7]»(33‘) Si xz € B(O,T) )
Mij(x) = { —1 siz € C(0,r,3r) .

Les configurations localeg ; et7; ; ont le méme ensemble de sommets positifs : elles ont donc
le méme nombre de sommets positif; ;) et le méme périmeétrg, ;. Plus important, la famille
formée des configurations localég; ;,1 < i < m/,1 < j < fid(¢;)} est elle aussi incompa-
tible. Ceci entraine I'implication logique suivante :

1 fid(ig)

Y>> X)) >0 — L. (4.5.41)

s=1 j=1

En effet, pour tout, i’, supposons qu'il existe des indices< j < fid(y;) etl < j < fid(¢y)
tels queX,, (7, ;) > 0 et X, (7 ,,) > 0. Alors, il existe des bouleB(x, 3r) et B(z2', 3r) sur les-
quelles se réalisent les configurations locglgset 7, ;. Montrons qu’on a alors nécessairement
dist(xz,x’) > 2r. Limplication logique (4.5.41) s’en déduira aisémeBtipposons en effet par
'absurde quelist(z,2’) < 2r. La bouleB(2’,r) est donc incluse danB(z, 3r). Ainsi, cette
derniére boule contient les sommets positifs nécessaug réalisations des configurations lo-
calesr; ; etn; ;.. Puisqu'elles sont incompatibles et qki@), ;) = k(7 ), k(n;;) + 1 sommets
positifs sont donc présents dans la baBile:, 3r). Ce qui constitue une contradiction.

Par ailleurs, le raisonnement précédent appliqué adaite

m/ fid(¥;)

Hab m Z X 772,]

=1 j=1
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dans le but d’obtenir sa limite s’applique pareillement a

m/ fid(v;)

Ha,b ﬂ Z X 772]

i=1 | j=1

La famille {7, ;,1 < i < m’,1 < j < fid(v;)} étant incompatible, le Théoreme 4.2.7 s’appli-
guera et produira les mémes limites. En effet, celles-ail@gendent pas du rayon de la boule
sur lesquelles les configurations locales sont définies sailement des ensembles de sommets
positifs V. (7; ;) qui sont identiques auX, (n; ;). Par conséquent :

l de(wzs
it > i s (325 0020
J

\%

’

m .
H (1 _ efck(L) Z;z:dl(wi) e_Qb'Yi,.7'> '

=1

v

Il s’agit désormais de montrer que les probabilités deswtdesZ et L’ ont la méme limite.
Commencons par introduire la formule locale basigieomme étant la restriction de la formule
locale basiqud, aux assertiong, ..., ¥, :

Jxy ... Jz,y < /\ dist(xi,:cj)>2r> A < /\ z/JZ(xZ)) )

1<i<j<m/ 1<i<m/

La formule L” implique L’ donc, (L") < pap(L'). Cette inégalité devient une égalité lorsque
n tend vers linfini. C’'est une conséquence du Lemme 4.5.2e lteste donc plus qu’a montrer
gue les probabilités des formuléset L” convergent vers la méme limite, ce qui est loin d’étre
surprenant. En effet, les assertiahs .1, . . ., ¥, manquent &” pour avoirL. Or leurs indices
sont strictement inférieur/& ). Donc, sous I'hypothése (4.5.38), les assertions locales; (x)
pourm’ + 1 < ¢ < m sont satisfaites et méme un grand nombre de fois chacupeed’da
Proposition 3.3.1. Les contraintes de distance sur lesezdies boules sur lesquelles elles se
réalisent ne seront donc pas difficiles a obtenir.

Sim’ = m, iln’y arien afaire. Sinon, il suffit de montrer le résuliatermédiaire suivant. Soik,

un entier tel quen’ < m; < m. NotonsL, la formule locale basiqué restreinte aux assertions

wla"'awml:

Ay ... 32, ( /\ dist(xi,x]—)>2r> A ( /\ %‘(%‘))

1<i<j<ma 1<i<mq

et | la formule locale basiqué restreinte aux assertions, . . ., ¥, 11 :

= ( /\ dist(:ci,xj)>27’> A ( /\ lpl(:cl)> )

1<i<j<ma+1 1<i<mi+1
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On sait quék(,,, +1) < k(L). Montrons que les probabilités des formulgset | tendent vers
la méme limite (en supposant que celle-ci existe).

Une des deux inégalités est immédiate. La formijlémplique L, et doncu,»(L}) < piap(Ly).
Il s’agit alors de montrer que la difference

:ua,b(Ll) - Ma,b(Lll) - ,ua,b(Ll A _'Lll)

tend versd quandn tend vers l'infini. Pour la suite de la démonstration, les @), +1) = 0
et k(¢ +1) > 0 sont a distinguer. Supposons pour commencerijug,, 1) = 0. L'asser-
tion v,,,, +1(z) est donc impliquée par la description compléte forméguement de sommets
négatifs. Notong? la configuration locale de la boulg(0, (m; + 2)r) formée uniquement de
sommets positifs. Supposons démontrée I'implicatigidoe :

X,(¢°) >0 — =LV L. (4.5.42)

Puisquek(¢) est nul, le Théoreme 3.2.1 affirme que la probabilite dedhementX,,(¢°) > 0
tend versl. En utilisant la contraposée de (4.5.42), nous en dédsigaeu, (L, A —~L}) tend
vers( et d’ou le résultat. Limplication (4.5.42) est déliead prouver. Supposons I'événement
X,(¢%) > 0 et laformuleL; vraie. Montrons qué., I'est aussi. Rappelons qug;) = ... =
k() = k(L) > 0. Notonss l'indice satisfaisantn’ < s < m! etVi < s, k(;) > 0 etVs <

i < my + 1, k(x;) = 0. D’'une part, I'événemenk,,(¢°) > 0 implique I'existence d’'un sommet

x tel que la “grosse” boulé(z, (m; + 2)r) ne soit formée que de sommets négatifs. La boule
B(x, myr) contient au moingz; boules disjointes de rayon Choisissons-em;+1—(s+1)—1

(1 <my+1-(s+1)—1<my)quenous noterons

B(xsi1,7), ..., B(xm,41,7) -

Ces boules étant disjointes, les sommegts, . . ., z,,, +1 Sont deux a deux a distance strictement
supérieure &r I'un de l'autre. De plus, ils appartiennent a la bodér, (m; — 1)r). Puisque les
assertions)g, 1, ..., ¥mn,+1 sont d'indices nuls, elles se réalisent sur les boés, . 1,r), ...,
B(xp,41,7) @ les faitsyg 1 (xs11), - - -, Uy +1(m, 1) SONt vrais. D’'autre part, d’apres la for-
mule L, les assertions, . .., ¥, se réalisent en des sommets, disons. ., z,, deux a deux a
distance strictement supérieur@:al’'un de l'autre. Pour quéd.} soit vraie, il ne reste plus qu'a
verifier que la distance entre deux sommets quelconguss:;, 1 <i < sets+1 < j < my+1,
soit strictement supérieure2a. Supposons au contraire qudt(z;, z;) < 2r. Commer; appar-
tient a la bouleB(z, (my — 1)r), le sommet:; appartient forcément B(x, (m, + 1)r). Ainsi la
boule B(z;, ) est incluse dan®(z, (m; + 2)r). Or k(y;) > 0, donc il a au moins un sommet
positif dans la bould3(x;, r) donc aussi danB(zx, (m; + 2)r), ce qui est impossible. Limplica-
tion (4.5.42) est demontrée.

Supposons maintenant qié&),,, +1) > 0. Soit D une description compléte de la boubg0, r)
impliquant I'assertion),,, .1 et de méme indice. Notong la configuration locale associée et
construisons alors la configuration locglée la bouleB(0, 3r) de la maniére suivante :

i (x) si z € B(0,r),
n(z) = { ?11 siz € C(0,r,3r).
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Par hypothése, son indice vérifi€n) = k(n) = k(¢¥m,+1) < k(L). Ainsi, sous la condition
(4.5.38), la Proposition 3.3.1 implique que la probabit€ I'evéenemenk’, () > m; + 1 tend
vers1. De plus, des arguments du méme type que préecédemmesipeomettent de montrer
I'implication logique :

Nous en déduisons alors que les probabilités des formiyles L} tendent vers la méme limite.
[



Chapitre 5

Applications

Ce dernier chapitre propose deux applications des réswltdenus précédemment : une esti-
mation des potentiels de surfacet de paireé» du modele d’lsing (Section 5.2) et un algorithme
de débruitage d’images en niveaux de gris (Section 5.3)ses deux cas, I'idée est d’appliquer
les résultats d’approximations poissonniennes a defigtmations locales particulieres dont les
ensembles de sommets positifs peuvent étre assimilésandnaux: voir la Proposition 5.1.2
de la Section 5.1. Dans cette optique, nous focaliseroms atiention sur le cas bidimensionnel
(d = 2) et celui de lad-connexité { = p = 1).

Les deux applications exposées en Sections 5.2 et 5.3dbt de deux articles, respectivement
[12] et [14].

5.1 Approximations poissonniennes pour des animaux

Cette section est consacrée a la notioanithaux Dans un premier temps, nous décrirons
ces objets élémentaires et les classerons selortdélar et leur périmetre. Puis, en associant a
chaque animal une configuration locale, nous fournironsappeoximation poissonnienne pour
le nombre d’animaux de taille et de périmetre apparaissant dans le grapfig.

Unecomposantd-connexdplane) est un sous-ensemble de sommets du gi@ptveisins pour
la relation det-connexité. Ces ensembles particuliers de sommets samtphnus en combina-
toire sous le nom @nimauxou depolyominos voir par exemple [46].

Definition 5.1.1 Pour tout entierk > 1, 'ensemble deanimaux de taillek, not A, est I'en-
semble des composantegsonnexes translation pes fornees dek sommets. Son cardinal est
noté ay.

Par exemple, les animaux de taillesont exactement les pieces du célebre jeu Tetris. La Fi-
gure 5.1 propose quelques exemples. L'enijereprésente ainsi le nombre de composantes
connexes a translation pres que I'on peut construiraidd’ d’exactement carrés (de méme
taille) dans le plan. Il n’y a qu'un seul animal de taillea, = 2 de taille2, a; = 6 de taille3,
ay = 19 de taille4... (voir la Figure 5.1). En fait, Enumérer les animauxallet & est un probleme
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as = 63
ag = 216
a7 = 760
ag = 2725
g = 9910

ajp = 36446

TAB. 5.1 — Les nombres d’animaux de taile= 5 a k = 10.

combinatoire tres difficile si bien qu’il n’existe aujouindi aucune formule poud, en général.
Seules lest7 premiéres valeurs de la suite;).>; ont pu &tre déterminées grace a des études
numeériques La Table 5.1 contient quelques valeurs supplémentaires.

La liste dest7 premiéres valeurs est disponible en Annexe C. La gujtg.~; semble croitre
tres rapidement. En effet, dans [46], Klarner précise mmportement asymptotique. Par un
argument de concaténation, il montre que la s(iig,>, est sous-multiplicative, i.e. qu’elle
satisfaita,a,r < ai . Par conséquent, il existe une constantgue Klarner appelléhe growth
constantelle que :

lim (a)"* = sup(ay)*/*

k——o00 k>1

= .

La valeur dex est inconnue. Elle est neanmoins bornée, le meilleurdrro@ent actuellement est
3.9 < a < 4.65; consulter a cet effet [9], [44] et [47]. Elle est estim&emériquement & ~ 4.06.

IO . I i
FIG. 5.1 — A gauche sont représentésdgs= 6 animaux de taills. A droite, figurentd des19

animaux de taillet : le plus a gauche est notg et le plus a droited,. Le périmetre ded; est
egal a8 alors que celui del, vaut 10.

Il s’agit maintenant d’associer convenablement une cordigan locale a chaque animal.
Fixons pour cela une taille > 1 et un rayonr > k. Comme auparavant, le rayenne joue
aucun role. Il s’agit uniquement ici de s’assurer qu’il pessible d’inclure tout animal de taille
k dans une boule de rayon
Soit A € A, un animal de taillét. NotonsC,(A) I'ensemble des configurations locales de la
boule B(0,r) dont 'ensemble de sommets positifs est en bijection, as genla structure de
graphe, avec la composanteonnexe représentant I'animal A titre d’exemple, siA désigne
'unique animal de tailld, I'ensembleC,.(A) est alors formé des(r) configurations locales de

lles mises a jour sont disponibles sur le site w@h-line Encyclopedia of Integer Sequences” dont |'adeasst
http ://www.research.att.comhjas/sequences/
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B(0,r) ayant un seul sommet positif. Choisissons un élémentatsé&mble’, (A). Il sera noté
na et appelé laonfiguration locale assogea I'animal A.

Remarquons que toutes les configurations local€s d&) ont le méme périmétre. Nous pouvons
par conséquent définir sans ambiguitpdeimetrede I'animal A comme étant égal au périmetre
de sa configuration locale associge Par exemple, le périmetre de I'unique animal de tdille
vaut4 et celui de2 animaux de taill& vaut6. De méme, tous les animaux de taileont le
méme périmetre, égal&(voir la Figure 5.1). Cependant, cela devient faux pour tesiaux de
taille £ > 4. Lanimal A; représenté sur la Figure 5.1 est I'unique animal de tdieavoir un
périmetre égal &. Tous les autres ont leur périmetre eégabaNous noterons aingi;, I'ensemble
des périmetres possibles des animaux de taitlpar exemple]'s = {8} etI'y = {8,10}. De
plus, nous noterons pat;. ., I'ensemble des animaux de tailleet de périmetrey et paray - le
cardinal de cet ensemble. Bien entendu, les entigysy € I';, satisfont I'égalité :

E A~ = Qf -
Y€l

Comme dans le cas de la suitg ),>1, seules les premieres valeurs de la s{ite,, v € 'y }r>1
sont connues. La Table 5.2 en contient quelques unes. @ehesis ont été généreusement four-
nies par T. Guttmann.

| [y=10]7y=12]y=14[7=16|7=18[y=20 |y =22 |

k=5 8 25 - - - - -
k=6 2 40 174 - - - -
k=17 - 22 168 270 - - -
k=8 - 6 134 677 1908 - -
k=9 - 1 72 656 2708 6473 -
k=10 - - 30 482 3008 | 10724 | 22202

TAB. 5.2 — Les nombres d’animaux de taille= 5 a k = 10 classés selon leur périmetre.

Pourk > 1 ety € I'y, désignons pak, (k,v) et X,,(k) les variables aléatoires respectivement
définies par :

Xn(k,v) = Z Xn(na)

AE-AICW
et

Xo(k) = > Xa(na)

Ae Ay

= D Xulky),

Y€l

ou X, (na) estle nombre d’occurrences dans le graphe de la configniatalen .. Remarquons
d’une part que les propriétés, (k,v) > 0 et X, (k) > 0 ont la méme fonction seuit=2/*
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(rappelons qué = 2). D’autre part, quel que soit le choix de la configuratioreleg) 4 associée
a l'animal A, les familles de configurations locales mises en jeu par desdesX,, (k,v) et
X, (k) sont chacune incompatibles (cf. Définition 4.2.6). Le dié&ne 4.2.7 s’applique alors et
fournit une approximation poissonnienne pour les vargllgk, v) et X, (k) :

Proposition 5.1.2 Soientk > 1 un entier etc > 0 une constante&elle. Supposons que le poten-
tiel de paireb € R est fi¥e et que le potentiel de surfaeén) satisfait :

e — ep 2k (5.1.1)

Soity € I';. Alors, quand. tend vers l'infini, la variableX,, (k, v) (resp.X,,(k)) converge en loi
vers la loi de Poisson de paragtre :

Fay e 7 (resp. ¢ g age” ).
Y€l

Sous I'hypothese (5.1.1), le Théoreme 3.2.1 stipulasymptotiquement aucune configura-
tion locale avec au moink + 1 sommets positifs n’est présente dans le graphe. Ceci a deux
conséquences. Premiérement, les convergences en hadaislesX,, (k, ) et X, (k) proposées
par la Proposition 5.1.2 (et donc aussi leur limite) ne déeat pas du choix des configurations
locales associéeg,. Deuxiemement, avec une probabilité qui tend vegsandn tend verstoo,
la variableX, (k,~) (resp.X,,(k)) est exactement égale au nombre de copies d’animaux b tail
k et de périmetre (resp. de taillé) apparaissant dans le graphe.

La Figure 5.2 représente une simulation de la mesure des@ipbavec des potentiels= —0.7
etb = 0.3. Le potentiel de pairé est choisi grand de telle sorte que l'influence du périeétr
des animaux sur leur probabilité asymptotique d’apparisoit forte. La taillen = 150 est rai-
sonnable permettant ainsi de distinguer visuellementri@saux présents dans la simulation :
les animaux les plus grands qu’elle contient sont de tdjlliéy en a deux. Ce sontl; et A
(voir la Figure 5.1). Rappelons qué est le seul animal de taille ayant un périmetre égal&
(ass = 1) etqueA, estun des, ;o = 18 animaux de taillel et de périmetre0. Plagons-nous a la
fonction seuil pour I'apparition de ces animaux, i.e. austla constante pour que I'hypothéese
e? = cn~?/* soit satisfaite. Il vient: ~ 3.02. Dans la Section 4.2.1, exactement la méme situa-
tion était considérée. Le Théoreme 4.2.1 donnaitsales limites des probabilités d’apparition
des animaux; et A, dans le graphe :

lilf fap(Xn(na,) > 0) =1 — exp (—c" exp(—2b x 8)) =~ 0.49
et
lilf fap(Xn(na,) > 0) = 1 —exp (—c* exp(—2b x 10)) ~ 0.19 .

n

Ainsi, avec de telles valeurs des potentiett b, grosso moda simulation sub contient I'animal
A, et, plus généralement, un animal donné de tdillt de périmetrd 0. Cependant, presque
toutes contiennent au moins un animal appartenati :

Hm  fiq5(X5(4,10) > 0) = 1 — exp (—c*aq,10 exp(—2b x 10)) ~ 0.98,

n—-+o00
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150

0 150

FIG. 5.2 — Une simulation du modele d’Ising de taite= 150 et de potentielss = —0.7 et
b = 0.3. Les 2 seuls animaux de taillé présents dans cette simulation sont repérés par une
auréole.

et au moins un appartenant4 :

lirf fap(Xn(4) > 0) =1 —exp (—c* (ass exp(—2b x 8) + ay 10 exp(—2 x b x 10))) 22 0.99 .

Plus que les convergences en loi exposées dans la PropoSifi.2, la démonstration du
Théoreme 4.2.7 assure la convergence de chacun des nsodesniariables(,, (k, v) et X, (k)
et donc en particulier de leur espérance :

liT E..[ X, (k,7)] = cFap e 2 (5.1.2)
et
nl—1>I—1|:loo E. [ X, (k)] =" ; age (5.1.3)
RA

sous I'hypothese (5.1.1). Nous nous appuierons sur ldadi®.1.2) pour elaborer dans la pro-
chaine section une estimation des potentied$b.
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5.2 Estimation des potentiels: etb

De nombreuses techniques permettant d’estimer les pelenié surface et de paireb du
modele d’lsing existent déja : voir par exemple [83]. llagconnue et la plus performante d’entre
elles est certainement la méthode du maximum de pseudewnaiance (voir [38]). Nous pro-
posons dans cette section un nouvel algorithme d’estimata et b utilisant les résultats d’ap-
proximations poissonniennes appliquées aux animawp@ibon 5.1.2 ou plus précisément la
relation (5.1.2)). Cet algorithme sera testé et sest@sutommentés.

Il sera nécessaire de préciser la taillelu graphe a laquelle la mesure de Gibbs est relative.
C’est pourquoi, dans cette section uniqguement, nous neggfl la mesure de Gibhs, , définie
sur 'ensemble des configuratioA$. De plus, nos estimations s’appuieront sur des réalissitio
exactes deu, , donc utilisant I'algorithme de Propp et Wilson (cf. la Seat2.3). Ainsi, le po-
tentiel de paire sera choisi de telle sorte Que b < 0.3 et le potentiel de surfacesera, comme
durant toute cette thése, supposé négatif.

Considérons donc une réalisatiorde la mesure de Gibhs; ,. L'objectif est de construire des
estimateurs des potentiel®etb a partir de la seule réalisatien: ils seront respectivement notés
a(o) etb(o).

Soitm un diviseur de: et notons: = n/m. Nous allons tout d’abord partitionner 'ensemble des
sommets/, enx? sous-ensembles, chacun formémde< m sommets. Notons alors,, . . ., 0.2

les restrictions de la réalisatiena cesx? sous-ensembles. La quantig, (k,v)(c;) désigne le
nombre d’animaux de taillé et de périmetre; apparaissant dans la sous-réalisatiarLa loi
des grands nombres affirme gqu’a condition gqye . ., o,.» soientx? réalisations indépendantes
de la mesure de Gibhg,, la moyenne empirique

= > X)) 52.4)

est d’autant plus proche de I'espérance de la variablaite X, (k,v) quex? est grand. Cette
premiere approximation est basée sur les deux hypaiseseantes :

1. les sous-réalisations, . .., 0.2 sont indépendantes;
2. X,n(k,v)(0;) est tirée selon la loi &, (k, ).

Or, ces deux hypotheses ne sont pas valides. D’'une par, stBumets voisins peuvent ap-
partenir a deux sous-réalisations differentes et doncéiment dépendantes. D’autre part, I'ab-
sence de bords périodiques payiimplique que la quantit&,, (k,v)(o;) est définie comme la
somme d’un nombrg,, . plus faible d’indicatrices que les, ,m? définissant la variable aléatoire
X (k,7) : elles ne peuvent donc avoir la méme distribution.

Supposons que les entierset x? sont assez grands et que le potentiel de surface sati%fait
en~%/* . Voici deux arguments justifiant que les deux hypothésesgatentes, méme fausses, sont
raisonnables et que l'approximation &g, ,[X,(k,~)] par (5.2.4) est acceptable. D’'une part,
dans leur fameux article, Dobrushin et Shlosman [20] peoent, dans diverses situations, la
décroissance exponentielle des corrélations; le ddgréépendance entre les spins de deux
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ensembles de sommeiset V' décroit a vitesse exponentielle quand la distance dntet V/
augmente. Le cas du potentiel de surfagesuffisamment grand est I'une des situations dans
lesquelles cette décroissance des corrélations a liest €xactement le cas dans notre étude
puisque nous supposoms— —oo a travers I'’hypothése® = cn=2/k. Cet argument nous permet
de considérer les sous-réalisatiansasymptotiguement indépendantes. Il s’agirait alorsid’ut
liser une version de la loi des grands nombres valable pauwvaeables aléatoires faiblement
dépendantes. D’autre part, le rapp@yt, /ax ,m? tend versl quandm — +oc. Ainsi, sous 'hy-
pothése? = cn~2/%, la somme deg,, . indicatrices correspondant a la quanfig (k, v)(o;) et

la variable aléatoir&l,, (k, v) convergent toutes les deux en loi vers la méme loi de PoisSest

la raison pour laquelleX,, (k, v)(o;) peut &tre vue comme une observation de la laKdgk, ).

| | v=4][1=6[~7=8[7=10y=12[7=14|7=16[y=18|~7=20|

k=1]98753 - - - - - - - -
k=2 - |14959| - - - - - - -
k=3 - - 3418 | - - - - - -
k=4 - - 0.690 | 8.3 - - - - -
k=5 - - - 0.51 | 1.86 - - - -
k=6 - - - 0.03 | 0.13 | 0.38 - - -
k=7 - - - - 0.0l | 0.06 | 0.12 - -
k=8| - - - - 0 0.01 | 0.01 0 -
k=9 - - - - 0 0 0.01 | 0.01 0

TAB. 5.3 —Une réealisation de la mesure de Gibbg; , est simulée avec des valeurs des potentiels
a = —1ethb=0.1etde taillen = 1500 = 150 x 10. Cette table représente la moyenne empirique
de tous les animaux apparaissant dans les sous-réaisatio . ., o199 (de taillem = 150),
comptés selon leur taille et leur périmetre. Le symbeélesignifie qu’aucun animal ne peut étre
simultanément de cette taille et de ce périmetre.

Désormais, pour toute taille> 1, notons:(k, m) la constante strictement positive satisfaisant
I'hypothese :

2a

e = c(k,m)m=%* .

Soity € I';. Sous I'hypothése ci-dessus, la relation (5.1.2) affiroeelespéranc&,, ;[ X, (k, 7)]
approche la quantité®(k, m)ay e~ pourvu quem soit assez grand. Considérons alors une
autre taillek’ > k et un autre périmetr¢’ € I'y.. Les égalités
Ck/(k/, m) — m2€2ak’
—  2e2akt2a(k —k)

Ck (k?, m)€2a(k’—k)
permettent de relier entre elles les constaditgs’, m) etc(k, m). Ainsi, le rapport des espérances

Ea,b[Xm(kla 7/)]/(1/%7’
Ea,b[Xm(kv 7)]/akﬂ
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approche la quantité
Ck (klv m)€72b'y — p2a(k —k)+2b(y—")
ck(k,m)e—2v '

Dés lors, noton8(k, k';v,~') le réel défini par la formule :

n2
Q. ~ X Eizl Xm(kla 7')(@))
Wy X 300y Xk, 7) (0)

En résumé, a condition que les entieret x* soient assez grandik, £’; v, v') approcheu(k’ —
k) +b(y—9"):

1
O(k, K 7,7') = 5 log (

1 A~ X Eab[Xm(/{?I ’}/I))
Ok, kK;v,v) ~ =lo < 7 ’ ’
( i 7) 2 & A~ X Ea,b[Xm(kjafy)

1 ! !
~ 5 IOg (e2a(k —k)+2b(y—v ))
~ a(k'—k)+b(y—7).

Cette approximation nécessite que les entierst x? soient assez grands. En pratique, nous
prendronsn = 1500 et m = 150, impliquant ainsix? = 100. A condition quey et~y + 2
soient des périmétres possibles pour un animal de tailles quantité®(k, k + 1;v,v + 2) et
0(k, k;~,~ + 2) approchent respectivement- 2b et —2b. Par exemple, en utilisant les données
fournies par la Table 5.3 et les nombres d’animaux presguar la Table 5.2,

6 x 8.3
18 x 34.18

1
0(3,4;8,10) = 5 log ( ) ~ —1.257

et

1 1 x 8.3
0(4,4;8,10) =  log (miw) ~ —0.202

sont en effet proches de— 2b = —1.2 et—2b = —0.2.
Dans la Section 4.3.1, nous conjecturions que sous I'hgseit* = c(k, m)m~=2/%, la conver-
gence de la variable aléatoité,,(k,~) vers la loi de Poisson de parametfék, m)ay e~
était d’autant plus lente que la tailkedes animaux concernés était grande. Par conséquent, afin
d’optimiser les approximations précédentes, nous feeains notre attention sur les animaux de
taille £ < 6. Précisément, nous définissons les estimatgurseta (o) du potentiel de pairé et
de surface: par les formules :

~ 1

b(o) = ~5%3 (0(4,4;8,10) + 0(5,5;10,12) + 6(6,6; 12, 14))

et
(o) = é (6(1,2;4,6) + (2, 3;6,8) + 6(3,4;8,10) + (4, 5: 10,12) + 0(5, 6; 12, 14)) + 2b(c7) .

Afin de tester les estimateurs ci-dessus, nous implémsnioalgorithme qui prend en entrée les
potentielsa etb, simule une réalisation de ., et retourne les estimateurs correspondani

et@(a). Il se decompose naturellement®atapes :
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1. Une réalisation exacte de la mesure de Gibhs;, est simulée suivant I'algorithme de
Propp et Wilson et est divisée eh = (n/m)? sous-réalisations,, . . . , o,.- de taillem x m.

2. Pourk =1,...,6ety € I';, les animaux de taillé et de périmetre apparaissant dans les
sous-réalisations;, i = 1, ..., k2, sont @énumérés et la moyenne empirique correspondante

K2 X, (k,v)(0:) est calculée.
3. Les estimateurs(o) et@(a) sont calculés.

Les données de la Table 5.3 sont relatives a une réalisatde la mesurg.;, aveca = —1
etb = 0.1. L'algorithme d’estimation produit des résultats tréseenables (o) = —1.063 et
/b\(O') = 0.119. Il sera appliqué a d’autres couples de potentiel$). Les résultats obtenus sont
présentés dans la Table 5.4.

Potentiels Estimateurs
a=—-08|b=005| d(c) =—0.803 | b(c) = 0.085

(o)
a=-1 [b=0.15 | d(c) = —1.062 | b(c) = 0.157
a=-12]b=0.18 || a(c) = —1.241 | b(c) = 0.171
a=-12|b=025|a(c) = —0.678 | b(c) = 0.504

TAaB. 5.4 — Pour chaque couple de potentiélsb), I'algorithme d’estimation simule une
réalisations de la mesure; , et retourne les estimateurs correspondatis etb(o).

Quelgues commentaires de ces résultats expérimentauixngoessaires. Tout d’abord, les
approximations poissonniennes sur lesquelles repose estimation sont valables pour un po-
tentiel de surface qui tend vers—oco (e = cn~%*) et un potentiel de pairg fixé. Or, cette
difference d’ordre de grandeur entre les potentiet n’est pas tres sensible lors des expériences.
En effet, le potentiel de surfaceconverge vers-co comme— log(n) : nous sommes donc limités
a de faibles valeurs de Afin de limiter cet effet, nous avons choisi de tester nolgergthme
sur des coupleg:, b) tels que le rapporiz| /b reste “grand”, autrement dit, de se restreindre a de
faibles valeurs du potentiel de paireAinsi, pour de tels couples de potentiéisb), comme par
exemple les trois premieres lignes de la Table 5.4, |'ediion est plutdt bonne. Par contre, dés
que le potentieb grandit, le rapporta|/b diminue et I'estimation s’en ressent : c’est le cas du
couple(a,b) = (—1.2,0.25) (voir la derniére ligne de la Table 5.4). Une autre expiaratie cette
mauvaise estimation provient du fait que le potentiel deggaieprésente le degré de dépendance
locale entre les sommets. Lorsqu’il est nul, les sommetsisdapendants. Inversement, lorsqu'’il
est grand, I'hypothése d’'indépendance des sous-adaliso; devient particulierement discu-
table.

Terminons par une derniere remarque expliquant pourdeffichcité de notre estimation reste
limitée. Lapproximation deE,, ;[ X,,,(k,v)] parc*(k, m)as ,e~*7 repose sur le fait que*® tend
vers0 commem /%, Or, pour une valeur donnée du potentiela quantitée®® ne peut étre de
I'ordre dem~%*, k allant del a6. Notre méthode consiste a forcer I'égalité = c(k, m)m /%,
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pourk = 1,...,6, en ajustant la constant€k, m). Par exemple, lorsque le potentiel de surface
et la taille valenta = —1 etm = 150, nous obtenons(1,m) ~ 3045.04, ¢(2,m) ~ 20.30,
c(3,m) ~ 3.82, ¢(4,m) ~ 1.66, c(5,m) ~ 1.00 etc(6,m) ~ 0.72.

5.3 Restauration d'images bruiges

Toutes les images que nous considérerons seront bryggFesn bruit impulsionnel Dans
le cas des images binaires (Section 5.3.1), ce type de lmuw#spond a notre modele d'image
aléatoire a potentiel de paire nul. Soriensié sera supposée connue. Appliquer les résultats
d’approximations poissonniennes aux animaux (Propostid.2 ou en I'occurrence son corol-
laire, la Proposition 5.3.1) permet d’associer une prdiald’apparition a chaque composante
4-connexe en fonction de sa taille, i.e. en fonction du nordberpixels dont elle est formée. Nous
construirons un test statistique, un critere simple diadi si une telle composante de lI'image
provient du bruit ou de I'image originale. Sur le modele diliré de grain” de Vincent [78],
nous en déduirons alors un algorithme de restauratioredjés. Enfin, dans la Section 5.3.2, cet
algorithme sera étendu a des images en niveaux de gripetierenté.

5.3.1 Images binaires

Commencons par décrire le type de bruit détérioranimages. Soif, 'image binaire origi-
nale, i.e. non bruitée, formée dexn pixels. Dans cette section et la prochaine, nous conviesdro
de la correspondance suivantg(z) = 0 si le pixelz est noir etl s’il est blanc. Lebruit impul-
sionnel d’'intensiép etq dégrade I'imagé€, en une autre image binaire, disahselon le procédé
ci-dessous :

Va, () = I(@)(1 - ¢,(2) + (1 - T(@)G(a), (5.35)

ou les fonctions,(z) (resp.(,(x)), sont des variables aléatoires (a valeurs dans}) independantes
de loi de Bernoulli de parametge(resp.q). En d’autres termes, un pixel noir est changé en un
pixel blanc avec probabilitg et ce indépendamment des autres pixels. A I'inverse,xal planc
devient noir avec probabilité:

P(I(x) = 1)Io(z) = 0) = p et P(I(z) = 01y(x) = 1) = q.

L'effet du bruit impulsionnel entre I'image originalg et I'image bruitéel s’apparente a une
perte d'une partie des données. Il est essentiel que naidelen de bruit impulsionnel (5.3.5)
autorise un pixel a étre bruité avec des probabilité&mdintes selon sa couleur. Nous verrons
pourguoi dans la Section 5.3.2.

Ainsi, le bruit impulsionnel dégrade I'image originalg en produisant de petites composantes
formées de pixels blancs ou de pixels noirs. Dans la prafipar passage au “négatif”, supprimer
les composantes de pixels blancs ou celles de pixels nééngerdu méme procédé. C’est pour-
guoi nous nous concentrons dans un premier temps sur caltegéds de pixels blancs.

Le “filtre de grain” de Vincent [78] a pour effet de supprimeutes ces petites composantes
dont la taille, i.e. leur nombre de pixels, est plus petitumne taillet arbitrairement choisie.
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Concretement, c’est par I'expérience que l'utilisatdarce filtre choisira la taillé produisant

(a son godt) le meilleur débruitage. Notre objectif estadmbler cette lacune en donnant un
sens statistique a la taille seuil Pour cela, nous attribuons a chaque composéitennexe
blanche une probabilité d’apparition dans I'image eris#ilt les approximations poissonniennes
appliquées aux animaux et au cas du potentiel de pa#eé.

Lorsque le potentiel de pairke est nul, les spins des sommets du modele d’lsing deviennent
indépendants (voir Section 2.1). Chacun d’entre eux estipavec probabilité

62(1

pP= 14+ e2a

et négatif avec probabilité — p. L'hypotheésea < 0 se traduit sur le parametgeparp <
1/2 et lorsque le potentiel de surfaaén) tend vers—oo, p(n) tend versd) commee?* ™, Plus
généralement, on peut écrire que pour tout ertier1 :

li 2/k _ li 2a(n), 2/k
a condition qu’elles existent dafts +oc]. En particulier, la probabilitg, (X, (k) > 0), ouX,,(k)
désigne asymptotiquement le nombre d’animaux de tagpparaissant dans I'image, tend vers
(resp.1) deés que la quantit&n)n?* tend vers) (resp.+-o00). Autrement dit~%/* est la fonction
seuil (pourp(n)) de la propriétéX,, (k) > 0. Puis, nous déduisons de la Proposition 5.1.2 une
approximation poissonnienne pour cette propriété ; Mait pour une démonstration directe.

Proposition 5.3.1 Soientk > 1 un entier etc > 0 un réel. Supposons que le paratre p(n)
satisfasse :
p(n) = en2/* (5.3.6)

Alors, nous avons la limite suivante :

Hm (X, (k) > 0) =1 — e <% | (5.3.7)

n—-4oo

ou a;, est le nombre d’animaux de taille

Jusqu’'a présent, toutes nos figures représentaientramesbpositif par un pixel noir. En effet,
notre étude consistant a étudier la présence des (iIsoaEMeEts positifs, il nous a paru visuelle-
ment naturel de les repérer par des pixels noirs, sur uniflamt constitué des sommets négatifs.
Néanmoins, en imagerie, la convention classique corgiatiibuer la valeut aux pixels blancs
et0 aux noirs.

Ainsi, quitte a échanger I'ensemble des configuratipnas, +1}'» sur lequely, est définie en
{0,1}Y», voire en{noir, blanc}"", chaque réalisation de la probabilitg correspond exactement
a une image de bruit pur, i.e. obtenue par le procédé (5.3.5) a partir d’'une imggtierement
noire. La Proposition 5.3.1 fournit une approximation dedababilité pour une composante
connexe formée dé pixels blancs d’apparaitre dans une image n de bruit pur d’intensité
p(n) = en~%*. Nous identifierons dorénavant cette probabilité arsetdi qui, aprés utilisation
de (5.3.6) sera noté&eA(n, p, k) :

PA(n,k,p)=1-— e~mrart
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Les47 premiéres valeurs de la suit, ).~ sont disponibles en Annexe C. PQUK p,,q, = 0.2
etk € {1,...,47},I'inégalitéa,,1p < a; estnumériqguement vérifiée. Elle assure la décroigsanc
de l'application

ke{l,...,47} — PA(n,k,p),

pour toute taille d'image et pour toup < p,..... Autrement dit, la probabilité d’apparition d’'une
composantd-connexe décroit avec sa taille.
Fixons maintenant un réel> 0 (que I'on imagine petit) et définissonstkille seuilt(n, p, ) par
la formule :

t(n,p,e) = inf{k, PA(n,k,p)=1— e~marpt < e}. (5.3.8)

Par la décroissance de l'applicatién— PA(n,k,p), toutes les composantes de taille>
t(n,p,e) (resp.k < t(n,p,e)) ont une probabilité d’apparitio A(n, k, p) inférieure & (resp.
supérieure a). Nous définissons alors un test statistique fondé sailla £ des composantels
connexes de I'imagé. Sik > t(n,p, ), la composante sera considérée comme issue de I'image
originale [, et sera gardée. En revancheksk t(n, p, <), elle sera considérée comme issue du
bruit et sera supprimée. Notons que, I'intengitéu bruit impulsionnel étant supposée connue, la
quantite PA(n, k,p) = 1 — e—"*a?" se calcule pour toute taille < k < 47. Une fois le seuil

e fixé, la taille seuilt(n, p, e) s’obtient tout aussi facilement. Sur la Figure 5.3, esté@spntée

la taille seuilt(n, p,e) comme une fonction (en escalier) de I'intengit@our une taille d'image

n = 256 et trois differentes valeurs de(10~1, 1072 et 1073).

Isizes
e=10"

g=1072

e=10

0 T T T T T
0.08 .09 0.2 0.1s 018

neise intensity p

FIG. 5.3 — La taille seuik(n, p, €) représentée comme une fonction de l'intengité [0, 0.18],
pour une taillex = 256 et des valeurs de= 10-%,1072, 1073,

Finalement, notre algorithme de débruitage de I'imageaib@&Y se résume en quatre étapes :
1. Identifier toutes les composantesonnexes blanches de 'image bruitee

2. Remplacer celles ayant une taille strictement inféeeut(n, p,c) par des pixels noirs.
Nous obtenons une nouvelle image binaire.

3. Identifier toutes les composantesonnexes noires de cette nouvelle image.
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4. Remplacer celles ayant une taille strictement inféeieéar(n, ¢, ) par des pixels blancs.
Nous obtenons I'image débruitée finale notée

Notons respectivemerit! et T} les filtres supprimant les composantesonnexes blanches et
noires de taille strictement inférieuretaCes deux filtres étaient déja utilisés par Vincent [78]
dans I'élaboration de son “filtre de grain”. L'image déitee I est obtenue a partir depar la
relation : .
1= Tinge) © Tinpe]

Notre algorithme est testé sur une image binaire reptésean damier : voir la Figure 5.4.

Avant d’étendre cet algorithme a des images en niveauxideqyuelques commentaires sont
nécessaires.
Supposons que I'image originalg soit entierement noirelo(x) = 0, pour tout pixelz. Par le
procédé (5.3.5), chaque pixel est colorié en blanc avelgbilitép. L'image I produite est une
image de bruit pur. Par définition de la taille seti, p, ), la probabilité pour qué contienne
une composanté-connexe de taille supérieure @, p, ) est plus petite que. Par conséquent,
avec une probabilité plus grande dque ¢, le bruit pur est totalement supprimeé :

P(Tppel =1o) >1—¢.

Le réele n’est autre que le niveau de confiance de notre test staigstig fait de conserver a tort
une composanté-connexe a lieu avec une probabilité plus petite gue
La dépendance de la taille setih, p,c) enc est trés limitée : comparer les trois fonctions en
escalier de la Figure 5.3. Elle est logarithmique. En eftesquen’®a,p” est faible, la quantité
PA(n, k, p) peut étre approchée pata;p*, ou méme pan?(ap)* en substituant® aa, (voir la
Section 5.1). Or, la probabilité d’apparition d’'une corspnote de tailleé(n, p, ) est proche de:

PA(n,t(n,p,e),p) = €.

Nous en déduisons alors une approximation de la tailld seuip, ) en fonction des, ou plutdt
deloge:
loge —2logn
t(n,p,e) 8 ————.
log o + log p

Méme si I'approche théorique sur laquelle repose nogerdhme de débruitage (Proposition
5.3.1) s’inscrit dans le contexte ou le paramétre- p(n) tend vers0, a priori rien ne nous
empéche en pratique de I'étendre a toutes valeursal@®, 1]. Nous serons toutefois limités a de
petites valeurs dg. En effet, notre méthode requiert que la quantité(n, k, p) devienne faible
lorsquek grandit, i.e. que le produit,p* devienne faible lorsqui grandit. C’est pourquoi nous
nous limiterons en pratiquea< p,q. = 0.2.

L'expérience proposée par la Figure 5.4 met en valeurtete le bruit apparaissant en bordure
d’'une grande composante n’est pas supprimeé par I'actiowtte filtre. En effet, sans information
supplémentaire sur I'image originalg (du type bords lisses), notre algorithme considere ces
pixels bruités comme appartenant a la grande compodénszront par conséquent conserves.
Cette carence de notre algorithme n’est cependant pambi@ite ; le traitement des bords est un
probleme général de la restauration d’'images.
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FIG. 5.4 — Sont représentées sur la premiére ligne : a galichage binaire originald, de taille

256 x 256 ; a droite, I'image bruitéd. Un pixel noir devient blanc avec probabilite= 0.2 et
l'inverse se produit avec probabilite= 0.1. Sont représentés sur la deuxieme ligne : a gauche,
le résultat du débruitage en supprimant d’abord les caapies noires puis les blanches (i.e. en
appliquant le fiItreij}(n’w) o 7}0(717%6)); a droite, le résultat du débruitage en supprimant ardb

les composantes blanches puis les noires (i.e. en apptitpifitre Tt(zn,q,a) o Ttl(n’p’g)). Dans les
deux casg est fixé al0~2. Ces deux résultats different, illustrant ainsi le faiedes filtresT;" et

T ne commutent pas. Néanmoins, dans les deux cas, les metitgosantes blanches et noires

ont été supprimées. Seuls les bords des composantastesstlifferent.

Comme le montre la Figure 5.4, les deux filtfES et 7)) ne commutent pas. Imaginons le cas
pathologique d’'une petite composante disons blanchewémide petites composantes noires.
L'utilisation de T} va supprimer les petites composantes noires, faisant deripasante blanche
une grande composante gii¢ va conserver alors que l'utilisation @' puis deT}} produira
une grande composante noire. Nous choisirons pour la seitelans la Section 5.3.2, d'utiliser
T? o T}}. Dans [78], Vincent avait déja remarqué cet inconveniBour y remédier, il proposait
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d'utiliser plusieurs fois et alternativement les deuxdi#{f’! et 7} tout en augmentant les tailles
ett’ (voir [69, 70]). Une meilleure solution fut proposée parsviau et Morel [60] puis formalisée
par Monasse [61]. Elle consiste a traiter simultanémesteinsembles de niveaux supérieurs et
inférieurs d’'une image en niveaux de gris en un seul et nénme et a le délester de ses feuilles
de tailles inférieures &[62]. Ce nouveau “filtre de grain”, not&,, sera testé (voir la Figure 5.7)
et comparé dans la Section 5.3.2 a notre méthode de rastaud’images en niveaux de gris.
Enfin, remarquons que notre méthode de débruitage potingoriquement s’étendre aux cas
des composantesconnexes. Néanmoins, aucune liste enumérant les arifiaonnexes n’est
disponible. C’est pourquoi, nous avons traité le premtdfagriere plan, i.e. les composantes
blanches et noires, elconnexité.

5.3.2 Images en niveaux de gris

Dans cette section, nous étendrons le filtre introduit@demment a des images 256 ni-
veaux de gris. Puisqu’une telle image est équivalentedotmée de56 images binaires (par
exemple, ses ensembles de niveaux supérieurs), '&émeé€ntaire) pour débruiter une image en
256 niveaux de gris consiste a débruiter chacune desesmages binaires et de les resommer.
En particulier, la méthode proposée dans cette sectioctittmne quelle que soit le nombre de
niveaux de gris de l'image a restaurer.

Soitu une image enR56 niveaux de gris de taille x n. La couleur de chacun de ses pixels est un
entier compris entré et255. Lorsqueu(x) parcourt dans le sens croissant 'ensemble deses
valeurs, la couleur du pixel évolue du noir vers le blanc, travers&at tons de gris differents.
Supposons que I'image est dégradée par un bruit impulsionnel d’intengité [0, 1] connue.
L'image bruitéev s’obtient a partir de: par la relation suivante :

Ve, v(z) = (1 — (x))u(z) + G(z)v(z) , (5.3.9)

ou les fonctiong,(x) etv(z) sont des variables aléatoires indépendantes respmaetitele [oi
de Bernoulli de parametyeet uniformément distribuées s{o, . . ., 255}. En d’autres termes, la
couleur d’'un pixel est modifiée avec probabiliten une valeur quelconque e, . . ., 255}.

Pour chaque entigr < X\ < 255, nous noterons,, (resp.v,) I'image u (resp.v) seuillee au
niveau inférieur :

Uy = ]]-uz,\ (resp. vy = ]]-UZA) .

La Figure 5.5 propose I'exemple d’une image seuillée aeawvinférieurA\ = 150. Signalons
d’'une part que), est une image binaire et d’autre part que la donnée desteisnages binaires
(ux)o<a<2s5 Caractérisent I'image. L'image binairev, est une version dégradée de Un pixel
noir dewu, devient blanc avec probabilite x (A/256) et I'inverse se produit avec probabilité
px (1 —X/256):

A

P(ux(2) = L|ua(z) = 0) = p x (1 - %) .

et \
P(vr(z) = Olup(z) =1) =p X 356



128

- Chapitreb -

L'image binairev, est une version de, obtenue par I'action d’un bruit impulsionnel d’intensité
px =p X (1 —X/256) etg, = p x (A/256) (voir (5.3.5)). Par conséquent, nous pouvons débruiter
vy par la méthode introduite dans la section précédente :

T pne)(V2) -

(napk 78)

0y =Ty

n7q/\=8) ©
La sommen des256 images binaires débruitéésg

255

T=Tv=> T a0 Tinpre) () (5.3.10)
A=0

est une image e2H6 niveaux de gris que I'on espere proche de I'image origimalees Figures
5.5 et 5.6 proposent deux résultats de débruitage d’imag2b6 niveaux de gris utilisant le filtre
T.

Comme c’était le cas pour les filtres binairEs et 7, le filtre T' ne supprime pas le bruit
apparaissant en bordure de grandes composéa+stesnexes : regarder par exemple I'épaule de
Lena (Figure 5.5) ou plus significatif la difference entimége originale du caméramanet
limage débruitée (Figure 5.6).

Dans I'image seuillee,, les intensité, et ¢, créant les pixels respectivement blancs et noirs
sont differentes, d’ou I'intérét d’avoir considén@ modele de bruit impulsionnel (5.3.5) autori-
sant un pixel a étre bruité avec des probabilités wBffiées selon sa couleur. Les intensjig®et

g, dépendent surtout du niveau En particulier, la taille seuil(n, p,, ) en dessous de laquelle
les composantes blanches de I'image binajreont supprimées varie avec. une composante
4-connexe formée d&0 pixels blancs peut étre supprimée danst gardée dans,.. Cette re-
marque a essentiellement deux conséquences.

D’une part, le filtreT" défini par (5.3.10) n’est pas un filtre morphologique (v&8,[ 70] pour

la définition et les propriétés des filtres morpholog&juél ne préserve pas l'inclusion des en-
sembles de niveaux a la difference fig et 7). Pour s’en convaincre, examinons la situation
suivante. SoienA > ). Les images binaires, = .’ﬂ.UzA etuy = :I]-sz satisfont I'inégalité
vy < vy. Lintensité créant les pixels blancs dansest inférieure a celle créant les pixels blancs
dansvy ; p) < py. Supposons alors qu’il existe dans les deux imagest v, une méme petite
composantd-connexe blanche dont la tailkevérifie :

t(n,pr,e) < k < t(n,py,e).

Cette situation est possible car la taille setiit, p,c) est une fonction croissante ge Dés
lors, cette composante sera conservée dams supprimée dans, . Par conséquent les images
débruitées correspondantes ne pourront satisfgire vy.

D’autre part, comparons le filtré avec celui de Monasse [61], natg. La Figure 5.7 montre
deux résultats de restauration de I'image bruit@&ki caméraman (voir Figure 5.6) par le “filtre
de grain”G, pour deux valeurs differentes de la taille seuik 10 ett = 20. La valeurt = 10 de

la taille seuil semble trop faible puisqu’il reste des cosgrtes dues au bruit (par exemple, sur
le manteau du caméraman). La valeur 20 semble a la fois trop grande puisque des objets de
I'image originale ont disparu (comme par exemple la pamlbtdnche au sommet du building)
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FiG. 5.5 — Premiere ligne : a gauche, est représentée lénaddgradée (de taille256 x 256)
obtenue a partir de Lena par un bruit impulsionnel d’inti&ns = 0.15 et a droite, I'image
seuilleevysq. Tous les pixels dont le niveau de gris (daf®st supérieur a50 sont représentés
par des pixels blancs dang,. Deuxieme ligne : 'image débruit&eproduite par le filtrel’ avec
un seuils = 1073,

et encore trop faible puisque du bruit subsiste toujoursfiltre 7" défini an (5.3.10) évite ces
deux écueils; une petite composante claire peut étreegaaitbrs que de plus grandes foncées
sont supprimées.
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FIG. 5.6 — Premiére ligne : sont représentées, a gaucheadé originale: du caméraman (de
taille 256 x 256) et a droite, I'image dégradéepar un bruit impulsionnel d’intensitg = 0.2.
Deuxieme ligne : a gauche, I'image débruitéproduite par le filtrél’ avec un seuit = 1073 et
a droite, la difféerence — v. Nous constatons que la majorité du bruit a été supgiexeepté sur
les bords des objets.
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FiG. 5.7 — Deux résultats de restauration de I'image bruitda caméraman par le filti&, pour
deux valeurs différentes de la taille seuil= 10 ett = 20.






Annexe A

La distance en variation totale

De nombreuses métriques (distance de Hellinger, distdadéullback-Leibler...) permettent
de quantifier la convergence de mesures de probabilitéwersnesure limite et le choix de la
métrique utilisée s’avere parfois essentiel. Gibbs ef{35] fournissent une liste de plusieurs
métriques couramment utilisées par les statisticiemssedivers liens existant entre elles. Lune
des plus célebre est thstance en variation totalévoir également [19] et [66]). Dans cette sec-
tion, nous en rappelerons la définition et quelques unessleagactérisations. Nous focaliserons
notre attention sur le cas de mesures de probabhiliéér définies surR, B), B étant la tribu
borélienne d&R.

Definition A.0.2 La distance en variation totakntre . et v, noeedy (i, ), est ckfinie par la
formule suivante :

dyvr(p,v) = sup |u(B) —v(B)| .

Notons tout d’abord que la distance en variation tofgleest bien une distance sur 'ensemble
des mesures de probabilité définies @ir3). La démonstration du Théoréme 4.3.1 s’appuie sur
I'inégalité triangulaire appliquée a la distanéer. De plus, si(u,),.>0 désigne une suite de
mesures de probabilité, alors pour toute fonctforontinue bornée :

[ @) dina(o) ~ [ 1) dia)] < sup £ 0)] % dyr a1

En particulier, sy (., 1) tend vers) alors la suité ,,),,>¢ converge faiblement vers la mesure
1. La convergence pour la distance en variation totale est gtus forte que la convergence
en loi. Obtenir un majorant dé,r(u,, 1) permet de quantifier la vitesse de convergencg,de
versu. C'est exactement la difference entre les Théoreme§ €124.3.1 : le premier fournit une
convergence en loi alors que le second précise la vitelsgpialle s’effectue cette convergence.
Soit A une mesure définie sUR, B) par rapport a laquelle les mesures de probabil#ér sont a
densités. Alors, la distance en variation totale epte¢r est égale a la moitié de la difference en
normeL'()\) de leurs densités. La relation (A.0.1) est connue sousHtedimentité de Scheffé
(voir [19]).
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Proposition A.0.3 Soient respectivemelfitet g les densigs, par rapporta une mesure définie
sur (R, B), dep etv. Alors, la distance en variation totale entreet v devient :

drr(p,r) = 5 [ 150 = gla)] aa) (A.0.1)

Certains auteurs, comme par exemple Tierney [77], dééinida distance en variation totale
comme/ |f — g|d)\, i.e. comme le double d&,r(u, ).
Démonstration L'égalité évidenteu(B) — v(B)| = |u(R\ B) — v(R \ B)|, permet d’écrire que
pour tout borélierB :

fu—oni=5 (1 [o-oaner [ -nn).

Les inégalités suivantes sont immédiates :

I/B(f—g)dM < %(/Blf—g|d>\+/R\B|f—g|d>\)
< 5 [1r-dlax

Le majorant étant indépendant du boréligne B, I'inégalité ci-dessus est encore valable pour
dyr(u,v). Par ailleurs, sur le borélieB = {f > ¢}, le signe def — g est constant. Ainsi, les
inégalités précédentes deviennent des égalitéglentité (A.0.1) est demontrée. [ |

Dans notre étude, les mesures de probabilité ont poustignsembleN des entiers positifs ;
elles sont dominées par la mesure de comptagéNsildans ce cas précis, la relation (A.0.1)
devient :

dvr(p,v) = 5 3 Jnlm) — v(m)] (A0.2)

m>1
La distance en variation totale admet egalement une éaisation en termes de couplage. Nous
renvoyons le lecteur a [58] p. 19 pour davantage de pawsiNous noterons pdl( X ) la loi de
la variable aléatoireX .

Proposition A.0.4 La distance en variation totale entreet» estégalea :
dyr(p,v) =inf{P(X #Y), L(X)=p et L(Y)=v}.

Terminons cette annexe par la propriété suivante. Gdtedsrivial, combiné au Lemme 4.1.4,
nous permet de réduire la recherche d’approximationsporgennes a des configurations locales
propres.

Propri éte A.0.5 Soient(X,,),>0, (Y»)n>0 €t.X des variables @atoires @finies sur un espace de
probabilité (€2, 7, P). Si la suite(X,,),>o converge en loi ver et sidyr(X,,Y,) tend vers)
avecn alors la suite(Y},),,~o converge en loi verx.
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Démonstrationll suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire. Pour tteifonctionf continue bornée,
la difféerence

| / f(2) dL(Y,) () - / f () dL(X)(x)]

est majorée par

sup | £(@)] dyr(Y, Xo) + | / F () dL(X,)(x) / f() dL(X)(x)]

zeR

Les deux termes de la somme ci-dessus tendentvyeais hypothése, d’'ou le résultat. [ |
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La méthode de Chen-Stein

Dans cette section, nous rappelerons les principaux angigraatour desquels la méthode de
Chen-Stein s’articule. Cette succinte présentation @fzosur la Proposition B.0.8 qui est une
version de la méthode de Chen-Stein directement appiiGbimodele d’'Ising. Pour davantage
de précisions, nous renvoyons évidemment le lecteunde teiginal [2].

La loi de Poisson de parametke> 0 sera notééP(\). Le point de départ de la méthode est la
remarque essentielle suivante. Une variable aléafbiseit la loi P(\) si et seulement si, pour
toute fonctiong : N — R bornée :

E[Mg(Z +1)— Zg(Z)] =0 (B.0.1)

Ainsi, la loi d’'une variable aléatoir@’, d’espérance\, sera proche de la Ig?()\) si la quantité
E[\g(W + 1) — Wg(W)] est proche dé, pour toute fonctiory. La démonstration du Théoreme
B.0.7 (voir aussi [2] p. 11) repose entierement sur ceéte &t surle Lemme B.0.6. Cette approche
fut initialement introduite par Stein en 1970 [76] et éteacu cas poissonnien par Chen en 1975
[7].

Le contexte est le suivant. Nous disposons d’'une familleat@ables aléatoires (dépendantes)
indicatrices/y, . . ., I,, d’espérance respective = E|[/;]. L'objectif est de mesurer la distance
entre la loi de Ieur sommB/ = ) I, et la loi de PoissorP(\) ou A = > . m;. SoitA C N.
Nous noterons paP()\)(A) la probabilité pour la loi de Poisson de paramétrd@’appartenir a
'ensembleA. Soitg = g4 : N — R une fonction solution de I'équation :

Aga(j+1) = jgaly :nveA - ), Vi >0.

Une telle fonctiony 4 peut &tre construite récursivement en partanj (@) = 0. Ainsi, la fonc-
tion g, satisfait :

P(j € A) = PA)(A) = EPga(W + 1) = Wga(W)], (B.0.2)
de telle sorte que la distance en variation totale entre Beldl” et P(\) est égale a :

dvr(L(W), P(A)) = sup [E[Aga(W +1) = Wga(W)]| .
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Il sS’agit donc d’étudier pour chaque ensemilée termeE[Aga (W + 1) — Wg4(W)]. Pour tout
i, notonsW; = ., I;. En écrivant :

E[liga(Wi + 1)] = mE[ga(W)|l; = 1],

I'équation (B.0.2) devient :
P(jeA)-P\(A) = Zm— (Elga(W + 1)] — E[ga(W)|; = 1]) . (B.0.3)

Des lors, supposons que, pour tout indicdes variables aléatoirés et V; sont construites sur
un méme espace de probabilité de sorte [duait la méme distribution qué’ etV; + 1 celle de
W conditionné &; = 1. L'équation (B.0.3) devient :

PG €A)-=PNA) = | Zm— (Elga(U:i +1)] — E[ga(Vi + 1)) |

< Aga) mE[U—Vi],

=1

0UAga = sup; |ga(j + 1) — ga(4)|. Le résultat suivant (voir [2] p. 7 pour une démonstrafion
fournit une majoration dé\g 4 indépendante de I'ensembie

Lemme B.0.6 Pour tout ensembld C N, il vient :

1—e?

Aga < 3

Toutes les briques nécessaires a la construction dur@im&nB.0.7 ont été posées.

Théoreme B.0.7 Sous les hypo#tses pecedentes, la distance en variation totale entre la loi de
W etP()\) satisfait :

e A
dyr(£V), P)) < - > mE(U: - Vil

Nous allons maintenant particulariser le résultat gé&né-dessus en vue de I'appliquer au
modele d’Ising. Supposons que la famillé;},—, ., satisfait I'hypothese suivante. Pour tout
indices, il existe une famille{.J;;};—1, ..
probabilité que les indicatricgd; } ;—;

.....

E(Jjﬂ', j = 1, ce ,TL) = E(Ij, ] = ]_, cee ,n|]2 = ]_) (BO4)

et d’autre part,
Vi#, Jii> 1. (B.0.5)
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Une telle famille{/; },—, ., sera ditgpositivement reée Sous cette hypothése, le couflg, V;)
défini parU; = W etV = Zj# I; vérifie les conditions du Théoreme B.0.7. La majoratien d
dyr(L(W),P()\)) peut étre reécrite. Pour tout inditgB.0.5) implique que :

mE(U; = Vil] = mE[L+> (I — J;3)l]
i
= w4y E[J— 1]
i
= w7+ Y (E[LL)] —mm;)
i

carmE[J;;] = mE[L;|I; = 1] = E[;I;], par (B.0.4). Ces considérations méenent au résultat
suivant (voir [2] Corollaire 2.C.4 p. 26) :

Proposition B.0.8 Si la famille de variables indicatriceld; },—; ..
la distance en variation totale entre la loi d& et P(\) satisfait :

, est positivement réde, alors

dyr (L), POV) < - _;_A (Va'r(W) — A2 iﬁ) .

Vérifier gu'une famille de variables aléatoires est pesinent reliée peut s’avéerer délicat.
Le Chapitre 2.2 de [2] se penche sur ce probleme. Le Th&®r2.G p. 29 de [2], dont la
démonstration s’appuie sur des techniques de couplage[Hvg), s’applique aisément a notre
modele dans le cas ferromagnétique (voir la Proprié2&ét).

Proposition B.0.9 Supposons que le potentiel de pdirest positif et que pour tout indide la
variable akatoire indicatricel; est une fonction croissante de I'ensemble des configuafgn
(au sens de la Section 2.2.2). Alors la fam{lle},_; _, est positivement rede.

.....
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Nombres d’animaux

Rappelons que, désigne le nombre d’animaux de taifte Voici la liste des47 premieres
valeurs de la suitéu; ),>1 nécessaires a I'implémentation des filtres de déhysitie la Section
5.3. Cette liste ainsi que ses mises a jour sont dispongbleke site web “On-line Encyclopedia
of Integer Sequences”

k Qe

1 1

2 2

3 6

4 19

) 63

6 216

7 760

8 2725

9 9910

10 36446

11 135268

12 505861

13 1903890

14 7204874

15 27394666
16 104592937
17 400795844
18 1540820542
19 5940738676
20 22964779660
21 88983512783

radresse de ce site dsttp ://www.research.att.comhjas/sequences/
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22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

345532572678

1344372335524
5239988770268
20457802016011
79992676367108
313224032098244
1228088671826973
4820975409710116
18946775782611174
74541651404935148
293560133910477776
1157186142148293638
4565553929115769162
18027932215016128134
71242712815411950635
281746550485032531911
1115021869572604692100
4415695134978868448596
17498111172838312982542
69381900728932743048483
275265412856343074274146
1092687308874612006972082
4339784013643393384603906
17244800728846724289191074
68557762666345165410168738
272680844424943840614538634
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Asymptotique des propriétes locales pour le modle d’Ising et applications

Résune : Cette these propose I'étude des propriétés localesaitgs par le modele d’'Ising défini
sur un graphe toriqué-dimensionnel. Lorsque la taille du graphe tend vers I'infini, une limite
pour leur probabilité d’apparition est obtenue en fonciies potentiels de surface= a(n) et

de paireb = b(n). En mettant en évidence un phénoméme de seuil, nousmdétns le mo-
ment d’apparition dans le graphe d’une propriété localenge. Puis, en se placant a sa fonction
seuil, nous démontrons une approximation poissonnieanega probabilité d’apparition. Enfin,
deux applications sont proposées : une estimation destpgte: et b ainsi qu’un algorithme de
débruitage d'images en niveaux de gris.

Mots-clefs : Modele d’Ising, image aléatoire, logique du premier erdonction seuil, loi du
z€éro-un, approximation poissonnienne, intéractiorofeagnétique, méthode de Chen-Stein, ani-
maux (ou polyominos), estimation de potentiels, debgaitdimage.

Classification AMS (2000) :60F05, 60F20, 82B20, 62H35, 68U10, 68U20.

Asymptotic of local propreties for the Ising model and applications

Abstract: This thesis intends to study local properties satisfied leyising model defined on a
d-dimensional lattice torus. As the sizeof the lattice tends to infinity, a limit for their probabi-
lity of occurring is obtained depending on the surface pidén = a(n) and the pair potential

b = b(n). By establishing a threshold phenomenon, we determine ¢imeent from which a given
local property occurs in the lattice. Thus, at its threstaltttion, we prove a poisson approxi-
mation for its probability of occurring. Finally, two appétions are proposed : an estimate of
potentialsa andb and a denoising algorithm for grey level images.
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