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Remerciements
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travail du Jeudi matin avec Agnès et Bernard ont été syst´ematiquement un moment agréable et
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3.1.2 Descriptions complètes et assertions . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 38
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4.5.2 Probabilité asymptotique d’une formule locale basique incompatible . . . 106

5 Applications 113
5.1 Approximations poissonniennes pour des animaux . . . . . .. . . . . . . . . . 113
5.2 Estimation des potentielsa et b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
5.3 Restauration d’images bruitées . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 122

5.3.1 Images binaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.3.2 Images en niveaux de gris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .127

A La distance en variation totale 133
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Un principe de base de la théorie de la Gestalt (théorie de la Vision ; voir par exemple [45] et
[79]) stipule que la vision humaine est sensible aux groupements d’objets ayant une caractéristique
commune. Par exemple, un ensemble de points ayant la même couleur ou la même orientation
formera un ensemble cohérent plus grand (une “Gestalt”) etdonc plus attractif visuellement. Dans
une image binaire, l’œil humain voit prioritairement ce quiest inhabituel, exceptionnel, i.e. des
ensembles de pixels ou formes contrastant avec le reste de l’image. En langage probabiliste, ce
constat se traduit simplement comme suit : dans une image binaire aléatoire, l’œil humain se fo-
calise sur les objets ayant une faible probabilité d’apparition. Illustrons cette remarque par deux
exemples relatifs à un modèle d’image aléatoire simple :chacun desn× n pixels de notre image
sera noir avec probabilitép ou blanc avec probabilité1 − p, et ce indépendamment les uns des
autres. La loi d’une telle image est simplement le produit den2 lois de Bernoulli de paramètrep.
Le premier exemple est plutôt visuel. Nous ajoutons à notre image aléatoire une caractéristique
déterministe. Plus précisément, nous lui imposons de contenir en son centre une croix formée de
pixels noirs. Entre la première et la troisième image (voir la Figure 1.1), le nombre total de pixels
noirs augmente en moyenne et la croix noire est de moins en moins visible. Dans la première
image, très peu de pixels sont noirs (p = 0.01). La croix noire n’a donc que très peu de chances
d’être produite par le hasard : elle est exceptionnelle et notre regard se pose immédiatement sur
elle. Par contre, dans la troisième image où en moyenne1 pixel sur5 est noir (p = 0.2), la croix
noire est beaucoup moins improbable. Elle n’est plus exceptionnelle et se confond avec le reste
de l’image.
Le deuxième exemple est mathématiquement plus précis. Considérons une image aléatoire de
taille 100 × 100 dans laquelle chaque pixel est noir ou blanc avec probabilité p = 0.5. Divi-
sons l’image aléatoire en100 sous-images de taille10× 10, notéesI1, . . . , I100. Le nombre total
de pixels noirs dans chacune de ces sous-images est concentré autour de50. Le fait que l’une
d’entre elles ait une densité de pixels noirs nettement éloignée dep = 0.5 est visuellement très
remarquable. Cet événement à caractère déviant est deprobabilité faible. En utilisant l’inégalité
de Hoeffding (voir [64] p. 58), on peut montrer que la probabilité pour qu’au moins l’une des
sous-imagesIi contienne moins de30 pixels noirs ou plus de70 est inférieure à0.07.
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FIG. 1.1 – De gauche à droite et de haut en bas, sont représentées trois images aléatoires de taille
n = 100, dont la probabilité pour un pixel quelconque d’être noirvaut respectivementp = 0.01,
p = 0.1 et p = 0.2. De plus, elles contiennent chacune en leur centre une croixformée de pixels
noirs.

Le recours aux images aléatoires a pour objectif de fournirune base quantitative caractérisant
l’“exceptionnalité” d’une forme quelconque donnée. Lesarticles [17] et [18] constituent le point
de départ de notre étude. Desolneux et al. s’appuient sur le “principe de Helmholtz” pour repérer
les objets exceptionnels. Ils qualifient un tel objet deε-significatif si l’espérance de son nombre
d’occurrences dans toute l’image (i.e. son nombre de fausses alarmes) est inférieure àε. Dès
lors, l’objectif de notre travail consiste à préciser le caractère exceptionnel d’un objet en estimant
directement sa probabilité d’apparition dans l’image plutôt que l’espérance de son nombre d’oc-
currences. Plus généralement, nous désirons être capable de répondre à la question élémentaire
suivante : quelles propriétés d’une image aléatoire ontune faible ou une grande probabilité ?

La théorie des graphes aléatoires, introduite par Erdőset Rényi [26] (voir également [4] et
[75]), fournira des outils mathématiques permettant de r´epondre à cette question. En effet, la
recherche d’un sous-graphe peut naturellement s’apparenter à celle d’une sous-image : exami-
nons pour cela un exemple entièrement traité dans [74]. Considérons le graphe aléatoireG(n, p)
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àn sommets et dans lequel chaque arête existe indépendamment avec probabilitép. Notons que
ce modèle est différent de celui initialement proposé par Erdős et Rényi [26], qui considéraient
l’équiprobabilité sur l’ensemble des graphes ayant un nombre fixe d’arêtes. SoitXT le nombre de
triangles du grapheG(n, p). Par indépendance, son espérance se calcule facilement :IEp[XT ] =(
n
3

)
p3. Cette écriture suggère la paramétrisationp = p(n) = c/n. Pour cette valeur, l’espérance

IEp(n)[XT ] tend versc3/6 lorsquen tend vers+∞. De plus, si le paramètrep(n) est négligeable
devantc/n alors l’espéranceIEp(n)[XT ] tend vers0 : il n’y aura pas ou peu de triangles dans le
graphe. Si, au contraire,c/n est négligeable devant la paramètrep(n), alors cette fois l’espérance
IEp(n)[XT ] tend vers+∞ : il y en aura probablement beaucoup. Dans [74], il est montr´e que1/n
est le “moment d’apparition” du premier triangle dans le grapheG(n, p) :

lim
n→+∞

p(n)

1/n
= 0 ⇒ lim

n→+∞
IPp(n)(XT > 0) = 0

et

lim
n→+∞

p(n)

1/n
= +∞ ⇒ lim

n→+∞
IPp(n)(XT > 0) = 1 .

On dit alors que1/n est lafonction seuilde la propriétéXT > 0 (ou encore “G(n, p) contient un
triangle”). De plus, lorsquep(n) = c/n, la quantitéIPp(n)(XT > 0) tend vers1 − e−c3/6. Cette
dernière limite est appelée uneapproximation poissonniennecar la probabilité deXT = 0 est
asymptotiquement égale à celle pour une loi de Poisson de paramètrec3/6 d’être nulle.
Afin d’estimer la probabilité de propriétés d’images, nous nous inspirerons fortement des tech-
niques émanant de l’exemple précédent ; fonctions seuils et approximations poissonniennes consti-
tueront les deux principaux outils mathématiques sur lesquels reposeront nos résultats.

Il nous faut désormais fixer un modèle probabiliste recouvrant le cas des images et suffisam-
ment proche de celui du graphe aléatoireG(n, p) pour s’en inspirer. Nous passerons du cas bidi-
mensionnel des images à celui de la dimension quelconqued ≥ 1. A la différence du modèle
de graphe aléatoireG(n, p) dans lequel deux sommets quelconques peuvent être voisins, les
images ont une structure prédéfinie. Ainsi, nous considérerons un graphe (déterministe) torique
d-dimensionnel, notéGn, dont l’ensemble des sommets est un hypercube deNd de côtén. Sa
structure de graphe sera invariante par translation et “locale” ; chaque sommet aura le même voi-
sinage, ensemble de sommets dont le cardinal est indépendant den. A la notion bidimensionnelle
d’image se substituera celle deconfiguration. Une configuration du grapheGn est une fonction
attribuant à chaque sommet du graphe la valeur+1 (pixel noir) ou−1 (pixel blanc). Comme dans
le cas des graphes aléatoires, la taillen du graphe est destinée à tendre vers l’infini et ce sont les
propriétés asymptotiques de grapheGn que nous étudierons.
A la différence du modèleG(n, p) dans lequel les arêtes existaient de manière indépendante, nous
désirons introduire une interaction entre les couleurs (−1 ou+1) de deux sommets voisins. Ainsi,
nous considérons sur le grapheGn un modèle probabiliste paramétrique issu de la mécanique sta-
tistique : le modèle d’Ising (voir [35] ou [59] pour des références générales). En d’autres termes,
nous munissons l’ensemble des configurations de la mesure deGibbsµa,b (voir la Définition
2.1.1). Le potentiela ∈ R contrôle la proportion des sommets positfs dans le graphe ;s’il est très
négatif, très peu de sommets seront positifs. En fait, le potentiela jouera le rôle du paramètrep
dans le modèleG(n, p). Par analogie, nous le ferons dépendre de la taillen du graphe et nous
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intéresserons au cas oùa = a(n) → −∞. Le potentielb ∈ R contrôle le degré de dépendance
locale entre les sommets. Lorsqueb = 0, ils redeviennent mutuellement indépendants. Si de plus
d = 2, nous retrouvons alors le modèle basique d’images aléatoires identifiable à un produit de
lois de Bernoulli.
Dans le contexte du modèle d’Ising, nous ne parlerons plus de sous-images ni de sous-graphes
mais deconfigurations locales. En jouant sur les deux potentielsa et b du modèle, nous obtien-
drons des fonctions seuils et des approximations poissonniennes pour l’apparition de configura-
tions locales dans le grapheGn.

1.2 Présentation des ŕesultats

La notion de configuration locale concentrera toute notre attention. Un tel objet est qualifié de
“local” car l’ensemble des sommets sur lequel il est défini est fixé et ne dépend pas de la taille
n du graphe. Une configuration localeη est entièrement déterminée par l’ensemble des sommets
positifs la décrivant. Aussi, deux caractéristiques de cet ensemble de sommets joueront un rôle
prépondérant : son cardinalk(η) et son périmètreγ(η). Le nombre d’occurrences dans le graphe
Gn de la configuration localeη sera notéXn(η).
Notre premier résultat (Théorème 3.2.1) concerne la probabilité d’apparition deη dans le graphe,
i.e. la quantitéµa,b(Xn(η) > 0). A condition queb(n) soit borné, un seuil portant sur le potentiel
a(n) est exhibé : si le rapporte2a(n)/n−d/k(η) → 0 alors, avec une probabilité qui tend vers1,
la configuration localeη sera absente du graphe. Au contraire, sie2a(n)/n−d/k(η) → +∞ alors,
avec une probabilité qui tend vers1, au moins une copie deη sera présente quelque part dans le
graphe. Il y en aura en fait une infinité (Proposition 3.3.1).

La logique du premier ordrerelative à notre modèle d’Ising est un langage, une famille de
propriétés locales à laquelleXn(η) > 0 appartient. Ainsi, le Théorème 3.2.1 est un premier pas
vers un résultat plus global, concernant toutes les propriétés du premier ordre. Un tel résultat est
appeléune loi du0-1. Pour un logicien, une loi du0-1 n’est pas nécessairement une bonne nou-
velle : si dans un langage donné, les probabilités sont proches de0 ou 1, cela signifie que toute
propriété ou sa négation est presque une tautologie, et donc que le langage considéré n’a qu’un
faible pouvoir d’expression. Néanmoins, les lois du0-1 en logique ont quelque chose de fasci-
nant, par la généralité et la simplicité de leur énonc´e. Une très vaste littérature leur est consacrée :
voir [8], [81] ou encore le chapitre 3 de [23]. La première loi du 0-1, démontrée indépendamment
par Glebskii et al. [37] en 1969 et Fagin [28] en 1976, concernait le cas de l’équiprobabilité sur
l’ensemble de toutes lesstructuresavant d’être étendue au cas du graphe aléatoireG(n, p) (voir
[23] p. 74 et [74] p. 318). Cette dernière version affirme qu’à p fixé, toutes les réalisations de
G(n, p) satisfont les mêmes propriétés du premier ordre. Des résultats de logique dus à Gaifman
(voir [32], [33] ou le Théorème 3.1.8) réduisent l’étude de toutes les propriétés du premier ordre
à des ensembles restreints de propriétés comme l’apparition de sous-graphes ou de configurations
locales respectivement dans le cas du graphe aléatoireG(n, p) ou du modèle d’Ising. Ainsi, à
p fixé, une loi du0-1 comme celle de Glebskii et al.-Fagin est essentiellement combinatoire. Si
l’on autorise le paramètrep = p(n) à dépendre de la taillen du graphe, une étude approfondie
des fonctions seuils gouvernant l’apparition des sous-graphes est nécessaire (voir [74]). Shelah
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et Spencer [71] menèrent cette étude pour les graphes aléatoires. Ils prouvèrent que la loi du0-1
est encore valide pour toute valeur dep(n) = n−α, oùα est un irrationnel. En ce qui concerne
la logique du premier ordre relative à notre modèle d’Ising, le Théorème 3.2.1 produit les fonc-
tions seuils pour l’apparition des configurations locales dans le grapheGn. Nous en déduirons un
résultat analogue à celui de Shelah-Spencer : une loi du0-1 à potentiels variablesa = a(n) et
b = b(n) (Théorème 3.3.4).

Afin d’obtenir une limite non triviale pour la probabilité d’apparition de la configuration lo-
caleη, le Théorème 3.2.1 souligne la nécessité de se placer àla fonction seuil de la propriété
Xn(η) > 0. Nous supposerons désormais que le potentielb ∈ R est fixé et que le potentiela(n)
satisfait :

e2a(n) = cn−d/k(η) , (1.2.1)

oùc est une constante strictement positive fixée. La variableXn(η) est définie comme une somme
dend fonctions indicatrices identiquement distribuées. Sousl’hypothèse (1.2.1), leur probabilité
d’être non nulle est faible. C’est pourquoi, bien que dépendantes, il est raisonnable d’imaginer
le comportement de leur somme (i.e. deXn(η)) poissonnien. Une telle situation, parfois appelée
loi desév́enements rares, est très classique en théorie des Probabilités et en particulier en théorie
des graphes aléatoires (consulter à cet effet [4] ou [75]). Les indicatrices peuvent par exemple
représenter l’apparition d’un sous-graphe donné. Les inégalités de Janson (voir [5] ou [43]) per-
mettent alors d’obtenir une limite pour la probabilité d’apparition. Dans le cas du triangle intro-
duit dans la section précédente, sip(n) = c/n, la probabilité pour le graphe aléatoire de satisfaire
XT > 0 tend vers1− e−c3/6 (voir [74]). Il est d’ailleurs possible de généraliser cette approxima-
tion à la loi complète de la variableXT . La méthode des moments (voir le Chapitre 1 de [4] ou le
Lemme 4.2.2) produit la convergence en loi deXT vers la loi de Poisson de paramètrec3/6. Ainsi,
en s’appuyant sur cette méthode, nous obtiendrons une approximation poissonnienne (Théorème
4.2.1) pour le nombre d’occurrences de la configuration locale η dans le graphe ;Xn(η) converge
en loi vers la loi de Poisson de paramètreck(η)e−2bγ(η).
Plusieurs types d’approximations poissonniennes concernant le modèle d’Ising ont déjà été prouvés.
Les résultats de Fernández et al. [29] concernent le casa = 0 et b suffisamment grand. Ceux de
Barbour et Greenwood [1] et Ganesh et al. [34] reposent sur laméthode de Chen-Stein. Lorsque le
potentielb est positif, le modèle d’Ising est qualifié deferromagńetique(voir la Section 2.2.2). La
méthode de Chen-Stein (voir [2] pour une référence trèscomplète) s’applique alors. Elle réduit
l’approximation poissonnienne deXn(η) à l’étude de son espérance et de sa variance (i.e. ses
deux premiers moments) et produit le Théorème 4.3.1 : sousl’hypothèse (1.2.1), la distance en
variation totale entre la loi deXn(η) et la loi de Poisson de paramètreck(η)e−2bγ(η) est de l’ordre
den−d/k(η).
Il sera utile d’adopter un point de vue dynamique en interpr´etant la fonction seuil de la confi-
guration localeη comme son moment d’apparition dans le grapheGn. Lorsque le potentiela(n)
satisfait (1.2.1), aucune configuration locale avec strictement plus dek(η) sommets positifs n’est
encore présente dans le graphe. Ainsi, les sommets situésà distance fixée d’une occurrence deη
seront tous négatifs. Le Théorème 4.4.1 affirme que les sommets positifs les plus proches sont à
distance de l’ordre den1/k(η).
Dans l’obtention de lois du0-1, le Théorème de Gaifman (Théorème 3.1.8) insistait surle rôle
central d’une famille particulière de propriétés du premier ordre ; lesformules locales basiques.
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Après avoir déterminé leur fonction seuil (Proposition3.3.3), nous fournirons une approximation
poissonnienne pour certaines d’entre elles (Théorème 4.5.5).

Dans le cas des images, i.e. celui de la dimensiond = 2, nous portons un intérêt tout par-
ticulier aux configurations locales dont l’ensemble des sommets positifs forme une composante
4-connexe. De tels objets sont connus encombinatoiresous les noms d’animauxou polyominos
(voir [46]). Les résultats de convergence obtenus précédemment fournissent alors des estimations
de l’espérance et de la probabilité pour un animal donné d’apparaı̂tre dans une grande image
(Proposition 5.1.2). Ces quantités dépendent directement des valeurs des potentielsa et b. Ainsi,
en recensant les animaux présents dans l’image et en étudiant leur répartition selon leurs tailles et
leurs périmètres, nous obtiendrons une estimation des potentielsa et b. Bien sûr, de nombreuses
techniques permettant d’estimer les potentiels du modèled’Ising existent déjà (voir par exemple
[83]), la plus connue et la plus performante d’entre elles étant certainement la méthode dumaxi-
mum de pseudovraisemblance(voir [38]). Néanmoins l’algorithme que nous proposeronsdans la
Section 5.2 est très facile à implémenter et produit des résultats convenables.

Un problème général de restauration d’images consiste `a différencier ce qui provient de l’image
originale et doit être gardé de ce qui provient du bruit et doit être supprimé. Donoho et Johns-
tone [21] fonde leur choix sur les coefficients d’ondelettes. Après s’être fixé une valeur seuil, ils
considérent comme issu du bruit les coefficients plus petits que cette valeur. Ces coefficients sont
alors supprimés en leur attribuant la valeur0. Tous les autres coefficients sont considérés comme
provenant de l’image originale et sont conservés.
La morphologie mathématique [68] propose des solutions pour supprimer le bruit impulsion-
nel (bruit correspondant à notre modèle d’image aléatoire à potentielb = 0). En particulier, le
“filtre de grain” de Vincent [78], généralisé par la suitepar Masnou et Morel [60] et par Mo-
nasse et Guichard [62], a pour effet de supprimer les petitescomposantes4-connexes de l’image.
Néanmoins, le problème du choix de la taille en dessous de laquelle les composantes4-connexes
sont supprimées reste entier. Grâce aux approximations poissoniennes pour les animaux (Proposi-
tion 5.1.2), nous associerons à chaque taillek de composante4-connexe une probabilité d’appari-
tion. Puis, en fixant un risqueε (typiquementε = 10−3), une taille seuilt(ε) sera proposée de telle
sorte que les composantes4-connexes de taille supérieure àt(ε) seront de probabilité plus petite
queε. Elles seront considérées comme provenant de l’image originale et seront gardées. Toutes
les autres seront supprimées. Dans la Section 5.3.2, cet algorithme de débruitage sera étendu à
des images en niveaux de gris puis expérimenté.

1.3 Plan de la th̀ese

Le plan de cette thèse suivra l’ordre naturel des résultats présentés dans la section précédente.
Le Chapitre 2 est une mise en scène de tous objets intervenant dans notre étude. Le graphed-
dimensionnelGn et la modèle d’Ising seront décrits dans la Section 2.1. Deux aspects essentiels
de la mesure de Gibbsµa,b, son caractère markovien et ferromagnétique, seront pr´esentés dans
la Section 2.2. Après avoir introduit ladistance de graphedist en Section 2.4.1, nous pourrons
définir en Section 2.4.2 l’objet central de notre étude, laconfiguration locale. Nous décrirons sa
présence dans le graphe à l’aide de probabilités conditionnelles. Sońenergie localejouera un rôle



§ 1.3 Plan de la th̀ese 13

de première importance. Il sera judicieux d’écrire cettequantité en fonction des entiersk(η) et
γ(η).
Le Chapitre 3 étudie les propriétés locales du modèle, celles appartenant à la logique du premier
ordre (voir la Section 3.1). Nous porterons une attention particulière auxdescriptions complètes
(Section 3.1.2), équivalents logiques des configurationslocales. Puis, dans la Section 3.1.3, nous
énoncerons le résultat de Gaifman faisant ainsi intervenir les formules locales basiques. La Sec-
tion 3.2 sera consacrée au Théorème 3.2.1 donnant la fonction seuil pour l’apparition de la confi-
guration localeη dans le graphe. Nous en déduirons enfin dans la Section 3.3 une loi du 0-1 à
potentiels variablesa(n) et b(n) (Théorème 3.3.4).
Le Chapitre 4 sera entièrement dédié aux approximationspoissonniennes. La Section 4.1 sera
l’occasion de donner quelques résultats préliminaires et techniques ; le Lemme 4.1.2 réduit les ap-
proximations poissonniennes à l’étude des configurations localespropreset la Proposition 4.1.3
fournit un contrôle de l’espérance du nombre de copiesXn(η) dans le graphe d’une telle confi-
guration locale. Puis, le Théorème 4.2.1 concernant le caractère asymptotique poissonnien de la
variableXn(η) sera exposé, démontré et commenté en Section 4.2. Il sera étendu à certaines fa-
milles de configurations locales (Théorème 4.2.7). Dans la Section 4.3, le Théorème 4.3.1, basé
sur la méthode de Chen-Stein, précise la vitesse de convergence en distance en variation totale de
la loi deXn(η) vers sa limite. A la fonction seuil de la propriétéXn(η) > 0, il y a dans le graphe
un nombre fini de copies de la configuration localeη. La Section 4.4 propose d’étudier la dis-
tance entre deux telles copies. Le Théorème 4.4.1 apportera un élément de réponse : il renseigne
sur la distance typique à laquelle se trouvent les plus proches sommets positifs d’une occurrence
donnée deη. Nous terminerons ce chapitre par un résultat d’approximations poissonniennes pour
les formules locales basiquesincompatibles(Théorème 4.5.5).
Deux applications seront exposées dans le Chapitre 5 : une estimation des potentiels de surfacea
et de paireb du modèle d’Ising (Section 5.2) et un algorithme de dédruitage d’images en niveaux
de gris (Section 5.3). Dans les deux cas, l’idée est d’appliquer les résultats d’approximations
poissonniennes à des configurations locales particulières dont les ensembles de sommets positifs
peuvent être assimilés à desanimaux: voir la Proposition 5.1.2 de la Section 5.1.
La thèse se termine par trois annexes. L’Annexe A rappelle quelques caractérisations de la dis-
tance en variation totale. L’Annexe B présente succintement la méthode de Chen-Stein et l’ap-
plique à notre contexte. Enfin, l’Annexe C fournit la liste des premières valeurs de la suite(ak)k≥1

oùak désigne le nombre d’animaux de taillek.





Chapitre 2

Le modèle d’Ising

Cette section a pour objectif de décrire notre modèle probabiliste et d’orienter notre étude.
Le modèle d’Ising et le graphed-dimensionnelGn sur lequel il est défini seront présentés dans
la Section 2.1. Nous exprimerons dans la Section 2.2 le caractère markovien et même ferro-
magnétique lorsqueb est positif du modèle. Nous essaierons au maximum d’illustrer nos résultats
et nos expériences par des simulations du modèle d’Ising.La Section 2.3 propose deux algo-
rithmes de simulations dont l’un (celui de Propp et Wilson [65]), uniquement réalisable dans le
cas ferromagnétique, produit une simulation exacte.

2.1 Description du mod̀ele

Cette section est une présentation générale du modèle d’Ising introduit par la Définition 2.1.1.
La mesure de probabilitéµa,b correspondante (2.1.2) est décrite à travers les rôles des potentiels
a et b.
Il s’agit en premier lieu de définir une structure de graphe.Soit Vn l’hypercube deNd, d ≥ 1,
défini par :

Vn = {0, . . . , n− 1}d .
Ses éléments sont appelés lessommets, ils sont au nombre dend et seront représentés par les
lettresx, y ouz. Le graphed-dimensionnelGn = (Vn, En) est défini par la donnée de l’ensemble
des sommetsVn et d’un ensemble de paires de sommets non ordonnés (les arêtes), notéEn. Le
grapheGn est donc non orienté. L’entiern est appelé lataille du grapheGn. L’ensemble des
arêtesEn est défini à travers la notion devoisinage. Le voisinage d’un sommet quelconquex,
notéV(x), est le sous-ensemble deVn défini par :

V(x) = {y ∈ Vn, 0 < ‖y − x‖q ≤ ρ} , (2.1.1)

où ‖ · ‖q représente la normeLq sur IRd (1 ≤ q ≤ +∞) et ρ est un réel positif fixé. La Figure
2.1 représente trois exemples de tels voisinages. Précisons que la soustraction dans (2.1.1) se
fait composante par composante ; six = (xi)i=1,...,d et y = (yi)i=1,...,d alorsx − y représente
l’élement (xi − yi)i=1,...,d. On appeleravoisin du sommetx tout élément de l’ensembleV(x).
Remarquons d’une part que le grapheGn est sans boucle sur les sommets ; tout sommetx est

15
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exclu de son voisinageV(x). D’autre part, le graphe étant non orienté, les faitsy ∈ V(x) et
x ∈ V(y) sont équivalents. On dira simplement dans ce cas que les sommetsx et y sontvoisins.
Ainsi, l’ensemble des arêtesEn est formé des paires{x, y} de sommets voisins.

FIG. 2.1 – Trois voisinagesV(x) représentés en dimensiond = 2 et obtenus de gauche à droite
par les valeurs des paramètres ;(i) ρ = 1 et q = 1, (ii) ρ = 2 et q = 1, (iii) ρ = 1 et q = +∞.
Les exemples(i) et (iii) correspondent respectivement aux cas de la4 et de la8-connexité. Le
sommetx étant exclu de son voisinage, il est représenté dans les trois cas par un carré gris.

Enfin, le grapheGn sera supposé à bords périodiques. Cela se traduit en pratique en effectuant
toutes les opérations sur les sommets modulon. La définition de voisinageV(x) (2.1.1) sera alors
valide pour tout sommetx, nous permettant ainsi d’éviter tout problème de “bords”. La structure
de graphe ainsi définie sera donc invariante par translation et le grapheGn, interprété comme un
tored-dimensionnel.
Tout sommet admet par conséquent la même structure de voisinage et donc le même nombre de
voisins. Nous noteronsV ce nombre. Il est essentiel de remarquer queV est indépendant de la
taille n du graphe ; il ne dépend en effet que des constantesd, q et ρ. Ceci confère un caractère
local au grapheGn.

Une configurationest une application de l’ensemble des sommetsVn dans l’espace d’́etats
W = {−1,+1}. Leur ensemble, notéXn, sera appelé l’ensemble des configurations. Il contient
2n

d

éléments et sera identifié au produitW Vn. Une configurationσ ∈ Xn peut être vue comme un
coloriage binaire du grapheGn. La correspondance suivante :

σ(x) = +1⇐⇒ le sommetx est noir
σ(x) = −1⇐⇒ le sommetx est blanc

permet de représenter par une image binaire toute réalisation bidimensionnelle du modèle d’Ising.
Autrement dit, un sommet positif (resp. négatif), pour la configurationσ, sera représenté par un
pixel noir (resp. blanc).
L’ensemble des configurationsXn est muni du modèle d’Ising défini ci-dessous, dont [35] et [59]
constituent de très complètes références.

Definition 2.1.1 Soienta etb deux ŕeels. Lemodèle d’Isingde param̀etresa etb est la mesure de
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probabilitéµa,b sur l’ensemble des configurationsXn = {−1,+1}Vn définie par :

∀σ ∈ Xn , µa,b(σ) =
1

Za,b
exp



a
∑

x∈Vn

σ(x) + b
∑

{x,y}∈En

σ(x)σ(y)



 , (2.1.2)

où la constanteZa,b satisfait la relation
∑

σ∈Xn
µa,b(σ) = 1.

Dans la littérature, la mesure de probabilitéµa,b définie en (2.1.2) est généralement appelée
mesure de Gibbs associée aux potentielsa etb. C’est en particulier le cas dans [59], p. 2. Les pro-
priétés les plus classiques (et les plus utiles) de la mesureµa,b seront rappelées dans la prochaine
section. Son espérance sera notéeIEa,b.

La constanteZa,b, appeléefonction de partition(cf. [59] p. 2 ou [42] p. 41), est une constante
de normalisation. Elle n’est pas calculable dans le cas général, ce qui ne nous empêchera pas de
simuler algorithmiquement, même de manière exacte, notre modèle probabiliste (voir la Section
2.3 pour de plus amples détails). Des résultats concernant la fonction de partitionZa,b ont été ob-
tenus lorsque l’un des deux paramètres s’annule. Le casb = 0 est évident ; il est traité ci-dessous.
Lorsquea = 0, l’utilisation de matrices dites detransfert permet de l’écrire comme la trace
d’une matrice particulière et d’obtenir ainsi son comportement asymptotique. Le livre de Baxter
[3] recense les modèles où la constante de normalisation est calculable ainsi que les moyens d’y
parvenir. L’impossibilité de calculerZa,b constitue une première entrave à l’idée (naı̈ve) de mener
des calculs à terme. La solution la plus naturelle préconise l’emploi de probabilités condition-
nelles : c’est aussi ce que nous ferons.

En mécanique statistique, les éléments deXn sont vus comme des configurations de spins ;
chaque sommet deVn est un site occupé par un atome dont le spin est soit positif soit négatif.
Dans ce qui suit, nous parlerons parfois abusivement de sommet positif ou négatif plutôt que de
sommet dont le spin est positif ou négatif. La quantité, notéeHa,b(σ) ou plus simplementH(σ),

Ha,b(σ) = a
∑

x∈Vn

σ(x) + b
∑

{x,y}∈En

σ(x)σ(y) (2.1.3)

est appelééenergiede la configurationσ (cf. [59] p. 1). Elle est originalement précédée d’un
facteur−(κT )−1 dans l’exponentielle de la définition (2.1.2), oùκ représente la constante de
Boltzmann. Le signe moins a un sens physique. Les configurations de plus basses énergies sont
considérées par les physiciens comme étant les plus stables : elles doivent donc être les plus pro-
bables. La constante1/T , parfois notéβ, symbolise l’inverse de la température. En l’absence
de champ externe, i.e. lorsque le potentiela est nul, celle-ci joue un rôle fondamental dans la
recherche de transition de phase. N’étant pas l’objet de notre étude, le facteur−(κT )−1 est omis
de la définition (2.1.2) et tacitement incorporé aux potentielsa et b.
Les paramètresa etb sont respectivement appeléspotentiel de surfaceetpotentiel de paire. Leurs
signes influencent très significativement le comportementde notre modèle. Le potentiel de sur-
facea agit de manière globale : il régit l’ensemble des spins dessommets. Lorsquea est positif,
la mesureµa,b favorise davantage les configurations ayant un grand nombrede sommets posi-
tifs, et c’est exactement la situation opposée lorsquea est négatif. Ces deux cas sont d’ailleurs
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parfaitement symétriques. L’application qui àσ ∈ Xn associe la configuration−σ, définie par
(−σ)(x) = −σ(x), permet de passer du casa > 0 au casa < 0. En effet, cette bijection de
l’ensemble des configurationsXn implique l’égalitéZ−a,b = Za,b et donc également :

µ−a,b(σ) = µa,b(−σ) .

Ainsi, quitte à changerσ en−σ, nous choisissons de réduire l’étude à des valeurs négatives du
potentiel de surfacea.
Le potentiel de paireb a quant à lui un caractère local : il représente l’interaction entre les spins
des sommets (voir la Figure 2.2). Pourb > 0, la mesureµa,b aura tendance à favoriser les groupes
de sommets voisins ayant le même spin (on parle alors de “clusters”), tandis que pourb < 0, un
sommet positif préférera des voisins dont le spin est négatif.

FIG. 2.2 – De gauche à droite ;(a, b) = (0, 0.2) et (a, b) = (0,−0.2). Ces deux simulations
de notre modèle d’Ising mettent en relief l’interaction locale entre les spins de sommets voisins,
caractère contrôlé par le signe du potentiel de paireb.

Lorsque le potentiel de paireb est nul, l’interaction entre les spins disparaı̂t et les sommets
deviennent mutuellement indépendants. La fonction de partition Za,0 est alors calculable. Notons
que

(
nd

k

)
éléments deXn ont exactementk sommets positifs etnd − k sommets négatifs. La

constanteZa,0 s’écrit alors :

Za,0 =
nd∑

k=0

(
nd

k

)
(ea)k(e−a)n

d−k

= (ea + e−a)n
d

.

En posantp = e2a/(1 + e2a), il vient :

µa,0(σ) = (
e2a

1 + e2a
)k(

1

1 + e2a
)n
d−k

= pk(1− p)nd−k .
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Autrement dit, chaque sommet du graphe est positif avec probabilitép = e2a/(1 + e2a) et négatif
avec probabilité1 − p, et ce indépendamment les uns des autres. La mesure de Gibbsµa,0 sera
alors simplement notéeµp. Certains de nos résultats, dont les applications du Chapitre 5, concer-
neront exclusivement ce cas particulier.

L’asymptotique dans ce modèle sera celle utilisée dans lathéorie des graphes aléatoires : en
faisant tendre la taillen du graphe vers l’infini, l’ensemble des sommetsVn croı̂t versNd tout
entier. Parallèlement, les potentiels pourront dépendre den et nous nous intéresserons en particu-
lier au cas où le potentiel de surfacea = a(n) tend vers−∞. Sous cette hypothèse, les sommets
seront en très grande majorité négatifs et nous focaliserons notre attention sur les rares sommets
positifs. Notons néanmoins que la dépendance enn du potentiel de paire sera dans notre étude
pour le moins réduite :b(n) sera supposé borné dans le Chapitre 3 et fixé pour les Chapitres 4 et
5.
Enfin, la compacité pour la topologie produit de l’ensembleWNd implique la tension de la suite
de lois de probabilités{µa(n),b(n)}n≥1 définies par la relation (2.1.2). Cette suite est donc relative-
ment compacte (par le théorème de Prohorov, voir [27] p. 104) : on peut en extraire (au moins)
une sous-suite convergente. Nos résultats étant asymptotiques, ils concerneront donc toutes les
valeurs d’adhérence de la suite{µa(n),b(n)}n≥1.

2.2 Deux propriétés du mod̀ele

Deux aspects classiques de notre modèle sont présentés dans cette section : son caractère
markovien d’une part et ferromagnétique d’autre part. Cesdeux propriétés techniques nous seront
très utiles par la suite.

2.2.1 La propriété de Markov

Du fait de sa forme exponentielle, la mesure de Gibbsµa,b introduite en (2.1.2) produit un
champ de Markov sur l’ensemble des sommetsVn relativement à la structure de graphe définie
par le système de voisinages{V(x), x ∈ Vn} (2.1.1). Ce résultat très classique (cf. par exemple
[59] ou [6]) fait l’objet de la première partie de la Propri´eté 2.2.3. Mentionnons qu’il admet une
réciproque partielle portant le nom de théorème de Hammersley-Clifford (voir pa exemple [42]).
Débutons par quelques notations tout à fait générales.Soit V ⊂ Vn un ensemble de sommets.
Nous noteronsW V = {−1,+1}V l’ensemble des configurations définies surV etF(V ) la tribu
engendrée par ces éléments. L’ensembleV étant fini,F(V ) n’est autre que l’ensemble des parties
deW V . Le cardinal deV sera noté|V | et son complémentaire (dansVn) V c. La restriction d’une
configurationσ à l’ensembleV sera notéeσV . Enfin, siU etV sont deux ensembles de sommets
disjoints etσ, σ′ deux configurations,σUσ′

V représente la configuration deU ∪V dont les restric-
tions aux ensemblesU etV correspondent respectivement àσ etσ′.
Relativement à la notion de voisinage définie en (2.1.1), introduisons levoisinaged’un ensemble
quelconque de sommets.
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Definition 2.2.1 SoitV ⊂ Vn. On appellevoisinage deV et on noteδV l’ensemble d́efini par :

δV = {y ∈ Vn \ V, ∃x ∈ V, {x, y} ∈ En} .

Nous noteronśegalementV la réunion des deux ensembles disjointsV et δV .

Cette notion de voisinage d’un ensemble de sommets généralise celle introduite en (2.1.1)
puisqueδ{x} = V(x).
Pour tout ensemble de sommetsV ⊂ Vn et pour toute configurationσ ∈ W V , définissons
l’ énergiedeσ sur l’ensembleV :

Definition 2.2.2 SoientV ⊂ Vn etσ ∈W V . On appelléenergiede la configurationσ ∈W V sur
l’ensembleV et on noteHV (σ) la quantit́e d́efinie par :

HV (σ) = a
∑

x∈V

σ(x) + b
∑

{x,y}∈En
(x∈V )∨(y∈V )

σ(x)σ(y) . (2.2.4)

La notation(x ∈ V ) ∨ (y ∈ V ) signifie qu’au moins l’un des deux sommets voisinsx, y ap-
partient à l’ensembleV , l’autre pouvant éventuellement appartenir à son voisinageδV . Lorsque
V = Vn, on aV = V et l’énergieHV (·) surV n’est autre que l’énergieH(·) introduite en (2.1.3).
La notationHV (·) nous permet d’obtenir une version simplifiée agréable de la probabilité condi-
tionnelleµa,b(ζ |σ), où ζ ∈ W V et σ ∈ W δV . Une première simplification produit l’expression
ci-dessous :

µa,b(ζ |σ) =
µa,b(ζσ)∑

ζ′∈WV µa,b(ζ ′σ)

=

exp

{
a
∑

x∈V (ζσ)(x) + b
∑

{x,y}∈En
x,y∈V

(ζσ)(x)(ζσ)(y)

}

∑
ζ′∈WV exp

{
a
∑

x∈V (ζ ′σ)(x) + b
∑

{x,y}∈En
x,y∈V

(ζ ′σ)(x)(ζ ′σ)(y)

} ,(2.2.5)

Cette dernière fraction peut encore être réduite. En effet, dans la somme du dénominateur, un
certain nombre de facteurs sont communs et se simplifient avec les facteurs correspondants du
numérateur. Ce sont :

• exp{a(ζσ)(x)}, x ∈ δV ;

• exp{b(ζσ)(x)(ζσ)(y)}, x, y étant deux sommets voisins appartenant tout deux àδV .

On obtient alors une expression “alégée” de la probabilité conditionnelleµa,b(ζ |σ) faisant inter-
venir les énergiesHV (ζ ′σ), ζ ′ ∈ W V :

µa,b(ζ |σ) =
exp{HV (ζσ)}∑

ζ′∈WV exp{HV (ζ ′σ)} . (2.2.6)
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Ces simplifications reposent essentiellement sur la forme exponentielle de la mesure de Gibbs
µa,b. La fraction (2.2.6) sera appelée laforme ŕeduitede la probabilité conditionnelleµa,b(ζ |σ).

Deux ensembles de sommetsU et V seront ditsV-disjoints siU ∩ V = ∅, ou de manière
équivalente siU ∩ V = ∅. Autrement dit, aucun sommet deU ne peut être voisin d’un sommet
deV . Evidemment, deux ensemblesV-disjoints sont également disjoints. La première partiede
la Propriété 2.2.3 concerne le caractère markovien de lamesure de Gibbsµa,b. La deuxième par-
tie affirme que deux événements relatifs à deux ensemblesV-disjointsU etV sont indépendants
conditionnellement àδU ∪ δV .

Propri été 2.2.3 1. SoientV, V ′ deux ensembles de sommets tels queδV ⊂ V ′ ⊂ V c. On a, pour
toutA ∈ F(V ) :

µa,b(A|F(V ′)) = µa,b(A|F(δV )) . (2.2.7)

2. SoientU, V, V ′ des ensembles de sommets tels queU et V sontV-disjoints et
δU ∪ δV ⊂ V ′ ⊂ (U ∪ V )c. On a, pour toutA ∈ F(U), B ∈ F(V ) :

µa,b(A ∩ B|F(V ′)) = µa,b(A|F(V ′))× µa,b(B|F(V ′)) . (2.2.8)

Si U , U ′ etU ′′ sont trois sous-ensembles de sommets2 à 2 V-disjoints, alorsU ∪ U ′ etU ′′ le
sont aussi. En suivant cette remarque évidente, nous étendons la relation d’indépendance condi-
tionnelle (2.2.8) à toute famille finie d’ensembles de sommets deux à deuxV-disjoints.

Démonstration SoientV, V ′ ⊂ Vn tels queδV ⊂ V ′ ⊂ V c et A un événement deF(V ). Il
s’agit de montrer que la variableµa,b(A|F(V ′)) est une version de l’espérance conditionnelle
µa,b(A|F(δV )). Remarquons que l’ensemble formé de tous les éléments deW δV et deW δV lui-
même est unπ-système générateur de la tribuF(δV ) (voir par exemple le très classique [80]
p. 84). Les variables aléatoiresµa,b(A|F(V ′)) etµa,b(A|F(δV )) ayant la même espérance (égale
àµa,b(A)), il suffit donc de vérifier que pour toutσ ∈W δV ,

IEa,b

[
µa,b(A|F(V ′))11σ

]
= IEa,b

[
µa,b(A|F(δV ))11σ

]
.

Cette identité est une conséquence du fait suivant :

∀σ ∈W δV , ∀σ′ ∈W V ′\δV , µa,b(A|σσ′) = µa,b(A|σ) . (2.2.9)

En effet, on peut écrire :

IEa,b

[
µa,b(A|F(V ′))11σ

]
=

∑

σ′∈WV ′\δV

IEa,b

[
µa,b(A|F(V ′))11σσ′

]

=
∑

σ′∈WV ′\δV

µa,b(A|σσ′)µa,b(σσ
′)

= µa,b(A|σ)
∑

σ′∈WV ′\δV

µa,b(σσ
′)

= µa,b(A|σ)µa,b(σ)

= IEa,b

[
µa,b(A|F(δV ))11σ

]
.
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L’indicatrice de l’événementA s’écrit comme une somme finie d’indicatrices11ζ où ζ ∈ W V .
Ainsi, (2.2.9) est équivalente à :

∀ζ ∈W V , ∀σ ∈W δV , ∀σ′ ∈W V ′\δV , µa,b(ζ |σσ′) = µa,b(ζ |σ) .

Fixons de telles configurationsζ , σ etσ′ et exprimons la probabilité conditionnelleµa,b(ζ |σσ′) en
s’inspirant de la relation (2.2.5) :

exp

{
a
∑

x∈V ∪V ′(ζσσ′)(x) + b
∑

{x,y}∈En
x,y∈V ∪V ′

(ζσσ′)(x)(ζσσ′)(y)

}

∑
ζ′∈WV exp

{
a
∑

x∈V ∪V ′(ζ ′σσ′)(x) + b
∑

{x,y}∈En
x,y∈V ∪V ′

(ζ ′σσ′)(x)(ζ ′σσ′)(y)

} .

La fraction ci-dessus peut encore être simplifiée. En effet, les facteurs suivants s’éliminent :

• exp{a(ζσσ′)(x)}, x ∈ V ′ ;

• exp{b(ζσσ′)(x)(ζσσ′)(y)}, x, y étant deux sommets voisins deV ′.

Il reste donc :

• exp{a(ζσσ′)(x)}, x ∈ V ;

• exp{b(ζσσ′)(x)(ζσσ′)(y)}, x, y étant des sommets voisins, l’un des deux au moins appar-
tenant àV .

Finalement, la dépendance enσ′ a totalement disparu. La fraction simplifiée n’est autre que la
forme réduite de la probabilité conditionnelleµa,b(ζ |σ) ; (2.2.9) est démontrée.
Passons à la deuxième partie de la Propriété 2.2.3. Soient donc trois ensemblesU , V , V ′ tels que
U etV sontV-disjoints etδU∪δV ⊂ V ′ ⊂ (U∪V )c. Le résultat précédent réduit la démonstration
de (2.2.8) à

µa,b(A ∩ B|F(δU ∪ δV )) = µa,b(A|F(δU ∪ δV ))× µa,b(B|F(δU ∪ δV )) , (2.2.10)

où les événementsA etB appartiennent respectivement aux tribusF(U) etF(V ). Nous procédons
comme précédemment. L’ensemble formé de tous les éléments deW δU∪δV et deW δU∪δV lui-
même est unπ-système générateur de la tribuF(δU ∪ δV ). Par conséquent, l’identité (2.2.10) est
équivalente à (2.2.11) et (2.2.12) :

IEa,b [µa,b(A ∩ B|F(δU ∪ δV ))] = IEa,b [µa,b(A|F(δU ∪ δV ))× µa,b(B|F(δU ∪ δV ))]
(2.2.11)

et, pour toute configurationσ ∈W δU∪δV ,

µa,b(A ∩ B|σ) = µa,b(A|σ)× µa,b(B|σ) . (2.2.12)
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La relation (2.2.11) s’obtient grâce au caractère markovien de la mesureµa,b et à des considérations
de mesurabilité :

IEa,b [µa,b(A ∩B|F(δU ∪ δV ))] = µa,b(A ∩ B)

= IEa,b

[
IEa,b

[
11A11B|F(δU ∪ V )

]]

= IEa,b

[
11BIEa,b

[
11A|F(δU)

]]

= IEa,b

[
IEa,b

[
11BIEa,b

[
11A|F(δU)

]
|F(δU ∪ δV )

]]

= IEa,b

[
IEa,b

[
11A|F(δU)

]
× IEa,b

[
11B|F(δU ∪ δV )

]]

= IEa,b [µa,b(A|F(δU ∪ δV ))× µa,b(B|F(δU ∪ δV ))] .

Puis, en écrivant respectivement les indicatrices des événementsA etB comme des sommes finies
d’indicatrices de configurations des ensemblesU etV , la relation (2.2.12) est équivalente à :

∀η ∈WU , ∀ζ ∈W V , ∀σ ∈W δU∪δV , µa,b(ηζ |σ) = µa,b(η|σ)µa,b(ζ |σ) .

Les ensemblesU et V étantV-disjoints, aucune arête{x, y} n’intervient à la fois dans la forme
réduite de la probabilité conditionnelleµa,b(η|σ) et dans celle deµa,b(ζ |σ). Ainsi, le produit de
ces deux quantités donne directement le résultat escompté. �

2.2.2 Le cas ferromagńetique

Le modèle d’Ising introduit par la Définition 2.1.1 est qualifié de ferromagńetiquelorsque le
potentiel de paireb est positif (cf. [59] p. 2). Rappelons que dans ce cas deux sommets voisins au-
ront tendance à accorder leurs spins. Cette attractivitése traduit mathématiquement par l’inégalité
FKG (2.2.14) : c’est exactement le contenu de la Propriété2.2.4. D’autres modèles satisfaisant
cette inégalité sont recensés dans [31].
Munissons tout d’abord l’ensemble des configurationsXn = {−1,+1}Vn d’un ordre partiel,
défini de la manière suivante :

σ ≤ σ′ ⇐⇒ ∀x ∈ Vn, σ(x) ≤ σ′(x) . (2.2.13)

Une fonction réellef définie surXn est ditecroissantesi f(σ) ≤ f(σ′) est vérifiée dès que
σ ≤ σ′. On dit de la mesure de probabilitéµa,b qu’elle satisfait l’inégalité Fortuin-Kasteleyn-
Ginibre (FKG) si, pour toutes fonctions croissantesf et g deXn :

IEa,b[fg] ≥ IEa,b[f ]IEa,b[g] . (2.2.14)

On dit alors parfois que la mesureµa,b està corrélations positives(cf. [57] p. 77).

Propri été 2.2.4 La mesure de Gibbsµa,b définie par(2.1.2)satisfait l’inégalit́e FKG d̀es que le
potentiel de paireb est positif.



24 - Chapitre2 -

Le cas ferromagnétique constitue une situation de choix enmécanique statistique car de précieux
outils sont alors disponibles. Des inégalités dites ferromagnétiques du type FKG existent ; les
inégalités Griffiths-Kelly-Sherman (cf. [59] p. 4 ou [39]) et Griffiths-Hurst-Sherman (cf. [40] et
[56]) permettent d’obtenir l’existence mais aussi la croissance ou la concavité de certaines limites
thermodynamiques. De même, la méthode de Stein-Chen [2] s’applique aisément à certaines
sommes de variables aléatoires indicatrices dépendantes dont le caractère poissonnien doit être
souligné. Cette direction sera explorée dans la Section 4.3.
Le résultat suivant ne sera pas démontré car intégralement issu de [57] p. 78. Il repose sur un
théorème plus général dû à Holley (voir [57], p. 75).

Proposition 2.2.5 Consid́erons la mesure de probabilité µa,b introduite en(2.1.2). Pour σ, ζ ∈
Xn, notons respectivementσ ∨ ζ etσ ∧ ζ les configurations d́efinies par :

(σ ∨ ζ)(x) = max{σ(x), ζ(x)} et (σ ∧ ζ)(x) = min{σ(x), ζ(x)} .
Supposons que pour toutes configurationsσ, ζ ∈ Xn on ait :

µa,b(σ ∨ ζ)µa,b(σ ∧ ζ) ≥ µa,b(σ)µa,b(ζ) . (2.2.15)

Alors la mesure de probabilitéµa,b satisfait l’inégalit́e FKG(2.2.14).

La Propriété 2.2.4 est une conséquence directe du résultat précédent.

Démonstration (de la Propríet́e 2.2.4) Soientσ, ζ ∈ Xn. La Proposition 2.2.5 affirme qu’il
est suffisant de prouver l’inégalité (2.2.15). Par définition de la mesure de Gibbsµa,b, elle est
équivalente à :

Ha,b(σ ∨ ζ) +Ha,b(σ ∧ ζ) ≥ Ha,b(σ) +Ha,b(ζ) .

Remarquons tout d’abord que le potentiel de surfacea ne joue aucun rôle quant à l’obtention de
l’inégalité ci-dessus. En effet, l’identité

(σ ∨ ζ)(x) + (σ ∧ ζ)(x) = σ(x) + ζ(x)

est satisfaite pour tout sommetx. D’après l’hypothèse de positivité du potentiel de paireb, il suffit
donc de prouver que :
∑

{x,y}∈En

(σ∨ζ)(x)(σ∨ζ)(y)+
∑

{x,y}∈En

(σ∧ζ)(x)(σ∧ζ)(y) ≥
∑

{x,y}∈En

σ(x)σ(y)+
∑

{x,y}∈En

ζ(x)ζ(y) .

Fixons une arête du graphe, disons{x, y}. Quelles que soient les valeurs prises par les configura-
tionsσ et ζ en les sommetsx ety, l’inégalité suivante est satisfaite :

(σ ∨ ζ)(x)(σ ∨ ζ)(y) + (σ ∧ ζ)(x)(σ ∧ ζ)(y) ≥ σ(x)σ(y) + ζ(x)ζ(y) .

Pour des raisons évidentes de symétrie, très peu de cas sont à vérifier. On conclut aisément. �

Terminons cette section par une dernière utilisation du théorème de Holley, mettant en valeur
le caractère intuitif du cas ferromagnétique par rapportau cas général. Fixonsb ≥ 0 et a′ ≥ a.
On peut montrer, en s’inspirant de la démonstration préc´edente, que la mesureµa,b estdomińee
stochastiquementpar µa′,b (se référer à [57] p. 71 pour une définition précise). Ilen découle
en particulier que le nombre de sommets deVn ayant un spin positif croı̂t en moyenne avec le
potentiel de surfacea. Là encore, la positivité du potentiel de paireb est cruciale.
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2.3 Les simulations

Les résultats de cette étude seront le plus souvent possible illustrés par des réalisations de notre
modèle d’Ising. Celles-ci seront en dimensiond = 2, utiliseront la4-connexité et respecteront
la convention de la Section 2.1 à savoir un sommet dont le spin est positif (resp. négatif) sera
représenté par un pixel noir (resp. blanc). Lorsque le potentiel de paireb sera positif, l’algorithme
de Propp et Wilson“Coupling From The Past”[65] produira une réalisation exacte de la mesure
µa,b. Dans le casb négatif, nous nous contenterons d’une approximation en utilisant ladynamique
de Glauber(voir par exemple [82]).
Notons cependant qu’à condition que le potentiel de surfacea soit nul, il est possible d’obtenir par
l’algorithme de Propp et Wilson une réalisation exacte deµ0,b, avecb < 0. L’idée est la suivante :
changer1 spin sur2 revient à changerb en−b. Considérons le sous-ensemble deVn, noté1/2 ·Vn
et défini par :

1/2 · Vn = {x = (i, j) ∈ Vn, i+ j est impair} .
En4-connexité et lorsquen est paire, chaque arête{x, y} du grapheGn a un et un seul de ses deux
sommets dans1/2 ·Vn. Notonsσ̄ la configuration deXn valantσ sur le complémentaire (dansVn)
de1/2·Vn et−σ sur1/2·Vn. Alors, pour toute arête{x, y} ∈ En, il vient σ̄(x)σ̄(y) = −σ(x)σ(y)
et plus généralement l’égalité

µ0,b(σ) = µ0,−b(σ̄) .

Autrement dit, siσ est une réalisation exacte deµ0,b avecb > 0 alorsσ̄ en est une deµ0,−b.
Notons par ailleurs que les résultats obtenus par Fernández et al. [29] reposent sur la construc-
tion élaborée d’un processus de Markov du typeloss network. Leur approche débouche sur une
méthode de simulation exacte pouvant constituer une alternative efficace à l’algorithme de Propp
et Wilson ; pour plus de détails, consulter [30].

2.3.1 La dynamique de Glauber

Le principe de simulation est le suivant. Une chaı̂ne de Markov à valeurs dans l’ensemble des
configurationsXn, irréductible et apériodique, et dont la mesure stationnaire est la mesure de
Gibbsµa,b est simulée. Après un nombre d’étapes suffisamment grand, la distribution gouvernant
l’état de la chaı̂ne approche la mesure limite recherchée.
Il s’agit par conséquent de simuler un système de spins à valeurs dans l’ensemble des configu-
rationsXn dont la mesure stationnaire est la mesure de Gibbsµa,b : Liggett [57] et Durrett [22]
sont deux références très générales sur les systèmesde particules interactives. L’hypothèse essen-
tielle est que le taux de transition d’une configurationσ à une configurationζ qui diffère deσ
en plus d’un sommet est nul. Autrement dit, une configurationdonnée ne peut changer qu’en un
sommet à la fois. Nous noteronsσx la configuration changée enx : σx(y) = σ(y) poury 6= x et
σx(x) = −σ(x). Le taux de transition deσx à σ sera notéc(x, σ). La condition portant sur les
taux de transitions est qu’ils satisfassent l’équation deréversibilité suivante :

c(x, σ)µa,b(σ) = c(x, σx)µa,b(σ
x) , (2.3.16)

assurant ainsi la convergence de la chaı̂ne de Markov correspondante vers la mesureµa,b et ce,
quelle que soit la configuration initiale. Dans [82], différents types de taux satisfaisant (2.3.16)
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sont présentés. Notre choix se porte vers la dynamique de Glauber, i.e. vers un taux de transition
c(x, σ) de la forme :

c(x, σ) =
µa,b(σ

x)

µa,b(σx) + µa,b(σ)

=



1 + exp




2σ(x)



a+ b
∑

y,{x,y}∈En

σ(y)













−1

.

Le tauxc(x, σ) ne dépend donc que des valeurs prises parσ enx et en ses voisins ; il ne prend en
particulier qu’un nombre fini de valeurs. Notonsν sa valeur maximale. Voici pour finir un schéma
de l’algorithme :

t←− 0
Initialiser σ
Répéter

choisir x ∈ Vn avec probabilité 1/n2

ut ←− Random
Si (ut < c(x, σ)/ν) alors σ(x)←− −σ(x)
finSi
t←− t+ 1

Jusqu’à (arrêt de la simulation)
Renvoyer σ

2.3.2 L’algorithme de Propp et Wilson

L’inconvénient majeur de la méthode précédente réside dans la difficulté à choisir un nombre
d’étapes suffisamment grand pour assurer une bonne approximation. Une idée très astucieuse,
due à Propp et Wilson, permet d’éviter cette difficulté enobtenant une réalisation exacte de la
mesureµa,b.
Leur idée est de simuler une chaı̂ne de Markov depuis le passé vers le présent. Ils montrent que
presque sûrement il existe un tempst = −T suffisamment loin dans le passé tel que toutes
les trajectoires, chacune issue d’une configurationσ ∈ Xn, évoluant depuis ce tempst = −T
convergent àt = 0. Les auteurs qualifient ce phénomène decoalescence. De plus, miraculeu-
sement, cette image commune est distribuée selon la mesurede Gibbsµa,b. L’autre avantage de
cette méthode est que le tempsT nécessaire à la coalescence des trajectoires est déterminé par
l’algorithme lui-même.
Cependant, suivre la trajectoire de chacune des2n

2
configurations n’est pas numériquement rai-

sonnable. La solution réside dans la grande latitude dont on dispose concernant le choix du proto-
cole gouvernant les trajectoires des configurations. Il esten effet possible de coupler notre chaı̂ne
de Markov avec elle-même de telle sorte que l’ordre partielentre les configurations introduit en
(2.2.13) soit préservé durant leurs évolutions, depuist = −T jusqu’àt = 0. Notons alors par̂−1
et +̂1 les configurations dont les spins sont respectivement tous négatifs et tous positifs. Ainsi,



§ 2.3 Les simulations 27

tout élément deXn étant encadré par ces deux configurations extrémales, lacoalescence de toutes
les trajectoires serait assurée par celle des trajectoires de−̂1 et de+̂1.
Détaillons ce couplage. Fixons un sommetx. Pour tout élémentσ ∈ Xn, notonsσ+ (resp.σ−) la
configuration valant+1 (resp.−1) enx etσ partout ailleurs. L’évolution deσ au sommetx et au
tempst est régi par la règle suivante :

fx,t(σ, ut) =

{
σ− si ut <

µa,b(σ−)

µa,b(σ−)+µa,b(σ+)
,

σ+ si ut ≥ µa,b(σ−)

µa,b(σ−)+µa,b(σ+)
,

(2.3.17)

oùut désigne un réel distribué uniformément sur[0, 1]. Dans le cas ferromagnétique, i.e. lorsque
b > 0 d’après la Propriété 2.2.4, la probabilité conditionnelle :

µa,b(σ(x) = +1|σ(y), y 6= x) =
µa,b(σ+)

µa,b(σ−) + µa,b(σ+)

=



1 + exp




−2



a+ b
∑

y,{x,y}∈En

σ(y)













−1

est une application croissante de{σ(y), y 6= x}. Par conséquent, le couplage défini par (2.3.17)
préserve l’ordre partiel entre les configurations le long de leur trajectoire. En effet, siσ ≤ ζ alors
la conjonction des événementsfx,t(σ, ut)(x) = +1 etfx,t(ζ, ut)(x) = −1 est impossible.
La coalescence des configurations extrémales−̂1 et de+̂1 se fait d’autant plus rapidement que
le système de particules est (nettement) supérieur à la température critique : i.e. pourb < bc =
log(1 +

√
2)/2 ' 0.441 (voir [63]). En pratique, toutes les simulations de cette thèse réalisées

suivant l’algorithme de Propp et Wilson le seront pour une valeur du potentiel de paire satisfaisant
0 ≤ b ≤ 0.3.
Voici enfin le schéma de l’algorithme de Propp et Wilson :

T ←− 1
Répéter

upper ←− +̂1
lower ←− −̂1
Pour t = −T jusqu’à t = −1

choisir x ∈ Vn avec probabilité 1/n2

ut ←− Random
upper ←− fx,t(upper, ut)
lower ←− fx,t(lower, ut)

finPour
T ←− 2T

Jusqu’à (upper = lower)
Renvoyer upper

Le fait de remplacerT par 2T plutôt que parT + 1 permet d’accéder plus rapidement à un
tempsT permettant la coalescence.
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2.4 Premìeres d́efinitions

L’objectif de cette section est de présenter les principaux objets mathématiques de notre étude.
Dans la Section 2.4.1, ladistance de graphedist permet d’introduire un caractère local dans le
grapheGn à travers la notion de boule de rayon indépendant den. Sur une telle boule seront
définies dans la Section 2.4.2 lesconfigurations locales. Quantifier la probabilité d’apparition
dans le graphe d’une configuration locale passe par l’étudede sońenergie locale.

2.4.1 Distance et boules

Une distance sur l’ensemble des sommetsVn est présentée dans la Propriété 2.4.2. Elle repose
essentiellement sur la structure de graphe définie par les voisinagesV(x), x ∈ Vn (2.1.1). Elle
nous permet surtout, via la notion de bouleB(x, r), de souligner le caractère local du grapheGn.
Introduisons dans un premier temps la notion decheminentre deux sommets.

Definition 2.4.1 Soientm un entier strictement positif etx1, . . . , xm des sommets tels que

∀i ∈ {1, . . . , m− 1}, {xi, xi+1} ∈ En .

On dira alors dum-uplet(x1, . . . , xm) qu’il forme un chemin allant dex1 à xm que l’on notera
x1 . . . xm.

Le grapheGn étant sans boucle sur les sommets (i.ex /∈ V(x)), deux sommets consécutifs
xi et xi+1 appartenant au cheminx1 . . . xm sont nécessairement distincts. Par exemple,xx n’est
pas un chemin. On peut par conséquent définir simplement lalongueurd’un chemin comme étant
égale au nombre de sommets le composant moins1. On note :

long(x1 . . . xm) = m− 1 .

Ainsi, les chemins de longueur nulle sont les cheminsx, formés du seul sommetx. Ils seront qua-
lifiés d’élémentaires. Notons néanmoins qu’un chemin n’est pas nécessairementinjectif, il n’est
pas interdit à un chemin de passer plusieurs fois par le même sommet.
Il existe évidemment plusieurs chemins, de différentes longueurs, joignant deux sommets quel-
conques du graphe. A cet effet, nous définissons la distanceséparant deux sommets comme étant
la longueur du plus court chemin allant du premier au second.

Propri été 2.4.2 L’applicationdist : Vn × Vn → N définie par :

∀x, y ∈ Vn, dist(x, y) = min{long(c), c chemin allant dex à y}

est une distance sur l’ensemble des sommetsVn, appeĺeedistance du grapheGn.

Démonstration Le grapheGn étant non orienté, un chemin dex ày peut être vu comme un che-
min dey àx de même longueur. L’applicationdist est donc symétrique :dist(x, y) = dist(y, x).
Par définition de la longueur d’un chemin,dist(x, y) est nulle si et seulement il existe un chemin
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élémentaire joignant ces deux sommets, ce qui se traduit par x = y. L’inégalité triangulaire se
démontre tout aussi facilement. Soientx, y, z trois sommets deVn. Soitc un chemin allant dex ày
passant parz. Découpons naturellement ce chemin en deux cheminsc′ etc′′ allant respectivement
dex àz et dez ày, produisant ainsi l’égalité :

long(c) = long(c′) + long(c′′) .

Il s’ensuit l’inégalité
dist(x, y) ≤ long(c′) + long(c′′) .

Puis, en passant au minimum sur l’ensemble des chemins dex àz et dez ày, on obtient l’inégalité
recherchée :

dist(x, y) ≤ dist(x, z) + dist(z, y) .

�

On peut désormais définir la boule de centrex et de rayonr, notéeB(x, r), par :

B(x, r) = {y ∈ Vn ; dist(x, y) ≤ r} .

Le rayonr est un entier fixé indépendant de la taillen du graphe. Dans le but d’éviter la déplaisante
situation d’une boule se chevauchant elle-même, nous supposerons dorénavant quen > 2ρr.
Deux propriétés des boulesB(x, r) seront cruciales dans ce qui suit. Tout d’abord, la structure
du grapheGn étant invariante par translation, deux boules ayant le même rayon sont translatées
l’une de l’autre :

B(x+ y, r) = y +B(x, r)

(rappelons que les opérations sur les sommets se font modulo n). Ensuite, pourn > 2ρr, le
cardinal d’une bouleB(x, r) ne dépend que de son rayonr (et des constantesd, q et ρ) mais
pas du centrex ni den ; il sera notéβ(r). Notons par ailleurs que quels que soient les choix des
constantesq etρ, la bouleB(x, r) est incluse dans le sous-ensemble[x−ρr, x+ρr]d deVn, et par
conséquent son cardinal satisfaitβ(r) ≤ (2ρr+ 1)d. Plus généralement, il existe deux constantes
strictement positivesβ1 etβ2 dépendant uniquement des paramètresd, q etρ telles que, pour tout
rayonr :

β1r
d ≤ β(r) ≤ β2r

d . (2.4.18)

Parallèlement, le nombre d’arêtes{y, z} ∈ En dont les sommets appartiennent tout deux à la
bouleB(x, r) sera notéα(r) ; lui non plus ne dépend ni dex, ni den. Le voisinageδB(x, r) de la
bouleB(x, r) est une couronne formée des sommets distants der + 1 du centrex. Son cardinal
ne dépend que du rayonr. Autrement dit,

B(x, r) = B(x, r + 1) .

Les événements relatifs aux sommets de la bouleB(x, r) seront qualifiés de locaux, par oppo-
sition à des ensembles de sommets dont le cardinal dépend de la taillen du graphe. La section
suivante fournit des exemples de tels événements qui seront au cœur de notre étude.
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2.4.2 Configuration locale

Disposant de la notion de boule, il est temps de présenter lapropriété locale la plus élémentaire
sur laquelle se focalisera notre attention : uneconfiguration localeest simplement une configura-
tion d’une boule fixée.

Definition 2.4.3 Soitr un entier positif. Consid́erons la bouleB(0, r) de centre0 et de rayonr.
L’ensemble des configurations de cette boule sera notéCr = WB(0,r). Seśeléments seront appelés
lesconfigurations locales de la bouleB(0, r).

Il n’existe bien sûr qu’un nombre fini de configurations locales de la bouleB(0, r), précisément
2β(r). Elles seront représentées par les lettres grecquesη et η′. Une configuration locale est
déterminée par la donnée d’un ensembleV+(η) ⊂ B(0, r), formé de ses sommets positifs :

V+(η) = {x ∈ B(0, r), η(x) = +1} .

Son cardinal sera noték(η). Cet entier représente naturellement le nombre de sommetspositifs
formant la configuration localeη. L’ensemble complémentaire deV+(η) dans la bouleB(0, r)
sera notéV−(η) : il se compose des sommets négatifs deη. Lorsque les sommets à distancer du
centre0 ont tous des spins négatifs (comme dans la Figure 2.3), la configuration localeη est dite
propre.

Definition 2.4.4 Une configuration localeη ∈ Cr est ditepropresi son ensemble de sommets
positifsV+(η) vérifie :

V+(η) ⊂ B(0, r − 1) .

L’ensemble des configurations locales propres de la bouleB(0, r) est naturellement en bijec-
tion avec l’ensemble des configurations locales de la bouleB(0, r − 1). Il y en a donc2β(r−1).
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FIG. 2.3 – Une configuration locale propreη de la bouleB(0, 3) (avecρ = 1 et q = ∞),
représentée en dimensiond = 2. Elle est formée dek(η) = |V+(η)| = 10 sommets positifs
et son périmètreγ(η) est égal à58.

L’entier k(η) ne précise que très vaguement la configuration localeη. En effet,
(
β(r)
k(η)

)
éléments

deCr ont le même nombrek(η) de sommets positifs. Plus que son cardinal, il nous sera utile par
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la suite de pouvoir décrire la géométrie de l’ensembleV+(η). La notion suivante répondra à nos
besoins. Lepérimètrede la configuration localeη, notéγ(η), est défini par la formule :

γ(η) = V |V+(η)| − 2 |{{x, y} ∈ En, x, y ∈ V+(η)}| ,

où V est le nombre de sommets voisins d’un sommet quelconque donné. Rappelons que tous
les sommets deVn ont le même nombre de voisins. Le périmètre d’une configuration locale
dépend donc de la dimensiond mais aussi des paramètresρ et q définissant le voisinage de tout
sommet (voir (2.1.1)). En effet, prenons l’exemple d’une configuration locale en dimensiond = 2
représentant un unique sommet positif. Son périmètre est égal àV = 4 dans le cas de la4-
connexité (ρ = q = 1) et àV = 8 dans le cas de la8-connexité (ρ = 1 et q = +∞).
Perceptuellement, le périmètre d’une configuration locale η représente la “longueur” du contour
de son ensemble de sommets positifsV+(η). Par exemple, le contour de l’ensemble des sommets
positifs de la configuration locale représentée par la Figure 2.3 est en pointillé.
Cette nouvelle notion prend tout son sens dans le cas d’une configuration locale propreη. Le
périmètreγ(η) s’écrit alors simplement

γ(η) = |{(x, y) ∈ V+(η)× V−(η), {x, y} ∈ En}| ,

et s’interpréte alors comme le nombre de paires de sommets voisinsx ety appartenant à la boule
B(0, r) et ayant des spins opposés.
Notons enfin que la donnée des entiersk(η) etγ(η) ne suffit pas à déterminer de manière unique
la configuration localeη.

Il nous faut désormais être capable de repérer une configuration locale donnée et de compter
son nombre d’occurrences, i.e. le nombre de fois qu’elle apparaı̂t dans le grapheGn. Ceci motive
les notations suivantes.
Soit η ∈ Cr. Pour tout sommetx ∈ Vn, notonsηx le translaté deη sur la bouleB(x, r) (les
opérations sur les sommets se font modulon) :

∀y ∈ Vn, dist(0, y) ≤ r =⇒ ηx(x+ y) = η(y) .

De plus, nous notonsIηx la fonction indicatrice définie sur l’ensemble des configurationsXn par :

∀σ ∈ Xn, Iηx(σ) =

{
1 si σB(x,r) = ηx ,
0 sinon.

Terminons par le nombre d’occurrences dans le grapheGn de la configuration localeη, noté
Xn(η) et défini par :

Xn(η) =
∑

x∈Vn

Iηx .

Du fait des conditions de bords périodiques, la somme ci-dessus porte surnd fonctions indica-
tricesIηx , toutes de même loi de probabilité. C’est donc en étudiant le comportement local de la
variableXn(η), i.e. celui d’une variableIηx donnée, que nous appréhenderons son comportement
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global. Il s’agira également d’apprécier et de contourner la difficulté introduite par la dépendance
entre les variables indicatricesIηx , x ∈ Vn. L’identité

IEa,b[Xn(η)] = IEa,b[n
dIηx ]

= IEa,b[n
dµa,b(I

η
x = 1|F(δB(x, r)))] , (2.4.19)

valable pour tout sommetx fixé, montre la marche à suivre. Le caractère local de la bouleB(x, r)
(et de son voisinageδB(x, r)) va intervenir. En effet, l’ensemble des configurationsW δB(x,r) étant
de cardinal fini (indépendant den), un résultat de convergence portant sur la variable aléatoire
F(δB(x, r))-mesurablendµa,b(Iηx = 1|F(δB(x, r))) produira un résultat de convergence portant
sur son espérance, i.e surIEa,b[Xn(η)] par (2.4.19).
Notons enfin que l’étude de la probabilité conditionnelleµa,b(I

η
x = 1|σ), σ ∈ W δB(x,r) se fera

à travers celle de l’énergie de la configuration localeη sur la bouleB(x, r). Plus précisément,
fixons un sommetx et désignons simplement parB la bouleB(x, r). La probabilité conditionnelle
µa,b(I

η
x = 1|σ), σ ∈W δB se met sous la forme :

µa,b(I
η
x = 1|σ) =

eH
B(ηxσ)

∑
η′∈Cr

eHB(η′xσ)
. (2.4.20)

L’énergieHB(ηxσ) de la configuration localeη (ou de son translatéηx) sera qualifiée delocale.
La relation (2.4.20) est fondamentale. Elle fait le lien entre l’énergie d’une configuration locale
η et la probabilité conditionnelleµa,b(Iηx = 1|σ). Tous nos résultats reposent sur le contrôle de
cette dernière quantité. Or, d’aprés (2.4.20), un tel contrôle nécessite une étude approfondie de
l’énergie de la configuration localeη. Ainsi, nous terminons cette section en remarquant que
les caractéristiquesk(η) etγ(η) apparaissent naturellement dans l’expression de l’énergie locale
HB(ηxσ). Sik(η) sommets de la bouleB = B(x, r) ont un spin positif, lesβ(r)−k(η) sommets
restant sont négatifs :

HB(ηxσ) = a(2k(η)− β(r)) + b




∑

{y,z}∈En
y,z∈B

ηx(y)ηx(z) +
∑

{y,z}∈En
y∈B,z∈δB

ηx(y)σ(z)


 . (2.4.21)

Supposons de plus que la configuration localeη soit propre. Dès lors, parmi lesα(r) arêtes{y, z}
de la bouleB, il y en a exactementγ(η) dont les sommetsy, z ont le même spin, i.eηx(y)ηx(z) =
1, et doncα(r)− γ(η) dont les sommetsy, z ont des spins opposés, i.eηx(y)ηx(z) = −1. Il vient
par conséquent :

HB(ηxσ) = a(2k(η)− β(r)) + b


α(r)− 2γ(η) +

∑

{y,z}∈En
y∈B,z∈δB

(−1)σ(z)


 . (2.4.22)

Nous venons en particulier d’utiliser la relation :

2γ(η) = α(r)−
∑

{y,z}∈En
y,z∈B

ηx(y)ηx(z) , (2.4.23)



§ 2.4 Premìeres d́efinitions 33

valable pour toute configuration locale propreη et pour tout sommetx. Cette écriture du périmètre
γ(η) sera généralisée dans la Section 4.4 à tous les éléments deCr (propre ou non).





Chapitre 3

Fonctions seuils et lois du0-1

Dans ce chapitre, nous élargirons notre champ d’étude à toute une famille de propriétés locales,
appelée lalogique du premier ordreet décrite en Section 3.1. L’objectif est de donner une loi du
0-1 valable pour toutes les propriétés de cette famille et à potentielsa(n) et b(n) variables (voir
la Section 3.3). Ce résultat (Théorème 3.3.4) s’appuiera de manière fondamentale sur la notion
defonction seuilintroduite dans la Section 3.2 et issue de la théorie des graphes aléatoires.
Les paramètres du modèle sont invités à dépendre de la taillen du graphe. Cependant, pour alléger
les notations, nous noterons respectivementµa,b et µp au lieu deµa(n),b(n) et µp(n). Il en sera de
même pour leur espérance.
Le Théorème 3.3.4 a fait l’objet de deux articles : sa version générale [15] et une version “indépendante”
à potentiel de paire nul [13].

3.1 Logique du premier ordre

N’étant pas en mesure de développer un cours de logique mathématique (voir par exemple
[10, 24, 50, 51]), nous nous contenterons, au cours de la Section 3.1.1, d’en reprendre quelques
notions élémentaires que nous appliquerons au modèle d’Ising. La Section 3.1.2 est consacrée
auxdescriptions complètes, formules élémentaires jouant le rôle dans le cadre de lalogique du
premier ordre des configurations locales. Nous présenterons dans la Section 3.1.3 un résultat dû
à Gaifman (Théorème 3.1.8 ou [33]) permettant de réduire la loi du0-1 à l’étude de familles de
propriétés particulières, lesdescriptions locales basiquesou lesformules locales basiques.

3.1.1 Ǵenéralit és

Le vocabulaireest un ensemble finiR de relations (ou prédicats). Chacune d’entre elles
concerne un nombre fixé devariables. Ce nombre est l’arité de la relation. L’ensembleV des
variables auxquelles s’appliquent les relations est fini : c’est l’univers(ou domaine). Le couple
(R, V ) constitue alors unmod̀ele. Le Chapitre 1 de [23] liste quelques modèles souvent uti-
lisés dont celui desgraphes. Il est obtenu à l’aide de la relation binaire de voisinage,l’univers
représentant alors l’ensemble des sommets. Ce modèle futétudié par Shelah et Spencer [71].

Désirant étudier la logique du premier ordre pour le modèle d’Ising introduit au chapitre

35
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précédent, nous choisirons naturellement comme universl’ensemble des sommetsVn = {0, . . . , n−
1}d. Le vocabulaireR sera composer d’une relation unaireC et de relations binaires. La relation
unaireC représente la positivité des spins :Cx signifie que le sommetx a un spin positif et
¬Cx que son spin est négatif. Les relations binaires (exceptée l’égalité) doivent nous permettre
de décrire la structure du grapheGn = (Vn, En) et en particulier les relations de voisinage entre
les sommets. Différentes relations binaires, avec un pouvoir d’expression plus ou moins pro-
noncé, seront proposées à la fin de cette section. Néanmoins, il ne sera pas nécessaire de décrire
précisément ces relations binaires : nous nous assurerons uniquement du fait qu’elles décrivent le
grapheGn.
La logique du premier ordre est une formalisation construite à partir des symboles logiques∀
(le quantificateur universel),∃ (le quantificateur existentiel),¬ (la négation),= (l’égalité qui
est une relation binaire),∨ (la disjonction) et∧ (la conjonction), de relations d’arité finie et de
variables. SiR ∈ R est une relationk-aire et(x1, . . . , xk) un k-uplet de variables, la formule
élémentaireRx1 . . . xk est appelée unatome. Nous utiliserons l’abréviation classiquex pour le
k-uplet (x1, . . . , xk) etRx pour l’atomeRx1 . . . xk. Par définition, la logique du premier ordre
est constituée de l’ensemble des formules que l’on peut construire de manière récursive à partir
des atomes, en utilisant les connecteurs logiques précédemment cités.

Definition 3.1.1 La logique du premier ordrerelativeà l’ensemble de relationsR est l’ensemble
de formulesL1(R) défini de la façon suivante :

1. Pour toutk, toute relationk-aireR ∈ R et pour toutk-upletx, Rx ∈ L1(R).

2. SiA etB sont des formules deL1(R), alors(¬A), (∀xAx) et (A∧B) appartiennent aussi
àL1(R).

Comme conséquence immédiate, siA etB sont deux formules deL1(R), (∃xAx), (A ∨ B),
(A→ B) et(A↔ B) sont aussi dansL1(R) : les logiciens notentA→ B l’implication (¬A∨B)
etA↔ B l’équivalence(A→ B) ∧ (B → A).
Les formules de la logique du premier ordre ont un caractèrelocal qui sera mis en valeur par
le Théorème 3.1.8. C’est en mettant en défaut cet aspect local que sont obtenues des formules
non-axiomatisable pour la logique du premier ordre :

• “L’ensemble des sommets positifs est connexe”,

• “le nombre sommets positifs est pair”.

La dernière formule est un exemple classique de propositions dusecond ordren’appartenant pas
à la logique du premier ordre (voir [23] exemple 1.3.4 p. 21 et p. 37). Elle constitue d’ailleurs un
contre-exemple aux lois du0-1 (Proposition 3.1.10 et Théorème 3.3.4) et sera détaill´ee à la fin de
la Section 3.1.3.

Le modèle(R, Vn) étant fixé, il s’agit désormais d’attribuer une probabilité, via la mesure de
Gibbsµa,b, aux formules deL1(R). Un moyen d’y parvenir est l’utilisation destructuresrela-
tives au modèle(R, Vn). Précisément, unestructureest définie par une liste de faits relatifs aux
relations deR appliquées aux éléments deVn. Chaque atomeRx1 . . . xk doit apparaı̂tre dans la
liste, soit affirmé, soit nié (mais pas les deux).
Parmi toutes les formules deL1(R), seules nous intéressent celles dont on peut décider si elles
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sont vraies ou fausses pour une structure donnée. Nous conviendrons donc d’appelerproposition
une formule deL1(R) dont toutes les variables sont quantifiées (ouli ées, par opposition à des
variableslibres) : on parle deformule closeen logique. SoientS une structure etA une proposi-
tion deL1(R). CommeA est construite à partir des relations du vocabulaireR, elle est ou non
compatible avecS. Si elle l’est, on dit queS satisfaitA et on noteS |= A.
Remarquons qu’à chaque structureS un graphe peut naturellement être associé en reliant les
paires de variables{x, y} dont les faitsRxy ouRyx décriventS, et ce pour toute relation binaire
R de notre vocabulaire (voir [23] p. 26 pour plus de détails).Les structures qui nous intéressent
sont celles pour lesquelles le graphe décrit est exactement le tored-dimensionnelGn. Nous no-
terons alorsSn leur ensemble. Deux structures quelconques deSn ne diffèrent que dans les faits
concernant la relation unaireC, i.e. les spins des sommets. Ainsi, il existe une bijection naturelle
φ entreSn et l’ensemble des configurationsXn. A une structureS correspond une configuration
σ = φ(S) définie par :

(S |= Cx)⇐⇒ (σ(x) = +1)
(S |= ¬Cx)⇐⇒ (σ(x) = −1) .

La stratégie consiste à attribuer, à chaque structureS de Sn, le poids pour le modèle d’Ising
de son image par l’applicationφ, i.e.µa,b(φ(S)), et un poids nul aux autres. Par conséquent, la
donnée d’une propositionA partitionneSn en deux sous-ensembles : l’ensemble des structures
qui satisfontA, que nous noteronsAn, et son complémentaire. Nous dirons aussi queAn est l’en-
semble des structures pour lesquellesA estvraie. Ainsi, on définit la probabilité de la proposition
A, notéeµa,b(A), comme étant la probabilité de l’image par la bijectionφ de l’ensemble des
structures satisfaisantA :

µa,b(A) =
∑

σ∈φ(An)

µa,b(σ) .

Une proposition qu’aucune des structures deSn ne satisfait sera qualifiée d’insatisfiable; elle sera
de probabilité nulle. On parlera de propositionsatisfiabledans le cas contraire.
En résumé, par l’intermédiaire de l’ensemble de structuresSn, nous avons contraint les relations
binaires de notre vocabulaire de manière à décrire le graphe toriqued-dimensionnelGn. Signa-
lons que différents types de contraintes pour des ensembles de relations unaires et binaires dans
le cadre des logiques de description sont proposés dans [67].
Notons enfin que le cas particulier du potentiel de paire nul fut traité dans [13], en munissant l’en-
sembleL1(R) de la mesure de probabilitéµp. Plus généralement, différents cadres probabilistes
peuvent être appliqués à l’ensemble des formules de la logique du premier ordre relative à un
vocabulaire donné. Les logiciens utilisent l’équiprobabilité (voir par exemple [28]), auquel cas la
probabilité queA soit vraie est le rapport du cardinal deAn à celui deSn.

Jusqu’à présent, nous n’avons pas précisé les relations binaires (exceptée l’égalité) composant
notre vocabulaire. Nous nous sommes uniquement assurés dufait qu’elles décrivaient la struc-
ture du grapheGn. Cette section se termine par deux exemples de tels vocabulairesR1 etR2

dont les relations binaires sont plus ou moins expressives.Nous verrons néanmoins que cette
différence d’expression n’influence pas la loi du0-1. Le Théorème de Gaifman (voir la Section
3.1.3) stipule en effet que celle-ci dépend uniquement de la structure de graphe et non du vocabu-
laire. Considérons tout d’abord le vocabulaireR1 = {C,=, N} oùN est la relation de voisinage
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définie par :
Nxy ⇐⇒ {x, y} ∈ En .

Le grapheGn étant non-orienté et sans boucle sur les sommets, la relation binaireN est par
conséquent réflexive (Nxy ⇔ Nyx) et antisymétrique (∀x,¬Nxx). Voici alors deux exemples
de propositions appartenant àL1(R1) :

• ∃x, y, (Nxy) ∧ (Cx) ∧ (Cy) ;

• ∀x, ((Cx)→ (∀y, (Nxy → ¬Cy))) ;

pouvant être interprétés respectivement par “il existedeux sommets voisins dont les spins sont
positifs” et “tous les sommets positifs sont isolés”.
Dans le cas particulier de la dimensiond = 2 et de la4-connexité, i.e. dans le contexte des
images, la relation unaireC symbolise la couleur :Cx signifie que le pixelx est noir. Chaque
pixelx = (i, j) admet4 voisins(i±1, j) et(i, j±1) (rappelons que les opérations sont effectuées
modulon). En vue de distinguer l’horizontale de la verticale, la relationN sera remplacée par
deux relations binairesHOR etV ER :

HORxy ⇐⇒ y = x± (1, 0) et V ERxy ⇐⇒ y = x± (0, 1) ,

formant ainsi le vocabulaireR2 = {C,=, HOR, V ER}. Le remplacement de la relationN par
HOR et V ER ne modifie pas la structure de graphe sous-jacente mais rend le langage plus
expressif. La proposition (interprétée) “il existe3 pixels voisins et noirs” appartient aux deux
logiques du premier ordreL1(R1) etL1(R2) alors que “il existe3 pixels voisins horizontalement
et noirs” appartient seulement à la seconde.

3.1.2 Descriptions compl̀etes et assertions

Cette section est destinée à présenter plusieurs formules élémentaires de la logique du pre-
mier ordre, notamment lesdescriptions complètes. Elles seront définies comme des structures
de modèles particuliers. Les descriptions complètes seront les formules deL1(R) correspondant
aux configurations locales. Il est donc essentiel de disposer d’un dictionnaire précis permettant
de passer des unes aux autres.
C’est dans cet objectif que sont introduites les notations suivantes. Pour tout sous-ensemble de
sommetsV ⊂ Vn, notonsSn(V ) l’ensemble des structures relatives au modèle(R, V ) dont le
graphe sous-jacent est exactement la restriction deGn à l’ensembleV . Ainsi, deux structures
quelconques deSn(V ) ne diffèrent que dans les faits relatifs à la relation unaire C. On définit
alors une bijection naturelleφV deSn(V ) dans l’ensemble des configurationsW V = {−1,+1}V :
pour toute structureS ∈ Sn(V ) et pour tout sommetx ∈ V , φV (S)(x) = +1 si et seulement si
S |= Cx. On a en particulierSn(Vn) = Sn etφVn = φ.

Definition 3.1.2 Soitr un entier strictement positif. NotonsDr l’ensembleSn(B(0, r)). Leséléments
deDr sont appeĺes lesdescriptions complètes de la bouleB(0, r).

L’applicationφB(0,r) met en bijection l’ensembleDr des descriptions complètes de la boule
B(0, r) et l’ensembleCr des configurations locales de la bouleB(0, r). C’est en ce sens que
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nous qualifierons la description complèteD et son image la configuration localeφB(0,r)(D)
d’assocíees. Il y a en particulier2β(r) descriptions complètes distinctes de la bouleB(0, r).
Comme pour les configurations locales, nous définissons l’ensemble des sommets positifs de la
description complèteD ∈ Dr par :

VC(D) = {x ∈ B(0, r), D |= Cx} .

Son indice, noték(D), est le cardinal de cet ensemble :k(D) = |VC(D)|. Une description
complèteD ∈ Dr et une configuration localeη ∈ Cr sont associées si et seulement si leur
ensemble de sommets positifs sont identiques, i.e.VC(D) = V+(η). En particulier, siD ∈ Dr et
η ∈ Cr sont associées alorsk(D) = k(η).
Soientx ∈ Vn, D ∈ Dr et η sa configuration locale associée. Telleηx pour η, nous désirons
définir le translaté de la description complèteD à la bouleB(x, r). Un candidat se distingue na-
turellement ; la structure deSn(B(x, r)) dont l’image parφB(x,r) est la configurationηx. Ainsi, la
structure deSn(B(x, r)), notéeD(x) et définie par :

D(x) = φ−1
B(x,r)(ηx) ,

sera appelée unedescription compl̀ete de la bouleB(x, r). Les lettresD etD(0) désignent alors
sans ambiguı̈té le même objet.
Définies comme des structures de modèles à univers restreints, les descriptions complètes sont
simplement des conjonctions d’atomes. Plongées dans le modèle(R, Vn), leur construction obéit
aux deux principes de la Définition 3.1.1 : ce sont des formules de la logique du premier ordre
L1(R).
Comme pour les configurations locales, nous serons amener àdétecter la présence de la descrip-
tion complèteD dans le graphe.

Definition 3.1.3 Unedescription localeest une formule deL1(R) de la forme :

∃x, D(x) ,

oùD est une description complète de la bouleB(0, r).

A la différence de la formuleD(x), la description locale∃x,D(x) est une proposition : la
variablex est dans le champ du quantificateur∃ (elle est liée). La probabilité de cette formule
est égale à celle de l’événementXn(η) > 0, oùη désigne la configuration locale associée àD et
Xn(η) énumère ses occurrences dans le graphe :

µa,b(∃x, D(x)) = µa,b(Xn(η) > 0) .

Voici deux exemples (interprétés) de descriptions locales :

• “il existe un sommet positif”,

• “il existe une boule de rayonr = 2 ayant un seul sommet positif, en son centre”.

Une conjonction de descriptions locales concernant chacune des ensembles de sommets dis-
joints est unedescription locale basique:
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Definition 3.1.4 Unedescription locale basiqueest de la forme :

∃x1 . . .∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

Di(xi)

)
,

où :
• m et r sont des entiers strictement positifs fixés,
• pour touti = 1, . . . , m,Di(x) est une description complète de la bouleB(x, r).

Des exemples de descriptions locales basiques (interprétées) sont :

• “il existem = 3 sommets positifs”,

• “il existem = 2 boules de rayonr = 3, l’une étant formée uniquement de sommets négatifs
et l’autre uniquement de sommets positifs”,

• “il existe m = 3 boules de rayonr = 5, disjointes et dont seul le centre est un sommet
positif”.

La Figure 3.1 propose un autre exemple.

FIG. 3.1 – Illustration d’une description locale basique en dimensiond = 2, en8-connexité et
pour des entiersm = 4 et r = 1.

Comme son nom l’indique, une description complète décritde manière stricte les faits rela-
tifs à une boule. Nous aurons besoin d’une notion plus souple, acceptant différentes situations,
i.e. d’une formule deL1(R) satisfiable par davantage de structures. Un tel objet sera appelé une
assertion. Par analogie avec la notion de description locale, nous définissons également lesasser-
tions locales.

Definition 3.1.5 Soit r un entier strictement positif fixé et x un sommet. Uneassertion de la
bouleB(x, r) est une formuleψ(x) deL1(R) dont seule la variablex est libre, toutes les autres
appartenant̀a la bouleB(x, r). La proposition deL1(R)

∃x, ψ(x)
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est appeĺee uneassertion locale.

Bien sûr, les descriptions complètes sont des assertionsparticulières. Plus généralement, une
assertion s’obtient comme une disjonction d’un nombre fini de descriptions complètes. Deux cas
se présentent. Soit l’assertion locale∃x, ψ(x) est insatisfiable ; sa probabilité est alors nulle. Soit
la formuleψ(x) est impliquée par un nombre fini (au plus2β(r)) de descriptions complètesD(x).
Dans ce cas, l’assertionψ(x) est logiquement équivalente à la disjonction de ces éléments :

ψ(x)↔
∨

D(x)→ψ(x)

D(x) . (3.1.1)

Les assertions locales sont donc des propriétés deL1(R), plus riches et donc plus intéressantes
que les descriptions complètes locales. Voici deux exemples interprétés :

• “il existe une boule de rayon3 dont au moins la moitié des sommets ont un spin positif”,

• “il existe une boule de rayon10 avec au moins10 sommets voisins et positifs”.

Nous noteronsD(ψ) l’ensemble des descriptions complètes impliquantψ(x) :

D(ψ) = {D ∈ Dr, D(x)→ ψ(x)} . (3.1.2)

Nous dirons queD(ψ) est l’ensemble de d́efinition de l’assertionψ(x). Signalons au passage
que cet ensemble ne dépend pas de la variablex apparaissant dans son écriture (3.1.2). L’indice
de l’assertionψ(x), noték(ψ), est le plus petit indice des descriptions complètes l’impliquant.
Autrement dit :

k(ψ) = min{k(D), D ∈ D(ψ)} . (3.1.3)

Lorsque l’assertion locale∃x, ψ(x) est insatisfiable, son ensemble de définition est vide. Nous
écrirons alors par conventionk(ψ) = +∞.

3.1.3 Le Th́eorème de Gaifman

En vue d’établir une loi du0-1, le théorème de Gaifman (Théorème 3.1.8) réduit l’étude des
formules deL1(R) à celle desformules locales basiques.

Definition 3.1.6 Uneformule locale basiqueest une proposition deL1(R) de la forme :

∃x1 . . . ∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

ψi(xi)

)
,

où :
• m et r sont des entiers strictement positifs fixés,
• pour touti = 1, . . . , m, ψi(x) est une assertion de la bouleB(x, r).

Leur ensemble sera notéLbas.

Evidemment, les descriptions locales basiques sont des formules locales basiques particulières.
Introduisons l’ensemble descombinaisons booléennesd’un sous-ensemble donné deL1(R) :
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Definition 3.1.7 SoitL un ensemble de formules de la logique du premier ordre. L’ensemble
BC(L) descombinaisons booléennes finiesdeL est d́efini par :

1. A ∈ L =⇒ A ∈ BC(L).

2. A ∈ L =⇒ ¬A ∈ BC(L).

3. A,B ∈ L =⇒ A ∧ B ∈ BC(L).

Les3 axiomes de la définition ci-dessus étant compatibles avecles règles de construction de la
logique du premier ordre, l’ensembleBC(L) des combinaisons booléennes finies deL ⊂ L1(R)
est encore inclus dansL1(R).
Le Théorème de Gaifman (voir [33] ou [23] p. 31 pour une démonstration) affirme que l’ensemble
des combinaisons booléennes finies de l’ensemble des formules locales basiques recouvre toute
la logique du premier ordre :

Théorème 3.1.8Toute formule de la logique du premier ordre est logiquementéquivalentèa une
combinaison booléenne finie de formules locales basiques.

En particulier, pour toute formuleA ∈ L1(R), il existeτ ∈ BC(Lbas) satisfaisant :

µa,b(A) = µa,b(τ) .

Ce résultat souligne le caractère local de la logique du premier ordre. En effet, une formule locale
basique concerne des variables localisées, appartenant `am boules de rayonr. Ainsi, bien plus
que la composition exacte du vocabulaireR (i.e. son pouvoir d’expression), c’est la structure de
graphe sous-jacente qui va intervenir et réellement influencer les lois du0-1 (Proposition 3.1.10
et surtout Théorème 3.3.4).
Le Théorème 3.1.8 peut être vu comme un résultat de “densité” puisqu’il ramène l’étude des
formules de la logique du premier ordre à celle des formuleslocales basiques ou des descriptions
locales basiques.

Proposition 3.1.9 Les 3 propositions suivantes sontéquivalentes :
(i) La probabilité de toute description locale basique tend vers0 ou1.
(ii) La probabilité de toute formule locale basique tend vers0 ou1.
(iii) La probabilité de toute formule de la logique du premier ordre tend vers0 ou1.

DémonstrationPar simple inclusion, les implications(iii)⇒ (ii) et(ii)⇒ (i) sont immédiates.
Supposons(ii). Les relations élémentairesµa,b(A) = 1− µa,b(¬A) et

µa,b(A) + µa,b(B)− 1 ≤ µa,b(A ∧ B) ≤ min{µa,b(A), µa,b(B)} ,

valables pour toutes formules logiquesA etB entraı̂nent que la probabilité de toute combinaison
booléenne finie de formules locales basiques tend vers0 ou 1. Par le Théorème de Gaifman, il
vient (iii).
Nous allons maintenant montrer que toute formule locale basique est soit insatisfiable, et dans
ce cas sa probabilité est nulle, soit s’écrit comme une disjonction finie de descriptions locales
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basiques. L’implication(i) ⇒ (ii) sera alors démontrée. Considérons la formule locale basique
L suivante :

L ↔ ∃x1 . . .∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

ψi(xi)

)
. (3.1.4)

Si l’une des assertionsψi(x) est insatisfiable, il en va de même pourL. Sinon, décomposons
chacune desm assertionsψi(x) en une disjonction de descriptions complètes. Pour tout1 ≤
i ≤ m, il existe un entierdi (le cardinal de l’ensemble de définitionD(ψi)) et des descriptions
complètesDi,1, . . . , Di,di (les éléments deD(ψi)) telles que

ψi(x)↔
∨

1≤j≤di

Di,j(x) .

En remplacant dans (3.1.4) l’assertionψi(xi) par la disjonction correspondante et après réarrangement
des termes, la formule locale basiqueL s’écrit alors comme une disjonction finie de descriptions
locales basiques :

∨

1≤j1≤d1

. . .
∨

1≤jm≤dm

(
∃x1 . . .∃xm

(
∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

Di,ji(xi)

))
.

�

La Proposition 3.1.9 nous permet d’obtenir une première loi du 0-1 lorsque les potentiels sont
supposés fixés. Nous montrerons que sous cette hypothèsela probabilité de toute description
locale basique tend vers1. L’idée sous-jacente est qu’un événement local, i.e. concernant un
nombre fixé de sommets, se produira avec probabilité1 dans le graphe infini. La Proposition
3.1.10 est volontairement présentée dans le cas indépendant (b = 0), i.e celui de la mesureµp.
En effet, le cas général nécessite des techniques, reposant notamment sur la Propriété 2.2.3, qui
seront au cœur du Théorème 3.2.1 et de la Proposition 3.3.3. Nous les dévoilerons donc en temps
voulu.

Proposition 3.1.10 Soit p ∈]0, 1[ fixé. SoitA ∈ L1(R) une formule de la logique du premier
ordre quelconque. Alors :

lim
n→+∞

µp(A) = 0 ou 1 .

Démonstration SoitL la description locale basique suivante :

L ↔ ∃x1 . . .∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

Di(xi)

)
, (3.1.5)

Par la Proposition 3.1.9, il suffit de montrer que la probabilité deL tend vers0 ou 1. Pour cela
considérons la formule deL1(R), notéeRect(x), dont seule la variablex est libre, définie par :

Rect(x) ↔
∧

1≤i≤m

Di(x+ ((i− 1)ρ(2r + 1), 0, . . . , 0)) .
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Appliquée en un sommetx, la propriétéRect(x) représente la réalisation desm descriptions
complètesD1, . . . , Dm enm boules disjointes, consécutives et alignées selon la première coor-
donnée. La proposition∃x,Rect(x) implique la description locale basiqueL. Nous allons donc
montrer que sa probabilité tend vers1. La loi du0-1 en découlera.
Pour1 ≤ i ≤ m, l’événementDi(x) nécessitek(Di) sommets positifs etβ(r)− k(Di) négatifs.
Par indépendance, sa probabilité vaut :

µp(Di(x)) = pk(Di)(1− p)β(r)−k(Di) ,

et ce pour tout sommetx. Toujours par indépendance, il vient :

µp(Rect(x)) =
∏

1≤i≤m

µp(Di(x+ ((i− 1)ρ(2r + 1), 0, . . . , 0))

= p
∑

1≤i≤m k(Di)(1− p)mβ(r)−
∑

1≤i≤m k(Di) ,

quantité que l’on notera simplementp̃. Puisquep ∈]0, 1[, il en va de même pour le réelp̃. Intro-
duisons maintenant le sous-ensemble deVn, notéLn, suivant :

Ln =

{
(i×mρ(2r + 1), 0, . . . , 0) ∈ Vn, i = 0, . . . ,

⌊
n

mρ(2r + 1)

⌋
− 1

}
.

Les événementsRect(x) et Rect(y) où x et y sont deux éléments distincts deLn concernent
des ensembles de sommets disjoints. Ils sont donc indépendants, chacun de probabilitẽ́p. Par
conséquent :

µp(∃x, Rect(x)) ≥ µp

(
∨

x∈Ln

Rect(x)

)

≥ 1− (1− p̃)b n
mρ(2r+1)c ,

qui tend vers1 quandn tend vers l’infini. �

La Proposition 3.1.10 repose sur le fait qu’àp ∈ [0, 1] fixé, toute description complète est
satisfaite avec une probabilité qui tend vers1. Ce résultat est donc la versiond-dimensionnelle du
paradoxe bien connu du “singe et de la machine à écrire” (voir [80] p. 44).
Les logiciens ont évidemment cherché très tôt à étendre la Proposition 3.1.10 à la logique du se-
cond ordre. La loi du0-1 est vraie pour certains fragments, fausse pour d’autres : voir les articles
de synthèse de Kolaitis et Vardi [48, 49] et Le Bars [53]. Ce dernier est l’auteur de plusieurs
exemples de propriétés dont la probabilité ne tend ni vers0 ni vers1 (voir [52, 54, 55]).

Cette section se termine par deux exemples de formules issues de la logique du second ordre
et contredisant la loi du0-1 ci-dessus. Ils seront traités dans le cas du potentiel de paire nul et en
dimensiond = 2. Nous montrerons que leur probabilité (pour la mesureµp) ne tend ni vers0 ni
vers1.

Exemple 3.1.11Considérons la propriétéA suivante :
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“le nombre de sommets positifs est pair”.

C’est un exemple classique de formule de logique du second ordre non-axiomatisable pour la
logique du premier ordre (voir [23] exemple 1.3.4 p. 21 et p. 37). Sa probabilité vaut :

µp(A) =
1

2

(
1 + (1− 2p)n

2
)
.

Elle tend donc vers1/2 pour toute valeur du paramètrep appartenant à l’intervalle]0, 1[. Le fait
d’écrire la probabilitéµp(A) sous la forme

µp(A) =
1

2

n2∑

k=0

(
n2

k

)
pk(1− p)n2−k

(
1 + (−1)k

)

mène rapidement au résultat. En effet,µp(A) devient :

µp(A) =
1

2

(
n2∑

k=0

(
n2

k

)
pk(1− p)n2−k + (−1)k

n2∑

k=0

(
n2

k

)
pk(1− p)n2−k

)

=
1

2

(
1 +

n2∑

k=0

(
n2

k

)
(−p)k(1− p)n2−k

)

=
1

2

(
1 + (1− 2p)n

2
)
.

Exemple 3.1.12Ce deuxième exemple est plus visuel que le précédent et concerne donc davan-
tage les images. Plaçons nous dans le cas de la8-connexité (q = +∞ et ρ = 1). Définissons
un chemin6-connexecomme un chemin pour lequel les directions(−1, 1) et (1,−1) sont in-
terdites. Plus précisément, un chemin6-connexe est unm-uplet (x1, . . . , xm) de pixels tels que
pour touti ∈ {1, . . . , m − 1}, xi+1 = xi + {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}. De plus, nous imposons à un
chemin6-connexe de ne pas traverser les bords de l’image, i.e. de ne pas emprunter les arêtes
servant à assurer la périodicité du graphe (la Figure 3.2est une illustration). Considérons les deux
propriétés :

(i) NGD : “il existe un chemin6-connexe de pixels noirs allant de gauche à droite”,

(ii) BHB : “il existe un chemin6-connexe de pixels blancs allant de haut en bas”.

Des considérations d’ordre géométrique montrent qu’une image satisfait la propriétéNGD si et
seulement si elle ne satisfait pasBHB :

µp(NGD) = 1− µp(BHB) .

Cet argument est n’est pas valable pour des chemins utilisant la 4 ou la 8-connexité (voir [68]
p. 183). En effet, dans le cas de la4-connexité, la formule¬NGD ∧ ¬BHB est satisfaite par
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certaines images et, dans celui de la8-connexité, les propriétésNGD etBHB ne s’excluent pas
l’une l’autre. Posons maintenantp = 1/2. Par dualité, il vient :

µ1/2(NGD) = µ1/2(BHB) .

Ces deux équations forcent les probabilités (pourµ1/2) des propriétésNGD etBHB à valoir
1/2.
Les formulesNGD etBHB sont des exemples classiques de propriétés étudiées enthéorie de la
percolation(voir [41] pour une référence générale).

FIG. 3.2 – Un chemin6-connexe de pixels noirs allant de gauche à droite.

3.2 Fonction seuil d’une description locale

Considérons une description complèteD de la bouleB(0, r). Comme le suggère la Proposi-
tion 3.1.10, à potentielsa et b fixés, la probabilité de la description locale∃x,D(x) tend vers
1 lorsque la taillen du graphe tend vers l’infini. Ce résultat devient faux lorsque les potentiels
sont autorisés à varier avecn. C’est une conséquence immédiate du Théorème 3.2.1 auquel est
consacrée la Section 3.2.1. Ce résultat décrit la présence ou plutôt le moment d’apparition d’une
configuration locale dans le graphe à travers la notion defonction seuil.
Dans la Section 3.2.2, ce résultat sera commenté et illustré par des simulations : en adoptant un
point de vue dynamique, i.e en faisant varier le potentiel desurfacea(n) depuis−∞ jusqu’à0,
nous observerons l’évolution des configurations locales présentes dansGn en fonction de leur
nombre de sommets positifs.
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3.2.1 Probabilité asymptotique de l’́evénementXn(η) > 0

Le résultat suivant donne un seuil, portant sur le potentiel de surfacea(n), pour la probabilité
de la présence d’une configuration locale dans le graphe.

Théorème 3.2.1Supposons que pour toutn, a(n) < 0 et qu’il existe une constanteb0 > 0 telle
que|b(n)| < b0. Soientr un entier non nul etη une configuration locale de la bouleB(0, r).

(i) Si limn→+∞ e2a(n)k(η)nd = 0 alors :

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(η)] = 0 et lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > 0) = 0 .

(ii) Si limn→+∞ e2a(n)k(η)nd = +∞ alors :

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(η)] = +∞ et lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > 0) = 1 .

Soit D une description complète de la bouleB(0, r) et η sa configuration locale associée.
Le Théorème 3.2.1 se traduit immédiatement en termes de description locale puisque la formule
∃x,D(x) et l’événementXn(η) > 0 ont la même probabilité.

Si lim
n→+∞

e2a(n)k(D)nd = 0 alors lim
n→+∞

µa,b(∃x, D(x)) = 0 . (3.2.6)

Si lim
n→+∞

e2a(n)k(D)nd = +∞ alors lim
n→+∞

µa,b(∃x, D(x)) = 1 . (3.2.7)

La démonstration du Théorème 3.2.1 repose sur l’aspect markovien de la mesure de Gibbsµa,b et
sur le caractère local du grapheGn.

DémonstrationSoitη une configuration locale de la bouleB(0, r). Rappelons quek(η) sommets
de cette boule ont des spins positifs pour la configuration localeη et que la variable aléatoire
Xn(η) compte le nombre de fois qu’elle apparaı̂t dans le graphe :

Xn(η) =
∑

x∈Vn

Iηx .

Soit x ∈ Vn un sommet et notons simplementB = B(x, r) la boule de centrex et de rayonr.
Fixons également une configurationσ ∈W δB sur le voisinage de la bouleB. L’énergie locale de
la configurationηxσ ∈WB a été explicitée en (2.4.21) :

HB(ηxσ) = a(n)(2k(η)− β(r)) + b(n)




∑

{y,z}∈En
y,z∈B

ηx(y)ηx(z) +
∑

{y,z}∈En
y∈B,z∈δB

ηx(y)σ(z)


 .

Le caractère local du grapheGn fait que les sommes apparaissant dans l’expression ci-dessus
ne portent que sur un nombre fini de termes (α(r) pour la première et au plusα(r + 1) − α(r)
pour la deuxième), indépendants de la taillen du graphe. De plus, le potentiel de paireb(n) étant
borné par hypothèse, la différence entre les énergies localesHB(η′xσ) et HB(ηxσ), pour toute
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configuration localeη′ ∈ Cr, est contrôlée à l’aide du potentiel de surfacea(n) et des seuls entiers
k(η) et k(η′). Il existe en effet deux constantesK etK ′ ne dépendant que de la borneb0 et du
rayonr telle que :

2a(n)(k(η′)− k(η)) +K ≤ HB(η′xσ)−HB(ηxσ) ≤ 2a(n)(k(η′)− k(η)) +K ′ . (3.2.8)

Notons que l’encadrement ci-dessus est uniforme en la configuration localeη′ ∈ Cr et en la
configurationσ ∈W δB. Il ne dépend pas non plus du sommetx.
Nous avons vu dans la Section 2.4.2 que la différence des énergies localesHB(η′xσ) etHB(ηxσ)
apparaissait dans l’expression de la probabilité conditionnelleµa,b(Iηx = 1|σ) :

µa,b(I
η
x = 1|σ) =

(
∑

η′∈Cr

eH
B(η′xσ)−HB(ηxσ)

)−1

. (3.2.9)

Ainsi, l’encadrement (3.2.8) nous permettra de contrôlerle comportement de cette probabilité
conditionnelle.

Tout d’abord supposons que la quantitée2a(n)k(η)nd tende vers0, ce qui n’est possible que
lorsquek(η) est strictement positif. Notonsη0 l’unique élément deCr satisfaisantk(η0) = 0 :
η0 est la configuration locale dont tous les sommets sont négatifs. Les relations (3.2.8) et (3.2.9)
impliquent que, pour toute configurationσ ∈W δB,

µa,b(I
η
x = 1|σ) ≤ eH

B(ηxσ)−HB(η0xσ)

≤ e2a(n)k(η)−K . (3.2.10)

L’uniformité en la configurationσ ∈ W δB nous permet de passer à l’espérance dans l’inégalité
précédente et d’obtenir la limite du nombre moyen d’occurrences deη dans le graphe :

IEa,b[Xn(η)] = ndIEa,b [µa,b(I
η
x = 1|F(δB))]

≤ nde2a(n)k(η)−K , (3.2.11)

qui tend vers0 lorsquen tend vers l’infini. Enfin, en remarquant que, pour une variable aléatoire à
valeurs entières et positives, la probabilité d’être strictement positive est inférieure à son espérance,
on en déduit que la quantitéµa,b(Xn(η) > 0) tend elle aussi vers0 quandn tend vers l’infini. La
partie(i) est démontrée.

Supposons donc cette fois quee2a(n)k(η)nd tende vers+∞. Le potentiel de surfacea(n) étant
supposé négatif, (3.2.8) entraı̂ne que la différence

HB(η′xσ)−HB(ηxσ) ≤ −2a(n)k(η) +K ′ ,

et ce pour toute configuration localeη′ ∈ Cr et pour toute configurationσ ∈ W δB. Dès lors,
l’utilisation de la relation (3.2.9) produit cette fois uneminoration de la probabilité conditionnelle
µa,b(I

η
x = 1|σ). En effet, il existe une constante positiveC = 2−β(r)e−K

′
telle que :

∀σ ∈W δB, µa,b(I
η
x = 1|σ) ≥ Ce2a(n)k(η) . (3.2.12)
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Comme précédemment, l’uniformité enσ nous permet de conclure quant à l’espérance deXn(η) :

IEa,b[Xn(η)] = ndIEa,b [µa,b(I
η
x = 1|F(δB))]

≥ Cnde2a(n)k(η) → +∞ ,

quandn tend vers l’infini, par hypothèse. En déduire que la limitede la probabilité de l’événement
Xn(η) > 0 est nulle est cette fois plus difficile. Il s’agira d’invoquer le caractère markovien de la
mesure de Gibbsµa,b.
A cet effet, considérons le sous-ensemble de sommetsTn deVn défini par :

Tn =

{
i(ρ(2r + 1) + 1), i = 0, . . . ,

⌊
n

ρ(2r + 1) + 1

⌋
− 1

}d
.

Désignons parτn son cardinal et parTn la réunion des boules de rayonr dont les centres appar-
tiennent àTn (voir la Figure 3.3).

FIG. 3.3 – Les cases coloriées représentent des sommets de l’ensembleTn (en dimensiond = 2,
avecr = 3, ρ = 1 etp = +∞). Les noires sont des éléments deTn.

Faisons deux remarques concernant l’ensembleTn. Premièrement, son cardinal croı̂t comme
nd ; il existe une constante positiveC ′ vérifiantτn ≥ C ′nd. Deuxièmement, six et x′ sont deux
éléments distincts appartenant àTn alors aucun sommet de la bouleB(x, r) ne pourra être voi-
sin de l’un de ceux de la bouleB(x′, r). Autrement dit, les boulesB(x, r) etB(x′, r) sontV-
disjointes. Introduisons alors la variable aléatoireX̃n(η) comptant le nombre d’occurrences de la
configuration localeη sur l’ensembleTn :

X̃n(η) =
∑

x∈Tn

Iηx .

PuisqueX̃n(η) est majorée parXn(η), il suffit de montrer que la limite de la probabilité de
l’événementX̃n(η) > 0 tend vers1 ou encore que celle dẽXn(η) = 0 tend vers0. C’est cette
denière alternative que nous allons prouver.
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Nous allons utiliser par deux fois la Propriété 2.2.3. D’une part, puisque deux boules quelconques
deTn sontV-disjointes, on peut écrire :

µa,b

(
X̃n(η) = 0|F(δTn)

)
= µa,b

(
∧

x∈Tn

Iηx = 0|F(δTn)
)

=
∏

x∈Tn

µa,b (I
η
x = 0|F(δTn)) . (3.2.13)

D’autre part, la variable aléatoireµa,b(Iηx = 0|F(δTn)) est en faitF(δB(x, r))-mesurable :

µa,b (I
η
x = 0|F(δTn)) = µa,b (I

η
x = 0|F(δB(x, r))) , (3.2.14)

cette égalité étant bien entendu valable pour toutx ∈ Tn. En combinant (3.2.13) et (3.2.14), il
vient :

µa,b

(
X̃n(η) = 0|F(δTn)

)
=
∏

x∈Tn

µa,b (I
η
x = 0|F(δB(x, r))) .

Remarquons par ailleurs que les fonctionnellesµa,b(I
η
x = 0|F(δB(x, r))) sont toutes à valeurs

dans le même ensemble (de cardinal fini). Par conséquent, fixons un sommetx deTn et désignons
parσmax une des configurations deW δB(x,r) maximisant ces fonctionnelles. On obtient alors :

µa,b

(
X̃n(η) = 0|F(δTn)

)
≤ (µa,b(I

η
x = 0|σmax))τn

≤ exp (−τnµa,b (Iηx = 1|σmax)) ,
par l’inégalité classiqueln(1+u) ≤ u, valable pour toutu > −1. Enfin, en utilisant la minoration
(3.2.12) puis en passant à l’espérance, il vient :

µa,b

(
X̃n(η) = 0

)
= IEa,b

[
µa,b

(
X̃n(η) = 0|F(δTn)

)]

≤ exp (−τnµa,b (Iηx = 1|σmax))
≤ exp

(
−C C ′nde2a(n)k(η)

)
,

quantité qui tend vers0 quandn tend vers l’infini par hypothèse. �

Dans la suite, nous utiliserons régulièrement la notation très pratique suivante : sif(n) etg(n)
sont deux fonctions à valeurs positives, la notationf(n)� g(n) ou encoreg(n)� f(n) signifie
que le quotientf(n)/g(n) tend vers0 lorsquen→ +∞.
Supposons un instant quek(η) soit non nul (le cask(η) = 0 sera traité ultérieurement). Le
Théorème 3.2.1 s’interprète de la manière suivante : àpotentiel de paireb(n) borné, la présence
dansGn de la configuration localeη dépend du potentiel de surfacea(n). Plus précisément,
lorsquee2a(n) � n−d/k(η), avec une probabilité tendant vers1, aucune copie deη n’apparaı̂tra
dans le graphe. Au contraire, sie2a(n) � n−d/k(η), avec une probabilité tendant vers1, au moins
une copie deη sera présente quelque part dans le graphe.
Cette interprétation fait référence à la notion defonction seuil, notion initialement introduite en
1960 par Erdős et Rényi [26] pour les graphes aléatoires (voir également [74]). Nous adopterons
une version mieux adaptée au modèle d’Ising et prenant en compte la négativité du potentiel de
surfacea(n) :



§ 3.2 Fonction seuil d’une description locale 51

Definition 3.2.2 SoitA une propríet́e du grapheGn. La quantit́es(n) est appeĺeefonction seuil
de la propríet́eA si :

e2a(n) � s(n) implique lim
n→+∞

µa,b(A) = 0

et si :
e2a(n) � s(n) implique lim

n→+∞
µa,b(A) = 1 .

Remarquons tout d’abord que la fonction seuil d’une propri´eté n’est pas unique, c’est seule-
ment un ordre de grandeur. En effet, sis(n) est la fonction seuil deA, il en est de même pour
cs(n), où c est une constante strictement positive fixée. Cependant, nous parlerons abusivement
de “la” fonction seuil d’une propriété.
Le Théorème 3.2.1 affirme quen−d/k(η) est la fonction seuil de la propriétéXn(η) > 0, lorsque
k(η) est non nul. Le cas particulier de la configuration localeη0 formée uniquement de sommets
négatifs est à part : la propriétéXn(η

0) > 0 n’admet pas de fonction seuil. En effet, d’après le
Théorème 3.2.1, sa probabilité tend toujours vers1, quel que soit le comportement du potentiel de
surfacea(n). En d’autres termes,η0 sera asymptotiquement toujours présente dans le graphe. Ce
cas étant réglé, nous focaliserons désormais notre attention sur des configurations locales ayant
au moins un sommet dont le spin est positif.

La fonction seuil d’une réunion ou d’une intersection de propriétés dont les fonctions seuils
sont du typen−d/k s’obtient très simplement :

Propri été 3.2.3 Soientm un entier strictement positif etA1, . . . , Am des propríet́es du graphe
Gn dont les fonctions seuils respectivess1(n), . . . , sm(n) satisfont :

∀i = 1, . . . , m, ∃ki ∈ N∗, ∀n, si(n) = n−d/ki . (3.2.15)

Alors, les fonctions seuils, notées respectivements(n) etS(n), des propríet́es ŕeunion∪mi=1Ai et
intersection∩mi=1Ai sont donńees par les formules

s(n) = min
1≤i≤m

si(n) = n−d/min1≤i≤m ki

et
S(n) = max

1≤i≤m
si(n) = n−d/max1≤i≤m ki .

L’hypothèse (3.2.15) portant sur la forme des fonctions seuils est très forte et va grandement
faciliter la démonstration de la Propriété 3.2.3. Il estpossible de l’affaiblir tout en conservant le
fait que les fonctions seuilss(n) et S(n) sont obtenues comme le minimum et le maximum des
si(n). Néanmoins, toutes les fonctions seuils que nous rencontrerons dans cette étude seront du
typen−d/k et la Propriété 3.2.3 sera pleinement satisfaisante.
D’un point de vue dynamique, i.e. en visualisant la fonctionseuil d’une propriété comme le mo-
ment à partir duquel elle est satisfaite, la Propriété 3.2.3 s’interprète facilement. Une réunion de
propriétés est satisfaite dès que l’une d’entre elles est satisfaite alors que pour une intersection, il
faut attendre que chacune des propriétés le soit.
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Ces expressions des fonctions seuils de réunion et d’intersection de propriétés s’obtiennent natu-
rellement par le jeu d’inégalités élémentaires de probabilités.

Démonstration Commençons par la réunion. Supposons dans un premier temps quee2a(n) �
min1≤i≤m si(n). Ainsi, pour tout1 ≤ i ≤ m, on ae2a(n) � si(n) et donc la probabilitéµa,b(Ai)
tend vers0 quandn→ +∞, par définition de la fonction seuil. L’inégalité

µa,b(∪mi=1Ai) ≤
m∑

i=1

µa,b(Ai)

nous permet alors d’affirmer qu’il en est de même pour la probabilité de la réunion des propriétés
Ai. Inversement, supposons quee2a(n) � min1≤i≤m si(n). Le minimum des fonctions seuilssi(n)
sur l’ensemble (fini){1, . . . , m} est atteint en un indicei0. Par l’hypothèse (3.2.15), lessi(n) sont
toutes de la formen−d/ki . Ainsi, l’indice i0 est indépendant den et la fonctionsi0(n) = n−d/ki0

minimise lessi(n) pour toutn. Par conséquent,e2a(n) � si0(n) et la probabilité de la propriété
Ai0 , et donc aussi celle de la réunion∪mi=1Ai, tend vers1 quandn tend vers l’infini. Finalement,
d’après la Définition 3.2.2, la quantité

min
1≤i≤m

si(n) = n−d/min1≤i≤m ki

est la fonction seuil de la propriété∪mi=1Ai.
Le cas de l’intersection des propriétés relève de techniques similaires. Sie2a(n) � max1≤i≤m si(n),
il existe un indicei0 (indépendant den par l’hypothèse (3.2.15)) tel quee2a(n) � si0(n). Ceci
signifie que la quantitéµa,b(Ai0) tend vers0. La probabilité de l’intersection∩mi=1Ai admet donc
la même limite. Supposons maintenant quee2a(n) � max1≤i≤m si(n). Alors, lesm propriétés
A1, . . . , Am ont chacune une probabilité qui tend vers1. L’inégalité

1−
m∑

i=1

(1− µa,b(Ai)) ≤ µa,b(∩mi=1Ai)

entraı̂ne que c’est aussi le cas pour l’intersection∩mi=1Ai. D’après la Définition 3.2.2,

max
1≤i≤m

si(n) = n−d/max1≤i≤m ki

est la fonction seuil de la propriété∩mi=1Ai. �

Considérons alors une assertionψ(x) de la bouleB(x, r). Si l’assertion locale∃x, ψ(x) est in-
satisfiable alors sa probabilité est nulle. Dans le cas contraire et lorsque l’indicek(ψ) est non nul,
cette proposition admet une fonction seuil dont l’expression s’obtient très facilement en utilisant
la Propriété 3.2.3 et le Théorème 3.2.1.

Corollaire 3.2.4 Soitψ(x) une assertion de la bouleB(x, r) telle que l’assertion locale∃x, ψ(x)
soit satisfiable. Si l’indicek(ψ) de l’assertionψ(x) est nul alors la probabilit́e de∃x, ψ(x) tend
vers1 quandn tend vers l’infini. Sinon, la propriét́e∃x, ψ(x) admet une fonction seuil de la forme
n−d/k(ψ).
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Démonstration L’assertion locale∃x, ψ(x) étant satisfiable, elle est logiquement équivalente à
une disjonction finie de descriptions locales (voir la Section 3.1.2 pour plus de détails) :

∃x, ψ(x)↔
∨

D∈D(ψ)

∃x, D(x) .

Si l’indice k(ψ) est nul alors, par définition, il existe une description complète deD(ψ), disons
D0, dont l’indicek(D0) est nul lui aussi. Sa configuration locale associée n’est autre que la confi-
guration localeη0 formée uniquement de sommets négatifs. Nous avons déjàvu que la probabilité
deXn(η

0) > 0 tendait vers1 quandn → +∞, quelle que soit la valeur du potentiel de surface
a(n). Il en va donc de même pour la probabilité de la descriptionlocale∃x,D0(x) et pour l’as-
sertion locale∃x, ψ(x) puisque :

∃x, D0(x) → ∃x, ψ(x) .

Supposons maintenant quek(ψ) > 0. Par définition, les indices des descriptions complètes for-
mant l’ensembleD(ψ) sont eux aussi non nuls. Les relations (3.2.6) et (3.2.7) affirment alors que
la fonction seuil de la formule∃x,D(x), D ∈ D(ψ) estn−d/k(D). La Propriété 3.2.3 donne alors
la fonction seuil de l’assertion locale∃x, ψ(x) :

min
D∈D(ψ)

n−d/k(D) = n−d/(minD∈D(ψ) k(D)) = n−d/k(ψ) .

�

3.2.2 Commentaires et simulations

Cette section comporte quelques commentaires concernant l’expression de la fonction seuil de
la propriétéXn(η) > 0 donnée par le Théorème 3.2.1 et des simulations illustrant ce résultat.
Considérons une configuration localeη de la bouleB(0, r) ayant au moins un sommet positif, i.e.
telle quek(η) > 0. En d’autres termes, la propriétéXn(η) > 0 signifie :

“la configuration localeη apparaı̂t quelque part dans le graphe”.

Sa fonction seuil estn−d/k(η). Remarquons tout d’abord qu’elle ne dépend pas du nombre de
sommet négatifs formant la configuration localeη. Ceci est dû au fait que le potentiel de surface
a(n) est supposé négatif et que l’on s’intéresse au cas où il tend vers−∞. Il faut alors comprendre
que les sommets sont en très grande majorité négatifs et ce seront les quelques groupements de
sommets positifs qui vont réellement compter. D’ailleurs, le Théorème 3.2.1 s’étend aisément
par symétrie à toute valeur réelle du potentiel de surface a(n). En particulier, lorsquea(n) tend
vers+∞, c’est du nombre de sommets négatifs de la configuration locale η dont dépendra sa
présence dans le graphe. Notons pour celah(η) = |V−(η)| = β(r) − k(η) ce nombre. Toujours
sous l’hypothèse|b(n)| < b0, le Théorème 3.2.1 devient :
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(i) Si e2a(n)k(η)nd → 0 ou sie−2a(n)h(η)nd → 0 alors :

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(η)] = 0 et lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > 0) = 0 .

(ii) Si e2a(n)k(η)nd → +∞ et sie−2a(n)h(η)nd → +∞ alors :

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(η)] = +∞ et lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > 0) = 1 .

Autrement dit, lorsque le potentiel de surfacea(n) tend trop rapidement vers−∞ ou vers+∞
de telle sorte qu’il est difficile pour la mesureµa,b de garantir la présence locale dek(η) sommets
positifs ou deh(η) négatifs, la configuration localeη n’apparaı̂tra pas dans le graphe. En dehors
de ces deux cas extrêmes, donc pour la plupart des valeurs dea(n), au moins une occurrence de
η sera présente quelque part dans le graphe.
Pour la même raison que précédemment, i.e.a(n) < 0, la fonction seuil de la propriétéXn(η) > 0
ne dépend pas non plus du rayon de la boule sur laquelleη est définie. Par exemple, siζ désigne
la configuration locale de la bouleB(0, r + 1) obtenue à partir deη à laquelle est rajoutée une
ceinture de sommets négatifs alors les propriétésXn(ζ) > 0 etXn(η) > 0 ont la même fonction
seuiln−d/k(η). Nous détaillerons cette remarque à la fin de la Section 3.3.1. Le rayonr est donc
un paramètre fantôme : il ne sert qu’à assurer le caractère local de l’objetη.
Finalement, la fonction seuil deXn(η) > 0 ne dépend deη qu’à travers son nombrek(η) de
sommets positifs. Ceci sous-entend que toutes les configurations locales ayantk(η) sommets po-
sitifs ont la même fonction seuil, indépendamment de la g´eométrie de son ensemble de sommets
positifsV+(η). L’hypothèse portant sur le potentiel de paire|b(n)| < b0 est donc très forte. Elle
relativise l’importance des interactions entre les spins des sommets par rapport à l’action du po-
tentiel de surfacea(n). Cet effet apparaı̂t clairement dans la démonstration du Théorème 3.2.1,
précisément dans l’obtention de (3.2.8).
Remarquons cependant qu’il paraı̂t possible de contrôlerla probabilité d’apparition deη dans le
graphe sans pour autant imposer au potentiel de paireb(n) d’être borné. Introduisons à cet effet
la quantitéQa,b(η) définie par :

Qa,b(η) = sup
σ∈W δB(x,r)

µa,b(I
η
x = 1|σ)

Dans la démonstration du Théorème 3.2.1, l’indépendance deQa,b(η) en le sommetx a été sou-
lignée. De plus, il a été prouvé que

µa,b(Xn(η) > 0) ≤ ndQa,b(η)

et que
µa,b(Xn(η) = 0) ≤ e−Cn

dQa,b(η) .

Ainsi, toutes conditions portant sur les potentielsa(n) etb(n) assurant la convergence de la quan-
titéQa,b(η) vers0 ou+∞ impliquent celle de la probabilitéµa,b(Xn(η) > 0) respectivement vers
0 et1. Celles explicitées dans le Théorème 3.2.1 conduisent `a un phénomène de seuil.
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Il s’agit désormais d’adopter un point de vue dynamique en interprétant les fonctions seuils
des propriétésXn(η) > 0, η ∈ Cr, comme les moments d’apparition de groupements ou d’amas
dek(η) sommets positifs. Faisons croı̂tre, tel un curseur, le potentiel de surfacea(n) depuis−∞
jusqu’à0. Au fur et à mesure quea(n) croı̂t, e2a(n) traverse les fonctions seuils des propriétés
Xn(η) > 0 et des configurations locales avec de plus en plus de sommets positifs apparaissent.
Lorsquee2a(n) � n−d, le potentiel de surface tend trop rapidement vers−∞ pour autoriser ne
serait-ce qu’un sommet à avoir un spin positif : tous les sommets sont négatifs. Lorsquee2a(n)

est de l’ordre den−d/2 (voir la Figure 3.4), les configurations locales vérifiantk(η) = 1, i.e.
correspondant aux sommets positifs isolés, sont déjà présentes dans le graphe, et ce depuisn−d.
Augmentons encore le curseura(n) jusqu’à ce quee2a(n) soit de l’ordre den−d/3 (voir la Figure
3.5). C’est le moment d’apparition des configurations locales ayantk(η) = 3 sommets positifs :
elles peuvent ou non être présentes dans le graphe, le Théorème 3.2.1 ne précisant pas la situa-
tion dans ce cas précis. Il stipule néanmoins que celles ayant1 ou 2 sommets positifs sont déjà
présentes et que celles en ayant4 n’arriveront qu’après, précisément lorsquee2a(n) traversera la
valeurn−d/4 (voir la Figure 3.6).
Dans le but d’évaluer visuellement l’apparition des sommets positifs (ou pixels noirs), les trois
simulations suivantes sont de taille raisonnable :n = 100. Même si son influence sur le moment
d’apparition des configurations locales est asymptotiquement nulle, le potentiel de paire agit de
manière significative à taille fixée et en particulier lorsque celle-ci n’est pas très grande (voir la
Figure 2.2). C’est la raison pour laquelle, nous l’avons choisi faible : b = 0.05.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

.

FIG. 3.4 – Apparition des configurations locales ayantk(η) = 2 pixels noirs :e2a = n−d/2 (i.e.
a ' −2.3).
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FIG. 3.5 – Apparition des configurations locales ayantk(η) = 3 pixels noirs :e2a = n−d/3 (i.e.
a ' −1.535).
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FIG. 3.6 – Apparition des configurations locales ayantk(η) = 4 pixels noirs :e2a = n−d/4 (i.e.
a ' −1.15).
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D’après le Théorème 3.2.1, les configurations locales ayant strictement plus de4 sommets
positifs ne devraient pas apparaı̂tre dans la Figure 3.6. Cedevrait être le cas de la configuration
localeηc de la Figure 3.7 représentant une croix formée de5 sommets positifs. On peut en effet
le vérifier visuellement.

FIG. 3.7 – Une configuration locale de la boule de rayonr = 2 (en4-connexité) ayant5 pixels
noirs ou sommets positifs.

La probabilité (asymptotique) d’apparition de la configuration localeηc doit vérifier un phénomène
de seuil : elle doit être proche de0 avant la fonction seuil de la propriétéXn(ηc) > 0 et proche de
1 après. Nous désirons mettre en valeur par l’expérience le saut de la quantitéµa,b(Xn(ηc) > 0)
de 0 vers1. Comme précédemment, le potentiel de paire est choisi raisonnable (b = 0.05). Le
phénomène de seuil étant asymptotique, il est nécessaire de choisir la taille du graphe assez grande
(n = 900). Dès lors la fonction seuil deXn(ηc) > 0 est atteinte pour un potentiel de surface sa-
tisfaisant

e2a(n) = n−d/5 ,

i.e. a(n) ' −1.36 (avecd = 2). Pour chaque valeur du potentiela parcourant le segment
[−1.6,−0.8] avec un pas de+0.05 (soit 17 valeurs)50 réalisations de la mesureµa,b sont si-
mulées. Pour chacune d’entre elles, un programme détermine si la configuration localeηc y est
présente ou non. La proportion des50 simulations contenantηc est reportée dans la Figure 3.8 :
une courbe affine par morceaux est obtenue. Remarquons que jusqu’àa = −1.45, aucune des
50 simulations deµa,b ne contientηc et qu’à partir dea = −0.9, elles la contiennent toutes. Le
phénomène de seuil annoncé par la théorie n’est pas très net : il s’étale en effet dea = −1.45
à a = −0.9. Ceci s’explique par le fait que les résultats théoriquessont asymptotiques. Les ex-
pressions “avant” et “après” le seuil, i.e.e2a(n) � n−d/k(ηc) et e2a(n) � n−d/k(ηc), n’ont que peu
de sens àn fixé. De plus, le seuil mis en relief par la Figure 3.8 paraı̂tdécalé par rapport à la
valeur attendue du potentiel de surfacea(n) ' −1.36. En d’autres termes, la configuration lo-
caleηc apparaı̂t plus tard que prévu. Nous sommes face à un probl`eme global de notre étude :
les capacités informatiques limitent les simulations du modèle d’Ising à des tailles de l’ordre
de n = 103. Or, pour cette taille, le potentiel de surfacea(n) satisfaisante2a(n) = n−2/5, i.e.
a(n) = − log(n)/5, reste proche de0. Cette valeur du potentiel de surface illustre mal le contexte
théoriquea(n)→ −∞ pour lequel nos résultats sont valables.

Terminons cette section en remarquant que seul l’ordre de grandeurnd du cardinal de l’en-
semble de sommetsVn compte dans l’obtention de la fonction seuil de la propriétéXn(η) > 0.
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FIG. 3.8 – Un graphique représentant la proportion de simulations deµa,b (parmi 50) qui
contiennent la configuration localeηc en fonction du potentiel de surfacea (avecd = 2, b = 0.05
etn = 900).

SoitUn un sous-ensemble deVn dont le cardinal satisfait

log |Un|
log nd

→ 1 .

Alors, la fonction seuil pour la présence de la configuration localeη dans la restriction du graphe
Gn à l’ensembleUn sera la même que dans le grapheGn tout entier. Cet argument implique une
certaine densité des occurrences de la configuration locale η ; il y en a partout dans le graphe.
En effet, dès quee2a(n) � n−d/k(η), tout demi-côneUn contiendra au moins une copie deη. Une
autre conséquence concerne leur nombreXn(η). En choisissant autant de demi-cônesUn deux à
deux disjoints que nécessaire, la variable aléatoireXn(η) dépassera tout entierm fixé avec une
probabilité qui tend vers1. Ce résultat sera démontré dans la prochaine section en s’appuyant
davantage sur des inégalités du type (3.2.10) et (3.2.12)que sur des considérations spatiales.

3.2.3 Tentative d’extensioǹa plusieurs couleurs

En termes d’images, le Théorème 3.2.1 certifie la présence ou l’absence d’une sous-image
de taille fixée dans une image binaire de taille infinie (tir´ee selon la mesureµa,b) en fonction du
potentiel de surfacea = a(n). Une question naturelle consiste à savoir si ce résultat s’étend au cas
d’images à plusieurs couleurs. L’ensemble des images enm couleurs serait alors en bijection avec
le nouvel ensemble de configuration{0, . . . , m− 1}Vn : à chaque sommet ou pixel est attribué un
entier compris entre0 etm−1, sa couleur. C’est par la négative que cette section prétend répondre
à la question précédente. Plus que les techniques probabilistes mises en jeu dans la Section 3.2.1,
c’est la notion de seuil qui fera réellement défaut.
Il n’est pas nécessaire d’introduire un modèle de dépendance entre les sommets représentant
nos images àm couleurs (tel que la FK-percolation ou le modèle de Potts) puisque des problèmes
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interviendront déjà dans le cas indépendant et pour seulementm = 3 couleurs. Dans cette section,
l’ensemble des images à3 couleursXn = {0, 1, 2}Vn est muni de la mesure de probabilitéµp0,p1
définie par :

∀σ ∈ Xn, µp0,p1(σ) =
∏

i=0,1,2

p
|{x, σ(x)=i}|
i , (3.2.16)

où lespi sont liés par la relationp0 + p1 + p2 = 1. En d’autres termes, à chaque sommet est
attribué la valeur0, 1 ou 2 respectivement avec probabilitép0, p1 ou p2 = 1 − p0 − p1, et ce de
manière indépendante. La relationp0 + p1 + p2 = 1 liant les réelsp0, p1 et p2 fait que la mesure
définie par (3.2.16) ne dépend réllement que de deux d’entre eux, par exemplep0 et p1. C’est
pourquoi le paramètrep2 est omis de l’écritureµp0,p1, ainsi que de son espéranceIEp0,p1.
La plupart des notations introduites auparavant sont conservées, notamment la structure de graphe
ainsi que la distancedist. Soit η une configuration locale de la bouleB(0, r). Notonsk0, k1 et
k2 = β(r)−k0−k1 respectivement le nombre de sommets deB(0, r) ayant la valeur0,1 et2. Nous
les supposerons strictement positifs. Notons, par analogie avec les sections antérieures,Xn(η) le
nombre d’occurrences deη dans le graphe. A la différence du cas général (b non nécessairement
nul), son espérance contre la mesureµp0,p1 se calcule explicitement :

IEp0,p1[Xn(η)] = nd pk00 p
k1
1 p

k2
2 .

Toutefois, les variables indicatricesIηx (de loi de Bernoulli de paramètrepk00 p
k1
1 p

k2
2 ) ne sont pas

indépendantes : penser aux indicatricesIηx etIηx dont les boulesB(x, r) etB(y, r) se chevauchent.
Les paramètresp0, p1 ou p2 vont dépendre de la taillen. Dans la Section 3.2.1, le contrôle uni-
forme enσδB(x,r) de la quantiténdµa,b(Iηx = 1|σδB(x,r)) nous donnait la limite de la probabilité
pourXn(η) d’être positive. C’est encore vrai avec plusieurs couleurs à ceci près que dans le cas
indépendant la probabilité conditionnelle précédente n’est autre que l’espérance deXn(η).

Proposition 3.2.5 Sous les hypoth̀eses pŕećedentes :
(i) si IEp0,p1[Xn(η)]→ 0 alorsµp0,p1(Xn(η) > 0)→ 0 ;
(ii) si IEp0,p1[Xn(η)]→ +∞ alorsµp0,p1(Xn(η) > 0)→ 1.

Les arguments permettant de démontrer ce résultat ont déjà été présentés et utilisés. La démonstration
suivante sera donc très succinte. La comparaison de cette démonstration avec celle du Théorème
3.2.1 souligne la difficulté issue de la dépendance entre les sommets.

Démonstration La partie(i) repose sur le fait que la probabilitéµp0,p1(Xn(η) > 0) est majorée
par l’espérance deXn(η).
Passons au(ii). Nous ferons encore une fois appel au sous-ensemble de sommets Tn et à la
variableX̃n(η), tous deux introduits lors de la démonstration du Théorème 3.2.1. Il suffit de
montrer queµp0,p1(X̃n(η) = 0) tend vers0 quandn tend vers l’infini. C’est très simple dans le cas
indépendant puisquẽXn(η) suit la la loi binomiale de paramètresτn etp0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2 :

µp0,p1(X̃n(η) = 0) =
(
1− p0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2

)τn

≤ exp
{
−τnp0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2

}

≤ exp {−C ′IEp0,p1[Xn(η)]} ,
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en utilisant le fait queτn ≥ C ′nd. �

La symétriep < 1/2 était liée au cas binaire. Avec plusieurs couleurs, il nous faudra étudier la
quantitéµp0,p1(Xn(η) > 0) pour toute valeur du triplet(p0, p1, p2) ∈]0, 1[3. Dans le cas binaire,
lorsquep(n) tendait trop rapidement vers0 ou vers1, aucune copie deη n’apparaissait dans le
graphe. Ce résultat subsiste dans le cas de plusieurs couleurs.

Proposition 3.2.6 Supposons qu’il existe un indicei ∈ {0, 1, 2} tel que :

pi(n)� n−d/ki ou 1− pi(n)� n−d/(β(r)−ki) .

Alors, la probabilit́eµp0,p1(Xn(η) > 0) tend vers0 quandn tend vers+∞.

Démonstration Dans un premier temps, supposons par exemple quep0(n)� n−d/k0 . Alors :

IEp0,p1[Xn(η)] = ndp0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2 ≤ ndp0(n)k0

qui tend vers0 lorsquen→ +∞. On conclut par la Proposition 3.2.5.
Passons à la deuxième alternative. Supposons par exempleque1 − p2(n) � n−d/(β(r)−k2). Ceci
implique que la quantité

nd × (p0(n) + p1(n))k0+k1 = nd
k0+k1∑

l=0

(
k0 + k1

l

)
p0(n)lp1(n)k0+k1−l

tend vers0. La somme ci-dessus étant finie et à termes positifs, on en déduit que chacun de ses
termes tend vers0. En particulier pourl = k0 il vient :

lim
n→+∞

ndp0(n)k0p1(n)k1 = 0 .

Or, cette dernière quantité majore l’espérance deXn(η). On conclut une fois de plus par la Pro-
position 3.2.5. �

Les Propositions 3.2.5 et 3.2.6 nous portent à croire que l’extension à3 couleurs est possible.
Nous venons en effet de distinguer une zone de non-apparition de la configuration localeη (voir
la Figure 3.9).

Il conviendrait alors de prouver que lorsque

∀i = 0, 1, 2, pi(n)� n−d/ki et 1− pi(n)� n−d/(β(r)−ki) (3.2.17)

alors avec une probabilité qui tend vers1, η est présente dans le graphe. Il est facile de vérifier que
c’est vrai lorsqu’un seul des3 paramètresp0, p1 etp2 tend vers0. Malheureusement, cela devient
faux lorsque deux despi tendent simultanément vers0. Cette éventualité est intrinsèquement
liée aux cas des images à (au moins)3 couleurs pour lesquelles il y a (au moins)2 paramètres
à contrôler. Dès lors, la situation peut-être complexe; il n’y a plus deux zones distinctes (une
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0p0(n)1
0

p1(n)
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p2(n)

1
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FIG. 3.9 – Le triangle représente l’ensemble des triplets(p0, p1, p2) dont la somme est égale à
1. Une zone de non-apparition de la configuration localeη est délimitée selon les conditions de
la Proposition 3.2.6. Le triplet(p0(n), p1(n), p2(n)) tel quep0(n) = n−dε/k et p1(n) = n−dε′/k

avec0 < ε, ε′ < 1, ε′ < 1/2 et k0 = k1 = k n’appartient pas à cette zone. Ses deux premières
coordonnées tendent toute fois vers0.

zone d’apparition deη et une zone de non-apparition deη) séparées par une “courbe seuil”.
Nous allons en effet exhiber deux triplets(p0(n), p1(n), p2(n)) satisfaisant (3.2.17) tels que la
probabilitéµp0,p1(Xn(η) > 0) tende vers1 pour le premier et vers0 pour le second.
Posons quek0 = k1 = k > 0 et p0(n) = n−dε/k, p1(n) = n−dε′/k où ε et ε′ sont des réels
strictement positifs. Les deux paramètresp0(n) etp1(n) tendent donc vers0. On a par conséquent
1 − p0(n) � n−d/(β(r)−k0), 1 − p1(n) � n−d/(β(r)−k1) et mêmep2(n) � n−d/k2 puisque, la
somme despi valant1, le paramètrep2(n) tend donc nécessairement vers1. Les conditionsε < 1
et ε′ < 1 impliquent quep0(n) � n−d/k0 et quep1(n) � n−d/k1 . Il ne reste plus qu’une seule
condition à vérifier :

nd(1− p2(n))β(r)−k2 = nd(p0(n) + p1(n))k0+k1

= nd
(
n−dε/k + n−dε′/k

)2k

= nd(1−2ε′)
(
n
d
k
(ε′−ε) + 1

)2k

≥ nd(1−2ε′) ,

qui tend vers+∞ dès queε′ < 1/2. En résumé, le triplet(p0(n), p1(n), p2(n)) pour lequel
p0(n) = n−dε/k et p1(n) = n−dε′/k avec0 < ε, ε′ < 1 et ε′ < 1/2, satisfait les6 conditions de
(3.2.17) (voir la Figure 3.9).
Concentrons-nous alors sur la probabilité d’apparition de la configuration localeη dans le graphe :
µp0,p1(Xn(η) > 0). Nous allons montrer qu’elle tend vers1 si ε+ ε′ < 1 et vers0 si ε+ ε′ > 1.
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Puisquep2(n) tend vers1, il est supérieur à1/2 à partir d’un certain rang. Ainsi :

IEp0,p1[Xn(η)] ≥ nd2−k2p0(n)k0p1(n)k1

≥ 2−k2nd(1−ε−ε
′) ,

qui tend vers+∞ dès queε+ ε′ < 1. La Proposition 3.2.5 entraı̂ne alors queµp0,p1(Xn(η) > 0)
tend vers1. Parallèlement, on peut écrire :

IEp0,p1[Xn(η)] ≤ ndp0(n)k0p1(n)k1

≤ nd(1−ε−ε
′) ,

qui tend vers0 dès queε+ε′ > 1. La Proposition 3.2.5 entraı̂ne alors queµp0,p1(Xn(η) > 0) tend
cette fois vers0.

3.3 Loi du 0-1 à potentiels variables

Dans la Section 3.3.1, le comportement asymptotique du nombre de copies de la configura-
tion localeη sera précisé : la Proposition 3.3.1 stipule que la variable aléatoireXn(η) converge
en probabilité vers+∞ lorsquee2a(n) � n−d/k(η). Ce résultat sera utile dans l’obtention de la
fonction seuil des formules locales basiques (voir la Proposition 3.3.3 de la Section 3.3.2). La loi
du0-1 (Théorème 3.3.4) s’en déduira alors aisément.

3.3.1 Comportement asymptotique deXn(η)

Soit η une configuration locale de la bouleB(0, r) ayantk(η) > 0 sommets positifs et sup-
posons le potentiel de paireb(n) borné. D’après le Théorème 3.2.1, sie2a(n) � n−d/k(η) alors la
variableXn(η) converge en probabilité vers0. Au contraire, sie2a(n) � n−d/k(η) alors au moins
une copie deη sera asymptotiquement présente dans le graphe :

lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > 0) = 1 .

La Proposition 3.3.1 va préciser la situation.

Proposition 3.3.1 Supposons que pour toutn, a(n) < 0 et qu’il existe une constanteb0 > 0 telle
que|b(n)| < b0. Si de pluse2a(n) � n−d/k(η) alorsXn(η) converge en probabilité vers+∞.

DémonstrationIl s’agit de montrer que, pour tout entierm, la probabilité pour queXn(η) dépasse
m tend vers1 quandn tend vers l’infini :

∀m, lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > m) = 1 .

Pour ce faire, nous réutiliserons quelques objets et notations de la démonstration du Théorème
3.2.1, notamment le sous-ensemble de sommetsTn, de cardinalτn, et la variable aléatoirẽXn(η)
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comptant le nombre de copies de la configuration localeη apparaissant sur les boules de centre
un élément deTn. PuisqueX̃n(η) ≤ Xn(η), il suffit de montrer que, pour tout entierm,

lim
n→+∞

µa,b(X̃n(η) ≤ m) = 0 . (3.3.18)

Au cours de la démonstration du Théorème 3.2.1, nous avons constaté d’une part que les événements
Iηx = 1 etIηx′ = 1, x, x′ ∈ Tn, étaient indépendants conditionnellement à la tribuF(δTn) et d’autre
part, que les variablesµa,b(Iηx = 1|F(δTn)) étaient bornées, uniformément enx ∈ Tn. La limite
(3.3.18) et donc également la Proposition 3.3.1 reposent sur ces deux remarques. En effet, la
distribution deX̃n(η) conditionnellement àF(δTn) peut s’interpréter comme la somme deτn
indicatrices indépendantes, identiquement distribuées et dont la probabilité de valoir1 vérifie :

lim
n→+∞

τn × µa,b (Iηx = 1|F(σ)) = +∞ ,

uniformément en la configurationσ surδTn.
Plus précisément, il a été démontré qu’il existait des constantesK ∈ R etC > 0 telles que pour
tout sommetx et pour toute configurationσ ∈W δB(x,r), on ait :

e2a(n)k(η)−K ≥ µa,b(I
η
x = 1|σ) ≥ Ce2a(n)k(η) . (3.3.19)

Soient0 ≤ l ≤ m etσ ∈W δTn . L’utilisation de (3.2.13) et (3.2.14) permet d’écrire laprobabilité
conditionnelleµa,b(X̃n(η) = l|σ) de la manière suivante :

µa,b(X̃n(η) = l|σ) =
∑

x1,...,xl∈Tn

l∏

i=1

µa,b(I
η
xi

= 1|σδB(xi,r))
∏

x∈Tn
x 6=x1,...,xl

(
1− µa,b(Iηx = 1|σδB(x,r))

)
.

Les inégalités (3.3.19) donnent alors :

µa,b(X̃n(η) = l|σ) ≤
(
τn
l

)
el(2a(n)k(η)−K)

(
1− Ce2a(n)k(η)

)τn−l

≤ τ ln
l!
el(2a(n)k(η)−K)e−(τn−l)Ce2a(n)k(η)

.

Enfin, le cardinal de l’ensembleTn satisfaisantC ′nd ≤ τn ≤ nd, C ′ étant une constante stricte-
ment positive, on obtient une nouvelle majoration :

µa,b(X̃n(η) = l|σ) ≤ e−lK

l!

(
nde2a(n)k(η)

)l
e−(C′nd−l)Ce2a(n)k(η)

≤ el(C−K)

l!
θlne

−C′θn ,

où θn est simplement la quantiténde2a(n)k(η). Comme par hypothèseθn tend vers+∞, la proba-
bilité conditionnelleµa,b(X̃n(η) = l|σ) tend vers0 et il en va de même pourµa,b(X̃n(η) ≤ m|σ).
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De plus, cette convergence est uniforme en la configurationσ ∈ W δTn . C’est ce point essentiel
qui nous permet de passer à l’espérance et d’obtenir la limite désirée (3.3.18) :

µa,b(X̃n(η) ≤ m) = IEa,b

[
µa,b

(
X̃n(η) ≤ m|F(δTn)

)]
→ 0 .

�

SoitR ≥ r. La couronneC(x, r, R) est l’ensemble des sommets défini par :

C(x, r, R) = {y ∈ Vn, r < dist(y, x) ≤ R} .

Considérons alors la configuration locale notéeζ de la bouleB(0, R) obtenue à partir deη à
laquelle est rajoutée une couronne de sommets négatifs.

ζ(x) =

{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si x ∈ C(0, r, R) .

Les configurations localesη et ζ ont le même nombre de sommets positifs :k(η) = k(ζ). Les
propriétésXn(η) > 0 etXn(ζ) > 0 ont donc la même fonction seuiln−d/k(η). Supposons par
ailleurs que le potentiel de surface satisfassee2a(n) � n−d/k(η). D’après la Proposition 3.3.1, le
graphe contient autant de copies deη et deζ que l’on désire. De plus, la réalisation deζ en une
bouleB(x,R) implique celle deη enB(x, r) :

Iζx = 1 ⇒ Iηx = 1 ,

la réciproque étant fausse en général. Par conséquent, parmi toutes les copies deη présentes dans
le graphe, il y en a autant que l’on veut qui soient chacunes aussi isolées que l’on veut, i.e. cernées
par une couronneC(x, r, R) de sommets négatifs. En particulier, il y en a autant que l’on veut qui
soient chacune aussi éloignée que l’on veut de toutes autres copies deη. Cette remarque est
fausse pour deux copies quelconques deη. En effet, deux occurrences de la configuration locale
η peuvent même se chevaucher, i.e. se réaliser sur des boules non disjointes, si le potentiel de
surfacea(n) le permet.
En plus dee2a(n) � n−d/k(η), nous supposerons quea(n) n’est pas trop grand, concrètement
e2a(n) � n−d/(k(η)+1). Observons alors que sous ces hypothèses, l’inégalité (toujours vraie)
Xn(ζ) ≤ Xn(η) devient avec une probabilité qui tend vers1 une égalité. NotonsCηR l’ensemble
des configurations locales de la bouleB(0, R) dont la restriction à la bouleB(0, r) est exactement
η. La configurationζ définie plus haut est le seul élément deCηR ayantk(ζ) = k(η) sommets posi-
tifs. L’événementXn(η) > Xn(ζ) implique la réalisation localisée d’au moinsk(η) + 1 sommets
positifs :

Xn(η) > Xn(ζ) ⇒
⋃

ζ′∈CηR\{ζ}

{Xn(ζ
′) > 0} .

Soit ζ ′ ∈ CηR \ {ζ}. La fonction seuil de la propriétéXn(ζ
′) > 0 estn−d/k(ζ′) et, par la Propriété

3.2.3, celle de la réunion ⋃

ζ′∈CηR\{ζ}

{Xn(ζ
′) > 0}
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vaut
min

ζ′∈CηR\{ζ}
n−d/k(ζ′) = n−d/(k(ζ)+1) .

Puisquee2a(n) � n−d/(k(η)+1), la probabilité

µa,b(Xn(η) > Xn(ζ)) ≤ µa,b




⋃

ζ′∈Cη
R
\{ζ}

{Xn(ζ
′) > 0}





tend vers0 quandn tend vers l’infini. Finalement, sous les hypothèsesn−d/k(η) � e2a(n) �
n−d/(k(η)+1), deux occurrences quelconques deη sont aussi éloignées l’une de l’autre que l’on
veut. Dans la Section 4.4, nous étudierons plus en détail cette situation.
Nous venons en particulier de montrer que tout groupement d’au moinsk(η)+1 sommets positifs
est asymptotiquement improbable dès quee2a(n) � n−d/(k(η)+1). Cet argument fera l’objet du
Lemme 4.1.1 et sera à la base de la plupart des résultats du Chapitre 4.

3.3.2 Fonction seuil d’une formule locale basique

Considéronsm assertions locales∃x, ψi(x), i = 1, . . . , m de fonctions seuils respectives
n−d/k(ψi). D’après la Propriété 3.2.3, leur conjonction

Ψ ↔ ∃x1 . . .∃xm
∧

1≤i≤m

ψi(xi)

admet pour fonction seuil la quantitén−d/maxi k(ψi). En imposant aux boulesB(xi, r) d’être deux
à deux disjointes, on fait de la propositionΨ une formule locale basique. La Proposition 3.3.3
affirme que cette opération ne modifie pas sa fonction seuil.C’est dans cette optique qu’est défini
l’ indiced’une formule locale basique.

Definition 3.3.2 SoitL la formule locale basique d́efinie par :

∃x1 . . .∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

ψi(xi)

)
. (3.3.20)

Si L n’est pas satisfiable, nous poseronsk(L) = +∞. Supposons queL est satisfiable. Pour
chaquei = 1, . . . , m, notons

D(ψi) = {Di,1, . . . , Di,di} (3.3.21)

l’ensemble de d́efinition de l’assertionψi. L’ indicede la formule locale basiqueL, not́ek(L), est
défini par :

k(L) = max
1≤i≤m

min
1≤j≤di

k(Di,j) . (3.3.22)

Le cas d’une formule locale basique insatisfiable n’a que peud’intérêt. Sa probabilité est tou-
jours nulle. Dans le cas contraire, la Proposition 3.3.3 fournit sa fonction seuil :
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Proposition 3.3.3 Supposons que pour toutn, a(n) < 0 et qu’il existe une constanteb0 > 0
telle que|b(n)| < b0. SoitL une formule locale basique satisfiable. Si son indicek(L) est nul, sa
probabilité tend vers1. Sinon,L admet une fonction seuil de la formen−d/k(L).

Démonstration Considérons la formule locale basique définie par (3.3.20). Par définition d’une
fonction seuil, il s’agit de prouver que la probabilité de la formule locale basiqueL tend vers
0 lorsquee2a(n)k(L)nd tend vers0 (ce cas sous-entend que son indicek(L) est non nul), et
qu’elle tend vers1 lorsquee2a(n)k(L)nd tend vers+∞. Commençons par la première alternative.
Décomposons la propositionL à l’aide des descriptions complètesDi,j (voir (3.3.21)) :

L ↔ ∃x1 . . .∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

∨

1≤j≤di

Di,j(xi)

)
.

Il existe un indicei0 ∈ {1, . . . , m} tel quek(L) = k(ψi0) > 0. Par le Corollaire 3.2.4, la fonction
seuil de∃x, ψi0(x) estn−d/k(ψi0 ). Si e2a(n)k(L)nd tend vers0, i.e. sie2a(n) � n−d/k(ψi0 ) alors la
probabilité de cette assertion locale tend vers0. L’implication logique

L → ∃x, ψi0(x)

entraı̂ne queµa,b(L) tend elle aussi vers0.
Inversement, pour chaque1 ≤ i ≤ m, choisissons une description complète, disonsDi, apparte-
nant àD(ψi) d’indice minimal, i.e. satisfaisantk(Di) = k(ψi). Par définition, l’indicek(L) de la
formule locale basiqueL est simplement égal au maximum desk(Di), i = 1, . . . , m.
Une fois de plus, l’ensemble de sommetsTn introduit dans la démonstration du Théorème 3.2.1
(voir la Figure 3.3) sera utilisé. La propositionL

′
suivante

L
′ ↔ ∃x1 . . .∃xm

(
∧

1≤i≤m

xi ∈ Tn
)
∧
(

∧

1≤i<j≤m

xi 6= xj

)
∧
(
∧

1≤i≤m

Di(xi)

)

implique la formule locale basiqueL. Pour i = 1, . . . , m, considérons la configuration locale
ηi ∈ Cr de la bouleB(0, r) associée à la description complèteDi. NotonsX̃n(ηi) la variable
aléatoire comptant les occurrences deηi apparaissant sur des boules centrées en les sommets de
Tn :

X̃n(ηi) =
∑

x∈Tn

Iηix .

Que les descriptions complètesDi (ou les configurations locales associéesηi) soient deux à deux
différentes ou non (voire même toutes égales), l’événement

m∧

i=1

{
X̃ηi
n ≥ m

}

implique la propositionL
′

et donc également la formule locale basiqueL. Sous l’hypothèse
e2a(n)k(L)nd → +∞, il s’agit donc de montrer que sa probabilité tend vers1, ou ce qui revient au
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même que celle de chaque événementX̃ηi
n ≥ m tend vers1. Fixons donc un tel indicei. Puisque

k(Di) ≤ k(L), la quantitée2a(n)k(Di)nd tend elle aussi vers+∞ (a(n) est négatif). Les condi-
tions d’application de la Proposition 3.3.1 sont donc réunies. Il a justement été prouvé lors de sa
démonstration que :

lim
n→+∞

µa,b(X̃
ηi
n ≥ m) = 1 .

�

La Proposition 3.3.3 affirme qu’à condition que le potentiel de surfacea(n) (ou plutôte2a(n))
évite les fonctions du typen−d/k, oùk ∈ N∗, la probabilité de toute formule locale basique tend
vers0 ou1. Par la Proposition 3.1.9, i.e. en utilisant le théorème de Gaifman (Théorème 3.1.8), il
en va de même pour toute formule de la logique du premier ordre. C’est la loi du0-1 à potentiels
de surface et de paire variables.

Théorème 3.3.4Supposons que pour toutn, a(n) < 0 et qu’il existe une constanteb0 > 0 telle
que|b(n)| < b0. Si

∀k = 1, 2, . . . , lim
n→+∞

e2a(n)n
d
k = 0 ou +∞ ,

alors pour toute formuleA ∈ L1(R) de la logique du premier ordre

lim
n→+∞

µa,b(A) = 0 ou1 .

Ce résultat s’interprète d’un point de vue dynamique comme suit. Lorsqu’on augmente gra-
duellement le potentiel de surfacea(n) depuis−∞ jusqu’à0, on voit apparaı̂tre dans le grapheGn

de nouvelles propriétés uniquement lorsquee2a(n) traverse les fonctions seuilsn−d/k. En dehors
de ces fonctions seuils et en ce qui concerne la logique du premier ordre, il ne se passe rien.

Le Théorème 3.3.4 est l’analogue de la loi du0-1 de Shelah et Spencer [71] pour les graphes
aléatoires : sip(n) = n−α, oùα est irrationnel alors, pour toute formule de la logique du premier
ordreA,

lim
n→+∞

IP(G(n, p(n)) vérifieA) = 0 ou 1 ,

la notation usuelleG(n, p) désignant le modèle probabiliste du graphe aléatoire àn sommets et
dans lequel chaque arête apparaı̂t avec probabilitép, indépendamment les unes des autres (voir
par exemple [74]). Cette loi du0-1 utilise un résultat de logique antérieur au Théorème 3.1.8 et
également dû à Gaifman [32]. Celui-ci fait intervenir une nouvelle catégorie de formules : lesex-
tensions. Il dit que toute proposition de la logique du premier ordre ou son contraire est impliquée
par une conjonction finie d’extensions. Sa démonstration est basée sur le jeu d’Ehrenfeucht [25]
(voir [23] p. 44 et [74] p. 318 pour le cas des graphes). Par conséquent, la loi du0-1 est vraie dès
que la probabilité de toute extension tend vers1. Shelah et Spencer prouvent que cette condition
suffisante est satisfaite lorsquep(n) = n−α, α /∈ Q (voir [71] mais aussi [72, 73] et [74] p. 315).
Dans notre modèle (cf. Section 3.1.1), cette condition n’est pas satisfaite. En effet, certaines ex-
tensions sont insatisfiables et donc de probabilité nulle.Le théorème de Gaifman de 1964 [32]
n’est donc plus d’aucune utilité. C’est la raison pour laquelle nous avons eu recours dans notre
étude à un second résultat de Gaifman [33], datant de 1982, qui, plus qu’une implication, fournit
une équivalence logique pour toute formule de la logique dupremier ordre.





Chapitre 4

Approximations poissonniennes

Le chapitre précédent a eu pour objet l’étude de la présence d’une configuration localeη
donnée dans le grapheGn. Un phénomène de seuil pour la propriétéXn(η) > 0 a été exhibé :
lorsquee2a(n)nd/k(η) → 0, sa probabilité tend vers0 et lorsquee2a(n)nd/k(η) → +∞, elle tend
vers1. Il a même été démontré que dans ce dernier cas le nombrede copiesXn(η) convergeait en
probabilité vers+∞. Naturellement, nous aimerions désormais savoir ce qui sepasse à la fonc-
tion seuil, i.e. lorsque le rapporte2a(n)nd/k(η) tend vers vers une constantec > 0. La configuration
localeη est-elle présente dans le graphe ? Avec quelle probabilit´e ? Autrement dit, que peut-on
dire de la loi de la variableXn(η) ?
Dans ce chapitre, nous répondrons précisément à ces questions. Le comportement asymptotique
du nombre de copies de la configuration localeη sera étudié dans la Section 4.2 : la variable
aléatoireXn(η) converge en loi vers une loi de Poisson (Théorème 4.2.1). La vitesse à laquelle
s’effectue cette convergence sera mesurée dans la Section4.3 en termes de distance en varia-
tion totale. Les résultats de ces deux sections ont fait l’objet d’un article soumis [11]. Nous nous
sommes intéressé dans la Section 4.4 à savoir à quelle distance d’une occurrence fixée deη se
trouvaient les plus proches sommets positifs. Enfin, des résultats supplémentaires concernant le
cas indépendant (b = 0), notamment une approximation poissonnienne pour les formules locales
basiques, sont exposés dans la Section 4.5.
La majorité des démonstrations de ce chapitre repose sur un résultat essentiel (Proposition 4.1.3)
auquel la Section 4.1 est consacrée. C’est un contrôle de la probabilité conditionnelleµa,b(Iηx =
1|F(δB(x, r))) faisant intervenir le périmètreγ(η) de la configuration localeη à travers le po-
tentiel de paireb. C’est pourquoi ce dernier sera supposé fixé durant tout cechapitre. Ainsi, seul
le potentiel de surface sera autorisé à dépendre de la taille n du graphe. Dans le but d’alléger les
écritures, la mesure de Gibbsµa(n),b sera notéeµa,b.

4.1 Contrôle de la probabilité conditionnelle

Considérons dorénavant une configuration localeη de la bouleB(0, r), r > 0 ayant au moins
un sommet positif, i.ek(η) > 0. Le cas particulier (et inintéressant) de la configurationlocaleη0

formée uniquement de sommets négatifs a été traité dans la Section 3.2. La propriétéXn(η) > 0
admet une fonction seuil de la formen−d/k(η) (Théorème 3.2.1). Plaçons-nous à cette fonction

69
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seuil : choisissons le potentiel de surfacea(n) de telle sorte qu’il existe une constantec strictement
positive telle que, pour toutn, on ait l’égalité

e2a(n) = cn−d/k(η) . (4.1.1)

Sous cette hypothèse, la quantitée2a(n)nd/k(η) admet donc une limite strictement positive quand
n tend vers l’infini, la constantec. Autrement dit, par l’intermédiaire de l’hypothèse (4.1.1), nous
venons de zoomer sur la fonction seuil de la propriétéXn(η) > 0, ceci dans le but d’étudier en
détail le moment d’apparition de la configuration localeη. L’opération inverse (un zoom arrière)
consisterait à faire tendre la constantec vers+∞ ou vers0 et récupérer ainsi les cas déjà étudiés
e2a(n) � n−d/k(η) et e2a(n) � n−d/k(η).

Une des conséquences du Théorème 3.2.1 qui a été largement commentée durant le Chapitre 3
est la suivante. Lorsque le potentiel de surfacea(n) satisfait (4.1.1), aucune configuration locale
avec strictement plus dek(η) sommets positifs n’est asymptotiquement présente dans legraphe.
C’est en ce sens qu’il faut comprendre le prochain résultat.

Lemme 4.1.1 Soitζ une configuration locale deB(0, R), avecR ≥ r. Sous l’hypoth̀ese(4.1.1),
il existe une constanteM1 > 0 telle que pour toutn, pour tout sommetx ∈ Vn et pour toute
configurationσ ∈ Xn, on ait

ndµa,b(I
ζ
x = 1|σδB(x,R)) ≤M1e

2a(n)(k(ζ)−k(η)) , (4.1.2)

et
IEa,b[Xn(ζ)] ≤M1e

2a(n)(k(ζ)−k(η)) . (4.1.3)

Le Lemme 4.1.1 précise que, sous l’hypothèse (4.1.1), le nombre moyen d’occurrences d’une
configuration localeζ tend d’autant plus vite vers0 que son nombre de sommets positifsk(ζ)
est supérieur àk(η). Sa démonstration provient de l’inégalité (3.2.10) obtenue dans le chapitre
précédent, reposant sur l’utilisation de la notion d’énergie locale.

Démonstration Fixons un sommetx et une configurationσ. La relation (3.2.10) affirme qu’il
existe une constanteK ne dépendant que du potentiel de paireb et du rayonR telle que :

µa,b(I
ζ
x = 1|σδB(x,R)) ≤ e2a(n)k(ζ)−K .

Par conséquent, l’hypothèse (4.1.1) implique la première inégalité du lemme (relation (4.1.2)) :

ndµa,b(I
ζ
x = 1|σδB(x,R)) ≤ nde2a(n)k(η)−Ke2a(n)(k(ζ)−k(η))

≤ ck(η)e−Ke2a(n)(k(ζ)−k(η)) ,

en posantM1 = ck(η)e−K . La constanteM1 est positive et ne dépend pas de la taillen du graphe ;
elle ne dépend en fait que des paramètresc etb, du rayonR et du nombrek(η) de sommets positifs
de la configuration localeη.
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Enfin, remarquons que l’inégalité (4.1.2) est uniforme enla configuration surδB(x,R). Elle
s’applique donc à la variable aléatoirendµa,b(Iζx = 1|F(δB(x,R))) et à son espérance

IEa,b[n
dµa,b(I

ζ
x = 1|F(δB(x,R)))] = IEa,b[Xn(ζ)] ,

d’où (4.1.3). �

Le Lemme 4.1.1 est fondamental. Il constituera un outil précieux dans toute notre étude :
les deux autres résultats de cette section l’utilisent déjà. En effet, il permet de supposer que la
configuration localeη est propre (Lemme 4.1.2) et ainsi d’expliciter la limite deIEa,b[Xn(η)]
(Proposition 4.1.3).
Notonsη̊ la configuration locale de la bouleB(0, r + 1), construite à partir deη de la manière
suivante :

η̊(x) =

{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si dist(x, 0) = r + 1 .

La configuration locale̊η est propre (cf. Définition 2.4.4). Elle a de plus le même nombre de
sommets positifs queη : k(η̊) = k(η). Les propriétésXn(η) > 0 et Xn(η̊) > 0 ont donc la
même fonction seuiln−d/k(η). Sous l’hypothèse (4.1.1), le Théorème 3.2.1 affirme que, si une
copie deη apparaı̂t sur la bouleB(x, r) alors, avec une probabilité qui tend vers1, tous les
sommets à distancer + 1 dex auront des spins négatifs. Les variablesXn(η) etXn(η̊) seront
donc asymptotiquement égales. En d’autres termes, le faitde supposer la configuration localeη
propre (en augmentant le rayonr d’une unité) ne change pas le comportement asymptotique de
Xn(η). C’est le sens du lemme suivant, dans lequel nous noterons par L(X) la loi de la variable
X.

Lemme 4.1.2 Supposons que le potentiel de surfacea(n) satisfasse (4.1.1). Alors,

dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η̊))) = O(n−d/k(η)) . (4.1.4)

En particulier, siXn(η̊) converge en loi quandn tend vers+∞ vers une variable aléatoireX,
il en va de m̂eme pourXn(η). De plus, la diff́erence entre les espérances des variablesXn(η) et
Xn(η̊) tend vers0 :

lim
n→+∞

|IEa,b[Xn(η̊)]− IEa,b[Xn(η)]| = 0 . (4.1.5)

Rappelons que sif(n) et g(n) sont deux fonctions à valeurs positives, la notationf(n) =
O(g(n)) signifie qu’il existe une constanteC > 0 telle que pour toutn, f(n) ≤ Cg(n).

Démonstration Par construction de la configuration locale̊η, l’inégalitéXn(η̊) ≤ Xn(η) est
toujours vraie. Dans ce contexte, la Proposition A.0.4 fournit une caractérisation adéquate de la
distance en variation totale :

dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η̊))) ≤ µa,b(Xn(η) 6= Xn(η̊))

≤ µa,b(Xn(η) > Xn(η̊)) .



72 - Chapitre4 -

L’événementXn(η) > Xn(η̊) implique la présence localisée d’au moinsk(η) + 1 sommets po-
sitifs. A la fonction seuiln−d/k(η), sa probabilité tend vers0. Cet argument va s’exprimer par le
biais du Lemme 4.1.1. Pour ce faire, introduisons l’ensembleCηr+1 des configurations locales de
la bouleB(0, r+1) dont la restriction à la bouleB(0, r) est exactementη. La configuration locale
η̊ définie plus haut est le seul élément deCηr+1 ayant exactementk(η) sommets positifs, tous les
autres en ont au moinsk(η) + 1. On peut désormais écrire :

Xn(η) > Xn(η̊) ⇒
⋃

ζ∈Cηr+1\{η̊}

{Xn(ζ) > 0} .

Nous verrons un peu plus loin que cette implication est en fait une équivalence. Les variables
Xn(ζ) étant à valeurs entières, il vient :

dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η̊))) ≤ µa,b(Xn(η) > Xn(η̊))

≤
∑

ζ∈Cηr+1\{η̊}

µa,b(Xn(ζ) > 0)

≤
∑

ζ∈Cηr+1\{η̊}

IEa,b[Xn(ζ)] .

Soitζ ∈ Cηr+1 \{η̊}. Par construction, la configuration localeζ a donc au moinsk(η)+1 sommets
positifs. D’après le Lemme 4.1.1, son espérance vérifie :

IEa,b[Xn(ζ)] ≤M1e
2a(n) ,

i.e. est unO(n−d/k(η)) par l’hypothèse (4.1.1). Puisque le cardinal de l’ensembleCηr+1 ne dépend
pas den, on en conclut que la distance en variation totale entre les lois deXn(η) etXn(η̊) est
aussi unO(n−d/k(η)).
Si la distance en variation totaledV T (L(Xn(η)),L(Xn(η̊))) tend vers0 alors les variables aléatoires
Xn(η) etXn(η̊) convergent en loi vers la même limite si celle-ci existe. C’est l’objet de la Pro-
priété A.0.5.
Il ne reste plus qu’à prouver (4.1.5). Considérons la bouleB(x, r + 1) et supposons que la confi-
guration localeη apparaisse enB(x, r). Alors une et une seule des configurations locales deCηr+1

se réalise enB(x, r + 1). Inversement, siζ ∈ Cηr+1 apparaı̂t enB(x, r + 1) alors, d’une part,
ce n’est évidemment pas le cas pour les autres éléments decet ensemble et, d’autre part,η est
présente enB(x, r). Nous venons de prouver l’égalité :

Xn(η) = Xn(η̊) +
∑

ζ∈Cηr+1\{η̊}

Xn(ζ) .

Par conséquent :

|IEa,b[Xn(η̊)]− IEa,b[Xn(η)]| =
∑

ζ∈Cηr+1\{η̊}

IEa,b[Xn(ζ)] ,

qui est unO(n−d/k(η)). La limite (4.1.5) est démontrée. �
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En résumé, dans le but de décrire le comportement asymptotique deXn(η), le Lemme 4.1.2
nous autorise à supposer la configuration localeη propre. L’intérêt réside dans le fait que le
périmètre d’une configuration locale propre apparaı̂t très simplement dans l’écriture de son énergie
locale (voir 2.4.22), nous permettant ainsi d’encadrer pr´ecisément la probabilité conditionnelle
µa,b(I

η
x = 1|F(δB(x, r))). Cette dernière quantité est centrale dans notre étude,la Proposition

4.1.3 en fournit un contrôle fin. Elle sera largement utilisée dans les démonstrations des résultats
des Sections 4.2, 4.3 et 4.4.

Proposition 4.1.3 Supposons la configuration localeη propre. Sous l’hypoth̀ese(4.1.1), il existe
une constanteM2 > 0 telle que pour toutn, pour tout sommetx ∈ Vn et pour toute configuration
σ ∈ Xn, on ait

ck(η)e−2bγ(η)(1−M2e
2a(n)) ≤ ndµa,b(I

η
x = 1|σδB(x,r)) ≤ ck(η)e−2bγ(η) (4.1.6)

et
ck(η)e−2bγ(η)(1−M2e

2a(n)) ≤ IEa,b[Xn(η)] ≤ ck(η)e−2bγ(η) . (4.1.7)

Puisque la quantitée2a(n) tend vers0 quandn tend vers l’infini, les relations (4.1.6) et (4.1.7)
produisent les deux limites ci-dessous, valables pour une configuration locale propre. Pour tout
sommetx et pour toute configurationσ,

lim
n→+∞

ndµa,b(I
η
x = 1|σδB(x,r)) = lim

n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = ck(η)e−2bγ(η) . (4.1.8)

Il est important de noter que cette dernière limite (celle de l’espérance) s’étend au cas d’une
configuration locale non nécessairement propre en utilisant le Lemme 4.1.2.
Observons un certain phénomène de continuité en la constantec de la limite du nombre moyen
de copies de la configuration localeη entre les régimese2a(n) � n−d/k(η), e2a(n) = cn−d/k(η) et
e2a(n) � n−d/k(η). En effet, lorsquec → 0 (resp.c → +∞), la limite enn de IEa,b[Xn(η)], i.e
ck(η)e−2bγ(η), tend vers0 (resp. vers+∞) donc coı̈ncide avec la limite enn deIEa,b[Xn(η)] lorsque
e2a(n) � n−d/k(η) (resp.e2a(n) � n−d/k(η)) :

lim
c→0

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(η)] = lim
n→+∞

lim
c→0

IEa,b[Xn(η)] = 0

et
lim
c→+∞

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(η)] = lim
n→+∞

lim
c→+∞

IEa,b[Xn(η)] = +∞ .

Terminons cette section par la démonstration de la Proposition 4.1.3.

DémonstrationFixons un sommetx ∈ Vn et notons simplement parB la bouleB(x, r). L’enca-
drement (4.1.6) est uniforme en la configuration surδB, il s’applique donc à la variable aléatoire
ndµa,b(I

η
x = 1|F(δB)) et à son espérance, i.e àIEa,b[Xn(η)]. L’encadrement (4.1.7) est donc une

conséquence immédiate de (4.1.6). Concentrons-nous donc sur cette dernière relation. Elle repose
sur l’étude de l’énergie localeHB(ηxσ) et sur l’utilisation de la relation fondamentale (2.4.20)
reliant cette énergie à la probabilité conditionnelleµa,b(I

η
x = 1|σδB(x,r)).
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Soitσ ∈ W δB. A la fin de la Section 2.4.2, nous avons détaillé comment lepérimètreγ(η) de la
configuration locale propreη intervenait dans l’expression de l’énergie localeHB(ηxσ) (relation
(2.4.22)) :

HB(ηxσ) = a(2k(η)− β(r)) + b


α(r)− 2γ(η) +

∑

{y,z}∈En
y∈B,z∈δB

(−1)σ(z)


 .

L’expression de l’énergie locale d’une configuration locale η′ ∈ Cr non nécessairement propre est
donnée par la formule plus générale suivante :

HB(η′xσ) = a(2k(η′)− β(r)) + b




∑

{y,z}∈En
y,z∈B

η′x(y)η
′
x(z) +

∑

{y,z}∈En
y∈B,z∈δB

η′x(y)σ(z)


 .

Dès lors, la différenceHB(η′xσ)−HB(ηxσ) entre les énergies locales deη′x etηx est égale à :

2a(n)(k(η′)− k(η)) + b (2γ(η) +Q(η′x)) ,

où
Q(η′x) =

∑

{y,z}∈En
y,z∈B

η′x(y)η
′
x(z)− α(r) +

∑

{y,z}∈En
y∈B,z∈δB

(η′x(y) + 1)σ(z) .

Le réelQ(η′x) est indépendant de la taillen du graphe et peut être borné uniformément enx et en
les configurationsη′x etσ :

|Q(η′x)| ≤ 2α(r + 1) . (4.1.9)

Rappelons que la configuration localeη0 est celle pour laquelle tous les sommets de la boule
B(0, r) sont négatifs. Elle joue un rôle particulier dans cette d´emonstration car elle satisfait
Q(η0

x) = 0. Ainsi, la différenceHB(η0
xσ)−HB(ηxσ) devient, via la relation (4.1.1) :

HB(η0
xσ)−HB(ηxσ) = −2a(n)k(η) + 2bγ(η)

= log
nd

ck(η)
+ 2bγ(η) ,

et ce quelle que soit la configurationσ surδB. Enfin, par (2.4.20), une majoration de la probabilité
conditionnelleµa,b(Iηx = 1|σ) est obtenue :

µa,b(I
η
x = 1|σ) ≤ eH

B(ηxσ)−HB(η0xσ)

≤ ck(η)e−2bγ(η)

nd
.

C’est exactement la borne supérieure de (4.1.6). La borne inférieure s’obtient elle aussi en uti-
lisant la relation fondamentale (2.4.20). Le contrôle de la quantitéQ(η′x) (4.1.9) nous permet
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décrire pour toutσ ∈W δB :

ndµa,b(I
η
x = 1|σ) =

nd∑
η′∈Cr

eHB(η′xσ)−HB(ηxσ)

=
nd

e−2a(n)k(η)+2bγ(η)
(
1 +

∑
η′,k(η′)>0 e

2a(n)k(η′)+bQ(η′x)
)

≥ ck(η)e−2bγ(η)

1 + e2a(n)
∑

η′,k(η′)>0 e
bQ(η′x)

≥ ck(η)e−2bγ(η)

1 + e2a(n)|Cr|e2|b|α(r+1)
. (4.1.10)

La quantité strictement positive|Cr|e2|b|α(r+1) ne dépend pas de la taillen du graphe. Notons-la
M2. On conclut la démonstration en utilisant l’inégalité classique

∀u > −1,
1

1 + u
≥ 1− u .

�

Pour être tout à fait complet, notons que la constanteM2 définie ci-dessus ne dépend de la
configuration localeη qu’à travers le rayonr de la bouleB(0, r) sur laquelle elle est définie.

4.2 Approximation poissonnienne pourXn(η)

Le principal résultat de cette section est le Théorème 4.2.1 : la distribution limite du nombre de
copiesXn(η) dans le grapheGn de la configuration localeη est une loi de Poisson (Section 4.2.1).
Sa démonstration est basée sur la méthode des moments et fait l’objet de la Section 4.2.2. Enfin,
dans la Section 4.2.3, le résultat d’approximation poissonnienne est généralisé à toute famille de
configurations localesincompatibles.

4.2.1 Th́eorème et commentaires

Soit η une configuration locale de la bouleB(0, r) telle quek(η) > 0. Depuis la fin de la
Section 4.1 et notamment depuis la Proposition 4.1.3, quelques renseignements concernant la va-
riable aléatoireXn(η) ont été obtenus. En particulier, à la fonction seuiln−d/k(η), son espérance
converge quandn tend vers l’infini vers la valeurck(η)e−2bγ(η). Le Théorème 4.2.1 dévoile entièrement
son comportement asymptotique.

Théorème 4.2.1Supposons que le potentiel de surfacea(n) satisfasse(4.1.1). Alors, lorsque la
taille n du graphe tend vers l’infini, la variable aléatoireXn(η) converge en loi vers la loi de
Poisson de param̀etreck(η)e−2bγ(η).
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La démonstration de ce résultat repose sur la méthode desmoments (voir [4] ou le Lemme
4.2.2 de la Section 4.2.2).
Le Théorème 4.2.1 affirme que la distribution limite de la variable aléatoireXn(η) dépend de
b. En effet, le potentiel de paire ou plutôt son signe influence la probabilité d’apparition dans le
graphe de la configuration localeη à travers son périmètreγ(η) :

lim
n→+∞

µa,b(Xn(η) > 0) = 1− e−ck(η)e−2bγ(η)

.

Lorsqueb est positif (resp. négatif), cette limite est une fonctiondécroissante (resp. croissante) du
périmètreγ(η). En d’autres termes, lorsqueb est positif (resp. négatif), parmi les configurations
locales ayant le même nombre de sommets positifs, celles ayant la plus grande (resp. la plus
petite) probabilité asymptotique d’apparaı̂tre dans le graphe sont celles ayant le plus petit (resp.
grand) périmètre. Ce résultat est conforme à l’intuition initiale concernant le modèle d’Ising, à
savoir que la mesure de Gibbsµa,b favorisait les sommets voisins de spins identiques lorsque
b > 0 et de spins différents lorsqueb < 0 (voir Figure 2.2).
Intéressons nous maintenant à l’exemple des deux configurations locales notées respectivementη1

etη2 proposées par la Figure 4.1 et plus particulièrement à leur probabilité d’apparition dans une
réalisation du modèle d’Ising de potentielsa = −0.7 etb = 0.3, de taillen = 150 et en dimension
d = 2. Les configurations localesη1 et η2 étant toutes les deux formées de4 sommets positifs,
les propriétésXn(η1) > 0 et Xn(η2) > 0 ont donc la même fonction seuiln−d/4. Ajustons la
constantec pour que l’hypothèsee2a = cn−d/4 soit satisfaite. Il vientc ' 3.02. Le Théorème
4.2.1 nous donne alors les probabilités d’apparition deη1 etη2 dans le graphe infini :

lim
n→+∞

µa,b(Xn(η1) > 0) = 1− exp
(
−ck(η) exp(−2× b× 8)

)
' 0.49

et
lim

n→+∞
µa,b(Xn(η2) > 0) = 1− exp

(
−ck(η) exp(−2× b× 10)

)
' 0.19 .

La différence entre les deux limites est tout à fait sensible. Elle est due au fait que le potentiel de
paire est “très” positif (b = 0.3). Pour une telle valeur du potentiel de paire, la différence entre
les2 limites ci-dessus illustre clairement la tendance de la mesure de Gibbsµa,b à minimiser le
nombre d’interactions entre sommets de spins différents.

Terminons cette section en testant par un test du chi-deux lecaractère poissonnien de la dis-
tribution limite de la variable aléatoireXn(η1) ; voir [16] pour une référence classique mais aussi
l’excellent cours de statistiques disponible sur le site web de l’Université Paris 51. La configura-
tion localeη1 est représentée sur la Figure 4.1. La taille du graphe doitdonc être grande : nous
choisissonsn = 900. Pour des valeurs du potentiel de surfacea = −1.41 et du potentiel de paire
b = 0.1, K = 500 réalisations de la mesure de Gibbsµa,b sont générées. Pour chacune d’entre
elles, les occurrences de la configuration localeη1 sont recensées. Les observations{Xi}i=1,...,K

sont à valeurs dans l’ensemble{0, . . . , 5}. Elles sont représentées par un diagramme en bâtons
dans la Figure 4.2.
Il faut se placer à la fonction seuil de la propriétéXn(η1) > 0. Soit c la constante vérifiant

1“Statistique Médicale En Ligne”,http ://www.math-info.univ-paris5.fr/smel/.
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FIG. 4.1 – Deux configurations locales de la bouleB(0, 2), notées de gauche à droiteη1 et η2,
représentées en dimensiond = 2 et en4-connexité (ρ = q = 1). Elles ont le même nombre de
sommets positifs mais pas le même périmètre :k(η1) = k(η2) = 4, γ(η1) = 8 etγ(η2) = 10.

e2a = cn−d/4 aveca = −1.41, n = 900 etd = 2. Notons alorsP0 la loi de Poisson de paramètre
λ = ck(η)e−2bγ(η1) ' 2.02. D’après le Théorème 4.2.1,P0 est la loi limite de la variableXn(η1).
L’hypothèse à tester, basée sur l’échantillon{Xi}i=1,...,K , est donc :

H0 : µa,b(Xn(η1) = m) = P0(m), ∀m = 0, . . . , 5 .

NotonsP̂ la distribution empirique de l’échantillon{Xi}i=1,...,K sur l’ensemble{0, . . . , 5} :

∀m = 0, . . . , 5, P̂ (m) =
1

K

K∑

i=1

11Xi=m .

Sous l’hypothèseH0, la distribution empiriquêP doit être proche de la distribution théoriqueP0.
L’adéquation dêP àP0 est mesurée par la distance du chi-deux :

Dχ2(P0, P̂ ) =
5∑

m=0

(P0(m)− P̂ (m))2

P0(m)
.

Le test du chi-deux repose sur le fait que la statistiqueKDχ2(P0, P̂ ) est approchée par la loi du
chi-deux à6− 1 = 5 degrés de liberté. Sur la base de l’échantillon{Xi}i=1,...,K , cette statistique
vaut 81.74. La p-valeur du test est donc3.63 × 10−16. Par conséquent, l’hypothèse nulle est
fortement rejetée.
Le maximum de vraisemblancêλ de l’échantillon{Xi}i=1,...,K vaut λ̂ =

∑
Xi/K ' 1.43.

Testons alors l’adéquation dêP à P0, où P0 désigne cette fois la loi de Poisson de paramètre
λ̂. La statistiqueKDχ2(P0, P̂ ) vaut3.82 et doit désormais être comparée à la loi du chi-deux à
6− 1− 1 = 4 degrés de liberté. Lap-valeur du test est alors0.43. Le résultat est donc tout à fait
compatible avec l’hypothèseH0.
En conclusion, le caractère poissonnien de la loi limite dela variable aléatoireXn(η1) est accepté
mais la valeur observée de son espérance (λ̂ ' 1.43) est biaisée : elle est plus petite que son
espérance asymptotique théorique (λ ' 2.02.).
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FIG. 4.2 – Un diagramme en bâtons représentantK = 500 réalisations indépendantes du nombre
d’occurrences de la configuration localeη1 aveca = −1.41, b = 0.1, n = 900 etd = 2.

4.2.2 D́emonstration

Cette section est entièrement dédiée à la démonstration du Théorème 4.2.1. Les hypothèses
sont les suivantes. Nous disposons d’une configuration locale η de la bouleB(0, r) ayant au
moins un sommet positif (k(η) > 0). Le potentiel de paireb est fixé et le potentiel de surfacea(n)
satisfait la relation (4.1.1) :

e2a(n) = cn−d/k(η) ,

où c est une constante strictement positive.
D’après le Lemme 4.1.2, quitte à augmenter le rayonr d’une unité, la configuration localeη sera
supposée propre. Nous pourrons donc en particulier lui appliquer la Proposition 4.1.3.
La démonstration du Théorème 4.2.1 repose sur la méthode des moments (voir [4] p. 25) :

Lemme 4.2.2 Soit (Yn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires positives et̀a valeurs entìeres et
soitλ un réel strictement positif. Pour tous entiersn, l ∈ N∗, le moment d’ordrel de la variable
Yn, not́eMl(Yn), est d́efini par la formule :

Ml(Yn) = IE[Yn(Yn − 1) . . . (Yn − l + 1)]

=
∑

k≥l

IP(Yn = k)
k!

(k − l)! .

Si, pour toutl ∈ N∗, le momentMl(Yn) tend versλl alors la variable aĺeatoireYn converge en
loi quandn tend vers l’infini vers la loi de Poisson de paramètreλ.

Dans le but d’alléger les formules, nous noterons simplement λ la quantitéck(η)e−2bγ(η).
Il s’agit donc de prouver la convergence du momentMl(Xn(η)) vers la quantitéλl et ce pour tout
entierl non nul. Notons tout d’abord que le casl = 1 a déjà été traité. En effet, le moment d’ordre
1 d’une variable aléatoire est égal à son espérance et la convergence deIEa,b[Xn(η)] versλ a été
observée dans la Section 4.1.
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Nous supposerons donc désormais quel ≥ 2. Introduisons une relation d’équivalence entre boules
de rayonr. Considérons un ensembleB de boules de rayonr dont les centres appartiennent àVn.
Deux élémentsB(y, r) etB(z, r) deB seront ditsconnect́ess’il existe un entierm et des boules
B1, . . . , Bm ∈ B telles que, d’une part, on aitB1 = B(y, r) etBm = B(z, r) et, d’autre part,
pour tout entierj = 1, . . . , m−1, l’intersectionBj ∩Bj+1 soit non vide. Cette dernière condition
autorise les boulesBj etBj+1 à être disjointes mais leurs centres sont distants d’au plus2r + 1
l’un de l’autre. La relation deconnexit́e est réflexive, symétrique et transitive : c’est donc bien
une relation d’équivalence sur l’ensembleB.
La relation de connexité est introduite dans cette démonstration pour la raison suivante. Deux
boulesB(y, r) etB(z, r) non équivalentes pour cette relation sontV-disjointes. Par la Propriété
2.2.3, deux événements appartenant aux tribusF(B(y, r)) etF(B(z, r)) seront alors indépendants
conditionnellement àF(δB(y, r) ∪ δB(z, r)).
Pour1 ≤ s ≤ l, notonsCl(s) l’ensemble desl-uplets de sommets(x1, . . . , xl) dont l’ensemble
{B(x1, r), . . . , B(xl, r)} formé des boules centrées enx1, . . . , xl et de rayonr se décompose
sous l’action de la relation de connexité ens classes d’équivalence. Rappelons d’ailleurs qu’à la
différence d’un ensemble unl-uplet est toujours ordonné.
L’utilisation des ensemblesCl(s) fournira une nouvelle écriture du momentMl(Xn(η)). Par
définition, la variableXn(η) compte le nombre de copies de la configuration localeη présentes
dans le grapheGn. De plus, le coefficientk!/(k − l)! apparaissant dans l’écriture du moment
Ml(Xn(η)) est le nombre del-uplets dans un ensemble àk éléments. Par conséquent,Ml(Xn(η))
peut s’interpréter comme le nombre moyen del-uplets de copies deη :

Ml(Xn(η)) =

l∑

s=1

IEa,b




∑

(x1,...,xl)∈Cl(s)

Iηx1
× . . .× Iηxl



 .

Nous noteronsM ′
l (Xn(η)) le terme de la somme ci-dessus correspondant às = l etM ′′

l (Xn(η))
le reste de cette somme.

M ′
l (Xn(η)) = IEa,b




∑

(x1,...,xl)∈Cl(l)

Iηx1
× . . .× Iηxl



 (4.2.11)

M ′′
l (Xn(η)) =

l−1∑

s=1

IEa,b




∑

(x1,...,xl)∈Cl(s)

Iηx1
× . . .× Iηxl



 (4.2.12)

La démonstration du Théorème 4.2.1 s’effectuera en deuxétapes :

Lemme 4.2.3 Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, la quantitéM ′
l (Xn(η)) tend versλl quandn tend

vers l’infini.

Lemme 4.2.4 Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, la quantitéM ′′
l (Xn(η)) tend vers0 quandn tend

vers l’infini.

Le Théorème 4.2.1 découle des deux lemmes ci-dessus. Au préalable, il nous sera nécessaire
de contrôler le cardinal des ensemblesCl(s).
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Lemme 4.2.5 Il existe une constanteC = C(r, l) strictement positive telle que

∀s = 1, . . . , l, |Cl(s)| ≤ Cnds . (4.2.13)

De plus, le cardinal de l’ensembleCl(l) estéquivalent̀a ndl :

lim
n→+∞

|Cl(l)|
ndl

= 1 . (4.2.14)

Démonstration Considérons unm-uplet de sommets(x1, . . . , xm), m ≤ l, tel que l’ensemble
des boules{B(x1, r), . . . , B(xm, r)} de rayonsr centrées en ces sommets ne forme qu’une seule
classe d’équivalence pour la relation de connexité. Cette condition contraint chacun desxj , j =
1, . . . , m, à appartenir à la bouleB(x1, R) oùR = l(2r + 1). Le nombre de telsm-uplets peut
donc être (grossièrement) majoré parβ(R)l−1nd. Appliquons alors ce raisonnement à chacune
dess classes d’équivalence de l’ensemble desl boules de rayonr centrées en les sommets du
l-uplet(x1, . . . , xl) ∈ Cl(s). Il vient :

|Cl(s)| ≤ β(R)s(l−1)nds .

Il suffit alors de poserC = β(R)l(l−1) et de constater que son expression ne dépend que du rayon
r et de l’entierl.
Il s’agit maintenant d’estimer le cardinal de l’ensembleCl(l), i.e. d’estimer le nombre del-uplets
de sommets(x1, . . . , xl) dont les boules de rayonr centrées en ces sommets sont deux à deux
V-disjointes. Il y and façons de fixer le premier sommetx1. Soit2 ≤ j ≤ l et supposons que les
sommetsx1, . . . , xj−1 ont déjà été choisis. Pour le choix du sommet suivantxj , l’ensemble des
sommetsx vérifiantdist(x, xk) ≤ 2r + 1 pour1 ≤ k ≤ j − 1 doivent être évités. Le cardinal de
cet ensemble est majoré indépendamment den par (j − 1)β(2r + 1), quelque soit le choix des
sommetsx1, . . . , xj−1. On peut finalement écrire :

∏

1≤j≤l

(
nd − (j − 1)β(2r + 1)

)
≤ |Cl(l)| ≤ ndl .

On en déduit quendl est un équivalent pour le cardinal de l’ensembleCl(l). �

Soit (x1, . . . , xl) ∈ Cl(l). Les boules centrées en ces sommets sont deux à deuxV-disjointes.
Conditionnellement à∪iδB(xi, r), les événements relatifs aux boulesB(xi, r) sont donc mutuel-
lement indépendants. Ainsi,M ′

l (Xn(η)) va se comporter comme la puissancel-ième du produit
ndµa,b(I

η
x = 1|σδB(x,r)). Or, cette dernière quantité tend versλ, d’où le Lemme 4.2.3.

Démonstration (du Lemme 4.2.3)Soit (x1, . . . , xl) un l-uplet appartenant àCl(l). L’ensemble
des boules{B(x1, r), . . . , B(xl, r)} se décompose enl classes d’équivalence pour la relation
de connexité. Elles sont donc deux à deuxV-disjointes. La seconde partie de la Propriété 2.2.3
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s’applique et produit :

µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1

)
= IEa,b

[
µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1|F(∪lj=1δB(xj , r))

)]

= IEa,b

[
l∏

i=1

µa,b
(
Iηxi = 1|F(∪lj=1δB(xj , r))

)
]
.

En utilisant le caractère markovien de la mesure de Gibbsµa,b (i.e. la première partie de la Pro-
priété 2.2.3), le conditionnement est particularisé àchacune des boules :

µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1

)
= IEa,b

[
l∏

i=1

µa,b
(
Iηxi = 1|F(δB(xi, r))

)
]
.

La configuration localeη étant propre, la Proposition 4.1.3 fournit un contrôle dela probabi-
lité conditionnelleµa,b(Iηxi = 1|F(δB(xi, r))) uniforme en la configuration surδB(xi, r). Il en
découle un encadrement deµa,b(Iηx1

× . . .× Iηxl = 1) :

λl

ndl
(
1−M2e

2a(n)
)l ≤ µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1

)
≤ λl

ndl

qui est uniforme en lel-uplet(x1, . . . , xl) ∈ Cl(l). Par conséquent, il vient :

|Cl(l)|
ndl

λl
(
1−M2e

2a(n)
)l ≤ M ′

l (Xn(η)) ≤
|Cl(l)|
ndl

λl .

Enfin, puisque le quotient de|Cl(l)| parndl tends vers1 (relation 4.2.14), la quantitéM ′
l (Xn(η))

converge lorsquen tend vers l’infini versλl. �

Deux arguments clés permettent de comprendre la démonstration du Lemme 4.2.4. Première-
ment, si(x1, . . . , xl) ∈ Cl(s), 1 ≤ s ≤ l−1, l’ensemble formé desl boulesB(x1, r), . . . , B(xl, r)
se décompose en au plusl−1 classes d’équivalence. Par conséquent, il existe au moins une de ces
classes contenant au moins2 de ces boules (c’est le principe des tiroirs). Autrement dit, il existe2
sommets dul-uplet(x1, . . . , xl) distants l’un de l’autre d’au plus2r + 1. Deuxièmement, les oc-
currences de la configuration localeη sur deux boulesB(x, r) etB(x′, r) telles quedist(x, x′) ≤
2r + 1 impliquent la présence locale d’au moinsk(η) + 1 sommets positifs. Or, sous l’hypothèse
(4.1.1), la probabilité de cet événement tend vers0 (par le Lemme 4.1.1).

Démonstration (du Lemme 4.2.4)Nous allons montrer que chacun desl−1 termes de la somme
définissant la quantitéM

′′

l (Xn(η)) tend vers0 quandn tend vers+∞. Fixons donc un entier1 ≤
s ≤ l − 1 et considérons unl-uplet(x1, . . . , xl) appartenant àCl(s). Par définition, la famille des
boules de rayonr centrées en les sommetsx1, . . . , xl se décompose ens classes d’équivalence.
Notons-lesEC(1), . . . , EC(s). Notons égalementCj la réunion des boules appartenant à la classe
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d’équivalenceEC(j). Une fois de plus, la Propriété 2.2.3 intervient de manière essentielle :

µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1

)
= IEa,b

[
µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1|F(∪lj=1δCj)

)]

= IEa,b




s∏

j=1

µa,b




∏

i,B(xi,r)∈EC(j)

Iηxi = 1|F(δCj)







 . (4.2.15)

Dans la dernière égalité, le conditionnement a été particularisé à chacun des ensembles de som-
metsCj.
Puisque l’entiers est inférieur ou égal àl − 1, au moins une dess classes d’équivalence, di-
sonsEC(1), possède au moins2 éléments ; soientx(1) et x′(1) deux sommets dont les boules
B(x(1), r) etB(x′(1), r) appartiennent àEC(1) et ne sont pasV-disjointes. De la même manière,
pourj allant de2 à s, nous noteronsx(j) un des centres des boules (s’il y en a plusieurs) appar-
tenant à la classe d’équivalenceEC(j).
Dans un premier temps, il faut nous assurer que la contribution à (4.2.15) du terme correspon-
dant à la classeEC(j) est raisonnable. En grossissant le conditionnement, la variable aléatoire
µa,b(I

η
x(j)|F(δB(x(j), r)) apparaı̂t. La configuration localeη étant propre, la Proposition 4.1.3 en

fournit une majoration :

µa,b




∏

i,B(xi,r)∈EC(j)

Iηxi = 1|F(δCj)



 ≤ µa,b

(
Iηx(j) = 1|F(δCj)

)

≤ IEa,b

[
IEa,b

[
Iηx(j)|F(δCj ∪ δB(x(j), r))

]
|F(δCj)

]

≤ IEa,b

[
IEa,b

[
Iηx(j)|F(δB(x(j), r))

]
|F(δCj)

]

≤ λ

nd
.

Cette dernière inégalité nous permet d’écrire :

µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1

)
≤

(
λ

nd

)s−1

IEa,b


µa,b




∏

i,B(xi,r)
∈EC(1)

Iηxi = 1|F(δC1)







≤
(
λ

nd

)s−1

µa,b




∏

i,B(xi,r)
∈EC(1)

Iηxi = 1




≤
(
λ

nd

)s−1

µa,b(I
η
x(1) = Iηx′(1) = 1) . (4.2.16)

Rappelons que les sommetsx(1) etx′(1) sont distincts et distants l’un de l’autre d’au plus2r+1.
Introduisons à cet effet l’ensemble (fini)C>k(η)2r+1 des configurations locales deB(0, 2r + 1) ayant
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au moinsk(η)+1 sommets positifs. L’événementIηx(1) = Iηx′(1) = 1 implique qu’un élémentζ de

C>k(η)2r+1 apparaı̂t sur la bouleB(x(1), 2r + 1). En d’autres termes :

µa,b(I
η
x(1) = Iηx′(1) = 1) ≤

∑

ζ∈C
>k(η)
2r+1

IEa,b[I
ζ
x(1)]

≤ n−d
∑

ζ∈C
>k(η)
2r+1

IEa,b[Xn(ζ)]

≤ n−d |C>k(η)2r+1 |M1 e
2a(n) , (4.2.17)

d’après le Lemme 4.1.1. Des inégalités (4.2.16) et (4.2.17), nous déduisons une majoration indé-
pendante dul-uplet(x1, . . . , xl) ∈ Cl(s) :

µa,b

(
l∏

i=1

Iηxi = 1

)
≤ λs−1

nds
|C>k(η)2r+1 |M1 e

2a(n) .

Enfin, l’utilisation du Lemme 4.2.5 implique que

IEa,b




∑

(x1,...,xl)∈Cl(s)

Iηx1
× . . .× Iηxl



 ≤ Cλs−1 |C>k(η)2r+1 |M1 e
2a(n) ,

qui tend vers0 quandn tend vers l’infini. Il en va de même pour la sommeM ′′
l (Xn(η)). Le

Lemme 4.2.4 est démontré. �

4.2.3 Ǵenéralisation à une famille de configurations locales incompatibles

Dans cette section, nous considéronsm configurations localesη1, . . . , ηm ayant chacune le
même nombrek > 0 de sommets positifs. Le casm = 1 faisant l’objet des sections précédentes,
nous supposerons désormais l’entierm au moins égal à2. Notons alorsXn le nombre de copies
dans le grapheGn des configurations localesη1, . . . , ηm :

Xn =

m∑

i=1

Xn(ηi)

=
m∑

i=1

∑

x∈Vn

Iηix .

La fonction seuil de chacune des propriétésXn(ηi) > 0 estn−d/k. Ainsi, par la Propriété 3.2.3,
celle de leur réunion, i.e. celle de la propriétéXn > 0 est également de la formen−d/k. L’objectif
de cette section est d’obtenir une approximation poissonnienne pour la variable aléatoireXn.
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Pour ce faire, il est nécessaire de se placer à la fonction seuil deXn > 0. Nous supposerons donc
que le potentiel de surfacea(n) satisfait :

e2a(n) = cn−d/k , (4.2.18)

où c est une constante strictement positive fixée. Afin d’obtenir une convergence en loi pour la
variableXn, l’idée naturelle consiste à s’appuyer, comme pour la démonstration du Théorème
4.2.1, sur la méthode des moments (voir le Lemme 4.2.2). Il s’agit donc de prouver l’existence
d’un réelλ > 0 tel que , pour toutl, le moment d’ordrel de la variableXn tende versλl. Il suffit
d’observer l’espérance deXn (qui est également son moment d’ordre1) pour obtenir la valeur de
λ. Une conséquence de la Proposition 4.1.3 fournit la limitede l’espérance du nombre de copies
d’une configuration locale (non nécessairement propre). En notant simplementγi le périmètre de
la configuration localeηi, il vient :

lim
n→+∞

IEa,b[Xn] =
m∑

i=1

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(ηi)]

= ck
m∑

i=1

e−2bγi .

La route conduisant à l’obtention d’une approximation poissonnienne pourXn paraı̂t toute tracée.
Néanmoins un ingrédient essentiel fait encore défaut. Considérons en effet deux sommets dis-
tincts y et z, que l’on imagine proches l’un de l’autre, et deux indices1 ≤ i < j ≤ m. Les
réalisations des configurations localesηi et ηj en les boulesB(y, r) etB(z, r) n’impliquent pas
nécessairement la présence (localisée) d’au moinsk+1 sommets positifs. Pour s’en convaincre, il
suffit d’examiner le cas où les ensembles de sommets positifsV+(ηi) etV+(ηj) sont translatés l’un
de l’autre, comme c’est le cas dans la Figure 4.3. Or, c’est justement cet argument, couplé à l’hy-
pothèse (4.2.18), qui permet de prouver la convergence vers 0 de la quantiténdµa,b(Iηiy = I

ηj
z =

1) ; voir la fin de la démonstration du Lemme 4.2.4. Une hypothèse concernant les configurations
localesη1, . . . , ηm et interdisant le cas pathologique précédent est nécessaire : elles devront être
incompatibles.

Definition 4.2.6 Soientη1, . . . , ηm m configurations locales deB(0, r) ayant chacunek > 0
sommets positifs. Les configurations localesη1, . . . , ηm sont ditesincompatiblessi, pour tout
1 ≤ i < j ≤ m, les ensembles de sommets positifsV+(ηi) et V+(ηj) ne sont pas translatés l’un
de l’autre.

Lorsque c’est le cas, nous emploierons également le termeincompatiblepour la famille formée
desη1, . . . , ηm. Remarquons qu’une sous-famille d’une famille incompatible de configurations lo-
cales est encore incompatible mais que l’opération inverse, i.e. rajouter des configurations locales
à une famille, ne préserve pas l’incompatibilité de la famille initiale.

Toutes les précautions ont été prises : le résultat principal de cette section peut être énoncé.

Théorème 4.2.7Supposons que le potentiela(n) satisfasse (4.2.18) et considéronsm configu-
rations locales incompatiblesη1, . . . , ηm ayant chacunek > 0 sommets positifs. Alors la va-
riable aléatoireXn converge en loi quandn tend vers l’infini vers la loi de Poisson de paramètre
ck
∑m

i=1 e
−2bγi .
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FIG. 4.3 – Représentation de deux configurations locales de la bouleB(0, 3) non incompatibles
(en dimensiond = 2 et en8-connexité) : leurs ensembles de sommets positifs sont translatés l’un
de l’autre.

Rappelons que la somme de deux lois de Poisson indépendantes de paramètresλ et λ′ est
encore une loi de Poisson de paramètreλ + λ′. Ainsi, à condition que lesη1, . . . , ηm soient in-
compatibles, le Théorème 4.2.7 illustre une certaine forme d’indépendance asymptotique entre
les variablesXn(ηi). Ce phénomène peut s’interpréter comme suit. Les occurrences des confi-
gurations localesηi et ηj ne pouvant se chevaucher, elles sont, sous l’hypothèse (4.2.18), très
éloignées l’une de l’autre. Le grapheGn est alors suffisamment vaste pour permettre à chacune
desηi d’apparaı̂tre autant de fois que nécessaire (mais en nombre fini) loin des occurrences des
autres configurations locales, i.e. indépendamment desηj.
Nous utiliserons ce résultat dans la Section 4.5.1 dans le but de déterminer une approximation
poissonnienne pour les assertions locales. Il sera également appliqué de manière plus concrète
dans le Chapitre 5 à des configurations locales particulières : lesanimaux.
La structure de la démonstration du Théorème 4.2.7 est lamême que celle du Théorème 4.2.1.
Les arguments similaires seront donc traités succintement.

DémonstrationLa première étape de la démonstration consiste à se ramener à des configurations
locales propres. Ainsi, à chaque configuration localeηi, nous associons la configuration locale
propreη̊i de la bouleB(0, r + 1) définie par :

η̊i(x) =

{
ηi(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si dist(x, 0) = r + 1 .

Les propriétésXn(ηi) > 0 et Xn(η̊i) > 0 ont la même fonction seuil et satisfontXn(η̊i) ≤
Xn(ηi). Nous noterons̊Xn la somme desm variablesXn(η̊i). Dès lors, la Proposition A.0.4 nous
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permet de majorer la distance en variation totale entre les distributions deX̊n etXn :

dV T

(
L(Xn),L(X̊n)

)
≤ µa,b(Xn 6= X̊n)

≤
m∑

i=1

µa,b(Xn(ηi) > Xn(η̊i))

≤ mM1e
2a(n) ,

d’après les inégalités établies lors de la démonstration du Lemme 4.1.2. Ce même lemme affirme
enfin que si la variable̊Xn converge en loi vers une variableX, il en va de même pourXn. Au-
trement dit, sans perte de généralité, nous pouvons supposer les configurations localesη1, . . . , ηm
propres.
En utilisant les notations de la démonstration du Théorème 4.2.1, le moment d’ordrel deXn

s’écrit :

Ml(Xn) =

l∑

s=1

IEa,b




∑

(x1,...,xl)∈Cl(s)

∑

1≤i1,...,il≤m

I
ηi1
x1 × . . .× I

ηil
xl



 .

Nous noterons égalementM ′
l (Xn) le terme de la somme ci-dessus correspondant às = l et

M ′′
l (Xn) le reste de cette somme. La deuxième étape consiste à prouver la convergence suivante :

lim
n→+∞

M ′
l (Xn) =

(
ck

m∑

i=1

e−2bγi

)l

. (4.2.19)

Fixons donc unl-uplet (x1, . . . , xl) ∈ Cl(l) et l indicesi1, . . . , il compris entre1 etm. Il s’agit
donc d’évaluer la probabilité

µa,b

(
l∏

j=1

I
ηij
xj = 1

)
.

Nous commençons par écrire

µa,b

(
l∏

j=1

I
ηij
xj = 1

)
= IEa,b

[
l∏

j=1

µa,b

(
I
ηij
xj = 1|F(δB(xj, r))

)]
.

Pour j = 1, . . . , l, la configuration localeηij étant propre, la Proposition 4.1.3 produit un en-

cadrement de la probabilité conditionnelleµa,b(I
ηij
xj = 1|F(δB(xj, r))). Comme cela avait été

souligné à la fin de la Section 4.1, la constanteM2 intervenant dans cet encadrement est la même
pour chacune des configurationsηij . Il vient :

n−dl
(
1−M2e

2a(n)
)l l∏

j=1

cke−2bγij ≤ µa,b

(
l∏

j=1

I
ηij
xj = 1

)
≤ n−dl

l∏

j=1

cke−2bγij .

Puis, l’identité
∑

1≤i1,...,il≤m

l∏

j=1

cke−2bγij =

(
ck

m∑

i=1

e−2bγi

)l
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entraı̂ne l’encadrement

|Cl(l)|
ndl

(
1−M2e

2a(n)
)l
(
ck

m∑

i=1

e−2bγi

)l

≤M ′
l (Xn) ≤

|Cl(l)|
ndl

(
ck

m∑

i=1

e−2bγi

)l

dont découle la limite désirée (4.2.19).
Dans la dernière étape de cette démonstration, nous montrerons que la sommeM ′′

l (Xn) tend vers
0 en montrant que c’est le cas desl − 1 termes qui la composent. Supposons pour celal ≥ 2.
Fixons un entier1 ≤ s ≤ l − 1 et considérons unl-uplet (x1, . . . , xl) appartenant àCl(l) et l
indicesi1, . . . , il compris entre1 etm. En s’inspirant de la démonstration du Lemme 4.2.4, nous
savons qu’il existe une constante, disonsA, dépendant du potentiel de paireb, des paramètresc
etk mais aussi des configurationsηij satisfaisant :

µa,b

(
l∏

j=1

I
ηij
xj = 1

)
≤ A

nd(s−1)
µa,b

(
I
ηij
xj = I

ηi
j′

xj′ = 1
)
,

où j et j′ sont deux indices tels que les sommetsxj etxj′ sont distincts et distants l’un de l’autre
d’au plus2r + 1. Si ij = ij′, i.e. si les configurations localesηij et ηij′ sont identiques, alors

l’événementI
ηij
xj = I

ηi
j′

xj′ = 1 implique la présence localisée d’au moinsk + 1 sommets positifs.
En effet, les centres des boulesB(xj , r) et B(xj′, r) sur lesquelles se réaliseηij = ηij′ sont
distincts. C’est dans le cas où les configurations localesηij etηij′ sont différentes que l’hypothèse
d’incompatibilité de la famille{η1, . . . , ηm} va intervenir. Puisque les ensembles de sommets

positifs des configurations localesηij etηij′ ne peuvent se chevaucher, l’événementI
ηij
xj = I

ηi
j′

xj′ =
1 implique encore une fois la présence localisée d’au moinsk+1 sommets positifs. Dans les deux
cas, le Lemme 4.1.1 s’applique et donne :

µa,b

(
I
ηij
xj = I

ηi
j′

xj′ = 1
)

= O(n−de2a(n)) .

Par conséquent, l’espérance

IEa,b




∑

(x1,...,xl)∈Cl(s)

∑

1≤i1,...,il≤m

I
ηi1
x1 × . . .× I

ηil
xl





est unO(e2a(n)), ce qui prouve la convergence deM ′′
l (Xn) vers0. �

Lorsque les configurations localesη1, . . . , ηm ne sont pas incompatibles, la variableXn converge
encore en loi quandn tend vers l’infini, mais la limite n’est plus une loi de Poisson. En fait, le
support de la variable aléatoireXn n’est asymptotiquement plus égal àN tout entier : il dépendra
des chevauchements entre les ensembles de sommets positifsV+(η1), . . . , V+(ηm).
Illustrons cette remarque générale par un exemple simple. Soientη1, . . . , ηβ(r) lesβ(r) configu-
rations locales de la bouleB(0, r) ayant un unique sommet positif. Ces configurations locales
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ne sont évidemment pas incompatibles ; à translation près, elles ont toutes le même ensemble de
sommets positifs. Notons encoreXn la somme de leurs occurrences dans le graphe :

Xn =

β(r)∑

i=1

Xn(ηi) .

La fonction seuil de la propriétéXn > 0, comme celles desXn(ηi) > 0, pouri = 1, . . . , β(r),
vaut n−d. Posons alorse2a(n) = n−d (avecc = 1). Pour cette valeur du potentiel de surface,
les sommets positifs présents dans le graphe sont asymptotiquement éloignés les uns des autres.
Ainsi, chacun d’entre eux contribue à la réalisation d’une occurrence pour chacune des configu-
rations localesη1, . . . , ηβ(r). Autrement dit, quandn tend vers l’infini,

µa,b(Xn = β(r)×Xn(η1)) → 1 .

Asymptotiquement, la distribution deXn ne charge que les entiers multiples deβ(r). De plus,
d’après le Théorème 4.2.1,Xn(η1) converge en loi vers la loi de Poisson de paramètree−8b. Nous
en déduisons la loi limite de la variableXn :

lim
n→+∞

µa,b(Xn = l) =

{
e−e

−8b × (e−8b)m

m!
si ∃m ∈ N, l = β(r)m ,

0 sinon.

Finalement, en s’inspirant de l’exemple précédent et de la démonstration du Théorème 4.2.7,
il semble possible de fournir une limite pour la distribution de toute variable aléatoire définie
comme la somme dem configurations locales quelconques (ayant chacunek sommets positifs).

4.3 Etude de la vitesse de convergence

Dans la section précédente, il a été prouvé que la variable aléatoireXn(η) convergeait en
loi vers une loi de Poisson (Théorème 4.2.1). Cette nouvelle section a pour but de mesurer la
vitesse à laquelle s’effectue cette convergence : c’est l’objet du Théorème 4.3.1. Il sera présenté et
commenté dans la Section 4.3.1. La Section 4.3.2 est dédi´ee à sa démonstration. Celle-ci repose
sur la méthode de Chen-Stein : voir [2] ou l’Annexe B qui lui est consacrée. Cette méthode
s’applique au modèle d’Ising dans le cas ferromagnétique, elle requiert donc la positivité du
potentiel de paireb.

4.3.1 Th́eorème et commentaires

Dans toute cette section, nous considérons une configuration localeη de la bouleB(0, r) ayant
au moins un sommet positif (k(η) > 0). Le potentiel de surfacea(n) est supposé satisfaire la
relation (4.1.1) :

e2a(n) = cn−d/k(η) ,

où c est une constante strictement positive. Dans ces conditions, le Théorème 4.2.1 affirme que
le nombre de copies de la configuration localeη dans le grapheGn converge en loi vers la loi de
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Poisson de paramètreck(η)e−2bγ(η). Le Théorème 4.3.1 stipule que la vitesse de cette convergence
est au moins enn−d/k(η). Nous noterons encoreL(X) la loi d’une variable aléatoireX etP(λ) la
loi de Poisson de paramètreλ.

Théorème 4.3.1Supposons que le potentiel de surfacea(n) satisfasse la relation(4.1.1)et que
le potentiel de paireb soit positif. Alors :

dV T
(
L(Xn(η)),P(ck(η)e−2bγ(η))

)
= O(n−d/k(η)) .

Même si le Théorème 4.3.1 ne fournit qu’une borne supérieure, nous pensons quen−d/k(η) est
le véritable ordre de grandeur de la vitesse à laquelle converge en distance en variation totale la
loi deXn(η) vers sa limiteP(ck(η)e−2bγ(η)) :

log dV T
(
L(Xn(η)),P(ck(η)e−2bγ(η))

)

log n−d/k(η)
→ 1 , (4.3.20)

quandn tend vers l’infini. Nous ne sommes malheureusement pas en mesure de le montrer mais
deux arguments motivent cette conjecture. Premièrement,dans le cas, qui est le nôtre (voir la
Section 4.3.2), d’une famille de variables aléatoires indicatricespositivement relíee (voir l’An-
nexe B pour une définition), la majoration fournie par la méthode de Chen-Stein est le bon ordre
de grandeur : pour plus de détails, consulter le Chapitre 3 de [2]. Deuxièmement, (4.3.20) a été
démontrée par Ganesh et al. [34] dans le cas particulier d’une configuration localeη+ représentant
un simple spin positif (r = 0, k(η+) = 1 etγ(η+) = 4). Leur méthode, appeléeactivity expansion,
consiste à écrire la densitéρ de spins positifs comme une série entière en la variable d’“activité”
z = e2a. D’une part, en utilisant la méthode de Chen-Stein, ils obtiennent un résultat analogue au
Théorème 4.3.1 :

dV T
(
L(Xn(η+)),P(ce−8b)

)
= O(n−d) .

D’autre part, ils prouvent l’existence d’une constante strictement positiveK = K(c, b) telle que :

|µa,b(Xn(η+) = 0)− e−ce−8b | = Kn−d(1 +O(n−d)) .

Signalons enfin que dans [29], Fernández et al. considèrent les configurations locales comme des
contours, i.e. des surfacesd − 1-dimensionnelles connexes et fermées. Lorsque le potentiel de
paireb tend vers+∞, ils obtiennent une approximation poissonnienne pour le nombre de copies
de tout contour fixé. De plus, cette convergence s’effectueà vitesse exponentielle.

4.3.2 D́emonstration

Cette section a pour objectif de démontrer le Théorème 4.3.1. Ainsi, nous supposerons que le
potentiel de surfacea(n) vérifie la relation (4.1.1)

e2a(n) = cn−d/k(η)

et que le potentiel de paireb est positif. Cette démonstration repose sur la méthode deChen-
Stein. En vue d’appliquer la Proposition B.0.8 de l’Annexe B, il nous faudra exhiber une famille
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positivement reliée de variables aléatoires indicatrices ; ce seront les variablesIηx définies ci-
dessous. Durant toute la démonstration, différentes caractérisations de la distance en variation
totale, introduites dans l’Annexe A, seront utilisées.
Avant toute chose, grâce au Lemme 4.1.2 et en particulier àla relation (4.1.4), la configuration
localeη sera supposée propre. Elle vérifiera donc les inégalités (4.1.6) et (4.1.7) de la Proposition
4.1.3.
Afin d’alléger les notations, nous noterons encore une foisλ la quantitéck(η)e−2bγ(η).
Relativement à la configuration localeη, définissons le sous-ensembleCr(η) deCr par :

Cr(η) = {η′ ∈ Cr, V+(η′) ⊃ V+(η)} .

Tout élémentη′ de cet ensemble compte parmi ses sommets positifs ceux de la configuration
localeη. Il en possède donc au moinsk(η). Plus précisément,η est le seul élément deCr(η) ayant
exactementk(η) sommets positifs, tous les autres en ont au moinsk(η) + 1. A cet effet, nous
noteronsC∗r (η) = Cr(η) \ {η}. Pour tout sommetx ∈ Vn, la variable aléatoireIηx est définie par :

Iηx =
∑

η′∈Cr(η)

Iη
′

x . (4.3.21)

Remarquons queIηx est une fonction indicatrice :Iηx(σ) = 1 si les sommets positifs nécessaires à
l’apparition deη sur la bouleB(x, r) sont positifs pour la configurationσ, sans aucune condition
sur les spins des autres sommets. Autrement dit,Iηx est une fonction croissante (cf. la Section
2.2.2) :

σ ≤ σ′ =⇒ Iηx(σ) ≤ Iηx(σ
′) .

Ainsi, sous l’hypothèseb > 0, la Proposition B.0.9 affirme que la famille formée de ces indi-
catrices est positivement reliée. Appliquée à cette famille, la méthode de Chen-Stein produira le
Lemme 4.3.4.
Par analogie avec (4.3.21), introduisons la variable aléatoire, notéeXn(η) et définie par :

Xn(η) =
∑

x∈Vn

Iηx

= Xn(η) +
∑

η′∈C∗
r (η)

Xn(η
′) , (4.3.22)

dont l’espéranceIEa,b[Xn(η)] sera simplement notéeλn.
L’inégalité triangulaire assure que la distance en variation totale entre les loisL(Xn(η)) etP(λ)
est majorée par :

dV T
(
L(Xn(η)),L(Xn(η))

)
+ dV T

(
L(Xn(η)),P(λn)

)
+ dV T (P(λn),P(λ)) ,

fournissant ainsi un plan naturel pour la démonstration duThéorème 4.3.1. Nous allons montrer
que chacun des3 termes composant la somme ci-dessus est unO(n−d/k(η)). Les cas du premier
et du dernier termes feront respectivement l’objet des Lemmes 4.3.2 et 4.3.3. La méthode de
Chen-Stein, i.e. le Lemme 4.3.4, majore le termedV T (L(Xn(η)),P(λn)) en fonction des deux
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premiers moments deXn(η), i.e. son espérance et sa variance. Enfin, le Lemme 4.3.5 assure que
cette majoration est unO(n−d/k(η)).

Sous l’hypothèse (4.1.1), le Lemme 4.1.1 assure que les configurations locales ayant strictement
plus dek(η) sommets positifs, en particulier celles deC∗r (η), ont une probabilité asymptotique
nulle d’apparaı̂tre dans le graphe. Par conséquent, les variablesXn(η) etXn(η) auront asympto-
tiquement le même comportement et l’espérance de la première, i.e.λn, sera proche de celle de
la seconde, donc également proche deλ.

Lemme 4.3.2 La distance en variation totale entre la loi deXn(η) et celle deXn(η) satisfait :

dV T
(
L(Xn(η)),L(Xn(η))

)
= O(n−d/k(η)) . (4.3.23)

De plus, il existe une constante strictement positiveM3 telle que, pour toutn :

λ(1−M3e
2a(n)) ≤ λn ≤ λ(1 +M3e

2a(n)) . (4.3.24)

Démonstration Puisque nous disposons d’une égalité reliant les variablesXn(η) etXn(η) (re-
lation (4.3.22)), la caractérisation de la distance en variation totale proposée par la Proposition
A.0.4 est tout à fait adéquate :

dV T (µ, ν) = inf{IP(X 6= Y ), L(X) = µ et L(Y ) = ν} .

Nous obtenons :

dV T
(
L(Xn(η)),L(Xn(η))

)
≤ µa,b(Xn(η) 6= Xn(η))

≤ µa,b




∑

η′∈C∗
r (η)

Xn(η
′) > 0





≤
∑

η′∈C∗
r (η)

IEa,b[Xn(η
′)] ,

car la variable
∑

η′ Xn(η
′) est à valeurs entières. Or d’après le Lemme 4.1.1, l’esp´erance de

Xn(η
′), η′ ∈ C∗r (η), tend vers0 :

IEa,b[Xn(η
′)] ≤ M1e

2a(n)(k(η′)−k(η))

≤ M1e
2a(n) .

L’ensembleC∗r (η) étant de cardinal fini, la distance en variation totaledV T (L(Xn(η)),L(Xn(η)))
est unO(e2a(n)), donc unO(n−d/k(η)) par la relation (4.1.1).
En utilisant les majorations précédentes et en décomposant la variableXn(η) comme en (4.3.22),
nous obtenons un encadrement de son espéranceλn :

IEa,b[Xn(η)] ≤ λn ≤ IEa,b[Xn(η)] + |C∗r (η)|M1e
2a(n) .
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En combinant avec (4.1.7), il vient :

λ
(
1−M2e

2a(n)
)
≤ λn ≤ λ

(
1 + |C∗r (η)|M1λ

−1e2a(n)
)
.

Les constantesM1 etM2 sont respectivement issues du Lemme 4.1.1 et de la Proposition 4.1.3.
Elles sont indépendantes de la taillen du graphe. L’encadrement final deλn est obtenu en posant :

M3 = max{M2, |C∗r (η)|M1λ
−1} .

�

Le Lemme 4.3.2 affirme en particulier que la différence entreλn etλ tend vers0 commee2a(n).
Par conséquent, les deux lois de Poisson dontλn etλ sont les paramètres seront proches l’une de
l’autre.

Lemme 4.3.3 La distance en variation totale entre les lois de PoissonP(λn) etP(λ) satisfait :

dV T (P(λn),P(λ)) = O(n−d/k(η)) . (4.3.25)

Démonstration La caractérisation de la distance en variation totale proposée par la relation
(A.0.2) de l’Annexe A est adaptée à la situation :

dV T (µ, ν) =
1

2

∑

m≥1

|µ(m)− ν(m)| .

Fixons un entierm ≥ 1. La relation (4.3.24) fournit un encadrement de la différenceλmn e
−λn −

λme−λ. Par conséquent :

|e−λn λ
m
n

m!
− e−λλ

m

m!
| ≤ max{αm, βm}

où les réels positifsαm etβm sont définis par

αm =
λme−λ

m!

(
eλM3e2a(n)

(1 +M3e
2a(n))m − 1

)

et

βm =
λme−λ

m!

(
1− e−λM3e2a(n)

(1−M3e
2a(n))m

)
.

Finalement, la distance en variation totale entre les lois de Poisson de paramètresλn etck(η)e−2bγ(η)

est majorée par :

dV T (P(λn),P(λ)) ≤ 1

2

∑

m≥1

max{αm, βm} .

Afin d’obtenir (4.3.25), nous allons d’une part montrer que pour toutm, αm ≥ βm et d’autre part
que la série de terme généralαm est unO(n−d/k(η)). Pour cela, considérons la fonctionfm définie
par :

fm : ]− 1, 1[−→ R, x 7−→ (1 + x)meλx .
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Il est facile de vérifier que la fonctionfm est convexe. Ainsi, pour0 < x < 1, fm(0)−fm(−x) est
majoré parfm(x)− fm(0). En prenantx = M3e

2a(n) et en remarquant quefm(0) = 1, l’inégalité
désiréeαm ≥ βm est obtenue. Pour finir, donnons un équivalent pour

∑
m αm :

∑

m≥1

αm = eλ(1−M3e2a(n))
∑

m≥1

λm(1 +M3e
2a(n))m

m!
− e−λ

∑

m≥1

λm

m!

= e2λM3e2a(n) − eλ(1−M3e2a(n)) − 1 + e−λ

qui tend vers2λM3e
2a(n) quandn tend vers l’infini. C’est donc unO(n−d/k(η)) par la relation

(4.1.1). �

Il ne reste plus qu’à montrer que la distance en variation totale entre la loi deXn(η) et la
loi de Poisson de paramètreλn est unO(n−d/k(η)). La variable aléatoireXn(η) a été introduite
dans cette démonstration dans le but de lui appliquer la méthode de Chen-Stein. En effet, elle
est égale à une somme de fonctions indicatrices croissantes : les variablesIηx , x ∈ Vn. Or, le
potentielb étant positif, la famille formée de ces variables indicatrices est positivement reliée (cf.
la Proposition B.0.9). La Proposition B.0.8 s’applique et produit le Lemme 4.3.4. L’unique étape
de la démonstration du Théorème 4.3.1 utilisant la positivité de b réside dans l’utilisation de la
Proposition B.0.9.
Soulignons au passage à quel point le fait de supposer le modèle d’Ising ferromagnétique simpli-
fie, d’un point de vue théorique, la situation. En effet, dans le cas général (b ∈ R), l’étude de tous
les moments de la variableXn(η) nous permettait d’obtenir sa distribution asymptotique, alors
que dans le cas ferromagnétique (b ≥ 0), celle de ses deux premiers moment suffit.

Lemme 4.3.4 La distance en variation totale entre la loi deXn(η) et la loi de Poisson de pa-
ramètreλn satisfait :

dV T
(
L(Xn(η)),P(λn)

)
≤ 1

λn

(
V ara,b[Xn(η)]− λn + 2

∑

x∈Vn

IEa,b[I
η
x ]

2

)
. (4.3.26)

Une particularité de la loi de Poisson réside dans le fait que sa variance et son espérance
sont égales. Bien que ce ne soit pas une caractérisation, l’inégalité (4.3.26) signifie que, puisque∑

x∈Vn
IEa,b[I

η
x ]2 tend vers0 quandn→ +∞, la distance entreL(Xn(η)) etP(λn) est essentielle-

ment contrôlée par la différence entre la variance et l’espérance deXn(η). De bonnes estimations
des deux premiers moments de la variable aléatoireXn(η) montrent que cette différence est un
O(n−d/k(η)). Le cas du moment d’ordre1 deXn(η), i.e. son espéranceλn, est traité par le Lemme
4.3.2. Le prochain résultat concerne son moment d’ordre2 :

Lemme 4.3.5 Le moment d’ordre2 de la variableXn(η), i.e.M2(Xn(η)) = IEa,b[Xn(η)(Xn(η)−
1)], satisfait :

M2(Xn(η)) = λ2 +O(n−d/k(η)) .
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Nous démontrerons ce résultat à la fin de cette section. Examinons tout d’abord de quelle
manière il nous permet de conclure, i.e. de prouver que la distance en variation totale entre la loi
deXn(η) etP(λn) est unO(n−d/k(η)). Commençons par écrire :

∑

x∈Vn

IEa,b[I
η
x ]

2 =
λ2
n

nd

et
V ara,b[Xn(η)] = M2(Xn(η)) + λn − λ2

n .

L’inégalité (4.3.26) devient

dV T
(
L(Xn(η)),P(λn)

)
≤ 1

λn

(
M2(Xn(η))− λ2

n +
2λ2

n

nd

)
.

Commeλn converge versck(η)e−2bγ(η) quandn tend vers l’infini, il suffit de montrer que :

M2(Xn(η))− λ2
n +

2λ2
n

nd
= O(n−d/k(η)) .

C’est clairement le cas du rapportλ2
n/n

d puisque par hypothèse l’entierk(η) est non nul. C’est
tout aussi évident pour le termeM2(Xn(η))− λ2

n grâce au Lemme 4.3.5. En effet, il stipule qu’il
existe une constanteM4 telle que pour toutn,

M2(Xn(η)) ≤ λ2 +M4e
2a(n) .

La minoration deλn fournie par (4.3.24) produit alors :

M2(Xn(η))− λ2
n ≤M4e

2a(n) + λ2
(
2M3e

2a(n) −M2
3 e

4a(n)
)
,

qui est bien unO(e2a(n)), i.e. unO(n−d/k(η)).

Il s’agit pour finir de démontrer le Lemme 4.3.5, i.e. prouver l’existence d’une constanteC > 0
telle que pour toutn, la différenceM2(Xn(η)) − λ2 soit majorée parCn−d/k(η). En utilisant la
relation d’équivalence de connexité introduite dans la Section 4.2.2, nous écrirons le moment
d’ordre 2 deXn(η) comme une somme (relation (4.3.27)) dont l’un des termes estla quantité
M ′

2(Xn(η)) (cf. relation (4.2.11)). C’est de ce terme que provient la contribution λ2, tous les
autres tendant vers0 commee2a(n).

Démonstration (du Lemme 4.3.5)Quelques notations introduites lors de la démonstration du
Théorème 4.2.1 nous seront utiles, notamment la relationd’équivalence dite de connexité entre
boules de même rayon. Rappelons ainsi que, pours = 1, 2, C2(s) désigne l’ensemble des couples
de sommets(x1, x2) dont l’ensemble{B(x1, r), B(x2, r)} formé des boules de centrex1 et x2

et de rayonr se décompose sous l’action de la relation de connexité ens classes d’équivalence.
Autrement dit, le couple(x1, x2) appartient àC2(1) si dist(x1, x2) ≤ 2r + 1 et àC2(2) sinon. Le
moment d’ordre2 deXn(η) s’écrit donc sous la forme :

M2(Xn(η)) =
2∑

s=1

IEa,b




∑

(x1,x2)∈C2(s)

I
η

x1
× Iηx2



 .
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Pour tout sommetx, chacune des variables indicatricesI
η

x se décompose comme la somme des
Iη

′

x , η′ ∈ Cr(η). Nous obtenons ainsi une nouvelle écriture pourM2(Xn(η)) :

M2(Xn(η)) =
∑

η1,η2∈Cr(η)

(
E1(η1, η2) + E2(η1, η2)

)
, (4.3.27)

où pours = 1, 2 la quantitéEs(η1, η2) est définie par :

Es(η1, η2) = IEa,b




∑

(x1,x2)∈C2(s)

Iη1x1
Iη2x2



 .

Soit (η1, η2) un couple d’éléments deCr(η). Il est essentiel de rappeler qu’un seul élément de cet
ensemble admet exactementk(η) sommets positifs, c’est justement la configuration localeη, et
que tous les autres en admettent strictement plus.
Occupons-nous tout d’abord du cass = 1 ; considérons un couple de sommets(x1, x2) ∈ C2(1).
Ces deux sommets sont distants l’un de l’autre d’au plus2r + 1. L’événement

Iη1x1
= Iη2x2

= 1

implique la présence d’au moinsk(η)+1 sommets positifs dans la boule de centrex1 et de rayon
2r+ 1. Dès lors, siC>k(η)2r+1 désigne l’ensemble des configurations locales de la bouleB(0, 2r+ 1)
ayant au moinsk(η) + 1 sommets positifs, il s’ensuit que :

µa,b(I
η1
x1

= Iη2x2
= 1) ≤

∑

ζ∈C
>k(η)
2r+1

IEa,b[I
ζ
x1

]

≤ n−d
∑

ζ∈C
>k(η)
2r+1

IEa,b[Xn(ζ)]

≤ n−d |C>k(η)2r+1 |M1 e
2a(n) ,

par le Lemme 4.1.1. Cette majoration étant valable pour tout couple(x1, x2) appartenant àC2(1),
nous en déduisons :

E1(η1, η2) ≤ C |C>k(η)2r+1 |M1 e
2a(n) ,

où la constanteC > 0 a été introduite par le Lemme 4.2.5. Autrement dit,E1(η1, η2) est un
O(e2a(n)) et donc également unO(n−d/k(η)) par (4.1.1).
Passons désormais au cass = 2 et supposons donné un couple(x1, x2) ∈ C2(2). Des techniques
déjà utilisées dans la Section 4.2.2 nous permettent d’´ecrire :

IEa,b

[
Iη1x1
Iη2x2

]
= IEa,b

[
2∏

i=1

µa,b
(
Iηixi = 1|F(δB(xi, r))

)
]
. (4.3.28)

A ce moment de la démonstration, deux cas sont à distinguer. Supposons dans un premier temps
queη1 et η2 soient toutes les deux égales à la configuration localeη. Alors, par la Proposition
4.1.3,

IEa,b

[
Iηx1
Iηx2

]
≤ n−2dλ2
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et E1(η, η) est majoré parλ2. Dans le cas contraire, au moins l’une des deux configurations
localesη1, η2 ∈ Cr(η) est différente deη. En particulier, on peut affirmer que l’une des deux
admet strictement plus dek(η) sommets positifs, l’autre en admettant au moinsk(η) :

k(η1) + k(η2) ≥ 2k(η) + 1 .

Ainsi, en combinant le Lemme 4.1.1 et la relation (4.3.28), il vient :

E2(η1, η2) ≤ M2
1 e

2a(n)(k(η1)+k(η2)−2k(η))

= O(e2a(n)) .

La relatione2a(n) = cn−d/k(η) permet de conclure. �

4.4 Distance entre configurations locales

A la fonction seuil de la propriétéXn(η) > 0, le nombre de copies dans le graphe de la
configuration localeη suit une loi de Poisson. Asymptotiquement, il y en aura donc presque
sûrement un nombre fini. Une question naturelle consiste àse demander quelle distance sépare
deux copies quelconques deη dans le graphe. Nous n’avons malheureusement en notre possession
aucune réponse ferme à cette question. Néanmoins le Théorème 4.4.1 montre la voie à suivre. Ce
résultat, énoncé et commenté dans la Section 4.4.1, renseigne sur la distance typique à laquelle se
trouvent les plus proches sommets positifs d’une occurrence donnée deη. Sa démonstration fait
l’objet de la Section 4.4.2.

4.4.1 Th́eorème et commentaires

Soitη une configuration locale de la bouleB(0, r) ayant au moins un sommet positif (k(η) >
0). Nous nous plaçons une fois de plus à la fonction seuiln−d/k(η) de la propriétéXn(η) > 0.
Précisément, le potentiel de surfacea(n) sera supposé satisfaire :

e2a(n) = n−d/k(η) . (4.4.29)

N’intervenant pas dans cette nouvelle étude, la constantec apparaissant dans la relation (4.1.1) est
fixée à la valeur1. Sous cette hypothèse, nous savons d’après le Théorème4.2.1 que le nombre
de copies de la configuration localeη dans le grapheGn converge en loi vers la loi de Poisson
de paramètree−2bγ(η). En particulier, le nombre de copies deη dans le graphe est fini avec une
probabilité qui tend vers1. Fixons alors un sommetx et notonsC(x, r, R) la couronne de centre
x et de rayonsr etR(> r) :

C(x, r, R) = {y ∈ Vn, r < dist(x, y) ≤ R} .

Supposons qu’une copie de la configuration localeη apparaisse sur la boule de centrex et de
rayonr. Le Lemme 4.1.1 affirme qu’alors tous les sommets de la couronneC(x, r, R) auront des
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spins négatifs. Autrement dit, en notantI(+, R) l’événement “il existe (au moins) un sommet
positif dans la couronneC(x, r, R)”, il vient :

lim
n→+∞

µa,b(I(+, R)|Iηx = 1) = 0 .

Qu’advient-il de cette limite si le rayonR dépend den et tend vers l’infini ? Le Théorème 4.4.1
répond à cette question.

Théorème 4.4.1Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, nous avons

R(n)� n1/k(η) =⇒ lim
n→+∞

µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1) = 0

et
R(n)� n1/k(η) =⇒ lim

n→+∞
µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1) = 1 .

Le Théorème 4.4.1 prévoit donc un phénomène de seuil pour la probabilité conditionnelle
µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1). Il s’interprète comme suit. SiR(n)n−1/k(η) tend vers0 alors, avec une
probabilité qui tend vers1, tout les sommets de la couronneC(x, r, R(n)) seront négatifs. Inver-
sement, siR(n)n−1/k(η) tend vers+∞ alors, avec une probabilité qui tend vers1, la couronne
C(x, r, R(n)) contiendra au moins un sommet positif.
Remarquons qu’à la différence de la propriétéXn(η) > 0, la fonction seuil proposée ci-dessus ne
dépend pas de la dimensiond : cela s’explique simplement par le fait que cette dernièreconcerne
un rayon et non plus un volume. Elle est également décroissante en l’entierk(η). Plus le nombre
de sommets positifs formant la configuration localeη est grand, plus la largeur de la couronne de
sommets négatifs ceinturant l’une de ses occurrences est ´etroite. Il faut en effet comprendre que
se placer à la fonction seuil d’une configuration locale ayant beaucoup de sommets positifs force
le potentiel de surfacea(n) à tendre moins vite vers−∞ et donc à tolérer dans tout le graphe un
plus grand nombre de sommets positifs.
En se penchant sur le cas de l’indépendance entre les sommets (b = 0), un résultat du type du
Théorème 4.4.1 était prévisible. En effet, sous l’hypothèse (4.4.29), le nombre moyen de sommets
positifs dans la bouleB(0, R(n)) est logarithmiquement équivalent à :

R(n)d × e2a(n) = R(n)d × n d
k(η) .

Par conséquent, siR(n)� n1/k(η) (resp.R(n)� n1/k(η)) le nombre moyen de sommets positifs
deB(0, R(n)) tend vers0 (resp.+∞). D’ailleurs, cet argument insiste sur le fait suivant : la
fonction seuil (pour le rayonR(n)) de la propriété “la bouleB(0, R(n)) contient (au moins) un
sommet positif” devrait encore êtren1/k(η).
Les sommets positifs les plus proches d’une copie donnée deη sont donc à distance de l’ordre de
n1/k(η). Mais le Théorème 4.4.1 ne précise ni leur nombre, ni leurposition les uns par rapport aux
autres : sont-ils groupés ou isolés ? Notre point de vue se porterait vers la deuxième alternative.
Nous conjecturons que les sommets positifs apparaissant àdistance de l’ordre den1/k(η) de ηx
(copie deη surB(x, r)) sont éloignés les uns des autres et que les plus proches groupements
formés de2 sommets positifs apparaissent à distance de l’ordre den2/k(η) (voir la Figure 4.4).
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Plus généralement, nous pensons que les configurations locales (deB(0, r)) ayant1 ≤ s ≤ k(η)
sommets positifs les plus proches deηx sont à distance de l’ordre dens/k(η). En particulier, les
autres occurrences deη les plus proches de celle se réalisant sur la bouleB(x, r), i.e. deηx,
seraient à distance de l’ordre den. L’entier n étant la taille du graphe, deux telles copies sont
donc très espacées. Il ne peut donc y en avoir qu’un nombre fini dans le graphe tout entier, ce qui
est confirmé par le Théorème 3.2.1. Nous pensons quen est l’ordre de grandeur pour la distance
séparant deux copies quelconques de la configuration localeη.
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cste × n1/k(η) cste × n2/k(η)

η

FIG. 4.4 – Représentation géographique et schématique des sommets positifs les plus proches
d’une occurrence de la configuration localeη.

4.4.2 D́emonstration

Fixons pour toute cette démonstration un sommetx. Celle-ci se décompose en deux étapes na-
turelles : nous montrerons la convergence de la probabilit´e conditionnelleµa,b(I(+, R(n))|Iηx =
1) vers0 puis vers1 selon le comportement asymptotique du rayonR(n).
Remarquons que la démonstration de la Proposition 4.1.3 fournit un contrôle du dénominateur.
Pour cela, associons àη la configuration locale propre̊η de la bouleB(0, r + 1) définie par :

η̊(x) =

{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si dist(x, 0) = r + 1 .

Les configurationsη et η̊ ont le même nombre de sommets positifs et le même périmètre :

k(η) = k(η̊) et γ(η) = γ(η̊) .

L’inégalité (4.1.10), appliquée å̀η, est valable pour toute configuration deδB(x, r + 1). Elle
s’applique donc à son espérance, i.e.µa,b(I

η̊
x = 1). Il vient :

1

µa,b(I
η̊
x = 1)

≤ (1 +M2e
2a(n))e2bγ(η)nd .
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Enfin, comme la réalisation de̊η surB(x, r + 1) entraı̂ne celle deη surB(x, r), nous obtenons :

1

µa,b(I
η
x = 1)

≤ 1

µa,b(I
η̊
x = 1)

≤ (1 +M2e
2a(n))e2bγ(η)nd . (4.4.30)

L’essentiel du travail consistera donc à bien évaluer la probabilité de l’intersection des événements
I(+, R(n)) et Iηx = 1.

Supposons donc pour commencer queR(n)� n1/k(η). Le cardinal de la couronneC(x, r, R(n)),
disonsβn, est évidemment majoré par celui de la bouleB(0, R(n)) et donc par(2ρR(n) + 1)d.
PuisqueR(n)dn−d/k(η) tend vers0, il en va de même pourβnn−d/k(η) et donc aussi pourβne2a(n)

par l’hypothèse (4.4.29).
Nous aurons besoin de l’ensembleCR(n)(η) formé des configurations locales de la bouleB(0, R(n))
ayant pour sommets positifs au moins ceux deη :

CR(n)(η) = {ζ ∈ CR(n), V+(ζ) ⊃ V+(η)} .

La terminologie utilisée jusqu’à présent sera conserv´ee : même si cela devient impropre voire
trompeur, les configurations de cet ensemble seront toujours qualifiées de “locales”. Les éléments
deC∗R(n)(η) = CR(n)(η)\{η} possèdent au moinsk(η)+1 sommets positifs. Ce dernier ensemble
est introduit dans le but d’écrire :

µa,b(I(+, R(n)) ∩ Iηx = 1) =
∑

ζ∈C∗
R(n)

(η)

µa,b(I
ζ
x = 1) ,

où l’événementIζx = 1 signifie queζ apparaı̂t enB(x,R(n)). La bouleB(x,R(n)) sera d’ailleurs
notée plus brièvementBn. Fixonsζ ∈ C∗R(n)(η). La marche à suivre pour majorerµa,b(Iζx = 1)
est toujours la même. Grâce à l’identité

µa,b(I
ζ
x = 1) = IEa,b

[
µa,b

(
Iζx = 1|F(δBn)

)]
,

il suffit de majorer uniformément en la configurationσ de δBn la probabilité conditionnelle
µa,b(I

ζ
x = 1|σ). Fixons doncσ ∈ W δBn . La relation (2.4.20) propose un majorant simple de

cette quantité :
µa,b(I

ζ
x = 1|σ) ≤ eH

Bn (ζxσ)−HBn (ζ0xσ) , (4.4.31)

où ζ0 désigne l’élément deCR(n)(η) n’ayant que des sommets négatifs. L’essentiel du travail
consiste désormais à bien interpréter la différence entre les énergies localesHBn(ζxσ) etHBn(ζ0

xσ).
L’expression deHBn(ζxσ) est donnée par la formule (2.4.21) :

HBn(ζxσ) = a(2k(ζ)− β(R(n))) + b




∑

{y,z}∈En
y,z∈Bn

ζx(y)ζx(z) +
∑

{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn

ζx(y)σ(z)


 .
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Le nombre de sommets positifs et le périmètre de la configuration localeζ0 sont nuls. Ainsi, la
différenceHBn(ζxσ)−HBn(ζ0

xσ) vaut :

2a(n)k(ζ) + b




∑

{y,z}∈En
y,z∈Bn

ζx(y)ζx(z)− α(R(n))


+ b

∑

{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn

(ζx(y) + 1)σ(z) .

Soit {y, z} une desα(R(n)) arêtes de la bouleB(0, R(n)). La quantité1 − ζx(y)ζx(z) vaut0 si
les sommetsy et z ont le même spin et2 sinon. Par conséquent,

1

2


α(R(n))−

∑

{y,z}∈En
y,z∈Bn

ζx(y)ζx(z)




énumère le nombre d’arêtes deBn apportant une contribution de “+1” au périmètreγ(ζ). Afin
d’obtenir ce périmètre, il faut également prendre en compte les arêtes{y, z} dont l’un des deux
sommets appartient àBn et a un spin positif, et l’autre appartient àδBn. On obtient finalement la
relation :

2γ(ζ) = α(R(n))−
∑

{y,z}∈En
y,z∈Bn

ζx(y)ζx(z) +
∑

{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn

(1 + ζx(y)) . (4.4.32)

Dans le cas d’une configuration locale propre, la relation (4.4.32) était déjà connue (voir la rela-
tion (2.4.23) à la fin du Chapitre 2). Elle était implicitement utilisée pour donner une expression de
l’énergie locale d’une configuration locale propre faisant intervenir son périmètre (cf. (2.4.22)).
Cette nouvelle écriture deγ(ζ) nous permet de réécrire la différenceHBn(ζxσ)−HBn(ζ0

xσ) :

HBn(ζxσ)−HBn(ζ0
xσ) = 2a(n)k(ζ)− 2bγ(ζ) + b

∑

{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn

(ζx(y) + 1)(1 + σ(z)) . (4.4.33)

Il nous faut désormais encadrer le dernier terme de (4.4.33) uniformément enσ :

0 ≤
∑

{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn

(ζx(y) + 1)(1 + σ(z)) ≤ 4γ(ζ) . (4.4.34)

La minoration est évidente. Vérifions la majoration. La somme ci-dessus ne concerne que les
sommetsy ∈ Bn à distanceR(n) dex et ayant un sommet positif. Considérons un tel sommet
y et aussi un de ses voisinsz appartenant àδBn. L’arête ainsi formée contribue à ajouter “+4” à
4γ(ζ) et au plus “+4” à la somme de (4.4.34) (1 + σ(z) peut être nul), d’où le résultat. Notons
que cette majoration est grossière car elle néglige totalement la configuration localeζ (et donc
aussi son périmètre) à l’intérieur de la boule.
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Les inégalités de (4.4.34) fournissent une majoration deHBn(ζxσ) − HBn(ζ0
xσ) uniforme en la

configurationσ. Si le potentiel de paireb est positif, (4.4.33) implique :

HBn(ζxσ)−HBn(ζ0
xσ) ≤ 2a(n)k(ζ) + 2bγ(ζ)

≤ (2a(n) + 2Vb) k(ζ) ,

car γ(ζ) ≤ Vk(ζ) est toujours vraie. Rappelons queV désigne le nombre de voisins de tout
sommet du grapheGn. Et sib est négatif :

HBn(ζxσ)−HBn(ζ0
xσ) ≤ 2a(n)k(ζ)− 2bγ(ζ)

≤ (2a(n)− 2Vb) k(ζ) .

Par (4.4.31), nous obtenons finalement que, pour toute configuration localeζ ∈ C∗R(n)(η) :

µa,b(I
ζ
x = 1) ≤ e(2a(n)+2V|b|)k(ζ) .

En sommant sur l’ensembleC∗R(n)(η), l’inégalité précédente produit un majorant pour la probabi-
lité de l’intersection des événementsI(+, R(n)) et Iηx = 1 :

µa,b(I(+, R(n)) ∩ Iηx = 1) ≤
∑

ζ∈C∗
R(n)

(η)

e(2a(n)+2V|b|)k(ζ)

≤
βn∑

k=1

(
βn
k

)
e(2a(n)+2V|b|)(k(η)+k)

≤ e(2a(n)+2V|b|)k(η)
((

1 + e2a(n)+2V|b|
)βn − 1

)
.

Combinée à l’inégalité (4.4.30), il vient :

µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1) ≤ (1 +M2e
2a(n))e2bγ(η)nde(2a(n)+2V|b|)k(η)

((
1 + e2a(n)+2V|b|

)βn − 1
)

≤ (1 +M2e
2a(n))e2bγ(η)+2V|b|k(η)

(
eβne

2a(n)+2V|b| − 1
)

(4.4.35)

car par hypothèse le produitnde2a(n)k(η) vaut1. Ce n’est qu’ici qu’intervient le fait queR(n) �
n1/k(η). Puisqueβne2a(n) tend vers0, il en va de même pour (4.4.35) et donc pour la probabilité
conditionnelleµa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1).

Nous supposerons dorénavant queR(n)� n1/k(η). NotonsI(−, R(n)) l’événement complémentaire
deI(+, R(n)), i.e. l’événement “tous les sommets deC(x, r, R(n)) sont négatifs”. Il s’agit donc
de montrer que la probabilité conditionnelleµa,b(I(−, R(n))|Iηx = 1) tend vers0 quandn tend
l’infini.
Soit ζ la configuration locale deCR(n) dont la restriction à la bouleB(0, r) est exactementη et
n’ayant que des sommets négatifs sur la couronneC(x, r, R(n)) :

ζ(y) =

{
η(y) si y ∈ B(0, r) ,
−1 si y ∈ C(0, r, R(n)) .
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Les configurations localesη et ζ ont par construction le même nombre de sommets positifs et le
même périmètre ;k(ζ) = k(η) etγ(ζ) = γ(η). L’élémentζ a été introduit afin d’écrire :

µa,b(I(−, R(n)) ∩ Iηx = 1) = µa,b(I
ζ
x = 1) .

Soitσ une configuration deδBn. Comme précédemment, une majoration de la probabilité condi-
tionnelleµa,b(Iζx = 1|σ) uniforme enσ produira une majoration de la probabilitéµa,b(Iζx =
1). Pour ce faire, introduisons l’ensembleCpR(n) des configurations locales propres de la boule

B(0, R(n)). Par la relation (2.4.20), nous majorons la probabilité conditionnelleµa,b(Iζx = 1|σ)
par une expression ne concernant que les éléments deCpR(n) :

µa,b(I
ζ
x = 1|σ) ≤



∑

ζ′∈Cp
R(n)

eH
Bn (ζ′xσ)−HBn (ζxσ)




−1

. (4.4.36)

Tout élémentζ ′ de CpR(n) étant propre, la relation (2.4.22) fournit une écriture simple de son
énergie localeHBn(ζ ′xσ) :

HBn(ζ ′xσ) = a(2k(ζ ′)− β(R(n))) + b


α(R(n))− 2γ(ζ ′) +

∑

{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn

(−1)σ(z)


 .

Puisqueζ appartient àCpR(n), la différenceHBn(ζ ′xσ) − HBn(ζxσ) est alors automatiquement
indépendante deσ :

HBn(ζ ′xσ)−HBn(ζxσ) = 2a(n)(k(ζ ′)− k(ζ)) + 2b(γ(ζ)− γ(ζ ′))
= 2a(n)(k(ζ ′)− k(η)) + 2b(γ(η)− γ(ζ ′)) .

Ce phénomène est entièrement dû à l’utilisation de l’ensembleCpR(n). Dès lors, si le potentiel de
paireb est positif, nous obtenons la minoration suivante :

HBn(ζ ′xσ)−HBn(ζxσ) ≥ −2a(n)k(η) + 2bγ(η) + (2a(n)− 2Vb) k(ζ ′) ,

en utilisantγ(ζ ′) ≤ Vk(ζ ′). Et sib est négatif :

HBn(ζ ′xσ)−HBn(ζxσ) ≥ −2a(n)k(η) + 2bγ(η) + 2a(n)k(ζ ′) .

Afin de ne traiter qu’une seule alternative, nous utiliserons la notation suivante ;ε(b) vaut 2Vb
si b ≥ 0 et 0 sinon. Via la relation (4.4.36), la probabilité de l’intersection des événements
I(−, R(n)) et Iηx = 1 est maintenant majorée :

µa,b(I(−, R(n)) ∩ Iηx = 1) = µa,b(I
ζ
x = 1)

≤ e2a(n)k(η)−2bγ(η)

∑
ζ′∈Cp

R(n)
e(2a(n)−ε(b))k(ζ′)

.
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La somme du dénominateur de cette dernière fraction se calcule explicitement :

∑

ζ′∈Cp
R(n)

e(2a(n)−ε(b))k(ζ′) =

β(R(n)−1)∑

k=0

(
β(R(n)− 1)

k

)
e(2a(n)−ε(b))k

=
(
1 + e2a(n)−ε(b)

)β(R(n)−1)
.

En effet, les éléments deCpR(n) peuvent avoir jusqu’àβ(R(n) − 1) sommets positifs. Enfin, en

utilisant la majoration (4.4.30) deµa,b(Iηx = 1) et l’hypothèsende2a(n)k(η) = 1, il vient :

µa,b(I(−, R(n))|Iηx = 1) ≤ (1 +M2e
2a(n))

(1 + e2a(n)−ε(b))β(R(n)−1)
.

Il suffit pour conclure de vérifier que le dénominateur tendvers+∞. L’hypothèseR(n)� n1/k(η)

implique queR(n)dn− d
k(η) = R(n)de2a(n) tend vers+∞. Par (2.4.18),β(R(n) − 1) ≥ β1 ×

(R(n)− 1)d donc le produitβ(R(n)− 1)e2a(n) tend aussi vers+∞. Par conséquent,

lim
n→+∞

(
1 + e2a(n)−ε(b)

)β(R(n)−1)
= lim

n→+∞
eβ(R(n)−1)e2a(n)

= +∞ .

4.5 Autres approximations poissonniennes

L’objectif de cette section est de fournir une limite pour laprobabilité pour le maximum de
formules de la logique du premier ordre. Nous nous appuierons pour cela sur les résultats d’ap-
proximations poissonniennes précédemment obtenus. En particulier, le Théorème 4.2.1 fournit la
probabilité asymptotique de toute une classe de formules ´elémentaires de la logique du premier
ordre : les descriptions locales∃x,D(x). Le Théorème de Gaifman (Théorème 3.1.8) nous invite
à généraliser nos résultats en s’intéressant aux cas des assertions locales puis des formules lo-
cales basiques. Dans la Section 4.5.1, un résultat concernant les assertions locales sera facilement
obtenu grâce au Théorème 4.2.7. Les formules locales basiques sont des formules complexes et
déterminer une limite pour leur probabilité s’avérera fastidieux (voir Section 4.5.2).

4.5.1 Probabilité asymptotique d’une assertion locale

Dans toute cette section, nous considérerons une assertion locale∃x, ψ(x) de la logique du
premier ordreL1(R). Elle sera supposée satisfiable (sinon sa probabilité estnulle). Rappelons que
l’ensemble de définitionD(ψ) de l’assertionψ(x) désigne l’ensemble des descriptions complètes
D ∈ Dr l’impliquant, i.e. telles queD(x)→ ψ(x). Ainsi :

∃x, ψ(x)↔
∨

D∈D(ψ)

∃x, D(x) .

L’indice k(ψ) = minD∈D(ψ) k(D) de l’assertion locale∃x, ψ(x) sera supposé strictement positif.
Dans le cas oùk(ψ) est nul, la probabilité de cette assertion locale tend toujours vers1. Nous nous
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placerons donc à la fonction seuil de la formule∃x, ψ(x) en imposant au potentiel de surfacea(n)
de vérifier :

e2a(n) = cn−d/k(ψ) , (4.5.37)

où c est une constante strictement positive. Afin d’utiliser le Théorème 4.2.7, il nous faudra ex-
traire de l’ensemble de définitionD(ψ) une famille de descriptions complètes décrivant entièrement
et sans redondance l’assertionψ(x).

Definition 4.5.1 Soit∃x, ψ(x) une assertion locale satisfiable. Un sous-ensembleD0(ψ) deD(ψ)
sera ditfidèle àψ si :

1. ∀D ∈ D0(ψ), k(D) = k(ψ) ;

2. Si τ est une translation deVn, alorsD,D′ ∈ D0(ψ) et τ(VC(D)) = VC(D′) implique
D = D′ ;

3. D ∈ D(ψ) etk(D) = k(ψ) implique qu’il exite une translationτ deVn et une description
compl̀eteD′ ∈ D0(ψ) telles queτ(VC(D)) = VC(D′).

Tous les ensembles fidèlesà ψ ont le m̂eme cardinal. Il sera appelé indice de fidélité deψ et sera
not́efid(ψ).

Autrement dit, si une description complèteD ∈ D(ψ) vérifiek(D) = k(ψ) alors son ensemble
de sommets positifsVC(D) est représenté, à translation près, par un et un seul élément deD0(ψ).
Fixons donc un ensembleD0(ψ) ⊂ D(ψ) fidèle àψ et notons-le :

D0(ψ) = {D1, . . . , Dfid(ψ)} .

Le résultat suivant affirme que la limite de la probabilitéde l’assertion locale∃x, ψ(x) ne dépend
que des descriptions locales appartenant à l’ensembleD0(ψ).

Lemme 4.5.2 Supposons que le potentiel de surfacea(n) satisfasse(4.5.37). Notonsψ′ l’asser-
tion dont l’ensemble de définitionD(ψ′) estégalà l’ensembleD0(ψ) :

∃x, ψ′(x)↔
∨

D∈D0(ψ)

∃x, D(x) .

Alors, les probabilit́es des assertions locales∃x, ψ(x) et ∃x, ψ′(x) convergent vers la m̂eme li-
mite, si celle-ci existe.

DémonstrationNotonsD′(ψ) le sous-ensemble deD(ψ) formé des descriptions complètes d’in-
dice égal àk(ψ) etF la disjonction correspondante :

∨

D∈D′(ψ)

∃x, D(x) .

Les inclusionsD0(ψ) ⊂ D′(ψ) ⊂ D(ψ) impliquent alors :

∃x, ψ′(x) → F → ∃x, ψ(x)
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et donc également les inégalités :

µa,b(∃x, ψ′(x)) ≤ µa,b(F ) ≤ µa,b(∃x, ψ(x)) .

Il s’agit donc de prouver que les deux quantités extrêmes ont la même limite quandn tend vers
l’infini. Remarquons tout d’abord que

0 ≤ µa,b(∃x, ψ(x))− µa,b(F ) = µa,b




∨

D∈D(ψ)\D′(ψ)

∃x, D(x)





tend vers0 quandn tend vers+∞. En effet, la fonction seuils(n) de la disjonction ci-dessus
satisfaits(n) � n−d/k(ψ). Les probabilités des formulesF et ∃x, ψ(x) convergent donc vers la
même limite si celle-ci existe. La dernière étape de la d´emonstration consiste à montrer qu’il en
est de même pour les probabilités des formules∃x, ψ′(x) etF . Commençons par écrire :

0 ≤ µa,b(F )− µa,b(∃x, ψ′(x)) = µa,b(F ∧ ¬(∃x, ψ′(x)))

≤
∑

D∈D′(ψ)\D0(ψ)

µa,b(∃x, D(x) ∧ ¬(∃x, ψ′(x))) .

Fixons une description complèteD ∈ D′(ψ) \ D0(ψ). D’après le point3. de la Définition 4.5.1,
il existeDi ∈ D0(ψ) ayant, à translation près, le même ensemble de sommets positifs que la
description complèteD :

µa,b(∃x, D(x) ∧ ¬(∃x, ψ′(x))) ≤ µa,b(∃x, D(x) ∧ ¬(∃x, Di(x))) .

Or l’événement∃x,D(x) ∧ ¬(∃x,Di(x)) implique l’existence d’une bouleB(x, r) sur laquelle
se réalise la description complèteD et la présence d’au moins un sommet positif quelque part
dans la couronneC(x, r, 3r) empêchant ainsi la réalisation deDi. Il implique donc la présence
localisée d’au moinsk(ψ)+1 sommets positifs (voir la Figure 4.3). Sa probabilité tenddonc vers
0 sous l’hypothèse (4.5.37). L’ensembleD′(ψ) \ D0(ψ) étant de cardinal fini, on en déduit que
µa,b(∃x, ψ′(x)) etµa,b(F ) ont la même limite quandn tend vers l’infini :

0 ≤ µa,b(F )− µa,b(∃x, ψ′(x)) → 0 ,

si celle-ci existe. �

Pour tout1 ≤ i ≤ fid(ψ), notonsηi la configuration locale associée àDi etγi son périmètre.
Notons de plusXn la somme des occurrences dans le graphe des configurations localesη1, . . . , ηfid(ψ) :

Xn =

fid(ψ)∑

i=1

Xn(ηi) .

Nous avons par construction :

µa,b(Xn > 0) = µa,b




∨

D∈D0(ψ)

∃x, D(x)



 .
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Ainsi, d’après le Lemme 4.5.2, les probabilités de l’év´enementXn > 0 et de l’assertion locale
∃x, ψ(x) convergent vers la même limite, à condition que celle-ci existe. C’est justement dans le
but de prouver l’existence d’une telle limite que le sous-ensembleD0(ψ) a été extrait deD(ψ).
En effet, les points1. et 2. de la Définition 4.5.1 obligent la famille formée des configurations
localesη1, . . . , ηfid(ψ) à être incompatible (voir la Définition 4.2.6). Par cons´equent, le Théorème
4.2.7 implique que la variable aléatoireXn converge en loi vers la loi de Poisson de paramètre :

ck(ψ)

fid(ψ)∑

i=1

e−2bγi .

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 4.5.3 Supposons que le potentiel de surfacea(n) satisfasse(4.5.37). Avec les no-
tations pŕećedentes, la probabilité de l’assertion locale∃x, ψ(x) converge quandn tend vers
l’infini vers la limite :

lim
n→+∞

µa,b(∃x, ψ(x)) = 1− e−ck(ψ)
∑fid(ψ)
i=1 e−2bγi .

Notons enfin que la limite proposée ci-dessus ne dépend pasdu choix de l’ensembleD0(ψ).
En effet, elle ne dépend que de l’ensemble des périmètres{γ1, . . . , γfid(ψ)} qui reste invariant
quel que soit le choix de l’ensembleD0(ψ).

4.5.2 Probabilité asymptotique d’une formule locale basique incompatible

Après avoir démontré une approximation poissonnienne pour les assertions locales (cf. la sec-
tion précédente), nous nous proposons désormais d’étudier le cas de formules plus élaborées : les
formules locales basiques. Le résultat principal de cettesection, le Théorème 4.5.5, ne concerne
que certaines d’entre elles, celles satisfaisant une hypothèse d’incompatibilit́e.
Considérons donc une formule locale basiqueL satisfiable et dont l’indicek(L) est non nul :

∃x1 . . . ∃xm
(

∧

1≤i<j≤m

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m

ψi(xi)

)
.

Rappelons que l’indicek(L) de la formule locale basiqueL est égal au plus grand des indices
k(ψi), 1 ≤ i ≤ m (cf. Définition 3.3.2). Quitte à échanger les indices, nous pouvons supposer
sans perte de généralité que, pourm′ ≤ m,

k(ψ1) = . . . = k(ψm′) = k(L)

et que, au cas oùm′ < m, pour tout indicei satisfaisantm′ + 1 ≤ i ≤ m, on ait

k(ψi) < k(L) .
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Afin d’obtenir une limite non triviale pour la propriétéL, il convient de se placer à sa fonction
seuiln−d/k(L) (voir la Proposition 3.3.3) en imposant au potentiel de surfacea(n) de satisfaire :

e2a(n) = cn−d/k(L) , (4.5.38)

oùc est une constante strictement positive. Pour tout indice1 ≤ i ≤ m′, choisissons un ensemble
de descriptions complètes fidèle à l’assertionψi que nous noterons par

D0(ψi) = {Di,1, . . . , Di,fid(ψi)} .

Pour tous1 ≤ i ≤ m′ et 1 ≤ j ≤ fid(ψi), la configuration locale associée à la description
complèteDi,j sera notéeηi,j et son périmètreγi,j. Nous savons que chacune des familles formées
des configurations localesηi,1, . . . , ηi,fid(ψi) est incompatible. C’est quasiment la définition de
l’ensembleD0(ψi). Toutefois, ce n’est pas forcément le cas de leur réunion,d’où la définition
suivante :

Definition 4.5.4 Avec les notations préćedentes, la formule locale basiqueL sera diteincompa-
tible si

{ηi,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)}
est une famille incompatible de configurations locales.

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer le résultat principal de cette section :

Théorème 4.5.5Supposons que le potentiel de surfacea(n) satisfasse(4.5.38). Avec les nota-
tions pŕećedentes, si la formule locale basiqueL est incompatible alors :

lim
n→+∞

µa,b(L) =
m′∏

i=1

(
1− e−ck(L)

∑fid(ψi)
j=1 e−2bγi,j

)
. (4.5.39)

D’après le Théorème 4.5.5, la limite de la probabilité de la formule locale basiqueL ne dépend
pas des assertionsψi d’indice k(ψi) strictement inférieur àk(L). En effet, sous l’hypothèse
(4.5.38), celles-ci sont déjà présentes (en très grandnombre) dans le graphe avec probabilité
1. Seules les assertions d’indice égal àk(L) vont intervenir puisque :

lim
n→+∞

µa,b(L) =

m′∏

i=1

lim
n→+∞

µa,b(∃x, ψi(x)) .

Cette identité met en relief un phénomène d’indépendance asymptotique : lorsquen → +∞, la
probabilité de la conjonction est égale au produit des probabilités. Ce phénomène d’indépendance
repose totalement sur le caractère incompatible de la famille de configurations locales

{ηi,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)}

décrivant la formule locale basiqueL.
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Démonstration Considérons tout d’abord la formuleL′ définie par :

∃x1 . . .∃xm′

(
∧

1≤i<j≤m′

dist(xi, xj) > 2r

)
∧




∧

1≤i≤m′

∨

1≤j≤fid(ψi)

Di,j(xi)



 .

Les formulesL etL′ ont le même indicek(L) = k(L′) > 0. La démonstration se décompose en
deux étapes : premièrement, montrer que la probabilité de la formuleL′ converge vers la quantité
proposée en (4.5.39) et deuxièmement, que les probabilités des formulesL etL′ tendent vers la
même limite.

Remarquons en premier lieu que la formuleL′ satisfait l’inégalité :

µa,b(L
′) ≤ µa,b




m′⋂

i=1






fid(ψi)∑

j=1

Xn(ηi,j) > 0








 . (4.5.40)

Nous allons désormais montrer que le majorant ci-dessus converge vers la limite proposée en
(4.5.39). Pour cela, utilisons la formule de Poincaré :

µa,b




m′⋂

i=1






fid(ψi)∑

j=1

Xn(ηi,j) > 0








 =

1 +

m′∑

l=1

(−1)l
∑

1≤i1≤...≤il≤m′

µa,b




l⋂

s=1






fid(ψis )∑

j=1

Xn(ηis,j) = 0








 .

Fixons un entier1 ≤ l ≤ m′ ainsi quel indices1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ il ≤ m′. La famille formée
des configurations locales{ηis,j, 1 ≤ s ≤ l, 1 ≤ j ≤ fid(ψis)} est incompatible en tant que
sous-famille de la famille incompatible{ηi,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)}. Le Théorème 4.2.7
s’applique alors : la variable aléatoire

l∑

s=1

fid(ψis )∑

j=1

Xn(ηis,j)

converge en loi vers la loi de Poisson de paramètre

ck(L)
l∑

s=1

fid(ψi)∑

j=1

e−2bγis,j .

On en déduit la limite suivante :

lim
n→+∞

µa,b




l⋂

s=1






fid(ψis )∑

j=1

Xn(ηis,j) = 0








 = 1− lim
n→+∞

µa,b




l∑

s=1

fid(ψis )∑

j=1

Xn(ηis,j) > 0





=
l∏

s=1

e−c
k(L)

∑fid(ψi)
j=1 e−2bγis,j

.
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Toujours par la formule de Poincaré, nous obtenons une expression factorisée de la limite du
majorant de l’inégalité (4.5.40) :

lim
n→+∞

µa,b




m′⋂

i=1






fid(ψi)∑

j=1

Xn(ηi,j) > 0








 = 1 +

m′∑

l=1

(−1)l
∑

1≤i1≤...≤il≤m′

l∏

s=1

e−c
k(L)

∑fid(ψi)
j=1 e−2bγis,j

=

m′∏

i=1

(
1− e−ck(L)

∑fid(ψi)
j=1 e−2bγi,j

)
.

Par conséquent, la limite supérieure de la formule localebasiqueL′ est majorée :

lim sup
n→+∞

µa,b(L
′) ≤

m′∏

i=1

(
1− e−ck(L)

∑fid(ψi)
j=1 e−2bγi,j

)
.

Nous allons maintenant montrer que la quantité ci-dessus est également un minorant pour la limite
inférieure de la probabilité de la formuleL′, terminant ainsi la première étape de la démonstration.
Nous aurons besoin de quelques notations supplémentaires. Pour1 ≤ i ≤ m′ et1 ≤ j ≤ fid(ψi),
associons àηi,j, la configuration localēηi,j de la bouleB(0, 3r) définie par :

η̄i,j(x) =

{
ηi,j(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si x ∈ C(0, r, 3r) .

Les configurations localesηi,j et η̄i,j ont le même ensemble de sommets positifs : elles ont donc
le même nombre de sommets positifsk(ηi,j) et le même périmètreγi,j. Plus important, la famille
formée des configurations locales{η̄i,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)} est elle aussi incompa-
tible. Ceci entraı̂ne l’implication logique suivante :

l∑

s=1

fid(ψis )∑

j=1

Xn(η̄is,j) > 0 −→ L′ . (4.5.41)

En effet, pour touti, i′, supposons qu’il existe des indices1 ≤ j ≤ fid(ψi) et 1 ≤ j′ ≤ fid(ψi′)
tels queXn(η̄i,j) > 0 etXn(η̄i′,j′) > 0. Alors, il existe des boulesB(x, 3r) etB(x′, 3r) sur les-
quelles se réalisent les configurations localesη̄i,j et η̄i′,j′. Montrons qu’on a alors nécessairement
dist(x, x′) > 2r. L’implication logique (4.5.41) s’en déduira aisément.Supposons en effet par
l’absurde quedist(x, x′) ≤ 2r. La bouleB(x′, r) est donc incluse dansB(x, 3r). Ainsi, cette
dernière boule contient les sommets positifs nécessaires aux réalisations des configurations lo-
calesη̄i,j et η̄i′,j′. Puisqu’elles sont incompatibles et quek(ηi,j) = k(η̄i,j), k(ηi,j) + 1 sommets
positifs sont donc présents dans la bouleB(x, 3r). Ce qui constitue une contradiction.
Par ailleurs, le raisonnement précédent appliqué à la quantité

µa,b




m′⋂

i=1






fid(ψi)∑

j=1

Xn(ηi,j) > 0









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dans le but d’obtenir sa limite s’applique pareillement à

µa,b




m′⋂

i=1






fid(ψi)∑

j=1

Xn(η̄i,j) > 0








 .

La famille {η̄i,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)} étant incompatible, le Théorème 4.2.7 s’appli-
quera et produira les mêmes limites. En effet, celles-ci nedépendent pas du rayon de la boule
sur lesquelles les configurations locales sont définies mais seulement des ensembles de sommets
positifsV+(η̄i,j) qui sont identiques auxV+(ηi,j). Par conséquent :

lim inf
n→+∞

µa,b(L
′) ≥ lim

n→+∞
µa,b




l∑

s=1

fid(ψis )∑

j=1

Xn(η̄is,j) > 0





≥
m′∏

i=1

(
1− e−ck(L)

∑fid(ψi)
j=1 e−2bγi,j

)
.

Il s’agit désormais de montrer que les probabilités des formulesL et L′ ont la même limite.
Commençons par introduire la formule locale basiqueL′′ comme étant la restriction de la formule
locale basiqueL aux assertionsψ1, . . . , ψm′ :

∃x1 . . .∃xm′

(
∧

1≤i<j≤m′

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m′

ψi(xi)

)
.

La formuleL′′ impliqueL′ doncµa,b(L′′) ≤ µa,b(L
′). Cette inégalité devient une égalité lorsque

n tend vers l’infini. C’est une conséquence du Lemme 4.5.2. Ilne reste donc plus qu’à montrer
que les probabilités des formulesL etL′′ convergent vers la même limite, ce qui est loin d’être
surprenant. En effet, les assertionsψm′+1, . . . , ψm manquent àL′′ pour avoirL. Or leurs indices
sont strictement inférieur àk(L). Donc, sous l’hypothèse (4.5.38), les assertions locales∃x, ψi(x)
pourm′ + 1 ≤ i ≤ m sont satisfaites et même un grand nombre de fois chacune d’après la
Proposition 3.3.1. Les contraintes de distance sur les centres des boules sur lesquelles elles se
réalisent ne seront donc pas difficiles à obtenir.
Sim′ = m, il n’y a rien à faire. Sinon, il suffit de montrer le résultat intermédiaire suivant. Soitm1

un entier tel quem′ ≤ m1 < m. NotonsL1 la formule locale basiqueL restreinte aux assertions
ψ1, . . . , ψm1 :

∃x1 . . .∃xm1

(
∧

1≤i<j≤m1

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(
∧

1≤i≤m1

ψi(xi)

)

etL′
1 la formule locale basiqueL restreinte aux assertionsψ1, . . . , ψm1+1 :

∃x1 . . .∃xm1+1

(
∧

1≤i<j≤m1+1

dist(xi, xj) > 2r

)
∧
(

∧

1≤i≤m1+1

ψi(xi)

)
.
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On sait quek(ψm1+1) < k(L). Montrons que les probabilités des formulesL1 etL′
1 tendent vers

la même limite (en supposant que celle-ci existe).
Une des deux inégalités est immédiate. La formuleL′

1 impliqueL1 et doncµa,b(L′
1) ≤ µa,b(L1).

Il s’agit alors de montrer que la différence

µa,b(L1)− µa,b(L′
1) = µa,b(L1 ∧ ¬L′

1)

tend vers0 quandn tend vers l’infini. Pour la suite de la démonstration, les cas k(ψm1+1) = 0
et k(ψm1+1) > 0 sont à distinguer. Supposons pour commencer quek(ψm1+1) = 0. L’asser-
tion ψm1+1(x) est donc impliquée par la description complète formée uniquement de sommets
négatifs. Notonsζ0 la configuration locale de la bouleB(0, (m1 + 2)r) formée uniquement de
sommets positifs. Supposons démontrée l’implication logique :

Xn(ζ
0) > 0 −→ ¬L1 ∨ L′

1 . (4.5.42)

Puisquek(ζ0) est nul, le Théorème 3.2.1 affirme que la probabilité de l’événementXn(ζ
0) > 0

tend vers1. En utilisant la contraposée de (4.5.42), nous en déduisons queµa,b(L1 ∧ ¬L′
1) tend

vers0 et d’où le résultat. L’implication (4.5.42) est délicate à prouver. Supposons l’événement
Xn(ζ

0) > 0 et la formuleL1 vraie. Montrons queL′
1 l’est aussi. Rappelons quek(ψ1) = . . . =

k(ψm′) = k(L) > 0. Notonss l’indice satisfaisantm′ ≤ s ≤ m1 et ∀i ≤ s, k(ψi) > 0 et ∀s <
i ≤ m1 + 1, k(ψi) = 0. D’une part, l’événementXn(ζ

0) > 0 implique l’existence d’un sommet
x tel que la “grosse” bouleB(x, (m1 + 2)r) ne soit formée que de sommets négatifs. La boule
B(x,m1r) contient au moinsm1 boules disjointes de rayonr. Choisissons-enm1+1−(s+1)−1
(1 ≤ m1 + 1− (s+ 1)− 1 ≤ m1) que nous noterons

B(xs+1, r), . . . , B(xm1+1, r) .

Ces boules étant disjointes, les sommetsxs+1, . . . , xm1+1 sont deux à deux à distance strictement
supérieure à2r l’un de l’autre. De plus, ils appartiennent à la bouleB(x, (m1− 1)r). Puisque les
assertionsψs+1, . . . , ψm1+1 sont d’indices nuls, elles se réalisent sur les boulesB(xs+1, r), . . . ,
B(xm1+1, r) : les faitsψs+1(xs+1), . . . , ψm1+1(xm1+1) sont vrais. D’autre part, d’après la for-
muleL1, les assertionsψ1, . . . , ψs se réalisent en des sommets, disonsx1, . . . , xs, deux à deux à
distance strictement supérieure à2r l’un de l’autre. Pour queL′

1 soit vraie, il ne reste plus qu’à
vérifier que la distance entre deux sommets quelconquesxi etxj , 1 ≤ i ≤ s ets+1 ≤ j ≤ m1+1,
soit strictement supérieure à2r. Supposons au contraire quedist(xi, xj) ≤ 2r. Commexj appar-
tient à la bouleB(x, (m1 − 1)r), le sommetxi appartient forcément àB(x, (m1 + 1)r). Ainsi la
bouleB(xi, r) est incluse dansB(x, (m1 + 2)r). Or k(ψi) > 0, donc il a au moins un sommet
positif dans la bouleB(xi, r) donc aussi dansB(x, (m1 + 2)r), ce qui est impossible. L’implica-
tion (4.5.42) est démontrée.
Supposons maintenant quek(ψm1+1) > 0. SoitD une description complète de la bouleB(0, r)
impliquant l’assertionψm1+1 et de même indice. Notonsη la configuration locale associée et
construisons alors la configuration localeη̄ de la bouleB(0, 3r) de la manière suivante :

η̄(x) =

{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si x ∈ C(0, r, 3r) .
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Par hypothèse, son indice vérifiek(η̄) = k(η) = k(ψm1+1) < k(L). Ainsi, sous la condition
(4.5.38), la Proposition 3.3.1 implique que la probabilit´e de l’événementXn(η̄) > m1 + 1 tend
vers1. De plus, des arguments du même type que précédemment nous permettent de montrer
l’implication logique :

Xn(η̄) > m1 + 1 −→ ¬L1 ∨ L′
1 .

Nous en déduisons alors que les probabilités des formulesL1 etL′
1 tendent vers la même limite.

�



Chapitre 5

Applications

Ce dernier chapitre propose deux applications des résultats obtenus précédemment : une esti-
mation des potentiels de surfacea et de paireb du modèle d’Ising (Section 5.2) et un algorithme
de débruitage d’images en niveaux de gris (Section 5.3). Dans les deux cas, l’idée est d’appliquer
les résultats d’approximations poissonniennes à des configurations locales particulières dont les
ensembles de sommets positifs peuvent être assimilés à desanimaux: voir la Proposition 5.1.2
de la Section 5.1. Dans cette optique, nous focaliserons notre attention sur le cas bidimensionnel
(d = 2) et celui de la4-connexité (q = ρ = 1).
Les deux applications exposées en Sections 5.2 et 5.3 font l’objet de deux articles, respectivement
[12] et [14].

5.1 Approximations poissonniennes pour des animaux

Cette section est consacrée à la notion d’animaux. Dans un premier temps, nous décrirons
ces objets élémentaires et les classerons selon leurtaille et leurpérimètre. Puis, en associant à
chaque animal une configuration locale, nous fournirons uneapproximation poissonnienne pour
le nombre d’animaux de taillek et de périmètreγ apparaissant dans le grapheGn.

Unecomposante4-connexe(plane) est un sous-ensemble de sommets du grapheGn voisins pour
la relation de4-connexité. Ces ensembles particuliers de sommets sont plus connus en combina-
toire sous le nom d’animauxou depolyominos: voir par exemple [46].

Definition 5.1.1 Pour tout entierk ≥ 1, l’ensemble desanimaux de taillek, not́eAk, est l’en-
semble des composantes4-connexes̀a translation pr̀es forḿees dek sommets. Son cardinal est
not́eak.

Par exemple, les animaux de taille4 sont exactement les pièces du célèbre jeu Tetris. La Fi-
gure 5.1 propose quelques exemples. L’entierak représente ainsi le nombre de composantes4-
connexes à translation près que l’on peut construire à l’aide d’exactementk carrés (de même
taille) dans le plan. Il n’y a qu’un seul animal de taille1, a2 = 2 de taille2, a3 = 6 de taille3,
a4 = 19 de taille4... (voir la Figure 5.1). En fait, énumérer les animaux de taillek est un problème

113
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a5 = 63
a6 = 216
a7 = 760
a8 = 2725
a9 = 9910
a10 = 36446

TAB. 5.1 – Les nombres d’animaux de taillek = 5 àk = 10.

combinatoire très difficile si bien qu’il n’existe aujourd’hui aucune formule pourak en général.
Seules les47 premières valeurs de la suite(ak)k≥1 ont pu être déterminées grâce à des études
numériques1. La Table 5.1 contient quelques valeurs supplémentaires.

La liste des47 premières valeurs est disponible en Annexe C. La suite(ak)k≥1 semble croı̂tre
très rapidement. En effet, dans [46], Klarner précise soncomportement asymptotique. Par un
argument de concaténation, il montre que la suite(ak)k≥1 est sous-multiplicative, i.e. qu’elle
satisfaitakak′ ≤ ak+k′. Par conséquent, il existe une constanteα que Klarner appellethe growth
constanttelle que :

lim
k→+∞

(ak)
1/k = sup

k≥1
(ak)

1/k = α .

La valeur deα est inconnue. Elle est néanmoins bornée, le meilleur encadrement actuellement est
3.9 < α < 4.65 ; consulter à cet effet [9], [44] et [47]. Elle est estimée numériquement àα ' 4.06.

AA 1 2

FIG. 5.1 – A gauche sont représentés lesa3 = 6 animaux de taille3. A droite, figurent4 des19
animaux de taille4 : le plus à gauche est notéA1 et le plus à droiteA2. Le périmètre deA1 est
égal à8 alors que celui deA2 vaut10.

Il s’agit maintenant d’associer convenablement une configuration locale à chaque animal.
Fixons pour cela une taillek ≥ 1 et un rayonr ≥ k. Comme auparavant, le rayonr ne joue
aucun rôle. Il s’agit uniquement ici de s’assurer qu’il estpossible d’inclure tout animal de taille
k dans une boule de rayonr.
Soit A ∈ Ak un animal de taillek. NotonsCr(A) l’ensemble des configurations locales de la
bouleB(0, r) dont l’ensemble de sommets positifs est en bijection, au sens de la structure de
graphe, avec la composante4-connexe représentant l’animalA. A titre d’exemple, siA désigne
l’unique animal de taille1, l’ensembleCr(A) est alors formé desβ(r) configurations locales de

1les mises à jour sont disponibles sur le site web“On-line Encyclopedia of Integer Sequences” dont l’adresse est
http ://www.research.att.com/∼njas/sequences/.
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B(0, r) ayant un seul sommet positif. Choisissons un élément de l’ensembleCr(A). Il sera noté
ηA et appelé laconfiguration locale associéeà l’animalA.
Remarquons que toutes les configurations locales deCr(A) ont le même périmètre. Nous pouvons
par conséquent définir sans ambiguı̈té lepérimètrede l’animalA comme étant égal au périmètre
de sa configuration locale associéeηA. Par exemple, le périmètre de l’unique animal de taille1
vaut 4 et celui des2 animaux de taille2 vaut 6. De même, tous les animaux de taille3 ont le
même périmètre, égal à8 (voir la Figure 5.1). Cependant, cela devient faux pour les animaux de
taille k ≥ 4. L’animalA1 représenté sur la Figure 5.1 est l’unique animal de taille4 à avoir un
périmètre égal à8. Tous les autres ont leur périmètre égal à10. Nous noterons ainsiΓk l’ensemble
des périmètres possibles des animaux de taillek : par exemple,Γ3 = {8} et Γ4 = {8, 10}. De
plus, nous noterons parAk,γ l’ensemble des animaux de taillek et de périmètreγ et parak,γ le
cardinal de cet ensemble. Bien entendu, les entiersak,γ, γ ∈ Γk satisfont l’égalité :

∑

γ∈Γk

ak,γ = ak .

Comme dans le cas de la suite(ak)k≥1, seules les premières valeurs de la suite{ak,γ, γ ∈ Γk}k≥1

sont connues. La Table 5.2 en contient quelques unes. Celles-ci nous ont été généreusement four-
nies par T. Guttmann.

γ = 10 γ = 12 γ = 14 γ = 16 γ = 18 γ = 20 γ = 22

k = 5 8 55 - - - - -
k = 6 2 40 174 - - - -
k = 7 - 22 168 570 - - -
k = 8 - 6 134 677 1908 - -
k = 9 - 1 72 656 2708 6473 -
k = 10 - - 30 482 3008 10724 22202

TAB. 5.2 – Les nombres d’animaux de taillek = 5 àk = 10 classés selon leur périmètre.

Pourk ≥ 1 etγ ∈ Γk, désignons parXn(k, γ) etXn(k) les variables aléatoires respectivement
définies par :

Xn(k, γ) =
∑

A∈Ak,γ

Xn(ηA)

et

Xn(k) =
∑

A∈Ak

Xn(ηA)

=
∑

γ∈Γk

Xn(k, γ) ,

oùXn(ηA) est le nombre d’occurrences dans le graphe de la configuration localeηA. Remarquons
d’une part que les propriétésXn(k, γ) > 0 et Xn(k) > 0 ont la même fonction seuiln−2/k
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(rappelons qued = 2). D’autre part, quel que soit le choix de la configuration localeηA associée
à l’animalA, les familles de configurations locales mises en jeu par les variablesXn(k, γ) et
Xn(k) sont chacune incompatibles (cf. Définition 4.2.6). Le Théorème 4.2.7 s’applique alors et
fournit une approximation poissonnienne pour les variablesXn(k, γ) etXn(k) :

Proposition 5.1.2 Soientk ≥ 1 un entier etc > 0 une constante réelle. Supposons que le poten-
tiel de paireb ∈ R est fix́e et que le potentiel de surfacea(n) satisfait :

e2a(n) = cn−2/k . (5.1.1)

Soitγ ∈ Γk. Alors, quandn tend vers l’infini, la variableXn(k, γ) (resp.Xn(k)) converge en loi
vers la loi de Poisson de paramètre :

ckak,γe
−2bγ ( resp. ck

∑

γ∈Γk

ak,γe
−2bγ ) .

Sous l’hypothèse (5.1.1), le Théorème 3.2.1 stipule qu’asymptotiquement aucune configura-
tion locale avec au moinsk + 1 sommets positifs n’est présente dans le graphe. Ceci a deux
conséquences. Premièrement, les convergences en loi desvariablesXn(k, γ) etXn(k) proposées
par la Proposition 5.1.2 (et donc aussi leur limite) ne dépendent pas du choix des configurations
locales associéesηA. Deuxièmement, avec une probabilité qui tend vers1 quandn tend vers+∞,
la variableXn(k, γ) (resp.Xn(k)) est exactement égale au nombre de copies d’animaux de taille
k et de périmètreγ (resp. de taillek) apparaissant dans le graphe.
La Figure 5.2 représente une simulation de la mesure de Gibbsµa,b avec des potentielsa = −0.7
et b = 0.3. Le potentiel de paireb est choisi grand de telle sorte que l’influence du périmètre
des animaux sur leur probabilité asymptotique d’apparition soit forte. La taillen = 150 est rai-
sonnable permettant ainsi de distinguer visuellement les animaux présents dans la simulation :
les animaux les plus grands qu’elle contient sont de taille4, il y en a deux. Ce sontA1 et A2

(voir la Figure 5.1). Rappelons queA1 est le seul animal de taille4 ayant un périmètre égal à8
(a4,8 = 1) et queA2 est un desa4,10 = 18 animaux de taille4 et de périmètre10. Plaçons-nous à la
fonction seuil pour l’apparition de ces animaux, i.e. ajustons la constantec pour que l’hypothèse
e2a = cn−2/4 soit satisfaite. Il vientc ' 3.02. Dans la Section 4.2.1, exactement la même situa-
tion était considérée. Le Théorème 4.2.1 donnait alors les limites des probabilités d’apparition
des animauxA1 etA2 dans le graphe :

lim
n→+∞

µa,b(Xn(ηA1) > 0) = 1− exp
(
−c4 exp(−2b× 8)

)
' 0.49

et
lim

n→+∞
µa,b(Xn(ηA2) > 0) = 1− exp

(
−c4 exp(−2b× 10)

)
' 0.19 .

Ainsi, avec de telles valeurs des potentielsa etb, grosso modo1 simulation sur5 contient l’animal
A2 et, plus généralement, un animal donné de taille4 et de périmètre10. Cependant, presque
toutes contiennent au moins un animal appartenant àA4,10 :

lim
n→+∞

µa,b(Xn(4, 10) > 0) = 1− exp
(
−c4a4,10 exp(−2b× 10)

)
' 0.98 ,
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0 150
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.

FIG. 5.2 – Une simulation du modèle d’Ising de taillen = 150 et de potentielsa = −0.7 et
b = 0.3. Les 2 seuls animaux de taille4 présents dans cette simulation sont repérés par une
auréole.

et au moins un appartenant àA4 :

lim
n→+∞

µa,b(Xn(4) > 0) = 1− exp
(
−c4 (a4,8 exp(−2b× 8) + a4,10 exp(−2× b× 10))

)
' 0.99 .

Plus que les convergences en loi exposées dans la Proposition 5.1.2, la démonstration du
Théorème 4.2.7 assure la convergence de chacun des moments des variablesXn(k, γ) etXn(k)
et donc en particulier de leur espérance :

lim
n→+∞

IEa,b[Xn(k, γ)] = ckak,γe
−2bγ (5.1.2)

et
lim

n→+∞
IEa,b[Xn(k)] = ck

∑

γ∈Γk

ak,γe
−2bγ , (5.1.3)

sous l’hypothèse (5.1.1). Nous nous appuierons sur la limite (5.1.2) pour élaborer dans la pro-
chaine section une estimation des potentielsa et b.
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5.2 Estimation des potentielsa et b

De nombreuses techniques permettant d’estimer les potentiels de surfacea et de paireb du
modèle d’Ising existent déjà : voir par exemple [83]. La plus connue et la plus performante d’entre
elles est certainement la méthode du maximum de pseudovraisemblance (voir [38]). Nous pro-
posons dans cette section un nouvel algorithme d’estimation dea et b utilisant les résultats d’ap-
proximations poissonniennes appliquées aux animaux (Proposition 5.1.2 ou plus précisément la
relation (5.1.2)). Cet algorithme sera testé et ses résultats commentés.

Il sera nécessaire de préciser la taillen du graphe à laquelle la mesure de Gibbs est relative.
C’est pourquoi, dans cette section uniquement, nous noteronsµna,b la mesure de Gibbsµa,b définie
sur l’ensemble des configurationsXn. De plus, nos estimations s’appuieront sur des réalisations
exactes deµna,b donc utilisant l’algorithme de Propp et Wilson (cf. la Section 2.3). Ainsi, le po-
tentiel de paire sera choisi de telle sorte que0 ≤ b ≤ 0.3 et le potentiel de surfacea sera, comme
durant toute cette thèse, supposé négatif.
Considérons donc une réalisationσ de la mesure de Gibbsµna,b. L’objectif est de construire des
estimateurs des potentielsa et b à partir de la seule réalisationσ : ils seront respectivement notés
â(σ) et b̂(σ).
Soitm un diviseur den et notonsκ = n/m. Nous allons tout d’abord partitionner l’ensemble des
sommetsVn enκ2 sous-ensembles, chacun formé dem ×m sommets. Notons alorsσ1, . . . , σκ2

les restrictions de la réalisationσ à cesκ2 sous-ensembles. La quantitéXm(k, γ)(σi) désigne le
nombre d’animaux de taillek et de périmètreγ apparaissant dans la sous-réalisationσi. La loi
des grands nombres affirme qu’à condition queσ1, . . . , σκ2 soientκ2 réalisations indépendantes
de la mesure de Gibbsµma,b, la moyenne empirique

1

κ2

κ2∑

i=1

Xm(k, γ)(σi) (5.2.4)

est d’autant plus proche de l’espérance de la variable aléatoireXm(k, γ) queκ2 est grand. Cette
première approximation est basée sur les deux hypothèses suivantes :

1. les sous-réalisationsσ1, . . . , σκ2 sont indépendantes ;

2. Xm(k, γ)(σi) est tirée selon la loi deXm(k, γ).

Or, ces deux hypothèses ne sont pas valides. D’une part, deux sommets voisins peuvent ap-
partenir à deux sous-réalisations différentes et donc forcément dépendantes. D’autre part, l’ab-
sence de bords périodiques pourσi implique que la quantitéXm(k, γ)(σi) est définie comme la
somme d’un nombreβm,r plus faible d’indicatrices que lesak,γm2 définissant la variable aléatoire
Xm(k, γ) : elles ne peuvent donc avoir la même distribution.
Supposons que les entiersm etκ2 sont assez grands et que le potentiel de surface satisfaite2a =
cn−2/k. Voici deux arguments justifiant que les deux hypothèses précédentes, même fausses, sont
raisonnables et que l’approximation deIEa,b[Xn(k, γ)] par (5.2.4) est acceptable. D’une part,
dans leur fameux article, Dobrushin et Shlosman [20] prouv`erent, dans diverses situations, la
décroissance exponentielle des corrélations ; le degréde dépendance entre les spins de deux
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ensembles de sommetsU et V décroı̂t à vitesse exponentielle quand la distance entreU et V
augmente. Le cas du potentiel de surface|a| suffisamment grand est l’une des situations dans
lesquelles cette décroissance des corrélations a lieu. C’est exactement le cas dans notre étude
puisque nous supposonsa→ −∞ à travers l’hypothèsee2a = cn−2/k. Cet argument nous permet
de considérer les sous-réalisationsσi asymptotiquement indépendantes. Il s’agirait alors d’uti-
liser une version de la loi des grands nombres valable pour des variables aléatoires faiblement
dépendantes. D’autre part, le rapportβm,r/ak,γm

2 tend vers1 quandm→ +∞. Ainsi, sous l’hy-
pothèsee2a = cn−2/k, la somme desβm,r indicatrices correspondant à la quantitéXm(k, γ)(σi) et
la variable aléatoireXm(k, γ) convergent toutes les deux en loi vers la même loi de Poisson. C’est
la raison pour laquelle,Xm(k, γ)(σi) peut être vue comme une observation de la loi deXm(k, γ).

γ = 4 γ = 6 γ = 8 γ = 10 γ = 12 γ = 14 γ = 16 γ = 18 γ = 20

k = 1 987.53 - - - - - - - -
k = 2 - 149.59 - - - - - - -
k = 3 - - 34.18 - - - - - -
k = 4 - - 0.69 8.3 - - - - -
k = 5 - - - 0.51 1.86 - - - -
k = 6 - - - 0.03 0.13 0.38 - - -
k = 7 - - - - 0.01 0.06 0.12 - -
k = 8 - - - - 0 0.01 0.01 0 -
k = 9 - - - - 0 0 0.01 0.01 0

TAB. 5.3 – Une réalisationσ de la mesure de Gibbsµna,b est simulée avec des valeurs des potentiels
a = −1 etb = 0.1 et de taillen = 1500 = 150×10. Cette table représente la moyenne empirique
de tous les animaux apparaissant dans les sous-réalisations σ1, . . . , σ100 (de taillem = 150),
comptés selon leur taille et leur périmètre. Le symbole “-” signifie qu’aucun animal ne peut être
simultanément de cette taille et de ce périmètre.

Désormais, pour toute taillek ≥ 1, notonsc(k,m) la constante strictement positive satisfaisant
l’hypothèse :

e2a = c(k,m)m−2/k .

Soitγ ∈ Γk. Sous l’hypothèse ci-dessus, la relation (5.1.2) affirme que l’espéranceIEa,b[Xm(k, γ)]
approche la quantitéck(k,m)ak,γe

−2bγ pourvu quem soit assez grand. Considérons alors une
autre taillek′ ≥ k et un autre périmètreγ′ ∈ Γk′. Les égalités

ck
′

(k′, m) = m2e2ak
′

= m2e2ak+2a(k′−k)

= ck(k,m)e2a(k
′−k)

permettent de relier entre elles les constantesck
′
(k′, m) etck(k,m). Ainsi, le rapport des espérances

IEa,b[Xm(k′, γ′)]/ak′,γ′

IEa,b[Xm(k, γ)]/ak,γ
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approche la quantité
ck

′
(k′, m)e−2bγ′

ck(k,m)e−2bγ
= e2a(k

′−k)+2b(γ−γ′) .

Dès lors, notonsθ(k, k′; γ, γ′) le réel défini par la formule :

θ(k, k′; γ, γ′) =
1

2
log

(
ak,γ ×

∑κ2

i=1Xm(k′, γ′)(σi)

ak′,γ′ ×
∑κ2

i=1Xm(k, γ)(σi)

)
.

En résumé, à condition que les entiersm etκ2 soient assez grands,θ(k, k′; γ, γ′) approchea(k′−
k) + b(γ − γ′) :

θ(k, k′; γ, γ′) ≈ 1

2
log

(
ak,γ × IEa,b[Xm(k′, γ′)

ak′,γ′ × IEa,b[Xm(k, γ)

)

≈ 1

2
log
(
e2a(k

′−k)+2b(γ−γ′)
)

≈ a(k′ − k) + b(γ − γ′) .
Cette approximation nécessite que les entiersm et κ2 soient assez grands. En pratique, nous
prendronsn = 1500 et m = 150, impliquant ainsiκ2 = 100. A condition queγ et γ + 2
soient des périmètres possibles pour un animal de taillek, les quantitésθ(k, k + 1; γ, γ + 2) et
θ(k, k; γ, γ + 2) approchent respectivementa− 2b et−2b. Par exemple, en utilisant les données
fournies par la Table 5.3 et les nombres d’animaux présent´es par la Table 5.2,

θ(3, 4; 8, 10) =
1

2
log

(
6× 8.3

18× 34.18

)
' −1.257

et

θ(4, 4; 8, 10) =
1

2
log

(
1× 8.3

18× 0.69

)
' −0.202

sont en effet proches dea− 2b = −1.2 et−2b = −0.2.
Dans la Section 4.3.1, nous conjecturions que sous l’hypothèsee2a = c(k,m)m−2/k, la conver-
gence de la variable aléatoireXm(k, γ) vers la loi de Poisson de paramètreck(k,m)ak,γe

−2bγ

était d’autant plus lente que la taillek des animaux concernés était grande. Par conséquent, afin
d’optimiser les approximations précédentes, nous focaliserons notre attention sur les animaux de
taille k ≤ 6. Précisément, nous définissons les estimateursb̂(σ) et â(σ) du potentiel de paireb et
de surfacea par les formules :

b̂(σ) = − 1

2× 3
(θ(4, 4; 8, 10) + θ(5, 5; 10, 12) + θ(6, 6; 12, 14))

et

â(σ) =
1

5
(θ(1, 2; 4, 6) + θ(2, 3; 6, 8) + θ(3, 4; 8, 10) + θ(4, 5; 10, 12) + θ(5, 6; 12, 14)) + 2b̂(σ) .

Afin de tester les estimateurs ci-dessus, nous implémentons un algorithme qui prend en entrée les
potentielsa et b, simule une réalisationσ deµna,b et retourne les estimateurs correspondantâ(σ)

et b̂(σ). Il se décompose naturellement en3 étapes :
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1. Une réalisation exacteσ de la mesure de Gibbsµna,b est simulée suivant l’algorithme de
Propp et Wilson et est divisée enκ2 = (n/m)2 sous-réalisationsσ1, . . . , σκ2 de taillem×m.

2. Pourk = 1, . . . , 6 etγ ∈ Γk, les animaux de taillek et de périmètreγ apparaissant dans les
sous-réalisationsσi, i = 1, . . . , κ2, sont énumérés et la moyenne empirique correspondante
κ−2

∑κ2

i=1Xm(k, γ)(σi) est calculée.

3. Les estimateurŝa(σ) et b̂(σ) sont calculés.

Les données de la Table 5.3 sont relatives à une réalisation σ de la mesureµna,b aveca = −1
et b = 0.1. L’algorithme d’estimation produit des résultats très convenables :̂a(σ) = −1.063 et
b̂(σ) = 0.119. Il sera appliqué à d’autres couples de potentiels(a, b). Les résultats obtenus sont
présentés dans la Table 5.4.

Potentiels Estimateurs

a = −0.8 b = 0.05 â(σ) = −0.893 b̂(σ) = 0.085

a = −1 b = 0.15 â(σ) = −1.062 b̂(σ) = 0.157

a = −1.2 b = 0.18 â(σ) = −1.241 b̂(σ) = 0.171

a = −1.2 b = 0.25 â(σ) = −0.678 b̂(σ) = 0.504

TAB. 5.4 – Pour chaque couple de potentiels(a, b), l’algorithme d’estimation simule une
réalisationσ de la mesureµna,b et retourne les estimateurs correspondantsâ(σ) et b̂(σ).

Quelques commentaires de ces résultats expérimentaux sont nécessaires. Tout d’abord, les
approximations poissonniennes sur lesquelles repose notre estimation sont valables pour un po-
tentiel de surfacea qui tend vers−∞ (e2a = cn−d/k) et un potentiel de paireb fixé. Or, cette
différence d’ordre de grandeur entre les potentielsa etb n’est pas très sensible lors des expériences.
En effet, le potentiel de surfacea converge vers−∞ comme− log(n) : nous sommes donc limités
à de faibles valeurs dea. Afin de limiter cet effet, nous avons choisi de tester notre algorithme
sur des couples(a, b) tels que le rapport|a|/b reste “grand”, autrement dit, de se restreindre à de
faibles valeurs du potentiel de paireb. Ainsi, pour de tels couples de potentiels(a, b), comme par
exemple les trois premières lignes de la Table 5.4, l’estimation est plutôt bonne. Par contre, dès
que le potentielb grandit, le rapport|a|/b diminue et l’estimation s’en ressent : c’est le cas du
couple(a, b) = (−1.2, 0.25) (voir la dernière ligne de la Table 5.4). Une autre explication de cette
mauvaise estimation provient du fait que le potentiel de paireb représente le degré de dépendance
locale entre les sommets. Lorsqu’il est nul, les sommets sont indépendants. Inversement, lorsqu’il
est grand, l’hypothèse d’indépendance des sous-réalisationsσi devient particulièrement discu-
table.
Terminons par une dernière remarque expliquant pourquoi l’efficacité de notre estimation reste
limitée. L’approximation deIEa,b[Xm(k, γ)] parck(k,m)ak,γe

−2bγ repose sur le fait quee2a tend
vers0 commem−2/k. Or, pour une valeur donnée du potentiela, la quantitée2a ne peut être de
l’ordre dem−2/k, k allant de1 à6. Notre méthode consiste à forcer l’égalitée2a = c(k,m)m−2/k,
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pourk = 1, . . . , 6, en ajustant la constantec(k,m). Par exemple, lorsque le potentiel de surface
et la taille valenta = −1 et m = 150, nous obtenonsc(1, m) ' 3045.04, c(2, m) ' 20.30,
c(3, m) ' 3.82, c(4, m) ' 1.66, c(5, m) ' 1.00 et c(6, m) ' 0.72.

5.3 Restauration d’images bruit́ees

Toutes les images que nous considérerons seront bruitéespar unbruit impulsionnel. Dans
le cas des images binaires (Section 5.3.1), ce type de bruit correspond à notre modèle d’image
aléatoire à potentiel de paire nul. Sonintensit́e sera supposée connue. Appliquer les résultats
d’approximations poissonniennes aux animaux (Proposition 5.1.2 ou en l’occurrence son corol-
laire, la Proposition 5.3.1) permet d’associer une probabilité d’apparition à chaque composante
4-connexe en fonction de sa taille, i.e. en fonction du nombrede pixels dont elle est formée. Nous
construirons un test statistique, un critère simple décidant si une telle composante de l’image
provient du bruit ou de l’image originale. Sur le modèle du “filtre de grain” de Vincent [78],
nous en déduirons alors un algorithme de restauration d’images. Enfin, dans la Section 5.3.2, cet
algorithme sera étendu à des images en niveaux de gris et expérimenté.

5.3.1 Images binaires

Commençons par décrire le type de bruit détériorant nosimages. SoitI0 l’image binaire origi-
nale, i.e. non bruitée, formée den×n pixels. Dans cette section et la prochaine, nous conviendrons
de la correspondance suivante :I0(x) = 0 si le pixelx est noir et1 s’il est blanc. Lebruit impul-
sionnel d’intensit́ep etq dégrade l’imageI0 en une autre image binaire, disonsI, selon le procédé
ci-dessous :

∀x, I(x) = I0(x)(1− ζq(x)) + (1− I0(x))ζp(x), (5.3.5)

où les fonctionsζp(x) (resp.ζq(x)), sont des variables aléatoires (à valeurs dans{0, 1}) indépendantes
de loi de Bernoulli de paramètrep (resp.q). En d’autres termes, un pixel noir est changé en un
pixel blanc avec probabilitép, et ce indépendamment des autres pixels. A l’inverse, un pixel blanc
devient noir avec probabilitéq :

IP(I(x) = 1|I0(x) = 0) = p et IP(I(x) = 0|I0(x) = 1) = q .

L’effet du bruit impulsionnel entre l’image originaleI0 et l’image bruitéeI s’apparente à une
perte d’une partie des données. Il est essentiel que notre modèle de bruit impulsionnel (5.3.5)
autorise un pixel à être bruité avec des probabilités différentes selon sa couleur. Nous verrons
pourquoi dans la Section 5.3.2.
Ainsi, le bruit impulsionnel dégrade l’image originaleI0 en produisant de petites composantes
formées de pixels blancs ou de pixels noirs. Dans la pratique, par passage au “négatif”, supprimer
les composantes de pixels blancs ou celles de pixels noirs relève du même procédé. C’est pour-
quoi nous nous concentrons dans un premier temps sur celles formées de pixels blancs.
Le “filtre de grain” de Vincent [78] a pour effet de supprimer toutes ces petites composantes
dont la taille, i.e. leur nombre de pixels, est plus petit qu’une taille t arbitrairement choisie.
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Concrètement, c’est par l’expérience que l’utilisateurde ce filtre choisira la taillet produisant
(à son goût) le meilleur débruitage. Notre objectif est de combler cette lacune en donnant un
sens statistique à la taille seuilt. Pour cela, nous attribuons à chaque composante4-connexe
blanche une probabilité d’apparition dans l’image en utilisant les approximations poissonniennes
appliquées aux animaux et au cas du potentiel de paireb = 0.
Lorsque le potentiel de paireb est nul, les spins des sommets du modèle d’Ising deviennent
indépendants (voir Section 2.1). Chacun d’entre eux est positif avec probabilité

p =
e2a

1 + e2a

et négatif avec probabilité1 − p. L’hypothèsea < 0 se traduit sur le paramètrep par p <
1/2 et lorsque le potentiel de surfacea(n) tend vers−∞, p(n) tend vers0 commee2a(n). Plus
généralement, on peut écrire que pour tout entierk ≥ 1 :

lim
n→+∞

p(n)n2/k = lim
n→+∞

e2a(n)n2/k ,

à condition qu’elles existent dans[0,+∞]. En particulier, la probabilitéµp(Xn(k) > 0), oùXn(k)
désigne asymptotiquement le nombre d’animaux de taillek apparaissant dans l’image, tend vers0
(resp.1) dès que la quantitép(n)n2/k tend vers0 (resp.+∞). Autrement dit,n−2/k est la fonction
seuil (pourp(n)) de la propriétéXn(k) > 0. Puis, nous déduisons de la Proposition 5.1.2 une
approximation poissonnienne pour cette propriété ; voir[14] pour une démonstration directe.

Proposition 5.3.1 Soientk ≥ 1 un entier etc > 0 un réel. Supposons que le paramètre p(n)
satisfasse :

p(n) = cn−2/k (5.3.6)

Alors, nous avons la limite suivante :

lim
n→+∞

µp(Xn(k) > 0) = 1− e−ckak , (5.3.7)

où ak est le nombre d’animaux de taillek.

Jusqu’à présent, toutes nos figures représentaient un sommet positif par un pixel noir. En effet,
notre étude consistant à étudier la présence des (rares) sommets positifs, il nous a paru visuelle-
ment naturel de les repérer par des pixels noirs, sur un fondblanc constitué des sommets négatifs.
Néanmoins, en imagerie, la convention classique consisteà attribuer la valeur1 aux pixels blancs
et0 aux noirs.
Ainsi, quitte à échanger l’ensemble des configurations{−1,+1}Vn sur lequelµp est définie en
{0, 1}Vn, voire en{noir, blanc}Vn , chaque réalisation de la probabilitéµp correspond exactement
à une image de bruit purI, i.e. obtenue par le procédé (5.3.5) à partir d’une imageI0 entièrement
noire. La Proposition 5.3.1 fournit une approximation de laprobabilité pour une composante4-
connexe formée dek pixels blancs d’apparaı̂tre dans une imagen × n de bruit pur d’intensité
p(n) = cn−2/k. Nous identifierons dorénavant cette probabilité à sa limite qui, après utilisation
de (5.3.6) sera notéePA(n, p, k) :

PA(n, k, p) = 1− e−n2akp
k

.
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Les47 premières valeurs de la suite(ak)k≥1 sont disponibles en Annexe C. Pourp ≤ pmax = 0.2
etk ∈ {1, . . . , 47}, l’inégalitéak+1p ≤ ak est numériquement vérifiée. Elle assure la décroissance
de l’application

k ∈ {1, . . . , 47} 7−→ PA(n, k, p) ,

pour toute taille d’imagen et pour toutp ≤ pmax. Autrement dit, la probabilité d’apparition d’une
composante4-connexe décroı̂t avec sa taille.
Fixons maintenant un réelε > 0 (que l’on imagine petit) et définissons lataille seuilt(n, p, ε) par
la formule :

t(n, p, ε) = inf{k, PA(n, k, p) = 1− e−n2akp
k ≤ ε} . (5.3.8)

Par la décroissance de l’applicationk 7→ PA(n, k, p), toutes les composantes de taillek ≥
t(n, p, ε) (resp.k < t(n, p, ε)) ont une probabilité d’apparitionPA(n, k, p) inférieure àε (resp.
supérieure àε). Nous définissons alors un test statistique fondé sur la taille k des composantes4-
connexes de l’imageI. Si k ≥ t(n, p, ε), la composante sera considérée comme issue de l’image
originaleI0 et sera gardée. En revanche, sik < t(n, p, ε), elle sera considérée comme issue du
bruit et sera supprimée. Notons que, l’intensitép du bruit impulsionnel étant supposée connue, la
quantitéPA(n, k, p) = 1 − e−n2akp

k

se calcule pour toute taille1 ≤ k ≤ 47. Une fois le seuil
ε fixé, la taille seuilt(n, p, ε) s’obtient tout aussi facilement. Sur la Figure 5.3, est représentée
la taille seuilt(n, p, ε) comme une fonction (en escalier) de l’intensitép, pour une taille d’image
n = 256 et trois différentes valeurs deε (10−1, 10−2 et10−3).

FIG. 5.3 – La taille seuilt(n, p, ε) représentée comme une fonction de l’intensitép ∈ [0, 0.18],
pour une taillen = 256 et des valeurs deε = 10−1, 10−2, 10−3.

Finalement, notre algorithme de débruitage de l’image binaireI se résume en quatre étapes :

1. Identifier toutes les composantes4-connexes blanches de l’image bruitéeI.

2. Remplacer celles ayant une taille strictement inférieure à t(n, p, ε) par des pixels noirs.
Nous obtenons une nouvelle image binaire.

3. Identifier toutes les composantes4-connexes noires de cette nouvelle image.
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4. Remplacer celles ayant une taille strictement inférieure àt(n, q, ε) par des pixels blancs.
Nous obtenons l’image débruitée finale notéeĨ.

Notons respectivementT 1
t et T 0

t les filtres supprimant les composantes4-connexes blanches et
noires de taille strictement inférieure àt. Ces deux filtres étaient déjà utilisés par Vincent [78]
dans l’élaboration de son “filtre de grain”. L’image débruitée Ĩ est obtenue à partir deI par la
relation :

Ĩ = T 0
t(n,q,ε) ◦ T 1

t(n,p,ε)I .

Notre algorithme est testé sur une image binaire représentant un damier : voir la Figure 5.4.
Avant d’étendre cet algorithme à des images en niveaux de gris, quelques commentaires sont

nécessaires.
Supposons que l’image originaleI0 soit entièrement noire :I0(x) = 0, pour tout pixelx. Par le
procédé (5.3.5), chaque pixel est colorié en blanc avec probabilitép. L’image I produite est une
image de bruit pur. Par définition de la taille seuilt(n, p, ε), la probabilité pour queI contienne
une composante4-connexe de taille supérieure àt(n, p, ε) est plus petite queε. Par conséquent,
avec une probabilité plus grande que1− ε, le bruit pur est totalement supprimé :

IP(T 1
t(n,p,ε)I = I0) ≥ 1− ε .

Le réelε n’est autre que le niveau de confiance de notre test statistique : le fait de conserver à tort
une composante4-connexe a lieu avec une probabilité plus petite queε.
La dépendance de la taille seuilt(n, p, ε) en ε est très limitée : comparer les trois fonctions en
escalier de la Figure 5.3. Elle est logarithmique. En effet,lorsquen2akp

k est faible, la quantité
PA(n, k, p) peut être approchée parn2akp

k, ou même parn2(αp)k en substituantαk àak (voir la
Section 5.1). Or, la probabilité d’apparition d’une composante de taillet(n, p, ε) est proche deε :

PA(n, t(n, p, ε), p) ≈ ε .

Nous en déduisons alors une approximation de la taille seuil t(n, p, ε) en fonction deε, ou plutôt
delog ε :

t(n, p, ε) ≈ log ε− 2 logn

logα + log p
.

Même si l’approche théorique sur laquelle repose notre algorithme de débruitage (Proposition
5.3.1) s’inscrit dans le contexte où le paramètrep = p(n) tend vers0, a priori rien ne nous
empêche en pratique de l’étendre à toutes valeurs dep ∈ [0, 1]. Nous serons toutefois limités à de
petites valeurs dep. En effet, notre méthode requiert que la quantitéPA(n, k, p) devienne faible
lorsquek grandit, i.e. que le produitakpk devienne faible lorsquek grandit. C’est pourquoi nous
nous limiterons en pratique àp ≤ pmax = 0.2.
L’expérience proposée par la Figure 5.4 met en valeur le fait que le bruit apparaissant en bordure
d’une grande composante n’est pas supprimé par l’action denotre filtre. En effet, sans information
supplémentaire sur l’image originaleI0 (du type bords lisses), notre algorithme considère ces
pixels bruités comme appartenant à la grande composante.Ils seront par conséquent conservés.
Cette carence de notre algorithme n’est cependant pas rédhibitoire ; le traitement des bords est un
problème général de la restauration d’images.
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FIG. 5.4 – Sont représentées sur la première ligne : à gauche, l’image binaire originaleI0 de taille
256 × 256 ; à droite, l’image bruitéeI. Un pixel noir devient blanc avec probabilitép = 0.2 et
l’inverse se produit avec probabilitéq = 0.1. Sont représentés sur la deuxième ligne : à gauche,
le résultat du débruitage en supprimant d’abord les composantes noires puis les blanches (i.e. en
appliquant le filtreT 1

t(n,p,ε) ◦ T 0
t(n,q,ε)) ; à droite, le résultat du débruitage en supprimant d’abord

les composantes blanches puis les noires (i.e. en appliquant le filtre T 0
t(n,q,ε) ◦ T 1

t(n,p,ε)). Dans les
deux cas,ε est fixé à10−2. Ces deux résultats diffèrent, illustrant ainsi le fait que les filtresT 1

t et
T 0
t′ ne commutent pas. Néanmoins, dans les deux cas, les petitescomposantes blanches et noires

ont été supprimées. Seuls les bords des composantes restantes diffèrent.

Comme le montre la Figure 5.4, les deux filtresT 1
t et T 0

t′ ne commutent pas. Imaginons le cas
pathologique d’une petite composante disons blanche ceinturée de petites composantes noires.
L’utilisation deT 0

t′ va supprimer les petites composantes noires, faisant de la composante blanche
une grande composante queT 1

t va conserver alors que l’utilisation deT 1
t puis deT 0

t′ produira
une grande composante noire. Nous choisirons pour la suite,i.e. dans la Section 5.3.2, d’utiliser
T 0
t′ ◦ T 1

t . Dans [78], Vincent avait déjà remarqué cet inconvénient. Pour y remédier, il proposait
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d’utiliser plusieurs fois et alternativement les deux filtresT 1
t etT 0

t′ tout en augmentant les taillest
ett′ (voir [69, 70]). Une meilleure solution fut proposée par Masnou et Morel [60] puis formalisée
par Monasse [61]. Elle consiste à traiter simultanément les ensembles de niveaux supérieurs et
inférieurs d’une image en niveaux de gris en un seul et mêmearbre et à le délester de ses feuilles
de tailles inférieures àt [62]. Ce nouveau “filtre de grain”, notéGt, sera testé (voir la Figure 5.7)
et comparé dans la Section 5.3.2 à notre méthode de restauration d’images en niveaux de gris.
Enfin, remarquons que notre méthode de débruitage pourrait théoriquement s’étendre aux cas
des composantes8-connexes. Néanmoins, aucune liste énumérant les animaux 8-connexes n’est
disponible. C’est pourquoi, nous avons traité le premier et l’arrière plan, i.e. les composantes
blanches et noires, en4-connexité.

5.3.2 Images en niveaux de gris

Dans cette section, nous étendrons le filtre introduit précédemment à des images en256 ni-
veaux de gris. Puisqu’une telle image est équivalente à ladonnée de256 images binaires (par
exemple, ses ensembles de niveaux supérieurs), l’idée (´elémentaire) pour débruiter une image en
256 niveaux de gris consiste à débruiter chacune de ces256 images binaires et de les resommer.
En particulier, la méthode proposée dans cette section fonctionne quelle que soit le nombre de
niveaux de gris de l’image à restaurer.
Soitu une image en256 niveaux de gris de taillen×n. La couleur de chacun de ses pixels est un
entier compris entre0 et255. Lorsqueu(x) parcourt dans le sens croissant l’ensemble de ces256
valeurs, la couleur du pixelx évolue du noir vers le blanc, traversant256 tons de gris différents.
Supposons que l’imageu est dégradée par un bruit impulsionnel d’intensitép ∈ [0, 1] connue.
L’image bruitéev s’obtient à partir deu par la relation suivante :

∀x, v(x) = (1− ζp(x))u(x) + ζp(x)ν(x) , (5.3.9)

où les fonctionsζp(x) et ν(x) sont des variables aléatoires indépendantes respectivement de loi
de Bernoulli de paramètrep et uniformément distribuées sur{0, . . . , 255}. En d’autres termes, la
couleur d’un pixel est modifiée avec probabilitép en une valeur quelconque de{0, . . . , 255}.
Pour chaque entier0 ≤ λ ≤ 255, nous noteronsuλ (resp.vλ) l’image u (resp.v) seuillée au
niveau inférieurλ :

uλ = 11u≥λ ( resp. vλ = 11v≥λ) .
La Figure 5.5 propose l’exemple d’une image seuillée au niveau inférieurλ = 150. Signalons
d’une part queuλ est une image binaire et d’autre part que la donnée de ces256 images binaires
(uλ)0≤λ≤255 caractérisent l’imageu. L’image binairevλ est une version dégradée deuλ. Un pixel
noir deuλ devient blanc avec probabilitép × (λ/256) et l’inverse se produit avec probabilité
p× (1− λ/256) :

IP(vλ(x) = 1|uλ(x) = 0) = p×
(

1− λ

256

)
.

et

IP(vλ(x) = 0|uλ(x) = 1) = p× λ

256
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L’image binairevλ est une version deuλ obtenue par l’action d’un bruit impulsionnel d’intensité
pλ = p× (1−λ/256) etqλ = p× (λ/256) (voir (5.3.5)). Par conséquent, nous pouvons débruiter
vλ par la méthode introduite dans la section précédente :

ṽλ = T 0
t(n,qλ,ε)

◦ T 1
t(n,pλ,ε)

(vλ) .

La sommẽv des256 images binaires débruitéesṽλ

ṽ = Tv =

255∑

λ=0

T 0
t(n,qλ,ε)

◦ T 1
t(n,pλ,ε)

(vλ) (5.3.10)

est une image en256 niveaux de gris que l’on espère proche de l’image originaleu. Les Figures
5.5 et 5.6 proposent deux résultats de débruitage d’images en256 niveaux de gris utilisant le filtre
T .

Comme c’était le cas pour les filtres binairesT 1
t et T 0

t′ , le filtre T ne supprime pas le bruit
apparaissant en bordure de grandes composantes4-connexes : regarder par exemple l’épaule de
Lena (Figure 5.5) ou plus significatif la différence entre l’image originale du caméramanu et
l’image débruitéẽv (Figure 5.6).
Dans l’image seuilléevλ, les intensitéspλ et qλ créant les pixels respectivement blancs et noirs
sont différentes, d’où l’intérêt d’avoir considéréun modèle de bruit impulsionnel (5.3.5) autori-
sant un pixel à être bruité avec des probabilités différentes selon sa couleur. Les intensitéspλ et
qλ dépendent surtout du niveauλ. En particulier, la taille seuilt(n, pλ, ε) en dessous de laquelle
les composantes blanches de l’image binairevλ sont supprimées varie avecλ : une composante
4-connexe formée de10 pixels blancs peut être supprimée dansvλ et gardée dansvλ′ . Cette re-
marque a essentiellement deux conséquences.
D’une part, le filtreT défini par (5.3.10) n’est pas un filtre morphologique (voir [68, 70] pour
la définition et les propriétés des filtres morphologiques). Il ne préserve pas l’inclusion des en-
sembles de niveaux à la différence deT 1

t et T 0
t′ . Pour s’en convaincre, examinons la situation

suivante. Soientλ ≥ λ′. Les images binairesvλ = 11v≥λ et vλ′ = 11v≥λ′ satisfont l’inégalité
vλ ≤ vλ′ . L’intensité créant les pixels blancs dansvλ est inférieure à celle créant les pixels blancs
dansvλ′ ; pλ ≤ pλ′ . Supposons alors qu’il existe dans les deux imagesvλ et vλ′ une même petite
composante4-connexe blanche dont la taillek vérifie :

t(n, pλ, ε) ≤ k < t(n, pλ′ , ε) .

Cette situation est possible car la taille seuilt(n, p, ε) est une fonction croissante dep. Dès
lors, cette composante sera conservée dansvλ et supprimée dansvλ′ . Par conséquent les images
débruitées correspondantes ne pourront satisfaireṽλ ≤ ṽλ′ .
D’autre part, comparons le filtreT avec celui de Monasse [61], notéGt. La Figure 5.7 montre
deux résultats de restauration de l’image bruitéev du caméraman (voir Figure 5.6) par le “filtre
de grain”Gt pour deux valeurs différentes de la taille seuil :t = 10 et t = 20. La valeurt = 10 de
la taille seuil semble trop faible puisqu’il reste des composantes dues au bruit (par exemple, sur
le manteau du caméraman). La valeurt = 20 semble à la fois trop grande puisque des objets de
l’image originale ont disparu (comme par exemple la parabole blanche au sommet du building)
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FIG. 5.5 – Première ligne : à gauche, est représentée l’image dégradéev (de taille256 × 256)
obtenue à partir de Lena par un bruit impulsionnel d’intensité p = 0.15 et à droite, l’image
seuilléev150. Tous les pixels dont le niveau de gris (dansv) est supérieur à150 sont représentés
par des pixels blancs dansv150. Deuxième ligne : l’image débruitéẽv produite par le filtreT avec
un seuilε = 10−3.

et encore trop faible puisque du bruit subsiste toujours. Lefiltre T défini an (5.3.10) évite ces
deux écueils ; une petite composante claire peut être gardée alors que de plus grandes foncées
sont supprimées.
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FIG. 5.6 – Première ligne : sont représentées, à gauche, l’image originaleu du caméraman (de
taille 256 × 256) et à droite, l’image dégradéev par un bruit impulsionnel d’intensitép = 0.2.
Deuxième ligne : à gauche, l’image débruitéeṽ produite par le filtreT avec un seuilε = 10−3 et
à droite, la différenceu− ṽ. Nous constatons que la majorité du bruit a été supprimée excepté sur
les bords des objets.
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FIG. 5.7 – Deux résultats de restauration de l’image bruitéev du caméraman par le filtreGt pour
deux valeurs différentes de la taille seuil :t = 10 et t = 20.





Annexe A

La distance en variation totale

De nombreuses métriques (distance de Hellinger, distancede Kullback-Leibler...) permettent
de quantifier la convergence de mesures de probabilité versune mesure limite et le choix de la
métrique utilisée s’avère parfois essentiel. Gibbs et Su [36] fournissent une liste de plusieurs
métriques couramment utilisées par les statisticiens etles divers liens existant entre elles. L’une
des plus célèbre est ladistance en variation totale(voir également [19] et [66]). Dans cette sec-
tion, nous en rappelerons la définition et quelques unes de ses caractérisations. Nous focaliserons
notre attention sur le cas de mesures de probabilitéµ et ν définies sur(R,B), B étant la tribu
borélienne deR.

Definition A.0.2 La distance en variation totaleentreµ et ν, not́eedV T (µ, ν), est d́efinie par la
formule suivante :

dV T (µ, ν) = sup
B∈B
|µ(B)− ν(B)| .

Notons tout d’abord que la distance en variation totaledV T est bien une distance sur l’ensemble
des mesures de probabilité définies sur(R,B). La démonstration du Théorème 4.3.1 s’appuie sur
l’inégalité triangulaire appliquée à la distancedV T . De plus, si(µn)n≥0 désigne une suite de
mesures de probabilité, alors pour toute fonctionf continue bornée :

|
∫
f(x) dµn(x)−

∫
f(x) dµ(x)| ≤ sup

x∈R

|f(x)| × dV T (µn, µ) .

En particulier, sidV T (µn, µ) tend vers0 alors la suite(µn)n≥0 converge faiblement vers la mesure
µ. La convergence pour la distance en variation totale est donc plus forte que la convergence
en loi. Obtenir un majorant dedV T (µn, µ) permet de quantifier la vitesse de convergence deµn
versµ. C’est exactement la différence entre les Théorèmes 4.2.1 et 4.3.1 : le premier fournit une
convergence en loi alors que le second précise la vitesse àlaquelle s’effectue cette convergence.
Soitλ une mesure définie sur(R,B) par rapport à laquelle les mesures de probabilitéµ etν sont à
densités. Alors, la distance en variation totale entreµ etν est égale à la moitié de la différence en
normeL1(λ) de leurs densités. La relation (A.0.1) est connue sous le nom d’identité de Scheffé
(voir [19]).
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Proposition A.0.3 Soient respectivementf et g les densit́es, par rapport̀a une mesureλ définie
sur (R,B), deµ etν. Alors, la distance en variation totale entreµ etν devient :

dV T (µ, ν) =
1

2

∫
|f(x)− g(x)| dλ(x) . (A.0.1)

Certains auteurs, comme par exemple Tierney [77], définissent la distance en variation totale
comme

∫
|f − g|dλ, i.e. comme le double dedV T (µ, ν).

DémonstrationL’égalité évidente|µ(B)− ν(B)| = |µ(R \B)− ν(R \B)|, permet d’écrire que
pour tout borélienB :

|
∫

B

(f − g) dλ| = 1

2

(
|
∫

B

(f − g) dλ|+ |
∫

R\B

(f − g) dλ|
)
.

Les inégalités suivantes sont immédiates :

|
∫

B

(f − g) dλ| ≤ 1

2

(∫

B

|f − g| dλ+

∫

R\B

|f − g| dλ
)

≤ 1

2

∫
|f − g| dλ .

Le majorant étant indépendant du borélienB ∈ B, l’inégalité ci-dessus est encore valable pour
dV T (µ, ν). Par ailleurs, sur le borélienB = {f ≥ g}, le signe def − g est constant. Ainsi, les
inégalités précédentes deviennent des égalités et l’identité (A.0.1) est démontrée. �

Dans notre étude, les mesures de probabilité ont pour support l’ensembleN des entiers positifs ;
elles sont dominées par la mesure de comptage surN. Dans ce cas précis, la relation (A.0.1)
devient :

dV T (µ, ν) =
1

2

∑

m≥1

|µ(m)− ν(m)| . (A.0.2)

La distance en variation totale admet également une caractérisation en termes de couplage. Nous
renvoyons le lecteur à [58] p. 19 pour davantage de précisions. Nous noterons parL(X) la loi de
la variable aléatoireX.

Proposition A.0.4 La distance en variation totale entreµ etν estégaleà :

dV T (µ, ν) = inf{IP(X 6= Y ), L(X) = µ et L(Y ) = ν} .

Terminons cette annexe par la propriété suivante. Ce résultat trivial, combiné au Lemme 4.1.4,
nous permet de réduire la recherche d’approximations poissonniennes à des configurations locales
propres.

Propri été A.0.5 Soient(Xn)n≥0, (Yn)n≥0 etX des variables aĺeatoires d́efinies sur un espace de
probabilité (Ω,F , IP). Si la suite(Xn)n≥0 converge en loi versX et sidV T (Xn, Yn) tend vers0
avecn alors la suite(Yn)n≥0 converge en loi versX.
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DémonstrationIl suffit d’appliquer l’inégalité triangulaire. Pour toute fonctionf continue bornée,
la différence

|
∫
f(x) dL(Yn)(x)−

∫
f(x) dL(X)(x)|

est majorée par

sup
x∈R

|f(x)| dV T (Yn, Xn) + |
∫
f(x) dL(Xn)(x)−

∫
f(x) dL(X)(x)| .

Les deux termes de la somme ci-dessus tendent vers0 par hypothèse, d’où le résultat. �
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La méthode de Chen-Stein

Dans cette section, nous rappelerons les principaux arguments autour desquels la méthode de
Chen-Stein s’articule. Cette succinte présentation aboutira sur la Proposition B.0.8 qui est une
version de la méthode de Chen-Stein directement applicable au modèle d’Ising. Pour davantage
de précisions, nous renvoyons évidemment le lecteur au texte original [2].
La loi de Poisson de paramètreλ > 0 sera notéeP(λ). Le point de départ de la méthode est la
remarque essentielle suivante. Une variable aléatoireZ suit la loiP(λ) si et seulement si, pour
toute fonctiong : N→ R bornée :

IE[λg(Z + 1)− Zg(Z)] = 0 . (B.0.1)

Ainsi, la loi d’une variable aléatoireW , d’espéranceλ, sera proche de la loiP(λ) si la quantité
IE[λg(W + 1)−Wg(W )] est proche de0, pour toute fonctiong. La démonstration du Théorème
B.0.7 (voir aussi [2] p. 11) repose entièrement sur cette idée et sur le Lemme B.0.6. Cette approche
fut initialement introduite par Stein en 1970 [76] et étendue au cas poissonnien par Chen en 1975
[7].
Le contexte est le suivant. Nous disposons d’une famille de variables aléatoires (dépendantes)
indicatricesI1, . . . , In d’espérance respectiveπi = IE[Ii]. L’objectif est de mesurer la distance
entre la loi de leur sommeW =

∑
i Ii et la loi de PoissonP(λ) où λ =

∑
i πi. SoitA ⊂ N.

Nous noterons parP(λ)(A) la probabilité pour la loi de Poisson de paramètreλ d’appartenir à
l’ensembleA. Soitg = gA : N→ R une fonction solution de l’équation :

λgA(j + 1)− jgA(j) = 11j∈A − P(λ)(A), ∀j ≥ 0 .

Une telle fonctiongA peut être construite récursivement en partant degA(0) = 0. Ainsi, la fonc-
tion gA satisfait :

IP(j ∈ A)−P(λ)(A) = IE[λgA(W + 1)−WgA(W )] , (B.0.2)

de telle sorte que la distance en variation totale entre la loi deW etP(λ) est égale à :

dV T (L(W ),P(λ)) = sup
A
|IE[λgA(W + 1)−WgA(W )]| .
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Il s’agit donc d’étudier pour chaque ensembleA le termeIE[λgA(W + 1)−WgA(W )]. Pour tout
i, notonsWi =

∑
j 6=i Ij . En écrivant :

IE[IigA(Wi + 1)] = πiIE[gA(W )|Ii = 1] ,

l’équation (B.0.2) devient :

IP(j ∈ A)− P(λ)(A) =
n∑

i=1

πi (IE[gA(W + 1)]− IE[gA(W )|Ii = 1]) . (B.0.3)

Dès lors, supposons que, pour tout indicei, des variables aléatoiresUi et Vi sont construites sur
un même espace de probabilité de sorte queUi ait la même distribution queW etVi + 1 celle de
W conditionné àIi = 1. L’équation (B.0.3) devient :

|IP(j ∈ A)− P(λ)(A)| = |
n∑

i=1

πi (IE[gA(Ui + 1)]− IE[gA(Vi + 1)]) |

≤ ∆gA

n∑

i=1

πiIE[|Ui − Vi|] ,

où ∆gA = supj |gA(j + 1) − gA(j)|. Le résultat suivant (voir [2] p. 7 pour une démonstration)
fournit une majoration de∆gA indépendante de l’ensembleA.

Lemme B.0.6 Pour tout ensembleA ⊂ N, il vient :

∆gA ≤
1− e−λ

λ
.

Toutes les briques nécessaires à la construction du Théorème B.0.7 ont été posées.

Théorème B.0.7Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, la distance en variation totale entre la loi de
W etP(λ) satisfait :

dV T (L(W ),P(λ)) ≤ 1− e−λ
λ

n∑

i=1

πiIE[|Ui − Vi|] .

Nous allons maintenant particulariser le résultat général ci-dessus en vue de l’appliquer au
modèle d’Ising. Supposons que la famille{Ii}i=1,...,n satisfait l’hypothèse suivante. Pour tout
indicei, il existe une famille{Jj,i}j=1,...,n de variables aléatoires définies sur le même espace de
probabilité que les indicatrices{Ij}j=1,...,n telle que d’une part,

L(Jj,i, j = 1, . . . , n) = L(Ij, j = 1, . . . , n|Ii = 1) (B.0.4)

et d’autre part,
∀j 6= i, Jj,i ≥ Ij . (B.0.5)
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Une telle famille{Ii}i=1,...,n sera ditepositivement relíee. Sous cette hypothèse, le couple(Ui, Vi)
défini parUi = W et Vi =

∑
j 6=i Ij vérifie les conditions du Théorème B.0.7. La majoration de

dV T (L(W ),P(λ)) peut être réécrite. Pour tout indicei, (B.0.5) implique que :

πiIE[|Ui − Vi|] = πiIE[|Ii +
∑

j 6=i

(Ij − Jj,i)|]

= π2
i + πi

∑

j 6=i

IE[Jj,i − Ij ]

= π2
i +

∑

j 6=i

(IE[IiIj ]− πiπj) ,

car πiIE[Jj,i] = πiIE[Ij |Ii = 1] = IE[IiIj], par (B.0.4). Ces considérations mènent au résultat
suivant (voir [2] Corollaire 2.C.4 p. 26) :

Proposition B.0.8 Si la famille de variables indicatrices{Ii}i=1,...,n est positivement reliée, alors
la distance en variation totale entre la loi deW etP(λ) satisfait :

dV T (L(W ),P(λ)) ≤ 1− e−λ
λ

(
V ar(W )− λ+ 2

n∑

i=1

π2
i

)
.

Vérifier qu’une famille de variables aléatoires est positivement reliée peut s’avérer délicat.
Le Chapitre 2.2 de [2] se penche sur ce problème. Le Théorème 2.G p. 29 de [2], dont la
démonstration s’appuie sur des techniques de couplage (voir [57]), s’applique aisément à notre
modèle dans le cas ferromagnétique (voir la Propriété 2.2.4).

Proposition B.0.9 Supposons que le potentiel de paireb est positif et que pour tout indicei, la
variable aĺeatoire indicatriceIi est une fonction croissante de l’ensemble des configurationsXn
(au sens de la Section 2.2.2). Alors la famille{Ii}i=1,...,n est positivement reliée.





Annexe C

Nombres d’animaux

Rappelons queak désigne le nombre d’animaux de taillek. Voici la liste des47 premières
valeurs de la suite(ak)k≥1 nécessaires à l’implémentation des filtres de débruitage de la Section
5.3. Cette liste ainsi que ses mises à jour sont disponiblessur le site web “On-line Encyclopedia
of Integer Sequences”1

k ak
1 1
2 2
3 6
4 19
5 63
6 216
7 760
8 2725
9 9910
10 36446
11 135268
12 505861
13 1903890
14 7204874
15 27394666
16 104592937
17 400795844
18 1540820542
19 5940738676
20 22964779660
21 88983512783

1l’adresse de ce site esthttp ://www.research.att.com/∼njas/sequences/.

141



142 Annexe C

22 345532572678
23 1344372335524
24 5239988770268
25 20457802016011
26 79992676367108
27 313224032098244
28 1228088671826973
29 4820975409710116
30 18946775782611174
31 74541651404935148
32 293560133910477776
33 1157186142148293638
34 4565553929115769162
35 18027932215016128134
36 71242712815411950635
37 281746550485032531911
38 1115021869572604692100
39 4415695134978868448596
40 17498111172838312982542
41 69381900728932743048483
42 275265412856343074274146
43 1092687308874612006972082
44 4339784013643393384603906
45 17244800728846724289191074
46 68557762666345165410168738
47 272680844424943840614538634
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Asymptotique des propriétés locales pour le mod̀ele d’Ising et applications

Résuḿe :Cette thèse propose l’étude des propriétés locales satisfaites par le modèle d’Ising défini
sur un graphe toriqued-dimensionnel. Lorsque la taillen du graphe tend vers l’infini, une limite
pour leur probabilité d’apparition est obtenue en fonction des potentiels de surfacea = a(n) et
de paireb = b(n). En mettant en évidence un phénomème de seuil, nous déterminons le mo-
ment d’apparition dans le graphe d’une propriété locale donnée. Puis, en se plaçant à sa fonction
seuil, nous démontrons une approximation poissonnienne pour sa probabilité d’apparition. Enfin,
deux applications sont proposées : une estimation des potentielsa et b ainsi qu’un algorithme de
débruitage d’images en niveaux de gris.

Mots-clefs : Modèle d’Ising, image aléatoire, logique du premier ordre, fonction seuil, loi du
zéro-un, approximation poissonnienne, intéraction ferromagnétique, méthode de Chen-Stein, ani-
maux (ou polyominos), estimation de potentiels, débruitage d’image.

Classification AMS (2000) :60F05, 60F20, 82B20, 62H35, 68U10, 68U20.

Asymptotic of local propreties for the Ising model and applications

Abstract: This thesis intends to study local properties satisfied by the Ising model defined on a
d-dimensional lattice torus. As the sizen of the lattice tends to infinity, a limit for their probabi-
lity of occurring is obtained depending on the surface potential a = a(n) and the pair potential
b = b(n). By establishing a threshold phenomenon, we determine the moment from which a given
local property occurs in the lattice. Thus, at its thresholdfunction, we prove a poisson approxi-
mation for its probability of occurring. Finally, two applications are proposed : an estimate of
potentialsa andb and a denoising algorithm for grey level images.

Key Words: Ising model, random image, first-order logic, threshold function, zero-one law, pois-
son approximation, ferromagnetic interaction, Chen-Stein method, lattice animals, potential esti-
mation, image denoising.

AMS Classification (2000):60F05, 60F20, 82B20, 62H35, 68U10, 68U20.


