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Notations

— E: opérateur d’espérance mathématique
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Introduction

Contexte de la recherche Cette recherche s’inscrit dans le cadre de la prévision
des instabilités de flottement des avions. L’analyse aéroélastique, en effet, joue un role
majeur dans la conception et la certification des avions civils. Le couplage aéroélastique
entre la structure et le fluide apparait car les mouvements de la structure au sein de
I’écoulement générent des efforts induits. De plus, la turbulence dans la couche limite
atmosphérique apporte, quant a elle, une contribution aux forces aérodynamiques. Son
effet sur les avions peut aller du simple inconfort pour les passagers jusqu’a la des-
truction de 'appareil pour les tres fortes intensités de turbulence qui sont néanmoins
rares. D’ou I'importance pour les constructeurs et les services étatiques qui certifient
les avions de pouvoir modéliser finement ces phénomenes physiques.

Les instabilités de flottement, on vient de le voir, sont donc des instabilités aéroé-
lastiques d’un systeme couplé fluide-structure. Les oscillations de la structure sont
induites par l'interaction entre I’écoulement et les modes élastiques de la structure.
Les deux types de flottement le plus souvent cités dans la littérature (par exemple
Fung [43]) sont d’une part le flottement de décrochage (stall flutter) qui se produit
quand il y a séparation de I’écoulement du profil. Le décollement du flux entraine alors
des réactions aérodynamiques non linéaires par rapport au mouvement de la structure.
En ce qui concerne les ailes d’avion, une séparation se produit notamment pour des
angles d’incidence importants. Ce type de flottement, qui est du & des non-linéarités
aérodynamiques, ne fait pas 'objet de ce travail. Le deuxieme type de flottement est
le flottement bimode (coalescence flutter) qui est lié a l'existence de deux fréquences
propres voisines, en général les modes de flexion et de torsion, qui sont mises en
coincidence pour une certaine gamme de vitesses de ’écoulement. Contrairement au
flottement de décrochage, le flottement bimode peut se produire méme pour des angles
d’incidence faibles.

Le phénomene de flottement et 'influence que peuvent avoir des non-linéarités struc-
turales sur ce dernier ont été mis en évidence par un grand nombre d’auteurs. Ces
travaux concernent aussi bien ’aspect théorique que des études expérimentales. Lors-
qu’on se place dans un cadre simplifié linéaire, I’analyse du systéme couplé prédit que,
en présence de petites perturbations et pour une certaine valeur critique P..; d’un
parametre caractéristique de ’écoulement, ’amplitude des oscillations croit exponen-
tiellement. Le systeme subit alors une instabilité appelée flottement conduisant a sa
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rupture. Remarquons que le parametre caractéristique de ’écoulement généralement
choisi est la vitesse de I’écoulement en amont ou la pression totale. D’un point de
vue mathématique, et toujours en se placant dans un cadre linéaire, les mouvements
du systéme couplé sont solution d’un systeme différentiel linéaire. Dans ce contexte,
le flottement apparait quand la plus grande partie réelle d’une valeur propre de ce
systéme dynamique (auparavant négative) devient positive.

Si 'on prend en compte des non-linéarités d’origine structurale ou aérodynamique, le
comportement dynamique du systeme couplé est plus complexe. Au lieu d’un départ
directement en flottement, on peut observer des oscillations périodiques pour une cer-
taine gamme de valeurs du parametre. Ces oscillations sont appelées les oscillations
de cycles limites (LCO comme Limit Cycle Oscillations). En outre, la stabilité du sys-
téme couplé est sensible a un bruit venant perturber 'un de ses parametres. On parle
alors de bruit multiplicatif. La turbulence atmosphérique en est un exemple comme
on le verra par la suite. Il existe deux sources de turbulence, d’une part la turbulence
induite par le profil lui-méme (vortex de sillage, décollement de 1’écoulement, couche
limite) et d’autre part les fluctuations turbulentes de la vitesse de I’écoulement (la
turbulence atmosphérique). On s’intéresse ici au deuxieme phénomene, c’est-a-dire a
I'influence de fluctuations aléatoires de la vitesse en amont du profil.

Des travaux concernant la stabilité de profils d’avion dans un écoulement avec turbu-
lence atmosphérique ont été entrepris récemment par Poirel et Price [85] [83]. Leurs
études concernent la stabilité d’un profil bidimensionnel & deux degrés de liberté (ddl)
soumis a la turbulence atmosphérique. Les forces aérodynamiques sont obtenues en
introduisant la composante fluctuante dans les expressions établies par Theodorsen et
Kiissner. Ces équations approchées s’appliquent pour un fluide incompressible dans
le domaine subsonique. Cependant, seules des structures bidimensionnelles a peu de
degrés de libertés sont traitées. Poirel et Price appliquent des schémas numériques
classiques (méthode de Runge-Kutta d’ordre 4) malgré le fait que le processus sto-
chastique modélisant leur bruit est continu mais non-différentiable. C’est pour cette
raison qu’'un point important de ce travail consiste a étudier plus rigoureusement les
systemes dynamiques engendrés ainsi que les différentes possibilités de simulation tem-
porelle. Par ailleurs, la démarche de Poirel et Price ne peut pas se généraliser a des
situations plus complexes et en particulier a des structures d’avions completes.

Enfin, il nous aparait important de nous pencher sur la modélisation de la non-linéarité
de jeu qui, la plupart du temps, est introduite de maniere trop simpliste.

Objectifs de la recherche L’enjeu de cette these est d’améliorer et d’affiner les mé-
thodes de calcul de flottement en prenant en compte un bruit aléatoire qui modélise
la turbulence atmosphérique. Ainsi, ce travail a pour but de développer des méthodo-
logies permettant d’évaluer et si possible de quantifier I'impact de la turbulence (ou
d’autres bruits multiplicatifs tels que les incertitudes aérodynamiques) sur la stabilité
d’un avion en présence, ou non, de non-linéarités structurales.



La composante longitudinale de la turbulence, en se rajoutant a I’écoulement moyen, va
perturber la vitesse de cet écoulement. Ainsi, agissant sur les parametres du systeme,
elle va devenir, dans le cas ou la turbulence est modélisée par un processus aléatoire,
ce qu’on appelle une excitation aléatoire multiplicative. La turbulence verticale, quant
a elle, agit comme force extérieure. On parle dans ce cas de bruit additif. On est alors
amené a étudier la stabilité de systemes aéroélastiques en présence de bruits aléatoires
multiplicatifs et additifs. Cependant, les méthodes classiques d’analyse de la stabilité
ne sont plus applicables puisqu’on travaille avec des matrices aléatoires. L’analyse de
la stabilité doit alors étre effectuée a ’aide de méthodes adaptées.

La stabilité des systemes aéroélastiques est également tres sensible a la présence de
non-linéarités structurales concentrées, tel un jeu dans la liaison aile-gouverne. C’est
pour cette raison qu’il est important de les prendre en compte dans la modélisation.
Jusqu’a présent, ces non-linéarités ne sont prises en compte que tres grossierement, par
exemple en introduisant un ressort non linéaire. Il semble alors important d’affiner les
modeles afin de pouvoir étudier plus correctement le comportement vibratoire ainsi que
la stabilité. Remarquons également qu’il s’agit, dans le cas du jeu, d’une non-régularité
plutot que d’une non-linéarité, puisque le systeme couplé peut étre considéré comme
un systeme dynamique ou certains ddl sont soumis & des contraintes géométriques.

En résumé, les objectifs principaux de cette étude sont les suivants:

1. Mise en équation du systeme couplé aéroélastique en présence de la turbulence
atmosphérique.

2. Modélisation mathématique et physique d’une non-régularité telle que le jeu.

3. Etude de méthodes adaptées a I'analyse de la stabilité de systemes dynamiques
aléatoires.

4. Développement de modeles réduits et de méthodes numériques adaptés aux pro-
blemes complexes et de grande taille apparaissant en aéronautique.

5. Implémentation des méthodologies développées et adaptation & des codes de
calcul existants.

6. Etude de l'influence de la turbulence sur la stabilité et le comportement dans le
cas non linéaire avec jeu (bifurcations, oscillations de cycles limites, etc.).

Stratégie proposée La taille et la complexité des problemes traités ici, et plus géné-
ralement en aéronautique, exigent de travailler avec des modeles réduits. Par ailleurs, la
modélisation des forces aérodynamiques qui s’appliquent a la structure doit permettre
I'introduction de la turbulence en tant que processus stochastique.

En pratique, on effectue une réduction de modéle d’une part pour la partie structure
et d’autre part pour la partie fluide. Pour la discrétisation de la partie structure, on
utilise la méthode des éléments finis. La réduction du modele est obtenue a I’aide d’une
projection sur la base modale tronquée (basses fréquences) de la structure. Les forces
aérodynamiques intervenant dans le couplage fluide-structure sont en principe obte-
nues en résolvant de maniere couplée les équations régissant le fluide et les équations
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de la structure. Afin de pouvoir effectuer des études paramétriques, il est néanmoins
nécessaire de développer des modeles aérodynamiques réduits, ce qui diminue consi-
dérablement le cout numérique par rapport a un calcul classique par simulation tem-
porelle. Les forces aérodynamiques généralisées sont ainsi déterminées pour un certain
nombre de mouvements harmoniques de la structure qu’on impose. Afin de pouvoir
prendre en compte les fluctuations spatiales (le long de l'aile) du champ aléatoire mo-
délisant la turbulence, on sera amené a considérer une formulation par tranches des
forces aérodynamiques.

Comme on le verra au chapitre deux, le systeme couplé réduit peut étre modélisé
par une équation différentielle aléatoire excitée par un bruit multiplicatif. Cette équa-
tion peut étre étudiée dans le cadre de la théorie des systemes dynamiques aléatoires
ce qui nous permet d’utiliser ses outils puissants. S’agissant d’une excitation par un
bruit réel (dit aussi coloré), on peut considérer I'’équation différentielle aléatoire tra-
jectoire par trajectoire comme une équation différentielle ordinaire. La stabilité d’'un
point d’équilibre peut étre analysée a 'aide des exposants de Lyapunov qui donnent
les taux d’expansion du systeme et généralisent ainsi la notion de partie réelle des
valeurs propres. Néanmoins, les modeles réduits aéroélastiques sont toujours relative-
ment complexes et de dimension supérieure a trois. Ceci rend difficile, voire impossible,
I’obtention d’une expression analytique pour le plus grand exposant de Lyapunov. On
opte alors pour un calcul par des méthodes numériques (itératives). On sera amené
a construire des trajectoires par simulation en intégrant numériquement le systeme
différentiel décrivant le mouvement de la structure. La convergence et la précision
des schémas numériques adaptés a la résolution des équations différentielles aléatoires
obtenues seront étudiées.

Dans une deuxiéme partie de ce travail, on s’intéresse a la modélisation des non-
régularités structurales concentrées telles qu’un jeu dans la liaison aile-gouverne. Comme
on ’a évoqué, le jeu a une influence majeure sur le comportement vibratoire ainsi que
sur la stabilité du systeme aéroélastique.

On proposera alors une méthode originale qui a recours d’une part a la formula-
tion par équations multivoques du probleme et d’autre part une méthode de sous-
structuration permettant d’isoler les parties non linéaires (ou plutot non régulieres
puisqu’il s’agit d’un jeu). On effectuera une sous-structuration selon la méthode de
Craig et Bampton afin de pouvoir considérer séparément les parties structurales com-
portant les non-régularités et les parties régulieres linéaires. Cette formulation nous
permettra d’appliquer directement les développements théoriques concernant la dyna-
mique non réguliere due aux contacts introduits originellement par Moreau dans les
années 80. Plus précisément, la formulation des problemes de contact développée par
Moreau est une formulation générale de la dynamique fondée sur l’analyse convexe.
Elle nous permettra d’écrire le systeme sous forme d’une inclusion différentielle parti-
culiére et ainsi d’obtenir les vitesses post-impact par le biais d’une projection.



Organisation de la thése Ce travail de these est constitué de sept chapitres:

Le premier chapitre comporte d’une part une étude bibliographique concernant la
modélisation et 1’étude des systemes aéroélastiques. D’autre part, on présente une
revue des cas ol ’exposant de Lyapunov a été appliqué afin d’étudier la stabilité d’un
systeme mécanique.

La modélisation du systeme aéroélastique et plus particulierement des deux parties,
fluide et structure, est présentée dans le deuxieme chapitre. On montre comment le
bruit représentant la turbulence atmosphérique peut y étre introduit. Dans le but
d’introduire également les fluctuations spatiales le long de l'aile, on développe une
formulation par tranches des forces aérodynamiques.

Dans le troisieme chapitre, le processus stochastique modélisant la turbulence est ca-
ractérisé et décrit mathématiquement. La réalisation différentielle des trajectoires de
ce processus par la méthode de markovianisation approchée est expliquée.

Le chapitre quatre est consacré a I'introduction des notions importantes relatives a la
théorie des systemes dynamiques aléatoires. On définit ensuite la stabilité au sens de
Lyapunov ainsi que des nombres caractéristiques particuliers, les exposants de Lya-
punov, qui permettent d’étudier la stabilité des systemes aéroélastiques construits
auparavant. Le cas des systemes dynamiques non linéaires est également traité, avec
notamment la définition de la bifurcation stochastique. Finalement, on évoque les
méthodes possibles de simulation numérique ainsi que I'implémentation de ces métho-
dologies.

Le chapitre cinq comporte les résultats obtenus pour deux cas de figure: d’abord ’ap-
plication des méthodes développées a un profil d’aile bidimensionnel avec et sans non-
linéarité de jeu puis I'application a un modele simplifié d’un avion civil gros-porteur.

Une modélisation mathématique ainsi que des méthodes numériques pour des struc-
tures comportant une non-régularité telle qu'un jeu dans les liaisons avec les surfaces
de contréle sont présentées dans chapitre six. Les développements faits sont ensuite
appliqués a un modele comportant un jeu dans la liaison aile-gouverne. Le modele
étudié est celui d’'une maquette non linéaire qui a fait I’objet de plusieurs campagnes
d’essais a TONERA.

Le chapitre sept apporte les conclusions ainsi que des perspectives d’ouverture pour
de futures recherches.

Pour finir, certaines informations plus théoriques, qui peuvent étre utiles a la compré-
hension générale de ce document, sont regroupées en annexe.
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Chapitre 1

Etude bibliographique

1.1 Etat de art de I’analyse aéroélastique

Dans les années 30, les premiers modeles mathématiques destinés aux calculs de ré-
ponses aérodynamiques instationnaires ont été introduits par Wagner (1925), Kiissner
(1929) et Theodorsen (1934). Ils développerent des méthodes permettant le calcul des
forces aérodynamiques pour un profil bidimensionnel dans un écoulement incompres-
sible subsonique. Ces méthodes, qui s’appuient sur 'utilisation de fonctions indicielles,
permettent de calculer les forces aérodynamiques dans le domaine fréquentiel d’un pro-
fil soumis & une rafale discrete (fonction de Wagner [110]), & un saut unitaire de ’angle
d’attaque (fonction de Kiissner [63]) ainsi que pour un profil soumis & un mouvement
sinusoidal (fonction de Theodorsen [106]). L’analyse de la stabilité est généralement
effectuée dans le domaine fréquentiel. Breitbach [25] a été parmi les premiers dans
les années 70 a introduire des non-linéarités structurales dans ces modeles. Les non-
linéarités de jeu, qui sont généralement présentes dans les liaisons des surfaces de
controle, sont alors modélisées par un ressort non linéaire. Pour des oscillations har-
moniques, ce ressort non linéaire est remplacé par un ressort équivalent linéaire. On
parle aussi de "fonctions descriptives’ car on modélise la non-linéarité par une fonction
linéarisée dans le domaine fréquentiel.

Les progres dans l'informatique ont permis de modéliser des structures plus complexes
par la méthode des éléments finis. Cependant, ceci a rendu inapplicable la détermina-
tion de solutions analytiques simples comme celles décrites ci-dessus. L’objet de I’étude
étant un avion complet et non plus un profil d’aile bidimensionnel, il est nécessaire de
développer des méthodes numériques appropriées pour 'aérodynamique. Par ailleurs,
pour les calculs de réponse dynamique et de flottement, il est crucial de développer
des modeles réduits, surtout si des études paramétriques sont envisagées.

Des méthodes numériques pour le calcul de réponses aérodynamiques instationnaires
linéaires, dans le domaine des fréquences, ont alors été développées pour le domaine
subsonique. La méthode la plus utilisée aujourd’hui est la méthode dite des doublets
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[1], ou les surfaces portantes de la structure sont discrétisées par des panneaux rectan-
gulaires. L’analyse dynamique n’est effectuée que pour un certain nombre de modes
propres de la structure préalablement choisis. Les forces aérodynamiques généralisées !
(FAG) sont obtenues sous I'hypotheése que le champ de pression aérodynamique ainsi
que la réponse de la structure soient harmoniques de fréquence w. On peut ainsi déter-
miner la matrice d’influence aérodynamique généralisée H(w) pour un certain nombre
de fréquences w afin de pouvoir écrire les FAG dans le domaine fréquentiel comme
F(w) = H(w)q,

ol on a noté § la transformée de Laplace du vecteur des coordonnées généralisées de
la structure.

Généralement, 'analyse de la stabilité est effectuée directement dans le domaine fré-
quentiel. Les FAG calculées pour un certain nombre de fréquences peuvent également
étre lissées par approximation a l’aide de fractions rationnelles [92], [54]. Si ’analyse
aéroélastique doit étre effectuée dans le domaine temps (par exemple en présence de
non-linéarités structurales concentrées), les FAG approchées par fractions rationnelles
dans le domaine des fréquences peuvent étre transformées en forces temporelles par
transformation de Fourier inverse. Notamment, la méthode de Karpel [54] permet la
mise sous forme d’état du systéme couplé aéroélastique en utilisant un nombre réduit
de variables supplémentaires (variables d’état).

Le progres des codes CFD (Computational Fluid Dynamics) a permis d’incorporer ces
derniers dans ’'analyse aéroélastique et on parle alors de Computational Aeroelasticity
(CA). On couple alors un code de calcul d’éléments finis (EF) pour la partie structure
avec des codes CFD pour la résolution dans le domaine fluide. Ces méthodes sont
nécessaires si des non-linéarités aérodynamiques en régime transsonique comme les
ondes de choc, la couche limite ou encore une séparation de ’écoulement doivent étre
modélisées. Il est clair que ce genre de non-linéarité aérodynamique ne peut pas étre
pris en compte par la théorie linéaire mais le cotut important des calculs CFD reste
un obstacle majeur & leur utilisation industrielle. En effet, I’analyse de la stabilité aé-
roélastique nécessite une intégration sur de longs intervalles de temps. Des méthodes
de réduction de modele ont alors été développées. Ces méthodes permettent d’obte-
nir des modeles de taille réduite a partir de calculs CFD tout en gardant 1’essentiel
de la dynamique du systeme. Les méthodes de réduction de modeéle aérodynamique
comprennent notamment la méthode dite POD (Proper Orthogonal Decomposition:
il s’agit d’une réduction a l’aide d’une base de Karhunen Loeve) [68], la méthode de
Volterra pour les systémes non linéaires [100] ou encore des méthodes d’identification,
voir par exemple [32]. L’activité de recherche concernant les méthodes de réduction de
modeles aérodynamiques est passée en revue dans Uarticle de Lucia et al. [68].

Parallelement, la linéarisation de modeéles aéroélastiques non linéaires peut étre un
outil essentiel pour la compréhension de la nature et de la grandeur des phénomenes

1. On désigne par FAG la projection des pressions aérodynamiques sur les modes propres de la
structure.
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aéroélastiques non linéaires. Une approche possible consiste a considérer une petite
perturbation (linéaire) par rapport a un état non linéaire stationnaire. Dans ce genre de
modélisation on linéarise par rapport a la variable temp; I’écoulement stationnaire peut
cependant contenir des chocs ainsi qu’une séparation de ’écoulement. A 'TONERA, le
code REELC est basé sur les équations d’Euler linéarisées [74]. Les FAG sont obtenues
en imposant un mouvement harmonique a la structure et en ne gardant que le premier
harmonique de chaque réponse (méthode du premier harmonique). En effet, dans le cas
ou les non-linéarités structurales sont prépondérantes, I’approche linéarisée en temps
est suffisante pour I’étude dynamique [39].

Les oscillations de cycle limite Les oscillations de cycle limite (LCO, Limit Cycle
Oscillations) sont des oscillations harmoniques entretenues, provoquées par des non-
linéarités de modele qui peuvent étre d’origines variées. On distingue notamment les
non-linéarités de nature aérodynamique et de nature structurale. La non-linéarité
structurale la plus étudiée est le jeu, généralement présent dans les liaisons voilure-
surfaces de controle. Une autre catégorie de non-linéarités structurales provient des
non-linéarités géométriques comme, par exemple, le raidissement géométrique des
plaques.

Les cas de LCO induites par un jeu sont bien connus expérimentalement et aussi par
des études théoriques, mais les cas observés sur des structures en service sont rarement
rendus publique par les constructeurs [39]. En fait, ces oscillations entretenues sont
généralement de faible amplitude. Néanmoins, elles contribuent a la fatigue des compo-
sants de la structure et peuvent ainsi provoquer une ruine a long terme. Ce phénomene
d’oscillations de cycle limite a été étudié par un grand nombre d’auteurs. Les études
concernent principalement un profil d’aile 2D soumis & une aérodynamique subsonique
ou la non-linéarité de jeu est modélisée par un ressort non linéaire ou linéaire par mor-
ceaux. L’étude de la stabilité d’un profil bidimensionnel peut alors étre effectuée par
intégration temporelle (différences finies, par exemple Kousen&Bendikson [59]) ou en
modélisant la non-linéarité dans le domaine des fréquences par une fonction linéaire se-
lon la méthode des fonctions descriptives (Breitbach [25], Tang& Dowell& Virgin [105]
et d’autres). Les deux types de modélisation ont été étudiés et comparés par exemple
par Price et al. [91]. Par ailleurs, des méthodes analytiques issues de la théorie de la
bifurcation des systémes dynamiques non linéaires, comme la réduction sur la variété
centrale, ont été appliquées au profil bidimensionnel [67] mais ce sont des méthodes nu-
mériquement peu efficaces pour des systemes quelconques et de taille plus importante.
Dans les deux références citées ci-dessus, les forces aérodynamiques sont modélisées
par les fonctions de Theodorsen et Wagner [43].

Bae, Inman et Lee [13] étudient la stabilité d’une aile avec gouverne dans le cas ou
la structure est discrétisée par la méthode des éléments finis en combinaison avec une
méthode de masse fictive pour la réduction du modele. Les forces aérodynamiques
dans le domaine subsonique sont calculées par une méthode de doublets hybrides, en
utilisant I’approximation par fractions rationnelles de Karpel [54], afin d’obtenir un
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modele réduit pour les forces aérodynamiques. Le jeu est pris en compte par une force
de rappel non linéaire.

Bauchau, Rodriguez et Bottasso [17] considerent le modele d’une aile d’avion avec
jeu dans la gouverne, dans le cadre de la dynamique multi-corps, s’appuyant sur une
méthode aux éléments finis. Les forces aérodynamiques sont déterminées selon une
méthode développée par Peters et al. [81].

Des études plus récentes concernent la prise en compte de non-linéarités structurales et
aérodynamiques dans un écoulement transsonique. Dans [59], [37] et plus récemment
[40], les calculs sont effectués pour profil 2D en utilisant les équations d’Euler. Dowell
et al. [40] utilisent la méthode de POD afin d’obtenir un modele réduit. Dans ces
approches, on néglige la viscosité et par conséquent, les résultats ainsi obtenus ne
permettent pas de prendre en compte la couche limite ou encore de décrire le cas ou
un décollement de I’écoulement a lieu.

1.2 Analyse de la stabilité (stochastique) a ’aide de I'ex-
posant de Lyapunov

Lorsqu’on introduit un bruit aléatoire dans les parametres d’un systeme aéroélastique
ou d’autres systemes mécaniques, il est nécessaire de trouver des méthodes appropriées
pour I’étude de leur stabilité car les méthodes classiques ne sont pas applicables a ce
type d’équations excitées par un bruit aléatoire multiplicatif. Il faut alors se tourner
vers des méthodes issues de la théorie des systemes dynamiques aléatoires. L’outil
pratique est le plus grand exposant de Lyapunov (voir chapitre 4) qui prend des va-
leurs négatives si le systeme dynamique sous-jacent est stable. Généralement, on parle
simplement d’exposant de Lyapunov au lieu d’expliciter qu’il s’agit du plus grand
exposant.

Il existe plusieurs publications traitant de la stabilité des ponts souples a grande portée
soumis au vent turbulent. La turbulence longitudinale est introduite dans ces modeles
en rajoutant une partie fluctuante a la vitesse moyenne de 1’écoulement. Dans ces
travaux, la stabilité de profils de ponts a deux ou au maximum trois degrés de li-
bertés (donc des modeles de petite taille) est étudiée. L’excitation par la turbulence
atmosphérique est prise en compte de maniere simplifiée en ’assimilant a un bruit
blanc [66], [29]. Ensuite la stabilité de la fonction d’autocorrélation du processus so-
lution est étudiée. Dans ce but, les termes contenant le bruit sont simplifiés de fagon
a obtenir une équation différentielle stochastique linéaire par rapport a l’excitation
stochastique. Dans [28], Bucher et Lin prennent en compte également ’effet de la cor-
rélation de la turbulence le long du pont. Une étude de Li et Lin [65] porte sur une
excitation par un processus stochastique stationnaire borné. Les auteurs utilisent une
méthode d’approximation utilisant des syntheses temporelles (en anglais, on parle de
"time averaging”) et aboutissent ainsi & une expression analytique du plus grand ex-
posant de Lyapunov en fonction de la bande de fréquence d’excitation (& bande large
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ou étroite). Dans tous les travaux cités, la partie fluctuante de la vitesse du vent est
introduite dans I’expression des forces aérodynamiques obtenues pour un écoulement
a vitesse constante comme introduit par Scanlan [95].

Dans [103], Sri Namachchivaya et Vedula développent des expressions approchantes
de 'exposant de Lyapunov ainsi que '’exposant de Lyapunov des moments pour un
systeme a quatre degrés de liberté. Il s’agit de cylindres soumis a un écoulement et au
sillage d’autres cylindres alignés. La turbulence du sillage est modélisée par un proces-
sus stochastique. Les auteurs concluent que le systeme étudié peut étre stabilisé par
la présence d’un bruit aléatoire, ce qui est vérifié par des observations expérimentales.

Most, Bucher et Schorling, [76], étudient la stabilité de structures de génie civil avec im-
perfections géométriques aléatoires a l'aide d’une simulation numérique de ’exposant
de Lyapunov. L’application est faite sur une plaque rectangulaire avec imperfections
et soumise a une force extérieure aléatoire (modélisée par un bruit blanc).

Des travaux concernant la stabilité de profils d’avion dans un écoulement avec turbu-
lence atmosphérique ont été entrepris récemment par les chercheurs canadiens Poirel et
Price [85] [83]. Leurs études concernent la stabilité d’'un profil bidimensionnel & deux
degrés de liberté soumis a la turbulence atmosphérique. Les forces aérodynamiques
sont obtenues en introduisant la composante fluctuante dans les fonctions indicielles
de Theodorsen, Wagner et Kiissner. La stabilité du systeme couplé aléatoire est déter-
minée par simulation temporelle de ’exposant de Lyapunov.

Poirion [88] étudie la stabilité d’un systéme aéroservoélastique contrdlé, prenant en
compte un retard aléatoire dans le controle.

Xie et Ariaratnam [114] ainsi que Castanier et Pierre [30] étudient le phénomene
de localisation de modes de vibration, qu’on rencontre dans les structures cycliques
en présence d’imperfections géométriques aléatoires. Le facteur de localisation qui
caractérise la (dé-)croissance exponentielle des amplitudes de vibration est lié aux
exposants de Lyapunov. En effet, le facteur de localisation correspond au plus petit des
exposants de Lyapunov positifs du systéme dynamique discret décrivant le transfert de
I’amplitude de vibration entre les composantes de la structure cyclique. C’est le mode
de vibration correspondant a cet exposant de Lyapunov qui possede le plus petit taux
de croissance car la vibration est localisée dans une sous-structure. Un algorithme de
Wolf et al. [112], permettant le calcul de tous les exposants de Lyapunov, est utilisé
pour ces études.

Ce passage en revue de la littérature concerne plus particulierement ’application des
exposants de Lyapunov en mécanique mais n’est pas exhaustif. On peut trouver de
nombreuses études de cas concernant des oscillateurs simples et notamment 1’étude
de l'oscillateur non linéaire de Duffing. Plusieurs auteurs développent des expressions
approchées de I’exposant de Lyapunov ainsi que ’exposant de Lyapunov des moments
pour des systemes simples a peu de degrés de liberté, comme dans les travaux de Sri
Namachchivaya [103], [41], mais aussi de van Roessel et Doyle [41], et plus récemment
de Xie [113]. Cependant, peu de travaux concernent des systémes mécaniques d’une
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complexité arbitraire ou une approximation analytique du plus grand exposant de
Lyapunov n’est plus possible.
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Chapitre 2

Mise en équation du systeme
couplé aéroélastique

Le but de ce chapitre est de construire un modele réduit du probléme couplé fluide-
structure nous permettant d’effectuer des études paramétriques impliquant un certain
nombre de calculs répétés. L’analyse de la stabilité est basée sur le comportement
asymptotique des trajectoires, nécessitant une simulation sur de longs intervalles de
temps. C’est pourquoi lutilisation de méthodes d’interaction indirecte s’impose ici afin
de réduire le cout numérique. Dans ce cadre, on résout indépendamment les équations
des parties fluide et structure. Dans un premier temps, on construit un modéle ré-
duit structural sur lequel des forces, appelées forces aérodynamiques généralisées, vont
s’appliquer. L’étape suivante consiste & calculer les forces aérodynamiques. Un mo-
dele d’état de ces forces, faisant appel a un nombre réduit de variables, peut alors étre
obtenu.

2.1 Modélisation de la partie structure

Le probleme aux limites de 1’élastodynamique est d’abord introduit. La construction
de la forme faible du probleme ainsi que la discrétisation par la méthode des éléments
finis sont ensuite rappelées. Dans ce qui suit, la notation d’Einstein concernant la
sommation sur les indices répétés sera utilisée.

2.1.1 Probleme aux limites de I’élastodynamique

Soit ,, un domaine borné de R3 occupé par le solide. On note 9, sa frontiere dont
une partie, qu’'on appelle I', est fixe. On note x = (x1,x2,x3) le point générique dans
un repere cartésien. Soit v € R? un champ de déplacement vérifiant les équations de
I’élastodynamique dans Qg dont on note v;, i = {1,2,3} les composantes. Les forces
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G

Fi1G. 2.1 — configuration: aile encastrée

surfaciques sur 0Qs\I' sont dues a I’écoulement du fluide et s’expriment en fonction
de la pression exercée par celui-ci sur I’élément de surface: df = —pndS. Ici, n est le
vecteur unitaire extérieur normal & 9€);. Le probléme aux limites de I’élastodynamique
s’écrit pour i,j € {1,2,3}:

p@fvi —0joi; =0 dans €,
v(z,t) =0  surl,
gij(v)n; = —p(v)n; sur 00 \I. (2.1)

ol on a noté 9; la dérivée partielle par rapport a ¢ et 0;; les composantes du tenseur des
contraintes o. Ces équations sont complétées par les conditions initiales v(z,0) = vy et
Owv(z,0) = vg. Le tenseur des contraintes o est lié au tenseur linéarisé des déformations
exn(v) = %(Ghvk + Ovyp) par la loi de comportement. Par ailleurs, pour un matériau
viscoélastique & mémoire instantanée [46], le tenseur symétrique des contraintes s’écrit

0ij = Qijkn€rn(v) + bijrnern(0),

ou le tenseur des coefficients réels élastiques a;;i;, et celui des coefficients réels d’amor-
tissement b;;pp, vérifient les propriétés classiques de symétrie et de positivité.

2.1.2 Formulation variationnelle et projection de Ritz-Galerkin

On introduit d’abord I’espace H! qui contient ’ensemble des fonctions w définies sur
Q) a valeurs dans R, de carré intégrable, (w € L?(£))) et dont les dérivées partielles
premieres sont de carré intégrable (Ow/dz; € L?(Q)). L'espace vectoriel des fonctions
admissibles V est défini par:

V(Q,) = {v e {H (Q)}?| v =0sur I'}.
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. . - . 3

Le produit scalaire sur V() sécrit (v,u) = fQSv cudr, ol v-u = Y 7 viu; et
o . 1o

dxr = dzidraodrs, la norme associée étant donnée par ||ul| = (u,u)2. Soit v dans

I’espace V des fonctions admissibles, la formulation variationnelle s’écrit

/ ijkh€rn(v)€ij (V) dx +/ bijknern(0)eij (V) dﬂﬁLP/Q vy dr =

/ —p(v)n;v; dS, (2.2)
80\
ou encore,

m(02v,v) + c(Ow,v) + k(v,v) = f(v,v). (2.3)
Les formes bilinéaires de masse, d’amortissement et de raideur, données ci-apres, sont
positives sur V x V

m(v,v) = p/ v vdx,
Qs

C(’U,I/) = / bijkhfkh(v)eij(y) d.%',

S

k(’l),l/) = / aijkhekh(v)eij(u) dz.

S

De plus, la forme linéaire v — f(v,r) est donnée par:
f(v,v) :/ —p(v)n;v;dS.
Qs

La formulation variationnelle du probléeme (2.1) s’énonce alors:
Trouver v € V telle que ’équation (2.3) soit vérifiée pour tout v € V.

Les formes bilinéaires définissent des opérateurs linéaires auto-adjoints, continus et
positifs, tel 'opérateur de masse M:

M:V =V, <Morv>=mvv),

oll V* est l'espace dual de V. De méme, on définit les opérateurs d’amortissement C
et de raideur K
< Cou,v >=c(v,v), < Kv,v >= k(v,v),

ainsi que la forme linéaire
flo,v) =<f(v),v>.

Dans ce cadre, le probleme s’écrit

M2 + Coyw + Ko = f(v).
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Construction d’une solution approchée On peut construire une solution appro-
chée du probleme (2.3) dans un sous-espace de dimension finie N noté VV C V en
utilisant la méthode de projection de Ritz-Galerkin. Dans ce but, on choisit une base
k= {k1,...,kn} de VN telle que tout élément v € YV puisse s’écrire

N
vN(x,t) = Z Qa(t)ka(x).
a=1

On approche alors la fonction v dans VN par la fonction vV. De méme, on utilise
I’approximation de v suivante:

N
vevN(z) = Z Vaka ().
a=1

En introduisant cette expression ainsi que ’approximation en dimension finie de v
dans ’équation (2.2), on obtient la formulation variationnelle restreinte & I’espace V.

2.1.3 Discrétisation par la méthode des éléments finis

On souhaite maintenant discrétiser le domaine g par la méthode des élément finis
[120], [34]. On construit ainsi une base de VY adaptée & la méthode des éléments finis
(EF) telle que

ou N est le nombre de degrés de libertés (ddl) et w; sont les fonctions polynomiales
d’interpolation des éléments finis qui engendrent VN (celles-ci sont choisies de telle
maniére que w;(P/) =1 et w;(P]) = 0 ot P/ désigne le ddl j du noeud ). Pour plus
de détail, le lecteur peut consulter les ouvrages de référence, par exemple Zienkiewicz
et Taylor [120] ou Bathe et Wilson [16].

2.2 Construction d’un modele réduit du systeme couplé

Dans ce qui suit on suppose que la structure est discrétisée par la méthode des éléments
finis. On peut écrire I’équation du mouvement de la structure linéaire soumise a des
forces extérieures dues a un écoulement fluide comme suit:

MQ +CQ +KQ + (F—TFy) =0, (2.4)

Q € RV est le vecteur des degrés de liberté, M la matrice de masse, C la matrice
d’amortissement, K la matrice de raideur. U est la vitesse moyenne de 1’écoulement
(vitesse non perturbée a 'infini en amont du profil) et F—Fy représente le vecteur des
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forces aérodynamiques qu’on calcule en sommant les pressions appliquées sur chaque
élément. Le déplacement totale Q se compose d’une partie statique ainsi que de la
partie dynamique Q = Q+@Q. La déformée statique Qg est due & la partie stationnaire
des forces aérodynamique Fy. Elle est solution de I’équation

KQo + Fy = 0.

Dans la suite on ne s’intéressera qu’au comportement dynamique basses fréquences du
systeme couplé.

On peut obtenir un modele réduit en projetant 1'’équation (2.4) par la méthode de Ritz
sur le sous-espace C" engendré par n << N vecteurs: ce sont les n premiers modes
propres.

Modes propres du modele EF  Le probleme spectral conservatif associé a ’équa-
tion (2.4) s’écrit

(K — w2M)¢, = 0.
Puisque les matrices K et M sont symétriques positives on sait que le probléme spectral

admet N valeurs propres
0<wi<wi<.. <ui.

A chaque solution w]2- correspond un mode propre (¢q)q>1. La famille {¢,} forme une

base de RY telle qu’on puisse écrire:
Q = Z GaPa;
a>1
ol les nombres réels (gq)q>1 sont appelés les coordonnées généralisées. De plus,
< Mgy, Qbﬁ >= [M]aﬁ = Ma(sozﬁ>
< K¢q, Qbﬁ >= [K]aﬁ = ,U/a>\a5aﬁ>

oll fiq € RT est la masse généralisée et d,3 désigne le symbole de Kronecker (d,5 = 1
si a = (3 et 0 sinon).

Projection sur la base modale tronquée La solution de l’équation (2.4) est
approchée par sa projection sur la base tronquée réduite aux n premiers modes propres

{¢1a R an}
n
Q ~ Qn = ZQa¢a = g,
a=1
avec ® € RVX™ ]a matrice comportant dans ses colonnes les n vecteurs propres retenus.

Le mouvement de la structure s’écrit alors Q™ = Qo+Q". En notant ¢ = (q1y--- ,qn) €
R”™ le vecteur des coordonnées généralisées, on obtient

Mi(t) + Ci(t) + Kq(t) + F =0 (2.5)
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on I = (Fy,... ,F,) et F, =< (F —Fy), ¢, >. La matrice des masses généralisées
M ainsi que la matrice des raideurs généralisées K sont des matrices diagonales. La
matrice d’amortissement généralisée est donnée par

< Coo, 93 >=[Clag.

Elle n’est pas diagonale, en général, et de plus on ne sait pas la construire. Aussi,
prend-on souvent pour matrice d’amortissement une matrice diagonale dont les com-
posantes représentent ’amortissement modal.

Les forces aérodynamiques généralisées se calculent comme projection des forces de
pression sur les modes de la structure. On a

a=/M%w
S

ou l'intégrale |, g porte sur la surface du profil. Les forces aérodynamiques dépendent
de la vitesse moyenne de ’écoulement U qui est une donnée du probleme. En présence
de turbulence, elles dépendent également des composantes fluctuantes de 1’écoulement.

2.3 Calcul des forces aérodynamiques instationnaires

Les premiers modeéles mathématiques destinés aux calculs de réponses aérodynamiques
instationnaires étaient fondés sur I'utilisation de fonctions indicielles. Les modeéles clas-
siques pour un profil bidimensionnel dans un écoulement incompressible subsonique
sont notamment: la fonction de Theodorsen [106] (1935) qui donne la réponse dans le
domaine des fréquences d’un profil soumis a un mouvement sinusoidal, la fonction de
Wagner [110](1925), la réponse pour un saut unitaire de I'angle d’attaque ainsi que
la fonction de Kiissner [63](1929), qui donne la réponse a une rafale discrete. Avec la
complexité croissante des structures, on souhaite aujourd’hui modéliser des structures
d’ailes tri-dimensionnelles, voire des avions complets et non plus de simples profils
bidimensionnels. Il n’est alors plus possible d’obtenir une expression analytique pour
ce type de probleme. D’un autre coté, I'intégration temporelle directe des équations
fluide-structure couplées ne peut pas étre envisagée pour des études paramétriques, car
numériquement trop cotiteuse, et ceci méme dans le cas bidimensionnel. Les méthodes
de calcul numérique de la réponse aérodynamique instationnaire linéaire dans le do-
maine des fréquences se sont alors imposées. Différentes méthodes approchées ont été
développées a 'TONERA, permettant le calcul des forces aérodynamiques généralisées
(FAG) instationnaires pour des structures d’avions complets.

Dans ce travail, les FAG sont calculées soit par la méthode des doublets lorsqu’on se
place dans le domaine subsonique, soit en résolvant les équations d’Euler linéarisées
pour le domaine subsonique ou transsonique. Dans les deux cas, les FAG sont obtenues
en imposant un mouvement harmonique a la structure et en ne gardant que le premier
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h
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Fia. 2.2 — configuration du profil 2D soumis a un écoulement

harmonique de chaque réponse. Ces approximations permettent, en effet, d’exprimer
les FAG linéairement dans le domaine fréquentiel. En notant F(s) = fj;o e SUE(t) dt
la transformée de Laplace des FAG, on obtient une expression de la forme

Les forces aérodynamiques dépendent de la vitesse de ’écoulement U ainsi que de la
densité volumique du fluide p. Plus précisément:

F(s) = 5pUA(s)i(s),

ou A(s) : C — C™ " est une fonction a valeurs matricielles définissant la matrice
globale des coefficients aérodynamiques et §(s) désigne la transformée de Laplace du
vecteur des coordonnées généralisées.

Ces deux méthodes sont décrites dans les sections suivantes. Ensuite, on explique
comment construire un modele d’état de ces FAG. Ce modele d’état nous permet
d’introduire une équation différentielle modélisant le mouvement du systeme couplé
avion-aérodynamique.

Remarquons qu’on utilise alors un couplage indirect ot on résout d’abord les équa-
tions régissant le fluide pour un mouvement de la structure supposé connu. Les forces
aérodynamiques ainsi obtenues sont ensuite appliquées a la structure.

2.3.1 La théorie de Theodorsen/Wagner pour des ailes minces

Les détails de cette approche simplifiée, destinée au calcul des forces aérodynamiques
induites par un profil en mouvement de tangage et de pompage, sont donnés par
exemple dans 'ouvrage de référence [43]. Cette modélisation s’applique dans le cas
d’un fluide incompressible dans le domaine subsonique. On considére un profil bidi-
mensionnel a deux ddl, a savoir le mouvement de pompage h et de tangage . On note
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[ = 2b la longueur de corde du profil et dy désigne la distance entre la demi-corde et
le centre élastique. Soient la force aérodynamique de portance L et le moment aéro-
dynamique M. Dans le domaine fréquentiel, pour des mouvements harmoniques, les
forces aérodynamiques peuvent étre exprimées par une équation de la forme

~ ~

Fw) = (—L(w) M(w)) = [Blu'w) T By(iw)® + Ck)(Bs(iw) + Bu) | d(w).

ou C(k) = Go(k) +iG1(k) est la fonction de Theodorsen qui dépend de la fréquence
réduite k = wb/U. En utilisant la fonction de Wagner

1 [t :
(1) = %/ —CZ(:) ek dk, avec T = %

—00

on obtient, dans le domaine temps, grace au principe de superposition, les expressions
suivantes pour des mouvements quelconques [43]:

—L =mpb?[h+Ud — dodi] +

20 [y a)o0) — [ =D (9], (26)

M = mpb*[doh — (0.5b + do)Ucx — (dg + 1/8b*)éi| +

Ldo(t — s
2npldo +0.50)U [w3/4(t)¢(0) - /0 %wsm(s) dSL (2.7)
ou
o(t)=1- 0.1656_0'0455%t _ 0_33560.3%t

est la fonction de Wagner et
wa4(t) = h+ Ua+ (0.5b — do)é

est un terme prenant en compte la vitesse de vent apparente par rapport au profil. On
considere la valeur au point situé au 3/4 de la corde. On dispose alors d’un modele
analytique simplifié des forces aérodynamiques, pouvant étre utilisé dans les équations
du systeme couplé.

2.3.2 La méthode des doublets

La méthode des doublets, qui a été développée dans les années 60, est couramment
utilisée par les industriels pour le calcul des forces aérodynamiques généralisées dans
le domaine subsonique. Nous ne rappelons ici que les grandes lignes (voir [1, 93] pour
plus de détails).
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La théorie linéaire de la surface portante conduit & un probléme aux limites linéaire
portant sur le potentiel des vitesses. On admet que le fluide est parfait, irrotation-
nel, que les transformations sont isentropiques et que les perturbations apportées a
I’écoulement par la présence de la surface portante sont petites. Dans ces conditions,
le potentiel des vitesses vérifie une équation des ondes acoustiques et la pression est
liée a la dérivée particulaire du potentiel

102

ao- 28—,
a? ot?

a étant la vitesse du son. Par ailleurs, on suppose que les particules de fluide en contact

avec la surface portante glissent sur celle-ci.

Quant a la structure, ses mouvements sont supposés harmoniques, de petite amplitude.
En utilisant la théorie linéarisée, une expression intégrale reliant la vitesse normale a
la surface w(x,y) exp(iwt) a la différence de pression entre les deux cotés de la surface
portante Ap exp(iwt) peut étre déduite:

w(z,y) 1 | |
U 4rpU? // K(x —(,y — 6;k)Ap(k; ¢, 0)d(ds,

ol x et y sont des coordonnées orthogonales sur la surface S des doublets, K est la
fonction noyau et k désigne la fréquence réduite k = wl/U, | étant une longueur de
référence. Par ailleurs, la relation entre I'angle d’attaque de la vitesse o = w/U et la
déformée normale a la surface h s’écrit

_w(z,y) _Oh(z,y) k

a=—r . zjh(x,y).

Les surfaces portantes de la configuration sont approchées par une grille aérodyna-
mique constituée de pavés qui sont arrangés en lignes paralleles a ’écoulement. Le
nombre de pavés nécessaires a l'obtention d’une précision suffisante dépend, entre
autres, de 'allongement et des fréquences réduites. Les forces sur ces pavés sont sup-
posées agir sur une ligne portante située au quart de la corde de chaque élément. La
portance est supposée constante sur chaque ligne de pavé mais varie entre les pavés.
Les conditions aux limites sont introduites sous forme d’une vitesse normale imposée
sur le point central situé sur la ligne a trois quarts de corde de chaque pavé. Il en
résulte I’ensemble d’équations algébriques linéaires suivant:

N

’LU((E 3 y) — —

7(2] “=w; =Y DyAp;,
j=1

o Ap; = Ap;/(pU?/2). Dans cette derniere expression, Ap; représente la pression

sur le pavé j. Elle s’obtient par division de la portance du pavé par sa surface. Sous

forme matricielle, on peut écrire Ap = Dw avec D = [D;j]~1. Cette expression permet
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de déterminer les composantes de la matrice d’influence. La composante pour les ™€

et 7™ modes structuraux s’écrit [93]:
L xS n i g

ou ASj est la surface du doublet k, f,i est la déformée verticale du pavé k due au
mode % et Api est la pression due au mode j. Remarquons qu’en général, les modes
structuraux sont calculés avec un code aux éléments finis. Avec ces données, il est
possible de déterminer la déformation des surfaces portantes, au point de référence,
pour chaque mode.

De maniere générale, la méthode des doublets est tres efficace et robuste mais des
non-linéarités, et en particulier les discontinuités dues aux ondes de choc pour un
écoulement transsonique, ne peuvent pas étre prises en compte. Dans ce travail, le
calcul des forces aérodynamiques par la méthode des doublets est effectué avec le code
CAPRI développé a TONERA.

2.3.3 Les FAG par les équations d’Euler linéarisées

Dans le domaine transsonique, des ondes de choc sont susceptibles d’apparaitre et
doivent étre prises en compte. Les forces aérodynamiques peuvent alors étre détermi-
nées par résolution des équations d’Euler linéarisées. Ces équations s’obtiennent en
décomposant le champ instationnaire en un champ stationnaire et une perturbation
du premier ordre.

Le fluide est alors modélisé par un écoulement parfait (non visqueux) qui est régi par
les équations d’Euler. On note 2 le domaine occupé par le fluide et 0§ sa frontiere
avec la structure. Les équations d’Euler sous forme conservative s’écrivent

oW (z,t) + V.F(W(x,t)) =0,

avec W = (p, pui, pus, pus, E) ou p est la densité du fluide, u; les composantes
de la vitesse de ’écoulement telles que u = (uy,uz,u3) et E Iénergie totale. Par
ailleurs, F(W) = (F1(W), Fo(W), F3(W)) est donné par (6;; désignant le symbole de
Kronecker):

E(W) = (pui, purui +61ip, pugu; + 02 p, pusu; +03ip, ui(E+p)).

La pression p et I'énergie E sont liées par la relation p = (y—1)(E — 3plu|?), oty = 5_5
est le rapport des capacités calorifiques a pression et volume du fluide constants. Les
conditions initiales sont données par

W(z,0) = Wy(z), Vel
Les conditions aux limites de ce probleme sont classiques:

— Condition pour les parois fixes:
u(t)n=0 surl.
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— Condition de glissement sur les parois mobiles:
u(t).n(t) = uy(t).n(t), n(t) étant la normale et uy(t) la vitesse instantanée du
profil.

— Condition de non-réflexion a ’infini:
Cette condition consiste a considérer un domaine extérieur pour lequel I’état du
fluide est connu. L’application des relations de compatibilité entre le domaine
extérieur et le domaine intérieur permet le calcul du champ de frontiere.

Le champ instationnaire W est ensuite décomposé en un champ stationnaire Wy et
une perturbation du premier ordre §(W). En effectuant un développement limité au
premier ordre, on obtient I’équation suivante pour le champ 6(W) [74]:

0

QW) + -

Di(Ws)d(W) = 0,

D;(Wy) désignent les matrices jacobiennes des flux F; calculées pour le champ station-
naire. Les conditions aux limites sont déduites de celles imposées pour les équations
d’Euler par linéarisation au premier ordre. Pour la condition de glissement, la normale
instationnaire doit étre également linéarisée.

On effectue le calcul des forces aérodynamiques en imposant un mouvement harmo-
nique a la structure, de la forme aexp [iwt]. Ceci est effectué pour tous les modes
de la strucure retenus et pour un certain nombre de fréquences w. On recherche des
solution harmoniques de la forme A(w) exp [iwt]. Le probléme est ainsi linéarisé en ne
considérant que le premier harmonique de chaque réponse. Le code REELC développé
a PONERA permet d’effectuer ces calculs.

Malgré la restriction du mouvement de la structure a de faibles amplitudes, cette
formulation permet de prendre en compte des chocs apparaissant dans un régime
transsonique [74]. Néanmoins, amplitude du mouvement ne doit pas entrainer des
déplacements de la zone de choc trop importants car ils ne sont pas pris en compte
par la méthode (les chocs sont considérés figés a leurs positions stationnaires).

2.3.4 Méthode d’approximation par fractions rationnelles

Comme on vient de le voir, les forces aérodynamiques instationnaires sont supposées
données dans le domaine de Laplace par une fonction linéaire par rapport a §(s):

A 1 .

F(s) = ol U?A(s)q(s). (2.8)
La matrice A(s), s =iw + a peut étre calculée, pour les fréquences réduites k = w%,
par la méthode des doublets ou encore par résolution des équations d’Euler linéarisées.
La fonction matricielle s — A(s) est ainsi connue pour un certain nombre de valeurs

complexes
iwl l w K l

S € 7,..., % },




24 MISE EN EQUATION DU SYSTEME COUPLE AEROELASTIQUE

[ étant la longueur de corde du profil. On souhaite étendre cette fonction a un domaine
du plan complexe. En utilisant le théoreme du prolongement analytique, il est alors
possible d’approcher A par une fonction analytique sur un ouvert du plan complexe
contenant I'axe imaginaire. Dans ce but, on introduit la variable complexe normalisée
§ = sl/U et on cherche & approcher A(S) par une fonction rationnelle en § suivant la
méthode de Karpel [54]:

l L \2 l 1l
Als) ~ Ao+ Aigzs + As (7 8)" + Glln, 775 — B 1E58. (2.9)
Si n est le nombre de modes propres de la structure retenus, Ag, A1, Ao sont des
matrices réelles carrées de taille n xn, G € Matr(n,np), E € Matgr(n,,n). La matrice

R est une matrice réelle diagonale qui contient les n, poles,

R= diag(ipla v 77pnp)’ i > O’

et I, € Matg(np,ny) est la matrice identité. D’autre part, on introduit la variable
d’état X (s) € C

X(s) = [In%s — R]—lEéSQ(s), (2.10)

qui, dans le domaine temporel, est solution de ’équation différentielle
. U
X(t) = 7RX(t) + E§(t).

En regroupant les deux expressions (2.10) et (2.9), on obtient ’expression approchée
des forces aérodynamiques dans le domaine temps par transformée de Laplace inverse

Fd0.X) = 300 (Aoalt) + AV IO + (P40 + 6X@). @11

Résolution du probléeme de minimisation Le probléme de minimisation a ré-
soudre pour un nombre de poles n, donné est le suivant:

. 10\ o 1. .'27 1. 71.'2
A()?Al%%ﬁﬂzjjn,zt(zkj) Ag — Avikj — As(ikj)? — G, ik; — R Eikj|%,

les k; = wj% étant les fréquences réduites.
Pratiquement, 'optimisation par moindres carrés est effectuée en écrivant I’équation
A(ik;) = Ag + Avik; + As(ikj)® + G[I,, ik; — R ' Eik;

sous forme d’un systéme linéaire T'X = S surdimensionné ou X représente les incon-
nues et ol les éléments de la matrice A(k;) — Ag sont stockés dans S. Par ailleurs, on
pose Ag = A(0) car les forces aérodynamiques a fréquence nulle coincident avec les
forces aérodynamiques stationnaires. Une procédure qui permet de coupler ce probleme
a un tirage aléatoire des pdles a été développée dans [87]:

1. On initialise aléatoirement la matrice R contenant les poles.
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2. On se donne G et on optimise par rapport a Ay, Ao et E, par la méthode des
moindres carrés, en utilisant la matrice R.

3. On reporte la matrice E trouvée a I’étape précédente et on optimise par rapport
a Ay, As et G en utilisant la matrice R.

4. On itere sur les étapes 2. et 3. afin de réduire 'erreur.

On revient alors a I’étape 1. et 'on répete la procédure jusqu’a l'obtention d’une
approximation suffisante. En pratique, il s’est avéré que n, > n + 1 est suffisant, et
qu’on obtient une tres bonne approximation avec 5 sous-itérations et un nombre de
tirages de poles raisonnable (en fonction de la taille du probléeme). On remarque, que
le nombre de poles introduits est le parametre principal permettant de réduire ’erreur.

Remarque 1. La méthode utilisée ici, suggérée par Karpel [54], permet d’introduire
un nombre de variables auziliaires plus faible que dans l'approche conventionnelle par
fraction rationnelle [92]. En effet, le nombre de variables auziliaires correspond au
nombre de péles introduits.

2.4 Calcul des domaines de stabilité du systeme couplé

L’analyse de la stabilité du systeme couplé avion - forces aérodynamiques dans son
domaine de vol constitue un objectif essentiel de I'aéroélasticité. Il s’agit de savoir
si, suite a ’excitation d’un mode propre de vibration, I’amplitude de la réponse croit
ou décroit avec le temps. Pour répondre a cette question, on dispose de I’équation
temporelle du systéme couplé, qu’on obtient en regroupant les relations (2.11) et (2.5).
En posant Y = (g,¢, X) € R ot d = (2xn +ny), le systéme couplé s’écrit sous forme
d’une équation différentielle du premier ordre (appelée aussi forme d’état):

0 I, 0 q(t)
Y(t)=| -MT'K —-M~'C —-M"'GipU? i) | =AY @), (212
0 E UR X (1)
avec

- 1 ~ 1 ~ 1
M:M+§pl2A2 C=C+5pUlA K:IC+§,0U2A0,
et ou I,, désigne la matrice identité dans Matg(n,n).

Le probleme de stabilité se réduit alors a I’étude de la stabilité d’un systéme dynamique
linéaire. Par conséquent, il suffit d’examiner les valeurs propres de la matrice A(U):
si toutes les parties réelles des valeurs propres sont strictement négatives, alors le
systeme couplé est asymptotiquement stable pour la valeur du parametre U. Sinon, il
est instable et on parle de flottement. L’étude de la stabilité doit se faire pour toutes
les valeurs du parametre appartenant au domaine de vol de 'avion. Afin de visualiser
globalement les résultats de ’analyse de stabilité, on trace ce que ’on nomme les
courbes de flottement. Plus précisément, pour chaque mode du systéme couplé on trace
I’évolution de sa fréquence et de son amortissement (ce qui revient en fait a tracer les



26 MISE EN EQUATION DU SYSTEME COUPLE AEROELASTIQUE

H
2 2

OOO

®

8

frequence propre
frequence propre
»
S

N
—

-20

partie reelle
|
partie reelle

30 0 ‘1 ‘2 1‘3 A‘l ‘5 é ‘7 é é 7600 d_Z O‘A 0‘ 6 0‘.8 ‘1 1‘.2 l‘.4 1{5 1{8
po [bar] po [bar]
Fia. 2.3 — diagramme de stabilité pour un profil 2D linéaire (gauche) et avec non-
linéarité (a droite)

parties imaginaires et les parties réelles des valeurs propres) en fonction de la valeur
du parametre. Il y a instabilité si 'une des courbes représentant les parties réelles
des valeurs propres traverse 1’axe horizontal. Un exemple de diagramme de flottement
pour deux modes est donné par la figure 2.3, ou la pression totale py a été choisie
comme parametre. Une difficulté dans cette procédure réside dans l'identification des
n valeurs propres complexes correspondant aux modes du systeme couplé parmi les
d valeurs propres de la matrice A(U) € Matg(d,d). Ces modes sont connus pour
U = 0, car si les forces aérodynamiques sont nulles, les modes couplés se réduisent
aux simples modes propres structuraux. Il faut alors ensuite procéder a un suivi de ces
modes structuraux. Les n, valeurs propres supplémentaires correspondent aux modes
aérodynamiques introduits par la variable d’état X.

Remarque 2. La méthode classique pour étudier la stabilité du systéme couplé n’est
pas celle décrite ci-dessus. Généralement, on ne travaille pas avec la forme d’état,
donnée par U'équation (2.12), mais on effectue l'analyse de la stabilité en résolvant
l’équation dans le domaine fréquentiel, obtenue par transformation de Laplace des re-
lations (2.11) et (2.5):

1
[$°M +sC+ K+ §pU2A(S)]q =0.

C’est une équation non linéaire en s € C, qui est résolue par une méthode de point fize,
couplée & un probléme aux valeurs propres. Un désavantage de cette méthode réside
dans le fait que la convergence de la méthode itérative de point fize n’est pas démontrée.
Par conséquent, cette méthode peut ne pas converger.
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Fi1G. 2.4 — vitesse d’écoulement longitudinale

2.5 Introduction d’un bruit modélisant la turbulence lon-
gitudinale

La prise en compte de la turbulence longitudinale introduit un bruit multiplicatif
dans I’équation différentielle modélisant le systeme couplé. On considere d’abord le
cas simple d’un profil bidimensionnel (voir figure 2.2) ou alors d’une aile 3D soumise
a une turbulence cylindrique. La turbulence dite cylindrique (dite aussi de turbulence
a rouleaux) décrit une turbulence constante en envergure qui varie uniquement avec
le temps. Par conséquent, elle peut étre modélisée a I'aide d’un processus stochastique
scalaire indexé par la variable temps. La modélisation du bruit ou processus stochas-
tique qui excite le systeme sera détaillée dans le chapitre 3, pour I'instant on le note
n(t). Afin d’obtenir une modélisation plus réaliste, la variation de la turbulence le long
de I'envergure de 'aile peut étre introduite.

2.5.1 Turbulence cylindrique

On pose U(t) = U +n(t) ou U représente la vitesse moyenne de I'écoulement et n(t) la
partie fluctuante. En remplagant U par le processus stochastique U (¢) dans I’expression
des forces aérodynamiques, on obtient:

F(q,4,4,X,m) =%p ((U +(t))* Ao q(t) + (T +1(t)) A1 d(t) + As (t)

NU+n@fGX@O.

La matrice A du modele d’état devient alors une matrice aléatoire. Le mouvement du
systeme couplé est alors décrit par le systeme différentiel aléatoire suivant:

Y =A(n(t))Y, Y(0)=Yy. (2.13)
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l Qi‘e f

Fia. 2.6 — 2 ddl par tranche

Fia. 2.5 — modélisation par tranches

La matrice A(n) s’écrit pour tout U € R fixé:

0 Lnm) 0
Alp)=| —M'K(n) -M~'C(n) —-M~'G3p(U +n)* |,
0 E (T+n)/l R

N

ou
. 1 - 1 — - 1 =
M =M+ 5plPAy  Clp)=C+5p0 +miA K(n) =K+ 5T +n)’Ao.

Dans une telle modélisation, on fait implicitement I’hypothése que ’expression des
forces aérodynamiques obtenues pour un écoulement stationnaire (vitesse de vent
constante) reste valide dans le cas de I’écoulement turbulent. Ceci semble justifié
seulement si le temps de corrélation de la turbulence est suffisamment grand (gros
tourbillons).

2.5.2 Prise en compte de la variation le long de laile

Une variation de la turbulence le long de I’envergure de l'aile peut étre introduite par
le biais d’une modélisation des forces aérodynamiques par tranches. On considére que
la turbulence ne varie pas le long de chaque tranche (figure 2.5). En ce qui concerne
I'introduction du bruit aléatoire, cette formulation nous permettra de se ramener au cas
d’un profil bidimensionnel car chaque tranche peut étre est modélisée par deux (§2.5.3)
ou trois (§2.5.5) ddl. Bien évidemment, afin qu’une modélisation de 'aérodynamique
par tranches soit valable, il est nécessaire de vérifier que la déformation des tranches
reste suffisamment petite. La modélisation des forces aérodynamiques par tranches,
avec la méthode des doublets, est décrite dans la section suivante.
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2.5.3 Modélisation de ’aérodynamique par tranches

On suppose que les forces aérodynamiques sont calculées avec la méthode des doublets.
Dans le domaine des fréquences, les forces sur les pavés de la grille aérodynamique
s’écrivent:

Fpavés = ﬁD(k)O‘a

ou « est le vecteur des angles d’incidence des pavés. La composante D;; de la matrice
d’influence D donne 'effort créé sur le pavé ¢ par la mise en incidence du pavé j. Par
ailleurs, on a noté p = % pU?. En pratique, la matrice D est calculée pour un nombre
Ny de fréquences réduites k = w/U. L’angle d’incidence peut s’exprimer comme somme
de 'angle de rotation du pavé 6 et de I’angle apparent de I’écoulement telle que®
h

a=2~0 ik
h étant le vecteur des déplacements verticaux des pavés. Aussi, sous 'hypotheése d'un
mouvement harmonique, on peut écrire a =6 — ¢ kh.
Pour cette étude, on décompose les forces aérodynamiques généralisées (FAG) en une
partie venant de la contribution de la voilure et une partie provenant de la contribution
des autres parties de I'avion (empennages horizontaux, dérives, moteurs).

F = p-Avoilure(S)q + ﬁAautres(S)Q-

L’effet de la turbulence longitudinale est introduit dans le terme des forces aérodyna-
miques concernant la voilure, en passant par un modele aérodynamique par tranches.
Ceci nécessite le calcul de la force ainsi que du moment aérodynamique agissant sur
les tranches.

Dans ce but, on divise le maillage aérodynamique de la voilure comportant Np doublets
(pavés) en Ny tranches. Les forces s’exercant sur la tranche [ sont appliquées aux
points de référence P; de la tranche [, [ = {1,..., N;}. On note hﬁ,ef et Glref les deux
degrés de libertés de chaque tranche. Sous I’hypothése que la voilure ne subisse pas
de déformation le long d'une tranche, on peut exprimer le déplacement vertical h;
ainsi que 'angle de rotation 6; du pavé j en fonction des deux degrés de libertés de la
tranche correspondante (sachant que le pavé j se situe sur la tranche [):

0j = Qi’efa (214)
! I Al
hj = href +‘9refAj‘
Aé- est la distance entre le point de référence P, et le doublet j. A l'aide de ces ob-

servations, on peut définir, pour chaque tranche, une résultante de force R; = ) R;
ainsi qu'un moment résultant M; = > RjAé-, la somme s’effectuant sur tous les pavés

SIES

1. Plus précisément, on a o = 6 — arctan % ~f0—
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situés sur la tranche [. Les vecteurs R et M comportant les résultantes par tranches
s’écrivent:

R(k) = ﬁMsurfD(k)O‘a (2.15)
M(k) = pMg, 2D k),

ot D(k) € ROPNP) est la partie de la matrice d’influence correspondant aux ddl de
la voilure. La matrice = € R(V»-M») est une matrice diagonale comportant les valeurs
des bras de levier AJT. Par ailleurs, on introduit la matrice My,f € RWe:No) dont les
éléments sont donnés par Mgy, £(i,7) = Myeq(i,j)a(j) ol a(j) représente la surface
du doublet j. La matrice M,.q € R(WVt:Np) est une matrice booléenne qui permet
la réduction du modele doublets sur le modele par tranches. Elle ne comporte que
des valeurs binaires (0 ou 1), en fonction de 'appartenance ou non d’'un pavé a une
certaine tranche. Dans ce qui suit, on notera h,.; = (hi e hf efr - hf,\gf) ainsi que

Orep = (QTef, GTef, ceey QTef) les vecteurs dans RVt comportant les degres de liberté
de déplacement vertical et de rotation des tranches. A I'aide des relations (2.14) et en
rappelant que o« = 6 — 4 kh, on peut déterminer le vecteur des incidences « en fonction
des degrés de libertés des tranches. On obtient I’expression
T . o
a = Mred‘gTef - Zk( red href + = rederef)>
qu’on introduit dans (2.15), pour finalement déduire:

R hoes —ikRo Ra+ikRy

_ s re _ T

< M ) pR(k)( Brer > R =\ ey Ma+ika, |0 (216)
U

R, = MsquDMg;d Mo = MSUTf‘E D Mg;d
Ry = Mgy, DEML, My =—-Myu,;EDEML,

q
Cle-

On observe que I'équation (2.16) peut étre écrite sous la forme
< R ) _ QTef

] )
M Uref

Par ailleurs, on a effectué un lissage des modes de la structure par le moyen de po-
lynomes a np, = ng X n, degrés de libertés. Ceci nous permet de déterminer les
déformées modales du modele par tranches:

R Ry
MM

d’ou les notations.

href = ¢ng, (2.17)
eref = Qb@(j
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Le travail virtuel des forces aérodynamiques généralisées se calcule comme suivant:
AWoen = 9 dG" Avoitured
gen — P aq voilureqs
alors que la somme des travaux des forces de portance et des moments aérodynamiques

sur les tranches est donnée par

AWy = dhT, R+ 6%, M = dg" [¢] 7] < ]\1} ) )

o

Le travaux virtuels du modele par tranches et du modele aux éléments finis réduit

doivent étre egaux (dW,. = dW, d’ou I'expression de la matrice d’influence des
tr gen)s

forces aérodynamiques généralisées

AWy = pdi" [0} ¢FIR [ O ] g.

ﬁAvm’lure = [¢’£ ¢g]]5R |: :iz :| . (218)

Afin d’obtenir les forces aérodynamiques complétes agissant sur l'avion, il suffit de
rajouter le terme correspondant aux autres éléments de ’avion comme ’empennage, les
dérives et les nacelles. En pratique, on déterminé les FAG de ’avion complet auxquelles
on retranche celles dues a la voilure pour obtenir la partie due aux autres éléments
(empennage, dérive, nacelles).

Les FAG pour 'avion complet sont calculées directement, sans passer par les tranches.
On a lexpression du travail sur les pavés suivante:

dW = dh" pDa = dg" U, pDV g,
d’ou 'expression de la matrice d’influence aérodynamique
A=9,DV.

Ceci sachant que a@ = (Vy — ik ¥p)¢ = Vg avec les notations précédentes. On peut
alors calculer la contribution des éléments autres que la voilure:

-Areste =A- Avm’lure-

2.5.4 Introduction de la turbulence par tranches

Comme on s’intéresse a 'influence de la turbulence sur 'aérodynamique de laile, on
considére dans ce qui suit uniquement la partie voilure. Le bruit aléatoire doit étre
introduit au niveau de la formulation par tranches. Soit ¢t — 7(t) € RVt le vecteur
stochastique obtenu par discrétisation du champ de la composante longitudinale de la
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turbulence 7(z,t) par rapport aux N; points de référence tel que 7j(Pj,t) = n;(t) et
n(t) = (m(t), .. ,mn, (). On pose

1 2

SPoc (U +1;(t))

plny) = 5

afin d’obtenir la pression instantanée qui s’applique aux tranches et on introduit cette
expression dans (2.18).

La premiere fagon d’introduire la turbulence, consiste a approcher la matrice MR(k)
par fractions rationnelles selon la méthode de Karpel. Ensuite, on peut exprimer la
pression dynamique comme fonction de la turbulence agissant sur la tranche et on
projete l'expression obtenue sur les modes propres de la structure. Avec ¢7 = [¢1 ¢7],
les forces aérodynamiques s’écrivent, dans le domaine temps et en fonction du processus
vectoriel 7(t) € RNt comme

F(a.d.0.X) = 7 H((0) (A0 a(6) + =A16(0) +

N

ou

?A20(t) + GX (1)), (2.19)

H(n(t)) = diag{p(n;(t)} = dlag{ p (T +ni(1))?},

et la variable d’état X (¢) est solution de l’equatlon

X(t) = %RX(t) + Bod(t).
Cependant, la méthode d’approximation par fractions rationnelles est cotliteuse pour
des matrices de taille importante comme c’est le cas ici. Une alternative plus élégante
et efficace consiste alors a effectuer une décomposition par rapport a p(n;(t)). Les
matrices projetées sont fonctions des p(7;(t)), ce qui permet d’extraire les termes qui
dépendent des n; seuls

Nt 2-Nt ) 2-Nt 2-N¢
Yo=Y Do) afi +apy ™) = B(mj)ag, = Y nj)éie Y Rji b

m=1 j=1 j=1 i=1
La sommation s’effectue sur les N; tranches seulement car p(n;) = P(nj+nt), j =
{1,...,2N;}. Les forces aérodynamiques sont alors données par F' = Tq. Les matrices
a’ sont approchées par fractions rationnelles telles que

l ol 2 . 1
AJ+A U +A%(ES) +G][IES*R‘7] E]ES

On obtient le systéme sous forme d’état V; = A(n(t))Y: avec Y = (q, ¢, X1,... , Xnt):

[ 0 I(nm) 0 0 0
~M'K(n) —M~'C(n) —3pU +m)PM G ... —5p(U + ) MG
Almy) = 0 El (U + m)/z R! 0 0
0 : 0 . 0
i 0 ENt 0 0 (U +nne)/l RN
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J
eref

Fia. 2.7 — 8 ddl par tranche avec gouverne

ou

1 Nt 1 Nt Nt
T 2 % ~ _ TT . 7 7% _ - TT N2 gt
M =t pl ;AQ Cn) = f+gp ;(Uw) My K@) =7y+5p ;(Um) Ap-

2.5.5 Modélisation des tranches avec gouverne

Afin d’obtenir des modeles plus réalistes permettant de prendre en compte un jeu dans
la liaison aile-gouverne, la présence d’une gouverne doit étre modélisée. Il devient alors
nécessaire d’introduire un troisieme degré de liberté pour chaque tranche: 'angle relatif
de rotation de la gouverne 3. L’angle total du pavé j est alors donné par «; = 6;+03;, ou
Bj = 0 sil'on ne se situe pas sur la gouverne. Par conséquent, le déplacement vertical
hj du pavé j s’obtient en sommant le déplacement vertical du point de référence, la
contribution de ’angle de rotation global de la tranche ainsi que la contribution de
I’angle de rotation de la gouverne s’il s’agit d’un pavé sur la gouverne. Aussi, les ddl
d’un pavé s’expriment en fonction des ddl de la tranche [ comme:

0j = Qieﬁ
h; = hf,ef + 97{6ng + ﬂfnefdé»Hl(gouverne),
B; = BlosHi,

H; étant la fonction indicatrice des pavés situés sur la gouverne. L’angle total pour le
pavé j est donné par y; = 0; + 3;. La force et les moments par tranche s’écrivent

R(k) = pMsy,rD(k)o,
M@(kﬁ) = ﬁMgquEGD(k)aa
My(k) = pM,,E° D(k)a.

Avec maintenant a = v — ik h on peut écrire

a=MEOrer +MJ, qBres — k(Mg hres + =0 ML ,cr + =P M eaBres)-
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Le lissage des modes donne

href = (bhq’
Qref = ¢GQ7
ﬁref = (bﬁ(j

On identifie la matrice d’influence aérodynamique, comme précédemment ar l'ex-
) )
pression du travail virtuel des tranches.

On
AWy = dhl, R+ d0%, ;Mg + do%, My = pdq” 67 o5 o51R | @0 | 4,
bp

et donc, avec ¢ = (¢n, ¢g, ¢g), on obtient I'expression de la matrice d’influence pour
le modele généralisé:
Avm’lure = ¢TR ¢

2.6 Bruit additif introduit par la turbulence verticale

La composante verticale de la turbulence introduit un bruit additif dans I’équation
(2.12). Soit wr la partie verticale des fluctuations de la vitesse de '’écoulement. Le
champ de pression comprend un champ qui dépend linéairement de § ainsi qu’un champ
de pression de turbulence tel que les forces aérodynamiques généralisées s’écrivent

A 1 A
F=pUAG+ Fur,

ol FwT est la force aérodynamique généralisée due a ’angle d’attaque local induit par
la turbulence verticale.

Pour une altitude z3 donnée, le champ de turbulence verticale wp dépend des deux
coordonnées spatiales du plan horizontal (z1,x2) ainsi que du temps. Dans ce qui
suit, on fait I’hypothése de Taylor en considérant la turbulence verticale comme figée
("frozen turbulence”). C’est-a-dire que lavion ”vole sur un champ de turbulence”
qui, lui, ne dépend que des coordonnées spatiales. La turbulence vue & un point 20 &

—_ 0 . .
I'instant ¢ est la méme que celle vue a l'instant ¢ — %) au point x, pour une vitesse
de I'avion constante U. Ainsi, on peut écrire

0
_ T1— T
wr(z,t) = wr(xe, x3,t — ?))

En notant 3(z,t) = wr(x,t)/U l'angle d’attaque local (ou angle d’attaque apparent)
induit par wr au point x et a I'instant ¢, le champ de pression s’exercant sur ’aile est
formellement donné par une expression de la forme [47]:

p(z,t) = /S/Otg(ac,x',t—T)ﬂ(m',T) dx'dr,



BRUIT ADDITIF INTRODUIT PAR LA TURBULENCE VERTICALE 35

w(xy,t) = wt — (z1 —29)/0)

w(af, t)

=

Fi1G. 2.8 — turbulence verticale

ou S désigne la surface du profil et g(x,2’,t) est la fonction de Green du probleme.
Les pressions instationnaires sont obtenues en résolvant une équation intégrale par la
méthode des doublets.

Si on considére une turbulence dite cylindrique, le champ de turbulence verticale ne
dépend que de la coordonnée z;. Ceci nous permet de décrire la turbulence au point
x = (x1,x9,73) en fonction du temps et de la coordonnée z; tel que wr(z,t) =
wrp(t — LUQE?) ot 2 est le point de référence dont z{ est 1’abscisse. Aussi, le processus
décrivant la turbulence verticale a un instant fixé t est entierement déterminée par
sa valeur en un point de référence. En utilisant une discrétisation par la méthode des
doublets, la force généralisée pour le mode m s’écrit:
~ J_ .0

E (@) =) dmiGij(w) “’7%“’) e~ TT (2.20)
(]

ol wr(w) est la transformée de Fourier de wr(t) au point 29 et w — Gij(w) la
transformée de Fourier de Gy;(t). Cette relation peut s’écrire au moyen d’une fonction
de transfert modale H,,(w) telle que

El (w) = Hpiir(w),

et ou

J 0

1 O B
Hpy, = ﬁZZ@m’sze “TT
(]

L’équation (2.20) montre, qu’en pratique, la turbulence peut étre considérée comme
un mode supplémentaire dans le calcul des FAG par la méthode des doublets. Dans
ce travail, les valeurs de H,,(w;) sont ainsi calculé, pour le nombre de fréquences w;
nécessaire, par la méthode des doublets. L’approximation par fractions rationnelles
des forces aérodynamiques généralisées dues a la turbulence verticale est décrite au
paragraphe 3.5.2 du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Modélisation de la turbulence

Dans ce chapitre, le processus stochastique modélisant la turbulence atmosphérique est
défini. Ce processus est construit a partir d’un certain nombre d’hypothéses mathé-
matiques permettant de travailler avec des processus stochastiques ayant les "bonnes
propriétés”. Ainsi, il nous sera possible de construire ses trajectoires a partir des seules
données de densités spectrales et de fonctions de corrélation spatiale.

3.1 Définition du processus stochastique modélisant la
turbulence

Dans ce chapitre, les variables aléatoires et processus stochastiques seront définis sur
un espace probabilisé (€2, B, P). Un processus £ sera noté £(t) ou & sans référence a
l’aléa sous-jacent. On parle aussi de champ si t € R?. On considére par la suite des
processus centrés, E(§) = 0, ou E désigne l'espérance mathématique, du second ordre,

Tr(E(£€T)) < +oo, (3.1)
et stationnaires en moyenne d’ordre deux:
Re(t,t") = E(&()E()T) = Rel(t — ') = Re(7).

On appelle R¢(7) la fonction d’autocorrélation de . Un tel processus admet une mesure
spectrale dM¢(w) définie par le théoreme de Bochner:

Re(7) :/Rei<7’“’> dMe¢(w).

Si la mesure spectrale admet une densité S, (w)dw = dM¢(w) par rapport a la mesure
de Lebesgue, alors la fonction d’autocorrélation de & peut s’écrire:

Re(r) = /R R () d
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Sous ces hypotheses, la fonction w —— S¢(w) est intégrable sur R?. Pour tout w fixé,
la fonction de densité spectrale est une matrice hermitienne positive:

Se(w) = Se(w)* = Se(w)

(Se(w)z,2) >0, Vze,
Se(—w) = Se(w) = Se(w)T.

On modélise la turbulence atmosphérique par un processus stochastique gaussien vé-
rifiant les propriétés énoncées ci-dessus. Il est a noter que la classe des processus du
second ordre joue un role important dans les modélisations de la physique car ceux-ci
correspondent & des grandeurs ayant une énergie finie.

La vitesse d’écoulement du fluide s’écrit alors:

Ux,t) = Uy +u(z,t), xR tcRT,

ot Uy = (U, 0, 0) est le champ de vitesses moyennes et u = (n,vr,wr) € R® désigne
les parties fluctuantes due a la turbulence. Dans la suite, on va s’intéresser surtout a
la composante longitudinale de la turbulence 7, car c’est elle qui introduit un bruit
multiplicatif dans le systéme aéroélastique.

L’hypothese de loi gaussienne permet de caractériser un processus stochastique du
second ordre entierement par la donnée de sa densité spectrale. La construction des
trajectoires d’un processus dont la densité spectrale est de forme rationnelle est décrite
dans le paragraphe suivant.

3.2 La méthode de markovianisation

Les équations différentielles stochastiques d’It6 (EDSI) jouent un roéle fondamental
dans la théorie des processus stochastiques. Leurs solutions sont des processus de dif-
fusion de Markov dont les lois de probabilité de transition sont elles-mémes solution
d’une équation linéaire aux dérivées partielles déterministes: 1’équation de Fokker-
Planck (EFP). Ici, ce n’est pas cet aspect qui nous intéresse mais plutot la possibi-
lité de construire aisément des trajectoires de ces processus. Aussi va-t-on chercher a
obtenir le processus stochastique modélisant la turbulence & partir d’un processus de
diffusion, solution d’une EDSI. La construction la plus simple est de considérer I'image
par une application linéaire d’un tel processus, c’est ce qu’on appelle la méthode de
markovianisation. La théorie mathématique sous-jacente fait intervenir la notion de
filtrage linéaire de processus généralisés. On n’aborde pas ici le détail de cette théorie,
nous ne donnons que les aspects pratiques. Le lecteur intéressé peut consulter 1’ou-
vrage de Kree et Soize [60]. La méthode de markovianisation permet de construire des
réalisations différentielles du processus 7 en le modélisant comme observation linéaire
d’un processus £ qui est lui-méme solution d’une équation différentielle stochastique
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d’Tto6. Soit le processus t — n(t) € R™ avec t € R la variable temps. Soit le processus n-
dimensionnel £(t), solution stationnaire d’une équation différentielle stochastique d’Itd
telle que

dE(t) = Bot(t)dt + QudW (1), (3.2)

ou W (t) est un processus de Wiener (voir 'annexe B pour plus de détail sur les
propriétés mathématiques du processus de Wiener). La matrice By € Matr(n,n) est
asymptotiquement stable (i.e. toutes les valeurs propres de By sont a partie réelle
strictement négative) et on a Qo € Matgr(n,n). Le processus n(t) est alors défini par

n(t) = Bi&(t), (3-3)

avec By € Matgr(m,n). Bien entendu, tous les processus ne peuvent pas étre construits
de cette fagon. Le théoreme suivant indique quelle est la classe de processus concernée:
Théoréme 1 (Représentation markovienne de dimension finie). Le processus
1 indexé sur R, a valeurs dans R™ admet une réalisation markovienne de dimension
n si et seulement si n admet une densité spectrale de type rationnel sous la forme

1 R(iw)R(iw)*
Sp(w) = - —57—~5
2m |Q(iw)]
ot Q est un polynome a coefficients réels de degré q < n et a racines dans {p €

C/Re(p) < 0}. Le polynome R est a coefficients matriciels dans Matg(m,m) et de
degré r strictement inférieur a celui de Q).

(3.4)

Montrons comment sont construites les équations (3.2) et (3.3) a partir de ’expression
(3.4) de la densité spectrale.

Ayant posé

q

Qliw) = > (iwfg, gGER gg=1,
=0
q—1

R(iw) = (iw)’ R; R; € Matg(m,m),
=0

ou Rj =0 pour r+1 < j < g—1, on cherche a déterminer les matrices By et (o dans
I'expression (3.2). Dans ce but, on introduit le processus m-dimensionnel ¢ de densité

spectrale
1 1

2 Q)P ™

ou I, € Matr(m,m) est la matrice identité.

S =

On montre alors que &£ = (5 , %5 yeen ,(%)q—lé) est solution de ’équation différentielle
stochastique d’It6 du premier ordre

dg(t) = Bo&(t) + QodW (1), (3.5)
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0 I, 0 0
0 0 I, 0
avec By = . ,
—qolm qalm —qaly *qullm
0
00 ... 0 0
Qo= | + : et W= .
7 K
00 m W)
On trouve alors
g—1 d
n(t) = Rj(%)]f(t) = Bi&(t) ou By = [Ro, Ry,... ,Ry—1].
=0

On a donc obtenu une réalisation markovienne de 7(t) de dimension n = m x g.
Remarquons, pour conclure ce paragraphe, que 1’équation (3.5) peut encore s’écrire:

dé(t) = Bo&(t) + Y QidWi(t).

=1

3.3 Markovianisation approchée d’un processus physique-
ment réalisable

On a vu que la méthode de markovianisation permet d’exprimer un processus stochas-
tique comme solution d’une équation différentielle stochastique avec seule connaissance
de I'expression de sa densité spectrale sous forme d’une fraction rationnelle. Toutefois,
les densités spectrales des processus modélisant les phénomenes de la physique comme
la turbulence atmosphérique ne sont pas toujours rationnelles. Cependant, si ces pro-
cessus sont ”physiquement réalisables”, il est possible d’approcher leurs densités spec-
trales par des fractions rationnelles afin de construire des réalisations différentielles.
Dans un premier temps, on définit ce qu’est un processus ”physiquement réalisable”.
On introduit la classe de Hardy H?(Matc(d,d)) décrivant 'ensemble des transformées
de Laplace des fonctions appartenant & I'espace L?(R*, Matc(d,d)) qu’on note aussi
L2(RT, Matc(d, d)).

Définition (Processus ”physiquement réalisable”). Soit le processus n, indexé
sur R, a valeurs dans R wvérifiant les propriétés énoncées au début de ce chapitre.
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Soit h un filtre causal linéaire. On dit que 1 est physiquement réalisable s’il existe
h € L3(RY, Matc(d, d)) tel que sa densité spectrale s’écrive

Sp(w) = —h(w)h(w)* VYweR (3.6)

Une fraction rationnelle de L?(R*, Matc(d,d)) appartient & l'espace de Hardy si et
seulement si ses poles sont dans le demi-plan £(p) < 0.

Comme h € L2(R*, Matc(d, d)), on sait que h(w) = H(iw) est dans la classe de Hardy.
On introduit H(p) qui est la transformée de Laplace unilatérale de h(t) ayant ses poles
dans le demi-plan Re(p) < 0. L’équation (3.6) s’écrit alors:

Sy(w) = o H (i) H (i)’

w) = —H (iw)H (iw)*.
K 27

Remarque 3. Siun processus est physiquement réalisable, alors sa densité est donnée
par Uexpression (3.6). On montre alors que ce processus peut étre construit par filtrage
linéaire d’un bruit blanc Nso. Soit Yoo le processus résultant du filtrage de Noo par h
avec h € L?(RT, Matg(d,d)). On peut alors écire

t
Yoo(t) = / h(t —t')Noo(t') dt’, (3.7)
—00
0u Yo est un processus classique du second ordre. La fonction d’autocorrélation de N
est la distribution Ry = 0ol telle que la densité spectrale matricielle Sy (w) s’écrive

1
SNoo(w):%I VweR,

d’ot Uexpression (3.6). Ceci montre aussi que le bruit blanc Noy n’est pas un processus
du second ordre (la définition d’un processus du second ordre est rappelée par l’expres-
sion 3.1), c’est ce qu’on appelle un processus généralisé [60]. Par ailleurs, la dérivée
(au sens des processus généralisés) du processus de Wiener normalisé est le bruit blanc
gaussien normalisé vectoriel tel que dW = N.

On note également qu’il existe un théoreme qui permet de déterminer si le processus
Y avec densité spectrale Sy est physiquement réalisable ou non:

Théoréme 2 ([Rozanov]| Caractérisation de ’existence). Le processusY est phy-
siquement réalisable si sa densité spectrale Sy (w), supposée de rang constant mazximal,
satisfait la condition:

dw > —o0.

/+°° log (det(Sy (w))

o 14 w?

L’ensemble des fonctions rationnelles w — R(iw)/Q(iw) qui sont dans H?(Matc(d, d))
est dense dans H*(Matc(d,d)). Grace & ce résultat de densité, il est possible d’ap-
procher h(w) par une fraction rationnelle de H?(Matc(d,d)). Par conséquent, tout
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processus Y physiquement réalisable peut étre approché par un processus Y admet-
tant une réalisation markovienne.

On dit que Y approche Y au sens de D'énergie & ¢ prés dés lors que
E(lY (t) - Y(®)) < e.

Pratiquement, on résout le probleme de minimisation suivant:

too w ~ W)\ %
r}%icr?l Tr /_Oo (h(w) — ggzw;)(h(w) - ggzwg) dw. (3.8)

La minimisation s’effectue sur 'ensemble des coefficients des polynémes @) et R. Tou-
tefois, ce probleme de minimisation non linéaire n’est pas un probleme bien posé, il
n’y a pas de résultats d’existence et d’unicité de la solution.

3.4 Un algorithme de résolution temporelle

Dans ce qui suit, un algorithme simple permettant le calcul des trajectoires et donc
des valeurs prises par £ aux instants ¢;, est présenté. On suppose que le pas de temps
Ay est choisi de sorte que le domaine significatif des fréquences ¥, = [~wr,wr] pour
la densité spectrale de & soit entierement couvert!'. D’abord, observons que la solution
£(t) de PEDSI (3.2) est donnée par I’équation

t
£(t) = ePley + / eBo=7) Qo dW (7).
0
Ainsi, on peut écrire la solution a 'instant ¢ + u comme:
t+u
E(t 4 u) = ePolg(u) + / ePotHu=") Q0 dW (7).
u

Le processus § étant stationnaire, sa matrice de covariance C¢ est indépendante de la
variable temps ¢:

Ce(0) = Ce = E(£¢7).
La covariance vérifie I’équation de Riccatti
BoC¢ + Ce B = —QoQY,

qui admet une solution unique. La matrice de covariance C¢ peut donc étre obtenue en
résolvant cette équation, voir par exemple [20]. Soit 'intervalle de temps 717, = [0, 7],
divisé en Np sous-intervalles égaux de longueur A;. Le schéma discret, associé a la

1. 11 faut prendre wr < w/A; selon le théoréme d’échantillonnage de Shannon.
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solution exacte de I’équation (3.2) pour les instants t; = jA, j = {0,... ,Np — 1},
s’écrit alors:

E(tjv1) = E&(t) +Vj, (3.9)
£(to) = &o,

Les valeurs 7)(t;) prises par le processus modélisant la turbulence sont ensuite obtenues
par la relation (3.3):

n(ty) = Bi&(t).
Dans l'expression (3.9), la matrice E s’écrit
E = ePoAt,

Par ailleurs, V; est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi
normale N (0, C;) donnée par I'intégrale stochastique

tir1
Vi= [ emtnn Qo).
tj

Sa covariance C est donnée par 'expression [20]:

Cj = Cg — eBoAt05€BgAt.

3.5 Modele spectral de la turbulence atmosphérique et
markovianisation approchée

Von Karman a établi des modeles décrivant la densité spectrale unidimensionnelle
pour la turbulence longitudinale 7 ainsi que pour les composantes latérale et verticale
v, wr. On note w la fréquence angulaire associée & la coordonnée du temps t. L
est ’échelle de la composante 71 selon la direction longitudinale, L} est ’échelle de la
composante latérale vr selon la direction longitudinale, et LY désigne 1’échelle de la
composante verticale wy. Les densités spectrales de la turbulence longitudinale, de la
turbulence latérale et de la turbulence verticale sont données par les expressions

202L:;Z
SFr(w) = v, (3.10)
1+ TLwEy2)
LY \2
LVc2)2 14 189(w=2
ngr(w):( I—Uv) ( U)11 (3'11)
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- - von Karman spectrum
18f — approximated psd

fre(()quencv1
F1G. 3.1 — spectre de von Karman et approximation sous forme de fraction rationnelle

(Lvo2) 1+ 189(@%)2

Shar () = = .
rW =g 1+ 71 (wEE )]s

(3.12)

2 2 2 £ : :
Les grandeurs oy, oy, et oy, représentent, respectivement, les variances des compo-
santes 7, vy et wr. Les variances des composantes vy et wr sont, en général, beaucoup
plus faibles que celle de la composante longitudinale. Les relations suivantes peuvent

étre utilisées pour la turbulence atmosphérique (source: CSTB):

Tvr _ .75, 2w — (5.

Ou Ou

Selon la méthode de markovianisation approchée décrite précédemment, on approche
ces spectres par des fractions rationnelles. Dans ce travail, ceci est effectué a l'aide
d’un algorithme de recuit simulé [42]. Le spectre de la turbulence longitudinale est
ainsi approché par le spectre rationnel:

1 R 1 R
27 |qo +iwqr + (iw)?]? 27 (qo — w?)? + Puw?’

Sp(w) (3.13)

Le processus gaussien 7, centré, de densité spectrale (3.13) est alors solution de I’équa-
tion différentielle stochastique d’It6

n(t) = (Ro  0)&(t),

dE(t) = Bot(D)dt + (0 1)TdW (1),
e, | 0 1
OuB(]— |: g —-q :|

oun & = (£1,&), & = & et ou le processus n(t) est différentiable. En utilisant des
approximations d’ordre supérieur, il est possible d’obtenir des bruits encore plus régu-
liers.
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Le spectre de la turbulence verticale a également été approché par un spectre rationnel
a l'aide d’un algorithme de recuit simulé. Ce spectre rationnel est de la forme:
1 R(Q) + w?

27 (g0 — w?)? + gfw?

Swr(w) (3.14)

Remarque 4. La composante latérale de la turbulence n’influence pas le comporte-
ment des structures horizontales comme les ailes d’avion.

3.5.1 Construction d’une densité spectrale matricielle

Afin d’obtenir une meilleure modélisation, il faut prendre en compte la corrélation
spatiale de la turbulence longitudinale le long de I’aile. Ceci implique que le processus
stochastique a simuler est un processus & valeurs vectorielles. La dimension de ce
vecteur est donnée par le nombre de points de discrétisation latéraux IN; choisis. Ici
N¢ est le nombre de points de référence sur I'aile et donc le nombre de tranches (voir
§2.5.2). On peut construire la densité spectrale matricielle S(w) € Mat(Ny, Ny) al'aide
des spectres unidimensionnels S’;‘"(w) € R en utilisant une fonction de corrélation

C(P;, Pj,w) = Cyj(w), o P; = (a},xh,2%) et P; = (le,x%,xé) sont deux points de
référence sur l’aile. Ne disposant pas de données expérimentales pour la fonction de
corrélation, on est amené a faire des hypothéses de modélisation. Ainsi, on va travailler
avec I’hypothese classique selon laquelle la fonction de corrélation spatiale est une
fonction réelle qui décroit exponentiellement. Par ailleurs, on suppose qu’elle ne dépend
pas de la fréquence. Bien évidemment, un modele plus fidele peut étre substitué des
qu’il est disponible.

La fonction de corrélation spatiale est définie par la relation suivante:

|3 (w)[?

(W 2 _ 0
G =SS, @

avec [S;;] = S et ou Sjj(w) = S(P;, Pj,w). Les spectres S;j, @ # j sont définis par les
relations

Rij(t) = Ry(P;, P, 7) = / ei"JTSn(Pi,Pj,w) dw = / ei“’TSZ-j(w) dw
R R
et les spectres unidimensionnels S;; vérifient

Rn(Pia 377) = /

TS, (P;, P;,w) dw:/ei“’TSn(w) dw.
R

R

Par ailleurs, on a Sj; = Sj; = S:,“‘“". Le spectre de von Karman Sﬁ‘" est physiquement
réalisable, on peut I’écrire sous la forme:

Sy (w) = h(w)h(w)*, h(w) € C.
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En négligeant la partie imaginaire des spectres croisés et sachant que, dans notre cas,
Sii = Sj;, on peut écrire

Sij(w) = Cij(w)Sii(w),
ou Cy = 1. La matrice réelle C = [Cj;] est définie positive et permet ainsi une dé-
composition de Cholesky telle que C = C,CI' € Matg(N;, N;). La densité spectrale
matricielle S = [S;;] € Matr(Ny, Ny) s’écrit

S(w) = Co(w)h(w)h(w)*Co(w)T = S,I?ar(w)C(w), (3.15)

parce que S’;‘" est une fonction scalaire. La densité spectrale matricielle S(w) n’est
pas sous forme rationnelle, mais elle admet une réalisation markovienne approchée car
elle est physiquement réalisable.

On va alors approcher le spectre de turbulence de von Karman Sﬁ” par un spectre
rationnel S, comme décrit dans le paragraphe précédent. En utilisant une fonction
de corrélation spatiale indépendante de la fréquence, on obtient la densité spectrale
matricielle

ou Ly est la longueur d’échelle caractéristique et r;; est la distance spatiale entre les
deux points: |P; — Pj|.

I1 est alors possible de simuler N; processus indépendants &;(¢) de densité spectrale
Sy(w) = Sii(w). Le processus stochastique vectoriel est alors obtenu par multiplication
avec la fonction de corrélation matricielle C:

n(t) = Cot(t) € R™,

ou on a noté £ = (&1,... ,&nN,)-

Chaque composante &;(t) est solution d’une EDSI qui s’écrit

§Z(t) = G’zi(t),
dzi(t) = Bzi(t)dt + QodW ().

3.5.2 Calcul des forces extérieures modélisant la turbulence verticale

Classiquement, on approche les forces généralisées extérieures dues a la turbulence
verticale wp, dans le domaine des fréquences, par des fonctions rationnelles de la

forme
N
w

. 1
Fp(w)=[Fy+=Fw+y ——F.liur(w) eRY.
wr (W) = [Fo = ;erUpr P dor(w)
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Dans cette expression, on a m = {1,... ,N}, ou N est le nombre de modes de la
structure considérés.

Dans le domaine temps, on obtient

R

EM@:%W@+%HWM+ZﬁMm%
r=2

ou les variables Z, sont solutions de I’équation différentielle
Zp = —p,UZ + .

Cette méthode a le désavantage d’introduire (IV, — 1) inconnues supplémentaires, ce
qui augmente encore la taille du systeme d’état. Par ailleurs, on a besoin de connaitre,
c’est-a-dire simuler, wr ainsi que wy. Afin d’obtenir wr en méme temps que wr, il
faut choisir un polynéme Q(iw) de degré plus élevé. En utilisant les notations de §3.2,
il faut avoir ¢ supérieur a 2 et un polynome R(iw) tel que r < ¢ — 1, r étant le degré
de R(iw), et ceci en respectant les contraintes de signe sur les poles.

L’approche que nous avons suivie ici pour simuler, dans le domaine temporel, les FAG
dues a la turbulence verticale, consiste a construire une réalisation markovienne de
ces forces en approchant leur densité spectrale par un spectre rationnel. Plus précisé-
ment, en utilisant les notations du paragraphe 2.6, on approche d’abord les fonctions
Hp(w) € C,

Hm:ZZ¢mzhw(w)%, m:{l, ,N},
v g

par des fractions rationnelles du type R(iw)/Q(iw). Puis on approche également la
densité spectrale Sfff;’" du processus wp par une fraction rationnelle. La densité spec-
trale du processus Fy,, est une matrice diagonale, ses composantes sont données par
la relation

ST (@) = [ Hy () S

Elle est alors de type rationnel. On peut ainsi utiliser les résultats des paragraphes pré-
cédents pour construire des trajectoires du processus vectoriel Fy,, = (Ful}T, R D
Ici, on a choisi 'approximation

Qo + Qriw/U
go + g1iw /U + (iw/U)2

H,,(iw) =

Ainsi, en utilisant 'approximation du spectre de la turbulence verticale donnée par
I'équation (3.14), I'approximation par fraction rationnelle des densités spectrales S,
des forces généralisées pour le mode m s’écrit formellement:

_ |a1 + agiw + az(iw)?[>
b1+ boiw + bg(iw)? + by(iw)d + (iw)4|?

S, (@)
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Chapitre 4

Etude de la stabilité de systemes
dynamiques aléatoires

Dans ce chapitre, on introduit les outils mathématiques et numériques nécessaires a
Uanalyse des équations modélisant le comportement du systeme aéroélastique. La sta-
bilité des systemes dynamiques engendrés par le probleme couplé fluide-structure avec
bruit aléatoire multiplicatif sera étudiée en se placant dans le cadre de la théorie des
systemes dynamiques aléatoires. La plus grande partie des résultats de ce qui est appelé
analyse stochastique a été établi dans les années 20 a 30. Mais c’est seulement plus
tard, dans les années 80, qu’il a été possible de lier ’analyse stochastique a la théorie
des systémes dynamiques car on a pu montrer qu’une équation différentielle aléatoire
ou stochastique engendre un systéme dynamique aléatoire (SDA). Le théoréme crucial
pour l'analyse de la stabilité est le théoreme ergodique multiplicatif. Il a été démon-
tré en 1968 par Oseledets [77] et s’applique a la linéarisation de SDA réguliers. Ce
théoréme nous fournit le pendant aléatoire de certains outils de ’algébre linéaire. No-
tamment, il rend possible une étude locale de la stabilité des systémes dynamiques
aléatoires. Dans ce qui suit, on donnera les principaur résultats et notations concer-
nant les SDA afin d’aboutir d la notion d’exposant de Lyapunov, piece maitresse de
la démarche suivie. On abordera également le probleme de la bifurcation stochastique.
L’aspect simulation numérique des SDA sera ensuite abordé. Sauf cas trés particu-
liers, l’exposant de Lyapunov ne peut étre obtenu que par des méthodes numériques en
s’appuyant sur la simulation de trajectoires des SDA.

Dans ce chapitre, w désigne l’aléa et non la fréquence circulaire. Par ailleurs on note
de maniére équivalente x(t) et xy.

4.1 Définition des types d’équations objet de I’étude

Soit I’espace probabilisé (€2, B, P). On étudie ici des équations différentielles issues de
la modélisation de systemes dynamiques qui sont excités par des bruits réels. Ces équa-
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tions différentielles sont appelées équations différentielles aléatoires (EDA) contraire-
ment aux équations différentielles stochastiques (EDS) excitées par un bruit blanc. En
effet, on appelle bruit réel ou encore bruit coloré un processus stochastique issu du
filtrage d’un bruit blanc et dont les trajectoires posseédent une certaine régularité que
ne possede pas le bruit blanc. La turbulence atmosphérique est modélisée par un tel
processus.

Introduisons la forme générale d’'une EDA,

Tt = f(ét(w)axt)> Tty = X0, (41)

ot f: R* x R — R? est une fonction analytique vérifiant f(£,0) = 0 et &(w)
est un processus de diffusion, stationnaire, ergodique sur R", solution d’une équation
différentielle stochastique! telle que:

déy(w) = Bo(&(w dt+ZQlth (4.2)

=0

ou Wi(w) € R est un processus de Wiener et les champs de vecteurs By et Q; € R"
sont supposés analytiques.

Donnons tout d’abord quelques notions sur 'ergodicité:

Ergodicité Soit X; € R? ¢t € R un processus du second ordre, stationnaire. L’ergo-
dicité d’un processus stationnaire exprime une certaine équivalence entre les moyennes
par rapport au parametre d’indexation ¢, en occurrence le temps, et les moyennes par
rapport a une mesure de probabilité (les moyennes probabilistes).

Définition. Soit (t1,... ,ty) une partition finie de R et soit Y; le processus station-
naire tel que Y (t) = (X¢, Xittyy .-, Xttt,, ). Généralement, la notion de d’ergodicité
est définie comme suit: un processus Xy € R, t € R est ergodique si pour tous t et
toute fonction g mesurable, le processus (g(Yz),t € R) est un processus du second ordre
tel que

T—o00

lim ]E(H—/ (Y;) dt — E(g (YS))H2> =0, VseR".

Par exemple, pour ¢g(Y;) = Xi, la relation ci-dessus s’écrit

E(Xs) = lim —/ X, dt, VseRT,

T—oo T

c’est-a~-dire que 'on a équivalence entre la moyenne probabiliste et la moyenne tem-
porelle. Ainsi, un processus stationnaire gaussien est ergodique s’il est ergodique par

1. Nous n’abordons pas ici la différence entre les deux approches classiques concernant les EDS:
celle de Stratonovich et celle d’It6. L’EDS au sens de Stratonovich et au sens d’It6 coincident ici car
les champs de vecteurs Q; sont constants (voir aussi les annexes D et D.5).
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rapport a sa fonction moyenne et sa fonction d’autocorrélation, c’est-a-dire g(Y;) = Xy
et g(V;) = X1, X/ . En pratique, on peut utiliser le résultat suivant [101]: si X; est un
processus gaussien centré stationnaire dont la fonction d’autocorrélation est intégrable
et aussi de carré intégrable

Rx € LY(R), et Ry € L*(R),

alors X; est un processus ergodique.

Dans le cas ou le systéme dynamique est linéaire (et on suppose que c’est le cas pour
le systeme aéroélastique sans jeu), 'équation (4.1) s’écrit

Ty = A(ft(w)) T, Ty = 20, (4-3)

ou maintenant f(&(w),z) = A(&(w)) x¢. Remarquons que I'équation (4.3) est linéaire
par rapport a £ mais non linéaire par rapport au bruit &.

Pour le probleme aéroélastique qui nous intéresse, le bruit qui vient perturber le sys-
teme est la composante longitudinale de la turbulence atmosphérique qui, on 'a vu
au dernier chapitre, est modélisée par réalisation markovienne d’un processus gaussien
stationnaire n:

nw) = Bi1&(w),
dé(w) = Bo&i(w)dt + QodWy(w), (4.4)

ott By € R™™) By e R ot Qg € R™.

Cependant, on écrira encore 1'équation sous la forme (4.1) ou respectivement (4.3) en
faisant apparaitre le processus de diffusion &; a la place de I'observation 1, = B1 &;.
Remarque 5. On peut écrire I’équation (4.1) avec bruit markovien (4.4) sous forme
d’une équation différentielle stochastique non linéaire au sens d’Ité en introduisant la
nowvelle inconnue y = (z,€&) € RH™:

_ f(€t7xt) 0
dyt = < Boft ) dt + < Q(] > th (45)

On note que le bruit est maintenant additif et que ’équation différentielle est non
linéaire, méme dans le cas d’une EDA linéaire avec f(&,x¢) = A(&) x4

4.2 Systemes dynamiques aléatoires linéaires

On a vu qu'une EDA est une équation différentielle excitée par un bruit réel multi-
plicatif obtenu par filtrage du bruit blanc. Les équations différentielles avec bruit réel
multiplicatif peuvent étre traitées commes des équations différentielles ordinaires avec
coefficients aléatoires. Ainsi, contrairement au cas d’EDS, on n’a pas besoin de 1'outil
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du calcul stochastique d’Ito. Par construction, le processus stochastique £ est gaussien
et stationnaire. Soit I’équation différentielle aléatoire

i = Alg(w))a. (4.6)

Si la fonction A : Q — Matg(d,d) est mesurable et satisfait A € L1(2), alors (4.6)
géneére un unique systéeme dynamique aléatoire dont le flot ¢ est C*° (i.e. infiniment
différentiable par rapport a x). La notion de flot dans le cas stochastique est introduite
dans le paragraphe suivant, voir aussi ’annexe A pour la définition d’un flot classique
déterministe.

Définition du flot stochastique Considérons d’abord le cas de ’équation déter-
ministe

Sbt = ACEt, Ttg = X0-
On sait alors (voir Annexe A) que les solutions de cette équation définissent un flot
de difféfomorphismes défini par

o(t,x) =¥(t)r = eAlt=to) 5.
qui vérifie la propriété classique

ot +s,x) = o(t,-) o (s, ), (4.7)

ol o désige la composition de fonctions. De maniere générale, si on considére mainte-
nant le cas probabiliste,
iy = A(&)z

la solution va dépendre de I’aléa. Par conséquent, il est naturel de considérer ’appli-
cation

o RxOxRY — R?
(tw,z) — otw,z)=V( w)r, (4.8)

qui associe & chaque valeur initiale z € R? la valeur atteinte par la solution de I’équa-
tion (4.6) & l'instant ¢ sous 'influence de 'aléa w € Q.

Si on souhaite généraliser la propriété (4.7) au cas stochastique, il est nécessaire de
pouvoir évaluer le bruit a 'instant u = t + s a partir de sa connaissance a l'instant
s. Plus précisément, ayant construit la solution jusqu’a l'instant s sous l'influence de
w, on veut la prolonger jusqu’a l'instant u. Afin d’évaluer la solution & l'instant ¢ + s
avec valeur initiale U(s,w)z, il faut alors tenir compte de I’évolution du bruit entre
les instants s et ¢ + s. C’est pourquoi on introduit sur I’espace 2 une famille v; de
transformations formelles appelées “shift” et qui vérifient la propriété

v 0 —Q,

VipsW = Vg O Vg,



NOTION DE STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV 53

Remarque 6. On sait que la donnée d’un espace probabilisé est arbitraire et, en pra-
tique, on ne travaille pratiquement jamais sur l’ensemble Q). Si on choisit de prendre
pour €2 'ensemble de toutes les trajectoires du bruit &, alors les éléments de £ sont
des fonctions t — w(t) et Uapplication shift n'est autre que l'opérateur classique de
translation vw(s) = w(t + s).

On démontre alors que I'application ¢ de (4.8) définit un systéme dynamique. Elle
forme un cocycle de difffomorphismes par rapport a v, c’est-a-dire que ¢(t,w, ) =
¢(t,w) est mesurable par rapport a w, continue en (z,t) et pour presque tout w € 2
et t € R, ¢(t,w) vérifie la propriété

pt+s,w) = o(t,vsw)od(s,w) ViseR zeR
(;5(0,(4)) = I

Remarque 7. En analogie avec la définition déterministe, le flot stochastique Oy sur
Q x RY est défini par
O (w,z) — (Mw, ¢(t,w,x)).

En fait, on a simultanément deux systemes dynamiques: celui qui génere le bruit & et
celui qui gouverne le systéme mécanique.

En particulier, pour w et t fixés, 'application R — RY : W(t,w) = ¢(t,w,-) asso-
ciée a 'EDA linéaire (4.6) est un difféomorphisme linéaire. Ce cocycle matriciel est
donné par la matrice fondamentale de 'équation différentielle (4.6) vérifiant W(t,w) =
A(&)T(t,w). Par ailleurs, on a U(ty,w) = I; et ¥ vérifie

U(t,w) =1+ /Ot A(&5)VU(s,w) ds.

L’étude de la stabilité du SDA (4.6) consiste alors a étudier la stabilité de ce cocycle.

4.3 Notion de stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité d’un systéme dynamique se traduit par une insensibilité a de petites per-
turbations: si deux trajectoires d’un systeme stable sont proches I'une de 'autre a un
instant donné, elles le restent aux instants suivants. Les perturbations évoquées ci des-
sus peuvent étre de petits changements dans la condition initiale ou des changements
dans les parametres du systeme. Soit le systéeme déterministe autonome &y = f(z;). On
peut supposer sans perte de généralité que f(0) = 0. Le point = 0 est alors un point
d’équilibre ou un point fixe du systeme. Pour I’équation différentielle déterministe on
définit la notion de stabilité comme suit (par exemple [108])

Définition. Le point d’équilibre x = 0 est:

stable si, pour tout € > 0, il existe un 6 = 6(e) > 0 tel que

lzo|| < 0 = ||xt(zo)]| <€, VE>0
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asymptotiquement stable s’il est stable et § peut étre choisie telle que

|zo|| < d = lim z(z9) =0
t—o00

Dans le cas de systemes dynamiques classiques linéaires de la forme i; = Axy, le
calcul des valeurs propres de la matrice A permet de conclure sur la stabilité de la
solution. Ainsi, le systéme est stable si toutes les parties réelles des valeurs propres
sont négatives. Plus particulierement, les parties réelles des valeurs propres donnent le
taux de (dé-)croissance exponentielle d’une solution dans la direction du sous-espace
correspondant. On remarque aussi qu'un systeme linéaire stable est toujours stable
globalement. Cela implique que la stabilité ne dépend pas de la condition initiale et
ainsi, quelque soit ’écart a la position d’équilibre, le systeme revient a l’état corres-
pondant a cette position d’équilibre. Si on considére maintenant le systéme linéaire
non-autonome &y = A(t)xy, I’étude des valeurs propres des matrices A(t) n’est plus
suffisante (il n’est pas non plus possible de les calculer pour toutes matrices A(t))
car les valeurs propres ne permettent pas d’avoir une information sur le comporte-
ment asymptotique de la solution. C’est ainsi que Lyapunov a introduit les exposants
caractéristiques qui portent son nom. Les exposants de Lyapunov sont des quantités
spectrales décrivant le comportement asymptotique de A(t). Plus concrétement, ils
mesurent la divergence ou convergence exponentielle d’orbites voisines dans ’espace
des phases. Les exposants de Lyapunov d’un systeme linéaire, autonome, déterministe
correspondent aussi aux parties réelles des valeurs propres de A. Le théoreme mul-
tiplicatif d’Oseledets montre que ces objets spectraux existent aussi pour la classe
particuliere des systémes non autonomes (aléatoires) &3 = A(&(w))z:. Par ailleurs, le
point fixe d’un tel systéeme dynamique est stable si le plus grand exposant de Lyapunov
est négatif.

4.4 Stabilité stochastique

Dans le cas de systeémes avec bruit aléatoire multiplicatif, la matrice A est un processus

stochastique & valeurs matricielles. La définition de la stabilité doit alors étre adaptée a

des grandeurs aléatoires: elle doit étre définie en termes de probabilités et d’espérances

mathématiques. On distingue la notion de stabilité en probabilité et la notion de

stabilité presque sturement. Elles sont définies comme suit:

Définition. — On dit que la solution triviale ¢(t, w, o) =0 de (4.3) ou (4.5) est
stable en probabilité (stabilité stochastique) si

lim P( sup [l¢(t,w,z0)]| >€) =0 Ve>0
0—0  0<t<oo
— La solution triviale ¢(t, w, xg) = 0 est asymptotiquement stable presque sirement
st on a stabilité stochastique et si, de plus, la condition

lim P(lim ||¢(¢,w,x0)|| =0) =1
xo—0 t—o00
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est vérifice.

On vérifie que ces définitions sont analogues aux définitions déterministes de la no-
tion de stabilité et de stabilité asymptotique, respectivement. Par ailleurs, la solution
triviale est globalement stable si

P(lim [[(t,w,20)]| = 0) =1, ¥ao
t—o0
Notons également qu’on parle de stabilité en moyenne d’ordre deux si on a
lim E([|¢(t,w, 20)[*) = 0
t—o0

La notion de stabilité en moyenne d’ordre deux est la plus forte, elle implique la
stabilité en probabilité et la stabilité presque strement.

4.5 Théoréme ergodique d’Oseledets

Le théoreme suivant établi par Oseledets (1968) nous fournit des outils pour les SDA
remplacant certains outils de ’algebre linéaire du cadre déterministe. Par analogie avec
les sous-espaces propres d’une matrice déterministe, on définit les espaces d’Oseledets
qui sont des sous-espaces aléatoires. Les exposants de Lyapunov, quant a eux, sont des
grandeurs déterministes qui correspondent aux parties réelles des valeurs propres de
matrices déterministes. Ils donnent le taux de croissance exponentiel d’une trajectoire
dans la direction de chaque sous-espace.

Les mesures invariantes jouent un réle important dans la théorie des systemes dyna-
miques aléatoires. S’il existe une mesure ergodique invariante pour le flot engendré
par le systeme dynamique, le théoreme multiplicatif d’Oseledets donne une expression
analytique pour les exposants de Lyapunov. Soit 'EDA linéaire &; = A(§(w))z;. Sa-
chant que le point zéro est point fixe, on vérifie que la mesure de Dirac au point zéro
1o = 0o est 'unique mesure invariante, ergodique par rapport au flot, telle que:

1 s10€ B,
50(3)_{ 0 si0¢B.

Le théoreme multiplicatif d’Oseledets s’énonce comme suit:

Théoréme 3 (Théoréme ergodique multiplicatif d’Oseledets). Sous [’hypothése
que E[|A(& (w))]| < +o0, il existe r nombres réels \y > ... > X\, de multiplicité d;,
Soily = d; = d, tels que pour tout w appartenant & un ensemble T, invariant par
rapport a Uapplication vy avec T C Q, P(I') =1, on a

(i) il y a r sous-espaces aléatoires E;(w) C RY tels que

R'=Ei(w) &...8 Er(v), dimEj(w)=d;
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U(t,w)Ei(w) = E;(nw) invariance stochastique

(ii) pour tout x # 0 la limite \E suivante existe, elle est donnée par

1
M (z,w) = tli?m n log [|U(t,w)x|| =N ssiz € Eij(w)

Les A; sont appelés exposants de Lyapunov et les sous-espaces aléatoires F;(w) sont
appelés les espaces d’Oseledets. Comme dans le cas déterministe (voir Annexe A), I'ex-
posant de Lyapunov \; donne le taux de croissance d’une solution avec valeur initiale
dans l'espace d’Oseledets E;(w). En outre, on a la formule de la trace:

S dd = Tr (m(gt(w))).

i=1

Le systeme est dit hyperbolique si A; # 0. Dans ce cas, les sous-espaces stable E° et
instable E* sont définis comme suit:

B (w) = ®x<o0bi(w), E'(w)=®x>0Ei(w).

Le point (ii) du théoréme 3 montre que les exposants de Lyapunov sont indépendants
de l'aléa w et de la valeur initiale xg. Bien entendu, le systéme est stable asymptoti-
quement si tous les exposants de Lyapunov sont négatifs. On peut également vérifier
que, si on annule le bruit, les exposants de Lyapunov coincident avec les parties réelles
des valeurs propres de la matrice A et que dans ce cas, les espaces d’Oseledets corres-
pondent aux sous-espaces propres généralisés.

On peut montrer que, si la projection de ’équation (4.6) sur la sphére unité vérifie une
certaine condition de non-dégénérescence (voir aussi 'annexe C), alors le plus grand
exposant de Lyapunov est donné presque stirement par la formule suivante:

1
A = Nnaz = tliglo ; 10g H\Ij(t7w)m0H7 P-p.s. pour x 7é 0

De maniere heuristique, on peut dire que la solution est attirée par le sous-espace
E,(w) qui correspond au plus grand exposant de Lyapunov A,,q.; = A,. Ou, autrement
dit, la projection de n’importe quel vecteur zg € R? sur I’espace aléatoire E,.(w) ne
s’annule pas, presque strement.

Le résultat pratique a retenir de ce paragraphe, et qui est utilisé dans la suite, est le
suivant:

Amaz = lIMy_ 00 % log ||z (t, w)||
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Pour 'utiliser, il faut pouvoir construire une trajectoire t — z(t,w) de la solution et
calculer la quantité 1/tlog ||z(t,w)|| pour ¢ suffisamment grand.

On peut maintenant se demander ce qui se passe si le systeme est dans le méme
temps excité par des bruits multiplicatif et additif. Cette situation est discutée dans
le paragraphe suivant.

4.6 Stabilité du systeme dynamique aléatoire linéaire af-
fine

Lorsqu’on introduit un bruit additif, on obtient I’équation affine suivante:
iy = A(&(w))zy + (& (w)), ot A,b e LY(RQ). (4.9)

L’équation (4.9) génére un unique SDA dont le flot est C*°. La solution est donnée
par

o(t,w)r =V(t,w) <x + fg W(u,w)%(ﬁ&(w))du)

= U(t,w)z + f§ Ut — u, vw)b(E, (w))du,

avec U(t,w) 1 = U(—t,w) et ol U(t,w) est le cocycle matriciel généré par I’équation
homogene (4.6).

Il existe une unique solution stationnaire qui est a trajectoires continues. Dans le
cas stable, c’est-a-dire si A4 < 0 pour le cocycle W(t,w), alors toutes les solutions
convergent vers cette solution stationnaire [5]:

Pour tout z € R% et t — oo on a

t—o0

pltw)z — ((vw) = 0 P —pas,

et ceci exponentiellement. En effet,  est solution de I’équation intégrale

0
(@)= [ Wb ) du.

—00

Ces résultats montrent qu'une force extérieure aléatoire (ou un bruit additif), cor-
respondant par exemple par la composante verticale de la turbulence atmosphérique,
n’influence pas la stabilité d’un systeme linéaire. Le point fixe de I’équation non-bruitée
se transforme en une unique solution stationnaire. Cependant, le systeme n’est plus
stable asymptotiquement.
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4.7 Exposant de Lyapunov des moments

On peut également définir les exposants de Lyapunov des moments d’une solution
U(t,w)xp:
Définition. L’exposant de Lyapunov du p

me moment de la solution est défini par

o1
9(p,w0) = lim ~logE(|U(t,w)aoll?) peR, 2 #0 (4.10)

Sous certaines conditions, I'exposant de Lyapunov du p'“™° moment est indépendant
de la valeur initiale xy. Dans ce cas, il existe un lien entre la stabilité presque stirement

des trajectoires et la stabilité des moments (Arnold et al. [3], [10]).

Théoréme 4 (Arnold [3]). Si certaines conditions topologiques sont vérifiées, ’ex-
posant de Lyapunov du p*™® moment g(p) existe et vérifie les propriétés suivantes:
(i) g(p) est indépendant de xo pour xg # 0

(ii) g : R — R est une fonction convexe, analytique et g(0) = 0

(iii) g'(0) = Amaz

Arnold [3] définit aussi I'indice de stabilité v qui correspond & la solution non-nulle
de g(y) =0, p' # 0, si elle existe. L’indice de stabilité indique donc la limite pour la
stabilité des moments: le p'®™¢ moment est instable pour p > ~. Plus généralement, les
exposants de Lyapunov des moments ainsi que I'indice de stabilité peuvent donner des
renseignements plus fins sur le comportement de la solution. Cependant, on constate
que les exposants de Lyapunov des moments sont difficilement calculables par simu-
lation numérique pour des raisons d’instabilité numérique (voir aussi §4.10.2 pour le
calcul numérique de ’exposant de Lyapunov). Pour certains cas simples, il est possible
de trouver une solution analytique. Certains auteurs ont notamment développé des ap-
proximations a l’aide de développements asymptotiques pour des oscillateurs simples
et sous des hypotheses plus ou moins restrictives [113], [102]. Néanmoins, toutes ces
méthodes ne sont pas applicables a des systemes quelconques et notamment de plus
grande taille. Il semble qu’en pratique, les exposants de Lyapunov des moments ne
soient pas utilisables. Pour des problemes industriels, on ne peut pas espérer obtenir
des informations plus détaillées sur le comportement par le moyen des exposants de
Lyapunov des moments.

4.8 Stabilité de SDA non linéaires

4.8.1 EDA non linéaire avec point fixe 7 =0

Considérons d’abord le cas déterministe, a savoir un systéme dynamique engendré par
I’équation différentielle non linéaire

iy = f(x;) € RY.
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On suppose que Z est un point fixe (tel que f(Z) = Z) et on cherche & caractériser le
comportement des trajectoires dans un voisinage de ce point d’équilibre. On suppose
également, sans perte de généralité, que le point fixe est donné par la solution zéro
Z = 0 car on peut toujours se ramener a ce cas par changement de variable. Le théoreme
de Grobman-Hartman dit alors que le comportement asymptotique des solutions (et
donc la stabilité) dans un voisinage du point fixe est déterminé par le comportement
du systeme linéarisé
0 =D, f(z)v

si la matrice jacobienne D, f(Z) = [gg’l |z] € Matg(d,d) de f est hyperbolique.? On

rappelle qu’'un systeme dynamique linéaire est dit hyperbolique, s’il ne possede pas de
valeur propre a partie réelle égale a zéro.

En conséquence du théoreme de Hartman-Grobman, il suffit d’étudier la stabilité du
systeme linéarisé et, plus précisément, les valeurs propres de la matrice jacobienne
D, f(z) afin de savoir si le point fixe du systéme non linéaire est stable ou non. Si
I'une des valeurs propres est a partie réelle nulle, on ne peut plus étudier la stabilité
par linéarisation.

Considérons maintenant I’équation différentielle aléatoire non linéaire dans R?

Ty = f(&(w), ), (4.11)
avec f(&(w),0) =0 et dont le flot s'écrit

o(t,w,z) =2 —i—/o f(&s(w), (s, w,x))ds.

Par ailleurs, la linéarisation de I’équation (4.11) par rapport a la variable x est donnée
par

vy = Dy f(&(w), d(t,w, x))vy. (4.12)

On souhaite étudier la stabilité du point fixe £ = 0 de ’équation 4.11. Son cocycle vé-
rifie p(t,w,0) = 0 et il est évident que la mesure de Dirac dy est une mesure invariante.
Considérons la matrice jacobienne au point zéro donnée par ¥ (t,w) = D,¢(t,w,0),
solution des équations linéaires

U = A(&(w))T,
U(0,w) = Iy et A(&(w)) = Dy f(&(w),0).

Il existe une version aléatoire du théoreme de Hartman-Grobman [111] [9]. Si certaines
conditions concernant le terme non linéaire ¢ — W sont satisfaites, il existe un homéo-
morphisme aléatoire h(w) tel que le flot h(1;w)o@(t,w, x) prenne les mémes trajectoires
que le flot linéarisé ¥(¢,w)z. Dans un cadre plus général, un théoreme de Grobman-
Hartman local s’applique pour tout SDA différentiable avec mesure invariante g et

2. Le théoréme de Hartman-Grobman est rappelé dans 'annexe A.
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donc avec point fixe 0. Il existe alors un homéomorphisme aléatoire hr(w) tel que pour
tout T' > 0, il existe un voisinage Ur(w) de 0 ou hy(w) o ¢(t,w, z) prend les mémes
trajectoires que ¥(t,w)z pour z € Up(w) et [t| < T.

Le théoreme ergodique d’Oseledets s’applique aux équations linéarisées et, sous condi-
tion d’hyperbolicité (\; # 0), le signe du plus grand exposant de Lyapunov du systéme
linéarisé, exprimé par

1
)\maz = thm ; 10g ”\p(taw)xoua Vw € Q, Zo 7é 07
—00

est encore un indicateur de la stabilité du point fixe (de la mesure invariante dp) de
I'équation non linéaire (4.11).

4.8.2 Exposant de Lyapunov pour des EDS non linéaires avec bruit
additif

Dans ce paragraphe, on se place dans le cadre d’équations différentielles stochastiques
d’Ito. En effet, il est possible de calculer des exposants de Lyapunov pour des EDS ne
possédant pas de point fixe du fait de la présence d’un bruit additif comme par exemple
I’équation (4.5). Cependant, la résolution du systeéme d’équations qui en découle est
beaucoup plus contraignante que celle du systeme obtenu par linéarisation autour d’un
point fixe de 'EDA (4.11).

Soit 'EDS d-dimensionnelle non linéaire
dzy = a(xy)dt + QdWy, xo = x (4.13)

(cette équation est a comparer a I’équation (4.5) de I’énoncé). Soit (w,z) — ¢(t,w, x)
le flot engendré par (4.13). On peut linéariser ¢ au point z € R? et on note W(t,w, )
cette partie linéaire du flot. L’application ® : R? x R? — R? x R?, définie par

(z,v) = (Pp(t,w, x), V(t,w, z)v)

, est un cocycle par rapport a vy, définie sur R? x R? avec ®(xg,v0) = (z,v). Le systéme
linéarisé, défini sur R? x R?, est alors donné par

dSEt = (Z(Cﬂt)dt + Qth,
d’l)t = A(Cﬂt)vtdt

Ici, A = D,a est la matrice jacobienne de a. On remarque que les deux équations sont
couplées dans la mesure ou v; dépend de z; = ¢(t,w,x). Le plus grand exposant de
Lyapunov est donné pour tout (z,v) par

1
)\maz = thm ; IOg ”Ut(wamO)H Vw € Q7 Zo 7é 0.
—00

Pour plus de détails et une version sur les variétés, le lecteur peut consulter [48] et [4].
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4.9 Bifurcation stochastique

La théorie mathématique de la bifurcation stochastique, quant & elle, en est encore a
ses débuts [6]. Une fois de plus, on considere, dans un premier temps, le cas détermi-
niste afin de montrer ensuite comment les résultats ont été étendus au cas avec bruit
multiplicatif.

4.9.1 Bifurcation d’un systeme dynamique déterministe

Soit la famille de systémes dynamiques paramétrés générée par les équations différen-
tielles ordinaires

i = f(zg,0), z€RY aeR (4.14)

On suppose que f dépend régulierement de « et, comme auparavant, qu’on a un point
fixe pour z = 0. La linéarisation de (4.14) s’écrit v, = A(z,a)v; avec A(Z,a) =
D{L‘f(j’ a)'

Le terme bifurcation décrit un changement qualitatif dans le plan des phases des
solutions (les orbites) de (4.14), et ceci pour une certaine valeur du parametre . Une
solution d’équilibre auparavant stable (comme ici le point fixe Z) devient instable alors
que d’autres solutions (instables ou stables) apparaissent. On parle alors de bifurcation
et on désigne par & la valeur de ce parametre pour laquelle le changement est observé.
Il est connu qu’une nouvelle solution d’équilibre ne peut bifurquer d’un point fixe que
si la partie réelle de I'une des valeurs propres du systéme linéarisé devient nulle. Si
aucune valeur propre de A(Z,a) n’est a partie réelle nulle, alors le point fixe T est
dit hyperbolique pour & et le comportement asymptotique de la solution dans un
voisinage de T est déterminé par la linéarisation (Théoréme de Hartman Grobman).
Si le systeme linéarisé possede une valeur propre a partie réelle nulle, des phénomenes
plus complexes interviennent et I’étude du systeme linéarisé n’est plus suffisante.

Bifurcation de Hopf Soit, de nouveau, Z € R? un point d’équilibre pour certaines
valeurs de parametre « et d > 2. Soit D, f(Z,-) la matrice jacobienne possédant
une paire de valeurs propres complexes conjuguées non nulles. D’apres le théoreme
des fonctions implicites, il existe une courbe réguliere d’équilibres (x(a),a) dans un
voisinage de @, passant par Z pour @, et la paire de valeurs propres («a) + iw(a) de
D, f(z(«a),«) varie continiment avec «. Une bifurcation de Hopf se produit au point &
si une paire de valeurs propres coupe l’axe imaginaire du plan complexe C pour a = &
alors qu’aucune autre valeur propre n’est a partie réelle nulle et si

dB(a)
do

la=a > 0.
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Pour de plus amples détails on peut consulter 'ouvrage classique de Guckenheimer et
Holmes [49].

Remarque 8. A titre d’exemple, si on modélise un profil d’aile d’avion bidimension-
nel, soumis a un écoulement (subsonique), par deuz oscillateurs simples couplés et si
un jeu est introduit par un ressort non linéaire, alors on observe une bifurcation de
Hopf pour une certaine valeur critique o™ de 1’écoulement. La solution zéro devient
instable et, pour a > o, des oscillations harmoniques soutenues, appelés cycles
limites, forment le nouvel équilibre.

4.9.2 Qu’est-ce qu’une bifurcation stochastique?

Soit ¢, une famille de systemes dynamiques aléatoires avec point fixe a l'origine zéro
engendrée par le champ de vecteurs

iy = f(&(w), x4, a) € R, (4.15)

Comme dans le cas déterministe, on parle de bifurcation si ’on rencontre des chan-
gements qualitatifs dans le plan des phases d’une famille de systémes dynamiques
paramétrés.

Selon Arnold et al. [5] [23], on distingue la bifurcation dynamique (D-bifurcation)
et la bifurcation phénoménologique (P-bifurcation).

En ce qui concerne la bifurcation dynamique, on parle d’'un point de bifurcation si
le plus grand exposant de Lyapunov s’annule pour une certaine valeur du parametre
(ap). En dimension un, on observe la bifurcation d’une nouvelle famille de mesures
invariantes & partir de la mesure invariante dg.

La bifurcation dite phénoménologique est issue d’un concept plus ancien. Cette ap-
proche a, en premier lieu, été introduite par des physiciens qui étudiaient des équations
différentielles issues de la physique perturbées par un bruit blanc. Elle repose sur 1’ob-
servation d’un changement dans 'allure de la densité de probabilité stationnaire p,
solution de I'équation de Fokker-Planck, £7p, = 0, associée au processus x solution de
I'EDA non linéaire (4.15). Pour plus de détails et quelques exemples, le lecteur peut
consulter les publications de Horsthemke et Lefever [50] (qui notamment appellent ces
phénomenes "noise-induced transitions”) ainsi que celles de Zeeman [115].

Toutefois, le plus grand exposant de Lyapunov ne s’annule pas, en général, au point de
bifurcation phénoménologique ap. Par conséquent, la D-bifurcation n’est pas liée a la
stabilité des trajectoires. Aussi, L. Arnold a mis en évidence que, typiquement, il y a
beaucoup plus de mesures invariantes que de solutions de I’équation de Fokker-Planck
po- Par conséquent, on peut passer a coté de certaines branches dans le diagramme de
bifurcation si on restreint ’analyse au niveau des lois de probabilité. On note aussi que
Ppo est liée a I’évolution d’une seule trajectoire alors que la notion de stabilité est liée
au comportement de deux trajectoires voisines [5]. Les méthodes de résolution pour les
EDO non linéaires, comme la réduction du systéme a 'aide de la forme normale (i.e.
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simplification du systéme dynamique par plusieurs changements de coordonnées) et
I'étude de la variété centrale, ont été généralisées au cas stochastique (voir Boxler [22]
pour la méthode de variété centrale et plus généralement [5]). Néanmoins, en pratique,
lefficacité de ces méthodes analytiques semble tres limitée.

4.10 Simulation numérique des exposants de Lyapunov

Compte tenu de la grande taille des systémes traités ici, il est indispensable d’avoir
recours & la simulation numérique pour construire un estimateur des exposants de Lya-
punov. Soit le processus stochastique x solution de I’équation différentielle (4.1). Dans
la suite, on note X (t;) la valeur au point de discrétisation ¢;, avec j = {1,2,... , Nz},
et X; la valeur obtenue par approximation numérique. On prend un pas de temps fixe
Ay =T/Nr tel que t; = jA;. Le plus grand exposant de Lyapunov peut étre approché
par le calcul d’une trajectoire sur un intervalle de temps suffisamment long:

1
Amaz = A7 = T log || X (T))]|.

4.10.1 Choix du schéma numérique

Si le bruit excitant le systeme est suffisamment régulier, I’équation différentielle aléa-
toire peut étre traitée comme une EDO non-autonome (car ¢ dépend du temps).
L’équation différentielle peut étre résolue trajectoire par trajectoire, c¢’est-a-dire pour
chaque w.

Interprétation EDA L’équation différentielle aléatoire (4.1) peut étre simulée en
utilisant des schémas numériques classiques. On calcule les valeurs prises par le proces-
sus &, solution de 'EDS (3.2), aux points de discrétisation t; a I’aide de I’algorithme
décrit dans §3.4. Sachant que le processus modélisant le bruit est au moins une fois
continiiment différentiable ce qui entraine que, par construction, X; est au moins C?,
il est licite d’utiliser des schémas numériques classiques. Les résultats de convergence
classique s’appliquent presque stirement (avec probabilité P = 1). Les schémas expli-
cites d’ordre deux comme le schéma de Heun (schéma de Runge-Kutta d’ordre deux)
ne sont pas stables pour 'EDA donnée.

Le schéma implicite de Crank-Nicholson s’énonce comme suit:

Ay
Xjmn = Xj+7t(Xj+Xj+1)a

A
Xj+1 = Xj + <A(€tj+1an+1) + A(é.tj7Xj)> {7
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Dans le cas linéaire, A(&;;, X;) = A(&;)X;,et on peut écrire

A
2

AT
Xjp1 = |:Id - A(ﬁtﬁl)?} [Id + A(&;)

X;.
Ce schéma est inconditionnellement stable mais il est plutot cotiteux a cause de l'in-
version de matrice effectuée a chaque pas de temps. De plus, il devient implicite dans
le cas d’une équation différentielle non linéaire.

Pour la méthode de Runge-Kutte d’ordre 4, I'erreur est de I'ordre At® p.s.. Soit 'EDA
telle que sa solution X; est quatre fois différentiable. L’équation différentielle X; =
f(t, X;) peut étre discrétisée comme suit:

1
Xjm=X;+ 6<K1 +2K5 + 2K3 +K4>,

avec

K :f(tj,Xj)At, Ky :f(tj+0.5At,Xj+0.5K1)At,
Kg - f(t] + 05At,X] + 05K2) Ata K4 == f(t] + At7Xj + Kg) At-

Bien évidemment, I'avantage des schémas du type Runge-Kutta réside dans le fait
qu’ils soient explicites.

Interprétation EDS L’équation différentielle stochastique équivalente (équation
(4.5)) est plus difficile & traiter. Si on écrit le systeme couplé fluide-structure sous forme
d’une EDS au sens d’Itdé avec Z = (z, £), I'excitation est maintenant un processus de
Wiener. Ce bruit est additif mais I’équation devient non linéaire méme si on suppose un
comportement linéaire du systéme mécanique. On note que, du fait de 'additivité du
bruit, on n’a plus de point fixe (alors que la version non-bruitée de I'EDS (4.5) possede
toujours le point fixe zéro). Par conséquent, il n’est pas possible d’étudier la stabilité
par linéarisation, mais le flot non linéaire ainsi que sa linéarisation au point x doivent
étre considérés simultanément, comme décrit dans §4.8.2. Il existe un grand nombre de
schémas permettant la simulation d’EDS, le lecteur intéressé peut consulter 'ouvrage
de référence de Kloeden et Platen [58]. Les schémas adaptés a lapproximation de
mesures invariantes et notamment ’exposant de Lyapunov s’appuient sur le critere de
convergence ergodique. Ce critere est en effet une extension du critere de convergence
faible, ou on estime I'erreur locale a I'instant ¢ = t; par la formule:

e = [ (EIX;| —Elz(t;)]) |-

Pour le calcul de 'exposant de Lyapunov, on doit étudier le comportement de fonc-
tionnelles approchantes de la forme

1 n—1
lim =~ > f(X;).
7=0

n—o00 N, 4
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On peut alors faire tendre le temps ¢ vers 'infini dans I’expression du critere faible
afin d’obtenir le critére de convergence dit ergodique:

e=|F* —F|,

A :ngglmnzf . F= [ r@adota)

Ceci est évident si, par ergodicité, on interprete F2 comme [58]

ngglwzf (f(X)).

S’il existe une mesure de probabilité invariante p, on a le méme ordre de convergence
pour le critére ergodique que pour le critére faible (voir Talay [104] pour plus de détail).

Remarque 9. Les schémas numériques dits de convergence faible s’appuient sur le
critere de convergence faible. Ils sont utilisés motamment pour ’approrimation des
moments. Le critére de convergence forte pour Uerreur locale est l’espérance mathé-
matique de la différence entre l'approximation X; et la valeur du processus d’Ito au
temps t;:

e=E|X; —z(t;)|.

11 est utilisé dans les cas ou l’on souhaite approcher les trajectoires elle-mémes.

Ici, Papproximation par schéma numérique stochastique se révele moins efficace. Dans
les cas avec bruit multiplicatif traités ici, 'EDS sous-jacente est non linéaire méme
si le systeme structural est linéaire. Quant & l'interprétation EDA, il est possible de
linéariser 1’équation car on connait un point fixe3. Si, de plus, le bruit est suffisamment
régulier, on peut simuler PTEDA par des schémas classiques, ce qui est trés avantageux
en vue d’une application industrielle. C’est pour ces raisons que le formalisme EDA
sera privilégié dans la suite.

4.10.2 Calcul du plus grand exposant de Lyapunov

Vu le comportement exponentiel des trajectoires x(t), on peut s’attendre & des pro-
blemes numériques lors des simulations sur un long intervalle de temps. Dans [80],
Talay propose de considérer la projection du résultat de I’étape précédente (t;), qu’'on
note X j» sur la sphere unité S%1 et de prendre cette valeur comme condition initiale
pour le pas de temps suivant (¢;41). Ceci permet d’utiliser une formule récursive pour
I'estimation du plus grand ’exposant de Lyapunov a chaque pas t;1.

3. Une linéarisation n’est cependant plus possible en présence de bruit additif.
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Le schéma peut étre décrit par les trois étapes suivantes:

— calcul de Xj+1 avec le schéma numérique choisi en utilisant comme condition
initiale X j

— calcul de la nouvelle estimation de A, pour le pas de temps ¢;11 a 'aide de la
formule de récurrence suivante

J ) log (|| X41]))
G+1) (J+ 1At

Mo =X (1=

— projection de X j+1 sur la sphere unité tel que

X'Jrl — ﬁ
! [ Xl

que 'on applique de fagon itérative.

Le calcul est effectué jusqu’au temps T' assez grand ou on a trouvé une approximation
de A\qz par la valeur simulée qu’on note

1

A
)\TT

log || X(T)]]-
Dans la suite on notera simplement Ay pour )\%. Cet algorithme n’est pas applicable

pour la simulation numérique de I'exposant de Lyapunov des SDA non linéaires avec
bruit additif comme décrit dans §4.8.2.

4.10.3 Calcul de tous les exposants de Lyapunov du spectre

Un algorithme de Wolf, Swift et al. [112] permet le calcul du spectre entier. Cet
algorithme est basé sur une orthogonalisation de Gram-Schmidt des vecteurs propres
a chaque pas de temps lors de la simulation temporelle.

4.10.4 Erreur due a la simulation sur un intervalle de temps fini

En dehors de 'erreur due a la réduction de modele et celle induite par la discrétisa-
tion temporelle du processus stochastique par schéma numérique (voir le paragraphe
précédent), il faut également considérer l’erreur due a la troncature de la simulation
dans le temps. En effet, on approche la limite ¢ — oo par simulation sur un intervalle
de temps fini 7', autrement dit, on fait une estimation de A4 par Ap. Cette erreur
de troncature peut étre définie de la maniere suivante:

1 T
€T = AT — )\maz = T / Q(f’ﬁ 57) dr — )\maaz
0
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ou la fonction (&, s¢) est obtenue par projection du processus x sur la sphére unité
(elle est donnée dans annexe C). Sous la condition (H1), enoncée dans 'annexe C,
on dispose du théoreme de limite centrale suivant:

Théoréme 5 (Bhattacharya [21]). Pourt — oo on a

%/0 (&> 57) = Amaz) dr — N(0,07)

en distribution et 0% = —2 < ¢ — Mnaz, L7(q — Mnaz) > ot < -, > désigne le produit
intérieur dans L?(P x R, p) et lopérateur L est le générateur du processus (s¢,&;).
Dans ces expressions, sy désigne la projection sur la sphere unité du processus xy, P
Uespace projectif et p est l'unique mesure de probabilité pour le processus (s¢, &) (voir
anneze C).

Si on arrive & estimer o2, on peut utiliser les estimations d’erreurs habituelles pour la

méthode de Monte Carlo. Ainsi, si on admet une erreur de 5% telle que

o
VT
le plus grand exposant de Lyapunov A4, se trouve avec une probabilité de 'ordre de
95% dans ”I'intervalle de confiance”

P(ler| < 1.96—) ~ 0.95,

NG Niia

Malheureusement, la définition de la variance o? donnée dans le théoreme ci-dessus
n’est pas constructive. Néanmoins, dans [10], Arnold montre que ¢”(0) = o2 ou g(p)
est 'exposant de Lyapunov du p®¢ moment. Au vu des propriétés de la fonction g(p)
(convexe, analytique, voir théoreme 4) on peut imaginer de la développer en série de
Taylor autour de py = 0, ce qui donne ’expression

Ar — 1.96—, Ar + 1.96

9(p) = 9(0) + ¢'(0)p + ~g"(O)p* + o(p?).

2
Ceci permet d’approcher o2 par la relation
2
g//(O) = 02 = p(g(p) - )\maz p)'

Il se pose alors le probleme de 'estimation de g(p) pour une valeur de p proche de
zéro. Une simulation directe de g(p) = E||z||P par la méthode de Monte Carlo est
difficilement réalisable sachant que les trajectoires de X; croissent ou décroissent ex-
ponentiellement selon le signe de I’exposant de Lyapunov.

Néanmoins, on peut montrer que les courbes o — A(a), « étant le parametre qui
varie (parameétre de flottement ou de bifurcation), sont des courbes réguliéres. Ainsi, si
I'intervalle de temps T choisi est suffisamment grand, I’approximation est suffisamment
bonne et les courbes o — Ap(«) sont relativement lisses. Bien évidemment, ce critere
est a caractere subjectif.
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Chapitre 5

Applications

5.1 Application au profil bidimensionnel

On considere d’abord un modele bidimensionnel avec deux degrés de liberté qui sont
un mouvement de pompage h et un mouvement de tangage «.. En écrivant les équations
de Lagrange associées au systéme, on obtient:

mh+mdéa+ Kyh = Fy,
Joi+mdh+ko(a) = M.

Le jeu associé au degré de liberté de tangage est modélisé par une force de rappel
ka () qui s’annule si I’angle de rotation est petit, |a < agp.

Kola—ap) a>ap
ko(a) =4 0 —ap <a<ap
Ko(la+ap) a<ap

S’il n’y a pas de jeu, le comportement du profil est linéaire. Dans ce cas, la raideur
en tangage est constante, de sorte que la force de rappel est donnée par 'expression
linéaire kq(a) = Kya. Ici, Jy est Uinertie de rotation par rapport a l'axe élastique
ZTe et m désigne la masse. On observe que le couplage des deux degrés de libertés
est di a la distance d non nulle entre le centre de gravité et I'axe élastique x. du
profil. Les FAG F = (Fj, M) sont calculées, pour un nombre de Mach de 0.796,
en utilisant la méthode des équations d’Euler linéarisées. Les résultats des chapitres
précédents permettent d’obtenir I’équation différentielle, régissant 1’état du systeme,
sous la forme:

Y(t) = A(g(t))Y(t) + g(Y(t)), (5.1)
t)dt + (0 1)Tdw (),
to), &o=&(to),
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ou q= (h, a) et Y =(q, ¢, X). Les forces g(Y(t)) sont introduites par le ressort non
linéaire. Le processus stochastique n = (Ry, 0) {, comme construit dans le paragraphe
3.5, modélise la composante longitudinale de la turbulence atmosphérique. Clairement,
la solution zéro représente un point fixe de I’équation (5.1). On peut ainsi linéariser
Iéquation (5.1) autour de ce point fixe (la fonction k,(«) peut, dans ce but, étre
aprochée par une fonction régulitre ko avec kg (0) =0). L’équation linéarisée s’écrit

Vo= A(E)Y, Yo =Y(to), (5.2)
ot toujours dé(t) = Bo&(t)dt + (0 1)TdW (t), & = &(to).

Les calculs sont effectués pour un profil de type NACA 64A010 de corde I = 0.5m
et de masse m = 10kg/m. La position du centre de gravité est a 10% de la corde
et son axe élastique se trouve a 25% de la corde. Le moment d’inertie par rapport
a I'axe élastique est de 0.28125kgm?. Les fréquences de pompage et de tangage sont
respectivement f, = 20Hz et f, = 34.4Hz. Ces données permettent de calculer les
raideurs des ressorts de pompage K;, = m(2rf,)? et de tangage K, = Jo(27fs)%
Pour le jeu, un angle de ay, = 0.05 degrés a été choisi. Les forces aérodynamiques
généralisées ont été calculées avec le code REELC développé a ’TONERA. L’intégration
numérique a été effectuée avec le schéma de Runge Kutta d’ordre 4. La simulation est
effectuée sur un intervalle de temps T' = 13177 s et avec un pas de temps A; = 0.0031s.

Dans un premier temps, on a tracé l’evolution des parties réelles et des parties ima-
ginaires des valeurs propres du systéme aéroélastique (sans turbulence) en fonction
du parametre du fluide. Ici, on a choisi comme parametre la pression totale pg. Ce
diagramme de stabilité est donné par la figures 5.3 pour le cas linéaire (avec force de
rappel linéaire k, (o) = K,a) et par la figure 5.4 pour le cas avec non-linéarité de jeu.
Les graphes 5.5 et 5.6 représentent 1’évolution du plus grand exposant de Lyapunov
simulé (A7) en fonction du parametre py. Le graphe de la figure 5.5 donne la valeur
de A7 dans le cas d’un profil linéaire.

Les différentes courbes correspondent a différentes intensités de turbulence I;. L’inten-
sité de turbulence est prise par rapport a la vitesse moyenne de I’écoulement U, elle
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est définie par la relation I; = o,/ U, ol oy est 'écart type du processus stochastique
modélisant la turbulence. Sans perturbation aléatoire, le plus grand exposant de Lya-
punov du systéme correspond a la plus grande partie réelle des valeurs propres (courbe
verte sur la deuxiéme figure de 5.5). On observe que le systéme avec bruit multiplicatif
devient instable pour une valeur du parameétre inférieure a celle correspondante au
systeme déterministe respectif. La figure 5.6 donne les résultats équivalents obtenus
en introduisant une non-linéarité de jeu. Le diagramme de stabilité est obtenu pour le
systeme linéarisé (5.2). On remarque que le bruit influence moins la valeur critique du
parametre s’il y a une non-linéarité.

Pour ces applications, une échelle de turbulence LI = 150 a été choisie. En pratique,
cet échelle détermine la largeur de bande du spectre de la turbulence. Des simulations
avec d’autres échelle de turbulence L; ont montré que celle-ci (et donc la largeur de
bande du spectre) n’influence pas significativement la stabilité.

La figure 5.7 montre la convergence de la valeur du plus grand exposant de Lyapu-
nov simulé (on a tracé A\; pour chaque pas t de la simulation) lors de trois simulations
temporelles. On sait que I'ergodicité permet d’estimer le plus grand exposant de Lyapu-
nov a ’aide de simulations d’une seule trajectoire qui doit pourtant étre suffisamment
longue. Afin de mieux connaitre les proprietés des variables aléatoires Ar, on a, pour
une pression totale py = 4.8 bar et puis py = 4.55 bar, effectué un certain nombre de si-
mulation de cette grandeur. Ainsi, I’histogramme des valeurs de A7 sur la figure 5.8 est
obtenu pour cent simulations et pour une intensités de turbulence de 10%. On trouve
une moyenne estimée de Ay = —3.0108 et la variance estimée Var(Ar) = 0.0046.
Pour une intensité de turbulence de 20% et toujours avec pg = 4.8 bar, on peut es-
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timer avec 100 simulations sur une durée T = 52707.2s une moyenne Ay = 0.7672
avec une variance Var(Ar) = 0.1226. Ce résultat n’étant pas satisfaisant, la durée
de la simulation a été portée a T = 210829s. Avec 600 simulations, on obtient une
variance estimée diminuée & 0.0436 pour Ay = 0.7841. En choisissant une pression de
po = 4.55 bar, le systeme est stable p.s. Avec 200 simulations, on obtient une moyenne
estimée Ay = —0.845 et une variance estimée Var(\r) = 0.037.

5.1.1 Bifurcation stochastique et réponse non linéaire

Le systeme déterministe linéarisé possede une paire de valeurs propres complexes
conjuguées dont la partie réelle s’annule pour la valeur critique p5 = 1.2bar. pour
cette valeur critique, la solution triviale Y = 0 devient instable. Le nouvel équilibre
qui bifurque de la solution triviale est stable: ce sont les oscillations de cycles limites.
Dans le cas avec bruit aléatoire, le plus grand exposant de Lyapunov, qui s’annule
pour la valeur pOD , présente un ordre de multiplicité de deux. Le spectre de Lyapunov
complet a ici été calculé a I’aide de 'algorithme de Wolf, Swift et al. [112]. L’évolution
du plus grand exposant de Lyapunov en fonction du parametre pg est donnée par la
figure 5.6. Pour une intensité de turbulence I; comprise entre 0 et 20%, le systéme
devient instable pour pg = 1.2 bar comme pour le systéme déterministe. Avec 30% de
turbulence, la valeur critique est réduite, le plus grand exposant de Lyapunov s’annule
pour pOD = 1.0 bar.

Les solutions stationnaires h(t,w) et a(t,w) de I’équation (5.1) ont des lois indépen-
dantes du temps. Par ailleurs, dans le cadre d’hypotheses dans lequel on se situe, la
réponse est un processus ergodique. On va alors effectuer des estimations a partir des
trajectoires, supposant qu’elles sont suffisamment longues pour étre représentatives.
Nous avons estimé les lois (les densités de probabilités) marginales de h et a pour
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différentes valeurs du parametre pg. L’évolution est montrée sur les figures 5.9-5.11
et 5.12-5.14. On observe une bifurcation phénoménologique, qui se manifeste par un
changement dans ’allure de la densité de probabilité de la solution stationnaire. Pour
5% de bruit (figures 5.9, 5.10 et 5.11) la bifurcation phénoménologique a lieu pour
pOP = 1.5bar. Pour une intensité de bruit plus élevée, la bifurcation phénoménolo-
gique se produit plus tard. Ainsi, pour 10% de turbulence, on observe pg) = 2.0bar
(voir figures 5.12, 5.13 et 5.14). L’analyse temporelle des trajectoires montre que, pour
po > pOD et I; <~ 25%, de nouveaux équilibres, qu’on peut appeler des cycles limites
bruités, apparaissent. Pour des intensités de turbulence supérieures a ~ 25%, aucune
bifurcation n’a lieu car, au point d’instabilité p(’? , la solution devient simplement in-
stable sans apparition d’un nouvel équilibre.

En résumé, pour pg > pOD , le plus grand exposant de Lyapunov devient positif et
la solution triviale Y = 0 devient instable. On a ce qu’on appelle une bifurcation
dynamique tant que I; < 25%. Mais la bifurcation phénoménologique, qui se manifeste
par un changement dans ’allure de la densité de probabilité de la solution stationnaire,
a lieu seulement apres, a une pression p(l)) supérieure a p(l)) . Pour une valeur du parametre
po comprise entre p(l]) et péj , la solution passe encore beaucoup de temps dans un
voisinage du point 0. Au-dela de p(l)) , le point zéro devient répulsif.

Le comportement du systeme apres la bifurcation peut étre analysé plus en détail dans
le domaine fréquentiel a I’aide de la densité spectrale des réponses. Les figures 5.15-5.16
et 5.17-5.18 présentent des estimations de la densité spectrale des réponses station-
naires (I’angle de rotation « et le déplacement h), respectivement pour des intensités
de turbulence de 5% et 10%. La courbe rouge indique la fréquence de la réponse dé-
terministe (ce sont des cycles limites). On remarque que la turbulence provoque un
décalage des pics fréquentiels des spectres vers de plus hautes fréquences.

5.1.2 Conclusions

La turbulence longitudinale influence les domaines de stabilité de I'avion. Pour des in-
tensités de turbulence importantes, la valeur critique du parametre de flottement pour
le profil bidimensionnel est considérablement abaissée. Ainsi, pour 30% de turbulence,
la valeur critique observée est de 3.1bar au lieu de 5.4bar pour le cas linéaire et de
1.0 bar au lieu de 1.2bar si une non-linéarité de jeu est prise en compte. Néanmoins,
quand on introduit un ressort non linéaire modélisant le jeu, la valeur critique est
réduite d’emblée et I'impact d’un bruit (la turbulence atmosphérique) est moindre. En
analogie avec le cas déterministe, des nouveaux équilibres, qu’on peut appeler des cycles
limites bruités, apparaissent pour une certaine gamme d’intensités de turbulence. On
constate également que la turbulence provoque un décalage des pics fréquentiels des
spectres de réponse vers de plus hautes fréquences. Pour des intensités de turbulence
trop importantes, le systéme devient immédiatement instable pour A > 0 sans appa-
rition d’un nouvel équilibre. Par ailleurs, le bruit additif empéche la bifurcation de
nouveaux équilibres et, par conséquent, ’apparition d’oscillations de cycles limites.
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Fi1G. 5.21 — modéle aux éléments finis

5.2 Application a un modele d’avion linéaire

Dans un deuxieéme temps, les méthodes développées ont été appliquées a un modele
d’avion civil gros-porteur. Bien que simplifié, le modele éléments finis (la figure 5.21
montre le demi-avion) comporte plus de vingt milles degrés de libertés dont pres des
trois quarts proviennent de la représentation de la voilure, le reste étant réparti entre la
modélisation du troncon central du fuselage et celle des méats moteurs. Les parties avant
et arriere du fuselage ainsi que les empennages sont modélisés sous forme de poutres
et de poutres en arétes de poisson. Le calcul des modes et des fréquences propres a
été effectué avec le code de calcul NASTRAN. Pour les applications numériques on
retient les quatre premiers modes souples de ’avion qui modélisent respectivement la
flexion latérale de la partie arriere du fuselage (1.566 Hz), la flexion latérale du moteur
externe (1.651 Hz), la flexion verticale de 'aile (1.945 Hz) et la flexion latérale du mo-
teur interne (2.244 Hz). Un calcul prenant en compte les huit premiers modes souples
montre que le comportement n’est pas modifié par ces quatre modes supplémentaires.
Les forces aérodynamiques généralisées ont été calculées par la méthode des doublets
(code CAPRI). Afin de pouvoir introduire la turbulence, I'aile de I'avion a été divisée
en 16 tranches.
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Les figures 5.24 et 5.25 donnent les diagrammes de stabilité classiques obtenus, pour le
cas sans bruit, en prenant en compte seulement les FAG induites par la voilure (figure
5.25) et en prenant en compte les FAG complétes en considérant toutes les composantes
de lavion: fuselage, empennage vertical et horizontal, nacelles (figure 5.24). Pour le
premier cas (figure 5.25), la valeur critique de flottement est ~ 1.8 bar alors qu’avec
les FAG completes, aucune instabilité n’est observée. On sait que Ap,q: correspond a
la plus grande partie réelle des valeurs propres si le bruit est annulé. La figure 5.26
permet de vérifier que la quantité A simulée sur 'intervalle de temps fini T" approche
bien la plus grande partie réelle des valeurs propres. La qualité de 'approximation
par fractions rationnelles des FAG induites par la voilure peut étre verifiée a ’aide de
la figure 5.23 ou sont tracées les valeurs complexes prises par les matrices d’influence
aérodynamique (en abscisse la partie réelle et en ordonnée la partie imaginaire) pour
les fréquences calculées. Les points calculés sont marqués par les étoiles rouges et la
courbe approchante est représentée en bleu.

Pour les calculs des FAG avec bruit, laile a été divisée en 16 tranches dont les défor-
mées modales (le déplacement vertical h et 'angle a, respectivement) sont présentées
sur la figure 5.22. Par ailleurs, on a vérifié que l'influence de la voilure sur les FAG
des autres éléments, et réciproquement, sont négligeables. La modélisation d’une aile
tri-dimensionnelle nous permettra de prendre en compte la corrélation spatiale du
processus modélisant la turbulence le long de T’aile.

Dans un premier temps, seules les forces aérodynamiques induites par la partie aile
ont été prises en compte (figures 5.25, 5.28 et 5.29). Sans turbulence, il y a une in-
stabilité pour pg > 1.8 bar. Quand on prend en compte la turbulence atmosphérique
(composante longitudinale), cette valeur critique est réduite. Différentes longueurs de
corrélation spatiales Lg ont été choisies; les résultats sont montrés dans la figure 5.28.
Des exemples de trajectoires des processus 7; pour des longueurs de corrélation de
Ly = 0.5m puis Ly = 100m sont donnés sur la figure 5.27. Pour une longueur de
corrélation constante de Ly = 100m, les résultats obtenus pour différentes intensités
de turbulence I; sont donnés dans la figure 5.29.

Dans un deuxieme temps, les FAG induites par ’ensemble des surfaces portantes ont
été considérées. Le systéme déterministe (sans turbulence) est alors stable pour toute
la gamme des valeurs de pg considérée. Pour le cas ou la turbulence agit uniquement
sur la partie voilure, celle-ci influence peu les courbes de stabilité. Les résultats de ces
simulations sont donnés sur la figure 5.30. Le systeme couplé reste stable pour toute
la gamme des valeurs de la pression totale py considérée. Si on considére maintenant
les FAG du modele complet avec une turbulence cylindrique appliquée sur toutes les
parties contribuant a ’aérodynamique, on obtient les courbes reproduites sur la figure
5.31. Le systeme couplé avion-FAG devient instable & partir de pg = 2 bar pour 5% de
turbulence. Pour une intensité de turbulence I; = 10%, il s’avére instable pour toute
la gamme des valeurs du parametre pg.
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Fi1G. 5.23 — approximation des FAG voilure pour 4 modes, somme sur les 16 tranches
(les azes des systemes de coordonnées ne sont pas tracées)
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5.2.1 Commentaires

Des études ont montré que la corrélation spatiale de la composante verticale de la
turbulence avait une influence sur le spectre de réponse [51], et ceci pour des longueurs
de corrélation d’un ordre de grandeur de deux fois I'envergure de l'aile. En ce qui
concerne la turbulence longitudinale, I'influence de la longueur de corrélation sur la
stabilité du systeme couplé étudié ici reste négligeable. Ceci serait a vérifier sur d’autres
configurations.

Il semble que de tres petites intensités de turbulence stabilisent le systeme aéroélastique
(figures 5.30 et 5.31).

On observe que l'estimation du plus grand exposant de Lyapunov demande des si-
mulations sur des durées de temps relativement importantes. La durée nécessaire est
d’autant plus grande que l'intensité du bruit est importante. Il serait alors impor-
tant de pouvoir estimer la durée nécessaire afin d’obtenir des approximations Ay de
Amae Suffisamment précises. Une estimation par intervalle de confiance est pourtant
difficilement possible (voir §4.10.4).

Comme cela a été discuté au §4.10.4, la durée de simulation minimale (pour un bruit
faible) peut étre obtenue en étudiant ’équation sans bruit. En générale, on a une bonne
approximation si la courbe Ar(po) est lisse.
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Chapitre 6

Vers une modélisation plus
réaliste du jeu

Les problemes de contact jouent un réle important dans de nombreuses modélisations
de la mécanique. En particulier, il existe un grand nombre de systémes dont certains
degrés de liberté subissent des contraintes unilatérales comme c’est le cas pour le jeu.
Dans le domaine de l’aéronautique, le probléme le plus souvent rencontré est un jeu
dans les liaisons avec les surfaces de contréole. Ces non-régularités structurales doivent
étre prises en compte dans la modélisation mathématique du systéme mécanique. Dans
la plupart des cas, le jeu est modélisé de maniére simplifiée par un ressort non linéaire.
Cette approche simple semble adaptée pour un profil bidimensionnel avec les deuz ddl
de pompage et de tangage. Dans ce cas, le jeu est généralement représenté par une non-
linéarité présente dans la force de rappel en tangage. Toutefois, cette approche apparait
suffisante pour des modélisations plus complexes et notamment tri-dimensionnelles.
Les structures aéro€lastiques tri-dimensionnelles avec jeu peuvent étre représentées
par des systemes dynamiques non réguliers en faisant intervenir les méthodes de la
mécanique du contact. Dans ce chapitre, on présente une méthode de sous-structuration
permettant la réduction du modeéle en présence de degrés de liberté non réguliers. Le
probléme de contact peut ensuite étre formulé selon la théorie introduite par Moreau
au début des années 80 et dont la discrétisation nous fournit un algorithme numérique

efficace.

6.1 Développement d’un modele réduit

Dans la modélisation avec jeu, certains nceuds sont susceptibles d’avoir un contact
avec une frontiere rigide. Les ddl concernés, qu’on appellera ddl non réguliers, sont
connus, ce qui facilite la mise en oeuvre d’un algorithme capable de détecter si un
contact est réalisé ou non. Par ailleurs, on suppose que le contact est sans frottement.
Cette simplification est justifiée pour les problemes de contact traités ici.
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Qr Q°

F1G. 6.1 — sous-structures Q" et Q°

On divise le systeme mécanique discrétisé en deux types de sous-systemes: les parties
régulieres €2" dont les ddl ne subissent aucune contrainte ainsi que les parties non
régulieres ¢ dont les ddl peuvent subir un contact tel que Q° = Q" JQ°. Pour des
raisons de simplicité, on ne considere ici que le cas d’une seule sous-structure réguliere
et d’une sous-structure avec contact liées par l'interface I', mais le cas de plus de
deux sous-structures ne pose aucun probleme de généralisation. Etant donné qu’il
s’agit de non-linéarités concentrées, on peut supposer, sans perte de généralité, que les
forces aérodynamiques ne s’appliquent qu’aux degrés de libertés de la sous-structure
réguliere. Soit I’équation du mouvement de la structure discrétisée:

MQ 4+ CQ +KQ +F =0, (6.1)

ou Q = (Qr, Qi, Q) et ot on a noté Q, les ddl de ", Q; les ddl de U'interface T" et
Q. les ddl non réguliers de 2¢. La décomposition en blocs des matrices de raideur et
de masse selon 'appartenance aux sous-structures respectives s’écrit:

Krr Kri 0 MT?" MT’i 0
0 KL K 0 ML M.

La matrice d’amortissement C est arrangée de maniere équivalente. De méme, on a
F = (F,, 0, 0) ou F, € R¥" sont les forces aérodynamiques qui s’appliquent & la sous-
structure réguliere 2" et N, désigne le nombre de ddl appartenant a 2". Le modele
peut ensuite étre réduit par synthese modale de la sous-structure réguliere tout en
conservant les ddl de la sous-structure non réguliere. Pour ceci, on utilise une méthode
de sous-structuration du type Craig et Bampton [33]. La taille du probléme peut ainsi
étre réduite a M = n, + n. + n; ou n, désigne le nombre de modes propres élastiques
de la sous-structure réguliere avec interface fixe retenus, n. est le nombre de ddl de Q¢
et n; le nombre de modes statiques de liaison.

Les déplacements internes de " peuvent étre exprimés comme

Qr = Vg, + 2Q;,
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o ® = ~K_ 'K, . € Matg(N,,n;) est la matrice des modes statiques de liaison (modes
générés par déplacement unitaire des ddl de U'interface en gardant les autres fixés). La
matrice ¥ € Matg(N,,n,) contient les n, premiers modes de Q" avec interface fixe,
solutions du probléme aux valeurs propres suivant:

[Krr — A M)Wy, =0, m={1,... ,n.},

et ¢ sont les coordonnées généralisées des déplacement dans Q"

Par ailleurs, on pose ¢ = (¢,, ¢;, g.) tel que

O~ KA
~ o o

)\
(Qr, Qi, Q.) =Pq avec P= | 0
0

La projection de I’équation (6.1) sur la base réduite P s’écrit
MGi+Ci+Kg+F=0. (6.2)
Les matrices réduites M, C et K et le vecteur F sont données par les relations
M=P'™MP, K=P'kP, C¢=pP'CpP, F=PIF
Finalement, on peut encore écrire I’équation (6.2) sous la forme différentielle suivante
du — p(u,q,t)dt =0,
ol on a noté u = ¢ et

p(u,q,t) = —M(CX + KX + F).

6.2 Formulation de Moreau du probleme de contact

La formulation de problémes de contact introduite par Moreau [71] est une formulation
générale du probleme dynamique fondée sur 'analyse convexe. Plus précisément, elle
permet d’écrire I’équation de la dynamique sous forme d’une inclusion différentielle
particuliere et de déterminer les vitesses apres I'impact par une procédure de projec-
tion. On considére des contraintes idéales, c’est-a-dire sans frottement, et on suppose
que le contact ne suscite pas d’effet de cohésion. On considere le mouvement du sys-
téme dynamique discret décrit par I’évolution temporelle de la coordonnée ¢ — ¢(t).
Les déplacements de ce systeme sont soumis & des contraintes qui peuvent étre décrites
par des relations géométriques: sur un intervalle de temps I = [0,7], on force ¢(t) a
rester dans I’ensemble

L={qeR?:hy(q) <0, a=1,... ,m}.
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Les hg : RY — R sont des fonctions régulicres, convexes, vérifiant Vho(q) # 0, au
moins dans un voisinage de 'hypersurface hy(gq) = 0. Un contact avec la frontiere
S={q€R: ho(q) =0, a =1,...,m} peut induire des discontinuités de la fonction
des vitesses t — wu(t). Il est alors naturel de considérer la vitesse comme fonction a
variations bornées, avec u(t) = ¢(t) quand ¢ est dérivable. De plus, le déplacement est
lié a la fonction de vitesse par la relation

t

q(t) = q(to) +/ u(s)ds.

to

Considérons I’équation du mouvement donnée par

q— p(Qa qs t) =T, (63)

ou 7 est la force de réaction de la frontiere quand il y a contact. Dans ce contexte, §
est la dérivée généralisée d’'une fonction a variations bornées et par conséquent, c’est
une mesure. La réaction r est également une mesure et 1’équation (6.3) peut étre écrite
comme une relation entre mesures telle que

dr = du — p(q, u,t)dt, (6.4)

ol dt est la mesure de Lebesgue sur I et du la mesure de Stieltjes de wu.

Bien évidemment, la réaction s’annule quand il n’y a pas de contact et on a simplement
du/dt = § = p(q,q,t) avec u(t) = ut(t) = u (t) car la vitesse est continue. On
désigne par u™t () et u™(t) respectivement les limites & droite et & gauche de la fonction
de vitesse. D’autre part, s’il y a contact a un instant ts, la fonction de vitesse est
discontinue telle que u™(ts) # u~ (ts). Pour les problémes de jeu traités ici on peut,
sans perte de généralité, exclure 'apparition de contacts multiples, et considérer que
pour une configuration donnée ¢, au plus un seul contact est réalisé. Le vecteur intérieur
normal a la surface de contact, au point ¢ étant donné par Vh,(q), on peut définir
I’ensemble des vitesses admissibles par

V(g) = { {we R : w;yha(q) <0} has(i(fl)of 0 . (6.5)

En effet, les vitesses apres impact doivent étre orientées vers l'intérieur du domaine
L, c’est-a-dire extérieures a la surface de contrainte. Pour I'instant, la direction du
vecteur des vitesses apres impact n’est pas définie, elle dépendra de la loi de contact
qui sera introduite plus tard. On a ainsi le résultat suivant:

Lemme 1 (Moreau[72]). Siq(tg) € L et si u € V(q) pour tout t € 1, alors, YVt € 1,
q(t) € L.

Ce lemme dit que, si la vitesse reste dans ’ensemble des vitesses admissible V(g), alors
les contraintes par rapport au déplacement sont toujours respectées. Autrement dit, si
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Fic. 6.2 — ensemble des vitesses admissibles aprés impact

on controle, & tous les instants, les vitesses des points susceptibles d’entrer en contact
avec l'obstacle, alors les déplacements obtenus par intégration des champs de vitesses
respectent, a tout instant, les contraintes.

V (q) est appelé le cone tangent & I'espace convexe L au point gq. En particulier, u™ €
V(g()), —u= € V(q(t)), et u € V(q) N =V (q). 1l convient de définir V(¢) pour tout
R? comme on le fait ici (deuxiéme relation de (6.5)) car une violation de la loi de
contrainte est possible dans les approximations numériques. En conséquence, V(q)
sera soit I’espace entier, soit un demi-espace, tel que, pour tout ¢ € R?, la condition
int V(q) # 0 est vérifiée. Pour un contact unilatéral sans frottement, la force de contact
exercée par la frontiere S = 0L est normale a celle-ci et positive vers 'intérieur. Le
vecteur Vh,(q) appartenant a cette normale, la force de contact peut étre exprimée
comme

" =%Vha(q), 7Ya <0,

pour « = 1,...,m selon la contrainte active (on rappelle que le cas de contacts
multiples simultanés a été exclu). La mesure de Lebesgue de {ts} est zéro et ainsi
S (.} p(t, q,u)dt = 0. Par conséquent, on peut déduire de 1’équation (6.4) que

dr({ts}) = /{t dr = /{t = (1)~ (1) = —paThalg(L) (6.6)

pour u, > 0. Cette relation est aussi appelée la percussion de la liaison. Ceci implique
également que le probleme peut étre décrit par 'inclusion différentielle suivante:

p(q,u, t)dt — du = —dr € Ny g (u), (6.7)

ott Ny (q)(u) est le cone normal extérieur & V(¢) au point u. Remarquons que le cone
normal extérieur est 1’ensemble vide si V(¢) = R? (voir équation (6.5)) de sorte que
la force de réaction s’annule quand il n’y a pas de contact. En effet, la condition
—dr € Ny (4 (u) oblige u a rester dans 'ensemble V(q).

Remarque 10. Le contact peut également étre décrit par un systeme de conditions
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complémentaires, connues sous le nom de conditions de Sigorini:
ha <0 7% <0, ha 7 =0,

POUT Yo, ho € R. 51 le contact « est réalisé, on a r = v4,Vhy,.

A ce stade, il est nécessaire d’introduire une loi de contact qui permet de lier les
vitesses avant et apres un impact.

+

Un choix classique est v = 4™, modélisant un impact dit inélastique parfait:

Impact purement inélastique

La vitesse apres impact est tangente a I'obstacle et ainsi normale au vecteur Vhq(q)
(voir figure 6.3 & gauche). Le cone normal extérieur & V(q) au point u = u™ étant
défini par la relation

Nyg)(t) = {8Vha(g) : B2 0} et Ny(y(u) = {0} siu € intV(q),

on a
—dr € Nv(q)(u+).

L’impact purement élastique est caractérisé par une conservation de ’énergie cinétique:
Impact parfaitement élastique

. . . . - . . _ + -
Si on a conservation de I'énergie cinématique, alors [ut| = [u™| et u = 4. Le
vecteur vitesse est parfaitement réfléchi et, par conséquent, sa composante tangentielle
est conservée et la composante normale change de signe (figure 6.3 & droite). On a

ut + u”

—dr € Nv(q)( 5 )

Ces deux lois d’impact classiques ont ensuite été généralisées (Moreau [69], Mabrouk
[72]) en introduisant un opérateur d’interpolation linéaire, noté ici Av, qui est défini
dans ce qui suit. Soit e le coefficient dit de restitution tel que u(ts) est une combinaison
convexe de u™ et u:

1
u= At u") = 1+eu++ 1j_eu_ ou e € [0,1] (6.8)

Une fonction & variations bornées u : I — R? est appelée e-moyennée si elle vérifie
lequation (6.8). De maniere équivalente, on peut travailler avec le coefficient k =
Tie, 0 <k <1/2 tel que u = (1- k)ut + ku~, comme proposé dans [62]. En outre,
on peut remarquer que, pour e = 0 , I'espace des fonctions u se réduit a 'espace des
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Fi1c. 6.3 — k =0 (inélastique, a gauche) et k = 1/2 (élastique, a droite)

fonctions continues a droite. Cette formulation implique que la composante tangentielle
de u est toujours continue alors que la loi de Newton est appliquée a la composante
normale (voir figure 6.3).

En conclusion, le probleme généralisé se pose comme suit
p(q7q7t)dt - dq =—dr e NV(q)(U’)7 u = Av(u+7u_) S V(q)

Quand les contraintes ne sont pas activées, on a V(q) = R? et ceci implique que le
cOne normal extérieur correspondant est zéro. Dans ce cas, la force de réaction dr
s’annule car vt = u~ et on retrouve ’équation usuelle du mouvement G = p(q, ¢, ).
Aux instants d’impact, on a, avec (6.6),

—du(ts) € NV(q) (u(ts)).

La vitesse apres 'impact peut étre déterminée grace a une procédure de projection
qui utilise le lemme suivant:

Lemme 2 (Moreau). Soient x et z deuz vecteurs dans un espace vectoriel Euclidien
E. Soient V' un cone convezxe fermé de E et Ny le cone normal extérieur a V. Le
lemme des deuz cones s’énonce alors:

x—z € —Ny(r) <= x=proj(zV).

Dans ce lemme, proj(z, V') désigne la projection de x sur V. Ainsi, a l'aide du lemme
des deux cones de Moreau, on peut déterminer la vitesse apres I'impact:

ut = —eu” + (14 ¢€)proj(u~,V(q)). (6.9)

Il en découle que, quand il y a contact, le vecteur u(ts) peut étre obtenu comme le
vecteur le plus proche du vecteur de la vitesse avant impact u™ (t5) dans V(g(ts)).

On a existence et unicité de solutions locales analytiques tant que p(u,q,t) est analy-
tique. Si, de plus, p croit au plus linéairement ||p(q, ¢,t)|| < I1(t)(1 + ||¢]| + ||¢]]), alors
la solution est globale et la dynamique est déterminée pour tout temps ¢t € I. Ces
résultats sont dus a Ballard [14].
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6.3 Un algorithme de simulation numérique

On note ¢ les ddl qui peuvent avoir contact avec un obstacle rigide tel que ¢ = (¢, ¢°) €
RY | et respectivement u = (@, u¢), p = (p, p°). Evidemment, les ddl non soumis & des
contraintes géométriques doivent vérifier 4 = @~ = @ pour tous t € I. Dans la suite,
on va prendre ¢¢ € R afin de simplifier les notations. Pour le probleme avec jeu, les
contraintes géométriques prennent la forme

hg) =l¢°| - B <0, B>0. (6.10)

On peut écrire I"équation (6.10) a l’aide de deux fonctions régulieres ¢ — hqo(q), a =
1,2, telles que
hi(q) =q° =B, et ha(qg)=—¢"—B, B>0.

Un algorithme conceptuellement simple consiste a utiliser le schéma d’intégration nu-
mérique standard pour les intervalles de temps réguliers entre impacts et de détecter
les instants de contact par un test. Des que les contraintes sont violées, il faut déter-
miner I'instant exact du contact, appliquer la loi d’impact et reprendre 'intégration
numérique a ce point. L’inconvénient majeur de cette procédure est le temps de calcul.
L’intégration temporelle doit étre arrétée a chaque instant ou s’établit un contact et de
ce fait, le pas de temps n’est pas constant. Remarquons également que 1'utilisation de
schémas d’ordre élevé n’est pas évident puisqu’on doit s’attendre a des discontinuités
des vitesses. Aussi, on propose d’utiliser directement la discrétisation de I'inclusion
différentielle (6.7).

6.3.1 Discrétisation de ’inclusion différentielle

L’inclusion différentielle (6.7) peut étre discrétisée comme suit [62]:

(t?+1 - t?)p(t?-i—la qzn+1>ugl+1) - (u?—f—l —u') € NV(q?+1)(w?+1)a (6.11)

ou l'intervalle de temps a été découpé aux instants ¢}' et les fonctions approchantes ¢"
et u" sont définies par les valeurs ¢}' = ¢(t}') et respectivement

up =ut () =u” (th)-

Dans ce qui suit on note de maniere abrégée pi', | = p(t7 1, qj' 1, uiy ) et Af =7 —t7.
L’indice n dénote ici la discrétisation de I'intervalle de temps en n sous-intervalles. Cet
indice sera omis dans les paragraphes suivants afin d’alléger les notations. Par ailleurs,
on introduit la variable wj, ; qui est telle que

wiyy = Av(ui,uy ) = kui + (1= k)ug.

Sachant que le cone Ny est inchangé par multiplication avec une constante, on peut
écrire

(1= E)Arpiv1 — (L= k) (uiv1 —ui) € Ny(g, ) (kui + (1 — k)ui),
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et, a l'aide du lemme des deux cones de Moreau, on obtient ’expression suivante
Al n .
caracterisant w; ¢:

wiy1 = proj(u; + (1 — k)Aypiy1, V(gi1)). (6.12)
On en déduit finalement ’expression de la vitesse a droite
Uij+1 = (1 — k})il(wlurl — k‘ul)

Théoréme 6 ([69][14]). On suppose que la fonction des forces p(u,q,t) donnée est
continue, bornée sur I x RY et que p est Lipschitz continu par rapport & u. Alors la
suite (u™, q") posséde une sous-suite qui converge point par point et uniformément vers
une limite (u,q) ol u est & variations bornées avec q(t) = q(to) + fti) u(s)ds tel que
u= Av(uT,u") est solution du probléme.

On remarque que le théoréeme précédent (théoreme 6) reste valable si on admet des
impacts multiples mais si ces impacts multiples sont orthogonaux [14]. Dans ce cas,
on introduit ’ensemble de contraintes actives pour la configuration ¢ comme

Jq)={ae{l,...,m}: ha(q)=0).

Le cone de vitesses a droite admissibles s’écrit alors

[ {weRLYae J(q) : wlVha(q) <0} sihe >0
Vig) = { Rd dnon (6.13)

6.3.2 Schéma numérique pour le probleme de contact

En plus de la discrétisation de I'inclusion différentielle, il reste & expliciter la discréti-
sation de la relation ¢(t) = q(to) + fti u(s) ds. Dans ce travail, on a choisi le schéma
implicite

Git1 = ¢ + 1/28 (u; + uit1),
car il s’est avéré stable pour les équations considérées. D’autres auteurs proposent
d’utiliser plutot le schéma plus simple

Gi+1 = qi + Dpuy,

mais ce schéma explicite n’est stable que dans de rares cas. Une version modifiée est
proposée par exemple dans [73], ou la force p est évaluée & un instant intermédiaire
tm = t; + 1/22; tel que pyy, = p(tim, @, wi) avee ¢ = ¢; + 1/2A; u;. On obtient ainsi
I’expression

Git1 = Gm + 1/28¢ w1,

mais ce schéma a été instable pour notre type d’équations (en effet, c’est également
un schéma explicite).
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En résumé, le schéma suivant, fondé sur une discrétisation de I'inclusion différentielle
(équation (6.11)), permet une simulation temporelle de la dynamique avec contacts
possibles, ceux-ci étant dus a un jeu:

On constate d’abord que, tant que hq(gi+1) < 0, @« = 1,2, le cone est 'espace entier
V(giz1) = R? et ainsi u;y1 = u; + A¢ piy1. Si maintenant hy(gir1) > 0, on a

V(gie) = {R"H xR}

quand le contact @ = 1 est réalisé. Ensuite, on peut distinguer les deux cas suivants:

i) uf+(1—-k)A¢pf ; <0: laprojection sur V(g;41) donne
wit1 = u; + (1 — k)A¢ piya
tel que

wir1 = (1 — k) H(wipr — ku) = w; + A pisa.

i) wuf+(1—-k)Apf ; >0: alors

o < U; + (1 — k)A¢ Piva >
wl+1 - 0

et ainsi

Si le contact @ = 2 est réalisé, on a
V(qH_l) = {I/ = (Vl,. .. ,Vd) S Rd ’ Vg > 0},

et la projection s’effectue de maniere équivalente a la procédure utilisée pour le contact
a=1.

6.4 Commentaires

Dans ce travail, la modélisation du probleme de contact dans ce travail est fondée sur
la loi d’impact de Moreau. En effet, dans les années 80, Moreau [71] a été parmi les
premiers & développer des formulations mathématiques permettant de traiter des pro-
blemes mécaniques avec prise en compte de chocs inélastiques. D’autres investigations,
concernant tout autant les chocs inélastiques qu’élastiques ont été entreprises depuis
par plusieurs auteurs. Un grand nombre de travaux concerne 1’étude de I'existence et
de I"unicité d’une solution pour des problemes issus de la mécanique ([14],[70],[96]). Des
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résultats plutot généraux ont été obtenus récemment par Ballard [14] mais 'unicité
des solutions ne semble pas toujours garantie.

Ici, le cas d’une seule contrainte (bilatérale) a été traité. La situation est plus com-
plexe si des contacts multiples sont admis car, dans ce cas, on peut trouver d’autres
lois d’impact qui sont consistantes autant d’un point de vue géométrique qu’énergé-
tique [79]. Dans tous les cas, plusieurs modélisations d’un contact sans frottement sont
possibles: d’une part, I'impact peut étre modélisé comme un choc inélastique de ma-
niere a ce que la vitesse d’impact tangentielle soit conservée alors que la composante
normale a la paroi n’est pas réfléchie. D’autre part, un choc parfait élastique représente
une réflexion complete alors que, dans le cas intermédiaire d’un choc élastique impar-
fait, on a une réflexion partielle selon la loi de Newton qui dépend d’un coefficient
de restitution. C’est le coefficient de restitution qui décrit cette perte d’énergie due
aux déformations plastiques et a la transformation d’énergie en ondes. Le coefficient
de restitution dépend ainsi de la configuration, de la forme des corps ainsi que de la
nature du matériau. Méme dans les cas les plus simples, le coefficient de restitution
n’est pas connu a priori. Certains auteurs ont tenté de le déduire de données expéri-
mentales pour des cas tres précis [78], [52], [99]. Néanmoins, des méthodes générales
pour sa détermination ne sont pas disponibles.

6.5 Application a la maquette avec jeu

Dans notre modele, le jeu est modélisé par une lame qui se déplace entre deux butées
rigides (voir figure 6.4 pour le modele éléments finis et figure 6.5 pour la représen-
tation schématique de la lame). Une maquette correspondant a cette configuration a
fait Pobjet d’une campagne de mesures & TONERA [109]. Cette maquette, inspirée
d’un empennage horizontal d’avion de transport civil, était constituée d’une voilure a
profil symétrique et d’un demi-fuselage montés a la paroi. L’aile était équipée d’une
gouverne de bord de fuite de 30% de profondeur sur toute ’envergure. La maquette
a été calculée de maniere a ce qu’elle présente une cas de flottement entre le mode de
flexion d’ensemble et le mode de rotation de gouverne.

Dans ce qui suit, on appelera modele nominal la configuration sans butée, autrement
dit le modele ou la lame n’est pas limitée dans son déplacement. Soit ¢. € R™ le
déplacement vertical de la lame. Si g, reste inférieur a une valeur ¢4, alors la rotation
de la surface de controle ne subit pas de force de rappel. Si les mouvements de la lame
deviennent plus importants, tels que |g.| > 3, celle-ci sera bloquée au niveau de 'une
des deux butées de maniére a ce que la surface de controle subisse une force de rappel
dont la raideur est caractérisée par l’épaisseur et la longueur de la lame. On a ici
trois ddl non-réguliers, ¢. € R3, qui correspondent aux déplacements verticaux de
trois points distincts contenus dans le plan de la lame. Si ces ddl sont fixés, la libre
rotation de la gouverne est empéchée. Les nceuds soumis a cette contrainte géométrique
coincident ici avec les ddl de frontiere ¢; = ¢. du modele sous-structuré. Ainsi, le
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Fi1G. 6.4 — modéle éléments finis de la maquette avec jeu

systéme se résume a une sous-structure réguliere 2" et a une interface (ou frontiere)
I" contenant les ddl non réguliers.

En utilisant les résultats et les notations du §6.1, les équations de mouvement du
modele réduit s’écrivent:

Gr qr U'F, >
M| +K = =F 6.14
( gc ) < qc ) < QT]FT‘ ( )
De plus, les ddl non réguliers g. doivent respecter les contraintes |¢.| < (. Pour les

essais, un jeu de 0.5 mm a été choisi, tel que 5 = 0.0005/2.

Les matrices réduites M et IC s’écrivent
w8 v 0
p— ~ IC p— ~
M [ST Mu} [0 u]

S = 0T (M,; + My®),
M;; = 1M, ® + T M,; + MLD + M,

avec

et ~
Ky = Ki + K, ®.
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% 3 treepl
reeplay
K

F1a. 6.5 — coupe transversale schématique de la voilure

Remarque 11. Ces matrices peuvent étre obtenues, par exemple, a l'aide de pro-
grammation de DMAP dans le logiciel NASTRAN. En effet, en notant V = (®, I,,)
et W = (U, On.xn,)s 0U Op xn, € Mat(ne,n,) est une matrice nulle, on peut aisément
calculer les produits matriciels S = WIMV et Mu =VIMV.

Les matrices diagonales,
pw=U"M. U et =0TK,T,
sont respectivement la matrice de masse et la matrice de raideur généralisées de la

sous-structure avec frontiere fixe.

En introduisant I'expression des forces aérodynamiques généralisées sous forme de
fraction rationnelle et en notant Y = (g, ¢, X), ot maintenant ¢ = (¢,, ¢.), on obtient
I’équation différentielle du premier ordre suivante:

. ~O _ {nm ~ N 0 q
Y=| -M1K -M7'C -M'G}pU? i |, (6.15)
0 E YR X

avec

- 1 ~ 1 - 1
M=M+ 5,oz2A2, C=C+ 5,oUzAl, K=K+ 5p(ﬂAO.

Pour le probléme de contact, on pose v = (¢, X) = Q ot Q = (¢, x) et x(t) =
ftl; X (t)dt. Ceci permet d’écrire (6.14) sous la forme recherchée

du = Budt + f(q)dt = P(u, Q)dt,
_ —-M~1C —M‘lGlpUQ -
B= o ULk } etf(q)—<

6.5.1 Résultats obtenus

Le diagramme de stabilité obtenu pour 5 modes souples et interface libre est donné sur
la figure 6.12. Les résultats obtenus avec le modele sous-structuré par la méthode de
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MSC.Patran 2000 r2 19-May-05 11:52:06
Deform: Default, Mode 1:Freq.=29.545: Eigenvectors, Translational

default_Deformation :
Max 7.38-01 @Nd 1018

F1a. 6.6 — premier mode de flexion, interface fixe
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MSC.Patran 2000 r2 19-May-05 11:49:34
Deform: Default, Mode 2:Freq.=42.321: Eigenvectors, Translational

(.

default_Deformation :
Max 1.24+00 @Nd 893

F1a. 6.7 — premier mode de rotation (gouverne), interface fize
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MSC.Patran 2000 12 06-May-04 10:35:49 MSC.Patran 2000 12 06-May-04 10:09:32

SUBCASE 1. Displacements, Translational 00400 'SUBCASE 2: Displacements, Translational 100400

93301 9.33.01

86701 86701

8.00-01 8.00-01

7.33.01 7.3301

66701 66701

6.00-01 6.00-01

53301 53301

46701 46701

4.00-01 40001

33301 33301

26701 26701

20001 20001

13301

66702
X

4.47-08 44708
defaul_Fringe default_Fringe

Max 1.00+00 @Nd 809 Max 1.00+00 @Nd 809
Min 0.@Nd 1 @Nd 1

13301

6.67-02

MSC.Patran 2000 12 06-May-04 10:04:10

SUBCASE 3: Displacements, Translational 100400

93301

86701

8.00-01

73301

66701

6.00-01

53301

46701

4.00-01

33301

26701

20001

13301

66702

4.47-08
defaul_Fringe

Max 1.00+00 @Nd 789
Min 0.@Nd 1

Fi1G. 6.8 — les 3 modes statiques de liaison

Craig et Bampton, en utilisant 5 modes souples et 3 modes d’interface, (figure 6.11)
sont en accord avec la figure 6.12. Pour les deux modeles, une instabilité est détectée
pour une pression critique pgm = 0.426 bar, c’est la valeur critique de la configuration
nominale. La figure 6.13 donne I’évolution des parties réelles et des parties imaginaires

(les fréquences propres) des valeurs propres si U'interface est fixe.

Si on considere maintenant le modele avec contraintes géométriques pour les ddl q.,
les essais ont révélé l'existence de cycles limites qui ont été mis en évidence par le
calcul avec le modele numérique décrit dans ce paragraphe. La valeur critique péco
correspondant au début des cycles limites est inférieure ou égale a p®, ceci en fonction
des conditions initiales ainsi que du coefficient de restitution k. Ainsi, les cycles limites
peuvent se produire pour des valeurs de parametre inférieures a la valeur critique p*
du systeme nominal si I’écart initial par rapport a 1’équilibre est plus important. On
observe sur la figure 6.24 que, pour une valeur pg donnée, la fréquence des cycles limites

correspond & la fréquence propre du premier mode du modele avec interface fixe.
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Frame 001 [119 Oct 2004 [JcapriDesl

g Y/
0.9;— / /
L
0.7F / / /

g /; /]]]
08F /, /1]
~osk /, [1]]

g /,

/ /171
b/
o2k /. /] ]]

-/ [ ]]
o1f / /] 1]
ot Lt :

F1a. 6.9 — maillage aérodynamique du modéle avec surface de controle

Comme cela est généralement observé pour les problémes avec jeu, le rapport entre
lamplitude et le jeu () est constant pour un coefficient k constant. Par ailleurs, on
observe deux nouvelles positions d’équilibre: la lame reste sur la butée en position
haute (figure 6.22) ou, au contraire, sur celle en position basse (figure 6.23). Le choix
de I'une ou de I'autre des positions d’équilibre dépend des conditions initiales. Ceci se
produit surtout pour des valeurs de pg élevées (py >> pgm) pour lesquelles les cycles
limites ne semblent plus étre stables).

L’évolution des trajectoires solutions dépend également de la turbulence longitudi-
nale, lorsqu’elle est introduite dans la modélisation. On a considéré une turbulence
constante sur toute l'envergure (celle-ci mesure un metre seulement). Deux résultats
de la simulation temporelle sont donnés sur les figures 6.26 et 6.27.

Concernant la comparaison avec les essais, on ne connait pas exactement les conditions
initiales de ’expérience. La maquette a été mise en vibration par excitation extérieure
du premier mode (par le biais d’une palette excitatrice située en bout d’aile). Ceci a
été pris en compte par une condition initiale non nulle pour la vitesse de la premiere
coordonnée modale dans le modele numérique. Lors de la comparaison avec les essais,
ou pg = 0.45bar, on trouve la méme fréquence (31.5 Hz, figure 6.28) pour les cycles
limites simulés que pour ceux obtenus lors de ’essai. Néanmoins, ’amplitude de la
réponse simulée est beaucoup plus faible que celle mesurée.
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Fi1G. 6.11 — diagramme de stabilité, méthode de Craig
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et Bampton avec 5 modes in-

Fi1G. 6.12 — diagramme de stabilité avec interface libre, 5 modes
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Fi1G. 6.13 — diagramme de stabilité avec interface fize, 5 modes
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F1G. 6.14 — réponses modales et trajectoire de q. pour pg = 0.21
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p 0.37, k=0.0
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F1G. 6.15 — réponses modales et trajectoire de q. pour choc inélastique

LCO first eigenmode, k=0.0
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F1G. 6.16 — plan des phases pour les deux premiers modes
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Fi1a. 6.17 — réponses modales et trajectoire de q. pour k = 0.25
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F1G. 6.19 — réponses modales et trajectoire de q. pour un choc parfaitement élastique

LCO first eigenmode, k=0.5 LCO second eigenmode, k=0.5
T T T T T T T T T T

0.2 0.015
0.1
0.01
0.005
0.05
=
S
£ 8
S of E
[
>
-0.05
0.005
-0.1f
0.01
0.15
02 . . . . . . -0015 .
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
displacement x10° displacement
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Fi1G. 6.21 — transformées de Fourier des réponses modales et de q.
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F1ac. 6.22 — position d’équilibre: lame sur la butée haute
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F1a. 6.23 — position d’équilibre: lame sur la butée basse
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F1G. 6.26 — réponse avec 10% de turbulence
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F1G. 6.28 — déplacement du neud 893 (emplanture gouverne) et de q.

6.5.2 Conclusions et remarques

On observe que le schéma numérique permet de bien respecter les contraintes: la loi de
contact est rarement violée, et de peu (par exemple figures 6.17 et 6.15). La précision
du schéma d’approximation numérique n’est pas suffisante pour des pas de temps trop
élevés. Pour notre probleme, les contacts sont tres localisés. Par ailleurs, on est amené
a des résolutions sur des plages de temps trés importantes par rapport a la durée des
impacts. Il serait alors utile d’enrichir la résolution en utilisant un schéma en temps
d’ordre plus élevé entre les instants d’impacts.

Pour une valeur py donnée, la fréquence des cycles limites correspond a la fréquence
propre du premier mode du modeéle avec interface fixe (figure 6.24), ce qui correspond
aux observations lors des essais. Plus particulierement, on a trouvé la méme fréquence
pour les cycles limites simulés que pour les cycles limites observés lors de I’essai. Néan-
moins, 'amplitude de la réponse simulée est beaucoup plus faible que celle mesurée
sur la maquette. Ceci pourrait étre di a des effets de nature aérodynamique non pris
en compte dans la modélisation des forces aérodynamiques.

Il est a noter que la réponse, et notamment le parametre critique pour 'apparition de
cycles limites, dépend des conditions initiales. Par ailleurs, on a observé deux nouvelles
positions d’équilibre ou la lame reste sur la butée haute ou sur la butée basse. Ces
équilibres n’ont pas été observés quand le jeu était modélisé par un ressort non linéaire.
L’amplitude des cycles limites, s’ils apparaissent, dépend de la valeur du coefficient
de restitution k£ qui détermine les vitesses apres 'impact (figure 6.25), mais elle ne
dépend pas de la condition initiale. En présence d’un bruit aléatoire multiplicatif, la
solution dépend également de celui-ci.

Remarquons que l'introduction de la turbulence par tranches dans un modele avec
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jeu est possible en considérant trois degrés de liberté par tranche comme cela est
représenté sur la figure 2.7. L’envergure de la maquette étudiée ici n’est cependant pas
assez importante pour justifier cette méthode.

6.6 Stabilité d’un point fixe

6.6.1 Stabilité locale

Considérons le systeme dynamique linéaire sans force extérieure, et non soumis a des
contraintes géométriques (c’est le systéme nominal). L’équation du mouvement de ce
systéme peut s’exprimer comme équation différentielle du premier ordre (6.15), qu’on
note ici

Y =AY, Y(0)=Y. (6.16)

La question de la stabilité locale de (6.16) est triviale. On peut déterminer si le systéme
est stable localement ou non par les outils de I'analyse linéaire classique. Ainsi, le
systéme nominal (sans contraintes) est asymptotiquement stable par rapport au seul
point fixe donné par Y = 0 si toutes les parties réelles des valeurs propres de la
matrice A sont négatives (voir la définition de la notion de stabilité au §4.3). Si on
considére maintenant le probleme avec contraintes, on peut affirmer que le point fixe
Y = 0 de I’équation avec contraintes est (asymptotiquement) stable si le point fixe du
systéme linéaire (6.16) est (asymptotiquement) stable. Ceci se déduit directement de
la définition de stabilité §4.3. Il est important de remarquer que, pour le systéme avec
contraintes, la stabilité n’est pas globale comme elle ’est pour le probleme régulier
(autonome). En effet, la stabilité du systéme dépend de la condition initiale et donc
de I’écart par rapport a 1’équilibre.

6.6.2 Remarques sur ’exposant de Lyapunov pour un systeme dy-
namique non régulier

Les méthodes couramment utilisées pour I’étude de la stabilité de systemes dynamiques
sont étroitement liées a une méthode de linéarisation. Or, ceci requiert une certaine
régularité. Dans [61], le concept de l'exposant de Lyapunov a été élargi aux systeémes
dynamiques (déterministes) non réguliers a la condition qu’il existe un cocycle, c’est-
a-dire une application T : [0, 00[xR? — Matg(d x d), telle que, pour ¢y = 0:

T(t + s, yO) = T(t> ¢(S> yO)) © T(S’ yO) pour ta 5 € [O’ OO[, Yo € Rda

ou on a noté ¢(t, o) le flot régulier entre les temps d’impact t.. Dans un contexte ou
¢ est un flot linéaire tel que ¢(t,yo) = ¢(t)yo on peut alors définir

(1) t#t,
ﬂ”:{mwmﬁgT@)t:& (6.17)
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ot les ¢ sont les temps d’impact consécutifs et A; les matrices de transition.

On considere le cas ou on a toujours le point fixe y = 0. La quantité

1
Ayo) = lim =T (t)yo, (6.18)

qui est toujours appelée exposant de Lyapunov, décrit alors le comportement des
trajectoires, et en particulier, I’évolution de petites perturbations par rapport a un
point fixe.

Par ailleurs, dans [61] on montre que, s'il existe une mesure ergodique invariante,
alors il existe un nombre fini d’exposants de Lyapunov Aq,... , A, et la quantité (6.18)
correspond a l'un d’eux.

Dans notre cas, A est une matrice diagonale qui ne dépend pas du temps d’impact .
Si on considére par exemple un impact parfaitement élastique, elle s’écrit diag(A) =
(1, ...,—-1, -1, =1, 1, ..., 1). Le flot associé a I’équation (6.16) est linéaire entre les
instants d’impact tel que la résolvante s’écrive ¢(t) = e, Ainsi, on peut écrire:

T(t):{ At t £t

AeAts =1t

Si on considere le systéme perturbé par un bruit aléatoire, la matrice A de ’équation
(6.16) devient aléatoire telle que A = A(&;). Dans ce cas, le flot linéaire aléatoire entre
impacts est donné par I'expression ¢(t,w) = ft'; exp[A(&s)]ds.
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Conclusions

Dans ce travail de recherche, nous avons développé des méthodes d’analyse permettant
d’étudier la stabilité des aéronefs en présence d’un bruit aléatoire de type multiplicatif.
Une procédure numérique efficace pour I'étude de la stabilité a été développée. Celle-
ci peut étre utilisée avec les codes aux éléments finis et les codes standards pour
I’aérodynamique. Ainsi, la méthodologie proposée peut facilement étre intégrée dans
les logiciels industriels.

D’autre part, une modélisation mathématique et numérique pour des structures com-
portant des non-régularités tel un jeu a été présentée.

En ce qui concerne le systéeme aéroélastique, on a discrétisé la partie structure par la
méthode des éléments finis. Un modele réduit structural a ensuite été construit par
synthese modale. Les forces aérodynamiques généralisées qui s’appliquent a la structure
peuvent étre déterminées par la méthode des doublets (dans le domaine subsonique)
ou par les équations d’Euler linéarisées. Le modele d’état est construit en utilisant
une approximation par un minimum de variables d’état des forces aérodynamiques
généralisées.

On a modélisé la turbulence atmosphérique par un processus stochastique gaussien
stationnaire centré. Ainsi, la vitesse de ’écoulement est modélisée par un processus
aléatoire, somme d’une vitesse moyenne constante et de la composante longitudinale
de la turbulence atmosphérique. Dans ce cadre, le systeme aéroélastique peut étre
modélisé par une équation différentielle aléatoire, c’est-a-dire une équation différentielle
ordinaire excitée par un bruit multiplicatif. La composante verticale de la turbulence
agit comme une force extérieure et introduit ainsi un bruit additif. On remarque que
la turbulence verticale n’influence pas la stabilité d’un systeme avion-aérodynamique
linéaire. Dans ce cas de figure, le point fixe du systéme couplé est transformé en une
unique solution stationnaire. Néanmoins, en présence de non-linéarités (structurales),
un bruit additif peut avoir une influence sur la stabilité.

Afin de prendre en compte la longueur de corrélation de la composante longitudinale
de turbulence, on a développé une formulation de I'aérodynamique par tranches de
la voilure. Le champ de la turbulence longitudinale peut étre discrétisé par rapport
aux points de référence sur ces tranches de maniere a ce qu’on obtienne un proces-



122 CONCLUSIONS

sus stochastique vectoriel. Les composantes de ce processus vectoriel, qui modélise la
turbulence longitudinale, s’appliquent aux tranches de la voilure. Les processus sto-
chastiques utilisés ayant de bonnes propriétés, il nous a été possible de construire leurs
trajectoires a partir des seules données des densités spectrales matricielles. Nous avons
utilisé la méthode de markovianisation qui repose sur la théorie de filtrage des proces-
sus généralisés. Elle permet d’obtenir des réalisations markoviennes des processus a
spectre rationnel, c’est-a-dire qu’elle permet d’exprimer un processus comme solution
d’une équation différentielle stochastique. Dans ce travail, on a utilisé les spectres de
von Karman (qui peuvent étre approchés par des spectres rationnels) en combinaison
avec une fonction de corrélation spatiale de forme exponentielle afin de construire les
matrices de densité spectrale.

Le probleme aéroélastique a alors pu étre modélisé par une équation différentielle aléa-
toire. Dans le cadre des systemes dynamiques aléatoires, le théoreme ergodique d’Ose-
ledets nous fournit des outils qui sont similaires a ceux de l'algebre linéaire pour les
systemes dynamiques classiques. En particulier, on a pu étudier la stabilité de ces sys-
temes a l’aide du plus grand exposant de Lyapunov qui donne le taux de (dé-)croissance
du systeme dynamique sous-jacent.

La taille et la complexité des modeles considérés (et ceci malgré les réductions de
modele effectuées) ne nous a pas permis d’obtenir des expressions analytiques pour
le plus grand exposant de Lyapunov. Néanmoins, il est possible de ’approcher par
simulation numérique en construisant des trajectoires du processus solution de 'EDA.
Comme les trajectoires du bruit sont suffisamment réguliéres, des méthodes classiques
d’intégration numérique peuvent étre utilisées. Dans ce travail, on a utilisé la méthode
de Runge Kutta d’ordre 4 qui est tres utilisée en aéroélasticité. Cependant, afin d’évi-
ter des problemes numériques lors des simulations de trajectoires qui (dé-)croissent
exponentiellement, on a du utiliser un schéma récursif proposé par Talay.

Les méthodes développées ont été appliquées a un profil bidimensionnel d’aile d’avion
ainsi qu’a un modele simplifié d’avion civil gros-porteur. Dans la modélisation du profil
bidimensionnel, une non-linéarité (représentant un jeu dans la liaison aile-gouverne) a
également été prise en compte par le moyen d’un ressort non linéaire. On a pu constater
que le bruit aléatoire influence la valeur critique du parametre qui s’abaisse a mesure
que l'intensité du bruit augmente. Pour des intensités de turbulence tres importantes
(et donc peu réalistes), le systéme peut méme devenir instable pour toute la gamme
des valeurs du parametre. Cependant, la longueur de corrélation de la turbulence
longitudinale ne semble pas avoir une influence sur la stabilité. Ceci devra étre vérifié
pour d’autres configurations. D’autre part, il semble que de tres faibles intensités de
turbulence peuvent apporter un effet stabilisateur au systeme aéroélastique. Dans le
cas du profil bidimensionnel, on a pu observer que le bruit additif empéche I'occurrence
d’une bifurcation et, par conséquent, 'apparition d’oscillations de cycles limites.

Dans une deuxieme partie de la these, on a cherché a mieux représenter le jeu par une
non-régularité, en ’occurrence une contrainte géométrique pour certains ddl. Dans ce
cadre, on a modélisé les structures aéroélastiques tri-dimensionnelles avec jeu par des
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systemes dynamiques non réguliers en faisant intervenir les méthodes de la mécanique
du contact. On a présenté une méthode de sous-structuration qui permet d’isoler les
degrés de liberté non réguliers sujets a des contacts. Le probleme de contact a pu
ensuite étre formulé selon la théorie introduite par Moreau au début des années 80
et dont la discrétisation nous a fourni un algorithme numérique efficace avec un pas
de temps constant. Une maquette représentant une non-linéarité de jeu a été testée
a 'ONERA. Nous avons appliqué les algorithmes développés ici & un modele aux
éléments finis recalé sur cette maquette.

En ce qui concerne I’algorithme utilisé pour I'intégration temporelle, il faut remarquer
que sa précision peut étre insuffisante pour un pas de temps trop grossier. Pour y
remédier, on pourrait envisager d’utiliser le schéma de Runge Kutta d’ordre 4 pour
I'intégration entre les temps d’impact ou le systéme a un comportement régulier. Pour
le systeme avec contraintes, la stabilité n’est pas globale comme elle 'est pour le
probléeme régulier (autonome). Le comportement (asymptotique) du systéme dépend
en effet de la condition initiale, c’est-a-dire de ’écart par rapport a 1’équilibre. En
particulier, si le systéme nominal (sans contraintes géométriques) est stable, alors le
systeme soumis a des non-régularités est stable seulement si ’écart par rapport a la
solution zéro est tres petit.

Perspectives pour de futures recherches On peut, a partir de ce travail, suggérer
trois développements possibles pour de futures recherches:

La modélisation des forces aérodynamiques proposée ici pourrait étre améliorée par
un développement de méthodes de réduction du modele aérodynamique, plus spéciale-
ment dédiées au probleme avec turbulence atmosphérique. Afin d’alimenter ces futurs
modeles, il serait opportun d’effectuer des calculs CFD pour un fluide avec turbu-
lence dans 1’écoulement amont. Une meilleure compréhension pourrait également étre
obtenue a 'aide d’essais en soufllerie de ces configurations.

Il serait intéressant d’étudier les probabilités de dépassement d’un seuil d’amplitude
de réponse structurale, car méme si le systeme dynamique aléatoire modélisant le pro-
bleme avec excitation multiplicative est stable, il peut y avoir des amplitudes impor-
tantes et problématiques avant que la réponse ne tende, a long terme, vers la solution
zéro. Par ailleurs, il serait important de pouvoir estimer un intervalle de confiance pour
les approximations du plus grand exposant de Lyapunov. Ceci permettrait de mieux
connaitre la durée de simulation nécessaire pour une précision souhaitée.

Enfin, I'étude du probleme de stabilité avec non-régularité structurale pourrait étre
plus approfondie. Nous avons proposé une méthode de modélisation pour ce probleme
mais le comportement asymptotique de la réponse du modele avec jeu dépend de la
condition initiale. Ainsi, la stabilité n’est pas globale et I'information qu’on peut tirer
des simulations ne permet pas de conclusion générale quant a la stabilité du systeme.
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Annexe A

Systemes dynamiques
déterministes

Soit I’équation différentielle ordinaire non linéaire
i = f(x) € RY, 2(0) = o, (A.1)

ott f:R? - R? est une application C! définie sur O, un ouvert de R?. Pour chaque
xo € O, Péquation (A.1) admet une unique solution ¢(t,xo) telle que ¢(0,z9) = xo.
L’application (t,x) — ¢(t, z) est appelée le flot associé a I’équation (A.1) ou au champ
de vecteurs f. L’application ¢(t,x) vérifie alors la propriété bien connue

ot +5) = @(s,(t)) = d(s) 0 4(),

avec la notation ¢(t) = ¢(t,-). On appelle point fixe ou point d’équilibre de I’équation
(A.1) tout point T dans O vérifiant f(Z) = 0. Bien évidemment, tout point d’équilibre
vérifie ¢(t,z) = z, d’ou le terme point fixe.

A.1 Stabilité de systemes linéaires

Considérons d’abord le cas d’un systeme dynamique linéaire:

i=Azx e R, z(0) = . (A.2)

Algo, ol Vex-

La solution du systeme différentiel (A.2) est donnée par z(t,xzg) = e
ponentielle de matrice et est appelée matrice fondamentale ou encore résolvante de
I’équation (A.2). Les sous-espaces propres E; de 'opérateur linéaire A définissent les

sous-espaces invariants du flot ¢ = eAt. I existe trois types de sous-espaces

— le sous-espace stable E° engendré par les vecteurs propres de A correspondant
aux valeurs propres a partie réelle strictement négative,
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— le sous-espace centré E° engendré par les vecteurs propres de A correspondant
aux valeurs propres a partie réelle nulle,

— le sous-espace instable E* engendré par les vecteurs propres de A correspon-
dant aux valeurs propres a partie réelle strictement positive.

Ces sous-espaces sont tels que
R = E* @ E° @ E“.

Si la valeur initiale se trouve dans le sous-espace stable E*, alors la solution restera
dans E° et 'amplitude de la réponse décroit exponentiellement. Si la trajectoire s’initie
dans le sous-espace instable E", elle croit exponentiellement. Les solutions se trouvant
dans E° oscillent a amplitude constante ou restent constantes si la partie imaginaire
de la valeur propre est également nulle.

Ainsi, le systéme linéaire est stable si toutes les parties réelles des valeurs propres sont
négatives.

A.2 Stabilité de systemes dynamiques non linéaires

Soit Df(x) = [0fi/0x;], i,7 = {1,...,d}, la matrice jacobienne de f au point z.
Le théoreme de Grobman-Hartman permet 1’étude de la stabilité des solutions de
I'équation (A.1) dans un voisinage du point fixe . Il dit que, si le systéme linéarisé
autour du point fixe T est stable, alors le systéme non linéaire est également stable
dans un voisinage du point fixe.

Théoréme 7 (Théoréme de Grobman-Hartman). Si Df(Z) n'a pas de valeur
propre a partie réelle nulle (on dit aussi que le point fize est hyperbolique), alors il
existe un homéomorphisme h défini dans un voisinage de T tel que le flot h o ¢¢, ¢
étant le flot non linéaire, prenne localement les mémes trajectoires que le flot linéaire
ePI@t - Par ailleurs, h peut étre choisi de facon que le sens de la paramétrisation en
temps des trajectoires soit préserve.

On parle de théoreme de Grobman-Hartman local s’il existe un homéomorphisme h
de R? comme ci-dessus dans un voisinage Ur de Z pour tout = € Ur et |t| < T, T > 0.
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Annexe B

Processus de Wiener

Soit le processus de Wiener normalisé W (t), défini sur (2, A, P), indexé sur RT &
valeurs dans R%. W (t) est un processus gaussien, du second ordre, centré, a trajectoires
continues p.s. De plus, il vérifie les propriétés suivantes:

— les processus (W1 (t),...,Wy(t)) sont indépendants dans leur ensemble

- W(0) =0 p.s.
pour tout 0 < t < #/, I'accroissement AW,y = Wy — Wy est une v.a. gaussienne,
centrée, de covariance Raw, , = E(AWWAWg;,) =t —t)I
— ses accroissements AW, » sont indépendants et stationnaires

Par ailleurs, la dérivée au sens des processus généralisés du processus de Wiener nor-
malisé est le bruit blanc gaussien normalisé W = N..
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Annexe C

Calcul de 'exposant de
Lyapunov par projection sur
I’hypersphere

On se place maintenant dans le cadre de I'analyse stochastique d’équations différen-
tielles stochastiques ou aléatoires. Les développements décrits dans ce paragraphe per-
mettent, d’une part, d’obtenir des résultats sur 'existence et I'unicité de ’exposant
de Lyapunov, et d’autre part, ils permettent d’aboutir a une formule analytique pour
le calcul du plus grand exposant de Lyapunov d’équations linéaires. L’idée de Khas-
minskii [56] était d’exprimer la solution de 'EDS & ’aide de coordonnées polaires car
seule la partie radiale est nécessaire pour décrire ’évolution de la norme des solutions
et c’est elle qui détermine le plus grand exposant de Lyapunov. Furstenberg a abouti
a la méme formulation dans ses travaux concernant les produits de matrices aléatoires
[44].

On note z; = x4(w, 29) € R? les trajectoires solution d’'une EDA donnée par I’équation
(4.3). La projection de la solution sur I’hypersphere S¥1 = {z ¢ RY| |z| = 1}
(en dimension deux c’est le cercle unité), permet d’étudier le comportement radial et
angulaire indépendamment. En posant s(t) = z;/||z¢|| € ST, s¢ = zo/||z0]| et r(t) =
|lz¢]] € RT, 1o = ||zg]], on obtient les équations suivantes pour le cas de I'excitation
par bruit réel:

st = h(A(&), 1),
reo= q(A(&), st) e,
avec h(€,s) = As—q(&s)s et q(&,s) =sT A(E)s.

Le processus radial est alors donné par

r =zl = lzoll exp / a(6r.,) dr]. 1)
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Enfin, a l'aide de (C.1), il est possible d’exprimer I'exposant de Lyapunov comme suit:

1 m L
AMzo) = tlg-noo ZlOg”xt(w’ z0)l = tl}—l—moo t

/0 q(&,57(s0)) dr. (C.2)

S’il existe une unique loi de probabilité stationnaire pour la diffusion (s, &;) sur St-1x
R™ il est possible de remplacer la moyenne en temps par une moyenne en probabilité.
Arnold, Klieman et Oeljeklaus [10] ont montré qu'il existe une unique mesure invariante
si la dimension de ’algebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs h(€, ) au point
s est maximale:

(H1)  dimLA(h(§, ), e R™)(s)=d—1 Vse S

Ici, LA h(s) désigne l'algebre de Lie engendrée par le champ de vecteur h au point
s. Cette condition est généralement vérifiée dans les cas pratiques, et notamment les
problemes issus de la mécanique.

Dans ce cas, le processus Z; = (st,ft), t > 0 est solution de 'EDS d’It6 non linéaire
mais autonome dZ; = G(Z;)dt + Q dWy, Z(ty) = Zy telle que

07, = < Al) + (i), 5 >tht+ < o >th.

C’est un processus de diffusion homogene et gaussien si Zy suit une loi normale ou
est constant. Le processus Z; sera stationnaire si une mesure invariante existe. Son
générateur est donné par £L = G + hT% ou G est le générateur de & (voir annexe D).

Sile processus € est ergodique, non dégénéré et si, de plus, la condition (H1) est vérifiée,
lopérateur L, qui est le générateur de la diffusion Z; = (s, &), est hypoelliptique et
par conséquent, pour toute mesure invariante, il existe une loi de probabilité continue
et réguliere. En outre, afin d’assurer I'unicité, il est nécessaire de travailler désormais
sur I’espace projectif P de S%~! obtenu en identifiant +s et —s.

Théoréme 8 (formule de Furstenberg-Khasminskii (bruit coloré)). S’ existe
une unique mesure de probabilité (stationnaire) p pour le processus (s¢, &) sur P x R™,
on a, avec probabilité 1, A\(xo) = A\ppaz €t on peut écrire:

Amaz = / q(A€).5)dp Vo € R\{0} (C.3)
PxRm

Ainsi, on peut écrire pour le plus grand exposant de Lyapunov:

. 1
)\maz = tllgloo ;th(w, .’L’o)”

Néanmoins, 'application efficace de la formule de Furstenberg Khaminskii se limite a
des problemes de petite taille car il est nécessaire de connaitre la loi de probabilité
p ce qui n’est généralement pas le cas. En effet, cette loi est solution de 1’équation
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de Fokker-Planck (EFP), qui, mis & part quelques cas tres particuliers, doit étre réso-
lue numériquement, ce qui est envisageable uniquement sur R?. Par ailleurs, le cofit
de ’évaluation numérique de l'expression q(A(),s) est en général trop élevé. Cepen-
dant, pour des cas tres particuliers, la formule de Furstenberg-Khasminskii pour une
excitation par bruit blanc a pu étre utilisée comme point de départ pour des études
asymptotiques de A\, avec petit bruit, par exemple [103] [113].

Remarque 12 (Régularité et ergodicité de &). Considérons le processus & solu-
tion de ’EDS (3.14) modélisant la composante longitudinale de la turbulence atmo-
sphérique (chapitre §3.5). Il est possible de calculer sa densité.

En effet, pour notre cas, ’équation de Fokker-Planck (définie par équation D.5) sta-
tionnaire s’écrit

9 9 o, 18

85119 (qo&1 @+ qéa5-)p 285221?

96 96 =0

&2
On vérifie que
p(&) = p(&1, &) = N exp(—Elqoq — Eq1)

est solution de cette équation, avec constante de normalisation N. Par ailleurs, on
peut montrer que le générateur G est hypoelliptique car l’algébre de Lie engendrée par
les vecteurs (fg, (—qo&e — qlﬁg)) et (0,1) est mazimale (il n’est pas elliptique puisque
Qo est dégénérée), par conséquent toutes les solutions G*p = 0 sont C*°. Kliemann
[57] a montré qu’une autre mesure C™ ne peut pas coezister avec une mesure positive
partout. Le processus & est ergodique et régulier (et donc non dégénéré) et, avec les
notations de §3.5, le processus modélisant la turbulence est donné par n(t) = Ro&1(t).

Le processus & étant gaussien et stationnaire, l’ergodicité peut étre déduite également
de la forme de la fonction d’autocorrélation.
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Annexe D

Equations différentielles
stochastiques

De maniere informelle, on appelle équation différentielle stochastique une équation
différentielle perturbée par un terme stochastique. Plus précisément, on considere des
équations du type suivant:

dXt == f(Xt, t)dt + B(Xt, t)th 5 Xto == )(07 (Dl)

ou dW; est la différentielle du processus de Wiener (ou mouvement brownien). Le
processus de Wiener n’étant pas différentiable, I’expression (D.1) doit plutdt étre in-
terprétée au sens d’une équation intégrale, & savoir:
t t
Xe =Xy + | f(Xp,t)dt+ | B(Xy,t)dWy, to <t <T.

to to

Néanmoins, il reste a construire l'intégrale par rapport a dW (t) afin de donner un sens
a l'expression

t
/ B(X;, t)dW:.
t

0

En effet, les trajectoires du processus de Wiener étant p.s. a variations non bornées
sur un intervalle fini, c’est-a-dire qu’elles sont de longueur infinie, il n’est pas possible
de définir l'intégrale par rapport a dIW(t) comme une intégrale de Riemann-Stieltjes.
La construction de cette intégrale est due a Ito6:

Définition de l’intégrale stochastique d’Ité6 Soit Wy, t > 0, un processus de
Wiener unidimensionnel sur un espace probabilisé filtré (Q, F, F;, P) ou Fi, t > 0, est
la suite de tribus engendrée par Wi, une suite de sous-tribus de B. Soit (H(t))i>0 € R
un processus F; adapté, c’est-a-dire que pour tout ¢, H(t) est mesurable par rapport

a la filtration engendré par (Ws)s<¢. L’intégrale stochastique (fg H(t) th)0<t<T est
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définie des que, pour tout ¢ > 0, fOT H(s)?ds < 400, P-p.s.

Définition. Soit une partition de [to,T] tel que ty < t1 < ... < t, = T et
|A| = maxi<j<n(ti — ti—1). On appelle intégrale stochastique au sens d’Ité la limite
dans L*(Q,R) des suites Y1y H(ti—1)(W(t;) — W (ti—1)) quand n tend vers Uinfini:

T n

H(t)dW (t) = ‘iiImOZH(tifl)(W(ti) —W(ti1)).
to V=1

Remarque 13. Une autre définition possible de l’intégrale stochastique est due a Stra-
tonovich:

La suite de v.a. Y p  1/2(H(t;) + H(ti—1)) (W (t;) — W(ti—1)) converge en probabilité
vers une limite appelée intégrale stochastique de Stratonovich. Ainsi, on peut écrire:

n

TH(t) odW(t) = lim H(t;) + H(t;—1)

t |A] =0 9 (W(t;) — W(tiz1)).

De maniére équivalente, on note la différentielle au sens de Stratanovich par H(t) o
dW (t).

Remarquons également que la valeur de l'intégrale change quand on considére la moyenne
entre le point a gauche et le point a droite, comme c’est fait ici, au lieu de considérer
le point a gauche. Par contre, lintégrale de Stratanovich présente des avantages du
point de vue du calcul différentiel, voir aussi 'annexe D.5 pour plus d’informations
sur les EDS au sens de Stratonovich et d’Ito et notamment la relation entre les deux.

D.1 Définition de I’équation différentielle stochastique d’Ito

Soit Wy, t > 0, un processus de Wiener m-dimensionnel sur un espace probabilisé
filtré (Q, F, Fy, P) ou Fy, t > 0, est la suite de tribus engendrée par Wy, une suite de
sous-tribus de F. On introduit le processus d-dimensionnel X;, solution de
¢ ¢
X = Xo+ f(Xt,t) dt + / B(Xt,t) dWy, to <t<T, (D.Q)

to to

otl f est une fonction & valeurs dans R?, et B & valeurs dans Matg(d, m).

Une solution de I'équation (D.2), X, tg <t < T, est un processus continu p.s. et tel
que:

— Les accroissements du processus de Wiener Wy, tg < t < T, et la v.a. Xy (la
valeur initiale) sont indépendants.
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- Xy, f(X¢,t) et B(Xy,t) sont Fy-mesurables pour tg < t < T, (c’est-a-dire qu’ils
sont non-anticipants).

— Les fonctions f(X¢,t) et B(X4,t) sont telles que, avec probablité 1, ftf |f( Xy, t)|dt <
+oo et [ [B(Xy,t)[dt < +oo.

On peut écrire (D.2) sous forme d’équation différentielle stochastique

dXy = f(Xg, t)dt + B(Xy, t)dWy Xy, = Xo. (D.3)

L’existence et I'unicité de la solution de (D.3) pour sont vérifiées si f et B satisfont les
conditions de Lipschitz et sont bornées (voir, par exemple, la référence [2] pour plus
de détails).

D.2 Solution stationnaire d’une EDS linéaire autonome

Soit I’équation différentielle stochastique d’It6 linéaire
dXt == (AXt + a(t))dt + Bth 5 Xto == X(], (D4)

dont la solution X; sur [tg, T] est donnée par

X, = o(1) (Xo + /ttfb(s)la(s) ds + /t¢(s)1BdW8>.

0 to

La matrice résolvante ®(t) de I'équation homogene avec a(t) = 0 vérifie d(t) = Ad(t)
avec ®(tg) = I et ¢(t) = eAt—t0),

Soit a(t) = 0. La solution de (D.4) est un processus gaussien stationnaire si les valeurs
propres de A sont & parties réelles négatives et si X suit une loi gaussienne avec
EXy = 0 et EXo XI = Cp. La covariance pour t = ty, Cy, est solution de 1’équation de
Riccatti:

ACy + CoAT = —BBT.

Elle est donnée par
(o0}
Cy :/ A BBT A" gt
0
Par ailleurs, on a
AUy, u >0,

EXppu Xy = Olu) = { Coe™™, u <0.

C’est a dire que, pour obtenir une solution stationnaire, il faut prendre, pour Xg, un
vecteur aléatoire dont la loi de probabilité est invariante pour 'EDS et qui, de plus,
soit indépendant de W3, Vi > 0.
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D.3 La solution comme processus de Markov

Une propriété importante des solutions des EDS d’It6 réside dans le fait que, sous
conditions d’existence et d’unicité, ce sont des processus de Markov. Heuristiquement,
le processus X; possede la propriété de Markov s’il est sans mémoire, c’est-a-dire qu’a
I'instant s, la connaissance que l'on a du processus X(t), pour ¢ > s, n’augmente
pas si I'on rajoute des observations du processus a des instants quelconques du passé.
Si (D.3) satisfait les conditions d’existence et d’unicité, alors la solution X; est un
processus de Markov dont la distribution de probabilité initiale (& l'instant tg) est la
distribution de X et dont la probabilité de transition est donnée par

P(s,z,t,B) = P(X; € B|X; =) = P[X(s,z) € B|

ou X¢(s,x) est solution de (D.2) avec Xg = z.

Dans le cas d’'une EDS linéaire avec une valeur initiale X gaussienne ou constante,
X; est un processus de Markov gaussien. Si 1’équation (D.3) est autonome, c’est-a-
dire f(t, Xy) = f(X¢) et B(t,X;) = B(Xy), alors la solution X; est un processus de
Markov homogene avec probabilité de transition stationnaire telle que P[X;(to,z) €
B] = P(t —tg,z, B).

Un processus de Markov est stationnaire si et seulement s’il existe une mesure de
probabilité stationnaire p, invariante par rapport a P(t,x,dy) et telle que

pldy) = prldy) = [ Pt dpolda). ¥t >0,

La mesure (ou densité) de probabilité p est alors indépendante de la variable temps. Si
p admet une densité p(x)dx = p(dz) et si la loi de probabilité de xg est po(z) = p(x),
alors X (t) est un processus de Markov homogeéne stationnaire. Si, par contre, la loi
de probabilité de la valeur initiale p(tg, z) = po(x) est quelconque, alors X (¢) tend, en
probabilité et pour ¢ — 400, vers un processus stationnaire X (t) et I'on a p(z) =
limy—, o0 p(t, x).

D.4 La solution comme processus de diffusion et équation
de Fokker-Planck

Sous conditions d’existence et d’unicité et si f et B sont des fonctions continues par
rapport a la variable ¢ ou si PEDS est autonome, alors la solution X; est un processus
de diffusion avec matrice de diffusion o(t,z) = B(t, ) B(t,z)" et vecteur dérive f(z,t).
Aussi, p(x,t) vérifie I'équation de Fokker-Planck avec la condition de normalisation
Jgap(x)de = 1.
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L’EFP pour le processus de diffusion s’écrit:

d d
8tp+zg(fi(t,$)p) - %Zzax—m]’(aij(t,x)p) =0. (D.5)
i=1"" i— i

U

Par ailleurs, on a la condition initiale pour ¢ — s par valeurs supérieures:
lim p(s, £, y) = (y — o).
tls

Dans le cas stationnaire on a 9;p = 0 et on peut écrire pour (D.5) G*p = 0. L’opérateur
adjoint G est appelé le générateur du processus X (t):

d

I ST LR 3 Sr
= i(t,x ” 2i:1 j:10” X axixj.

=1

D.5 Relation entre PEDS d’Ito et ’EDS de Stratonovich

Si Pexcitation d’une équation différentielle est un bruit blanc (processus de Wiener),
alors I’équation différentielle doit étre interprétée au sens d’Ito.

Néanmoins, en général, les processus modélisant les phénomenes de la physique sont
des processus d’énergie finie et a trajectoires régulieres. L’excitation réelle n’est pas un
bruit blanc mais ce qu’on appelle un bruit coloré (on dit aussi bruit réel). L’équation
différentielle peut alors étre traitée au sens des équations différentielles ordinaires: pour
w fixé, I’équation différentielle peut étre résolue trajectoire par trajectoire comme une
EDO non-autonome et on parle d’équations différentielles aléatoires EDA.

On peut montrer que (sous certaines conditions) si on approche le bruit blanc par
un processus suffisamment régulier (un processus delta corrélé avec covariance C(t),
par exemple) alors on peut écrire I’équation différentielle sous forme classique et celle-
ci tend vers une EDS au sens de Stratanovich quand on fait tendre ’excitation vers
le bruit blanc [2]. C’est pour cette raison que, pour des modélisations de phénomenes
physiques avec une excitation large bande, on simplifie souvent le probléme en utilisant
une formulation au sens de Stratanovich.

Il existe une formule qui relie 'EDS au sens de Stratonovich a celle au sens d’It6. En
effet, I’équation différentielle de Stratonovich

dXt == f(t, Xt)dt + B(t, Xt) o th y Xto = Xo,

correspond a ’EDS au sens d’It6 suivante:

dXy = f(t,Xy)dt + B(t, X )dWy, Xy = Xo, (D.6)
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m d
avee  fi(t, X0) = filt: X0) + 5 > D 5 (B X0l (Bt X0y
ounie{l,... d}.

L’EDS de Stratonovich peut étre traitée comme une équation différentielle au sens
ordinaire mais on ne dispose plus des outils du calcul d’It6. Cependant, il est possible
de ramener 'EDS au sens de Stratonovich & une EDS d’It6 par la relation (D.6). Si B
est une matrice constante telle que B(t, X;) = B, alors 'EDS au sens d’It6 et celle au
sens de Stratonovich coincident.
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Annexe E

Estimateur de la densité
spectrale

Afin d’étudier la solution d’une EDS (voir chapitre 5), on a été amené a construire un
estimateur de la densité spectrale S, des trajectoires issues de la simulation numérique
des trajectoires. Dans ce qui suit, la construction de ces estimateurs est décrite.

On suppose que la mesure spectrale matricielle du processus vectoriel X (¢) admet une
densité w — Sp(w) : R — Matc(d,d) qui est a support compact ¥ = [—wr,wr]
avec wy, > 0. Le théoreme de Shannon indique comment il faut échantillonner la
coordonnée t d’un processus stationnaire afin d’obtenir sa représentation discrete: Ay =
7/wr. Les bornes du domaine temporel sur lequel on échantillonne sont données par
la discrétisation temporelle et on note 77, = [0,7] ou T" = NpA,. Par conséquent, le
pas de fréquence est donné par A, = 2wy, /Nr.

On appelle K le nombre de simulations de trajectoires réalisées. La durée des signaux
étant finie, on utilise une fenétre temporelle naturelle définie par

Wr(t) = %I[O,T] (t)

ot 1(g 77 est la fonction indicatrice sur 'intervalle de temps 7'. C’est une fenétre tempo-

relle d’énergie normalisée. Pour tout I, 5 € {1,... ,d} et pour tout w € ¥y, I'estimateur
Sllj( (W) de la densité spectrale [S,(w)] 1; est donné par
KT L 1S oy TET
Slj (w) = %E;Xl (w)X] (w)’ k:{la >K}a
avec XF(w) = 1 / ' XE@t) et dt.
VT Jo 7

Cet estimateur est biaisé, car en effet

E(S;" (@) = ([Se (@)l * Gr)(),
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ou * désigne le produit de convolution, mais il est asymptotiquement sans biais

Jim E(S7T (@) = [Se(w)ly-

En effet, le biais est di a l'utilisation de la fenétre temporelle

Gr = 2 (w)? = - |/T !
= — w = — —e
= ormT 2 Jo /(T)

pour plus de détails, le lecteur peut se reporter a [101].

iwt|2
3

Par ailleurs, afin de pouvoir utiliser un algorithme de transformée de Fourier rapide,
on utilise une subdivision & pas constant pour chaque coordonnée vérifiant Ny = 2M.
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