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Résumé

Directeur de Thése : Pr. Jean-Marie PROTH

L’objectif général de cette thése, suggéré par le controle des radars de com-
bat, consiste a intercaler en temps réel une tache aléatoire dans un ordonnance-
ment existant tout en limitant autant que possible I’augmentation de la valeur
du critére. Dans notre cas, le critére que nous considérons est la somme des
dépassements des délais des taches déja ordonnancées. Ces délais sont supposés
quelconques : cette contrainte est plus dure que dans le cas des radars de com-
bat ol un certain nombre de taches de surveillance doivent étre effectuées de
maniére répétitive au cours d’une période donnée a I'intérieur de laquelle leur
ordonnancement est libre, ce qui équivaut & un délai unique pour I’ensemble
des taches. La tache a intercaler apparait & un instant quelconque (c’est 1'ins-
tant que nous considérons comme 'instant zéro). Sa durée n’est connue qu’au
moment de son apparition. Il en est de méme de son délai, qui est impéra-
tif. Nous considérons d’abord le cas d’une tache aléatoire unique, puis le cas
d’une tache aléatoire composée de deux sous-taches séparées par une période
donnée. Enfin, nous proposons une amélioration de 1’approche actuellement
utilisée dans ce domaine.

Le contenu de cette thése se limite aux aspects publiables.
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Abstract

Ph. D. Supervisor : Pr. Jean-Marie PROTH

The goal of this thesis, inspired by the battle radar management, is to in-
sert in real-time a random task in the current schedule while minimizing the
criterion. In our case, the criterion is the minimization of the sum of the de-
lays of the already scheduled tasks. There is no leading rule for these delays.
It is a stronger constraint than in the battle radars case, because they have to
perform an amount of repetitive tasks in a given period. This may be consi-
dered as a unique due-date for all the tasks. The task we have to insert may
appear at any time (For the sake of simplicity, the time at which a random
task appears is time zero). Its processing time and its delay, which cannot be
violated, are known only at time zero. We firstly take into consideration the
case of a single random task, then we consider the case of a task made of two
subtasks separated by a given period. Finally, we propose an improvement of

the approach currently used to manage battle radars.
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Computers do not dream,any more than they play. We are far from certain
what dreams are good for but we know what they indicate : a great deal of
information processing goes on far beneath the surface of man’s purposive
behavior, in ways and for reasons that are only very indirectly reflected in his

overt activity. —Alan M. Turing

There are reports that many executives make their decisions by flipping a
coin or by throwing darts,etc...It is also rumored that some college professors
prepare their grades on such a basis. Sometimes it is important to make a
completely ‘unbiaised’ decision ; this ability is occasionally useful in computer
algorithms, for example in situations where a decision made each time would

cause the algorithm to run more slowly. —Donald E. Knuth
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

L’ordonnancement vise a définir les dates d’exécution d’un ensemble d’opé-
rations en tenant compte de la disponibilité des ressources (matérielles, hu-
maines, etc) nécessaires, de maniére a optimiser un critére donné. Un des
critéres d’optimisation les plus utilisés pour un ordonnancement consiste a
minimiser le temps d’exécution des taches, chaque tache étant composée d’un
ensemble d’opérations : on parle alors de minimisation du makespan. D’autres
critéres existent comme la minimisation de la somme des retards (lorsque des
délais interviennent), la minimisation des en-cours, la minimisation du coiit
de production, ou encore une répartition équilibrée des charges des ressources
dans le cas de ressources fonctionnant en paralléle. Le champ d’applications
de 'ordonnancement est large : la gestion de la production dans I'industrie, la
gestion de projet, 'organisation des emplois du temps, la gestion de la charge
de processeur en informatique, etc. Ainsi, les ouvrages et articles consacrés a
Pordonnancement (scheduling en anglais) sont nombreux comme le prouvent
ces quelques références : Conway et al. [1], Baker [2], Coffman [3]|, Rinnooy
Kan [4], Dempster et al. [5], French [6], Carlier et Chrétienne [7], Blazewicz et
al. [8], Morton et Pentico [9], Feldmann et al. [10], Tanaev et al. [11|, Tanaev
et al. |12], Zweben et Fox [13], Brucker [14]|, Chrétienne et al. [15], Pinedo [16],
Chu et Proth [17], Koole [18], Lai et al. [19], Shmelev [20], et Esquirol et Lopez
[21].

Les problémes d’ordonnancement peuvent étre partitionnés en deux classes

distinctes : ceux qui obéissent a la contrainte "temps-réel" et les autres. Cette



1.2. LES PROBLEMES A UNE MACHINE 2

thése s’intéresse a un probléme de type "temps-réel" qui a la particularité de ne
concerner qu’une seule machine (un radar, en 'occurrence) et a pour objectif
d’insérer une tache qui apparait de maniére aléatoire dans un ordonnancement
existant en le perturbant aussi peu que possible.

Dans la pratique, cette problématique appartient au monde des radars de
combat modernes dont I'objectif est d’exécuter des taches de surveillance ré-
pétitives tout en réagissant a l’apparition aléatoire d’objets volants tels que
avions ou missiles.

Avant d’aborder ce probléme spécifique, nous allons rappeler les princi-
paux travaux effectués sur les problémes & une machine puis sur les problémes

"temps-réel".

1.2 Les problémes a une machine

Dans cette section, nous allons énumérer différentes méthodes permettant
I’insertion d'une tache dans un ordonnancement sur une ressource unique. Les
méthodes les plus classiques seront simplement citées au travers de références,
et d’autres, moins répandues, feront I’objet d’une étude plus approfondie au
moyen de commentaires d’articles.

De nombreux travaux de recherche ont déja été consacrés a la résolution
de ce probléme : Albers et Brucker [22], Beauquier et al. [23], Ben-David et al.
[24], Brucker et Knust [25], Chauvet et Proth [26], Chauvet et al [27], Gondran
et Minoux [28], Nowicki [29], Panwalkar et Rajagopalan [30].

De nombreuses heuristiques générales permettent de résoudre ce type de
probléme, comme le recuit simulé [31], les méthodes tabous [32, 33|, les al-
gorithmes génétiques [31, 34|, une méthode basée sur le comportement des
colonies de fourmis [35|, pour ne citer que quelques unes d’entre elles.

D’autres algorithmes plus spécifiques ont été proposés pour ’ordonnance-
ment d’'un ensemble de taches. [.’idée maitresse de quelques-uns de ces algo-
rithmes est donnée ci-dessous.

— EDF (Earliest Deadline First) : cet algorithme choisit parmi les taches

exécutables celle dont le délai sera échut le plus tot. Si aucune tache n’est
disponible, alors un temps libre est généré. (voir [36, 37])

— LLF ou LL (Last Laxity First) : cet algorithme choisit parmi les taches



1.2. LES PROBLEMES A UNE MACHINE 3

exécutables celle dont la distance entre la fin de son exécution et son
délai est le plus court. Si aucune tache n’est disponible, alors un temps
libre est généré. (voir |38])

— LRF (Last Release Time First) : cet algorithme choisit parmi les taches
exécutables celle dont le temps écoulé depuis son apparition est le plus
grand. Si aucune tiche n’est disponible, alors un temps libre est généré.
(voir [39])

— HPF (High Priority First) : cet algorithme choisit parmi les tches exé-
cutables celle dont la priorité est la plus grande. Si aucune tache n’est
disponible, alors un temps libre est généré.

Il a été démontré que l'algorithme EDF (Earliest Deadline First) [36, 37],
qui ordonnance les taches dans ’ordre croissant de leur délai d’exécution, et
lalgorithme LL (Last Laxity) [38, 40|, sont optimaux dans le cas de taches
indépendantes et préemptives exécutées sur une seule ressource. Malheureu-
sement, si la préemption est possible lorsque la ressource est un processeur,

elle est impossible lorsqu’il s’agit d'un radar, ou d’un systéme de production.

Dans leur article Single Machine Scheduling Subject to Precedence Delays,
(voir [41]) Finta et Liu proposent une méthode (désignée par Lezicographic Or-
der Schedule) pour trouver un ordonnancement qui minimise le makespan dans
le cas d’'un ensemble de n taches ayant la caractéristique suivante : une tache
ne peut commencer son exécution avant que ses prédécesseurs aient terminé
leur propre exécution et qu'une période supplémentaire donnée se soit écoulée.
Dans le cas ou les temps d’exécution des taches sont unitaires, et les durées
des délais supplémentaires sont entiéres le probléme est NP-Difficile dans le
sens fort. Par contre, dans le cas ou les temps d’exécution des taches sont en-
tiers, et les durées des délais supplémentaires sont unitaires, le probléme est
polynomial, et Finta et Liu proposent un algorithme optimal de complexité
O(n?). Pour modéliser, ils emploient un graphe orienté acyclique G = (V, E)
ou I’ensemble des noeuds V' correspond a I’ensemble des taches, et I’ensemble
des arcs E correspond aux délais de précédence. Pour chaque paire de taches
i,j € V,si(i,j) € E, la tache j ne peut commencer que /;; unités de temps

aprés que la tache ¢ ait fini son exécution. L’algorithme est le suivant : on
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numérote arbitrairement les k£ noeuds terminaux du graphe, de 1 a k. Puis,
on considére tous les noeuds non numeérotés dont tous les successeurs ont déja
été numérotés. On leur donne arbitraitrement un numéro unique supérieur a
k. On itére ensuite de la méme facon, jusqu’a ce qu’il ne reste plus de noeud
non numéroté. L’ordonnancement est alors obtenu en exécutant dans ’ordre

décroissant des numéros des sommets du graphe, les taches associées.

Une approche utilisant la méta-heuristique "colonie de fourmis" (Ant Co-
lony Optimization ou ACO) est développée dans le papier Minimizing To-
tal Tardiness on a Single Machine Using Ant Colony Optimization écrit par
A.Bauer, B. Bullnheimer, R.F. Hartl et C. Strauss. (voir [35]). Cette heuris-
tique est basée sur l'observation du comportement naturel des fourmis. Lors-
qu’une fourmi, partie a la recherche de nourriture revient vers la fourmilliére,
elle laisse des phéromones. Ces phéromones (qui sont des marques odorantes)
codent des informations comme la distance & parcourir, la direction & suivre
et la qualité de la nourriture et se dissipent avec le temps. Les auteurs ont fait
un paralléle entre la recherche du meilleur chemin pour trouver de la nourri-
ture, et la recherche d’un ordonnancement de taches non préemptives (modélisé
comme un chemin dans un graphe orienté acyclique) minimisant la somme des
délais dans le cas d’une machine unique. Le modéle de graphe proposé pour
modéliser un ordonnancement de n taches est un graphe top-bottom. Chaque
noeud ¢ (1 <i <n+ 1) indique quel est le nombre de taches déja exécutées.
Par conséquent, le noeud ¢ indique qu’il y a eu ¢ — 1 taches exécutées. Chaque
arc est associé a un nom de tache k£ (1 < k < n), et un poids p (modélise les
phéromones). Entre chaque noeud i et i + 1, il existe n arcs distincts représen-
tant chaque tache qu’il est possible d’exécuter. Le graphe est initialisé avec,
pour chaque arc, une valeur de phéromone p = 0. La méta-heuristique ACO
utilise un algorithme itératif. Chaque itération correspond a une population
de fourmis. Chacune de ces fourmis construit tache aprés tache (nous verrons
comment ci-dessous) sa propre solution. A la fin de I'itération, les fourmis ayant
trouvé les meilleurs chemins (au sens du critére) marquent les arcs correspon-
dant au chemin qu’elles ont parcouru en augmentant la valeur de p associée.

A la fin de chaque itération, on remet & jour la valeur des phéromones (dissi-
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pation) pour éviter de bloquer 'algorithme dans un minimum local. Chaque
fourmi génére son chemin (indépendamment des fourmis de son itération) en
choisissant, tache aprés tache, quel est le meilleur ordonnancement au sens
d’une probabilité de transition P;; (j est le nom de la tache considérée, et i
le numéro de la tache que nous considérons dans ’ordonnancement, voir [35]).
P;; est constitué de deux indicateurs pondérés :
- 1n;; €]0,1]. Plus sa valeur tend vers 1, plus la solution j semble bonne a
PTioTI.
- 7;; €]0,1] calculé en fonction des phéromones. Plus sa valeur tend vers
1, plus la solution j semble bonne a posteriori.
La conclusion des auteurs est que cette méta-heuristique est plus performante
que les autres heuristiques (branch and bounds, recuit simulé, . ..) en utilisant
une heuristique M/ DD (Modified Due Date, voir [35]) pour 7;; et une heuris-
tique prenant en compte les meilleures solutions calculées a partir du critére
EDF (voir [34]) pour 7;;. En sus, avant chaque mise & jour des phéromones, les
auteurs recommandent d’appliquer une stratégie de recherche locale basé sur

I’échange de deux taches dans I'’ensemble des taches déja ordonnancées.

Dans leur article Genetic and Local Search Algorithms as Robust and Simple
Optimization Tools, M. Yagiura et T. Ibaraki (voir [34]) décrivent plusieurs
approches méta-heuristiques pour résoudre des problémes NP-difficiles et en
particulier les ordonnancements. Plus précisément, ils comparent ces méta-
heuristiques en fonction de leur capacité a résoudre le probléme de I'ordonnan-
cement de n taches non préemptives sur une machine unique. Tout d’abord,
ils considérent la méta-heuristique LS (Local Search - Recherche Locale). Ils
I’initialisent en proposant une solution S de départ via une heuristique adap-
tée au probléme a résoudre. Ensuite, ils cherchent dans le voisinage de S s’il
existe une solution S" meilleure que S (au sens du critére que I'on cherche 2
optimiser). Si ce n’est pas le cas, alors S est au moins un extremum local, et la
recherche se termine. Si oui, on pose S = S, et on recommence le processus.

Il existe aussi une méthode directement dérivée de la LS : c’est la MLS
(Multi Local Search -Recherche locale multiple-). Cette méta-heuristique consiste

a mener une recherche LS pour plusieurs points de départ (générés aléatoire-
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ment, et non a l’aide d’une une heuristique), et a ne garder que le meilleur des
résultats obtenus.

La méta-heuristique GRASP (recherche gloutonne), est une variante du
MLS. La différence réside dans le fait que les solutions initiales sont générées
par des heuristiques. Les AE (algorithmes évolutionnistes) peuvent étre vus
comme une généralisation du LS. L’algorithme est initialisé en construisant au
hasard un ensemble de solutions P. Ils cherchent alors & atteindre un objectif,
appelé critére d’arrét. Un ensemble () de solutions voisines de P est généré.
Pour cela, ils utilisent deux méthodes :

- par mutation qui consiste a générer de nouvelles solutions en faisant subir

une permutation a un élément de P
- par cross-over qui consiste & combiner deux éléments de P, pour ne
produire qu’'un élément a priori nouveau.
Ils mélangent alors les deux ensembles P et @), et en extraient | P| éléments au
hasard ou & I’aide d’une heuristique. Cette sélection est le nouvel ensemble P.
Ils réitérent alors le processus jusqu’a ce que la condition d’arrét soit atteinte.

Une amélioration de cet algorithme est le GLS, qui est une combinaison de
GA et de LS. La différence réside dans le fait que chaque solution de () est
améliorée a 1’aide d’une technique de recherche locale. La conclusion du pa-
pier est que si 'on recherche un algorithme simple pour la résolution de notre
probléme, il est préférable d’utiliser MLS. Par contre, si ’on désire une qualité

plus élevée des solutions obtenues, il est préférable d’utiliser GLS.

L’article " FEvaluation of greedy, myopic and less-greedy heuristics for the
single machine, total tardiness problem", écrit par R.M. Russel et J.E. Holsen-
back (voir [42]), décrit I’heuristique NBR (Net Benefit of Relocation). Cette
heuristique est utilisée pour résoudre le probléme d’ordonnancement de n ta-
ches de durée entiére, non préemptives, sur une machine unique. Le critére
que les auteurs cherchent & minimiser est la somme des retards. Les auteurs
décrivent I'algorithme original, puis introduisent deux propriétés du probléme,
ce qui leur permet de simplifier leur algorithme. L’heuristique initiale est la
suivante : on classe les taches par ordre croissant des délais. Les taches sont

ensuite notées 1,2,..., N ou N est le nombre total de taches). On marque
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le N. On parcourt ensuite successivement toutes les taches de N —1 a 1 et
on marque les taches ayant une durée d’exécution supérieure a la derniére

tache marquée. On évalue alors le critére NBR pour les taches 7 marquées :
k

NBR; = max(d; — C},0) + Z(mm  —max(0, Zpl —p;) oll pj est
=j—1
la durée de la tache j, d; le delal de la tache j et C; 1 1nstant de fin de la tache

j. On permute la tache N avec celle ayant le plus grand NBR;. La premiere
propriété indique que si une tache avec un retard réductible est précédée par
une tache de durée supérieure, I’ordonnancement n’est pas optimal. La seconde
propriété rappelle que si on place une tache j immédiatement aprés une tache
k, et que si, aprés placement, le retard de la tache £ est strictement plus grand
que la durée de cette méme tache, alors j doit posséder un retard réductible.
Les auteurs en déduisent les modifications suivantes de ’algorithme NBR :
la premiére propriété est utilisée pour réduire ’espace des solutions (taches
marquées) et la seconde propriété dit que si aprés une relocalisation a la place
k + 1, la tache k£ continue a posséder un retard réductible, alors, les taches
candidates a la relocalisation en k sont les taches avec une durée supérieure a
celle de la tache k et inférieure & celle de la tache k£ + 1.

On notera l'algorithme NBR modifié, M-NBR. Les auteurs ont implémenté
un logiciel pour comparer les performances des algorithmes NBR, M-NBR et
PSK.

L’algorithme PSK a été développé par Panwalkar et al (voir [43]). Cet algo-
rithme, comme NBR, fonctionne en une seule passe et posséde une complexité
de calcul assez faible. Il séquence les taches a partir de la premiére position, en
utilisant le critére EDF (Earliest Deadline First). L’ordonnancement s’arréte
lorsque le premier retard se présente. De cette fagon, une téche (si son exécu-
tion peut étre complétée a temps) avec un temps d’exécution élevé et un délai
court peut se trouver exécutée en début d’ordonnancement méme si dans le
cas optimal elle devait se placer en dernier.

Les temps de calcul ne sont pas pris en compte car d’'une part ils sont
négligeables, et d’autre part il ne peuvent étre mesurés de fagon fiable. Les
jeux de tests ont été créés a partir des normes introduites par Potts et Van
Wassenhove (voir [44] et le paragraphe suivant).

En conclusion, pour les problémes de moins de 50 taches, NBR est plus
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puissant que PSK, mais, au dela de 100 taches, NBR est est un algorithme
trop glouton pour obtenir des résultats intéressants. Cependant, M-NBR per-
met de passer ce cap. Et finalement, la complémentarité de PSK et de M-NBR
permet, en les associant, de trouver des résultats quasi-optimaux pour des pro-

blemes plus larges encore.

Dans leur article "A decomposition Algorithm for the single machine total
tardiness problem", C.N. Potts et L.N. Van Wassenhove (voir [44]) proposent
un algorithme permettant de traiter le probléme de I’ordonnancement de n (n
> 50) taches non préemptives sur une machine unique. Cet algorithme s’appuie
sur deux théorémes permettant de partitionner le probléme en sous-problémes
de taille suffisamment petite pour pouvoir étre résolus par des méthodes déja
connues. Ici, les sous-problémes sont résolus en utilisant 1’algorithme de pro-
grammation dynamique de Schrage et Baker (voir [45]).

Pour effectuer la décomposition, les auteurs supposent que les taches sont
classées par ordre croissant de leur délai, et en cas d’égalité des délais, par ordre
croissant de leur durée. Les deux théorémes sur lesquels est fondée I’approche
par partitionnement sont les suivants : le premier est de Lawler (1977) et dit
que si la tache j (j aussi grand que possible) posséde la durée la plus grande
dans un ensemble des n taches, alors le probléme se décompose et la tache j
peut étre permutée avec la tache k avec k € [j,...,n|. Le second théoréme dit
que si la tache j (j aussi grand que possible) posséde la durée la plus grande
d’un ensemble de n téches, et si la somme des durées des taches 1 a £ pour
k € [j,n — 1] est plus grande que le délai de la tache k + 1, ou si la somme
des durées des taches 1 4 k — 1 pour k € [j + 1,n] est strictement inférieure
au délai de la tache k, alors le probléme ne se décompose pas et la tache j ne
peut pas étre permutée avec la tache k avec k € [j,...,n].

Les auteurs ont testé cette heuristique sur des problémes comprenant de
60 & 100 taches. Chaque tache a une durée entiére, générée suivant une dis-
tribution uniforme entre 0 et 100. La difficulté du probléme est quantifiée par
deux parameétres : tout d’abord le RDD (Relative Range of Dates) et le ATF
(Average Tardiness Factor). Les auteurs calculent le délai de chaque tache en

fonction de ces parameétres.
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L’algorithme proposé est efficace jusqu’a environ 100 taches et est supé-
rieur aux autres algorithmes proposés dans ce domaine jusqu’en 1982. Mais
cet algorithme n’est pas généralisable et ne permet pas de prendre en compte

des retards pondérés.

1.3 Les problémes & une machine en temps-réel

Dans une application en temps réel, on dit aussi en ligne (et, en anglais,
real-time ou on-line), il est obligatoire de fournir une solution rapidement, sans
pouvoir attendre les informations sur les demandes a long terme. Les premiers
problémes importants traités en temps réel ont concerné le pilotage de systémes
complexes (avion, centrale nucléaire, etc). De tels problémes se sont également
posés pour 'ordonnancement de radars (Orman et al., [46, 47, 48]), ou de pro-
cesseurs en informatique (Chrétienne et al., [15]). L’ordonnancement en temps
réel permet aussi de fournir un délai de fabrication précis au client, & 'instant
ou il passe sa commande. Sgall [49] décrit la littérature déja abondante relative
a I'ordonnancement "en temps réel". Aujourd’hui, les applications en temps
réel de 'ordonnancement se développent parce qu’elles permettent de réagir
dynamiquement aux aléas de I’environnement. Les applications en temps réel
impliquent de développer des techniques rapides dans tous les cas de figures. La
rapidité d’obtention souhaitée des résultats dépend du probléme traité : pour
une entreprise, il peut s’agir de quelques minutes, pour un radar, de quelques
millisecondes. Le terme temps-réel signifiant que ’application considérée est
capable de fournir une solution & un probléme avant que d’autres événements
ne viennent modifier I’état du systéme. La rapidité d’un algorithme en temps
réel est mesurée par sa "complexité", c’est-a-dire I’évaluation du nombre d’opé-
rations élémentaires effectuées par ’algorithme dans le pire des cas. Elle est
donnée en fonction de la taille des problémes traités (Knuth,[50], Gaudel et
al,[51]). Pour garantir que le temps d’exécution d’un algorithme ne dégénére
pas dans des cas d’application en temps réel, il est souhaitable que sa com-
plexité soit polynomiale (i.e. que le temps de calcul s’exprime comme un poly-
noéme fonction de la taille des données). A I'opposé, les problémes NP-difficiles
au sens fort forment une classe pour laquelle on ne connait pas d’algorithme

polynomial (voir Garey et Johnson,|52]). Pour résoudre de tels problémes de
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maniére optimale, les seules méthodes connues consistent & explorer explici-
tement ou implicitement toutes les solutions, ce qui n’est possible que pour
des exemples de taille trés limitée. Ainsi, dans le cas d’applications réelles et
quand la recherche de la solution optimale devient "combinatoire", on utilise
des "heuristiques" rapides qui fournissent, au mieux, une solution proche de
la solution optimale.

Dans leur article On-line Algorithms for a Single Machine Scheduling Pro-
blem, Mao W., Kincaid R.K., et Rifkin A. (voir [53]) présentent deux approches
temps-réel pour résoudre le probléme de I'ordonnancement de taches non pré-
emptives sur une machine a ressource unique. Par temps-réel, ils supposent
que toutes les taches qui vont étre exécutées lors de I'utilisation de la machine
ne sont pas connues a 'instant de départ ¢ = 0. Autrement dit, des taches ap-
paraissent de maniére asynchrones pour ¢ > 0 et doivent étre prises en compte
dans ’ordonnancement déja établi.

Le premier algorithme proposé est appelé F'C'F'S (pour First Came, First Ser-
ved : premier arrivé, premier servi). Il consiste & exécuter les taches dans
Pordre croissant de leur date de début (si plusieurs taches ont des dates de
début identiques, elles sont classées dans 1’ordre croissant de leur durée d’exé-
cution.). Chaque nouvelle tache arrivant en temps réel est classée dans cette
liste. Lorsque la machine devient disponible, elle exécute la premiére tache de
la liste d’attente. Chaque tache exécutée est retirée de la liste.

Le deuxiéme algorithme proposé est appelé SAJFE (Shortest available job first :
exécution prioritaire de la tache ayant la durée la plus bréve). Cet algorithme
utilise aussi une file d’attente, et le méme mécanisme d’ajout et de retrait de
taches de la liste que FFCFS.

La différence se situe au niveau de la méthode de classement des taches dans
la liste d’attente : SAJF classe les taches dans I'ordre croissant de leur durée
d’exécution. La comparaison entre les algorithmes temps-réel FCF'S et SAJF
comme c-compétitif un algorithme temps-réel capable d’effectuer le méme tra-
vail qu'un algorithme optimal hors-ligne en moins de c fois le temps que met
cet algorithme optimal. Ici, cependant, les auteurs résolvent un probléme NP-

difficile, et a la place de I'algorithme optimal, ils utilisent une heuristique pour
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les problémes comprenant plus de 50 taches, car alors, le temps de calcul re-
quis rend le probléme insoluble. Le choix a été fait d’utiliser 'heuristique de
la recherche tabou (voir |32, 33]) qui donne d’excellents résultats. Les auteurs
ont prouvé que les deux algorithmes FCFS et SAJF sont n-compétitifs (n
est le nombre total de taches ordonnancées), et que SAJF est meilleur que

FCFS pour minimiser le temps d’exécution sur la machine.

1.4 Ordonnancement a flot continu

1.4.1 Les radars multifonctions

Les radars de combat effectuent plusieurs types d’activités. L’activité la
plus connue de ces appareils est certainement celle consistant & détecter des
objets dans le ciel. Mais les radars ont beaucoup d’autres applications : ils
peuvent par exemple exploiter I'effet Doppler, afin de connaitre la vitesse et la
direction de déplacement d’une cible. Ils peuvent également former une image
d’un objet se déplacant dans le ciel et en déduire (a I’aide de bases de données)
quelles en sont les caractéristiques techniques. Un radar peut aussi permettre
de guider un missile vers une cible hostile.

Pour les systémes de radars classiques, la concentration de plusieurs de
ces compétences n’est pas possible, et nécessite la mise en place de réseaux
constitué de radars différenciés : chaque activité (surveillance, pistage, etc,. . .)
dispose de son antenne de radar dédiée. Le grand avantage de ce systéme est
la relative simplicité a ordonnancer les taches sur les différents radars. Par
contre la synchronisation de I’ensemble est difficile, non seulement au niveau
de ’échange des données, mais aussi au niveau des fréquences d’émission des
différentes antennes, nécessaire pour éviter des interférences génératrices d’er-
reurs d’interprétation.

Une des caractéristiques des radars de combat modernes est de pouvoir
supporter plusieurs types d’activité simultanément, et ce grace aux progrés de
la micro-informatique et de la technique des composants radio. Plus particu-
liérement, nous aller nous intéresser a un type de radar de détection aérienne
appelé radar multifonctions. Ce radar est capable de procéder réguliérement &

une inspection compléte de son domaine de visibilité (envoi d’ondes vers diffé-
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rentes parties du ciel), de suivre les cibles qui ont déja été identifiées (calcul des
trajectoires, doppler, etc) et, le cas échéant, de guider un missile vers une cible
hostile. Ce radar se présente sous la forme d’une antenne rotative unique. Le
fait que toutes les activités soient concentrées sur cet appareil unique permet
d’éliminer le probléme de synchronisation des radars classiques (bien entendu,
¢a ne supprime pas le probléme des brouillages ennemis). Par contre, la sol-
licitation que subit cet appareil afin de remplir toutes ses missions rend plus
complexe I’ordonnancement d’une tache aléatoire lorsqu’elle surgit. Les condi-
tions d’apparition d’'une tache aléatoire seront décrites ultérieurement.

Fondamentalement, un radar est capable d’effectuer deux types de taches :
I’émission et la réception d’ondes. Ces taches sont non préemptives : lorsqu’elles
sont initiées, elles doivent étre complétées. Le radar n’est pas continuellement
en train de recevoir ou d’émettre des ondes : il existe aussi des plages de temps
disponibles, ol le radar est en attente. L’origine de ces temps disponibles est
triple :

- Les contraintes temporelles liant les taches déja ordonnancées entre elles

ne permettent pas d’utiliser ce temps disponible.

- Le systéme d’émission a été trop sollicité et doit rester inactif tempo-
rairement (cette problématique de temps maximal d’émission est abordé
dans le chapitre 7 de cette thése).

- Il n’y a pas de taches dont les créneaux temporaires soient compatibles.
Par exemple, la position actuelle de 'antenne du radar ne permet pas
d’accéder a la zone du ciel qui doit étre vérifiée.

Toutes les activités exécutées par un radar ont un schéma de base sem-
blable : tout d’abord une émission d’ondes, puis un temps mort (temps néces-
saire a ’onde pour parcourir la distance entre le radar et la cible supposée, et
retour), et enfin une réception éventuelle de I'onde. Suivant le type de tache
exécutée (surveillance, pistage, etc), et suivant ’environnement de travail (mer,
orage, etc), ce schéma de base peut étre répété jusqu’a plusieurs dizaines de
fois, afin de diminuer les risques d’erreurs dues au brouillage naturel.

Revenons plus précisément sur les activités du radar. Elles sont de deux
types : les taches périodiques (surveillance du ciel, suivi de cible, etc) et les

taches apériodiques (confirmation d’un écho, perte d’une cible, etc). Les taches
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apériodiques ont un lien de causalité avec le résultat d’une tache périodique. En
d’autres termes, si une tache de surveillance du ciel est positive (une émission
a été réflechie sur un objet et a été renvoyée vers le radar) alors le radar doit
confirmer cet écho dans un délai donné (fenétre de visibilité). Si cette tache de
confirmation est elle aussi positive, le radar évalue (par application du principe
de P’effet Doppler) la direction et la vitesse de la nouvelle cible. Le suivi de
cette cible est une nouvelle tache a ajouter a la liste des taches périodiques.

Actuellement, 'ordonnancement des radars ne tire pas avantage des temps
morts entre émission et réception. Pour une simplification des calculs d’ordon-
nancement d’une tache aléatoire, le schéma de base est considéré comme étant
une seule et unique tache non préemptive. Nous examinons une amélioration de
cette approche dans la premiére partie de cette thése. Dans la seconde partie,
nous considérons toujours que les taches de base du radar (émission et récep-
tion d’ondes) sont non préemptives, mais par contre nous essayons d’utiliser
les temps morts afin d’ordonnancer d’autres taches. De plus, nous exploitons la
conséquence directe de cette approche : au lieu d’exécuter les activités les unes
a la suite des autres, nous entrelagons (par exemple nous exécutons plusieurs
taches d’émission avant d’exécuter une tache de réception). Enfin, dans la troi-
siéme partie de, nous proposons une amélioration de ’approche actuellement
utilisée dans les radars de combat.

A notre connaissance, le premier auteur & avoir publié un article sur les
radars multifonctions est Billeter [54]. Plus récemment, Orman ([46, 47, 48])
dans deux articles et dans sa thése, a décrit le fonctionnement technique des ra-
dars multifonctions et essayé de proposer un modéle d’ordonnancement temps-
réel des taches du radar. Plusieurs régles d’ordonnancement y sont testées, et
un logiciel de simulation y est proposé. Cependant, ni ces articles, ni la thése
ne fournissent d’information nous permettant d’effectuer une comparaison avec
I’approche développée dans les pages qui suivent. En particulier, les données

ne sont fournies que partiellement.

1.4.2 Problématique

Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de ’art des problémes d’or-

donnancement en général, et plus précisément des problémes & une machine,



1.4. ORDONNANCEMENT A FLOT CONTINU 14

a taches non préemptives et en temps réel.

Cette thése se divise en trois parties. La premiére partie traite du probléme
de I'insertion d’une tache unique sur une ressource unique. Nous faisons I’hypo-
thése que nous disposons d’un ordonnancement, et que I’on cherche a y insérer
une nouvelle tache caractérisée par un instant minimal de départ, un temps
d’exécution et un délai. Il nous est possible de retarder I'exécution de taches,
mais pas de changer leur ordre d’exécution. Le critére que nous cherchons a
minimiser est I’augmentation de la somme des retards. Nous définissons dans
les chapitres 2 et 3 trois algorithmes différents pour arriver a ce résultat.

Dans la deuxiéme partie, nous considérons I’insertion non plus d’une tache
simple, mais d'une tache composée de deux sous-taches séparées par une pé-
riode fixée, que nous appellerons bitache. Cette bitache doit étre exécutée avant
un délai, qui est impératif. Cette période peut étre utilisée pour 1’exécution
d’autres taches. Il nous est possible de retarder I’exécution de taches (voire
de bitaches), mais pas de changer leur ordre d’exécution. Le chapitre 4 pré-
sente le probléme et étudie quelles sont les variations du critére suivant les
différents paramétres de la tache aléatoire. Le chapitre 5 est dédié a la des-
cription et ’évaluation de trois algorithmes pour I'insertion d’une bitache dans
un ordonnancement de taches simples. Finalement, le chapitre 6 propose une
méthode permettant d’insérer une bitache aléatoire dans un ordonnancement
de bitaches.

La derniére partie décrit techniquement le fonctionnement d’un radar de
combat, ainsi que deux algorithmes simulant le fonctionnement d’un modéle
précis de radar (le radar multifonctions). Un radar de combat exécute des
bitaches. Les algorithmes proposés permettent de gérer I’apparition de taches
aléatoires en les insérant dans un ordonnancement préexistant sans remettre
en question ni les dates ni ’ordre d’exécution des taches déja ordonnancées. Le
premier algorithme ne permet pas d’utiliser le temps libre des taches (cas non
entrelacé), alors que c’est le cas pour le second (cas entrelacé). Les résultats
expérimentaux montrent que la méthode permettant I’entrelacement permet
d’obtenir des résultats de bien meilleure qualité. Les algorithmes utilisés pour
résoudre ce probléme de taille réelle sont des heuristiques. Les programmes ont

été écrit en Java.



Il y a trois annexes. Le premier annexe est un article en anglais (voir [55])
consacré a ’ordonnancement d’une polytache dans un ordonnancement. Une
polytache est une tache constituée d’un nombre donné de sous-taches séparées
deux & deux par un temps libre. La durée de chaque sous-tache, ainsi que celle
de chaque temps libre est arbitraire. Deux heuristiques sont proposées pour
résoudre ce probléme. Le temps réel n’y est pas abordé.

Le second annexe contient la description détaillée d’un algorithme d’inser-
tion optimale d’une bitache dans un ordonnancement de bitaches. Cet algo-
rithme n’est pas exécutable en temps réel, et est utilisé comme étalon. Il est
décrit dans le chapitre 5.

Le troisiéme annexe contient le listing et des captures d’écrans de ’algo-
rithme de simulation de radars multifonctions décrit dans le chapitre 7.

L’étude proposée dans cette thése déja fait 'objet de communications dans
les articles suivants :

— Duron et Proth (2002) [55],

— Duron (2000) [56],

— Duron et Proth (2002) [57],

Duron et al (2001) [58],
Duron et al (2002) [59],
— Duron et al (2001) [60],
— Duron et Proth (2002) [61],
Duron et Proth (2002) [62].
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Premiére partie

Insertion d’une tache simple dans
un ordonnancement
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Présentation de la premiére partie

Cette thése concerne un type particulier de probléme d’ordonnancement &
une machine issu du controle des radars de combat. Nous cherchons a insérer
une nouvelle tache, dite tache aléatoire, dont ’arrivée est aléatoire, et dont
les caractéristiques ne sont connues qu’au moment de son apparition, dans
un ordonnancement préexistant. Cette premiére partie s’intéresse a une tache
aléatoire caractérisée par sa durée, et par un délai d’exécution impératif. La
ressource sur laquelle les taches sont exécutées ne permet pas de suspendre
temporairement une tache en cours d’exécution afin d’en exécuter une autre
(non préemptivité). Lorsque nous cherchons a inclure une nouvelle tache dans
I’ordonnancement existant, il nous est permis de retarder les taches existantes
pour intercaler la tache aléatoire, mais pas de changer ’ordre d’exécution de
ces taches. La plus grande difficulté de ce probléme consiste & effectuer ce
travail d’insertion en temps réel. Pour atteindre ce but, nous allons considérer
des heuristiques agissant en deux temps :

— Une partie en différé : le plus gros des calculs est effectué lorsque la
ressource de calcul est disponible afin de minimiser le temps de calcul
lorsque surgit une nouvelle tache aléatoire. Les calculs sont effectués sur
la base d’hypothéses qui compensent partiellement le manque d’informa-
tion concernant la tache aléatoire.

— Une partie en temps réel : on doit, avec un temps de calcul minimal,
pouvoir placer la tache aléatoire qui vient d’apparaitre. Pour cela, on
utilise les calculs effectués lors de la partie en différé de 1'heuristique.

Le chapitre 2 aborde le probléme sous I’angle des temps libres entre les taches
de I’'ordonnancement initial et des délais attachés aux taches. Deux heuristiques
y sont proposées. Dans le chapitre 3 nous aurons une approche basée sur une

fonction directement dérivée du critére. Ce chapitre commence par quelques



19

remarques sur la structure du probléme, puis se poursuit par I’exposé d’un
algorithme temps-réel permettant un placement optimal de la tache aléatoire

suivant le critére "minimisation de la somme des retards".
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Chapitre 2

Insertion d’une tache simple en
temps réel :

exploitation des temps libres entre
les taches et des délais.

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous effectuons une premiére approche du probléme en
considérant uniquement ’exploitation des données relatives aux délais et aux
temps libres entre les taches.

Nous définissons ce probléme dans le paragraphe 2.2. Les formules de base
sont données dans le paragraphe 2.3. La maniére de les utiliser dans les algo-
rithmes que nous proposons, et qui consiste & effectuer un maximum de calculs
préparatoires en différé, est exposée dans le paragraphe 2.4. Le paragraphe 2.5
est consacré a la présentation de deux algorithmes. Le paragraphe 2.6 donne
des résultats numériques et compare 'efficacité des algorithmes. La conclusion

est donnée dans le paragraphe 2.7.

2.2 Position du probléme.

Nous disposons d’un ordonnancement de n taches aq,as,...,a, de du-
rées respectives 01,05, ...,0,. Les instants de début de ces taches sont notés
[, 2, - - - fin. Bien entendu, p; + 60; < pipq pour ¢ = 1,2,...,n — 1 car la

ressource exécute au plus une tache a chaque instant. Les délais associés a ces
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taches sont respectivement d;, ds, ..., d,. Dans la suite, nous noterons :
Ay =pi1— (i +6;) pouri=1,2,....n—1 (2.1)

A; est I'intervalle de temps qui sépare la fin d’une tache du début de la tache

suivante, et :
fi=ldi — (u; + 0] pouri=1,2,....n—1 (2.2)

fi représente la flexibilité attachée a la tache a;, c’est-a-dire la durée dont nous
pouvons retarder le début de la tache a; sans augmenter le critére attaché a

I’ordonnancement, lequel s’écrit :

n

Co=> (pi+06i—di)* (2.3)

i=1
Dans la figure 2.1, nous avons représenté deux taches a; et a;11 ainsi que

les valeurs f; et A, asssociées a a;.

M

Temps

2.1 — Relations de base

Nous voulons insérer dans I’ordonnancement initial, en temps réel, une tache
A apparaissant a 'instant 0. Cette tache A est définie par :

- sa date de fin d’exécution D qui ne peut étre violée,

- sa durée, notée 0.

L’objectif est de minimiser I’augmentation de la valeur du critére C,.

2.3 Relations de base.

Supposons que la tache aléatoire A de durée # débute a la fin de la tache

ay, c’est-a-dire au temps i + 0. Alors, si § < Ay, la tache A peut étre
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insérée entre ai et ag,, sans retarder ap 1. Si Ap < 0 < A + Agiq, alors
nous devons déplacer ax,; dont Uinstant de début devient py1 + (60 — Ay),
mais a1 est la seule tache qui sera déplacée. De méme, si Ay + Ay <0 <
Ap+ A1+ Agio, ala fois a1 et a2 vont étre déplacées : I'instant de début
de agi; devient ugiq + (0 — Ag) alors que l'instant de début de ay,o devient

frro + (0 — Ap — Agyq), et ainsi de suite. Pour résumer :
nE—1

ng
Si Z Apis <0< ZAk+S’ alors :
s=0 s=0

2.4
- Les taches agis, s =1,2,...,ny sont les seules taches (24)

a étre déplacées si la tache aléatoire commence lorsque
ay, finit.

- L’instant de début de a;. devient
s—1

Pits + (0 — ZAk+i) pour s =1,2,... ng.
=0

De plus, si 6 < A aucune des taches déja ordonnancées n’est déplacée.

Une conséquence des relations (2.4) est que si le critére (2.3) augmente
aprés avoir inséré la tache A aprés la tache a;, 'augmentation est due aux ny
taches qui sont déplacées.

L’augmentation de C,, résultant de la translation de a;,; sur I’axe des temps

est :

0 si 0 < Ag

Rk+1 - { (0 — Ak — fk+1)+ si 6> Ak (25)

L’explication de (2.5) est immédiate. Si § < Ay, alors la tache A peut étre
insérée aprés la tache a; et complétée avant que la tache ap,; ne débute :
I’ordonnancement d’origine n’est pas modifié. Si 6 > Ay, la tache ap.; est
déplacée de 0 — Ay. Alors, si 0 — Ay < fri1, le délai d’exécution de ag,q n’est
pas violé, et 'augmentation de C, est égale & zéro, sinon I'augmentation de C,
est @ — Ar — fry1. Ceci conclut explication.

L’augmentation de C, résultant du déplacement de a; o sur I’axe des temps

est :

Hiez = { (0 — Ak — A1 — fr2)t sl 0> A+ Ay (256)

L’explication de (2.6) est la suivante. Si 6 < Ay + Agyq, instant de départ

de la tache ay o n’est pas modifié, tout comme celui des taches suivantes. Si
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0 > Ap+Ay1, alors ag o est déplacée de 0 —Ap—Ap 1. S10—Ap—Api1 < frao,
le délai d’exécution de a2 n’est pas violé et 'augmentation de C, résultant de
aj1 2 est égale a zéro, autrement, I’augmentation de C,, est 0 — Ay — A1 — frio.
Ceci termine I'explication de (2.6).

La premiére tache a ne pas étre retardée est la tache ayi,, 1, ol ny est

ng
le plus petit entier tel que Z Apis > 0. S1 A > 0, alors aucune tache n’est

s=0
retardée.

Finalement, I’augmentation de la valeur du critére est :

ny
s=1
Cette formule se réécrit :
0 si Ak Z 0
ng s—1
L0 =0 S 0-3 Arip— frea)™ si Ap <o (2.8)
s=1 p=0

Nous sommes donc en mesure de calculer 'augmentation de la valeur du critére
associé a I’ordonnancement initial dés que ’on connait k, c’est-a-dire ’endroit
ou 'on va intercaler la tache A, et ny, c’est-a-dire le nombre de taches succes-
sives qui vont étre décalées.

Bien entendu, nous ne pouvons pas essayer toutes les positions possibles
de A et conserver la meilleure : ce ne serait pas compatible avec la contrainte
"temps réel". Nous devons donc trouver un moyen d’évaluer L;(#) de maniére

rapide.

2.4 Utilisation des relations de base.

Lorsqu’une tache aléatoire A intervient, nous connaissons sa durée 6 et son
délai impératif D. Nous devons alors décider, en temps réel, de la placer a la
suite de 'une des taches a; déja ordonnancées, I'objectif étant d’augmenter
aussi peu que possible le critére C,, attaché & 'ordonnancement initial. Un cer-
tain volume de calculs est nécessaire pour parvenir & cette décision. L’objectif
de ce paragraphe est de présenter des approches permettant d’effectuer la plu-

part des calculs en différé, c’est-a-dire dés que 'on connait I’ordonnancement
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et avant qu’apparaisse la tache aléatoire, et de ne réserver a la démarche temps

réel qu’un volume limité de calculs.

2.4.1 Premiére approche.

La premiére approche que nous présentons conduira a 'algorithme T'R1
qui fournit des résultats relativement précis. Le lecteur observera cependant
que le volume des calculs a effectuer en temps réel nécessite ’exploration de

plusieurs positions de la tache aléatoire.

Les tableaux de référence.

Les calculs en différé consistent & construire ce que nous appellerons des
tableaux de référence pour décider du positionnement de la tache A. Considé-

rons I’ordonnancement initial de la figure 2.2. Les délais ne sont pas portés sur

la figure.
RERNERY >_2: e
NN : | I I I | I | -
Hq Ho M3  Hg Mg

2.2 — Un exemple d’ordonnancement

La tache aléatoire A, de paramétres 6 et D, se manifeste & l'instant 0.
Considérons, par exemple, 'instant de début p4 de la tache ay. Si 0 < uy —
(u3+03), alors placer la tache aléatoire A aprés az garantit qu’elle se terminera
au plus tard a l'instant py. Si par contre, py — (us +63) < 0 < pg — (p2 + 62),
il faudra placer A aprés a, pour étre assuré qu’elle se terminera au plus tard
a linstant py. De méme, si py — (2 +62) < 0 < py — (g + 61) alors il faudra
placer A aprés a; pour étre assuré qu’elle se terminera au plus tard & 'instant
piy. Enfing si @ > py — (u1 +61), il est impossible que A se termine au plus tard
a I'instant 4.

De plus, comme nous I’avons vu sans le paragraphe 2.3 :

— 8i 0 < As, aucune tache de I'ordonnancement initial n’est déplacée si ’on

place A aprés as.

— 81 Az < 0 < Az + Ay, la tache as sera retardée de 6 — A, si 'on place A

apres as.
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— 81 Az 4+ Ay < 0 < As+ Ay + Ay, la tache ay sera retardée de 6 — A et
la tache a3 sera retardée de 0 — Ay — Ay si 'on place A aprés a;.

Si donc on connait un instant de début u, de la tache a, avant lequel on
souhaite que la tache aléatoire A se termine, il est possible de donner la liste
des taches a la suite desquelles placer A pour atteindre ce but.

Le tableau de référence X est déduit de ces remarques. Il comporte n
colonnes et, en théorie, n lignes. Considérons la ligne 7 et la colonne j du
tableau X.

L’élément z;; de X est défini de la maniére suivante :
0 si j<1

o J—1 —
Tij = ZAk s> pour i =1,2,...,n. (2.9)
k=i

x;; représente la valeur maximale de ¢ qui permet de ne déplacer que les taches
@it1, iy, - - -, a;—1 S1 A est placé aprés a;.
Le tableau de référence X qui correspond a I'exemple de la figure 2.2 est

le tableau 2.1.

2.1 — Tableau de référence X relatif a 'ordonnancement représenté dans
la figure 2.2.

451 2 M3 4 M5

4
a1 0 Ay ZAi Z A, ZAi
i=1

=1 =1

4
as 0 0 A, A | YA
=2

1=2

4
as 0 0 0 Ag Z Az
=3
ay 0 0 0 0 Ay

De ce tableau initial, nous déduisons le tableau de références Y et défini
comme suit (ses éléments sont notés y;;) :
0 si <1 .
= . LT =1,2,...,n. 2.10
Le tableau de référence Y , appliqué a 'exemple précédent, est représenté

dans la figure 2.2.
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Au tableau de référence Y, qui va nous permettre de calculer 'augmenta-
tion de critére, s’ajoute le tableau de référence V, et dont les éléments v;; se
définissent comme suit.

Uij:{uj_(2i+9i) : iiz pour i =1,2,...,n. (2.11)

Le tableau de références V', pour I’exemple ci-dessus, est représenté dans le
tableau 2.3.

Lorsque j > 14, ce tableau fournit la valeur maximale de la durée 6 de la
tache T" pour qu’elle puisse étre terminée avant l'instant 4, si elle débute des
que a; se termine.

Les tableaux de référence, ainsi que le tableau initial, ne dépendent que
de I'ordonnancement initial. Ils peuvent donc étre calculés en différé. Comme
seules les parties triangulaires supérieures contiennent les informations qui
nous intéressent, nous aurions a stocker (n—1)(n —2)/2 éléments pour chaque
tableau. Pour n grand, (plus grand que 100 par exemple), nous risquons d’abou-
tir & des tableaux d’une dimension telle qu’ils ne soient pas gérables en temps
réel. Nous avons donc décidé de limiter le nombre de lignes & Z. Le nombre Z
dépend évidemment du probléme a traiter : il est d’autant plus grand que le
nombre de A; successifs dont la somme dépasse 6 est grand. Pour cette valeur,

le nombre d’éléments utiles (différents de zéro) du tableau de référence est

Z(2n—Z—1)
==

2.2 — Tableau de référence Y relatif & I’ordonnancement représenté dans
la figure 2.2

H1 K2 M3 Ha s
7 3 i

aq 0 A+ fo ZAi+f3 ZAmszx ZAi+f5
=1 Z§1 lzl

s 0 0 Ao+ f3 ZAmszx ZAi+f5
1=2 ’LZQ

as 0 0 O A3—|—f4 ZAZ+f5
i—3

ay 0 0 0 0 Ay+ fs
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2.3 — Tableau de référence V relatif a 'ordonnancement représenté dans
la figure 2.2.

M1 2 M3 M4 Us
ay 0 po = (p1+01) | 3 — (o +01) | g — (2 +061) | s — (pa + 61
as 0 0 ps — (2 +61) | pra— (p2 +02) | s — (p2+ 6>
as 0 0 0 pra — (3 +03) | ps — (3 + 03
as 0 0 0 0 fis — (f1a + 04

Utilisation des tableaux de référence.

Supposons qu’une tache aléatoire A se manifeste & I'instant 0 et que D =
(- Alors les positions admissibles pour A, c’est-a-dire les positions qui garan-
tissent que D n’est pas violé, s’obtiennent en retenant dans la k-iéme colonne
du tableau V les indices des lignes i = 1,2,...,p telles que v;; > 6. Soit I
I’ensemble de ces indices. Alors pour tout i € I, la relation (2.8) s’applique
pour L;(0), avec n; = k — i :

S—

L0) =30~ Ay~ fin) 212

s=1 p=0

n2
avec toujours la méme convention sur les sommes, a savoir E .=0sinyg <m
1=n1

En utilisant les éléments du tableau X, (2.12) se réécrit :

g

L;(0) = Z(G — Tiivs — fivs) T pour tout i € I, (2.13)

s=1
Par conséquent, en utilisant les éléments du tableau Y :

ng

Li(0) = 2(9 — Yiivrs) T pour tout i € Iy, (2.14)

s=1
La procédure précédente s’applique non seulement pour D = puy, mais aussi
pour D € [puy, pg + 0k]- Si D € [k + Ok, pry1), alors la procédure s’applique en
choisissant 1511 = D et Ay = D — (pux + 60%). Dans 1’algorithme qui suit, nous
ne considérons pas ce cas et nous poserons D = py tant que D € [ug, fpr1) :
c’est la raison pour laquelle notre approche est qualifiée d’heuristique, ce qui

explique que les résultats obtenus ne soient pas tous optimaux.
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Enfin, si I, = (), il n’existe aucune position de A qui lui permette de se
terminer au plus tard a l'instant py : le probléme n’a pas de solution.

Bien entendu, le fait que le tableau de référence soit limité & Z lignes peut
conduire & éliminer des solutions admissibles parmi lesquelles pourraient se

trouver la solution optimale.

2.4.2 Seconde approche.

Cette seconde approche est particuliérement simple. Elle consiste & cal-
culer, pour k = 1,2,...,n, T) qui est la somme maximale de k périodes A;

consécutives. En d’autres termes :

k—1
T, = A, 2.1
k i:1,2rf.1.farf(—k+1 Zo s (2.15)

On désigne par i* (k) I'indice i qui conduit au maximum. L’idée de cette seconde
approche est de rechercher la valeur minimale de k telle que T} > 6 lorsque
la tache aléatoire A apparait. Soit k* cette valeur. Alors deux cas peuvent se

présenter :

1. Sii*(k*) est tel que
i (k) + Op (=) + 0 < D, c’est-a-dire s'il est possible de terminer la tache

A avant D en la plagant aprés i*(k*), alors on place A aprés i*(k*).

2. Si fuge(jry + O =y + 0 > D, alors on place la tache A apreés la tache 1 si
1+ 01+ 60 < D, sinon le probléme n’a pas de solution.

On remarquera que cette approche ignore totalement la flexibilité des taches.
elle cherche simplement & placer la tdche A & un endroit qui perturbe un
nombre minimal de taches déja ordonnancées. Si cette position conduit a violer
le délai D, alors on essaie de placer A aprés la premiére tache. Si cette position
conduit encore & violer D, alors le probléme n’a pas de solution. Le souhait de
ne déplacer qu’un minimum de taches s’explique par la nécessité de mettre a

jour I'ordonnancement, probléme qui n’est pas examiné ici.
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2.5 Les algorithmes heuristiques.

2.5.1 L’algorithme T R1.

C’est I'algorithme déduit de la premiére approche. A la lumiére du para-
graphe précédent, nous voyons que les calculs se divisent clairement en deux
parties : la premiére regroupe les calculs qui peuvent se dérouler en différé,
c’est-a-dire dés que I'on connait 'ordonnancement et avant que n’apparaisse
une tache aléatoire, alors que la seconde partie se déclenche dés qu’apparait
une tache aléatoire.

Remarque : Les tableaux X,Y et V précédents sont calés sur le début de
la tache aq. Le temps s’écoulant, la tache a; devient une tache du passé, et
la premiére tache a exécuter devient la tache ao, et ainsi de suite. Il est donc
nécessaire de modifier ces tableaux au cours du temps. Une approche simple
consiste :

— a conserver ces tableaux constants entre le début d’une tache et le début
de la tache suivante : la premiére tache reste la méme tout au long de
cette période.

— a ajuster les tableaux X, Y et V en fin de période en soustrayant A; a
chaque élément de la i-éme ligne.

— a recalculer le tableau Y a partir du nouveau tableau de référence X.

Ces aspects ne sont pas considérés dans ce chapitre. Une description de cet

algorithme est donné dans la figure 2.3.

2.5.2 L’algorithme T R2.

Cet algorithme est déduit de la seconde approche présentée dans le para-
graphe 2.4.2. Il comporte également deux parties : celle qui concerne les calculs
en différé, et celle qui concerne les calculs en temps réel, lesquels s’effectuent
lorsqu’apparait la tache aléatoire. Cet algorithme est détaillé dans la figure

2.4.
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1. Partie 1 : Calculs en différé.

(a) Calcul du tableau X a l’aide de la relation (2.9)

(b) Calcul du tableau V' & I’aide de la relation (2.11)

(c) Calcul du tableau Y & I’aide de la relation (2.10)
2. Partie 2 : Calculs en temps réel :

(a) Deéfinir uy tel que D € (g, pr+1)-

(b) Faire I}, = 0

(c) Pouri=1,2,... faire :

Si v > 6 faire Ij, = Ij, + {i}, sinon aller en 2.(d)

d) Si I =0, pas de solution. Fin.
) Pour tout i € I, calculer L;(0) (voir (2.14))
f) Calculer i* tel que L;«(6) = 12[1611[? L;(0)
)

—~

e

A~~~

g) A sera placé aprés a;-

2.3 — Algorithme TR1

1. Partie 1 : Calculs en différeé.

(a) Pour £k =1,2,...,n, calculer T} et i*(k). Ty est calculé & partir de la
relation (2.15)

2. Partie 2 : Calculs en temps réel :
(a) Pour k=1,2,...,n,
i. Si Ty < 0, aller en 2.(b)
ii. Si Ty > 0, stocker i*(k) et aller en 2.(d)
(b) Fin de la boucle &
(c) Pas de solution : FIN.
(d) Si pi=(r) + 0= (xy + 0 < D, on place la tache aprés la tache i* (k). FIN.
(€) Si pri=(ry + 0 xy +6 > D
i. Sipg+61+6 <D, on place A aprés la tache 1. FIN.
ii. Si g + 61+ 6 > D, pas de solution. FIN.

2.4 — Algorithme T R2
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2.6 Le programme de simulation.

2.6.1 Présentation du programme

Dans cette section nous présentons le protocole de simulation que nous
avons appliqué afin de tester les performances des deux heuristiques T'R1 et
T R2. Pour cela, nous générons aléatoirement des jeux de test (voir paragraphe
suivant). Pour chacun de ces jeux de test, nous calculons a 1'aide d’une ex-
ploration systématique (voir 2.6.2) quel est 'emplacement d’insertion optimal
(notons qu’il peut y avoir plusieurs emplacements d’insertion optimaux). En-
suite, nous appliquons successivement les heuristiques T'R1 et T'R2, et nous
comparons les résultats a ceux fournis par I’exploration systématique. Nous
distinguerons trois types de résultats :

— Les résultats fournis par une heuristique qui conduisent a une solution

optimale.

— Les résultats qui excédent au plus de 10% le résultat optimal.

— Les résultats qui excédent au plus de 15% le résultat optimal.

2.6.2 Algorithme systématique

Cet algorithme effectue les calculs correspondant a I'insertion de la tache
aléatoire A de durée 0 et de délai impératif D aprés chaque tache ay, k € H,
de l'ordonnancement initial avec Hop = {k\ k € [1,2,...,Q] et ug + 0o +6 <
D < pgi+1 + g1 + 0}. On calcule alors 'augmentation de critére associée a
chacun de ces cas de figure. L’emplacement d’insertion optimal est celui qui
conduit & la plus faible augmentation de la valeur du critére. Cet algorithme

est donné dans la figure 2.5.

2.6.3 Algorithme de simulation

L’algorithme du programme de simulation est donné dans la figure 2.6.
Chaque ordonnancement est généré de maniére aléatoire. On génére 35
taches séparées éventuellement par un temps libre.
— Le temps libre qui suit une tache a; est généré par la formule :
T = 154+10%(12*random(1.0)—6)* on (x)* = max(0, z) et random(1.0)

est un nombre aléatoire réel compris dans I'intervalle [0, 1].
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1. Calculer @, le plus grand entier tel que g + 0o +60 < D.
aq est la derniére tdche aprés laquelle A peut démarrer sans violer D

2. Poser K* = ().
K* Contient la liste des endroits d’insertion menant a la plus faible aug-
mentation de la valeur du critére

3. Pour k € Hg faire :
Ainsi que défini préalablement,
Ho={k\ke{l,2,...,Q} et po +00+60 <D < pgy1 +6g41+6}
(a) Etablir le nouvel ordonnancement Oy résultant de linsertion de A
apres ag.
(b) Calculer augmentation de critére de l’ordonnancement Oy par rap-
port au critére associé a I'ordonnancement original en utilisant (2.8).
(c) SiL,(0) = L(9), avec p € K* alors K* = K* U {k}.
(d) SiLy(8) < Lk(0), avec p € K* alors K* = {k}.

2.5 — Algorithme systématique

— Chacune des taches est caractérisée par une date de début, un temps

d’exécution et un délai.

1. Le temps de début de la premiére tache est zéro. Ensuite, pour
obtenir le temps de début de la tache que I’on est en train de générer,
on additionne les temps d’exécution des taches précédentes et les

temps libres.

2. Le temps d’exécution d’une tache est généré aléatoirement, et de

maniére équiprobable entre 1 et 50.

3. Le délai est calculée en additionnant la date de début de la tache, le
temps d’exécution et un nombre généré aléatoirement et de maniére
non équiprobable entre -50 et 50. I1 y a 20% de chances pour que le

nombre aléatoire prenne une valeur comprise entre -50 et 0.

1. Pour 6 = 20 & 100 par pas de 20 faire :
2. (a) Pour i =1 2400 faire :
(b)  i. Générer un ordonnancement.

ii. Générer D : On le génére aprés le temps 700 et avant le temps de
commencement de la derniére tiche schedulée.

ili. Trouver 'insertion optimale pour 6 etD (voir algorithme 2.6.2)

iv. Appliquer ’heuristique étudiée.

2.6 — Algorithme de simulation
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2.6.4 Complexité
Algorithme T'R1.

Examinons la complexité de ’algorithme T'R1. Pour cela, nous regardons
d’abord quelle est sa complexité pour la partie concernant les calculs en différé.
Nous partons des équations (2.9), (2.10) et (2.11), dont nous détaillons les
algorithmes ainsi :

Notons bien que nous calculons les valeurs de A; et de f; en méme temps

que les tableaux de référence.

Calcul de X :
1. Pour ¢+ = 1, nbtask faire
(a) Pour j = 1, ¢ faire X[i|[j] = 0;
(b) Pour j = i+1, nbtask Faire X|[i|[j] = X[i][j-1] + A1
On associe a ce calcul la complexité :

Cx=3 (1 Y=

i=1 j=1 j=i+1

Calcul de Y :
1. Pour i« = 1, nbtask faire
(a) Pour j = 1, i faire Y[i|[j] = 0;
(b) Pour j = i+1, nbtask Faire Y[i|[j] = X[i][j-1] + fj-1
On associe a ce calcul la complexité :

n [ n 2
Oy =Cx =31+ 22}23”2 n

i=1 j=1 j=i+1

Calcul de V :
1. Pour i = 1, nbtask faire
(a) Pour j = 1, i faire V]i|[j] = 0;
(b) Pour j = i+1, nbtask Faire V[i|[j| = p; — i — 6;
On associe a ce calcul la complexité :

Co=Y 31 Y =

i=1 j=1 j=i+1
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Ainsi, nous obtenons le nombre d’instructions a exécuter :

Chors—ligne = 2C’X—{'C’V

3n2—n}+ 5n? — 3n
2 2

= 2x{

11n?
2

<

Considérons maintenant la partie des calculs en temps réel en détaillant

pour chaque ligne de ’algorithme :

— ligne 2.a : au plus n opérations

— ligne 2.b : 1 opérations

— ligne 2.c : au plus n fois 3 opérations (test, addition, affectation).

— ligne 2.e : au plus n fois la formule (13), qui comporte au plus 3 * (n-2)
opérations

— ligne 2.f : au plus n opérations.

En sommant, on obtient :

n n—2

C’en_ligne:n+1+3n+zz3+n:3n2—n+1§3n2

i=1 j=1
Algorithme T R2.

Calculons maintenant la complexité de I'algorithme T'R2. Pour cela, nous
évaluons d’abord sa complexité pour la partie concernant les calculs en différé.

Nous partons de I’équation (2.15), nous en déduisons ’algorithme :
1. Pour i = 2, nbtask faire T[1][i] = A;_1;
2. Pour ¢ = 2, nbtask — 1 faire
(a) Pour ¢ = i, nbtask faire T'[i][j] = T[i — 1][j] + A,

et nous obtenons le nombre d’instructions a exécuter :

n n—1 n
Chors—ligne = Zl +ZZQ =n? —3< n’
=1 =2 j=i

Considérons maintenant la partie des calculs en temps réel :

— ligne 2.a : au plus n opérations.
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— le reste : au plus 5 opérations.

En sommant, on obtient :

Cenflignezzl+5:n+5§2n

i=1
Le tableau 2.4 résume les résultats de complexité des deux approches heu-

ristiques T'R1 et T'R2.

2.4 — Complexité des heuristiques T R1 et T R2.
TR1 | TR2

Partie differé | O(n?) | O(n?)
Partie temps réel | O(n?) | O(n)

2.6.5 Les résultats numériques.

Nous avons traité deux mille exemples avec chacun des algorithmes T'R1 et
T R2. Dans chacun de ces exemples, nous avons recherché la (ou les) solution(s)
optimale(s) a I’aide d’un balayage systématique.

On donne dans le tableau 2.5, pour chacune de ces heuristiques :

— le pourcentage d’exemples qui conduisent & une solution optimale,

— le pourcentage d’exemples qui conduisent a des solutions dont le critére

se situe a moins de 10% du critére optimal,
— le pourcentage d’exemples qui conduisent a des solutions dont le critére

se situe a moins de 15% du critére optimal.

2.5 — Résultats

0% | <10% | < 15%
TR1| 92% 95% 97%
TR2 | 84.5% | 84.7% | 89.6%

2.7 Conclusion.

L’objectif de ce chapitre était d’intercaler une tache aléatoire de délai im-

pératif dans un ordonnancement donné en minimisant I’accroissement de la
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valeur du critére, qui est la somme des retards des taches préalablement or-
donnancées. Cet objectif devrait étre atteint en temps réel.

L’heuristique T'R1 nous fournit des résultats de trés bonne qualité, mais
au prix d’une complexité élevée. L’heuristique T'R2 nous fournit des résultats
qui restent de bonne qualité par rapport a I’heuristique T'R1, mais pour une
durée de calcul temps réel plus acceptable.

Il faut bien remarquer que D est petit par rapport a la durée de I'ordon-
nancement dans lequel on veut insérer la tache aléatoire, aussi, seul un nombre

n* < n de taches sera pris en compte dans les calculs.
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Résumé

Le probléme que nous avons abordé concerne une ressource unique. Nous avons
considéré un ordonnancement supposé optimal, et dont le critére est la somme
des retards par rapport a des délais connus. Une tache aléatoire intervient a
un instant donné, sa durée est connue, et son délai est impératif. L’objectif
est de placer cette tache en temps réel de maniére & augmenter aussi peu que
possible le critére attaché a I’ordonnancement initial. Nous avons fourni deux
heuristiques, chacune possédant une partie exécutée en différé et une partie
exécutée en temps réel.

La premiére heuristique consiste a :

— Partie en différé :

1. Calcul des tableaux de référence.
— Partie en temps réel :

1. Calcul de la derniére tache 0, de I’ordonnancement initial & commencer
avant le délai D

2. Calcul de la premiére tache 6, a partir de laquelle I'insertion de la
tache aléatoire est possible sans bouger 6y,.

3. L’insertion de la tache aléatoire se fait juste aprés la tache 0;, @ € [ky, ko),
de facon que cette insertion conduise & une augmentation minimale du
critére. (Notons bien qu’il peut ne pas y avoir de solution)

(Voir les paragraphes 2.4.1 et 2.5.1.)

La seconde heuristique recherche (si il elle existe) I'insertion de la tache aléa-
toire minimisant le nombre de taches a déplacer (Voir les paragraphes 2.4.2 et
2.5.2.) .
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Chapitre 3

Insertion d’une tache simple en
temps réel :

Méthode dérivée de 'analyse du
critere.

3.1 Introduction.

Dans le chapitre précédent, nous avons cherché a insérer une tache aléatoire
en essayant de perturber le moins possible I’ordonnancement de départ, et
en supposant que cette maniére de procéder allait permettre d’atteindre un
résultat satisfaisant.

Dans ce chapitre, nous cherchons & insérer la tache aléatoire de facon a
avoir la plus petite augmentation de la somme des retards des taches. En effet,
il est aisé de calculer pour chaque tache de 'ordonnancement de départ quelle
serait ’augmentation de critére si on insérait a sa suite une tache aléatoire
de longueur # € [1,00). En prenant le minimum de ces fonctions pour chaque
valeur de 6, il est alors facile de connaitre I'instant optimal d’insertion d’une
tache aléatoire de longueur 6* € [1, 00).

Nous donnons une définition de ce probléme dans le section 3.2. L’approche
proposée dans ce chapitre est donnée dans la section 3.3. Un exemple illustratif
est donné dans la section 3.4. La section 3.5 est la conclusion. Un résumé est

donné en fin de chapitre.
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3.2 Définition du probléme et propriétés

Nous définissons les notations utilisées dans ce chapitre dans la premiére
sous-section. Les relations fondamentales qui seront exploitées dans notre ap-
proche sont données dans la sous-section 3.3. La troisiéme sous-section est

consacrée a la présentation du probléme.

3.2.1 Notations et définitions

Les notations et définitions utilisées dans ce chapitre sont définies dans le

paragraphe 2.2

3.2.2 Relations fondamentales

La définition de la fonction augmentation de critére Ly (6) est donnée dans
le paragraphe 2.3. Pour ce chapitre, pour des fins temps-réel, nous allons devoir

réécrire cette derniére fonction en tenant compte des remarques suivantes :

1. Arréter la sommation & s = n; + 1 garantit que nous nous limitons
aux taches qui sont effectivement retardées par 'introduction de la tache
aléatoire de durée 6 a la suite de la tache ax. Il est cependant possible
de remplacer n; + 1 par 400 car tout élément de la somme d’indice s
supérieur a ny + 1 est égal a zéro. En effet, la seconde inégalité de (2.4)

montre que :

ne+1
0= Ay <0
p=0
et donc que :
G_ZAHp < 0 pour tout r > n; + 1
p=0
A fortiori :

0 — Z Aptp — [rrrs1 < 0 pour tout r > ny + 1
p=0

Si bien que Lg(#) peut encore s’écrire :

(9 — Ak+p — fk+s)+ si Ak <6
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2. Sin est le nombre de taches ordonnancées, et n—k le nombre maximal de
taches qui peuvent étre perturbées par I'introduction de la tache aléatoire

apres la tache ay, alors Ly () peut encore s’écrire :

n—k+1 s—1
Li(0) = . 3.2
K= S 0-S dp—fir)t s Av<o B2
s=1 p=0

C’est cette formulation qui sera utilisée dans 1’algorithme "temps réel".

3.2.3 Reéduction de la charge de calcul

Le résultat qui est présenté ci-dessous peut amener & une large réduction

de la charge de calculs.

Résultat 1

Si Ay =0et si gy + terr + 0 < D, alors 'augmentation du critére sera
plus petite si nous faisons démarrer la tache aléatoire lorsque ayy; se termine

plutdt que lorsque ay, se termine.

Preuve du résultat 1

Ay, = 0 signifie que g1 = pux+1tx ou, en d’autres termes, que a1 démarre
aussitot que a; se termine.

Soit C*™! I'augmentation de critére si nous démarrons la tache aléatoire
lorsque a1 se termine. Cette augmentation provient du déplacement de 1'ins-

tant de début de a5 qui devient :

M;Hz = figr2 + (0 — Apyr)™

Bien entendu, cette augmentation peut étre égale a zéro.
Considérons maintenant le cas ol la tache aléatoire démarre aussitot que ay
se termine. Dans ce cas :
- Laugmentation du critére C,, due au déplacement de I'instant de départ
de ay41 est A(Riy1) = [dipr— (a1 H0+,0)] " = [dir — (1 )T >
0. Cette égalité provient du fait que I'instant de début de a;,; devient

tr+1 + 0 puisque Ax =0
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- L’augmentation du critere C,, due au déplacement de I'instant de début
de aj. 2, qui est toujours ,u}€+2.
En fin de compte : Ck*2 = C*! — A(Ry,1) et puisque A(Ryy1) > 0,

CH2 < CF+1. Ceci termine la démonstration. 0

La figure 3.1 illustre le Résultat 1.

Comme nous pouvons le constater, les mémes taches subissent les mémes
déplacements dans les cas b. et c., exception faite de la tiche ag,q qui est
déplacée dans le cas b. mais non dans le cas c. ’augmentation de C**! est due
au fait que ayyo et a3 sont déplacées, tandis que A(Ry, 1) est 'augmentation
de critére résultant du fait que ap,; est déplacée dans la cas b.

Le résultat 1. améne & un corollaire intéressant qui permet de réduire la charge

de calcul dans la majorité des cas.

Corollaire :

Soit 0 I'instant ou apparait la tache aléatoire, et soit aj, aq, ..., aq les taches
préalablement ordonnancées, ol () et le plus grand nombre entier tel que i +
to+0<D.

1. Supposons qu’il existe au moins un k € {1,2,...,Q} tel que A; > 0 et
soit Wo = {k\ k € {1,2,...,Q} et Ay > 0} U {Q}. Alors, la position
optimale de A se trouve juste aprés I'un des ay, kK € Wy. En d’autres
termes, il est inutile de considérer les emplacements situés aprés les taches

ay, telles que Ay = 0, sauf peut-étre aprés ag.

Tache aléatoire

S B 2 N A e

a. Ordonnancement initial.

Temps

A ] A | 2| s | [ed

b. Insertion de la tache aléatoire aprgs a .

T ] % fer | s | P

c. Insertion de la tache aléatoire apré§<+i1 ‘
Instant maximal d’exécution

3.1 — Exemple illustratif du Résultat 1.
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2. Si Wy \ {Q} = 0, démarrer la tache A aussitot que ag se termine est

optimal.

Le corollaire est une conséquence directe du résultat 1.

3.2.4 Approche non contrainte

En utilisant les résultats ci-dessus, et en supposant que les contraintes
temps-réel ne s’appliquent pas, I’algorithme nous donnant la meilleure insertion
d’une tache aléatoire dans un ordonnancement existant est appelé algorithme
d’approche non contrainte et est décrit dans la figure 3.2, et I’on suppose que :

- la tache aléatoire apparait a 'instant 0.

- sa durée est 6.

- son délai est D.

Cet algorithme calcule quelles sont les taches de 'ordonnancement initial apres
lesquelles il est judicieux d’insérer une téche aléatoire (taches suivies d’'un
temps libre, et dont ’emplacement temporel permet a la tache aléatoire de
ne pas violer son délai impératif). Pour chacun de ces cas, on calcule quelle
est augmentation de critére associé. Le (ou les) cas conduisant & une valeur
minimale de ’augmentation du critére sont la solution. Enfin, on calcule a

partir de la solution, le nouvel emplacement des taches ayant di étre déplacées.

1. Calculer @, le plus grand entier tel que ug +tg +60 < D.
aq est la derniére tdche aprés laquelle A peut démarrer sans violer D

2. Calculer Ay et fi pour k € {1,2,...,Q}. (voir relations (2.1) et (2.2))
3. Pour k € Wy, faire :
Ainsi que défini préalablement, W = {k\k € {1,2,...,Q} et Ay > 0}U{Q}
(a) Calculer ny en utilisant (2.4)
(b) Calculer Li(0) en utilisant (2.8)
4. Calculer k* tel que :
Lk:* (6) = krerlI}II;'lQ Lk (9)
La tdche aléatoire devrait démarrer lorsque ap~ finit si nous voulons mini-
miser l’augmentation du critére

5. Calculer les nouveaux instants de départ des taches déplacées, s’il y en a,

c’est-a-dire :
s—1

M;c*—&-g = [k 4s T+ (9 - ZA]@+’L) pour s = 1,2, ng
i=0

3.2 — Algorithme d’approche non contrainte
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Note : Cet algorithme est différent de celui décrit dans le paragraphe 2.6.2.
Dans cet algorithme, nous effectuions les calculs pour toutes les tdches de l’or-
donnancement ; ici, nous appliquons les résultats du paragraphe précédent et
n’effectuons des calculs que pour les tdches amenant une augmentation mini-

male de la valeur du critére.

3.2.5 Complexité de I’algorithme d’approche non contrainte

La complexité de cet algorithme est en O(n?) (voir paragraphe 3.3.5 pour les
détails du calcul). Visiblement, a cause de sa complexité, cet algorithme n’est
pas applicable en temps réel. C’est pourquoi nous allons utiliser une approche

sensiblement différente afin d’effectuer la majorité des calculs en différé.

3.3 L’approche temps-réel

3.3.1 Calculs en différé

La partie la plus complexe du calcul concerne la sélection de la tache ay-
aprés laquelle la tache A devrait démarrer. La plupart de ces calculs peuvent
étre faits en différé.

A ce stade nous ne connaissons pas la tache aléatoire qui risque d’interve-
nir. Nous ne pouvons donc pas déterminer ’ensemble des taches ordonnancées
admissibles, c’est-a-dire I’ensemble des taches ordonnancées aprés lesquelles
nous allons pouvoir placer la tache aléatoire. Cependant, nous pouvons cal-
culer L;(0) pour k = 1,2,...,n (rappelons que n est ’ensemble des taches
ordonnancées) et pour 6 € [0, +00). Considérons la relation (3.2) et posons,

pour k € {1,2,...,n}:

s—1
z;ﬁs:ZAk+p+fk+spour3:1,2,...,n—k+1 (3.3)

p=0
Notons : 25 ., s =1,2,...,n — k+ 1 'ensemble des 2, ; classés dans I'ordre

croissant. A ce stade, il convient de noter que les 2, peuvent ne pas étre
naturellement classés dans l'ordre croissant du fait de la présence des termes
fr+s qui sont positifs, mais pas forcément croissants par rapport a s.

Alors la relation (3.2) se réécrit, pour k =1,2,... ,n:
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A 4 z* Z* Z*
K k1 k,2 k,3 k,4

3.3 — La fonction L(6).

. n—k+1
Li(6) = S (0-z)" st A< (34)
s=1

La fonction L (0) est nulle sur [0, 2} ,].
Pour 0 € [z} 1, 2 ], nous obtenons :
Ly(0) = 6 — 2; 1, qui est une fonction linéaire de pente 1.

De maniére générale, si 0 € [z} , 2} ], alors :
Li(0) = 5.0 — Z Zhp (3.5)
p=1

Résultat 2

La fonction Lj(0) est donc continue et linéaire par morceaux, comme re-

présenté sur la figure 3.3.

Preuve du résultat 2

La fonction Lj(6), sous la forme (3.5) est de la forme a.x + b, ce qui est
Pécriture caractéristique d’une fonction linéaire (par conséquent continue). Ce-
pendant, ceci n’est vrai que sur un intervalle [z} _, 2z} (], s =1,...,n—k : la
pente de la fonction dépend du nombre de taches déplacées.

Enfin, calculer L;(0) consiste a stocker les points :

<07 0)7 {ZZ@ Lk(zz,i)}i:L...,nkarl
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Il faut en outre se souvenir que, pour 6 > 2; . ., 'équation de L (0) est :

n—k+1
L) =(n—k+1).0— > =z,
p=1
Ceci termine la démonstration. O

Exemple 1 : Considérons un ordonnancement de quatre taches ai, as, as

et a4 définies comme suit :

,u1:O, t1:1, d1:12
,u2:4, t2:3, d2:18
,u3:9, t3:2, d3:10
Ha = ]_47 t4 = 4, d4 =21

Cet ordonnancement est représenté dans la figure (3.4).

En nous référant a la relation (2.1), nous obtenons :
A =3,y =2,A3 =3, Ay =400
Nous déduisons de la relation (2.2) :
fi=11,fo=11,f3 =0, f, = 3.

En appliquant la relation (3.3), nous obtenons :

21,1 = 14 212 = 5 21,3 = 11 214 = —+00
291 = 2 299 =8 293 = +00

231 = 6 232 = +00

241 = +00

Aprés classement des zj s par ordre croissant, il vient :

* o * _ * S * J—
21 = 5 219 = 11 25 = 14 Z14 = +00
* ko *
Z5q = 2 239 = 8 233 = +00
* ko
23, =0 239 = +00
zyq = +00
ay ) ag 3,

I N S

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1819 20 21

3.4 — Ordonnancement initial (exemple 1).
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Les fonctions L;(0),L4(6), et L3(0) sont représentées dans la figure (3.5).
La fonction L,(6) n’est pas représentée car elle est identiquement égale a 0.
Ceci est di au fait qu’aucune tache ne se trouve aprés ay. Par conséquent,
placer la tache aléatoire aprés ay sera toujours optimal (Si le délai impératif

de la tache aléatoire le permet).

3.3.2 Accroissement minimal du critére

Nous voulons extraire de ces fonctions L (6) la fonction "augmentation du
critére" notée z4(f). Pour cela, utilisons le fait que les fonctions L (f) sont
linéaires sur chacun des intervalles [0, Ag], [Ag, 23 1 {251, Ze1] im23. i, K €
Wo.

Pour simplifier, nous notons ces ensembles d’intervalles Sy, = {[sk.i, Sk.i+1] }izo1,...,
ot s9; = 0. Nous considérons les intersections des intervalles { S }rew,, et ob-
tenons un ensemble de sous-intervalles ou toutes les fonctions L(6), k € Wg
sont linéaires simultanément : S* = {[527 524_1]}9:0717._.. Dans la figure 3.6, nous
exhibons un de ces sous-intervalles dans le cas ou Q) =4 et Wy = {1,2,3,4}.
Dans cette figure, Z,(0) est représentée en gras.

Nous concluons cet exemple en remarquant que chaque sous-intervalle [3;, Ch 41
peut se diviser en sous-intervalles plus petits sur lesquels Z,(0) est linéaire et
correspond & 1'un des Ly (0), k € Wy,.

Dans I'exemple proposé figure 3.6, le sous-intervalle [s}, s} , ] sera divisé en
trois segments :

- Le sous-intervalle [s7, x(P,)], ot x(P,) est 'abscisse de P;. Dans ce sous-

intervalle, Zg(0) = Lo(0).

- Le sous-intervalle [z(Py), z(P,)], ott Zg(60) = Ly(6).

- Le sous-intervalle [z(P%), s} 4], ot Zg(0) = L3(0).

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons définir un algorithme nous
permettant de construire les sous-intervalles {[s}, s} 1]} g=0,1,.. de Zg(0) & partir
des fonctions L;(0), ¢ € {1..Q}. Nous I’appellons algorithme de construction
de Zg(0).

Il commence par l'intialisation de la fonction Ly:(#) qui concerne le premier
intervalle. C’est la fonction définie par :

Lig (55) = min Li(s)
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20

15

10

b L(9)

L3(®

3.5 — Fonctions L, Ly et Ls.
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Ensuite, 'algorithme calcule E;, I’ensemble des index s € Wy tels que
Ly+(0) = Ls(0) pour un 0 € [s7,s7,,]. Si E} est vide, alors Ly (0) = Zg(0) sur
intervalle [s}, s} ,,], et le calcul est fini. Sinon, une ou plusieurs des fonctions
Ls(#), s € E; peuvent étre minimales sur de futurs intervalles inclus dans
[s5,55.1]- Si 0 est la solution de Ly:(0) = L,(0) pour s € Ej, Pextrémité du
premier intervalle inclus dans [s}, 57, ] est 0] = r;nelln 05 et Zg(0) = Ly (0) pour
0 € [s;, 07].

Nous considérons maintenant Ly (0) tel que Ly (67) = Ly (67) et calculons
E,, ensemble d’'index s € E tels que Ly;(6) = L(0) a une solution sur [0}, s} ,,].

Si E; est vide, alors Zg(0) = Ly;(0) pour 0 € [07,s;,,], et I'algorithme
s'arréte. Sinon, si 0, est la solution de Ly () = Ly(0) pour s € Ej et 05 =
?elg; Os, on pose Zg(0) = Ly;(0) pour 0 € [07,05], et ainsi de suite. Nous
formalisons ’algorithme de construction de Z,(#) dans la figure 3.7. Il concerne
un sous-intervalle [s?, 57, ].

L’algorithme de construction de Zg(#) est appliqué a chacun des sous-
intervalles {[5;, sy +1l}tg=01,2,.... Ceci ameéne finalement & une séquence d’inter-
valles dont les extrémités sont connues. De plus, un des L;(6) est associé a

chacun des intervalles : cette fonction est Zg(6).

3.3.3 Calculs en temps-réel

Lorsque la tiche aléatoire A définie par le couple (D,#) apparait, nous

sommes en mesure de calculer (), plus grand entier tel que pg +tg +60 < D.

z A(e) L, (®)
- L,©
L0
39
s; s;+1

3.6 — La fonction z4(0)) = Min(Ly(0)), 0 € [s},s;.4], k € [1,4] .
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On pose i =0, 0] = s
On pose Ey = Wo.
Calculer v, = Ly(0F) pour k € Ej.

-

* o
Calculer k7, tel que vgy | = mmin vy

Si v, = Uky, , pour plusieurs k € Wq, on sélectionne comme k7, | l’index tel
que Ly; (67 +¢) = ]gnlél Li(0] +¢€), ot € est positif. Si plusieurs k vérifient
K €E;
cette égalité, l'un deux est choisi au hasard comme k.
5. Calculer E;;1, ensemble d’index s appartenant & E;\{k;,}, tel que I"équa-
tion Lk;+1 (8) = Ls(0) ait une solution 05 € [0}, s; ]
6. Si ;1 =0 alors
(a) 0;_1 = S;+1 et ZQ(Q) = Lk2+1
(b) Fin de lalgorithme.
7. Si Ej11 # 0, alors :

(a) On pose 07, = SénEin 0
i+1

(b) Calculer k7, , tel que Ly, ,(07,1) = Lys,  (67}1)
Si plusieurs k € Ejiy sont tels que Lg(07,,) = Ly;  (07,), alors
nous sélectionnons celui qui correspond a la fonction ayant la dérivée
minimale.

(c) Onposei=1i+1
(d) Aller en 5.

(0) pour 6 € [07,07, ,].

3.7 — Algorithme de construction de Zg(6)

Nous savons (voir résultat 1) que la position optimale de A est de le placer
aprés un ay, k?GWQ, ou WQ :{k’\Ak >0et bk < Q}U{Q}

Le calcul temps-réel se limite donc au calcul de :

ZA(0) = min L (6)

kEWQ
ou une seule valeur de 6 est prise en compte. Si £* est la valeur de £ qui permet
d’atteindre ce minimum, alors A est a placer aprés ay-.

Note : Pour le temps réel, il est hors de question de calculer toute les valeurs
de la fonction Z4(0) (i.e. d’appliquer Ualgorithme défini en 3.3.2) : seul le point
ZA(60%) ou 0% est la durée de la tdche aléatoire nous intéresse.

Le calcul des nouveaux instants de début des taches s’effectue également
en temps réel.(voir point 5 de 'algorithme d’approche non contrainte ( voir
3.2.4))

Exemple 2 : Reprenons les données de I’exemple 1 et supposons que D = 20
et @ = 8. Alors, nous obtenons Q = 3 et Wy = {1,2,3}. Alors Z4(8) =

klg% Li(8).
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Le minimum est obtenu pour L3(8) et Z4(8) = 2 (voir figure (3.5)). La solu-
tion optimale est donc de placer la tache aléatoire A aprés as. Cette localisation
retarde ay de 8 — 3 = 5 unités. Comme le délai de a4 est 21, cette translation
de a4, aménera la fin de la tache a4 a 'instant 23, d’oli une augmentation du

critére de 23-21 = 2.

3.3.4 Algorithme général

Partant des remarques précédentes, et pour résoudre le probléme en temps
réel, nous définissons un algorithme appelé algorithme général donné dans la
figure 3.8. Il se décompose en deux parties. La premiére partie (partie en différé)
est appliquée dés que I'ordonnancement est modifié. La seconde (partie "temps

réel") est appliquée dés qu’apparait une tiche aléatoire.

1. Calculs en différé.
Calcul de Ly (0) pour k =1,2,...,n et 6 € [0,+00) comme indiqué dans le
paragraphe 3.3.1.

2. Calculs en temps-réel.(A Papparition de la tache aléatoire de délai D et de
durée 0).

(a) Calcul de Q, plus grand entier tel que pug +tg+60 <D
(b) Calcul de Wg ={k\ke{l,2,...,Q} et Ay >0} U{Q}.
(c) Calcul de laccroissement z4(f) = min Ly ()
keWq
Soit k* la valeur de k € Wy qui conduit au minimum.

(d) Reéajustement de 'ordonnancement :

s—1
lu;c*-‘rs = fhrts + (9 - ZAk*+i)+ pour s = 1,2,...,n— k* + 1.
=0

3.8 — Algorithme général

Arrivée de |a tache aléatoire A _

mmil | | | | ]

D Time

ST Sh ST ST
Premier instant de départ de A Dernier instant de départ de A

STi : Temps de départ de A

3.9 — Instants possibles de départ de A.
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3.3.5 Complexité de 1’algorithme général

Pour le calcul de la complexité, nous considérons que 1’ordonnancement

existant comporte n éléments.

Complexité hors ligne.

Le calcul hors-ligne, c’est-a-dire le calcul des valeurs de la fonction Ly (6)
pour les valeurs de 6 correspondantes aux bornes des segments sur lesquels

Li(0) est linéaire se décompose en quatre parties :

1. Calcul des valeurs de A; pour i € {1,....,n — 1} et de f; pour i €
{1,...,n}. (voir resp. équations 2.1 et 2.2). La complexité de ce calcul

est en O(n)

2. Calcul 2, pour k € {1,...,n} et se {1,...,n—k+ 1} (utilisation de

la formule 3.3).
n n—k+1

La complexité sera de : Z Z 2. Cette complexité est en O(n?)
k=2 s=1
3. Le tri des 2y s par ordre croissant. Nous notons le résultat de ce tri 2 .

Un tri efficace (par exemple tri & bulles) a une complexité en O(n?).

4. Calcul de L(0), k € {1,...,n} (utilisation de la formule 3.4). 6 n’étant
pas connu, le calcul se résume a sommer des valeurs de z;, .. La complexité

de cette étape est en O(n?).

La complexité associée & cet algorithme est donc en O(n?).

Complexité en ligne.

Nous réécrivons ici I'algorithme général ( voir 3.3.4) de maniére plus dé-

taillée.

1. Q=1
complexité : 1
2. 81 pg +tg+0 < D alors
Q=Q+1
Alleren 2
complexité : Z 6 = 6n

=1
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3.Q=0Q—-1
Wo =10
complexité : 3
4. pour k = 1 a Q-1 faire
si (Ar>0) alors Wg = Wo U {ax}
n—1
complexité : Z 4=4(n—-1)

i=1

5. Wo =Wy U{ag}
Min = Ly, (9)
k*=1
complexité : 3
6. pour k = 2 4 CARD(W,) faire
si (Min > LWCIS(G)) alors
Min = LW5(0)
=k
complezité : Z 3=3(n-1)

k=2
7. pour s =1 a @ faire

s—1
N;c*+s = ks + (0 — Z Ak*+i)+
i=0
complexité : Les sommations sur les A, ont déja été effectuées lors des

calculs hors-ligne, ausst, [’expression de la complexité va étre : Z 4 =4n
i=1

La complexité des calculs en ligne va donc étre en O(n).

3.3.6 Optimalité

Le résultat suivant indique que ’algorithme général (voir 3.3.4) proposé est

optimal.

Résultat 3

La solution obtenue en appliquant ’algorithme général est optimale, si ()

est le plus grand entier tel que g +1tg +6 < D.

Preuve du résultat 3

La preuve est immédiate si I’on considére les remarques suivantes :
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1. Supposons d’abord qu’il soit optimal de commencer la tache A sur [uy +
ti, pi+1]. Alors instant de départ qui conduit a une augmentation mini-
male du critére C,, est u; + tx. En effet, on observe que démarrer A apres
wr + tr (et avant gy 1) augmenterait la valeur des instants de début des
taches déja repoussées lorsque A démarre au temps py + t;, et améne-
rait méme a repousser d’autres taches, ce qui augmenterait la valeur du

critére, ou, dans le meilleur des cas, la laisserait inchangée.

2. Remarque similaire, si nous décidons de démarrer A sur [py.1, pier1 +
tr41] = dans ce cas nous avons a retarder a,, d’une période plus impor-

tante que si A démarrait au temps pu + ty.

En conséquence, la solution optimale est obtenue en démarrant A quand
une des taches se termine. Et compte tenu du fait que nous testons tous les
instants de départ possibles, la solution est optimale. Ceci termine la démons-

tration. 0O

3.4 Un exemple

Dans cette section, nous présentons un exemple illustratif. Nous considérons
un ensemble de taches dont les caractéristiques (instants de départ, durée,
instants maximaux d’exécution) sont définies dans le tableau 3.1.

Nous avons exécuté la partie hors-ligne de ’algorithme général pour les
cinquante taches constituant ’ordonnancement initial. Puis, nous avons consi-
déré I'insertion d’une tache aléatoire A définie par (D=600, § = 20). La partie
en temps-réel de I'algorithme commence alors. Pour satisfaire la contrainte de
délai, seules les fonctions Ly (f) pour & = 1,...,30 seront prises en compte.
On effectue le calcul nous donnant la fonction z4(6) correspondant a I’accrois-
sement minimal du critére. Le lecteur remarquera que bien que les fonctions
Ly (0) soient continues et linéaires par morceaux, ce n’est pas le cas de la fonc-
tion z4(f). L’explication est la suivante : le domaine de définition de chaque
fonction Lj(#) n’est pas le méme. Ce domaine de définition est fonction du
délai D de la tache aléatoire. Aussi, bien que le calcul initial d’une fonction
Ly.(0) soit effectué pour 6 € [0, 00), seul le domaine 6 € [0, D — (uy, + t1)[ sera

pris en considération pendant les calculs en temps-réel. La fonction z4(6) est
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donc une fonction restant continue et linéaire par morceaux, mais qui ne
sera en général pas concave.

La figure 3.10 représente la fonction z4(f) pour I'exemple (Notons que,
dans la réalité, une seule valeur de la fonction doit étre calculée). Sous I'axe
des abscisses, nous avons indiqué quelle est la tachea aprés laquelle il faut
insérer suivant la valeur de 6.

Ici, la durée de la tache aléatoire A considérée est de # = 20. L’insertion

optimale se fait donc aprés la tache 5 et le surcoiit engendré est alors de 1.

Cosl

60|
50
40
30

20

[S)

N A ®E

0123456738910 20 30 40 50 0

1 4 6 21 25 5 4 Numéro de la tache
aprés laquelle il
faut insérer.

3.10 — La fonction z4(f) pour 'exemple du paragraphe 3.4.

3.5 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était de produire un algorithme permettant d’in-
tercaler une tache dans un ordonnancement existant, sous la contrainte "temps
réel", et en minimisant le cotlit supplémentaire di a l'insertion de cette tache.
C’est ce que nous avons fait en proposant 1’algorithme général. Cet algorithme

est optimal, et, de plus il est de complexité comparable aux heuristiques pro-
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posées dans le chapitre précédent. Cependant, la complexité de la partie des
calculs effectués en différé est supérieure.

L’objectif de la partie suivante de cette thése est de produire un algorithme
permettant d’insérer en temps réel dans les mémes conditions de minimisation

du coiit supplémentaire un couple de taches séparées par un temps fixe donné.



Résumé

Nous avons considéré le cas d’'un ensemble de taches définies par leur durée et
par leur délai d’exécution. Elle sont exécutées de facon non préemptive sur une
seule ressource et ordonnancées de fagon & minimiser la somme des retards.
Une tache apparait dans le systéme a l'instant 0. Sa durée est aléatoire. Elle
posséde aussi une date limite d’exécution aléatoire, qui est inviolable. Notre
but est d’insérer cette tache aléatoire dans ’ordonnancement considéré, en
faisant en sorte d’augmenter aussi peu que possible le critére de ’ordonnance-
ment initial, qui est, dans notre cas la somme des retards. Cet algorithme doit
permettre 'insertion de la tache en temps réel. Nous proposons un algorithme
en deux parties :

— Une partie en différé (a ce stade, on ne connait pas les paramétres de la tache
a insérer), calculant une fonction accroissement du critére L;(f) pour I'in-
sertion d’une tache de longueur 6 aprés la k™ tache de ’ordonnancement
initial. (voir section 3.3.4)

— Une partie en temps-réel (a ce stade, on connait les paramétres de la tache

a insérer : sa durée 0* et son délai D), sélectionnant parmi les taches de

I’ordonnancement initial I’ensemble S de celles qui permettent de d’insérer

la nouvelle tache de fagon a ce qu’elle finisse son exécution avant son délai

D. Enfin, La tache [ aprés laquelle on va insérer la tache aléatoire sera telle

que , L;(6%) = Min(L(6*)), k € S. (voir sections 3.3.4 et 3.4)
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Deuxiéme partie

Insertion d’une bitache dans un
ordonnancement
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Présentation de la seconde partie

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons étudié I'insertion d’une
tache simple dans un ordonnancement de taches simples, en spécifiant que ce
probléme était issu de la gestion des radars de combat. En fait, bien que pour
des raisons de complexité ce soit ce premier modéle qui prévale actuellement,
les taches exécutées sur les radars sont de nature plus complexe.

Le schéma de base d’une requéte exécutée par un radar est en effet composé
d’une séquence d’émission d’ondes, suivie d’un temps d’inactivité fixé, et enfin
d’une séquence de réception. Le temps d’exécution relatif a ces trois étapes
est déterminé par la distance entre le radar et ’endroit que I'on désire sonder.
Ces informations sont détaillées dans le chapitre 7. Techniquement, rien ne
nous empéche d’exploiter le temps d’inactivité entre la phase d’émission et la
phase de réception d’'une méme requéte afin d’exécuter totalement ou partiel-
lement une ou plusieurs autres requétes. C’est pourquoi, dans la seconde partie
de cette thése, nous nous intéressons a l'insertion de taches ayant une struc-
ture particuliére, appelées bitiches (une bitiche est constituée de deux taches
simples non-préemptives séparées par une période de disponibilité), dans un
ordonnancement que nous considérerons constitué dans un premier temps de
taches simples, et dans un second temps de bitaches.

Comme dans la premiére partie de cette thése nous cherchons a insérer une
bitache, dont les paramétres ne sont connus qu’au moment de son apparition,
dans un ordonnancement préexistant. Cette nouvelle bitAche a un délai im-
pératif. Nous considérons que les (bi)taches constituant cet ordonnancement
peuvent étre retardées, mais qu’en aucun cas leur ordre d’exécution ne peut
étre altéré. Le lecteur aura remarqué qu’a cause du délai impératif, 'insertion
de la nouvelle bitache doit étre effectuée en temps réel.

Bien entendu, les heuristiques proposées dans la suite sont décomposés en
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deux parties : une partie en différé préparant I’insertion d’une bitache aléa-
toire dont on ignore les paramétres, et une partie en temps réel, permettant
I’insertion de la bitache aléatoire lorsque ses paramétres sont connus.
Le chapitre 4 débute par I’étude des propriétés de la fonction augmentation
du critére en fonction des trois paramétres suivants :
— Le temps d’exécution de la premiére tache simple (correspondant au
temps d’émission).
— La période d’attente(correspondant & la durée du voyage aller-retour
entre le radar et la cible supposée).
— Le temps d’exécution de la seconde tache simple (correspondant au temps
de réception)
Le chapitre 5 propose trois algorithmes heuristiques permettant l'insertion
d’une bitache aléatoire dans un ordonnancement de taches simples. Ces trois
approches sont comparées & un algorithme fournissant un résultat optimal.
Le chapitre 6 est dédié a 'insertion d’une bitache aléatoire dans un ordonnan-
cement préexistant de bitaches, et propose un algorithme temps-réel pour par-
venir a ce but. Cet algorithme est optimisé au niveau de son temps d’exécution

en faisant appel a des techniques de calcul paralléle.
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Chapitre 4

Analyse du critére dans le cas
d’une bitache

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous ne considérons plus I'insertion d’une tache simple
dans un ordonnancement préétabli de taches simples, mais celui d’une bitache.
L’objectif est d’augmenter aussi peu que possible le critére lié & cet ordonnan-
cement et qui est I’augmentation de la somme des retards. Dans la continuité
du chapitre 3, nous allons faire ’analyse de ’augmentation du critére afin de
déterminer quelles sont les meilleures insertions possibles pour la bitache aléa-
toire. Il est clair que, dans ce cas, le probléme se complique considérablement
du fait que la premiére sous-tache peut retarder des taches qui seront a nouveau
retardées par I'introduction de la seconde sous-tache.

La section 4.2 de ce chapitre donne la définition du probléme. Dans la sec-
tion 4.3 nous démontrons quelques résultats de base. La section 4.4 propose un
algorithme permettant le calcul du critére (cet algorithme n’est pas utilisable
en temps réel) et se termine par des exemples illustratifs. La section 4.5 est
dédiée a I'analyse de 'augmentation du critére. La section 4.6 exploite les ré-
sultats de la section précédente pour proposer un algorithme temps-réel. Une
analyse de la complexité est fournie 4.7. La section 4.8 contient une évaluation
de I’algorithme temps-réel. La section 4.9 est la conclusion et est suivie d'un

résumé du chapitre.
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4.2 Formulation du probléme

Une bitache est composée de deux sous-taches A; et A,, séparées par un

temps disponible de durée L. Une bitache est représentée sur la figure 4.1.

Sous Tache Al Sous Tache A2

| Temps

0 1 L 0 2 Délai D

4.1 — Représentation d’une bitache A.

Les notations suivantes sont utilisées :

n : Nombre de taches simples déja ordonnancées et numérotées de 1 a n
suivant I’ordre croissant de leur instant de départ.

1; - Instant de départ initial de la tache ¢

,u; : Instant de départ de la tache ¢ aprés insertion de la bitache

t; : Temps d’exécution de la tache ¢

d; : Délai de la tache 7

0, : Temps d’exécution de la sous-tache 1

0y : Temps d’exécution de la sous-tache 2

L : Temps disponible entre les sous-taches 1 et 2

D : Délai de la bitache. Ce délai ne peut étre violé.

Tout comme dans la premiére partie de la thése, la ressource ou les taches
sont exécutées est unique et les taches sont non préemptives.

L’expression de I'augmentation du critere aprés 'insertion de la bitache est
donnée dans la section 2.2.

La fin de la sous-tache A;, de durée 6;, est séparée du début de la sous-
tache A,, de durée 0, par une période de longueur L. Cette période peut étre
utilisée pour exécuter certaines des taches déja ordonnancées. Enfin, le délai
de la bitache aléatoire, noté D, est connu et ne peut étre violé.

Pour le moment, nous ferons 'hypothése simplificatrice suivante : le début
de la sous-tache A; sera systématiquement choisi a la fin d’une des sous-taches

déja ordonnancées.
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Notons que, dans le cas d’'une bitache, cette contrainte n’est pas nécessai-
rement satisfaite par la solution optimale, contrairement & ce qui se passait

dans le cas d’une tache simple.

4.3 Reésultats de base

Nous considérerons les trois cas suivants, quelle que soit la tache a; a la

suite de laquelle nous placons la tache aléatoire :

— Cas 1 : La somme des durées des taches déplacées a la suite de I'intro-
duction de la sous-tache A; est inférieure & L, et au moins une tache non
déplacée se situe dans la période de longueur L aprés placement de A;.

— Cas 2 : La somme des durées des taches déplacées a la suite de I'intro-
duction de la sous-tidche A; est inférieure ou égale & L, et aucune des
taches non déplacées ne peut s’intercaler dans la période de longueur L.

— Cas 3 : La somme des durées des taches déplacées est supérieure a L.

Le nombre de taches retardées du fait de 'introduction de la sous-tache A,

de durée O apreés la tache a; est 'entier n,l€ tel que :

n}c—l n,lC
Z Ak-{-i <t < ZAk_H (41)
i=0 1=0

Les taches déplacées sont les taches a1, ... s Al - Notons que si Ay > 61,

alors A; peut étre placée aprés a; sans perturber I’ordonnancement.

4.3.1 Premier cas
i

Les hypothéses sont :Ztk“ < L et au moins la tache Uk ynlq1 PeUL Etre

i=1
placée entre A; et A,.
Al L A2

4.2 — Exemple d’un couple de taches A; et A, dans le cas 1

Nous considérons le plus grand entier g tel que g4 q+tprq < pp+t+601+L.

La tache aj, est donc la derniére tache qui se situera entre les sous-taches A;
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et A, si nous plagons A; aprés ay. De plus, ax4, ne sera pas retardée.

L’augmentation de colit due au déplacement des taches ag.1,...,a; tnl est
0 si Ak 2 01
Ck _ n’1€ s—1 (4 2)
] D0 =D Ak~ f)t st A<y '
s=1 p=0

Une explication de cette formule a été donnée dans les chapitres 2 et 3.
Pour la deuxiéme sous-tache, il est équivalent de dire que nous intégrons, apreés

Qk+q, une tache de durée :
05 =+t + 61+ L+ 60 — (jtorg + tirg) (4.3)

Le cotit résultant de I'intégration de la derniére sous-tache est :

0 si Ak+q Z 9;
2
Ch={ <& . & , (4.4)
? 2(02 - Z Apigrp = frrgrs)™ 81 Dpig <63
s=1 p=0
ol ni est l'entier tel que :
ni—l n%
Z Aprgri <05 < Z AV (4.5)
i=0 i=0

Cette formule est identique & (4.1) La formule est identique & la précédente,
seule la durée de la tache A, a été modifiée. L’entier n? est le nombre de
taches situées aprés la tache a;., et qui seront retardées du fait de I'introduc-
tion, aprés ay4q, de la tache virtuelle de durée ;. C’est, plus simplement, le
nombre de tiches situées aprés la fin de tache aléatoire qui sont perturbées par

P'introduction de cette tache.

4.3.2 Deuxiéme cas
ik
Les hypothéses sont sensiblement différentes du cas précédent : Z teri < L

i=1
et la tache ay, 14, ne peut étre placée entre Ay et As.

En d’autres termes, la fin de la tache qy tnl41 S€ situe apres le début de la

sous-tache A, ce qui s’écrit :

Prtnl1 T hinl 41 > i+t + th + L
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La figure 4.3. présente le cas ou le début de la tache a, +nl 41 €st postérieur
a la fin de la sous-tache A,, soit : Phynlt1 = e+ Tk + 61+ L+ 65. 1l se pourrait
également, que cette condition ne soit pas réalisée. Dans ce cas, 'instant de
début de ay, +nl 41 Serait retardé jusqu’a coincider avec I'instant de fin de As.

Le coiit CF reste valable (voir la relation (4.2)).
En notant A} = 141 — (e + tr), C¥ se calcule comme si :

— nous plagions une tiche de durée 05" = 6, + L + 05 apreés ay.

— les taches agiq, ... Ol n’existaient pas.

Alors, toujours avec la méme approche :

0 si Ap > 057
n3 -1
ch = d . (4.6)
Jr .
2(93* - A - Z Apinlyp = framies)™ sl AL <65
s=1 p=1
ol n} est l'entier défini par :
ni—l nz
kT Z Apint i < 05" < Ap+ Z AV (4.7)
i=1 i=1
La suppression virtuelle des taches ax.1,...,a; ! conduit a considérer que la

période A} entre la fin de ay, et le début de a1, est la période libre qui
suit la tache a;,. Comme dans le cas précédent, les taches retardées par A; ne
sont pas retardées par As, mais il y a continuité entre les taches retardées par
A; et les taches retardées par A,. Nous remarquons que les mémes formules
s’appliquent encore, moyennant une correction de la durée de la tache intercalée

et une correction de la période libre qui suit ay.

4.3.3 Troisiéme cas
ik
A présent, les hypothéses sont les suivantes : Ztk“ > L.
i=1

A L A

1 2

|

4.3 — Exemple d’un couple de taches A; et Ay dans le cas 2

E a
k+2 k+3
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Nous sommes dans le cas ou la fenétre de temps située entre la fin de la
sous-tache A; et le début de la sous-tache A, n’est pas en mesure de contenir
I’ensemble des taches retardées du fait de I'introduction de A;. Notons que,
dans ce cas de figure :

- Pour toutes les taches qui peuvent étre situées entre la fin de A; et le

début de A,, une tache débute dés que la précédente se termine.

- Il se peut que I'instant de fin de la derniére de ces taches soit strictement

inférieur & l'instant de début de A,

L A

4.4 — Exemple d’un couple de taches A; et Ay dans le cas 3

r,lg T}C—f—l
Soit 7”11@ tel que Z ths < L < Z thori-
i=1 i=1

L’entier 7, est le nombre de taches déplacées par I'introduction de A; et qui
vont étre placées avant As. Nous sommes dans le cas ou certaines taches, les
taches aj 111 & @y, , sont retardées successivement par A; et As.
L’augmentation du critére die au seul effet de 'introduction de A; est :

1

Tk s—1
CE=>"(00=> Axip— frrs)® (4.8)
s=1 p=0

En notant Ay = pg 101 — (e + ti), C} se calcule comme si :

— nous plagions une tache de durée 05* = 6, + L + 05 aprés ay.

— les taches a1, ... s (g pl n’existaient pas.
0 si A > 0%
4
Ck = nk kk ko — 3 koK skok sk (49)
2(92 — A - Z Apirlyp — fk-i—r,i-&-s)-i_ st AR <63
s=1 p=1
ol nj est I'entier tel que :
ni—l ni
AR+ Z Ak+r}v+i <0 < AP+ Z AkJrr,lani (4.10)

i=1 =1



4.4. ALGORITHME DE CALCUL DU CRITERE 68

4.4 Algorithme de calcul du critére

Les résultats précédents sont résumés dans 1’algorithme de calcul d’aug-
mentation du critére, donné figure 4.5. Nous supposons que nous plagons la

tache aléatoire aprés ay.

4.4.1 Exemples
Exemple 1

Considérons I'ordonnancement des taches a; données par le tableau 4.1 :

4.1 — Données de 'ordonnancement 1

taches i | ap Qs as a4 as ag ay as
t; 2 3 1 4 5 3 2 4
d; 3 8 14 12 23 27 28 25
Lbi 0 5 9 10 15 21 27 29

De ces données, nous tirons les informations consignées dans le tableau 4.2 :

4.2 — Autres données de ’ordonnancement 1.

taches i aj a9 as ay as Qg ary as
A; 3 1 0 1 1 3 0 00
fi 1 0 4 0 3 3 0 0

La tache aléatoire qui apparait a 'instant 0 est caractérisée par :
0p=1 L=18 0, =2

Nous souhaitons calculer ’augmentation du critére si nous plagions cette tache
aprés as. Comme Ay = ¢ = 1, nous pouvons introduire la tache aléatoire entre
ay et az sans perturber cette derniére. (voir figure 4.6 ). Nous sommes donc
dans le cas1 de 'algorithme avec n = 0. Déja, C = 0. Nous calculons ensuite

I’entier ¢ tel que :

Porqg ttarg < pp+ta+0,+ L
Po+q +lorg < 27
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ALGORITHME DE CALCUL DU CRITERE

1. Calcul de n} a l'aide de (4.1))
n]lc
2. Cas 1 :si Ztk‘” < Let Al 1 Ftepnt 1 < ak +t + 61 + L, faire :
i=1
(a) Calcul de CF a I’aide de (4.2))

(b) Calcul du plus grand entier ¢ tel que :
Hktq tterqg < pk + 1 + 61+ L

) Calcul de 603 a laide de (4.3))
d) Calcul de n? a l’aide de (4.5)
) Calcul de C% a laide de (4.4)
) Calcul de C; = CF +C5. FIN
"k
3. Cas 2 :si Ztk“ < Let Upnl 41 Fteynl 11 > ak +ty + 61 + L, faire :
i=1
Calcul de CF a ’aide de (4.2)
Calcul de A} = Pkl 41 — (e + tr)
Calcul de 03* =6, + L + 6
Calcul de n} a laide de (4.7)
Calcul de C} a ’aide de (4.6)
Calcul de C; = C¥ + Ck. FIN

1
n

4. Cas 3 :si Ztkﬂ» > L
i=1
(a) Calcul de r}, tel que :
r,chrl

T
Ztkﬂ‘ <L< Z Uhti
i=1 i=1

Calcul de C¥ & laide de (4.8)

Caleul de Ap* = ppypr 11 — (i + tr)
Calcul de 03* =60, + L + 05

Calcul de n} a I’aide de (4.10)
Calcul de C¥ a laide de (4.9)

Calcul de C; = C} + Ck. FIN

N~ N T~ TS
SIS [=H =3
S N N N S N

4.5 — Algorithme de calcul d’augmentation du critére
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Nous trouvons q = 4.

Nous intégrons donc aprés ag une tache fictive de durée :

9; = M2+t2+91+L+92—(M6+t6)
= 5

L’entier n est tel que :

ngfl n%
Z Agpi <5 < ZAG—H
=0 i—0

Nous trouvons n3 = 2.

Nous calculons alors :

s—1
(5 - A6+P - f6+s)+
1 p

—3)"+(5-3)7"

G -

I
—~
= F M
Il
(e

Finalement : C; =4

Exemple 2

A présent nous allons étudier 'ordonnancement dont les caractéristiques

sont données dans le tableau 4.3

4.3 — Données de I'ordonnancement, 2

taches i | a; as as ay as ag ar as g a1
t; 1 2 3 2 4 2 1 3 3 3
d; 2 5 8 14 20 22 26 30 35 42
Lbi 0 2 6 10 15 21 24 28 33 38

A nouveau, nous utilisons le tableau 4.3 pour obtenir les informations données
dans le tableau 4.4.
Pour cet exemple, la tache aléatoire qui apparait & I'instant 0 a les caractéris-

tiques suivantes :

=4 L=9 0,=6
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4.4 — Autres données de ’ordonnancement 2

taches i ay as as ay as ag ay as Qag aio
A 1 1 3 2 1 2 2 00
fi 1 1 2 1 0 1 0 0 1

Comme dans ’exemple précédent, nous cherchons a calculer 'augmentation
du cotit lorsque nous introduisons la tache aléatoire aprés as. Pour cela, il faut
calculer n} en utilisant la relation (4.1). Nous trouvons ni = 2 : deux taches
seront donc perturbées par I'insertion de A;. (voir figure 4.7 ). Le calcul donne

aussi :

2
E lag; =
i=1

Comme en plus la tache as ne peut étre insérée entre A; et A,, nous sommes
donc dans les hypothéses du cas 2 de l'algorithme. Le coiit supplémentaire

due a l'introduction de A; est donc :

2 -1
i =) (4 Z 24p = f2up) "
p=0

= 54—2 0f+(4-2-1-2)*

Pour calculer le second cott supplémentaire, nous devons calculer A}, temps
libre apres la tache aq, et 65*, durée de la tache fictive. Les calculs donnent

respectivement :

Ay = pstis— (p2+12)
= 11
0y = 19

Nous devons également déterminer I’entier n3 tel que :
ng 1

11+ ZAHZ <19< 11+ZA4+Z

1=1 =1

3
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nous trouvons dans le cas présent n3 = 4. Il y aura donc quatre taches qui
seront perturbées par A,. Nous pouvons maintenant calculer le second coiit
supplémentaire :

4

s—1
C; o= Y (19—11=) Ay — fay)?
p=1

s=1

= B-1)"+8-2-0"+B8-2-1-1)"+8-2-1-3-0)"
= 19

Finalement, en additionnant les deux cofits, nous trouvons C; = 21.

Exemple 3

Pour ce dernier exemple, nous conservons les données de I’ordonnancement
précédent. La seule modification apportée concerne les caractéristiques de la

tache aléatoire. Les nouvelles données de cette tache sont dorénavant :

61:8 L:5 02:6

Le probléme est toujours le méme, & savoir calculer le cotiit supplémentaire lié
a l'introduction de la tache aléatoire aprés as. (voir figure 4.8 )
Nous commengons comme précédemment par calculer le nombre n} défini par

la relation (4.1). Dans cet exemple :

A2+A3+A4<91§A2+A3+A4—|—A5

3
D’ott nd = 3. En calculant Ztgﬂ-, nous trouvons une valeur de 9, ce qui
i=1
est strictement supérieur a la période de longueur L située entre les taches A;
et Ay. Nous nous situons donc dans le cadre du cas 3 de l'algorithme.
Nous devons tout d’abord calculer le nombre r3 de taches déplacées suite a

l'introduction de A;. L’entier 73 est tel que :

r%—l—l

TS
Zt2+i <8< Z loti
i—1 i—1

Ce qui nous donne rj = 2.

Nous pouvons donc en déduire le coiit supplémentaire C7 en utilisant la formule
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(4.8) :
2 -1
C12 = Z Z 24p — f2+s
s=1 p=0
= (8—2— )+ ( —2—1—2)
Soit C? = 9.

Pour calculer le second cofit, nous devons au préalable déterminer certaines

données comme A3*, 03* et n3. Nous trouvons respectivement :

A = ps— (p2 +1t2)
= 11

05 = 0+ L+6,
= 19

ny = 4

L’entier nj a été calculé en utilisant la relation (4.10), le calcul étant similaire

a ceux de n3 et n3 et qui ont été menés dans les exemples précédents. La

seule différence concerne la borne supérieure de la somme puisque, dans le cas
présent, cette borne dépend de 73 et non de nj.

Le calcul du second cotit C3 est le suivant :

4 s—1
C; o= Y (19-11=) Aup— free)*
s=1 p=1

= B8-D"+@B8-2-0"+@8-2-1-1)"+(8-2-1-3-0)"
= T+6+4+42
Soit C2 = 19.

Finalement, le coiit supplémentaire total dii a 'introduction de la tache aléa-

toire est de C; = 28.
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4.5 FEtude de la fonction "accroissement du cri-
tére"

L’accroissement du critére, lorsque nous plagons la tache aléatoire apres la
tache ag, est la somme de deux termes :

- CF, accroissement dii & la sous-tache A;.

- C}, accroissement dii & la sous-tache A,.
Les valeurs sont fonction de la position de la tache aléatoire, c¢’est-a-dire de
I’indice k, mais aussi de 6, durée de la sous-tache A;, de 6,, durée de la sous-
tache A,, et de L, période séparant la fin de la sous-tache A; du début de la
sous-tache A,. Nous noterons donc ces termes respectivement CF(6y, L, 6) et
CE(6,,L,0,).
La fonction "accroissement du critére" lorsque la tache aléatoire débute lorsque

aj, se termine s’écrira :
Ck(gla La 02) = Cf(ela La 02) + C§<017 La 02)
C’est cette fonction que nous étudions dans la suite.

4.5.1 Variation de C}(0y, L,0,) lorsque 6, croit

Supposons que nous soyons dans le premier cas décrit dans le paragraphe
4.2 pour le triplet (07, L*, 63).

Le résultat suivant rappelle le résultat 2 (voir section 3.2).

Dans le résultat 4, ¢ est la premiére tache qui, dans l'ordonnancement

initial, se termine aprés que la seconde sous-tache a débuté.

Résultat 4
g+1
Si Ztkﬂ- > L*, alors C*(, L*,03) est une fonction continue et linéaire
i=1
par morceaux de ¢, pour ¢; > 07.

Preuve du résultat 4

En nous reportant aux relations (4.2), (4.3) et (4.4), et en tenant compte
g+l

du fait que 'inégalité Zt’f” > L* nous permet de dire que seules les taches
=1
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Akt1, - - -, Gtq PeUVent étre placées entre la fin de A; et le début de Ay quelque
soit #; > 07, alors :

q s—1
CH(OL L. 05) = D (01— ) Ak~ furs)"
p=0

s=1

400 s—1
+ Z(Nk + i+ 00+ L+ 05 — figrq — g — Z Aptgip = frrgrs)”
s=1 p=0
(4.11)
s—1
En posant : z; s = ZAk+p + frrs pour s =1,2,... nj}
p=0
et
s—1
Zhtqs = Mk —te — L* =05+ pjeqg + g + Z Aptgip = fitrqrs pour s =1,2,...
p=0
L’accroissement de critére s’écrit :
q 00
CR(Or, L%, 05) = > (01— 250) "+ D (01 — 2hig)
s=1 s=1
Notons z;,,,u = 1,2,... I'ensemble {Zkys}szlvluwni U {Zktq.s }s=1,2,.. classés par
ordre croissant. Alors :
+oo
Ck(‘gl? LT? 6;) = 2(91 - ZZ,u)+
u=1
Cette fonction est égale a :
-1
Ck(0y,L7,03) = X _ . . 4.12
(b1, 13, 62) (u—1)01 — ZZZZ si 0 € [’Zk7u—17zk,u[ ( )
i=1
Ceci termine la démonstration. O
Le résultat que nous présentons maintenant compléte le précédent :
Résultat 5
Nous posons w; = fgrqti + trrqri — (1 +tx + L).
k+r k+r+1
Supposons que Z tees < LT < Z tyri pour v > 1. Alors la fonction
i=1 i=1

CF(01,L*,03) est :

1. discontinue pour 6; = w;, 1 =1,2,...,7,

avec C*(w; , L*,03) > C*(w;, L*,03)
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2. continue et linéaire par morceaux sur chacun des intervalles suivant, :

[0 = [O,wl),[i = [wi,wi+1)’ 1= 1,2, NN 1et [r = [wr,—koo).

Preuve du résultat 5

1. Nous montrons d’abord que C*(6;, L*, 0%) est une fonction discontinue de

0, aux points w;,7 = 1,2,...,r et nous précisons la discontinuité.

(a) Lorsque 61 = w; , 61 < fltqri + thrgri — (i + te + L*), soit py +
tr + 01 + L < fgqgti + thtqri- Cette inégalité indique que, dans sa
position initiale, la tache aji,4; se terminerait apres que la sous-
tache A, a débuté. Par conséquent, aprés introduction de la tache
aléatoire :

- Les taches a1, ary2,. .., apiq+i—1 Se situeront entre la fin de la
sous-tache A; et le début de la sous-tache As.

- Les taches ayq1i, Qptqtit1, - - - se situeront aprés la fin de la sous-
tache A,.

L’augmentation du critére associée a cette situation s’écrit :

i1 s—1
Ck<wz‘_’ L*, ‘9;) - Z (wi - Z Ak+}7 - fk+s)++
s=1 p=0
400 s—1
Z(Mk +te + wi + L+ 03 — pgrgriot — trigrio1 — Z Apigritp—1 — ferqrivs—1)"
s=1 p=0

(b) Considérons maintenant le cas ou 6; = w;. Cette nouvelle situation
conduit & py +tx + 01 + L > flgrgri + thrqri- Dans ce cas, la tache
Qk+q+i, considérée dans sa position initiale, se termnerait avant que

la sous-tache Ay débute.

Par conséquent, aprés introduction de la tache aléatoire :

- Les taches apy1, apt2, ..., Qhtgri—1, Qktqti S€ situeront entre la

fin de la sous-tache A; et le début de la sous-tache As.

- Les taches apyqtit1, Qptqrite, - .. se situeront apres la fin de la

sous-tache As.
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L’augmentation de critére associée s’écrit :

g+t

s—1
Cowf, L7,027) = > (wi—= Y Apep— fres) ™+
s=1 p=0

—+o00 s—1
Z(Nh bk +w; + L+ 05 — phergri — thrgri — Z Apygrivp — Jerqrivs)
s=1 p=0

Nous allons montrer maintenant que C*(w; , L*,03) > C*(w;, L*, 03)

i. La contribution de la tache aj,4; & I’accroissement de la valeur

du critére est :

- Lorsque 6, = w; c’est-a-dire lorsque @, +; commence apres
que la sous-tdche A, s’est terminée, cet accroissement est
0 (Apyqri), avec
0 (Aprgri) = pe + e+ wi + L* + 05 — piprgrion — treagrion —
Aprgriot = frrqri-

- Lorsque ¢, = w;, c’est-a-dire lorsque ajq4; peut se terminer
avant que la sous-tdche A, ne débute, cet accroissement est

ot (ar + q +1), avec :

q+i—1
*(a = w; A f
o k+q+z i k+p = Jk+q+i
Alors :
- +
0 (rrqri) — 0 (Ahgri)
* *
= ppt+tp+ L+ 05 — ppygri-t — thggriot
q+i—1
—Dpygrio1 + E Apyp
p=0
Mais :
q+i—2 q+i—1
Pktqrio1 + thggriot — (i + tg) = E Apys + E thts
Donc :
- +
0 (Arigri) — 0 (Ahigri)
q+i—2
= L*"+0;— E Apis —
qt+i—1 q+i—1

Z thys — Dhpgrio1 + Z Ay
k=1 s=0
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qg+i—1

= L4060 > e
k=1

g+i—1

Mais Z tprs < L*pouri=1,2,...,r
k=1

Finalement : 0~ (axtq+i) — 0 (Qgrgri) >0

et 0 (apigti) > 0" (Ahigri) (4.13)

ii. Nous considérons maintenant la contribution d’une tache a;4q4;,7 >
¢ & I'accroissement de la valeur du critére.

- Lorsque 6; = w; cette contribution est o~ (aj1q4;), avec :

0 (Argrs) = e+t twi+ L+ 05 — frgrion — tergrio
j—1
= > Abiprictap — frrats
p=0

De maniére analogue, lorsque 6; = w;, cette contribution est

0 (Aktqss), AVeC :

0 (Ahrgrs) = M+ e+ Wi+ L+ 05 — fhrgri — gt
joie1
- Z Ak+p+i+p - fk+q+j
p=0

Des relations précédentes, nous déduisons :

0 (Ghtqrs) — O (Qhygss)

= fitqri + thrgri — (Mhtqrio1 T thiqriot)

j—i—1 j—1
+ g Ak+q+i+p_§ Aptgri-1+p
p=0 p=0

= MUkigri T tk+q+i - (,uk—i-q—l-i—l + tk+q+z’—1) - Ak+q+z‘—1
= Apigrio1 T teygri — Drygrit

= lktqri >0

Finalement : 0 (akiq+j) — 0 (Akiqrj) = thiqri > 0 pour
j=i+1i42,. ..
et :

0 (Ahrgrj) > 0 (Qhigrs) (4.14)
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Pour j=1+1,94+2,...
En additionnant membre & membre la relation (4.13) aux

relations (4.14), il vient :
CH(w;, L*,03) > C*(wy, L*, 03) (4.15)

2. Dans chacun des intervalles I;,7 = 0,1, ..., 7, nous nous retrouvons dans

le cas du résultat 4., et donc C*(0;, L*,05) est une fonction continue et
linéaire par morceaux.
Supposons que 0y € I; c’est-a-dire : fipiqri + thrgri — (Pg +te + L) <
01 < Mrtqritr T tegrivr — (g + te + L) alors, les tiches situées entre
les sous-taches A; et Ay sont : a1, Gri2,- -, Qhtg Chbgrls - - - s Qhtgtis
l'accroissement du cofit s’écrit alors :

g+t

s—1
C(O1, L7,03) = D> (0h =D Aiyp— frrs) T+
0

s=1 p=

+oo s—1

Z(Mk + i+ 01+ L" + 05 — ppggri — thgri — Z Aptqritp — Sirqrivs 2.16)
s=1 p=0

Soit, en posant :
s—1

Zs = ZAk+p + fees pour s € {1,2,... n;}
p=0
et
s—1

Z;s—i-q—‘ri,s = —pg =t — 05 — L + plgrgpi + thrgri + Z Aprgritp T frrqrivs
p=0
pour s =1,2,....

q+i

+oo
Ck(gl, L*, 9;) = Z(el - Zk:,s)+ + 2(9; - Z;c+q+i,s)+
s=1

s=1

2 3 /
Nous définissons 2} ,, u = 1,2,..., +oc 'ensemble {Zk,s}szl,l...,n}cU{Zk-&-q—i-i,s}S:LQ,m
ordonné par ordre croissant. Alors :

“+o00

CH(01, L7, 05) = > (01— 2,)" (4.17)

u=1

Soit m, le plus grand entier tel que :

Z;,ml Sw; = HE+q+i + tk—i—q-i—i - (,uk + 1 + L*)
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Soit M le plus petit entier tel que :

Zpar, = Wit = flerqritt T tergrirn — (U +te + L7) (4.18)
Alors,
Mi—1
CH(01,L7,05) = > (61— 2.,)" (4.19)
u=m1

La fonction C*(0;, L*, 03) est égale & :

M —1
Ck(0,,L*,0%) = . . . (4.20
(01 2) (M; —1—mq)0; — Z Zp S0 € [zhufl,zk’uf )
i=mq
Ceci termine la démonstration. O

Résultat 6

Soit M, ’entier défini dans la preuve précédente. Alors M; < M*, ou M* est
M*—1

le plus petit entier tel que : — g —tx—05—L* 4ty grit+thtqrit Z Aptgtitp >
p=0
Wit

Preuve du résultat 6

De I'inégalité (4.18), nous déduisons que : 2, ,; , > w1 pour s > M*
Le résultat 6 nous donne une limite supérieure pour M;. Il nous donne égale-
ment ’ensemble des z,; +qris & considérer pour le classement, c’est-a-dire pour
le calcul de I'ensemble des 2, : nous ne considérons, dans le classement, que

/ . . L, .
I’ensemble {Zk+q+z‘ o Fs=12,. m+. Ceci termine la démonstration. O

4.5.2 Exemple

Considérons I’ordonnancement initial des taches aq, ao, . . . , a19 défini comme
suit (Le premier terme du triplet est y;, le second ¢; et le dernier d;) :

a1(0,2,5), a2(4,3,12), a5(10,2, 14), ay(13, 1, 14), as(17, 2, 22), ag(20, 4, 29),
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a7(25,1,28),a5(28,2,31),a9(34,4,41), a19(39, 1, 40)
Cet ordonnancement initial est représenté dans la figure 4.9.

Considérons la tache aléatoire A définie par le triplet (0;, L* = 9,65 = 3).
Nous souhaitons commencer la sous-tache A; dés que a; se termine, c’est-a-
dire a l'instant 2, et nous cherchons a évaluer 1’accroissement du critére en
fonction de 6y, soit C'(0y,9,3). Quelle que soit la valeur de 6;, au plus les
taches as, as, ay et as pourront se situer entre la fin de la sous-tache A; et le
début de la sous-tache As.

Si 6; = 0, seul ay est situé entre A; et Ay, comme l'indique la figure 4.10.
Donc ¢ = 1. Dans ce cas, en appliquant par exemple la formule (4.11), nous
obtenons : C1(0,9,3) = 5. De plus, 7 = 3 (voir les notations du résultat 5.)

D’aprés la définition de w;, + = 1,2, 3,4, il vient :

Les points de discontinuité de la fonction C*(6,,9, 3) sont donc 6; = 1,60, =
3 et 6, =8.

Il est facile de voir que C*(61,9, 3) est linéaire pour 6, € [0,1) et C'(17,9,3)
= 7. La situation, lorsque ¢#; = 17, est représentée sur la figure 4.11 .
Lorsque #; = 1, la tache a3 précéde la sous-tadche A, comme représenté dans
la figure 4.12. En appliquant la formule (4.11) & cette nouvelle situation, nous
obtenons :
C'(1,9,3) =2
Le point de discontinuité suivant est #; = 3. La situation, lorsque 6; = 37, est
représentée sur la figure 4.13 . Dans ce cas, C{(37,9,3) = 0 et C3(37,9,3) = 4,
donc : C1(37,9,3) = 4.
De plus, la fonction C'(6y,9, 3) est linéaire sur [1,3).
Dans la figure 4.14, nous représentons la situation lorsque 6; = 3. Dans ce cas
nous obtenons :
C'(3,9,3) =0
Le dernier point de discontinuité est 6; = 8. La situation, lorsque 6; = 87, est
représentée dans la figure 4.15 .

Compte tenu des résultats précédents :
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s—1

2= Z Aiyp+ fiys pour s =1,2,3,4.
p=0
11 vient :

a1 =A+fo=245=7
212 = A1+ D+ f3=2+3+2=7

213=014+ D0+ A3+ f1=24+34+14+0=6

214 =0+ D0+ A3+ Ay+ f5=2+3+1+34+3=12>38

Toujours compte-tenu des résultats précédents :
s—1

M* =4 et Z(l1+k+i,s = —fk =tk = L* = 03 + fletgti + lhgri + Z Apsgtitp +
p=0
Setqrits
et :

Zii14p1 =—0-2-9-34+13+14+3+3=6

Z,=34+1+45=9

Z3=3+1+142=7

Aa=3+1+142+1=38

Finalement, les points remarquables entre 3 et 8 sont #; = 6 et 5 = 7. Au
point 6; = 6, la tache a, commence & violer son délai, de méme que as. Par
conséquent :
C'(01,9,3) = 0 pour 6, € [3,6)
et
C'(01,9,3) = 20, — 12 pour 6, € [6,7)
Au point #; = 7, les taches as, a3 et a; commencent & violer leur délai.

Par conséquent : C1(6,,9,3) = 560, — 33.
Finalement :
C'(87,9,3) =T.
Pour 0, = 8, la tache a5 se situe entre les sous-taches A; et A,, comme 'indique
la figure 4.16 .
Le calcul de C*(8,9, 3) se fait alors en utilisant la formule (4.16). avec k = 1 et
q + 1 = 4. Nous obtenons :
C'(8,9,3) = 4.

A partir de ; = 8, plus aucune discontinuité n’apparaitra dans la fonction
C'(6:,9,3), ce qui signifie que les taches situées entre les sous-taches A; et A,

y resteront, et qu’aucune autre tache ne s’y ajoutera.
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L’application de la formule (4.16) avec k = 1 et ¢ + ¢ = 4 conduit aux
formulations suivantes :
C'(01,9,3) = 30, — 20 si 0, € [8,9]
C1(6,,9,3) = 46, — 29 si 0, € [9,10]
La figure 4.17 présente I’ordonnancement lorsque #; = 10. Nous trouvons en-
suite :
C'(01,9,3) = 50, — 39 si 6, € [10,11]
C'(01,9,3) = 60, — 50 si 0, € [11,12]
La figure 4.18 présente I’ordonnancement lorsque 6, = 12.
C1(6,,9,3) =70, — 62 si 0; € [12,14]
C'(61,9,3) = 80, — 76 si 0; € [14,15]
C1(01,9,3) = 90, — 91 si 6, € [15, +0]
La fonction C'(6;,9,3) est représentée sur la figure 4.19 .

4.5.3 Variation de C*(6,, L,0,) lorsque L varie

Supposons que 0; = 0] et 05 = 05 soient fixés, et étudions la variation de
C*(03, L, 03) lorsque L varie de 0 & +o00. Nous supposons que 1’'ordonnancement,
initial concerne les taches aq,as, ..., a,, et nous posons :

lo=20 '

i
l; = max(pgr; + tpri — p — tp — 07, Ztkﬂ’) pouri=1,2,...,n

p=1
ln+1 = +o00

Alors le résultat ci-dessous s’applique.

Résultat 7 :

La fonction C*(0;, L, 03) est :

- discontinue pour L =1;, i1 =1,2,...,n,
- linéaire par morceaux et continue sur tout intervalle [I;,1;11),i =0, ..., n,
- croissante sur tout intervalle [l;,[;11),i =0,1,...,n — 1,

- constante sur [l,,, [, 1).

Preuve du résultat 7 :

1. Si L € [lp,l1) alors 0 < L < max(pigy1 — px — by — 07, ter1)-

L’inégalité de droite implique :
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C ( 8, .9.3)
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4.19 — Fonction C'(6,,9, 3)
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- soit que pig+1+tk1—pr—tr—07 < L, quis’écrit encore : pp+t,+07+L >
M1 +tir1. Cette inégalité signifie que la tache a1 se termine au plus
tot aprés que la sous-tache A, a commencé.

- soit que L < tx,1, ce qui signifie que la durée de la tache ag,; est trop
importante pour placer cette tache entre les sous-taches A; et As.
Par conséquent, quel que soit le minimum de l'inégalité de droite,
L € [ly, ;) implique qu’'une au moins des conditions requises pour que
ar11 puisse étre placée entre A; et Ay n’est vérifiée. La relation (4.16)

s’écrit donc dans ce cas :

n s—1
CHO, L. 03) = S0+ L+6; = Appp— frr)t (421)
s=1 p=0
Posons : .
Zk,s = —91( — 8; + Z Ak+p + fk+s
p=0
et soit :

D ={zrss=1,2,....n—k\ zps > 0et 2p, <Ii}.

Nous désignons par Zp* 'ensemble des éléments de Z} classés par ordre
. s’ _* *

croissant, et nous les désignons par zj y.

Le lecteur notera que card(Z?) = card(ZY*) est inférieur ou égal au

s—1
plus petit entier s tel que Z Apip — 07 — 05 > 1.
p=0
Finalement :
card(Z*)
Ck<91<7 L? 9;) = Z (L - Z;:,W)Jr
w=1

Cette solution montre que la fonction est linéaire par morceaux, conti-

nue et croissante sur [lo, [;).

2. Supposons maintenant que L € [l;,1;41),7 =1,2,...,n. Alors :

max (i + tpri — pr — te — 07, Z thp) < L < max(fpqit1 + thipr —

p=1
i+1

e — e — 07, Zthrp)

p=1
Comme ci-dessus, I'inégalité de droite montre que aj,;11; ne peut étre

placée entre A; et Ay. L’inégalité de gauche conduit a :

e+t 407+ L > iy +topr et L> Ztkﬂ)
p=1
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La premiére inégalité indique que la seconde sous-tadche A, commence
aprés que aj.; s'est terminée. La seconde inégalité indique que la pé-
riode entre la fin de A; et le début de A, est suffisante pour placer

Ak+1y - - -5 Qi

Par conséquent, L € [l;,[;11) conduit a (voir la relation (4.16)) :

% s—1
CH(0y,L",05) = Z(QT - ZAk+p — fras) T

s=1 p=0
n—i s—1
Z(,Uk +t+ 07+ L+ 05 — pers — by — Z Apritp = frrivs) " (4.22)
s=1 p=0

Le premier terme du second membre de cette égalité est une constant par

rapport & L. Nous la notons K. Pour ce qui concerne le second terme,

posons :
s—1
s = = — th — 05 — 07 4 floi + tegs + Z Apyivp + frrivs
p=0
Alors :
CH(07,L,05) = K+ ) (L — zs)"
s=1
Comme précédemment, nous définissons : Z; = {z1.,s = 1,2,...,n —

2/zks > liet zps < liy1}, et nous désignons par Z,i* I’ensemble des
éléments de Z; classés par ordre croissant. Nous notons ces éléments
i, W =1,2,... card(Z}").

Finalement :

card(Z}*)

Ck<8I7L79;) = K+ Z (L_zZ,W>+
w=1

Cette relation montre que C*(0%, L, 03) est linéaire par morceaux, conti-

nue et croissante sur [l;, l;11).

3. Supposons enfin que L € [l,,,1,11), alors la relation (4.16) se réduit a :

n

CE1L.03) = D 0-3 Ay fird® (423)

s=1 p=0
Le second membre n’étant pas défini en fonction de L, nous en déduisons

que C*(07, L, 0;) est constant par rapport & L. Ceci conclut la preuve O
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Résultat 8 :

Avec les notations précédentes :

G

03) > C*(0;,1;,03) pour i = 1,....n
Preuve du résultat 8 :

Le passage de L =1, a L =1;, pour v = 1,2,...,n se traduit par :

- La relocalisation de la tache a,. Pour L = [, a; débute aprés que la sous-
tache A, se termine, alors que a; se retrouve entre A; et A, lorsque L = [;.
L’apport de a; a 'augmentation de critére est donc moins importante
lorsque L = [; que lorsque L =1 .

- du fait de la relocalisation de la tache a;, le début des taches a;11, ai12. q,
lorsque L = I; est inférieur ou égal au début de ces mémes taches lorsque
L = 1;. Leur apport a I’augmentation du critére est donc inférieur ou
égal lorsque L = ; que lorsque L =1,

- enfin, I'apport des taches ay,as,...,a,_1 (lorsqu’elles existent), est le
méme dans les deux cas.

Ceci conclut la preuve. ]

4.5.4 Exemple

Nous conservons le méme ordonnancement que ci-dessus (voir figure 4.19)
et, comme dans le cas précédent, nous introduisons la tache aléatoire apres
a;. Cette tache aléatoire est initialement définie par le triplet (07 = 3,L =
0,05 = 3). En fait, cette situation revient a introduire aprés a; une téche
aléatoire simple de durée 67 + 05=6. Nous appliquons la relation (4.16) en
tenant compte du fait que toutes les taches sauf a; sont repoussées aprés As,.

On obtient :

10 s—1
C*(3,0,3) = Z(Ml i+ 00— — 1 — ZAIHO — fies)T
s=1 p=0
10 s—1
= D (6= Ay~ fin)?
s=1 p=0
= 0

L’ordonnancement obtenu aprés avoir intercallé la tache aléatoire est re-

présenté dans la figure 4.20 .
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Calculons les [; tels que définis au début de ce paragraphe.
li = max(us +ty — g —t — 3,t3) =max(7—2-3,3) =3
lo =max(12—-2—-3,5) =7
l3 =max(14 —2—-3,6) =9
ly = max(19 —2 —3,8) = 14
5 = max(24 — 2 —3,12) = 19
l¢ = max(26 — 2 — 3,13) = 21
l; = max(30 — 2 — 3,15) = 25
ls = max(37 — 2 — 3,19) = 32
log = max(40 — 2 — 3,20) = 35
La premiére discontinuité apparait pour L =1; = 3
Calculons maintenant les z; ; pour s =1,2,...,9
z2p=—6+A+fo=-6+2+5=1
210=—6+A1+A0+f3=—-6+24+3+2=1
23 = —6+A41+A2+A3+f4: —6+2+3+14+0=0
sa=—6+) +fs=—6+2+3+1+3+3=06

i=1

5
25 =—6+) +fs=—6+2+3+1+3+1+5=9
ZEI
ng=—6+Y +fr=—6+11+2="7
Z;l
2p=—6+> +fs=-—6+11+2+1=38
=1

8
2g=—6+) +fo=—6+13+4=11

=1

9
f9=—6+Y +A0=—6+15+0=9

=1
Dans le premier intervalle qui nous intéresse, a savoir I'intervalle [ly, ;] =

[0, 3], le point 1 présente une discontinuité de la dérivée.

C'(3,L,3)=Lsi L e|0,1]

C'(3,L,3)=3L—2si Lell,3]

Donc C'(3,37,3) =7

Considérons maintenant U'intervalle [l1,l5) = [3,7). Nous ne présentons pas
le calcul des z;;,7 =1,...,8, sur cet intervalle par manque de place.

Lorsque L=3, la situation est donnée par la figure 4.21 et la relation (4.16)
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nous conduit a :

C1(3,3,3) = (3—A1—fo)*

8 s—1
+Z(N1+t1+3+3+3_ﬂ2_t2_ZA2+p_f2+s)+
s=1 p=0

— 0+(11-7-3-2)F+(11—-12—4—0)"
- 0

Sur l'intervalle [3,7), seul le point 4 présente une discontinuité de la dérivée.
C'(3,L,3)=L—3si L e [3,4]
CY(3,L,3) =2L —7si L€ [4,7
Donc C'(3,77,3) =7
Considérons maintenant I'intervalle [lo,l3) = [7,9). Ici encore, nous ne présen-
tons pas le calcul des z;;,7 =1,2,...,7.
Lorsque L = 7, 'ordonnancement est donné par la figure 4.22 et ’applica-
tion de la relation (4.16) conduit a :
C(3,7,3) =2
Sur intervalle [7,9), nous ne rencontrons aucune discontinuité de la dérivée.
En d’autres termes, aucun des 21,7 = 1,...,7, ne figure entre 7 et 9.
CY(3,L,3) =L —5 pour L € [7,9)
et C1(3,97,3) =4
Nous considérons ensuite 'intervalle [l3,14) = [9,14). La figure 4.23 donne
lordonnancement lorsque L = 9. La relation (4.16) conduit & :
C'(3,9,3) =0
Sur intervalle [9, 14), le calcul des z;; correspondant nous donnerait un seul
point de discontinuité de la dérivée : le point 12.
Nous obtenons :
C'(3,L,3) =0 pour L €[9,12)
C'(3,L,3) =L —12 pour L € [12,14)
et C1(3,14—,3) =2
L’intervalle suivant est 'intervalle [l4,[l5) = [14,19). La figure 4.24 nous
donne 'ordonnancement lorsque L = 14 et nous obtenons :
C'(3,14,3) =0
Les points 15,16,17 sont des points de discontinuité de la dérivée et :
CY(3,L,3) =0 pour L € [14,15)
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CY(3,L,3) = L — 15 pour L € [15,16)

C'(3,L,3) = 2L — 31 pour L € [16,17)

C'(3,L,3) = 3L — 48 pour L € [17,19)

et C1(3,19—,3) =9

L’intervalle suivant est I'intervalle [I5, lg) = [19,21).

La figure 4.25 nous donne I'ordonnancement lorsque L = 19 et nous obte-
nons :

C(3,19,3) = 0
Le point 20 est un point de discontinuité de la dérivée de C'(3, L, 3) et :

C'(3,L,3) = L — 19 pour L € [19,20)

CY(3,L,3) = 2L — 39 pour L € [20,21)

et C1(3,217,3) =3

Considérons maintenant l'intervalle [lg, l7) = [21,25).

La figure 4.26 nous donne I'ordonnancement pour L = 21 et C1(3,21,3) = 0.
Il n’y a pas de point de discontinuité entre 21 et 25 et :

C'(3,L,3) = L — 21 pour L € [21,25)

et C1(3,257,3) =4

L’intervalle suivant est l'intervalle [I7,ls) = [25,32). Pour L=25, 1’ordon-
nancement est donné par la figure 4.27 et C'(3,25,3) = 0

Les points 27 et 29 sont des points de discontinuité pour la dérivée premiére

C'(3,L,3) =0 pour L € [25,27)

C'(3,L,3) = L — 27 pour L € [27,29)

C'(3,L,3) = 2L — 56 pour L € [29, 32)

Considérons maintenant 'intervalle [ls, ly) = [32, 35).

L’ordonnancement pour L = 32 est donné dans la figure 4.28 et C*(3, 32, 3)
= 1. Aucun point de discontinuité de la dérivée premiére ne figure entre 32 et
35 et :

C'(3,L,3) = L — 31 pour L € [32,35)

De plus, C*(3,357,3) = 4

Enfin, il est facile de voir que, pour L € [35,+00), C}(3,L,3) = 0. La
fonction C'(3, L, 3) est représentée sur la figure 4.29 et C1(3,327,3) =8
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1
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4.29 — Fonction C1(3, L, 3)

4.5.5 Variation de C*(6,, L, 0,) lorsque 0, varie

La fonction obtenue est linéaire, continue par morceaux. En effet, puisque
L et 6, sont fixés, faire varier 6, revient a insérer une seule tache. (i.e. 0; et L
sont connus, donc nous savons quelles sont les taches que nous allons devoir
déplacer pour insérer A, : c’est exactement le probléme de l'insertion d’une

tache.)

4.6 Algorithme temps-réel

L’algorithme que nous présentons est un algorithme en ligne. Nous faisons
donc en sorte d’effectuer un maximum de calculs en différé. Pour y parvenir,
nous faisons I’hypothése que le délai D de la tache aléatoire correspond au
début d’exécution d’une des taches déja ordonnancées. En d’autres termes, si
nous avons i < D < pg.1, nous admettons que D = .

Notre tableau de référence Y sera identique au tableau fourni dans le cas d’une
tache simple, comme indiqué dans tableau 4.5. Nous nommons les éléments
constituant ce tableau y; ; ot ¢ est I'indice de la ligne et j 'indice de la colonne.

Nous utilisons également le tableau de référence V' identique au tableau de
référence du cas d’une tache aléatoire unique (voir figure 4.6). Les éléments
de ce tableau sont nommés v; ; ou 7 est I'indice de la ligne et j 'indice de la
colonne. La seule différence réside dans son utilisation : si le délai a été corrigé a

[tn, alors la derniére tache apres laquelle nous pouvons placer la tache aléatoire
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4.5 — Exemple de tableau de référence Y.
p1 H2 ©3 Ha M5 M6 K7 Hs
) 3 1 5 6 7
ay A1+ f2 A+ f3 A+ fa A;+ fs A+ fe A+ fr A+ fs
i=1 1§1 zjl 'zg ’Lzl 171
az Az + f3 A+ fa A;+ fs A+ fe A+ fr A+ fs
i=2 i=2 i= i=2 i=2
1 5 6 7
as Az + fa A;+ fs A+ fe A+ fr A+ fs
i=3 ’LE 'L§3 1:3
aq Ag + f5 A+ fe A+ fr A+ fs
i= 1§4 1,74
as As + fe A+ fr A+ fs
i=5 i=5
7
ag Ag + fr A+ fs
i=6
az A7 + fs

est la tache ay- telle que :

Vk* n Z 91 +L+92

Nous ne reviendrons pas sur cet aspect. Notons que si ap- est la derniére

tache aprés laquelle nous pouvons placer la tache aléatoire, alors nous pouvons

également placer cette tache aprés a; pour k =1,... k*.

4.6 — Exemple de tableau de référence V.

M1

K2

M3

Ha

p2 — (p1 +01)

pnz — (p1 +01)

pa — (p1 +01)

mus — (p1 +01)

ug — (p2 +01)

pa — (p2 + 02)

us — (p2 + 02)

as

pa — (3 + 03)

us — (p3 + 03)

aq

us — (pa +04)

Nous examinons maintenant comment utiliser le tableau de référence Y,

calculé en différé, pour évaluer 'augmentation du critére dans chacun des cas

examinés précédemment.

Le tableau de référence V nous donne donc la liste des taches a la suite

desquelles nous pouvons placer la tache aléatoire.

Soit 7 une de ces taches. Il convient alors de se servir au mieux du tableau

4.5 pour définir ’augmentation du critére suite a ce positionnement.

Nous calculons d’abord nj. a I’aide de (4.1), la suite des calculs dépend du

cas dans lequel nous nous placons.
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4.6.1 Cas 1 de l’algorithme

Les éléments du tableau de référence Y sont désignés par yy ;.

Nous calculons Cf de la maniére suivante, en nous référant a (4.2) :

0 si A >0,
ch={ 4.24
! 2(91 - yk,k+s)+ si Ap <0 ( )
s=1

Puis nous calculons g, 65 a Paide de (4.3) et n} a’aide de (4.6) et nous obtenons
(voir (4.4)) :

0 si Ak+q 2 8;

2
Ch=14 &, . _ (4.25)
? 2(92 — Ukhrqrs) 8L Dppg <03

s=1

4.6.2 Cas 2 de l’algorithme

Le cofit supplémentaire CF se calcule comme précédemment, en utilisant la
relation (4.11).

Nous calculons ensuite Aj, 05* et n3 a I'aide de (4.7) :

0 s ArL> 6
3
Ch=14 &~ .. .. _ (4.26)
’ 2(92 = AL = Ykginis T D) sl AL <05
s=1

4.6.3 Cas 3 de l’algorithme

Nous commencons par calculer r}, puis Cf avec la formule suivante :

1
Tk

Cr = 2(91 — Ykkrs) (4.27)
s=1
Nous calculons ensuite A}*, 63* et n} a aide de (4.10), puis C} en utilisant la
formule (4.9) :
0 si A > 05

4
T

2(0;* - AZ* - yk,k-ﬁ-r}c-ﬁ—s + Ak-&-rt)Jr si AI:* < 95*

s=1

Ch = (4.28)
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4.6.4 Algorithme TR-Bitache-Augmentation du critére

L’algorithme temps-réel que nous venons de décrire est formalisé dans la
figure 4.30.

Il se décompose comme toujours en deux parties :

— Une partie en différé : elle est constituée du calcul des valeurs A;, i €
{1,...,n—1} et f;, j € {1,...,n} (voir chapitre 2). A I'aide de ces va-
leurs, nous calculons le tableau de référence Y, qui va contenir le résultat
de calculs nécessaires pour exécuter la partie en ligne de I'algorithme, et
que nous pouvons calculer par avance. Enfin, nous calculons le tableau
de références V' qui va nous permettre de connaitre quelle est la derniére
tache de 'ordonnancement actuel derriére laquelle nous pouvons insérer
la bitache aléatoire.

— Dans la partie en ligne, nous déterminons quelles sont les taches aprés
lesquelles nous pouvons insérer la bitache aléatoire & I'aide du tableau
V. La suite des calculs dépend du cas dans lequel nous nous trouvons

(ces trois cas sont décrits dans la section 4.6).

4.7 Complexité de I’algorithme
TR-Bitache-Augmentation du critére

Cette section donne la complexité, dans le pire des cas, de l'algorithme
proposé dans la section précédente. Le premier paragraphe donne la complexité
des calculs effectués en différé, et le second paragraphe donne la complexité

des calculs exécutés en ligne.

4.7.1 La complexité de la partie en différé

Dans cette partie, il y a trois entités a calculer :

— Les A; et les f; seront calculés en méme temps que les tableaux de réfé-
rence.

— Le tableau de référence Y. Cette complexité a été évaluée dans la section
2.6.4. Elle est de C; = 3n® — n.

— Le tableau de référence V. Cette complexité a été évaluée dans la section

2.6.4. Elle est de Cy = E’”QT’?’”
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— Partie en différé
1. Calcul des A;, i€ {1,2,...,n—1} et des f;, j € {1,2,...

2. Calcul du tableau de référence Y.

,n}.

3. Calcul du tableau de référence V.
— Partie en temps-réel

1. Utiliser le tableau V pour savoir quelle est la derniére tache de I’ordonnan-
cement aprés laquelle on peut insérer la bitache aléatoire sans violer son
délai. Nous nommons kT l’indice de cette tache.

2. Pour chaque valeur de k, k € {1,2,...,kT} faire
(a) Calcul de nj al'aide de (4.1))
ni
(b) Cas1:si Ztkﬂ» < Let apypt 1+ lppnl 11 < ak+tp+ 014 L, faire :
i=1

Calcul de C¥ & ’aide de (4.24))
Calcul du plus grand entier g tel que :
Phtq T thvqg < g+t + 01+ L
Calcul de 0% a laide de (4.3))

Calcul de n? a laide de (4.5)

Calcul de C5 4 I'aide de (4.25)

Calcul de C; = C¥ +C5.

1
L

(c) Cas2:si Ztkﬂ» < Let Ut +1 T lppnl 41 > Gk + 1k + 61 + L, faire :
i=1

Calcul de CF a l'aide de (4.24)
Caleul de A} = iyt 41 — (ke + )
Calcul de 65" =6, + L + 6,

Calcul de n} a laide de (4.7)

Calcul de C§ & l'aide de (4.26)
Calcul de C; = CF + Ck.

i

ii.

iii.
iv.
v.

vi.

i.
ii.
iii.
iv.
v.

vi.
ny

(d) Cas3:si Y tryi>L
=1

i. Calcul de r} tel que :

T,IC r,1c+1
Ztk+i <L<
=1

Z 13°9%;
=1

Calcul de C¥ & I'aide de (4.27)
Caleul de A" = pgyp1 11 — (e + te)
Calcul de 65" =6, + L + 6,

Calcul de nf} a Paide de (4.10)
Calcul de C§ & 'aide de (4.28)
Calcul de C; = CF + C5.

(e) Placer dans C;* la plus petite valeur de critére calculée jusqu’a main-
tenant. Consigner dans £** la valeur de k menant & ce critére.

ii.
iii.
iv.

V.
vi.

vii.

3. Placement de la bitache apreés la tache k**.

4.30 — Algorithme TR-Bitiche-Augmentation du critére
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La complexité totale de la partie en différée de ’algorithme est donc de :

2 9 )
Cdiff =C+C = 3n2 —n+ 2 2—3Tl — 11n2—5n < 112n .

Cette complexité est en O(n?).

4.7.2 La complexité de la partie en ligne

L’évaluation du nombre de taches a considérer pour les calculs en ligne né-
cessite I’exploration du tableau de référence V. Cette exploration a une com-
plexité de n. Ensuite quel que soit le cas ol nous nous placons, I'utilisation des
calculs effectués lors de la partie en différé permet de supprimer une grande
partie de la complexité : les calculs restants sont de simples sommations. La

complexité de la partie en ligne de I’algorithme est donc en O(n).

4.8 Evaluation de I’algorithme
TR-Bitache-Augmentation du critére

Cette section se divise en deux parties. La premiére partie décrit la généra-

tion des jeux de tests, et la seconde partie donne les résultats des simulations.

4.8.1 Protocole

Nous supposons que nous disposons d’un ordonnancement existant de ta-
ches simples, et qu’une bitache aléatoire vient d’apparaitre. Nous voulons éva-
luer les performances de l'algorithme TR-Bitache-Augmentation du critére.
Pour cela nous comparons les résultats qu’il nous fournit par rapport a ceux
fournis par un algorithme de nous considérons comme algorithme de référence.
Cet algorithme de référence calcule de facon systématique quel est le meilleur
instant d’insertion de la bitache aléatoire au sens du critére (la minimisation
de la somme des délais). Pour cela, il calcule la valeur du critére pour chaque
instant d’insertion possible de la bitache, c’est-a-dire immédiatement aprés la
fin de chaque tache de ’ordonnancement initial.

Des jeux de test sont générés au hasard afin de permettre une comparaison
des résultats fournis par l'algorithme de référence et par l’algorithme TR-

Bitache-Augmentation du critére.
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Pour i =1 & N faire

— Calculer un ordonnancement de base de k taches simples. Les paramétres de
chaque tache simple sont générés de fagon aléatoire.

— Génération aléatoire des paramétres de la bitache.

— Calcul de la meilleure solution & 1’aide de ’algorithme de référence.

— Calcul de la meilleure solution fournie par l’algorithme TR-Bitache-
Augmentation du critére.

— Comparaison des résultats fournis par les deux algorithmes. On considére comme
acceptable le résultat fourni par ’algorithme TR-Bitache-Augmentation du cri-
tére, si le critére de la solution fournie est inférieure ou égal au critére de la
solution fournie par ’algorithme de référence a p % prés.

4.31 — Algorithme de comparaison

Un jeu de test est con¢u de la maniére suivante :

— Nous générons a ’aide de nombres aléatoires les parametres de k taches
(c’est-a dire l'instant de début, la durée et le délai) permettant de batir
un ordonnancement de base.

— Nous définissons une bitache aléatoire. A 1’aide de nombres aléatoires
nous générons les durées, de la premiére sous-tache, du temps disponible
entre les deux sous-taches, de la seconde sous-tache, et enfin son délai.

Le jeu de test est alors soumis aux deux algorithmes.

Nous répétons ce processus N fois de fagon & connaitre les performances de

I’algorithme TR-Bitache-Augmentation du critére. Dans la suite, nous donne-
rons & N la valeur 1000.

Les étapes de la simulation sont décrites dans la figure 4.31.

4.8.2 Reésultats

Nous choisissons de définir les taches constituant les jeux de test de la fagcon
suivante :

— La durée d’une tache est comprise entre 1 et Durée-Tdche unités de
temps. Cette valeur sera choisie entre 5 et 50.

— Le délai d’une tache est situé au hasard entre 25 unités de temps avant
son achévement et 25 unités de temps aprés son achévement.

— Le temps libre séparant la fin de I'exécution de la tache courante et le
début de la suivante est compris entre 1 et 25 unités de temps.

La bitache aléatoire posséde les caractéristiques suivantes :

— La durée de la premiére tache est comprise entre 1 et 50 unités de temps
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4.7 — Résultats des simulations.

p / Durée-Tache | 5 | 10 | 20 | 50
0.00 978 | 951 | 905 | 774
0.05 978 | 953 | 909 | 781
0.10 981 | 957 | 915 | 782
0.15 982 | 965 | 925 | 840
0.20 983 | 968 | 926 | 819

— La durée de la seconde tache est comprise entre 1 et 50 unités de temps

— La durée du temps diponible entre les deux taches (i.e. la fenétre de
disponobilité) est comprise entre 1 et 50 unités de temps.

— Le délai est un instant faisant partie de I'intervalle de temps de ’ordon-
nancement initial.

Nous choisissons de créer des jeux de test composés de cinquante taches

simples.

Le nombre de simulations effectuées est de 1000.

Dans le tableau 4.7, nous consignons les résultats des simulations. Nous

faisons varier deux paramétres :

— Durée-Tache : durée maximale des taches simples. Dans le tableau 4.7,
ce parameétre est choisi dans ’ensemble {5, 10, 20, 50}.

— Chaque élément du tableau fournit le nombre de tests qui, en appliquant
I’algorithme TR-Bitache-Augmentation du critére, ont conduit a un cri-
tére compris entre une fois et (p+1) fois le critére de référence fourni par
I’algorithme de référence.

Les résultats indiquent que notre algorithme est performant, surtout dans

le cas ou les taches constituant 'ordonnancement de base ont des durées plus

faibles que les durées des taches de la bitache aléatoire.

4.9 Conclusion

Les simplifications apportées proviennent :
— de l'approximation sur D (qui dégrade le résultat).
— de I'utilisation du tableau de référence Y, calculé en différé, et qui fournit

une partie des calculs.
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La suite consistera & trouver d’autres approximations afin de simplifier
encore les calculs "temps réels" tout en contrélant la perte de précision des

résultats.
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Résumé

Analyse de la fonction augmentation du critére :

— Variation de C*(6,, L, 0y) lorsque 0, varie
Supposons que nous commencions la premiére sous-tache dés que a;
se termine. Soit 7 le plus petit entier tel que u, +t, > pu;+t;+6,+ L.

Soit s le plus grand entier inférieur a r tel que Z t; < L.

j=i+1
Alors, aprés placement de la tache a;.1,a;12,a;43, ..., as se situeront
entre Ay et Ay, et asy1, 0519, 0543, .. .,a, se situeront aprés A,.

Les valeurs de 6; qui introduisent des discontinuités dans la fonction
accroissement du coiit sont 05 = (us + ts — u; —t; — L) pour s tel

S
que Z t; <L
J=i+1

A Dintérieur des intervalles définis par les 67, et au-dela de la plus
grande de ces valeurs, les cotits sont continus et linéaires par mor-
ceaux. Lorsque 6; franchit une de ces valeurs, I'accroissement du
cotit décroit (discontinuité).

— Variation de Ck(ﬁl, L, 05) lorsque 05 varie
Cas de l'insertion d’une tache simple, voir les chapitres 2 et 3.

— Variation de C*(0,, L, 0y) lorsque L varie
Supposons que nous commengions la premiére sous-tache dés que a;
se termine. #; et 0y sont supposés fixes. La fonction accroissement
du critére, ici fonction de L, sera linéaire et continue par morceaux.
Chaque intervalle de continuité sera donné par les bornes suivantes :
lo - O

(]
l; = max(pgri + tpes — pe — tp — 07, Zt’“ﬂ’) pouri=1,2,...,n
p=1
ln+1 = 400
Sur chacun de ces intervalles, la fonction accroissement du critére
sera monotone croissante, et si B est une borne de 1'un de ces inter-
valles, nous aurons lir%(B —€)>B

L’algorithme temps-réel fait les mémes préparatifs en différé que pour
I’algorithme du chapitre 2. En temps réel, il effectue le calcul des varia-
tions de coiit pour déterminer une solution bonne mais non optimale
d’insertion (voir section 4.6)
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Chapitre 5

Insertion d’une bitache dans un
ordonnancement de taches simples

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous développons d’autres approches heuristiques pour
I’insertion d’une bitache dans un ordonnancement préexistant de taches simples,
et voulons montrer la supériorité de la méthode consistant a utiliser la période
de disponibilité de la bitache pour y insérer des taches simples déja ordonnan-
cées.

La section 5.2 pose le probléme. Dans les sections 5.3 et 5.4, nous four-
nissons une expression des instants optimaux de départ des taches de ’ordon-
nancement aprés insertion de la bitache aléatoire. Un algorithme de placement
optimal de la bitache est proposé dans la section 5.5. Cet algorithme sera uti-
lisé pour I’étalonnage des heuristiques proposées dans les sections suivantes.
La section 5.6 propose une heuristique basée sur le remplacement de la bitache
aléatoire par une tache simple. Une méthode de résolution optimale de ce pro-
bléme est donnée dans le chapitre 3. Cette solution étant calculée, nous tirons
partie de la période de disponobilité de la bitache pour y insérer des taches
de 'ordonnancement existant. La seconde méthode proposée dans la section
5.7 est une simplification de I'algorithme optimal. Le paragraphe 5.8 est dé-
dié & un exemple numérique. Des comparaisons sont faites entre les résultats
fournis par les deux algorithmes proposés dans ce chapitre, ainsi qu’entre ces
algorithmes et I’algorithme général (voir figure 3.8). La complexité des heuris-
tiques est évaluée dans la section 5.9. Le paragraphe 5.10 est la conclusion. Un

résumé clot le chapitre.
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5.2 Position du probléme

Les notations utilisées dans ce chapitre sont les mémes que celles définies
dans le paragraphe 4.2.

Pour le cas d’une bitache, et lorsque nous décidons d’insérer A; aprés ay,
il est possible que commencer a exécuter A; aussitot que a, se termine ne
conduise pas & la solution optimale. La raison est que la position de la sous-
tache A, est contrainte par la position de la sous-tache A; et que décaler A;
légeérement peut permettre d’insérer une tache supplémentaire entre la fin de
Aj et le début de As, ce qui peut conduire a une diminution significative du
critére. Ainsi, nous introduisons z, instant de départ de A;. Si nous voulons
insérer A; aprés ag, alors, nous devons avoir z > iy + tx.

Les formules donnant les nouveaux instants de départ ;, i € [k 41,k + 7]

pour les taches décalées sont données dans la section 5.3

5.3 Une borne supérieure pour l'instant de dé-
part de la nouvelle bitache.

Résultat 9

Si nous décidons d’insérer A; aprés ay, la solution optimale consiste a insé-

rer A; a linstant z tel que py, + tp < 2z < 2y avec z; = min(pgi, + tpyr — 01 —
T

L,D —0; — L —6,), ou r est le plus grand entier tel que Ztkﬂ- < L. Bien
i=1
entendu, il est possible que z; < ui + ti. Dans ce cas, la bitache ne peut étre

placée aprés a.

Preuve du résultat 9

1. pp + tx < 2z est immédiat puisque A; est inséré aprés ay.

2. Quand z = 21 = pgiy +teyr — 01 — L, les taches agi1, agio, ..., agy, sont
comprises dans l'intervalle de temps L entre la fin de A; et le début de A,
et il est impossible d’insérer une tache supplémentaire dans cet intervalle
de temps. De plus, si z > 21, les taches axi1,ag12,. .., ars, sont décalées
vers la droite au plus d’une période z — z1, et les taches a1, Gkirio, ...
peuvent aussi étre décalées, ce qui signifie que le critére du probléme ne

peut pas étre plus petit que celui obtenu pour z = 2.
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3. Lorsque z = z; = D —6; — L — 0, alors A; ne peut pas commencer apres

z1, sinon le délai D serait violé.

Pour simplifier la représentation, nous continueront d’appeler r le nombre de

taches insérables entre A; et A, dans ce cas. Ceci conclut la preuve. O

Résultat 10

La valeur optimale pour z est une des valeurs {f+; +tgri —61 —L}ic12. -
Siz = pgyit+tei—01—L,alors agyq, ario, ..., axy; sont insérées entre Ay et Ag,
et les taches ap 11, aprivo, ... sont exécutées aprés As. Sir = 0, c’est-a-dire

si tgy1 > L, alors z = py + t; est optimal.

Preuve du résultat 10

1. Siz = pgyi+teri — 6 — Lyi € {1,2,...,7}, alors ag; finit lorsque Ay

commence.

Siz € (gt + thri — 6 — Ly pgyiv1 + terizs — 01 — L), seules les taches

{ag+1,...,ar+;} seront ordonnancées entre A; et Ay, et 'augmentation

du critére est une fonction croissante de z dans cet intervalle. En effet,

lorsque z croit :

— Les taches situées dans la période de disponibilité ne peuvent qu’étre
retardées, et leur apport au critére ne fait que croitre.

— Les taches qui commencent aprés la fin de la tache A, subissent le
méme sort.

Siz=pgy;+tei — 01 — L — €, ol € est aussi petit que nous le voulons,

seules les taches {axi1,...,ax1;_1} peuvent étre ordonnancées entre A;

et A,. La tache ap.; ne peut donc commencer qu’aprés A, se termine,

ce qui augmente son propre apport au critére par rapport au cas ou

Z = lgii + tpge; — 01 — L. De plus, le fait que ap,; commence aprés que

A, se termine retarde les autres taches qui suivent A,.

Nous voyons donc que 'augmentation du critére est toujours plus faible

lorsque z = i +try; — 601 — L que lorsque 2z = ppy; +tpy; — 01 — L — €.

Définissons s; = gy +tr; — 601 — L. La figure 5.1 illustre ’augmentation

du colit comme fonction de z.

2. Si tgy1 > L, a1 ne peut pas étre inséré entre A; et Ao, et, de plus, le
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Increase of the cost

‘ ‘
So=Hk "k s, 81 M1
Timi

5.1 — Augmentation du critére.

minimum du critére ne peut étre obtenu que si A; commence aussitot

que possible, c’est-a-dire aussitot que a; termine.

Ceci conclut la preuve. O

5.4 Les nouveaux instants de départ

Nous considérerons d’abord le cas des taches insérées entre A; et As. Consi-
dérons que z = pyyi+tg;—01— L, i € {1,2,...,r}. En application du résultat
10, les taches {ayy1, ..., ap;} seront insérés entre A; et As.

Hyer = mac{gen, = + 61}

Hiyj = max{ e, fhyyj_1 + thpj1} i j=2,...0i—1 (5.1)
Hiqi = Hi+i

Considérons maintenant les taches exécutées aprés A,. Pour ces taches, qui

sont nommées agy; s avec s = 1,2, ...,

'U’;H-i—i-l = max{pyit1, 2 + 01+ L+ 0r}
(5.2)
ru’k—&-i—i-s = maX{Nk‘+i+sa Nk;_|_i+5_1 -+ tk+i+s,1} pour ] — 27 .

5.5 Algorithme de placement optimal

Afin d’obtenir la solution optimale, nous devons tester chaque instant pos-

sible d’insertion pour la nouvelle bitache. Pour chaque tache ay, nous calculons



5.6. PREMIER ALGORITHME HEURISTIQUE :
TR-BITACHE-1 113

1. Calcul de k42 , index de la derniére tache aprés laquelle on peut insérer A;
2. Pour k=14k = ks

(a) Calcul des nouveaux instants de début et surcott lorsque nous insérons
la bitache juste aprés la tache k.

(b) Calcul du surcott et des nouveaux instants de départ pour les taches
situées entre les deux sous-taches de la bitache.

(c) Consigner I'index de la premiére tache suivant la bitache.

(d) Calculer le surcoit et les nouveaux instants de départ pour les taches
situées aprés la bitache.

(e) Optimisation du critére (utilisation des résultats 9 et 10)

(f) Si le surcotit obtenu lorsque la bitache est insérée aprés ay, est le plus
faible obtenu jusqu’a maintenant, alors nous le consignons.

5.2 — Algorithme de placement Optimal

I’augmentation de critére si nous insérons A; aussitot que la tache a; se ter-
mine. Ensuite nous vérifions les instants de départ calculés d’aprés le résultat
9. Cette étape nous permet d’optimiser le critére et d’insérer la bitache aléa-
toire & un instant optimal. L’algorithme de placement optimal est décrit dans

la figure 5.2. Une version plus détaillée de cet algorithme figure dans ’annexe B.

5.6 Premier algorithme heuristique :
TR-Bitache-1

Le premier algorithme temps-réel est inspiré de ’algorithme général décrit
dans le chapitre 3. Cet algorithme nous permettait d’insérer une tache simple
dans un ordonnancement composé de n taches simples.

Cet algorithme temps-réel est exécuté en deux parties :

— Une partie en différé, qui est exécutée pour préparer I’apparition éven-
tuelle d’une bitache aléatoire. Pour cela, on calcule les fonctions aug-
mentation de critére Li(0) avec k € {1,2,...,n} (voir section 2.3). Les
valeurs de 6 sont comprises entre 0 et 6,,,., oul 0,,,, représente la durée
maximale de la tache & insérer.

— Une partie en temps-réel, qui effectue si possible I'insertion de la bitache

aléatoire. Elle se déroule en deux étapes :

1. Nous considérons d’abord une tache simple, d’'une durée égale a
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01+ L+6,. L’instant optimal I pour l'insertion de cette tache simple
dans I’ordonnancement courant est connu grace aux calculs effectués

sur la fonction accroissement de critére (voir chapitre 3).

2. Nous insérons alors A; & l'instant / de 'ordonnancement actuel.
Nous insérons A, a l'instant [ + #; + L. La période L est utilisée
pour exécuter le plus possible de taches de I’ordonnancement initial

dont les instants de départ étaient compris entre [ et 1 + 6; + L.

Cet algorithme est décrit dans la figure 5.3. Il consiste a travailler d’abord
comme si la bitache était une tache simple, puis & faire passer un maximum

de taches dans la période de disponibilité.

1. Calculs hors ligne.
(a) Calculer Li(0) pour k=1,...,n et 6 € [0,+00) (voir 3.3)
2. Calculs en ligne.
(a) Calculer le plus grand entier @ tel que pg +tg +61 +L+02 <D
(b) Calculer W = {k\ ke {1,2,...,Q} et Ay >0} U{Q}
(c) Calculer Paugmentation z4(0; + L + 03) = krél‘;[% Ly (61 + L+ 65) Soit

k* la valeur de k € W( qui conduit au minimum d’augmentation (voir
section 3.3).

(d) Mettre 'ordonnancement a jour en utilisant les équations (5.1) et (5.2).

5.3 — Algorithme TR-Bitdche-1

5.7 Second algorithme heuristique :
TR-Bitache-2

L’algorithme TR-Bitache-2 est basé sur l'algorithme de placement optimal
(voir paragraphe 5.4). Une expression résumée de cet algorithme est dans la
figure 5.2, et une expression détaillée dans I’annexe B. Cet algorithme calcule
d’abord quelle est I’augmentation de critére pour chaque point d’insertion pos-
sible de la bitache aléatoire. Cela signifie qu’il calcule cette augmentation de
critére lorsqu’on place la bitache aléatoire directement aprés la fin d’une tache
de 'ordonnancement actuel, mais aussi si on laisse un temps disponible entre
la fin d’une tache de 'ordonnancement actuel et le début de la bitache aléa-
toire. Cette derniére caractéristique permet d’avoir un résultat optimal quand

au critére (voir résultats 9 et 10). Par contre, les calculs qui y sont associés
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augmentent considérablement la complexité de I’algorithme (voir 5.9). Aussi,
nous allons supprimer I’étape d’optimisation du placement de la bitache aléa-
toire et ne prendre en compte que les points d’insertion situés juste aprés la fin
des taches de I'ordonnancement initial. Le point d’insertion retenu sera celui
menant & la plus faible augmentation du critére. Le code de cet algorithme
est le méme que celui de I'algorithme de placement optimal (voir figure 5.2),
excepté I’étape (e) qui est supprimée. Dans la représentation détaillée de ’al-
gorithme de placement optimal donnée dans I'annexe B, cela correspond a la

supression de 1’étape 2e.

5.8 Exemples numériques

Dans cette section, nous comparons les performances des heuristiques TR-
Bitache-1,TR-Bitache-2 et I’Algorithme Général (voir 3.8) en termes de qualité
des résultats. Une comparaison est effectuée avec les résultats optimaux fournis
par 1’Algorithme de placement Optimal (voir 5.5).

Nous commencons par fournir des informations sur le protocole de généra-
tion des jeux de test, avant de fournir les résultats numériques.

Nous générons un ordonnancement au hasard en suivant les régles sui-
vantes :

- Les temps d’exécution des taches sont générées au hasard comme suit :

e L’intervalle [1,8| est sélectionné avec une probabilité de 0.3.

e L’intervalle [9,13] est sélectionné avec une probabilité de 0.2.

e L’intervalle [14,20] est sélectionné avec une probabilité de 0.5.
Aussitét que l'intervalle est sélectionné, le temps d’exécution est choisi
au hasard dans cet intervalle.

- Chaque tache est suivie par une période de temps non utilisé dont la

durée est générée comme suit :
e ( avec une probabilité de 0.5.
e choisi au hasard dans l'intervalle [1,20] avec une probabilité de 0.5.

- Le délai de la tache est sélectionné au hasard dans l'intervalle [z—1, z+10]

ou z est l'instant de fin d’exécution de la tache.

Cet ordonnancement est donné dans la table 5.1

Nous tentons d’insérer des bitadches dans cet ordonnancement. Ces bitaches
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sont générées de facon aléatoires. 61, L, 6, sont générées respectivement sur
les intervalles de valeurs [1,30], [1,50] et [1,20], en utilisant une répartition
uniforme. Le délai D = 600 est le méme pour toutes les bitaches.

Nous considérons 10 cas. Ils sont décrits dans le tableau 5.2

Nous appliquons les algorithmes TR-Bitache-1, TR-Bitache-2, Général et
Optimal dans chacun de ces cas. Les résultats sont présentés dans le tableau
5.4.

5.9 Complexité

Dans cette section, nous calculons la complexité de chacun des algorithmes
proposés. Nous supposons que chaque événement a la méme complexité. Nous
considérons le pire cas. Nous supposons que I’ordonnancement dans lequel nous

voulons insérer la bitache aléatoire comporte n taches.

5.9.1 Complexité de I’algorithme général

Cette complexité est évaluée dans le paragraphe 3.3.5. Nous rappelons les
résultats pour mémoire :
— Partie en différé : complexité en O(n?).

— Partie en temps-réel : complexité en O(n).

5.9.2 Complexité de I’algorithme de placement Optimal

Il n’y a pas de complexité hors-ligne a évaluer. La complexité de 'algo-

rithme de placement Optimal va étre évaluée pas a pas.

- Etape 1: 3

- Etape 2 : 10n+8
- Etape 3: 3

- Etape 4 : 32

- Etape 5: 3

- Etape 6 : 29

- Etape 7 : 8+(n-k)(60+20n)
- Etape 8 : 2n+10
Nous n’évaluons que la complexité basique de chaque étape. Le nombre de

fois ou chaque étape est exécutée est fonction du cas concerné. Ici, le pire cas
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5.1 — Exemple d’ordonnancement

Tache #i | Instant de départ | Temps d’exéc. | Délai | Temps libre
1 0 17 11 0
2 17 8 32 0
3 25 20 41 0
4 45 13 53 0
5 58 15 83 0
6 73 8 76 0
7 81 17 105 0
8 98 14 122 19
9 131 17 158 3
10 151 13 165 8
11 172 13 194 0
12 185 8 186 0
13 193 20 220 14
14 227 13 236 0
15 240 7 257 15
16 262 20 278 15
17 297 13 305 19
18 329 10 344 0
19 339 8 337 0
20 347 20 377 15
21 382 15 407 0
22 397 8 415 0
23 405 2 403 19
24 426 8 424 18
25 452 13 468 0
26 465 20 495 0
27 485 20 514 15
28 520 3 531 0
29 523 13 543 0
30 536 15 547 11
31 562 20 592 19
32 601 12 606 15
33 628 8 639 1
34 637 8 643 8
35 653 19 672 19
36 691 20 707 0
37 711 13 717 10
38 734 17 742 14
39 765 15 781 0
40 780 13 794 16
41 809 9 825 3
42 821 20 836 15
43 856 12 875 19
44 887 15 903 0
45 902 13 912 18
46 933 5 939 0
47 938 13 952 0
48 951 12 973 0
49 963 13 976 0
50 976 8 994 0
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5.2 — Les parameétres des bitaches.

indice de la bitache i | 8, | 65 | L
1 30 (1913
2 30 9 |55
3 117136
4 5 |12 | 41
5 3012110
6 6 |12 ] 31
7 221111 9
8 26 | 12 | 16
9 30 | 10 | 41
10 14 | 10 | 47
11 30 1 |23

est obtenu lorsque il n’y a aucune tache qui puisse étre insérée entre les deux
sous-taches de la bitache, et que le temps d’exécution de toutes les taches a
exécuter aprés ay est inférieur ou égal a L.

Ainsi la complexité sera :
cz, = 3+Z32+3+Z 8+ (n — k)(60 4 20n)) + 2n + 10

= 34n? —6n+11+30n +20n? + 38n
= 30n%+54n% + 32n + 11
En résumé :

— Partie en différé : 0.

— Partie en temps-réel : complexité en O(n?).

5.9.3 Complexité de I’algorithme TR-Bitache-1

Cet algorithme a la méme complexité hors-ligne que ’algorithme Général
qui est de : O3, = CJ; ¢ < 3n?

La complexité en ligne est donnée par la complexité des étapes 2.a a 2.c de
la partie en ligne de I’algorithme général, c’est-a-dire 13n. Puis, nous exécutons

les étapes 3,4,5,6 et 8 de 'algorithme de placement Optimal pour une valeur
n—1

unique de k. La complexité obtenue est de 3 + Z 324+3+2n+10=34n—19

i=1
Et, finalement C? = 13n + 34n — 19 = 47n — 19 < 47n
En résumé :

— Partie en différé : complexité en O(n?).



5.10. CONCLUSIONS 119

— Partie en temps-réel : complexité en O(n).

5.9.4 Complexité de I’algorithme TR-Bitache-2

Il n’y a pas de complexité hors-ligne a évaluer. L’évaluation de la com-
plexité en ligne est donnée dans la section 5.9.2. L’étape 7 de l'algorithme doit

cependant étre ignorée.

n n—k
Cl, =3+10n+8+> (34> 32+3+2n+10)) = 34n” — 6n + 11
k=1 =1

En résumé :
— Partie en différé : complexité en 0.
— Partie en temps-réel : complexité en O(n?).

Un résumé des complexité obtenues est donné dans la table 5.3

5.3 — Complexité des algorithmes.

Algorithme Complexité Hors-line | Complexité En-line
Général O(n?) O(n)
Optimal 0 O(n?)
TR-Bitdche-1 O(n?) O(n)
TR-Bitdche-2 0 O(n?)

5.10 Conclusions

Les conclusions de ce chapitre sont les suivantes :

- L’Algorithme TR-Bitache-1 fournit une valeur de critére qui est toujours
significativement meilleure que celle fournie par l'algorithme Général.
Cela signifie qu’il est toujours plus avantageux de tirer partie du temps
libre entre les deux sous-taches de la bitache. La méthode permettant
d’exploiter la période de disponibilité est donc meilleure que celle consis-
tant a approximer en ne considérant que des insertions de taches simples.

- Les résultats donnés par I’Algorithme TR-Bitache-2 sont légérement meilleurs
que ceux donnés par 1’Algorithme TR-Bitache-1.

Un bon compromis entre la complexité et la qualité de la solution est I’Al-

gorithme TR-Bitache-1.
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Le sujet du chapitre suivant va étre la recherche d’une méthode efficace
pour effectuer I'insertion d’une bitadche dans un ordonnancement existant de

bitaches.
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Résumé

Contrairement aux taches simples, placer une bitache juste aprés la fin
d’une tache de I'ordonnancement peut ne pas conduire a un résultat
optimal au niveau du critére (voir résultats 9 et 10).

Tenant compte de cette remarque un algorithme de placement optimal

est fourni pour 'insertion d’une bitache dans un ordonnancement de

taches simples (voir section 5.5). Cet algorithme sert de référence mais
sa complexité est trop élevée pour qu’il soit utilisable en temps réel.

Deux algorithmes heuristiques sont proposés pour ’approche temps-

réel :

— Le premier algorithme commence par utiliser ’approche tache
unique de la premiére partie de la thése en tentant 'insertion d’une
tache de longueur 6; + L + 65. Une fois 'emplacement d’insertion
optimal connu, on tient compte de ’existence de la période L en y
insérant le plus possible de taches de I’ordonnancement initial.

— Le second algorithme est une simplification de ’algorithme de place-
ment optimal : on n’optimise pas le critére suivant I’approche donnée
dans les résultats 9 et 10.

Une comparaison entre les algorithmes proposés dans ce chapitre et un

algorithme effectuant 'insertion d’une tache simple (voir section 3.8)

démontre la supériorité de ’approche permettant d’exploiter la période

disponibilité par rapport a celle qui consiste & approximer les bitaches
par des taches simples.
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Chapitre 6

Insertion d’une bitache dans un
ordonnancement constitué de
bitaches.

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons insérer une bitache, dont les caractéristiques
ne sont connues qu’au moment de son apparition, dans un ordonnancement
existant de bitaches. Cette bitache sera appelée bitache aléatoire.

Nous considérons cette bitdche comme composée de deux taches de méme
durée. Cette hypothése correspond a la réalité des radars qui sont a 1’origine
de ce travail. Comme toujours cette bitache posséde un délai impératif qui ne
peut étre violé. Le critére de cette optimisation reste la minimisation de la
somme des retards. Ce probléme sera bien stir abordé sous I’angle du temps
réel.

Nous allons utiliser la technique de ’entrelacement de taches pour effectuer
cette insertion.

Le probléme est présenté dans la section 6.2. La stratégie temps-réel est
proposée dans les sections 6.3 et 6.4. La section 6.5 donne une approche per-
mettant une résolution plus rapide de la partie en différé des calculs. Une
évaluation de la complexité des deux parties de ’algorithme proposé est don-
née dans la section 6.6. La section 6.7 est dédiée & un exemple numérique. La

section 6.8 est la conclusion. Elle est suivie d’un résumé du chapitre.
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6.2 Position du probléme

Nous conservons la modélisation des bitaches définie dans le paragraphe
4.2.

Nous considérons toujours que les taches sont non-préemptives. Dans ce
chapitre, nous considérerons que le temps d’exécution des deux taches de la
méme bitache est le méme et est représenté par 6. Les deux taches sont séparées
par une période de temps (période de disponibilité) notée L durant laquelle
la ressource est disponible pour I'exécution d’autres bitaches. La bitache doit
étre exécutée avant son délai impératif D.

L’ordonnancement dans lequel nous désirons insérer la nouvelle bitache est
constitué de bitaches ayant déja été ordonnancées de facon & commencer leur
exécution le plus tot possible. La plupart du temps, deux taches consécutives
ne font pas partie de la méme bitache dans I’ordonnancement donné.

Il est possible de commencer ’exécution des bitaches & des instants ulté-
rieurs & ceux prévus initialement, afin de pouvoir en insérer une nouvelle, mais
cela & condition de ne pas changer l'ordre d’exécution ni la période L qui lie
les deux taches d’une bitache.

Aussi, afin d’alléger la forme des équations décrivant le probléme, nous
1éme

appellerons 6 le temps d’exécution de la s tache devant étre exécutée

suivant ordonnancement. De la méme facon, nous appellerons o, le 5™
temps libre de I’ordonnancement. ¢ peut étre nul. Comme les bitaches peuvent
étre entrelacées, une période de temps libre ne correspond généralement pas a
une période de temps libre séparant les deux taches d’'une méme bitache. L;
sera la durée du temps libre correspondant a la i*¢™€ bitache. La i*“™€ bitache
est celle dont la premiére tache est la i*™¢ de 'ordonnancement. Cet ordre
n’est généralement pas celui de la deuxiéme tache des mémes bitaches. Deux
illustrations de ces notations sont données dans les figures 6.1 et 6.2.

D’aprés les hypothéses données ci-dessus, 6; = 03 et 6y = 04 pour la Figure
6.1. Dans le cas de ’exemple de la Figure 6.2, 6; = 0, et 65 = 0.

Le temps disponible L; est donné par la somme des temps disponibles et
opératoires situés entre la fin de la premiére tache et le début de la seconde
tache de la bitache 7. Soit k; 'index de la premiére tache de la bitache ¢ et

[; I'index de la derniére tache de la bitache 7. La numérotation est faite en
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L1 L2

= =

th 1 ) ©2 03 ©3 04 o

6.1 — Exemple d’ordonnancement 1

L, L,

—

th 1 0, 2 05 3 04 o

6.2 — Exemple d’ordonnancement 2

fonction de 'ordre d’apparition de la tache dans I’ordonnancement considéré.
La contrainte liant les deux taches de la bitache ¢ peut s’écrire :

l;—1 ;-1

doet Y bi=Lji=1,...,n (6.1)
s=k

; s=ki+1
ou n est le nombre de bitaches concernées de I’ordonnancement préexistant.
Le lecteur remarquera que L; et 6; sont donnés. Aussi, les seules variables
de notre probléme seront les ;.
Par exemple, dans la figure 6.1 :
Ly =1+ 0s+ ¢2
Ly = @a+ 05+ p3
Pareillement, dans la figure 6.2 :
Ly = @1+ 0+ o2+ 03+ @3
Ly = oo

La relation (6.1) peut étre réécrite comme suit :

;-1 li—1

dpe=Li— > b, i=1...n (6.2)
s=k;

S:ki—‘rl
Un autre ensemble de contraintes est introduit dans notre probléme, de
facon & garantir que l'instant de commencement d’une bitdche ne soit pas

antérieur a son instant de commencement dans ’ordonnancement initial. Soit
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FE I'ensemble des index correspondants aux premiéres sous-taches des bitaches,
excepté pour le premier car la premiére bitache est supposée commencer a
I'instant 0. Soit ¢} les valeurs initiales des périodes de temps disponible dans

Pordonnancement initial. Les contraintes suivantes doivent étre satisfaites :

—_

i—1

;> Z @ pouri € E (6.3)
1

71—

J

Jj=1

Nous introduisons une variable positive p;, appelée variable d’écart dans cha-
cune des inéquations (6.3) de fagon a pouvoir les exprimer sous forme d’équa-
tions. - .
Zapj—pi:Zgo; pouri € E (6.4)
j=1 j=1
Ainsi, toutes les contraintes relatives & un ordonnancement donné de n bi-
taches peut étre exprimé sous la forme d’un systéme d’au plus 2n — 1 équations
et 3n — 2 variables, en tenant compte des variables d’écart. Ce systéme inclut
a la fois les équations (6.2) et (6.4).
La facon traditionnelle de représenter ce genre de systéme est une équation

matricielle, représentée en (6.5) :
AD =K (6.5)

oll A est une matrice de 2n — 1 lignes et 3n — 2 colonnes, incluant p;, i €
{2,...,n}. ® est une matrice-colonne de 3n — 2 éléments. ¢ contient les va-
riables du systéme. La matrice K est une matrice-colonne de 2n — 1 éléments.
Cette derniére matrice est constante et ses éléments sont calculés a partir des
membres gauches des équations (6.2) et (6.4).

Par exemple, dans le cas de la figure 6.1 :

110 0 zl L, — 6,
A=1]0 11 0 d=| "2 K= | Ly— 6
100 —1 73 ot

P1 1

Et, dans le cas de la figure 6.2 :
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111 0 221 Ly — 0y — 04
A=1]101 0 0 P = sz K — Ly
100 —1 " ©]

6.3 Calculs en différé pour I’'ordonnancement.

Supposons que nous tentions d’insérer la premiére sous-tache de la bitache
aléatoire dans la période d’inactivité d’indice k, et la seconde sous-tache dans
la période d’inactivité indicée /. Considérons de méme que k < [. Dans ce cas

le probléme a résoudre peut s’écrire comme suit :

-1

Maz[Min(ok, @) — A Z w5, A € (0,1) (6.6)

sous les contraintes (6.5) et :
Min(ex, o) < H (6.7)

ol H est une borne supérieure du temps de travail de la sous-tache.

L’explication de cette formulation (6.6) est double :

- Ajuster les périodes ¢y et ¢, de facon a ce que leurs valeurs minimales
soient aussi grandes que possible, mais aussi plus petites ou égales a H
conformément a (6.7). L’objectif est de disposer d’un panel aussi large
que possible de temps opératoires pour les taches qui peuvent étre insé-
rées dans les fenétres de temps d’inactivité d’indices k et [.

- Réduire autant que possible la différence entre la borne supérieure de la
période d’inactivité ¢, et la borne inférieure de la période d’inactivité
@1, de facon a augmenter le panel des valeurs possibles des périodes
d’inactivité des bitaches pouvant étre insérées.

Ce probléme peut étre transformé en un probléme linéaire en introduisant
une variable additionnelle :
-1
Maz[Z =X > @], A€ (0,1) (6.8)
s=k+1
sous les contraintes (6.5) et (6.7) et :

Z < oy (6.9)
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Z < ¢ (6.10)

Si le but est d’insérer la bitdche compléte dans la période d’inactivité d’in-

dex s, le probléme devient :
Max ;4

sous les contraintes (6.5) et :
ps < H* (6.11)

ou H* est la valeur maximale possible de 20 + L. Remarquons bien que pour ce
type de problémes, résolus en temps différé, c’est-a-dire avant que la bitache
n’apparaisse, nous devons chercher la solution qui offre le maximum de possi-
bilités. Le but va étre de sélectionner en temps-réel une solution qui permet
non seulement a la bitiche aléatoire d’étre exécutée avant son délai impératif
D, mais aussi qui méne a la plus faible augmentation de criteére.

Les solutions doivent étre calculées pour chaque paire (k,1), k < [ de temps
disponibles. Les solutions obtenues sont I’énumération des temps disponibles
S = {¢s}s:1,2,...,2n71-

Deux cas sont possibles : £ =1[ et £ < [. Les données qui nous sont néces-
saires pour les calculs sont les mémes dans les deux cas.

- Premier cas : si k = [, alors la bitache est contenue dans une seule et
unique période de temps disponible, aussi n’avons nous a stocker que k, S
et 'augmentation de critére. Ensuite, nous classons les données de ces
résultats suivant I’ordre croissant des 5, s = 1,...,2n — 1. Cet ensemble
de solutions est appelé E;.

- Second cas : si k < [ nous stockons :

1. La paire (k,[)

2. Z
-1 l

3. a= Z Vs + Z 0,
s=k+1 s=k+1
l l

4.b=> "o+ Y 0,—-27
s=k s=k+1

5. L’augmentation du critére.

Les résultats sont alors classés par rapport aux valeurs croissantes de Z.
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Il se peut que plusieurs solutions ménent aux mémes valeurs de Z. Nous
classons alors ces solutions suivant les valeurs croissantes de a.
Enfin, pour les solutions menant aux mémes valeurs de Z et de a, sont
stockées suivant 1’ordre croissant des b. Cet ensemble de solutions est
appelé Fs.
Remarque : Notons qu’il est possible de résoudre ce probléme pour une
série Hy, H,, ..., Hy; de valeurs de H. Nous pourrons ainsi obtenir la solution

la mieux adaptée a la bitache aléatoire qui se présentera.

6.4 Partie en ligne de I'ordonnancement.

Nous supposons que la bitache définie par (L*,6*, D*) apparait dans le
systéme :

Premiére étape

Commencgons par considérer I’ensemble des solutions FE; et sélectionnons

les solutions telles que :
1. o > 20"+ L*

2. L’augmentation du critére est la plus petite d’entre toutes les solutions
telles que la borne supérieure de la fenétre k soit inférieure ou égale a

D*. Soit S! la solution et W! ’augmentation de critére correspondante.

Seconde étape
Nous ne considérons que ’ensemble des solutions FEs, et y sélectionnons la

solution S, constituée de la paire (k*,1*) de facon a ce que :
1. 0 < Z
2. a< L*<b

3. L’augmentation du critére est la plus faible entre toutes les solutions
constituant les paires (k,() telles que la borne supérieure de la fenétre [
soit inférieure ou égale a D*.
Troisiéme étape
Si Wt < W? alors S! est la solution que nous retenons pour ce probléme,
sinon S? est solution.
Nous voyons que le choix de H est crucial. Une valeur importante de H

pourra conduire a un critére de mauvaise qualité. Une valeur trop faible de H
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conduira, par contre, a peu de solutions admissibles en moyenne. C’est la raison
pour laquelle nous avons suggéré, plus haut, de faire les mémes calculs pour
des séries de valeurs de H (ou de H*). Rappelons que ces calculs se déroulent
en différé, et donc que le temps de calcul n’est pas d’une grande importance.
En outre, la nécessité de trouver une solution qui permet de terminer la tache
aléatoire avant le délai D réduit considérablement le volume des calculs a

effectuer.

6.5 Parallélisme

Comme défini dans la section 6.4, la partie en différé de I'ordonnancement
consiste principalement en la résolution d’un ensemble (généralement limité) de
problémes de programmation linéaire (PL en abrégé). Pour plus d’informations
sur la programmation linéaire, voir [41]. Puisque 2n est le nombre d’intervalles
disponibles, alors le nombre Z de problémes PL a résoudre est Z = 2n+C3, =
n(2n + 1). Le lecteur n’aura pas oublié que 'on cherche a insérer la bitiche
aléatoire dans un ou deux intervalles de temps disponible. Bien entendu, la
présence du délai D réduit considérabement le volume des calculs & effectuer.

De plus, remarquons que ces problémes sont indépendants les uns des
autres : chacun d’entre eux peut étre résolu sans avoir a tenir compte des
autres. En d’autres termes, il est intéressant (en terme de temps opératoires)
de résoudre ces problémes de fagon concurrente, par le biais de la programma-
tion paralléle, et plus précisément d’une technique SPM D (pour Single Pro-
gram Multiple Data). Autrement dit, nous écrivons un seul programme dont
I’application se fera sur m jeux de données. L’idée est de répartir la charge de
travail entre m processeurs, de telle facon que la charge de travail de chacun
de ces processeurs soit de % Le lecteur en conclut que notre but est de diviser
le temps opératoire total par m.

Nous considérons que chaque processeur a un identifiant unique appelé
Id. Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer que nous disposons
d’un ensemble de m processeurs, et que leur I/d sont numérotés de 1 a m.
Chaque processeur exécute un processus unique, de sa création a sa mort, sans
aucune interruption possible. Dans le reste de ce chapitre, nous identifierons

un processus par 1’/d du processeur sur lequel il est exécuté.
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6.1 — Identification des problémes PL

Index des problémes PL | Index de ¢ | Index de ¢
1 1 1
2 1 2
3 1 3
2n 1 2n
2n+1 2 2
n(2n+1) \ 2n \ 2n

Ici, tous les processus sont les mémes (I’algorithme du Simplexe, mais les
problémes PL que chaque processus aura a résoudre seront différents), excepté
le cas du processus 1, dont nous parlerons plus loin. Nous décrivons quels sont
les calculs précis que chaque processus va devoir exécuter dans le paragraphe
suivant.

Le lecteur aura remarqué qu’un probléme n’a pas été abordé : nous n’avons
pas parlé de la gestion des données que chacun des processus requiert afin
de pouvoir résoudre les problémes PL (i.e. ¢x et Ox,k € {1,...,2n}), ni de
comment les résultats de ces calculs deviennent disponibles pour l’exécution
de la partie en ligne de 'ordonnancement. Un des processus, que nous appe-
lons processus maitre (par convention le processus 1) va étre en charge de la
gestion des flots d’entrée et de sortie des données pour ’ensemble des m pro-
cessus. En premier lieu, le processus maitre encode les données fondamentales
du probléme : ¢ et O, k € {1,...,2n}, et les communique ensuite & cha-
cun des autres processus. Ces données représentent 1’ordonnancement actuel.
Aprés quoi le processus maitre attend que les autres processus ménent a terme
leurs calculs, et lui communiquent leurs résultats. Le processus maitre stocke
alors ces résultats suivant la méthode expliquée dans le paragraphe 6.3. Entre
I’action d’envoyer les données de base a chaque processus, et la réception des
solutions, le processus maitre n’exécute pas d’activité. Aussi, il serait judicieux
d’exploiter ce temps disponible pour résoudre une partie des problémes PL.

Un autre probléme consiste & décider quels sont les problémes PL que

chaque processus va avoir a résoudre. Fondamentalement, il est évident qu’il
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1. Si Id =1 alors initialiser le systéme
2. SiId =1 alors
(a) Encoder les données (6 et ¢)
(b) Envoyer ces données codées aux processus 1 & m
3. Pour tous les processus :
(a) Recevoir les données communiquées par le processus 1.

(b) Calculer quels sont les indices des programmes PL qui doivent é&tre résolus par le
processus, en fonction de Id. L’ensemble de ces indices est donné par la formule :

[(L%J) * (Id — 1) + 17(Lwn * 1d]

La signification de ces indices est donnée dans la table 6.1
(c) Reésoudre les problémes PL dont les indices sont donnés dans 3b
(d) Encoder et envoyer les résultats aux processus 1.
4. Sild =1 alors

(a) Recevoir les données des résultats communiquées par les processus 1 & m. Les
classer comme décrit dans les sections 6.3 et 6.4

(b) Exécuter la partie en temps-réel des calculs et insérer la bitache aléatoire.

6.3 — Code du programme

est optimal de donner la méme quantité de travail & chaque processus, pour
éviter a certains processus d’étre sur ou sous chargés de travail par rapport aux
autres, dans le but de minimiser le temps de travail. C’est ce que ’on appelle
I’équilibrage des charges.

Comme nous ne pouvons pas prédire le temps de travail requis par la ré-
solution de I’'un des problémes PL, nous considérerons qu’ils consomment tous

le méme temps de travail. Aussi, nous allons faire exécuter Z problémes PL

m
a chaque processus. Nous affectons & chaque probléme PL un identificateur
unique, ces identificateurs sont donnés dans le tableau 6.1.

Les indices des programmes PL qu’un processus doit résoudre sont fonc-
tion de I’/d du processus : par exemple, le processus 1 résoudra les problémes

—”(ZZLH)J, le processus 2 résoudra les problémes PL indicés de

indexés de 1 a |
L%J +1a L%J, et ainsi de suite. Comme nous ’avons dit précédem-
ment, le méme programme (algorithme du simplexe et gestion des données) est
envoyé a chaque processus, mais seul le processus maitre exécutera la partie
gestion des données. La figure 6.3 donne un algorithme de ce programme.
Maintenant, le modéle que nous avons décrit n’est pas suffisamment raffiné
pour gérer le probléme réel des radars : il nous faut en effet faire face a ’arrivée
successive de plusieurs bitaches aléatoires. Le modéle approprié serait alors le

suivant :
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et ¢

1.
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Le processus maitre initialise le systéme : il y a exécution de la partie
en différé de 'ordonnancement. Chaque processus dont 1’/d est compris
entre 1 et m résout les problémes avec lesquels il est lié. Les résultats des
calculs sont envoyés au processus maitre, qui les classe puis les stocke.
Les calculs en différé sont finis lorsque le processus maitre a recu et fini

de traiter les solutions de tous les problémes.

. Lorsque une bitache aléatoire A surgit dans le systéme!, le processus

maitre en utilisant les solutions calculées précédemment lors de I’étape
1., effectue I'insertion menant vers ’augmentation la plus faible du cri-
tére ( le lecteur notera que les processeurs 2 & m ne son pas sollicités
durant cette phase). Lorsque U'insertion est effectuée, les données servant
a effectuer une insertion ne sont plus a jour, et il faut donc recommencer

I’étape 1.

En pratique, la programmation des communication entre les processeurs

sera prise en charge par un logiciel de communications comme par exemple

MPI (Message Passing Interface).

Exemple : Considérons un ordinateur équipé de m = 4 processeurs. Nous

supposons qu’il y a actuellement n = 4 bitaches ordonnancées. Le programme

donné dans la figure 6.3 est exécuté sur les quatre processeurs. Le processeur 1

initie un calcul en différé de 'ordonnancement. La table 6.2 fournit ’identifi-

Si une bitache aléatoire arrive sur le systéme, alors que tous les calculs en différé ne
sont pas effectués, on préférera effectuer une insertion qui ne sera pas forcément optimale
en utilisant les résultats partiels, plutdot que pas d’insertion du tout.
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cateur du processeur devant résoudre le probléme PL correspondant au cas ¢y,
et ¢y, k,l € {1,...,2n}, et | > k. Aprés complétion de la réception par le pro-
cessus maitre des résultats en provenance des quatre processeurs, ce processus
passe en mode d’attente de ’apparition d’'une bitache aléatoire.

Lorsque une bitache aléatoire apparait, le premier processeur exécute la
partie en temps-réel de 'ordonnancement afin d’insérer la bitache, & ’empla-

cement conduisant a la plus faible augmentation du critére.

6.6 Complexité

Cette section est divisée en deux parties. La premiére partie est dédiée au
calcul de la complexité de la partie en différé de I'ordonnancement. La seconde
partie traite de la partie temps-réel de I’ordonnancement.

Nous considérons que ’ordonnancement dans lequel nous allons tenter d’in-
sérer la bitache est constitué de n bitaches.

La partie en différé de I’ordonnancement est constituée de deux parties :
la premiére partie concerne la construction des problémes PL, et la seconde
concerne la résolution desdits problémes en utilisant 1’algorithme du simplexe.
Cet algorithme est semi-calculable (en d’autres termes, il n’y a pas de moyen
de prédire avant le calcul si celui-ci va finir ou pas), mais dans la pratique, il
est connu pour s’exécuter en temps polynomial.

Maintenant, si nous considérons I’amélioration basée sur le parallélisme de
cet algorithme pour la résolution des problemes PL, la complexité totale de la
partie en différé des calculs reste la méme (en fait elle augmente légérement
du fait des communications entre les processus). Par contre, la complexité des
calculs a effectuer sur chaque processeur est la complexité totale, divisée par
le nombre de processeurs.

La partie en temps-réel de I’ordonnancement est divisée en trois étapes. La
premiére étape consiste a rechercher de la meilleure solution lorsque on veut
insérer la bitache aléatoire dans une seule et unique période de disponibilité de
I’ordonnancement actuel. 2n solutions possibles sont examinées. Dans le pire
des cas, chaque solution que nous testons est meilleure (au sens du critére)
que la précédente, aussi aurons nous trois opérations a exécuter pour chaque

solution. La complexité de la premiére étape est donc 6n. La seconde étape
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consiste a chercher la meilleure solution lorsque nous voulons insérer les deux
taches de la bitache aléatoire dans deux temps d’inactivité distinctes de 1’or-
donnancement initial. Il y a n(2n — 1) —2n = 2n? — 3n possibilités & prendre en
compte. Le pire cas se présente 1a aussi lorsque chaque solution examinée est
meilleure que la précédente (au vu du critére). Chaque solution nécessite alors
quatre opérations de traitement. La complexité de la seconde étape est alors
de 8n? — 12n. La derniére étape est la comparaison des valeurs des critéres
des deux solutions retenues lors des deux premiéres étapes, et cotite deux opé-
rations. La complexité totale de la partie en temps-réel de ’'ordonnancement
sera alors au plus de 8n? — 6n + 2. En d’autres termes, la complexité est en

O(n?).

6.7 Un exemple numérique.

Dans cette section, nous allons illustrer I’algorithme défini dans les sections
6.4 et 6.5 par un exemple numérique.

Nous considérons un ordonnancement composé de n = 4 bitaches. La fi-
gure 6.4 donne la disposition des bitaches de cet ordonnancement. Les valeurs
numériques de 6y, et ¢y, pour k € {1,...,8} y sont données. Pour le calcul du
critére, nous fixons la valeur de A & 0.01.

Nous exécutons la partie en différé de cet ordonnancement pour H = 50.
Les résultats du calcul sont séparés en deux ensembles de données, tel que
décrit dans le paragraphe 6.4 : £ et E,. Les données de E; sont consignées
dans le tableau 6.3, et les données associées a E5 sont fournies dans le tableau
6.4.

A ce point, nous générons une bitache aléatoire. Ses paramétres sont § =
6, L = 24, et son délai impératif D = 170.

Premiérement, nous sélectionnons les solutions de I’ensemble E; qui sont
compatibles avec les paramétres de la bitache aléatoire. Seules deux sont uti-
lisables et ont pour valeur ¢; = 41 et 5 = 37.

Il n’y a pas de solutions dans le deuxiéme ensemble de données E5 qui soient
utilisables pour les caractériques de la bitache. Seul le couple (1, ¢s5) a le bon
panel de valeurs pour la compatibilité avec le paramétre L, mais I'insertion des

¢ n’est pas possible (Z = 1 < 6).
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6.3 — Données de I’ensemble E; pour ’exemple.

Num. période utilisée Valeurs de ¢y, k € {1,...,8} Criteére
PL| P2 | P3| P4|P5|Pe| P7| P8
1 4110 | 0 |0 [37T] 1 |44 ] x 41
2 200210 |0 [37] 1 |23 | x 21
3 2710 [ 141 0 [ 23|15 |30 | x 14
4 401 0 | 0 |1 [36] 1 |44 ]| x 1
5 4110 | 0 |0 [37T] 1 |44 ]| x 37
6 27100 | 14| 0 |23 |15 |30 | x 15
7 401 0 | 0 | 1 [36] 1 |44 ] x 44

Maintenant, nous avons a sélectionner la meilleure solution entre les deux

solutions admissibles de £;. Ces deux solutions ménent & une augmentation

égale du critére (voir équation 6.8), nous choisissons d’insérer la bitéche aléa-

toire dans la cinquiéme période de temps disponible, c’est-a-dire @5 = 37.

Le nouvel ordonnancement, aprés insertion de la bitache aléatoire est re-

présenté dans la figure 6.5.

6.8 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons fourni un algorithme permettant 1’insertion

d’une bitache aléatoire dans un ordonnancement préexistant de bitaches, et ce

en un temps polynomial. Cet algorithme se décompose en deux parties :

— La premiére partie s’exécute en différé, et sert a préparer 1’éventuelle

arrivée d’une bitache aléatoire. Elle consiste, pour chaque choix d’inser-

tion possible de I’ordonnancement existant, a connaitre quelles sont les

caractéristiques des bitaches pouvant y étre insérées. Nous modélisons ce

probléme sous la forme d’un ensemble de problémes de programmation

linéaire, et utilisons l'algorithme du simplexe pour les résoudre.

— Une partie en temps-réel, exécutée si un calcul de la partie en différé

a été effectué pour I'ordonnancement actuel et si une bitache aléatoire

apparait. On sélectionne parmi les solutions fournies par le calcul en

différé celles qui sont compatibles avec la bitache aléatoire et qui ménent

aux plus faibles augmentation du critére.
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6.4 — Données de I’ensemble E5 pour ’exemple.
o | @1 Valeurs de ¢y, k € {1,...,8} Z A | B | Critére
Y1 P2 ¥3 | P4 | ¥P5 Y6 Y7 | P8

112 1205({205| 0 0 | 37 1 1235 | o« |205| 16 | 16 20.5
113 | 27 0 14 | 0 | 23 15 30 | o | 14 | 26 | 39 14
1 [ 4] 40 0 0 1| 36 1 44 | x 1 46 | 85 1
15| 41 0 0 0 | 37 1 44 | o« | 37 | 66 | 70 37
1 (6| 27 0 14 | 0 | 23 15 30 | o« | 15 | 113 | 125 | 14.63
1 (7] 41 0 0 0 | 37 1 44 | o< | 41 | 134 | 137 | 40.62
2 13| 20 |105|105] 0 |26.5 (115 | 23 | o< |10.5] 10 | 10 10.5
2 | 4] 39 1 0 1| 36 1 43 | « 1 30 | 30 1

2 15 1] 20 21 0 0| 37 1 23 | < | 21 | 50 | 66 21
2161 20 11 10 | 0 | 27 11 23 | o | 11 | 97 | 97 | 10.63
2 |71 20 21 0 0 | 37 1 23 | o | 21 |118 | 120 | 20.62
314 39 0 1 1| 35 2 43 | x 1 20 | 20 1
3|15 27 0 14 | 0 | 23 15 30 | o | 14 | 40 | 49 14
3 16| 27 0 14 | 0 | 23 15 30 | x| 14 | 73 | 74 | 13.77
3| 7| 27 0 14 | 0 | 23 15 30 | ox | 14 | 108 | 124 | 13.62
4 | 5| 40 0 0 1| 36 1 44 | 1 20 | 55 1

4 | 6 | 27 0 13 | 1| 23 14 31 | « 1 53 | 66 0.77
4 | 7| 40 0 0 1| 36 1 44 | 1 87 | 130 | 0.63
5 | 7| 41 0 0 0 | 37 1 44 | o< | 37 | 31 | 38 | 36.99
6 | 7| 27 0 14 | 0 | 23 15 30 | o< | 15 | 20 | 35 15

Bien évidemment, & chaque modification de ’ordonnancement, il faut recalcu-

ler la partie en différé de I’algorithme.

Nous avons décrit une méthode permettant d’accélérer significativement le

calcul de la partie en différé de ’algorithme d’ordonnancement, en tirant par-

tie du fait que les résolutions des problémes de programmation linéaire sont

indépendantes les unes des autres. Ces calculs peuvent donc étre menés suivant

la technique de calcul paralléle appelée technique SPMD. En d’autres termes,

on utilise plusieurs processeurs sur lesquels on fait tourner un algorithme du

simplexe. Nous affectons & chacun de ces processeurs un sous-ensemble dis-

tinct des problémes a résoudre. La résolution de chaque sous-ensemble se fait

parallélement.
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Résumé

Dans ce chapitre, nous avons développé une approche permettant d’in-

sérer une bitache dans un ordonnancement de bitaches. Pour cela, nous

avons exprimé le probléme sous la forme d’un probléme de program-
mation linéaire.

Les contraintes sont fournies par ’expression des périodes d’inactivité

incompressibles séparant les deux taches d’une méme bitache, et par le

fait qu’il est impossible d’avancer le temps d’exécution d’une bitache.

Deux cas d’insertion de la bitache dans 'ordonnancement sont pos-

sibles :

— Insérer la bitadche dans une seule période d’inactivité de ’'ordonnan-
cement initial.

— Insérer les deux taches de la bitache aléatoire dans deux périodes
d’inactivité distinctes de 'ordonnancement initial.

Bien évidemment le critére d’optimisation est différent suivant le cas

(voir 6.3)

L’approche heuristique proposée se décompose en deux parties :

— Une partie en différé : on résoud tous les problémes de programma-
tion linéaire, et on classe les résultats suivant la norme définie dans
la section 6.3.

— Une partie en temps réel : on extrait des données calculées lors
de 'exécution de la partie en différé de l'algorithme celles qui per-
mettent d’insérer la bitache aléatoire, et parmi ces derniéres celles
qui conduisent a I’augmentation minimale du critére.

Cet algorithme est décrit dans la figure 6.3.
Comme les problémes de programmation linéaire que nous avons a
résoudre lors de la partie en différé de ’algorithme sont indépendants
les uns des autres, nous pouvons utiliser la technique de calcul paralléle
dite technique gros-grain. Nous pouvons en effet exécuter en méme
temps m problémes distincts sur m processeurs différents. Ceci permet
de diviser le temps opératoire total par le nombre de processeurs, et ce
méme si la complexité totale du probléme est légérement accrue par la
gestion du parallélisme.




140

Troisiéme partie

Simulation et gestion d’un radar
multifonctions.
Amélioration de I'existant.
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Présentation de la troisiéme partie

Les radars multifonctions doivent remplir plusieurs types de missions : sur-
veillance du ciel, suivi de cibles, guidage de missiles, etc, .... Certaines de
ces missions sont effectuées de maniére systématique et cyclique : c’est le cas
des taches de surveillance ou de guidage. D’autres sont aléatoires : elles appa-
raissent lorsqu’une nouvelle cible est détectée et doit étre confirmée et suivie.
Les taches qui constituent un suivi de cible sont elles aussi aléatoires, car les
cibles suivies peuvent ne pas se trouver la ot ’extrapolation de leur trajectoire
antérieure nous suggérait de les chercher. Dans ce cas, le radar est obligé de
retrouver la cible perdue en faisant des recherches dans le voisinage immédiat
de sa derniére position connue.

Cette partie est différente des deux premiéres par les aspects suivants :

- Une fois que la décision d’ordonnancement d’une tache est prise, on ne
peut plus la remettre en question. L’insertion d’une nouvelle tache ne
peut se faire que dans les périodes libres situés entre les taches déja
ordonnancées, et il n’est pas possible de retarder une tache déja ordon-
nanceée.

- Nous prenons en compte l'insertion de trains de bitiches (suite de bi-
taches ayant des contraintes temporelles entre elles) comme une téche
unique. En d’autres termes, nous renoncgons a utiliser les périodes dispo-
nibles entre les taches d’'une méme bitache. C’est sous cette hypothése
que les radars sont gérés actuellement. Nous avons choisi ces hypotheéses
restrictives car elles sont actuellement retenues pour la gestion des radars
de combat.

- Nous devons tenir compte d’une contrainte supplémentaire : un temps
maximal d’émission sur une période donnée. Cette contrainte refléte le

fait qu’il n’est pas possible de consommer plus d’une quantité donnée
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d’énergie en continu. Cette quantité d’énergie dépend de la précision
souhaitée pour le radar a cet instant.
- La gestion d’une priorité entre les téaches.

La suite se place dans le contexte de la gestion actuelle des radars.
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Chapitre 7

Insertion d’un train de bitaches.

7.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est de proposer une méthode de gestion pour les radars
multifonctions (voir chapitre 1), et de I’évaluer. Nous nous plagons dans le cas
ou 'ordonnancement existant est figé (c’est-a-dire que nous ne pouvons pas
revenir sur une décision d’ordonnancement antérieure).

Un radar multifonctions est un radar qui explore systématiquement une
partie de ciel afin de détecter s’il ne s’y trouve pas des cibles (avions, missiles,
etc, ...). Les cibles détectées sont alors suivies jusqu’a ce qu’elles quittent
I’espace d’activité du radar.

La technologie des radars est bien connue. Elle consiste en I’émission d’ondes
électromagnétiques vers des cibles supposées. Une partie de ces ondes est réflé-
chie et renvoyée vers le radar émetteur. Des informations sont ainsi fournies au
radar lors de I’éventuelle réception : distance de la cible, nature de la surface
réfléchissante, vitesse, direction, etc, ...

Malheureusement, la pluie, des oiseaux, et bien d’autres corps en suspen-
sion dans ’atmosphére peuvent réfléchir ces ondes, et étre prises pour des cibles
potentielles. C’est pourquoi lorsqu’une tache de surveillance détecte une cible
possible, il faut immédiatement effectuer un deuxiéme envoi d’ondes électro-
magnétiques dans cette direction afin d’avoir confirmation de la réalité de la
cible.

A ce point de notre description, soulignons le fait que les ondes électro-
magnétiques émises peuvent avoir plus ou moins de puissance énergétique. En

fait, plus les ondes émises sont énergétiques, plus les informations fournies en
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retour sont précises. En d’autres termes, plus le radar consomme de 1’énergie,
moins il y a de cibles non détectées. Bien entendu, cette médaille a son revers,
et les fausses alertes liées a ’environnement sont en augmentation lorsque la
consommation en énergie du radar croit. De plus, matériellement, il existe une
contrainte sur la quantité d’énergie qu'un radar peut émettre dans une période
de temps donnée : plus la quantité d’énergie dépensée pour émettre le faisceau
d’ondes associé a une tache est grande, plus le nombre de taches que 'on va
pouvoir exécuter est faible.

Ainsi, le but est de trouver un compromis entre la précision du radar, le
nombre de taches que 1'on veut exécuter et le nombre de cibles que I’on peut
suivre de maniére fiable.

Dans la section 7.2, nous décrivons en détails le probléme que nous cher-
chons a résoudre. La section 7.3 est dédiée a la description de notre approche.
Dans la méme section, nous proposons un résultat nous donnant une évaluation
du nombre de cibles non détectées et décrivons le programme de simulation.
La section 7.4 propose plusieurs illustrations numériques montrant 'efficacité

de notre algorithme. La section 7.5 est la conclusion.

7.2 Formulation du probléme.

Suivant les principes technologiques des radars multifonctions décrits en
[54], [46] et [63], la partie du ciel qui doit étre surveillée par le radar peut
étre représentée par une matrice a deux dimensions comptant n lignes et m
colonnes. Chaque élément de cette matrice représente une partie du ciel ou
une tache de surveillance doit étre exécutée. Il y a donc m.n zones de ciel &
surveiller. Cela se fera en deux périodes de durée 1. A chaque instant le radar
a accés a k (k << m) colonnes consécutives de la matrice. L’antenne du radar
pivote autour de son axe et, en permanence, des colonnes disparaissent du
domaine de visibilité du radar tandis que d’autres colonnes y entrent. Nous
appelons A le temps requis par une colonne pour entrer ou sortir du domaine
de visibilité. A la fin de chaque période élémentaire A, la colonne située a
I’extréme-gauche du domaine de visibilité disparait du domaine, tandis que la
colonne située en dehors de domaine de visibilité et voisine de la colonne se

trouvant le plus & droite de ce domaine y entre. Ce processus est périodique, et
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la colonne 1 est définie comme celle précédant la colonne m. Le radar effectue
une rotation compléte dans un temps donné, et doit effectuer une vérification
compléte du ciel en deux tours d’antenne.

La période nécessaire pour ce processus, c’est-a-dire la période nécessaire
pour parcourir les m colonnes, est désignée par T', et A = % Une contrainte du
probléme est que chaque tache de surveillance d’'une zone du ciel doit étre exé-
cutée exactement une fois toutes les deux périodes. Lorsque la surveillance d’un
de ces éléments est effectuée, il est possible qu'une nouvelle cible soit détectée.
Nous définissons par p, la probabilité de détection d’'une cible. Il faut alors
confirmer 'existence de cette cible par une tache dite de confirmation. Cette
tache de confirmation ne doit pas débuter moins de 50ms aprés la fin de la tache
de surveillance, et doit étre achevée 100ms plus tard. La probabilité que cette
tache de confirmation entérine I’existence réelle d’une cible est notée p.. Chaque
cible confirmée doit ensuite étre suivie une fois toute les périodes T', jusqu’a
disparition de la cible de la zone de surveillance du radar. Idéalement, ces suivis
devraient étre effectués aux instants T..+71,T..+21,T..+3T,...,Te.+ 57T, ...,
ou T,. est 'instant de complétion de la tache de confirmation. Bien entendu,
la charge de travail du radar ne permet pas toujours d’exécuter ces taches
aux instants idéaux. La politique adoptée pour palliertenir compte de cette
contrainte consiste a dire qu’une tache devant idéalement commencer son exé-
cution a l'instant T,. + j7T peut étre reportée, mais doit étre achevée au plus
tard a l'instant T.. + j7T+ 50ms.

Il y a plusieurs causes menant & l'interruption du suivi d’une cible par le
radar :

— Le radar est surchargé de travail et ne peut pas satisfaire a temps la

tache de surveillance associée a la cible.

— La cible suit des trajectoires désordonnées, et le radar n’a pas pu prédire

ou la cible va se trouver lors de la vérification suivante.

— La cible est hors de portée du radar (elle a quitté la zone de surveillance).

Nous nommons py la probabilité que la cible disparaisse du radar.

Des priorités d’exécution sont définies entre les différents types de taches :
les taches de confirmation ont la plus grande priorité, ensuite viennent les

taches de pistage, et enfin les taches de surveillance.
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Donnons & présent quelques informations sur des caractéristiques tech-

niques de taches :

- Une tache de confirmation est constituée d’une période ou le radar émet
des ondes électromagnétiques, suivie d’'une période de disponibilité, et
enfin d’une période de réception. Le radar n’est actif que durant les
périodes d’émission et de réception. La figure 7.1 représente une tache de
confirmation. La période de disponibilité peut étre utilisée pour exécuter

d’autres taches. Ceci correspond aux bitaches définies dans le chapitre 4.

Périodes actives

Tache d’émission

7.1 — Une tache de confirmation.

- Une tache de pistage est composée d’un train de bitaches. Chaque bitache
est composée d’une période d’émission d’ondes électromagnétiques, d’une
période de disponibilité et d’une période de réception. Le radar n’est actif
que durant les périodes d’émission et de réception. La période de dispo-
nibilité peut étre utilisée pour exécuter d’autres taches. Le nombre de
bitaches composant un train de bitaches est dépendant du domaine dans
lequel opére le radar. Ici, pour simplifier, nous supposerons qu’une téache
de pistage est composée de douze bitaches. De plus, le commencement
de la (i + 1)-éme bitache aura lieu 5us aprés la fin de la i-éme bitache.
Cette période peut varier dans les limites de +10%.

- Une tache de surveillance est considérée comme étant une tache unique,
et ceci en dépit du fait qu’elle contient une période d’émission, une pé-
riode de disponibilité, et une période de réception. Ceci est dii au fait
que les caractéristiques temporelles de ces périodes ne permettent pas
d’insérer une tache ni une bitache dans la période de disponibilité.

Les taches de surveillance nécessitent un temps d’émission et de réception

plus long que les autres types de taches : en effet, ces taches explorent une

partie du ciel, et servent a localiser une cible. Les autres taches, elles, savent



7.2. FORMULATION DU PROBLEME. 147

exactement quel est le point du ciel visé, aussi les temps d’émission et de
réception sont plus restreints.
Les équations donnant la quantification des périodes d’émission, de dispo-
nibilité et de réception pour une tache de confirmation sont :
- Période d’émission = Période de réception = A = kR*p
— k est une constante représentant la puissance dissipée par le systéme

— p est la plus petite target radar cross section définie par :

Energie réfléchie vers la source 4T

~ Densité de ’énergie incidente “Angle de la cible

— R est la distance entre le radar et la cible.
- Temps de disponibilité = max(0, 2.%—14), ou c est la vitesse de la lumiére.
Dans le cas d’une tache de pistage, les formules utilisées pour calculer les
valeurs des périodes de temps correspondant & chacune des bitaches sont les
meémes que celles utilisées pour calculer les périodes de temps correspondant
aux taches de confirmation.
Les taches de surveillance sont calculées a 1’aide des équations suivantes :
- Période d’émission = k.(X +Y)%p
— X est la distance entre le radar et le point le plus proche de I'espace
surveillé.
— Y est la profondeur de 'espace surveillé : c’est-a-dire la distance entre
le point le plus proche et le plus lointain de 1’espace surveillé
- Période de réception = %
- Période de disponibilité = max(0, 2% — k.(X + Y)*.p)
Notons que les temps associés aux taches de surveillance sont toujours les
mémes, tandis que les temps associés & une tache confirmation ou de pistage
sont fonction de la position de la cible.

Plus d’informations sur les bases techniques de ces formules peuvent étre

trouvées dans [48].

La contrainte liée a I’énergie dépensée par I’émission d’ondes électroma-
gnétiques est donnée par une fonction linéaire par morceaux dont un exemple
est donné dans la figure 7.2. Lorsque le radar est initialisé, la valeur de cette
fonction est égale a zéro. Durant une période d’émission, la fonction augmente,

et sa pente est de o (a > 1). Cette pente est fonction de I’énergie dépensée par
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unité de temps. Lors d’une période de réception ou de disponibilité, la fonc-
tion décroit suivant une pente de -1. La valeur maximale que peut atteindre la
fonction est définie par la valeur w. Avant la planification de toute tache, on
doit donc calculer s’il est possible de I'exécuter sans que la fonction dépasse
la valeur seuil de w. Dans le cas ot il n’est pas possible d’exécuter une tache
sans dépasser la valeur w, alors I'exécution de la tache est repoussée jusqu’a
I'instant ou la valeur de la fonction permet son exécution (si les contraintes
de Pordonnancement le permettent). Dans la figure 7.2, c’est le cas a 'instant
t, ou I'on tente d’insérer une tache d’émission. La simulation de I’insertion est
matérialisée par une ligne pointillée. Malheureusement, insérer cette tache au
temps t, aménerait une valeur de la fonction supérieure & w. Le radar est donc
obligé d’effectuer a I'instant ¢4 soit une tache de réception, soit une attente de
fagon a faire baisser la valeur de la fonction. La tache d’émission suivante est
exécutée au temps ts.

Energie

ty t t t ty t t Temps

7.2 — Contrainte sur 1’énergie.

La valeur de w est constante pour un radar donné, tandis que la valeur
de « est fonction de la précision du radar : plus la précision est grande plus
la valeur de « est grande, ce qui réduit la période maximale d’émission sans

interruption du radar.
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Un autre facteur entre en ligne de compte lorsque nous examinons la pré-
cision du radar : ce sont les valeurs de n (nombre de lignes de la matrice
représentant la portion de ciel controlable par le radar) et m (nombre de co-
lonnes). Si I'un de ces paramétres décroit, et que 1’énergie utilisée par le radar
pendant les périodes d’émission demeure la méme, la précision du radar dé-
croit. En effet, I’énergie (constante) est dispersée sur un plus grand volume.
Pour implanter la simulation proposée dans ce chapitre, nous avons considéré
que la probabilité de confirmation, notée p., décroit lorsque n et/ou m décroit,
alors que la probabilité de disparition d’'une cible, notée p, croit. En effet,
diminuer n ou m tout en gardant constante 1’énergie dépensée pour effectuer
les taches diminue la précision du radar, et donc le nombre de détections de
cibles et, par voie de conséquence, le nombre de confirmations, c’est-a-dire p..
Simultanément, la précision diminuant, la probabilité p, de perdre des cibles
augmente.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudions deux cas distincts pour la si-

mulation :

1. Nous considérons chaque tache (confirmation, pistage, surveillance,. . .)
comme un bloc unique. En d’autres termes, les périodes de temps dis-
ponibles situées entre les taches d’émission et de réception d’une méme
bitache ne peuvent étre utilisées pour exécuter d’autres taches ou bi-
taches. Nous appelons ce cas le cas non entrelacé (dénommé NE dans la

suite de ce chapitre).

2. Nous considérons que le temps libre situé entre les deux taches d’une
méme bitache peut étre utilisé pour exécuter d’autres activités d’émission
ou de réception. Nous appelons ce cas cas entrelacé (dénommé E dans la

suite de ce chapitre). Il s’agit d’une amélioration par rapport a l’existant.

Dans ces deux cas, nous supposons que nous ne pouvons plus revenir sur
une décision d’ordonnancement prise antérieurement : une fois que ’on a décidé
a quel instant une tache doit étre exécutée, il n’est plus possible de le modi-
fier (pas de flexibilité). En d’autres termes, 'insertion d’une nouvelle tiche
ne pourra se faire que dans une (ou plusieurs) fenétre(s) de temps laissée(s)

disponible(s) par les taches déja ordonnancées.
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7.3 Reésolution du probléme.

Afin d’étre en mesure d’évaluer la validité de notre approche, nous nous
positionnons dans le cas d’'un régime permanent.

Dans ce cas de figure, le nombre de nouvelles cibles apparaissant sur une
période 27T est le méme , en moyenne, que le nombre de cibles disparaissant
durant la méme période (un balayage complet du ciel est effectué toutes les

périodes 2T'.). Cette propriété est formalisée dans I’équation (7.1) :
m.n.pa.pe = 2.N.pg (7.1)

ou N est le nombre de cibles présentes dans le ciel.

Le premier membre de 1'équation (7.1) est égal au nombre de cibles qui
seraient réellement détectées si toutes les taches de surveillance étaient effec-
tuées chaque fois que le radar effectue deux rotations de son antenne (soit un
temps de 27'), et si le brouillage ambiant n’empéchait pas leur détection.

Le second membre représente le nombre de cibles disparaissant du ciel
pendant la méme période. L’équation (7.1) se réécrit :

m.n.pg-Pe
2-pd

N = (7.2)

Dans les deux cas F et NFE, nous utilisons la méme stratégie de controle du
radar, définie comme suit.
Chaque fois qu’une nouvelle colonne apparait dans le domaine de visibilité

du radar :

1. Nous explorons d’abord la liste des taches de confirmation & effectuer, et
sélectionnons celles qui doivent étre exécutées entre la fin de "apparition
de la colonne courante dans le domaine de visibilité du radar et la fin
de I'apparition de la suivante, c’est-a-dire durant la période élémentaire
courante A. Le lecteur notera que cette période élémentaire peut-étre
utilisée pour exécuter des taches de confirmation correspondant & des
alertes antérieures, ou pour exécuter d’autres bitaches de pistage. En
conséquence, il est possible que toutes les nouvelles taches de confirma-
tion ne puissent pas étre insérées dans I’ordonnancement existant. Dans

ce cas, la cible éventuelle correspondante sera perdue.
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2. Nous explorons ensuite la liste des taches de pistage qui doivent étre exé-
cutées durant la période élémentaire courante. Les taches de pistage sont
difficiles & ordonnancer car elles sont constituées de douze bitaches forte-
ment contraintes temporellement entre elles. Si il est impossible d’exécu-
ter une tache de pistage tout de suite, on tente a nouveau de I’exécuter
lorsque une nouvelle colonne apparait (c’est-a-dire durant le prochain
temps élémentaire A). Si les contraintes associées & une tache de pis-
tage ne permettent pas de I'insérer dans I’ordonnancement, alors la cible

associée est considérée comme perdue.

3. Enfin, nous examinons les taches de surveillance associées a la colonne qui
vient d’apparaitre,et tentons d’exécuter celles qui n’ont pu étre prises en
compte lors de la période T" précédente. Il est bien entendu possible que
I’on ne puisse pas exécuter toutes ces taches a cause de la faible priorité
de celles-ci et de la charge du radar. Lorsqu’une tache de surveillance ne
peut étre effectuée avant que la colonne correspondante ne disparaisse du
domaine de visibilité du radar, alors elle est considérée comme perdue,

mais sera retentée lors de la prochaine période élémentaire 7.

4. Si la période A concernée n’est pas entiérement utilisée, on tente d’y
ordonnancer des taches de surveillance n’ayant pu étre ordonnancées
lorsque la colonne leur correspondant est apparue dans le domaine de

visibilité du radar.

Comme nous venons de le voir, la stratégie appliquée consiste a ordonnancer
les taches au plus tot, suivant ’ordre de leurs priorités. Le logiciel de simulation

a été développé en JAVA.

7.4 Exemples numériques.

Le premier jeu d’exemples est utilisé pour comparer les cas E et N E. Le se-
cond jeu se focalise sur le cas E et mesure les performances du systéme lorsque
la précision du radar change. Nous utilisons ’équation (7.2) pour modifier le
nombre de cibles présentes dans le ciel : nous fixons les valeurs de p, et de p,,
mais faisons varier la valeur de p;. Rappelons que plus p, est grand, plus la

valeur de N est faible.
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7.4.1 Comparaison des cas E et NFE.

Dans cette section nous fournissons des exemples numériques. Les résul-
tats pour le cas F sont donnés dans la table 7.1, et les résultats pour le cas
NE sont dans la table 7.2. Les probabilités p, et p. sont fixées, et dans nos
exemples, leurs valeurs sont respectivement 0.3 et 0.1. Nous nous contentons
de faire varier p;. Comme décrit dans le paragraphe précédent (voir équation
(7.2)), changer la valeur de p, est un moyen de changer le nombre N de cibles
réellement présentes dans la partie du ciel controlable par le radar. Dans les
lignes suivantes, nous donnons la signification des abréviations employées dans
les tableaux 7.1 et 7.2 :

- M B est le pourcentage de taches de surveillance n’ayant pu étre exécu-

tées.

- MT est le pourcentage de taches de pistage n’ayant pu étre exécutées.

- MC est le pourcentage de taches de confirmation n’ayant pu étre exécu-

tées.

- IT est le pourcentage du temps inutilisé du radar.

- PT est le pourcentage du temps total de simulation utilisé pour exécuter

des taches de surveillance.

- T'T est le pourcentage du temps total de simulation utilisé pour exécuter

des taches de pistage.

- C'T est le pourcentage du temps total de simulation utilisé pour exécuter

des taches de confirmation.

- La colonne N PP contient deux résultats :

- Le nombre de cibles réellement présentes dans le domaine de visibilité
du radar.

- Le nombre moyen de cibles suivies par le radar.

71 —-Lecas E

pe | MB | MT | MC | IT PT | TT | CT NPP
0.30 | 0.04 | 0.42 | 0.02 | 66.83 | 32.74 | 0.33 | 0.08 | 64/63
0.25 | 0.06 | 0.52 | 0.02 | 66.78 | 32.73 | 0.39 | 0.08 | 77/74
0.2 | 0.09 | 0.84 |0.04 | 66.66 | 32.73 | 0.5 | 0.08 | 96/93
0.1 | 0.21 | 3.64 | 0.06 | 66.21 | 32.73 | 0.96 | 0.08 | 192/184
0.05 | 4.41 | 13.41 | 0.23 | 66.35 | 32.03 | 1.53 | 0.08 | 384/317
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72—-Lecas NE

pe | MB | MT | MC | IT PT | TT | CT NPP
0.30 | 0.1 1.25 | 0.03 | 66.84 | 32.73 | 0.32 | 0.08 | 64/62
0.25| 0.14 | 1.8 |0.03|66.77 | 32.73 | 0.39 | 0.08 | 77/75
0.2 | 0.15 | 2.55 | 0.03 | 66.71 | 32.73 | 0.46 | 0.08 | 96/90
0.1 | 1.12 | 12.36 | 0.1 | 66.59 | 32.58 | 0.73 | 0.08 | 192/157
0.05 | 24.43 | 30.07 | 0.12 | 70.83 | 28.2 | 0.88 | 0.07 | 384/229

Le lecteur observe que le pourcentage de temps inutilisé par les taches sur
le radar se situe entre 66% et 71% dans les deux cas envisagés. Ce résultat est
trés important. Il résulte des contraintes qui s’appliquent aux taches comme
par exemple les délais, les liens temporels entre les bitaches d’une méme tache,
etc. Ceci indique que nous ne pouvons pas tirer parti de nombreuses périodes
de temps libre dans le cas F.

Des améliorations des performances sont cependant & constater dans le cas
E en regard du cas NE. Ces améliorations sont beaucoup plus manifestes
lorsque le radar est trés sollicité (environ 4.5%) que lorsque le radar peut
satisfaire a toutes les demandes (environ 0.01%).

Nous observons aussi que plus de taches de pistage peuvent étre exécutées
dans le cas F que dans le cas NE : ces taches sont celles qui profitent le plus

de la stratégie d’entrelacement des taches.

7.4.2 L’efficacité par rapport a la précision du radar.

Introduction

Nous définissons tout d’abord les activités utiles du radar comme étant :
- les taches de surveillance,
- les taches de confirmation ayant un retour positif (c’est-a-dire celles
confirmant la découverte d’une nouvelle cible.)
- les taches de pistage actives : c’est-a-dire celles confirmant que 1’on
connait toujours la position des cibles suivies.
Bien siir, un radar est soumis aux aléas de son environnement, aussi nous
définissons le temps total théorique d’utilisation du radar, qui correspond &
ce que serait l’activité de ce méme radar dans un environnement exempt de

brouillage.
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Deux critéres vont étre considérés dans cette sous-section :

- Le critére d’efficacité absolue (CEA en abrégé) : c’est le pourcentage du
temps utilisé par le radar pour effectuer des activités utiles par rapport
au temps total théorique.

- Le critére d’efficacité relative (CER en abrégé) : c’est le pourcentage de
temps utilisé par le radar pour effectuer des taches utiles par rapport au
temps total ou il a été utilisé.

Ces temps sont évalués sur une période donnée kT suffisament longue
pour étre assuré que 1’on est en régime permanent.

Le temps utilisé pour exécuter des activités utiles est obtenu lors de la
simulation, alors que le temps total théorique que le radar aurait di utiliser
s’il avait suivi toutes les cibles présentes dans son rayon d’action est calculé
en utilisant la relation (7.2) comme nous allons le montrer dans le paragraphe
suivant.

Le lecteur notera que dans cette section, nous ne considérerons que le cas

E.

Evaluation du temps nécessaire pour exécuter les activités.

Nous considérons que pg, pe, pa, m et n sont connus. Alors il est possible
de calculer le nombre moyen N de cibles présentes dans le ciel en utilisant la
relation (7.2).

Le lecteur remarquera que N.p, est le nombre moyen de nouvelles cibles qui
apparaitront (ou disparaitront) du ciel durant une période 7. En conséquence,
cette valeur est aussi celle du nombre de taches de confirmation qui devront
étre exécutées durant cette méme période de temps 7.

Le nombre moyen de taches de pistage durant une période 7" est égal & N
puisque chaque cible doit étre pistée une fois au cours de chaque période 7T

Le nombre moyen de taches de surveillance ayant lieu durant une période
T est égal & "5* puisque chacune des m.n parties du ciel sous controle du radar
est examinée une fois toutes les deux périodes 7.

Considérons maintenant le temps moyen t.,,s requis pour exécuter une
tache de confirmation. Nous considérons que les cibles sont distribuées unifor-
mément entre D,,;, = 10000 et D,,.,., = 300000 métre d’altitude. En accord

avec les formules introduites dans la section 7.2, le temps d’émission plus le
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temps de réception requis pour atteindre une cible située & R métres d’altitude
est 2.k.p.R*.

Or:

2.k. Dmaz
tconf = D—p/ R4dR

maxr szn R=Din
Nous obtenons :
2.kp (D> — D35
P ( max mm) (73)
5~(Dmaar - szn)

Comme k£ = 0.5 et p = 1072, nous obtenons t.,,; = 16.75us.

tconf -

En conséquence (I'unité de temps est la us) :
- Le temps moyen utilisé pour exécuter des taches de confirmation durant

une période de temps 1" est :
Tc = N-pd-tconf

En utilisant les relations (7.2) et (7.3) et nous obtenons :

1
T. = é.m.n.pa.pc.tconf (7.4)

- Le temps moyen utilisé pour exécuter des taches de pistage durant une

période de temps T est :
Ty = 12.N teons

Le facteur douze apparait car douze bitaches, identiques & une tache
de confirmation, sont exécutées pour faire une tache de pistage. Nous

utilisons encore les relations (7.2) et (7.3), nous obtenons :

. 6.m.n.pa.pc-tconf
Pa

T;

(7.5)

- Enfin, le temps moyen utilisé pour exécuter des taches de surveillance

durant une période de temps 7T est :

T, = %.2066
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2066 ps est le temps requis pour exécuter une tache de surveillance qui,
rappelons-le, est considérée comme étant un seul bloc. Ce temps est obtenu en
additionnant as, bs et Lg (voir section 7.2) et est constant. Le facteur % refléte
le fait que chaque tache de surveillance est effectuée une fois toutes les deux

périodes de temps 7. En prenant en compte la relation (7.2), nous obtenons :
T, = 1033.m.n (7.6)

Enfin, le temps moyen requis pour effectuer les activités lors de chaque période
T est :
Tot =T, +T,+1T,

La relation précédente peut étre réécrite ainsi :

6
Tot = m.n.pg.Pe-teons- (0.5 + —) + 1033.m.n (7.7)
Pa

Exemples numériques.

Le nombre moyen de cibles dans le ciel est le méme pour les quatre exemples
présentés dans cette sous-section, et est égal a 192. Cette valeur est dérivée
de I'équation (7.2) en prenant comme parameétres m = 256, n = 5, p, = 0.3,
pe. = 0.1 and pg = 0.1, qui sont des paramétres réalistes.

Nous considérons que la précision du radar décroit d’un exemple au suivant.
Pour simuler cette évolution de la précision, nos réduisons le nombre m de
colonnes de la matrice qui représente le ciel et augmentons ’% de facon a
avoir une valeur constante pour N. Les résultats de la simulation sont donnés
dans la table 7.3. Les valeurs données en résultat sont des temps (exprimés en
ps) par période de temps 7. Une période T est égale & quatre secondes dans
ces exemples. Nous nous restreignons aux résultats utiles pour ’évaluation des

critéres d’efficacité absolue et relative.

7.3 — Résultats des simulations

Temps utilisé Exemple 1 | Exemple 2 | Exemple 3 | Exemple 4
m = 256 m = 183 m = 128 m = 80
Activités utiles | 1,249,809 | 954,285 690,088 445,060
Activités inutiles | 3,325,592 3,436,778 3,493,926 | 3,539,120
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Possédant ces valeurs, nous calculons :

- Le critére d’efficacité absolue (CEA), comme suit :
Temps utilisé pour les activités utiles
Tot
- Le critére d’efficacité relative (CER), comme suit :

Temps utilisé pour les activités utiles

Temps utilisé pour les activités utiles + Temps utilisé pour les activités inutiles
Les temps consommeés pour exécuter des activités utiles et inutiles sont donnés

dans la table 7.3, tandis que T'ot est calculé en utilisant la relation (7.7). Les

résultats finaux sont donnés dans la table 7.4.

7.4 — CEA et CER lorsque la précision du radar décroit.

Temps utilisé | Exemple 1 | Exemple 2 | Exemple 3 | Exemple 4
m — 256 m — 183 m = 128 m — 80
CEA 0.824 0.838 0.806 0.732
CER 0.918 0.970 0.985 0.984

Le lecteur remarquera que l'efficacité maximale n’est pas obtenue en uti-
lisant la précision maximale. En effet, dans la table 7.4, nous constatons que
I’exemple 2 méne & un meilleur CEA alors que ’exemple 3 méne a un meilleur
CER. L’explication est simple.

Lorsque nous augmentons la précision du radar, plus de taches de sur-
veillance doivent étre exécutées, et le nombre de fausses alertes augmente plus
vite que le nombre d’alertes confirmées. Ces fausses alertes consomment non
seulement du temps radar, mais aussi de I’énergie, ce qui force le radar a stop-
per ses émissions d’ondes électromagnétiques, et ainsi a perdre la trace de
cibles suivies et/ou a ne pas en détecter de nouvelles.

Lorsque la précision du radar baisse, le nombre de taches de surveillance
baisse aussi, ce qui libére du temps pour exécuter des taches utiles, mais pas
autant, proportionnellement parlant, que T'ot et la somme (Temps utilisé pour

les activités utiles + Temps utilisé pour les activités inutiles).

7.5 Conclusion.

Le probléme présenté dans ce chapitre est nouveau. Son but est de per-

mettre 'ordonnancement de plusieurs types d’activités, certaines d’entre elles
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étant fortement contraintes, et ce en temps réel. Nous utilisons une approche
de bon sens, qui consiste & ordonnancer aussitot que possible les taches tout
en prenant en compte leur priorités. Cette approche nous a permis de suivre
simultanément jusqu’a 300 cibles tout en continuant la surveillance du ciel.
Nous tirons deux conclusions de ce travail : premiérement, le radar est
toujours sous-utilisé par rapport aux taches devant étre exécutées. La raison
en est la complexité de la structure des taches et les fortes contraintes qui
s’appliquent. La seconde remarque concerne les fausses alertes, c’est-a-dire les
alertes qui ne sont pas confirmées et qui sont coiiteuses en temps et en énergie
pour le radar. Une stratégie plus complexe devra étre développée pour ajuster

la précision du radar a I’état du ciel.



7.5. CONCLUSION. 159

Résumé

Dans ce chapitre, nous avons développé la simulation du fonction-
nement d'un radar multifonctions. Ce radar est capable d’effectuer
plusieurs types de missions : surveillance du ciel, suivi de cibles, etc,. . ..
Physiquement, pour le faire fonctionner, nous devons ordonnancer
des taches simples (surveillance), des bitaches (confirmation) et des
trains de bitaches (pistage). Nous considérons que lorsque une décision
d’ordonnancement est prise, c’est de maniére irrévocable : il n’y a pas
de flexibilité pour les taches ordonnancées.

Nous avons mis en évidence deux propriétés dans nos simulations :

1. Entrelacer les taches permet d’obtenir de meilleurs résultats (au
regard du critére) que considérer toutes les taches comme des
taches simples, mais ’amélioration reste limitée.

2. Utiliser la précision maximale du radar ne conduit pas & une
qualité maximale des résultats du radar.
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Chapitre 8

Conclusions

Cette thése est dédiée a l'ordonnancement en temps réel des radars de
combat : lorsque une nouvelle tache (une nouvelle cible) apparait de maniére
impromptue, il faut étre en mesure de l'insérer dans l'ordonnancement des
taches a traiter. Pour décider ou placer cette tache, nous ne disposons que
d’un temps de calcul trés restreint dii aux contraintes matérielles du radar.

Pour effectuer cette insertion, il nous est possible de profiter de la flexibilité
des taches déja ordonnancées. En d’autres termes, nous pouvons remettre a
une date ultérieure l’exécution de taches déja programmées (dans les limites
de leur flexibilité fixée par leur délai).

Les taches exécutées sur un radar, et que nous appelons bitaches, sont
définies par deux temps opératoires séparés par un temps disponible. Les opé-
rations ne peuvent pas étre interrompues une fois commencées. Ces deux opé-
rations sont successivement une émission et une réception d’ondes.

Deux possibilités majeures s’offrent & nous :

— considérer que la bitache est une tache simple, commencant au début du
premier temps opératoire et finissant a la fin du second, sans interruption
possible. C’est cette approche qui est actuellement utilisée pour gérer les
radars.

— Considérer que nous pouvons utiliser le temps disponible séparant les
temps d’activité des bitiches pour exécuter des taches d’émission et/ou
de réception d’autres bitaches. En d’autres termes, entrelacer les opéra-
tions des différentes bitaches. Cette approche est techniquement possible,
mais sa mise en place bien évidemment plus complexe.

Le critére que nous considérons pour l’optimisation de 1’ordonnancement
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est la minimisation de la somme des retards.

Soit L (), la fonction donnant ’augmentation de critére lorsque on insére
une tiche aléatoire de durée 0 (6 € [0, 0,,4,] 01 0,4, est la durée maximale que
peut prendre une tache aléatoire) aprés la k€me tache de ’ordonnancement
initial.

La premiére partie de cette thése était consacrée a la premiére possibi-
lité. Nous avons développé des algorithmes heuristiques nouveaux, permettant
d’effectuer I’insertion d’une tache simple dans un ordonnancement de taches

simples. Ces algorithmes sont basés sur les résultats suivants :

1. Si plusieurs taches sont exécutées successivement sans interruption, alors
insérer une tache aléatoire entre deux taches de ce bloc conduira a une
plus grande augmentation du critére que si on l'insére apres la fin de la

derniére tache.

2. Placer une tache aléatoire immédiatement aprés la fin d’une tache de
I’ordonnancement existant conduit & avoir une augmentation de critére
généralement plus faible et au plus égale a 'augmentation de critére

lorsque on laisse un temps libre entre ces deux taches.
3. La fonction L (6) est croissante, continue et linéaire par morceaux

4. Soit A une tache aléatoire, 0 sa durée et D son délai. Soit t; est I'instant
de départ de la ki®me tache de I’ordonnancement existant, et 0 sa durée,

Le calcul de la fonction :
L*(0) = {k*\ Ly~ (0) = Min(Ly(0)) et k € [1, Q)] tel que pg+to+60 < D}
nous donne I’emplacement optimal d’insertion de la tache aléatoire.

L’algorithme temps-réel le plus performant que nous ayons proposé pour
ce cas est P’algorithme général (voir section 3.3.4), qui exploite les propriétés
de la fonction augmentation du critére.

La deuxiéme partie de la thése est consacrée a la seconde possibilité : on
considére qu’il nous est possible d’utiliser les temps disponibles entre les bi-
taches pour exécuter d’autres taches. Nous notons 6; la durée de la premiére
tdche A; d’une bitache, L sa période de disponibilité et 6, la durée de la
deuxiéme tache As.

Nous avons démontré les résultats suivants :
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— La fonction augmentation du critére L (0, L, 05) est linéaire et croissante
par morceaux par rapport a chacune des trois variables. Elle présente
cependant des points de discontinuité.

— Soit D = {07, L*,03)} un point de discontinuité de L(0y, L,0s). D pos-
séde la propriété suivante : Ly(D~) > Li(D™)

— Si nous décidons d’insérer A; aprés a;, la solution optimale consiste &
insérer A; a linstant z. z est tel que up +tx < 2 < z; avec 23 =
min(figyy + tgor — 6 — L, D — 01 — L — 05), ot r est le plus grand entier

r
tel que Ztkﬂ» <L

— La valeuzrz(l)ptimale pour z est une des valeurs { ;i +tpri—61—L}ic12. o
Siz = pgy; + teyr; — 601 — L, alors agiq, agyo, ..., axs; sont insérées entre
Ay et A, alors les taches ag i1, apiito, - .. sont exécutées aprés As. Si
r = 0, c’est-a-~dire si ty,1 > L, alors z = py + t; est optimal.

Plusieurs algorithmes temps-réel ont été développés a partir de ces résul-
tats. L’algorithme le plus performant dans le cas de I'insertion d’une bitache
dans un environnement de bitaches est 1’algorithme TR-Bitache-1 (voir section
5.6). Cet algorithme utilise approche tiche unique de la premiére partie de
la thése en tentant l’'insertion d’une tache de longueur 6, + L + 65. Une fois
I’emplacement d’insertion optimal connu, on tient compte de l’existence du
temps L en y insérant le plus possible de taches de I’'ordonnancement initial.

Dans le cas de l'insertion d’une bitache dans un ordonnancement de bi-
taches, nous avons proposé un algorithme décrit dans la figure 6.3. Cet al-
gorithme utilise une modélisation du probléme qui nous améne & résoudre
un ensemble de problémes de programmation linéaire (résolution effectuée en
différé). Cette modélisation nous permet de connaitre, pour chaque point d’in-
sertion possible, quelles sont les caractéristiques des bitaches pouvant y étre
insérées. Ces calculs nécessitent un temps de calcul élevé, mais ils possédent
la propriété d’étre indépendant entre eux. Aussi, il nous est possible d’intro-
duire la notion de calcul paralléle gros grain : on répartit les problémes entre
m processeurs, qui fonctionnent en paralléle. Ceci permet de diviser le temps
de calcul par m.

Nous avons comparé les performances des approches de la premiére et de

la seconde partie de la thése, sur les mémes problémes. Il a été établi que
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I’approche permettant ’entrelacement des taches constituant les bitaches per-
mettait d’obtenir une qualité de résultats supérieure en terme d’optimisation
du critére.

Dans la troisiéme partie de la thése (chapitre 7), nous abordons le probléme
de I'ordonnancement du radar suivant un autre angle : nous ne permettons pas
le déplacement de taches déja ordonnancées. Nous avons écrit un programme
de simulation permettant de comparer les deux approches définies plus haut :
c’est-a-dire ’approche ol I’entrelacement des taches est permis, et I’approche
ou ce n’est pas permis. La aussi, I’approche permettant I’entrelacement donne
des résultats meilleurs en terme d’optimisation du critére. Une autre carac-
téristique des radars a été testée dans ce programme. En effet, les radars,
techniquement parlant, ne peuvent pas émettre en continu plus d’une période
donnée de temps, sous peine d’étre endommagés gravement. Le programme
compare donc le rapport entre la qualité de 'image du ciel fournie par le ra-
dar, et sa précision. On entend par précision du radar le nombre de zone en
lesquelles on divise le ciel : plus ce nombre de zones est grand plus le radar
est précis. Il apparait au travers des simulations que l’efficacité maximale du
radar n’est pas obtenue en utilisant la précision maximale. Ceci s’explique par
deux raisons :

— Lorsque nous augmentons la précision, il y a plus de fausses alertes cofi-

teuses en temps d’émission et d’occupation du radar qui sont générées.

— Lorsqu’on baisse la précision moins de taches de surveillance sont néces-

saires, ce qui libére des créneaux de temps pour les autres activités.

Les travaux qui vont poursuivre cette thése vont se concentrer sur la re-
cherche d’algorithmes permettant d’insérer des trains de k£ bitaches successives
(ou k varie entre un et quelques dizaines) dans des ordonnancements de méme
nature. Pour les radars, ceci correspond au fait que leurs performances va-
rient suivant les environnements auxquels ils doivent faire face (orages, mer,
brouillage naturel ou artificiel, etc). Ces trains de bitdches permettent d’aug-

menter la fiabilité des résultats.
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Annexe A

Linked Task Scheduling :
Algorithms for the Single Machine
Case.

Abstract : We consider a system made of one resource. The execution of
the tasks is non-preemptive on this resource. The tasks we consider are compo-
sed of a given number of subtasks, two consecutives subtasks being separated
by an idle period. These idle periods may be used for executing other subtasks.
We wish to insert a new task in a given schedule. The characteristics of this
task are not known before it appears, and its execution must be completed
before a given deadline. The criterion is the minimization of the increase of

the sum of the delays of the tasks.

Keywords : Scheduling, Linked Tasks, NP-Hardness, Graphs.

A.1 Introduction

The problem considered in this paper takes origin in the management of
radars (see [57, 46]). A radar is considered as a single resource on which we
have to schedule non-preemptive tasks. A basic radar task is composed of two
subtasks (emission then reception of a wave) separated by an idle period. The
duration values of these subtasks and of the idle period are computed from
the distance of the putative target, and cannot be changed. Depending of the
kind of task (pursuit, detection, ...) this basic task has to be performed a
given number of times. The atmospheric conditions may lead to increase this

number.
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This problem is a scheduling problem. Formulation and exemples of sche-
duling problems may be found in |14, 17].

The scheduling of basic radar tasks, that is tasks containing two subtasks
separated by an idle period, have been solved, using two approaches. The first
approach consists in merging the two subtasks and the idle time in only one
processing time (see |58, 64]). The second approach consists in allowing the
use of the idle period of a given task by other subtasks (see [58, 65]).

In this paper, we deal with a more general problem. We consider that the
tasks are made of a given number of subtasks, separated by idle periods.

Section A.2 is dedicated to problem setting. In section A.3 we describe an
algorithm that solves the problem when the weight of the tasks is an integer
value. Section A.4 takes advantage of graph theory for inserting subtasks with
a non-integer duration. The complexity of the two algorithms is given in section

A.5. Section A.6 is the conclusion.

A.2 Problem Setting

The problem concerns non-preemptive tasks executed on a single resource.
The tasks we consider in this paper are made of a given number of subtasks.
Each of these subtasks is separated from the next one by an idle period in
which other subtasks can be scheduled. This period is equal to zero or to a
given number of time units. In the remaining of this paper, we will call such
tasks polytasks.

Let T be a set of n polytasks, and S an optimal schedule of T, that is
a schedule that minimizes the sum of the delays. Let t;, i € {1,2,...,n} be
the " task of 7. We assume that the tasks are ordered in their increasing
starting time in S. n; is the number of subtasks that compose t;. Let tf , ] €
{1,2,...,n;} be the substasks of ¢;. The starting time of #/ is given by g/, where
Jj €{1,2,...,n;}, and its duration is given by lf The deadline associated to
task ¢; is D;.

At time 0, a new polytask t, appears and has to be inserted in the schedule
S before a given deadline D,. In the remaining of the paper we refer to this
random task as ..

The schedule S is such that each task is scheduled as soon as possible. As a
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consequence, it is possible to postpone some tasks of .S, but not to bring them
foreward. Some subtasks are not postponable. This is true at least for the first
task executed in the order of the schedule, since this task has already been
started, but it is also true for all the subtasks belonging to tasks that started
before time 0.

The criterion C' which is the minimization of the sum of the delays is

computed as follows :

. . . 0 if <0
— T ng . + + —
C= Z;@i + 17 — D;)* where () { e i 250 (A.1)
In the first approach developped in section A.3, we assume that the duration
of a subtask is unitary. In section A.4; the second approach considers subtask

duration as a non-integer value.

A.3 Approach using the starting periods of the
polytasks.

In this section, we assume that the duration of all the substasks of the
polytasks is unitary. In order to modelize the problem, we consider two data
structures.

The first one is a table. This table has two columns. The first one contains
the name ¢; of a task, and the second column contains the list of unit periods
where the subtasks of ¢; are located. We refer to this data structure as the
task table. Table A.1 provides the task table that corresponds to the schedule

represented in figure A.1.

A.1 — The task table for the example schedule.

Task Id | subtasks execution time
tq 1,9,14
ts 3,5,23
t3 4,7,20
ty 17,22
ts 11,13,18

The second structure is a list (see figure A.2). Each element of this list

contains a pair of data. The first element of the pair is a busy unit period. The
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A.1 - Example of schedule.

second element is the name of the task having one of its subtasks scheduled in
this unit period.

The list is built in the increasing order of the busy unit periods. We refer
to this data structure as a chronological list. In figure A.2, we provide the

chronological list corresponding to the schedule of figure A.1

—
1 Il 1 2 I2 2 1 2 3 1 3 3 I2 l3 .

A.2 — The chronological list for the example schedule.

The references we introduce in this structure are the following :

- In the task table, the starting time of the subtasks are in fact references

of the corresponding nodes in the chronological list.

- In the chronological list, the name of the task is a reference of the cor-

responding entry in the task table.

Some tasks are impossible to postpone. It is the case of the first task and
the postponement of the tasks that started before time 0. We refer to the
corresponding subtasks as blocked subtasks.

The algorithm using this structure of data is provided below. It is called
Insertion Algorithm, and finds a solution, if any, when we fix the period at
which the first subtask of the random task will be performed. This algorithm
is given in figure A.3.

The following result states about the calculability of the insertion algo-

rithm.

Result 1

The insertion algorithm finishes.

Proof 1
In case of conflict, at least one already scheduled task is postponed, and

the random task remains at the same position.
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As a consequence, the same pair of subtasks cannot be in conflict twice.
Since the number of subtasks is limited, the algorithm ends. This completes

the proof O

Example : We present a small example of the use of the Insertion Al-
gorithm. We consider the schedule given in figure A.1, and we try to insert a
new task ¢, in the periods 3, 12 and 25. The table A.2 provides the differents
steps of the computation, and the final result is provided in figure A.4.

A quality of this algorithm is that there’s not always conservation of the
original order of the tasks : this order may change during the computation

(because of the blocked tasks).

1. Starting the insertion

(a) Choose the unit period of the schedule where you want to
set the first subtask of the random task.

(b) Create a new line in the task table. In the first column,
we introduce the name of the random task. In the second
column we provide the list of the periods that should contain
the subtasks of the random task.

(c) Create in the chronological list the pairs corresponding to
those insertion periods such that the resulting list is still
chronologically ordered.

2. If all the periods of the chronological list are different from each
other then go to 3
else select in the chronological list the first reference that appears
at least twice.

(a) If none of the tasks corresponding to the reference can be
postponed, then there has no solution. END.

(b) otherwise postpone one of the non-blocked task correspon-
ding to the reference by one unit of time (This may create
new conflicts).

(c) Go to 2
3. END
A.3 — Insertion algorithm
t} th| e | th | 2 t2 | 2 t2 ts | 5| ¢2 ts 3] e3] 3| 2 t3

A 4 — New Schedule made with Insertion Schedule 1
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Two obvious ways to reduce the computation burden stands in the following
remarks :
- When a task we want to postpone has k subtasks separated by zero
periods of time, then we postpone it of k periods of time instead of one.
- When a task ¢ we want to postpone is in conflict with a task (or a bunch
tasks that cannot move independently from each other) that is scheduled
in several consecutive periods, then it is better to postpone ¢ of more than
one period of time.
The Insertion Algorithm may be extented towards integer but non-unitary
subtasks duration, considering the fact that a subtask that has a duration of
k periods may be subdivided into k£ unitary subtasks separated by an empty

idle time.

A.4 Approach using a graph

In this section, we represent the schedule by a graph called Flexibility
Graph. Its goal is to provide a fast way to compute the maximum postpo-
nement of a given task in the schedule S. Each task of S is represented by a
node of the graph, labelled with this task’s identificator. An arc joins the nodes
representing task t;, to the node representing ¢;, if and only if there exists at
least a subtask of ¢;, that immediatly preceeds a subtask of ¢;,. The weight of

the arc is the minimal idle period separating a subtask of ¢;, from a subtask of

A.2 — Example of use of the Insertion Algorithm

Stepl1 |1 3|3 |45 |79 |11[11(13|14[17[18|19(20 |22 |23
7 S 2 S - I e 7 O - B 5 B - O B S N S B S B
Step2 | 1|3 |4 [4|[6|7][9 111113141718 [19|20 |22 |24
R 2 S N2 2 O O e B B - I O O 0 O 5 B = I 7 S A
Step3| 1|3 |45 |6|8[9 111113141718 [19|21 22|24
I I 2 R N2 S O O S e S - I - O O 0 N 5 B =4 I O
Step4d |13 |45 |6[8[9[11[12[14[14[17[19]19 |21 |22 |24
R I 2 R N2 S S O O e B B - I - N O IO B = I 7 S A
Stepb5 |1 |3 |45 |6|8]9 111314151719 [20|21 |22 24
R I 2 R N2 S O O e - G I - O e I B - I 7 S A
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t;,. We denote this weight by C(i1,i5). Furthermore, C(iy,i5) = + o if there
is no arc whose origin is ¢;, and extremity is t;,.

In figure A.5, we provide the flexibility graph corresponding to S, denoted
by G(95).

{ )

A.5 — The flexibility graph.

Indeed, if all the tasks are fixed except ¢;,, then ¢, can be postponed by at
most 6 = min C(iy,is).
2741

A.4.1 Graph simplifications

A first simplification of the flexibility graph is made because of the blocked
tasks : it is useless to keep the arcs that start from the nodes representing
these tasks.

The first simplification of the flexibility graph of figure A.5 is provided in
the left part of figure A.6.

The following result allows a second simplification of the flexibility graph :

Result 2
Let t; and ts be two nodes of G(S). If C(ty,ty) = C(ta,t1) = 0 then
t; and t, are mutually blocked and cannot be postponed independently from

each other.

Proof 2

1. If C(ta,t1) = 0 then the smallest amount of time ¢; may be postponed
without postponing ¢ is 0. So, it is not possible to postpone A without

postponing t,.
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2. If C(tg,t;) = 0 then the smallest amount of time ¢, may be postponed
without postponing ¢; is 0. So, it is not possible to postpone ¢, without

postponing ;.

This completes the proof O

So, if several tasks are mutually blocked (see result 2), we can merge them.

Merging those tasks consists in :
1. representing these tasks by one node.
2. removing the arcs that join those tasks, and

3. taking the new node as the extremity (resp. the origin) of each arc that

had one of the previous two nodes as an extremity (resp. origin).

The reader notices that the resulting graph may be divided into subgraphs
that have no connections with each other (non-connex graph).
The construction algorithm of the simplified flexibility graph (SFG for

short) is given below.



A.4. APPROACH USING A GRAPH 174

SFG ALGORITHM

Let BT be the set of blocked tasks.

Let PT be the set of postponable tasks. pt; is the i*" element of PT.

We suppose this set of task ordered in the increasing starting time of

the tasks.

Let G be the set of tasks under consideration. g; is the i** element of

G.

Initially, G = (.

1. If G = () then
(a) If PT =0 then go to 3
(b) else G = {pt1}, PT = PT \ {pt1}.
2. Let succ(gy) be the set of tasks that are the successors of g;.
(a) G =G U (succ(gr) N PT)
(b) PT = PT \ succ(gy)
(c) BT = BT\ succ(g)
(d) G=G\{g}

(e) For each t, t € succ(gy), create an arc oriented from ¢ to t,
and weight it with the minimum flexibility between the two
tasks.

(f) Goto 1

3. The nodes that are linked with a bidirectionnal arc weighted with
a value of 0 must be fusionned. The arcs starting from or arriving
to the original nodes must be merged too, using their minimum
value.

The second simplification of the flexibility graph of figure A.5 is provided
in the right part of figure A.6.

CN-

A.6 — The simplified flexibility graph of G(S5).

The reader will notice that the only task that may be postponed in this
graph is the pair t5 — t3, for up to 1 period of time.



A.4. APPROACH USING A GRAPH 175

A.4.2 Basic result

The following result provides information about the maximum amount of

time we may postpone a non-blocked task of the schedule.

Result 3
The maximum value we may postpone a non-bloked task ¢ of S is given
by the minimum of the shortest paths whose origin is ¢ and whose extremities

are blocked tasks. If no such path exists, then ¢ can be postponed to infinity.

Proof 3

Let BT be the set of blocked tasks of S extremities of a path whose origin
is t.

Let C,in(a,b) be the weight of the shortest path between task a and task

1. If BT = () then there exists no constraint on ¢, and ¢ can be postponed
to infinity.

2. Let bt; and bty be two elements of BT. If Cyuin(t,bt1) > Chunl(t, bts)
(resp. Chin(t, bta) > Cpyin(t, bt1)) then postponing t by Cin(t, bt1) (resp.
Conin(t, bt2)) would lead to postpone bty (resp. bt;), which is impossible
by assumption. So, the maximum value we may postpone ¢ is given by
min(C(t, bt1), C(t,bty))). Thus, the maximum postponement of task ¢ is

iven by min C,in (£, bt).
given by min Crnin(t, bt)

This completes the proof O

In our example, if we wish to postpone the task ¢,, the maximum value we

may postpone it is 1, and the resulting graph is given figure A.7.
< (e

—(

A.7 — Postponement of task t, by one period of time.
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In result 3, we have to compute the shortest paths (in the simplified flexi-
bility graph) between the node ¢ associated to the task we want to postpone,
and the blocked nodes extremities of paths originated in ¢, if any. The maximal
postponement is then given by the path with the smallest weight.

The computation of the shortest path is made using the Dijkstra Algorithm
(see [17, 66]).

A.4.3 Insertion algorithm 2

In this subsection, we provide an algorithm inserting a new polytask in a
given schedule S. First, we use the SFG algorithm to create the graph SFG(S).
Then, we compute the set of possible insertion instants for the new polytask
in S. The possible insertion periods are such that it does not lead the new
polytask to violate its due date D,. We test these possible instants of insertion
in their chronological order. A test consists in evaluating for each subtask of the
new polytask if the time available at the wished insertion instant is big enough
to allow the insertion of the considered subtask. If yes then we iterate with
the next subtask. If no, we use the result 3 to know whether postponing the
task that should follow the considered subtask in S would solve the problem.
If no then the insertion is not possible here, and we have to consider another
starting instant for the insertion, if any.

These requires adjustements in SEF'G(S). If we perform a postponement of
tasks, we do not need to start over the computation of SFG(S).

Let z be the maximum postponement of ¢; and k; < z. It is easy to define
the new simplified flexibility graph obtained when postponing a task ¢; by k; :

- k; is substracted from the weight of the arcs issued from the node asso-

ciated to t;.
- k; periods of time are added to the arcs whose extremity is the node
associated with ;.
If the weights of the arcs are negative, we proceed as follows.

For each node u that is the extremity of at least one arc whose weight is
negative, we compute a = vegﬂigg@)((f(v,u)) < 0 where Pred(u) is the set of
nodes origin of the arcs whose extremity is u. We then add —a to each arc

whose origin is u.



A4, APPROACH USING A GRAPH 177

We continue until the weight of all the arcs is greater than or equal to zero.
The Insertion Algorithm using the graph approach is summarized below in

the Insertion Algorithm 2 (IA2 for short)

Insertion Algorithm 2
1. The new polytask ¢, appears.

2. Choose an insertion period for ¢, that is not already checked, and
that does not lead to violate the deadline D,. If there has none,
then it is not possible to insert t,. END.

3. Fori=1 to n, do:

(a) Ifit is not possible to insert ¢’ in the known schedule without
postponing at least one task of S, then :

i. Create (if needed) SFG(S) using the SF'G Algorithm.

ii. Compute the maximal amount of time m we may post-
pone the task of S that is in conflict with ¢, using result
3.

iii. If postponing the task scheduled after . by a period m
does not allow the insertion of ¢2, then go to 2

iv. Else postpone the task scheduled after #! of the exact
time needed to insert ¢..

v. Update SFG(S). Go to 3.
(b) Else insert t. Update SFG(S). Go to 3.
4. The insertion of ¢, is done : END

The following result states about the calculability of the Insertion Algo-
rithm 2.

Result 4
The Insertion Algorithm 2 finishes.

Proof 4

1. The known schedule S contains a finite number n of polytasks, and then
a finite number of idle periods between the subtasks of these tasks. So

the set of possible starting instants for the new polytask in .S is finite.
2. The random polytask has a finite number of subtasks.

As a consequence the number of iterations of the algorithm is finite. This

completes the proof O
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A.4.4 Example

We consider a schedule of five tasks t;, described in table A.3. I P stands

for Idle Period. These events are given chronologically.

A.3 — Example schedule 2.

Task Id t | IP| t3 [ IP| ¢ |IP| t2 | tf | IP| ti
Execution time | 5.0 | 0.1 { 2.2 0.2 |3.008|2.0|1.0]21 |20
Task Id IP| ty |IP| & |IP| & |t | ¢ |IP]| &}
Execution time | 2.5 [ 1.0 [ 3.0 [ 3.0 [ 2.0 [ 1.0 [ 2.0 | 1.3 | 5.0 | 2.5

We want to insert a new polytask, that has three subtasks, in the known
schedule. The first subtask of this polytask has a duration of 1.0. The second
subtask starts 4 units of time after the end of the first one, and lasts 2 units
of time. The third subtask starts 2.2 units of time after after the end of the
second one and lasts 0.1. The deadline D, is fixed at time 26.

We compute SFG(S), and we obtain the graph in figure A.8.

A.8 — Original SFG(S) for example 2.

We then compute the set of possible insertion points. The first one is bet-
ween task ¢; and task ¢5. The idle period is 0.1, which is not enough for inserting
a task that lasts 1.0. We run the result 3, and know that the maximal postpo-
nement we may apply to 5 is 0.3. It is then not possible to set the first subtask
here, neither that it is possibble in the second idle time for the same reason.
The third idle period has a duration of 0.8, and the maximal postponement we
may apply (0.2) allows us to insert the first subtask here. We update SFG(S),
and we find one negative arc. We have to correct it by adding 0.2 to the inco-
ming arcs of node ¢4, 5 and to remove 0.2 of the outcoming arcs of node ¢4, t5.
The new SFG(S) is given in figure A.9.
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A.9 — Corrections to SFG(S).

The second subtask has to be inserted 4.0 units of time after completion
of the first one. It enters in conflict with task ¢35, and requires 1.1 extra units
of time. The result 3 indicates that it is possible to postpone ¢3 by 2.2 units of
time. SFG(S) modifications are given in figure A.10

A.10 — Corrections to SFG(S).

The final subtask of the new polytask has to be placed 2.2 units of time
after completion of the second subtask. It lasts 0.1 units of time, and so it may

be inserted in the schedule without postponing any other tasks.

A.5 Complexity

This section is devoted to the computation of the complexity of IA1 and

TA2.

A.5.1 Complexity of IA1

In this subsection, we will assume that the average number of subtasks of
a polytask is m.
The average complexity of the initialization part of this algorithm (i.e. Step

1.) is (1 4+m) +m = 1+ 2m operations.
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The second step starts with a test whose average complexity is :

(n+1)m—1
2

2
The inner part of step 2 requires m operations, and has to be perfor-

med (n — 1)m times.

The total complexity is then in 0(7”22"2

A.5.2 Complexity of TA2

The complexity of the Dijkstra algorithm is in O(n * log(™)) (see [66]),
where n is the number of nodes, and m the number of arcs.
The complexity of the SFG algorithm is computed from :

— Step 1 : 4 operations.

= (Tn — 1)m
2

— Step 3 : 3m operations per couple of nodes to merge.

The complexity of the SFG algorithm is then in O(nm)

m
- 2: E — —k)+3mn+n)=n+
Step (n*(n )+3mn+n)=n

The insertion algorithm 2 complexity is computed as follows :
— Step 1 : at most n — 1 iterations.
— step 2 : its first execution costs nm +nin(™)+3m+1, and all the others

In(™) 4+ 3m +1

So, the total complexity is ( Z nln )+3m+ 1)—|—nm+nln( . )+

i=1

3m+1
which is in O(mn(nIn() +m))

A.6 Conclusion

In this article, we provide two algorithms. The first one allows to insert
polytasks with unitary subtask duration in a known schedule of polytasks.
This algorithm may be easily extended to the case of subtask that has integer
duration.

The second algorithm considers the case of subtasks with non-integer du-
ration.

These algorithms are a first approach, because they just provide a possible
insertion, if any, without optimization of a criterion. The complexity of the

algorithms does not allow to use them in a real-time environment.
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These two points will be the subject of further work.
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Annexe B

Algorithme optimal pour
I’insertion d’une bitache dans un
ordonnancement de taches simples.

L’algorithme Optimal est présenté ici sous une forme compléte (voir 5.5).

Algorithme Optimal

Données : Les variables utilisées sont décrites dans la section 5.2. Les variables
temporaires sont données ci-dessous.

Variables temporaires :
overcost : entier, surcott calculé

k : entier, index de la tache aprés laquelle on insére A;

kmax : entier, index de la derniére tache aprés laquelle on peut insérer A;
T : entier

T'prime : entier, index de la premiére tache exécutée aprés A,

finished : booléen
beginning : booléen

1 : entier , nouvel instant de départ de la tache .
Résultats :
overcost® : entier, plus petit surcotit calculé
iy : entier, instants de départ menant a la plus faible hausse du critere.
Début

1. Initialisation de 1’algorithme
E=1
Emae = 1
overcost®™ = 400

2. Calcul de k42

(a) Tant que ((pg,,,, + thye, + 601+ L+ 02 < D) et (kpax < n)) faire
kmax - kmaw +1
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(b) si (pg,,,. + thpow + 601+ L+ 0o > D) alors kpaz = kmaz — 1

3. Initialisation du programme pour le calcul des nouveaux instants de dé-
but et surcoiit pour le cas ou ’on insére la bitache juste aprés la tache
E4+r—1
r—=1
finished = faux

overcost — 0

4. Calcul du surcotit et des nouveaux instants de départ pour les taches

situées entre les deux sous-taches de la bitache.

(a) Si ((finished = vrai) ou (ftktr + tpsr > o +tp + 61+ L)) Aller en
)

(b) Si (r=1) alors s, = max(ugsr, e+t + 01)
sinon M;e+r = max(fpr, M;g+r—1 + tyr—1)
(c) Si (ﬂ;c+r + tor > i + tp + 601 + L) alors
i. finished = vrai
sinon
i. overcost = overcost + ((figsr + thar — dpar)” — Hprr + u;ﬁr)*
. r=r+1
ili. Si(k+7r>n) aller en 5
(d) aller en 4

5. Consigner I'index de la premiére tache suivant la bitache.
Tprime = T
beginning = vraz

finished = faux

6. Calculer le surcoiit et les nouveaux instants de départ pour les taches

situées aprés la bitache.
(a) Si finished = vrai Aller en 8
(b) Si (beginning = vrai) alors
i gy = max (e, iy, + tx + 01 + L+ 6s)

ii. beginning = faux
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sinon. iy, = Max(Lirr, flypp_y + totr—1)
(¢) Si(ptyr, = patr) alors finished = vrai
$1non
i. overcost = overcost + ((figsr + thrr — dpyr)” — Hprr + u;§+r)+
. r=r+1
ili. Si (k+r > n) alors finished = vrai
(d) Aller en 6
7. Optimisation du critére
(a) nbtache =1
temps = 0
(b) Si ((temps—+tiksnbtache < L)) alors

i. temps = temps + k-trnbtache

nbtache = nbtache + 1
ii. Aller en 7b
(c) nbtache = nbtache — 1
(d) Cette partie de 'algorithme est utilisée uniquement s'’il est possible
d’insérer une tache additionnelle entre A; et A, en repoussant plus
tard 'instant de début de A;. Si (nbtache > origine) Alors
i. ajout = nbtache — origine
ii. Pour cpt =1 a ajout
A. maxy = origine + cpt
M;{;—f—l = max k41, ktmazy + Lhtmazy — L)
oveost2 = ((prs1 + ter1 — di1) ™ — M + Hpr) ™
r=2
B. tyy = max(fiir, fhir—1 + titr_1)
ovcost2 = ovcost2 + ((pgrr + thar — disr) ™ — ohorr + ,u;W)Jr
r=r+1
Si r < maxy Aller en 7(d)iiB
C. finished = fauz
r = nbtache+1

/
Bpqr = maX(Mk-‘rr) Hk+origine+1 1 tk+origine+1 + 02)
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D. Si(finished = vrai) Aller en 7(d)iiF

E. 'u;f—H" = maX(Nker /JJ;H_r_l + tk+7~,1)
St M}Hr = Upsr finished =vrai

Sinon ovcost2 = ovcost2 + ((pgsr + thar — dgar) ™ — forr +

M;{}+T>+
r=r+1
finished = finished ou (k+1r > n)

F. Si (ovcost2 < overcost ) overcost = ovcost2

8. Si le surcotlit obtenu lorsque la bitache est insérée aprés a, est le plus

faible obtenu jusqu’a maintenant alors nous le consignons.
(a) Si (overcost < overcost*) alors
1. overcost™ = overcost
ii. Pouri=1 ak faire u} = p;
i, = ok tk 4 01
iv. Pouri=Fk+1ak+rpime—1 faire pj , = ,u;
Ve Mgy imet1 = M+t + 01+ L+ 65
vi. Pouri =k + Tprime @ k+ 1 faire pj , = p;
vii. Pourit=Fk+r+1an faire uj o = p1;
(b) Sik < ks Alors
i.k=k+1
ii. Aller en 3
FIN
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Annexe C

Listings de la simulation de radars
multifonctions.

Cette annexe est composée de deux sections. La premiére section contient
les listings des différents modules composant le programme de simulation de
radars multifonctions. Les bases de fonctionnement de ce programme sont dé-
crites dans le chapitre 7. La seconde section contient des photos d’écran du

logiciel.
Ce programme a été réalisé en Java 1.3.1.

C.1 Les listings

Le programme de simulation, réalisé suivant la technique de programmation
objet, se décompose en 16 modules principaux.

Le module principal est le module simulation.java (voir la section C.1.9).

C.1.1 barre.java

Ce module est consacré a la représentation graphique des résultats. (voir
un exemple de sortie dans la section C.2.3)
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C.1.2 coords.java

Ce module est consécré au stockage des coordonnées d’une cible.

C.1.3 coordsTime.java

Ce module utilise coords.java et lui associe un temps.

C.1.4 FileReader.java

Ce module effectue la lecture de données constituées pendant 1’exécution.
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C.1.5 grilleTask.java

Ce module sert a la modélisation du ciel pour les taches de surveillance.
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C.1.6 history.java

Ce module stocke un événement (Découverte d’une nouvelle cible, perte

d’une cible, .. .).
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C.1.7 outOfBoundsException.java
Gestion de 'exception outOfBounds.

C.1.8 sche2.java

Module contenant 1’algorithme d’ordonnancement.
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C.1.9 simulation.java

Module principal du programme.
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C.1.10 tache.java

Définition d’une interface pour l'objet Téache. Cette définition aura plu-

sieurs implémentations (Téache de confirmation, tache de pistage,...).

C.1.11 tacheConf.java

Implémentation de 'interface tache pour le cas d’'une tache de confirmation

ou de pistage.
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C.1.12 task.java

Implémentation de I'interface tache pour le cas d’une tache de surveillance.

C.1.13 temperature.java

Module effectuant la simulation du composant d’émission du radar. (voir

paragraphe 7.2).
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C.1.14 tempusFugit.java

Module donnant les plages de temps libres ou occupés.
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C.1.15 time.java

Module stockant un temps.

C.1.16 tranche.java

Module stockant un événement du radar : Son type (surveillance, confir-
mation, ...), son emplacement dans 1’espace de surveillance du radar, et ses

coordonnées temporelles.
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C.2 Entrées/Sorties du programme.

C.2.1 Un écran d’exécution du programme

Cet écran représente ce qui est affiché lors d’'une simulation. Trois types

d’informations y sont fournies :

— Le pourcentage d’exécution de la simulation, c’est-a-dire le pourcentage
de nombre de tours d’antenne déja effectué par rapport au nombre total
de tours d’antenne que ’on a défini pour la simulation.

— Le temps restant : c’est une estimation du temps restant avant que la
simulation ne soit terminée. Cette estimation est basée sur le fait que
I’on se place en régime permanent, que I’on connait le pourcentage de la
simulation déja effectué, et le temps que cela a pris.

— La derniére partie concerne les événements de la simulation : un affichage
est effectué a chaque fois qu’il est impossible d’effectuer des taches. Cet
affichage est réalisé au fur et & mesure de la simulation.

Une capture d’un de ces écrans est donnée dans la figure C.1.

Une option du fichier de paramétres de la simulation (voir paragraphe

C.2.2) permet d’afficher tous les événements (toutes les taches effectuées et

leur résultat) de la simulation et de les situer temporellement.

C.2.2 Un exemple de paramétres du programme

Les données nécessaires a la simulation sont fournies au programme via un

fichier appelé params.dat. Ce fichier contient les données suivantes :
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- « O X
Fichier
Ecoulé : 29 % du calcul
Temps restant estime : OHOM20S
Il reste 0 &léments non exploites |
Debut de la zimulation
5 Tache(s) de surveillance loupeeis) colonne (153
4 Tache(s) de surveillance loupee(s) colonne (157
E Tache(s) de surveillance loupeeis) colormne 159
1 Tache(s) de surweillance loupesis) colonne 160
1 Tache(s)y de surveillance loupee(s) colonne 165
5 Tache(s) de surveillance loupee(s) colonne (173
E Tache(s) de surveillance loupeeis) colornne 174
1 Tache(s) de surweillance loupesis) colonne 175
1 Tache(s) de surveillance loupee(s) colonne (178
3 Tacheis) de survelllance loupee(s) colonne (175
2 Tache(s) de surweillance loupeeis) colonne :176
POURSUITE : 3 177 (1) 30847227 Z 549 loupee
1 Tache(s)y de surveillance loupes(s) colonne ;20
4 Tache(s) de surveillance loupes(s) colonne (66
4 Tache(s) de surveillance loupeeis) colonne :67
1 Tache(s) de surweillznce loupeeis) colonne 83
3 Tache(s) de surveillance loupes(s) colonne (17
4 Tache(s) de surveillance loupes(s) colonne (18
2 Tache(s) de surweillance loupeeis) colonne :91
2 Tache(s) de surweillance loupesis) colonne 103
3 Tache(s)y de surveillance loupee(s) colonne 105
2 Tache(s) de survelllance loupee(s) colonne (112
1 Tache{s) de surweillance loupeeis) colonne :116
4 Tache(s) de surveillance loupeeis) colonne ;247
2 Tache(s)y de surveillance loupee(s) colonne 0
5 Tache(s) de surveillance loupes(s) colonne (69
3 Tache(s) de surwveillance loupeeis) colonne :70
3 Tache(s) de surweillznce loupeeis) colonne 71
4 Tache (51 de surveillance loupesis) colonne (72
4 Tache(s) de surveillance loupesi(s) colonne (73
1 Tache(s) de surweillance loupeeis) colonne :74
2 Tache(s) de surweillznce loupesis) colonne ;84
1 Tache(s)y de surveillance loupee(s) colonne (114
3 Tacheis) de surveillance loupee(s) colonne (119
3 Tache(s) de surweillance loupeeis) colonne :122
E Tache(s) de surveillance loupeeis) colornne 126
5 Tache(s) de surveillance loupeeis) colonne (127

C.1 — Un écran d’exécution du programme.
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longueurTrain : Nombre de bitaches pour une tache de confirmation.
attenteMin : attente minimale entre la détection d’une cible et le début
de la tache de confirmation associée

dureeMax : attenteMin+ dureeMax est égal au temps maximal devant
s’écouler entre la découverte d’une nouvelle cible et la fin de ’exécution
de la tache associée.

intersstask : temps devant s’écouler entre ’exécution de deux taches.
intersstaskdelta : flexibilité sur le temps devant s’écouler entre 1’exécu-
tion de deux taches.

dist Min : Distance minimale de compétence du radar.

distMax : Distance maximale de compétence du radar.

c : célérité de la lumiére.

deperdition : déperdition d’énergie du radar.

cross : target cross section. (extrapolation)

probeRe fresh : nombre de tours d’antenne permis pour une exploration
compléte de ’espace a surveiller.

lig : nombre de lignes pour modéliser le ciel observable par le radar.

col : nombre de colonnes pour modéliser le ciel observable par le radar.
tour : temps mis par le radar pour effectuer un tour d’antenne (en us).
fin : nombre de tours d’antenne a effectuer durant la simulation.

angle : angle de déflection des composantes d’émission /réception de I’an-
tenne.

jaf fiche : affichage de données de débugage si positionné a true.
killer : lorsque killer est positionné a true, toutes les fenétres du pro-
gramme sont fermées lorsque la simulation est terminée.

entrelace : entrelacement des taches permis si positionné a true.
snapshotV al : nombre de tours d’antenne entre les collectes des données.
p : probabilité de détection d’un écho pour une tache de surveillance.

q : probabilité de disparition d’une cible.

con firm : probabilité de confirmation d’un écho si la tache de confirma-
tion est constituée d’une seule bitache

confirmRep : probabilité de confirmation d’un écho si la tache de confir-

mation est constituée de plusieurs bitéaches.
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longueurTrain 12
attenteMin 50000
dureeMax 50000
intersstask 5
intersstaskdelta 1
distMin 10000
distMax 300000

¢ 300000000
deperdition 0.00000000000000000001
cross 0.5
probeRefresh 2

lig 5

col 256

tour 4000000
fin 50

angle 40

jaffiche false
killer true
entrelace true
snapshotVal 10

p 0.3

q 0.22

confirm 0.1
confirmRep 0.1
maxItems 100

MaxTemps 3000.0

C.2 — Exemple de fichier de paramétres.

— maxltems : Nombre maximal de cibles considérées en méme temps.
— MaxTemps : valeur maximale de la température.

Un exemple de fichier de paramétres est donné dans la figure C.2.

C.2.3 Un exemple d’écran de sortie du programme.

Cet écran affiche une petite partie des taches qui sont exécutées lors d’une

simulation. Cet écran se décompose en deux : le haut de la figure donne 1’ordre

d’exécution des taches, ainsi que leurs caractéristiques. Le lecteur remarque
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que les taches de réception sont signalées par une case barrée. Le bas de la
figure donne ’endroit du ciel ol est exécutée la tache. La figure C.3 donne une

exemple de cet affichage dans le cas non entrelacé.
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ENTREES/SORTIES DU PROGRAMME.

C.2.

alu

0]j0d ada |

C.3 — Exemple d’écran de sortie du programme de simulation.
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Annexe D

Rapports de soutenance

Les pages suivantes contiennent les rapports de présoutenance et de soute-

nance de la thése.

D.1 Rapport de soutenance

D.2 Rapport de présoutenance du Professeur Alexandre
Dolgui

D.3 Rapport de présoutenance du Professeur El-
loy

D.4 Rapport de présoutenance du Professeur Hen-
net

D.5 Rapport de présoutenance du Professeur Mu-
tel

D.6 Rapport de présoutenance du Professeur Nagi

D.7 Attestation de doctorat
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