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Avertissement

Le présent texte est la version francaise abrégée de la these; il est suivi
de la version complete, rédigée en italien. Nous I'avons organisé en suivant
la méme division en chapitres et en essayant de rappeler tous les résultats
contenus dans la version italienne complete. En ce qui concerne les preuves,
cette version frangaise ne contient que les schémas des preuves des résultats
les plus importants, le lecteur étant renvoyé a la version italienne pour le
détail de ces preuves.
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Introduction

Une des versions du célebre lemme de Margulis assure que, si X est une
variété riemannienne n-dimensionnelle complete de courbure sectionnelle négative
et supérieure ou égale a —1, alors il existe une constante réelle positive £¢(n)
telle que, pour tout x € X, le sous-groupe du groupe fondamental de X
engendré par les lacets de point base x et de longueur inférieure & £4(n), est
presque-nilpotent.

Si nous décomposons la variété en une partie “mince” (i.e. ’ensemble des
points ou le rayon d’injectivité est plus petit que €9(n)/2) et une partie
“épaisse” (i.e. le complémentaire de la partie mince), le résultat de Margu-
lis entraine que les composantes connexes de la partie mince sont topolo-
giquement simples, alors qu'une méthode inspirée des théoremes classiques
de finitude de J. Cheeger et M. Gromov limite a un nombre fini les types
topologiques possibles de la partie épaisse (cf. [A-C], page 267).

Sous I'hypothese que la courbure sectionnelle K vérifie —1 < K < 0, si le
diametre de la variété est majoré par une constante positive D, on démontre
que la partie mince est vide parce que, dans ce cas, il existe une constante
universelle £(n, D) qui minore le rayon d’injectivité de la variété en chaque
point! et les théorémes de finitude s’appliquent alors & la variété toute entiere
([B-K], page 28).

G. Margulis a également proposé une lecture plus “dynamique” du lemme
ci-dessus, a savoir une version valable pour les actions discretes et sans points
fixes de groupes d’isométries sur les variétés simplement connexes de cour-
bure négative bornée (ou, plus généralement, de courbure bornée et n’ad-
mettant pas de petits lacets géodésiques homotopes a zéro). Le lemme de
Margulis apparait, dans cette derniere version, comme un pas fondamental
dans la recherche des liens entre les propriétés algébriques intrinseques des
groupes et les propriétés géométriques de leurs actions sur un certain type

i, I'hypothese de courbure strictement négative (qui entraine, entre autres, 1'exis-
tence et l'unicité de la géodésique invariante de toute transformation de revétement et
le théoreme de Preissman) est nécessaire, comme on le voit en considérant la famille des
tores plats (T",e2g), ¢ — 0, g étant la métrique plate canonique.



d’espaces. Un travail récent de G. Besson, G. Courtois et S. Gallot (|[B-C-GJ)
exploite ce point de vue de maniere systématique en élargissant la classe des
espaces sur lesquels le lemme de Margulis est vérifié, plus précisément, dans
la version de [B-C-G]J, on n’a plus besoin de supposer la courbure négative, ni
méme bornée, cette derniere hypothese étant remplacée par une borne d’un
invariant de la géométrie globale de la variété : Ientropie? (par “invariant
de la géométrie globale” nous entendons un invariant qui, a la différence de
la courbure, est quasiment insensible a des fortes variations de la géométrie
- et méme de la topologie - locale de la variété). En courbure sectionnelle
négative, 'entropie (telle que nous 'avons définie) a une signification dyna-
mique car elle coincide avec I'entropie topologique du flot géodésique sur le
fibré tangent unitaire (dans le cas général de courbure quelconque, I’entropie
telle que nous 'avons définie est un minorant de Ientropie topologique). Une
autre conséquence de la quasi-insensibilité de I’entropie aux variations locales
de la géométrie est qu’on peut généraliser cette notion aux espaces métriques
et que, a certaines conditions, lorsqu’une suite de variétés a pour limite (au
sens de Gromov-Hausdorff) un espace métrique, 1’entropie de ce dernier est
la limite des entropies des variétés de la suite (cf [Re], page 138).

Nous avons vu que la borne supérieure de I’entropie remplace la borne inférieure
de la courbure sectionnelle, en revanche I’hypothese sur le signe de celle-ci est
remplacée par I'hypotheése (purement algébrique) que le groupe d’isométries
donné a des propriétés similaires a celles des groupes fondamentaux des
variétés de courbure strictement négative, en un sens précisé par la notion,
essentielle dans [B-C-G|, de groupe §-non abélien (définition 1.0.1) a laquelle
s’ajoute, dans certaines des applications, 'hypothese de transitivité de la
commutation (définie dans la note du pied de la page 14).

Dans le premier chapitre nous donnons un exposé du lemme de Margulis
sous sa forme classique, puis sous sa forme généralisée par G. Besson, G.
Courtois et S. Gallot. Nous étendons le résultat principal de [B-C-G] a des
actions qui peuvent avoir des points fixes, et donnons des résultats de [B-C-
G] des versions quantitativement améliorées (Théoreme 1.0.4), de maniere a
les rendre optimales dans le cas de ce qu’on appelle les “groupes de surfaces”.
Les travaux de G. Besson, G. Courtois, S. Gallot généralisent également aux
variétés d’entropie majorée (et aux espaces métriques) la décomposition de
Margulis en parties minces et partie épaisse. Une relecture de ce résultat
permet une description géométrique plus complete des parties minces : toute
boule géodésique de rayon ~ C' - Log (%), centrée en un point de la partie

2L’entropie mesure le taux asymptotique de croissance exponentielle de la mesure des
grandes boules du revétement universel riemannien de la variété considérée. En particulier
deux espaces qui admettent un revétement riemannien commun ont la méme entropie.



mince ou le rayon d’injectivité vaut e, est isométrique a la boule de méme
rayon, tracée sur le cylindre obtenu en quotientant le revétement universel
par un groupe d’isométries isomorphe a Z (proposition 1.0.7).

Dans [B-C-GJ, I'hypotheése de d-non abélianité est utilisée pour prouver que,
si deux éléments quelconques ;1 et 75 ne commutent pas, alors un des deux
semi-groupes engendrés par {7, 73} et {vV, 75V} (ot N = [4/6]) est libre
(propriété que nous appellerons F.ISG(N) dans la suite), le point important
étant que le calcul de N ne dépend que de d et pas du groupe I' considéré.
Dans le chapitre 2, nous nous affranchissons de la ressemblance entre les
groupes discrets I' considérés et les groupes fondamentaux de variétés com-
pactes de courbure strictement négative en remplagant I’hypothese de “6-non
abélianité” par '’hypothese F.ISG(N) ; une simple relecture de [B-C-G| montre
que cette hypothese suffit pour prouver le lemme de Margulis généralisé (a
la fagon de [B-C-G]). Les corollaires de ce lemme donnés dans [B-C-G] sont
plus difficiles & obtenir et nécessitent (pour un certain nombre d’entre eux)
I'introduction de deux nouvelles hypotheses algébriques® (hypothese NAS et
hypothese dite “de transitivité de la commutation”).

Nous montrons que cette généralisation n’est pas vide en donnant une liste
d’exemples de groupes I' qui ne sont généralement pas d-non abéliens, mais
qui vérifient cependant la propriété F'SG(N) (pour une valeur de N indépendante
de I') : produits libres et amalgamés, limites de groupes et groupes hyperbo-
liques selon Gromov. En restreignant légerement cette liste, nous montrons
que ces groupes vérifient aussi la propriété NAS et de transitivité de la com-
mutation.

Le lemme de Margulis généralisé et ses corollaires sont donc encore valables
pour toute action discrete d'un groupe de la liste ci-dessus sur un espace
métrique d’entropie majorée. Ceci nous amene, dans le chapitre 3, a refor-
muler et & généraliser les résultats de [B-C-G] de maniére & contenir ce type
de groupes. Comme corollaires, nous obtenons des théoremes de finitude pour
certaines catégories de groupes discrets (une premiere version abrégée de ces
résultats a fait l'objet de la note [Z1]). Plus précisément, étant donnés un
groupe G de type fini et un systeme fini S de générateurs, on associe au couple
(G, S) un espace métrique : le graphe de Cayley C(G, S), sur lequel G et (plus
généralement) ses sous-groupes I" agissent par isométries, de maniere discrete
et sans point fixe. La version du lemme de Margulis établie au chapitre 2 étant
valable dans le cadre des espaces métriques, nous pouvons l'appliquer a 'ac-

3Ces deux hypotheses sont automatiquement vérifiées dans le cas des groupes fonda-
mentaux de variétés compactes de courbure sectionnelle négative considérés dans [B-C-G].
N’étant plus automatiques pour les groupes généraux que nous considérons ici, il faut les
ajouter.



tion de I' sur C(G, .S), & condition de supposer que I' vérifie les hypotheses
algébriques étudiées au chapitre 2 (hypotheses F.ISG(N), NAS et de transi-
tivité de la commutation) et que I'entropie algébrique de G relativement a S
est bornée. On obtient ainsi une borne a priori sur le nombre d’éléments de
S, qui entraine des théoremes de finitude (corollaire 3.0.19, corollaire 3.0.21,
corollaire 3.0.22, corollaire 3.0.23, théoreme 3.0.25, corollaire 3.0.26) pour les
classes de groupes marqués vérifiant les hypotheses ci-dessus et dont chaque
élément (G, S) admet au moins une présentation (S, R) ou les relations de
base 7 € R sont de longueurs bornées (par exemple les groupes hyperbo-
liques selon Gromov, ou les groupes fondamentaux des variétés riemanniennes
compactes). Convenablement reformulés, ces théoremes apportent un nou-
vel éclairage a la conjecture qui porte sur l'existence éventuelle d’une mi-
noration universelle de I'entropie algébrique des groupes hyperboliques non
élémentaires, cette conjecture étant (dans le cas des groupes hyperboliques)
une variante plus forte d’une autre conjecture, attribuée a M. Gromov (chez
lequel elle ne figure que sous forme de question, voir [G-L-P]), qui demande si
I’entropie algébrique d'un groupe a croissance exponentielle est strictement
positive. Notons que J. Wilson a donné a cette derniere question une réponse
négative dans le cas général ([Wi]) ; cependant, la variante de cette conjecture
que nous en proposons ici est justifiée par le fait que la réponse a la question
originelle de M. Gromov est positive dans le cas des groupes hyperboliques
non ¢lémentaires ([Ko)).

Dans le Chapitre 4 les résultats de [B-C-G] et ceux du chapitre 2 sont étendus
a des quasi-actions par quasi-isométries (théoreme 4.0.29). Une quasi-action
(par quasi-isométries) d'un groupe sur un espace X est la donnée d’une ap-
plication p du groupe dans I’ensemble des quasi-isométries de X telle que la
distance entre p(y172)(x) et p(71) o p(y2)(x) soit bornée indépendamment
de x. Les quasi-actions apparaissent naturellement lorsqu’on considere des
quasi-isométries entre groupes et espaces métriques, et elles sont l'instru-
ment clef dans la preuve de résultats récents de rigidité quasi-isométrique
dus entre autres a B. Farb, M. Kapovich, P. Pansu.

Des développements et applications des résultats du Chapitre 4 sont le sujet
d’étude dans un travail en cours d’exécution.



Chapitre 1

Le lemme classique de Margulis
et une généralisation

Une des versions du lemme de Margulis classique affirme que, pour toutn € N
(n > 2), il existe une constante eq(n) > 0 telle que, pour toute variété rie-
mannienne n-dimensionnelle (M", g) dont la courbure sectionnelle K vérifie
—K2 < K <0, le sous-groupe 1.(z) de m (M, z), engendré par les lacets
de point-base x € M™ et de longueur strictement inférieure a €, est presque-
nilpotent dés que € < eg(n)/ K.

Le lemme de Margulis se démontre en considérant 1’action canonique du
groupe fondamental I' ~ 7 (M, z) sur le revétement universel riemannien
(M, §) de (M, g). 1l signifie que les hypotheses faites sur la géométrie de 1'es-
pace (M ,§) sur lequel le groupe T" agit imposent des restrictions algébriques
fortes sur I, i.e. que, pour tout & € M, le sous-groupe engendré par 1’en-
semble des v € T tels que d(Z,vZ) < ¢ est presque-nilpotent.

La preuve du lemme de Margulis n’utilise pas réellement I’hypothese de
négativité de la courbure sectionnelle, qu’on peut remplacer par 1’absence
dans (M, §) de lacets géodésiques de longueur inférieure & une constante
positive L fixée a priori. En revanche I'hypothese de courbure sectionnelle
bornée (en valeur absolue) par K2 intervient de manieére déterminante.
Dans certains des corollaires du lemme de Margulis (existence d'un point ou
le rayon d’injectivité est minoré par 9(n)/ Ky par exemple) on demande que
la courbure sectionnelle soit strictement négative, ce qui entraine ’existence
et unicité (pour tout 7 € I' hyperbolique) de la géodésique ~v-invariante
dans (M ,§), mais cette hypothese n’est réellement utilisée qu’a travers ses
conséquences sur les propriétés algébriques du groupe I', parmi lesquelles
la propriété de transitivité de la relation de commutation sur I' \ {e} et la
non-existence de sous-groupe normal abélien non trivial dans I (propriété
NAS).



Cette remarque est a ’origine du programme de G. Besson, G. Courtois et S.
Gallot, qui vise a réduire au minimum les hypotheses faites sur la géométrie
de l'espace sur lequel le groupe agit et a remplacer les autres hypotheses
géométriques par des hypotheses purement algébriques faites sur le groupe
I'. L’avantage d’un tel programme est évident, car sa conséquence serait que,
si une variété (Mo, go) est & courbure —KZ < K < 0, alors toute variété
M de groupe fondamental semblable vérifie la propriété de Margulis et ses
corollaires pour toute métrique g sur M d’entropie bornée, sans restriction
sur la courbure de g. Une étape importante dans ce sens a été établie par
G. Besson, G. Courtois et S. Gallot, qui ont prouvé une version du lemme
de Margulis valable sans aucune hypothese sur la courbure, ou I’hypothese
K > — K2 est remplacée par celle, beaucoup plus faible, d’entropie bornée.

Si (X, d) est un espace métrique et si u est une mesure borélienne positive sur
X (i.e. telle que les ouverts de la topologie induite par d soient mesurables),
et si, pour tout R > 0 et tout z € X, on note B(z, R) la boule de (X, d)
de point-base x et de rayon R, I’entropie de (X,d, ) est définie par 1’égalité
Ent(X,d, ) = lim infr_ w (elle ne dépend pas du choix de x €
X). Dans la suite, (X, d, i) sera appelé espace métrique mesuré.

Si (M, g) est une variété riemannienne, son entropie (volumique) est définie
comme Pentropie de 'espace métrique mesuré (M, dg, dvg), out dj et dvg sont
respectivement la distance et la forme de volume induites par la métrique
riemannienne § sur M relevée de la métrique g.

Le lemme de Margulis et ses conséquences restent valables pour les variétés
dont le groupe fondamental a les propriétés algébriques typiques des groupes
fondamentaux des variétés de courbure strictement négative. La définition
suivante, introduite dans [B-C-G], précise cette idée.

Définition 1.0.1. Soit I' un groupe finiment engendré et soit 6 > 0. On
dit que T' est d-non abélien s’il est non abélien et si, pour chaque couple
d’éléments v1,v2 € T' qui ne commutent pas, il exriste une variété rieman-
nienne compacte connexe X, de courbure sectionnelle K < —1 et de rayon
d’injectivité inj(X) > §, et un morphisme p du sous-groupe engendré par 7y,
et vo dans le groupe fondamental m1(X), tel que p(v1) et p(y2) ne commutent
pas.

Tous les groupes fondamentaux des surfaces compactes orientables (a I’excep-
tion de S? et T?) sont §-non abéliens avec § = Arg ch(2). D’autres exemples de
groupes d-non abéliens sont donnés par les groupes fondamentaux des variétés
riemanniennes compactes X qui satisfont K < —1 et inj(X) > 0 (les groupes
que [B-C-GJ| appelle 0- épais); par les produits directs de groupes d-non
abéliens; par les produits directs d'un groupe d-non abélien par un groupe
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abélien (voir 1.3, 1.4, 1.5 dans [B-C-G]). Remarquons que, pour toute variété
compacte X qui admet une métrique g de courbure sectionnelle K, < 0,
il existe un § > 0 tel que le groupe I' = m;(X) soit J-épais (donc d-non
abélien). En effet, la compacité assure que K, < —a® < 0 et, en remplagant
g par go = a*- g, on obtient K,, < —1, donc I" est d-épais avec § = inj(go). Le
défaut de cette estimation est évidemment de ne pas étre universelle, puisque
0 dépend alors de X.

Rappelons que, si I' est un groupe qui agit sur un ensemble X, pour tout z €
X, Vorbite de x est 'ensemble I'-x = {y € X | y = vy-x pour au moins un v €
['} et le stabilisateur de x est le sous-groupe I'y = {y €T |v-x ==x}. Si T
est un groupe qui agit sur un espace métrique (Y, d), étant donnés un point
y € Y et un réel € > 0, nous noterons U'.(y) le sous-groupe de ' engendré
par les v € T' tels que d(y,v - y) < e.

Si I' est un groupe qui agit sur un espace métrique mesuré (Y, d, i), on dira
que I' agit par isométries si tout v € I' préserve simultanément la distance d
et la mesure u. Le théoréme principal de [B-C-G] est le suivant :

Théoréme 1.0.2. ([B-C-GJ, théoreme 2.1) Soient 6 et H des nombres
réels positifs. Soit (Y, d, pu) un espace métrique mesuré dont l’entropie est
majorée par H et dont les boules de rayon positif sont de mesure non
nulle, soit I' un groupe §-non abélien qui agit par isométries sur (Y,d, u)
ety € Y un point dont le stabilisateur est trivial et l'orbite discréte. On
a alors Ent(Y,d, ) > 0; de plus,

(i) siy1,72 €T sont deux éléments qui ne commutent pas, on a

max{d(y,v1 - y),d(y,y2 - y)} > 4%6 . %. En particulier, T'.(y) est

41 §  Log2 |
abélien pour tout & < 25 - ==

(ii) Pour tout n >0, si d(y,v1- y) <n, alors tout élément o de ' qui
ne commute pas avec 7y, satisfait

1) 1 1) 1
) > —— L — . ).
d(y, 72 y>_4+5 HLOg<4+5 Hn)

Si de plus (Y, d) est un espace de longueur connexe et si le centre de I est
nul, les inégalités suivantes (iii) et (iv) sont valables :

(iii) infoervgey d(y,y - y) > 125 - e 25 AP
D(y) = SUD,cy d(F Y, I Z)

(w) Ent(Y, d, p) sup,ey d(I' -y, 2) > ‘;E:’g.

pour tout majorant D de

Remarques.
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a)

Conformément a ce que nous avons annoncé ci-dessus, la seule hy-
pothese faite sur la géométrie de I'espace métrique (Y, d) (a 'exception
de la non nullité du volume des boules, automatique dans certains cas,
par exemple dans le cas des variétés) est d’étre d’entropie bornée.

Pour toute variété riemannienne compacte (M, g), le groupe I' = Aut(M)
des automorphismes du revétement universel 7 : M — M de M agit
sur (M, §) par isométries, sans points fixes et toutes ses orbites sont
discretes.

Alors, si T' est d-non abélien pour un § > 0, le point (i) du théoreme
1.0.2 affirme que, pour tout § € M, le sous-groupe ['.(g) engendré par
les v € T tels que d(7,v - §) < € est abélien pour tout e inférieur ou
égal a une certaine valeur qui dépend seulement de § et de I'entropie
Ent(M, dg, dvg) de 'espace métrique mesuré (M, dg, dvg).

Remarquons que le groupe I'.(7) dont il est question dans le théoreme
1.0.2 s’identifie dans ce cas au sous-groupe Il.(y) (engendré par les la-
cets de point-base y et de longueur inférieure a €) concerné par I’énoncé
du lemme de Margulis classique.!

Au sens strict du terme, le théoreme 1.0.2 n’est pas une généralisation
du lemme de Margulis classique : en effet, en dimension 3 par exemple,
il existe des suites ((Mp, gn))nen de variétés riemanniennes compactes
telles que leurs courbures sectionnelles K, restent strictement négatives
et bornées (i.e. —KZ < K, < 0) et dont le rayon d’injectivité global
inj(g,) tend vers zéro quand n — 4o00. Pour chaque valeur de n, le
groupe fondamental de M,, est J,-non abélien, mais la valeur de 9,
tend vers zéro quand n tend vers l'infini. Le lemme de Margulis clas-
sique assure alors qu'il existe un ¢ fizé tel que I, (z,) soit nilpotent dans
chacun des groupes m;(M,,) (et pour chaque point z,, € M,,), alors que
le théoreme 1.0.2 n’assure le méme résultat que pour un nombre fini de
valeurs de n.

En revanche, si on fixe la variété compacte M et si celle-ci a un groupe
fondamental J-non abélien, le lemme de Margulis classique (tel qu'’il
est rappelé ci-dessus) n’assure la propriété “Il.(z) est virtuellement
abélien” que pour I'ensemble (éventuellement vide) des métriques g sur
M dont la courbure sectionnelle vérifie %&")2 < K, < 0, alors que
le théoreme 1.0.2 assure la méme propriété pour toute métrique g sur

1Rauppe}ons que, une fois fixé un point y € M, on définit un automorphisme de groupes
¢y Aut(M) — m(M,y), ou y = m(g) (pour tout g € Aut(M), ¢;5(g) est la classe du lacet

7o, ol & est un chemin d’origine § et d’extrémité g - 7). De plus, pour tout g € Aut(M),
d(y,g-7) est égal a la longueur du plus petit lacet de point-base y qui représente la classe
®3(9), ce qui prouve que ¢ envoie I'.(7) sur I, (y).
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M dont I'entropie est majorée par ﬁ% (certaines de ces métriques

possedent des plans de courbure sectionnelle positive et d’autres plans
de courbure sectionnelle arbitrairement proche de —o0).

Rappelons que, par définition de la métrique relevée, pour tous les
y,z € M et tout § € M (resp. 2 € M) qui se projette sur y (resp. sur
z), on a

7Y E 761"

Donc, pour tout § € M fixé, la valeur supze dip(T - 9,1 - 2) est
majorée par le diametre de (M, g). Si (M,g) est de courbure sec-
tionnelle négative, son rayon d’injectivité en un point x est égal a
%infvep\{e} dy;(Z,7 - &), cette derniere quantité ne dépendant pas du
choix de # dans 7~ !(z) ([S], Prop. I11.4.13). Autrement dit, le point (iii)
du théoreme 1.0.2 étend aux espaces métriques mesurés le résultat de
M. Gromov ([B-K], Prop. 2.5.3) qui dit que, si (M™, g) est une variété
dont la courbure sectionnelle K, vérifie —K3 < K, < 0 (cette hy-
pothese étant un peu plus forte que I’hypothese de courbure du lemme
de Margulis classique?) et dont le diametre est majoré par D > 0, alors
pour tout point x € M™ on a inj(z) > e(n, Ky, D).

En I’absence de majoration du diametre, si M™ est encore supposée compacte,
une autre conséquence du lemme classique en courbure strictement négative
est qu'il existe un point g € M™ tel que inj(zg) > eo(n)/Ky. Le théoreme
suivant généralise ce dernier résultat :

Théoréme 1.0.3. ([B-C-GJ, théoreme 2.6) Soient 0 et H des nombres réels
positifs. Pour tout espace métrique mesuré conneze (Y,d, u) dont l’entropie
est majorée par H et pour tout sous-groupe I'  d-non abélien du groupe des
isométries de (Y,d, p) qui agit sans points fize, dont toutes les orbites sont
discrétes et qui admet une représentation injective dans le groupe fondamen-
tal d’une variété riemannienne compacte arbitraire X de courbure strictement
négative, il existe uny € Y tel que

0Log2 1
f d C—.
welgl\{e} (v,7-y) 2 44+ H

Dans le théoreme 5.3.7, I'hypothese “I' admet une représentation injective
dans le groupe fondamental d’une variété compacte X de courbure négative”

2Remarquons que, si (M, g) est de courbure strictement négative, alors w1 (M™") est au-
tomatiquement de centre nul. Cette hypothese a du étre ajoutée dans la version généralisée
(théoreme 1.0.2 (iii)) car, pour les groupes d-non abéliens, elle n’est plus automatique.
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peut étre remplacée, les autres hypotheses étant inchangées, par I’hypothese
plus faible (et surtout plus intrinseque) “La relation de commutation est
transitive sur '\ {e}”? ([B-C-G|, Remarque 2.7).

Nous allons maintenant établir une version du lemme de Margulis généralisé
qui, par rapport au théoreme 1.0.2, contient quelques améliorations. Dans la
suite, (X, d, u) sera toujours un espace de longueur mesuré conneze, locale-
ment compact et complet tel que la mesure de chaque boule de rayon positif
soit non nulle. Notons Isom(X,d, ) son groupe d’isométries, i.e. le groupe
des bijections de X qui préservent la distance et la mesure.

Théoréme 1.0.4. (théoreme 5.4.1 de la version italienne complete) Soient
d et H des nombres réels positifs. Soit (X, d, p) vérifiant les hypothéses ci-
dessus et tel que Ent(X, d, u) < H, et soit I' un sous-groupe 6-non abélien
de Isom(X,d, i), discret par rapport a la topologie C-O. Alors, pour tout
reXona:

(i) pour tout couple d’éléments v1 et vy de I qui ne commutent pas,

) 1
(.Z',’}/g Zl'f) — H 446 08 (1 . ef%ré Hd(x,’ﬂ'x)) 7

(i) pour tout couple d’éléments v1 et vy de T qui ne commutent pas,

max{d(x, v - x),d(x,72 - )} >

(iii) le groupe I'.(z) engendré par les v € T' tels que d(z,7y - x) < € est

- § . Log2 .
abélien pour tout € < 755 - =5~ ;

(iv) si de plus le centre de T' est réduit a [’élément neutre, alors

) 1 1
inf > Joe | ———

pour tout majorant D de D(x) = sup,cx d(I' -z, 2).

Remarques 1.0.5. L’hypothese “I" est un sous-groupe discret de som(X, d, p)”
peut étre remplacée par une des deux hypotheses (a) ou (b) suivantes, qui
lui sont équivalentes :

(a) Pour au moins un x € X et pour tout R > 0, 'ensemble I'p des éléments
v € I tels que «y - x appartient & Bo(z, R) est fini (o Be désigne la boule
fermée de centre x et de rayon R dans (X, d)).

3 Cest a dire, siy1,72,73 € D\ {e} et si 1172 = 1271 et 1273 = Y372, alors 1173 = 371
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(b) Il existe un point z € X dont lorbite I' - = est discrete et tel que le
stabilisateur I', est fini.

L’hypothese de compacité locale pour 'espace X est fondamentale : en fait, si
on la supprime, on trouve des exemples de groupes qui agissent isométriquement
sur un espace non localement compact (X, d), qui sont discrets dans Isom(X, d),
mais qui admettent des points dont le stabilisateur est infini, par exemple,
I’action du groupe des automorphismes du revétement M d’une variété rie-
mannienne compacte M sur L2(M,§) (Exemples 5.4.9). Remarquons que,
dans cet exemple, le stabilisateur de la fonction nulle est le groupe entier
et que les conclusions du théoreme 1.0.4 sont fausses pour ce type d’action.
Par contre, il existe des exemples simples d’actions isométriques de groupes
0-non abéliens sur un espace localement compact qui admettent des points
fixes (par exemple, si I' est le groupe fondamental d’une variété compacte
de courbure négative, 'action de G = I' x Z,, sur X = C(I') x D, définie
par (v,i) - (x,2) = (vm,e%z), ou C(I") est le graphe de Cayley de I' par
rapport a un systeme de générateurs arbitraire et D, est le disque euclidien
bidimensionnel. On remarquera que le centralisateur de (z,0) est fini et égal

a{e} xZ,).

Si on ajoute I'hypothese que le centre de I" est réduit a 1’élément neutre, (b)
implique que l'action de I' est proprement discontinue et sans points fixes,
puisque les sous-groupes finis des groupes d-non abéliens sont contenus dans
le centre du groupe?.

Remarques. En comparant le théoreme 1.0.4 et le théoreme 1.0.2 nous
remarquons que :

(1) Les inégalités (i) et (iv) du théoreme 1.0.4 améliorent quantitativement
les inégalités correspondantes du théoreme 1.0.2. Plus précisément, le
théoreme 1.0.2 affirme que, si y; et 75 ne commutent pas, on a

1 5 5 1 4448
d ) > L : — e
(%) <m2x>_H4+amaX{°g(4+a H-d<m-x>>’e ‘5

(on utilise I'inégalité (ii) du théoreme 1.0.2 deux fois, en échangeant les
roles de v1 et ¥2).

4En raisonnant par ’absurde, si F' est un sous-groupe fini d’un groupe 6-non abélien
I' et si g € F n’est pas dans le centre de I', alors il existe un v € I" tel que g et v ne
commutent pas. Quitte a remplacer v par 7_1, on peut supposer que WN et gN (N >4/6)
engendrent un semi-groupe libre. L’ensemble {g*" },.cx est donc infini et contenu dans F,
ce qui contredit la finitude de F.
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Le théoreme 1.0.4 (ii) affirme, sous les mémes hypotheses, que

14 1
) > = :
(xx) d(x,72 - ) > H 4+ 5L0g (1 _e—H M d(:vmw))

Comme le comportement de ces deux minorations de d(x,vs - x) est
le méme quand d(z,v, - ) — 04 et quand d(z,7, - ©) — 400, cette
amélioration pourrait sembler sans conséquences pratiques. Pourtant,
on peut remarquer que :
a) L'inégalité (i) : max{d(x,v - x),d(z,y2 - x)} > 4%5 : % du
théoreme 1.0.2 ne peut pas étre déduite de (x) et il faut une preuve
a part ; au contraire, dans le théoreme 1.0.4 la méme inégalité est
une conséquence immédiate de () ;

b) l'inégalité (x*) devient optimale quand on I'adapte aux groupes de
surfaces. Un groupe de surface I' est un groupe d-non abélien tel
que la variété X de la définition 1.0.1 soit une surface compacte
de genre g > 2 (g > 2 si elle n’est pas orientable), ou une surface
hyperbolique non compacte. Ceci implique que deux éléments de
I' qui ne commutent pas engendrent un groupe libre. Si on adapte
la preuve du théoreme 1.0.4 au cas des groupes de surface, on
obtient la version suivante du théoreme 1.0.4.

Théoréme 1.0.6. (théoreme 5.4.15 de la version italienne compléte)

Soit H un nombre réel positif. Soit (X, d, i) tel que Ent(X, d, u) <
H et soit I' un sous-groupe de Isom(X, d, i), discret pour la topo-
logie C-O est isomorphe a un groupe de surface. Alors, pour tout
re X,ona:

(i) pour tout couple d’éléments 7, et 7, de I' qui ne commutent

pas
d(z,v2 1) > H Log ( 1 — e~ Hdlzm-z)
et
Log3
[d($771 Qf)ad(ﬂfﬁzx)] Z [‘? ’

(ii) le groupe I'.(z) engendré par les v € I tels que d(x,v-x) < ¢

est abélien pour tout ¢ < L?§3 ;
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(iii) si de plus le centre de I' est réduit a ’élément neutre, alors

1 1+ 3e2PH
inf d cx) > — - L — .
’yEll"r{{e} (5 2) = H 08 ( 1 — ¢—2DH

Remarquons que, si ' est un groupe libre a deux générateurs a et b
(qui est un groupe de surface) et si X est le graphe de Cayley de T’
muni du systéme générateur S = {a,b, a1, 071} et de la distance
algébrique dg associée, on peut appliquer le théoreme 1.0.6 (i), qui
donne

1 3dstem) 43
ds(e,v2) > Tog3 - Log (—3%(6”) — 1) .

Cette inégalité est optimale, puisqu’elle est une égalité lorsque
Y1 =a et yp =0.

L’inégalité (i) du théoreme 1.0.6 est encore une égalité, pour tout
(I1,15) € (0,+00)?, lorsqu'on munit le graphe de Cayley X de
I' de la distance de longueur d; obtenue en donnant aux arétes
correspondants a a la longueur /; et aux arétes correspondants a
b la longueur [, et en posant v; = a et 75 = b. En reprenant pas
a pas la preuve du théoreme 1.0.6 (page 99), on voit que, dans ce
cas, toutes les inégalités sont des égalités et que

1 1+ 36—Ent(X,dl)dl(e,a)
di(e,b) = Iy = Ent(X,d,) - Log ( 1 — e—Ent(X.d;)di(e,a)

ce qui est bien le cas d’égalité dans I'inégalité (i).

(2) L’hypothese “pour tout z, 'orbite I' - x est discrete” est remplacée,
dans le théoreme 1.0.4, par I’hypothese “il existe un xq tel que I' - zq
soit discrete et tel que le stabilisateur ', soit fini” (Remarques 1.0.5).
Autrement dit, il suffit que cette derniere hypothese soit verifiée pour
au moins un point xg € X pour que les conclusions du théoreme soient
valables en chaque point x € X. De plus, le théoreme 1.0.4 reste valable
pour les actions qui admettent des points fixes ; de telles actions étaient
exclues dans [B-C-GJ.

Schéma de la preuve du théoréme 1.0.4 (pour les détails, voir pp. 85-92)
La preuve suit les mémes idées que la preuve du théoreme 2.1 de [B-C-G].

Si xg € X est un point dont l'orbite I' - xq est discrete et le stabilisateur
[, est fini, ensemble {y € T" | d(xo,7 - o) < R} est fini pour tout R > 0
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parce que la boule fermée Bo(zg, R) est compacte °. L'inégalité triangulaire
entraine alors que pour tout x € X l'orbite I'-x est discrete et le stabilisateur
I', est fini.

Soit donc x € X un point arbitraire et soient 1,7 € [' qui ne commutent
pas : comme I est §-non abélien, quitte & changer v, en v, ', on peut suppo-
ser que 7i¥ et 7 engendrent un semi-groupe libre F'* dans T, pour N > 4/§
([B-C-G], proposition 1.14). Si h désigne l'entropie du graphe de Cayley
de F* (associé au systéme de générateurs {~¥,7&}) par rapport a la me-
sure de comptage des sommets et a la distance de longueur d; invariante
a gauche obtenue en affectant les arétes correspondant & ¥ (resp. a ')
de la longueur I, = d(x,¥) - z) (resp. de la longueur ly = d(z,vY - 1)),
on a l'égalité e @’ @) 4 g=hdx23"r) — 1 (lemme 5.4.14) d’out il suit que

d(z,73 - x) = 5 - Log <+) Du fait que h < Ent(X,d, ) et de

1—e—h d@A] @)

I'inégalité triangulaire, on ‘déduit (i); les inégalités (ii) et (iii) se déduisent
de (i) par un calcul direct. Pour prouver (iv), notons y; I’élément de T"\ {e}
qui réalise l'infimum de v — d(x,~ - z). D’apres le lemme 2.5 de [B-C-G], il
existe un systeme générateur S dont tout élément s vérifie d(z,s - z) < 2D;
choisissons un élément v, € S qui ne commute pas avec ;. L’inégalité (iv)
s’obtient en appliquant 'inégalité (i) au couple d’éléments ~; et 7s.
Remarquons que l'inégalité (iv) est compatible avec le fait que le stabilisa-
teur I', du point x est trivial, puisque le centre de I' est trivial. De méme,
I'inégalité (i) est compatible avec le fait que les éléments du stabilisateur de
x commutent avec tous les éléments de I'. Pour clarifier ces deux dernieres
remarques, dans la version italienne détaillée, les rapports entre centre et sta-
bilisateur d’un point et entre les différentes formes de discrétude sont étudiés
systématiquement dans le cadre de groupes plus généraux que les groupes 0-
non abéliens (voir la proposition 5.4.7 et les corollaires 5.4.8, 5.4.11 et 5.4.12).
O

Concluons le chapitre en énoncant deux autres résultats que nous avons
prouvé dans la version italienne complete.

Rappelons que, dans ce qui suit, (X, d, i) est supposé étre un espace métrique
de longueur mesuré, connexe, complet, localement compact et dont toutes les
boules de rayon non nul sont de mesure non nulle.

Proposition 1.0.7. (proposition 5.4.3 de la version italienne complete) Soit
(X, d, p) vérifiant les hypothéses ci-dessus et tel que Ent(X, d, u) < H. Suppo-
sons que I' soit un sous-groupe discret d-non abélien du groupe des isométries

°En effet, d’apres [Gr2], théoréme 1.11, un espace de longueur complet et localement
compact a ses boules fermées compactes.
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de (X,d, ) qui a la propriété de transitivité de la commutation, et supposons
que tout sous-groupe abélien de T soit isomorphe a {e} ou a Z.
Si on considére un point vo € X tel que infyer d(xo, g - 2p) =€ <

S 116 1 .
et st R. = 5 5Log (1_6_}1%55), alors :

§  Log2
4446 H 7

(1) il existe un T € T' tel que le sous-groupe T'sg_(xo) engendré par les
éléments g € T' tels que d(xg, g - x9) < 2R, soit de la forme I'yg_ (o) =
P ={rh |k eZ};

(ii) Uapplication quotient # : X — X/T, Uapplication © : X — X/772
et Uapplication p : X/t% — X/T (définie par po T = 7) sont des
revétements ; si sur le quotient X/7% (resp. X/T) on définit la distance
d([z], [y]) = infyerzd(x, g - y) (resp. d([z], [y]) = infyer d(z, g - y)) pour
tous x,y € X, et si Ty = T(xg) et To = w(xg), alors la restriction de
p a la boule B(Zo, R.) est un homéomorphisme sur la boule B(Zy, R.)
qui est une isométrie locale (en particulier, c¢’est une isométrie globale
par rapport auz métriques de longueur sur B(Zg, R.) (resp. B(Zg, R.))
induites par la distance sur X/7% (resp. X/T')).

Remarques. L’hypothese “I" est un sous-groupe discret du groupe des isométries
de (X,d, ) pour la topologie C-O” implique que l'action de T" est libre et
proprement discontinue : ceci se déduit du corollaire 5.4.8 et de la proposition
5.4.13 (en utilisant le fait que I' est §-non abélien) et du fait que, I' étant non
abélien et ayant la propriété de transitivité de la commutation, son centre

est trivial, donc le stabilisateur de tout point est trivial.

Théoréme 1.0.8. (théoréme 5.4.4 de la version italienne complete) Soit § un
nombre réel strictement positif. Soit (X, d, 1) un espace de longueur vérifiant
les hypotheses ci-dessus sur lequel agit par isométries un groupe I' d-non
abélien, qui a la propriété de transitivité de la commutation et qui est un
sous-groupe discret du groupe des isométries de (X, d, ). Alors Ent(X) > 0
de plus, il existe un point xo € X tel que

) Log2
inf d . > .
ot Ao,y 30) > = E

ot Ent(X) désigne l’entropie de ’espace métrique mesuré (X, d, ).

Remarque. La différence entre ce théoreme et le résultat analogue de [B-
C-G] (théoreme 1.0.3 ci-dessus) réside dans le fait qu’il n’est plus besoin de
supposer que I' agit sans point fixe et que, pour tout x, I'orbite I' - z est
discrete. En effet, il suffit de supposer qu'il existe un x tel que I'-z N B(z, R)
soit fini pour tout R.
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Chapitre 2

Une version du lemme de
Margulis ou les hypotheses sont
algébriques

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que la notion de groupe d-non
abélien joue un role essentiel dans la généralisation du lemme de Margulis due
a G. Besson, G. Courtois et S. Gallot ([B-C-G]). Dans quelques corollaires
(théoreme 1.0.8) nous avons demandé que le groupe ait de plus la propriété
de transitivité de la commutation. Pourtant, dans [B-C-G| on ne construit
pas d’exemples explicites de groupes qui satisfont ces deux propriétés et qui
ne soient pas des groupes fondamentaux de variétés compactes de courbure
strictement négative. La difficulté que nous rencontrons pour construire de
tels exemples est due au fait que la définition de d-non abélianité fait ex-
plicitement référence a l'existence d’immersions injectives dans les groupes
fondamentaux de telles variétés, alors que la transitivité de la commutation
est une propriété purement algébrique intrinseque d’un groupe. Il devient
donc nécessaire de substituer, a la notion de J-non abélianité, une hypothese
purement algébrique. Pour voir que cet objectif est atteignable, il suffit de
relire les preuves des théoremes 1.0.4 et 1.0.8 et de se rendre compte du fait
qu’ils n’utilisent I’hypothese de d-non abélianité du groupe qu’a travers ses
conséquences algébriques, données par les deux propositions suivantes :

Proposition 2.0.9. (cf. [B-C-GJ, prop. 1.14) Soit 6 > 0 un nombre réel, soit
[ un groupe d-non abélien et vi,vo € I' des éléments qui ne commutent pas.
Alors, pour tout entier N > 4/, quitte a remplacer éventuellement ~y, par
Y51, les éléments v et v engendrent un semi-groupe libre dans G.!

1Si G est un groupe, nous dirons que g1, g2 € G engendrent un semi-groupe libre dans
G si tout élément de G qui peut étre écrit comme produit de puissances positives de g;
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Proposition 2.0.10. (proposition 5.4.12 de la version italienne compléte)
Si G est un groupe d-non abélien, tout sous-groupe normal abélien de G est
contenu dans son centre. En particulier, un groupe d-non abélien ayant la
propriété de transitivité de la commutation ne contient pas de sous-groupes
normauz abéliens non triviaux.

Ces remarques amenent naturellement a la définition suivante :

Définition 2.0.11. (définition 6.1.1 de la version italienne complete) Soit
G un groupe. On dira que G a la propriété FSG(N) (pour un entier N > 0
fixé) si, pour tous les gi,go € G qui ne commutent pas, {gv,g>} ou
{g, 97 N) engendre un semi-groupe libre dans G ; on dira que G a la
propriété NAS si le seul sous-groupe normal abélien de G est le sous-
groupe trivial {e}.

On peut dong, au prix de 1légeres modifications des preuves originales, réénoncer
le théoreme 1.0.4 et le théoreme 1.0.8 comme suit.

Dans les énoncés qui suivent, (X, d, ) sera supposé étre un espace métrique
de longueur mesuré connexe, complet, localement compact et dont toutes
les boules de rayon non nul sont de mesure non nulle. Pour faire bref nous
écrirons Ent(X) au lieu de Ent(X, d, ).

Théoréme 2.0.12. (théoreme 6.1.2 de la version italienne complete) Soient
H un nombre réel positif et N un entier positif. Soit (X,d, ) un espace
de longueur vérifiant les hypotheses ci-dessus tel que Ent(X) < H. Soit T’
un sous-groupe du groupe des isométries Isom(X,d, ), discret par rapport
a la topologie C-O, qui a la propriété FSG(N). Alors, pour tout x € X, les
propriétés suivantes sont valables :

(i) pour tout couple d’éléments v, et o de I qui ne commutent pas,

1 1 1
d(x, v - x) > T NLOg <1 — e—HNd(ac,”/ym)) ;

(11) pour tout couple d’éléments v1 et vy de T qui ne commutent pas,

1 Log2
mase{d(z. 7 - 2). d( 72 - 1)} > 1 - 2o

(iii) le groupe T'.(z) engendré par les v € T tels que d(z,v-x) < ¢, est

41 1 Log2 .,
abélien pour tout € < - =5~ ;

et go admet une expression unique de ce type.
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() si de plus T est de centre nul, alors

1 1 1
inf d(z,y ) >~ —Log [ ———
7611“11\{6} (@7~ 2) 2 N H% (1 - e—QNDH>

pour tout nombre réel D > 0 tel que D(x) = sup,cx d(I' - z,2) < D.

Théoréme 2.0.13. (théoreme 6.1.3 de la version italienne complete) Soit N
un entier positif. Soit (X, d, 1) un espace de longueur qui vérifie les hypotheéses
rappelées ci-dessus. Soit I' un sous-groupe discret du groupe des isométries
de (X,d, ) qui a la propriété FSG(N), la propriété NAS et la propriété de
transitivité de la commutation. Alors lentropie de (X, d, ), notée Ent(X),
est strictement positive ; de plus, il existe un point xo € X tel que

1 Log2
inf d . > — .
1er\(e) (w07 m0) 2 Ent(X)

La suite du chapitre est destinée a montrer que la classes des groupes qui sa-
tisfont la propriété F.SG(N), la propriété NAS et la propriété de transitivité
de la commutation est assez large. Nous verrons qu’elle contient les produits
libres, les produits amalgamés malnormaux (proposition 2.0.14), les groupes
hyperboliques selon Gromov sans torsion (proposition 2.0.15) et des limites
de groupes qui satisfont ces propriétés (proposition 2.0.16). Nous montrerons
comment, dans chacune de ces classes d’exemples, on trouve des groupes qui
ne sont pas des groupes fondamentaux de variétés compactes de courbure
négative.

Rappelons qu’'un produit amalgamé Axc B ([Rot], Chap. 11) est dit malnor-
mal ([K-S], page 933) si C' est malnormal a la fois dans A et dans B (un
sous-groupe H d’un groupe G est dit malnormal si, pour tout g € G\ H, on
agHg ' NH={e})

Proposition 2.0.14. (proposition 6.2.3 de la version italienne complete)
Soit N > 0 un entier, et soient A et B deux groupes sans torsion qui
ont la propriété FSG(N) (par exemple, des groupes sans torsion qui sont
d-non abéliens pour une valeur de § > 4/N ). Alors un produit amalgamé
malnormal A xc B (en particulier, le produit libre A x B) a la propriété
FSG(N). Si de plus A et B ont la propriété de transitivité de la commu-
tation et si C est différent de A et de B, alors A xc B a la propriété de
transitivité de la commutation et la propriété NAS.

Schéma de la preuve de la proposition 2.0.14
La propriété F.SG(N) (resp. la propriété de transitivité de la commutation)
découle des résultats de A. Karrass et D. Solitar ([K-S]) sur la structure des
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sous-groupes a deux générateurs (resp. sur la structure des centralisateurs)
des produits amalgamés malnormaux (proposition 6.2.1).

Par les mémes résultats, tout sous-groupe abélien K de Axc B est soit contenu
dans le conjugué d’un facteur, soit cyclique. Mais un tel K ne peut pas étre
normal (proposition 6.2.2), et ceci prouve la propriété NAS. O

Dans le cas des produits libres GG « H il est possible de donner une preuve
directe de la propriété de transitivité de la commutation, basée sur I’écriture
de chaque élément de G * H sous forme normale (page 118).

Exemples. Le produit libre m1(X) * m1(Y) des groupes fondamentaux de
deux variétés riemanniennes compactes X, Y de courbure K < —1 vérifie la
propriété NAS, la propriété de transitivité de la commutation et la propriété
FSG(N) pour tout N >4 - max{1/inj(X),1/inj(Y)}.

Remarquons que m1(X)*m(Y) n’est pas le groupe fondamental d’une variété
compacte de courbure négative, parce qu’il a un nombre infini de bouts alors
que le groupe fondamental d’une variété compacte de courbure négative n’a
qu'un seul bout?.

Le produit libre 7 (X) * Z* vérifie aussi les conclusions de la proposition
(nous remarquons que ce groupe n’est pas hyperbolique au sens de Gromov
si k> 2).

Un exemple de produit amalgamé malnormal non libre est donné par le
produit 71 (X) xc m1(Y") des groupes fondamentaux de deux variétés rieman-
niennes compactes de courbure strictement négative par rapport aux deux
sous-groupes cycliques C et Cy (identifiés a C') de 71(X) (resp. de m(Y))
engendrés chacun par un lacet géodésique simple de X (resp. de V).

Proposition 2.0.15. (proposition 6.3.5 de la version italienne compleéte)
Soit G un groupe hyperbolique au sens de Gromov, non abélien et sans
torsion. Alors G a la propriété de transitivité de la commutation et la
propriété NAS. Si de plus G est 6-hyperbolique par rapport a un systéme
de générateurs S fixé, alors il a la propriété FSG(N) pour un entier N qui
ne dépend que de 0 et d’un magjorant de §(S).

Schéma de la preuve de la proposition 2.0.15

Pour tout groupe G, si S est un systeme de générateurs de (G, nous noterons
ds la distance algébrique associée et bg(R) le nombre d’éléments g de G tels
que dg(e, g) < R.

2En effet, un tel groupe agissant de maniere discréte et cocompacte sur un espace
simplement connexe de courbure négative, il est quasi-isométrique a cet espace qui est
difféomorphe & R™ (n > 2) et donc il a le méme nombre de bouts ([H1], p. 114).
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Nous nous appuyons sur le résultat suivant (cf. [C-G 1]) : pour tout groupe
hyperbolique G, pour tout systeme complet S de générateurs qui rend l'es-
pace métrique (G, dg) d-hyperbolique, si on pose

N = ([3280] + 1) - max{bg(640)!, b%(865)!},

alors toute paire {7y1,72} d’éléments de G a la propriété suivante : soit le
sous-groupe engendré par iV et v5 est isomorphe a {e} ou & Z, soit (quitte
a changer 7, en 75 ') 7V et 73’ engendrent un semi-groupe libre dans G. Ceci
entraine la propriété F.ISG(N) dans notre contexte. Pour montrer que N ne
dépend que de £S et de 4, il suffit de remarquer que, pour tout » > 1, on a :
1+ 45 < bg(r) < (8S)I1+1, Ceci nous donne une estimation N(§,4S) de N,
ott N(6,15) = ([3285] + 1) - ((zS6491+1)1),

Pour démontrer la propriété de transitivité de la commutation, on rappelle
le résultat classique suivant : le centralisateur C'(g) de tout élément d’ordre
infini ¢ d'un groupe hyperbolique G est une extension finie du groupe cyclique
engendré par g. Comme G est par hypotheése sans torsion, C(g) est cyclique
infini, et on conclut. Pour la propriété NAS, on applique le méme résultat en
rappelant qu'un groupe non abélien ayant la propriété de transitivité de la
commutation et sans torsion n’a pas de sous-groupes normaux cycliques. [

Exemples. Le groupe GG donné par la présentation
G = {a,b| R = ab*ab™'ab *aba"%b = ¢)

est hyperbolique non élémentaire, sans torsion, avec un seul bout, et il n’est
pas le groupe fondamental d’une variété riemannienne compacte de courbure
strictement négative, ce qui prouve que G n’est §-épais pour aucune valeur
de § (il reste a comprendre si G est d-non abélien pour au moins un ¢ > 0).
L’hyperbolicité de G découle de la propriété de petite simplification (voir
par exemple I'appendice de [G-H]); I'absence de torsion découle du fait que
R n’est pas une puissance, et le fait d’avoir un seul bout du théoreme de
Stallings combiné avec un résultat de Grushko. Finalement, si G était le
groupe fondamental d’une variété compacte de courbure négative, son bord
serait homéomorphe & S™~! pour un entier n > 2; mais un résultat de [Be-K]
(p. 19) entraine que G = S!, et G serait alors le groupe fondamental d’une
surface hyperbolique, ce qui est absurde parce que a et b n’engendrent pas
un groupe libre (pour les détails, voir page 113).

Rappelons que, si G (resp. G') est un groupe finiment engendré et S =
{81, .., 8n} (resp. S" = {s}, ..., s.,}) est un systéme générateur symétrique® et

3Rappelons que ceci signifie que e € S et que, pour tout s, s € S = s~! € S.
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ordonné fixé, les couples (G, S) et (G',S") sont a distance inférieure ou égale
a e ® ([C-G 2]) si et seulement si ils ont exactement les mémes relations de
longueur inférieure ou égale a R (une fois que, pour tout ¢ = 1,...,n, s; est
identifié avec s}).

Ceci permet de définir la limite d’une suite {(G;, S;) }ien de groupes marqués.
Des exemples élémentaires montrent que les propriétés algébriques communes
a une suite de groupes ne sont pas généralement hérités par la limite (ex.
étre fini, étre de rang k etc.). Par contre, une partie des propriétés qui nous
intéressent passent a la limite, comme le prouve la proposition suivante :

Proposition 2.0.16. (proposition 6.4.2 de la version italienne complete)
Soit N > 0 un entier. Soit G un groupe muni d’un systeme fini S de
générateurs; si (G,S) est la limite d’une suite ((Gy,S;))ien de groupes
marqués, ou S; est un systeme fini de générateurs de G; et ou chacun des
G; a la propriété FSG(N) (resp. la propriété de transitivité de la com-
mutation), alors G a lui aussi la propriété FSG(N) (resp. la propriété de
transitivité de la commutation).

Schéma de la preuve de la proposition 2.0.16

Comme la négation de la propriété FSG(N) et la relation de commutation
peuvent étre exprimées en terme de relations de longueur finie, la proposition
découle de la possibilité de “copier” dans G; les relations valables dans G,

pour un entier i € N assez grand (voir p. 117 pour les détails de la preuve).
O

Remarque. La méthode utilisée dans la preuve de la proposition 2.0.16 n’est
pas directement applicable pour démontrer que la limite (G, S) d’une suite de
groupes qui ont la propriété NAS a elle-méme la propriété NAS. En effet, un
sous-groupe normal abélien K dans le groupe G n’est pas forcément finiment
engendré ([B-M]), donc on ne peut pas en général le “copier” dans les G
pour obtenir une contradiction.

Exemples. Soit ¥, la surface compacte orientable de genre 2. Son groupe
fondamental a pour présentation canonique :

71(32) = {a,b,c,d | aba b teded T = e).

On considere, pour tout n € N, la suite (G, S,) = (m1(22),{a,b,c,d,d"}).
Alors lim, o (Gy, S,) = (G, S), ou

G =m(%) %2 Z* = {(a,b,c,d, f | aba™'b"'ede™'d ™ = e, df = fd)

et S ={a,b,c,d, f}. Comme pour tout n € N le groupe G,, = m1(33) est un
groupe de surface, il a la propriété de transitivité de la commutation et la
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propriété FSG(1). Nous appliquons la proposition 2.0.16 a la suite (G, S,)
et concluons que le groupe G a la propriété de transitivité de la commutation
et la propriété FSG(1). Remarquons que ceci ne peut pas étre déduit de la
proposition 2.0.14, puisque G n’est pas un produit amalgamé malnormal, ni
de la proposition 2.0.15, puisque G n’est pas hyperbolique (car il contient un
sous-groupe isomorphe & Z?).
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Chapitre 3

Quelques résultats de finitude
pour les groupes dont ’entropie
algébrique est majorée

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats de finitude pour cer-
taines catégories de groupes marqués (en particulier les groupes fondamen-
taux des variétés Riemanniennes compactes et les groupes hyperboliques se-
lon Gromov). Une partie de ces résultats, avec des démonstrations abrégées
a été présentée dans [Z]. Nous appliquons le lemme de Margulis généralisé
(théoreme 2.0.12 et théoreme 2.0.13), valable pour des groupes discrets agis-
sant isométriquement sur des espaces métriques mesurés, au graphe de Cayley
C(G,S) d’'un groupe finiment engendré G associé a un systéme générateur
fixé S et a ’action d’un sous-groupe de GG sur ce graphe.

Plus précisément, nous considérons le groupe G' muni de la métrique des
mots! dg : on définit alors, sur le graphe de Cayley C(G,S), une notion
de longueur des chemins qui empruntent les arétes du graphe en identifiant
isométriquement chaque aréte avec I'intervalle [0, 1] (muni de sa notion ca-
nonique de longueur) et une distance de longueur en décidant que la distance
entre deux points du graphe est la longueur du plus court chemin qui les
joint dans le graphe de Cayley. L’application qui, & chaque point g € G asso-
cie le sommet correspondant de C(G, S) étant un plongement isométrique de
(G, dg) dans C(G, S) muni de cette distance, nous appellerons encore dg cette
nouvelle distance; de plus, pour chaque sous-groupe I' de G, I'action natu-
relle de I' sur G par translations a gauche s’étend en une action isométrique
sur C(G, S) muni de cette distance (voir page 131).

'Rappelons que ds (g1, g2) est par définition égale a I'infimum des longueurs des mots
en S qui représentent g; 1 go. Tout systéme générateur est ici supposé symétrique, i.e. e & S
et, pour tout s, s€ S =s"1eS.
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Ici, I" sera un sous-groupe d’indice fini dans G : les hypotheses algébriques que
nous ferons (propriété de transitivité de la commutation, propriété FSG(N)
et propriété NAS, voir les définitions de ces notions en 2.0.11) porteront sur
le sous-groupe I', mais pas sur le groupe G. Pour simplifier les notations,
nous introduisons la définition suivante :

Définition 3.0.17. (définition 7.0.3 de la version italienne complete) Soit
N > 0 un entier. Un groupe I' avec la propriété FSG(N) et la propriété
NAS est dit groupe N-non abélien.

La notion de N-non abélianité définie ici ne coincide pas avec la notion de 9-
non abélianité définie dans [B-C-G] (voir aussi le chapitre 1 ci-dessus), mais
peut étre vue comme une généralisation de cette derniere, ce qui explique
I’emploi du méme vocable. Plus précisément, nous avons vu que tout groupe
d-non abélien (au sens de [B-C-GJ]) et de centre nul est automatiquement
N-non abélien (au sens de la définition 3.0.17), si on pose N = [4/d]. La
réciproque est fausse puisque nous avons donné au chapitre 2 des exemples
de groupes N-non abéliens (au sens de la définition 3.0.17) mais qui ne sont
d-non abéliens (au sens de [B-C-GJ) pour aucune valeur de 0.

Par rapport a la mesure de longueur et a la distance de longueur définie
ci-dessus, le graphe de Cayley C(G,S) est d’entropie bornée, celle-ci étant
égale a I'entropie Ents(G) de G par rapport a S. Par définition, Entg(G) =
lim inf,_ %S(”), ou fs(n) désigne, pour chaque n € N, le nombre des
éléments g € G tels que ds(e,g) < n. L'entropie algébrique de G (notée
Ent,e(G)) est infimum des Entg(G) lorsque S parcourt 'ensemble des
systemes générateurs de G.

Le théoreme suivant est le résultat principal de ce chapitre :
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Théoréme 3.0.18. (théoreme 7.0.5 de la version italienne complete) Soit
G un groupe finiment engendré et soit I' un sous-groupe N-non abélien
de G qui a la propriété de transitivité de la commutation. Alors :

(i) pour tout systeme générateur S de G, on a Entg(G) > 0;
(i1) pour tout systéme générateur S de G, il existe g € G tel que (si

=T\ {e})

1 Log2

[ ——
N Entg(G) 7

ds(e, g g™") >

(i1i) si T est d’indice fini d dans G, alors tout systéme générateur S de

G tel que Entg(G) < & - % contient au plus d — 1 éléments ;

(iv) pour tout systéme générateur S, on a Ents(G) > + - m
ou d est l'indice de I' dans G et k est le nombre des éléments de
S. En particulier, on a Enty,(G) > % . m;}?@%& (on a Entye(G) >
1 Log?2

N max(d-13) S de plus, G est sans torsion).

Remarques.

(a) SiT est un groupe non abélien avec la propriété FSG(N) pour un entier
N > 0, alors pour tout systéme générateur S on a Entg(I') > L?ng.
Par exemple, I" peut étre un groupe a-hyperbolique (par rapport a un
systeme générateur S) sans torsion et non élémentaire, et dans ce cas
N peut étre calculé explicitement en fonction de « et de la cardinalité

de S (proposition 2.0.15).

(b) Les groupes fondamentaux des variétés compactes localement symétriques
de type non compact et de rang 1 sont, parmi les exemples de groupes
qui contiennent un sous-groupe N-non abélien d’indice fini, une classe
d’un certain intéret. Plus précisément, on montre que ces variétés ad-
mettent des revétements compacts d’indice fini et de rayon d’injectivité
> ¢, pour tout 6 > 0 : le groupe fondamental de ces revétements est
donc un sous-groupe d’indice fini du groupe fondamental initial, qui est
N-non abélien pour N > 4/6 ([B-C-GJ, lemme 1.6). La preuve découle
du fait que les groupes en question sont résiduellement finis (par un
théoreme de Mal’cev, [Mal]). Savoir s’il est possible de généraliser cette
propriété aux groupes fondamentaux des variétés (non localement ho-
mogenes) de courbure sectionnelle négative est un probleme ouvert.

(¢) Nous remarquons que, dans les inégalités (i) et (ii) du théoreme 3.0.18,
le groupe G peut étre une extension finie ou infinie de I'. Si T' est
: * 1 Log2
normal, on obtient dg(e,[™) > + - FiaG) — L
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(d) Dans la littérature on trouve des résultats classiques ou le nombre des
générateurs d’un groupe I' est majoré par une constante universelle ([B-
K], proposition 2.5.6). Par exemple, si I' = 71 (M") est le groupe fonda-
mental d’une variété riemannienne compléte n-dimensionnelle de cour-
bure sectionnelle non-négative, alors I' admet un systeme générateur de
cardinalité inférieure ou égale a 5%"; si M"™ est compacte de diametre
diam(M™) < D/2 et de courbure sectionnelle K > —KZ2 pour un
certain Ky > 0, alors I' admet un systeme générateur de cardinalité
inférieure ou égale & 2[3 + 2cosh(K,D)2"]. On remarquera que ces
résultats sont valables pour au moins un systeme générateur (lié a la
géométrie de (M", g)) et non pour tout systeme générateur.

(e) Les hypotheses du théoreme 3.0.18 impliquent automatiquement que I'
est sans torsion, par contre G peut avoir des éléments de torsion. C’est
pourquoi les cas “avec” et “sans” torsion sont tous deux considérés
dans (iv).

(f) On peut comparer 'inégalité (iv) du théoreme 3.0.18 sur Ientropie
algébrique avec le résultat plus général du a P. B. Shalen et P. Wagreich
([Sh-W]) : si G est un groupe finiment engendré et si I' est un sous-
groupe d’indice fini d dans G, on a Ent,,(G) > M%Entalg(f‘). Comme
nous sommes dans un contexte moins général, le théoreme 3.0.18 (iv)
donne un minorant plus explicite pour ’entropie de GG et une meilleure
dépendance de I'indice d.

Remarque. Il existe des suites de groupes {G, },en telles que, pour tout
n € N, G,, contienne un sous-groupe I';, N-non abélien (N > 0 fixé) ayant la
propriété de transitivité de la commutation (mais pas d’indice fini), et telles
que lim,, ., Entg, (G,) = 0 pour un bon choix de S, ([Gr-H] et p. 173 de
cette these).

Schéma de la preuve du théoréeme 3.0.18

L’action de I sur le graphe de Cayley C(G, S) qui étend 'action par transla-
tions a gauche sur G est proprement discontinue et sans points fixes. On peut
donc appliquer le théoréeme 2.0.13, qui implique qu'il existe zg € C(G, S) tel
que inf ep fey d(wo, v - 20) > + - %. Comme Ent(C(G, S)) = Entg(G),
en considérant le sommet g du graphe le plus proche de zy, on obtient
inf e\ (e} ds(g,79) > + - #g(%) — 1, i.e. I'inégalité (ii) du théoreme. No-
tons [V = g7 'T'g. Si I est d’indice d, 'ensemble G/T” a d éléments et donc,
pour tout systeme générateur S de cardinalité > d — 1, on a nécessairement
ds(e, (I")*) <2 (soit il existe s € S tel que s € I, soit il existe s,s" € S tels

que I"s = I"s’). Mais si Entg(G) < + - L°3g2, on a dg(e, (I")*) > 2, d’ou une
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contradiction, ce qui termine la preuve de (iii). Pour prouver (iv), supposons,
par 'absurde, que Entg(G) < ~ - % (ou k = £(5)), (ii) implique que
ds(e, (I")*)4+1 > max(d—k+3,3). Si s;,...s;, représente le plus court élément
non trivial de I, on obtient une contradiction en comptant les éléments dis-
tincts de I'ensemble {I",I"sy,...,I"sy, ..., I"si,...8;,, ..., I"s;,_ 55, }. Finalement
on note que, pour tout systeme générateur symétrique S de G, on a #(S) > 3
(£(S) > 4 si G est sans torsion), ce qui acheéve la preuve de (iv). O

Le théoreme 3.0.18 sera dans la suite appliqué aux classes de groupes qui
admettent une majoration uniforme de la longueur des relations qui appa-
raissent dans une présentation. Plus précisément, soient N, d, Ny € N, notons
g(N,d, Ny) 'ensemble des groupes marqués (G, S) qui satisfont les propriétés
suivantes :

(i) G contient au moins un sous-groupe N-non abélien (d’indice inférieur
ou égal a d) ayant la propriété de transitivité de la commutation,

(ii) il existe une présentation (S|R) de G' (ou S est le systeme générateur
donné) telle que la longueur de tout élément r € R (par rapport a la
métrique des mots dg) soit inférieure ou égale a Ny.

On a le résultat suivant :

Corollaire 3.0.19. (corollaire 7.0.6 de la version italienne complete)
Soient N,d, Ny € N* arbitraires. Le nombre des groupes marqués (G, S)

appartenant & g(N,d, No) qui satisfont Ents(G) < + - X2 est (4 iso-
morphisme marqué prés) majoré par (d — 3)4 2@ D@2 (e g —

max{a,0}). Par conséquent, soit Entg(G) > + - % pour tout (G, S) €
g(N,d, Ny), soit inf G sycq(v.a,n) [Ents(G)] est atteint pour au moins un
(Go, So) € g(N,d, Ny).

Remarques.

(a) Remarquons que pour tous les N > 1, d > 1, Ny > 0, ’ensemble des
groupes G tels que, pour au moins un S, (G, S) € g(N,d, Ny), n’est pas
vide : il contient les groupes libres de rang k£ > 1; de plus, pour tous
les N > 1 et Ny > 3, il existe des valeurs de d telles que cet ensemble
contienne les groupes fondamentaux des variétés riemanniennes com-
pactes localement symétriques de courbure strictement négative. En
effet, par le théoreme de Mal’cev toute variété riemannienne compacte
localement symétrique X qui satisfait K < —1 admet un revétement
X compact, de rayon d’injectivité supérieur ou égal & 4. Le groupe
fondamental 71(X) de X a alors la propriété FSG(1), la propriété
de transitivité de la commutation et la propriété NAS et s’identifie
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a un sous-groupe d’indice fini d du groupe fondamental m;(X) de X.
Ceci prouve que m(X) satisfait la condition (i) de la définition de
g(N,d, Ny), pour N = 1. De plus, grace a un théoreme de M. Gromov
et J. P. Serre (proposition B.0.8), 71(X) admet une présentation (S|R)
dont les relations r € R sont de longueur inférieure ou égale a 3, et
donc (m(X), S) € ¢g(1,d, 3).

(b) Si on enléve 'hypothese d’indice fini (majoré par d), I’ensemble des
groupes marqués (G, .S) qui contiennent un sous-groupe N-non abélien
ayant la propriété de transitivité de la commutation et tels que Entg(G) <

L. Loe2 yyest pas fini (Remarques de la page 30).

N 3

Schéma de la preuve du corollaire 3.0.19

Le corollaire découle du point (iii) du théoreme 3.0.18 qui assure que la cardi-
nalité de S est majorée par d — 1, et du fait que le nombre des présentations,
qui peuvent étre écrites avec un systeme générateur S de cardinalité bornée et
avec des relations de longueur bornée par Ny, est fini et majoré par le nombre
de sous-ensembles de la boule de rayon Ny dans le groupe libre construit sur
le systeme générateur S. O

Dans la suite, nous allons donc limiter notre attention aux classes de groupes
qui admettent une présentation dont les relations sont de longueur majorée.
Un exemple important est donné par les groupes hyperboliques au sens de
Gromov : si G est un groupe d-hyperbolique par rapport a .S, il admet une
présentation (S|R) dont les relations » € R sont de longueur inférieure ou
égale a 3n, ou n = [49 + 2] (|G-H], Prop. 4.17, ici on a noté [z] le plus grand
entier inférieur ou égal a x).

Un groupe hyperbolique est dit non élémentaire s’il n’est pas fini et s’il ne
contient pas de sous-groupe d’indice fini isomorphe a Z. Pour de tels groupes,
on a le résultat de finitude donné par le lemme suivant. Afin d’énoncer ce
lemme, nous aurons besoin de la définition suivante : nous dirons que deux
systemes générateurs (symétriques) S et ¥ d’un groupe G sont équivalents
(ce que nous noterons S ~ ¥.) ¢'il existe un isomorphisme G — G qui envoie
S bijectivement sur Y.

Lemme 3.0.20. (lemme 7.0.7 de la version italienne complete) Soit G un
groupe hyperbolique non élémentaire et sans torsion. Pour tout nombre réel
a > 0 et tout p € N, il eziste au plus 27" )([p/2] — 1), systémes
générateurs (symétriques) S de G (modulo la relation S ~ X)) vérifiant
#(S) < p et tels que G soit a-hyperbolique pour la distance algébrique as-
sociée a S (ici on note x| le plus grand entier inférieur ou égal a x).

Remarque. Les hypotheses du lemme 3.0.20 impliquent que p > 4. (En

32



effet, S étant symétrique, si p < 3 et si G est sans torsion, alors S s’écrit
comme {s,s '} pour un s € G, et G est isomorphe & Z)

Du théoreme 3.0.18 (iii), combiné avec le lemme ci-dessus, on déduit direc-
tement le résultat suivant :

Corollaire 3.0.21. (corollaire 7.0.8 de la version italienne complete) Soient
d, N € N des entiers positifs arbitraires et soit G une extension finie d’in-
dice inférieur ou égal a d et sans torsion d’un groupe N-non abélien ayant
la propriété de transitivité de la commutation. Alors ’ensemble des classes
d’équivalence (par rapport a la relation “ ~" définie ci-dessus) des systémes
générateurs S de G tels que :

(a) G est a-hyperbolique par rapport a la distance algébrique associée a S ;

(b) Entg(G) < 4 - ko2

est un ensemble fini contenant au plus 20D ) ([(d — 3)/2]), éléments.

Remarque. Si d < 4 on a toujours Entg(G) > % . % (théoreme 3.0.18
(iv) ).

L’hypothese que le groupe G est sans torsion n’est pas vraiment nécessaire
dans le lemme 3.0.20 et dans le corollaire 3.0.21 (comparer avec le corol-
laire 3.0.22 suivant). De plus, ce lemme et ce corollaire se réferent a des
systemes générateurs différents d’un groupe G fixé. Dans la suite, nous allons
considérer des groupes différents munis de systemes de générateurs différents.
C’est pourquoi nous allons travailler dans la catégorie des groupes marqués
et allons appliquer le corollaire 3.0.19.
Soit a > 0 un nombre réel. Un groupe marqué (G, S) est dit a-hyperbolique si
le groupe G est a-hyperbolique par rapport a la distance algébrique associée
als.
Corollaire 3.0.22. (corollaire 7.0.9 de la version italienne complete) Soit
a > 0 un nombre réel, et soient N,d € N des entiers positifs. No-
tons h(a, N,d) Uensemble des classes de groupes marqués a-hyperboliques
(G,S) (a isomorphisme de groupes marqués prés), qui sont des exten-
sions finies (d’indice inférieur ou égal a d) d’au moins un groupe N-non
abélien qui satisfait la propriété de transitivité de la commutation. Alors,

pour tous les éléments (G,S) de h(a, N,d) sauf un nombre fini, on a

Ents(G> > ]lV : %.

Remarquons que ’ensemble h(«, N, d) est non vide pour tous a > 0, N > 1
et d > 1, puisqu’il contient les groupes libres de rang k > 1.

Il reste & comprendre si la valeur + - 222 est un minorant de Pentropie de
tout groupe marqué (G, S) € h(a, N,d). Par exemple, c’est le cassi « = 0 (N

N
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et d étant quelconques), puisque tout groupe 0-hyperbolique non élémentaire
est d’entropie algébrique supérieure ou égale a Log2.

Rappelons que tout sous-groupe d’indice fini d'un groupe hyperbolique est
lui-méme hyperbolique (la propriété d’hyperbolicité étant un invariant de
quasi-isométrie). Comme un groupe marqué a-hyperbolique sans torsion (I", X2)
est N-non abélien par la proposition 2.0.15 (pour une valeur de N dépendant
de a et de (X)), on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 3.0.23. (corollaire 7.0.10 de la version italienne complete) Soient
A, > 0 des nombres réels et soit d un entier positif. Soit h(A,a,d) l'en-
semble des classes d’isomorphisme de groupes marqués A-hyperboliques (G, S)
qui sont des extensions finies (d’indice inférieur ou égal a d) d’au moins un
groupe hyperbolique non élémentaire et sans torsion I', a-hyperbolique par
rapport a un systeme de générateurs X fixé. Alors tous les (G, S) € h(A, a, d)
sauf un nombre fini vérifient Entg(G) > 2282 o0, N est une constante qui ne

3N 7
dépend que de « et de la cardinalité de 3.

Remarque. La valeur de A peut étre arbitrairement grande par rapport a «,
et a peut étre choisi comme 'infimum, pour tous les systemes de générateurs
Y. de I' de cardinalité majorée par une constante réelle ¢ > 0, des constantes
d’hyperbolicité de (I',dsx); on peut donc écrire N comme une fonction qui
dépend seulement de ¢ et « (la valeur exacte de N est donnée dans le schéma
de preuve de la proposition 2.0.15).

Corollaire 3.0.24. (corollaire 7.0.11 de la version italienne complete) Soit
a >0, et soit I' un groupe sans torsion et a-hyperbolique (non élémentaire)
par rapport a un systeme de générateurs . Soit G une extension finie de
I'. Alors, pour tout A > 0, au moins une des deux propriétés suivantes est
vérifiée :
(i) Uinfimum de Entg(G), pour tous les systemes de générateurs S de G
tels que G soit A-hyperbolique par rapport a S, est atteint,

ou

(i1) pour tout systéme de générateurs S de G tel que G soit A-hyperbolique
par rapport a S, on a Entg(G) > L;]%,z, o N = N(a,8Y) est la
constante donnée dans [’énoncé du corollaire 3.0.23 et calculée dans

le schéma de la preuve de la proposition 2.0.15.

Remarques. Les résultats précédents sont liés aux questions ouvertes sui-
vantes :

(1) ([G]) Existe-t-elle une constante universelle ¢ > 0 (indépendante de G)
telle que Entg(G) > ¢ pour tout groupe hyperbolique non élémentaire
G et tout systeme de générateurs S7
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(2) ([Sa]) Est-ce que l'entropie algébrique des groupes hyperboliques est
atteinte pour au moins un systeme de générateurs?

Les questions précédentes sont tres naturelles dans le cadre de la question
générale de M. Gromov ([G-L-P]) qui consiste a établir si la croissance ex-
ponentielle implique la croissance exponentielle uniforme? et qui, apres le
contre-exemple de J. S. Wilson, est devenue : pour quelles classes de groupes
la croissance exponentielle implique-t-elle la croissance exponentielle uni-
forme ?

Nous allons maintenant appliquer nos résultats aux groupes fondamentaux
des variétés riemanniennes compactes qui, suivant un résultat de M. Gro-
mov (que l'on peut trouver, sous une forme plus générale, chez J. P. Serre
([Ser] p. 30), voir aussi ’Appendice B de la version italienne compleéte,
théoreme B.0.7), admettent des présentations dont les relations sont de lon-
gueur inférieure ou égale a 3 ([Gr2], Prop. 5.28). On obtient donc les résultats
suivants :

Théoreme 3.0.25. (théoreme 7.0.12 de la version italienne complete)
Soient N et d deuz entiers positifs arbitraires et soit x(N, d) I’ensemble des
variétés différentiables compactes X qui satisfont les propriétés suivantes :

(i) m(X) contient un sous-groupe N-non abélien d’indice inférieur ou
égal a d qui satisfait la propriété de transitivité de la commutation ;

(i) il existe une métrique g sur X telle que :

1  Log2

i - Enty, —.
diam(g) - Entyo(g) < N 6

Alors 'ensemble x (N, d) contient un nombre fini (inférieur ou égal a (d—
3)+2(d_1)(d_2)3) de types d’homotopie d’ordre 1. De plus, le premier nombre
de Betti de toute variété X € x(N,d) satisfait by(X) < d — 1.

2(C’est & dire, on se demande si, pour un groupe G donné, le fait que Entg(G) > 0 pour
tous les systemes de générateurs S implique que infg Entg(G) = Ent,(G) > 0 (voir, par
exemple, I’Annexe C).
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Corollaire 3.0.26. (corollaire 7.0.13 de la version italienne complete) Soit
X(6,d) l'ensemble des variétés différentiables compactes X qui satisfont,
pour des wvaleurs arbitraires de § € (0,+00) et d € N*, les propriétés
sutvantes :

(i) X admet un revétement fini X' (d’indice inférieur ou égal a d) qui
peut étre muni d’une métrique riemannienne g’ telle que la courbure
sectionnelle Ky et le rayon d’injectivité inj(X', g') satisfont Ky <
—1eting(X',¢g')>0;

(1)) X admet une métrique riemannienne g de courbure sectionnelle
négative telle que

0  Log2
< —. .
T 449 6

diam(g) - Entye(g)

Alors l’ensemble X(0,d) contient un nombre fini de types d’homotopie,
magjoré par (d — 4)4 2d=1d=2* ot pour tout élément X € X(5,d), on a
h(X) < [F].

Schéma de la preuve du théoréme 3.0.25

Par la proposition 5.28 de [Gr2] et un résultat de Schwarz-Milnor ([Gr2],
théoreme 5.16), m (X) admet une présentation (S,|R) dont le systeme générateur
Sy satisfait Entg, (71 (X)) < 2diam(X, g)Entyqi (X, g) et dont chaque relation

r € R est de longueur (par rapport a la distance algébrique dg,) inférieure
ou égale a 3. Par I'hypothese (ii), on a donc Entg, (7(X)) < % . L%gZ et,
en ajoutant I'hypothese (i), on peut appliquer le corollaire 3.0.19 qui borne

le nombre de groupes marqués (m(X), S,) possibles. Pour la majoration du

nombre de Betti, on utilise le fait que by (X) < §(5,). O

Remarques.

(a) Les métriques ¢’ et g peuvent étre choisies indépendamment.

(b) L’énoncé du corollaire 3.0.26 reste valable quand la métrique g n’est pas
supposée de courbure sectionnelle négative. Dans ce cas, seul le nombre
des 1-types d’homotopie est fini. De plus, les majorants du nombre des
1-types d’homotopie possibles et du premier nombre de Betti sont alors
respectivement (d — 3), 200-D@=2° et (d —1).

(¢) L’hypothese (ii) du corollaire ne dépend pas de la dimension de la
variété X. Ceci signifie que, pour toutes les dimensions n € N\ {0, 1}
sauf un nombre fini, 'inégalité

0  Log2
> .
“ 446 6

diam(X”, g) : Entvol(Xn7 g)
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vaut pour toutes les variétés riemanniennes n-dimensionnelles (X", g)
de courbure strictement négative, qui satisfont I'hypothese (i). En par-
ticulier, si n > 4 et si X™ est une variété localement symétrique com-
pacte de rang 1 de type non compact (i.e. de courbure négative) nous
pouvons donner un minorant du volume vol(X™) (I'entropie de ces
variétés est connue et leur diametre est borné en fonction du volume).
Nous rappelons a ce propos que, si n est paire, en appliquant la for-
mule de Allendoerfer-Chern-Weil, I’ensemble des valeurs des volumes
de ces variétés est un sous-ensemble de ’ensemble «,, - N*, ou «,, est
une constante universelle fixée (par exemple, dans le cas hyperbolique
réel, on a a,, = vol(S™)). On a alors le probleme ouvert suivant : est-il
possible, en utilisant I'inégalité ci-dessus, de prouver que les premieres
valeurs possibles pour les volumes (a savoir «,,, 2q, etc...) ne sont at-
teintes pour aucune dimension paire n sauf pour un nombre fini?

37



Chapitre 4

Un lemme de Margulis pour les
quasi-isométries

Rappelons les définitions suivantes :

Définition 4.0.27. (cf. [H1], p. 85) Soient (X,dx) et (Y,dy) des espaces
métriques, et sotent A > 1, ¢ > 0 des nombres réels. Une application f : X —
Y est dite (A, ¢)-immersion quasi-isométrique si pour tous les 1,12 € X, on

a
1

N dx(w1,22) — ¢ < dy(f(1), f(22)) < ANdx(v1,22) + ¢

et est dite c-quasi surjective si pour tout y € Y il existe un x € X tel que
dy (y, f(z)) < c. Finalement, f est dite (), c)-quasi-isométrie si c’est une
(A, ¢)-immersion quasi-isométrique qui est de plus c-quasi surjective.

Définition 4.0.28. (cf. [F-M], p. 623) Soit (X, d) un espace métrique et G
un groupe. Une application ¢ : G x X — X est dite c-quasi-action de G sur
X si, pour tout couple g1,g0 € G et tout x € X, on a d(z,¢(e)x) < ¢ (ou
e est l’élément neutre de G) et d(¢(g192)x, d(g1)P(g2)x) < ¢ (ici ¢(g,x) est

noté ¢(g)x).

Exemples. Soient (X,dy) et (Y,dy) deux espaces métriques tels que leur
distance de Gromov-Hausdorff dgy(X,Y) soit inférieure a . Rappelons que
ceci signifie qu’il existe deux applications ¢ : X — Y et ¢ : ¥ — X telles
que  |dy (6(2), 6()) — dx(z,2')| < 22 |dx (¥y), ¥(y)) — dy (3, )] < 2
dx(Y(o(z)),z) < 25 dx(Pp(¥(y)),y) < 2¢. Si ' est un groupe qui agit par
isométries sur X, application p : I' x Y — Y définie par p(7,y) = ¢(v-¥(y))
est une 4e-quasi-action par (1, 6¢)-quasi-isométries (pour les détails, voir page
143).
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Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et G = (M) son groupe
fondamental. Soit G’ un groupe quasi-isométrique & G' (par rapport aux dis-
tances algébriques dg et dg associées a deux systemes de générateurs S’ et S
fixés respectivement sur G’ et G). Par définition, il existe une quasi-isométrie
¢ : (G,ds) — (G’ ds) et une quasi-inverse ¢ : (G',ds/) — (G,ds) de ¢.
Comme G agit par isométries et de maniere co-compacte sur le revétement
universel Riemannien (M,§) de (M, g), il existe par ailleurs deux quasi-
isométries f : (M, §) — (G,ds) et f : (G,dg) — (M,§) 'une étant quasi-
inverse de 'autre. Alors I'application p : G' x M — M définie par p(v, &) =
(fod)(y-(dof)(Z)) est une quasi-action par quasi-isométries (pour les détails,
voir page 144).
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Théoréme 4.0.29. (théoreme 8.1.3 de la version italienne complete) Soit N un
entier positif, et soit I' un groupe N-non abélien. Soit (X,d, i) un espace métrique
mesuré connezxe, dont ’'entropie vérifie Ent(X,d, u) < H, ou H est un nombre réel
positif arbitraire. Soient C' >0, L > 1 et A > 0 des nombres réels, supposons qu’il
existe une C-quasi-action par (L, A)-quasi-isométries de I' sur X (notée (v,z) —
v - x), qui vérifie les hypothéses suivantes :

(i) il existe xo € X tel que, pour tout R > 0, l'ensemble {y € T' | d(xo,v-x¢) < R}
est fini.

(1) il existe un point xo € X et un nombre réel ay > 0 tels que inf.ep p(B(y -
xo,0p)) >0 (ot B(y - o, ) désigne la boule de (X,d) de centre -z et de
rayon o).

Alors :

(1) pour tout x € X et tous les v1,7v2 € I' qui ne commutent pas, on a

| |
2 .
NLd(, vy 2)+ (NL+1)(A+C) 2 plog (1 - e—H[de(mm-m>+<NL+1><A+c>1) 7

(2) pour tout x € X et tous les 1,72 € I' qui ne commutent pas, on a

max{d(x,v, - x),d(x,y2 - )} >

1 [LogZ

5 | — (NL+1)(A+C’)} ;

(3) pour tout x € X et tout n > 0, notons I',(x) le sous-groupe de I' engendré par
Vensemble {y € I' | d(z,v - x) < n}. Sin < o[22 — (NL+1)(A+C)],
alors I'y(x) est abélien ;

(4) supposons que I satisfait la propriété de transitivité de la commutation. Alors,
il existe un point v1 € X tel que

1 Log?2
inf d(z1,v-x1) 082

2 73 — (NL+1)(A ~ NL*(A LO)| .
ver\{e} Znp |m - WD+ C) (A+3C+LO)

Remarque. A la différence de ce qui figurait dans les théoremes précédents
(voir en particulier le théoreme 1.0.4), 'hypothese de compacité locale n’est
plus nécessaire dans le théoreme 4.0.29; elle est en effet remplacée par 1’hy-
pothese (i).

Remarques. Lorsque L = 1 et A = C = 0, la quasi-action est une action
par isométries et nous retrouvons les inégalités du théoreme 2.0.12 et du
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théoreme 2.0.13. Il est donc légitime de se demander si le théoreme 4.0.29 ne
peut étre obtenu comme corollaire des théoremes 2.0.12 et 2.0.13, en montrant
que toute quasi-action p; de I' sur (X, d) par quasi-isométries est (presque)
conjuguée a une vraie action par isométries py de I' sur un espace (Y, d') quasi-
isométrique a (X, d) (ce qui signifie que la quasi-isométrie ¢ : (X, d) — (Y, d')
vérifie d'(p(p1(7) - @), pa(y) - #(x)) < C pour tout z). Cette question est
voisine d’autres questions plus classiques sur les quasi-isométries, que nous
résumerons comme suit : soient p; : ' X X — X et po : ' x X — X deux
quasi-actions d’un groupe I' sur un espace métrique (X, d), nous dirons que
p1 et py sont équivalentes s'il existe C' > 0 tel que d(p;(7)x, pa(y)x) < C
pour tout v € ' et tout x € X. Si p; est une action par quasi-isométries d'un
groupe I sur X, on se pose les questions suivantes :

(1) existe-t-elle une action par isométries py de I' sur X équivalente a p; ?

(2) existe-t-elle une action ps de I' sur X par homéomorphismes bi-lipschitz
(c’est a dire par (A, 0)-quasi-isométries bijectives) équivalente a p; 7

(3) Si p; est une quasi-action par quasi-isométries de I" sur X, existe-t-elle
une action ps de I sur X par quasi-isométries équivalente a p; 7

Dans un travail récent ([M-S-W]) il a été prouvé que les groupes Gy = Z,*Z,
et Gy = Zy*Z, (ou p,q € 7Z sont deux nombres premiers distincts) ne
peuvent pas agir par isométries sur un meéme espace géodésique propre de
fagon discrete et cocompacte. D’autre part, si p,q > 3, alors GGy et G5 sont
quasi-isométriques (par rapport aux distances des mots dg,, dg, associées a
deux systemes de générateurs arbitraires S; et S, sur Gy et Go respective-
ment, voir [H1], page 105) et il existe une quasi-action par quasi-isométries
de G sur le graphe de Cayley C(Gy, So)!, alors qu’il n’existe aucune action
par isométries de Gy sur ce méme graphe de Cayley. Cet exemple répond
partiellement a la question (1) puisqu’il s’agit d’une quasi-action par quasi-
isométries qui n’est équivalente a aucune action discrete par isométries.
Pour ce qui concerne la question (2), remarquons que, si I'; et I'y sont
des groupes non-moyennables quasi-isométriques, d’apres un résultat de K.
Whyte (voir [H1|, page 104) ils sont bi-lipschitz équivalents, et donc il existe
une action par homéomorphismes bi-lipschitz de I'y sur (I'g, ¥5), ot 3y est
un systeme de générateurs arbitraire de I's.

La question (3), pour ce qui concerne le cas d'une quasi-action discreéte et co-
compacte sur un espace géodésique propre, apparait comme question ouverte
dans un travail de B. Farb et L. Mosher ([F-M]). Si X est un espace rieman-
nien symétrique différent de l’espace hyperbolique réel Hg et de l’espace

1Pou~r le voir, reprendre la construction de I’exemple de la page 38, en remplacant G,
G’ et (M, g) respectivement par Ga, G1 et C(Ga, S2).
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hyperbolique complexe Hf, P. Pansu a donné une réponse partielle ([Pa]),
en prouvant que toute quasi-action par quasi-isométries sur ces espaces est
équivalente a une action isométrique.

Une collection de résultats récents sur les quasi-actions et les quasi-isométries
peut étre trouvée dans [K] (pages 77 et suivantes).

Schéma de la preuve du théoréme 4.0.29 (pour une preuve détaillée,
voir p. 145)

La preuve suit le méme schéma que la preuve du théoreme 1.0.4 et du
théoreme 1.0.3. Remarquons que l'inégalité triangulaire et la définition des
quasi-isométries impliquent que les hypotheses (i) et (ii) sont automatique-
ment vraies pour tout zy € X. Soit donc un point x € X arbitraire et
soient y1,72 € I' qui ne commutent pas. Comme I' est N-non abélien,
nous pouvons supposer (quitte & remplacer 7, par ;') que 7V et 73’ en-
gendrent un semi-groupe libre F' dans I'. Chacune des arétes du graphe
de Cayley de F correspond & un élément (v ou 7Y') générateur de F.
En affectant chaque aréte correspondant a vV (i € {1,2}) de la longueur
I(vN) = Ld(z,vN - z) + A+ C, on munit le graphe de Cayley de F' d’une
distance de longueur d; et d'une entropie correspondante h par rapport a la
mesure de comptage. Le méme raisonnement que dans la preuve du Théoreme
1.0.4 (cf. le lemme 5.4.14) donne : e~ MEd@AT )+ A+C] | o=h[Ld(wy3"a)+A+C] — 1
Un calcul direct et I'inégalité h < Ent(X,d,u) < H (qui se déduit de 1'hy-
pothese (ii)) donnent I'inégalité (1) du théoreme; les inégalités (2) et (3) sont
des corollaires immédiats. En raisonnant par I’absurde, si I'inégalité (4) est
fausse, alors I')(z) est différent de {e} et abélien pour tout z € X et pour
N =5[22 — (NL+1)(A+C)— NL*(A+3C + LC)]. On considére la
classe d’équivalence K,(z) de I',(z) \ {e} par rapport a la relation de com-
mutation (qui est transitive) et on démontre que l'application z — K, (z)
est constante sur X. Posons Iy = K, (z) U {e}. On observe que, pour tout
geT,onaly(g-2) C glryarroo(x)g s comme Tryyayiino(z) est
aussi abélien par (3), il s’ensuit que gI'og~! C Ty, et donc que I'y est normal
dans I', ce qui contredit la définition d’'un groupe N-non abélien. O
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La version italienne de la these (qui fait I'objet des chapitres 5, 6, 7, et 8)
est suivie de 3 annexes qui servent a compléter le contexte de cette these et
a donner des précisions sur quelques résultats classiques utilisés.

Dans I’Annexe A, nous décrivons en détails la construction du graphe de
Cayley C(G, S) d’un groupe finiment engendré G par rapport a un systeme
de générateurs fini S.

Dans I’Annexe B, nous démontrons en détails un théoreme général de J. P.
Serre qui permet d’associer, a un groupe qui agit sur un espace métrique
connexe et simplement connexe et au choix d’un ouvert connexe contenant
un domaine fondamental de cette action, une présentation canonique dont les
relations sont de longueur algébrique inférieure ou égale a 3. Nous appliquons
ce théoreme au cas ou le groupe considéré est le groupe fondamental d’une
variété riemannienne de diametre borné 2, ce qui donne une preuve d’un
théoreme classique de M. Gromov. Nous appliquons aussi ce théoreme au cas
ou le groupe considéré est hyperbolique au sens de Gromov. Ces résultats
sont largement utilisés dans le Chapitre 3 ci-dessus. Nous terminons par des
rappels sur le lemme du Ping-Pong.

L’Annexe C traite de la croissance des groupes et, dans le cas ou la croissance
est exponentielle, de leur entropie algébrique. Une des motivations est une
conjecture de M. Gromov qui pose la question de savoir s’il y a équivalence
entre croissance exponentielle et croissance exponentielle uniforme . Nous
rappelons a ce propos un certain nombre de minorations classiques de 1’en-
tropie algébrique dans le cas des groupes libres, des groupes quotients, des
sous-groupes d’indice fini, des produits amalgamés, des extensions HNN et
des groupes ayant une infinité de bouts (via le théoreme de Stallings). Dans
le cas des groupes fondamentaux de variétés riemanniennes, nous rappelons
les rapports (classiques) entre type de croissance et hypotheéses de courbure.
Quelques autres résultats concernant les groupes moyennables et les groupes
résolubles? sont également rappelés. Enfin nous détaillons un exemple (di
a R. Grigorchuk et P. de La Harpe) de suite de groupes dont l’entropie
algébrique tend vers zéro par valeurs strictement positives.

L’Annexe C dresse donc le cadre dans lequel s’inserent les résultats du cha-
pitre 3; de plus, un certain nombre des arguments exposés dans cette annexe

2Cette présentation est alors fortement liée aux propriétés géométriques de I’action, en
particulier le systeme générateur est alors ’ensemble des éléments v du groupe tels que
d(xz,v(z)) < 2D, ou D désigne le majorant du diametre.

3C’est & dire, on se demande si, pour un groupe G' donné, le fait que Ents(G) soit
strictement positif pour tout systéme de générateurs S implique que I'entropie algébrique
infg Entg(G) = Entas(G) est également strictement positive.

4en particulier la résolution par D. V. Osin de la conjecture de Gromov dans le cas
résoluble.
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interviennent dans les preuves des résultats des chapitres 2 et 3.
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VERSION ITALIENNE
COMPLETE - Introduzione

Il celebre Lemma di Margulis (Teorema 5.1.2) afferma che, data una varieta
Riemanniana X n-dimensionale completa a curvatura sezionale strettamente
negativa e maggiore o uguale a —1, esiste una costante reale positiva o(n)
tale che per ogni x € X il sottogruppo del gruppo fondamentale di X generato
dai lacci centrati in z di lunghezza inferiore a g¢(n), ¢ quasi-nilpotente.

Se decomponiamo la varieta in una parte ”"sottile“ (i.e. I'insieme dei punti
in cui il raggio d’iniettivita della varieta & minore di £9(n)/2) e una parte
"spessa“ (i.e. il complementare della parte sottile), il risultato di Margulis
implica che le componenti connesse della ”parte sottile” sono topologicamente
semplici, mentre i teoremi di finitezza classici di J. Cheeger e M. Gromov
limitano a un numero finito i possibili tipi topologici della ”parte spessa”.
Se il diametro della varieta e limitato superiormente da una costante positiva
D, si dimostra che non esiste alcuna parte ”sottile perche, in questo caso,
esiste una costante universale ¢(n, D) che minora il raggio d’iniettivita della
varieta in ogni punto (cfr. Teorema 5.2.5) e i teoremi di finitezza si applicano
all’intera varieta.

Il Lemma di Margulis, la cui dimostrazione si basa sulle proprieta dinamiche
dell’azione del gruppo fondamentale della varieta sul suo rivestimento uni-
versale, ¢ uno strumento essenziale nello studio della topologia delle varieta
a curvatura negativa limitata. Margulis ha stabilito anche una versione del
Lemma valida per azioni discrete e prive di punti fissi di gruppi di isometrie
su varieta semplicemente connesse a curvatura negativa, per la cui dimostra-
zione le proprieta algebriche di tali gruppi svolgono un ruolo fondamentale.
Alla luce di un recente lavoro ([B-C-GJ) di G. Besson, G. Courtois e S. Gal-
lot, si ha che tali proprieta algebriche sono sufficienti da sole a garantire il
risultato, a patto di far intervenire tra le ipotesi una maggiorazione di un
invariante geometrico della varieta, cioe I’entropia (cfr. Definizione 5.3.1), di
omogeneita inversa rispetto alla metrica. Questo invariante, che esprime il
tasso di crescita esponenziale della misura delle bolle del rivestimento uni-
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versale Riemanniano, si puo definire in generale per spazi metrici dotati di
una misura e consente di normalizzare, rendendole insensibili alle omotetie,
quantita quali il raggio di iniettivita e la lunghezza minima dei lacci non
omotopi a zero.

La maggiorazione dell’entropia sostituisce cosi la limitazione dal basso della
curvatura, mentre l'ipotesi sul segno della stessa viene sostituita dall’ipotesi
che il gruppo di isometrie considerato sia simile al gruppo fondamentale di
una varieta a curvatura negativa, in un senso precisato dalla nozione, essen-
ziale in [B-C-G]J, di gruppo 6-non abeliano (Definizione 5.3.3).

Un vantaggio di questa nuova impostazione e che I'entropia, contrariamente
alla curvatura, € quasi insensibile a modificazioni anche drastiche della me-
trica e della topologia. Esempi che evidenziano questo fatto sono costruiti
esplicitamente in [Re], e sono in parte riportati nel Paragrafo 1.3 di questa
tesi.

Daremo qui una descrizione della geometria e della topologia della ”parte
sottile” che segue dal lemma di Margulis generalizzato in [B-C-G] seguendo
un punto di vista leggermente diverso. Piu precisamente, nel caso di varieta
mostreremo esplicitamente che la bolla geodetica di raggio ~ C' - Log (é),
centrata in un punto della parte sottile di raggio d’iniettivita ¢, e diffeo-
morfa isometricamente alla stessa bolla in un cilindro ottenuto quozientando
il rivestimento universale tramite un gruppo di isometrie isomorfo a Z (cfr.
Proposizione 5.4.3).

Abbiamo strutturato questa tesi in un testo (costituito di quattro capitoli)
e in tre appendici : nel testo si e cercato di fare un’esposizione in cui il filo
conduttore fosse sempre presente e chiaro, rinviando alle appendici i richiami
di tutti i fatti necessari alla comprensione ma collaterali. Nelle appendici
sono raccolti questi fatti senza alcuna pretesa di organicita (tra l’altro, ab-
biamo inserito molti riferimenti bibliografici) ma dandone una presentazione
finalizzata al modo in cui essi vengono utilizzati nel testo.

Nel primo capitolo si da un’esposizione approfondita e autocontenuta sia
del Lemma di Margulis classico che della sua generalizzazione in [B-C-G].
Nel Paragrafo 1.4 il risultato principale di [B-C-G] viene esteso ad azioni
non necessariamente prive di punti fissi, e vengono migliorate alcune delle
stime che vi compaiono (Teorema 5.4.1), cosi da renderle ottimali nel caso
dei cosiddetti ”gruppi di superfici” (Teorema 5.4.15).

Il secondo capitolo e dedicato a esempi di gruppi con la proprieta di d-non
abelianita i quali non siano gruppi fondamentali di varieta a curvatura nega-
tiva. Inoltre, si definiscono delle nuove proprieta puramente algebriche (pro-
prieta FSG(N) e proprieta NAS) che, completando il percorso di generaliz-
zazione iniziato in [B-C-GJ, semplificano definizioni e dimostrazioni, e nel
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contempo forniscono una gran quantita di nuovi esempi di gruppi che verifi-
cano il Lemma di Margulis generalizzato (prodotti liberi, prodotti amalgamati,
limiti di gruppi e gruppi iperbolici secondo Gromov).

Nel terzo capitolo si ottengono nuove applicazioni dei teoremi di [B-C-G]
(riformulati ed estesi attraverso i risultati del Capitolo 2) che conducono a
teoremi di finitezza per gruppi discreti. Questi ultimi sono stati dimostrati
in un articolo pubblicato nel 2004 ([Z]).

Dati un gruppo finitamente generato G e un suo sistema di generatori 5,
alla coppia (G, S) si puo associare uno spazio metrico (detto grafo di Cayley)
sul quale GG, e piu in generale i suoi sottogruppi, agiscono per isometrie e in
modo discreto. Se supponiamo che G contenga sottogruppi con le proprieta
considerate nel capitolo 2 (N-non abeliani), allora con un’ipotesi di limita-
zione dell’entropia algebrica di G rispetto a S si ottiene una limitazione sul
numero degli elementi di S. Tale risultato implica teoremi di finitezza (Co-
rollario 7.0.6, Corollario 7.0.9, Teorema 7.0.12, Corollario 7.0.13) per classi
di gruppi che ammettono un controllo sulla lunghezza delle relazioni di una
presentazione (ad esempio i gruppi iperbolici secondo Gromov, o i gruppi
fondamentali di varieta Riemanniane compatte). Formulati opportunamente,
questi teoremi fanno luce anche sul problema dell’esistenza di una minora-
zione universale per ’entropia algebrica dei gruppi iperbolici non elementari,
che risale ai risultati di M. Koubi ([Ko]) e rientra nel quadro della conget-
tura di M. Gromov sull’entropia algebrica, alla quale J. S. Wilson ([Wi]) ha
recentemente dato un controesempio non iperbolico.

Nel Capitolo 4 i risultati di [B-C-G] vengono estesi a quasi azioni per quasi
isometrie (Teorema 8.1.3). Una quasi azione di un gruppo su uno spazio
X ¢ il dato, per ogni elemento del gruppo, di una quasi isometria di X,
tale che al prodotto di due elementi del gruppo non corrisponde la com-
posizione delle quasi-isometrie corrispondenti (come accade per le azioni),
ma un’applicazione uniformemente ”vicina” (nel senso della topologia della
convergenza uniforme) a tale composizione. Le quasi azioni compaiono na-
turalmente quando si considerano quasi isometrie tra gruppi e spazi metrici,
e sono lo strumento chiave nella dimostrazione di recenti risultati di rigidita
quasi isometrica dovuti a M. Kapovich, P. Pansu, B. Farb e altri.

Sviluppi e applicazioni dei risultati del Capitolo 4 sono argomento di studio
in un lavoro attualmente in corso.
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Chapitre 5

Il Lemma classico di Margulis e
una sua generalizzazione

Lo scopo di questo capitolo ¢ presentare, illustrandola, una versione generaliz-
zata del Lemma (classico) di Margulis dimostrata da G. Besson, G. Courtois
e S. Gallot in un lavoro del 2003 ([B-C-GJ), a partire dalla quale si sono
ottenuti alcuni nuovi risultati, descritti nel Paragrafo 1.4.

Il capitolo ¢ organizzato come segue : nel Paragrafo 1.1 vengono richiamate
le nozioni di base sui rivestimenti e i concetti fondamentali che intervengono
nell’enunciato del Lemma di Margulis classico di cui nel paragrafo successivo
si analizzano le principali conseguenze. In particolare, si discutono la topo-
logia delle varieta a curvatura negativa limitata, le minorazioni sul raggio di
iniettivita come pure il ruolo che il Lemma classico riveste relativamente ai
risultati di compattezza e finitezza per la distanza di Gromov-Hausdorff.
Nel Paragrafo 1.3 vengono introdotte nozioni (come quella di entropia e di
gruppo é-non abeliano) che saranno fondamentali in tutta la tesi.

Il Paragrafo 1.4 contiene il primo risultato originale di questa tesi : una
versione leggermente migliorata del teorema principale di [B-C-G].

Allo scopo di facilitare il lettore, tutte le dimostrazioni dei risultati che pre-
sentiamo sono state rinviate alla fine dei vari paragrafi.

5.1 Rivestimenti e gruppi di lacci di lunghezza
limitata

Sia M una varieta Riemanniana connessa, sia x € M e sia w1 (M, z) il gruppo
fondamentale di M centrato in x. Per ogni numero reale R > 0, definiamo

[Iyg(x) come il sottogruppo di (M, x) generato dalle classi di tutti i lacci
di lunghezza [ < 2R e centrati in z. Si ha la seguente :
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Proposition 5.1.1. Sia M una varieta Riemanniana, sia x € M e sia
71(M, x) il suo gruppo fondamentale. Sia p : M — M un rappresentante
della classe di isomorfismo dei rivestimenti Riemanniani di M corris-
pondenti alla classe di coniugazione di Ilaog(x) in m (M, x), e sia T un
punto di p~*(z) tale che p, (71 (M,%)) = Ilog(x). Allora p & un diffeomor-
fismo isometrico (i.e. un diffeomorfismo globale che preserva la metrica
Riemanniana) dalla bolla B(Z, R) di M alla bolla B(z,R) di M.

Remarques. Il gruppo Ilsz(z) agisce sullo spazio totale del rivestimento
universale 7 : M — M di M identificandosi a un sottogruppo, denotato
[or(Z), del gruppo degli automorfismi di questo rivestimento. L’identifica-
zione dipende dalla scelta di un punto & € 7~ *(z) (cfr. Osservazioni 5.1.3).
Fatta tale scelta, il rivestimento della proposizione puo essere costruito po-
nendo M = M/T35(%) : in questo caso, bisogna scegliere T = 7(%), dove

7 : M — M ¢ I'applicazione di passaggio al quoziente (si veda la dimostra-
zione della proposizione a pag. 54).

La proposizione 5.1.1 afferma che data una qualunque varieta Riemanniana
M, e possibile costruire una varieta Riemanniana topologicamente piu sem-
plice (il rivestimento M) la quale, a distanza finita, (i.e. su una bolla di raggio
R) ha la stessa geometria che M ha a distanza finita. Il nostro scopo ¢ otte-
nere sia un valore di R che sia il pitt grande possibile, sia una varieta M la pil
semplice possibile. Vogliamo inoltre che il procedimento di costruzione di M
si applichi senza cambiamenti alla classe di varieta piu ampia possibile. Tutto
cio comporta che R dovra essere maggiore di una certa costante universale
go indipendente dalla varieta, ma non troppo grande (se R = diam(M, g),
allora (M,g) = (M, g) e non rispettiamo la condizione di semplicita). Questo
problema ammette la formulazione algebrica seguente : si trovi il piu grande
valore di R tale che il gruppo I'sg(Z) sia il pit semplice possibile. (La risposta
che, a seconda dei casi, troveremo sara che I'og(Z) risulta essere isomorfo a
{0} o a Z, oppure abeliano o nilpotente). Un primo passo in questa direzione
¢ proprio il teorema che segue.

Théoréme 5.1.2. (Lemma di Margulis, 1978) Sia (M",g) una varieta
Riemanniana completa di curvatura sezionale che soddisfa —K3 < K <0
per qualche costante Ky € R. Allora esiste una costante eo(n) (detta cos-
tante di Margulis) tale che, per ogni punto x € M" e ogni € < eo(n)/ Ko,
il gruppo 1.(x) & quasi nilpotente.

Notiamo che una conseguenza del Lemma di Margulis e della Proposizione
5.1.1, rilevante in questo contesto e che su una varieta M che verifica le ipotesi

49



del Lemma di Margulis le bolle di raggio €q(n) /2K sono diffeomorfe in modo
isometrico a una bolla del quoziente di M rispetto a un gruppo quasi nilpo-
tente (che sara isomorfo a {e} o a Z se M ¢ compatta, cfr. Corollario 5.2.2).
Si noti che in questo caso M ¢ diffeomorfa a R" e quindi M & diffeomorfa a
R™ oppure a un cilindro R"/Z, per cui ha una forma ”semplice”.

Richiamiamo ora alcuni fatti fondamentali sui rivestimenti Riemanniani che
occorrono per dimostrare la Proposizione 5.1.1 e discutere il Teorema 5.1.2.
Rimandiamo il lettore a [Ma], [DoC] e [Rot] rispettivamente per le nozioni
di base di topologia algebrica, di geometria differenziale e Riemanniana e i
fondamenti della teoria dei gruppi .

Rivestimenti Riemanniani e Proposizione 5.1.1

Siano M, M varieta differenziabili. Un’applicazione differenziabile p : M — M
si dice rivestimento se ¢ suriettiva e se, per ogni punto z € M, esiste un in-
torno aperto U, connesso per archi tale che p invia diffeomorficamente su U,
ogni componente connessa di p~1(U,). Un intorno di x € M che soddisfi tale
proprieta & detto intorno elementare e diremo anche che M riveste M. Si
noti che un rivestimento ¢ un diffeomorfismo locale.

Siano py : M1 — M e py : My — M due rivestimenti di M. Un’applicazione
differenziabile ¢ : M, — M, tale che p; = py o ¢ si dice omomorfismo di
rivestimenti. Se esiste un omomorfismo di rivestimenti v : My — M, tale
che gpotp = Idgz, e o ¢ = Idyz , allora ¢ si dice isomorfismo di rivestimenti
(e i rivestimenti p; e po si dicono in tal caso isomorfi). Se M, =DMy=DMe
p1 = po, Iisomorfismo ¢ e detto automorfismo di rivestimento. La totalita
degli automorfismi di rivestimento con l'operazione di composizione di appli-
cazioni forma un gruppo, che denotiamo Aut(M).

Sia p : M — M un rivestimento di una varietda M, e sia T € M. Allora
I'applicazione indotta sui gruppi fondamentali p, : 7 (M, Z) — 7 (M, p(T)),
la quale associa alla classe di omotopia di un laccio ¢ centrato in 7 la classe di
omotopia del laccio po¥¢, € iniettiva, e identifica il gruppo fondamentale di M
a un sottogruppo del gruppo fondamentale di M. In effetti si dimostra che i
rivestimenti di una varieta M sono in corrispondenza biunivoca con le classi
di coniugio dei sottogruppi del gruppo fondamentale di M. Piu precisamente,
valgono le seguenti proprieta :

(1) per ogni sottogruppo H di (M, x), esistono un rivestimentop : M — M
di M e un punto T € M tali che p.(m(M,T)) = H.

(2) due rivestimenti py : M — M eps : M, — M sono isomorfi se e
solo se i sottogruppi p1,(m1(M1,71)) € po,(m1(Ma,T2)) appartengono
alla stessa classe di coniugio in m (M, x) (dove pi(T1) = p2(Te2) = x).
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Esiste un unico rivestimento 7 : M — M tale che la varieta M sia semplice-
mente connessa : esso ¢ detto riwestimento universale di M. 1l rivestimento
universale di una varieta M riveste ogni altro rivestimento di M.

Tra i rivestimenti p : M — M di una varietd M, distinguiamo quelli tali che
p.(m1 (M, 7)) & un sottogruppo normale in (M, z), che sono detti regolari
o di Galois. In questo caso, ogni elemento del gruppo fondamentale di M
agisce per automorfismi di rivestimento su M, e gli elementi di p, (71 (M, T))
agiscono come l'identita. In particolare, se 7 : M — M ¢ il rivestimento uni-
versale di M, per ogni x € M e ogni & € 7~ *(x), si definisce un isomorfismo
¢z m(M,z) — Aut(M ) tra il gruppo fondamentale di M e il gruppo degli
automorfismi di M in questo modo : per ogni vy € m (M, z), se ¢ & un laccio
che rappresenta v, ¢z(v) & Punico elemento di Aut(M) tale che ¢z(7) - sia
I’estremo finale del sollevamento ¢ del laccio ¢ con origine z. Reciprocamente,
per ogni g € Aut(M) si definisce ¢5*(g) come la classe del laccio p o & dove
¢ € un cammino qualunque di origine e estremo finale g - . Questo isomor-
fismo dipende da z ma anche dalla scelta di # in 7=!(z) : pill precisamente,
per ogni g € Aut(M),siha g-& € m'(x) e pyga(7) = go ds(y) o g~L. (Per le
dimostrazioni di questi e altri fatti sui rivestimenti richiamiamo il lettore ai
paragrafi 5.7 e 5.8 di [Ma]).

Sia (M, g) una varietd Riemanniana, e sia p : M — M un rivestimento. Allora
M puo essere dotata della metrica sollevata g (definita per tutti i vettori
tangenti v, w su M dall'identita g(v,w) = g(dp(v), dp(w)), dove dp denota il
differenziale di p) e p e detto rivestimento Riemanniano. Un automorfismo
di rivestimento ¢ ¢ allora un’isometria di (M, g). Infatti, p o ¢ = p, da cui

g(do(v), dp(w)) = g(dp o dp(v), dp o dp(w)) = g(dp(v), dp(w)) = G(v, w).

Notiamo inoltre che un rivestimento Riemanniano p : M — M & un’isometria
locale che, in quanto tale, conserva le lunghezze delle curve e invia geodetiche
in geodetiche. Se ne deduce che p ¢ globalmente una contrazione, perche, se
¢ varia tra tutte le curve che uniscono T e 7, allora

d(p(z),p(y)) < inf(lunghezza di p o ¢) = inf(lunghezza di ¢) = d(Z, 7).

Ne discende che se p : M — M & un rivestimento Riemanniano regolare
(di Galois), dati due punti z,y € M, si ha d(z,y) = infierd(Z,v - 7) =
inf,er d(vy - 7,%), dove I' = Aut(M) ¢ il gruppo degli automorfismi di ri-
vestimento, e dove T e J sono due punti arbitrariamente fissati in p~'(x) e
p~(y) rispettivamente. Infatti, d(x,y) ¢ uguale alla lunghezza di una geode-
tica minimizzante ¢ che unisce = e y : sollevando ¢ a una curva ¢ che parte

da 7, si ottiene una geodetica della stessa lunghezza che termina in v - 7,
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per qualche v € T'. (Si noti che l'ipotesi sul rivestimento comporta che T
agisce transitivamente su p~!(y)). Se ne deduce che d(z,y) = lunghezza(c) =
lunghezza(¢) > d(,~ - §) > infyer d(T, g - J).

Si ha inoltre d(z,y) < infyer d(Z, g - ), poiche p contrae le distanze.

Remarques 5.1.3. L’osservazione che segue sara da noi utilizzata piu volte.
Consideriamo il rivestimento universale Riemanniano 7 : (M, §) — (M, g) e
denotiamo /() la lunghezza del piu piccolo laccio che rappresenta y € m (M, ).
Si ha allora Iz (¢z(v)) = I(7), dove T € 7~ (z) e la lunghezza l;(g) di un ele-
mento g € Aut(M) & definita come d(Z, g - 7). Infatti, dalla definizione di ¢z
data prima si ha, per ogni € > 0 e per una scelta opportuna del rappresen-
tante ¢ di v,

[(y) > lunghezza(c) — € = lunghezza(¢) — e > d(Z, ¢z(7y) - T) — €

(dove & denota un sollevamento di ¢ con origine #) e inoltre, poiche (M, §) &
uno spazio di lunghezzal esiste una curva ¢ che unisce & a ¢z(7) - Z tale che

A7, 63(7) - 7) > 1(@) —e =(m08) —e > () —¢

(notiamo che, in questo caso, 7 o ¢ rappresenta 7). Una conseguenza imme-

diata di cio & che inf ¢ 4,7 (o) (T g - T) Tappresenta la lunghezza del pitt

piccolo laccio non omotopo a zero e centrato in x = ().

Dato un numero reale R > 0, definiamo Ilsz(x) come il sottogruppo di

m (M, z) generato dagli elementi v € m (M, x) tali che I(y) < 2R.

Sia T'yz(%) il sottogruppo di Aut(M) generato dagli elementi ¢ tali che
d(z,g- T) < 2R. Questi due sottogruppi sono legati dalla relazione ¢z (Ilog(z)) =

[or(Z). (Infatti, I(y) < 2R e equivalente a l;(¢z(7y)) < 2R, che a sua volta

equivale a d(Z, ¢z(7) - T) < 2R).

Data una varieta Riemanniana M, un suo rivestimento Riemanniano

p: M — M,eunT € p~!(x), si vuole stabilire quando p & un diffeomorfismo
isometrico della bolla B(Z, R) centrata in T e di raggio R > 0 sulla bolla
B(z, R). Come si ¢ detto precedentemente, cid puo essere interpretato come
il problema di descrivere la geometria di una bolla di raggio significativo di
M in termini della geometria di una bolla dello stesso raggio in uno spazio
piu semplice. Dimostriamo ora la Proposizione 5.1.1.

LCio significa che la distanza tra due punti ¢ uguale all’estremo inferiore delle lunghezze
delle curve che li uniscono. Tratteremo in dettaglio gli spazi di lunghezza e le loro proprieta
alla fine del Paragrafo 1.3 (pagina 74).
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Dimostrazione della Proposizione 5.1.1.

Un passo preliminare alla dimostrazione vera e propria consiste nella cos-
truzione esplicita del rivestimento p : M — M che appare nell’enunciato
della proposizione. Sia 7w : M — M il rivestimento universale di M, e sia
Iyr(%) il sottogruppo di T' = Aut(M) generato dagli automorfismi di rives-
timento g € T tali che d(Z,g- %) < 2R, dove Z € 7 !(z) (nelle Osservazioni
5.1.3, abbiamo mostrato che ¢- ! (Typ(#)) = Iap(x)). Sia M = M /Tg() e
sia 7 : M — M Dapplicazione di passaggio al quoziente. La proiezione 7 &
un rivestimento regolare in quanto I' agisce su M in maniera propriamente
discontinua e senza punti fissi ([Ma], Paragrafo 5.8). Per ogni 7 € M, il
rivestimento 7 ¢ costante su 7 '(7) e risulta quindi definita un’unica appli-
cazione p : M — M tale che po 7 = m. Ora, p ¢ un diffeomorfismo locale in
quanto dpodrm = dr e 'essere w e T diffeomorfismi locali implica che dm e d7
siano isomorfismi (i differenziali si intendono applicati ai punti opportuni).
Dotando M della metrica sollevata definita per tutti i vettori tangenti v, w
su M dall'identita g(v, w) = g(dp(v), dp(w)), si ottiene che p & un’isometria
locale. Chiaramente p ¢ suriettiva. Dimostriamo che essa ¢ in realta un ri-
vestimento. Siaj € M e a = infyer (igy d(9, g - §) > 0, dove § € T (), e sia
¥y € p~Yp(w)) tale che ¥ # y. Essendo i = T(7-9) per qualche v € T'\T'ax(Z),
si ha che d(7,7') = infyer,,z) d(7, 97 - ) > a > 0. Cio implica che le bolle
B(y,a/2) e B(y',«a/2) sono disgiunte.

Dimostriamo ora che p~!'[B(p(y), a/2)] = Uy ep-10my) BH' - /2). Se

z € B(y',a/2) per qualche ¥ € p~(p(y)), allora d(p(z), p(¥')) < a/2 perche
p, essendo un’isometria locale, contrae le distanze. Poiche p(y) = p(¥),
questo dimostra che p~'[B(p(y),a/2)] 2 Uy ep-1p@) BT - /2). Se vice-
versa Z € p ! [B(p(y),a/2)], i.e. d(p(z),p(y)) < a/2, allora dati z € 7 ()
e g € T 1y), si ha che d(n(2),7(9)) = inferd(Z,g-79) < /2. Esiste
dunque g € T tale che d(7(2),7(g- 7)) < a/2 (T contrae le distanze). Poiche
7(z2)=zeT(g-9) € p ' (p(y)), abbiamo dimostrato che p~![B(p(y), a/2)] C
Uy er1 @y BT 2/2).

Dimostriamo ora che, per ogni ' € p~1(p(¥)), la restrizione di p : M — M
a B(7',«a/2), & un diffecomorfismo su B(p(y),a/2). Sia z € B(p(y),a/2), e
siano z = w(%), p(7) = 7(§) per qualche §,2 € M. Allora d(n(j), (%)) =
infoerd(g - 2,9) < a/2. Se g € I & tale che d(7,9- 2) < a/2 ey €T ¢ tale
che T(y - g) = ¥ (si noti che, essendo T un rivestimento regolare, I' agisce
transitivamente sulla fibra di 7'), si ha d(7(yg - 2),7') < /2, dove T(~g - 2)
si proietta mediante p su z e appartiene a B(y', «/2).

Resta da dimostrare 'iniettivita. Si supponga per assurdo che Z1,Z; € B(7, a/2)
siano punti distinti tali che p(Z;) = p(Z2). Siano ora z, € M e g € T tali che
T(Z1) = Z1 e T(g - Z1) = Zo (si noti che g &€ T'9r(Z), perche z; # Zs). Pos-
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siamo scegliere ¢’ € 71 (3) tale che d(¥,z1) = d(¢/, Z1) < a/2. Allora d(7(g -
7),7(g-%1)) <d(g-7,9-2) < /2, ovvero Zo € B(y',a/2)NB(7(g- ¥'), /2).
Ma questo contraddice il fatto che tale intersezione sia disgiunta, perche
v #7(9- 7).

Dunque la bolla B(p(y),a/2) & un intorno elementare di p(y) e p € un ri-
vestimento di M (si veda anche [Gol, Teorema IX.6.1). Mostriamo ora che,
se T = (%), allora p, (7 (M,T)) = Hyp(x). Infatti, gli elementi di = (M,7)
sono esattamente le classi dei lacci 7 o ¢, dove ¢ € una curva che unisce 7 a
g%, g € yr(F). Quindi p.[Foél =[poTod =[rod = ¢, (g9) (per defini-
zione di ¢;) e quindi p, (7 (M, 7)) = ¢; " (T2r(7)) = Iar(x) (cfr. Osservazioni
5.1.3). Con questo si conclude la costruzione di p : M — M, preliminare alla
dimostrazione.

Dimostriamo ora che p : M — M, ristretto alla bolla B(Z,R) di M (T =
7(Z)), & un diffeomorfismo isometrico sulla bolla B(x, R) di M. Poiche p &
un’isometria locale, e sufficiente mostrare che tale restrizione & bigettiva. Per
dimostrare la suriettivita, si consideri un qualunque y € B(z, R) e una curva
¢ minimizzante che unisce z a y. Sollevando ¢ in M con punto iniziale 7,
si ottiene una curva della stessa lunghezza che ¢ interamente contenuta in
B(T, R), e la cui estremita finale si proietta su y. Sia ora Z' un punto di
p~!(z) tale che T # T, e sia @ un sollevamento di 7 in M, i.e. T = 7(i').
Poiche 7(z) = (%) = x, esiste g € I" tale che 7' = g- 7, e g € I'ar(Z) perche
m(Z) # 7T(g - ). Possiamo scegliere &’ in modo che d(Z,7') = d(z,7') =
d(z,g- 7). Ora, d(Z,g- %) > 2R perche g € I'sg(Z), quindi d(Z,7') > 2R e le
bolle B(Z, R) e B(Z', R) sono disgiunte. Ora, se la restrizione di p a B(%, R)
non fosse iniettiva, esisterebbero due punti 7,7 € B(Z, R) distinti tali che
p(¥) = p(¥'). Siano g € T '(y) e g € '\ T'yr(7) tali che (g - §) = 7. Non
¢ restrittivo supporre che d(7,7) = d(Z,7) < R. Allora d(g - %,9 - 7) < R,
da cui d(7(g - %),7) < R. Questo implica che ¥ € B(Z, R) N B(7(g - ¥), R),
contro il fatto che tale intersezione sia disgiunta per g & I'sr(Z). O

L’azione del gruppo fondamentale per automorfismi di
rivestimento.

Richiameremo ora alcuni fatti fondamentali sull’azione del gruppo fondamen-
tale per automorfismi di rivestimento. Per maggiori dettagli, rimandiamo il
lettore a [Ma], paragrafi 5.7 e 5.8. Sia p : M — M un rivestimento e sia
x € M un punto fissato. Allora il gruppo fondamentale (M, x) agisce sulla
fibra p~!(z) come segue : per ogni T € p~1(x), e ogni v € 7 (M, x) rappresen-
tato da un laccio ¢ centrato in x, definiamo Z -~ come il punto finale dell'unico
sollevamento di ¢ in M con punto iniziale Z. Tale costruzione (che non di-
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pende dalla scelta del laccio ¢ che rappresenta ) definisce un’azione destra
transitiva che in generale non ¢ libera. (Il gruppo di isotropia di T € p~!(z)
uguale a p.(m (M, T)))

Dati 7 € p'(x) e v € m(M,x), si ha che esiste un automorfismo di ri-
vestimento h € Aut(M) tale che h(T) = T - v solo se p.(m(M,Z)) =
po(m1 (M, T -7)). Poiche p,(m (M, Z-7)) = v 'p.(m1(M,Z))7, ne segue che se
p«(m1(M,T)) non & normale in 7 (M, z), allora I'azione di 71 (M, ) sulla fibra
non puod essere estesa a un’azione su tutto M. Viceversa, se p,(m (M, T)) &
normale in 71 (M, x), allora si puo definire una tale azione come segue : per
ogni § € M, si fissi una qualunque curva b di punto iniziale 7 e punto finale Z.
Sia b = pob la proiezione di b su M tramite p. Allora, per ogni v € 7, (M, z)
(rappresentato da un laccio ¢) definiamo «y - § come il punto finale del sol-
levamento di bcb™! che parte da 7 (qui e nel seguito, la concatenazione di
curve si legge da sinistra a destra). Tale costruzione non dipende dalla scelta
di b. Infatti, sia b un’altra curva di punto iniziale ¥ e punto finale Z (si noti
che [l_)_ll_)/] € m(M,Z) e quindi [b~10] € p.(m1(M,T))). Allora, la costruzione
data & ben posta se e solo se i sollevamenti di ¢b~! e c’~! con punto iniziale T
hanno lo stesso punto finale. Questo equivale a richiedere che il sollevamento
di ¢cb~"Wc! con punto iniziale T sia un laccio chiuso in M, dunque equivale
a richiedere che [cb™*¥ ¢! € p,(m (M, T)), il che & vero perche p,(m (M,T))
¢ normale in (M, ).

Un rivestimento p : M — M tale che p,(m(M,Z)) & normale in (M, z)
si dice regolare o di Galois (cfr. anche pag. 51). Equivalentemente un rives-
timento & regolare se e solo se il gruppo Aut(M) degli automorfismi di M
agisce transitivamente su almeno una fibra p~(y) (per esempio, su p~*(z)), il
che equivale al fatto che Aut(M) agisca transitivamente su ogni fibra p~!(y).
Questo ¢ il solo caso in cui si hanno un diffeomorfismo M ~ M /Aut(M)
e un isomorfismo di gruppi Aut(M) ~ (M, x)/p.(m1(M,Z)). Per rivesti-
menti non regolari, si ha Aut(M) ~ N(p.(71(M,T)))/p.(m1(M, 7)), dove
N (p«(m1(M,T))) denota il normalizzatore di p, (7 (M, 7)) in m (M, x), i.e. il
pitt grande sottogruppo di 7 (M, x) che contiene p,(m (M, T)) come sotto-
gruppo normale.

5.2 Il Lemma di Margulis

Sappiamo, attraverso la Proposizione 5.1.1, che se 7 : M — M & il rivesti-
mento universale di una varietd M, & € M e r > 0, il gruppo I',(#) generato
dagli elementi g € Aut(M) tali che d(Z,g - &) < r & essenziale per lo studio
della geometria della varieta M.

In questo contesto si inserisce il Lemma di Margulis.
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Sia G un gruppo. Il sottogruppo [G, G| generato dagli elementi della forma
l[g,h] = ghg™'h™!, al variare di g,h € G ¢ detto commutatore di G. L'm-
esimo commutatore di G ¢ definito ricorsivamente dalla formula G° = G,
G™ = [G,G™1]. Se esiste un intero positivo n tale che G™ = {e} il gruppo
G si dice nilpotente. Il primo intero n che verifica questa uguaglianza si dice
grado di nilpotenza di G. Se G contiene un sottogruppo nilpotente di indice
finito, si dira quasi nilpotente.

Théoréme 5.2.1. (Lemma di Margulis) Sia (M™, g) una varieta Rieman-
niana completa di dimensione n con curvatura sezionale K che soddisfa
—K2 < K < 0 per qualche costante Ky € R. Allora esiste una costante
eo(n) (detta costante di Margulis) tale che, per ogni punto x € M™ e ogni
e < eg(n)/ Ky, il sottogruppo 1.(x) di m (M, x) generato dai lacci centrati
i x e di lunghezza strettamente inferiore a € e quasi nilpotente.

Remarques. In realta, Margulis ha dimostrato una versione piu generale di
questo teorema, valida sotto 'ipotesi — K2 < K < K2, dove & necessario fare
un’ipotesi aggiuntiva sul rivestimento universale Riemanniano di (M",g),
ossia richiedere che esso non contenga alcun laccio geodetico di lunghezza
[ < 1/Ky (ipotesi che & automaticamente verificata allorche K < 0). La
versione piu appropriata per il nostro studio e comunque quella stabilita
sopra.

11 corollario seguente, che dimostriamo alla fine del paragrafo, precisa la strut-
tura del gruppo II.(z).

Corollaire 5.2.2. Sia (M, g) una varieta Riemanniana completa di dimen-
sione n con curvatura sezionale K che soddisfa —K2 < K < 0 per qualche
costante Ky € R, e sia v € M. Sia w : M — M il rivestimento universale
di M e sia & € 7 (z). Sia € un numero reale positivo minore o uguale a
eo(n)/ Koy, dove eg(n) € la costante di Margulis. Sia U'.(Z) il sottogruppo di
Aut(M ) isomorfo, tramite l’isomorfismo ¢z introdotto nel paragrafo prece-
dente, al sottogruppo 1 (x) di m(M,x) generato dai lacci centrati in x e
di lunghezza strettamente inferiore a €. Risulta allora verificata almeno una
delle sequenti :

(i) Te(Z) = 1e(x) = {e};
(ii) To(2) =T (x) ~Z;

(i) ogni vy € To(¥) ha un unico punto fisso nel bordo all’infinito del rives-
timento universale (M, §) e questo punto fisso € lo stesso per tutti gli
elementi di T'c(Z).
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Se la curvatura sezionale K di M ¢ costante e uguale a —K2, (iii) puo essere
sostituito da

(iii)” T.(Z) & isomorfo a un sottogruppo discreto di [som(R™™1) (i.e. il gruppo
delle isometrie dello spazio euclideo R"™1) : se inoltren =2, on =3 e
M ¢ orientabile, allora T'.(Z) é isomorfo a un sottogruppo discreto del
gruppo delle traslazioni di R™ (e dunque abeliano).

Quando M ¢ compatta, il caso (1) ( (i11)’ ) non si verifica e (%) é isomorfo
a{e} o alZ.

Remarques. Nel caso di curvatura variabile, (iii) implica che I'.(Z) invia
orosfere centrate in @ in orosfere centrate in 6, dove # ¢ il punto fisso (nel
bordo all’infinito di M) comune a tutti gli elementi di I'.(Z). Denotiamo
HS(6,%) una tale orosfera passante per un punto & € M. Allora per ogni
v € I'.(%) esiste un ky € R tale che, se & & una geodetica di M per la
quale ¢(+o00) = 0, y[HS(0,¢(t))] = HS(0,¢(t + ko)). Per vederlo, si denoti
con B(z,0) la funzione di Busemann centrata in 6, normalizzata fissando
un’origine #o € M tale che B(ig,6) = 0 (se & ¢ la geodetica in M tale che
¢o(0) = Zg e Co(4o00) = 0, si definisce B(z,0) = limg_ 1o d(Z, Co(s)) — ), e si
ricordi che ogni orosfera HS(6, %) ¢ 'insieme di livello {§ € M | B(,6) = ¢}
della funzione di Busemann, per qualche ¢ € R.
Se v € I' & un’isometria di M che fissa 6, allora B(7y - #,60) = B(y - &,7-0) =
B(z,0) + B(y - &9, 0) (I'ultima uguaglianza discende dalla formula
B(g-i,g-b)— B(g-i,g-b) = B(i,b) — B(&, b), valida per ogni g € Aut(M)
e ogni b € OM). Questo dimostra che v manda V'orosfera {j | B(7,6) = c}
nell’orosfera {g | B(y,0) = ¢+ B(y- %o, 0)}. D’altra parte, per ogni geodetica
&(t) in M tale che &(+00) = 6, esiste a € R tale che lim,_ d(é(s+a), & (s)) =
0 e quindi, per ogni 5 € R |

B(&(t),0) — B(&(t +to),0) = lim d(é(t), éo(s)) — d(é(t + to), Co(s)) =

§—00

= lim d(&(t), é(s+a))—d(é(t+to), é(s+a)) = to.

S§—00

Ne segue che se HS(0,c(t)) Uorosfera definita come insieme di livello
{y € M | B(y,0) = ¢} per qualche ¢ € R , allora

VHS 0. &t))] = {5 € M| B(§.0) = c+ko} = HS(0,(t + ko))

dove abbiamo denotato ky = B(7 - Zo, ) (cfr. le Osservazioni che precedono
I'Esempio 3.8 in [B-G-§]).

Se la varieta M e compatta, un’importante conseguenza del Lemma di Mar-
gulis e espressa nel successivo Teorema 5.2.3. Data una varieta M e un
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punto x € M, il raggio di iniettivita di M in z (denotato inj(z)) & de-
finito come il piu grande numero reale r > 0 tale che 'applicazione es-
ponenziale exp, : T,(M) O B(0,r) — M sia un diffeomorfismo globale
sulla sua immagine. Il raggio di iniettivita (globale) di M & definito come
inj(M) = inf,epringj(x). Se denotiamo con [, la lunghezza del piu pic-
colo laccio non omotopo a zero centrato in z, e con t, la distanza tra x
e il suo primo punto coniugato lungo le geodetiche che partono da x, si ha
inj(xr) = min{t,,l,/2} (Prop. I11.4.13 in [S]). In particolare, se M ha cur-
vatura sezionale ovunque non positiva, t, = +oo ([G-H-L], Corollario 3.88)
e quindi inj(x) = [,/2. (Come controesempio, nel caso di curvatura po-
sitiva, si puo considerare 1’esempio della sfera unitaria n-dimensionale S™,
che ha in ogni punto raggio d’iniettivita uguale a 7, ma ¢ semplicemente
connessa e quindi non possiede lacci non omotopi a zero). Si ricordi che
le = Inf ey iy (T, g - T), per T € 7 (z) (cfr. Osservazioni 5.1.3). Pos-
siamo ora enunciare il

Théoréme 5.2.3. (Margulis)Sia M" wuna wvarieta compatta n-
dimensionale di curvatura sezionale —1 < K < 0, e sia go(n)
la costante di Margulis. Allora esiste un punto x € M™ tale che

inj(x) = %infgeAut(M)\{id} d(Z,9- %) > eo(n)/2.

da cui segue :

Corollaire 5.2.4. (Margulis) Sia M™ una varieta Riemanniana compatta di
dimensione n e curvatura sezionale — K3 < K < 0. Allora esiste una costante
universale c¢(n) dipendente solo da n tale che vol(M™) > ¢(n)Ky™".

Il teorema sopra e dimostrato alla fine del paragrafo. Per la dimostrazione
del corollario si veda [B-Z], Teorema 37.1.1.

La minorazione del volume fornita da questo, combinata con una disugua-
glianza di J. Cheeger ([Ch]) con cui e possibile minorare la lunghezza della
piu piccola geodetica periodica, otteniamo una minorazione del raggio d’in-
iettivita globale.

Théoréeme 5.2.5. (cfr. [B-K]|, pag. 28) Dati n, Ky, D, si puo calco-
lare £(n, Ko, D) tale che ogni varieta Riemanniana (M",g) compatta
n-dimensionale, con diametro diam(M™) < D e curvatura sezionale
—K? < K <0 soddisfa

inj(M"™) = inf inj(z) > e(n, Ky, D).

reM™

Si osservi che, per ogni varieta di curvatura sezionale —K2 < K < 0, il
Teorema 5.2.3 fornisce una minorazione esplicita di sup,¢m inj(x), mentre
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il Teorema 5.2.5 fornisce una minorazione di inf,epm inj(z). Questo spiega
perche in quest’ultimo sia necessaria 'ipotesi aggiuntiva della maggiorazione
sul diametro.

Il seguente risultato ¢ valido per dim(M) > 4.

Théoréme 5.2.6. (M. Gromov, [Grd]) Per ogni intero n > 4 e ogni Ky > 0,
esiste una costante C(n) tale che su ogni varieta Riemanniana compatta
(M™,g) di dimensione n e curvatura sezionale —K3 < K < 0 risulta

diam(M™) < C(n) K™ 'vol(M™)".
dover =1sen>8er=3se4<n<T.

Una conseguenza di questo teorema ¢ che, in dimensione n > 4, si puo rileg-
gere la minorazione espressa dal Teorema 5.2.5 come inj(M™) > e(n, Ko, Vp),
dove Vj € un limite superiore del volume di (M™, g).

Ora, definiamo parte sottile Mo,y della varieta M" I'insieme dei punti x €
M™ tali che esiste un laccio chiuso centrato in x, non omotopo a zero e di
lunghezza < e. Chiamiamo parte spessa il complementare M, = M™\ Mg .
della parte sottile.

Nel caso di curvatura costante, una volta determinato I'.(Z), con € < e(n), il
Lemma di Margulis consente di descrivere la topologia di M™ come segue :

Théoreme 5.2.7. Sia M"™ una varieta iperbolica completa di dimensione n,
e fissiamo € < go(n), dove eo(n) é la costante di Margulis.

Allora la parte sottile Moy € unione di parti disgiunte ciascuna omeomorfa
a un sottoinsieme tra i sequenti :

(i) il cilindro D"=' x St ;
(11) V x [0, +00), dove V' ¢ una varieta differenziabile (n — 1)-dimensionale
che ammette una metrica euclidea.

Per la dimostrazione del Teorema 5.2.7 si veda ad esempio [B-P], Teorema
D.3.3.

Si noti che se M"™ & compatta, il caso (ii) del teorema non si verifica e vale il
seguente risultato.

Théoréme 5.2.8. Sia (M™,g) una varieta iperbolica compatta. Sia € <
go(n), dove go(n) ¢ la costante di Margulis e sia My, la parte sottile di
M™ definita come sopra. Allora My € unione di parti disgiunte ciascuna
omeomorfa al cilindro D"'x St (quoziente rispetto al sottogruppo 11.(x) ~ Z
di un intorno tubolare di una geodetica in M globalmente invariante).
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Concludiamo con un risultato che mostra come tutta la topologia di M sia
racchiusa - in un certo senso - nella parte spessa M. (cfr. il Corollario a pag.
1162 di [B-G-L-M]).

Théoréme. ([B-G-L-M]) Sia M una varieta iperbolica completa di dimen-
sione n > 4 e sia € = go(n) la costante di Margulis. Allora si ha m (M) =
Wl(MZa)'

Dimostrazione del Corollario 5.2.2

Il rivestimento universale Riemanniano (M, §) di una varieta Riemanniana
completa (M, g) a curvatura strettamente negativa, ¢ una varieta Rieman-
niana completa, semplicemente connessa e a curvatura strettamente negativa.
Il gruppo I'.(#) & un sottogruppo del gruppo delle isometrie di (M, §). Ricor-
diamo che un'isometria v di (M, §) ¢ detta iperbolica se il suo insieme limite
L., (i.e. 'insieme dei punti del bordo ideale OM che sono punti di accumula-
zione per un’orbita di {7*}1ez) ha due soli punti; parabolica se L., ha un solo
punto; ellittica se L., & vuoto (Corollario 8.20 in [G-H]). Il gruppo fondamen-
tale di M agisce per isometrie sul rivestimento universale M senza elementi
ellittici, perche 'azione e discreta e priva di punti fissi. Si noti che, se v e
iperbolica o parabolica, L. coincide con I'insieme dei punti fissi di v in oM.
Due isometrie non ellittiche di M che commutano tra loro sono o entrambe
iperboliche con gli stessi punti fissi all’infinito, o entrambe paraboliche con
lo stesso punto fisso all’infinito. Infatti, sia ¢ un’isometria iperbolica e siano
p,q i punti all’infinito di M tali che ¢(p) = p, ¢(q) = ¢. Se ¥ commuta con
6, si ha 1(p) = ¥(6(p)) = 6(1(p)) e ¥(g) = ¥(6(g)) = H(t(q)). Quindi o ¢ &
un’isometria iperbolica con gli stessi punti all’infinito di ¢, oppure ¥ (p) = q e
¥(q) = p. In tal caso 1 agisce sulla geodetica di estremi p e ¢ identificandosi
a un’isometria di R che inverte 'orientazione, e deve quindi avere un punto
fisso, il che e escluso per gli elementi del gruppo fondamentale.

Il caso in cui ¢ e parabolica si mostra in modo analogo.

Per il Lemma di Margulis, I'.(Z) contiene un sottogruppo nilpotente H di
indice finito. Se H ¢ banale, allora I'.(Z) ¢ finito, dunque i suoi elementi sono
ellittici : questo ¢ assurdo a meno che I'.(Z) = {e} (caso (i)).

Se H non ¢ banale, esso ha centro non banale (se m ¢ il grado di nilpotenza
di H, I'(m — 1)-esimo commutatore H™! non ¢ banale ed ¢ contenuto nel
centro di H) e dunque o H consiste interamente di elementi iperbolici con
gli stessi punti fissi all’infinito, o consiste interamente di elementi parabolici
con lo stesso punto fisso all’infinito.

D’altra parte, poiche H ha indice finito in I'.(Z), per ogni v € T'.(Z) esiste
un intero k # 0 tale che v* € H. Poiche v commuta con 7*, ne segue che
anche I'.(Z) consiste interamente di elementi iperbolici con gli stessi punti
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fissi all’infinito, oppure consiste interamente di elementi parabolici con lo
stesso punto fisso all’infinito. Quest’ultimo caso ¢ il caso (iii) del corollario.
Supponiamo allora che I'.(Z) consista interamente di elementi iperbolici, e
siano p e ¢ i punti all’infinito fissati dai suoi elementi. L’unica geodetica ¢ di
estremi p e ¢ ¢ globalmente invariante rispetto a I'.(Z) che si identifica quindi
con un sottogruppo discreto di isometrie di R privo di punti fissi, ed e cioe
isomorfo a Z (caso (ii)).

Nel caso in cui la curvatura sezionale K di M ¢ costante e uguale a —K3,
possiamo supporre (a meno di moltiplicare la metrica per una costante di
proporzionalita positiva) che sia Ky = 1, e cioe che M sia lo spazio iper-
bolico H", dove n ¢ la dimensione di M. Consideriamo il modello del semi-

piano superiore, che identifica H" all’insieme delle coppie (y,t) € R"™! x R*
dy+...+dy? _ | +dt?

dotato della metrica Riemanniana g, = e . In questa rap-
presentazione di H", il bordo all’infinito OH"™ di H™ si identifica con il com-
pattificato di R"™! x {0} (bordo di R"™! x R*) aggiungendo il punto oo.
Supponiamo allora di essere nel caso (iii), e che oo sia I'unico punto fisso
comune a tutti gli elementi di I'.(Z). Allora, ogni elemento v di I'.(%) ¢ tale
che y(y,t) = M(Ay + b,t), per qualche A > 0, A € O(n—1) e b € R*! (si
vedano i teoremi A.3.9 e A.4.2 di [B-P]).

In realta, I'ipotesi che v sia parabolico implica che A = 1, come ora di-
mostriamo : in caso contrario, infatti, a meno di sostituire v con v, pos-
siamo supporre che A < 1. Allora un calcolo diretto mostra che v*(0,t) =
(3220 NHLA%D, AFt) per ognit > 0 e ogni k € N. Poiche la norma (euclidea) di
SE0 AL A% & maggiorata da una costante reale positiva C' per ogni k > 0,
si ha che per k — oo v*(0,t) tende a un punto di R"~! x {0} = oH" \ {co},
che denotiamo p’. Allora y(p') = y(limy oo ¥¥(0, 1)) = limy_o ¥*1(0,¢) = ¢/,
contro I'ipotesi che v abbia co come solo punto fisso sul bordo all’infinito.
Essendo quindi A = 1, ogni orosfera {t = ¢y} (centrata nel punto co) & I'.(Z)-
invariante ed e dotata della struttura euclidea. Questo dimostra la prima
affermazione di (iii)’. Ora, poiche ogni v € I'.(Z) proviene tramite ¢; da
un elemento del gruppo fondamentale, esso agisce senza punti fissi su H",
e quindi A e b devono essere tali che 'equazione (A — I)(y) = —b non ha
alcuna soluzione, il che equivale a dire che A ammette almeno un autovalore
A=+1lecheb¢ Im(A—1I). (Sinotiche Im(A—1I) coincide con 'ortogonale
al sottospazio F; formato dagli autovettori associati all’autovalore +1) Se
n = 2, allora l'esistenza di un autovalore = +1 implica che A = (1) e quindi
che ~ agisce sull’orosfera per traslazioni (i.e. v(y,t) = (y + b,t)). Sen = 3
e M ¢ orientabile, allora si ha che A € SO(2) e l'esistenza di un autovalore
uguale a +1 implica che A = I, da cui la conclusione (si noti che se M non ¢
orientabile, I'c(Z) puo essere isomorfo al gruppo fondamentale della bottiglia

61



di Klein).
L’ultima affermazione del teorema discende dal fatto che il gruppo fonda-
mentale di una varieta compatta a curvatura negativa contiene solo elementi

di tipo iperbolico (si veda ad esempio la Proposizione 2.6, Cap.12 di [DoC]).
]

Dimostrazione del Teorema 5.2.3

(si veda anche [B-Z], pag. 281) Sia I' = Aut(M) e definiamo, per ogni & € M,
la funzione 6 (%) = infyer iy d(Z, g-F). Poiche dr & T-invariante e M = M /T
& compatta, si ha che dr raggiunge il suo massimo in un punto o € M. Se
dr(Zg) > eo(n), abbiamo concluso. Supponiamo quindi che dr(Zg) < go(n).
Questo implica che il sottogruppo I'c;(n)(Zo) (generato dai g € I' tali che
d(Zg,g - To) < €9(n)) sia non banale, e quindi, per il Corollario 5.2.2 nel caso
compatto, e isomorfo a Z.

Definiamo la funzione 0.(Z) = infger, . @o)\gia} d(Z,9 - T). E’ chiaro che
0:(Zg) = or(Zo). D’altra parte, in un intorno di Zy si ha d. = Jr : infatti,
supponiamo che 0r(Zo) = d(Zo, gmin - To), dove Gmin € I'en)(To). Sia Z un
punto di M e g € T tale che 6p(2) = d(Z, g - 2). Allora

d(Zo, g - To) < d(Zo,2) +d(2,9-2) +d(g- 2,9 T0) =

(perche d(Z,g - 2) = or(2) < or(Zo) = d(Zo, Gmin * To))-

Poiche l'azione ¢ discreta, esiste un €9 > 0 tale che, per ogni h € I' tale
che d(li‘[), h - jo) 7£ d(i’o,gmin : Zz‘()), si ha d(i’o, h - IZ‘()) - d(jOagmin . j’o) Z €o0-
Allora, se d(Zg,2) < €0/2, si ha d(Zo,g - To) = d(Zo, Gmin - To) < €(n), da
cui g € I'e()(Z0) € quindi 6.(2) = 6p(Z). Questo dimostra che J. = dp in un
intorno di Zg, e quindi che . ha un massimo locale in Zy.

Poiche I,y (Zo) & abeliano, esiste un’unica geodetica invariante che & fissata
da tutti i suoi elementi. Questo discende da risultati classici sulle varieta
compatte a curvatura strettamente negativa che dicono che ogni automor-
fismo di rivestimento ha un’unica geodetica invariante. (E” immediato vedere
che se due automorfismi commutano, allora hanno la stessa geodetica inva-
riante) La geodetica invariante puo essere descritta, per ogni v € I', come
Cy)={z e M|di,~- i)= ming. 7 d(g,7 - §)}. Per vederlo, si consideri
una successione {gx} tale che d(gx, 7 - gr) — m = ming_; d(g,7 - §). Poiche
M & compatta, possiamo supporre che 7(g) — m(Z), i.e. che esistano g € T’
tali che d(gx. - G, 2) — 0. Allora, d(Z, gxyg;, ' - Z) — m che, essendo I'azione
discreta, implica d(Z, gyygy, ' -Z) = m per k abbastanza grande. Dunque esiste
un & € M tale che d(a,~ - a) = ming. i d(g, v - §). Detta allora [ 'unica geo-
detica passante per a e v - a, [ € invariante per «, perche se esistesse un bel
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compreso tra a e v - a tale che - b ¢ [, si avrebbe

contro le ipotesi. Possiamo ripetere lo stesso ragionamento per b compreso
tra 4% - @ e v**1 . @ per ogni k > 0, e concludere. L'unicitd della geodetica,
invariante implica C'(v) = [. Per semplicita di notazione, denotiamo ancora
[ la geodetica invariante di I'.(,)(Zo). Ora, si ha Zo ¢ [ : infatti, se &y € [ si
avrebbe d(Zo,7-Zo) < d(&,7-T) per ogni vy € I'c(n)(To) e ogni & ¢ [. Ma questo
implicherebbe che d.(Zy) < 0.(Z) per ogni & ¢ [, il che & falso in un intorno
di Zo. Si consideri allora un arco geodetico ¢(t) che parte da ¢(0) € [ e che
passa per Ty. La convessita della distanza su varieta semplicemente connesse
a curvatura strettamente negativa, comporta che per ogni v € I';(y) (To) la
funzione d(&(t), vy - é(t)) € strettamente convessa (le due geodetiche ¢ e yo é
non coincidono, perche Ty ¢ 1). Inoltre, se v € I'.(,)(Zo) essa ¢ strettamente
crescente perche ha il suo minimo in ¢(0). L’azione essendo discreta, lungo tale
arco si ha d(&(t),v-¢(t)) < 6-(@o)+1 per un numero finito diy € T'»)(Z0). Ne
segue che 0.(¢(t)) = infyer,, @)\ (e} d(€(t),7 - €(1)) & anch’essa una funzione
strettamente crescente, in contraddizione col fatto che il punto Z, sia un
massimo locale per .. [

Lemma di Margulis e teoremi di compattezza

La famiglia delle varieta compatte M aventi diametro diam(M) < D e curva-
tura sezionale — K2 < K < 0 ammette una minorazione universale del raggio
di iniettivita globale del tipo inj(M) > e(n, Kq, D), dove n = dim(M) (Teo-
rema 5.2.5).

D’altra parte, un noto risultato di M. Berger ([B]) afferma che per ogni varieta
Riemanniana compatta M di dimensione n si ha vol(M) > ¢(n)[inj(M)]" per
una qualche costante ¢(n) che dipende solo dalla dimensione e pertanto la
famiglia suddetta soddisfa le ipotesi di un famoso teorema di finitezza di
Cheeger? :

Théoreme 5.2.9. (J. Cheeger, Teorema di finitezza, 1970)Siano
n,d, Ko, v reali positivi fissati. La famiglia F(n,d, Ko,v) delle varieta Rie-
manniane compatte n-dimensionali (M™, g) di diametro diam(M™) < d,
volume vol(M™) > v e curvatura sezionale | K| < Ky contiene un numero

finito di tipi di diffeomorfismo (calcolabile esplicitamente in termini di
n,d, Ko,v).

2Un corrispondente risultato di finitezza per tipi di omotopia fu ottenuto da A. Wein-
stein gia nel 1967 ([W]).
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E’ possibile controllare anche la struttura metrica delle varieta in F(n, d, Ko, v)
introducendo la cosiddetta distanza di Gromov-Hausdorff (Definizione 5.2.11)
tra spazi metrici compatti, cosi da immergere la famiglia F(n, d, Ky, v) in uno
spazio metrico nel quale essa risulta relativamente compatta.

Théoréme 5.2.10. (M. Gromov, Teorema di compattezza, 1981)Siano
n,d, Ko, v reali positivi fissati. Allora, nella classe delle varieta con me-
triche C* (per ogni 0 < « < 1 fissato), la famiglia F(n,d, Ky,v)
delle varieta Riemanniane compatte n-dimensionali (M",g) di diametro
diam(M™) < d, volume vol(M™) > v e curvatura sezionale |K| < K, é
relativamente compatta rispetto alla distanza di Gromov-Hausdorff.

Ricordiamo che, dati uno spazio metrico Z e due sottoinsiemi A, B C Z, la
distanza di Hausdorff d4(A, B) tra A e B & definita come

d%(A,B) =inf{e > 0| B C U.(A),A C U.(B)}

dove U.(A) (risp. U:(B)) denota l'insieme dei punti di Z che si trovano a
distanza < e da A (risp. da B).

Définition 5.2.11. Siano X e Y spazi metrici. Si dice distanza di Gromov-
Hausdorff tra X e Y (e si denota con dguy(X,Y) ) l'estremo inferiore delle
distanze d%(f(X),g(Y)) al variare di Z tra tutti gli spazi metrici e per
tutti gli embedding isometrici (i.e. iniettivi e che conservano la distanza)
f: X—Z g:Y—Z.

Remarques. *

1) Se X e Y sono compatti, la distanza di Gromov-Hausdorff dgy(X,Y)
e finita .

2) Due spazi metrici X e Y possono avere distanza di Gromov-Hausdorff
nulla e non essere isometrici (per esempio : X sia l'intervallo reale [0, 1]
e Y sia QN [0, 1]. Si noti pero che i completamenti di questi due spazi
sono isometrici).

Si dimostra che dgy € una distanza propriamente detta sull’insieme delle
classi di isometria degli spazi metrici compatti, e che tale insieme ¢ completo
rispetto a dgy (si vedano, per esempio, il Teorema 6.3 a pag. 306 di [S] e il
Teorema 7.3.30 a pag. 259 di [B-B-I}).

Un altro risultato di rilievo, da menzionare in questo stesso contesto, ¢ il
seguente :
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Théoréme 5.2.12. (M. Gromov, Teorema di precompattezza,
1981)Siano n, d, Ko reali positivi fissati. L’insieme delle varieta Rieman-
niane compatte n-dimensionali (M",g) di diametro diam(M™) < d e
curvatura di Ricci Ric(g) > —(n — 1)KZ2 - g & precompatto rispetto alla
distanza di Gromov-Hausdorff.

Si ricordi che un sottospazio A di uno spazio metrico X = (X, d) si dice pre-
compatto se ogni successione di suoi elementi ammette una sottosuccessione
di Cauchy. Il sottospazio A C X si dice relativamente compatto se la sua
chiusura A ¢ compatta in X. Se X & completo, A & precompatto se e solo se
esso e relativamente compatto.

Remarques. Si noti che l'ipotesi Ric(g) > —(n — 1)K2 - g sulla curvatura
di Ricci € molto pitt debole dell’ipotesi K > — K¢ fatta precedentemente.

Risultati di precompattezza e compattezza come quelli appena citati devono
la loro importanza al fatto che forniscono un controllo sull’insieme delle me-
triche Riemanniane soddisfacenti alle condizioni date. Nel caso del Teorema
di precompattezza tale controllo, pero, non e ottimale , in quanto il limite di
una successione di varieta che soddisfano alle ipotesi non ¢ in generale una
varieta, come dimostrano gli esempi che ora descriviamo :

Exemples. Sia X;, = (0, L) x S"! lo ”spazio di rivoluzione” dotato della
metrica Riemanniana prodotto g, = (dr)*+ 2b(r)2ggs-1 (dove b(r) & una fun-
zione C™ tale che b(04) = b(L_) =0e b'(0) =1, ¥/(L) = —1). Il limite per
k — oo della sequenza X}, nel senso di Gromov-Hausdorff ¢ I'intervallo [0, L]
munito della distanza usuale (in quanto g; — (dr)?). Il calcolo della curva-
tura sezionale da K(X,0/0r) = —b”/b per ogni campo X tale che || X]|| =1
e X10/0r. Inoltre K(X,Y) = kz - —/ se X e Y sono campi tali che X LY,
X,Y10/0r. Ne segue che, se chg1 > —(n — 1)KZ, lo stesso vale per Ric,,
e (Xk, gr) soddisfa le ipotesi del teorema di precompattezza per ogni k > 1.
Normalizziamo b in modo che fOL b(r)"*dr = 1. Osserviamo che la misura
naturale su [0, L] (i.e. la misura limite delle misure Riemanniane di proba-

bilita %) non ¢ la misura di Lebesgue, ma la misura b(r )”fldr. Infatti,

dv,, = (%)nil b(r)"tdr - dvgn-1, da cui vol(gi) = wlkgfnl ) fo ) ldr) e
/ £r) dvg, _ % )"~ 1f0 (fS" 1 dvgn- 1) )" tdr / F(r ) Ly
Xy vol(gr) Uolkf"ll) JE b(ryn=tdr

Cio mostra che il limite della successione (Xj,gr) € uno spazio metrico
di lunghezza misurato (I'intervallo [0, L], munito della distanza canonica
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d(z,y) = |z — y| e della misura b(r)"~'dr), come conferma il fatto che alcuni
invarianti (ad es. lo spettro del laplaciano di (X, gx)) hanno come limite I'in-
variante corrispondente dello spazio metrico misurato ([0, L], d, b(r)"~'dr). Su
tali spazi metrici di lunghezza dotati di una misura lavoreremo nel prossimo
paragrafo e per il resto della tesi.

D’altronde, se si vuole confrontare la topologia del limite con quella delle
varieta della successione, questo esempio (come anche quello dei tori

T™* x ¢ - T* che hanno come limite per € — 0 il toro T"*) sembrerebbe
suggerire che la topologia del limite ¢ pitt semplice della topologia delle varieta
della successione. Questo in generale e falso. Per vederlo, si consideri I’esempio
della sfera S?"*! vista come spazio totale della fibrazione di Hopf S?"+! —
CP™, munita di una metrica Riemanniana consistente nella metrica canonica
gg2n—1 sullo spazio orizzontale e della metrica e?gg2n—1 sulla fibra. Tale metrica
converge, per € — 0, verso CP™ con la metrica canonica, che, contrariamente
alla sfera, ha gruppi di omotopia di ordine superiore non nulli.

Il problema non facile di comprendere la struttura dei limiti delle sequenze
di famiglie precompatte di varieta e stato studiato nei lavori di J. Cheeger
e T.H. Colding ([C-C 1], [C-C 2]) dove vengono descritte le proprieta di
regolarita di tali spazi limite.

Remarques. E’ possibile dimostrare quanto segue : esiste un € = e(n, d, Ko, v)
tale che se due spazi X,Y appartenenti alla famiglia F(n,d, Kg,v) delle va-
rieta che soddisfano diam(M™) < d, vol(M™) > v e |K| < Kj sono tali
che dgp(X,Y) < e, allora essi sono diffeomorfi. (Si veda, per esempio, [S],
Teorema 6.8 a pag. 309) La condizione determinante per un tale risultato di
discretezza sulla struttura differenziale e proprio l'esistenza di una minora-
zione universale del raggio di iniettivita globale. In sviluppi successivi, che
risalgono a Gromov ([Grb]) tale condizione ¢ stata sostituita da una minora-
zione universale sul cosiddetto raggio di contraibilita. Essendo quest’ultimo
un concetto puramente metrico (nel senso degli spazi metrici astratti) cio ha
consentito a S.C. Ferry, R.E. Greene, P. Petersen e altri di ottenere teoremi
di precompattezza e finitezza per spazi metrici ([F], [G-P], [P]).

Remarques. Nel caso di una famiglia di varieta iperboliche compatte M
n-dimensionali (n > 4) di volume uniformemente maggiorato, si puo dare
una stima esplicita (inferiore e superiore) del numero dei tipi di omotopia
(e quindi di isometria, secondo il teorema di rigidita di Mostow). Detto in
breve, cio puo farsi decomponendo la varieta M in parte spessa e parti sottili,
e associando alla parte spessa un complesso simpliciale finito che ha il suo
stesso tipo di omotopia, e in cui il numero di vertici e di lati puo essere
stimato in funzione della costante di Margulis e del volume. A questo punto
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si conclude osservando che la parte spessa di M ha lo stesso tipo di omotopia
di M (Si veda [B-G-L-M] per i dettagli).

Concludiamo con un risultato che € un corollario del Teorema 5.2.10.

Corollaire 5.2.13. Siano n, Ky, Vo numeri reali positivi fissati. La famiglia
delle varieta Riemanniane compatte (M™, g) di dimensione n > 4, di curva-
tura sezionale —KZ < K < 0 e di volume vol(M™, g) < Vy ¢ relativamente
compatta (rispetto alla distanza di Gromov-Hausdorff) nella classe delle va-
rieta con metriche CY (per ogni 0 < o < 1 fissato) e contiene un numero
finito di tipy di diffeomorfismo.

Démonstration. 11 Teorema 5.2.6 implica che diam(M™",g) < C(n)K)" Vg
e, per il Corollario 5.2.4, vol(M™, g) > ¢(n) - Ky ". Poiche per ipotesi (M", g)
ha curvatura sezionale limitata (superiormente e inferiormente), la famiglia
di varieta considerata verifica le ipotesi del Teorema 5.2.9 e del Teorema
5.2.10 e applicando questi due risultati si conclude. Il

5.3 Una generalizzazione del Lemma di Mar-
gulis

Una generalizzazione del Lemma di Margulis (Teorema 5.2.1 in questa tesi) a
varieta di curvatura non limitata e, pill in generale, a spazi metrici misurati
aventi entropia limitata superiormente, ¢ stata data in [B-C-G| da G. Besson,
G. Courtois e S. Gallot.

L’idea di partenza ¢ che I'ipotesi di curvatura sezionale negativa del Lemma
originario per la varieta M"™ non sia necessaria di per s¢, ma che siano piut-
tosto le proprieta algebriche del gruppo fondamentale m (M™) di M™ (e,
attraverso di esse, la dinamica dell’azione di m;(M™) sul suo rivestimento
universale) a giocare un ruolo determinante. Lavorando in questa direzione,
G. Besson, G. Courtois e S. Gallot hanno stabilito una versione del Lemma di
Margulis valida senza alcuna ipotesi sulla curvatura (I'ipotesi K > — K2 del
Lemma classico e stata sostituita con l'ipotesi, assai piu debole, di entropia
limitata).
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Proposition (Définition) 5.3.1. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia p
una misura boreliana su X (i.e. tale che gli aperti della topologia indotta
da d siano misurabili). Per ogni R > 0 e x € X, denotiamo B(x, R) la
bolla in X di centro x e raggio R rispetto alla distanza d. Allora, il numero

Log[u(B(z, R))]
R

Ent(X,d,pn) = Inf limp_o

non dipende dalla scelta di x € X e si dice entropia di (X,d, u).

Per la dimostrazione di questa proposizione che contiene al suo interno la
definizione dell’entropia Ent(X, d, i) e sufficiente vedere che il limite inferiore
¢ indipendente dalla scelta di z, e cio discende immediatamente dal fatto che,
sey € X ed=d(z,y), allora B(z,r) C B(y,r +d) C B(z,r + 2d).

La terna (X, d, p) si dira spazio metrico misurato.

Nel caso in cui (M, g) ¢ una varieta Riemanniana, la sua entropia (di volume)
e definita come l'entropia dello spazio metrico misurato (M,dg,d@g), dove
(M, §) ¢ il rivestimento universale Riemanniano di (M,g), e dz e dvz sono
rispettivamente la distanza e la forma di volume indotte da §.

Aggiungiamo che lo spazio metrico X ammette un gruppo I' di isometrie
(nel senso degli spazi metrici misurati, cioé che preservano sia la distanza
che la misura) co-compatto, allora si pud dimostrare che il limite inferiore
che compare nella Proposizione 5.3.1 € un limite finito. (Si veda, ad esempio,
[Rob], pag. 20, e per il caso delle varietd Riemanniane [K-H|, pag. 373).
Inoltre, in questo caso, l’entropia non dipende dalla scelta della misura pu
purche essa sia una misura I'-invariante. (Si veda [Na] per un controesempio
esplicito in cui i limiti superiore e inferiore sono finiti ma non coincidono)

Remarques. L’ipotesi di minorazione della curvatura di Ricci e I'ipotesi di
minorazione della curvatura sezionale usate solitamente per provare teoremi
di finitezza, precompattezza e compattezza (cfr. Paragrafo 1.2) sono piu forti
dell’ipotesi di maggiorazione dell’entropia. Infatti, per ogni varieta Rieman-
niana (M", g), si ha

K > —K{ = Ric, > —(n— 1)K - g= Ent(M",g9) < (n— 1)K,

dove I'ultima implicazione discende dal teorema di confronto di R. L. Bishop
([G-H-L], Teorema 3.101), secondo il quale il volume di una bolla di raggio
R nel rivestimento universale Riemanniano (M™, g) di (M™, g) & maggiorato

n—1
da vol(S1) [ <M> dt.

Ko
Si noti anche che esistono esempi di successioni di varieta Riemanniane
(M, gi) tali che limy_ 4 Ric, — —oo, mentre le entropie Ent(Mj, gi) res-
tano uniformemente limitate. Attraverso questi esempi, descritti alla fine del

68



paragrafo, si vede che, sostituendo l'ipotesi di minorazione della curvatura di
Ricci con un’ipotesi di maggiorazione dell’entropia il Teorema di precompat-
tezza 5.2.12 non ¢ piu valido, come pure i teoremi di continuita del volume e
della struttura differenziale di J. Cheeger e T. Colding. In effetti, una delle
difficolta che emergono dal Teorema 5.2.12 e quella di descrivere gli spazi
limite possibili, che sono spazi di lunghezza. Lo studio delle proprieta degli
spazi limite di successioni di varieta a curvatura di Ricci minorata ¢ stato
affrontato piuttosto recentemente in una serie di lavori da J. Cheeger e da T.
Colding ([C-C 1], [C-C 2]). Sostituendo l'ipotesi di minorazione della curva-
tura di Ricci con l'ipotesi di maggiorazione sull’entropia si ha il vantaggio che
gli spazi limite appartengono alla stessa categoria dell’insieme considerato :
infatti, il limite di una successione di spazi di lunghezza a entropia maggio-
rata ¢ uno spazio di lunghezza a entropia maggiorata (cfr. [Re| e la fine di
questo paragrafo). Questo giustifica anche la necessita di definire I’entropia
per spazi metrici astratti.

Remarques. L’entropia puo essere infinita. Questo si vede chiaramente
prendendo come esempio lo spazio euclideo R™ munito della metrica g che, in
coordinate polari (r,v) € (0, +00) x S*~1 si scrive (dr)?+sh(r?)gg»-1. Infatti,
il volume della bolla centrata nell’origine e di raggio R si scrive vol(B(R)) =
vol(S™1) fOR(sh(Tz))nT_ldr. Per R abbastanza grande, vol(B(R)) > Ce"1 &,
e quindi Ent(R", g) = % Log[vol(B(R))] > "R — % — +00 per R — 0.

Il Lemma di Margulis e le sue conseguenze restano validi per quelle varieta il
cui gruppo fondamentale abbia le proprieta tipiche dei gruppi fondamentali
delle varieta a curvatura negativa. Le definizioni che seguono, introdotte in
[B-C-G], saranno utilizzate in modo cruciale per precisare questo concetto.

Définition 5.3.2. Sia I un gruppo finitamente generato e sia 6 > 0. I’
si dice d-spesso se é il gruppo fondamentale di una varieta Riemanniana
compatta connessa X con curvatura sezionale K < —1 e raggio di iniet-
tivita inj(X) > 0.

Définition 5.3.3. Sia I' un gruppo finitamente generato e sia 6 > 0. I’
si dira d-non abeliano se é non abeliano e se, per ogni coppia di elementi
Y1,72 € I' che non commutano tra loro, esistono una varieta Rieman-
niana compatta connessa X con curvatura sezionale K < —1 e raggio di
indettivita inj(X) > § e un morfismo p dal sottogruppo generato da ~y, e
Y2 al gruppo fondamentale m(X), tale che p(y1) e p(y2) non commutano
in m (X).

Exemples 5.3.4. Per costruire esempi di gruppi d-non abeliani (si vedano
1.3, 1.4, 1.5 in [B-C-GJ) sono da tenere in mente i seguenti fatti (i), (ii), (iii) :
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(i) Un gruppo d-spesso I' & banalmente d-non abeliano. Inoltre, un gruppo
0-spesso I' possiede la proprieta di transitivita della commutazione, nel
senso che se 7, commuta con 7, e ¥, commuta con 3, allora y; commuta
con 3 per ogni 7y, Y2 € 3 € I'\ {e} (Questo fatto si puo vedere usando
risultati classici sulle geodetiche invarianti nel rivestimento universale
delle varieta a curvatura negativa, cfr. Lemma 3.5 a pag. 26 in [DoC]).
Si ricordi, in particolare, che il gruppo fondamentale di una varieta
Riemanniana compatta a curvatura sezionale strettamente negativa ha
centro nullo.

(ii) I1 prodotto G x H di un gruppo d-non abeliano G con un gruppo
abeliano H & d-non abeliano.

(iii) I prodotto G; x G5 di due gruppi d-non abeliani G, G5 € §-non abe-
liano.

Le asserzioni (ii) e (iii) sono vere perche in un prodotto diretto, se due ele-
menti non commutano allora non commutano le loro proiezioni su almeno
uno dei fattori. (Pertanto, basta comporre tali proiezioni con il morfismo p
della Definizione 5.3.3)

In generale, i gruppi in (ii) e (iii) non sono J-spessi. Cio segue dal Teorema
di Preissman (si veda, ad esempio, [DoC], pag. 260), in quanto un prodotto
diretto contiene in generale sottogruppi abeliani non banali diversi da Z (ad
esempio il sottogruppo generato da (g1, e) e (e, g2), dove g; e g sono elementi
non nulli di G; e G5 rispettivamente).

Siamo ora in grado di enunciare il risultato principale ottenuto in [B-C-G].
Ricordiamo che, data un’azione di un gruppo I' su un insieme X e un punto
x € X, si definisce Vorbita di z come linsieme I' -z = {y € X | y =
v - x per qualche v € T'} e lo stabilizzatore di x come il sottogruppo I', di T
definito da I'y, = {y € I' | v+ 2 = x}. Consideriamo ora uno spazio metrico
misurato (Y,d, ), e denotiamo con I'.(y) il sottogruppo di I' generato dai
v € T tali che d(y,v - y) < &, per ogni numero reale ¢ >0 e ogniy € Y.
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Théoréme 5.3.5. (cfr. [B-C-GJ, Teorema 2.1) Siano 6 e H numeri reali
positivi arbitrari. Sia (Y,d, ) uno spazio metrico misurato arbitrario la
cui entropia sia maggiorata da H, sia I' un gruppo d-non abeliano che
agisce per isometrie su (Y,d, ) ey € Y un punto con stabilizzatore banale
la cui orbita T -y sia discreta. Risulta allora quanto seque :

(0) Ent(Y,d,n) >0;
(i) se 1,72 € I' sono due elementi che non commutano, si ha

max{d(y, 1 - ¥),d(y,72 - )} > 135 - F52. In particolare, Te(y) ¢

. . § . Log2 .
abeliano per ogni e < 745 - =F=

(i1) Per ogni n > 0, se esiste un elemento v; € I' \ {e} tale che
d(y,m - y) < n, allora ogni elemento o di ' che non commuta
con v, verifica

1) 1 1) 1
) > — ).
Ay, 729) 2 75 HL09<4+5 Hn)

Se inoltre (Y, d) é uno spazio di lunghezza connesso e se il centro di
I' e nullo, valgono le sequenti disuguaglianze :

o s
(iti) infoeryiey d(y,y - y) = 155 - e >0 1P

sup,ey d(I' -y, I'- 2).

() Ent(Y,d, p)sup,ey d(I' -y, 2) > ‘;ﬁg’;.

per ogni maggiorante D di

Remarques. In una varieta Riemanniana compatta (M, g), il gruppo fon-
damentale I' = m; (M) agisce sul rivestimento universale Riemanniano (M, §)
per isometrie, senza punti fissi ed ha tutte le orbite discrete.

Allora, se I' & d-non abeliano per qualche § > 0, il punto (i) del Teorema
5.3.5 dice che per ogni § € M il sottogruppo ['.(7) generato dai v € T tali
che d(g,7 - ) < € & abeliano per ogni € minore o eguale a un certo valore
che dipende solo da 0 e dall’entropia Ent(M ,dg, dvg) dello spazio metrico
misurato (M, dg, dvg). (Si ricordi che, per quanto dimostrato nel Paragrafo
1.1, I'.(g) si identifica con il sottogruppo Il.(y) di w1 (M, y) generato dai lacci
centrati in y = 7(y) e di lunghezza strettamente minore di ).

Ne segue che, poiche un gruppo abeliano ¢ nilpotente, il risultato del Teorema
5.3.5 generalizza il Lemma di Margulis (Teorema 5.2.1).

Ricordiamo che, per definizione di metrica sollevata, si ha, per ogni y, 2 € M
e ogni § € M (risp. 2 € M) che si proietta su y (risp. su z), dy (I'-§,T- %) =
inf, yer dy(v-9,7-2) = infyer dy (§,7-2) = dy (9, T-2) = dm(y, 2). Pertanto,
per ogni § € M fissato, il valore sup; ,; d;z(I' - 9,1 - Z2) ¢ maggiorato dal
diametro di (M, g). Nel caso in cui M ha curvatura negativa, il suo raggio di
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iniettivita in un punto x ¢ uguale a % inf e (e} dy7 (T,7-7) per ogni & € M che
si proietta su z (cfr. pag. 57). In altre parole, il punto (iii) del Teorema sopra
estende agli spazi metrici misurati il precedente Teorema 5.2.5 (si ricordi che,
se M ha curvatura strettamente negativa, allora m (M) ¢ privo di centro). Il
caso di curvatura non necessariamente negativa, ¢ contemplato nel seguente :

Corollaire 5.3.6. (cfr. [B-C-GJ, Corollario 3.9) Siano 6 e H numeri reali
positivi arbitrari e sia Y una varieta arbitraria il cui gruppo fondamentale é
0-non abeliano e di centro ridotto a zero, munita di una metrica Riemanniana
g la cui entropia di volume sia maggiorata da H. Per ogni punto y € Y, la
lunghezza l,(y) di ogni laccio v non omotopo a zero e di punto base y verifica

0 1 —20446) 14
l > - THdmm(Y,g).
W) Z 5 He

Seinj(Y,g) e inj(ff,g) denotano rispettivamente il raggio diniettivita glo-
bale di 'Y e il raggio di iniettivita globale del suo rivestimento universale
Riemanniano, si ha inoltre

~ ) - .
inj(Y,g) > min (mj(Y D575 562(?s‘+‘”Hdwm<ng>) .

Remarques. Si osservi che inj (57, g) = +oo quando Y ha curvatura sezio-
nale non positiva o, pitt generalmente, ¢ priva di punti coniugati.

Il risultato seguente generalizza il Teorema 5.2.3 a spazi metrici misurati.

Théoréme 5.3.7. (cfr. [B-C-G|, Teorema 2.6) Siano 6 e H numeri reali
positivi. Per ogni spazio metrico misurato connesso (Y, d, ) la cui entropia
sia maggiorata da H e ogni sottogruppo I'  d-non abeliano del gruppo delle
isometrie di (Y, d, i) che agisce senza punti fissi, le cui orbite sono tutte dis-
crete e che ammette una rappresentazione iniettiva nel gruppo fondamentale
di una qualunque varieta compatta X di curvatura negativa, esiste un y € Y
tale che

0Log2 1
inf d Sy) > R—
L (y,7-y) > 115 &

Si noti che nel Teorema 5.3.7, I'ipotesi

(Hy) T' ammette una rappresentazione iniettiva nel gruppo fondamentale di
almeno una varieta compatta X di curvatura negativa

puo essere sostituita, lasciando invariate le altre ipotesi, dall’ipotesi piu de-
bole (e soprattutto piu intrinseca) :

72



(H,) La relazione di commutazione e transitiva su I' \ {e}

e la tesi del teorema mantiene la sua validita (cfr. [B-C-GJ, Remark 2.7).
Riporteremo in dettaglio la dimostrazione di questo fatto alla fine del capitolo
(Teorema 5.4.4).

Nei due corollari seguenti si generalizza la descrizione della parte sottile data
dal Teorema 5.2.7.

Corollaire 5.3.8. (cfr. [B-C-G], Corollario 3.4) Si fissino due numeri reali
§Log2

positivi arbitrari 0 e H e sia g9 = om: Consideriamo una qualunque va-
rieta connessa Y tale che il suo gruppo fondamentale ¢ 6- non abeliano e
ammette una rappresentazione iniettiva nel gruppo fondamentale di almeno
una varieta compatta X di curvatura negativa. Supponiamo Y dotata di una
metrica Riemanniana g qualunque (in particolare, non si suppone che g sia
di curvatura negativa o limitata) la cui entropia di volume sia maggiorata
da H, e sia 7 :Y — Y il rivestimento universale Riemanniano di Y. Chia-
miamo “parte sottile” di 'Y (e la denotiamo Yz, ) Uinsieme degli y € Y tali
che l(y) < eo (dove l(y) denota la lunghezza del piu piccolo laccio non omo-
topo a zero centrato in y). Allora, ciascuna delle componenti connesse di Yz,

(denotate Y., i € I) ha le proprietd sequenti :

(i) esiste un aperto 57;0 C Y tale che la restrizione m; di 7 a }7;0 sia un ri-
vestimento di Y, , e coincide con il quoziente di Y, rispetto all’azione di
un sottogruppo I'; di I' = Aut(M) isomorfo a Z. Piu precisamente, Y;O e
una delle componenti connesse di Yz, = {7 € Y | inf e\ gy dg(7, v-9) <
eo} eIy ¢ il sottogruppo di T' che lascia Y;O stabile ;

(i) per ogni y € Y. Uimmagine di m (Y2 ,y) in T' (tramite il morfismo

€0’

iv :m (Y2, y) — m(Y,y) indotto dall’inclusione i : Y —'Y e composto

con lisomorfismo ¢y : m(Y,y) — I' che, qui, non dipende dalla scelta
di j € 7' (y)) coincide con T';, ¢ isomorfo a Z e contiene T, (Z) per

ogni Z € Y.

Corollaire 5.3.9. (cfr. Corollario 3.8 in [B-C-G|) Consideriamo tre nu-

: . ige . i . _ 1 dLog2 .
meri reali positivi arbitrari 6, H e e, dove ¢ < €9/2 = 5 @io) Poniamo
- _9% 1 6 1 ; ieta Ri ;
R, = 5(479) 77 Log (4+5 HE). Sia (Y, g) una varieta Riemanniana connessa con

entropia di volume maggiorata da H, il cui gruppo fondamentale sia 6-non
abeliano e ammetta una rappresentazione iniettiva nel gruppo fondamentale
di una varieta di curvatura negativa. Sia o un laccio non omotopo a zero
centrato in un punto y € Y di lunghezza strettamente minore di €, e sia
Bg. la bolla geodetica di raggio R. in (Y,g) centrata in y, e sia § € 7 (y).
Poniamo Ug, = B(vy -9, R.). Allora :

v€T2R, (3)
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(i) Ug. ¢ la componente connessa di §j in 7~ (Bg.), e Br. = Ug. /Tar. (7)),

dove l'applicazione di passaggio al quoziente € la restrizione di m a Ug, ;
(i1) Tor (y) € isomorfo a Z ;
(111) per ogni z € Bg_, l'immagine di m(Bg_, z) in (Y, z) (per il morfismo
indotto dall’inclusione Br, — Y') € isomorfa a 7 e si identifica con

[or (§) (tramite lisomorfismo ¢z che, qui, non dipende dalla scelta di
Zimn Hz)NUg.).

In effetti il corollario sopra e una versione semplificata del corrispondente
risultato in [B-C-G].

Concludiamo il paragrafo con tre proposizioni che ci saranno utili in seguito :
la prima (Proposizione 5.3.10) stabilisce alcune proprieta dell’entropia, la
seconda (Proposizione 5.3.11) riguarda le proprieta degli spazi di lunghezza
e la terza (Proposizione 5.3.12) una proprieta dei gruppi §-non abeliani.

Proposition 5.3.10. Sia X un insieme non vuoto, siano dy e ds distanze
su X tali che dy < ds (i.e. di(x,y) < do(x,y) per ogni x,y € X) e sia p una
misura boreliana su X. Allora,

(Z) E?’Lt(X, d1> M) = Ent<X7 d27 H’)
Se d ¢ una distanza su X e A >0, allora :

(it) Ent(X,\d, p) = sEnt(X,d, p).

Démonstration. Sia z € X, e By(x, R) (risp. Bs(z, R)) la bolla in X di cen-
tro x e raggio R rispetto alla distanza d; (risp. dy). E’ chiaro che By(x, R) C
By(z,R), da cui p(Bs(z,R)) < u(Bi(z,R)). Calcolando i logaritmi, divi-
dendo per R e passando al limite inferiore per R — oo, si ottiene (i).
Per dimostrare (ii), si denoti B(z, R) (risp. Bi(z, R)) la bolla centrata in z e
di raggio R rispetto alla distanza d (risp. Ad). Allora ¢ chiaro che By(x, R) =
B(z, R/\). Calcolando i logaritmi, dividendo per R/\ e passando al limite
inferiore per R — oo, si ottiene (ii).

[

Tra gli spazi metrici che consideriamo, rivestono particolare importanza i co-
siddetti spazi di lunghezza. Ricordiamo che uno spazio metrico (X, d), un’ap-
plicazione continua ¢ : [0,1] — X ¢ detta curva di X. La lunghezza l(c) di una
le possibili partizioni {to, ..., #,} dell'intervallo [0, 1], con ty < t; < ... < t,.

Définition. Uno spazio metrico (X, d) ¢é detto spazio di lunghezza (e la me-
trica d metrica di lunghezza) se, per ogni x,y € X, la distanza d(x,y) é

uguale all’estremo inferiore delle lunghezze delle curve che congiungono x e
y (i.e. le curve ¢ : [0,1] — X tali che ¢(0) =x e c(1) =y).
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Le varieta Riemanniane complete sono spazi metrici di lunghezza. Altri esempi
sono dati dai grafi. In particolare, il grafo di Cayley di un gruppo finitamente
generato rispetto a un suo sistema generatore finito (o, pit generalmente, dal
grafo di Cayley sul quale assegniamo a ogni generatore una lunghezza posi-
tiva fissata) ¢ uno spazio metrico di lunghezza. Quest’ultimo esempio sara
studiato in dettaglio nel Capitolo 3.

Un esempio di spazio metrico non di lunghezza ¢ la circonferenza S' C R2,
dotata della metrica indotta da R2.

Le proprieta fondamentali degli spazi di lunghezza sono riassunte nella se-
guente :

Proposition 5.3.11. (si vedano [B-B-I], corollario 2.4.12 e [Gr2], pag. 9)
Sia (X,d) uno spazio metrico di lunghezza completo e localmente compatto
(i.e. ogni x € X ha un intorno a chiusura compatta). Allora,

(i) per ogni e > 0 e per ogni x,y € X, esiste una sequenza finita di punti
T = T1,T9,....T, = Yy tali che d(z;,x;11) < € peri = 1,.,n—1¢
Zi:l,...,n—l d(zi, 7ip1) < d(z,y) + €5

(i1) ogni insieme chiuso e limitato di X é compatto ;

(#1i) ogni bolla di X ¢é connessa per archi.

Il lettore puo consultare [B-B-I], Cap.2 o [Gr2|, Cap. 1 per il materiale di
base sugli spazi di lunghezza.

Nella proposizione 5.3.12 che segue ¢ descritta una proprieta algebrica fon-
damentale dei gruppi d-non abeliani.

Premettiamo che, dati un gruppo G e due elementi ¢, g, € G, diremo che
g1 € g generano un semigruppo libero in G° se ogni elemento di G che puo
essere scritto come prodotto di potenze positive di g; e go ammette un’unica
espressione di questo tipo.

Proposition 5.3.12. (cfr [B-C-G], Prop. 1.14) Sia 6 > 0 un numero reale,
sia I' un gruppo 6-non abeliano e 1,7, € I' elementi che non commutano.
Allora, per ogni intero N > 4/6, eventualmente sostituendo vo con v+, gli
elementi vV e 4 generano un semigruppo libero in G.

La dimostrazione della Proposizione 5.3.12 si basa sul cosiddetto ” Ping-Pong
Lemma”, che enunciamo e dimostriamo in Appendice B (pag. 160).

Entropia e curvatura di Ricci

Abbiamo notato precedentemente (Osservazioni a pagina 68) che uno dei pro-
blemi che scaturiscono dal teorema di precompattezza di M. Gromov (Teo-
rema 5.2.12) ¢ che l'ipotesi Ric(g) > —(n — 1) K2 - g non passa al limite per
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successioni di varieta Riemanniane convergenti per la distanza di Gromov-
Hausdorff, mentre ’entropia si comporta in modo piu stabile. Non solo, se si
considera una successione di varieta Riemanniane (Mp, g,) di diametro uni-
formemente limitato e che soddisfano I'ipotesi Ric(gy,) > —(n—1)KZ - g, del
teorema di precompattezza di M. Gromov, che sia convergente per la topo-
logia di Gromov-Hausdorff, il limite ¢ in generale uno spazio di lunghezza
(X, d) che non ¢ dotato di una metrica Riemanniana (si vedano comunque
i lavori di J. Cheeger e T. Colding [C-C 1] e [C-C 2] che dimostrano che lo
spazio limite ¢ uno spazio metrico misurato che ha in comune con le varieta
della successione alcune proprieta di crescita della misura delle bolle). Tutta-
via, essendo il limite (X, d) compatto, si puo considerare 1’entropia di volume
del suo rivestimento universale dotato della distanza di lunghezza sollevata
e di una qualunque misura boreliana invariante rispetto all’azione del suo
gruppo fondamentale (abbiamo gia fatto notare che ’entropia non dipende
dalla scelta di questa misura). Hanno allora un senso le seguenti domande :

(i) Per ogni successione (My, g) di varieta convergenti (per la distanza di
Gromov-Hausdorft) a (X, d) si ha Ent(X,d) = limy_,o Ent(Mg, gr)?

(ii) l'insieme degli spazi di lunghezza aventi diametro e entropia limitati &
chiuso per la topologia di Gromov-Hausdorft?

La risposta a tali questioni e affermativa, purche ci si restringa a una famiglia
di varieta il cui gruppo fondamentale verifichi la stessa ipotesi algebrica che
abbiamo fatto nel paragrafo precedente : essere d-non abeliano e avere centro
nullo ([Re]).

A questo proposito € bene rimarcare come alcuni risultati importanti, come
il teorema di precompattezza di M. Gromov, il teorema di continuita del vo-
lume di T. Colding e il teorema di stabilita della struttura differenziale di J.
Cheeger e T. Colding® non sono pitt validi se si sostituisce l'ipotesi di mino-
razione della curvatura di Ricci con 'ipotesi di maggiorazione dell’entropia.
In [Re], questo ¢ dimostrato in dettaglio : noi riassumiamo qui soltanto le
idee fondamentali che servono a evidenziare come il fenomeno ¢ dovuto alla
grande stabilita dell’entropia, che e quasi insensibile a modifiche anche dras-
tiche della distanza, del volume e della topologia, mentre le stesse modifiche
fanno tendere a meno infinito il minimo della curvatura di Ricci (denotato
Ricmm).

Come esempio, si puo considerare la costruzione seguente. Si taglino da una
varieta Riemanniana fissata (M, g) k bolle disgiunte By, ..., By (di raggio

3questi due ultimi teoremi affermano che, per ogni successione (My, gi) di varietd Rie-
manniane di curvatura di Ricci minorata che converge a una varieta Riemanniana com-
patta (M, g) della stessa dimensione, M, & diffeomorfa a M per k abbastanza grande e
vol(M, g) = limy,_, o0 vl (Mg, g,).
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er << e ¥ esiincollino k cilindri By x[0, Ly),..., 3By x [0, L] (identificando
0B; con 0B; x{0}). Su ciascuno di questi cilindri si incollino poi delle varieta
semplicemente connesse Y/*, ..., Y* mediante lo stesso procedimento (i.e. si
taglia una bolla B! da Y}* e si identifica B/ con dB; x {Lx}). Si ottiene
cosi una nuova varieta Riemanniana (M, gx), e si puo dimostrare (cfr. [Re],
Capitolo 2) che risulta Ent(M,g) < Ent(My, gr) < Ent(M,g)(1 + cep),
per cui la successione Ent(My,gi) ha diametro ed entropia uniformemente
maggiorate. Distinguiamo i casi seguenti :

1) Selalunghezza Ly, dei cilindri e costante (ad esempio = 1) la successione
(Mp, gr) non ammette alcuna sottosuccessione di Cauchy, il che mostra
che il teorema di precompattezza di M. Gromov non e piu vero se si
sostituisce l'ipotesi di minorazione della curvatura di Ricci con una
maggiorazione sull’entropia.

2) Se la lunghezza Lj, dei cilindri e il diametro delle varieta Y;* tendono a
zero per k — oo, allora (Mg, gx) tende nel senso di Gromov-Hausdorff
a (M,g), che & una varieta compatta della stessa dimensione. Se la

dimensione di M ¢ pari (uguale a 2d), scegliendo Y = ... = Y} =
(CP1, # -can), si ottiene, per I'additivita della caratteristica di Eulero,

che limg_. oo x(My) = x(M) 4+ k(d — 1) — +o0. In tal caso, My non
¢ mai diffeomorfa a M : ovvero il risultato di stabilita della struttura
differenziale non vale quando il diametro e ’entropia restano limitati.

3) Se, con le stesse notazioni di prima, si sceglie Y = ... = Y} =
(S™, hy), dove hy € una successione di metriche Riemanniane sulla sfera
S™ tale che g << sup,cgn injp, (x) < diam(S™, hy) < 1/k, mentre
vol(S™, hy) = 1, e Ly tende a zero per k che tende all'infinito, si ot-
tiene che (My, gr) tende a (M, g) nel senso di Gromov-Hausdorff, e
tuttavia limy_, 4 o vol(My, gr) — +00. Quindi non & valido il risultato
di continuita del volume sotto l'ipotesi di limitazione del diametro e
dell’entropia.

I risultati di precompattezza, continuita del volume e stabilita della strut-
tura differenziale implicano chiaramente che nei casi 1), 2), 3) sopra si ha
limy o0 RiCmin(My, gx) = —00 per k — oo. Non solo, ma nell’esempio Y} =
.. =Yk = (CPY k% - can) descritto per il caso 2), si pud dimostrare che
le M, non ammettono alcuna successione di metriche a curvatura limitata.
Infatti, la teoria delle classi caratteristiche permette di scrivere la carat-
teristica di Eulero di una varieta compatta M tale che dim(M) = n sia
pari come integrale di un polinomio nella curvatura di grado n/2, a coeffi-
cienti universali : questo implica che , per ogni metrica g; su M, si abbia
X(My) < ¢n [y |R(gp)||"2dvg; , dove R(gy) & il tensore di curvatura della

77



metrica g;. Ogni successione g di metriche sulle varieta M}, verifica quindi
Jus, [R(gi)I["?dvg — oo. Se si normalizza questa successione di metriche
(con una omotetia) di modo che i volumi vol(gj) siano uniformemente li-
mitati, si ottiene che ||R(g;)|| — oo, dunque max|Ky| — +oo per ogni
successione di metriche su M. Questo significa che tutte le strutture differen-
ziali su M}, (eccetto un numero finito) sono escluse dall’insieme delle varieta
compatte che ammettono una metrica Riemanniana di curvatura sezionale
e volume limitati da costanti K2 e Vj, mentre tutte ammettono metriche di
entropia e diametro limitato da costanti H e D rispettivamente.

5.4 Qualche risultato nuovo

Siamo ora in grado di stabilire una versione del Lemma di Margulis generaliz-
zato che, rispetto alla precedente (Teorema 5.3.5), contiene qualche migliora-
mento. Sia (X, d, i) uno spazio metrico misurato e denotiamo Isom(X,d, )
il suo gruppo delle isometrie, i.e. il gruppo delle bigezioni di X che preservano
sia la distanza che la misura.
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Théoréeme 5.4.1. Siano dati due numeri reali positivid e H. Sia (X, d, 1)
uno spazio di lunghezza misurato connesso, localmente compatto e com-
pleto, tale che Ent(X,d, ) < H. Supponiamo che la misura di ogni bolla
di raggio positivo in X sia strettamente positiva. Allora, per ogni sotto-
gruppo 6-non abeliano T del gruppo delle isometrie Isom(X,d, i), discreto
rispetto alla topologia C-O, e per ogni x € X, si hanno le sequenti (i),
(i), (i), (iv) :

(i) per ogni coppia di elementi vy, e vo di I’ che non commutano tra loro

1 ) 1
d L) > — - L :
(@ 72-2) 2 3 - 5t (1 _ e—H‘{?d@mm)) ’
(ii) per ogni coppia di elementi~y, ey di I' che non commutano tra loro,

60  Log2
440 H '’

max{d(x,v - x),d(z,y2 - )} >

(111) il gruppo I'.(x) generato dai~y € T' tali che d(z,v-x) < €, ¢ abeliano
per ogni € < g9 = 4%5 : L;?Q ;

(iv) se inoltre il centro di ' é ridotto al solo elemento neutro, allora

) 1 1
inf d L) > —— - —L e
yelrri{e} (2,7 7) = 4446 H Og<1_eﬁ52DH)

per ogni maggiorante D di D(x) = sup,cy d(I' - z, 2).

La dimostrazione di questo risultato si trova a pagina 85.

Remarques 5.4.2. (cfr. Proposizione 5.4.13) L’ipotesi ”I" € un sottogruppo
discreto di Isom(X, d, ;)" puo essere sostituita da una delle due ipotesi equi-
valenti (a) e (b).

(a) Esiste un punto x € X tale che, per ogni R > 0, I'insieme I'g degli elementi

v di I tali che v -z appartiene a Be(x, R) sia finito (dove B denota la bolla
chiusa).

(b) Esiste un punto x € X tale che l'orbita I' - = del gruppo I sia discreta e
tale che lo stabilizzatore I',, di x sia finito.

Vedremo (cfr. Corollario 5.4.8) che sotto l'ipotesi che il centro di I' sia ri-
dotto al solo elemento neutro, (b) implica che 1'azione di T" sia propriamente
discontinua e priva di punti fissi.

Nell’enunciato del Teorema 5.4.1 si fa riferimento alla topologia C-O. Ricor-
diamo che in uno spazio metrico (X, d), dove C(X, X) denota I'insieme delle

79



funzioni continue f : X — X, la topologia C-O su C(X,X) (o topologia
compatto-aperto o topologia della convergenza compatta) & la topologia che
ha come base la famiglia degli insiemi

Br(f.e) ={g € C(X, X) | Slll{pd(f(x),g(x)) <e},

al variare di f € C'(X,X), e >0 edi K tra i compatti di X. In particolare,
una successione {f,} di funzioni in C(X, X) converge a f se per ogni £ >
0 e ogni compatto K C X, esiste un numero naturale N(e, K) tale che
d(fu(z), f(x)) < € per ogni n > N(e,K) e ogni x € K. Inoltre, C(X, X) e
uno spazio metrico completo rispetto alla topologia C-O; un sottospazio A
di C(X,X) e discreto se e solo se ogni sua successione convergente f, — f
(f € A) e definitivamente costante (Per i dettagli su questo argomento si
veda [Mu], cap. 7).

D’ora in poi considereremo il gruppo delle isometrie Isom(X,d) dello spazio
metrico (X, d) sempre munito della topologia C-O. Dato che un gruppo T’
e discreto in I'som(X,d, ) se e solo se & discreto in Isom(X,d) (purche sia
un sottogruppo di Isom(X,d, 1)) € sempre possibile considerare Isom(X, d)
piuttosto che Isom(X,d, p).

Remarques. Ponendo a confronto tra il Teorema 5.4.1 e il Teorema 5.3.5 si
puo osservare che :

Le disuguaglianze (i) e (iv) del Teorema 5.4.1 migliorano quantitativamente
le disuguaglianze corrispondenti del Teorema 5.3.5. Piu precisamente, il Teo-
rema 5.3.5 afferma che, se 71 e 75 non commutano, si ha

1 9

5 1 446
> L0 L )
(+) d(z,72:7) > 5 4+5m“[ * (4+5H~d<x,%-x>)’ o

(si usi la disuguaglianza in (ii) del Teorema 5.3.5 due volte, scambiando i
ruoli di v e 72).
I1 Teorema 5.4.1 (ii) afferma sotto le stesse ipotesi che

1§ 1
(o) d(w, 72 - @) = 37+ < Log (1 - e—H‘%?‘;dwmw)) '

Tale miglioramento potrebbe apparire senza conseguenze pratiche, essendo
il comportamento di queste due minorazioni per d(z,7s - z) lo stesso per
d(x,v - z) — 04 e per d(x,y; - ©) — +oo. D’altra parte, possiamo rilevare
che :
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(2)

(i)
(i1)

a) La disuguaglianza (i) : max{d(z,v; - z),d(z,y - )} > ﬁ - Log2 e
Teorema 5.3.5 non puo essere dedotta dalla sola (x) sopra e necessita
di una dimostrazione a parte, mentre nel Teorema 5.4.1 la stessa disu-

guaglianza ¢ una conseguenza immediata di (%) ;

b) la disuguaglianza (x*) diventa ottimale quando la si adatta ai gruppi
di superficie (a questo riguardo si vedano i risultati alle pagine 98 e
seguenti).

L’ipotesi "per ogni z, I'orbita ['- x ¢ discreta” e, nel Teorema 5.4.1, sostituita
con l'ipotesi "esiste un z( tale che I' - 2y sia discreto e lo stabilizzatore I';,
di z sia finito” (cfr. Osservazioni 5.4.2). In altri termini, si mostra che &
sufficiente che sia verificata quest’ultima ipotesi in almeno un punto x perche
le conclusioni del Teorema siano valide in ogni punto x. Infine, sono ammesse
le azioni di gruppi con punti fissi che in [B-C-G] andavano escluse.

Proposition 5.4.3. Sia (X,d, ) uno spazio di lunghezza misurato, com-
pleto, localmente compatto e connesso, tale che Ent(X,d,u) < H e tale che
in X le bolle di raggio positivo abbiano misura strettamente positiva. Suppo-
niamo che I" sia un sottogruppo discreto del gruppo delle isometrie di (X, d, )
che sia §-non abeliano, abbia la proprieta di transitivita della commutazione
e sia tale che ogni suo sottogruppo abeliano sia isomorfo a {e} o Z.

Si consideri un punto xy € X tale che infyep d(xg, 9 - x9) =€ < o . Log2

1+~ H
11 46 1 ; .
Posto R, 2H4+5Log (16—H4+6s)’ st ha :

esiste un 7 € T' tale che, per il sottogruppo Uag_ (o) generato dagli elementi
g €T tali che d(zwo, g - x9) < 2R, risulta Tog_ (1) =74 ={7* | k € Z} ;

la mappa quoziente m : X — X/T, la mappa 7© : X — X/7% e la mappa
p: X/t — X/T (quest’ultima definita da poT = 7 ) sono rivestimenti ; se sul
quoziente X /7% (risp. X/T) si definisce la distanza d([z], [y]) = inf .z d(z, g-
y) (risp. d([z], [y]) = inferd(z,g-y)) per ogni x,y € X, e se Ty = T(xg) e
Ty = m(xo), allora la restrizione di p alla bolla B(Zo, R.) é un omeomorfismo
sulla bolla B(Zy, R.) che é un’isometria locale.

Remarques. L’ipotesi "I' € un sottogruppo discreto del gruppo delle isome-
trie di (X, d, )" implica che I’azione di I sia libera e propriamente disconti-
nua in quanto I', essendo non abeliano con la proprieta di transitivita della
commutazione, ha centro nullo (Corollario 5.4.8).

Théoréme 5.4.4. Sia § un numero reale strettamente positivo. Sia (X, d, p)
uno spazio di lunghezza con una misura completo, localmente compatto e
connesso, sul quale agisce per isometrie un gruppo I' 6-non abeliano, con la
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proprieta di transitivita della commutazione e che supponiamo sia un sotto-
gruppo discreto del gruppo delle isometrie di (X,d, ). Supponiamo inoltre
che su X la misura di ogni bolla di raggio positivo sia strettamente positiva.
Allora : Ent(X) > 0; inoltre, esiste un punto xy € X tale che

) Log?2
inf d . > .
(ot Ao,y - @0) > 7 Ent(X)

dove Ent(X) denota lentropia dello spazio metrico misurato (X, d, ).

Remarques 5.4.5. Qui lipotesi che I' sia discreto sostituisce l'ipotesi che
tutte le orbite di I' siano discrete e 1’azione sia priva di punti fissi (Teorema
5.3.7). In questo modo & sufficiente verificare le ipotesi su una sola orbita,
invece che su tutte, (Osservazioni 5.4.2).

Allo scopo di approfondire il significato delle ipotesi fatte nei risultati prece-
denti (dove in particolare abbiamo, oltre alla d-non abelianita, richiesto che
il centro di I' sia nullo) studiamo ora le proprieta dei sottogruppi finiti dei
gruppi -non abeliani.

Premettiamo che le proprieta qualitative che ora vedremo non dipendono, a
differenza delle disuguaglianze quantitative stabilite nel Teorema 5.4.1, dal
valore scelto per §. Cio apparira piu evidente formulando i risultati che se-
guono in termini di grupp: iperbolici per coppre.

Définition 5.4.6. Sia I' un gruppo finitamente generato. Si dice che I' e
iperbolico per coppie se € non abeliano e se, per ogni coppia di elementi
v1,% € I' che non commutano, esiste una varieta Riemanniana compatta
connessa X di curvatura sezionale K < 0 insieme con un morfismo p dal
sottogruppo generato da ~y; e vo al gruppo fondamentale di X tale che p(~y;)
e p(y2) mon commutano.

Remarques. L’insieme dei gruppi d-non abeliani & contenuto (per qualunque
valore di §) nell’insieme dei gruppi iperbolici per coppie. Tuttavia, sostituire
I'ipotesi di d-non abelianita con 'ipotesi di iperbolicita per coppie non ¢ sol-
tanto una generalizzazione : la seconda ipotesi, oltre ad essere piti semplice
e piu naturale, e verificata da tutti i gruppi fondamentali delle varieta com-
patte connesse a curvatura negativa. Inoltre, col rendere gli enunciati dei
teoremi indipendenti dal valore di §, quest’ipotesi si allinea con una conget-
tura di G. Besson, G. Courtois e S. Gallot, secondo la quale dovrebbe essere
possibile stabilire una versione del Teorema 5.4.1 in cui le disuguaglianze in
(i),...,(iv) non dipendono dalla costante §. (Piu precisamente, si vuole sosti-
tuire l'ipotesi ”I" & d-non abeliano” con I'ipotesi ”le coppie di elementi di I" si
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(1)
(2)
(3)

comportano come le coppie di elementi del gruppo fondamentale di almeno
una varietd X che verifica le ipotesi del Lemma di Margulis classico”?.)

Proposition 5.4.7. Se I' é un gruppo iperbolico per coppie, allora ogni suo
sottogruppo finito € incluso nel suo centro ; inoltre, se I' & di centro ridotto
a zero, allora ogni suo sottogruppo finito risulta uguale a {e}. In particolare,
questa proprieta vale per i gruppi 6-non abeliani.

Corollaire 5.4.8. Sia Isom(X,d) il gruppo delle isometrie di uno spazio di
lunghezza (X,d) connesso, completo e localmente compatto, e sia I' un suo
sottogruppo d-non abeliano o, pit in generale, iperbolico per coppie. Allora

se I ¢ discreto in [som(X,d), allora, per ogni x € X, Uorbita I'-x ¢é discreta
e lo stabilizzatore di x ¢ finito e incluso nel centro di I ;

se I' & discreto in Isom(X,d) e se il suo centro é nullo, allora l’azione di T’

su (X, d) ¢ libera e propriamente discontinua® ;

se I' é un sottogruppo di Isom(X,d) avente centro nullo, e se esiste un punto
xo9 € X la cui orbita ¢ discreta e il cui stabilizzatore € finito, allora ogni
punto di X ha (sotto l’azione di I') orbita discreta e stabilizzatore banale

(i.e. T, = {e} Vx).

Exemples 5.4.9. Se si elimina l'ipotesi di locale compattezza per lo spazio
X si trovano dei controesempi al Corollario 5.4.8. In particolare, mostreremo
esempi di gruppi la cui azione e isometrica su uno spazio non localmente
compatto (X, d), che sono discreti in Isom(X,d), ma che ammettono punti
con stabilizzatore infinito.

Sia C(I', 9) il grafo di Cayley di un gruppo I finitamente generato rispetto a
un suo sistema di generatori S. Consideriamo C(I', S) dotato della struttura
canonica di spazio metrico. Denotiamo con {2 lo spazio di tutte le successioni
di numeri reali {a;};cz tali che la norma |[{a;}|| = \/>_,c;, @:? sia finita, che
consideriamo munito della distanza indotta dalla norma ||{a;}||. Prendiamo
ora il prodotto X = [? x C(T", S) munito della metrica prodotto (che & una
distanza di lunghezza). Su tale X ¢ definita 1’azione del gruppo G = Z x I’
data da (n,v) - ({a;}iez, ) = ({@isn}icz, v - ) dove 7 - x denota 'immagine
di x rispetto all’azione canonica di un gruppo sul suo grafo di Cayley. E’

4Qui si intende che per ogni coppia di elementi 71,72 € I' che non commutano, esiste
una varieta X tale che —1 < Kx < 0 e un morfismo p di I' in 71 (X)) tale che p(71) e p(72)
non commutano.

SRicordiamo che 1'azione di un gruppo I' su uno spazio topologico X si dice libera e
propriamente discontinua se : (1) per ogni x € X esiste un intorno aperto U, tale che
g-Uy,NU, =0 per ogni g € '\ {e}; (ii) per ogni z,y € X esistono intorni aperti U, eV,
tali che g - U, NV, = 0 per ogni g € I.
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facile vedere che 'azione di G e isometrica su X. Inoltre, G & discreto nella
topologia C-O : per vederlo, ¢ sufficiente trovare un punto zo € X la cui
orbita & discreta e priva di punti fissi. (Infatti, se lim, . 7, = 7 nel senso
della topologia C-O, allora ~, - xg — 7 - xo e, poiche l'orbita ¢ discreta, sara
Yn - To = 7v-To per n € N abbastanza grande e quindi, essendo 1’azione libera,
Yn = 7.) Ad esempio si puod prendere xy = ((65);,¢) dove ¢ & un vertice
arbitrario del grafo di Cayley e (6%); & la successione i cui elementi sono tutti
nulli eccetto quello di posto k. Si noti che G & J-non abeliano se lo ¢ I' (ma
il centro di G ¢ chiaramente non nullo).

D’altra parte, se consideriamo, per ogni n € Z, g, = (n,e) € G, si ha che
gn agisce su X fissando il punto (0, e) (dove 0 rappresenta la successione che
ha tutti gli elementi nulli) e quindi lo stabilizzatore di tale punto e infinito.
Questo ¢ un contro-esempio al Corollario 5.4.8 per il caso non localmente
compatto. Infatti lo spazio X non ¢ localmente compatto perche [? non &
localmente compatto.

Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta con curvatura sezionale stret-
tamente negativa e sia (M, g) il suo rivestimento universale Riemanniano.
Si denoti con L*(M, g) lo spazio vettoriale (che non ¢ localmente compatto)

delle funzioni f : M — R tali che la norma ||f|| = ([ ]f|2dvg)% ¢ finita per
ogni f (dove dvg denota la forma di volume associata a ). Si noti che qui si
intende che ogni f € LQ(]\ZI ,§) ¢ definita "quasi ovunque”, i.e. tranne che su
un insieme di misura nulla.

Sia Isom(L*(M,§)) il gruppo delle isometrie di L?(M, §). Allora, poiche il
gruppo I' degli automorfismi di rivestimento di M agisce per isometrie su M ,
si ha una rappresentazione di I' in Isom(L*(M, §)) definita da (v - f)() =
foyt-a). i
Mostriamo che tale rappresentazione e iniettiva e discreta. Sia o € M un
punto fissato e poniamo o = inf cp\ (e} d(To,y - To). Essendo 'azione di I’
su M discontinua, si ha o > 0. Sia f, la funzione caratteristica della bolla
B(Zg,€), dove € < /2. Se v e v sono elementi distinti di T, si ha

1 se € B(y- %o,¢)
(v-fo—7"fo)(@) =< —1 se &€ B(y - Zge¢)

0 altrimenti

poiche B(y - Zg,e) N B(y' - Zg,e) = 0 Ne segue che ||y - fo — 7 - follrz =
2v0l(B(Zo,€)) ¢ un numero positivo indipendente da v e /. Allora v #

v = v fo £~ - fo e larappresentazione e iniettiva.
Inoltre, se lim, 4o v» = 7 (uniformemente su ogni compatto di L2(M)),
allora lim, o ||7n - fo — 7 fol|zz = 0, il che implica, per n € N abbastanza
grande, che v, = 7.
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Ne segue che I' agisce su LQ(M , §) come un sottogruppo discreto di isometrie
rispetto alla topologia C-O. Questo, nel caso in cui lo spazio non e localmente
compatto, € un controesempio al Corollario 5.4.8 in quanto la funzione nulla
e fissata da tutto I' e non ha quindi stabilizzatore finito. Si noti che I' & un
gruppo d-non abeliano il cui centro € nullo per ipotesi.

Exemple 5.4.10. Descriviamo ora un esempio semplice di gruppo d-non
abeliano che agisce per isometrie su uno spazio di lunghezza localmente com-
patto, e discreto rispetto alla topologia C-O e ammette punti fissi. Si consideri
il grafo di Cayley C'(I") di un gruppo d-spesso I' (rispetto a un qualunque sis-
tema di generatori finito) e sia Z, il gruppo ciclico finito di ordine p. L’azione
di G =T x Z, sullo spazio X = C(I") x Dy (dove Dy denota il disco chiuso di
raggio unitario nel piano complesso) definita da (v,1) - (z, 2) = (yz, e%z), e
isometrica. Inoltre, il gruppo G ¢ discreto perche ammette un’orbita discreta
senza punti fissi (si prenda un qualunque (z,z), con z diverso da 0), ed &

d-non abeliano (si veda (ii) degli Esempi 5.3.4). Tuttavia, per ogni punto
z € C(I'), il punto (x,0) ¢ fissato da {e} x Z, C G.

Abbiamo supposto, in alcune applicazioni del Lemma di Margulis (in parti-
colare dove si minora in un punto il raggio di iniettivita e dove si stabilisce
la, decomposizione in parti sottili e parti spesse, o anche nel Teorema 5.4.3)
che il gruppo I' abbia la proprieta di transitivita della commutazione (cfr.
Esempi 5.3.4) il che, nel caso in cui I' € non abeliano (e a maggior ragione
nel caso iperbolico per coppie) implica che il centro di I' sia nullo. Tenendo
conto della Proposizione 5.4.7, poiche un elemento di torsione genera un sot-
togruppo finito, ¢ immediato il seguente :

Corollaire 5.4.11. Un gruppo I" iperbolico per coppie di centro nullo ¢ privo
di torsione; in particolare, un gruppo I' d-non abeliano (6 > 0) che ha la
proprieta di transitivita della commutazione e privo di torsione.

Per finire, enunciamo una proposizione che stabilisce una proprieta algebrica
notevole dei gruppi iperbolici per coppie, che utilizzeremo piu avanti nella
dimostrazione del Teorema 5.4.4.

Proposition 5.4.12. In un gruppo I' iperbolico per coppie (in particolare,
d-non abeliano) ogni sottogruppo mormale abeliano é contenuto mel centro.
In particolare, un gruppo iperbolico per coppie con la proprieta di transitivita
della commutazione non contiene sottogruppi normali abeliani diversi da {e}.

Passiamo ora alle dimostrazioni di alcuni dei risultati presentati finora.
Dimostrazione del Teorema 5.4.1

Questa dimostrazione puo dividersi in tre passi successivi. Il primo passo
consiste nel dimostrare la seguente :
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(i)
(i)

(iii)
(i)

(idi) = (i)

(ii) = (1)

(i) = (iii)

Proposition 5.4.13. Sia (X,d) uno spazio metrico di lunghezza completo
e localmente compatto. Sia T' un sottogruppo del gruppo Isom(X,d) delle
isometrie di (X, d). Allora i quattro enunciati sequenti sono equivalenti :

esiste un punto xo € X tale che, per ogni R € RY, linsieme Yg(xq) dei
v €T tali che d(zo,7y - x9) < R ¢é finito;

esiste un punto xo € X la cui orbita I' - xg € discreta e il cur stabilizzatore é
finito;

ogni punto x ha orbita I" - x discreta e stabilizzatore T, finito;

[ ¢ discreto in Isom(X,d), munito della topologia C-O.

Si osservi che qui consideriamo Isom(X,d) piuttosto che I'som(X,d, ) (cfr.
pag. 80).

Dimostrazione

: I'implicazione ¢ banale.

: supponiamo che esista R > 0 tale che ¥ g(x¢) sia infinito. Allora esiste una
successione {7, }ney di elementi di ' distinti tali che per ognin € N, 7, -zg €
Be(zo, R). Grazie a un teorema di Gromov che stabilisce che le bolle chiuse
di uno spazio di lunghezza completo e localmente compatto sono compatte
([Gr2], Teorema 1.11), possiamo estrarre dalla successione Yy(n) - To,, . Una
sottosuccessione {fyd,(n) - Zo}nen che per n — oo converge a un punto y €
Be(zo, R). Poicheé g & un punto isolato nell’orbita I - 2, si puo scegliere un
numero reale € > 0 tale che B(zg,e) NT" - zg = {x0}. Ora, esiste N € N tale
che, per ogni intero n > N, si ha :

d(%&vm(m ‘xoyﬁo) = d(%(n) * L0, Yp(N) wo) < €.

Ne segue che, per ogni n > N, si ha 7;(1]\,)%(71) e I'y,. Poiche I';, e finito,
esistono n,p € N distinti tali che 7;(1]\])%5(1,) = 7(;(11\/)%#(71)’ e quindi ;) =
Ye(n), il che contraddice I'ipotesi che gli elementi 41 fossero distinti. Quindi

Y r(xg) e finito per ogni R > 0.

: sia zyp € X il punto che esiste per (i), di modo che, per ogni R > 0,
I'insieme Y g(xg) sia finito. Se I' -  non ¢ discreto (risp. se I', non ¢ finito)
per qualche x € X, esiste una successione {7, }nen di elementi distinti di
[ tali che lim, 1o, - = x (risp. tale che v, - © = z per ogni n). Per
n € N abbastanza grande, la disuguaglianza triangolare da d(zg, v, - o) <
2d(xg,x) + d(z, 7, - ) < R per R = 2d(x,x0) + 1, e quindi, per ogni n € N,
Y € T'r(2xp), il che contraddice l'ipotesi (i). Pertanto l'orbita I' - x ¢ discreta
e lo stabilizzatore I', e finito per ogni x € X.
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(i) = (i)

(i) = (idd)

: supponiamo che (ii) sia verificata in un punto xy € X , ma che I" non sia
discreto. Si ha allora una successione {v, }nen, formata da elementi distinti di
I' e tale che per n € N che tende all’infinito v, converge a v uniformemente,
e quindi anche semplicemente, su ogni compatto. Si ottiene cosi lim,, o Vn -
xo = - xo. Inoltre, essendo I' - xy discreto, esiste un N € N tale che per ogni
n > N, siha,-xg =", e quindi v~ 1y, € [y,, il che contraddice il fatto
che I';, sia finito. Notiamo infine che 'implicazione (ii) = (iv) non utilizza
I'ipotesi 7 (X, d) completo e localmente compatto”.

: se per assurdo I si suppone discreto e se (iii) non e verificata, allora esistono
un punto xy e una successione (7, )nen formata da elementi distinti di I tale
che lim,, 1o Y - To = x¢ (0 perche 7, - zg = x¢ se [';, € infinito, o perche
Yn - To — Tp - per valori distinti - se I"- g non ¢ discreta). A questo punto un
tipico ragionamento alla Ascoli-Arzela (si veda il Lemma 5.4.18) implica che
la successione (v, )nen sia definitivamente costante, che € una contraddizione.
O

Si noti che la Proposizione 5.4.13 dimostra in particolare le Osservazioni
5.4.2.

Il secondo passo per la dimostrazione del Teorema 5.4.1 e il successivo Lemma
5.4.14.

Consideriamo un insieme finito S = {sy, ..., sy } e denotiamo S il semigruppo
libero generato dalle potenze non negative degli s;, per i = 1,..., k. Scelta
una funzione arbitraria [ : S — RT, la estendiamo a tutto St definendo,
per ogni v = s;,...8;, € ST, U(y) = U(si,) + ... +1(s;,) . Sia F(S) il gruppo
libero generato dagli s; e dai loro inversi formali s; '. Estendiamo ora [ a una
funzione [ definita su () al fine di definire su ST una distanza associata a [.
Poniamo [(s; ') = I(s;) per ognii = 1, ..., k e denotiamo con /() la lunghezza
della parola ridotta negli s; e i loro inversi che rappresenta . (Per parola
ridotta si intende una parola negli s; e nei loro inversi tale che un generatore
e il suo inverso non appaiono consecutivamente. In un gruppo libero ¢’¢ un
solo modo di rappresentare un elemento tramite una parola ridotta. Si veda
ad esempio [Rot], pag. 344) Ora, per 7,7 € S dati, definiamo la distanza
di(v,7") = I(y~" - 4') che, poiché non ci sono relazioni non banali tra gli
elementi di S, ci da una distanza per ogni [ : S — RT e, se dotiamo S+
della misura che conta #, ST ha la struttura di spazio metrico misurato, con
entropia definita da

Ent(S*,d,8) = Inf J%EH LOg[jj(Lj{(e,R))]

dove B(e, R) ¢ la bolla di raggio R su (ST, d;) centrata nell’elemento neutro
e (si veda la Definizione 5.3.1).
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Dopo questa premessa, possiamo dimostrare il

Lemme 5.4.14. Sia S™ il semigruppo libero generato dalle potenze non ne-
gative degli elementi di S = {s1,...,8x}. Se h = Ent(St,d, 1), allora si ha :

) RICI

seS

Démonstration. Seguiremo, per la dimostrazione, lo stesso schema che viene
utilizzato in [Rob], Lemma 3.3.3.

Cominciamo col provare che Ent(S™,d;, 1) = limp_o esiste. A
questo scopo, si noti che se L = max g (), la funzione f(R) = Log[tB(e, R+ L)]
e subadditiva, i.e. f(R1+ Ry) < f(R1)+ f(R2) per ogni Ry, Ry > 0. Infatti, se
g = Siy...8;, ¢ un elemento di lunghezza l(g) = (s, )+...+1(s;,) < Ri+Ry—L,
e k & il piu grande intero tale che I(s;,...5;,) = l(si,) + ... +1(s5,) < Ry, al-
lora I(s;,...55,,,) = Ry e l(si,,,--8i,) = 1(g) = U(Siy--Sinsy) + U(Sip,,) < Ro.
Quindi la funzione p : B(e, R1) x B(e,Ry) — B(e, Ry + Ry — L) definita
da p(g1,92) = g1g2 € suriettiva, da cui la subadditivita. Ora, si fissi un qua-
lunque Ry > 0. Per ogni R > Ry si puo scrivere R = Ry - ¢ + r, con ¢ intero
e 0 <r < Ry. Segue dalla subadditivita che

f(R) <Q'f(Ro)+f(7")
R = Ry-q+r Ry Ry - q

Log[t(B(e,1?))]

da cui, essendo f(r) limitato superiormente, si ha sup limg_, B < [(Fo)

R = Ry -
Poiche Ry e arbitrario, sup limpg_.. IR g Ro>0 ! (Jio), il che, combinato

R -
f(zfzzo) < inflimp_. @, conclude la di-

con la disuguaglianza ovvia infg ¢
mostrazione.

Si noti che abbiamo dimostrato che $B(e, R) > e"#~1) per ogni R > 0.
Osserviamo che se h = 0 il lemma & vero, perche in tal caso k = §(S) = 1 (se
¢io non fosse vero, per ogni n > 0 la bolla di raggio n-max,c g [(s) conterrebbe
almeno % elementi, i.e. le parole che in un semigruppo libero si possono
scrivere con meno di n generatori, e sarebbe h > 0).

Possiamo quindi supporre h > 0. Consideriamo la somma di Poincaré
I(c,1) = Z ect)
yeSt

dove ¢ > 0 e [ ¢ estesa a tutto il semigruppo libero come sopra.
Dimostriamo ora che se ¢ > h, allora I(c,1) € finito e che lim. ;- I(c,l) =
+00. Sia b(n) = #(B(e,n)) : si osservi che

88



Z[b(n+ ) b( )] (n+1)c < ] cl < Z n 4+ )_b<n)]e_nc

neN neN

in quanto b(n + 1) — b(n) & esattamente il numero dei v € S7 tali che
n < I(y) < n+ 1. Raccogliendo i termini nelle serie sopra, si ha

(1—e© Zb e < I(e,l) e—le Je ",

n>1 n>1

h+ %, e quindi b(n) < e™2" Allora 3, o, b(n)e™ < 3 . elta=on,
I'ultima serie converge perche eht3=0) = 6_5/2 < 1. Dunque I(c,1) ¢ ﬁmta
per ¢ > h.

Ora, poiche prima abbiamo dimostrato che b(n) > e*™~1) per ogni n > 0, si
ha

Se ¢ > h, fissiamoe =c— h : esiste un ng tale che n > ngy implica Loglb(m)] <
e

h—c

Z b(n)e—nc > Z eh(n—L)e—nc _ —hL Z (h—c —hL : i —

n>1 n>1 n>1

e quindi I(c, 1) > (1—e¢)e L 1eh —. Ora, 'ultimo termine tende all'infinito
quando c¢ tende a h, per ¢ > h > 0. Dunque lim._,- I(c,l) = +o0.

Sia ora E} l'insieme degli elementi di S* che si scrivono come prodotto in S
che comincia con s € S. Posto

I(e,l) = Z PR
VeES
valgono le seguenti :
el (c,1) = I(c,1).
I(c,l) =1+ s Ls(c,1).
Infatti, (i) segue da

GCZ(S)IS(C, l) —C I(s) Z ec (%) _ Z 6—0[[(7)—[(3)] _ Z e—c[l(s~'y’)—l(8)] — I(C,l)

~veET veET yest

dove le ultime due uguaglianze derivano dal fatto che esiste una bigezione
f: St — Ef datada f(v') = s/, tale che [(f(7)) = I(s) + (7).

L’ uguaghanza (ii) & vera perche S & 'unione disgiunta ST = {e} U
e l(e) = 0. Sostituendo (i) in (ii), otteniamo

I(e, ) =1+1(c,1)Y el

seS

SES
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Poiche ¢ > h possiamo dividere per I(c,1) e passare al limite per ¢ che tende
a h, ottenendo la tesi del lemma.
m

Consideriamo ora due elementi 7;,7, € I' che non commutano. Poiche I'
¢ d-non abeliano possiamo supporre che ¥ e 7 generino un semigruppo
libero in T' (vedi Proposizione 5.3.12). Si noti che 7§ e & non apparten-
gono allo stabilizzatore I', di alcun punto z € X, perche, essendo I', finito
(Proposizione 5.4.13 (iii)), se v € I', deve esistere un intero p > 0 tale
che (V)P = e, il che ¢ escluso se il semigruppo generato dai 7Y ¢ libero.
Dunque (7)) = d(z,7) - z) e I(v') = d(x,7} - x) sono entrambi numeri
strettamente positivi. Sia h Ientropia del semigruppo libero S* generato da
vV e 4 rispetto alla distanza di lunghezza d; data sopra. Allora, segue dal
Lemma 5.4.14 che

PO 4 o1 —
Poiche I(vV) < Nd(x, v, - x) e [(vY) < Nd(x,v, - ), abbiamo

efh N d(z,v2-x) <1-— efh N d(z,v1-x)

e, passando ai logaritmi,

1 1
d(',ﬂ?’y? : 23) > h_NLOg (1 _ ehNd(a:,’n-ac)) .
Scegliamo N = [3] 4 1, cosi che N < * ¢ quindi

o . 1
. o .
410 9\ o dema)

Infine, dimostriamo che h < Ent(X), dove Ent(X) = Ent(X,d, u). La di-
suguaglianza triangolare e la definizione della distanza d; associata a [ com-
portano che, per ogni v € ST, d(z,v-z) < d(e,v), da cui, se si pone
Yr(x) ={y €T |7z € B(z,R)},

d(:E, V2 x) >

S

Log[t¥r(x)]

h<Inflimp_.s I

in quanto By (e,R) C{y € ST |~v-z € B(z,R)}. Il Lemma seguente, che

generalizza il Lemma 2.3 di [B-C-G] ad azioni che ammettono punti fissi, ci
permette di concludere la dimostrazione del Teorema 5.4.1.
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Lemme. Sia (X,d, p) uno spazio di lunghezza misurato connesso, completo
e localmente compatto, dove le bolle di raggio positivo hanno misura positiva.
Se I' ¢ un sottogruppo discreto di Isom(X,d, ), allora 'orbita di x é discreta
e lo stabilizzatore 'y, € finito e, per ogni x € X, e si ha

Ent(X,d,pn) > Inf zz'mRHm%.

Démonstration. Sia x € X e a(x) = inf,ep\p, d(z,7v-z). Il gruppo I' essendo
discreto, la Proposizione 5.4.13 implica a(x) > 0. Poniamo p [B(z, a(z)/2)] =
v(x). Osserviamo che v(z) > 0 e che due bolle B(vy; - z,a(z)/2) e B(7, -
x,a(x)/2) in X hanno intersezione non vuota se e solo se v, -z = 7 - .
Poiche per ogni I? > 0 vale I'inclusione B(z, R+ a(z)/2) 2 U, 4epur) B(7-
x,a(x)/2), la disuguaglianza

o) o2

¢ vera se la somma a destra e calcolata sull’insieme Yg(z) dei v € T tali
che v-x € B(z, R) e se, per ogni laterale in I'/T",, si sceglie esattamente un

rappresentante. Poiche le bolle B (7 - X, @) = (B (m, @)) hanno tutte

volume positivo uguale a v(x), otteniamo

[o(on )00 28

da cui §(I'y) - p [B (x,R+ @)} > v(z) - 1Xg(2).

Da qui, passando ai logaritmi, dividendo per R e passando al limite inferiore
per R — oo su entrambi i membri della disuguaglianza, si ottiene il lemma
(si noti che #(I";) e finito per la Proposizione 5.4.13).

]

Sia H > 0 un maggiorante qualunque di Ent(X). Si puo allora scrivere

15 1
d(z, 7)) > =~ L
@7-2) 2 7 1775 09(1_6—H‘{r5d<xm~x>)

che dimostra il punto (i) del Teorema 5.4.1.

Per dimostrare (ii), supponiamo che d(z,vy, - z) < 2 - L2

446 H

e sostituiamo

questa disuguaglianza in (i). Otteniamo cosl d(z,y2 - ) > ﬁ - 292 Ora, se
e < 4%6 : L;’f, (ii) implica che i generatori di I'.(x) commutano tra loro, e

quindi I';(x) ¢ abeliano, il che prova (iii).
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Procediamo ora seguendo lo stesso ragionamento usato in [B-C-G| per di-
mostrare il Lemma 2.5 a pag. 21.

Supponiamo che il centro di I" sia ridotto al solo elemento neutro e conside-
riamo z € X e~y € I'. Essendo (X, d) uno spazio di lunghezza, per ogni ¢ > 0
esiste una sequenza di punti z; € X, 7 =0,...,n, con zg = x, x, = v-x e tale
che d(z;,x;11) < € e (si veda la Proposizione 5.3.11)

[y

n—

d([[‘i?l‘“_l) < d(I,’Y : ZE) + €.

Il
o

i

Sia D > 0 un maggiorante di sup,.y d(I" - z, z). Allora, per ogni ¢ =0, ...,n
esiste un elemento ; € I tale che d(v; - x,z;) < D, con vy = e e v, = .
Definendo o; = 'y[l”yiﬂ, cosl che vy =0¢-...- 0,1, si ha

d(z,0;-x) = d(@, v, "Yig1 - x) =d(Vi - 7,741 - T) < 2D +¢

(I'ultima disuguaglianza discende dalla disuguaglianza triangolare) e pos-
siamo concludere che per ogni € > 0 I'insieme {7 | d(z,7y-x) < 2D +¢c} ¢ un
sistema generatore di I'.

Si consideri ora un arbitrario o € I' : poiche il centro di I' e ridotto al
solo elemento neutro, esiste un v € I' che non commuta con o tale che
d(x,v-x) < 2D + ¢, pertanto

1 ) 1
2D +¢e>d(z,y-x) > ' mLOQ (1 — e—HMd(a:,aw))

)

da cui, quando ¢ tende a zero, si ottiene

)
S TR (1 _ e—Hﬁréd(%U'xJ
OVVero 5 . .
d(x,0o-x) > 123 ﬁLog (W)

che ci da (iv) in quanto o & arbitrario in T O
Dimostrazione della Proposizione 5.4.3.

Sappiamo, poiche inf,cp (e} d(wo, v - z0) =€ < 4—+5 L}’f, che esiste un 0 € T’
tale che d(zg,0 - xg) = ¢ < ﬁ . L‘I’f. Sia 7 € T tale che d(xg,v - z9) <

2R, = 5 4+6Log (ﬁ) Tale v commuta con o ((i) del Teorema 5.4.1),

e poiche ¢ un generatore arbitrario di ['sg_(z¢), la proprieta di transitivita
della commutazione implica che I'sg_(x¢) € abeliano. Inoltre, o € T'sg_(x¢)
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I TN 6 . Log2
poiche e < 755 - =5~

che dimostra (i).

& Log2 : : PN 1
5“1, e quindi Tap_(z0) € isomorfo a Z, il

= 2R, >
Poiche T" & discreto per la topologia C-O in I'som(X,d, 1) ed ha centro nullo,
il Corollario 5.4.8 implica che ’azione di I' su X & propriamente discontinua
e libera. Le applicazioni 7 : X — X/T' e @ : X — X/7% sono allora rivesti-
menti regolari. Consideriamo su X/T' (risp. su X/7%) la distanza dx,r (risp.
dx/-z) definita per ogni z,y € X dall'identita dx,r([z], [y]) = infger d(z, g-y)
(visp. dx/,z([z],[y]) = infyezd(x,g - y)). Ne deriva che entrambi i quo-
zienti X/T" e X/77 sono spazi di lunghezza. Per vederlo, utilizziamo il fatto
che se (Y,dy) & uno spazio metrico completo tale che per ogni x,y € Y
esiste un z € Y per il quale dy(x,z) = dy(y,2z) = dy(z,y)/2, allora dy
¢ una metrica di lunghezza (vedi [B-B-I|, Teorema 2.4.16). Consideriamo
[z],ly] € X/T. Dalla definizione di dx/r, l'azione essendo discreta, segue
che esiste un gy € T tale che dx/r([z],[y]) = d(x,g0 - y). Sia z tale che
d(z,2) = dz, g0 - y) = dl.go - 9)/2. Allora dyse(lal,2]) < Se((al. o)
e dxr(ly],[2]) < 2dxr([z],[y]) da cui, per la disuguaglianza triangolare,
dxr([z],[2]) = dx/r(ly], [2]) = idxr([z], [y]), il che prova che dx;r ¢ una
metrica di lunghezza. La dimostrazione per dx/,z ¢ identica.

Dimostriamo ora che, con questa scelta di metriche, i rivestimenti 7 : X — X/I’
e : X — X/7% sono isometrie locali. Partiamo da 7 : X — X/T". Poiche
I'azione ¢ discreta, per ogni x € X si ha inf,cpyyed(z,y - 2) = a, >
0. Si vede allora che la restrizione di 7 a B(z,a,/4) ¢ una bigezione su
B(m(x), a,/4) che preserva la metrica ereditata dagli spazi ambiente. Infatti,
se d(z,z) < ay/4 si ha d(n(z),n(2)) = inf,erd(x,y - 2) < a,/4. Viceversa,
se w(z) € B(m(x),a,/4), allora esiste un 7o € I' tale che d(z, 7 - 2) < /4,
e (7o - 2) = w(z). Inoltre, se y1,y2 € B(x, a,/4) sono tali che w(y;) = 7(y2),
allora esiste un vy € I' tale che 7 - y1 = y2. Ne segue che d(z,7 - ) <
d(x,y2) +d(70 - y1,7% - ) < ag/2, il che implica per definizione di a, che
Y1 = yo. Pertanto 7 : B(x, o, /4) — B(mw(x), a,/4) & bigettiva.

Infine, per ogni y1,y2 € B(z, ap/4), si ha d(m(y1), 7(y2)) = d(yr, 70 - y2) <
o, /2 per qualche 7o € T'. Ma allora d(z,vo-2z) < d(z, 1) +d(y1, 70 y2) +d(70-
Y2,7%0 - ) < Qu, il che implica che 79 = e, e cioe d(7w(y1), 7(y2)) = d(y1,y2),
ossia 7 € un’isometria locale. Ripetendo lo stesso ragionamento, si ottiene
I'analogo risultato per 7 : X — X/7% e, usando la relazione po 7 = m, si
deduce che p: X/72 — X/T & un’isometria locale.

Osserviamo ora che un’isometria locale tra spazi di lunghezza preserva la
lunghezza L delle curve. Infatti, siano X e Y spazi di lunghezza e sia f : X —
Y un’isometria locale. Sia ¢ : [0,a] — X una curva. Si noti che I"applicazione
a:x — ofr) = infiep\(ey d(z, v - ) definita prima ¢ continua su X. Infatti il
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fatto che I' agisce per isometrie e la disuguaglianza triangolare implicano
d(x2,7 - w2) — 2d(21, 22) < d(21,7 - 1) < 2d(21, 22) + d(22,7 - T2)

perogniy € I', zy, 29 € X. Siay; € I'\{e} tale che d(x1,7,-21) = a(z1). (Un
tale ~; esiste perche I' e discreto e X & uno spazio di lunghezza completo e
localmente compatto, cfr. la Proposizione 5.4.13) Allora, segue dalla disugua-
glianza a sinistra che a(xy) — 2d(x1, x2) < d(x9,v1 - T2) — 2d(x1, 22) < afxy).
Analogamente, se 72 € I'\ {e} & tale che d(z2,72 - x2) = a(x2), si ha a(x;) <
d(x1,72 - 1) < 2d(x1,x9) + a(x2) e quindi |a(zq) — a(xs)| < 2d(z1, x2), cioe
« € continua.

Si denoti ora g = ming x € ¢([0, a]) fr(x)/4, di modo che, per ogni t € [0, a],
la restrizione di f alla bolla B(c(t), o) sia un’isometria. L’applicazione ¢ :
[0,a] — X ¢ uniformemente continua (essendo [0,a] compatto), e quindi
esiste 0 > 0 tale che |t — /| <& = d(c(t), c(t')) < ay.

Sia S = {0 = so, 51, ..., S, = a} una partizione di [0, a] tale che |s; — s;41| <
per ogni ¢ = 0,...,n — 1. Poiche per ogni ¢t € [0,a], s; < t < s;4; implica
d(c(t),c(si)) < ap, si ha che {B(c(s;), ap)}izo,...n—1 € un ricoprimento di
c([0,a]) e ogni sottointervallo c[s;, s;41] ¢ interamente contenuto nella bolla
B(e(s;), ). Ne segue che la restrizione di f a c[s;, ;11| € una isometria,
e si ha L(c[s;, si11]) = L(f o c[si, si11]) (si ricordi che la lunghezza L di
una curva ¢ ¢ definita da : L(c) = inf 37" d(c(ss), c(sip1)) al variare di
tutte le partizioni {so,...s,,} dell'intervallo [0, a]). Poiche L ¢ additiva (i.e.
L(cy * c2) = L(c1) + L(c2) per due curve ¢ : [ag,a1] — X, ¢2 : [a1,a2) — X
tali che ¢;1(a1) = ca(ay), dove ¢; * ¢ : [ag, as] — X & definito da (¢1 * ¢o)(t) =
¢;(t) per t € [a;_1,a4]), si conclude che L(f o ¢) = L(c). Ne segue che se
f: X — Y e un rivestimento, ¢ € una curva in Y e ¢ un suo sollevamento in
X, risulta L(¢) = L(c). Questo ci permette, attraverso gli stessi argomenti
utilizzati nella dimostrazione della Proposizione 5.1.1 (pag. 54), di dimostrare
I'iniettivita dell’applicazione p ristretta alla bolla centrata in 7(zo) di raggio
R., il che conclude la dimostrazione di (ii). O

Remarques. Si noti che lo stesso ragionamento usato per mostrare che la re-
strizione di 7 : X — X/I" alla bolla B(z, a(x)/4) ¢ iniettiva si pud applicare
senza cambiamenti alla bolla B(x, a(x)/2). Se denotiamo inj(x) 'estremo
superiore degli 7 > 0 tali che 7, ristretta alla bolla B(x,r), ¢ iniettiva, si
ha allora inj(z) > a(x)/2. Analogamente, se denotiamo isom(z) 'estremo
superiore degli » > 0 tali che m, ristretta alla bolla B(z,r), & isometrica
(per la distanza ereditata dagli spazi ambiente), si ha isom(z) > a/4. In-
oltre, le funzioni inj(x) e isom(x) sono continue su X. Infatti, si noti che
per ogni x,y € X si ha B(y,isom(x) —d(z,y)) C B(x,isom(x)), e poiche su
B(z,isom(x)) la funzione 7 ¢ isometrica, si ha isom(y) > isom(x) — d(z,y).
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Scambiando x e y, si ottiene infine |isom(z) — isom(y)| < d(z,y). Analoga-
mente si dimostra che inj(x) & continua.

Dimostrazione del Teorema 5.4.4

Supporremo che U'entropia Ent(X) sia finita (altrimenti il teorema ¢ banal-
mente vero). Sia x € X. La misura della bolla B(x, R) in X, centrata in x e
di raggio R, ¢ finita; inoltre I'-x N B(x, R) ¢ finito per l'ipotesi di discretezza
di ' e per la Proposizione 5.4.13.

Per ogni intero N > 4/ e per ogni coppia {71,772} di elementi di I che non
commutano, possiamo supporre (eventualmente scambiando 7, con 7, ') che
le potenze non negative di 4i¥ e v generino un semigruppo libero, che deno-
tiamo F'* (Proposizione 5.3.12). Dati due numeri reali [;,ly > 0, definiamo
la funzione [ : F* — R* come [(WY7)..AY) = 1(v)) + ... + 1(7}). Esten-
diamo [ a una funzione [ sul gruppo libero astratto generato dai +;¥ ponendo
(v N) =1(yN) = 1;, i = 1,2, cosi da dotare F* di una distanza d; definita
come d;(7,7") = 1(y"'9'). Scegliendo I, = d(z,yY - z) e Iy = d(x,vY - 1),
otteniamo una prima distanza di tipo d;, che denotiamo df“’™. (Si osservi
che vV e 4 non appartengono a I',, essendo quest’ultimo sottogruppo finito
e quindi incluso nel centro di I') Posto L = max{d(z,yY - z),d(x, 7 - )},
per [y = ly = L, otteniamo un’altra distanza di tipo d;, che denotiamo d;"**.
Infine, scegliendo [y = [, = 1, otteniamo 1'usuale distanza algebrica, che de-
notiamo dl“lg . Definiamo ora h come l'entropia di F'* rispetto alla distanza
d?°°™ . Essendo d?*’™ < dj"** = [ - d™, deduciamo (Proposizione 5.3.10) che

Log?2
L

1
b= Ent(F*,d*™) > Ent(F*,dp™) = Ent(F*, %) =

(dove le entropie sono calcolate rispetto alla misura che conta). Ne segue, per
la disuguaglianza triangolare, che
h L _ Log2

—_— > .
N — N

h-max{d(x,v, - x),d(z,v2-z)} >

Dimostriamo che h < Ent(X). A tale scopo, osserviamo che per ogni v €
F* la disuguaglianza triangolare e la definizione di d/**™ comportano che
d(z,v-z) < dj*™(e, 7). Questo implica che h < Inflimp—.o0 - Log X g(2),
dove Xg(x) ={y €T | v-2 € B(z, R)}. D’altra parte, grazie al lemma usato
nella dimostrazione del Teorema 5.4.1 (pag. 91), si ha che

Inf limp— - Log §5g(z) < Ent(X), da cui h < Ent(X). Questo im-

> 1 Log2
= N max{d(z,y1-x),d(z,y2-x)}

e, poiche T' non & abeliano, una tale coppia di elementi {v1,7,} esiste e
Ent(X) > 0, essendo d(x,7; - ) < +oo per i = 1,2. Supponiamo ora per

plica che, se 71 e 72 non commutano, allora Ent(X)
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assurdo che per ogni € X si abbia inf,cp\(ey d(x,v-2) < ¢, i.e. che il gruppo
#‘Z?X). Denotiamo con ¥.(x)
I'insieme dei «y in I" tali che d(x,~-x) < c. Poiche ogni coppia {71,72} di ele-
menti che non commutano soddisfa max{d(z,~,-x), d(x,ve-z)} > ¢, il gruppo
['.(z) generato da ¥.(x) & abeliano e, poiche la commutazione & transitiva su
I', possiamo definire K () come la classe di equivalenza di T'.(z)\ {e} rispetto
alla relazione di commutazione. Poniamo 3(x) = c—max,ex, (z) d(z,v-x). Es-
sendo X.(x) finito, G(z) risulta strettamente positivo e, per la disuguaglianza
triangolare, se z € X ¢ tale che d(z,z2) < @, abbiamo I'.(z) C T'.(z). Cio
implica che K(z) = K(z), ossia la funzione z — K (z) ¢ localmente cos-
tante su X, e quindi, poiche X & connesso, costante. Sia K (x) U {e} = T,
di modo che I'.(x) C 'y per ogni x € X. Per ogni v € I"si ha I'.(y-x) C Ty
e D.(v-x) =AT(x)y™!, da cui To(x) C vy~ 'Tyy. Ma allora Ty O v~ Ty per
ogniy € I', perche I'g\ {e} ¢ una classe di equivalenza per la relazione di com-
mutazione. Applicando lo stesso argomento a y~! invece che a -, otteniamo
che 7 Tgy™! C Ty e quindi che I’y = v~ Ty : pertanto I'y & un sottogruppo

abeliano normale non banale di I, il che contraddice la Proposizione 5.4.12.
> 1 Log2

['.(z) sia non banale per ogni z € X, con ¢ =

In conclusione esiste un xy € X tale che inf,cp\ ey (0,7 - 7o) > Fni(x) ©
poiche % <N < % + 1, otteniamo
o Log?2
inf d . > . )
b Ao,y -20) > o5
O

Dimostrazione della Proposizione 5.4.7

Sia H un sottogruppo finito di T'. Se H = {e}, il teorema ¢ banalmente vero.
Per il caso H # {e}, si prenda un qualunque o € H \ {e} e si supponga
per assurdo che o non appartenga al centro di I". Cio significa che esiste un
~v € I tale che v e 0 non commutano. Ma, tenendo conto della definizione di
gruppo iperbolico per coppie (Def. 5.4.6) avremmo una varieta compatta a
curvatura negativa X insieme con un morfismo p :< v,0 >— m(X) (dove
< 7,0 > denota il sottogruppo di I generato da v e o) tale che p(vy) e
p(c) non commutano. Ne seguirebbe p(a) # e e p(o)* # e per ogni intero k
diverso da zero, per il teorema di Preissman ([DoC], cap.12). Cio contraddice
l'ipotesi che il sottogruppo H sia finito, perche si avrebbe o* # e per ogni

k0. 0

Dimostrazione del Corollario 5.4.8

II punto (1) segue dalla Proposizione 5.4.7 combinata con ’equivalenza tra
(iii) e (iv) nella Proposizione 5.4.13. Per dimostrare il punto (2), osserviamo
che se il centro di I' & nullo, allora 'azione di I" ¢ discreta e libera (Pro-
posizione 5.4.7). Questo implica che per ogni x € X, infyep\ ey d(, g - ) >
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a, > 0. Sia U, = B(z,a,/2) : la disuguaglianza triangolare implica che
U,Ng-U, =0 per ogni g € T\ {e}. Inoltre, per ogni y € X \ I -z, si ha
infoerd(y,g-x) > 0 = d(z,y) > 0 perche altrimenti esisterebbe una succes-
sione di elementi distinti g € I tali che d(y, gx - ) — 0, il che implicherebbe
a sua volta d(z, g, gm - ) = d(gn - T,gm - *) — 0 per n,m — oo. Dunque
I'azione di I" & propriamente discontinua perche se poniamo U, = B(x,0/2)
eV, =B(y,§/2),sihag-U,NV, =0 perognigel.

Infine, combinando (2) con lequivalenza tra (ii) e (iv) nella Proposizione
5.4.13 si ottiene (3). O

Dimostrazione della Proposizione 5.4.12

Sia I'g un sottogruppo normale abeliano e supponiamo 'y # {e}. Supponiamo
per assurdo che I'y non sia contenuto nel centro di I'. Allora esistono g €
o\ {e} e g € I" che non commutano tra loro. Essendo I" abeliano normale,
si ha Iy = v 1Ty, e quindi v gy e vgy~! commutano con g. Poiche T" &
iperbolico per coppie, esistera un morfismo p :< g,y >— m;(X) che invia il
sottogruppo generato da g e «y nel gruppo fondamentale 71 (X) di una varieta
X a curvatura sezionale negativa e tale che p(v) e p(g) non commutano.
Ora, in (X)) la commutazione ¢ transitiva (si vedano gli Esempi 5.3.4 (i) ).
Sia C} la classe di equivalenza di p(g) e poniamo ' = Cj U {e}. Il gruppo
[y, essendo un sottogruppo abeliano non banale di (X)), ¢ isomorfo a Z
per il teorema di Preissman. Denotando la relazione di commutazione con il
simbolo ~ si puo scrivere, per ogni ' € CY,

-1

P77 p(7) " ~ p(V)p(9)p(v) ™ ~ plg)

p(7) ' p(v) ~ p() " p(g9)p(7) ~ p(g).

Si vede allora che la funzione definita da 4 — p(7)7'p(y)™" ¢ un automor-
fismo di I'j; ~ Z (in quanto stabilizza I'{, e ammette come inversa la funzione
v — p(v) 79 p(7)). Sia T un generatore libero di Iy : risulta p(v)7p(y) ™! =
7% di modo che p(7)*7p(y)~2 = 7, che significa p(y) ~ p(7)?> ~ 7 ~ p(g).
Questo contraddice il fatto che p() e p(g) non commutano. O

Il caso dei gruppi di superficie

Définition. Sia I' un gruppo finitamente generato. Diremo il gruppo I' di
superficie se esso € mon abeliano e se, per ogni coppia di elementi vi,vo € T’
che non commutano, esiste un morfismo p dal sottogruppo generato da v, e
Y2 al gruppo fondamentale di una superficie compatta di genere g > 2 (g > 2
nel caso mnon orientabile), oppure iperbolica non compatta, tale che p(y1) e
p(y2) non commutano.
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Remarques. In un gruppo di superficie, due elementi che non commutano
generano un sottogruppo libero. Infatti, I'abelianizzato del gruppo fondamen-
tale 1 (X,) di una superficie compatta di genere g & Z?9 nel caso orientabile,
e Z97' x Zs nel caso non orientabile. Due elementi che non commutano in
m(2,) generano un sottogruppo il cui abelianizzato ha al pit rango 2 (e il
rango e esattamente 2 se tale sottogruppo e libero), quindi esso e di indice
infinito in m;(%,), e si identifica con il gruppo fondamentale di una super-
ficie non compatta (il rivestimento di ¥, associato), il quale ¢ libero ([Ma],
capitolo 4).

Stabiliamo ora tre risultati che sono le versioni, valide per gruppi di superfi-
cie, del Teorema 5.4.1, della Proposizione 5.4.3 e del Teorema 5.4.4 rispetti-
vamente :

Théoreme 5.4.15. Sia dato un numero reale positivo H. Per ogni spazio
di lunghezza misurato (X,d, i) completo, localmente compatto e connesso,
tale che la misura delle bolle di raggio positivo sia strettamente positiva e
per il quale si abbia Ent(X) < H, per ogni sottogruppo I' del gruppo delle
isometrie Isom(X,d, ) che sia un gruppo di superficie e sia discreto rispetto
alla topologia C-O, le sequenti (i), (ii), (iii) e (iv) sono verificate per ogni
relX:

(i) Per ogni coppia di elementi vy, e vy di I' che non commutano tra loro

1 14 3 e Hdl@ma)
d(ZE,’)/Q . l’) Z ﬁLOQ ( 1— 67H d(z,y1-2) )

(ii) per ogni coppia di elementi v, e vy di I' che non commutano tra loro,

Log3
max{d(x,% ' x),d(x,yg ’ I’)} > Hg ;

(#i) il gruppo Uc(x) generato dai~y € T tali che d(z,v-x) < €, é abeliano per ogni

£<egg= }’1?3;

(iv) se il centro di I é ridotto al solo elemento neutro, allora

1 14 3e2PH
inf d cx) > —L _—
v (.7 2) 2 - ( 1 — e 2PH

per ogni maggiorante D di D(x) = sup,cx d(I' - z, 2).

Remarques. Sia I' il gruppo libero generato da S = {a, b} (vale a dire, " & il
gruppo fondamentale della superficie non compatta che si ottiene incollando
lungo il bordo due triangoli iperbolici ideali). Sia X = C(I',95) il grafo di
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Cayley di I rispetto a S, dotato della distanza di lunghezza d; associata
a un’applicazione [ : S — RT, definita in modo tale che la lunghezza del
cammino corrispondente alla parola v = s]'sh?...s," (s; € S) sia I(y) =
nil(s1) + nal(s2) + ... + nyl(sy), I'enunciato del teorema sopra € ottimale.
Infatti, si scelga x =e, 1 =a, 2 =bed(x,v x)=I(a), dz,v2-z) =1(b).
Si ha allora ) W = 1, dove h denota I'entropia di (X, d;) (vedi [Rob],
Lemma 3.3.3). Un calcolo diretto mostra che

1 143 e hi@
[(b) = ﬁLog <—1 i@ )
Proposition 5.4.16. Sia (X,d, 1) uno spazio di lunghezza con una misura
completo, localmente compatto e connesso, tale che Ent(X,d,n) < H e tale
che le bolle di raggio positivo abbiano misura positiva. Supponiamo che T’
sia un sottogruppo discreto del gruppo delle isometrie di (X,d, u) che sia un

gruppo di superficie, abbia la proprieta di transitivita della commutazione e

tale che ogni suo sottogruppo abeliano sia isomorfo a {e} o Z.

Log3
H

143 e*H8>

Sia xg € X tale cheinfer d(xg, g-xp) =€ < . Poniamo R, = %%Log < f—cE

Allora si ha :

(i) esiste un T € T' tale che il sottogruppo T'ag_ (o) generato dai g € T' tali che
d(z0,9 - 10) < 2R, ¢ uguale a 72 = {7% | k € Z} ;

(ii) la mappa quoziente w : X — X/T, la mappa © : X — X/7% e la mappa
p: X/t% — X/T (quest’ultima definita da poT = 7 ) sono rivestimenti ; se sul
quoziente X /7% (risp. X/T) si definisce la distanza d([z], [y]) = inf .z d(z, g-
y) (risp. d([z], [y]) = infyerd(z, g - y)) per ogni z,y € X, e se To = T(xg) e
zo = m(xo), allora la restrizione di p alla bolla B(To, R.) é un omeomorfismo
sulla bolla B(Zo, R.) che e un’isometria locale.

Théoréme 5.4.17. Sia (X, d, ;1) uno spazio di lunghezza misurato completo,
localmente compatto e connesso, e sia I' un gruppo di superficie che agisce su
X per isometrie, che soddisfa la proprieta di transitivita della commutazione
e che supponiamo sia un sottogruppo discreto del gruppo delle isometrie di
(X, d, p). Supponiamo inoltre che la misura di ogni bolla in X di raggio posi-
tiwo sia strettamente positiva. Risulta allora Ent(X) > 0, ed esiste un punto

xo € X tale che
Log3
inf d . > —
SV e} (0,7 - 20) 2 Ent(X)

dove Ent(X) denota l'entropia dello spazio metrico misurato (X, d, ).

Le dimostrazioni del Teorema 5.4.15, della Proposizione 5.4.16 e del Teorema
5.4.17 si svolgono esattamente come quelle degli analoghi risultati corrispon-
denti al caso d-non abeliano, con la differenza che il numero N (e quindi il
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valore 4%5 che maggiora N) & sostituito ovunque da 1, e il Lemma 5.4.14 &
sostituito dal Lemma 3.3.3 di [Rob|, perche se 71 e 72 non commutano, e F
denota il gruppo libero generato da {v1,72}, si minora l'entropia di (X, d, u)
con quella di (T, d;) invece che quella del semigruppo libero (F*,d;). Si noti
anche che l'entropia di F (risp. F™) per la distanza d; che corrisponde a
[(v1) = l(72) =1 & Log3 (risp. Log2).

Il confronto fra h e Ent(X) rimane invece invariato come nella dimostrazione
del Teorema 5.4.1.
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Per concludere la dimostrazione della Proposizione 5.4.13 ci siamo avvalsi
di un risultato classico (cfr. [Ra], Teorema 5.3.5) che ora per completezza
dimostriamo.

Lemme 5.4.18. Sia Isom(X,d) il gruppo delle isometrie di uno spazio me-
trico di lunghezza completo e localmente compatto (X, d) e sia I un suo sotto-
gruppo. Ogni successione {7V, tnen di elementi di I tale che lim,,_, 1o Y- To =
xo per qualche xo € X, ammelte una sottosuccessione che converge nella
topologia C-O a un’isometria v € Isom(X,d). Se inoltre I' é discreto in
Isom(X,d), si ha che vy € T' e la successione {7V, }nen € definitivamente cos-
tante.

Démonstration. Dimostriamo dapprima che X ammette per ogni € > 0 un
e-reticolo numerabile localmente finito. Sia B(yo, 1) la bolla chiusa in X di
centro arbitrario yg € X e raggio 1 : poiche X e uno spazio di lunghezza
completo e localmente compatto, B(yp, 1) & compatta (Proposizione 5.3.11)
e ammette quindi un e-reticolo finito, che denotiamo R!. Analogamente, 1'in-
sieme B(yo,2) \ B(yo, 1) ammette un e-reticolo finito che denotiamo R?. Per
ogni intero n > 2, sia R” un e-reticolo finito di B(yo,n) \ B(yo,n —1). Poiche
X =U,>1[B(yo,n) \ B(yo,n — 1)}, I'insieme R. = J,~; R € un e-reticolo
numerabile per X che & localmente finito dal momento che R, N B(yg,n) C
Uj=1,n+1RE. Sia {7k }ren una successione in I tale che limy_ o0 Vi - To = o,
per o € X. L'insieme {7x - 2o }ren € limitato e quindi, per le ipotesi fatte
su X, la sua chiusura {7 - 2o},cy ¢ compatta. Poiche per ogni z € X e
ogni k € N si ha d(z,v, - x) < 2d(z,z0) + d(xo, & - To), anche l'insieme
{7V - T}ren € limitato e la sua chiusura {7 - 2}, .y € compatta. Si consideri
ora l'insieme F = UkeN* Ry, @ si tratta di un insieme numerabile denso
in X. Per ogni £ € N, la restrizione v|g di 7 a E & un elemento del
prodotto I,ep{7V - #},cy che, essendo prodotto numerabile di spazi me-
trici compatti, & uno spazio compatto metrizzabile (si veda, ad esempio,
[Sz]). Ne segue che la successione {vi|g}ren ammette una sottosuccessione
{7e(k)|E}ken, che converge per k che tende all'infinito a un elemento o ap-

partenente a ycp{yk - T}y (i-e. la successione {vyw)|e}ren converge pun-
tualmente a una funzione vy : £ — X). Dimostriamo ora che {v)}ren €
una successione di Cauchy per la topologia C-O. Sia ¢ > 0 e K un qualunque
sottoinsieme compatto di X. Sia n € N : I'insieme K N Ry, ¢ finito , perche
Ry, € localmente finito. Se n > 3 /¢, per ogni x € K e ogni a € K N Ry,
per il quale si ha d(a,z) < /3, abbiamo

A(Ye(k) T Yok) ) < A(Vok) T Vo) @) FA(Vok) @, Vo) @) Hd (Vo) @, Yorr) ) =

= 2d(a, ) + d(Vew) - @, Yoy - @) < €
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per k, k" € N abbastanza grandi da avere d(v4k) - @, Yoy - @) < €/3 per ogni
a € KNRy,. Poiche lo spazio X ¢ completo, la disuguaglianza sopra dimostra
anche che per k che tende all'infinito la successione {y4() }ren converge nella
topologia C-O a una funzione v : X — X.

La funzione limite v conserva le distanze, perche per ogni z,y € X e ogni
¢ > 0 abbiamo

dz,y) <d(y-z,v-y)+[dly -2,y -2)+dy -y, w-y)] <dly-z,7-y)+¢

(dove per brevita abbiamo denotato v, = v4(x)) € analogamente d(y-z,v-y) <
d(z,y) +e.

Inoltre, v € una bigezione : infatti, poiche per ogni k,n € N si ha

d(v. b wy ) < d(z, - @) + d(w, 9, - ), anche la successione {7, ren
converge nella topologia C-O a una funzione g : X — X. Osservando che per
ogni x € X e ogni e > 0si ha

0 <d(z,gy-x) <d(y'-29-2) +dly-2,7-7) <e

(dove abbiamo posto z = v, - x) si vede che g ¢ I'inversa di . Ne segue che
{Vn tnen ammette ammette una sottosuccessione convergente a un’isometria
v € Isom(X,d).
L’ultima affermazione del lemma discende dal fatto generale che un sotto-
gruppo discreto I" di un gruppo topologico G dotato di una metrica, ¢ chiuso.
Infatti, se G\I" fosse aperto in G, esisterebbe g € G\I" tale che per ogni intero
positivon € Nlabolla B(g,1/n) in G di centro g e raggio 1/n avrebbe interse-
zione non vuota con I'. Esisterebbe quindi una successione {g, },en in I' (dove
possiamo supporre che i g, siano distinti) tale che lim, . g, = g e quindi
lim,, 400 gng,;il = e in I'. Essendo I' discreto, la successione {gnggj_l}neN e
costante per n abbastanza grande, il che contraddice I'ipotesi che i g, sono
distinti.

O

Aggiungiamo infine 1'osservazione seguente : se (X, d) ¢ anche dotato di una
misura boreliana p, e se {v}ren C Isom(X,d, 1) & una successione conver-
gente nella topologia C-0, il limite ~ della successione preserva la misura, i.e.
w(v(A)) = u(A) per ogni A C X misurabile. Per vederlo, supponiamo dap-
prima che A sia limitato. In tal caso, poiche A e relativamente compatto per
le ipotesi fatte su X (si veda la Proposizione 5.3.11), si ha che limg_o, 7% = 7
uniformemente su A. Ne segue che per ogni € > 0 si ha v,(A) C (v(A)). per
k € N abbastanza grande, dove (7(A)). denota I'insieme dei punti di X la
cui distanza da y(A) ¢ strettamente minore di €. Allora pu(A) = pu(7x(A)) <
p((v(A))e) per ogni € > 0. L'uguaglianza (),.,(7(A)): = v(A) implica che
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lime o p((7(A)):) = p(y(A)) e risulta quindi p(A) < u(y(A)) per ogni A
misurabile limitato. Ripetendo lo stesso argomento per la successione -, !
che, come abbiamo dimostrato sopra, converge per k che tende all’infinito
all'inversa y~1 di v, si ottiene pu(B) < p(y~*(B)) per ogni B misurabile li-
mitato : scegliendo allora B = ~(A), si ottiene pu(y(A)) < p(A) e quindi
1(v(A)) = u(A).

Sia A non limitato. Poiche A = |J,cy[A N B(z,n)] (dove B(x,n) denota la
bolla in X centrata in x € X e di raggio n € N), risulta y(A) =, ey 7[A N
B(z,n)] e lim, o u(y[A N B(z,n)]) = p(y(A)). Ma poiche per ogni n € N
I'insieme A N B(z,n) ¢ limitato, si ha u(y[A N B(z,n)]) = u(AN B(x,n)), e
limy oo (AN B(z,n)) = p(A), ciot p[y(A)] = u(A).
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Chapitre 6

Una definizione algebrica della
0-non abelianita

6.1 Nuovi esempi

Abbiamo visto nel capitolo precedente (cfr. Paragrafo 1.3) che il concetto di
gruppo 6-non abeliano gioca un ruolo essenziale nella generalizzazione del
Lemma di Margulis su cui ¢ imperniata questa tesi. E’ significativo notare
pero che, in alcuni dei risultati trovati (Teorema 5.3.5 e Teorema 5.3.7) non
basta fare questa richiesta sul gruppo I' in questione : occorre anche che
esso abbia la proprieta di transitivita della commutazione, o, piu in generale,
che il suo centro sia nullo. Una difficolta nel trovare gruppi di questo tipo
(che non siano gruppi fondamentali di varieta compatte a curvatura nega-
tiva) nasce dal fatto che la definizione di gruppo d-non abeliano ¢ per sua
natura geometrica, mentre la proprieta di transitivita della commutazione e
una proprieta puramente algebrica. Con questa motivazione, siamo condotti
ad approfondire il percorso che aveva portato a introdurre la nozione di 9-
non abelianita, fornendone una versione completamente algebrica. Partiremo
da una definizione che descrive proprieta algebriche che sono possedute dai
gruppi 6-non abeliani, come dimostrano la Proposizione 1.14 di [B-C-G] (cfr.
la nostra Proposizione 5.3.12) e la Proposizione 5.4.12. Non soltanto, ma
esse sono anche sufficienti a dimostrare le seguenti versioni modificate del
Teorema 5.3.5 e del Teorema 5.3.7.

Définition 6.1.1. Sia G un gruppo. Diremo che G ha la proprieta
FSG(N) (per qualche intero N > 0) se per ogni g1, go € G che non commu-
tano, {9V, g)} 0 {gV¥,9; ™} generano un semigruppo libero in G ; diremo
che G ha la proprieta NAS se 'unico sottogruppo normale abeliano di G
¢ {e} (dove e denota l’elemento neutro in G ).
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Théoreme 6.1.2. Siano dati un numero reale positivo H e un numero na-
turale positivo N. Sia (X, d, u) uno spazio di lunghezza misurato completo,
localmente compatto e connesso, per il quale si abbia Ent(X) < H e tale
che in X le bolle di raggio positivo abbiano misura strettamente positiva. Sia
[' un sottogruppo del gruppo delle isometrie Isom(X,d, ), discreto rispetto
alla topologia C-0O, che abbia la proprieta FSG(N). Allora, per ogni x € X,

valgono le sequenti (i), (ii), (iit), (iv) :

(i) per ogni coppia di elementi v € o di T' che non commutano tra loro,

1 1 1
d(x772 . 'T) > ﬁ ’ NLOg <1 _ e—HNd(a:qlm)) ;

(i1) per ogni coppia di elementi v, € vy di I' che non commutano tra loro,

max{d<x771 ’ ‘r)7d($772 ’ LE)} >

(i) il gruppo I'.(x) generato daiy € T tali che d(z,7v-x) < €, é abeliano per ogni

_ 1 Log2 .,
€S =y "F

(iv) se inoltre ' ha centro nullo, allora

1 1 1
7611%{8} Cl(il?,")/ 33‘) =N H 2 (1 _ eQNDH)

per ogni numero reale D > 0 tale che D(z) = sup,cx d(I'-z,2) < D per ogni
r e X.

Théoréme 6.1.3. Sia N wun intero positivo. Sia (X,d,p) uno spazio di
lunghezza misurato completo, localmente compatto e connesso, tale che le
bolle di raggio positivo in X abbiano misura strettamente positiva. Sia I un
sottogruppo discreto del gruppo delle isometrie di (X,d, u) con la proprieta
FSG(N), la proprieta NAS e la proprieta di transitivita della commutazione.
Allora Uentropia dello spazio X, che denotiamo Ent(X), é strettamente po-
sitiva ; inoltre esiste un punto xo € X tale che

. 1 Log2
Welfr‘{ﬁe} d(x07 i xO) = N ‘ E?’Lt(X) .
Remarques. I due teoremi sopra valgono se I' ¢ un gruppo a-iperbolico
secondo Gromov rispetto a un suo sistema di generatori S, non elementare
e privo di torsione, per un certo intero N minore o uguale a una costante
calcolabile esplicitamente in funzione di « e della cardinalita di S (cfr. Pro-
posizione 6.3.5).
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Le dimostrazioni di questi teoremi sono immediate (si ottengono in modo
analogo ai corrispondenti Teoremi 5.4.1 e 5.4.4, sfruttando la Proposizione
5.4.13, il Lemma 5.4.14 e il Lemma interno alla dimostrazione del Teorema
5.4.1 a pag. 90).

L’impostazione algebrica che seguiremo in questo capitolo ci consentira di
dimostrare tre proposizioni (Proposizioni 6.2.3, 6.3.5 e 6.4.2) a partire dalle
quali si ottengono esempi di gruppi che soddisfano il Teorema 6.1.2 e il Teo-
rema 6.1.3, e pertanto anche i risultati descritti nel Capitolo 1. Oltre che
a dimostrare queste tre proposizioni, il resto del capitolo sara dedicato alla
discussione dei suddetti esempi.

Remarques 6.1.4.

(1) In un gruppo G che soddisfa alla proprieta FSG(N) per qualche intero

N > 0 gli elementi di ordine finito sono contenuti nel centro di G. La di-
mostrazione di cio e del tutto simile a quella della Proposizione 5.4.7. Siano
n € N un intero positivo e g € G tali che g" = e. Se g non appartiene al
centro di G, esiste un ¢’ € G che non commuta con g. Allora ¢ e ¢’V (o
gV e ¢=) generano un semigruppo libero in G. Ma questo & assurdo perche
(g")" = (g")" =e.
In particolare, un gruppo non abeliano con la proprieta di transitivita della
commutazione e la proprieta FSG(N) e privo di torsione. Si noti che ogni
gruppo abeliano (anche con torsione) verifica banalmente la proprieta di tran-
sitivita della commutazione e la proprieta FSG(N) per ogni N > 1, ma non
soddisfa la proprieta NAS. Per questo, se non faremo l'ipotesi che il gruppo
abbia la proprieta NAS, quando sara necessario aggiungeremo esplicitamente
I'ipotesi di assenza di torsione per i gruppi con queste due proprieta.

(2) Un gruppo G non abeliano con la proprieta di transitivita della commu-
tazione e privo di torsione non contiene sottogruppi normali ciclici. Infatti,
sia per assurdo H un sottogruppo normale ciclico di G (H & isomorfo a Z,
perche G & senza torsione). Sia 7 un generatore libero di H : poiche per ogni
g € G\ {e} l'applicazione che associa a ogni v € H gyg~! ¢ un automor-
fismo di H, si ha grg™' = 7, 0 gr¢g~! = 7. Ne segue che ¢?’7¢72 = T,
cioé 7 commuta con g2, e dunque con g per la proprieta di transitivita della
commutazione (si noti che g*> # e). Poiche¢ g ¢ arbitrario, questo implica
(contro le ipotesi) che G sia abeliano per la proprieta di transitivita della
commutazione.

Exemple. Un gruppo policiclico ¢ un gruppo che possiede una serie ciclica
{e} = Gy < Gy < ... < G, = G di sottogruppi G; tale che per ogni intero
i =0,...,n— 1il sottogruppo G; ¢ normale in G, e il quoziente G, 11/G; ¢
ciclico .
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Un gruppo policiclico possiede sempre un sottogruppo normale abeliano non
banale e pertanto non soddisfa alla proprieta NAS. (Per una dimostrazione
di cio si veda, ad esempio, [Ro], Prop. 5.4.15)

Esempi di gruppi policiclici sono : i gruppi abeliani; il gruppo Sym(n) delle
permutazioni di un insieme di n elementi, per ogni n € N, il quale ammette
come serie ciclica {e} < Alt(n) < Sym(n) (dove Alt(n) denota il sottogruppo
normale di indice 2 in Sym(n) costituito dalle permutazioni pari); i gruppi
che ammettono una presentazione del tipo (¢, ay, ..., a, | a;a; = aja;, ta;t™ =
om(as), 4,5 = 1,...,n) (M essendo una matrice quadrata di ordine n € N
a entrate intere e determinante det(M) = +1 e ¢p(a;) = a™...a™ dove
(mi, ...,my) ¢ li-esima colonna di M.

6.2 1 prodotti amalgamati

Siano A e B due gruppi e siano C; < A e Uy < B due sottogruppi tali che
esiste un isomorfismo ¢ : C7 — Cs. Sia F = A % B il prodotto libero di A
e B (i.e. il gruppo delle espressioni formali del tipo a1b;...a;bg, dove a; € A
e b; € B, con prodotto definito per giustapposizione e semplificazione) e
sia NV il piu piccolo sottogruppo normale di F' contenente tutti gli elementi
della forma ¢(c)c™!, al variare di ¢ € C). Si dice prodotto amalgamato di
A e B rispetto all’isomorfismo ¢, e si denota A x4 B, il gruppo quoziente
F/N. Scriveremo anche A x¢ B sottintendendo 'identificazione C; ~ Cy ~ C
data da ¢. I gruppi A e B si chiamano fattori del prodotto A xc B. Nel
seguito supporremo sempre A # C # B, ie. C; # A e Cy # B (senza
quest’ipotesi, ogni gruppo G si puo scrivere come prodotto amalgamato, in
quanto G = G *¢ G).

Exemples. La costruzione appena descritta ha origine nella topologia alge-
brica. Sia X = X; U X5 uno spazio topologico unione di due aperti connessi
X; e Xy, tali che Y = X; N X, & connesso. Allora, se le inclusioni ca-
noniche 7; : ¥ — X; e 1p : Y — Xy inducono sui gruppi fondamentali
dei morfismi iniettivi iy, : m(Y) — m(X1) e do, : m(Y) — m(Xy), si
ha m(X) = m(X4) *4 m(X2), dove Cy = iy, (m(Y)), Co = s, (m(Y)) e
¢ = iy, © z'l_*l : 1 — (5. (Cio discende dal teorema di Seifert-van Kam-
pen. Per una dimostrazione, si veda il Capitolo 11 di [Rot], dove sono anche
descritte le proprieta fondamentali dei prodotti amalgamati)

Un altro esempio di prodotto amalgamato e dato dal gruppo Bjs delle trecce
di ordine 3 (si veda, ad esempio, [Bi]), il quale ammette come presentazione
Bs = {(a,b | aba = bab). Si noti infatti che la sostituzione aba = «, ba = 3
fornisce la presentazione equivalente Bs = («, 8 | o® = 32), il che dimostra
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(i)
(#4)

(i)
(i1)

che By = Axy B,dove A =B =7,C, =22,Cy =3Ze ¢:C, — Cy&
'unico morfismo tale che ¢(2) = 3.

La seguente definizione ¢ stata introdotta da B. Baumslag ([Ba]).

Définition. Sia G un gruppo. Un sottogruppo H di G si dice malnormale in
G se, per ogni g € G\ H, si ha gHg™' N H = {e}.

Exemples. 11 sottogruppo {e} < G costituito dal solo elemento neutro &
banalmente malnormale in G per ogni gruppo . Un esempio non banale
di sottogruppo malnormale ¢ il seguente : sia G un gruppo iperbolico senza
torsione (ad esempio il gruppo fondamentale di una varieta compatta a cur-
vatura sezionale strettamente negativa) e sia H un suo sottogruppo abeliano
massimale (i.e. tale che non esiste nessun sottogruppo abeliano di G che
contenga strettamente H). Allora H ¢ malnormale in G (si veda, ad esem-

pio, [Gr]).

Définition. ([K-S], pag. 933') Un prodotto amalgamato A x¢c B si dice mal-
normale se C ¢ malnormale sia in A che in B.

L’esempio piu semplice di prodotto malnormale ¢ il prodotto libero A x B.

Nella dimostrazione della Proposizione 6.2.3, che enunceremo piu avanti, fa-
remo uso delle proprieta dei prodotti malnormali descritte nelle due propo-
sizioni seguenti.

Proposition 6.2.1. ([K-S]) Se G = Ax¢ B ¢é un prodotto amalgamato mal-
normale, allora si ha :

ogni sottogruppo di G a due generatori € il prodotto libero di due gruppi ciclici
oppure & contenuto nel coniugato di un fattore (Teorema 6 in [K-S]);

il centralizzatore C(g) di ogni g € G (i.e. il sottogruppo costituito dagli ele-
menti di G che commutano con g) é ciclico infinito oppure é contenuto nel
contugato di un fattore. In particolare, ogni sottogruppo abeliano di G ¢é ci-
clico infinito oppure é contenuto nel coniugato di un fattore (Teorema 1 in

[K-5]).

Proposition 6.2.2. Sia G = Ax¢ B un prodotto amalgamato (con A # C #
B). Allora si ha :

G non e abeliano ;

se G e malnormale, non esistono sottogruppi normali di G' contenuti in uno
dei fattori.

La nostra definizione corrisponde a quello che in [K-S] viene chiamato ”"0-step mal-
normal product”.
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Proposition 6.2.3. Sia N > 0 un intero, e siano A e B gruppi privi di
torsione con la proprieta FSG(N) (ad esempio, gruppi 6-non abeliani privi
di torsione, con 6 > 4/N ). Allora un loro qualunque prodotto amalgamato
malnormale A x¢ B (in particolare, il prodotto libero A x B) ha la pro-
prieta FSG(N). Se inoltre A e B hanno la proprieta di transitivita della
commutazione e A # C' # B, allora A ¢ B ha la proprieta di transitivita
della commutazione e la proprieta NAS.

Remarques. Per il caso particolare del prodotto libero, si notino i seguenti
fatti :

Il prodotto libero m1(X) * m1(Y) dei gruppi fondamentali di due varieta Rie-
manniane compatte X e Y a curvatura sezionale K < —1 verifica le conclu-
sioni della Proposizione 6.2.3 per ogni N > 4-max{1/inj(X), 1/inj(Y)}, dove
inj(X) e inj(Y) denotano i raggi di iniettivita di X e Y rispettivamente. Si
osservi che m1(X) * 7 (Y) non ¢ il gruppo fondamentale di una varieta com-
patta a curvatura negativa. Cio puo spiegarsi osservando che un tale prodotto
libero ha un numero infinito di ends, mentre il gruppo fondamentale di una
varieta compatta a curvatura negativa ha un solo end (proprieta quest’ultima
derivante dal fatto che tale gruppo agisce in modo discontinuo e cocompatto
su uno spazio diffeomorfo a R™). Il numero di ends di un gruppo e definito
nell’Appendice C, pag. 171.

Il prodotto libero m(X) * ZF, dove m(X) & il gruppo fondamentale di una
varieta Riemanniana compatta a curvatura sezionale negativa, verifica le
conclusioni della Proposizione 6.2.3 per ogni intero & > 0 (si noti che Z*
ha banalmente la proprieta FSG(N) per ogni intero N > 1).

Dimostriamo ora le ultime due proposizioni.

Dimostrazione della Proposizione 6.2.2

Ci servira la nozione di forma normale di un elemento g € G = A x¢ B,
che ora richiamiamo. Consideriamo gli insiemi A/C e B/C dei laterali des-
tri di C' in A e B rispettivamente e scegliamo per ogni classe laterale un
rappresentante, con la sola condizione di scegliere I’elemento neutro come
rappresentante della classe C' sia in A/C' che in B/C'. Tali rappresentanti
sono detti trasversali. Allora (si veda ad esempio [Ro], Teorema 6.4.1) ogni
elemento g € G puo essere scritto in forma unica come g = cg;...g,, dove
c € C, 17, sono trasversali diversi dall’elemento neutro, e due trasversali
consecutivi g; e g, non appartengono allo stesso fattore, peri =1,...,r — 1.
Tale espressione si dice forma normale di g.

Dimostriamo ora (i) : poiche per ipotesi A # C e B # C, esistono a € A\ C
e b € B\ C. Facciamo una scelta di trasversali tale che a sia il rappresentante
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scelto per la classe C'a e b quello scelto per la classe C'b. Allora ab e ba sono
elementi scritti in forma normale, e per unicita, ab # ba.

Per dimostrare (ii), supponiamo ora che K sia un sottogruppo normale di G
contenuto in uno dei fattori, diciamo in B. Allora possiamo scegliere k € K\C'
(perche altrimenti K non sarebbe normale). Sia a € A\ C' e scegliamo in G
trasversali in modo che k sia il rappresentante scelto del laterale Ck, e a
e a~! siano i rappresentanti scelti rispettivamente per le classi Ca e Ca™*
(eventualmente a = a~'). In questo modo, il coniugato aka™! ¢ scritto in
forma normale, e non puo appartenere a K perche ogni elemento h € K si
scrive in forma normale come h = cb per qualche ¢ € C e b € B, il che
dimostra (ii). O

Dimostrazione della Proposizione 6.2.3

Supponiamo che A e B abbiano la proprieta FSG(N) per qualche intero
N > 0 e che g; e gy siano elementi di G che non commutano. Per la Pro-
posizione 6.2.1, il sottogruppo (g1, g2) da essi generato ¢ prodotto libero di
due gruppi ciclici oppure € contenuto nel coniugato di uno dei fattori, per
esempio A. Nel primo caso, poiche A e B non hanno torsione, G & privo di
torsione ([Rot], Teorema 11.69, o [Ro], Proprieta 6.4.4), (g1, g2) ¢ isomorfo a
Z x 7 e la proprieta FSG(N) ¢ verificata per ogni N > 1. Nel secondo caso,
si ha g; = ya;y™!, per i = 1,2, dove v € G e a; € A e, poiche¢ A ha la pro-
prietd FSG(N), si puo supporre che a¥ e a) generino un semigruppo libero
in A (eventualmente scambiando ay con a, '), per cui gV e gl generano un
semigruppo libero in G, e G ha la proprieta FSG(N).

Supponiamo ora che A e B abbiano la proprieta di transitivita della com-
mutazione. Siano g1, ¢2,93 € G \ {e} tali che g1g2 = 9201 € 9293 = g3go.
Allora ¢y, g2, g3 appartengono al centralizzatore C'(gs) di go, che per la Pro-
posizione 6.2.1 e ciclico oppure € contenuto in un coniugato di uno dei fattori,
diciamo A. Nel primo caso si ha ovviamente g;g3 = g3g1 ; nel secondo caso
si ha g; = va;y™!, per i = 1,2,3, dove v € G e gli a; € A sono tali che
(1G9 = o0, G203 = azas. Poiche A ha la proprieta di transitivita della com-
mutazione, si ha a,a3 = aza; e quindi g;93 = ¢g391. Dunque G ha la proprieta
di transitivita della commutazione.

Sia ora H un sottogruppo abeliano normale non banale di G = A *x¢ B.
Per la Proposizione 6.2.1, H ¢ ciclico oppure ¢ contenuto nel coniugato di
uno dei fattori, per esempio A. Il primo caso non si verifica per il punto
(2) delle Osservazioni 6.1.4, perche G ¢ non abeliano (Proposizione 6.2.2)
e perche ¢ privo di torsione. Nel secondo caso si ha H = yK~~!, dove K
e un sottogruppo di A e v € GG. Allora G ha la proprieta NAS perche, H
essendo normale, si ha K = H che porta a una contraddizione in quanto
(cfr. Proposizione 6.2.2) H sarebbe un sottogruppo normale di G' contenuto
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in uno dei fattori. O

6.3 I gruppi iperbolici

Sia (X, d) uno spazio metrico e [a,b] C R un intervallo chiuso dotato della
metrica euclidea ereditata da R. Un’applicazione f : [a,b] — X che conserva
le distanze si dice cammino geodetico. L’'immagine f([a,b]) si dice segmento
geodetico e i punti f(a), f(b) € X si dicono estremi del segmento geodetico
(o estremi del cammino geodetico).

Uno spazio metrico (X,d) & geodetico se, comunque siano dati due punti
x,y € X, con dy = d(z,y), esiste un segmento geodetico f : [0,dy] — X
che li unisce. Un tale segmento (che non ¢ in generale unico) verra denotato
[z,y].

Dati tre punti z, y, z in uno spazio metrico geodetico (X, d), si definisce trian-
golo geodetico T di vertici x,y, z 'unione di tre segmenti geodetici [z, y], [y, 2],
[z, z], che si dicono lati del triangolo.

Définition 6.3.1. Sia a > 0 un numero reale. Uno spazio metrico geodetico
(X,d) si dice a-iperbolico secondo Gromov se ogni triangolo geodetico T in
X ¢ tale che ogni punto di ogni suo lato ha distanza dall’unione degli altri
due lati inferiore o uguale a .

Uno spazio metrico geodetico si dira iperbolico secondo Gromov se, per qualche
a > 0 é a-iperbolico secondo Gromov.

Exemples. -

E’ immediato verificare che uno spazio geodetico compatto X di diametro
D > 0 e D-iperbolico secondo Gromov.

Lo spazio iperbolico H™ &, per ogni intero n > 2, uno spazio iperbolico
secondo Gromov. In H?, cio si puo vedere mostrando prima che il cerchio
inscritto nel triangolo ideale con i vertici all’infinito ha diametro uguale a
Log3 e quindi, se D ¢ il diametro del cerchio inscritto in un triangolo arbi-
trario, si ha D < Log3. Da cio segue, per a« = Log3, la proprieta richiesta
nella Definizione 6.3.1 (si veda [C-D-P], pag. 11). Si noti che, per n > 3, ogni
triangolo di H" e incluso in una sottovarieta totalmente geodetica isometrica
a H2.

Un albero reale X (i.e. un grafo 1-dimensionale connesso privo di cammini
chiusi e dotato di una metrica di lunghezza) ¢ uno spazio 0-iperbolico secondo
Gromov : infatti, un triangolo 7" in X e 'unione di tre segmenti con un solo
punto in comune (un cosiddetto ”tripode”), e ogni lato di 7" & contenuto
nell’'unione degli altri due.
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d) Lo spazio euclideo R™, con n > 2, non & uno spazio iperbolico secondo Gro-
mov. Per vederlo nel caso n = 2, si consideri la successione di triangoli T}
di vertici (0,0), (0,k), (k,0), per k € N (la distanza del punto (k/2,k/2) del
lato diagonale dagli altri due lati & uguale a k/2, e va all'infinito per k che
tende all’infinito).

Définition 6.3.2. Sia C(G, S) il grafo di Cayley? rispetto a un sistema ge-
neratore finito S di un gruppo finitamente generato G. Allora G si dice iper-
bolico secondo Gromov se C(G,S) é uno spazio a-iperbolico secondo Gromov
per qualche o > 0. In tal caso, si dice che G ¢ a-iperbolico rispetto a S.

D’ora in avanti, quando parleremo di gruppi iperbolici intenderemo gruppi
che soddisfano a questa definizione. Per semplicita di linguaggio, ometteremo
la dicitura “secondo Gromov”.

Si dimostra che ’essere un gruppo iperbolico non dipende dal sistema gene-
ratore scelto (|C-D-P], Paragrafo 4.3). Piu precisamente, se G ¢ a-iperbolico
rispetto a S, allora G & o/-iperbolico rispetto a .S” (con « generalmente diverso
da o).

Due proprieta algebriche dei gruppi iperbolici, fondamentali nel nostro contesto,
sono espresse nei due risultati che seguono.

Théoréme 6.3.3. ([C-G 1], pag. 158) Sia I un gruppo -iperbolico rispetto a
un suo sistema di generatori S. Per ogni numero reale r > 0 si denoti con b,
il numero degli elementi di I" che si possono scrivere come il prodotto di meno
di v elementi di S e dei loro inversi®. Allora, dati due elementi qualunque
11 e Yo di T, le potenze v e v sono banali, o generano un sottogruppo
isomorfo a Z, o generano un semigruppo libero (eventualmente scambiando
Yo con vy ') per N = ([3286] + 1) - max{bgss!, b25!}.

Théoréme 6.3.4. (Corollario 7.2, cap.10 di [C-D-P]) Sia G un gruppo iper-
bolico, e sia g € G un elemento di ordine infinito. Allora il centralizzatore
C(g) di g (i.e. il sottogruppo costituito dagli elementi di G che commutano
con g) & un’estensione finita del gruppo ciclico infinito E(g) generato da g,

cioé E(g) ha indice finito in C(g).

Possiamo ora enunciare il risultato principale di questo paragrafo :

2E’ il grafo i cui vertici sono gli elementi di G e due vertici g;, g2 € G sono uniti da un
lato se e solo se g; 1go € S, dotato della metrica di lunghezza che identifica ogni lato con
I'intervallo [0, 1] (cfr. Appendice A).

3si supponga che e & S.
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Proposition 6.3.5. Sia G un gruppo iperbolico, non abeliano e privo di
torsione. Allora G ha la proprieta di transitivita della commutazione e la
proprieta NAS. Se inoltre G ¢ §-iperbolico rispetto a un sistema generatore
simmetrico S fissato, allora ha la proprieta FSG(N) per un intero N che
dipende solo da ¢ e da un maggiorante di §(S).

Remarques. Alla fine del paragrafo dimostreremo che G ha la proprieta
FSG(N) per il valore di N dato nella Proposizione 6.3.3. Si osservi che per
ogni 7 > 1 si ha max{1 + #(Sp),2 - [r] — 1} < b, < #(Sp) "+, e quindi N
dipende solo da 0 e da £(Sp).

Exemples. [ gruppi finiti; i gruppi liberi; i gruppi fondamentali delle va-
rieta compatte a curvatura strettamente negativa sono tutti esempi di gruppi
iperbolici (per quest’ultimo esempio, cfr. [C-D-P], pagg. 50-51). Un gruppo
commensurabile! a un gruppo iperbolico & esso stesso iperbolico (con una
costante di iperbolicita eventualmente diversa).

I gruppi iperbolici finiti e quelli commensurabili a Z sono detti iperbolici
elementari (pag. 148 in [H1]).

Non sono gruppi iperbolici i gruppi Z*, con k > 2. Piul in generale, un gruppo
iperbolico non pud contenere sottogruppi isomorfi a Z*, per k > 2 (si veda [C-
D-P], Corollario 7.3). Ad esempio, il prodotto libero m(X) * Z* considerato
nelle Osservazioni a pag. 109, dove m(X) ¢ il gruppo fondamentale di una
varieta compatta a curvatura sezionale negativa, non e un gruppo iperbolico.
Questo implica anche che un gruppo iperbolico & abeliano solo se e elemen-
tare, perche un gruppo abeliano finitamente generato si scrive come ZF x F
(per qualche gruppo finito F') e non & iperbolico se k > 2.

Un rilievo importante da farsi nel nostro contesto ¢ che esistono gruppi iper-
bolici non elementari, privi di torsione e con un solo end (cfr. Appendice C,
pag. 171) che sono diversi dai gruppi fondamentali di varieta Riemanniane
compatte a curvatura strettamente negativa. Un esempio di un gruppo G
cosi fatto e fornito dalla presentazione

G = {(a,b| R = ab*ab 'ab 2aba"%b = e).

Per dare un’idea della dimostrazione partiamo dall’osservazione che G ¢ iper-
bolico perche la sua presentazione soddisfa la condizione di piccola cancella-
zione C'(1/6) che, per definizione, significa che se si considerano due permu-
tazioni cicliche arbitrarie v; e vy della relazione R o della sua inversa R™1,
non esiste un elemento u € G di lunghezza |u| > $|R| = £ tale che v, = uv}

4Due gruppi G; e Gy si dicono commensurabili se esistono due sottogruppi H; < G1,
Hs < (G5 di indice finito e tali che H; € isomorfo a Hy
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e vy = uvy (come parole ridotte in a e b). In questo caso, la costante di iper-
bolicita di G & uguale a |R| = 13 (per maggiori dettagli sui gruppi a piccola
cancellazione si veda, ad esempio, I’Appendice di [G-H]).

Un risultato di S. D. Brodskij ([Ho|, Teorema 3.1) afferma che se G ¢ un
gruppo finitamente generato che ammette una presentazione con una sola re-
lazione R, dove R non e una potenza propria, allora G e localmente indicabile,
cioe per ogni sottogruppo non banale H di G esiste un morfismo suriettivo
che manda H in Z. In particolare, questo implica che G & privo di torsione,
altrimenti si avrebbe una contraddizione prendendo come H il sottogruppo
generato da un suo elemento di ordine finito.

Per vedere che G ha un solo end si utilizza un risultato di Stallings (cfr.
Teorema C.0.19) che implica che se il numero dei suoi ends & maggiore o
uguale a 2, allora o GG € uguale a un prodotto amalgamato A xp B oppure a
un’estensione HNN Axp, dove F' denota un gruppo finito. Poiche G & privo
di torsione, 'unica possibilita ¢ che G = A % B (per il caso del prodotto
amalgamato, si noti che Axry = A x Z). Applicando a G un teorema di
Grushko ([Rot], pag. 393) che afferma che se denotiamo con u(I') il minimo
numero di generatori di un gruppo finitamente generato I, allora pu(A* B) =
w(A) + u(B), la sua presentazione implica che u(A* B) = 2, e percio pu(A) =
u(B) = 1. Ma allora A e B sono ciclici infiniti perche G non ha torsione, e
G sarebbe il gruppo libero Fy di rango 2, il che e assurdo.

Infine, se G fosse il gruppo fondamentale di una varieta Riemanniana com-
patta (M™, g) di dimensione n > 2 a curvatura sezionale negativa, la frontiera
0G di G sarebbe omeomorfa al bordo all’infinito del suo rivestimento univer-
sale Riemanniano (M ", §), ovvero, essendo la curvatura K; < 0, alla sfera
S™~! per qualche n > 2. Poiche per ogni gruppo iperbolico privo di torsione e
con un solo end, dato da una presentazione che soddisfa la condizione di pic-
cola cancellazione, risulta dim(0G) = 1 ([Be-K], pag. 19) e quindi 0G = S*,
G sarebbe il gruppo fondamentale di una superficie iperbolica e, poiche i
suoi generatori a e b non commutano tra loro, dovrebbero generare un sot-
togruppo libero (cfr. Osservazioni a pag. 98), il che e incompatibile con la
presentazione data.

Concludiamo citando una congettura di M. Gromov (cfr. [Gr|, oppure [G-H],
pag. 20) che viene spesso citata dicendo che ”quasi ogni gruppo e iperbolico”.
Tale congettura ¢ stata risolta in senso positivo da A. Y. Ol'shanskii ([O]),
che ha dimostrato quanto segue. Consideriamo l'insieme delle presentazioni
di gruppo del tipo G = (ay, ...,ap | 1, ...,7%), dove k e h sono interi positivi
fissati, e ; € una relazione di lunghezza fissata n; > 0, per ogni¢ =1, ..., k. Se
N = N(k,h,nq,...,n;) denota il numero di tali presentazioni, e NV, denota
il numero di quelle che rappresentano gruppi iperbolici, allora N/Np,, tende
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a 1 quando min(ny, ..., ng) tende a infinito.

Dimostrazione della Proposizione 6.3.5

Dimostriamo dapprima che G possiede la proprieta di transitivita della com-
mutazione. Sia g € G e siano y;,7 € G elementi che commutano con g.
Allora v; e 7, appartengono al centralizzatore C'(g) di g che, per il Teorema
6.3.4 e estensione finita di un gruppo ciclico. Ma, se un gruppo m ammette
un sottogruppo ciclico infinito di indice finito, allora esiste un sottogruppo
finito F' < m, normale in 7, e tale che 7/F' ¢ isomorfo a Z o a Zg* Zs (Lemma
4.1 in [Wa)). Sia 7 = C(g). Poiche G ¢ per ipotesi privo di torsione, si ha
F = {e} e necessariamente C(g) ¢ isomorfo a Z, per cui 7; e 7, commutano
tra loro.

Per dimostrare che G soddisfa alla proprieta NAS, osserviamo che ogni sot-
togruppo abeliano non banale K di G € contenuto nel centralizzatore di uno
qualunque dei suoi elementi e quindi, per quanto appena dimostrato, ¢ un
gruppo ciclico infinito. Ne segue che K non puo essere normale (per il punto
(2) delle Osservazioni 6.1.4) a meno che G non sia abeliano : ma questo ¢
escluso percheé G ¢ non elementare (cfr. Esempi a pagina 113).

Infine, se G e J-iperbolico rispetto a S per qualche numero reale § > 0,
sia N la costante che appare nell’enunciato del Teorema 6.3.3. Se ¢ e ¢
sono elementi di G che non commutano, le potenze g¥ e g5 non sono banali
(perche G & per ipotesi senza torsione) e non generano un gruppo abeliano,
dunque per il Teorema 6.3.3 generano un semigruppo libero (eventualmente
scambiando g, con g;'). Questo dimostra che G ha la proprieta FSG(N). O

6.4 1l caso dei limiti di gruppi

Sia n € N un intero positivo, e sia F" il gruppo libero di rango n, con base
libera E' = {ey, ..., e, }. Siano A, B due sottoinsiemi di F". Definiamo

v(A,B) =sup{R>0]| AnB(e,R) = BN B(e,R)},

dove B(e, R) denota, rispetto alla metrica delle parole® associata a E, la
bolla aperta di raggio R > 0 e centrata nell’elemento neutro e € F" (in
altri termini, l'insieme degli elementi di F"™ che si possono scrivere come
espressioni negli e; e nei loro inversi formate da meno di R lettere). Poniamo
d(A, B) = e"™B)_ Allora d definisce una distanza tra i sottoinsiemi di F".
Infatti, d(A, B) = 0 se e solo se v(A,B) = +o0, cio¢ A e B coincidono

5Si tratta della distanza di lunghezza d; definita nelle Osservazioni a pag. 98, con
I(e;) = l(e; ') = 1 per ogni intero i = 1,...,n.
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su tutto F". La simmetria d(A, B) = d(B, A) ¢ immediata. Per provare la
disuguaglianza triangolare, osserviamo che se A, B, C' sono sottoinsiemi di F"
e Ry, Ry sono numeri reali positivi tali che Ry < v(A,B) e Ry < v(B,(),
allora min{ Ry, Ry} < v(A,C). Quindi v(A,C) > min{v(A, B),v(B,C)} e
risulta

e*V(A,C) < efmin{V(A,B),V(B,C')} _ emax{fV(A,B),fy(B,C)} <

efu(A,B) + e*V(B,C).

Définition 6.4.1. Dato un gruppo finitamente generato G e un sistema di
generatori finito S, la coppia (G, S) si dice gruppo marcato ([Chal, [C-G 2]).

Sia (G, S) un gruppo marcato e supporremo che e ¢ S e che per ogni s € 5,
si abbia s7' € S se e solo se s = s7!. Sia S = {s1,...,5,} e, con le stesse
notazioni sopra, si consideri la bigezione fg : E — S definita ponendo, per
ognii=1,....,n, fs(e;) = s;. Tale applicazione induce un unico omomorfismo
suriettivo fg : F” — G, con nucleo N, che induce a sua volta un isomorfismo
G ~ F"/N. Pertanto, una volta assegnata l'identificazione fs, il gruppo G
¢ univocamente determinato dal sottogruppo normale N di F”, detto sotto-
gruppo delle relazioni di (G, S5).

Siano ora (G, S) e (G',S’) due gruppi marcati tali che §(S) = 4(S") = n.
Fissiamo due identificazioni fg e fg e siano NV e N’ i nuclei degli omomorfismi
75 e ?5/ rispettivamente.

Definiamo allora una distanza tra gruppi marcati ponendo d((G, S), (G', 5")) =
d(N,N'), dove d(N, N') ¢ la distanza definita prima tra sottoinsiemi di F".
Si ha quindi che, per ogni numero reale R > 0, (G,S) e (G',S’) sono a
distanza minore o uguale a e~ se e solo se essi hanno esattamente le stesse
relazioni di lunghezza minore o uguale a R.

Data una successione {(G;, S;)}ien di gruppi marcati dove £(.S;) € costante
per i € N, diremo che lim; (G, S;) = (G,S), con §(S) = #(5;) se, per
ogni R > 0, esiste un intero i(R) tale che per ogni intero ¢ > i(R), si ha
d((Gi, S;), (G, 9)) < e f. (Si veda, ad esempio, [C-G 2]).

Exemples. I gruppi marcati (Z, {1}) e (Z,, {1'}) (dove 1 e 1’ indicano gene-
ratori fissati di Z e Z, rispettivamente) si trovano a distanza e ?, e quindi,
per p che tende all'infinito, (Z,,{1'}) — (Z,{1}). Si noti che nelle defini-
zioni precedenti le identificazioni tra i sistemi di generatori sono essenziali.
Ad esempio, si consideri il prodotto libero G = Z * Z,, dotato del sistema
di generatori S = {1,1'}. Se consideriamo l'identificazione f : S — S data
da f(1) =1, f(1') = 1, la distanza del gruppo marcato (G, S) da se stesso
e uguale a e P, mentre tale distanza e chiaramente uguale a zero rispetto
all’identita id : S — S.
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In seguito, nel parlare di distanza tra gruppi marcati e argomenti ad essa
correlati ometteremo di ricordare 'esistenza delle identificazioni fg (che si
suppongono fissate a priori).

Proposition 6.4.2. Sia N > 0 un intero. Sia {G;}ien una successione
di gruppi finitamente generati con la proprieta FSG(N) (risp. con la pro-
prietd di transitivita della commutazione). Per ogni i € N, sia S; un
sistema di generatori finito di G; e supponiamo che per qualche gruppo G
dotato di un sistema di generatori S, si abbia lim; ..(G;, S;) = (G, S).
Allora G ha la proprieta FSG(N) (risp. la proprieta di transitivita della
commutazione).

Exemples. Sia ¥, la superficie compatta orientabile di genere 2, e si consi-
deri il gruppo fondamentale 7 (X2), con la presentazione canonica

771(22) = <CL,b, C,d \ CLI)(fllflccicflcf1 — e>.

Si consideri, per n € N la successione di gruppi marcati (G, S,) = (m1(22), {a, b, ¢, d,d"}).
Allora lim,, oo (Gp, Sn) = (G, S), dove

G = m(%s) 4 Z* = (a,b,c,d, f | aba™ b tede'd™ = e, df = fd)

e S=1{a,b,c,d, f}. Cio si dimostra osservando che, se Z? ¢ dotato della sua
base canonica {d, f}, per ogni n € N il quoziente di Z? tramite il sottogruppo
di relazioni R, generato dall’elemento d”f~! (in notazione moltiplicativa)
tende a Z? per n che tende all'infinito, percheé per ogni R > 0 si ha R, N
B(0, R) = {e} per n € N abbastanza grande.

Poiche per ogni n € N il gruppo G,, = m(23) € un gruppo iperbolico per
coppie, esso possiede le proprieta di transitivita della commutazione, la pro-
prieta NAS e la proprieta FSG(1). Dunque, applicando la Proposizione 6.4.2
si ha che il gruppo G ha la proprieta di transitivita della commutazione e la
proprieta FSG(1).

Cio non puo essere dedotto dalla Proposizione 6.2.3, in quanto G' € un pro-
dotto amalgamato non malnormale (Z non ¢ malnormale in Z?). Inoltre, G
non ¢ un gruppo iperbolico, in quanto contiene un sottogruppo isomorfo a

72
Dimostrazione della Proposizione 6.4.2

Mostreremo che, se g1,¢92 € G non commutano, allora (sostituendo se ne-
cessario gy con g, '), le potenze g e g5 generano un semigruppo libero in

G.
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Supponiamo dunque che g = g1g2g; "9 # € e, per assurdo, che ne {gV, g}
ne {gV, g, V} generino un semigruppo libero in G. Questo equivale a dire

che esistono due relazioni non banali R = gggg...ggg,;Ng,;N...g,;N = e, dove

Girr 9k, € {91, 2} Perr =1, nes=1,...pe R =gNgN. gV g Vg V.. g; " =

q
e, con g, g, € {g1,95 } per v = 1,..m e s = 1,...,q. Se scriviamo g; e
g2 come parole in S di lunghezza minore o uguale a ¢, allora g, R e R si
scrivono come parole in S di lunghezza minore o uguale a L = max{¢N(n +
p),qN(m + q),4q}. Sia i > 0 un intero abbastanza grande affinche (G, S;) e
(G, S) abbiano esattamente le stesse relazioni di lunghezza minore o uguale a
L. Allora gli elementi che corrispondono a g1, g» in G; tramite 'identificazione
S ~ S; (ie. se fi: S — S; ¢ questa identificazione, a Si,..-54, € G si fa
corrispondere f(s;,)...f'(s;,) € G;), sono elementi che non commutano e le
cui potenze N-esime (positive o negative) non generano un semigruppo libero
in G;, il che contraddice la proprieta FSG(N) per G;.
Infine, dimostriamo la proprieta di transitivita della commutazione. Siano
g1, 92,93 € G elementi diversi dall’elemento neutro tali che g9 = ¢291 €
9293 = g3go. Scriviamo gli elementi g; come parole in S, diciamo di lunghezza
minore o uguale a ¢, e consideriamo un intero ¢ > 0 abbastanza grande
perche (G, S) e (G;,S;) abbiano esattamente le stesse relazioni di lunghezza
minore o uguale a 4q. Allora gli elementi f*(g1), f(g2), f*(g3) € G; corris-
pondenti a ¢q, ¢go, g3 soddisfano le relazioni di commutazione sopra : per la
proprieta di transitivita della commutazione, valida per ipotesi in G;, si ha
fi(91)f"(g3) = f"(g3)f"(g1) e quindi vale in G la relazione g;g3 = g3g; essendo
la sua lunghezza minore o uguale a 4q. O]

Prodotti liberi e transitivita della commuta-
zione

Questo paragrafo e dedicato ad una dimostrazione diretta, per il caso dei
prodotti liberi, della proprieta di transitivita della commutazione.

Richiamiamo preliminarmente alcuni fatti fondamentali e fissiamo le nota-
zioni. Si denoti con I' = G x H il prodotto libero di due gruppi G e H.
Allora ogni elemento v € I' puo essere scritto in modo unico come prodotto
v = gihi...grhy, dove per ogni i,j = 1,...,k siha g, € G e h; € H, e solo
g1 € hy, possono essere uguali all’elemento neutro (gih;...gxhs € detta forma
normale di vy). La scrittura v = a — b significa qui che la forma normale di
inizia con a e finisce con b, dove a,b € (GU H) \ {e}. Denotiamo con G — H
I'insieme degli elementi di I" della forma a —b, dove a € G\ {e} e b € H\{e}.
Gli insiemi G — G, H — H e H — GG sono definiti in modo analogo.
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Siano 1 = a; — by e 9 = ay — by due elementi di I'. Se b; = a;l 0 by = afl,
diremo che tra v; e v ci sono semplificazioni .

Théoreme. Se G e H sono gruppi con la proprieta di transitivita della com-
mutazione, il prodotto libero I' = G x H ha la proprieta di transitivita della
commutazione.

Démonstration. Nel seguito, a meno che non venga detto esplicitamente il
contrario, considereremo solo elementi del gruppo diversi dall’elemento neu-
tro. Dobbiamo dimostrare che se v1,7,73 € I' sono tali che y17 = v
e Y273 = 7372, allora y17y3 = 737;. Osserviamo preliminarmente che se
v € G\ {e} e €' commuta con =, allora 4/ € G. Infatti, per I'iden-
tita delle forme normali 7'y = ~4' , possiamo escludere che v/ € G — H,
v e€H—-He~y € H—G. Dunque v = g—¢ (9,9 € G\ {e}). Per la
commutativita si havg — ¢ =g — ¢y, dacuivyg=ge g =gy ecioe v =e
contro le ipotesi, a meno che 7/ € G. Analogamente, se v € H e v/ commuta
con 7 si conclude che 4 € H. Poiche per ipotesi G e H hanno la proprieta
di transitivita della commutazione, questo ci permette di concludere nel caso
in cui uno dei 71, 72,73 appartiene a un fattore del prodotto libero.

Per ogni v € T', denotiamo con () il numero di lettere che compongono la
forma normale di 7. Possiamo supporre che I(7;) > 2 per i = 1,2, 3.

Siano v = a —b ey = da — b elementi di I' che commutano. Notiamo che
se a e b non appartengono allo stesso fattore, ad esempio v € G — H, allora
a meno di sostituire 7/ con v'~!, possiamo supporre che 7 € G — H. Infatti,
sey € H—-G, vy ' € G- H (se v commuta con 7/, allora v commuta
con y'71). Tl caso ¥ € G — G (e analogamente v € H — H) ¢ escluso dalla
commutativita e dall’'unicita della forma normale, perche si avrebbe v+ €
G—GevyyeG—H,oyve€ H—H,oancorayy € G—Gel(vyy) > 1(v7),
il che implicherebbe 74" # ~'~y per unicita della forma normale (questi ultimi
due casi si verificano se nella forma normale di 7'+ uno dei due elementi si
semplifica completamente).

Se a e b appartengono allo stesso fattore, cioe v € G — G o~y € H— H,
allora con argomenti analoghi si prova che anche ¥ ¢ G—Go~ € H—H
rispettivamente.

Se v1,7,73 € ' sono tali che v179 = Y971 € Y273 = 7372, possiamo quindi
ridurci ai seguenti due casi :

(1) m=g1—h1, Y2=g2—ha, y3=93— h3;
2) m=91—91, 2=0—0 Y3=405—0

(qui si intende che g;,g; € G e h; € H peri=1,2,3).
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Partiamo dal caso (1). Una successione (u;);en+ € n-periodica per qualche
n € N se per ogni i € N* w; 1, = w;. Se y1 = ay...a, € y2 = by...by,
sono forme normali, consideriamo le sequenze periodiche (rispettivamente
n-periodica e m-periodica) definite da u; = a;, dove 1 < i < n, e v; = b;,
dove 1 < j < m. Poiche v; e 7 commutano per ipotesi, per ogni p,q € N
l'identita delle forme normali di 777§ e v44) implica che u; = v; per ogni
i < inf{np,mq}, da cui u; = v; per ogni ¢ € N* (in quanto p e ¢ possono
essere scelti arbitrariamente grandi). Le sequenze u; e v; sono allora contem-
poraneamente n-periodiche e m-periodiche, e quindi k-periodiche, dove k &
il massimo comune divisore di m e n (se jn = Im + k, per ogni i € N si ha
Vkti = Ulmik+i = Ujnti = Ui, € analogamente ug,; = ul) Questo dimostra
che 71 = (ay...ap)"* e v, = (a1...a;)™*. Analogamente, se 73 = c;...cq, la
commutativita di v, e 3 implica 5 = (ay...a,)™" e v3 = (ay...a,)*" (dove r &
il massimo comune divisore di m e s). Dunque la sequenza (v;);en+ € contems-
poraneamente k-periodica e r-periodica. Lo stesso argomento di prima ci da
allora a;...a, = (ay...aq)"? e ay...a, = (ay...aq)*’* (dove d & il massimo co-
mune divisore di 7 e k) e questo dimostra che 71, 72, 73 sono potenze di uno
stesso elemento di I', e quindi v1v3 = Y371-

Analizziamo ora il caso (2). Se tra 7; e 7, ci sono semplificazioni, allora
Yo =g =gt eyt = g1 — ¢, (questo deriva dal fatto che [(y172) = I(7271)).
Se anche tra 7, e 73 ci sono semplificazioni, allora v3 = g, — ¢} e, sostituendo
Yo con 7, ' ci si riduce a considerare il caso y; = g — ¢/, per i = 1,2,3
(sostituzioni di questo tipo sono lecite in quanto, se v commuta con v/, allora
v commuta anche con v'~1). Se tra 4, e 3 non ci sono semplificazioni, I'unicita
della forma normale implica che g3 = g; e g5 = g1, e concludiamo (si noti che
I(;) > 3, altrimenti 7; € G e abbiamo concluso). Lo stesso argomento si puo
applicare nel caso in cui ne tra v, e ¥, ne tra 7, e 3 ci sono semplificazioni e,
eventualmente sostituendo i v; con i loro inversi, possiamo ancora supporre
chev,=¢9g—4¢,i=1,2,3.

Ora, se ¢ # ¢!, sostituendo 7; con 7, = ¢'v;,¢'~' per i = 1,2,3 si ha che
ViVs = VY1, Ve = Vhvs e vi € G — H : ci siamo quindi ridotti al caso (1) e
concludiamo che v{v4 = 471, da cul v1v3 = 371

Supponiamo ora ¢’ = g~ ! e ragioniamo per induzione sumg = min{l(v1), {(72), {(73)},
mostrando che la conclusione del teorema e vera se my = 3, e che se ¢ vera
per 7},75,7 € T tali che min{l(+]), {(+%), {(24)} < mindl(11), 1), 1(3)},
allora e vera per 7y, Y2, V3.

Se mg = 3, possiamo supporre che [(y;) = 3 : sostituendo ~y; con v, = g 'v;g
per i = 1,2, 3 siamo condotti a studiare il caso v; = h € H, v4h = h~}, v4h =
h~4 da cui, come abbiamo visto prima, si conclude (in quanto 5,74 € H e
H ha la proprieta di transitivita della commutazione).

Supponiamo ora mgy > 3. In questo caso, per i = 1,2,3 gli elementi v =
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g Y9 € H — H sono tali che {75 = ¥4, e V4 = 7475 L'ipotesi induttiva,
poiche min{l(v1),1(72),1(v5)} < min{l(71),1(72),{(75)}, implica y175 = 737
da cui, coniugando, si ottiene v,y = Y371.

O

E’ da notare che, poiche abbiamo dimostrato che in un prodotto libero
I' = G x H, il centralizzatore di un elemento v # e e ciclico o contenuto
nel coniugato di un fattore (cfr. Proposizione 6.2.1), questo implica, come
abbiamo visto nella dimostrazione della Proposizione 6.2.3 che G * H ha la
proprieta NAS se G e H hanno tale proprieta.
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Chapitre 7

Alcuni risultati di finitezza per
gruppi con entropia algebrica
limitata

In questo capitolo presentiamo alcuni risultati di finitezza sui gruppi marcati
(Corollario 7.0.6, Corollario 7.0.9, Teorema 7.0.12, Corollario 7.0.13). Parte
di questi risultati che, in particolare, sono applicabili ai gruppi fondamentali
delle varieta Riemanniane compatte e ai gruppi iperbolici senza torsione, ¢
gia apparsa in [Z]. Partendo dal lemma di Margulis generalizzato (Teorema
6.1.2 e Teorema 6.1.3), valido nella categoria degli spazi metrici misurati, che
comprende non solo le varieta Riemanniane (oggetto del Lemma classico)
ma anche spazi di lunghezza non Riemanniani come i grafi, utilizzeremo in
particolare il fatto che i metodi descritti nel Capitolo 1 sono applicabili per
lavorare sul grafo di Cayley C(G,.S) di un gruppo finitamente generato G
associato a un sistema generatore fissato S, che € uno spazio di lunghezza
misurato connesso.

Si ricordi che un gruppo G si dice finitamente generato se esiste un insieme
finito S = {s1,..., s} C G tale che ogni elemento g € G si puo scrivere come
prodotto di elementi di S (per semplicita, salvo avviso contrario, supporremo
sempre che S sia simmetrico, cioe che S contenga gli s; e i loro inversi, e che
e ¢ S). Il gruppo G puo essere dotato di una struttura di spazio metrico
definendo per ogni g1, go € G la distanza dg(gi, go) come il pin piccolo intero
n > 0 tale che g;'gs si pud scrivere come prodotto di n elementi di S.
La distanza dg e detta metrica delle parole associata a S. Lo spazio metrico
(G, dg) puo essere isometricamente immerso nel grafo di Cayley C(G, S) (che
definiremo piu avanti nelle dimostrazioni a pag. 131) e, in questo modo, per
ogni sottogruppo I' di G, I'azione naturale di I' su G per traslazioni a sinistra
si estende a un’azione isometrica su C(G, S), e le relazioni tra I' e G possono
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essere interpretate come relazioni tra le proprieta dinamiche dell’azione di I'
e le proprieta geometriche del grafo associato a G.

Nel nostro contesto, [ sara un sottogruppo di indice finito in G dotato della
proprieta FSG(N), della proprieta NAS e della proprieta di transitivita della
commutazione (Definizione 6.1.1). Per semplificare le notazioni, introduciamo
le seguenti definizioni.

Définition 7.0.3. Sia N > 0 un intero. Un gruppo I' dotato della pro-
prieta FSG(N) e della proprieta NAS si dice gruppo N-non abeliano.

Définition 7.0.4. L’entropia Ents(G) di un gruppo G rispetto a un sis-
tema generatore S ¢ il limite Inf limnﬂw%sm), dove fs(n) denota il
numero degli elementi di G che si possono scrivere con meno di n ele-
menti di S. Denoteremo con Entq,(G) Uestremo inferiore di Ents(G) al
variare di S tra tutti i sistemi generatory di G.

Quest’ultima definizione e motivata dal fatto che considereremo gruppi a
entropia positiva limitata superiormente da una funzione di N.
Il teorema che segue e il risultato principale in questo capitolo :

Théoreme 7.0.5. Sia G un gruppo finitamente generato e sia I' un suo
sottogruppo N-non abeliano con la proprieta di transitivita della commu-
tazione. Allora :

(i) per ogni sistema generatore S di G, si ha Ents(G) > 0;
(ii) per ogni sistema generatore S di G, esiste g € G tale che (se I'* =

[\ {e})

. 1 Log?2
ds(e, gI'™g 1)2N‘m— ;

(iii) se I' ha indice finito d in G, allora ogni sistema generatore S di G

tale che Ents(G) < + - L22 contiene al pit d — 1 elementi;
(iv) per ogni sistema generatore S, si ha Entg(G) > %~% dove
d e l'indice di T in G e k ¢ il numero di elementi di S. In particolare,

. Log2 : Log2
si ha Entay(G) = % ’ ma;(gd,s) (st ha Entay(G) = % ' maa:(Zlgfl,?)) 56

inoltre, G ¢ privo di torsione).

Remarques.

(a) Se I" & un gruppo non abeliano con la proprieta FSG(N) per qualche intero
N > 0, allora per ogni suo sistema generatore S si ha Entg(I") > % (vedi
pag. 134 per la dimostrazione) . Ad esempio, I" pud essere un gruppo a-
iperbolico per qualche o > 0 (rispetto a un sistema di generatori S) privo
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di torsione e non elementare, e in questo caso N puo essere stimato esplici-
tamente in funzione di « e della cardinalita di S (cfr. Proposizione 6.3.5). I
prodotti amalgamati malnormali I' = A xc B, dove A, B sono gruppi privi di
torsione con la proprieta FSG(N) (si veda la Proposizione 6.2.3), forniscono
un altro esempio.

Le ipotesi del Teorema 7.0.5 implicano automaticamente che I' e privo di
torsione (Osservazioni 6.1.4), mentre G puo contenere elementi di torsione.
Questa ¢ la ragione per cui nel punto (iv) sono considerati i due casi.

Ci sono in letteratura risultati classici dove il numero di generatori di un
gruppo I' ¢ maggiorato da una costante universale ([B-K]|, Proposizione 2.5.6).
Ad esempio, se I' = w1 (M™) ¢ il gruppo fondamentale di una varieta Rieman-
niana completa n-dimensionale di curvatura sezionale non negativa, si ha che
[' ammette un sistema generatore di cardinalita minore o uguale a 53n ;e M™
¢ compatta con diametro diam(M™) < D/2 e curvatura sezionale K > —K2
per qualche Ky > 0, allora I' ammette un sistema generatore di cardinalita
minore o uguale a 2[3 + 2cosh(KyD)z"].

I gruppi fondamentali delle varieta compatte localmente simmetriche di tipo
non compatto e rango 1 formano, tra gli esempi di gruppi che contengono
un sottogruppo N-non abeliano di indice finito, una classe di particolare
interesse. Piu precisamente, si dimostra che tali gruppi contengono un sotto-
gruppo d-spesso di indice finito per ogni ¢ > 0 ([B-C-G|, Lemma 1.6) che &
quindi N-non abeliano per ogni N > 4/§.

La dimostrazione deriva dal fatto che i gruppi in questione sono residual-
mente finiti (per un teorema di Mal'cev, [Mal]). Stabilire se sia possibile
generalizzare questa proprieta ai gruppi fondamentali di varieta (non local-
mente omogenee) a curvatura sezionale negativa ¢ un problema aperto.

Si noti che, nella disuguaglianza (ii) del Teorema 7.0.5, il gruppo G puo essere
un’estensione finita o infinita di I'. Nel caso in cui I' sia normale, si ottiene

* 1 Log?2
e, %) > - gt 1,

Si puo confrontare la stima (iv) del Teorema 7.0.5 sull’entropia algebrica con
il risultato piu generale di P. B. Shalen e P. Wagreich ([Sh-W]) : dati un
gruppo finitamente generato GG e un sottogruppo I' di indice finito d in G, si
ha Entoy(G) > 5775 Entay(T). Essendo il nostro contesto meno generale, il
Teorema 7.0.5 (iv) fornisce un limite inferiore piu esplicito per 'entropia di
G con una migliore dipendenza dall’indice d (si veda anche il Teorema C.0.14
dell’Appendice C per una stima leggermente piu debole).

Remarques. E’ possibile avere una successione di gruppi {G,, }nen tale che
per ogni n € N, GG, contiene un sottogruppo I',, N-non abeliano con la
proprieta di transitivita della commutazione (ma non di indice finito), e tale
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(i)
(i)

che lim,, ., « Entg, (G,) = 0 per una scelta appropriata di S,,. (La descrizione
di questo esempio ¢ a pag. 173 ed e tale che il sottogruppo I',, ¢ un gruppo
libero non abeliano per ogni n € N.)

Torniamo ora ai gruppi marcati (Definizione 6.4.1). Un isomorfismo marcato
tra due gruppi marcati (G,S) e (G’,S’) & un isomorfismo di gruppi

¢ : G — G’ tale che ¢(S) = S'. 1l sottogruppo delle relazioni di (G, S), gia
definito a pag. 116 come la totalita delle espressioni della forma s;...s; in S
che rappresentano 1’elemento neutro, ¢ un sottogruppo normale del gruppo
libero F(S) generato da S, che denotiamo N,.;.

Sia R un sottoinsieme del sottogruppo N, tale che N, € generato da tutti
gli elementi della forma grg—!, al variare di r € R e g € F(S). Allora la
coppia (S, R) determina univocamente il gruppo G ed e detta presentazione
di G (cfr. Definizione 1, pag. 117 in [H1]). Scriveremo G' = (S|R) utilizzando
una notazione classica. Se S e R sono finiti, G si dice finitamente presentato.
D’ora in poi considereremo solo gruppi finitamente presentati.

Dati N,d, Ny € N, denotiamo con g(N,d, Ny) come l'insieme dei gruppi mar-
cati (G, S) che soddisfano alle proprieta sequenti :

G contiene almeno un sottogruppo N -non abeliano (di indice minore o uguale
a d) con la proprieta di transitivita della commutazione,

esiste una presentazione (S|R) di G (dove S ¢ il sistema generatore asse-
gnato) tale che la lunghezza di ogni elemento v € R (per la metrica delle
parole dg) sia minore o uguale a Ny.

E’ da osservare che per ogni N > 1,d > 1, Ny > 0, I'insieme g(N, d, Ny) € non
vuoto : infatti, esso contiene i gruppi liberi di rango k > 1; inoltre, per ogni
N >1,0gnid>1eogni Ny > 3, contiene anche alcuni gruppi fondamentali
di varieta Riemanniane compatte con curvatura sezionale K < —1. Infatti,
per il teorema di Mal’cev ogni varieta Riemanniana localmente simmetrica
X che soddisfa K < —1 ammette un rivestimento X compatto con raggio
d’iniettivita maggiore o uguale a 4. Il gruppo fondamentale 7 (X) di X ha
allora la proprieta FSG(1), la proprieta di transitivita della commutazione
e la proprieta NAS (Proposizione 5.3.12) e si identifica a un sottogruppo di
indice finito d del gruppo fondamentale 71 (X) di X. Questo prova che 7 (X)
soddisfa la condizione (i) della definizione di g(N,d, Ny), per N = 1. Inoltre,
grazie a un teorema di M. Gromov (Proposizione B.0.8), m;(X) ammette
una presentazione con relazioni di lunghezza minore o uguale a 3, e quindi

7T1(X) < g(l,d, 3)

Per ottenere i nostri risultati di finitezza, applicheremo ai gruppi iperbolici
e ai gruppi fondamentali di varieta il seguente corollario del Teorema 7.0.5,
nel quale abbiamo denotato a; = max{a,0}.
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Corollaire 7.0.6. Per N,d, Ny € N* arbitrari, il numero di gruppi mar-
cati (G, S) in g(N,d, Ny) che soddisfano Ents(G) < %222 ¢ (a meno di
isomorfismo marcato) limitato superiormente da (d — 3) 2d-1)(d=2)" " p;
consequenza, 0 Ents(G) > + - L0392 per ogni (G, S) € g(N,d, Ny), oppure

inf (¢,5)eq(v,a,n0) [Ents(G)] € raggiunto su qualche (Go,So) € g(IN,d, Ny).

Remarques. E’ da rilevare (cfr. Appendice C, pag. 173) che I'insieme dei

gruppi marcati (G, .S) che contengono un sottogruppo N-non abeliano (non

necessariamente di indice finito) con la proprieta di transitivita della com-
1 . Log2

mutazione e tali che Ents(G) < & - =35, non ¢ finito.

Applicazioni ai gruppi iperbolici

Abbiamo definito i gruppi iperbolici nel Paragrafo 2.3. Per tale classe di
gruppi, sussistono una serie di questioni aperte, che ora elenchiamo. I nostri
risultati si inquadrano nel contesto di tali questioni :

([G]) Esiste una costante universale ¢ > 0 tale che Ents(G) > ¢ per ogni
gruppo iperbolico non elementare GG e ogni sistema generatore S 7

([Sa]) I gruppi iperbolici realizzano ’entropia minimale per qualche sistema
di generatori?

Riprenderemo questi argomenti per una discussione un po’ piu dettagliata
nell’Appendice C, dove considereremo le stesse questioni ma relativamente a
diverse classi di gruppi come i gruppi liberi, i prodotti liberi, i prodotti amal-
gamati, le estensioni HNN, i gruppi con infiniti ends etc. Su queste stesse
classi di gruppi, cosi come su quelle dei gruppi risolubili e dei gruppi iperbo-
lici, considereremo anche una questione (posta da M. Gromov e fortemente
legata alle due precedenti) che riguarda stabilire se la crescita esponenziale
implichi la crescita esponenziale uniforme. Vale a dire, ci si chiede se 'es-
sere Ents(G) > 0 per ogni sistema generatore S di un gruppo G implica
Entqy(G) > 0. Sempre nell’ambito di queste idee, e anche al fine di sotto-
lineare che il problema (1) ¢ considerato piu difficile rispetto a quest’ultima
questione, riporteremo, alla fine dell’Appendice C, 'esempio di una succes-

sione {I';, }nen di gruppi a crescita esponenziale uniforme tale che lim,,_, o, Entq,(I'y,) =

0.

Un gruppo iperbolico si dice non elementare se non ¢ finito e non contiene
un sottogruppo di indice finito isomorfo a Z. Se un gruppo iperbolico e privo
di torsione, esso ¢ elementare se e solo se ¢ isomorfo a Z ([Wa], Lemma 4.1).
Per questi gruppi, vale il risultato di finitezza espresso nel Lemma seguente.
Premettiamo che, in un qualunque gruppo G, se S e ¥ sono due sistemi

126



(a)
(b)

generatori (simmetrici) di G, li diremo equivalenti (scrivendo S ~ ) se
esiste un isomorfismo G — G che manda S bigettivamente su X.

Lemme 7.0.7. Sia G un gruppo iperbolico non elementare e privo di torsione.
Per ogni numero reale o > 0 e ogni p € N, esistono al pit, 20" ([p/2]— 1)
sistemi generatori (simmetrici) Sdi G (modulo la relazione S ~ %) con
8(S) < p e tali che G sia a-iperbolico rispetto a S (qui si denota con [z]
il pi grande intero minore o uguale a x).

Remarques. Le ipotesi del Lemma implicano che p > 3. (Infatti, essendo
S simmetrico, se p < 3 e se G ¢ privo di torsione, allora S si scrive come
{s,s71} per qualche s € G, e G ¢ isomorfo a Z)

Dal Teorema 7.0.5 (iii) combinato con il Lemma sopra si ottiene direttamente
il seguente

Corollaire 7.0.8. Siano d, N € N interi positivi arbitrari e sia G un’esten-
stone finita di indice minore o uguale a d e priva di torsione di un gruppo N -
non abeliano con la proprieta di transitivita della commutazione. Allora [’'in-
sieme delle classi di equivalenza (rispetto alla relazione " ~" definita prima)
di sistemi generatori S di G tali che :

G e a-iperbolico rispetto a S ;

Entg(G) < % . %

¢ un insieme finito con al pit 2@V N ([(d — 3)/2]), elementi.

Démonstration. La disuguaglianza (b) insieme a (iii) del Teorema 7.0.5 as-
sicura che il numero degli elementi di S ¢ maggiorato da d — 1. Il gruppo G
contiene un sottogruppo /N-non abeliano, quindi esso ¢ non abeliano e quindi
¢ non elementare. L’ipotesi (a) permette allora di applicare (per p = d — 1)
il Lemma 7.0.7 e concludere. O]

% . L°392 (cfr. Teorema 7.0.5

Remarques. Se d < 4 si ha sempre Ents(G) >

(iv) ).

L’ipotesi di assenza di torsione per il gruppo G non e realmente necessaria nel
Lemma 7.0.7 e nel Corollario 7.0.8 (si confronti con il successivo Corollario
7.0.9). Inoltre, sia il lemma che il corollario si riferiscono a differenti sistemi
generatori di un gruppo G fissato. In quanto segue considereremo gruppi
diversi dotati di sistemi generatori diversi. Per questa ragione lavoreremo
nella categoria dei gruppi marcati e applicheremo il Corollario 7.0.6.

Sia a > 0 un numero reale. Un gruppo marcato (G,S) si dice a-iperbolico se
il gruppo G € a-iperbolico rispetto alla distanza algebrica associata a S.
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Come conseguenza del Corollario 7.0.6 si ha :

Corollaire 7.0.9. Sia o > 0 un numero reale e siano N,d € N inter:
positivi. Si denoti con h(a, N,d) l'insieme dei gruppi marcati c-iperbolici
(G, S), che sono estensioni finite (di indice minore o uguale a d) di almeno
un gruppo N-non abeliano che soddisfa la proprieta di transitivita della

commutazione. Allora, tranne che per un numero finito di coppie (G,S) €

h(o, N,d), si ha che Ents(G) > % - %.

Si osservi che I'insieme h(a, N, d) & non vuoto per ogniaw > 0, N > 1led > 1,
in quanto contiene i gruppi liberi di rango k& > 1.
Inoltre, si osservi che I'insieme dei gruppi marcati appartenenti a h(a, N, d)

e tali che Ents(G) < + - L%ﬂ puo eventualmente essere vuoto.

Corollaire 7.0.10. Siano A, > 0 numeri reali e sia d un intero positivo.
Sia h(A, a, d) Uinsieme dei gruppi marcati A-iperbolici (G, S) che sono esten-
sioni finite (di indice minore o uguale a d) di almeno un gruppo I' iperbolico
non elementare e senza torsione. Se I' & a-iperbolico rispetto a un sistema
generatore 3 fissato, allora tutti i (G,S) € h(A,«,d) tranne un numero fi-
nito verificano Ents(G) > L;}f’,z, dove N ¢ una costante dipendente solo da o
e dalla cardinalita di 3. *

Remarques. A puo essere scelto arbitrariamente grande rispetto ad «, e
a puo essere scelto come il minimo, per tutti i sistemi generatori ¥ di I’
di cardinalita f(X) maggiorata da una costante reale ¢ > 0, delle costanti
d’iperbolicita di (I, dx) ; in tal caso NN si scrive come una funzione che dipende
solo da c e a.

Corollaire 7.0.11. Sia o > 0, e sia I' un gruppo senza torsione che sia
a-iperbolico non elementare rispetto a un suo sistema di generatori 3. Sia G
un’estensione finita di I'. Allora, per ogni A > 0, si verifica una delle sequenti
due possibilita :

(1) Uestremo inferiore di Ents(G), al variare di S tra tutti i sistemi generatori
di G tali che G sia A-iperbolico rispetto a S, viene raggiunto,
oppure

(ii) per ogni sistema generatore S di G tale che G sia A-iperbolico rispetto a S,

st ha Ents(G) > L3°]€,2, dove N ¢ la stessa costante che appare nel Corollario
7.0.10.

'Piti precisamente, N = ([328a] + 1) max{bpsq!, b3, !}, dove per ogni r > 1 si ha
max{1 + #(%),2- [r] — 1} < b, < #(X)I+Y (cfr. Prop. 6.3.5 e Osservazioni successive).
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Applicazioni ai gruppi fondamentali di varieta

Sia ora (X, g) una varietd Riemanniana compatta e sia (X, §) il suo rives-
timento universale Riemanniano, dotato della metrica sollevata g. Sia p; la
misura Riemanniana canonicamente associata a g. Ricordiamo che ’entropia
di volume Ent,y(g) di (X,g) ¢ definita (pag. 68) come il limite inferiore

Inflimp__.o w, dove B(Z, R) denota la bolla centrata nel punto

i € X e di raggio R rispetto alla distanza dj associata a § (il limite non
dipende dalla scelta del punto Z).

Possiamo ora enunciare un risultato che ¢ un’applicazione geometrica dei
risultati appena visti.

Théoréme 7.0.12. Siano N e d interi positivi arbitrari e sia x(N,d)
linsieme delle varieta differenziabili compatte X che soddisfano le sequenti
proprieta :

(i) m(X) contiene un sottogruppo N-non abeliano di indice minore o
uguale a d che soddisfa la proprieta di transitivita della commuta-
zione ;

(i1) esiste una metrica g su X tale che :
1 Log2

di - Ent — .
Zam(.g) n vol(g) < N 6

Allora l'insieme x(N,d) contiene un numero finito (minore o uguale a
(d — 3), 260=DE=2%) 4 1-tipi di omotopia. Inoltre il primo numero di
Betti di ogni varieta X € x(N,d) soddisfa by(X) < d — 1.

Ne segue il :
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Corollaire 7.0.13. Sia X(6,d) l'insieme delle varieta differenziabili com-
patte X che soddisfano, per valori arbitrari di 6 € (0,+00) e d € N*, le
proprieta sequenti :

(i) X ammette un rivestimento finito X' (di indice minore o uguale
a d) che possa essere dotato di una metrica Riemanniana ¢ tale
che la curvatura sezionale Ky e il raggio di iniettivita inj(X',g')
soddisfino Ky < —1 einj(X',¢') > 6 ;

(i) X ammette una metrica Riemanniana g di curvatura sezionale ne-
gativa tale che

0  Log2

diam(g) - Ent,e(g) < 155 6

Allora Uinsieme X(9,d) contiene un numero finito di tipi di omotopia,
limitato superiormente da (d — 4) 2(d—1)(d—2)* e, per ogni elemento X €

X(6,d), si ha bi(X) < [41].

2

Remarques.

Le metriche ¢’ e g possono essere scelte indipendentemente.

L’enunciato del Corollario 7.0.13 resta vero anche quando non si suppone
che la metrica g sia di curvatura sezionale negativa. In questo caso, solo
il numero di 1-tipi di omotopia e finito. Inoltre, per i limiti sul numero di
1-tipi di omotopia e sul primo numero di Betti otteniamo rispettivamente

(d —3)4 260-DE=2% o (4 — 1).

L’ipotesi (ii) del Corollario non dipende dalla dimensione della varieta X.
Questo significa che, per ogni varieta n-dimensionale a curvatura negativa
(X™, g) che soddisfi I'ipotesi (i), la disuguaglianza

diam (X", g) - Ent,o (X", g) > 4;_7_5 : L0692

vale in tutte le dimensioni n € N, eccetto che per un numero finito. In
particolare, se n > 4 e X™ ¢ una varieta localmente simmetrica compatta di
rango 1 di tipo non compatto (i.e. a curvatura negativa) siamo in grado di
dare un limite inferiore per il volume vol(X™) (I’entropia di queste varieta
¢ nota e il loro diametro ¢ limitato in termini del volume). E’ da ricordare,
a questo riguardo, che se n e dispari, applicando la formula di Allendoerfer-
Chern-Weil, 1 possibili valori per i volumi di queste varieta (per esempio, nel
caso iperbolico reale) formano un sottoinsieme di N*w,, (dove w,, = Vol(S™)).
E’ anche da segnalare il seguente problema, non ancora risolto : e possibile,
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utilizzando la stima sopra, mostrare che i primi valori possibili per i volumi
wn, 2w, etc. non si ottengono per tutte le dimensioni n eccetto che per un
numero finito?

Veniamo ora alle dimostrazioni dei risultati enunciati finora.

Dimostrazione del Teorema 7.0.5.

Sia C(G, S) il grafo di Cayley di G rispetto a S, ossia il grafo che ha per ver-
tici gli elementi di G e tale che due elementi g1, go € G sono congiunti da un
lato se e solo se g; 'gz € S. Dotiamo C(G, S) della struttura di spazio metrico
misurato identificando ogni lato (dal punto di vista metrico e della misura)
con l'intervallo chiuso [0, 1] C R (tale identificazione si chiama anche parame-
trizzazione), e definendo la distanza d tra due punti come l’estremo inferiore
delle lunghezze dei cammini che li uniscono. In questo modo, C(G, S) & uno
spazio di lunghezza misurato completo, localmente compatto e connesso, e
tale che le bolle di raggio positivo hanno misura positiva. (Per i dettagli su
questa costruzione, si veda I’Appendice A, o anche [H1], pag. 76).

Su C(G,S) ¢ definita un’azione canonica del sottogruppo I' C G che ora
descriviamo : siano z € C(G,S) e v € G. Se [g1,92] ¢ un lato di C(G,S)
che contiene z, allora definiamo ~x come il punto del lato [yg1,7vge] che
corrisponde nell’intervallo [0,1] allo stesso punto cui corrisponde x in [g1, g,
una volta fissate due parametrizzazioni hy : [0,1] — [g1,92] € hy : [0,1] —
[Y91,792] tali che ho(0) = g1 e h,(0) = vg;. (Si noti che, se x € G, v-x
corrisponde all’'usuale moltiplicazione nel gruppo.) Per dimostrare che tale
azione soddisfa le ipotesi del Teorema 6.1.3 ci serviamo del seguente

Lemme. Sia N € N un intero positivo fissato. Sia G un gruppo finitamente
generato e sia I' un sottogruppo N-non abeliano di G con la proprieta di
transitivita della commutazione. Sia S un sistema generatore finito di G e
sia C(G, S) il grafo di Cayley di G rispetto a S, dotato della distanza canonica
d e della corrispondente misura 1-dimensionale p. Allora, 'azione canonica
di T' su C(G,S) é libera (i.e. lo stabilizzatore di ogni punto di X ¢é banale)
e lorbita I" - x di ogni punto x € X ¢ discreta. Quindi, I' ¢ un sottogruppo

discreto di Isom(C(G,S),d, u).

Démonstration. Mostriamo che 1’azione di I' e libera. Supponiamo che z €
C(G,S) e v € I siano tali che vz = . Allora, se [g, ¢'] &€ un lato di C(G, 5)
che contiene x, abbiamo [g, ¢'| = [vg,7¢'] : questo implica, per definizione di
lato, che g = ~vg, oppure g = v¢' e ¢’ = vg. Nel primo caso, abbiamo v = e;
altrimenti dovremmo avere v? = e, che & impossibile (cfr. Osservazioni 6.1.4).
Per vedere che 'orbita di I' e discreta, si consideri un punto z € C(G,S)
arbitrario e si supponga per assurdo che l'orbita I' - z ammetta un punto di
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accumulazione y € C(G, S). Allora si trova una sequenza {7, }nen di elementi
distinti di I" \ {e} con la proprieta che per ogni ¢ > 0, esiste un N(¢) tale
che n > N(e¢) implica d(z,v, - ) < €. Se x € G, questo ¢ impossibile
perche d(z,~v,x) > 1. Supponiamo ora che il punto z giaccia all’interno di
un lato [g,¢'] di C(G,9) : allora, per ¢ < min{d(x,g),d(z,¢")} e n > N(e),
il punto 7, - = dovrebbe appartenere ancora a [g,¢']. Questo significa che

(9, 9] = [7ng,7mg'], il che per lo stesso argomento di prima implica 7, = e.
L’ultima affermazione del lemma e conseguenza diretta della Proposizione
5.4.13. ]

Conclusione della dimostrazione del Teorema 7.0.5

Sia By(e, R) la bolla aperta in C(G,S) di centro e e raggio R > 0 definita
rispetto alla distanza d, la cui misura e, per definizione, uguale alla somma
> u(Bale, R) N [g, h]) calcolata sull'insieme dei lati [g, h] di C(G,S), ed ¢
limitata superiormente (risp. inferiormente) dalla cardinalita dell’insieme A
dei lati che incontrano By(e, R) (risp. dalla cardinalita dell'insieme B dei lati
interamente contenuti in By(e, R)). Si ha allora

ﬂ(Bds (6, R)) —1< M[Bd(ev R)] < k- ﬁ(Bds (6a R))

dove k denota la cardinalita di S e By, (e, R) ¢ la bolla aperta in G di centro
e e raggio R rispetto alla metrica delle parole dg. La disuguaglianza a destra
¢ vera perche la funzione By, (e, R) x S — A che invia la coppia (g, s) nel
lato [g, gs] € suriettiva (essendo S simmetrico) ; la disuguaglianza a sinistra
perche il numero dei lati in ogni grafo connesso finito ¢ maggiore o uguale al
numero di vertici diminuito di uno, quindi §(B) > #(Bg(e, R)) — 1.

Ne deriva che Ents(G) = Ent(C(G, S),d, p).

Applicando il Teorema 6.1.3 all’azione di I' su X = C(G, S), si ha Entg(G) =
Ent(C(G,S),d, i) > 0, il che dimostra (i) del Teorema 7.0.5 e ci garantisce
che esiste zy € C(G, S) tale che

inf d ) > 1 Log?2 1 Log?2
in Lo,V X —- = — =
sy O T SN B (TG, S), do ) N Ents(G)

Ora, se [g, ¢'] € un lato di C'(G, S) che contiene zy possiamo assumere, scam-
biando eventualmente g e ¢’ in modo da avere d(zg,g) < d(z¢, '), che

. 1 Log?2
inf ds(g,v9) > J

— . —7= 1
ver\{e} N  Ents(G)

poiche la distanza d (definita nel grafo) coincide con la distanza algebrica dg
se ristretta a G' e questa disuguaglianza dimostra (ii) del Teorema 7.0.5.

132



Ora, se supponiamo che I' abbia indice finito d in G, il suo sottogruppo
coniugato I'" = ¢ 'TI'g ha anch’esso indice d. Si pud allora vedere che ogni
sistema generatore S per cui Entg(G) % L‘;gz possiede al pitt d—1 elementi.
Sia S = {ay, ..., o, } un tale sistema generatore. Supponiamo per assurdo che
sia ¢ > d — 1, ¢q essendo il numero degli elementi di S. Allora, poiche d ¢ il
numero degli elementi dell’insieme G/I", esistono due interi distinti k, j, con
1 <k < j < g tali che o = @, oppure esiste un intero s, con 1 < 5 < g,
tale che @; = € (qui denotiamo 7 la classe di v in G/I"). Questo implica
che ozkozj_l € (I")* (dove (IM)* = I" \ {e}), o altrimenti che a, € (I")*, da
cui d(e, (I")*) < 2, in contraddizione con (ii) appena dimostrata che implica
d(e, (I'")*) > 2. Concludiamo quindi che deve essere ¢ < d — 1.

Resta da dimostrare la stima sull’entropia di G in (iv). Supponiamo per as-
surdo che Ents(G) < + - %, dove k denota il numero degli elementi
dell’insieme S.

Sia 7y un elemento di (I'")* tale che dg(e, o) = inf ¢y~ ds(e, v) e sia s;,...5;,
una parola ridotta minimale che rappresenta 7,. Da (ii) e dalle ipotesi fatte
segue

+1> l . %
P2 =N Ents(G)
Per ogni | compreso tra 1 e p—1, poniamo g; = s;,...s;,. Poiche s;,...s;, ¢ una
parola minimale, gli elementi e, s1, ..., i, g3, ..., gp—1 Sono tutti distinti perche
se g, = s; per qualche s; € S, 0 gy = g,, 3 <1 <r <p—1, sarebbe possibile
accorciare Sj,...S;, -
Nell'insieme A = {e,57,...,5%, 3, ..., §p—1} (che si riduce a {e€,5y,...,5;} se
p = 3) ci sono almeno due elementi uguali essendo d < p + k — 2, dove
7 denota la classe dell’elemento v € G in G/I". Ma 5; e g; sono diversi
da e, perche 2 < dg(e,g;) < p—2 e dg(e,s;) = 1 implicano che s;,g; &
I'V. D’altronde, se g = gj, con [ < j, abbiamo glgj_1 € (I')*, mentre la

> max(d — k + 3, 3).

lunghezza di g; gj’1 = 8j,..-8i;_, ¢ strettamente minore di p, il che contraddice
la definizione di p. Analogamente, 5; # 5; perche p > 2 e g; # 5; quando
3 < j <p—1. Concludiamo quindi che Enty,(G) > % . m.

Si osservi che I'ultima affermazione in (iv) & vera perche, per ogni sistema ge-
neratore simmetrico S di un gruppo G che soddisfa le ipotesi dell’enunciato,
si ha #(S5) > 3. Infatti, se f(S) < 2, allora G ¢ isomorfo a un quoziente di Z
oppure a un quoziente del gruppo diedrale infinito Zs * Zs il che impliche-
rebbe che Ents(G) = 0 (poiché Z e Zg x Zo hanno crescita sottoesponenziale,
ogni loro quoziente ha crescita sottoesponenziale e quindi entropia nulla, cfr.
I’Osservazione a pag. 164). Infine, otteniamo £(S) > 4 perche, essendo G ¢
privo di torsione, £(S) ¢ pari (la funzione su S che manda s in s~! stabilizza
S e non ha punti fissi) . O
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Prima di passare alla dimostrazione del Corollario 7.0.6, dimostriamo quanto
asserito nelle Osservazioni (a) a pag. 124.

11 grafo di Cayley C(I',S) ¢ uno spazio di lunghezza localmente compatto,
completo e connesso rispetto alla distanza canonica di lunghezza, essendo S
un sistema generatore finito (vedi pag. 131). L’azione canonica di I" su C(T", 5)
identifica I" a un sottogruppo del gruppo delle isometrie Isom(C(T",S)), dis-
creto rispetto alla topologia C-O (come si vede subito considerando, per
esempio, l'orbita e lo stabilizzatore del punto x = e € C(T,S)). Poiche G
¢ non abeliano, esistono sy, ss € S che non commutano. Applicando il Teo-
rema 6.1.2 otteniamo 1 = max{ds(e, s1 - €),ds(e, s2-€)} > ~ %, che
conclude la dimostrazione.

Dimostrazione del Corollario 7.0.6

Dal Teorema 7.0.5 (iii) sappiamo che, per ogni gruppo marcato (G,.S) in
g(N,d, Ny), si ha §(S) < d — 1. Inoltre, poiche le parole di lunghezza minore
o uguale a Ny che possono essere scritte con (d — 1) lettere sono soltanto un
numero finito, si sa che esiste solo un numero finito di presentazioni (S|R) (a
meno di isomorfismi) tali che £(S) < d —1 e che, per ogni relazione r € R, la
lunghezza di r sia minore o uguale a Ny. Cio premesso, osserviamo che per
ottenere la maggiorazione sul numero dei gruppi marcati in g(N,d, Ny) che
soddisfano Ents(G) < + - L%ﬁ, se §(S) = k e S & simmetrico, allora il numero
di relatori possibili di lunghezza minore o uguale a Ny € non piu grande di
K2+ k(k—1)2+ ...+ k(k—1)M=t < k(k—1)M (questa disuguaglianza ¢ vera
perche, per definizione di g(N, d, Ny), #(S) > 3 cfr. la conclusione della dimos-
trazione del Teorema 7.0.5). Inoltre, notiamo che se ¥ ¢ un altro insieme finito
con la stessa cardinalita di S, fissando una bigezione qualunque S — 3, ogni
sistema di relazioni R definito sugli elementi di S si copia su un sistema di
relazioni R’ definito sugli elementi di ¥ (3 si identifica con S tramite la bige-
zione data) tale che i gruppi definiti dalle presentazioni (S|R) e (X|R’) sono
isomorfi, tramite un isomorfismo che invia S bigettivamente su . Il numero
di possibili presentazioni ¢ pertanto minore o uguale a Zk 41 gk(k=D)N0  pe;
finire, si osservi che se d < 3 si ha sempre Ent(G,S) > 1 . L092 per ogni
(G,S) € g(N,d, Nyg) (Teorema 7.0.5 (iv)). L’ultima affermazmne del Corol-
lario segue dal fatto che, se inf (g s)eq(v.an) [Ents(G)] < & - 2222, allora esso
puo essere calcolato restringendosi all’insieme delle classi d’isomorfismo di
(G,S) € g(N,d,Np) tali che Ents(G) < + - 222 ed & raggiunto essendo
questo insieme finito. (Si noti che I'entropia & invariante per isomorfismo di
gruppi marcati). OJ

Dimostrazione del Lemma 7.0.7

134



Poiche G e privo di torsione, su ogni sistema generatore simmetrico S di
G, lapplicazione che manda s € S in s7! stabilizza S e non ha punti fissi;
quindi la cardinalita di S e pari e uguale a 2n per qualche n € N, ed esistono
S1y..y Sy € S tali che S = {s1,..., Sn, Snt1, oy Son }, dOve spp; = s[l per
1 <4 < n. Definiamo, sul gruppo libero F™ con sistema generatore libero
E = {ey,...,e,} (conveniamo che l'elemento neutro non appartenga a F, e
che ¢, € E = ¢e;' ¢ E), il morfismo canonico hg : F* — G ponendo
hg(efll...ef:) = sfll...sf: per ogni p-upla (iy,...,4,) tale che iy,...,i, < n e
i1 # ir, e per ogni ky, ..., k, € Z\ {0} (si noti che hg(e;) = s; e hg(e;!) =
571 = 8,44). Per procedere nella dimostrazione, ci occorre una proprieta dei
gruppi iperbolici che costituisce 'enunciato del lemma seguente.

Lemme. Sia G un gruppo privo di torsione e sia S un sistema genera-
tore simmetrico di G tale che §(S) = 2n ordinato in modo che sia S =
{81, ..., 80,57, ...,5.'} e tale che, per qualche o > 0, G sia a-iperbolico
rispetto a S. Sia F"™ il gruppo libero generato da n elementi {ey,...e,}, e
hs : F" — G il morfismo che invia e; in s; per ogni i = 1,...,n. Sia ¥ un
altro sistema generatore simmetrico di G con lo stesso numero di elementi
di S e sia hy : F* — G il corrispondente morfismo. Si denoti con Bgn (e, R)
la bolla in F™ di centro e e raggio R > 0, definita rispetto alla distanza delle

parole associata al sistema generatore {ey,...,e,}. Se
Bgn (e, Ro) Nhg'(e) C Bya(e, Ry) Nhs'(e)

per Ry = 12a+ 9, allora esiste un automorfismo di G che invia S bigettiva-
mente su .

4 . . N _ —1 —1 . . kl kp
Démonstration. Poiche S = {s1,...,5,,57 ,..., s, '}, per ogni relazione s;’ .

e valida in G tale che |ki| + ... + |k,| < Ry, si ha che efll...efz € Bpn(e, Ry) N
K= Bgn (e, Ry) N hgl(e) e, se

_1 . . k1
hg (e). Per le ipotesi ne segue che e;...e;’

Y = {o1,..,00,07",...,0,1}, allora afll...af: = hg(eﬁl...ezﬁ’) = e. Per ogni
g € F™ ponendo ¢(hs(g)) = hx(g) risulta ben definita un’applicazione
¢ : G — G : infatti, se hs(g) = hs(g'), allora g~'¢g' € hg'(e), i.e. g7'¢,
espresso come parola in eq, ..., e, e nei loro inversi, ¢ una relazione vera per
ogni presentazione del tipo (S|R) per G (si noti che hg'(e) ¢ il sottogruppo
delle relazioni introdotto nel Paragrafo 2.4). Una proprieta dei gruppi iper-
bolici (Proposizione B.0.9) afferma che se N € N ¢ il piu piccolo intero
positivo tale che N > 4« + 2, allora esiste una presentazione (S|Ry) di G
tale che ogni parola in Ry abbia lunghezza al piu 3V e quindi sia contenuta
nella bolla aperta B« (e, Ry) centrata in e e di raggio Ry = 12a + 9. Questo

ci dice che g7'¢’ pud essere espresso come prodotto di coniugati di parole
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del tipo efll...ef;’ € Bga(e, Ry) N hg'(e) C Bra(e, Ry) N hy'(e) il che implica

hs(g7'g') = e e hs(g) = hs(g).
Mostriamo ora che 'applicazione ¢ ¢ un isomorfismo. Poiche

¢(hs(9)hs(g')) = ¢(hs(gg')) = helgg) = hs(9)hs(g) = d(hs(g))d(hs(9)),

¢ ¢ un morfismo; e suriettiva perche la sua immagine contiene ¥ che ¢ un
sistema generatore di G (si noti che non ¢ possibile ragionare analogamente
scambiando i ruoli di S e ¥, in quanto non abbiamo alcuna stima sulla
costante di iperbolicita di G rispetto a X). Il fatto che ¢ sia anche iniettiva,
ossia un isomorfismo, segue da un risultato di Z. Sela ([Se|) secondo il quale
ogni gruppo G iperbolico e privo di torsione € hopfiano (vedi pag. 165), i.e.
ogni epimorfismo da G in G € un isomorfismo, che conclude la dimostrazione
del Lemma sopra. O

Per semplicita di notazione, denotiamo con B la bolla aperta di raggio Ry =

12049 nel gruppo libero F”, e sia b(n) la cardinalita di B\{e, e1, ..., €n, € ", ..., 5"

N
Se P denota l'insieme di tutti i sottoinsiemi di B\ {e,e1,...,en, 7", ..., 5"},
si ha 4(P) = 2™, Denotiamo ®(S) = hg'(e) N (B \ {e}) € P, dove hg :
F¥ — @G ¢ il morfismo definito prima.

Se ¥ = {o1,...,00,07",...,07'} & un sistema generatore simmetrico di G con
la stessa cardinalita di S ed esiste un isomorfismo ¢ : G — G che invia s;
in g; per ogni ¢ = 1,...,n si ha, dal momento che tali applicazioni coincidono

sugli e; , hy, = ¢ o hg da cui

hs'(e) = hg'[¢7 (e)] = (0 hs) ™ (e) = hg'(e).

Ne segue ®(S5) = ®(X), che dimostra che ® definisce un’applicazione sull’in-
sieme delle classi di equivalenza dei sistemi generatori simmetrici di G (di
cardinalita 2n) con codominio P. Se G ¢ a-iperbolico rispetto a S, e restrin-
giamo ® alle classi di equivalenza dei sistemi generatori simmetrici ¥ tali
che G e a-iperbolico rispetto a ¥, per il Lemma dimostrato prima @ e iniet-
tiva e l'insieme di tali classi di equivalenza contiene al pitt 22 elementi. La
conclusione del Lemma 7.0.7 segue osservando che b(n) < 2n(2n —1) + ... +
2n(2n — 1)Fl=1 < (2n)fo (quando Ry non & intero la prima disuguaglianza
¢ un’uguaglianza) da cui, sommando,

> 200" < ((pj2) — )20,

2<n<[p/2]

Si noti che n > 2, perche G si suppone non elementare, il che esclude il caso
S ={s,s7'} e G ~ Z (che & I'unico caso di gruppo privo di torsione tale che
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n = 1). Quindi la somma che appare a sinistra dell’ultima disuguaglianza
vale zero quando [p/2] < 1. O

Dimostrazione del Corollario 7.0.9

Se GG e un gruppo a-iperbolico rispetto a un sistema di generatori S, allora
per ogni intero n > 4o + 2 G ammette una presentazione finita G = (S | R)
tale che gli elementi di R hanno lunghezza al piu 3n (Proposizione B.0.9).
Ne segue che ogni gruppo marcato (G, S) € h(a, N,d) e tale che Entg(G) <

% . % appartiene, per Ny = 12a + 9 , alla famiglia g(N,d, Ny) definita
prima del Corollario 7.0.6 che, applicato, ci fa concludere. O

Dimostrazione del Corollario 7.0.10

Per ogni numero reale » > 0, sia b, la cardinalita della bolla aperta in T,
centrata nell’elemento neutro e di raggio r rispetto alla metrica delle pa-
role associata a 3. Poniamo N = ([328a] + 1) max{bes!, b2,!}. Allora (vedi
Corollario 7.0.9) ogni (G, S) € h(A, o, d) appartiene alla famiglia h(A, N, d)
in quanto, per tale valore di N, I' ¢ N-non abeliano e ha la proprieta di
transitivita della commutazione (cfr. Proposizione 6.3.5). O

Dimostrazione del Corollario 7.0.11

Se G ¢ un’estensione finita di I, al variare di .S tra tutti i sistemi generatori
tali che G e A-iperbolico rispetto a S, la coppia (G, S) appartiene alla famiglia
h(A, a, d) definita nel Corollario 7.0.10. Se non si verifica (ii), per tali sistemi
generatori si ha infgEntg(G) < %, per un valore intero di N dipendente
solo da « e dalla cardinalita di 3. Ma, per il Corollario 7.0.10, il numero di
S tali che G & A-iperbolico rispetto a S e tale che Entg(G) < 222 ¢ finito,

3N
quindi I'estremo inferiore & raggiunto, il che prova (i).

Dimostrazione del Teorema 7.0.12

Grazie a un teorema di Gromov (riportato come Proposizione B.0.8) 7 (X)
ammette una presentazione (Sy4|R) con sistema generatore S, tale che per
ogni v € S, si abbia d(Z,v - 7) < 2diam(X,g), dove Z & un punto fissato
del rivestimento universale Riemanniano X di X, e dove R ¢ un sistema di
relazioni tale che ogni r € R & una parola di lunghezza minore o uguale
a 3 (rispetto a ;). Poiche il gruppo fondamentale 7 (X) agisce su X per
isometrie, S, € simmetrico. Sia v un elemento arbitrario di 7 (X) e sia v, ...7;,
una parola di lunghezza minimale che rappresenta v rispetto allinsieme S,,.
Per la disuguaglianza triangolare e l'invarianza della distanza d per ’azione
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di m (X), si ha
d(z,v-2) <d(T,v, - 2) + ... +d(z,, - T) < 2diam(g)ds, (e, 7).

Poniamo ora dgeom(€,7) = d(Z,7 - ) per ogni v € m1(X). Per le proprieta
dell’entropia (Proposizione 5.3.1) si ha Ent(ds,) < 2diam(X, g) Ent(dgeom)
(si noti che entrambe le entropie sono definite rispetto alla misura che conta
su 71 (X)). Inoltre, poiche

1
Ent(dgeon) = Jm_—Logt{y € m(X) | d(z, 7 7) < R},

si ha che Ent(dgeom) coincide con Ent,. (X, g) (si veda, ad esempio, la Propo-
sizione 9.6.6. di [K-H]). Ne deriva che Entg, (71(X)) < 2diam(X, g) Ent,q (X, g)
([Gr2], Teorema 5.16). Allora, per 'ipotesi (ii), si ha Entg, (m (X)) < +- 222
e, poiche (m(X),S,) € g(N,d,3) per 'ipotesi (i), possiamo applicare il Teo-
rema 7.0.6 che dimostra la prima affermazione dell’enunciato.

Infine, 'immagine del morfismo di Hurewicz 71 (X) — R*) & un reticolo
in RU*() (cfr. [Spl, pag. 387), percio il sistema generatore S, & mandato
suriettivamente su un sistema generatore di R e quindi b, (X) & minore

o uguale a §(S,), che e limitato da (d — 1) per il Teorema 7.0.5 (iii). O

Dimostrazione del Corollario 7.0.13

Il gruppo fondamentale I del rivestimento X’ di X &, per la teoria dei ri-
vestimenti, un sottogruppo di indice minore o uguale a d in 7;(X). Inoltre,
per le ipotesi esso e d-spesso, quindi N-non abeliano per ogni N > 4/ (Os-
servazioni 6.1.4 (1) ). Ne segue che m(X) contiene un sottogruppo N-non
abeliano di indice minore o uguale a d che ha la proprieta di transitivita della
commutazione di cui godono i gruppi fondamentali delle varieta Riemanniane
compatte a curvatura sezionale negativa. Percio la classe di varieta X(d, d)
considerata soddisfa le condizioni del Teorema 7.0.12. Poiche la metrica g ha
curvatura negativa, la finitezza degli 1-tipi di omotopia implica la finitezza dei
tipi di omotopia (cfr. [Pi], Corollario 6.3.10). Qui, essendo 7 (X') non abeliano
e privo di torsione, un sistema generatore simmetrico ha almeno 4 elementi.
Il fatto che il numero delle possibili classi di isomorfismo per m(X) sia limi-
tato superiormente da (d —4); 2(D@=2? (invece che da (d — 3),. 2(@D(@-2)°
come nel Teorema 7.0.12) & dovuto all’assenza nei gruppi fondamentali delle
varieta a curvatura negativa di elementi di torsione. Questo implica che §(S;)
e pari e che §(S,) > 4, quindi (per il Teorema 7.0.5 (iii)) d > 5. La stima
migliorata si ottiene inserendo questo nella dimostrazione del Teorema 7.0.6.
Abbiamo gia detto nella dimostrazione del Teorema 7.0.12 che I'immagine
di S, tramite il morfismo di Hurewicz ¢ un insieme generatore dello spazio
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vettoriale R?(X). Poiche m(X) & privo di torsione, v e v~! sono, per ogni

v € Sy, elementi distinti di S, che sono inviati in vettori opposti di R0 (X)),
Ne segue che by (X) < 34(S,) < [52].
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Chapitre 8

Un lemma di Margulis per
quasi isometrie

8.1 Presentazione dei risultati

Vogliamo estendere il Teorema 6.1.2 e il Teorema 6.1.3 ad una situazione pit
generale di quella gia considerata. I risultati che presentiamo qui sono parte
di un lavoro ancora in corso.

Définition 8.1.1. (cfr. [H1], pag. 85) Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi me-
trici, e stano A > 1, ¢ > 0 numert reali. Un’applicazione f : X — Y si
dice (A, c)-immersione quasi isometrica se per ogni r1,x2 € X, si ha

%dx(xl,xg) e < dy (), f(@)) < Ady (21, 12) + €

e si dice c-quasi suriettiva se per ogni y € Y esiste un x € X tale che
dy(y, f(x)) < c. Infine, f si dice (X, c)-quasi isometria se essa € una
(A, ¢)-immersione quasi isometrica ed é c-quasi suriettiva.

Définition 8.1.2. (cfr. [F-M], pag. 623) Sia (X, d) uno spazio metrico e
G un gruppo. Un’applicazione ¢ : G x X — X é detta c-quasi azione di
G su X se per ogni coppia g1,92 € G e ogni x € X si ha d(x,p(e)x) < ¢
("e" denota l’elemento neutro di G) e d(¢(g192)x, (g1)P(g2)x) < c. (Qui
(g, x) si denota con ¢(g)x).
D’ora in poi, se ¢ € una quasi azione di un gruppo G su uno spazio X,
ometteremo 'applicazione ¢ e denoteremo con ¢ - x 'elemento ¢(g,x), per
ogni g € G e ogni xz € X.
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Théoreme 8.1.3. Sia N un intero positivo, e sia I' un gruppo N-non abeliano. Sia
(X,d, ) uno spazio metrico misurato connesso, con entropia Ent(X,d,pn) < H per
qualche H > 0. Sitano C > 0, L > 1 e A > 0 numeri reali, e supponiamo che esista una
C-quasi azione per (L, A)-quasi isometrie di I' su X, che verifichi le ipotesi sequenti :

(1) esiste un xo € X tale che, per ogni R > 0, l'insieme {y € T | d(zo,7 - x9) < R} &
finito e la sua cardinalita ¢ limitata da un numero No(R) dipendente da R.

(11) esistono un xo € X e un numero reale ag > 0 tale che infep p(B(y - 2o, ap)) > 0
(dove B(7y - zg,ap) denota la bolla in X di centro 7 - xy € raggio ap).

. . Log2 .
Supponiamo inoltre che (NL 4+ 1)(A+ C) + NL*(A+3C + LC) < =%=. Allora, ;

(1) per ogni x € X e ogni 1,72 € I' che non commutano, si ha

| 1
2 .
NI d(w, 72 - 2) + (NL+1)(A+C) 2 frLog <1 - e—H[NL?d(xm~x>+<NL+1)(A+c)}) ’

(2) per ogni x € X e ogni 1,72 € I' che non commutano, si ha

1 Log2
max{d(z, 7 - @), d(z, 73 - 2)} > [ il

5 | T — (VL + 1)(A+C)1 ;

(3) per ogni v € X e ogni n > 0, denotiamo con I',(x) il sottogruppo di I' generato
dall’insieme {y € T | d(z,v-x) < n}. Sen < = [222 — (NL + 1)(A+ O)], allora
I',(z) € abeliano ;

(4) supponiamo che T' soddisfi la proprieta di transitivita della commutazione. Allora,
esiste x1 € X tale che

1 Log2
inf d(z1,v-x1) °9

> —(NL+1)(A+C) = NL*(A+3C+ LO)|.
~veT\{e} ~ NL3 | H ( +1)(4+C) (A+3C+LC)

Remarques. Grazie all’ipotesi (i), qui I'ipotesi di locale compattezza per X,
fatta nel Teorema 5.4.1, non ¢ necessaria (cfr. anche Osservazioni 5.4.2).

Remarques. Per L =1e A = C =0, la quasi azione & un’azione per isome-
trie e ritroviamo le stesse stime contenute nel Teorema 6.1.2 e nel Teorema
6.1.3. E’ lecito percio chiedersi se non sia possibile, riducendo la quasi azione
ad una azione, ottenere il Teorema 8.1.3 come corollario di questi risultati.
Per precisare i termini del problema, siano p; : 'x X — X epy: I'x X — X
due quasi azioni di un gruppo I' su uno spazio metrico (X, d). Diciamo che
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p1 € pa sono equivalenti se esiste D > 0 tale che d(p;(7y)x, p2(v)x) < D per
ogni v € I" e ogni z € X. Se p; € un’azione per quasi isometrie di un gruppo
[ su X, possiamo porci le seguenti domande :

esiste su X un’azione per isometrie py di [ equivalente a p; 7

esiste un’azione po di I' su X per omomorfismi bi-lipschitz (che significa
(A, 0)-quasi isometrie bigettive) equivalente a p; 7

Se p; € una quasi azione per quasi isometrie di I' su X, esiste una azione ps
di I' su X per quasi isometrie equivalente a p; 7

In un lavoro recente ([M-S-W]) ¢ stato dimostrato che G; = Z, x Z, e
Gy = Zg x Zg, dove p,q € Z sono numeri primi distinti, non possono agire
per isometrie sullo stesso spazio geodetico proprio in maniera discreta e co-
compatta. D’altra parte, se p,q > 3, allora GG; e G5 sono bi-lipschitz equiva-
lenti, ossia esiste una (A, 0)-quasi isometria bigettiva f : G; — G5 (rispetto a
distanze delle parole dg, , dg, associate a due sistemi generatori qualunque S,
e Sy su G e Gq rispettivamente, cfr. [H1], pag. 105). In questo caso esiste una
vera azione di Gy per (A% 0)-quasi isometrie sul grafo di Cayley C(Gs,S5)
come viene mostrato nella costruzione illustrata a pag. 144. Questo esempio
risponde alla domanda (1) perche ci presenta un’azione per quasi isometrie
che non puo essere ridotta ad un’azione per isometrie ad essa equivalente.
Riguardo alla domanda (2) osserviamo che se I'; e I'y sono gruppi non amena-
bili (si veda I’Appendice C, pag. 169) quasi isometrici, grazie a un risultato di
K. Whyte essi sono bi-lipschitz equivalenti, e quindi esiste un’azione per omo-
morfismi bi-lipschitz di 'y sul grafo di Cayley di I'; rispetto a un sistema di
generatori qualunque (si utilizzi ancora la costruzione illustrata nell’Esempio
a pag. 144).

La domanda (3), relativamente al caso di una quasi azione discreta e cocom-
patta su uno spazio geodetico proprio compare come questione aperta in un
articolo di B. Farb e L. Mosher ([F-M]). Se X ¢ uno spazio Riemanniano sim-
metrico diverso dagli spazi iperbolico reale Hf e complesso Hf: ¢ stata data
una risposta parziale da P.Pansu in [Pa], dove si dimostra che ogni quasi
azione su tali spazi e equivalente a un’azione isometrica.

Una raccolta aggiornata dei risultati anche recenti su quasi azioni e quasi
isometrie ¢ reperibile in [K] (pagg. 77 e seguenti).

Esempi

Presentiamo ora sotto forma di esempi alcune situazioni concrete dove viene
naturale introdurre quasi azioni per quasi isometrie.
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Exemple (a). Sia ¢ > 0 un numero reale, e siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi
metrici tali che la distanza di Gromov-Hausdorff (Def. 5.2.11) tra X e Y ¢
strettamente minore di €. Sia [' un sottogruppo del gruppo delle isometrie
di (X,dx). Esistono due applicazioni ¢ : X — Y ey : Y — X ([B-B-1],
Corollario 7.3.28) tali che le seguenti disuguaglianze sono verificate per ogni
r, o' € X eogniy,y €Y :

|dy (¢(x), ¢(2")) — dx (,2")| < 2¢;

dY(¢(¢(y

Ponendo v-y = ¢(v-1¢(y)) per ogni y € Y, definiamo ora una 4e-quasi azione
per (1,6¢)-quasi isometrie di I' su Y. Cominciamo con 'osservare che ogni
v € T" induce una (1, 4¢)-immersione quasi isometrica su Y. Infatti, per ogni
Y1, Y2 € Y, risulta

|dy (v-y1, v-y2) —dy (Y1, y2)| < |dy (S(v-(y1)), ¢(v-1(y2))) —dx (v (y1), v (y2)) |+

+dx (v - (Y1), v - (y2)) — dy (41, y2)| < 4e.

Per vedere che abbiamo definito una 4e-quasi azione di I' su Y, notiamo che
per ogni v1,72 € ' e ogni y € Y, si ha

dy(y1- (2 y)s 2 - ) = dy (o(y1 - (d(v2 - ¥ (W)))), d(miy2 - ¥(y))) <
<dx(m Y02 v(Y)), e () + 26 =
=dx(P(d(v2 - ¥(Y))), 72 - ¥(y)) + 2e < 4e.

Inoltre, abbiamo dy (y,e - y) = dy(y, ¢(¢¥(y))) < 2¢ per ogni y € Y, dove e
denota l’elemento neutro di I'.

Infine, per ogni v € I la 6e-quasi suriettivita di v : Y — Y discende dal fatto
che, per ogniy € Y, si ha dy(y,v- (v ! y)) < 6e.

Remarques. Nell’esempio precedente, 'ipotesi (i) del Teorema 8.1.3 ¢ sod-
disfatta dalla quasi azione di I" su Y se I'azione di I' per isometrie su X e
tale che l'insieme {y € I' | dx(x¢,7 - xo) < R} ¢ finito per qualche zy € X ¢
ogni R > 0. Infatti, per ogni y € Y, l'essere dy (y,7 - y) < R implica

dx (V(y), v () < dx(W(y), v(o(v¥(y))))+dx (v (y), Y(o(v(y)))) < R+de.
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Questo puo essere vero solo per un numero finito di v € I' in quanto se
{v €T | dx(xg,7v-x9) < R} ¢ finito, allora per ogni x € X ¢ finito anche
{yeT|dx(xz,v-x) <R} ¢ finito (si usi la disuguaglianza triangolare).
Inoltre, se fissiamo yy € Y e dotiamo Y della misura che conta gli elementi di
Fiyo={v-w|vel} (le pu(A) =18(ANT -yy)), 'ipotesi (ii) del Teorema
8.1.3 & soddisfatta perche pi4(B(7 - o, ap)) > 1 per ogni o > 0.

Exemple (b). Supponiamo che M sia una varieta Riemanniana compatta
e che G = m(M). Sia G’ un gruppo quasi isometrico a G (rispetto a sistemi
generatori §’, S fissati rispettivamente su G’ e su ). Poiche M & compatta,
esiste una (), ¢)-quasi isometria f : C(G’, 8") — M, dove M ¢ il rivestimento
universale Riemanniano di M e C(G’,5") ¢ il grafo di Cayley di G’ rispetto a
S’ ([H1], pag. 87). Ne segue che esiste una (), 3Ac)-quasi isometria f : M —

C(G', ") tale che per ogni z € C(G',5’) sia d(z, f(f(x))) < 2Ac e che per
ogni & € M risulti d(, f(f(Z))) < 2)Ac (tale f si dice quasi inversa di f : ne
dimostreremo 'esistenza nel prossimo paragrafo).

Ora definiamo per ogni g € G’ 'applicazione ¢(g) : M — M tale che ¢(g) =
fogo f, ricorrendo all’azione naturale per isometrie di G’ su C(G, S") (vedi
pagina 131).

Per ogni g € G', ¢(g) : M — M & una (N2, (3\? 4 1)c)-immersione quasi

isometrica, poiche dati z1,z9 € M, si ha

d(6(9)(Z1), 6(g)(Z2)) = d((fogo f)(Z1), (fogof)(Z2)) < Ad((gof)(E1), (gof)(T2))+c =
22 2)

d(#1, %

T2)) + ¢ < Ad(F1,72) + 3] + ¢ =
+ (3N + 1)c

e .

d(¢(9)(21), #(9)(22)) = d((fogof)(Z1), (fogof)(F2)) = %d((QOf)(:h), (gof)(#2))—c =

1

1
d(F1,%2)—3\]—c = ﬁd(:ﬁl,@)—élc > /\—d(il,:ﬁg)—(?))\Q—i—l)c

> =

[

>| =

d(f(21), f(32))—c >

> =

(si noti che A > 1 implica 3\% + 1 > 4).

Resta da far vedere che ¢ definisce una (2\% + 1)c-quasi azione di G’ su M.
Dalla definizione di quasi inversa segue che d(Z, ¢(e)(%)) = d(z, (fo f)(F)) <
2)c. D’altra parte, ponendo (g o f)(#) = z nell’'uguaglianza

d(¢(9192)(3~5), ¢(91)¢(92)(5€)) = d((f © 9192 O?)(f), (foaq 070 foge 07)(577))7

si ottiene
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d((fog1)(2), (fogrofof)(2)) < Ad(gi2, (giofof)(2))+c=Ad(z, (fof)(2))+c<
< A2Xe) + = (2X2 + 1)

da cui risulta che ¢ definisce una quasi azione.
Infine, per ogni g € G', ¢(g) : M — M & quasi suriettiva perche
d(Z,¢(9)d(g7")T) < 2Xc+ (2A* + 1)c.

Con gli stessi argomenti utilizzati in quest’ultimo esempio, sostituendo C(G, S)
a M , si puo dimostrare che se G e G’ sono gruppi quasi isometrici (rispetto
a sistemi generatori S, S’ fissati su G e G’ rispettivamente), esiste una quasi
azione per quasi isometrie di G’ su C(G, 5).

Remarques. La quasi azione costruita nell” Esempio (b) soddisfa 'ipotesi (i)
del Teorema 8.1.3. Per vederlo, si consideri # € M e un numero reale R > 0.
sia g € G’ e supponiamo che sia d(é(g)(%), %) < R, cioe d((fogo f)(¥),7) <
R. Poiche f & una (), 3)\c)-quasi isometria, si ha

d((fofogo f)(@), f(Z)) < AR+ 3)c e, per la disuguaglianza triangolare,

d(f(2), (9o f)(@)) < d(f(2),(fofogof)(@))+d((fofogof) (&), (g0f)()) <

<AR+3Xc+C

(dove ¢ ¢ la costante che interviene nella definizione di quasi inversa). Poiche
G’ & quasi isometrico a un gruppo finitamente generato, e esso stesso finita-
mente generato e possiamo supporre che la cardinalita di S’ sia finita. Allora il
grafo di Cayley C(G’, S") € localmente compatto e I’azione di G’ su C(G’, S") e
discreta. Ne discende che I'insieme {g € G’ | d(f (%), (g-f)(%)) < AR+3Ac+c'}
e finito, e si conclude.

Per quanto riguarda l'ipotesi (ii) del Teorema 8.1.3, mostriamo che ¢ soddis-
fatta per ogni punto di M e per agy = D, dove D = diam(M). Infatti, per
ogni # € M si ha vol(B(%, D)) > vol(M) (in quanto B(Z, D) contiene un
dominio fondamentale per 1’azione di m (M) su M).

Dimostrazione del Teorema 8.1.3

Faremo uso delle seguenti formule (a), (b), (¢), (d) valide per una C-quasi
azione per (L, A)-quasi isometrie di un gruppo I' su uno spazio metrico X.

(a) d(z,v-(y'-z)) <2C.
(b) d(z.y7'y" @) < Ld(y -,y - x) + A+3C;
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(c) d(z,y..y - x) < Lld(x,y1 - x) + ... +d(x, v - x)] + k(A + C).
(d) d(z,vN -2) < NLd(z,v-x)+ N(A+C).

Per dimostrare (c), basta scrivere le disuguaglianze
d(x, v - x) < d(@, Y1 Akt - @) F AV Yee1 - TV Yk T) <

<d(z, v Vo1 x) F Aot - T, Y1 Yk (Ve X)) F
Fd(vi Y1 (- )y e 1) < (@Y vier T+
+Ld(z, v -x) + A+ C

e continuare per induzione. Le altre formule sono immediate.

Passiamo ora alla dimostrazione e cominciamo col notare che l'ipotesi (i)
dell’enunciato implica che per ogni € X e ogni R > 0 I'insieme
{yeT'|d(x,v-z) < R} ¢ finito e la sua cardinalita ¢ limitata superiormente
da una costante N,(R) > 0. Infatti, se d(z,v - z) < R, la disuguaglianza
triangolare e la definizione di (L, A)-quasi isometria danno d(zg,7y - xg) <
N.(R) = (L + 1)d(zg,x) + A+ R. In modo analogo, ponendo oo = a9 + A +
Ld(xg, x) 'ipotesi (ii) implica che per ogni x € X, si ha inf,cr p(B(y-z, o)) >
0, in quanto per ogni v € I', B(y - xg, ) C B(y -z, a0 + A + Ld(xg, x)).
Ora, per definizione di gruppo N-non abeliano, se v, e 7, sono elementi di I'
che non commutano, possiamo supporre che vV e v generino un semigruppo
libero F' in I'. Ponendo l; = (7)) = Ld(z,v -2) + A+ Cely = () =
Ld(z,~Y -x)+ A+ C, dotiamo F di una distanza di lunghezza che denotiamo
d;, e di una corrispondente entropia h rispetto alla misura che conta (come si
era gia fatto nella dimostrazione del Teorema 5.4.1). Vogliamo ora dimostrare
che h < Ent(X,d, ). Per farlo, ricorriamo a due lemmi.

Lemme (a). Sia R > 0 un numero reale, sia x € X e sia

Yp()={y€eTl |~y -z € Bx,R)}. Allora h < Inflimpg . M.

Démonstration. Per semplicita di notazione scriviamo s = ¥ et = 7Y, e
sia y = sP1t?...sPk¢% un elemento di F' (p;,q; > 0). Allora, usando le formule
(c) e (d) che abbiamo scritto sopra, si ha

d(z,v-x) < L[(p1 + ... + pr)d(z,s-z) + (@1 + ... + qp)d(z,t - )]+

1ttt at T a)(A+0) =hp+ . +pp)t
+a(q1 + -+ qr) = dife, 7).
Quindi d;(e,v) < R implica, per ogni R > 0, d(x,v - x) < R e risulta

Bul(e,R) C{y € F | vz € B(z, R)} C Sp(x),
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da cui otteniamo la disuguaglianza £(By, (e, R)) < #(Xg(z)). Passando ai lo-
garitmi, dividendo per R e calcolando il limite inferiore per R che tende
all’infinito su entrambi i membri di questa disuguaglianza, si ottiene il ri-
sultato di questo primo lemma (si noti che per I'ipotesi (i), la cardinalita di
Yr(z) ¢ finita).

O

Lemme (b). Se Xg(z) ¢ definito come nel Lemma (a), si ha
Inflimg .o w < Ent(X,d, p).

Démonstration. Per ogni R > 0 e ogni a > 0, la disuguaglianza triangolare
implica che U,y B(v - 2,a) C B(z, R + ), da cui segue I'uguaglianza
> oesn@ MBO @, a)) =[5 pia N(2)du(z), dove denotiamo con N(z) il
numero dei v € Yg(x) tali che B(y-z, ) contiene z, per ogni z € B(z, R+«).
Mostriamo ora che N(z) < K, dove K & una costante reale positiva che
dipende solo da z € X. Fissiamo vy € Xg(z) tale che z € B(y - x, ) (se un
tale 7o non esiste, abbiamo finito perche si avrebbe N(z) = 0). Per ogni altro
v € Yg(x) tale che z € B(v - z,«a) si ha, per la disuguaglianza triangolare,
d(yo-z,7-z) < 2a e quindi, per la formula (b), d(z,v, 'v-2) < 2La+ A+3C.
Ma il numero dei v che soddisfano quest’ultima disuguaglianza e (tenendo
conto dell’osservazione fatta all’inizio della dimostrazione del teorema circa
'ipotesi (i)) minore o uguale a K = N,(2La + A + 3C).

Ne segue : 37 vy W(B(y - 2,0)) < K- u(B(z, R+ a)).

Per I'ipotesi (ii), esiste un a > 0 tale che inf,cr p(B(y-2,a)) = v > 0. Per un
tale o, si ha allora v ) W(B(7 2, @) > v-§(Zg(x)), e cioe v-§(Eg(x)) <
K - u(B(z, R+ «)). Passando ai logaritmi di entrambi i membri, dividendo
per R e passando al limite inferiore per R che tende all’infinito in entrambi i
membri di quest’ultima disuguaglianza, si conclude la dimostrazione di questo
secondo lemma. O

A questo punto, applichiamo il Lemma 5.4.14 al semigruppo F' generato da
¥ e 74 e otteniamo :

e—h[Ld(ac,’y{Vw)-‘rA—l-C] + e—h[Ld(ac,"/éVw)—l-A—l—C] -1

da cui

1 1
N — —
Ld(z,v, -x)+ A+ C = hLog <1 _ eh[Ld(x,'yfV-x)+A+C}) :

Da qui, si ottiene il punto (1) del Teorema applicando le disuguaglianze
h < Ent(X,d,u) < He
d(x,vN -x) < NLd(x,v; - z) + N(A+ O).
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Il punto (2) si ottiene da (1) imponendo la disuguaglianza N L2d(z,v,x) +
(NL+1)(A+C) < Loz,
Il punto (8) discende immediatamente da (2).

Per dimostrare il punto (4), si osservi che se si pone

1 [Log2
- NIL3| H

allora i gruppi I' £, a4+ (3+0)c (), Iy a(x) e I () sono abeliani per ogni z € X
come conseguenza del punto (3).

Se, per assurdo, il punto (4) e falso, allora per ogni x € X, I',(z) # {e}. Ne
segue che, per l'ipotesi di transitivita della commutazione, possiamo consi-
derare la classe di equivalenza di I')(z) \ {e} rispetto a tale relazione, che
denotiamo con K, (z). Sia ora X,(z) = {y € I' | d(z,7 - z) < n} e sia
V=1 — MaXyex, () d(z,7 - ) (tale v ¢ strettamente positivo perche X, (z) ¢
finito). Se z € X ¢ tale che d(z, z) < allora per ogni v € X, (z) si ha

n —(NL+1)(A+C) — NL*(A+3C + LC)

v
L+17

d(z,v-2) <d(y-x,v-2)+d(x,v-z)+d(z,z) < (L+1)d(z, 2)+ A+d(x,v ) <

<v+dz,y-z)+A<n+A

e cioe I'; (x) € I'y1a(2). Poiche I'; 1 4(2) € abeliano e, per definizione, I',(2) C
')+ 4(2), si ha che K, (z) e K, (%) contengono entrambi il gruppo abeliano non
banale I', 4(2) e, poiche due classi di equivalenza sono o disgiunte o coin-
cidono, si conclude che K,(z) = K,(z). Questo significa che 'applicazione
che invia ogni z € X in K, (z) ¢ localmente costante e quindi, poiche X &
connesso, costante. Posto K, (x) U {e} = I'y, si ha che I'y & un sottogruppo
abeliano non banale di I'.

Si osservi che per ogni g € I' e ogni v € 3, (¢ - ) si ha

d(z, g vga) < d(x, g~ (g-x)+d(g™ - (g-x), g~ +(vg-x))+d(g~ - (vg-w), g yg-a) <
< Ld(g-z,vg-x)+A+3C < L[d(g-z,v-(9-2))+C]+A+3C <
<(B+L)C+Lp+A

che comporta : ', (9-2) € gL' 14 at+0)c(x)g . Da cio segue, poiche I', 4 a4 (3+0)c (%)

¢ un gruppo abeliano non banale, che la classe di equivalenza K, (g - x)

contiene ¢TI, at3+r)c(x)g™t, e quindi contiene gK,(x)g~*. Ma allora es-

sendo K, (x) = K,(g-x) =T\ {e}, si ha che gTog™* C Ty per ognig €T, e

percio 'y € un sottogruppo abeliano normale di I'; il che contraddice I'ipotesi
che I'" sia N-non abeliano. O
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Prima di concludere il capitolo diamo una dimostrazione dell’esistenza della
quasi inversa di una (A, ¢)-quasi isometria X — Y, che avevamo gia anticipato
nell’Esempio (b) illustrato precedentemente.

Sia f : X — Y una (), ¢)-quasi isometria. Per definizione, una tale f & c-quasi
suriettiva, e quindi per ogni y € Y esiste un x € X tale che dy (y, f(z)) < c.
Tramite I'assioma di scelta, ponendo g(y) = z, definiamo un’applicazione
g Y — X. La prima condizione richiesta perche g sia una quasi inversa di f,
ovvero dy (y, f(9(y))) < ¢, & soddisfatta. Stimiamo dx (z, g(f(z))). Posto 2’ =
g(f(x)), osserviamo che dy (f(z), f(2')) < ¢ per definizione e, poiche f ¢ una
(A, ¢)-quasi isometria, si ha dx(z, g(f(z))) = dx(x,2") < Ady (f(x), f(2)) +
c] <2Ac.

Per dimostrare che g & una quasi isometria, poniamo = = ¢(y), ' = g(y')
per y,y' € Y dati. Allora si ha

Sdx(z,2') —c < dy(f(9(y)), f(9(¥))) < Mx(z,2") + ¢

e

dy (f(9(y)), [(9()) < dy(f(g(y), ) +dy(y, v )+dy (', f(9(y)) < dy(y,y')+2c.

Analogamente,

dy (f(9(y)), f(9(W)) = dy(y,y")—=dy (f(g(v)), v)—dy (¥, f(9(y))) > dy(y,y')—2c.

Si ottiene quindi

1
de(m, ') —3c < dy(y,y') < Mdx(z,2') + 3¢

OVVero |
1 (1,9) = 3Ac < dx(9(y), 9(y) < Adv(y,y) + 3Ae

vale a dire g & una (A, 3\c¢)-immersione quasi isometrica e, poiche g & per

definizione 2\c- quasi suriettiva, questo conclude la dimostrazione. O

Exemple. L’inclusione isometrica ¢ : Z — R ammette come quasi inversa la
parte intera [,] : R — 7Z (che associa ad ogni numero reale x il piu grande
intero [z] tale che [z] < x).
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Annexe A

Generatori, relazioni e grafo di
Cayley

In questa appendice riprendiamo I’argomento dei gruppi finitamente generati
richiamando brevemente alcune definizioni di base che abbiamo utilizzato nei
capitoli 2 e 3. In particolare, definiremo la distanza delle parole, mostreremo
la relazione esistente tra distanze associate a sistemi generatori diversi e
discuteremo il concetto di presentazione di un gruppo. Infine, descriveremo
la costruzione formale del grafo di Cayley C(G,S) che ¢ stata utilizzata in
modo essenziale per dimostrare alcuni risultati del Capitolo 3.

Sia G un gruppo finitamente generato e sia S = {sy, ..., $,} un suo sistema
di generatori, che supporremo simmetrico (questo significa che e € S, e che
S assieme a ogni suo elemento s contiene anche I'inverso s7'). Se g € G ¢
tale che g = s;,...s;,, si dice che la parola s;,...s;, rappresenta g rispetto a S
e l'intero k ¢ detto lunghezza della parola.

Si definisce la norma di un elemento g € G rispetto al sistema generatore
S, e si denota [|g||s, il piu piccolo intero non negativo k tale che g si puo
scrivere come prodotto di k elementi di S. In tal caso, esiste una parola in S
che rappresenta g e di lunghezza esattamente ||g||s : tale parola (che non &
in generale unica) si dice parola (o scrittura) minimale per g.

La norma rispetto a S soddisfa le tre proprieta seguenti :

k

(i) |lg|ls = 0 se e solo se g = e (I’elemento neutro in G) : per convenzione
I’elemento neutro € I'unica parola di lunghezza zero in G ;

(i) |lglls = llg~!|s per ogni g € G : questo segue direttamente dal fatto
che se g = s;,...8;,, allora g~! = si_kl...s;ll :

(iii) ||lghlls < |lglls + ||k||s per ogni g,h € G : infatti, se g = s;,...8;, €
h = sj,...s; sono scritture minimali per g e h rispettivamente, allora

gh = 8i,...8i,8j,---8j, € quindi ||gh||s < k+1=||g]ls + ||h]]s-
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Le proprieta (i), (ii), (iii) permettono di definire sul gruppo G la distanza
delle parole ds ponendo ds(g, h) = ||g~'h||s per ogni g e h appartenenti a G.
(La verifica che dg cosi definita ¢ una distanza ¢ immediata.)

Si noti che dg(hgr, hgs) = ||g7 " h " hgalls = |91 g2lls = ds(g1,g2), il che si
esprime dicendo che la distanza dg € invariante a sinistra.

Siano S = {sy,...,8,} e T = {t1, ..., t,,} due sistemi generatori di G e siano
ds e dr due distanze delle parole definite come sopra. Allora, per ogni i =
L,...,m, st ha t; = s;,...8;,,, dove s;; € S e, per ogni v € G, se v = t1..8,
¢ una scrittura minimale per v (i.e. |[v|lr = 1), ¥ = 81,81, )-S5y
¢ una parola in S che rappresenta v e si ha ||y||s < Lr = L||y||r, per
L = max;—y__{k(i)}.

Ripetendo lo stesso argomento se si scambiano S e T si conclude che esiste
una costante L' > 1 tale che |||z < L'||v||s per ogni v € G. Sostituendo L
e L' con ¢ = max{L, L'}, possiamo scrivere ¢ ||v||z < [|7]ls < c||v]|r per
ogni v € G o, equivalentemente,

¢t dr(g1, 92) < ds(g1,92) < ¢ dr(gr, g2)

per ogni g1, go € G. Cio mostra che passando da un sistema generatore S a un
altro T' la deformazione della metrica delle parole che si verifica e controllata
superiormente e inferiormente da una costante reale ¢ > 1 che dipende solo
da S e T. Questo fatto si esprime dicendo che gli spazi metrici (G,dg) e
(G, dr) sono quasi-isometrici, come nella seguente :

Définition A.0.4. ([B-B-1]) Siano (X, dx) e (Y,dy) spazi metrici e sia ¢ > 1
un numero reale. Un’applicazione f : X — Y si dice immersione c-quasi
isometrica (¢ > 0) se per ogni x1,x2 € X, si ha

%dx(ﬂfl,l”z) < dy(f(x1), f(x2)) < cdx (21, 22).

Se inoltre l'immagine f(X) é una rete in'Y (i.e. se esiste una costante N > 0
tale che per ogniy € Y si ha d(f(z),y) < N per qualche v € X) X eY si
dicono quasi isometrici.

Exemple. Se S e T" sono sistemi generatori di un gruppo G, 'identita
Id : G — G ¢ una quasi isometria tra (G, dg) e (G, dr).

Définition. Si dice relatore in (G, S) una parola s;,...s;, € S che rappresenta
l’elemento neutro e € G. L’espressione s;,...s;, = e e detta relazione in

(G, 9).

k
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Se IF(S) denota il gruppo libero generato da S, esiste un unico omomorfismo
di gruppi ¢ : F(S) — G tale che ¢(s) = s per ogni s € S. Allora, I'insieme dei
relatori in (G, S) si identifica con il sottogruppo normale N, dei v € F(S5)
tali che () = e, detto sottogruppo delle relazioni di (G,S). Il gruppo G &
univocamente determinato da S e V,..;, in quanto l’applicazione ¢ : F(S) — G
¢ un epimorfismo con nucleo N, che induce un isomorfismo G ~ F(S)/N,;.
Una presentazione finita di G & una coppia (S|R), dove R & un insieme
finito che genera N,..; come sottogruppo normale (vale a dire, N, ¢ generato
dall’insieme {grg=' | r € R,g € F(S)}). Se G ammette una presentazione
finita, G si dice finitamente presentato.

Esistono gruppi finitamente generati che non hanno una presentazione finita :
sia ad esempio Fy il gruppo libero a due generatori {a,b} e sia F’ il suo
sottogruppo commutatore (che & un gruppo libero di rango infinito : [Rot],
pag. 386). Allora il gruppo

G = <a, b,p | p_lwnp = Wp, N > 1>

dove {wy,...,w;,...} € una base di F', ¢ finitamente generato ma non finita-
mente presentato ([Rot|, pag. 417).

Esiste un’infinita non numerabile di gruppi finitamente generati a due a due
non isomorfi ([Rot], pag. 406). D’altra parte, si vede facilmente che i gruppi
finitamente presentati sono un’infinita numerabile : dunque esiste un’infi-
nita non numerabile di gruppi finitamente generati che non sono finitamente
presentati.

Assegnati ora un gruppo G e un suo sistema di generatori finito simmetrico
S, vogliamo costruire il grafo di Cayley C(G, S).

Définition A.0.5. (cfr. [Mal, pag. 190) Un grafo é una coppia (X, Xy) for-
mata da uno spazio di Hausdorff X e da un sottoinsieme Xo C X (i cui
elementi si dicono vertici di X ) tali che siano soddisfatte le sequenti condi-
ziont :

i) Xo € un sottospazio chiuso e discreto di X ;

ii) X \ Xo e lunione disgiunta di una famiglia E = {e;}ie; di aperti di X,
ciascuno omeomorfo a un intervallo aperto di R. La chiusurae; di ognie; € E
e detta lato del grafo;

iii) per ogni e; € E, la frontiera €; \ e; consiste di uno o due punti. Se €; \ e;
consiste di due punti, la coppia (€;,e;) é omeomorfa alla coppia ([0,1],(0,1));
se g; \ e; consiste di un solo punto, la coppia (€;,e;) € omeomorfa alla coppia
(S, S\ {p}), dove S* ¢ la circonferenza unitaria nel piano (in quest ultimo
caso €; ¢ detto loop) ;
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iv) un sottoinsieme A C X ¢ aperto (chiuso) se e solo se ANe€; e aperto (chiuso)
per ogni e; € E, dove € si intende dotato della topologia usuale per [0,1] o

St

Nel caso in cui il grafo X abbia un numero finito di lati la condizione iv)
¢ automaticamente soddisfatta (il grafo si dice allora finito). Un grafo ¢ lo-
calmente finito se ogni vertice appartiene solo a un numero finito di lati. Si
osservi che un grafo localmente finito ¢ localmente compatto (per queste e
altre questioni topologiche sui grafi, si veda ad esempio [Ma], Capitolo 6).

In termini combinatori, un grafo ¢ definito come una coppia (A, Ag) costi-
tuita da un insieme A, (insieme dei lati), un insieme A, (insieme dei vertici)
e da due funzioni ¢ : A, — A9 x Agel: A, — A., dove per ogni y € A,
poniamo ¢(y) = (o(y),t(y)), tali che le seguenti condizioni sono soddisfatte :
per ogni y € Ae, I(y) #y; I(I(y)) =y; oly) =t((y)). I punti o(y) e
t(y) si dicono wvertice iniziale e vertice finale del lato y rispettivamente.

La corrispondenza fra le descrizioni topologica (Definizione A.0.5) e combina-
toria di un grafo si ottiene considerando la realizzazione Real(A., Ay) della
coppia (A, Ag). Si dotano A, e Ay della topologia discreta, e si considera
I'unione topologica disgiunta 7" = (A, x [0,1]) U Ap. Su T definiamo la re-
lazione d’equivalenza ~ come segue : per ogni y € A, e ogni a € [0, 1], sia
(y,a) ~ (I(y), 1 —a); (y,0) ~o(y) e (y,1) ~ t(y). Definiamo Real(A., Ag)
come il quoziente T'/ ~. La topologia di Real(A., Ap) soddisfa allora alle
proprieta i), ii), iii) e iv) della Definizione A.0.5 se, come insieme dei vertici
si considera l'insieme delle classi di equivalenza degli elementi di Ag rispetto
alla relazione ~. (Si noti che, in questa corrispondenza, un lato y ¢ un loop
se e solo se o(y) = t(y))

Nella descrizione topologica di un grafo, manca la distinzione tra il vertice
iniziale e quello finale dei lati. Per ovviare a cio, per ogni lato e del grafo
diciamo che due omeomorfismi hg : e — (0,1), hy : ¢ — (0,1) sono equiva-
lenti se la mappa composta hg o hy' : (0,1) — (0,1) & monotona crescente.
Un’orientazione per il lato e ¢ allora una scelta di una classe di equivalenza di
omeomorfismi A : e — (0,1). Un lato si dice orientato se ha un’orientazione.
Dato un lato orientato e, e un omeomorfismo h : e — [0,1] (o h : € — S!)
tale che la restrizione h|. appartiene alla classe che definisce I'orientazione
scelta, diremo che il punto iniziale di e ¢ h=1(0) e il punto finale di e & h=1(1).
In un grafo, un cammino & una sequenza di lati orientati (e, ..., e,) tali che
il punto finale di e; e il punto iniziale di e;,1, per ogni i =1,....n — 1.

II punto iniziale (risp. punto finale) di un cammino (ey,...,e,) € il punto
iniziale di e; (risp. il punto finale di e,). Il punto iniziale e il punto finale di
un cammino sono detti estremi: del cammino.

Su un grafo X definiamo una misura g come segue : dato un sottoinsieme
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A C X, poniamo p(A) = > I(ANE), dove I(ANFE) ¢ la lunghezza usuale di
ANe; visto come sottoinsieme di €; = [0, 1] (risp. & = S*) dotato della misura
di Lebesgue ereditata da R (risp. della misura unitaria sulla circonferenza,
cio¢ tale che u(S') = 1) e la somma ¢ estesa a tutti i lati del grafo.

Infine, un grafo X puo essere metrizzato definendo su di esso una distanza di
lunghezza come segue : dati due punti z,y € X, la distanza d(z,y) ¢ definita
come 'estremo inferiore delle misure dei cammini di estremi x e y.

Définition A.0.6. ([H1], pag. 76) Sia (G,S) un gruppo marcato. Si dice
grafo di Cayley di (G,S) e si denota con C(G,S) la realizzazione del grafo
combinatorio che ha come insieme dei vertici gli elementi di G, come insieme
dei lati le coppie (g, gs) cong € G es € S, e doveo(g, gs) = g, t(g,gs) = gs,
1((g,95)) = (95,9) = (g5, gs57").

Si noti che se S & simmetrico, C(G, S) e privo di loop. Inoltre, se S & finito, da
ogni vertice di C(G, S) parte un numero finito di lati, e C(G, S) ¢ localmente
compatto. Il lato (g, gs) viene usualmente denotato [g, gs] quando esso si
intende identificato all’intervallo [0, 1] nella realizzazione del grafo.

Dati due vertici g1, go € GG, un cammino che li unisce ¢ una sequenza
((91,9151), (9151, 915152) 5 -vs (G151..-Sk—1, g2)) tale che esiste un s € S con
51...8x = g7 ' g2. La lunghezza (misura) di tale cammino ¢ quindi uguale a k,
e ne discende che la distanza di lunghezza definita come sopra su C(G, S)
coincide, se ristretta a G, con la distanza delle parole ds(g1, g2) definita all’in-
izio di questa appendice.
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Annexe B

Azioni di gruppo e
presentazioni

Discutiamo qui i legami tra le proprieta algebriche di un gruppo G e le
proprieta geometriche dell’azione di GG su uno spazio X. In particolare, di-
mostreremo due risultati classici (Proposizione B.0.8 e Proposizione B.0.9)
che nel Capitolo 3 abbiamo utilizzato in modo essenziale per ottenere alcuni
risultati di finitezza. Infine, dimostreremo una versione del ” Ping-Pong Lem-
ma” che in [B-C-G] ¢ stata utilizzata per dimostrare una proprieta algebrica
essenziale dei gruppi 6-non abeliani (cfr. pag. 75).

Dati un gruppo G e un insieme non vuoto X, un’azione di G su X e un’ap-
plicazione ¢ : G x X — X tale che :

(i) ¢(e,x) = x per ogni = € X, dove e denota l'elemento neutro di G;
(i) &(g,o(h,z)) = ¢(gh,x) per ogni g,h € G e ogni x € X.

In seguito indicheremo con la giustapposizione gx 1’elemento ¢(g,x). Se G
agisce su X, diremo anche che X ¢ un G-insieme.

Se X e uno spazio topologico, un’azione di un gruppo G su X e detta azione
continua se, per ogni g € G fissato, I'applicazione ¢, : X — X definita
ponendo ¢,(z) = gx per ogni x € X ¢ un’applicazione continua. Si noti che
la ¢, ¢ un omomorfismo con inversa ¢,-1. In tal caso si dice che X ¢ un
G-spazio.

Su un G-insieme X risulta definita una relazione di equivalenza naturale :
dati z,y € X, diciamo che x ~ y se e solo se esiste un g € G tale che y = gx.
La classe di equivalenza Gx = {y € X | y = gx per qualche g € G } rispetto
a questa relazione ¢ detta orbita di x. L’insieme quoziente X/ ~ (denotato
anche X/G) e detto spazio delle orbite. Se X & uno spazio topologico e I’azione
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(i)
(it)

di G su X e continua, lo spazio delle orbite si intende dotato della topologia
quoziente.

E’ opportuno richiamare qui un risultato generale sulle presentazioni di gruppo
che noi abbiamo utilizzato applicandolo ai gruppi fondamentali di varieta
(Teorema 7.0.12) ed ancora ai gruppi iperbolici (Corollario 7.0.9) per otte-
nere risultati di finitezza.

Théoréme B.0.7. ([Ser], pag. 30) Sia X un G-spazio, e sia U C X un aperto
tale che X = UgeG gU. Supponiamo X connesso per archi e semplicemente
connesso, e supponiamo U connesso per archi. Risulta allora :

linsieme 3 dei g € G tali che gU NU # () genera G ;

{zs}ses | {wstiry Yspew) ¢ una presentazione di G, dove W ¢ Uinsieme
delle coppie (s,t) di elementi di ¥ tali che U N sU N stU # O (si noti che
st € ¥) e {xs}sex € una base del gruppo libero F(X) generato da .

Démonstration. Sia H il sottogruppo di G generato dagli elementi di . Lo
spazio X si scrive come unione HU |J (G\ H)U. Gli insiemi HU e (G\ H)U
sono aperti (in quanto unione di aperti) e disgiunti : se infatti si avesse
hu=gu',con h € Hge G\ H, eu,u € U, sarebbe g7'thU NU # 0, ovvero
g 'h € %, il che implica ¢ € H, contro le ipotesi. Poiche¢ X ¢ connesso,
HU e (G\ H)U non possono essere entrambi non vuoti. Poiche H contiene
I'elemento neutro di G, deve essere G\ H = (), ovvero G = H, il che prova
(i).

Proviamo ora (ii). Sia R = {wsxtxs_tl}(s,t)ew. Si noti che ponendo ¢t = e (risp.
t = s7!) nelle relazioni che definiscono W si ottiene z, € R (risp. z,-175 € R).
Sia F(X) il gruppo libero generato da {zs}sex, € sia p : F(X) — G 'unico
omomorfismo di gruppi tale che p(z;) = s per ogni s € 3. Sia G il gruppo
quoziente di F(X) rispetto al piu piccolo sottogruppo normale che contiene
R = {a:szctx;tl}(&t)ew, esiap:F(X) — G la proiezione canonica. Per ogni
s € X, denotiamo § = p(xs). Si noti che I'insieme {§},cx genera G. Poiche
gli elementi di R sono relazioni valide in G' (i.e. p(r) = e per ogni r € R), si
ha che esiste un unico omomorfismo 7 : G — G tale che 7 o p = p, definito
univocamente ponendo 7(§) = s). Chiaramente 7 ¢ suriettivo. Dimostreremo
che G = G facendo vedere che Ker(7) = {e}.

Per ogni § € G, denotiamo §U una copia di U indicizzata da §. Sia X lo spa-
zio topologico che si ottiene come quoziente dell'unione topologica disgiunta
Ujseg U rispetto alla relazione di equivalenza (che denotiamo ~) definita
come segue : giu; ~ gous se e solo se per qualche s € ¥ si ha g = 25 e
Ug = SU7. (Per la transitivité, si noti che se §1 = 9251, Ug = S1U7 € gg = 9352,
Uz = Sollg, allora §; = (35051 € uz = Sys1uy, dove 5981 € X e §25; = 8951 In
qUanto p(e,os, roL ) = $251525; e L5yl Ty € R).

5251)
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Si osservi che X & connesso per archi. Per vederlo, siano 71, 7s € X. Suppo-
niamo che 7; = [Giuy] e Ty = [fous]. Sia §;'§2 = 51...5k, e consideriamo
la sequenza di copie di U indicizzate ¢1U, ¢151U, §15152U, ..., goU. Di-
mostriamo che 'unione [1U] U [§15,U] U ... U [g2U] & connessa per archi.
Consideriamo per ogni i = 0, ..., k I'insieme V; = (U] U ... U [3181...5;U] e
ragioniamo per induzione su i (assumendo Vy = [§,U]). In quanto proie-
zione sul quoziente di ¢;U, che & connesso per archi, Vo & connesso per
archi. Supponiamo per ipotesi induttiva che V; sia connesso per archi. Al-
lora lo ¢ anche V,H = V U [§151..-8;41U] in quanto unione di due insiemi
connessi per archi aventi intersezione non vuota (per ogni u € U, si ha
[G181...5u] = [G181.--8i1 (s34 u)]). Ne segue che Vj, & connesso per archi.
Sia 7 : )~( — X l'applicazione definita per ogni § € G e ogni u € U ponendo
7m([gu]) = 7(g)u. Si ha che m & suriettiva in quanto 7 lo ¢ e perche X =
Ugeq 9U- Inoltre [gu] € 7~'(U) solo se 7(g)u € U e cioe, per definizione di
Y, se e solo se w(g) = s per qualche s € ¥. In tal caso si ha § = 75 per
qualche 7 € Ker (7). Quindi ogni elemento di 7' (U) si pud scrivere come
[Fu] per qualche 7 € Ker(m) e u € U, e tale espressione & unica in quanto si
ha 7 uq ~ Tousy se e solo se uy = uys e 71 = 15 per qualche s € ¥ : ma questo
implica che s = e.
In conclusione 7~ }(U) = Usekers)[TU] (dove I'unione ¢ disgiunta). Cio di-
mostra che U ¢ un intorno elementare (nel senso dei rivestimenti) di un
qualunque suo elemento. Analogamente, per ogni v € G, si ha 7= 1(yU) =
Useker(z [77U]. Ne segue che  : X — X ¢ un rivestimento di X di indice
uguale alla cardinalita di Ker(7). Ma, poiche X & per ipotesi semplicemente
connesso, deve essere Ker(7) = {e} e quindi G = G.

O

Exemple. Sia (X, ¢) una varieta Riemanniana compatta, e sia 71(X) il suo
gruppo fondamentale. Sia (X' ,§) il rivestimento universale Riemanniano di
X, dotato della metrica sollevata g. Il gruppo 7 (X) agisce per isometrie su
(X, §), e I'azione & propriamente discontinua (i.e. per ogni compatto K C X,
'insieme dei v € 71(X) tali che yK N K # () & finito).

Sia # € X un punto fissato e sia

D(z) = {§ € X | d(j,%) < d(j,7 - &) per ogni y € m(X)}

il dominio di Dirichlet di X rispetto all’azione di m(X), centrato in 7.
Allora X = U, er ) 7D (). Infatti, per ogni Z € X, I'essere l'azione di 7 (X)
propriamente dlscontlnua implica che esiste v € m1(X) tale che
d(v0-2,2) < d(vy-Z, %) per ogni~y € 7r1(X) Poiche d(v-2,Z) = d(y0-Z, Y07y~
si ha che 7o - 7 € D(Z) e quindi Z € v; ' D(%).

l'i’),
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Si noti che D(Z) & connesso per archi. Per vederlo, dimostriamo che per ogni
Z € D(), ogni geodetica minimizzante ¢ di punto iniziale e punto finale Z &
interamente contenuta in D(Z). Infatti, se esistesse su ¢ un punto g ¢ D(%),
allora esisterebbe v € m(X) tale che d(g, %) > d(y,7 - ), e quindi si avrebbe

contro l'ipotesi che Z € D(Z).

Per ogni numero reale v > 0, denotiamo ora con U, 'aperto di X costi-
tuito dai punti che si trovano a distanza strettamente minore di v da D(Z).
Chiaramente {J, ., x) YUy = X. Essendo l'azione di 71 (X)) propriamente dis-
continua, risulta inf d(D(z),yD(Z)) > 0, dove 'estremo inferiore ¢ calcolato
tra i~y € m(X) tali che yD(2) N D(Z) = () (se cosi non fosse, esisterebbe in
m1(X) una successione {7, }nen di elementi distinti tali che K N v, K # 0,
dove K ¢ il compatto costituito dai punti di X che distano al pitt ¢ da D(z),
per un qualunque ¢ > 0 fissato). Allora, se v < infd(D(Z),yD(Z)) si ha
yU, NU, # 0 se e solo se yD(Z) N D(Z) # 0.

Se si applica il Teorema B.0.7 a X e all’aperto U, C X, per G = m1(X), se
ne deduce che il gruppo 7 (X) & generato dall'insieme 3 dei v € m1(X) tali
che vD(Z) N D(Z) # (. Poiché I’azione ¢ propriamente discontinua, si ha che
> € un insieme finito.

Inoltre ogni elemento v € ¥ ¢ tale che d(Z,v - &) < 2diam(X, g) : infatti,
per ogni zZ € D(z), d(Z,2) = d(n(Z), n(Z)) perche, per definizione di metrica
quoziente, si ha d(mw(Z),7(Z)) = d(g - &, Z) per qualche g € m(X). Ne segue
che se Z € D(z) NyD(Z) allora

d(7,v-7) < d(Z,2)+d(Z,7-%) = d(7(z), 7(2))+d(7(2), 7 (v-T)) < 2diam(X, g).

Dal Teorema B.0.7 si deriva anche che 7;(X) ammette una presentazione
(X|R) in cui la lunghezza delle parole in R ¢ al piu 3.

L’esempio appena descritto rispecchia quanto stabilito nella proposizione che
segue.

Proposition B.0.8. ([Gr2], Prop. 5.28, pag. 290) Sia V wuna varieta Rie-
manniana di diametro diam(V) = d. Allora per ogni © € V, il gruppo w1 (V)
ammette un insieme finito di generatori {7;}icr per i quali d(v,~; -0) < 2d e
tali che tutte le relazioni tra i v; siano della forma vy, "

Per il caso delle presentazioni dei gruppi iperbolici, illustriamo il seguente.

Exemple. Sia G un gruppo finitamente generato dotato di un sistema di
generatori finito S, e sia n un intero positivo. Il complesso simpliciale i cui
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k-simplessi sono le (k + 1)-uple (go, ..., gx) tali che ds(g;,9;) < n per ogni
i,7 = 0,...,k si denota con P,(G,S) e prende il nome di complesso di Rips
(|G-H], pag. 68). Si definisce su P, (G, S) un’azione simpliciale di G denotando
con ¥(go, ..., gx) il simplesso (vgo, ..., Ygx), per ogni v € G e ogni simplesso
(905 > Gk)-

Se il gruppo G & a-iperbolico secondo Gromov per qualche a > 0 (Defi-
nizione 6.3.2) e se n € N, n > 4a + 2, allora P,(G,S) ¢ contraibile e in
particolare semplicemente connesso ([G-H], Teorema 4.10). Sia m la dimen-
sione di P,(G,S) (i.e. il massimo degli interi & tali che esiste un k-simplesso
in P,(G,S5)). Denotiamo con U l'insieme dei punti interni dell’'unione degli
m-simplessi di P,(G,S) che contengono ’elemento neutro e € G. Allora U
e un aperto connesso in P,(G,S) che contiene I'elemento neutro. Inoltre,
U,ee U = Pu(G,S) in quanto e € U e per ogni simplesso (go, ..., gm) di
dimensione m si ha (go, ..., gm) = 9o(€, 95 91, > G5 *Gm)-

Applicando all’azione di G su P,(G,S) il Teorema B.0.7, si ha che G ¢
generato dall'insieme ¥ = {vq,...,v} dei ; tali che U NU # 0, e am-
mette una presentazione del tipo G = (X|R) dove ogni elemento di R ¢
del tipo vvj7vs, 4,7,8 = 1,...,1. Ora, si pud avere U NU # 0 se e solo
se U e U hanno in comune un simplesso di dimensione uguale alla di-
mensione di P,(G,S), cioe se esiste un’uguaglianza tra simplessi del tipo
(€, 915 es Gm—1) = (VisYigls s ViGr—1)- Ne segue che e € (Vi 7ig, - ViGy,) €
ds(e,vi) < n. Allora, detta [ la lunghezza di un relatore v;v;7, € R, si ha
[ < 3n. Vediamo quindi che I'esempio descritto verifica la seguente :

Proposition B.0.9. ([G-H]|, Prop. 4.17)Sia o > 0 un numero reale e sia
' un gruppo a-iperbolico rispetto a un suo sistema di generatori S. Allora
esiste una presentazione finita (S|R,) di I' tale che le relazioni in R, hanno
(rispetto al sistema S) lunghezza I < 3n, pern € N, n > 4a + 2.

Concludiamo questa appendice con un risultato ben noto (dimostrato per la
prima volta da F. Klein nel 1883).

Théoréme B.0.10. (Ping-Pong Lemma)Sia X un G-insieme, siano I'1, Ty
due sottogruppi di G, e sia I" il sottogruppo di G generato da I'y e I'y. Suppo-
niamo che I'y contenga almeno tre elementi, I's contenga almeno due elementi
e che esistano due sottoinsiemi non vuoti X1, Xo C X, Xo € X, tali che

(1) v(X2) € X1 per ogni v €T\ {e};
(2) v(X1) € Xy per ogni v € 'y )\ {e}.

Allora T é isomorfo al prodotto libero I'y x I's.
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(1)
(2)

Démonstration. (cfr. [H1], Lemma II-24) In una formulazione equivalente,
la tesi del teorema dice che per ogni espressione w = w;...w; tale che si
abbia w; € 'y UTy \ {e} e tale che due elementi consecutivi w;, w;;; non
appartengono allo stesso I'; (j = 1,2, 4 =1,..., k), risulta allora w # e.

Per vederlo, supponiamo dapprima che wy,wy, € I'1 \ {e}. Allora, in base alle
ipotesi, w(Xs) C X; e quindi w # e, in quanto Xy € Xj.

Se wy,wy € I'y \ {e}, scegliendo a € T'y \ {e} e considerando il coniugato
awa~ "' ci si riduce al caso precedente.

Lo stesso ragionamento funziona sia nel caso in cui wy € I'y \ {e} e wy €
Iy \ {e}, scegliendo a € 'y \ {e,w; '}, sia nel caso in cui w; € Ty \ {e} e
wg € 'y \ {e}, scegliendo a € Ty \ {e, wy}. O

Esiste anche una versione piu debole del Ping-Pong Lemma, che ¢ quella
utilizzata in [B-C-G] per la dimostrazione della Proposizione 5.3.12.

Théoréme B.0.11. ([H1], Proposizione VII.A.2)Sia T un gruppo che agisce
su un insieme X, e siano 1,72 € I'. Supponiamo che esistano due sottoin-
stemi non vuoti disgiuntt X, Xo C X, tali che

1(X1UXp) € Xy
’72(X1 U XQ) g X2 .

Allora v1 e v9 generano un semigruppo libero in I

Démonstration. Sia v € I' un elemento che puo essere scritto come prodotto
di potenze non negative di y; € yo. Se v = Y1 yd . AT*~JE (dove py > 0, ¢ > 0,
pi >0peri=2_..,keq >0perj=1,.,k—1), allora 4775 ..A7*5" si
dice forma normale di . L’enunciato sopra e equivalente all’essere la forma
normale unica. Supponiamo che si abbia
v =gl =gl g ()

Senza ledere la generalita, possiamo supporre che k > r. Se p; # 0 e p| =
0 allora, facendo agire v su un punto z € X; U Xy, le ipotesi (1) e (2)
implicherebbero che vx € X;N X5, contro 'ipotesi che X; e X5 sono disgiunti.
E’ chiaro che ci si puo sempre ridurre al caso p; # 0,p] = 0 se p; # pl,
moltiplicando entrambi i membri di (x) a sinistra per 7, min{p.pi}, Quindi,

deve essere p; = p|. Moltiplichiamo entrambi i membri dell’'uguaglianza (*)

_ ! / ! . .
a sinistra per 7; 7' ottenendo i'... /Y yg = v51.. A" 44" e ripetiamo lo stesso

ragionamento, che ci porta a concludere che ¢; = ¢|. Allora se r = k si arriva
alla conclusione che (p1,q1, ..., Pk, @) = (P}, 4} - P, q.), e cioe che la forma
normale & unica. Se r < k, si ottiene un’uguaglianza del tipo Y"~g* .../ ¥ ygk =

e, con 1 < i < k, dove possiamo supporre p; # 0. Allora, dato = € X5, si

1
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ha x = Wind..A*vdx € X, il che contraddice l'ipotesi che X; e X, siano

disgiunti. Il caso r > k si tratta in modo analogo.
O
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Annexe C

Entropia di gruppi

Quest’appendice e dedicata a un’esposizione autocontenuta dei risultati prin-
cipali relativi all’entropia dei gruppi finitamente generati. Nel Capitolo 3
(Teorema 7.0.5) abbiamo considerato maggiorazioni e minorazioni sull’entro-
pia che hanno un significato solo se esistono gruppi, appartenenti alle classi
considerate, che le soddisfano. L’esistenza di gruppi ”a piccola entropia” (pag.
173) ¢ di particolare interesse in questo contesto.

Sia G un gruppo finitamente generato e S un suo sistema di generatori fi-
nito. Ricordiamo (Definizione 7.0.4) che ’entropia di G rispetto a S ¢ il limite
Ents(G) = lim,, w dove per ogni n € N, fg(n) denota la cardina-
lita della bolla di centro e € GG e raggio n rispetto alla metrica delle parole d.
L’entropia cosi definita coincide con ’entropia dello spazio metrico misurato
(G,ds,t) (dove £ denota la misura che conta), definita a pag. 68.

Se T' ¢ un altro sistema generatore di G abbiamo dimostrato (pag. 151)
che esiste un numero reale ¢ > 1 tale che ¢ 'dg < dp < cdg. Cid implica
immediatamente I'inclusione Bg(e, %) C Br(e,n) C Bs(e, cn), dove Bg(e, )
(risp. Br(e,r)) denota per ogni r > 0 la bolla centrata nell’elemento neutro
e € G e diraggio r rispetto alla metrica delle parole dg (risp. dr). Ne segue che
fs(2) < fr(n) < fs(en). Quindi risulta Entg(G) > 0 se e solo se Entr(G) >
0.

Définition. Un gruppo finitamente generato G si dice a crescita esponenziale
se Ents(G) > 0 per qualche (e quindi per ogni) sistema generatore S. Si dice
che G ha crescita esponenziale uniforme se infg Ents(G) > 0, dove S wvaria
tra tutti i sistemi generatori di G. L’estremo inferiore infg Entg(G) si dice
entropia minimale (o algebrica) di G e si denota con Entqy(G).

Nel nostro contesto un caso rilevante tra i gruppi a crescita esponenziale
uniforme ¢ dato dai gruppi N-non abeliani (vedi pag. 124).
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Conjecture. (M. Gromov, 1981, cfr. [G-L-P]) Ogni gruppo a crescita espo-
nenziale ha crescita esponenziale uniforme.

Nel 1999, A. Sambusetti ([Sa]) ha dimostrato che esistono gruppi G tali
che, per ogni sistema generatore S, Ent,,(G) < Entg(G). Questo risultato
giustifica la congettura sopra.

Pit recentemente, sono stati mostrati esempi di gruppi che hanno crescita es-
ponenziale ma che non hanno crescita esponenziale uniforme in un articolo di
J. S. Wilson ([Wi]). E” naturale allora porre le seguenti domande : quali sono
le classi di gruppi con la proprieta che la loro entropia algebrica ¢ raggiunta
per qualche sistema di generatori? Per quali classi di gruppi I'entropia alge-
brica ¢ limitata inferiormente da qualche costante universale ? Affronteremo
questi problemi nei paragrafi che seguono.

Gruppi liberi

La classe piu semplice di gruppi per i quali la congettura di Gromov ha
risposta affermativa e quella dei gruppi liberi.

Per ogni n € N, n > 0, denotiamo con F" il gruppo libero di rango n e con
S,, la sua base libera.

Conveniamo in partenza che S, non contenga 1’elemento neutro e che per
ogni s € S, si abbia s7! € S,, se e solo se s = s L.

Il gruppo F” ha crescita esponenziale se e solo se n > 2. Infatti, per ogni k£ € N
la bolla chiusa di raggio k contiene 1+ 2n +2n(2n — 1) + ... + 2n(2n — 1)k1

elementi, e quindi

(2n — 1)’“_1 -1
2n — 2

fs, (k) = 142n[1+(2n—1)+(2n—1)*4...+(2n—1)""?] = 1+2n

Ne segue che Ent(F",S,) = limy_. M = Log(2n —1).

Nella proposizione seguente si dimostra che Entq,(F") = Entg, (F"). In par-
ticolare, se un gruppo libero ha crescita esponenziale, esso ha crescita espo-
nenziale uniforme.

Proposition C.0.12. Sia F" il gruppo libero di rango n definito sopra e
sia Sy, la sua base libera. Per ogni altro sistema generatore S di F™, si ha
Entg(F"™) > Entg, F". In particolare, Enty,(F") = Entg, F" = Log(2n — 1).

Démonstration. (cfr. [H1], Proposizione VII.B.13) Si consideri un qualunque
sistema di generatori S di F”. Denotiamo con F" I’abelianizzato di F" (i.e.
F™ quozientato tramite il suo sottogruppo commutatore [F" F"]). E’ noto
che F" & isomorfo Z". Sia S = {ay, ..., a,} Vimmagine di S in F* tramite

163



la proiezione canonica 7 : F* — Fn. Se {by,...,b,} denota la base canonica
di Z", allora usando la notazione additiva si ha a; = a;1b1 + ... + @;,b,, per
qualche «;; € Z, dove i,j = 1,...,m. Estraiamo da {ay, ..., a,,} un insieme
massimale di n vettori indipendenti su Q che (cambiando eventualmente gli
indici) possiamo supporre sia {ay, ..., a, }. Per ogni j = 1, ..., n denotiamo con
m; = MCD(oj, ..., ;) il massimo comune divisore delle j-esime coordinate
degli a;, per i = 1,...,n. Il sottogruppo R = {(ay, ..., a,) generato da a, ..., a,
e isomorfo a miZ x ... x m,Z, ed ¢ quindi di indice finito uguale a my...m,,
in Z". Questo implica che il rango di R & esattamente n. Siano ora fi, ..., fa
gli elementi di S che si proiettano tramite 7 su aq, ..., a, rispettivamente. Il
sottogruppo R generato da f1,..., f,, € libero in quanto sottogruppo di F",
che & un gruppo libero (cfr. [Mal], Teorema 7.2). Inoltre, R ha rango n perche
il suo abelianizzato R ha rango n. Pertanto {fi,..., f,} ¢ una base libera
di R, e si ha Ent(F",S) > Ent(R,{f1,..., fn}) = Ent(F,,S,). (La prima
disuguaglianza discende dal fatto che {fi,..., fo,} € 5).

O

Si noti che, per ogni n € N e ogni gruppo finitamente generato GG dotato
di un sistema generatore simmetrico S con n elementi, si ha Entg(G) <
Log(2n —1). Cio segue dal fatto che G ¢ isomorfo a un quoziente del gruppo
libero F" di rango n combinato con la seguente :

Proposition. Sia g un gruppo finitamente generato e sia S un suo sistema
di gEnemtom'. Sia G un quoziente di G tramite un sottogruppo @rmale e
sia S limmagine di S mediante la proiezione canonica w : G — G. Allora

Démonstration. Per ogni numero reale R > 0, denotiamo con Bg(e, R) la
bolla centrata nell’elemento neutro e € G e di raggio R, rispetto alla metrica
delle parole dg su GG. Sara sufficiente, per dimostrare la proposizione, mostrare
che la restrizione di 7 alla bolla Bg(e, R), € suriettiva sulla bolla Bg(w(e), R)
(quest’ultima denota la bolla di raggio R e centrata nell’elemento neutro e
rispetto alla metrica delle parole dg su G). Questo & vero perche se g € G
¢ tale che dg(e,g) = k < R e se g = $1,...51, ¢ una scrittura minimale di
g, allora I’essere m un morfismo di gruppi implica che 7(g) = 7(s1,)...7(s1, ).
Quindi dg(m(e),m(g)) < k < R. Viceversa, ogni elemento di Bg(w(e), R) si
scrive come m(g) = 7(sy,)...m(s1,), e elemento g = sy,...s1,, che appartiene
a Bs(e, R), si proietta su m(g). ]

Remarque. Si noti che se E_Ilts(G) = 0 per qualche sistema generatore
S, allora per ogni quoziente G di G e ogni sistema generatore 7' di G si
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ha Enty(G) = 0 (I'avere entropia nulla non dipende dal sistema generatore
scelto).

Un gruppo G si dice Hopfiano ([H1], pag. 55) se ogni endomorfismo

¢ : G — G suriettivo e anche iniettivo. Equivalentemente, G ¢ Hopfiano
se non ammette quozienti G/H propri (i.e. H # {e}) isomorfi a se stesso.
L’esempio piu semplice di gruppo finitamente generato non Hopfiano e dato

dal gruppo di Baumslag-Solitar B(2,3) = (a,b | a~'b?*a = V?).

Théoréme C.0.13. ([Sa], Corollario 2) Sia G = A % B il prodotto libero di
un gruppo non Hopfiano A con un qualunque gruppo non banale B. Allora
non esiste alcun sistema generatore S di G tale che Ents(G) = Entqy(G).

L’idea della dimostrazione e la seguente : si dimostra che, per ogni sis-
tema generatore S di G = A x B, G & a crescita forte rispetto a S. Per
definizione, questo significa che, per ogni quoziente proprio G di G, si ha
Ent5(G) < Ents(G) (dove S denota I'immagine di S in G mediante la
proiezione canonica 7 : G — G). Questa proprieta di G, combinata col fatto
che essendo A non hopfiano G ¢ non hopfiano, conclude la dimostrazione, in
quanto per ogni sistema generatore S, detto ¢ : G — G un isomorfismo tra
G e un suo quoziente proprio G, si ha Ent,/(G) = Ent5(G) < Ents(G), e
quindi non puo essere Entg(G) = Entqyy(G).

Entropia e sottogruppi

Sia G un gruppo finitamente generato, S un sistema generatore qualunque
di G e I' un sottogruppo di G. Se I' ha crescita esponenziale, allora G ha
crescita esponenziale. Infatti, sia T' = {t1, ..., {;} un sistema generatore di T,
esia R = max;—1,__x ||ti||s, dove ||.||s denota la norma rispetto a S (definita a
pag. 150). Allora per ogni n € N la bolla Bg(e,nR) contiene la bolla Br(e,n)
in I'. Dunque fs(nR) > fr(n) e Ents(G) > E"tTT(F).

Se I' ha indice finito in G vale un analogo risultato anche per la crescita
esponenziale uniforme.

Théoreme C.0.14. Sia d € N un intero positivo e sia I' un sottogruppo

di indice finito d di un gruppo finitamente generato G. Allora Ent,,(G) >
Entalg(l“)
2d+1

Démonstration. Poiche T' ha indice finito d € N in G, G si puo scomporre
come unione disgiunta G = U?Zl ¢;I" di classi laterali, dove gq,...,94 € G ¢
possiamo supporre g; = e. Mostriamo che per ogni sistema generatore S di
G, il rappresentante g; della classe g;I" puo essere scelto in modo tale che, se
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|gi|]|s € la sua norma rispetto a S, sia ||g;||s < d. Infatti, supponiamo per
assurdo che per qualche i € {1, ..., d} si abbia ||g;7||s > d per ogni v € I'. Sia
70 € I tale che ||giv]ls = minyer ||g:7||s, € sia givo = si,...si, una scrittura
minimale per g;vo (n > d). Sia ay, = s;,,,...5,, per k=0, ..., n.

Poiche n > d , esistono due interi k,j € N, con 0 < k < 7 < n+ 1, tali
che a; y = ap_17y per qualche v € I', ovvero s;,...s;, = s;,...8;,7. Allora
GiY0Y = Siy 80y} = SiyerSiy_y Sig--SinY = Siyo--Si_, Si;---5i, da cui [[gio|s <
l|gi70]| s, il che contraddice la scelta di . Possiamo quindi supporre che nella
decomposizione G = U?Zl g:l', sia ||g;||s < d perognii=1,...,d.

Mostriamo ora che T = {gisgj_l}sesmzlmd NI e un sistema generatore di
I'. Supponiamo che v = s;...s; sia un’espressione che rappresenta, rispetto a
S, un elemento v € I' dato. Ma, poiche G = U?:l g;I', esiste un intero 1, €
{1,...,d} tale che gi_klsk € I', quindi v = 31...sk_1gikgi_klsk. Analogamente,
esiste i1 € {1,...,d} tale che gi’kl_lsk,lgik € I', e possiamo scrivere v =
31...sk_ggik_l(gi_kilsk_lgik)(gilsk). Iterando questo argomento, arriviamo a
una decomposizione di v in parole del tipo gisgj_l, dovese Sei,j=1,...d,
che dimostra 'asserto.

Poiche ||g;||s < d per ognii € {1, ...,d}, si ha che ||gisg;'||s < 2d+1 per ogni
gisgj’1 € T. Questo implica che Entg(G) > E;Ctl—fr(lp) e, poiche S e arbitrario,
si ottiene la tesi.

]

E’ da menzionare che una stima migliore per Ent,,(G), ossia Entq,(G) >

E’thigfr), ¢ stata dimostrata in [Sh-W].

Crescita polinomiale e gruppi risolubili

Définition. Un gruppo G si dice risolubile se ha una serie abeliana finita,
i.e. se esiste una successione finita {e} = Gy < G; < ... < G, = G di
sottogruppi G; tale che per ogni i = 0,...,n — 1, G; ¢ normale in G,y e il
quoziente Gi11/G; € abeliano.

Sono gruppi risolubili i gruppi abeliani e i gruppi policiclici (i.e. i gruppi
risolubili tali che i quozienti G;;1/G; della definizione sopra sono ciclici).
Esempi di gruppi risolubili non policiclici sono dati, per ogni n € N positivo,
dai gruppi di Baumslag-Solitar B(1,n) = (a,b | aba™' = b").

Altri esempi di gruppi risolubili sono i gruppi nilpotenti. Per definizione,
questi sono gruppi per i quali esiste una serie abeliana {e} = Gy < G1 <
... < G, = G come nella definizione sopra, tale che per ogni ¢ = 0,....,n — 1
il quoziente G;;1/G; € contenuto nel centro di G/G;.
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(i)
(i1)

Alternativamente, si possono dare le seguenti definizioni di gruppo risolubile
e nilpotente. Sia G un gruppo, siano H e K due sottogruppi di G e sia [H, K|
il sottogruppo commutatore generato dall’insieme dei commutatori hkh=1k~!
al variare di h € H e k € K. Per ogni n € N si definisca ricorsivamente la
serie derivata G™ di G ponendo G° = G, G" = [G"!,G"!] e si definisca
ricorsivamente la serie centrale inferiore GG,, di G ponendo Go = G, G,, =
[Ga Gn—l] .

Allora G ¢ risolubile (risp. nilpotente) se e solo se esiste n € N tale che
G™ = {e} (risp. G, = {e}). (Maggiori dettagli sui gruppi risolubili si possono
trovare, ad esempio, in [Ro], Cap. 5).

Définition. Un gruppo finitamente generato G' si dice a crescita polinomiale
se esistono due intert C,n > 0 tali che, per ogni sistema generatore S di G,
la funzione di crescita fg di G rispetto a S soddisfa fs(k) < Ck™ per ogni
k € N. 1l piu piccolo n € N che soddisfa tale disuguaglianza si dice ordine di
crescita di G.

Equivalentemente, in virtu della relazione (pag. 162) tra funzioni di crescita
relative a sistemi generatori diversi, nella definizione sopra si puo richiedere
che sia fs(k) < Ck™ per un certo sistema generatore S fissato. Un gruppo
G a crescita polinomiale ha chiaramente entropia Entg(G) nulla per ogni
sistema generatore S.

I gruppi a crescita polinomiale sono caratterizzati algebricamente grazie al
teorema seguente, dovuto a M. Gromov.

Théoreme. ([Gr3])Un gruppo finitamente generato G ha crescita polino-
miale se e solo se esso & virtualmente nilpotente (i.e. ha un sottogruppo nil-
potente di indice finito).

Per quanto riguarda la crescita dei gruppi risolubili abbiamo il seguente ri-
sultato generale :

Théoreme. ([Os])Sia G un gruppo risolubile finitamente generato. Allora,

G ha entropia nulla se e solo se ha crescita polinomiale ;

se G ha crescita esponenziale, allora G ha crescita esponenziale uniforme.

11 punto (ii) del teorema dice che, per la classe dei gruppi risolubili, la conget-
tura di Gromov e vera.

Riguardo al punto (i), si osservi che esistono gruppi finitamente generati con
entropia nulla ma che non hanno crescita polinomiale. Questi gruppi si dicono
a crescita intermedia : un esempio e il gruppo di Grigorchuk descritto a pag.

173.
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Crescita del gruppo fondamentale di una varieta Rie-
manniana ; crescita dei gruppi iperbolici

Un capitolo a se nello studio dell’entropia dei gruppi ¢ da riservare alla classe
dei gruppi fondamentali delle varieta Riemanniane (M, g), date le strette
relazioni tra la geometria di (M, g) e la crescita di m (M).
Richiamiamo i risultati principali che legano il segno della curvatura scalare,
della curvatura di Ricci e della curvatura sezionale di una varieta Rieman-
niana (M, g) alla crescita del gruppo fondamentale m;(M).

(1)

Curvatura scalare

Ogni varieta differenziabile n-dimensionale, per n € N, n > 3, ammette
una metrica di curvatura scalare negativa.

Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana arbitraria, allora la varieta pro-
dotto M x S™ (dove S™ denota la sfera n-dimensionale) ammette una
metrica a curvatura scalare positiva, purche, se M e non compatta, la
sua curvatura scalare sia limitata superiormente e inferiormente. Poiche
m (M x S™) = m (M), si vede che un’ipotesi sul segno della curvatura
scalare non implica alcuna condizione sul gruppo fondamentale.

Curvatura di Ricci

Ogni varieta differenziabile n-dimensionale, per n € N, n > 3, ammette
una metrica di curvatura di Ricci negativa ([Lo)).

Una varieta Riemanniana compatta con curvatura di Ricci strettamente
positiva ha gruppo fondamentale finito ([DoC], Paragrafo 9.3).

Il gruppo fondamentale di ogni varieta Riemanniana compatta con cur-
vatura di Ricci non negativa contiene un sottogruppo abeliano di indice
finito isomorfo a Z* per qualche intero k& > 1. Nel caso non compatto,
si ha che il gruppo fondamentale ha crescita polinomiale e quindi, per il
teorema di Gromov (pag. 167) sulla crescita polinomiale, esso contiene
un sottogruppo nilpotente di indice finito ([Mi]).

Curvatura sezionale

Poiche ogni varieta Riemanniana con curvatura sezionale non negativa
ha curvatura di Ricci non negativa, per le varieta di curvatura sezionale
non negativa valgono le proprieta dette in (2).

Ogni varieta Riemanniana n-dimensionale non-compatta e diffeomorfa
a R™ se la sua curvatura sezionale & strettamente positiva (Teorema di
D. Gromoll e M. Meyer).

Se la curvatura sezionale K di una varieta Riemanniana compatta
(M, g) e strettamente negativa, allora il gruppo fondamentale ha cres-
cita esponenziale (questo si dimostra con un calcolo diretto : si veda ad
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esempio [H1|, Teorema VIIL.6). Questo risultato puo essere migliorato
come segue : se (M, g) ¢ una varietd Riemanniana compatta connessa
di dimensione n > 3 e curvatura sezionale K < 0, allora il suo gruppo
fondamentale 71 (M) ha crescita esponenziale se e solo se la metrica g
non ¢ piatta ([H1]).

Se la curvatura sezionale di M ¢ strettamente negativa, allora (M) e
un gruppo iperbolico non elementare (infatti, non ¢ ne finito ne isomorfo
a 7). Inoltre, vale il seguente risultato di Koubi.

Théoréme C.0.15. ([Ko])Sia G un gruppo finitamente generato. Se G
e iperbolico non elementare, allora G ha crescita esponenziale uniforme.

Si noti che, poiche un gruppo iperbolico non elementare contiene sempre
un sottogruppo libero di rango n > 1 ([G-H], Teorema 37 del Capitolo
8), esso ha crescita esponenziale.

Concludiamo con l'osservare che il Teorema di M. Koubi dice che, sulla
classe dei gruppi iperbolici, la congettura di Gromov e vera.

Gruppi amenabili

Sia I" un gruppo finitamente generato, e sia S = {si, ..., $,,} un suo sistema di
generatori. Sia dg la distanza delle parole associata a .S. Per ogni sottoinsieme
A C T definiamo la frontiera 0A di A come

0A={x € A| esiste y¢ A tale che ds(z,y)=1}.

Sia ora f : RT — R™ una funzione crescente. Diremo che il gruppo I" soddisfa
la disuguaglianza isoperimetrica data da f se esistono due costanti reali K,
K’ > 0 tali che, per ogni sottoinsieme finito A C I, risulta §(A) < K - f[K'-
H(04).

Se I' soddisfa, rispetto a un sistema di generatori finito dato, la disuguaglianza
isoperimetrica data da f, esso la soddisfa anche rispetto a tutti gli altri suoi
sistemi di generatori finiti (cfr. [G-H], Esercizio 24 del Capitolo 1). Ha senso
allora la seguente :

Définition. Un gruppo finitamente generato si dice amenabile se esso non
soddisfa la disuguaglianza isoperimetrica data dalla funzione f(t) = t.

I gruppi finiti, i gruppi abeliani, e i gruppi risolubili sono amenabili. Non
¢ amenabile il gruppo libero a due generatori F2. Poiche ogni sottogruppo
di un gruppo amenabile ¢ amenabile, si ha che se un gruppo G contiene un
sottogruppo libero, allora GG non ¢ amenabile.

Ogni gruppo non amenabile I" ha crescita esponenziale. Per vederlo, sia S
un sistema di generatori e per ogni R > 0 sia Bg(e, R) la bolla di centro
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e € G e raggio R rispetto alla distanza dg. Per I'ipotesi di non amenabilita,
esiste una costante reale ¢ > 1 tale che §Bg(e, R) < ¢ #(0Bs(e, R)). Poiche
0Bs(e, R) C Bs(e, R) \ Bs(e, R — 1), si ha §Bg(e, R) > ~#Bg(e, R — 1), e
per ricorrenza #Bg(e, R) > (=)~ per ogni R > 0.

Esempi di gruppi amenabili a crescita esponenziale sono dati ([Os|, Teorema
1.1) dai gruppi risolubili non virtualmente nilpotenti (ad esempio, i gruppi
di Baumslag-Solitar B(1,n) gia citati).

Prodotti amalgamati e estensioni HNN

Abbiamo visto (pag. 107) che il prodotto amalgamato A %4, B di due gruppi
finitamente generati A e B rispetto a un isomorfismo ¢ : C; — (5, dove C e
(5 sono sottogruppi di A e B rispettivamente, e il quoziente A*TB, dove Ax B
denota il prodotto libero di A e B e K ¢ il piu piccolo sottogruppo normale
di A * B che contiene l'insieme {¢(c)c™}.co,. Qui denoteremo tale prodotto
con A x¢ B, dove, sottointendendo l'identificazione C' ~ C; ~ (5 data da ¢,
parleremo di C' come di un sottogruppo comune a A e B. Denoteremo inoltre
con |A: C] (risp. |B : C]) l'indice di C} in A (risp. di Cy in B).

Un criterio sufficiente perche un prodotto amalgamato abbia crescita espo-
nenziale uniforme e dato dal

Théoréme C.0.16. ([B-H])Siano A e B gruppi finitamente generati e sia C
un sottogruppo comune di A e B. Supponiamo (|A: C|—-1)(|B:C|—1) > 2.
Allora Entqy(A*c B) > %.

Si osservi che il risultato non puo essere migliorato a (|A : C| — 1)(|B :
C|] — 1) > 1. Infatti, se ad esempio A = B = Zy e C' = {e}, il prodotto
amalgamato Axc B = Zs*Zy non ha crescita esponenziale. Tuttavia esistono
esempi ([B-H]) di prodotti amalgamati A ¢ B tali che |A: C|=|B:C| =2
e che hanno crescita esponenziale uniforme.

Nel caso dei prodotti liberi, abbiamo una stima migliore.

Proposition C.0.17. Se G = Ax B ¢ un prodotto libero non banale diverso
da Zy * Zs, allora Entyy(G) > %.

Démonstration. Si veda [H1], Prop. VII.18. O

Un risultato analogo al Teorema C.0.16 vale anche ([B-H]) per le estensioni
HNN. Dati un gruppo A, due sottogruppi Ci, C5 di A e un isomorfismo
¢ : Cy — Oy, Uestensione HNN Ax, di A rispetto a ¢ si definisce come il
quoziente del prodotto libero AxZ rispetto al piu piccolo sottogruppo normale
di A *Z che contiene I'insieme {tct~'¢(c)™ }.cc, (dove t & un generatore di
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7). Sottointendendo i sottogruppi C; e Cy identificati a C' dall’automorfismo
¢, scriveremo anche Axc per indicare Axg.

La costruzione appena descritta ha origine nella topologia algebrica. Infatti,
sia X uno spazio topologico connesso, siano Y7, Y, C X due aperti connessi
e sia f Y] — Y5 un omeomorfismo. Consideriamo il manico T =Y; x [0, 1]
e lo spazio quoziente K = 2L dove ~ denota la relazione di equivalenza
definita, per ogni y € Y3, ponendo (y,0) ~ vy, (y,1) ~ f(y). Allora, se le
inclusioni 47 : Y] — X e iy : Y5 — X inducono sui gruppi fondamentali
dei morfismi iniettivi 41, : m (Y1) — m(X) e g, @ m(Ya) — m(X), si ha
m(X) = m(X1)*g4, dove ¢ : m (Y1) — m(Y2) € il morfismo indotto da f sui
gruppi fondamentali.

Exemples. Il gruppo additivo degli interi Z ¢ un’estensione HNN in quanto
A= {1}*{1}.

Un altro esempio ¢ dato, per ogni coppia n,m € N, n,m > 0, dai gruppi
B(n,m) di Baumslag-Solitar, descritti dalla presentazione (a,b | ab™a™t =
b") :. Questi gruppi sono estensioni HNN di Z =< b > rispetto ai sotto-
gruppi C7; =< 0" >,Cy =< 0™ > e all’lomomorfismo ¢ : C; — C5 definito
univocamente da ¢(b") = b™.

Il risultato principale sulla crescita delle estensioni HNN e il seguente :

Théoréeme C.0.18. ([B-H|)Sia A un gruppo finitamente generato e siano
Cy, Cy sottogruppi di A di indice rispettivamente |A : Cy| e |A : Cy|. Sia
¢ : C1 — Cy un isomorfismo e sia Ax, l’estensione HNN corrispondente.
Allora, se |A: Ci|+ |A: Cy| >3, si ha Entyy(Axy) > 222,

Le costruzioni algebriche di prodotto amalgamato e estensione HNN sono
legate a un importante invariante geometrico, il numero di ends.

Sia X uno spazio topologico connesso localmente compatto. Per ogni com-
patto K C X, denotiamo con e(K) il numero di componenti connesse a
chiusura non compatta di X \ K. Si definisce il numero di ends di X, e si
denota e(X), l'estremo superiore di e(K) al variare di K tra i sottoinsiemi
compatti di X.

Se G' e un gruppo finitamente generato, si dimostra che il numero di ends
del suo grafo di Cayley C(G,S) (pag. 154) ¢ indipendente dalla scelta del
sistema generatore S di G ([H1], pag. 114). In particolare, il numero di ends
di un gruppo finitamente generato GG si definisce come il numero di ends del
suo grafo di Cayley C(G, S) rispetto a un qualunque sistema di generatori
finito S.

Exemples. °
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1)

Per ogni gruppo finito G, si ha e(G) = 0 in quanto non esistono componenti
connesse a chiusura non compatta in C(G, S) \ K, qualunque sia il compatto
K C C(G,S).

Sia G = Z. Il complementare in C(Z,{+£1}) della bolla chiusa di raggio e
centro arbitrari consiste di due rami infiniti. Si ha quindi e(Z) = 2.

Sia G = Z2. Considerando il grafo di Cayley di G rispetto alla sua base libera
canonica, si vede che il complementare della bolla chiusa di raggio qualunque
¢ sempre connesso. Di conseguenza e(Z?) = 1.

Sia G = F? il gruppo libero di rango 2 e S, la sua base libera. Considerando,
per ogni R > 0 la bolla chiusa Br C C(IF?, S) centrata nell’elemento neutro e
di raggio R, si vede che il numero e(Bpg) di componenti connesse di C(F?,.S5)\
Bpr ¢ una funzione di R che ha andamento esponenziale. Di conseguenza, F?
ha un numero infinito di ends.

Il seguente risultato afferma che gli esempi sopra sono, in un certo senso,
esaustivi.

Théoréme. ([S-W])Il numero di ends di un gruppo finitamente generato puo
assumere solo i valori 0,1,2, oppure essere infinito.

Exemples.

Sia G un gruppo finitamente generato che agisce per isometrie e in maniera
co-compatta e propriamente discontinua su uno spazio metrico X geodetico
e localmente compatto. Allora G & quasi-isometrico a X e quindi e(G) =
e(X) ([H1], pag. 114). Ne segue che se (X, g) ¢ una varietd Riemanniana
n-dimensionale (n > 2) compatta di curvatura sezionale non positiva, si ha
e(m (X)) =1 (infatti, m1(X) & quasi isometrico al rivestimento universale di
X, che ¢ diffeomorfo a R" e ha quindi un solo end).

Se I' & un sottogruppo di indice finito in un gruppo G, si ha e¢(G) = (") (T
¢ quasi isometrico a G).

E’ opportuno menzionare il seguente risultato, dovuto a Stallings :

Théoréme C.0.19. ([S-W]) Se G é un gruppo finitamente generato, si ha
e(G) > 2 se e solo se G si decompone su un gruppo finito, cioé se e solo
se esistono due gruppi A e B, e un gruppo finito C' (con A # C # B),
tali che G = A *¢ B oppure G = Axc. Inoltre, e(G) = 2 se e solo se
|A: C| = |B:C|=2 (nel caso del prodotto amalgamato) o G = Cx¢c (nel
caso dell’estensione HNN).

Combinando insieme i teoremi C.0.16, C.0.18 e C.0.19, si ottiene il
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Corollaire C.0.20. Se G ¢ un gruppo finitamente generato con infiniti ends,
allora si ha Enty,(G) > %. In particolare, se G contiene un sottogruppo
libero di indice finito, allora Ent,,(G) > 2%

Gruppi a piccola entropia

Nel Capitolo 3 abbiamo considerato famiglie di gruppi G del tipo G. =
{G | Enty,(G) < ¢} dove ¢ € R & un numero reale positivo. Una tale
famiglia contiene (evidentemente) i gruppi a crescita sottoesponenziale per
ogni ¢ > 0.

Il problema di stabilire se esistano valori di ¢ per i quali G. non contiene
gruppi di un certo tipo e equivalente a quello dell’esistenza di minorazioni
universali dell’entropia algebrica per certe famiglie di gruppi. Ad esempio,
per il Teorema C.0.16, se ¢ < L‘f2, G. non contiene prodotti liberi diversi
da Zs * Zy. In tale contesto, un esempio significativo di problema aperto e
il seguente : esiste una costante ¢ > 0 tale che ogni gruppo iperbolico non
elementare G soddisfi Entq,(G) > ¢? (si veda, ad esempio, [G]).

In [Gr-H], R. Grigorchuk e P. de La Harpe hanno costruito una famiglia
{G)}ken di gruppi a crescita esponenziale uniforme e tali che Entq,(Gy) — 0
per k — o0o. Questo dice che G, contiene anche gruppi a crescita esponenziale
uniforme per ogni ¢ > 0. Vogliamo ora illustrare questo risultato.

Sial_y = {a,b,c,d|a*=b*=c*=d*=bed =e)esiac :T'_; — ['_; 'unico
omomorfismo di gruppi tale che o(a) = aca, o(b) = d, o(c) = b, o(d) = c.
Siano ug = (ad)*, vy = (adacac)*, e denotiamo u,, = o™ (ug), v, = 0™ (vy) per
ogni n € N.

Allora,

I'={a,bc,d|a®=b"=c*=d*=bed = e, u, =v, = e per ogni n > 0)

e il cosiddetto gruppo di Grigorchuk a crescita intermedia. In particolare, si
ha Ents(I') = 0 per ogni sistema generatore X di I'. Ora, per ogni n > 0 sia

[,={a,bcd|ad*=0==d=bed=¢, ug=... =Up_1 =Vg = ... = Vp_ = €).

Il gruppo I';, contiene, per ogni n € N, un sottogruppo di indice finito iso-
morfo al prodotto diretto di gruppi liberi non abeliani ([Gr-H]). Questo im-
plica che I';, ha crescita esponenziale uniforme. D’altra parte, vale il seguente :

Théoréme. Sia S, = S = {a,b,c,d} per ogni n > 0 e I, definito come
sopra. Allora lim,,_,, Entg, (I';,) = 0.
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Démonstration. Per ogni intero n > —1, siano M,, = Ker(m,) e M =
Ker(m), dove m, : 'y — ', e m : I'_1 — T sono proiezioni sul quoziente.
Si osservi che per ogni n > —1 si ha M,, € M,y e M = J,~o M,. Per ogni
k > 0, denotiamo con B, (e, k) (risp. B(e, k) ) la bolla di centro ’elemento
neutro e raggio k in I, (risp. in I') rispetto alla metrica delle parole dg. Es-
sendo M = |J,,»q M, per ogni k > 0, per ogni g € B_;(e,2k) N M esiste un
intero N(g) tale che per ogni n > N(g) si ha g € B_;(e, 2k) N M,,. Denotiamo
n(k) = max{N(g) | g € B_1(e,2k) N M}. Per ogni intero k, n(k) & finito es-
sendo B_q(e,2k) N M finito. Inoltre, B_y(e, 2k) N M,, = B_;(e, 2k) N M per
ogni intero n > n(k).

Sia ora p, : I', — T la proiezione canonica, per ogni n € N. Allora, la
restrizione p,, : By,(e, k) — B(e, k) & ben definita, suriettiva, e iniettiva per
n > n(k), perche se esistono v, v, € By(e, k) distinti tali che p,(71) = pn(72),
si ha che v, 'y, € B,(e,2k) N M ma v, 'vo ¢ M, (perche v, # 7, in T,).
Quindi, per ogni n > n(k) si ha §(B,(e, k)) = #(B(e, k)).

Ora, essendo Entg(I") = 0, per ogni numero reale £ > 0 esiste un intero k > 0
tale che M < e. Allora, per ogni n > n(k) si ha

Entg, (I',) < Logﬂ(Bngj, k+1)) _ Logﬁ(B(;:’ k+1))

<e,

dove la prima disuguaglianza discende dalla subadditivita della funzione
f(k) = Logt(B(e,k + 1)). (Per vederlo, si segue un ragionamento simile a
quello della dimostrazione del Lemma 5.4.14, con la differenza che qui I(s) = 1
per ogni s € 5). Dalla disuguaglianza segue che lim,,_., Entg, (I';) = 0, e
abbiamo concluso.

O
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RESUME

On s’intéresse ici aux actions (discrétes, par isométries) d’'un groupe I' sur
un espace métrique mesuré X et a la maniere dont ces actions écartent les
points. Le lemme de Margulis classique conclut lorsque X est une variété
simplement connexe de courbure strictement négative et bornée. Une ver-
sion récente (due a G. Besson, G. Courtois et S. Gallot) conclut lorsque X
est un espace métrique mesuré d’entropie bornée, mais est essentiellement
limitée au cas ou I' est un groupe fondamental d’une variété de courbure
négative majorée et de rayon d’injectivité minoré. Nous montrons que ce
dernier résultat (et ses applications géométriques) se généralise a une classe
C plus vaste de groupes (qui contient les groupes hyperboliques selon Gromov,
les produits libres et les produits amalgamés “malnormaux”) et aux quasi-
actions par quasi-isométries (avec points fixes éventuels) de ces groupes sur
un espace métrique mesuré d’entropie bornée. Nous montrons aussi que C
est fermé pour une topologie naturelle. Nous appliquons ce résultat au cas
ou X est le graphe de Cayley d'un groupe G commensurable a un groupe
' € C, obtenant des résultats de finitude qui s’appliquent en particulier
aux groupes hyperboliques selon Gromov et aux groupes fondamentaux de
variétés de diametre borné. Ces derniers résultats apportent un éclairage
nouveau aux questions de l'existence d’'un minorant universel de I’entropie
pour cette classe de groupes et de l'existence, pour chacun de ces groupes,
d’un systeme générateur d’entropie algébrique minimale.
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