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Introduction

Introduction

Le sujet de cette these se situe dans le domaine des biotechnologies ol le traitement
d’échantillons biologiques nécessite souvent la manipulation d’objets biologiques de taille
inférieure a la dizaine de microns tels que des cellules biologiques, des nanoparticules
solides (particules de latex ayant des fonctions biologiques spécifiques) ou des gouttes de
solution biologique plongées dans un liquide non miscible (huile).

La course vers des systemes rapides (quelques minutes), sensibles (trés faibles
concentrations) et portables, conduit a I’ére de la miniaturisation. Le remplacement de nos
laboratoires biologiques par des microsystemes fermés et automatisés, de taille ne
dépassant pas quelques centimetres (Lab-on-a-chip, ou laboratoires sur puce silicium ou
plus simplement labopuces), est déja une réalité.

Pour manipuler des particules (gouttes, cellules biologiques, etc.) dans les
microsystemes, une des solutions envisagées est I’utilisation du champ électrique. Si le
champ électrique est non uniforme, la polarisation de la matiere engendre une force qui
provoque le déplacement des particules : c’est la diélectrophorese (DEP). La DEP permet
de manipuler sans contact mécanique des particules biologiques ou des gouttes. En
solution aqueuse, on utilise des champs électriques alternatifs pour éviter les réactions
électrochimiques aux électrodes. Par utilisation des ondes progressives de champ, on arrive
a séparer des cellules vivantes et mortes. Posées sur un substrat diélectrique, il est
également possible de déplacer des gouttes le long de rails constitués par une matrice
d’électrodes interdigitées. L’électro-convection et 1’électrocoalescence sont aussi utilisées
pour manipuler les gouttes par le champ électrique. Au cours de ces manipulations, en plus
du déplacement, la particule subit une déformation.

La réalisation de tels dispositifs passe habituellement par des séries de mesures
expérimentales treés longues a mettre en ceuvre et qui plus est, onéreuses de par méme la
fabrication de prototypes. Il devient donc indispensable, avant d’envisager la réalisation
d’un prototype, de le concevoir et de I’optimiser par des approches moins cofiteuses telles
les méthodes numériques. Il est toutefois exclu que I’approche numérique se substitue
totalement a I’expérience ; au contraire, elle lui est complémentaire puisqu’elle la rend plus
ciblée et plus directe.

Idéalement, 1’outil numérique recherché pour simuler le comportement des particules

sous champ électrique dans nos microsystemes doit satisfaire plusieurs impératifs :
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1. Tl doit permettre le suivi du déplacement et de la déformation des cellules, gouttes
ou autre fragments biologiques en tenant compte des forces électriques,
hydrodynamiques (et autres si nécessaires) ;

2. Il doit permettre d’effectuer des calculs relativement rapidement.

Un choix possible est la Méthode des Eléments Finis (MEF) qui a 'avantage d’étre
générale. Le gros inconvénient de la MEF est que le suivi de la déformation des particules
nécessite 1'utilisation de techniques complémentaires qui ne sont pas toujours faciles a
mettre en ceuvre.

C’est dans ce contexte que le Laboratoire d’Electrostatique et de Matériaux
Diélectriques, LEMD, du Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS) et de
I’Université Joseph Fourier (UJF) de Grenoble et le Laboratoire des Composants Intégrés
pour le Vivant (LCIV) sous la tutelle du Laboratoire d’Electronique et des Technologies de
I’Information (LETI) du Commissariat a 1’Energie Atomique (CEA) de Grenoble, ont
souhaité explorer la voie vers de nouveaux outils numériques pour la prédiction du
comportement des particules dans les labopuces de maniere fiable et efficace.

Le CEA-LETI est depuis longtemps un des acteurs majeurs de Recherche et
Développement pour I'industrie des microtechnologies. Participant 2 un mouvement
général déclenché il y a une vingtaine d’années, ce centre s est engagé dans la conception
de microsystémes en adaptant les processus de fabrication de la microélectronique. Les
microsysteémes présentent un avenir prometteur dans Dinstrumentation, les
télécommunications et les applications biomédicales. Le LEMD-CNRS-UJF apporte sa
contribution a ce mouvement en amont du développement des microsystemes. Ceci est
réalisé en terme d’expertise scientifique dans les domaines de 1’Electrohydrodynamique et
de I’utilisation de champs électriques pour le contrdle et la manipulation de gouttelettes ou
particules en suspension dans un fluide.

Dans la démarche générale de modélisation et de simulation du mouvement de
particules plus ou moins déformables soumises au champ électrique dans les
microsystemes, nous avons développé un nouveau modele numérique basé sur la Méthode
Intégrale aux Frontieres (MIF). Cette méthode permet le suivi d’interfaces mobiles de
maniere naturelle et précise. Elle permet aussi de réduire d’une dimension le probleme
numérique 2 traiter, d’ol un gain substantiel en temps de calcul. L’amélioration apportée
dans cette these s’est opérée a partir de I’outil original CANARD (une concaténation de
fragments des noms de ses auteurs, Edouard CANot et Jean-Luc AchARD), un code dédié
a la résolution de problemes d’écoulements irrotationnels développé au Laboratoire des

Ecoulements Géophysiques et Industriels (LEGI) de Grenoble et a I’Institut National de
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Recherche en Informatique Appliquée (INRIA) de Rennes. Bien que n’offrant qu’une
version 2D axisymétrique en écoulement irrotationnel visqueux [43], une extension du
code CANARD électrique a une configuration tridimensionnelle visqueuse est en cours
d’étude.

Le phénomene de mise en mouvement de particules plongées dans un liquide par DEP
est une partie d’une vaste classe de phénomenes, ol le fluide entre en interaction avec le
champ électrique, appelée électrohydrodynamique (EHD). Le chapitre 1 présente les
principaux phénomenes EHD que l'on rencontre dans les microsysteémes et situe le
contexte EHD dans lequel nous nous placons dans la présente these, a savoir la DEP sur
particules plus ou moins déformables. Les méthodes numériques utilisées (Méthode des
Eléments Finis — MEF — et MIF) sont également présentées ainsi que les raisons qui ont
motivé ces choix.

Le chapitre 2 présente les modeles mathématiques électrique et hydrodynamique.
Dans un but de pédagogie, de clarté et d’accessibilité, nous avons préféré déduire les
équations en partant d’arguments plus en amont. Pour chaque hypothese simplificatrice
émise, nous avons apporté une justification appropriée.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes préoccupés de présenter la méthode du dipdle
ponctuel (DP) pour le calcul de la force DEP et les formulations numériques (MEF et MIF)
associées aux équations mathématiques développées au chapitre 2 ainsi que la méthode de
résolution relative a chaque formulation. Moyennant certaines hypotheses simplificatrices,
une nouvelle approche de la MIF en écoulement irrotationnel, qui permet d’intégrer dans la
méme formulation le calcul du champ électrique, du champ hydrodynamique et le suivi
d’interface, est proposée dans ce chapitre.

Devant la complexité des phénomenes EHD, une démarche progressive a été adoptée.
Elle consiste a envisager une approche plus simple, bien qu'on lisse de maniere
significative les phénomenes réels qui se produisent, pour ensuite rajouter progressivement
des difficultés croissantes.

De ce fait, une premicre approche consiste a modéliser une particule rigide soumise a
un champ électrique non uniforme. Nous nous centrons sur ’aspect électrique pur et
considérons le probleme de déplacement de ce type de particules entierement résolu si la
force DEP est déterminée. Bien que 1’approche du dipéle électrique ponctuel soit
largement utilisée [64, 114, 115, 132, 201, 219, 286], elle devient contestable si la taille
des particules est comparable a celle des dispositifs de DEP. Dans le chapitre 4, nous
étudions le domaine de validité du modele dipolaire. La complexité des géométries

nécessite d’utiliser des méthodes numériques, MIF en I’occurrence, dont les résultats sont
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comparés a ceux fournis par la MEF.

Dans le chapitre 5, nous étudions, pour commencer, les déformations pures d’une
particule soumise a un champ électrique uniforme en utilisant la MIF. A cause de leur
simplicité, ne sont considérées que les gouttes de fluides non miscibles dont I’interface
n’agit sur I’écoulement qu’a travers la tension de surface. Ensuite nous abordons le
couplage déformation/déplacement des gouttes sous champ électrique non uniforme.
Comme 1’approche irrotationnelle exclut les effets visqueux associés au cisaillement, la
MIF est améliorée pour prédire de maniere plus appropriée, en tenant compte de la force de
trainée, le déplacement et la déformation de gouttes en champ électrique non uniforme.

Ce manuscrit se clét par une discussion générale sur I’ensemble du travail et ses

perspectives.
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Les treés faibles volumes d’échantillons a manipuler (inférieurs a la centaine de
microlitre) posent le probleme des fonctions fluidiques dans les labopuces. La mise en
circulation des liquides dans les microcanaux, le remplissage du composant, sa vidange, le
brassage des liquides pour en assurer I’homogénéisation ou encore leur mélange avec des
réactifs, sont autant d’opérations difficiles a mettre en ceuvre. L’utilisation de systémes
mécaniques habituels (pompes, mélangeurs...) n’est pas adaptée. Par exemple, pour
remplacer une pompe mécanique, des techniques nouvelles fondées sur la mise sous

tension des parois du microcanal (écoulements électrocinétiques), sont utilisées.

1.1. La microfluidique discréte

Les applications ici visées concernent plus particulierement les microsystémes en
gouttes ; elles mettent en jeu une microfluidique dite discréte par rapport a la
microfluidique continue des microcanaux. Les trés faibles volumes autorisent la
manipulation du liquide directement sous forme de goutte, supprimant le microcanal du
(micro)composant. Le transport des gouttes peut €tre obtenu par des champs électriques
[107], leur brassage par effet Marangoni [229], leur mélange avec un réactif par
électrocoalescence de gouttes [109]. On admettra que les gouttes de tampon ainsi que le
liquide (en général une huile minérale) dans lequel elles sont plongées sont non miscibles.
Le champ électrique parait étre une solution efficace pour assurer un nombre important de
fonctions microfluidiques dans le microsystéme.

Les autres objets, dans le domaine de la biologie, qui seront étudiés, a savoir les
cellules et les particules de latex, sont habituellement plongés dans une solution liquide (le
tampon biologique) dont la composition permet de garantir un environnement biochimique
spécifique a chaque application. D’une manic¢re générale, retenons que le tampon
biologique est une solution aqueuse (2 base d’eau), contenant de nombreux ions a
concentration fixée. Il est assimilé a un électrolyte. Outre la manipulation du tampon
biologique dans le microsysteme, il est parfois nécessaire d’en extraire, filtrer et trier les
objets biologiques qu’il contient. Nous définissons ainsi le terme générique « particule »
pour désigner une goutte de tampon, une cellule biologique ou encore une particule de

latex. Le champ électrique, par le biais du phénomene de diélectrophorese (DEP), dont le
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rOle central sera évoqué plus loin, permet d’assurer ces fonctions en évitant le contact
mécanique avec la particule, 'utilisation de filtres mécaniques et autres ne sont pas
envisageables. La prédiction du comportement d’une telle particule sous champ électrique
est par conséquent déterminante pour concevoir des microsystemes performants.
L’expérimentation, a ces petites échelles, est difficile, et le recours a la simulation
numérique est aujourd’hui envisageable par suite du niveau de maturité des méthodes
numériques d’une part, et des performances des ordinateurs d’autre part.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est donc opportun de présenter de fagon
approfondie les phénomeénes physiques qui interviennent dans les microsystemes a
concevoir. Leur recensement (paragraphe 1.3), ainsi que le rappel des fondements
permettant de les interpréter (paragraphe 1.2), a savoir la polarisation de la matiere, sont
des étapes essentielles pour espérer tirer du modele des informations fiables. Il devient
notamment possible de connaitre les limites de fonctionnement pour chacune des options
technologiques qui seront retenues.

Dans cette these le domaine physique est celui de I’électrohydrodynamique (EHD).
D’une maniere générale, ’EHD désigne 1’ensemble des phénomenes physiques associés au
mouvement des fluides sous I’effet d’un champ électrique. Le principal mécanisme de
déplacement des particules solides ou liquides est la diélectrophoreése (DEP) (voir figure
1.1). Dans les microsystemes, les particules, qu’elles soient solides ou liquides, sont
toujours plongées dans une phase liquide. Aussi, seuls les liquides seront considérés dans

notre étude a I’exclusion des gaz.

Figure 1.1. Les phénomenes électrohydroydnamiques induits par polarisation de la matiere. A gauche, une
particule non déformable (cellule biologique o particule synthétique) immergée dans un tampon, se déplace
par DEP. A droite, une goutte se déforme par effet EHD en plus de son déplacement par DEP.

La mise en ceuvre de la DEP est accompagnée d’autres phénomenes EHD (voir
paragraphe 1.3) qui peuvent avoir des actions antagonistes au déplacement par DEP
(électro-osmose, électrothermique, etc.). Comme phénomenes supplémentaires dans le cas
des gouttes, sera inclue dans notre étude 1’électrodéformation : elle ne peut étre ignorée et

il faudra la quantifier. En revanche, bien que les cellules biologiques puissent étre



Chapitre 1 : Généralités

également des objets fortement déformables (globules rouges), elles seront considérées
comme rigides.

Sera également introduit ici le theme des méthodes numériques (paragraphe 1.4), qui,
intervenant en aval du modele mathématique, ont leurs propres limites et peuvent parfois
remettre en cause le modeéle mathématique lui-méme. Habituellement, la DEP se traite
commodément par la Méthode des Eléments Finis (MEF). La prise en compte de la
déformation des gouttes sous I'effet d’un champ électrique non uniforme et alternatif
conduit a introduire en outre une méthode numérique de suivi d’interfaces. Bien que de
telles méthodes (Level Set, par exemple) puissent se conjuguer avec la MEF, la Méthode
Intégrale aux Frontieres (MIF) a finalement été retenue. Cette derniere se préte en effet tres
directement a une extension aux problemes a frontieres libres : apres transformation, grace
aux formules de Green, des équations aux dérivées partielles étendues sur des volumes a
des équations intégrales sur les frontieres de ces volumes, elle permet de concentrer les
calculs sur les interfaces seules. En outre elle est parfaitement adaptée au traitement des
phénomenes électriques dont les équations comportent 1’opérateur laplacien qui est
I’opérateur différentiel type sur lequel agissent les formules de Green.

Cependant le code que nous utiliserons est fondé sur une version de la MIF limitée aux
écoulements irrotationnels. Il eut été trop long dans le cadre de cette thése de réaliser
I’extension aux écoulements rotationnels et ainsi de prendre en compte la totalité des
aspects visqueux, essentiels pour certaines applications. En ce sens, les calculs que nous
avons développés se sont inscrits d’emblée dans une entreprise a plus long terme que celui

de cette these.

1.2. Polarisation de Ia matiere

La polarisation affecte aussi bien les liquides, les solides que les gaz. Sont donc
concernés dans nos microsystemes tous les échantillons a traiter : ce sont soit des solutions
aqueuses contenant des particules solides (latex) ou des cellules biologiques supposées
indéformables, soit des huiles contenant des gouttes de solution aqueuse (on parle alors de
suspensions).

Il semble important de s’attarder sur 1’origine de cet état afin que le lecteur dispose des
éléments nécessaires pour comprendre certains des phénomenes électrohydrodynamiques
(EHD) présentés dans le paragraphe 1.3. La diélectrophorése en particulier, dont

I’importance est soulignée plus haut, trouve son origine dans la polarisation de la matiere.
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1.2.1. Polarisation électronique, ionique et d’orientation

La matiere est constituée de molécules. Les molécules sont formées d’atomes
constitués d’un noyau chargé positivement +Q et d’un nuage électronique chargé
négativement, de charge totale —Q. Si le barycentre des charges négatives coincide avec le
barycentre des charges positives, la molécule est dite apolaire (cas des molécules
symétriques comme Hj, O,, N») et le champ électrique créé par ces deux types de charges
en un point A, situé a une distance grande devant la dimension de la molécule, est nul.

Les charges électriques sont désignées comme °‘libres’ lorsque, sous ’action d’un
champ électrique externe, elles se déplacent librement dans le matériau, comme si elles se
trouvaient dans le vide. Les charges mobiles dans un matériau conducteur (les électrons)
réagissent si facilement a la présence d’un champ électrique externe, aussi petit soit-il,
qu’elles peuvent étre considérées comme libres. Le déplacement des charges libres
s’effectue jusqu’a atteindre un état d’équilibre ou elles ne subissent plus aucune force. Ce
nouvel état d’équilibre se traduit par I’apparition de charges induites & la surface du
conducteur. Dans les diélectriques (ou isolants), les charges sont en revanche trés peu

mobiles. Les électrons sont « liés » aux atomes et voient leur déplacement, sous 1’action

d’un champ électrique externe E,, limité a des distances de l'ordre des distances

moléculaires. Sous I'effet de la force de Coulomb F©"°™ (voir chapitre 2), le nuage
électronique se déforme. Le barycentre des charges négatives ne coincide plus avec celui
des charges positives localisé au centre du noyau (voir figure 1.2). D’un point de vue
électrique, I’atome devient équivalent a un dipole électrique (voir chapitre 2). Le champ
électrique créé en A par le dipdle n’est plus nul ; il se superpose au champ électrique

externe.

A
X

Figure 1.2. Effet de polarisation électronique d’un atome : les centres de charges positives
et négatives se séparent sous l’effet du champ électrique appliqué

Au niveau des atomes, on appelle polarisation €lectronique ce déplacement du nuage
électronique par rapport au noyau. D’autres types de polarisation peuvent exister selon la
structure de la matiere concernée. Dans les diélectriques solides cristallins (par exemple

NaCl), c’est le déplacement mutuel des ions qui est a ’origine de la polarisation désignée
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alors par polarisation ionique. La polarisation d’orientation se manifeste dans le cas des

molécules non symétriques (H,0, HCI, CO...), qualifiées de polaires, ol le barycentre des

charges positives ne coincide pas avec le barycentre des charges négatives du fait de la
structure méme de la molécule. Ces molécules possedent un moment dipolaire permanent
qui, en I’absence de champ électrique externe et a cause de I’agitation thermique, est
orienté de facon aléatoire dans le matériau. L’orientation statistique des moments
dipolaires permanents dans la direction du champ électrique appliqué constitue le
phénomene de polarisation d’orientation ou dipolaire. Cet alignement, toujours perturbé
par I’agitation thermique et donc fortement dépendant de la température, augmente avec
I’intensité du champ électrique appliqué. La polarisation organisationnelle nécessite que
les dipdles permanents disposent d’une certaine mobilit€¢ dans la matiere et elle se
rencontre plus fréquemment dans les gaz et les liquides. L’eau, liquide polaire, est
particulicrement affectée par ce type de polarisation.

L’alignement des dip6les dans les diélectriques polaires est un phénomene qui laisse
prévoir un effet de saturation qui apparait lorsque tous les dipdles sont orientés alors que
I’intensité du champ appliqué continue a étre augmentée. Par la suite, on admettra que les
intensités des champs électriques utilisés sont telles que la saturation, se traduisant par des
propriétés diélectriques non linéaires, n’est pas atteinte.

Si I'intensité du champ électrique externe est suffisamment grande pour provoquer
I’arrachement d’électrons dans le diélectrique, celui-ci se comporte alors comme un
conducteur et il se produit le phénomene de claquage. La valeur maximale du champ
électrique admis par un diélectrique sans qu’il y ait claquage s appelle rigidité électrigue.
Nous verrons que les intensités de champ électrique utilisées dans nos microsystémes pour
faire de la diélectrophorese sont d’un ordre de grandeur plus faible (environ 10° V/m) que
les rigidités électriques des matériaux diélectriques utilisés (environ 10° V/m). Le
phénomene de claquage dégrade les propriétés diélectriques du matériau et doit donc étre
évité en prenant garde a rester en deca de la rigidité électrique.

Les dip0les créent en tout point de 1’espace (et en tout point du diélectrique lui-méme)

un champ électrique dipolaire E, qui se superpose au champ appliqué E,. Nous verrons,
dans les études faites au chapitre 4, que I’hypothese simplificatrice ou le champ externe E,

est supposé grand devant le champ dipolaire E, est souvent, mais pas toujours, fondée.

Cette hypothese permet de simplifier fortement les configurations a simuler puisque, pour
le calcul du champ électrique, la présence des particules diélectriques, sur lesquelles nous

cherchons a connaitre la force diélectrophorétique appliquée, est négligée.
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Les différents types de polarisation cités ci-dessus peuvent intervenir simultanément
dans un méme diélectrique. Leur contribution a la polarisation totale peut &tre limitée
notamment dans le cas ou le champ électrique appliqué est alternatif. Par exemple, la
polarisation d’orientation n’arrive plus a s’établir lorsque la fréquence est trop élevée.
L’alignement des dip6les dans le champ électrique s’effectue suite a un mouvement de
rotation des dipdles. Du fait d’une inertie due au frottement avec les autres molécules du
matériau, ce mouvement de rotation prend du retard par rapport aux variations trop rapides
du champ électrique. C’est le phénomene de relaxation diélectrique. Par exemple, I’eau qui
a une permittivité relative a température ambiante d’environ 80, voit celle-ci chuter a la
valeur de 1.77 au-dessus de 10'° Hz [113]. Les fréquences étudiées dans notre travail étant
inférieures 2 10°® Hz, les phénomenes de relaxation diélectrique dans les solutions aqueuses
sont négligeables. Les polarisations électronique et ionique, quant a elles, dépendent peu
de la fréquence. L’hypothése suivant laquelle les permittivités électriques sont
indépendantes de la fréquence sera donc retenue tout au long de ce mémoire.

Si le point de vue microscopique permet de comprendre les différents mécanismes de
polarisation de la matiere, le point de vue macroscopique permet d’établir des modeles
simples pour représenter le comportement global de la matiere. La polarisation, qu’elle soit
issue simplement d’un des trois types de polarisation cités ci-dessus ou une combinaison,
est caractérisée par le vecteur polarisation not¢ P (ou moment dipolaire par unité de
volume du matériau diélectrique) qui, pour des diélectriques homogenes, isotropes et

linéaires est tel que :

P=(s-¢)E (L.1)

ou g est la permittivité du vide et ¢ la permittivité absolue qui caractérise le diélectrique.

On peut définir la permittivité diélectrique relative (ou constante diélectrique) g, par la
relation :

£&, =& (1.2)
La distinction entre un diélectrique et un conducteur repose, en fait, sur le nombre de
charges libres qu’il contient. A température normale, un bon diélectrique contient des
électrons libres, en relativement petit nombre mais suffisamment pour provoquer une
certaine conduction électrique. Un diélectrique peut étre considéré comme un mauvais

conducteur et, en plus de sa permittivité électrique &, sera caractérisé par une conductivité

électrique o .

Dans le cas ol le champ électrique appliqué est alternatif de pulsation @, nous verrons au
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chapitre 2 que le diélectrique est caractérisé par une combinaison de & et o, appelée la
conductivité complexe :

o =0+iwe (1.3)
Ainsi, le diélectrique est dominé par sa conductivit¢ o pour les faibles fréquences

(ew < o) et par sa permittivité £ pour les hautes fréquences (ew > o ).

1.2.2. Polarisation interfaciale (et effet Maxwell-Wagner)

Le phénomene de polarisation interfaciale, étudié par Maxwell et Wagner, apparait
lorsque plusieurs diélectriques sont mis en présence. Leurs interfaces vont jouer un rdle
particulier dans le phénomene de polarisation. Supposons que ces diélectriques sont
caractérisés par des permittivités et des conductivités électriques différentes. D’une
maniere générale, un milieu hétérogéne, constitué de plusieurs de ces diélectriques,
présentera une permittivité électrique globale qui devient dépendante de la fréquence : on
parle alors de dispersion diélectrique interfaciale [227]. Cette dépendance fréquentielle est
la conséquence de 1I’accumulation de charges a I’interface entre les diélectriques et plus
précisément de leur répartition non homogene le long de cette interface. En général, le
phénomeéne de polarisation interfaciale est dominant lorsque qu’un des milieux
diélectriques est de petites dimensions par rapport aux autres et qu’il possede une
conductivité¢ électrique bien plus faible que celle des autres. Ce cas de figure est
typiquement celui rencontré avec les particules de latex ou les cellules biologiques en
milieu aqueux. De plus, la présence de nombreux ions dans le tampon aqueux (électrolyte)
apporte une spécificité de par la double couche qui se crée autour de la particule. En effet,
les ions présents dans le tampon aqueux sont attirés par les charges opposées accumulées
en surface de la particule du fait de sa polarisation. Il se forme ainsi, autour de la particule,
un nuage de contre-ions (double couche) qui, sous I’effet du champ électrique, se déplacent
et contribuent a augmenter fortement la polarisation de la particule associée a cette
atmosphere ionique.

La double couche étant de tres faible épaisseur (quelques nanometres), le phénomene
de polarisation interfaciale peut étre intégré dans une contribution surfacique a la
conductivité électrique équivalente de la particule qui, dans le cas de particules de latex
dans un environnement électrolytique donné, posseéde une conductivité de volume qui est
quasiment nulle [121].

De la méme maniere, pour les cellules biologiques, les mesures de leurs propriétés
électriques étant faites en présence du tampon, nous pouvons Supposer, en premiere

approximation, que les phénomenes de polarisation interfaciale sont pris en compte au
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travers de ces mesures [227].

Concernant les gouttes, celles-ci dans nos études sont des gouttes d’eau plus ou moins
conductrices plongées dans de I’huile. La particule est donc ici toujours plus conductrice
que son milieu extérieur et le phénomene de polarisation interfaciale est négligeable. Il y a
toutefois polarisation de la couche diffuse dans un cas a I'extérieur, dans ’autre cas a
I’intérieur. Dans ce dernier cas, les phénomenes de déplacement électrocinétique sont
négligeables. Dans le cas de gouttes d’huile plongées en tampon aqueux, il faudrait alors,
comme pour les particules de latex et les cellules biologiques, tenir compte de ’effet de

polarisation interfaciale au travers d’une conductivité de surface de la goutte.

1.2.3. Conclusion

En résumé, un champ électrique appliqué a une substance diélectrique, polarise celle-
ci, soit en y induisant des dipdles électriques dans le cas des substances non polaires, soit
en provoquant I’alignement des dipdles permanents dans le cas des diélectriques polaires.
Nous ferons I’hypothése que les domaines de fréquences et d’intensités de champ
électrique utilisés dans nos applications permettent d’éviter les phénomenes de claquage.
L’effet de polarisation interfaciale (effet Maxwell-Wagner) est pris en compte au travers
des valeurs conductivités des particules issues de mesures expérimentales. La prise en
compte du caractere faiblement conducteur des diélectriques en présence rend la

polarisation dépendant de la fréquence.

1.3. Les phénomeénes électrohydrodynamiques
Bien que la liste des phénomeénes EHD soit longue, recensons ici les plus connus et

éliminons ceux qui apparaissent négligeables pour nos applications.

1.3.1. La diélectrophorése (DEP)

La DEP est le déplacement sous champ électrique de la matiere polarisée. La non
uniformité du champ électrique appliqué est une condition nécessaire et ce phénomene est
de plus en plus utilisé dans les microsystemes pour manipuler sans contact mécanique des
particules biologiques ou pour déplacer des gouttes [148]. La DEP se caractérise par deux
points : i) elle concerne autant la matiere neutre (cellules biologiques, gouttes) que
chargée (particules de latex fonctionnalisées), solide (particules de latex) ou liquide
(gouttes de tampon biologique), ii) les champs électriques sont alternatifs, ce qui diminue
les réactions électrochimiques aux électrodes. La particule se déplace soit vers le champ le

plus fort (la diélectrophorese est dite alors positive) soit repoussée vers le champ le plus
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faible (auquel cas la diélectrophorese est dite négative). Nous verrons que, le cas échéant,
le passage d’un régime de DEP a I’autre dépend, pour une particule et un liquide donnés,
uniquement de la fréquence du champ électrique appliqué.

La force diélectrophorétique est proportionnelle au volume de la particule et au gradient du
champ électrique qui lui est appliqué. Un champ fortement variable dans 1’espace ainsi que
de grosses particules sont des situations favorables a 1’obtention de forces DEP capables de
déplacer les particules malgré 1’existence de nombreuses forces antagonistes. Parmi elles,
nous trouvons I’agitation thermique, la force de frottement due a la viscosité du liquide
extérieur, et surtout I’entrainement par 1’écoulement du fluide dont I’origine se trouve aussi
dans le champ électrique appliqué (phénomenes EHD secondaires).

Une multitude de configurations d’électrodes ont été étudiées pour des applications
diverses. Déplacement et tri de cellules [110], dispenseurs de nanogouttes (de quelques
nanolitres) [147] sont des exemples d’applications bien maitrisées aujourd’hui.

La premiere partie du chapitre 2 de ce manuscrit est entierement consacrée au phénomene

de DEP et aboutira aux différents modeles mathématiques retenus pour le représenter.

1.3.2. L’électrodéformation

Un deuxieéme phénomene que nous considérons dans nos modeles est la déformation
des interfaces fluide-fluide sous I’effet d’un champ électrique appliqué (voir figure 1.3). Si
nous souhaitons déplacer des gouttes par DEP, le champ électrique appliqué, non uniforme
et alternatif, va induire la déformation de leur interface. D’une forme initialement
sphérique, nous verrons, dans le chapitre 5, que les gouttes peuvent s’allonger jusqu’a
parfois devenir instables.

La déformation engendrée par le champ électrique provient de 1’équilibre local entre les
forces électriques, les forces capillaires et les forces hydrodynamiques. Pour de fortes
déformations, les instabilités qui apparaissent provoquent la rupture des gouttes. Ceci
s’avere génant si ’on désire extraire ces gouttes avec un minimum de contamination par le
fluide extérieur. La prévision de la déformation de ces gouttes, afin d’estimer les
conditions d’instabilités, est donc cruciale dans la conception des microsystemes. Dans le
chapitre 4, nous reprenons les résultats théoriques de Taylor [275-278] et les résultats
expérimentaux de Berg [23, 178] pour une premiere mise a I’épreuve de nos modeles
numériques sur une configuration de champ électrique uniforme (configuration a
électrodes planes). Dans le chapitre 5, nous étudions une configuration en champ électrique
non uniforme (configuration pointe-plan) ou seuls les résultats numériques sont disponibles

pour prévoir le comportement des gouttes.
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Goutte en

V

éElectrode
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Fluide

Figure 1.3. L’application d’un champ électrigue sur une goutte provoque sa déformation.

1.3.3. L’électro-osmose

L’électro-osmose est la conséquence de la formation d’une double couche électrique a
la surface des électrodes (vu dans le paragraphe 1.2.2.). L’existence d’une composante du
champ électrique parallele a cette surface a comme effet de provoquer le mouvement
liquide qui engendre un cisaillement aux électrodes. D’un point de vue microscopique,
c’est le déplacement des ions de cette double couche sous I’effet de la force de Coulomb,
qui entraine le liquide et le met en mouvement. En effet, considérons le cas simple d’une
interface plane chargée négativement, par exemple. Parallelement a cette surface, on
applique un champ électrique dans le liquide. Le fait de la présence méme de I’interface,
une anisotropie sur la distribution des especes chimiques de I’électrolyte se produit
provoquant une anisotropie sur le champ électrique et les forces qui s’exercent en
permanence sur ces mémes especes. Ces forces s’exercent de maniere différentielle sur les
especes d’ions. Les ions positifs se rapprochent de 1’interface par exemple et donc des ions
négatifs apparaissent de 1’autre c6té de I'interface (voir figure 1.4). Soumis au champ
électrique imposé, ces ions migrent entrainant par 12 méme le liquide dans lequel ils
baignent. Le liquide est donc mis en mouvement sous I’effet de l'entrainement doi a la
migration des ions formant la double couche. La mise en mouvement par électro-osmose
est certainement un des phénomenes EHD secondaires le plus perturbateur lorsque 1’on
souhaite manipuler des particules par DEP dans les microsystémes. En effet, les vitesses
obtenues sont souvent suffisantes pour qu’un effet d’entralnement des particules par le
mouvement du liquide soit observé [120].

L’€lectro-osmose peut cependant étre atténuée en adaptant la fréquence du champ
électrique d’une part et en déposant une couche d’isolant électrique sur les électrodes
d’autre part. Nous n’avons pas intégré ce phénomene dans notre modele, ce travail devrait

cependant étre envisagé dans une version future du logiciel.
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Interface chargée négativement X

Figure 1.4. L’application d’un champ électrique tangentiel a une interface provoque la migration des ions de
la double couche électrique et un cisaillement dans le fluide.

1.3.4. L’>électrothermique

L’électrothermique résulte des variations des propriétés électriques du liquide
(conductivité et permittivité électriques) avec la température. L’échauffement do a 1’effet
Joule, fait apparaitre des gradients de température engendrant des gradients de permittivité
et conductivité. Ces gradients de propriétés électriques créent des forces de volume et
entrainent le liquide (voir figure 1.5). Notons que I’électrothermique se distingue de la
convection naturelle ou les variations de la masse volumique avec la température sont a

I’origine du mouvement du fluide.

Ecoulement

e ~AfFAL

induit par effet
électrothermique

Electrode Electrode
B B

Figure 1.5. Un courant électrique engendre I’échauffement du liquide diélectrique de faible conduction
qui a son tour modifie localement la permittivité électrigue. Une force électrique prend naissance et un
écoulement est instauré.

L’utilisation d’électrodes isolées électriquement (recouvertes par une couche de SiO, par

exemple) est une condition favorable a la minimisation du phénomene de chauffage par

effet Joule que nous négligerons dans une premiere approche.
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1.3.5. L’électrorotation

Si I’on soumet une particule immergée dans un fluide a un champ électrique une
distribution de charges a I'interface et donc un moment dipolaire équivalent s’établissent.
Le temps d’établissement (et d’évanouissement) de I’orientation du moment dipolaire
électrique équivalent dans la direction du champ appliqué est fini (comme nous le verrons
au chapitre 3) si bien que si I’on fait varier brusquement la direction du champ électrique,
un déphasage apparait entre le champ électrique et le moment dipolaire. La particule subit
alors un couple qui tend a la faire tourner pour réaliser cet alignement: c’est
I’électrorotation. Afin d’entretenir cette rotation, le champ électrique doit changer de

direction en permanence (il est alors dit champ tournant), comme indiqué par la figure 1.6.

Figure 1.6. (a) Un champ électrique tournant est engendré entre quatre électrodes par application
d’une tension sinusoidale avec un déphasage de 90°. (b) Selon I’angle de phase entre la polarisation induite
P et le champ électrique, le couple agit sur la particule en co- ou anti-champ. Pour le cas indiqué ici, la
particule tourne a contre sens du champ électrique.

Notons que 1’électrorotation est un phénomene qui peut étre observé en champ électrique
uniforme.

Les configurations qui nous intéressent n’utilisent pas de champs électriques
tournants, les phénomenes d’électrorotation ne sont donc pas pris en compte dans nos

modeles.

1.3.6. L’électrophorése

L’électrophorese est une méthode largement utilisée en biologie pour séparer des
molécules chargées par migration différentielle sous 1’action d’un champ électrique (figure
1.7). La force appliquée est la force de Coulomb (voir chapitre 2). Le sens de déplacement
des particules dépend du sens du champ électrique appliqué. Dans nos applications, les
champs électriques sont alternatifs ; les particules vont subir une force de Coulomb qui
s’inverse avec le champ électrique et globalement la particule aura un mouvement oscillant
autour d’une position fixe. L’électrophorese sera donc négligée dans nos modeles bien que

les particules de latex possedent en général une charge non nulle.
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Figure 1.7. Electrophorése de particules chargées par application d’un champ électrigue.

1.3.7. L’électromouillage

Les premiers systtmes EWOD (Electrowetting On Dielectric) mettent en jeu une
goutte en contact avec une électrode posée (sans contact électrique) sur une électrode
plane, comme indiqué par la figure 1.8., L’électrode plane est reliée a une €lectrode filaire.
Le dépot d’une couche isolante sur I’électrode plane permet d’imposer un champ électrique
continu ou de faible fréquence (de 100 Hz a 10 kHz) suffisamment intense pour faire varier
I’angle de contact apparent de la goutte [24]. Les applications de ces systémes concernent
principalement I’optique ol la goutte joue le role de lentille a focale variable.

Des systemes dérivés sont ensuite apparus, dans lesquels le déplacement de la goutte sur

I’électrode est recherché (voir figure 1.8).

Déplacement de la goutte

Goutte Electrode
Couche de de masse
diélectrique —___
isolant By

Electrode
active

Electrodes de
commande

élelcrrode T ’
2_‘ | N\
\

Figure 1.8. Déplacement d’une goutte dans un systeme EWOD.

De nombreux travaux plus théoriques ont attribué ce déplacement a la variation de
mouillabilité de la goutte. Cette hypothese a été remise en question par plusieurs auteurs en
particulier Jones [149] qui attribua ce phénomene a I’existence de forces de volume, dues a
la polarisation de I’eau et a la non uniformité du champ électrique appliqué ; le phénomene

EWOD serait alors identique au phénomene de diélectrophorese cité ci-dessus. Par
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définition, I’électromouillage n’opére que si la goutte est posée sur une paroi initialement
hydrophobe (non mouillante) et qui devient hydrophile (mouillante) lorsqu’elle est soumise
au champ électrique. Cependant, la goutte (conductrice) doit aussi étre en contact
permanent avec une €lectrode pour que I'électromouillage soit effectif (dans ce cas, la

goutte arrive a €tre propulsée a une vitesse de plusieurs millimetres par seconde).

1.3.8. L’électrostriction

Un phénomene sous-jacent a la polarisation d’un milieu soumis a un champ électrique
est l'interaction mutuelle qui se produit quand les dipdles électriques (molécules
polarisées) s’alignent dans la direction du champ. L’attraction des pdles opposés de ces
dipbles provoque la contraction du milieu parallelement au champ électrique appliqué (voir
figure 1.9). Ce rétrécissement de la matiere sous champ électrique est appelée
électrostriction. A la différence du phénomene piézoélectrique (effort mécanique engendré
par I'application d’un champ électrique et réciproquement) qui est spécifique a un type
restreint de cristaux, 1’électrostriction est un phénomeéne qui concerne tous les milieux
diélectriques.

L’attraction des dipdles électriques est proportionnelle a trois facteurs. Elle est
proportionnelle a I'intensité du champ électrique, a la polarisation des molécules et la
proximité des molécules les unes aux autres. Si cette attraction est homogene, ¢’est-a-dire,
si les molécules s’ attirent partout avec la méme intensité, il est évident que la résultante de
ces attractions sur une molécule est nulle. Si en revanche cette attraction varie dans
I’espace alors une force se crée suite a la contraction non homogene du milieu ;

I’électrostriction induit aussi un déplacement de la matiére.

Forces d’attraction T

Péle négatif de
Péle positif de la molécule
la molécule

Q

\

E

Figure 1.9. L attraction non homogene qui s’exerce sur une molécule entraine son déplacement vers les
régions ot cette attraction est la plus prononcée. Pour alléger la représentation, une molécule
monoatomique est utilisée dans 'illustration.
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1.4. Méthodes de résolution

Dans les microsystemes, 1’étude du mouvement et de la déformation d’objets sous
I’influence du champ électrique ne peut étre menée de maniere générale que par 1’outil
numérique et ce a cause de la complexité des dispositifs électriques mis en jeu ainsi que du
contexte de grandes déformations que subit 1’objet (difficulté de linéariser pour obtenir des
problemes solubles analytiquement). En effet, ces déformations ne sont pas déterminées de
maniere précise par les méthodes analytiques (linéaires). Ces déformations font intervenir
de surcroit la dynamique de I’écoulement ce qui rend [’utilisation des méthodes
numériques indispensable et aujourd’hui possible pour résoudre ces probleémes.

Avant I’avenement de ces méthodes la technique des multipbles était largement
utilisée en physique notamment pour modéliser le potentiel électrique induit par un objet.
En chimie, par exemple, cette technique permet, du fait de la contribution de chaque
atome, de modéliser le potentiel électrique autour d’une molécule complexe. La molécule
est représentée par un ensemble de multipéles qui donnent acceés a un ensemble
d’équations suffisamment simples a résoudre pour en déduire le potentiel qu’elle crée
autour d’elle. Nous reviendrons en 1.4.1 sur ces méthodes de résolution de type analytique
qui ont un caractere de référence.

La présentation des méthodes numériques utilisées sera pour 1’essentiel reprise de la
littérature. Les deux méthodes numériques utilisées au cours de cette these, sont la
Méthode des Eléments Finis (MEF) au travers du logiciel commercial Femlab® de la
Société Comsol incorporated et la Méthode Intégrale aux Frontieres (MIF) au travers du
logiciel que nous développons ici (CANARD).

Toute méthode numérique consiste a associer a un probleme défini par une équation
différentielle et des conditions aux limites un probleme algébrique correspondant. Dans ce
cas l'intégration du probleme différentiel revient a inverser la matrice associée.
L’obtention du systeme matriciel correspondant repose sur deux principes : choisir la
maniere d’approcher I’équation continue par une équation discrete et la forme que prend
I’inconnue dans le domaine discrétisé. Ces opérations sont effectuées soit sur 1’équation
différentielle soit sur une variante de cette équation obtenue par des transformations

mathématiques plus ou moins complexes.

1.4.1. Les méthodes des multipdles et du tenseur de Maxwell

Une somme de sinus et cosinus permet de modéliser les fonctions périodiques si nous
choisissons les bons coefficients (séries de Fourier). De la méme maniére, un

regroupement particulier de polynémes (les polyndomes de Legendre) permettent de
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modéliser certaines fonctions dans le repere de coordonnées sphériques (harmoniques
sphériques). Les coefficients associés a ces polyndémes (ou multipbles) sont appelés
moments multipolaires.

La technique des multipdles consiste a remplacer I’objet par un ensemble de
charges électriques libres qui produisent un potentiel électrique équivalent.
Le multipdle le plus simple est la charge ponctuelle unique (le monopdle ou multipdle
d’ordre 0). Le potentiel qu’il crée est distribué de fagon isotrope autour de cette charge et
le moment monopolaire est une estimation de la charge totale de 1’objet.
Le multipdle d’ordre 1 est le dipble constitué de deux charges opposées et séparées par une
distance d. Le potentiel électrique créé par un dipdle est plus complexe que celui créé par
un monopdle.

Nous verrons qu’en diélectrophorése, les particules qui se polarisent sont
généralement bien représentées par le dipdle électrique. La remise en question de ce
modele est souvent occultée par une vision exclusivement dipolaire des phénomenes de
polarisation.

Bien que ce modele simple semble convenir dans la majorité des cas, pour certaines
configurations particulieres, certains auteurs ont montré que 1’approche multipolaire avec
des ordres plus €levés était nécessaire [172]. C’est le cas notamment lorsque le champ
électrique présente de fortes non uniformités et/ou que les particules sont localisées dans
des zones ol il est presque nul.

La prise en compte des ordres supérieurs a l'ordre 1 dans les développements
multipolaires est fastidieuse. Le calcul numérique associé au développement d’ordinateurs
suffisamment puissants a permis de lever les difficultés a prendre en compte des
géométries complexes d’électrodes tout en introduisant des particules dans le domaine. 11
est possible de calculer la répartition du potentiel électrique a I'intérieur et a I’extérieur de
la particule sans faire [’hypothese qu’elle se comporte comme un dipdle électrique. Le
calcul de la force électrique totale qui s’applique sur elle est obtenu par la méthode du
tenseur de Maxwell qui est une méthode équivalente & une approche multipolaire d’ordre
infini. Nous verrons, dans le chapitre 2, le détail de la méthode du tenseur de Maxwell ; les
simulations de la configuration en champ électrique non uniforme pointe-plan montrent les
limites de I’approche dipolaire (chapitre 4).

Des solutions aux problemes électrohydrodynamiques peuvent aussi étre obtenues en
décrivant la déformation éventuelle de la particule par des techniques de perturbation.
Plusieurs auteurs [122, 123, 170, 193] ont proposé des développements au premier ordre,

mais il n’existe que des cas treés particuliers pour lesquels des développements d’ordre
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supérieur sont effectués [256]. Au chapitre 5, une résolution analytique au premier ordre

pour une configuration assez générale est présentée.

1.4.2. La Méthode des Eléments Finis

Le caractere général de la MEF est indiscutable aujourd’hui puisque de nombreux
codes commerciaux, basés sur cette méthode, existent. Nous ne nous étendrons pas sur les
fondements de cette méthode, devenue standard, pour la résolution des équations aux
dérivées partielles (EDP). Notons toutefois qu’elle souffre d’un handicap quand il s’agit de
décrire des frontieres mobiles malgré 1’existence de techniques pour les prendre en compte
(Levet Set, Ghost Fluid, ALE, pour Arbitrary Lagragian Eulerian, ou des techniques de
déformation du maillage) : leur intégration dans la MEF pénalise fortement la méthode
autant du point de vue des capacités de mémoire requises que de la précision obtenue.

Mis a part les phénomenes a frontieres mobiles, la MEF est tres utilisée dans
I’industrie, en particulier dans 1’aéronautique, dans I’industrie automobile et en
météorologie. Cette méthode est intéressante, compte tenu de sa souplesse d’utilisation, en
particulier lorsqu’il s’agit (i) de phénomenes non linéaires, (ii) de géométries complexes et
(iii) de couplage multiphysique. Le principe de la MEF, que nous verrons au chapitre 2, est
généralisable a tous les domaines de la physique pour peu que celle-ci soit modélisable par
I’hypothese des milieux continus. La prise en compte des équations non linéaires est
naturelle. Le couplage multiphysique ne pose pas de probleéme numérique particulier si ce
n’est augmenter fortement la taille des matrices a résoudre et donc exiger des ressources de
calcul importantes. L’automatisation de la méthode, en amont du type de physique qu’elle
va traiter, permet d’obtenir des logiciels qui peuvent masquer totalement la méthode a
I’utilisateur. La pertinence de cette automatisation reste cependant discutable et n’offre
aucune garantie quant au bien fondé numérique du calcul effectué. La connaissance de la

méthode par I’utilisateur reste donc, a ce jour, incontournable.

1.4.3. La Méthode Intégrale aux Frontiéres

La MIF présente, quant a elle, un double intérét pour nos applications. Son principe,
comme l'indique son nom, est de transformer les équations aux dérivées partielles a
résoudre dans tout le domaine de calcul en équations intégrales définies uniquement sur les
frontieres du domaine. L’intérét premier de la MIF est donc de ne pas étre pénalisée par
des frontieres qui se déforment au cours du temps. Ce report du probleme sur les frontieres

implique aussi une forte diminution de la taille de la matrice a résoudre. Ceci est le second
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intérét de la MIF qui nécessite beaucoup moins de ressources (mémoire et temps de calcul)
que les méthodes classiques a précision équivalente.

Il est vrai, cependant, que le passage d’équations en volume a des équations aux
frontieres ne peut s’effectuer de maniere directe que pour les seules équations linéaires de
problemes physiques tels les problemes a écoulements irrotationnels, d’électrostatique et
de conduction thermique.

Compte tenu du point de vue lagrangien de la MIF, le suivi d’interface, qui
s’accompagne lors de I’évolution d’une goutte déformable dans un fluide, se fait de
maniere souple et intuitive. En effet, a la différence des méthodes eulériennes, dites de
capture, la MIF identifie les interfaces de maniere explicite, et permet une description plus
précise de leur évolution.

Il existe plusieurs types de méthodes intégrales. Chacun est dédié a un probleme
physique particulier. Ce manque de généralité de la méthode explique en partie
I’'indisponibilité de codes MIF commerciaux (version boite noire) jusqu’a I’heure actuelle.
Les Méthodes Intégrales concernent classiquement les problemes dont la modélisation
mathématique fait intervenir des opérateurs elliptiques (qui se caractérisent par le fait que
pour connaitre I’information en un point, il est nécessaire et suffisant de la connaitre sur
une sphere qui entoure ce point). Bien que les problémes qui font intervenir des opérateurs
non linéaires et/ou des termes source (ou puits) ne soient pas le terrain de prédilection de la
MIF, comme pour les autres méthodes numériques, il est toujours possible d’utiliser des
méthodes itératives pour surmonter cette difficulté. Néanmoins, I’avantage de réduire la
dimension du probleme d’une unité de cette méthode est, dans ce cas, nécessairement
émoussé, dans une proportion dépendant de chaque cas.

En I’absence de sources de volume, le champ a déterminer (vitesse, champ électrique,
contrainte, etc.) dérive d’un potentiel qui vérifie I’équation de Laplace, de Helmholtz ou
d’autres équations similaires. Ce champ va donc étre régi par une distribution de
singularités sur la frontiere du domaine. Cette méthode, plus connue sous le nom de
méthode de singularités, a été utilisés par Bykhovskiy des 1960 et a suscité depuis
I’investissement continu de toute une communauté de scientifiques issus de disciplines
variées.

On présente dans I’ Annexe 1.1 un rapide panorama des acquis de cette communauté.

En conclusion, I'utilisation de la MIF pour la résolution de problemes aux dérivées
partielles suppose une mise en ceuvre complexe de la formulation notamment quand ces
probleémes sortent du cadre habituel de cette méthode. A cause du manque de généralité, la

MIF doit étre adaptée a chaque probleme ; plus que les autres méthodes numériques, il
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existe une dualité certaine entre le probleme mathématique a traiter et la formulation MIF
ad hoc. Bien qu’elle soit utilisée essentiellement pour résoudre les équations de Laplace et
de Helmholtz, la MIF a montré un succes indéniable pour le traitement de problémes tres
complexes en mécanique des fluides, en thermique, en électromagnétisme et en élasticité.
L’électrohydrodynamique, qui nous importe de fagon effective dans cette these, est
gérée par des équations elliptiques qui sont particulierement appropriées au traitement par
la MIF. Ces équations linéaires étendues sur les domaines volumiques se transforment
directement en équations intégrales surfaciques, indépendantes du temps de maniere
explicite. Elles peuvent €tre couplées sans encombres aux différentes équations d’évolution
du domaine (conservation de charge, bilan normal de quantité de mouvement), qui sont des
équations ab initio attachées aux interfaces, et leur caractere éventuellement fortement non

linéaire ne pose pas de difficulté spécifique.
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Annexe 1.1

Apercu des travaux MIF durant les 30 derniéres années

Parmi les auteurs les plus représentatifs utilisant la MIF, citons Tanaka et al., [261],
qui, en 1983, proposent la modélisation d’une flamme, initialement exprimée par des
équations de Navier-Stokes pour un fluide visqueux en régime transitoire couplées avec
I’équation d’énergie sous ’approximation de Boussinesq, par un systeme d’équations
intégrales. Ces dernieéres sont exprimées en fonction du noyau spatio-temporel solution
fondamentale de I’équation de diffusion. La méme année, grice a une formulation
intégrale, Takahashi et al., [266], explorent les problemes de changement de phase avec
des réactions de diffusion chimique aux interfaces, qui sont explicitement déterminées par
des équations d’évolution des concentrations de phases. Les résultats obtenus sont d’une
qualité remarquable et trés peu colteux, ouvrant ainsi la porte aux exploitations
industrielles. Tkeuchi et al., [140], utilisent une méthode similaire pour résoudre les
équations de convection-diffusion thermo-hydrauliques, qui se révele étre stable pour de
grandes valeurs des nombres de Courant et de diffusion. Onishi et al., [219], parviennent a
modéliser la dynamique d’un écoulement visqueux laminaire 2D en régime transitoire avec
des conditions aux limites de Robin par une formulation fonction de courant-vorticité en
utilisant pour noyaux de convolution les solutions fondamentales de 1’équation de Laplace
et de diffusion, respectivement. Avec un maillage beaucoup plus lache, et un pas de temps
nettement moins contraignant, ils parviennent a des résultats équivalents que ceux de la
Meéthode des Eléments Finis (MEF) pour une configuration de type convection naturelle
dans une cavité. Ces auteurs parviennent, la méme année, avec adjonction de 1’équation de
diffusion de chaleur et sous 1’approximation de Boussinesq, a simuler avec succes la
convection naturelle d’un écoulement visqueux en géométrie 2D. Bien que la précision des
résultats obtenus soit largement influencée par le choix du pas temporel, la méthode
demeure inconditionnellement stable.

Par un arrangement astucieux des équations de Navier-Stokes et de continuité, Tosaka
et al. (1985), [283], formulent des équations intégrales équivalentes (avec des Noyaux de
Stokes) qu’ils testent en régime instationnaire 2D avec succes, bien que la méthode
paraisse particuliecrement encombrante dans sa mise en ceuvre. En collaboration avec
Tanaka, ils réussissent a combiner, la méme année, conduction, convection et rayonnement

thermique en une seule formulation intégrale et montrent la validité du modele développé
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via plusieurs exemples, [221].

Par ailleurs, une formulation avec les variables primitives (vitesse et pression) est
effectuée par Tosaka pour résoudre le probleme de Stokes a bas nombre de Reynolds,
[281]. Le systeme non linéaire, reliant la vitesse a la contrainte mécanique, est résolu par
un procédé itératif approprié. La qualité des résultats obtenus pour un écoulement de
Couette, de Poiseuille a I’intérieur d’une cavité ainsi qu’a 1’aval d’une marche en dérapage,
laisse supposer une large applicabilité de la méthode. Kuroki et al., [164], choisissent une
approche différente pour résoudre un type tres proche de problémes. II s’agit d’un
écoulement de fluide visqueux en régime transitoire soumis a une contrainte thermique. La
méthode est une approche hybride MIF-méthode de la fonction de pénalité appliquée aux
équations de Navier-Stokes. Le procédé itératif semble fonctionner pour I’exemple
numérique choisi de convection naturelle dans une cavité fermée. La technique utilisée
pour approcher la différentielle temporelle semble rudimentaire eu égard au choix du pas
temporel.

Morino, dans plusieurs travaux, [202-206], présente différentes versions de la MIF a
partir desquelles les problemes linéaires les plus variés peuvent étre résolus. Pour cela, il
s’appuie sur la décomposition de Helmholtz-Poincaré qui permet de traiter les problémes
de champs non conservatifs (tels les écoulements visqueux ou le champ €lectromagnétique
avec pertes) par la MIF et ce méme si ces derniers ne sont pas solénoidaux comme en
dynamique des fluides incompressibles et en électromagnétisme lorsque se manifestent des
distributions spatiales de charges électriques libres. Les exemples traités pour les voilures
tournantes d’hélicoptere, des profils d’aile et de fuselage d’avion en régime transsonique,
font état de résultats de calcul trés encourageants.

La puissance de la Méthode Intégrale aux Frontieres est de s’appuyer sur les résultats
des calculs conduits aux seules frontieres du domaine, pour évaluer, si nécessaire, comme
sous-produit direct de ces calculs les inconnues du probleme dans le domaine en entier.
Cet avantage est partiellement perdu des qu’il s’agit d’une équation a terme source. Il est
vrai que la méthode permet toujours de se ramener vers un probleme aux frontieres, mais
I’approche entraine en général une lourde procédure itérative, qu’il n’est pas toujours facile
d’exploiter. Le travail de Partridge, Brebbia et de Wrobel, en 1992 [222], et I'idée
commengait a poindre des 1982, d’apres les travaux de Nardini et Brebbia, [211], a changé
la donne. En dépensant un effort relativement minime et tout en conservant I’élégance et la
robustesse de la méthode, 1’objectif était de proposer une extension de la MIF aux
problemes différentiels les plus généraux ; il fallait toutefois qu’apparaisse explicitement

un terme laplacien. Ainsi est apparue la Méthode Intégrale aux Frontieres a Réciprocité
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Duale (MIF-RD). Celle-ci repose sur I’approximation du terme non homogene par une
série de fonctions test a base radiale (ou encore réseau de fonctions a base radiale) dont les
primitives (dans le sens des fonctions qui admettent ces fonctions pour laplacien) sont
déterminées.

Ainsi Golberg et al., [115], en 1996, avancent une méthode efficace pour interpoler le
terme de forcage (source) par une approximation multi-quadratique. Plusieurs exemples (y
compris une géométrie 3D) sont présentés pour valider la méthode. Niku et Adey, la méme
année, propose une technique de partitionnement (dispatching) du domaine d’intégration
pour alléger la procédure d’interpolation, d’une part, et d’autre part permettre d’éviter la
procédure de condensation statique par diagonalisation de la matrice de masse et celle
d’influence interne. Bien que soumise a une batterie importante de tests numériques et
physiques, la faible généralité de la méthode et les fortes hypotheses introduites font
qu’elle reste incertaine et pas assez fiable pour étre utilisée d’une maniere systématique.

Dans un autre contexte, Chen, en 1999, propose une variante de la méthode DR-BEM
qui, grace a une décomposition ingénieuse combinée a une transformation en loi
exponentielle, permet de résoudre directement les équations de convection-diffusion
transitoires sous réserve cependant que les termes de transport soient des dérivées d’une
différentielle totale exacte, [54]. Tanaka et al., [186], propose une analyse analogue pour le
traitement de 1’équation de propagation d’onde dans le domaine temporel via une
procédure récursive couplée au probleme d’élasticité dynamique inverse, tandis que
Partridge, [223], fournit un critere, encore sommaire, pour le choix des fonctions tests
selon le type de probléme a traiter.

Tanaka et al. [270], en 2002, reprennent le formalisme pour résoudre le probleme de
conduction en régime permanent dans un matériau non homogene en définissant une
nouvelle classe de fonctions a base radiale régulieres, alors que Chen combine, dans deux
travaux distincts mais complémentaires, des fonctions régulieres a ordre élevé ainsi que
des fonctions singulieres dans I’approximation du terme non homogene de 1’équation de
Helmholtz. Il démontre ainsi la nette réduction du temps de calcul suite a ’exploitation de
la méthode de particule de frontiere (BPM), une variante de la méthode a réciprocité
multiple (MR-BEM).

Les limites de la MIF-RD vont plus loin encore. Plusieurs auteurs ont, en effet, tenté
de I'employer pour le traitement des équations non linéaires. Zhu et al., [307], arrivent avec
succes a simuler un probleme de conduction couplé avec un terme source fortement non
linéaire dli au rayonnement par micro-ondes. Ils reprennent le méme formalisme, [308],

qu’ils implémentent d’ailleurs dans un probleme de diffusion trés proche du précédent.
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Bien que le traitement du transitoire, qui s effectue dans 1’espace transformé (spectral),
rende la méthode trés coliteuse, la précision du calcul se trouve, par le fait méme de
I’approche, conservée et ce pour de longs laps de temps. Le travail trés abouti qu’ils
réalisent en 1997, [250], combine une non linéarité du matériau (et donc de I’équation aux
dérivées partielles) et des équations auxiliaires aux limites de Dirichlet, de Neumann, de
Robin et de rayonnement. Deux approches sont testées, a savoir I’approche directe et celle
par la transformée de Kirchhoff, qui bien qu’accommodante pour le traitement du systeme
différentiel, est largement pénalisante quand il s’agit d’effectuer la transformation inverse,
en post-traitement.

Un travail encore plus instructeur et plus riche se trouve dans les traités de
Balakrishnan et al., [9, 237], qui récapitulent les principales approches préconisées pour le
traitement des équations non linéaires par la MIF-RD. Les auteurs montrent aussi
I’incidence directe de la subdivision du domaine d’intégration sur 1’amélioration du

conditionnement de la matrice discrete d’influence.

28



Chapitre 2 : Modele mathématique général

Chapitre 2 : Modele mathématique général

Sont présentées dans ce chapitre les différentes forces électriques et hydrodynamiques
mises en jeu. Nous distinguerons les forces qui s’exercent en volume et les forces qui
s’exercent aux interfaces (sections 2.1). Apres présentation des équations de Maxwell, des
hypotheses simplificatrices sont émises (section 2.2). Ces hypotheses seront justifiées dans
le cadre des applications visées dans cette these. Le probleme couplé EHD étant assez
complexe, le probleme électrique est considéré, en premiere approche, dans deux
configurations asymptotiques : le régime électrique quasistatique et le régime électrique
sinusoidal. Par la suite, les lois de conservation sont écrites pour I’hydrodynamique et le
couplage EHD sera finalement effectué (section 2.3). Le traitement du déplacement de
particules solides (cellules biologiques supposées rigides ou corps synthétiques
indéformables) sujettes a une force DEP sera distingué du traitement de la déformation et
déplacement de gouttes de liquide en EHD. Dans le premier cas, on est confronté au
probleme de déplacement a faible vitesse de particules solides. Dans le second cas, il faut a

la fois suivre la déformation et le déplacement des gouttes.

2.1. Inventaire des forces mises en jeu

Les microsystemes considérés dans la présente étude font intervenir des échelles allant
du micrometre au millimetre. Ces échelles sont donc nettement supérieures au libre
parcours moyen (distance moyenne parcourue par une molécule entre deux collisions
successives) des fluides qui est de I’ordre du nanometre. Ainsi, I’hypothése de considérer
les fluides comme des milieux continus reste admissible. Tous les développements relatifs
a la mécanique de ces fluides seront effectués sur cette base.

Dans ce cadre, l'interaction entre matiere et champ électrique se modélise par

I’intermédiaire de plusieurs forces qu’il s’agit de distinguer.
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2.1.1. Les forces électriques

2.1.1.1.Les forces ékcriques de volim e

Suite a I’application d’un champ électrique dans une domaine homogeéne donné, on
définit en tout point une densité de force €lectrique (ou force électrique volumique), qui
figure comme un terme source spécifique dans I’équation locale de quantité de mouvement
étendue a tout le domaine. Cette force comprend trois composantes fondamentales.

" Ta force de Coubm b

En fonction de leur signe, deux charges électriques ponctuelles O, et Q, disposées

dans le vide I’une a proximité de 1’autre s’attirent ou se repoussent. Cette force électrique

est proportionnelle aux charges électriques et inversement proportionnelle au carré de la

distance ||r|| qui les sépare. C’est la loi qui exprime la force de Coulomb formulée par :

FCoulomb — 1 Ql X QZ e (21)

dzey

ol &, =8.8542x107"? F/m est la permittivité du vide et e, = r, / ||r|| un vecteur unitaire porté

par la droite qui relie les deux charges. On démontre que la loi de Coulomb est valable

aussi bien a 1’échelle atomique (= A) qu’a I’échelle macroscopique (=km ). Dans le cas

ou le milieu est autre que le vide, la forme de cette force similaire a (2.1) :

1 X
iCoqumb — Ql 2Q2 ei (22)
4rz |
ou & est la permittivit¢ du milieu précisée dans le paragraphe suivant. Le terme
Qe / 4re, ||r||2 est regroupé en une seule entité appelée champ électrique E .

Ces considérations permettent de se rattacher a une définition élémentaire de la force de
Coulomb car habituellement, le champ électrique E est défini de facon beaucoup plus

générale : nous le considérons comme une donnée sur tout le domaine considéré. Soit g, la
densité volumique des charges électriques, la densité de la force de Coulomb s’écrit alors :
fvSoulonlb — qv Ei (23)
" la force d Bkctoostrictibn
La déformation d’un élément fluide provoquée par 1’attraction des molécules qui se
polarisent sous l'effet du champ électrique appliqué est appelée électrostriction. La

polarisation d’un matériau augmente a mesure que I’excentricité des barycentres des

charges liés positives et négatives augmente par 1’application du champ électrique. La
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polarisabilit¢ d’un matériau est caractérisée par sa susceptibilité électrique y. La

susceptibilité électrique d’un diélectrique est toujours positive. Souvent, on admet une loi
linéaire entre la polarisation d’un diélectrique et le champ électrique appliqué (voir
chapitre 1). Le facteur de linéarité est donné par la quantité &,y , ou &, n’est autre que la
permittivit¢ du vide. Par définition, la quantité e£=¢g,+¢5,y est la permittivité du
diélectrique considéré. Si cette permittivité est grande devant la permittivité du vide, le
matériau sera tres polarisable (I’eau par exemple). Si cette permittivité est proche de celle
du vide (les huiles par exemple) le matériau ne sera que faiblement polarisable. Puisque la
polarisation est liée, au cas des dip6les permanents pres, au champ électrique qui
I’engendre, I’'inversion du champ électrique, qui entraine ainsi I’inversion de polarisation,
ne modifie pas la déformation subie. Si le champ électrique est uniforme, alors la résultante
des forces d’électrostriction sur 1’élément fluide est nulle. En revanche, si le champ
électrique est non uniforme, 1’élément fluide aura tendance a se mouvoir vers la région ou
le champ est plus intense.

L’expression de la densité de force d’électrostriction est donnée par (la sommation s’opere

sur les indices répétés), [169],
f‘vcfl[ectmstriction — %ai (Ek Ek (%j pJ (24)
ap T=Cte

ou p estla masse volumique du fluide et T la température.

Parce que la force d’électrostriction s’écrit sous la forme d’un gradient, elle est souvent
assimilée a une pression supplémentaire.

" La force d2kctrique

La troisieme force électrique qui est susceptible de s appliquer est la force
diélectrique. Cette derniere, appelée force de Korteweg-Helmholtz [46], se manifeste
lorsqu’une variation spatiale de la polarisabilité de 1’élément fluide se produit. La variation
dans I’espace de la permittivité électrique & peut étre due soit a une non homogénéité du
méme matériau (soumis a un gradient thermique par exemple) soit a la coexistence de
plusieurs matériaux (ou phases) homogenes. Ce dernier cas ol la permittivité subit un saut
sera considéré dans le paragraphe 2.1.1.2. La forme de la densité de force diélectrique

correspondant au premier cas sera donnée dans ce paragraphe.

Le point de départ des deux cas des donné par le tenseur de Maxwell T défini par :

Télectrique — g(EE—%(EE)H)-’-%(EE)(S_gj p]I (25)
Py
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En intégrant la force d’électrostriction a la pression, comme mentionné plus haut,

I’expression (2.5) se réduit a la forme standard suivante :
T = ¢(EE—-4(E-E)I) (2.6)
La densité de la force électrique est calculée par, [178],
S VR (2.7)
L’expression de la force électrique se déduit, selon [48] (formule 3.49) et [169], par :

félectﬁque — _%EkEk (855)+pE1‘ (28)

ot 0, =0/dx, . On voit ainsi que la densité de la force €électrique, telle que donnée par (2.7),

inclut la force de Coulomb, a laquelle elle se réduit si la permittivit¢ ¢ du milieu est
uniforme. C’est le premier terme de la force électrique (2.8) que 1’on appelle force

diélectrique.

2.1.1.2.Les forces ékctriques de surface : ks hterfaces fluidde-fluie

Abordons le cas évoqué plus haut ou il se produit, d’un domaine a un autre, non pas
une variation continue mais un saut de permittivité. C’est le cas, notamment, des interfaces
qui séparent deux fluides diélectriques non miscibles. Dans ce cas, il n’est plus possible de
définir pour des points situés sur ces interfaces des bilans locaux qui fassent intervenir des
forces volumiques continues. A la place, on introduit des bilans locaux a partir des forces
qui s’exercent sur un élément d’interface d’aire unité, de part et d’autre de 1’interface. Ces

contraintes relatives a chaque milieu apparaissent sous la forme d’un saut :

félectrique — n(e) . Télectrique(c’) + n(i) . Télectrique(i) —n- (T électrique(i) _ Télectrique(e)) (29)
n' (resp. ') est la normale 2 I'interface extérieure au fluide (e) (resp. fluide (7)) et

I’on choisit de définir arbitrairement n =n" (voir figure 2.1).

Figure 2.1. Force électrique appliquée a une interface de deux fluides.

Pour des questions de concision pour la suite, on introduira la notation [[ ]] définie par :

Hn T électrique " — n(e) T électrique(e) + n(i) T &lectrique(i) (2 10)
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Apres projection de (2.9) sur la normale n et les vecteurs tangents t, (o =1,2),a

I’'interface, on trouve :
I [g(” EVEY - VETEY - (2 - £ ) (E}+E] )} / 2 2.11)

fsélectrique .t o = 1, 2 (2 12)

a

=(e"EY - £EVVE, =q,E

t,
Si nous considérons un objet immergé dans un fluide non miscible, alors I'interface, qui
sépare les deux milieux, sera fermée. Par définition, si I’objet est rigide (auquel cas il est
appelé particule), aucune déformation ne se produit. Les contraintes électriques, telles que
données par (2.11), (2.12), ont néanmoins, apres intégration sur la surface, un effet global
sur la particule. C’est dans ce sens que 1’on appelle force électrophorétique et force
diélectrophorétique les forces résultant de la contribution des toutes les contraintes de
Coulomb et celles purement diélectriques, respectivement, sur la particule.

En outre, si I’objet est susceptible de se déformer (c’est le cas notamment des gouttes de
fluide), au déplacement induit par la force résultante s’ajoutent une déformation due

principalement aux contraintes qui s’exercent sur la normale a I'interface.

2.1.2. Les forces hydrodynamiques

Pour un objet immergé dans un fluide, les forces électriques s’équilibrent, dans les
bilans locaux volumique ou surfacique, avec les forces hydrodynamiques. Les forces
hydrodynamiques se subdivisent en quatre classes : les forces d’inertie, les forces de
pression, les forces visqueuses et la tension de surface. Dans la présente étude, la tension
de surface n’est considérée que pour les gouttes de fluide ; les cellules biologiques et les
particules synthétiques sont supposées rigides en premiere approche si bien que le domaine

qu’ils occupent n’est pas décrit localement mais en bloc.

2.1.2.2.Les forces hydrodynam iques de volum e

" Les forces dmerte :

L’expression de la densité volumique de la force d’inertie est classiquement donnée
par :
mertie
I =p—L (2.13)
b =P
ol le symbole D/Dt représente la dérivée particulaire définie par :

2=(§+u-v) (2.14)
Dt ot

" Les forces de pressbn
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A échelle microscopique, la pression se traduit, pour les fluides, par I'intensité et le
nombre de chocs que regoit une surface par unité de temps. Ces collisions se produisent
naturellement par le mouvement aléatoire (brownien) des molécules du fluide. Puisque la
force de gravité dérive d’un potentiel (et s’écrit donc sous la forme de gradient de ce
potentiel) elle est assimilée a une pression. La somme de cette pression, de la pression
associée a I’électrostriction et de la pression hydrodynamique est appelée pression
modifiée.

" Les forces visqueuses :

Pour un fluide newtonien isovolume (incompressible par effet de pression et
indilatable par effet de température), la force de pression ainsi que la force de viscosité
peuvent étre rassemblées sous le terme d’une divergence d’un tenseur, appelé tenseur des

contraintes I, soit :
[ =-pl+ u(Vu+(Vu) ) (2.15)

ou p est la pression et u la viscosité dynamique et I’exposant ¢ indique le tenseur

transposé.

La densité de la force volumique associée a ces termes s’écrit :
fhydmdynamique — V . H (2 16)
Soit, apres simplification (le fluide est supposé isovolume, cf. § 2.4.1) :

fldodmaniaes — v+ yViu=-Vp— 1V x® (2.17)

On observe que les forces visqueuses disparaissent si [’écoulement est supposé
irrotationnel.

Le terme de pression peut inclure, entre autres, la force d’électrostriction, soit :

A 1
p= phydrodynamlque +_Ek Ek (%j p (2 18)
2 ap T=Cte

" La force de gravieé :

L’expression de la densité volumique de la force de gravité est donnée par :

gravité

vi P8 (2.19)

ou g est ’accélération de la gravité supposée constante.
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2.1.2.2.Les forces hydrodynam jues de surface
A T'image du traitement effectué au § 2.1.1.2, la densité surfacique des forces
hydrodynamiques de pression et de viscosité est également obtenue par le saut normal a

I’interface du tenseur des contraintes IT :
fshydrodynamique -n- (H(l) _ H(e)) (220)

Soit :
f:\ydrodynamique — [[n . H]] (22 1)

Apres projection de cette équation sur la normale n, on trouve :
fodredmamiae g = Hn : (—p]l + ,u(Vu +(Vu) ))“ ‘n
fshydrod}’namique n= [[n . (_p]I + 2,UVll + um x (,))Il ‘n (222)

ou ® est le champ tourbillonnaire :
®=Vxu (2.23)

Soit si les écoulements sont irrotationnels :

fShydrodynamique ‘n= _p(i) + p(e) + 2Iu(’) (n(i) . Vu(i) ) - 2,Ll(e) (n(e) . Vu(e) ) ‘n (224)

n

A la différence de I’équation volumique (2.17), I’équation surfacique (2.24) montre que les
forces visqueuses ne disparaissent plus si I’écoulement est supposé irrotationnel. On
constate donc que I'irrotationnalité n’implique aucunement 1’absence d’effets visqueux. Il
sera donc justifié d’étudier certains effets visqueux avec les modeles irrotationnels qui
seront utilisés plus loin. En revanche, ces effets ne seront que partiels et ne peuvent
prendre en compte le cisaillement.

Si I’on projette, en revanche (2.21) selon les vecteurs tangents a I'interface t, (a=12),

on obtient :
g “n, ﬂ(Vu +(Vu) )“t a=12 (2.25)
soit si les écoulement sont irrotationnels :
grvarodmamiae ¢ 2 Op.vy ¢ —240-vult,, a=12 (2.26)
"  la tenson de surface :

Pour aborder cette force, il est instructif d’examiner le comportement microscopique
sous-jacent. A I'intérieur d’un fluide, chaque molécule est entourée de toutes parts par
d’autres molécules. Elle est soumise a des interactions, forces attractives dites de cohésion

moléculaire, dont la somme est nulle si la symétrie sphérique est respectée. A la surface du
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fluide, la somme de ces interactions est non nulle. Déformer un objet fluide revient a
modifier le rapport entre son volume, constant dans notre cas (fluide isovolume), et I’aire
de sa surface. L’énergie dépensée pour augmenter, par exemple, 1’aire d’un objet fluide
correspond a celle qui est nécessaire pour amener les molécules de I'intérieur vers la
surface. En effet, I’aire de la surface ne peut s’accroitre qu’aux dépens des molécules qui
viennent de I'intérieur (comme illustré par la figure 2.2).
Pour augmenter cette aire, il faut donc fournir du travail entrainant une variation de
I’énergie de 1'objet. La grande mobilité des molécules dans les fluides, due a la faiblesse
des forces de cohésion, permet une répartition homogene du travail fourni. On peut donc
admettre que le travail W de déformation soit proportionnel a la quantit¢ de molécules
ramenées a la surface, c’est-a-dire a la variation méme AS de I’aire S de la surface :

W =yAS (2.27)
Le facteur y est un facteur de proportionnalité. Selon le principe des moindres actions, les

configurations habituelles d’équilibre correspondent aux états d’énergie minimum et donc
les surfaces d’équilibre des fluides doivent étre de surfaces a aire minimale. En utilisant la
théorie générale des membranes élastiques, Young a proposé d’assimiler I’interface entre
deux fluides a une membrane infiniment mince, tendue, de maniere que la force exercée
sur un élément de ligne située sur I’interface soit perpendiculaire a cet élément et

proportionnelle a sa longueur par le facteur y. Ce facteur ne dépend que de la nature

chimique et de la température des deux fluides en présence. Ceci est, par définition, la

tension interfaciale d’un fluide en contact de 1’autre, appelée tension de surface y .

Molécules
provenant de
I'intérieur de la
goutte

Figure 2.2. Une goutte de fluide (composée d’un grand nombre de molécules) suspendue dans un gaz. Lors
de la déformation de la surface de cette goutte (qui entraine une variation de son aire) des molécules sont
ramenées de I'intérieur de la goutte vers cette surface moyennant une guantité d’énergie dépensée.

Plusieurs facteurs peuvent influencer de maniere perceptible la tension de surface tels la
présence dans les fluides d’agents chimiques appelés tensio-actifs (ou surfactants en

anglais) ou la variation de la température.
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Dans le cas général ou la tension de surface varie le long de I’interface, la force de surface

f/ qui lui est associée possede des composantes normale et tangentielles données par :
fi n=yVs'n (2.28)
f7t, =—Vyt, a=12 (2.29)
Le symbole V. est la projection de l’opérateur V (gradient) sur le plan tangent a

I’interface, soit :

Vs =(I-nn)-V (2.30)

2.2. Formulation géneérale des phénomenes électriques

Seront d’abord présentées les équations de 1’électromagnétisme sous leur forme la plus
générale. Les hypotheses simplificatrices qui entrent dans le cadre des problemes de
microsystemes a traiter ayant été définies, il sera possible de spécifier les nouvelles
équations en tenant compte de ces hypotheses. Enfin, les différentes conditions aux limites

associées au probleme électrique seront précisées.

2.2.1. Equations de Maxwell et relations constitutives

Pour un diélectrique quelconque, les équations de Maxwell sont les suivantes, [48,
187],
1. L’induction magnétique B est solénoidal (conservation du flux ou encore,
insécabilité des pole magnétiques Nord et Sud), c’est-a-dire qu’il obéit a la relation :
V-B=0 (2.31)
2. La loi de Lenz (ou de Faraday) d’induction électromagnétique, qui correle la
génération du champ électrique E (ou de la force électromotrice) a la variation de
I’induction magnétique B, s’écrit :

VxE :—a—B (2.32)
ot

3. Laloi de Gauss, exprimant la conservation du flux du champ déplacement électrique
D a travers une surface fermée dii aux charges électriques libres que cette surface
renferme, s’écrit sous forme locale :

V:-D=g (2.33)
ou g est la densité volumique des charges électriques libres.

4. Le théor¢me d’Ampere, reliant le champ magnétique au courant électrique qui

I’engendre, s’exprime sous la forme différentielle suivante :
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VxH=j+— (2.34)
ot

ou H est le champ magnétique et j la densité du courant électrique.

Deux relations constitutives sont ajoutées a ces équations, a savoir :

1.  La proportionnalité entre champ vecteur déplacement D et champ électrique E
(linéarité du milieu diélectrique) :

D=¢E (2.35)

& est la permittivité du milieu qui peut étre une quantité notamment tensorielle
(dépendant de la direction).

2. La proportionnalité entre densité de courant électrique j et champ électrique E
(appelé régime ohmique) :

j=oE (2.36)

Cette derniere relation constitutive est en fait le résultat de plusieurs
approximations qui supposent que :

i. Les milieux considérés soumis au champ électrique sont en équilibre
thermodynamique pour que [’électroneutralité soit vérifiée localement en
volume ; les charges électriques ne sont admises que sur les fronticres et les
interfaces fluide-fluide ;

ii.  La conductivité électrique o de chaque milieu est homogene et isotrope : c’est
une quantité scalaire constante pour chaque liquide.

Pour les approximations (i) et (ii), une explication plus approfondie s’impose. La
conductivit¢ d’un liquide (ou d’un fluide, en général) provient de la dissociation-
recombinaison et de la migration des porteurs de charge électrique (des ions, en général)

dans ce milieu. Pour fixer les idées, supposons qu’il n’existe que deux types de ces

porteurs de charge, des cations A" et des anions B~, dans le liquide en équilibre

thermodynamique :

ou la constante de recombinaison k, donnée par :

k, = _A B (2.37)

&

En équilibre thermodynamique, la constante de dissociation k,, est reliée a k, par :

ky[AB]=k,[ A" | B ] (2.38)
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La conductivité électrique o du liquide est reliée aux concentrations via la relation :
o=(K.[A]+K, [B ])a. (2.39)
ou KA+ et KR, sont les mobilités des porteurs de charges A* et B™, respectivement, et
définissent la facilité avec laquelle ces porteurs se déplacent dans le liquide. La mobilité
dépend faiblement de la nature du porteur de charge mais varie notablement en fonction de

la viscosité du liquide dans lequel il se meut. g, est la charge électrique de I’électron.
Les porteurs de charge ne sont plus en situation d’électroneutralité et se manifeste une
variation propre de chacune de leur concentration comme indiqué par la figure 2.3. En

présence de charges libres portées par une collection d’ions indicés i, la densité de courant

j est définie, de maniere générale, par :

i= 2 q.u+kg, E-DVq,, (2.40)
i porteurs

de charge

(ol u est la vitesse du fluide, K, et D, la mobilité et la diffusivité, respectivement du

porteur de la charge g, ;).

Figure 2.3. Variation de la concentration des porteurs de charges dans le liquide. Cette variation entraine
une modification de la conductivité électrique du liquide jusqu’a une distance A = max (/IC,/ID) aux

électrodes.

A cause de cette non uniformité, I’approximation d’une conductivité du liquide o donnée
n'est plus valable. Deux distances caractéristiques sont mises en jeu: la distance de

migration des porteurs de charges, notée A., et la distance de diffusion, appelée longueur

de Debye, notée A,, de I’ordre de [48] :

A-=KET (2.41)
A, =Dz (2.42)

ou K et D sont la mobilité et le coefficient de diffusion de 1’'un des porteurs de charges

(A" et B7) et t le temps nécessaire pour la distribution des charges électriques atteigne le
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régime d’équilibre ; c’est par définition le temps de relaxation électrique du liquide. Ce
temps est donné par :

&

T= (2.43)

o est la conductivité du liquide.

En fonction de la valeur de 4. et de A,, par rapport a la taille du dispositif d’électrodes,

nous pouvons admettre ou pas la recevabilité de I’approximation ohmique. Nous différons

cette analyse au paragraphe 2.2.3.

2.2.2. Approximation quasistatique

La premiere approximation effectuée pour simplifier le traitement des problemes
d’électrohydrodynamique dans les microsystemes considérés dans notre étude est de
supposer que :

1. Le champ électrique obéit a I’approximation quasistatique : une faible interaction
entre le champ électrique et le champ magnétique est supposée ;

2. La taille des systemes étudiés est telle que pour un domaine connexe du méme
fluide, une variation du champ électrique dans une partie du domaine se fait sentir
instantanément dans tout le domaine (pas de retard dans une phase homogene de
fluide).

Ces deux hypotheses restent liées. En effet, négliger les variations de 1’induction
magnétique B signifie que 'on néglige les effets d’induction magnétique dus aux
variations temporelles du champ électromagnétique. En effet, siles électrodes sont
alimentées sinusoidalement, le champ électrique et le champ magnétique dans le liquide
diélectrique sont également sinusoidaux dans le temps. Ces variations du champ
magnétique sont a 1’origine de la création de courants électriques dans les diélectriques
conducteurs en présence. Ces courants, qui apparaissent en surface, sont appelés courant
de Foucault. La profondeur de pénétration de ces courants dans la matiere est déterminée

(pour un diélectrique de forte conductivité) par I’ épaisseur de peau ¢ définie par [172] :

5o L (2.44)
ﬂ_fymagnenque o

ol f estla fréquence du champ électrique appliqué, """ la perméabilité magnétique
du fluide diélectrique (dans notre cas le liquide) et o sa conductivité électrique, bien
entendu. Faire 1’approximation quasistatique revient a négliger la présence de courant de

Foucault. On montre que 1’approximation quasistatique est une hypothese valable si
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I’épaisseur de peau O est plus grande que les dimensions du diélectrique conducteur.
D’apres (2.44) on voit que I’épaisseur de peau est d’autant plus petite que la fréquence est
grande et/ou que le milieu diélectrique est conducteur. Les phénomenes d’induction
prennent donc effet a haute fréquence et/ou pour les diélectriques fortement conducteurs. Il
convient donc de vérifier 1I’approximation quasistatique dans le cas des hautes fréquences
et des grandes conductivités. Plus les dimensions du systeme sont petites, plus
I’approximation quasistatique est confortée.

Le tableau 2.1 donne les épaisseurs de peau dans la solution physiologique et dans
une solution de Mannitol (C.H,,0,), calculées pour différentes fréquences en considérant

magnétique

que ces deux liquides ne sont pas magnétiques (u =puu,, avec pu =1 et

U, =4 x107). L’épaisseur de peau & dans la solution physiologique devient inférieure

au millimetre des lors que 1’on passe a la centaine de kilo Hertz. Dans les microsystemes
considérés, la plus petite dimension est celle de la distance qui sépare les électrodes qui est
de ’ordre de 100 um. Au-dela de 100 MHz, se développent donc des courants de Foucault
non négligeables dans la solution physiologique du fait de sa forte conductivité électrique
et des dimensions du systeme. Le premier effet de ces courants est d’induire des
échauffements. Ils peuvent aussi étre a l’origine de forces de Lorentz-Laplace qui
entrainent le liquide et conduisent a des écoulements magnétohydrodynamiques. Négliger
les courants de Foucault dans les solutions physiologiques (souvent trés conductrices) est
une approximation qui devient discutable des que l'on travaille a des fréquences
supérieures au Méga Hertz. Quant il s’agit maintenant du Mannitol, nous remarquons que
le courant de Foucault reste sans effet jusqu’au Giga Hertz. Apres un rapide tour d’horizon,
on veut que I’hypothese quasistatique reste donc valable pour les microsystemes dans une
large gamme de fréquence. Nous devons cependant garder a I’esprit que 1’approximation
quasistatique est loin d’étre toujours vérifiée, méme dans les microsystemes considérés,
notamment lorsque les tampons biologiques sont fortement conducteurs et les fréquences
du champ électrique appliqué élevées. D’autre part, I’approximation quasistatique, en vertu
des relations (2.32) et (2.33), implique que le champ électrique satisfait une équation
elliptique, dans laquelle le temps n’intervient pas (d’ou I’assertion de I’instantanéité de

propagation d’un perturbation électrique dans les microsystemes).
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Tableau 2.1. Variation de l'épaisseur de peau en fonction de la conductivité du tampon et la
fréquence du champ électrique appliqué.

Epaisseur de peau 0 dans Epaisseur de peau 6 dans

Fréquence une solution physiologique du Mannitol
(0=2.5S/m) (o =140 pS/m)
1 Hz 35.7 cm 47.68 m
1 kHz 1.13 cm 1.5m
10 kHz 3.57 mm 47.7 cm
100 kHz 1.13 mm 15 cm
1 MHz 375 um 477 cm
10 MHz 113 um I.5cm
100 MHz 37.5 um 477 mm
1 GHz 11.3 um 1.5 mm

2.2.3. Hypothéses supplémentaires du modéle électrique

L’hypothese de colinéarité du vecteur déplacement D et le champ électrique
E suppose en réalit¢ 1'absence de dissipation d’énergie par polarisation (pertes
diélectriques). Or une des formes d’échauffement d’un fluide diélectrique provient des
frictions générées entre les molécules du fluide diélectrique polaire : 1’orientation
statistique (moyennée) des dipdles permanents, qui suivent statistiquement le champ
électrique, s’effectue avec un certain retard. Ce comportement se produit pour les hautes
fréquences, quand les dipdles que constitue le fluide diélectrique n’arrivent plus a suivre le
champ électrique excitateur. Pour I’eau, cette fréquence est de I'ordre de 3 GHz. Pour
assurer la validit¢ de I’hypothese 3, il est donc impératif d’appliquer des champs
électriques dont la fréquence est inférieure a cette valeur critique.

Au paragraphe 2.2.1., nous avons supposé que la conduction des fluides était supposée
obéir a la loi d’Ohm. Nous tentons ici de justifier cette hypothese. En effet, dans nos
applications, deux situations se distinguent :

= La premiere est celle ou le fluide est de 1’eau :

o Si elle est pure (auquel cas (A+,B’) :(H3O+,OH’)) la mobilité des

ions  vaut K, ~K = 2x107"m?*/V.s et leur diffusivité

D, ..~D., =10"n/s’. Pour E=10"V/m, o =10"S/m et &=280s,

H;
on trouve 7=10"s, A.=2x10"m et A,=1um. Dans Iles

microsystémes ou la distance entre électrodes est largement supérieure
au micron, I’approximation d’une conductivité donnée est valable et

I’électroneutralité vérifiée, sinon il faut tenir compte des équations de
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conservation de chaque espece ionique pour pouvoir relier la densité du
courant j au champ électrique E. Les régions pour lesquelles la
constance de la conductivité et 1’électroneutralité de 1’eau ne sont pas
vérifiées restent confinées trés proche des électrodes.

o Dans ce cas d’une eau salée, la totalité du sel AB (du NaCl par

exemple) est dissoci€ée. Pour o =1S/m, K . ~K__ =2x 105 m2/V.s
et DNa+ ~ DCI’ =3 1079 l'l']/s2 , on trouve r= 10—9S , //i,C ~ 10_]0m ot

A, =10"m. Ces distances sont totalement négligeables devant la taille
des microsystetmes en question si bien que nous considérons
I’approximation de la conductivit¢ du liquide valable et
I’électroneutralité satisfaite partout.

= Pour une huile, des traces d’impuretés de sel qui sont tres faiblement

dissociés maintiennent une tres faible conductivité. En appliquant un champ
électrique E =10"V/m, avec une conductivité de I'huile o =10""S/m, une
permittivité &=2g, et des mobilités d’ions K =10"m’/V.s, le temps de
relaxation vaut 7=0.2s, A.=2x10"m=20um et A,=2x10"m=2pum.
Dans les microsystemes (dont la distance entre électrodes est de 'ordre de
100 ym) et en régime électrique continu, quand le liquide est tres peu
conducteur, I’électroneutralité n’est pas toujours vérifiée et la validité de
I’approximation de la conductivité du liquide est remise en cause. Dans ces cas,
il est indispensable de tenir compte des équations de conservation de toutes les
especes ioniques mises en jeu. Une exception peut étre faite pour les champs
électriques alternatifs pour lesquels la période T <« 7 auquel cas les porteurs de
charge n’auront qu’un laps de temps égal & T/2 pour migrer. Dans les mémes
conditions que précédemment, une fréquence du champ de 50 Hz, les ions ne
parcourent qu’une distance égale & A=KET/z=1pm. La variation
d’épaisseur de zone ou une charge d’espace subsiste ne peut excéder cette
distance A ; I’électroneutralité est vérifiée et I’approximation de la conductivité
du liquide est valide dans la quasi-totalité¢ de 1’espace entre électrode (pourvu

que celui-ci soit tel que d > 20 um).
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2.2.4. Equations électriques simplifiées des solutions asymptotiques

Deux classes de solutions électriques asymptotiques, ou régimes d’équilibre, vont
jouer un role essentiel dans notre étude : le régime permanent et le régime sinusoidal. Une
solution asymptotique est une solution vers laquelle tend le systeéme une fois que les effets
transitoires se sont évanouis. Dans les problemes d’EHD que nous aurons a traiter, les
échelles de temps seront essentiellement fournies par les effets hydrodynamiques qui sont
les plus lents. Ces derniers pilotent donc les évolutions des systemes considérés tandis que
les phénomenes électriques, qui sont beaucoup plus rapides, s’adaptent quasi
instantanément a ces évolutions. C’est en ce sens que les solutions asymptotiques ci-dessus
évoquées sont importantes et suffisent a décrire les aspects électriques. Ainsi le régime
permanent, dit quasipermanent ou encore quasistatique, est utile pour décrire des
stimulations électriques continues tandis que le régime sinusoidal est utile pour décrire des

stimulations électriques alternatives.

22.4.1.Le régin e quasiem anent
L’absence d’interaction entre le champ électrique et le champ magnétique implique :
VxE=0 (2.45)
Le champ électrique devenant irrotationnel, il dérive d’un potentiel, appelé potentiel
électrique V , soit :
E=-VV (2.46)
L hypothese 3 de linéarité électrique des fluides implique :
D=cF (2.47)
avec D'’hypothese 1 d’absence d’accumulation de charges électriques de volume,

I’introduction de cette équation dans la loi de Gauss (2.33), donne :
V~(8VV):O (2.48)
Puisque les propriétés électriques de chaque fluide k sont constantes, I’équation (2.48)
devient :
vy =g (2.49)
22.42.Le régin e shusodal

Pour le régime électrocinétique stationnaire, les champs électriques sont supposés

osciller a la méme fréquence f que celle du champ électrique d’excitation. Nous

établirons plus loin une condition nécessaire et suffisante pour que cette hypothese

supplémentaire soit vérifiée. En adoptant la notation complexe, les champs électriques sont

fonction du temps par une forme en e’ (j* =—1 et @ =27 f ). Ceci implique que :
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E= Re[Eefw’] (2.50)
V= Re[\?ef‘w’] (2.51)
q=Re|ge™ | (2.52)

ol les quantités E :(Ex’Ey’Ez)’ V et g sont complexes qui incluent I’amplitude et le
déphasage (par rapport a la phase du champ électrique excitateur)des quantités physiques
réelles qui leur correspondent. Il découle que :

E=-VV (2.53)
En tenant compte des hypotheses 2 et 3 la loi d’Ampere, apres avoir pris la divergence de

I’équation (2.34), s’écrit :

V-(JEJFga—E):O (2.54)
ot
Si I’on introduit ’expression complexe du champ électrique dans cette derniere équation,
on trouve :

V.j=0 (2.55)
ol

j=GE (2.56)
et

oc=0+ joe (2.57)

j est appelé vecteur densité de courant complexe et & la conductivité complexe.
La combinaison de (2.53) et de (2.55) implique finalement :
V-(5VV)=0 (2.58)

Au sein de chaque fluide, la conductivité et la permittivité sont uniformes. Ceci implique :

v?V® =0  pour chaque fluide & (2.59)
Bien que le traitement se fasse a valeurs réelles pour le régime permanent et a valeurs
complexes pour le régime sinusoidal, les équations a résoudre restent formellement
identiques. Le champ électrique appliqué est sinusoidal, mais la linéarité des équations de

Maxwell permet d’étendre cette formulation pour n’importe quelle forme d’un signal

périodique.
2.2.5. Conditions aux limites électriques

Trois types de conditions aux limites peuvent étre rencontrés :
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1. Un potentiel électrique imposé : ce sont les électrodes que 1’on considere infiniment
conductrices ;

2. Une composante normale du champ électrique nulle: ce sont des frontieres
parfaitement isolantes ;

3. Une troisieme forme de conditions aux limites, valable aux interfaces, exprime la loi
de Gauss et la loi d’Ampere écrites a ces interfaces. Cette condition s’écrit de maniere
différente, selon que le régime électrique est permanent ou sinusoidal, comme détaillé dans

ce qui suit.

2.2.5.1.Condibns aux hterfaces en régin e ékctrostatijue pem anent

Pour ce régime, la loi de Gauss (2.33) s’écrit au niveau de I’interface :
[n-D]=n- (D(i) - D(e)) =g, (2.60)
La loi d’ Ampere formulée en tenant compte du mouvement de I’interface s’écrit, quant a
elle, sous la forme générale suivante, [50, 261],

%-i-un(v'n)qs+qsvs'us+vS'Ks_[[n.j]]:O (261)

K,=-D\V, (2.62)

interface
D, représente la diffusivité des charges électriques a l'interface, u n et u_ la vitesse
normale et tangentielle a I’interface, respectivement.

L’équation d’évolution (2.61) est utilisée pour alimenter le systeme électrique intégral a
résoudre, en plus de 1’équation de continuité du potentiel électrique :

V(i) — V(e)

(2.63)

interface interface

Pour le moment, le terme transitoire, dans 1’équation d’évolution de la charge a I’interface,
est conservé. Nous verrons par la suite dans quelles configurations d’EHD ce terme est
négligeable ou pas. En fonction de ce choix, nous obtiendrons des variantes de la méthode

de résolution comme indiqué au chapitre 3.

2.2.5.2.Condibns aux interfaces en r¥gin e ékctrique shusodal
Dans le cas du régime sinusoidal, un traitement de 1’équation (2.55), similaire a celui

effectué a la section précédente, implique 1’équation suivante :
[n-§]=0 (2.64)
Soit :

n(7-3)=0 (2.65)
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A travers une interface, susceptible ou non d’étre le lieu d’accumulation de charges
électriques libres, la composante normale du vecteur densité de courant complexe se
conserve. Notons que le vecteur densité de courant complexe comprend la composition des

contributions de la polarisation et de conduction des charges électriques. De méme que

précédemment, est assurée la continuité du potentiel électrique complexe V a travers
I’interface :

7 _i

interface

(2.66)

interface

2.3. Formulation générale des phénomenes hydrodynamiques
2.3.1. Equations dans le domaine

Les écoulements considérés concernent plusieurs fluides en coexistence. Ces fluides
possedent les propriétés suivantes :

1.  Ce sont des fluides incompressibles : la masse volumique p de chaque élément

fluide est supposée constante au cours du mouvement de cet élément. Cette constance

se traduit par :
=—+u,0,p=0 (2.67)

2. Dans le cas d’une goutte, les fluides sont non miscibles : les frontieres qui séparent
les deux fluides (interfaces) sont imperméables. Bien que ces interfaces soient
susceptibles de se déplacer, aucune masse n’est autorisée a les traverser. Ces
interfaces deviennent de cette maniere matérielles. Le changement de phase, par
exemple, ne peut étre traité par I’approche décrite dans ce cadre ;

3. Les interfaces fluide-fluide (pour une goutte) sont dotées d’une tension de surface
constante (absence d’écoulement le long de linterface dG au gradient de
concentration de surfactants ou de température, communément appelé -effet
Marangoni).

En plus de ces hypotheses, d’autres hypotheses complémentaires sont faites sur

I’écoulement des fluides, a savoir qu’il est :

4.  Laminaire : dii aux tailles micrométriques, aucun effet de turbulence (fluctuations de
vitesse et de pression) n’est supposé se produire ;

5. Isotherme. A cause de cette hypothe¢se, il n’est pas tenu compte du bilan énergétique
dans la description de I’écoulement et par ceci les propriétés mécaniques et
électriques des fluides sont supposées indépendantes de la température.

En vertu de I’équation (2.67), I’équation de conservation de la masse suivante :
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a—/O+V-(,ou) 0 (2.68)

ot
devient :
V-au=0 (2.69)
En imposant I’équilibre entre les différentes densités volumiques des forces
hydrodynamiques (inertie, (2.13), pression et viscosité, (2.17)) et électriques (de Coulomb,
(2.3) et diélectrique, (2.8)) collectées, I’expression standard de 1I’équation de Navier-Stokes

en régime incompressible est obtenue :
ou .
0 5+u~Vu =—Vp-uVxo+qE-L(E-E)Ve (2.70)
Or, la permittivité du milieu est supposée uniforme ce qui implique :
ou
o, 6—+u-Vu =-Vp+qE-uVxo (2.71)
t

Une principale occurrence se présente lors du traitement des phénomenes régis par
I’électrohydrodynamique, selon que le temps propre au phénomene électrique est
largement inférieur au temps hydrodynamique ou non. La premiere implique un couplage
faible entre les composantes électrique et hydrodynamique. Ceci suppose en lui-méme
deux hypotheses subordonnées :

1. a fronticres fixes, le champ électrique n’est fonction que de la géométrie des
interfaces a chaque instant ; la distribution du champ électrique et des charges est
supposée établie a chaque instant ;

2. T'entrainement des charges électriques, au niveau des interfaces est supposé faible par

rapport aux effets de conduction aux interfaces.

2.3.2. Equations aux frontiéres

Deux types de fronticres sont traités dans le présent cadre. Le premier type regroupe
toutes les frontieres solides du domaine. Le second n’est autre que les interfaces fluide-
fluide susceptibles de se déformer sous I’effet du champ électrique et de I’écoulement.

23 .2.1.Condibns aux lin es sur ks frontres soldes

Une condition purement cinématique (résultant de la conservation du débit de masse)
peut étre appliquée a ces frontieres. En effet, puisqu’elles sont supposées

imperméables une vitesse normale nulle est imposée a ces frontieres, soit :

=0, n normale a la frontiére 2.72)

frontiére solide
Une condition d’adhérence est rajoutée, empéchant le glissement relatif de la couche

du fluide en contact avec la paroi. Cette condition se traduit par :
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u-t =0, t tangente a la fronticre 2.73)

frontiere solide

2.3.2.2.Condibns aux lin ies sur ks hiterfaces

A cause de la mobilité de I’interface, d’autres conditions doivent étre précisées. La
premiere est cinématique (conservation du débit) alors que la deuxieme est dynamique
(équilibre des forces). La condition cinématique consiste, comme précédemment, 2

supposer I’interface imperméable. Ceci se traduit par :

[u-n]=0 (2.74)

(2.75)

interface interface

La deuxiéme condition est due a I’absence de glissement relatif entre les couches

adjacentes des fluides :

[u-t]=0 (2.76)

(u® —u)-¢

=0 (2.77)

interface
La condition dynamique est déduite de la projection normale du bilan de quantité de

mouvement a I’interface, qui s’écrit (en équilibrant (2.11), (2.24) et (2.28)) :

(e) 8\)5[6) (i) 5\/,(1[)

on # on
L0 (< £ )2 (E )z)_gm ((Eff) )2 —(E, )2)+ 2Hy (2.78)

ou 2H =-V,-n.

(@)

P —p =2u

De méme qu’en équilibrant (2.12), (2.26) et (2.29), est obtenu la projection tangentielle du

bilan de quantité¢ de mouvement a I’interface, soit :

¢,E, +24"n-va ¢, — 249 -vu' ¢, -V y-t, =0, a=12 (2.79)

t

Notons que la contribution électrique a I’écoulement est équivalente a 1’application d’une

pression motrice s’exercant a I’interface fluide-fluide.

2.4. Modeéles EHD de particules, solide ou liquide, sous champ
électrique
Le traitement du probléme électrohydrodynamique d’une particule solide dans un

liquide est plus simple que celui d’une goutte déformable. Dans le cas d’une particule
solide (biologique ou autre) de forme classique (sphérique ou ellipsoidale), les lois du

mouvement d’une corps rigide permettent de relier les forces électriques au déplacement.
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Pour ce qui est des gouttes de liquide, un traitement de la mécanique des fluides plus

approfondi est nécessaire pour déterminer la forme et le déplacement de ces dernieres.

2.4.1. Modéle pour une particule solide en mouvement

Dans le cas d’une particule rigide immergée dans un tampon au repos, nous disposons
de la force électrique qui agit sur cette derni¢re. L’adimensionnalisation de 1’équation de

Navier-Stokes par le diametre de la particule d et une vitesse caractéristique U , donne :

on . ~_ ~ - T SpeS
—+u-vVu |=-Vp+Fre, +—— E+—Va 2.80
( a 7 ) p z Reelecmque q‘ Re ( )
) - ) ) d dectri ?
Les quantités en ~ sont adimensionnelles. Fr = § , Re= 2 et R = % , sont
Jz ¢E,

le nombre de Froude, le nombre de Reynolds et le nombre de Reynolds électrique,

respectivement. E, est D'intensit¢é du champ électrique de référence. Le nombre de

Reynolds exprime le rapport des forces d’inertie sur les forces visqueuses. Dans le cadre
des microsystemes, ol la vitesse U est de ’ordre de quelques centimetres par seconde et
la taille d des particules que quelques dizaines de micrometres, le nombre de Reynolds est
de l'ordre de 0.1. La petitesse du nombre de Reynolds permet de suggérer que la
translation de la particule se fait dans un régime d’écoulement rampant [126]. Dans ce type

d’écoulement, I’équation (2.80) se simplifie en :

~ N o~ 1 ~,_
~Vp+Fré, + qu+R—V2u =0 (2.81)
e

électrique
e q

En tenant compte des conditions d’imperméabilité et de non glissement (2.75) et (2.77),
I’équation (2.81) est résolue analytiquement. La force hydrodynamique appliquée sur des
corps indéformables axisymétriques est ainsi déduite. Cette force, appelée force de trainée

de Stokes, est donnée par I’expression [303]:

F3 = 67k 4 RU (2.82)
ou le facteur de proportionnalité k est fonction uniquement de la forme de la particule et R
est tel que :
47R* =Voly, i (2.83)
ou Vol,, ... estle volume de la particule.
S’il s’agit d’un ellipsoide aplati, ce facteur vaut :
k= 4 P R— (2.84)

3y A +1(/10 —(/102 —l)arctan(/”to)) b*-a’
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pour un ellipsoide allongé, il devient :
4 a

k= , Ty = —F— (2.85)
3,/13—1((13+1)argcoth(r0)—ro) P e
alors que pour la sphere :
k=1 (2.86)

La force électrique totale appliquée sur le corps solide est, quant a elle, déduite directement

de la densité surfacique de la force électrique donnée par (2.11) et (2.12).

2.4.2. Modéle pour une goutte de liquide en mouvement

La déformation qu’implique le mouvement des gouttes de liquide nécessite un
traitement spécifique. Parmi les approches les plus élémentaires, il existe 1’approche des
¢coulements irrotationnels [202-206] : la mise en mouvement, supposée impulsionnelle,
n’évoque ni des contraintes de cisaillement ni de diffusion de vorticité pres des parois et
interfaces. Cette hypothese sera observée dans la quasi-totalité de ce travail ol il est

question de déformation. Cette hypothé¢se, qui sera justifiée au chapitre 4, se traduit par :

o=0 (2.87)
Donc I’équation (2.71) devient :
ou
p(a—Jru-Vuj =-Vp+ pg+qE (2.88)
t
Or
u-Vu=1V(v’)-uxe (2.89)
Vu I’équation (2.87), 1I’équation (2.88) se simplifie en I’équation d’Euler :
ou 1 )
—+=V{u ) |=-Vp+V Z)+qE 2.90
p(at 2()) p+V(psz)+q (2.90)

L’irrotationnalité (équation (2.87)) implique aussi que la vitesse u dérive d’un potentiel

hydrodynamique ¢, soit :

u=Vgp (2.91)
L’introduction de cette expression dans 1’équation (2.69) implique :
Vip=0 (2.92)
alors que dans I’équation (2.88), cela implique :
pV(aa—(D+%(V(p)2j=—Vp+ pg +qE (2.93)
t

A cause de I’hypothese d’irrotationnalit¢ de I’écoulement, il n’est plus possible de

satisfaire les conditions d’adhérence (2.73) et (2.77) aux parois solides et aux interfaces.
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Seul les conditions d’imperméabilité (2.75) et (2.77) sont donc intégrables dans le modele.
Ceci suppose donc que le glissement de fluide le long de ces frontieres soit admis par le
modele en développement. Ce choix a été dicté par la contrainte de I’outil numérique
CANARD basé sur la Méthode Intégrale aux Frontieres (MIF) qui ne permet pas de tenir
compte des conditions autres que normales aux frontieres. Nous évoquerons cependant
dans chaque application (chapitre 3, 4 et 5) des arguments qui plaideront en faveur ou, au
contraire, en défaveur a cette hypothese a priori restrictive.
L hypothese d’irrotationnalité de 1’écoulement ne permet pas non plus de tenir compte des
bilans tangentiels de quantité de mouvement (2.79) (que la tension de surface soit
constante ou non).

D’un point de vue électrique, deux cas de figures se présentent. Le premier est le
régime électrostatique sans présence de charges volumiques et le second est le régime

électrocinétique stationnaire. Chacun mérite d’étre traité séparément.

2.4.2.1.Equatbn dEulkr en r¥¥gin e ékctrigue pem anent

Dans ce cas, la contribution électrique dans I’équation disparait, ce qui permet

d’écrire :
dp 1 5 j
VIip—+=—plu )+ p-pgz (=0 2.94
(pat SP(u)+p-pg (2.94)
L’intégration spatiale de cette équation implique :
op 1
pa—i)+5p(u2)+p—pgz=C(t) (2.95)

Notons que le potentiel hydrodynamique ¢ ne représente qu’une variable intermédiaire
qui ne revét aucune signification physique si ce n’est son gradient spatial (qui représente la
vitesse de I’écoulement u). De ce fait, la constante C (t) peut étre prise d’une maniere

completement arbitraire sans influencer pour autant le champ de vitesse. Pour cela, on

supposera cette fonction du temps identiquement nulle :

C (t) =( (2.96)
L’équation (2.95) devient :
op 1 )
p— +7P(0)+p-pe (2.97)
Puisque :
D9 _00 4vp=22,y (2.98)
Dt ot ot
Il vient :
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Dp 1 , 1
—=—u"——p+ g7 299
Dr - 2 pp g (2.99)

2.4.2.2.Equatbn dEukren r¥gin e ékctrijue shusodal

Dans cette situation, on peut écrire, d’apres (2.33) et (2.50) :

g=&(V-E)=¢(V-Re[Ee™ )

= g(Re[(V-E)e-"‘”])
or, selon (2.55), au sein de chaque fluide, nous avons :
V-E=0
Ce qui implique :
qg=0
Ceci est un résultat bien connu en électromagnétisme ; en régime électrocinétique

stationnaire les charges électriques libres n’apparaissent qu’au niveau des interfaces. Ceci

implique une équation d’évolution temporelle du potentiel hydrodynamique ¢ identique

au cas électrostatique dans lequel nous imposons d’emblée I’absence totale de charges

électriques volumiques, ¢’est-a-dire que 1’équation (2.99) demeure tout aussi valable.

53



Chapitre 2 : Modele mathématique général

54



Chapitre 3 : Méthodes de résolution

Chapitre 3 : Méthodes de résolution

Est exposée d’abord dans ce chapitre la méthode du Dipole Ponctuel qui permet de
calculer la force DEP par une approche simplifiée. Ensuite, les deux méthodes numériques
utilisées pour résoudre les équations €lectrique et hydrodynamique, a savoir la Méthode
Intégrale aux Frontieres (MIF) et la Méthode des Eléments Finis (MEF), sont présentées.

Dans la section 3.1 la méthode du Dipdle Ponctuel est présentée ainsi que son
extension a la méthode multipolaire. La méthode du Dipdle Ponctuel est une méthode dont
I’utilisation est trés répandue pour obtenir des ordres de grandeurs des forces DEP
appliquées a des particules rigides de faible taille. Toutefois cette méthode se révele
insuffisante si la taille des particules considérées est non négligeable devant la taille des
dispositifs dans lesquels elles se meuvent. Quand la méthode dipolaire devient insuffisante,
il est 1égitime de faire appel a des méthodes qui soient adaptées a la description des
particules, la MEF et la MIF en I’occurrence. Ces deux méthodes sont présentées aux
sections 3.2 et 3.3, respectivement.

Les problemes que nous examinons dans le présent traité concernent le mouvement
d’une particule rigide et la déformation et/ou la mise en mouvement de gouttes de liquide
sous I’influence du champ électrique. Dans le cas de gouttes non chargées (neutres), ces
deux effets (déformation pure et déformation avec déplacement) sont issus de champs
électriques différents. En effet, la déformation de gouttes neutres se produit sous 1’action
d’un champ électrique extérieur uniforme tandis que le déplacement n’a lieu que si le
champ électrique appliqué est non uniforme. Dans le premier cas, aucun déplacement n’est
possible, dans le deuxieme, le déplacement est accompagné d’une déformation. De la
méme maniere, le déplacement des particules rigides n’est envisageable que sous un
champ électrique non uniforme.

Deux géométries tres classiques sont reprises dans ce travail pour recouvrer ces deux
situations (voir figure 3.1). La premiere géométrie est un systeme d’électrodes planes, afin
d’engendrer un champ électrique uniforme. Ce type de géométrie, qui respecte la symétrie

équatoriale, est utilisé pour produire des déformations étudiées de maniere assez complete
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dans la littérature [23, 124, 171, 193]. C’est une étape nécessaire pour la validation du
modele numérique proposé. La seconde géométrie est un systéme pointe-plan qui engendre
un champ variable dans 1’espace. Cette configuration, qui rompt la symétrie équatoriale,
est plus proche de notre préoccupation de détermination du comportement de gouttes et
particules rigides soumises a la force DEP dans les microsystemes.

La résolution du probleme EHD, qu’implique la déformation et le déplacement de
gouttes et le déplacement pur des particules rigides sous champ électrique, s’effectue soit
directement sur les équations différentielles, auquel cas est utilisée la formulation des
Eléments Finis (MEF), soit au travers une formulation entiérement intégrale via la
Méthode Intégrale aux Frontieres (MIF) qui, pour ce faire, nécessite des manipulations

supplémentaires comme décrit a la section 3.3.

Figure 3.1. Les deux configurations utilisées pour simuler a) le champ uniforme, grdce & un systeme
d’électrodes planes et b) un champ non uniforme, issu d’un systéme point-plan.

3.1. Le modeéle du dipéle ponctuel

Le modele le plus communément utilisé pour le calcul de la force DEP appliquée a
une particule de faible taille est le modele du dipole ponctuel. A cause de la disponibilité
de formules analytiques pour la force DEP dans ces cas, cette approche est réputée simple
et directe. La particule est supposée équivalente a un dipdle ponctuel qui ne perturbe pas le

champ électrique a son voisinage.
3.1.1. Notion générale du dipole ponctuel

Considérons une paire de charges électriques égales et opposées (+q et —q) placées

dans un champ électrique non uniforme E(r) comme illustré par la figure 3.2. Cette paire

de charges électriques est appelée dipdle électrique. La force F™ qui s’exerce sur ce

dipdle est la résultante des forces appliquées sur chacune de ses charges, soit :

F” =gE(r+d)-gE(r) (3.1
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En premiere approximation, on peut écrire, par développement en série :

oup=

F” =¢(d-V)E(r)=p-(VE(r)) (3.2)

gd est appelé moment du dipole.

A
g E(r+d)
+q A/'
a1 Ewm
p -q
y

Figure 3.2. Schématisation d’un dipdle électrique : deux charges égales et opposées dans un champ

électrigue non uniforme. La force nette qui leur est appliquée n’est pas nulle

Le couple exercé serait, de méme, égal a la contribution des moments des forces

appliquées sur chaque charge :

T,, =4dxgE(r+d)-1dx(-¢)E(r)=gqdxE=pxE (3.3)

Quelques remarques se dégagent des a présent.

Le champ électrique E(r) est bien le champ électrique total, c’est-a-dire, compte

tenu de la contribution du champ électrique extérieur (sous-entendu sans présence
du dipdle) et du champ électrique engendré par le dipdle.

La force ainsi engendrée, est due a la présence d’un gradient de E. Si le champ est
uniforme, cette force est identiquement nulle; la diélectrophorése est un
phénomene associé donc uniquement a des champs électriques non uniformes.

La loi donnant I’expression de la force diélectrophorétique n’est plus valable si le
champ (total) varie substantiellement pour une échelle comparable a la taille du
dipdle (d), auquel cas, il faudra tenir compte des termes d’ordre supérieur pour le
développement de Taylor du champ électrique E au voisinage de r.

En premie¢re approximation, le couple T est présent méme pour un champ
uniforme. Ceci est dii a la nature du dipdle.

La loi relative au couple n’est valable de méme que si E ne varie que peu entre r et
r + d. Autrement, on utilisera comme pour ’estimation de la force, des termes

d’ordre supérieur pour le développement de E au voisinage de r.
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3.1.2. Les diélectriques avec et sans pertes (parfaits et réels, respectivement)

Dans les équations (3.2) et (3.3), 'expression que prend le moment p du dipdle n’est
pas précisée. En effet, le moment dipolaire p peut étre un moment dipolaire permanent de
molécules polaires ou de particules auto-polarisées, ou induit par le champ électrique
extérieur.

L’examen de I’expression de la force telle que donnée par (3.2) permet de mettre au
point une approche efficace pour le calcul de cette force ; I’effet de la particule ne s’exerce

qu’a travers le moment dipolaire p alors que le gradient du champ électrique VE n’est di,

quant a lui, qu’au champ électrique extérieur. Cette approche permet donc de calculer le
moment du dip6le ponctuel puis de déduire la force et le couple en post-traitement. Cette
méthode de calcul des moments dipolaires effectifs fournit des résultats valables pour des
cas ou I’obtention de résultats rigoureux fondés sur le tenseur de Maxwell s’avere difficile,
voir inconcevable analytiquement. Cette démarche reste correcte tant que les points cités
plus haut sont bien entendu observés. Si la taille du dipdle devient non négligeable devant
la taille du systeme d’électrode qui engendre le champ électrique (par exemple, dans les
microsystemes biologiques) le modele du dipdle ponctuel ne donnera que des résultats tres
approximatifs. On se rabattra alors sur la méthode générale du tenseur de Maxwell qui se

repose sur des approches numériques.

3.1.2.1.MomentdpbolbIe hduil pourune sphére
Une particule immergée dans un fluide diélectrique est soumise a un champ électrique

uniforme (figure 3.3). Ce champ va polariser la particule et induire un moment électrique.

Par définition, le moment dipolaire effectif, p est le moment du dipdle équivalent,

eff *
lequel si immergé dans le méme milieu (au lieu de la particule) au méme endroit (centre de
la particule) induirait la méme distribution du potentiel électrostatique.

Dans le cadre de I’électrostatique, le potentiel électrique V vérifie 1’équation de Laplace :
VZV(X):O, xeQ) (3.4)

On démontre, pour des conditions aux limites de potentiel ou de champ normal imposés,

qu’il existe une solution unique a ce probleme (voir annexe 3.1).

Le potentiel, V, d(i a un dipdle, orienté suivant 1’axe z et immergé dans un milieu de

ipdle *

permittivité gt , est donné par :
P COSO

Viosie (790, 60) = PE—C: (3.5)
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(r,¢, 6’) étant les coordonnées sphériques (¢ n’intervient pas a cause de la symétrie

axiale). Le moment dipolaire p,, est calculé dans les paragraphes suivants.

E=Eyz
o ,
R

Figure 3.3. Une particule sphérique soumise a un champ électrique uniforme.

3.1.2.2.5phere dEkctrique dans un fiide diékcrique sous cham p unifom e

(<) , respectivement. Le

La sphere et le fluide extérieur ont des permittivités e et g
champ électrique appliqué est uniforme et 1’on suppose 1’absence de charges électriques
libres de volume et que la sphére ne perturbe que localement le champ électrique.

L’équation de Laplace est donc a satisfaire, du fait de 1’absence de charges et du
régime permanent (quasistatique) du systeme. Soit v (resp. V) 1a solution du potentiel
a I'intérieur (resp. a 'extérieur) de la sphere. On peut écrire (voir annexe 3.2) :

v (r,8)=—Brcosd, r<R (3.6)

Acos@

2
r

V) (r,8)=—E,rcos@+ , r>R (3.7)

A travers l'interface particule-fluide extérieur, la continuité du potentiel et celle de la

composante normale du vecteur déplacement électrique s’écrivent :

vi(r=R,8)=v" (r=R,8) (3.8)
e"EV(r=R,0)=c"EY (r=R,0) (3.9)

respectivement. Ces égalités permettent de déduire les expressions de A et B :
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A=————FR’E (3.10)
PO, P 0
32
B=————F (3.11)
PO, PO
Or, d’apres (3.5) :
A=t (3.12)
4
Il vient donc :
P, =4re ' KR'E, (3.13)
ou le facteur K, appelé facteur de Clausius-Mossotti, est donné par :
(i) _ o)
K=" (3.14)
eV +28"

On remarque que le changement d’orientation du champ électrique entraine un
changement d’orientation du moment dipolaire, ce qui selon I’expression (3.2), conserve le
sens de la force DEP appliquée qui s’écrit alors :

oE,

F™ =47 KRE, —¢ (3.15)
0 oz

3.1.2.3.Sphere conductrice dans un flnide conducteur sous cham p contihu et
uniom e

Un schéma identique a celui décrit a la section précédente est repris, a I’exception pres
que la sphere (de conductivité o) est plongée dans un fluide (de conductivité o). Le
champ électrique est continu et 1I’on suppose que le régime est permanent.
Le potentiel électrique, a I’intérieur et a ’extérieur de la sphere, aura une forme identique
aux expressions (3.6) et (3.7), respectivement. Les coefficients A et B seront déterminés
par la continuité du potentiel €lectrique ainsi que la densité de courant a travers I'interface
sphere-fluide extérieur, ce qui s’écrit :

v (r=R,0)=v"(r=R.0) (3.16)

c"EN(r=R,0)=c""E (r=R, ) (3.17)

L’on recouvre immédiatement les expressions suivantes :

() _ o)

AZO—O-@R3EO (318)
o +20

et
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(e)
B=——F (3.19)
o 120l
L’expression du facteur de Clausius-Mossotti devient :
() _ e

K=——""— (3.20)
o) 26

3.1.2.4.Sphere dékctrique dans un findde dkctrijue en présence d ine charge
ponctuele

Le champ électrique non uniforme le plus simple (d’un point de vue physique)
imaginable est celui engendré par une charge électrique ponctuelle. Afin d’étudier la
polarisation d’une sphere sous un champ électrique non uniforme, cette derniere est placée
au voisinage d’une charge électrique g (voir figure 3.4). Le comportement électrique de la
sphere est ensuite déduit pour un champ électrique quelconque en reliant les moments
multipolaires linéaires induits aux dérivées spatiales successives du champ électrique. Sur

la figure 3.4 sont montrées la sphere de rayon R et la charge g placée a une distance ¢ du

centre de la sphere.

& o,

Figure 3.4. Une sphére diélectrique immergée dans un fluide diélectrique est soumise & un champ électrique
généré par une charge ponctuelle g.

La solution générale pour le potentiel électrostatique s’écrit (annexe 1) :

(r.0 :f:B r"P (cos@), r<R (3.21)
n=0

V9(r,6)= +Z 2P (cosf), r=R (3.22)
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ol n est un entier et P, (cosé) est le polyndme de Legendre d’ordre n. A, et B, sont de

coefficients a déterminer en fonction des conditions aux limites.
Afin de simplifier I’identification lors de 1’application des conditions aux limites, notons

que :

1.

Zw(éj P, (cos®) (3.23)

1
rq C n=0
Ce qui introduit dans (3.8) et (3.9) implique la forme suivante des coefficients A et B, :

(1) (e)
_ nle’' —¢ 2n+1
A =—1 ( ) & 1 (3.24)
Az pgt +(n+ l)g(e) ¢

B =4 2+l : (3.25)
" 4 el (n + l) g g
Si I’on identifie 1I’expression du potentiel électrique induit par le multipdle d’ordre n a celle
donnée par (3.22), on déduit que :
p" =4reA (3.26)

Cependant, une expression plus pratique peut €tre obtenue en exprimant le moment
multipolaire en fonction du champ électrique induit par la charge électrique et de ses
dérivées successives. Ce champ s’obtient a partir de la loi de Coulomb :

E(z=0)= —(#]ez (3.27)

e ’'C

et ses dérivées successives s’écrivent :

n +1)!
O'E__( (n+1)q . (3.28)
oz 4t )

En remplacant ces expressions dans (3.24) puis dans (3.26), on trouve :

(n) _ 47T(C,‘(e)l((")R2"+l 8"71E2

2
(D) o -2

ou
i &9=s
ne + (n + 1) g

(3.30)

(n)

Le coefficient K'’ est appelé le coefficient de Clausius-Mossotti généralisé, a partir

duquel on recouvre le facteur de Clausius-Mossotti standard pour n=1.
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3.1.2.5.Coquilk d¥kctrigue dans un fuide dkctrijue en cham p uniform e

Etudier une coquille diélectrique est intéressant parce qu’il permet d’approcher un
type de particules particulicrement important ; celui des cellules biologiques. En effet, une
cellule biologique comporte un milieu interne (aqueux) et une membrane (lipidique). 1l
arrive méme que certains types de cellules soient dotés d’une paroi qui enrobe la
membrane. Toutefois, pour simplifier le traitement, nous supposons pour le moment que la
particule est constituée uniquement d’une sphere recouverte d’une enveloppe (voir figure
3.5). Nous changeons, provisoirement, notre notation en associant les exposants 1, 2 et 3 a
la sphere intérieure, a I’enveloppe et au milieu extérieur, respectivement. La sphere

intérieure, 1’enveloppe et le milieu extérieur ont les permittivités 5(1), &P et 5(3),

respectivement. Le champ électrique appliqué est E, = Ee_.

o

€, T 8(2) R A_RZ
1

Figure 3.5. Une coquille diélectrique immergée dans un fluide diélectrique
est soumise & un champ électrique uniforme.

En se référant aux sections précédentes, supposons que le potentiel électrique s’écrit sous

la forme :
v =_Arcosf, r<r, (3.31)
v = (—Br+£2j cosf, R <r<R, (3.32)
r
v 2(—E0r+22jcos 0, r>R, (3.33)
r

En appliquant les conditions de continuité du potentiel et celle de la composante normale
du vecteur déplacement électrique a travers les interfaces sphere-enveloppe et enveloppe-
milieu extérieur, les valeurs des constantes A, B, C et D, s’obtiennent :

30 (1 - K)a3

A=—
(5(2)' +2&% )(a3 - K)

E, (3.34)

B=- E, (3.35)
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G) g3
c-— ¢ K& (3.36)
([ 2@~ K)
@y _ 06
& —-& 3
D=——RE 3.37
£ 420 &7
ol a=R, /R, et K le facteur de Clausius-Mossotti défini & partir des permittivités £ et
e¥, soit :
@r_ .0
k=2° , ¢ (3.38)
e 4250

et £V 1a permittivité équivalente de la coquille. Elle est donnée par :
M _ .0 m_ .0
2y _ (2 3 =& 3 =&
e )
L’écriture (3.37) permet de considérer la coquille comme constituée non plus de deux

milieux différents, mais comme une sphere homogene d’un matériau de permittivité

@ Cette méthode de substitution est donc praticable pour une

électrique équivalente &
particule d’un nombre quelconque de couches. Il suffit, pour retrouver la permittivité
équivalente a la particule entiere, de procéder a partir des couches les plus internes vers
I’extérieur. La permittivité a chaque niveau est calculée par une formule identique a (3.39).

Cette procédure est illustrée par la figure 3.6.

&%

Figure 3.6. De I'intérieur vers [’extérieur, une particule sphérique multicouches est remplacée par une
particule sphérique homogéne équivalente.

3.1.2.6.S8phére réelke dans un fiadde réelen cham p alematif unim e

Par réel est entendu un matériau qui manifeste une polarisation et une conduction
ohmique a la fois. La particule et le fluide extérieur se voient ainsi affectés d’une
permittivité et d’une conductivité. Le champ électrique appliqué est pris alternatif et

uniforme, soit :

E(t)=Re[E, | (3.40)

64



Chapitre 3 : Méthodes de résolution

ou
E, = Ee™e, (3.41)

j>=—1 et @ la pulsation reliée a la fréquence f par la relation :
w=2rf (3.42)

Les conditions a l'interface particule-fluide extérieur sont la continuité du potentiel
électrique, la conservation de la charge et le saut de la composante normale du vecteur

déplacement (loi de Gauss intégrale), soit :

viW=v ar=R (3.43)
cED - IE + % =0,ar=R (3.44)
t
g, =[n-D]=£"E" —£“"E), n normale a linterface , 2 r =R (3.45)

Dans le cas d’une solution stationnaire, toutes les variables dépendent du temps par une loi

en exp( ja)t) (et sont notées par une barre supérieure), la regle de dérivation par rapport au
temps 8" écrit symboliquement : 8/0t = jw . L’équation (3.44) devient alors :

oEV 6 EY + jwg =0,a r=R (3.46)
La multiplication de (3.45) par jw puis la soustraction, membre a membre, du résultat

obtenu de (3.46) donne :

GE" =5E" (3.47)

Le terme &) (k =1i,e) est par définition la conductivité complexe du milieu %, reliée a la
permittivité et a la conductivité réelle par :
=W 4 jme® (3.48)

Nous retrouvons une formulation similaire en tout point a celle d’une particule conductrice

(0) (€) (1)

dans un milieu conducteur en régime permanent en remplacant o’ et o et

—(e) . d N , . 1 . 1 d ,l . d
o', respectivement, ou de maniere €quivalente pour une particule dielectrique dans un

g (e) ()

par ¢

fluide diélectrique en remplacant & et &'/ par o' et &\, respectivement. La solution

est donc similaire avec les constantes complexes données par :

50) _ 546)

A=————FRE (3.49)
g 425 7
_ 35(3)
B=————F (3.50)
425 "

L’expression du moment complexe du dipdle ponctuel devient :
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Pusreess = 476 'KR°E, (3.51)

Le nouveau facteur de Clausius-Mossotti est désormais complexe et tient compte de

I’amplitude et du déphasage du moment dipolaire par rapport au champ électrique
excitateur :

=(0)

— c
K(w)= & 425

=(e)
-c
(3.52)
Comme annoncé au chapitre 1, ce facteur dépend aussi bien des propriétés électriques de la
particule et du fluide extérieur que de la fréquence du champ électrique appliqué.
La force DEP moyenne s’écrit dans ce cas:
= OE
(F™)=276")Re[ K |R°E,— (3.53)
0z
3.1.2.7.Coquilk réelk dans un fludde réelen cham p alematif unifom e et non
uniom e
Il est possible d’extrapoler les résultats précédents au cas d’une coquille réelle sous
champ électrique non uniforme. En effet, tous les résultats énoncés pour une particule
diélectrique dans un fluide diélectrique sont transposables au cas d’un champ électrique
alternatif, notamment ceux concernant les particules en coquille. Nous reprenons ici la

notation qui associe les exposants 1, 2 et 3 a la sphere intérieure, a I’enveloppe et au milieu

extérieur, respectivement. Un schéma identique a la figure 3.5 est repris, avec les couples
des constantes électriques (0('),5(1)), (0'(2),5(2)) et (a(3),5(3)) pour la sphere intérieure,

I’enveloppe et le milieu extérieur, respectivement.
En champ électrique alternatif uniforme, nous obtenons la nouvelle expression du
facteur complexe de Clausius-Mossotti :

_ 5(2)' _ 5(3)
& +25"
ou

5(1)

X 5 . 5(2)
a+2| ———
oy () 5(1) +25(2)
o =9 )~
3 o' -0
a ‘( =) , A=) j
o' +20

En champ électrique alternatif non uniforme, la nouvelle expression du moment

(3.55)

multipolaire s’écrit :
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T P S

3.56
(n+1)t 3" (320
ou le facteur complexe de Clausius-Mossotti d’ordre n est donné par :
_ =2y _ =)
=20 =7 (3.57)
nc?' + (n+1) "
ol :
=) _ 5(2)
a*"! +(n+1 _(1? g 5
—(2) _ =(2) no +(l’l+1)0
o, =0 Ry (3.58)
2n+l o -0

na + (n +1)5(2)
Finalement, 1’expression générale de la force DEP moyenne, telle que donnée par le

modele multipolaire, est :
m 272.8(6)R2n+1 _ a an_lE" 2
E)= 2 o RelE g 3.59
< Z> ; I’l'(n_l)' e|: :|az|: aZ”_l :| ( )

N
ou E z,efficace

est le champ électrique extérieur efficace.

3.2. La Méthode des Eléments Finis

A cause du traitement spécifique et coliteux associé au suivi d’interface, la partie
hydrodynamique n’est pas traitée par la MEF dans le présent travail. 1l est toutefois prévu
d’effectuer, dans des travaux futurs, un couplage MEF-MIF qui décrirait avec précision et
sans grande restriction les problemes électrohydrodynamiques avec électrodéformation. En

conséquence, seul les problemes électriques feront 1’objet d’une résolution par la MEF.

3.2.1. Préliminaire
La plupart des problemes de physique peuvent se formuler ainsi : trouver un champ
(scalaire, vectoriel et tensoriel) u (X,t) satisfaisant a un ensemble d’équations aux dérivées
partielles et d’équations ordinaires en tout point x d’un domaine € a tout instant ¢,
P(u(x,1))=0, xeQ (3.60)
et respectant des conditions aux limites (éventuellement fonction du temps) sur la frontiere

0Q de ce domaine par exemple du type (0Q =0Q, W€, ) :
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u(X,1)=uy , X€0Q,

P (3.61)
%u(x,t) =, XEOKY

La MEF consiste a rechercher une solution approchée de la solution exacte sous la forme

d’un champ u (X,t) défini par morceaux sur des sous domaines de 2. Les n sous

domaines €2, doivent étre tels que :

Ua =0 (3.62)

(i, j)e[Ln] :(i# j)=(Q = Q) (3.63)

ol Q désigne I'intérieur de €. Autrement dit, les €2 sont une partition de Q comme

illustré par la figure 3.7.

—

ey,

N

| s

A

—

Domaine Q Nosuds du sous domaine

Figure 3.7. Représentation du domaine discrétisé Q) et d’un de ses sous domaines.

Les champs ﬁi(x,t), définis dans chaque sous domaine, sont des champs choisis parmi
une famille arbitraire de champs (généralement polynomiaux).

La famille de champs locaux est appelée espace des fonctions d’interpolation de I’élément.

La famille de champs globaux u (X, t) , obtenus par sommation des champs locaux, est
appelée espace des fonctions d’interpolation du domaine €.

Le champ dans chaque sous domaine € est déterminé par un nombre fini de valeurs de ce

champ (ou valeurs de ses dérivées) en des points choisis arbitrairement dans le sous
domaine appelés nceuds. Le champ local est une interpolation entre les valeurs aux nceuds.
Le sous domaine muni de son interpolation est appelé élément.

La recherche de solution par Eléments Finis consiste donc a déterminer quel champ local
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on attribue a chaque sous domaine pour que le champ global ﬁ(x,t), obtenu par

sommation de ces champs locaux, soit proche de la solution exacte du probléme.

La qualité de la solution approchée (proximité de la solution exacte) dépend de la division
en sous domaines (nombre et dimensions des sous domaines), du choix de la famille de
champs locaux dans chaque sous domaine et des conditions de continuité qu’on impose
aux frontieres des sous domaines. Une fois ces choix faits, il reste a chercher une
combinaison de champs locaux qui satisfait au mieux les équations.

Pour résoudre un probléeme par la MEF, on proceéde par étapes successives :

1. On se pose un probleme physique sous la forme d’une équation différentielle ou
aux dérivées partielles a satisfaire en tout point d’un domaine (2, avec des
conditions aux limites sur la frontiere 0Q) ;

2. On construit une formulation intégrale du systeme différentiel a résoudre et de ses
conditions aux limites : c’est la formulation variationnelle du probleme ;

3. On divise Q en sous domaines : c’est le maillage. Les sous domaines sont appelés
mailles ;

4. On choisit la famille de champs locaux, ¢’est-a-dire a la fois la position des nceuds
dans les sous domaines et les polyndmes (ou autres fonctions) qui définissent le
champ local en fonction des valeurs aux nceuds (et éventuellement des dérivées).
La maille complétée par ces informations est alors appelée élément ;

5. On ramene le probleme a un probleme discret. La solution approchée est
entiecrement déterminée par les valeurs aux nceuds des éléments. Le probleme
fondamental de la MEF peut se résumer en deux questions :

a. comment choisir le probleme discret dont la solution est proche de la
solution exacte ?
b. quelle signification donner au terme exacte ?

6. on résout le probleme discret : ¢’est la résolution ;

7. on peut alors construire la solution approchée a partir des valeurs trouvées aux
nceuds et en déduire d’autres grandeurs : ¢’est le post-traitement ;

8. on exploite la solution pour juger de sa qualité numérique.

Les étapes de 1 a 5 sont souvent rassemblées sous le nom de prétraitement.

Actuellement, le travail de ces différentes étapes est assisté par un grand nombre de
logiciels. Il reste que pour maitriser leur utilisation, il est indispensable de comprendre les
fondements de la méthode, notamment les étapes 3 et 4, ne serait-ce que pour choisir en

toute connaissance de cause parmi les options que ces logiciels proposent.
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3.2.2. La méthode variationnelle

Sans le démontrer, nous acceptons le théoréme de I’analyse fonctionnelle suivant :
(Vﬁ(x): [B(x)h(x.t)dv(x)= o] & (vxeQ:ih(x,r)=0) (3.64)
Q

o S(x) et h(x,r) et © doivent satisfaire certaines conditions de régularité qu’on
n’explicitera pas ici.

Résoudre I’équation différentielle (3.60) est équivalent donc a chercher u (X, t) tel que :
[B(x)P(u(x.1))dv(x)=0 (3.65)
Q

avec les conditions aux limites (3.61).
Cette formulation est une formulation variationnelle du probleme. Il peut exister d’autres
formulations équivalentes a (3.65) déduites par des transformations mathématiques (par

intégration par parties par exemple, auquel cas la formulation sera dite faible).

3.2.3. Discrétisation de la formule variationnelle

Le principe de I’approximation par éléments finis est le suivant :
On définit la formulation variationnelle que 1’on cherche a satisfaire avec les & déterminés

par les valeurs aux nceuds. Il va de soit que ce probléme n’a généralement pas de solution

si I’on conserve la condition absolue V3 (x) (a moins que I’on cherche la solution exacte).

On ne vérifie donc cette équation que pour certains S, (X) uniquement. A chaque f,(x)

correspond une équation scalaire fonction des valeurs aux nceuds. Il suffit de les choisir
(linéairement) indépendantes et en nombre n égal au nombre d’inconnues. Les fonctions
ﬁi(x) sont appelées fonctions test ou encore fonctions de pondération. On est ainsi
ramené a résoudre un systeme algébrique de n équations a n inconnues. Si 1’opérateur P est
linéaire, le systeme d’équations obtenu suite a cette discrétisation est également linéaire. Si
en revanche, il est non linéaire, une méthode de linéarisation itérative, telle la méthode

Newton-Raphson ou la méthode de Douglas, est utilisée.

Il existe une infinité de manieres de choisir les nx S, (X) Chacune d’entre elles engendre

une variante de la MEF et chacune aboutit a une solution approchée différente. La seule

condition impérative est que le choix des f, (X) conduise a un systeme algébrique régulier

(a solution unique). Des théoremes d’analyse numérique suggerent certains choix pour

lesquels la solution approchée i est garantie unique et convergente vers la solution exacte
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quand le maillage se raffine.

Pour un probléme mono-dimensionnel, la fonction test chapeau (linéaire par morceaux,
voir figure 3.8) satisfait souvent a ces contraintes, mais des fonctions plus élaborées
(polynomiales en général) peuvent tout aussi bien étre utilisées.

La construction du systeme d’équations algébriques a résoudre s’ appelle assemblage.

Les choix faits précédemment (les fonctions test et les fonctions d’interpolation)
conduisent a un systeme d’équation non symétrique en général. Afin d’obtenir des
systemes symétriques (pour lesquels on dispose d’algorithmes numériques de résolution
plus efficaces) I’on utilise des fonctions test identiques aux fonctions d’interpolation ; ¢’est

la méthode de Galerkin.

B Iz B,

Figure 3.8. La fonction test 3, et le sous domaine Q. auquel elle correspondant forme I’élément e'. On
vérifie que ces fonctions test sont indépendantes par paire.

3.2.4. Application de la Méthode des Eléments Finis au probléme électrique

Le traitement du probleme d’une particule soumise a un champ électrique en régime
quasistatique est identique a tout point de vue a celui du régime sinusoidal (ou serait
remplacée la permittivité électrique du milieu & par sa conductivité complexe & ). Aussi,
allons-nous développer la formulation Eléments Finis que pour le régime électrocinétique.

Le probleme du champ électrique autour d’une particule en régime sinusoidal posé au

chapitre 2 se résume comme suit :

V(57 (x))=0, xeQW et k=i (3.66)
Vel =w, (3.67)
Sgel —q (3.68)
on ry
50 2 70| _ 50 2 (3.69)
on | on s

Subdivisons le domaine Q% en n sous domaines e’ (par abus, on identifie le sous

domaine €, a1’élément e').
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(k).

—_ !
On suppose que le potentiel V" dans chaque élément e’ s’écrit sous la forme :

V(k)e’ (X) _ ivj(k)e’ Vi3 ¢ (X) (3.70)
P

.. s 2,12 €[ .
o m est le nombre de nceuds définis dans I'élément ¢ et S °(x) la fonction

d’interpolation et la fonction test a la fois.

La solution approchée globale du potentiel électrique s’écrit donc :

1 n

\7(")(x) :szi(k)e[ﬂi ¢ (x) (3.71)

=1 i=]
En introduisant I’expression (3.71) dans 1’équation (3.66) pondérée par f ¢ (x) puis en

(k)

intégrant sur le domaine 2’ on obtient :

5 (x)v[a(")v[i S 7 g ¢ (X)D dv(x)=0 (3.72)
o)

1=l i=1

L’intégration de cette équation par parties, permet de recouvrer 1’équation :

n m

SYVH [ &8 (x)nev (8 (x))dv(x)
=1 i=l 20l
A [&9v(84 () V(8 (x))av(x)=0, k=ie (3.73)
=1 =l ol

Notons que a cause de la conservation du flux de la densité de conduction complexe a
travers l’interface S (condition (3.69)), I’équation (3.73) peut s’écrire pour un milieu
unique dont la conductivité complexe & varie dans 1’espace, soit :

=(i) (i)

L g’sixell
g=5(x)= © (3.74)

7 sixeQ
Tout le probleme revient donc a ignorer les frontieres intérieures qui séparent les
différents milieux mis en jeu et de se servir de la conductivité complexe qui est propre a

chaque point du domaine d’intérét, soit :

()8, ()n-9(87 (x))av(x)

]
=
Ql

[ F@V(87 () V(8,7 (x))dv(x)=0 (3.75)

=1 i=1 Q(i)UQ(e)
Ce traitement peut donc étre généralis€ de maniere immédiate au calcul du champ

électrique autour d’une particule multicouches, comme c’est le cas des cellules
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biologiques.
La fonction d’interpolation (et de pondération) p, ¢ (x) fixée par défaut par le logiciel

FEMLAB est le polyndme de Lagrange du deuxieme degré. Le faible degré de ce
polyndme permet de ne relier a un nceud donné que les nceuds qui lui sont immédiatement
voisins. Dans chaque ligne de la matrice a inverser, il n’y a que peu de composantes qui ne
sont pas nulles ; le systeme obtenu est creux. La résolution du systeme linéaire discret est
effectuée grace au paquetage libre UMFPack (de I'université de Floride, CISE), un outil
treés puissant pour la résolution de systemes algébriques creux tels que déduits par
I’équation (3.75).

Apres résolution du probléme algébrique, nous disposons du champ électrique dans
tout le domaine que 1’on a défini. Reste a exploiter ces résultats pour calculer la force
électrique qui s’applique sur la particule en question. Pour ce faire, une intégration de la
divergence du tenseur de Maxwell sur une sphére qui englobe cette particule est effectuée,

comme indiqué par la figure 3.9.

Champ
électrique E

Particule
(biologique ici)
soumise a un

champ
électriaue

Enveloppe

Figure 3.9. Post-traitement : une enveloppe qui entoure la particule (une cellule biologique ici) est définie
pour le calcul du flux du tenseur de Maxwell. Ce flux est égal a la force électrique appliquée a la particule.

Ce qui revient, selon le théoréme de Green-Ostrogradski, a effectuer I’intégration du flux

de ce tenseur a travers I’enveloppe de cette sphere, soit :

FElectrique — J V. .-Tdy = J n-Tds (376)

Sphere Enveloppe
Les particules qui se déplacent dans les microsystemes sont de faible taille (de 1’ordre
de quelques dizaines de um) et évoluent dans un tampon aqueux a des vitesses
relativement faibles (de I'ordre du mm/s). Le nombre de Reynolds, qui détermine la
prépondérance des forces d’inertie par rapport aux forces visqueuses, construit sur cette
base vaut :
_pud
u

La faible valeur de ce nombre implique la prévalence des termes visqueux parmi les forces

Re =0.01 (3.77)

hydrodynamiques mises en jeu. Si le milieu dans lequel baigne la particule est supposé
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infini, alors la force appliquée par le fluide sur cette particule est déduite analytiquement.

On rappelle que pour une particule sphérique de rayon r,, cette force est donnée par (cf. §
24.1):
F, =—674%75U (3.78)
Quand la particule atteint une vitesse constante, 1’équilibre des forces
électrohydrodynamiques implique 1’expression suivante :
1

U — FéleClI‘ique (3 .79)
67[,1,1(1()7;,

3.3. La Méthode Intégrale aux Frontiéres

Comme évoqué au chapitre 1, la MIF permet le passage d’équations différentielles
elliptiques de domaine a des équations intégrales aux frontieres de ces domaines.
L’approche utilisée pour effectuer ce passage ainsi que les nouvelles inconnues qui en

découlent sont précisées dans ce qui suit.

3.3.1. Approche générale de la formulation MIF-EHD

Le probléeme de déformation d’une goutte de fluide, immergée dans un autre fluide,
soumise a un champ électrique est traité par 1’intermédiaire de la MIF. La MIF intervient
dans le calcul des potentiels électriques et hydrodynamiques de maniere indépendante de
leur évolution dans le temps. Toutes les grandeurs sont calculées uniquement aux
frontieres. Pour une configuration de I’interface goutte-fluide donnée, définie par une
collection de marqueurs, la distribution des charges électriques et le potentiel
hydrodynamique sont calculés. Les lois mises en jeu sont la conservation des charges aux
interfaces et les équations de Bernoulli pour chaque domaine écrites a I’interface. Ne
faisant intervenir que des équations différentielles ordinaires, cette partie est effectuée par
intégration temporelle. Connaissant la distribution des charges électriques, le champ (et le
potentiel) électrique est calculé par la MIF. Par cette méthode également, la connaissance
du potentiel hydrodynamique permet de retrouver le champ de vitesse. Une nouvelle
configuration de I’interface est donc calculée pour I’instant suivant. Le diagramme suivant,
qui illustre de facon tres globale la procédure de calcul, sera repris avec plus de détail en

fin de chapitre.
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Données initiales : forme de I’interface,
potentiel hydrodynamique et distribution
des charges électriques

€ d
marqueurs €lectriques a linterface

Nouveau pas

Diagramme 3.10. Méthode générale de résolution EHD sur interface mobile.

3.3.2. Quelques résultats préliminaires

33.2.1.Ladeux®em e Hdenti® de Green
L’on se donne un domaine (espace connexe) QY limité par une frontiere 6Q2 comme
(i)

indiqué par la figure 3.11. Soient données, de plus, deux fonctions scalaires, @'’ et v,

deux fois différentiables (sauf peut étre en un nombre fini de points isolés). La normale

extérieure au domaine est notée n.

0Q

Figure 3.11. Représentation du domaine de calcul QY et du domaine complémentaire.
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Dans ces conditions, la relation suivante est vérifiée :

[ (W V2 — ! V’zz//)dV’ = jn'.(yx Vgl — o V’t,//)dS’ (3.80)
oQ

Q
dans laquelle on a noté dV'=dV (x'), dS'=dS(x') et n'=n(x') et V' le gradient par
rapport a x’.

Cette égalité, appelée deuxieme identité de Green, est utilisée pour transformer les
équations différentielles définies dans un domaine en équations intégrales ramenées a la
frontiere de ce domaine.

Un choix qui sera jugé particulierement intéressant dans la suite pour la fonction y , est de

lui imposer d’étre solution du probleme suivant :

Vi (x.x') =6 (|x' - x|)
lim y(x,x')=0

[[x"=x|>+e0

(3.81)

o . , 2

avec 9, la distribution de Dirac, (x,Xx') € (R3) )

La solution de ce probleme que I’on note dorénavant G, appelée solution fondamentale ou
noyau de Green, prend la forme suivante dans une configuration 3D :

1 1

G(X,X):EM

(3.82)
L’allure de cette fonction est donnée dans la figure 3.12.

Noyau
de Green

Figure 3.12. Représentation du noyau de Green. La singularité se manifeste par une concentration des lignes
de niveau (en projection) quand X' approche X.

Si I’on suppose le potentiel harmonique et en vertu de (3.81), I’équation (3.80) devient,

[205] :

a(x)(a(i) (x)= Jn'-(G(x',x)V'(p(i) (x')—(a(i) (x')V'G(x',x))dS(x')

cQ

ou de maniere plus compacte :

76



Chapitre 3 : Méthodes de résolution

a(x)p" (x)= |

(=)

W
GO _ 09G4 (3.83)
on' on'

a(x) est I’angle solide (au facteur . pres) qui décrit la fronticre 0Q , coté intérieur, vue
T

par un observateur au point x [205]. En particulier, & =1 a I'intérieur de Qv ,a=0a
Pextérieur de Q) et a = 1/2 sur un point lisse de la frontiere éQ (c.-a-d., un point ol la

normale est continue).

(e)

Supposons que l’on définisse un potenticl ¢’ harmonique dans 0" le domaine

complémentaire a 0" La sommation de la deuxieme identité de Green (3.83) pour le
potentiel (/)(i) et le potentiel (p(e) (avec des conditions de régularité a I’infini) implique :

(P(i) sixe QW

p(x)= %(ga(i) +(o(")) sixeS

. : (e)
(p() sixeQ)

= In(x') - [G(X', X)V'(Q)(i) — ol ) + (q)(i) — ol )V’G(X', X):|dS' (3.84)

Par ailleurs la théorie potentielle classique montre, [43], qu’ un potentiel harmonique défini
dans un domaine, intérieur ou extérieur a une frontiere S, est engendré par une distribution
de singularités appropriées (sources et/ou doublets, appelés encore dipdles) sur la frontiere
S. On dit alors aussi que la solution est exprimée sous la forme d’une somme de potentiels

simple et double couche, répartis sur la fronti¢re S :

o (x)=- ![J(X')G(x’, x)+7(x)V'G(x',x)- n(x')] ds (x') (3.85)

o est 'intensité de la distribution surfacique des sources (ou charges électriques en
électrostatique) et ¢ est 'intensité de la distribution surfacique des doublets (ou dipdles
électriques en électrostatique). Il est clair que les distributions simple et double couche sont
()

toutes deux harmoniques dans 2"’ ainsi que (o(") , tel que défini par (3.85).

Par identification avec 1’équation (3.84), on trouve :

o=—n? -[v ( o — ﬂ

r=(p" -

33.2.2.lesdeux omuktions de A M IF

(3.86)

N

(3.87)

N

Montrons dans quelle mesure les relations ci-dessus déduite de 1'identité de Green
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permettent de résoudre un systeme d’équations aux dérivées partielles d’un type fréquent
en physique : les problemes de Laplace
Supposons pour fixer les idées que 1’on soit confronté au probleme de Laplace pour le

potentiel q)(i)

Vi (x)=0, xeQ" (3.88)
avec la condition de Dirichlet suivante :

o] =0, (3.89)

N

ol ¢, est donné a la frontiere S. On tente de chercher la solution ¢ a ce probleme sous la

forme d’une somme de potentiels simple et double couche, répartis sur la frontiere S
comme présentés dans 1’équation (3.85) . On montre tout d’abord que le membre de
gauche de (3.85) donne :

: (i) _ ()
lgyw (x)=¢"(y)

=0, (3.90)

N

ce qui permet de déduire que les distributions o et r doivent satisfaire 1’équation
suivante :

o (¥)==7(y)- [o(x)G(y,x)dS'~ [(x')V'G(y,x')-n(x)ds’ (3.91)
N N
Puisqu’a cette équation sont associées deux inconnues ( o et 7 ), le probleme posé est sous
déterminé. Pour garantir 1I’unicité de la représentation intégrale, des conditions auxiliaires
doivent étre introduites. Ces conditions, appelées regle de sélection des singularités.
Observons au passage que c’est tout I'intérét de la MIF que de se restreindre a la frontiere
pour effectuer le calcul et de pouvoir retrouver dans un deuxiéme temps n’importe quelle
information a I'intérieur du domaine de maniere exacte dans le sens ou aucun type de
développement ou d’interpolation ne soient nécessaires dans cette démarche.

Il se trouve que le choix des singularités est équivalent a la détermination d’un champ

harmonique potentiel dans le domaine complémentaire a O . En effet considérons les
deux cas qui se présentent.
Si I’on se propose d’étudier une situation dans laquelle un probleme de Laplace sur QY

est couplé a un probleme de Laplace sur Qv

, le domaine complémentaire ; les deux
domaines sont simultanément le siege d’un phénomene physique du méme type et donc
susceptibles d’obéir aux mémes types de lois, comme c’est le cas pour nos applications
électrique et hydrodynamique. Alors la sous-détermination évoquée précédemment

disparait car les champs relatifs aux deux domaines sont obligatoirement couplés par une
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condition supplémentaire qui fixe ¢ ou 7 ou encore qui les lie. C’est la formulation
indirecte.
()

Si en revanche le probleme de Laplace sur '/ est indépendant du milieu environnant,

alors il nous reste le loisir de lever la sous-détermination en définissant un probleme de

Laplace arbitraire ou fictif sur QY. Ce choix doit idéalement conduire a des
représentations plus simples d’un point de vue numérique, ou plus explicatives
physiquement ou plus commodes mathématiquement. Un choix classique est de considérer

() ()

ce domaine comme passif ; c’est a dire de supposer que @'’ est nul sur Q' . Il s’agit alors

() ()

de la formulation directe. On peut aussi raccorder a I’interface les potenticls ¢ ou

et @
les dérivées normales de ces potentiels, c’est-a-dire annuler o ou 7. Il s’agit de nouveau

d’une formulation indirecte.

3.3.2.4. Formulation MIF indirecte

Selon que I’on considere le probleme fluidique ou le probleme électrique, on aura soit
a satisfaire la condition de continuité de la vitesse normale soit la continuité du potentiel
électrique. La premiere situation implique une distribution d’un potentiel double couche
(doublets), la seconde implique la distribution d’un potentiel simple couche (charges
électriques). Ceci est détaillé dans les sections 3.3.3 et 3.3.4 qui suivent. Dans un
écoulement bi-fluide, cette représentation de singularités engendre ainsi un écoulement

pour les deux fluides de facon simultanée.
Dans le cas d’un probleme de Laplace sur un seul domaine, on peut vouloir exprimer

la fonction a déterminer, (p(i), par une distribution de potentiels double couche, 7. De

maniere équivalente, on impose au potentiel fictif de satisfaire la condition de Neumann a

la frontiére S suivante :

—0=-n"| v{p? =¥ 3.92
o=0=-n"[v(¢"~"") | (3.92)
L’introduction de cette équation dans (3.91) implique :
1 ! ! ! ! !
2s(v)=57(y)= Jr(XV'G(y.x') n(x)ds (3.93)

S
Cette équation est une équation de Fredholm de deuxi¢me espeéce pour le potentiel double
couche 7 qui assure la dominance de la diagonale de la matrice d’influence discrete
équivalente [43]. A cause de son bon conditionnement, cette formule est souvent utilisée.
(i)

Si en revanche, on veut exprimer la fonction @'’ par une distribution de potentiels

simple couche o uniquement alors le potentiel fictif satisfera la condition de Dirichlet a la
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frontiere S suivante :

r=0=(p" -p") (3.94)
N
Ce qui implique, par introduction de cette équation dans I’équation (3.91),
05 (y)==[o(x)G(y.x)ds’ (3.95)
S

Bien que cette équation soit une équation de Fredholm de premiere espece (réputée mal
conditionnée) pour I’inconnue o, la singularité du noyau de Green garantie la dominance

de la diagonale de la matrice d’influence.

3324 .Fomuhtion M IF drecte
Ici sont imposées les conditions suivantes pour le potentiel fictif :

()

o =0 (3.96)

N
n® [V

ce qui implique un champ potentiel fictif nul partout dans 0", Ceci permet d’écrire
(d’apres (3.84), (3.86) et (3.87)) :

=0 (3.97)

N

(D(i) sixe Q)
Lo sixeS t=- Jn(x’) : [G(x’ x)V'gp(i) +(0(i)V'G(X' X)} das’ (3.98)
| , , :
0 sixeQ" ’

Selon que le potentiel (p("), ou son gradient normal a la frontiere n'-V'(p(i), soit a

déterminer, on résout une équation de Fredholm de deuxiéme ou premiere espece,

respectivement.

3.3.3. Application de la Méthode Intégrale aux Frontiéres au probléme électrique

333.1.Fomuhtion M IF en régin e ékcoostatique pem anent

Nous nous proposons de déterminer le champ électrique au voisinage d’une goutte de
forme quelconque évoluant dans un microsysteme. La configuration est indiquée par la
figure 3.13 (bien que les électrodes peuvent avoir une forme quelconque). Le fluide de la
goutte est noté par I’exposant (i) et celui du milieu extérieur par I’exposant (e).
Avec les hypotheses énoncées dans la partie €lectrique, les équations a résoudre pour le

()

potentiel électrique V'’ ainsi que les conditions aux limites associées s’écrivent :

vvH -0, k=ie (3.99)
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v<e>r =0 (3.100)

vl =V () (3.101)
(c)

VI (3.102)
on .

lectrode (t)

Figure 3.13. Configuration d’étude : le systeme est composé d’une goutte immergée dans un liquide
diélectrique. Les électrodes sont portées a des potentiels différents. La frontiére latérale est isolante.

Au niveau de l'interface des deux fluides I',, la continuité du potentiel électrique est

vérifiée :
vl =y (3.103)
rO r()
Rappelons que 1’équation de transport des charges électriques est satisfaite :
Dgqg .
Twun (V-n)g, +qVs-u +Vg-K —[n-j]=0 (3.104)
t
ol :
KS =T SquS interface
et:
g,=[n-D]=n-(D" -D") (3.105)

D, représente la diffusivité des charges électriques a l'interface, u, la composante

normale de la vitesse a I’interface et u, la vitesse tangentielle a I’interface.

La continuité du potentiel électrique a travers cette interface devient, avec les nouvelles

notations,

(3.106)

interface interface

La deuxieme identité de Green permet d’écrire I’équation (3.99) (pour chaque fluide k)
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sous forme intégrale :

(*)
" (x)v¥ (x)= j(GaV——v ;G de k=ie (3.107)

ot 8Q% est la frontiere du domaine Q).

Pour la goutte Q" I',, alors que pour le
fluide extérieur 6Q =", UT, UT, UT,.

Multiplions 1’équation intégrale (3.107) pour k=i par % et celle pour k=e¢ par &9,

puis effectuons la sommation, membre a2 membre, nous obtenons I’équation suivante :

20Oy 4 6 Ly jG s’ — jZGI(g V()_g<e>v<e>)d5,
n
gl j Gav _y@ 26 | (3.108)
rour,ur, an 6n

ot n'=-n" (x') sur Q" (ce qui implique que n'=n"(x') sur Q). La continuité du

potentiel électrique a travers I’interface permet de simplifier (3.108) en :

oG

sV + e =~ [Gg ds'~(e9 ) [ Ly as’
5, 5, on
| ERLARRL Y (3.109)
rour,ur, an 6n

Sur I'interface I',, I’équation (3.109) devient :

(a6 + a9y - _r{ Ga,ds'- (& - &) J Z,Cj s

0

gl j Gav _y@ 26 | (3.110)
rour,ur, an 6n

Sur le reste des frontieres (I', UI', UT';), I’équation (3.109) devient :

eyl = qust’—(e() &l ) 8G ©gs’
£ 5, 6n
(e)
- [ |G V= _y G |y (3.111)
ryur,ur, an 6n

Le systeme d’équations a résoudre est I’équation (3.110) sur Iinterface I', et I’équation

5‘/(9)

’ [

Ty on

et V| |

(3.111) sur les frontieres I', UI', UI'; avec les inconnues v
Iy

ror,
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respectivement. g, est supposée connue a partir de 1’équation (3.104).

Apres résolution de ce systeme nous disposons, entre autres choses, du potentiel

0yl

Ty

électrique vl puisque V . L’équation (3.107) pour k=i permet de
r0 r0

()

déduire la composante normale du champ électrique du fluide intérieur le long de

Iy

av(i) 5‘/(9)

I'interface I';. Connaissant et g,, nous déduisons a partir de (3.105) et

N

on'
rO

mettons a jour g, (pour le pas de temps suivant) griace a I’équation d’évolution (3.104).

333.2.Fomulhtion M IF en régin e ékctrique shusoial
Une démarche similaire est entreprise pour résoudre le probleme é€lectrique en régime
électrique sinusoidal. Puisque les propriétés électriques de chaque milieu sont supposées
constantes, le potentiel électrique complexe vérifie donc :
vVH =0, k=ie (3.112)

qui, selon la deuxie¢me identité de Green, donne 1’équation intégrale suivante :

{ VY 518G

1 !
o on on

)dS', k=i,e (3.113)

Réécrivons la condition a I'interface (2.64) que doit satisfaire le champ électrique :

n(79-39)=0 (3.114)

Multiplier I’équation (3.113) par &%) et faire la somme, membre 2 membre, pour k =i,e,

donne :

2SN 4 O _ _ I(?G (5 -5")7as’

)
5 j {Gav —yt aG)dS (3.115)
rur,ur; 8

Sur I'interface I',, I’équation (3.115) devient :

(296 + a5 )7 = | % (5 -5)7as’

Iy

7o
-5 | ¢V G (3.116)
rour,ur, an 6n

Alors que sur le reste des frontieres (I', OI', UT', ), elle s’écrit :
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_ | _ o
aE N = | 6—?(5@ -5 Nas' -5 [ |G v ——y aG, s’ (3.117)
r on on on

rour,ury

Le systeme d’équations a résoudre est I’équation (3.116) sur I'interface I', et I’équation

. ) — oV .
(3.117) sur les frontieres I', UI', UI'; avec les inconnues v , - et vV s
o on ror, Iy
respectivement.
Apres résolution de ce systeme nous disposons du potentiel vl puisque

4

. L’équation (3.113) pour k =i permet de déduire la composante normale

[

8‘7(1')

du champ électrique du fluide intérieur le long de T'interface I'y. Connaissant

Ty

7 () (7 (e)
v - nous déduisons v

n on
rO

a partir de la continuité de la composante normale de la

Ty

densité complexe du courant (3.114).

333 3.Fomukhtibn M IF en régin es ékctrigues pem anent et shusofalpar h
m éthode des perturbations

Connaissant la solution du probleme é€lectrique en 1’absence de goutte, la méthode des
perturbations permet de résoudre, a la place du probleme électrique initial, un probleme
équivalent ou seule la perturbation du champ électrique due a la goutte est calculée. Pour
se fixer les idées, la configuration d’une goutte entre deux électrodes planes est prise.
En I'absence de la goutte dans la configuration étudiée, la solution triviale du potentiel

électrique s’écrit :

v (x)=v,

dlectrode

(r)? pour x € O L QL (3.118)

4

L est la distance interélectrodes. Le champ électrique associé a cette distribution de
potentiel est donné par :

EO _ _yy© :_%e (3.119)

Au lieu de viser la solution compléte, on a cherché a calculer uniquement :
g(x):V(X)—V(O)(X) pour x € Q) + O (3.120)

de sorte que ¢ satisfasse lui aussi a I’équation de Laplace :

84



Chapitre 3 : Méthodes de résolution

Vie=vV-vv¥ =0 (3.121)
avec les nouvelles conditions aux limites :

= sur les deux électrodes :

=0 (3.122)
rur,
= et sur la frontiere latérale :
¢ =0 (3.123)
{e)
ol _p (3.124)
on

De cette maniere, la contribution intégrale de la frontiere latérale ', devient nulle ; d’un
point de vue électrique, il n’y a plus besoin de considérer cette frontiere.

Sur I'interface goutte-fluide I',, les conditions (3.103) et (3.105) deviennent :

(3.125)

q,=n- (g(i) s ) E“ +n. (—5(i)Vg(i) +e vt ) (3.126)

Si I’on applique la deuxieme identité de Green a 1’équation (3.121), la forme intégrale

suivante est déduite :

(k) G
(k) (k) _ g (1 © ! _;
(X X)= G - — (dS', k=i,e 3.127)
(x)¢" (x) QJ(;)( PE) s an(k)j

En multipliant cette équation pour k =i (resp. k =e) par P (resp. e(")) puis en sommant,

est obtenue 1’équation suivante sur I'interface I'; :

(969 + & 96) ' (x) = - [ Gg,ds"
Ty

| (¢)
B ja_G’(g(t) _g(e))g<e> s’ — £© f % , _g@)a—G, ds’ (3.128)
Ty on Iy uly on on

Dans laquelle la condition (3.125) a été introduite.

Alors que sur les frontieres I', I, UT';, la méme somme donne :

el ) (x)=— '[Gqst'
Iy

‘ (¢)
_ fﬁ—G(e(” ~&)as' -9 | %195 Ly (3.129)
rur,ur; anl an,
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L’introduction des conditions aux limites (3.122), (3.123) et (3.124), permet d’écrire :

*  Sur l'interface I'; :

(6 +a959)c¥ (x) = - [Gayds’
Ty

8g(e

' )
B 8_G’(€(1)_8(e))g(e)dS(_8(€) J‘ G=—ds' (3.130)
3 on r,ur, on
» etsur I, UT, ¢
el (x)=— qust'
Iy
' (¢)
(o) as -6 [ 6 as G130
3 on r,ur, on

En résumé, les inconnues a déterminer sont ; sur 'interface I'; le potentiel g(e)‘ et
S

sur les électrodes I', UI', la composante normale du champ électrique ag“) /6n

ryor,
Apres calcul des ces inconnues, est résolue 1’équation (3.127) , pour k =i, ou la seule

inconnue a déterminer est ag(i) /an’ . Ainsi est achevée la résolution du probleme

0
électrique en régime quasistatique.
Pour le régime sinusoidal, une démarche similaire en tout point a celle entreprise en

régime quasistatique est effectuée si bien qu’elle ne sera pas présentée ici.

3.3.4. Application de la Méthode Intégrale aux Frontiéres au probléme hydrodynamique :

la méthode de Bernoulli

Il existe plusieurs méthodes pour le calcul d’un champ de vitesses dans deux fluides de
part et d’autre d’une interface déformable. Les deux méthodes les plus utilisées sont la
méthode vortex généralisée et la méthode de Bernoulli généralisée [43]. La premiere
exprime explicitement 1’évolution temporelle du saut du potentiel hydrodynamique a
travers l'interface, tandis que la deuxieme définit un parametre intermédiaire, appelé
potentiel hydrodynamique généralisé, qui servira au calcul du saut potentiel
hydrodynamique. Ces méthodes restent équivalentes. Toutefois ¢’est la deuxieme méthode,

nous semblant plus intuitive, qui a été choisie dans ce travail.

33.4.1.Evolitbn tem porele du potentielhydrodynam Ijue

La soustraction membre a membre de 1’équation de Bernoulli (écrite pour les fluides
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k=1i,e) donne :

% [ () _ p(%(e)] _ _%[ o0 (u(i) )2 — (u(” )2}_[ Pl - p<e>} +[ o p<e)] ¢z (3.132)

que I’on divise par ( p(i) + p(e)) pour obtenir :

(Z;(t):_%[lﬁ—ZAt(u(i))Z_1—2At<u(e))2}_m[p(i)_p(e)]_i_Atng (3.133)

p(i) _ p(e)

i (e)

ou Arf= m)
p+p

est le nombre d’Atwood et @ le potentiel hydrodynamique généralisé

défini par :

©- p(i)(o(i) _p(e) (€)
B (€)

o (3.134)
p+p

L’introduction de I’expression du saut de pression a travers I'interface I', dans (3.133)

implique :

@—_1[1+Af(u<f>)2_1—Af(u<e>)2}mxgz

o 2 2 2
1 ot vt
_ 2 (i n__12 (e) n
PO { o T on
4l ((Ey(li) )2 _(Ez )2 ) _ gl ((Eie) )2 - (E, )2 ) + 2H7/} (3.135)

Cette forme d’équation a I’avantage de ne relier 1’évolution du potentiel hydrodynamique

généralisé qu’aux variables cinématiques et géométriques telles la vitesse, I’altitude et la

courbure de I'interface et au champ électrique de part et d’autre de I'interface I',.

3.3.4.2.Equatibns hydrodynam ques ntégraks m éthode de Bemoull)
L’application de la deuxieme identit¢ de Green a I’équation de Laplace pour le
potentiel hydrodynamique donne pour chaque fluide % :

o) 0G |
o (x)p" (x) = J-[G#—(p(k)m ds (3.136)

50k

Pour x eI, faisons la somme membre & membre de cette équation appliquée aux fluides

(iYet(e):
0'G

r

oG

= [Teas- | GﬂdS# | glds’ (3.137)
P

1 ¢(€‘) +¢(")
2 14
( ) 8n rur,oly 6” rur,ury

ou
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r=(¢"-¢") (3.138)
o
représentant le saut du potentiel a travers I’interface, est appelé intensité du doublet
hydrodynamique.
Nous vérifions ais€ément que 7 est relié au potentiel hydrodynamique généralisé ® par la
formule :
1 At ;
D =—7+ =g +¢" 3.139
7+ (0 +¢ )ro (3.139)
En éliminant (¢(") + ¢(i)) entre (3.137) et (3.139), nous obtenons 1’équation :
l l 1 1(e)
Lo+ Atx ja(,;rdS'+ | a—(,;(,zs(e)ds' =D+Arx | Ga¢, ds’  (3.140)
Iy an rur,ury an rulr,uly 8”
Pour x eI', UI', UT';, la méme somme (de (3.136)) donne :
' 1 4(e) '
L (s [ 6Zase | s (3.141)
oot T, on T, ul, 0Ty on T, Ul, Ul on

Si I’on admet que @ est mis a jour a chaque nouveau pas de temps par 1’équation
(3.135), donc connu a I’instant de calcul en cours, alors 1’équation (3.140) devient une

équation de Fredholm de deuxieme espece pour l'inconnue 7, au méme titre que

I’équation (3.141) pour I’inconnue ¢5(e) . Reste a estimer correctement les vitesses,
rur,ur;

® ) . Bien que le calcul des champs électriques EY et E“ ait éi¢, quant a lui,

Ty

et u
Ty

u

décrit avec suffisamment de détails dans la section 2.5.2.3, notons la légere modification
apportée pour inclure leur effet dans le présent traitement. En effet, on ne comptabilisera
plus les carrés des champs normaux instantanés dans I’équation d’évolution (3.135) du
potentiel hydrodynamique généralisé @ mais bien leur contribution moyenne entre deux
pas de temps successifs ; le passé et I’instant en cours, selon la formule :

(5°),, =g J () a G142

Notons ensuite qu’une fois les équations (3.140) et (3.141) résolues (et donc 7, entre

autres, calculé), nous pouvons déterminer grace a (3.137) la quantité %(¢(e) +¢(i))

, et
Ty

et ¢("’)

0

, selon les relations (triviales) suivantes :

par-la méme ¢(i)
rO
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()
9 r

:%<¢(f)+¢(i)) _r (3.143)

Ty

0

(¢)
9 r

+7 (3.144)

Ty

Z%(¢(e) +¢(l‘))

0
Les vitesses tangentielles seront ainsi déduites par dérivation par rapport a la

paramétrisation de I’interface I, soit :

u =V k=i (3.145)

a¢(i)

Demeure la vitesse normale a linterface I',, ——
8
n

, qui, connaissant (/ﬁ(')r , sera

0
r()

déterminée par résolution de 1I’équation (3.136), écrite pour le fluide (i) sous la forme d’une

équation de Fredholm de premiere espece :

r (i) ‘
[G 00 g5 =14

G’G (,) I}
+ das 3.146
To on' T J ¢ ( )

0 Gn'

Ty

La nouvelle position de I’interface sera déterminée par I’intégration de 1’équation :
DX i e
_:%(lﬂ ) >) (3.147)
Dt
et la mise a jour du potentiel généralisé @ sera assurée par 1’intégration (par rapport au
temps) de 1I’équation (3.135). Une nouvelle résolution pour le pas de temps suivant peut

ainsi étre entamée.

3.3.5. Algorithme général de calcul

L’idée principale de la méthode de calcul d’électrodéformation est de supposer un
faible couplage entre champ é€lectrique et champ hydrodynamique. L’algorithme général de
calcul consiste donc a effectuer a chaque pas de temps le calcul du champ électrique et le
greffer ensuite au calcul du champ hydrodynamique. Le diagramme suivant résume les
principales étapes observées pour le suivi de 1’électrodéformation d’une interface fluide-

fluide mobile.
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to, GEométrie initiale, conditions initiales pour le
potentiel hydrodynamique (pas d’écoulement)

t=t+ At

L'_J
Ve u E———
Interface Conditions aux limites Conditions aux limites
imperméable sur le champ électrique pour le champ de vitesses
Intégration en Intégration en temps de 1’équation Intégration en
temps de la position || d’évolution de la densité de charges temps :
des marqueurs: électriques ¢, connaissant a potentiel

nouvelle géométrie
de I'interface I',

hydrodynamique

I’instant précédent E¥ et E) et la gt
généralisé ©

vitesse normale de I'interface v,

Non
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CCalcul terminé >

Figure 3.13. Méthode de Bernoulli généralisée pour le suivi d’une
interface soumise a des contraintes électrohydrodynamiques




Annexe 3.1

Annexe 3.1

Unicité de la solution pour le probléeme de Laplace

On se donne le probleme de Laplace suivant défini dans un domaine Q :

Vi (x)=0 si xeQ) (Ann3.1-1)

¢ (X)=0y, si xedQ, (Ann3.1-2)

aigo*(x)=n-V(p*(x)=HEQN si xedQ), (Ann3.1-3)
)

ol n est la normale extérieure a Q de fronticre 0Q =0Q, W, (0Q, =D).

On admet I’existence d’une solution pour ce probleme et on tente de démontrer son unicité.

Pour cela, supposons que deux solutions ¢, et ¢, existent et étudions leur différence

@ =@ —@,. Il est clair que ¢ est deux fois différentiable et satisfait le probleme suivant :

Vip(x)=0 si xeQ (Ann3.1-4)
¢(x)=0 si xedQ, (Ann3.1-5)
n-Vo(x)=0 si xedQ, (Ann3.1-6)

Multiplions I’équation (Ann3.1-4) par ¢, intégrons la sur le domaine Q et effectuons les
opérations suivantes :

jgpvzgods:o
Q
& [pv-(Vp)dv =0
Q

< [V-(pVep)av - [(Ve) av =0

Q Q

= Jn~((pw)d5— (Vo) av=0

oQ Q

= Jgp(mV(p)dS - [(ve) av=0

Q

Or en vertu de (Ann3.1-5) et (Ann3.1-6):

¢(n-Vo)

. 0 (Ann3.1-7)

Finalement :
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[(veyav=0 (Ann3.1-8)

Q

Soit encore :

VxeQ: Vo(x)=0 (Ann3.1-9)
Prenons maintenant un point y € 6Q), , nous savons, d’apres (Ann3.1-5) que :
p(y)=0 (Ann3.1-10)

L’intégration de (Ann3.1-9) sur un chemin quelconque entre y et x € Q donne :
fa1-ve=0
y

Soit :

[o], = (x)-0(y)=0

Puisque x est quelconque dans €, il vient :

VxeQ: ¢(x)=0 (Ann3.1-11)
La fonction ¢ est identiquement nulle sur € d’out I'unicité de la solution du probleme

défini par (Ann3.1-1), (Ann3.1-2) et (Ann3.1-3), ce qui clot la démonstration.
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Annexe 3.2

Solution de I'’équation de Laplace en symétrie de
révolution

Soit I’équation de Laplace suivante a résoudre :
Vi =0 (Ann3.2-1)
ou y est la fonction scalaire que 1’on cherche a déterminer.

En coordonnées sphériques, I’équation (Ann3.2-1) s’écrit :

2
iz i(;"za—l//)+ ‘1 i(sinﬁa—l’”jﬂL - 12 0 l/g =0 (Ann3.2-1)
re| or or ) sinf 060 06 ) sin“ 6 0¢
Si I’on observe la symétrie axiale, ¢’est-a-dire si :
v _y (Ann3.2-3)
o¢
alors I’équation (Ann3.2-2) devient :
i(rz 8—"”)+ .1 i(siné’a—w)z() (Ann3.2-4)
or or sind 06 o6

On effectue maintenant la séparation des variables. Pour ce faire, on suppose que la

solution s’écrit sous la forme :

v =R(r)x©(0) (Ann3.2-5)
que ’on introduit dans (Ann3.2-4). Ceci implique les deux équations suivantes :
LdfdR1_ 1041 (Ann3.2-6)
R dr dr
? d sinH@ =—1(l+1) (Ann3.2-7)
®sind db ae

ou / est un parametre entier indépendant de r et de 6.
La solution de 1’équation (Ann3.2-6) prend la forme simple suivante :

R(r)=c r e, s (Ann3.2-8)
Tandis que 1’équation (Ann3.2-7) est résolue par développement en série infinie.
L’identification des coefficients des puissances croissantes de & (plus précisément de

cos @ ) implique la forme suivante de la solution :

0,(x)=F(x) (Ann3.2-9)
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ou :

x=cos(6) (Ann3.2-10)

et P (x) est le polyndme de Legendre normalisé d’ordre [ . Il est défini par :

O oa
B(x)=c3,{y‘(x) Coroen (Ann3.2-11)
2 x) si [ impair
ol :
e 1y [(1-2n+2)..(1=2)1|[(1+1)(1+3)..(1+2n-1)]
n=1 (27[)'

o (x) =+ 3 (1) [(1=2n+1) (1=3) (1 -D)][(1+2)(1+4)...(1+2n)

x™ (Ann3.2-12)

x*"*' (Ann3.2-13)

— (2n+1)!
Les premiers polyndmes de Legendre s’écrivent comme suit :

Fy(x)=1
R(x)=x
P (x) =43¢ -1)
P, (x)=4(5x" ~3x)
P,(x)=4(35x" —30x" +3)
P,(x)=4(63x" ~70x> +15x)

P, (x)=(231x° -315x" +105x* - 5)

16
La solution générale de 1’équation de Laplace sera la somme de toutes ces fonctions
particulieres, R, (r)x P,(cos6), soit :
w(r.0)= Z(cl o e, r )P, (cos0) (Ann3.2-14)
=0
Les coefficients qui interviennent dans (Ann3.2-8) et (Ann3.2-11) sont déduits des

conditions aux limites associées a 1’équation différentielle (Ann3.2-1).

Dans le cas ol ¢ est le potentiel électrique qu’on cherche a calculer, I’'unique solution
qui garantit 'uniformité du champ a I’infini est celle qui comprend un terme en cosé, soit
celle qui correspond a [ =1 :

1
w(r.0)= (01,1 —

+cz’lrjcosﬁ (Ann3.2-15)
B
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Chapitre 4 : Déplacement de particules rigides

Dans les microsystemes, le phénomene de DEP sur particules rigides sous champ
électrique produit des déplacements a faible nombre de Reynolds. Le traitement
hydrodynamique peu donc s’opérer simplement ; la force hydrodynamique agissant sur la
particule rigide est la trainée de Stokes, sauf au voisinage immédiat des €lectrodes. En
pratique, la vitesse stationnaire (limite ou encore terminale) est connue lorsqu’on connait la
force (électrique) qui s’exerce sur la particule. Etudier la DEP revient donc essentiellement
a déterminer la force DEP qui s’applique sur particules rigides.

Le modele le plus communément utilisé pour estimer la force DEP appliquée a une
particule est le modele du dipdle ponctuel [129, 136, 182, 183, 189, 190, 252, 286]. C’est
I’approche la plus simple a mettre en ceuvre. La particule est supposée de taille négligeable
d’une part et ne perturbant pas le champ électrique qui lui est appliqué d’autre part. Elle
n’est donc pas prise en compte dans le calcul du champ électrique ce qui simplifie
considérablement le modele numérique a traiter. Pour le dimensionnement des micro-
systemes biologiques de DEP, le modele du dipo6le ponctuel peut devenir insuffisant du fait
que la distance entre électrodes n’est pas beaucoup plus grande que la taille des particules.
Certains auteurs proposent de considérer la contribution des moments multipolaires d’ordre
supérieur (voir chapitre 2) [253] mais cette méthode reste une méthode qui néglige encore
la perturbation du champ électrique due a la présence de la particule. Pour pouvoir estimer
de maniere plus précise les forces DEP appliquées sur les particules dans ces systémes,
nous utilisons la méthode plus générale du tenseur de Maxwell qui, elle, tient compte de la
présence de la particule. Le tenseur de Maxwell tel que défini par 1’expression (2.8) du
chapitre 2, outre la force DEP, inclut la contribution de toutes les forces d’origine
électrique (voir chapitre 2) et permet de calculer la force électrique totale qui agit sur la
particule. Ce calcul nécessite de connaitre le champ électrique perturbé autour de la
particule. Les travaux analytiques qui utilisent la méthode du tenseur de Maxwell ne
concernent que des géométries simples [139, 294]. Les méthodes numériques permettent
une mise en ceuvre relativement aisée de cette méthode pour des géométries complexes. La
méthode du tenseur de Maxwell reste plus coliteuse que la méthode du dipdle ponctuel,

méme lorsqu’elle est traitée numériquement.
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Nous commencons, dans ce chapitre (section 4.1), par une étape de validation des
modeles MIF mis en place dans CANARD (chapitre 3). La validation est effectuée par
confrontation avec des solutions analytiques, d’une part, et par comparaison avec les
solutions approchées obtenues en utilisant le logiciel FEM FEMLAB™, d’autre part.

Dans la section 4.2, nous délimitons le domaine de validité de la méthode du dipdle
ponctuel dans nos microsystemes. Deux configurations sont étudiées ici. La premiere traite
d’une particule sphérique homogene placée entre une électrode plane et une pointe
(configuration pointe-plan). La seconde aborde le cas de cellules biologiques de forme
ellipsoidale (section 4.3) : cette configuration permet d’étudier I’influence de la forme de la
particule sur la force DEP. Le calcul des forces d’interaction mutuelle qui s’exercent entre

deux cellules biologiques est abordée dans la section 4.4.

4.1. Validation des Modéles numériques CANARD et FEMLAB

Pour la configuration pointe-plan, nous disposons de solutions analytiques pour le
champ électrique. Nous utilisons ces solutions pour valider les codes CANARD et
FEMLAB.

4.1.1. Description de la configuration pointe-plan

La configuration pointe-plan est classiquement utilisée pour créer un champ électrique
non uniforme. En pratique, cette configuration correspond a une électrode plane circulaire
au-dessus de laquelle est placée une pointe (figure 4.1). Une goutte de solution contenant
les particules est disposée sur I’électrode plane, alors que la pointe est mise en contact avec

le liquide.

Demi-plan
méridional

-

Pointe

Electrode plane

Figure 4.1. Configuration pointe-plan.
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Pour cette configuration, nous disposons de la solution analytique pour le potentiel
électrique. Par ailleurs, cette configuration est a symétrie 2D-axisymétrique, c’est-a-dire
que le champ é€lectrique ne varie pas par rotation autour de 1’axe de la pointe. De ce fait, le
domaine d’étude du champ é€lectrique se rameéne au demi-plan méridional (voir figure 4.1).
La contrainte d’axisymétrie est imposée par CANARD qui ne dispose pas a ce jour de
module 3D. Lorsque nous considérons la présence d’une goutte dans ce microsysteme,

celle-ci sera obligatoirement placée le long de 1’axe de la pointe afin de conserver la

symétrie axiale 2D.

4.1.2. Validation du calcul du champ électrique dans une configuration pointe-plan

En I’absence de particule dans le systéme, le systeéme d’équations électriques suivant :

VZV(X)=O pour xeQ
V(x):Vr], pour xel,
4.1)
%(x)z—Eﬂ(x)=O pour xeT,
V(x):Vrj, pour xel’;

possede une solution analytique. La solution est donnée par I’expression suivante (Annexe
4.1):

Vz_vl

W“‘Fﬂ@ﬂw .

V=

n= arccos[([(z + 0)2 + /02}]/2 —[(Z —C)z + ,02}1/2 j/zcj (4.3)

77, est un parametre reli€ a la courbure de la pointe et ccos7, est la distance qui sépare les

deux électrodes comme indiqué par la figure 4.2.
Z A n=1,

Pointe

O n=r/2 -7

Figure 4.2. Correspondance entre le parametre 1 et le systeme d’électrodes.
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Le potentiel sur I'axe, calculé par la MIF (avec CANARD) et la MEF (avec
FEMLAB), est comparé a la solution analytique (4.2). La distance entre électrodes est
égale a 100 um et la différence de potentiel AV =1V .

Pour la MIF, 300 nceuds sont utilisés, alors que pour la MEF, du fait du maillage a

I’intérieur du domaine (voir figure 4.3), environ 30000 nceuds sont utilisés.

W“’”"“""mw
e

Figure 4.3. Maillages utilisés par CANARD (MIF), a gauche, et FEMLAB (MEF), & droite, pour la
résolution du systéme d’équations électrique. De par la nature de la méthode numérique qu’il utilise,
CANARD ne maille que la frontiére du domaine alors que FEMLAB maille lintégralité du domaine.

La figure 4.4 donne la variation du potentiel électrique obtenue sur 1’axe reliant les
électrodes. Elle montre que les résulats numériques sur le potentiel électrique concordent

bien avec la solution analytique.

Solution analytique

© Potentiel calculé par la MIF

1.04 A Potentiel calculé par la MEF
&
2
>
e 05
<
2
<)
o
00—
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Position z/d

Figure 4.4. Variation du potentiel électrique sur [’axe selon la distance au plan. La solution analytique, la
solution calculée par CANARD (MIF) et par FEMLAB (MEF) sont représentées. (V (z = 0) =V =1,

— Vplan
V(z=1)=V . =0)

Afin d’évaluer la précision des calculs obtenus avec les deux méthodes, on étudie I’erreur

euclidienne relative commise définie comme :
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n X " , 1/2
geuclidienne = |:Z(‘/l - V (Xi )) ZV (Xi) :| (44)

i=1

ou X, est la position du nceud i, V, le potentiel €électrique calculé au nceud i, V(x.) le

potentiel électrique analytique estimé au nceud i et n le nombre total de noeuds.

A partir de cette définition, le tableau 4.1, montrant la variation de I’erreur euclidienne
relative en fonction du nombre de nceuds utilisés par chaque méthode, a été dressé.

Pour un maillage de densité raisonnable (quelques centaines de nceuds pour la MIF et
quelques dizaines de milliers pour la MEF), cette erreur est de ’ordre de 10~ (voir
tableaux 4.1, 4.2 et 4.3). La consistance des schémas numériques MIF et MEF, définie par
la convergence de la solution du schéma discret vers la solution du probleme continu
quand la taille des nceuds diminue, est vérifiée puisque, a mesure que le nombre de nceuds
utilisés augmente, la précision des résultats se trouve améliorée du fait de la diminution de
I’erreur euclidienne. Pour les calculs effectués dans les sections suivantes, nous avons

utilisé des maillages qui donnent des erreurs relatives inférieures 2 10~ pour le potentiel

électrique et 107 pour le champ électrique.

Tableau 4.1. Evolution du nombre des neeuds utilisés dans la discrétisation pour atteindre une erreur
euclidienne relative donnée du potentiel électrique, par rapport a la solution analytique, calculé par
CANARD (MIF) et FEMLAB (MEF) .

Erreur ciblée pour le potentiel électrique 1073 107* 107° 107°
Nombre de neeuds en MIF 10 100 400 2000
Nombre de neeuds en MEF 2000 24000 80000 225000

Tableau 4.2. Evolution de I’erreur commise par CANARD sur le calcul du potentiel électrique et sur le
champ électrique a la pointe, par rapport a la solution analytique, en fonction du nombre de neeuds utilisés.

Nombre de nceuds utilisés par
CANARD (MIF)

15 30 60 120 240 480 960 1920

Erreur euclidienne relative pour le
. 5.79 437 239 0932 0311 0.095 0.028 0.016
potentiel électrique x10

Erreur relative pour le champ
5 61 34 806 199 147 042 0.151 0.064
électrique a la pointe x10
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Tableau 4.3. Evolution de I’erreur commise par FEMLAB sur le calcul du potentiel électrique et sur le
champ électrique a la pointe, par rapport a la solution analytique, en fonction du nombre de neeuds utilisés.

Nombre de nceuds utilisés par
2000 10000 50000 100000 200000

FEMLAB (MEF)
Erreur euclidienne relative pour

. 9.25 2.61 0.454 0.0841 0.0158
le potentiel électrique x10
Erreur relative pour le champ

s 53.24 8.35 1.43 0.725 0.426
électrique a la pointe x10

L’erreur maximum relative sur le potentiel est définie par :

V-V (x,)])/max (v (x,)) (4.5)

i=l,..,n

AV = max |

La figure 4.5 montre la variation de I’erreur maximale relative sur le potentiel électrique
calculé par CANARD en fonction du nombre de nceuds utilisé ainsi que le temps de

remplissage et d’inversion de la matrice discrete (voir annexe 4).

Erreur maximum en potentiel V

Loi de décroissance en puissance -2

Temps d'inversion de la matrice

——
—— Temps de remplissage de la matrice
——

> 107 110°

©

g 102 4102 §

8 5

2 10% 410" T

3 o

: :

2 10 110° &

kS 2

0 -

= 107 110" =@

=

o

Lﬁ -6 | -2
10 0

102 10° 10J

Nombre de noeuds

Figure 4.5. Variation de I’erreur euclidienne sur le potentiel électrique en n™> (n nombre de neeuds) et

variation du temps de remplissage de la matrice discréte & inverser ainsi que le temps de résolution par
CANARD.

Le potentiel électrique ainsi que la composante normale du champ électrique sont

interpolés par des fonctions linéaires. La loi de variation théorique de I’erreur de troncature
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dans ce cas est une loi en n>. La figure 4.5 montre ainsi une variation avec cette loi sur
plus d’une décade. Au-dela d’un certain nombre de nceuds (aux alentours de 2000 neeuds),
cette loi n’est plus rigoureusement observée car les erreurs d’arrondi (en simple précision)
finissent par interférer avec I’erreur de troncature associée a la discrétisation du probleme
électrique continu. En deca de 2000 nceuds, c’est le remplissage de la matrice discrete qui
prend le plus de temps CPU (a 1000 nceuds, le remplissage prend 20 s et le temps
d’inversion prend 5 s). En revanche, au-dela de ce nombre, c’est la résolution du systeme

discret qui devient consommatrice en temps CPU.

4.1.3. Méthodes MIF et MEF pour le calcul du champ électrique en présence de particules

Le microsysteme biologique considéré dans cette partie est la configuration pointe-
plan. La tension électrique appliquée est sinusoidale de fréquence f. Une particule
sphérique de synthese est placée entre les deux électrodes comme indiqué par la figure 4.6.
La symétrie axiale du systeme permet d’effectuer 1’étude uniquement dans le demi-plan

méridien. La distance entre électrodes vaut 100 pm.
z A
Tampon

Particule

Figure 4.6. Configuration pointe-plan pour déplacer une particule par DEP. La force DEP appliquée sur la
particule est calculée par le modeéle du dipdle ponctuel en omettant la présence de cette derniére, alors que
cette présence est prise en compte dans I'approche par le tenseur de Maxwell.

La particule est plongée dans une solution de Mannitol (solution aqueuse, le Mannitol est

un alcool sucré). Les différentes propriétés électriques sont résumées dans le tableau 4.4.

Tableau 4.4. Propriétés électriques des matériaux diélectriques considérés dans les calculs. &, est la
permittivité du vide.

Permittivité Conductivité électrique
Matériau
& F/m o (uS/cm)
Solution de Mannitol 71.8¢, 1.4
Particule sphérique 2.55¢, 23.8
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Les différentes conditions aux limites associées a ce probléme sont : potentiel électrique
imposé aux électrodes et champ électrique tangentiel a la paroi latérale (paroi isolante).
Dans le cas ol la particule est prise en compte, c’est la condition de continuité de la
composante normale du vecteur densité de courant complexe qui est considérée. En

résumé, nous avons I’équation 2.40) du chapitre 2 :

v(&“v?“):o,kzue (4.6)
dont lui sont associées les conditions aux limites suivantes :
v (x)=V,, pour xeT, 4.7)
6‘/(6)
(x)=-E“(x)=0 pour xeT, (4.8)
on
v (x)=V, pour xeT, 4.9)
E(i)Eﬂi) (x)= E(Q)Ege) (x) pour xeS§ (4.10)

4.13.1.Fomukton MEF

La Méthode des Eléments Finis résout I’équation (4.6), a 'intérieur de la particule
comme dans le tampon, associée aux conditions aux limites (4.7), (4.8) et (4.9), de la

maniere présentée au chapitre 3 (§ 3.2.4), soit :

n mn

Y2V [ E®)a (V{47 (x))dv(x)

1=l i=l a(di)ugu))
A )E(X)V(,Biel(x))V(ﬁjeq(x))dv(x):O (4.11)

ou :

VO (%)= 2V B (x) 4.12)
_ _( ) " sixeQ? “413)
c=0(Xx)= .
& sixeQ
et B / (x) la fonction d’interpolation et la fonction test a la fois (méthode de Galerkin).
4.13.2.Fomubton M IF

Comme présenté au chapitre 3, le systéme, défini par I’équation (4.6) et les conditions
(4.7), (4.8), (4.9) et (4.10), est réécrit sous une forme intégrale.

Sur U'interface S :
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(a6 + a5t )7 = a_G( & -5 )7 ds

Jon'
e)
—&') j (G v -V )6G]dS' (4.14)
ryour,ur 8n 6n
Sur le reste des frontieres (I', WI', U, ) :
Pl aG( @ _ & >)V dds'-5 | LG ov™ —V()andS’ (4.15)
;on’' Foror, on' on'

2

Les équations (4.14) et (4.15) définissent le systeéme a résoudre pour calculer v

oV ov® PAAY
on
T
condition (4.10).

4.1.33.Cakulde =k force DEP par ;ar m éthode du tenseurde Maxwell

. Apres résolution de ce systeme, on calcule grace a la

on

T, 671

T, s

A ce niveau, le calcul du champ électrique en présence de la particule est supposé
effectué soit par la MEF soit par la MIF, comme décrit dans les deux paragraphes
précédents.

Le calcul de la force électrique repose sur I’expression du tenseur de Maxwell définie

au chapitre 2 et que 1’on rappelle ici :

Tclcctrlquc _ (E Em E E 51111) (416)

Im

En prenant I’expression complexe du champ électrique en compte, cette équation devient :
o = &(Re[ Ee™ |xRe[ E, e’ |-4Re[ E e |xRe[ E,e |5, ) (4.17)

Im

En régime alternatif, seule la moyenne temporelle de ce tenseur nous importe. Le résultat

général suivant :

(Re[ e JRe[ B ) :ije[zew]Re[gefwf]d(m)

=—Re| AxB 4.18
SR AxF'] (4.18)
(ol le symbole * représente le nombre complexe conjugué) permet d’écrire :

Ardtectique _ <Telecmque > 1 S(Re [ EE, ] ~1Re [ EE, ] 5, ) (4.19)

im Im

La force électrique moyenne qui s’exerce sur la particule est ainsi donnée par :

Im im

Eélectrique _ J‘ aa (Telecmque) dv = J‘ Télectrique ¢ (4.20)
» X s
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Pour que la contribution des charges électriques au niveau de I'interface S soit prise en

compte, ce sont les composantes du champ électrique extérieur a la particule qui

interviennent dans I’expression du tenseur de Maxwell T [293],

4.1.4. Calcul des forces DEP par le modéle des multipéles ponctuels

En I’absence de particule dans la configuration pointe-plan, nous disposons d’une
solution analytique pour le potentiel électrique. Cette solution est utilisée pour déduire

I’expression du moment dipolaire p induit et celle de la force DEP estimée par le modele

du dipdle ponctuel F”” =p-VE. L’expression de la moyenne de cette force (dans la

direction z) est donnée par (voir annexe 4.1) :

2

2
EP = 4z )R} Re[[?} Y7V, €< 3 4.21)
In [tan (”70)} (c2 - Zz)
Le facteur K est le facteur de Clausius-Mossotti défini par :
_ = _=le)
K=2""T (4.22)
g+ 25"

La contribution des moments d’ordre supérieur (jusqu’a I’ordre 5) est prise en compte pour
calculer leur contribution dans la force DEP. Du fait de la complexité de leurs expressions,
une feuille de calcul Mathematica™, montrant le cheminement du calcul pour les obtenir,

est jointe dans 1’annexe 4.1.

4.1.5. Validation du calcul de la force DEP par la méthode du tenseur de Maxwell

Dans une premiere phase, la méthode du tenseur de Maxwell est testée par
comparaison a une autre méthode. Cette méthode peut étre soit une méthode analytique
approchée (entre autres, la méthode du dip6le ponctuel) soit une méthode qui se base,
comme le calcul du tenseur de Maxwell, sur le calcul numérique du champ électrique.
Nous préférerons reporter la confrontation avec les méthodes analytiques pour plus tard
(sections 2 et 3 de ce chapitre) et abordons la validation de la méthode du tenseur de
Maxwell par comparaison des résultats obtenus par la MIF et la MEF ; I’obtention de
résultats similaires par deux méthodes numériques différentes garantit une bonne fiabilité
des résultats obtenus. Le test de la méthode du tenseur de Maxwell se fera également par

confrontation a la méthode des travaux virtuels.
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4.1.2.2.Configuration pointe-plan en présence dune particuk (validation M IF-MEF)

La configuration pointe-plan est reprise en introduisant une particule sphérique. Le
champ électrique est calculé par CANARD et par FEMLAB. Les figures 4.7 illustrent la

distribution du potentiel électrique et du champ électrique entre les électrodes.

a)

Plan

Plan

Figure 4.7. Distribution du potentiel et carte du champ électrique calculés par (a) FEMLAB et (b) CANARD.
Une sphere est immergée dans une solution de Mannitol. Le champ électrigue est alternatif de fréquence f =
100 Hz.

Le potentiel électrique, étant un scalaire, est représenté par des dégradés de
couleurs qui passent du rouge (correspondant a 1 V) au bleu (correspondant 2 0 V) en
passant par le vert, comme indiqué par 1’échelle. Le champ électrique, qui est vectoriel, est
représenté par des fleches. A cause de la forte variation du module du champ électrique,

une représentation normalisée (la longueur de la fleche n’est pas proportionnelle au module
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du vecteur qu’elle représente) est utilisée. Le champ électrique est normal aux électrodes
(le courant électrique pénetre ou sort des électrodes) alors qu’il est tangentiel a la frontiere
isolante latérale. Loin de la particule, le champ conserve sa direction en allant du plan vers
la pointe, alors qu’au voisinage de la particule, il est fortement perturbé, comme les zooms
le montrent.

La figure 4.8 compare la force électrique calculée par le tenseur de Maxwell (4.20) en
utilisant CANARD et FEMLAB pour différentes positions de la particule. Les courbes
indiquent un bon accord entre les résultats issus des deux méthodes. En effet, la différence
relative ne dépasse jamais 3 % quelle que soit la position de la particule entre les

électrodes.

f=100 Hz

—— Force par le tenseur de Maxwell, FEMLAB

Force par le tenseur de Maxwell, CANARD

10-9_
§ 10-10
g
2 10
8
= -12 |
2 10
-13 I | j
10 20 40 60 80

Plan < Position de la particle (um) > Pointe

Figure 4.8. Force électrigue par le tenseur de Maxwell. Le champ électrique est calculé par FEMLAB et
CANARD. Une particule est immergée dans du Mannitol. Le champ électrique est alternatif de fréquence f =
100 Hz.

4.1 .2 3.Evalhatibn des forces d mteraction m utuelke entre deux particuks

La perturbation du champ électrique par la présence d’une particule crée des forces qui
attirent ou repoussent les particules voisines.

La méthode des Travaux virtuels repose sur le principe qu'un Travail est associé a
toute force (notamment électrique) qui déplace ou déforme un systeme. Pour un systeme
conservatif (c’est un systeme dont les formes d’énergie, cinétique, potentiel et électrique,
varient de maniere réversible en conservant 1’énergie totale), le travail fourni a ce systeme
est égal a la variation de son énergie potentielle. Dans le cas du Travail des forces

électriques, 1’énergie potentielle électrique est donnée par :

£=1 ey (4.23)
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Si le champ électrique est alternatif, nous retrouvons 1’expression de la moyenne de

I’énergie potentielle électrique suivante :

£=(&)=14 [¢Re[E-E |av (4.24)

Pour connaitre la force électrique appliquée a une particule dans un systeme, il suffit de
calculer la variation de I’énergie potentielle suite au déplacement (virtuel) de cette
particule. Deux positions sont donc nécessaires pour calculer le travail fourni et déduire la

force qui lui est associée, soit :
(X, -x,) F=W=¢-¢ (4.25)

Deux remarques doivent toutefois étre formulées. La premicre est que le systeme
électrique considéré doit impérativement étre conservatif. Pour un systeme (électrique) a
pertes (par effet Joule, par exemple), cette méthode donne des résultats approximatifs, sauf
si la variation calculée de I’énergie potentielle est d’un ordre de grandeur plus important
que celui de ces pertes. Ceci suggere donc la possibilité d’utiliser des diélectriques de
faible conductivité. Le deuxieme point vient du fait qu’un Travail n’étant qu’un scalaire,
aucune information ne peut €tre tirée quand a la direction de la force qui lui a donné
naissance : la méthode des travaux virtuels ne détermine la force appliquée de maniére
univoque que si I’on connait au préalable la direction de cette force. Il est clair cependant
que pour une configuration 2D-axisymétrique, aucun probléme ne se pose a ce niveau,
puisque la force est axiale par symétrie (la force est attractive si I’énergie potentielle du
systeme diminue et répulsive si ’énergie potentielle augmente).

La configuration choisie pour effectuer le test consiste en une particule sphérique a

proximité de laquelle se situe une sphere dont le potentiel (et la charge) varie en cos @ .
Les deux corps sont immergés dans un diélectrique assez isolant (o =10" S/m, pour

minimiser les pertes par effet Joule) qui est supposé occuper un volume infini (d’un point
de vue numérique, la boite de calcul est une sphere dont le rayon est 25 fois plus grand que
celui de la particule). La figure 4.9 montre une cartographie du potentiel et du champ

électrique calculé sur cette configuration.
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Charge ponctuelle

Particule
sphérique

Figure 4.9. Distribution du potentiel et carte du champ électrique calculés par FEMLAB. La particule est
une spheére a proximité d’une charge ponctuelle est immergée dans une solution de Mannitol. La charge
ponctuelle pulse (se charge et se décharge) a une fréquence f = 10 kHz.

A partir de cette configuration, nous tragons les variations de la force électrique appliquée en fonction
de la distance qui sépare la particule de la charge ponctuelle pour plusieurs fréquences f (figure 4.10). Pour
toutes les fréquences testées, les forces calculées par les deux méthodes présentent une correspondance
acceptable, hormis lorsque la distance qui sépare la particule de la charge ponctuelle devient grande. Outre le

fait que des pertes par effet Joule rendent le systéme électrique non conservatif (la puissance dissipée est de

Pordre de 107° Watts), nous pensons qu’une raison numérique explique cet écart. En effet, le champ
électrique n’est que faiblement perturbé par la présence de la particule a fortiori lorsque celle derni¢re est
loin de la charge ponctuelle. Si E est le champ électrique total calculé en un point de donné, alors
E=E,+E

ool E, est le champ électrique en I’absence de la particule et E » la perturbation du champ

par la présence de la particule, avec E » << E,. Les erreurs d’arrondi commises lors du calcul du champ

électrique total influencent donc fortement le calcul de [’information utile E , et la variation de I'énergie

totale qui lui est associée.
Suite a ces confrontations, on ne peut valider la méthode du tenseur de Maxwell par une
comparaison avec la méthode des travaux virtuels, trop imprécise. Pour rendre cette

méthode précise, on procede alors a la résolution d’un probleme mathématique équivalent

dont I’inconnue a calculer est uniquement la perturbation E , [229].
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f=10Hz
107 1 )
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Figure 4.10. Calcul par FEMLAB du champ électrique au voisinage d’une sphére a proximité d’une charge
ponctuelle qui pulse & une fréquence f. La force électrique est calculée par la méthode du tenseur de Maxwell
et la méthode des travaux virtuels.

4.2. Domaine de validité du modele ponctuel

4.2.1. Force DEP calculée par le modéle dipolaire et le modéle du tenseur de Maxwell

Puisque la particule est a la fois plus conductrice et moins polarisable que le Mannitol

(tableau 4.4), on s’attend a ce que la DEP soit positive a basse fréquence et négative a

haute fréquence. La figure 4.11, qui montre les variations du facteur de Clausius-Mossotti

K en fonction de la fréquence, confirme bien ces tendances asymptotiques.

1.0
X &
82 o05)
=0
2=
3o
g2 00
-
&8
(&]
_0.5 | T T 1 Hﬂ:l*:l:ﬂﬂi
10" 10> 10® 10* 10° 10° 10" 10® 10°

Fréquence (Hz)

Figure 4.11. Variation du facteur de Clausius-Mossotti pour une particule immergée dans une solution de

Mannitol.
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La figure 4.12 présente la variation de la force électrique calculée pour une particule
de 20 um de rayon, immergée dans une solution de Mannitol (solution aqueuse dans
laquelle sont dissous du sucre et du Mannitol). La distance entre €lectrodes vaut 100 um .
La particule prend plusieurs positions le long de 1’axe de symétrie du microsysteme et la

fréquence du champ électrique appliqué est comprise entre 10 Hz et 100 MHz.

a) f=10 Hz b) =100 MHz
—A— Force par le tenseur de Maxwell, FEMLAB —ak— Force par le tenseur de Maxwell, FEMLAB
—@— Force par le tenseur de Maxwell, CANARD —48-—  Force par le tenseur de Maxwell, CANARD
-9 R N " . .
- 10" E —&— Force par le modéle dipolaire, analytique 10 10 _ —&—  Force par le modéle dipolaire, analytique
S ,a10f =
£ 2 o
H g 2 10
2 -11 . é)
< 10 = z
@ 3 ]
O 120 8 10712
(o] 10 = a
g 3 S
10-13 : ‘ L 1 |
29 40 60 g 40 60 80
Plan < Position de la particule (um) > Pointe Plan < Position de la particule (um) > Pointe

f=10Hz

O
—

—&— Force par le tenseur de Maxwell, FEMLAB
—@— Force par le tenseur de Maxwell, CANARD
1 - —&— Force par le modéle dipolaire, analytique

Force (10"" Newton)
(=]
J

_1 ] ] ]
2d 30 40 50
Plan < Position de la particule (um) > Pointe

Figure 4.12. Variation du module de la force DEP appliquée & une particule sphérique en fonction de sa
position entre les électrodes. La particule est immergée dans une solution de Mannitol. La distance est
mesurée par rapport a I’électrode plane. La fréquence du champ électrique appliqué vaut 10 Hz en (a) (DEP
positive) et 100 MHz en (b) (DEP négative). Un agrandissement a f=10 Hz a proximité de I’électrode plane,

(c).
A 10 Hz (figure 4.12(a)), la DEP, telle que prédite par le modele du dipdle ponctuel, est
positive. La concordance entre les calculs de la force DEP par le tenseur de Maxwell et le
modele dipolaire est bonne lorsque la particule est positionnée au milieu du systéme (40 et
70 um de I’électrode plane). Pour une position au voisinage de I’électrode plane (en
dessous de 40 pm), la force DEP est surestimée par le modele dipolaire, alors qu’a
proximité de la pointe (au-dela de 70um) elle est sous-estimée. Le zoom proche de la
pointe (figure 4.12(c)) montre une attraction des particules vers I’électrode alors que le

modele du dip6le ponctuel ne décele pas ce changement de régime DEP. A 100 MHz
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(figure 4.12(b)), le modele dipolaire suit d’'une maniere appropriée les variations de la
force diélectrophorétique sauf a proximité des électrodes ol la force est nettement sous-
estimée. Le tableau 4.5 illustre les principales discordances entre le calcul de la force
diélectrophorétique par le tenseur de Maxwell (CANARD et FEMLAB) et par le modele

du dipdle ponctuel (solution analytique).

Tableau 4.5. Valeurs indicatives de la force DEP calculée par le tenseur de Maxwell (CANARD et FEMIAB)
et par le modele du dipdle ponctuel (analytique) en plusieurs positions de la particule entre les électrodes.

Distance a I’électrode plane (um)

30 50 70

Force par le tenseur de Maxwell

(CANARD) x 102 1.276402 7.22397 40.5351
X

Force par le tenseur de Maxwell
1.265732 7.163328 40.23946

= (FEMLAB) x 10"
= Force par le modele dipolaire
I ) b 2.039376 6.050061 26.68601
- (analytique) x 10
Erreur CANARD/FEMLAB (%) 0.843 0.847 0.734
Erreur Maxwell/Dipolaire (%) 61.22 15.54 33.68
Force par le tenseur de Maxwell
1 -1.585133  -4.122585  -21.46457
(CANARD) x 10
E Force par le tenseur de Maxwell
= b -1.574355  -4.118244  -21.34155
- (FEMLAB) x 10
<
‘F Force par le modele dipolaire
- ] i -1.152359  -3.418615  -15.07906
(analytique) x 10
Erreur CANARD/FEMLAB (%) 6.84 0.105 0.576
Erreur Maxwell/Dipolaire (%) 26.80 16.98 29.34

Notons que c’est en régime diélectrophorétique positif (f = 10 Hz) que I’écart entre ces
deux modeles est le plus marqué, avec une erreur au centre des électrodes qui dépasse
15 % et atteint 61 % du cdté de 1’électrode plane. En DEP négative (f = 100 MHz), les
écarts sont du méme ordre a proximité des deux électrodes (= 30% ) et restent de I’ordre de

15 % au centre.
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4.2.2. Vitesse limite calculée par le modéle dipolaire et le modéle du tenseur de Maxwell

La figure 4.13 représente les variations de la vitesse (calculée par la formule (3.79) du
chapitre 3) pour une sphere de rayon R =20 um . Pour une différence de potentiel de 1 V

et une distance interélectrodes de 100 pm, la vitesse de la particule varie entre 0.01 et 2
mm/s. La particule parcourt le microsysteme en approximativement une seconde. La
vitesse de déplacement peut étre augmentée si la différence de potentiel est augmentée,
puisque la force DEP appliquée a la particule (et sa vitesse) varie comme le carré de la
tension électrique appliquée (cf. relation (3.15)). Par ailleurs, et puisque il y a
proportionnalité entre cette vitesse limite et la force DEP appliquée sur la particule, les
mémes conclusions que pour I'estimation de la force sont tirées: a proximité des
électrodes, une vitesse erronée est prédite par le modele du dipdle ponctuel. En effet, en
DEP positive (resp. négative), la vitesse prédite par le modele du dipdle ponctuel est égale
0.4 mm/s (resp. 0.22 mm/s) a proximité de la pointe alors qu’elle est égale a 1.8 mm/s
(resp. 0.46 mmy/s) telle que prédite par la méthode du tenseur de Maxwell.

f=10Hz

[
~—

—i— Calcul FEMLAB
1 — Calcul CANARD
—<&—  Calcul modéle dipolaire

Vitesse limite (mny's)
-—h
oI
N

-4 | I I
10 20 40 60 80
Plan < Position de la particule (um) > Pointe
f =100 MHz
b)
—&— Calcul FEMLAB
e 107 & —@— Calcul CANARD
E ; —<&—  Calcul modeéle dipolaire
2 107
E 5
% 10 3 2
= 10 4 [ | | )
> 20 40 60 80

Plan <« Position de la particule (um) > Pointe

Figure 4.13. Variation de la vitesse limite d’une sphére en fonction de sa position entre les électrodes. a)
DEP positive et b) DEP négative.
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4.2.3. Force calculée par le modéle multipolaire et le modéle du tenseur de Maxwell

D’apres les résultats de la section 4.2.1, la zone centrale entre électrodes apparait
comme étant celle ou le modele du dipdle ponctuel estime le mieux la force DEP. Deux
points expliquent cette observation. Le premier point est que, dans cette zone, le champ
électrique varie faiblement par rapport a la taille de la sphere et de maniere quasi-linéaire
(voir figure 4.14). L approximation du dipole ponctuel reste donc valable dans cette zone.
Mais a proximité de 1’électrode plane, bien que le champ électrique présente une variation
quasi-linéaire, la figure 4.12 et le tableau 4.5 montrent que 1’approximation du dipdle

ponctuel donne des estimations totalement erronées.

103§
2E .
~ 107 <«|_Sphére > |
3 c qui glisse )
= 10 :
4 = H
S - ‘
2 1 E ‘
oF = !
10" E . ‘
10-25-..-»+~-""'|’”“’|’ ! J
0 20 40 60 80 100

Plan < Z (pm) > Pointe

Figure 4.14. Variation du carré du champ électrique en fonction de la position, en [’absence de la
sphere.Pour la taille de la sphere indiquée, le modéle dipolaire qui repose sur I'hypothése de variation
linéaire de cette quantité devient approximative au voisinage de la pointe.

Ceci nous ramene au second point. Du fait de la présence méme de la particule, de toute
évidence le champ électrique total est perturbé. Ceci a une conséquence directe sur le
champ électrique aux électrodes lorsque la particule est a proximité d’une électrode (figure

4.15). Dans ce cas, la distribution de charges sur I’€électrode devient fonction de la taille et

des propriétés €lectriques de la particule.
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Champ électrique a f = 10 Hz

Champ en présence de la particule

- - —  Champ sans la particule
10°
9 S.phgre I
qui glisse |~

10

E2 (100(kV/m)?)

0 20 40 60 80 100
Plan < Z (um) > Pointe

Figure 4.15. Perturbations du champ électrique par la présence de la particule. Lorsque celle-ci est au
voisinage des électrodes, le champ électrique est également perturbé au voisinage immédiat des électrodes.

D’un point de vue mathématique, la présence de 1’électrode plane est équivalente a une
configuration ol apparaitraient deux particules et deux pointes I'une vis-a-vis de 1’autre
comme montré par la figure 4.16 ; la deuxieme particule est dite image de la particule
originelle par rapport a I’électrode plane. Bien que cette représentation ne soit que
mathématique, elle arrive toutefois a expliquer I’attraction subie par la particule a
proximité de 1’électrode plane indépendamment du régime DEP prédit par le modéele
ponctuel. Cette attraction, qui a déja été décelée sur la figure 4.12, est donc équivalente aux
forces d’interaction mutuelle entre particules. L’étude de cette force est reportée a la
section 4.4. On pourrait étre tenté d’exprimer la force diélectrophorétique uniquement par
la contribution de force ponctuelle. Or, si I’on sait déterminer I’'image d’un dipdle par
rapport a une électrode plane, on ignore complétement comment déterminer son image par
rapport a une électrode de forme plus complexe. La prise en compte de l'effet de la

proximité des électrodes par le modele ponctuel parait tout a fait illusoire.

O

Figure 4.16. Par la méthode des images, a la configuration pointe-plan équivaut une configuration dans
laquelle une nouvelle particule et pointe se substituent a (et en bas de) I'électrode plane.
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Le paramétre important ici n’est plus la position de la sphére mais le rapport s/R
entre la distance sphere-plan, s, et le rayon de la sphere, R. La sphere image génére un
gradient de champ qui peut compenser le gradient théorique (sans sphére) et méme devenir

dominant lorsque s/R <1,

En position centrale, la particule a le moins d’influence sur la charge de surface des
électrodes. Pour cette position, nous tracons la variation de la force diélectrophorétique,
calculée par le modele du dipdle ponctuel et par le tenseur de Maxwell, en fonction de la
taille de la sphere comme indiqué par la figure 4.17.

L’approche du dipdle ponctuel reste une trés bonne approximation tant que son rayon est
inférieur a 10 % de la distance entre électrodes (100 um), ’erreur commise ne dépassant
pas 3 % pour toutes les fréquences. En revanche, cette erreur atteint 10% si le rayon
avoisine 20% de la distance entre électrodes. Pour une taille donnée de la particule, I’erreur
commise par 1’approximation du dip6le ponctuel est plus importante en DEP positive
qu’en DEP négative.

Ces résultats confirment bien que I’approche du dipdle ponctuel est précise quand la
particule, de rayon inférieur a2 10% a la distance entre électrodes, est loin de ces électrodes.
Pour une plus grande taille, on peut se demander si la précision des calculs est améliorée
en considérant les multipdles d’ordre supérieur dans le calcul de la
force diélectrophorétique. La figure 4.18 montre I’écart entre la force diélectrophorétique
¢valuée par le modele dipolaire et le modele multipolaire. Une réduction notable de
I’erreur est obtenue grace a la prise en compte des contributions des moments multipolaires
allant jusqu’a I’ordre 100. Toutefois, il convient de noter que la prise en compte des 100
premiers ordres est rendue superflue, puisque des résultats quasi similaires sont obtenus en

utilisant les 5 premiers ordres (cet ordre dépendant du rapport s/R ).

Les figures 4.19, 4.20 et 4.21 rassemblent des résultats de calculs effectués sur la particule
en fonction de son rayon et de la fréquence pour des distances a I’électrode plane égales a
30, 50 et 70 um, respectivement. La force calculée est la somme des contributions des 5
premiers multipdles. Bien que le calcul de la force se trouve amélioré par comparaison a la
contribution uniquement dipolaire pour une particule au centre des électrodes (ce qui
rejoint la remarque mentionnée plus haut), la force estimée par ce modele reste encore tres
approximative au voisinage des €lectrodes (usqu’a 120 % a 30 um et 15 % a 70 um).

Le rayon maximum pour lequel la force diélectrophorétique est estimée a moins de 10 %
d’erreur pour pratiquement toutes les positions et les fréquences est de I’ordre de 5 % de la

distance interélectrodes.
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Figure 4.17. Variation de la force DEP appliquée a une particule sphérique et erreur commise par
'approche dipolaire en fonction de sa taille. La particule est immergée dans une solution de Mannitol. Le
centre de la sphere se situe a 50 um de I’électrode plane. La force DEP est calculée par la méthode du
tenseur de Maxwell (CANARD et FEMLAB) et par I’approximation dipolaire (analytique).
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Figure 4.18. Variation de la force DEP appliquée a une particule sphérique en fonction de sa taille. La
particule est immergée dans une solution de Mannitol. Le centre de la sphére se situe & 50 um de I’électrode

plane. La force DEP est calculée par la méthode du tenseur de Maxwell (CANARD et FEMLAB) et par
Uapproximation dipolaire et multipolaire (jusqu’a l'ordre 5 et 100, analytique).
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Figure 4.19. Variation de la force DEP appliquée a particule sphérique et erreur commise par [’approche
multipolaire en fonction de sa taille. La particule est immergée dans une solution de Mannitol. Le centre de
la sphére se situe a 30 um de I'électrode plane. La force DEP est calculée par la méthode du tenseur de
Maxwell (CANARD et FEMLAB) et par 'approximation multipolaire (jusqu’a ’ordre 5) (analytique).
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Figure 4.20. Variation de la force DEP appliquée a une particule sphérique et erreur commise par
Uapproche multipolaire en fonction de sa taille. La particule est immergée dans une solution de Mannitol. Le
centre de la sphere se situe a 50 um de I’électrode plane. La force DEP est calculée par la méthode du
tenseur de Maxwell (CANARD et FEMLAB) et par I’approximation multipolaire (jusqu'a [’ordre 5)

(analytique).
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Figure 4.21. Variation de la force DEP appliquée a une particule sphérique et erreur commise par
Uapproche multipolaire en fonction de sa taille. La particule est immergée dans une solution de Mannitol. Le
centre de la sphere se situe a 70 um de [’électrode plane. La force DEP est calculée par la méthode du
tenseur de Maxwell (CANARD et FEMLAB) et par I’approximation multipolaire (jusqu'a [’ordre 5)
(analytique).
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4.3. Influence de la forme de la particule sur la force DEP

Les calculs précédents, effectués sur une particule sphérique et homogéene, ont montré
les limites d’utilisation du modele ponctuel quand la taille relative de cette derniere
dépassait 5% de la distance interélectrodes. Dans cette section, nous nous proposons
d’effectuer une extension des calculs pour une cellule biologique de forme allongée ou
aplatie plongée dans une solution aqueuse plus ou moins conductrice, pour la configuration
pointe-plan. En premiere approche, nous considérons que la cellule est constituée d’un
milieu intracellulaire homogene (cytoplasme) et d’une enveloppe extérieure de faible
épaisseur (10 nm) (membrane lipidique). Le tableau 4.6 ci-apres décrit les propriétés

électriques de CHO (Ovocyte de Hamster Chinois) et des solutions qui les contiennent.

Tableau 4.6. Les différentes propriétés électriques des matériaux diélectriques considérés dans les calculs.
&, est la permittivité du vide.

» Permittivité Conductivité électrique
Matériau e (F /m) o (” S /cm)
Eau déionisée 78.5¢, 100
Eau salée 78.5¢, 25000
Membrane du CHO 4g, 107
Milieu intracellulaire du CHO 60¢, 5000

4.3.1. Géométrie

Un CHO (Ovocyte de Hamster Chinois), de forme ellipsoidale variable, est placé dans
la configuration pointe-plan selon la figure 4.22. La distance pointe-plan est égale 100 pm.
La position de la cellule est repérée par la distance qui sépare son centre de I’électrode

plane. a représente la longueur de I’ellipsoide le long de 1’axe de symétrie et b représente
la longueur de I’ellipsoide le long de I’axe transverse. Le cytoplasme est noté Q('), la

membrane lipidique O et le tampon O Les interfaces cytoplasme-membrane
lipidique et membrane lipidique-tampon sont notées S, et S, , respectivement.
Si la cellule est considérée sphérique, son diametre est pris égal a 20 pm. Dans le cas

ou la cellule est considérée de forme ellipsoidale, les dimensions sont déduites afin de

conserver ce volume correspondant a ce diametre (voir figure 4.23).
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Figure 4.22. Un CHO de forme ellipsoidale soumis & un champ non uniforme. Les dimensions du CHO
sont tels que R=3/ab’>, R/L =1/10, R/L, =1/100, avec R=10pm et L, =100pum.
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Figure 4.23. Formes des CHO utilisés dans les simulations.

Dans cette étude, ne sont considérées que les cellules dont la forme ellipsoidale de la
membrane lipidique et celle du cytoplasme sont confocales, c’est-a-dire possédant des
foyers (au sens géométrique) communs [148, 245]. Ceci impose une épaisseur non
uniforme de la membrane : elle varie en fonction de 1’allongement de la cellule.
Néanmoins, ces variations d’épaisseur restent faibles car I’épaisseur initiale de la
membrane est tres petite devant le rayon de la cellule.

La formulation mathématique utilisée ici est identique a celle proposée a la section
précédente, a la différence pres de considérer un milieu supplémentaire, a savoir, la
membrane lipidique, ce qui revient a écrire (voir figure 4.21 pour la définition des

différentes frontiéres) :
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5(2)1_?52) x) =g"EV (x) pour XxeS,

ve (x) =V pour xel (4.26)
(3)

6‘8/ (x)=—E,(l3)(x)=O pour xel,
n

Ve (X) =Vi pour xel’;

4.3.2. Expression de la force DEP par le modéle du dipdle ponctuel
Nous avons vu au chapitre 2 que le calcul de la force DEP d’une particule sphérique
multicouches soumise a un champ électrique alternatif s’écrit sous la forme :
(F*) =276"R'Re[ K |VE;

efficace

(4.27)

ol Re[l? ] est la partie réelle du facteur de Clausius-Mossotti (expression (4.22)). Si nous

considérons maintenant une particule multicouches de forme ellipsoidale, la méme
expression est utilisée pour calculer la force DEP. Seul le facteur K prend une forme plus
ou moins compliquée en fonction du rapport des axes a/b de I’allongement de la particule
[148], soit :

Ecellule _ E( 3)

1
5 =0 (Ecellule _ 5(3)) L

b’ l+e
L= O (m(l - ej — 2ej (4.29)

K = (4.28)

Si la cellule est allongée :

2
e= 1—(Ej (4.30)
a
si la cellule est aplatie, alors :
b’ T 1 a’
_ z = 4.31
l‘“ 2(b2_32)[2 lbz_az bZ) ( )

et si la cellule est sphérique :
L =1/3 (4.32)

La permittivité complexe équivalente £°™* de la cellule est donnée par I”approximation
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suivante (cf. chapitre 2) :

Ecellule — g(z)

(4.33)

A, représente I’épaisseur de la membrane aux poles (extrémités dans la direction du

champ électrique appliqué) de la cellule (voir figure 4.23).

4.3.3. Calcul de la force DEP par le modéle du dipdle ponctuel et par la méthode du tenseur
de Maxwell

L’effet de la forme de la cellule sur le module et le sens de la force DEP qui lui est
appliquée est étudié. La différence de potentiel appliquée aux électrodes vaut 1 V.

La figure 4.24 montre les variations de la force DEP estimées par le modele du tenseur
de Maxwell pour un CHO immergé dans de I’eau salée (o = 25000 uS/cm ) en fonction de
la fréquence, sur une plage allant de 10 Hz a 100 MHz. Le CHO est positionné au milieu
des électrodes. On remarque que la force DEP reste toujours négative quelle que soit
Iellipticité (définie par a/b) et la fréquence. Immergées dans un tampon trés conducteur,
les cellules biologiques vivantes subissent essentiellement une DEP négative [148]. On
note de plus que I’influence de I’aplatissement des cellules sur la force DEP est beaucoup
plus importante (par rapport a la forme sphérique, la force DEP augmente, en module, de

plus de 88 % pour une cellule dont I’ellipticité a/b=1/3) que celle de I’allongement (la

cellule dont ellipticité a/b=3 subit une DEP moins importante, en module, de 5 %

seulement par rapport a la forme sphérique).

----- ab = 1/3

— o — a/b = 1/2
- a/b =1
O e .o a/b =2
- _13 . a/b =3
é-2x10
i 4x10° — .
0 - - - - - - T/ ° - ~ 4
8 -6x107"° | LT
8_ X L e e — e — e e - //
o rd
-13 ’
L _8x10 i IR -
-12
-10

10" 10 10° 10* 10° 10 10" 10®
Fréquence (Hz)

Figure 4.24. Variation de la force DEP, appliquée sur un CHO immergé dans de [’eau salée et positionné a
50 um du plan, en fonction de la fréquence et de I’ellipticité (a/b).
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La figure 4.25 représente 1’évolution du module de la force DEP en fonction du
gradient du carré du champ électrique appliqué pour différentes ellipticités a/b dans le cas

d’un CHO immergé dans de I’eau salée.

Frequence = 10 kHz

ab=13 — ab=2
10"”; ab=1/2 —&— ab=3
N -11_
o 10 ¢
LLI r
D L
8 -12—
s 10°¢
L -
107 .......11 | HI””12 T
10 10

Gradient de E2, V(E?3) (V¥/m?3)

Figure 4.25. Variation du module de la force DEP appliquée sur un CHO en fonction de Uellipticité a/b . Le

CHO baigne dans de l'eau salée a f = 10 kHz (la DEP est négative).
Quelle que soit son ellipticité, la tendance de la force DEP appliquée sur le CHO reste la
méme : la force augmente lorsque I’on augmente le gradient du champ électrique. Sur une
large zone entre électrodes, on peut faire la méme remarque que précédemment ; les
cellules aplaties subissent une force DEP nettement plus importante (en module) que les
cellules sphériques, tandis que les cellules allongées montrent une faible diminution par
rapport aux cellules sphériques. Ces tendances restent pratiquement inchangées pour des
positions allant de 20 a 70 um.

La figure 4.26, qui reproduit la variation du module de la force DEP déduite du
tenseur de Maxwell en fonction de I’ellipticité de la cellule, pour les mémes positions,
corrobore parfaitement ce qui vient d’étre dit. La force DEP diminue a mesure que la
cellule s’allonge. En revanche, quand elle s’approche de la pointe, on trouve une forme
pour laquelle la force DEP est minimale. Cette forme, qui dépend de la position du CHO,
est proche de la sphere.

Bien qu’identifiant correctement le régime de DEP, le modele du dipdle ponctuel ne
prévoit que de maniere approximative 1’intensité de la force DEP (I’erreur varie entre 15 et

70 %). D’ autre part, il ne prévoit pas le méme effet de ’ellipticité sur I’intensité de la force
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DEP. Ce mode¢le prévoit méme une force DEP plus importante pour une ellipticité voisine

de %2 et ce quelque soit la position de la cellule.

Modéle du dipdle ponctuel Tenseur de Maxwell
— - position = 30 um ~—ll—  position = 30 um
—_— position = 50 pm ~—@—  position = 50 pum
{1 —— - position =70 ym ——f——  position = 70 um
10 g
Z F e, — A
~—" B P
8 el e =
O 102k - —e _
9_3 - T - )
(@] — — -l i
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-13 . . .
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0.0 1.0 2.0 3.0
a/b

Figure 4.26. Variation du module de la force DEP appliquée sur un CHO en fonction de l'ellipticité a/b. Le
CHO baigne dans de I'eau salée. La fréquence vaut f = 10 kHz.

On se place maintenant dans des conditions ol le tampon est nettement moins conducteur

(eau déionisée ou o =100 uS/cm) dans lequel on a observé a la section précédente des

changements de régime de DEP en fonction de la position de la cellule.

La figure 4.27 illustre la comparaison entre la force DEP calculée par FEMLAB (figure
4.27.a) et celle prédite par le modele du dipdle ponctuel (figure 4.27.b). Trois points
peuvent étre dégagés. Le premier est que le modele dipolaire donne qualitativement les
bons régimes DEP. Le second concerne la fréquence de changement d’un régime a I’autre.
Ainsi, la transition entre DEP négative et positive se situe entre 100 et 400 kHz, alors que
le modele dipolaire la prédit entre 50 et 150 kHz. Par ailleurs, bien que la cellule soit
positionnée a mi-distance des électrodes, la force prédite par le modele du dipdle ponctuel
est sous-estimée en DEP négative et surestimée en DEP positive. L’écart varie, selon
I’ellipticité, entre 30 et 130 %. Le troisieme point est relatif au contraste entre les effets de

I’aplatissement et de 1’allongement selon que la DEP est positive ou négative. Pour la DEP

positive, la force varie peu avec 1’aplatissement (a/b < 1) alors qu’elle augmente fortement
avec I’allongement (a/b >1) (voir figure 4.27). Au contraire, pour la DEP négative, la

force dépend peu de I’allongement mais augmente avec 1’aplatissement.
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Figure 4.27. Variation de la force DEP, appliquée sur un CHO immergé dans de I’eau déionisée et
positionné & 50 um du plan, en fonction de la fréquence, a) par le tenseur de Maxwell et b) par le modele du

dipole ponctuel.

On peut comprendre qualitativement ces variations contrastées en considérant un milieu

homogene équivalent a la cellule. Le champ électrique le long de 1’axe de ce corps

homogene est tracé en DEP négative et positive (figure 4.28.a et 4.28.b, respectivement).
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Figure 4.28. Variations du champ électrique le long de I’axe de symétrie du systeme d’électrodes. Les

et —&— représentent le champ perturbé par un CHO dont

Uellipticité vaut 1/3, 172, 1, 2 et 3, respectivement. Le CHO baigne dans de ’eau pure.
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En premiere approximation, nous supposons que la force électrique est proportionnelle a la

quantité :

gcellule (Ecellule )2 _ 8tampon (Etampon )2 _ (gcellule (Ecellule )2 _ gtampon (Etampon )2) (434)

n, haut n, haut n, bas n, bas
ou les indices haut et bas représentent les poles supérieur et inférieur de la cellule,
respectivement, définis sur la figure 4.28.
En DEP négative, la permittivité équivalente de la cellule est inférieure a celle du tampon

—cellule /—=tampon
greclhie /g tamp

(

< 1). Par continuité de la composante normale du vecteur déplacement

électrique complexe (£E,) a travers I'interface cellule-tampon, on déduit que le champ

électrique immédiatement extérieur a la cellule est pratiquement négligeable devant le

) (voir figure 4.28.a). La force DEP est donc déterminée

Eccllule/é—,tampon ce

Ecellulc
n

< ||E:cllule

champ électrique immédiatement intérieur (”E:‘m‘”“

cellule
< ||E1

qui implique ||E:’mp°“
en majeure partie par la contribution du champ électrique intérieur, et le terme de

proportionnalité (4.34) devient g*™" (E””“le +E°""“le)(E“"”1e —E“"”le). Plus la cellule est

n, haut n, bas n, haut n, bas
aplatie, plus le champ intérieur est intense. La force varie ainsi sensiblement avec
I’aplatissement. Quand la cellule est allongée, la valeur du champ intérieur tend vers celle
du champ extérieur (la différence de potentiel est imposée) si bien que la force DEP tend a
saturer.
En DEP positive, la permittivité équivalente de la cellule est plus importante que celle du
tampon. Le champ intérieur est donc nettement plus faible que celui a I'extérieur de la

cellule (figure 4.28.b). Le terme de proportionnalité (4.34) pour la force DEP se réduit a

2 2 . o]
ghmpen ((E “’“‘“’“) - (E “’“‘“’“) ) . A mesure que la cellule s’ aplatit, le saut du champ extérieur

n, haut n, bas

normal devient moins dépendant de 1’épaisseur de la cellule et la force DEP tend
asymptotiquement vers une valeur finie. Si en revanche, la cellule s’allonge, le champ

électrique en soi ainsi que la différence entre le champ extérieur aux deux pdles
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augmentent (voir détail figure 4.28.b). De ce fait, la force DEP varie fortement en fonction

de I’allongement de la cellule.

4.3.4. Vitesse calculée par le modéle dipolaire et le modéle du tenseur de Maxwell

La figure 4.29 représente les variations de la vitesse pour un CHO de différentes
ellipticités en fonction de la fréquence du champ électrique appliqué. Le CHO est au centre
des électrodes. En DEP positive, la vitesse maximum se produit a 1 MHz, alors, qu’en
DEP négative, elle est pratiquement constante, pour une forme donnée du CHO. Pour une
différence de potentiel de 1 V et une distance interélectrodes de 100 pm, la vitesse
maximum de la particule varie, selon le régime DEP et la forme, entre 1 et 6 pm/s telle que
prédite par la méthode du tenseur de Maxwell et entre 2.5 et 8 um/s. Dans ces conditions,
le mouvement du CHO, qui parcourt le microsysteme en 40 secondes (en moyenne), est
beaucoup plus lent que celui des particules synthétiques utilisées a la section 4.2 a cause de

sa taille mais aussi de par ses propriétés électriques.

a)A 10‘-—<;>—- a/b = 1/3
g
s 5
E
% 0
=
-5

10 102 10® 10* 10° 10% 107 10
Fréquence (Hz)

b)

R 10 (- - - - = a/b = 1/3
g

2 5

E

% 0

g

10 102 10°® 10* 10° 10% 10" 10°
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Figure 4.29. Variation de la vitesse limite d’'un CHO dans une eau déionisée en fonction la fréquence du

champ électrique appliqué. Le CHO est au centre des électrodes. (a) selon le tenseur de Maxwell et (b) selon
le modele dipolaire.

En effet, la conductivité et la permittivité du cytoplasme sont proches de celles de I’eau

dans laquelle le CHO baigne (voir tableau 4.6) ce qui rend la différence de polarisabilité du
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couple CHO-liquide extérieur, qui est a I'origine de I’effet DEP, moins importante que
celle du couple particule de synthese-liquide extérieur. Par ailleurs, et puisque le
coefficient de trainée est plus important pour un CHO aplati qu’'un CHO allongé (voir
tableau 4.7), et qu’en DEP positive (resp. négative) la force DEP est plus (resp. moins)
importante pour les CHO allongés que les CHO aplatis, le contraste en vitesse est plus

prononcé (respectivement moins prononcé) que celui relevé pour les forces.

Tableau 4.7. Variation du coefficient associé a trainée k en fonction de Uellipticité.

Ellipticité 1/3 172 1 2 3
Coefficient &k (chapitre 2,
formules (2.85), (2.86) et (2.87)

1.93126 1.2464 1 1.20394 1.40446

4.4. Les forces d’interaction mutuelle entre deux cellules
biologiques sous champ électrique uniforme

La configuration étudiée ici comprend deux électrodes planes qui génerent un champ
électrique uniforme. Entre les deux électrodes, deux CHO sont alignés dans la direction du
champ électrique (voir figure 4.30). Le rapport entre le rayon des cellules et la distance
inter—électrode vaut 1/40. La frontiere isolante se situe a une distance égale a 60 fois le

rayon des cellules. Le champ électrique uniforme appliqué est égal a 25V/cm. Les

différentes propriétés des milieux sont celles définies dans le tableau 4.6 du paragraphe

précédent.

V. sin(wt)

max

Electr s
ectrode Frontiére

isolante

>
/ > Cellule
1)

Tampon

Electrode

- -

Figure 4.30. Deux CHO soumis & un champ électrique uniforme. La représentation des cellules ainsi que
I’épaisseur de leur membrane ont des tailles exagérées. R/ L, =1/40, R/L,=1/60, R=10um.
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Dans le cadre de 1’approximation du dip6le ponctuel, la force d’interaction entre deux

particules identiques est donnée par [156] :
N2
FZMuruelle =127 (Re |:K:|) 8(solutlon)E§R6d—4 (435)

Rappelons que K est le facteur de Clausius-Mossotti défini par :
—(particule)  —(solution)
G -c

K= (4.36)

E(paﬂicule) + 25(solution)

La figure 4.31 montre les variations de la force électrique d’interaction entre cellules en
fonction de la distance d qui sépare leur centre (voir figure 2.30), calculée par le tenseur de
Maxwell et par le modele du dipdle ponctuel (les CHO baignent dans de I’eau salée,

o =25000 ps/cm). Pour des distances telles que d/R >3, la force d’interaction évolue de

maniere sensiblement proche de la loi dipolaire en (d / R)f4 .

f=10kHz

10'12 = - ]~ Force par le tenseur de Maxwell
< S Force dipble-dip6le
§ 10¢
- E
% C
£ 10™M¢
«© E
T C
g 10"
P . =
() C
1 C

10'16 | ) 1 |

2 4 6 8 10

Distance relative, d/R

Figure 4.31. Variation de la force électrique d’interaction entre deux CHO dans de I’eau salée en fonction
de la distance entre leur centre. La force est calculée par le tenseur de Maxwell et par I’approximation du
dipole ponctuel.

Il est utile de noter que, dans ce cas, la trées bonne correspondance entre les deux modeles
s’explique pour deux raisons. La premi¢re est que les électrodes sont éloignées des cellules
(les forces images n’interviennent donc que treés peu). La deuxiéme est due au fait que, le
champ électrique appliqué étant uniforme, la longueur caractéristique de variation du
champ électrique induit par un dipdle ponctuel est le rayon de la cellule. Pour la
configuration pointe-plan, le rayon de courbure de la pointe est une autre longueur
caractéristique qui intervient dans la distribution du champ électrique dans le
microsysteme. Cette longueur, de 1’ordre du micrometre, est sensiblement inférieure a la

taille des cellules.
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Sont reportées sur la figure 4.32 les variations de la force d’interaction mutuelle en
fonction de la fréquence et ce pour une position proche (3 d/R=2.5) et une position
éloignée (A d/R =5). La figure (4.32.a) correspond au cas ol le tampon est une eau salée
(o =25000 uS/cm) et la figure (4.32.b) correspond au cas ou le tampon est une eau
déionisée (o =100 uS/cm). Pour les deux cas (eau salée et déionisée pure) ainsi que pour

toutes les fréquences testées, la force d’interaction mutuelle est attractive. Ceci explique la
formation de chaine ou I’on constate un alignement de cellules dans la direction du champ
électrique [60]. Quand le tampon est de 1’eau salée, la force d’interaction mutuelle ne
change que tres peu dans une large gamme de fréquences (10 Hz et 1 MHz). A partir de
cette derniere fréquence, la force d’attraction mutuelle commence a baisser. Quand le
tampon est de 1’eau pure, la force d’interaction mutuelle subit deux variations visibles. La
premicre a environ 2 kHz et la seconde a 50 MHz. Avant 1 kHz et entre 10 kHz et 10
MHz, la force présente des paliers. Les variations de la force d’interaction en fonction de la
fréquence sont corrélées aux variations du carré de la partie réelle du facteur de Clausius-

Mossotti conformément a la formule (4.35).

a Forcead/R=25 b) e Force a d/R = 2.5

= 10" Forcead/R=5 Z 10712 Forcead/R=5

S E c I

S C <] e ————

= e = 413 o >

— -13 L - L

§ 10 g .§ 10 E /,’// \\\.\

5 ol s 10M

g 10 " E o F

3 : 8 g ‘/————\

ot B o -

E 10-15 m 10'15 2| 11 LI.I.I|3I ||II|III4I |I|IIIII5I IIII|III6| IIIIII|I7I INEETI 8
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Figure 4.32. Variation de la force électrigue d’interaction mutuelle en fonction de la fréquence entre deux
CHO immergés a) dans de I’eau salée et b) dans de I'eau déionisée.

On note ici que la vitesse d’approche des CHO n’est plus déterminée par le modele de
particule isolée (la formule de Stokes), mais plutdt par le drainage du film liquide entre les
CHO.

4.5. Conclusions

Les limites de validité du modele du dipdle ponctuel ont été estimées par confrontation
avec le modele du tenseur de Maxwell qui prend en compte la perturbation du champ
électrique due a la présence de la particule. Plusieurs tests ont été effectués. Le premier

concerne une configuration pointe-plan qui crée un champ électrique non uniforme entre
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les électrodes. Pour les spheres homogenes immergées dans une solution de Mannitol, un
accord satisfaisant a été trouvé entre ces deux modeles si la particule est de taille inférieure
a 10 % de la distance interélectrodes ou si elle est positionnée dans la zone centrale entre
électrodes. A proximité de la pointe comme du plan, la méthode ponctuelle a montré ses
limites bien que des développements multipolaires aient été utilisés. De facon tres
générale, la validité du modele ponctuel (dipolaire ou multipolaire) est dépendante du
rapport des dimensions électrodes/particules qui doit, comme dans les macrosystemes, étre
toujours tres grandes. En effet, ce modele suppose que le champ électrique varie tres peu a
I’échelle de la taille de la particule qui peut donc étre négligée. Cette explication devrait,
dans le cas de la configuration pointe-plan, justifier un écart plus important du c6té de la
pointe ot le champ électrique varie fortement par rapport a 1’électrode plane. Or,
I’inversion des tendances (écart plus important du c6té de I'électrode plane) la remet en
cause. La justification se trouve plutdt dans la distribution des charges sur 1’électrode qui
est fortement perturbée par la proximité d’une particule. Ainsi, cela nous conduirait a
conclure que le modele ponctuel reste treés approximatif méme pour une configuration ou le
champ est uniforme, pour peu que la particule soit au voisinage des €lectrodes.

Le deuxieme test correspond a I’étude de 1’influence de la forme d’un CHO (Ovocyte
de Hamster Chinois) sur la force DEP qui lui est appliquée dans la configuration pointe-
plan. Pour le CHO plongé dans une solution treés conductrice (o =25000 uS/cm), ol la
DEP est toujours négative, la force DEP pour les CHO aplatis est presque 2 fois plus
élevée que pour les CHO de forme sphérique ; pour les CHO allongés, par contre, la
modification reste négligeable. Pour un CHO dans une solution moins conductrice
(o =100 pS/cm ), on obtient les mémes conclusions tant que le régime de DEP est négatif.
En revanche, pour des fréquences du champ donnant une DEP positive on constate 1’effet
inverse : la force pour les CHO allongés peut étre 3 fois plus grande que pour la forme
sphérique alors que pour les CHO aplatis la variation est de 40 % au plus. Le modele du
dip6le ponctuel identifie correctement le régime de DEP sauf a proximité de la fréquence
de transition. Mais il ne donne qu’un ordre de grandeur des forces DEP qui s’exercent sur
les CHO de différentes formes.

Le troisieme test porte sur une configuration plan-plan qui induit un champ électrique
uniforme. La force d’interaction mutuelle entre deux CHO a été déterminée par la méthode

du tenseur de Maxwell. Pour des cellules assez éloignées (d/R >3) (R est le rayon de la

cellule et d la distance qui sépare leur centre), nous retrouvons les valeurs prédites par la

loi en (d / R)41 traduisant I’interaction dipdle-dipdle. Cette loi est donc valable pour des
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milieux biologiques suffisamment dilués.

La force électrique appliquée a une particule dépend de sa forme. Inversement, en
présence d’un champ électrique, les gouttes ou les cellules peuvent se déformer. Il est donc
indispensable d’utiliser des modeles qui, d’une part tiennent compte de la présence de la
particule, et d’autre part soient traités par une méthode numérique capable de suivre la
déformation de cette particule. Satisfaisant a ces impératifs, la MIF est utilisée pour

effectuer le couplage entre le déplacement par DEP et la déformation de la particule.
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Annexe 4.1

Dérivation de la solution analytique pour le potentiel
dans la configuration pointe-plan

Reprenons la configuration pointe-plan longuement décrite. La pointe est hyperbolique
et la frontiere latérale du microsysteme ellipsoidale est orthogonale 2 la pointe. Le plan est

médian a I’ellipsoide. Le probleme électrique a résoudre est :

VV(x)=0 si xeQ

V(X)=V1 si xel,

Ann4.1-1)
a—V(X):O si. xel, (
on

V(X)=V2 si xel,

Dans ces conditions, les coordonnées sphéroidales allongées vont faciliter la résolution du

probléme, comme illustré par la figure ci-apres.

Z
=S n=r/6
n=0 =2
,OZO,Z=+C F1 521
( ) <
n=nu/2
e=0 O
(p=0.z2=-) T~ n=2x/3
F2
n=r
n=>57/6

Figure Ann.4.1-1. Systeme de coordonnées adopté pour le calcul du potentiel électrique généré entre une
plaque plane et une pointe.

En effet la transformation :
z+ip=ccosh(¢+in), (Ann4.1-2)

¢ >0, donne naissance aux relations :
z=ccosh&cosn, p=csinhsinng (Ann4.1-3)

L’univocité de cette transformation est garantie pour les domaines de variation de ces
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coordonnées tels que :

0<é, 0<p<n, 0<L6<2x (Ann4.1-4)
R +R R, —R
coshé = 4 , cospp = —=2—1 (Ann4.1-5)
2c 2c
s L,
R =[(z=¢)"+p?| (Ann4.1-6)
T
R, =|(z+c) +p*] (Ann4.1-7)
Les coefficients métriques sont donnés par :
1 1
h§ = h,] = 7o hg = (Ann41-8)
c(sinh2§+sin2 77) csinh&sing

L’équation que doit satisfaire le potentiel, se réécrit comme, (Happel et Brenner, [126]) :

h h
VV = h.hh, O] fe OV +i n OV +i hy OV =0 (Ann4.1-9)
TV o8&\ bk, 08 ) On\ h.h, On ) 06\ h.h, 06

ou encore, a cause de la symétrie axiale du probléme, sous la forme :

9 csinhg‘sinﬂa—v +i csinhfsinna—v 0 (Ann4.1-10)
o¢ g ) on an

Les conditions aux limites deviennent :
a) n=xn/2 V=V,
b) n=n, V=V, (Ann4.1-11)
Q) E=&  V]EE=0
Avec &, et n, des parametres qui définissent respectivement la pointe hyperboloide et
frontiere latérale ellipsoidale. Une solution possible est celle ol les deux termes

apparaissant dans I’équation (Ann4.1-10) s’annulent simultanément, c.-a-d. telle que

sinh & g—‘; soit indépendant de & et sin ng—v de 7. Vu les conditions aux limites, la

solution s’écrit donc sous la forme :
V = Aln[tan(n/2)]|+B (Annd.1-12)

L’application des conditions aux limites (Ann4.1-11a, b) donne la solution définitive

suivante ((Ann4.1-11b) est tacitement vérifiée par le choix de la forme de V ) :

V=(v, —V])ln{tan (gﬂ / h{tan ("—;j}rvl (Annd.1-13)

L’unicité du probleme de Cauchy permet d’affirmer donc que (Ann4.1-13) est la solution

138



Annexe 4.1

du probleme (Annexe 3.1). Par ailleurs :
(V =Cst) < (7=Cst) (Ann4.1-14)
Les iso-potentiels s’obtiennent par élimination de &£ entre les relations (Ann4.1-3). Ce sont

des hyperboles de forme :

2 2

z p
- =1 Ann4.1-15
c*cos’n c’sin’p ( )

Le champ n’a donc qu’une seule composante (selonz ) qui vaut :

— V,"Vi 1
En= n, \|sinn y
In| tan 30

E - V,-V, 1 |
g 7, )50 7 ¢ (sinh? & +sin2 7).
In tan(fj c(sm & +5sin 77)

(Ann4.1-16)

soit :

(Ann4.1-17)

Et la force diélectrophorétique moyenne déduite de 1’approximation dipolaire, Jones [148],

est donnée par :

g -5 (v, -V, )2 cosn

—(i) —(¢) 2 3
o' +20 } 31 =cos?
(ln{tan (n—z‘))D ¢ (1 cos 77)

e, (Ann4.1-18)

n,moyenne

= 4rs R’ Re{

En remarquant que :

2 2 EAY 2
cosn:\/(z+c) TP > \/(Z c) P (Ann4.1-19)
c

= ! (sinh §cosne , —cosh&sinne, ) (Ann4.1-20)

[sinh2 £ +sin’ 77]2

e,

la formule (Ann4.1-18) devient, sur la partie d’intérét de 1’axe de symétrie, o p=0 et

0<z<ccosy, :

2
E(i) _5(9) :| V2 -V, CZZ
0 1250 In [tan ’770)j| (c2 - 22)3

d’ordre n est donnée par :

F. =4z&' R’ R{ e (Ann4.1-21)

(n)

La force induite par le moment p

(¢) p2n+l _ an—lE" = 2
F"n _ 2re'R Re |:K(n) :| g L,if;flbace (Ann4. 1_22)
¢ n!(n—l)! oz 07"
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) _ 5

K" = n=12,... (Ann4.1-23)

n&" +(n+1)5"

La force totale induite jusqu’au moment d’ordre m s’écrit :

thotale - Z an (Al’ll’l41-24)

n=l1

La feuille de travail Mathematica pour effectuer ce calcul est la suivante :

Multipole.nb

% La permittivité du vide est donnée par epsilont :

epsitond := 8.8254.107'%;

% Ici sont définies les permittivités complexes de la sphére en latex et de la solution de Mannitol {(«w = 2Pif}:
epsiclw_| 1= epsilon0+77.8 + 1.4% 107/ (1ew); eps2cle_| i~ epsilont=2.55 + 2.379« 107 il v )

% "Flzl" est le facteur de la composante axiale du champ dlectrique qui dépend de la cote "2”,
"Kln,w|" le facteur de Clausius - Mossotti généralisé d’ ordre "n™, "c" et "etha0" sontdes paramétres de la pointe .

1 1 epsiciw] ~ epsiciw]
= JKin, @ {=
Log|Tan[ 222]] ¢ -2

Flz_]: .
nxeps2cie)+ i+ Yrepsic]is]

% "Force® estia force due su multipdie ' ordre "n”

2 PiReiComptexExpandjepsic Re{ComplexExpandiK|n, wi}} RZ™!
ForcelR_, z_, n_, w_] 1= Evaluate| ! P pandiep '(:l(“ :}z P pandiKl n DHDIFIZ), {2, n -
nt -

Force{R, z, n, wi

% "Forcetotale” estla force due & tous fes multipdles jusqu'al’ ordre 100
e
ForcetotalelR_, z_, w_] = Evaluate[(}.sz Force|R, z, n, wij;
Tk 3

ForcetotalelR, z, wi

% Définition des paramétres "ethal” et "c”:

ethal = Pi/2-1.5; c= 1/Coslethad};

matable = FortranForm| TableForm| Table|Forcetotale[R, 0.5, 2Pi10%], (R, 0.02, 0.2, 0.021111;

discrety = 0.26; discrety = 0.27; discret; = 0.28; discret, = 0.29; discrety = 0.25; discret; = 0.3; discrety = 0.35; discret; = 0.4,
discrety = 0.45; discrety, = 0.5; discrely = 0.55; discrety, = 0.6; discrety; = 0.65; discretyy = 0.7; discretys = 0.75;
diseret,s = 0.76; discretyy = 0.77; discretyy = 0.78; discretys = 0.79;

matable = FortranForm| TableForm] Table[Forcetotale] 0.2, discret, 2Pi10°), 4, 1, 4)11;
manouviable = FortranForm{ TableForm{ Table] {2 P 10, RefK[1, 2P 10111, (i 1, %, 0.8)11
Savel“Fichier.dat”, matable];

Rx=0.2,cx1/Cos{Pi/2-1.5];

Clear{Forcel, Force2, Forced, Forced, Forceb, Forced); Clearjepsie, epsle)

wz 2ePieidry

20x

Clear{z|; FortranForm|N[Forcel{z, ] + Force2{z, w] + Forcediz, «] + Forced|z, w] + Forcesz, «lli;
Save|"Fichiert.dat”, matable}

Save|"Fichier2.dat”, manouvtable}
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Chapitre 5 : Déformation et déplacement de gouttes

Dans le chapitre 4, le traitement du mouvement de particules s’effectue sous
I’hypothese de particules rigides. Il est tenu compte pour estimer la vitesse du
déplacement, de la force DEP qui s’ applique sur la particule.

Pour tenir compte des déformations, les forces électriques locales a I’interface des
particules sont également considérées dans ce chapitre. Une premiere étape est de
considérer des déformations de gouttes de liquide non miscibles ol seule la tension de
surface intervient au niveau de I’interface goutte-fluide extérieur. Le probléme des gouttes
a un double intérét. D’une part, il permet d’aborder le comportement des cellules
biologiques en premiere approche et d’autre part, il s’agit d’une préoccupation pratique
puisque des dispositifs, pour déplacer des gouttes et/ou pour les faire coalescer, sont
actuellement en cours de développement.

L’étude des déformations EHD de gouttes n’est pas entierement nouvelle et plusieurs
approches ont été effectuées. Rayleigh est le premier a examiner la stabilité d’une goutte
chargée. Taylor étudie une goutte infiniment conductrice soumise a un champ électrique E
uniforme [276]. Melcher et Taylor considerent une goutte de conductivité finie soumise a
un champ électrique [184]. Dans le cadre de I'interaction entre deux gouttes proches
soumises a champ électrique, plusieurs travaux ont été effectués tels ceux de Chein [53] et
de Lundgaard ef al. [178].

Ce dernier probleme a des applications directes. En effet, soumettre les gouttes d’eau en
suspension dans du pétrole brut a un champ électrique est un procédé efficace pour
provoquer leur coalescence et permettre par la suite leur extraction. Les gouttelettes d’eau
se comportent comme des dipOles électriques qui s’attirent (par force d’interaction
mutuelle, comment cela a été présenté au chapitre 4), coalescent et forment ainsi des

gouttes de plus en plus grosses facilement extractibles. Cependant, quand le champ

électrique atteint une valeur critique E_, c’est le processus inverse qui se produit,

celui étudié par Taylor ; le champ électrique trop intense provoque la brisure des gouttes.

Pour prédire dans quelles conditions la brisure des gouttes se produit, plusieurs études ont
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été effectuées d’un point de vue analytique et expérimental [23, 255, 275]. Sur le plan
analytique, certains travaux considerent des formes données de la goutte pour lesquelles la
solution analytique exacte pour le champ électrique est connue ; c’est le cas notamment des
travaux de Taylor sur des gouttes ellipsoidales infiniment conductrices ol aucun
é¢coulement ne se produit et ceux de Melcher et Taylor dans lesquels sont étudiées des
gouttes sphériques de conductivité finie ou I’écoulement est pris en compte [193, 274, 275,
276, 277, 278]. Ces travaux sont revus en détail dans la section 5.1. D’autres approches
analytiques consistent a effectuer des développements par des méthodes de perturbations
pour relier le champ électrique a la forme a priori inconnue de la goutte. La perturbation
est estimée par 1’écart a un état initial donné. Les travaux de Tsamopoulos et al. [285], de
Shiryaeva et al. [123, 254, 257] utilisent ces développements jusqu’a I’ordre 2 mais ne sont
exploitables que pour des gouttes conductrices. Nous proposons dans la section 5.2 de ce
chapitre une application de la méthode des perturbations pour une goutte diélectrique de
conductivité finie en écoulement permanent. La principale contrainte imposée par ces
méthodes analytiques approchées est qu’elles ne sont valables que pour des déformations
des gouttes relativement faibles ; la prise en compte de grandes déformations implique des
calculs difficiles a mettre en oeuvre. Les méthodes numériques, qui restent des méthodes
approchées, offrent une alternative puisqu’elles permettent de considérer tout type de
géométrie. Dans le cas particulier d’écoulements irrotationnels, nous effectuons un
traitement numérique par le code CANARD-EHD (voir Annexe 5.1), dont la formulation
MIF a été présentée au chapitre 3. Les simulations de la déformation d’une goutte sous
champ uniforme continu et alternatif sont présentées dans les sections 5.3 et 5.4. Les
résultats obtenus par CANARD-EHD sont comparés aux travaux théoriques de Taylor
[276] et aux résultats expérimentaux de Berg et al. [23]. S’inscrivant dans la suite de ces
travaux, la section 5.5 traite a la fois du déplacement et de la déformation de gouttes. Les
particules considérées sont des gouttes de fluide immergées dans un fluide non miscible.
Les résultats obtenus par CANARD-EHD sont discutés dans le cas de déformation et
déplacement lorsque le champ électrique est non uniforme. Pour cela, nous utilisons une
configuration EHD en champ électrique continu pour laquelle Feng [101] donne la solution
analytique. Le méme code est ensuite utilisé pour simuler le mouvement d’une goutte
d’eau dans de I’huile sous I’effet d’un champ électrique alternatif dans la configuration

pointe-plan d’électrodes décrite au chapitre 4.
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5.1. Sur Ia trace de Taylor
Pour une goutte suspendue dans un fluide non miscible a I’état permanent, les forces

électriques s’équilibrent avec les forces hydrodynamiques en tout point de I’interface
goutte-fluide. Pour assurer cet équilibre, I’interface se déforme. Dans la pratique, on
distingue plusieurs cas, selon les propriétés électriques des gouttes et du fluide extérieur
mais aussi selon le temps d’observation du phénomene traité. En vue de valider notre
modele  numérique, nous avons d’abord considéré le  comportement
électrohydrodynamique de gouttes dans les configurations traitées dans la littérature. Bien
que les premiers travaux aient été effectués par Rayleigh a partir de 1884, les
développements analytiques de Taylor (notre principale référence ici), concernant les
gouttes conductrices soumises a un champ électrique uniforme, ne remontent qu’a 1964.

Nous commengons par rappeler 1’essentiel des travaux de Taylor avant de présenter nos

résultats.

5.1.1. Goutte conductrice ellipsoidale

Taylor a étudié une goutte conductrice chargée et isolée ainsi qu’une goutte non
chargée soumise a un champ électrique uniforme (voir figure 5.1). Cette situation
correspond au cas asymptotique de régime électrique permanent. Dans les deux cas, la

goutte a une forme d’un ellipsoide et aucun écoulement ne se produit, [276].

Electrodes o)

Goutte

Figure 5.1. Goutte de forme ellipsoidale soumise a un champ électrique uniforme.

En coordonnées cylindriques (r, o, z), I’équation de I'interface de la goutte est donnée

par:

2 2
Z r

2 72
a b

ou a (respectivement b) est la moitié de la longueur de I’axe majeur (respectivement, 1’axe

=1 (5.DH

mineur) de I’ellipsoide.
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a) Goutte conductrice de charge Q

Taylor étudie une goutte chargée isolée. En régime électrostatique permanent (pas de
mouvement de charges électriques d’espace), il découle que la densité du courant de
(1)

conduction j” a lintérieur du conducteur est nulle ; le champ est donc nul partout a

I’intérieur du conducteur et sa composante tangentielle a I'interface E, 1’est également. Le

potentiel électrique est ainsi constant sur I'interface. Ce potentiel, proportionnel a la charge

0, sera noté V. Le champ électrique extérieur normal a I’interface est donné par, [276] :

oV PV
—— = 5.2
! on b 2

ol :

Pz* (5.3)

J1-7°¢*/a’

1 l+e
I =—In| — 54
' 2e n(l—e) G4

e est I’excentricité de I’ellipsoide définie par :

e=1-b*/a’ (5.5)

La contrainte électrique normale au point de cote z de ’interface est donnée par :

2 2

(o) an 1 |4

L[V i, 5.6)
(an ’ bz(l—zzez/az)ll2 (

o~
=
=
~—
=
Il
=
Il
|

n est la normale extérieure a la goutte (voir figure (5.1)).

La contrainte normale associée a la tension de surface est donnée par :

2H}/=}/£i+lj (5.7)

h h
ou H est la courbure moyenne, r, et r, sont les rayons de courbure méridional et azimutal,

respectivement. Les expressions analytiques de ces rayons de courbure sont données par :

2 23
Z r
2 2z
Z r
r,=b’ (_a“ +—b4j (5.9

Au pdle de la goutte (r=0,z=a) H=ab”, alors qua l'équateur (r=5b,z=0)

2H =bha +b™".
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Nous reprenons, dans ce qui suit, la premicre approximation de Taylor dans laquelle
I’équilibre entre les forces électriques et les forces hydrodynamiques au pdle et a

I’équateur est assuré, soit :

2ab7y - Ap = (Toe ) (5.10)

z=a

y(ba” +b7") - Ap =(Toe) (5.11)

z=0
Ap est le saut de pression a I’interface, supposé constant en 1’absence d’écoulement, entre
I'intérieur et I’extérieur de la goutte. Par élimination de Ap entre (5.10) et (5.11), I’on

obtient :

(Zab_z —ba_z —b_l>]/ — (Til:ctrique) _(Télectrique )Z:O (5. 12)

nn
7=a

La condition de conservation du volume impose que a et b soient de la forme :

— 3 —
a=ra’, b=ra

al—

(5.13)

ou r, est le rayon initial de la goutte et @ =1-¢”. Les contraintes électriques normales

deviennent :
Vi
(Em )z=a - %8 ’?)2112 (5 14)
LV
(Tnn)z:o _%‘9 7’02112 (5-15)

Par introduction de (5.14) et de (5.15) dans (5.12), nous obtenons la condition d’équilibre

suivante ;
LzllN(a) (5.16)

ol :
N (@)=d' (2-a* =o'} [(1-a) (5.17)

La figure 5.2 représente les variations du potentiel électrique d’équilibre en fonction de
Iellipticité a/b de la goutte. Pour la forme sphérique (a/b=1), il existe un potentiel (et

une charge électrique) au-dessous duquel la goutte conserve sa forme sphérique. Pour un

potentiel supérieur a cette valeur critique, la goutte se déforme. Cette valeur du potentiel

V. telle que V. / N ZrO;// &) =2 coincide avec la valeur critique donnée par Rayleigh.

Notons que la solution a I’équilibre prédite par ce modele (figure 5.2) est instable pour

toute valeur d’ellipticité a/b>1.
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Ellipticité, a/b

T S

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
V/«/Zroy//g(e)
Figure 5.2. Variations de ['ellipticité en fonction du potentiel électrique d’équilibre.

b) Goutte neutre soumise a un champ électrique uniforme

L’axe majeur a est dans la direction du champ électrique E; appliqué. Le champ

électrique sur 1’interface est donné par :

E zP
g --Y _Ez (5.18)
on bl
P conserve son expression telle que définie par (5.3) et /, est donné par :
1 l+e) 1
I,=—In -— 5.19

o2é ( l1-¢ j e ( )

La contrainte électrique normale au point de cote z de I’interface est donnée par :

2 2.2
(n.'ﬂ‘).nz']rnn =%g(€) (a_vj =%8( €) E - (5.20)
on (1 77 e’/a )

En introduisant cette expression dans (5.12) nous obtenons :

Eyp25"r [y = 1L,M (a) (5.21)

M(a)=20'N2-a? -a? (5.22)

La figure 5.3 représente les variations du champ électrique d’équilibre en fonction de

Iellipticité a/b de la goutte. Il existe une valeur critique E. du champ électrique au-dela

de laquelle aucune forme de goutte n’assure 1I’équilibre. Cette valeur est telle que :

E 269 [y =0.64 (5.23)
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Pour une valeur du champ électrique appliqué inférieure a E,., deux formes d’équilibre

existent ; la moins allongée est stable tandis que la plus allongée est instable. La valeur de

I’ellipticité associée a E. est:

a/b =19 (5.24)
7
6
e !
X 5
2
g - ey
L
a/b=1.9 /
24 SRR SUU

0 0.2 04 0.8 0.8
E\\2¢ (e)’?)/ 4
Figure 5.3. Variations de [’ellipticité en fonction du champ électrique d’équilibre.
5.1.2. Les cones de Taylor en solution auto-similaire
On considere un liquide conducteur de forme conique porté a un potentiel électrique
(V,) dont I’extrémité est a la distance aq, d’une électrode plane portée au potentiel nul

(voir figure 5.4).

24

Liquide conducteur porté

Figure 5.4. Une goutte axisymétrique conductrice portée a un potentiel V, a une distance a, d’une
électrode plane portée au potentiel 0.

La distribution du potentiel électrique est décrite selon les coordonnées sphériques (r, 0).

La forme est supposée étre en équilibre ; par conséquent les contraintes électriques
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s’équilibrent avec les contraintes capillaires. Par analyse dimensionnelle, le potentiel

électrique V,, peut s’exprimer en fonction de la tension de surface y et de g, sous la forme

[302] :

. 12
v, = c(y(;;j (5.25)
&

ou C est un coefficient sans dimension. En supposant I’auto-similarit¢ du potentiel

électrique, c’est-a-dire son invariance pour r/ a, constant, on peut écrire :

2
V= (%j F [i,ej (5.26)
& ao

ou F est une fonction sans dimension. Loin de [’interstice, la fonction F prend, par

séparation des variables, la forme en puissance suivante :
12
F[i, 9) - (L] ¥(6) (5.27)
a, a,
ce qui permet d’écrire (5.26) sous la forme :

12
7 2
V= (_5(6) ) r'Y (9) (5.28)

L’ unique solution de I’équation de Laplace, prenant la forme (5.28), est telle que [276] :
Y(8)=P,,(cosb) (5.29)
ou F, est le polynome de Legendre généralis¢ d’ordre 1/2. D’un point de vue

mathématique, la surface conique du liquide ne devient équipotentielle (et indépendante de
r) que si B, (Cos 9) =0. Or, Iunique racine de £}, (cos «9), comprise entre 0 et 7, pour
laquelle ceci se produit est =130.7°, [276]. A cette valeur, correspond un demi-angle au
sommet du céne :

a=r—-60=49.3° (5.30)
Selon ce résultat, si une forme d’équilibre conique d’une goutte existe, celle-ci a pour

demi-angle au sommet 1I’angle o =49.3°. Cette forme est appelée cone de Taylor.

5.1.3. Goutte sphérique avec écoulement sous champ uniforme

Dans le cas général de deux fluides de conductivité finie, 1’écoulement, a I’intérieur et
a D'extérieur de la goutte, doit étre pris en compte. La conductivité de la goutte est
supposée différente de celle du liquide extérieur et les deux fluides sont visqueux. Melcher

et Taylor [193] ont étudié ce probleme en faisant I’approximation que la goutte est
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sphérique. Le champ électrique et 1I’écoulement sont supposés respecter la symétrie axiale.
Ces auteurs ont effectué un développement analytique assez simple en se plagant dans un

systeme de coordonnées sphériques comme indiqué par la figure 5.5.a.

a) Lignes de champ b) Lignes de courant

—/ N\ T~

\EO/

T électrique

Equateur

J_l élecir 1quc

g

Figure 5.5. Une goutte sphérique de rayon ¥, occupe la région (i) et est immergée dans un liquide qui

occupe la région (e). a) le champ électrique continu appliqué E, est uniforme loin de la spheére et la

répartition des charges électriques a interface correspond au cas ou la conductivité du liquide extérieur
est plus grande que celle de la goutte. En interaction avec le champ électrique, ces charges créent une

contrainte tangentielle T 5" . b) Caractéristiques de I’écoulement induit par le champ électrique.
En régime permanent, la continuité de la densité du courant j qui traverse I’interface doit
étre vérifiée, soit :
cVEY = g E) (5.31)
Le saut de la conductivité €lectrique détermine le saut de la composante normale du champ

électrique E, a ’interface :
| &)
E(’) _E(") — : _1 E(e)

Dans le cas général ol les temps électriques de relaxation 7, (7, = &/o ) de la goutte et du

liquide extérieur sont différents, ce saut implique une discontinuité de la composante

normale D, du vecteur déplacement électrique :

[n-D]="ED - 9E = 5 (‘9— — l EY %0 (5.32)
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qui correspond, d’apres le théoréme de Gauss (équation (2.33) du chapitre 2), a une densité

surfacique de charges g, a I'interface. Cette distribution engendre une force de Coulomb

tangentielle s’il existe une composante tangentielle du champ électrique (équation (2.12)
du chapitre 2). Sous I’effet de la viscosité, les fluides, a I'intérieur ainsi qu’a I’extérieur de
la goutte, se mettent en mouvement comme indiqué par la figure 5.5.b.

La partie électrique est décrite par I’équation de Laplace pour le potentiel électrique :
vivW =0, k=ie (5.33)

avec les conditions aux limites suivantes :

EY(r) > E, quand || +o
VIR, =V O

AVEE (r) =t E,(,i) (r)

En supposant la densité du courant électrique dii au transport des charges a I’interface par

(5.34)

Irl=ro

Irl=r Irll=o

I’écoulement faible devant la densité du courant électrique da a la conduction des fluides

sous-jacents, la solution classique de ce systeme proposée au chapitre 3 reste valable :

v —— 2i5 E,rcos® (5.35)
1-Sr

Ve = _E cos| r+—20 5.36

0 ( 2+ rzj (5.36)

ou § =o' / o etle champ électrique en coordonnées sphérique est :

v, _1av,

1
or " rof "’

D’un autre c6té, la partie hydrodynamique est décrite par 1’équation de conservation

E= (5.37)

de la masse et 1’équation de Navier-Stokes dont il convient de rappeler les expressions

dans le cas d’écoulements incompressibles :

V¥ =0, k=i (5.38)

k
P (alal( e 'Vu(k)] =vpH 4 v k=i (5.39)
t

En dénotant U et L la vitesse et la longueur caractéristiques de 1’écoulement,
respectivement, et en gardant les mémes notations entre les variables dimensionnelles et
adimensionnelles, alors 1’équation (5.39) devient :

™ o W, 1 oo
or +u"’-Vu ——Vp +WV u (540)
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(k)

ou le nombre de Reynolds Re'’, défini au chapitre 2, s’écrit :

(®)
R = £ (gL (5.41)
7,

En régime permanent et a faible nombre de Reynolds, les termes d’inertie deviennent
négligeables devant les autres termes, ce qui conduit a I’équation de Stokes :
|

—va® (5.42)

") _
vp = R

Les conditions aux limites associées a (5.42) sont :

Hu(e)H(r) —0 quand |r]| >+ (5.43)

n-u(e)(r)” . :n-u(")(r)|| . =0 (5.44)

Cu (e, =t (), G4

n- H(e) _ H(I) +n- T(e)électrique _ T(i)électrique —2Hwvn 5.46
( ) = ( ) Iel=r ! ( :

ol n et t sont les vecteurs normal et tangent a l’interface, respectivement. 2H , la
courbure totale de l'interface au point courant, est donnée par 2H =-V_-n, ou V|
représente la projection normale de 1’opérateur V (nabla) sur le plan tangent a I'interface.

Dans la configuration axisymétrique, il est approprié de définir une fonction de courant

telle que [126] :

(k)
(k) _ v .
u _vx(rsin6?1¢] (5.47)

En prenant le rotationnel de (5.42) puis en introduisant (5.47), nous obtenons les équations
suivantes a résoudre :

@ sim@o( 1 o\
(sin@ o 1 0 -0 5.48
|:ar2 7 ae[sine aeﬂ vV (548)

En examinant la condition aux limites (5.46), on déduit que pour obtenir I’équilibre entre

les composantes tangentielles des contraintes hydrodynamiques et €lectriques, pour tout

angle @, il est nécessaire que /siné possede une dépendance en @ analogue a celle du
terme T """ (qui varie en sin@cos@ ). La forme suggérée de y est la suivante :
w = f(r)sin’@cosd (5.49)

En introduisant cette expression dans 1’équation (5.48), Melcher et Taylor ont obtenu une

équation pour f dont la solution est de la forme :
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f(r)=r" (5.50)
avec n=-2,0,30u 5. En appliquant la condition (5.43) et en imposant la régularité de

l//(i) en r =0, ces auteurs ont déduit :

p') = (Cro’lr3 +Drr )sin2 @cosb (5.51)
p') = (Aro“r’2 + Br} )sin2 Gcosd (5.52)

ou les constantes A, B, C et D sont entierement déterminées par les conditions aux limites
(5.44), (5.45) et (5.46) :

A=-B=C=-D=U (5.53)
U est la vitesse a 1’équateur (voir figure 5.4). L’équilibre des contraintes a I’interface de la

goutte r =r, implique :

Tr(ri)électrique _ Tr(re)électrique + H(rtr) _ H(rar’) -C (554)
T 5é)électrique T f;)électrique +1—I(rtg) _ H(rz) =0 (555)

Ce qui conduit finalement a :

9E; () _ ([ (g2 17 o

—— &V -+ 7S +1)-2&" |cos“ O

2(2+ S)z ( |: ( ) :| )
+2(5 2 +3y(">)(1—3c0s2 9)=C (5.56)

i
2
_9—E°2(3(8)S —g(i))(2cosﬁsin 9)—10£(y(i) +,u("))cosﬁsin6’ =0 (5.57)
2(2+S) I
La constante C est donnée par :
Conp-2 (5.58)
Ty

qui exprime la différence entre la pression a I’intérieur de la goutte et la contrainte associée

a la pression capillaire. Pour que I’équilibre soit assuré sur toute ’interface (sphérique), il
faut et il suffit que le coefficient de cos® @ dans (5.56) et celui de cos@siné dans (5.57)
soient nuls. Ceci conduit aux deux relations entre le rapport des permittivités P = P / &,
le rapport des conductivités S = o / o' et celui des viscosités M = y(i)/ u(e) , ainsi que la
vitesse U et I'intensité E, du champ électrique appliqué :
96"V EX, (S - P)

v 102+ R)* (4 + )

(5.59)

152



Chapitre 5 : Déformation et déplacement de gouttes

2_
S?-2P+1 3(3M+2j:0 (5.60)

S—P 5\ M+l
Si deux fluides sont tels que la relation (5.60) entre S, P et M est vérifiée, alors 1’équilibre
de la forme sphérique est assuré, indépendamment de I’intensité du champ électrique
appliqué.
Comme U est déterminé par (5.59), nous pouvons examiner la consistance du modele, dont
une des hypotheses est que 1’écoulement est a faible nombre de Reynolds. Pour une goutte

d’eau (7, =1cm, 6 =107 S/m ) dans de I'huile (¢ =107"" S/m), nous obtenons dans un

champ de 10 kV/cm les nombres de Reynolds R =0.1 et Re!”) =0.01. Nous vérifions a
posteriori que le régime hydrodynamique est bien a faible nombre de Reynolds.
Pour voir quelle forme prendrait la goutte lorsque la condition sur S, P et M est

légerement différente de (5.60), on ajoute un terme de contrainte normale supplémentaire

C’'cos’ @ qui permettra de conserver la condition d’équilibre des contraintes (5.56) :

+2(5u(") +3y("))(1—3cos2 0)+C'cos’0=C (5.61)
fy

C' est positif si la force ajoutée est dirigée vers I'intérieur de la goutte. Les équations

(5.57) et (5.61) ne sont satisfaites que dans la condition suivante :

2 ()
C':9E0—‘92(SZ—2P+1+3(S—P)(3M+2D (5.62)
2(2+5) SM +5

Puisque dans (5.62) la quantité devant les parentheses est positive, le signe de la force

supplémentaire a le signe de 1’expression :

(5.63)

A(S’P’M)=Sz2P+1+3(S}>)(3]V[+2j

SM +5
qui discrimine les différentes formes possibles que la goutte prend. Si A(S,P,M ) est

positif, la goutte est allongée sous I’effet du champ électrique, alors que s’il est négatif, la
goutte est aplatie. Si A =0, on retrouve la condition de sphéricité de la goutte (5.60). Il
convient de noter que la nature de la forme de la goutte (allongée ou aplatie) est
indépendante du champ électrique appliqué E, .

Par cet artifice, Melcher et Taylor arrivent ainsi a déterminer la tendance qu’a une goutte

initialement sphérique a s’aplatir ou a s’allonger. Cette condition reste toutefois qualitative.
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Pour déterminer analytiquement les déformations de gouttes de maniere plus précise, on a

recours a la méthode de perturbations comme décrit dans la section suivante.

5.2. Une tentative pour déterminer la déformation : la méthode
des petites perturbations
Pour aller au-dela de ce qu’avaient fait Melcher et Taylor pour prédire les

déformations de gouttes, il faut utiliser des méthodes plus générales. Une premiere idée
consiste a utiliser la méthode de petites perturbations au cas linéaire et I’étendre ensuite au
cas non linéaire.
Nous avons donc essayé d’utiliser la méthode de petites perturbations pour déterminer, par
des développements analytiques, la relation qui relie la déformation d’une goutte au champ
électrique qui lui est appliqué. En partant d’une forme initiale donnée de la goutte, des
approximations de proche en proche de la forme sont recherchées. En pratique, nous
prenons la sphere comme forme initiale de la goutte (solution en 1’absence de champ
électrique). On définit un parametre caractérisant 1I’écart a la forme initiale. Ce parametre
doit rester faible pour que la méthode soit valable. Toutes les autres variables, champ
électrique et champ de vitesse, sont ensuite calculées en fonction de ce parametre.
Les travaux de Melcher et Taylor s’inscrivent, de par la définition de la méthode de
perturbations, comme une étude a ’ordre O de la déformation de gouttes ; en effet ces
auteurs prennent a priori un champ électrique et hydrodynamique issus d’une forme
sphérique qui créent a leur tour des contraintes ne déformant pas la goutte.
Plusieurs travaux, qui utilisent la méthode des petites perturbations, ont été réalisés dans le
passé pour étudier la stabilit¢ des gouttes autour de différents états d’équilibre.
Tsamopoulos et Brown [284] ont examiné la stabilité de gouttes immergées dans un fluide
passif (qui ne manifeste qu'une pression uniforme) et la stabilité de bulles immergées dans
un fluide en mouvement par la méthode des petites perturbations. Leurs développements
sont effectués jusqu’au deuxieme ordre. Les écoulements qu’ils considerent sont
irrotationnels. Dans un autre travail, [285], ils ajoutent aux effets hydrodynamiques la
contribution du champ électrique sur des gouttes chargées. Les équations valables
uniquement en écoulement irrotationnel inteégrent correctement 1’équilibre des forces
normales a I'interface. Il est donc utile d’étendre ce travail aux ordres supérieurs pour
prédire les formes d’équilibre de maniere plus précise en fonction des différentes
propriétés électriques et hydrodynamiques de la goutte et du fluide extérieur.

Les développements analytiques présentés en Annexe 5.1 utilisent la technique de
perturbation de Poincaré [288]. La forme de goutte est supposée définie par 1’équation

(Ann5.2-1):
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r=F(6) (5.64)
Un changement de variables est effectué pour ramener la géométrie de la goutte, donnée
par :
n=r/F(0) (5.65)
a la géométrie sphérique :
n=1 (5.66)
Le parametre de perturbation £ (a ne pas confondre avec les permittivités &V et £ dela
goutte et du fluide extérieur) est défini par (équation (Ann5.2-24)) :
z€ .[ cos 6’ sm 0do (5.67)
0

Au premier ordre en &, pour les petites déformations, les potentiels électriques sont

donnés par :
V(i)(n,H):—LEO}’() (COSH)_EO %nropl (COSH) (5.68)
_I_

v (n,0)=—-LE,F,(cos6)— Ejnr,F (cos6)

, E, 0(6) _O.(i)
-1 ?m}’](cosﬁ) (569)

et les potentiels hydrodynamiques par (équations (AnnS.2-81) et (Ann5.2-82)) :
v (7,0)=ar; (775 -~ 773)(—1’2 (cos8)+ P, (cos6)) (5.70)

1//(6)(77,0):13(1—%](—1’2 (cos@)+ P, (cos)) (5.71)
n

ou :

9Ey; &Y (S5-P)
35 4+ (2+5)

@ = (5.72)

L’expression qui relie le champ électrique E;, pour lequel on a équilibre, a I’ellipticité

a/ b est donnée par (équation (Ann5.2-92)) :
E,= 47

0 = g(e)ro(ijz{l(sz_2P+1)+(S—P)(2+3M)}1+

2+8 )13 5(1+M)

—

(5.73)

o |—

S|

Cette relation est plus générale que celle proposée par Taylor, mais reste astreinte aux

faibles déformations (5/ ry < 1). En effet, si I'on trace la courbe de variation de I’ellipticité
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de la goutte en équilibre en fonction du champ électrique appliqué (figure 5.6), on trouve
que les deux courbes se rejoignent si la déformation est faible, mais 1’écart augmente
considérablement dés que le la déformation devient grande.

Il est donc clair que le développement au premier ordre de la perturbation n’est pas
suffisant pour décrire correctement la déformation d’une goutte proche de la rupture sous
champ électrique. Les développements d’ordres supérieurs, qui nécessitent un effort

calculatoire considérable, n’ont pas été poursuivis.

(23]
1

‘\ — Taylor /
5| \ ——— Perturbations |

Ellipticite, a/b
Y

EOJZS(e)rO /7/

Figure 5.6. Variations du champ électrigue d’équilibre, calculé par Taylor et par la méthode des
perturbations, en fonction de Iellipticité.

5.3. Etude numérique de la déformation de gouttes en champ
électrique continu

Une goutte d’eau Q" de rayon r est placée entre deux électrodes planes (frontieres
)

I', et I',, voir figure 5.7). La goutte baigne dans une huile 0. La frontiere I, est
supposée isolante. Le champ électrique loin de la goutte est uniforme. Nous choisissons la
distance L telle que L/r>10. Les détails de la configuration 2D-axisymétrique sont
résumés sur la figure 5.7.

Une tension électrique continue est appliquée a 1’électrode gauche V(t) =V, (l—e*’/ ’) et
I’électrode droite est mise a la terre (V =0). En I’absence de goutte, ceci engendre un

champ donné par :

E(t)=-E,(1-¢ ") (5.74)
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ou E;=V,/L et r estle temps caractéristique d’application du champ électrique que 1’on
suppose étre supérieur au temps électrique de relaxation
prelaon (5(i) +2£ ) / (G(i) +206') ) (régime électrique établi). Pour I’interface goutte

relaxation

d’eau-huile minérale, 7

=0.1 ps.

2L

FB

L esttel que L/r> 10

Figure 5.7. Configuration utilisée dans les simulations de déformation d’une goutte soumise & un champ
électrique continu.

Les différentes valeurs des parametres utilisés dans les simulations sont données dans

tableau 5.1.

Tableau. 5.1. Valeurs des parameétres utilisés dans les simulations (T = 25 °C).

Parametre Valeur Unité
Permittivité relative de la goutte £ (eau du robinet) 78.8 -
Permittivité relative de I’huile minérale &' 2.55 -
Conductivité de la goutte, o (cau du robinet) 100 pS/cm
Conductivité de I’huile minérale &' 3x107"° puS/cm
Tension de surface y de I’interface eau-huile ~40 mN/m

5.3.1. Dynamique de la déformation d’une goutte

Différentes déformations de la goutte sont observées, selon leur taille et I’intensité du

champ électrique appliqué. La figure 5.8 reporte les formes obtenues par les simulations
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pour un rayon initial de goutte égal a 500 um. Si la tension électrique est appliquée
progressivement de 0 a V, (z =0.001s) ot E, =10 kV/cm, alors la goutte se déforme par

une succession d’ellipsoides allongés en quasi-équilibre (faible influence de I’inertie dans

ce cas).

Figure 5.8. De gauche & droite, une séquence de déformation d’une goutte (r = 500 um) calculée aprés
application du champ électrique. Le temps caractéristique de I’ application du champ électrique est égal

r=10"s et E,=10kV/cm.

5.3.2. Formes d’équilibre possibles

L’outil MIF dont nous disposons permet de calculer la déformation d’une goutte en lui
imposant un champ électrique. Pour calculer les formes d’équilibre qu’elle peut admettre,
nous appliquons a une goutte de forme ellipsoidale donnée, un champ électrique. En
fonction de la valeur du champ électrique, la goutte aura tendance soit a s’allonger soit a
s’aplatir, ’évolution se faisant toujours vers une forme sphéroidale plus ou moins
différente de la forme ellipsoidale initiale.

A champ électrique fixé, tant que ellipticité a/b < 1.9, les simulations révelent une
tendance vers une forme sphéroidale donnée, que I’on approche cette forme par une forme
initiale plus ou moins allongée : c’est la branche inférieure stable de la courbe présentée
dans la figure 5.9. Si a/b > 1.9, la goutte tend soit a rejoindre une forme nettement moins
allongée, soit au contraire a s’ allonger jusqu’a éclatement : cette branche est la partie
instable de la courbe d’équilibre. Puisqu’il y’a une certaine incertitude dans la valeur du
champ, calculé par dichotomie, qui correspond a la position exacte d’équilibre dans la
branche instable, nous observons un écart (de 1’ordre de 3 %) entre la théorie de Taylor et
notre modele MIF. Une autre explication possible pourrait étre le fait que la forme
d’équilibre prédite par la MIF n’est pas exactement ellipsoidale comme la théorie de
Taylor le suggere. Comme c’est le cas pour les résultats de Taylor, les simulations
montrent que le point de retournement est voisin d’une ellipticité égale a 1.9.

Notons que cette étude est équivalente a I’analyse linéaire de stabilité que I’on effectue par

perturbation d’un systéme pres de son état d’équilibre.
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8.0 - Taylor
o 7ol Stable ¢ Approximation
.-§ \ de Taylor
= — — —— Instable \
5 6.0fF ¢
o Simulation N
= 50l viations ‘o Points de
o - Stabl N retournement :
S a0l able N limite de stabilité
© . e Instable ]
.% 30+
= a/b - 1.9
m 20 —(—  _______________________3

1.0 : . . '

0 2 4q 6 8 10

Champ électrique appliqué (kV/cm)

Figure 5.9. Loi d’équilibre de la goutte prédite par Taylor et calculée par le modéle MIF en fonction de la
valeur efficace du champ électrigue appliqué. Rayon équivalent de la goutte r = 500 um.

5.4. Etude numérique de la déformation de gouttes en champ
électrique alternatif
Berg et al. [23] montrent que les gouttes d’eau, immergées dans du pétrole, réagissent

de deux manieres lorsqu’un champ électrique alternatif leur est appliqué. (i) Aux faibles
valeurs du champ électrique, les gouttes initialement sphériques se déforment et
s’allongent (parfois, un aplatissement est observé, [23]). (ii) Pour une intensit¢ du champ

électrique supérieure a une valeur limite (champ électrique critique E,) des instabilités

(éjection de gouttelettes, apparition de jet fin ou de nuages de fines gouttelettes) se
développent au niveau des pdles de la goutte suite a la formation des cones. Les parametres
que Berg utilise dans ses expériences sont, d’une part, 1’intensité, la fréquence et la forme
de variation du champ électrique appliqué et, d’autre part, la conductivité de la goutte.
Nous comparons nos simulations aux résultats expérimentaux de Berg. Le modele MIF que
nous utilisons ici suppose que le champ électrique a une variation sinusoidale dont la
fréquence est égale a la fréquence f du champ électrique appliqué. Cette approximation
n’est valable que lorsqu’il n’y pas de déformation induite par la pression électrostatique
aux harmoniques supérieures (2f, 4f, etc.). Ce point est également développé dans ce qui

suivant.

5.4.1. Configuration d’étude

La configuration décrite dans la section 5.3 est reprise pour reproduire numériquement
les expériences de Berg et al. Une tension électrique sinusoidale est appliquée a I’électrode

gauche :
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V(t)=(1-¢")Re(V,,e™) (5.75)

ol @ est la pulsation (w=2xf) et fla fréquence. De méme 7, le temps caractéristique

d’application du champ électrique, doit étre supérieur au temps électrique de relaxation

prelation (6‘(i) +2£ ) / (O'(i) + 20'(6)) . L’électrode de droite est mise a la terre (V =0).

5.4.2. Réponse dynamique de la goutte aux forces appliquées

Examinons qualitativement la déformation que subit une goutte en fonction de la
fréquence du champ électrique appliqué.
A basse fréquence, on s’attend a ce que les gouttes se déforment de maniere a suivre quasi-
instantanément les variations du champ électrique appliqué. D’un point de vue
hydrodynamique, ceci implique des déformations quasistatiques, comme illustré par la
figure (5.10.a).

Figure 5.10. a) Au gré de Uintensité instantanée du champ électrigue, la goutte se déforme de maniére
périodique. b) la goutte arrive difficilement a suivre les variations rapides du champ électrigue

A mesure que la fréquence augmente, a cause de son inertie, 1’interface aura de plus en
plus de mal a suivre les oscillations du champ électrique. Les oscillations de I'interface
s’effectuent autour d’une position moyenne (figure 5.10.b).

Si la fréquence devient tres élevée, les déformations de I’interface se produisent avec des
oscillations qui sont d’amplitude négligeable (figure 5.10.c) et le champ électrique peut
étre considéré localement (dans le temps) indépendant du mouvement de cette interface.

La version CANARD-EHD sous champ électrique sinusoidal considere des champs
électriques a fréquence suffisamment élevée pour que le calcul du champ électrique soit
effectué en supposant qu’il possede la méme fréquence 1’oscillation dans tout le domaine

d’intérét. La derniere version CANARD-EHD mise en ceuvre sous champ électrique
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quasistatique s’affranchit de cette condition, mais le temps imparti a cette thése n’a pas
permis I’exploitation de cette nouvelle version du code. Nous tentons, dans ce qui suit, de
déterminer la fréquence discriminante du champ électrique appliqué au-dessus de laquelle
le modele du champ électrique sinusoidal n’est plus valable. L’échelle de temps
caractéristique du phénomene hydrodynamique, et en particulier du mouvement de
I’interface, est utilisée dans la description de tout le phénomene électrohydrodynamique.
Puisque les phénomenes hydrodynamiques sont associés exclusivement au mouvement de
I’interface eau-huile, deux fréquences sont mises en jeu; la fréquence capillaire et la

fréquence visqueuse. Elles sont données par :
f,=Nrlpr (5.76)

f, = % (5.77)

-
ou v est la viscosité cinématique de liquide le plus visqueux (I’huile, en 1’occurence).
Pour la goutte d’eau dans de I’huile, la variation de ces deux fréquences en fonction de la

taille de la goutte est donnée par la figure 5.11.

2000 ;
1800 \\ - —
< 1600 N £ =5
£ 1400 \/ pre
“;; 1200 <~
S 1000 —
1% TS~
2 800 — =2
3 600 — Vo2
w400
0 i i H i
100 200 300 400 500

Rayon de la goutte, r (um)
Figure 5.11. Variation des fréquences capillaire f, et visqueuse f, typiques en fonction du rayon de la

goutte (v est la viscosité cinématique de I'huile).

De par la grande viscosité de I’huile, nous admettons que la dynamique de la goutte est
fondamentalement gérée par les contraintes visqueuses longitudinales. Ainsi, le champ

électrique doit avoir une fréquence f qui satisfasse la condition :

f>1 (5.78)

afin que I’hypothese de linéarité de la distribution du champ électrique soit vérifiée.
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5.4.3. Résultats des simulations

Les résultats des simulations sont comparés aux mesures expérimentales de Berg et al.

[23]. L’influence de la fréquence f et de la conductivité de la goutte sur I'intensité du

champ électrique critique E,., a partir duquel la goutte devient instable, est étudiée. Les

formes transitoires que prend la goutte au cours de sa déformation sont aussi présentées.
Nous retenons deux fréquences parmi celles choisies par Berg, a savoir 50 et 2000 Hz.
Bien que I’étude de Berg montre des résultats différents obtenus en fonction de la forme
temporelle du champ électrique appliqué (triangulaire, en créneau et sinusoidale), nous
n’étudions que le cas de champs électriques sinusoidaux. La goutte d’eau est immergée
dans une huile faiblement conductrice. Pour modifier la conductivité de la goutte, les
auteurs lui ajoutent de 5 a 50 g/l de NaCl, ce qui correspond (selon la loi de Kohlrausch) a
une conductivité variant entre 10* et 10° uS/cm, respectivement. Les résultats de Berg

montrent que pour ces ordres de grandeur, aucun effet notable de la conductivité sur le

comportement de la goutte ne se produit (r(i) ~1ns). Pour voir si cette hypothese reste

toujours vérifiée, nous effectuons des simulations sur des gouttes d’eau déionisée
(o) =1 pS/em ) et d’eau du robinet (o) =100 pS/cm ).

5.4 3.1.Effetde B conductivié

La figure 5.12 montre les variations du champ électrique critique E., évalué par

simulation, en fonction du rayon de la goutte pour deux valeurs de conductivité (o =1 et

100 uS/cm).

40.0
o f=2000 Hz
2
= —g— o =100 ps/cm
$A 30.0 AN - A - c=1us/cm
L
8= !
‘© 20.0 S
o s -~ -
£ i
[\
8 i
(&) L
10.0 ' : : : ' : :
100 200 300 400 500

Rayon de la goutte (um)

Figure 5.12. Effet de la conductivité sur le champ électrigue critique, déduit de la simulation, en fonction de
la taille de la goutte (f = 2000 Hz).
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Aux incertitudes de calcul preés nous ne remarquons pas de changement significatif de la
valeur de E,. di a la conductivité. Bien que 'une des valeurs de la conductivité
corresponde a celle de 1’eau déionisée, la goutte peut étre considérée comme infiniment

conductrice par rapport a I’huile.

5.4 3.2.Effetde B frdquence

La goutte, dont le rayon initial varie entre 100 et 500 um, est constituée d’eau du

robinet. La figure 5.13.a représente les variations du champ électrique critique E. en
fonction du rayon de la goutte pour f =2000Hz. Le champ E. est déterminé par
approximations successives sur la valeur efficace du champ électrique appliqué E; qui

provoque ou non la rupture d’une goutte de rayon initial donné. Cette valeur est calculée en

prenant 7 =1 ps.

28.0
a) o A f=2000 Hz
> AN
:'g? 24.0 - N — A— Simulation
$§ 20.0 | ~ a— - Expérience, Berg et al.
5= C
g : ~
= o 16.
s§ 0 “ A~
‘?) — i ~ < - A
g_% 12.0 : LTl
£ goL—
o 100 200 300 400 500
Rayon de la goutte (um)
b)
28.0
® 26,08 f=50H:z
gg 240 B> < — &—  Simulation
66 220°F g - Expérience, Berg et al.
oS 2 Al aa peri 9
3% 200 ~
= ~ S A
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DE 160~ A ]
¥ X - R v/ T
o« 14.0 -
EE - Tt el
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Figure 5.13. a) Variations du champ électrique critique efficace en fonction du rayon de la goutte,
f=2000 Hz et b) variations du champ électrique maximum en fonction du rayon de la goutte, f = 50 Hz.
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L’accord avec I’expérience est acceptable, bien que I’erreur maximale commise soit égale
a 10.5 %. Ceci s’explique en partie par I’incertitude sur la valeur de la tension de surface
mesurée qui varie au cours du temps [23]. La figure 5.13.b représente les mémes variations

a f=50Hz, en utilisant la valeur maximale du champ électrique. Cette fréquence ne

vérifiant pas la condition (5.78) puisque, pour des gouttes de taille comprise entre 100 et
500 pm, les fréquences hydrodynamiques varient entre 40 et 1000 Hz. Néanmoins, les
simulations sont supposées donner une condition suffisante d’instabilité des gouttes. En
effet, la limite de stabilité montrée par la figure 5.13.b est toujours supérieure a celle
obtenue a partir des expériences. Les résultats de simulation indiquent une tendance
identique a I’expérience : plus la goutte est petite, plus le champ électrique nécessaire pour
la déformer et la rompre est important. Ce comportement s’explique par I’augmentation de
I’effet des forces capillaires quand la taille des gouttes diminue.

A champ électrique donné, quand la fréquence du champ électrique augmente, les gouttes
de plus petite taille deviennent plus stables, alors qu’aucun changement notable ne se
produit pour les plus grosses gouttes. Le mécanisme qui tend a rendre les gouttes plus
stables quand la fréquence augmente semble se manifester dans I’intervalle
50< f <2000Hz pour les gouttes de taille inférieure a 400 pm alors qu’il s’exprime a
une fréquence encore plus basse pour les plus grosses gouttes. Ce mécanisme est lié
essentiellement a la résonance qui se produit au moment ou la fréquence de forcage de la

pression électrostatique est proche de celle de la fréquence propre des gouttes.
5.4 3 3.Effet du taux de croissance de cham p ékctrijue appligué

Différentes déformations de la goutte sont observées, selon leur taille, la fréquence et
I’intensité du champ électrique appliqué. La figure 5.14.a reporte les formes obtenues par

les simulations a f = 2000 Hz et pour un rayon initial de goutte égal a 500 pm . Si le champ

N

€lectrique est appliqué progressivement de 0 a E; (avec 7>>7 4 0mique)s OU

E,=12kV/cm < E. (nous rappelons que E, =FE, (l—e”/f), voir expression (5.75)),

alors la goutte se déforme par une succession d’ellipsoides allongés en quasi-équilibre
(faible influence de I’inertie dans ce cas). Sur les figures 5.14.b et 5.14.c est représentée la
dynamique de déformation en fonction de la taille de la goutte et du taux de croissance du

champ électrique appliqué. La fréquence du champ électrique appliqué est 2000 Hz. Pour

7=6ms et E, =36kV/cm, la goutte, de 500 um de rayon, s’allonge initialement puis,

soudainement, s’écrase et entame une oscillation autour d’une position aplatie d’équilibre

(figure 5.14.a). Pour la figure 5.14.b, z=1ps et £, =12 kV/cm , la goutte, de 500 pm de
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rayon, se déforme jusqu’a I’apparition de forme conique aux pdles de la goutte. A cause de
la rapidité¢ du phénomene (moins de 6 ms), ce développement d’instabilité est dii au fait
que les forces d’inertie sont prépondérantes par rapport aux forces liées a la tension de

surface. De facon identique, la figure 5.14.c, pour une goutte de rayon égal a 250 um,
r=1ps et E,=20kV/cm , montre le développement d’une forme semblable a la

précédente a ceci pres qu’au lieu des cones, ce sont des gouttelettes qui sont éjectées de
part et d’autre de la goutte principale; la simulation suggere donc que le régime

d'instabilité est fonction de la taille de la goutte.

Figure 5.14. De gauche a droite, déformation d’une goutte simulée apres application du champ électrigue a
f=2000Hz. a) r =500 um et E, =12kV/cm lent, 7 =1 ms (défini dans (5.75)),

b)r =500 umet E, =12kV/cm tres rapide, t =1us, et c)r =250 umet E, =20kV/cm tres rapide,
T=1ps.

D’un autre c6té, quand le champ électrique est appliqué brusquement, la vitesse
caractéristique de déformation des gouttes, définie par r/t ol ¢ est la durée de la

déformation, est de I'ordre de 0.1 m/s. Dans le travail de Moore [201], qui considere le

mouvement d’une bulle sphérique dans un fluide, il est montré que la solution
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irrotationnelle fournit, lorsque le nombre de Reynolds Re= pUL/u augmente, une

approximation uniforme de la composante normale des contraintes visqueuses qui

s’applique si I’écoulement était considéré comme vorticitaire :

ou ) ( ou ) s
H— o =0(Re (5.79)
( 8?1 Navier-Stokes 8?1 Euler ( )

Or, le nombre de Reynolds dans notre cas (basé sur ,um =107 Poise ) est Re=35 ce qui

—4/3 . Z : 4 3 3
donne : (Re) s 0.1. Ceci assure une bonne corrélation entre écoulement irrotationnel et

écoulement rotationnel si les contraintes sont essentiellement normales.

5.4 3.4.Lmstabilit de Taybr
Une étude de stabilité analogue a celle faite a la section 5.3.2 est reprise dans cette
section. La technique de dichotomie pour la recherche du champ électrique assurant
I’équilibre a ellipticité donnée est utilisée. Les simulations concernent une goutte de rayon

r = 500 um a la fréquence f=2000Hz. La variation de I’ellipticité a/b de la goutte en

équilibre, en fonction de I’intensité du champ électrique qui la maintient a cette forme, est
mise en évidence (figure 5.15) et nous tentons d’estimer 1’écart entre les résultats de Taylor
et la simulation. Le comportement de la goutte en champ alternatif, tel que simulé par nos
calculs, est tres proche du comportement prévu par Taylor, en utilisant la valeur efficace du
champ électrique alternatif dans les résultats issus de nos simulations. De méme que la
théorie de Taylor, nous trouvons que la branche supérieure définit un état d’équilibre
instable, tandis que la branche inférieure représente un régime d’équilibre stable. Bien que
faibles, les écarts détectés dans la branche instable sont dus, comme pour le champ
continu, au fait que la forme d’équilibre exacte a atteindre n’est pas tout a fait ellipsoidale
et que les instabilités ne vont que croitre en fonction du temps, si bien qu’il est impossible
de retrouver numériquement la forme d’équilibre ; en effet, on ne peut que soupgonner son
existence. Par les deux méthodes, les courbes supérieure et inférieure se rejoignent en un
point de retournement, qui correspond a des valeurs du champ électrique critique tres
proches. En champ électrique alternatif, la trés bonne correspondance s’explique par le fait
qu’a fréquence élevée (2000 Hz), par rapport a la fréquence de résonance des gouttes (de
I’ordre de 500 Hz pour une goutte de rayon r = 500 um), I’interface n’arrive a suivre
I’effort électrique (qui est donné comme le carré du champ électrique cf. équation (3.135)
du chapitre 3 et dont la fréquence est double de la fréquence du champ électrique) qu’a
travers sa valeur moyenne, qui correspond a la valeur efficace du champ électrique

appliqué.
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Figure 5.15. Loi d’équilibre de la goutte prédite par Taylor et calculée par le modele MIF en fonction de la
valeur efficace du champ électrigue appliqué. Rayon équivalent de la goutte r = 500 um et f = 2000 Hz.
5.43.5.Les cdnes de Taybr

La figure 5.16 reproduit les photographies de cone de Taylor parues dans I’article
original de cet auteur [276]. D’un autre c6té, La simulation ne met en évidence 1’existence
momentanée de forme conique que pour les grosses gouttes. L’évolution de la forme de la
goutte (de rayon r = 500 um) jusqu’a I’apparition d’un cone est présentée a la figure 5.17.
Quand la goutte s’allonge, ses poles deviennent plus courbés (5.17.a, b, ¢ et d). Cette
augmentation de courbure a deux conséquences : i) I’augmentation de la force de rappel

due a la tension de surface (F, o 7/R ol R est le rayon de courbure) et ii) I’augmentation

du champ électrique local ( ocAVz/R ). En régime d’équilibre, ces efforts se

Félectrique
compensent le long de la zone immédiate au pdle, sauf peut étre au pdle, et la formation du
cone de Taylor stable est possible. En régime transitoire, en revanche, et a fortiori pour les
transitoires rapides ou les forces d’inertie deviennent non négligeables, la goutte s’allonge
de maniere excessive et au-dela d’une forme, dont le demi-angle au sommet est égal a
49.3°. Des formes transitoires plus pointues apparaissent avant la rupture de la goutte
(éjection d’un filet fluide) comme montré par les figures 5.17.¢, f et g. La méthode MIF
utilisée ne permettant pas le suivi des filets fluides de maniére automatique, les calculs

s’arrétent.
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Figure 5.16. Expérience réalisée par Taylor [276]. a) Cone stable dont le demi-angle au sommet d’une
goutte est égal a 49.3°, b) Céne instable dont le demi-angle au sommet est inférieur a 49.3°.
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g)t=5.52 ms
o =35°

Figure 5.17. Simulation d’instabilité a 'origine de la formation du céne de Taylor. L’angle o est égal au
demi-angle au sommet. Rayon initial de la goutte r = 500 um et f = 2000 Hz, champ électrique appliqué
E, =12kV/cm et t=1ps.
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5.5. Formulation MIF en champ électrique non uniforme

Le modele MIF ayant été validée en champ électrique uniforme, il convient de
I’étendre au cas du champ électrique non uniforme ou le déplacement de gouttes par DEP
se produit ; c’est I’objectif fixé pour cette these. Un test préliminaire est effectué dans une
configuration particuliere étudiée par Feng [101] qui propose la solution analytique du
probléme EHD d’une goutte soumise a un champ électrique non uniforme et continu.
Ensuite, le probleme de déplacement d’une goutte dans une configuration pointe-plan en

champ électrique alternatif est abordé.

5.5.1. Modéle théorique de Feng

Dans son travail Feng [101] se propose de trouver la solution analytique du probleme

de déformation et de déplacement d’une goutte en champ électrique continu et non

uniforme dans une configuration 2D-axisymétrique. En coordonnées sphériques (r,@) (la

symétrie axiale implique une indépendance du probléme EHD de I’angle azimutal ¢) une

goutte de forme sphérique est soumise a un champ électrique non uniforme dont le

potentiel est donné par :

V(r.0)= —EO(rPl (cos @)+ Ar*P,(cos 9)) (5.80)
ou P et P, présentent les polyndmes de Legendre d’ordre 1 et 2. A est une mesure de la
non uniformité du champ et E; est I'intensité du champ électrique uniforme de référence

(3 r=0). Parmi toutes les combinaisons possibles des solutions fondamentales du
potentiel électrique (solution de I’équation de Laplace en configuration axisymétrique, voir
Annexe 3.2), la forme (5.80) est la forme la plus simple qui correspond a un champ
électrique non uniforme. Le but est de produire un effet de déplacement par DEP de la
goutte en plus de sa déformation.

Les propriétés électriques et hydrodynamiques de la goutte et du fluide dans lequel
elle baigne sont supposées constantes. La formulation du probléme électrique en régime

continu est la suivante :
vV (r,8)=0, (r,0)eQY, k=ie
v (r,0)=V(r,0), r—+xo

() _y
vO(r0) =V (ro) (5.81)
Ay )
oY (r0) =0 (1.0)
on : on :

170



Chapitre 5 : Déformation et déplacement de gouttes

La solution de ce systeme s’écrit sous la forme :

v (r.0)=-E, {% B (cos8)+ A oS r*P,(cos 9)} (5.82)
; 1-S r; 1-S
v (r,0)=-E, Kr+ TS r—oszl (cos 49)+A[r2 +2 Y r—%jPz (cos@)} (5.83)

ou 7, le rayon initial de la goutte. De maniere similaire au traitement effectué au

paragraphe 5.2.1, sous I’hypothese d’écoulement a bas nombre de Reynolds en régime

permanent, le potentiel hydrodynamique y doit satisfaire I’équation suivante :

2
82 sinH 6 1 8 (k) .
+ — — =0, k=ie 5.84
{aﬁ 7 aﬁ(sinﬁ aeﬂ v -89
w estrelié a la vitesse u par la relation :
u =Vx(si"[;0i¢] (5.85)

Pour faciliter le traitement, Feng a pris le centre de la goutte comme origine des
coordonnées (pas de modification des équations lorsque la vitesse de la goutte est
constante). De plus, il décompose le probleme hydrodynamique en un probleme de
translation d’une goutte sphérique a vitesse constante U en régime de Stokes et un
probléme d’écoulement induit par le champ électrique autour d’une goutte sphérique fixe.
La solution du premier probleme est donnée par Stokes. Les conditions aux limites pour le

deuxieéme probleme hydrodynamique sont les suivantes :

u (r, 0) -0, r—+w

_ 5.86
ut (r,@)’s —u' (r,@)L ( )

En outre, I’équilibre local entre forces électriques et forces hydrodynamiques doit étre

assuré, soit (cf. équations (2.78) et (2.79) du chapitre 2) :
[[n.H]]_i_I[n'Télectrique]]:}/(VS -n)n (5.87)

La solution du systeme constitué par 1’équation (5.84) et les conditions (5.86) est la

suivante [126] :

,» @ (S—PVE> o, (r* =i
w'(r.0)= Z(e) ( o +)1 : ;ﬂ,( r,_2° )G[ (cos0) (5.88)
= 0
et :
() (S—P E2 5 1 2
e & I
! )(r, 0)= pIR +)1 0 ;ﬂz (rl_s _%j 1,G, (cos6) (5.89)
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Les fonctions G, sont les fonctions de Gegenbauer de premiere espece (voir Annexe 5.3)

et les Sl sont des fonctions définies par :

_
b, 5
2

n. . 6m;
=4 —
b 5 35
_24771772
B, 35

2

4n
S

(5.90)

ou:
3
2+ S

_ A,
3+28

7 (5.91)

(5.92)

2
L’équation qui décrit 1I’équilibre des forces globales, déduites de la condition (5.87), de la
force d’ Archimede et la trainée de Stokes, s’écrit [101] :
(¢) p2..3
| —
drd Bony {2(252 +§5-3)+ P S}
(2+5)(3+25) M +1

3M +2
M +1

4 {i (e e
:gﬂr03g(p()—p())+27rm()@)U (5.93)

(i) (¢)

g est 'accélération de la gravité et p les masses volumiques de la goutte et du

et p
fluide extérieur, respectivement.

Le membre gauche de 1’équation (5.93) prend en compte les forces induites par application
du champ électrique. Le premier terme de ce membre est dii a la contribution des forces
électriques normales a I'interface goutte-fluide alors que le second terme est dii aux forces
visqueuses générées par I’écoulement EHD (rotationnel) induit par le champ électrique.
Lorsque 1’écoulement tangentiel n’est pas supposé influencer le comportement EHD de la
goutte (c’est-a-dire, lorsque la goutte est supposée largement plus visqueuse que le fluide
extérieur, ou M — +oo, pour que le fluide qui constitue son interface ne puisse étre

entrainé tangentiellement), la force DEP déduite de (5.93) devient :

|

FPE =87 E2Ar, 5.94
: 0S40 (5:54)
En petites déformations, I’équation suivante définit I’interface :

r=n,(1+F(9)) (5.95)
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L’équilibre local des forces (5.87) implique la forme de la fonction F suivante :

F(@)zial}’, (cosd) (5.96)

Les coefficients ¢, (supposés tels que : |a,| < 1) sont donnés par :

(e) 2 2 2 2 _
a, =50 E°r°{%‘(52—zp+1)+'772(4sz—1>—3)+(nf+6’72j(s P)(‘?’M”)} (5.97)

4 7 5(M +1)
3 _ 9B, 6(52_2P_1)+12(S—P)(4M +3) (5.98)
3 50y 7(M +1)
(e) ;2 2 -
o, = Dolil: [6(52-2p+1)+(5 Pl “ﬂ (5.99)
105y M +1

5.5.2. Le modéle numérique MIF-EHD

La formulation numérique que nous avons utilisée résout le probléme hydrodynamique
dans le cadre des écoulements irrotationnels, les équations a résoudre étant 1’équation de

continuité et I’équation d’Euler :

v =0, k=ie (5.100)

| o 1 VY| 2 (*) (*) _.
P {81‘ +5V((u ))}——V(p gz)-V(pY), k=i (5.101)

z est la cote du point courant (z=rcoséd). L’évolution de la forme de I’interface est
donnée par :

é-n=u'n (5.102)
dt

n est la normale a l’interface. Pour justifier la pertinence du modele d’écoulement
irrotationnel dans le cas de la déformation pure de gouttes, nous avons avancé
I’argumentation proposée par Moore [201]. En considérant le mouvement d’une bulle
sphérique dans un fluide, il montre que la solution irrotationnelle fournit, lorsque le

nombre de Reynolds Re=pUL/u augmente, une approximation uniforme de la

composante normale des contraintes visqueuses. Cette uniformité assure donc une bonne
corrélation entre écoulement irrotationnel et écoulement rotationnel si les contraintes sont
essentiellement normales comme nous 1’avons supposé pour la déformation pure des
gouttes étudiée dans la section 5.4. 1l est cependant inapproprié de traiter le déplacement
d’une goutte dans le cadre de cette approximation. Il est également inapproprié de ne pas

tenir compte des contraintes de cisaillement (tangentiel) qui sont associées au déplacement
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de gouttes. Cette insuffisance est connue, pour les é€coulements potentiels, sous la
dénomination du paradoxe de d’Alambert ; négliger les efforts de cisaillement implique
une surestimation de la vitesse de translation de la goutte.

Afin de remédier a ce probléme, nous proposons d’introduire une correction dans la
formulation MIF qui a pour but de tenir compte, de maniere indirecte, de la force de trainée
qui s’applique sur la goutte en mouvement ; ceci est réalisé sous la forme d’une pseudo
force de volume. Le modele potentiel permet en effet d’introduire autant de forces
(conservatives) de volume que 1I’on veut. L’unique condition que doit satisfaire cette force
de volume ajoutée est d’étre équivalente a la force de Stokes censée s’appliquer sur la

goutte. Pour une goutte sphérique, la force de trainée de Stokes est donnée par :
F™" = 4777 AU (5.103)
ou :
A=3(u(3M +2)) /(17 (M +1)) (5.104)

L’ expression peut étre plus compliquée si la forme de la goutte est non sphérique [303]. La
contribution de la densité de la force pseudo volumique —AU est intégrée aux forces

externes dans I’équation d’Euler (5.101), soit :

ol [a;—?%v((u(”)z)} =—v(p(")gz)—vp<’> ~ AU (1) (5.105)
La vitesse U est la vitesse du centre de gravité de la goutte. A chaque instant, elle est
définie par :
U= (e, -udv /gm»g (5.106)
o
Soit, en introduisant le potentiel hydrodynamique ¢ :
3

e -Voldy = e - Dnds = (e -n)dsS 5.107
I z ¢ 4”}?)354 er 47[,_0316{;‘;)(0 ( z ) ( )

- ArrT]

Q(i) 6Q(i)

5.5.3. Comparaison de I’approche MIF-EHD et du modéle de Feng

Bien qu’une partie des effets visqueux soit prise en compte par CANARD et que la
trainée globale soit corrigée, le modele numérique ne satisfait pas 1’équilibre tangentiel de
quantité¢ de mouvement (§ 2.3.3 du chapitre 2), tandis que le modele statique de Feng
néglige totalement les effets inertiels alors qu’ils sont entierement pris en compte par
CANARD. Malgré ce fait, une comparaison a été effectuée pour examiner dans quelle
mesure les deux modeles fournissent ou non des résultats similaires. La figure 5.18

représente les variations de la force électrique appliquée a la goutte évaluée par les deux
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modeles en fonction du rapport des conductivités S et ce pour trois valeurs du rapport des

permittivités P. Le rapport des viscosités est M =1/20.

- = = Simulation

-7 , .
4x10 —— Théorie de Feng
23107

23107 P =100

Force, (N)

15107 —

Mwm

2 ] & g 109

83107
G107
et

23107

Force, (N)

207

4107

8x10°
Bx107
410

23107

Force, (N)

2x10®

4100

Figure 5.18. Variations de la force DEP calculée par CANARD-EHD (en tirés) comparée a la force EHD
prédite par Feng (en continu) en fonction du rapport des conductivités S. a) P = 100, b) P =1 et c) P = 0.01.
Pour les trois graphes M = 1/20, E, =1kV/iem, A =0.5 et le rayon de la goutte r, =1 mm.

Lorsque S est faible, une différence importante est notée entre les forces évaluées par les

deux approches pour les grandes valeurs de P. Ceci peut étre montré en réécrivant la force
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EHD (membre gauche de 1’équation (5.93)) en fonction de I’expression théorique (5.94) de
la force DEP :

1 P-S
FEHD — pDEP I 5.108
c T M e (2s 3 (M ) (5-108)

Pour de grandes valeurs de P, la différence entre les deux forces devient notable. Quand P
devient faible et/ou M devient grand, les deux forces convergent vers les mémes valeurs.
Par ailleurs, les deux forces convergent quand S >1 indépendamment des valeurs de P et
de M. La goutte d’eau dans de I’huile en champ électrique alternatif, qui est traité dans la
section suivante, satisfait cette derniere condition. Nous remarquons que 1’écart entre les
forces EHD et DEP est indépendant de I’intensité du champ électrique appliqué E, et de la
non uniformité A.

La figure 5.19 représente les variations de la force DEP apreés déformation d’une goutte. Il
s’agit d’'une goutte d’eau de 1 mm de rayon qui baigne dans de 1'huile (S =2.4x10°,
P=323x107%, M =1/20, y=40x10"N/m) avec A=10"m". Pour les faibles valeurs
du champ électrique appliqué ( E, <0.15 kV/cm ) la goutte conserve sa forme sphérique et

la force EHD estimée par le modele de Feng reste proche de la force DEP calculée par
CANARD. Cependant au-dela de cette valeur du champ électrique, une divergence se

produit sur les formes prédites et en conséquences sur les forces électriques appliquées sur

la goutte.
10°® =
= _g—F]
> 10”7 E
g 8 i
L% 10 = —af—  Simulations
10° 5 ——— Feng
10-10 - ) 1 \ | . 1 \ L . |

(=]

5 10 15 20 25
Champ électrique, Ey (102 V/m)

Figure 5.19. Variations de la force DEP, appliquée & une goutte, calculée par CANARD-EHD et comparée
a la force EHD prédite par Feng en fonction de 'intensité du champ électrique appliqué. S =2.4x10°,
P=323x107, M=1/20, A= 1/rO et le rayon de la goutte r, =1 mm.
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Le deuxiecme test effectué est relatif a la différence des formes prédites par les deux
méthodes. Selon la figure 5.20a, ou le champ électrique appliqué au centre de la goutte est
égal a 0.01 kV/cm, aucune déformation notable ne se produit. Cependant lorsque le champ
électrique devient plus intense (0.25 kV/cm ), un développement d’instabilité se produit
(figure 5.20b). Le modele de Feng, étant un modele statique, ne décele pas de telles
instabilités. La non trivialit¢ du potentiel électrique imposé (équation (5.80)) qui ne
correspond pas a une configuration simple d’électrodes ne nous permet pas d’apporter un
élément de réponse a ce type de comportement. Notons toutefois, que le développement
d’un anneau d’instabilité au pdle supérieur, corrélé au renflement a proximité du pdle

inférieur, peut étre dii aux effets inertiels.

Figure 5.20. Une goutte d’eau dans de I’huile. CANARD-EHD (en pointillés) et selon Feng (en continu).
§=24x10°, P=3.23x107, M =1/20, A=10"m", r,=10" m et y =40x10°N/m . a) E, =10° V/m

eth) E, =2.5x10" V/m.

5.5.4. Goutte d’eaun sous champ alternatif en configuration pointe-plan

Un champ électrique alternatif est engendré par une configuration pointe-plan. La
goutte d’eau, baignant dans de I’huile, est placée sur 1I’axe de symétrie du dispositif. Nous
avons appliqué ici la correction du modele MIF. Comme montré par la figure 5.21, lorsque
la goutte se déplace vers la pointe, aucune différence significative de forme n’est constatée
entre le modele corrigé et le modele standard. Ceci est prévisible, puisque la force de
trainée telle qu’introduite dans CANARD agit de mani¢re uniforme sur I’ensemble de la

goutte.
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Figure 5.21. Déformation et déplacement d’une gouttelette tels que prédits par CANARD-EHD a) sans
introduction de la correction de la trainée et b) en incluant la correction de la trainée. La distance entre

électrodes est 100 um. Le rayon initial de la goutte r, =10 um, sa position initiale est a 20 um du plan.
AV =4V et f=10° Hz.

La figure 5.22 montre 1I’amélioration apportée au modele MIF en terme de vitesse de
déplacement. Les résultats donnés par CANARD sont comparés aux résultats obtenus a
partir d’'un modele analytique simplifié d’une particule sphérique soumise a la trainée de

Stokes et a la force DEP estimée par 1’approche du dip6le ponctuel.

En négligeant les effets de la masse ajoutée F™*(dus & I’accélération relative de la

particule), I’équation associée a ce dernier modele est donnée par :

Y ‘Z—ltj =78 (" - p) 27 3]1‘144 :12
+47Zg(€)r03 Re[[?} (AV/ln [tan (77_20)])2 CZZ/<C2 2 )3 (5.109)
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K est le facteur de Clausius-Mossotti tel que : K :(E(i) -5 ) / (E(i) +26(")), 1, est le

parametre qui définit la courbure de I’hyperbole et ¢ est tel que ¢ = L/cos7, (L la distance

entre électrodes). L accord entre les deux résultats est bon dans la mesure ot le modele
dipolaire donne une estimation correcte de la force DEP uniquement dans la région
centrale, c’est-a-dire loin des électrodes (cf. paragraphe 4.2.1 du chapitre 4), la
correspondance est satisfaisante. L’accélération prédite par le modele analytique est moins
importante que celle prédite par le modele CANARD-EHD modifié car la force DEP
estimée par le modele analytique est sous estimée a mesure que la goutte s’éloigne du plan

et s’approche de la pointe.

a
) —F—— Modéle MIF sans trainée de Stokes
g i Modeéle MIF avec trainée de Stokes
2 1.0 - —&©— Modéle simplifié de particule
5 0.8 :
[0)
0.6 -
= ]
o]
O 0.4
© 1
8 024 S
O
§ 0.0 —
§ 0 0.2 0.4 0.6 0
Temps, t (s)
b) ’éu? Zoom (en échelle semi-logarithmique)
2 \
=
[0)
g
(]
(®)]
o
()
©
% 10 T T T T T T T T
§ 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Temps, t (s)

Figure 5.22. Evolution de la vitesse de la goutte telle que donnée par CANARD-EHD standard, CANARD-
EHD modifié et par la solution analytique du modele analytique simplifié.
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En calculant la force de masse ajoutée, nous trouvons :
. dUu a3 U _ N ,
FMA =1 5047322 & 503 2 2107 N. Or la trainée de Stokes est de I'ordre de
2 3 0 0 T

F3 67z,u(e) rU ~107" N. Nous vérifions a posteriori que la force de masse ajoutée est

effectivement négligeable devant les autres termes.

La figure 5.23 montre I’évolution de la vitesse instantanée en fonction du temps pour
f=10%,10° et 10* Hz. A cause de la variation de la force DEP entre les électrodes, la

particule est accélérée de plus en plus jusqu’a la rupture a proximité de la pointe. La
rupture se produit a une distance interface-pointe relativement constante qui est de 1’ordre
de 10 um. Toutefois, 1’accélération est plus prononcée a basse fréquence qu’a tres haute
fréquence. Les variations du facteur de Clausius-Mossotti en fonction de la fréquence
montrées par la figure 5.24 montrent en effet une diminution de ce facteur et par

conséquent de la force DEP pour les fréquences les plus élevées.

020 F —a— f=10"Hz
f=10°Hz
&= f=10° Hz

0.15 |

0.10

0.05

0.00

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Temps, t (s)

Vitesse de la goutte, U (mnvs)

Figure 5.23. Evolution de la vitesse d’une goutte telle que donnée par CANARD modifié pour trois
fréquences du champ électrique appligué, r =10 pum, £ =10kHz, 1 MHz et 100 MHz .

Re |:E:| 1 ...................................................................................
0.95 ‘*
\%
L
O'? 0? 10* 10° 10°

Fréquence, Hz

Figure 5.24. Variations de la partie réelle du facteur de Clausius-Mossotti, pour le couple eau-huile, en
fonction de la fréquence.
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La figure 5.25 reporte les déformations observées en fonction de la taille des gouttes. La
plus grosse goutte (r = 15 um) présente une forme de cdne avant rupture, alors que la
goutte de taille plus réduite (r = 10 um) présente une forme a la rupture qui suggere
I’éjection d’une (ou plusieurs) gouttelette satellite. L ’instabilité ne se développe, dans un

cas comme dans 1’autre, qu’au pole du co6té de la pointe.

a) b)
120 — 120
100 100
: o X I
40 40
20 20
0 0 20 o0 2 4 & 0 0 20 0 20 40 60
gm Em

Figure 5.25. Mise en évidence des déformations, a intervalle de temps fixe, en fonction de la taille initiale de
la goutte, f =1MHz . a) r,=15pum etb) r, =10 uym .

5.6. Conclusions

La déformation de gouttes soumises au champ électrique uniforme a été étudiée par
plusieurs méthodes. Les études analytiques simplifiées sur des cas particuliers ont permis
d’avoir une idée assez précise sur la déformation et les instabilités dans les cas considérés
(gouttes elliptiques infiniment conductrices sans écoulement et gouttes diélectriques
sphériques avec écoulement). L approche par la méthode des perturbations permet, dans
une certaine mesure, de traiter le probleéme de déformation des gouttes sous champ
électrique de maniere plus générale. Cette méthode offre de fortes potentialités, mais la
mise en ceuvre qu’elle implique est souvent prohibitive pour étre pleinement exploitable.
En I'occurrence, le développement au premier ordre des perturbations est insuffisant pour
décrire de maniere correcte la déformation de gouttes jusqu’a la rupture.

Le code CANARD-EHD a été testé par comparaison a des travaux expérimentaux en
champ électrique uniforme. La configuration concerne la déformation d’une goutte d’eau
dans de I’huile. Des résultats encourageants ont été obtenus quant a I’effet de la taille des
gouttes sur la valeur du champ électrique critique. De maniere similaire a 1I’expérience, la

faible influence de la conductivité de 1’eau sur le champ critique a été retrouvée. Une
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extension de 1’étape de validation du code CANARD-EHD a été effectuée également par
comparaison aux résultats de Taylor. En courant continu, une treés bonne correspondance a
été trouvée entre les formes d’équilibre prédites par Taylor et celle retrouvées par les
simulations. En courant électrique alternatif, a fréquence élevée, une trés bonne
correspondance a été mise en évidence en utilisant la valeur efficace du champ électrique
appliqué au lieu de son amplitude.

Le code CANARD-EHD a été ensuite testé dans une configuration de goutte soumise
a un champ électrique non uniforme ou déplacement par DEP et déformation se produisent
simultanément. En champ électrique continu, une confrontation du modele MIF avec le
modele analytique de Feng a été effectuée. CANARD-EHD prédit correctement les forces
électriques qui s’appliquent sur la goutte si la goutte est plus conductrice que le liquide
extérieur. Dans le cas ol la goutte est a la fois plus polarisable et moins conductrice que le
liquide extérieur, la forte contribution des effets visqueux tangentiels (non pris en compte
par le modele MIF) rend le modele MIF inapproprié pour décrire de maniere précise les
interactions entre champ électrique et champ hydrodynamique. En champ électrique
alternatif et par une amélioration apportée dans I’estimation de la trainée, le modele MIF a
été testé avec succes par comparaison a un modele analytique simplifié. Comme pour le
champ électrique uniforme, les gouttes présentent, en champ électrique non uniforme,

différents types d’instabilité en fonction de leur taille.
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Annexe 5.1

Description du code CANARD-EHD

Dans cette annexe est présentée une description détaillée du code CANARD sous sa
version originale qui résout les équations de I’hydrodynamique en écoulements potentiels.
La deuxieéme partie de cette annexe est réservée a la description des modifications que nous
avons apportées au code CANARD pour le traitement des problemes électriques
uniquement, puis le couplage EHD pour aboutir a la version CANARD-EHD actuellement

mis sur pied.

1. CANARD hydrodynamique

Le code CANARD utilise la Méthode Intégrale aux Frontieres, pour la résolution de

probleémes au laplacien, ¢’est-a-dire, aux équations du type :
Vip(x)=0, xeQ (Ann5.1-1)

Ecrit initialement en Fortran77, puis mis a jour et amélioré sous Fortran90, CANARD

est né suite a une collaboration étroite entre deux personnages du Laboratoire des
Ecoulements Géophysiques et Industriels (LEGI) de Grenoble des 1985. 11 s’agit de Jean-
Luc Achard, professeur a 'INP de Grenoble et chercheur CNRS et d’Edouard Canot, son
étudiant doctorant a I’époque et a présent chercheur a 'IRISA-INRIA de Rennes.
Il existe deux variantes de CANARD ; la premiere opere en géométrie plane (2D) et la
seconde en géométrie axisymétrique (2D-axi). La différence entre les deux variantes ne se
fait remarquer par un exploitant du code que par de faibles nuances. Nous ne nous
appuierons dans la description dans cette partie que sur la variante 2D-axisymétrique en
faisant, toutefois, des remarques sur les points qu’il faudra observer lors du passage au cas
2D-plan.

Comme dans tout code de calcul, il existe dans CANARD plusieurs parties dédiées
aux différentes taches classiques pour la résolution d’un probleme différentiel, a savoir :

»  Une partie de définition de la géométrie ;

= Une partie a I’application des conditions aux limites ;

»  Une partie pour la définition du maillage ;

»  Une partie pour la définition des inconnues du probleéme et du systeme a résoudre ;

»  Une partie pour la résolution ;
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= Une partie pour I’évolution en temps.

Nous avons subdivis¢é CANARD en parties, mais souvent il peut ne pas exister de
distinction claire entre quelques unes de ces parties, ce qui rend CANARD
particulierement délicat & exploiter si I’on ne maitrisait pas un minimum des méandres de
cet outil de calcul. Une telle organisation du code se justifie par deux constats. Le premier
est dii a la méthode autant que telle ; tandis que la formulation des éléments finis, par
exemple, est unique quelque soit la nature du probléme a traiter, la méthode intégrale aux
frontieres, quant a elle, est une méthode qui est sensible a la configuration d’étude pour un
méme probleéme. Il en va de méme, a fortiori, si un probleme différent doit étre traité. Ce
point est d’ailleurs a I’origine du retard d’émergence de codes commerciaux basés sur la
MIF jusqu’a maintenant. Le deuxieme point est historique, car si la MIF réduit 1’étude d’un
probleme de domaine a I’étude du probleme intégral associé aux frontieres de ce domaine,
les calculs mener sur ces frontieres sont denses et nécessites des traitements assez lourds.
Tout gain, aussi minime soit-il, dans une procédure donnée de calcul, permet d’obtenir une
réduction substantielle dans le temps de calcul, puisque se faisant un nombre faramineux
de fois. Ce point a ainsi la facheuse tendance a raidir la maniere d’écrire le code. Il est a
noter que les auteurs initiaux du code ont toutefois réussi a extraire des bibliotheques
génériques prétes a 'emploi quelque soit le type du probleme a traiter. La premiere

description concerne ces bibliotheques.

1.1. Les bibliothéques de CANARD

Elles sont partagées en trois grandes classes :
1. La bibliothéque math ;
2. La bibliothéque splines ;
3. La bibliothéque linalg.
Passons en revue chacune d’entre-elles.
1.1.1.La bblbtheque m ath
Cette bibliothéque rassemble :
» ]a valeur du nombre « pi » ;
» e calcul des intégrales elliptiques completes K(t) et E(t) ;
» les coefficients de Legendre utilisés dans I’intégration par quadrature de Gauss :
gauss_leg.
Cette bibliotheque permet de faire les calculs en simple ou en double précision.
1.1.2.La bblotheque splnes

Cette bibliotheque regroupe trois procédures impliquant des splines cubiques de fonctions
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numériques a variables réelles :
= cub_spl: calcule les coefficients des splines cubiques a passer, soit en mode
interpolation soit en mode approximation (respectivement, sans ou avec lissage) ;
» int_spl: une fois D'interpolation effectuée, permet d’interpoler les valeurs de la
fonction, de sa dérivée premiere ou seconde ;
= som_spl: calcule une intégrale de la fonction sur un intervalle déterminé, le calcul
des coefficients d’interpolation ayant été effectué au préalable.
Cette bibliotheque permet de faire les calculs en simple ou en double précision.
1.1 3.La bblbtheque Inaly
Cette bibliotheque regroupe deux procédures nécessaires a la résolution d’un systeme
d’équations :
= sgefa: il s’agit d'une décomposition (LU) effectuée sur une matrice carré A a
valeurs réelles ;
= sgeco : une procédure identique que sgefa, mais fournit en plus une estimation du
conditionnement de la matrice introduite ;
= sgesl : résout un systeme linéaire du type : A.x = b, la matrice A ayant été factorisée
(LU).

Cette bibliotheéque permet de faire les calculs en simple ou en double précision.

1.2. Définition de la géométrie

Cette partie s’effectue dans le corps du programme principal, I’on peut définir la
géométrie soit analytiquement soit par importation d’un fichier de coordonnées (r, z)
paramétrés par 1’abscisse curviligne qui représente les différents contours, dans le demi-

plan méridional (axe de symétrie non compris), que constitue la configuration (voir figure

Ann5.1-1).

N
-

Axe de
N Symétrie

——
&

|-
»
r
Figure Ann5.1-1. Représentation de la frontiére du domaine paramétrée par I’abscisse curviligne s.

1.3. (Re)maillage des frontiéres

La redistribution des marqueurs est effectuée section par section selon un certain
nombre de criteres, principalement géométriques (figure Ann5.1-2). Les contraintes

actuellement prises en compte sont les suivantes : (1) angle compris entre deux facettes
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consécutives inférieur a un seuil, (2) raffinement & proximité d'une autre partie de la méme
section, (3) raffinement a proximité d'une autre section, (4) raffinement a proximité de
I'axe de symétrie, (5) raffinement dans les zones de forte variation de l'inconnue, (6) taille
des éléments comprise entre un minimum et un maximum, (7) rapport des tailles

d'éléments consécutifs inférieur a un seuil.

[}

i

’ [}
‘\\J [}
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Figure Ann5.1-2. Les critéres géométriques pour l'optimisation du maillage. De gauche a droite les critéres

1,2,3,4et7.

Le critere (1) vise a obtenir une bonne représentation de l'interface. Les criteres (2) et

(4) et (7) sont liés a la précision du calcul des intégrales régulieres. Les criteres (1) et (5)

peuvent s'exprimer sous la forme As(s)<f(s) ol As est la taille de la maille et f(s) une

fonction de l'abscisse curviligne s qui exprime le critere. Les fonctions associées sont

rassemblées dans le Tableau 1.

Tableau 1. Fonctions associées aux critéres d'optimisation du maillage

Critere Fonction associée commentaires

1 f, = A/ K( s) K est la courbure de I'interface
2-4 f=Ad d est la distance correspondante
5 f.=A / / (p"( s) critere pour la courbure de ¢

La redistribution optimale des marqueurs par la méthode du critere global a été décrite
dans la these de Lemonnier, H. (INPG, 1984). On construit la fonction F(s) = min (fi(s)) a
partir des fonctions fi(s) correspondant aux critéres (1-5). Cette fonction est corrigée pour
tenir compte des deux derniers criteres :

critere (6) : As est maintenue a l'intérieur de I'ensemble de valeurs choisi,

As; 1- F
1 < 20itl g s'exprime aussi sous la forme 8¢ dEGs) <g-1.
As; g ds

1

critere (7) :

On calcule ensuite la fonction G(s) :

G(s)= fF(u) (Ann5.1-2)
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Le contour est divisé en un nombre suffisant de pas pour obtenir une intégrale précise. F

est considérée linéaire par morceaux et est intégrée analytiquement :

F(s)=As,+B (Ann5.1-3)
G(s,) =%ln% (Ann5.1-4)

F étant strictement positive, G est strictement croissante (figure Ann5.1-1).

SO

G(smax) T /

I
T
N

\

[ ] ] »
LI T T Lal
Smax S

Figure Ann5.1-3.. Redistribution des marqueurs par la méthode du critere global.

Pour satisfaire intégralement les criteres, on divise ensuite l'intervalle [O,G(smax )} en

intervalles égaux de taille inférieure ou égale a 1'unité et le maillage est calculé en prenant
I’inverse de G par interpolation linéaire. Le nombre de nceuds du maillage est alors égal a
E[G(5,,)]+2. Les criteres As(s,)< F(s,) sont alors satisfaits, en effet :

max

s dU S . —S. As,
G(s.)-G(s)=1| o T —<1 Ann.1-5
(St+1) (S’) -L F(u) F(s) F(s) e )

Pour satisfaire au mieux les criteres, dans le cas ou le nombre de nceuds N est fixé

arbitrairement, on divise l'intervalle [O,G(s )] en N-1 intervalles égaux et le maillage

max

est de nouveau calculé en inversant G.

1.4. Définition des conditions aux limites

Les conditions aux limites sont définies manuellement et en dur dans le programme
principal et ceci le long de toutes les frontieres. Ces conditions seront inchangées durant
toute I’exécution du code.

On peut diviser les conditions aux limites envisagées par CANARD en trois catégories :

1. Les conditions de Dirichlet, c.-a-d., sur la I'inconnue ¢ ;
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2. Les conditions de Neumann, c.-a-d., sur la dérivée normale a la frontiere de

I’inconnue 8_(0 ;
on

3. Les conditions de continuité de ¢ ou de sa dérivée normale 8—(p le long d’une
n

interface fluide-fluide.

1.5. Remplissage des matrices d’influence

Cette taiche demeure quasiment manuelle, elle se fait dans une procédure a laquelle le
programme principal fait appel. Chaque physique lui est réservée une procédure de
remplissage de matrice de coefficients qui lui est propre. Toutefois, le calcul des
coefficients d’influence se fait de maniere indifférente de la physique a traiter grace a une
pseudo-bibliotheque dans laquelle sont définies deux procédures, a savoir potentiel et
vitesse. Ces procédures sont différentes selon que la géométrie soit plane ou de révolution.
L’appel a ces procédures se fait comme suit :
potentiel(i, j, vecteur) ct vitesse(i, j, vecteurl, vecteur2)

Ces deux procédures renvoient I'influence de I'élément j (le panneau compris entre le
nceud j et le nceud j+1) sur le nceud i. Les coefficients d’influence sont stockés dans les
tableaux vecteur, vecteurl et vecteur2 (a quatre éléments chacun).

Elle sont définies d’apres 1’équation intégrale au laplacien qui est donnée par :

A(8)o(0)= [[6(x0) 2 (x)=0(x) 5 (xx) |as (x)

A(x)Vo(x)= j(vc;(x,x')gfo,(x')_w(x')v

o n on

oG

(xx)as(x)

ol n' estlanormale & 0Q orientée extérieurement a 2.
Les deux procédures correspondent chacune a :

J.G(X[,X')a—(/)dS':(%j vecteur(1)+(g(p,) vecteur(2)
j j+l

on' n n

€; il J

I (og(xi, x')dS' = (pjvecteur(3) + (oii+]vecteur(4)

€j it

| VG(x,x’)a_(pdS':(aﬁj vecteurl(1) +(8_(pj vecteurl(2)
€ on’ on' j V€Ct€Mr2(1) on' j+l VeCt€M}"2(2)

et

188



Annexe 5.1

J- v oG (x,x') o' = (a_(pj vecteurl(3) . (a_(pj vecteurl(4)
on' Os ) \ vecteur2(3) 0s ) ;.\ vecteur2(4)

€j 1

1.6. Noyau de la résolution
Une fois la matrice d’influence remplie, I’inversion de la matrice du systeme discret
s’effectue par appel a la procédure sgefa de la bibliotheque linalg. La solution est obtenue

ensuite par appel a sgesl de la méme bibliothéque.

1.7.Evolution temporelle

L’intégration temporelle se fait par mise a jour de ’interface, dont la vitesse normale a

été entierement déterminée par le processus précédent et du parametre ¢ dans la partie

Dirichlet de la frontiere du domaine. Cette intégration s’effectue par la technique Runge—

Kutta d’ordre quatre pour les équations différentielles ordinaires.

1.8. Critére de stabilité

Il est clair qu'une technique d’intégration aussi standard que la méthode de Runge-
Kutta ne pose aucune difficulté d’implémentation dans le code CANARD si ce n’est le
choix du pas temporel a adopter a chaque instant de calcul. La stabilité et la précision de la
résolution de I'équation de Bernoulli est étudiée en un nceud du maillage, apres
transformation de l'interface, considérée localement comme plane et horizontale, [45]. On
introduit une petite perturbation sinusoidale dans 1'équation de Bernoulli, ce qui conduit a
une équation différentielle du deuxiéme ordre de type masse-ressort-amortissement. Cette
équation différentielle du deuxi¢me ordre est transformée en un systéme de deux équations
différentielles du premier ordre, puis on introduit le schéma numérique de résolution d’une
équation différentielle ordinaire. Les deux valeurs propres du systeme matriciel obtenu
sont solution du polynéme caractéristique. Leur module doit étre plus petit que 1'unité pour
que le systeme soit stable (selon 1’analyse de stabilit¢ de Von Neumann). Les polyndmes
caractéristiques correspondant a plusieurs schémas numériques de Runge—Kutta ont été
établis.

Un calcul, effectué sous Maple, permet ensuite d'aboutir, pour chacun de ces schémas
numériques, a l'expression formelle de la plus grande valeur propre, fonction du pas de
temps et d'un parametre A qui integre la physique et la discrétisation spatiale. Le pas de
temps critique t. est tel que la plus grande valeur propre A a un module inférieur a 1'unité.

Du fait de l'allure de la fonction t.(A) dans le cas RK4 explicite qui nous intéresse [45], le

calcul de t. est divisé en deux parties. Si A < 1, t. = 2.6, sinon, un calcul dichotomique est
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entrepris.
La définition de ce critere de stabilit¢é faisant appel a plusieurs approximations
(linéarisation par exemple), on prend un garde fou supplémentaire en choisissant un pas de
temps plus petit, souvent d'un facteur moitié, voire plus, que le pas de temps critique.
Le pas de temps choisi pour I'évolution temporelle satisfait aux critéres suivants :

1. le critere de stabilité de la méthode RK4 explicite décrit ci-dessus. Il est calculé une

seule fois sur le contour pour I'élément de frontiere le plus petit ;
2. un crittre de non croisement des mailles de l'interface. Le pas de temps

correspondant a ce critere est calculé en chaque marqueur par la formule suivante :

At = min(As,,As,,, ) / 2||u ,“ ou As, et As,, sont les longueurs des €léments de
frontiére attachés au point et ||u,|| le module de la vitesse au pas de temps précédent

en ce point. Le probleme s’illustre comme suit

Figure Annb.1-4. Critére de non croisement des éléments successifs d’un pas & autre. A gauche, un
croisement non autorisé. A droite, limite supérieure du pas temporel avant intersection des éléments ; le

produit scalaire de As, par As,,, doit étre au plus égal au produit de leurs normes.
Notons au passage qu’aucun facteur d’amortissement numérique n’est introduit et ce afin
de ne pas pénaliser la précision du schéma d’intégration en temps initial. Ceci confere au
code une description physique trés réaliste mais sanctionne lourdement sa sensibilité aux
conditions initiales. Ceci est d’autant plus vrai que la MIF (quelque soit la méthode
d’intégration temporelle utilisée) est une méthode trés sensible aux variations locales. En
effet, a cause de I’ellipticité des équations auxquelles s’ applique la MIF, une variation dans
le comportement de la solution en une région se répercute sur la solution dans tout le

domaine de calcul au méme instant.

2. CANARD électrique

Les premieres modifications concernent la définition de la géométrie et des conditions

aux limites qui sont associées au probleme électrique. Entre autres, c’est la continuité du
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potentiel électrique et la discontinuité de la composante normale du champ électrique qui
sont imposées aux interfaces alors qu’en hydrodynamique c’est la discontinuité du
potentiel hydrodynamique et la continuité de la composante normale de la vitesse qui sont
imposées sur ces interfaces. Bien que présentant un certain degré de similitude, il s’agit
bien de résoudre deux problémes distincts: le probleme électrique et le probleme
hydrodynamique. Par ailleurs, il n’existe pas d’équivalent en hydrodynamique a la loi de
gauss aux interfaces (les interfaces sont supposées imperméables alors que des charges
électriques peuvent s’accumuler a leur niveau).

Hors les modifications inhérentes aux types de conditions aux limites, et donc des
équations intégrales a résoudre, qu’il est nécessaire d’apporter au code CANARD dans les
parties du code principal, nous avons ajouté plusieurs modules de calcul et des
bibliotheques pour pouvoir traiter le probléme électrocinétique par les nombres complexes.

Nous commencons par donner un apercu de ces bibliotheques.

2.1.Les bibliothéques de CANARD-EHD

Les bibliotheques que nous avons ajoutées sont les suivantes :
1. La bibliotheque emplx_splines ;
2. La bibliotheque cmplx_linalg.
Ces bibliotheques sont analogues aux bibliotheques splines et linalg, respectivement,
sauf qu’elles operent sur des fonctions et des matrices a valeurs complexes. Dans ce qui
suit, nous présentons chacune d’elles.
2.1.1.La bblotheque am pX_splnes
Cette bibliotheque regroupe trois procédures impliquant des splines cubiques de fonctions
complexes a variable réelle :
= cmplx_cub_spl: calcule les coefficients des splines cubiques a passer, soit en mode
interpolation soit en mode approximation (respectivement, sans ou avec lissage) ;
» cmplx_int_spl : une fois I’interpolation effectuée, permet d’interpoler les valeurs de
la fonction, de sa dérivée premiere ou seconde ;
» cmplx_som_spl : calcule une intégrale de la fonction sur un intervalle déterminé, le
calcul des coefficients d’interpolation ayant été effectué au préalable.

Cette bibliotheque permet de faire les calculs en simple ou en double précision.

2.1.2.La bblotheque an pXk_lhaly
Cette bibliotheque regroupe deux procédures nécessaires a la résolution d’un systeme

d’équations a coefficients complexes :
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= cmplx_sgefa : il s’agit d’une décomposition (LU) effectuée sur une matrice carré A
a valeurs complexes ;

= cmplx_sgeco : une procédure identique que cmplx_sgefa, mais fournit en plus une
estimation du conditionnement de la matrice introduite ;

= cmplx_sgesl : résout un systeme linéaire complexe du type : A.x = b, la matrice A
ayant été factorisée (LU).

Cette bibliotheque permet de faire les calculs en simple précision.

2.2.Calcul de la force DEP par Papproximation ponctuelle

Le calcul de la force DEP nécessite de connaitre le gradient du champ électrique E.

Pour cela, nous prenons le double gradient de I’équation intégrale du potentiel

oG

ARV (Vo)(x)= | (V(VG)(X,X')%(X')—(p(x')V(V?j(x,x')de(x')

aQ n n
Le calcul des coefficients d’influence se fait a travers la pseudo-bibliotheque dans laquelle
est définie une procédure, a savoir grad_vitesse. L’appel a cette procédure se fait comme
suit :
grad vitesse(r,z, j, tenseur)
Cette procédure renvoie 1’influence de 1’élément j (le panneau compris entre le nceud j et le
nceud j+1) sur le nceud de coordonnées (r, 7). Les coefficients d’influence sont stockés
dans le tableau (a trois dimensions) tenseur (4x2x2).
Ces coefficients correspondent a :

[ V(v6)(xx)Las =

on

[a(pj tenseur(1,1,1)  tenseur(1,2,1)
on' ) \tenseur(1,2,1) tenseur(1,2,2)

€.+l

N op tenseur(2,1,1) tenseur(2,2,1)
on' ), \tenseur(2,2,1) tenseur(2,2,2)

et

L1 L2
[ o{v22 ey (2] (o) msar(312)
J

) os )\ tenseur(3,2,1) tenseur(3,2,2)

N ( agaj ( tenseur (4,1,1)  tenseur(4,1,2) J
+1

0s /), tenseur(4,2,1) tenseur(4,2,2)

2.3.Fonctions mathématiques de bases

Dans cette bibliotheque sont définies quelques fonctions mathématiques de base :

1. asinh;

192



Annexe 5.1

2. acosh;
3. tanh;
4. cotanh ;
5. atanh;
6. acotanh ;
7. delta;

8. LegendreP.
La fonction delta est égale a ’unité si I’argument est nul et est nulle autrement. La fonction
LegendreP est le polyndme de Legendre de premiere espeéce. Deux parametres sont
introduits ; le premier est I’ordre de la fonction de Legendre et le second I’argument sur

lequel cette fonction s’ applique.

2.4.Calcul de la force électrique totale

Lorsque le champ électrique est connu, on peut déduire la force électrique totale qui
s’applique sur une particule. Pour ce faire, nous avons défini la procédure
Maxwell process qui stocke la valeur de la force dans le tableau a deux valeurs
force_Maxwell. A cause de la configuration 2D-axisymétrique, la force électrique est
nécessairement axiale. La composante force_Maxwell(1) est la partie réelle de la force
électrique alors que la composante force_Maxwell(2) est la partie imaginaire de cette

force.

3. CANARD électrohydrodynamique

Dans cette partie sont présentés les différents outils que nous avons définis lorsque le

couplage électrohydrodynamique est considéré.

3.1.Critére de redistribution du maillage

Aux différents criteres géométriques et hydrodynamiques de remaillage, s’ajoute un
critere de remaillage €lectrique. Dans une premiere version du code, nous avons choisi de
remailler en respectant une variation lisse du potentiel, mais il nous a paru plus approprié
d’observer les variations de la composante normale du champ électrique aux interfaces au

lieu du potentiel électrique. Ainsi, le critere supplémentaire a respecter pour la

redistribution du maillage est :

w=a/ (2]
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3.2.Calcul de la vitesse du centre de gravité de la particule

Afin d’introduire la force de trainée dans I’équation de quantité de mouvement, la
vitesse de la particule doit étre calculée a chaque instant. Pour cela, nous avons défini la
procédure mass_center_velocity(ideb, ifin, U_mc) qui nécessite de connaitre au préalable
la vitesse en chaque point de I'interface. ideb est I’indice du premier nceud du troncon qui
représente 'interface particule/milieu extérieur, ifin I’indice du dernier nceud de ce
trongon. mass_center_velocity renvoie la valeur de la vitesse du centre de masse de la

particule par I'intermédiaire de la variable U_mec.

3.3.Couplage électrohydrodynamique

Le couplage EHD s’effectue au niveau de 1’équation de transport du potentiel
hydrodynamique généralisé (3.135). L’intégration par le schéma de Runge-Kutta d’ordre
quatre implique donc que soit donné le champ é€lectrique, de part et d’autre de I'interface, a
chaque pas et «fraction » de pas de calcul. De méme, I'intégration de I’équation de
transport des charges électriques a I’'interface s’effectue par un schéma de Runge-Kutta
d’ordre quatre. Un probleme se pose toutefois si le temps caractéristique de déformation de
I’interface est nettement supérieur au temps de relaxation électrique de I'interface. Ceci se
produit lorsqu’un des milieux est suffisamment conducteur. Dans ce cas, il est inutile de
prendre I’équation d’évolution des charges électriques a I’interface, puisque au cours du
chargement I'interface ne bouge pas. Il est donc plus approprié de prendre comme
condition a I’interface non plus 1’évolution de la charge mais I’équilibre de la densité du
courant normale qui n’est que la limite asymptotique de I’équation de transport des charges
électriques. Cette formation est donc plus simple puisque, d’un point de vue électrique, il

n’y a pas d’influence explicite du temps.

3.4. La transformée de Fourier rapide

Pour calculer les fréquences (et les modes) d’oscillation d’une particule, nous utilisons
la transformée de Fourier rapide appliquée a I’évolution du rapport des axes de la particule
en fonction du temps. Ceci est réalisé par la fonction CFFTF(n, ¢, wsave). Pour cela, il
faut initialiser le tableau wsave par CFFTI(n, wsave) a chaque fois qu’on utilise CFFTF
avec une nouvelle valeur de n. wsave est un tableau a 4n+15 composantes réelles. ¢ est
un tableau a n composantes qui contient les valeurs de I’échantillon a transformer. Apres

appel de CFFTF, ¢ contient les coefficients de la transformée de Fourier.
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Annexe 5.2

Application de la méthode des perturbations pour une
goutte sous champ électrique uniforme

1. Cadre de travail et hypothéses générales

On se place dans le cas de la déformation d’une goutte de fluide diélectrique avec
faiblement conducteur plongée dans un liquide diélectrique avec pertes. La goutte est non
chargée. Le systeme composé de fluides non miscibles est soumis a un champ électrique
uniforme. L’écoulement permanent a faible vitesse s’évanouit loin de la goutte. Bien que
non linéaires, les déformations de la goutte, considérées par rapport a la forme sphérique,
sont suffisamment faibles pour que I’hypothése des petites perturbations soit valable.
L hypothese d’écoulement a faible vitesse a deux conséquences. (i) d’une part, le courant
électrique di a I’effet de conduction électrique sera largement prépondérant devant 1’effet
du transport des porteurs de charges par advection. Le probleme électrique sera donc traité
dans le cadre électrostatique. Ce fait permet de découpler le probleme électrique du
probléme hydrodynamique. D’ailleurs, la logique de résolution du probleme électrique puis
I’injection des contraintes électriques dans le probleme hydrodynamique sera respectée le
long de cette partie. (ii) d’autre part, le probleme hydrodynamique sera traité dans le cadre
des écoulements rampants, dont les solutions générales, pour une configuration a symétrie

de révolution, sont connues.

2. Configuration d’étude

La configuration illustrée par la figure Ann5-2.1 représente une goutte immergée dans
un fluide. Le rayon initial de la goutte est noté r,. Les deux fluides sont newtoniens. L’on
()

et le fluide extéricur QU

note le fluide intérieur Q . Les grandeurs physiques dont
I’exposant est (i) (respectivement (e¢)) sont associées au fluide Qv (respectivement Q) ).

Les deux fluides sont séparés par une interface S.
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Figure Ann5-2.1. Goutte soumise a un champ électrique. De rayon initial T, , tel que r, < L, la goutte se

déforme.

A cause de la symétrie de révolution de la configuration choisie, I’interface S est
définie, pour une faible distorsion relativement a la forme sphérique initiale, par la relation

suivante :

r= F(@) (Ann5.2-1)

3. Equations générales
3.1.Equatins ékctrijues

Les équations qui régissent la distribution du champ électrique E® (k=1i,e) sont
données dans ce qui suit.

Si le champ électrique E® est supposé découplé du champ magnétique, il dérive

(k)

d’un potentiel V' tel que :

EY = _vy® (Ann5.2-2)
En I’absence de charges spatiales libres, la deuxieme équation de Maxwell, exprimant

la conservation du courant électrique, s’écrit :
v-i? =0 (Ann5.2-3)

ol j(k) est la densité de courant donnée, dans le cas ol le fluide k est un diélectrique

()

isotrope et linéaire de conductivité ¢, par la relation constitutive suivante :

j(k)

La combinaison de (Ann5.2-2), (Ann5.2-3) et de (Ann5.2-4) implique 1’équation de

= o Wg® (Ann5.2-4)

Laplace pour le potentiel électrique du fluide & :

vy — g (Ann5.2-5)
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3.2.Conditons aux lin ires sur k cham p ékctrique
Les conditions suivantes sont assignées aux potentiels électriques :
= Loin de la goutte, I'influence de la perturbation électrique due a la goutte est nulle,

soit :
EY - E, quand ||r|| — 400 (Ann5.2-6)
»  Champ électrique fini au centre la goutte :
E" fini quand k| —0 (Ann5.2-7)

= Continuité du potentiel électrique a travers I’interface S :

(Ann5.2-8)
= Le saut du vecteur déplacement électrique a travers 1’interface S (ou la loi de Gauss
intégrale) s’écrit sous la forme intégrale locale :

(v
on

oyl
L0V

=g, (Ann5.2-9)
on s

N

avec & (resp. 5(6)) la permittivité électrique du fluide ol (resp. Q(e)) et g, la densité
surfacique des charges électriques libres a I’interface S.

=  Conservation de la densité de courant a travers |'interface :

oV
on
N

VY
on

o =0 (Ann5.2-10)

S
= Le potentiel électrique, étant défini a une constante additive pres, est pris €gal a 0 a
I’électrode mise a la masse, ce qui implique :
V@ =0 pour r-e =-L/2 (Ann5.2-11)
Le respect de la neutralité €lectrique de la goutte implique la condition globale suivante :

quds =0 (Ann5.2-12)
N

3 .3.Equatins hydrodynam ues
Les équations auxquelles obéit 1’écoulement incompressible rampant dans chaque

fluide k sont I’équation de continuité et les équations de Stokes qui s’écrivent comme :

v.u¥ =0 (Ann5.2-13)
1
vpl) = szu(l‘) (Ann5.2-14)

3.4.Condions aux lin ies sur k cham p hydrodynam ue
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Les conditions aux limites que doivent vérifier le fluide extérieur (e) et intérieur (i)
sont :

= Annulation de la vitesse loin de la goutte, soit :
u >0 quand ||r|| — +00 (Ann5.2-15)
= Continuité de la vitesse tangentielle a I’interface S :

(Ann5.2-16)

» [Interface en état d’équilibre (elle ne bouge pas). Ceci implique la nullité des vitesses

normales a I’'interface :

=0 (Ann5.2-17)

=0 (Ann5.2-18)

= Pas de translation possible de la goutte :

=0 (Ann5.2-19)

r=0

» Equilibre des contraintes EHD a I’interface S :
[n-T]+2Hyn =~ n T (Ann5.2-20)

L’équation adimensionnelle déduite de (Ann5.2-20) s’écrit sous la forme :
0,1 0 GV GRS T (¢) @\ |1
/7,{ p +Re(i) [Vu +(Vu ) }} n { p +Re(i) [Vu +(Vu ) }} n

(E9-E)T}-n

1
2

+Ma{EEY ~4(EO-EV)T}-n-a|EE" -

+Ma {E<’>E(’) ~4(EY E(’))]I} n —a{E(">E(“> ~4(EY -E(“>)JI} . =(2h Ca)n (Ann5.2-21)
(i) () (ehyr2
ol /1:%, = g( 7 azi)—‘jz, et Ca= ()7 . U est une échelle de vitesse a
P &’ pIru p U,

déterminer. A est la courbure adimensionnée par 1/7, .
» Conservation du volume de la goutte (€quation de continuité (Ann5.2-1) écrite sous

forme intégrale) :

[F*(0)sin 06 =4 71} (Ann5.2-22)

I

4. Solutions analytiques générales pour la configuration 2D-axisymétrique

Toutes les équations présentées dans la sous-section précédente sont reprises dans le

cas particulier d’une symétrie de révolution. Les coordonnées sphériques (r, 9,¢) sont

utilisées pour cette fin. A cause de la symétrie de révolution, aucune dépendance du
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méridien ¢ n’est retenue.

4.1. Solutbn anaktigue généralk associe au cham p ékctrigue

En configuration axisymétrique, la solution générale de I’équation (AnnS5.2-5) s’écrit :

Joo (k)
v (r,0)= Z{Gik)r” + Hn"H an (cos8) (Ann5.2-23)
n=0 r

Les coefficients G\*) et H ,Ek) sont déterminés par application des conditions (Ann5.2-6) a

(Ann5.2-12) et P, est le polyndme de Legendre d’ordre n.
Les conditions (Ann5.2-6) et (Ann5.2-7) impliquent donc les formes des potentiels

électriques suivantes:

+o0 (e)

VY =GP (cos0)+G! rR (cos0)+ > r”n“ P, (cos®) (Ann5.2-24)
n=0
v =>"GYr"P (cos ) (Ann5.2-25)
n=1
En notant au passage que :
G =-E, (Ann5.2-26)

Par dérivation du potentiel électrique, I’expression du champ électrique est déduite :

& (n+1)H(e)

EY =GP (cos0)+> e “— P, (cos ) (Ann5.2-27)
n=0

+00 (e) P — P

9 =6 sin0+ 3 anZ > (cos8) 'cos0 > (cos 8) (Ann5.2-28)
= sin &
EY = =3 GYnr" P, (cos0) (Anns.2-29)
n=0
ED - i Gyt P (cos®) _.C(:; OF, (cos0) (Ann5.2-30)
o sin

4.2. Solutbn analtigue généralk associ¥e au cham p hydrodynam ijue
Dans une configuration a symétrie de révolution, la définition d’une combinaison d’un
potentiel hydrodynamique permet de simplifier le probleme hydrodynamique a résoudre

[126]. Ce potentiel est défini par :
u =V (yp" (vg)) (Ann3.2-31)
Nous nous assurons, par cette définition, de satisfaire a I’équation locale de continuité

(Ann5.2-13). Ce potentiel étant défini a une fonction harmonique pres, on lui impose de
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satisfaire de plus a la relation suivante :
vy (v4))=0 (Ann5.2-32)

Or, le gradient de ¢ est donné par :

|

Vo=— i (Ann5.2-33)
rsin @
Ce qui implique :
w=y(r,0) (Ann5.2-34)
et que :
) )
u) = Vx| i, (Ann5.2-35)
rsind
Par développement, on trouve que les composantes de la vitesse s’écrivent :
w) = 1 0 lr//(k)
=—
r*sind a( f; (Ann5.2-36)
I,t(k) _ -1 81//
rsin@ Or

En remplacant la vitesse par son expression (Ann5.2-36) dans I’équation de Stokes

(Ann5.2-14), nous obtenons :

ST Wt S 7 (Ann5.2-37)
P Rel) rsing ’ '
Le rotationnel de I’équation (Ann5.2-37) permet d’obtenir 1’équation vectorielle suivante :
‘//(k)
Vi Vi —=—i, ||=0 (Ann5.2-38)
rsin &

Cette équation est équivalente au systéme scalaire suivant :

LI (b)) =-a
rsing (Ann5.2-39)

rsilngD2<rsin0a)(k))=0

ou

. 1
D’ =rsinf| V| —— |-5—5——
rsind ) r-sin” @ rsinf
et o la composante méridional de la vorticité, soit :
oY, = Vxu® (Ann5.2-40)

On démontre, [120], que la solution générale du systeéme d’équations (Ann5.2-39)
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s’écrit sous la forme (en omettant I’exposant k£ pour une meilleure lisibilité) :

(cos@)—P,_ (cos8)
2n+1

t,y(r, 0) = iol(Anr”+3 +Br+Cr"+Dr " )(P"“

n=0

] (Ann5.2-41)

et

(cos@)—P,_ (cosb)
2n+1

0)(”,9) = i((4n +6) Anr”+1 +(—4n+ 2)Cnr”)£P”+‘

n=0

j (Ann5.2-42)
P est le polynome de Legendre d’ordre n. Symboliquement, nous avons noté

P, (cosf)=1.

Le champ de pression se déduit immédiatement par 1’expression :

+00

1 -1
,0)=— dn+6 DA —n(-4n+2)C
p(r.0) Re;n(n+1)(2n+l)r"”sinH(( n+6)(n+1) A n(—4n+2) ")x

[—(n, —1)P_,(cos8)+(n—-1)cosOP,_ (cosb)+

+(n+1)( P, (cos@)—cosOP, , (cos 9))] (Ann5.2-43)

Pour interdire la possibilité d’obtenir une pression infinie au sein de 1’écoulement,
nous sommes tenu de prendre :

AV = A9 =0 (Ann5.2-44)

En substituant y par son expression (Ann5.2-41) dans les relations (Ann5.2-36), I'on

obtient les expressions des composantes radiale et azimutale de la vitesse :

Jo -n-2
o Zo 2n41-1 s’;nz L= (n=1)P(cos0)+(n=1)cos O, ,(cos0)

+(n+1)( P, (cos8)—cos P, , (cos 9))} X
(A7 + B +C,r" +D,) (Ann5.2-45)

et:

+o0 —-n—1
Uy =Y 1 [P, (cos0)= P, (cos0)]x

= 2n+1sind

x[(n S1)B 4 (n+3) A0~ (n=2)C,r— s } (Ann3.2-46)
r

La prise en compte des conditions (Ann5.2-15) et (Ann5.2-19) implique les formes

suivantes du champ de vitesse :
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+C _1 1 ( C(S) D(e)

+y ot n’izlx[—(rz—l)}’n_z (cos8)

“~2n+1sin* @

+(n—1)cos@P,_, (cos@)+(n+1)( P, (cos§)—cos P, (cos 9))] (Ann5.2-47)

g BY 0 & n—-2)Cl npl
ul) =%tan§+n (on ) sme[ > o (cos8)— (cosé’)](( r") + r"*nz (Ann5.2-48)
— n+l () n—1
= Aor A r +;2n+1( ) +B' )x
sin12 p [-(n-1)P_,(cos8)+(n—1)cosOP, , (cosO)
+(n+1)(P, (cos#)—cosOP,,, (cos@))} (Ann5.2-49)

et:

3A0 rtanZ+2A sin Or° +Z [( _|_3) Al (n+1)B’(li)rn—li|x

= 2(2n+1)sm9

x(P

n+l

(cos@)— P, (cos 9)) (Ann5.2-50)

5. La méthode de perturbation du domaine

La méthode de perturbation du domaine a été initialement présentée par Joseph (1973)
[142]. Elle a été utilisée pour la résolution d’un probleme de déformation d’une goutte
d’eau en écoulement irrotationnel. Cette méthode est cependant tres générale. Elle se base
sur des approximations (corrections) successives de la solution du probleme donné partant
d’un probleme « proche » dont la solution est connue. En clair, on démarre, pour notre
probleme, de la configuration représentée par la figure Ann5.2-2, ou la différence de

potentiel est nulle et aucun écoulement ne se produit.

a) b)

=

Figure Ann5.2-2. Principe de la méthode de perturbation du champ électrohydrodynamique. a) champ au
repos (solution triviale du probléme). b) perturbation du champ par application d’une différence de
potentiel.
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Ce champ EHD implique une forme sphérique de la goutte. L on procede ensuite a une
déformation imposée de cette goutte (qui physiquement est 1’effet) et ’on va trouver la
distribution du champ EHD qui a provoqué (a été la cause de) cette déformation. Ceci

suppose implicitement, 1’unicité de ce champ a déformation arrétée.

5.1.La fom ukton

5.1.1. Développement en séries de puissances

Les six quantit€és qui vont é&tre perturbées sont les suivantes: le champ
hydrodynamique et électrique de chaque fluide, la forme de la goutte et le champ

électrique imposé au loin. Ces perturbations s’écrivent :

4 4

l//(i) . l//(f)[k]

v | = Z% @l (Ann5.2-51)
P B R0

F 2l

¢ est la grandeur qui caractérise I’amplitude de la perturbation, elle sera définie plus loin.

L’exposant [k] indique I’ordre auquel la perturbation est évaluée. Pour plus de commodité,

+00
P . . s,z DY . K s)|k
I’on défini aussi la perturbation d’une quantité subordonné, a savoir ql(;)re = E ék—!q,([;)r[e] .Le
k=0

s

travail qui «reste » a accomplir est de corréler les perturbations les unes aux autres (et
notamment le champ appliqué E, a la forme de la goutte F [k]). La récursivité exige la

résolution du probleme a I'ordre 1 (rappelons que I’ordre O est la solution triviale nulle,
puisque, par définition, une perturbation nulle lui est associée) avant de pouvoir entamer le
probleme d’ordre 2, puis les problemes d’ordres supérieurs, les uns suite aux autres.
D’autre part, remarquons que les solutions électriques et hydrodynamiques s’écrivent
comme des combinaisons linéaires de polyndmes de Legendre de premiere espece
uniquement. Aussi, pour homogénéiser le traitement général du probléme, 1’on recherchera

(%]

la fonction d’aspect F*' a I’ordre & sous la forme :

FH(6)= ioJ,E”Pn (cos®) (Ann5.2-52)
n=0

N k N 2 .
on JI , n € N, sont des constantes a déterminer.

Finalement, si I’on introduit les expressions des potentiels électriques et hydrodynamiques
(Ann5.2-23) et (Ann5.2-41) dans la relation (Ann5.2-51), on trouve que :
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AL) AV
B B
C’Sf) +00 8k C’Ef)[k]
D(f) - ;F (A (Ann5.2-53)
G(f) G(f)[k]
H(f) H(f)[k]

o (f)=(i)ou(e).
En conséquence, I'injection de la forme (Ann5.2-51) des solutions dans les conditions
(Ann5.2-6), (Ann5.2-8) a (Ann5.2-12), (Ann5.2-16) a (Ann5.2-20) et (Ann5.2-22) puis
I’arrangement de ces dernieres en puissances de & permet de générer les problemes de
perturbations sous-jacents a résoudre de mani¢re récursive.
5.1.2. Forme choisie pour la perturbation

La forme que proposent Looss et Joseph, 1990 [13_bis] (voir aussi par similitude,

Achard et Georgescu, 1999 [14_bis]), pour la définition du parametre de perturbation & est

donnée par la projection orthogonale de la fonction d’aspect F (9) sur le polyndme de

Legendre d’ordre 2, soit :

e

&= [F(0)P,(cos)sin0d0) (Ann5.2-54)
0

5.1.3. Quelques contraintes additionnelles

Précisons, avant de poursuivre, une notation dont nous aurons a utiliser fréquemment

par la suite. Il s’agit du produit scalaire suivant :
(K (0),L(0)),, = [K(0)L(0)Wei(6)sin a0 (Ann5.2-55)
0

ou les K et L sont des fonctions quelconques dont 1’argument est 1’azimut £ . La fonction

Wei est la fonction de pondération associée au produit scalaire < , >W€i . Elle sera définie

de maniére a simplifier le calcul de cette projection, comme on le verra plus loin. Ce
produit sera utilisé dans les projections opérées dans tout ce qui suit.

Par ailleurs, la fonction d’aspect est définie de maniere implicite de mani¢re a ce que
les différentes conditions aux limites (sur le champ électrohydrodynamique) soient
vérifiées. Cependant, a cause de la spécificité du probleme a traiter, des considérations
globales (telles la conservation du volume (Ann5.2-22) et la symétrie équatoriale du

probleme a traiter, ainsi que la définition méme du parametre de perturbation ¢ ) doivent
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&tre prises en compte aussitot par la fonction d’aspect F (49) Aussi, si I’on introduit

I’expression (Ann5.2-52) dans cette définition, ’on obtient immédiatement le résultat

suivant :
JM=0, si k=1
1 (Ann5.2-56)
JU=1
D’autre part, la condition de symétrie implique que :
vOel0,z], F(0)=F(x-0) (Ann5.2-57)

Ceci doit étre satisfait a chaque ordre de ¢, d’ou I’égalité :

Ve 07r ZJ[ cosH ZJk]P cosH

Par projection de cette égalité sur la fonction P,(cosd), avec la fonction poids

wei(8)=sind, I'on obtient le résultat suivant :

JH = (1" ¥k =0,1,2,. (Ann5.2-58)

m m 2

ce qui n’est manifestement vrai, si m est impair, que lorsque J,[nk] =0. Finalement, la

fonction de forme s’écrit :

F(g)= ing’j}PZn (cosd), sik=#l (Ann5.2-59)
n=0
n#l
et:
FU(6) = B, (cos0) + f JUP, (cos) (Ann5.2-60)
n=0

n=l

5.2.Perturbatibn au prem Er ordre

5.2.1. Solution exacte au probleme électrique

Sur I'interface, les relations (Ann5.2-9) et (Ann5.2-10) s’écrivent, respectivement, au
premier ordre :
D (vl gl L gy O 0l _ @ yy el T gyl ploly - qq] (Ann5.2-61)
vyl pll L wy T gl _ 5wyl pll 4 vy T gl = 0 (Anns.2-62)
pour 7=1 et 0<E <7 . Or les champs électriques a I’ordre 0 sont nuls, ce qui simplifie
(Ann5.2-61) et (Ann5.2-62) en :
PROLvA 740 DI RPN G v vAC U B G q[;] (Ann5.2-63)

vyl gl _ Syl plol _ g (Ann5.2-64)
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Les développements du vecteur normal et tangentiel sont donnés dans 1’ Annexe II.
La condition (Ann5.2-8) se traduit au premier ordre aussi par, n=1¢t 0<@ <1,
vl —y ] (Ann5.2-65)
1. SiI’on remplace J par 1’équation (Ann5.2-65) (membre a membre) dans le produit

(Ann5.2-55) et K par P,(cosé), avec Wei(8)=1, alors, on obtient le résultat

suivant :
2 2
G(()E)[I] 8o+ Gl(e)[l] Flol "
2m+1 2m+1
+0 H(‘f)[ll 2 = v 2
+D 8,0 = 2 G (F1) S . m=012.. (Ann5.2-66)
n=0 (F[O] ) 2m+1 ’ =1 2m+1 ’

2. Si I'on remplace J par I’équation (Ann5.2-65) (membre a membre) dans le produit

(Ann5.2-64) et K par P, (cos®), avec Wei(8)=sin8, alors I’on obtient le résultat

suivant :
+20 n-1
—o {_Z(F[O] ) S, nG(’)[']}
n=1
+o W {-GgINs 4+ ZL}M@” HML -0, m=0,1,2,.. (Ann5.2-67)
' n=0 (F[O] ) ’
3. Lacondition (Ann5.2-6), implique aussi que :
G\ = _El! (Ann5.2-68)
Apres arrangement et résolution, 1’on obtient les solutions suivantes du systéme ainsi
posé :
vl = GNP (cos6) - ELY 2—33‘ nFUP (cos ) (Ann5.2-69)
+ [
s g -
vl =GR (cos @) EMp IR (cos 6) _( F[O]) 77_02% P,(cos®) (Ann5.2-70)
ou :
S=c"/ct (Ann5.2-71)

Le potentiel électrique est défini a une constante additive pres. Pour le déterminer de

maniére univoque, et supprimer ainsi tout arbitraire, I’on choisi d’affecter un potentiel nul

a Iélectrode de masse. Si cette derniére se situe a une distance L/2 du centre de la goutte

(rcos@ =—1/2), alors cette condition se traduit par :
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G = E[ (Ann5.2-72)
Finalement, les potentiels s’écrivent sous la forme :
vl (5,6} = ~LEVP, (cos 6) — EJ" %nF[O]Pl (cosd), 0<n<1 et 0<O<rx(Ann5.2-73)
+

aau (,7’ 9) - _LE([)']P0 (cos 0) - Eg]ﬂF[O]Pn (COS H)

s pll 1
(PO B 128 piose n>let0<O<r (Ann5.2-74)
n* 2+8 " g

L’on vérifie que la condition (Ann5.2-22), qui s’écrit au premier ordre sous la forme :
[ g5 F sin6d6 =0 (Ann5.2-75)
est systématiquement satisfaite par les solutions trouvées.

5.2.2. Solution exacte du probleme hydrodynamique

Puisque 1'on dispose désormais du champ électrique, I’on peut calculer les efforts
appliqués a I’écoulement qui s’en suivent et résoudre le probleme EHD. Ceci est 1’objectif
de cette section.

1. SiI’on remplace J par 1’équation (Ann5.2-16) (membre a2 membre) dans le produit

(Ann5.2-64) et K par P, (cosd), avec Wei(0) = sin? @, alors 1’on obtient le résultat

suivant :
By 505y, +i 1 (=) n=2 Al " pen
F[Q] ( m,0 m,l p— 2n+1 m,n+l m,n—1

= 3A(()i)[l]F[O] (5;1,0 - 5;1,1 ) + 2A1(i)[1] %(5 0 5"12)

I I m

+00

1 o)™ ol 1) 400 _
+;2n+1[(n+1)<F0) B+ (n+3)(FU) Al ‘}(5%“1—5,",”_1), m=0,1,2,...(Ann5.2-76)

2. Avec la méme fonction de pondération et la fonction suivant laquelle la projection

se fait, I’on obtient pour 1’équation (Ann5.2-17) le résultat suivant :

B(f)['] D(f)[l] 2 C(e)['] D(‘-’)[l] 2
- O[O] - 00 2 g( m0 5111,2 + : [0] +% g 5111,3 - 5;711)
F (F[ ]) F (F[ ])

R | C;(ze)[l] D(f)[']

n

+ + — |x
= 2n+1 (F[O])n (F[O])n
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_n(n—l)(2n+3) 5+ 2(2n+1)(n2 +n—1) P (n+1)(n+2) 5. |=o,
(2n-1)(2n+3) ™ (2n-1)(2n+3) ’ 2n+3 ’
m=0,12,... (Ann5.2-77)

3. Un traitement équivalent a 1’équation (Ann5.2-18) donne

I I

_Aéi)[l]F[O] %(5&0 B 5”1’2)%_ Al(i)[l] (F[O] )2 %(5”’3 —5,,1,1)

3 AP B (P

= 2n+1
2 2
[[ln"'mlé‘mnz +(n+1+ n(n_l) _(n+1) Janzn w5mn+2]:0
2n-1 ' 2n-1 2n+3 ’ 2n+3 '
m=0,1,2,... (Ann5.2-78)

4. Et pour la projection normale, a [D'interface S, du bilan de quantité de

mouvement (Ann5.2-21) :

21 ,. 1-
- {m[_Aé 1 %(dn,o - 5m,2 ) - 2F[0]A1( 0 %(5”1,0 - 5m,2)

Ss(r)

1Y -1 1)’ 1 2
x[[ln+(z )1 }5,”,,1_2+[n+1+n(n )—(n+ ) J%,nMQn,HzI
n_

2n—-1 2n+3 2n+3

x(n+1) AV 4 "[—0]12 B | /1(1_) i—[(” +1)( F[O])zm(4n+6)A,(f)[']}x
F ) Re'’ 7o
2 2
[(1”4‘(”_1) \Jé‘mnz +(”+1+n(n_1)_(n+l) ]@nnwgmwd\}}
2n-1 ' 2n-1 2n+3 ’ 2n+3 ’
LS ()l 1 1
Re) 5 n(n+1)(2n+1)(F)
2 2
x[[ln+(n1) ]5“_2+[n+1+n(n_1)—(n+1) ]@MM@M]
2n-1 ’ 2n-1 2n+3 ’ 2n+3 ’
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) gl 2 3 cell
+ 2(5,,-6 .+ pMy 2 _pli, = __2(s5 -5
Re(e) '5( m,0 m,2) (F[O])Z (F[O])3 0 (F[O])4 1 (F[O])Z 5( w1 m,3)
< -1 [ O\ el _ (o] A
+;2n+1[ (n+2)(FO) DM —n(F1) " c)
2 2
2n—1 ’ 2n—1 2n+3 ’ 2n+3 ’

Ca & n(n—l) (n+1)2 n’
— -1 2) - Fo) 1- - o
2 n:Z(n Jnt )[ (2n+1)(2n-1) "“"‘2{ (2n+1)(2n+3) (2n+1)(2n-1) | ™"

(n+l)(n+2) m,l E([)l]’?) 2 s Y 14 6 i6
- )é‘m,n+2 Jn +§a V 9M P (_Eé‘ln,0+7é‘m,2_§é‘m,4)

(2n+1)(2n+3 2+S
1-§ ’ 58 16 8
-~ 1+m (3£6,,4£65,,+%6,,)

1— 2
+(1 - 2%) (% 5}41,0 +%é‘m,2 _%5n1,4 )}:| (Ann52-79)

5. Pour la partie tangentielle du bilan de quantit¢é de mouvement (Ann5.2-21), 'on

choisira la fonction de pondération suivante Wei (6?) =sin’@d. La projection
implique, apres simplification, I’équation suivante
0 -n-3
1 +00 n(F[ ])
RS 2n+1

(m+1)(m+2) 2m* +2m—1
S - - - S =8
X|: m,n—1 (2m + 3)(2m + 5) ( m,n=3 m,n—1 ) (2m . 1) (2m + 3) ( m,n—1 m,n+l )

[(n_z)cy)[ll (FU) +(n+2)D£e)[l]}

m(m—l) s

1 €
(2m — 3) (2m — 1) (5171,n+1 - 5m,n+3 ) | } PN B(g w [%(5171,0 - 5m,2 ) _%(é:n,l - é‘m,B )]

o [§4;i2<F[O])zzz{[2(llz3n+2)+2(m+1)(m+2)(n2—3n+2)

R R | & (2m+3)(2m+5)

2(2m2+2m—1)(n2—3n+2)

é (2m—1)(2m+3)

m,n—3

2(m+1)(20" =7 +5)
- 2m+1

+£2n24n+2+
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2(m+1)(m+2)(n*+n) 2m(2n° =Tn+5) (m+1)(4n’ +2n-2)
T @med)(ames) 1 2m+3 et

+| 2+2n+

2(m=1ym(n’ =3n+2) 2(2m*+2m-1)(n*+n) m(4n>+2n-2)
m-3)(2m-1)  (@m-1)(2m+3) = 2m+3 ]1

B 2(m —1)m(n2 + n) 5 M][C}Ee)[l] (F[O] )2 N D,Ee)[l]}

(2m—3)(2m—1)

—Z 2 M, " pels [ (m+1)(m+2) .
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e e
|

+| 1+
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(1—m)m 1 o
Jr(Zm—3)(2m—1)5m’n+3 F[O]B [3(5'"0 5’“

2m
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1
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1
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+4FPIAN (&5 —te5 +L40
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+2(—n2—n) (m+1)(m+2) O, + 2 +2m =1 0,
(2m+3)(2m+5) ™" (2m-1)(2m+3) """

m(m—l)

o,  .—30
+ (2m—3)(2m _1) m,n+3 2 mJHl:D

X[ A’g)[lJ(FH) . B(){l}} (ZAI(I’)[I](F[OI)Z[%@"O 65, +56,,]

21 m2

+3A0 F[O][;( m,o—5m,z)_%(5m,l_5%3)]

[(n+1)B [](F[o]) -l L (n43)A¢ []](F[O])nn}

+00

_I_

=2n+1
(m+1)(m+2) 2m? +2m—1
5 - —5. - D)
X |:5m,n1 5m,n+l (2m + 3)(2]’}’1 + 5) ( m,n—3 m,n—1 ) (2m _ 1) (2m + 3) ( m,n—1 m,n+l )

m(m—l) ElNy ’ 1Y
- (2m_3)(2m_1) (é‘m,nﬂ _é‘m,n+3 ):|J:| = _QL (;/ . |:M %(96‘111 1 146‘111 3 + 5é‘m 5 )(2_’_ Sj

+355(95,, ~145, , +55m’5)(1+2 ;“; )(H ;“; ﬂ (Ann5.2-80)

Apres résolution de ce systeme d’équations, on obtient la forme des potentiels

hydrodynamiques suivante :

o0 (1.0) = (FOY (1 =" ) (=P, (c050) + P, (co0s6)) (Ann5.2-81)
el (n.0)=o (1 —%j (—P2 (cos@)+ P, (cos 0)) (Ann5.2-82)
n
ou :
2 () Sy
9,1y ¢ S 2 (Ann5.2-83)
35 4+ 4 (245)
et :
L0
P= B (AnnS.2-84)
£
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5.2.3. Solution pour la fonction d’aspect et le champ électrique appliqué

La fonction d’aspect est définie par 1’équilibre des forces normales a I'interface
(Ann5.2-79). Apres avoir calculer les potentiels électriques et hydrodynamiques, puis

injection dans (Ann5.2-79), on trouve que :
JU=0, nz2 (Ann5.2-85)
Ce qui permet d’écrire I’expression de la fonction de forme a I’ordre 1 sous la forme :
FU(r,0)=P,(cos9) (Ann5.2-86)
Finalement, la fonction d’aspect totale s’écrit :
F(0)=F +¢F" = +¢P,(cos 0) (Ann5.2-87)

Et I’expression du champ électrique E, en fonction du parametre de perturbation ¢ :

E, = | _ i FESTEETYING (Ann5.2-88)
g(e)roz(—3 ) 1(52—2P+1)+( ~P)(2+3M)
2+S) |3 5(1+M)
ou :
e
M = (Ann5.2-89)

A partir de I’expression (Ann5.2-87), on peut tirer I’expression de I’ellipticité en fonction

du parametre ¢ :

F(6=0 +&P, (1
a_F(0=0) n+eh(l)  r+e (Ann5.2-90)
b F(0=%2) r+eb(0) r—i¢
Ou encore :
_]+E
e=—20, (Ann5.2-91)
1+%g
b
L’injection de (Ann5.2-91) dans (Ann5.2-88) donne :
4 ~1+2
E, = _ /4 SYEPETY 2 (Ann5.2-92)
- +
(9),,0 3 j 1(52 2p+1) ( )( ) 1+%Z
2+S) |3 5(1+M)
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Conclusion et perspectives

1. Conclusion générale

L’objectif de ce travail était le développement d’un modele et d’un outil numérique
capable de prédire le mouvement et la déformation de particules sous champ électrique
dans les microsystemes biologiques. A terme, ces moyens permettront la simulation et
I’optimisation de labopuces (Lab-on-a-chip) dans les phases de conception les plus amont
possibles.

Considérée comme une étape préliminaire, nous avons adopté essentiellement sur
I’outil CANARD, basé sur la Méthode Intégrale aux Fronticres (MIF) appliquée aux
écoulements irrotationnels en géométrie 2D-axisymétrique, pour la résolution des
problemes électrohydrodynamiques (EHD).

Dans un souci de méthodologie, trois étapes successives ont €té suivies.

La premiere étape a consisté a modéliser le mouvement de corps solides (de particules
homogenes puis de particules a structure plus complexes, telles les cellules biologiques)
sous l’'influence du champ électrique. La présence de particules modifie le champ
électrique. Le calcul du champ électrique s’effectue par la MIF et cette technique a été
testée par comparaison a la Méthode des Eléments Finis (MEF) (disponible avec le code
commercial FEMLAB ™). En déterminant le champ électrique et en évaluant la force
résultante a partir du tenseur de Maxwell, nous avons montré que, dans les microsystemes,
le modele du Dipdle Ponctuel (DP), habituellement utilisé pour estimer les forces DEP
appliquées sur les particules sphériques, [148], est inapproprié lorsque la taille des
particules n’est pas tres petite devant la distance entre électrodes ou encore lorsque la
particule est a une distance des électrodes inférieure a son rayon. Bien qu’offrant des
résultats moins erronés, le modele multipolaire échoue également dans la détermination
des forces DEP appliquées. Cette méthode a été ensuite évaluée sur des particules de forme
ellipsoidale allongée ou aplatie. La aussi, le modele du DP n’offre qu'une approximation
assez grossiere des forces DEP mises en jeu. A I'issue de cette étude, il apparait que la
prise en compte de la modification du champ électrique par la présence des particules est
nécessaire pour simuler correctement les microsystemes.

La deuxiéme étape de ce travail a consisté a aborder la question de la déformation de
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gouttes sous 1’effet d’un champ électrique uniforme. Nous avons choisi de modéliser les
déformations pures d’une goutte de liquide non miscible avec le fluide suspendant. Pour
inclure les forces électriques, nous avons modifi€ CANARD pour i) intégrer le calcul du
champ électrique et ii) assurer le couplage EHD pour le suivi d’interface sous I’effet du
champ électrique.Ceci représente le probleme le plus simple parce que la seule propriété
mécanique de I'interface goutte/liquide extérieur prise en compte est la tension de surface.
Le modele MIF-EHD que nous avons développé est assujetti a 1’hypotheése des
écoulements irrotationnels. Le caractere irrotationnel des écoulements est imposé, entre
autres, par I'outil CANARD. Deux tests, correspondant au suivi des déformations et du
développement d’instabilité de gouttes sous champ électrique continu et alternatif, ont été
effectués. En champ électrique continu, le comportement des gouttes au voisinage des
formes d’équilibre a été comparé aux résultats théoriques approchés de Taylor, [276]. Une
excellente concordance a été obtenue pour les solutions statiques ainsi qu’en terme de leur
caractere stable ou instable. En champ électrique alternatif a fréquence élevée, 1’étude des
formes d’équilibre et du caractere stable ou instable de ces formes a montré un trés bon
accord entre les résultats des simulations et la théorie de Taylor en utilisant la valeur
efficace du champ électrique appliqué au lieu de son amplitude (I’interface ne ressentant
que I'effet moyen des efforts €lectriques). En régime dynamique, le développement de
cOnes instables ainsi que des formes qui suggerent 1’éjection de gouttelettes ont été
retrouvés par les simulations, bien qu’il faille prendre ces résultats avec prudence. Une
alternative aux résolutions enticrement numériques pourrait étre les méthodes de
perturbation. Cette méthode, qui consiste a effectuer des développements asymptotiques et
de les résoudre analytiquement, offre de fortes potentialités [285], mais la mise en ceuvre
qu’elle implique est souvent prohibitive pour étre pleinement exploitable. En 1’occurrence,
le développement au premier ordre de perturbation que nous avons effectué est insuffisant
pour décrire de maniere correcte la déformation de gouttes jusqu’a la rupture. Ceci justifie
pleinement le choix d’utiliser les méthodes numériques.

La troisieme étape a été dédiée au suivi du déplacement et de la déformation des gouttes
dans un champ électrique non uniforme. En champ continu, des comparaisons ont été
effectuées avec le modele théorique de Feng, [101]. Le calcul des forces DEP par
CANARD-EHD et celui des forces EHD par Feng a montré une inadéquation du modele
numérique que nous avons utilisé si la goutte est a la fois plus polarisable et moins
conductrice que le liquide extérieur, ceci a cause de la non prise en compte des efforts
tangentiels au niveau de l’interface. En effet, le caractere irrotationnel supposé des

écoulements a deux conséquences : ni la continuité des vitesses tangentielles ni I’équilibre
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des contraintes tangentielles ne sont assurés aux interfaces (bien que les contraintes
tangentielles ne soient pas considérées, les effets visqueux normaux a I’interface sont pris
en compte par le modele MIF). En dehors de ce cas, CANARD-EHD estime
convenablement la force électrique appliquée sur la goutte. Le caractere irrotationnel des
écoulements déterminés ne permet pas de prédire le mouvement des gouttes au sein du
liquide extérieur. Nous avons donc proposé d’utiliser un artifice pour tenir compte des
forces de trainée en les intégrant de maniere indirecte dans les équations de mouvement
comme des pseudo forces volumiques. Ce modele amélioré a été comparé avec succes dans
une configuration de champ électrique alternatif a un modele analytique simplifié. Dans ce
cas, les simulations suggerent I’existence d’au moins deux types d’instabilité I'un pour les
grosses gouttes, ou la déformation preés de la pointe est conique, 1’autre pour les petites
gouttes, ou la goutte s’allonge beaucoup plus et devrait conduire a 1’échappement de
gouttelette. L’absence de résultats théoriques et expérimentaux dans la littérature
concernant le développement d’instabilité sous champ électrique non uniforme nous

empéche de juger de la pertinence de ces résultats.

2. Perspectives

Les perspectives de ce travail sont multiples. Nous avons choisi pour clore ce mémoire
d’en présenter quelques unes, actuellement a I’étude.

Le code CANARD-EHD amélioré, et appliqué a la déformation et au déplacement de
gouttes, apparaissant comme un outil intéressant, il devrait immédiatement étre envisagé,
pour cerner de maniere quantitative les possibilités qu’il offre, de le comparer avec une
approche moins discutable, la MEF en géométrie axisymétrique couplée a une technique
de suivi d’interface, par exemple.

Méme dans I’éventualité ou la MIF modifiée présente un apport non négligeable, il
convient, pour tenir compte de la vorticité, de chercher des méthodes de suivi d’interface
qui soient complémentaires ou de substitution a la MIF. Plusieurs voies sont a explorer.

Il s’agit en premier de continuer le développement du modele MIF en le généralisant aux
écoulements rotationnels. Cette généralisation peut se faire par couplage de la MIF avec la
Méthode des Particules de Tourbillon (MPT) qui consiste a adjoindre une équation de
transport de la vorticité dans I’écoulement aux équations d’évolution de ['interface.
L’avantage de cette approche est de combiner des méthodes compatibles puisque la MIF
comme la MPT sont des descriptions lagrangiennes du mouvement du fluide.

Une autre approche consiste a utiliser la MIF a Réciprocité Duale (MIF-RD) qui permet de

tenir compte des termes sources (associés a la vorticité) dans les équations au domaine en
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les intégrant aux fronti€res par une technique proposée par Brebbia et al., [222]. Pour ce
faire, ces termes sources sont écrits sous la forme de solutions test harmoniques. Le choix
des fonctions test est multiple, mais les fonctions a base radiale (la variable est la distance
qui sépare les points) se sont imposées par leur simplicité et par la précision qu’elles
offrent.

Une autre voie envisageable également consiste a combiner une méthode eulérienne (telle
la MEF) soit avec la MIF soit avec une technique eulérienne de suivi d’interface telle la
méthode Level Set (dans cette méthode, on définit une équation de transport pour un
scalaire passif dont une des lignes de niveau détermine 1’interface). La premiere technique
semble attrayante puisqu’elle combine la généralité de la MEF a la précision de la MIF,
alors que la derniere semble plus facile a mettre en ceuvre bien qu’elle manque de précision
notamment aux longues échelles de temps.

Il reste impératif dans toutes les méthodes envisageables, de prévoir une extension de
I’outil aux configurations enticrement tridimensionnelles. Quelle que soit la méthode
choisie pour effectuer le suivi du mouvement et de la déformation des cellules biologiques
sous champ é€lectrique dans les microsystemes, celle-ci doit parallelement intégrer de facon
correcte la rhéologie de leur membrane, [11], qui n’est décrite ici que de maniere grossiere
en se contentant de 1’assimiler a une interface dotée uniquement d’une tension de surface.

Il ne faut cependant pas perdre de vue également que les phénomenes EHD considérés
dans le cas présent se limitent aux effets de polarisation interfaciale. Dans les
microsystemes, les effets associés a I’électrothermique et a 1’électro-osmose peuvent
devenir treés importants si bien qu’ils risquent de masquer completement les effets DEP
souhaités et détériorer notablement les performances de ces dispositifs. Il est donc
souhaitable d’effectuer une expertise dans laquelle Dinfluence de ces différents

phénomenes serait prise en compte.
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MODELISATION NUMERIQUE DU COMPORTEMENT
D’UNE PARTICULE SOUS CHAMP ELECTRIQUE DANS
LES MICROSYSTEMES : DE LA DEFORMATION AU DEPLACEMENT

Résumé

Un nouvel outil numérique pour prédire le mouvement et la déformation de particules
sous champ électrique dans les microsystémes biologiques est proposé. Ce moyen permettra a
terme 1’optimisation de labopuces dans les premieres phases de conception. Le phénomene
utilisé pour manipuler les particules est la diélectrophorese associée au mouvement di a la
polarisation des diélectriques sous champ électrique non uniforme. L’outil numérique utilisé
pour le suivi des interfaces mobiles sous champ électrique est la Méthode Intégrale aux
Frontieres (MIF). Les écoulements sont supposés irrotationnels. Par cet outil, nous avons
réussi a retrouver les résultats de Taylor sur I’instabilité des gouttes sous champ uniforme. Les
résultats du déplacement des gouttes sous champ non uniforme montrent un bon accord
également entre les simulations et des modeles analytiques approchés. L’état de
développement de 1’outil MIF nous permet d’envisager son extension vers des problemes
électrohydrodynamiques encore plus riches.

Mots-clé : Electrohydrodynamique ; Diélectrophorese ; Méthode Intégrale aux Frontieres ;
Méthode du Tenseur de Maxwell ; modele du Dipdle Ponctuel ; suivi d’interface mobile

MODELING AND NUMERICAL SIMULATION OF THE BEHAVIOR
OF A PARTICLE SUBJECTED TO AN ELECTRIC FIELD IN MICROSYSTEMS:
FROM DEFORMATION TO DISPLACEMENT

Abstract

A new numerical tool to predict the motion and deformation of particles subjected to an
electric field in biological Microsystems has been developed. In a middle term, this tool will
be used to optimize Lab-on-a-chip devices in the earliest design stages. Particles are handled
in Microsystems by dielectrophoresis, which is associated to the motion induced by the
polarization of dielectric materials when subjected to a nonuniform electric field. The
numerical tool uses to follow the deformation of moving interfaces is the Boundary Element
Method (BEM). Flows are supposed to be potential. This tool permits us to find Taylor results
in droplets shapes and instability development in both DC and AC uniform electric field. The
tool also fits well, when displacement is involved, as non uniform electric field is applied,
with simplified analytical models. At this point, we do think that our numerical tool can be
extended to deal with more general electrohydrodynamic problems.

Keywords: Electrohydrodynamics; Dielectrophoresis; Boundary Element Method; Maxwell
Stress Tensor method; Point Dipole model; moving interface tracking



