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variance deX
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Introduction

Deux sujets sont abordés dans cette these, I'analyse dbibgnet 'analyse discriminante généralisée.
Ces deux themes étant totalement distincts, nous les po@seseparément.

Analyse de sensibilité

Contexte

Dans de nombreux domaines comme la fiabilité des structuéeamyues, le comportement de systemes
thermohydrauliques ou I'analyse d'accidents graves, detetes mathématiques sont utilisés, a la fois dans
un but de simulation, lorsque les expérimentations somt ¢feeres ou méme impossibles, mais aussi de
prédiction. Ces modéles, destinés a mimer un certain phé&mertudié, font correspondre a un ensemble
de données d’entrée (variables physiques, paramétres délehan ensemble de sorties ou réponses, et ce
de maniere déterministe. Dans la réalité, certaines enthéenodele ne sont pas connues de fagcon exacte,
et sont entachées d’une incertitude. Une démarche pradialsaikt alors adoptée, en considérant ces entrées
comme des variables aléatoires. Les sorties sont alossalkesi des variables aléatoires.

Un modeéele mathématique est donc une représentation du plédeoétudié, dont la qualité dépend es-
sentiellement de la connaissance de ce phénomeéne et desswioye on dispose pour construire le modeéle.
La connaissance étant souvent imparfaite (limitation deolapréhension du phénoméne, du nombre de
données et des expériences) et les moyens limités (saeesfiet numériques), a la majorité des modéles
mathématiques sont associés différentes sources diindes.

Le contexte dans lequel nous nous intéressons a cetteitndertest celui de I'analyse de sensibilité, qui
consiste a déterminer, quantifier et analyser commentssagfi les sorties d’'un modéle a des perturbations
sur ses variables d’entrée. L'analyse de sensibilité inésur la fagon dont se répercutent les incertitudes
d’entrée sur les variables de sortie. Comme ces informasont utilisées pour prendre des décisions sur le
phénoméne étudié, il est important d’avoir a I'esprit que ideertitudes sont associées au modele utilisé.

Problématique

L'objectif de cette thése est d’étudier I'influence d’uneertitude de modele sur une analyse de sensi-
bilité, et de voir s'il est possible de prendre en compteecieitertitude lors de I'analyse, ou encore lors de
I'interprétation des résultats. Comme nous le verronsvéetsd'étude de la bibliographie, la notion d’incer-
titude de modéle est trés large, et nous décidons de n'ereétice deux aspects, nés de situations concrétes
rencontrées au sein du Laboratoire de Conduite et FiabitigsRéacteurs du CEACadarache. Ces deux
aspects ou sources d'incertitudes sont :

1Commissariat & 'Energie Atomique
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e l'incertitude due a un changement du modéle étudié,

e l'incertitude due a I'utilisation d’un modéle simplifié afdace du modéle étudié.
Détaillons ces deux sources d'incertitude, qui constitlies deux motivations applicatives de ce travail.
Considérons un modéle mathématique de référehte,dont les réponses sont réduites a une unique va-
riable de sortig.
Nous supposons qu'une analyse de sensibilité a été réalisé® modelé\/;. De nouvelles informations
(nouvelles données ou informations complémentaires) nonduisent & modifier le modél;, c’est-a-
dire a le muter en un nouveau modél&. La variable de sorti@” n’aura pas la méme valeur qu’'elle soit
calculée a partir dé/; ou a partir deM/,. Etant donnée la nature de la mutation, est-il nécessairéatiser
une nouvelle analyse de sensibilité sur le modéle souvent chére numériquement, ou alors I'analyse réa-
lisée surM peut-elle étre utilisée pour en déduire a moindre co(t dadteds sur celle da/, ?
Nous supposons maintenant que le modélenécessite un temps important pour calculer la valeur de la
sortie correspondant a un jeu de réalisations des varidtdagée (calcul 3D par exemple, qui peut prendre
plusieurs heures de calcul). L'analyse de sensibilitéless &rop colteuse pour pouvoir étre réalisée/slr
L'alternative utilisée est de construire un modéle simplifl;, qui permet de réaliser le nombre de simula-
tions nécessaires. Il est donc possible de faire I'analgssedsibilité suf/, et de I'utiliser pour approximer
celle deM; . Le second probléme auquel tente de répondre cette thede @éterminer I'impact de I'erreur
d’approximation sur I'analyse de sensibilité &if .
Tandis que la problématique de I'impact d'une mutation deléw sur une analyse de sensibilité n’est pas
abordée dans la bibliographie, celle de l'utilisation dmodéle simplifié I'est, mais dans un contexte de
calculs fiabilistes.

La réalisation d'analyse de sensibilité sur des applioatigelles, ainsi que la définition des possibilités de
mutations d’'un modele, ont fait émerger un probleme d'ditéuan analyse de sensibilité. Ce probléme est
celui des modéles a entrées non indépendantes. Nous m®dans cette these que I'utilisation d’'une ana-

lyse de sensibilité classique en présence de dépendamedesntariables aléatoires d’entrée peut engendrer
des erreurs d’interprétation, et proposons alors une rdéthasée sur une approche multidimensionnelle.

Organisation de la these

La premiére partie de cette thése, dédiée a I'analyse ddiedsest divisée en trois chapitres.

Le premier chapitre présente un état de I'art de I'analyssedsibilité, en introduisant les différents indices
de sensibilité, ainsi que leur méthode d’estimation. Unelé&icomparative est réalisée pour déterminer les
points forts et points faibles de chaque méthode. Enswigs discutons la notion d’incertitude de modeéle,
en présentant la bibliographie correspondante.

Le deuxiéme chapitre apporte des solutions a la double gmadiique de la thése, a partir d’'une étude
théorigue de différentes mutations de modéle envisageaBtaur chacune de ces mutations, la possibilité
de relier formellement les indices de sensibilité du modéient mutation et aprés mutation est étudiée.
Cette relation formelle est utilisée pour déduire les iadide sensibilité du modéle muté a moindre codt.
La problématique de la simplification de modéle est alorsddmen caractérisant la simplification comme
une mutation du modeéle initial. Ces travaux sont illustraésyme application sur un logiciel utilisé en sQreté
nucléaire pour des études d’impact sur I'environnement.

Le troisieme chapitre apporte une solution au problemeatalyse de sensibilité pour modeles a entrées
non indépendantes. En constatant qu'il n'y a pas de sengiirexpa sensibilité d’'un modéle a une variable
d’entrée si celle-ci est corrélée avec d’autres, nous adspine démarche multidimensionnelle consistant
a exprimer la sensibilité du modéle a des groupes de vasialgélées. La méthode proposée est alors
appliquée sur deux codes de calcul utilisés en dosimétris ldadomaine de I'ingénierie nucléaire.
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Analyse discriminante généralisée

Contexte

L'analyse discriminante, aussi appelée classificatioresuigée ou apprentissage statistique, consiste a
classer des individus en groupes défmjwiori, et ce en utilisant I'information contenue dans un échiantil
d’apprentissage, pour lequel les appartenances desdodigiux groupes sont connues.

L'analyse discriminante est utilisée dans de nombreux @dmesacomme la biologie ou I'on cherche par
exemple & discriminer une population d’animaux en foncterleur sexe, ou encore en médecine ou 'on
tente de différencier les patients malades des patients.s@iautres applications existent aussi dans le
domaine de la finance ou I'analyse discriminante est appg@léecommunémergcoring et ou I'objectif
consiste a discriminer des clients en fonction de leur kglitéa financiére.

Problématique

Afin de pouvoir utiliser I'information contenue dans un éctilion d’apprentissage pour classer des in-
dividus issus d’'un échantillon test, I'hypothése fondatalenqui est faite en analyse discriminante est que
les deux échantillons d’apprentissage et de test sontdsgne méme population.

Dans un certain nombre d’applications, cette hypothésst ipas respectée. L'analyse discriminante gé-
néralisée a donc été introduite pour discriminer les imldigid’'un échantillon issu d’une population « légé-
rement » différente de celle dont est issu I'échantillompgi@ntissage. L'application qui a motivé le déve-
loppement de la discrimination généralisée consiste aidlister des oiseaux en fonction de leur sexe, en
utilisant un échantillon d’apprentissage constitué @aisx de la méme espece mais d’origine géographique
différente.

L'objectif de cette thése est d’étendre I'analyse disanamiie généralisée, définie dans un cadre gaussien, au
cas des données binaires. Le principal enjeu est alors derdéfilien entre les populations d’apprentissage
et de test, ou autrement dit une relation stochastique gustorme les variables binaires de la population
d’apprentissage en celles de la population test. Pour & fadus supposons que les variables binaires sont
issues de la discrétisation de variables continues scestigs gaussiennes. En utilisant alors les travaux
précurseurs sur la discrimination généralisée dans ure @lissien sur ces variables sous-jacentes, il est
possible d’obtenir une relation entre les variables bawite ces deux populations.

Organisation de la thése

La seconde partie de cette thése, constituée d’'un uniquuitiehast consacrée a I'analyse discriminante
généralisée, et plus particulierement au cas des donnéasdsi. En définissant un lien entre les popula-
tions binaires d’apprentissage et de test, nous dévelagppoertain nombre de modéles de discrimination
généralisée, correspondant a des hypotheses naturellagrsunsformation entre les deux populations d’ap-
prentissage et de test. Apres avoir défini des techniquesirdaion, basées sur la maximisation de la vrai-
semblance, et testé ces modeles sur simulations, nousligsnst pour discriminer des oiseaux en fonction
de leur sexe, puis pour prédire parmi une population d’iddis ayant eu un premier cancer, les individus
ayant un risque important de survenue d’'un deuxieme cancer.
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Chapitre

Etat de I'art

Ce premier chapitre contient un état de I'art de I'analyseselsibilité, ainsi qu’'une discussion sur la
notion d’'incertitude de modele. Dans la premiéere sectionsiprésentons les différents indices de sensibilité
existants ainsi que les méthodes d’estimation correspieslaet réalisons une étude comparative de ces
différentes approches. Nous abordons ensuite la notioceatiitude de modéle dans la seconde section en
nous appuyant sur une étude bibliographique.

1.1. Analyse de sensibilité

Considérons un modéle mathématique, formé d’un ensembiariddles d’entrée aléatoires, d’'une fonc-
tion déterministe, et d'un ensemble de variables de satigd¢ponses) aléatoires.
Nous écrivons ce modéle sous la forme suivante :

f:RPF — R
X - Y =fX) (1.1)

La fonction f du modéle peut étre trés complexe (systeme d'équatioréreliffielles), et est en pratique éva-
luée a I'aide d’'un code informatique, plus ou moins onéreuxeenps de calcul. L'ensemble des variables
d’entréeX = (Xi,..., X,,) regroupe toutes les entités considérées comme aléataeinsselmodéle. Nous
supposons dans ce premier chapitre les variables d’emalépeéndantes. L'ensemble des variables de sortie
est quant a lui supposé réduit a une unique variable

L'analyse de sensibilité étudie comment des perturbatoindes entrées du modéle engendrent des pertur-
bations sur la réponse. Il est possible de grouper les méshdidnalyse de sensibilité en trois classes : les
méthodes dscreeningl'analyse de sensibilité locale et I'analyse de sensédiobale.

Les méthodes dscreening présentées par Saltelli et al. dans [48], analysent qtigément I'importance
des variables d’entrée sur la variabilité de la réponse ddéfeo Elles permettent d’établir une hiérarchie
au sein des variables d’entrée en fonction de leur influeacdasvariabilité de la réponse. L'analyse de
sensibilité locale, tout comme l'analyse globale, sontméshodes d’analyse quantitative, qui permettent
en plus d’établir une hiérarchie au sein des variables entle donner un ordre de grandeur des écarts au
sein de cette hiérarchie. L'analyse de sensibilité localdié comment de petites perturbations autour d’'une
valeurx® = (29, ...,mg) des entrées se répercutent sur la valeur de la sortie. Laodeéthianalyse locale

la plus classique est I'approche OADrte factor At Timg qui consiste a calculer ou estimer les indices de
sensibilité définis par 5

= &Z (9, ...,xg),

Si
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exprimant I'effet sur la valeur de la variable aléatoifede perturber les valeurs des variabl€s autour
d’'une valeur nominale. Pour une revue de ces méthodes, le lecteur pourra se réf€ueanyi [63].
L'analyse de sensibilité globale s’'intéresse quant a eléeariabilité de la sortie du modéle dans son do-
maine de variation. Elle étudie comment la variabilité desées se répercute sur celle de la sortie, en
déterminant quelle part de variance de la sortie est dudea &htrées ou tel ensemble d’entrées. Il est pos-
sible de distinguer I'analyse locale de I'analyse globadadsorte : 'analyse locale s'intéresse a la valeur
de la réponse, tandis que I'analyse globale s’intéressevarisailité.

Cette thése traite exclusivement de I'analyse de senéilglobale, nous nous permettons donc parfois
d’omettre cet adjectif «globale».

1.1.1. Les ambitions de I'analyse de sensibilité

Au cours de I'élaboration, de la construction ou de I'usitisn d’un modéle mathématique, I'analyse de
sensibilité peut s’avérer étre un outil précieux. En e#et,étudiant comment la réponse du modele réagit
aux variations de ses variables d’entrée, I'analyse delsktéspermet de déterminer :

(i) Sile modele est bien fidéle au processus qu'il modéliseeftet, si I'analyse exhibe une importance
forte d’'une variable d’entrée qui en réalité est connue cemaon influente, le modéle ne reflétera pas
correctement le processus. Il sera alors nécessaire déiendeimodeéle.

(i) Quelles sont les variables qui contribuent le plus adaabilité de la réponse du modeéle ? Il sera
alors possible, si besoin est, d’améliorer la qualité dépemnse du modéle. Connaissant les variables
d’entrée les plus influentes, les erreurs sur la sortie dughegaburront étre diminuées, soit, lorsque
cela est possible, en diminuant les erreurs sur les enggetus influentes, soit en adaptant la structure
du modéle pour réduire I'effet des erreurs sur ces entrées.

(i) Quelles sont au contraire les variables les moins ariles. |l sera possible de les considérer comme
des parametres déterministes, en les fixant par exemple @dpérance, et ainsi d’obtenir un modéle
plus|éger avec moins de variables d’entrée. Dans le cas d'un codeniafiique, il sera possible de
supprimer des parties de codes qui n'ont aucune influenda sateur et la variabilité de la réponse.

(iv) Quelles variables, ou quels groupes de variables;dgtesent avec quelles (ou quels) autres : I'analyse
de sensibilité peut permettre de mieux appréhender et @ le phénomene modélisé, en éclairant
les relations entre les variables d’entrée et la variableodie.

Bon nombre de publications sur le sujet explicitent et ffeist ces objectifs. On pourra se référer notamment
aux travaux de Saltelli et al. : [49],[50] et [52].

Les enjeux de l'analyse de sensibilité sont alors multiplgalidation d’'une méthode ou d’'un code de
calcul, orientation des efforts de recherche et dévelogp&énou encore justification en terme de s(reté d'un
dimensionnement ou d’'une madification d'un systéme. De membdomaines d’applications sont alors
interessés. Saltelli dans [48] en regroupe un certain nemilingénierie nucléaire, la chimie, I'écologie. On
rencontre aussi d’autres applications en médecine [8] aicenomie.

1.1.2. Estimateurs statistiques de la sensibilité

L'objectif de I'analyse de sensibilité globale est de répdiincertitude sur la réponse d’'un modéle
entre les variables d’entrée. Elle consiste a déterminelegpart d’'incertitude sur la réponse est due a
I'incertitude sur chaque variable d’entrée (ou groupe dalses d’entrée). Saltelli présente I'ensemble des
méthodes existantes dans [48], en les regroupant de la:siedeméthodes fiabilistes de type FORM et
SORM traitant d'analyse de sensibilité pour I'analyse dgues, les méthodes bayesienne, les méthodes
graphiques et enfin les méthodes basées sur I'étude de dmeariNous nous intéressons dans ce mémoire
exclusivement a cette derniere classe de méthode, quisterisidéterminer quelle part de variance de la
réponse est due a la variance de chaque variable d’entrégqope de variables d’entrée).

Nous présentons dans un premier temps les méthodes d'an@gensibilité globale (basées sur la variance)
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pour modeéles linéaires, puis monotones, et enfin une métiladeyénérale, basée sur la décomposition de
la variance du modéle. Chaque méthode définit des indicesnd#bdité, exprimant la sensibilité du modéle
aux variables ou groupes de variables d’entrée. Nous amaysnsuite différentes méthodes d’estimation
de ces indices, que nous comparons sur un exemple test.

1.1.2.1. Indices de sensibilité pour modeles linéaires et/  ou monotones

La premiere hypothése faite sur le modele, est celle derltééaous laguelle nous définissons des
indicateurs intuitifs de la sensibilité de la sortie du med&ux variables d’entrée. Puis nous généralisons
ces indicateurs au cas moins restrictif des modeles moeston

Indice SRC et coefficient de corrélation
Supposons que le modele étudié soit linéaire, et qu’il ¥ésous la forme suivante :

p
Y = 6o+ Z Bi Xi. (1.2)
=1

Comme les variableX; sont supposées indépendantes, la variandé slécrit alors :
p
V(Y) = BV(X)),
=1

ol 32V (X;) est la part de variance due a la variallle Ainsi, nous quantifions la sensibilité dea X; par
le rapport de la part de variance dug&asur la variance totale.

Définition 1.1.1. L'indicateur ainsi construit est I'indice de sensibiliteRC (Standardized Regression Co-
efficient), défini par :
BIV(Xi)

SRC; = ——. 1.3
Il exprime la part de variance de la réponselue a la variance de la variahlg .
Cet indice SRC' est équivalent, au carré prés, au coefficient de corrélditéaire entre la réponse du
modele et ses variables d’entrég, y, qui est parfois utilisé comme indicateur de sensibilité efet, pour
le modéle linéaire (1.2), il est simple de vérifier que :

Cov(X;,Y) = BiV(X;),

dou

COV(XZ',Y) _ 3 V(XZ)

P = XNV (Y) V()

etdoncp% y = SRC;.

Contrairement au coefficient de corrélation linéaire dice SRC est toujours positif§ RC' € [0,1]). Onle
préférera alors au coefficient de corrélation linéairesgue I'on raisonne en terme de part de variance, et
donc le signe du coefficient de corrélation linéaire n’a pamsmbrtance.

Indice PCC (Partial Correlation Coefficient )

Néanmoins, il est parfois difficile d’apprécier la sengiideY a une variable d’entré&;, si les simula-
tions successives du modéle sont faites pour des valetésatifes de toutes les variables d’entrée. En effet,
la corrélation entré” et X; peut étre due a une tierce variable. On rencontre parfoisaigpe des cas ou
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une corrélation entre deux variables est observée, aloefiegn’est en fait due gu’a une corrélation avec
une troisieme variable. Saporta illustre ceci dans [55ieant une étude, qui concluait que le nombre de
maladies mentales au sein d'une certaine population étaélé au nombre de postes de radio que possédait
cette population. Cette corrélation s’avérait en faitealprés avoir fixé la variable temps.

Pour contrer cet effet, I'indice de corrélation partiell€’'C' a été proposé. Il permet d’évaluer la sensibi-
lité deY a X, en éliminant I'effet des autres variables, toujours donsdinypothése de linéarité du modéle.

Définition 1.1.2. L'indice de corrélation partielle d&” et de X;, exprimant la sensibilité d& a X;, est
donné par :

CovY, X;|X;
PCC; = py x,x., = M X ) ;
VY X )V(X]X i)

ou X.; est le vecteuX privé de sa i-eme composante.

La notion de corrélation partielle est développée dans. [§6ls la présentons dans le contexte qui nous
intéresse, c'est-a-dire pour définir la corrélation péetide la sorti€Y” du modéle avec une variable d’entrée
X;, en annexe All.

Les deux indices de sensibilifeC'C' et SRC' ne sont pas égaux,. Néanmoins, s'ils sont utilisés pous&tas
les variables d’entrée en fonction de leur importance suat@ble de sortie, les classements obtenus sont
exactement les mémes, le classement pour I'indi¢&C se réalisant a partir de la valeur absolue de ce
dernier, puisqu’il peut étre négatif.

Indices basés sur la transformation des rangs SRRC et PRCC

Les indices de sensibilit§ RC' et PCC' trouvent leur légitimité dans la linéarité du modéle. Steéty-
pothése n’est pas vérifiée, mais si le modéle est morﬂtdjr&st possible de contourner le probleme de la
non linéarité, en se basant sur la transformation des r&mgstfet, I'indice S RC, basé sur la linéarité, n’est
autre que le carré du coefficient de corrélation. Sile mod@&st pas linéaire mais monotone, un estimateur
non paramétrique du coefficient de corrélation est un caefiicle corrélation basé sur les rangs.
Considérons une matrice dé simulations du modéle étudié = f(X;,..., X,) :

1 1 1 1
y2 x% x% gcg
(T 5 TP s

N N N N
(TR S N 5 S

A chaque simulationde1 & N, on associe son rang selon une variable. Le rang 1 seraédfémsimulation

qui a la plus petite valeur, et le rag a celle qui a la plus grande valeur. Ainsi, étudier la liaisotre deux
variables reviendra a comparer les classements issus diegesariables. Dans notre cas, nous créons le
vecteurry des rangs selol’, et pour chaque variable d’entrée les vecteyrgpouri = 1, N, des rangs
selonX;.

Nous définissons alors deux indices, I'indi§& RC' (Standardized Regression Rank Coeffigiequi est
I'analogue de l'indiceS RC mais calculé a partir des vecteurs de rangs, et l'indt¢eC'C' (Partial Rank
Correlation Coefficientpour I'indice PCC.

1.1.2.2. Indices de sensibilité sans hypothéese sur le model e

Aprés avoir présenté des indices de sensibilité pour medi@aires, puis monotones, nous présentons
une approche plus générale qui ne fait aucune hypothése swdele.

*monotone par rapport & chacune de ses variables lorsqueties aont fixées
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Considérons le modéle
Y = f(X1,.., Xp), (1.4)

ou les variables d’entrée sont indépendantes.
Pour apprécier I'importance d’une variable d’entte sur la variance de la sorti¥, nous étudions de
combien la variance dg décroit si on fixe la variablé(; a une valeur; :

V(Y |X; = o).

Cette quantité est la variance conditionnelleYdsachantX; = z}. Le probléme de cet indicateur est le
choix de la valeurz} de X;, que I'on résout en considerant I'espérance de cette dqégrdur toutes les
valeurs possibles de’, notée :

ElV(Y[X5)].

Ainsi, plus la variableX; sera importante vis-a-vis de la varianceYdgeplus cette quantité sera petite.

Théoréeme. Théoréme de la variance totale
Soit un couplg X, Y") de variables aléatoires, oli prend ses valeurs dai® et X; dans un ensemble fini
ou dénombrable, ou darf® ou R”. Si la variance d&” est finie, alors :

V(Y) = V(E[Y | X;]) + E[V(Y|X;)].

Etant donné le théoreme de la variance totale, un indicakela sensibilité d&” a X; sera la variance de
'espérance d& conditionnellement &; :

V(E[Y]X]).

Plus la variableX; sera importante, plus cette quantité sera grande. Afinlidiitiun indicateur normalisé,
nous définissons finalement I'indice de sensibilité (1.5).

Définition 1.1.3. L’indice de sensibilité exprimant la sensibilité flea X; est défini par :

_ V(EIYIX])

Si = ViY) (1.5)

Cet indice est appelé indice de sensibilité de premier grdré&obol [60]correlation ratiopar McKay [34],
ou encoramportance measurdl quantifie la sensibilité de la sortlig a la variable d’entré&;, ou encore
la part de variance dE due a la variableX;;.

Remarque. Dans le cas du modéle linéaire (1.2), cet indice de sensitebt égal a I'indiceS RC', puisque :

V(E[Y|Xi]) = V(E[Bo + Y BiX;|Xi]) = V(B X:) = BV(X,).
i=1

Sobol [60] introduit cet indice de sensibilité en décommpbsafonctionf du modéle en somme de fonctions
de dimensions croissantes. Considérons la fonction du le¢tlé&) : f(x1, ..., z,), 00 nous supposons les
variables(xzy, ..., z,) réelles appartenarf, 1]7.

Sobol montre la proposition suivante :

Proposition 1.1.1. Décomposition de Sohol
Si f est intégrable sufo, 1]7, elle admet une unique décomposition :

p
F@i,onmp) = fo+ > filw)+ D fij@nzg)+..+ fraplan, .. zp), (1.6)
i=1

I<i<j<p
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ou fp est une constante et ou les fonctions de la décompositidgiienétes conditions :
1
/ fil,___Js(acil,...,xis)dxik :0 \V/k’: 1,...,8, \V/{’L'l,...,is} g {1,...,])}. (17)
0

Démonstration.L'existence et I'unicité de cette décomposition (1.6) sasgurées par les conditions (1.7).
On pourra se référer a [60] pour la démonstration. O

Ces conditions (1.7) signifient que l'intégrale de chaguetion de la décomposition par rapport a une de
ses variables est nulle.
Il vient alors naturellement que les fonctiofis ;. sont orthogonales,e.

1
/ fil,...,is (xil’ cey xis)fjl,...,jt (le’ ceey xjt)dx = 0’ (18)
0

si au moins un des indices, ..., i, j1, ..., j: N'est pas répété.
En utilisant les conditions (1.7), on obtient en intégrdnd) par rapport :

— atoutes les variables :
1
/ f@)dz = fo
0

— atoutes les variables sauif:

1
/o f(x)dz; = fo+ fi(z;),

ouz.; représente le vecteqt, ..., z,) privé de sa i-€me composante.
— atoutes les variables satfetz; :

1
Af@ﬂuq=ﬁ+ﬁ@0+ﬁ@ﬂ+ﬁﬂmwﬂ
— atoutes les variables satf, x; etxy,
1
/0 f@)dzij = fo+ fi(zi) + fi(z)) + fr(zr)

+fij(xi, x5) + firn(xs, xp) + fie(xj, xr) + fijr(z ), zr),

et ainsi de suite.
On en déduit alors les fonctions de la décomposition (1.6) :

1
= d
fo /0 f(z)dz,
1
i(xi)) = — dz.;,
fil:) h+Afmw

1
fij(xix;) = —fo— fi(zs) — fi(x)) +/O f(z)dzij,
fijr(@i,zj,xe) = —fo— filw:i) — fi(x;) = frulzr) — fij(@i,z5) — fir(ws, zr) — fie(e), zp)

/ f dx'\/l]]m
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et ainsi de suite jusqu’au dernier terme :

p
fl ..... p(wlv-'vxp) = f(w)_fO_Zfi(xi)_'”_ Z fi1 ----- ipfl(wi17"'7mip71)'
=1

1<i1 <. <ip—1<p

Ce dernier term¢; _,, est défini parf(z) moins tous les autres termes, de sorte a ce que la décorapositi
soit vérifiée.

La décomposition ci-dessus est présentée pour une foraioariables réelles a valeurs dafsl|?. Re-
venons au modéle (1.4)Y = f(Xi,...,X,), ou les variablesX; sont aléatoires. Nous les supposons
indépendantes et uniformes $0r1]. La décomposition (1.6) reste vraie :

p
Y= f(X1,0Xp) = fot+ D AX)+ D Fi(Xa Xo) 44 frp(Xas e Xp). (1.9)
i=1 1<i<j<p

Il est possible d’interpréter les fonctions de la décompmsien terme d’espérance et de variance. En prenant
I'espérance d&  suivant son expression (1.9), on obtient :

E[Y] = fo+0,

d’'aprés la propriété (1.7). De méme, en prenant I'espérdadé conditionellement &;, puis aX; et X,
et ainsi de suite, on obtient :

fi(Xe) = EY|Xi] - fo,
Jij(Xe, X;) = EY|X:, Xj] - fi(Xi) — [;(X5) — fo, (1.10)
fign(Xe, X5, X)) = E[Y|X;, X, Xp| = fi5(Xe, X5) — fin(Xi, Xi) — f6(X5, Xi)

—fi(Xi) = fi(X5) = fu(Xk) = fo,

ou encore :
fo = E[Y],
filXi) = EY[Xi] - E[Y],
fw(XuX ) = EY|X; Xj] - E[Y|X;] - E[Y|X;] + E[Y],
figre(Xis X5, X)) = E[Y|X;, Xj, Xi] — E[Y[X;, X;] — E[Y[X;, Xi] — E[Y[X}, X4

+E[Y[Xi] + E[YX;] + E[Y[X3] — E[Y],

Remarque. Cette décomposition est analogue a la décomposition E&ks analyse de variance, connue
sous le nom anglais «<ANOVA decomposition», et présentéennmgnt par Efron et Stein dans [19].

La variance d&’, V, peut se décomposer selon le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1.Décomposition de Sobol de la variance
La variance du modéle a entrées indépendantes (1.4) se gésenen :

V= Zv+ > Vit Vi, (1.11)

1<i<j<p
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ou
Vi = V(EY]Xy]),
Vi = V(ELY|Xi, X5, X)) = Vij — Vi — Vi — Vi — V; — Vi,

p

Vip = V=) Vi- Vij—om > Vi,

i=1 1<i<j<p 1<ir<...<ip_1<p

Démonstration.La démonstration est immédiate dés lors que I'on constageladernier terme de la dé-
compositionV;_, n'est autre que la différence entre la variance/det toutes les parts de variance d’ordre
inférieur. O

Nous montrons en annexe A.2.1 que les parts de variance éedangosition(1.11) sont les variances des
fonctions de la décomposition de Sohol (1.9), que I'on igte._ ;. :

Vitoosie = V(firie Xy Xi)) = Viyie - Vi1, is} € {1, .., 0}

Ainsi, la séparation des effets des différentes variablestiée faite dans la décomposition de Sobol de la
fonction du modéle est bien transmise dans la décomposiéda variance d&".

Remarque. L’hypothése d’uniformité ne sert en fait qu'a écrire les kga (1.10) sous forme d'intégrales.
Cette hypothése n’est pas nécessaire a la décomposition.

Définition 1.1.4. Ainsi, on peut définir des indices de sensibilité de premiereo:

Vi V(E[Y]X;))

Sy = L = i VA 1.12
\% %4 ( )
les indices de sensibilité d’ordre deux :
V’..
Si' = £7
\%4

qui expriment la sensibilité de la variance @€ a l'interaction des variablesX; et X;, c’est-a-dire la
sensibilité d&” aux variablesX; et X; qui n'est pas prise en compte dans l'effet des variableseseul
On définit encore les indices de sensibilité d’ordre trois :

Vijk
V )
qui expriment la sensibilité de la variance dfeaux variablesX;, X; et X, qui n’est pas prise en compte

dans l'effet des variables seules et des interactions deleua.
Et ainsi de suite jusqu’a l'ordre.

Sijk =

Remarque. Cette définition des indices de sensibilité de premier cotitenue a partir de la décomposition
de Sobol est la méme que celle donnée précédemment en (1.5).

Linterprétation de ces indices est facile, puisque gra¢g.&l1), leur somme est égale a 1, et étant tous
positifs, plus I'indice sera grand (proche de 1), plus laalde aura d'importance.

Le nombre d'indices de sensibilité ainsi construit, dedierl a I'ordre p, est égale ° — 1. Lorsque le
nombre de variables d’entréeest trop important, le nombre d’indices de sensibilité egel L'estimation

28



1.1. Analyse de sensibilité

et l'interprétation de tous ces indices deviennent viteassibles.

Homma et Saltelli [27] ont alors introduit des indices desdgiiité totaux, qui expriment la sensibilité totale
de la varianc&” & une variable, c’est-a-dire la sensibilité a cette vagiaolus toutes ses formes (sensibilité
a la variable seule et sensibilité aux interactions de cetteble avec d’autres variables).

Définition 1.1.5. L'indice de sensibilité totabr. a la variable X; est défini comme la somme de tous les
indices de sensibilité relatifs a la variablg; :

St =Y S (1.13)
ki

ou #i représente tous les ensembles d'indices contenant léndic
Par exemple, pour un modeéle a trois variables d’entrée, aomss :
St, = 51+ S12 + S13 + S123.

Remarque. De la méme fagon que I'on a I'équation suivante en conditmpar rapport aX; :

| VEIYIX)) | EV(YIX)]
Vi) v
S.

en conditionnant par rapport X ;, on obtient :

VE X)) | EVOY[X.)
V(Y) V()

St.

(3

1= (1.14)

Ces indices de sensibilité ont 'avantage de ne faire aubypethése sur la forme du modéle, mais néces-
sitent une hypothése d'indépendance des variables déer@es indices de sensibilité basés sur la décom-
position de la variance seront ceux utilisés dans la suitette thése.

1.1.3. Estimation des indices de sensibilité

Les indices de sensibilité qui viennent d’étre présentés/gret parfois étre calculés formellement,
lorsque la forme analytique de la fonctighdu modeéle est connue et relativement simple. Nous avons
émis I'hypothése que cette fonction pouvait étre trés cerget non connue analytiguement (résultat d’'un
code informatique). Ne pouvant calculer ces indices deilsiéités il est alors nécessaire de les estimer.
Nous présentons dans un premier paragraphe I'estimat®mdiees de sensibilité RC', PCC ainsi que
leur version basée sur les rangs. Puis, dans un secondagaragnous présenterons I'estimation des indices
de sensibilité basés sur la décomposition de la variance.

1.1.3.1. Indices SRC, PCC, SRRC et PRCC

Les indices de sensibilit6 RC et PCC nécessitent la linéarité du modeéle :

p
Y =6+ Y BiXi.

i=1
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En pratique, le modéle n'est généralement pas exactemeéain, les3; ne sont pas connus et il est néces-
saire de les estimer. Une régression linéaire multiple peadors d’estimer le modéle :

p
Y =60+ BiXi,

=1
a partir d'unN-échantillon de simulations du modélg,, xx1, . . . , Tkp)k=1..v. NOus définissons par simu-
lation du modeéle le vecteuw, z1, ..., x,), formé par le résultat d’'une réalisation aléatoire gesriables
d’entrée :z1,...,xz, et du calcul de la valeur correspondante de la variable die sgr. Rappelons que la
forme analytique du modele étudié n'est pas nécessairecoanie, mais que NOUS avons SUpPPOSE savoir
simuler ce modeéle par un code informatique.

Indice SRC : lesindicesSRC sont alors estimés pat.@) :

oy v
sRe; = BV X

V()
Indice PCC : une méthode de calcul de cet indiB€'C est présentée dans [48]. Elle est composée de

deux étapes. Pour estimer I'indideC'C; relatif & la variableX;, on construit dans un premier temps les
deux régressions linéaires multiples suivantes :

Y(Nl) = BQ + Z Bij et XZ(NZ) = é(] + Zé]X]
£ J#
L'indice PCC; n'est alors rien d’autre que la valeur absolue du coeffidientorrélation entre; — XZ-(Ni)
ety — y(~i

- (~i)

Cov(X; — X; Y —Y (™)

Vo — xSy vea)

Indices SRRC et PRCC : par définition, ces indices sont les versions basées suangs des indices
SRC et PCC. Pour les estimer, il faut transformer les simulations ecteugrs rangs (paragraphe 1.1.2.1),
puis estimer I'indiceSRRC (PRCC) comme l'indiceSRC (PCC) en utilisant ces vecteurs rangs.

1.1.3.2. Estimation de Monte Carlo (ou méthode de Sobol)

Rappel sur les méthodes de Monte Carlo [46]
Dans beaucoup de problémes scientifiques, on est amenéuecalce intégrale du type

[:/Df(x)dx, (1.15)

ou D est un espace de plus ou moins grande dimensigfiuae fonction (intégrable).

Soitzy,...,xxy un N-échantillon d'une variable aléatoire uniforme gurNous supposons cet échantillon
pris de maniére totalement aléatoire (échantillonnagataile). Une approximation depar la méthode de
Monte Carlo est faite par :

. 1 X
In=+ > i)
i—1
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La loi forte des grands nombres assure que la moyenne d'utleedsuvariables aléatoires indépendantes de
méme espérance et de variances finies converge presqueesiirars I'espérance, d'ol :

lim Iy =1, avec probabilité 1
N——+o00
Etant données les hypotheses de la loi forte des grands Berfhéme espérance et variances finies), toute
espérance mathématique d’une variable aléajti’é) de densité de probabilité :

E/(0) = [ Fante)ds,
peut étre estimée par :
N
EF(X0] = v D F (),
=1

ou (z;);=1. v estunN-échantillon de réalisations de la variable aléatdire
Le taux de convergence d’'une méthode de Monte Carlo estéatimide du théoréme centrale-limite, qui

assure que :
KQM—DiNmm

2

si f(X) est de variance finie2. La convergence est donc é}(N‘%).

Accélération de la convergence

La méthode de Monte Carlo avec échantillonnage aléatdile esthode de base pour calculer I'intégrale
(1.15). Bon nombre de méthodes alternatives ont été prepgsgur améliorer la convergence, parmi les-
quelles les méthodes de simulation pseudo-probadﬁi,stfexnme I'échantillonnage stratifié ou par hyper
cube latin LHS) [35], les méthodes de Quasi-Monte Carlo|[37], ou encorariéthodes de Quasi-Monte
Carlo Randomisé [40].

L'échantillonnage stratifié consiste a découper I'espaze \@riables d’entrée en petits espaces disjoints,
puis a échantillonner au sein de chacun de ces sous espaagmaritillonnagd_HS est basé sur le méme
principe, en s'assurant que le découpage a défini des espauaipsobables, et que chaque espace est bien
échantillonné ; le quadrillage se fait dans le cube unitér po tirage aléatoire d’échantillon uniforme, puis
ces échantillons sont transformés via la fonction de réjartinverse.

Les méthodes de Quasi-Monte Carlo sont des versions déistes des méthodes de Monte Carlo. Ces
méthodes définissent des séquences d’échantillons déistesi qui ont une discrépance plus faibles que
les séquences aléatoires, c'est-a-dire qu’elles ont urniéeare répartition uniforme dans I'espace des va-
riables d'entrée. Ces méthodes de quasi-Monte Carlo permiet’obtenir une convergence plus rapide en
O(N~(logN)P~1) (sous des conditions relativement faibles de régularitg)dBarmi les séquences utili-
sées, celles de Halton [23],P--sequencede Sobol/[59] ou encore de Faure [20] peuvent étre citées.

Les méthodes de Quasi-Monte Carlo Randomisé, sous certedmelitions peu restrictives syt ont un
taux de convergence e(ﬁ(N*%(logN)*%), et permettent une approximation de I'erreur d’estimation
Owen [39] présente ces méthodes comme une ré-randomisksoséquences utilisées dans les méthodes
de quasi-Monte Carlo : on prend les séquences déterministés ces dernieres, et on les transforme en
variables aléatoire;. Cette transformation se fait par exemple par :

r;=a;+U mod]l,

2«pseudo» puisqu’elle consiste en un échantillonnage riatetnent aléatoire
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ouU ~ UI0,1]P. Il nexiste pas de résultats connus concernant 'utitisatle ces méthodes pour I'analyse
de sensibilité.

Homma et Saltelli [26] ont comparé la méthode d’échantileoge par hypercube latin et la méthode de
quasi-Monte Carlo basée sur les séquerdcBs de Sobol aux méthodes classiques de Monte-Carlo (échan-
tillonnage aléatoire), pour I'estimation d’'indices de sbiiité. La figure 1.1 illustre ces trois méthodes
d’échantillonnage.

>

o EN

FiG. 1.1. : 1000-échantillon de variables uniformes [§uil]?, par échantillonnage aléatoire (a), par hyper-
cube latin (b) et par quasi-Monte Carlo (séquehde de Sobol) (c)

Homma et Saltelli ont montré que I'utilisation des séquercE, de Sobol permettait une convergence plus

rapide que les deux autres méthodes.

Néanmoins, nous utiliserons dans cette thése la méthoded®Narlo basique (échantillonnage aléatoire

simple) pour les estimations, qui est la plus simple a metireeuvre et la plus couramment utilisée en ana-
lyse de sensibilité. L'utilisation d’autres méthodes ti@éctillonnage est une des perspectives de ce travail
de thése.

Estimation des indices de sensibilité par Monte Carlo
Considérons umV-échantillon de réalisations des variables d’en{c¥e, ..., X)) :

Xy = (@1 -+ Thp)k=1.N

L'espérance d&”, E[Y] = fy, et sa variance, W) = V, sont estimées par :

N
fo = %;ﬂm,...,x@), (1.16)
- 1 & 52
Vo= N;F(m,...,m)—fo. (1.17)

L'estimation des indices de sensibilité nécessite I'eatiom d’espérance de variance conditionnelle. Nous
présentons une technique d’estimation due a Sobol [60].
L'estimation des indices de sensibilité de premier ordr&)Lconsiste a estimer la quantité :

V; = V(E[Y|X)]) = E[E[Y|X;]?] —E[E[Y|X,]]> = U; - E[Y]?,
U;

la variance d&” étant estimée classiquement par (1.17). Sobol propostndéda quantité/;, c’est-a-dire
I'espérance du carré de I'espéranceXdeonditionnellement a&;, comme une espérance classique, mais
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1.1. Analyse de sensibilité

en tenant compte du conditionemenXa en faisant varier dans les deux appels a la foncfidoutes les
variables sauf la variablé&;. Ceci nécessite deux échantillons de réalisations deablesi d’entrée, que

(1) (2)
nous noton§((N) etX(N)

N
7, = ) B C I W
Ui - NZ f <xk1”“ ’xk(i—l)’xki ’xk(i-l—l)”” ’xk;p)

2 2 1 2 2
X f <xl(€1)’ e ’xl(c(Z—l)’ xl(“)’ 9”1(9(2“) x,ip) )

Les indices de sensibilité de premier ordre sont alors éstipar :

Pour les indices de sensibilité de second orgjre= Y o0
Vij = V(ELY|X:, X)) = Vi = V; = Uy —EY) = Vi - Vj,

nous estimons les quantités; = E[E[Y'|X;, X;]%] de la méme maniére, en faisant varier toutes les variables
saufX; et X; :

N
U 1 (1) 1) 1 (1) (1) 1 (1 1)
Uij = NZ f (%17-- ' Tri-1) Thi > Th(ir1) 0 Tr(i—1) Thi > Tk(j+1) "'7xkp>
k=1
(2) (1) .2 ey 1) .2 (2)
X f<mk17"" Lr(i—1) Thi * ThGi+1) 2 Te(—1) Thj o Th(j+1)? ---7%;;)-

L'indice S;; est alors estimé par :

Et ainsi de suite pour les indices de sensibilité d’ordretsepr.

Remarque. L’estimation des indices de sensibilité d'ordrg1 < ¢ < p), nécessite I'estimation des indices
de sensibilité d’ordrel a7 — 1.

Par contre, les indices de sensibilité totaux peuvent &timés directement. En effet, la propriété (1.14)
permet d’écrire que :

_ . VENMIXL) L Ve

ou V., est la variance de I'espérance Heconditionnellement a toutes les variables s&ufV.; est alors
estimée comm#;, sauf qu’au lieu de faire varier toutes les variables ségfnous ne faisons varier unique-
mentX;.

Ainsi, pour estimeV/.; = E[E[Y'|X ;)] — E[E[Y|X:]]? = U~; — E[Y)?, on estime..; par :

N
. 1 (1) 6) o @ 1)
Ni:NZ f<5'3k1""’xk(z 1) ki Tr(i1) “’xkp)

(1) 1) 2) .@) (1)
x f <xk1"“’xk(z 1) Thi > Th(iv1) xkp’)’

33



1. Etatde l'art

et donc

. <92

A Usi — fo

St =1— ————.
T =

Remarque. En utilisant une taille d’échantillon de Monte Carlo dé, le nombre réel de simulations des
variables d’entrée nécessaires a I'estimation des indidessensibilité esRN, puisque cette estimation
nécessite deux jeux de simulations. Le nombre d’appels@nktiébn du modéle est alo¥ x (k + 1), ou

k est le nombre d’indices estimés. Pour un modédevariables d’entrée, I'estimation de tous les indices de
sensibilité nécessitd x (27) appels a la fonction. En revanche, n’estimer que les inditeepremier ordre

et les indices totaux ne demande qguie< (2p + 1) appels.

1.1.3.3. La méthode FAST

La méthode FASTRourier Amplitude Sensitivity Tésa été développée par Cukier et al. [13], [15], [14],
ainsi que Schaibly et Shuler [56].
Considérons une fonction

f(X) :f(xlv"'wxp)v

oux € [0,1]?, et le modéle a variables aléatoifés= f(Xj, ..., X)) associe.

Cukier et al. montrent qu’il est possible d’obtenir une décompositiorladeariance d&”, semblable a la
décomposition[ (1/9) de Sobol, en utilisant la transforméd-durier multi-dimensionnelle dg. Le calcul
d’'une telle décomposition multi-dimensionnelle étanptommplexe pour étre réalisé en pratique, I'idée de
la méthode FAST est de remplacer les décompositions muigasionnelles par des décompositions uni-
dimensionnelles le long d’une courbe parcourant I'espaci?.

Cette courbe est définie par un ensemble d'équations paiques :

2i(s) = gi(sin(wis))  pouri =1,...,p,

ou g; sont des fonctions a déterminer, permettant un recouvreomgiorme def0, 1] (nous en présentons
un exemple dans le paragraphe suivant), efwy...,w,) € N*” est un ensemble de fréquences entieres
linéairement indépendantes (aucune n’est combinaiséaitia des autres).

Ainsi, lorsques varie dansR, le vecteur(x;(s), ..., z,(s)) décrit une courbe qui parcouj® 1]7.

Cukier et al. montrent que I'on a alors :

fo= [ f)de=1im —= [ fx(s))ds.

[0,1] T—o0 27 -7

Les fréquencesw:, ...,w,) étant entiéres, la courbe ne remplie pas I'esgacg? mais est périodique de
période2r, d'ou :

1 ™
O O
Si on applique ces idées au calcul de la varighiaun modéle :

Y = f(Xq,..., X)),
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en notantf, = E[Y], on obtient

1

Vi= o | f2( (s))ds — f3
~ Y (A3 + Bj) — (A5 + Bj)
Jj=—00
~ 2 (A3+BY), (1.18)
j=1

ou A; et B; sont les coefficients de Fourier définis par :

Ay =5 [ o) ostis)as,
1 .
By =5 [ fOx(s)sinGipds,

Cukier et al. expliquent que la part de la variance (I1.18)aluee variableX; est la somme des carrés des
coefficients de Fouried; et B; attribués a la fréquence; relative aX; et a ses harmoniques (multiplication
par un entier) :

[e.e]

V=2 Z o +B2)
L'indice de sensibilitéS; est alors défini par :

pos + Bpus)

>
p=1
> (4]
J=1

Si =
( j+Bj2)

Saltelli et al. [54] ont introduit la méthodExtended FASTqui est une extension de cette méthode aux
indices de sensibilité totaux, en évaluant la part de vaeiadue a toutes les variables salf comme la
somme des carrés des coefficients de Foutieet B; attribués a toutes les frequences; autre quew; et

ses harmoniques :
[e.e]
Vi=2) (A2, +Bp, )
p=1

Lindice de sensibilité totabz,, comme pour la méthode de Sobol, est donné par :
Zp 1( PWnss + B2 )

Sr,=1-— —
D_(4]+B))
j=1

7

Remarque. Saltelli et Bolado [47] montrent, en s’appuyant sur un cartaombre d’exemples tests, que les
indices de sensibilité définis par la méthode FAST sont &bprits a ceux définis précédement et estimés par
Sobol : (1.12) et (1.13).
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Estimation FAST des indices de sensibilité

L'estimation des indices de sensibilité nécessite de dééiaifonctionsy; et les fréquences; utilisées. Une
borne M pour I'évaluation des sommes doit aussi étre choisie, lesrss infinies n’étant numeériquement
pas évaluables. En effet les indices de sensibilité de preardre et totaux seront estimés de la fagon
suivante :

M
Z ot Br) 2D (A + Bp)
SA'Z' = et STZ' =1- — M R
23 (4 + ) 23 (4 + )
j=1 j=1

ou les intégralesi; et B; sont estimées par une méthode de Monte-Carlo classiqua,/ét, dlarmonique
maximum considéré, est évalué en fonction des propriéteargas :

— plusM est grand, mieux les indices refletent I'effet des varigbles

— mais aussi plud/ est grand, plus le nombre de simulations (nombre de poirgspr la courbe qui

explore le cube unité) sera élevé.
Le choix deM revient a faire un compromis entre la qualité des indices eblit de leur estimation. Cukier
et al. ont déterminé de fagcon empirique que le meilleur comis pour)M était 4 ou 6, et ce quelque soit la
dimension du modéle. Nous optons pour le choix classique 4 pour nos expérimentations.
Pour le choix des fonctiong, plusieurs possibilités ont été proposées. Nous reteralles ce Saltelli et al.
[54], définies pous € [—, 7] par :
. 1 o
x;(s) = gi(sin(w;s)) = 3 + — arcsin(sin(w;s)), (1.19)

qui sont celles qui recouvrent le mieux I'espdel]? en respectant une distribution uniforme des échan-
tillons. La figure 1.2 représente l'allure de la coughésin(w;s)), pours € [—m, 7] etw; = 11.

FiG. 1.2. : Fonctiory; (sin(wys)) pours € [—m, 7| etw; = 11.

Sur la figure 1.3, les graphiques (a) et (b) représentent bangilonnage selon la transformation (1.19),
respectivement dans le cas de deux £ 11 etw, = 21) et trois (v; = 11, we = 21 etws = 27) variables
d’entrées.

Définissons enfin le choix des fréquences En pratique, il arrive souvent que l'on utilise I'alterivat
simple suivante : on choisit une fréquence élevée pgUyR0 par exemple) et des fréquences plus petites
pour les autress; (1 par exemple). Saltelli et al. [54] montrent que ce chondta surestimer le§;, et
propose un algorithme automatique pour choisir ces frégpgen

(i) choix d’'une fréquencev;, sachant que le nombre de simulations minimum nécesssirgofiné en
(1.20)) est fonction de ce choix,

(ii) détermination de la valeur maximale des autres frégasmax(w~;) = 577,

(iii) les autres fréquences varient de ax(w-~;), avec les deux conditions suivantes :
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FiG. 1.3. : Echantillonages selon la transformatigfsin(w;s)) en dimension deux (a) et trois (b).

a) le pas entre chaque fréquence doit étre aussi grand gsiblpps
b) le nombre de variableX; avec la méme fréquence doit étre aussi faible que possible.

Par exemple, dans le cas d’'un modele a huit variables, olvéahestimelSt,, et olw, = 32, l'algorithme
précédent conduit a choisir :

W1 | Wy | W3 | W4 | Wy | W | Wy | Ws

1123321234

Enfin, comme évoqué précédemment, Saltelli et al. [54] déter une taille d’échantillon minimale pour
I'évaluation de ces indices, donnée par :

N = 2M max(w;) + 1. (1.20)

Un des avantages de cette méthode est que les indices deilgérstuvent étre calculés indépendamment
les uns des autres, a partir d'un méme échantillon de siion&tce que ne permet pas la méthode de Sobol
qui nécessite deux échantillons. Par contre, la méthodeldel tant stochastique, elle permet d’obtenir un
intervalle de confiance sur les estimations d'indices, eergupermet pas FAST, puisque pour une série de
fréquences donnée, les estimations d’'indices sont détistes. Saltelli et Bolado [47] ont comparé FAST
et Sobol sur un certain nombre de modéle. lls ont conclu qu&TF&tait, d'un point de vue complexité de
calcul, plus avantageuse que Sobol. Néanmoins, FAST dsiigaujette a un biais (que Saltelli et Bolado
assigne au choix des fréquences), tandis que Sobol coni@igeirs vers la vraie valeur des indices de
sensibilité.

Remarque. Entrées non uniformes

Comme pour tout systeme d’échantillonnage_(cf 1.1.3.2)j de FAST est défini de facon uniforme sur
le cube unité. Lorsque les variables du modele ne sont pdermés, une transformation sur les points
échantillonnés sera appliquée pour les rendre de loi vaulliette transformation se fera en général par
I'inverse de la fonction de répartition, et pourra parfoigeéapprochée lorsque l'inverse n'existe pas (cas
gaussien).

Les méthodes de Sobol et FAST sont les deux méthodes lesquitenement utilisées en analyse de sensi-
bilité pour estimer les indices de sensibilité. Toutefaise troisieme méthode, antérieure a celles-ci, a été
proposée par McKay.
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1.1.3.4. La méthode de McKay

La méthode d’estimation des indices de sensibilité proppsé McKay, [34], se base sur I'échantillon-
nage par hypercube latin répliquél(HSampling. A partir d’un N-échantillon créé selon le plan d’échan-
tillonnage par hypercube latin, décrit au paragraphe 21/8 premieres lignes de la matrice ci-dessous),
on créer réplications (paquet d& lignes) en permutant indépendamment et aléatoiremeny lealeurs
de chaque variable (i.e. colonne). La réunion dercesplications donnerd&/ x r échantillons pour chaque
variable.

Ce schéma d’échantillonnage par hypercube latin répligué §tre représenté par la figlre 1.4.

1 )
o Ljk N Lk Yik
r réplicationg x N valeurs : . —

1
Lip
1
TNy

entrée$ entrées

1<j< N : Nvaleursdes variables d’entrée (prises dans des intesv@tjuiprobables),
1<k<r : rpermutations des N-vecteurs de simulations des entrées,
1<i<p : pparametres.

FiG. 1.4. : Echantillonnage par hypercube latin répliqué.

Les moyennes suivantes sont alors définies :

ouyj;. est la moyennénter réplications ey est la moyenne sur toutes les valeurg;de

L'estimation de l'indice de sensibilité de premier ordreldesariable X;, défini par((1.12) nécessite I'es-
timation des quantités :

VE[Y|Xi]) et V().

38



1.1. Analyse de sensibilité

La variance totale YY) peut étre estimée par :

r N

R 1 1
(x _ - - o \2
VE(Y) = . > NZ(yjk Yr) (1.21)
k=1 j=1
Vi)
1 & —
ouy, = N Zyjk etV (Y) sont les estimations de la moyenne et de la variance de sein de la répli-
j=1

cationk (intra réplications).
En utilisant la formule classique de I'analyse de la vargmpour une somme de cariiésra etinter répli-
cations, qui s'écrit :

r N r N r N
Z Z(yjk -7)? = Z(?.k -7)%+ Z(yjk —73)°

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

inter intra
T r N

= NY Wp—0)"+ Z(yjk_yk)v

k=1 k=1 j=1

ona:
. 1 r N 1 r
VOW) = =D wie =07~ => 05— 7)
k=1j=1 k=1

Or, pour un échantillonnageHS, comme E(7 ;, — 7)?] est en%, le dernier terme de cette égalité peut étre
considéré comme négligeable pour une taille d’échantilosuffisamment grande. McKay propose alors
I'estimation de la variance totale suivante :

r

N
V(Y) = % Z Z(yjk -7

J=1k=1

Soienth, etY les variables aléatoires dopt ety sont les réalisations sur notre matrice d’echantillonnage
Comme :

E[(Y, -Y)’] ~ V(Y;)
i1 Xi]) + E[V (Y] X;)]

=

X))+ V(Y]

le terme (E[Y'|X;]) est estimé par :

1O 11 & 0
N Z@j. -7)° - "N Z (yjx — ?j.)z,
j=1 '

j=1k=1
1 N r ) )

ou o Z Z(yﬁ) — yj_)Q est I'estimateur de [ (Y| X;)], aveCy](.Zk) obtenu en fixant, pour la variabl€;,

lesr rééﬁégﬁéns, £, constant suk, c'est-a-direr’; = a%, = ... =z, pour toutl < j < N).
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L'indice de sensibilité de premier ordre de la varialdlg défini par|(1.12) est alors estimé par :

N N r
_ 1 D
DR SR R
g _ =L j=1 k=1
L N r
Mo Wik 1)’
j=1k=1

La notion de sensibilité totale étant introduite postéeewent a la méthode d'estimation de McKay, cette
derniére ne propose pas d’estimation pour les indices dshbilité totaux.

1.1.4. Une approche non paramétrique : les modéles additifs

Une approche du probleme de 'analyse de sensibilité basées modeles additifsAM) [24] est
possible. Un modéle additiiAM) permet naturellementjia sa construction, de séparer I'effet de chaque
variable d’entrée. Il est alors possible d’obtenir une déposition de la variance en fonction des variables
d’entrée, a partir de laquelle il est possible de déduireedémations d’indices de sensibilité.

Un modeéle additif est défini par :

P

Y =a+) fi(Xy), (1.22)

i=1

ou lesf; sont des fonctions d’'une variable.
Comme les variables d’entrée sont supposées indépendantasiance d’un tel modeéle s’écrit :

p

V(Y) = Z V(fi(Xi)).

i=1

Comme dans le cas d’'un modeéle linéaire (1.1.2.1), la paradance due a la variabl&; peut étre extraite,
et est ici égale a Vf;(X;)). On peut donc naturellement définir les indices de sensifile premier ordre
par :

On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.1.2. Les indices de sensibilit§; = V(‘%/X;)) sont équivalents aux indices de sensibilité
classiques (1.12).

Démonstration.La preuve est immédiate dés I'instant ou I'on remarque ceepErance d’'un modele additif
(1.23) conditionnellement a une variable s’écrit :

p
EV|X,] = o+ Y E[f;(X;)] + fi(X3),
s
d’ou

V(E[Y|X;]) = V(fi(Xi))-
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1.1.4.1. Estimation des indices de sensibilité basés sur le s modéles additifs

Comme pour les modéles linéaires, le modéle étudié n'esrglment pas additif, et les fonctiolfis
ne sont généralement pas connues. |l est donc nécessatiengiece modele additif par :

p
Y=a+) filXy), (1.23)
=1
a partir d'un échantillon de simulationtg, z1;, ..., zp;);—1..n. Les fonctionsf; sont estimees par exemple

par des fonctions splines, que nous choisissons cubigessohctions splines cubiques sont des fonctions
polynomiales par morceaux continues et ayant leurs deunripres dérivées continues aux noeuds [64].
L'algorithme généralement utilisé pour estimer un modékite est appeldackfitting algorithm et résulte

en un ajustement non paramétrique des fonctigng’est-a-dire les valeurs des fonctions aux points de
I'échantillon : (fi(zi;));=1.n. A partir de ces valeurs, les variance§fM X;)) sont estimées par une mé-
thode de Monte-Carlo classique.

Il est possible d'apporter une premiére critique a cettehod : si le modele étudié est fortement non addi-
tif, 'ajustement d’'un modéle additif ne sera que peu vraiskable, et I'estimation des indices de sensibilité
sera faussée. La qualité de I'ajustement devra étre véafigeat toute interprétation des valeurs des indices
de sensibilité. Par contre, pour un modele additif, I'effitadubackfitting algorithmdevrait permettre une
estimation des indices de sensibilité peu colteuse. Céegtie nous testons dans le paragraphe suivant.

1.1.4.2. Tests et applications des modeles additifs pour I analyse de sensibilité
Considérons le modéle :

(1.24)

ou X; ~ U[0.5,1.5] pouri = 1, 2.
La figure 1.5 représentg en fonction deX; et X5.
Les indices de sensibilité de ce modéle peuvent se calauddytauement, et sont égaux a :

N SISO

TR s

I e
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FiG. 1.5. : Représentation 3D dé = §—f;l

S1 >~ 0.262 So ~ 0.511.

Tous les résultats numériques de calcul d'indices de sétesiprésentés dans cette thése ont été obtenus
a l'aide de l'interface Matlab présentée en annexe A.4. leenper résultat a analyser avant le calcul des
indices de sensibilité, est la qualité de I'ajustement daé®(1.24) par un modeéle additif. La figure 1.6
présente ainsi le pourcentage de variance expliquée pandélmadditif, pour différentes tailles d’échan-
tillon de simulations.
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Explication de la variance
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FiG. 1.6. : Part de variance expliquée pour I'ajustement’de §—’f§ par un modéle additif, en fonction du
nombre de simulations du modéle.

Le modele est relativement bien expliqu®¥), il est donc possible de se fier aux calculs d'indices. La
figure/ 1.7 illustre la convergence des résultats de vinguéald'indices avec un échantillon de simulations
de taille 100, 1000, 10000 et enfin 100000 (le point représkntnoyenne et le trait I'étendue a plus ou
moins 2 écarts-types). Le trait continu représente la walieur des indices de sensibilité, calculée de fagon
analytique.
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FiG. 1.7. : Indices de sensibilité de premier ordreYde= §—’f2 en fonction du nombre de simulations du

modele.

Pour cet exemple, les variables aléatoires sont uniforgesjui confére une grande importance aux va-
riables seules. Ainsi, I'estimation obtenue est correatatjvement proche de la valeur réelle des indices),
avec une variabilité relativement faible méme pour un étlham de taille 100.

Par contre, pour un modéle sensible seulement a l'interaettre variables, le modéle additif que nous
avons défini n'arrive pas a ajuster correctement le modéteotffient alors des résultats de sensibilité erro-
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nés.
lllustrons ce propos a I'aide du modéle :

Y = X1 X0X3,

ou X; ~ N(0,1) pouri = 1,2,3. Les indices de sensibilité de ce modéle se calculent agadyhent, et
sont tous nuls sawWs3 = 1.

L'explication de ce modéle par modele additif est de I'orde$0% avec 100 points, mais chute rapidement
a moins del5% avec 1000 points. Comme ce modeéle s’'ajuste mal par un moddigfaplus le nombre

de points est important, plus la part de variance expliqeédagble. Les valeurs estimées des indices de
sensibilité n'ont donc aucune signification et sont totartrerronées (non nulles), nous ne les présentons
pas.

La méthode d’analyse de sensibilité par modéles additésgmtée ci-dessus souffre logiquement de sa
construction, qui ne permet d’estimer les indices de séibsiQue pour des modéles qui s’expliquent relati-
vement bien par des modéles additifs. Comme les indié&S sont utilisables pour les modeles relativement
linéaires, les indices définis ci-dessus sont utilisabtes fes modéles relativement additifs. Une des possi-
bilité d’extension de cette méthode serait, lorsque la ganariance expliquée n’est pas assez importante,
d’introduire dans le modéle additif des fonctions de dewatdes, puis de trois variables, et ainsi de suite,
a la maniére de la décomposition de Sobol.

1.1.5. Applications numeériques des méthodes de McKay, Sobo [, FAST et AM
(modeles additifs)

Nous avons présenté trois méthodes d’estimation d’indleesensibilité : celles due & McKay et a Sobol
ainsi que la méthode FAST. Ces trois méthodes nous intértegadiculierement car elles ne font aucune
hypothése sur la nature du modele, contrairement aux mdi¢&”, PCC' et leur version sur les rangs.
Néanmoins, ces derniers indices doivent étre utiliségjlmrdes hypothéses nécessaires sont satisfaites,
puisqu’ils sont généralement peu colteux a estimer. Noégseptons une courte analyse comparative des
trois méthodes précédemment citées, ainsi que de la méginodesée s’appuyant sur les modeles additifs
(AM).

Considérons le modeéle d’'Ishigami [48] :
X4
Y =sin(X;) + 7sin?(Xo) + 1—8’ sin(X7),

ouX; ~ U[—m, x| pouri = 1,2, 3.
La figure 1.8 représentg en fonction des trois variables;, X, et X3.

20 20 20

FIG. 1.8.:Y =sin(X;) + 7sin2(X2) + )f—g sin(X7) en fonction deX;, X, et X3.
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Les calculs numérigues d’indices de sensibilité ont éthsésaavec l'interface Matlab présentée en annexe
‘A.4. Pour chacune des méthodes, les indices ont été caldntgdois (sauf pour FAST qui donne un résultat
déterministe pour une série de fréquence choisie), afirntebdabun intervalle de confiance sur la valeur des
estimations, et ce pour une taille d’échantillon de 100,016010000. Pour la méthode d’estimation de
McKay, le calcul n'a été fait que pour un échantillon de &ill00, qui suffit & une estimation correcte
(proche de la valeur réelle avec une variance faible). Noogparons les résultats obtenus sur les indices de
sensibilité de premier ordre.

Les valeurs moyennes des indices de sensibilité de premdes pour chacune des quatre méthodes sont
présentées dans le tableau 1.1.

N=100 N=1000 N=10000

méthode S ‘ So ‘ S3 Sh ‘ So ‘ S3 S1 ‘ S9 ‘ S3
| analytique| 0.314] 0.442] 0 [ 0.314[0.442] 0 [ 0.314]0442] 0 |
Sobol | 0.318] 0.456| ~0 [ 0.316] 0.449| ~0 [ 0.310| 0.441| ~0
FAST | 0.189] 0.078] 0.002| 0.318] 0.386] 0.005 || 0.314 | 0.464 | 0.0001
AM 0.296 | 0.476| 0.052| 0.313] 0.451] 0.008 || 0.312] 0.445] 0.0008
McKay | 0.313] 0.444] ~0

TAB. 1.1.: Indices de sensibilité de premier ordre du modélghijami, par les méthodes de Sobol, FAST,
AM et McKay, en fonction de trois tailles d’échantillon.

Pour cette application, toutes les méthodes sauf FAST dbmies estimations correctes a partir d'une taille
d’échantillon de 100. Il est normal que FAST échoue, puisgumembre de simulations minimal pour FAST,
donné par (1.20), estici égald = 2 x 4 x 39 + 1 = 313, ou 39 est la plus grande fréquence utilisée par
I'interface Matlab pour un modéle a trois variables d’eatrRemarquons que le pourcentage de variance
expliquée par le modele additif est de I'ordre&i8%, ce qui permet donc une bonne estimation des indices.

Remarque. Seule la méthode de Sobol permet de calculer les indicesndéié d'ordre supérieur. On
trouve alorsSy3 ~ 0.25, ce qui permet de conclure que la sortie du modéle d’'Ishigeshisensible &5
(environ44%), a X; (environ31%) et a l'interaction entreX; et X3 (environ25%). Si on calcule par la
méthode AM l'indice de sensibilité au produit; X3, nous n'arrivons pas a retrouver cette sensibilité a
I'interaction entre X; et X3, car la liaison entre ces deux variables dans le modéle restun simple
produit. La méthode AM nécessiterait, pour calculer lesdad d’ordre supérieur, de connaitre la forme
analytigue exacte du modele, ce qui n'est pas envisagealpeatique.

Le tableall 1.2 et la figure 1.9 permettent de comparer lesrméthodes (Sobol, McKay et AM) du point de
vue de la variabilité des estimateurs.

N=100 N=1000 N=10000
méthode Sl ‘ SQ ‘ Sg Sl ‘ SQ ‘ 53 Sl ‘ SQ ‘ 53
Sobol || 0.157] 0.122] 0.150 0.050] 0.057| 0.073][ 0.011] 0.014] 0.018
AM 0.051| 0.064| 0.035| 0.014| 0.023| 0.004 | 0.004 | 0.007 | 0.0004
McKay || 0.012| 0.20 | 0.003

TAB. 1.2.: Variation de 'écart-type des estimations des ieslide sensibilité du modéle d’Ishigami, pour les
méthodes de Sobol, AM et McKay, pour 3 tailles d’échantillon
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—0.05 —o0.05 —0.05
100 1000 10000 100 1000 10000 100 1000 10000

FiG. 1.9. : Variation de I'écart-type des estimations des ieslide sensibilité du modéle d’Ishigami, pour
les méthodes de Sobol(trait continu), de McKay(rond) et & discontinu), pour 3 tailles
d’échantillon.

La méthode de McKay, donne un écart-type petit avec une @ifichantillon de 100, alors que la méthode
de Sobol nécessite une taille de 10000 pour obtenir la mééuispn. Mais cette méthode de McKay est tres
lourde en temps de calcul, méme pour une petite taille diitdloan. Les estimations par modéles additifs
sont quant a elles toujours d’écarts-types plus faiblescqus obtenus par la méthode de Sobol.

Nous concluons par un comparatif de ces quatre méthodéssest, fondé sur plusieurs applications (dont
celle présentée ci-dessus) et sur une analyse bibliogyaghi

1.1.5.1. Comparatif des méthodes de McKay, AM (modéles addi tifs), Sobol et FAST

La méthode de McKay ne permet d’estimer que les indices duipreordre, et est relativement lourde
en temps de calcul, méme pour un échantillon de petite taille
La méthode AM basée sur les modéles additifs, permet d’estile facon efficace les indices de sensibilité
de premier ordre, pour les modeéles qui s’expliquent cogreent par un modele additif. Pour les modéles
n'ayant pas cette propriété, la méthode AM ne permet pasimiesles indices de sensibilité.
La méthode FAST permet d’estimer les indices de sensiliét@remier ordre et totaux pour tous types de
modéles. Bien que nous ne I'ayons pas montré sur I'appicaitudiée, elle est plus Iégére numériquement
gue la méthode de Sobol mais peut introduire un biais [47anR®ins, la méthode n’étant pas exacte, on
aurait apprécié d’avoir un intervalle de confiance sur l¢snasions, ce qui n’est pas possible puisque les
estimations fournies par la méthode FAST sont détermmisterr une série de fréquences fixée.
La méthode de Sobol est alors la plus compléte. Elle pernestidier un intervalle de confiance pour tous
les indices de sensibilité (premier ordre, ordre interriégliet indices totaux). De plus, cette méthode est
simple a mettre en oeuvre et a comprendre. Toutefois la méttle Sobol est un peu gourmande en temps
de calcul, mais I'utilisation de méthodes de quasi-Montddjaermet de limiter cet effet.

Nous utilisons donc dans cette thése la méthode de Sobolegtinrer les indices de sensibilité basés sur
la décomposition de la variance. Le systéeme d’échantidigerde Monte Carlo choisi est I'échantillonnage
aléatoire simple, les applications étudiées permettatiisation d'un tel systéme.

1.1.6. Conclusion

L'analyse de sensibilité (globale) étudie I'impact de laiakilité des entrées d’'un modéle sur la varia-
bilité de sa sortie. Elle consiste a évaluer des indices dglsété qui quantifient combien une variable ou
un groupe de variables contribue a la variance de la sodienifes méthodes d’analyse de sensibilité nous
avons montré que la plus compléte est celle due a Sobol, duitddes indices de sensibilité pour tous
les sous-ensembles de variables d’entrée, ainsi que dessmik sensibilité totaux. L'estimation de Sobol
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basées sur une méthode de Monte Carlo semble étre la plustepbien que relativement gourmande en
temps de calcul.
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1.2. Incertitude de modele

Cette section a pour objectif de discuter la notion d'intte de modéle en s’appuyant sur la biblio-
graphie correspondante. Les avancées de ces derniéremigécdans le domaine des statistiques et de
I'informatique ont permis le développement d'outils de rlightion de plus en plus puissants, et donc de
plus en plus utilisés dans de nombreux domaines. Dés loesatiantion particuliére a été portée sur le
probleme de la relation entre les hypothéses de modélisatites résultats obtenus. Plusieurs groupes de
travail ont été créés pour débattre de ce sujet de l'inoedide modeéle, avec notamment en octobre 1993 a
Anapolis (Maryland, USA) Model Uncertainty : its Characterization and Quantificatjet en 1995 a Bath
(Angleterre) :Model Uncertainty and Model Robustneg&sarmi les investigateurs de ces workshops nous
pouvons citer Abramson, Apostolakis, Evans, Laskey, Mc#&agncore Theofanous.

Les travaux que nous avons recenses jusqu’a présent péirentassés selon trois axes de recherches. Les
premiers concernent la détermination et la définition dééréntes sources d’incertitude qui interviennent
lors de I'élaboration d’'un modeéle. Un deuxiéme axe traitdadeélection de modele lorsque I'on est en
présence de plusieurs modéles concurrents pour représenteéme phénomeéne. Enfin, quelques travaux
moins nombreux traitent de l'incertitude de modéle issuButidisation d’'un modéle simplifié, qui est une
des problématiques qui nous intéresse particulieremers ciatravail de thése.

Nous reprenons dans les paragraphes suivants ces prixtipgaux en conservant une organisation en trois
parties correspondant aux trois axes de recherches ex@oué le theme de l'incertitude de modeéle.

1.2.1. Incertitude liée a I'élaboration d’'un modéle

Ce sujet a été abordé a de nombreuses reprises dans laur#érdans laquelle nous citons les ar-
ticles dont nous nous sommes inspirés pour présenter getifeese : [1],/[38],/[43], [65] ou encore [67].
La construction ou I'élaboration de tout modéle mathénmatigst sujette a deux sources d’incertitudes :
l'incertitude épistémique, due notamment a I'imposdibitie connaitre parfaitement le probléme étudié, et
I'incertitude aléatoire, due au fait que certaines quéstdu parameétres déterministes du modeéle sont des
estimations de moments de variables aléatoires.

1.2.1.1. Incertitude épistémique

Lincertitude épistémique nait du passage du phénoméhauédaodele mathématique. Nous détaillons

ici les différentes sources d’incertitude qui existent adguie étape de cette construction.

— Du phénoméne réel au modele théorique. La définition du ladtléorique génére une incertitude
due a la nature du phénoméne considéré, qui peut ne jamaisdtnue ni comprise parfaitement
par I'homme. On souffre souvent d’'un manque de connaisssuncke phénoméne, qui, de plus, peut
évoluer avec le temps. En outre, la physique utilisée (méuardes fluides, réaction chimique...) n’est
pas nécessairement en adéquation parfaite avec le phéaahatié, de méme que les hypotheses
nécessaires a I'application de théorémes et postulatst@as nécessairement exactement vérifiées.
Enfin, les conditions initiales ou de bords utilisées sdesedussi incertaines.

— Du modeéle théorique au modéle mathématique. Ce passagmerdes approximations, sources d’in-
certitude : il n'est pas toujours possible de prendre en ¢ergpglobalité du phénoméne physique.
Citons pour exemple le logiciel GASCON, étudié en sectid@) ui simule le transfert de radionu-
cléides d’'une installation nucléaire jusqu’a 'homme, et par soucis d’exploitabilité, ne tient pas
compte des turbulences atmosphériques. De plus, dessdeunesures ou un manque de données
peuvent aussi apporter des incertitudes sur les valeurgdsraux différents parameétres déterministes
du modéle.

— Du modéle mathématique au modele numérique informatigélidation du modéle mathématique
nécessite généralement qu'’il soit discrétisé afin de powmitirer une solution numérique. Cette
discrétisation engendre des approximations qui sont umesa’incertitude supplémentaire.
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— Du modele numérique informatisé a la valeur numérique dmittie du modéle. Comme elle est
calculée de facon informatique, cette valeur est sujetteirzzertitudes dues a la précision finie de
I'ordinateur utilisé.

Toutes ces incertitudes issues de I'élaboration du modeélkedgfinies comme des incertitudes épistémiques.
Ces incertitudes peuvent étre réduite en améliorant laaissence du phénomeéene (plus de données par
exemple).

La figure 1.10 illustre ces différentes sources d'incedtisi

Phénomeéne Code de
physique Calcul

N
SN
SN
H SN
o /
Cofnpréhension B
humalne, S, ] A
! ! Schéma

Sim'plifica'tions... numeérique,
: '_ Coflditon's
~ s conviergengce
Comont
Théorie iMathématiques s Equations

FiG. 1.10. : Différentes sources d'incertitude épistémiquésentes lors de I'élaboration d’un modeéle.

1.2.1.2. Incertitude aléatoire

La seconde source d’incertitude est dite aléatoire et ajidars de I'estimation des paramétres (déter-
ministes) du modele. Cette incertitude est due a la vait@lihturelle de toute quantité physique mesurée.
On l'explique parfois comme lincertitude responsable ‘dbtention de résultats différents lorsque I'on
répéte plusieurs fois dans des conditions identiques upériexice. Cette incertitude est inhérente a tout
phénoméne ou processus physique, et il est impossible depaimer.

1.2.2. Le probleme des modéles concurrents

Nous présentons maintenant I'axe de recherche le plus @lsarde theme de l'incertitude de modéle.
Supposons que pour calculer une valeur d’une variableciéat'intéréty’, plusieurs modéle6M;) <i<x
sont disponibles.
Les stratégies classiques de sélection de modeéles, quenaalétaillons pas ici, permettent de choisir le
meilleur modele parmi les différents candidats, suivafiédints criteres. Comme le remarque Raftery [44],
les approches qui visent a sélectionner un unique modéléutiliaer pour I'inférence statistique, ignorent
I'incertitude issue du processus de sélection, et sourswestonc l'incertitude totale existante svir
Une idée naturelle est alors d'utiliser un modeéle défini cenume moyenne pondérée des différents modeles
possibles :

k

Y = p(M;) f(X[M;), (1.25)
=1
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ou f(.|M;) est la fonction du modeéld/;. Cette démarche peut étre apparentée a celle des modéles de m

lange [36].

Le principal probléme est alors la définition et I'estimatites probabilitép(1;).

Winkler, [66], propose trois interprétations ou définisqmossibles de cette probabilité :
— p(M;) est la probabilité que le modele; soit juste. Mais dans ce cas, nous aurons théoriquement
tous lesp(M;) = 0, puisque aucun modele ne peut étre exact (cf. Buslik [11]).

— p(M;) est la probabilité que le modéld; soit le meilleur parmi les modéles possibles. Mais en quel

sens définir le terme «meilleur» ?

— p(M;) est la probabilité que le modéld; soit assez bon. Mais la encore, comment définir ceci ?
Apostolakis [6] et Laskey [32] optent pour la premiére déifim, et propose d’estimer( ;) par jugement
d’expert. Cette approche, qui souffre de subjectivitéaedhtage de ne nécessiter aucune donnée.
Lorsqu’au contraire on dispose de données, Bier [9] et Wingtoposent une méthode d’estimation de ces
p(M;) basée sur la vraisemblance des modalgsll semble néanmoins que le colt d’estimation engendré
soit alors important.

Clyde [12], Bucklancet al. ainsi que Kass et Raftery [30] s’'intéressent quant azeure pondération
utilisant les criteres BICRayesian Information Criterig57]) et AIC (Akaike Information Criterid2]). Le
lecteur pourra se référer/a [21] pour plus d’information.

L'ensemble de ces travaux ont été présentéd/atkshopintitulé Model Uncertainty : its Characterization
and Quantificationpréalablement cité.

A noter la remarque de Abramson [1] qui met en garde suriBation d’'une moyenne pondérée des dif-
férents modéles possibles, puisqu’elle n'a pas de sensooleyset peut masquer certaines aspérités des
modeles.

En parallele a c&Vorkshop une approche bayésienne du probléeme des modéles corisugrearge, ini-
tiée notamment par Raftery [25], sous le nonmBadgesian Model Averaging

Bayesian Model Averaging

En adoptant un formalisme bayésien, I'objectif d’'un modedede déterminer la probabilité que la quantité
d’intérétY prenne une valeuy, conditionnellement & une certaine réalisatigndes variables d’entréX.

On note cette probabilitg(Y = y|X = x() ou encoren(Y = y|D), ouD représente les «données» d’entrée
X = X0-

Lorsqu'un nombre fink de modeéles sont candidats, la méth&dsesian Model Averagingpnsiste, sur le
méme principe que précédemment, a utiliser une pondérd¢idaus les modeles possibles :

k

p(Y =y[D) = p(Y|M;, D)p(M;|D), (1.26)
=1

ou
p(D|M;)p(M;)
Sk p(DIM;)p(M;)

avecp(M;) la probabilité a priori que le model#/; soit vrai, et ou

p(M;|D) =

)

p(D|M;) = /p(D|9i>Mi)p(9i|Mi)d9ia (1.27)

avect; les paramétres du modélé;, p(D|0;, M;) est la vraisemblance de; sur les donnéeP etp(6;|M;)
la densité a priori dé; sousM;.
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Madigan et Raftery [33] montrent que l'utilisation de cetteyenne de tous les modeéles possibles donne
de meilleurs prédictions que I'utilisation de n'importeetjimodéle seul (appartenant a la classe de modéle
considérée).
Néanmoins, un certain nombre de difficultés existent :

— le nombre de termes a évaluer peut parfois devenir tropriguip

— les intégrales ne sont pas calculables,

— comment évalugp(1/;), probabilité a priori que le model&/; soit vrai ?
Pour diminuer le nombre de terme a évaluer, la méti@deam’s windowsupprime dans I'ensemble des
modéles possibles ceux qui sont trop mauvais par rapporteillear modéle, au sens de la probabilité
p(M;|D), ainsi que ceux dont on dispose d’'une version simplifiée aémssi bonne (toujours au sens de
p(M;|D)).
Madigan et Raftery montrent comment utiliser les méthoae®dnte Carlo par chaines de Markov pour
I'estimation des intégrales implicites dans (1.26). Drasitsolutions particulieres ont été proposés suivant la
forme du modele (régression linéaire, modéle linéaire igdisé, modéle de survie et modeéle graphique).
L'évaluation des probabilités a priopi( M;) est le probleme le plus difficile. On retrouve alors les mémes
solutions que précédemment (jugement d’expert, BIC, AI€).eMadigan et Raftery proposent de les consi-
dérer toutes égales, ce qui a I'avantage d’'étre un choiletotnt neutre. lls explicitent aussi quelques solu-
tions particuliéres pour les modeles de régression liagkis modeles de Cox et les modéles graphiques.

1.2.3. Modéle simplifié et modele de référence

Enfin, le dernier aspect abordé dans la bibliographie au dajeincertitude de modéle, est lorsque I'in-
certitude est due a I'utilisation d’'un modéle simplifié,ralgu’'un modéle de référence existe.
Concernant cette problématique, des solutions n’ont gtéréges, a notre connaissance, que dans un contexte
de fiabilité des structures mécanigues, par Pendola dahgsa[41], en s’appuyant sur les travaux de Dit-
levsen et Arnbjerg-Nielsen [18]. Il étudie I'impact de lligation d’'un modele simplifié en fiabilité. Un
probléme de fiabilité d’'une structure mécanique consisteabuér la probabilité qu’une réalisationd’'une
certaine quantité d'intérét aléatoireappartienne a une région de défaillatfeeCette quantité d'intérét est
calculée a partir d'un modéle :

Y = f(X),

ouX e RP est un ensemble de variables d’entrée (forces, momentsaguas ...). Souvent, ce modéle est
le résultat d’'un calcul par éléments finis relativement eokiten temps de calcul. Un modéle simplifié est
alors utilisé :

Y = fs(X)a

pour I'évaluation de la probabilité de défaillance. Cettaléation consiste a résoudre une certaine équation,
appelée équation d'état limite.

Ditlevsen montre que I'équation d’état limite du modéle éférence, intervenant dans le calcul de la proba-
bilité de défaillance, est équivalente a celle du modeélgkii@ a une correction prés des variables d’entrée.
Cette correction est fonction du rapport entre les solstida I'équation d’état limite de référence et de
I'équation d’état limite simplifiée. Considérant le modslmplifi€ comme relativement proche du modele
de référence, la méthode du facteur de correction de moHEIB) consiste alors a supposer que dans un
voisinage du point de conceptiari (estimé par exemple par une méthode de calcul de fiabilité/uke t
FORM, First Order Reliability Method ou SORM Second Order Reliability Methofd 6]), le rapport des
solutions des deux état limites peut étre localement rezggdar une constante.

Cette méthod&CM n’est pas applicable a notre contexte d’'analyse de seissjimlisqu’elle nécessite des
approximations locales, et que I'analyse de sensihijjithale s'intéresse a la variabilité des variables du
modele sur 'ensemble de leur domaine de variation.

Dans un contexte fiabiliste, Pendola montre que cette métatidint rapidement ses limites lorsque le mo-
déle de référence est lourd en temps de calcul (le calcul idi gonécessitant plusieurs appels a ce dernier).
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De plus, elle suppose que le modeéle de référence et le madedéfe sont fonction des mémes variables.
Pendola introduit alors la méthode d’approximation fomutielle de I'écart entre modélAKE).
Soit le modéle simplifié :

sz = fs(Xs)>

avecX; € RY, ou cette fois le nombre de variablgpeut étre plus petit que celui du modéle de référence
La méthodeAFE consiste a définir un ensemble de variab¥esg destinées a modéliser I'écart entre le
modéle de référence et le modéle simplifié. Cet ensembleceastitué au minimum des variables Xg et
au maximum de celle dX :

Xs - XA - X.

La nature physiqgue des variables peut étre utilisée poweélestionner.
La fonction écart est alors définie comme I'écart relatifeire modéle simplifié et le modéle de référence :

Cette fonction écart est ensuite modélisée par une suriacépnse afin de pouvoir étre utilisée dans les
calculs fiabilistes. Pour ceci, une base de données deatéatis deA est construite a partir d’'un échantillon
de réalisations du modéle de référence et du modéle simjlifié surface de réponsi(X » ) fonction uni-
quement des variabl&§ 5 précédemment sélectionnées, est ajustée sur cette baserdmd. On considére
alors queA(XA) est une bonne approximation de la fonction écart :

A~

A(Xa) =~ A(X),

avecX = {Xa, XA} ouX. A sont les variables d¥ n’appartenant pasXa .

Pendola utilise comme surface de réponse des polyndmegaoludsdegré.

A partir de cette approximation de la fonction écart, posrddférents calculs fiabilistes, Pendola montre
gu'il est intéressant d’apporter une correction au modéplgié sous la forme suivante :

fs(Xs)
1+ A(Xa)

1.2.4. Conclusion

L'incertitude de modéle a été abordée sous trois aspecfweneier consiste a déterminer les différentes
sources d'incertitude existantes. Ce sujet a été étudidardbreuses reprises, ce qui a permis de définir une
liste des sources d'incertitudes. Le deuxiéme aspece tiais modéles concurrents. Les solutions proposées
dans la littérature consistent a utiliser une moyenne p@éeddes différents modeles possibles, I'enjeu étant
alors de définir les pondérations. Enfin, le dernier aspexigse une solution au probléme de l'utilisation
d’'un modéle simplifié alors qu'un modéle de référence existe
Ce dernier aspect est particulierement intéressant vis-de notre problématique, mais la solution proposée
par Pendola est spécifiguement adaptée au contexte dediaa$i structures mécaniques. Nous proposons
alors une démarche relativement équivalente, mais adaptéentexte de I'analyse de sensibilité (cf. section
2.2).

L'incertitude due a un changement du modéle étudié, quittoasotre seconde problématique, n’est pas
abordée dans la littérature. Nous apportons des élémenépdese dans le second chapitre de ce mémoire.
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Chapitre

Analyse de sensibilité et incertitude de modele

Ce chapitre traite de I'impact sur une étude de sensibiétdeadix sources d'incertitude : I'incertitude due
a une mutation dans le modéle étudié, et celle due a I'utdisal’'un modéle simplifié, alors qu’'un modéle
de référence existe. Ces deux sources d’'incertitude,tdé@mn introduction de cette these, sont traitées dans
les deux premiéres sections de ce chapitre.
La premiere section montre, pour un certain nombre de noatatypes, comment les indices de sensibilité
du modéle aprés mutation peuvent étre déduits de ceux dulenadil.
La deuxieme section donne des éléments de réponse au peob&&timpact de I'utilisation d’'un modéle
simplifié, en utilisant notamment les résultats issus dedéian précédente sur les mutations de modeéle.
Enfin, une application sur le logiciel GASCON illustre ces/aiux dans une troisiéme section.

2.1. Mutations de modeles et analyse de sensibilité
Considérons un modeéle mathématique de référadiicearactérisé par :

Y = fl(X)7

ouY est la variable aléatoire de sortd¢, = (X1, ..., X,)) est le vecteur des variables aléatoires d’entrée in-
dépendantes, i la fonction déterministe qui assodiea X. Nous supposons qu’une analyse de sensibilité
a été réalisée sur ce modélé,. De nouvelles informations (nouvelles données ou infoilonatcomplé-
mentaires) nous conduisent a modifier le modelg c’est-a-dire a le muter en un nouveau modgle,
caractérisé par :

Y = f2 (X7 Z)a

ou Z est un vecteur d’éventuelles variables d’entrée complémres (corrélées ou non avec les compo-
santes d&X).

La mutation est entiérement déterministe et opére sur kifindéterministe du modéle.

Nous distinguons quatre types de mutations.

Le premier type de mutation consiste a ajouter ou a supprifesrvariables aléatoires du modeéle. Cette
mutation est rencontrée en pratique lorsque I'on décidedsidérer une variable aléatoire comme détermi-
niste, ou inversement. Citons quelques applications aedas :
— Un doute quant a I'estimation d’'un paramétre apparait.sNigcidons alors de le considérer comme
aléatoire, plutdt que de lui donner une valeur détermiriaisse.
— Le cas contraire, ou une nouvelle information nous permeeda@hner une estimation déterministe
cohérente a une variable que I'on considérait aléatoire.
— La sensibilité est due essentiellement a une variahigh (par exemple). Les valeurs des indices de
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sensibilité relatifs aux autres variables sont trés petite qui ne nous permet pas, compte-tenu des
incertitudes d’estimation, de distinguer une hiérarchies@in de ces dernieres. Une méthode envisa-
geable est alors d’étudier la sensibilité du modéle en filawleur de la variable la plus importante.

Le deuxiéme type de mutation consiste a ajouter une cerfi@ition g au modeéle initial. Le modele muté
peut alors s'écrird” = fo(X,Z) = f1(X) + g(X,Z). Ce type de mutation peut étre rencontré sous une
forme différente : deux analyses de sensibilité ont étésé¥d sur deux modéles, et I'intérét est finalement
porté sur la somme de ces deux modéles. La situation invexseapssi étre envisagée : si un modéle se
sépare additivement en deux sous modeles, il peut étre iphdesde faire I'analyse séparément sur ces
sous modeles. Enfin, une derniére application peut étre caldeux modéles sont en concurrence pour si-
muler un phénoméne et que, ne sachant lequel choisir, odeddtitiliser une moyenne ou une combinaison

linéaire de ces deux modeéles.

Le troisieme type de mutation est analogue au deuxieme,resid@yant une multiplication a la place d'une
addition. Le modéle muté s’écrit = f»(X,Z) = f1(X) x ¢g(X,Z). Afin d’illustrer cette mutation par
une application possible, considérons le logiciel GASCPidsenté en section 2.3, qui étudie I'impact sur
I’'hnomme d’un rejet gazeux chronique d’une installationléage, a partir notamment d’'une quantité de rejet
unitaire. L'impact sur 'homme est linéaire en fonction deguantité de rejet. Supposons que I'on dispose
d’un autre code de calcul permettant pour une installatmmde de définir la quantité de rejet. Il serait alors
intéressant d’'étudier la sensibilité du produit de ces dmaes, qui modéliserait le rejet de I'installation a
'homme.

Le dernier type de mutation a considérer est la compositiomadele par une certaine fonction. Le modeéle
muté, qui s’écrit” = fo(X,Z) = g(f1(X), Z), semble avoir moins d’applications pratiques, mais cotaplé
la liste des mutations envisagées.

L'approche que nous proposons consiste a étudier, pouuehagtation, les relations formelles entre les
indices de sensibilité avant mutation et aprés mutatiorusNexaminerons tout d’abord le premier type de
mutation, qui intervient au niveau des variables d’entdéesiodeéle : introduire une nouvelle variable (trans-
former un paramétre déterministe en une variable aléjtdirer une variable aléatoire afin de la rendre
déterministe ou encore transformer une variable (changedeeloi, d’échelle...). Nous nous intéresserons
ensuite aux trois autres types de mutations : aprés avostaténgue le cas général de la composition par
une fonction n’était pas exploitable formellement, nousshoconcentrons sur I'addition et la multiplication
d’une fonction au modéle initial, que nous interpréterorsiguement comme I'ajout ou la multiplication
de deux modeles.

2.1.1. Mutations des variables d’entrée du modele
2.1.1.1. Transformation d’'une variable d’entrée

Supposons qu'une des variables d’entrée du modéle saiforamée. Par exemple, on décide de changer
la nature ou les paramétres de la loi de cette variable.
Le modéleY = f(Xy,....X;, ..., X,) devientY’ = f(X1,...,h(X;),...,X,). Nous supposons les
variablesX; de loi u; a densité; surR (pouri = 1,...,p). Etant donné la définition des indices de sensi-
bilité, étudier les relations entre indices avant mutadbapres mutation nécessite d'étudier les espérances
conditionnelles d& etY". Nous étudions dans un premier temps le cas des indices méeprerdre.
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Indices de premier ordre S; avec j # ¢
L'espérance d&" conditionnellement & ; s'écrit :

EY'|X;] = Rpf(acl,...,Xj,...,h(:ﬂi),...,xp)d,ul...d,ui...d,up

= - F@i, o X, o h(@4), oy xp) pr (1) pi (@) oo pp () dcy . ody ... dy,

d’ou par changement de variable :
E[Y'|X;] = /R F1y ooy Xy ooy oy ) p1 (1) pi (R () )WY (20 pp (2 )ity ..y,
Cette espérance peut étre mise en relation ayE¢X; ], définie par :
EY|X;] = /RP f@1, o X, oo @iy oy p) pr(21) oo pi (@) o pp () dy ..o dy .. dy,
uniguement sous la condition suivante :

pi(h ™ (@) (W) () o pi(:), (2.1)

ou autrement dit si le rapport des deux est constant.

— En se plagant dans un cadre simple (variables gaussidraresfprmation affiné(t) = at + b), est-il
possible de vérifier cette relation (2.1) ? La densité d'uagable gaussienne de moyenmeet de

. _@i=m)? , . . S
varianceo? (p;(x;) = \/2;76 202 ) n'étant jamais nulle, nous pouvons étudier le rapport des
deux parties dé (2.1), étant donné qhe!) () = 1 est constant :

pi(h_l(xi)) (z;—m)2—(h~ L (z;)—m)> (z;+h V(@) —2m) (2, —h~ L (zy))

e 2052 = e 202
pi(;) ’

qui n’est constant que pout = h~!(z;) (transformation identité(t) = t), ou pourz; = —h ! (z;)+
2m (transformationi(t) = —t + 2m). Sous ces conditiong,; (h = (;))(h ™) (z;) = p;i(x;), et donc
E[Y'|X,] = E[Y|X,], les indices de sensibilité du modéle aprés mutation pewlarc étre obtenus
a partir de ceux du modéle initial par :

C_VEMXG)  VEYIX]) VY) V()
SiITTNEY T v vy Ny 2:2)
Cette relation est aussi valable pour la transformatign = —t + 2m avec des variables d’entrée

de densité de probabilité symétriques par rapport €Student aveen = 0, Cauchy aveen = 0,
uniformel{|a, b] avecrm = “T*b). Seulement, d’'un point de vue pratique, cette transfdonat'a pas
d’application immédiate, et risque de ne pas étre rencesmavent.

— Considérons maintenant le cas particulier ou la varidllepparait de fagon séparable dans le modéle,
c’est-a-dire que le modeéle s’écrit :

f(Xla "'>Xp) = fl(Xz) + f2(X17 "‘aXi71>XZ'+1> "‘aXp)'

On montre facilement que I'on a alors{}E|Xj] = E[Y|X;] + (E[f1(X;)] — E[f1(h(X3))]), pour
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toutj # 4, d'ou V(E[Y/|Xj]) = V(E[Y|X}]). La variableX; n'a pas d’influence sur les variances
conditionnelles. Il est alors possible d’obtenir les iedicle sensibilité du modéle apres mutation a
partir de ceux du modéle initial par (2.2), et ce sans hymattsir la transformatioh ni sur la loi des
variables d’entrée.

Indices de premier ordre  S;
Dans ce cas :

EY'|X; = z;] = E[Y|X; = h(z;)],

qui sont des fonctions de;. Soite(t) = E[Y|X; = t]. Pour exprimer les indices de sensibilité du mo-
déle aprés mutation a partir de ceux du modéele initial, ilnéstessaire de pouvoir exprimer formellement
V(e(h(X;))) en fonction de Ve(X;)). Les seuls cas de figure adéquats sont ceux ou les fonetiets
sont affines, a cause de la linéarité de I'intégrale.

— Supposons donc que le modéle s’écrive :

f(X1> ...,Xp) = fl(Xi)f2(X1> '-'aXiflaXiJrla -'->Xp) + fB(Xla -'->XiflaXi+1a -'->Xp)'

Dans ce cas;(t) = E[Y|X; = t] = at + b, ola = E[f2(X1, ..., X;)] etb = E[f3(X1, ..., X]). Sion
suppose qué(t) = ct + d, on a alors Ve(h(X;))) = a’c®?V(X;) = 2V (e(X;)), et donc :

2 V(Y)

SZ':SZ'XC V(Y/)

Indices d’ordre supérieur
Les indices d’'ordre supérieur et totaux se comportent dearaidentique aux indices de premier ordre,
selon qu'ils expriment une sensibilité a la variaBlgou non.

2.1.1.2. Une variable aléatoire d’entrée devient détermin  iste

Nous supposons qu’une des variables d’entrée du modéia mit= f(X;,...,X;,...,X,) soit fi-
nalement considérée comme déterministe. Le modéle desierstY’ = f(Xy,...,0..., X,). Définir
une relation entre les indices de sensibilité du modéletavaitation et ceux aprés mutation nécessite des
hypothése sur la forme dg concernant la séparabilité linéaire de la varialepar rapport aux autres
variables.

K
Cas ol le modele est V' =" fi(X,) [} (X i)

k=1
C’est le modeéle le plus général que nous présenterons. luesndedéles suivants sont des cas particuliers

de celui-ci. Les indices de sensibilité relatifs & la vaeali; n’existent plus dans le nouveau modéle =

K
> A fR(X ).

k=1

Indices de premier ordr§;

En écrivant 'espérance dé et celle de¥” conditionnellement & :

K
EYIX,;] = D ESCGES(X )],

T
I

Elfi (0)]ELfZ (X <) | X5,

M=

E[Y'[X)] =

B
Il
—_
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on obtient la relation suivante entre ces espérances aomuttles :

E[Y'|X;) = E[Y1X,] + D (ELfi ()] — E[fH (X)DELR (X <) | X;).
k=1

— Le passage a la variance donne une relation entre les sndé&csensibilité avant et aprés mutation,
sous les conditions[E! (a)] = E[f}(X;)], Vk € {1,.., K}, c’est-a-dire lorsque :

El (2.3)

{ fiaffine 1t at +b
Ainsi, sous ces hypothéses, les indices de sensibilité diela@prés mutation peuvent étre obtenus
a partir de ceux du modele initial, par une simple remisecéhbfle, en les multipliant par le rapport
des deux variances :

VY Vie{l,...,pr\ {i}.

Indices d’ordre supérieus;,
Sous les mémes condltlorﬁZ.S), il est possible, pour lesaaé&aisons, d'obtenir les indices de sensibilité
atout ordre d& en fonction de ceux d¥ par :

Vi, st C {1,...,p}\ {i}.

Indices totauxSr,

Nous sommes confrontés a deux cas de figure : soit tous leefmde sensibilité dE ont été estimés, soit
seuls les indices totaux I'ont été. Dans le second cas, rpsuvons tirer aucune information des indices
de sensibilité totaux d¥ pour estimer ceux d& , puisqu'’il est impossible d’extraire des indices totaux de
Y la part due aux interactions avec la varialle Par contre, si on est dans le premier cas nous pouvons

alors, sous les conditions (2.3), estimer les indices kqlmnS =>5=0_5) ouz S,
#J #J

est la somme de tous les indices de sensibilité ayanmme indice. En effet, sachant exprlmer Ies indices
de sensibilité d&" & tout ordre en fonction de ceux & il est possible d’en faire autant pour leur somme.

Cas ol le modéle est Y = f1(X;) + f2(X <)

Ce modéle est un cas particulier du précédent qui permeteitcmﬂes conditionm.?)). Etant donné les
espérance conditionnelle¥| X ;] = E[f1(X;)] + E[f2(X )| X;] et BY'|X;] = fi(a) + E[f2(X )| X;],

on a naturellement que(E[Y" | X;]) = V(E[Y|X,]).

Ainsi, les indices de sensibilité de premier ordfeet d’ordre supérieus;, . ; s’obtiennent par

o L V(YY) ) .
S, = 8 x VT pour toutj € {1,...,p} \ {i},
, V(Y) , . .
Sh ..... i = Siyois X m, pour tOUt{Zl, ...,ZS} C {17 ...,p} \ {Z}

Comme la variableX; est indépendante des autres variables, et séparée anditivele ces derniéres, les
indices d'interaction au sein du modele initial en¥feget d’autre variables sont tous nuls. En effet, les indices
d'interactionsS; ;, pour toutj € {1,...,p} \ {i}, égaux a:

VEN|X;, Xj] — E[Y|Xi] — E[Y|X)])
V(Y)

Sij =
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sont nuls puisque le terme :

EY[X:, X;] — E[Y|Xi] - E[Y|X;] = E[f1(Xi)|Xs] + E[fo(X <) X;]

—E[f1(X3)] — E[f2(X <) | X}]

—E[f1(Xi)[Xi] — E[f2(X <))

= —E[fi(Xy)] — E[f2(X )], (2.4)

est constant donc de variance nulle.
Ainsi, il est possible d'obtenir les indices de sensibildéaux du modéle aprés mutation par :

;o V(Y) _ .
S, =51, X gy Vi€ {1,....p}\ {i}.
Casou le modéle est Y = f1(X;)f2(X ~i)
Ce second cas particulier permet aussi d’omettre les dondif2.3).
Comme BY'| X;] = E[f1(X;)]E[f2(X ~i)|X;] et Y | X;] = fi(a)E[f2(X ;)| X;], on obtient aprés pas-

sage a la variance (‘E[Y/|Xj]) = %V(E[HX]»]). Ainsi les indices de sensibilité de premier ordre

et d'ordre supérieur du modéle aprés mutatiors’obtiennent & partir de ceux dépar :

A fila)? V(YY) . .
S = St Epmopvey e e

J
/ _ . . fl(a)Q V(Y)
g = S X FREIEVY)

pour tout{iy, ...,3s} C {1,...,p} \ {i}.

Ulyeenyls

a)? VYY) . _
XOEV(Y)' uniguement si les

Les indices de sensibilité totaux s'obtiennent gar = (> S,) x E[?((
; 1
#J

indices de sensibilité d¥ sont connus a tout ordre.

2.1.1.3. Un parametre déterministe devient une variable al  éatoire

Nous considérons cette fois la mutation inverse de la pestéd
La mutation consiste a considérer un parametre déterminit modele comme aléatoire, et a le représenter
par une nouvelle variabl&, 1, que I'on suppose indépendante des autres. Le modele deliesy’ =
F(X1, 0 Xy, Xpi)-
Comme pour la mutation inverse, nous sommes dans I'obtigate faire des hypothéses sur la forme du
modele, afin de pouvoir exprimer les indices de sensibifittamutation en fonction de ceux avant mutation.
Naturellement, il est nécessaire d’estimer tous les isdietatifs a la nouvelle variable, ainsi que tous les
indices totauxSt, aSt,, afin qu'ils prennent en compte les interactions eéventsielec la nouvelle variable.
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K
Cas ol le modele est ¥V =" fi(a) f7 (X1, ..., X})

k=1
Indices de premier ordr§;

En écrivant les espérance Heet deY” conditionnellement & :

Fe(@EfR (X0, Xp) X1,

M@

ElY|X;] =

B
Il

1

ELfie (Xp1)ELFE (X1, ooy Xp) X,

M@

EY'IX;] =

B
Il
—_

K
on constate que [E'|X;] = E[Y[X;] + Y (E[f# (Xp1) — fH(Q))E[fZ(X1, ..., X,)|X;]. Pour passer &

la variance et exprimer les indices de sensibilitéYdeen fonction de ceux d&, il est intéressant que
E[f4(Xp11)] = fi(a) pour toutk € {1,..., K}.
— Ainsi, sous les conditions suivantes :

1 i .
{ [ affine 1t — at +b (2.5)

ElXpt1]=a

les indices de sensibilité de premier ordrelde ainsi que ceux d’ordre supérieur (non relatif aux
interactions avec la nouvelle variablg, 1), s’obtiennent par :

, V(Y)

, V(Y) o
Shie = SuiX Gy Wi} Lk

L'indice de sensibilité & la nouvelle variahlé, . ; est défini par :

p+1 ZEfk (X1,...X )] %

Cette définition n'est pas exploitable en pratique, puitm&rait nécessaire d'évaluer séparément
E[f2(X1, ..., X;)]? pour chaqué, ce qui, d’un point de vue calcul, est aussi colteux qu’unaeite
analyse. Il est donc préférable d’estim‘é;)rJrl par une méthode classique (Sobol ou autre) comme
celle utilisée pour I'analyse sif. De méme pour les indices d’interaction avec la nouvelléate
Xp+1, puisque pour tout < j < p:

P

EY'| X, Xp1] = D fr (X )E[FR (X0, . Xp) X1,

k

ce qui n'est pas exploitable de fagon bénéfique en pratique.

Cas ou le modéle est Y = fi(«) + f2(X1,...,X,) Ce cas particulier du précédent ne demande pas
la vérification des hypothésés (2.5). En effet, les espéradeY et deY” conditionnellement X -

E[Y[X;] = f1(@) + E[f*(X1, ., Xp)|X]]
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

et
E[Y'|X;] = E[f"(Xn41)] + ELE (X1 s Xp) | X

satisfont la relation B'| X;] = E[Y|X,] — f () + E[f1(Xp+1)]-
Ainsi, le passage a la variance donngEW”’'|X,]) = V(E[Y'|X;]). Les indices de sensibilité de premier
ordre et d’ordre supérieur (n'incluant pas les interactiamecX ), peuvent alors étre obtenus par :

, V(Y) .
. = . 1,...
S; Sj x V) vie{l,....p},
, V(Y) . .
Siyie = Sipis ¥ —V(Y/) V{i1,...,is} C{1,...,p}.

Il est important de noter que tous les indices d'interactatre les variables initialeX, ..., X, et la nou-
velle variableX,, ; sont nuls, puisque ces variables sont indépendantes etéggent additivement dans le
modele (se reporter a (2.4)).

Introduction d’un bruit additifL'introduction dans le modéle d'un bruit aléatoire addist une application
de ce type de mutation, pour lequel nous pourrons déterrairgsi I'indice de sensibilité relatif a la nouvelle
variable représentant ce bruit. Sbit = ¢ + f(X1,... , X;) le modele aprés mutation (introduction d'un
bruit €), oli e est supposé gaussigvi(0, 2). Outre les résultats précédents concernant les indicesrde s
sibilité deY” relatifs aux variable$X, ..., X,), il est aussi possible de déterminer l'ndice de sengibilit

PP . . / 0.2
relatif a ce bruit, qui esy, = Vo

Sile modele est Y = fi(a)f2(X1,...,Xp):
Ce cas particulier permet lui aussi d’omettre les hypoth¢®é). Les espérances Heet deY”’ condition-
nellement aX;, égales respectivement a

EY|X;] = fHQ)E[f2 (X1, ..., Xp)[ X5,
et
E[Y'|X;] = E[f"(Xps )IELfF (X1, oo X)X,
sont proportionnelles :
E[f! (Xpr1)]
o)
On en déduit que les indices de sensibilité de premier ottdittordre supérieur (n’incluant pas les interac-
tions avecX,, ), peuvent étre obtenus par :

E[Y'|X;] = E[V]X;]

1
S = g x (CEly e q
1
5;1,...,1-3 = Sif,is X \\//((;;)) X (E[ffg)(z;l)])Q’ V{i1,...,is} C {1,..,p}.

Introduction d’un bruit multiplicatif L'introduction dans le modéle d’un bruit aléatoire muligaitif est une
application de ce type de mutation, pour laguelle il estiptessl’obtenir aussi les indices d’interaction avec
la nouvelle variableX,,. ;. Supposons qu’un bruit ~ N (1,0?) soit introduit multiplicativement dans le
modeéle, qui s’écrit alory” = ef (X1, .., X,). Les indices de sensibilité de ce nouveau modéle peuvent étr
déduits de ceux d& en utilisant les résultats ci-dessus. Mais il est aussiilpessans nouvelle analyse de
sensibilité, d’obtenir les indices de sensibilité remtfla nouvelle variable qu’est
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L'indice de premier ordre relatif & la nouvelle variaklest donné par :

puisque E[Y|¢]) = V(eE[Y]) = E[Y]?V(e).
Quant aux indices d'interaction entre les varialfl&s, .., X)) ete, un calcul élémentaire donne :
, V(Y)
_ 2q. :
Sie=o0 S]V(Y’) Vie{l,...,p}.
Ce résultat est aussi vrai pour les indices d’ordre supégetdeux, et peut étre démontré simplement en
utlisant les deux propritétés suivantes.

Propriété 2.1.1. Si(A, B) est un couple de variables indépendantes, alors :

V(AB) = E|[V(AB|B)]+ V(E[AB|B])
E[B*V(A) + E[A]*V(B)
E[B]*V(A) + V(A)V(B) + E[A]>V(B),

Propriété 2.1.2. Si(A, B) est un couple de variables indépendantes, alors :

CoA,AB) = E[BV(A).

2.1.2. Composition de plusieurs analyses de sensibilité

Nous envisageons désormais des mutations que I'on pedufigudlexterne au modele. Nous consi-
dérerons le cas général d’'un modéle= f(Xi,.., X,) muté en un certain modelg’ défini pary” =
go f(Xi,..,X,), puis les cas particuliers ou cette composition est uneipfiaéition ou une addition. Ces
deux derniers cas peuvent étre interprétés comme la nicatijpin ou I'addition de deux modéles, sur cha-
cun desquels une analyse de sensibilité préalable a éigéetal

Supposons donc que le modéle= f(Xy,.., X,) mute eny’ = go f(Xi, .., Xp). Comme nous l'avons
déja vu précédemment, relier formellement les indices dsiliité de ces deux modeéles revient & écrire
une relation mathématique entré€/BX;] et E[Y"|X;], pour toutl < i < p, et ce en utilisant les propriétés
de linéarité du calcul intégral (7 + b] = aE[Z] + b). Il apparait donc indispensable pour relier les indices
deY etdeY”, qu'ils satisfassent une relation linéaire, autremengidég soit affine ¢(t) = at + b).

Cela revient alors a considérer les deux cas particulieda demposition, que sont la multiplication par
une fonction (ou multiplication de deux modeles), et I'diai d’une fonction & (ou addition de deux
modeles).

2.1.2.1. Multiplication de deux modéles

Nous considérons deux modelEs et Ys, sur lesquels deux analyses de sensibilité ont été réslisée
Les indices de sensibilité de ces derniers peuvent-ilsudilisés pour obtenir les indices de sensibilité du
modele produi” = Y;Y5 ? Nous différencions les cas ou les variables des modglesY; sont les mémes,
différentes, ou encore certaines sont en commun et d’antres
Nous notonsS! et S? les indices de sensibilité dg et Ys.

Modeles a variables différentes
Soient les modele¥; = fi(X;,...,X,) etYs = fo(Xp4i1, ..., Xptq). COmme les variables de chacun des
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

deux modeéles sont différentes :

EY|X;] = EMN1Ys|X)]
= E[fl(Xla-'->Xp)f2(Xp+1ao-oaXp+q)|Xj]
E[YllX]] X E[YQ] si 1 S] < P
EV1] x E[Y2|X;] si p+1<j<p+gq
Ainsi, les indices de sensibilité du modéfe de premier ordre et d’ordre supérieur (relatif a I'intéi@c de
variable propre &7 ou aY5), peuvent étre obtenus par :

. E[Yﬂ%*%x% si 1<j<n .
g E[Y1]2S]2x%% Si ntl1<j<ntp '

Les indices de sensibilité relatifs a I'interaction entegiables deY; et variables d&%5 sont quant a eux
obtenus par :
1 V(Y1)

S = E[Y2]*S; V(Y)

2.7)

oul<j<petp+1<k<p+gq.
En effet, en appliquant la propriété 2.1.1 :

V(EY|X;, Xi]) = V(E[Y1]|X;]E[Y2|Xk])
= E[EYa2| XV (ENL| X)) + V(ENL X))V (E[Ya | X))
+E[EY1 [ X]]7V (E[Y2| X))
= EV2V(EY1|X;)) + V(EYL X))V (E[Ya| Xi]) + EVA]?V (E[Y2| X4])

Ce résultat est encore valable pour les indices de setgsils a I'interaction entre un groupe de variable de
Y; et un groupe de variable dé. Il suffit alors de remplacer dans (2.7) l'indigepar les indiceg, . .., js
relatifs au groupe de variables #g, etk parks, ..., ky relatifs au groupe de variables te.

Concernant les indices de sensibilité totaux, on est eepeésde deux cas de figure. Soit tous les indices de
sensibilité a tout ordre ont été estimés pbuetYs, auquel cas il est possible de tous les estimer a nouveau
grace a/(2.6) et (217), et ainsi en les sommant de retrousendices de sensibilité totaux de Par contre,

si les indices de sensibilité totaux #ig et Y, ont été estimés directement, il sera alors impossible dfobt
une estimation de ceux dé sans nouvelle analyse de sensibilité.

Modéeles a variables identiques

Nous considérons désormais les deux modgles fi(X1, ..., X,) etYs = fo(X, ..., X;,). Comme I'espé-
rance d’'un produit de variables ne peut pas étre expriméagda fsimple en fonction des espérances de ces
variables lorsque ces derniéres ne sont pas indépendaatesne pouvons obtenir les indices de sensibilité
deY a partir de ceux d&; et deYs.

Citons tout de méme un cas particulier lorsqu’un des deuxatesche contient qu’une seule variable. Sup-
posons par exemple qié= f1(X1,.., X,) x fo(X;) avecl < j <p.

Comme Ef1 (X1, .., Xp) x fo(X;)|X;] = E[fo(X;)]E[f1(X1, .., X},)|X;], il est possible d’obtenir I'indice

de sensibilite relatif a la variabl&;, qui est :

1 V(Y7)

Sj = E[Y2]2 X Sj V(Y) .
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Modéeles a variables identiques et différentes

Nous sommes dans le cas by = f1(X1,..,X,) etYs = fo(Xy, .., X,14). Lespérance d&@ = Y1V,
conditionnellement a une variablé; est égale a l'intégrale du produit des fonctiofiset f, par rapport
a toutes les variables saif;. Ainsi, pour les mémes raisons que précédemment, il ne serpgssible
d’exprimer cette intégrale (ou espérance) en fonctionréépant des intégrales (ou espérancesy,det de
fo (deY; et deYs). Nous serons donc dans l'obligation de refaire un nouvatiglyse de sensibilité pour
obtenir les indices de sensibilité du mod&le

2.1.2.2. Addition de deux modeéles

Comme pour les cas de la multiplication de deux modéles, diffésencions les cas ou les variables des
modeles sont identiques, différentes, ou un mélange des deu

Modeles a variables différentes

Soit les deux modéles; = fi(X, ..., Xp) etYs = fo(X,11, ..., Xptq). NOUs nous intéressons au modele
sommeY = Y] + Ys.

Etant donné que les variables des deux modeles sont diff&réet indépendantes), la varianceldest
V(Y)=V(Y1+Ys) = V(Y1) +V(Y3). Lespérance d& conditionnellement a une variable;, est quant a
elle égale a B | X;| + E[Ys] sil < j < p,ouaBY|X;]+E[Yi]sip+1 < j <p+q. Comme les termes
E[Y2] et HY;] sont constants et n'interviennent pas dans la variancendéses de sensibilité de premier
ordre, et ceux d'ordre supérieur relatifs a I'interactiorire variables propre a I'un ou a l'autre des deux
modeles, sont donnés par :

si 1<j5<p

S = <Y\} (2.8)
’ S si pr1<j<p+
Y+ ( 2) p SJ)=pPT4q,
et
Vo) o g .
Sho.ox - si {i1,...,is} C{1,...,p}

- 01yeeey is V Y; +V Y ) ybs 9 9

Blyeensls (\}(Yz) 2) (29)

Si il X Vo Vo S {ir,..,isy C{p+1,...,p+4q},

Les indices de sensibilité liés a I'interaction entre Valea deY; et deY; sont nuls puisque les variables
sont toutes indépendantes les unes des autres, &t gatla somme de ces deux modeles.

Comme cette mutation n’entraine aucune interaction soppiéire entre les variables g et deYs, les
indices de sensibilité totaux dé sont :

Vo) g ;
S — V(Y\}+VYQ si 1<:<p
S V(Y1 +V(Y2) SI p + 1 S 1 S p + q.

Modéles a variables identiques

Supposons que les deux modelgs= fi(X;,..., X,) etYs = fo(Xy,..., X,,) aient les mémes variables
d’entrée. L'espérance d'une somme étant égale a la sommesgérances, I'espérance Yeconditionnel-
lement a une variablé; est égale a la somme de I'espérancé’deonditionnellement & ; et de celle de

Y, conditionnellement &;.

Ainsi, par passage a la variance, sachant que la varianoe doamme est égale a la somme des variances
plus deux fois la covariance, on obtient les indices de béitgide Y par :

g = gty YO g VO) | 2COMENI|X,] EWIX;)

TUVY) T T v(Y) V(Y vjie{l,...,p} (2.10)
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

Outre la variance d¥, il est nécessaire d'estimer la covariance @i EX;] et EY>|X;].

Cette estimation est généralement aussi colteuse qudifeat&ns nécessaires a une nouvelle analyse, et
utiliser les indices préalablement estimé n'a pas d'intér&xiste néanmoins des cas particuliers pour les-
quels on peut penser que ces covariances s'estiment facite@’est le cas des modeéles linéaires et additifs.

Cas particulier des modeles linéaires et additifs

p p

Supposons qui; = Y o X; etY; = > f3;X;. Dans ce cas CE[V1|X;], E[Ya|X;]) = a;8,V(X)).
=1 =1

L'estimation de cette covariance ne colte pas cher, mais suriplicité du modele, I'estimation des indices

de sensibilité n'est pas plus colteuse. Ce travail n'apptahs ce cas aucune économie intéressante dans le

processus d’estimation.
p p

Si 'on suppose cette fois que les modéles s'écriignt= Z@ifi(Xi) ety, = Zﬁigi(Xi), on obtient
=1 =1

Cov(E[Y1|X;], E[Y2|X;]) = «;8;Cov(f;(X;), 9;(X;)). Laencore le gain numérique est nul, puisque I'esti-

mation de cette derniére covariance est du méme colt qaiena®n de la covariance initiale de I'équation

(2.10).

Les indices de sensibilité d'ordre supérieur et totauxfsent eux aussi du méme probléme, que nous ne sa-
vons donc résoudre que dans de trés simples cas (additifs)gsguels I'économie d’'une nouvelle analyse
n'est pas nécessaire.

Modeles a variables identiques et différentes

Nous envisageons maintenant un mélange des deux cas precédee deux modeley; et Y5 ont des
variables en communs et d’autres propres a chacun. L'esggou modélé” = Y7 + Y5 conditionnellement
a une variableX; est :

EYix] = { EYo|X;] si p+1<i<p+gq (@11)
Par analogie aux deux cas précédent (modéles a variablgfites et modéles a variables différentes), il
est possible d’obtenir tous les indices de sensibilitéifelaux variables qui n’appartiennent qu’a un seul
des deux modeles, en I'occurrentg puisque les autres souffrent du méme probléme que celcongne
avec la covariance lorsque les modéles sont a variablesqdes.

Ainsi, pourp+1 < j <p+qet{i,...is} C {p+1,...,p+ ¢}, les indices de sensibilité du modéte
sont donnés part :

V(Ys)
5 5 XN
V(Y-
Sl'l,---yis = Si21,...,is X V((;))’
V(Ys)
_ 2

Les autres indices de sensibilité doivent étre estimésipanauvelle analyse de sensibilité.

2.1.3. Bilan

A partir d’'un modéle mathématique sur lequel une analysesdsilsilité a été menée, nous avons envi-
sageé un certain nombre de mutations auxquelles il peut éje Sour certaines d’entre elles, il n'est pas
nécessaire de recommencer I'analyse de sensibilité pdeniolles indices de sensibilité du modele aprés
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mutation. En effet, nous avons montré comment il était pbssle les estimer a partir de ceux du modele
initial, et ce a moindre co(t.
Nous citons les principales mutations observant de tefigsrigtées.
e mutations des variables d’entrée du modele :
— transformation d’'une variable d’entrée.
Le modele de dépait = f(X, .., X;,..., X,) estmuté e’ = f(X1, .., h(X;), ..., X,).
Il est possible d’obtenir les indices de sensibilitéYe(non relatif &X;) & partir de ceux d&” si
Y = f1(X;) + f2(X <), ou sinon sous I'hypothése (trés contraignante) ifit¢ = —t + 2m et
gue la loi des variables d’entrée soit symétrique par rappor. Sous des hypotheses de linéarité
de h et du modeéle erX;, les indices de sensibilité relatifs a la variable peuvent étre obtenus a
partir de ceux avant mutation.
— Une variable d’entrée devient déterministe (on décidexds fine variable aléatoire du modéle).
On différencie alors trois formes particulieres du modélardesquelles il est possible de déduire
les indices du modéle aprés mutation :

oY = ka ~i)f2(X;), sous les conditions suivantes :

f2t)=at+b, V1<k<K
E[X;] = o ola R

o Y = fi(X;) + f2(X ;) sans condition,
o Y = f1(X;)f2(X ~;) sans condition.

— Un paramétre déterministe devient une variable aléafoimedécide de considérer un parameétre
déterministe du modéle comme aléatoire).
Le paramétre déterministe en question est considéré comeeauiable aléatoire supplémentaire
Xp+1. Quelques cas particuliers sur la forme du modéle pernteteedéduire les indices de sensi-
bilité aprés mutation (sauf pour les indices totaux, et pewx relatifs a la nouvelle variable) :

oY = ka )f2(X1, .., X,), sous les conditions suivantes :

flt)y=at+b, VI<k<K
E[X,i1] =« oua € R

et sans condition pour :

o YV = fl(a) + fa(X1, .., Xp),

oY = fl(a)fz(Xl, ..,Xp),

o introduction d’'un bruit blanc additif,

o introduction d'un bruit blanc multiplicatif.

e Composition de plusieurs analyses de sensibilité.

L'addition de deux modeles permet d’obtenir les indicesatesibilité du modéle somme, lorsque ces
modeles sont a entrées différentes. Lorsque parmi leuréemntcertaines sont identiques et d’autres
sont différentes, nous ne pouvons obtenir les indices dalskté que pour les variables propres a un
seul des deux modeéles. La multiplication de deux modélaagisguant a elle d’obtenir les indices de
sensibilité du produit que si les variables d’entrée dex deadéles sont différentes.

2.1.4. Conclusion

Pour chaque mutation décrite précédemment, nous avoadasatiellement, lorsque cela était possible,
les indices de sensibilité du modéle avant mutation avecademodéle aprés mutation. Ces relations mathé-
matiques permettent, connaissant les indices de setés#itint mutation, de calculer ceux aprés mutation a
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moindre colt (sans refaire une analyse de sensibilité @&ig)pken estimant par exemple une simple variance
ou espérance. En présence d’'une certaine mutation de midgdaffira donc d’appliquer les résultats corres-
pondants. La liste des mutations étudiées n’étant pas stiv@ul peut arriver en pratique de rencontrer une
mutation non étudiée. Il sera alors possible d’appliquer démarche analogue a celle employée pour les
autres mutations, et ainsi de compléter la liste des mutattudiées. Un exemple illustratif sur le logiciel
GASCON est présenté dans la section 2.3.
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2.2. Utilisation d’'un modéle simplifié
Considérons un modeéle mathématique de référadiicearactérisé par :

Y = fl(X)7

ouY est la variable de sorti& = (X1, ..., X,,) est le vecteur des variables d’entrée que nous supposons
indépendantes, ¢ la fonction qui associ&” a X.

Nous supposons que ce modalg nécessite un temps de calcul trop important pour pouvolisetaune
analyse de sensibilité. En effet, il arrive parfois de reni@ des modeles dont I'exécution peut prendre
plusieurs heures. C’est le cas par exemple des modélesals ttedrmohydraulique du coeur d'un réacteur
nucléaire, ou de simulation des phénomenes apparaissantlm scénario d’accident grave.

Nous considérons alors une version simplifide du modéle de référence. Ce mod@le est caractérisé

par :

}A/ = fQ(X)7

oU'Y est une approximation dé. L'idée est alors d'utiliser I'analyse de sensibilité & pour approximer
celle delM;.

La qualité de I'approximation dépend de la nature du modéiplgié. Si le modéleM, est trop simplifié,

il risque de ne plus étre trés prochedg, et la qualité de I'approximation de I'analyse de sengibitie M,
pourrait alors étre médiocre.

Nous discernons deés lors deux situations. Dans la prenténepdéle simplifié est une surface de réponse
(cf. définition 2.2.1), construite sur un jeu de données dksations du modele de référence. Dans la seconde
situation, nous considérons que la simplification a étécrféae a partir de considérations physiques.

2.2.1. Premiere situation : surface de réponse

Nous supposons pouvoir constituer un jeu de données sisnaligartir du modéle de référentf , dont
la taille dépend directement des connaissances a prisrimdgens dont on dispose et du temps de calcul de
M.
La construction d’un modéle simplifié, que nous envisagecnsonsiste en I'ajustement d’'une surface de
réponse sur ces données. Nous définissons ci-dessousda detsurface de réponse.

Définition 2.2.1. Surface de réponse
Une surface de réponse est une fonction utilisée pour memiéln certain processus ou phénomeéne, a partir
d’une base de données de réalisations de ce dernier. Ceitéida doit avoir les propriétés suivantes :

— une bonne approximation de la base de données d’'appragéss

— une bonne capacité de prédiction dans le domaine d’'étude,

— un temps de calcul associé a une réalisation négligealbfedafipermettre des simulations intensives.

Les familles de surface de réponse répondant a ces cri@meslsrs nombreuses [17] : modéles linéaires
multiples, modéles additifs, modéles mixtes, splinesetattes ou encore réseaux de neuroasChacune
de ces familles a des avantages et des inconvénients. Gpaslobjet de ce document de les évaluer.
Nous écrivons le probleme de I'utilisation d'une surfaced&@nse sous la forme suivante :

Y = fi(X) = fo(X) + A, (2.12)

ou A est I'erreur due a I'approximation. Nous distinguons tsifgations.

Dans la premiére situation, le modélé, a déja été construit a partir d’'une base de données de siomslat

de M;. On dispose donc d'une base de données de résidus issus a@estement. Nous proposons de
modéliser ces résidus, par une fonction édarSuivant la nature de cette modélisation, nous discutexons

paragraphe 2.2.1.1 la possibilité d'utiliser cette fometécart pour améliorer I'approximation de I'analyse
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de sensibilité dé;.

Dans la seconde situation, on suppose que la surface deseggpbm’a pas encore été construite, mais que
la base de données est imposée. Nous avons donc le choixeddeypodele simplifié a construire, ou de la
famille de surface de réponse a utiliser. Ce choix, discut@asagraphe 2.2.1.2, se fera de sorte a obtenir la
meilleure approximation possible de I'analyse de serisihile M ;.

Dans la derniére situation, nous supposons avoir unediletale sur le choix de la base de données, ainsi
que sur celui de la surface de réponse a utiliser.

2.2.1.1. Utilisation des résidus issus de I'ajustement de | a surface de réponse

Nous supposons disposer d'une base de donfiges;);—:,.. n de N simulations de ce modéle de
référence. Cette base de données a servi de support a lauctingtde la surface de réponaé, :

}A/ - fQ(X)7

qui est une approximation de;, dont les propriétés permettent de faire des simulaticesgives. La sur-
face de réponsé/, n'est pas nécessairement fonction des mémes variables quedéle de référencd,

il est possible que certaines variables aient été omiséanfairement ou non) au cours de la simplification.
Lerreur d’approximation, introduite eh (2.12), est dédicomme I'écart entre le modeéle de référence et la
surface de réponse :

A= fi(X) = f2(X).
Soientd; les résidus issus de I'ajustement dig sur la base de données 3§ :
6=y — falx;)  Vi=1,...,N.

Ces résidus sont des réalisations de la variable aléatoiMous proposons de modéliser I'écartpar une
fonction écartA (une autre surface de réponse), en utilisant ces résiys; . n. CommeA est une sur-
face de réponse, il est possible de réaliser une analysendibifie® sur cette fonction sans engendrer un
codt trop important.

Remarque. Une approche analogue, spécifiquement adaptée au contedéefidbilité des structures mé-
canigues, a été proposée par Pendola [41]. Comme nous lswondans la section 1.2, elle consiste a
modéliser I'écart de simplification par une surface de ré&mpolynomiale du second degré.

La modélisation de\ par A nous permet de proposer une nouvelle approximation du makbatéférence :
Y = fi(X) = f2(X) + A+,

ol e est la nouvelle erreur faite en modélisanparA.

Nous supposons que l'ajustement de cette fonction écartgiat’obtenir une meilleure approximation du
modéle de référence, c’est-a-dire que le modéle+ A est une meilleure approximation dé; que M-
seule. Il existe différents critéres statistigues peramttle comparer deux modéles, parmi lesquels les cri-
teres BIC Bayesian Information Criterigs7]) et AIC (Akaike Information Criteridl, 2]). Si ce n’est pas
le cas, le processus de modélisationdpar A devra é&tre itéré.

L'analyse de sensibilité d&f/;, qui a été approximée par celle 86, peut alors étre améliorée en I'approxi-
mant par celle dé/, + A. Le colt engendré sera celui d’'une nouvelle analyse debsiéstle M, + A,
que nous considérons comme négligeable, puidduie- A est une surface de réponse.

Il reste néanmoins encore une erreur d’approximation, gumenote cette fois. Si cette erreur est de va-
riance négligeable devant cellesig et deM,+ A (par exempleg peut étre un biais), 'approximation sera
alors correcte. Sinon, il sera possible d'itérer ce pracegssqu’a I'obtention d’une erreur d’approximation

68



2.2. Utilisation d’un modéle simplifié

de variance négligeable, qui pourra alors étre considénéene un bruit.

Etant données ces conclusions, il aurait été plus judicisiuxossible, de construir&/, de sorte que I'ap-
proximation faite soit la meilleure possible, ou tout au nsajue I'on ait une idée de sa qualité. C’'est ce que
nous discutons dans le paragraphe suivant.

2.2.1.2. Choix du modele simplifié a partir d'une base de donn ées existante

Nous supposons que la base de données de simulations duenesti#hposée. Il n'est pas possible de
faire de nouvelles simulations. Nous donnons ici quelqueseils pour la construction de cette surface de
réponse.

L'approximation deM; par M, entraine un certain écaft, défini en|(2.12) par :

Y = fi(X) = f2(X) + A.

La surface de réponskl, doit étre construite de sorte que son analyse de sensibilitda plus proche
possible de celle d&7;. Or, I'analyse de sensibilité consiste a expliquer la vargadeY” en fonction des
variables d’entrée. Cette variance s’écrit :

V(Y) = V(f1(X)) = V(f2(X)) + V(A) +2CoV(f2(X), A).

La situation idéale est donc celle dliest de variance nulle (d'ou covariance ayemulle), ce qui impli-
querait I'égalité des variances de et f,, et donc des analyses de sensibilité\de et de M. La surface

de réponsé\/; devra étre construite de fagon a s’approcher au maximumtte giiation utopique (il est
possible de réitérer la construction 8i& pour intégrerA si sa variance n’est pas négligeable). Si toutefois
il est impossible d’obtenir un écaft de variance négligeable, I'approximation de I'analyseeatesibilité de

Y par celle deV" ne sera pas correcte, puisqu’une part de la variance de sera pas expliquée. Comme
pour la problématique précédente (paragraphe 2.2.146ral alors nécessaire de définir une meilleure ap-
proximation deY” en construisant une nouvelle surface de réponse sur lelsisésj et ainsi de suite.

Outre les conditions classiques assurant que la surfacépmse)> est une bonne approximation de
M, (comparaison des premiers moments statistiques, étudesielsisA), les conditions spécifiques a
notre contexte de I'approximation pour I'analyse de sefitgitsont : variance dé\ minimale, orthogonalité
«maximale» dell, et A (au sens covariance minimale).

Antoniadis [5] montre qu’en choisissant une base orthogermdéquate, il est possible de construire un
modele simplifié en contrélant I'erreuk commise. Ses travaux, décrits en annexe A.3, introduisesdi a
une nouvelle approche de I'analyse de sensibilité, utitifanalyse de la variance fonctionnelle.

2.2.1.3. Choix du modele simplifié et de la base de données

Supposons que I'on soit dans 'une des deux situations rseisa
— Une base de données de simulations du modeéle existe, reatpibssible de I'enrichir par un certain
nombre de simulations supplémentaires. Afin de conservesens a l'utilisation d’'une surface de
réponse, Nous supposons ce nombre limité.
— Aucune donnée n’a encore été générée. La constructionbdséade données est totalement libre.
Il est important de choisir judicieusement la facon dont g@mérées les simulations, en vue de I'ajustement
de la surface de réponse. La théorie des plans d’expérig2@jgseut étre utilisée afin d’optimiser le nombre
de données requises en fonction de la nature de la surfaépadiese utilisée.
Ce théme constitue un axe de recherche intéressant que 'asosspas développé dans cette thése.
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

2.2.2. Seconde situation : modéle simplifié a partir de consi dérations physiques

Nous considérons maintenant que le modéle simplifi&
Y = fo(X),

a été élaboré a partir de considérations physiques. Le mddepourra ou non étre une fonction des mémes
variablesX que M (il se peut que certaines variables g n’entre pas en compte dans,). Nous distin-
guons alors deux cas de figure concernant I'élaboratioh/gle

Dans le premier nous considérons que le modéjeutilise une autre approche de modélisation plus simple
que celle du modéle de référence. Par exemplg modélise le probleme en dimension 1 alors gudgle
considéere en dimension 3, ou encore on remplace le modaegts finis par une régle simplifiée pauf,.

Dans le second cas de figure, le modéle simplifié suppose fioarits certains phénomeénes pris en compte
dans le modéle de référence. Nous citons trois exemplasrdht ce cas de figure :

— Le modeéle de référence est un modele de comportement méeanitégrant a la fois rupture fragile
et rupture ductile. Sil'on suppose que dans la situatiodiéeula rupture ductile est trés peu probable,
il est possible d’utiliser un modéle simplifié n'incluanteagla rupture fragile.

— Le modéle de référence est cette fois un modéle de compemtedes fluides dans la cuve d’'un
réacteur intégrant les situations flux laminaires et flukulents. Un modéle simplifié peut alors étre
de ne considérer qu'une seule de ces deux situations.

— Enfin, le modéle de référence est un modéle de relachemeagazdée fusion d’'un combustible nu-
cléaire. En jouant sur les paramétres du modeéle de référitmst possible de construire un modéle
simplifié inhibant certains phénomeénes.

Pour chacune de ces situations, étant donnés les domaimagat®ns considérés des variables d’entrée, et
selon le contexte de I'étude, I'analyse du phénoméne phggigrmet de montrer que certaines parties du
modéle de référence peuvent étre négligées afin de coestiuimodéle plus simple.

Dans chacun de ces deux cas de figure, la simplification a @émér erreur d’approximation du modéle
de référence par le modele simplifié :

A = fi(X) = fa(X).

Si cette erreul\ est négligeable d’'un point de vue variance, I'approxinratie I'analyse de sensibilité de
M par celle deM;, est correcte.

Si A n’est pas négligeable, nous proposons alors, comme damasdgrpphe 2.2\1 de la modéliser par une
surface de réponsa :

A=A+e

Pour cela, nous devons construire une base de donnéesidatiéas de cette erreux, autrement dit, sur

un certain nombre de simulations des variables aléatoieggréle, nous calculons la réponse du modéle de
référencelM; et celle du modeéle simplifid/,. Les différences entre ces deux réponses forment un base de
réalisations de\, que I'ont note(d; );—1.. -

Ainsi, une nouvelle approximation du modele de référenteletenue :

Y = fi(X) = fo(X)+ A +e

Comme dans le cas des surfaces de réponse, une nouvellectamaroximatione apparait. Si cette erreur
n'est pas négligeable d’'un point de vue variance, il seressaire d'itérer le processus. Si au contraire elle
est négligeable, I'analyse de sensibilité déX) + A est alors bonne approximation de I'analyselde &

la condition que le modelg;(X) + A soit une meilleure approximation du modél& que celle faite en
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2.2. Utilisation d’un modéle simplifié

n'utilisant quefs (a partir par exemple de l'utilisation des critéres stafisgs de type BIC ou AIC). Si cette
condition n’est pas remplie, le processus de constructola durface de répongk devra étre itéré.

Le colt engendré par la nouvelle analysefdeX) + A est bien moindre que celui de I'analyse g,
puisqueA est une surface de réponselés un modele simplifié construit pour cela.

Dans le cas général al, et A ont des variables communes, nous pouvons refaire cettgsandé sen-
sibilité, et ainsi obtenir une bonne approximation de llgsa de sensibilité dé/, puisque l'erreur est
considérée négligeable.

Néanmoins, sil/, etA nont pas de variables communes, il peut étre intéressatitiskr les résultats de la
section 2.1, qui nous permettent d’obtenir les indices dsib#ité de fo(X) + A & moindre codt. En effet,

la nouvelle approximation du modeéle de référence peut éevmme une mutation consistant a ajouter les
deux modeéleg,(X) et A. Comme il n’est pas vraisemblable d’un point de vue appfigaie les variables
de la fonction écart soient de nouvelles variables, noupasgms que ce sont des variables du modéle de
référence qui ne sont pas exprimées dans le modele simplifié.

Le probleme s’écrit dans ce cas :

Y~ fo( X1, .., X)) + A(Xpy1,..., X,)  avecl < k < p.
Les indices de sensibilité du modele de référence sont apgnoximés (cf. paragraphe 2.1.2.2) par :

V(fo(X1,..., Xk))

Sj ~ Six - sil<j<k,
V(fo(fo(X1,. ooy Xi)) + V(A(Xpg1, - .-, X))
A V(A(Xjiq,..., X .
Sjl ~ SJAX ( ( k415 ) p)) S|k+1S]Sp

V(fa(fo(X1,. .o, X3) + VA Xpi1, - -+ Xp))

L'ensemble des différentes situations de ce paragraphaésumeées (schématiqguement) par la figure 2.1.

Remarque (Application aux modéles concurrentd)ans les différentes situations étudiées précédemment,
nous avons défini une fonction écart entre deux modéles (enddééférence et modele simplifié ou surface
de réponse). Cette fonction écart peut avoir d’autres appions.

Dans de nombreuses situations (mécanique, stockage drafples modéles concurrents pour représenter
un méme phénomeéne sont développés (par des équipes tifépamnfois et sur des outils différents). Par
exemple, I'utilisation de modéles 3D peut parfois étre emccorence avec des modéles 1D ou 2D. Ce pro-
bléeme de I'existence de modeles concurrents est souveti éans la littérature relative a I'incertitude de
modele, et a été décrit au paragraphe 1/2.2.

A partir de la fonction écart entre deux modéles concurrgihfseut étre possible sous certaines conditions
de déduire les indices de sensibilité d’'un modeéle a particelex de 'autre, comme cela a été fait précé-
demment entre le modeéle de référence et la surface de répomsaodele de référence et modele simplifié).
Nous ne développons pas ici cette application.

2.2.3. Conclusion

Le probléme de l'utilisation d’'un modéle simplifié pour unealyse de sensibilité alors qu’'un modéle

de référence existe a été étudié en modélisant I'écart lentnedéle et sa simplification.

Si le modéle simplifié est une surface de réponse et si catt@de peut étre améliorée, une nouvelle ana-
lyse de sensibilité (non colteuse en temps de calcul) dardeemeilleures approximations des indices de
sensibilité deM;. En outre, nous avons aussi discuté les conditions a repgliune surface de réponse en
vue d’obtenir la meilleure approximation possible de llgsa de sensibilité d’'un modéle de référence.

Si le modeéle simplifié est élaboré a partir de considératfnsiques sur le phénoméne étudié, et s'il est
possible et utile de I'améliorer, une nouvelle analyse @oarelle aussi de meilleures approximation des
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indices de)M; . Cette analyse sera d’'un colt moindre par rapport a celniedanalyse de sensibilité dé;.
Néanmoins, lorsque le modeéle simplifié et la surface de gponnstruite sur I'écart avec le modéle de ré-
férence sont fonction de variables différentes, les tragam les mutations de modéle peuvent étre appliqués
pour obtenir les indices de sensibilité de la nouvelle agpration deM; a moindre codt. L'utilité de cette
démarche, en terme de gain numérique, est discutée au gypinad?.3.6.

Dans la section suivante, le logiciel GASCON est préserighalyse de sensibilité d’'une partie de ce code

nécessite l'utilisation d’'un modéle simplifié. Nous étutialors la possibilité de modéliser I'écart entre ce
modéle simplifié et le modéle de référence.
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My = My + A

S

A négligeabld A non négligeabl#

(V(A) < V(M) Construction
base de¢ données
surface (le réponse

— Bonne approximation M, = My + A+e

de 'AS de M; /

¢ négligeablé e non négligeable

critéres
statistiques

M> + A meilleure quelM, | | My + A moins bonne quéZ,

AN

M2 j& A M2 1 A
I
nouvelle AS
co(t faible
L |AS deM, + A mutations

FIG. 2.1. : Approximation de I'analyse de sensibilité (AS)de
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

2.3. Applications au logiciel GASCON

Cette section a pour objectif d'illustrer sur une applicatiéelle I'applicabilité des deux sectians 2.1 et
2.2. Nous présentons dans un premier temps le logiciel GA§@Dvariable de sortie étudiée, ainsi que la
surface de réponse utilisée pour I'analyse de sensib@if&SCON étant trop lourd en temps de calcul). Nous
analysons ensuite I'impact de I'utilisation de la surfaee@ponse a la place du logiciel GASCON lui-méme.
Puis nous introduisons un certain nombre de mutations tie s@tface de réponse. Pour chacune d’elle, les
résultats de la section 2.1 sont utilisés pour déduire lesemux indices de sensibilité aprés mutation. En
extrapolant ce travail de traitement des mutations, nousatts finalement des conseils sur la réalisation
d’'une analyse de sensibilité lorsque le modele étudié gediviser en sous modeles.

2.3.1. Lelogiciel GASCON

Le code GASCON [4] est un code utilisé pour quantifier lessfams dans I'environnement et son
impact sur ’lhomme suite a un rejet atmosphérique contintad®nucléides. Il permet d’évaluer les doses
recues par une population (groupe de référence) a partaldulaes concentrations de radionucléides dans
les différentes étapes des chaines de transport incl@anti& couche superficielle du sol, les végétaux, les
animaux, etc. Les résultats fournis par GASCON sont soushad de doses efficaces annuelles par voie de
transfert et de doses totales regues par le groupe de rédei@a groupe est divisé en trois tranches d’'age :
adulte, enfant (environ dix ans) et nouveau-né.

Pluie + dépdt sec

Dépdt au sol

Exposition
externe

Site nucléaire
mﬂu
Expositio
“ externe + ’nf
= = >
e &ha'atlor] / !

Ingestion .
végétaux Ingestion
produits
d’origine
—Voie directe animale

Voie indirecte

Groupe de référence

FiG. 2.2. : Voies de transfert prises en compte par GASCON.

Les principales voies d’exposition ou d’atteinte prisecempte dans GASCON, représentées par la figure
2.2, sont :

e I'exposition externe au nuage,

¢ l'inhalation,

e I'exposition externe au dép6t au sol,

e l'ingestion de végétaux contaminés par voie directe etréui,

e l'ingestion de productions animales par voie directe eiraute.
Parmi les variables de sorties de GASCON, nous étudionsaadtessection la dose efficace annuelle (Sv/an)
en iode 129'%°1), recue par un adulte a la suite d’un rejet sur une année d¢he@inée d’une installation
de Cadarache. Ce rejet est fixé a une certaine valeur demééésans signification physique (1 Becquerel
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par an). GASCON permet plus généralement I'analyse dedtabte des radionucléides, en fonction de
différentes durées de fonctionnement. Nous considéross que I'adulte habite au voisinage de Cadarache
(France, Bouches-du-Rhbéne). La réponse étudiée est Aaték 1.

Les variables d’entrée  considérées pour I'étude de sensibilité peuvent étre upges sous les classes
suivantes :

facteurs de dose pour la tranche d’'age «adulte»,

facteurs de transfert aux productions animales,

facteurs de transfert sol-plante séparés par famille détaés,,

facteurs de translocation (caractérisant le transfeetriet au végétal entre la surface follaire et les
organes consommes),

coefficients de sorption ou de partage (coefficient de riéteide particules selon le sol),

vitesse de dépbt sec,

rations alimentaires du groupe de référence pour I'adulte,

rations alimentaires des animaux liés aux produits consésmpar le groupe de référence,
pluviométrie.

GASCON est un code complexe programmé en Visual Basic socesl.Ea complexité n’est pas due aux
formulations mathématiques utilisées (relativement gg)pmais a I'importance du nombre de phénoménes
pris en compte. Son exécution est relativement longue (eméaine de secondes par calcul sur un Pentium
IV), et ne nous permet de constituer qu’'un échantillon déetaD00. Cet échantillon ne sera pas de taille
suffisante pour effectuer I'analyse de sensibilité par lthode de Sobol. La méthode employée dans [29]
pour réaliser une analyse de sensibilité sur GASCON cenaistonstruire des surfaces de réponse pour
les différentes variables de sorties. Les surfaces de sépamployées sont des polyndbmes de degré deux,
obtenus par régression polynomiale.

La surface de réponse construite pour la variable de sdrtid 1 est le modéle sur lequel nous réalise-
rons I'analyse de sensibilité.

2.3.2. Surface de réponse pour Y = Ad_I 1

Parmi les différentes régressions multiples testées d@28jsIp meilleur ajustement poutd I 1 est
obtenu lorsque les régressions linéaires sont faites etiéorde deux chaines alimentaires (pour la situation
étudiée ici) : celle du lait de chevre et celle du lait de tselfin effet, les dépbts de radionucléides se
font essentiellement dans un voisinage trés proche dédliason de Cadarache, dans lequel évoluent des
chévres et des brebis. Et parmi les principaux aliment®negix que consomment les individus du groupe
de référence étudié, les produits laitiers sont ceux quifibeplus les radionucléides.

Le modeéle d’'ajustement dé = Ad_I 1 qui en découle est :

Y —ay = aXiXoX3XyX5+ O£2X1X2X3X4X§ + a3 X1 X0 X3 X6 X5 + O£4X1X2X3X6X§
+as X1 X7 Xg X9 X5 + O£6X1X7X8X9X52 + a7 X1 X7 Xg X10X5, (2.13)
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ou lesX; sont les variables d’entrée :

X1 : ingestion efficace de I'adulte

X, : facteur de transfert au lait de chévre'der,

X3 : ration alimentaire de I'adulte en lait de chéyre
X, : ration alimentaire en herbe de la chevre

X5 : vitesse de dépot sec d€1,

X : ration alimentaire en foin de la chévre

X, : facteur de transfert au lait de brebis 'dr,

Xg : ration alimentaire de I'adulte en lait de brebis
Xo : ration alimentaire en herbe du mouton
Xi0 : ration alimentaire en foin du mouton

et lesq; les coefficients de la régression :

coeff. valeur coeff. valeur
ag 1.0303 x 10~ as | —3.5456 x 10710
ai 5.3945 x 10711 as 6.2968 x 10~
ay | —8.1069 x 10719 | ag | —1.0495 x 107°
as 2.2303 x 10~ ar 1.0339 x 10~ 11

TAB. 2.1.: Coefficients du modéle de régression multiple.

Les investigateurs du code GASCON ont supposé que chagiablead’entrée était de loi «bi-uniforme»
sur son intervalle de variatidmin, max] autour d’une valeur nominale (valeur choisie comme étapitis
vraisemblable), c’est-a-dire uniforme surin, nominale] avec la probabilitd et uniforme sutnominale, maz]
avec la probabilit%. La densité de probabilité d'une telle variable aléatoiéers :

1 it 1
o) = { otz W min nominate] () @vec la probabilite) = 5
= 1 Hitdy — 1
mﬂ[nominal&maﬂ (.I) avec Ia probablllt@ =3

L'espérance et la variance de telles variables aléatomesdonnées par :

max + 2nominale + min

maz? + 2nominale? + min?
V(X)) = 0 — E[X,]%

Les plages de variations des 10 variables d’entrée, camelsmt aAdd_I_1, pour le site étudié, sont données
par le tableau 2.2.

2.3.3. Impact de l'utilisation d’'un modele simplifié

La surface de réponse (2.13) a été construite dans I'ét@ja j2artir de 666 points de la base de données
(choisi aléatoirement). Les autres points ayant servi alidation de cette surface de réponse.
La figure[ 2.8 représentent les points ajustés par la surfacémbnse en fonction des points de la base de
données. La répartition selon la droite= = indique une bonne approximation de GASCON par la surface
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variable min nominale max espérance variance
X 1.1x1078 | 1.1 x 1077 | 1.1 x 1076 | 3.3275 x 107 | 1.9786 x 1013
X 0.06 0.43 0.65 0.3925 0.0449
X3 11 110 1100 332.75 1.9786 x 10°
X, 255.7 2557 25570 7734.925 1.0691 x 108
X5 0.0005 0.005 0.05 0.01512 4.088 x 10~*
X6 109.6 1096 10960 3315.4 1.9642 x 107
X 0.08 0.49 0.94 0.5 0.0925
X3 1 10 100 30.25 1.6352 x 10°
X 255.7 2557 25570 7734.925 1.0691 x 108
X0 109.6 1096 10960 3315.4 1.9642 x 107

TAB. 2.2.: Plage de variations des variables d’entrée.

-12

x 10

Surface
de
reponse
=

FiG. 2.3. : Surface de réponse versus base de données de cmstdegcGASCON

de réponse, et ce sur toute I'étendue des valeurs (d&0 80~ '2). Les moyennes, écarts-types, minimums
et maximums des points de la base de donnge& ("), de leur ajustement par la surface de répopséY,
et des résiduse( = y&eseon — y57) sont présentés dans le tabléau 2.3.

Les moyennes et écart-type de Gascon et de la surface deseépamt trés proche. Cette surface de réponse

a été validée dans I'étude [29], et nous confirmons cetteit@la I'aide d’une analyse de variance de cette
régression, en décomposant classiquement la variande @tasomme de la variance résiduelle et de la
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minimum moyenne maximum écart-type
GASCON 8.053 x 10717 | 1.67633789 x 10~ 13 | 7.390 x 1012 | 5.096 x 103
Surface de réponsg 1.113 x 10~ | 1.67633774 x 10713 | 7.629 x 1012 | 5.078 x 10~ 13
résidus —2.935 x 10713 1.569 x 1020 3.021 x 10713 | 4.251 x 10~ ™

TAB. 2.3.: Statistiques sur les bases de données de congtrutfustement et de résidus.

variance expliquée par la régression :

| 006 | 606 | 006
Gascon Gascon\2 __ Gascon SR\2 SR Gascon\2
- ¢ — - ¢ — + — e - X
=1 =1 i=1
Variance totale Variance résiduelle Variance expliquée

Le coefficient de déterminatioR?, défini par le rapport de la variance expliquée sur la vagantale, est
ici égal a :

666 666
Z(in'ascon _ yGascon)2 _ Z(%Gascon _ y%S”R)Q N
R? = =1 i=1 22514 x107% 0.9930
N Z?E?(yi(;ascon _ yGascon)Q T 929672 x 10722 T :

Il indique en étant trés proche de 1 que I'ajustement estddionne qualité.

Un test classique de la qualité de I'ajustement peut étisééapartir de ce coefficient de détermination, sa-
chant que sous I'hypothése que la régression est non sajiviéi@u non valide (coefficients de la régression
tous nuls) :

R> n—p-1
1—-R2 D

NF(pvn_p_1)7

oun est le nombre de points de la base de donnges (66), p est le nombre de variables de la régression
(p = 10), et F(p,n — p — 1) est une loi de Fisher-Sndecor de paramétresn — p — 1.

En se fixant un risque de premiére espece eiret 1%, I'hypothése que notre régression n’est pas valide
est toujours rejetée.

On confirme donc la validation de cette surface de réponsedans I'étude [29].

Ce qui nous intéresse plus particulierement ici est I'étdiele résidus issus de cette régression. La figure
2.4 présente les résidus studentisés, c’est-a-dire dipagéleur écart-type estimé sur I'échantillon d66
résidus. Nous pouvons remarquer @&, de ces résidus studentisés sont compris entre -2 et 2, ceaqui t
duit une bonne qualité de la régression.

En outre, nous savons que les résidus sont d’espéranceMalls avons vu aussi que la variance résiduelle
était petite devant la variance totale. De plus, en caltudgamatrice de covariance des points estimés par la
surface de réponseg {”) et des résiduse(), on peut conclure a une indépendance des résidus viseielas
surface de réponse, puisque la covariance est trés petaatdes variances :

2.5790 x 1072 4.3899 x 1032

Zste) ¥ | 43809 x 1092 1.8074 x 10-27

Les résidus peuvent donc étre modélisés par une variatd®aiindépendante de celles de la surface de
réponse, d’espérance nulle et de variance petite devaatiknee de la surface de réponse.
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FiG. 2.4. : Résidus studentisés issus de I'ajustement de lacgude réponse sur la base de données de
construction de GASCON (valeurs et histogramme)

Comme nous l'avons vu en section 2.2, il n’est donc pas uéleadriger I'estimation des indices de sensi-
bilité en prenant en compte ces résidus. L'estimation ddisexs faite en utilisant la surface de réponse est
tout a fait correcte.

Remarque. L'étude des résidus présentée ci-dessus a été faite a plarlm base de données d'apprentis-

sage de 666 points, ce qui peut conduire a sous-estimer siglsis2 || est important de réaliser cette étude en
paralléle sur la base de données de test (334 points). Nolesprésentons pas ici, mais cela a été fait dans
[29]. Les résultats sont Iégérement moins bons que pour tase d’apprentissage (variance résiduelle

légérement supérieure et dol? Iégérement inférieur 0.988), mais conduisent néanmoins a accepter la
validité de la régression.

2.3.4. Analyse d'incertitude et de sensibilité de Y=Ad I 1

A partir de la surface de réponse (2.13), une analyse dtinege est menée sif = Ad_I 1. Lesti-
mation des deux premiers moments¥est faite par Monte-Carlo avec 10000 simulations, cetienasibn
étant répétée 200 fois. Le choix de 10000 suffit a obtenir stimation de ces moments avec une précision
satisfaisante, comme le montre le tableau 2.4 (rapport-8qae sur moyenne inférieuri®%).

moment moyenne écart-type %
E[Y] |2.0265 x 10713 | 6.7420 x 10~ | 0.0333
V(Y) | 3.9544 x 10725 | 3.8850 x 10726 | 0.0982

TAB. 2.4.: Estimation des deux premiers moment§'de

Une analyse de sensibilité 8= Ad_I 1 est réalisée par la méthode de Sobol. Comme la sensibilitéed’
variable aléatoire est invariante par I'addition d’une stante, les analyses de sensibilitéYdetY — «q
sont les mémes. Ainsi, nous réaliserons par la suite leysewlde sensibilité d& surY — «g, ce qui
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

permet d’omettre la constantg dans/(2.13). De la méme maniére que pour I'analyse d'iriaddj la taille

des échantillons de Monte Carlo utilisé est de 10000. Enaép200 fois cette analyse de sensibilité, on
vérifie que cette taille de 10000 est suffisante a une estimatirrecte des indices de sensibilité (écart-type
jugé suffisamment petit devant la moyenne, inférietiH% pour les valeurs supérieured2). Les indices

de sensibilité totaux et de premier ordre sont présentés lddigure 2.5, et leur valeur numérique tableau
2.5. Les valeurs données correspondent aux moyennes etydEs des estimations sur les 200 analyses de
sensibilité. Dans le tableau 2.5, les valeurs sont corsggétomme quasiment nulles () lorsque la valeur
moyenne est proche de 0 et plus petite que I'écart-type.

Toutes les analyses de sensibilité présentées dans cefitensgeront réalisées suivant ce protocole (200
répétitions, échantillons de Monte Carlo de taille 10000).

08r b

T '
D:f-l- % % J

03F B

0zt
b
4

ot %

FiG. 2.5. : Indices de sensibilité totaux)(et de premier ordres) du modele[(2.13) avec intervalles de
dispersion a plus ou moins deux écarts-types.

Indices| moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type

St 0.558 0.042 S1 0.097 0.019
St 0.524 0.041 Ss 0.077 0.018
St, 0.442 0.043 Sy 0.056 0.017
Sty 0.381 0.044 Ss 0.050 0.015
ST, 0.161 0.036 So 0.014 0.012
Sty 0.012 0.010 Se ~ 0
Sty 0.008 0.004 Sg ~ 0
STy 0.007 0.003 So ~0
Sty 0.003 0.002 Sy ~ 0
STm ~0 510 ~0

TAB. 2.5.: Indices de sensibilité du modeéle (2.13).

L'analyse de sensibilité montre que la variance de la viridld_I_1 est due essentiellement aux variances
de cing variables, qui sont, par ordre d'importance, I'stgmn efficace de I'adulteX(;), la ration alimen-
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2.3. Applications au logiciel GASCON

taire de I'adulte en lait de chévreg) et de la chévre en herb&), la vitesse de dépot sec &1 (X5),

et enfin, avec une importance plus faible, le facteur de fieaingu lait de chévre d&°1 (X,). On remarque
que toutes les variables importantes sont celles relafiieschaine alimentaire du lait de chévre. Celles
spécifiques a la chaine alimentaire du lait de brebis n'osgimportance sur la variance del_I 1. Mais
elles interviennent dans le calcul de sa valeur (cf. équ&i®3).

L'importance de la chaine alimentaire du lait de chévre p&etdécelée en estimant séparément la variance
de la partie du modele (2.13) relative a cette chaine aliaventet celle de la partie relative a la chaine
alimentaire du lait de brebis. En effet, nous verrons augraphe 2.3.5.2 que le modeéle (2.13) peut étre
décomposé en deux sous modéles relatifs a ces deux chainestalres, et que la variance du sous modéle
«chevre» est pres de 100 fois plus grande que celle du sousendatebis».

Comme en témoignent les indices de premier ordre, I'inflaeties variables seules sur la variance de
Ad_1I 1 est relativement faible (de prés @é% pour X; a 1% pour X»). Par contre, en prenant en compte
les interactions entre variables avec les indices de gdhtdsiibotaux, on constate que I'importance est plus
forte (de56% pour X; a 16% pour Xs). Les interactions entre les variables de la chaine aliamentiu

lait de chévre jouent donc un réle trés important sur la wagadeAd_I 1. A noter que la hiérarchie sur
les variables seules est la méme que celle en prenant enedesphteractions. Cette conservation de la
hiérarchie ainsi que I'importance des interactions sagigliees, puisque dans le modéle (2.13) les variables
importantes apparaissent toutes sous la forme de produit.

2.3.5. Mutations de la surface de réponse de  Ad_I 1

Nous considérons que le modeéle de calcul de la variable die sbi I 1 est la surface de réponse
(2.13). Nous supposons que ce modéle subit un certain naiebreitations, que nous décrivons ci-dessous.
Ces mutations ont été choisies en fonction de deux parasnééner intérét pratique et leur aptitude a illustrer
les résultats théoriques de la section précédente.

Toutes les variables aléatoires du modele avant mutatiiareles mémes aprés mutation sauf indications
contraires.

Mutations transformant une ou plusieurs variables d’entré e.

— Mutation 1.1: nous supposons que la valeur de l'ingestion efficace chdrlfe est connue avec assez
de précision pour ne pas avoir a la considérer comme aléaltaus décidons donc de fixer la variable
X7 a savaleur nominale.

— Mutation 1.2: nous décidons de considérer que la ration de foin mangéegaroutons est fixe. En
effet, les paysans donnent une quantité de foin précisegi@gue mouton, mais la quantité d’herbe
mangée reste aléatoire. La variablge, du modeéle est donc fixée non pas a sa valeur nominale mais
a son espérance (nous avons vu en section 2.1, commg jan’'est pas multiplicatif de toutes les
autres variables du modéle, contrairemer¥;a qu'il était nécessaire pour pouvoir traiter ce type de
mutation que la valeur de la variable soit fixée a son espéjanc

— Mutation 1.3: nous considérons comme modele initial le modéle (2.13)aoles trois variables sont
aléatoires : l'ingestion efficace de I'adult&), la ration alimentaire de I'adulte en lait de chévre
(X3), et la vitesse de dépot sec &1 (X5). Ceci permet de calculer les indices de sensibilité a tout
ordre. Nous envisageons alors la mutation qui consistefr@pour la mutation 1.1, a fixer I'ingestion
efficace de I'adulte.

Ajolt de deux modéles. La deuxieme catégorie de mutation étudiée consiste a cné@owveau mo-
dele en sommant deux modeles existants.
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

Soient les deux modeles :

Vi = a1 X1 XoX3Xu X5+ aa X1 Xo X3 X4 X2 + a3 X1 Xo X3 X6 X5 + ay X1 Xo X3 X6 X2,
et
Vo = asX1X7XsXoX5 + agX1 X7 Xs XoX? + a7 X1 X7 Xs X10X5.

Le premier modéle correspond a la chaine alimentaire ddéathévre, et le second a la chaine alimentaire
du lait de brebis. Nous supposons qu’une analyse de séigsihété menée sur chacun de ces deux modeéles.
La variable de sortie de GASCON qui nous intéreSSe= Ad_I 1, est définie, a la constante, pres,
comme la somme de ces deux model®s—+ oy = Y7 + V5.

Nous distinguons dans un premier temps le cas ou les vasiahlet X5 sont déterministes, ce qui rend

etYs indépendantesMutation 2.J. Nous étudions ensuite le cas plus généralXglet X5 sont aléatoires,
c’est-a-dire oll; etY; sont deux modéles ayant deux variables commudesation 2.9.

Multiplication de deux modeles. La derniére catégorie de mutation que nous étudions cereisore
a créer un nouveau modele a partir de deux modéles existaais cette fois en les multipliant.
Soient les deux modéles :

Zy = o XoXuXs+ XXy X2 + a3 X0 X6 X5 4+ 0y Xo X6 X2, (2.14)
et
Zy = X1Xs. (2.15)

Le modeleZ; est fonction des variables relatives aux chévres et a I'liit¥e Le modeleZ; est relatif a
I’'hnomme adulte du groupe de référence étudié. Le produitededeux modeleg; et Z, forme le modéle
Y1 = Z175 précédemment introduit, qui correspond a la chaine aliaentlu lait de chévre.

Pour chacune de ces mutations, nous voulons obtenir leeide sensibilité du modéle formé aprés muta-
tion, sans avoir a refaire une analyse de sensibilité gassic’est-a-dire en utilisant les résultats démontrés
section 2.1.

2.3.5.1. Mutation transformant une variable d’entrée

Mutation 1.1
Le modéle/(2.13), dont I'analyse de sensibilité est pré&seatl paragraphe 2.3.4 mute en :

!

Y — Qyp = 1.1 x 10770[1X2X3X4X5 + 1.1 x 1077012X2X3X4X§ + 1.1 x 10770[3X2X3X6X5
+1.1 % 10770(4X2X3X6X52 + 1.1 % 10770[5X7X8X9X5 + 1.1 % 1077016X7X8X9X§
+1.1 % 10770[7X7X8X10X5, (2.16)
Nous sommes dans le cas de figure développé au paragraph€.ZTous les indices de sensibilité, relatifs

a la variableX; disparaissent. Les indices de sensibilité de premier atef@.16) peuvent étre obtenus en
multipliant directement ceux de (2.13) par :

V(Y) (1.1x1077\?
V(Y/)< ELX1] > '

Connaissant des estimations déYV et E[X;] (cf. tableau 2.4), il nous suffit donc d’estimer la variance
du nouveau modél®” pour obtenir ses indices de sensibilité. Par le méme pristapee celui utilisé pour
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2.3. Applications au logiciel GASCON

estimer (Y") (200 calculs de Monte-Carlo & 10000 points), on obtient :
V(Y') =1.9152 x 107%.

Il nous faut donc multiplier les indices de (2113) par :

3.9544 x 10725 ( 1.1 x 1077

2
~ 2.2564. 2.17
1.9152 x 10726 \ 3.3275 x 10_7> ( )

Cette valeur n'a pas d’interprétation pratique.

Les indices de sensibilité du modele initial ont été estiadsc une certaine incertitude (écarts-types des
estimations). L'incertitude est alors elle aussi muléplipar cette constante= 2.2564.

En effet, si on notéS}, ..., S?%) les 200 estimations d’un indice de sensibilit¢ I'écart-type des estima-
tions S multiplié pary (S¥) est égal & fois celui des estimationS? :

200 _ 200 o
> (ySF — ySk)? > (SF - sky?
a| k=1 -~ k=1 -
Tysk = 200 =7 200 — 19sf

Nous présentons les indices de sensibilité/de (2.16) obtpaucette méthodex(rouge), ainsi que ceux
obtenus par une nouvelle analyse de sensibilitbleu), dans la figure 2.6.

0.41 1

S A

0.1 1

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

FiG. 2.6. : Indices de sensibilité de premier ordre du modelE7|2par mutation X rouge) et par une nou-
velle analyse - bleu).

Les deux résultats coincident d’'un point de vue de leur vaieoyenne. Les indices de sensibilité aprés
mutation sont plus grands que ceux avant mutation (coefficmiltiplicatif v supérieur & 1). Méme si I'in-
certitude relative sur I'estimation des indices est la m&wvent et aprés mutation, l'incertitude absolue
devient elle plus grande aprés mutation car elle est miéléigbary. Comme l'incertitude d’une nouvelle
analyse est équivalente a celle de I'analyse initialecémtitude issue de I'estimation par la méthode des
mutations est plus importante que celle d’une nouvelleyaeal_e comportement inverse aurait été observé
si les indices de sensibilité aprés mutation avaient é pétits que ceux avant mutations (cas d’un coeffi-
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

cient multiplicatif v inférieur & 1, cf. mutation inverse considérée en remardadia de ce paragraphe).
L'analyse de sensibilité du modéle muté (2.16) exhibe la mBi@rarchie d'importance au sein des variables
d’entrée que celle du modéle initial (en supprimant la \@eid;). Effectivement, en multipliant tous les
indices par une constante plus grande que 1, seules lesyalesi indices de sensibilité augmentent mais
pas les différences relatives entre indices.

Les indices de sensibilité de premier ordre du modele muté)2nt donc été obtenus a moindre codt
(estimation d’'une variance), en utilisant I'analyse fate la version initiale du modéle. Par contre, pour
les indices de sensibilité totaux, comme ils ont été estidiextement dans I'analyse de (2.13), nous ne
pouvons les obtenir que par une nouvelle analyse de setgsihili est présentée tableau 2.6.

Indices | moyenne| écart-type
Sr, | 0577 | 0028
St, 0.484 0.025
Sty 0.427 0.028
ST, 0.176 0.026
St 0.013 0.006
Sty 0.008 0.003
Sty 0.007 0.002
St 0.003 0.002
STIO ~0

TAB. 2.6.: Indices de sensibilité totaux du modéle (2.16).

On remarque que la hiérarchie des variables d’entrée esteenonservée pour les indices totaux. Alors que
les indices de premier ordre du modéle muté sont égaki2i®4 fois ceux du modeéle initial, les indices
totaux sont eux égaux approximativement a 1.1 fois ceux didétednitial. Fixer la variableX; augmente
donc proportionnellement plus la sensibilité de premidreraux autres variables que la sensibilité aux in-
teractions.

Remarque. Mutation inverse

On considere désormais la mutation inverse de la précédéetenodéle] (2.16) olX; est fixé mute en le
modele initial [(2.13).

Pour cette mutation, traitée section 2.1.1.3, il est pdssiiobtenir les indices de sensibilité de premier
ordre deY (2.13) & partir de ceux d&" (2.16), en multipliant ces derniers par :

v(Y') ( E[X)]
V(Y) \1.1x10-7

2
) ~ 0.4432,

qui est naturellement I'inverse du coefficient (2.17) séilpour la mutation précédente. Nous retomberons
donc naturellement sur les indices de (2.13) présentés lgaiableau 2.5, a I'exception des indices relatifs
a X, qu'il sera nécessaire d’estimer par une nouvelle analygs.ihdices de sensibilité totaux devront étre
estimés par une nouvelle analyse puisqu’ils ont été estitinéstement et non comme la somme des indices
a tout ordre.

Mutation 1.2

Dans la mutation précédente, c’est la variable la plus itapte, X1, qui a été fixée a sa valeur nominale.
Nous examinons ce gu'il se passe si on fixe une variable qupa&d’importance sur la variance de la
variable de sortiedd_I 1 : X;q (vitesse de dépbt sec de l'iode 129).
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Le modéle/(2.13) mute donc en :

!

Y —ap = o XiXoX3Xy X5+ Oé2X1X2X3X4X§ + a3 X1 X0 X3XsX5 + Oé4X1X2X3X6X§
+ OZ5X1X7X8X9X5 + ()46X1X7X8X9X52 + 3315.40[7X1X7X8X5, (218)

0U3315.4 = E[X1g).

L'analyse de sensibilité de (2.13) a montré que la variahlgn’était d’aucune influence sur la variancelde
(indice total quasi-nul). On peut alors inférer que lesdrdide sensibilité du nouveau modéle ne changeront
pas. En effet, outre les indices de sensibilité relatifs\atéable X, qui disparaissent, les autres indices de
sensibilité de premier ordre sont obtenus, comme pour latioatprécédente, en multipliant ceux de (2.13)
par :

V(Y . -2
VY) _ 39785 x 1077 4 090,
V(Y')  3.9699 x 10-25

ou V(Y') est estimé toujours par le méme protocole. Comme prévu gificient multiplicatif étant quasi-
ment égal a 1, les indices de sensibilité du nouveau modédatsapproximativement les mémes que ceux
du modeéle original.

Les indices de sensibilité totaux devront étre estimés pamouvelle analyse, puisque nous ne disposons
pas des indices de sensibilité du modéle initial a tout ofdiags comme pour les indices de premier ordre,
I'indice total de sensibilité &, étant quasi nul, les indices de sensibilité totaux du mo@3) devraient
étre approximativement les mémes que ceux de [(2.13).

Remarque. Mutation inverse

Considérons la mutation inverse consistant a muter le n@o{&IlL6) (ouX, est fixé) en le modéle initial
(2.13). Le comportement est le méme que pour la mutatiorégedite. Les indices de sensibilité de premier
ordre du modéle (2.13) peuvent étre obtenus en multipliank clu modeéle (2.18) par :

V(Y')  3.9699 x 10 0.0078
V(Y) 39785 x 1072 — T

ce gui ne changera évidement pas significativement les rgatkas indices, puisque ce coefficient est tres
proche de 1. Le nouvel indicgy devra quant a lui étre estimé par une nouvelle analyse, ajasitous les
indices totaux, afin de prendre en compte les interactioes Ay.

Mutation 1.3
Soit le modelel (2.13), au sein duquel nous supposons quesdes|variables(;, X3 et X5 sont aléatoires
(les autres variables sont supposées déterministes et iXéar espérance). Ce modéle peut s'écrire :

Y —ap = a;X1X3X5 + ap X1 X3X? + as X1 X3 X5 4+ a, X1 X3 X2
+as X1 X5 + ag X1 X2 + an X1 X5 (2.19)

Les coefficientsa; s’expriment en fonction de ceux du modeéle (2.18J.(ableau 2.7) :

ap = ag oy = oy X E[X]E[X¢)
o) = a1 x E[X,]E[Xy4] | a5 = a5 x E[X7]E[X]E[X0]
ay = ag x E[X5]E[X4] | ag = ag x E[X7]E[Xs]E[X0]
oy = ag x E[X2]E[Xg] | a7 = ar x E[X7]E[Xg]E[X10]

TAB. 2.7.: Coefficients du modéle 2.19.
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

Comme ce modéle ne comporte que trois variables d’entrést possible de calculer les indices de sensi-
bilité a tout ordre. Les valeurs de ces indices sont préssmténs le tableau 2.8.

Indices | moyenne| écart-type| Indices totaux] moyenne| écart-type

St 0.220 0.015 St 0.616 0.025
Ss 0.177 0.016 Sty 0.551 0.018
Ss 0.115 0.015 Sty 0.427 0.025

S13 0.176 0.020
S5 0.115 0.013
S35 0.092 0.019
S135 0.105 0.018
somme| 1.000

TAB. 2.8.: Indices de sensibilité de (2.19)

Nous décidons de fixer la variabl, (ingestion efficace chez I'adulte)1al x 107, sa valeur nominale.
Nous formons ainsi le modéle :

Y —ap=11x10"7 ( a)X3X5+ 0y X3X2 + g X3X5 + ay X3X2
+oapXs 4 agXZ + onXs ). (2.20)

Cette mutation, analogue a celles 1.1 et 1.2, est abordédelparagraphe 2.1.1.2. Les indices de sensibilité
deY"' de premier ordre et d’ordre supérieur s’obtiennent en pligtit ceux de¥’ par :

5 ()

[l suffit donc d’estimer la variance du nouveau modéle :
V(Y') =7.3580 x 10777,

(protocole habituel), et de multiplier les indices de seifité deY par :

1.7657 x 10725 ( 1.1 x 1077

2
~ 2.6226.
7.3580 x 10727 \ 3.3275 x 107>

Dans ce calcul, nous disposons des indices a tout ordrd,dbes possible d’estimer les indices totaux de
Y’ en sommant ses indices de sensibilité & tout ordre.

Les indices de sensibilité obtenus ainsi que ceux obtenusrganouvelle analyse, présentés par la figure
2.7, coincident d’un point de vue de leur valeur moyenne. @erpour la mutation 1.1, les incertitudes
sur les estimations par mutation sont plus grandes quesgadieune nouvelle analyse, puisqu’elles corres-
pondent &.6226 fois les incertitudes issues de 'analyse initiale. Posritelices de sensibilité totaux, il
n'est pas possible d’estimer I'incertitude de leur estioratie fagon correcte, puisqu’ils sont estimés comme
la somme de deux estimations non indépendantes (indicedre’on et deux). Effectivement les estimations
des indices de premier ordre et de second ordre ne sont p&eimdiantes, puisque l'indice de deuxiéme
ordre Sy3 est défini comme la part de variance due au coyfile X3) moins la part de variance due%,

et aXs, sur la variance totale.

La variableX était la plus importante d’'un point de vue variance dans ldéteinitial. La fixer augmente
les indices de sensibilité de toutes les autres variabdes sodifier leur hiérarchie. Si I'on avait fixé les
autres variablesX3 ou X5, un comportement similaire aurait été observé, c’estr@-dne augmentation
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FIG. 2.7. : Indices de sensibilité de premier ordre du modelE7{2par mutation x rouge) et par une nou-
velle analyse - bleu).

des valeurs des indices de sensibilité et une conservagida kiérarchie, mais dans une moindre mesure
puisque leur importance était plus faible que celleXde

Remarque. Mutation inverse

Considérons finalement la mutation inverse de celle étutiélessus. Le modele (2/20), & est détermi-
niste, mute en (2.19), oii; est aléatoire. Cette mutation, étudiée au paragraphe Z1dermet d’obtenir
les indices de sensibilité de (2.19) en multipliant ceuxi2qQ) par :

V(Y ( E[X4]
V(Y) \ 1.1 x 1077

2
> ~ (0.3813,

sauf pour les indices relatifs &, qui devront étre estimés par une nouvelle analyse de séfesithies
indices totaux seront alors estimés en sommant les inditestardre ainsi obtenus. On retrouve alors de
facon évidente les résultats de sensibilité du modélair{2i19) présenté par le tableau 2.8.

2.3.5.2. Ajolt de deux modeles

Soient les deux modéles :

Vi = arX1XoX3Xu X5+ o X1 Xo X5 X4 X2 + a3 X1 X2 X3 X6 X5
oy X1 X2 X3 X6 X2, (2.21)
et
Y2 = O£5X1X7X8X9X5 + Oé6X1X7X8X9X52 + O£7X1X7X8X10X5. (222)

Le modele((2.211) est défini par la chaine alimentaire du kitltevre, et (2.22) par celle du lait de brebis.
Une analyse de sensibilité a été faite sur chacun de ces esodél
Le modele((2.1B) relatif a la variable aléatol'e= Ad_I 1 qui nous intéresse est égal a la somme de ces
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

deux modélesY — ay = Y7 + Y5. Comme ils ont des variables communes, on commence paréesfir
d’avoir deux modeles a variables distinctes.

Mutation 2.1 : Y7 et Y5 n'ont pas de variables communes
Nous considérons donc les variabl€s et X5 déterministes (fixées a leurs valeur nominales).
Les tableaux 2.9 et 2.10 présentent les indices de setssithél; et Ys.

Indices | moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type
So 0.055 0.008 ST, 0.203 0.011
Ss 0.316 0.013 Sty 0.664 0.013
Sy 0.229 0.011 ST, 0.551 0.014
S 0.007 0.007 ST, 0.017 0.003

TAB. 2.9.: Indices de sensibilité d§.

Indices | moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type
S7 0.065 0.01 Sty 0.251 0.01
Ss 0.274 0.016 Sty 0.641 0.015
So 0.233 0.012 Sty 0.587 0.018
S1o ~ 0 St 0.005 0.002

TAB. 2.10.: Indices de sensibilité ds.

Pour cette mutation, étudiée au paragraphe 2/1.2.2, ibsstlge d'obtenir les indices de sensibilité (premier
ordre et totaux) du modéle somme par :

_ V() D
o S x V—V—(Y\1}+1 ) sij=2,4,6
J ) (Y2) D
S; x Vi) Vi) sij=17,8,9,10.

Nous n'avons donc besoin que de la variancé&'det deYs, qui ont pu étre estimées grace aux analyses de
sensibilité dev; etYs :

V(Y1) =2.2569 x 10726, V(Ys) = 3.814 x 1078,

dou

~ -~ = .. A~ .. = 0-0166.
V(Y1) +V(Y2) V(Y1) +V(Y2)

Ainsi, il est donc possible a partir de I'analyse sur les dpasties indépendantes d’'un modéle de déduire
les indices de sensibilité de leur somme, et ce sans calgosénentaires.

Les résultats obtenus par mutationrouge) et par une nouvelle analyse lfleu) sont présentés aux figures
2.8et2.9.

Etant donné que la variance du modgleest 100 fois plus petite que celle B, la variance de leur somme
est essentiellement due a celleMe Ainsi, seules les variables du modélg ont un réle non négligeable
sur la variance d& . Cela correspond a la conclusion de I'analyse initiale dd@h®(2.13) qui révélait que
seule la chaine alimentaire du lait de chéwg) jouait un réle sur la variance dé.
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0.8
0.7 | 1
0.6 | 1
05 1

03| H 1
02| % 1

0.1 1

FiG. 2.8. : Indices de sensibilité de premier ordre du modélenwse» par mutationx rouge) et par une
nouvelle analyse bleu).
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FiG. 2.9. : Indices de sensibilité totaux du modéle «<somme» paation (< rouge) et par une nouvelle
analyse { bleu).

L'incertitude d’estimation est approximativement ideot par la méthode des mutations et par la nouvelle
analyse. Ceci est da au fait que le coefficient multiplicd&§ indices non nuls (donc dg) est quasiment
égalal.

Mutation 2.2 : Yj et Y5 ont deux variables communes
Nous ne supposons plus que les variatiigset X5 sont déterministes. Les deux modélgset Y5 ont donc
deux variables communes.
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

Les analyses de sensibilité #e et Y5> donnent les résultats des tables 2.11 et 2.12.

Indices | moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type
Sp 0.084 0.018 St 0.551 0.044
So 0.016 0.013 ST, 0.172 0.040
Ss 0.083 0.018 Sty 0.546 0.045
Sy 0.062 0.018 ST, 0.460 0.042
Ss 0.045 0.015 Sty 0.379 0.043
Se ~ 0 ST, 0.012 0.009

TAB. 2.11.: Indices de sensibilité d&.

Indices | moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type
Sp 0.079 0.019 Sty 0.548 0.048
S5 0.040 0.016 Sty 0.367 0.048
S7 0.018 0.013 St 0.210 0.048
Ss 0.079 0.019 Sty 0.552 0.046
So 0.060 0.019 Sty 0.462 0.045
S1o ~ 0 St 0.013 0.010

TAB. 2.12.: Indices de sensibilité ds.

Nous avons vu en étudiant ce type de mutation au paragrapt®22.qu’il n’est possible d’obtenir que les
indices de sensibilité (premier ordre et totaux) relatiis @ariables qui n’appartiennent qu’a un seul des
deux modéles, et ce par :

<

Y,

sk

Sy = V(v
S %

T V()

sij=2,4,6
sij=7,8,9,10.

M
—"—

Les deux analyses de sensibilité 3tret Y5 ont permis entre autre d’estimer les varianced'detY5 :
V(Y1) =3.7950 x 1072°,  V(Ya) = 5.7048 x 10~%7,
dou

\Z(H) = 0.9597, \?(Y” — 0.0144.
V(Y) V(Y)

Nous pouvons donc obtenir les indices de sensibilité de iprasrdre et totaux pour toutes les variables sauf
X1 et X5, pour lesquels il est nécessaire d’estimer leurs indicesipanouvelle analyse. Les résultats sont
présentés aux figures 2.10 et 2.11.

Comme dans le cas précédent ou ces modéles étaient supposéssables communes, la varianceyge
est prés de 100 fois plus grande que celleYgdeCe sont donc encore les variables¥e(X; a Xg) qui
contribuent le plus a la variance e

Remarque. Estimation des indices relatifs aux variabl&s et Xs.
Une remarque intéressante a noter concerne les valeursndiises de sensibilité aux variables, et X5
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0.8

0.7 1
0.6 1
0.5 1
041 1
0.3 1
0.2 4

o L E g ]

or H E A T L

S1 S2 S3 sS4 S5 S6 S7 S8 S9 S10

FiG. 2.10. : Indices de sensibilité de premier ordre du modéhense par mutationx rouge) et par une
nouvelle analyse bleu).
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FiGc. 2.11. : Indices de sensibilité totaux du modéle somme paation (x rouge) et par une nouvelle
analyse { bleu).

des modeled, Y, et leur somme (tableau 2.13).

On constate que les indices de sensibilitérdsont plus grands que ceux g et deY;, et ce pour les deux
variables X; et X5, au premier ordre et & I'ordre total. Ceci peut étre expliquer la propriété démontrée
au paragraphe 2.1.2.2 :

V(Y1)
V(Y)

V(Y2) = 2CouvE[Y1|X;], E[Y2]X;])

S = S5i x V() V(Y)

+ 572 x

Ainsi, il n’est pas surprenant que, puisse étre supérieur a la foiséﬁf”l et Si@.
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

Indices | moyenne| écart-type| Indices total| moyenne| écart-type
Sy 0.097 | 0.020 Sty 0.555 | 0.045
S | 0.084 | 0.018 Sy 0.551 | 0.044
S1? | 0.079 | 0.019 Sy 0.548 | 0.048
Ss 0.052 [ 0.016 Sty 0.387 [ 0.043
S:t | 0.045 | 0.016 Syl 0.379 | 0.043
S:* | 0.040 | 0.016 Sy 0.367 | 0.048

TAB. 2.13.: Indices de sensibilité du modéle somimealeY; et deY; aux variablesX; et X5.

2.3.5.3. Multiplication de deux modéles

Considérons finalement les deux modeéles suivants :

71 = a1 Xo Xy X5 + o Xo Xy X2 + a3 Xo X6 X5 + ay Xo X6 X2, (2.23)

Zy = X1 X3, (2.24)

ou Z; est fonction des variables relatives a la chaine alimentdérla chevre et a I'lode 129 (facteur de
transfert au lait de chévres, rations en herbe et en foin dedare et vitesse de dépbt sec de I'iode 129), et
75 de celles relatives a I’lhomme adulte du groupe de référemcigingestion efficace et ration alimentaire
en lait de chévre).

Le produit de ces deux modél&s et 7, forme le modeél&; = 7, Z, qui correspond a la chaine alimentaire
du lait de chévre.

Les analyses de sensibilité des modéle®t Z, sont présentées par les tableaux 2.14 et 2.15.

Indices | moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type
So 0.083 0.008 St, 0.214 0.018
Sy 0.353 0.024 St, 0.633 0.010
Ss 0.236 0.017 Sty 0.490 0.013
S@ ~0 STG 0.014 0.001

TAB. 2.14.: Indices de sensibilité dg .

Indices | moyenne| écart-type|| Indices| moyenne| écart-type
S1 0.344 0.018 Sty 0.677 0.013
Ss 0.322 0.013 Sty 0.656 0.018

TAB. 2.15.: Indices de sensibilité d&.

Ce type de mutation, étudié au paragraphe 2.1.2.1, perrobtediir les indices de sensibilité du modele
produitYy, par:

. E[ZQPS]-X%% si j=24,50u6
! E[Zl]Qij% si j=1ous.

(2.25)
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L'espérance et la variance dg et Z, sont estimées lors de leur analyse de sensibilité présentiassus :

E[Z1] = 15501 x107Y,  E[Zy] = 1.1041 x 10~ %,
V(Z)) = 55010 x 1078 V(Zy) = 3.8644 x 1078,
tandis que la variance dg a été estimée lors des mutations précédente :

V(Y1) = 3.7950 x 1072,

En multipliant donc les indices de sensibilité de premieireideZ; par :

R V(Z
E(Zo]2 x L2 _ 1767,
V(Y1)
et ceux dez, par :
, V(Z
E[Z1)? x (Z2) _ 0.2447,
V(Y1)

on obtient les indices du modélg.
La figurel 2.12 présente les indices de premier ordre ainshoist et les compare avec ceux d'une nouvelle

analyse de sensibilité.

>+ B

S1 S2 S3 S4 S5 S6

FiG. 2.12. : Indices de sensibilité de premier ordre du modébelyit, par mutation X rouge) et par une
nouvelle analyse bleu).

Cette fois, I'incertitude est plus petite par mutation,gopie les valeurs des indices issues des analysgs de

etY; sont multipliées par des coefficients plus petits que 1.

Quant aux indices de sensibilité totaux, ils ne peuvent frasobtenus par mutation, car ils ont été estimés
directement. Si tous les indices d'ordre intermédiairdeataété estimés, il serait alors possible d’'estimer
par cette méthode des mutations les indices de sensibibitét ardre du modéle produit (méme ceux relatifs

aux interactions entre variables des deux sous modélesipseten les sommant il serait possible d’obtenir

une estimation des indices de sensibilité totaux.
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2. Analyse de sensibilité et incertitude de modéle

2.3.6. Intéréts pratiques de diviser un modéle en sous-mode les

Les deux applications précédentes consistent, a partialyses de sensibilité sur deux modeles, a dé-
duire I'analyse du modéle «somme» ou du modéle «produittisNwons démontré en section 2.1 sous
guelles conditions cela était possible.

Abordons ce probléme sous un autre aspect : supposons canafyse de sensibilité sur un certain mo-
déeleY doit étre réalisée. Supposons qu'il soit possible de déosempce modeld” en une somme ou un
produit de deux sous modéles orthogonaipet >, c’est-a-dire fonction de variables différentes. Dans ce
cas, sachant que le nombre de simulations de Monte Carlesgices (et le temps de calcul associé) aux
estimations des indices de sensibilité dépend de la coitgplén modéle, il peut étre intéressant de faire
I'analyse sur les deux sous modéles séparément, qui samehbatment moins complexes.

Exemple : considérons I'exemple suivant ou le mod&lepeut se séparer additivement en deux sous
modelesy; etYs :

20 10 20
Y:ZXZ-:ZXNLZXi.
=1 i=1

i=11
Y1 Yo

L'estimation des indices de sensibilité de premier ordréd dear la méthode de Sobol, utilisant des échan-
tillons de Monte Carlo de taille 200000, demande 4.8 se®(félentium IV a 3GHz). Nous la réalisons 200
fois afin d’obtenir une idée de la précision de cette estnaiies indices estimés ont une valeur moyenne
approximativement égale a 0.05, et I'écart-type sur lesrgfétitions vaut pour chaque indice approximati-
vement0.033.

Pour estimer les indices de premier ordre des modélext Y5 avec la méme précision, une étude expéri-
mentale sur différentes tailles d’échantillon a permis dmrer qu’une taille de seulement 20000 suffisait.
En effet, comme le nombre de variables de chacun de ces dedé&l@son’est que de 10, I'estimation des
indices nécessite moins de simulations que pogui en compte 20. Cette taille de 20000 entraine un temps
de calcul des indices de premier ordre de 0.3 seconde pocurclies deux sous modéles. Pour déduire de
ces derniers les indices de premier ordreérdeél suffit de multiplier les indices d&7 par%@ et ceux de

1
v )
Yo parv%. Ici ces deux coefficients sont trivialement égauég #nais dans un cas plus général, leur esti-

mation ne demande pas de calcul supplémentaire, puisquarleaces d&; et deY; ont déja été évaluées
au cours de leur analyse de sensibilité.

Ainsi, pour cet exemple, I'analyse des deux sous modélearé&dmnt apporte en 0.6 seconde la méme
information que I'analyse du modéle complet en 4.8 secaridegain est important, en partie grace au fait
que les deux sous modéles ont deux fois moins de variablesgrééeque le modéle somme. Bi comptait

par exemple 3 variables d’entrée}gten comptait 17, le gain d’estimation aurait été moindre ' eatima-

tion deY; aurait été quasiment aussi codteuse que I'estimatidn.de

Dans le cas ou le modéle se sépare additivement en deux solésesmimdépendants, il peut donc étre inté-
ressant d'un point de vue co(t de calcul de réaliser I'amatigssensibilité sur chacun des deux sous modéles,
lorsque la différence de complexité entre modéle et sousha@st importante. La méme conclusion est va-
lable pour un modele qui se sépare multiplicativement e deus modeéles. A noter dans ce dernier cas,
que des interactions apparaissent suite a la multiplicatés deux sous modéles, mais il est encore possible
d’estimer les indices de sensibilité a ces interactionsrir pes indices de sensibilité des sous modeéles (cf.
paragraphe 2.1.2.1).

Pour les applications sur GASCON présentées précédemiadtifférence de complexité est trop faible
pour constater une différence significative entre les titadies d’estimation des indices des sous modeéles
et du modéle somme pour une méme taille d’échantillon de 84Quairlo. En effet, pour les mutations 2.1
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et 2.2, le nombre de variables du modéle somme est de 10 (as@uiX; et X5 sont fixées), et celui
des deux sous modéles est 5 (ou 4), d'ou une différence deidbhles (ou 4). Cette différence ne permet
pas d'observer une différence au niveau de l'incertitudsstithation, contrairement a I'exemple présenté
ci-dessus, ou les sous modeles ont 10 variables et le manalas en a 20.

Lorsqu’'un modéle se décompose en somme ou produit de desxnsodeles de complexité bien infé-
rieure mais cette fois non totalement indépendants (Masatbmmunes et différentes), il sera possible (et
plus efficace) d’estimer les indices de sensibilité desabdes qui n'appartiennent qu’'a un seul des deux
sous modeéles par I'analyse de sensibilité du sous modédntizes de sensibilité des variables communes
devront étre estimés par I'analyse de sensibilité du maziieplet.

Remarque. Un autre avantage de réaliser I'analyse de sensibilité sépeent sur les deux sous modéles,
est que I'on obtient une information plus précise sur I'arsal de chaque sous modéle. Mais il faut étre
trés vigilant quant a l'interprétation de ces résultatsy tabjectif est toujours d’analyser la sensibilité du
modele complet aux variables d’entrée. Par exemple, loradeutation 2.1, la partie du modéle relative
a la chaine alimentaire du lait de brebis n’a aucune influesce la variance de la variabledd_I 1.
Certaines variables qui contribuent beaucoup a la variadeecette partie du modéle, n'ont néanmoins
aucune influence sur la variance del_I 1.

Remarque. Concernant I'application du paragraphe 2.3.5.2, I'estiioa de la variance des deux sous
modélesy; etY; ne demande que peu de calcul (une centaine de simulatiorsdea#eles), alors que leur
analyse de sensibilité par la méthode de Sobol est beaudosg@iteuse. En constatant que la variance de
Y est prés de 100 fois plus grande que celleYdeil est raisonnable de concentrer I'analyse uniquement
surYi, et ainsi de réaliser I'analyse de sensibilité sur un mogles petit.

2.3.7. Conclusions et applicabilité

Nous avons présenté le logiciel GASCON ainsi que la varidélsortie étudiée : la dose efficace annuelle
en'??] regue par un adulte d’'un groupe de référence proche de @Cheaflarance, Bouches-du-Rhéne) au
bout d'un an. Le logiciel GASCON étant trop lourd en temps aew pour une analyse de sensibilité par
la méthode de Sobol, une surface de réponse est utilisée. SLeface de réponse est considérée comme le
modéle de référence de calcul de la variable de sortie @ubliéus avons montré par I'étude des résidus
de l'ajustement de la surface de réponse sur GASCON, questiesations des indices de sensibilité de
GASCON faites en utilisant la surface de réponse étaienectas.

Nous avons ensduite illustré, a partir de cette surface dmsgp I'applicabilité des travaux de la section 2.1,

en définissant un certain nombre de mutations (fixer uneblareéatoire, découper le modéle en somme
ou produit de sous modéles). Les indices de sensibilité ondétpe estimés, sans calcul supplémentaire
important. Pour ces mutations, le colt d’'une nouvelle amatle sensibilité a donc pu étre diminué.

Ce travail nous a en outre permis de définir des conseils siénfearche a suivre pour réaliser une analyse de
sensibilité, lorsque le modeéle étudié peut se séparer enrsodéles (de complexité significativement plus

faible).
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Chapitre

Analyse de sensibilité et modeles a entrées
déependantes

L'analyse de sensibilité, présentée en sedtion 1.1, défestindices de sensibilité sous I'hypothese
d’'indépendance des variables d’entrée du modéle. Cesmeixpriment la sensibilité de la variance de la
sortie du modele aux variables d’entrée, ainsi qu'aux atgons éventuelles entre ces entrées. En pratique,
I'hypothése d'indépendance des variables d’entrée pauéer ne pas étre réaliste.

Dans un premier temps, nous illustrons le probléme de Naeatle sensibilité en présence de variables
non indépendantes a travers un exemple simple. Nous po@ésesisuite une synthese bibliographique sur
le sujet et nous montrons que de nouveaux termes appartatkses la décomposition de la variance du
modele en fonction des variables d’entrée lorsque cesé&temisont corrélées. Les indices de sensibilité
définis dans le cas indépendant a partir de cette décongugsitiont alors plus de signification et il est
impossible d’interpréter les nouveaux termes de la décsitipo de la variance en terme de sensibilité.
Nous introduisons alors des indices de sensibilité muttéisionnels.

Enfin, nous illustrons ces travaux par une application da®maine de I'ingénierie nucléaire.

3.1. Indices de sensibilité multidimensionnels

3.1.1. Un exemple d’analyse de sensibilité classique

Considérons le modéle :
Y = X; + X,

ou X et X5 sont deux variables indépendantes et de loi uniforme siif.[Des indices de sensibilité sont
trivialement égaux a} pour S; et Sy et a0 pour linteraction S15. Linterprétation est alors simple : la
variance du modéle est sensible autandtaqu'a X, i.e. la variance deY” est expliguée a moitié par la
variance deX; et a moitié par celle d&s.

Supposons maintenant les variabléget X, dépendantes, de loi conjointe :

2 Si 0< 21,29 <05 ou 05,29 <1,
nx X (71, 72) =4 sinon

La figure 3.1 présente la répartition d’'un échantillon5880 simulations du coupléX;, X>) sur le carré
unité [0, 1)%.

Les indices de sensibilité classiques, définis en sectibnpeuvent étre calculés formellement, sur ce mo-
déle. lls sont alors égaux a :
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S B T ST L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
1

FiG. 3.1. : Répartition d’'un échantillon de réalisations dugel X, Xs) sur le carré unité.

S1 S S12

13 13 6 ~
171 >2093 | 77 ~093 | —=~—0.86

L'indice de sensibilitéS;, est égal a la part de la variance dejui n’est pas expliquée paf; et X, seules.
Or, comme ces deux derniéres sont dépendantes, la partideosadue aX; seule prend en compte une
partie de la variance due_¥,, de méme pour la part de variance du&aseule. La somme des parts de
variance due & seule et aX, seule dépasse donc la variance total& d€’est pourquoi I'indice de sen-
sibilité S5 est négatif.

Cet exemple illustre bien qu’en absence d'indépendanioglide de sensibilité de premier ordre n’exprime
pas la part de la variance de la sortie due uniguement a uréeehindice d'ordre deux n’exprime pas non
plus la part due uniquement a I'interaction (sinon il detvvéie nul, étant donné qu’il n'y a pas de termes
d’interaction dans le modéle, ce qui n'est pas le cas), st dmsuite.

Nous présentons en premier lieu un état de I'art de I'anadigseensibilité pour modeles a entrées corré-
lées ou dépendantes.

3.1.2. Synthése bibliographique

Le probleme des modéles a entrées non indépendantes eseadalyensibilité est sujet a de nombreuses
études actuellement, dont nous présentons une synthésmldgique.
Le premier auteur a aborder le sujet est McKay [34] en 199b¢egplique comment utiliser sa méthode
d’estimation des indices de premier ordre (décrite en@edtil) pour des variables non indépendantes. Sa
méthode d’estimation se basant sur un échantillonnageypart¢ube latin répliqué, il utilise les méthodes
de Iman et Conover [28], ou de Stein [61], pour garder la dé@ece des variables d’entrées lors des ré-
plications (définies comme des permutations d’'un échantihitial). Il ne remet pas en cause l'utilisation
des indices de sensibilité de premier ordre comme ils sdittisi@our les modeles a entrées indépendantes
(Définition[1.1.4) : les indices de premier ordre sont totgasupposés exprimer la sensibilité de la variance
de la sortie du modéle a la variance d’'une variable d’entrée.
Kraan et Cooke montrent en 1997 [31], par I'étude de deux catigpes, que la corrélation des variables
d’entrée ne doit pas étre négligée lors de I'étude de lailoigion de sortie d’'un modeéle. En effet, la corré-
lation fait partie intégrante du modéle, la négliger rev@eshanger de modéle.
En 1998, Bedford [7] s’appuye sur l'idée que lorsque les rrexdgont a entrées dépendantes, les fonctions
de la décomposition de Sobol ne sont plus orthogonalesofigee donc d’orthogonaliser cette famille de
fonction, a I'aide d’'un procédé de type Gramm-Schmidt. Lenmier probléme de cette méthode est que la
valeur des indices de sensibilité calculée dépend du péod@dthogonalisation choisi, plus précisément de
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I'ordre dans lequel les fonctions sont orthogonaliséessdamnd probleme est que la sensibilité est évaluée
sur les variables orthogonalisées qui ne correspondesiepctement aux variables initiales du modéle. Or
si ces derniéres ont une signification physique réelle, deimbles orthogonalisées n’en ont pas forcément
une et on n'exprime plus alors la sensibilité sur une vagigihlysique mais sur une transformation de va-
riables, pouvant parfois méler plusieurs variables.

Toujours en 1998, RamaRabal. [45] utilise les coefficient$ RC et PC'C dans le cas de modéles a entrées
dépendantes. Il affirme (sans démonstration) que lI'ingi&& ne peut pas étre utilisé comme un indica-
teur de sensibilité pour de tels modeéles. En se plagant danadre de régression multiple, il montre que
le coefficientPC'C peut étre relié a 'augmentation du coefficient de détertiindorsqu’une variable est
ajoutée au modéle de régression. Cette liaison, qui permgblajuer que I'indicePC'C est un indicateur
de la sensibilité du modéle a une variable (en terme de parar@nce), est toujours vraie si les variables
d’entrée sont corrélées. Ainsi, pour un modele linéaireokefficient PC'C' exprime toujours la sensibilité
du modéle a une de ses variables d’entrée méme si ces dsrawgrtecorrélées.

Les derniers travaux en date sur le probleme des modéleséegitbrrélées sont dus a Tarantola et Saltelli
([62] et [51], résumés dans [53]). Les différentes questiaaxquelles I'analyse de sensibilité répond sont
classées en catégoriese{ting$ :

— Factors Prioritisation (FP): trouver quelle est la variable d’entrée du modéle qui, fixgorte la
plus grande réduction de la variance de la sortie.

— Factors Fixing (FF): trouver les variables ou groupes de variables auxquelso@eha n'est pas
sensible, au sens de la contribution a la variance.

— Variance Cutting (VC) quel est 'ensemble minimal de variables a fixer pour obtane certaine
réduction de la variance ?

— Factors Mapping (FM} quelles sont les variables qui sont les plus responsablesatisations de la
sortie dans une région donnée (valeur de la sortie dans tel ouervalle) ?

Sil'analyse de sensibilité est utilisée avec comme olfje&j Saltelli et Tarantola expliquent que les indices
de sensibilité de premier ordre classiques sont toujoulisalities. La méthode d’estimation qu'ils utilisent
alors est celle de McKay. Si I'objectif €8, ils proposent une heuristique permettant de trouver &erie
minimal qui apporterait une réduction donnée de la variaGette heuristique nécessite de calculer tous les
indices de sensibilité totaux. Si la réduction de la vagaobtenue en fixant la variable qui a le plus grand
indice total est suffisante, on s’arrete. Sinon, on calal@dluction de variance obtenue en fixant les deux
variables ayant les deux indices de sensibiltié totaux lles important. Et ainsi de suite jusqu’a obtention
de la réduction désirée.

Lorsque les variables d’entrée sont non indépendantdgisktion de I'analyse de sensibilité est plus res-
treinte (FP),(VC)). Les indices de sensibilité de premier ordre peuvent &tienés par la méthode de
McKay (ou par la méthode d’'estimation de l'indideC'C' si le modéle est relativement linéaire). Afin
d’élargir le champ d'utilisation de I'analyse de senstBilen présence de corrélation, nous étudions dans
le paragraphe suivant, comme I'a fait Sobol pour le cas iedéant, comment décomposer la variance de la
sortie du modeéle en fonction des variables d’entrée, mdis fms sans I'hypothese d’'indépendance de ces
derniéres.

3.1.3. Décomposition de la variance d’'une fonction de varia bles non
indépendantes

Dans le cas indépendant, les indices de sensibilité somisigfar décomposition de la variance de
la sortie du modeéle en part de variance de premier ordre (dueeavariable), de deuxiéme ordre (due a
I'interaction entre deux variables), et ainsi de suite. lexaminons ce que devient cette décomposition
lorsque les variables d’entrée ne sont plus indépendantes.
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3. Analyse de sensibilité et modéles a entrées dépendantes

Considérons le modéle :
Y = f(Xl,...,Xp),

ou les variables d’entrée peuvent étre corrélées ou dépwmsdd.a décomposition de Sobol (1.9) reste
toujours vraie sous la forme, puisque la dépendance n’iptisesur les calculs d’espérance :

p
FX1 o Xp) = fo+ D> FilX)+ Y fii(X X))+ i p(Xas e Xp),
i=1

1<i<j<p
avec
fo = E[Y],
fi(Xa) = EY[X] - fo,
.ﬂ]()gw}() = ED/pQ»)(] J%CYH'—ZE(A%)—-ﬁL
fige(Xi, X5, X)) = EYI|X:, X;, Xa] = fi;(Xe, X5) — fir(Xe, Xi) — fiu( X5, Xi)

—fiXi) = fi(X5) = fu(Xk) = fo,

puisque la derniére fonctiofy ., (X1, ..., X,,) est définie de sorte a vérifier cette égalité (égglrmoins
toutes les fonctions d'ordreap — 1).
La décomposition de Sobol de la variance est encore Vvérifiée :

V(YY) = ZV + Y Vit Vi,
1<i<j<p
avec
Vi = V(EY]X]),
Vi = V(EY|Xi, Xj, Xe) = Vij — Vi — Vi — Vi = V; = Vi,

Vip = V=Y Vi— > Vj—.. > Vi

i=1 1<i<j<p 1<) <. <ip1<p

puisque le dernier termi; _,, de la décomposition est déefini comme la différence entrerdanee dey” et
toutes les autres parts de variance d’ordre inférieur.

Par contre, contrairement au cas indépendant, les partardmeeV;, ;. ne sont pas les variances des
fonctions de la décomposition de Sotl;@}mis =V(fi,, .i.(Xi, ..., X;,)). La séparation des effets des dif-
férentes variables d’entrée faite dans la décompositi@@otbel de la fonction du modeéle n’est plus transmise
dans la décomposition de la varianceleEn effet, sif;, ;. (Xi,,..., X;,) traduit I'effet dess variables
Xi,, ..., X;, surY quin'est pas compris dans les effets des sous-ensembtes d&{X;, , ..., X;_ }, etdonc

si Vi, .. 4. traduit la part de variance dédue a l'interaction entre cesvariablesX;, , ..., X;., ce nest plus le
cas deV;, ;.. Or, c'esta partir dé&;, ;. que l'indice de sensibilité d¥ a I'interaction entreX;, , ..., X;,

est défini.

Nous montrons par la suite, dans le cas d’'un modéle a deuablesi d’entrée non indépendantes, qu'il
est possible de définir la différence entig ;. etV . ;.
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3.1. Indices de sensibilité multidimensionnels

Le cas de deux variables dépendantes

Proposition 3.1.1.

Soit le modéle” = f(X,...,X,) a p variables d’entrée. On suppog&s, ..., X,,) indépendantes deux a
deux, etX; (respectivemenk’,) indépendante de&; pour toutj = 3,...,p. Les deux variables’; et X5
peuvent étre dépendantes.

La variance deY" se décompose alors en :

p
Z S Vit Vi, e, (3.1)
= 1<i<j<p
ou:
Vi = V(fi(X3),
Vij = Viy(Xi, X5)),
Viie = V(fijre(Xi, Xj, X)),
Vl*Q(p) = 2 Z(E[fl,sz,s] + E[fl,sfl,Q,s] + E[fQ,sfl,Q,s])v
sES

avecS = {sous-ensemble d@}U{3, ..., p}}, lanotationf;, . ; désignantlafonctiorf;, i (Xi,...,X; ),
définie suivant le modéle :

fo = E[Y],

E[Y[Xi] - fo,

EY|Xi, X5] — fi(X:) — f5(X5) = fo,

= EY|X;, Xj, Xi| = fi(Xi, X5) — fie(Xis Xi) — fi,6(X5, Xk)
—fi(Xa) = £i(X;) = fr(Xk) — fo,

fi(Xi)
fZ,J(XZ’X )
Jigre(Xi, X5, X3,)

Démonstration.Pour vérifier la proposition précédente, considérons leocale nombre de variables du
modele esp = 2, puisp = 3. La généralisation pour ynquelconque sera alors naturelle.
Soit un modele a deux variables d’entrée :

Y = f(X1, X2),
ou X, et Xy sont supposées non indépendantes. La décomposition dedeotmmodeéle s'écrit :

Y = fo+ fi(X1) + fa(X2) + f12(X1, Xo),

ou les fonctions de la décomposition sont d’espérance sutléfinies par :

Jo E[Y],
fi(X) = EY[Xi] - fo,
f2(X2) = E[Y[Xo] - fo,
f12(X1,X2) = E[Y[X1,Xo] = fo— f1— fo
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3. Analyse de sensibilité et modéles a entrées dépendantes

La variance d&” s’écrit alors :

VY) = V(fo+ fi(X1)+ fo(X2) + f12(X1, X2))
= V(f1(X1)) + V(f2(X2)) + V(f1,2(X1, X2))

/ /

i Va Vs

+2CoV(f1(X1), f2(X2)) +2Cov(f1(X1), f1,2(X1, X2)) 4 2CoV( f2(X2), f1,2(X1, X2))
= Vi+ Vo + Vig + 2Cov(E[Y| X 1], E[Y|X3))

+2CoVv(E[Y | X4], E[Y | X1, Xo] — E[Y| X}

+2CoVv(E[Y | Xs], E[Y | X1, Xo] — E[Y | X}
= Vi + Va4 Via + 2Cov(E[Y | X1], E[Y | Xa])

+2V(E[Y|X1]) — 2V(E[Y[X1]) — 2Cov(E[Y | X1], E[Y[X3])

+2V(E[Y|X3]) — 2V(E[Y[X3]) — 2Cov(E[Y | X1], E[Y[ X))
= Vi+Va+ Vig — 2Cov(E[Y | X4], E[Y| X2])

E[Y]X2])

] _
| - E[Y[Xa])

en utilisant la propriété CA¥[Y'| X1 ], E[Y'| X1, X5]) = V(E[Y|X;]) démontrée en annexe A.2.1.
Un terme de covariance apparait donc dans la décomposgitmériance dé’.

Afin de généraliser au cas d'un modéle &ariables d’entrée, nous montrons que cette covariance peu
s’écrire sous la forme de la Proposition 3.1.1.
En écrivant la variance dé comme :

V(YY) = ENV?-f3
= E[ff] + ELf3] + Elffa] + 2E[f1 2] + 2E[f1 f12] + 2E[f2f12],

on obtient :

V(Y) = Vit 1o+ e+ V5.
avec :

Viy? = 2(Elfife] + Elfrfio] + Elfafia))
—2Cov(E[Y'[X1], E[Y'[ X)),
Remarque. — Lorsqu'il y a indépendance il vient naturellement qq’é” =0.
- Le termeVl*z(Q) étant une covariance, il est important de noter qu'’il peussilbien étre négatif que
positif.

Considérons maintenant un modéle a trois variables dentré
Y = f(XlaX27X3)a
ou les deux variableX; et X, sont non indépendantes. La décomposition de Sobbl dst :

Y = fo+ fi(X1)+ fa(X2) + f3(X3)
+f1,2(X1, Xo) + f1,3(X1, X3) + fo,3(X2, X3)
+f1,2,3(X1, X2, X3).
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3.1. Indices de sensibilité multidimensionnels

La variance d&” s’écrit :

V(Y) = EY?-f3
= Elff]+ELf3] + ELf3] + ELfT o] + ELfT 5] + Elf5 5] + ElfT 23]
+2E[f1 f2] + 2E[f1 f1,2] + 2E[f2f1,2] + 2E[f1,3f2,3]
+2E[f13f1,2,3] + 2E[f2,3f1.2.3],

en utilisant le fait que la variabl&'; est indépendante des deux autres (les calculs sont detillénnexe

A2.2).
Le terme supplémentaire est alors :

V1*2(3) = 2(E[f1f2] + E[fif12] + E[fafi2] + E[f13f23] + E[fi1,3f1,23] + E[f23f1,23]).
et ainsi :
V) = Vi+Vo+Va+Vig+ Vig+ Vog + Vigs + Vl*g(g).

La proposition est alors obtenue par généralisation de ciEtomposition pour un modélepavariables
d’entrée. O

Un nouvel indice de sensibilité
Proposons un nouvel indice de sensibilité, défini par :

V*(p)
Sta = Ve
V(Y)
Cet indice, qui est nul lorsque les variables d’entrée swh¢pendantes, semble exprimer la sensibilité du

modele a la corrélation des variables d’entrée. Cependans montrons a I'aide d’'un exemple test, qu'il
n'en est rien.

Remarque. Siles variables d’entrée sont indépendantes, leur conagaest nulle, ce qui implique la nullité
de l'indice S3,. Par contre, le fait que la covariance &f, soient nuls n'implique pas I'indépendance des
variables d’entrée.

Exemple
Soit le modéle :

Y =X+ X+ X3, (3.2)
ou
1 0'% poiog 0
(X1, X2, X3) ~ N pe |, | poroa a2 0
w3 0 0 o3
La variance d&” est :
V(Y) = of+03+ 0354 2p0109,
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3. Analyse de sensibilité et modéles a entrées dépendantes

et se décompose selon (3.1) en :

V(Y) = Vi+ Vot Vit Vig+ Vig+ Vag + Vigs + Vo™,
ou
Vi = (01+po2)?,
Vo = (o2+po1)?,
Vs = o3,
2,92, 2
Vi = p (0'1 + 05 + 2p0102),
Vis, = Va3 =Via3 =0,
Vi, = —2(poios + p*(o1 + 02) + pPoro).

La figure 3.2 illustre les valeurs des indices de sensikgiitdéonction de la corrélatiop, pour des variables
X; centrées réduiteg{ = 0 eto? = 1 pouri = 1,2, 3).

Indice S1 Indice 82 Indice S3
0.8 0.8 1
0.6 0.6 0.8
0.4 0.4 0.6
0.2 0.2 0.4
0 1 01 1 0 21 1
Indice 812 Indice 513 Indice 523
0.8 0.5 0.5
0.6
0.4 0 0
0.2 /\
01 1 —0.51 1 —0.51 1
Indice 8123 Indice Slz*
0.5 1
0
0
-1
-0.5 -2
-1 1 -1 1

Fic. 3.2. : Indice de sensibilité du mod&le= X; + X5 + X3, en fonction de la corrélation d€; et X,

— Lorsque la corrélation est nulle, seuls les indices deilsifitésde premier ordre sont égaux%é

— Lorsqu’elle est égaleal, le termeX; + X du modéle annule I'effet des variabl&s et X5, puisque
la corrélation parfaite impliqué&’; = —X5. Le modéle est alors assimilable au modéle- X3, d’ou
le seul indice non nul et égallaestSs.

— Lorsque la corrélation est cette fois égale aXl (= X5), le modeéle est = 2X; + X3 ouY =
2X, + X3, les variances dé&; et X, ont donc quatre2?) fois plus d’'importance que celle dé;.
D’une fagon générale, lorsque la corrélation varie entteet 1, cet exemple illustre que la corrélation influe
sur les valeurs de la plupart des indices de sensibilitegresaulement s}, comme on aurait pu I'espérer.

En effet, le coefficient de corrélatigmapparait dans les équations analytiques des variancasllpari,
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3.1. Indices de sensibilité multidimensionnels

Vo, Via et V5. Ceci est toutefois logique, puisque la corrélation faitipaentiere du modéle, et modifier
cette corrélation change le modéle lui méme, et donc laiitésidu modéle aux différentes variables. Le
comportement propre de l'indicg, n'est pas aisement compréehensible, puisqu'’il est quasimgtorsque

la corrélation varie négativement de a0, et décroit lorsque la corrélation croit positivement.

La décomposition (3/1) ne permet donc pas d'isoler I'efteladcorrélation sur la variance du modéle. Définir
un nouvel indice de sensibilité a partir des termes suppiémires qui apparaissent dans la décomposition
de la variance d’'un modéle en présence de dépendance nesgeasbhvoir d'intérét pratique, cet indice
n'ayant pas d’interprétation naturelle en terme de sditéibi

Si I'on observe le comportement de l'indicg,, on constate qu'il croit avec la corrélation. On est alors
tenté de dire que pluX; et X, sont corrélées (positivement), plus leur interaction esponsable d'une
part importante de la variance &g Or il n’en est rien puisqu’il n'y a pas d’interaction au sein modéle,
ces deux variables étant séparées additivement. |l s'al@re dangereux d'interpréter séparément les in-
dicessSy, Sa, S12 et S7,. Un autre raisonnement menant a la méme conclusion est dedéosr la partie

du modele[(3.2) constituée par la sommeXeet X5. Comme ces deux variables sont corrélées, il existe
une infinité de fagon d’écrire leur sommg + Xs, c’est-a-dire une infinité de coupléd/’;, Ws) tels que
X1+ Xo = Wi + Wa, d'ol une infinité de valeurs pour les indicés, Sz, Si2 et S7,. Il nest donc pas
possible de donner un sens a la sensibilité du modéle a kbla; seule, ou a la variabl&, seule.

Ainsi, en quantifiant la sensibilité & une variable par uralyse de sensibilité classique, on prend aussi en
compte, au moins partiellement, la sensibilité aux auteembles avec lesquelles elle est dépendante. |l est
impossible d'isoler la part de variance due uniquement aanable puisqu’il y a naturellement une partie
de la variance qui est due a la dépendance avec ces autralslesriNous proposons donc d’exprimer la
sensibilité pour des groupes de variables dépendante$ntedduire ainsi des indices de sensibilité multi-
dimensionnels.

Comme nous l'a fait remarquer Saltelli, la possibilité diegker des indices de sensibilité sur des groupes
de variables est connue (cf. travaux de Sobol [60]). L'oidjié de notre travail consiste en l'utilisation de
cette sensibilité «par groupe» pour I'analyse de sengilik modéles a entrées non indépendantes.

3.1.4. Indices de sensibilité multidimensionnels

Soit le modéle :
Y:f(Xl,...,Xp),

ou on suppose qu'il y a des groupes de variables corréléss/dr@mbles d’'un méme groupe sont corrélées,
mais les variables de groupes différents sont indépensla@tes groupes sont réduits a une unigue variable
si cette derniére est indépendante de toutes les autreblesyi

Pour une représentation plus aisée, nous choisissonsrd'é&ewvecteur des variables d’entrée de la facon
suivante :

(Xl PR XI ,XI+17"‘aXI+k1>XI+k1+1>"‘aXI+k2>"‘aXI-i-k‘L,l-i-lw"aXp)a (33)
X1 X7 XI+1 )?I+2 )2‘1+L

ou lesp variables unidimensionnelles corrélégs, . .., X, sont regroupées eh+ L groupes, formant les
variables multidimensionnelles indépendante$; ; . . . ,X’I+L. Parmi cesl + L groupes, nous supposons
que lesl premiers sont constitués d’'une seule variable.

Nous avons mis en évidence précédemment la difficulté diegorla sensibilité du modele a chacune des
variablesXy, ..., X,, lorsqu’elles sont corrélées. Intéressons nous alors eénksilslité du modele aux va-
riables indépendanteX, ..., X/, ..

Par généralisation des indices de sensibilité basés sactamposition de la variance dans le cas unidimen-
sionnel, nous introduisons les indices de sensibilité idimiensionnels de premier ordre.
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Définition 3.1.1. La sensibilité de la réponsg du modéle a la variable’fj est quantifiée par l'indice de
sensibilité multidimensionnel de premier ordre & la vat@téfini par :

VEY X)) .
= ———— Y 1,..., 1+ L}. 3.4
Afin de relier cet indice aux indices classiques unidimemsébs, envisageons le casﬁ'g est de dimension
1 et de dimension supérieure.
Si X estde dimension 1, c'est-a-dije= {1, ..., I}, l'indice de sensibilit¢é multidimensionnel est stricterhe
égal a I'indice classique unidimensionnel :

VEYIX) _ VEYIX)

ITTVY) V()

Si X'j est de dimension plus grande quejlq {I + 1,...,I + L}), par exemplej = I + 2, l'indice de

sensibilité multidimensionnel, Not; , 1, 1. i1x,), €st alors égal a :

P C_VEYIXD  VEY Xk a1, Xigks))
J {i+k1+1,...i+k2} V() V(Y) :

Comme dans le cas classique, il est possible de définir uragésition de la variance du modeéle, en
fonction des groupes de variables corrélées. Cette déitigpopermet de définir les différents indices de
sensibilité multidimensionnels.

La Proposition 3.1.2 est la version multidimensionnelldaderoposition 1.1.1.

Proposition 3.1.2. Décomposition multidimensionnelle de la variance

Soit la fonctionY” = f(X’l, - ,)?HL) ou )?j, pour toutl < j < I + L, sontl + L variables aléatoires
multidimensionnelles indépendantes. Alors la décomipasite (Y') = V est :

I+L
V= Z Vi + Z Vik+ ...+ Vi rsr (3.5)
j=1 1<j<k<I+L
ou
V; = V(E[Y|X]]),
Vie = V(EY|X;, Xi]) -V, = Vi,
Vitw = V(EYIX;, X, X)) = Vie = Vim — Viem — Vi = Vi — Vin,

et ou le dernier terme de la décompositioh. 7,1, S'écrit :

I+L
Virin=VEY[Xy,.. X)) - > Viediaza == > Vie=3_V;
v 1<j1<...<I+L—1<I+L 1<j<k<I+L j=1
Il est défini de sorte a vérifier I'égalité (3.5).
Définition 3.1.2. Ainsi, on peut définir :
les indices de sensibilité (multidimensionnels) de preonigre :
V;  V(E[Y|X;
Sj:—J:M Vi<j<I+1L, (3.6)

|4 V
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les indices de sensibilité d’ordre deux :

V.
Sk = T% Vi<j<k<I+IL,

qui expriment la sensibilité de la variance #fea I'interaction entre les variables muItidimensionneIl§§
et X;.
On définit encore les indices de sensibilité d'ordre trois :

V.-
Sigm = 5+ VI<j<k<I<I+L,

qui expriment la sensibilité de la variance tfeaux variables multidimensionnellééj, X, et X; qui n'est
pas prise en compte dans I'effet des variables seules ehtiagtions deux a deux.
Et ainsi de suite jusqu’a l'ordre.

La notion de sensibilité totale a une variable multidimenselle est aussi introduite.

Définition 3.1.3. La sensibilité totale d& a la variabIeX'j est quantifiée par :

ST]' = Z Sk>

k#j
ou #j représente tous les sous ensemblé de.., I + L} qui incluent;.

Il est important de noter que si les variables d’entrée duéteoglont toutes indépendantes, ces indices de
sensibilité sont égaux aux indices de sensibilité unidsimemels classiques (Définition 1.1.4). Les indices
de sensibilité multidimensionnels sont donc une génatais des indices de sensibilité unidimensionnels.
Les valeurs des indices de sensibilité multidimensions&gerpretent de la méme fagon que celles des
indices de sensibilité unidimensionnels, puisqu’ils gooditifs et que la somme des indices de sensibilité
multidimensionnels a tout ordre est égale a 1, grace a langjgzsition multidimensionnelle de la variance
(Proposition 3.1.2).

Remarque. Revenons a I'exemple du modéle (3.2). Nous considéronsldorariable bidimensionnelle
(X1, X») et la variable X3. La variance d& (V(Y) = 0% + 03 + 03 + 2po102) Se décompose en la part
de variance de premier ordre due au couplé;, X») (02 + o3 + 2po102), et la part de variance due X3
(03). Si on considére les trois variables d’entrée centréesiitéd (1, = 0 eto? = 1 pouri = 1,2, 3), les
indices de sensibilité sont :

2+2 1
= P et Sg=3+2 .
J)

Cette fois il est possible d'interpréter la sensibilité Heau couple(X, X»), qui croit lorsquep croit vers
1, pour étre jusqu’a quatre fois plus grande que la senséii X5, et décroit jusqu’a 0 lorsque décroit
vers -1. Cette définition élimine les risques d’erreur dipirétation que I'on pouvait faire en interprétant
séparémenb, S, et Sqs.

Nous illustrons ces indices de sensibilité multidimensaa sur un exemple théorique.

3.1.5. Un exemple théorique

Considérons le modéle mathématique :

Y =aX1 X9+ bX3Xy + cX5X5, (3.7)
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ou les coefficients, b etc sont réels, et les variables d’entrée sont gaussiennes :

(1. 0 0 0 0 0 ]

01 0 0 0 O

, loo 1 p 0 o0

(X17X27X37X47X57X6) N(072)7 avec X = 0 0 o1 1 0 0
00 0 0 1 p
(00 0 0 pp 1|

Conformément au schéma (B.3), les variablgset X, corrélées sont considérées comme une seule va-
riable bidimensionnell¢X;, X,). L'indice de sensibilité multidimensionnel de premier rerdelatif a cette
variable bidimensionnelle est notg; 4. De méme, l'indiceSs 6y quantifie la sensibilité de la sortie du
modeéleY au couple( X5, Xg).

Ainsi, nous écrivons les six variables d’entrée unidimemselle non indépendantes comme quatre variables
multidimensionnelles indépendantes :

(X1 , X2 7X37X47X57X6 .
NN N
X1 X2 (X3,X4) (X5,X6)

Une analyse de sensibilité compléte de ce modéle consigtledlar les quatre indices de sensibilité mul-
tidimensionnels de premier ordre, les six indices d’ordeax les quatre indices d'ordre trois, et l'indice
d’ordre quatre. Les indices de sensibilité multidimensia totaux sont obtenus en sommant les indices de
I'ordre un & quatre. Dans cet exemple, les indices sont légldarmellement, puisque la forme analytique
de la fonction est connue et simple (voir les détails desutmken annexe A.2.3). Hormis les indices totaux,
les seuls indices de sensibilité non nuls sont :

2

a
S B e e
g b*(1 + pi®)
BT @221+ ) + A1+ )
(1 + py?
Sis) (14 p2%)

a? +02(1 + p12) + (1 + p2?)

Le dénominateur de tous ces indices est la variandé. de valeur du numérateur de I'indice de sensibilité a
I'interaction entreX; et X, Si2, est fonction du coefficient. Les valeurs des numérateurs des autres indices
non nulsSys 4y et Sy 3 sont eux fonction des coefficieni®tc mais aussi des coefficients de corrélatign
etpo. Le tableaul 3.1 illustre ceci en présentant les valeursribsds de sensibilité pour différentes valeurs
des coefficients:, b et ¢ et des coefficients de corrélatign et po. Comme les coefficients de corrélation
sont élevés au carré dans les expressions des indicesjgearrsa pas d'importance sur la valeur de ces
derniers. Nous ne considérons donc que des coefficientsdgatmn positifs.

Il faut avant tout souligner qu’étant donné l'indépendadeeX; et X5, les indices de sensibilité;, Ss, et
S12 sont les indices classiques (ceux pour variables indépees)a ils peuvent étre calculés sans utiliser la
forme multidimensionnelle.

— Dans la situation (i), une analyse de sensibilité clagspprmet donc de calculéf, S, et 519, et de
conclure que la variance dé est due essentiellemernt3() a l'interaction entreX; et Xs.

— Par contre, dans les autres situations, comme ['effet deablesX; et X, est moins important,
nous avons besoin de calculer les indices de sensibilitéidiménsionnels pour montrer que les
couples(X3, X4) et (X5, Xg) ont la méme importance dans la situation (i), et &, X) est le
plus important dans la situation (iii).
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3.1. Indices de sensibilité multidimensionnels

| situation[[a[b|c] p1 [ p2 | Sz | Spay | Siser |

() 3/1|1| 08)|0.8| 0.7329| 0.1336| 0.1336
(i) 1({1]1}0.8]0.8]| 0.2336| 0.3832| 0.3832
(iii) 1{1]3]0.8]0.8| 0.0575| 0.0943| 0.8483
(iv) 1({1]1}08]|0.3]| 0.2881| 0.4397| 0.2922
(V) 1({1]3}0.8]0.3| 0.0803| 0.1317| 0.7880
(vi) 1{1]3}03]0.8]| 0.0593| 0.0647| 0.8760

TAB. 3.1.: Valeur des indices de sensibilité multidimensidsiren fonction des coefficients, b et ¢ du
modele (3.7) et des coefficients de corrélation des entrées.

— Effectivement, dans la situation (ii), les coupless, X4) et (X5, X¢) sont symétriques dans le mo-
déle, et donc ils ont la méme importance. Dans la situatigrigiproduit X; X est multiplié par un
coefficient 3, ce qui entraine une importance prédominammodple( X5, Xg).

— Les situations (iv), (v) et (vi) illustrent la dépendan@ss ihdicesSy; 4y €t.S(5 6, avec les coefficients
de corrélation §1- est aussi fonction de la corrélation, mais ceci est d( aurdévateur (la variance
deY’) qui dépend de la corrélation des entrées). Comme les cufle X,) et (X5, X¢) sont sous
la forme de produit dans le modele, plus la corrélation emhdg (positivement), plus le couple est
important, et donc plus l'indice de sensibilité a une gravaleur.

— Dans la situation (iv) la corrélation du cougl&s, X,) est plus grande que celle (&5, X), et donc
lindice de sensibilitéS;; 4, a une plus grande valeur ques s, -

— Dans la situation (v), le coefficient multiplicatif = 3 a plus d'importance que la différence de
corrélation entré X3, X4) (01 = 0.8) et (X5, Xg) (p2 = 0.3), ce qui confére &5 ¢, une plus grande
valeur qu'aSys 4y-

— Enfin, dans la situation (vi), les coefficientst po contribuent tous les deux a I'importance du couple
(X5, Xe) sur la variance d& .

Cette simple application illustre bien I'utilité des ind&de sensibilité multidimensionnels, par rapport a une
fausse interprétation que I'on aurait pu faire en calculesiindices de sensibilité classiques sur ce modéle
a entrées corrélées. En effet, si on calcule par exemptiidénde sensibilité a la variable unidimensionnelle
X3 (ou X4), on obtient :

252p12
a? +02(1 + p12) + (1 + p2?)
Cet indice étant différent de 0 lorsque la corrélation nfest nulle, on serait tenté de conclure a une sensi-
bilité de la variableX3 seule,.e.de premier ordre, (0X4), alors gu'il n’en est rien : les variables; et X,
n'apparaissent dans le modéle que sous la forme d'un praduit influence n’est pas due a chaque variable
seule, mais aux interactions et a la corrélation eRtrest X .

S3 =84 =

Comme dans le cas unidimensionnel, les indices de setgsitililtidimensionnels ne peuvent pas toujours
étre calculés formellement, notamment lorsque la fonatiormodéle n'est pas explicitement connue, ou
alors trop complexe. En effet, dés que la fonction n’est phésaire, le calcul formel devient vite trés com-
pliqué.

Nous introduisons donc une méthode d’estimation de cesdadi

3.1.6. Estimation numérique des indices de sensibilité mul tidimensionnels

La méthode que nous proposons s’inspire de celle de Sobotemsion 1, qui utilise des estimations
de Monte Carlo.
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3. Analyse de sensibilité et modéles a entrées dépendantes

Soit un N-échantillon de réalisations des variables d’entrée mmﬁansionnelle@ﬁ, e ,XHL) :

Xv) = @t - Tn141) o1 N

L'espérance de la sortie du modéle, '] = f, et sa variance, &) = V, sont estimées par :

N
A 1 . -
fo = N;f(xklw--axk(H—L))v (3.8)
1 N
Vo= N;f%fm,... eren) —fo (3.9)

L'estimation des indices de sensibilité de premier ordré)(8onsiste a estimer la quantité :

V; = V(E[Y|X;]) = EE[Y|X,]*] —E[E[Y|X;]]” = U; — E[Y )%,
Uj

la variance d& étant estimée classiquement par (3.9). A I'image de la naétlie Sobol en dimension 1,

nous utilisons deux échantillons de réalisations des blasad’entrée, que nous noton’%N) etX((f\?), pour
estimer la quantité/; :

N
L1 (1) 1) 1) ) #1)
U; = ~ E f (mkl v L1y T oo P41y -'7xk(I+L))

—(2) —(2) =(1) =(2) =(2)
x f (mkl,.. STy Thi T4 - "7xk(I+L)7> .

Les indices de sensibilité de premier ordre sont alors éstipar :

Pour les indices de sensibilité de second orsisg, ou :
Vil = V(EY X}, X)) = Vj = Vin = Ujm — E[Y]? = Vj = Vi,

nous estimons les quantités,, = E[E[Y|X;, X,,]?] de la méme maniére, en faisant varier toutes les
variables sauf; et X,

_ =(1) =(1) —(1) —(1) —(1) =(1)  =(1) —(1)
m=N E , f <5'3k1> “PG—1) i ’xk(j—i—l)""’xk(m—l)’ka’xk(m—i—l)"“’xk(I-i-L))
k=1
(2 _(2) (1) =(2) ~(2) S(1) =(2) ~(2)
x f <5'3k1> “PG—1) iy ’xk(j—f—l)""’xk(m—l)’ka’xk(m-i-l)’""xk(I-',-L))‘

Lindice S;,, est alors estime par :

~ ~ 9D ~ ~

S,'m: Ujm_fO A_VYj —Vm'
’ v

Et ainsi de suite pour les indices de sensibilité d’ordretsepr.

Les indices de sensibilité totaux peuvent étre estiméstadingent, en appliquant la méme méthode qu’en
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3.1. Indices de sensibilité multidimensionnels

dimension 1 :

o 1 VEVIE)

_ %
3 v(Yy) V-

Pour estimei/..; = E[E[Y|X.,]?] — E[E[Y|X.,]]2 = U., — E[Y]?, on estimel/..; par :
J J J J J

N
gy o1 S o) (1) () (1)
Usj = N ; f (xkl s TGy T s Ty ,xk(”L))
~(1) ~(1) =(2) (1) ~(1)
x f (xkl s Ty Thg s Ty ,xk(I+L),) ,
et donc
. 2
A Uvj — Jfo
STj =1- ]V

3.1.7. Conclusion

L'analyse de sensibilité classique ne permet pas d’exgtida sensibilité d’'un modéle a ses variables
d’entrée si celles-ci ne sont pas indépendantes. Nous gwopale regrouper les variables non indépendantes
et d'exprimer la sensibilité a ces groupes de variablesy@isadéfini une méthode d’estimation de ces
indices de sensibilité multidimensionnels, basée suridagdations de Monte-Carlo.

Nous utilisons cette méthode pour I'analyse de sensilibténodéles a entrées corrélées dans le domaine de
I'ingénierie nucléaire dans la section suivante.
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3. Analyse de sensibilité et modéles a entrées dépendantes

3.2. Applications liées a la dosimétrie neutronique pour de S
irradiations d'acier

L'évaluation de I'évolution des propriétés mécaniquesidiss soumis a irradiation est basée sur des
tests mécaniques dont 'interprétation utilise un indtoatde l'irradiation recue, la fluence neutronique. La
dosimétrie a pour objectif de déterminer cette fluence paigue, définie comme le nombre de réactions
neutronigues qui ont eu lieu au cours de l'irradiation d'ghantillon dans des conditions données (spectre
neutronique, durée de l'irradiation, puissance du cagar.partir de I'étude d’'un ou plusieurs dosimeétres
irradiés dans les mémes conditions. Depuis 1989 un progeadamecherche et de développement vise au
CEA a améliorer la méthode de détermination de cette fluende Eincertitude associée. Ce programme
est important vis-a-vis de I'évaluation de la durée de véédudelle des structures soumises a l'irradiation, et
donc de la disponibilité de l'installation nucléaire.

Des échantillons de métal représentatifs sont alors &sacthnjointement avec des dosimetres par activation
ou fissiles (nous en considérons 5 dans cette étude, nomnés a2, Det3, Det4 et Det5) destinés a
enregistrer l'irradiation regue. Aprés la fin de I'irradéat, les activités des dosimétres sont mesurées par un
laboratoire du Département d’Etudes des Réacteurs du C&Muknce neutronique est ensuite évaluée a
partir de ces mesures d’activités, des spectres neut@sicplculés par un code de calcul, des bibliotheques
de sections efficaces et de I'historique d'irradiation seln processus en quatre étapes : mesures d’activités
d’'un dosimétre, estimation de la fluence neutronique poacwh des dosimeétres, calcul du taux moyen de
réactions en position de référence et estimation de la flueeatronique recgue par le dispositif.

Nous nous intéressons dans un premier temps au modéle dedmlindice épithermique, utilisé au cours
de la deuxiéme étape. Puis, nous réalisons une analysedbiliéensur le logiciel utilisé pour la quatriéme
étape : Stay’SL [42], qui a été développé par I’OFEI\{USA) pour I'ajustement du spectre neutronique de
référence.

3.2.1. Indice Epithermique

Une réaction neutronique entre un isotope et un neutronutaapectre de neutrons peut étre schémati-
sée par I'équation suivante :

T:Nx/oooea(e) n(e) de,

taux de réaction par seconde

=5

nombre d’atomes de l'isotope considgré
section efficace de l'isotopem?),
spectre de densité de neutrdng cm?s).

g

~— —

(.

Cette équation de réaction est généralement utilisée adashe suivante :

T=N X (‘brap‘ﬂ*ap) +¢0 X (Ip+ 00)7

10ak Ridge National Laboratory
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ou:
o0
Grap = / e n(e) de : flux de neutrons «rapide» (énergie supérieure a 1MeV)
1
. e o(e) n(e) de : : . o o o
Orap = yTes : section efficace effective «rapidek, étant un certain niveau d’énergie fixé
[ en(e) de
o : flux thermique conventionnéh /cm?s)(flux de neutrons ramené a une énergie de
Ey = 0.0253eV correspondant a une vitesseldg= 2200m /s, vitesse la plus probable
dans le spectre maxwellien a 20;C)
I : intégrale de résonance
p = OUepi : indice épithermique, ol ¢r,; est le flux épithermique (intégrale du spectre, au
0
dessus de la coupure du cadmium) par unité de léthéngien’s),
oo : section efficace thermiquem?).

Pour calculer I'indice épithermique, nous utilisons un leddécrit ci-dessous), qui comporte quatre va-

riables d’entrée aléatoires. L'indice épithermique issucéd calcul est donc une variable aléatoire, et chaque
calcul de cet indice est une réalisation de cette variabbbjéctif de cette analyse de sensibilité est d’amé-

liorer la connaissance de cet indice, via la déterminatem\driables d’entrée qui contribuent le plus a sa

variance. Cette étude pourra servir a choisir des actiomsrgduire I'incertitude sur cet indice épithermique.

3.2.1.1. Le modéle

Un des modeles de calcul de I'indice épithermique utiliselp&EA possede quatre variables d’entrée
aléatoires supposées gaussiennes, dont deux sont cerrélée
Les variables d’entrée sont donc supposées :

intégrale de résonance du Co59 (Cobalt 59) X; ~ N (72,7.2),
facteur Fcd : X2 ~ N (log(1.01989),0.0147051?),
activité du dosimetre Co59 "nu": N (4.703 x 107,11477322),
activité du dosimétre Co59 sous Cadmium X4 N(2.522 x 107, 6153682),

avec PX3X, = 0.85.

Les écarts-types des variables d’entrée sont en réalitdusocomme un pourcentage d’incertitude par rap-
port a leur espérance :

variable X1 X5 X3 X4
incertitude || 10% | 1.44% | 2.44% | 2.44%

L'indice épithermiquey’, est alors calculé a partir des variables d’entrée par :

(1.008843 — 0.02114316.X; + 9.858080.107° X% + 1.931988.1078 X, ) exp (X5)

M (3.10)
(1 — exp (X2)54)(—0.00575077 + 3.73935.10~5 X3)

Y =

Une analyse d'incertitude permet d’obtenir une estimagp@anMonte Carlo de I'espérance et de la variance
de l'indice épithermique défini par ce modéle (3.10). Le nmrde simulations de Monte Carlo utilisé est
de 10000. Nous répétons 30 fois cette estimation pour ohieriidée de la variabilité des estimations. Le
choix de 10000 simulations de Monte Carlo suffit a obtenir var@bilité fine des estimations des premiers
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moments de l'indice épithermique :

E[Y] = 0.6303 (0.0008),
V(Y) = 0.0050 (0.0001),
6y = 0.0707 (0.0007),

ou figure entre parenthése I'écart-type (absolu) des 3dastins.

Nous présentons maintenant une analyse de sensibilité dalen(8.10), qui permet de déterminer quelles
sont les variables d’entrée qui contribuent le plus a laavene de l'indice épithermique.

3.2.1.2. Analyse de sensibilité sur le modeéle de calcul de '  indice épithermique

Les variables d’entrée n'étant pas indépendantes, ondgraspour cette analysg€;, X5 et la variable
bidimensionnellg X3, X4).
Nous réalisons dans un premier temps une étude sur le noratgiendlations de Monte Carlo nécessaires
a une estimation des indices de sensibilité que I'on jugereecte. Puis nous présentons les résultats de
I'analyse de sensibilité, que I'on utilise ensuite pour honér la connaissance de l'indice épithermique,
c’est-a-dire pour diminuer sa variance.

Etude du nombre de simulations de Monte Carlo nécessaires

Le nombre de simulations nécessaires aux estimations diessnde sensibilité est propre a chaque modéle
et a la précision désirée, sachant qu’en régle générale |@lmodele sera complexe (hombre de variables
d’entrée et forme du modéle) plus ce nombre devra étre impbiiléanmoins, il arrive souvent en pratique,
pour les modéles a temps de calcul important, que ce choixothbre de simulations de Monte Carlo a
effectuer soit dicté par les moyens dont on dispose (temashimes...).

La précision des estimations des indices de sensibilitépgomettre de distinguer une hiérarchie au sein des
variables d’entrée en fonction de leur importance sur laaxae de la sortie. Une incertitude @&’ pour

des indices de sensibilité assez grands sera acceptabtemenet néanmoins cette distinction.

L'analyse de sensibilité du modele (3.10) étant peu coétemstemps de calcul, nous pouvons nous per-
mettre de réaliser 100 fois I'analyse (calculs des indjcesiir différentes tailles d’échantillon de Monte
Carlo, variant de 5000 a 80000, afin de déterminer la taikézadte.

Le tableaul 3.2 présente les moyenne3 ¢t écarts-typess() des 100 évaluations d’indices. Les écarts-types
permettent de définir un pourcentage d’incertitude surlleuwastimée. Les valeurs estimées sont arrondies
a zéro ¢ 0) lorsqu’elles sont proches deet que leur écart-type est plus grand que leur moyenne.

Une taille d’échantillon de 5000 permet d’obtenir une boesgmation de 'indices; (incertitude inférieure
a10%). Néanmoins, cette taille n’est pas suffisante, puisquertanse des indices de premier ordre est alors
de 0.838, il reste donc plus dé6% de la variance de l'indice épithermique a expliquer. Poarifglices
totaux, I'estimation est moins bonne que p&ur puisque I'on obtien20% d’incertitude sur les indices a
grande valeur, et plus d®% d’'incertitude sur les petits indices inférieur$.a.

Une taille d’échantillon de 40000 permet de faire appardtiutes les parts de variance de I'indice épither-
mique (51, S2, S(34}), puisque la somme des indices de sensibilité est alorsmeaségale a 1. Comme
seuls les indices de premier ordre sont non nuls et que leamsoest égale a 1, il est alors possible d’en
déduire que les interactions n’ont aucun effet. L'analyseehsibilité peut donc se ramener a la seule esti-
mation des indices de premier ordre. Nous continueronsmeéas a estimer tous les indices, n’ayant aucun
probléme de temps de calcul.

Finalement, une taille de 80000 permet d’obtenir tous ld&és de premier ordre et totaux avec une pre-
cision acceptable (suffisante pour hiérarchiser les viesatfentrée). Cette taille peut paraitre importante,
mais cela est en partie due a la variance‘dgui est trés proche de zére (0.005). Les imprécisions nu-
mériques sont alors accrues lors des estimations d'ingicesju’elles nécessitent une division par cette
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‘ N H 5000 H 10000 H 20000 H 40000 H 80000 ‘
[indice [ m | o [ m [ o [ m [ o [ m [ o | m][ oo |
S1 0.838| 0.073|| 0.848| 0.059| 0.844| 0.038| 0.848| 0.023| 0.846| 0.017
So ~( ~0 0.084| 0.084 || 0.090| 0.056| 0.084 | 0.039
S(3.4y ~( ~( ~0 0.074| 0.059 || 0.070| 0.059
S12 ~ () ~ () ~( ~ () ~(
S1{3,4} ~ 0 ~ 0 ~0 ~ 0 ~0
So(3,4} ~ 0 ~ (0 ~ 0 ~ 0 ~ 0
Siogzay | =0 ~0 ~0 ~ 0 ~0
St 0.857| 0.169| 0.843| 0.111| 0.844| 0.081| 0.842| 0.054| 0.847| 0.038
St, 0.088| 0.048| 0.084| 0.041| 0.083| 0.032| 0.084| 0.020| 0.084| 0.015
Stys4, || 0.073] 0.050 | 0.069| 0.036| 0.073| 0.022 | 0.069| 0.018 || 0.070| 0.011

TaB. 3.2.: Evolution des indices de sensibilité du modéle deutale I'indice épithermique en fonction du
nombreN de simulation de Monte Carlo utilisée

variance.

Remarque. Pour une taille d’échantillon de Monte Carlo d€, le nombre réel de simulations des variables
d’entrée nécessaires a une analyse de sensibilité/éspuisque I'estimation des indices nécessite deux jeux
de simulations du modeéle. Le nombre d’appels a la fonctiomddéle pour estimét indices de sensibilité
estN x (k+1). Pour un modéle a variables d’entrée, I'estimation de tous ses indices dsibéité demande
donc N x (2P) appels a sa fonction, ce qui représenteddi appels a la fonction (3.10). L'estimation des
indices de premier ordre et totaux ne demande &ue (6 + 1) = 7N appels a la fonction.

Comme le modéle (3.10) ne pose aucun probléme de temps de, gadas choisissons pour toutes les
analyses de sensibilité suivantes une taille d'échantile 100000. Chaque estimation sera répétée 30 fois,
afin de vérifier leur précision. Ce protocole demande un tesepsalcul d’environ 13 secondes pour une
programmation Matlab sur un ordinateur Pentium IV a 3GHz.

Analyse de sensibilité de référence

L'analyse de sensibilité du modéle (3.10) donne les indieesensibilité présentés Table 3.3 et figure 3.3
(les barres d’erreur sont étendues a plus ou moins dewségpds). Les indices d’interaction ne figurent
pas dans cette table, car leur valeur estimée est nulle.

S Sy | Spa || St | S | St
moyenne || 0.846| 0.083| 0.071 | 0.848| 0.083| 0.071
écart-type|| 0.018| 0.038| 0.046 || 0.040| 0.013| 0.014

TAB. 3.3.: Indices de sensibilité du modéle de calcul de I'iadipithermique

Une remarque intéressante, qui sera confirmée et que noe®plgerons avec I'application suivante sur le
code Stay’SL, est que I'estimation des indices de senshdiaux est moins bonne (variabilité plus grande)
que celle des indices de premier ordre, lorsque les indicegare grande valeur, et meilleure lorsqu’ils ont
une petite valeur.

L'intégrale de résonance du Co5%) est de loin la variable la plus influente sur la variance dwlice
épithermique. En effet, la part de variance de ce dernieradkig est de prés d&5% de la variance totale.
Les autres variables ont alors un effet bien moins impartant
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09
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X1 X2 (X3,X4)

FiG. 3.3. : Indices de sensibilité de premier ordsg €t totaux () du modele de calcul de l'indice épither-
mique.

Si I'on veut mieux connaitre la valeur de I'indice épithequne, c’est-a-dire réduire la variance issue de son
calcul, il est nécessaire d’essayer de réduire l'inceftitaur Xy, qui est actuellement de0% (écart-type
égal al0% de la valeur moyenne). Une amélioration de la déterminatiofacteur Fcd ou des activités des
dosimetres du Cobalt ne permettrait de réduire la valeua @arance suf” que d’au plusl0%.

lllustration de I'impact d’'une réduction de l'incertitude sur les variables d’entrée

Nous supposons pouvoir réduire I'incertitude sur I'inedgrde résonance du Co53%, puis al%.

Sans toucher aux autres variables, et en réduisant I'inabatsurX; a5% (réduction de moitié), on obtient
une variance et un écart-type tede :

V(Y)=00018, 6y =0.0423,  E[Y]=0.6252,

d’oul une réduction de I'écart-type, et donc de l'incertéuglr I'indice épithermique dé1% (I'écart-type
initial étant0.0707). L'impact sur I'espérance dg est alors une légére diminution, ce qui s’explique par la
présence du term&;2 dans le modeéle (3.10) (I'espéranceXer’est donc pas fonction que de I'espérance
de X1, mais aussi de sa variance). L'analyse de sensibilité disre@sultats suivants :

S1 Sa 5{3,4} Sty S, ST{3,4}
moyenne || 0.578| 0.238| 0.182 | 0.579| 0.240| 0.183
écart-type|| 0.043| 0.061| 0.055 || 0.041| 0.028| 0.028

La variable la plus importante est toujours I'intégrale éiganance du Co59, c’est encore sur elle gu'il fau-
drait porter les efforts pour encore diminuer l'incertiusur I'indice épithermique.

En réduisant l'incertitude sur l'intégrale de résonancE/@ on obtient une variance et un écart-type de
Y, ainsi qu’'une moyenne de :

V(Y)=0.0008, 6y =0.0282,  E[Y]=0.6237,

d’ou une diminution de50% par rapport a I'écart-type d'origine. L'espérance Ydalécroit encore légere-
ment. Les indices de sensibilité alors obtenus sont :

S1 Sy | Spay | St | St | St
moyenne || 0.038| 0.507| 0.425| 0.052| 0.522| 0.441
écart-type|| 0.099| 0.062| 0.077 || 0.026 | 0.075| 0.054
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La variable X n'a cette fois quasiment plus d’'influence sur la varianc& d@outefois, on remarque que
la somme des indices de sensibilité est plus petite que 1yiet@gte encore prés de 34& de la variance

de I'indice épithermique a expliquer. Cela peut étre d0 @ox imprécisions d’estimation, soit alors a I'ap-
parition de l'influence d’une interaction entre certainasiables. Une nouvelle analyse de sensibilité, avec
cette fois des échantillons de Monte Carlo de taille 1 nrillioous montre que cela est d aux imprécisions
numériques, puisque I'on obtient cette fois une somme diéisda de premier ordre quasiment égale a 1.
Les estimations, répétées 30 fois, sont les suivantes :

S1 Sy | Spay | St | S | St

moyenne || 0.053| 0.520| 0.433 || 0.052| 0.514| 0.432
écart-type|| 0.033| 0.019| 0.026 || 0.008| 0.024 | 0.018

Le temps de calcul associé a cette nouvelle taille d’écl@amtiie 1 million est 2 minutes et 20 secondes
(Matlab, Pentium IV, 3GHz).

Si on veut continuer a diminuer la variancedeil faut maintenant porter les efforts sk et (X3, X4). Et
ainsi de suite.

Afin de comparer aux réductions obtenues en travaillant§uron estime la variance que I'on aurait ob-
tenue en divisant par 10 l'incertitude sur toutes les auteembles X», X3 et X,), c’est-a-dire pour les
incertitudes suivantes :

variable X X X3 Xu
incertitude | 10% | 0.144% | 0.244% | 0.244%

On obtient alors :
V(Y') = 0.0042, oy = 0.0648, E[Y] = 0.6292,

soit une diminution d&% de I'écart-type de l'indice épithermique. L'espéranceYdest légerement plus
faible que I'espérance d’origine, mais cette différenasnpas statistiquement significative, compte-tenu de
l'incertitude d'estimation de I'espérance d’origine.

Quant aux indices de sensibilité, on obtient logiquentant: Sy, ~ 1.

En divisant par deux I'incertitude sur I'intégrale de réaoce du Co59, on diminue l'incertitude sur 'indice
épithermique de1%, alors qu’en divisant par dix I'incertitude sur les troigras variables, on n’obtient une
réduction de seulemet’c. Ceci illustre I'intérét de travailler sur les variables lglus importantes (d’'un
point de vue variance).

3.2.1.3. Conclusion de I'étude

Cette analyse de sensibilité montre clairement que lahlarigui contribue le plus a l'incertitude sur
I'indice épithermique, est l'intégrale de résonance du%®dne diminution de moitié de son incertitude
(écart-type) entraine une diminution de pres4dé; de celle sur l'indice épithermique. Si l'incertitude
sur l'intégrale de résonance du Co59 est irréductible (snjtilité de faire de nouvelles mesures...), il est
toujours possible de diminuer celles sur les autres vasafan priorité sur le facteur Fcd), mais le gain sera
beaucoup moins important.

Une autre conclusion intéressante concerne la valeurmtdidé épithermique calculé. On remarque gu’en
diminuant sa variance, sa valeur a aussi tendance a dédégjgrement. Une trop grande incertitude sur cet
indice a donc tendance a surestimer sa valeur.

Si cette étude de sensibilité avait été menée avec une ardgdysensibilité classique, les résultats obtenus
auraient été semblables. Cela aurait été une coincidercaudiait que la variable la plus importantg est
indépendante des autres. Si le poids des variables car@léi été plus important, 'analyse classique aurait
pd conduire a de fausses conclusions, comme cela a étééilpest les applications théoriques de la section
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précédente. Nous présentons une autre étude de sensihitittnodéle plus complexe, ou les variables les
plus importantes sont corrélées.

3.2.2. Code Stay’SL

L'application que nous présentons sur le code Stay’SL pededester et prouver I'applicabilité du
calcul des indices multidimensionnels sur un probléme césiplexe (185 variables d’entrée, structure de
corrélation au sein de ces entrées...).

3.2.2.1. Le modéle

Le code Stay’SL a pour objectif d’estimer un spectre de wauit’'est-a-dire le nombre de neutrons par
groupe d’énergie, a partir des éléments suivants :
— les taux de réactions mesurés, c’est-a-dire le nombreagéagas nucléaires par seconde, pour chaque
détecteur,
— le spectre de référence lié au réacteur nucléaire,
— les sections efficaces pour chaque combinaison de réattagroupe d'énergie, issue de librairies
internationales de données nucléaires.
Pour cette étude, les taux de réactions mesurés et le spbatigine ont été normalisés, par soucis de
confidentialité. Les librairies de sections efficaces sordamaine publique.
Le processus d’'ajustement du spectre de neutron reposaeunnéthode de type moindres carrés, opérant la
minimisation de la norme de la différence entre les donn&sagrées et leur contrepartie ajustée (dont seul
le spectre est effectivement calculé par Stay’SL). La nuhtiajustement est décrite dans [42].

Les variables d’entrée
Le code Stay’'SL comporte 185 variables d’entrée, suppaides cette étude toutes gaussiennes, que nous
nommonsX; a Xigs :

- X1, ..., X150 : 150 sections efficaces (pour chaque combinaison des 5 éwsarfissiles (Detl, Det2,
Det3, Det4 et Detb) et des 30 groupes d'énergie). Elles saméks sous la forme d’une matrice de
valeur moyenne et d’'une matrice de variance. La matrice dange est une matrices0 x 150 par
bloc de30 x 30.

- X151, ..., X180 : flux de neutrons pour chacun des 30 groupes d’énergie. besdht donnés par une
matrice de valeur moyenne et une matrice de variance absodsedonnées sont normalisées.

— Xig81,..., X185 : les 5 taux de réactions mesuréspies1, Thet2, TDet3s TDetd, Thets.- ON dispose de
leur valeur moyenne ainsi que des corrélations enteg; et peso, aiNSi qu’entrerpers €t Tpers. CES
données sont normalisées.

La figure 3.4 représente les matrices de variance des \esidt#ntrée.

sections efficaces flux taux

FiG. 3.4. : Matrices de variance pour les sections efficaceflue®t les taux mesurés.
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Les variables de sortie
Le code Stay’'SL calcule 21 variables de sortie :
- Y1, ..., Y5 : taux de réactions ajustés de Detl, Det2, Det3, Det4, Det5,
..., Y10 : flux de neutrons ajustés pour Detl, Det2, Det3, Det4, Det5,
: somme des flux de neutrons pondérés qui ont une énergideungéa 1 MeV,
: somme des flux de neutrons pondérés qui ont une énergigesungéa 0.1 MeV,
- x2 issu de I'ajustement,
: flux de neutrons qui ont une énergie supérieure a 1 MeV,
: flux de neutrons qui ont une énergie supérieure a 0.1 MeV,
: rapport des deux flux de neutrons précédents €t Yi5),

- Yi7,..., Y5 : sections efficaces ajustées pour les dosimeétres Detl, Det2, Det4, Det5.
Parmi ces variables de sortie, nous nous intéressons a’eetredelles Y71, Y19, Y14, Y16 puisY; aYs.
La version du code Stay’SL utilisée est programmée en Ma#laprend un temps de calcul inférieur a la
seconde.

3.2.2.2. Analyse d'incertitude

Une analyse d’incertitude préliminaire nous permet destil’espérance et la variance des différentes
variables de sortie de Stay’'SL. Ces estimations sont fpaedlonte Carlo, en utilisant des échantillons de
simulations du modéle de taille 10000. Nous réalisons 2§ des estimations, et présentons la moyenne
ainsi que I'écart-type de ces 20 estimations dans le taldehu
Lataille de 10000 suffit pour estimer les moments des vaeisadie sortie avec assez de précision (écart-type

espérance variance
m g m g

Y: | 1.091 x 1071 | 1.202 x 107% | 1.090 x 10~* | 1.805 x 1076
Yo | 1.32x1072 [ 3.219 x 1076 | 1.695 x 10~ | 2.120 x 10~
Y3 | 2.097 x 1073 | 8.331 x 1077 | 5.245 x 1079 | 7.757 x 10~
Y, | 3.087 x 1073 | 1.654 x 1076 | 3.869 x 1078 | 5.183 x 10710
Ys | 1.861 x 107° | 1.186 x 1078 < 10712 <1074

Y1 | 4.012 x 1072 | 1.737 x 1072 | 2.977 x 1076 | 4.590 x 1078
Yo | 1.379 x 107! | 6.542 x 107> | 3.340 x 107° | 5.425 x 1077
Yis | 4110 x 1071 | 8.091 x 1076 | 9.374 x 1077 | 1.220 x 1078
Yis | 1.413 x 1071 | 3.212 x 1072 | 9.426 x 1076 | 1.262 x 1078
Yis 3.438 5.210 x 107% | 3.219 x 1073 | 5.522 x 107

TAB. 3.4.: Analyse d’incertitude des différentes variablesaigie du code Stay’SL.

de l'ordre del0~2 a10~2 fois la moyenne).

3.2.2.3. Analyse de sensibilité

Comme les variables d’entrée ne sont pas indépendantesyéalisons une analyse de sensibilité mul-
tidimensionnelle. Nous regroupons les 185 variables tBenton indépendantes en 9 groupes de variables
indépendantes :

- X, = (X1,...,X30) : sections efficaces sur 30 groupes d’énergie pour le dosrbétl,
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- X2 = (X31,..., Xg0) : sections efficaces sur 30 groupes d’énergie pour le dosrét2,
- X3 = (Xe¢1, ..., Xg0) : sections efficaces sur 30 groupes d’énergie pour le dosrt3,
- X4 = (Xo1,..., X120) : sections efficaces sur 30 groupes d’énergie pour le dosrt4,

- X6 = (X151, ..., X180) : flux de neutrons pour chacun des 30 groupes d’énergie,
X181,X182) : taux de réaCtionSTbeﬂ,TDetQ),
X183, X184) : taux de réactionsriess, Tpeta),

— Xg = (X1g5) : taux de réactionsrpess).
Une analyse de sensibilité est réalisée pour chacune deblearde sortie qui nous intéressenf i, Y7o,
Y14, Y16, puisY; aYs. Comme le nombre de variables d’entrée est important, lla tiés échantillons de
Monte Carlo utilisés doit aussi étre relativement impaegnous la choisirons de 100000), ce qui pose alors
des problemes de temps de calcul. Nous nous restreindroce@u des indices de sensibilité de premier
ordre et totaux. Le nombre d’appels au code Stay’SL seraymianalyse égalf9 x 10 (100000 fois le
nombre d’'indices estimés plus un). Une telle analyse demandron 12 heures de calcul, sur un ordinateur
Pentium IV a 3GHz.

(
(
(
- X5 (X121, ..., X150) : sections efficaces sur 30 groupes d’énergie pour le dosrbts,
(
= (
= (

Précisons que I'on ne s'intéresse pas a la valeur exactendiegs de sensibilité mais a leur ordre de gran-
deur, I'objectif étant de déterminer une hiérarchie au degwariables d’entrée en fonction de leur influence
sur la variance de la sortie. Ainsi, nous verrons avec lemigres applications que la taille d’échantillon
choisie de 100000 est suffisante.

Analyse de sensibilité de la somme des flux de neutrons pondér €s qui ont une énergie su-
périeure a 1 MeV (Yq1) eta 0.1 MeV (Y72)

Afin d’obtenir une idée de la précision des estimations ddis@s de sensibilité, nous réalisons les premieres
analyses de sensibilité sbii; et Y1, respectivement 7 et 4 fois. Les figures 3.5 et 3.6 et les Tabest

3.6 présentent les résultats de ces analyses, avec, paurechariable multidimensionnelle, les moyennes
des indices de sensibilité de premier ordre et totaux sur keis4 calculs. Les barres d’erreur des figures
représentent I'étendue entre I'estimation minimale etimale sur les 7 (respectivement 4) répétitions.

sections efficaces du dosimeétre flux taux de réactions
Detl Det2 Det3 Det4 Det5 (TDetl ,TDetQ) (TDetBnTDeM) TDet5
indiceS; | 0.501| 0.039| 0.066| 0.182| 0.029| 0.112 0.192 0.069 0.026
indice S, | 0.514| 0.007| 0.015] 0.154| 0.006 | 0.109 0.159 0.052 0.001

TAB. 3.5.: Indices de sensibilité de premier ordre et totaux p@eortieY7; du code Stay’SL.

sections efficaces du dosimeétre flux taux de réactions
Detl Det2 Det3 Det4 Det5 (TDetl 1TDet2) (TDet3yTDet4) TDet5
indiceS; | 0.522| 0.035| 0.044| 0.219| 0.041| 0.126 0.190 0.060 0.034
indiceS7, | 0.490| ~0 | 0.011] 0.184| 0.007| 0.091 0.156 0.026 ~0

TAB. 3.6.: Indices de sensibilité de premier ordre et totaux peeortieY;, du code Stay’SL.

Ces résultats montrent que la variable de sdftieest sensible aux mémes variables d’entréelqueet ce
dans les mémes proportions. La variable qui contribue aus gtande part de la variance des sorligs

et Yo, est la variableX, les sections efficaces du dosimétre Detl. La variance deectisns efficaces est
responsable de prés de la moitié de la variance totale. tentes deuxiemes variables les plus importantes
sontX, et X7 (sections efficaces du dosimétre Det4 et taux de réactiobetieet de Det?2), avec des parts
de la variance totale d’un peu moins 2i&%. Enfin vient la variableX (flux de neutrons), qui contribue a
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FiG. 3.6. : Indices de sensibilité de premier ordsgdt totaux () pour la sortieY;, du code Stay’SL.

un peu moins deé0% de la variance totale, et la variahy (taux de réactions de Det3 et de Det4), qui a
une importance Iégerement non nulle.

La premiére constatation importante a faire, et qui sere aur toutes les autres variables de sortie, est
gue les indices totaux sont équivalents d’un point de vuewastimée, compte-tenu des incertitudes d’es-
timation, aux indices de premier ordre. Cela signifie quarnsactions n’ont qu’une trés faible influence
sur la variance des différentes sorties étudiéesficiet Y12).

La seconde concerne la qualité d’estimation des indicesndsislité de premier ordre et totaux. Les es-
timations des indices totaux sont meilleures (variabjbiigs fine) que celles des indices de premier ordre,
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lorsque les indices estimés ont une petite valeur. Pareolairsque les indices a estimer ont une valeur
importante, ce sont les indices de premier ordre qui somhleax estimés. Ce comportement avait déja été
remarqué de facon encore plus flagrante sur I'applicatiocemant I'indice épithermique.

Expliquons le en considérant et Sy, ainsi queS, et .St,. Les indicesS; et Sy, ont des valeurs estimées
proches (enviror).5), mais la variabilité des estimations est plus importarter (5, que poursS;. Les
indicesS, et St,, qui ont une plus petite valeur (envir@r2), ont un comportement inverse, puisque c’est la
variabilité de I'indice de premier ordre qui cette fois elstspmportante que celle de I'indice total.
L'estimation deSt, nécessite I'estimation de la variance de I'espérance derte silu modéle condition-
nellement a toutes les variables sauf la variable autrement dit I'estimation de la variance d’une fonction
de X;. L'estimation deS; nécessite guant a elle I'estimation de la variance de lrespé de la sortie du
modeéle conditionnellement a la variablg, c’est-a-dire I'estimation de la variance d’une fonctices da-
riablesXs, . .., Xo. De méme pour les indices relatifs¥.

La variabilité issue de I'estimation de la variance d’unection d’une variable qui contribue beaucoup a la
variance totale X;), s'avére plus grande que la variabilité issue de I'esfionatle la variance d'une fonc-
tion de plusieurs variables qui contribuent peu a la vagantale QZ'Q, o ,)59). C’est la raison qui rend la
variabilité deSt, plus grande que celle dg. En revanche, la variabilité issue de I'estimation de |gavare
d’une fonction d’'une variable qui contribue peu a la varatctale QZ'4) est plus fine que celle issue de
I'estimation de la variance d’'une fonction de plusieursatdes (X1, ..., X3, X5, ..., Xo) dont une &)
contribue beaucoup a la variance totale. C’est pourqucad@bilité deSy, est plus petite que celle dg.

Sur ces premiéres applications, I'incertitude absoluelesiestimations des indices de sensibilité, est de
'ordre de 0.1 & 0.2. Nous supposons que les analyses déifihsies autres variables de sortie sont su-
jettes a une incertitude équivalente. Il sera importamns, de I'interprétation des résultats, de tenir compte de
cette incertitude. De plus, les imprécisions numériquesttthation engendrent parfois des indices estimés
|égérement négatif ou [égérement plus grand que 1. Nousdissmns alors ces valeurs respectivement a 0
etal.

Toutes les analyses réalisées sur les autres variablestaewitisent des échantillons de Monte Carlo de
taille 1200000.

Analyse de sensibilité du flux de neutrons qui ont une énergie supérieure a 1 MeV ( Y14)
Le tableau 3.7 présente les valeurs des indices de setésibiis indices ayant les plus grandes valeurs sont
en caracteres gras.

sections efficaces du dosimeétre flux taux de réactions
Detl Det2 Det3 Det4 Det5 (TDetl 1TDet2) (TDet3yTDet4) TDet5
indice S; | 0.080| 0.092| 0.094| 0.080| 0.070| 0.771 0.237 0.105 0.085
indice Sz, | 0.003| 0.013| 0.016| 0.003| ~0 | 0.694 0.161 0.028 0.009

TAB. 3.7.: Indices de sensibilité de premier ordre et totaux fesortieY;4 du code Stay'SL.

La variance de la variabl&y4 (flux de neutrons qui ont une énergie supérieure a 1 MeV), @stnda-
joritairement au flux de neutrons, ce qui est somme toutajlegilLe reste de la variance dg, est da
essentiellement aux taux de réactions de Detl et de Det2.
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MeV et du flux de neutrons qui ont une énergie supérieure 2 0.1 M
Les résultats sont présentés dans la Table 3.8.

ne énergie supérieure a 1
eV (Y1)

sections efficaces du dosimeétre flux taux de réactions
Detl Det2 Det3 Det4 Det5 (TDetl ,TDetQ) (TDetBnTDeM) TDet5
indiceS; | 0.074| 0.048| 0.053| 0.077| 0.067 | 0.986 0.157 0.061 0.076
indiceS, | 0.001| ~0 | 0.010| 0.006| 0.002| ~1 0.081 ~ 0 0.004

TAB. 3.8.: Indices de sensibilité de premier ordre et totaux fesortieY;4 du code Stay'SL.

La variance dévjg n'est due qu'a une variable, qui représente le flux de nesitro qui ici encore est
cohérent, puisque la variablgg est le rapport du flux de neutrons qui ont une énergie supérie@ MeV
(Y14) et du flux de ceux qui ont une énergie supérieure a 0.1 M@&Y)(Les sections efficaces et les taux
de réactions n’ont pas d'influence sur la variance du rapgestflux. Par rapport a I'analyse #g,, les flux

de neutrons ont ici encore plus d’'importance, et les tau¥detions de Detl et de Det2 n’en ont quasiment
plus. Ceci semble indiquer qué; est aussi trés sensible aux flux de neutrons. En effet, urlgsende
sensibilité dev;; donne des résultats semblables a cellesdéTable 3.9), avec une importance encore un
peu plus forte du flux de neutrons.

sections efficaces du dosimeétre flux taux de réactions
Detl Det2 Det3 Det4 Det5 (TDetl 1TDet2) (TDet3yTDet4) TDet5
indiceS; | 0.080| 0.092| 0.094| 0.080| 0.070| 0.823 0.156 0.105 0.085
indice Sz, | 0.003| 0.013| 0.016| 0.003| ~0 | 0.722 0.141 0.028 0.009

TAB. 3.9.: Indices de sensibilité de premier ordre et totaux p@eortieY;5 du code Stay’SL.

Analyse de sensibilité des taux de réactions ajustés de Detl

Les résultats sont présentés dans la Table 3.10.

, Det2, Det3, Det4, Detb

sections efficaces du dosimetre flux taux de réactions

Sortio ENU€S| het1  Det2  Det3 Detd  Dety (rpectyTpetz)  (TpetsiTpers)  ThDets

taux ajusté 0.945| ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0
Detl ~1 ~0 0.005 | 0.004 | 0.004 | 0.038 0.004 ~0 0.001
taux ajusté 0.056 | 0.459 | 0.067 | 0.014 | 0.008 | 0.233 0.163 0.036 0.008
Det2 0.052 | 0.451| 0.065| 0.011 | 0.004 | 0.221 0.147 0.033 0.003
taux ajusté 0.030| 0.046 | 0.721| 0.075| 0.067 | 0.147 0.083 0.062 0.031
Det3 ~0 0.011| 0.686| 0.041| 0.031 | 0.112 0.047 0.030 0.015

taux ajusté ~0 ~0 0.022 | 0.886 | 0.004 | 0.056 0.021 ~0 ~0
Det4 ~0 ~0 0.026 | 0.889 | 0.008 | 0.060 0.025 ~0 0.002
taux ajusté 0.040 | 0.043| 0.051| 0.041 | 0.616 | 0.367 0.050 0.052 0.053
Det5 ~0 0.002| 0.010| ~0 0.581 | 0.330 0.010 0.011 0.022

TAB. 3.10.: Indices de sensibilité de premier ordre (ligne depée) et totaux (ligne inférieure) pour les
sortieY; aYs du code Stay'SL.

Logiquement, on constate que les variances des taux déoré&aejustés sont sensibles essentiellement aux
sections efficaces des dosimetres correspondants : papkexdavariance du taux de réactions ajusté de

Detl est sensible exclusivement aux sections efficacessimndtie Detl. De méme, la variance du taux de

réactions ajusté de Det4 est sensible en grande partie etiorseefficaces du dosimétre Det4.

La variance du taux de réactions ajusté de Det2, est quald seglsible pour moitié aux sections efficaces

du dosimetre de Det2, et pour I'autre moitié au flux de nestetraux taux de réactiorspet1, Tpet2)-
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Quant a la variance du taux de réactions ajusté de Det3,stlidle aussi sensible au flux de neutrons, mais
minoritairement par rapport a sa sensibilité aux sectiffitsaees du dosimeétre Det3.

Finalement, la variance du taux de réactions ajusté de B¢téeasible, dans cet ordre d’importance, aux
sections efficaces du dosimétre Det5 et au flux de neutrons.

3.2.2.4. Conclusion de I'étude

Le code de calcul Stay’SL est un code complexe utilisé daesttape d'un processus lié a I'évaluation
de la durée de vie de certaines structures irradiées. Danifincertitude sur les différentes variables de
sortie peut contribuer a mieux estimer ces durées de vieglgmintervalles de confiance plus fin.

L'enjeu d'une analyse de sensibilité de ce code est doncopdial, et il n'est pas possible de prendre le

risque de tirer de fausses conclusions en utilisant ung/smalassique. Une analyse de sensibilité multi-
dimensionnelle est nécessaire et utile puisqu’elle pededirer des conclusions justes sur le modéle en
prenant en compte les corrélation entre variables d’ené®si, nous avons mis en évidence, pour chacune
des différentes variables de sortie étudiées, quels élagroupes de variables d’entrée qui contribuent le
plus a leur variance.
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Annexe

Annexes de la partie |

A.1l. Corrélation partielle dans un cadre gaussien

Soit le modéle défini par :
Y = f(X1,..., Xp).

Nous nous placons dans un formalisme gaussiere vecteurM est gaussien.
Considérons le vecteur tel que :

Y
X [ X7 ]
Xl
B : e v | X | [ M
M = X, , que I'on divise en\f; = { X, } etM,; = Xon |~ X..; de sorte qué/ = { M, } .
Xit1 .
: L X, |
L Xp i
La matrice de variance d&/ peut se partitionner en 4 blocs{:g11 212 } , ol X1 est la matrice de variance de
21 22

M, 12 estla matrice de variance dé; et deM,, etc
La loi de M; conditionnellement &/, est normale de matrice de varianceé; o = X1 — 2122;21221. Posons :

21”2: O11]2  012|2
0212 022|2

Les termew;;» extra diagonauxi(# j) de la matricex,;, sont appelés les covariances partielles.
La covariance partielle dg et deX; sachant les autres variables d’entrée est :

0'12|2 = COV(Y, Xi|XNi),

de laquelle on déduit la corrélation partielle deet de X :

Cov(Y, X;| X ;) 0122
PY . Xi|Xni = = :
VVYIX)V(X| X)) /1120222
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A.2. Décomposition de la variance
Cet annexe contient les différents calculs analytique®dem position de variance. Le dernier paragraphe contient

les calculs analytiques des indices de sensibiltié d’unéfeoithéorique test & entrées corrélées.

A.2.1. Décomposition de la variance d’un modéle a entrées in dépendantes
Soit le modele” = f(Xy, ..., Xp) que I'on écrit sous la forme de sa décpmposition de Sobol :
p
Y=/fo+ Zfi(Xi) + Z fig(Xis X5) + oo+ frp(Xas s Xp),
i=1 1<i<j<p

ou toutes les variables d’entrée sont indépendantes, et ou :

fo = EY]
fi(X;) = E[Y[Xi] - E[Y],
fij(Xi, X5) = E[Y[X;, X;] — E[Y|X:] — E[Y[X;] + E[Y],
fljk(Xl,Xj,Xk) = EY|X;,X Xk] fE[Y|Xi,Xj] — E[Y|X;, Xi] fE[Y|Xj,Xk]

+E[Y]X;] + E[Y|X,] + E[Y|X)] — E[Y],

D’apres le théorenie 1.1.1, la varianceld@eut se décomposer sous la forme suivante :

V= ZV+ > Vit Vi,

1<i<j<p
avec :
Vi = V(EY|Xi]),
Ve = VENIX.X) V-V
Vig = V(E[Y|X, X, Xy]) = Vij = Vi = Vi = Vi = V; = V4,

Nous montronsici que les parts de variance de cette décdtiopeont les variances des fonctions de la décomposition
de Sobol[(1.9), que I'on note;

.....

Démonstration.La variance d&” s’écrit :

|4

p
\ f0+Zfl( 7 Z f’Lj szX f ..... p(Xla-'-aXp>
i=1

1<i<j<p

p
= Y VHEE)+ D VX X))+ A+ V(o p(X, e X)),
i:1%’__’ 1§i<j§pT -

puisque les covariances entre toutes ces fonctions sdesnkin effet, la covariance de deux fonctions de variables
différentes est nulle :

Cov(fi(Xi), f;(X;)) =0,
puisque les variables sont indépendantes. Celle de deatidos ayant des variables communes est aussi nulle :
Cov(fi(Xi), fi; (Xs, X)) = E[fi(Xa) fi (Xa, X;)] — E[fi(Xa)]E[fi; (X3, X;)] = 0,
puisque Ef;(X;)fi;(Xi, X;)] est nulle d’aprés la propriété de la décomposition de Sob@),(et Bf;(X;)] =
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Elfi; (X, X;)] = 0 d'apres la propriété (1.7).
Les parts de variances de premier ordre sont :

Vi = V(fi(Xi) = V(EY|X,] - E[Y]) = VEY|X)]) = Vi

puisque EY'| est une constante.
Les développements suivants nécessitent quatres peprigti seront démontrées a la fin de ce paragraphe.

Propriété A.2.1. CoVE[Y | X;, X;], E[Y|X;]) = V(E[Y|X}]).

Propriété A.2.2. CoV(E[Y|X;, X;, Xi], E[Y|X,]) = V(E[Y|X,]).

Propriété A.2.3. CoVE[Y|X;, X;, X,], E[Y|X:, X;]) = V(E[Y|X;, X;]).

Propriété A.2.4. CoME[Y | X;, X;], E[Y | X;, X1]) = V(E[Y | X4]).

Les parts de variances de deuxiéme ordre sont :

Vij = V(fi;(Xi, X5))
= V(EY|X,, X - E[Y|X)] - E[Y|X,] + E[Y])
YN VEY|XG, X)) + VEY X)) + V(E[Y X)) — 2CouE[Y]X,, X1, E[Y|X,))
—2COM(E[Y|X., X,], E[Y|X;]) — 2 COME[Y | X,], E[Y|X;])
—ocarx, Lx,
Ppté A.2.1

V(E[Y]X;, X;]) = V(E[Y|X;]) - V(E[Y]X;])
= V(EY]X:, X)) = Vi—V;
— Vi,

Les parts de variances de troisieme ordre sont :

Viig = V(fir(Xi, X5, X))
V(E[Y|X;, X;, Xi] — E[Y|X;, X;] — E[Y|X,, Xi] — E[Y|X;, X&)
+E[Y[X;] + E[Y|X;] + E[Y[|Xx] — E[Y]).

Afin de simplifier les calculs, introduisons les notationsautes :

E; = E[Y[X]]
Ej;j = EY[Xi X
B = E[Y|Xi,Xj,Xk]
D; = V(EY|Xi])
Dy = V(EY|X:, X;])
Dy = V(EY|X:, X;, Xk])
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Nous avons donc :

Vijk = V(EZ]k - Eij — By, — E]‘k + E; + Ej + Ek)
= Diji + Dij + Dir. + Dj + Di + Dj + Dy
—2CoV(Ejji, Eij) —2 CoV(Ejji, Eir) —2 CoV(Ejji, Ej)

D Dk D
+2Cov(Eji, E;) +2 Cov( B, E;) +2 COV(Ey ji,, Ey)
D; D; Dy,
+2CoV(E;j, Eir) +2 Cov(E;;, Eji) —2 CoV(E;;, E;) —2 CoV(E;;, E;) —2 Cov(E;;, E;)
D; D; D; D; 0
+2CoV(E;, Eji) —2 CoV(Ey, E;) —2 Cov(Ey, Ej) —2 Cov(Ej, Ey)
Dy, D; 0 Dy,
—2Cov(E} —2Cov(E) —2Cov(Ejk, Ey)
0 D; Dy,
+2CoV(E;, E;) +2 CoV(E;, Ei) +2 CoV(E;, Ey)
0 0 0

d’'ou:
Vijk = Diji — Dij — Di, — Dji, + Di + D + Dy
En écrivant cette équation avec les terriigs/;;, ..., on obtient finalement aprés quelques calculs :

Vije = V(E[Y[ X3, X;, Xi]) = Vij = Vie = Vieg = Vi = V; = Vi = Vi

A.2.1.1. Démonstrations des propriétés A.2.1 a A.2.4

Démonstration de la propriété A.2.1.

Cov(ElY| X3, X5],E[Y[Xi]) = E[E[Y]X;, XjIE[Y|X]] — E[E[Y|X;, X;]] E[E[Y|X;]]

E[v E[v]
= //E[Y|Xi,Xj]E[Y|Xi]dzidxjfE[Y]Q

E[V|X; (/ E[Y|Xi,Xj]dxj) dx; — E[Y]?

I
Je
E[E]

E[Y[X:)*] - EY],

]
Ervixi]
]

Y| X;]?dx; — E[Y]?

d’ou

Cov(EY|X,, X, EY|X))) = EEY|XJ?) - EE[Y]X,)P
— V(EYIX)).
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(]
Démonstration de la propriété A.2.2.
Cov(E[Y | X, X;, Xk EY|Xi]) = E[E[Y|X;, X;, X JE[Y|Xi]] — E[E[Y]X;, X, X, ]JE[E[Y ] X]]
= /// Y| X, X, Xi|E[Y|X;]dz;dzjdzy, — E[Y]?
= /E[Y|Xi] <//E[Y|X¢,Xj,Xk]dzjdzk) dx; — E[Y]?
i jJEk
Elvixi)
= E[EY|Xi)*] - EY]
V(E[Y]Xi)).
O
Démonstration de la propriété A.2.3.
= ///E[Y|X1-,Xj,Xk]E[Y|Xi,Xj]dxidzjdxk—E[Y]2
- //E[Y|Xi,Xj] (/ E[Y|Xi,Xj,Xk]dmk) dridz; — E[Y]?
iJj k
Elvix:,x;]
= E[EY|X;, X;]%] - EY]
= V(EY]X;, Xj)).
(]
Démonstration de la propriété A.2.4.
Cov(E[Y | X, X;], E[Y | Xy, Xi]) = E[E[Y X, XG]E[Y Xy, Xi]] — E[E[Y]X, XGE[E[Y| X, Xi]]
= /// Y| X, X;E[Y | Xy, Xi]dz;dxjdxy, — E[Y]?
1Jj
- /(/E[Y|Xi,Xj]dmj) (/ E[Y|Xi,Xk]d:ck) dx; — E[Y]?
i \Jj k
Elv|x;] Elvix;]
= E[E[Y|Xi]*] - E[Y]
= V(EN|Xi]).
(]
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A.2.2. Décomposition de la variance d’'un modéle a trois vari ables d’entrée dont
deux sont corrélées

Considérons un modéle a trois variables d’entrée :
Y = f(X17X27X3))
ou les deux variableX; et X, sont non indépendantes. La décomposition de Sobbl dst :

Y = f(X1,X2) = fo+ [1i(X1)+ f2(X2) + f3(X3)
+f12(X1, X2) + f1,3(X1, X3) + f2,3(X2, X3)
+f1,2,3(X1, X2, X3).

La variance d&” s’écrit, en notany; a la place de¢f;(X;) pour alléger la notation :

V(Y) = E[Y?]-EY]?=EY? - f;

= [ ] [f22] + E[f??] + E[f12,2] + E[f12,3] + E[f22,3] + E[f12,2,3]

+2E[f1 fo] + 2E[f1f3] + 2E[f1 f1.2] + 2E[f1 f1.3] + 2E[f1 f2.3]) + 2E[f1f1.2.3]

+2E[fa f3] + 2E[f2 f1,2] + 2E[f2f1,3] + 2E[f2 f2,3] + 2E[f2 f1,2,3]

+2E[f3 f1,2] + 2E[f3f1,3] + 2E[f3 f2,3] + 2E[f3f1,2,3]

[
[
[

+

2E[f1,2f1,3] + 2E[f1 2 f2,3] + 2E[f1,2f1,2,3]
2E[f1.3f2.3] + 2E[f1.3f1,2.3]
+2E[f2.3f1,2,3]-

+

Or, en notant Epour I'espérance par rapport a la loi de la variakilgon a :

Elf1fs] = Ew2[fi]Es[fs] =0, E[f2f3] = Ei2[f2] E3[fs] =

-0 -0

Elfifis)] = Ei2[fiEs[fi,3]] =0, E[fif2,3] = Er2[f1 Es[f2,3]] = 0,
—0 -0

Elf2f1,3) = Ei2[f2Es[f1,3]] =0, Elf2f2,3] = Er2[f2 Es[f2,3]] = 0,
-0 -0

E[fsfi2] = Es[fsEi2[f1,2]] =0, E[fsf1,3] = Es[fs Ex2[f1,3]] =0,
-0 -0

E[fsf2,3] = Es[fsEi2[f2,3]] =0, E[f1.2/1,3] = Ei2[f1,2Es[f1,3]] = 0,
—0 -0

Elfi2fe3] = Ew2lfi2EBs[f2,3]] =0, Elfi,2f1.2,3] = Ei2[f1,2 E3[f1,2,3]] = 0.
=0 =0

On obtient donc finalement la décomposition suivante derianee :

V(Y) = E[ff]+E[f3] +E[f3] + E[ffo] + E[f5] + E[f25] + E[fT 23]
+2E[f1 f2] + 2E[f1f1.2] + 2E[f2f1.2] + 2E[f1,5f2.3]
+2E[f1.3f1,2,3] + 2E[f2,3f1,2,3),

d’ou
V(Y) = V1+V2+V3+V12+V13+V23+V123+V1()

avec  Vis® = 2E[f1 fo] + 2E[f1 f1.0] + 2E[fofr2] + 2E[f1.sfos] + 2E[f18f1.2.5] + 2E[fosf1 8]
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A.2.3. Calcul des indices de sensibilité du modéle Y =aX ;X5 +0X3X, + c X5 X5

Considérons le modéle mathématique :
Y = aX1X2 + bX3X4 + CX5X6, (Al)

ou les coefficients, b etc sont réels, et les variables d’entrée sont gaussiennes :

10 0 0 O O

01 0 0 0 O

. oo 1 p o0 0
(Xl,XQ,X37X4,X57X6)NN(O,E), avec X = 00 pi 1 0 0
00 0 0 1 po

00 0 0 po 1

Pour calculer les indices de sensibilité, nous utilisoegjleatre propriétés suivantes.

2
Propriété A.2.5. Soient les variable§X, X5) ~ N ({ M } , [ o1 po172 D Alors X; suit conditionnelle-
H2 pPO102 02

ment aX, une loi gaussienne :

Xa|Xo ~ N + 97 (Ko = p2), 00> (1 = 7))
Cette propriété est issue de [55], page 88.
Propriété A.2.6. SoitX ~ N (u,c?). Alors, pour toutk € Z,
E[(X —p)**1] = 0
Elx -2 = 2O
Pour la démonstration se référer a [55], page 45.

Propriété A.2.7. L'espérance d'un produit de deux variables aléatoifé®tY peut s’écrire :

E[XY] = E[XE[Y|X]].

Démonstration.D’apres le théoreme de I'espérance total&¥ E| = E[E[ XY |X]], dou EXY] = EXE[Y|X]]. O

Propriété A.2.8. Soient les variable§X;, X5) ~ A ([ H ] , { Loy D Onaalors:

Démonstration.La variance du produit des variabl&s et X, s'écrit :
V(X1X5) = E[X1% X% — E[X; X3)?.
Or, E[Xng] = COV(Xl, XQ) + E[Xl]E[XQ] =p+ 0= p, et:

E[X1°X,%] = E[X:’E[X>%X1]]  (propriété A.2.7)
E[X:*((1 - p*) +p*X7)]  (propriété A.2.5)
(1 pP)EIX1?] + PEX: 7]

(1—p*) +3p>  (propriété A.2.6)

= 1+2p%
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dou:
V(X1 Xo) =1+2p% — p? =1+ p2
O

Etant donné la structure de corrélation du modéle (A.1)sramnsidérons les quatre variables multidimensionnelles
suivantes X1, Xs, (X3, X4) et (X5, X6). Nous devons donc calculer 4 indices de sensibilité de pneondre, 6 de
second ordre, 4 indices d’ordre trois et 1 indice d’ordretogua

La variance d&” est :

V(Y) — V(aX1Xs +bX3Xs + cX5X)
= G,QV(XlXQ) + b2V(X3X4) + CQV(XE)XG)
ropriété A.2.8
(prop = ) a® +b*(1 4 p1?) + (1 + p2?)

Indices de premier ordre
Les quatre indices de premier ordre sont :

o _VEYIX)) o VENX) o VEYIX X)) o V(EY]Xs X))
1 V(Y) ) 2 V(Y) ) {3,4} V(Y) 9 {5,6} V(Y)
Or,
V(E[Y]X1]) = V(a X1 E[Xo] +bE[X3X,] + cE[X5X¢]) = 0,
N——
=0
V(E[Y|X3,X4]) = V(aE[XlXQ] + bX3X4 + CE[X5X6])
= b2V (X3X,)
ropriété A.2.8
(propriét ) b2(1 4 ;2.
Pour les mémes raisons :
V(EY|[X2]) = 0,
V(E[Y|X5, X6]) = (14 p2?).
Les indices de premier ordre sont donc :
S1 = S3=0,
b*(1+p1?)
S{374} 2 2 2 2 2\’
a? + (1 + p1?) + c2(1 + p2?)
(1 + po?
Sis.6y (1+p2%)

a® + 03 (14 p1?) + (1 + p2?)

Indices d’ordre deux
L'indice relatif a l'interaction entreX; et X, est :
V(E[Y|X1, Xo]) — V(E[Y]X:1]) — V(E[Y|X2])

S12 = V(Y) .

Comme:

V(E[Y X1, X5]) — V(E[Y|X1]) - V(E[Y|X2]) = a®V(X1 X2) — 0~ 0 =a®

I'indice est égal a :
a2
a? + (1 + p1?) + (1 + p2?)

S12 =
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Par définition, toutes les parts de variance (dues aux Jasiakules et aux différentes intercations) sont des vasan
et donc sont positives, puisque nos quatre variallgsXs, (X3, X4) et (X5, Xg) sont indépendantes. Or comme la
somme des parts de variance dues au coule X,), au couplg X5, X¢) et a l'interaction entreX; et X, est égal a
la variance totale d¥, ce qui peut se traduire par :

S¢34y + 55,61 + 512 = 1,

on en déduit que toutes les parts de variance dues aux antgesctions (d’'ordre deux et plus) sont nulles, et donc que
tous les autres indices de sensibilité sont nuls.

Ainsi, pour ce modele seuls trois indices de sensibilitd Bon nuls :S¢3 41, S¢5,6y €t Sia.
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A.3. Analyse de la variance fonctionnelle pour I'analyse de
sensibilité
Ce travail est d0 a Antoniadis [5]. La méthode qu'il proposasiste a écrire le modeéle étudié dans une certaine
base orthonormée. L'erreur faite en estimant les indicesedsibilité est alors contrblable.
Nous définissons dans un premier temps une base orthondPmiéeen écrivant le modele étudié dans cette base on

extrait les indices de sensibilité, qui peuvent étre esparéégression. Enfin, nous montrons comment il est possible
de contréler les erreurs d’estimation et d’approximataites lors de I'évaluation des indices de sensibilité.

Définition et construction d'une base orthonormée
Considérons un ensemble de fonctignse:, ¢2, . . . définies sufo, 1], telle que :

¢o(x) = 1 Vael01],

1
/qu(x)dx = 0 Vj>1,
0

/ bi(@)di(2)ds = 6.
0

Ces fonctions peuvent étre par exemple des polynémes antlaoigy, des fonctions sinusoidales ou des ondelettes.
Considérons le cgsdimensionnel, avec :

x = (21,%2,...,2p) € [0,1]7,

et définissons les fonctions :
P
be(x) = [ by (). (A.2)
j=1

ou

r=(r(1),7(2),...,7(p)) € {0,1,2,...}".

Les fonctiong), (x) ont alors les propriétés suivantes :

Yo,0,..0(x) = 1,
1/)r(X)1/Js(X)dX = 51‘,57
[0,1)»
et définissent une base orthonorméddgo, 1]7).
Analyse de la variance fonctionnelle pour I'analyse de sens ibilité.
Soit le modéle mathématique :
Y = f(X),

ouX € [0,1]7.
Il s’écrit dans la base définie précédemment :

Y =f(X) =) Brtbn(X),
reld

avecs, € R et oulf est 'ensemble des arrangementpddéments parmf0,1,2,...,p — 1}. Le cardinal dé/ étant
pP, I'écriture du modéle dans cette base devient vite imptsibsque la dimension augmente.
Nous définissons alors une approximation du modele :

Y = f(X) = Z 6r¢r(X) + U(X),

reR
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OUR C U, etn(X) est I'erreur d’approximation. Cette erreur d’approxiratest déterministe puisqu’elle ne dépend
que de I'ensembl® choisi. Il est donc possible de la connaitre et de la contrdle
Comme les),(x) forment une base orthonormée, les coefficightsont égaux a :

b= [ i (A3)
(0,17
La variance d&” est donnée par :
vy = Y g+ / 0(X)2dx.
reR,r#0 (0.1
Il est alors possible d’exprimer la part de variancé&ddue a un sous ensemliffede variables d’entrée par :
Vs = Z ﬁ37
res

d’ou I'indicateur de sensibilité normalisé :

Vs
V(Y)

Cet indicateur est défini a partir des coefficients inconugu’il faut donc estimer.

Estimation par régression et régression approchée.
En écrivant les fonctions de la base orthonormée :

Z(x) = (do(x), - ¥p-1(x)),

le vecteur3 des coefficients (Al3) s'écrit :

5= [ 26 5G)ax
et peut étre estimé par régression :
B=(2'2)"'2",

ouY est calculé a partir d'utV-échantillon(X;);—1.. ;y de variables aléatoires uniformes indépendantes et glesti
ment distribuées (i.i.d.) sye, 1]7.
Antoniadis propose aussi une approche par régressiona@mgmoaumeériquement plus économique :

!
f==2Y.
n

Contr6le des erreurs d'approximation et d’estimation.

L'estimation des indices de sensibilité par cette méthatisigette a deux sources d’erreur : I'erreur due a la trameat
R, et I'erreur due a I'estimation des coefficiemts

La troncatureR C U peut étre vue comme une simplification de modéle, analogaliédrencontrée lorsque I'analyse
est réalisée sur une surface de réponse plutot que sur fadioetie-méme. L'erreur commise peut alors étre contrblée
puisque I'on connait théoriquement la troncature choisie.

L'erreur globale commise en estimant les indices est ligrfaite en estimant 'approximation ¢fepar :

FEO =7 AN (X),

reR
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ou N est la taille d’échantillon utilisée pour la régressiongagzhée).
La qualité des résultats d’approximation peut étre mesuaée

/(f(X) — fl)™)2dx,

qui s’évalue en pratique sur les derniers tirages d’échantillon par :

ou le choix dem se fait par un compromis biais-variance donnant- N3,
En pratique, on utilise la mesure de manque d'adéquatehk Of Fit:

LOF(N) = JU ) {(X)(N))de

V(Y) ’
pour évaluer la qualité de I'estimation. Cette mesure esitige, et plus elle est petite plus I'estimation est bonne.
Cet indicateut. OF renseigne sur la qualité des estimations des indices diditds
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A.4. Une interface Matlab d’analyse de sensibilité

La section 1.1 présente les différents indices de sentéifdlinsi que les différentes méthodes d’estimation de ces
indices. Nous présentons ici une interface graphique,ldgpée sous Matlab, permettant de calculer ces indices de
sensibilité pour un modéle défini.

Cette interface a plusieurs objectifs :
— réaliser des analyses de sensibilité sur des cas d'éepfdes dont le code peut étre saisi directement par
I'utilisateur sous l'interface,
— réaliser des analyses de sensibilité de modéles plus ezagpdiont le code est contenu dans un fichier Matlab,
— mettre a disposition des utilisateurs une bibliothequéodetions Matlab des différentes méthodes d’analyse
de sensibiltié. L'utilisateur pourra alors utiliser cesétions en les intégrant a ses programmes.
Les différentes méthodes d’analyse de sensibilité disgpesmsont :
— le calcul des indices de sensibilité :
- SRC,
- PCC,
SRRC,
- PRCC,
— le calcul des indices de sensibilité basés sur la décotigpode la variance (définitidn 1.1.4) par les méthodes :
de Sobol (indices a tout ordre),
FAST (indices de premier ordre et d’ordre total),
de McKay (indices de premier ordre),
des modéles GAM (indices de premier ordre).

A.4.1. Utiliser I'interface Matlab

A.4.1.1. Architecture du répertoire / SAi nt er f ace/

Le répértoird SAi nt er f ace/ contient les fichiers et dossiers suivants :

— nmyfuncti on. mquiest un exemple de fichier contenant le code d’'un modele,

— Resul t at s/ qui contient les fichiers résultats, avec les extension :
— *,sobol pour les indices de premier ordre estimés par la méthodehi@,So

. sobol T pour les indices totaux estimés par la méthode de Sobol,

. sobol Tout pour les indices & tout ordre estimés par la méthode de Sobol,

. fast pourles indices de premier ordre estimés par FAST,

. f ast T pour les indices totaux estimés par FAST,
— =, nckay pour les indices de premier ordre estimés par la méthode déaiyc
— *_ gampour les indices de premier ordre estimés par GAM,
— etenfinx. src,*. pcc,x. srrc,x. prcc, pour les indices du méme nom,

— SAi nterface. figquiestle fichier graphique de I'interface,

— SAi nt er f ace. mqui contient le code de l'interface,

— SATool Box qui contient les différentes fonctions Matlab relatives différentes méthodes d’estimation des
indices de sensibilité :
— Fast. m
- Gamm

/ GAMT ool Box/ qui contient les différentes fonctions utilisées pourtiiegtion d’'un modéle GAM,

— Mckay. m

— Pcc.m

— Prcc. m

— si mul e. mqui permet de simuler des variables de différentes lois dbatilité (uniforme, normale, expo-
nentielle, Weibull, gamma, Student, bet&, et log-normale),

— Sobol . m

—Src.m

—Srrc. m

— uni f 2l oi . mqui transforme une variable de loi uniforme en une variatdette loi de probabilité (citées
ci-dessus).

*
*
*
*

137



A. Annexes de la partie |

A.4.1.2. Chargement de I'lnterface

Pour utiliser I'interface Matlab, il suffit de se placer démeepertoird SA nt er f ace/ etdelanceBAi nt er f ace.
La fenétre graphique représentée par la figure A.1 appoast a

ol
Hladlel Information  Piots
Model Sensitivity Analysis
Inputhb | 2 % Sobol
MG lterations | 10000
Function I FaST
i= j I 5RC compue [ 3

repeat

¥ Firstorderindices

I” SRRC
Parameters ofinput: | %1 I~ McKay
¥ Total orderindices

[ All orcler indices

. I~ Gaw
: pa:]anﬂ par:\me o [ poe
uniform -
ResultFile ﬂ

Fic. A.1. : SAinterface

Cette fenétre est composée de deux parties : «Model», daunalliaest paramétré le modeéle et «Sensitivity Analysis»
dans laquelle on choisit les indices a calculer et la méthibelgtimation. Nous détaillons ces deux étapes dans les
paragraphes suivants.

A.4.1.3. Paramétrer le modéle

Aprés avoir saisi le nombre de variables d’entrée du mockitg(t Nb»), il faut :
— soit saisir spécifiquement le code de la fonction en lanly&gtab, en nommant les variables d’entiée, X 2,
..., sans oublier que ces derniéres sont considérés consweckeurs :
par exemple, pour 3 variables d’entré&1 + exp(X2). x X3,
— soit saisir le nom de fichier qui contient la fonction :
par exemple my function(x).
Il faut ensuite spécifier dans I'espace «Parameter of injaui des variables d’entrée du modéle, celles-ci étant par
défaut toutes uniformes sur l'intervall@ 1]. Il n’est pas possible a I'neure actuelle de spécifier deisbkas d’entrée
corélées, ceci étant prévu pour une future version. La eates lois des variables d’entrée peut étre visualiséediel'ai
du menu «Model Information/Input Distributions».

A.4.1.4. Choix de la méthode

Il faut dans un premier temps choisir la méthode a utiliderst possible de spécifier plusieurs méthodes, I'esti-
mation des indices sera alors faite indépendament par etragthode.
Il faut ensuite préciser la taille des échantillons de MdD&eglo utilisée («MC iterations»), et le nombre de fois que
I'on veut répéter I'estimation (pour obtenir un ordre dédéde la précision des résultats). Pour la méthode FAST, le
calcul ne sera toujours fait qu'une seule fois puisqu’ildgtierminsite en fonction de la taille des échantillons sieoi
(cf. méthode FAST, section 1.1).
Enfin, il faut préciser le nom du fichier de sauvegarde.

Les calculs démarrent en actionnant le bouton «Go».
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A.4.1.5. Résultats

Nous présentons les résultats obtenus pour I'exempleigitéssus X 1+exp(X2) x X3 ou les variables d’entrée
sont uniformes sul0, 1]. La taille des échantillons de Monte Carlo est fixée & 1000fpes demandons 30 répétitions
du calcul des indices de sensibilité a tout ordre, par la ot#lile Sobol.

Les résultats sont sauvegardés dans les fichiers de sadegegaapparaissent dans la fenétre de commande Matlab.
Comme nous avons demandé 30 calculs, les moyennes et §pmssdes 30 estimations sont présentées.

Il est possible de visualiser graphiquement ces résultBasd@ de I'option «Plots/Draw Plots» du menu. Linterface
graphique est alors représentée par la figure A.2.

Les graphiques présentent les indices de premier ordréaetxtdu modéle, avec une barre d’erreur étendue a plus ou

EDS
e 1ol
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Fic. A.2. : SAinterface

moins deux écarts-types.

A.4.2. Les autres logiciels d’analyse de sensibilité

Peu de logiciels destinés a I'analyse de sensibilité existéous n’en citerons qu’un, développé par I'équipe de
Saltelli et Tarantola : SIMLAB. Ce logiciel, régulieremearnélioré a travers la sortie de nouvelles versions, e libr
[58]. Il est beaucoup plus complet que l'interface que naarsons de présenter, et propose tout un panel de méthode
d’'analyse de sensibilité et d’incertitude.

A.4.3. Développements futurs

Cette interface Matlab sera prochainement enrichie dwbaés indices de sensibilité multidimensionnels (section
[3.1) dans le cas de modéles a entrées non indépendantes.
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Chapitre

Analyse discriminante généralisée :
cas des données binaires avec modeles des
classes latentes

4.1. Introduction

4.1.1. Lanalyse discriminante

Considérons un ensemble d’individus décritsgpaariables explicativeX !, ..., X¢, et une partition de
ces individus erl groupes (ou classesé), ..., Gk définisa priori. L'analyse discriminante, aussi appelée
classification supervisée owsgoring», consiste a prédire I'appartenance d’un individu aux gesa priori
:

Nous disposons pour cela d’'un ensemble d’apprentisBagenstitué deV individus

D = ((x1,21),---,(%XN,2N)),
pour lesquels nous connaissons les valeurs des varialpsativesx; = (z}, ... ,xgl) € X, ouX corres-
pond aR? dans le cas continu etf@, 1} dans le cas binaire, ainsi que les appartenances{0, 1} des
individus aux groupeéy, ...,Gg, ol zf = 1 sil'individu ¢ appartient ak-éme groupe eif = 0 sinon.

4.1.2. Les évolutions de I'analyse discriminante

L'analyse discriminante a été sujette a de nombreusestéwmdau cours du vingtieme siecle. C'est en
1936 que Fisher [17] proposa une des premiéres techniguésaténination linéaire entre deux classes,
utilisant la distance de Mahalanobis. Ses travaux ont étéamauiite étendus au cas de plus de deux classes
par Rao en 1948 [27]. Plus récemment, I'utilisation des ngga gaussiens multivariés a permis d’obtenir
des regles de discrimination quadratiques (cf. par exef@gle Banfield et Raftery en 1993 [5] puis Celeux
et Govaert en 1995 [12] ont alors étudié un certain nombrealietas évoluant entre les régles de discrimi-
nation linéaire et quadratique.

Anderson proposa quant a lui en 1972 une méthode que I'orgpelifier de semi-paramétrique : la discri-
mination logistique [3].

Des méthodes non paramétriques ont aussi été définies, leaquelles celle due a Fix et Hodges en 1951
[18], basée sur la méthode deplus proches voisins. Citons aussi les travaux de Friedr&tuetzle en
1981 [19], basés sur la notion de directions révélatripesjéction pursui}, ainsi que ceux de Hand en 1982
[20] ou encore de Silverman en 1986 [31], basés sur la métthesleoyaux.
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4.1.3. Une évolution transversale : la discrimination géné ralisée

Toutes les procédures classiques d'analyse discrimingtées précédemment font I'nypothése que
I'échantillon d’apprentissage est issu de la méme pomuajue I'échantillon a classer. Il arrive néanmoins
en pratique que cette hypothése ne soit pas vérifiée.

Van Franeker et Ter Brack [35] illustrent ce probleme par application biologique concréte consistant
a determiner le sexe d'oiseaux sur lesquels un certain roaddrariables biométriques ont été mesurées.
L'échantillon d’apprentissage est constitué d'oiseauginaires des Pays-Bas, pour lesquels le sexe est
connu par dissection. L'échantillon test est quant a luistitwe d'oiseaux d’origine géographique diffé-
rente, de méme espece mais de taille différente, pour IEstpisexe n'est pas connu. En raison de la
différence de taille entre les oiseaux de ces deux popuoktib est évident que la regle de classification
issue de I'échantillon d’apprentissage ne peut étre appdiglirectement sur I'échantillon test. Sous I'hypo-
thése de normalité des variables biométriques mesurérds;rdaeker et Ter Brack proposent alors une des
premiéres techniques de discrimination généralisée treitesde fagon relativement empirique.

S’appuyant sur une application en biologie semblable & c&trite précédemment, Biernacki et/al. [9] dé-
veloppent dans leur article de référence sur la discrinunajénéralisée un certain nombre de modéles dans
un cadre gaussien. Nous présentons succinctement leuoaeétlans le paragraphe suivant.

Remarque. Un contexte similaire, dans lequel I'échantillon d’apptissage et I'échantillon test ne sont
pas issus d’'une méme population est abordé par Baccini €na2001 [4]. En effet, une dérive des condi-
tions expérimentales, entre le moment ou I'échantillorpgientissage est mesuré et celui ou I'échantillon
a classer est mesuré rend inopérant une analyse discrirténaassique. La méthode d’'analyse discrimi-
nante conditionnelle qu'’ils proposent consiste a mesereparalléle des variables explicatives pour chaque
échantillon, une ou plusieurs variables supplémentaitastésupposées corrélées avec cette dérive tempo-
relle des conditions expérimentale. Cette ou ces variabbes alors prise en compte dans la définition de
la regle de classement. Les résultats de classement obdentbons, mais I'hypothése de I'existence et de
la mesurabilité de variables corrélées a la dérive temgerekt tres forte et restreint donc les possibilités
d’applications.

4.1.3.1. Discrimination généralisée dans un cadre gaussie  n

Soit P la population d’apprentissage, pour laguelle I'appameerades individus aux classes est connue,
et soitP* la population test dont sont issus les individus a classesdue la loi conditionnelle aux groupes
est une gaussienne multivariée, ces deux populations smfélisées par un mélange de lois normales. Au
contraire de la discrimination classique, les parameteesed mélanges peuvent étre différents pour les deux
populationsP et P* en discrimination généralisée. Nous supposons néanmams$agpace des données
est identigue pour ces deux populations, c’'est-a-dire guminbre de classds est le méme, que chaque
classe est de méme nature, et que les variables mesuréégalament de méme nature.

L'approche proposée par Biernacki et al. consiste alord@exune transformation en loi liant les vecteurs
aléatoires d'une méme claskemais de populations différentes. Sous des hypothésesnaibles (trans-
formation composante par composante et de cld$ecette transformation est nécessairement affine et
s'écrit :

Y|*Z*k:1 ~ Aky‘zkzl + by,

ol A;, est une matrice diagonale B¢*?, etb;, un vecteur d&?.

Sous certaines hypothéses restrictives sur la nature etite les population® et P*, plusieurs modéles
de liaisons ont alors été proposés. L'application de cesheedhu probleme biologique des sexes d’oiseaux
donne de trés bons résultats, meilleurs que ceux obtenumpapproche de discrimination classique ou de
classification automatique.
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4.2. Analyse discriminante généralisée pour données binai res

Dans de nombreux domaines d’application, comme la médexira finance (cf. paragraphe 4.3), les
variables explicatives ne sont pas continues mais bindifelsjectif de nos travaux est d’étendre I'analyse
discriminante généralisée, définie par Biernacki et aldfjs un cadre gaussien, au cas de données binaires.
Pour ceci, nous adoptons une modélisation des variablagdsnconnus sous le nom de modéle des classes
latentes, qui définit la loi des variables binaires conditigllement a I'appartenance a une classe (latente).
Puis nous verrons que sous I'hypothése que ces variablagdsirsont issues d’une discrétisation de va-
riables gaussiennes sous-jacentes, il est possible der défiien entre les variables binaires de la popu-
lation d’apprentissage et celles de la population test.sNm@sentons ensuite les techniques d’estimation
nécessaires aux différentes étapes de la discriminatio@rgiisée. Enfin, nous montrons a l'aide d’'un en-
semble de tests sur simulations la robustesse de la disation généralisée ainsi que son intérét vis-a-vis
de la discrimination classique et de la classification aatiquoe.

4.2.1. Le modeéle des classes latentes

Les modéles a variables latentes supposent I'existencar@dles inobservables directement, telle I'in-
telligence, mais dont il est possible de mesurer les effeimyme les résultats a certains tests. La notion de
structure latente a été introduite par Lazarsfeld et He2®} flans les années 1950, dans le cadre d’étude
socio-psychologique. Depuis, de nombreux travaux ont ged® développer un certain nombre de tech-
nigues d’analyse de structure latente, que I'on peut rggmoan quatre catégories, selon que les variables
latentes et observées sont discrétes ou continues (tahBau

variables latentes
discréetes continues
variables  discretes modele des classes latentes modéle des traits latents
observées continugs modeéles des profils latentsmodéle d’analyse factorielle

TAB. 4.1.: Modéles d’analyse de structures latentes.

Pour plus de détail, le lecteur pourra se référer aux ousrdieveritt [15] ou encore de Bartholomew et
Knott [6].
Dans notre cas ou toutes les variables sont discrétes, iebles observées sont les variables explicatives
binaires X/ et les variables latentes sont les appartenances auxsl@sgeénsi un individu posséde un
certain caractérg si X’/ = 1 tandis qu'il ne le posséde pasXi = 0. De méme, cet individu appartient au
groupeGy, si ZF = 1 et n’‘appartient pas a ce groupedi = 0. Le modéle des classes latentes (cf. [11] et
[15]) suppose que les variablﬁ%kz1 sont conditionnellement indépendantes (indépendanceatiedbles
observées conditionnellement aux variables latentes)’ elies suivent une loi de Bernoulli :

Xipoy ~ Blag) Yj=1,....d, Vk=1.. K
En d'autres termes, la probabilité qu’un individu du grodpepossede le caractejeest égale av,;.
Ainsi, la distribution de probabilité de la variabke = (X!,..., X9) peut s'écrire, conditionnellement a
I'appartenance a la clasge

d .
frlat o2y = T e (1 —an)' =" (4.1)
j=1

De fagon similaire, la loi d& est donnée par

ZNM(lapla"'vpK)a (42)
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ouM(1,p1,...,pK) représente la loi multinomiale d’ordre 1 de paramétres. . , px, avecpy représen-
tant la probabilitéa priori du groupeG,. dans la populatiorP.

4.2.2. Lesdonnées

Les données consistent en deux échantillons : un étig8eigsu d’'une populatioi, et un non étiqueté,
S*, issu d’'une populatio*. Les deux population® et P* peuvent étre différentes.
L'échantillon d’apprentissagé est composé dé& couples(xy,z1),. .., (xny,zy), réalisations indépen-
dantes du couple aléatoifX, Z) de distribution :

Xf’zk:l ~ Blag) Yi=1,....d et Z~M(,pi,...,pK). (4.3)
De plus, I'nypothése d’'indépendance conditionnelle dembkes explicativesX’ (j = 1,...,d) permet

d’écrire la distribution de probabilité de la variak¥ conditionnellement a I'appartenance a la clakse
selon I'équation’ (4.1). On en déduit I'expression suivatgda distribution de probabilité d€

K d
fat ) = pe [[en™ (1 — o)™ (4.4)
k=1 j=1

L'échantillon testS* est quant a lui composé dé* individus pour lesquels seules les variables explicatives
X7, ..., X~ sontconnues (les variables sont les mémes que pour I'ébbrantapprentissage). Les apparte-
nances aux classes, . . .,z sontinconnues. Nous considérons alors les couples”) (i = 1,..., N¥)
comme des réalisations indépendantes du couple alég¥oireZ*) de distribution :

X*\]z*k:1 ~ Blay;) Vi=1,...,d et Z"~M(1,pj,...,pk) (4.5)
La distribution du coupl€X*, Z*) différe donc de celle d€X, Z) par la valeur des parameétrag; etpy,.

Nous supposons ici encore l'indépendance conditionnelevdriables explicative¥*!, ..., X*¢, ce qui
nous permet d’écrire la distribution de probabilitéXié de facon analogue a celle &e:

K d
* * % w \1—xJ
At .. 2 :ZpkHaij (I—ap;) " (4.6)
k=1 j=1
L'objectif de la discrimination généralisée est alors tiasr lesN* étiquettesz], ..., z}, inconnues en

utilisant I'information contenue a la fois daiset dansS*.

4.2.3. Modélisation du lien entre populations

Etant donné que les populatiofset P* peuvent étre différentes, nous ne pouvons pas appliquestelir
ment sur la populatio®* une regle de classement apprise BuNous cherchons donc a définir une relation
entre les deux population? et P*, ou autrement dit une relation qui transforme les variabieaires de la
populationP en les variables binaires de la populatiBh Au contraire du cas gaussien ou la transformation
affine est non seulement justifiée mais aussi relativemauitive, il n’est pas évident de définir directement
une relation entre variables binaires.

Nous supposons alors que les variables binaires observéesirse discrétisation de variables continues
gaussiennes sous-jacentes. Par exemple, lors de l'aamapddduit par un client, nous supposons que ce
client donne une note au produit en fonction de différeritéras (qualité, esthétique, prix...), et qu'’il décide

de ne I'acheter que si cette note dépasse un certain seulé Bedécision (acte d’achat) est observable, la
note ayant conduit a cette décision n’étant pas observée.

L'hypothése qu’une variable binaire est une discrétisatiune variable sous-jacente continue n’est pas
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nouvelle dans le domaine des statistiques. Thurstone §33¢ @remier a utiliser cette notion en 1927, dans
son modéle de jugement comparatif, qui consiste a choisie eeux stimuli celui dont la variable continue
associée est la plus grande. Puis, au milieu du vingtiénstesa@paraissent les modéles des traits latents, qui
supposent que les variables binaires observées sont usvatien discréte de variables continues latentes.
Ces modeles ont été introduits précédemment dans la sotisrsé.2.1. Enfin, en 1987, Everitt [16] propose
un algorithme de classification pour données mélangéesi¢ plusieurs types : continues, ordinales et ca-
tégorielles), en s’appuyant sur I'hypothése que les danédinales et catégorielles sont une discrétisation
observable de données continues inobservables.

La démarche que nous proposons consiste dans un premies &empdéliser les variables binair¥set
X* par des variables continues gaussiennes sous-jaCéneey *, puis, a I'image de la discrimination gé-
néralisée dans un cadre gaussien, a définir une relatiom lestpopulationg” et P* en s’appuyant sur ces
variables continueY etY*. Ensuite, a partir de la relation entre variables gaussgnmus montrons qu'il
est possible de déduire une relation explicite entre laabi@s binaires.

4.2.3.1. Utilisation de variables continues sous-jacente s

Nous considérons donc les variables explicati))ggk,:l, de loi de BernoulliB(«ay;), comme issues

d'une discrétisation de variables contindé$, _, de loi normaleN (uu;, %)
Nous définissons cette discrétisation de la fagcon suivante :

, 0 siAYd, <0
X = Iz pourj =1,....d, (4.7)
|2F=1 1 osiAY, =20

ou\; € {—1,1} estintroduit afin de s’affranchir du choix d’un ordre au se#@s variables explicatives, et
ainsi de ne pas avoir a décider a quelle modalité&(ddaire correspondre uk/ positif. Ce); devient donc
un parametre du modele, qui peut étre connu s'il existe ureordturel au sein des variabl&s.

Remarque. Le choix du découpage en 0 pour la discrétisation est arbb@renais n’a pas d’incidence sur
la méthode.

On en déduit naturellement la relation entng et les parametres;, ju,; etoy;

®(5) sid =1
1—®(21) si) =1

O'kj

Oy = p(X|jZk:1 =1) = p()‘jY|jZk’:1 >0)=

(4.8)

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centégiite.

Nous supposons de plus que I'hypothése d’'indépendanceticomelle des variables binaires faite précé-
demment peut étre étendue aux variables contiliife€ette hypothése entraine de grandes simplifications
de calcul en permettant d’exprimey,; uniqguement en fonction des parametigs, o; et \; (pourk et j
fixés).

Remarque. L'indépendance conditionnelle des variables binzaliﬁgékz1 ne suffit pas a induire celle des
variables continues sous-jacentes, comme le montre leecereémple suivant. Soient les deux variables
aléatoires indépendanté§ etT, et soit la variableY; = T Y. Les variables binaireX; et Xs engendrées
par discrétisation dev; et Y, sont clairement indépendantes, puisque la positivité onégativité deyY;

et deY; sont indépendantes (du fait de la varialdg. Or, les variables continue¥; et Y; ne sont pas
nécessairement indépendantes.
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Remarque. Sans cette hypothése d’'indépendance conditionnelle diebles Y7, on a Si\; =1:
arj = p(Yj_, 20)

_d 1 1 _
— en gt [ exp(— (y — ) 154y — 1))y
Rx...xRx[0,400[xRx...xR

A supposer que I'on puisse identifier les structures de matle variance;, correspondant & des variables
binaires conditionnellement indépendantes, nous setiogués par les intégrations multidimensionnelles
induites par le calcul degy,; ci-dessus. Elles sont d’'une complexité suffisamment isupterpour pouvoir
poser des problémes d’évaluation en pratique.

Ainsi, sous cette hypothése d’'indépendance conditioemelht a I'appartenance a la clagsdes variables
continues sont gaussiennes indépendantes :

Y 261 ~ Nalpk, Zk),

avecX; une matrice de variance diagonale, d’éléments diagota¥i<;j<d-
Sion notepy(.) la densité de probabilité d’une telle loi, la varialie,._, sous-jacente ala variab® 7«
est de densité de probabilité :

K
FW) = pede(y)- (4.9)
k=1
Enfin, connaissany, la variableZ|y a pour distribution de probabilité :
ko ~ opedr(y) B
p(Z" =1ly) = o) tr(y) pourk =1,..., K. (4.10)

De la méme facon, nous supposons que les variables biﬂé"fg%zl de la populationP* sont aussi issues
de la discrétisation de variables sous-jacentes gausa‘siéﬁ'g*k:l de parametreg;, etX; et de proportions

Dis-- - P

4.2.3.2. Modéle de liaison entre les deux populations

L'objectif de I'analyse discriminante généralisée, quisiste a établir un lien entre les populatidhgt
P, revient donc a determiner une relation entre les paraswefreeta; ; des variables explicatives binaires.
Dans le cas gaussien, nous avons rappelé que sous des Isgsathiéonnables (transformation composante
par composante et de clagdB), la relation entre les variables des populatiéhet P* est de la forme :

Yvﬁz*k’:l ~ AkYV\Zkzl + by, (411)

ol A;, est une matrice diagonale B¢*?, etb, un vecteur d&R?.
On en déduit les relations suivantes entre les paramétsegadables gaussiennée’F*Z*k:1 ety u_; :

Hj = itk + kg,

Okj = laksl ow;.
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De plus, la relation/ (4.8) entre les parametres des vagdhleires et ceux des variables continues sous-
jacentes au sein de la populati®hpeut aussi s'écrire pour la populatidt. On a donc :

o (L) si =1
a*-: J * *
g 1-o(f) =o(-4H) siy=-1.

Remarque. CommeX\? = A;, il est inutile d'introduire A dans les équations.

On en deduit finalement la relation suivante entre les paraste; ; etay; :

. - br;
ap; = Q)(sgr(akj) P 1(akj) + )‘j T J ) ), (4.12)
—— |akj| Okj
5s —_——

Vkj

ou sgrit) désigne le signe du réel
Sous I'hypothése que les variables binaires sont issuearibles gaussiennes sous-jacentes, nous avons
donc déterminé une relation entre les parametres des leribinaires des populatiofs et P*.

Remarque. Pour estimer cette relation, il n’est nul besoin d’estimes parametres,;, by; etoy; qui sont

les parametres des variables gaussiennes et de la tranafanmentre ces variables gaussiennes. De plus,
I'estimation de ces parameétres entrainerait un certain hme problémes d’'identifiabilité qui nécessiterait
I'introduction de contraintes supplémentaires.

En écrivant/(4.12) sous la forme suivante :
oy = @ (615 @7 (ang) + Ay ) (4.13)

on constate en effet que le lien entre les populatiBret P* est entierement déterminé par les parametres
5kj1 Vij et)\j.

Le nombre de paramétres définissant le lien eRtet P* est alors relativement importarit;d paramétres
continus (lesy;;) et K'd + d parametres discrets,(; et );), et ce pour estimer le& d parametres continus

ag ;- Nous définissons alors quatre sous-modeéles particudierémettant certaines hypothéses sur les para-
metresA;, etb, de la transformation entre variables gaussiennes, aiessgules matrices de variangg,

des variables gaussiennes.

Modele M; :oy; libre, Ay libre etb, = 0 (transformation réduite & une homothétie). Le modele ess al

gy = ‘I><5kj (I)_l(akj)) avec &y € {~1,1}.

Modele M, :pour le deuxieme modelk/>, nous supposons ’homoscedasticité/tjé.e. oy,; = o, etune
transformation entré et P* constantei.e. indépendante de la classe et de la dimension, de sortd ,guae
alq etb, = Beolie = (1,...,1)" de dimensioni. Le modele s'écrit alors;;; = (I)((S O ayy) + Aﬂ)
avech; € {—1,1}, 6 € {—1,1} ety € R.

Or, ce modéle n’est pas identifiable, pour deux raisons :

— le produit) ;v n'est pas identifiable (on peut intervertir les signes descdaembres du produit en
gardant la méme valeur du produit). On introduit alors Ieapa‘atre)\;- = A; sgn(y), qui est donc le
signe du produif\;~.

— la transformation (4.11) n’est pas identifiable, car ikéxiplusieurs couplesiy, bx) conduisant a la
méme transformation. Ce probléme n’existe pas @durcarb;, est supposé nul pour ce dernier.
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Par exemple, considérons la transformation qui fait cpoedre a la gaussienne de cerftrel, —1)
et de matrice de variance identité la gaussienne de cénfte-2) et de matrice de variance égale

a quatre fois l'identité. On a alors deux solutions pourecgtinsformation : soil = ( 0 > et

0 2
0 . -2 0 —4
b= ( 0 >,30|tA:< 0 9 )etb: ( 4 )
Pour remédier a ceci, dés que le paramétre de transkgtioiest pas nul, on impose une homothétie
positive @;; > 0 pour toutl < k£ < K etl < j < d). Le modele est alors identifiable, et cette
hypothése n’entraine aucune restriction puisque la &taoslreste libre. Cette hypothése sera donc
faite pour tous les modeéles a venir.
Sous les hypothéses,; = o, A, = alg aveca > 0 etb, = fe (transformation constante pour la dimension
et la classe), le model&/, est :

a;j:q><q>*1(akj)+A;|y|) avec ;= \; sgny) € {~1,1} et || R

Modele Ms :oy; = ok, A = aiplyq (@veca;, > 0 pour toutl < k < K) etb, = e (transformation
dépendant uniquement de la classe). Le modéle est :

ajj = q’(@_l(@kj) + A%j\%’) avec Ay =2 sgn) € {—1,1} et |yl R,

Modele My :op; = o5, Ay = A (avecay; > 0 pour toutl < k < Ketl < j < d)eth, =3
(transformation dépendant uniguement de la dimensioninagele est alors :

a;;j = (I)<<I)71(Oékj) + ’}/j) avec Y4 € R.
Notons que dans ce cas, comme le paramgtesst libre, il integre le parameétre;.

A chacun de ces quatre modélkg (: = 1,...,4), nous pouvons associer une hypothése supplémentaire
sur les proportions : les proportions des groupes sont ogéese ou non dé® vers P*. Nous notons alors

M; le modéle avec proportions conservéeg/dt avec proportions différentes, ce qui conduit finalement a
8 modéles.

Remarque. Emboitement de modéles

Il est important de préciser les recoupements qui existemedes huit modéles que I'on vient de définir.

Le modeleM; (pM-) est un sous-modele des modélés (pM3) et My (pMy), qui eux sont disjoints.

Le modéleVl; (pM7) n’est compris dans aucun des autres modéles. En effet,rsbdifie ses hypothéses en
obligeant A, a étre positif, pour étre en adéquation avec les autres nesg@n devrait alors transférer la
liberté de A, versb,. Ce dernier serait alors entierement libre, c’est-a-diis-a-vis de la dimension mais
aussi de la classe, ce qui n'est considéré dans aucun desambies modeles. Il existe néanmoins quelques
cas particuliers (suivants que les centres des gaussiesmesjacentes et que la matrice d’homothétie

ne dépendent pas respectivement de la classe, de la dimeasid’aucun des deux) pour lesquels le modéle
M, (pM;) est un sous-modéle des autres modeles (respectivérhe@t) ), Ms (pMs) et My (pMy)).
Notons enfin que lorsque les parametfigsdu modelel/; sont tous égaux a 1, le modele de discrimination
généralisée ainsi défini correspond au modéle de discritiinalassique.

Remarque. Nombre de parametres a estimer

Les Kd paramétreSa;j sont obtenus en estimant les parameétres du modéle choreimeole montre le
Tableau 4.2. On note que le nombre de parameétres continusiaules modéles est alors moins grand que
Kd.

154



4.2. Analyse discriminante généralisée pour donnéesrbmai

M, | My | Mg | My pM;y pM> pMs3 pMy
continus| O 1 K d K—-1 K 2K —1 d+ K -1
discrets| Kd | d |Kd| 0 | K(d+1)—-1|K+d—-1|K(d+1)—1|d+K-1

TAB. 4.2.: Nombre de parametres continus et discrets a estiovelgs différents modeéles.

4.2.4. Estimation des parametres

L'analyse discriminante généralisée pour données bmajue nous proposons est une démarche com-
posée de trois étapes, chacune donnant lieu a des estimation
La premiére étape consiste & modéliser I'échantifode données binaires issu de la populatfopar un
mélange de lois de Bernoulli, décrit en (4.3). Pour cet éiillam d’apprentissage, les appartenances aux
classes des individus étant connues, I'estimation desnedrasc;,; (pourl < k < K etl < j < d) etdes
proportionspy, . .., px du mélange est immédiate :

N N
> e > wlzf
~ =1 A =1
= et Opi =
K N ki N

La deuxieme étape consiste a modéliser les lois des vasibiaires (mélange de lois de Bernoulli) de
la populationP*. Comme nous I'avons vu précédemment, les paramél;jjesle ces lois sont exprimés en
fonction des parameétres,; de la population” ainsi que des parametras, d;; etv;; caractérisant la trans-
formation entre les deux populatio#set P*. Lesay; €étant déja estimes, il suffira d’estimer a cette étape
les parameétres de la transformation, ainsi que les promsriies mélanges si elles sont différentes efitre
et P*. Nous détaillerons ci-aprés les différentes techniquesssaires a I'estimation de ces parametres.
Enfin, une fois la populatiod®* modélisée, la troisieme et derniére étape consiste a ed@mapparte-
nances aux classes, . .., zj des individus de5* par maximuma posteriori

Nous décrivons les techniques d’estimation nécessairasdauxiéme étape. A cette étape, nous suppo-
sons disposer d’une estimation des parametigS(pourl < k£ < K etl < j < d) et des proportions
p1,...,px Modélisant la populatio. Nous présentons la situation ou les proportions des mésasgnt
différentes pourP et P* et qu'il est nécessaire de les estimer d&isLe cas contraire estimmédiat.

Soit# 'ensemble des parametres a estimer, constitué des pi@ppt, . . ., pj., ainsi que des paramétres
Oj» Aj ety (pourl < k < K etl < j < d) de la transformation entr® et P*. Soit © I'espace dans
lequel évolud.

En utilisant I'expression de la distribution de probabiliteX*, donnée en (4.6), la vraisemblance du modéle
s'écrit :

N* K d

* w xtd  \1—a™d

L(0) = HZPkH%jxl (1 _O‘lcj)l i
i=1k=1 j=1

Etant en présence de données manquantes que sont les ra@pegte;” des individusz] aux classes, la
maximisation de la vraisemblance peut se faire avec I'dlyoe EM [14] qui est bien adapté a ce cas.
La log-vraisemblance complétée s'écrit :

N* K d , ,
* * * * - * —z7
le(0; 27, ... 28+) = Zz,ziklog (pk Hakjml (1-— akj)(l i )>.
j=1

i=1 k=1
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Partant d'une valeur initiale du paramétre a estimer, datgme EM est un algorithme itératif composé de
deux étapes successives, I'étape E (Expectation et I'étape M (pouMaximizatior). L'étape E consiste a
calculer I'espérance de la log-vraisemblance complétéeapmort a la loi des données manquantes (ici les
appartenances aux classes) conditionnellement aux deficétes valeurs des variables explicatives) et a
la valeur courante du paramétre a estimer. L'étape M canalsts a choisir comme nouvelle estimation du
parameétre celle qui maximise I'espérance de la log-vradid@nce complétée calculée a I'étape E. Ces deux
étapes sont répétées jusqu’a ce que la log-vraisemblan@nde stationnaire.

Nous détaillons les deux étapes de 'algorithme EM.

L'étape E de l'algorithme EM consiste, & partir d’'une estimation couraft€, a calculer 'espérance
de la log-vraisemblance complétée par rapport a la(ei|x*;0(?)) des appartenances aux classes=
(21,...,2xn~) conditionnellement aux valeurs des variables explicatife= (z7,...,z%.) et a la valeur
couranted@) du paramétré. Aprés quelques calculs, cette espérance s'écrit :

Q(;09) = E@@[l (0:ZF,.... Zx )2t . xe]

ZZt(Q){ log(p;) + log (f[akj Zj)l—xfj)}

=1 k=1

ol (q 1_@ ())(1 ~}7)

.,:1&

19 = p(zF =1)at,. . e 09) = J

K = d - y
Z *(q) H * (q _azj(q))(lfxi )
k=1 7j=1

est la probabilité conditionnelle que l'individuappartienne a la clasge

)

L'étape M de l'algorithme EM consiste alors & choist?t!) dans© qui maximise cette espérance
conditionnelle :

9\t = argmax Q(0; H(q)). (4.14)
[USS)

Cette maximisation conduit au nouvel estimateur des ptimpsrp;. suivant :

.- (9)
q
>t
#(q+1) _ i=1
Pg N~

Cette expression est obtenue par résolution du problenpimfisation (4.14), sous la contrainte que la
somme des proportions soit égale a 1.
Pour les parametres;, d;; ety;;, il N’est pas évident d’obtenir une formulation explicite l¢ur estimateur
obtenu & I'étape M. Néanmoins la maximisation@@; #(?) en fonction des parametres et d;; ne pose
aucun probléme (éventuellement des probléemes combiagatoamme nous le verrons plus loin) puisqu’ils
prennent leurs valeurs dans un ensemble {inil( 1}). Ce qui résout I'estimation du modéié/; .
Pour les autres modéles, on doit maximig®p; 6(9)) en fonction des parametrés;, v, ). Pour cela, nous
maximisons la fonctionnell@ en fonction dey,; pour chaque valeur possible des paraméirget nous
choisissons ensuite parmi tous g, vx;) obtenus celui qui rend maximum. Notons que dans les mo-
deles 2 et 3 ce sont les valeurs absolues des paramettes, qui interviennent, mais que nous estimons
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4.2. Analyse discriminante généralisée pour donnéesrbmai

néanmoins leur valeur algébrique, puisque nous avonsrbdsdeur signe pour déduire des estimations de
A celle de); et .

Remarque. En pratique, le bouclage sur les valeurs possibles des paii@s discrets ne se fait pas au
sein de I'étape M, mais en dehors de I'algorithme EM : nousvests les parametres,;, et+;; a l'aide de
I'algorithme EM pour chaque valeur possible des paramettissretsd,; et \;, puis nous choisissons la
solution de vraisemblance maximale.

La maximisation de la fonctionnell@ en fonction du parametre continy; est un probleme d’optimisation
classique. Soien®,, Q3 et Q4 les fonctionnelles a maximiser en fonction gey, et~; pour les modéles
M; (pMs), M3 (pM3) et My (pM,), les parametres; et \;; étant fixés :

M=

N* K
Qo) = DD tu{ log(pi) +

i=1 k=1

27 10g (P(@ 7 (k) + A7)
1

<.
Il

+ S (1 -2)log (1 — DD () + Aﬂ)) }

M~

1

<.
Il

277 log (‘D(@_l(akj) + )\kﬂk))

B

N* K
Qs yic) = > > ta{ log(mi) +

i=1 k=1

.
Il
—_

+ (1—27)log (1 — O(d(ag;) + )\kj’Yk)) }7

M-

1

J

77 log (2(@(ay) + 7))

M=~

N* K
Qu(yis- ) = o> tu{ log(wp) +

i=1 k=1

.
Il
—

M=

+ Do —a7)log (1 - @@ (an)) + 7)) |+

<.
I
—

Comme® est une fonction de répartition, il vient que

lim Qy(y)=  lim  Q3(y,....,7x) = lm  Qa(m,...,7a) = —00
|| —00 71, i [[—00 lvesvall—o0
De plus, les fonctionnelle®,, Q3 et Q4 sont des fonctions de, (v1,...,vx) et (71,...,7vq) Strictement

concaves (cf. annexe B.1). Il est donc possible d’appliqurealgorithme de type Newton pour rechercher

leur maximum [10].
Ce qui résout les estimations des modélés(pMs), M3 (pMs) et My (pMy).

4.2.4.1. Estimation en grande dimension

L'augmentation de la dimension pose des problemes nunewidin effet, a I'étape M de I'algorithme
EM, pour les modeles/; etpM;, il faut rechercher parmi toutes les valeurs possible$,deelle qui maxi-
mise une certaine quantité. Or en dimension 10, dvee 2, le nombre de);; possibles es2?°, soit plus
d’'un million de possibilités. Le méme type de probléeme exjgbur les modéleds, (pMs) et M3 (pMs),
avec les parametres; et \;;. Précisons néanmoins que pour ces derniers modéles, lansopare naturel
est connu au sein de variables explicatives, celui-ci irmgeschoix de la discrétisation (4.7), et les para-
metres)\; et \; sont donc connus. Dans ce paragraphe, nous traitons l&stimded, ;, mais les mémes
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4. Analyse discriminante généralisée :  cas des donnéeisdsirmvec modéles des classes latentes

méthodes sont utilisables pour I'estimation des autreamaires discrets; et \;.

Il devient vite impossible lorsque la dimensidndépasse 10 (situation fréquente dans le cas de données
binaires) de parcourir toutes les valeurs de ces parantita®ts.

Nous proposons alors deux méthodes d’optimisation sttighas. une méthode de relaxation et la méthode
du recuit simulé. Ces méthodes sont des méthodes approghiéesus permettent de trouver une estima-
tion de la valeur optimale du parameétre sans avoir a parcexiiaustivement I'espace dans lequel évolue ce
parameétre.

Nous nous plagons dans le cas du mod&lg ou les proportions sont connues. Le seul parametre de la
log-vraisemblance est alof;. Nous verrons plus loin comment faire lorsque I'on doit resti d’autres
parametres conjointement a ce paraméjre

La méthode de relaxation consiste a relacher I'hypothesel@parametre,; appartient a I'espace dis-
cret {—1,1}%4, et & supposer qu'il appartient a I'espace confinu, 1]%¢. De la méme fagon que nous
venons de le faire pour I'optimisation en fonction des pa@es continusy,; a I'étape M de I'algorithme

EM (cf. annexe B.[1), on peut montrer que les fonctions a dpéinpar rapport aux parametres contiaps

sont strictement concaves et tendent vess sur les bords du domaine (de méme pour les autres paramétres
discrets); et \;;). Ainsi, une méthode d’optimisation classique de type Nevyiermet de résoudre le pro-
bleme d’optimisation. Nous obtenons ainsi une solutiortinuegkj gue nous discrétisons pour obtenir une
solution binaire pad;; = sgn(dy;). Le principal probleme de ce genre de technique est quiste aucun
résultat théorique prouvant la convergence vers la valgtimale du paramétre.

La seconde méthode est celle du recuit simulé qui a été inteogar Metropoliset al. en 1953 [23] pour
minimiser un critére sur un ensemble fini de trés grandeet&ilh en trouve une présentation claire dans [28].
Le principe du recuit simulé consiste a se déplacer plusieapént sur la surface de la fonction a optimiser,
afin d’éviter de rester au voisinage d’'un mimimum local, eeoeffectuant des changements d’échelle.
L'algorithme du recuit simulé pour la recherche du paraengty qui maximise la log-vraisemblance est le
suivant. ‘

Soit I'estimation courantélizj).

(i) Simuler¢;,; dans un voisinage proche d%.).

(i) Accepterégfl) = &,; avec la probabilitg; = min(exp(ATJ?i), 1),

prendres| " = ) sinon.
(iiiy AugmenterT; enT; .

La premiere étape consiste a simuler une réalisgjigule d,; qui soit dans un voisinage dézj). Cette réa-
lisation peut étre vue comme une perturbation de la valeuracxe dey, ;. Dans le cas continu on simulera

par exemple une variable uniforme dans un voisinagé,i@eDans notre cas discret, on change a chaque

perturbation une seule dé&/ composantes déjj) (del en—1 ou vice-versa), cette composante étant choi-
sie aléatoirement.
La deuxieme étape consiste a évaluer le gain en log-vralseww obtenu avec &,;. Si ce gainAE; =

1(&kj) — l(é,(gij?) est positif,/(.) étant la log-vraisemblance, on choisi algts comme nouvelle réalisation de
dx;- Sinon, on se donne une probabilité non nulle de le choisinm®ins comme nouvelle réalisationqe.

C’est cette probabilité qui nous permet d’échapper a ation de(S,(fj) si jamais ce dernier est un maximum

local. Cette probabilité; est définie pap; = min(exp(AT?i), 1). Ainsi, si le gain en log-vraisemblance

AE; est positif,exp(5£+) est supérieur a 1, d'of; = 1. Sile gain est négatjf; = exp(ATfi). _

Le parameétrel; est un parameétre de « température » que I'on fait croitre atsates simulations de réa-
lisations dejy;, afin de favoriser de plus en plus les solutions de grandsem#lance a mesure que l'on
avance dans les simulations. Wnproche de 1 en début de simulation permet d’explorer au manitres-

pace dans lequel évolue la log-vraisemblance, afin de visites les maxima locaux, et lorsque Egcroit,
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4.2. Analyse discriminante généralisée pour donnéesrbmai

on se resserre de plus en plus vers le maximum global.

La troisiéme étape consiste donc a faire croitre ce pararhgtcomme nous venons de I'annoncer. Comme
il I'est explicité dans|[28], la convergence théorique ddgorithme du recuit simulé est établie lorsque la
croissance d&; est logarithmique. Mais en pratique, cette croissanca@stfaible, et on utilise générale-
ment une croissance linéaire, du tyfie; = J7;, oud > 1.

Contrairement a la méthode de relaxation, nous savons demeig’on attendait un temps infini, la va-
leur optimale du parametig,; serait atteinte. Mais la principale difficulté de cette noélh est le choix du
parameétred, qui est spécifique a chaque probleme.

Remarque. L'algorithme présenté ci-dessus est en fait I'algorithneeMetropolis pour simuler la densité
exp(%1(dy;)), qui est utilisé dans les méthodes de Monte Carlo par Chaénelarkov [28]. Nous créons
ainsi une chaine de Markov dont chaque élément est uneagahisdu parametrey, ;.

Estimation de plusieurs paramétres

Si les proportions au sein de la population test sont incesinou si le modéle étudié contient les paramétres
~v ou~y; (modelesMs, Ms, pMs etplMs), les parametres discrets ne sont plus les seuls a deveeg&tmés.

On procéde alors de la facon suivante :

— pour la méthode de relaxation, on utilise I'algorithme E#&fidi précédemment, en incluant a chaque
étape M la recherche du parametre discret « relaxé » qui nieximlog-vraisemblance.

— pour la méthode du recuit simulé, I'algorithme EM n’estsalitilisé. A chaque génération d’un nouvel
élément de la chaine de Markov, on recherche les autres pesnoptimaux, soit par une méthode
de type Newton (pour les paramétre®t ), soit en utilisant I'expression explicite de I'estimateu
optimal obtenue a I'étape M de l'algorithme EM (pour les mjons).

Test des méthodes de relaxation et du recuit simulé

Nous testons les deux meéthodes du recuit simulé et de riglaxadur I'estimation du parameti®,; du
modéle M, dans le cas ou les proportions sont les mémes dans les popsild’apprentissage et de test.
Les tests sont réalisés en dimension 5 et 10.

Le tableau 4.3 présente les pourcentages moyens (sur 3Qiofsg ded,; bien estimés par la méthode de
relaxation.

dimension
méthode| N |d=5|d=10
relaxation| 100 93 80
relaxation| 1000 | 100 100

TAB. 4.3.: Pourcentages dg; bien estimes par la méthode de relaxation.

Remarque. Les tests ont été effectués avec une transformation &néeP* respectant les hypothéses du
modelel;. Les paramétres utilisés (loi des données et transformpasont les mémes que ceux utilisés
pour les tests sur simulation présentés ci-apres.

La méthode de relaxation donne de tres bons résultats @stintation du parametrg;, et semble conver-
ger lorsque la taille de I'échantillon augmente.

Quant a la méthode du recuit simulé, elle souffre du choix ahameétred, qui influe beaucoup sur les ré-
sultats d’estimations. La figure 4.1 illustre I'évolutioa k& log-vraisemblance du modélé;, en dimension
10, pour la méthode du recuit simulé pour deux mauvais choigatametre). En effet, dans la figure de
gauchey} est trop petit ¢ = 1.0000000001) ce qui implique que la surface de la log-vraisemblancetn’es
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pas assez explorée. On risque alors de rester sur un maxiocaimAu contraire, dans la figure de droite,
est trop grand{ = 1.0001), et on n'arrive pas a se focaliser sur le maximum global.

$=1.0000000001 $=1.0001

T 600

-1000

-1100

-800 L L - L -1200
[ [

FIG. 4.1. : Evolution au cours des simulations (en abscissed tieghvraisemblance (en ordonnée) du mo-
deleM; pour la méthode du recuit simulé aveciditrop petit (gauche) et ufitrop grand (droite).

La figure 4.2 illustrent I'évolution de la log-vraisemblandu modéle\/; pour un choix plus convenable du
parametre’ (¢ = 1.000001). Mais la encore, les fluctuations d’échantillonnage inftuir I'exploration de
la log-vraisemblance. En effet, avec le méme paramgtrel.000001, on explore plus (figures 4.2 du haut)
ou moins (figure 4.2 du bas) la surface de la log-vraisemblahout I'enjeu étant de I'explorer assez pour
ne manguer aucun maximum local, mais de pouvoir se concesuirée maximum global au fur et a mesure
gue I'on avance dans les simulations.

Le pourcentage d&,; bien estimés avec ce parameire= 1.000001 est de65% en dimension 10. Si I'on
augmente), ce pourcentage diminue car plus on avance dans les siongdatlus les sauts a chaque pas sont
importants et plus on s’éloigne de la solution otpimale!di Himinue¥, on augmente au contraire ce pour-
centage, car on converge trés rapidement vers la solutibmalp. Mais malheureusement il est possible
gue la solution obtenue ne soit qu’'un maximum local, ce queerable pas étre le cas ici mais qui pourrait
trés bien I'étre.

Enfin, concernant le temps de calcul, la méthode de relaxasd plus rapide, puisque pour la méthode
du recuit simulé on est obligé d’effectuer un nombre impartee simulations (100000 par exemple), alors
que pour I'algorithme EM la convergence est souvent obsepign avant ce nombre d'itérations.

En raison des difficultés de réglage qui existent pour la ot#&hdu recuit simulé, et sachant que ces ré-
glages sont propres a chaque probleme, nous utilisons psuests de la discrimination généralisée en
dimension 10 la méthode de relaxation.

Le logiciel Matlab est utilisé pour implémenter I'estin@ati des huit modéles de discrimination générali-
sée.

4.2 5. Tests sur simulations

Un ensemble de tests sur simulations a été réalisé, afin deatent’analyse discriminante généralisée
a deux autres démarches consistant a : (1) utiliser direstesur I'échantillon test la regle de classement
construite a partir de I'échantillon d’apprentissageddiination classique), (2) oublier que I'on a un échan-
tillon d’apprentissage et effectuer une classificatiomaattique (olclustering sur I'échantillon test.
La discrimination généralisée propose huit modéles @iffes : M, a M, etpM; apM,. Afin de choisir le
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o 2 4 6 8 10 88 9 9.2 9.4 96 9.8 10
x10° x10°

FIG. 4.2. : Evolution au cours des simulations (en abscissed tieghvraisemblance (en ordonnée) du mo-
déle M; pour la méthode du recuit simulé avéc= 1.000001. Deux essais différents sont pré-
sentéqpremier essai en haut, évolution sur les 100000 simulstiogauche puis sur les 3000 derniéres a
droite, et second essai en has)

modele le plus approprié aux données testées, nous les campal’aide d’un critére fréquemment utilisé
en choix de modéle : le critére BIB&yesian Information Criterign{57]). L'idée de cette approche bayé-
sienne de choix de modéle consiste a choisir le modétie plus grande probabilit posteriorip(m|D).
Cette probabilité peut étre exprimée pan(in|D) < p(D|m)p(m), oup(D|m) est appelée vraisemblance
intégrée ou vraisemblance marginalepétn) est la probabilitéa priori du modélem. L'évaluation de
cette vraisemblance intégrée étant souvent difficile, disaitl’approximation consistant a approcher la
log-vraisemblance intégrée par le maximum de la log-vraigance, pénalisée par une fonction du nombre
v de parameétres continus du modéle et de la taillde I'échantillon. Cette approximation conduit alors au
critére BIC, défini par :

BIC = —2I(6) + vlog(N),

oul1(0) est le maximum de la log-vraisemblance.

Ce critére est préféré a des critéres issus d’'une approébaentiste comme le critére NIGI¢twork In-
formation Criterion [24, 25, 26]) ou sa version simplifiée Al@J Information Criterion [?, 2]), en raison
de l'inconsistence de ces derniers qui les mene a choisiragiela trop complexe avec une probabilité non
nulle [8].

Les comparaisons de I'analyse discriminante généralid&da discrimination classique et de la classifi-
cation automatique sont faites en terme d’erreur de clesser@valuées sur I'échantillon test simulé.
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4.25.1. Protocole

Nous appliquons les trois méthodes de classification (digeation généralisée, discrimination clas-
sique et classification automatique) sur des échantilldmgpdentissage et de test simulés a partir d’'une
discrétisation de variables gaussiennes. Huit transfiioneentre les populations d’apprentissage et de test
sont testées, chacune d’entres elles correspondant aotiéges spécifiques des huit modélésa M, et
pM; apM,. Ces tests sont naturellement favorables a la discrinoim@@néralisée, puisqu’ils respectent les
hypothéses de cette derniére :

— les variables binaires sont issues d'une discrétisatovadables gaussiennes,

— lindépendance conditionnelle des variables gauss&Yihest respectée,

— la transformation entr® et P* estC! et de matrice d’homothétid;, diagonale.

Nous testons ensuite quatre autres types de simulatiotanneh défaut les hypothéses de la discrimination
généralisée précédemment citées, afin de tester sa ramistes
— Les variables binaires sont simulées par discrétisattovadables gaussiennes bruitées par une cer-
taine proportiorp de variables uniformes, centrées sur chaque gaussiennéldage et étendues a
plus ou moins deux écart-types (bruit 1).

— Les variables binaires, simulées par discrétisation dablas gaussiennes, sont bruitées par une pro-
portionp de variables binaires réparties uniformément{gur }¢ (bruit 2).

— Les variables binaires sont simulées par discrétisatomatgiables gaussiennes non conditionnelle-
ment indépendantes (bruit 3).

— La matrice d’homothétiel;, de la transformation entr2 et P* n’est pas diagonale (bruit 4).

Notons que I'hypothése d’'une transformatiéhentre P et P* est naturelle, et nous ne réalisons donc pas
de test la mettant en défaut.

Comme pour la simulation sans bruit, nous testons pour ehggue de bruit huit transformations corres-
pondant aux huit modéle® a My etpM; apMy.

Pour chague test, les estimations sont répétées trentafioisi’avoir une estimation moyenne :
— des taux d’erreur de classement obtenus par chaque métbatiscrimination,
— des valeurs des critéres BIC pour les modéles de discriimingénéralisée et de discrimination clas-
sique,
— des pourcentages de choix de chaque modéle de discriommgnéralisée par le critére BIC.

Nous choisissons un espace des variables explicativestnsiond = 5 (X = R®) puisd = 10 (X =
R'Y), les données étant réparties en deux clasies=( 2). Pour la dimension 10, quelques restrictions
sur le nombre de tests effectués seront appliquées. Ddlestdiéchantillons sont utiliséesN = 100
puis N = 1000. Le détail des autres parametres utilisés (générationalesées, transformation), figure en
annexe B.2.

Pour I'algorithme EM, nous avons fixé le seuil de convergatea log-vraisemblance 86, en se fixant
un nombre maximum d’itérations a 200.

4.2.5.2. Résultats en dimension 5

Les tests sur des échantillons de données binaires sinpdéales données gaussiennes non bruitées,
dont les résultats sont présentés en annexe |B.2.1 par leaualB.1 et B.2, permettent de tirer les conclu-
sions suivantes :

— le critere BIC permet de choisir généralement le modéleespondant a la transformation enfre

et P* utilisée. Néanmoins, pour une taille d’échantillon de 1@mboitement des modeéles 2, 3 et 4
rend difficile le choix entre ces trois modéles (le bon moddsiechoisi dan$0% des cas). Mais ce
probléme est quasiment résolu lorsque I'on passe a une tadithantillon de 1000, puisque le bon
modele est alors choisi dans plusd#; des cas.

162



4.2. Analyse discriminante généralisée pour donnéesrbmai

— Les taux d’erreurs obtenus par discrimination génémlimgir les modeéles choisis par BIC sont signi-
ficativement meilleurs que ceux obtenus par discriminatiassique (méme lorsque BIC ne choisit
pas le modéle correspondant a la vraie transformationpneti®es proches des taux d’erreur optimaux
pour une taille d’échantillon de 1000. La classificationoaudtique est quant a elle moins bonne que
les deux autres méthodes.

N=100
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15
101 q

taux d’erreur en %

I R B B e S BT
ADG erreur
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35
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101
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FiG. 4.3. : Tests sans bruits.

La figure 4.3 illustre ces résultats, en présentant les tauralivais classements obtenus par le meilleur mo-
déle de discrimination généralisée selon le critere BICGABIC) puis selon I'erreur de classement (ADG
erreur), par discrimination classique (AD) et enfin par sifisation automatique (CA). L'axe des abscisses
représente les huit tests effectués.

Pour le premier type de bruit (bruit uniforme sur les vagasbgjaussiennes), les résultats sont présentés
en annexe B.2.2 dans les tableaux/B.3 et B.4 pour une propaté bruit del0%, et dans les tableaux B.5

et B.6 pour une proportion de bruit 88%. Pour le deuxieéme type de bruit (bruit uniforme sur les \@dea
binaires), les résultats sont présentés en annexel B.2s3atarableaux B!7 et B.8 pouif% de bruit, et dans

les tableaux B.9 et B.10 pou0% de bruit. Les figures 4.4 et 4.5 illustrent ces résultatsc &8 mémes
notations que pour la figure 4.3.

Pour ces deux types de bruits, les conclusions sont serablabl

— avec une proportion raisonnable de bruii%), le critére BIC a plus de mal a choisir le bon modele
correspondant a la transformation que lorsqu'’il n'y a pabrdd, et le probléme di a 'emboitement
des modéles 2, 3 et 4 est amplifié. Il arrive néanmoins a e¢Heibon modéle dang3% des cas avec
une taille d’échantillon de 1000.

— Du point de vue des erreurs de classements, les modélesalienithation généralisée choisis par le
critere BIC, gu'ils soient ou non le bon modéle vis-a-vis déransformation, donnent de meilleurs
résultats (ou semblables dans certains cas rares) quetardigtion classique ou que la classifica-
tion automatique, qui cette fois se rapproche des deuxsamigghodes d’'un point de vue erreur de
classement.

— Pour une proportion de bruit plus importanteé%), le choix des modéles devient impossible puisque
les données sont tellement bruitées qu’elles ne corregpopius a aucun des modéles. Les erreurs
de classements par discrimination généralisée et diswaiion classique deviennent trés importantes,

163



4. Analyse discriminante généralisée :  cas des donnéeisdsirmvec modéles des classes latentes
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FiG. 4.4. : Tests avec bruit 1.
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FiG. 4.5. : Tests avec bruit 2.

c’est alors la classification automatique qui est la maideu

Pour le troisiéme type de bruit, ou I'hypothése d'indépemdaconditionnelle des variables gaussiennes est
mise a défaut, les résultats sont présentés en ahnexe Buzs3edtableau B.11. Les conclusions sont les
suivantes :
— le critere BIC choisit toujours le modéle de discriminatmpénéralisé@ M3, qui n'est pas forcément
celui qui donne le taux d’erreur de classement le plus faible
— Lestaux d’erreurs obtenus par discrimination génémbs&c le modelg)M; sont meilleurs que ceux
obtenus par discrimination classique, et meilleurs d@% des cas que ceux obtenus par classifica-
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tion automatique.

Enfin, pour le quatriéme type de bruit, qui propose une taansdtion avec matrice d’homothétie non dia-
gonale, les résultats sont présentés en annexe B.2.4 dabselal B.12. Les conclusions sont les suivantes :
— le critére BIC hésite entre les modelkg et pM3, sans trop de cohérence : il ne converge pas for-
cément vers un choix lorsque la taille de I'échantillon aegte, et lorsqu’il converge ce n'est pas
forcément vers le bon modéle d’'un point de vue conservatisnpdoportions.
— Néanmoins, les taux d’'erreurs obtenus par discriminagi@méralisée avec les modeéles choisis par
BIC sont meilleurs que ceux obtenus par discriminationsitpe ou par classification automatique.

Remarque. Choix de modéle en présence de bruit important

On peut remarquer que pour les bruits 3 et 4, les meilleurs étezdsont les modéle¥s et pMs. Nous
pensons que ces modeles sont ceux qui permettent de s'altaptieux a ce type de bruit. Quant au bruit
1, le choix a I'aide du critére BIC semble se porter vers le eleg)/, lorsque la taille de I'échantillon est
assez grande, bien que ce ne soit pas ce modele qui donneidesatites erreurs de classement.

4.2.5.3. Résultats en dimension 10

Pour les essais numériques que nous présentons ici, nossesireignons a I'étude d’'un seul type de
bruit, le bruit 1 qui consiste en un bruit uniforme sur lesialles gaussiennes qui génerent les variables
binaires par discrétisation.

L'optimisation des paramétres discrets des modeéles 2, 3est faite a I'aide de la méthode de relaxation
présentée précédemment.
La figure 4.6 illustre les résultats obtenus.
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FiG. 4.6. : Tests sans bruit et avec bruit 1.

Les résultats obtenus sont relativement analogues a céemusben dimension 5. D’un point de vue erreur
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de classement, les modeles de discrimination généralisg@sis par BIC sont meilleurs que la discrimina-
tion classique et que la classification automatique, posirs@aulations non bruitées et avet% de bruit.
Comme en dimension 5 lorsque le bruit est trop important ¢zeslassification automatique qui est la plus
performante.

4.2.5.4. Conclusions

Dans un cadre de discrimination sur variables binaires pgpalations d’apprentissage et de test diffé-
rentes, et lorsque les variables binaires sont dues a ucrétiaition de variables gaussiennes sous-jacentes,
I'analyse discriminante généralisée donne des erreurlagsatnent plus faibles que I'analyse discriminante
classique ou que la classification automatique.

De plus, les différents tests effectués ont permis de molatm®bustesse de la discrimination généralisée :

— al’hypothése de normalité sous-jacente,

— al’hypothése des classes latentes (indépendance comdilie des variables gaussiennes sous-jacentes),

— al'’hypothese qui contraint la transformation enfteet P* a étre « variable par variable » (matrice

d’homothétieA;, diagonales).
Notons néanmoins que lorsque I'on s’éloigne « trop » de lanatité sous-jacente, les discriminations
classique et généralisée deviennent mauvaises, et @estatlassification automatique qui est la meilleure.

4.3. Applications a des données reelles

Ce paragraphe contient deux applications de I'analyseidiisante généralisée pour variables binaires.
La premiére application est issue des travaux précursaurasalyse discriminante généraliséel ([9], [35]),
et consiste a discriminer une population d'oiseaux en fonate leur sexe, a partir de données biométriques
gue nous avons discrétisées pour le besoin de I'étude. landea@pplication, dans un contexte de santé
publique, consiste a discriminer une population de patiapant eu un premier cancer en fonction du risque
de survenue d’'un deuxiéme cancer.
Nous introduirons finalement une troisieme possibilitépgiaation de I'analyse discriminante généralisée
dans le domaine des assurances.

4.3.1. Sexes d'oiseaux

La discrimination généralisée sur variables gaussienaoeeealde trés bons résultats pour la probléma-
tique des sexes d'oiseaux présentée en introduction deagatreh(cf. Biernacki eal. [9]), qui consiste a
discriminer une population d'oiseaux a partir de varialiliesnétriques, avec des populations d’apprentis-
sage et de test d’origines géographiques différentes.

L'espece d'oiseau de mer considéré&sglanectris diomedegaest présente en Méditerranée et dans I'At-

lantigue Nord, ces conditions océanographiques congmgtant présumées a l'origine de I'existence de
différences notables en taille, en couleur et en comporteemre ces différentes sous-especes. Nous dis-
posons d’'un échantillon de trois sous-espéces différgptes lesquelles cing variables morphologiques ont

été mesurées sur chaque individu (cf. Thibaullef32]). Ces variables sont les suivantes :

— profondeur du bec,
longueur du bec,
longueur du tarse (os de la patte),
longueur des ailes,
longueur de la queue.

Chaque échantillon comporte une partie de méles et une phetiemelles, et chaque individu est de sexe
connu.

Nous proposons une premiére illustration de nos travauxti pie cette application, en discrétisant les
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variables morphologiques continues en variables bingines en sachant que I'information perdue est alors
importante. La figure 417 illustre les différences entrexderiables morphologiques (tailles des ailes et de
la queue), pour les deux espéciamedeaet borealis

390

O borealis
X diomedea O
O

370

350

longueur des ailes

3301 x 1

50 54 58 62
longueur du tarse

FIG. 4.7. : Longueur des ailes et de la queue pour les deux esgidrredeaet borealis

Comme on peut le constater sur cette figure, la discrétisakiit étre réalisée avec précaution. Effective-
ment, si I'on discrétise par exemple par rapport aux moyeidies variables biométriques pour une espéce,
toutes les valeurs pour l'autre espece se trouvent alorsémencoté de cette discrétisation, du fait des dif-
férences importantes de taille entre ces especes.

Ainsi, nous choisissons de ne travailler que sur les deugcesples plus prochediomedeaet borealis et
nous choisissons les seuils de discrétisation de sorte aecan ait un maximum d’individus de chaque
coté de ce seuil pour les deux espéces.

La tableall 4.4 présente les valeurs minimales et maximekesidq variables morphologiques pour les deux
especes considérés (en mm).

prof. bec | long. bec | long. tarse| long. ailes | long. queue
min | max | min | max | min | max | min | max | min | max
diomedea] male | 12.7| 15.3| 47.5| 55.2| 48.4| 57.4| 325| 348 | 122 | 134
femelle| 11.7 | 15.5| 46.1| 55 | 48.7| 55.3| 323 | 345 | 117 | 140
borealis male | 14.3| 18.3| 51.3| 61.2| 53.9| 62.4| 337 | 382 | 128 | 153
femelle| 13 | 16.4| 47.8|59.1| 53.2| 61 | 338 | 376 | 127 | 153

TAB. 4.4.: Minimums et maximums des différentes variables tolqgiques pour les deux espéecksme-
deaetborealis

Les seuils de discrétisation optimaux, choisis en exptdiars les seuils possibles, sont alors donnés par le
tableau 4.5.

Nous choisissons pour population d’apprentissage I'espérealis dont nous disposons d’un échantillon
de 206 individus 45% de femelles), et pour population test I'espé&ltemedeadont nous disposons d’'un
échantillon de 38 individuss8% de femelles).
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prof. bec| long. bec| long. tarse| long. ailes| long. queue
14.35 51.50 54.45 342.50 128.40

TAB. 4.5.: Seuils de discrétisation des variables morpholaggour les deux espéatiemedeatborealis

Les trois méthodes de classification, discrimination galisgre, discrimination classique et classification au-
tomatique sont testées. Les résultats sont présentésedBaisiéall 4.6. Pour la classification automatique, la
procédure a été répétée 100 fois, et nous présentons leganauais classement moyen, ainsi que I'écart-
type entre parenthése.

modeéle pMy | pMs | pMs | pMy | M, Mo Ms My D. C.A.
taux 57.9| 21 21 21 | 57.9|23.7|15.8| 18.4| 42.1| 29.5(9.4)
nombre| 22 8 8 8 22 9 6 7 16 | 11.2 (9.45)

TAB. 4.6.: Taux (erf%) et nombre (suB8 individus) de mauvais classements obtenus sur la populteii
diomedeaavec apprentissage sur la populatomrealis

L'utilisation du critere BIC pour choisir entre les huit madds de discrimination généralisée (tableau 4.7)
conduit a sélectionner le modéd/s, qui donne une erreur de classemen2tl®5%. Cette erreur est plus
faible que celles obtenues par discrimination classidld (%) et par classification automatiqued(50%).
Notons que les modele¥s et M, donnent des erreurs de classements encore plus faiblpegtesment
deux et un mauvais classements en moins), mais le critera8I€s choisit pas. Néanmoins, la différence
de valeur de BIC entrd/3 etpM3 est peu significative.

pM;y pM> pMs3 pMy M, My M3 My
269.75| 222.50| 220.55| 237.02| 267.35| 221.59| 221.47| 233.62

TAB. 4.7.: Valeurs du critere BIC pour les huit modéles de distration généralisée.

Cette application illustre I'intérét de la discriminatigiénéralisée vis-a-vis des procédures classiques de
discrimination linéaire ou de classification automatigtie.effet, en adaptant la régle de classement issue
de I'échantillon d’apprentissage a I'échantillon test enction des différences entre les deux populations
d’apprentissage et de test, la discrimination générapigémet de classer les individus de la population test
de fagon plus efficace qu’en appliquant directement la réglelassement issue de I'échantillon d’appren-
tissage, ou encore en oubliant I'échantillon d’appreatisset en effectuant une classification automatique
directement sur I'échantillon test.

Remarquons aussi que I'hypothése gaussienne conditiemmagit au sexe était relativement acceptable sur
les variables biométriques sous-jacentes. Néanmoingvaif une forte corrélation entre ces différents ca-
racteres, violant alors les hypothéses d’'indépendancditemmelle de nos modéles.

Nous présentons maintenant une seconde application @inesrtvariables sont naturellement binaires.

4.3.2. Risque de deuxiéme cancer

Le Registre des tumeurs du Doubs est un registre généralpddgion dont les missions sont :

— la production de statistiques pour la surveillance épidimique des cancers par I'enregistrement
continu et exhaustif des nouveaux cas de cancers résidantient du diagnostic dans le départe-
ment du Doubs,
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— la réalisation d'études et de recherches relatives no@mml’épidémiologie, I'évaluation du dépis-
tage des cancers, les prises en charge diagnostiquesagightéques, la qualité des soins et la qualité
de vie.

Un des axes de recherche actuel au sein de ce registre poleaisque d’apparition d’un deuxiéme cancer
chez des patients ayant été atteints par un premier candestitule. Dans le cadre de cette étude, nous
disposons d'un ensemble de données constitué de 299 padigait eu ce premier cancer entre 1978 et
2002, la date de point (date de fin de suivi des patients) Bxaiet au 31 décembre 2002.

L'étude que nous proposons consiste a prédire parmi legidldi ayant eu un premier cancer du testicule
récemment, ceux qui ont un risque important de survenueglieiconque deuxieme cancer. Pour effectuer
cette discrimination, nous nous appuyons sur les donnésf/es aux patients ayant eu un premier cancer
antérieurement, pour lesquels nous avons assez de reaut@astater s'ils ont eu ou non un deuxieme
cancer.

La population d’apprentissage représente donc les ingdvayant eu un premier cancer du testicule entre
1978 et 1992 et habitant dans le département du Doubs au rhametiagnostic, pour lesquels nous sa-
vons s’ils ont eu un deuxiéme cancer ou non. Nous disposoassdiun échantillon de 149 patients, parmi
lesquels :

— 19 patients ont eu un deuxiéme cancer,

— 20 patients sont décédés sans avoir eu de deuxiéme cancer.
Pour les 110 patients restants, nous supposons qu'ils pastle deuxiéme cancer. En effet, leur premier
cancer ayant été contracté avant 1992, on dispose d’une deréuivi d’au moins 10 années (on a Vvérifié
gu'ils habitaient toujours dans le Doubs en 2002), que noppasons suffisante a la survenue d’'un deuxiéme
cancer. Cette hypothése semble raisonnable et est discladm du paragraphe 4.3.2.2.
La population test a classer est composée d’individus dibBayant eu un premier cancer du testicule entre
1993 et 2002. Nous disposons d’'un échantillon de 150 patiparmi lesquels 14 sont étiquetés :

— 1 patient a eu un deuxieme cancer,

— 13 patients sont décédés sans avoir eu de deuxiéme cancer.
Puisque le temps de suivi de ces patients est inférieur ard€eannotre objectif est de prédire quels sont
parmi ces 150 patients ceux qui ont un risque important dessue d’'un deuxiéme cancer, sachant que I'on
dispose de 14 individus pour tester notre prévision.

Etant donné la différence temporelle entre nos deux pdpukd’apprentissage et de test, il est fort pro-
bable gu’'une discrimination classique donne de mauvaidteds. En effet, I'évolution de certains para-
meétres comme les traitements médicaux ou le comportemesrgatients vis-a-vis de ces traitements entre
les périodes 1978-1992 et 1993-2002 a certainement un trepatévolution du risque d’apparition d’'un
deuxiéme cancer.

Pour les deux populations d’apprentissage et de test, ngpesbns pour chaque individu de cing variables
dites explicatives ou descriptives. Ces variables sohbsmiires par nature, soit discrétisées pour le besoin
de notre étude :

— I'état du patient & la date de dernieére nouvelle (1 : décéd#:wivant),
la nature du cancer du testicule (1 : tumeurs germinalemsémateuses ou 0 : non séminomateuses),
I'age du patient (1 : supérieur a 'age médian, 34 ans, Eakur les deux échantillons d’apprentissage
et de test ou O : inférieur & '&ge médian),
la commune de résidence a la date de derniére nouvelle (& etviagglomération (éloignée d'au
maximum 7km) ou O : campagne),

— la commune de résidence a la date de diagnostic du premmieercanéme discrétisation).
La date de derniére nouvelle étant la date de poate 31 décembre 2002.
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Remarque 4.3.1.L'utilisation de la variable état pour la prédiction du risg de survenue d'un second
cancer peut étre criticable, puisque les patients décé@ésaurront plus avoir de nouveau cancer. Nous
la conservons néanmoins afin de ne pas trop réduire le nombreadables explicatives, et nous nous
assurerons dans les conclusions de notre étude que lefmatiétectés comme étant a risque sont bien
encore vivant a la date de derniére nouvelle.

Avant toute discrimination, nous devons choisir parmi leg o/ariables explicatives celles qui sont (les
plus) discriminantes, a partir de I'information contenamslI'échantillon d’apprentissage. Nous appliquons
ensuite I'analyse discriminante généralisée ainsi quealigse discriminante classique et la classification au-
tomatique sur I'échantillon test. A I'aide des 14 donnéssstde ce dernier, nous choisissons le meilleur mo-
déle pour finalement prédire quels sont les individus ayamtague important de survenue d’un deuxiéme
cancer.

4.3.2.1. Etude préliminaire : choix des variables discrimi nantes

Les cing variables dont on dispose ne sont pas forcémergstaliscriminantes vis-a-vis du risque de
deuxiéme cancer. Nous étudions dans un premier temps dariale chacune de ces cing variables avec
I'apparition d’'un deuxiéme cancer. Les tableaux de coetieg correspondant aux données de I'échantillon
d’apprentissage sont présentés par le tableau 4.8.

état nature
0 1 0|1
deuxieme| 0 | 110 | 20 | 130 deuxieme| 0 | 68 | 62 | 130
cancer | 1| 8 |11 19 cancer | 1| 4 | 15| 19
118 | 31 | 149 72| 77| 149
age
0|1
deuxiéme| 0 | 79 | 51| 130
cancer | 1| 3 | 16| 19
82| 67| 149
com. résid. com. diag.
0 1 0 1
deuxieme| 0 | 53| 77 | 130 deuxieme| 0 | 53| 77 | 130
cancer | 1| 11 8 19 cancer | 1| 10 9 19
64| 85 | 149 63| 86 | 149

TAB. 4.8.: Tableaux de contingence des variables explicaévele I'apparition d’un deuxiéme cancer (O :
non, 1 : oui).

Remarque. Une guestion importante que se posent les praticiens ladigpgt est de savoir si la nature
de la tumeur du cancer du testicule a une influence sur I'ajipard’'un deuxieme cancer. La lecture du
tableau de contingence correspondant a la nature du canadesticule nous apporte un premier élément
de réponse : parmi les 149 individus de la population d’appissage, la répartition de cancer du testicule
a tumeurs germinales séminomateuses et non séminomatsisgsroximativement égale (77 contre 72
patients sur 149), tandis que si I'on se restreint aux paieryant eu un deuxiéme cancer, on constate que
la proportion d’individus ayant eu un premier cancer a tumsegerminales séminomateuses est beaucoup
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plus importante (15 sur 19 pour les tumeurs germinales semateuses contre 4 sur 19 pour les tumeurs
germinales non séminomateuses). Il semble donc que lesrsatictesticule a tumeurs germinales sémino-
mateuses favorisent I'apparition d’'un deuxieéme cancer.

La liaison entre les différentes variables explicativekagiparition d’'un deuxiéme cancer peut étre évaluée
a l'aide du coefficient de contingence de Pearson (voir pam@ie [29]). Les valeurs de ces coefficients
sont présentés dans le tableau 4.9.

Coeff. Conting. | état | nature| age | commune diag| commune résid.
deuxieme cancef 0.33| 0.2 | 0.29 | 0.08 \ 0.11

TAB. 4.9.: Coefficients de contingence de Pearson des variabpbcatives et de I'apparition d'un
deuxiéme cancer.

On constate que les variables relatives aux communes dienési a la date du diagnostic et a la date de der-
niére nouvelle semblent avoir une moins forte corrélaticecda variable d’apparition de deuxiéme cancer
gue les trois autres variables. Ceci ne suffit néanmoins phsisir les variables discriminantes.

Pour ce faire, nous effectuons plusieurs analyses diswimés sur la population d’apprentissage, en uti-
lisant les cing variables explicatives, puis toutes les lwoaisons possibles de quatre variables, et enfin
de trois variables. Pour chaque discrimination, nous démasi I'échantillon d’apprentissage en deux sous-
échantillons servant de base d’apprentissage et de tass. lpétons 300 fois ce découpage et évaluons les
taux moyens de mauvais classements obtenus. Nous chossigsplus petit ensemble de variables condui-
sant au plus petit taux d’erreur de classement.

Les résultats, présentés en annexe B.4.1, confirment ceamyisepnessentions suite a I'examen des coeffi-
cients de contingence, a savoir que les trois variablesidisantes sont I'age du patient au moment du
diagnostic, la nature de la tumeur et I'état du patient a ta da derniere nouvelle.

4.3.2.2. Prédiction du risque de deuxiéme cancer

Ayant choisi trois variables discriminantes, nous apmitail'analyse discriminante généralisée afin de
classer les 150 patients ayant eu un premier cancer entBeet 2902.
Nous rappelons que I'’échantillon d’apprentissage esttitoésles 149 patients ayant eu un premier cancer
entre 1978 et 1992, pour lesquels nous supposons conridgtenseu ou non un deuxiéme cancer.

Remarque. Il peut étre envisagé de se restreindre a n'utiliser que lagnts pour lesquels nous savons
avec certitude s'ils ont eu ou non un deuxieme cancer (patiapant eu un deuxiéeme cancer et patients
décédés sans deuxiéme cancer). On obtient alors un édbardibpprentissage de 39 patients, qui est trop
petit pour notre étude. En effet, il conduit a classer touspatients (ou au moins une grande majorité)
comme patients a risque, et ce quelle que soit la méthodséaetil

Afin de choisir le meilleur modéle pour classer les individdscrimination généralisée, discrimination
classique ou classification automatique), nous évaluatlex de mauvais classements obtenus sur les 14
patients pour lesquels nous savons s'ils ont eu un deuxi@meec (1 patient) ou non (13 patients décédés
sans deuxiéme cancer). Les résultats sont présentés @nidau 4.10. La premiére ligne de ce tableau
correspond aux taux de mauvais classements obtenus pdi8 pegients décédés sans deuxiéme cancer, la
deuxiéme ligne correspond aux taux de mauvais classemeunideppatient ayant eu un deuxiéme cancer,
et la troisieme ligne aux taux de mauvais classements gkobau

Le meilleur modéle est le modéle de discrimination génegafi M3, qui classe correctement les 14 patients
étiquetés de I'échantillon test. Par contre, le critere BhGisit le modélepMy, qui est celui qui donne le
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deuxiéme modele

cancer p M, pMs pMy My Mo Ms My D. C.A.
oui 38.46 | 38.46 61.54| 38.46| 38.46| 0O | 38.46| 38.46| 92.31
non 100 | 100 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100
total 42.86| 42.86 64.29| 42.86| 42.86| 7.14 | 42.86| 42.86| 92.86

=
ooowg

TAB. 4.10.: Taux de mauvais classements sur les 14 patientetégde I'échantillon test.

plus grand taux d’erreur (tableau 4.11).

modele
pM;y pM> pMs3 pMy M,y My M3 My
513.34| 524.79| 529.80| 506.22| 508.65| 523.56| 526.42| 509.05

TAB. 4.11.: Critéres BIC pour les huit modéles de discrimimatiénéralisée.

Nous choisissons néanmoins d’utiliser le modeds pour prédire les individus a risque de I'échantillon
d'apprentissage. Ainsi, la discrimination généraliséecté 56 individus ayant un risque important de sur-
venue de deuxiéme cancer parmi les 150 patients ayant eenmgorcancer du testicule entre 1993 et 2002.
Aprés examen précis de ces 56 patients, il s'avere gu'ileespondent tous au méme type de patients :
patient ayant eu son cancer du testicule de type séminoraten age supérieur a 34 ans (adge médian), et
étant encore vivant a la date de derniére nouvelle (ce qlogisue conformément a la remarque 4.3.1).

Remarque. Il n'est pas surprenant que ces 56 patients correspondert li@me modalité de nos trois
variables explicatives, étant donné que le nombre de nédatiossibles pour ces trois variables binaires
est restreint 23 = 8.

Remarque. Nous avons supposé qu’un suivi de 10 années suffisait a éétecurvenue d’'un deuxiéme
cancer. Cette hypothése qui pouvait sembler raisonnablexarhen des données (nous le confirmons ci-
dessous), et qui permettait d’avoir un échantillon d’apypigsage de taille confortable, est peut-étre trop
forte. Nous I'avons donc supposé dans un second temps des1Biasi, nous avons enlevé de I'échantillon
d’apprentissage les individus ayant eu un premier cancéreet988 et 1992, et nous les avons intégré
a I'échantillon test. Nous présentons en annexe B.4.2 éttie, qui considére donc comme population
d’apprentissage les individus ayant eu un premier cancéreetf78 et 1987 et comme population test les
individus ayant eu un premier cancer entre 1988 et 2002. N&ams, en examinant les 69 patients que
I'on enléve de I'échantillon d’apprentissage par rapportétude précédente (patients ayant eu un premier
cancer entre 1988 et 1992), on constate que 7 ont déja eu 2082tun deuxieme cancer, soit une proportion
d’environ 10.14%, ce qui n’est pas tres éloigné dé2.90% de deuxiéme cancer pour les individus ayant
eu un premier cancer entre 1978 et 1987. Il semble donc ragsiole de les conserver dans I'échantillon
d’apprentissage, conformément a I'étude présentée daparegraphe.

4.3.2.3. Conclusion

La discrimination généralisée permet de détecter relatrd efficacement les patients ayant un risque
important de survenue de deuxiéme cancer (aucune erredaskement avec le modétéd/s sur les 14
patients étiquetés de I'échantillon test).

De plus, les prévisions obtenues semblent étre pessingistese des proportions de deuxiéme cancer es-
timées (enviror80% de patients a fort risque de deuxieme cancer au sein de ldghoputest alors qu’'au

172



4.3. Applications a des données réelles

sein de la population d’apprentissage la proportion é®it3dc). Il est préférable d'étre pessimiste plutét
gu’optimiste, puisqu’il est plus intéressant de se tromgreclassant a risque un patient qui n'aura pas de
deuxiéme cancer plutdt que le contraire.

Enfin, les 56 patients détectés comme patients a risqueespatients ayant eu leur cancer du testicule de
type séminomateux a un age supérieur a 34 ans (age médiamanetacore vivant a la date de derniére
nouvelle (31 décembre 2002).

Ces résultats sont transmis au Registre des tumeurs du Bostst actuellement a I'étude par les médecins
et statisticiens de ce registre. Une utilisation de cedtedsipeut étre dans un premier temps d’'accentuer la
surveillance de ces 56 patients, afin de détecter au plua gtryenue d'un éventuel deuxieme cancer, et
ainsi d’augmenter les chances de guérison.

Ces travaux donneront suite a une autre étude plus préciseimdu Registre des tumeurs de Doubs, qui
consistera a rechercher au sein des dossiers des patisritfatenations supplémentaires : taille de la tu-
meur, présence ou non de métastase, traitement par radioihéu chimiothérapie.

4.3.3. Une perspective d’application dans le domaine des as  surances

Un des domaines d’application ou I'on rencontre souventddesiées binaires est le monde des assu-
rances. Nous présentons ici un exemple d’application dali@e discriminante généralisée dans ce do-
maine, sachant que nous n’avons pas de données concréiesr lactuelle.

Considérons qu’'une compagnie d’assurance, basée a Ramiie d'implanter dans une certaine région de
province. Son expérience parisienne lui a permis d’acguércertain nombre d’informations sur ses clients
parisiens, et entre autre de construire des régles derdisation entre différents groupes de clients (par
exemple, clients a risque et clients sdrs). Les caradtfrest de la population de province n’étant pas les
mémes que celles de la population parisienne (salaireg.sdntes regles de discrimination construites a
partir de son expérience parisienne ne peuvent pas étrigjages directement sur les clients de province.
La discrimination généralisée s’avére donc étre un ol tntéressant pour la compagnie d’assurance en
vue d'utiliser son expérience parisienne pour s'implad#is une autre région.

Une partie de ces travaux a en outre été présentée au coll@pta Mining et Apprentissage Statistique.
Applications en Assuranc&2-13 mai 2005, Niort, France [21].
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An nexe

Annexes de la partie |

B.1. Concavité stricte des fonctionnelles  Q,, Qs et Q,

B.1.1. Concavité stricte de O,

Il faut montrer que la fonction suivante est une fonctioits&ment concave de:
* K d

= i Z tik{ log(py) + :E:j log (@(Qfl(ozkj) + )\jfy))

i=1 k=1 j=

i iuz;‘j)log(l@D(@_l(aka‘)*Aﬂ))}'

<.
I
—

00:(7) s~ iy S(@ (awy) + A7) vy 0@ M ag) + A7)
‘Zzt*z{x‘ N E@ I ar) ) TN T g (amﬂm}’

ou ¢ est la densité de probabilité de la loi normale centrée tédui
En utilisant la propriété9¢5((l;+“ = —b(x + a)¢p(x + a), et en posanfy; = @~ (ay;) + Ajy on obtient :

S, & i [~ 0(Ge) B (Cay) — Ny (Ciy)’
ZthkgA{ w7 ( ’“("[>(§kj)]) (“)

i=1 k=1

%] _)\jij¢(Ckg)(1 ¢(Ckg)) Ajd(Crj)*
Ou encore
N* K d xj —fh(ij)
; ; Lik J; )‘?{ [‘I)(Clk])]Q (—ch(b(ij)@(ij) - (b(ij)Q)
. —92(Ckj)
(1-a) 2
+ m(—@m(ém)(l = &(Crj)) — A(Ckj) )}-

Pour montrer qu&, est concave, il suffit donc de montrer que les deux numématas fractions précédentes sont
strictement négatifs, pour toute valeur réelle, ou autrement dit que les fonctianset g, sont strictement positives :
- Ve eR:gi(z) =2P(x) 4+ ¢(x) >0
puisquey; (z) = ®(x) + x¢(z) — xz¢(x) = ®(x) > 0 doncg; est strictement croissante éim ¢, (z) = 0,

r——00
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- Ve eR:go(r) = -+ 2@(z) + ¢(x) >0
puisqueg)(z) = —1 + ®(x) + z¢(x) — zp(x) = P(x) — 1 < 0 doncgs est strictement décroissante et
1ir_‘1£1 g2(x) = 0.

2 2
Ainsi &-2200- < 0 et doncQ; est strictement concave, 0

B.1.2. Concavité stricte de Qs

[l faut montrer que la fonction suivante est une fonctioicement concave de, ..., vk :

d

N* K
Qg(’yl, N ;'YK) = Z thk{ log(pZ) —+ Z;p:] log ((I)((I)fl(akj) + )\j’yk))

i=1 k=1 j=1

+
M=

(1 —27)log (1 — (P (any) + Am)) }

<.
Il
—_

ce qui revient & montrer la stricte concavitéqé’é? (V&)

N* d
= > ta{logi) + Do log (7 (o) + Aw)
i=1 j=1

M-

+ Y= a)log (1- @@ (arg) + A ) -

<
Il
—

Ona:

d

= Ll H(okg) + Ajk) vy —O(@ (o) + Aje)
7; ;{ A (D (as) + Ajvk) T E AT ‘I’(‘I"l(akg‘)ﬁ”\ﬂk)}'

En notant;,; = ®~!(ay;) + A;7x on obtient comme précédemment :

32!13 2 (= Chj DG )P (Cy) — D(Chy)?
ti A2 s J J ) J
Z ’ Z A al EEnE )
iy [ —Cei®(Cri ) (L = D(Crj)) — A(Cry)?
+ (1—2zY J J J J .
(1=a?)( T )}
Or, nous avons montré préecédemment que les deux numérdesufsactions précédentes sont strictement négatifs,
d’ou q( ) est strictement concave. O
B.1.3. Concauvité stricte de Q,
Il faut montrer que la fonction suivante est une fonctioits&ment concave dg, ..., vq4 :
d .
Qu(15-++»7a) Zztm{ log(pp) + D}’ log (‘I’(‘I’fl(akg‘) + %‘))
i=1 k=1 j=1

+

M-

(1 —277) log (1 — (0 (any) +7)) }-

<
Il
—
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B.1. Concavité stricte des fonctionnell@s, Qs et Q4

ce qui revient a montrer la stricte concavitéqﬂ@ () -

=3 % ta{logpi) + o7 log (@@ (any) +75)
i=1 k=1
+ (1= a)log (1- (@ any) + 7)) }.
Ona:
S G(@ " (omy) +75) iy (@ awy) +v5)
iz 1;t1k g (=" (k) + 1) T )1—‘1’(‘1"1(akg‘)+%‘)}'

En notant,; = ®!(ax;) + v; on obtient :

=1 k=1 [@(Crj)I?

2 (J) 2
d q ZZW{ x;_«j(—ckm@k])@(ck ) — o(Ckj) )
L oa- )

’L

Comme nous avons déja montré que les deux numérateurs disrfsgprécédentes sont strictement négaﬂf%,est
strictement concave. O
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

Les valeurs des parameétres pour tous les tests sur sinmdatidg été choisies arbitrairement.
Les données binaires sont simulées a partir d’une disati@isd’'un mélange de deux gaussiennes de centres et de
matrice de variance :

-2 1 3 0 0 0 O
-1 1.5 0O 3 0 0 O
M1 = —1.5 Mo = 2 21 = 22 == 0 0 3 0 0
1.4 2.1 0 0 0 3 O
-1.2 0.9 0O 0 0 0 3

Les proportions de ce mélange dans la populafiGontp; = % etps, = % Dans la populatio®* elles sont soit
les mémes (proportions inchangées), spi= % etps, = % (proportions différentes).

Nous présentons les résultats de classification (tauxadiervaleur du critére BIC et pourcentage de choix de chaque
modéle de discrimination généralisée) obtenus par digtaition généralisée, discrimination classique et classifi
tion automatique, pour des données simulées sans brusitapec les quatre type de bruit définis au paragriaphe 4.2.5.1.

Pour les tests avec simulations sans bruit, avec le bruitlé letuit 2, les parametres utilisés pour les transforma-

tions entreP et P* sont :
— paramétres de la transformation 1 (elle respecte les hgpetdu modélés,) :

050 0 0 O 2 0 0 0 O 0 0
0 2 0 0 O 0O 2 0 0 O 0 0
Ai= 0 0 3 0 0 |A4=]0 0 2 0 0 |by=|0Jbe=]|0
0 0 0 20 0O 0 0 3 O 0 0
0O 0 0 0 3 0O 0 0 0 -3 0 0
— parameétres de la transformation 2 (elle respecte les hgpetdu modelés,) :
2 0 0 0 O 2 0 0 0 O -1 -1
0 2 0 0 O 0 2 0 0 O -1 -1
A= 0 0 2 0 0 |4=]0 0 2 0 0 |bh=]| -1 [ba=]| -1
0O 0 0 2 O 0 0 0 2 O -1 -1
0O 0 0 0 2 0 0 0 0 2 -1 -1
— parameétres de la transformation 3 (elle respecte les hgpetdu modelé/s) :
3 0 0 0 O 050 0 0 O 2 0.6
0 3 0 0 O 0 050 0 O 2 0.6
Ai=]1 0 0 3 0 0 |A=|0 0 050 O |by=| 2 [ba=] 06
0 0 0 3 O 0 0 0 050 2 0.6
0O 0 0 0 3 0 0 0 0 05 2 0.6
— paramétres de la transformation 4 (elle respecte les hgpetdu modélés,) :
050 0 0 O 050 0 0 O -1 -1
0 2 0 0 O 0 2 0 0 O -2 -2
A= 0 0 3 0 0 |4=]0 0 3 0 0 |bhh=| -2 |b=]| -2
0O 0 0 2 O 0 0 0 2 O -3 -3
0O 0 0 0 4 0O 0 0 0 4 -2 -2

Pour les tests avec les bruits 3 et 4, les parameétres semifiép plus loin.
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.1. Pas de bruit

transformations avec proportions
non conservées conservées

modéle critére 1 2 3 4 1 2 3 4

erreur| 7.50 1473 24.63 25.13 10.93 1486 18.20 30.13
My BIC | 588.62 629.02 497.03 662.62599.79 620.28 534.44 636.28
choix | 3.33 13.33 0 13.33] 100 0 0 3.33

erreur| 33.86 15.00 1043 17.66| 32.73 10.66 7.83 13.30
My BIC | 635.11 626.14 44353 661.17671.56 610.18 511.88 617.18
choix 0 40 13.33 6.66 0 63.33 46.66 26.66

erreur| 2556 1593 12.00 22.70 23.13 10.20 8.00 13.96
Ms BIC | 630.12 626.90 443.85 660.96666.63 610.37 515.15 619.53
choix | 3.33 10 10 3.33 0 23.33 50 0

erreur| 20.70 14.33 11.83 17.46 18.8 9.40 7.43 12.23
M, BIC | 633.80 641.57 455.81 653.24663.08 621.46 523.01 608.00
choix | 3.33 0 0 20 0 0 0 56.66

erreur| 750 1473 16.66 27.26| 10.93 1486 18.16 28.9¢
PM,; BIC | 581.24 631.45 468.52 665.00603.98 620.17 531.11 632.60
choix 90 3.33 0 0 0 0 0 3.33

erreur| 30.10 14.43 7.7 18.60 | 35.90 11.63 8.03 15
PMs BIC | 635.40 626.32 440.76 653.84655.58 612.37 515.32 614.34
choix 0 30 46.66 20 0 6.66 3.33 6.66

erreur| 24.83  13.63 7.36 23.80 25.13 11.33 8.06 18.26
PM; BIC | 630.24 627.95 440.79 655.30654.47 612.95 51552 617.19
choix 0 3.33 30 3.33 0 6.66 0 0

erreur| 22.00 10.10 7.50 20.83 | 28.23 10.93 7.50 15.14
PMy BIC | 623.11 639.13 454.39 651.1655.53 625.02 527.18 611.47
choix 0 0 0 33.33 0 0 0 3.33

Discrim. erreur| 21.73 14.73 8.76 28.36 20.03 12.5 13.06 22.06
BIC | 697.27 631.85 512.70 685.15711.04 592.63 532.00 668.40

Cluster. erreur| 27.26 29.43 15.63 34.16 24.63 25.33 2220 30.23

erreur optimale | 7.74 9.23 6.30 10.51 7.19 8.79 6.56 10.27

TAB. B.1.: N=100, pas de bruit.
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transformations avec proportions

non conservées conservées
modéle critére 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur 7.45 13.74 10.69 22.98| 7.58 11.18 13.13 17.93
M, BIC | 5863.56 6278.92 499459 6565.55928.46 6090.47 5375.51 6310.57
choix 0 0 0 0 100 0 0 0
erreur| 39.80 13.68 10.26 15.33] 31.85 9.24 6.77 12.04
Mo BIC | 6323.18 6251.71 4391.99 6555.25634.37 6001.75 5115.39 6108.84
choix 0 0 0 0 0 90 0 0
erreur| 25.69 14.81 10.53 22.10 19.18 9.24 6.77 12.10
Ms BIC | 6292.58 6266.54 4373.12 6538.4%591.59 6006.97 5083.94 6113.17
choix 0 0 0 0 0 3.33 100 0
erreur| 20.27 13.68 11.33 16.71) 19.63 9.28 6.72 11.56
My BIC 6229.07 6264.48 4400.29 6316.2®448.58 6020.23 5134.15 5913.85
choix 0 0 0 0 0 3.33 0 100
erreur 7.45 13.74 8.44 22.98 7.58 11.18 13.13 17.74
pM; BIC | 5749.60 6266.54 4625.29 6570.8%934.95 6062.53 5297.93 6250.86
choix 100 0 0 0 0 0 0 0
erreur| 39.92 9.29 5.97 16.52 32.56 9.29 6.79 13.10
pMo BIC | 6310.21 6191.49 4319.49 6471.2%484.27 6007.70 5120.87 6097.11
choix 0 96.66 0 0 0 3.33 0 0
erreur | 28.87 9.52 5.55 21.75 26.11 9.26 6.77 13.93
pMs BIC 6286.99 6197.32 4293.18 6472.546454.44 6012.87 5090.27 6101.49
choix 0 0 100 0 0 0 0 0
erreur| 16.95 9.25 5.98 12.43 29.31 9.26 6.72 11.81
My BIC | 6079.45 6209.99 4340.77 6272.83%388.84 6026.43 5139.50 5919.96
choix 0 3.33 0 100 0 0 0 0
Discrim. erreur| 20.88 13.74 8.44 26.89| 16.54 11.18 13.13 19.16
BIC | 7305.54 6299.81 5068.45 6954.834294.42 6023.81 5307.96 6652.46
Cluster. erreur| 28.02 26.02 17.03 34.35] 31.7 23.39 21.98 30.02
erreur optimale 7.54 9.13 6.69 11.34 7.66 9.12 6.75 11.01
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.2. bruitl
B.2.2.1. 10% de bruit

transformations avec proportions
non conservées conservées

modele critére 1 2 3 4 1 2 3 4

erreur| 21.28 3442 4461 39.13 16.70 23.90 33.20 35.50
My BIC | 653.33 682.12 561.87 705.99626.16 643.58 576.12 659.39
choix | 3.33 3.33 0 13.33| 100 0 0 0

erreur| 42.01 2750 19.87 2798 36.16 1956 16.66 21.96
M, BIC | 692.14 673.05 526.85 704.84693.04 633.38 560.85 540.07
choix 0 26.66 20 0 0 50 70 20

erreur| 34.23 28.17 20.22 33.14 | 26.10 20.33 17.36 22.6(
M3 BIC | 689.05 672.72 525.92 704.30688.99 633.24 562.63 641.37
choix 0 23.33 30 0 0 30 16.66 3.33

erreur| 31.08 26.69 21.98 27.82 27.43 19.13 16.76 21.56
My BIC | 693.93 685.92 532.82 697.64683.33 644.87 568.85 632.96
choix 0 0 3.33 10 0 0 3.33 50

erreur| 21.28 38.94 30.86 44.32| 16.70 21.36 31.53 30.73
pMy BIC | 645.80 684.61 541.07 708.40630.11 644.63 573.96 641.37
choix 90 0 3.33 0 0 0 3.33 0

erreur| 36.92 2458 19.00 3342 | 4226 21.30 17.96 23.3(¢
pMas BIC | 691.04 671.94 525.27 694.9%72.48 634.61 563.68 638.05
choix 0 33.33 30 30 0 13.33 6.66 10

erreur| 34.80 26.69 19.26 35.2% 39.13 21.06 18.40 25.9(
pMs BIC | 688.98 673.93 524.60 697.30671.94 634.92 565.30 639.85
choix 0 6.66 13.33 3.33 0 6.66 0 6.66

erreur| 35.67 24.16 19.64 26.02 | 36.56 22.00 17.36 24.33
pMy BIC | 673.28 681.09 534.92 690.97668.88 646.25 572.92 635.19
choix | 6.66 6.66 0 43.33 0 0 0 10

Discrim. erreur| 32.24 26.92 20.70 36.31 28.06 21.10 2240 27.9Q
BIC | 761.44 705.84 575.12 823.49715.49 633.06 570.13 704.17

Cluster. erreur 27.53 30.73 20.73 33.84 31.46 3140 23.76 32.4(

erreur optimale | 7.29 8.75 6.81 10.57 7.78 9.32 5.91 10.28

TaB. B.3.: N=100, bruit 110% de bruit.
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transformations avec proportions

non conservées conservées
modele critére 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur | 20.00 25.46 20.95 33.01] 16.66 20.69 21.86 26.41
M, BIC | 6421.50 6771.28 5645.42 7049.06098.48 6324.37 5657.25 6492.26
choix 0 0 0 0 100 0 0 0
erreur| 40.83 26.06 18.93 25.13| 35.40 18.37 16.16 20.50
Mo BIC | 6838.17 6723.93 5250.39 7034.65756.43 6200.72 5471.90 6256.94
choix 0 0 0 0 0 56.66 10 0
erreur| 36.08 26.68 19.16 28.36| 27.32 18.37 16.10 20.52
Ms BIC | 6805.53 6700.22 5237.56 7009.98%721.93 6203.19 5460.36 6260.29
choix 0 0 0 0 0 16.66 73.33 0
erreur| 30.87 25.24 22.36 27.58| 27.78 18.40 16.11 20.42
My BIC | 6789.57 6718.53 5197.03 6806.18%566.43 6213.13 5478.02 6109.34
choix 0 0 0 0 0 3.33 13.33 56.66
erreur | 20.00 25.46 20.95 33.01| 16.66 20.69 21.86 26.67
pM; BIC | 6344.25 6763.84 5349.72 7054.146104.63 6291.98 5597.36 6435.69
choix 100 0 0 0 0 0 0 0
erreur| 39.51 21.27 18.25 23.86 33.45 18.53 16.17 21.86
pMo BIC | 6823.23 6642.87 5196.57 6875.4%592.94 6202.79 5478.16 6232.26
choix 0 60 3.33 0 0 16.66 0 0
erreur | 35.59 21.59 18.24 23.89 37.97 18.47 16.04 21.90
pMs BIC | 6794.84 6646.46 5185.78 6877.15560.93 6206.02 5465.76 6237.19
choix 0 16.66 36.66 0 0 0 3.33 0
erreur| 26.73 21.18 18.81 23.18 37.97 18.59 16.11 20.79
pMy BIC 6590.38 6647.05 5179.79 6717.2%479.20 6216.92 5487.55 6237.19
choix 0 23.33 60 100 0 6.66 0 43.33
Discrim. erreur| 31.66 25.46 20.95 36.40, 24.83 20.69 21.86 27.27
BIC 7611.01 6757.52 5704.32 7502.93482.82 6415.07 5707.42 6744.98
Cluster. erreur] 30.21 31.81 22.86 33.69] 28.16 27.73 28.19 34.00
erreur optimale 7.72 9.22 6.56 11.28] 7.65 9.22 6.66 11.28
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.2.2. 30% de bruit

transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critere 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur| 46.22 52.08 52.32 63.42 40.66 40.56 46.93 53.73
M, BIC | 764.45 788.89 694.35 799.10666.12 679.81 631.20 690.08
choix | 33.33 3.33 0 3.33 70 6.66 3.33 0

erreur| 56.78 48.77 4145 4857 47.9 38.50 36.26 39.23
Mo BIC | 797.73 775.81 670.56 795.42721.42 668.27 618.56 681.78
choix 0 13.3 33.33 3.33 0 26.66 60 6.66

erreur| 53.98 48.00 41.69 56.22 46.43 38.56 36.96 39.53
Ms BIC | 782.67 764.13 669.99 785.087/05.35 665.08 620.04 678.32
choix 0 26.66 13.33 0 0 23.33 16.66 6.66

erreur| 52.26 46.90 4241 47.73 4283 37.33 3543 39.7¢
M, BIC | 795.72 780.50 669.55 787.32698.20 674.80 625.92 673.53
choix 0 0 33.33 0 0 3.33 0 20

erreur| 49.64 54.61 50.41 65.20 40.66 42.36 46.36 52.5(¢
pM; BIC | 761.58 790.34 683.04 799.23668.95 680.08 632.29 687.81
choix | 33.33 0 3.33 0 6.66 3.33 0 3.33

erreur| 53.42 4952 4255 57.17 49.23 41.00 36.86 44.23
pMa BIC | 780.49 765.92 669.70 771.39703.55 665.91 621.20 672.11
choix | 3.33 16.66 10 40 0 16.66 6.66 30

erreur| 52.32 48.89 4244 56.22 49.73 39.36 37.56 44.6(
pMs BIC | 776.53 762.04 669.60 770.29689.05 664.38 622.19 670.33
choix 0 16.66 6.66 16.66| 3.33 13.33 6.66 10

erreur| 60.11 4559 4413 57.8% 4990 40.73 35.93 42.83
pMy BIC | 765.16 765.32 672.12 771.34681.83 671.21 626.33 669.03
choix 30 23.33 0 36.66| 20 6.66 6.66 23.33

Discrim. erreur| 51.51 47.14 42.76 54.16 43.36 38.86 38.93  44.81
BIC | 902.11 802.52 739.18 754.88778.12 667.11 641.42 721.25

Cluster. erreur] 29.19 29.46 2258 31.01 28.63 28.96 29.16 31.0¢
erreur optimale | 7.65 8.63 5.99 10.90 7.29 8.49 6.55 10.83

TAB. B.5.: N=100, bruit 130% de bruit.

183



B. Annexes de la partie Il

transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critére 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur| 42.31 46.81 43.00 51.84| 35.35 37.90 39.06 4417
M, BIC | 7489.63 7794.07 6943.85 7960.45554.45 6697.53 6224.37 6839.19
choix 0 0 0 0 100 0 0 0
erreur| 54.75 50.23 41.15 45.65| 44.34 36.45 34.99 38.19
Mo BIC | 7840.14 7678.26 6604.55 7902.26053.93 6565.87 6082.03 6628.10
choix 0 0 0 0 0 0 3.33 0
erreur| 53.70 49.80 41.01 5460, 42.60 36.55 35.37 38.20
Ms BIC | 7804.61 7794.38 6592.16 7809.90030.33 6540.17 6079.00 6619.12
choix 0 0 0 0 0 0 3.33 0
erreur | 50.22 46.58 41.55 47.66| 44.14 36.43 34.84 38.14
My BIC 7762.31 761151 6547.69 7706.48%836.45 6542.61 6061.86 6497.91
choix 0 0 66.66 0 0 0 0 10
erreur | 42.31 46.81 43.00 51.84| 35.35 37.90 39.06 42.69
pM; BIC | 7445.68 7794.38 6782.64 7965.3%559.56 679.42 6192.01 6803.46
choix | 56.66 0 0 0 0 0 0 0
erreur | 46.02 43.87 41.02 48.83] 46.91 37.82 35.13 40.02
pMo BIC | 7657.15 7514.65 6600.69 7608.3%778.75 6531.35 6085.83 6535.86
choix 0 6.66 0 0 0 10 3.33 0
erreur| 50.82 45.37 41.07 48.93] 54.09 37.19 35.31 40.15
pMs BIC 7638.8 7506.30 6586.85 7610.3%749.04 6521.36 6083.47 6540.43
choix 0 6.66 0 0 0 40 0 0
erreur| 54.96 43.38 42 .58 46.67| 54.22 37.95 39.06 39.60
pMy BIC 7445.21 7480.73 6548.95 7511.646690.06 6517.78 6045.53 6455.62
choix | 43.33 86.66 33.33 100 0 50 90 90
Discrim. erreur| 50.65 46.81 43.00 53.96] 41.60 37.90 39.06 43.09
BIC | 8379.20 7829.20 7038.95 8205.20789.55 6685.10 6200.43 6965.80
Cluster. erreur] 30.90 25.57 33.30 34.60 34.22 33.14 27.85 31.89
erreur optimale 7.64 9.15 6.49 11.28| 7.60 9.00 6.61 11.01
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.3. bruit2
B.2.3.1. 10% de bruit

transformations avec proportions
non conservées conservées

modele critére 1 2 3 4 1 2 3 4

erreur| 17.64 23.53 25.08 33.70| 20.13 21.20 26.23 39.46
My BIC | 587.37 645.45 532.24 658.13608.21 636.94 569.77 628.76
choix | 56.66  3.33 0 20 96.66 0 0 6.66

erreur| 41.78 23.87 1582 23.23| 39.93 19.80 17.03 2253
M, BIC | 638.59 639.38 507.30 661.16676.20 622.92 558.47 619.33
choix 0 40 6.66 0 0 63.33 26.66 3.33

erreur| 33.06 24.74 15.75 29.22 3150 19.73 16.83 22.96
M3 BIC | 632.81 636.15 498.74 662.02672.06 628.68 553.41 620.52
choix 0 36.66 20 6.66 0 10 63.33 3.33

erreur| 28.01 22,99 16.32 24.78 | 27.4 18.73 16.50 22.36
My BIC | 636.57 648.96 513.84 651.43667.52 632.92 568.30 611.03
choix 0 6.66 0 23.33 0 3.33 6.66 33.33

erreur| 20.16 2353 2265 3434 2280 2536 26.33 30.6(4
pMy BIC | 587.59 649.33 519.26 661.1811.60 633.74 571.34 622.99
choix 40 0 3.33 3.33| 3.33 0 0 16.66

erreur| 42.15 23.36 1555 29.46 | 43.46 21.53 17.3 25.8
pMo BIC | 635.01 641.92 505.13 654.19658.17 625.76 557.02 616.30
choix 0 3.33 10 23.33 0 10 0 20

erreur| 35.62 2552 1569 3252 | 3460 21.03 17.40 27.9(C
pMs BIC | 630.62 638.91 496.01 655.66655.96 625.76 557.02 616.30
choix 0 10 60 3.33 0 13.33 3.33 6.66

erreur| 37.03 22.72 1558 31.01 37.16 20.50 16.73 26.03
pMy BIC | 630.47 650.19 514.31 650.19655.96 635.64 572.38 612.72
choix | 3.33 0 0 20 0 0 0 10

Discrim. erreur| 30.40 2353 17.44 3282 27.13 21.26 21.80 29.13
BIC | 718.69 653.32 537.01 704.94770.81 644.84 56851 744.92

Cluster. erreur| 28.72 29.19 16.83 34.74 26.46 29.30 31.03 32.73

erreur optimale | 8.03 9.29 6.34 10.29 7.68 8.80 6.85 9.68

TAB. B.7.: N=100, bruit 210% de bruit.
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transformations avec proportions
non conservées conservées
modéle critére 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur| 16.91 22.73 17.78 30.99] 16.91 19.83 22.09 26.19
M, BIC | 5914.78 6445.93 5298.70 6563.Y5949.62 6278.94 5660.81 6301.71
choix 0 0 0 0 26.66 0 0 0
erreur | 43.48 21.98 15.06 22.19 35.22 18.23 16.28 11.59
My BIC | 6416.03 6388.53 4994.28 6645.4®6716.16 6131.43 5547.67 6131.63
choix 0 0 0 0 0 36.66 0 0
erreur | 33.22 23.89 15.06 26.21) 27.31 18.22 16.03 20.62
M;3 BIC | 6379.80 6380.79 4884.52 6628.Y6687.02 6208.04 5487.55 6130.78
choix 0 23.33 0 0 0 0 96.66 0
erreur | 28.41 21.37 15.69 24.70, 26.29 18.12 16.15 20.33
My BIC | 6346.30 6376.47 4957.69 6394.06477.84 6144.19 5541.20 5974.Y3
choix 0 16.66 0 23.33 0 0 96.66 50
erreur| 16.91 22.73 17.78 30.99| 16.91 19.83 22.09 26.19
pMy BIC | 5872.43 6452.22 5120.29 6559.Y6947.32 6208.04 5644.13 6190.78
choix 100 0 0 0 73.33 0 0 0
erreur| 43.25 19.02 14.90 24.48 | 40.39 18.54 16.29 22.46
pMy BIC | 6363.40 6372.32 4942.31 6532.6%483.58 6136.18 5492.00 6125.43
choix 0 43.33 0 0 0 26.66 0 0
erreur| 33.15 21.16 14.88 27.67 33.67 18.89 16.01 21.68
pMs3 BIC | 6341.17 6373.69 4825.87 6536.95483.58 6136.18 5492.00 6125.43
choix 0 0 100 0 0 3.33 3.33 0
erreur | 52.20 19.70 15.01 23.93 26.66 18.70 16.12 21.14
pMy BIC | 6262.47 6374.51 4926.57 6381.836373.90 6132.61 5546.39 5973.64
choix 0 16.66 0 76.66 0 33.33 0 50
Discrim. erreur| 29.08 22.73 17.78 33.63| 24.94 19.83 22.09 27.18
BIC | 7194.76 6388.11 5315.73 7108.69599.17 6325.08 5693.29 6758.33
Cluster. erreur| 27.34 27.82 18.50 35.04 16.91 25.22 25.03 29.56
erreur optimale 7.66 9.21 6.53 11.37) 7.71 9.06 6.59 11.59
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.3.2. 30% de bruit

transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critere 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur| 39.16 43.90 43.13 5546 38.16 51.60 51.70 60.9(¢
M, BIC | 610.25 674.24 582.28 661.50610.94 669.82 625.66 633.05
choix | 93.33 13.33 16.66 6.66 | 16.66 0 10 3.33

erreur| 5453 4046 33.76 41.03 51.13 38.30 36.60 41.13
My BIC | 679.94 673.07 581.10 680.96679.13 647.35 621.13 666.20
choix 0 13.33 13.33 0 0 3.33 3.33 0

erreur| 46.26 4040 34.26 43.03 50.16 38.13 38.60 43.43
Ms BIC | 670.60 670.38 565.06 676.12671.60 647.51 61250 642.27
choix 0 6.66 70 0 0 3.33 46.66 6.66

erreur| 42.73 39.13 33.60 40.80 4440 37.50 36.70 39.73
M, BIC | 667.50 675.72 586.91 665.91665.24 651.12 628.92 644.34
choix 0 6.66 0 0 0 0 3.33 6.66

erreur| 39.16 4243 43.26 54.76 43.90 44.06 51.70 51.4(
pMy BIC | 613.40 670.38 584.46 655.60607.29 657.36 628.77 620.91
choix | 3.33 0 0 26.66| 80 0 0 46.66

erreur| 53.86 44.33 33.83 50.93 53.33 23.33 36.50 43.7(
pMo BIC | 666.21 666.84 585.11 660.86648.46 636.60 619.75 650.74
choix | 3.33 36.66 0 2333 | 3.33 43.33 23.33 6.66

erreur| 49.40 43.70 34.40 36.66 49.53 3946 37.90 46.66¢
pMs BIC | 656.81 665.40 568.74 660.95650.65 635.88 613.41 631.64
choix 0 16.66 0 6.66 0 23.33 10 10

erreur| 55.96 4576 33.76 5443 48.66 4046 35.76  45.23
pMy BIC | 650.63 672.10 590.90 653.44644.31 638.69 627.51 627.08

choix 0 6.66 0 36.66 0 26.66 3.33 20
Discrim. erreur| 45.43 42.06 34.73 49.56 43.36 39.46 39.20 44.9¢
BIC | 724.08 688.11 587.08 679.33764.94 703.31 657.29 7134
Cluster. erreur] 28.03 31.63 31.76 33.33 29.30 29.76 30.60 33.6(
erreur optimale | 6.85 9.32 6.55 9.89| 8.19 8.47 6.28 10.40

TAB. B.9.: N=100, bruit 230% de bruit.
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transformations avec proportions

non conservées conservées
modele critére 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur| 35.38 38.61 37.98 46.34) 35.45 37.39 42.55 56.97
M, BIC | 5998.33 6605.39 5721.27 6501.1®%027.84 6592.72 6170.90 6318.82
choix | 96.66 0 0 0 0 0 0 0
erreur| 53.42 37.54 33.79 37.65 47.05 37.22 35.22 40.16
My BIC | 6609.89 6633.92 5684.90 6699.9%741.62 6394.23 6083.91 6287.09
choix 0 0 3.33 0 0 0 0 0
erreur| 49.28 39.07 33.81 37.84| 44.66 37.84 38.21 38.83
Ms BIC 6578.37 6616.92 5604.74 6623.086657.24 6374.23 6057.60 6212.81
choix 0 0 93.33 0 0 0 3.33 0
erreur| 44.78 37.79 33.80 40.71| 42.34 36.32 36.02 38.47
My BIC | 6486.57 6518.48 5688.67 6469.1%505.29 6341.16 6073.83 6147.82
choix 0 0 0 0 0 0 0 0
erreur| 35.38 38.61 37.98 46.34| 35.45 37.69 41.49 42.79
pM; BIC | 5992.62 6586.57 5704.33 6398.4%455.12 6441.97 6173.24 6081.18
choix 3.33 0 3.33 23.33 100 0 0 3.33
erreur | 54.43 45.31 33.78 44 48 51.99 38.86 34.98 43.01
pMo BIC | 6422.10 6576.22 5690.83 6526.456398.22 6328.03 6037.85 6194.38
choix 0 0 0 0 0 0 33.33 0
erreur| 47.36 42.52 33.83 43.54| 49.77 38.32 35.29 40.58
pMs BIC | 6413.72 6548.08 5610.57 6517.56402.52 6312.09 6024.90 6168.84
choix 0 0 0 0 0 0 33.33 0
erreur| 58.58 43.38 33.80 5468 45.75 37.85 35.25 42.34
My BIC | 6306.76 6474.13 5694.71 6352.4%6254.52 6210.94 6035.12 5999.89
choix 0 100 0 76.66 0 100 30 96.66
Discrim. erreur| 44.61 39.76 35.81 48.07| 41.50 37.82 39.89 43.42
BIC 7493.45 6714.67 5968.43 7400.03629.71 6673.24 6178.03 7182.57
Cluster. erreur| 30.85 32.25 27.46 31.90, 28.33 31.90 26.61 31.05
erreur optimale 7.54 9.18 6.71 11.01} 7.57 9.08 6.66 11.45
TAB. B.10.: N=1000, bruit 230% de bruit.
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B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.4. bruit3

Le mélange de variables gaussiennes a l'origine de la stionldes variables binaires a pour centres et matrices
de variance :

3 252525 2.%

—2 1 25 3 25 25 25
-1 1.5

M1 = —1.5 y U2 = 2 5 El == 22 = 2525 3 25 245 .
1.4 2.1
-1.2 0.9 252525 3 25

25252525 3

Les paramétres de la transformation ertret P* sont :

2 0 0 0 O —4
0 2 0 0 O —4
Ai=4=]10 0 2 0 0 |, bi=by=| —4
0O 0 0 2 O —4
0O 0 0 0 2 —4

Ce jeu de parametres permet de ne favoriser aucun des siXenddg M3 et M, et leur version avec proportions
différentes.
Les résultats sont présentés dans le tallleau B.11.

Remarque. Si nous avions choisi des vecteurs de translatipet b, nuls, les modéled/; et pM; ne serait pas
exclus comme c’est le cas ici. Mais alors, la matrice de tiatitsn étant proportionnelle & I'identité et positive, la
transformation entre les populatiorfd et P* serait nulle d’un point de vue variables binaireB (= P*). L'analyse
discriminante fonctionnerait trés bien et la discrimir@atigénéralisée n’aurait donc pas d'intérét.
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transformations avec proportions
non conservées conservées
modele criteref N=100 N=1000 N=100 N=1000
erreur | 47.00 44.20 40.26 33.23
My BIC 500.55 5263.57 493.73 5025.59
choix 0 0 0 0
erreur | 37.00 33.40 25.63 25.25
Mo BIC 476.95 4932.27 444.46 4431.26
choix 0 0 0 0
erreur | 39.00 38.30 25.93 25.44
M3 BIC 414.88 4469.81 411.63 4035.35
choix 0 0 0 0
erreur | 46.00 45.00 32.93 31.72
My BIC 486.72 48925.73 457.96 4430.38
choix 0 0 0 0
erreur | 47.00 44.20 38.53 32.04
pM; BIC 479.80 5045.35 469.74 4658.26
choix 0 0 0 0
erreur | 37.00 34.50 26.00 25.49
pMo BIC | 473.62 4873.22 435.18 4302.28
choix 0 0 0 0
erreur | 39.00 38.30 27.93 28.06
pMs BIC | 409.68 4371.85 394.09 3830.81
choix 100 100 100 100
erreur | 42.00 38.60 27.33 26.39
pMy BIC 476.75 4788.3 443.68 4250.23
choix 0 0 0 0
Discrim. erreur| 46.00 45.00 32.93 31.72
BIC | 626.96 5992.74 652.51 6030.81
Cluster. erreur| 46.00 34.00 33.40 33.55
erreur optimale | 12.04 13.79 12.98 13.39

TAB. B.11.: bruit 3.



B.2. Résultats des tests sur simulations en dimension 5

B.2.5. bruit4

Le mélange de variables gaussiennes a l'origine de la stionldes variables binaires a pour centres et matrices
de variance :

-2 1 3 0 0 0 O
-1 1.5 0O 3 0 0 O
M1 = —1.5 , U2 = 2 , 21 :EQZ 0 0 3 0 0
1.4 2.1 0O 0 0 3 O
—1.2 0.9 0O 0 0 0 3
Les paramétres de la transformation ertret P* sont :
2 1 1 1 1 —6
1 2 1 1 1 —6
Aij=4=]11 1 2 1 1 |, bp=0by=1| —6
1 1 1 2 1 —6
1 1 1 1 2 —6

Comme pour le bruit 3, ce jeu de paramétres permet de ne $avaucun des six modeldg,, Ms et M, et leur
version avec proportions différentes.
Les résultats sont présentés dans le talfleau B.12.
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transformations avec proportions
non conservées conservées
modele criterel N=100 N=1000 N=100 N=1000
erreur| 20.96 18.70 37.20 13.19
M, BIC | 450.27 4459.05 431.52 4282.70
choix 0 0 0 0
erreur | 18.90 18.52 12.93 11.14
M,y BIC | 531.09 5250.77 512.76 5108.30
choix 0 0 0 0
erreur | 16.50 16.36 11.16 10.58
Ms BIC | 395.84 3771.86 338.89 3233.19
choix | 96.66 46.66 50 0
erreur | 18.93 18.47 12.26 12.07
My BIC | 518.03 5018.72 484.43 4709.34
choix 0 0 0 0
erreur | 20.96 18.70 34.80 13.19
pM; BIC | 454.46 4463.79 429.27 4224.73
choix 0 0 0 0
erreur | 18.90 18.52 14.50 11.24
pMo BIC | 535.57 5256.46 512.88 5078.39
choix 0 0 0 0
erreur | 16.13 16.15 11.60 10.60
pM;3 BIC | 399.17 3769.89 338.77 3203.85
choix 3.33 53.33 50 100
erreur | 18.93 18.44 12.53 12.10
pMy BIC | 522.41 5024.60 483.57 4666.88
choix 0 0 0 0
Discrim. erreur| 19.26 18.87 14.00 13.28
BIC | 608.25 5531.24 583.08 5758.43
Cluster. erreur] 20.66 18.72 14.63 13.37
erreur optimale | 22.49 23.68 23.66 21.97

TAB. B.12.: bruit 4.



B.3. Résultats des tests sur simulations en dimension 10

B.3. Résultats des tests sur simulations en dimension 10

Les données binaires sont simulées a partir d'une disatiétisd’'un mélange de deux gaussiennes de centres et
de matrice de variance :

o= (=2,-1,-1.5,14,-1.2,-1.8,1.6,0.5, 1.4, 1.8 ,
pe = (1,1.5,2,2.1,0.9,1.6,-2.3,0.8,0.5,2) ,
1 = 39 =3hy,

ou I est la matrice identité en dimension 10.
Les proportions de ce mélange dans la populaii@ontp; = % etps = % Dans la populatio®* elles sont soit les
mémes (proportions inchangées), sqit= 1% etps, = 1—70 (proportions différentes).

Nous présentons les résultats de classification (tauxadigrvaleur du critére BIC et pourcentage de choix de chaque
modéle de discrimination généralisée) obtenus par digaition généralisée, discrimination classique et clasgitn
automatique, pour des données simulées sans bruit, puisealveuit 1 défini au paragraphe 4.2)5.1.

Pour les tests avec simulations sans bruit et avec le brléslparameétres utilisés pour les transformations entre
PetP*sont:
— paramétres de la transformation 1 :

1 1 1
A = i -.2,3,-2,3,—=,3,2, -2, =
1 dag(27 537 735 2537 ) 52)5
. 1
Ay = diag <2, -2,2,3,-3,—-2,3, 75,3, 2) ,
bl = b2 = (0;07050705070507050)/7

— paramétres de la transformation 2 :

A = Ay =2y,
by = by=(-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,—1,-1),
— paramétres de la transformation 3 :
1

A = 2l Ay = 5110,

— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1y
1 — 27 27 25 27 25 27 25 27 25 9 )
oo (111111111 '

2 - 2525272727252525272 )

— paramétres de la transformation 4 :

Ay

e 1
Ay = duag<§,2,3,2,4,5,3,2,4,2) ,

by = by=(-1,1,2,1,2,-2,3,2 1, —4).
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B.3.1. Pas de bruit

transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critére 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur| 5.03 4.90 0.73 18.86 2.13 4.70 2.30 8.23
M, BIC | 1148.10 1213.08 957.38 1104.521135.42 1190.10 1045.36 1077.Y9
choix | 96.66 0 0 0 0 0 0 0
erreur | 14.43 2.40 1.00 24.43 | 16.30 2.93 1.23 18.16
M BIC | 1491.60 1185.49 921.94 1298.400579.36 1159.74 1026.77 1218.30
choix 0 86.66 0 0 0 0 0 0
erreur| 12.06 2.56 0.36 22.60 13.50 3.03 0.90 14.46
M BIC | 1423.72 1188.92 879.00 1252.74479.21 1161.55 974.53 1191.40
choix 0 6.66 100 0 0 0 0 0
erreur| 38.93 2.40 0.60 7.06 44 50 3.00 1.30 6.20
My BIC | 1312.74 1205.13 946.43 1017.451358.31 1179.42 1046.73 982.96
choix 0 3.33 0 93.33 0 3.33 3.33 3.33
erreur| 6.06 5.06 0.73 19.20| 2.10 4.70 2.33 8.30
pM; BIC | 1148.69 1218.03 970.23 1108.781130.89 1188.66 1042.34 1075.Y3
choix 3.33 3.33 0 0 100 10 0 0
erreur| 12.33 2.70 1.00 21.63| 14.60 3.03 1.23 14.70
pMo BIC | 1516.81 1195.47 932.64 1300.41580.02 1155.39 1022.39 1230.94
choix 0 0 0 0 0 63.33 0 0
erreur| 12.20 2.80 0.46 22.06| 13.26 3.10 0.90 13.50
pMs3 BIC | 1433.47 1198.79 890.83 1250.871476.78 1157.20 970.13 1199.32
choix 0 0 0 0 0 16.66 96.66 0
erreur| 35.46 2.96 0.66 6.80 | 33.16 2.96 1.30 5.63
pMy BIC | 1392.13 1215.14 957.46 1023.841436.89 1175.22 1042.45 980.42
choix 0 0 0 6.66 0 6.66 0 96.66
Discrim. erreur| 16.36 5.00 0.73 18.83| 14.13 3.70 1.53 12.90
BIC | 1423.03 1290.04 95458 1341.1470.49 1195.52 1029.76 1273.90
Cluster. erreur] 24.10 23.06 10.96 25.33| 19.83 24.03 8.96 27.86
erreur optimale 1.84 1.98 2.57 5.10 1.95 2.11 2.30 5.11
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B.3. Résultats des tests sur simulations en dimension 10

transformations avec proportions
non conservéees conservées

modéle critére 1 2 3 4 1 2 3 4

erreur 2.15 4.43 0.50 15.57| 2.24 3.58 0.73 5.89
My BIC 10966 11938 9468 1096511185 11630 10021 10666
choix 100 0 0 0 0 0 0 0

erreur| 13.02 240 0.71 19.68| 13.87 2.43 0.55 16.98
My BIC 14600 11593 9061 1284315579 11307 9900 11928
choix 0 9333 O 0 0 0 0 0

erreur| 11.42 237 035 19.68| 13.21 245 0.35 13.63
Ms BIC 13953 11597 8608 1232514582 11312 9374 1165P
choix 0 6.66 100 0 0 0 0 0

erreur| 30.18 242 0.66 4.69 | 4513 2.46 0.56 4.66
M, BIC 12683 11633 9099 9672 13194 11351 9936 9511
choix 0 0 0 100 0 0 0 0

erreur 2.36 455 049 16.01 2.26 3.59 0.73 5.96
pM; BIC 11112 12033 9635 1097711178 11628 10014 10666
choix 0 0 0 0 100 0 0 0

erreur | 11.10 250 073 19.09 1316 243 0.55 14.52
pMao BIC 14892 11738 9206 1284415583 11300 9894 12054
choix 0 0 0 0 0 96.66 0 0

erreur| 11.65 250 036 18.98% 1315 245 0.35 13.03
pMs BIC 14093 11743 8763 1232114580 11305 9367 11751
choix 0 0 0 0 0 3.33 100 0

erreur| 30.87 275 072 571 31.62 243 0.57 4.48
pMy BIC 13502 11773 9245 9787 14048 11344 9930 9503
choix 0 0 0 0 0 0 0 100

Discrim. erreur| 15.19 4.56 0.49 17.14 13.32 3.52 0.73 12.61
BIC | 15343.04 11999 9837 1294015902 11715 10063 12087

Cluster. erreur| 18.32 2931 7.08 23402341 1959 11.05 28.25

A4

erreur optimale 2.17 236 266 5.87| 2.20 2.37 2.73 5.91

TAB. B.14.: N=1000, pas de bruit.
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B.3.2. 10% de bruit 1
transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critere] 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur | 20.00 17.33 19.26 25.76 12.46 15.40 13.80 19.08
M, BIC 1259 1322 1111 1226 1196 1261 1131 1142
choix | 93.33 0 0 0 0 0 0 0
erreur | 26.28 15.67 14.71 32.75 2496 13.23 11.06 23.96
M BIC | 1589 1295 1092 1398 1582 1226 1092 1259
choix 0 70 0 0 0 0 0 0
erreur | 25.03 15.76 14.61 31.76| 21.40 13.13 10.70 22.30
Ms BIC 1519 1297 1064 1349 1494 1227 1063 1236
choix 0 16.66 93.33 0 0 0 0 0
erreur | 48.17 15.86 14.77 18.46| 51.26 13.63 11.03 15.36
My BIC | 1390 1308 1102 1168 1366 1241 1109 1084
choix 0 13.33 0O 96.66 0 6.66 0 6.66
erreur | 20.96 17.40 19.26 26.1212.43 15.30 15.26 20.36
pM; BIC 1258 1327 1121 1226 1192 1259 1113 114(
choix | 6.66 0 0 0 100 0 0 0
erreur | 25.12 15.64 14.71 29.9622.26 13.10 11.06 21.73
pMo BIC | 1613 1307 1096 1399 1583 1222 1088 126¢
choix 0 0 0 0 0 60 0 0
erreur | 25.32 15.67 14.61 31.6821.13 13.00 10.70 21.63
pMs3 BIC | 1530 1308 1069 1346 1491 1223 1059 1241
choix 0 0 0 0 0 23.33 96.66 0
erreur | 45.38 15.44 15.03 18.0[/37.23 13.03 10.96 14.60
pMy BIC 1477 1323 1106 118% 1442 1238 1105 108(
choix 0 0 6.66 3.33 0 10 3.33 93.33
Discrim. erreur| 27.53 17.50 14.71 28.5820.96 14.40 11.26 21.0B
BIC 1694 1296 1143 139% 1646 1234 1023 1169
Cluster. erreur| 24.42 27.33 14.29 31.7623.16 25.46 13.56 30.48
erreur optimale | 1.78 214 256 5.67] 206 184 248 5.49
TAB. B.15.: N=100, bruit 110% de bruit.
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B.3. Résultats des tests sur simulations en dimension 10

transformations avec proportions
non conservees conservées

modeéle criterel 1 2 3 4 1 2 3 4

erreur| 15.34 17.33 1391 22.63 12.06 12.88 10.73 15.33
My BIC | 12188 13089 10874 1221911734 12065 10673 11333
choix | 100 0 0 0 0 0 0 0

erreur| 2553 1545 14.08 29.04 23.51 12.13 10.62 25.538
Mo BIC | 15463 12737 10597 1381515688 11784 10595 1236
choix 0 10 0 0 0 0 0 0

BN

erreur| 23.56 15.53 13.86 29.45| 21.89 12.17 1040 2221
Ms BIC | 14716 12724 10329 1324215688 11784 10273 1204
choix 0 76.66 100 0 0 0 0 0

~

erreur| 38.79 1547 14.14 17.50| 50.89 12.25 10.57 15.07
My BIC | 13510 12744 10589 1134713361 11815 10610 10528
choix 0 13.33 0 100 0 0 0 86.66

erreur | 1545 1747 1391 23.28 12.03 12.88 10.77 15.38
pMy BIC | 12298 13160 10997 1224411728 12063 10666 11325
choix 0 0 0 0 100 0 0 0

erreur | 23.73 15.64 14.09 2890 22.74 12.14 10.62 22.86
pMao BIC | 15757 12880 10681 1381415703 11777 10589 12479
choix 0 0 0 0 0 60 0 0

erreur| 23.73 15.66 13.87 29.1221.87 12.18 10.39 21381
pMs BIC | 14832 12859 10413 1323814677 11778 10268 12130
choix 0 0 0 0 0 40 100 0

erreur| 40.61 15.64 1431 17.6Y 42.27 12.18 10.58 14.23
pMy BIC | 14451 12903 10666 1156214272 11810 10604 10533
choix 0 0 0 0 0 0 0 13.33

Discrim. erreur| 27.12 17.42 1391 27.8922.04 1291 10.77 21.4
BIC | 16546 13185 11140 1393915988 12186 10611 1238

~N &

Cluster. erreur| 23.20 25.21 1545 29.083 17.67 27.13 12.70 30.45

\>J

erreur optimale | 2.22 2.36 2.73 6.01| 2.17 2.41 2.74 5.95

TAB. B.16.: N=1000, bruit 110% de bruit.
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B. Annexes de la partie Il

B.3.3. 30% de bruit 1
transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critere] 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur | 4458 4154 39.88 48.21133.83 36.06 31.86 38.08
M, BIC 1503 1586 1392 1503 1326 1371 1236 1299
choix | 66.66 0 6.66 0 0 0 0 0
erreur | 47.20 39.46 38.12 51.2P41.63 32.43 30.63 40.90
M BIC 1785 1556 1397 1621 1625 1333 1225 1382
choix 0 0 3.33 0 0 0 0 0
erreur | 44.94 40.02 38.09 51.5438.73 32.20 30.50 40.48
Ms BIC 1707 1537 1396 1559 1529 1326 1222 1332
choix 0 13.33 0 0 0 0 0 0
erreur | 63.51 42.11 40.32 47.9461.96 36.00 30.86 43.76
My BIC 1552 1512 1370 1434 1389 1318 1222 1243
choix | 3.33 83.33 20 100 | 6.66 33.33 16.66 86.66
erreur | 44.67 41.81 39.82 48.4533.83 36.66 31.86 37.98
pM; BIC 1508 1589 1399 1506 1327 136 1234 1301
choix 30 0 0 0 |93.33 10 23.33 10
erreur | 45.77 39.55 38.09 49.8240.13 32.30 30.66 39.48
pMo BIC 1812 1564 1398 1623 1627 1329 1221 1389
choix 0 0 6.66 0 0 16.66 10 0
erreur | 45.05 40.26 38.06 51.3938.66 32.20 30.50 40.18
pMs3 BIC 1712 1543 1397 1558 1527 1323 1219 1331
choix 0 3.33 3.33 0 0 23.33 20 0
erreur | 61.01 40.23 39.76 44.4355.30 33.30 30.66 37.86
pM, BIC 1656 1545 1368 1481 1481 1321 1220 1264
choix 0 0 60 0 0 16.66 30 3.33
Discrim. erreur| 48.12 40.41 38.18 49.9140.63 33.23 30.86 39.16
BIC 1879 1575 1438 1610 1674 1423 1195 1386
Cluster. erreur| 28.45 32.58 23.63 32.5530.00 25.73 2453 32.76
erreur optimale | 1.68 2.01 213 534 1.8 184 241 459
TAB. B.17.: N=100, bruit 130% de bruit.
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B.3. Résultats des tests sur simulations en dimension 10

transformations avec proportions
non conservées conservées
modele critergl 1 2 3 4 1 2 3 4
erreur | 38.90 40.39 38.03 42.6831.62 32.36 3057 34.11
M, BIC | 14660 15302 13676 1480112790 13067 11961 12540
choix | 100 0 0 0 0 0 0 0
erreur | 45.72 39.04 38.06 47.43 40.50 31.78 30.43 40.99
Ms BIC 17229 15006 13576 1594615874 12822 11920 13281
choix 0 0 0 0 0 0 0 0
erreur | 44.81 39.33 37.98 48.70 39.37 31.88 30.34 39.16
Ms BIC 16286 14887 13551 1520814867 12771 11856 12809
choix 0 0 0 0 0 6.66 6.66 0
erreur | 59.17 40.67 39.18 43.56 61.93 33.27 30.47 38.76
My BIC 15084 14691 13311 1399313574 12713 11800 12051
choix 0 100 0 100 0 86.66 83.33 100
erreur | 38.98 40.46 38.01 43.0131.63 32.36 30.56 34.19
p M, BIC 14713 15334 13740 1481812784 13065 11955 12543
choix 0 0 0 0 100 0 0 0
erreur | 4491 39.25 38.06 47.61 39.94 31.81 30.42 38.8%
pMs BIC 17482 15133 13600 1595315896 12822 11917 13351
choix 0 0 0 0 0 0 0 0
erreur | 44.85 3954 3798 48.68 39.30 31.87 30.35 39.08
pMs BIC 16353 14977 13570 1520414866 12768 11857 12850
choix 0 0 0 0 0 6.66 3.33 0
erreur | 54.85 39.12 38.95 40.5756.10 31.99 30.42 34.29
pMy BIC 16183 15000 13305 1447214530 12750 11808 12171
choix 0 0 100 0 0 0 6.66 0
Discrim. erreur| 47.07 40.43 38.01 48.34 39.48 32.34 30.55 38.53
BIC 17811 15228 13676 1592916147 12971 11971 13368
Cluster. erreur| 31.72 27.62 16.46 24.60 21.15 28.07 19.78 31.28
erreur optimale | 2.17 2.44 2.69 6.05| 2.15 2.33 2.61 5.93

TAB. B.18.: N=1000, bruit 130% de bruit.
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B. Annexes de la partie Il

B.4. Applications sur données réelles : risque de second can cer

B.4.1. Choix des variables discriminantes

Les analyses discriminantes et classifications autonegigant réalisées en découpant I'échantillon d’apprentis-
sage de 149 individus en deux sous-échantillons d’appsage et de test.
Le tableali B.19 présente les taux moyens de mauvais clastefser 300 découpages) évalués sur le sous-échantillon
test, ainsi que sur la restriction de ce dernier aux pateentgjue. Effectivement, certaines classifications orddene
a classer quasiment tous les individus comme patients ni@gde; sans que cela n'affecte trop le taux de mauvais
classement global puisque les individus réellement a eisgut en faible proportion (19 sur 149).
Les variables explicatives sont les suivantes :

— X, : état du patient a la date de derniére nouvelle,

— X5 :nature de la tumeur,

— X3 :age du patient au moment du diagnostic,

— X, : commune de résidence a la date de derniére nouvelle.

— X5 : commune de résidence au moment du diagnostic.

Taux de mauvais classementsTaux de mauvais classements

global (en%) sur population a risque (€R)

Variables discrimination| classif. auto.| discrimination| classif. auto.
X1 X0 X3X4 X5 12.82 35.93 64.98 50.17
X1 X0 X3Xy 12.35 32.61 63.31 51.10
X1 X9 X3X5 12.67 31.72 65.35 51.53
X1 X9 X4 X5 11.94 36.46 77.43 50.26
X1 X5X, X5 12.30 34.50 68.45 51.62
XoX3X4 X5 16.51 36.98 83.17 53.20
X1X9X3 12.94 32.84 62.39 49.39
X1 XXy 11.91 33.46 80.03 49.47
X1 X9 X5 12.60 31.87 81.27 51.42
X1X3Xy 13.10 31.39 67.33 48.79
X1X4X5 12.59 34.88 84.15 49.84
XoX3Xy 14.75 37.59 92.03 53.40
X5 X5X5 14.78 38.07 93.55 48.17
Xo X4 X5 13.61 39.37 98.42 52.37
X3 X4 X5 14.51 38.74 95.85 46.39

TAB. B.19.: Sélection des variables discriminantes.

Le choix des variables discriminantes est porté sur les wiiablesX;, X» et X3, qui sont I'état du patient a la date
de derniére nouvelle, la nature de la tumeur et I'dge du pizdie moment du diagnostic.

B.4.2. Augmentation du délai d’apparition d’'un deuxiéme ca ncer

Nous présentons ici les résultats obtenus en augmentaradslld délai d’apparition d’'un second cancer, précé-
demment supposé a 10 ans.
L'échantillon d’apprentissage est constitué de 93 patiayant eu un premier cancer du testicule entre 1978 et 1987,
parmi lesquels 17 sont décédés sans avoir eu de deuxienmar,caint2 ont eu un deuxiéme cancer. L'échantillon test
est composé de 206 patients ayant eu un premier cancer 88812002, parmi lesquels 16 sont décédés sans avoir
eu de deuxieme cancer, et 8 ont eu un deuxiéme cancer.
Les résultats obtenus pour les différentes méthodes dendisation sont présentés dans le tableau B.20.

Ici encore, le meilleur modeéle est le modeéle de discrimaragjénéralisépM s, qui classe les 24 patients étiquetés de
I'échantillon test ave@9% d’erreur. Le modél@ M, donne un taux d’erreur plus faible, mais est trop mauvais pou
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B.4. Applications sur données réelles : risque de seconcecan

deuxiéme modele
cancer p M, pMs pMs | pMy My Mo Ms My D. C.A.
oui 0 0 375 | 6.25 0 0 6.25 0 0 56.25

non 100 | 100 | 12,5 | 62.5| 100 | 100 | 62.5| 100 | 100 | 87.5
total 33.33| 33.33| 29.17| 25 | 33.33| 33.33| 25 | 33.33]| 33.33| 66.67

TAB. B.20.: Taux de mauvais classements sur les 24 patientseétm|de I'échantillon test.

étre accepter si on se restreint a la détection des deuxiganesrs.
De plus, le critére BIC conduit a choisir ce modgle; (tableall B.21).

modeéle
pM;y pM> pMs3 pMy M,y My M3 My
837.21| 841.67| 832.28| 849.35| 853.57| 855.30| 856.52| 855.41

TAB. B.21.: Criteres BIC pour les huit modéles de discriminag@néralisée.

Les résultats de classification sont moins bons que ceuxodivec un délai d’apparition fixé a 10 ans, ce qui peut
étre expliqué par deux causes :

— I'échantillon d’apprentissage est plus petit (93 con#® fiatients),

— les patients étiquetés de I'échantillon test sur lescaais évalués les taux d’erreur sont plus nombreux.

En utilisant le modéle M5 de discrimination généralisée, nous détectons parmi I6pafents de I'échantillon test

82 patients a fort risque de deuxiéme cancer.

Aprés analyse de ces 82 patients, on constate qu’ils ont ptemmer cancer du testicule a tumeurs germinales sémino-
mateuses a un age avancé. Ceci coincide avec les conclobiemsies avec un délai d’apparition de deuxiéme cancer
de 10 ans. Par contre, on rencontre les deux modalités deibleaétat dans ces 86 patients, ce qui est impossible
(cf. remarquée 4.3]1) et remet en cause I'utilisation descedtiable. En omettant cette variable état, la conclussbn e
donc semblable a celle obtenue avec un délai d’apparitiatedgiéme cancer de 10 ans. Précisons tout de méme que
nous avions mis en doute I'utilisation de la variable étatsdia remarqule 4.3.1, mais que nous avions décider de la
conserver néanmoins puisque les conclusions obtenuesagrgphe 4.3.2.2 étaient cohérentes.

En conclusion, se restreindre a un échantillon d’appresgie constitué des patients ayant eu un premier cancer entre
1978 et 1987 conduit a la méme conclusion qu’en incluantdg¢iepts ayant eu un premier cancer entre 1988 et 1992,
si on prend le soin de ne plus considérer la variable état.
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Conclusions et Perspectives

Nous concluons cette theése comme nous I'avons commencé&éparant les deux sujets abordés que
sont I'analyse de sensibilité et I'analyse discriminargéadyalisée.

Analyse de sensibilité

Les méthodes d’analyse de sensibilité sont de plus en glisgas de nos jours dans tout processus de
modélisation, que ce soit pour améliorer la prédiction duém®, pour alléger le modéle ou encore pour
mieux comprendre le phénomene étudié en analysant lesatlifés interactions entre variables.

Dans ce contexte, cette thése a eu pour objectif d’étudmpéict de deux sources d’incertitudes particu-
lieres, liées a la problématique générale de l'incertitdelenodéle, en répondant aux questions suivantes :

— Quelles conséquences une mutation du modéle étudidedeell'analyse de sensibilité de ce der-

nier ?

— Quelle est l'influence sur les résultats d’une analyse dsilsiéité de I'utilisation d’un modéle simpli-

fié a la place d’'un modéle de référence trop complexe ?

L'analyse de ces deux problématiques a fait naitre un é&nmisiobjectif :

— étudier le probleme de I'analyse de sensibilité pour dedédes a variables d’entrée non indépen-

dantes.

Le premier travail effectué ft de synthétiser les méthaetesavaux existants en analyse de sensibilité.
Nous avons comparé et testé les différentes approches @mdiidité, et sélectionné une définition des
indices de sensibilité ne nécessitant aucune hypothéde swdele (indices définis par décomposition de
la variance, introduits par Sobol et Saltelli). Une appeoahiernative utilisant des modéles additifs a aussi
été proposée et testée, mais il faut étre conscient de sisslitars des applications (comme pour toutes
les autres méthodes). La méthode d’estimation des indessmksibilité que nous avons choisie est celle de
Sobol, basée sur I'estimation d’intégrales par simulatide Monte-Carlo. Le second travail f(t d’analyser
la problématique de l'incertitude de modéle, en réalisatamment une étude bibliographique sur le sujet.
Nous n’avons pas trouvé de travaux se rapportant a notrelelpobblématique. Tout ceci a été présenté
dans la premiére partie de ce mémoire.
La méthodologie employée pour étudier I'impact sur uneyaeatle sensibilité, d’'une mutation du modéle
étudié, a consisté en une étude cas par cas. Nous avons idéteme liste des mutations de modéles pos-
sibles, pour chacune desquelles nous avons établi lemrsldibrmelles entre les indices de sensibilité avant
mutation et ceux apreés mutation. Ainsi, sous certainesitons, nous avons montré pour quels cas il était
possible de déduire les valeurs des indices de sensibilitaatiéle aprés mutation, a partir de ceux avant
mutation, avec un minimum de calculs supplémentaires. Mous sommes ensuite servis de ces résultats
pour apporter quelques éléments de réponses au problénmamck de I'utilisation d’'un modéle simplifié.
En caractérisant une fonction écart entre le modéle simamifile modéle de référence, nous avons déter-
miné sous quelles conditions I'approximation faite enisdiit le modéle simplifié était correcte, et dans
le cas contraire comment cette approximation pouvait &wéliarée a moindre codt. Ces travaux, ainsi
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que quelques applications illustratives sur un logicieghgact environnemental de rejets gazeux chroniques
d’une installation nucléaire, ont été présentés dans laiéiee partie de ce mémoire.

Enfin, nous nous sommes apercus au cours de cette thésengertance du probléme des modeéles a va-
riables d’entrée non indépendantes. Les recherches meneedouti a la conclusion gu'il n’y a pas de
sens de considérer la notion de sensibilité de la sortie miodéle a une variable d’entrée indépendamment
des autres, si celle-ci est corrélée ou dépendante d’aeniteses. Nous avons donc proposé une approche
multidimensionnelle, en exprimant la sensibilité pour gesipes de variables corrélées ou dépendantes. La
méthode d’estimation de Sobol peut étre généralisée dnttason d’'indices multidimensionnels. Des ap-
plications dans le domaine de I'ingénierie nucléaire onhirm®l'intérét de cette méthode. Ceci a constitué
finalement la troisieme partie de ce mémoire.

L'estimation des indices de sensibilité, dans le cas uredsionnel classique ainsi que dans le cas mul-
tidimensionnel, demande pour des modéles complexes urstdmalcul important. Les plans d’échan-
tillonnage utilisés peuvent permettre une accélératioia denvergence de ces estimations. Jusqu’a présent,
les méthodes de Quasi-Monte Carlo sont les plus efficacesdémieres innovations dans ce domaine de
type Quasi-Monte Carlo Randomisé, devraient apportemali@e de sensibilité un bienfait novateur.
L'approche fonctionnelle de I'analyse de sensibilité,gmeée par Antoniadis, est un axe de recherche por-
teur d’espoir. En effet, les atouts de I'analyse de la vagdonctionnelle devraient permettre une estimation
de la sensibilité du modéle nécessitant un nombre de siimnsatle ce dernier moins important que dans le
cas classique. En outre, I'écriture du modéle dans une lmgmndtion orthogonale, apporte un cadre idéal
a la problématique des mutations de modéles, et plus géngzat a celle de I'incertitude de modéle.

Analyse discriminante généralisée

L'analyse discriminante généralisée est une extensiotadalyse discriminante classique qui permet de
traiter le cas ou les échantillons d’apprentissage et denéesont pas issus d’'une méme population. Notre
contribution étend 'analyse discriminante généralisidinie initialement dans un cadre gaussien, au cas
des données binaires. Le principal défi ft d’établir unatieh entre les variables binaires des deux popula-
tions d’apprentissage et de test. Ainsi, nous avons obteauéagle de discrimination avec un nombre réduit
de paramétres a estimer.

Un ensemble de tests sur simulations a permis de montrepé&istité de notre approche vis-a-vis de la
discrimination classique et de la classification autonu&jalans le cas ou les populations d’apprentissage
et de test sont différentes. Enfin, deux applications ontréi#es, un premiére dans un contexte biologique
puis une seconde en santé publique, ou notre méthode a mierdétecter parmi un ensemble de patients
ayant eu un premier cancer ceux pour lesquels le risque derswe de deuxiéme cancer est important.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. Toutrd;af@us avons vu que la relation entre les
variables binaires des deux populations d’apprentissade test était définie a partir de la fonction de ré-
partition de la loi normale centrée réduite. Il peut étréliessant de tester d’autres fonctions de répartition.
En effet, nous avons vu qu’en s’éloigant trop de I'hnypoth@se les données binaires étaient dues a une dis-
crétisation de variables gaussiennes, la discriminat@némlisée pouvait étre en difficulté. En changeant la
fonction de répatrtition utilisée, on peut espérer s’adate type de données. Il faudra bien sdr étre vigilant
sur la justification théorique de cette approche car la foamation linéaire stochastique était garantie par
I'hypothése normale.

Nos travaux ont permis d’élargir le domaine d’applicatian ldnalyse discriminante généralisée du cas
gaussien au cas binaire. Afin de pouvoir traiter un maximuroagepratiques, il serait trés intéressant de
pouvoir traiter les variables catégoriellé®, a plus de deux modalités. Pour ce faire, une solution peeit étr
d'utiliser le méme artifice en supposant que les variablésggoaielles sont issues d’'une discrétisation de
variables continues. Par contre, contrairement au cagréioa le choix du seuil de discrétisation n'a pas
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d’influence sur les modéles de discrimination généraliseehoix est problématique dans le cas catégoriel,
puisque I'on a alors plusieurs seuils par variable a défisis travaux d’Everitt [16] qui définissent un al-
gorithme de classification pour données mélangées (biaadégorielles et continues) peuvent étre d'une
aide intéressante pour traiter ce probléme.

S'il est possible d’adapter la discrimination généraliaéeas catégoriel, I'objectif suivant sera alors de trai-
ter les problémes ou I'on rencontre, comme dans les trav&ivedtt, les trois sortes de variables : binaires,
catégorielles et continues.

Toujours dans la méme optique de s’adapter a un maximum deratigues différents, on peut se poser la
question de comment réaliser une classification lorsquimdidgidus des populations d’apprentissage et de
test ne sont décrits par le méme type de variables ? Par exearppeut imaginer que les variables de la
population d’apprentissage sont continues et que cellésigpulation test sont binaires, tout en exprimant
la méme caractéristique.

Enfin, la généralisation au cas de populations d’appregest de test différentes n'a été étudiée que dans
le cadre de I'analyse discriminante multi-normale. Ellatpgéanmoins étre envisagée pour la discrimination
logistique [7] ou encore pour des méthodes de discriminatan paramétriques.
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CONTRIBUTIONS A UANALYSE DE SENSIBILITE
ET A LANALYSE DISCRIMINANTE GENERALISEE

Résumé:

Deux thémes sont abordés dans cette theése : I'analyse dbikignst I'analyse discriminante généralisée.

L’ analyse de sensibilitéglobale d’'un modeéele mathématique étudie comment les Vaesate sortie de ce dernier ré-
agissent a des perturbations de ses entrées. Les méthades fsar I'étude de la variance quantifient les parts de
variance de la réponse du modele dues a chaque variableéezitchaque sous-ensemble de variables d’entrée. Le
premier probléme abordé est I'impact d’'une incertitude delé@he sur les résultats d’'une analyse de sensibilité. Deux
formes particulieres d’'incertitude sont étudiées : celle d une mutation du modéle de référence, et celle due a l'uti-
lisation d’'un modele simplifié & la place du modéle de réféeeb/n second probleme relatif & I'analyse de sensibilité

a été étudié au cours de cette thése, celui des modéles asriréélées. En effet, les indices de sensibilité classiqu
n'ayant pas de signification (d’un point de vue interprétatien présence de corrélation des entrées, nous proposons
une approche multidimensionnelle consistant a exprimegiaibilité de la sortie du modéle a des groupes de variables
corrélées. Des applications dans le domaine de I'ingénimrcléaire illustrent ces travaux.

L' analyse discriminante généraliséeonsiste a classer les individus d’un échantillon test enjges, en utilisant I'in-
formation contenue dans un échantillon d’apprentissagsglie ces deux échantillons ne sont pas issus d’'une méme
population. Ce travail étend les méthodes existantes danadre gaussien au cas des données binaires. Une applica-
tion en santé publique illustre I'utilité des modeéles dedmination généralisée ainsi définis.

Mots Clés:

Analyse de sensibilité globale, incertitude de modéle atiort de modele, modéle a entrées statistiquement dépen-
dantes, indice de sensibilité multidimensionnel. Analjiseriminante généralisée, données binaires, popukatiap-
prentissage et de test différentes, algorithme EM.

CONTRIBUTIONS TO SENSITIVITY ANALYSIS
AND TO GENERALIZED DISCRIMINANT ANALYSIS

Abstract :

Two topics are studied in this thesis : sensitivity analgsid generalized discriminant analysis.

Globalsensitivity analysisof a mathematical model studies how the output variableBisflast react to variations of
its inputs. The methods based on the study of the varianaatifjuthe part of variance of the response of the model
due to each input variable and each subset of input variablesfirst subject of this thesis is the impact of a model
uncertainty on results of a sensitivity analysis. Two gaifir forms of uncertainty are studied : that due to a chamge o
the model of reference, and that due to the use of a simplifedkhwith the place of the model of reference. A second
problem was studied during this thesis, that of models watietated inputs. Indeed, classical sensitivity indices n
having significance (from an interpretation point of view)the presence of correlation of the inputs, we propose a
multidimensional approach consisting in expressing timsigeity of the output of the model to groups of correlated
variables. Applications in the field of nuclear engineeilhgtrate this work.

Generalized discriminant analysisconsists in classifying the individuals of a test sampleriougs, by using infor-
mation contained in a training sample, when these two sagenot come from the same population. This work
extends existing methods in a Gaussian context to the cdsiearfy data. An application in public health illustrates
the utility of generalized discrimination models thus deéin

Keywords :

Global sensitivity analysis, model uncertainty, model atioh, model with statistically dependent inputs, muitiéin-
sional sensitivity index. Generalized discriminant asalybinary data, different training and test populatideis]
algorithm.
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