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Introduction

Le présent travail est consacré & I’étude d’une classe de variétés projectives avec action de
groupe qui sont étroitement liées aux grassmanniennes et variétés de drapeaux symplectiques.

Soit F' un espace vectoriel complexe de dimension paire muni d’une forme antisymétrique
non dégénérée w. Un sous-espace de F' est appelé isotrope si la restriction de la forme w & ce
sous-espace est nulle; 'ensemble G, (k, F') des sous-espaces isotropes de dimension k de F est
une sous-variété de la grassmannienne des sous-espaces de dimension k de F' qui est appelée
grassmannienne symplectique. Cette variété est munie naturellement d’une action transitive
du groupe des transformations linéaires de F' qui préservent w, qui est le groupe symplectique
Sp(F'); plus généralement, le groupe symplectique agit sur les variétés de drapeaux — c’est-
a-dire de chaines de sous-espaces emboités — isotropes de F, en particulier sur la wariété
de drapeauz symplectiques F,(F) qui est la variété des drapeaux isotropes maximaux, et
I’action est toujours transitive. Puisque le groupe symplectique est un groupe semi-simple
complexe, ceux-ci sont des exemples particuliers de variétés de drapeaux généralisées, qui sont
par définition les variétés projectives homogénes d’un groupe semi-simple complexe. L’étude
des grassmanniennes et des variétés de drapeaux symplectiques est donc un cas particulier de
I’étude des variétés de drapeaux généralisées qui est un domaine étudié depuis longtemps et
auquel est consacrée une trés vaste littérature.

Le point de départ du présent texte est la question suivante : que se passe-t-il lorsque 1’on
remplace I’ par un espace E de dimension impaire ?

Précisons cette question. Remarquons qu’en faisant ce changement, la forme w sur E ne
peut plus étre non dégénérée puisque le rang d’une forme antisymétrique est toujours un
nombre pair ; on remplace alors la condition w non dégénérée par une condition de généricité,
qui est « w est de rang maximal ». On peut toujours considérer, en utilisant formellement
les mémes définitions que ci-dessus, des variétés Gy, (k, E) — que 'on appelle grassmanniennes
symplectiques impaires — et des variétés de drapeaur symplectiques impaires F,(F), munies de
laction du groupe symplectique impair Sp(E).

La question ci-avant devrait alors étre prise au sens suivant : dans quelle mesure les objets
Gu(k,E), F,(E), Sp(E) ont-ils des propriétés similaires a celles de G, (k, F), F,(F'), Sp(F)?

Le groupe symplectique impair n’est pas un groupe semi-simple, ni réductif, ce qui nous
sort donc du domaine des variétés de drapeaux généralisées. De plus, les grassmanniennes
symplectiques impaires, et en général les variétés de drapeaux symplectiques impaires, ne
sont pas homogeénes sous 'action du groupe symplectique impair. Cependant, selon Proctor
qui a introduit le groupe symplectique impair dans [Pro88| et [Pro86], le bon point de vue
a avoir sur le groupe symplectique impair est que celui-ci aurait da se retrouver parmi les
groupes semi-simples, mais qu’il a en quelque sorte échappé a la classification. Sa perspective
est néanmoins purement algébrique, Proctor énongant ce principe & la suite de I’étude d’une
classe de représentations du groupe symplectique impair. Nous adoptons un point de vue



similaire, mais dans une optique plus géométrique, en démontrant dans ce travail que les
grassmanniennes et les variétés de drapeaux symplectiques impaires se comportent dans de
nombreuses situations comme des variétés homogeénes. Notamment, nous illustrons ceci par
des résultats concernant G, (k,C") ou F,,(C") qui s’énoncent de la méme maniére aussi pour
N = 2n que pour N = 2n + 1. Nous montrons par exemple I’énoncé suivant :

Théoréme. Le groupe d’automorphismes de G, (k,CN) est le groupe adjoint PSp(CY).

Un autre exemple est un théoréme de type Borel-Weil pour le groupe symplectique impair
qui s’intégre trés bien sous un énoncé commun avec le théoréme de Borel-Weil classique pour
le groupe symplectique :

Théoréme. Soit N un entier et n = [(N —1)/2]. Soit A = apwo + - - - + apwn, ag,...,an =0
un poids dominant de Sp(CY) ; soit Ly le fibré en droites sur F,,(CY)

Ly = (det T7)?* @ (det T5)%" @ - - - @ (det Ty, 1)®"
ot T; est le fibré tautologique de rang i. Alors on a un isomorphisme de Sp(CN)-modules
HY(F,(CN), L)) ~ (SyCY)*,
ot S<,\>CN est la construction de Weyl.

Dans [Pro88|, Proctor construit des modules pour le groupe symplectique impair et dé-
termine leurs caractéres par une formule & la Weyl; le dénominateur de cette formule peut
s’exprimer de deux maniéres différentes, I’égalité ainsi obtenue étant une nouvelle identité de
type Vandermonde qui relie le groupe de Weyl de type D,,+1 et le systéme de racines non réduit
BC,., qui est le systeme de racines du groupe symplectique impair Sp,, ;. Ceci inaugure une
série de « coincidences » qui font que certaines quantités associées au groupe symplectique
impair sont les mémes que des quantités analogues associées au groupe orthogonal pair. Nous
en obtenons d’autres dans cette thése, qui se trouvent étre des cas particuliers de la suivante :

Théoréme. La variété de drapeauxr symplectiques impaire a la méme algébre de cohomologie
que la variété de drapeauz de type Dy i1

H*(Fy(2n + 1)) ~ H*(Fo(2n + 2)).

Nous déduisons ce résultat d'une présentation a la Borel de 'anneau de cohomologie équi-
variante de la variété de drapeaux symplectiques impaire. Notre étude de la cohomologie équi-
variante de F,(2n + 1) aboutit également a une formule de Chevalley-Pieri pour le produit
d’une classe de Schubert équivariante par la classe d’un diviseur de Schubert.

Enfin, un exemple classique ou l'on voit apparaitre des grassmanniennes symplectiques
impaires, et qui constitue ainsi une motivation pour leur étude, est X9, la variété de Fano de
dimension 3, d’indice 1 et genre 12 construite par Mukai. Elle est définie comme la variété des
3-plans de C7 isotropes par rapport & 3 formes antisymétriques génériques w,w’,w” € A2C7,
c’est-a-dire que c’est une intersection de trois grassmanniennes symplectiques impaires

X193 = Gu(3,CY NGy (3,CT) NGy (3,C7).

Un résultat de Mukai montre que toute variété de Fano de dimension 3, d’indice 1 et de genre
12 est isomorphe & une telle variété Xis.
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Chapitre 1

Le groupe symplectique impair

1.1 Définition et propriétés

Soit £ un espace vectoriel sur C de dimension impaire 2n+1 et w : E® E — C une forme
bilinéaire antisymétrique générique sur E'; le terme « générique » est & prendre au sens de la
topologie de Zariski sur I'espace affine A2E*.

Définition 1.1.1. On appelle groupe symplectique impair (d’ordre 2n + 1) le stabilisateur de
w dans GL(E) pour 'action canonique de GL(E) dans A2E*. On le note Spy,, ;.

Autrement dit le groupe symplectique impair est le sous-groupe des transformations li-
néaires g € GL(E) qui vérifient w(gu, gv) = w(u,v), pour tous u,v € E. Cette définition, qui
est la plus naturelle possible pour un objet analogue en dimension impaire au groupe symplec-
tique, a vraisemblablement été introduite par Proctor dans [Pro86| (cf. aussi ses remarques
dans [Pro88]).

Montrons que modulo une conjugaison dans GL(E), Spy,,; ne dépend pas du choix de
w (ce qui nous permet, entre autres, d’'utiliser la notation Spy,,; qui ne tient pas compte
de w). En effet, 'hypothése de généricité de w signifie que 'application induite w : E — E*
est de rang maximal — c’est & dire de rang 2n, puisque w ne peut pas étre non dégénérée.
Cette application a alors un noyau de dimension 1 qu’on note R et qui n’est rien d’autre que
I'orthogonal Et. Soit ey un générateur de R et F C E un supplémentaire de R dans E, c’est
adire E = R@ F. La restriction de w a F' est alors non dégénérée donc il existe dans F' une

base {e1,...,e2,} symplectique par rapport a w|p. Alors dans la base {eq,...,e2,} de E la
matrice de w est
o0 --- 0 0 --- 0
o 0o --- 0 1
Q=1]0 0 0 1 (1.1)
0 -1 0 0
0 —1 0O --- 0
c’est & dire pour u = 22220 Ue;, v = ?20 vie; on a
n
w(u,v) =D (UiVan41—i — Uznt1—iVi)- (1.2)
i=1



6 CHAPITRE 1. LE GROUPE SYMPLECTIQUE IMPAIR

Par analogie avec la terminologie employée pour C?” muni d’une forme symplectique, on conti-
nue d’appeler symplectique une telle base. L’existence d’une base symplectique par rapport
a w signifie que les formes antisymétriques de rang maximal sur E forment une orbite de
GL(E). Leurs stabilisateurs dans GL(E) sont alors conjugués et donc Spy, | est bien défini
A une conjugaison pres.

Dans toute la suite on ne considérera sur £ qu’une seule forme antisymétrique, w; on
pourra donc utiliser la notation Spy,,; pour faire référence a son stabilisateur sans qu’il y ait
ainsi aucune ambiguité.

On fixe désormais une base symplectique {eg,...,es,} et une décomposition £ = R @ F
comme ci-dessus ; on identifie ainsi GL(E) et le groupe des matrices inversibles GL(2n+ 1, C).
On a alors

SPapi1 = {9 € GL(2n+1,C) | thg = Q}. (1.3)

Proposition 1.1.2. Sp,, | est un sous-groupe fermé de GL(2n + 1,C). Il est contenu dans
le sous-groupe parabolique

{g e GL(2n +1,C) | g(R) = R}.

PREUVE. L’action de GL(2n 4 1,C) dans A*(C*"*1)* est algébrique et Spy,,,; est un sous-
groupe d’isotropie donc il est fermé. On peut également remarquer que Spy,, | est défini par
les équations (1.3) qui sont polynomiales. Pour la seconde affirmation il suffit de noter que
Spao,t1 préserve 'orthogonalité donc en particulier il stabilise E+ =R, le noyau de w. |

Un élément du sous-groupe parabolique {g € GL(2n+1,C) | g(R) = R} s’écrit par rapport
a la décomposition £ = R @ F comme
.4
9=\0 a

avec A\ € C*, a € GL(2n,C), £ € C*. Pour u = ugeg + u', v = vgeg + v/, v',v" € F on a alors
w(gu, gv) = w(au',av’), autrement dit g préserve w si et seulement si a préserve la restriction
de w & F. Cela démontre I'affirmation suivante :

Proposition 1.1.3. Sp,,, | est le groupe des matrices g € GL(2n+1,C) qui sont de la forme
(X
97\0 a

On identifie ainsi plusieurs sous-groupes de Spy,, ;. Premiérement, on a Spy, C Sps, 1

via l'application
ar— (1Y (1.4)
0 a)’ '

et de maniére générale, le choix d’une base symplectique ayant été fait, Sp,,, vu comme sous-
groupe de Spy,, ;1 sera toujours I'image de ce plongement. On a ensuite le groupe multiplicatif

C* plongé via
A0
A — <0 1> ,

avec a € Sp,y,, C GL(2n,C).
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(o3)

qui forment un sous-groupe isomorphe au groupe additif (C?”, +), qu’on peut aussi identifier
au dual F*. On le note U.

et, enfin, les matrices de la forme

Proposition 1.1.4. U est un sous-groupe distingué de Spo, | et ce dernier est le produit
semi-direct (C* x Spy,) X U de ses sous-groupes C* x Sps,, et U.

PREUVE. Rappelons quun groupe G est le produit semi-direct de deux de ses sous-groupes
H et N, N distingué, si H et N engendrent G et HN N = (1); on le note G = H x N. Tout
élément g de G s’écrit alors de maniére unique g = gy gy avec gy € H, gy € N. Dans la
catégorie des groupes algébriques on demande qu’en plus H et N soient fermés dans G et que
les applications g — gy, g — g soient réguliéres.

Dans notre cas commengons par remarquer que U et C* x Sp,,, engendrent Sp,,,,; puisque

(0.)=G 06 ")

On note ensuite que C* x Sp,,, normalise U puisque

A O\ /1 N/t 0 (1 Mat
0 a)\0 1)\ 0 at) \0 1
et cela entraine que U est distingué. Pour conclure il ne nous reste qu’a remarquer que (C* x

Puisque C* x Sp,,, et U sont connexes, on déduit aussitot le corollaire suivant :
Corollaire 1.1.5. Spy, | est conneze et de dimension (n +1)(2n + 1).

Proposition 1.1.6. U est le radical unipotent de Spy, 1. En particulier, le groupe Spy, 1
n’est pas réductif.

PREUVE. U est un sous-groupe unipotent, connexe et distingué de Spy,, , 1, il est donc contenu
dans le radical unipotent R, de Sp,, ;. D’autre part, le quotient Spy, /U =~ C* x Sp,,, est
réductif, donc I'image de R, dans ce quotient est triviale, et donc R, = U. |

Faisons maintenant la remarque trés simple suivante : si dans un produit semi-direct G =
H x N un sous-groupe G1 C G contient 1'un des facteurs, G; O H (respectivement G; D N),
alors il est & son tour un produit semi-direct Gy = H x (G1 N N) (respectivement G; =
(G1 N H) x N). Cela nous sera utile dans la suite.

On détermine maintenant les sous-groupes de Borel de Spy, ;. Il suffit d’en préciser un,
les autres en sont des conjugués. Un candidat naturel est le sous-groupe de Spsy,,; formé par
les matrices triangulaires supérieures, c’est-a-dire que B = Spy,,, 1N By ot By C GL(2n+1,C)
est le sous-groupe de Borel de GL(2n+1, C) qui préserve le drapeau standard (eg) C (eq,e1) C
<o C ey ..., o).

Proposition 1.1.7. B est un sous-groupe de Borel de Spg,, 1.
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PREUVE. B est résoluble puisque c’est un sous-groupe de By qui est résoluble. Il est formé

par les matrices
A/
0 a

avec a € Sp,,, triangulaire supérieure. En particulier, B contient U et donc B est un produit
semi-direct B = [BN(C* x Spy,,)] x U. Maintenant, BN(C* x Sp,,,) = C* x By ou Bj est le sous-
groupe de Borel de Sp,,, qui préserve le drapeau isotrope (e1) C (ej,ea) C +-+ C (e1,...,€2n).
On en déduit que B est connexe, donc il est contenu dans un sous-groupe de Borel B. Celui-ci
est également un produit semi-direct B = [BN(C* x Spy,,)] X U ; or BN(C* x Spy,,) est connexe
(puisque B et U le sont) et résoluble et contient C* x By. Il s’ensuit que B N (C* x Sps,,) =
C* x By, c'est-a-dire B = B. |

Soit maintenant T' le sous-groupe des matrices diagonales qui appartiennent & Spg, 1,
c’est-a-dire T' = Sp,,, 1 N Ty ot Ty C GL(2n 4 1,C) est le sous-groupe de toutes les matrices
diagonales inversibles. Autrement dit les éléments de T sont les matrices de la forme

diag(to, t1, s tntn ooty ), to,. ..ty € C*
Proposition 1.1.8. T est un tore mazimal de Spy,, ;.

PREUVE. On aT = C* x T} ou 11 = Spy,, N1y sont les matrices diagonales de Spy,,. On vérifie
que T est égal a son centralisateur Csp, . (T). Soit

A/
<O a> GCSPMH(T)‘

Alors
A L) [t O t 0\ /X ¢ N
<O a> <0 d> = <O d> <O a>’ pour tout (¢t,d) € C* x T}
revient &
ad = da, ¢d = tf, pour tout (t,d) € C* x T}
et donc a € T1 = Csp,, (T1) et £ =0. [ |

Par la démonstration précédente, on a Csp, . (T') = T'; par conséquent le groupe de Weyl
Nspy, i1 (T)/Csp,, ., (T) de Spay, 41 — ot Nsp, . (T') désigne le normalisateur de 7" dans Spy, 44
— est le quotient Ns,,  (T)/T.

Proposition 1.1.9. L’inclusion Spy, C Spo,.1 induit un isomorphisme du groupe de Weyl
de Spy, 1 sur le groupe de Weyl de Spoy,, .

PREUVE. Calculons d’abord le normalisateur Ngp, . (7'). Notons comme dans la démonstra-
tion de la proposition précédente T} le tore maximal de Sp,,, formé par les matrices diagonales,

de sorte que T' = C* x T7. Soit
AL
<O CL> S Nsp2n+1(T).

Ceci signifie que quelque soit (t,d) € C* x T} il existe (¢/,d’) € C* x T tel que

o) loa)-6 o
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égalité qui est équivalente a

(Xt =t'\
ld =1t/
lad = d'a.

On a donc, £ =0 et a € Ngp, (T1), autrement dit Nsp, . (T) = C* x Ngp, (T1). Il s’ensuit
que NSPMH (T))T ~ Nsp,, (Th)/Th. [ |

Proposition 1.1.10. Le centre de Sp,, ,, est le sous-groupe a deux éléments Z(Spg, 1) =
{Id, —1d}.

PREUVE. Deux éléments de Sp,,,

/ /
<3 2) ) <)(\) 2,) . AN eCH 0 €C?™ a,d € Spy,

commutent si et seulement si

M +10d =Nt+Vaet ad = da.

A/
<0 a> € Z(Spaopy1)

alors, en particulier, a € Z(Spy,) = {£Id} et la premiére condition, que 'on réécrit (a —
Md)¢ = ta’ — N¢, impose £ = 0 et a = Ald ce qui achéve la preuve. [

Un lien avec Spy,,

1.1.11. On décrit maintenant une construction qui relie Spy,,; et Spy, o et qui va étre
utilisée dans les chapitres suivantes (cf. les sections 2.2.1 et 3.2). Plongeons E = C?"*! dans
C?n+2 et choisissons une forme symplectique @ sur C>**2. La restriction de @ & E est de rang
maximal puisque son noyau E+¢ C F est de dimension 1; on peut donc supposer, modulo
une conjugaison, que |, = w. D’une autre facon, on peut définir © en prenant un élément
eant1 dans C?" T2\ E et en décrétant que la base {eg, ..., ez, 11} est symplectique. Supposons
une telle base fixée et considérons dans le groupe Spy, .o (qui préserve @) le sous-groupe
parabolique P qui fixe ’espace Ceg = R. Tout élément g € P fixe alors également 1’orthogonal
R1® = E. et sa restriction g|p préserve W|p = w, autrement dit, g|p € Spo,41-

Proposition 1.1.12. Le morphisme P — Spy, 1 donné par g — g|p est surjectif. L’image
par ce morphisme du sous-groupe de Borel de Spy, o qui préserve le drapeau (eg) C (eg,e1) C
- C (€0, ...,emq1) estle sous-groupe de Borel B C Spy, 1 défini plus haut.

PREUVE. Un élément g € P est une matrice de la forme

AN by e oy v
0 anx - a2, ANl v
g= =10 a ¢ (1.5)
Aon1 -+ Aanon  Con 0 0 p

0 0 L
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ot \,u € C*, v € C, a = (a;;) € Span, et £,c € C?". Cette matrice est dans Spy, o si et
seulement si ses colonnes

9(60)’ s 7g(e2n+1)

forment une base symplectique ; puisque g|p € Spg, 1, cela revient a

(9(e0), g(e2n 1)) =1
(g9(ei),g(ean+1)) =0  pour tout 1 < i < 2n.

& &

La premiére condition équivaut & Ay = 1. Les autres s’écrivent sous forme matricielle
wl+ (Copy ey Cntly, —Cny-ony—c1)a =0 (1.6)

et donc ¢ est entiérement déterminé par la donnée de (A, ¢, a). Cela démontre la surjectivité
du morphisme P — Sp,,. La seconde affirmation provient d’un résultat plus général pour
les groupes algébriques, qui affirme que 'image d’un sous-groupe de Borel par un morphisme
surjectif de groupes algébriques connexes est un sous-groupe de Borel ; toutefois, dans notre
cas elle se démontre immédiatement, compte tenu du fait que pour que la matrice (1.5) soit
triangulaire supérieure il faut et il suffit que a le soit. |

On a donc une suite exacte courte de groupes algébriques
11— N-—P—Spg,;1 —1

ou, d’apres (1.6), le noyau N est le sous-groupe des matrices

€ Sp2n+2, v eC. (17)

O O =
O = O
AN

Remarque 1.1.13. Cette suite n’est pas scindée, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de plongement
Sponi1 C P tel que la composition Spy, 1 < P — Spy, 1 soit I'identité.

En effet, supposons qu'un tel plongement existe ; I'image du radical unipotent U de Spg,,
par ce plongement est alors incluse dans le sous-groupe de P formé par les matrices de la forme

S O =
S = %
— % %

c’est-a-dire dans le radical unipotent P, de P. Montrons que P, n’a pas de sous-groupe fermé
abélien de dimension strictement plus grande que n + 1, en particulier il ne peut pas contenir
U, qui est de dimension 2n. Il est plus simple de raisonner au niveau des algébres de Lie,
montrons donc que I'algébre de Lie de P,, dont les éléments sont les matrices de la forme

, leceC?™ veC

o O O
SO
S o <

pour lesquelles

(Cl, ey CnyCnglye .- ,an) = (6211,- .. ,€n+1, —En, .. .,—61) (18)
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(cf. A.1.5), n’a pas de sous-algebre de Lie abélienne de dimension plus grande que n + 1. Soit

0 ¢ v 0o ¢ v
00 cl|],l0 0 ¢
0 0 O 0 0 O

deux éléments de Lie(P,), ils commutent si et seulement si £/ = ¢'¢, c’est-a-dire — d’apres
(1.8) —si
=07,

oil J est la matrice (A.1) d'une 2-forme antisymétrique non dégénérée sur C>" dans une base
symplectique. En conséquence, si g C Lie(P,) est une sous-algébre de Lie abélienne, alors
I'image de g par la projection

est un sous-espace isotrope pour la forme symplectique définie par J, cette image est donc de
dimension au plus n, ce qui entraine que g est de dimension au plus n + 1.

Remarque 1.1.14. On peut démontrer que, plus généralement, Sp,,, | ; ne se plonge pas comme
sous-groupe algébrique dans Spy, 5. Cette affirmation apparait, sans démonstration, dans
[Pro88]; nous trouvons utile d’en donner une preuve ici.

Supposons que l'on a Spy, 1 C Spg,.s, autrement dit qu'il existe un Spy,, -module
fidele M de dimension 2n + 2 qui est muni d’une forme symplectique fixée par 'action de
SPoni1- Sin > 3, la décomposition de M comme Sp,,-module en composantes irréductibles
est C?" @ C @ C puisque les seuls Spy,-modules irréductibles de dimension plus petite que
2n + 2 sont le module trivial C et la représentation standard C?". Sin =2oun =1,il y a
plusieurs Spy,,-modules fidéles de dimension 2n + 2 qu’on va considérer séparément a la fin;
supposons pour 'instant que M = C** @ C & C.

Soit F' C M T'unique Sps,,-sous-module irréductible de M isomorphe a C?". L’orthogonal
FL est aussi un Spy,-sous-module de M, et puisque F' est irréductible on a F' N F L= (0),
donc la restriction w|y est non dégénérée et 'action de Spy,, sur F' L est triviale, c’est-a-dire
F1 = C @ C dans la décomposition ci-dessus.

Considérons I'action sur M du radical unipotent U de Spy,, ;. Puisque Sp,,, normalise U,
I'espace des vecteurs invariants MY est un Spy,-sous-module de M. Comme U agit fidélement
dans M, on a MY # M ; d’autre part, par le théoréme de Lie-Kolchin, MV est de dimension
strictement positive. Il s’ensuit que la décomposition de MY en Sp,,-modules irréductibles est
I'une des quatre suivantes : C?", C*" @ C, C @ C, ou C. Montrons que MY est de dimension
1. En effet, si MU contient F = C?" C M alors U stabilise F- = C @ C donc (F+)V est non
trivial, et donc 'image de U dans Sp(w|Fl, FJ-) est incluse dans le sous-groupe unipotent

(b 1)

ce qui est impossible puisque U est de dimension 2n et agit fidélement dans M. Si MV =
C@® C = F* alors U préserve F et donc agit trivialement sur F, absurde. Il reste donc que
MY = C; soit ey un générateur de MY, Comme Sps,,-modules, on a

M/MY = M/Cey = C*" & C = (F @ Cey/Cey) @ (F+/Cey).
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L’espace des invariants (M/Cey)V ne contient pas FL/Ceq puisque cela signifierait que U
préserve F- donc agit trivialement dans F, ce qui est absurde. Comme (M/Cey)Y est un
Spy,-module de dimension strictement positive, il reste que (M/Ceg)V = F @ Ceg/Ceq. Soit
maintenant {ej,...,es,+1} une base symplectique dans F, et soit eg,4+2 un élément de Ft
tel que w(eg,eany2) = 1 (on peut partir d'une base quelconque {eg,ez, 12} de F*, alors
w(eg, eant2) # 0 donc quitte & multiplier par un scalaire on peut supposer w(eg, €2,+2) =
1); alors {eg,€1,...,€2,11,€2,42} est une base symplectique dans M et dans cette base les
éléments de U sont des matrices de la forme

, LceC?™, wvecC,

O =

1
0
0

= 0o X

c’est-a-dire que U est un sous-groupe du radical unipotent P, du sous-groupe parabolique
P C Spy,, 4o qui fixe Cep. Or comme expliqué dans la remarque précédente, ceci est impossible.

Considérons maintenant le cas n = 2 ou n = 1. Pour n = 2, les Spy-modules fidéles de
dimension 6 sont C*®C @ C, déja traité, et A2C* = AP C4a C. Pour n = 1, il y a deux autres
Spy-modules fidéles de dimension 4 a part C2@C @ C : C2@C? et C2@C? = A2C? @ S?2C? =
C @ sp,. On remarque donc que les trois cas & considérer sont tous de la forme M = N @ N+
oit N et Nt sont des Sps,,-sous-modules irréductibles de M. Or, par un argument qu’on a déja
utilisé, 'espace des invariants MY contient alors I'un des sous-modules N ou N, disons N,
donc U préserve N+ ce qui entraine que U agit trivialement sur N+ et donc U agit trivialement
sur M, contradiction.

1.1.1 Un autre groupe symplectique impair

Nous avons vu dans la remarque précédente que le groupe symplectique impair Sps,
n’est pas un sous-groupe algébrique du groupe symplectique Spy, o; ceci pourrait étre un
désavantage, par exemple du point de vue de la théorie des représentations, puisque on ne
peut pas restreindre un Spy, ,o-module a Spy, ;. Gelfand et Zelevinski ont introduit dans
|GZ84] une construction qui fournit une série de groupes qui contient les groupes symplectiques
classiques et une autre classe de groupes qu’ils appellent groupes symplectiques impairs. Leur
construction est la suivante : soit V' un espace vectoriel, alors le groupe GL(V') a une orbite
ouverte dans V* @ A2V* ([GZ84, lemma 1]) qui est 'ensemble

{(€,6) | £ #0, 0 de rang maximal, ker ¢ Nkerd = (0)}.

Les auteurs de [GZ84] définissent alors le groupe G(V') comme étant le sous-groupe d’isotropie
de cette orbite ouverte.

Si V = C?"*! alors on obtient G(C*"*!) ~ Sp,,,; si V = C?"*2 alors G(C*"*2) est le
sous-groupe de Spy,, 5 qui fixe un élément non nul de V* (ou, ce qui revient au méme, de V).

Définition 1.1.15. Nous notons %271“ le sous-groupe de Spy,, 5 qui fixe I’élément ey d'une
base symplectique et I'appelons le groupe symplectique impair intermédiaire.

Il est clair que, par construction, on a Sp,, C §f)2n +1 C Spg,yo, Clest ce qui justifie

lappellation « intermédiaire » .

1Qui est différente de celle de Proctor, cf. [Pro88, §1].
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Aussi, nous remarquons que Spy,,; est un sous-groupe du sous-groupe parabolique P
considéré au n° 1.1.11, et plus précisément, c’est le sous-groupe des éléments g dont la res-
triction au sous-espace eol est de déterminant 1. Le morphisme de restriction g — g|,. envoie

0

donc le groupe é?)% 1 surjectivement sur le sous-groupe SSps,, 1 des éléments de déterminant
1 dans Spy,, ;1.

Nous reviendrons sur le groupe §I;2n 41 dans le chapitre quatriéme, ol nous examinerons
une classe de Sp,, y1-modules introduite par Shtepin ([Sht93]) et leur lien avec certaines re-
présentations de Spy, ,; considérées par Proctor.
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Chapitre 2

Grassmanniennes symplectiques
impaires

2.1 Généralités

On garde ici les notations du chapitre précédent : E désigne un espace vectoriel complexe
de dimension 2n + 1 que ’on munit d’une 2-forme antisymétrique générique w et o l'on fixe
une base symplectique {eq, ..., ea, }, numérotée aussi {eg,e1,...,en,€x,...,€7}. On introduit
dans la définition suivante ’objet central de ce chapitre.

Définition 2.1.1. Pour un entier positif k, on note G, (k, E') la grassmannienne des k-plans
isotropes de F, c’est-a-dire

Gu(k,E) ={V C E|dimV =k, w(u,v) =0, pour tous u,v € V};

c’est un fermé de la grassmannienne G(k, E) des k-plans de E (cf. la proposition 2.1.4 pour
une démonstration). Les variétés G, (k, E) seront appelées grassmanniennes symplectiques
1mpaires.

On notera aussi G, (k,2n + 1) au lieu de G, (k, E), sous-entendant que 1’on identifie E et
C27+1 par le choix de la base symplectique {eo, ..., e2,}.

2.1.2. Notons que pour un sous-espace V de C2"+1 P’orthogonal V= est de dimension

codim V' sieg ¢V,
dimV+={""" teo ¢V,
codimV +1 sieygeV.
Par conséquent, pour un sous-espace isotrope V C C?"*! on a dimV < n + 1, avec égalité si
et seulement si V' contient eg. Ainsi pour k& > n + 2 la grassmannienne symplectique impaire
G (k,2n + 1) est vide; on supposera donc désormais que k < n + 1.

2.1.3. La grassmannienne symplectique impaire G, (k,2n+ 1) est munie de I’action du groupe
SPo,+1 définie par restriction de I'action naturelle de GL(2n + 1,C) sur la grassmannienne
usuelle G(k, 2n+1). C’est donc une situation tout a fait analogue a celle de la grassmannienne
symplectique G, (k,2n) munie de l'action de Spy,. Cependant, on peut déja remarquer qu’a
la différence du cas symplectique, I’action de Sps,, | sur G, (k,2n 4+ 1) n’est pas transitive. En

15
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effet, les sous-espaces isotropes (eg,...,€x_1) €t (é2p—k+1,---,€2,) NE peuvent pas se trouver
dans la méme orbite de Sp,, | puisque I'un contient la droite Cey alors que I'autre ne la
contient pas et Spy, ,; fixe cette droite. La proposition 2.1.5 ci-dessous montre que ceci est la
seule obstruction a la transitivité. Nous établissons d’abord le fait suivant :

Proposition 2.1.4. La grassmannienne symplectique impaire G, (k,2n + 1) est une sous-
variété lisse et de dimension k(2n+1—k)—k(k—1)/2 de la grassmannienne usuelle G(k,2n+1).

PREUVE. On montre que Gy, (k,2n + 1) est le lieu des zéros d’une section suffisamment géné-
rique d’un fibré vectoriel sur la grassmannienne G(k,2n + 1). L’ingrédient principal est alors
le théoréme de Bertini auquel on fera appel a plusieurs reprises dans la suite et dont il est
utile de rappeler ici I’énoncé et la démonstration.

Théoréme de Bertini. Soit E un fibré vectoriel sur une variété lisse X et V C H°(X,E)
un sous-espace de sections globales qui engendre E. Alors ou bien la section générique de V
ne s’annule pas, ou bien le lieu des zéros d’une section générique de V est une sous-variété
lisse de X de codimension r = rang E.

PREUVE DU THEOREME DE BERTINI. Considérons la variété d’incidence
I={(z,s) e X xV |s(z)=0}C X xW.

Soit p: I — X et ¢ : I — V les projections canoniques sur les deux facteurs. Alors I est le
noyau du morphisme d’évaluation X x V' — E qui est surjectif par hypothése, donc I est & son
tour un fibré vectoriel sur X, de rang dim V' — r, et donc c’est une variété lisse de dimension
dimV —r 4+ dim X.

Supposons maintenant que la section générique de V s’annule, ce qui revient & dire que
le morphisme ¢ : I — V est dominant. Alors par le théoréme de lissité générique (on est en
caractéristique 0) la fibre générique de ¢ est lisse et de dimension dim X — 7. |

Pour revenir & la proposition (2.1.4), considérons sur la grassmannienne G(k,2n + 1) le
fibrée A2T*, ou T est le fibré tautologique. Pour un sous-espace V de dimension k de C?**+1,
au-dessus du point V € G(k,2n + 1) la fibre de T est V et la fibre de A2T* est A2V*. Les
2-formes antisymétriques A?(C?"1)* définissent des sections globales de A2T*, en associant
a une forme 6 € A?(C?"+1)* la section de AT* qui au point V € G(k,2n + 1) prend comme
valeur la restriction 6|, € A%2V*. Ainsi la section définie par @ s’annule en V si et seulement
si V est isotrope par rapport a 6, donc en considérant w comme section de A?T* son lieu
d’annulation est précisément G, (k, 2n+1). Remarquons que A2T* est engendré par ses sections
globales qui proviennent de A?(C?*"*1)* puisque une 2-forme antisymétrique définie sur un
sous-espace quelconque V' C C?"*1 se prolonge a C?"*! tout entier.! Pour conclure il ne nous
reste qu’a remarquer que la section w, générique par définition, s’annule au moins en un point
de G(k,2n + 1), par exemple en (eg,...,€x_1). |

Nous allons nous servir de maniére répétée dans la suite du fait suivant : puisque le corps
de base est C, grace au Théoréme Principal de Zariski, tout morphisme bijectif X — Y avec
Y normale est un isomorphisme.

Voici maintenant la description des orbites d’une grassmannienne symplectique impaire :

'En fait, par le théoréme de Bott on a H°(G(k,2n + 1), A2T*) = A*(C*1)* (cf. le n° 2.3.6 ci-dessous).
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Proposition 2.1.5. Pour k = n+1 la grassmannienne symplectique impaire G,(n+1,2n+1)
est isomorphe a la grassmannienne symplectique G, (n,2n) et elle est donc homogéne. Pour
1 < k < n, le groupe symplectique impair a deuz orbites sur la grassmannienne symplectique
impaire Gy,(k,2n + 1). L’orbite fermée est

Xo={V e Gu(k,2n+1) | ey € V}

et c’est une variété isomorphe a la grassmannienne symplectique G, (k—1,2n). L’orbite ouverte
est le complémentaire

X = {V S Gw(kz,2n+ 1) | €0 Qé V}
et est isomorphe au dual du fibré tautologique sur la grassmannienne symplectique G, (k,2n).

PREUVE. Rappelons que 'on désigne par F' le sous-espace (eq, ..., e2,). Un sous-espace V qui
contient eq est forcément une somme directe V' = Ceo @ (V' N F) et alors il est isotrope si et
seulement si VNF C F est isotrope pour w| qui, rappelons-le, est non dégénérée. Ceci montre
que l'application W — W @ Ceq est un isomorphisme entre la grassmannienne symplectique
G, (k—1,2n) et le fermé Xy. Celui-ci est donc homogéne pour le sous-groupe Spy,, de Spy,, 1 :
comme il est stable par Spy,, ,, c’est une Spy,, , -orbite. Notons que les sous-groupes C* et U
de Spy,, ;1 agissent trivialement sur Xo.

Montrons maintenant que Spy,, , agit transitivement sur X;. Désignons par p la projection
E — F définie par la décomposition E = Cey @ F. Si V est un sous-espace de C>**1 qui ne
contient pas eg alors p induit un isomorphisme V' — p(V); de plus, V est isotrope si et
seulement si p(V') C F est isotrope pour w|,. La projection p induit donc une application

p: X1 — Gu(k,2n) = Gy (k, F).

Soit Ve X1, V = (v1,...,v) avec v; = aeg + v, v) € F. Alors p(V) = (v],...,v) et
donc V et p(V) sont conjugués par tout élément du radical unipotent U de Spy,, | qui envoie
v} — v + ajep. Un tel élément existe, puisque U s’identifie & F* et les v} sont indépendants.
Réciproquement, pour tout g € U on a p(g.V) = p(V), et donc les orbites de U dans X;
coincident avec les fibres de p. En particulier, toute orbite de U dans X; coupe G, (k,2n) C X;
et comme Sp,, agit transitivement sur G, (k,2n), il résulte que Sp,, ; agit transitivement
dans Xj.

Soit maintenant T le fibré tautologique sur la grassmannienne symplectique G, (k,2n); la
fibre au point W € G, (k,2n) du dual T* est W*. A tout élément £ € W*, on associe son
graphe [y CW dC =W @ Ceg C F @ Cey = E qui est un sous-espace isotrope de F qui ne
contient pas ey et pour lequel on a p(I'y) = W. De maniére plus explicite, si W = (wq, ..., wg)
alors I'y = (w1 + (w1 )eo, . . ., wi + £(wy)ep). Réciproquement, si V' € X alors V' C p(V)®Ceq
est le graphe d’une application linéaire p(V') — Cey = C, c’est-a-dire un élément de la fibre
de T au point p(V). [

On peut donc identifier X; muni de la projection p : X1 — G (k,2n) décrite dans la
démonstration précédente et le dual 7™ du fibré tautologique sur G, (k,2n). Modulo cette
identification, I’action du radical unipotent U ~ F* de Spy, ,; sur X; peut étre décrite de la
maniére suivante :

VfeF*, YeW* WeG,k,2n) : fl=fly+L (2.1)
De méme, I'action de C* C Spg,,, 1 sur X est donnée par

VAECH VLeW* WeG,(k2n):  A-L=M\. (2.2)
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2.2 Variétés de Schubert d’une grassmannienne symplectique
impaire

2.2.1 Cellules de Schubert

Il s’agit ici de répondre & la question suivante : existe-t-il une décomposition cellulaire
pour les grassmanniennes symplectiques impaires similaire & celle fournie par les cellules de
Schubert pour les grassmanniennes symplectiques usuelles 7 C’est une question qui apparait
trés naturellement si on fait appel a la ressemblance (au moins formelle) entre grassmanniennes
symplectiques impaires et grassmanniennes symplectiques usuelles.

Gardant & l'esprit cette ressemblance, les différentes maniéres de caractériser les cellules de
Schubert dans G, (k,2n) sont envisageables comme tout autant de définitions possibles pour
des cellules dans G, (k,2n + 1). Plusieurs approches sont donc possibles : définir des cellules
dans G, (k,2n + 1) a laide de conditions d’incidence par rapport & un drapeau isotrope fixé,
prendre la stratification donnée par les orbites d'un sous-groupe de Borel de Spy,,; dans
Gy (k,2n + 1), ou encore considérer la décomposition de Bialynicki-Birula associée a l’action
d'un tore de Spg, -

1l s’aveére effectivement que ces trois approches aboutissent & des décompositions cellulaires
de G, (k,2n+1), et qu’en outre, comme pour G, (k,2n), ces décompositions sont équivalentes.
Pour le voir on peut procéder a une démonstration directe, mais il est beaucoup plus simple
de faire ’observation suivante, qui nous rameéne au cas symplectique pair.

Proposition 2.2.1. I existe un plongement de la grassmannienne symplectique impaire G, (k,
2n + 1) dans la grassmannienne symplectique G, (k,2n + 2) qui identifie G,,(k,2n + 1) a une
sous-variété de Schubert de G, (k,2n + 2).

PREUVE. Plongeons C?"*! dans C?"*2 et comme dans 1.1.11 choisissons une forme symplec-
tique @ sur C?"*2 qui prolonge w. Soit aussi €on+1 un vecteur qui compléte {eg,...,ez,} en
une base symplectique. Alors un sous-espace V C C?"T! est isotrope si et seulement si vu
comme sous-espace de C?"*2 il est isotrope pour @. Ainsi la grassmannienne symplectique
impaire G, (k, 2n + 1) s’identifie & la sous-variété {V € Gg(k,2n+2) | V .C C*F1}. Or, cette
derniére est une sous-variété de Schubert de G (k,2n+ 2) : dans les notations de A.2.1 et par

rapport au drapeau isotrope complet (eg) C (eg,e1) C -+ C (eq, .- -, €241), C'est la variété de
Schubert X; 57 d’indice (k,...,2,1) = (2n+1—k,...,2n—1,2n) si k < n+ 1, respectivement
Xon. 21 d’indice (0,7,...,2,1) = (0,n+1,...,2n) si k =n+ 1. [

Notation 2.2.2. On note max = maxy, ,, l'indice de la variété de Schubert de G, (k,2n + 2)
a laquelle s’identifie G, (k,2n + 1) dans la preuve précédente, c’est-a-dire?

2n—k+1,....2n) = (k,...,1) sik<n+1
max = _
O,n+1,...,2n) = (0,n,...,1) sik=n+1.
On a max € If72n+2, c’est-a-dire que max est un indice admissible de {0,...,2n + 1} — cf.
A2.2.

2L’indice max dépend des entiers k et n mais pour ne pas trop charger la notation on va le noter max
pour le reste de cette section.
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Une conséquence de la proposition précédente est donc que la grassmannienne symplectique
impaire G, (k,2n + 1) hérite de la décomposition cellulaire de la variété de Schubert Xmax :

Xmax = |_| CI

I<max
ou les indices I sont dans Iy, ,,. Il est donc naturel de poser la définition suivante :

Définition 2.2.3. Les cellules de Schubert de G, (k,2n + 1) qui correspondent au drapeau
(eg) C (eg,e1) C -+ C (€q,...,e2,) sont les cellules de Schubert de Gg(k,2n + 2) incluses
dans Xyax modulo identification de G, (k,2n + 1) avec Xmax-

Pour s’assurer que, en effet, cette définition ne dépend que du choix du drapeau complet
(eg) C (ep,e1) C -+ C (eo,...,e2,) et pas du plongement G, (k,2n + 1) C Gg(k,2n + 2),
on décrit explicitement les images des C; dans G, (k,2n + 1). On obtient alors également les
trois caractérisations mentionnées au début de cette section. On introduit d’abord plusieurs
notations. On commence par introduire un ensemble ordonné dont on prouvera qu’il est en
bijection avec les cellules de Schubert de la grassmannienne symplectique impaire G, (k, 2n+1).

Notation 2.2.4. On note I, ., I'ensemble des multi-indices J = 0<hn < - <jr<2n)
qui vérifient j, + jg 7# 2n + 1 pour tous 1 < o, B < k. C’est un sous-ensemble de Ij, 2,11 ; les
indices de I‘,;Qn 11 sont appelés admissibles.

Autrement dit J € I, ., si et seulement si j, 7# Jjp pour tous 1 < «, 8 < k, C'est-a-dire
que a et @ n’appartiennent pas simultanément & J pour tout 1 < a < n.

On définit un ordre sur I‘,;Qn 41 en prenant la restriction de l'ordre de I 95,11, C’est-a-dire
que pour [ et J dans I} opq1 o0 2

I1<J < iy < jopourtout 1 <a <k (2.3)

L’indice max définit plus haut est également un élément de Iy, (si on le voit comme
indice de {0,...,2n}) et alors pour tout I € I, on a I < max, c’est-a-dire que max est
I'élément maximum de I, ;.

Proposition 2.2.5. Il y a une bijection It o, .1 ~ {I € I{5, .5 | I < max} qui préserve la
relation d’ordre.

PrREUVE. L’inclusion {0,...,2n} C {0,...,2n + 1} induit une inclusion des ensembles d’in-
dices Iy 2p41 C If 2,42 et ainsi une inclusion I ont1 CIE oppos de sorte que I ont1 s’identifie
au sous-ensemble {I = (i1,...,ix) € I{y, o | ix < 2n}. Cette inclusion est croissante, au-

trement dit l'ordre de Ij,, ., est induit par I'ordre de I, .o. Pour I dans I}y, 5. on a
ir, < 2n si et seulement si [ < max donc I'image de I, ., dans I, ., est I'intervalle
{I €If,, 5| I <max}, comme voulu. |

Ceci montre que I} 5,1 parametre les cellules de Schubert de G, (k,2n + 1).

Notation 2.2.6. On note C; la cellule de Schubert de G, (k,2n + 1) définie par un indice
I e I‘,;Qn 41, c'est-a-dire la cellule de Schubert de Xmax qui correspond a 'indice de I‘,;Qn 12
qui est I'image de I par la bijection de la proposition précédente.

Voici maintenant la caractérisation des cellules de Schubert de la grassmannienne sym-
plectique impaire G, (k,2n + 1) par des conditions d’incidence :
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Proposition 2.2.7. Soit I € I, ., un indice admissible de {0,...,2n}. La cellule de Schu-
bert Cr de Gy(k,2n + 1) est l'ensemble des sous-espaces V- € G, (k,2n + 1) dont le type
d’incidence par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C {€qg,...,eap) est I, c’est-a-dire qui
vérifient

dim(V N {eg,...,e;)) = a, pour tout 1 < a < k et tout iq < i < igt1, (2.4)
ot l’on pose par convention ix+1 = 2n + 1.

PREUVE. C’est juste une réécriture des conditions d’incidence qui caractérisent la cellule Cy
par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C (€q,...,ean+1). En effet, V € G, (k,2n + 2)
est dans C7 si et seulement si (cf. n® A.2.1)

dim(V N {eg,...,€;)) = a, pour tout 1 < a < k et tout iy < i < igii,

ol ip+1 = 2n + 1, et comme i, < 2n, la derniére condition — celle pour ¢+ = 2n + 1 — est
superflue ; en 'oubliant, on reste exactement avec les conditions (2.4). |

2.2.8. Comme dans le cas symplectique, un sous-espace V' € G, (k,2n + 1) appartient a la
cellule C7 définie par un indice admissible I € Iy, ., si et seulement si, par rapport a la
base symplectique {eq,...,ea,}, il est engendré par les lignes d’une matrice échelon de type
I, c’est-a-dire une matrice (aq;) de taille & x (2n + 1) telle que sur une ligne « le coefficient
Gai, €St non nul et tous les coefficients situés a sa droite sont nuls : an; = 0,7 > 44. En
effet, comme sous-espace de C?"*2, V est de type d’incidence I par rapport au drapeau
(eo) C (eo,e1) C -+ C (ep,...,ean+1); il est alors engendré par les lignes d’une matrice
échelon de type I de taille k x (2n 4 2) — cf. n°® A.2.3. En supprimant la derniére colonne, qui
est nulle, de cette matrice on reste avec une matrice du type recherché.

Une telle matrice sera uniquement déterminée si on lui impose les conditions supplémen-
taires aq;, = 1, respectivement ag;, = 0, pour tout o, respectivement pour tout 3 > «a. Toutes
les autres coefficients sont libres, a I’exception de ceux opposés® & une position ot il y a un
1 dans une ligne supérieure, c’est-a-dire les coefficients situés sur la colonne i, en dessous de
la ligne «, pour chaque a < k, qui sont déterminés (cf. n° A.2.3). On marque les coefficients
libres par des * et les coefficients déterminés par des o. Cela nous décrit explicitement une
carte affine sur la cellule C7y :

01 i o o i ik 1
K eee e I T T R
K e eeee 0 x ° 1 O v,
K eee e 0 x ° 0 =x @ e
K eee e 0 %« -+ e e 0 o x er @ e 1 O

Notation 2.2.9. Soit I € I/, , un indice admissible. On note £(I) la longueur de I, définie
comme étant la longueur de I vu comme éléement de Iy, .o, c’est-a-dire

k
(1) =3 (ia—a)=#{(@,f) | 1< a< B <k, ia +ig >2n+1}. (2.5)
a=1

C’est le nombre de * dans la matrice ci-dessus.

3Comme dans P’appendice, nous disons que le coefficient aa; est opposé au coefficient aaz.
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On a donc :

Proposition 2.2.10. Pour I € I} ons1s la cellule de Schubert C7 est isomorphe a l’espace
affine A0

Puisque l'ordre dans Iy, ., est induit par Pordre de I} 9p2) OM obtient aussitét une
description de I'ordre de Bruhat sur G, (k,2n + 1) :

Proposition 2.2.11. Soit I et J deuz indices admissibles I,J € I/, ;. Alors C; C Cy si et
seulement si I < J.

Soit B C Spy,41 le sous-groupe de Borel qui préserve le drapeau (eg) C (eg,e1) C --- C
<60, e ,€2n>.

Proposition 2.2.12. Les cellules de Schubert de G,(k,2n+1), définies par rapport au drapeau
(eg) C (eg,e1) C -+ C {eq,...,e), sont les orbites de B dans G, (k,2n + 1).

PREUVE. Soit B le sous-groupe de Borel de SPay,4o qui préserve le drapeau (eg) C (e, e1) C

- C {eg,...,eamy1). Les orbites de B dans G (k,2n + 2) sont les cellules de Schubert de
G (k,2n + 2) définies par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C {eg,...,ea+1). L'action
de B sur la variétée de Schubert Xmax = {V € Gu(k,2n +2) | V € C*"*1} se fait via le
morphisme de restriction b + b|2,11. Or, d’apres la proposition 1.1.12 I'image de B par ce
morphisme est B, ce qui finit la démonstration. |

On a également :

Proposition 2.2.13. Soit T le tore mazimal de Sps, 1 qui agit diagonalement dans la base
{eo,...,ean}. Alors T a un nombre fini de points fizes dans G, (k,2n+1) qui sont en bijection
avec I 5, et les cellules de Schubert de Gy,(k,2n + 1) sont les cellules de Biatynicki-Birula
associées a laction de T dans Gy, (k,2n + 1) et a un sous-tore a un paramétre de T qui a les
mémes points fizes que T'.

PREUVE. Soit T le tore maximal de SPapio qui est formé par les matrices de Spy,, , o diagonales
dans la base {eg, ..., ea,+1}. L’action de T sur la variété de Schubert Xmax de Gy (k,2n +2)
se fait & travers le morphisme de restriction ¢ — |2, 41, qui est un isomorphisme de T surT.
On conclut alors en faisant appel au résultat analogue pour G, (k,2n + 2), cf. n° A.24. N

Remarque 2.2.14. Le point fixe de T' dans G, (k,2n+ 1) qui correspond a un indice admissible
I€Xfg, 41, I = (i1,...,ix) est le sous-espace (e, ..., €;,).

2.2.2 Variétés de Schubert

Définition 2.2.15. Les sous-variétés de Schubert de G, (k,2n + 1) qui correspondent au
drapeau complet (eg) C (eg,e1) C --- C (eg,...,ea,) sont les adhérences des cellules de
Schubert définies par rapport au méme drapeau. Pour I € I, ., un indice admissible, on
note X la sous-variété de Schubert qui est 'adhérence de la cellule Cf.

Si on identifie G, (k,2n+1) = Xmax C Gu(k,2n+2) comme dans la proposition 2.2.1 alors
les sous-variétés de Schubert de G,,(k,2n + 1) coincident avec les sous-variétés de Schubert de
Xinax.

La caractérisation des sous-variétés de Schubert de Gy, (k,2n + 1) par des relations d’inci-
dence par rapport au drapeau (ep) C (eg,e1) C --- C (eq, ..., e2,) se déduit alors immédiate-
ment du résultat analogue pour G, (k,2n + 2). L’énoncé est en fait identique :
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Proposition 2.2.16. Soit I € If/, ., un indice admissible. La sous-variété de Schubert X
de Gy, (k,2n + 1) est la sous-variété des espaces V€ G, (k,2n + 1) qui vérifient

dim(V N (e, ...,€,)) = a, pour tout 1 < o < k.

Les sous-espaces V' € G, (k,2n+ 1) qui appartiennent & X; sont donc les sous-espaces qui,
par rapport a la base symplectique {eg,...,e2,}, sont engendrés par les lignes d’'une matrice
(aq;) de taille k x (2n + 1) dont les coefficients situés sur une ligne a & droite du coefficient
Gai, sont nuls, c’est-a-dire aq,; = 0 pour tous o et ¢ > 44 :

1 ’ig 1k
Koeeeee k 0 e 0
Koere e k 0 e 0 (26)
PO x 0 oo 0

2.2.3 Le polynéme de Poincaré de G, (k,2n + 1)

Le polynéme de Poincaré de la grassmannienne symplectique impaire G,,(k,2n + 1) est,
par définition, le polyndéme & coefficients entiers

N
P(Gu(k,2n 4+ 1),t) = rang H* (G, (k,2n + 1), Z)t",

i=0
ott N = dim G, (k, 2n+1) et ot1, pour calculer les groupes de cohomologie H?* (G, (k,2n+1),7Z),
on munit G, (k,2n + 1) de la topologie transcendante, sous-jacente a sa structure de variété
analytique complexe. En d’autres termes, c’est la fonction génératrice des nombres de Betti de
Gy (k,2n + 1), et donc déterminer le polynome de Poincaré équivaut a déterminer le nombres
de Betti. Comme on a vu, le 2i-éme nombre de Betti By; de G, (k,2n + 1) est égal au nombre
de cellules de Schubert de dimension i de G,,(k,2n+1), ou, ce qui revient au méme, au nombre
d’indices admissibles I € Ij/,, ., de longueur . La formule (2.5) qui donne la longueur d’un
indice admissible est pourtant assez compliquée, et calculer directement les nombres de Betti
en utilisant cette formule devient vite pénible, méme dans des cas particuliers ot n et k sont
trés petits.

On va donc adopter le point de vue contraire qui est de calculer le polynéme de Poincaré par
d’autres moyens et d’obtenir ainsi une méthode efficace de calcul des nombres de Betti. Pour
ce faire on s’inspire d’'une méthode de calcul du polynéme de Poincaré de la grassmannienne
usuelle G(k,n), qui consiste a compter les points de G(k,n) a valeurs dans un corps fini.
L’énoncé pour Gy, (k,2n + 1) est le suivant :

Proposition 2.2.17. Soit ¢ = p"™ une puissance d’un nombre premier p et Fy le corps a q
éléments. Alors P(Gy(k,2n+1),q) est égal au nombre de points IF-rationnels de G, (k,2n+1).

PREUVE. Ceci appelle quelques précisions. Pour définir correctement les points [F -rationnels
de G, (k,2n+1) on va identifier la variété algébrique complexe G, (k,2n + 1) a I’ensemble des
points C-rationnels du complexifié d'un schéma de type fini G, (k,2n + 1). En effet, dans une
base symplectique {eq,...,ea,}, w est la forme canonique sur C?"*+1
n
w = z:(e;k Re—e®e;) (2.7)
i=1
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qui est & coefficients entiers, et alors G, (k,2n + 1) est donnée comme fermé de PAFC?n+!
par des équations & coefficients entiers : il suffit de prendre les équations de Pliicker et I’équa-
tion zLw = 0 pour z € AFC?**!, exprimées dans la base de AFC?"t! induite par la base
{eg,...,ea,} de C?"*1; on renvoie le lecteur pour plus de détails a la proposition 2.3.15
ci-dessous. Si l'on désigne par Ty, I C {0,...,2n}, |I| = k les coordonnées homogénes sur
PARC?"+! induites par la base {eq, . .., e2,} de C*"*! et par Py,..., P, € Z[Ty; I] les équations
ci-dessus — ou Z[T7; I] est ’anneau de polynomes en les indéterminées 77, alors Gy, (k, 2n+1) est
Pensemble des points C-rationnels du schéma Proj C[T7; I]/(Py, ..., Ps) qui est le complexifié
du schéma de type fini Proj Z[Tt;I]/(P,..., Ps); notons G, (k,2n + 1) ce dernier schéma.
Revenons au polynéme de Poincaré de la grassmannienne symplectique impaire, on va
montrer que P(G,(k,2n + 1), ¢q) est égal au nombre des points Fy-rationnels du schéma

G, (k,2n + 1) x SpecFy = ProjF,[T1;I/( P, ..., Ps).

L’ensemble des points F,-rationnels de ce schéma s’identifie par les mémes arguments que
ci-dessus a I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension & du Fg-espace vectoriel Fg"“,
isotropes pour la forme (2.7), autrement dit & une F,-grassmannienne symplectique impaire
G (k, Fg”“). On remarque alors que la décomposition de G, (k,2n + 1) comme réunion dis-
jointe de cellules de Schubert reste vraie aussi pour G, (k, Fg”“) ; en effet dans la description
matricielle des cellules de G, (k,2n + 1) qu'on a explicité au n®2.2.8 on n’utilise pas le fait
que les coefficients sont dans C mais seulement qu’ils appartiennent & un corps. On peut donc
écrire
GokEZHY) = || Ci(E,),

IGILI:,Qn-&-l

ou la cellule C7(F,) est isomorphe comme Fg-variété a l'espace affine Aé(j)

IC1(F,)| = ¢*D. On a donc

, en particulier

’Gw(/{?,an+1)’ _ Z qE(I)’

IEILI:,erkl

et pour conclure cette démonstration il suffit de remarquer que le 2i-éme nombre de Betti By;
de Gy (k,2n + 1) est égal au cardinal [{I € If,, ., |¢(]) = i}|. [ |

Retenons de la démonstration précédente la notation Gw(k:,Fg"H) qui désigne la variété
des sous-espaces de dimension k de FZ”“, isotropes pour la forme (2.7). On va calculer le
nombre de points de G, (k, F2"*1).

On commence par remarquer que la proposition 2.1.5 qui décrit les orbites du groupe
SPo,y1 dans G, (k,2n + 1) reste vraie pour Gw(k:,IF%"H) : plus précisément, si 'on désigne
par Spy,,1(Fy) le sous-groupe de GL(2n + 1,FF,) qui préserve la forme (2.7) alors Spg,, ;1 (Fq)
a deux orbites dans Gw(k:,FZ"H), lorbite fermée est isomorphe & une F,-grassmannienne
symplectique G, (k — 1,F3”) et lorbite ouverte est isomorphe au dual du fibré tautologique
sur la [F,-grassmannienne symplectique Gw(k:,FZ"). En effet, comme c’était le cas pour la
décomposition cellulaire, la démonstration de cet énoncé n’utilise pas le fait que les coefficients
sont des nombres complexes mais seulement qu’ils appartiennent & un corps.

On compte alors séparément les points des deux Spy,, ;1 (F4)-orbites et, tenant compte du
fait que le fibré tautologique sur G, (k, FZ”) est de rang k, on obtient

|G (k, F7" )| = |Gu(k — LFZ")| + ¢°|Go (k, F3™) - (2.8)
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On a réduit ainsi le probleme au calcul du nombre des points d'une F,-grassmannienne sym-
plectique. Pour compter le nombre des points de G, (k, Fg") on compte les familles de vecteurs
{v1,..., vt} de Fg” qui engendrent des sous-espaces isotropes, et I’on divise ce nombre par le
nombre de bases d’un sous-espace de dimension k donné. Une famille {vy,..., v} engendre
un sous-espace isotrope de dimension k si et seulement si

o € B2\ {0}
vy € (1) \ (v1)

Vi € <1)1, A ,’l)]g,1>l \ <1)1, A ,’Uk,1>

et donc le nombre des telles familles est (¢2" —1)(¢?" ' —q) ... (¢>"**1 —¢*=1), puisque pour
tout sous-espace V de Fg” on a dimV+ = 2n — dim V.* Ensuite, ayant fixé un sous-espace
V C Fg" de dimension k, une famille {vy,...,v;} est une base de V si et seulement si

vy € V\ {0}
vy € V\ (v1)
Vk EV\<U1,...,vk_1>

donc le nombre des bases de V est (¢¥ — 1)(¢* — q) ... (¢" — ¢®*~!). On obtient donc que

ann( (q2n o 1)(q2n71 _ q) o (q2nfk+1 _ qkfl)
G B = T g )
(q2n o 1)(q2n—2 o 1) . (an—2k+2 o 1)
(" =11 =1)...(¢-1)

Avec la formule (2.8) ci-dessus, ceci nous donne

(2.9)

2n 1)(q2n—2 o 1) . (q2n—2k+4 o 1)
(@1 =12 -1)...(¢—1)
(P = D@2 1) (P
(" =D =1)...(¢—1)
(qk 14+ qk(q2n72k+2 _ 1))(q2n _ 1)(q2n72 _ 1) o (q2n72k+4 o 1)
(" =@ =1)...(¢-1)
2n—k+2 _ 1 2n 1 2n—2 1) ... 2n—2k+4 1
_ g );Eq Z(ﬂ )---(q ) (2.10)
(" =D =1)...(¢—1)

D’apres la proposition 2.2.17 et son analogue pour G, (k,2n), les fractions rationnelles
en la variable ¢ des formules (2.9) et (2.10) sont des polynomes; ce sont respectivement les
polynomes de Poincaré de la grassmannienne symplectique G, (k,2n) et de la grassmannienne
symplectique impaire G, (k,2n + 1).

On remarque en particulier que la formule (2.10) ne s’obtient pas a partir de la formule (2.9)
en changeant 2n en 2n + 1. Toutefois, en examinant plus attentivement la suite des exposants

n q
Gk, 241 =

_l’_

+q

*La derniére égalité fait défaut dans IFE"'H, et c’est ce qui nous empéche de compter directement les points
de Gu (k,F2"T1).
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de ¢ dans les facteurs des numérateurs de (2.9) et (2.10), on peut donner une formule uniforme
en N pour P(G,(k,N),q); le désavantage est que cette formule dépend de la parité de k, on
a ainsi deux formules, une pour k pair et une pour k impair. Afin de les énoncer, prenons
d’abord sur deux exemples la liste des exposants des formules (2.9) et (2.10) : pour k =4 on

a
N =2n 2n 2n—2 2n—4 2n—06

N=2n+1 2n 2n—2 2n—2 2n—4
N=2n+2 2n + 2 2n 2n—2 2n—4

respectivement pour £ =5 on a

N =2n 2n 2n—2 2n—4 2n—-6 2n-—28
N=2n+1 2n 2n—2 2n—3 2n—4 2n—6
N =2n+2 2n + 2 2n 2n—2 2n—4 2n — 6.

Ceci se généralise en les formules suivantes : pour k = 2/

20
(qQ[N/2}+2f2i _ 1) H (q2[(N+1)/2]+272i _ 1)
i=1 i=041

pour k =20+ 1

2041

[ (qQ[N/2}+2f2i o 1)] (quzz . 1)[ H (q2[(N+1)/2]+272i . 1)]

PGk ) 0) === FOETD =D

(2.12)

2.2.4 Groupe de Picard

Pour calculer le groupe de Picard de la grassmannienne symplectique impaire G, (k,2n+1)
on se sert du résultat suivant qui concerne toutes les variétés projectives lisses qui possédent
une décomposition cellulaire :

Proposition 2.2.18. Soit X une variété projective lisse qui admet une décomposition cel-
lulaire. Alors son groupe de Picard est le groupe abélien libre engendré par les classes des
adhérences des cellules de codimension 1.

Une démonstration de cette proposition, dans la catégorie des variétés analytiques com-
plexe, c’est-a-dire dans I’hypothése plus large ou la décomposition cellulaire est analytique, est
un raisonnement standard. Si la décomposition cellulaire est algébrique, c’est-a-dire que les
cellules sont des variétés algébriques isomorphes a des espaces affines — ce qui est le cas de la
grassmannienne symplectique impaire ainsi que de toutes les grassmanniennes et variétés de
drapeaux — alors une démonstration algébrique de ce résultat peut étre trouvée dans [Bri05,
1.4.1] (ou la preuve est écrite pour la variété de drapeaux ordinaire mais elle s’étend mot pour
mot au cas général); nous donnons aussi dans la remarque 2.2.22 ci-dessous un énoncé qui
s’applique en particulier & la grassmannienne symplectique impaire.

Pour la grassmannienne symplectique impaire, la décomposition cellulaire est la décomposi-
tion en réunion de cellules de Schubert et donc les adhérences des cellules sont les sous-variétés
de Schubert. La question est alors de déterminer les sous-variétés de Schubert de Gy, (k,2n+1)
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qui sont de codimension 1, c’est-a-dire ce que l'on appelle les diviseurs de Schubert. Par ce
qui a été discuté dans les sections 2.2.1 et 2.2.2 ci-dessus ceci revient a calculer les indices
I € I} 9,4, dont la longueur est 1 de moins que la longueur maximale.

On introduit la notation suivante :

Notation 2.2.19. On note div = divy, € I}, 9541 V'indice admissible suivant®

di 2n—k,2n—k+2,...,2n) sik#n+1
iv=
(0,n,n+2,...,2n) sik=n-+1.

Alors, pour I € If,,, .1, on vérifie aisément que
I # max = I < div,

autrement dit div est 'unique antécédent de max dans I'ensemble ordonné IY, .. Puisque
d’autre part ¢(div) = ¢(max)— 1, on déduit que Xgjv est 'unique sous-variété de Schubert de
codimension 1 de G, (k,2n+ 1) = Xpax. Par la proposition 2.2.18 ceci nous donne le résultat
suivant :

Proposition 2.2.20. Le groupe de Picard de G, (k,2n+1) est Z ; il est engendré par la classe
d’équivalence linéaire de la sous-variété de Schubert Xgijv.

En utilisant la proposition 2.2.16, on obtient la description géométrique suivante pour le
diviseur de Schubert Xgjy de la grassmannienne symplectique impaire G, (k,2n + 1) :

Proposition 2.2.21. Pour 1 < k < n le diviseur de Schubert de G, (k,2n + 1) est
Xaiv ={V € Gu(k,2n+1) | V N {eg, ..., e2,_k) # 0}.
Le diviseur de Schubert de G,(n+ 1,2n + 1) est
Xaiv ={V € Gy(n+1,2n+ 1| dim(V N {eg,...,ens2)) = 2}.

Remarque 2.2.22. Une autre démonstration de la proposition 2.2.20 repose sur la proposition
qui suit.

Proposition. Si X est une variété projective lisse qui a un diviseur irréductible D dont le
complémentaire U = X \ D est de groupe de Picard trivial, alors le groupe de Picard de X est
Z, engendré par D.

PREUVE. Puisque X est lisse, son groupe de Picard est isomorphe au groupe des classes de
diviseurs de Weil modulo équivalence linéaire. Tout diviseur premier de X différent de D
coupe U donc est trivial (dans U donc également dans X), ce qui montre bien que D engendre
Pic(X). Il ne reste qu’a montrer que D n’est pas de torsion, et cela vient du fait qu’il n’y a
pas de fonction réguliére globale non constante sur X. |

Comme remarqué précédemment, Xgiy est 'unique sous-variété de Schubert de codimen-
sion 1 de G, (k,2n+1), donc le complémentaire G, (k,2n+1)\ Xqiv est la grosse cellule Cpax,
dont le groupe de Picard est trivial puisque c’est un espace affine. On peut donc appliquer la
proposition et il résulte donc que le groupe de Picard de G, (k,2n + 1) est Z, engendré par
Xaiv-

5L’indice div dépend de k et de n mais on va le noter simplement div s’il n’y a pas de risque de confusion.
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2.3 Le groupe d’automorphismes d’une grassmannienne sym-
plectique impaire

On détermine ici le groupe d’automorphismes de la grassmannienne symplectique impaire
Gu(k,2n + 1). Le résultat est le suivant :

Proposition 2.3.1. Soit k < n. Le groupe d’automorphismes de la grassmannienne symplec-
tique impaire Go,(k,2n 4+ 1) est PSpg,, 1.

Ici PSpy, 1 désigne le quotient Spy,,1/Z(SP2,i1) = SPo,y1/{£1} (cf. la proposition
1.1.10). Le résultat est donc tout a fait similaire & celui qu'on a dans le cas d’une variété de
drapeaux d’un groupe simple complexe : & quelques exceptions prés, si G est un groupe simple
complexe alors la composante identité Aut®(G/P) du groupe d’automorphismes d’une variété
de drapeaux généralisée G/ P coincide avec la forme adjointe de G (cf. [Akh95, §3.3, Théoréme
2)).

Pour k =n + 1 la grassmannienne symplectique impaire G, (n + 1,2n + 1) est isomorphe
a la grassmannienne symplectique G, (n,2n) (cf. la proposition 2.1.5) et son groupe d’auto-
morphismes est donc PSp,,,.

On va décrire deux fagons d’aborder la preuve de la proposition 2.3.1. La premiére est
plutdt calculatoire et aboutit seulement & la détermination de l’algebre de Lie du groupe
d’automorphismes de G, (k,2n + 1). Elle fournit également un résultat de rigidité de la grass-
mannienne symplectique impaire (cf. la proposition 2.3.13). La deuxiéme approche est plus
géomeétrique et se base sur une analyse des espaces linéaires contenus dans G, (k,2n + 1).

2.3.1 Une premiére approche

Le point de départ de cette premiére approche est 'observation que l'algébre de Lie du
groupe d’automorphismes de G, (k,2n + 1) est 'espace de sections globales du fibré tangent
HYG,(k,2n + 1), TG, (k,2n + 1)) (cf. [Akh95, §2.3]).

Comme on ’a déja mentionné dans la démonstration de la proposition 2.1.4, la grassman-
nienne symplectique impaire G,,(k,2n + 1) est le lieu d’annulation de la section générique w
du fibré A2T* sur la grassmannienne usuelle G(k, 2n + 1). La différentielle dw définit alors un
morphisme surjectif de fibrés vectoriels sur G, (k,2n + 1)

dw: TG(k,2n + 1)

— AT (2.13)

|G (k2041 k,2n+1)

qui identifie A2T*|Gw(k‘ on+1) au fibré normal de Gy (k,2n + 1) dans G(k,2n + 1). Autrement
dit on a une suite exacte courte de fibrés
o, A2T

0 —TG,(k,2n+1) — TG(k,2n + 1) — 0. (2.14)

|G (k,2n41) |G (k,2n41)

En prenant les sections globales, on en déduit que l’espace qui nous intéresse
H(G,(k,2n + 1), TGy (k,2n + 1))
est le noyau de la fleche

H®(Gu(k,2n4+1), TG (k,2n + 1) s HO(Gulk, 204 1), A2 T | giy) - (2:15)

|Gw(l€,2n+1))
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Pour le déterminer, on décrit explicitement les espaces et la fleche précédents. On utilise
pour cela le complexe de Koszul associé a la section w qui fournit une résolution du faisceau
structural de Gy, (k, 2n+1) par des fibrés vectoriels sur G(k, 2n+1). En tensorisant ce complexe
par TG(k,2n+1), respectivement A2T*, on obtient des résolutions par des fibrés vectoriels sur
G(k,2n+1) des restrictions de TG(k,2n+1) et A’T* a G,,(k,2n+1). La suite de I'argument
est alors un calcul de groupes de cohomologie sur la grassmannienne G(k,2n + 1) a l'aide du
théoréme de Bott.

Pour préciser les choses on fait plusieurs rappels et on fixe quelques notations ; on reprend
le calcul au n® 2.3.8.

2.3.2. Si X est une variété algébrique et E un fibré vectoriel de rang r sur X, alors le complexe
de Koszul associé a une section globale s de E est le complexe

0—ANE— -« — ANE"—E" —0Ox — Oy —0

ol Y C X est le lieu d’annulation de s et ou les fleches A7T1E* — AJE* sont données par la
contraction par s, c’est-a-dire

J
61/\---/\ejr—>z<ei,5>61/\---/\a/\---/\ e;
=1

pour des sections locales eq,...,e; de E*. Si s est transverse a la section nulle — ce qui signifie
que lorsque 'on écrit s = (s1,...,s,) dans une trivialisation locale E|;; ~ (’)gr de E au-dessus
d’un ouvert U de X, les différentielles d;s1,...,d;s, sont indépendantes pour tout x € U —

alors le complexe de Koszul associé a s est exact.

2.3.3. Dans SL(2n + 1,C) on fixe le sous-groupe de Borel qui préserve le drapeau (eg) C

(eg,e1) C -+ C {eg,...,ea,) et le tore maximal formé par les matrices diagonales dans la
base {eq,...,ea,}. Soit g; le caractére du tore défini par diag(xo,...,z2,) — z;. Le groupe
des caractéres du tore est le quotient du groupe abélien libre engendré par €q,...,e2, par la

relation €9+ - - - + €9, = 0. Dans la suite, nous allons souvent employer la méme notation pour
les €; et pour leurs images modulo cette relation. Les racines de SL(2n + 1, C) sont les g; — ¢,
0 < i # j < 2n, et, correspondant au choix du sous-groupe de Borel ci-dessus, les racines
positives sont les g; — €5, 0 < ¢ < j < 2n et les racines simples les g; — €41, 0 <7 < 2n — 1.
Les poids fondamentaux de SL(2n+1,C) sont les w; = g9+ ---+¢;, 0 < i < 2n — 1. Les poids
dominants sont les combinaisons linéaires A = ) a;w; a coefficients entiers positifs a; € Z,
autrement dit ce sont les A = > \;g; avec A\g = A = -+ > Ag,. Puisqu’on a la relation
gg+ -+ €9, = 0,1 n’y a pas de restriction si I’'on suppose Ay, = 0. On dit qu’une suite
décroissante d’entiers positifs A = (A = Ao > -+ > Ag) est une partition ; les \; sont alors
les parts de A, |A| = >° \; son poids et £(\), défini comme le nombre de parts non nulles, sa
longueur. Un poids dominant est donc la méme chose qu'une partition modulo un décalage
A== Xdm)— (Ao+a=- =Xy, +a). Pour A = (Ao = A1 = -+ > Agp,) une partition,
le SL(2n + 1, C)-module irréductible de plus haut poids A sera noté V). Il est isomorphe a la
puissance de Schur SyC?"*1 de la représentation standard C***1 de SL(2n + 1, C).

2.3.4. Le réseau des poids de GL(2n+1, C) est le groupe abélien libre engendré par e, . . . , €2y,
ou les g; sont définis de la méme maniére que pour SL(2n + 1,C). Un poids A = > A&y
est dominant si A\g = --- = Ag,. Il n’y a donc pas de condition de positivité pour les \;;
on dit aussi que A = (Ao = -+ = Agy) est une partition gauche. Soit a un entier positif
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tel que Ao, + a = 0; soit X la partition N = (A\g+a = -+ = Ao + a = 0). Alors le
GL(2n + 1,C)-module irréductible de plus haut poids A, noté V), est isomorphe au produit
tensoriel SyC2 ! @ det®=%, ou Sy C2+! est la puissance de Schur de C2"*1 associée a
la partition X et det = A2"TIC?"*! est la représentation de dimension 1 donnée par le
déterminant. On note alors S,C***1 = §,C*"t! @ det®-9) = V) la puissance de Schur
définie par la partition gauche A.

2.3.5. La grassmannienne G(k,2n + 1) est une SL(2n + 1, C)-variété homogene. Soit P C
SL(2n 4 1,C) le stabilisateur de l’espace engendré par les k derniers vecteurs de la base
{eo, ..., ean}; c’est un sous-groupe parabolique maximal de SL(2n+ 1, C) qui contient le sous-
groupe de Borel opposé a celui choisi au n® 2.3.3. La catégorie des fibrés vectoriels SL(2n+1, C)-
homogeénes sur G(k,2n+1) est équivalente a la catégorie des représentations rationnelles de P.
Cette équivalence préserve les sommes directes, le passage au dual et les produits tensoriels.
Un poids A = (Ng, ..., A2,) de SL(2n+1,C) est P-dominant si A\g = -+ = Aop—k €t Aop_gy1 =
-+« 2 Aoy. Les classes d’isomorphismes des P-modules irréductibles sont en correspondance
bijective avec les poids P-dominants de SL(2n + 1, C).

Soit T et @ les fibrés tautologique, respectivement quotient, sur la grassmannienne G(k, 2n+
1); au-dessus d'un point V € G(k,2n + 1) la fibre de T est V et la fibre de Q est C2"+1/V,
Alors, si A = (Ag, ..., Agy) est un poids P-dominant, le SL(2n + 1, C)-fibré irréductible E) sur
G(k,2n + 1) donné par le P-module irréductible qui correspond a \ est

E\=SvQ & ST

ou l'on a noté X et N\’ les partitions gauches \g = --- > A\og,_j, Tespectivement Ao, g1 =
2 Aop.

2.3.6. Le groupe de Weyl de SL(2n + 1, C) est le groupe de permutations Sa,+1 dont l'action
sur les poids est induite par w - & = €y, pour w € Sauy1, €6 0 < 4 < 2n. Un poids
A = (No,...,Aap) est singulier s'il existe a # b tels que A, = A\p. Enfin, la demi-somme des
racines positives est égale, modulo un décalage, a p = (2n + 1,2n,...,1).

Le théoréme de Bott est I'outil qui permet de calculer les groupes de cohomologie des
fibrés homogenes irréductibles. L’énoncé explicite pour la grassmannienne G(k,2n + 1) est le
suivant :

Théoréme de Bott pour la grassmannienne. Soit A = (A, ..., Aa,) un poids P-dominant
et B le SL(2n+1, C)-fibré irréductible associé sur la grassmannienne G(k,2n+1). Si A+p est
singulier alors HY(G(k,2n+1), E\) = 0 pour tout i. Sinon soit w € Sz, 11 l'unique permutation
telle que w(\ + p) soit dominant, autrement dit qui arrange les coefficients de A + p en ordre
décroissant, et soit | sa longueur. Alors H'(G(k,2n + 1), E)) est le SL(2n + 1,C)-module
irréductible Viy(rip)—p de plus haut poids w(\ + p) — p et H'(G(k,2n + 1), E\) = 0 pour tout
i # 1.

2.3.7. Parfois il sera plus commode de représenter une partition A = (A > -+ > A\, > 0)
par son diagramme de Ferrers obtenu en alignant & gauche ¢(\) rangées ou 'on place des
cases : Ag cases dans la premiére rangée, A; dans la deuxiéme et ainsi de suite. Par exemple,
le diagramme de Ferrers de la partition A = (4,2,1) est
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On définit alors la partition duale \* comme étant la partition dont le diagramme de Ferrers
est la transposée du diagramme de Ferrers de A. Pour A = (4,2,1) la partition duale est
A* = (3,2,1,1) dont le diagramme de Ferrers est

Soit r la longueur de la diagonale du diagramme de Ferrers d’une partition \; c’est ce qu'on
appelle le rang de A. Pour chaque 1 < ¢ < r soit a; = A\; — ¢ le nombre de cases de la ligne ¢
du diagramme de Ferrers de A situées a droite de la diagonale, respectivement b; = Ay — i le
nombre de cases sur la colonne i situées en dessous de la diagonale. Alors une autre fagon de
représenter la partition A est par les deux r-uplets (a1,...,a,) et (by,...,b;) :

A= (a1s..nsar | bryen. by); (2.16)

c’est la notation de Frobenius. Avec cette notation, la partition (4,2,1) s’écrit (3,0 | 2,0).
Remarquons que a = (a3 > --- > a,) et b= (by > --- > b,) sont des partitions strictement
décroissantes. Pour une partition strictement décroissante A = (A > -+ > Ay > 0) de longueur
£ on note A~ la partition de rang ¢ suivante :

A=A =1 =1 AL ). (2.17)

Par exemple, pour A = (4,2,1) la partition A~ associée est

Avec cette notation, et pour V un espace vectoriel quelconque, on a la décomposition suivante
de SL(V')-modules :
N(ANV)= P S\-V (2.18)
I\|=i

ou l'on sous-entend que les partitions A qui indexent la somme sont strictement décroissantes,
puisque si A ne vérifie pas cette condition alors A\~ n’est pas définie.

On rappelle également la formule de Pieri qui décrit le produit tensoriel d’'un SL(V)-
module irréductible S\V par une puissance extérieure A’V :

S\WV oAV =SV, (2.19)
M

ou la somme est indexée par les partitions p obtenues en ajoutant ¢ cases & A sur ¢ lignes
différentes.

2.3.8. On revient au calcul des espaces de sections globales de ’équation (2.15). Pour alléger
un peu les formules, on va écrire pour le reste de cette partie G au lieu de G(k,2n + 1) et Gy,
au lieu de G, (k,2n + 1).
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Le complexe de Koszul associé a w est
0 — A"(A’T) — -« — A2(A’T) — A’T 5 Og — Og, — 0 (2.20)

oit 7 = k(k — 1)/2 est le rang de A?T'; ce complexe est exact puisque w est générique. En
tensorisant par le fibré tangent T'G de la grassmannienne G on obtient donc une résolution de
la restriction T'G|;  de TG a la grassmannienne symplectique impaire G, :

0— A"(A°T) QTG — -+ — N*(N°T) 9 TG — AT @ TG ~- TG — TG|,, — 0.
(2.21)

Lemme 2.3.9. Sij > 1, on a H' (G, N (A*T) @ TG) = 0 pour tout i.

PREUVE. Le fibré tangent de la grassmannienne T'G est isomorphe au fibré Hom(7T,Q) =
T* ® Q. Par conséquent, tenant compte aussi de la formule (2.18), on a

NNT)9TG=Q® @ S)-T®T* (2.22)
[Al=3j
Siv=(r =+ > ) est une partition alors d’apres la formule de Pieri le produit tensoriel
S, T @ T* s’écrit
S,T@T =8,T® AN 'TedetT* = S.T (2.23)
o

ol la somme est indexée par toutes les partitions gauches p de longueur au plus k obtenues
en enlevant une case a v, autrement dit g = (u1 > --- = pg) et il existe 1 < ¢ < k tel que
wi = v; — 1 et u, = v, pour tous a # i. Par exemple, pour v = (4,2,2) on a S, T @ T* =
S322)T ® SuznT ® Suz20,.0,-1)T

Une composante irréductible de AJ(A%T) ® TG est donc de la forme E, = Q ® S, T ot p
est obtenue en enlevant une case & A~ pour une certaine partition A strictement décroissante
et de poids 5. On a

n=1(1,0,...,0,p1,..., 41K
et donc
n+p=0C2n+22n2n—1,...;k+ 1, u1+k,...,ux+1).

La longueur de A~ est /(A7) = A\;+1. Comme T est derang k, on a £/(A~) < k, sinon S\-T = 0,
donc A\; < k£ — 1. De méme, par la construction de o on a p1 = A7 ou 1 = A} — 1, autrement
dit 1 = Ay ou pug = Ay — 1. En conséquence, pu; +k < M+ k< k—14+k<2n -1 < 2n.
Par ailleurs, 1 > 1 puisque pour avoir p; = 0 on devrait avoir \; = 1, c’est-a-dire A = [ et
alors A~ = [ ce qui donne, en éliminant une case, les partitions (O et (1,1,0,...,0,—1) dont
aucune n’a la premiére part nulle. On a donc

E+1<pu+k<2n

et par conséquence le poids n + p est singulier, ce qui, par le théoréme de Bott, achéve la
démonstration. [}

Notons .# le noyau de la fleche TG — T'G|_ de (2.21) de sorte qu’on a les suites exactes
de faisceaux

0—F —TG—TG|g, —0 (2.24)
0 — A"(AT)RTG — - — A2(N°T) @ TG — N*TQTG — F — 0.  (2.25)
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Alors, en découpant (2.25) en suites exactes courtes et en prenant les suites longues de coho-
mologie, on déduit par le lemme précédent que H'(G,.#) = 0 pour tout 4. Il s’ensuit, par la
suite longue de cohomologie de (2.24), que

Hi(Gw,TG|GW) = HY(G,TG) pour tout i. (2.26)

Or le fibré tangent T'G est irréductible TG =T ® Q = E(1,. 0,—1) et donc par le théoréme
de Bott sa cohomologie est

HO(G, TG) = ‘/(1707.“707,1) = 5[(2n + 1, (C)

. ‘ (2.27)
H'(G,TG) =0 pour i > 1.

On a donc déterminé la cohomologie de la restriction G|, . On passe maintenant a la
détermination de la cohomologie de la restriction de A?T* & la grassmannienne symplectique
impaire G,,.

On tensorise par A2T* le complexe de Koszul de w, pour obtenir la résolution suivante de
A2T*’Gw :

0 — A"(A’T) @ A2T* — ... — A2(AT) @ A’°T* —
— N’T @ N°T* — N°T* — N°T*|, — 0. (2.28)
Lemme 2.3.10. Pour j > 2, on a H (G, N (A*T) ® A*T*) = 0 pour tout i.
PREUVE. Par la formule (2.18) on a la décomposition

N(NT) @ N°T* = @ S\-T @ A*T*.
|\=j

Si v est une partition, par la formule de Pieri le produit tensoriel S, T ® A2T* s’écrit

S, T @ AN*T* =S, T @ A" 2T @ det T* = P s.T
I

ou la somme est indexée par toutes les partitions gauches p obtenues en enlevant & v deux
cases situées sur deux lignes différentes ; en particulier, on a u; = vy ou uy = v — 1.

Les composantes irréductibles de AJ(A%T) ® A>T* sont donc de la forme E, = S, T avec p
obtenue par cette recette a partir de A~ pour une certaine partition A strictement décroissante
et de poids j. En particulier g = Ay =Xjoupu;=A] —1=X —1.0na

77:(07"'707M17"'7:U'k)

et
n+p=0C2n+1.2n,....k+1pu +k,...,up+1).
Par le méme argument que dans la démonstration du lemme 2.3.9, on obtient que le poids

1+ p est singulier si p; > 1, ce qui est bien le cas puisque pour avoir g1 = 0 on doit avoir A =
(et on a supposé j = |A| > 2. Le théoréme de Bott achéve alors la démonstration. |
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Pour 7 =1 on a par la formule de Pieri (cf. aussi la démonstration précédente) :

NT@NT*=C® Sy, 0-1T & S,.0-1,-1)T-

Iy ©

Les poids

0,...,0,1,0,...,0,—-1) +p
0,...,0,0,...,0,—1,—-1) +p
sont singuliers, donc par le théoréme de Bott on a
H°(G,A°T ® A*’T*) = H(G,End(A*T)) = C - 1d
H (G, A>T ® A*T*) = 0 pour i > 1.
Enfin, toujours par le théoréme de Bott on a
HO(G,A2T*) — A2(@2n+1)*
HY(G,\*T*) =0 pour i > 1.

Notons & et J# les noyaux des fleches A?°T ® A?T* — A2T*, respectivement A?T* —s
A2T*’Gw7 de (2.28) de sorte qu’on ait

0 — A"(A’T) @ A’T* — -« — A2 (A’T) @ A’T* — 4 — 0 (2.29)
0— 94 — NTQANT — H# —0 (2.30)
0— A — N°T" — N°T*, — 0 (2.31)

Alors, en décomposant (2.29) en suites exactes courtes et en prenant les suites longues de
cohomologie, on déduit par le lemme précédent que HY(G,¥) = 0 pour tout i. Par les suites
longues de cohomologie de (2.30) et (2.31) on obtient alors

A A q .
HI(G, #) = H (G, AT @ A’T*) = {‘C d, pour i =0
0 pour i > 1

respectivement

0— C-Id =5 A*(C*")* — HY(Gu, A°T*|; ) — 0
H'(Gy, N’T*|;.) =0, pour i > 1.

On a donc HO(Gy,, A*T*|, ) = A*(C***1)*/C - w. Rappelons la suite exacte (2.14) :

0 — TG, — TG|g, X AT*, — 0.

D’apres ce qui vient d’étre dit et d’aprés la formule (2.27) la suite longue de cohomologie
associée a cette suite nous donne :

0 — HY(G,, TG,) — sl(2n + 1,C) 24 A2(C2")*/C - w — HY(G, TG.) — 0,
HYG,,TG,) =0 pour i > 2.

Rappelons la notation E = C?"+1,
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Lemme 2.3.11. La fleche dw : sl(E) — A2E*/w ci-dessus est la composition
sI(E) — End(E) = B* ® E %2 p* @ B* — A2E* — A’E* Jw (2.32)
c’est-a-dire que, pour X € sl(E), on a
dw(X) = [(u,v) — w(u, Xv) + w(Xu,v)] mod w. (2.33)

PREUVE. La fibre au-dessus d'un point V' € G du fibré TG ~ T*®Q) s’identifie & Hom(V, E/V')
et la valeur en V d’une section globale X € sl(E) = H°(G,TG) est la composition

Vo EXE— E/V.

La fibre en V du fibré A2T* est A2V* et si V est isotrope alors la valeur en V' d’une section
globale [] mod w dans A’E* /w = H°(G,, A*T*|_) est la restriction 6|, € A*V*. Toujours
si V est isotrope, w induit une application E/V+ — V* et donc une application E/V — V*,
qu’on va encore noter w, de sorte que le carré suivant est commutatif :

E —— FE*
l l
E)V —— V*.

Cela montre que pour démontrer le lemme il suffit de montrer que le morphisme dw : TG\, —
A2T*] G, est donné, au-dessus d'un point V' € G,,, par la composition

V*QE/V -5 VeV — A?V*
c’est-a-dire pour X € Hom(V, E/V)
dw(X) - (u,v) = w(u, Xv) + w(Xwu,v), pour tous u,v € V. (2.34)

Soit Vy € G,, W C E un supplémentaire de Vj, et €2 'ouvert affine standard de G défini par
Q={VeG|VNW=(0)}. En fixant une base de Vj, on définit de la maniére habituelle®
une base {vi1(V),...,v(V)} dans V pour tout V € Q, autrement dit un repére trivialisant
pour le fibré tautologique 7" au-dessus de €2. Alors v;(V)* Awv;(V)*, 1 < i < j < k est un
repére trivialisant pour A2T* sur et si wij sont les composantes de w|, dans ce repére, alors
le morphisme dw est donné, au-dessus de €2, par

dw(X) = Z dywij(X)vi(V)" Avj(V)" pour tous V € Q, X € TyG.

1<i<j<k

Pour calculer les dyw;;(X) on utilise la description géométrique suivante de I'isomorphisme
Ty G ~ Hom(V,E/V) (cf. [Har95, 16.1]) : pour X € Ty G et v € V, soit V(t), t € C, un arc
holomorphe dans G tel que V(0) = V et V(0) = X, et soit () un arc holomorphe dans E tel
que v(0) = v et v(t) € V() pour tout ¢, alors Xv = [0(0)] mod V.

6Si {v1,...,vx} est la base de Vj alors la droite Cv;(V) est V N (Cv; @ W) et v;(V) est I'unique vecteur de
cette droite dont la coordonnée de v; est 1.
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Soit donc V' € 2 et X € Ty G, et soit V(t) un arc holomorphe dans G tel que V(0) =V
et V(0) = X. Alors v;(V(t)) est un arc holomorphe dans E qui vérifie v;(V (t)) € V(t) pour

tout ¢t € C, donc

Xui(V) = 1| wv) = dvu ().

t=0
Alors, puisque w;;(V) = w(vi(V),v;(V)), on a

dywij(X) = w(vi(V), dyv(X)) + w(dyoi(X),v;(V))
= w(vi(V), Xv;(V)) + w(Xvi(V),v;(V))
et donc
dw(X)= D |wi(V),Xv;(V)) +w(Xui(V),0;(V)]ui(V)* Ay (V)*
1<i<j<k
ce qui est exactement (2.34). |

La forme bilinéaire antisymétrique
(u,v) — w(u, Xv) +w(Xu,v)

qui apparait dans (2.33) n’est rien d’autre que la transformée X - w de w par X € gl(E),
correspondant a la structure de gl(E)-module de A2E*. Une autre facon d’écrire I’application
dw : sl(E) — A’E*/w du lemme 2.3.11 est donc

dw(X)=[X w] modw, X €sl(E).
On en déduit que le noyau H'(G,,,TG,,) est
HY(G,,TG,)={X €sl(E) | X -w € Cw}.

Oronaldw=2wet {X € gl(E) | X -w=0} =spy,, | est 'algebre de Lie de Spy,,, donc
spony1 et H(G,, TG,,) sont tous les deux des supplémentaires de CId dans {X € gl(E) |
X -w € Cw}". TIs s’identifient donc au quotient {X € gl(E) | X -w € Cw}/CId, non seulement
comme espaces vectoriels mais aussi comme algébres de Lie, puisque CId est inclus dans le
centre de 'algébre de Lie {X € gl(E) | X -w € Cw}. On a ainsi obtenu le résultat suivant :

Proposition 2.3.12. L’algebre de Lie du groupe d’automorphismes de la grassmannienne
symplectique impaire G, (k,2n + 1) est spg, 1.

Puisque le noyau de I'application dw : s[(E) — A2E* /w est isomorphe a spo, .| qui est de
dimension (2n + 1)(n + 1) (cf. le corollaire 1.1.5), on obtient par un calcul de dimension que
cette application est surjective. Par conséquent, on a la proposition suivante :

Proposition 2.3.13. H(G,,,TG,) = 0.

Ceci signifie que la grassmannienne symplectique impaire G, n’a pas de déformation non
triviale.

"{X € gl(E) | X -w € Cw} est l'algébre de Lie du stabilisateur dans GL(FE) du point [w] € PA?E*.
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2.3.2 La deuxiéme approche

Cette deuxiéme approche s’inspire de la méthode classique de calcul du groupe d’automor-
phismes de la grassmannienne usuelle qui est décrite dans ([Har95, 10.19]). Plus précisément,
le plan de notre preuve est le suivant : on démontre, dans un premier temps, que la grass-
mannienne symplectique impaire est linéairement normale, ce qui avec le fait que son groupe
de Picard est Z montre que ses automorphismes sont induits par des automorphismes de 1’es-
pace projectif ambiant. Un automorphisme de G, (k,2n + 1) induit donc des automorphismes
des variétés de sous-espaces linéaires contenus dans G, (k,2n + 1), c’est-a-dire des schémas
de Fano de Gy (k,2n + 1). On montre alors qu'un certain schéma de Fano de G, (k,2n + 1)
est isomorphe & I’éclatement de G, (k — 1,2n + 1) le long de son Spy,, ,q-orbite fermée, et
qu’un automorphisme de G, (k,2n 4 1) induit donc un automorphisme de G, (k — 1,2n + 1).
En itérant ce raisonnement, un automorphisme de G, (k,2n + 1) induit un automorphisme
de G, (1,2n + 1) = P?? c’est-a-dire un élément de PSL(2n + 1,C). On montre ensuite que,
puisqu'’il provient d’un automorphisme de G (2,2n + 1), cet élément est dans PSp,,,,, et
enfin, que 'automorphisme qu'il induit sur G, (k,2n + 1) est automorphisme de départ.

2.3.14. On note E = C?"*!, On désigne par A% E le noyau de la contraction par w
AR E = Ker (AFE =% AF2E) .

La grassmannienne symplectique impaire G, (k,2n + 1) est une sous-variété de la grassman-
nienne usuelle et cette derniére est un fermé de PA¥E via le plongement de Pliicker.

Proposition 2.3.15. G, (k, E) = G(k,E) NPAR E.

PREUVE. Soit V € G(k, E) et {v1,...,v;} une base de V. La contraction de vj A --- A vy par
w est donnée explicitement par

(Vg A Ao )w = Z (=) ™M w(v,v))or Ao ATFA - AT A Aoy,
1<i<j<k

donc vy A - -- A est dans le noyau de la contraction Lw si et seulement si V' est isotrope. W

La contraction Lw : AFE — A*=2F est surjective (cela découle par exemple de la formule
(2.39) ci-dessous) et donc un calcul de dimension montre que lintersection G(k, E) N PA%® E
est loin d’étre transverse.

Proposition 2.3.16. L’inclusion G, (k,E) C PARE est linéairement normale, ¢’est-a-dire
que le morphisme de restriction

HY(PAW B, Opy 0 5(1)) — HO(Gu(k, E), Oc, r,1(1))
est surjectif.
Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la preuve, on mentionne le théoréme suivant qui est

une forme partielle d’'un théoréme de Bott pour le groupe GL(2n+1, C) sur la grassmannienne
G(k,2n +1).
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Théoréme 2.3.17. Soit A = (A\g = --+ = Aop) une partition gauche® et soit Ey le GL(2n +
1, C)-fibré irréductible associé sur la grassmannienne G(k,2n + 1), c’est-a-dire

Ex=5vQ & ST

ou N et N sont les partitions gauches Ao = -+ = Aon_p, respectivement Xop_g41 = -+ = Aop.
Alors HY(G(k,2n + 1), E)) est le GL(2n + 1,C)-module irréductible Vy de plus haut poids \
et H{(G(k,2n + 1), Ey) = 0 pour tout i > 1.

PREUVE DU THEOREME 2.3.17. En prenant la restriction & SL(2n + 1,C) de la structure de
GL(2n+1, C)-fibré de E), on obtient par le théoréme de Bott usuel que H* (G (k,2n+1), Ey) = 0
pour i > 1 et que H°(G(k,2n + 1), E)) est isomorphe en tant que SL(2n + 1,C)-module a
la puissance de Schur Sy (C?"*1). Cela nous précise la structure de GL(2n + 1, C)-module de
H°(G(k,2n + 1), E)) & une puissance de la représentation déterminant A2?T1C2" ! pres (cf.
2.3.4). Autrement dit, H°(G(k,2n + 1), E)) est isomorphe en tant que GL(2n + 1, C)-module
& une puissance de Schur S,(C?*"*!) donnée par une partition gauche u qui differe de A par
un décalage, c’est-a-dire qui est telle que p; = A; + a pour tout 0 < ¢ < 2n o @ est un entier.

Pour déterminer a il suffit de regarder I'action dans H°(G(k,2n + 1), E)) des homothéties
tld € GL(2n + 1,C), t € C*. Soit s € H(G(k,2n + 1), E) un élément non nul (par exemple
un vecteur de plus haut poids). Alors ¢tId - s = tul . s Par ailleurs, soit V e G(k,2n 4+ 1) un
point o1l s ne s’annule pas. Alors tId agit dans la fibre de E au point V' comme ’homothétie
de rapport t? et on a donc

. s(V) = (Hd - s)(V) = t1d(s(V)) =t s(V)
d’ou |u| = |A| et donc = A. [ |
On revient & la proposition 2.3.16.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.3.16. Pour alléger les notations, on désigne par GG la grass-
mannienne usuelle G(k, E) et par G, la grassmannienne symplectique impaire G, (k, F). La
grassmannienne usuelle G est plongée dans PAFE par le fibré en droites det T, autrement dit
Oc(1) = det T*.

On considére a nouveau le complexe de Koszul de w que I'on tord par det T pour obtenir
le complexe

0 — A"(A’T) ®@det T* — -+ — A*(A’T) @ det T* —
— AT ®det T* — det T* — det T*|, — 0. (2.35)
Par la formule (2.18), on a

N(NT)@det T* = P S\-T @ det T*
IA=j

donc une composante irréductible de AJ(A%T) ® det T* est de la forme E, = S,T ou pu =
(p1 = -+ > p) est la partition gauche donnée par p; = A, — 1, 1 <14 < k, pour une certaine
partition A strictement décroissante et de poids j. Alors

77:(0707---,07,“1»---,/%)

8Ct. le n° 2.3.4.
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et comme dans la démonstration du lemme 2.3.10, le poids
n+p=0C2n+12n,....k+1Lu +k,...,0r+1)
est singulier dés que j > 2. On a donc, si j > 2,
HY(G, N (A*T) @ det T*) = 0 pour tout i ;

par conséquent, si .# est le noyau du morphisme A%T ® det T* — det T* de (2.35), de sorte
que l’on a les suites exactes

0 — A(AT)@det T — -« — A2 (A’T) @ det T* — .F — 0 (2.36)
0—.F — ANT®det T" — det T* — det T*|, . — 0, (2.37)

alors H'(G,.#) = 0 pour tout 4. Ensuite, on a A’T ® det T* = A*=2T* donc
HY(G,A*T ® det T*) = A*2E*
HY (G, AT ®detT*) =0 pouri>1;
de méme,
H°(G,det T*) = A*E*
HY(G,det T*) = 0 pour i > 1.

Notons que d’aprés le théoréme 2.3.17 ce sont des isomorphismes de GL(E)-modules.
Soit & le noyau du morphisme det T — det T*|,_de (2.37) de sorte que I'on a les suites
exactes courtes

0— F — ANTRdetT* — 4 — 0
0— % —detT" — detT"|,; — 0.
Alors H(G,9) = HY(G, A>T ® det T*) pour tout i, en particulier H'(G,¥) = 0, d’ot la suite

exacte
0 — A"?E* =5 AFE* — HY(G,,,det T ) — 0. (2.38)

Ceci montre déja que le morphisme de restriction H°(G, Og(1)) — H%(Gy, Og, (1)) est sur-
jectif, donc que le plongement défini par Og, (1) est linéairement normal. |

Notons que la suite (2.38) est Sp,,, | -équivariante, et considérons la suite duale
0 — H%Gy,det T%|; )" — AFE =5 AF2F — 0. (2.39)

La contraction Lw : AFE — AF2F est donc surjective et le Spy,,, ;-module H(G,,, det q.)
est isomorphe au dual (A% E)*.9 En particulier, G, (k, E) est une sous-variété non dégénérée
de PA®)E. On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.18. Tout automorphisme de la grassmannienne symplectique impaire G, (k, E)
est induit par un automorphisme de Uespace projectif ambiant PA®E.

9Sans le théoréme 2.3.17 on aurait connu ce Sp,,, 1 1-module seulement modulo une puissance du déterminant
A2n+1 E.
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PREUVE. Ceci est une conséquence, par un raisonnement standard (cf. [Har77, Exemple
7.1.1]), du fait que Pic(Gy(k, E)) = Z, et que G, (k, E) est une sous-variété non dégénérée et
linéairement normale de PA%) E. |

Notons Aut(PA* E, G, (k, E)) le groupe des automorphismes de PA® E qui préservent
Gy (k, E). La proposition précédente montre que le morphisme canonique

Aut (PAME, G, (k, E)) — Aut (Gu(k, E))

est un isomorphisme (l'injectivité vient de ce que G, (k, E) est non dégénérée). On a également
un morphisme naturel

PSpy, 1 — Aut (PA® E, G, (k, E))

qui est injectif, puisque chaque droite de E est l'intersection des k-plans isotropes qui la
contiennent. On montre dans la suite que ce morphisme est surjectif, ce qui achévera la dé-
monstration de la proposition 2.3.1.

2.3.19. On commence par rappeler dans la proposition suivante la description des espaces
linéaires contenus dans la grassmannienne usuelle G(k, E), que I'on voit comme d’habitude
comme sous-variété de PAFE via le plongement de Pliicker.

Proposition 2.3.20. Un espace linéaire mazimal L C PAFE contenu dans la grassmannienne
G(k,E) est soit de la forme L = {V € G(k,E) | V 2 VF 1} pour un certain sous-espace
Vk=l ¢ E de dimension k — 1, soit de la forme L = {V € G(k,E) | V. V**1} pour un
sous-espace VFTL € E de dimension k + 1. En particulier les espaces linéaires contenus dans
la grassmannienne sont de la forme {V € G(k,E) | V® Cc V. C V*} ~ P'=%1 pour des
sous-espaces V® C VP C E de dimensions a, respectivement b.

Ceci repose essentiellement sur le fait que la grassmannienne G(k, E) est coupée par des
quadriques dans PA*E ce qui a pour conséquence qu’une droite (V, W) engendrée par deux
points V, W de la grassmannienne G(k, E) est contenue dans G(k, E) si et seulement si elle
coupe G(k, F) en un troisiéme point, et plus généralement que l’espace linéaire P™ engendré
par m + 1 points de G(k, E) en position générale dans PA*E, Vi, ..., Vi, 1, est inclus dans
G(k, E) si et seulement si le 1-squelette du m-simplexe engendré par Vi, ..., V,,+1 est contenu
dans G(k, E). Pour plus de détails on pourra consulter [Har95, 6.9].

2.3.21. Puisque la grassmannienne symplectique impaire G, (k, E') est coupée dans G(k, E)
par un sous-espace linéaire (cf. la proposition 2.3.15) les espaces linéaires maximaux contenus
dans G, (k, E) sont tout simplement les intersections de G, (k, E) avec les sous-espaces linéaires
maximaux contenus dans G(k, E).

Soit L un sous-espace linéaire maximal contenu dans G(k, E) du premier type décrit dans
la proposition 2.3.20, c’est-a-dire L = {V € G(k, E) | V. > V¥ =1} pour un certain sous-espace
Vk=1 ¢ E de dimension k — 1. Si V*~1 n’est pas isotrope alors L N Gy, (k, E) = (). Supposons
que VF~1 est isotrope et soit V un point de L; si V est isotrope alors V C (kal)J- et
réciproquement si V' C (VE~1)L alors V est isotrope. On a donc

LNGy(k,BE)={V eGk E) | VF cV c (V) ~p((VF /vt

Si V*=1 ne contient pas eq, le noyau de w, alors dim(V*~1)1 = codim V¥~! = 2n — k42 donc
P((VE1L/vh=1) = p2n=2k+2 . & k=1 contient ey alors dim(VF~1)L = 2n — k + 3 et donc
P((Vk—l)i/vk—l) — P2n—2k+3
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Soit maintenant L un sous-espace linéaire maximal contenu dans G(k, E) du second type
décrit dans la proposition 2.3.20, c’est-a-dire L = {V € G(k,E) | V. V¥*1} pour un sous-
espace VF*1 € E de dimension k + 1. L’intersection L NG, (k, E) est donc la grassmannienne
des hyperplans isotropes de V¥t1. Le lemme suivant décrit les hyperplans isotropes dans un
espace muni d’'une 2-forme antisymétrique.

Lemme 2.3.22. Soit W un espace muni d’une 2-forme antisymétrigue non nulle w. Sirgw =
2 alors les hyperplans isotropes de W sont précisément ceuz qui contiennent Kerw. Sirgw > 2
alors il n’y a aucun hyperplan isotrope dans W.

PREUVE. Remarquons que si w # 0 alors rgw > 2 puisqu'une forme antisymétrique est
toujours de rang pair. On désigne encore par w ’application canonique w : W — W*; on note
1 pour désigner 'orthogonal par rapport & w et L pour désigner I'orthogonal relativement
au crochet de dualité W @ W* — C. Soit H C W un hyperplan. Alors

H isotrope <= H C H'* = w(H)* < H* > w(H).

Comme dim H+ = 1, ceci équivaut a w(H) = 0 ou w(H) = H*. On ne peut pas avoir
w(H) = 0 puisque Kerw est de codimension au moins 2. Si w(H) = H* alors Kerw N H est
un hyperplan de H donc codimKerw < 2 et donc codim Kerw = 2 d’ou Kerw C H. Ceci
achéve la preuve. |

Revenons a la discussion qui précéde le lemme. On a, d’aprés le lemme, trois possibilités
selon le rang de w|y 41 : si VE+L est isotrope alors

LNG,(k,E)=L={V eGk,E) |V cVkl} ~PF,
si 1g(W|y4r1) = 2 alors
LNGyu(k E)={V € G(k,E) | Ker(w|,4;,) CV C V] ~ P,
et si rg(wlyrs1) > 2 alors LN Gy(k, E) = (). Pour résumer, on a la proposition suivante :

Proposition 2.3.23. Les espaces linéaires mazimaux contenus dans G (k, E) sont des deuz
types suivants :

P2n—k)+2 o 1/k—1 % eo

. k—1 k=111 _
type I : {V eGk,E) |V CcV (V) } = {P2(n_k)+3 6 VA1 5 o

pour un sous-espace isotrope V=1 C E de dimension k — 1,

Pk i VFFL jsotrope

type I - {V € Gu(k,E) |V c VFH11 =
ype { (k, E) | I P si rg(]yens) = 2

pour un sous-espace VF1 C E de dimension k + 1.

2.3.24. Les sous-espaces linéaires qui nous seront utiles pour le calcul du groupe d’automor-
phismes de G (k, E) sont les P2"~%)+2 contenus dans G, (k, E). On rappelle la définition
suivante :
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Définition 2.3.25. Pour X C PV une variété projective et £ € N, le schéma de Fano F({, X)
est la variété des sous-espaces linéaires de dimension ¢ de PV contenus dans X. C’est une
sous-variété de la grassmannienne G(¢, N) des P’ de PV .10

Ce qui nous intéresse dans la suite c’est donc le schéma de Fano F(2(n — k) +2,G, (k, E))
des P2("=k)+2 contenus dans la grassmannienne symplectique impaire G, (k, E) ; pour alléger
I’écriture on va le noter simplement F.

Proposition 2.3.26. Si k < Z(n+1) alors le schéma de Fano F = F(2(n—k)+2,Gy(k, E))
qui paramétre les P2=K)*2 contenus dans G (k, E) est irréductible et isomorphe & la variété
projective

Fl — {(kal,H) € Gw(k — 1,E) X G(Qn —_ k+2’E) | Vk*l C H - (Vk*l)J_}

qui s’identifie a léclatement de G,(k — 1, E) le long de la Spy,, 1-orbite fermée.
Si k> %(n + 1) alors F a deuz composantes irréductibles disjointes : 'une est la variété
F! ci-dessus, lautre est isomorphe a

F2 — {(VV, VEY € GBk —2(n +1),E) x Gu(k +1,E) | W C Vk“}

et ces deuxr composantes ne sont pas isomorphes.

Nous allons maintenant démontrer cette proposition. Considérons un P2=%)+2 contenu

dans G, (k, E); il y a un espace linéaire maximal contenu dans G, (k, E) qui le contient. S’il
est contenu dans un espace maximal du type I (cf. la proposition. 2.3.23) on va dire que le
P2(n—k)+2 ogt de la premiére espéce ; s'il est contenu dans un espace maximal du type IT on va
dire qu’il est de la deuzieme espéce. Notons qu'un P2("~%)+2 ne peut étre simultanément de la
premiére et de la deuxiéme espéce puisque l'intersection d’un espace linéaire maximal du type
I avec un espace linéaire maximal du type II est contenue dans un P :

{(VeGkE) | VFIcvcWrhtin{veG,kE) |VcViH]c
c{veGkE) |V cV c Vi ~ Pl
Considérons un P2"=%)+2 de la premiere espéce. il est maximal alors il est déterminé par la
donnée d’un V¥~ isotrope de dimension k — 1 qui ne contient pas ep. S’il n’est pas maximal
alors c’est un hyperplan dans un P2("~%)+3 maximal du type I, autrement dit il est déterminé

par la donnée d'un V¥~ isotrope de dimension k — 1 qui contient eg et d’un hyperplan H de
(VF1L qui contient V*~1 :

Pp2(n—k)+2 _ {V € G(k,FE) | VElcVvCcHC (Vk—l)i}.
Autrement dit, les P2"=%)+2 de 1a premiére espéce sont paramétrés par la variété suivante :
:F1 = {(kal,H) € Gw(kj — 1,E) X G(2n —k +2’E) | Vk*l CHC (Vk*l)J_}.

En effet, soit p : F! — G, (k — 1, E) la premiére projection et soit V¥=1 € G, (k — 1, E).
Si VE=1 A ¢y alors dim(VF~1)+ = 2n — k 4 2 et donc la fibre p~1(V*~1) se réduit au point

10C’est aussi le schéma de Hilbert des sous-schémas fermés de X dont le polynéme de Hilbert est celui d’un
sous-espace linéaire de dimension £.
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(VE=L (VE=1)L): 6i VE=L 5 ¢ alors dim(VF~1) L = 2n —k+ 3 et la fibre p~1 (V*71) ’identifie
a {H | H hyperplan de (V¥=1L H > V*~1}. Ceci montre que I'application F! — F

(VELH) — {V € G(k,E) | VF' c vV Cc H}

est un isomorphisme de F! sur Uensemble des P2("~%)+2 de la premiére espéce qui sont contenus
dans G (k, E). Ceci implique en particulier que cet ensemble est un fermé de F qu'on va
identifier dans la suite a F!.

Notons que si k < 2(n — k) + 2, ce qui revient a k < %(n +1), alors tout P2*~*)+2 contenu
dans G, (k, E) est de la premiére espéce et donc dans ce cas F = FL.

Proposition 2.3.27. La variété projective F' est isomorphe a l’éclatement de la Spay, 1-orbite
fermée de la grassmannienne symplectique impaire G, (k — 1, E).

PREUVE. Rappelons que la Sp,,, | -orbite fermée de G, (k—1, FE) est Xo = {V € G, (k—1,E) |
ep € V'} et que son complément X; = {V € G,(k—1,E) | eg ¢ V} est la Sp,,, , -orbite ouverte
(cf. la proposition 2.1.5).

Comme expliqué ci-dessus, la projection naturelle p : F1 — G, (k — 1, E) est un isomor-
phisme au-dessus de l'orbite ouverte X; C G, (k — 1, E) et c’est une fibration de fibre

{H | H hyperplan de (VF=1)L H > VA1) = P((VF-1)Ljyh=1)" = pn-2k43

au-dessus de 'orbite fermée Xj.

Puisque X est de codimension 2n — 2k + 4 dans G,,(k — 1, E), pour établir que F! est
'éclatement de Xo dans Gy (k — 1, E) il suffit de montrer que F! est lisse (cf. [GHT78, Ch.
4,86]). On va montrer que F! est le lieu d’annulation d'une section suffisamment générique
d’un fibré vectoriel sur la variété de drapeaux

F(k—1,2n —k+2,E) = {(VF !, y2n-k2) yh-l c y2nkt2 c gl

Remarquons que cette variété de drapeaux est une composante connexe du schéma de Fano
F(2(n—k)+2,G(k, E)) qui paramétre les P2("~%)+2 contenus dans la grassmannienne usuelle
G(k, E) (cf. la proposition 2.3.20).

Pour simplifier ’écriture, on note dans la suite a = k — 1 et b = 2n — k + 2. Soit 7% et
T? les fibrés tautologiques sur la variété de drapeaux F(a, b, E) dont les fibres au-dessus d’un
point V* = (V@ C V?) de F(a, b, E) sont V¢ respectivement V°. La forme w définit une section
du fibré (T%)* @ (T°)* dont la valeur au point (V@ C V?) est la restriction de w a V¢ x V?
c’est-a-dire I'image de w par le morphisme A2E* — E* @ E* — (V)* @ (V?)*.

Un point (V¢ C V?) de F(a,b, E) est dans F! si et seulement si V' est isotrope et V? C
(V)L ce qui revient & V® C (V¢)* puisque V@ C V. Autrement dit F! est le lieu d’annulation
de la section w € HO(F(a,b,E),(T%)* ® (T®)*). Le fibré (T%)* @ (T°)* n’est pas le fibré
cherché puisqu’il est de rang trop grand ; on va le remplacer par un sous-fibré qui sera du rang
approprié, et dont w sera une section générique. Soit £ le noyau du morphisme (7)*® (T°)* —
S%(T*)* donné par la composition (T%)* ® (T?)* — (T%)* ® (T*)* — S%*(T%)*; cest un
morphisme surjectif de fibrés vectoriels et donc £ est un fibré vectoriel. On remarque que les
sections de (T%)* ® (T®)* qui proviennent de A2E* sont des sections de & ; c’est en particulier
le cas de w € A2E*. La fibre de € au-dessus d'un point (V® C V?) s’identifie, dans une base
adaptée au drapeau V¢ C V?, aux matrices de taille a x b de la forme

(A B), A antisymétrique.
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Une telle matrice peut toujours se compléter en une matrice antisymétrique de taille (2n +
1) x (2n+1)

A B x
* %k
x %k

ce qui montre que £ est engendré par ses sections globales qui proviennent de A?E*. Comme
w est un élément générique de A2E* et comme F! est non vide, on peut conclure la preuve en
faisant appel au théoréme de Bertini. |

Remarque 2.3.28. On peut montrer a l’aide du théoréme de Bott que toutes les sections globales
du fibré € proviennent de A2E*, c’est-a-dire H°(F(a,b, E),E) = A’E*.

Supposons maintenant que k > 2(n — k) + 2, c’est-a-dire k > %(n + 1), et considérons un
P2(n—k)+2 {e 1a deuxiéme espéce contenu dans Gy (k,E); il est inclus dans un P* du type II,

et donc il est défini par la donnée d’un V**+1 isotrope de dimension k + 1 et d'un sous-espace
de dimension 3k — 2(n + 1) de VF*1 .

P2=k+2 — (v € G, (k, E) | V320D ¢y c R,

n—k)+2

Ceci montre que les P2( de la deuxiéme espéce sont paramétrés par la variété

F2 = {(W,V") € GBk — 2(n + 1), E) x Gu(k+1,E) | W c VF*1}
via l’application F? — F :
(W, VE Y [V € Gu(k,E) | W c V c VY,

La variété projective F? est une fibration en grassmanniennes G(3k —2(n+1),k+1) au-dessus
de la grassmannienne symplectique impaire G, (k + 1, E), elle est donc irréductible, lisse, de
dimension

dimF? = dim G, (k + 1, E) + dim G(3k — 2(n + 1),k + 1)
— (k4 1)(2n— k) — (k ; 1) +[3k = 2(n+ D20 — k) + 3].

Par ailleurs, F!, qui est birationnelle & la grassmannienne symplectique impaire G,,(k—1, E),
est irréductible de dimension

dimF! = dim G, (k- 1,E) = (k—1)(2n — k + 2) — (k g 1).

On a alors

dimF? — dimF' = 4n — 4k 4+ 2 — 2k + 1 + [3k — 2(n + 1)][2(n — k) + 3]
=[Bk—2n+D)]2(n—k)+1] - 1.

Ce nombre est nul seulement si n = k = 3, cas o les variétés F! et F? sont toutes les deux
de dimension 9.

Lemme 2.3.29. Lorsque n = k = 3, les variétés F' et F? ne sont pas isomorphes.
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PREUVE. On a
F' = {(V® H° € G,(2,7) x G(5,7) |V C H c (V*)*}

et Fl est 'éclatement de G, (2,7) le long de son Sp;-orbite fermée ; cette orbite est isomorphe
4 G, (1,6) ~ P5 donc le diviseur exceptionnel de F! est une fibration en P? au-dessus de P°.
De méme,
F2 = {(W' V%) e G(1,7) x G,(4,7) | W' c V*}

et F? est une fibration en G(1,4) ~ P3 sur la grassmannienne symplectique impaire G, (4, 7).
Les variétés F! et F2 sont donc toutes les deux lisses de dimension 9 et de groupe de Picard
Z2. Montrons qu’elles n’ont pas la méme cohomologie singuliére.
Soit p : F! — G,(2,7) la projection canonique et E = p~1(IP°) le diviseur exceptionnel,
alors, comme Z-modules, on a (cf. [GH78, Ch. 4,86])

H*(F',7) ~ H*(G,(2,7),Z) © H*(E,Z)/H*(P°,Z).

L’anneau de cohomologie singuliere H*(G(2,7),Z) est un Z-module libre engendré par les
classes des sous-variétés de Schubert de G,(2,7). Dans G,(2,7) il y a #I5; = 18 cellules de
Schubert donc H*(G(2,7),Z) est de rang 18. En fait le polynome de Poincaré de G, (2,7)
est (cf. (2.10))

P(Gy(2,7),t) = 1+t + 2% + 267 + 3t* + 3% + 2t + 267 + % +¢°.

Par ailleurs, puisque p : £ — P5 est une fibration en P3, 'anneau de cohomologie H*(E,Z)
est un H*(IP°, Z)-module libre de rang 4 (cf. [GHT78]). Comme H*(P5,Z) est un Z-module libre
de rang 6, on obtient que H*(E,Z)/H*(P°,Z) est un Z-module libre de rang 18 et donc que
H*(F!,7Z) est de rang 36.

De méme, F? est une fibration en P? sur G,,(4,7) donc H*(F?,7Z) est un H*(G,(4,7), Z)-
module libre de rang 4. Dans G,(4,7) il y a #I§; = 8 sous-variétés de Schubert donc
H*(G,(4,7),Z) est un Z-module libre de rang 8. En fait le polynéme de Poincaré de G,,(4,7)
est (cf. (2.10))

P(Gu(4,7),t) = L+t + 2+ 2% + t* + 17 + 45,

On en déduit que H*(F?,Z) est un Z-module de rang 32 et donc que F! et F? ne sont pas
isomorphes. |

Ceci achéve donc la démonstration de la proposition 2.3.26.

2.3.30. Revenons a présent aux automorphismes de la grassmannienne symplectique impaire
Gu(k,E). Un élément de Aut(PA*R E, G, (k, E)), c’est-a-dire un automorphisme de 'espace
projectif PA® E qui préserve G (k, E), induit alors des automorphismes de chaque schéma
de Fano de G, (k, E), en particulier de F = F(2(n — k) + 2, G, (k, E)). D’aprés la proposition
2.3.26, la variété projective F est soit irréductible et isomorphe a4 F!, soit elle a une deuxiéme
composante irréductible F2 qui n’est pas isomorphe & F!'; un automorphisme de F induit
donc un automorphisme de F!. En particulier, un élement de Aut(PA™ E, G, (k, E)) induit
un automorphisme de F!; cela revient a dire, dans la terminologie du n°2.3.24, qu'un auto-
morphisme de G, (k, E) envoie un P2(n—k)+2 (e 1a premiére espéce dans un P2—k)+2 de 1a
premiére espéce.

Soit p : F! — G, (k — 1, E) la projection, soit g € Aut(PA®) E, G, (k, E)) et notons encore
¢ automorphisme induit de F!. Alors on a la proposition suivante :
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Proposition 2.3.31. L’automorphisme g de F' permute les fibres de p et induit un automor-
phisme g de G, (k — 1, E).

PREUVE. Soit Xg = {V € Gu(k —1,E) | eg € V} la Spy,,-orbite fermée de G, (k — 1, E)
et X1 = G,(k—1,E)\ Xo la Spy,  j-orbite ouverte. La projection p est un isomorphisme au-
dessus de X (cf. la proposition. 2.3.27) et les points de p~!(X}) correspondent aux P2(n—F)+2
de la premiére espéce maximaux. Un automorphisme de G, (k, E) envoie un P2—k)+2 de
la premiére espéce maximal sur un P2("=%)+2 de 1a premiére espéce maximal, donc g envoie
Iouvert p~1(X;) sur lui-méme.

Soit a présent (V1 Hy), (VF~1, Hy) deux points de p~*(Xg) € Flet Ly, Ly les P2(n—k)+2
correspondants, c’est-a-dire

Li={VeGkE)|VF?tcvcH}
Lo ={V € G(k,E) | VF ' cV C Hy}.

Si p(VE1 Hy) = p(VF~1, Hy), cest-a-dire V=1 = VF~1 = VF=1 alors H; N Hy est un espace
de codimension 2 de (VF~1)L et L; et Lo se coupent le long d’un p2n—k)+1 .

LiNLy={V eGk,E) | VF' cV c H N Hy} ~ PR+
Si V"1 # VP71 alors Vintersection
LiNLy={VeGkE) |V + Vit cVcH NH}

est soit vide, soit elle se réduit a un point : si V € LMLy alors nécessairement V = V14 VF~1
puisque Vlk_1 et VQI“_1 sont des hyperplans distincts dans V.

Par conséquent, 'image par g d’une fibre de p est encore une fibre de p. L’automorphisme
g induit donc une bijection § telle que le carré suivant est commutatif

F! - F!

pl lp (2.40)

Gu(k—1,E) —2— G (k—1,E).

Puisque F! est une variété complexe compacte, la projection p est une surjection fermée
et alors g est continue pour la topologie transcendante. Par ailleurs, g coincide avec g sur
l'ouvert X si 'on identifie X7 et p~1(X;) via p, elle est donc holomorphe sur cet ouvert ;
le complémentaire X est de codimension complexe au moins 2, et donc, par le théoréme de
prolongement de Riemann il résulte que g est holomorphe. Comme G, (k—1, E) est projective,
g est algébrique, ce qui conclut la preuve. |

Un automorphisme g de G, (k, E) induit un automorphisme de G, (k — 1, E) et donc, en
itérant, un automorphisme de G, (1, E) = PE, c’est-a-dire un élément de PSL(F). Le lemme
suivant montre que l’automorphisme de G, (k, E) induit par cet élément coincide avec g.

Lemme 2.3.32. Soit g un automorphisme de G, (k, E) et g 'automorphisme qu’il induit sur
Gu(k—1,E). Si g est induit par un élément h € PSL(E) alors g est aussi induit par h.
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PREUVE. Commencons par remarquer que par tout point V € G, (k, E) passe un P2(n—Fk)+2

de la premiére espéce contenu dans G, (k, E) : il suffit, en effet, de choisir un V=1 c Vet un
H de dimension 2n — k + 2 tel que V. C H C (VF 1)L et alors

L={WeGk E)|VFtcwcH}

est un P2("=K)+2 de 1a premiére espéce qui passe par V. Alors bien évidemment gL passe par
gV et le carré commutatif (2.40) implique que pour tous V € G, (k, E) et VF~1 € G(k -1, E)
on a

VLl cv = gvFlc gV

Si g est induit par h € PSL(E) alors pour tout V € G, (k, E) on a
VeV = V) cygv,
et comme V est engendré par ses hyperplans, on obtient gV = h(V). |

Pour achever la démonstration de l'isomorphisme Aut(PA%) E, G, (k, E)) ~ PSp(E) il
suffit a présent de montrer qu’un élément de PSL(F) induit par un automorphisme de G, (2, E)
est nécessairement dans PSp(FE). D’aprés le lemme précédent, ceci est une conséquence du
lemme qui suit :

Lemme 2.3.33. Si l'automorphisme de G(2, E) induit par un élément g € PSL(E) préserve
Gw(2,E) alors g € PSp(E).

PREUVE. Soit ¢ un représentant de g dans SL(F). La condition de I’hypothése signifie que g
préserve l'orthogonalité, c’est-a-dire

Yu,v € K ulv = gulgv,

puisqu’'un 2-plan isotrope est engendré par deux vecteurs orthogonaux et, réciproquement,
deux vecteurs orthogonaux non colinéaires engendrent un 2-plan isotrope.
Autrement dit, Pautomorphisme (u,v) — (gu, gv) préserve le fermé affine de E x E

{(u,v) € E x E | w(u,v) = 0}.

Orw=X1Yo, +--+ Xp Y1 — Xpp1Yn — - — X2, Y7 est un polynéme irréductible dans
CIE x E] = C[Xq,...,Xon, Y0, ..., Y2,], donc I'idéal de ce fermé est I'idéal engendré par w
dans C[E x E]. Ceci implique qu’il existe A\ € C* tel que w(gu,§v) = Aw(u,v) pour tous
u,v € E, autrement dit tel que gw = A'w. Si g € C* est une racine carrée de \~! alors
(1g)w = w c’est-a-dire g € Spg, ;1 et donc g € PSp(E). [



Chapitre 3

Variétés de drapeaux symplectiques
impaires

3.1 Définition et premiéres propriétés

On se place dans le méme cadre que dans les chapitres précédents, c’est-a-dire que l'on
considére un espace vectoriel complexe E de dimension 2n + 1 et une forme antisymétrique
de rang maximal w € A2E*. Le but de ce chapitre est d’introduire un analogue dans le cadre
symplectique impair (c’est-a-dire pour E muni de w) de la variété de drapeaux généralisée
Spa,/B du groupe symplectique Spy,, (B C Spy,, est un sous-groupe de Borel).

Comme expliqué au n® A.1.7, Sp,,, /B s’identifie a la variété F,(2n) des drapeaux maxi-
maux de sous-espaces isotropes V; C Vo C --- C V;, € C?". Le choix le plus naturel pour un
objet analogue dans le cadre symplectique impair est le suivant :

Définition 3.1.1. On note F,(E) la variété! des drapeaux maximaux de sous-espaces iso-
tropes de E. Les variétés F,,(E) seront appelées variétés de drapeaux symplectiques impaires.

Remarque 3.1.2. Si E est C?*"*! avec sa base canonique {eg,e1,...,e,} — numérotée aussi
{eo,€1,...,€n,€m,...,€7} comme au premier chapitre — et si w est la forme symplectique
impaire canonique

n
w=Y(®e et (3.1)
=1

alors on notera F,(2n + 1) au lieu de F,(E). Plus généralement, quel que soit F de dimension
2n+1 et w € A2E* de rang maximal, le choix d’une base symplectique identifie (E,w) a C?*+!
muni de la forme (3.1) et l'on notera F,,(2n + 1) au lieu de F,,(E).

Fixons une base symplectique {eg,e1,...,e2,} = {eo,€1,...,€n,€5,...,e7} dans E. Un
drapeau de sous-espaces isotropes maximal est un drapeau V; C Vo C --- C V,, C E = C* !
qui ne peut pas étre raffiné — c’est-a-dire ou dim V; = i pour tout 1 < ¢ < p — et pour lequel il
n’existe pas de sous-espace isotrope V11 qui contient proprement V. La donnée d'un drapeau
maximal de sous-espaces isotropes est donc équivalente & la donnée d’un sous-espace isotrope
maximal V}, et d'un drapeau complet de sous-espaces de V/,.

On a remarqué au n° 2.1.2 qu’un sous-espace isotrope de C?"*! est de dimension au plus
n+ 1, en particulier un sous-espace isotrope de dimension n+ 1 est maximal. Réciproquement,

1On va voir tout de suite d’oit provient la structure de variété algébrique.

47
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un sous-espace isotrope maximal est de dimension n + 1 : en effet, si V' est un sous-espace
isotrope maximal de E alors V contient ey et I'image V/Ceq par la projection sur E/Cey ~
(e1,...,e2,) est un sous-espace isotrope maximal de (ej,...,es,). La variété de drapeaux
symplectiques impaires est donc précisément la variété des drapeaux de la forme Vi C V5 C
- C Vg1 C C2*1 avec V; isotrope de dimension i pour tout 1 <7 < n+ 1.

Par définition, F,(2n+1) est un sous-ensemble de la variété des drapeaux V3 C Vo C -+ C
Vog1 C C2*t1 ou dimV; = i pour tout 1 < i < n+ 1; conformément & une convention qu’on
4 déja utilisée, on va désigner cette derniére par F(1,...,n + 1,C?"+1).

Proposition 3.1.3. F,(2n+1) est une sous-variété algébrique de F(1,... ,n+1,C**L) lisse
et de dimension n(n + 1) ; c’est une variété de Fano? .

PREUVE. Comme pour la grassmannienne symplectique impaire, on va démontrer que F,(2n-+
1) est donnée par l’annulation d'une section suffisamment générique d'un fibré vectoriel sur
F(1,...,n + 1,C?*!) et la premiére partie du résultat s’ensuit alors par le théoréme de
Bertini. Plus précisément, considérons le fibré vectoriel A*T),; ou T, désigne le (n + 1)-
éme fibré tautologique sur F(1,...,n + 1,C?*"*1); au-dessus d’un point Vi C --- C Vj41 de
F(1,...,n+41,C?*"*1) la fibre de T;,11 est Vy41 et la fibre de A®T)F,; est A2V, ;.

Une forme antisymétrique 6 € A*(C?"*1)* définit une section globale de A?T}¥, | qui au
point Vi C --- C Vu41 prend comme valeur la restriction ‘9’Vn+1 € AQV; 1. Pour tout sous-

espace V41 C C?"*1 toute forme antisymétrique n € A2V 1 se prolonge en une forme
définie partout 77 € A%(C?"T1)* donc le fibré A?T), | est engendré par ses sections globales
qui proviennent de A?(C27+1)*3

La forme w est un élément générique de A2(C?"*1)* et le lieu d’annulation de la section
de AT 1 qu'elle définit est précisément ’ensemble des drapeaux Vi C --- C V41 avec
Vi1 isotrope, c’est-a-dire F,,(2n + 1) ; on remarque que celui-ci est non vide : il contient par
exemple le drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C (ep,...,e,). Par le théoréme de Bertini on obtient
que F,(2n + 1) est une sous-variété lisse de codimension n(n+1)/2 de F(1,...,n+1,C**1).

La variété de drapeaux F(1,...,n + 1,C?"*1) est isomorphe & une tour de fibrations en
espaces projectifs, ce qui correspond d’une maniére plus intuitive au fait que donner un drapeau
Vi C - C Vpy1 C C?FL ¢quivaut & donner successivement une droite Vi dans C?"*!, puis
une droite Va/V; dans C?"*1/Vy et ainsi de suite. En particulier, F(1,...,n + 1,C?"*1) est
de dimension 2n + (2n — 1) +---+n = 3n(n+ 1)/2 et il s’ensuit donc que F,(2n + 1) est de
dimension n(n + 1).

Montrons maintenant que [F,,(2n+1) est une variété de Fano. La différentielle de la section
de A*T | définie par w identifie le fibré normal de F,,(2n+1) dans F(1,...,n+1,C*"*!) 4 la
restriction A2T:+1|Fw(2n+1)' En particulier, si TF,(2n+1) et TF(1,...,n+1,C?"*1) désignent
les fibrés tangents, alors

det TF,(2n + 1) = det TF(L,...,n+ LC" )| o ) @ det(A* T | gn41)

La variété de drapeaux F(1,...,n+1, C?*"*1) est homogéne sous I’action du groupe SL(2n+
1,C); notons P C SL(2n + 1,C) le stabilisateur du point V) = (V C --- € V2,,) €
F(1,...,n + 1,C?"") ot V0 est le sous-espace engendré par les i derniers vecteurs de la

2C’est-a-dire que son fibré anticanonique det TF,(2n + 1) est ample.

30n peut montrer, 4 ’aide du théoréme de Bott, que I'espace des sections globales de AQT;‘H est en fait
isomorphe a A%(C*"*!)*. Un calcul plus général de ce type sera fait dans la section 4.2, on ne le reproduit
donc pas ici.
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base {eq,...,ea,}. On note Ly le SL(2n + 1,C)-fibré en droites homogeéne dont la fibre au
point base V0 est le P-module de dimension 1 de poids A. Si I'on numérote oy = g9 — &1,
] = €1 — €9,...,09,-1 = €251 — E2y, les racines simples de SL(2n + 1,C), alors P est le
sous-groupe parabolique de SL(2n + 1,C) qui contient le sous-groupe de Borel opposé B~
et dont ’algébre de Lie p contient les sous-espaces propres de slo,11 qui correspondent aux
racines simples «g, ..., a,—9. Un caractére X\ de T se prolonge & P si et seulement si A est
orthogonal aux racines ag, ..., a,_o c’est-a-dire si A est combinaison linéaire des poids fonda-
mentaux wy_1,Wn, . ..,wan—1 (pour les notations cf. n® 2.3.3). Si L) est le SL(2n + 1, C)-fibré
en droites sur F(1,...,n+ 1, C?*"*1) associé & un caractére A = a, _1wp_1 + -+ + a2n_1Won_1,
Ap—1,---,00n_1 € Z, alors Ly est ample si et seulement si les coefficients a,,_1, ..., a2,_1 sont
tous strictement positifs.

Le fibré tangent de F(1,...,n+1,C?"*1) est le SL(2n + 1, C)-fibré homogéne dont la fibre
au point base V est le P-module sly,11/p. Le fibré en droites det TF(1,...,n+ 1,C?" 1) est
donc le SL(2n + 1, C)-fibré associé au P-module de dimension 1

det(slony1/p) = ASPHD2 (500, 1 /p)

soit A le poids de ce module. Alors A est la somme des racines de slo, 11 qui ne sont pas
des racines de p; or p contient toutes les racines négatives, et les racines positives de p sont
celles qui appartiennent au sous-systéme de racines engendré par ag, ..., an—o. La somme des
racines positives de sly, 11 est 2p = 2(wg + -+ - + wap—1), la somme des racines positives de p
est 2(wp + -+ +wp_2) — (n — 1)w,_1,* on en déduit donc que

A= 2(&)0 —+ -+ wgn_l) — 2(&)0 + -+ wn_g) + (n — 1)wn_1
=+ Dwp—1 + 2w, + -+ + 2wop_1.

D’autre part, la fibre au point base V0 du fibré en droites det A?T* 11 est le P-module de
dimension un det A%(V,2,;)* = det A*(ey,, ..., e2,)*; son poids est —e2,_1 — €25, = Wop—2. On

a donc det A*T), | = Ly, , et en conséquence

det TF(1,...,n + 1,C*") @ det(A*T, 1) ™" = Lint1)wn 1420m+t2wam 1 @ Lwsn_s
= L(n+1)wn_1+2wn+---+2w2n—3+w2n—2+2w2n—1

donc det TF(1,...,n+1,C*" 1) @det(A?T}, ;)" est ample et par conséquent det TF,,(2n+1)
aussi, ce qui montre que F,(2n + 1) est de Fano. |

Remarque 3.1.4. Dans le cas symplectique, le plus souvent on voit la variété de drapeaux sym-
plectiques F,,(2n) plongée dans la variété F(2n) des drapeaux complets de C*" en complétant
chaque drapeau isotrope maximal V; C Vo C --- C V,, C C?" en un drapeau complet

Vic--CVpiCVp,CVi,c---CcVicc

Dans le cadre symplectique impair ceci n’est plus possible, puisque dans C?**! un sous-
espace V et son orthogonal V1 ne sont pas toujours de dimensions complémentaires. Plus
précisément, pour un drapeau de sous-espaces isotropes Vi C Vo C -+ C Vjpq € C?"*1 on
peut toujours considérer les orthogonaux an+1 C --- C V;i* mais dans la suite des n inclusions

*Donc si on calculait modulo g+ - - - +€,—1 = Wy—1 On aurait bien 2(wo + - - - +wn—2), la somme des racines
positives d’un systéme de racines de type Ap_1.
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an+1 C --- C Vit il y en a une qui est une égalité : en effet, il existe 1 < i < n tel que eg € Viyq
et eg ¢ V;, donc Vi1 = V; + Ceq et alors Vil = V;ﬂ;l Pour j # 4, par la formule de dimension

de 2.1.2 on a dim Vit = dim Vi, +1 donc Vi, C - C Vi = Vi- C -+ C V- et on obtient
ainsi un drapeau complet dans C?"+!

VicWcC--CVpp=Vii,C-CViy =Vt - c Vi el (3.2)

Cependant 'application ensembliste F,,(2n + 1) — F(2n + 1) qui a un drapeau V; C V, C
-++ C Va1 associe le drapeau complet (3.2) n’est pas réguliére, en fait elle n’est pas continue
pour la topologie de Zariski; cette application est réguliére seulement sur chacune des strates
{Vo|leo € Vizr \ Vi} CFu(2n+1), 0 <i < n,” en particulier sur le complémentaire du fermé

{MicVaC--- CVyy1) €Fu,(2n+1) | e €V, }

et définit ainsi une application rationnelle F,,(2n + 1) --» F(2n + 1).
On se contente donc pour 'instant de voir F,,(2n + 1) comme sous-variété de la variété de
drapeaux F(1,...,n + 1,C?"+1).

3.1.5. Le groupe symplectique impair Sp,,, ,; agit naturellement dans F,,(2n + 1), son action
étant la restriction de I'action de GL(2n + 1,C) sur F(1,...,n + 1,C?**!). Comme dans le
cas des grassmanniennes symplectiques impaires, I’action de Spy, | sur F,,(2n + 1) n’est pas
transitive ; '’explication est la méme : Spy, 1 préserve le noyau Cey de w donc deux drapeaux
qui n’ont pas la méme incidence avec la droite Cey ne peuvent pas se trouver dans la méme
Spay1-orbite. Comme c’était le cas pour les grassmanniennes symplectiques impaires, cette
condition d’incidence suffit pour décrire les orbites de Sp,,, | dans F,(2n+1) ; en outre, celles-
ci ont des descriptions en tant que Spy,,-variétés tres similaires a celles des Spg,, , -orbites des
grassmanniennes symplectiques impaires.

Proposition 3.1.6. Le groupe Spy, 1 agit dans F,(2n + 1) avec n + 1 orbites :
Oi={(ViC--- CVpp1) €EF,(2n+1) | eg € Vieg ¢ Vic1}, 1<i<n+L

Pour chaque 1 < i < n+1, Uorbite O; est isomorphe a l’espace total du dual du (i—1)-éme fibré
tautologique T | sur la variété de drapeauz symplectiques F,,(2n) ; de plus, cet isomorphisme
est Spa,-équivariant.

PREUVE. Notons, comme dans le chapitre précédent, F' le sous-espace (e1,...,ea,) et p :
E — F la projection issue de la décomposition EF = Cey @ F'; rappelons que le choix de
cette décomposition distingue dans Spy,,; un sous-groupe fermé isomorphe a Spy, (cf. la
formule (1.4)). Les ensembles O; de I’énoncé sont évidemment stables sous ’action de Spy,, 1 ;
montrons que ce sont des Spy, . (-orbites. Soit Vo = (Vi C -+ C Vj41) un point de O;. Par
la définition de O;, pour 1 < j < i — 1 la projection p induit des isomorphismes V; — p(V}),
pouri<j<n+lonap(V;)=V;NFetV;=pV;)®Ce; de méme, on a V; = V;_; @ Cey
et p(Vi—1) = p(V;). Par projection sur F', on associe donc a V, un drapeau maximal de sous-
espaces isotropes relativement a w|p

p(Va) = (p(Vi) € --- C p(Vie1) = p(Vi) € p(Vis1) C -+ € p(Vis1) C F).

5Qui sont en fait les orbites de Spa, 41 dans Fy(2n + 1), cf. la proposition 3.1.6 ci-dessous.
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De cette maniére on définit une application p : O; — Fy,(2n) = Fy, (F) qu'on identifiera
a posteriori & la projection associée a la structure de fibré vectoriel de O; mentionnée dans
I’énoncé. Mais avant d’arriver la et pour démontrer la transitivité de I’action de Spy, ,; dans
O, il est utile d’expliciter le fermé de O; isomorphe a F,,(2n), qui va étre identifié a la section
nulle de O;. Il s’agit du fermé

Xi={Ve=(Vi C+ CVpp1) €Fu(2n+ 1)|Vi,...,Vie1 C Foeg € Vi} C O

La restriction p| X X; — F,(2n) est en effet un isomorphisme Sp,, -équivariant dont I'inverse
envoie un drapeau

(Wi C -+ CWpp) € Fo(2n) =Fy, (F)
sur le drapeau
Wy W1 CW;®Cey C -+ C Wpgq @ Ce) € X;.
L’image de p(Vs) par (p|Xi)*1 est donc le drapeau
pWVi) C - Cp(Viey) CV; CVig1 C o C Vg1 (3.3)

Notons m; : O; — X; la composition (p\Xi)_1 o p qui associe au drapeau Vi C -+ C V41 le
drapeau (3.3) ; Uapplication 7; sera a posteriori la rétraction de O; sur sa section nulle.

De maniére plus explicite, si {v],...,v),} est une base adaptée au drapeau p(V,),% alors
{vh,...,vl_1,e0,v},... v} est une base adaptée au drapeau (3.3) et il existe ay,...,a;—1 € C
tels que

/ / / /
{v1 +areq, ..., vi_1 + ai-1€0,€0,0;, .., Uy }

soit une base adaptée au drapeau Vo = (V4 C -+ C Vj,41). Il s’ensuit que V, et m;(V,) seront
conjugués par tout élément du radical unipotent U de Spy, ; qui envoie

/ / / /
vy — vy +aieg, ..., v;_1 — U;_q + ai—1€p,

et un tel élément existe puisque o], ..., v,_; sont indépendants. Réciproquement, on remarque
que pour tout g € U on a m;(Ve) = m;(g- Va), donc les orbites de U dans O; coincident avec les
fibres de ;. Comme le sous-groupe Spy,, de Spy,,; agit transitivement dans Xj, on obtient
comme voulu que O; est une orbite de Spy,, , ;.

Quant a I'isomorphisme de O; et du fibré T;* |, on peut déja en lire la démonstration entre
les lignes du paragraphe précédent, mais pour rendre les choses plus claires on va le décrire de
plus explicitement. Soit Wy = (W7 C --- C W) un point de F,(2n) =F,(F) et £ € W} | un
élément dans la fibre de 7} | au point W,. A £ on associe le drapeau Vo = (V; C --- C V;i41)
dans Uorbite O; défini comme suit : V;_; est le graphe de ¢

TyCcW,_106C=W;,_19Cey CF®Cey=EF,
pour 1 < j <i— 2, Vj est le graphe FE|W]- C I'y de la restriction E\Wj, et pouri < j<n+1,

V; = W;_1 ® Cey. Autrement dit, si {v],...,v,} est une base adaptée au drapeau W, alors
Ve est le drapeau dont une base adaptée est

{v] +€(v))eo, ..., vi_y + L(vi_1)eo, €0, V... V), }.

Réciproquement, si Vo = (V4 C - -+ C Vj,41) est un point de orbite O; alors V;_; est le graphe
d’une application linéaire ¢ : p(W;_1) — Ceg = C, c’est-a-dire un élément de la fibre de T* ,
au point p(V4). [ |

bCest-a-dire si p(Va) = ((v]) C (vf,vh) C -+ C (vl,...,vh)).
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Modulo I'identification de l'orbite O; avec le dual T} ; du (i — 1)-éme fibré tautologique
sur la variété de drapeaux symplectiques F,(2n), l'action du radical unipotent U ~ F* de
Spo,+1 dans O; est décrite par

VieU We=WrC---CW,)eF,2n) eW/,: fl=flw,_, +4
et I'action sur O; du sous-groupe C* de Spy,, | est donnée par
VAaeC We=WiC---CWy)eF,2n) LW/ : Al =M.

Proposition 3.1.7. Les adhérences des Spy,, ,1-orbites de F,(2n 4 1) sont les fermés

Oi={(ViC- CVp1) €EFu(2n+1)]|eeV;}, 1<i<n+1.

PREUVE. Soit 1 < i < n + 1, d’aprés la proposition 2.1.5 on veut démontrer que O; =
O1UOyU---UO;; il suffit donc de montrer que 'on a O;_1 C O;, et comme O; est SpPont1-
stable ceci revient & O;_1 N O; # ). Ceci sera en particulier une conséquence de la proposition
3.2.7 et de la remarque 3.2.11 ci-dessous mais une démonstration ad-hoc est la suivante.

On considére le drapeau Vo = (V4 C -+ C Vyq1) € O;—1 dont une base adaptée est
{e1,...,€i—2,€0,€i—1,...,en}t. On note, pour t € C, V4(t) le drapeau dont une base adaptée
est

{61, ..., €i_9,e0+tei 1,61, .., en} ;

ceci définit donc une courbe algébrique dans F,,(2n + 1). Si ¢t # 0, on a eg ¢ Vi_1(t) =
(e1,...,€i—9,e0 +tej—1) et eg € Vi(t) = (eg,e1,...,€i—1) donc V4(t) est un point de O;. Par

ailleurs, V4 (0) = V4 donc V, € O;. [ |

Remarque 3.1.8. D’aprés la proposition 3.1.6 il résulte que, pour 1 < i < n + 1, le fermé O;
est de codimension n + 1 — i dans F,,(2n + 1). En particulier, O,, = F,(2n + 1) \ O,41 est un
diviseur irréductible.

3.2 Variétés de Schubert de la variété de drapeaux symplec-
tiques impaire

Dans cette section on démontre que la variété de drapeaux symplectiques impaire F,,(2n +
1) admet une décomposition cellulaire par des « cellules de Schubert » qui ont des caractérisa-
tions similaires a celles des cellules de Schubert de F,(2n) : on peut les décrire par des condi-
tions d’incidence par rapport & un certain drapeau fixé, ce sont les orbites d’un sous-groupe
de Borel de Spy,, 4, ce sont également les cellules d'une décomposition de Bialynicki-Birula
associée a 'action d’un tore maximal de Spy,, 1.

Comme pour les grassmanniennes symplectiques impaires, on pourrait procéder de facon
directe, définissant les cellules en stratifiant F,,(2n+ 1) selon I'incidence d'un drapeau isotrope
maximal V, € F,(2n+1) avec un drapeau fixé, mais il est beaucoup plus avantageux, et en fait
indispensable pour la suite, de plonger F,,(2n+1) dans une variété de drapeaux symplectiques
F.,(2n + 2) et de tirer parti de la décomposition cellulaire de cette derniére.

Proposition 3.2.1. I] existe un plongement F,(2n+1) — F,(2n+2) qui identifie F,(2n+1)
a une sous-variété de Schubert de F,(2n + 2).
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PREUVE. Comme dans 1.1.11, on plonge E = C2"! dans E = C2"*2 et on prolonge la forme
w en une forme non dégénérée @ € A2(E)* en choisissant eg € E\ E et en décrétant que la base
{eo,...,ens€n, ..., €5} de E est symplectique. La variété Fy(E) = F,,(2n 4 2) est la variété
des drapeaux V) C --- C V41 C E de sous-espaces isotropes pour la forme @ ; un sous-espace
V C E est isotrope pour w si et seulement si, en tant que sous-espace de E, il est isotrope
pour @, donc la variété de drapeaux symplectiques impaires F,(F) = F,(2n + 1) s’identifie a
la sous-variété
{(Vl c---C Vn+1) € F@(E) | Vg1 C E}

Celle-ci est une sous-variété de Schubert de Fy(E) = F,(2n + 2) : relativement au drapeau
de référence (eg) C (eg,e1) C -+ C (eg,...,e1) C E et avec la notation du n® A.2.6 c’est la
variété de Schubert Xi5 o associée & la permutation signée 12...70 € W (Spa,42). |

Remarque 3.2.2. 1l est utile de noter que FF,,(2n+1) est donnée dans F,(2n+2) par ’annulation
d’une section générique d’un fibré vectoriel ; ceci va étre essentiel dans la section 4.2. En effet,
considérons sur F,(2n + 2) le dual 7,7, du (n + 1)-éme fibré tautologique T}, : au-dessus
d’un point Vo = (V3 C --+ C V1) de Fy(2n + 2) la fibre de T),41 est V41 et la fibre de
Tk, est V.. Les formes linéaires sur C?"2 définissent des sections globales de T}, en
associant & une forme linéaire £ € (C?"*2)* la section qui au point Vo = (V4 C --- C Vju1)
prend comme valeur la restriction £|Vn+1 € Ty, 1; toute forme linéaire sur un sous-espace de
dimension n + 1 quelconque V11 C C***2 se prolonge en une forme linéaire définie sur C2"+2
tout entier, donc T};,; est engendré par ses sections globales qui proviennent de (C2n+2)*_Si
¢ € (C**2)* est une forme linéaire non nulle, le lieu des zéros de la section de T 11 quelle
définit est la sous-variété

{VcC--CVpp) €F,(2n+2) | Vs C H} (3.4)

ott H est I'hyperplan (I = 0) € C?**2, Or la restriction w|y est de rang maximal puisque son
noyau H N H+ = H* est de dimension 1, donc la variété (3.4) est isomorphe a la variété de
drapeaux symplectiques impaires Fy, (H) = F,(2n +1).

Ayant fixé Iinclusion E = C2"*t1 ¢ E = C2"2, remarquons que la sous-variété de Schubert
{(Vi € CVpy1) €EF5(E) | Vg1 C EY de F5(E) a laquelle on identifie F,,(2n + 1) dans la
preuve de la proposition 3.2.1 ne dépend pas du choix du prolongement @ de w : ceci est en effet
clair puisque le sous-espace E C E et la restriction w| g sont fixés. On peut en dire méme plus :
par le choix de la base symplectique {eg,e1,...,e2,} de E on distingue dans E le drapeau

(eg) C (eg,e1) C --- C (eg,...,e2,) C E par rapport auquel F;(E) obtient une structure

de complexe cellulaire ; la sous-variété de Schubert Xi5 70 = {(Vi C -+ C V1) € Fo(E) |
Vii1 C E} C F5(E) en est un sous-complexe et on affirme que la décomposition cellulaire de
X715 a0 ne dépend pas du choix de &.7 En effet, les cellules de Schubert de Fg(E) sont définies
par des conditions d’incidence par rapport au drapeau (eg) C (e, e1) C -+~ C (eq, ..., ea,) C E
qui ne dépend pas du choix de @; le fermé X5 o C IF‘;,(E) n’en dépend pas non plus, donc
il en est de méme pour ses cellules de Schubert.

On peut donc introduire la définition suivante :

Définition 3.2.3. Modulo l'identification F,,(2n + 1) = X735 50 C F,(2n + 2) donnée par un
plongement F,,(2n+ 1) C F,,(2n + 2) comme dans la proposition 3.2.1, les cellules de Schubert

“Alors que évidemment Fg (E) et donc sa décomposition en dépendent !
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de F,(2n + 1) définies par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C --- C (ep,...,e2,) sont les
cellules de Schubert de F,(2n + 2) définies par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C
{eg, ..., ea,) C C?"*2 qui sont contenues dans la sous-variété Xis o

On va fixer désormais un plongement F,(2n + 1) C F,(2n + 2) et une identification
F,(2n + 1) = Xj3_no- Les cellules de Schubert de F,(2n + 1) correspondant au drapeau
(eo) C (ep,e1) C --- C (eg,...,ea,) sont donc en bijection avec le sous-ensemble

{w e W(Spgpio) | w < 12...70}
du groupe de Weyl W (Spy,,12) de Spa, . o.
Notation 3.2.4. On désigne 'ensemble {w € W (Spy,,.2) | w < 12...70} par W (Spg,41)-

Remarque 3.2.5. W (Spy, 1) n’est pas un groupe! D’autant plus, ce n’est pas le groupe de
Weyl du groupe symplectique impair Sps,, +1.8 La notation suggére seulement que, tout comme
W (Spy,,) dans le cas de la variété [F,,(2n), I'ensemble W (Sp,,, ;1) paramétre les cellules de la
variété de drapeaux F,(2n + 1).

Proposition 3.2.6. W(Sp,,, 1) s’identifie a l'ensemble des permutations signées des lettres
{0,1,...,n} qui dans la notation « en ligne » ne contiennent pas 0, c’est-a-dire

W (SPan41) = {w € W(Spany2) | 0¢ {w(0),w(1),... ,w(n)}}.

PREUVE. On peut utiliser le critére de Proctor (A.4) mais il est plus parlant d’interpréter
I'énoncé géomeétriquement. Soit Vo = (Vi C -+ C V,41) un point de Fy,(2n + 2) et soit
Cyw C F,(2n+ 2) la cellule de Schubert définie par rapport au drapeau (ey) C (eg,e1) C -+ C
(€g, - .. ,e2n) qui contient Vy. Alors, comme expliqué au n® A.2.7, V, posséde une base adaptée
{vo, ..., v} Ol vy, ..., v, sont les lignes d’'une matrice (a;;) de taille (n + 1) x (2n + 2) telle
que le coefficient a;,,(;) situé sur la ligne i et la colonne w(7) est non nul et tous les coefficients
situés a sa droite sont nuls, c’est-a-dire a;; = 0 si w(i) < j.

11 est clair que V41 C C?"+1 g et seulement si les coefficients G;on+1 Situés sur la derniére
colonne de la matrice (a;;) sont nuls. Par la propriété définissant la matrice (a;;) ceci équivaut
a w(i) < 2n+ 1 pour tout 0 < 7 < n. On obtient ainsi que les cellules de Schubert contenues
dans Xi3_ 5 sont précisément les C,, avec w € W(Spy,,2) tel que w(i) < 2n + 1 pour tout
0<1<n. [ |

On munit I'ensemble W (Spy,,, 1) de I'ordre induit par 'ordre de Bruhat du groupe de Weyl
W (Spay,42); on note wy = 12...70 son plus grand élément. On a bien évidemment :

Proposition 3.2.7. Si w,w’ € W(Spy,41) alors Cy, C Cyy si et seulement si w < w'.

On a déja remarqué dans la démonstration de la proposition 3.2.6 qu'un drapeau V, =
(Vi C -+ C Vpgr) avec Vppg C C?" L est donné par une matrice (a;;) de taille (n+1) x (2n+2)
dont la derniére colonne est nulle; en enlevant cette colonne on est conduit & la proposition
suivante :

8Le groupe de Weyl de SPa, 41 est isomorphe au groupe de Weyl W (Sp,,,) du groupe symplectique Sp,,,
(cf. 1a proposition 1.1.9).
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Proposition 3.2.8. Si w € W(Spy,;1), un drapeau Vo = (Vi C -+ C Vpq1) € Fy(2n + 1)
appartient a la cellule de Schubert C., définie par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C -+- C
(€0, ..., ean) si et seulement s’il admet une base adaptée {vy,...,v,} constituée de vecteurs de
la forme
v = Z ajej, 0<i<n,ay€C, Qo (i) #£0
j<w(i)

c’est-a-dire qui sont les lignes d’une matrice (a;;) de taille (n + 1) x (2n + 1) telle que le
coefficient a;,, ;) situé sur la ligne i et la colonne w(i) est non nul et tous les coefficients situés
a sa droite sont nuls, c’est-a-dire a;; =0 si w(i) < j.

Une matrice comme dans la proposition précédente, que ’on associe & un drapeau V, =
(Vi C -+ C Vy41) appartenant a la cellule Cy,, sera uniquement déterminée si on lui impose
les conditions supplémentaires a;,,;y = 1, 0 < 7 < n, respectivement a;; = 0 si ¢ > w™L(j).
En d’autres termes, un drapeau V, € Cy, est donné par une unique matrice (a;;) de taille
(n+1) x (2n+1) telle que pour chaque ligne 0 < i < n le coefficient Qi (i) €St égal 3 1 et tous
les coefficients situés & droite ou en dessous sont nuls. La condition que V, soit un drapeau
isotrope fait que parmi les autres coefficients ceux qui sont opposés? & une position ou il y a un
1 dans une ligne supérieure — c’est-a-dire les coefficients situés sur la colonne W en dessous
de la ligne ¢ — sont déterminés. Tous les autres coefficients sont libres et établissent une carte
affine sur (', ; en marquant par * les coefficients libres et par e les coefficients déterminés, une
telle matrice est de la forme :

* * *x x 1 0 0 0 O
* % % x 0 e x x 1
1 000 0 0O0O0OTDO (3.5)
0O ¢ x x 0 e x 1 0
0O ¢ ¢ x 0 ¢ 1 0 O

cet exemple étant la matrice qui décrit la cellule de Schubert de la variété de drapeaux sym-
plectiques impaires [F,,(9) associée a la permutation signée 41023.

Sur ces matrices on peut lire la caractérisation des cellules C,, de F,(2n+1) par des condi-
tions d’incidence relativement au drapeau de référence (eg) C (ep,e1) C -+ C (€g,...,€n)-
Dans le cas des cellules de Schubert de F,,(2n + 2) définies par rapport au drapeau (eg) C
(eg,e1) C --- C {eg,...,e2,) C C*F2 la caractérisation par des condition d’incidence fait
intervenir la fonction de rang r,, d’une permutation signée w € W (Spy, ) qui associe a une
paire (,7), 0 <i<n,0<j<2n+ 1 entier

rw(i,j) = card{k | k < i,w(k) < j}.

Si w € W(Spa,y1) C W(Spa, o) alors par la proposition 3.2.6 la fonction de rang r,, de w
est déterminée par sa restriction au rectangle {0,...,n} x {0,...,2n}. On obtient alors la
proposition suivante :

Proposition 3.2.9. Si w € W(Spy, 1), la cellule de Schubert Cy, de F.,(2n + 1) définie par
rapport au drapeau (ey) C (eg,e1) C -+ C (eg,...,ea,) est ’ensemble des drapeauz Vo = (V1 C
<o C Vipg1) de Fy,(2n + 1) qui vérifient

dim(Vit1 N{eo,...,€5)) =rw(i,j7), 0<i<n,0< )< 2n.

9Ct. le n° 2.2.8.
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Proposition 3.2.10. Les cellules de Schubert de F,(2n + 1) définies par rapport au drapeau
(eo) C (eo,e1) C -+ C (eq,-..,ean) sont les orbites du sous-groupe de Borel B de Spy, | qui
préserve ce drapeau.

PREUVE. Les cellules de Schubert de F,(2n + 2) définies en prenant comme drapeau de
référence le drapeau {(eg) C (eg,e1) C -+ C (eg,...,e2,) C C?72 sont les orbites dans
F,,(2n + 2) du sous-groupe de Borel B de Sp,,,_, qui préserve ce drapeau. L’action de B sur
X135, 7o se fait & travers le morphisme de restriction b +— 0|, 4, dont I'image est précisément le
sous-groupe de Borel B de Sp,,,,; qui préserve le drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C (e, ..., €m)

(cf. la proposition 1.1.12). Ceci prouve la proposition. |

Remarque 3.2.11. 1l est ainsi évident que les Spy,, , -orbites de F,(2n + 1) sont des réunions
de cellules de Schubert. En fait, il résulte de la description des Sp,,, . -orbites donnée par la
proposition 3.1.6 et de la caractérisation des cellules de Schubert en termes de matrices donnée
par la proposition 3.2.8 qu'une cellule de Schubert C,, est contenue dans la Sp,,, , 1-orbite O;
si et seulement si w(i — 1) = 0, autrement dit

0, =| | Cu

ou la réunion se fait selon les w qui en notation en ligne ont la lettre 0 sur la i-éme position.

Proposition 3.2.12. Les cellules de Schubert de F,(2n + 1) définies par rapport au drapeau
(eg) C (eg,e1) C -+ C (eq,...,ea,) sont les cellules d’une décomposition de Biatynicki-Birula
associée a l’action du tore mazimal T' de Spg, 1 formé par les matrices de Spy, 1 qui sont
diagonales dans la base {ey,...,ea,}. En particulier, il y a une correspondance bijective entre
W (Spa,41) et les points fizes de T dans Fo,(2n + 1) ; le T-point fize associé & w € W(Spg,1)
est le drapeau V' dont une base adaptée est {ew(o), Cw(1)s - - - ,ew(n)}.

PREUVE. Soit T le tore maximal du groupe symplectique Spy,, ;o formé par les éléments qui
agissent diagonalement dans la base {eg, ..., ea,+1}. L’action de T sur X715 o se fait & travers
le morphisme de restriction ¢ +— #|,41 qui réalise un isomorphisme de T sur T. Le résultat
découle alors de I’énoncé analogue pour la variété de drapeaux symplectiques, c¢f. n° A.2.9. B

Définition 3.2.13. Les sous-variétés de Schubert de la variété de drapeaux symplectiques
impaires F,(2n + 1) définies par rapport au drapeau (eg) C (eg,e1) C --- C (ep, ..., €2p) sont
par définition les adhérences des cellules de Schubert définies par rapport au méme drapeau.
On note X, la sous-variété de Schubert de F,(2n + 1) qui est 'adhérence de la cellule C,,,
w € W(Spapi1)-

Modulo lidentification de F,(2n + 1) avec Xi5 59 C Fo(2n + 2), les sous-variétés de
Schubert de F,(2n + 1) sont tout simplement les sous-varié¢tés de Schubert de F,(2n + 2)
qui sont contenues dans Xi5 0. On obtient donc aussitot, & partir de la caractérisation des
variétés de Schubert de F,(2n + 2) par des conditions d’incidence, le résultat analogue pour
F,(2n +1).

Proposition 3.2.14. Si w € W(Spy,,1), la variété de Schubert X,, C F,(2n + 1) définie
relativement au drapeau (eg) C (ep,e1) C -+ C (€o,...,e2n) est U'ensemble des drapeauz
Vo=(WV1C- CVp1) €Fu(2n+1) qui vérifient

dim(Viy1 N {en, ..., €5)) = ru(i,j), 0<i<n, 0<j<2n.
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Autrement dit, un drapeau Vo = (V3 C --- C V,41) appartient a la cellule X, si et

seulement s’il admet une base adaptée {vp,...,v,} formée par des vecteurs qui sont de la
forme
V; = Z a;5€5, Ogign,aije(c,
J<w(9)
c’est-a-dire qui — relativement a la base {eq,...,e2,} — sont les lignes d’une matrice (a;;) de

taille (n + 1) x (2n + 1) dont les coefficients situés sur chaque ligne ¢ strictement a droite de
la colonne w(%) sont nulles, c’est-a-dire a;; = 0 si j > w(i).
Par exemple, la matrice

*x x « * x 0 0 0 O
% ok ok ok ok ok ok ok X
* 00 000 O0O0O0
¥ %k % x *x x *x x 0
* % sk *x x x x 0 0

décrit la sous-variété de Schubert de la variété de drapeaux symplectiques impaires F(9) asso-
ciée a la permutation signée 41023 (qui est ’'adhérence de la cellule de Schubert Cyjq33 décrite
par la matrice (3.5) ci-dessus).

3.2.1 Le polynéme de Poincaré de la variété de drapeaux F,(2n + 1)
Dans cette section on calcule le polynéme de Poincaré

n(n+1)
P(F,(2n+1),t) = Z rang H*(F,,(2n + 1), Z)t'
=0

de la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n + 1). Le calcul de ce polynome nous
fournit donc les nombres de Betti de F,(2n+1) et, en vertu du fait que le groupe de cohomologie
singuliere H? (F,,(2n+1),Z) est un Z-module libre engendré par les classes des sous-variétés de
Schubert de F,,(2n + 1) de codimension i, il nous explique également comment sont distribués
selon la longueur les éléments de W (Sp,,,,1)-

On a deux méthodes de calcul. La premiére est basée sur le méme principe que celle qu’on
a utilisé plus tot dans le cas de la grassmannienne symplectique impaire (cf. la proposition
2.2.17), a savoir on fait le lien entre les valeurs du polyndome de Poincaré de F,(2n + 1) et le
nombre de points de F,(2n + 1) sur un corps fini. La deuxiéme méthode exploite directement
la description de W (Spy,, ;1) comme sous-ensemble de W (Spy,, ) (cf. la proposition 3.2.6) et
elle nous renseigne plus explicitement sur la distribution des éléments de W (Spy,, 1) parmi
les éléments de W (Spa,12)-

3.2.15. Voici la premiére méthode. On remarque que la variété algébrique F,,(2n + 1), tout
comme la grassmannienne symplectique impaire G, (k,2n + 1) et comme les grassmanniennes
et variétés de drapeaux symplectiques, admet un modéle sur Z, c’est-a-dire que c’est ’ensemble
des points C-rationnels du complexifié d’un schéma de type fini. En effet, la variété de drapeaux
F(1,...,n+1,C?" ") est un fermé donné par des équations & coefficients entiers dans le produit
d’espaces projectifs!® PC?"*! x PA2C?"+! x ... x PA"HIC?"*! — donc via le plongement de

07 es coefficients étant calculés dans des bases des puissances extérieures A*C?"*! induites par une base
quelconque de C2 1,
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Segre dans un espace projectif PV ; si V11 C C?"*! est un sous-espace de dimension n + 1
alors la condition « V11 isotrope » s’exprime par des équations & coefficients entiers dans une
base symplectique de C?"*! (cf. la démonstration de la proposition 2.2.17), il s’ensuit donc
que F,(2n + 1) — qui est 'ensemble des drapeaux (V4 C ...V,1) € F(1,...,n + 1,C?"H)
avec Vj41 isotrope — est un fermé dans l’espace projectif PV donné par des équations a
coefficients entiers. Si I'on désigne par Ty, ..., T les coordonnées homogénes sur PV et par
Py, ..., Py ces équations, alors F,(2n + 1) est I'ensemble des points C-rationnels du schéma
ProjClTo,...,Tn]/(P1,..., Py) qui est le complexifié du schéma de type fini F,(k,2n+1) =
Proj Z|Ty, ..., Tn]/(Pi, ..., Pyx).

Par ces mémes arguments, si ¢ = p"* est une puissance d'un nombre premier p et F, le
corps a g ¢éléments, alors ’ensemble des points Fg-rationnels du schéma

Fo(k,2n + 1) x SpecF, = ProjFy [Ty, ..., Tn]/(P1,. .., Pu)

s’identifie & I’ensemble des drapeaux de Fg"*l isotropes pour la forme canonique sur FZ"H

n
w=>Y (e ®e; —ef ®ejf),

i=1
en d’autres termes c’est la Fg-variété de drapeaux symplectiques impaire FW(IF‘E"“).

Proposition 3.2.16. Si ¢ = p™ est une puissance d’un nombre premier p et Iy le corps a q

éléments, alors P(F,,(2n+1),q) est égal au nombre de F,-points de Fw(anH)'

PREUVE. On remarque que FW(F?I"H) admet une « décomposition cellulaire »

Fw(anH) = |_| Cw(Fq)
wEW (Spgypq1)

dont les cellules sont isomorphes & des Fg-espaces affines : C,, ~ Af;(qw) pour tout w €

W (Spg,41)- En effet ceci découle du fait que la proposition 3.2.8 qui décrit les cellules de
Schubert de F,,(2n + 1) en termes de matrices, reste vraie pour F,(F2"1). On a alors

F (F2h = % ¢"™) = P(F.(2n +1),q)
wEW (Spay,41)

la deuxiéme égalité étant une conséquence du fait que le 2i-éme nombre de Betti de F,,(2n+1)
est le cardinal de I’ensemble {w € W (Spy, 1) | £(w) = i}. [ |

Pour compter le nombre de points de IFW(IF%"H), on procéde comme pour la grassman-
nienne symplectique impaire, a savoir on compte séparément les points de chaque Sp,,, | | (F,)-
orbite de FW(IFE"“). On remarque a cet effet que la proposition 3.1.6 qui décrit les Spy,, ;-
orbites de F,,(2n+1) est encore vraie pour F,,(F2"1) ; plus précisément, le groupe Spy,, ;1 (Fy)
agit sur F,(F2"1) avec n + 1 orbites O1(Fy), O2(Fy), ..., Oni1(Fy), et pour chaque 1 < i <
n + 1, Porbite O;(F,) est Fy-isomorphe au dual du (i — 1)-éme fibré tautologique T3* | sur la
variété de drapeaux symplectiques impaire FW(IFE"). On obtient ainsi

[Fu (B ] = [01(Fg)| + [02(Fg)| + -+ + [Ons1 (Fy)|

— |F FQn F F2n . iy F2n (36)
= [Fo (F")| + alFu (B + - 4 ¢"[Fu (F")].
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On s’est ramené de cette maniere au calcul du nombre de points de la F,-variété de dra-
peaux symplectiques F, (Fg") Ce nombre est le quotient du nombre des familles {vy,...,v,}
de vecteurs de Fg” qui sont des bases adaptées de drapeaux isotropes par le nombre de bases
adaptées d’'un drapeau isotrope fixé.

Pour une famille {vq,...,v,} le drapeau (v1) C (v1,v2) C -+ C (v1,...,vy,) est isotrope si
et seulement si

o € B2\ {0}
vy € (v1) "\ (v1)

vp € (v1,... ,vn,1>l \ (v1,...,00-1)
donc le nombre de telles familles est (¢** — 1)(¢** ! — q)...(¢"™! — ¢"!). Une famille
{v1,...,v,} est une base adaptée du drapeau isotrope V3 C Vo C -+ C V,, si et seulement si
vy €V \ {O}
v € Vo \ V1
Un € Vn \ anl

donc le nombre de telles bases est (¢ —1)(¢? —q) ... (¢" — ¢~ !). On en déduit que

(@ =@ —q)... (" —q"h)
(¢—=D(*=q)...(¢" —q" ")
@ -D@ -1 (-

(¢—1)"

Il s’ensuit, d’aprés la formule (3.6) ci-dessus, que

P (F5")] =

n+l 2n 2n—2 2 _
‘FW(F?I”+1)’ = @ -1 (ql)_(z)m-l Dol 1)7 (3.7)

et d’aprés la proposition 3.2.16 ce polyndéme en la variable ¢ est le polyndéme de Poincaré de
la variété de drapeaux symplectiques impaire F,,(2n + 1).

3.2.17. Afin d’interpréter ce résultat, il est utile de rappeler maintenant un schéma général
de calcul du polynéme de Poincaré des variétés de drapeaux G/B des groupes semi-simples.
Si G est un groupe semi-simple complexe, B C G un sous-groupe de Borel et T" C B un tore
maximal, la variété de drapeaux G/B a une décomposition cellulaire

G/B= | | BuB/B
weWw

dont les cellules sont les cellules de Schubert C,, = BwB/B associées aux éléments w du
groupe de Weyl W = Ng(T)/T de G; la cellule C, est isomorphe & un espace affine de
dimension f(w) — la longueur de w € W. Il n’y a donc pas de cellule de dimension réelle
impaire, et par conséquent, les classes des adhérences des cellules forment une base comme
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Z-module de I'anneau de cohomologie singuliere H*(G/B,Z). Le polynéome de Poincaré de
G/ B est donc
P(G/B,t) =Y "),
weW

Ce polynéme s’exprime d’une fagon convenable en fonction des exposants du groupe de
Weyl W qui sont définis comme suit. Le groupe W agit naturellement sur ’algébre de Lie
t du tore T et donc sur l'algebre symétrique S(t*) des polynomes sur t. Par un théoréme
dt a Chevalley, 'algébre des invariants S(t*)"V est aussi une algébre de polynomes : plus
précisément, il existe des invariants Py, ..., P, € S(t)V tels que S(t*)V = C[P,..., P.]; ici
r = dimt est le rang de GG. Les entiers eq,...,e, tels que deg P, = e¢; + 1, 1 < i < r sont les
exposants de W.

Le polynéme de Poincaré de G/B s’écrit alors

(3.8)
Les exposants des groupes de Weyl des groupes classiques sont donnés dans les tables de

[Bou68]. En fait, pour chacun des groupes classiques on peut facilement expliciter ’algébre
des invariants S(t*)V :

— en type A, : t* est le quotient de ’espace vectoriel de base €1,...,e,41 par la relation
g1+ +epy1 =0; W =TW(A,) est le groupe de permutations S,; qui agit sur t*
en permutant les e1,...,e,.1. L’algébre des invariants S(t*)"V est donc I’anneau des
polyndémes symétriques modulo €1 + - - - + €41 qui est engendré par les classes modulo
€1+ -+ + epq1 des polyndmes symétriques élémentaires'!

€2(e1,- - Ent1) = D Eigj
/L'7j
es(et, ... Eny1) = Z Ei€jtk
i’j7k
€n+1(€1, e ,6n+1) = E£1€2...En+1-

Les exposants de W (A,;,) sont donc : 1,2,... n.

— en type C,, (et B,) : t* a comme base les caractéres e1,...,e,; W = W(C,) est le
groupe de permutations signées sur les lettres {1,...,n} qui agit sur t* en permutant
et en changeant les signes des vecteurs €1, ...,e,. L’algébre des invariants S(t*)"V est la
sous-algebre de S(t*) engendrée par les polynomes

61(53,---,5,21) :ZEZQ
A

ERRNEINS JE
i7j
enl(ed, ... €2) = (e160...6n)%

Les exposants de W(C,,) sont donc : 1,3,5,...,2n — 1.

1161(61, vy Eng1) = €1+ -+ + €nt1 est donc nul dans S(t*)W.
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— en type Dy, : t* a comme base les caractéres e1,...,&,; W = W (D,,) est le sous-groupe
d’indice 2 de W(C,) formé par les permutations signées qui changent seulement un
nombre pair de signes. L’action de W sur t* est la restriction de 'action de W (C,,), et
l'algébre des invariants S(t*)" est la sous-algébre de S(t*) engendrée par les polynomes

61(8%, cee 7631)
en,l(sf,...,si)
en(e1y. - yEn).

Les exposants de W (D,,) sont donc : 1,3,5,...,2n —3,n — 1.
En utilisant cette liste et en comparant les formules (3.7) et (3.8) on s’apercoit du fait
suivant :

Proposition 3.2.18. Le polynéme de Poincaré de F,,(2n + 1) coincide avec le polynome de
Poincaré de la variété de drapeauz en type D41

P(F,(2n+ 1),t) = P(Fq(2n + 2),1).

Rappelons que la variété de drapeaux Fg(2n + 2) en type D,11 est I'espace homogéne
SOgp,4+2/B, ou B C SOg,42 est un sous-groupe de Borel, qui s’identifie a la variété des drapeaux
Vi C --- C V,, € C?"*2 de sous-espaces isotropes par rapport a une forme quadratique non
dégénérée Q € S?(C?*"T2)*; rappelons également que Fg(2n + 2) s’identifie & chacune des
deux composantes connexes de la variété des drapeaux isotropes maximaux V3 C --- C V,, C
Vpr1 © C?"F2 puisque chaque drapeau isotrope Vi C --- C V,, € C**2 se compléte en
exactement deux drapeaux isotropes maximaux Vi C --- C V,, C Vj,41 C C2n+2

La proposition précédente montre qu’il existe une bijection entre les ensembles W (Spy,, ;1)
et W (Dp+1) — qui ont clairement le méme nombre d’éléments — qui, de surcroit, préserve la
longueur.

3.2.19. Voici maintenant, comme annoncé, une deuxiéme méthode de calcul du polynéme de
Poincaré de F,,(2n+ 1) ; cette méthode utilise directement la combinatoire du groupe de Weyl
W (Spa,, o) et fait ressortir de maniére plus explicite une certaine symétrie de W (Spy,,,5)-
Soit wy = 01...7 le plus grand élément du groupe de Weyl W (Spy,, o) (cf. n° A.1.6). C’est
un élément d’ordre 2, donc la multiplication par @y est une involution de W (Spy, ). Cette
involution agit sur une permutation signée w € W(Spy,, o) en changeant tous les signes de w
en leurs opposés ; par exemple, dans W (Spg) on a wy-1023 = 1023. En particulier, on remarque
que wWo- envoie bijectivement W (Spy,, 1) sur son complémentaire W (Spy,, o) \ W(Spa,41)-
Pour tout w € W (Spg,,2) on a

U(wow) = (o) — £(w) ;
cette égalité est plus généralement vérifice pour tout groupe de Weyl. Notons

By, = rang H**(F,(2n + 1), Z)
By, = rang H*(F,(2n + 2),7Z)
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les nombres de Betti de F,(2n + 1), respectivement F,(2n + 2); on a

By, = card{w € W(Spy,. ;1) | £w) = k}

By, = card{w € W(Spg,12) | £{(w) = k}

et on prend ceci pour définition de By, et By, lorsque k < 0. D’aprés les remarques précédentes,
tenant aussi compte du fait que £(10g) = (n+1)2, il résulte que la multiplication par wg établit
une bijection

{w € W(Spyni1) [ £(w) =k} = {w € W(Spapy2) \ W(Spapy1) | (w) = (n +1)° — k}

donc en particulier on a B = B(n+1)2_k — B(n41)2—k- Or par dualité de Poincaré pour les
variétés lisses F,(2n + 2) et F,(2n+ 1) on a

Blny1)2—k = By, respectivement
Bni1)2—k = Bant1)—(n+1)24k = Br—(n+1)
d’ou )
By, = By + Bi—(n+1):

ceci étant vrai pour tout k € Z. On obtient alors
P(FW(QTL + 2), t) = Z Bktk = Z(Bk + Bk,(nJrl))tk
k k
_ Z Btk + 7+ Z Bk,(nﬂ)tk*("ﬂ)
k k

= (1 +t"™HP(F,(2n + 1),1).

Etant donné que les exposants de W (Spy, o) sont 1,3,...,2n + 1, par la formule (3.8) on
obtient

1 1 n+1 t2k_1
t—1 ;5 t—1

ce qui est bien le résultat obtenu précédemment.

3.2.20. Puisque le polynome de Poincaré de F,(2n + 1) est le méme que celui de Fg(2n + 2)
on pourrait se demander si c’est encore le cas pour les grassmanniennes respectives, c’est-a-
dire si le polynéme de Poincaré de G, (k,2n + 1) est le méme que celui de la grassmannienne
quadratique Gg(k,2n + 2) des k-plans de C?"*2 isotropes pour une forme quadratique non
dégénérée Q € S?(C2+2)*,

Calculons donc, pour répondre a cette question, le polynéme de Poincaré de Gg(k,2n+2).
Pour pouvoir appliquer la méthode utilisée pour les grassmanniennes symplectiques impaires,
remarquons que la variété Gg(k,2n + 2) admet un modeéle sur Z, c’est-a-dire que c’est I'en-
semble des C-points du complexifi¢ d’'un schéma de type fini. En effet, ceci découle du fait
qu’il y a une base {ey,...,ea,12} dans laquelle la forme quadratique @ s’écrit

2n+2

Q= €iesia (3.9)
=1
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ce qui entraine que Gg(k,2n + 2) est définie dans PAFC?"+2 par des équations a coefficients
entiers. Si alors ¢ = p™ est une puissance d'un nombre premier p, la valeur P(Gg(k,2n +
2),q) du polynome de Poincaré de Gg(k,2n + 2) est égale au nombre de Fy-points de la
F4-grassmannienne quadratique GQ(k,IFg””) des k-plans de Fg”” isotropes pour la forme
(3.9), considérée maintenant comme forme quadratique sur F?I”“. Ceci est, & nouveau, une
conséquence du fait que la décomposition de Schubert de Gg(k,2n + 2) reste vraie pour
GQ(thn-H)‘H

Pour calculer le nombre de Fg-points de GQ(k:,FZ"“) on compte les familles {vq,...,vx}
qui sont bases de sous-espaces isotropes ; le sous-espace (v1, ..., vg) est isotrope si et seulement
si

v € Fg”“ \ {0} et Q(v1) =0
vy € (v1>J‘ \ (v1) et Q(v2) =0

(3.10)
v € (v1,... ,z)k_l)l \ (v1,...,v5-1) et Q(vg) = 0.

et 'on remarque que la i-éme condition signifie que la classe
1L
v; mod <1)1, ce ,’UZ‘_1> S <’U1, ce ,’UZ‘_1> /<1)1, - ,Q}Z‘_1>

est un vecteur isotrope non nul pour la forme quadratique non dégénérée induite par @) sur
l'espace quotient (v1,...,v;_1)Y/{v,...,v;_1).

On est ainsi ramené au calcul du nombre de vecteurs isotropes pour une forme quadratique
non dégénérée sur un [Fy-espace de dimension paire, c’est-a-dire le nombre Ng, de solutions
dans Fg’" de l'équation f(xy,...,z9,) =0 pour f € S2(IE‘3’")* non dégénérée. Remarquons que

Ny —1
q—1

est alors le nombre de Fg-points de la quadrique non dégénérée
2r—1
(f=0)cPy .

Ce nombre est explicité dans [Sch76, théoréme 2E| par la formule
—1)" det
Now =+ (- g (0 (3.11)
q

oit det f € Iy est le déterminant de f (le déterminant de la matrice de f dans une base
quelconque — bien défini modulo un carré) et ot pour x € Fy

(:C) 1 Sl x est un carré
—1 sinon

est le symbole de Legendre.
Le nombre des familles de vecteurs {v1,..., v} qui vérifient les conditions (3.10) est

(Nang2 — 1)q(Nap — 1)¢*(Non—2 — 1) ... ¢" 1 (Nan—2p44 — 1). (3.12)

2TLes cellules de Schubert de G (k, 2n+2) ont des descriptions qui font intervenir des matrices trés similaires
a celles du n° 2.2.8 et qui sont indépendantes du corps de base.




64 CHAPITRE 3. VARIETES DE DRAPEAUX SYMPLECTIQUES IMPAIRES

En remarquant maintenant que le déterminant de la forme @ de (3.9) est (—1)"*! et que plus
généralement le déterminant de la forme induite par @ sur (vy,...,v;_1)/{v1,...,v;_1) est
(—1)"7*, on obtient, d’aprés la formule (3.11) :

Ny, = q2r—1 + (q _ 1)qr—1
Alors N — 1= (q" +1)(¢"~! — 1) et (3.12) devient

(@ = 1(¢" + Dala" = 1)(¢" " +1)...¢" " = )"+ 1)
_ q1+2+---+(k71)(qn+1 _ 1)(qnfk+1 + 1)(q2n _ 1)(q2n72 _ 1) o (q2n72k+4 _ 1).

En divisant ce nombre par le nombre de bases d’un sous-espace de dimension k de Fg"” fixe,
qui est

" =" =q)... (" =),

on obtient

n+1_1)( n— k+1+1)(q )( 2n72_1)“'(q2n72k+4_1)
(=D =1)...(¢—1) '
Ceci est donc le polynéme de Poincaré de la grassmannienne quadratique Gg(k,2n +2); en

remarquant que (¢"*t —1)(¢" 1 4 1) # ¢®»F*+2 — 1 et en comparant avec la formule (2.10)
on s’apercoit que Gy, (k,2n+1) et Gg(k,2n + 2) n’ont pas les mémes polynémes de Poincaré.

Go(k, F22)| = (3.13)

Remarque 3.2.21. Le nombre de Fg-points sur une quadrique non dégénérée définie sur F,
dépend, d’apres la formule (3.11), du déterminant de la forme quadratique qui définit la qua-
drique. Ceci est en concordance avec le fait que sur I, les formes quadratiques non dégénérées
sont groupées en deux classes d’équivalence, selon que le déterminant est ou non un carré
(cf. [Ser77, ch. IV §1.7]). Au contraire, sur C toutes les formes quadratiques non dégénérées
sont équivalentes. On peut donc remplacer la forme quadratique (3.9) par une autre forme
a coefficients entiers qui lui est équivalente sur C — ce qui ne change pas la grassmannienne
quadratique Gg(k,2n + 2) — mais qui ne lui est pas équivalente sur F, — ce qui change donc
le nombre de points de GQ(/{:,IF%"”). Ceci parait donc infirmer le raisonnement qui nous a
conduit ci-dessus a la formule (3.13).

En réalité, il n’y a aucune contradiction : si @’ est une forme quadratique non dégénérée a
coefficients entiers qui n’est pas équivalente sur [, & la forme (3.9), alors la F,-grassmannienne
quadratique G (k, F2"*2) n’admet pas la méme décomposition de Schubert que G (k, F2"*2).
En effet, cette décomposition est définie par rapport a un drapeau isotrope maximal dans
Fg”“, ce qui implique en particulier ’existence dans Fg”“ d’un sous-espace isotrope de
dimension n + 1. Or si un tel sous-espace Q'-isotrope existe, la matrice de ' dans une base
convenable est de la forme

0 A
<tA O> ) AEMn+1(Fq)a

et son déterminant est donc (—1)"T!(det A4)2, ce qui implique que Q' et la forme (3.9) sont
équivalentes sur F, et donc contredit 'hypothése qu’on a fait sur Q.



Chapitre 4

Un théoréme de Borel-Welil pour le
groupe symplectique impair

Soit G un groupe semi-simple complexe; le théoréme classique de Borel-Weil identifie 1la
structure de G-module de 'espace des sections globales d’un fibré en droites G-linéarisé sur
la variété de drapeaux généralisée G/B du groupe G. L’énoncé précis de ce théoréme est le
suivant :

Théoréme (Borel-Weil). Soit A un poids dominant et Ly le fibré en droites sur G/B =
G/B~ dont la fibre au point base 1B~ € G/B~ est le B~-module de dimension 1 de poids A.
Alors le G-module H°(G/B~, L)) est isomorphe au G-module irréductible de plus haut poids
A

Ce théoréme est en quelque sorte un exemple prototype de résultat qui relie la géométrie
des G-variétés et la théorie des représentations de G. Dans ce chapitre on va formuler un théo-
réme analogue pour le groupe symplectique impair ; en ’occurrence, notre théoréme établit un
lien entre la géomeétrie de la variété de drapeaux symplectiques impaire F,,(2n+1) et la théorie
des représentations du groupe Spy, ;. Dans ce contexte, deux obstacles a la généralisation
immeédiate de I’énoncé précédent sont plus saillants. Le premier provient du fait que la variété
des drapeaux symplectiques impaire F,(2n + 1) n’est pas homogéne : on ne dispose donc plus
d’un procédé canonique pour définir des fibrés Sp,,, , -linéarisés sur F,(2n + 1). Le deuxiéme
obstacle vient de ce que le groupe Spy,, | n’est pas réductif : le théoréme de complete réduc-
tibilité est faux pour Spy,,; c’est-a-dire que certains Sp,,, | ;-modules ne se décomposent pas
en somme directe de sous-modules irréductibles, donc la théorie des représentations de Spy,, |4
est plus compliquée que celle d’'un groupe semi-simple.

Il n’est donc pas clair a priori par quoi remplacer les modules irréductibles dans I’énoncé
d’un éventuel théoréme de Borel-Weil pour Spy,, 1. On peut déja se convaincre que les Spy,, | -
modules irréductibles ne sont pas de bons candidats : un Sp,,,, ;-module irréductible est déja
irréductible en tant que Spy,-module. En effet, comme le radical unipotent U de Sp,,,, est
un sous-groupe distingué, pour tout Spy,, ; ;-module V' le sous-espace des U-invariants VU est
encore un Spsy, H—sous—modulel ; or, par le théoréme de Lie-Kolchin, le sous-groupe unipotent
U fixe au moins un vecteur non nul de V, le sous-espace VY n’est donc pas réduit a (0), et par
conséquent si le Spy,,, 1-module V' est irréductible alors U agit trivialement dans V' et alors V'
est irréductible comme Sp,,,-module.

1

1 suffit d’écrire, pour z € VY, g € SPony1,u €U s ugz = g(g~ ug)r = gx.

65
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Les Spy,, ; 1-modules irréductibles ne sont donc pas tout aussi représentatifs pour la théorie
des représentations de Sp,, .| que leurs correspondants pour un groupe semi-simple. On se
tourne alors vers d’autres classes de modules qui apparaissent dans la littérature : Proctor a
¢tudié dans [Pro88| des Sp,,, , ;-modules qui sont indécomposables et possédent des propriétés
intéressantes, par exemple leurs caractéres s’expriment par une formule analogue & la formule
bien connue de Weyl. De son coté, Shtepin a introduit dans [Sht93] une classe de modules pour
le groupe symplectique impair intermédiaire §£)2n 11 qui partagent de nombreuses propriétés
avec les Spy,,-modules irréductibles.

Nous allons montrer que les é?)% 11-modules de Shtepin se retrouvent comme espaces
de sections globales de certains fibrés en droites é?)% 1 1-linéarisés sur la variété de drapeaux
symplectiques impaire F,(2n+1). Plus précisément 1’énoncé de notre théoréme est le suivant :

Théoréme (Borel-Weil pour éY)QnH). Soit X\ un poids dominant de Spy, 9, A = agwo +
coo 4 ApWp, Ao, ..., an = 05 soit Ly le fibré en droites sur F,(2n + 1)

Ly = (det TT)?* ® (det T5)*" ® - - - ® (det Tpry 1) ®m

ot T; est le fibré tautologique de rang i. Alors le %2n+1—module HO(F,(2n + 1), Ly) est iso-
morphe au dual du Spy, , -module de Shtepin de plus haut poids \.

Notons que puisque F,,(2n + 1) est une sous-variété de Schubert dans F,,(2n + 2), I'espace
des sections globales H°(F,,(2n + 1), L)) est un module de Demazure. Le théoréme précédent
peut alors se déduire de la théorie générale des modules de Demazure, mais nous allons avoir
une approche différente, en utilisant le fait que F,(2n+1) est le lieu d’annulation d’une section
d’un fibré vectoriel sur F,,(2n + 2).

Nous démontrons par la suite que les %% 1 1-modules introduits par Shtepin possédent éga-
lement une structure de Spy, ;;-module, compatible avec le morphisme de restriction naturel
é?)% 11 = SPap41 et que les Spy,, , -modules ainsi obtenus coincident avec les Spy,, , 1-modules
étudiés par Proctor. Une simple reformulation du théoréme précédent constituera alors un
théoréme de Borel-Weil pour le groupe symplectique impair Spy,, , ;-

Théoréme (Borel-Weil pour Sp,,, ). Avec les mémes notations que dans l’énoncé précé-
dent, le Spy,,,1-module H°(F,(2n+1), L)) est isomorphe au dual du Spa,, ,-module de Proctor
S()\>C2n+1 de plus haut poids .

4.1 La construction de Shtepin

Nous commencons par examiner la construction de Shtepin d’une classe de §f)2n y1-modules
ayant certaines propriétés similaires a celles des Spy,,-modules irréductibles. La démarche de
Shtepin a son origine dans le constat suivant : si V' est un Sp,,, , o-module irréductible, alors la
décomposition de V en tant que Spy,,-module en composantes irréductibles contient en général
des composantes multiples. Par exemple, ceci est le cas déja pour la représentation standard
C?7+2 de Sp,,, 19 dont la décomposition en Sp,,,-sous-modules irréductibles est CgoCaqC.
Shtepin s’attache a trouver une méthode pour séparer les Sps,,-composantes multiples d’un
SPanto-module irréductible, c’est-a-dire pour distinguer entre les différentes Spy,,-composantes
isomorphes d'un Spy,, , o-module irréductible. La solution qu’il propose a ce probléme consiste

a introduire le groupe symplectique impair intermédiaire Spy, . afin de réaliser la restriction
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SPonto | Spg, en deux temps. En 'occurrence, Shtepin construit dans chaque Sp,,, , o-module
irréductible V' une filtration par des Sp,,,, 1-sous-modules

VicVoCc---CcVy,CV

dont les quotients V;;1/V; sont des Spy,,-modules sans multiplicité; deux Sp,,,-composantes
irréductibles isomorphes de V' — c’est-a-dire deux copies d’'une méme composante multiple —
vont donc toujours se retrouver dans des quotients différents de la filtration,? et en consé-
quence, pour distinguer ces composantes il suffit de préciser quels sont les quotients qui les
contiennent.

Une motivation pour la recherche d’'une méthode pour séparer les composantes multiples
dans la restriction Spy, o | Spy, est la construction de bases de Gelfand-Tsetlin dans les
SPanto-modules irréductibles.

Rappelons le schéma général de cette construction : considérons une suite de groupes semi-
simples G; C Gy C --- C G, (on pourra prendre par exemple G,, = SL, 1) telle que chaque
restriction G;11 | G; est sans multiplicité — au sens ot tout G;-module irréductible apparait
avec multiplicité au plus 1 dans la décomposition d'un G;i-module irréductible ; supposons
également que tout Gi-module irréductible a des poids de multiplicité 1. Notons alors,

Ai — A1

si le Gj-module irréductible de plus haut poids A; apparait dans la décomposition du G;41-
module irréductible de plus haut poids A;;1, respectivement

A — A1

si A est un poids du Gi-module irréductible de plus haut poids A;. Alors le G,,-module irré-
ductible de plus haut poids A\, a une base indexée par les diagrammes de Gelfand-Tsetlin

A— A — d— - — A1 — Ay

Bien stir ceci n’est vraiment utile en pratique que si ’on peut expliciter les relations de domi-
nance \; — A;y1, c’est-a-dire si 'on connait la régle de branchement qui précise comment se
décompose un Gt + 1-module simple en G;-composantes irréductibles.

Bien entendu, ce procédé ne fonctionne pas sous cette forme pour le groupe symplectique
SPan1o Parce que, d’apres ce qu’on a vu, la restriction Spy,, o | Spg, n’est pas sans multiplicité.
Shtepin remarque cependant que les quotients de la filtration qu’il construit dans un Spsg,, -
module irréductible sont tous des §I;2n y1-modules engendrés par un vecteur de plus haut
poids, et qu’en outre, ce plus haut poids détermine le quotient en question indépendamment
du Spy,,o-module ambiant. En cela que ces quotients sont identifiables par la donnée d'un
plus haut poids, ils jouent un réle similaire dans la théorie des représentations de §f)2n 41 a
celui des modules irréductibles dans la théorie des représentations de Sp,,,.

Notons alors, par analogie avec les notations ci-dessus,

A2i41 — A2i42

*Rappelons ici que, grace a la compléte réductibilité, tout Sp,,-module V qui est muni d’une filtration par
des Sp,,,-sous-modules est isomorphe comme Sp,,,-sous module au gradué associé¢ GrV = @Z Vit1/Vi.
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si Agiy1 est le plus haut poids d'un quotient de la filtration de Shtepin du Spsy,,,-module
irréductible de plus haut poids Ag;+2, respectivement,

A2 — A2it1

si le Spy;-module irréductible de plus haut poids Ay; apparait dans la décomposition d'un
quotient d’une filtration de Shtepin de plus haut poids Ag; ;. Alors les Sp, = SLo-composantes
irréductibles du Sp,,, | o-module irréductible de plus haut poids Ag, 42 sont paramétrées par
les diagrammes

A2 —= A3 — -+ —= Aoy — Aopg1l — Ao

et en particulier, si I’on note A — A lorsque A est un poids du Spy-module de plus haut
poids Az, alors le Spy, , ,-module de plus haut poids A2, 2 posséde une base indexée par les
diagrammes de Gelfand-Tsetlin

A— X — A3 — -+ — A3y, — dapg1 — Aopy2.

De méme, les Sp,,,-composantes du Spy,, , o-module irréductible V), ., de plus haut poids
Aont2 sont paramétrées par les diagrammes

A2n — Aop1 — Aop42 3

la regle de branchement correspondante

w= &g v (4.1)

v—p—— A\

ou V) désigne le Spy,-module irréductible de plus haut poids v, avait déja été explicitée par
Zelobenko : pour A = (A1 = -+- = Apy1), o= (1 = -+ 2 fipg1) et v = (11 = - = 1),
@ — A signifie

AL Z 2 A2 2l 2 Apgl 2 fingl
et v — p signifie

M1 Z V1 2 2 2 2 iy 2 Vn 2 fingl-
Mais Zelobenko ne donne pas une interprétation pour les poids intermédiaires p ou pour les

sommes partielles
1
P v
v—l

La construction de Shtepin éclaire donc en particulier ces questions.

4.1.1 Le modéle de Zelobenko

Pour construire sa filtration dans un Spy,, ; -module irréductible, Shtepin utilise un modeéle
dii & Zelobenko (cf. [Zel62]) qui réalise explicitement ce module comme espace de fonctions
réguliéres sur un sous-groupe unipotent maximal de Spy,, 5. Cette construction de Zelobenko
est réalisable plus généralement pour tout groupe algébrique semi-simple et c’est dans ce cadre
plus général que nous allons la revoir ici.

Soit donc G un groupe semi-simple, B C G un sous-groupe de Borel et T" C B un tore
maximal ; soit également B~ le sous-groupe de Borel opposé & B et notons U™ et U~ les
sous-groupes unipotents maximaux de B respectivement B~. On a alors

BNB =T, B=TxUT, B =TxU".
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Dans le systéme de racines de G on choisit comme racines positives les racines de B.

A chaque poids dominant A, Zelobenko fait correspondre un sous-espace dans I'algébre
C[U™] des fonctions réguliéres sur le groupe U™ et une action du groupe G dans ce sous-
espace qui prolonge I’action naturelle de U dans C[U ] par translation & droite :

VfeCUY], Va,yeU":  (z-f)(y) = flyz).

La construction de Zelobenko fait appel & la notion de décomposition de Gauss; nous en
rappelons la définition :

Définition 4.1.1. On dit qu’'un élément g € G admet une décomposition de Gauss si on peut
I’écrire sous la forme

g=g-gog+ avec g_ €U, go €T, g € U™ ;

si elle existe, une telle décomposition est unique, et on 'appelle la décomposition de Gauss de
g. On dit qu'un élément qui admet une décomposition de Gauss est régulier ; on dit alors que
le groupe GG admet une décomposition de Gauss si un élément générique de G est régulier.

Tout groupe réductif admet alors une décomposition de Gauss; en effet, on peut voir cette
notion comme étant une version partielle de la décomposition de Bruhat : on a

G= || BwB,
weWw

la B x B orbite ouverte est BwgB ou wg € W est ’élément de plus grande longueur ; alors
woBwgB =B " B=U"TU™"
est encore un ouvert de G ce qui prouve que G admet une décomposition de Gauss.

Notation 4.1.2. Si g € G est un élément régulier on désigne par g_, go et g+ ses composantes
dans la décomposition de Gauss.

Remarque 4.1.3. Pour G = GL(n, C), les composantes g_, go, g+ d’un élément régulier peuvent
étre explicitées en fonction des mineurs de g.

En effet dans ce cas T est le sous-groupe des matrices diagonales inversibles, U™ le sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures ayant des 1 sur la diagonale et U~ est le sous-
groupe des matrices triangulaires inférieures ayant des 1 sur la diagonale. Notons Ay(g) le
p-iéme mineur principal de g, donné par les p premiéres lignes et colonnes de g, Apy(g) le
mineur obtenu & partir de A,(g) en remplacant la p-iéme colonne par la g-iéme colonne
respectivement AP4(g) le mineur obtenu a partir de A,(g) en remplagant la p-iéme ligne par
la g-ieme ligne, c’est-a-dire AP?(g) = A,,(%g). Alors, par la formule de Binet-Cauchy on obtient
respectivement

Ap(9) = Ap(9-909+) = Ap(90)
Apg(9) = Dpg(9-909+) = Ap(90) Apg(9+) = Ap(90)(9+)pq
AP(g) = AP (g_gog+) = AP (g-)Ap(g0) = (9-)peAp(90)-
On en déduit qu'un élément g € GL(n,C) est régulier si et seulement si tous ses mineurs

principaux sont non nuls
Ay(g) #0, pour tout 1 <p<n



70 CHAPITRE 4. UN THEOREME DE BOREL-WEIL

et alors ses composantes de Gauss sont données par

. Ay(9)
go = diag(ty, ... tn), tp=——"L
b Apf (9)
A 9)
9+ = (Upg)i<pg<n,  Upg = 9)
(t50) e
g— = (Upg)1<p,q<ns U
'pq)1<p,q pq = A(g)

Ce résultat reste vrai pour tout sous-groupe G C GL(n,C) pour lequel G NT est un tore
maximal de G et GN B et GN B~ sont des sous-groupes de Borel de G ; en particulier, ceci
s’applique donc au groupe symplectique Sp,,, C GL(2n,C).

Soit maintenant A un poids de G'; on définit formellement 'action de G sur C[U ™| par

(g-F)(x) = AM(z9)0) f((zg)+), g€ G, feClU,zecU". (4.2)
Cette formule définit génériquement une action, c’est-a-dire que ’on a
((9192)-f) (@) = (g91+(g2-))(2)
dés que tous les termes ont un sens. En effet on vérifie d’abord les propriétés suivantes
Lemme 4.1.4. Pour x et y génériques dans G on a

(zy)+ = (z4y)+
zo(71y)o = (zY)o-

PREUVE. On a
vy = o_wory = o_ao(@iy)- (Try)o(Ty)s

d’oui la premiére affirmation. Ensuite on a par la derniére égalité
(zy)-(zy)o = z—wo(x1Y) - (T4+Y)o = - ($0($+y)7$61)$0($+y)0
et comme xo(x4y)_xo" € U on obtient la deuxiéme affirmation. [

A Taide de ce lemme on vérifie directement :

(91+(92:/)) (@) = M(xg1)0) (g2+f) ((xg1)+)
A(zg1)0)A(((zg1)+92)0) F (((xg1)+92)+)

= M(zg192)0) f ((rg192)+)

= (g192:f)(x),

ces égalités étant vérifiées dés que tous les termes ont un sens.
Remarquons qu’une autre fagon d’écrire la définition de I'action (4.2) est la suivante. Les

applications rationnelles dominantes

T G- UY, ggy
m:G-->T, g— go
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définissent des inclusions

7t C[UT]) — C(G)
75 : C[T] — C(G).

Le groupe G agit par translation & droite sur son corps de fonctions rationnelles C(G) :
(9- f)(x) = f(zg), pour g € G, f € C(G), et x € G générique.
La formule (4.2) s’écrit alors

gof = lg-(mAT L )lyps, g€ G fECUT]. (4.3)

La transformée g.f n’existe donc que si la fonction rationnelle g. 75\ g.7% f € C(G) est réguliére
le long du fermé U™ C G. Zelobenko affirme alors que c’est le cas si A est dominant et si 'on
se restreint aux f appartenant & un certain sous-espace de C[U™]; avec I'action linéaire de G
ainsi définie, ce sous-espace est alors isomorphe au G-module irréductible de plus haut poids
A. Pour définir ce sous-espace, remarquons d’abord que la formule (4.2) définit toujours une
action de B =TU" dans C[U™] qui s’écrit explicitement :

Yue U, VfeClUT], Vo eUT : (uaf)(z) = f(zu),
Vte T,Vf e ClUT],Vz e U : (tuf)(z) = A(t) f(t " at),
ot pour la deuxiéme formule on écrit xt = ¢(¢~'at) pour obtenir (zt)y =t et (xt), = t~'xt.
En particulier, on remarque que les seuls UT-vecteurs propres dans C[U™] sont les constantes
et que la fonction constante 1 est un T-vecteur propre de poids A\. On en déduit que si C[UT]

contient un G-sous-module irréductible alors celui-ci est nécessairement de plus haut poids A
et coincide avec le sous-espace de C[U] engendré par la G-orbite de la fonction constante 1 :

((9-m0M)|y+3 9 € G) = (z— AM(2g)0); g € G).

On est maintenant en mesure de donner un énoncé précis de la construction de Zelobenko :

Proposition 4.1.5. Si A est un poids dominant alors les fonctions rationnelles g.mg\ sont
régulieres sur Ut pour tout g € G, la formule (4.2) définit une action de G dans le sous-espace
de C[U™| engendré par ces fonctions et cet espace est alors isomorphe au G-module irréductible
de plus haut poids .

PREUVE. Par le théoréme de Borel-Weil le G-module irréductible de plus haut poids A se
réalise comme l'espace des sections globales H%(G/B~, L)) du fibré en droites L) associé
au caractére \ de B~ ; par la construction du fibré Ly cet espace de sections globales est
isomorphe au sous-espace de fonctions réguliéres sur G

{f € C[G | f(gb) = A(b)" f(g), pour be B™, et g € G}
(cf. [Akh95, §4.2]) ou G agit par translation a gauche
Vg,r € G i (g f)(x) = flg ).

Puisque dans la construction de Zelobenko on a utilisé des actions par translation a droite on
va conjuguer par I’automorphisme

1:C[G] — C[G], u(f)(x) = f(z™1), pour f € C|G], z € G.
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On obtient que le sous-espace
Va=A{f € C[G]| f(bg) = A(b)f(g), pour be B™, et g € G}

muni de 'action de G par translation & droite est isomorphe au G-module irréductible de plus
haut poids A. Nous allons montrer que I’espace de I’énoncé est précisément I'image de V) par
le morphisme de restriction C[G] — C[U™]. D’abord, ce morphisme réalise un isomorphisme
de V) sur son image V)|, En effet, la restriction

C[G] — ClU"TU™]
est injective puisque U~TU™ est un ouvert, et pour f € V3 on a

f(g-909+) = Mg-90) f(g+) = Mgo) f(g9+)

ce qui montre que f est déterminé par sa restriction & U'. Pour achever la preuve il suffit
maintenant de montrer que cet isomorphisme est G-équivariant si I’on prend sur V) 'action
de G par translation a droite et sur Iimage de Vy dans C[U™] laction (4.2) de Zelobenko;
Pargument qu’on va donner montre en méme temps que l'action (4.2) est bien définie sur
VA|y+- Soit donc f € V) et g € G. Pour x € G générique, plus précisément pour x tel que xg
soit régulier on a

(9-F)(x) = f(zg) = M(xg)0) f((zg)+)
= moA(gz) T4 (f |+ ) (97)
= g.(mgA T (f| ) (2)

ce qui montre que la fonction rationnelle g.(7gA 7% (f|+)) € C(G) coincide avec g.f et est
donc réguliére ; on peut donc former la transformée g.(f|,+) et on a comme voulu

9-(f|U+) = [9'(78)‘Wi(f|U+))]|U+ = (g.f)|U+-

Alors V)| ;1 est un G-module irréductible de plus haut poids A et par ce qui a été expliqué
avant ’énoncé de la proposition il coincide avec le sous-espace de C[U™T] engendré par les
fonctions x — A((z9)o), g € G. [ |

Exemple 4.1.6. Pour G = GL(n,C) ceci s’explicite de la facon suivante. Si w,, est le p-iéme
poids fondamental
wp(t) =t1...tp, t = diag(t1,...,t,) €T

alors la fonction mjw,, est réguliere et

Towp(9) = Ap(9)

est le p-iéme mineur principal de g € GL(n,C). Si A est un poids dominant alors A = ajw; +
-+ apwy avec ay, . .. ,a, > 0 et la proposition précédente affirme que le sous-espace de C[U™]
engendré par les fonctions polynomiales

x = A(xg)"™ Ag(xg)*? ... Ap(zg)*™, g € GL(n,C)

est le GL(n, C)-module irréductible de plus haut poids A ot I’action (4.2) s’exprime simplement
par

9 (A1(zg)" Ag(zg)™ ... Ap(zg)™) = A1(z99' )" Az(z9g')™ ... An(zgg)™.
On remarque qu’en fait les fonctions ci-dessus, considérées cette fois comme fonctions sur G,
engendrent précisément l'espace V) C C[G].
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Enfin, un dernier résultat que Zelobenko énonce pour les groupes classiques décrit le sous-
espace V)|, C C[U *] par un systéme d’équations différentielles.

A Taction de U* sur son algébre de fonctions réguliéres C[U™] par translation a gauche
correspond par différentiation une représentation de son algébre de Lie u™ dans C[U™]; comme
Ut agit dans C[U™] par morphismes d’algebres, ut agit dans C[U™] par des dérivations.
L’action de ut dans C[U™] est donnée par la convolution a gauche (cf. [Hum75, 10.2]) :

(X # f)(@) = daf(d(re)(X)) X eu", fECUT],zeU"

ou r, : UT — UT, y — yx est la translation a droite par z, autrement dit on dérive f le
long du champ de vecteurs invariant a droite engendré par X. Pour la calculer explicitement
on peut dériver I'action de U comme si C[U™T] était de dimension finie puisque celui-ci est
réunion de sous-espaces de dimension finie stables pour laction de U™ (cf. [Hum75, 8.6]).

Soit a4, ..., ay les racines simples correspondant & notre choix de racines positives, et soit
Dq,...,D, les dérivations aqx,...,a,*. Soit wi,...,w, les poids fondamentaux qui corres-
pondent aux racines simples aq, ..., q,.

Proposition 4.1.7. Soit A un poids dominant, A\ = ajwi + - + apw, avec ai,...,a, = 0.

L’espace V|4 C C[U™] qui avec laction (4.2) est le G-module irréductible de plus haut poids
X est précisément ’ensemble des polynomes f € C[U™] qui vérifient les équations différentielles

Dyl =0
Dt f=0
Dyt f=o.

Pour une démonstration de cette proposition dans le cas G = Sp,,, — qui est le seul qui
nous intéresse — cf. |Zel62, §7, Théoréme 3.

4.1.2 Retour sur la construction de Shtepin

Nous allons maintenant décrire briévement la construction de la filtration de Shtepin dans
un Spy, ,o-module irréductible. Nous fixons d’abord quelques notations : E = C?"*2 est un
espace vectoriel complexe muni d’une forme symplectique @ € A2 E*; on fixe également une
base symplectique {eg,...,en,€x,...,6e5} de sorte que

n
W= z:(e;-k Rer—er®er).
i=0

Shtepin introduit la définition suivante :

Définition 4.1.8. Le groupe symplectique impair intermédiaire® est le sous-groupe de SPont2
qui fixe le vecteur e, :

§f’2n+1 = {9 € Spap12 | 9len) = en}

3Shtepin I’appelle simplement groupe symplectique impair mais nous voulons le distinguer du groupe Sp,,, 1
introduit plus tot.
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A une conjugaison par un élément de Sps,, 19 qui échange eg et e, pres, ce groupe est le
méme que le groupe symplectique impair intermédiaire introduit au chapitre premier (cf. la
définition 1.1.15) ; c’est ce qui justifie I'utilisation de la méme notation pour les deux groupes.
Pour la suite nous allons garder cette définition — qui a pourtant le désavantage de rendre
plus compliquées les représentations matricielles des éléments de éY)Qn 11 — pour des raisons
qui vont paraitre plus claires ci-dessous.

Il convient dans la suite de considérer également le sous-groupe parabolique

P = {g € Sp2n+2 ‘ g((cen) = (Cen} 5

soit E = (Cep)t = C?"*! et w = &|, alors w est une forme de rang maximal sur E de noyau
Ce,, et le morphisme de restriction

P—>Sp2n+17 9'—>9|E

est surjectif. Ceci découle, aprés une conjugaison, de la proposition 1.1.12. Le groupe sym-
plectique impair intermédiaire §£)2n 11 est un sous-groupe de codimension 1 dans P et I'image
de §I;2n 41 par le morphisme de restriction ci-dessus est le sous-groupe de codimension 1
SSpay,+1 C SPo,1 1 des éléments de déterminant 1.

Le groupe symplectique Sps,, est plongé dans Sp,,,, comme le sous-groupe

SPon, = {9 € SPayi2 | 9(en) = en, glen) = en} ; (4.4)

on a bien Spy, C Spy, 11 C Spay,1a-

Dans Sp,, o on fixe le sous-groupe de Borel By, s qui préserve le drapeau standard
(eg) C (eg,e1) C -+ C (€. ..,en,€h,...,67) C F; les racines positives de SpPay, 4o seront les
racines de Ba,12 et la notion de vecteur de plus haut poids sera donc définie par rapport a ce
sous-groupe de Borel.

Remarque 4.1.9. Shtepin réalise sa construction dans cette configuration, et ce choix de la
notion de vecteur de plus haut poids est particuliérement important (cf. par exemple la pro-
position 4.1.18 ci-dessous, qui en dépend). Si I'on voulait donc utiliser le groupe symplectique
impair intermédiaire avec la notation du premier chapitre, on devrait choisir comme sous-
groupe de Borel un conjugué gBa, 29~ par un élément g € SPanio qui échange eg et e,. Or
il n’y a pas vraiment de choix pour g, autre que g = 1, qui méne & une notion de vecteur de
plus haut poids suffisamment simple & utiliser. Par exemple, il semble que le choix pour g # 1
qui aboutit au résultat le plus maniable est g = n...21 € W(Spy, ;o) — I'élément du groupe
de Weyl qui correspond & la permutation signée n...21; alors gBa, 29 " est le sous-groupe
des matrices de Spy,, o qui sont de la forme

a
0 d
avec a et d triangulaires inférieures de taille (n + 1) x (n + 1). Mais il nous semble qu’il est

préférable de travailler avec la notion usuelle de plus haut poids, ce qui justifie pourquoi on a
adopté la définition de Shtepin 4.1.8 plutdt que celle du premier chapitre.

Notons que le sous-groupe Ba, = Bapt+2 N Spy, est un sous-groupe de Borel de Sp,,.
Désignons également par 15,2 le tore maximal de Spy, 5 formé par les matrices diagonales ;
alors 1o, = Top42 N Spy,, est un tore maximal de Sp,,,. Le sous-groupe unipotent maximal de
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Bay 42 est le sous-groupe U, 4o des matrices (z;;) de Spy,, o qui sont triangulaires supérieures
et dont les coefficients situés sur la diagonale sont égaux a 1; alors Uy, = Uy, N Spy,, est
le sous-groupe unipotent maximal de Bs,. Soient de méme Uy, .o et Uy, les sous-groupes
unipotents opposés a Uy, ., et Us,.

On peut montrer (et on trouve une démonstration dans [Zel62, §7.2]) que Uy, 4o est iso-
morphe a un espace affine et que, plus précisément, on peut prendre comme coordonnées les
coefficients z;; non déterminés situés au-dessus ou sur la deuxiéme diagonale de la matrice
(zij). Autrement dit, on a

C[Uz42) = Clzij; i < j < 7]
et par la construction de Zelobenko7 tout Spg,,o-module irréductible se réalise dans cette
algeébre de polynomes.

4.1.10. II convient de considérer en paralléle les algébres de Lie correspondantes. Dans 1’al-
gébre de Lie symplectique sp,,, 5 Soit by, 2 l'algébre de Lie du sous-groupe de Borel By, 2
et to, 12 l'algébre de Lie du tore maximal 75, 2. Avec les notations du n® A.1.5, spy,, ;o admet
une base, en tant que sous-espace de ’algébre de matrices sly, 2, donnée par les matrices X;;,
0<i,j <n, Xy Xz, 0<i < j < n Alors les éléments X3, 0 < @ < n, forment une base
de la sous-algebre to,, 2 et les éléments X;;, i # j, Xij, respectivement Xz;, 0 < i < j < n,
engendrent les espaces propres qui correspondent aux racines g; — €, €; + €;, respectivement
—& —&j.

L’algeébre de Lie du groupe symplectique impair intermédiaire est la sous-algébre de spo,, 4o

5Pop1 = {X € 5Py o | Xen = 0},
I’algébre de Lie du sous-groupe parabolique P est
p={X €spy, 10| X(Cepn) C Cept,
et enfin I'algebre de Lie du sous-groupe Spy,, C Spy,, o est
spo, = {X €8Py, 40 | Xe, =0, Xen =0}

L’algebre de Lie sp,, ., est donc formée par les matrices de sp,, .5 qui ont la colonne n et
la ligne n nulles ; I'algébre sp,,, est formée par les matrices de spy, o qui ont les lignes et les
colonnes n et n nulles. On a donc les décompositions suivantes :

5Ponto = P21 @ P CXin® P CXui (4.5)
0<ign 0<isn
SPont1 =502, & P CXin® P CXyi
0<i<n 0<i<n—1
De méme, on a
p= 5p2n+1 S (CXnn (46)

Soit ba, I’algébre de Lie du sous-groupe de Borel By, ; alors ba, = ba,12 N sp,,. Notons
également bay, 11 = ba,42 N8Py, 1, de sorte que 'on a

bon, C bant1 C bopyo.

Soit de méme ty, I’algébre de Lie du tore Tby, ; alors to, 19 C p et tapo N BE% 41 = ton. Enfin,
soient uj, o et uj, les algebres de Lie des groupes unipotents Uy, et U, respectivement
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Uy, 4o et uy, leurs algébres opposées ; alors uj, = u3, 5N 5Pop, et Uy, = Uy, 5 M 5Py,. Notons

S +
aussl Uy, 1 = Uy, oM SPoy,1 Tespectivement uy, 11 = Ugpio N SPont1-
La décomposition de Cartan de spy, o

g +
SPopyo = Ugy o D lont2 B Uy, o

induit des décompositions analogues pour les sous-algebres spy, 1 et p :

—~ g +
SPont1 = Ugpy Dton g,y
- +

P =y, Blont2 Bug, .

Puisqu’on a les décompositions

u;n—i—l = uérn D @ CXZﬁ

0<i<n

u2_n+1 = Uy, ® 69 CXpi
0<i<n—1
il résulte que les racines de p (les poids non nuls de tg,12 dans p) sont les racines de sp,,,
auxquelles on ajoute les racines positives €9 + €n, ..., En—1 + €n, 26, et les racines négatives
En — €0y--+,En — En_1. En restreignant ces racines a ty, il s’ensuit que les racines de sp,,, 11
sont les racines de sp,,, auxquelles on ajoute les racines +¢;, 0 < ¢ < n — 1, c’est-a-dire

te; e, 0<i<jyj<n-—1
:i:2€l', :i:€i, 0<i<n—1.
Le systéme de racines de sp,,, | est donc le systeme de type BC,. En particulier, on remarque
que si « est une racine de spy, ; alors —a en est une aussi. Notons également que X,,; €
¢ (ton), et méme plus, X,z € 3(8py, 1) est dans le centre de spy, ;.

SPon 1

Notation 4.1.11. Si « est une racine positive de ?}52”“, on note X, un générateur de ’espace
propre qui correspond & « et Y, un générateur de ’espace propre qui correspond & —«

Ainsi on a

ug, 1 =CXnn @ EB CX,
(0%
(0%

oil o parcourt les racines positives de spy,, ;.

4.1.12. Rappelons que la motivation initiale de Shtepin est de séparer les composantes mul-
tiples dans la restriction Spy, .o | Spy, ; considérons donc la définition suivante :

Définition 4.1.13. Soit V' une représentation de Spy, 5. Un vecteur v € V est un vecteur
semi-mazimal si c’est un vecteur propre pour Ta,49 et s'il est fixé par UQJ;, autrement dit si
c’est un vecteur maximal pour Sp,,,. Le sous-espace engendré par les vecteurs semi-maximaux
est noté V7.

Le lien entre cette notion et la restriction Spy, o | Spy, est explicité par la proposition
suivante :
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Proposition 4.1.14. Soit V' un Spy, ,o-module. Le vecteur de plus haut poids d’un Sp,,-
sous-module irréductible de V est dans V. Plus précisément, si

V=PV
i=1

est une décomposition de V' en Sp,-composantes irréductibles, alors les vecteurs de plus haut
poids des V; forment une base de V't ; réciproquement si {vy,...,vs} est une base de V' formée
par des vecteurs semi-mazimauz, alors il existe une décomposition

V=PV
=1

de V' en Spy,-sous-modules irréductibles telle que v; soit le vecteur de plus haut poids de V;
(et alors V; est simplement le Spy,-sous-module de V engendré par v;). En fait, V' coincide
Uz

avec le sous-espace VVzn des invariants de Uy dans V.

PREUVE. On commence par la derniére affirmation. Par définition V* C VU2+n; or Topyo
normalise Ui;, alors VUin est T. on+2-stable et donc engendré par des 15, 2-vecteurs propres,
autrement dit V+ = V.. On en déduit immédiatement la premiére affirmation. Les autres
affirmations découlent du fait suivant : si

V=PV
i=1

est une décomposition de V' en Sp,,,-composantes irréductibles alors

S
+ +
VU — EB ‘/;UQn’
i=1

+
or ViUQ” est la droite engendrée par le vecteur de plus haut poids de V;. |

En termes des algébres de Lie, un vecteur dans un Sps,,,-module est semi-maximal si
c’est un vecteur propre pour to, o et s’il est annulé par u;n; de méme, l'espace VT coincide
avec V'n I'espace des invariants de uj, dans V.

Pour définir sa filtration dans un Sp,,, , o-module irréductible, Shtepin utilise certains vec-
teurs semi-maximaux de ce Sp,,, , o-module qui sont ceux qui vérifient la propriété supplémen-
taire de la définition suivante :

Définition 4.1.15. Soit V' un Sp,,, ,o-module. Un vecteur quasimazimal de V' est un vecteur
semi-maximal qui en outre est annulé par les éléments Xo,, Xin,...,Xn_1n de uérn+2. Le
sous-espace engendré par les vecteurs quasimaximaux est noté V1.

Autrement dit, eu égard a la décomposition (4.5), un vecteur quasimaximal est un vecteur
semi-maximal qui est annulé par les racines positives de spy, o qui ne sont pas racines de
sPoy, +1- Ce qui manque donc & un vecteur quasimaximal pour étre un vecteur maximal est
d’étre annulé par les racines positives de §py, | qui ne sont pas racines de sp,,,

Xon, Xins - oo s Xon.
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On remarque que, puisque les éléments de la définition précédente sont les générateurs
des espaces propres correspondant aux racines €y — €,,61 — €n, .. ,En_1 — Ep, € cCOmMme un
vecteur semi-maximal est déja annulé par les racines positives de sp,,, il suffit qu'un vecteur
semi-maximal soit annulé par X,,_1, pour qu’il soit quasimaximal. De méme, il suffit qu'un
vecteur quasimaximal soit annulé par X,; pour qu’il soit un vecteur maximal (c’est-a-dire
annulé par u;n 4o). Notons aussi que, puisque X, 1, est un tg, o-vecteur propre, le sous-
espace Vi3, N VXn-1n des vecteurs de V'n annulés par X,_1n est to,o-stable donc il est
engendré par des to,9-vecteurs propres et donc il coincide avec V.

Avec ces ingrédients, Shtepin définit sa filtration dans un spy, , ,-module irréductible V' de

la fagon suivante : il considére une base {vy,...,v,} de vecteurs quasimaximaux de V*+* qu’il
ordonne de telle fagon que, pour chaque 1 < < p—1, u;nHle soit inclus dans le ?ﬁ%ﬂ—
sous-module engendré par vy,...,v; dans V' ; ceci est toujours possible, comme il résulte de la

réalisation explicite de V' par la construction de Zelobenko.

Définition 4.1.16. Pour chaque 1 < i < p, on désigne par V; le sp,,, | ;-sous-module engendré
par vi,...,v;. On obtient ainsi la filtration de Shiepin de V :

O)=VWcwhc---cV,cW

Les vecteurs quasimaximaux v1,...,v, ont des poids distincts : si le plus haut poids de
Viest A = (A = -+ = A\yq1) alors les poids des vecteurs quasimaximaux de V sont les
= (f1,.-., nt1) tels que g — X c’est-a-dire

ALZp1 2 A0 2 2 iy 2 Al 2 Pl (4.7)

Shtepin démontre ensuite que la filtration Vo C V4 C --- C V, C V sépare les Spy,-
composantes de V' dans le sens expliqué au début de la section 4.1, c’est-a-dire que les quo-
tients V;41/V; sont deux a deux non isomorphes comme Sp,,, , ;-modules et ils sont sans com-
posantes multiples comme Spy,-modules. Pour obtenir ce résultat il calcule explicitement la
décomposition en Spy,-composantes irréductibles des quotients V;1/V; : si le poids de v;11
est = (1 = -+ = ppt1) (le « plus haut poids » de Vj;1/V; — voir ci-dessous) alors

Vi /Vi= @ W (48)
v—l
ou V' est le Spy,,-module irréductible de plus haut poids v = (v1,...,1,,) et v — p signifie

M1 Z V1 2 2 2 2 iy 2 Vn 2 gl

Ainsi Shtepin retrouve la régle de branchement

w= &g W

v—p—— A\

de Zelobenko (cf. la formule (4.1)) en y apportant de plus I'interprétation des poids intermé-
diaires p qui résulte des formules précédentes. .

On remarque que, par la construction, le quotient V;;1/V; est engendré comme Spy,, -
module par I'image v;11 de v;41 dans V;11/V;. De plus, par le choix de l'ordre des éléments
v1,...,Up, le vecteur v;41 est annulé par u;nﬂ; c’est donc un wvecteur mazrimal pour §E2n+1.
Ainsi le quotient V;41/V; est un sp,,, , ;-module engendré par un vecteur maximal, c’est donc
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une sorte de « module cyclique standard » dans la terminologie de Humphreys [Hum78]|, ou
encore un quotient de dimension finie d’'un « sp,, . ;-module de Verma » en des termes plus
proches de Dixmier [Dix74]. Et en effet, comme le montre la proposition qui suit, un tel spy,, , ;-
module a bon nombre de propriétés similaires aux propriétés d’'un module engendré par un
vecteur maximal pour une algebre de Lie semi-simple :

Proposition 4.1.17. Soit V un spy, , -module engendré par un vecteur mazimal v (c’est-
a-dire par un vecteur annulé par u;nﬂ). Soit A\ € ton11 le poids de v ; sotent aq,...,aq les
racines positives de spy,, 1. Alors :

1.V est engendré par les éléments Y31 ... Y *v, a1,...,as € N;

2. les poids de V' sont de la forme A= a;ay, a1,...,as € N, donc A est le plus haut poids
de 'V ;

3. dimVy,=1;

4. tout endomorphisme de sp,, 1-module de V est scalaire, donc en particulier V est in-
décomposable ;

5.V a un plus petit poids qui est wo(A) ot wy € W (Spy,) est l’élément de plus grande
longueur 01...n — 1In.

6. V a un unique sous-module propre mazimal.

PREUVE. La preuve consiste essentiellement a remarquer que la preuve du résultat similaire
pour une algebre de Lie semi-simple s’applique également & sp,,, ,; avec sa « décomposition
de Cartan » Py, | = Uy, D ta, Bug, ;.

En effet soit U(sp,,, 1) l'algébre enveloppante de sp,,,_ ; ; alors V est un U (sp,,, , ;)-module
A gauche engendré par v, c’est-a-dire V = U(spy,,,1)v. Par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt on a U(spy, 1) = U(ug, 1)U (b2n41), dans ce sens que tout élément X de U(spg,, ;)
s’écrit comme un produit X = XX, X1 € U(uy, ), X2 € U(ban11), donc comme v est un
bon41-vecteur propre

V= U(EﬁQnH)U = U(u§n+1)U(b2n+1)U = U(u§n+1)v'

Une base de uy, ; est {Yy,,...,Y,,} donc, toujours par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt, les monomes dans les variables Y, ,...,Y,, prises dans cet ordre forment une base de
U(uy,,1); on obtient alors 1).

Pour 2) il suffit de remarquer que le poids de I'élément Y!...Y v est A — > 7 a;0.
Le seul élément de la forme YJ!...Y*v de poids A est v donc on obtient 3). Pour 4) on
remarque que tout endomorphisme ¢ de sp,,  ;-module de V préserve V) donc agit sur Vy
comme ’homothétie de rapport o, o € C; il s’ensuit que ¢ agit comme ald sur le sp,,, 11-Sous-
module engendré par v c’est-a-dire sur V. On en déduit que V' est indécomposable, sinon la
projection sur un facteur direct serait un endomorphisme de V qui n’est pas une homothétie.

Pour 5) on remarque que I’élément de plus grande longueur wg = 01...n — In de W (Spy,)
envoie les racines positives de sp,,,, ; sur les racines négatives de spo, | ; plus précisément, wy
agit comme —Id sur le réseau des poids de tg,. Si p est un poids de V alors wy(u) en est un
aussi et en vertu de Uaffirmation 2) on peut écrire wo(p) = A — Y a;«4, avec aq,...,as € N
d’ou

= wp(A\) — Z a;wo(cy) = wo(A) + Z a;o;

donc p est plus grand que wo(N).
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Enfin pour 6) on remarque qu’un sous-module propre de V ne contient pas le vecteur
maximal v puisque celui-ci engendre V ; tout sous-module propre est donc inclus dans le sous-
espace y. u#a Vi C Vet donc la somme de tous les sous-modules propres aussi. Cette somme
est alors I'unique sous-module propre maximal de V. |

Pour le quotient V;;1/V; la derniére affirmation de la proposition précédente peut étre
rendue plus précise comme suit. Le quotient de V;;1/V; par son sous-module maximal est un
8Py, +1-module irréductible, donc un sp,,,-module irréductible. Or par la régle de branchement
(4.8) on sait que si u est le plus haut poids de Vj;1/V; alors il existe une unique Spy,,-
composante de plus haut poids |, . Il résulte que le sous-module maximal de V;;1/V; est la
somme des autres composantes :

p v

v—p
V?éul"Qn
Remarquons que, puisque le vecteur maximal v;1 du quotient V;,1/V; est aussi un vecteur
quons que, puisq +1duq +
quasimaximal, ce vecteur v;41 est annulé par u;n 1o Cela nous laisse penser que le quotient
Vit1/Vi pourrait étre réalisé a l'intérieur d’'un spy, , o,-module irréductible ot v,y serait le
vecteur de plus haut poids. Et en effet, Shtepin prouve le résultat suivant qui montre que le
5Poy,1-module Vi1 /V; est moins dépendant de la construction que l'on n’aurait pensé.

Proposition 4.1.18. Soit A € t5,, 5 le poids par rapport a ton 12 du vecteur mazimal v;yq de
Vit1/Vi. Alors Viy1/V; est isomorphe au sps,, . 1-module engendré par le vecteur de plus haut
poids dans un sy, o-module irréductible de plus haut poids X\ (o1, comme partout dans cette
partie, on entend par vecteur de plus haut poids dans un spy, o-module un vecteur propre de

bony2).

Notation 4.1.19. On note V; un sp,,, , ;-module de plus haut poids A comme dans la propo-
sition précédente.

4.2 Le théoréme de Borel-Weil

Soit Bs,, 15 C Spy,4o le sous-groupe de Borel opposé a B2, soit A un poids dominant
de Spy, o et soit Ly le fibré en droites sur la variété de drapeaux symplectique F,,(2n + 2)
associé au caractére A € X (B, 5) autrement dit le fibré dont la fibre au point base

(e5) C (eg,e1) C -+ C (eg,...,e1) CC2=F

fixé par By, 5 est le By, ,,-module de dimension 1 de poids .

Par le théoréme de Borel-Weil on sait que HY(F,,(2n + 2), L)) est le Spy,,,o-module irré-
ductible de plus haut poids A. Nous allons maintenant calculer ’espace des sections globales
de la restriction de Ly a la variété de drapeaux symplectique impaire F,(2n+1) C F,,(2n+2).

Comme expliqué dans la remarque 3.2.2, la sous-variété F,(2n+ 1) est le lieu d’annulation
d’une section générique du dual 7}y, | du (n+1)-iéme fibré tautologique sur la variété F,(2n +
2); nous allons nous servir du complexe de Koszul associé a cette section pour produire une
résolution pour la restriction L Alr, (2n41) due I’on prouvera étre acyclique. Ceci nous fournira

une résolution Spsy,, , -équivariante du Sps,, , ;-module que ’on cherche a calculer

H(F,(2n + 1), LA|FW(2n+1)).
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Nous commencons par signaler un changement de notation par rapport au chapitre 3 :
pour étre en accord avec la définition 4.1.8 du groupe symplectique impair intermédiaire, nous
plongeons la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n + 1) dans F,(2n + 2) comme
la sous-variété

Fw(2n+ 1) = {VO = (Vl c---C Vn+1) € Fw(2n+2) | Va1 C eTJL_}
Cette sous-variété est donc le lieu d’annulation de la section
es € B = HO(F,(2n+2),T;,,)

qui correspond & e, si I’on identifie £ et E* via la forme &.
Le complexe de Koszul associé a la section e est le complexe

0— A" — o — AT — Ty — Or, @2n+2) — Or,n41) — 0, (4.9)

on tensorise ce complexe par L) et on obtient le complexe

0 — ATy @ Ly — -+ — ATy © Ly — T © Ly — Lo — Lafg o1

) —0
(4.10)
qui est une résolution par des fibrés vectoriels de la restriction LA\]FW(% 1)
Dans la suite on va utiliser la version partielle du théoréme de Bott suivante :

Théoréme. Avec les notations ci-dessus, si \ est un poids tel que A + p est singulier, alors
HY(F,(2n+2),Ly) = 0 pour tout q.

Comme les racines de Spy,, 5 sont £&;4¢;, 0 < 7,7 < n, un poids p de Spy,, | 5 est singulier
si et seulement si g a une part nulle ou deux parts égales en valeur absolue.

Proposition 4.2.1. On a HI(F,(2n +2),A*T,, 1 ® L) = 0 pour tout 0 < k < n+ 1 et tout
q > 0.

Nous allons nous servir dans la démonstration de cette proposition du lemme suivant :

Lemme 4.2.2. Soit % un faisceau sur une variété X muni d’une filtration de longueur finie
0=FCF C- C Py =F. Sipour un q >0 on a HI(X, F11/F;) = 0 pour tout
0 <i<m, alors H(X,#) = 0.

La preuve de ce lemme est une manipulation standard des suites exactes de cohomologie
associées aux suites 0 — #; — Fi11 — Fip1/F; — 0 et on 'omet.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.1. Le fibré AanH ® L) est muni de la filtration
0=A*T, 1@ Ly C AT, @ Ly C--- C A*T, @ Ly € A*T,1 @ L. (4.11)
On a les suites exactes courtes
0— AT, — AT — AT @ T /T — 0
donc les quotients de la filtration (4.11) sont

AT @ T /Ty Ly, k—1<i<n.
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Par le lemme il suffit donc de prouver que
HY(F,(2n +2),A* T, @ T, 1 /T; ® Ly) = 0, pour tout i tel que k — 1 <4 < n.
Comme T;j41/T; = L_., ceci s’écrit
HIF,2n+2),A" i@ Ly .)=0, k—1<i<n

et celle-ci est une annulation presque identique a celle de 1’énoncé. Comme dans ’argument
jusqu’ici il n’a pas été essentiel que I'on travaillait avec le fibré tautologique T;41 ni que le
poids A est dominant, on peut itérer cet argument pour trouver la suite suivante de conditions
suffisantes :

HIY(F,(2n +2),A*T, ., ® L)) =0
= HUF,(2n +2),A"'T}, ® Ly, ) =

0,
<— Hq(Fw(Qn + 2), Ak_Qﬂg ® L)\—Eil ) = 0’

e,
= HU(F,(2n +2),A°T;, , ® Ly, -z, ) =0, 2<
< Hq(IFw(2n + 2)7Tik_1 & L)\*Eil ,Eizf...,gikil) =0, 1 <o <ip_s9
< HYF,(2n + 2), LA,EZ,I,EZ,Q,...,%) =0, 0<

Autrement dit si
HYF,(2n + 2),L,\,€il,€i2,...,€ik) =0, pour tous n =iy >ig > - > i =0

alors H9(F,,(2n + 2), A*T},,,; ® L)) = 0. Or comme ) est dominant, alors ou bien A — g;, —
€iy — -+ — &;, est dominant ou bien A\ —¢;, —€&;, — -+ — €, + p est singulier. En effet, si I'on
regarde A comme étant une partition, le diagramme de A —¢;, — &, — -+ — &;, est obtenu
a partir de celui de X en enlevant k cases situées sur k lignes différentes. A D’issue de cette
opération soit on obtient une partition soit on obtient un diagramme qui contient deux lignes

consécutives dans la configuration

cas dans lequel en ajoutant p on obtient une partition qui a deux parts égales et est donc
singuliére. Par le théoréme de Bott on obtient alors

HY(F,(2n + 2),L,\,€il,€i2,...,€ik) =0, pour tous n =iy >ig > - > i =0
et donc la proposition est démontrée. |

Par la proposition précédente le complexe (4.10) est acyclique et en conséquence en prenant
les sections globales on obtient la suite exacte

0 — HY(F,(2n+2),A""' T,y ® Ly) — -+ — H(F,(2n+2),T)11 @ L)) —
— HO(F,(2n42),Ly) — H°(Fu(2n+1), Lalp_ony1)) — 0 (4.12)
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Pour calculer ces espaces de sections globales on utilise encore un argument de filtrations.
Dans la démonstration de la proposition précédente on a muni le fibré AFT,,; ® Ly de la
filtration

0=A*T, 1 @ Ly C AT, ®@ Ly C--- C A*T,, ® Ly C A*Ty 1 ® Ly

dont les quotients
MLy ., k—1<i<n

sont acycliques. En prenant les sections globales on obtient que

0cC H'F,(2n +2),A*T;, @ Ly) C - -
- C HYF,(2n +2), A*T;, @ Ly) € HY(F,(2n +2),A*T, .1 @ L))

est une filtration de HO(F,,(2n + 2), A*T},, ;1 ® L)) dont les quotients sont
HO(F,(2n+2), A" Ty @ Ly_.,), k—1<i<n.

En itérant 'argument comme dans la démonstration de la proposition on obtient que chacun
des quotients HO(F,(2n + 2),A*1T; ® L_..) a une filtration dont les quotients sont

HY(F,(2n+2), A" T, @ Ly_.,_.,), k—2<j<i.

En remontant ces filtrations a H°(F,(2n + 2),A*T,, 41 ® L)) on obtient dans HO(F,(2n +
2),A*T,, .1 ® L)) une filtration dont les quotients sont

HY(Fu(2n +2),A* T, @ Ly ¢, —c,)), k—2<iy <ip <n.

En continuant selon la méme idée on déduit P'existence d'une filtration de HO(F,(2n +
2),AFT, .1 ® Ly) dont les quotients sont

HY(F,,(2n + 2),L>\_5i1_5i2_..._5ik), n>=ip >dp > >0 > 0.

Remarquons que tous les morphismes considérés dans la preuve de la proposition précédente
sont Sps, , 9-équivariants et donc que la filtration de HO(F,(2n 4 2),A*T,, 11 ® Ly) qui vient
d’étre obtenue est une filtration par des Spy,, , o-modules. Par compléete réductibilité, il résulte
alors que HO(F,,(2n+2), A*T},, 1 ® L)) est isomorphe comme Sp,,, t9-module au gradué associé

H(F,(2n+2), ' Thpn® L) = @ HFu@n+2),Lac, e, )
n>ip > >0 20
_ @ Vicer ey, (4.13)
N>y > >i 20
A—giy —Eiy = —Ei dominant

ot I'on désigne par V), le Sp,,, , o-module irréductible de plus haut poids p.

Notation 4.2.3. Pour A et u des partitions on note p L Xsile diagramme de p est obtenu
a partir de celui de \ en enlevant p cases sur p lignes différentes.
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Avec cette notation la formule (4.13) s’écrit

HO(F,(2n +2), AT, @ L) = @ Ve
k
p—A

et donc le complexe (4.12) devient

0— @ VM—>—> @ Vu—>VA—>HO(Fw(2n+1)7L/\|Fw(

A pX

2n+1)) — 0. (4.14)

Ce complexe provient du complexe de Koszul (4.9), il est donc équivariant pour le sous-groupe
qui fixe la section e}, qui est §f)2n 11 — c’est donc un complexe de SY)QH 4 1-modules. Le SY)QH 11"
module H°(F,,(2n + 1), L|g, (2n +1)) que l'on cherche & déterminer est donc le conoyau du
morphisme

: @ V,— Vi (4.15)

‘uin\

Lemme 4.2.4. Le morphisme de §f)2n+1—modules
o : HO(F,(2n +2), Thy1 @ Ly) — H(F,(2n +2), L))
provient d’un morphisme de Spy, ,o-modules
®: HOF,(2n+2), T 1) ® HY(Fu(2n + 2), Tp11 ® Ly) — H(Fu(2n +2), L))
par la formule p(t) = ®(ef ®t).
PREUVE. Le morphisme ® est la composée des applications
HO(Fo(2n +2), Tpy) © HO(Fo (20 + 2), Tost © L) — HO(Fu(2n +2), Ty © Tyt © Ly)

et
HO(F,(2n+2), T @ Tny1 @ L)) — HO(F,(2n+2), L)) ;

cette derniére provient du morphisme Ty, | ® T;, 41 ® Ly — Ly que 'on obtient en tensorisant
par L le crochet canonique T}; 1 ® Ty41 — Op, (2n41)- Tous ces morphismes sont Spy, o=
équivariants, ce qui achéve la preuve. |

Le morphisme ¢ provient donc d’'un morphisme de Spy,, ; o-modules

o P Vu®E—V,
1
n—A

par la formule ¢(v) = ®(v ® e,) (on a identific E et E* a l'aide de @).
Remarque 4.2.5. Il n’existe qu'un seul morphisme de Sp,,, , o-modules GBM#A VH®E — V), a

des facteurs multiplicatifs sur chacune des composantes VH®E pres. En effet, la multiplicité de
V), dans chaque VM®E est égale & 1; pour le voir on utilise la formule de Klimyk. Cette formule
calcule la décomposition en composantes irréductibles du produit tensoriel de deux modules
irréductibles sur un groupe semi-simple; elle s’applique lorsque I'on connait explicitement les
poids de I'un des deux modules.
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L’énoncé est le suivant : si G est un groupe semi-simple et V) désigne le G-module irré-
ductible de plus haut poids A alors

V,\ & VM = Z mult(@)t(@ +u+ p)mep (416)
0 poids de V)

ot la somme se fait dans ’anneau des représentations de G et ou
— mult(0) est la multiplicité de 6 dans V),
.{O si 0 + p + p est singulier
—t0+p+p) = { sgn(w) sinon, ou w est I'unique élément du groupe de Weyl tel
L que w(f + p + p) est dominant
~ si O + p + p n’est pas singulier, @ + p + p est I'unique poids dominant W-conjugué a
04+ p. .
Dans notre cas, les poids de E sont +¢g;, 0 < ¢ < n chacun ayant la multiplicité 1, donc si
7 1, A, c’est-a-dire pp = A\ — ¢; et . dominant, on a

E (= V)\,Ej = Z t(e + A= €j + p)VmiP. (417)
0c{te;; 0<i<n}

Maintenant, pour 6 = +&; comme ci-dessus, si # + A — €; + p est non singulier alors
9+)\—5j+p:9+)\—5j+,0.

En effet, ceci découle de la remarque suivante, qu'on a déja utilisée dans la démonstration
de la proposition 4.2.1 : le poids v = 6 + A — ¢; s’obtient & partir de la partition A —¢; en
ajoutant ou en enlevant une case, donc ou bien v est encore une partition, c’est-a-dire un poids
dominant et donc v + p aussi, ou bien v contient une configuration du type

cas dans lequel v + p est singulier. La formule (4.17) devient

E & V)\fsj = Z ‘/94*/\76]' (418)
0c{te;; 0<i<n}
0+X—e; dominant

et donc il est clair que V), apparait dans E® V—¢,; avec multiplicité 1.

Théoréme 4.2.6. Le é?)%ﬂ—module HO (Fw(2n +1), L,\|]Fw(2n+1)) est isomorphe au dual du
§f)2n+1—module de Shtepin de plus haut poids \, c’est-a-dire

HO(Foy(2n + 1), Lyl gns1)) = (V)"

PREUVE. En prenant les espaces duaux dans (4.14) on obtient en particulier la suite exacte

0 — H°(Fu(2n +1), Ll ops1) — VA = P v
1
H—A

donc H (Fw(2n +1), Z'J,\|]Fw(2n+1))>k est le noyau de ¢*. Les Spy,,, o-modules irréductibles sont
autoduaux, on a donc Vy* ~ V) et pour démontrer le théoréme il suffit donc, par la proposition
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4.1.18, de montrer que le noyau de ¢* coincide avec le SE% 1 1-sous-module de Vy engendré
par le vecteur de plus haut poids. Soit {v,} une base de Tb,2-vecteurs propres dans Vy, v,
désignant un vecteur de poids p, et soit {v;} la base duale ; alors le vecteur de plus haut poids
de Vy est v* .

Montrons d’abord que v} € Ker ¢*. Soit u tel que L, X Cest-a-dire w1 dominant et de la
forme p = X\ — ¢;; désignons encore par ¢ la composante Vy_., — V) de Iapplication (4.15).
Alors p(v) = (v ®e,) ou @ : Vy_,, ® V — V) est un morphisme de Spy,, , y-modules.

Si par I'absurde v* , ¢ Ker ¢* alors la forme linéaire ¢*(v* ) € VY .. serait non nulle et il
existerait donc au moins un vecteur de poids v, € Vy_,, tel que ¢*(v*,)(v,) # 0. Or

@7 (V23 (v) = 025 (p(vu)) = 2 (P(0p @ €n))

et v, ®e, € Vi, ® V est de poids p + €, donc ®(v, ® e,) aussi et, comme v*,(v,) = 0 si
v # =\, il résulte que u+e¢, = —A. Mais —\ —¢&,, n’est pas un poids de V/\*fei ~ V\_¢, puisque
Aen=AN—¢g)+ (g +en) >A—¢.

On a donc v*, € Ker¢* et par conséquent le %2n+1—sous—module engendré par v*, est
contenu dans Ker ¢*. Pour montrer que ces deux sous-espaces coincident il suffit de montrer
qu’ils ont la méme dimension. Par la formule (4.14) on a

n+1

dimker ¢* = Z(—l)i Z dim V.
=0 NL»‘

Par ailleurs, les quotients de la filtration de Shtepin de V), sont les §f)2n y1-modules {Vy; 0 — p}
(cf. la formule (4.7)) on a donc

dimV, = > dimVj.
0

—p

On veut donc démontrer que

n+1
dimVy =Y (-1)" Y dimVj; (4.19)
1=0 O—p—
on va montrer que 1’on a
n+1
A== > 6 (4.20)
1=0 O—p——X

dans le groupe abélien libre engendré par les poids dominants de Spy, o, c’est-a-dire que si
Pon compte avec signes les poids 6 du membre droit de la formule (4.19) alors le poids A
apparait avec multiplicité 1 et tout poids 6 # X\ apparait avec multiplicité 0.

Soit donc # une partition telle qu’il existe une partition p qui vérifie 6 — p SENSY
Rappelons que § — p signifie que § C p et le diagramme de la partition gauche p \ 6 ne
contient pas deux cases dans la méme colonne et que p BN\ signifie que pu C A et la partition
gauche A\ u est de norme i et ne contient pas deux cases dans la méme ligne ; autrement dit,
i\ 0 ne contient pas la configuration
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et A\ p ne contient pas la configuration

1

Il s’ensuit que A\ @ ne contient pas la configuration

et donc c’est une « ligne brisée » :

L[]

Si A\ 0 contient plusieurs cases dans la méme colonne, on marque par A toutes ces cases
a lexception de celle qui est située au-dessus des autres. Puisque p \ 6 ne contient pas la
configuration H il résulte que pour obtenir p on doit enlever & A au moins les cases marquées
par A. Soit pg la partition obtenue en enlevant a A précisément ces cases ; alors pig —— A, otl
1o est le nombre de cases marquées A, et pg est maximum parmi les partitions p qui vérifient
0 — pu L, A, c’est-a-dire que si p est une telle partition alors u C pg. Plus précisément, si
0 — pn —45 X alors 1 —2% g et g1 est obtenue a partir de yo en enlevant des cases situées
seulement sur les lignes qui ne contiennent pas de case marquée A ; soient ¢1,0s,...,0s ces
lignes. Réciproquement, si 6 — SLIN o et p s’obtient a partir de pg en enlevant des cases

situées sur les lignes ¢1,4s,...,¢s alors § — p E+io, X Les diagrammes 0 — g —5 X sont

donc en bijection avec les diagrammes 0 — 1 —% pg telles que p \ po contient seulement
des cases situées sur les lignes £1, /s, ..., ¢s. Notons aussi que § — ug puisque, par le choix
de po, la partition gauche g \ 6 ne contient pas la configuration H :

(]

n
L]
]

[

On marque par B les cases de pg \ 6 situées a l'extrémité droite de chacune des lignes
U1, 0, ..., s (si elles existent). Les partitions intermédiaires p telles que § — pu LN o et
o \ p ne contient des cases que sur les lignes £1, (s, ..., {s sont donc précisément les partitions
obtenues en enlevant & pg des cases parmi les cases marquées WM. Il résulte en comptant toutes
les possibilités que la multiplicité de 6 dans la somme (4.20) est

j:ii(:)(—l)i <j> =0 (sis>1).
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Notons que si § # X alors s > 1 parce que la premiére ligne de A\ 6 ne contient jamais de case
marquée A. Par conséquent le seul cas ou 1'on a s = 0 est le cas § = A dans lequel A\ 0 = &,
19 = 0, et s = 0. Bien entendu il y a un seul diagramme qui correspond & ce cas : c’est le
diagramme

A— AL

donc la multiplicité de § = X dans (4.20) est 1. Ceci achéve la preuve du théoréme. |

OnalL_., =T;11/T; pour 1 < i < n,respectivement L_., = 17, donc si wy, . . . ,w, sont les
i + p 3 p 0 )

poids fondamentaux de Spy,, , 1, alors L, = det T}", ;. Par conséquent, si A = agwo+- - -+ anwy,

agp, - -.,ay = 0 alors

Ly = (det T7)®* @ (det T5)%" @ - - - @ (det Tyr, ;)%
donc

* ®ao *
Llp, 2n41) = (det Ty ’]Fw(2n+1)) ® (det 15 ‘Fw(2n+1))

Or Tilp, (2n+1) = T; — le fibré tautologique de rang ¢ sur la variété de drapeaux symplectiques

a1 )®an

R ® (det T:+1‘Fw(2n+1)

impaire F,(2n + 1). On obtient ainsi un énoncé pour le théoréme 4.2.6 qui ne fait aucune
référence au plongement F,,(2n + 1) C F,(2n + 2) :

Théoréme 4.2.7. Soit A un poids dominant et Ly le fibré en droites

Ly = (det TT)®* @ (det T5)*" ® - - - ® (det Tpr, 1) ®.

Alors le é?)%ﬂ—module HO(F,(2n+1), Ly) est isomorphe au dual du é?)%ﬂ—module de Shtepin
de plus haut poids \.

4.2.1 Les Sp,,,,;-modules de Proctor

Les représentations irréductibles du groupe symplectique Sp,,, ont des modeles explicites
données par la construction de Weyl : cette construction réalise le Sp,,,-module irréductible de
plus haut poids A a U'intérieur du GL(2n, C)-module irréductible de plus haut poids A comme
le noyau de toutes les contractions possibles par la forme symplectique (cf. [FH91, §17.3]).

Proctor introduit dans [Pro88| des modules pour le groupe symplectique impair Sp,,, 1,
en utilisant une forme adaptée de la construction de Weyl.

On peut en fait définir la construction de Weyl de maniére uniforme, indépendamment de
la parité de la dimension : soit w € A% V une forme générique sur un espace vectoriel complexe
V et soit A une partition. Le GL(V')-module de plus haut poids A coincide avec la puissance
de Schur S,V C V¥4 ou d = |A| est la somme des parts de A. Pour 1 < p < ¢ < d des entiers
on note y,, la contraction par w sur les positions p et ¢

©pq - V®d _ V®d72

Ul®"'®?)n'—>w(’Up,’Uq)Ul®"'®@®"'®@®"'®Un- (4.21)
On note alors, suivant [FH91, §17.3]

vid = ﬂ Ker ¢, C yed

p.q
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I'espace des d-tenseurs annulés par toutes ces contractions, et enfin,
SV =8V nvid,

c’est la construction de Weyl.

Pour V = C?", si £()\) > n alors S(\C* = 0, et si £(A) < n alors S(3C?" est le Spy,-
module irréductible de plus haut poids A.

Pour V = C?"*1 Proctor démontre le résultat suivant (cf. [Pro88, théoréme 2.1]) :

Proposition 4.2.8. Si {(\) > n+1 alors S)C* T =0; si £(A) < n+1 alors SyC?" L est
un Spg,1-module indécomposable.

Proctor décrit, en outre, des bases dans les modules S(A>(C2”+1, il en déduit la formule
de branchement pour la restriction & Sp,,, de ces modules et il obtient une formule pour le
caractére de S <>\>(C2”+1 tres similaire a la formule de Weyl. En fait la régle de branchement
et la formule des caractéres sont identiques & celles obtenues par Shtepin pour ses §I;2n 41-
modules ; dans la suite nous allons nous servir seulement de la premiére que nous rappelons
ici (cf. [Pro88, corollaire 8.1]) :

SnwCtt = @ vy (4.22)
—A
ou Vé’ est le Spy,-module irréductible de plus haut poids u et ou, pour A = (Ay = -+ = Ap41)
et = (1 = -+ = up), la notation u — \ signifie comme plus t6t

)\1>H1>)\2>>)\n>ﬂn>)\n+l

c’est-a-dire y C A et le diagramme de la partition gauche A\ p ne contient pas deux cases
dans la méme colonne.

Nous montrons dans ce qui suit que les modules de Shtepin et les modules de Proctor sont
essentiellement les mémes ; plus précisément, le Sp,,, | -module de Shtepin de plus haut poids
A admet également une structure de SSpy, ,;-module — ot SSpy, .1 C Spy, 1 est le sous-
groupe des transformations de déterminant 1 — compatible avec le morphisme de restriction
§f)2n+1 — SSpg,41, et avec cette structure il est isomorphe au SSpy, ,;-module S<,\>C2”+1.
Autrement dit, S <>\>(C2”+1 avec la structure de §f)2n y1-module qu’il acquiert via le morphisme
%% 11 — SSpy, 41 est isomorphe au %% 1 1-module de Shtepin de plus haut poids A. Nous
allons donner un énoncé un peu plus général qui prend en compte également la structure de
Spay, +1-module de S<,\>C2”+1 et pas seulement la structure de SSp,,, | -module. Nous utilisons
les mémes notations que dans la section précédente; rappelons en particulier que P est le
sous-groupe parabolique de Spy,, o qui préserve la droite Ce,,.

Proposition 4.2.9. S<>\>(C2"+1 avec la structure de P-module qu’il obtient par le morphisme
de restriction P — Spy, ., est 1somorphe au P-sous-module du Sp,, ,o-module irréductible
de plus haut poids A engendré par un vecteur de plus haut poids. En se restreignant au sous-
groupe SSPoy, 1 1, S<>\>(C2”+1 avec la structure de §f)2n+1—module qu’il obtient via le morphisme

§f)2n+1 — SSpy,, 1 est isomorphe au §f)2n+1—module de Shtepin V7.

PREUVE. Soit V) un Sps,, , o-module irréductible de plus haut poids A et vy € V) un vecteur de
plus haut poids. Rappelons qu’ici un vecteur de plus haut poids est un Ba,o-vecteur propre
olt Bapt2 C Spa, o est le sous-groupe Borel qui préserve le drapeau (eg) C (eg,e1) C -+ C
(60, PN ,€2n+1>.
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Le morphisme de restriction

P — Sp2n+1a g g|E

est surjectif et son noyau est
N={geP|g|p=1d, g:IdE/en}

ol g est le morphisme induit par g sur E/e, (modulo une conjugaison dans Sps,, 49 par un
élément qui échange e et e, ceci a été démontré dans la proposition 1.1.12 et la formule (1.7)
qui la suit). En particulier, N est inclus dans le sous-groupe unipotent maximal de Bgy o,
donc N fixe le vecteur de plus haut poids vy et donc N agit trivialement sur le P-sous-
module (P -v)) engendré par vy dans Vy.? Il résulte que I’action de P sur (P -v)) passe au
quotient a travers le morphisme de restriction P — Spy,,; et donc (P -v)) a une structure
de Spsy,,,1-module.

Nous montrons dans la suite que (P - v)) est isomorphe comme Spy, , ;-module & S, C* 1.
Nous commencons par identifier V) & la construction de Weyl

V\ = S<,\>E = S)\Eﬂ E<d>

ou d = || est la norme de .

La puissance de Schur SyE est I'image du symétriseur de Young c) : E®d . E®d quj
est un endomorphisme de E®d Jdefini a partir de I'action du groupe symétrique Sy sur E®d
par permutation des facteurs.® Le sous-espace E®% ¢ E® est un sous-module de E®? pour
I’action du groupe symétrique Sy, en particulier son symétriseur de Young est tout simplement
la restriction de ¢y a E®%. De plus, E®? admet comme Sg-module un complémentaire dans
E®d _ toute représentation d’un groupe fini est complétement réductible, mais dans ce cas on
peut Iécrire explicitement : c’est le sous-espace engendré par tous les monodmes v; ® - -+ ® vy
dont une des composantes est ez ; on a donc

S\E = ¢ (E®Y) = ¢\ (E®Y) N E®Y = S\ E N E%Y,

Soit
©pq - E®d _ E®d72

la contraction par w sur les positions p et ¢ définie par la formule (4.21), soit
@pq . E@d _ E®d72
la contraction définie par la méme formule en utilisant w au lieu de w. Puisque W|p = w on a
Ppq| pod = Ppgs pour tous 0 < p<qg<n
donc

Bl = ﬂ Ker ¢, = E®4n ﬂ Ker ¢, = E®4n Bl
D,q D,q

11 suffit bien entendu d’écrire ngvy = g(g~'ng)vs = gua.
50{ est en réalité un élément de I'algébre de groupe C[Sq]. Ici on a noté par la méme lettre son image dans
End(E®%) correspondant a I'action de Sp.
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On en déduit
SE =S\ENEY = S$\ENE® N EY N E® = S En E%

Maintenant, le vecteur de plus haut poids vy de S <>\>E est également le vecteur de plus haut
poids de S)E et coincide avec I'image par ¢y du tenseur

A A A An
P = P DN el

en effet, comme le sous-espace (eg, ..., e,) est isotrope pour @, cy(e*) appartient bien & S <>\>E
et comme il est de poids A il coincide (& une constante prés) avec vy.

On remarque en particulier que vy est dans E®¢ donc dans S o E et, comme P agit dans
E via le morphisme de restriction P — Spy,, 1, il résulte alors que le P-sous-module de S <>\>E
engendré par vy coincide avec le Spy,  ;-sous-module engendré par vy dans SnE

(P -vx) = (Spapy1-va) C SE.

Maintenant, le P-sous-module de V), = S <,\)E engendré par vy coincide avec le é?)% 4 1-Sous-
module engendré par vy, c’est-a-dire avec Vy C V). En effet, au niveau des algebres de Lie on
a (cf. la formule (4.6))

p= Eﬁ%“ ® CXon

o X, € top4o; par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt on a donc
Up)vy = U(gﬁ2n+1)U(CXnn)v)\ = U(§ﬁ2n+1)<cw = V,\I-

Or comme on a vu, Vy et S\ E ont la méme décomposition en Sp,,,-composantes irréductibles
(formules (4.8) et (4.22)), en particulier (P -vy) = VJ et S\ E ont méme dimension et donc

<P . ’U,\> = S<>\)E

Pour obtenir la deuxieme affirmation de I’énoncé il suffit maintenant d’utiliser le fait qu’en
restreignant le morphisme P — Sp,,, | au sous-groupe Spy,, ;1 C P on obtient un morphisme
surjectif Spg, 1 — SSpg,11- |

Corollaire 4.2.10. Le Spy,i-module de Proctor S;\E est le Spy, q-sous-module de S\E
engendré par le vecteur de plus haut poids vy.

A présent, remarquons que la sous-variété F,,(2n+1) C F,,(2n+2) est stable également sous

le groupe P et donc, en particulier, le fibré en droites L Alr,, (2n+1) n’est pas seulement Spy, , -

linéarisé, mais aussi P-linéarisé; par conséquent, l'espace des sections globales H(F,,(2n +
1), Lx|p @n +1)) est un P-module. La proposition suivante est la version P-équivariante du
théoréme 4.2.6 :

Proposition 4.2.11. Le P-module H°(F,(2n + 1),L,\|]Fw(2n+1)) est isomorphe au dual du
P-sous-module engendré par le vecteur de plus haut poids vy dans V.

PREUVE. On remarque que ’application de restriction

HO(F,(2n +2),Ly) — H°(F,(2n + 1), L/\|]Fw(2n+1))



92 CHAPITRE 4. UN THEOREME DE BOREL-WEIL

est P-équivariante, puisqu’il en est ainsi chaque fois que ’on restreint un fibré linéarisé sous
un groupe a une sous-variété stable sous ’action de ce groupe. Il s’ensuit que la duale de cette
application de restriction, qui est en 'occurrence I’inclusion

HO(F,,(2n + 1), Lalg @nin)” € Vs

est également un morphisme de P-modules. Or on sait dé¢ja de la démonstration du théoréme
4.2.6 que le sous-espace vectoriel HO(F,,(2n + 1), L)\|Fw(2n+1))* C V) coincide avec le Spy,, -
sous-module Vy engendré par vy, et de la démonstration précédente que Vi = (P - vy). [

Comme remaqué plus tét’ si A= apwo + -+ -+ AnWn, AQ, .., 0n = O; alors
Lilp, 211y = (det T)%° @ (det T3)¥™ @ - @ (det Ty )™,

donc il résulte que l'action de P sur le fibré Lylp, ( — et donc dans 'espace vectoriel

2n+1)
HO(F,(2n + 1),L>\|]Fw(2n+1)) — se fait & travers le morphisme de restriction P — Spy,, .
On déduit alors aussitdot de la proposition précédente et de la proposition 4.2.9 le théoréme

suivant :

Théoréme 4.2.12. Soit X\ un poids dominant, A = agwo + * -+ + ApWwn, ag,-..,an = 0, et Ly
le fibré en droites

Ly = (det T7)?* @ (det T5)%" @ - - - @ (det Tyr, 1)

sur la variété de drapeauz symplectiques impaire Fo,(2n+1). Alors le Spy,, 1 -module H(F,(2n+
1),Ly) est isomorphe au dual du Spy,  1-module de Proctor de plus haut poids A, c’est-a-dire

H(Fy,(2n + 1), L)) = (SpnC* ™.



Chapitre 5

Cohomologie équivariante de la variété
de drapeaux symplectiques impaire

Dans ce dernier chapitre nous nous intéressons a la cohomologies ordinaire et équivariante
de la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n+1). Nous allons nous occuper presque
exclusivement de la deuxiéme (plus précisément de ’anneau de cohomologie équivariante de
F,(2n 4 1) correspondant a l'action d'un tore maximal 7" de Spy, ); en effet, pour cer-
tains espaces topologiques, parmi lesquels les variétés projectives complexes lisses — donc en
particulier la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n + 1), la connaissance de la
cohomologie équivariante permet de déterminer la cohomologie ordinaire.

5.1 Cohomologie équivariante

Pour définir la cohomologie équivariante nous nous plagons dans le cadre général d’un
espace topologique X muni d’une action d’un groupe topologique G. Nous considérons le G-
fibré principal universel EG du groupe G; cet espace est caractérisé par les propriétés d’étre
contractile et d’étre muni d'une G-action libre. Alors l'espace quotient BG = EG/G est
lespace classifiant du groupe G ; cette appellation refléte la propriété d’universalité suivante :
EG — B( est une G-fibration principale et toute autre G-fibration principale £ — B s’obtient
en tirant en arriére la fibration EG — BG via un morphisme B — B(, unique & homotopie
prés. Nous considérons alors la construction de Borel

X Xa EG
qui est le quotient du produit X x EG par l'action diagonale de G
g: (z,e) — (gz,ge), geG, re X, e€ EG.

La deuxiéme projection X x EFG — EG passe au quotient et, puisque G agit librement dans
EG, la projection ainsi obtenue
X xg EG — BG

est une fibration de fibre X. Si A est un anneau, on définit alors l'anneau de cohomologie
équivariante a coefficients dans A
Hg(X, A)

93
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comme étant ’anneau de cohomologie ordinaire H*(X xg EG, A).

La cohomologie équivariante ainsi définie est un foncteur contravariant de la catégorie des
G-espaces, ol les morphismes sont les applications G-équivariantes, & valeurs dans la catégorie
des A-modules. Ceci provient de la fonctorialité de la cohomologie ordinaire et du fait que la
construction de Borel

X+— X x¢g EG

est un foncteur covariant défini sur la catégorie des G-espaces.

Une particularité de la cohomologie équivariante est que le point a une cohomologie équi-
variante beaucoup plus riche que sa cohomologie ordinaire : si dans la définition ci-dessus
X = pt est un point alors pt x¢ EG = BG donc

HE(pt, A) = H*(BG, A)

qui est en général un anneau beaucoup plus grand que H*(pt, A) = A. Désormais on va
supposer que l'anneau des coefficients est le corps C et on va omettre de le mentionner dans
la notation.

Par fonctorialité, le morphisme constant X — pt induit au niveau de la cohomologie
équivariante un morphisme d’anneaux

He(pt) — Hg(X)

(qui coincide avec le morphisme H*(BG) — H*(X x¢ EG) induit par la projection X x¢
EG — BG); de cette maniére I'anneau H(X) devient un H¢ (pt)-module.

Identifions X & une fibre de p : X xg EG — BG; cette identification dépend du choix
d’un point base eg € EG : 'application

X — X xg EG, x— G- (z,ep) (5.1)

réalise un isomorphisme entre X et la fibre p~1(G - eg) de X x g EG située au-dessus du point
G - eg € BG. L’inclusion (5.1) définit un morphisme de restriction

HEL(X) = H*(X x¢ BG) — H*(X); (5.2)

si l'on fixe le point base ey € EG et on fait varier X, les morphismes de restriction (5.2) ainsi
obtenus définissent une transformation naturelle entre les foncteurs H(—) et H*(—). Notons
que si s € H(pt) = H*(BG) est un élément homogeéne de degré strictement positif alors
(p*s)|x = 0 donc l'idéal de H(X) engendré par les éléments homogénes de degré strictement
positif de HE (pt) est inclus dans le noyau du morphisme de restriction (5.2); il s’ensuit que
ce morphisme se factorise par le morphisme

HE(X)/HE (pt) - HE(X) = HG(X) ® s pr) @ — H*(X). (5.3)

Pour certains espaces X ce dernier morphisme est un isomorphisme et permet donc de retrou-
ver la cohomologie ordinaire & partir de la cohomologie équivariante.

Des exemples de tels espaces sont les espaces équivariants formels qui sont les G-espaces
X pour lesquels la suite spectrale

HP(BG, H(X)) = H5(X),

associée a la fibration X xg EG — BG, dégénére. Parmi les propriétés d’un espace équivariant
formel nous retenons les deux suivantes :
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1. le morphisme (5.3) est un isomorphisme ;
2. le H}(pt)-module HE(X) est libre.

La condition de la définition d’un espace équivariant formel est assez difficile & manipuler mais
dans la pratique il suffit de savoir que la classe des espaces équivariants formels comprend en
particulier les espaces suivants :

— les G-variétés symplectiques hamiltoniennes, lorsque G est un groupe de Lie connexe
compact — parmi celles-ci on compte les variétés complexes lisses munies d’une G-action
linéaire (cf. [Bri98]);

— les G-espaces dont les nombres de Betti d’ordre impair sont nuls, lorsque G est un tore.

5.1.1. En général, 'espace total et la base de la fibration universelle EG — BG sont des
espaces de dimension infinie ce qui nous sort en particulier de la catégorie des variétés algé-
briques. Mais dans certains cas, ces espaces admettent des approximations par des espaces de
dimension finie. C’est par exemple le cas si G = T est un tore. Pour illustrer ceci, considérons
d’abord le cas ou T est de rang 1. Le tore T' = C* agit par homothéties sur C™ \ {0} avec le
quotient P~ !: la fibration

ET,, =C™\ {0} — P™! = BT,
est une T-fibration principale. Les inclusions
C™\ {0} — ™1\ {0},

(215 y2m) — (21,...,2m,0) sont compatibles avec ’action de T et définissent un systéme
inductif de fibrations dont la limite

ET =C>®\ {0} — P® = BT

est une T-fibration universelle. Pour le cas général T' = (C*)" on considére de maniére similaire
les fibrations principales

ET, = (C"\ {0})" — (B"")" = BT,
qui forment un systéme inductif via les inclusions (C™ \ {0})" < (C™*1\ {0})"; sa limite
ET = (C>®\ {0})" — (P*°)" = BT

est alors une T-fibration universelle.
On peut construire de maniére analogue une approximation pour la fibration universelle
du groupe GL(n,C) :
EGL(n,C),, — BGL(n,C),,

(cf. [Bri98]); en se restreignant a un sous-groupe fermé G C GL(n,C) on obtient alors une
suite de G-fibration principales

EGL(n,C),, = EG,, — EG,,/G = BG,,
qui approximent la G-fibration universelle

EGL(n,C) = EG — EG/G = BG.
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Un des avantages que présentent les approximations de la fibration universelle est illustré par
la remarque suivante (cf. [Hus94, Ch. IV, Th 13.1]) : si ¢ est fixé, soit n un entier, n > dim X,
n = q, et £ — B une G-fibration principale dont I’espace total E est n-connexe — c’est-a-dire
que toute application continue d’une sphére de dimension au plus n dans E est homotope a
une application constante; alors HL(X) = HY(X x¢q E).

En particulier si 7' = (C*)" alors

H(X) = HYX xp ET),,)
si2m—22>q.

5.1.2. En général, si E — B est une G-fibration principale et si 7 : ¥ — X est une fibration
G-équivariante (c’est-a-dire que 7 est une application G-équivariante) de fibre F' alors I'appli-
cation induite Y xg E — X X g E est encore une fibration de fibre F'. Par exemple, si A — X
est un fibré vectoriel complexe G-linéarisé de rang r, alors A xg E — X Xg E est un fibré
vectoriel de rang r dont la restriction & X C X X E est A. En particulier, si X se réduit & un
point alors un fibré vectoriel G-linéarisé sur X = pt est tout simplement un G-module V', qui
induit donc un fibré vectoriel E xg V — B sur B dont la fibre au point base de B s’identifie
av.

Lorsque £ — B est la fibration universelle EG — BG, les classes de Chern du fibré
A xg EG sont des classes dans H}(X) qui prolongent les classes de Chern de E; on les
appelle classes de Chern équivariantes de A et on les note ¢; 7(A) = ¢;(A x¢ EG).

5.1.3. On suppose désormais que le groupe G = T est un tore complexe. Considérons pour
commencer le cas ou T est de rang 1, T' = C*. On a vu que le fibré universel de C*

EC*=C*\ {0} — P> = BC*
est la limite des fibrations principales
c™\ {0} — P L

Iei C*\ {0} = lim C™\ {0} et P>° = lim P™ sont munis de la topologie limite inductive, c’est-
a~dire qu’un sous-ensemble U C C* \ {0}, respectivement U C P>, est ouvert si et seulement
si, pour tout m, U N C™ \ {0} est ouvert dans C™ \ {0}, respectivement U N P"™ est ouvert
dans P™. On a alors

He.(pt) = H*(BC") = H*(P™)
= H*(lim P™) = lim H*(P™)
- Pa—
= lim C[B]/ (™) = CJh), (5.4)
oil les limites projectives sont dans la catégorie des anneaux gradués'. Ici h € H?(P*) est la
clagsse d’'un hyperplan de P> qui est un fermé H C P* tel que pour tout m, H NP est un
hyperplan de P"". Une autre facon d’exprimer l'isomorphisme (5.4) est la suivante. Soit C) le

C*-module de dimension 1 de poids A € Z = X(C*); C, induit comme au numéro précédent
des fibrés en droites

Lym = Cy x¢+ (C"T1\ {0}) — P, m €N

'Et pas simplement dans la catégorie des anneaux, oil la deuxiéme limite vaut C[[A]], ’anneau des séries
formelles en une variable.
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respectivement

Ly =Cy x¢- (C\{0}) — P,

Il est clair d’apres la construction que pour tout m on a Ly|pm = Ly ; de méme, on vérifie
directement que si A = d € Z alors Ly, = Opn(d). Si I'on identifie un caractére de C*
et sa différentielle alors l'application A — ¢;7(Cy\) = ¢;(Ly) qui associe & un poids A la
premiére classe de Chern du fibré en droites L) se prolonge en un isomorphisme (Lie(C*))* —
H?(BC*) = H?(P*) qui induit un isomorphisme d’algébres

Sym(Lie(C*)*) — H*(BC*) = Hz. (pt)

qui double le degré, que l'on appelle le morphisme caractéristique.
Dans le cas général T = (C*)" d’un tore de rang r on a BT = (P*>)" et, par la formule de
Kiinneth,
Hi(pt) = H*((P*)") = H*(P*)*" = Clha,..., hy]

est un anneau de polyndmes ou les variables hq, ..., h, sont de degré 2. Le morphisme carac-
téristique est un isomorphisme d’algébres qui double le degré

Sym(t") — Hr(pt)

et qui est induit par application A — c1 7(Cy) = ¢1(Ly) € H?(BT) qui associe & un poids A
la premiére classe de Chern du fibré en droites Ly = Cy xp ET — BT.

5.1.4. Soit X7 l’ensemble des T-points fixes d’un T-espace X. L’inclusion i : X7 — X
est T-équivariante et induit donc un morphisme au niveau de la cohomologie équivariante
i* o HA(X) — HAHXT) quon appelle restriction auz points fives. Si X est compact, le
théoréme de localisation de Borel-Atiyah-Segal (cf. [Hsi75, 111.§2]) affirme que le noyau et
le conoyau de i* sont des H7j(pt)-modules de torsion. Autrement dit, aprés une localisation
appropriée le morphisme de restriction * devient un isomorphisme. Maintenant, si de plus
I'espace X est équivariant formel alors ’anneau de cohomologie équivariante H}.(X) est un
H7.(pt)-module libre et donc le théoréme de localisation entraine que la restriction aux points
fixes est une injection
i Hi(X) — HiH(XT).

Ceci est encore une propriété caractéristique de la cohomologie équivariante : sous les bonnes
hypothéses, la cohomologie équivariante de ’espace X est controlée par la cohomologie équiva-
riante du sous-ensemble strict (en général) X7 ; dans les cas qui nous intéressent dans la suite,
I’ensemble des points fixes X7 va étre méme fini, donc dans ces cas la cohomologie équivariante
d’un nombre fini de points contient déja toute l’'information nécessaire pour reconstituer la
cohomologie équivariante de ’espace tout entier.

5.1.5. Supposons maintenant que X est une variété algébrique projective munie d’une action
algébrique d'un tore T' qui en fait un T-espace équivariant formel. Si le tore T agit dans X
avec un nombre fini de points fixes et d’orbites de dimension 1, alors I'image de I'anneau de
cohomologie équivariante de X dans 'anneau de cohomologie équivariante de son ensemble
de points fixes X7 via I'inclusion

i* HA(X) — Hx(XT)
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est décrite par un théoréme de Goresky, Kottwitz et MacPherson que nous allons énoncer
ci-dessous ; on donne d’abord quelques précisions.

Soit £ C X une T-orbite de dimension 1; soit z un point de E et soit T, C T son
stabilisateur. Puisque T est abélien, T, ne dépend pas de x; on Pappelle le type de l’orbite E
ce qui se justifie aussi par le fait que E est isomorphe en tant que T-espace au quotient 7'/T.
Le groupe T/T, est un tore connexe puisque c’est I'image de T, comme il est de dimension 1
onaE ~T/T, ~C* Laction de T' dans E se fait donc via le caractére A : T — T'/T, ~ C*;
soit v : C* — T un sous-groupe a un parameétre tel que (v, A\) = 1 c’est-a-dire A(y(¢)) = t pour
tout t € C*. Alors E est une orbite de v et, puisque X est compléte, I'application

p:C*— X t—y(t)

se prolonge en une application
G:Pl— X

dont I'image est I'adhérence E de l'orbite E. L’adhérence E est donc isomorphe & une droite
projective et s’obtient en ajoutant & F les deux points ¢(0) et ¢(o0). Ces deux points sont
des T-points fixes : en effet, 'ensemble OF = E \ E = {(0), p(c0)} est T-stable.

Avant d’énoncer le théoréme de Goresky, Kottwitz et MacPherson notons que Hx(X7) est
un produit fini d’anneaux de polynémes

Hy(XT) = D Hip) = P Sym(t) = P Cl.

peXT peXT peXT

Théoréme 5.1.6 (J[GKMO98]). Soit X une variété algébrique projective sur laquelle agit
un tore T avec un nombre fini de points fizes et d’orbites de dimension 1. Si X est un T-
espace équivariant formel alors l'image de l’anneau de cohomologie équivariante H7.(X) dans
HA(XT) = @D, cxr Clt] via Uinjection

i HA(X) — HiH(XT)

est l'ensemble des éléments (fp)pexT qui vérifient la propriété suivante : si deux points fizes
a et b se trouvent dans l’adhérence d’une T-orbite E de dimension 1, les polynémes f, et fp
coincident sur Uhyperplan t, C t, t, = Lie(T}),

falg, = Jols,
ou x € E et T, = Stabr(x) est le type de l'orbite E.

SiA\:T — T/T, ~ C* est le caractére par l'intermédiaire duquel T' agit sur 'orbite E
alors t, = Kerd)\, c’est-a-dire que la différentielle dA € t* que 1’on voit comme polynéme de
degré 1 sur t est une équation de 'hyperplan t, C t. On peut donc remplacer la condition
faly, = fo|¢, de I'énoncé du théoréme par

d)"fa_fb-

Notons aussi que £dX est le poids avec lequel t agit sur la droite tangente T,E C T, X (et t
agit avec le poids Fd\ sur la droite tangente T,E C T, X).
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Définition 5.1.7. Le graphe GKM de X est le graphe dont les sommets sont en bijection
avec les T-points fixes de X et ou l'on relie deux sommets par une aréte si et seulement si
les deux points fixes correspondants sont dans I’adhérence d’une T-orbite de dimension 1. De
plus, on assigne & chaque aréte un polynome de degré 1 qui est une équation pour 1’algébre
de Lie t, du stabilisateur T, de I'orbite de dimension 1 correspondante.

Le théoréme précédent reconstitue donc ’anneau de cohomologie équivariante H7(X) a
partir du graphe GKM de la variété X.

Exemple 5.1.8. L’exemple non trivial le plus simple de graphe GKM est le graphe GKM de

P! ou T agit via un caractére \ :
dA

J——
Remarque 5.1.9. Le théoréme de Goresky, Kottwitz et MacPherson identifie 'anneau H7 (X)
a I'algebre des fonctions réguliéres sur une variété obtenue a partir de | X7 | copies disjointes
de 'espace affine t en recollant deux copies correspondant aux points fixes a et b le long de
I’hyperplan Ker ¢ si a et b sont reliés dans le graphe GKM par une aréte marquée ¢ € t*. Nous
désignons, suivant [Bri98, §2], cette variété par V(X); nous allons voir un exemple explicite
de telle variété dans la section suivante.

5.2 Le graphe GKM et 'anneau de cohomologie équivariante
de la variété F,(2n + 1)

Comme dans le chapitre troisiéme nous allons regarder ici la variété de drapeaux sym-
plectiques impaire F,(2n 4+ 1) comme sous-variété de Schubert de la variété de drapeaux
symplectiques F,,(2n + 2) :

Fo2n+1)={Va=(V1C - C V1) | Vi1 Cep} CFL(2n +2).

Puisque la variété F,(2n + 1) est un fermé T-stable de F,(2n + 2), ses T-points fixes et ses
T-orbites de dimension 1 se trouvent parmi les T-points fixes, respectivement les T-orbites de
dimension 1 de F,(2n + 2); le graphe GKM de F,,(2n + 1) est donc un sous-graphe partiel
du graphe GKM de F,(2n + 2).2 Pour décrire ce dernier, placons-nous dans le cadre plus
général d’une variété de drapeaux généralisée G /B d’un groupe semi-simple complexe G, dont
F,(2n+2) est un cas particulier. Le graphe GKM de la variété de drapeaux G/ B pour ’action
d’un tore maximal 7' C G est le suivant (cf. [Bri98, §2]) : les sommets sont en bijection avec le
groupe de Weyl W = Ng(T)/T de G; si A est le systéme de racines de G, pour toute racine
a € A et tout élément w € W les sommets w et o,w — ol g, est la réflexion associée & o —
sont reliés par une aréte qui est marquée par le polynome de degré 1 a € t*.

Alors, si S = Hj(pt) = C[t] désigne la cohomologie équivariante du point, on déduit par
le théoréme de Goresky, Kottwitz et MacPherson que 'anneau de cohomologie équivariante
de la variété de drapeaux G/B est

Hi(G/B) = {(fw)wew | fw €S, fouw = fu mod «, pour tout o € A et w € W} (5.5)

Le graphe GKM de toute sous-variété T-stable de G/B est un sous-graphe partiel du
graphe GKM de G/B; pour une sous-variété de Schubert X,,, le graphe GKM est en fait un

2(est-a-dire que les sommets et les arétes du graphe GKM de F,,(2n4 1) se trouvent parmi celles du graphe
GKM de F. (2n + 2).
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sous-graphe (et pas seulement un sous-graphe partiel) du graphe GKM de G/B, c’est-a-dire
que si deux sommets du graphe GKM de X, sont reliés par une aréte dans le graphe GKM de
G/ B alors ils le sont aussi dans le graphe GKM de X,,. Autrement dit, si deux T-points fixes
de X, sont dans ’adhérence d’une T-orbite de dimension 1 alors cette orbite est contenue
dans X, ; vérifions ceci.

Nous introduisons des notations qui nous seront utiles également dans le reste du chapitre.
Soit U C B le sous-groupe unipotent maximal de B et U™ son sous-groupe opposé; les racines
positives A4 C A sont les T-poids de Lie(U). Pour w € W un élément du groupe de Weyl
nous notons

Uy =UnNwUw™!
U =UnwU w?,

ce sont des sous-groupes normalisés par T. Pour o« € A une racine notons g, ’espace propre
correspondant dans ’algebre de Lie g de G et U, C G le sous-groupe connexe unipotent
de dimension 1 dont l’algébre de Lie est g,. Le sous-groupe U, est isomorphe en tant que
T-espace & son algébre de Lie g,, c’est-ad-dire au T-module C, de dimension 1 de poids «.
Tout sous-groupe fermé T-stable de U est directement engendré? par les U, qu’il contient,
pris dans un ordre arbitraire (cf. [Hum?75, 28.1]); en particulier U = U, U/, = U] U,, puisque
par la définition

9o C Lie(U,) <= a>0etw '(a) >0 (5.6)
go C Lie(U]) <= a>0ectw '(a)<0

donc Lie(U,,) @ Lie(U),) = Lie(U).

Par la forme normale de la décomposition de Bruhat (cf. Humphreys [Hum?75, 28.4|) tout
élément g € G qui appartient & la B X B-orbite BwB C G s’écrit de maniére unique sous la
forme g = u/wb ot w est sous-entendu étre un représentant fixé de I’élément w du groupe de
Weyl W, v € U}, b € B. L’application v’ — «'wB est donc un isomorphisme T-équivariant
de U], sur la B-orbite BwB/B du T-point fixe wB € G/B, cest-a-dire sur la cellule de
Schubert C,,. Or le sous-groupe U], est directement engendré par les U, qu’il contient, il est
donc isomorphe en tant que T-espace a son algébre de Lie; dans cet isomorphisme, 1 € U),
correspond a lorigine 0 € Lie(U,,). Il résulte en particulier que les T-orbites de dimension 1
de la cellule de Schubert C,, sont celles qui correspondent aux espaces propres g, de Lie(U),
et elles ont toutes dans leur adhérence le T-point fixe wB € C,,.

On déduit donc que le graphe GKM de toute sous-variété de Schubert de G/B est un sous-
graphe du graphe GKM de G/B; en particulier, le graphe GKM de la variété de drapeaux
symplectiques impaire F,(2n+1) est le sous-graphe du graphe GKM de la variété de drapeaux
symplectiques F,(2n + 2) dont les sommets sont les éléments de W(Spy, 1) C W (Spa,42),
c’est-a-dire les permutation signées qui ne contiennent pas 0 (cf. la proposition 3.2.6).

5.2.1. La variété algébrique V(F,,(2n + 1)) dont I’algébre des fonctions réguliéres est I’an-
neau de cohomologie équivariante H7 (F,(2n + 1)) (cf. la remarque 5.1.9) peut étre réalisée
explicitement comme fermé d’un espace affine.

3Un groupe algébrique H est directement engendré par ses sous-groupes Hi, ..., H,, si et seulement si le
morphisme produit Hy X --- X H,, — H est un isomorphisme de variétés algébriques.
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En effet, dans le cas plus général de G/B on démontre indépendamment du théoréme
GKM que
H-(G/B)~S®qw S

oit S C S est I’anneau des invariants du groupe de Weyl W (cf. [Bri98, proposition 1]). Cet
isomorphisme est un relévement a la cohomologie équivariante de la présentation de Borel de
la cohomologie ordinaire de la variété de drapeaux

H*(G/B) ~ S/(S).
L’anneau S ®gw S est 'algébre des fonctions réguliéres du produit fibré
txyw t={(z,y) etxt|Wa =Wy} =V(G/B)

qui s’identifie donc au graphe de la relation d’équivalence définie par 1’action de W sur t :
(x,y) € V(G/B) si et seulement si x et y sont conjugués par W. Notons aussi que V(G/B)
est obtenue en recollant |IW| copies de t le long des hyperplans de réflexion selon les relations
d’incidence dans le graphe GKM : si T'y, = {(z,w(z)) | « € t} est le graphe de w alors
V(G/ B ) = U |
weW
', C tx t s'identifie & t via la deuxiéme projection, et I, NI, ., s’identifie a I’hyperplan a=.
La restriction au point fixe w, H;(G/B) — Hj}(w) = S correspond a la restriction au fermé
I'y C V(G/B),
CV(G/B)] — C[l'w] =C[t] = 5

et, pour un élément P ® Q € S ®gw S ~ H}(G/B) on a alors
(P @ Q)] = w(P)Q; (5.8)

notons que le morphisme S ~1® S — H}.(G/B) est le morphisme qui définit la structure de
S-module de H}.(G/B).
En appliquant cette discussion au cas particulier ot G = Spy,,, 5 on obtient

Hp(Fy(2n +2)) = S @ gw(spanga) S = C[V(Fyu(2n + 2))],

ou
V(F,(2n +2)) = U Twctxt
wWEW (Spay,42)

Comme le graphe GKM de F,(2n + 1) est le sous-graphe sur les sommets W (Spy, ;) du
graphe GKM de F,(2n + 2), on déduit que H7(F,(2n + 1)) = C[V(F,(2n + 1))] ou

V(F,(2n+1)) = U Iy C V(F,(2n +1)).
wEW (Spap1)

En particulier V(F,(2n+1)) est un fermé de V(F,,(2n+2)), donc le morphisme de restriction
H7y(Fo(2n +2)) — Hp(F,(2n + 1))

est surjectif.
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Exemple 5.2.2. Pour n = 1, le graphe GKM de la variété de drapeaux symplectiques F,(2n+
2) = FF,(4) est le suivant? :

01
BVYANN
//\\
€ eot+er _ 01

1 goter €0 10
NG
01

Le graphe GKM de la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n + 1) = F,,(3) est le
sous-graphe de sommets W (Sps) = {01, 10,01, 10} c’est-a-dire :

10
60+{ \
J .

01 10

N ad
N4

01

Remarque 5.2.3. Si 'on oublie les polyndmes linéaires qui marquent les arétes, le graphe GKM
de la variété de drapeaux symplectiques F,(4) est un octogone ou l'on trace les diagonales qui
relient chaque sommet au troisiéme sommet qui lui succéde lorsque I'on parcourt la circonfé-
rence dans I'un des deux sens, arbitrairement.

En général, le graphe GKM de la variété de drapeaux symplectiques F,,(2n + 2) a
W (Spapy2)| = (n + 1)t - 27+
sommets, et de chaque sommet partent |A4(Spy, o)| = dimF,(2n +2) = (n + 1)? arétes,
c’est donc un graphe (n + 1)%-régulier.

Proposition 5.2.4. Le graphe GKM de la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n +
1) a |[W(Spgns1)| = (n+ 1)1 - 2" sommets et est un graphe n(n + 1)-régulier, c’est-a-dire que
de chaque sommet partent n(n + 1) arétes.

PREUVE. Puisque les éléments de W (Sps,, | 1) sont les permutations signées qui ne contiennent

pas 0, il est clair que

1 n
[W(Spant1)| = 5IW(SPani2)l = (n+ 1)t 27

4Les fleches indiquent Pordre de Bruhat ; voir ci-dessous.
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Soit maintenant w € W (Spy,,,1); les arétes qui relient w a un sommet de W (Spy,,, o) situé en
dehors de W (Sp,,, ;1) sont en bijection avec les racines positives « telles que o,w ¢ W (Spy, 1),
c’est-a-dire telles que o,w contient 0 ; ces racines sont précisément les suivantes :

2507

€9 — &; sl w contient 7,

€0 + €; si w contient 1,
il y en a donc n + 1, une pour chaque lettre de w. Il résulte que parmi les (n + 1)? arétes qui
partent du sommet w dans le graphe GKM de F,,(2n+2), (n+1)? — (n+1) = n(n+1) arétes
relient w a des sommets situés dans W (Spy,, ;1) ; ce sont toutes les arétes du graphe GKM de
Fy,(2n + 1) qui ont une extrémité en w. [ |

Le premier obstacle & la compréhension de ces graphes est leur complexité trés rapidement
croissante : ainsi pour n = 1, comme le montre I’exemple précédent, la situation est trés simple
et ne laisse pas entrevoir les propriétés générales de 'anneau H7.(F,,(2n+1)); en méme temps,
pour n = 2 le graphe GKM de F,(5) est déja un objet nettement plus compliqué puisqu’il
a 24 sommets et 72 arétes. Ceci rend difficiles les tentatives d’étude de H}(F,(2n + 1)) en
partant des cas particuliers pour n petit.

La proposition 5.2.5 ci-dessous nous éclaire en quelque mesure sur la structure du graphe
GKM de F,(2n + 1) ; avant de ’énoncer, nous rassemblons encore quelques fait généraux sur
le groupe de Weyl d’un groupe semi-simple complexe.

11 résulte de la discussion qui précéde 'exemple 5.2.2 la caractérisation suivante : si @« € A4
est une racine positive et w € W un élément du groupe de Weyl alors

o < w <= wl(a) <0 (5.9)

ou < désigne l'ordre de Bruhat sur W : w < w’ si et seulement si X,, C X,. Rappelons quune
définition équivalente de cet ordre est la suivante : w précéde w’ dans l'ordre de Bruhat, et
Pon écrit w — w', si et seulement 8’il existe o € A, une racine positive telle que w’ = o,w et
L(w') = L(w) 4+ 1, ou £ désigne la longueur; alors w < w’ si et seulement s'il existe une chaine
d’éléments de W

/
wW=w — Wy — - —>Wg =W

ou chaque terme précéde le suivant.

Le graphe de Bruhat de G/B, qui est le graphe dont les sommets sont les éléments du
groupe de Weyl W et ot 'on relie deux sommets si et seulement si I'un précéde ’autre dans
Pordre de Bruhat, est donc un graphe partiel du graphe GKM de G/B.

Notons aussi que si « est une racine alors

OqW = wwilaaw = WO y—1(q)

donc dans la définition de 'ordre de Bruhat on peut remplacer les multiplications & gauche
par des réflexions, par des multiplications & droite. En particulier, il résulte que

Yw,w' € W : w<w = wl<w T,

et 'analogue de (5.9) est : si @ € Ay est une racine positive

wo, < w <= w(a) <0. (5.10)
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Le sous-ensemble W (Sp,, 1) C W (Spg, o) est stable par multiplication a gauche par
W (Sps,,), ot I'on identifie W (Sps,,) au sous-groupe des éléments de W (Spy,, o) qui fixent 0°.
Les orbites de W (Sp,,,) dans W (Spy,,, 1) sont les classes

{w € W(Spapia) [w() =0}, 0<i<n;

une telle classe rassemble donc les permutations signées qui en notation en ligne ont la lettre
0 & la méme position.
Pour chaque 0 < i < n, une bijection évidente

fi: {w € W(Spgnya) | w(i — 1) = 0} = {w € W(Spg,5) | w(i) = 0}

est la multiplication a droite par o, ,_, qui agit en échangeant les lettres situées aux positions
tett—1.

Proposition 5.2.5. La bijection f; ci-dessus a la propriété suivante : pour tout élément w €
W (Spagny1) tel que w(i —1) =0 on a {(f;(w)) = £(w) + 1.

PrREUVE. Il s’agit donc de montrer que pour tout 0 < ¢ < n et pour tout
w e W(Sp2n)050—61 < Ogj_o0—gi 1 = {w € W(Sp2n+2) ‘ ’U)(’i - 1) - 0}

on a l(woe, ,—.,) = {(w) + 1. Comme o, ,_., est une réflexion simple, il suffit de montrer
que wo,, ,—., > w et par I'équivalence (5.10) ceci revient & w(g;—; —€;) > 0. Soit donc

/
W=W0eyc, ey € W(SP2p)0co—21 -+ Oe; pei s

w' € W(Spy,), on a w(gi—1 —¢&;) = w'(g9) — w'(g;) = €0 £ €; qui est une racine positive, ce
qui achéve la preuve. |

On obtient donc tous les éléments de W (Spy,, ;) & partir des éléments de W (Sp,,) par
translations successives a droite par les réflexions o.,_c,,...,0-, ,—¢,, chaque translation
augmentant la longueur de 1. De plus, les multiplications & droite commutent avec les multi-
plications a gauche, donc si deux éléments w et w' de la classe W (Spg,)0eq—zy - - - Oc;_n—e; 4
sont reliés dans le graphe GKM par une aréte marquée « alors il en est de méme pour leurs
translatés wo., | _.,, wo., ¢, :

"Rappelons que W (Sp,,,) est également le groupe de Weyl du groupe symplectique impair SPany (cf. la
proposition 1.1.9).
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Remarque 5.2.6. Rappelons que les éléments de la classe {w € W(Spy,, 1) | w(i—1) = 0} sont
précisément les T-points fixes de la Spy,, , 1-orbite O; (cf. la remarque 3.2.11 et la proposition
3.1.6).

Remarque 5.2.7. Etant données deux classes W (Spa,)w et W (Spy,,)w’ dans W (Spg,,.1), tout
élément de W (Spy,,)w est relié dans le graphe GKM a un unique élément de W (Sps, )w’, mais
en général ces deux éléments ne sont pas de longueurs consécutives.

Exemple 5.2.8. Le graphe GKM de la variété de drapeaux symplectiques impaire F,,(5) est
le suivant :

120

.52

€0—E1 - e1—€

012

2

5.2.9. La proposition 5.2.5 permet de déterminer facilement les diviseurs de Schubert de
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F,(2n 4 1). En effet, on cherche les éléments w € W (Spy, 1) tels que £(w) = L(wg) — 1; si
wy = 01...7 est le plus grand élément de W (Sps,) et wy = 12...70 est le plus grand élément
de W (Spg, 1), alors ceux-ci sont les

OTaW)Oeg—cq -+ Oc,_1—e,, = TaWo
oll «v est une racine simple de Sp,,,, et
w60-50_51 o Ogp_9—ep_1 — woden_&hl = 050+5nw0.
Nous allons utiliser les notations :

Notation 5.2.10. On note div; = o,
02¢,, W0 et diVn_H = Ogg4-e, WO-

—e;qwo pour 1 < ¢ < n — 1, respectivement div,, =

En notation en ligne on a

div; = 213...70

div,=1...i—1i+1ii+2...70
div,_1=1...n—2an — 10

div, =1...n—1n0
divypr=1...n—10n

En utilisant la proposition 3.2.14 on obtient les descriptions géométriques suivantes pour les
diviseurs de Schubert Xgiy,, ..., Xdiv,,, de F,(2n +1) :

Proposition 5.2.11. Notons E, = (Ey C -+ C FEayy1) le drapeau de référence, E; =
(€0y...,€i—1), 1 <i < 2n+1. Les diviseurs de Schubert de la variété de drapeaur symplectiques
impaire F,(2n + 1) sont :
Xdivi = {V. = (‘/1 c---C Vn+1) € Fw(2n + 1) | ViN Eopg1—i 75 (0)}, 1<i<n—1;
Xdivn = {V. = (Vl ([GEERNE Vn+1) S Fw(QTL + 1) | dim(Vn+1 N En+1) > 2}
XdiVn+1 = {V. = (Vl c---C Vn+1) S Fw(QTL + 1) | ey € Vn}

En particulier, Xgiy,,,, est le diviseur Spy, 1-stable, complémentaire de la Spy,, ,-orbite ou-
verte de F,,(2n + 1) (cf. la remarque 3.1.8).

En comparant avec la description analogue du diviseur de Schubert d’une grassmannienne
symplectique impaire (cf. la proposition 2.2.21) on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.12. Simy : F,(2n+1) — G, (k,2n+1) est la projection (V1 C --- C Vyq1) —
Vi alors

Xaiv, = 7, ' (Xaiv), 1<i<n—1,
Xaiv, = Ti1(Xdiv)-

0l Xaiv = Xdivy pn,, d€signe le diviseur de Schubert de la grassmannienne symplectique 1m-

paire Gy, (k,2n + 1) (cf. 2.2.4).
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5.3 Classes de Schubert équivariantes

5.3.1 Généralités

Les classes fondamentales des sous-variétés de Schubert de la variété de drapeaux symplec-
tiques impaire [, (2n + 1) forment une base de I’anneau de cohomologie H*(F,(2n + 1),Q);
un phénoméne similaire a lieu pour la cohomologie équivariante, ce que nous allons voir dans
cette section : puisque les sous-variétés de Schubert sont T-stables, elles définissent des classes
dans l'anneau de cohomologie équivariante H}.(F,(2n + 1),Q) qui relévent les classes fonda-
mentales ordinaires et forment une base de H}(F,(2n + 1),Q) comme module sur I’anneau
HE(pt)-

Pour définir la classe équivariante d’une sous-variété T-stable Y d’une T-variété lisse X,
nous nous servons de I’existence des morphismes de Gysin en cohomologie équivariante.® Rap-
pelons d’abord le cas non équivariant ; nos références sont les articles de Atiyah et Bott [AB84]
et d’Arabia [Ara98]. Soit Y C X une sous-variété lisse de codimension complexe d d’une variété
projective lisse X ; notons ¢ : Y — X linclusion. On a l'isomorphisme de Thom

Dy : H*(Y) = HM(X X \Y)
dont la composition avec ’application canonique
H*(X,X\Y) — H*(X)
induite par l'inclusion (X, &) — (X, X \ Y) est le morphisme de Gysin
iy HY(Y) — H*T24(X).
Alors i,1 € H??(X) est la classe fondamentale de Y dans X ; ’éléement ®y1 € H*(X, X \Y)

est la classe de Thom 7(Y, X) dont la restriction a Y est la classe d’Euler e(Y, X) = 7(Y, X)|y.
On a donc le diagramme commutatif

H*+2d(X, X \ Y) H*+2d(X)
ix
~ q>y i*
e(Y, X
H*(Y) e( ) H*+2d(y)

d’ot i*i,1 = e(Y, X) et donc la flecche H*(Y) — H*+?¢(Y), étant un morphisme de H*(Y)-
modules, est la multiplication par la classe d’Euler.

Lorsque X est munie d’une T-action et Y est une sous-variété T-stable, I'inclusion T-
équivariante ¢ : Y — X induit une inclusion iy : Y xp ET — X xp ET et la construction
précédente s’étend a ip (cf. [AB84, §2|) et I'on obtient ainsi I'isomorphisme de Thom équi-
variant ®y 7, le morphisme de Gysin équivariant i, 7, la classe d’Euler équivariante er (Y, X)

5D’autres approches existent, notamment 'une d’entre elles consiste & utiliser les approximations ET,, de
la fibration universelle ET pour construire des classes [Y]r,,» dans H7+X X1 ET,, qui définissent par passage
a la limite la classe équivariante [Y]r dans H7(X).
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qui interviennent dans un diagramme commutatif analogue au précédent :

HpP (X, X\ Y) HEH(X)
1%, T
~ | Py T i*
€ (va)
Hp(Y) : H7H(Y).

On définit alors la classe équivariante [Y]r de Y dans X comme étant
Y]y =il € H3¥(X), (5.11)

et, a nouveau, le morphisme de Hi(Y)-modules i*i, 7 : Hi(Y) — HA%(Y) est la multipli-
cation par la classe d’Euler équivariante.

A. Arabia remarque dans [Ara98] que 1'on peut affaiblir les hypothéses de la construction
ci-dessus, a savoir il suffit que X soit lisse (méme rationnellement lisse, mais pour nous ce
raffinement n’est pas nécessaire) et que Y vérifie des conditions qui sont automatiquement
satisfaites lorsque Y est une sous-variété algébrique de X (cf. [Ara98, Remarque 2.1-1 (a) et
§2.2.1]). Nous posons donc la définition suivante :

Définition 5.3.1. Si Y est un fermé T-stable de codimension complexe d de la T-variété
projective lisse X, alors la classe équivariante de Y dans X est

Ylr =izl € HF(X)
ol 4,7 est le morphisme de Gysin équivariant défini par Iinclusion i : Y «— X.
Nous utiliserons dans la suite le lemme suivant :

Lemme 5.3.2. Soit X une T-variété algébrique lisse et Y C X un fermé T-stable de codi-
mension compleze d. Soit y € YT un T-point fize lisse de Y, alors la restriction [Y]T|y est
égale au produit des T-poids de l’espace normal de Y dans X au point x.

PREUVE. Puisque y est dans Y, pour calculer [Y]r|, on peut restreindre d’abord a Y donc
on a [Y]r|, = ([Y]r|y)|, = er(Y, X)]|,. Considérons d’abord le cas ot Y est lisse. Dans le cas
non équivariant Y posséde un voisinage tubulaire qui s’identifie au fibré normal Ny, x de Y
dans X. Par excision, on a alors un isomorphisme H*(X, X \Y) ~ H*(Ny,x, Ny;x \ Y) et
la classe d’Euler e(Y, X) de Y dans X s’identifie & la classe d’Euler e(Ny,x) de Ny, x ; cette
derniére coincide avec la classe de Chern de degré maximum Cd(Ny/ x) du fibré normal Ny x
(cf. [MST74, §14]).

Ceci s’étend au cas équivariant (avec la remarque que l'on devrait se restreindre au tore
compact maximal de T' — ce qui ne change pas la cohomologie équivariante — pour disposer
d’un voisinage tubulaire équivariant ; cf [Bre72, VI.2.2|) la classe d’Euler équivariante de Y
dans X est égale a la classe d’Euler équivariante du fibré normal Ny, x qui coincide avec la
classe de Chern équivariante cqr(Ny/x); on a donc [Y]r|, = er(Y/X)|, = car(Ny/x)|, =
Cd7T(Ny/X|y). L’espace normal Ny, x|, de Y dans X au point y, que l'on voit donc comme
fibré vectoriel de base le point y, se décompose en T-sous-modules de dimension 1

Ny/x|, = P C,
)
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on adonc cq(Ny/x|,) = [I)c1,7(Cx) = I\ A, la derniére égalité provenant de Iisomorphisme
caractéristique H7.(pt) ~ C[t] = S.

Le cas général o Y est singuliére mais y € Y est un point lisse se réduit au précédent par
la remarque que er (Y, X)|, est une quantité locale en y, plus précisément on a er(Y, X)|, =
er(Uy, Vy) (cf. [Ara98, §2.2.1]) on U, C Y, V,, C X sont des voisinages coniques lisses T-
stables”. |

Revenons aux variétés F,(2n+1) et F,,(2n+2) ; nous allons utiliser les notations suivantes :

Notation 5.3.3. Si w € W(Sp,y, ) est un T-point fixe de F,,(2n + 1) nous notons S,, €
H7(F,(2n + 1)) la classe équivariante de la sous-variété de Schubert X,, C F,(2n + 1); si
w € W (Spy,,42) est un T-point fixe de Fy,(2n + 2) nous notons Sy, € Hi(F,(2n +2)) la classe
équivariante de la sous-variété de Schubert X,, C F,(2n + 2).

En suivant Knutson et Tao dans [KT03] nous donnons maintenant des conditions al-
gébriques qui caractérisent les classes S, et S, dans le contexte du théoréme de Goresky,
Kottwitz et MacPherson. Nous introduisons encore une notation et une définition :

Notation 5.3.4. Si w € W est un élément du groupe de Weyl W d’un groupe semi-simple
complexe, nous notons W, U'intervalle pour 'ordre de Bruhat [1,w] = {w' € W | v’ < w};
de méme, nous notons W, I'intervalle ouvert [1, w[ = W, \{w}. Nous utilisons ces notations
sans ambiguité aussi pour W = W (Spy,,; 1) méme si ce dernier n’est pas un groupe de Weyl.

Définition 5.3.5. Soit X un T-espace qui vérifie les hypothéses du théoréme GKM ; le support
d'une classe S € Hj(X) est I'ensemble {p € X7 | S|, # 0}.

On a alors les caractérisations suivantes :
Proposition 5.3.6. Soit w € W (Spy,s), la classe Sy, € HA(F,(2n+2)) est l'unique élément

qui vérifie les conditions suivantes :

1. pour chaque w' € W (Spg, o), I’élément SW‘w’ € S est un polynéme homogéne de degré
dimF,,(2n +2) — dim X,, = (n + 1)? — f(w) ;
2. le support de S, est inclus dans W (SpPayy2)<w, ¢ ’est-a-dire §w|w/ =0siw L€w;

3. §w|w est égal au produit des T-poids de ’espace normal de X,, dans F,,(2n+2) au point
w}

So= I (o= I (o) (5.12)

a>0, cqwgw a>0, w1 (a)>0
L’analogue pour F,(2n + 1) est :

Proposition 5.3.7. Soit wg = 12...70 le plus grand élément de W (Spy,,,); soit w €
W (Spayy1), la classe Sy, € HF(Fy,(2n + 2)) est lunique élément qui vérifie les conditions
suivantes :

1. pour chaque w' € W (Spg, 1), ’élément Sy, € S est un polynome homogéne de degré
dimF,(2n+1) —dim X, =n(n+1) — {(w) ;

2. le support de S, est inclus dans W (Spa,41)<w ;

"Qui sont contractiles de maniére T-équivariante ce qui explique pourquoi er (U, Vi) € Hx(Uy,) ~ H3(y).
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8. Suly est égal au produit des T-poids de l’espace normal de X, dans F,(2n+1) au point

w}
Suwlw = I o= 11 . (5.13)
a>0, cqwgw a>0,w™ 1 (a)>0
TaWEW (Spay,41) oaw<Kwo

Les démonstrations de ces propositions sont presque identiques, la seule différence apparait
dans la preuve des formules (5.12) et (5.13) ; nous donnons alors seulement la preuve de I’énoncé
qui concerne F,(2n + 1) et nous signalons les modifications a faire dans le cas de F,,(2n + 2).

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.3.7. Notons pour simplifier I'écriture X = F,(2n 4 1) ; nous
commengons par montrer que la classe S, vérifie bien les trois propriétés de 1’énoncé.

Par définition de la classe Sy, si d est la codimension de X, dans X alors S, € H%d(X) et
donc Sy, € H2(pt) ; affirmation 1 résulte alors du fait que I'isomorphisme C[t] — HZ(pt)
double le degré.

Si w’ € w alors le T-point fixe w’ est dans X \ X, et si j désigne I'inclusion de w’ dans X
alors l'assertion 2 découle du diagramme commutatif

HEPUX, X\ X)) — Hi 24U X) —— Hi 24X\ X,)

T‘“w/ T

H*+2d })

dont la ligne supérieure fait partie de la suite exacte longue de cohomologie équivariante
associée a la paire (X, X \ X), et dont le morphisme composé est nul.

Jusqu’ici la preuve s’applique également au cas X = F,(2n + 2) (si I'on remplace les
classes Sy, par S'w) Pour 3, puisque w est lisse dans X,,, par le lemme 5.3.2 la restriction
Swlyw est le produit des T-poids de I'espace normal de X, dans F,(2n + 1) au point w. De
méme pour F,,(2n+2), la restriction §w|w est le produit des T-poids de 'espace normal de X,
dans F,(2n + 2) au point w. L’espace tangent T3, X, est engendré par les vecteurs tangents
aux courbes T-invariantes passant par w et contenues dans X,,, leurs T-poids sont donc les
racines a > 0 telles que w™!(a) < 0 (cf. la formule (5.7)), c’est-a-dire les a € Ay NwA_.
En particulier les T-poids de Typ,Wa, = TwFu(2n + 2) sont les o € Ay NwoA_ = Ay
donc les T-poids de l'espace tangent T,,[F,(2n + 2) sont les wiwpA; = wA_. On en déduit
alors la formule (5.12). D’autre part, il est clair que pour w € W (Spy, 1), le polynome S|,
divise §w|w et leur rapport est le produit des T-poids de 'espace normal de F,(2n + 1) dans
F,(2n 4 2) au point w; ceci implique alors la formule (5.13).

Montrons maintenant que les classes Sy, et S, sont les seules & vérifier les propriétés 1,
2, 8 respectives; nous donnons la démonstration pour F,(2n + 1), celle pour F,,(2n + 2) est
identique. Supposons donc que P € H7(F,(2n 4 1)) est une autre classe qui vérifie les trois
conditions de I’énoncé. Alors Sy|,, = P|, et donc S, — P a son support dans W,,. Soit w’
de longueur maximum dans le support de S,, — P; si « est une racine telle que o,w’ € w’
alors o,w’ > w' et donc o,w’ n’est pas dans le support de S,, — P. Par la condition GKM, il
résulte donc que le polynome (S, — P)|,, est divisible par le produit

II e
a>0, 0w’ Lw’
oaw’' <wo
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or il y a précisément dimF,(2n 4+ 1) — dim X, = n(n + 1) — £(w’) racines dans ce produit et
(Sw — P)|, est un polynome de degré n(n + 1) — (w) < n(n+1) — £(w'), contradiction. W

Remarque 5.3.8. Notons que les racines « qui apparaissent dans la formule (5.13) sont exacte-
ment celle qui marquent les arrétes du graphe GKM de F,(2n+1) qui relient w a des sommets
situés en dehors de W (Spsy,,,1)<w. Pour toute classe P € H7(F,(2n + 1)) qui a son support
dans W (Spa,, 1)<w, par le théoréeme GKM le polynéme P|,, est divisible par le produit de
(5.13). La méme remarque est vraie pour F,(2n + 2).

Exemple 5.3.9. Les quatre classes de Schubert équivariantes de F,,(3) sont les suivantes :
1 0 0 0

€0+{ XE €0+{ XE 60+5 XE €0 +{ XE
/ / N, S N, N\,
S el 4 4

2 s xKM? X\Eﬁl

2eq €0 — €1 2e1(eg — €1)

SiO S10 Soj So1
Comme annoncé, on a le résultat suivant :

Proposition 5.3.10. Les classes de Schubert équivariantes { Sy }wew
du S-module H}(F,(2n + 1)).

SPanii) forment une base

PREUVE. Montrons d’abord que les classes S, engendrent H7(F,(2n+1)). Soit P un élément
de H;(F,(2n + 1)); pour montrer que P est une combinaison S-linéaire des S, on procede
par récurrence sur la longueur maximale d’un élément du support de P. Si cette longueur est
0 alors P est supporté en 1 € W (Spg,, 1) et par la remarque 5.3.8 ci-dessus, P est un multiple
de la classe de Schubert S7. Soit maintenant P arbitraire et soient wyq,...,w, les éléments de
longueur maximum dans le support de P ; soit £ cette longueur. Pour chaque 0 < i < 7 si «
est une racine positive telle que o,w; € w; alors o,w; > w; donc oyw; est de longueur au
moins £ + 1 et donc o,w; n’est pas dans le support de P. Par la condition GKM il s’ensuit
que le polynome P|,,. est divisible par

H a:Swi|wi )

a>0, cqw; Lw;
Oaw; SWo

soit q; € S tel que P|,,. = Gi - Suw, |y, Alors

(P — Z qiSwi)|w]. =0, pour tout 1 < j < r
1<ir

autrement dit la longueur maximale dans le support de P — 371 ;. ¢Sy, est au plus £ —1;
alors par '’hypothése de récurrence P — Elgz‘gr ¢iSw, est combinaison linéaire des S,,, donc
P aussi.

Montrons maintenant que les Sy, sont indépendantes sur S. Soit par I’absurde

Z Qiswi =0

1<er
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une relation non triviale, ou ’on suppose wy,...,w, distincts. Soit w maximal parmi les

w1, ..., wy; alors pour w; # w on a Sy,|,, = 0 donc

( Z QiSwi)’w = quw‘w =0

1<isr
d’ou ¢, = 0, contradiction. |
Si I'on adapte la preuve précédente a F,,(2n + 2) on obtient :

Proposition 5.3.11. Les classes de Schubert équivariantes {gw}weW(
du S-module H(F,(2n + 2)).

SPanio) forment une base
n

Par analogie avec le cas non équivariant, on appelle alors calcul de Schubert équivariant
sur la variété de drapeaux symplectiques impaire F,(2n + 1) le probléme de déterminer les
constantes de structure cy;,, € S qui sont définies par

Vu,v,w € W(Spg,41) : Sy Sy = Z CoopSw ;
wEW (Spay41)

de méme pour F,(2n + 2) et les constantes ¢y, € S définies de maniére analogue.
Une propriété simple qui relie pour w € W(Spy,, 1) les classes S, et Sy, est la suivante :

Proposition 5.3.12. Siw € W(Spy,, 1) alors gw‘IFw(2n+1) =Sy -er(Fu(2n+1),F,(2n+2)).

PREUVE. Ceci découle de la fonctorialité du morphisme de Gysin équivariant : soit ¢ : X, —
F,(2n + 1) respectivement j : F,(2n + 1) — F,(2n 4 2) les inclusions ; notons pour simplifier
ix et j. les morphismes de Gysin équivariants qui leur correspondent. Alors S, = i,1 et
Su = (j01)s1 = j,i,1, on a donc

Suwlp,@nary = 5 il = 5 ju(Sw) = Swer(Fu(2n + 1), Fy(2n + 2))

puisque j*j, est la multiplication par la classe d’Euler équivariante de F,,(2n+1) dans F,(2n+
2). [

La formule précédente devient explicite une fois que 'on a calculé la classe d’Euler équi-
variante ep(F,(2n 4+ 1),F,(2n + 2)) :

Proposition 5.3.13. La classe d’Euler équivariante de F,(2n+1) dans F,,(2n+2) est donnée
par

n

eT(Fw(Qn + 1)7Fw(2n + 2))|w = H(go + ’U)(EZ‘)), pour tout w € W(Sp2n+l)'
1=0

PREUVE. Puisque F,(2n + 1) est lisse, pour tout T-point fixe w € W (Sp,,,, 1) la restriction
er(Fu(2n + 1),F,(2n + 2))|,, est le produit des T-poids de I’espace normal de F,,(2n+1) dans
F,(2n + 2) au point w. Ces poids sont les racines « telles que o,w £ wp, ou wy est I'élément
maximal de W(Spy,,,1); on a énuméré ces racines dans la preuve de la proposition 5.2.4, ce
sont

2e9,

€p — &; sl w contient 7,
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€o + €; si w contient 1,
c’est-a-dire se sont les g9 + €,,(;) = €0 + w(g;), pour 0 < i < n. [ |

Remarque 5.3.14. On a ep(F,(2n+ 1),F,(2n +2)) = [F,(2n + 1)]
on a donc

|5, (2n+2) SWO‘IFW(QnJrl);

n

SWO‘FW(an) = H(50 + w(e;)), w € W(Spap11)-
i=0
L’égalité est vraie aussi pour w € W(Spy, o) puisque pour un tel w il existe i, 0 < i < n,
tel que w(g;) = g5 = —egp. Par ailleurs, on aurait pu vérifier directement que la classe P €
H7(F,(2n + 1)) définie par P|, = [[;=o(co + w(e;)) vérifie les mémes trois conditions de la
proposition 5.3.7 que Sy, .

Remarque 5.3.15. Ayant explicité la classe d’Euler équivariante er(F,(2n+1),F,(2n+2)) on
peut préciser la formule (5.13) de la proposition 5.3.7 par

I o
a>0, w1 (a)>0

H(ao + w(eg;))

=0

Swlw = (5.14)

5.3.2 Opérateurs de différences divisées

Le groupe de Weyl W (Sp,,,) agit sur W (Spy, 1) et sur 'anneau de polynémes S = C[t];
en s'inspirant de la démarche de Knutson et Tao dans [KT03] on va utiliser ces actions et le
théoréeme GKM pour définir des opérateurs de différences divisées

B+ HE(Fo(2n +1)) — HA(Fy(2n + 1))

associés aux éléments w de W (Sp,,). En identifiant I’anneau GaweW(SanH)S a lanneau
F(W (Spa,41);S) des fonctions définies sur W (Sps,,, 1) & valeurs dans .S, on définit une action
du groupe de Weyl W (Sp,,,) sur le premier :

Vw € W(Spay), VP = (Pu)uwew( (WP)uy = w(Py-1,)- (5.15)

SP2n+1) :

Comme jusqu’ici, on identifie 'anneau de cohomologie équivariante H7}(F,(2n + 1)) a son
image dans eaweW(SanH) S, décrite par le théoréme GKM ; en conséquence, nous allons écrire,
lorsque ceci est possible, P, au lieu de P|,, pour une classe P € Hp(F,(2n + 1)).

Lemme 5.3.16. H7(F,(2n + 1)) est stable sous l’action de W (Spy,,) dans Duwew (Spy, 1) S

PREUVE. Soit w € W(Spy,) et P € H}(F,(2n + 1)) ; pour « une racine et w' € W(Spy,, 1),
on a

gaw’ W)y = wloqw’) = w—lw’') — o _1, vw tw T Lw 1w ).
(WP) gy = (WP)yy = W(Py 1) = w(Pyr) = 0(Py ot = Patur)

— P, 1,y est divisible par w™!(a) donc (wP)

gaw!

Or par la condition GKM, P,
(wP),, est divisible par o. [ |

—1,,
L)W w

La formule (5.15) définit donc une action de W (Sp,,,) dans H}(F,,(2n + 1)).
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Définition 5.3.17. Soit « une racine simple de Sp,,, ; pour P € H}(F,(2n + 1)) on pose

P = é(p — ou(P)). (5.16)

Explicitement, ceci veut dire que

Py, — Ua(Paaw)

(6ap)w = o

Notons que a priori 0,P n’est pas dans F(W (Spy,1);S) mais dans F(W (Spy,,1); Q) ou Q
est le corps de fractions de S. On a cependant

1 1 1
(0aP)w = E(Pw — 0a(Praw)) = E(Pw = Poow) + E(Paaw — 0a(Poaw))
qui est dans S puisque les deux parenthéses sont divisibles par o.

Lemme 5.3.18. Pour tout P € Hj(F,(2n + 1)), on a 0, P € Hj(F,(2n + 1)).

PREUVE. Il s’agit de montrer que pour toute racine o et tout w € W(Spy, 1), le polynome
(0aP)w = (0aP)o_w est divisible par o/. Nous considérons deux cas selon que les racines o et
o coincident ou non.

Si o = o alors

(6ap)w - (804P)0aw = l[]Dw - Ua(Paaw)] -

L~

[Poaw — 0a(Puw)]

1
(Pw - Paaw) - Eo-a(Pw - Paaw)

Qo2

(Py — Pro) — Ja(é(Pw )

qui est divisible par a puisque c’est un polynome de la forme Q — 0, (Q).
Si a # o alors « et o sont premiers entre eux; on a

1
(6ap)w - (804P)0a/w = E[Pw - Ua(Paaw) - Paa/w + Joz(Paaaa/w)]'

Le polynéme P, — Py_,, est divisible par o/ par la condition GKM; le polynome P, _,, —

Py poyw = Poyw — Py, (a/yw est divisible par oo () donc 0o(Pyyw) — 0a(Poyo_w) est divisible
/

par o'. |

Donc les d, sont bien des opérateurs sur 'anneau H}.(F,(2n + 1)).

Remarque 5.3.19. L’anneau S vu comme sous-anneau de H7 (F,(2n + 1)) via I'inclusion dia-
gonale
P~ (Pw)wGW(Sp2n+1)7 P, = P pour tout w € W(Spg, ;1)

est stable pour les opérateurs J,, et la restriction de J, & S est I'opérateur BGG usuel,
introduit par I.N. Bernstein, .M. Gelfand et S.I. Gelfand dans [BGG73, 3.2| (qui est défini
par la méme formule (5.16)).
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Remarque 5.3.20. La méme définition et les mémes arguments que ci-dessus permettent de
définir des opérateurs

O : Hp(F,(2n 4 2)) — HT(Fu,(2n + 2))

cette fois pour « racine simple de Spy, 5, qui relevent, lorsque « est racine de Spsy,, les J,
définis sur Hp(F,(2n +1)). De plus, si 'on identifie H7.(F,(2n+2)) & S ® gw(spy,,;2) S comme
expliqué au n° 5.2.1 alors les opérateurs 0, sur H7(F,(2n + 2)) se relévent en des opérateurs
O sur S ® S qui agissent sur la deuxiéme composante et proviennent des opérateurs d, sur

S

(P®Q)w _Joc((P®Q)an)

w(P)Q —O‘a(an(P)Q) _ w(P)Q _w(P)JaQ _ w(P)Q — 0,0

(6 [0 (6

= (P ® 0aQ)w

(0a(P ® Q))w =

Les opérateurs J, agissent de maniére agréable dans la base des classes de Schubert équi-

variantes {Su }wew (Spy, 1) :

Proposition 5.3.21. Soit a une racine simple de Sp,,, ; pour tout w € W(Spg, ;1) on a

(5.17)

0.5, — {—Sgaw 32: OaW > W
0 simomn.
PREUVE. Il est clair que 0,5, est un élément homogene de H7.(F,,(2n+1)) de degré deg S,,—1.
Supposons que gow < w. D’aprés 'argument de la preuve de la proposition 5.3.10, pour que
0a Sy soit non nulle il faudrait que son support contienne au moins un élément w’ de longueur
(w') = £(w) + 1. Or pour un tel élément on a w’ € w donc w’ € o,w et donc

Sw|w’ - Ua(Sw|an/)

(0%

(aasw)‘w/ = =0
il résulte que 9,5, = 0.

Supposons maintenant que o,w > w; nous vérifions que 0,9, satisfait les mémes condi-
tions de la proposition 5.3.7 que —S,_4,. La condition sur le degré est satisfaite, vérifions que
0aSw a son support dans W (Spg,, | 1)<o.w- Nous utilisons la propriété suivante qui est valable
dans tout groupe de Weyl (cf. [BGG73, 2.5] ou [Bou68]) : soit § une racine simple, alors

w < w=>ocsw < w ouosw < oz, (5.18)

Soit w' € W (Spy,41) tel que w' £ oow; alors w' € w et aussi o,w’ £ w, sinon par (5.18) on

devrait avoir w’ < w ou w' < oqw. Il résulte (00Sy)|,, = 0.
Enfin, on a
Ua( H (_ﬁ))
Sw‘aaw — O-CV(Sw‘w) 1 1 BEALNWA
(aasw)‘an = o = _aaa(sw’w) = _a n

aa( [T(e0 + w(@i))) |

=0
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Comme « est simple, on a 0,A4 = {—a}UAL\{a} et comme o,w > w, on a a € wA donc

1 1 1
—oo( I o)=-2 I Co=- I (5
BEA L NWAL BeEALNWA L BETaALNoTq WAL
=-= I  »).
BEALNo WA

Par ailleurs, comme « est une racine de Sps,,, on a o,(g9) = g9 donc

aa( II(co + w(sl))) = [I(e0 + daw(e:)).
i=0 =0
et vu la formule (5.13) ceci achéve la preuve. [

L’affirmation analogue pour les classes S,, est vraie, avec (presque) la méme démonstra-
tion :

Proposition 5.3.22. Soit a une racine simple de Sp,,, 5. Pour tout w € W (Spg,,,9) on a

O0aSw =

- {—Sgaw 52: TaW > W (5.19)
0 S1non.

La proposition suivante explicite comment agit sur la base des classes de Schubert équiva-
riantes une composition d’opérateurs 9, :

Proposition 5.3.23. Soient oy, ..., ay des racines simples de Spy,,. Pour tout w € W (Spy, 1)
on a
(—1)55’%1___0%,1} sil(oqg, ...0q,w) = L(w) + ¢

) (5.20)
0 sinon.

O, Oy - - - Dy Sup = {

PREUVE. Si {(0q, ...0q,w) = £(w) + £ alors on a une chaine d’éléments de W (Spy, ;) ol
chaque terme précede le suivant pour l'ordre de Bruhat

W — Tq,W — Oqy_ |+ Oq,W — ... — Oqq +..0q,W

L

et alors l'affirmation de 1’énoncé découle par récurrence de la proposition 5.3.21.
Sil(oq, ...0q,w) # l(w) + £ alors il existe 4, 1 < ¢ < £ tel que

W — OgW — ... — Oq g - Oa,W %Jaiaaiﬂ...aalw

(on pose par convention oq,,, = 1); soit i maximal avec cette propriété. Alors par la premiére
partie de la preuve et par la proposition 5.3.21 on a

0,001 - - - Oy S = Oy (£80,,, rayw) = 0. W

Corollaire 5.3.24. Soient a1, ..., ay des racines simples de Spy,,. L'opérateur Oy, 0n, - - . On,
ne dépend que du produit o, ...0q, ; 81 O, ...0q, n'est pas une décomposition réduite, c’est-
a-dire si (0q, ... 0q,) # L, alors Oy, Ony - - . Oa, = 0.

On peut donc introduire la notation suivante :
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Notation 5.3.25. Soit w € W(Sp,,) et soit w = g, ... 04, une décomposition réduite de w,
on note Oy = 0y, Oy - - - Oy -

Avec cette notation la proposition 5.3.23 s’écrit :

Proposition 5.3.26. Soit w € W(Spy,,) et w' € W(Spg,41), alors

DS = {(_1)2(10)5“’”' si L(ww') = L(w) + £(w')

sinon.

(5.21)

On a bien entendu les résultats analogues de la proposition 5.3.23 et du corollaire 5.3.24
pour les opérateurs 0, sur H}(F,(2n + 2)). De plus, I’analogue du corollaire 5.3.24 est vrai
aussi pour les opérateurs d, sur S® S ; on déduit ceci des résultats correspondants de [BGG73]
concernant les opérateurs J,, sur S.

On peut donc utiliser les opérateurs 0, pour définir les classes de Schubert équivariantes
{Sw}wEW(Sp2n+2) a partir de la classe du point S). Dans le cas de F,(2n + 1) les opérateurs
0o sont définis seulement pour w € W(Sp,,) donc les opérateurs 0, permettent dans ce
cas de passer d’une classe S, & une autre Sy~ avec w et w” dans la méme W (Sp,,,)-orbite;
pour obtenir donc toutes les classes de Schubert équivariantes {Sw}wEW(Sp2n+1) en utilisant
la proposition 5.3.23, il ne suffit pas de connaitre la classe du point S7 mais aussi toutes les
classes associées aux éléments minimaux de chaque W (Spy, )-orbite de W (Spg,,;1).

5.3.3 Variétés de Schubert minimales

Dans cette section nous étudions les variétés de Schubert associées aux éléments minimaux
de chaque orbite de W (Sps,,) dans W (Sp,,, ). Par la proposition 5.2.5 I’élément minimal de
la classe W (Spy,)0co—e; ---0s; 1—e; €St Ocy—gy ... 0, ,—e;; Cest un élément de longueur i,
notons-le w;. La variété de Schubert X,,, est la plus petite (au sens de I'inclusion) variété de
Schubert contenue dans I'adhérence O;11 de la Sps, L 1-orbite O;11 et qui n’est pas incluse
dans O; (cf. la remarque 5.2.6).

En notation en ligne w; s’écrit w; = 12...40¢+1...n; la variété de Schubert X,,, est donc
la variété de Schubert définie par la matrice de taille (n + 1) x (2n + 1)

O ceee
* 0 ....................
K e * 0 ............
E S ()
K e e e * 0 .......
Notons Eq = (E; C -++ C Eapy1) le drapeau de référence dont une base adaptée est
{eo,€1,...,ea,} Cest-a-dire E; = (eqg,...,e;—1) pour tout 1 < i < 2n + 1. Alors par la

proposition 3.2.14, on a :

Proposition 5.3.27. La variété de Schubert X, est l’ensemble des drapeauz Vo = (Vi C
o+ C Viy1) qui vérifient les conditions

Vi CEy, Vo CEs,...,V; C E@'+1’ (522)

Viti = Eiv1, -+, Vr1 = B (5.23)
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En particulier, la variété de Schubert X, , C X, coincide avec la sous-variété de X,
définie par la condition V; = FE;. Remarquons aussi que, puisque le sous-espace F;;1 est
isotrope, X, est isomorphe & une variété de Schubert de la variété de drapeaux de type A,
F(E;+1), a savoir a la sous-variété des drapeaux de F(FE;y1) qui vérifient la condition (5.22)
ci-dessus.

Les conditions (5.22) impliquent que X, est isomorphe a une tour de fibrations en P!,
plus précisément l'application m; : Xy, — Xy,

mn:WVC---CV;CEy1C--CEy1)—(WVWC---CV;1CECE;;1C--CEpy1)

est une fibration B-équivariante® de fibre P!; elle identifie X,,, au projectivisé P(E;;1/T;_1)
du fibré quotient E;1/T;—1 — ou par abus de notation on désigne par F;; le fibré trivial de
fibre E;1q sur X, et par T;_; la restriction a X,,, du fibré tautologique de rang ¢ — 1 de la
variété de drapeaux F,(2n + 1). En particulier, X, est lisse et son groupe de Picard est VAR

En fait, les diviseurs B-stables de X,,, sont les suivants : les préimages par m; des diviseurs
B-stables de X, | et la section X, ,, c’est-a-dire par récurrence, les diviseurs

-1 -1_-1 -1_-1 -1
Xuwj1r T Xuwy_gy Ty Ty Xapy gyeevy Ty T ... Ty X7.

Autrement dit les diviseurs B-stables de X,,, sont définis en choisissant dans 'une des fibres
{V; | Vijo1 CV; C Ejpa}, j <idelatour

Xwi_>..._)ij_>ij71_)..._>le

le point privilégié E;. Les diviseurs de Schubert de X,,, sont donc les sous-variétés Dy, ..., D;
définies par D; = {V; = E;}; en particulier D; = X, ,.

L’ensemble W (Spsy,,,1)<w,; des T-points fixes de X, est déterminé comme suit : par les
conditions (5.22), pour w € W(Spy, 1) le T-point fixe £ = w(E,) — qui est le drapeau dont
une base adaptée est {€,(0), - -, €u(n)} — est dans X, si et seulement si

Lo<w(1)<2,...,0<wi—1) <i

1)=i+1,..., win)=n.

On remarque en particulier que pour chaque j, une fois choisis w(0),...,w(j — 1), pour w(j)
il reste deux choix possibles car w(j) € {0,...,7 + 1} \ {w(0),...,w(j — 1)}; il résulte que
W (SPapi1)<w; @ 2° éléments.?

Par ailleurs, pour chaque sous-ensemble J C {1,...,i}, 'ensemble
X; =) D;={Va|V;=E; pour tout j € J} (5.24)
jed

est un fermé B-stable non vide de X,,,. Il s’ensuit que les sous-variétés de Schubert de X,
sont précisément les Xy, J C {1,...,i}.

8B est le sous-groupe de Borel de Sp,,, 41 qui préserve le drapeau F.. '
W (SPapi1)<w, | est la caractéristique d’Euler de X, donc I'égalité |W (Spy,1)<w,| = 2° résulte aussi du
fait que X, est une tour de ¢ fibrations en P!
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Au voisinage du T-point fixe E, les drapeaux de X,,, ont une base adaptée {vy,...,v,}
de la forme

Vg = eg + T1€1

V1 = e1 + Tae2

Vi-1 = €i—1 + Ti€;

Vi =€5y...,Up = €Ep

donc (z1,...,;) sont des coordonnées locales qui identifient ce voisinage a C?. Localement en
E, le diviseur D; = {V; = E;} est donc donné par I’équation

.’Ej =0
c’est-a-dire que D1, ..., D; s’identifient aux hyperplans de coordonnées et donc l'intersection
Din---ND; ={F.}

est transverse.

I1 résulte que X,,, vérifie toutes les hypotheses de la définition d’une variété magnifique, a
I’exception de celle qui exige que B soit un groupe réductif.

Notons que X est de dimension |J| donc les nombres de Betti de X,,, sont

)

On peut voir ceci sous un angle différent qui s’avére trés utile. Rappelons d’abord la
propriété suivante dite propriété du sous-mot, qui caractérise I’ordre de Bruhat dans un groupe

de Weyl W (cf. [BGGT73, 2.8] ou [Bou68]) :

Lemme 5.3.28. Soit u et w des éléments du groupe de Weyl W et soit w = o105...04 une
décomposition réduite de w. Alors u < w si et seulement si ou bien u = 1, ou bien il existe

1<ip <+ <y < /L tels que u = 04,04, ... 05, est une décomposition réduite de u.

Notons pour alléger Iécriture dans la suite o; = Oci 15 L<J<n. Alors w; = 0109 ...0;
et donc par la propriété du sous-mot, tout élément w € W(Spy,, 1) tel que w < w; est de la
L avec 1 < gy < -+ < g <4

Comme les réflections o1, 09,...,0; sont distinctes, ceci fournit une bijection entre les
sous-ensembles JJ C {1,...,i} et I'intervalle W(Spy, 1)<, -

forme w = 0,05, ...0;

Notation 5.3.29. Nous notons o I'élément w = 0;,0j, ... 0}, qui correspond & I’ensemble
J={j1,-..,Jr} (ou la notation est telle que j; < --- < ji).

Les sous-variétés de Schubert de X, sont donc les X,,, pour J C {1,...,i}. Relions
ceci & la bijection introduite auparavant. Un point fixe w appartient au diviseur de Schubert
D; = {V; = E;} si et seulement si la permutation w préserve le sous-ensemble {0,1,...,j —
1} ¢ {0,...,n} donc

D; = X, (5.25)

{1i\ g}
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Alors pour tout sous-ensemble J C {1,...,i}, la variété de Schubert X; introduite dans la
formule (5.24) est donnée par
Xy= ﬂ Dj = XU{l ..... N\JT* (5.26)
JjeJ
Le graphe GKM de X, coincide avec le graphe de Bruhat de X,,,, c’est-a-dire que si deux
points fixes w et w’ de X, sont reliés dans le graphe GKM alors leurs longueurs différent
d’une unité. En effet, on peut étre plus précis : les ¢ voisins d’'un élément de longueur k,
W = 0,0}, ...0j = oy dans le graphe GKM de X, sont les k éléments de longueur k£ — 1

onNGy  JEJ

et les i — k éléments de longueur k + 1

0 ju{a}> aE{l,...,’i}\J.
On en déduit :

Proposition 5.3.30. Les T-poids de l'espace tangent T,,X,, de X, au point fize o5 =
0,0 -+ Oj, SONT

—0j,0jy ... 0, (), 1<a<i, jy <a<jpr
ot l’on pose par convention jo =0, jp+1 =1+ 1 et o9 = 1.

PREUVE. Si a = j, alors oy = a0 \{j} OU Oa = Ojy -..04, 105,05, ...0j €st la réflexion
associée a la racine o = 0y, ...0j, (o ,) = —0j, ...0j,_,0j,(c;,); ces racines sont les T-poids
b
de I'espace tangent T, , X, .
Si gy < a < jpy1 alors OJju{a) = 0a0J OU 0o = 0j, ...04,0q0j, ;...0j est la réflexion
associée a la racine a = 0y, ...0j,(a,). Comme 0}, ...0,04,05,, -..0j, = 0jufe) €st une
décomposition réduite, a est une racine positive (cf. le lemme 5.3.35 ci-dessous). |

Corollaire 5.3.31. La restriction de la classe équivariante S,,, € Hp(F,(2n + 1)) au point
fize w =0y = 0j,0j,...0j, est donnée par la formule :

II «

aCwA _
Swi’(TJ = n
H (e0 +w(ei)) H 051043 -+ - Ojp, (@)
j=0 Jp<a<jp+1i
0<b<i

avec les mémes conventions que dans l’énoncé de la proposition précédente.

PREUVE. Comme X, est lisse, on peut appliquer le lemme 5.3.2 ; la formule résulte alors de la
proposition précédente et du fait que les T-poids de T, F,,(2n+2) sont wA _, respectivement les
T-poids de I’espace normal de F,,(2n+1) dans F,,(2n+2) en w sont g+ w(e;), 0 <i<n. W

Remarque 5.3.32. Chaque w € W (Spg,,1)<w,; @ une unique décomposition réduite, a I'ordre
des lettres prés; un moyen rapide de la trouver est donné par I'observation suivante :

w=0; = J={j|wi-1)=j}
En effet, une fagon de voir ceci est la suivante : on remarque que
w ¢ Dj <= w ne préserve pas {0,...,j — 1} <= w(j—1) =7,

et comme o est 'unique point fixe de X, qui vérifie oy € D; pour tout j ¢ J et o5 ¢ D;
pour tout j € J, on obtient la caractérisation ci-dessus.
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5.3.4 Une formule de Chevalley-Pieri équivariante pour F,(2n + 1)

Dans cette section nous déterminons une formule pour la décomposition dans la base des
classes de Schubert équivariantes {Sw}weW(Sp2n+1) du produit d’une classe arbitraire .S,, par la
classe d'un diviseur de Schubert Sg;y, ; autrement dit nous calculons les constantes de structure
Cdiv; w € S de la formule

SdiViSw = chiviwsu' (527)

Notons que par des raisons de degré, cgy,,, est un polynéme homogene de degreé O(u) —
l(w) 4+ 1; en particulier, il est nul si ¢(u) < ¢(w) — 1. D’autre part le support de Sgiy, Sw
est inclus dans le support de Sy, qui est W (Spy,,,1)<w. 1l s’ensuit que les u pour lesquels S,
apparait dans la décomposition (5.27) avec un coefficient non nul vérifient les conditions u < w
et (w)—1<l(u). Or {u|u< w, l(u)=L4w)} ={w}et{u]|u<w, l(u)=~Cl(w)—1} = {u|
u — w} sont les éléments de W (Spy, ;1) qui précédent w pour l'ordre de Bruhat. La formule
(5.27) se réduit donc &

SaiviSw = iy, wSuw + Y Chiv, wSu- (5.28)
u—w
Ici ¢y, o, st un polynome homogene linéaire et cg;y. ,,, w — w sont des nombres rationnels.

Si dans la formule (5.28) on prend la restriction au T-point fixe w, on obtient Sgiv, |y, Sw|w =

Cliv; wOwly donc

C:iviviw = Sdivi’w- (529)

Soit maintenant u tel que u — w; si v’ # u est un autre élément qui vérifie v’ — w alors

u £ v’ donc Sy, = 0. En prenant donc la restriction a u dans la formule (5.28) on obtient

Cﬁiviwsﬂu = SdiVi|uSw|u - Cgiviwsw|u = Sdivi|uSw|u - SdiVi|wa|u

On voit donc que pour déterminer les coefficients de la décomposition (5.28) on doit
connaitre explicitement les classes Sgiy, ainsi que la restriction d'une classe arbitraire S,
aux points u tels que u — w.

En s’inspirant de la formule donnée par Knutson et Tao dans [KT03, §3] pour la classe
équivariante du diviseur de Schubert d’'une grassmannienne, on « devine » les formules sui-
vantes :

Proposition 5.3.33. Siw; =eg+---+¢;, 0 <1 < 2n sont les poids fondamentauz alors pour
tout w € W(Spa,,1) on a

Sdivi|w = wo(wi—1) —w(wi—1), 1<i<n—1,

Sdivn’w = wO(Wn) - w(wn)a

respectivement

Sdivn+1‘w = w(en) - ’Lvo(ﬁn).

PREUVE. On utilise la caractérisation de la proposition 5.3.10 pour montrer que les classes
définies par les formules précédentes coincident avec les classes Sgjy, .

Notons d’abord que ces formules définissent bien des éléments de H}.(F,(2n+1)) ; en effet,
les trois définissent des éléments de la forme P, = w(P) — wo(P) (au signe prés) ou P est un
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polynéme, donc pour toute racine o on a Py, — Py = oqw(P) — w(P) qui est divisible par
a, donc les conditions GKM sont satisfaites.

Nous vérifions maintenant la condition de la proposition 5.3.10 qui porte sur les supports.
Soit 1<i<n—1,o0na

wo(wi—1) —w(wi—1) =0 <= €y(0) T+ Ew(i=1) = Ewo(0) T T Ewp(i-1)
— {’U)(O), cee 7w(2 - 1)} = {’U)()(O), s awO(i - 1)}

et la derniére condition signifie que les T-points fixes w et wy ont la méme image par la
projection canonique 7; : F,(2n+1) — G, (4,2n+1), (V4 C -+ C Vyq1) — V5 or image de wy
dans Gy, (i,2n+ 1) est le point fixe max; op4+1 = (7, . .. ,2,1) qui appartient a la cellule ouverte
de G, (i,2n+1). Il résulte que le support de la classe S; définie par S;|,, = wo(wi—1) —w(w;—1)
est inclus dans 7; ' (Xqaiv) qui coincide avec Xgiy, (cf. le corollaire 5.2.12).

Le méme raisonnement pour ¢ = n + 1 montre que la classe S, ;1 donnée par Spy1|, =
wo(wp,) — w(wy) a son support dans W;il(XdiV) = Xdiv,,-

Enfin, Xgiy,,, est le diviseur Spy, , ;-stable de [F,(2n + 1) (cf. le corollaire 5.2.12) donc les
points fixes qui n’appartiennent par a Xgjy,,,, sont les permutations signées w € W (Spy, 1)
qui en notation en ligne ont 0 sur la derniére position, c’est-a-dire pour lesquelles w(n) = 0;
pour celles-ci on a bien w(e,) — wy(ey,) = 0.

Il nous reste & vérifier maintenant les égalités de 1’énoncé aux points fixes maximaux

des supports. Pour 1 <4 <n—1on adiv; = 0, ,wo donc Saiv, |4y, = —(g; — €i+1), qui
coincide bien avec wo(wi—1) —0c; ¢, Wo(wi—1) = —(e1+ -+ €;) +0c;—e;, (61 4+ - +&;). Pour
i =n on a div, = 02, wy donc Sgiv, |qi,, = —26n qui est égal a wo(wn+1) — 026, Wo(wn11) =
(—e1 — -+ —&p +e0) — 02, (—€1 — -+ — €, + £0). Finalement, div,41 = 0¢yte,wo donc
Sdivy i1 ’divn+1 = —€0 — En = Ocpten(€0) — €0 = Ocpte,Wo(En) — WolEn)- u

Remarque 5.3.34. Pour la variété de drapeaux symplectiques F,,(2n + 2) les diviseurs de Schu-
bert sont Xaiv, = Xo., | . w0 1 Si<n+ 1,1 qui ont les descriptions géométriques :

Xaiv, ={Va | ViNEgpyo—i #(0)}, 1<i<n+1.

On a donc Xgiy, = 7; * (Xaiv) ot 7m; : Fy(2n 4 2) — G, (i,2n + 2) est la projection canonique
(Vi C - CVpt1) — Vi et Xaiv C G (i,2n + 2) est le diviseur de Schubert. On vérifie alors
que les classes équivariantes des diviseurs Xgiy, C Fy,(2n 4 2) sont données par la formule :

S'divi|w = wo(wi—1) — w(wi-1), pour tout w € W(Spy, 2), et tout 1 <i<n+1. (5.31)

Nous calculons maintenant la restriction S|, d’une classe équivariante Sy, & un point u
tel que u — w; soit a € A, telle que w = o,u. Notons pour commencer que si « est une
racine simple de Sp,,, alors par la proposition 5.3.21 on a S, = —0,5, donc

N _Su|u - Ua(su|w) _ _Su|u

u =

Swl
o o

Pour calculer S|, lorsque a est quelconque nous allons nous servir du résultat suivant, valable
pour tout groupe de Weyl d’un groupe semi-simple complexe (cf. [BGGT73, 2.2| ou [Bou68]) :

0Comme n+ 1 = 7 ceci donne Xdivy, 11 = Xooe, 0
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Lemme 5.3.35. Soit w € W un élément du groupe de Weyl W et soit w = 04,00, ---0a
décomposition réduite de w. Alors

, uUne

{a e Ay |oqw <w}=AL NwWA_ ={04,00y---0a, (i) | 1 <@ <L}
On a alors :
Proposition 5.3.36. Soit w et u dans W (Spg, 1) tels que w — w, w = oqu, o € Ay, alors
S
Swly = = U‘u
Q
PREUVE. Nous démontrons d’abord ’assertion analogue pour les classes de Schubert équiva-
riantes Sy, et S, de F,(2n + 2) et nous en déduirons aprés la formule de ’énoncé.
Soit w = 04,04, - .. 0q, une décomposition réduite de w, d’apres le lemme 5.3.35 il existe
1 <i </l tel que a = 04,00,-..0q; ,(@;). Nous raisonnons par récurrence sur i; si i = 1
alors @ = «a; est simple et donc on est dans le cas discuté ci-dessus, avant le lemme 5.3.35.
Supposons donc ¢ > 2. Notons que
U = OqW
= 00,00y 0a; 100;00; 1+ OayTa, W

= 00100y 0a; 10a;4100i42 -+ Oay

et ceci est une décomposition réduite de u.

Soit w1 = oo, w et up = oo, u. Alors w1 = 04,04, - .. 0q, €st une décomposition réduite de
wy et Uy = 0qy ... On;_Oa;yy - - - Oa, €st une décomposition réduite de u;. On a donc u; — wq
et wy = 04, (a)U1 c’est-a-dire

SN
/

U 1

N

N

aq Oaq (Oé

AN

U1
et comme 04, (@) = 0ay0a5 - - - 0a,_, (@), on peut appliquer I'hypothése de récurrence a u; —
wi. On a donc ~
Sul ‘ul

Sl = @)

Par ailleurs, comme S, = 0,5y, on a

S’ ’ — _gullu — Oy (‘gu1’u1) _ Oay (gu1’ul)
Ulu ay o .

I en résulte alors, comme S, = 0o, Swy,

o _gwl‘u — O (‘gw1‘u1) _ Oay (‘gw1‘u1)

S =
w’u o aq
Suy | =
_ qu(_aai(q;l)) _ _er1(Su1|u1)
o1 6703}
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La formule de I’énoncé est donc vérifice pour les classes Sy, de F.,(2n + 2).

Maintenant, si ’on désigne par er = ep(F,(2n + 1),F,(2n + 2)) la classe d’Euler équiva-
riante de F,(2n + 1) dans F,(2n + 2), alors par la proposition 5.3.12, on a Sw]u = Swly * €T|u
respectivement Su\u = Suly * €Ty, donc

ce qui achéve la preuve. |
En utilisant cette proposition dans la formule (5.30) on obtient

N Sdivi|w - SdiVi|U
o .

(5.32)

u
Cdivi w

On a alors la formule de type Chevalley-Pieri suivante pour la variété de drapeaux symplec-
tiques impaire F,(2n + 1) :

Proposition 5.3.37. Pour tout w € W(Spy,,,1) on a

Sdiv;Sw = (wo(wi—1) — w(wi—1))Sw + Z (Wi, (@Y)Sy, 1<i<n—1

SdivnSw = (wO(wn) - w(wn))sw + Z <wn’u_1(av)>su’
Sdivy, 1 Sw = (w(en) —€0)Sw + Z —(en,uH(a")) Sy,

ot o est la coracine de o et ( , ) est le crochet canonique t* @t — C.

PREUVE. Si a est une racine alors o,(\) = A — (\,a¥)a, pour tout A € t*.
Pour u — w, w = o,w, par la proposition 5.3.33 et la formule (5.32) ci-dessus, on a :

u u(wi—1) —wwi—1) _ u(wi—1) — oau(wi-1)
Cdiviw - o - o

= (u(wi_1),a") = (wi_1,u Ha")), sil<i<n-—1

respectivement
u(wp,) — w(w _
Cgivnw = w = <wn7u 1(a\/)>
et
u _ w(en) — u(en) _ oau(en) — ulen)
Cdivn_Hw - a - a
= —(u(en), ") = —(en,u” ' (a")).

En remplacant ceci dans la formule (5.28) on obtient le résultat voulu. |
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Remarque 5.3.38. Pour la variété de drapeaux symplectiques F,(2n + 2), la formule analogue
de la formule (5.28) ou I'on remplace les classes S, par les classes S, est vraie; de méme
on a vu dans le cours de la démonstration de la proposition 5.3.36 que cette proposition est
vraie pour les classes S, En utilisant alors la formule pour la classe d’un diviseur de Schubert
(5.31), on obtient la formule de Chevalley-Pieri équivariante pour F,(2n + 2) :

Saiv,Sw = (Wo(wi—1) — w(w;—1))Sw + > (wi—1,u” (a"))S,.

u—w
W=0aU

5.3.5 Présentation de Borel de H;(F,(2n + 1)) et cohomologie ordinaire de
F,(2n+1)

5.3.39. Nous avons déja remarqué au n° 5.2.1 que H7(Fu(2n + 1)) ~ S @ qw(spy, 40 S €t que
le morphisme de restriction H}(F,(2n +2)) — H7(F,(2n + 1)) est surjectif, on obtient donc
que le morphisme composé

S ® S — Hj(Fo(2n +2)) — Hj(Fo(2n+1))

est surjectif. Nous allons calculer le noyau de ce morphisme et déterminer ainsi une présentation
a la Borel de I'anneau de cohomologie équivariante H;.(F,(2n + 1)); nous verrons ensuite
quelles conséquences ceci a pour 'anneau de cohomologie ordinaire de F,(2n + 1).

Le noyau du morphisme S ® S — H}(F,(2n + 2)) est I'idéal de S ® S engendré par les
¢léments de la forme 1@ P — P ® 1 avec P € §"(SP2n+2)  Nous déterminons maintenant le
noyau du morphisme de restriction H}.(F,(2n +2)) — H;(F,(2n + 1)).

Sur 'anneau @y,ew( S il y a une deuxiéme action du groupe de Weyl W (Spy,, 1)
qui est définie par

Sp2n+2)

(w * P)y = Py, w,w' € W (Spani1)- (5.33)

Puisqu’elle est définie a partir de I'action de W (Spy, ) sur lui-méme par multiplication a
droite, cette action préserve les conditions GKM et stabilise donc le sous-anneau H7.(F,,(2n +
2)) - 69wGVV(San_FQ)S'

Une classe P € H7(F,(2n+2)) est dans le noyau du morphisme de restriction H7(F, (2n+
2)) — Hp(F,(2n + 1)) si et seulement si P|,, = 0 pour tout w € W (Spy, ;). On a remarqué
au n° 3.2.19 que la multiplication par le plus grand élément wy = 01 ...7n définit une involution
de W (Spa,,2) qui envoie W (Spy, ) sur son complémentaire W (Spy,, o) \ W(Spa,,1). On
obtient donc que

Vw € W(Spapi2) \ W(SPan+1) : Plg, i1y =0 <= (o * P)[, =0,
autrement dit P IF., (@2n+1) = 0 si et seulement si W * P a son support dans W (Spg,,1)-

Lemme 5.3.40. Soit R € H7(Fy,(2n + 2)) une classe qui a son support dans W (Spy,1)-
Alors R est divisible par [Fy,(2n 4 1)]r = Sy, -

PREUVE. Par la proposition 5.3.12, R[p ., ) est divisible dans H(F,(2n+1)) par la classe
d’Euler équivariante er(F,(2n + 1),F,(2n + 2)) = §w0|Fw(2n+1). Soit Q € H7(Fu(2n + 1))

tel que R|]Fw( ) = Q§w0|Fw(2n+1). Puisque le morphisme de restriction H7.(F,,(2n + 2)) —

2n+1
H5(F,(2n + 1)) est surjectif, il existe @ € H}(F,(2n + 2)) tel que Qlp,(ans1) = @ alors
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R= QS}DO. En effet il suffit de vérifier que R|,, = Qngw()\w pour tout w € W(Spy,,,2); pour
w € W (Spy,41) ceci est vrai par la définition de Q, et pour w € W (Spay,42) \ W (SPani1), R|,

et Sy l., sont toutes les deux nulles. |

0w
Autrement dit I'ensemble des classes de H7.(F,(2n+2)) qui ont le support dans W (Spgy,41)
est Iidéal principal de H7(F,(2n + 1)) engendré par S,,. On en déduit aussitot :

Proposition 5.3.41. Le noyau du morphisme de restriction H7.(F,,(2n +2)) — H}(Fu(2n +
1)) est lidéal principal de H}(Fy,(2n + 2)) engendré par l’élément wo * Sy, .

Par la définition de ’action * et par la remarque 5.3.14 I'élément g * SwO est donné par

n

(o * Swo)lw = [[(c0 —w(es)),  w € W(Spgyya)-
=0

Par la formule (5.8), @ * Sy, est 'image de 'élément de S ® S

n

K:H(1®€0—€i®1).
=0

Le noyau du morphisme S ® S — H7(F,(2n + 1)) est donc l'idéal engendré par K et par les

éléments 1 ® P — P ® 1, ott P est I'un des invariants e;(e3,...,e2), 1 <i < n+ 1, du groupe

de Weyl W (Spy,,42) (cf. le n°3.2.17).

5.3.42. Puisque F,,(2n+1) est un espace équivariant formel, ’anneau de cohomologie ordinaire
H*(F,(2n+ 1)) est

H* (B, (2n + 1)) = Hy(Fo(2n + 1))/(Ss - Hy(Fu(2n + 1))).

L’anneau H*(F,(2n+1)) est donc isomorphe au quotient de S® S/(S+-S®S) ~ S par 'idéal

I engendré par les images de K et des 1 ® e;(e3,...,e2) —e;(e3,...,e2)®1, 1 <i<n+1.
Ces images sont ege; ... &, et respectivement, les invariants ei(ag, co€2),1<i<n+1. 0On
peut prendre donc comme générateurs de I les éléments egeq ... €, et ei(zs%, E2),1<i<n

qui sont les invariants basiques du groupe de Weyl de type D,41. Il résulte :

Proposition 5.3.43. La wvariété de drapeauzr symplectiques impaire a la méme algébre de
cohomologie que la variété de drapeauz de type Dyyq :

H*(Fy(2n + 1)) ~ H*(Fo(2n + 2)).



Annexe A

Rappels sur le groupe symplectique et
ses variétés homogenes projectives

A.1 Définitions de base

A.1.1. Soit F' un espace vectoriel complexe et w : F' x F' — C une forme symplectique sur F,
c’est a dire une forme bilinéaire, antisymétrique et non dégénérée. Alors F' est de dimension
nécessairement paire (on posera dim F' = 2n) et pour tout sous-espace vectoriel V' de F son
orthogonal
V+ ={z € Flw(z,y) =0, pour tout y € V}

est de dimension dim F'— dim V. Un sous-espace isotrope relativement & w est un sous-espace
V C F tel que w(z,y) = 0, pour tous z,y € V. On appellera lagrangien un sous-espace
isotrope de dimension maximale ; un sous-espace lagrangien est donc un sous-espace isotrope
de dimension n. Une base symplectique est une base {ei, ..., e, } de E telle que

w(ei,ej) = 0i2n+1—j, pour tous 1 <i < j < n.

Une convention standard, que nous adoptons aussi, est d’introduire la notation suivante :

Notation A.1.2. Pour chaque i € {1,...,2n}, on note 7 = 2n 4+ 1 — 4; ainsi ¢ — 7 est une
involution de '’ensemble {1,...,2n}.
Une base symplectique est donc une base {ei1,...,en,en,... €1} telle que w(e;, e;) = d;5
pour tous 1 < 4,5 < n. Dans une base symplectique la matrice de w est
O ... 0 0 ... 1
0 0 1 0
= Al
d 0 -1 0 0 (A1)
-1 ... 0 0 ... O

On démontre facilement que F' posséde une base symplectique; le choix d’une telle base
identifie (F,w) & C?® muni de la forme symplectique canonique donnée par

n

wz,y) = (wys — ),  x,y € C™.
=1

127
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A.1.3. Le groupe symplectique est le groupe des transformations linéaires de F' qui préservent
w :
Sp(F,w) = {g € GL(F) | w(gz, 9y) = w(z,y), pour tous z,y € F}.

Par le choix d’une base symplectique il s’identifie au groupe de matrices
Span = {9 € GL(2n,C) | 'gJg = J}.

Soit {e1,...,e9,} une base symplectique et soit Fo = (E1 C FEy C --- C Fy,) le drapeau
deéfini par E; = (e1,...,¢e;), 1 <i < 2n (on dit que {eq,...,ea,} est une base adaptée pour le
drapeau F,).

Proposition A.1.4. Le sous-groupe B de Sp,y, qui préserve le drapeau E,, c’est-a-dire le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de Sps,,, est un sous-groupe de Borel de
Spy,,- Le sous-groupe T' de Sps,, formé par les matrices diagonales dans la base {e1,... e}
est un tore mazimal.

On a donc
. -1 -1
T = {diag(t1,...,tn,t, ..., t7 ) | t1,. ., tn € C*},

ou diag(x1, ..., xs,) désigne la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont 1, . .., To,.

Soient €1, ... &9, les caractéres ¢; : diag(xy,...,z2,) — x; du tore maximal de GL(2n,C)
formeé par les matrices diagonales dans la base {ej,...,ea,}. Alors T est le sous-tore donné
par les équations

€; = —¢€3, 1<1<n

et les caractéres €1, ...,&, forment une base du groupe des caractéres de T

A.1.5. L’algébre de Lie du groupe Sps,, est la sous-algebre de Lie de gly,,,
spo, = 1X € gly, | 'XJ +JX =0},
donc on a X = (x;;) € spy, si et seulement si
Tij = — Ty, Tiz = Ty, Ty = Ty, pour tousl < 2,7 < n.
Si E;; désigne la matrice élémentaire E;; = (xy), Tre = di10;¢, notons

Xij :Eij_Eﬁa pour 1 <’L,] <n, et

ces éléments engendrent sp,,,.

La sous-algébre de Cartan t des matrices diagonales de sp,,, admet comme base ’ensemble
{Xii | 1 <i < n}. La sous-algebre de Borel b formée par les matrices triangulaires supérieures
de spy, a une base donnée par les éléments X;;, X;7, 1 <1 < j < n.

Les racines de Sp,,, sont les

1<i<ji<n
1<i<j<n

NN
NN

+(ei +¢5),

Alors, pour 1 < k # £ < 2n, espace propre correspondant a la racine ¢ — €y est CXgp. En
particulier les racines qui sont des T-poids de b, et que 'on prend d’habitude comme racines
positives, sont les ; —¢;, 1 <i<j<n, g +¢g;, 1 <i<j<n
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A.1.6. Le groupe de Weyl W (Sp,,,) du groupe symplectique Sp,,, est le groupe des transfor-
mations linéaires de C?" qui permutent les vecteurs e; de la base et qui commutent avec la
matrice J; en d’autres termes W (Spy,,) s'identifie au groupe des permutations de I’ensemble
{1,...,2n} qui commutent avec I'involution i — 7 :

W (Spgn) = {w € Sa | w(@) = w(@)}. (A.2)

Tout élément de W (Sp,,,) est donc déterminé par ses valeurs sur le sous-ensemble {1,...,n}.
Pour représenter un élément w de W (Sp,,, ), on utilise la notation en ligne qui consiste a
juxtaposer les valeurs w(1),w(2),...,w(n), avec la convention d’écrire tout nombre j > n+1
comme 7 avec i = 7 < n. Via lidentification (A.2) ci-dessus, W (Sps,,) agit sur C*" par

W.€; = €y(s), 1<i<2n, we W(Spy,)

et sur les caractéres de T par

W.Ef = Ey(s) 1<i<n, we W(Spy,).
En particulier, comme e; = —¢;, les « barres » dans la notation en ligne d’'un élément w €
W (Sp,,,) correspondent a des changements de signe dans I’action sur les caractéres, et W (Sp,,,)
s’identifie ainsi aux permutations signées des €1,...,&n.

Les réflexions associées aux racines de Sp,, agissent de la facon suivante :

Oci—e; 17, jri, kk, pourk#i,j
Ocite; © 177, j—1, k—k, pourk#ij

09, 1+, k—k, pourkF#i

Le groupe W(Sp,,,) est un groupe de Coxeter engendré par les réflexions correspondant aux
racines simples ; la longueur ¢(w) d’'un élément w est alors le nombre minimum de réflexions
simples nécessaires pour exprimer w.

Le plus grand élément de W (Sps,) est 12...7; sa longueur est n2.

A.1.7. La grassmannienne symplectique G, (k, F’) est ensemble des sous-espaces isotropes de
dimension k de F'; c’est un fermé de la grassmannienne G(k, F') des sous-espaces de dimension
k de F. Plus généralement pour une suite d’entiers 1 < di < do < ...d < n, on considére la
variété de drapeaux isotropes

Fo(di,...,dg, F)={(Vg, C--- CVg,)|dimVy =d;, Vg, isotrope, pour toutl < i < k}.
Lorsque {dy,...,dr} ={1,...,n}, on note plus simplement
Fu(F)=F,1,...,n,F)

et on appelle F,(F') la variété de drapeauz symplectiques.

Ces variétés sont munies naturellement d’une action du groupe symplectique ; pour chacun
des exemples énumérés, cette action est transitive. Réciproquement, toute variété projective
qui est homogeéne pour une action du groupe symplectique est I'une des variétés de drapeaux
isotropes. Dans la liste ci-dessus, la variété de drapeaux symplectiques F,,(F') s’identifie a
I'espace homogéne Sps,,/B; c’est la variété projective Sp,y,-homogéne maximale. A Iautre
extréme, les grassmanniennes symplectiques G, (k, F') sont les espaces homogénes de la forme
Spay,/Pr ou Py C Sps,, est un sous-groupe parabolique maximal.
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A.2 Cellules et variétés de Schubert

On fixe dans F' = C2" une base symplectique {e1,...,ea,} et le drapeau E, = (F; C Ey C
- C EQn), E;, = (61,...,6i>.

A.2.1 Dans la grassmannienne symplectique G, (k,2n)

A.2.1. Soit V C F un sous-espace isotrope de dimension k ; I'incidence de V avec le drapeau
E, est décrite par les entiers r; = dim(V N (ey,...,e;)). Dans la suite

O=rg<r < <ropq <12y =k,

la différence de deux termes consécutifs est d’au plus une unité, donc il y a exactement k sauts
égaux a 1; notons 11 < ig < --- < i leurs positions

io =min{i | 1 <i<2n, r; = a}, 1<a<k.

On appelle le multi-indice I = (1 < i1 < iy < -+ < i < 2n), le type d’incidence de V avec le
drapeau F,. Un multi-indice I qui est le type d’incidence d’au moins un sous-espace isotrope
de dimension k sera appelé admissible. Les indices admissibles sont précisément les indices
I=(1<1i <-+ <ig < 2n) qui vérifient i, #%pour tous 1 < o, B < k.

Notation A.2.2. On note Ij 9, 'ensemble des indices (1 <1 <ip < -+ <if < 2n) et It o,
I'ensemble des indices admissibles de Iy 2, c’est-a-dire Iy, = {(1 < i1 < --- < ix < 2n) |
ia # ig, pour tous 1 < o, 3 < k}.!

La cellule de Schubert associée & un indice admissible I € I‘,;Qn est 'ensemble des sous-
espaces isotropes de dimension k qui ont le type d’incidence I :

Cr={V € Gu(k,F)| dim(V N (e1,....e:)) = a, iq <i<iat1, 1 <a <k,
ott 'on pose par convention ix4+1 = 2n + 1. On a donc

Gu(k,F)= |J Cr.
IGIZ’,%

La variété de Schubert Xy est par définition I’adhérence Cf.

A.2.3. Soit V € C un sous-espace de type d’incidence I; alors 0 C (VNE;) C (VNE,)C
-+ C(VNE;,) =V est un drapeau complet de V. Si {v1,...,v;} est une base de V' adaptée a
ce drapeau alors v, € (e1,...,€;,)\ (€1,...,€i,—1) pour tout 1 < a < k, donc si vq =Y, ani€;
alors la matrice de taille k X 2n (a;) est une matrice échelon de type I, c’est-a-dire que sur la
ligne « le coefficient aq;, est non nul et tous les coefficients situés & sa droite aq;, ¢ > i, sont
nuls. La cellule de Schubert Cj est donc ’ensemble des sous-espaces isotropes de dimension
k qui, par rapport a la base symplectique {ey,...,e2,}, sont engendrés par les lignes d’une
matrice échelon de type I.

INB : ces notations sont reliés au choix de numérotation de la base symplectique qui a été fixée au départ ;
ainsi lorsque I'on considére C*"*2 avec une base symplectique {eo,...,e2n+1}, on pose Iy 2,12 = {(0 < 41 <
fg < -0 < ig <27’L+1)}, etc.
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Une matrice échelon comme ci-dessus va étre uniquement déterminée par le sous-espace
engendré par ses lignes si on impose des contraintes supplémentaires. Plus précisément, V' est
engendré par les lignes d’une unique matrice (aq;) telle que pour tout « le coefficient aq;,, soit
égal & 1, et tous les coefficients situés & sa droite, aqni, 7 > 14, et en dessous, ag;,,, B > «, soient
nuls :

’il ’ig 1k
1 * N
V9 * 0 x 01T 0 e
* 0 =x . K e e
Vg * ... 0 % ... 0 x ... 1 0O ---vv---

La condition V isotrope impose des relations dans cette matrice. Plus précisément, tous les
coefficients marqués par un «*» sont des paramétres indépendants, & I’exception des coefficients
qui sont opposés? & une position ot il existe un «1» placé sur une ligne supérieure (c’est-a-dire
les coefficients de la forme agr- pour I < o < B < k) qui sont déterminés et qu’on marque
d’habitude par un «e». Les coefficients libres sont alors des coordonnées affines qui établissent
un isomorphisme entre Cy et l'espace affine AY™ €7 En particulier, on obtient

dim C7 = nombre de * = Z(za — a) —nombre de o

a

:Zia—@—#{(a,ﬂ)\a<ﬂ,ia+i5>2n+1}. (A.3)

La derniére expression est la longueur ¢(I) de I, de sorte que 'on a dim Cy = ¢(I).

A.2.4. Les points fixes du tore maximal 7" dans G, (k, F') sont en bijection avec ’ensemble
des indices admissibles Iy, , le point fixe correspondant & un indice I étant le sous-espace
Er={ej,...,e;). En parzciculier, chaque cellule de Schubert contient un unique T-point fixe.

Il existe un sous-tore & un paramétre -y qui a les mémes points fixes que T' (cf. [BB73,
lemme 2.3 ; il suffit en fait de prendre v tel que (v, ) > 0 pour toute racine « positive). Alors
les cellules de Schubert coincident avec les cellules de Biatynicki-Birula définies par v dans
chaque point fixe Ej :

C(Er) = {z € Gu(k, F) | limy(2).x = Er}.

L’incidence d’un sous-espace de F' avec le drapeau FE, est préservée par 'action du sous-
groupe de Borel B, donc les cellules de Schubert sont B-stables; on montre en fait qu’elles
sont des B-orbites.

A.2.5. Sur l'ensemble Ij 9, des indices [ = (1 < i1 < --- < i < 2n) on définit une relation
d’ordre par
1 <J <= iq < ja, pour tout 1 < a < k.

L’ordre induit sur le sous-ensemble bon C Iron des indices admissibles coincide avec I'ordre
de Bruhat sur I’ensemble des cellules de Schubert :

VI,J eIf,, : CrcCy < I<J

2Un coefficient aq; est opposée au coefficient anz.
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On obtient en particulier :

X;=J Cy.

J<I

La sous-variété de Schubert X; = CT associée a un indice admissible I € I ,, est caracté-
risée par

Xr={V e Gu(k,F)|dim(VnN{e,...,e,)) >a 1<a<k}
Les éléments de X sont donc précisément les sous-espaces qui peuvent étre engendrés rela-
tivement a la base {ey,...,ea,} par les lignes d’une matrice (aq;) de taille k& x 2n telle que
aqi = 0 pour tous i > i,, 1 < a < k.
A.2.2 Dans la variété de drapeaux symplectiques F,(2n)

A.2.6. Pour une permutation signée w € W (Sp,,,) on définit la fonction de rang r,, comme
étant la fonction qui associe a une paire (4,75) € {1,...,n} x {1,...,2n} le nombre

rw(i,j) = card{k | k < i,w(k) < j}.
L’entier 7,(i,7) est donc le nombre de points du graphe de w
{(h,w(k)) | 1< k< n}

situés dans le rectangle {1,...,i} x {1,...,j}.

La cellule de Schubert de la variété de drapeaux symplectiques F,(F') associée a une
permutation signée w € W (Spy,,) est I’ensemble des drapeaux isotropes Vo = (V4 C --- C V,,)
qui vérifient

dim(V; N (e1, ..., e;)) = ry(i, ), pour tout 1 <i < n, et tout 1 < j < 2n.

Si I'on compare avec la définition des cellules de Schubert pour les grassmanniennes symplec-
tiques on constate que

Vo€ Cyp — V; € C{w(l),...,w(i)}Ta pour tout 1 <7< n

ott {w(1),...,w(i)} T est I'indice admissible® obtenu en ordonnant de facon croissante les
éléments de ensemble {w(1),...,w(i)}.

A.2.7. 1l résulte directement de la définition ci-dessus que la cellule de Schubert C,, associée
a une permutation signée w € W (Sp,,,) est I’ensemble des drapeaux qui admettent comme
base adaptée les lignes d’une matrice (a;;) de taille n x 2n telle que a;,;)—1 et a;; = 0 pour
tous 1 < i < n, j > w(i). On remarque que les coefficients qui sont toujours égaux a 1
correspondent aux points du graphe de w.

A.2.8. Le groupe de Weyl W (Spsy,,) est muni de I'ordre de Bruhat défini comme suit : w < w'’
si et seulement s’il existe une chaine

/
W=W] — Wy — " — Wy =W

telle que pour chaque 1 < i < d—1 on ait £(w;y1) = (w;)+1 et w41 = oqw; pour une racine
Q.

3Le fait que c’est bien un indice admissible résulte de la définition (A.2).
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L’ordre de Bruhat sur W(Spy,) coincide avec lordre induit par l'ordre de Bruhat des
cellules de Schubert :

Vw,w' € W(Spsy,) : Cp CCp +—= w<w.
On a donc le critére de Proctor® (cf. [Pro82]) :
w<w = {w),...,wi@)} T<{w'(1),...,w ()} T, pour tout 1 <i < n. (A4)

A.2.9. Les T-points fixes de F,,(F') sont en bijection avec le groupe de Weyl W (Sp,,,) (une
conséquence de la décomposition de Bruhat de Sp,,,, par exemple); a la permutation signée
w € W(Sp,,) correspond le T-point fixe w(E,) qui est le drapeau dont une base adaptée est
{ew(l)a Cw(2) - ew(n)}‘

Il existe un sous-tore a un parameétre v (prendre v tel que (y,a) > 0 pour toute racine
positive) qui a les mémes points fixes que T ; alors les cellules de la décomposition de Biatynicki-
Birula de F,,(F) associée a y coincident avec les cellules de Schubert (ceci découle par exemple
de la représentation matricielle des cellules de Schubert).

Enfin, comme pour les grassmanniennes symplectiques, les conditions d’incidence sont
invariantes pour l'action du sous-groupe de Borel B, donc les cellules de Schubert sont B-
stables ; elles sont en fait des B-orbites (par exemple, parce que chaque B-orbite contient un
T-point fixe).

4Qui se démontre indépendamment de I’équivalence précédente.
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RESUME

Les grassmanniennes symplectiques et, plus généralement, les variétés de
drapeaux symplectiques, sont les variétés de sous-espaces isotropes, re-
spectivement de drapeaux de sous-espaces isotropes, relativement a une
2-forme antisymétrique non dégénérée. Ce sont les variétés projectives
homogenes du groupe symplectique.

Nous étudions les grassmanniennes et les variétés de drapeaux symplec-
tiques impaires, qui sont des objets analogues associés a une 2-forme
antisymétrique générique sur un espace vectoriel complexe de dimension
impaire. Ces variétés sont munies d’actions naturelles du groupe sym-
plectique impair des transformations linéaires qui préservent la forme an-
tisymétrique. Nous montrons que, bien que ces actions ne soient pas tran-
sitives, ces variétés partagent de nombreuses propriétés avec les variétés
homogenes.

En particulier, nous calculons le groupe d’automorphismes des grassman-
niennes symplectiques impaires et obtenons que tous ces automorphismes
proviennent de I’action du groupe symplectique impair. De méme, nous
établissons un théoreme de type Borel-Weil pour le groupe symplectique
impair et explicitons le lien entre certaines classes de représentations
de ce groupe construites par Proctor et par Shtepin. Nous étudions
également la cohomologie équivariante de la variété des drapeaux sym-
plectiques impairs maximaux. Nous obtenons une formule de type Cheval-
ley-Pieri et nous donnons une présentation a la Borel de I’anneau de co-
homologie équivariante. De cette derniere, nous déduisons que I’anneau
de cohomologie ordinaire de la variété des drapeaux symplectiques im-
pairs maximaux est isomorphe & ’anneau de cohomologie ordinaire de
la variété de drapeaux quadratiques.

MOTS-CLES

Variétés homogenes, groupe symplectique, grassmanniennes symplectiques,
théoreme de Borel-Weil, cohomologie équivariante, calcul de Schubert
équivariant.
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