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“There are two kinds of research — applied research and not-yet-applied-research.”

LORD PORTER, 1967 Nobel laureate in Chemistry.
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Introduction

La physique statistique a pour objet 1’étude de lois particulieres régissant le com-
portement et décrivant les propriétés des corps macroscopiques, c’est-a-dire de corps
composés d’un nombre énorme de particules — atomes ou molécules.

Depuis toujours, I’étude des fluctuations des grandeurs caractérisant le comporte-
ment de ces corps est un sujet privilégié. Le mouvement brownien et le bruit d’agitation
thermique aux bornes d'une résistance illustrent parfaitement ce point.

Pourquoi étudie-t-on les fluctuations? Avec les développements récents des nano-
technologies et de la biophysique dont il est constamment question aujourd’hui, la
réponse me semble claire. La plupart des systemes d’intéréet évoluent hors d’équilibre,
et sont de plus en plus miniaturisés. Or les fluctuations relatives de toute grandeur addi-
tive diminuent en raison inverse de la racine carrée du nombre de particules constituant
le corps, et sont d’autant plus prononcées lorsque ce dernier évolue hors d’équilibre.
Tant par intérét scientifique que pour des besoins industriels, il est donc nécessaire
d’étudier et de caractériser les fluctuations de grandeurs caractérisant des systemes
aussi bien mésoscopiques que macroscopiques (le probleme de la turbulence en est un
exemple).

En outre, dans bien des cas I’étude des fluctuations d’un corps placé loin d’un
équilibre est souvent la seule information dont dispose le physicien pour caractéri-
ser la (thermo)dynamique du systéme. Le probleme des verres, et plus généralement
du vieillissement des matériaux amorphes et des solides désordonnés en sont de bons
exemples.

Un autre aspect de la question est 1’évaluation de la variation d’énergie libre d'un
systeme, ainsi que de la chaleur qu’il dissipe lorsqu’on lui fait subir une transformation
irréversible. Encore une fois, bien des cas d’application potentiels motivent ces études.

Depuis les travaux de Clausius et Boltzmann a la fin du dix-neuvieme siecle, il s’agit
d’un sujet abondamment étudié, a nouveau tant par intérét scientifique qu’industriel.

Pourtant, les innombrables études qui lui sont consacrées depuis plusieurs années
(plus d’un siecle en réalité!) n’offrent a ce jour aucune méthode satisfaisante pour éva-
luer I’énergie libre et la chaleur d’un systeme porté hors d’équilibre.

Récemment, de nouvelles idées théoriques ont été proposées pour évaluer la varia-
tion d’énergie libre d'un systeme lorsque celui-ci est porté hors d’équilibre, ainsi que la
chaleur qu’il dissipe pendant la transformation.
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Ce travail de these, qui s’articule autour de cinq chapitres, présente quelques ex-
périences nouvelles sur I’étude des fluctuations du travail et de la chaleur dans le cas
de systemes mécaniques dissipatifs portés dans des états hors d’équilibre. Le but est
d’effectuer une comparaison directe des résultats expérimentaux avec les résultats théo-
riques obtenus récemment.

Il est bien évidemment possible de tester ces résultats numériquement, en générant
sur ordinateur une dynamique de Langevin, par exemple. Nous choisissons délibéré-
ment de les tester expérimentalement, car ces derniers constituent, avec le théoreme
fluctuation-dissipation et ses récentes extensions hors d’équilibre, une bonne approche
pour I'étude de la dynamique et des échanges de chaleur de systemes hors d’équilibre,
tels les matériaux amorphes relevant de la matiere molle [plastiques comme le polyme-
thylmethacrylate (PMMA) ou le polychlorure de vinyle (PVC), gels comme la laponite]
ou de la physique des solides (verres de spin).

La dynamique de ces derniers étant extrémement difficile a simuler numériquement
(essentiellement en raison des capacités de calcul limitées des ordinateurs), et peu
(voire pas) étudiée expérimentalement, il semble pertinent de s’intéresser directement
a un systeme physique réel, sans que nous soyons limités par diverses hypotheses et
approximations théoriques.



Chapitre 1

Equilibre et non équilibre :
morceaux choisis

Le but de la physique statistique est d’extraire les propriétés a grande échelle
(I’échelle macroscopique) de systémes formés d’un grand nombre de constituants élé-
mentaires, dont on connait les interactions a 1’échelle microscopique.

Les systemes les plus simples et les mieux compris en physique statistique sont des
systeémes a ’équilibre, isolés (dont 1’énergie est fixée) ou en contact thermique avec un
thermostat (dont la température est fixée).

Les propriétés de tels systemes sont décrites par la théorie de Boltzmann-Gibbs,
qui donne la probabilité d’observer a ’équilibre chaque configuration microscopique du
systéme (ensembles microcanonique et canonique).

Lorsqu’en revanche un systeme est loin de 1’équilibre, dans un régime transitoire,
dans un régime stationnaire maintenu hors d’équilibre en étant par exemple en contact
avec des thermostats a des températures différentes, ou lorsque sa dynamique n’est pas
définie par une fonction énergie, on ne connait pas la probabilité de chaque configuration
microscopique.

De tels types de systemes se rencontrent tant dans I’étude de modeles abstraits de
la mécanique statistique que dans celle inspirée de situations physiques ou biologiques.

Le but de ce chapitre introductif est de donner un apercu de certaines méthodes
qui permettent d’analyser les situations hors d’équilibre.
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P

FiG. 1.1 — Diagramme de phase du corps : évolution entre deux états d’équilibre dis-
tincts.

1.1 Quelques exemples de systemes hors d’équilibre

A la différence de la mécanique statistique d’équilibre fondée par Gibbs et Boltz-
mann, la formulation précise d’un probleme de mécanique statistique hors d’équilibre
ne peut se faire sans qu’on ait une idée, au moins approchée, de la dynamique du sys-
teme étudié (nous précisons brievement ce point aux §§ 1.2 et 1.3 ; voir aussi les articles
“pédagogiques” de Ruelle [Rue01, Rue04]).

Autrement dit, la compréhension de situations hors d’équilibre nécessite (souvent)
la mise en ceuvre de modeles cinétiques. La théorie cinétique de Boltzmann et son
théoreme H en sont de bons exemples [Hua63, Wan87, Dor99, Gal99b].

Afin de bien illustrer ce point, et avant d’annoncer les objectifs de cette these
(88 1.3 et 1.4), nous passons en revue certaines méthodes qui permettent d’analyser des
modeles jouets a 1’équilibre et hors d’équilibre.

1.1.1 Séparation de phase

Un systeme placé loin d'un équilibre présente, avant de I'atteindre asymptotique-
ment, un régime transitoire hors d’équilibre.

On peut par exemple considérer un corps qui, au dessous d’'une certaine température
T(p), fonction de sa densité moyenne p, possede une phase ou coexistent deux états
d’équilibre : liquide et gazeux, et dont le diagramme de phase est schématisé sur la
fig. 1.1.

S’il est brusquement trempé d’une température 77, ou le systeme est homogene, a
une température 75 située sous la ligne de coexistence, on observe un régime transitoire
vers son état d’équilibre final, mélange entre gaz et liquide.

On assiste au cours du temps a une évolution irréversible : la séparation entre les
phases liquide et gazeuse se fait d’abord par 'apparition de nombreuses gouttes ou
bulles tres petites qui, au cours du temps, grossissent tout en devenant moins nom-
breuses.

1.1.2 Systeme en contact thermique avec deux thermostats

L’ensemble canonique donne, pour un systeme en équilibre thermique avec un ou
plusieurs thermostats a la méme température 7', la probabilité P(%’) d'une configuration
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systeme

A

Ty Iy

L

F1a. 1.2 — Systeme en contact thermique avec deux thermostats.
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Fi1G. 1.3 — L’instabilité de Rayleigh-Bénard.
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en fonction de 'énergie F (%) de cette configuration (k est la constante de Boltzmann).

Si en revanche un systeme est mis en contact avec deux thermostats de températures
distinctes T} et Ty (cf fig. 1.2), il atteint, aprés un temps suffisamment long, un régime
stationnaire, dans lequel il est traversé par un flux de chaleur (). On ne dispose pas
d’une expression pour P(%) dans ce régime.

Dans ce régime stationnaire, on peut chercher a analyser les caractéristiques du flux
de chaleur () en déterminant

(i) sa valeur moyenne (@),
(ii) sa distribution de probabilité P(Q),

(iii) sa dépendance en fonction de la longueur L du systeme, des températures T} et
T,, et des interactions a I’échelle microscopique,

(iv) et si, aux temps longs, il satisfait la loi de Fourier
(@) =\NT1 —T)/L,
ott le coefficient A représente la conductivité thermique du systeme.

Un exemple célebre de systeme en contact avec deux thermostats est le probleme de
Rayleigh-Bénard. Il s’agit d’'un fluide dont la densité dépend de la température, placé
dans un champ de pesanteur, et chauffé par le bas (cf fig. 1.3).

Le régime stationnaire possede une physique tres riche : tant que la différence de
température AT est inférieure a une valeur critique 7, un courant thermique station-
naire s’installe, tandis qu’au dela (AT > T.), on observe des phénomenes de convection
avec formation de rouleaux, d’abord stationnaires, puis dépendant du temps avec une
dynamique de plus en plus complexe a mesure que AT augmente.
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pP1 ¥ ? $ P2

Fic. 1.4 — Diffusion de particules entre deux réservoirs.

Fi1c. 1.5 — Modele de déposition.

1.1.3 Modele d’exclusion

C’est I'analogue discret d’un systéeme mis en contact avec deux thermostats. Sur
un réseau, chaque site est occupé par au plus une particule, et les particules diffusent :
pendant un intervalle de temps dt infinitésimal, chaque particule saute avec une pro-
babilité dt vers chacun de ses voisins inoccupés. Aux deux extrémités du systeme, les
conditions aux limites sont fixées par des réservoirs de particules de densités p; et po
(cf fig. 1.4).

Lorsque p; # po, on peut, comme précédemment, se demander s’il existe un courant
de particules entre les deux réservoirs, tenter de déterminer sa valeur, ses fluctuations,
et voir si on obtient a grande échelle la loi de Fick (exact analogue de la loi de Fourier,
qui concerne les transferts thermiques).

Dans le modele d’exclusion, c¢’est le nombre de particules transférées par unité de
temps d'un réservoir a l'autre qui joue le role du flux de chaleur. (En fait, si on identifie
une particule a un quantum d’énergie, cela redevient un probleme de transfert de
chaleur.)

1.1.4 Modele de déposition

Certains modeles sont définis uniquement par des regles dynamiques, sans référence
a une énergie [HHZ95].

Dans le modele de déposition, des particules qui tombent dans des colonnes choisies
au hasard s’empilent a un taux donné dans une boite (cf fig. 1.5), et 'on peut chercher &
étudier la vitesse de croissance et la distribution de la hauteur de ces amas de particules,
et les fonctions de corrélation de cette hauteur.
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1.2 Equilibre et non équilibre

1.2.1 Systeme isolé en équilibre thermodynamique

Considérons un systéme isolé décrit par un hamiltonien H(p,q). Les équations de

Hamilton ¢ = %—I; et p= —%—ZI donnent 1’évolution d’une configuration ¢ = (p, q) sous
la forme! s
— = F(%). 1.1
= F(#) (11)

Cette évolution conserve ’énergie du systeme : £ = H(p,q) reste constante au
cours du temps. La probabilité d’équilibre P (%) est une mesure sur l'espace des
configurations, laissée invariante par la dynamique (1.1), qui conserve

(i) I’énergie totale E (le systeme est isolé),

(ii) I’élément de volume de l'espace des phases (théoreme de Liouville, déduit des
équations de Hamilton).

Si Q(FE) est le volume des configurations d’énergie E dans I'espace des phases, la

mesure microcanonique
1

QE)’

qui attribue a toutes les configurations de méme énergie un poids égal, est un invariant
de cette dynamique.

Il est bien stir beaucoup plus difficile de montrer que presque toutes les trajectoires
sont denses dans l'espace des phases, et qu'une moyenne sur le temps le long d'une
trajectoire équivaut a la moyenne microcanonique : pour cela, il faut étre capable de
montrer que la dynamique définie par F\(%) est ergodique.

Py (%) = (1.2)

1.2.2 Systeme en équilibre thermodynamique avec un ther-
mostat

L’ensemble canonique permet de décrire les propriétés d’un systeme en équilibre

a une température constante 7. Celui-ci est vu comme interagissant avec un autre

systeme, le thermostat, beaucoup plus grand. La probabilité d’une configuration & est
alors donnée par

E(6)

Peo(€) o e #7,

(1.3)

ou F est I’énergie du systeme, et k la constante de Boltzmann.

Une fagon d’obtenir (1.3) est de considérer que ’ensemble formé par le systeme
étudié et le thermostat forme un systeme isolé, décrit par ’ensemble microcanonique,
et de définir la température 7" du thermostat comme

L _ d lOg Q(Ejthermostaut>
kT dEthermostat

. (1.4)

Pour une écriture explicite de F(%') dans le cas d’une dynamique dissipative, voir I’Annexe E,
éq. (E.1).
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F1G. 1.6 — Dynamique pour un gaz en équilibre thermodynamique.

Il existe d’autres fagons d’obtenir (1.3) : on peut par exemple modéliser I'interaction
avec le thermostat en imposant une dynamique stochastique au systeme.

Ces méthodes peuvent servir de point de départ pour examiner des situations de
dynamique hors d’équilibre (en regardant quels changements sont induits par une mo-
dification de cette interaction). Voici quelques exemples.

1.2.3 Dynamique d’équilibre thermique pour un gaz (1)

On considere une enceinte contenant un gaz en contact avec un thermostat (cf
fig. 1.6).

A chaque fois qu'une particule heurte la paroi de 1’enceinte, elle est réfléchie avec
une vitesse donnée par la distribution maxwellienne des vitesses [BLRB0O|

m2

__m —m? 13
flv) = S (WT vy |e” T d°v, (1.5)

ou v, est la composante normale de la vitesse de la particule au point d’impact avec
la paroi.

Cette dynamique, pour laquelle I'interaction avec le thermostat n’a lieu qu’a la fron-
tiere du systéme, donne asymptotiquement? la distribution d’équilibre de Boltzmann
[BLRBOO].

1.2.4 Dynamique d’équilibre thermique pour un gaz (2)

On considere un gaz dans lequel chaque particule est soumise a une dynamique de
Langevin : la vitesse v d’une particule vérifie, dans un potentiel ® qui dépend a priori
de la position de toutes les particules

dv 0P
m— = —yv — — + /27kT ((), (1.6)
dt ox
2Pour € = % < 1, ou A est le libre parcours moyen des particules du gaz, et L la longueur

caractéristique de 'enceinte qui contient les particules (pour plus de détails, voir [BLRBO0O]).



1. EQUILIBRE ET NON EQUILIBRE : MORCEAUX CHOISIS 15

/ L?ng(‘\"ill \

- [

Ty 15

~
évolution libre

Fic. 1.7 — Une dynamique pour I’équilibre thermique d’un solide.

ou ((t) est un bruit blanc gaussien tel que

(€() =0, ((B)C(t) =t —t). (1.7)

Le coefficient v représente I'intensité du couplage au thermostat, et T" est la température
imposée.

En I'absence de potentiel, I’équation de Langevin s’integre directement, ce qui per-
met de calculer aux temps longs m{v?) — kT (pour t > m/v), et donc d’interpréter
T comme la température du systeme. En effet, I’expression de v est

v(t) = %/_t V2VET ((s) e t=9)/m g, (1.8)

et elle permet de calculer (v?). De plus la distribution de v est gaussienne, de variance
kT /m, comme le prévoit la distribution d’équilibre a la température T'.

Dans le cas général ou & est quelconque, on peut déduire I’équation de Fokker-
Planck de celle de Langevin et obtenir la méme interprétation pour 7" (voir par exemple
le livre de van Kampen [vK92]).

1.2.5 Couplage d’un solide avec des thermostats

Au lieu d’imposer une dynamique de Langevin a I’ensemble d’un systeme, on peut
I'imposer seulement aux bords (cf fig. 1.7, ou des atomes sont présents en chaque site
du réseau représenté).

Les atomes présents a l'intérieur des thermostats sont soumis a une force de Lange-
vin en plus de leurs interactions mutuelles, tandis que les autres atomes ne sont soumis
qu’aux seules interactions avec les autres atomes. Cette situation peut s’appliquer par
exemple au cas des solides.

On peut de la méme fagon imposer des températures distinctes T} et T aux extré-
mités du systeme pour décrire des situations hors d’équilibre.

1.2.6 Dynamique non stochastique pour 1’équilibre thermique

Une dynamique de Langevin du type (1.6) est stochastique, en raison du bruit blanc
gaussien. On peut également utiliser des dynamiques completement déterministes, par
exemple celle de Nosé-Hoover [Nos84, Hoo85, Hoo86, BLRBO00], ou chaque particule
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d’un systeme évolue selon les relations

dv; ) d 1
m d; — —f‘)/(t) V; — gxi, d_z = @ Z(va — kT) (19)
Le parametre 7(t), qui représente une force de freinage fluide variable, évolue dans
le temps sous leffet de deux tendances. Le terme cinétique ) %mvf , positif, tend a
faire croitre «(t), et empéche les particules d’acquérir une énergie trop importante,
tandis que la constante —KkT', négative, laisse la possibilité d’une certaine agitation
dans le systeme, fixant ainsi sa température. La constante © permet de jouer sur le
temps de réponse du thermostat aux variations de température du systeme. Avec cette

dynamique, le systeme tend asymptotiquement vers un état d’équilibre a la température
T.

1.3 Non équilibre, travail, énergie libre, chaleur et
théoremes de fluctuation

Nous avons passé en revue quelques méthodes qui permettent d’analyser des situa-
tions d’équilibre et de non équilibre. Mais pourquoi et comment s’intéresse-t-on a des
systemes hors d’équilibre 7 Quelles sont les grandeurs pertinentes que 1’'on peut étu-
dier et confronter a 'expérience ? Les modeles que nous venons de passer en revue ne
répondent que tres partiellement a la question : ils développent (seulement) un cadre
conceptuel pour analyser des situations hors d’équilibre.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons tenter de donner des éléments de
réponse, en nous basant notamment sur les travaux récents de Jarzynski, Crooks, Ga-
lavotti, Cohen et van Zon.

1.3.1 Motivations d’ordre général

Fluctuations en mécanique statistique

Comme nous 'avons dit a plusieurs reprises, la physique statistique a pour objet
I’étude de lois particulieres régissant le comportement et décrivant les propriétés des
corps macroscopiques, ¢’est-a-dire de corps composés d'un nombre énorme de particules
— atomes ou molécules. La forme générale de ces lois est pour une large part indépen-
dante de la mécanique que l'on utilise pour décrire les mouvemements individuels des
particules des corps.

Il semblerait a premiere vue que les propriétés du systeme mécanique deviendraient
de plus en plus compliquées a mesure qu’augmente le nombre de particules, et qu’on
ne pourrait alors trouver aucune régularité dans le comportement des corps macrosco-
piques. Bien stur, comme on ’apprend des les premieres années d’université, il n’en est
rien : ces lois sont statistiques et apparaissent précisément lorsque le nombre de parti-
cules constituant le corps est tres grand. En outre, et d’une facon plus surprenante, ces
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lois sont telles qu’elles ne peuvent étre ramenées a des lois purement mécaniques : cela
est intimement lié au probleme de l'irréversibilité, et a donné lieu a de nombreuses cri-

tiques envers Boltzmann ainsi qu’a de nombreux paradoxes vers la fin du dix-neuvieme
siecle (Loschmidt, Zermelo, ... [EE02, Haa55, Bru86a, Bru86b).

La spécificité des lois statistiques réside en ce qu’elles perdent toute signification
lorsqu’on passe a des systemes mécaniques ne présentant qu’'un petit nombre de degrés
de liberté. Quoique le mouvement des systemes possédant un nombre colossal de degrés
de liberté obéisse aux mémes lois de mécanique que celles qui régissent les systemes
composés d’un petit nombre de particules, ’existence d’un tres grand nombre de degrés
de liberté détermine 'apparition de lois qualitativement différentes.

La plupart des grandeurs physiquement importantes sont des grandeurs additives;
cela résulte de ce que, les différentes parties du corps étant quasi-fermées, la valeur d’une
grandeur additive concernant le corps tout entier est égale a la somme des valeurs de
cette méme grandeur concernant toutes les parties (macroscopiques) du corps.

En effet, les énergies internes des parties macroscopiques d’un corps sont, en regle
générale, grandes devant ’énergie de leurs interactions mutuelles; par suite, on peut
poser que I'énergie du corps tout entier est égale, a une approximation suffisante, a la
somme des énergies de ses parties constitutives.

Soit f une grandeur additive. Divisons en pensée le corps étudié en un grand
nombre N de petites parties approximativement égales entre elles. On aura alors
(f)y = ZZ]\LI( fi), ou f; représente les valeurs de la grandeur f pour les différentes
parties du corps.

A vue de nez, f doit croitre presque proportionnellement a /N lorsque les dimensions
du corps augmentent. Calculons les fluctuations quadratiques moyennes de la grandeur
f. Nous avons ((Af)?) = (X1, Af)?). Du fait de I'indépendance statistique des
parties du corps, les valeurs moyennes des produits (Af; Afi) = (Af;) (Afx) = 0 pour
i # k (puisque chaque (Af;) = 0). Il s’ensuit que ((Af)?) = Zﬁl((Af,)2>

On en conclut qu’a mesure que N augmente, le carré moyen ((A f)?) doit augmenter
proportionnellement & N. La fluctuation relative variera, elle, en raison inverse de v/N :

@57 1
0 VN

D’autre part, si on convient de diviser un corps homogene en petites parties de
dimensions données, le nombre de ces parties sera proportionnel au nombre de particules
(molécules) constituant le corps.

On peut donc énoncer le résultat obtenu en disant que les fluctuations relatives de
toute grandeur additive f diminuent en raison inverse de la racine carrée du nombre de
particules constituant le corps macroscopique ; par suite, si ce nombre est suffisamment
élevé, la grandeur f sera pratiquement invariable dans le temps et aura pour valeur sa
valeur moyenne.

pour N grand. (1.10)

Ce résultat, obtenu a partir de considérations physiques extrémement générales, est
intimement lié a deux résultats fondamentaux de la théorie des probabilités, que 1’on
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retrouve systématiquement en mécanique statistique : la loi des grands nombre, et le
théoreme-limite central [JP03, Fel68, Fel66].

La loi des grands nombre “justifie” 'approche des probabilités par les fréquences?®.
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, définies sur le méme espace de
probabilité, et posons S,, = 2;21 X;. Une assertion qui affirme que la suite %Sn, ¢’est-
a-dire la suite des moyennes des n premieres variables X;, converge en un certain sens
vers une limite — la moyenne p = E(X;) — s’appelle une loi des grands nombre. Il
existe de nombreux résultats de ce type, par exemple les théoremes ergodiques, qui
sont des formes de la loi des grands nombres.

Ces résultats ne sont que 'expression mathématique de ce que 'on appelle en mé-
canique statistique 'hypothese ergodique, qui contourne la difficulté du probleme dy-
namique (qui, avec ses quelques 10%* conditions initiales, est intractable), en exploitant
I’allure extremement compliquée de la trajectoire du systeme dans I’espace des phases,
afin de définir une mesure de probabilité sur ce dernier. La loi des grands nombre et ses
variantes justifient précisément, comme nous ’avons indiqué plus haut, une telle ap-
proche fréquentielle (voir aussi les premiers paragraphes du livre de Landau et Lifchitz
[LL94], par exemple) : en quelque sorte, la mécanique statistique d’équilibre se passe
presque totalement de la dynamique du systeme étudié (ce qui n’est pas possible pour
des situations hors d’équilibre [Rue04]).

Le théoreme-limite central est I'un des résultats les plus impressionnants des proba-
bilités. A partir d’hypotheses tres faibles, il donne des résultats extrémement précis. 11
joue aussi un role de premier plan en statistique. L’idée est simple. Soit Xy, ..., X;, ...
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de variance finie o
et de moyenne notée p, et soit S, = Z?zl X;. Alors, si n est grand, la loi de S,, tend
vers une loi normale de moyenne nu et de variance no?. Le point clé dans ce genre de
résultat est que, a part l'existence d'une variance, absolument aucune hypothese n’est
requise. Donc, si une certaine variable aléatoire est en fait la somme de “beaucoup”
de variables indépendantes de variances finies, alors sa loi est approximativement nor-
male; en statistique par exemple, il est possible d’utiliser des procédures permettant
d’estimer p et o2, et on connait alors essentiellement tout !

Revenons au probleme de I’étude des fluctuations en mécanique statistique. Nous
avons indiqué plus haut qu’en regle générale les fluctuations relatives de toute grandeur
additive diminuent en raison inverse de la racine carrée du nombre de particules consti-
tuant le corps macroscopique. Donc, plus le systeme est grand, plus les fluctuations
sont faibles en valeur relative. De plus, I'amplitude des fluctuations décroit souvent
avec la température T' du systeme.

Par exemple, dans I'ensemble canonique ((AE)?) = kgT*Nc¢,, ou ¢, = T(9s/9T), =
TN~Y9S/0T)y = N~1(dQ/dT)y est la chaleur spécifique du corps & volume constant,
et les fluctuations relatives de I'énergie du corps sont telles que /((AE)2)/(E) ~ N~'/2

3Le terme “fréquence” fait ici référence & 'approche empirique des probabilités, comme I'illustre
I’exemple bien connu de la piece de monnaie que l'on jette en l'air, et dont on s’attend a ce que
la fréquence relative d’apparition de chacune de ses faces tende vers %, pour un nombre de tirages
suffisamment grand.
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F1G. 1.8 — Taux de dissipation d’énergie typiques. Ce graphe représente les taux
de dissipation d’énergie typiques de quelques systemes en fonction de leur taille carac-
téristique (tiré de [BLRO5]).

pour N “grand”.

Comment alors étudier les fluctuations thermiques de systemes macroscopiques,
puisqu’elles deviennent négligeables a la limite thermodynamique ainsi qu’a basse tem-
pérature (ou ¢, — 0, dans notre exemple) ?

Tout d’abord, dans I’exemple donné ci-dessus, ce serait oublier que tout dépend du
systeme considéré : un corps macroscopique qui nécessite un fort apport de chaleur
(¢, grand) pour qu’une faible différence de température soit induite en son sein peut
présenter de larges fluctuations.

Cela est intimement lié au taux de dissipation d’énergie du systeme que I'on consi-
dere, comme l'illustre la fig. 1.8 (nous reprenons ce point en détail plus bas, cf “Travail,
chaleur et second principe”).

Ensuite, ce serait oublier le vaste domaine qu’est I’étude des transitions de phases
(par exemple, le phénomene d’opalescence critique d’un fluide) : a la température cri-
tique, la chaleur spécifique ¢, ainsi que l'amplitude {(AFE)?) des fluctuations divergent.

Ne serait-ce qu’a partir de cet exemple, on voit bien que I’étude des fluctuations
n’est pas limitée au cas des “petits” systemes, dont on peut par ailleurs étudier les
fluctuations, en vertu de (1.10). Le bruit d’agitation thermique aux bornes d’une ré-
sistance, qu’éluciderent Johnson et Nyquist [Joh28, Nyq28| (deux ingénieurs des Bell
Telephone Laboratories) en 1928, et le mouvement brownien, qu’étudierent successive-
ment Brown en 1827 [Bro28, Bro29, Bro66], Einstein [Ein05b, Ein05a, Ein06, Ein07,
Einl4, Ein56, SCRS89|, Langevin [Lan08, Lan50] et Perrin [Per08, Per70, Per50] au
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FiGc. 1.9 — Systeme hors d’équilibre mésoscopique. Ce cliché photographique,
obtenu par microscopie électronique, représente un systeme mésoscopique susceptible
de fonctionner hors d’équilibre. La plaque située au centre du dispositif, qui joue le role
de rotateur, et qui peut étre excitée par un champ électrique, est maintenue en position
par un nanotube de carbone (“multiwalled carbon nanotube”), qui joue le role de fil de
torsion et assure le contact électrique (tiré de [FYHT03]).

début du vingtieme siecle, illustrent parfaitement ce point?.

Citons aussi Kappler [Kap31, BS34], qui détermina en 1931 la constante de Boltz-
mann (avec moins de 3% d’erreur!) en mesurant les petits déplacements d’un petit
miroir galvanométrique a I’équilibre®.

Fluctuations et systémes hors d’équilibre

Jusqu’a maintenant, seule la question des fluctuations thermiques a 1’équilibre a été
levée. Or les systemes qui évoluent ou qui sont maintenus hors d’équilibre présentent
en regle générale des fluctuations d’amplitude sensiblement plus élevée qu’a ’équilibre,
avec notamment des fluctuations extrémes, des événements rares, et une statistique
souvent imprévisible.

Au fil des années, cette classe de systemes est devenue de plus en plus étudiée, d'une
part car les systemes a I’équilibre sont maintenant bien compris, d’autres part car les
développements technologiques récents, relevant essentiellement des nanotechnologies
et de la biophysique, nécessitent précisément une étude et une caractérisation des fluc-
tuations de petits systemes qui fonctionnent bien souvent hors d’équilibre.

4Voir aussi les références [Lem02, Gil92, Gil93, Gil96, Nel67, Gar94, Wax54, Chad3, UO30, WU45,
Zer32, vS06, EE02].

SKappler mesura f,ns = 4.178 x 1076 rad ainsi que le couple de rappel correspondant M =
1.8856 x 1071 Nm a T = 278.1 K. L’application du théoreme d’équipartition de 1’énergie donne kg =
1.34 x 10723 JK—1, fort peut différente de la valeur communément admise kg = 1.381 x 10723 JK— 1.
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La fig. 1.9 reproduit un cliché photographique, obtenu par microscopie électronique,
d’un systéme mésoscopique (nanoscopique) susceptible de fonctionner hors d’équilibre
[FYH"03]. 11 s’agit d'un petit “moteur” constitué d’une plaque libre (située au centre
du dispositif), qui joue le role de rotateur, et qui est maintenue en position par un
nanotube de carbone (“multiwalled carbon nanotube”), ce dernier jouant le role de fil
de torsion et assurant le contact électrique. Au moyen d’un champ électrique appliqué
par les électrodes latérales, ce rotateur peut étre mis en mouvement.

De tels dispositifs sont évidemment réalisés dans le but de fabriquer en série des
interrupteurs / moteurs (toujours plus) miniaturisés (dans notre exemple, de taille in-
férieure & 100 nm), que l'ont intégrera dans I’électronique de la téléphonie et des ordi-
nateurs du futur.

Tant pour des besoins industriels que pour des intéréts scientifiques, I'étude des
fluctuations de ces dispositifs est nécessaire.

Travail, chaleur et second principe

Un autre aspect de la question est ’évaluation du travail fourni a un systeme, ainsi
que de la chaleur qu’il dissipe lorsqu’on lui fait subir une transformation.

Depuis les travaux de Clausius (1865) et Boltzmann (~ 1870), c’est un sujet abon-
damment étudié, a nouveau tant par intérét scientifique qu’industriel. L’intérét d’une
telle étude dans une perspective industrielle se comprend aisément : si le dispositif mé-
soscopique qu’indique la fig. 1.9 représente le “moteur” qui s’integrera dans le téléphone
portable du futur, il est nécessaire de caractériser précisément les apports en énergie
qu’il nécessite pour fonctionner, ainsi que ses pertes.

Or la plupart des systemes réels d’intérét sont constamment portés dans des états
hors d’équilibre. Typiquement, le systeme mésoscopique représenté sur la fig. 1.9 doit
étre alimenté pour fonctionner : en regle générale, cela aura pour effet de le porter, de
facon transitoire ou stationnaire, dans des états hors d’équilibre.

Comme nous allons brievement le montrer, cela est a la source d’ennuis en ce qui
concerne 'évaluation de la variation d’énergie libre d’un systeme et de la chaleur qu’il
dissipe, lorsqu’on lui fait subir une transformation qui le porte de fagon transitoire ou
stationnaire hors d’équilibre (de fagon générale, une transformation irréversible).

Une des premieres choses que 1’'on apprend en thermodynamique est que le travail
dW et la quantité de chaleur dQ) qu’un corps recoit au cours d’une variation infiniment
petite de son état ne sont pas des différentielles exactes® de quelque grandeur que
ce soit”. Seule la somme dW + d@Q, c’est-a-dire la variation d’énergie dE, est une
différentielle exacte.

On peut diviser la variation d’énergie d’un corps passant d'un état dans un autre en
quantité de chaleur recue ou cédée par le corps, et en travail requ par le corps ou fourni
a d’autres corps. Cette division ne dépend pas univoquement de I’état initial et de I’état
final du corps, mais dépend encore de la nature de la transformation. Autrement dit,

6A ce point de vue, les notations dW et dQ ne sont pas correctes.
TA Texception des transformations adiabatiques, pour lesquelles 6Q = 0 = dE = dWV.
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le travail et la quantité de chaleur sont des fonctions de la transformation que subit le
corps, et non seulement de I’état initial et de I’état final.

Cela se manifeste de facon particulierement nette lorsque le corps parcourt un cycle
de transformations et que I’état final se confond avec I’état initial. La variation d’énergie
est alors nulle, mais le corps peut recevoir ou céder une certaine quantité de chaleur ou
de travail.

L’expression mathématique de ce fait est que l'intégrale sur un contour fermé de la
différentielle exacte dFE est nulle, tandis que l'intégrale de d@) ou de dW, qui ne sont
pas des différentielles exactes, est différente de zéro.

Il existe des transformations lors desquelles le corps ne se trouve pas dans un état
d’équilibre thermique, quoique la température (et la pression) le long du corps soit
constante. C’est le cas, par exemple, de certaines réactions chimiques évoluant dans
un mélange homogene de réactifs. Comme le corps lui-méme est alors le siege d'une
transformation irréversible (réaction chimique, pour notre exemple), son entropie croit
indépendamment de la quantité de chaleur que recgoit le corps; cela permet d’écrire
I'inégalité suivante

Q@ _pd5
dt dt

Un autre cas auquel s’applique une inégalité analogue est celui d’une transformation
irréversible a la suite de laquelle le corps passe d'un état d’équilibre dans un autre
état d’équilibre peu différent du précédent, quoique le corps se trouve hors d’équilibre
pendant la transformation®. Il existe alors entre la quantité de chaleur 6Q) recue par le
corps pendant la transformation et la variation de son entropie 4.5 I'inégalité suivante,
connue sous le nom de “second principe” (Clausius, 1865)

(1.11)

0Q <T6S, (1.12)
que l'on peut encore écrire
W > AF =AFE —TAS, (1.13)

ou AF est la variation d’énergie libre du corps pendant la transformation.

Ce résultat, bien qu’énoncé dans le cadre de la thermodynamique macroscopique,
peut étre établi a partir d'une approche microscopique (théorie cinétique et théoreme
H de Boltzmann, ~ 1870), auquel cas il faut remplacer le travail W pas sa valeur
moyenne (nous ne nous étendons pas davantage sur le sujet, cf [EE02, Haa55, Bru86a,
Bru86b, Wan87, Hua63, Dor99, Gal99b]).

Un des grands principes de la physique réside dans la minimisation de 1’énergie. A
la différence de la mécanique, la thermodynamique associe différents potentiels ther-
modynamiques au systeme étudié suivant la situation envisagée.

Par exemple, si le corps est isolé, son énergie (interne) E reste constante au cours
du temps, et c’est cette derniere qu’il convient de minimiser afin de déterminer la

8Un exemple en est la transformation de Joule-Thomson s’accompagnant d’une petite variation de
pression.
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trajectoire du systeme, par exemple (dans ce cas, on parle d’ensemble microcanonique,
cf §1.2.1).

En revanche, si le corps étudié interagit avec un autre systeme, beaucoup plus grand,
I’ensemble étant isolé, la situation est différente. Dans ce cas, c¢’est seulement 1’énergie
totale du systeme constitué du corps que 'on désire étudier et du grand systeme qui
se trouve a son contact qui reste constante au cours du temps.

Si le grand systeéme impose sa température au corps que 1’on désire étudier (cas d'un
thermostat), c’est I’énergie libre de Helmholtz F' = E — T'S du corps qu’il convient de
minimiser afin de déterminer la configuration d’équilibre du corps (dans ce cas, on parle
d’ensemble canonique, cf §1.2.2).

Si le grand systeme impose sa pression (cas d'un pressostat), c’est 'enthalpie H =
E + PV du corps qu’il convient de minimiser. De méme, si le grand systeme impose sa
température et sa pression, il faut minimiser ’énergie libre de Gibbs G = E—TS+ PV,
et ainsi de suite (voir le livre de Callen [Cal85], par exemple).

Donc, si la situation expérimentale ou le modele que 1’on désire étudier correspond
a la situation canonique, 1’énergie libre F' est le potentiel thermodynamique pertinent
pour la description du probleme. Se pose alors la question de I’évaluation de la variation
d’énergie libre AF du corps et de la chaleur dissipée () par ce dernier, lorsqu’on lui
fait subir une transformation qui le porte de facon transitoire ou stationnaire hors
d’équilibre (de fagon générale, une transformation irréversible).

La stratégie généralement adoptée pour évaluer cette variation d’énergie libre AF
du corps a longtemps consisté a forcer ce dernier au moyen d’une force extérieure, et
a calculer le travail W ainsi fourni au corps. Comme l'indique I'inégalité (1.13), ce
travail surestime la variation d’énergie libre AF dans le cas ou la transformation est
irréversible : seul le cas d’une transformation réversible permet d’identifier le travail
fourni au corps avec sa variation d’énergie libre.

Or, comme nous 'avons mentionné plus haut, la plupart des systemes physiques
d’intérét évoluent hors d’équilibre, parfois entre des états d’équilibre. Dans de tels cas,
il est difficile d’évaluer la variation d’énergie libre du corps ainsi que la chaleur dissipée
par celui-ci.

Comme nous allons le voir dans les paragraphes suivants, de nouvelles idées théo-
riques, dues a Jarzynski, Crooks, Gallavotti, Cohen et van Zon, ont été récemment
proposées afin de résoudre ce probleme de 1’évaluation de la variation d’énergie libre et
de la chaleur.

1.3.2 Relation de Jarzynski et théoreme de fluctuation de
Crooks

Sur la base de plusieurs approches [Jar97a, Jar97b, Cro98, Jar00, Cro00, JW04],
Jarzynski donna en 1997 une expression de la variation d’énergie libre AF d’un systeme
lors de la transformation entre deux états d’équilibre A et B, quelle que soit la nature
du chemin reliant ces derniers (réversible ou irréversible) :

AF =Fg—F4 = —% In (e”"V), (1.14)
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ot 3 = (kT)~!, k désignant la constante de Boltzmann.
Noter qu’il s’agit d'un résultat sans parametre ajustable. Nous donnons la définition
du travail W ainsi que la signification précise de la moyenne (-) au chapitre 4.

Peu apres que Jarzynski obtint son résultat (1.14), Crooks établit un théoreme de
fluctuation® permettant de déterminer de facon plus précise la variation d’énergie libre
AF du systeme durant la transformation de A vers B (nous en verrons les raisons au
chapitre 4) [Cro99, Cro00, Jar00, JW04].

Les considérations de Crooks sont identiques a celles de Jarzynski, a ceci pres
qu’il exploite astucieusement les trajectoires directes (de ’état d’équilibre A vers ’état
d’équilibre B) et renversées dans le temps (de B vers A) du systeme : de méme qu’on
peut calculer le travail W fourni au corps pour une trajectoire directe, on peut calculer
le travail W' fourni au corps pour une trajectoire renversée. Crooks montre ainsi que les
densités de probabilité du travail direct P(WV) et du travail renversé P'(—W) satisfont
a la relation

P(W) = P/(=W) fW-2F) (1.15)

ou AF = Fg — F4 est la variation d’énergie libre du corps pour la transformation de
A vers B (noter qu’il s’agit, & nouveau, d’un résultat sans parametre ajustable).

Ne serait-ce que par le nombre considérable de publications qui ont été consacrées
au sujet [Jar97a, Jar97b, Cro98, Jar98, Kur98, Cro99, MJ99, JM99, Jar99, Mae99,
Cro00, Jar00, Kur01, Jar02, Muk03, JW04, CM04, Jar04], les relations de Jarzynski
et Crooks semblent avoir acquis le statut de résultat théorique sir, solidement établi,
robuste.

Cependant, E. Cohen et D. Mauzerall ont récemment émis quelques critiques a pro-
pos du régime de validité de ces résultats [CMO04].

Une telle divergence d’opinion est intéressante en soi. Il est en effet difficile, en
regle générale, d’avoir une idée précise de toutes les hypotheses qu'un résultat théo-
rique présuppose : certaines d’entre elles ne sont parfois pas formulées explicitement,
et constituent cependant le point de départ du modele proposé. Par ailleurs, qu’elles
soient mentionnées explicitement ou non, ces hypotheses ne correspondent parfois qu’a
une classe extrémement restreinte de systemes physiques.

Pour E. Cohen et ses collaborateurs, le résultat de Jarzynski ne serait pas valable
pour une transformation quelconque!®, mais seulement pour des transformations telles
que le corps en question soit faiblement hors d’équilibre. Cela impliquerait notamment
qu’il doit etre possible de mettre en défaut le résultat de Jarzynski, et donc celui de
Crooks, en forcant le corps considéré de maniere tres irréversible ainsi qu’a tres forte
amplitude entre les états d’équilibre initial et final de la transformation.

La controverse lancée par E. Cohen et ses collaborateurs n’ayant pas (encore) abouti
au moyen d’arguments théoriques, nous nous proposons de tester expérimentalement les
résultats de Jarzynski et Crooks sur un systeme bien controlé : un oscillateur mécanique
amorti.

9Qu’on peut en quelque sorte attribuer aux travaux antérieurs de G. Gallavotti [Gal99a, Gal05].
ORappelons qu’il s’agit du résultat obtenu par Jarzynski, Crooks et leurs collaborateurs.
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1.3.3 Relations de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon

Les systemes les plus simples et les mieux compris en mécanique statistique sont
des systemes a 1’équilibre, isolés (dont 1'énergie est fixée) ou en contact thermique avec
un thermostat (dont la température est fixée). Les propriétés de tels systemes sont
décrites par la théorie de Boltzmann-Gibbs, qui donne la probabilité d’observer chaque
configuration microscopique du systeme a 1’équilibre.

Lorsqu’en revanche un systeme est loin de 1’équilibre, dans un régime transitoire,
dans un régime stationnaire maintenu hors d’équilibre, ou lorsque sa dynamique n’est
pas définie par une fonction énergie, on ne connait pas la probabilité de chaque confi-
guration microscopique. De tels systéemes se rencontrent tant dans ’étude de modeles
abstraits de la mécanique statistique que dans celle inspirée de situations physiques ou
biologiques.

En 1995, Gallavotti et Cohen [GC95a, GC95b, GCI8| établirent un théoreme de
fluctuation stationnaire caractérisant le taux de contraction de I’espace des phases d’un
systeme dissipatif macroscopique porté dans un état hors d’équilibre stationnaire, c¢’est-
a-dire une fois que le régime transitoire du systeme s’est amorti, du fait des processus
de frottements visqueux par exemple.

Moyennant certains arguments (que nous détaillons partiellement au chapitre 5),
Gallavotti et Cohen identifierent le taux de contraction de I'espace des phases du sys-
teme avec son taux de production d’entropie, et démontrerent le théoreme de fluctuation
stationnaire suivant (voir le chapitre 5 pour les définitions) :

7o(D) i+ 00/

pour T — 00, 1.16
7T7'(_p) ( )

ou 7, (p) et m.(—p) désignent respectivement les probabilités d’observer un taux de
production d’entropie p et —p, pour une trajectoire du systeme de durée 7. Noter qu’il
s’agit d'un résultat sans parametre ajustable.

Il existe des versions plus spécifiques de la relation de fluctuation de Gallavotti-
Cohen (1.16), dont sont récemment a l'origine Farago [Far04], Cohen et van Zon
[VZC03b, vZC03a, vZCC04], et qui caractérisent le régime transitoire hors d’équilibre
du systeme étudié.

Cohen et van Zon montrerent, toujours dans le cadre d'une dynamique de Langevin
du premier ordre, que le théoreme de fluctuation (1.16) est un résultat exact sur un
régime transitoire du systeme [pas de terme correctif en O(1/7)] :

r (p) — e,BTp
7-(—p)

On parle alors de théoreme de fluctuation transitoire.

quel que soit 7. (1.17)

1.4 Motivations et plan du manuscrit

Motivations
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Il est bien évidemment possible de tester numériquement les résultats de Jarzynski,
Crooks, Gallavotti, Cohen et van Zon (1.14)-(1.17), en générant sur ordinateur une
dynamique de Langevin, par exemple. Toutefois, nous choisissons délibérément de les
tester expérimentalement, car ces derniers constituent, avec le théoreme fluctuation-
dissipation et ses extensions hors d’équilibre’ [CKP97, CVJ03], une bonne approche
pour I'étude de la dynamique et des échanges de chaleur de systemes durablement hors
d’équilibre, tels les matériaux amorphes relevant de la matiére molle [plastiques comme
le polymethylmethacrylate (PMMA) ou le polychlorure de vinyle (PVC), gels comme
la laponite] ou de la physique des solides (verres de spin).

La dynamique de ces derniers étant extrémement difficile a simuler numériquement
(essentiellement en raison des capacités de calcul limitées des ordinateurs'?), et peu
(voire pas) étudiée expérimentalement dans le contexte des travaux que nous présen-
tons dans ce manuscrit, il semble pertinent de s’intéresser directement a un systeme
physique réel, sans que nous soyons limités par diverses hypotheses et approximations
théoriques.

En outre, il existe relativement peu de tests expérimentaux de ces théoremes de
fluctuation. Concernant les résultats de Jarzynski et Crooks, s’il est vrai que des ex-
périences de biophysique ont exploité les résultats de Jarzynski et Crooks, notamment
afin d’évaluer la variation d’énergie libre de ’ARN lorsqu’on étire ce dernier [LDST02],
aucune expérience ne semble avoir été réalisée dans le but de tester ces résultats.

Quant aux résultats de Gallavotti, Cohen et van Zon, il n’existe pas a I’heure actuelle
de test expérimental pour un systeme dont la dynamique correspond a une dynamique
de Langevin du deuxiéme ordre (ni de preuve théorique d’ailleurs!).

Pour toutes les raisons mentionnées, un tel test se justifie. Pour pouvoir le réaliser,
il faut disposer d’un systeme suffisamment bien controlé.

Plan du manuscrit

Ce travail de these, qui s’articule autour de quatre chapitres, présente quelques expé-
riences nouvelles sur 1'étude des fluctuations du travail et de la chaleur dans le cas
de systemes mécaniques dissipatifs portés dans des états hors d’équilibre. Le but est
d’effectuer une comparaison directe des résultats expérimentaux avec les résultats théo-
riques obtenus récemment.

(IT) De telles études ne peuvent étre entreprises sans qu’on se soit au préalable assuré
qu’on dispose d’un systeme de détection fiable, sensible et correctement isolé
du bruit environnemental, et d'un systeme physique suffisamment bien controlé,
dont les spectres de fluctuation a 1’équilibre sont en plein accord avec le théoreme
fluctuation-dissipation.

LA ce sujet, voir les theses de L. Bellon [Bel01] et L. Buisson [Bui03], ainsi que la revue [BBCT05].
20n ne peut en effet actuellement simuler la dynamique hors d’équilibre des systémes mentionnés
que sur quelques microsecondes.
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(I11)

(IV)

Nous exposons donc tout d’abord en détail au chapitre 2 le dispositif expérimen-
tal utilisé pour mesurer les fluctuations thermiques de “petits” oscillateurs mé-
caniques macroscopiques a I’équilibre. Outre le systeme de détection proprement
dit (Iinterférometre différentiel), nous passons en revue les différents dispositifs
d’isolation du montage qui permettent de s’affranchir du bruit environnemen-
tal (nous remettons l'exposition d'une technique de réduction du bruit, qui s’est
avérée nécessaire, au chapitre 3).

Nous introduisons ensuite les notions de réponse et de rapport signal-sur-bruit
des fluctuations thermiques du systeme afin de montrer comment la conception
des oscillateurs mécaniques doit étre orientée afin de favoriser au maximum la
mesure de leurs fluctuations thermiques.

Enfin, nous passons en revue les différents dispositifs de forgage du systeme que
nous avons réalisés et testés, et nous montrons que les mesures de fluctuations
et de réponse effectuées sont en excellent accord avec le théoreme fluctuation-
dissipation.

Malgré la mise en place d'un dispositif complet d’isolation du montage et ’opti-
misation du rapport signal-sur-bruit des fluctuations thermiques de notre oscilla-
teur mécanique amorti, un bruit résiduel est toujours transmis au systeme dans
la majorité des cas.

Afin de filtrer efficacement ce dernier et analyser son influence en temps réel sur
les fluctuations thermiques de 'oscillateur, nous avons mis au point une technique
de réduction du bruit s’inspirant du filtrage de Wiener, dont nous exposons le
principe et son application a nos mesures au chapitre 3.

Nous avons dit plus haut (§1.3) que la stratégie généralement adoptée pour éva-
luer la variation d’énergie libre fournie a un corps lors d’une transformation quel-
conque entre deux états d’équilibre a longtemps consisté a évaluer le travail fourni
au corps pendant la transformation. Or, ce travail surestime la variation d’énergie
libre si la transformation est irréversible.

Le quatrieme chapitre est consacré aux travaux de Jarzynski et Crooks, qui trou-
verent une solution a ce probleme en donnant ’expression de la variation d’éner-
gie libre du systeme lors de la transformation, quelle que soit la nature de cette
derniere.

Puisqu’aucune “preuve” expérimentale n’est venue confirmer ces résultats, nous
nous proposons donc de les tester expérimentalement au moyen d’un systeme bien
controlé : I'oscillateur mécanique amorti auquel nous avons consacré le chapitre 2.
Nous commencons ce chapitre en exposant brievement la théorie thermodyna-
mique des perturbations. Nous étendons cette théorie perturbative a tous les
ordres et nous montrons que le résultat obtenu peut s’interpréter dynamique-
ment et étre étendu sans difficulté au travail thermodynamique : nous retrouvons
ainsi de maniere simple le résultat de Jarzynski.

Enfin, sur la base de nos observations expérimentales, et dans le cadre d’une dy-
namique de Langevin du premier et du deuxieme ordre, nous mettons en évidence
I'insensibilité du résultat de Jarzynski a la nature de la transformation (pour peu
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que le travail fourni au corps ait une distribution gaussienne), ainsi que ses li-
mites d’applicabilité. Nous indiquons aussi la possible application du résultat de
Jarzynski a la calibration de la force appliquée au systeme.

Le cinquieme et dernier chapitre est scindé en trois parties. La premiere est consa-
crée a une rapide exposition des théoremes de fluctuation de Gallavotti-Cohen
et de Cohen-van Zon. Il est bien évidemment hors de question de détailler ces
résultats, qui sont d’une haute technicité mathématique (et dont certains sont en-
core a ’état de conjecture), mais d’en souligner les hypotheses et la signification
physique afin de les tester expérimentalement.

Dans une deuxieme partie, nous testons expérimentalement les versions transi-
toire et stationnaire de ces théoremes de fluctuation en exploitent les mesures que
nous avons exposées au chapitre 4. L’originalité de nos mesures tient au fait que
la dynamique de notre oscillateur amorti correspond a une dynamique de Lange-
vin du deuxieme ordre, pour laquelle il n’existe pas de bases théoriques stres des
relations de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon.

Enfin, dans une troisieme partie nous modélisons la dynamique de notre systeme
expérimental par une dynamique de Langevin du premier et du deuxieme ordre,
en nous appuyant sur nos observations expérimentales. Nous montrons que les
théoremes de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon sont vérifiés,
tout en donnant une expression analytique de la production de chaleur, que nous
comparons aux valeurs mesurées.



Chapitre 2

Mesures de fluctuations thermiques
a I’équilibre

Ce chapitre constitue le “ciment” de notre étude expérimentale des fluctuations
thermiques d’un oscillateur mécanique a ’équilibre. Avec le chapitre 3, il ouvre la voie
a des études plus complexes, telles que ’étude des fluctuations du travail et de la chaleur
d’un systeme porté hors d’équilibre, dans le cadre des travaux de Jarzynski, Crooks,
Gallavotti, Cohen et van Zon (chapitres 4 et 5), ou I’étude du vieillissement, dans le
cadre des travaux de Cugliandolo, Kurchan, Ritort, Crisanti et leurs collaborateurs.

De telles études ne peuvent étre entreprises sans qu’on se soit au préalable assuré
qu’on dispose d'un systeme de détection fiable, sensible et correctement isolé du bruit
environnemental, et d'un systeme physique suffisamment bien controlé, dont les spectres
de fluctuation a I’équilibre sont en plein accord avec le théoreme fluctuation-dissipation.

Nous exposons tout d’abord en détail le dispositif expérimental utilisé pour me-
surer les fluctuations thermiques de “petits” oscillateurs mécaniques macroscopiques a
I'équilibre (§2.1). Outre le systeme de détection proprement dit (I'interférometre dif-
férentiel), nous passons en revue les différents dispositifs d’isolation du montage qui
permettent de s’affranchir du bruit environnemental (§2.1.2; nous remettons ’exposi-
tion d'une technique de réduction du bruit, qui s’est avérée nécessaire, au chapitre 3).

Nous introduisons ensuite les notions de réponse et de rapport signal-sur-bruit des
fluctuations thermiques du systeme afin de montrer comment la conception des oscil-
lateurs mécaniques doit étre orientée afin de favoriser au maximum la mesure de leurs
fluctuations thermiques (§§2.3.1 et 2.3.2).

Enfin, nous passons en revue les différents dispositifs de forcage du systeme que
nous avons réalisés et testés (§§2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5), et nous montrons que les me-
sures de fluctuations et de réponse effectuées sont en excellent accord avec le théoreme
fluctuation-dissipation (§2.3.6).

29
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2.1 Systeme de mesure : interférometre haute pré-
cision

Pour mesurer des déplacements subnanométriques avec une bonne résolution, nous
avons utilisé un interférometre différentiel inspiré de la technique de Nomarski (1954
[Nomb4, NW55, Nomb6, Bel0l, BCBG02, Bui03]; voir aussi [Bob86, SA89, RMG89,
DW90, LK00, FTN95]). La fig. 2.2 reproduit le schéma optique du montage. Comme
nous allons le voir, 'avantage principal de ce dispositif de mesure réside dans sa faible
sensibilité au bruit externe : les faisceaux de mesure n’étant séparés que sur une faible
distance, toute fluctuation de leur trajet optique sur le reste du parcours est sans effet
sur les signaux de sortie des photodiodes.

2.1.1 Principe

Le faisceau lumineux provient d'un laser He-Ne (Melles Griot 05 STP 903) de faible
puissance (1.5 mW), dont la longueur d’onde est stabilisée & A = (632.8107%) nm; ce
dernier peut étre stabilisé en fréquence ou en intensité! (comme on le verra plus loin,
il est préférable de le stabiliser en fréquence).

On interpose entre sa sortie et le reste du montage un isolateur de Faraday (Co-
nOptics 711/720s, ~ 4% de perte d’intensité lumineuse), qui empéche la propagation
de la lumiere dans le sens du retour et permet d’éviter toute déstabilisation du laser
par une réflexion parasite dans sa cavité optique. On entre alors dans une fibre optique
monomode, qui permet d’amener le faisceau de fagon souple jusqu’au montage expé-
rimental. Cette derniere est biseautée a une de ses extrémités afin de minimiser toute
réflexion dans le sens du retour.

Le faisceau émergent du noyau de la fibre est fortement divergent mais spatialement
tres propre. Il entre immédiatement dans une lentille convergente, qui permet d’assurer
une focalisation adéquate. Deux polariseurs (Glan Taylor / dichroique) viennent ensuite
fixer une polarisation linéaire du faisceau lumineux dans la direction & + ¢, de sorte
que son champ électrique s’écrit E = Eo(2 +7), ot By = & e'&*=“% e vecteur d’onde
k étant orthogonal au plan défini par T et 3.

Apres le passage dans un séparateur de faisceau (Melles Griot 03 PPW 003, ~ 50%
de perte d’intensité lumineuse & chaque passage), la partie utile de la lumiere arrive
sur une lame de Calcite (Melles Griot 03 PPD 012) dont les directions principales sont
Z et 7. En sortie de cet élément, on obtient deux faisceaux paralleles, de polarisations
orthogonales et séparés de 4 mm, qui vont se réfléchir sur deux miroirs indépendants.

Nous reviendrons en détail sur les objets qui peuvent étre solidaires de ces miroirs.
L’idée a retenir est qu'un miroir est solidement fixé sur un support immobile (un
support optique raide et stable) tandis que l'autre est solidaire d’un objet susceptible
de se déplacer sous 'effet des fluctuations thermiques et /ou d’une force appliquée : le
miroir fixe sert donc de référence.

Le chemin optique de chaque rayon étant différent (du fait du mouvement libre

'Le faisceau émis par le laser a une polarisation linéaire dans un rapport > 1000 : 1, un diametre
de 0.5 mm et une divergence angulaire de 1.6 mrad.
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Phd.
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FiG. 2.1 — Fonctionnement de l’interférometre différentiel. Le faisceau laser,
issu d'une fibre optique monomode, est initialement polarisé dans la direction & + 7.
Il traverse une lame de Calcite dont les directions principales sont Z et ¢ : on obtient
deux faisceaux paralleles séparés de 4 mm, de polarisations T et ¢, qui vont se réfléchir
sur deux miroirs indépendants. Du fait du mouvement libre d'un des deux miroirs, ils
se déphasent de ¢ avant d’étre recombinés. L’analyse du faisceau obtenu est effectuée a
I’aide d’un prisme de Wollaston orienté a 45° : I'intensité lumineuse des quatre rayons
obtenus est une fonction sinusoidale de . La lame quart d’onde permet de soustraire
5 a ¢ afin de déterminer cette derniere de maniere univoque [modulo 27, cf (2.2)].
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d'un des deux miroirs), il apparait une différence de marche § entre ces derniers
avant que la lame de Calcite ne les recombine, et le champ lumineux s’écrit au re-
tour E = Eg i+ Epe* g, ott k = 2”7” désigne le module du vecteur d’onde et n 'indice
optique du milieu traversé par les faisceaux. Notons qu’aucune interférence n’est encore
visible puisque la différence de marche intervient sur deux faisceaux de polarisations
orthogonales.

Apres qu’il ait traversé a nouveau le cube séparateur, le faisceau est redirigé dans la
ligne d’analyse ; son champ électrique s’écrit alors E = Ey 2+FEy e ¢, ot p = ké = %T”(S .
Un second cube séparateur divise alors le faisceau et le dirige dans les deux bras de
I'interférometre.

Dans le premier bras, le faisceau est séparé par un prisme de Wollaston (Melles
Griot 03PPW 003, ~ 50% de perte d’intensité lumineuse) orienté a 45° par rapport a
la lame de Calcite : les rayons obtenus sont polarisés suivant 2 + ¢ et 2 — gy, et leurs
champs respectifs s’écrivent E = E}(1 + €'?)(2 + 7).

Dans le second bras, nous interposons une lame quart d’onde (A/4) sur le tra-
jet du faisceau avant que ce dernier ne traverse un prisme de Wollaston : les rayons

obtenus sont polarisés suivant & + ¢ et & — g, et leurs champs respectifs s’écrivent
Bae = Ej(1 — e/ (i £ ).

Les intensités lumineuses mesurées par les deux photodiodes (photodiodes ava-
lanches Hamatsu S5344) de chaque bras s’écrivent alors?

Iix < |[Ee|* = I [1 + cos(p + wi)}, (2.1)

ot Iy = 2|E}|* est l'intensité du champ lumineux incident, i = 1,2 indice chaque bras
et 1 = =5 0io.
Au moyen dune électronique de conditionnement adaptée®, on peut finalement
mesurer le contraste? entre les deux signaux issus de chaque paire de photodiodes
Vig = Vie

que l'on peut aussi écrire sous la forme complexe [BCBGO02]
C =0 +iCy =e™. (2.3)

On remarquera qu’on s’affranchit ainsi des fluctuations d’intensité lumineuse du
laser : il est donc préférable de stabiliser ce dernier en fréquence.

Les relations (2.2) et (2.3) indiquent clairement qu'il est possible de déterminer de
manieére univoque (modulo 27) le déphasage ¢ (donc la différence de marche ¢) entre
les deux faisceaux de mesure en mesurant simultanément les contrastes C; et Cs.

2Les photodiodes délivrent un courant proportionnel & I'intensité lumineuse.

3Qui transforme les courants délivrés par les photodiodes en tensions Vj+ avec un gain modulable,
et réalise la somme Vi + V;_, la différence V; — V;_ ainsi que le rapport “ﬁi;g: (il est nécessaire
que la somme V;; 4+ V;_ soit comprise entre 2.5 et 10 V pour que le diviseur fonctionne correctement).

1Que l'on appelle aussi visibilité des franges [BW99, Hec80).
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Pour obtenir la différence de marche § = ﬁ%, il suffit en principe d’inverser la
relation (2.3). En pratique, cela dépend de la carte d’acquisition que I’on utilise pour
mesurer les contrastes C et Cy : une telle inversion (numérique) peut effectivement étre
réalisée si 'on dispose d’une carte d’acquisition ayant une résolution suffisante (telle
une carte PXI National Instruments 24 bits, par exemple).

Ajoutons qu'un oscilloscope connecté en mode XY sur les sorties C et Cy de 1’élec-
tronique de conditionnement (dont les offset auront été convenablement ajustés a zéro)
doit afficher un cercle centré a I'origine®, et permet de visualiser directement le dépha-
sage . Par exemple, dans l'air (n = 1), un tour visualisé a l'oscilloscope correspond
a une différence de marche § = A = 632.8 nm, soit un déplacement de 316.4 nm, en

tenant compte des trajets aller / retour du faisceau lumineux.

Les relations (2.2) et (2.3) indiquent en outre que la sensibilité |0C'/d¢p| de 'interfé-
rometre est indépendante du déphasage ¢ : du fait de la mesure simultanée de cos ¢ et
sin (, nous sommes toujours sensible aux variations de ¢. Il s’agit d’un avantage décisif
par rapport a des interférometres du méme type ne disposant que d’un bras d’ana-
lyse, qui nécessitent un ajustement systématique de ¢ (au moyen d’un compensateur
de Babinet, par exemple; cf these de L. Bellon, chap.5 [Bel01]) afin de se placer au
maximum de la sensibilité de I'instrument.

En pratique, le déplacement mesuré () correspond a deux mouvements distincts :

(i) d’une part, un mouvement lentement variable dans le temps, correspondant aux
dérives thermiques du montage, aux relaxations du dispositif d’isolation du mon-
tage (cf §2.1.2), au bruit environnemental lentement variable dans le temps trans-
mis au systeme étudié (I'objet solidaire du miroir libre),

(ii) d’autre part, un mouvement aléatoire fluctuant rapidement, notamment sous 1’ef-
fet des fluctuations thermiques du systeme étudié.

Nous nous intéressons évidemment a ce déplacement aléatoire fluctuant rapidement,
que nous notons x(t), et qui est en régle générale petit devant le déplacement lentement
variable, que nous notons ((¢). Le déplacement mesuré s’écrit donc §(t) = z(t) + ((t),
ol z < (. De méme, le déphasage mesuré correspondant s’écrit ¢(t) = ®(t) + n(t), on
® < n (phase aléatoire fluctuant rapidement : ®, phase lentement variable : 7).

Dans le cas ou les contrastes C;(t) sont mesurés au moyen d’une carte d’acquisition
disposant d’une résolution suffisante pour qu’on puisse, comme nous I’avons indiqué
plus haut, inverser numériquement la relation (2.3) afin d’obtenir directement le dépla-
cement 0(t), il suffit de filtrer numériquement ce dernier respectivement passe-bas et
passe-haut afin d’obtenir ((t) et z(t).

Dans le cas contraire®, on peut déterminer le déplacement fluctuant z(t) de la
maniere suivante. Puisque ® < 7, on peut développer le contraste (2.3) en tres bonne
approximation au premier ordre en P :

C(t) = P00l = [1 4+ i0(t) +...]e"D = Se(t) + c(t). (2.4)

SLa relation (2.3) définit un cercle de rayon unité paramétré par ¢ dans le plan (Cy, Cs).
6C’est le cas, par exemple, si I’on utilise une carte National Instruments SC-2040 16 bits, complétée
d’un “sample & hold” National Instruments MI016.
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FiG. 2.2 — Interférometre différentiel. Ces deux photographies du montage illustrent
la compacité du dispositif.

Le contraste se décompose donc de maniere similaire comme la somme d’une fonc-
tion lentement variable (¢) et d’une fonction fluctuant rapidement (dc < ¢). Pour
déterminer z(t), il suffit d’acquérir les contrastes C;(t), au préalable amplifiés et fil-
trés respectivement passe-bas et passe-haut (au moyen d’un filtre Stanford SR640, par
exemple) de fagon a obtenir ¢(t) et dc(t). Le déplacement fluctuant z(¢) s’obtient alors
d’apres [cf relations (2.3) et (2.4)]

de(t)
c(t)

Cette analyse ayant fait 1'objet d’une publication [BCBGO02], nous ne détaillons
pas davantage l'extraction du déplacement z(t) ainsi que les imperfections d'un tel
traitement. Donnons plutot une idée des performances de cet interférometre et de
la fagon dont il faut l'isoler afin de minimiser autant que possible les contributions
lentement variables ({, n ou ¢) qui, on s’en doute, vont provenir essentiellement du

bruit environnemental lentement variable transmis au systeme”.

5(t) = —i (2.5)

2.1.2 Réalisation expérimentale

La fig. 2.1 présente une photographie de I'interférometre. Nous avons réalisé un mon-
tage compact, qui permet une grande facilité d’emploi : une fois les nombreux réglages
effectués (alignement et positionnement angulaire des différents éléments, focalisation
des lentilles, etc.), le dispositif peut étre déplacé d’une expérience a l'autre avec un
minimum de modifications. La lumiere est par exemple apportée par une fibre optique,
il n’est donc pas nécessaire de réaligner le laser. De méme, la position des différents
composants optiques est fixée une fois pour toutes et il n’est pas utile de 'optimiser a
chaque nouvelle expérience.

Pour estimer le bruit de fond de l'interférometre, on interpose sur le trajet des
deux faisceaux en sortie de la lame de Calcite un miroir fixé sur un support optique

"Nous verrons au chap.3 une technique de réduction du bruit qui permet de s’affranchir presque
intégralement de ces perturbations fort génantes.
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VA{IE?) (nm/v/Hz)

v (Hz) v (Hz)

Fi1c. 2.3 — Ligne de bruit de l'interféromeétre. (i) : “Performance” de l'interféro-
metre en 'abscence de tout dispositif d’isolation du montage. (ii) : Nous représentons
trois spectres obtenus de trois manieres différentes. La ligne alternée correspond a une
isolation de l'interférometre réalisée au moyen d’un dispositif commercial d’isolation
actif ([Fon05], cf chap.3). Les deux autres spectres correspondent a une isolation de
I'interférometre réalisée au moyen d’un pendule inversé amorti (ligne continue : suspen-
sion du montage réalisée au moyen d'un dispositif de roulement a billes a deux axes,
ligne en pointillés : suspension du montage réalisée au moyen d’un fil de torsion).

raide et stable, dont les résonances mécaniques sont élevées par rapport a la gamme
de fréquences que nous désirons étudier, qui sera en regle générale de 1'ordre de [0, 500]
Hz. Le bruit mesuré refletera le bruit (i) de polarisation du laser, (ii) des photodiodes,
(iii) de I'électronique de conditionnement, (iv) des composants optiques ainsi que de
leurs supports mécaniques.

En principe, une telle mesure ne doit pas étre sensible au bruit environnemental ;
néanmoins, l'expérience a montré que ce n’était en regle générale pas le cas (et une
bonne partie de mon travail a consisté a tenter de s’affranchir de cette source d’ennuis) :
I'expérience est en quelque sorte “victime” des ordres de grandeurs qu’elle prétend
sonder.

Il faut donc ajouter a ces différentes sources de bruit le bruit environnemental, qui
peut étre minimisé dans des conditions de travail optimales ainsi qu’avec des dispositifs
d’isolation du montage adaptés (nous reviendrons en détail sur ce point a plusieurs
reprises).

La fig. 2.3(i) donne une idée des performances de notre instrument de mesure® : en
I'abscence de tout dispositif d’isolation du montage (la suspension pneumatique de la
table optique est dégonflée), la situation est catastrophique. En revanche, une fois le
montage completement isolé [fig. 2.3(ii), cf §2.2 pour l'isolation du montage], le bruit
de fond se situe aux alentours de 10~ m/ VHz : seuls subsistent les résonances de la
table optique (3-5 Hz verticalement et 21-25 Hz horizontalement) ainsi que le bruit
¢électrique a 50 Hz et ses harmoniques.

Une optimisation minutieuse du positionnement de chaque composant optique, de

8Obtenues comme c’est indiqué plus haut dans ce paragraphe.
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I'intensité lumineuse [et donc du gain de 1'électronique de conditionnement?, dont dé-
pend le contraste (2.2)] ainsi que 'utilisation d’une technique de réduction de bruit
(cf chap. 3) permettent méme d’atteindre une ligne voisine de 5 x 10~ m/v/Hz sur la
quasi-totalité de la bande de fréquences étudiée.

Devant une telle précision, on est en droit de se demander si une approche classique
est bien justifiée, les déplacements mesurés étant inférieurs a la taille d'un atome. Ce
serait oublier que le faisceau a une extension latérale importante (de l'ordre de 10~*
m) : la mesure représente donc la position moyenne d’une surface composée de 'ordre
de 10" atomes. D’ailleurs, si I'on tente de former 1’action!® correspondant & la mesure
de la fig. 2.3(ii) en prenant pour masse du miroir m ~ 0.1-10 g, longueur et temps
caractéristiques du déplacement de ce dernier [ ~ 107" m et t~1 ~ 100-1000 s~ il
apparait clairement que S ~ 10728-1072° Js > h ~ 1073* Js. Une approche quantique
n’est donc pas nécessaire dans cette étude.

Nous disposons donc d'un outil de mesure pour mesurer des déplacements extéme-
ment faibles. Voyons maintenant comment nous avons obtenu le spectre qu’indique la
fig. 2.3(ii) en isolant le montage.

2.2 Isolation du montage

Comme le montre clairement la fig. 2.3(i), mesurer les fluctuations thermiques d’un
systeme physique (I'objet solidaire du miroir libre) sans que I’ensemble du montage
soit pourvu d’un dispositif d’isolation efficace releve du fantasme. En effet, le spectre
qu'indique la fig. 2.3(i) devrait étre absolument plat. A vue de nez, la situation ne peut
guere s’améliorer si I'on interpose un objet libre sur le trajet d’un des deux faisceaux de
I'interférometre ; d’ailleurs, celui-ci amplifie en regle générale de maniere non controlée
le bruit de I'environnement (dans certaines gammes de fréquences seulement).

Afin de réduire I'influence du bruit environnemental sur nos mesures, il a donc été
nécessaire de réaliser plusieurs dispositifs d’isolation et d’amortissement du systeme. En
outre, comme nous le détaillerons au chapitre 3, une technique de réduction du bruit a
été mise au point dans le but de déterminer en temps réel 'influence du bruit environne-
mental sur le déplacement mesuré. Outre le confort qu’elle apporte aux mesures, cette
technique s’est révélée indispensable dans notre tentative de mettre en évidence une
intermittence des fluctuations thermiques du systeme (cf these de L. Buisson, chap. 5
[Bui03]).

S’affranchir du bruit environnemental au sous-sol de ’Ecole n’a pas été une mince
affaire. Cette derniere a en effet été le lieu d’un chantier durant plus de la moitié de ma
these (construction d’un nouveau batiment, le LR6, avec parking souterrain). En outre,
I’'Ecole se situe au voisinage direct d'une zone industrielle, de nombreuses pompes s’ali-

9Plus on amplifiera les signaux délivrés pas les photodiodes, moins le bruit introduit dans (2.2)
sera négligeable. C’est pour cette raison que nous utilisons des photodiodes avalanches, dont le signal
de sortie est important et nécessite peu d’amplification.

Dlaction] = ML2T—1.
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mentent en permanence dans les nappes phréatiques présentes sur le site, et le métro
est a proximité. Enfin, la salle d’expérience se situe précisément en face d’une souf-
flerie (naturellement mal isolée) qui alimente pas moins de deux batiments de 1'Ecole
en eau chaude, et se trouve étre la voisine de la salle d’expérience de J.-F. Pinton et
R. Volk (qui s’équipent de casques anti-bruit durant leurs mesures). Ces deux dernieres
sources de bruit!!, outre les perturbations mécaniques et acoustiques qu’elles générent,
ont pour inconvénient supplémentaire de perturber le réseau électrique et de générer
un bruit électrique (50 Hz et ses multiples) non négligeable a I’échelle des mesures que
nous voulons réaliser, du fait de leur forte consommation en énergie. Toutes les sources
de bruit mentionnées défavorisent largement toute mesure de fluctuation thermique.

Un effort considérable a donc été porté vers la réalisation de dispositifs d’isolation du
montage, et il sera probablement nécessaire de raffiner ceux qui ont étés mis en place
si I'on tient a réaliser des mesures plus robustes vis-a-vis du bruit environnemental,
voire faire refaire en béton les cloisons de la salle d’expérience et rendre ces dernieres
aphoniques (ainsi que celles de la soufflerie).

Un simple coup d’ceil sur les ordres de grandeurs qu’indique la fig. 2.3(ii) permet de
mieux comprendre le challenge technologique dont il s’agit : a ce niveau de précision,
toute mesure devient sensible a la moindre perturbation provenant de I’environnement,
en dépit des avantages manifestes de notre dispositif de mesure.

Ces perturbations externes sont essentiellement de trois types : (i) mécaniques,
transmises par les supports du montage, (ii) acoustiques, transmises par 1’ensemble
du montage, (iii) particulaires, transmises par les grains de poussiere susceptibles de
traverser le chemin des faisceaux laser.

Les vibrations mécaniques sont en fait la principale source d’ennuis. Pour les limiter,
nous avons réalisé un dispositif d’isolation passif a trois étages, représenté sur la fig. 2.4.

Le premier étage est constitué d’une table optique (avec un plateau en nids d’abeilles
et des capteurs magnétiques, assurant la stabilisation du plateau sur une position
d’équilibre en évitant tout frottement solide avec ce dernier, Melles Griot Small Table
Support System 07 OFA Series Active Isolation) posée sur ses amortisseurs pneuma-
tiques. Ce systeme d’isolation classique dans les montages optiques assure un filtrage
des vibrations dont les fréquences sont supérieures a 3-5 Hz verticalement et 21-25 Hz
horizontalement.

Ces fréquences de résonance de la table sont malheureusement assez ennuyeuses
pour nos mesures. Aussi, nous avons concu un deuxieme étage d’isolation qui consiste
en un pendule, dont la fréquence de résonance est plus basse encore.

Ce pendule (cf fig. 2.4) est réalisé au moyen de deux barres en acier harmonique'?
de longueur, largeur et épaisseur respectives | = 1 m, a = 38 mm et b = 4 mm, dispo-
sées “en V7 et écartées d’environ 80 cm au niveau de leur encastrement, a ’extrémité
desquelles est suspendu, via de petites chainettes, le montage qui se trouve solidement
fixé sur un plateau. Avec une hauteur disponible de L = 1.4 m et une masse suspendue

HTa vraie source d’ennuis est la soufflerie, qui fonctionne en continu toute la journée.
12Encore appelé acier a ressort, de module d’Young E ~ 220 x 10° Pa et de densité p ~ 7.8 x
103 kgm=3.
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Barres d’acier en flexion

l/ g Fil d’acier
Chainettes
Aimantv‘s‘(
Boite plexiglas
+ mousse acoustique
Mesure
Laser + isolateur :
de Faraday
Table
optique

“Quille” + poids

Suspension
pneumatique

Batiment

Fi1G. 2.4 — Dispositif d’isolation du montage. Fig. de gauche : schéma des diffé-
rents étages d’isolation du montage (le dessin n’est pas a 1'échelle). Fig. de droite :
photographie du montage (la mousse acoustique est absente). On congoit facilement
que ’ensemble des dispositifs d’isolation porte le barycentre du montage bien au dessus
du niveau du plateau de la table optique.
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Fi1G. 2.5 — Suspension du montage au moyen d’un fil de torsion amorti. Un
disque d’aluminium solidaire du fil de torsion est placé dans les entrefers de deux
aimants. Les courants de Foucaults induits dans le disque amortissent ainsi les petites
oscillations du systéme suspendu au bout du fil (tiré de [LT82, OR94]).

m ~ 15 kg, on obtient un filtrage des modes horizontaux et verticaux'® des 0.5 Hz et
0.8 Hz, respectivement.

Afin d’atténuer les éventuelles composantes haute fréquence du bruit, nous avons
disposé des plots caoutchoutés sur les barres d’acier en flexion ainsi qu’a la base du
plateau suspendu aux extrémités des chainettes.

La jonction entre les barres d’acier et les chainettes est réalisée au moyen d’un sys-
teme de roulements a billes a deux axes, sandwiché entre des plaques de caoutchouc, qui
assure l'alignement du montage sur le champ de gravitation. Ce systeme (qui a néan-
moins donné d’excellent résultats) a pour inconvénient majeur la rapide détérioration
des roulements a billes (auquel cas les spectres de fluctuation se détériorent évidem-
ment), qui est due au fait qu’'on les force a travailler sur un point de fonctionnement
statique.

Une solution plus performante (et plus durable) consiste a utiliser un fil de torsion'
encastré dans deux tiges en acier, qui permettent ’accrochage du montage de part et
d’autre du fil, comme l'indique la fig. 2.5 (des plots caoutchoutés flexibles solidaires
d’une des tiges se vissent sur les barres d’acier et permettent un bon alignement du
montage sur le champ de gravitation). C’est d’ailleurs ce type de dispositif qui est utilisé
dans les expériences a la Cavendish / E6tvos, ou I'on cherche notamment a déterminer
la constante de gravitation G [LT82, OR94].

Section et longueur du fil'>, qui ne filtre pas les modes verticaux du bruit, ont
été choisies de fagon a ce que sa résonance verticale soit repoussée aux environs de la

3Les fréquences de résonance horizontale et verticale du systéme sont données respectivement par
N Eab® -1
won = \/g/L et woy = \/k/m, ot k ~ 2 x S5~ =2 x133.76 = 267.52 Nm™" (les deux barres en
flexion, de raideur k£ chacune, sont grosso modo équivalentes & deux barres en parallele de raideur
équivalente 2k) [Bal01, LL86].
14Une fois de plus en acier harmonique.

15Le fil a pour longueur et diametre respectifs | = 10 cm et @ = 1.5 mm.
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centaine de kHz, afin de ne pas perturber la mesure!®. Enfin, soumis a la charge du
montage, ce fil a une fréquence de résonance (de rotation) voisine du dixieme de Hz et
constitue le troisieme étage du dispositif d’isolation.

Dans la mesure ou le bruit acoustique s’est avéré de plus en plus préoccupant au
fur et a mesure de la progression de ma these, nous avons enfermé la quasi-totalité du
montage dans une boite en plexiglas reposant sur le plateau de la table optique, et dont
les faces intérieures sont tapissées de mousse acoustique afin d’atténuer toute influence
du bruit acoustique!”. En outre, ce dispositif évite que le plateau sur lequel repose
I'interférometre ne “prenne directement des coups”, du fait d’'une onde de pression par
exemple. Nous avons aussi calfeutré de mousse acoustique les chambranles des portes
de la salle d’expérience (cela apporte une amélioration notable).

Pour atteindre la ligne de bruit représentée sur la fig. 2.3(ii), il a fallu disposer une
boite supplémentaire en plexiglas tapissée de mousse acoustique sur le plateau solidaire
de l'interférometre, de fagon a atténuer davantage le bruit acoustique et a protéger le
montage des particules de poussiere susceptibles de traverser les faisceaux laser.

L’ensemble des dispositifs cités porte le barycentre du montage bien au dessus du
niveau du plateau de la table optique. Aussi, nous avons muni ce dernier d’un plateau
qui lui est rigidement 1ié et sur lequel sont disposés une cinquantaine de kg (cf fig. 2.4).
Cette “quille” a pour effet de diminuer I'amplitude des petites oscillations du plateau
solidaire de l'interférometre autour de sa position d’équilibre lorsque 1’ensemble du
montage est sollicité par une perturbation extérieure.

La derniere étape consiste a amortir les petites oscillations du plateau solidaire de
I'interférometre autour de sa position d’équilibre. Quatre aimants'® sont disposés a cet
effet entre le plateau de la table optique, dont il sont solidaires, et le plateau sur lequel
repose le systeme de mesure, de fagon a ce que les courants de Foucault (cf Annexe A)
induits dans le métal de ce dernier dissipent de I'énergie et amortissent ainsi le systeme
(cf fig.2.4). La distance entre la face supérieure des aimants et la face inférieure du
plateau sur lequel repose I'interférometre est toujours < 5 mm, de fagcon a ce que les
courants de Foucaults amortissent assez rapidement les petites oscillations du montage.

Une amélioration possible de ce dispositif d’amortissement est représentée sur la
fig. 2.5. 1l s’agit de disposer sur le chemin du fil de torsion un disque d’aluminium et de
placer ce dernier dans les entrefers de deux aimants, de facon a y induire des courants
de Foucaults et d’amortir davantage les petites oscillations du systeme suspendu au

bout du fil.

Signalons enfin qu’un dispositif d’isolation de type “plateau magnétique” a aussi été
réalisé (d’apres [PF02]) et testé. Ce dispositif est schématisé sur la fig. 2.6 : il s’agit d'un
plateau mobile, solidaire du dispositif de mesure, sur lequel sont fixés quatre aimants

16 es fréquences de résonances longitudinales de cet objet, considéré comme étant encastré i ses
extrémités, valent w, = *T+/E/p, soit 266 kHz pour la plus basse d’entre elles [LL86].

I"En I’abscence de mousse acoustique, nous avons naturellement des modes w,, ~ 1/L, ot L désigne
la dimension caratéristique de la boite.

18En Néodyme-Fer-Bore, de champ magnétique ~ 1000 Gauss a une distance d’environ 1 mm.
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Lower table

Upper table

10

F1G. 2.6 — Plateau magnétique. Fig. de gauche : quatre paires d’aimants en répulsion
font léviter un plateau libre sur lequel repose le dispositif de mesure. Fig. de droite :
quatre ergots bloquent le mouvement libre du plateau dans le plan horizontal. Ces
derniers peuvent étre remplacés par des paires supplémentaires d’aimants en répulsion,
ou par des tiges rectifiées sur lesquelles vient s’ajuster le plateau (voir le texte, tiré de
[PF02]).

couplés de maniere répulsive a quatre autres aimants, solidaires d’un autre plateau
fixe (dans notre cas, le plateau de la table optique), les aimants se faisant face deux
a deux. Malheureusement, ce dispositif s’est révélée fort instable, et ce méme si 'on
augmente le nombre d’aimants qui se font face et si 'on dispose des paires d’aimants
en répulsion supplémentaires le long du contour du plateau mobile, afin de bloquer
I'instabilité horizontale de ce dernier.

Nous avons tenté d’améliorer ce dispositif en bloquant le mouvement horizontal
du plateau libre au moyen de tiges rectifiées sur lequelles vient s’ajuster ce dernier
(des trous sont alors pratiqués a chacun de ses coins), tout en conservant les paires
d’aimants dans la direction verticale. Des roulements a billes assurent le mouvement
libre du plateau dans la direction verticale. Une fois encore, ce dispositif fait les frais
des roulements a billes, dont on sent cette fois-ci la rugosité.

Une alternative consiste a remplacer ces derniers par des joints toroidaux, de fagon
a ce que les petites oscillations du plateau autour de sa position d’équilibre fassent
jouer l'élasticité du caoutchouc. En pratique, les performance de ce dispositif sont bien
en dessous de celles de notre pendule mécanique : manifestement, les frottements ainsi
que le stickslip sont loin d’étre négligeables (du moins au niveau des déplacements que
nous désirons mesurer, soit ~ 10713-10712 m).
Une ultime tentative de type “nautique”®, encore infructueuse et que nous ne dé-
taillerons pas, a consisté a placer le dispositif de mesure sur un plateau libre muni d’une
“quille”, en flotaison a la surface d’un liquide.

Pour conclure, I'ensemble des dispositifs d’isolation retenus fonctionne de maniere
optimale quand la connectique de I'interférometre?® et du systéme sur lequel on désire

¥ Que je dois & L. Bellon, et qui nous a tous bien fait rire.
20Cest-a-dire les cables qui connectent les photodiodes de l'interférometre & son électronique de
mesure.
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réaliser une mesure?! ne contraint pas la position d’équilibre du plateau sur lequel re-
pose 'ensemble du systeme. Tout cable partant du plateau solidaire de I'interférometre,
couplant ce dernier avec la table optique, doit donc étre soigneusement positionné de
fagon a ce que la position d’équilibre dudit plateau soit la méme avec ou sans connec-
tique. Il en va naturellement de méme pour la fibre optique.

Il est remarquable d’observer que les performances de notre dispositif d’isolation,
essentiellement passif, sont supérieures a celles d’un dispositif d’isolation actif commer-
cial, de cotit fort élevé en général (cf fig. 2.3)(ii). Celles-ci peuvent étre poussées encore
plus loin (& moindres frais) si I'on équipe le montage d’un dispositif de réduction du
bruit, qui mesure localement et en temps réel le bruit environnemental transmis au
systeme (cf chap. 3).

Nous disposons donc d'un outil de mesure opérationnel pour mesurer les fluctuations
thermiques de petits oscillateurs mécaniques a l’équilibre.

2.3 Un oscillateur macroscopique sensible a kT

Nous avons vu au paragraphe précédent que nous disposons d’un systeme de dé-
tection fiable, sensible et correctement isolé du bruit environnemental (nous remettons
I’exposition d’une technique de réduction du bruit, qui s’est avérée nécessaire, au cha-
pitre 3). Il nous faut maintenant un systeme physique (I'objet solidaire du miroir libre)
suffisamment bien controlé, dont les spectres de fluctuation a I’équilibre sont en plein
accord avec le théoreme fluctuation-dissipation (abrégé TFD).

Les objets dont nous allons étudier les fluctuations thermiques sont de “petits”
oscillateurs mécaniques macroscopiques. L’étude expérimentale de leurs fluctuations
requiert les points suivants :

(i) modéliser simplement la dynamique de ces oscillateurs afin d’avoir une expression
analytique de leurs spectres de fluctuation a I’'équilibre ainsi que de leur réponse
a une sollicitation externe, que 'on puisse comparer aux mesures (§2.3.1),

(ii) optimiser le jeu de parametres qui caractérise ces oscillateurs, afin de favoriser au
maximum la mesure de leurs fluctuations thermiques a ’équilibre (§2.3.2),

(iii) forcer ces oscillateurs afin de mesurer leur réponse (§§2.3.3,2.3.4 et 2.3.5),

(iv) calibrer la force ainsi appliquée au systeéme, afin de tenter une vérification du
TFD (§2.3.6).

Nous ferons un certain nombre d’hypotheses, comme par exemple la linéarité de
I’équation du mouvement du systeme, que justifiera a posteriori ’expérience.

2.3.1 Fluctuations et réponse d’un oscillateur

Les objets dont nous allons étudier les fluctuations thermiques a 1’équilibre sont
de “petits” oscillateurs mécaniques macroscopiques : la fig. 2.7 en donne une idée tres

21Comme on le verra aux §§2.3.3 et 2.3.4, il s’agit des cables qui permettent d’alimenter I’oscillateur
en courant ou en tension afin de lui appliquer une force.
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Fi1G. 2.7 — Fluctuations d’un oscillateur a 1’équilibre. Ce schéma donne une idée
tres générale des systemes étudiés : il s’agit d’oscillateurs a un degré de liberté dont le
centre de masse fluctue autour de sa position d’équilibre moyenne zq, sous 'effet d’une
force aléatoire (t). Fin(t) désigne la force instantanée due au milieu environnant, et
—kx(t) la force de rappel instantanée de I'oscillateur (loi de Hooke).

générale. Plus concretement, il s’agira d’oscillateurs en flexion ou en torsion, amortis
par la viscoélasticité du matériau constituant I'oscillateur et / ou la viscosité d’'un fluide
environnant, comme l'indiquent plus loin les figs. 2.9 et 2.10.

Sous l'effet des fluctuations thermiques, que nous modélisons par une force aléatoire
e(t), le centre de masse de l'oscillateur fluctue autour de sa position d’équilibre moyenne
xg ; nous notons z(t) ces petits écarts aléatoires a x.

Nous désignons par Fi(t) la force instantanée due au milieu environnant : cette
derniére traduit la réponse du milieu environnant aux petits déplacements z(t) de
l'oscillateur, ce dernier subissant par ailleurs la traditionnelle force de rappel —kz(t)
(loi de Hooke). Intrinsequement, l'oscilllateur est donc assimilé a un systeme élastique
linéaire.

L’équation des petits mouvements de z(t) autour de la position d’équilibre moyenne
xo s’écrit dans le référentiel d’inertie du systeme

mi(t) + kx(t) — Fue[z(t)] = (). (2.6)

Naturellement, dans le cas d’un oscillateur en torsion, nous écrirons 1’équation des
petits mouvements angulaires de #(t) autour de la position d’équilibre moyenne 6

I0(t) + CO(t) — M [0(t)] = £(2), (2.7)

ou I, C, My et £(t) désignent respectivement le moment d’inertie, le coefficient de
torsion, le moment de force ainsi que le bruit.

Les équations (2.6) et (2.7) étant strictement identiques, nous conserverons la forme
(2.6) on x désignera indifféremment une déflexion ¢ ou un angle 6, m une masse ou un
moment d’inertie, k£ une constante de rappel ou une constante de torsion, F},; une force
ou un moment de force, et £(¢) une force ou un moment de force fluctuant au hasard.
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Typiquement, dans le cas ou l'oscillateur est immergé dans un fluide, la force Fi; se
moyenne aux temps longs a la force de frottement visqueux usuelle —nz, o 1 désigne
le coefficient de viscosité du fluide??.

Ceci étant, la raideur d’un oscillateur viscoélastique®® immergé dans un fluide, in-

tégrant les effets de Fi., s’écrit fréquentiellement?*

=k — i(K" signw + nw), (2.8)

ou k' et k" désignent respectivement les raideurs purement élastique et purement dissi-
pative de l'oscillateur (naturellement, on posera 1 = 0 si ce dernier n’est pas immergé).
Dans ce cas, I'équation (2.6) des petits mouvements de x(t) autour de la position
d’équilibre moyenne x, s’écrit

mi(t) + / K(t—t)a(t)dt + Ka(t) = £(t), (2.9)

ou K désigne le “noyau mémoire” du systeme.

Dans le cas d’un oscillateur purement élastique amorti par la viscosité n d’un fluide,
nous avons simplement K (t) = nd(t). Dans le cas d'un oscillateur viscoélastique, 1'ex-
pression du noyau K(t) se complique singulierement (mais ne pose aucune difficulté
dans le domaine fréquentiel).

La forme (2.9) décrira bien I'ensemble des configurations expérimentales qui seront
envisagées par la suite.

Expérimentalement, nous mesurerons donc les petits déplacements aléatoires x(t)
de Doscillateur autour de sa position d’équilibre moyenne xy. Afin de déterminer les
propriétés dynamiques du systeme et d’obtenir une expression analytique des petits
déplacements z(t) & 1’équilibre, notamment de leur densité spectrale (|z(w)]?), il est
nécessaire d’introduire la notion de réponse du systeme a une sollicitation extérieure.

Notion de réponse

Afin de déterminer les propriétés dynamiques du systeme, on utilise en pratique le
procédé représenté sur la fig. 2.8(i).

Supposons que 'oscillateur est sollicité jusqu’a l'instant t = 0 par une force exté-
rieure constante Fey(t) # 0, telle que le déplacement z(t) = P[Foy(t)] fluctue autour
de sa position d’équilibre moyenne xj. Si l'on annule la force Fi(t) aux instants ulté-
rieurs, x(t) relaxera en regle générale vers sa position d’équilibre moyenne xy de maniére
exponentielle (avec éventuellement des oscillations amorties), et en un laps de temps
que l'on identifiera grosso modo au temps de relaxation du systeme Tiepax.

22(Ce dernier est relié au coefficient cinématique de viscosité v = n/p, ot p désigne la densité du
fluide ([n] = ML™T—1 = [pression] x T tandis que [v] = L?>T1!).

2 Au sujet de la viscoélasticité, voir les références [Fer80, BAHS7, BCAH87, MRW91].

?"La transformation de Fourier est définie par f(w) = [T f(t)e™dt et f(v) = [7_ f(t)e®™! dt,
ou v désigne la fréquence et w = 27v la pulsation (ou fréquence angulaire), ce que nous noterons aussi

F F
f=fouf—f
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F1a. 2.8 — Relaxation d’un oscillateur. (i) : Sous l'effet d’une force Fyyy = const # 0
aux instants t < 0, le déplacement = fluctue autour de sa position d’équilibre moyenne
xg. Sil'on annule F aux instants ultérieurs, le systeme relaxe, via un régime transi-
toire, vers sa position d’équilibre moyenne zg, en un laps de temps que 'on identifie au
temps de relaxation du systeme (les fluctuations de = ne sont pas représentées). (ii) :
Relaxation de la solution T de (2.9) dans le cas purement visqueux (v < wy).

Par exemple, dans le cas d’un oscillateur harmonique (non viscoélastique) immergé dans un
fluide faiblement visqueux, la solution moyenne de (2.9) s’écrit Z(t) = (Tocos(at) + a~*(vZo +
To) sin (at)) e aux instants ¢ > 0, ot a = w2 —1% et v = 7L = n/2m, wo = /k/m dési-
gnant la fréquence de résonance de loscillateur libre a vide [To = T(0) et To = Z(0)].

En pratique, on détermine le temps de relaxation Tye1ax de l'oscillateur en mesurant la largeur de
ligne?® Avg = 2/Trelax du spectre de fluctuation \ﬂ|j(u)\2> Pour la plupart de nos expériences, on

pourra considérer que loscillateur atteint un état d’équilibre dés ~ 2 Tye1ax [cf fig. 2.8(ii)].

I1 est possible de montrer qu’on peut écrire la relation entre Iexcitation Fy(t) et
la réponse z(t) de facon tout & fait générale?

() = / (1) Fu () dF' + / G(E ) Fa(£) o (") A" + ... (2.10)

Dans le cas ou 'on ne retient que le terme linéaire en F,. dans le développement
(2.10), si ce dernier est non nul et dans le cas ou les autres sont nuls ou négligeables,
la réponse du systeme est linéaire en F. A la limite ou 'excitation tend vers zéro, la
réponse x est donc une propriété intrinseque du systeme (ne dépendant pas de Fey),
caractérisant les propriétés dynamiques de ce dernier.

Si le systeme est stationnaire, comme c’est le cas des systémes isolés et / ou a I’équi-
libre, ¢’est-a-dire si x(¢,t') = x(t — t'), la relation (2.10) entre réponse et excitation se
met sous la forme d'un produit de convolution®”

T(t) = (X * Foxt) (1) = T(w) = R(w) Foxt (w)- (2.11)

25Cette derniere s’obtient en mesurant les fréquences v et v+ Ay correspondant & une amplitude du
spectre de fluctuation /((|Z(vo)[?)/2). L’acuité de la résonance de I'oscillateur est parfois caractérisée
par le facteur de qualité Q = mwo/n = wo /27 = WoTrelax/2 [Pér61, DBF89].

260n peut la voir comme un développement de Taylor de I'application ® autour de Fio = 0.

?"Le produit de convolution est défini par (f * g)(t) = [*_ f(t') g(t —t')dt’.
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La forme fréquentielle (2.11) indique clairement qu’il est possible de mesurer la
réponse v du systéme en appliquant un bruit blanc FLy & loscillateur®, auquel cas le
déplacement mesuré T est directement proportionnel & la réponse (nous verrons plus
loin comment cela peut étre réalisé expérimentalement).

Enfin, il est possible d’obtenir I’expression analytique des fluctuations de x a I’équi-
libre en invoquant le théoreme fluctuation-dissipation (abrégé TFD [Cal85, LL94, dGM84]),
qui relie la densité spectrale des fluctuations de z & D'équilibre {|Z|?) & la réponse du
systeme selon

(J2]*) = Im y, (2.12)

ou kp désigne la constante de Boltzmann et T' la température du systéme (qui, par
ailleurs, est égale a celle du bain environnant). Expérimentalement, nous ne nous inté-
ressons qu’aux fréquences positives ; dans ce cas®

(z]*) = ks Imy pour w > 0. (2.13)

Comme nous ’avons mentionné en début de paragraphe, ’ensemble des configura-
tions expérimentales étudiées sera bien décrit fréquentiellement par une raideur com-
plexe k = k' — i(k” + nw) [cf relation (2.8)], ott k', k" et n désignent respectivement
les raideurs purement élastique et purement dissipative de l'oscillateur ainsi que le co-
efficient de viscosité du fluide (si l'oscillateur est immergé). En appliquant une force
Foxt a loscillateur, la relation (2.9) s’écrit donc fréquentiellement d’une force appliquée
extérieure Fio

[—mw® + K — (k" + nw)]|z = Fr. (2.14)
Dans ce cas, la réponse du systeme a pour expression
. 1
A ¥ i(k" 4+ nw)’ (2.15)
et le spectre des fluctuations de x a I’équilibre s’écrit
(1[2) = 4kgT K" + nw (2.16)

w (—mw2+k3’)2+(/€”+nw)27

ol wy = +/k’/m désigne la fréquence de résonance de 'oscillateur libre a vide (i.e. sans
fluide environnant ni force appliquée).

Pour caractériser la dissipation intrinseque de l'oscillateur, on introduit le rapport
sans dimension v = k" /k'. Ce dernier est en régle générale constant dans la gamme de
fréquences étudiée ([0,300] Hz), de l'ordre de 5 x 1073 pour du laiton et ~ 1072 pour
du polymethylmethacrylate (abrégé PMMA3®) [MRW91].

28(’est-a-dire, grosso modo, pour Fi. tel que chacune de ses composantes de Fourier soient égale-
ment probables avec la méme amplitude.

2911 suffit de remarquer que 1'énergie du signal z, E, = ffooo Sz g—;‘r’ ot S, = (|2]?) désigne la densité
spectrale de x, est un invariant du systeme. Dans le cas ou x est réel, S, est paire et E, = fooo 2S5,
on obtient (2.13) en définissant la densité spectrale S, = 25, pour w > 0.

30PMMA : polycarbonate utilisé comme substrat de certains CD et DVD.

dw .
2 )
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Le coefficient de viscosité n du fluide, quant a lui, est en regle générale constant
dans la gamme de fréquences étudiée (dans le cas de I'eau, par exemple), a I’exception
de certaines huiles (viscoélastiques), pour lesquelles nous auront 1 ~ 1y + wn; (dans la
gamme de fréquences étudiée).

Un bon indicateur du comportement du systeme est donné par la partie basse
fréquence w < wy du spectre (2.16). Dans le cas d'un oscillateur viscoélastique non
immergé, nous avons

4/{ZBT ’)/k'/ 4]€BT ’)/k/ 1
12
(2) = . ~ o~ (2.17)
W m2wd (1 — w?/wd)? + 42 w miwy;  w

Si loscillateur est immergé, il faut distinguer deux cas : soit le fluide est suffisamment
visqueux (dans la gamme de fréquences étudiée) pour que 'on ait nw > k" ~ 0, auquel
cas

_ 4kpT nw 4kpTn

Ol [(1 - R+ o fma)T] T

(2% = const, (2.18)

soit le fluide est peu visqueux, auquel cas on ne peut pas négliger k£ par rapport a nw ;
dans ce cas

. 4kgT vk + nw 4kgT vk + nw
(2% = 5 —~ L (219)
@ omtd (1= 2R+ (b mfmad)’] T

Les cas purement viscoélastique (2.17) et purement visqueux (2.18) peuvent évidem-
ment étre obtenus moyennant les passages a la limite n = 0 et v = 0.

Notion de rapport signal-sur-bruit

Jusqu’a maintenant, seule la question du déplacement x sous l'effet des fluctuations
thermiques et / ou d’une force appliquée a été levée. 1l est pourtant clair qu’en pratique
le déplacement = peut fluctuer, certes sous l'effet des fluctuations thermiques, mais
aussi sous 'effet d'un bruit extérieur.

Outre les désagréments évidents que ce bruit engendrera s’il est de grande amplitude
(a I’échelle de nos mesures!), ce dernier aura en regle générale pour effet de perturber
aléatoirement l’'oscillateur, de sorte que le déplacement mesuré X s’écrira

X(t) = 2(t) + Tace(t), (2.20)

Ol T, désigne le déplacement induit par le bruit environnemental.

Nous allons montrer qu’il est possible d’optimiser les parametres du systeme, c’est-
a-dire la fréquence de résonance wy, la masse m, la raideur k£ ainsi que le coefficient
de viscosité du fluide 7, de fagon a minimiser la contribution relative de x,.. dans les
spectres de fluctuation de 'oscillateur.
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A cette fin, il est utile d’introduire le rapport signal-sur-bruit du systeme

S 12
T
A= <|—|>2 (2.21)
(|Zace|?)
Le déplacement x,.. induit par le bruit environnemental peut se calculer en consi-
dérant que le support de l'oscillateur est soumis a une force extérieure Fi = Maext, &
laquelle le systeme répond linéairement. Dans ce cas, la relation (2.15) donne

~ &ext
Tace = > 2.22
wi — w? — i(vk' /m + nw/m) (2.22)

SOIt Tace ~ Aext/Wa POUT w K wy, de sorte qu’a basse fréquence |Tace|? ~ |Gext]? /wa-

En formant le rapport (2.21), nous trouvons un rapport signal-sur-bruit qui vaut,
dans le cas d'un oscillateur viscoélastique immergé [cf (2.19)]

AkpT vk + nw
w  m? (|ex|?)

A~ (2.23)

(Les cas purement viscoélastique et purement visqueux s’obtiennent en posant respec-
tivement 7 = 0 et 7 = 0.)

Nous verrons au §2.3.2 la dépendance précise de A vis-a-vis des parametres géomé-
triques de l'oscillateur, dont sont notamment tributaires sa fréquence de résonance wy,
sa raideur k' et sa masse m. Nous pouvons néanmoins remarquer que

(i) A varie en raison inverse de la masse m de l'oscillateur : il faudra donc minimiser
au maximum cette derniere,

(ii) A est proportionnel a la “viscosité” du systeme (i.e. v et /ou n) : plus le systeme
sera dissipatif, meilleur sera le rapport signal-sur-bruit,

iii) A ~ 1/w toutes les fois que la raideur £” ne peut étre négligée par rapport a nw,
ghig Ui
c’est-a~dire toutes les fois que le systeme exhibe un comportement viscoélastique :
plus loscillateur sera dissipatif, meilleur sera le rapport signal-sur-bruit.

2.3.2 Mesure de fluctuations : rapport signal-sur-bruit

Comme nous l'avons mentionné au paragraphe précédent, les oscillateurs étudiés
sont de deux types :

(i) Des oscillateurs en flexion, comme 'indique la fig. 2.9. Ces derniers sont consti-
tués d’un levier encastré a une de ses extrémités sur un support fixe, 'extrémité
libre se déplacant sous l'effet des fluctuations thermiques du systeme ou d’une
force appliquée. Un miroir est collé sur I'extrémité libre de facon a détecter le
déplacement z, qui est dans ce cas la déflexion (.

(ii) Des oscillateurs en torsion, comme l'indique la fig. 2.10. Ces derniers sont consti-
tués d’'un fil de torsion encastré a chacune de ses extrémités sur un support fixe,
au milieu duquel est collé un miroir, libre dans son mouvement de rotation (sous
effet des fluctuations thermiques du systéme ou d’une force appliquée), de fagon
a détecter le déplacement z, qui est dans ce cas I'angle 6.
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Fi1G. 2.9 — Oscillateur en flexion. Du fait de la petitesse de I'angle «, la déflexion
mesurée (e ne differe de ¢ que par des infiniment petits d’ordres supérieurs. Les
dimensions du miroir as, by et I, non représentées, sont définies a 'identique de aq, by
et [; (le dessin n’est pas a ’échelle).
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Fi1G. 2.10 — Oscillateur en torsion. Du fait de la petitesse de I’angle 6, le déplacement
mesuré T ne differe de df/2 que par des infiniment petits d’ordres supérieurs. Le fil
de torsion est un paralléllépipede d’épaisseur hy (non représentée) tel que hy < dy, [;.
(d =4 mm; le dessin n’est pas a ’échelle).
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Comme l'indiquent les figs. 2.9 et 2.10, la mesure des déplacements ¢ (déflexion du
miroir) et 6 (rotation du miroir) s’effectue avec des faisceaux laser immobiles et écartés
de d = 4 mm, le support de l'oscillateur et l'interférometre étant solidaires du méme
plateau (cf fig. 2.2). Du fait de la petitesse des déplacements mesurés (approximation
des petits angles), qui correspondent aux fluctuations thermiques du systeme a 1’équi-
libre (~ 10713-107'2 m, cf fig. 2.3), Cues €t Tmes ne different de ¢ et df/2 que par des
infiniment petits d’ordres supérieurs, et 'on aura { ™~ (pes €t 6 =~ 22,,05/d en excellente
approximation.

Avant de donner la dépendance précise du rapport signal-sur-bruit vis-a-vis des
parametres géométriques de 'oscillateur, signalons que le choix de la colle permettant
de fixer le miroir est crucial pour nos mesures.

Une mesure dans 'air ne pose a priori aucun probleme particulier, et une Araldite
standard suffit pour assurer le collage du miroir. Néanmoins, comme nous l’avons vu
au paragraphe précédent [cf (2.23)], la mesure des fluctuations thermiques du systéme
est grandement favorisée par I'immersion de ce dernier dans un fluide. Dans ce cas, le
choix de la colle est déterminant.

Par exemple, si 'on choisit d'immerger l'oscillateur dans de 1’eau, seules la Stycast
(céramique) ou une Araldite sophistiquée®! (adhésif époxy bicomposant) résistant a
tout type d’attaque chimique, semblent convenir.

En réalité, I'expérience a montré, du moins au niveau de la sensibilité de nos me-
sures, que la Stycast se ramollissait avec le temps, la fréquence de résonance de 1’oscil-
lateur wy évoluant lentement sur un temps caractéristique de 'ordre de la semaine.
L’araldite sophistiquée, quant a elle, résiste a tout type de liquide mais durcit de
maniere étonnamment intermittente durant plusieurs jours voire plusieurs semaines,
rendant toute mesure de fluctuation strictement impossible. (Noter qu'il est impossible
d’utiliser une Araldite standard, qui se détériore rapidement en quelques heures sous
I’action de I'eau.) La situation est sensiblement identique si 'on immerge 'oscillateur
dans de T'huile.

Nous avons donc porté notre choix sur la Stycast pour une immersion dans de I’eau
et sur une Araldite standard, ne résistant que temporairement a ’action de I’huile, pour
une immersion dans de 1'huile. Ce dernier choix “naif” a donné contre toute attente les
meilleurs spectres de fluctuation, fort probablement en raison de la relative “mollesse”
de la colle, qui confere au systeme une plus grande dissipation.

Ceci étant, la détection du déplacement = peut s’opérer de deux facons. La pre-
miere consiste a diriger un des rayons laser sur l'extrémité du miroir de 1'oscillateur,
et le second sur un miroir fixe (qui sert de référence), placé au voisinage immédiat de
l'oscillateur®?. Les supports de l'oscillateur et du miroir fixe sont soigneusement sélec-
tionnés de fagon a ce que leurs fréquences de résonance soient élevées par rapport celle
de Toscillateur (il faut des supports raides et stables, dont les résonances mécaniques
ne perturbent pas la mesure dans la gamme de fréquences étudiée).

31Nous avons porté notre choix sur I’Araldite 2014 AW139/XB5323, qui présente une excellente
tenue a toute attaque chimique et a la température.

3211 serait plus correct de dire que c’est 'oscillateur et le miroir fixe qu’on dispose sur le trajet des
faisceaux laser ; rappelons que les faisceaux laser sont écartés de 4 mm.
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La seconde consiste a diriger les deux rayons laser sur le miroir de 1’oscillateur ; dans
ce cas, il est indispensable que ce dernier se caractérise par une excellente planéité, sans
quoi les rayons réfléchis par 1'oscillateur ne peuvent revenir sur leur chemin.

L’expérience a donné un net avantage a cette derniere solution. En effet, dans le
cas de la premiere alternative, le déplacement relatif des supports de 'oscillateur et
du miroir fixe est clairement visible sur les spectres, malgré la qualité des supports.
Nous avons donc opté pour la seconde méthode, qui pénalise néanmoins la mesure des
fluctuations de z, car il faut notablement augmenter les dimensions du miroir (au moins
d’un facteur deux en général) afin que ce dernier puisse réfléchir les deux faisceaux. La
masse de l'oscillateur étant essentiellement dominée par celle du miroir, on détériore
donc le rapport signal-sur-bruit du systéme (2.23), qui varie en raison inverse de la
masse de l'oscillateur.

Voyons maintenant la dépendance précise du rappport signal-sur-bruit A vis-a-vis
des parametres géométriques de 'oscillateur, dont sont notamment tributaires sa fré-
quence de résonance wy, sa raideur k' et sa masse m.

Dans le cas de la flexion (cf fig. 2.9), la raideur complexe de l'oscillateur k& = k' +ik”
vaut [LL86]

_E(Zlb?
oA

k (2.24)
ou E = E' +iFE" désigne le module d’Young du levier en flexion. Nous prenons en
compte la masse du miroir m,, en écrivant la masse de 1'oscillateur

3

ou my désigne la masse du levier en flexion (miroir exclu), de fagon a retrouver la plus
petite fréquence de résonance du levier wyy, = /k'/m; = 3.52\/ E'ab3/12myl3 & la
limite ot m,, = 0 [LL86].

Dans ce cas, le rapport signal-sur-bruit du systeme vau

t33, compte tenu de (2.23)

A~ k’BT ('yE’alb“i’

3 + nw) pour w < wp. (2.26)
1

miw

Dong, si I'on tient a favoriser au maximum la mesure des fluctuations thermiques du
systeme, il faudra maximiser autant que possible les dimensions a; et by, et minimiser
autant que possible [; et m, ¢’est-a-dire placer aussi haut que possible la fréquence de
résonance wy de l'oscillateur [cf (2.24)].

Il est clair qu'un compromis doit étre fait : on ne peut augmenter a; et b; tout
en espérant diminuer la masse m, et surtout on ne peut envisager une résonance du
systeme wy trop élevée chaque fois que A ~ 1/w, c’est-a-dire chaque fois que 1'oscilla-
teur exhibe un comportement viscoélastique (auquel cas le spectre de fluctuation ainsi
obtenu “aurait les pieds” dans la ligne de bruit de l'interférometre).

33Nous omettons (|aex|?) ainsi que tous les facteurs numériques.
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En regle générale, nous ferons le choix suivant : [y ~ 10 mm, a; ~ 1 mm et
by ~ 100 pm, de sorte que m < 1073 g et 1y ~ 100 Hz dans Dair.

Le cas de la torsion (cf fig. 2.10) se traite de fagon similaire : le coefficient de torsion
complexe C'= C' +iC" du fil de torsion (miroir exclu) vaut [LL86]

1
C = 3 pdih3, (2.27)
ou u = E/2(1+ o) désigne le coefficient de Lamé du fil de torsion et o son coefficient

de Poisson. Quant au moment d’inertie du systeme, il vaut

Mm

. m
12

(4h3 + d3) + G

(hi+d3), (2.28)
ol my, désigne la masse du miroir et m; la masse du fil de torsion. Le rapport signal-
sur-bruit obtenu est essentiellement identique a celui du cas de la flexion (2.26)

kgT
A~ T, (v'dib} + mw)  pour  w < wy, (2.29)
et conduit aux meémes remarques.
En regle générale, nous ferons le choix suivant : [y ~ 4 mm, d; ~ 0.5 mm,
hy ~ 50 pm, I, ~ 2 mm, dy ~ 8 mm, hy ~ 1 mm, de sorte que®* my < 5 x 1072

g, m <5 x 1072 g et vy ~ 300 Hz dans l'air. Un tel choix impliquera notamment que
le moment d’inertie (2.28) du systéme sera essentiellement dominé par le miroir.

Ajoutons que dans tous les cas, la masse du miroir m,, devra en réalité tenir compte
d’une masse supplémentaire non négligeable, due au dispositif de forcage du systeme
(cf §§2.3.3 et 2.3.4). C’est précisément cette masse supplémentaire, de densité plus ou
moins homogene, qui sera a 'origine des 5% d’erreur dans la calibration de la force
appliquée au systeme (cf §2.3.6).

Signalons enfin que chaque fois que l'oscillateur en torsion sera immergé dans un
fluide de densité p¢, le moment d’inertie I du systeme devra tenir compte de la masse
de fluide déplacée par le miroir, et devra étre remplacé par I.g = I + I¢, ou I est donné
par (2.28) et It désigne le moment d’inertie di au fluide déplacé.

Par conséquent, si la fréquence de résonance de 'oscillateur vaut wy dans I'air, cela
ne sera aucunement le cas dans un liquide, ou cette derniere vaudra wj < wp, du fait
du fluide déplacé par le miroir.

Lamb calcule la contribution d’une telle masse de fluide dans le cas d’un solide
bidimensionnel, de forme elliptique, en rotation dans un fluide [supposé incompressible
et irrotationnel, cf [Lam45], § 72, form. (8) p. 86].

En prenant la limite du résultat de Lamb, qui correspond a une barre de longueur
d et de largeur [ en rotation au sein d'un fluide de densité p¢, nous trouvons qu’il
faut tenir compte d’une contribution cinétique supplémentaire 27" = {72 peld? 62 due au

34Les valeurs indiquées de m,, et hy tiennent compte du dispositif de forcage, cf §§2.3.3 et 2.3.4.
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fluide déplacé, soit une contribution supplémentaire Iy = ;3¢ peld* au moment d’inertie
de l'oscillateur.

Dans le cas d’un miroir rectangulaire de longueur d, largeur [, épaisseur h et densité
Pm, le moment d’inertie I de l'oscillateur sera essentiellement dominé par celui du
miroir, I, et 'on aura I ~ I, = 2= (4h*+d?) [cf (2.28)]. Par conséquent, les fréquences

wo et wp seront dans le rapport wy/wh = \/leg/I = \/1+ I/ \/1 & /frfn h(éidz)

Fixons les idées : pour un miroir en verre de densité p,, = 2700 kgm =3 tel que [ ~ 2
mm, d ~ 8 mm, h ~ 1 mm, nous obtenons le résultat attendu wy/wj ~ 1 dans l'air
(pr = 1.2929 kg m~?), tandis que wy/wj ~ 1.35 dans leau (pr = 998.2 kgm—2).

Expérimentalement, nous observons un rapport wy/wy( voisin de 1.4 avec un miroir
rectangulaire®® immergé dans de 1’huile ou de I'eau. En principe, il est possible de mi-
nimiser cette déviation de wj par rapport a wy en minimisant le rapport d/h. Cela n’est
cependant pas envisageable expérimentalement : d’'une part, comme nous 'avons déja
signalé, le miroir doit se caractériser par une excellente planéité, ce que nous réalisons
en choisissant des miroirs en silicium, donc épais. D’autre part, comme nous allons le
voir dans les prochains paragraphes, il faut réaliser un dispositif permettant d’appli-
quer une force a 'oscillateur : ce dernier se situe précisément derriere le miroir, et nous
aurons d ~ 4h en regle générale.

Nous disposons d'une méthode de mesure des petits déplacement z(t) sous leffet
des fluctuations thermiques ; il nous faut maintenant une technique pour appliquer une
force au systeme.

2.3.3 Mesure de réponse : forgage électrostatique

Les techniques de forcage que nous avons réalisées sont de nature électrostatique
et magnétique. Nous détaillerons la premiere dans le cas de l'oscillateur en flexion, et
la seconde dans le cas de l'oscillateur en torsion. Naturellement, ces deux techniques
peuvent étre mises en ceuvre dans chaque cas.

Le forcage électrostatique consiste a réaliser un condensateur, dont les armatures
sont respectivement, une des faces du miroir solidaire du levier en flexion, et une élec-
trode, généralement réalisée en laiton, placée derriere 'oscillateur en regard du miroir,
comme l'indique la fig. 2.9.

Le miroir collé a 'extrémité du levier peut étre réalisé en verre®® ou en silicium
Dans ce dernier cas, le miroir est doré sur une de ses faces afin de réfléchir les faisceaux
laser issus de l'interférometre. Dans le cas du verre, nous avons réalisé nous méme le
dépot d’or (de I'ordre de 50 nm), une couche de chrome ayant été déposée au préalable.
Le dépot peut étre effectué sur une des faces de la lame de verre ou sur chacune de ses
faces (ce détail aura son importance par la suite). Deux approches sont alors possibles,

36 37

35Dont les dimensions caractéristiques ont été données plus haut dans ce méme paragraphe.

36Réalisé & partir de lames de microscope d’épaisseur ~ 100 pm et de densité ~ 2333 kgm ™3,
découpées au moyen d’une pointe en diamant.

37Gracieusement fournis par C. Lemonias et P.-E. Roche du CRTBT, Grenoble.
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Rayons laser Rayons laser
Encastrement Piste conductrice —
Piste conductrice
d d E |z
Electrode =e=e—m—m—e—e=—oo-——— _
V
Alternative (i) Alternative (ii)

F1G. 2.11 — Couplage électrostatique. Deux alternatives pour réaliser un condensa-
teur : (i) soit la piste conductrice qui porte le miroir a la masse est réalisée le long de
la face du levier en flexion qui “voit” I’électrode extérieure, portée a un potentiel V', (ii)
soit la piste conductrice est réalisé le long de la face du levier qui “voit” les faisceaux
laser (solution optimale; Iélectrode est représentée en fausse perspective et le dessin
n’est pas a I’échelle).

comme l'indique la fig. 2.11.

La premiere alternative, représentée sur la fig. 2.11(i), consiste a porter I'extrémité
de l'oscillateur a la masse. Pour ce faire, on dépose une fine piste de colle conductrice
le long du levier en flexion, s'il est isolant [en PMMA ou polychlorure de vinyle (abrégé
PVC), par exemple|, et I'on assure le contact électrique entre ce dernier et la face arriere
du miroir, qui est doré sur chacune de ses faces, au moyen de la méme colle conductrice.
L’électrode est portée au potentiel électrique V.

Afin de réaliser une interaction ponctuelle entre I'extrémité du miroir et I’électrode,
cette derniere est amincie le long de sa partie en regard du levier de l'oscillateur : on
obtient ainsi une sorte de “tapette a mouches”, comme l'indique la fausse perspective
de la fig. 2.11. Ce dernier point n’est pas essentiel dans la mesure ou nous n’avons pas
observé de différence sensible que I’électrode soit amincie ou non : cette derniere peut
donc étre réalisée comme l'indique la fig. 2.9.

La seconde alternative est identique a la premiere, a ceci pres que la piste conductrice
est réalisée sur la face opposée du levier en flexion, comme 'indique la fig. 2.11(ii) : c’est
la face du miroir réflechissant les faisceaux laser qui est portée a la masse. Dans ce cas,
comme nous allons le voir, il est nécessaire que le miroir ne soit doré que sur la face
réfléchissant les faisceaux laser.

La solution optimale, que nous ne détailllerons pas davantage car elle est difficile a
mettre en ceuvre et n’apporte pas d’amélioration significative au niveau des mesures,
consiste a apporter directement la masse a la face réfléchissante du miroir au moyen
d’un petit fil conducteur, dont le diametre est de 'ordre de ~ 10-25 pym afin de ne
pas perturber les petits mouvements du systeme, et qui est soudé sur le dépot d’or du
miroir. Dans ce cas, le miroir est isolé du levier en flexion (isolant ou conducteur), et
ce dernier n’interagit donc pas avec la partie de 1’électrode qui lui fait face.

Dans chaque cas, nous mesurons la réponse du systeme en appliquant a 1’électrode
une tension V' (¢) qui est un bruit blanc. L’énergie stockée dans le condensateur ainsi
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réalisé vaut U = %CVQ, ou C' désigne la capacité du condensateur. La force appliquée
a loscillateur®® est donc quadratique dans la tension appliquée : F oc V2 .

Donnons un ordre de grandeur de cette force. Lorsque l'oscillateur est mis en mou-
vement, la capacité C' varie en fonction de la distance entre les armatures d = dy + =,
ou dy désigne la distance entre ces dernieres quand V' = 0, et x le déplacement induit
quand V' # 0.

Un calcul simple donne® ¢ = =25

g ou S désigne l'aire du miroir sensible a I'inter-

action électrostatique, soit une énergie stockée U = 2(23«5;;0) V2. La force appliquée vaut
donc F = —VU = 202 V2 3 soit F' ~ 225 V2 en supposant que = < do.

2(do+z)2 2d3

En pratique, les armatures interagiront sur une surface S ~ 1 mm? et une distance
dy ~ 2 mm, auquel cas la force appliquée sera de 'ordre de F' ~ 107! N pour une
tension appliquée V =10 Vet F ~ 1078 N pour V = 100 V.

D’apres la relation (2.15), la réponse de l'oscillateur se comporte en I’abscence de
fluide environnant comme 1/k” & la fréquence de résonance wy, ou k” est donnée par
(2.24).

Pour un levier en PMMA*® de dimensions a; ~ 1 mm, b; ~ 100 pm, I ~ 10
mm, nous trouvons k” ~ 5 x 1073 Nm™!, soit une réponse y ~ 200 N~'m, ce qui
correspond a un déplacement induit z ~ 107 m pour V.= 10 Vet z ~ 1077 m
pour V = 100 V. Dans le cas d’'un levier est en laiton*! de mémes dimensions, nous
trouvons k” ~ 0.125 Nm™! et ¥y ~ 8 N"'m, ce qui conduit sensiblement aux mémes
déplacements que dans le cas du PMMA.

Dans le cas d’un oscillateur immergé dans de 'eau? tel que vy ~ 100 Hz, la réponse
vaut x ~ 1/(K” + nwy) ~ 1.5 N~'m, que le levier soit en PMMA ou en laiton. Dans
ce cas, le déplacement induit vaut 2 ~ 1071 m pour V =10 V et 2 ~ 107® m pour
V =100 V.

Enfin, avec de 'huile®® y ~ 4 x 1073 N~ m, ce qui donne x ~ 10713 m pour V = 10
Vetz~ 107" m pour V = 100 V, indépendamment du matériau du levier.

Dans tous les cas, il s’agit de forces d’amplitudes extréemement faibles, mais suf-
fisantes pour mesurer la réponse du systeme, et 1'oscillateur répondra manifestement
a ces dernieres dans son régime d’élasticité linéaire (ce qui justifie a posteriori notre
approche fondée sur des équations linéarisées).

Deux remarques s’imposent. Premierement, s’il semble logique d’immerger 'oscil-

38 A nouveau, la déflexion ( ainsi induite ne differe du déplacement mesuré selon # que par des
infiniment petits d’ordres supérieurs.

39La valeur numérique de gy est donnée par 47350 =10""¢? olt ¢ ~ 2.998 x 10%® ms™*, soit gy ~
8.8537 x 10712 Faradm™".

OB a = 2.2x 10 Pa a température ambiante et ypyva =~ 1072 si 'on néglige toute dépendance
de E” vis-a-vis de la fréquence dans la gamme de fréquences étudiée [MRW91].

41E1/aiton ~ 10" Pa a température ambiante, et Yiaiton ~ 5 x 1073 si I'on néglige toute dépendance
de E" vis-a-vis de la fréquence dans la gamme de fréquences étudiée [MRW91].

2pean ~ 1072 kgm ™' s7! & température ambiante.

43nhuﬂe ~ 0.4 kgm~'s~! & température ambiante.
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lateur dans un liquide afin d’en augmenter la dissipation — donc le rapport signal-sur-
bruit des fluctuations thermiques —, il s’agit cependant d’un procédé peu adapté au
cas du forcage électrostatique.

En effet, en pratique il est extrémement difficile de forcer 'oscillateur lorsque ce
dernier est immergé (on a recours a des amplificateurs de tension de gain 100 voire
1000), et les ordres de grandeur des forces et des déplacements mentionnés plus haut
ne correspondent absolument pas a ce que I’on mesure.

Cela est manifestement dii a la polarisabilité des liquides mis en jeu : les charges
libres contenues dans l'eau écrantent partiellement le champ électrique appliqué. Il
en résulte que la réponse mesurée, s’il est toutefois possible d’exciter le systeme, ne
correspond aucunement a (2.15).

Nous avons tenté de contourner ce probleme, sans succes, en modulant le bruit blanc
V' a haute fréquence au moyen d’une “porteuse”, en espérant faire osciller rapidement les
charges du fluide, et les rendre en quelque sorte “invisibles” au forcage de I'oscillateur.

L’huile contient moins de charges : a priori, ¢’est un choix plus adapté. Néanmoins, il
semblerait qu’a chaque fois que 'oscillateur est immergé dans un fluide — qu’il s’agisse
de I'eau ou de I'huile —, la réponse du systeme est parasitée par des contributions
provenant de la réponse du fluide au champ appliqué, dont ne tient pas compte la
réponse (2.15). Il faut donc tenir compte de la constante diélectrique complexe du
fluide € = &’ + i€”, qui mélange les parties réelle et imaginaire de la réponse (2.15).

Nous avons tenté de mesurer la contribution relative de £”, mais la mesure de la
réponse perd en robustesse et en précision : la réponse du fluide au champ appliqué est
tres mal controlée et peu reproductible.

Nous exposons au §2.3.4 une technique de forcage magnétique qui résout ces pro-
blemes et permet de mesurer directement la réponse du systeme quand celui-ci est
immergé dans un fluide.

Deuxiemement, si la configuration correspondant a la fig. 2.11(ii) permet de mesurer
(dans ’air) une réponse en excellent accord avec l'expression (2.15), il n’en va pas de
méme pour la configuration représentée sur la fig. 2.11(i), ou chaque face du miroir est
dorée (conductrice).

En effet, si dans ce cas on applique au systéeme une tension sinusoidale V(t) =
Vi coswit, on s’attend a ce que le systeme réponde a la fréquence 2w, [la force ap-
pliquée étant quadratique dans la tension V', le systeme doit répondre linéairement a
VTE(l + cos 2wy t), c’est-a-dire a la fréquence 2w;]. Or nos mesures ont mis en évidence
une réponse du systeme, certes a 2w, mais aussi a wy (d’amplitude moindre), et cette
réponse du syteme a la fréquence w; ne peut en aucun cas étre attribuée a un éventuel
offset du générateur de fonctions utilisé.

Supposons en effet que le générateur délivre une tension V' (t) = Vp + Vi cos 274t : la mesure
de \/{|V|?) doit donner trois pics d’amplitudes proportionnelles & Ay = Vi + V2/2, A,, = Vi et
Agy, = V/4, et telles que Ay, /A, = V1 /4Vj.

Si la réponse du systeme a vy est due a 'offset du générateur de fonctions, nous devons donc avoir

VEC) 2 /([E(v1)[2) = Az, /AL, = Vi/4V. Or nos mesures indiquent clairement que ce n’est pas
le cas.
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Rayons laser Axe de rotation
m B_ B
Axe de rotation j TB 1dl Idl
Poudre magnétique dF O ®dF ®Qx
F=0
Solénoide

|

( ) B varie (ii) I varie

F1G. 2.12 - Couplage magnétique. Deux alternatives : (i) soit on fait varier un champ
extérieur généré au moyen d’un solénoide en comptant sur I'interaction dipole / champ,
(ii) soit on fait varier un courant au sein méme de l'oscillateur, ce dernier étant soumis
a laction extérieure d’un champ statique (le dessin n’est pas a ’échelle).

Ce couplage linéaire dans la tension appliquée V' est en fait di a la piézoélectricité
du verre constituant le miroir [LL84, Kit96]. Lorsqu'un champ électrique est appliqué
au systeme, la face dorée du miroir qui sert a réfléchir les faisceaux laser, et qui contient
des charges libres puisqu’elle est conductrice, est portée a un certain potentiel. L’autre
face du miroir, qui fait face a I'électrode, est portée a la masse (potentiel nul) comme
I'indique la fig. 2.11(i).

Lorsqu'un champ électrique est appliqué a ’ensemble, une différence de potentiel
s’établit donc entre les faces du miroir, et il en résulte un champ électrique E’ induit
entre ces dernieres. Si le miroir est réalisé en verre, il se déformera proportionnellement
a E', du fait de la piézoélectricité du verre.

Cet effet peut évidemment étre annulé** en court-circuitant les deux faces conduc-
trices du miroir, c¢’est-a-dire en les mettant de force, au moyen d’un petit fil électrique,
au meme potentiel électrique. La configuration optimale est donc celle qu’indique la
fig. 2.11(ii).

2.3.4 Mesure de réponse : forcage magnétique

Afin de contourner le probleme de la polarisabilité du liquide, qui complique singu-
lierement la mesure de la réponse du systeme quand ce dernier est immergé (a nouveau,
la mesure des fluctuations thermiques du systeme est fortement favorisée par I'immer-
sion de l'oscillateur dans un fluide), nous nous sommes orientés vers la réalisation de
dispositifs de forcage magnétiques. Ces dispositifs sont au nombre de deux et nous les
détaillerons dans le cas de l'oscillateur en torsion.

Le premier dispositif, schématisé sur les figs.2.12(i) et 2.14, consiste a déposer a
Iextrémité de la face arriere du miroir solidaire du fil de torsion une gouttelette de
colle, dans laquelle nous avons incorporé de la poudre magnétique*® : ainsi, 1'oscillateur

440u étudié, mais ce n’est pas notre but ici.
4571 s’agit soit de poudre de ferrite, de diametre @ ~ 1.1-1.4 um gracieusement fournie par I'industriel
grenoblois Euromag, soit de p-métal, de perméabilité magnétique p = (6-24) x 10* 19 [Goo].



FLUCTUATIONS DANS DES SYTEMES HORS D’'EQUILIBRE

F1G. 2.13 — Champ magnétique produit au point P (de coordonnée x) par une densité
de courant J(x') localisée dans un domaine de l'espace (décrit par le rayon vecteur x’;
ici, il s’agit du solénoide).

est le siege d’'un moment dipolaire m. En diposant un solénoide au voisinage immédiat
de ce dernier, nous pouvons générer un champ magnétique B (que nous faisons varier
au moyen du courant / injecté dans le bobinage), et donc forcer 'oscillateur.

Un simple calcul d’ordre de grandeur permet de mettre en évidence la supériorité
du champ magnétique sur le champ électrique. A I'approximation dipolaire, le champ
électrique généré par le solénoide s'écrit B(x) = Z—i%, ou n = ﬁ et m =
+ [ X' ANJ(x') d*z’ désigne le moment dipolaire magnétique du solénoide [cf fig. 2.13; ne
pas confondre ce dernier avec le moment dipolaire de l'oscillateur].

Dans notre cas (conducteurs filiformes), nous avons m = %Zspires IR spive X AN L dl,
soit m = NIS, ou N désigne le nombre de spires du solénoide et S l'aire de sa section
droite : le champ généré par le solénoide vaut donc B ~ Z—ijg—gg I, ou d désigne la distance
entre 'extrémité du solénoide et la gouttellette.

L’énergie d’interaction entre le champ magnétique généré par le solénoide et le mo-
ment dipolaire m de la gouttelette vaut dans ce cas U = —m-B, ou le champ est évalué

au niveau de la gouttelette [Jac98]. Nous avons donc’® U ~ —L 8™ [ on m désigne
le moment dipolaire de la gouttelette, c’est-a-dire une force appliquée F' ~ ?’ﬁ% 1,

en notant d = dy + x comme précédemment. Il s’agit donc a priori d’une force linéaire
dans le courant [ injecté dans le solénoide : nous allons montrer qu’en réalité il s’agit
d’un couplage quadratique en I. Pour cela, il faut étre plus quantitatif vis-a-vis du
moment dipolaire m de la gouttelette.

Nous supposons que la gouttelette est sphérique de rayon R, paramagnétique ou
diamagnétique de perméabilité p, et nous négligerons les effets de la colle. Dans ce
cas (cf [Jac98] §5.11 p.200), 'aimantation de la gouttelette dans le champ B généré

, . — . . . 3
par le solénoide vaut M = %ﬁ B, soit un moment dipolaire m = %M de
3, , . . . A
module m = M Lol B ] 2épergie d’interaction champ / dipole vaut dans ce cas U ~

Lo HA2p0
—uo (NS)?R : .
—Z—;ﬁ% I?, soit une force appliquée F' ~

p—po
en supposant que r < dg et = 1.

Cette derniere condition suppose que la poudre magnétique utilisée ait une forte

Bpo p—po (NS)2RP ro  3ug (NS)2R® 12
27 p+2p0 (do+z)” 27 db ’

46Pour donner un ordre de grandeur, nous supposons que m est colinéaire & B. En pratique, cela
est réalisé en appliquant un champ magnétique a la gouttelette solidaire de 1'oscillateur durant le
durcissement de la colle, de fagon a orienter au préalable les moments dipolaires individuels des grains
de la poudre.
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perméabilité magnétique (c’est précisément le cas du p-métal, qui est notamment uti-
lisé pour réaliser des blindages magnétiques, cf note de bas de page no.45). Il s’agit
donc d’une force quadratique dans le courant appliqué I, et qui se comporte spectacu-
lairement comme 1/d7, tandis que F' ~ 1/d? pour le forcage électrostatique (cf §2.3.3).

Donnons un ordre de grandeur*” : avec N ~ 50 spires, S ~ 107° m?, R ~ 1 mm,
dy ~ 5 mm, nous trouvons une force F' ~ 107% N pour un courant injecté I = 0.1 A,
et '~ 107% N pour I =1 A. On gagne donc deux ordres de grandeur par rapport a la
force appliquée dans le cas électrostatique, et il en est de méme pour les déplacements
induits dans chaque cas (selon le matériau et le fluide considérés).

En pratique, les valeurs mesurées sont bien en dessous de celles que nous indiquons,
du fait de la colle qui amalgame la poudre magnétique et de la non sphéricité de la
gouttelette.

Essentiellement pour les mémes raisons qui nous ont fait abandonner le forgage
électrostatique (quand 1'oscillateur est immergé), cette technique n’a pas été retenue.
Cette fois-ci, ce n’est plus le fluide dans lequel I'oscillateur est immergé qui déphase de
maniere non controlée la réponse du systeme : c’est le matériau avec lequel la cellule
de loscillateur est réalisée (cf fig. 2.14) qui déphase de maniere non controlée le champ
magnétique appliqué a ce dernier.

A nouveau, il faudrait donc tenir compte de la réponse du matériau de la cellule
au champ, qui se caractérise lui aussi par une perméabilité magnétique pu = p' + ip”,
et dont la réponse (2.15) ne tient pas compte. Toutefois, les mesures sont trop peu
reproductibles pour que I'on puisse déterminer ainsi la réponse du systeme (c’est un
probleme analogue a celui de la polarisabilité du liquide dans le cas du forcage électro-
statique).

L’autre alternative pour forcer le systeme, représentée sur les figs. 2.10, 2.12(ii) et
2.14, consiste a adopter 'attitude inverse, et s’adapte plus particulierement au cas de
la torsion : nous allons appliquer un champ statique, et faire varier le courant au sein
méme de 'oscillateur.

Un circuit électrique de forme rectanglulaire est soudé sur le fil de torsion de I'oscil-
lateur [cf fig. 2.10; ce dernier sera réalisé en laiton, par exemple); 'ensemble est alors
collé sur la face non réfléchissante du miroir. Le fil de torsion peut étre réalisé en deux
parties, soudées de part et d’autre du circuit, ou fait d’un seul tenant comme l'indique
la fig. 2.10. Cette derniere possibilité permet, d’une part un meilleur centrage du sys-
teme (i.e. un axe de rotation parfait), et d’autre part d’appliquer moins de contraintes
au circuit électrique ainsi qu’au miroir quand on encastre 1’oscillateur a chacune de ses
extrémités au moyen de cavaliers (il faut bien “tendre” l'oscillateur dans sa cellule afin
d’éviter tout mode de compression ; cf figs. 2.10 et 2.14).

Cette fois-ci, nous appliquons un champ magnétique statique B a 1’oscillateur au
moyen de deux aimants fixés sur la cellule de 'oscillateur, de facon a ce que leurs poles

Ao = 41 x 1077 Faradm™! ~ 1.2566 x 1075 Faradm™"'.
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Evacuation d’air (si remplissage)

Alimentation de l'oscillateur en courant / tension ‘ g

Remplissage de la cellule

Support optique (non représenté) ‘
Oscillateur

Capot de la cellule

Fenétre optique

Miroir

.. Rayons laser

—
‘::n\ ]

Cavaliers [

)

Vue de face Vue de profil

Fic. 2.14 — Cellule de l'oscillateur en torsion. Un trou, non représenté, peut étre
pratiqué dans le “dos” de la cellule afin d’y insérer un solénoide en regard de 'oscillateur,
sur lequel on aura au préalable déposé une gouttellette de colle amalgamant de la poudre
magnétique (les ® représentent des joints toroidaux; le dessin n’est pas a ’échelle).

de méme signe soient en regard (cf figs.2.12 et 2.14), et c’est le courant I que nous
faisons circuler dans le circuit solidaire de 'oscillateur que nous controlons.

La géométrie adoptée est telle qu'un couple s’exerce sur chaque portion latérale du
circuit rectangulaire, tandis que la force appliquée est nulle partout ailleurs (cf figs. 2.10
et 2.12). Cette derniere est donnée par la loi de Biot et Savart®® : F = [ J(x)AB(x) d*z,
cest-a-dire [ . Tdl A B dans notre cas (conducteurs filiformes).

Nous avons donc F = [, Bz sur une extrémité du circuit, soit une force totale
F = 2Il,B : il s’agit donc d'un forcage linéaire dans le courant I. Dans le cas ou le
champ de 'aimant est de l'ordre de 1000 Gauss (0.1 Tesla) au niveau d’un circuit tel
que Iy ~ 2 mm, nous trouvons une force de I'ordre de 10> N pour un courant injecté
I ~01A et F~107* N pour I ~ 1 A. Méme dans le cas d'un champ B ~ 100 Gauss
(1072 Tesla), nous trouvons F ~ 1075 N pour / ~ 0.1 A, et F ~ 107 N pour [ ~ 1
Al Ces ordres de grandeurs sont spectaculairement élevés par rapport a ceux obtenus
précédemment.

Evidemment, si le fil de torsion est fait d’un seul tenant comme l'indique la fig. 2.10,
le courant [ aura tendance a circuler essentiellement dans ce dernier, et non dans
le circuit électrique solidaire du miroir. Pour éviter de telles pertes, on minimise la
résitance®® des parties latérales du circuit en choisissant un fil électrique de diametre
suffisant, sans pour autant pénaliser le rapport signal-sur-bruit du systéme (qui varie
en raison inverse de la masse du systéme).

Néanmoins, cette technique de forcage s’est avérée tellement sensible qu’on peut en

48Le moment appliqué est donné par T = JxA(JAB) d3z ; pour donner un ordre de grandeur,
nous ne discutons que le cas de la force.

YPour un conducteur ohmique R = pl/S ot p, | et S désignent respectivement la résistivité, la
longueur et 'aire de la section droite du conducteur.
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regle générale se passer de toute optimisation de ce genre : on privilégiera donc la mi-
nimisation de la masse du systeme en réalisant le circuit au moyen d’un fil de diametre
2 < 0.5 mm.

Signalons enfin que lors de la réalisation de ces deux dispositifs de forgage, de la
colle est déposée en quantité non négligeable sur la face arriere du miroir qui permet
d’effectuer la détection des petits déplacements z. Il faut prendre soin a ce que cette
derniere n’altere pas la planéité du miroir, sans quoi les rayons lumineux issus de
I'interférometre ne peuvent revenir sur leur chemin (il faut laisser la colle polymériser
sur des temps longs).

En outre, nous controlons relativement mal la contribution massique du circuit
électrique ainsi amalgamé dans la colle au moment d’inertie du systeme (2.28) : ma-
nifestement, l'oscillateur est plus dense au niveau des extrémités du miroir (du fait de
la présence du circuit électrique, cf fig. 2.10), mais il est difficile d’évaluer finement ces
inhomogénéités. Cette imprécision sera notamment a 1'origine des 5% d’erreur dans la
calibration de la force appliquée au systeme (cf §2.3.6).

2.3.5 Autres forcages possibles

Nous indiquons deux dernieres techniques de forcage, que nous n’avons pas testées,
mais dont les ordres de grandeur indiquent qu’elles sont envisageables, quoique difficiles
a mettre en ceuvre.

Forcage par pression de radiation

La premiere technique de forgage consiste a exciter le miroir solidaire de 1’oscilla-
teur au moyen d’une onde plane électromagnétique : il s’agit du phénomene bien connu
de pression de radiation. C’est certainement la technique la plus “lourde” a mettre en
ceuvre, dans la mesure ou il faut disposer d’un second laser, puissant, dont on puisse
moduler 'intensité. Voyons la puissance nécessaire au laser pour pouvoir exciter le sys-
teme.

Considérons une onde plane électromagnétique se propogeant dans un milieu di-
électrique linéaire, de constante diélectrique € et perméabilité magnétique p. Le flux
d’énergie moyen (ou encore : la puissance moyenne par unité de surface) d’une telle
onde électromagnétique est donné par le vecteur de Poynting moyen [Jac98, LL89]

§=EAH:\/Eﬁn=an, (2.30)
o

ou E et H désignent les champs électrique et magnétique, n leur direction de propa-
gation, v = 1/,/ug leur vitesse de propagation et W la force par unité de surface®
associée a S.

S0Noter que [S] = MT 3 et [W] = ML~'T~2 = [pression].
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Dans le cas ou une telle onde électromagnétique vient se réfléchir sur une paroi
réfléchissante, elle exerce sur cette derniére une force par unité de surface (une pression)
qui vaut (cf [LL89] §47, pb.1 p. 149)

f =Wn(N-n)+ Wn'(N-n'), (2.31)

ou N désigne la normale a la paroi, R = W'/W le coefficient de réflexion de cette
derniere, n et n’ les directions de propagation du champ incident et réfléchi.

Typiquement, si le rayon lumineux se propage dans le vide, est issu d’un laser de
puissance /<o /o E* ~ 100 mW cm ™2 = 10> W m™2 (respectivement ~ 1000 mW cm 2
= 10* Wm™?) et tombe sous incidence normale®® sur une portion du miroir de l'ordre
de 1 mm? avec R ~ 50%, la force appliquée au miroir vaudra®® F' ~ 1.5x103x107¢ /¢ ~
5 x 1072 N (respectivement ~ 5 x 107 N).

Par conséquent, c’est seulement avec un laser de forte puissance ~ 1 Wem™2 et
un oscillateur non immergé réalisé dans un matériau viscoélastique tres dissipatif (tel
le PVC ou le PMMA, ot x¥ ~ 200 N~'m, cf §2.3.3) que nous pourrons mesurer la
réponse du systeme : dans ce cas, le déplacement induit sera de Pordre de 1078 m [si
l'oscillateur est réalisé en laiton (y ~ 25 N~!'m), le déplacement correspondant sera de
'ordre de 1072 m].

Ajoutons qu’étant données les puissances nécessaires pour forcer le systeme, il faut
s'attendre a ce que le laser “réchauffe” localement le systeme et le porte temporaire-
ment hors d’équilibre, avant que les températures du systeme et du bain environnant ne
s’équilibrent. Cette technique de forcage semble donc a priori inférieure en tous points
aux techniques électrostatiques et magnétiques.

Forcage par effet Casimir

Une technique de forcage encore plus sophistiquée, mettant notamment en jeu des
effets quantiques, consiste a tirer profit de I'effet Casimir. Pour mettre en ceuvre cette
technique, il est nécessaire de faire le vide dans le cellule de l'oscillateur (cf fig. 2.14) :
expérimentalement, c¢’est une difficulté supplémentaire.

Lafig. 2.15 représente schématiquement la configuration correspondante : une plaque
conductrice mobile est insérée en x = R dans une cavité cubique de parois condutrices
de dimension L > R. Casimir et Polder [CP42| calculerent en 1948 les énergies de point
zéro Eg, Epg et E des trois cavités électromagnétiques ainsi réalisées (on peut trouver
un calcul complet dans [Bal98, 1Z80], par exemple). Leur résultat est que 'insertion de
la plaque conductrice dans la cavité a pour effet d’induire une différence d’énergie®

77-2 L2
“720 R’

51Une incidence non normale du faisceau laser sur la surface réfléchissante du miroir ne modifie pas
quantitativement les ordres de grandeur indiqués.

52 Jeopo = 1/c.

3Les énergies de point zéro Eg, Err et Er divergent (on les régularise en introduisant un cutoff,
cf [Bal98]) ; cependant, la différence AFE est finie.

AE =Ep+ Erp— E;, = —h (2.32)
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FiG. 2.15 — Effet Casimir. Une plaque conductrice mobile est insérée en x = R dans
une cavité cubique de parois condutrices de dimension L > R.

a laquelle correspond une force attractive par unité de surface (une pression) entre la
plaque conductrice située en x = R et la paroi conductrice de la cavité située en x = 0
1 OAE  he =

F=-T%r = s m (299

Les criteres de validité de la force ainsi obtenue sont d'une part que la distance R
doit éetre telle que R < L, d’autre part que les parois considérées doivent étre exemptes
de charges électrostatiques, “propres” et d’'une planéité parfaite. Donnons un ordre de
grandeur de la force qui peut ainsi étre appliquée au systeme.

Au moyen d’une platine de translation micrométrique complétée d’un cristal pié-
zoélectrique, on peut approcher une électrode a une distance Ry ~ 1 pum du miroir
solidaire de l'oscillateur (la face du miroir en question sera dorée). La cavité est réa-
lisée par la cellule de l'oscillateur : L est donc de l'ordre du centimetre, et nous nous
placons donc précisément dans la situation ou R < L.

Dans ce cas, on obtient une force par unité de surface de l'ordre de 1072 Pa (a
nouveau, nous posons R = Ry + = avec & < Ry). En supposant que Iélectrode et le
miroir interagissent sur une surface de l'ordre de 1 mm?, nous trouvons une force de
l'ordre de 107 N, soit un déplacement induit  ~ 108 m pour du laiton dans Dair
(x ~ 1077 m pour du PMMA ou du PVC).

Il s’agit donc d’une autre possibilité pour forcer l'oscillateur, cependant fort peu
adaptée au cas de la mesure de la réponse du systeme, puisque nous ne disposons
pas d'un parametre de controle pour appliquer cette force au systeme. On peut par
exemple mettre a profit cette force pour plonger l'oscillateur dans un potentiel non
linéaire, lorsqu’une force électrostatique ou magnétique est déja appliquée au systeme
(cf chaps. 4 et 5).

2.3.6 Calibration de la force et vérification du TFD

Nous avons passé en revue dans les paragraphes précédents différentes techniques
pour forcer le systeme et mesurer sa réponse : dans le cas électrostatique, la force appli-
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quée est quadratique dans la tension appliquée V', dans le cas magnétique cette derniere
est linéaire ou quadratique dans le courant injecté I, et dans le cas du forcage basé sur
la pression de radiation d'une onde électromagnétique, cette derniere est linéaire dans
I'intensité qui alimente le laser.

Nous noterons indifféremment A\ le parametre de controle de la force appliquée a
l'oscillateur, qu’il s’agisse d'un courant, d’une tension ou de leurs carrés respectifs :
ainsi, I’équation du mouvement de l'oscillateur amorti (2.14) forcé s’écrit (au terme de
bruit ¢ pres)

[—mwQ + K —i(K + nw)|& = F.=al\ (2.34)

La calibration de la force appliquée F,y consiste a déterminer la constante de pro-
portionnalité a entre F, et A.

Expérimentalement, on détermine la réponse du systeme en donnant au parametre
de controle A les caractéristiques d’un bruit blanc, dans la bande de fréquences que I'on
désire étudier. Cela est facilement réalisé au moyen d’un analyseur de spectre ou d'une
carte génératrice de signaux. La réponse ainsi mesurée a pour expression [cf (2.15)]

a
—m(27)2v2 + K —i(k" + 27nv) e (2:35)

=~/

X:

> &

ou X = &/ Fuy désigne la réponse “absolue” du systeme.

On peut déterminer la constante de proportionnalité a en remarquant que la partie
réelle de X'~! est un polynéome du premier ordre en v? : I'ajustement de ReY'~! au
moyen du polynéme P(v) = Ay + A;v? doit donc donner a = k'/Ag, ou k' = mw? dé-
signe la raideur de l'oscillateur a vide (on connait m et wy, que 'on mesure au préalable).

Noter que la détermination de a & partir de la courbure Ay, d’apres a = —m(27)? /Ay,
est systématiquement biaisée dans le cas ou l'oscillateur est immergé, en raison de la
masse de fluide déplacée par le miroir, comme nous l’avons signalé au §2.3.2.

La courbure A; peut toutefois nous permettre de vérifier que nous sommes cohé-
rents et que ne commettons pas d’erreur dans la détermination de a : en effet, le rapport
V/|Ao/A;| doit précisément correspondre a la fréquence de résonance de 'oscillateur
1, dans la configuration expérimentale envisagée (i.e. immersion ou non de 'oscillateur).

La détermination de la force appliquée F, nécessite donc seulement de connaitre
la fréquence de résonance de l'oscillateur & vide vy [que I'on mesurera, ce qui sera nette-
ment plus précis qu'utiliser la formule (2.25)] ainsi que, soit la masse m de loscillateur
dans le cas de la flexion [donnée par (2.25) : il suffira de peser le levier ainsi que le
miroir, auquel cas k' = (27)*muy], soit le moment d’inertie I de I'oscillateur dans le cas
de la torsion [donné par (2.28) : il suffira de mesurer et de peser précisément chacune
de ses parties, auquel cas C' = (27)Ivy).

En procédant ainsi, 'erreur dans la détermination de la force appliquée F, n’ex-
cede pas 5%, a condition toutefois que la réponse mesurée (2.35) soit convenablement
moyennée afin d’en déterminer correctement le comportement a tres basse fréquence,
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Fi1G. 2.16 — Mesure de la réponse. Les courbes en traits continus représentent la

mesure et les o représentent leurs ajustements paraboliques (1’huile utilisée est telle que

n~ N+ wn).

dont dépend crucialement le coefficient Ay. On peut notamment mesurer cette der-
niere par morceaux, en injectant un bruit blanc sur de petites bandes de fréquences de
l'ordre de 5 Hz (et en raccordant numériquement ’ensemble des réponses obtenues afin
de s’assurer que 'on ne commet pas d’erreur).

La fig. 2.16 reporte la mesure des parties réelles et imaginaires de la réponse Y'~*
dans le cas d’un oscillateur de torsion au sein duquel on fait circuler un courant, et qui
est forcé par des aimants permanents fixés a 'extérieur de sa cellule (forgage magné-
tique) : la configuration expérimentale adoptée correspond aux figs. 2.12(ii) et 2.14.

L’oscillateur considéré est tel que Iy = 4 mm, d; = 0.75 mm, hy = 50 pum, I, =7
mm, dy = 2.25 mm et hy = 1.04 mm (cf fig. 2.10). Le systeme a une masse effective,
intégrant le dispositif de forcage, de m = 4.02 x 1072 g, et une fréquence de résonance
a vide vy = 326.25 Hz [a ne pas confondre avec la fréquence 1) qu’indique la fig. 2.16(i),
voir plus bas] : la raideur ainsi que le moment d’inertie de l'oscillateur a vide valent
donc respectivement ¢’ = 7.50 x 107* Nmrad~! et I = 1.79 x 10710 kg m?.

Afin de faciliter la mesure des fluctuations thermiques de 'oscillateur, nous I'avons
immergé dans une huile minérale (d’indice optique n = 1.65, de viscosité n = 121.3
mPas et de densité pr = 0.9 peay & T = 21.3°C). Sa fréquence de résonance se déplace
au voisinage de 1) = 213 Hz (en accord avec ce qui a été dit au §2.3.2), comme on peut
I'observer sur la fig. 2.16(i) : v, correspond précisément au passage a zéro de Re Y’ L.

On remarquera sur la fig. 2.16(ii) que Im Y’~! a un comportement légérement para-
bolique : cela est du au fait que I'huile utilisée est telle que n ~ 19 +wn; dans la gamme
de fréquences étudiée (cf §2.3.1).

Une fois la force F,,; calibrée, nous pouvons déterminer si le systeme étudié est
& Péquilibre thermodynamique ou non. Si c’est le cas, le spectre de fluctuation (|z|?)
obtenu a Feyy = 0 ainsi que le spectre de fluctuation 421:55 Im Y’ tiré de la mesure de la

réponse Y doivent se superposer 1'un sur 'autre, aux erreurs expérimentales de mesure




FLUCTUATIONS DANS DES SYTEMES HORS D’'EQUILIBRE

10

VA{0P) (rad/vHz)

-11
10 \ \ \ N | \ \ \ N | \ \ \ L
10° 10" 10° 10°

v (Hz)
FIG. 2.17 — Vérification du TFD. Nous représentons le spectre de fluctuation (|6]?)
obtenu a My, = 0 (ligne continue) ainsi que le spectre de fluctuation % Im Y’ tiré de
la mesure de la réponse Y’ (symboles o). Les deux spectres se superposent exactement
I'un sur Vautre : le TFD est vérifié, et le systeme est a 1’équilibre.

pres, en vertu du TFD
_ 4kpT

2rav

(|Z]?) Im Y. (2.36)
C’est précisément ce que nous observons sur la fig. 2.17, qui reporte le spectre de
fluctuation (|f]%) obtenu & Mey = 0 ainsi que le spectre de fluctuation $2L Im ' tiré

de la mesure de la réponse Y. On remarquera que les deux spectres se superposent
exactement I'un sur 'autre : le TFD est bien vérifié, et le systeme est a 1’équilibre.

Remarquons que la relation de fluctuation-dissipation (2.36) peut servir de défi-
nition a la température T' du systeme étudié. En effet, si nous connaissons en regle
générale la température du réservoir au contact duquel se trouve l'oscillateur®, nous
pouvons aussi considérer cette derniere comme un parametre d’ajustement supplémen-
taire, déterminé de fagon a ce que le spectre de fluctuation (|Z|?) obtenu & F.; = 0 se
superpose au spectre de fluctuation % Im X’ tiré de la mesure de la réponse X'.

Nous disposons donc en quelque sorte d'un “thermometre” du systeme. Un tel pro-
cédé n’est évidemment valable que si le systeme est a 1’équilibre thermodynamique.

Dans le cas contraire, nous devons observer une violation du TFD (2.36).

54 A température ambiante, on prendra kT ~ 25 meV ~ 4.005 x 10~2! J.



Chapitre 3

Techniques de réduction du bruit

Malgré la mise en place d’un dispositif complet d’isolation du montage et 'opti-
misation du rapport signal-sur-bruit des fluctuations thermiques de notre oscillateur
mécanique amorti (cf chapitre 2), un bruit résiduel est toujours transmis au systeme
dans la majorité des cas.

Afin de filtrer efficacement ce dernier et analyser son influence en temps réel sur
les fluctuations thermiques de 1'oscillateur, nous avons mis au point une technique de
réduction du bruit s’inspirant du filtrage de Wiener (§3.2).

Avant d’en voir le principe et les résultats qu’elle donne dans le cadre de nos me-
sures, nous passons en revue les solutions généralement adoptées pour filtrer le bruit
transmis a un systeme expérimental, en particulier a basse fréquence. Nous souligne-
rons notamment les imperfections de telles solutions et motiverons la nécessité d’une
technique de réduction du bruit adaptée a notre dispositif expérimental. (Les résultats
obtenus ont fait 'objet d’une publication [DBCP04].)

67
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3.1 Généralités

Comme nous 'avons mentionné au chapitre 2 dans le cas particulier de la mesure
des fluctuations thermiques d’un oscillateur mécanique amorti, la mesure de signaux de
tres faible amplitude est en regle générale fort délicate, notamment a basse fréquence,
ou toute sorte de perturbation extérieure est généralement transmise au montage (bruit
sismique, acoustique, mécanique, électrique, électromagnétique, etc.).

Etudier le comportement basse fréquence de signaux de tres faible amplitude consti-
tue donc une tache ardue, et 'on a souvent recours a des dispositifs de filtrage divers
et variés (nous en avons déja vu quelques-uns au chap. 2), afin de filtrer efficacement le
bruit.

Les enjeux, tant dans les laboratoires de recherche que dans I'industrie, sont consi-
dérables. A titre d’exemple, on peut citer I'industrie microélectronique, qui s’équipe
massivement de plateaux semblables aux tables optiques traditionnelles, stabilisés sur
une position d’équilibre avec une électronique de contre-réaction douée d'un temps de
réponse extremement faible, afin d’éviter que toute perturbation sismique ne viennent
perturber I’assemblage des composants miniatures sur la chaine.

Il est clair que dans ce secteur, un indutriel ne peut se permettre un faible taux
de reproductibilité, et que toutes les précautions sont prises pour s’affranchir du bruit
environnemental.

Ces tables, fort sophistiquées, peuvent méme en quelque sorte “anticiper” le bruit
extérieur si on porte a leur connaissance un spectre typique de la réponse du montage
au bruit extérieur. Naturellement, ces tables sont extrémement cotiteuses (de 'ordre
de 80000 € pour des performances en principe équivalentes a celles de notre dispositif
d’isolation, cf chap.2), et ce d’autant plus que 1'on cherche a filtrer un bruit basse
fréquence de tres faible amplitude [Int03a, Int03b, Int03c, Fon05].

Par ailleurs, si les constructeurs de tels dispositifs indiquent la réponse de leurs
instruments ainsi que ses fréquences de coupure, ils mentionnent rarement I’amplitude
de la sollicitation externe (généralement réalisée au moyen de vibreurs) qui a permis
d’obtenir une telle réponse. Or il s’agit la d’un point crucial. La fig. 2.3(ii) illustre bien
ce point : le dispositif commercial utilisé [Fon05] annonce un filtrage du bruit des 0.7
Hz qui n’a manifestement pas été obtenu dans les mémes conditions de sensibilité que
celles de notre expérience.

On peut bien évidemment citer I'industrie musicale, qui s’équipe naturellement de
salles acoustiques aux murs aphoniques forts cotiteuses afin d’atténuer toute pertur-
bation acoustique, ainsi que les salles blanches dont s’équipe a nouveau l'industrie
microélectronique afin de s’affranchir de toute pollution particulaire.

Afin d’isoler tout montage de champs magnétiques extérieurs, I'industrie s’est depuis
longtemps lancée dans la fabrication de cages de Faraday, dont les parois en acier
inoxydable peuvent atteindre des épaisseurs de pres d'un demi-metre et des prix hors
de portée de tout laboratoire de recherche public standard [Ets02].

De tels cotits se comprennent facilement en raison de la dépendance en 1/1/v de
I’épaisseur de peau d du matériau utilisé pour réaliser les parois de la cage (cf Annexe

A) : par exemple, si ces dernieres sont en cuivre, § = 6.52 x 1072/4/v, soit 20.6 cm a
0.1 Hz.
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Dans le domaine de la recherche, on peut citer les projets LIGO! et VIRGO?,
qui ont nécessité la réalisation d’une multitude de dipositifs d’isolation dans le but
de détecter les ondes gravitationnelles émises par des sytemes d’étoiles binaires, afin
de mettre indirectement en évidence la présence de trous noirs dans 1'univers [Los01,

CF95, OR94].

Etant donné le fort cout de ces dispositifs d’isolation actifs et passifs, un effort de
recherche constant continue de s’exercer dans ce domaine tant par défit que par manque
de moyens [PF02].

Typiquement, les vibrations sismiques transmises par le sol dans un laboratoire de
recherche vont du continu a la centaine de Hertz, et 'atténuation de ces dernieres se fait
traditionnellement en disposant le montage sur une table optique, dont les fréquences
de résonance sont généralement de I'ordre du Hertz. On ne peut donc espérer filtrer le
bruit pour des fréquences inférieures a ces dernieres.

Il s’agit évidemment d’une solution bien adaptée pour des mesures a haute fré-
quence ; en revanche ces tables sont absolument inadaptées pour des mesures a basse
fréquence, notamment voisine ou inférieure a l’'Hertz. En effet, le bruit est généralement
amplifié dans cette gamme de fréquences par les résonances de la table.

Comme nous ’avons mentionné en début de paragraphe, on complete en regle géné-
rale le dispositif d’isolation passif ainsi mis en place par des dispositifs actifs, générale-
ment basés sur une contre-réaction : un capteur mesure le bruit transmis au montage,
et des actionneurs mécaniques et / ou hydrauliques sont actionnés en conséquence afin
de stabiliser le montage sur une position d’équilibre. C’est évidemment la rapidité de
I'électronique de contre-réaction (son temps de réponse) ainsi que la qualité des ac-
tionneurs qu’elle active qui détermine les performances (et le cotut) d’un tel systeme
d’isolation.

Le principe est essentiellement le méme pour isoler un montage de champs ma-
gnétiques extérieurs : une cage de Faraday écrante autant que possible le champ ma-
gnétique, et un dispositif actif se charge des composantes basse fréquence du champ
résiduel transmis au montage [Ets02].

Ces dispositifs d’isolation actifs sont toutefois limités par le niveau de bruit de leurs
capteurs et de leurs actionneurs. En outre, la calibration de ces dispositifs est en regle
générale fort délicate.

Partant de ces considérations, nous proposons une technique de réduction du bruit,
qui s’inspire du filtrage de Wiener, et qui prend le parti de ne pas chercher a stabiliser
le montage sur une position d’équilibre, mais plutot d’embarquer un détecteur sur le
montage afin de mesurer le bruit transmis a ce dernier in situ, ’ensemble du montage
étant au préalable isolé par les dispositifs passifs que nous avons détaillés au chapitre
2.

!Projet américain.
2Projet franco-italien.
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3.2 Filtrage de Wiener, de Kalman-Bucy et onde-
lettes

Dans la mesure ou la technique de réduction du bruit que nous avons mise au point
est en quelque sorte une forme dérivée du filtrage de Wiener adaptée a notre dispositif
expérimental, je commencerai par exposer succinctement le filtrage de Wiener. Signa-
lons que le theme général du débruitage de signaux aléatoires releve du traitement du
signal, et constitue un domaine de recherche & part entiere?.

Comme 'indiquent clairement les mesures que nous présentons plus loin au §3.3.2, le
bruit qui perturbe notre systeme est en regle générale non stationnaire. Naturellement,
il existe pléthore de techniques de réduction du bruit, notamment des techniques a base
d’ondelettes [MMOPO03, Mai03], qui s’adaptent a un tel cas.

Néanmoins, ces techniques sophistiquées, notamment difficiles & mettre en ceuvre ex-
périmentalement et alourdissant considérablement le traitement des données, reposent
le plus souvent sur des hypotheses tres fortes sur le bruit en question, et sont donc peu
robustes.

Je ne m’étendrai donc pas davantage sur le sujet et tenterai simplement de mon-
trer comment nous pouvons tirer profit au maximum de la technique de réduction du
bruit que nous proposons, en soulignant les hypotheses sur lesquelles elle repose, et en
montrant comment ces dernieres peuvent étre affaiblies.

Le filtrage de Wiener date de 1942 [Wie42, BS50, ZR50, Dar58, Max87, Pap84,
Lif81, BLP61] : Wiener s’était alors posé la question tout a fait générale de savoir
s'il est possible de séparer deux signaux aléatoires z(t) et (t) liés par une relation
fonctionnelle ® telle que

X(t) = @ [x(t), £(t)]. (3.1)

La situation concrete qui vient naturellement a 1’esprit est celle de la mesure d'une
observable x, qui donne — comme c’est malheureusement souvent le cas — un signal
bruité X. Dans ce cas, € désigne un bruit et x le signal “utile” que ’on désire mesurer.

La forme précise de la relation (3.1) entre les signaux x et & dépend évidemment
du contexte envisagé : on sait, par exemple, que cette derniere est multiplicative dans
le cas du parasitage des images cathodiques par un bruit (i.e. X =z X ).

Comme 'expérience le montrera au § 3.3.2, notre situation expérimentale correspond
au cas d'un bruit additif : le signal mesuré X s’écrit

X(t) = x(t) + (1), (3.2)

Nous supposerons en outre que les signaux x et € sont stationnaires au deuxieme
ordre, ergodiques, centrés et réels?.

3Les références portant sur ce sujet sont assez dispersées dans la littérature; bien qu’anciennes,
les références [WS75, Wied2, BS50, ZR50, ZR52, Dar58, Kal60, KB61, Dav52, Boob2, Lee56, SF58,
BJ65, SJ67, AT67, Kai68, Dem70, TK83, FTN95] sont particulierement utiles.

4Cf n’importe quel ouvrage de traitement du signal pour la terminologie employée (cf [Max87,
Pap84, BLF53, BLP61, BL63], par exemple).
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X=zx+¢ rT=x*xX
X

Fic. 3.1 — Filtre de Wiener. Le filtrage de Wiener consiste a construire un filtre
linéaire, de réponse y, qui permette d’extraire du signal bruité X = x-+¢ un estimateur
7 du signal souhaité x, déterminé par la relation ¥ = y * X.

Le filtrage de Wiener, dont le principe est schématisé sur la fig. 3.1, consiste a
construire un filtre linéaire, de réponse x(t) réelle et causale, qui permette d’extraire
du signal bruité X un estimateur 7 du signal souhaité x, déterminé par la relation®

z(t) = (x * X)(1). (3.3)

Le critere qui permet de réaliser un tel filtre est donné par la minimisation de 1’écart
quadratique moyen A = E([X * X — 33]2) entre I'estimateur = du signal souhaité x et
ce dernier®. D’apres la relation (3.3), I'écart quadratique moyen A a pour expression

A= /X(tl) X(t2) E[X(t — t1) X (t — t5)] dt1dts +
(3.4)

_ 2/X<t’) E[z(t) X(t —t)] dt' + E[2*(1)],

ce qui peut s’écrire au moyen des fonctions de corrélation I'x (1) = E[X (t) X (t — 7)]
et Doy (1) =E[z(t) X(t — 7)]

A= /X(tl) X(t2) T'x (t1 — to) dtdty — Q/X(t,) Lox (') dt’ +T',(0). (3.5)

La minimisation de ’écart quadratique moyen A s’effectue en annulant sa premiere
variation [GF63]

JA = —2 / [Fxx(tl) - / X(t2) D (11 —tQ)dtg] Sx(t) dt, (3.6)

ce qui conduit au résultat suivant” :
sz(t)—(x*rx)(t) =0 <— Szx—%SXZO. (37)

Ce résultat est tout a fait général : il dépend pas de la forme précise de la relation
® (3.1) qui lie les signaux x et €. En explicitant X = z + ¢, nous trouvons

- Sz + Sze
xX= S, +S.+2Re S,

(3.8)

®Dans ce chapitre, T (avec un chapeau large) désigne I'estimateur du signal souhaité z et non sa
transformée de Fourier (notée ).
SE(X) et (X) désignent 'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

F F N , . ., P .
Tx & Sx et Tpx & Spx, out Sx et Syx désignent les densités spectrales d’énergie usuelles.
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F1a. 3.2 - Filtrage de Wiener : test numérique (i). Le signal utile z(¢) = cos 2myt
est “noyé” dans un bruit blanc gaussien e de variance o? ~ 33.3.

Cette expression se simplifie si les signaux x et € ne sont pas corrélés® : dans ce cas,
la réponse du filtre est donnée par le rapport

~ Sz

Y=g o5 (3:9)

La réponse ainsi obtenue n’est pas causale en regle générale. L’étape suivante du
calcul consiste donc a rendre le filtre causal, et complique singulierement les calculs;
nous ne les développerons pas davantage (cf [Pap84|, par exemple).

En revanche, nous pouvons tester numériquement les relations (3.3) et (3.9) en im-
posant x et £, qui peuvent étre des signaux aléatoires de distributions diverses et variées
(uniforme, bruit blanc, bruit coloré, etc.) et / ou simplement des signaux périodiques.

Un bon indicateur de la reconstruction du signal z sera la déviation A(t) = Z(t) —
z(t) de l'estimateur Z, construit sur la base des relations (3.3) et (3.9), par rapport au
signal utile z.

Un autre indicateur de la qualité de la reconstruction du signal x sera le rapport
A = /(A?)/(x?) de I"écart quadratique moyen de A par celui de z, dont on s’attend a
ceque A ~ 1/ VN pour N suffisamment grand?, ot N désigne le nombre de réalisations
sur lequel les densités spectrales S, et S. sont calculées.

Les figs. 3.2 et 3.3 comparent le signal utile z, qui est une fonction oscillante ou
un produit de fonctions oscillantes, avec son estimateur T tiré des relations (3.3) et
(3.9). Dans chaque cas, le bruit € est un bruit blanc gaussien qui “noie” complétement
le signal utile x, comme on peut le voir sur les séries de X.

8(Cest-a-dire si ['ye = 0, auquel cas Sy = 0.
9En vertu du théoréme-limite central [JP03].
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Fia. 3.3 — Filtrage de Wiener : test numérique (ii). Le signal utile z(t) =
cos (2mupt) cos (20mupt) est “noyé” dans un bruit blanc gaussien e de variance 0% ~ 33.3.
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N
Fia. 3.4 — Filtrage de Wiener : test numérique (iii). Le signal utile z(t) =
cos 2yt est “noyé” dans un bruit blanc gaussien € de variance o2 ~ 33.3. Nous faisons
varier le nombre de réalisations N sur lequel sont calculées les densités spectrales S,
et S.. L’ajustement de A par 1/ VN est représenté par la ligne continue.
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S’il s’agit d’une situation simplifiée a 'extréeme, il faut toutefois remarquer que la
reconstruction du signal utile est excellente dans chaque cas, en dépit du fait que le
bruit £ “noie” completement ce dernier. En outre, le rapport A se comporte bien en
1/v/N, comme nous nous y attendions (cf fig. 3.4).

I1 est clair qu’en pratique le filtrage de Wiener est inapplicable sous la forme (3.9),
puisque la mesure ne donne évidemment acces qu’a des estimateurs de X et . En
pratique, on détermine la réponse du filtre de Wiener (si x et £ ne sont pas corrélés)
d’apres la relation
- Sx—5
X = S

Pour mettre en ceuvre le filtrage de Wiener, il faut donc (i) soit disposer de deux
mesures indépendantes des signaux X et ¢, (ii) soit faire des hypotheses supplémentaires
sur le bruit €, dont les propriétés statistiques sont a priori inconnues si I’on ne dispose
que de la mesure de X.

Tandis qu’en regle générale des hypotheses diverses et variées sont faites sur la na-
ture du bruit, nous verrons au § 3.3 que notre technique de réduction du bruit exploite
au maximum la premiere alternative, en adaptant la forme (3.10) a notre dispositif
expérimental.

(3.10)

Signalons enfin que la réponse obtenue (3.10) est tributaire de I'hypothése de sta-
tionnarité des signaux x et e (d’ailleurs, ¢’est presque la seule hypothése que nous ayons
faite avec additivité du bruit e, 'ergodicité n’étant pas réellement nécessaire'?).

Comme nous le verrons au §3.3.2, nos mesures indiquent clairement que dans nos
expériences le bruit ¢ n’est pas stationnaire. Plutot que d’adopter des formes de fil-
trage adaptées au cas de signaux aléatoires non stationnaires, comme le filtrage de
Kalman-Bucy [Kal60, KB61, Lif81, Pap84], qui étend le filtrage de Wiener au cas
non stationnaire, nous montrerons qu’il est possible d’étendre astucieusement la forme
adaptée de (3.10) au cas non stationnaire.

Voyons maintenant comment nous avons adapté le filtrage de Wiener a notre dis-
positif expérimental.

3.3 Technique de réduction du bruit

Rappelons que nous désirons mesurer le déplacement z du aux fluctuations ther-
miques d'un oscillateur mécanique a I’équilibre. Pour ce faire, nous avons tenté de
minimiser au maximum l'influence du bruit environnemental ¢ en (i) réalisant un dis-
positif complet d’isolation du montage (cf §2.1.2) et (ii) en optimisant autant que
possible le rapport signal-sur-bruit des fluctuations thermiques du systeme a 1’équilibre
(cf §2.3.2).

Néanmoins, il s’est avéré que les précautions (i) et (ii) ne sont pas suffisantes en
regle générale pour s’affranchir du bruit extérieur €. L’influence du bruit € sur notre

"YEn cas d’ergodicité, E(X) et (X) désignent indifféremment la moyenne d’ensemble [ X dP(X)

ou la moyenne temporelle X = lim,_ % fOT X (t)dt; si ce n’est pas le cas, il s’agit d’une moyenne
temporelle.
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mesure est certes minimisée, mais une contribution résiduelle est manifestement tou-
jours transmise au systeme dans la gamme de fréquences étudiée, notamment a basse
fréquence.

Nous nous plagons donc dans la situation ot le déplacement mesuré s’écrit en réalité
X = x4 O(e), ou le déplacement “thermique” x est manifestement stationnaire si le
systeme fluctue a I’équilibre.

Dans ce cas, il est clair qu’on ne saurait tirer de la seule mesure de X la moindre
information statistique sur le bruit €. Nous ne pouvons donc pas utiliser directement le
filtrage de Wiener sous la forme (3.10), & moins d’émettre “en aveugle” des hypotheses
supplémentaires sur le bruit €. C’est évidemment une alternative peu réaliste, d’autant,
comme on le verra au §3.3.2, que le bruit € est non stationnaire. Nous proposons donc
la solution suivante.

3.3.1 Principe

Nous reprenons 'analyse du filtrage de Wiener esquissée au §3.2 : nous désirons
réaliser une mesure du déplacement x, qui se couple — comme c’est malheureusement
souvent le cas — avec un bruit environnemental €. Il en résulte que le signal mesuré ne
correspond, en regle générale, aucunement au signal souhaité x mais a une combinaison
complexe de x et du bruit €.

Si le bruit e est additif, le signal X mesuré par 'expérimentateur s’écrit

X(t) = z(t) + (1), (3.11)

Nous ferons en outre les hypotheéses suivantes : (i) les signaux = et € ne sont pas
corrélés, (ii) les signaux x et £ sont stationnaires.

Comme on le verra, cette derniere hypothese peut étre affaiblie. Par ailleurs, on
peut supposer que les signaux x et € sont ergodiques, mais cela n’est pas essentiel
(d’autant plus qu’en pratique c’est une condition rarement vérifiée) et ne modifie en
rien le résultat qui est obtenu plus loin.

Imaginons qu’une autre mesure, réalisée en méme temps que celle de X, permette
de mesurer le bruit €. Nous verrons au §3.3.2 comment cela peut étre réalisé expéri-
mentalement ; I'idée a retenir est qu’en pratique nous disposons d’un second systeme
de détection qui délivre un signal &e(t).

Si le bruit € est de faible amplitude, £,,5 €t € dépendent linéairement 1'un de 1'autre
(régime de la réponse linéaire); autrement dit, il existe une hypothétique fonction
réponse Y, a priori inconnue de nous*!, telle que

Emes(W) = X Hw) E(w). (3.12)

Noter qu’aucune hypothese n’est faite sur x qui, encore une fois, est a priori inconnue
de nous. Ceci étant, le signal utile x peut s’écrire

F=X — ¥ mes. (3.13)

'Nous ne connaissons en effet que le bruit &,,0s transmis au systeme.
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Si nous supposons que ce dernier et le bruit mesuré e, ne sont pas corrélés, c’est-
a-dire si

) =0, (3.14)

la réponse x peut s’exprimer simplement comme le rapport (mesurable)

<x 6;";’165

(X Ehes)
A mes
ngS
Si x et enes e sont pas corrélés, nous sommes donc conduits au résultat suivant :
a partir de la seule mesure simultanée de X et €05, nous pouvons déterminer le signal
utile x ainsi que son spectre (|Z|?)

2(t) = X (1) = (x *emes) (1) = (12%) = (IX°) = RI (|Emesl), (3.16)

ou x est donnée par (3.15).

Puisque nous avons anticipé sur les mesures que nous présentons plus loin (cf § 3.3.2)
en annoncant que le bruit £ est non stationnaire dans nos expériences, voyons comment,
on peut affaiblir 'hypothese (ii) de stationnarité des signaux.

Supposons a cet effet que X , €mes €t X sont des fonctions lentement variables du
temps, sur un intervalle de temps caractéristique 7. Il est clair que si I'on effectue les
moyennes (-) dans les relations (3.15) et (3.16) sur des intervalles de temps 07 < 7, ces
dernieres relations ne perdront rien de leur validité, du fait de la quasi-stationnarité de
X, émes €t ¥ sur des intervalles de longueur 67.

Ainsi, notre méthode s’accomode aussi bien du cas stationnaire que du cas non
stationnaire ; dans ce dernier cas, la réponse y (3.15) doit étre considérée comme une
variable dynamique.

Le résultat obtenu appelle plusieurs remarques. En regle générale, le signal construit
d’apres les relations (3.15) et (3.16) donnera seulement un estimateur = du signal
souhaité x, et pourra différer sensiblement de ce dernier, par exemple du fait des erreurs
expérimentales de mesure (qui sont inévitables).

Notamment, une telle source d’erreur peut étre le bruit introduit par les détecteurs
et les amplificateurs de 1’électronique de mesure : ces derniers sont en effet suceptibles
d’introduire un bruit additif supplémentaire 7(¢) dans I’équation de départ (3.11).

A nouveau, nous pouvons (raisonnablement) supposer que ce bruit 1 n’est pas
corrélé avec x et enyes, de sorte que estimateur Z s’écrira en définitive Z(t) = z(t)+n(t).

Une parade a ce bruit supplémentaire consiste évidemment a se munir d’une élec-
tronique de faible bruit, de facon a minimiser autant que possible 7.

En réalité, la principale source d’erreur dans la détermination de 'estimateur z, dans
le cas ou le bruit € n’est pas stationnaire, réside dans le nombre fini N d’échantillons
(de réalisations) que 'on peut moyenner sur un intervalle de temps 07 afin de calculer
les moyennes (-) des relations (3.15) et (3.16).

En effet, si I’astuce pour contourner le caractere non stationnaire du bruit € consiste
a effectuer ces moyennes sur des intervalles de temps 7 < 7 (sur lesquels le bruit est
quasi-stationnaire), il est toutefois nécessaire que les variations lentes du bruit aient
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F1a. 3.5 — Test numérique (i). Le signal utile z(t) = cos2mvyt est “noyé” dans un
bruit blanc gaussien e de variance o? ~ 33.3.

lieu sur un temps caractéristique 7 suffisamment grand afin que les moyennes calculées
sur les intervalles de temps 07 < 7 aient un sens.

Remarquons enfin que la reconstruction du signal utile x est optimale quand les
amplitudes respectives de = et €5 sont sensiblement du méme ordre de grandeur :
autrement dit, quand nous avons une information optimale sur le signal utile que nous
désirons mesurer et sur le bruit transmis au systeéme (nous verrons au § 3.3.2 comment
cela peut étre réalisé en pratique).

Avant de présenter un cas réel d’application de cette technique, testons-la numéri-
quement en imposant x et £, qui peuvent étre des signaux aléatoires de distributions
diverses et variées (uniforme, bruit blanc, bruit coloré, etc.) et /ou simplement des
signaux périodiques.

Un bon indicateur de la reconstruction du signal z sera la déviation A(t) = z(t) —
x(t) de lestimateur Z, calculé d’apres les relations (3.15) et (3.16), par rapport au
signal utile z.

Un autre indicateur de la qualité de la reconstruction du signal = sera le rapport
A = /(A?)/(x?) de I'écart quadratique moyen de A par celui de x, dont on s’attend a
ce que A ~ 1/ VN pour N suffisamment grand'2.

Les figs. 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8 comparent le signal utile x, qui est une successivement une
fonction oscillante, un produit de fonctions oscillantes, un bruit blanc gaussien et une
somme de fonctions oscillantes, avec son estimateur 7 tiré des relations (3.15) et (3.16).
Dans chaque cas, le bruit e, est un bruit blanc gaussien qui “noie” completement le
signal utile z, comme on peut le voir sur les séries de X.

S’il s’agit d’une situation stationnaire simplifiée a I’extréme, il faut toutefois remar-

12En vertu du théoréme-limite central [JP03].
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Fia. 3.6 — Test numérique (ii). Le signal utile x(t) = cos (2mvpt) cos (20mpt) est
“noyé” dans un bruit blanc gaussien e, de variance o? ~ 33.3.

0 500 1000 0 500 1000
t (u.a.) t (u.a.)

F1a. 3.7 — Test numérique (iii). Le signal utile x et le bruit mesuré e, sont tous
deux des bruits blancs gaussiens de variances respectives 02 ~ 2.1 et 0% ~ 33.3.
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Fi1G. 3.8 — Test numérique (iv). Le signal utile 2(t) = sin 2 + sin 25t est “noy¢”
dans un bruit blanc gaussien e, de variance o2 ~ 4.

o

1000 2000 3000 4000
N

F1G. 3.9 — Test numérique (v). Le signal utile x(t) = cos 2wyt est “noyé” dans un
bruit blanc gaussien ey,es de variance o2 ~ 33.3. On fait varier le nombre de réalisations
N sur lequel sont calculées les moyennes (-) des relations (3.15) et (3.16). L’ajustement
de A par 1/ VN est représenté par la ligne continue.
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quer que la reconstruction du signal utile est excellente dans chaque cas, en dépit du
fait que le bruit e,,¢s “noie” completement ce dernier. En outre, le rapport A se com-
porte bien en 1/v/ N, comme nous nous y attendions (cf fig. 3.9).

Par ailleurs, on remarquera que cette technique de réduction de bruit est sensible-
ment plus efficace que le filtrage de Wiener (cf §3.2) : en effet, les figs. 3.2 et 3.3 pré-
sentent des déviations A beaucoup plus fortes que celles des figs. 3.5 et 3.6. (Dans notre
test numérique du filtrage de Wiener, nous n’avons pas reporté les résultats obtenus
lorsque z et e sont tous deux des bruits, les résultats obtenus n’étant pas satisfaisants.)

En outre, les figs. 3.4 et 3.9 mettent clairement en évidence une convergence plus
rapide de la déviation relative moyenne A pour notre technique de réduction du bruit.

Nous disposons donc a priori d'une technique de réduction du bruit efficace, qui
vient compléter le dispositif d’isolation du montage ainsi que I'optimisation du rapport
signal-sur-bruit des fluctuations thermiques du systeme.

Plutot que de générer numériquement des signaux aléatoires non stationnaires afin
de tester cette technique, voyons comment nous l’avons intégrée au dispositif expéri-
mental, et les résultats qu’elle donne.

3.3.2 Application a la mesure de fluctuations thermiques

La technique de réduction du bruit exposée dans le paragraphe précédent n’est ap-
plicable en pratique que si 'on dispose de deux mesures indépendantes : d'une part le
signal bruité X, et d’autre part le bruit mesuré €5, qui traduit la réponse du systeme
physique que nous désirons étudier au bruit extérieur €. En outre, ces deux mesures
doivent étre simultanées si le bruit est non stationnaire.

M:ise en ceuvre de la technique de réduction du bruit

Revenons a nos expériences de mesure des fluctuations thermiques d’un oscillateur
mécanique amorti (cf chap.2). Nous avons mentionné a plusieurs reprises dans les
paragraphes précédents que toutes les précautions ont été prises pour favoriser au
maximum la mesure des fluctuations thermiques de 'oscillateur a 1’équilibre : outre le
dispositif d’isolation du montage que nous avons réalisé, nous avons optimisé autant
que possible le rapport signal-sur-bruit A des fluctuations thermiques du systeme a
I'équilibre [cf relations (2.21), (2.23) et (2.26)].

Une conséquence directe de cette optimisation du systeme est que le déplacement
mesuré s’écrit en réalité X = = + O(e), ou le déplacement “thermique” = est manifes-
tement stationnaire si le systeme fluctue a 1’équilibre. Dans ces conditions, il est clair
qu’on ne saurait tirer de la seule mesure de X une information suffisante sur le bruit e.

En outre, si 'on désire mettre en évidence une forme de non stationnarité du dé-
placement x (une intermittence, par exemple!?), cela est est manifestement impossible

13 A ce sujet, voir les mesures diélectriques de L. Buisson dans le cadre du vieillissement des matériaux
amorphes [Bui03].
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FiG. 3.10 — Mise en ceuvre de la technique de réduction du bruit.

a partir de la seule mesure de X si le bruit € est non stationnaire.

Dans tous les cas, il faut donc une mesure fiable du bruit £,,¢s transmis au systeme
si 'on tient a exploiter au maximum la technique de réduction du bruit. La tactique
que nous adoptons, représentée sur la fig. 3.10, consiste grosso modo a corréler deux
mesures indépendantes et simultanées, 'une étant essentiellement sensible aux fluctua-
tions thermiques de loscillateur (z), 'autre aux effets du bruit extérieur transmis a
Voscillateur (&mes)-

Pour mettre en ceuvre notre technique de réduction du bruit, il suffit donc de réali-
ser un oscillateur “jumeau” de 'oscillateur “thermique”, qui soit essentiellement sensible
aux perturbations aléatoires du bruit transmises a l'oscillateur “thermique” (nous indi-
quons plus loin comment cela est réalisé). Il est nécessaire que cet oscillateur “jumeau”
soit similaire a 'oscillateur “thermique”, afin de détecter précisément le bruit qui est
transmis a ce dernier ; en d’autres termes, ces deux oscillateurs doivent qualitativement
avoir la méme fonction réponse.

En quelque sorte, il nous faut un sismographe haute précision, placé au voisinage
immédiat de l'oscillateur “thermique” afin de contrer toute éventuelle non localité du
bruit (c’est un point que nous avons passé sous silence jusqu’ici, et que nous ne dé-
taillerons pas davantage, mais qui peut jouer un role non négligeable!?).

Remarquons que nous ne tentons pas de stabiliser le systeme au moyen d'un dis-
positif d’isolation actif hautement sophistiqué [Int03a, Int03b, Int03c, Fon05], mais
simplement de mesurer le bruit résiduel transmis au systeme, une fois le systeme isolé
du mieux que 1’on peut.

Le rapport signal-sur-bruit (2.26), qui varie proportionnellement a la viscosité du
systeme et en raison inverse de la masse de ce dernier, nous indique que nous pouvons
réaliser un tel sismographe en fabriquant un oscillateur identique en tous points a
loscillateur “thermique”; & ceci pres que sa masse (son inertie) doit étre importante et
que le matériau dans lequel il est réalisé doit étre le moins dissipatif possible.

Il suffira donc, par exemple, de coller une masse de quelques grammes sur la face
arriere du miroir solidaire du levier en flexion (cas de l'oscillateur en flexion, cf fig. 2.9),
ou du fil de torsion (cas de l'oscillateur en torsion, cf fig. 2.10) du sismographe, le levier
en flexion ou le fil de torsion étant réalisé dans un métal peu dissipatif (aluminium,

14 Auquel cas une théorie plus complete, si toutefois elle existe, consisterait & considérer le bruit £(t)
dont il est question aux §§3.2 et 3.3.1 comme une fonction aléatoire e(x,t) de 'espace et du temps.
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inox ou laiton). A vue de nez, cela sera amplement suffisant si I'on se rappelle que la
masse de l'oscillateur “thermique” est de 'ordre de 1073 g : avec quelques grammes, le
rapport signal-sur-bruit se dégrade d’au moins trois ordres de grandeur.

Si 'on augmente ainsi la masse, la fréquence de résonance v/, du sismographe dimi-
nue grosso modo d’un facteur 30 par rapport a celle de l'oscillateur “thermique” 1. Or
les oscillateurs dont il est question sont précisément sensibles au bruit environnemental
pour des fréquences inférieures ou égales a leur fréquence de résonance (naturellement,
cette sensibilité est maximale au voisinage de leur fréquence de résonance).

II en résulte que si vy ~ 200 Hz, on aura v, ~ 10 Hz, et que la détection du
bruit par le sismographe risque d’étre relativement peu efficace aux fréquences v > 14,
c’est-a~dire pour v < 14 : dans ce cas, la détection du bruit risque d’étre inefficace.

Il sera donc préférable de réaliser un sismographe tel que v 2 vy (voire v >
vp) de facon a détecter efficacement le bruit transmis au systeme dans la gamme de
fréquences [0, 1] Hz : Poscillateur “sismique” n’aura donc pas les mémes dimensions
que l'oscillateur “thermique”.

Néanmoins, I'expérience a montré que ce dernier point n’est pas essentiel (nous ex-
pliquerons pourquoi). En outre, elle a montré que le sismographe pouvait toujours étre
un oscillateur en flexion, indépendamment de la configuration de l'oscillateur “thermi-
que” (flexion ou torsion) : afin que la réduction du bruit soit efficace, il n’est donc pas
nécessaire de réaliser un sismographe en torsion, dont la fabriquation est nettement
plus compliquée (ainsi que celle de son support).

Dans le méme ordre d’idées, nous nous sommes apercus que cette technique est tout
aussi efficace si le systeme étudié est immergé dans un fluide tandis que ce n’est pas le
cas du sismographe.

Réalisation expérimentale

La fig. 3.11 indique comment nous avons mis en ceuvre la technique de réduction
du bruit dans le cas d'un oscillateur en flexion (la configuration représentée s’adapte
aussi au cas d’'un oscillateur en torsion).

L’oscillateur “thermique” est constitué d'un levier en PMMAY d’épaisseur b =
125 pm, largeur a ~ 1 mm et longueur [ ~ 13.5 mm ; le miroir collé & son extrémité a
une masse de l'ordre de my, < 1073 g, de sorte que la fréquence de résonance a vide du
systeme est de l'ordre de 1y ~ 100 Hz.

Dans ce cas, nous pourrons négliger toute dépendance de E” (ou de k") vis-a-vis de
la fréquence dans la gamme de fréquences étudiée, a savoir [0, 100] Hz, et nous aurons
E" =~yE' =2 x 107 Pa avec v ~ 1072 [MRW91].

Afin de bien mettre en évidence la nécessité de la technique de réduction du bruit,
donnons un ordre de grandeur du déplacement de l'oscillateur a basse fréquence : a 1
Hz, nous avons +/(|Z(1 Hz)[?) ~ 10~"'m/v/Hz. Tl s’agit donc d’un signal d’amplitude
extréemement faible; et il est plus que probable que le bruit environnemental, toujours
présent a ce niveau de sensibilité, viendra perturber une telle mesure.

BELuna = 2.2 x 10% Pa & température ambiante.
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4 Cadrans Diode Vers 'interférometre
laser 1

Rayons laser

Fenétre optique  Fil chauffant

Cellule sous vide

Oscillateur “sismique”

Miroir de référence Oscillateur “thermique”

FiGc. 3.11 — Configuration expérimentale adoptée pour mettre en oceuvre la
technique de réduction du bruit. La détection du déplacement thermique est effec-
tuée au moyen de 'interférometre différentiel tandis que la détection du bruit transmis
au systeme est effectuée au moyen d'un capteur a quatre cadrans.

C’est d’ailleurs ce que met clairement en évidence plus loin la fig.3.12, ou sont
représentés le spectre de fluctuation “brut” de X, sa prédiction tirée du TFD [cf (2.17)],
ainsi que la ligne de bruit de l'interférometre.

Un calcul de l'ordre de grandeur de l'accélération résiduelle du plateau sur le-
quel reposent I'interférometre ainsi que 'oscillateur donne une accélération voisine de
108 ms™2 a1 Hzet 1007 ms=2 & 100 Hz : clairement, il s’agit de valeurs trop faibles
pour qu’on puisse espérer les détecter avec des accélérometres standards.

Nous disposons donc un oscillateur “sismique” au voisinage immédiat de 1’oscillateur
“thermique” : ces derniers sont séparés sur une distance < 1 cm. En regle générale, le
sismographe sera consitué d’un levier en laiton d’épaisseur ~ 125 pm, largeur ~ 1 cm
et longueur ~ 2 cm. Nous collons une masse sur la face arriere du miroir solidaire du
levier : la masse totale du systeme vaut m ~ 1.3 g et sa fréquence de résonance v, ~ 20
Hz.

Nous expliquons plus loin les contraintes expérimentales qui ont imposé un tel choix
et comment on peut s’en affranchir. Nous avons réalisé le sismographe en laiton afin
qu’il ne soit pas sensible aux effets du champ magnétique du dipositif de forcage de
I'oscillateur “thermique”.

Une diode laser (de longueur d’onde et de puissance respectives 633 nm et 9 mW,
Imatronic LDM145) illumine le miroir du sismographe, et le rayon réfléchi est collecté
par un détecteur a quatre cadrans. Ce dernier est connecté a une électronique de condi-
tionnement qui délivre le bruit transmis a 'oscillateur €.

La sensibilité de ce détecteur a quatre cadrans est en fait le facteur limitant pour
la mesure de e,,6s. En effet, ce dernier détecte une accélération résiduelle du plateau
sur lequel reposent l'interférometre ainsi que 'oscillateur allant jusqu’a ~ 1077 ms™2,

ce qui est toutefois suffisant, comme on le verra, pour détecter le bruit transmis au
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F1G. 3.12 — Spectre de fluctuation sans réduction du bruit. La courbe (a) re-

présente /(| X|?) (ligne continue) ainsi que sa prédiction tirée du TFD [en pointillés,

cf (2.17)], tandis que la courbe (b) représente la ligne de bruit de l'interférometre.

systeme €.
C’est notamment cette sensibilité du détecteur qui oriente (contraint) notre choix
de la fréquence de résonance 1) du sismographe : en effet, le quatre cadrans est quasi-

ment insensible & ey,05 pour v 2 v, et le choix optimal sera en regle générale 1) ~ 20
Hz.

Une amélioration possible du dispositif de détection du bruit consiste naturellement
a réaliser un second interférometre différentiel muni d’une électronique de conditionne-
ment de faible bruit, auquel cas nous pourrons effectivement choisir v 2 vy.

Cela ne sera en fait possible que si ce dernier est alimenté par un laser de méme
qualité que celui de I'interférometre “primaire”, afin que les deux dispositifs de mesure
aient la méme sensibilité. (Il est clair que la diode laser ne se caractérise absolument
pas par les mémes performances de stabilité que le laser He-Ne Melles Griot que nous
utilisons pour mesurer les fluctuations thermiques de l'oscillateur.)

Nous avons réalisé le second interférometre, mais conservé la diode laser qui I’ali-
mente, et I'expérience a montré que nous pouvions alors aller jusqu’a v, ~ 50 Hz pour
une détection optimale du bruit €.

Les mesures que nous présentons dans ce qui suit on été obtenues avec la configura-
tion expérimentale qu’indique la fig. 3.11. En dépit des contraintes manifestes qu’impose
I'utilisation du détecteur a quatre cadrans et de la diode laser, nous allons montrer que
les résultats obtenus sont excellents (naturellement, ils le sont aussi si 'on améliore le
dispositif de détection du bruit comme nous I’avons indiqué plus haut).

Signalons au passage qu’il n’est pas nécessaire de calibrer le dispositif de détection
du bruit, comme 'indiquent les relations (3.15) et (3.16).

La fig. 3.13 reporte le résultat de la mesure du bruit €, par le détecteur a quatre
cadrans. On peut remarquer qu’il s’agit d’un bruit qualitativement identique a celui qui
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Fi1G. 3.13 — Spectre du bruit transmis au systéeme détecté par le 4 cadrans. Le

spectre \/Z |Emes|?) est qualitativement le méme que le bruit qui perturbe 'enveloppe
de la prédiction tirée du TFD dans la bande [1,60] Hz sur la fig. 3.12.

est transmis a l'oscillateur “thermique” (cf spectre de X, fig. 3.12) : le bruit transmis au
sismographe dans la bande de fréquences [1, 60] Hz correspond précisement au bruit qui
perturbe I'enveloppe du spectre de fluctuation tiré du TFD (cf fig. 3.12). Nous disposons
donc en quelque sorte d’'une détection synchrone du bruit tansmis au systeme.

Afin de montrer que le bruit € est non stationnaire, nous représentons sur la fig. 3.14
la réponse Y tirée de la mesure simultanée des déplacements X et e, et calculée
d’apres la relation (3.15) ou la moyenne (-) est effectuée sur un intervalle de temps
07 = 1 min. Les trois courbes correspondent a trois mesures séparées de 2 minutes
chacune.

Cette figure met clairement en évidence la non stationnarité du bruit transmis au
systéme : on voit treés nettement (noter I’échelle logarithmique) que la réponse X évolue
tant en amplitude qu’au niveau de la localisation de ses “modes” (cela est moins net
sur la figure) d’un instant a lautre.

Cette derniere, ainsi que le bruit e, et le déplacement bruité X sont manifestement
des fonctions lentement variables du temps, sur un temps caractéristique 7 de l'ordre
de quelques minutes.

La fig. 3.15 reporte le résultat de I'application de la technique de réduction au
déplacement bruité X [cf relations (3.15) et (3.16)]. Il s’agit d’une mesure de 20 minutes
durant laquelle nous avons acquis simultanément le déplacement bruité X et le bruit
transmis au systeme €.

Comme nous venons de le montrer, ces signaux sont non stationnaires. Aussi, nous
effectuons une partition des 20 minutes en 20 petits intervalles 67 d’une minute, sur
lesquels X, ees €t x sont stationnaires.

Tandis que le spectre de X (cf fig. 3.12) s’écarte par endroits de prés d’un ordre de
grandeur de sa prédiction tirée du TFD, le spectre du signal débruité ¥ ne présente
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FiG. 3.14 — Non stationnarité du bruit ¢,. transmis au systéme. La figure
représente la réponse || (3.15) mesurée a trois instants différents, séparés de deux
minutes, et calculée sur un intervalle de temps 07 = 1 min.
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F1a. 3.15 — Spectre de fluctuation avec réduction du bruit. La courbe (a) re-
présente le spectre de I'estimateur 7 tiré des relations (3.15) et (3.16) (ligne continue),

ainsi que sa prédiction tirée du TFD [en pointillés, cf (2.17)]; la courbe (b) représente
la ligne de bruit de l'interférometre.
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FiG. 3.16 — Séries temporelles du signal bruité X et de son estimateur 7.
L’estimateur 7, tiré des relations (3.15) et (3.16), est obtenu en effectuant la moyenne
(-) sur un intervalle de temps 67 = 1 min.

plus d’écart sensible par rapport a cette derniere : tous les modes de forte amplitude
induits par le bruit extérieur ont été quasiment supprimés.

L’efficacité de la réduction du bruit est encore plus flagrante sur la fig.3.16, ou
sont reproduites les séries temporelles du déplacement bruité X et de son estimateur
“thermique” .

On peut remarquer sur cette figure que la technique de réduction du bruit proposée
s’adapte en temps réel au bruit transmis a 'oscillateur : alors qu’elle ne modifie pas de
maniere sensible 'amplitude du déplacement X quand ce dernier fluctue a 1’équilibre
(manifestement aux voisinages des instants 36.5 s et 38.5 s), qui est voisine de celle
prédite par le TFD (~ 9 x 1072 nm, cf figs. 3.12 et 3.15), elle atténue de fagon specta-
culaire le bruit quand ce dernier vient se coupler efficacement au systeme (notamment
aux instants [35.5,36] s et [37,38] s).

Maintenant que nous disposons d’un systeme expérimental bien controlé et cor-
rectement isolé des perturbations externes, nous allons pouvoir étudier en détail les
fluctuations thermiques de notre oscillateur dans le cadre des travaux de Jarzynski et
Crooks (chap.4) et de Gallavotti, Cohen et van Zon (chap.5).
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Chapitre 4

Egalité de Jarzynski et théoreme de
fluctuation de Crooks

La stratégie généralement adoptée pour évaluer la variation d’énergie libre fournie a
un corps lors d'une transformation quelconque entre deux états d’équilibre a longtemps
consisté a évaluer le travail fourni au corps pendant la transformation.

Or nous savons, depuis les travaux de Clausius (1865) et Boltzmann (~ 1870), que
ce travail surestime la variation d’énergie libre si la transformation est irréversible (c’est
une forme du fameux second principe de la thermodynamique).

Récemment (1997), Jarzynski et Crooks trouverent une solution au probleme en
donnant I'expression de la variation d’énergie libre du systeme lors de la transformation,
quelle que soit la nature de cette derniere (§4.3).

S’il ne fait aucun doute pour I'ensemble de la communauté des théoriciens relevant
du domaine que les résultats de Jarzynski et Crooks sont solidement établis, exception
faite de Cohen et ses collaborateurs, aucune “preuve” expérimentale n’est toutefois ve-
nue confirmer ces résultats. Nous nous proposons donc de tester expérimentalement ces
résultats au moyen d’un systeme bien controlé : I'oscillateur mécanique amorti auquel
nous avons consacré le chapitre 2 (§4.4).

Nous commencons ce chapitre en exposant brievement la théorie thermodynamique
des perturbations (§4.1). Nous étendons cette théorie perturbative a tous les ordres et
nous montrons que le résultat obtenu peut s’interpréter dynamiquement et étre étendu
sans difficulté au travail thermodynamique (§4.2) : nous retrouvons ainsi de maniére
simple le résultat de Jarzynski.

Enfin, sur la base de nos observations expérimentales (§4.4), et dans le cadre d’une
dynamique de Langevin, nous mettons en évidence l'insensibilité du résultat de Jar-
zynski a la nature de la transformation (pour peu que le travail fourni au corps ait
une distribution gaussienne), ainsi que ses limites d’applicabilité (§4.5). Nous indi-
quons aussi la possible application du résultat de Jarzynski a la calibration de la
force appliquée au systeme. (Les résultats obtenus ont fait 'objet de deux publica-

tions [DCPRO5, DCPO05].)

89
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4.1 Théorie thermodynamique des perturbations

Nous commencons par exposer brievement la théorie thermodynamique des per-
turbations. Il s’agit d’un résultat bien connu (cf [LL94] §32), qui apparait parfois
dans la littérature sous une forme dérivée portant le nom d’inégalité de Bogoliubov
[Pei38, Hua63, Fey72, Cal85].

Nous étendons cette théorie perturbative a tous les ordres de la perturbation afin
de mettre en évidence la similitude du résultat obtenu [relations (4.4) et (4.5)], valant
pour énergie de perturbation V', avec celui de Jarzynski [relation (4.18)], valant pour
le travail thermodynamique W (introduit au §4.2).

Enfin, nous montrons au § 4.2 que le résultat (4.4)-(4.5) obtenu pour I'énergie de per-
turbation V' peut s’interpréter dynamiquement et étre étendu sans difficulté au travail
thermodynamique W : nous retrouvons ainsi de maniere simple le résultat de Jarzynski.

Dans certains calculs des grandeurs thermodynamiques, ’énergie F(p, q) des corps
contient des termes relativement petits que ’'on peut négliger en premiere approxima-
tion. Ces petits termes peuvent correspondre, par exemple, a I’énergie potentielle des
particules des corps dans un champ extérieur (nous préciserons plus loin les criteres de
petitesse de ces termes).

Dans ces cas, on peut mettre en ceuvre une théorie des perturbations pour calculer
les grandeurs thermodynamiques (Peierls, 1938 [Pei38, LL94]). Nous allons montrer
tout d’abord comment il faut procéder lorsque la distribution de Gibbs est valable.

Ecrivons "énergie F(p,q) d'un systeme a n degrés de liberté, en contact avec un
réservoir d’énergie a la température 7' (un thermostat), sous la forme!

E(p,q) = Eo(p,q) + V(p,q), (4.1)

ou V représente les petits termes. Pour trouver I’énergie libre du corps, nous écrivons
sa fonction de partition

7 — o BF — /e—ﬁ[Eo(pyq)ﬁLV(p,Q)] dr, (4'2)

ou = ,CBLT et dI' =[] % (le facteur 2mh n’est pas essentiel dans le cas classique).

En prenant le logarithme, on obtient?

F:FO—%IH{/pOe_ﬁVdF}:Fo—%ln{/poi(_i—"/)ndl“} (4.3)
- !

ot [y = —37'1n Z, désigne I’énergie libre non perturbée et py(p, q) = elFo=Fopal Io
distribution (d’équilibre) de Gibbs non perturbée, correspondant toutes deux a V' = 0.

'Nous notons les coordonnées des particules constituant le corps ¢ = (g1, ..., q,) et leurs moments
conjugués p = (p1,...,pn); comme il est d'usage en mécanique statistique, nous négligeons 1’énergie
d’interaction du corps avec le thermostat (qui est par ailleurs nécessaire a ’établissement d’un état
d’équilibre pour le systéme considéré) [Cal85, L1.94, Wan87].

2Draprés lidentité —3F = In[[e #EHV)dT] = In [( [ e7PEodr)
In U efFo—FEo) ¢=BV dF}.

J e~ B(E0+V) dl":|

Je PBodr = InZp +
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Les intégrales obtenues représentent les valeurs moyennes des quantités correspon-
dantes, calculées a I'aide de la distribution de Gibbs non perturbée pg; nous les notons
(o= [ polp.q) f(p,q)dl'. En adoptant cette interprétation des valeurs moyennes, la
relation (4.3) prend la forme simple

_ _lne—V — _ln = (_ﬁ)n n
F=F 61< Y = Fo 61 {Z 4% )0} (4.4)

|
0 n.

En remarquant que la quantité entre crochets est la fonction caractéristique de la
perturbation V' (ou fonction génératrice des moments de V') correspondant a la distri-
bution d’équilibre non perturbée pg, et que son logarithme est la fonction génératrice
des cumulants de V' (cf Annexe B), nous pouvons donc écrire la relation (4.4)

Lo (=)
F=F— 5 21: ——C, (4.5)
ou les coefficients (), désignent les cumulants d’ordre n de la perturbation V', corres-
pondant a la distribution d’équilibre non perturbée pg. (Nous montrons dans I’Annexe
C qu'il est possible d’étendre ce résultat au cas quantique.)

Si 'on ne garde que les termes du second ordre, c¢’est-a-dire si 'on se propose de
déterminer les corrections de premiere et de deuxieme approximation a Ff, nous avons

FeF+ (V)o— g (AV))o + ... (4.6)

ou AV =V — (V) désigne I’écart de V' par rapport a sa valeur moyenne correspondant
a la distribution d’équilibre non perturbée py.

Noter que ce résultat est exact dans le cas d'une distribution d’équilibre non per-
turbée po(p, q) gaussienne, c’est-a-dire dans le cas ou 'énergie Ey(p,q) est une forme
quadratique homogene® en p et ¢ (car seuls les deux premiers cumulants d’une distri-
bution gaussienne sont non nuls, c¢f Annexe B).

Ainsi, la correction de premiere approximation a apporter a ’énergie libre Fj est
égale a la valeur moyenne de 1’énergie de perturbation V', calculée a partir de la dis-
tribution d’équilibre non perturbée py. La correction de deuxieme approximation est
toujours négative et est déterminée par le carré moyen de I’écart de V' par rapport a sa
valeur moyenne (V')o. Dans le cas particulier o cette derniere est nulle, la perturbation
entraine une diminution de 1’énergie libre.

En comparant les termes du second et du premier ordre de (4.6), on peut établir
les conditions dans lesquelles peut s’appliquer la méthode des perturbations. On doit
remarquer qu’aussi bien la valeur moyenne (V') que le carré moyen ((AV')?), sont tous
les deux, grosso modo, proportionnels au nombre de particules constituant le corps?.

2
P

3Par exemple, dans le cas d’un oscillateur harmonique ot Eo(p, q) = 3 2= + tmw?q?.

411 est bien connu en mécanique statistique [Cal85, LL94, Wan87] qu’a mesure que le nombre de
particules N augmente, le carré moyen ((Af)?) doit augmenter proportionnellement & N tandis que

. . . . . . VA GV ) N T A
sa fluctuation relative doit varier en raison inverse de v N : T ~ IN (c’est une conséquence

du théoreme-limite central, cf [JP03, BLF53] par exemple).
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Systeme libre a I’équilibre Systeme forcé

At)=0 <= V=0
Et(pa q) = EO(p7Q)

At) 20 = V£0
Ei(p,¢; \) = Eo(p, @) + Vi(p, ¢; \)

0 ¢

F1G. 4.1 — Perturbation d’un systeme a 1’équilibre par une force extérieure.

On peut donc formuler la condition de validité de la méthode en imposant que I’énergie
de perturbation rapportée a une particule soit petite par rapport a kgT.

En toute rigueur nous avons développé la quantité sous le signe somme dans (4.3) suivant les
puissances de la quantité kBLT, qui est proportionnelle au nombre de particules et qui n’est donc pas
petite. Néanmoins, en prenant les logarithmes et en développant a nouveau, les plus grands termes

s’éliminent mutuellement et on obtient une série de puissances de petites quantités.

4.2 Notion de travail thermodynamique

Considérons a nouveau un corps a n degrés de liberté, en contact avec un réservoir
d’énergie a la température T', et soumis a 'action d’une force extérieure \(t) variable
dans le temps.

Cette force peut effectuer sur le corps un travail, qui peut par exemple servir a
mettre ce dernier dans un état de mouvement macroscopique (d’une fagon générale, a
faire varier son énergie cinétique), a le déplacer dans un champ extérieur (par exemple,
pour le faire monter dans le champ de pesanteur).

Nous convenons de compter positivement le travail que les forces extérieures effec-
tuent sur le corps considéré. On comptera négativement le travail qu’effectue le corps
sur des objets extérieurs (par exemple, lors de la dilatation du corps).

Nous supposerons en outre que le corps est initialement dans un état d’équilibre
aux instants ¢ < 0, de distribution statistique po(p,q) = e?Fo=FoPal ot que la force
extérieure A(t) s’exerce aux instants ¢ > 0, comme 'indique la fig. 4.1.

Dans ce cas, I’énergie du corps, donnée par la relation (4.1) du paragraphe précédent,
et que nous réécrivons ici sous la forme

Ey(p,q; \) = Eo(p, q) + Vilp, ¢ M), (4.7)

dépend explicitement du temps au moyen de A(t).
En remarquant que la dérivée totale de 1’énergie du corps par rapport au temps est
égale a sa dérivée partielle par rapport au temps [Gol80, LL82]

dE(p,¢;A) _ OE(p,q;N)
dt ot

(4.8)
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et puisque Ei(p, ¢; A) dépend explicitement du temps au moyen de A(t), nous pouvons
écrire
dt o oN At '
Ceci étant, nous définissons le travail thermodynamique W; fourni au corps pendant

la transformation, dans U'intervalle de temps (0,¢), de la maniere suivante [LL94] :

YAdE(p, q; \) YOE(p,q; \) d\
W, = — "~ ds= — = —ds. 4.10
! /0 ds § /0 N ds (4.10)
D’apres la relation (4.7), cette quantité peut évidemment s’écrire
PdE, A
m:/%ds:&—%:w (4.11)
0 s

Noter que I’expression obtenue correspond a une trajectoire z; = (py, q;) du point re-
présentatif du systeme dans ’espace des phases.

Deux scénarios peuvent alors étre envisagés :

(i) soit la force appliquée A(t) est telle que le systéme est constamment porté dans
des états hors d’équilibre : dans ce cas, A(t) ne présente aucune propriété de
monotonie a ’échelle du temps de relaxation du systeme Tielax,

(ii) soit la force appliquée A(t) est telle que le systéme atteindra, & un moment ou a
un autre, un nouvel état d’équilibre : c’est la cas, par exemple, d'une force A(t)
ayant la forme d’une rampe linéaire en ¢ suivie d'un plateau, ou A(t) = const, de
durée suffisamment longue (I’échelle de temps est donnée par Tejay)-

Revenons maintenant aux résultats (4.4) et (4.5) obtenus au paragraphe précédent.
Dans le cas ou la force extérieure A est telle que le systeme atteindra, tot ou tard,
un nouvel état d’équilibre [cf point (ii) ci-dessus], ces formules donnent précisément la
variation d’énergie libre AF = F — Fy du systeme induite par la force extérieure A :
entre I'état d’équilibre initial, tel que A(t) = 0, d’énergie Ej et d’énergie libre Fp, vers
un état d’équilibre final, tel que t > Tielax, d’énergie E; et d’énergie libre F;.

Ce résultat repose uniquement sur ’hypothese d’équilibre du systéeme dans son état
initial (distribution de Gibbs py), et est manifestement indépendant de la fagon dont
la force extérieure A(t) s’exerce sur le systeme entre les états d’équilibre initial et final
(indépendant de la forme précise de \ et de sa vitesse de variation \).

Le principal défaut des relations (4.4) et (4.5) est qu’il n’est pas expérimentalement
possible de mesurer 1'énergie de perturbation V,, telle qu’elle a été introduite au para-
graphe précédent. En revanche, cela est maintenant tout a fait possible, comme nous
allons le montrer dans ce qui suit (voir “Exemple d’application” plus bas), puisque 1'on
sait que V; = W,.

Ainsi, la variation d’énergie libre du systéme entre les états d’équilibre initial [ou
A(t) = 0] et final (ol ¢t > Tyeax) vaut

1
AF =F,—Fy= 3 In (e7 ") = — o

| =

i (=5)" Ch, (4.12)
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ot les coefficients C), désignent cette fois-ci les cumulants d’ordre n du travail W, fourni
au corps pendant la transformation, correspondant a la distribution d’équilibre non per-
turbée py.

Jarzynski [Jar97b] fut le premier a établir une formule analogue a (4.12) expri-
mant la variation d’énergie libre AF' = F — F{, du systeme lors d'une transformation
quelconque entre deux états d’équilibre, en donnant une signification précise et expéri-
mentalement mesurable a la moyenne (-).

NB : Evidemment, une différence d’énergie libre n’a de sens qu’a 1’équilibre thermo-
dynamique [Cal85]. Toutefois, le résultat (4.12) ne dépend absolument pas du fait que
le systéme atteigne ou non un état d’équilibre final aux instants ¢ > 0 (c’est peut étre
une différence avec le résultat de Jarzynski, exposé au §4.3.1).

Exemple d’application

Nous nous plagons dans I’espace euclidien a trois dimensions. Considérons un corps
a 3n degrés de liberté ry,...,r, (de moments conjugués pi,...,p,) en contact avec
un réservoir d’énergie a la température 7', soumis a I'action d'une force extérieure X(t)
dépendant du temps, et dont 1’énergie potentielle V;(p, ¢; A) ne dépend que des coor-
données de son centre d’inertie R.

I1 est possible de montrer que I’énergie Ey(p, ¢; A) du corps peut s’écrire By = Ey+V;

avec®

P2 p{Q
=~ i
0= 91 T 22 om

-+ O —1f)) et Vi=-XAR+..., (4.13)
L

ou nous avons décomposé les coordonnées des particules constituant le corps selon
r; = R +1} (respectivement p; = P +p}), ot R = 5; > m,r; est le centre de masse du
corps, P = MR son moment conjugué et M = > m; la masse du corps.

L’énergie ® désigne 'énergie d’interaction des particules constituant le corps (inter-
action de paires) : il peut s’agir, par exemple, d'une interaction coulombienne ($ o< 1/ T
ol r7; = |r; —r/]), d’une interaction de Lennard-Jones (® oc 1/r};* —1/7}%), ou plus phé-
noménologiquement d’une interaction entre des ressorts couplés (approximation har-
monique : & ~ L kr2 +...).

Dans ce cas, le travail W, (4.10) fourni au corps pendant la transformation, dans
I'intervalle de temps (0,t), s’écrit

W, =— / t}\(t’)-R(t’) dt’, soit W, =-— / tA(t’)X (") dt’ (4.14)

®Nous décomposons I’énergie Ey;(p, ¢; A) en utilisant le théoréme de Koning [Gol80, LL82]. On peut
voir 'expression de V; figurant dans (4.13) comme le premier terme du développement de Taylor de
V; au voisinage de A = 0 (le terme d’ordre zéro, proportionnel & une constante, est sans effet sur
Iéquation du mouvement du degré de liberté X).
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dans le cas ou la force appliquée n’a qu'une composante A(t). C’est une quantité me-
surable si 'on peut mesurer le déplacement R(t) et la force appliquée A(t).

Avant d’exposer le résultat de Jarzynski (§4.3.1) (dont on rapporte par ailleurs une
démonstration due a K. Gawedzki dans I’Annexe E [Gaw(05]), rappelons brievement que
la stratégie généralement adoptée pour évaluer la variation d’énergie libre AF' fournie a
un corps lors d’une transformation quelconque consiste a appliquer une force extérieure
a ce dernier, et a calculer le travail W ainsi fourni au corps. C’est ce travail qui est
généralement identifié a AF'.

Cependant, ce travail surestime la variation d’énergie libre AF' dans le cas ou la
transformation est irréversible. Donnons un exemple : considérons une transformation
irréversible, a la suite de laquelle le corps passe d'un état d’équilibre dans un autre
état d’équilibre peu différent du précédent, quoique le corps se trouve hors d’équilibre
pendant la transformation®.

Il existe alors entre la quantité de chaleur () recue par le corps pendant la trans-
formation et la variation de son entropie 0.5 I'inégalité suivante, connue sous le nom de
“second principe” (Clausius, 1865) :

0Q <T6S, (4.15)
que l'on peut écrire dans I’ensemble canonique
W >AF =AFE —TAS, (4.16)

ou AF est la variation d’énergie libre du corps pendant la transformation.

Ce résultat, énoncé dans le cadre de la thermodynamique macroscopique, peut étre
établi a partir d'une approche microscopique (théorie cinétique de Boltzmann, ~ 1870),
auquel cas il faut remplacer le travail W pas sa valeur moyenne (W) (nous ne nous
étendons pas davantage sur le sujet, cf [EE02, Haa55, Bru86a, Bru86b, Wan87, Hua63,
Dor99, Gal99b]).

Ne serait-ce qu’a partir de cet exemple, on voit bien que le résultat (4.12) est un
moyen beaucoup plus puissant et précis’ pour déterminer la variation d’énergie libre du
corps pendant la transformation, puisqu’il s’agit, a nouveau, d’un résultat indépendant
de la nature de la transformation.

4.3 Relations de Jarzynski et Crooks

4.3.1 L’égalité de Jarzynski

Considérons un corps a n degré de liberté, de coordonnées ¢ = (qi,...,q,) [de
moments conjugués p = (p1,...,p,)], en contact avec un réservoir d’énergie (un ther-
mostat) de température 7', et soumis a une force extérieure A(t) variable dans le temps.

6Un exemple en est la transformation de Joule-Thomson s’accompagnant d’une petite variation de
pression [Cal85, L1.94, Wan87].
"Et bien plus difficile & mettre en ceuvre!
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L’énergie H;(z;) du systeme, ou x; = (g, pr) désigne le point représentatif du sys-
teéme dans I’espace des phases, peut s’écrire de maniére analogue aux expressions (4.1),
(4.7) et (4.13) des §§4.1 et 4.2.

Comme nous 'avons indiqué a plusieurs reprises dans ces mémes paragraphes, la
force extérieure A(t) appliquée au systeme entre les instants t = 0 et ¢t = 5, pour mettre
par exemple le corps dans un état de mouvement macroscopique, et telle que les états
initial A (a t = 0) et final B (a t = t;) soient des états d’équilibre, fournit au systeme
un travail® dont 'expression est donnée par

B ts OH(x; \) o ts OHy(z; \)

Noter que I'expression obtenue correspond a une trajectoire x; du point représentatif
du systeme dans 'espace des phases.

Si 'on représente 1’état du systeme dans l'espace de ses parametres thermodyna-
miques® (qui sont des grandeurs d’équilibre), application de la force A(t) entre les
instants ¢t = 0 et t = t, aura pour effet de faire transiter le systeme de 1’état d’équilibre
A (at=0) vers I'état d’équilibre B (a t = t;) le long d'un chemin ~.

Comme l'indique la fig. 4.2, le chemin ~ reliant les deux états d’équilibre peut étre
de nature réversible, auquel cas chaque point de v représente un état d’équilibre, ou de
nature irréversible, auquel cas seuls les états initial et final A et B de la transformation
sont des états d’équilibre.

Le critere qui détermine la nature du chemin v est évidemment donné par le rap-
POrt T /Trelax, OU Trelax €St le temps de relaxation du systéme et 7 le temps caractéritique
de la vitesse de variation )\(t) de la force appliquée : pour 7/Teax > 1, la transfor-
mation ainsi réalisée est réversible tandis que pour 7/Teax < 1, la transformation est
irréversible ; le cas intermédiaire 7/Teax S 1 désignera une transformation faiblement
irréversible.

Sur la base de plusieurs approches [Jar97b, Jar97a, Jar00, JW04, Cro98, Cro00],
Jarzynski a donné en 1997 une expression de la variation d’énergie libre AF' du systeme
lors de la transformation entre les états d’équilibre A et B, quelle que soit la nature du
chemin v reliant ces derniers :

AF =Fp—Fy = —% In {e™""). (4.18)

[Nous donnons une preuve de ce résultat (due a K. Gawedzki [Gaw05]) dans le cadre
d’une dynamique de Langevin dans I’Annexe E.]

8Nous convenons de compter positivement le travail fourni (gagné) au systéme et négativement le
travail céde par le systeme.

9Dans le cas considéré, on peut caractériser le systéme soit par son énergie interne U =
U(S,V,N;\), auquel cas les parametres en question seront l’entropie .S du corps, son volume V', son
nombre de particules N ainsi que la force appliquée A, soit par son énergie libre F' = F(T,V, N;\),
auquel cas les parametres en question seront la température 7" du corps, son volume V', son nombre
de particules N ainsi que la force appliquée .
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1 réalisation de W S

Fi1G. 4.2 — Transformation entre deux états d’équilibre A et B. L’application
d’'une force A(t) entre les instants ¢ = 0 et ¢ = t, fait transiter le systeme de 1'état
d’équilibre A (a ¢t = 0) vers I’état d’équilibre B (a t = t,) le long d’un chemin ~. Nous
représentons deux types de chemins possibles : le chemin réversible v, dont chaque point
est un état d’équilibre, et le chemin irréversible 4/, pour lequel seuls les états initial et
final A et B sont des états d’équilibre. Le critere qui détermine la nature du chemin
est donné par le rapport 7/Tielax, OU Trelax €St le temps de relaxation du systeme et 7 le
temps caractéritique de la vitesse de variation /\(t) de la force appliquée.

La moyenne (-) s’interpréte de la maniére suivante. Imaginons qu’on fasse subir
plusieurs fois au systeme la méme transformation de A vers B. On réalise ainsi un
ensemble de transformations de A vers B, telles que le systeme soit systématique-
ment & 'équilibre dans ses états initial et final A et B, de distributions d’équilibre'”
p(x) = e F=FP@] La moyenne (-) désigne précisément une moyenne sur I’ensemble des
réalisations du travail correspondant & ’ensemble des trajectoires v : A — B (des
transformations) ainsi réalisées :

) = [ v sav)aw (4.19)
ou P(W) est la densité de probabilité du travail.

Remarquons que la variation d’énergie libre AF ne dépend que des états (d’équi-
libre) initial et final A et B (comme dFE, dF est une différentielle exacte) tandis que
le travail W dépend de la nature précise de la transformation entre A et B (dW n’est
pas une différentielle exacte).

En outre, c’est une grandeur sensible aux fluctuations de la trajectoire x; du sys-
teme, et donc une fonction aléatoire [cf (4.17)].

Le résultat de Jarzynski (4.18) prend donc en compte, d’une part la nature de la
transformation que 1’on fait subir au systeme entre les deux états d’équilibre A et B,
d’autre part les fluctuations thermiques du systeme, que ce dernier soit momentanément
hors d’équilibre (auquel cas le TFD est violé) ou non.

La fig. 4.3 indique comment nous réalisons expérimentalement la moyenne (-) (4.18)

0Comme nous ’avons intuité dans le cadre de la théorie thermodynamique des perturbations dans
I’Annexe C, et comme il a été montré par Jarzynski et ses collaborateurs [Muk03, JW04], le résultat
(4.18) se généralise au cas quantique.
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16t réalisation de W 2tme réalisation de W neme réalisation de W

B

t t, +t, t

F1G. 4.3 — Protocole pour évaluer AF'. Pour évaluer la variation d’énergie libre AF',
il faut déterminer la densité de probabilité du travail P(1V). Pour ce faire, on applique
au systeme un forgage périodique A(t) : on réalise ainsi un ensemble de réalisations
du travail W qui permet de déterminer P(W). Le temps de montée 7 peut étre ajusté
de telle sorte que T > Tielax OU T <K Trelax, OU Trelax €St le temps de relaxation de
loscillateur. La durée des plateaux (~ quelques Tieax) est telle que le systeme est a
I’équilibre en A et B.

donnant la variation d’énergie libre. Pour des raisons évidentes, nous ne considérons
pas un ensemble de systemes identiques auxquels nous faisons subir une transformation
entre les instants ¢t = 0 et t = t,, mais nous appliquons a un seul et méme systeme
une force extérieure A(t) périodique. On réalise ainsi un ensemble de réalisations du
travail W, en nombre évidemment fini, qui permet de calculer la densité de probabilité
du travail P(1V).

La réalisation expérimentale sera détaillée au §4.4.3, et nous n’en disons pas plus
pour l'instant sur la forme précise de la force appliquée A(¢), qui, on le verra, peut étre
mise a profit pour sonder les trajectoires directe = et renversée x* = (¢, —p) dans le
cadre des travaux de Crooks (cf §4.3.2).

Le résultat (4.18) s’adapte évidemment a toutes les contraintes qu’est susceptible
d’imposer le réservoir au systeme qui se trouve a son contact.

Par exemple, si le corps considéré est en contact un réservoir d’énergie et de volume
(qui impose sa température ainsi que sa pression), on substituera 1'énergie libre de
Gibbs G(T, P,N), de distribution d’équilibre p = eE—IE+PVD) "4 Ténergie libre de
Helmholtz F(T,V, N) dans (4.18).

De méme, on substituera le grand potentiel Q(7,V, ), de distribution d’équilibre
p = eAO-E=eND) 5 [ dans le cas oll le systéme est en contact avec un réservoir d’énergie
et de particules (qui impose sa température ainsi que son potentiel chimique).

Par la suite, nous emploierons indifféremment le terme d’énergie libre F', en gardant
a 'esprit qu’il peut s’agir des potentiels G, €2, ... suivant la configuration envisagée.

Comme nous 'avons mentionné aux §§4.1 et 4.2, la variation d’énergie libre AF

donnée par la formule (4.18) peut s’exprimer comme un développement sur la base des
cumulants C,, du travail W :

AF = —

n!

| =

i (=5)" C, (4.20)

ces derniers étant calculés a partir de la densité de probabilité du travail P(W).
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Cette écriture du résultat de Jarzynski (4.18) met bien en évidence la sensibilité
de la variation d’énergie libre AF' vis-a-vis des événements rares de la distribution de
probabilité du travail P(W) [en effet, il est bien connu en théorie des probabilités que
les cumulants (et les moments) d’ordres élevés servent a décrire le comportement des
événements rares d'une distribution de probabilité].

En particulier, dans le cas d’une distribution du travail P(W) gaussienne!!, seuls
les deux premiers cumulants C; = u et Cy = 02 sont non nuls dans le développement
(4.20), de sorte que

fo?

Notons enfin que 'égalité de Jarzynski (4.18) permet en quelque sorte de retrouver
le second principe. En effet, si ’on décompose le travail (4.17) fourni au systeme durant
la transformation de A & B selon'?

W = AF + Wi, (4.22)

ou Wyiss désigne le travail dissipé par le systeme durant la transformation de A a B,
I’égalité de Jarzynski s’écrit alors

(e7Waiss)y = 1, (4.23)

S’il existe une réalisation du travail W telle que Wyiss > 0, alors pour que cette égalité
soit vérifiée, il doit nécessairement exister parmi ’ensemble des transformations réali-
sées au moins une réalisation du travail W correspondant a un chemin v : A — B tel
que Wyiss < 0.

Seuls les événements rares (ou fluctuations extrémes'?) de la distribution P(W)
peuvent conduire a une telle inégalité, en moyenne interdite par le second principe (cf
plus bas). En effet, la quantité moyenne <e’5WdiSS> = 1 se majorant'* par e #(Waiss)
nous sommes conduits au résultat

<Wdiss> >0 <= <W> > AF, (424)

qui est I'expression du second principe dans I’ensemble canonique'® (cf §4.2).

UNous dirons aussi que la variable aléatoire W, de moyenne yu = E(W), de variance o2 = Var(W)

2

et de densité de probabilité P(W) = \/2170 67%, est de loi N(u,0?).

12Une telle décomposition est toujours possible, et c’est manifestement la seule possible puisque
I’énergie libre F' est la seule quantité pertinente qui soit une différentielle exacte dans le cas considéré.
Comme le travail W, Wyiss dépend de la nature de la transformation (dWygiss n’est pas une différentielle
exacte) ; en outre, ¢’est une grandeur sensible aux fluctuations de la trajectoire x; du systéme, et donc
une variable aléatoire.

130n peut intuiter la notion d’événement rare de la maniere suivante : si un passager d'une auto-
mobile roulant a grande vitesse laisse dépasser son bras a 'extérieur du véhicule, le courant d’air aura
en moyenne pour effet de déplacer son bras dans le sens opposé de la marche du véhicule ; néanmoins,
il peut arriver de temps en temps que le phénomene opposé se produise.

14D apres I'inégalité de Jensen, f(x) > f(F) pour toute fonction f convexe; en particulier ¥ > e?.

2
15Par ailleurs, si la statistique du travail W est gaussienne, nous obtenons (Wgiss) = ’3%, qui est
une quantité positive par définition.
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=0 c=01 kgl =1
—AFy x 103 49743 4.9377  5.0692 50254 4.9738  4.9745  4.9625
—AF x 10 49743 49376  5.0691  5.0255 4.9737  4.9747  4.9627
0 (Yomm) 0.0844  0.3046  0.0621  0.3090 0.2747  0.3405  0.2820
n = 0 oc=1 k?BT =1
—AFN x 10 5.0016  4.9976  5.0053 4.9977  5.0002  4.9961 5.001
—AF x 10  5.0002  4.9987  5.0064 4.9962 4.9988  4.9960  5.0025
5 (Yom) 0.2976 0.2194 0.2140  0.2855  0.2825  0.0142  0.2421
=0 c=10 kgl =1
—AFN 50.0114  49.9820 50.0047 49.9758 49.9949 49.9857 49.9990
—AF 35.0487 37.1008 37.7914 36.8178 38.4833 36.9409 35.2748
5 (%) 29.9185 25.7716 24.4243 26.3288 23.0256 26.0970 29.4490

TAB. 4.1 — Test numérique de 1’égalité de Jarzynski (i). Le travail W est distribué
selon une loi normale N(u, 0?) générée sur 107 points, de moyenne p et de variance o>
[7 tirages successifs indépendants pour chaque couple (i, o)]. Nous comparons AF' et
AFy en faisant varier o ; la déviation relative de AF' par rapport a AFy est indiquée

_ |AF-AFN|
par 0 = Ay

Avant d’exposer la relation de Crooks, qui sous-tend le résultat de Jarzynski, et
de présenter les mesures que nous avons réalisées afin de tester ’égalité de Jarzynski,
considérons un instant plus en détail le cas d’une distribution du travail P(W) gaus-
sienne.

Cette étude se justifie d’autant plus que nos mesures (cf §4.4.3) releveront toujours
du cas gaussien, qui, en outre, décrit toute une classe de systemes faiblement hors
d’équilibre'® [MJ99).

Le cas d’une distribution gaussienne P(WW) peut s’analyser numériquement. Une
attitude “naive” consiste a comparer la variation d’énergie libre AF (4.18) avec son
estimateur gaussien AFy (4.21) : si W est de loi Ny, 0?), les deux estimateurs doivent
conduire au méme résultat.

La table 4.1 reporte le résultat de la comparaison des variations d’énergie libre
AF = -3 In (W) [tirée de (4.18)] et AFyx = p— B0?/2 [tirée de (4.21)]. Le travail
W est distribué selon une loi normale N(u,0?) générée numériquement sur N = 107
points. Nous posons p = 0, 3 = 1 et nous faisons varier 0% = 1072, 1, 102.

Nous comparons les estimateurs AF et AFy sur 7 tirages successifs indépendants.
La déviation relative de AF par rapport a AFy est indiquée par 6 = %. La table
4.1 indique clairement que § est une fonction croissante de la variance o2 (on atteind
jusqu’a des écarts relatifs de 1'ordre de 30% dans le cas o = 10).

Afin de nous assurer que la déviation de AF par rapport a AFy ne dépend que
de la variance o2 (en réalité, comme nous allons le montrer, elle dépend du rapport

16Le régime gaussien n’implique en revanche aucunement que le systeme est faiblement hors d’équi-
libre, comme le montreront notamment nos mesures (cf §4.4.3).
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W= c=10 kT =1

—AFy 50.0186 49.9952 50.0164 49.9739 50.0309 50.0369 50.0390
—AF  36.6730 38.1410 35.4491 34.8496 38.1163 36.4920 36.0162
0 (%) 26.6813 23.7108 29.1252 30.2645 23.8144 27.0698 28.0238
w=10 oc=10 kT =1

—AFN  40.0660 40.0176 40.0186 39.9696 39.9874 40.0342 39.9743
—AF 289355 28.5121 29.5074 27.9547 24.9635 26.0698 29.0444
0 (%) 27.7805 28.7509 26.2657 30.0601 37.5718 34.8812 27.3424

w=100 o=10 kT =1

—AFN  50.0307 50.0274  50.0274 50.0065 49.9798 50.0118 50.0010
—AF  64.7218 628777 55.9410 61.4442 62.0465 63.2481 65.5173
o (%) 29.3642 25.6866 11.8206 22.8723 24.1432 26.4664 31.0319

TAB. 4.2 — Test numérique de I’égalité de Jarzynski (iii). Le travail W est distri-
bué selon une loi normale N(y, 02) générée sur 107 points, de moyenne y et de variance
o2 [7 tirages successifs indépendants pour chaque couple (u,o)]. Nous comparons AF

et AFy en faisant varier p ; la déviation relative de AF par rapport a AFy est indiquée

_ |AF-AFN|
par § = Ay

o/kgT), nous effectuons la méme comparaison en posant o = 10 (c’est a priori le cas
le plus défavorable) et en faisant varier p = 0,10, 100 (toujours avec 3 = 1). La table
4.2 montre clairement que la déviation ¢ est uniquement fonction de la variance o2,

puisque cette derniere est toujours de 'ordre de 20-30% quelle que soit .

L’écart de AF par rapport a AFy peut s’expliquer en raison de la grande sensi-
bilité, par définition'”, de la formule de Jarzynski (4.18) aux événements rares (aux
fluctuations extrémes) de la distribution du travail P(W) : pour o/kgT = fo < 1, la
valeur de AF' s’écarte peu de AFy, tandis que pour So > 1, AF est dominée par les
événements rares, auquels AFy est essentiellement insensible (par définition).

Nous indiquons sur la fig. 4.4 les trois distributions P(W') correspondant a u = 0 et
Bo = 0.1, 1 et 10. On remarquera la fluctuation extréme d’amplitude ~ 50 sur la série
de W correspondant a fo = 10 (ce type d’événement rare est aléatoirement distribué
le long des N = 107 points de la série).

Ces observations n’ont rien d’étonnant, mais il est utile de les faire en prévision des
mesures que nous exposons plus loin au §4.4.3.

On peut mettre en évidence les contributions des événements rares de la distribution
P(W) a AF en étudiant la convergence de la suite

J
AF; = (—5—1 In 1 > e—f’Wk) : (4.25)
J = j

ol Jl Zi:l e "W est la moyenne arithmétique de e #W.

ITRapellons que le logarithme de la quantité <e_5 W> est, par définition, la fonction génératrice des
cumulants de W.
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F1G. 4.4 — Test numérique de I’égalité de Jarzynski (ii). Le travail W est distribué
selon une loi normale N(p, 0%) générée sur 107 points, de moyenne p et de variance o?.
Fig. de gauche : nous comparons les trois distributions P(WW') correspondant & u = 0
et 0 = 0.1, 1 et 10. Fig. de droite : série de W a u = 0 et ¢ = 10; on remarquera la
fluctuation extréme d’amplitude ~ 50.

Nous choisissons deux cas limites : le cas o = 0.1, qui se caractérise par une faible
déviation de AF par rapport a AFy, et le cas fo = 10, qui se caractérise par une forte
déviation de AF par rapport a AFy. Nous posons p = 0 et § = 1, de sorte qu’on peut
directement comparer les variances.

La fig. 4.5 met clairement en évidence la convergence uniforme de AF} dans le
cas Jo = 0.1, tandis que dans le cas o = 10 la suite des valeurs de AF} converge
par paliers et présente des sauts, de plus en plus espacés a mesure que j croit; ces
discontinuités correspondent a des événements rares (ou fluctuations extrémes) de la
distribution P(WV).

Une analyse plus détaillée de ces questions peut étre trouvée dans [Hum01, ZW02a,
ZW02b, ZW03, GRBO03]; nous désirions simplement mettre en évidence quelques ca-
ractéristiques du résultat de Jarzynski avant de le tester expérimentalement, puisque
I’ensemble des réalisations du travail que 1'on peut générer expérimentalement est en
nombre évidemment fini. Plutot que de raffiner I'approche numérique, nous exposons
maintenant la relation de Crooks, qui, outre le fait qu’elle sous-tend le résultat de Jar-
zynski, permet de déterminer d'une autre maniere, et de fagon plus précise, la variation
d’énergie libre AF du systeme durant la transformation de A vers B.

4.3.2 Théoréeme de fluctuation de Crooks

Peu apres que Jarzynski obtint son résultat (4.18), Crooks établit un théoreme de
fluctuation!® permettant de déterminer de facon plus précise la variation d’énergie libre
AF du systéme durant la transformation de A vers B [Cro99, Cro00, Jar00, JW04].

Les considérations de Crooks sont identiques a celles de Jarzynski (exposées au
paragraphe précédent), a ceci pres qu’il considere les trajectoires directes x; [de 1'état

BQu’on peut en quelque sorte attribuer aux travaux antérieurs de G. Gallavotti [Gal99a, Gal05].
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FiG. 4.5 — Test numérique de I’égalité de Jarzynski (iv). Le travail W est dis-
tribué selon une loi normale N(yu,0?) générée sur N = 107 points, de moyenne p et
de variance ¢?. Nous étudions la convergence de la suite AF; [cf (4.25)] par pas de
ON = 10° points dans le cas So = 0.1 (fig. de gauche) et dans le cas o = 10 (fig. de
droite) ; dans chaque cas p =0 et § = 1.

d’équilibre A (t = 0) vers I'état d’équilibre B (t = t;)] et renversées dans le temps
x, =xi_p [de B (t = t5) vers A (t =0)].

De méme qu’on peut calculer le travail W fourni au corps pour une trajectoire x;
lors de la transformation directe [donné par (4.17)], on peut calculer le travail W’ fourni
au corps pour une trajectoire z, lors de la transformation renversée d’apres

ts ts
W= / OuH () dt = — / O.Hi () dt. (4.26)
0 0

ou H'(t') = H(t — t') est I'énergie du corps lors de la transformation renversée.
Ceci étant, Crooks montre que les densités de probabilité du travail direct P(W) et
du travail renversé P'(—W) satisfont a la relation!®

P(W) =P/ (-W) WAL = P/(—T1) Waiss (4.27)

ou AF = Fg — F4 est la variation d’énergie libre du corps lors de la transformation de
A vers B.

Ce résultat appelle plusieurs commentaires. Remarquons tout d’abord que la rela-
tion obtenue implique celle de Jarzynski (4.18) : en multipliant chaque membre de (4.27)
par e "W et en intégrant sur W, P/(—W) étant normalisée & I'unité par hypothese.

Ceci est du au fait que la relation de Crooks, qui donne le rapport PP,(_V‘I,/V)), caracté-
rise plus précisément la distribution du travail que ne le fait 1’égalité de Jarzynski, qui

donne la quantité intégrée (e™?").

Deuxiemement, la relation de Crooks permet de déterminer de facon plus précise
la variation d’énergie libre AF du systeme durant la transformation de A vers B.

9Nous donnons une preuve de ce résultat (due & K. Gawedzki [Gaw05]) dans le cadre d’une dyna-
mique de Langevin dans I’Annexe E.
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Pour cela, il suffit de remarquer que le point de croisement des distributions P(WW) et
P/(=W), ¢'ll existe, c’est-a-dire la valeur du travail pour laquelle P(W) = P'(=W),
correspond précisément a AF.

Cette détermination est en principe plus précise que celle de Jarzynski, puisque
I'intégralité de la distribution P(WW) est nécessaire pour évaluer AF d’apres ce dernier
(il faut calculer la quantité intégrée <e_ﬂW>), tandis que I'évaluation de AF d’apres la
relation de Crooks ne nécessite en principe qu’une détermination partielle des distri-
butions P(W) et P/(—W) au voisinage de leur point de croisement. (Les mesures que
nous présentons au §4.4.3 confirment cette observation.)

Nous pouvons étre plus quantitatifs dans le cas particulier ou les distributions P (1)
et P/(—W) sont gaussiennes

1 *HQ 1 ,u/z
P(W) = e UHES, P(-W) = e~ (4.28)

2ro 2o’

de moyennes et de variances respectives p, i/, 0% et 0’?. Dans ce cas, un calcul simple
conduit au résultat suivant :

1

P(W) = P/(—W) e aor (7H7 )Wo' ollle =)W =(uetue)ltin (4.29)

En supposant que les déviations quadratiques de W et —W par rapport a leurs moyennes
respectives ne different pas sensiblement 1'une de 1'autre, on peut poser 02 ~ o2 dans
la relation (4.29) qui se simplifie notablement :

POV) = P/(—) ot (W=25)

(4.30)

En identifiant le résultat obtenu avec la relation de Crooks (4.27), on trouve que la
variation d’énergie libre fournie au corps pendant la transformation a pour expression

— ! 2I/Viss
AR ="t M, tandis que JQ:M—;u = <ﬁd >

(4.31)

Par conséquent, si les distributions P(W) et P/(—W) sont gaussiennes et telles que
0% ~ ¢, la variation d’énergie libre peut se calculer uniquement & partir des moyennes
p et g/, Dailleurs, si Pon croit & la relation de Crooks (4.27), les variances o2 et 0’* ne
peuvent étre qu’égales.

Ce résultat, obtenu dans un cas particulier, met bien en évidence la supériorité de
la relation de Crooks sur le résultat de Jarzynski (4.18) pour déterminer la variation

d’énergie libre AF' du systeme durant la transformation de A vers B.

Il est maintenant clair que la force appliquée au corps peut étre mise a profit tant
pour évaluer AF a partir de la formule de Jarzynski (4.18) qu’a partir de la formule
de Crooks (4.27). Pour cela, nous donnons a A(t) la forme indiquée par la fig.4.6. La
force appliquée est une fonction périodique A(t) = > \o(t — nTp), de période Ty = 2t,
et dont le motif \g réalise deux ensembles de réalisations du travail direct et renversé.
On peut ainsi déterminer les distributions directe et renversée P(W) et P/(—W).
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1°7¢ réalisation  1°'¢ réalisation 2°™€ réalisation 2°™¢ réalisation

de W de —W de W de —W

0 t 21, 3t, At, t

motif Ao de la force périodique A(t)

F1G. 4.6 — Protocole pour évaluer AF. Pour évaluer la variation d’énergie libre
AF, on applique au systéeme une force périodique A(t) = > Ao(t — nTp), de période
Ty = 2t, et de motif \g. On réalise ainsi deux ensembles de réalisations du travail direct
et renversé qui permettent de déterminer les distributions P(W) et P/(—W). Le temps
de montée T peut étre ajusté de telle sorte que 7 >> Tielax OU T K Trelax, OU Trelax €St
le temps de relaxation de 'oscillateur. La durée des plateaux 7, (~ quelques Tyelax) €st
telle que le systeme soit a I’équilibre en A et B.

4.4 Test expérimental des relations de Jarzynski et
Crooks

Ne serait-ce que par le nombre considérable de publications qui ont été consacrées
au sujet [Jar97a, Jar97b, Cro98, Jar98, Kur98, Cro99, MJ99, JM99, Jar99, Mae99,
Cro00, Jar00, Kur01, Jar02, Muk03, JW04, CM04, Jar04], les relations de Jarzynski
et Crooks semblent avoir acquis le statut de résultat théorique sir, solidement établi,
robuste.

Cependant, E. Cohen et D. Mauzerall ont récemment émis quelques critiques a pro-
pos du régime de validité de ces résultats [CMO04].

Une telle divergence d’opinion est intéressante en soi. Il est en effet difficile, en
regle générale, d’avoir une idée précise de toutes les hypotheses qu'un résultat théo-
rique présuppose : certaines d’entre elles ne sont parfois pas formulées explicitement,
et constituent cependant le point de départ du modele proposé. Par ailleurs, qu’elles
soient mentionnées explicitement ou non, ces hypotheses ne correspondent parfois qu’a
une classe extrémement restreinte de systemes physiques. Donnons quelques exemples
(NB : il s’agit plus de points de questionnement que d’affirmations) :

(i) Processus de Markov. Dans son article [Cro98], Crooks démontre le résultat de
Jarzynski en assimilant la dynamique du systéme a un processus de Markov?.
Modéliser la dynamique d'un systeme par un processus de Markov est certes une
attitude extrémement répandue en physique [Lem02, Gil92, Gil93, Gil96, Nel67,
vK92, Fel68, Fel66], notamment pour étudier le mouvement brownien, mais qui
peut étre parfois peu réaliste : par exemple, elle ne rend pas toujours compte des
systemes physiques “4 mémoire”, ni des corrélations a longue portée. Qu’advient-il

20D ailleurs, une fois cette hypothese posée, la preuve du résultat de Jarzynski est élémentaire.



106 FLUCTUATIONS DANS DES SYTEMES HORS D’'EQUILIBRE

des relations de Jarzynski et Crooks dans ce cas?

(ii) Hypothese ergodique. Dans son article fondateur [Jar97b], Jarzynski démontre le
résultat (4.18). Sous cette forme, et avec la signification que Jarzynski donne a la
moyenne?! (), ce résultat ne semble pas dépendre d'une quelconque hypothese er-
godique. Toutefois, il apparait plus ou moins clairement a la lecture de cet article
que l'ergodicité®? du systéme doit étre supposée : en effet, Jarzynski contourne
la difficulté du probleme dynamique en utilisant une approche statistique, et ne
manipule que des distributions d’équilibre “Gibbsiennes” purement “statiques”.
Or il nous semble qu’une telle approche du probleme présuppose une dynamique
du systeme ergodique (du moins en théorie standard), et que son domaine d’ap-
plicabilité doit dépendre (au moins implicitement) du temps de relaxation du
systéme?®. Les résultats de Jarzynski et Crooks nécessitent-ils une dynamique er-
godique 7 Si c¢’est le cas, comment cela peut-il étre possible si une force extérieure
d’amplitude arbitrairement élevée et dépendant du temps de facon quelconque
est appliquée au systeme ?

Pour E. Cohen et ses collaborateurs, le résultat de Jarzynski ne serait pas valable
pour une transformation quelconque®*, mais seulement pour des transformations telles
que le corps en question soit faiblement hors d’équilibre. Cela impliquerait notamment
qu’il doit étre possible de mettre en défaut le résultat de Jarzynski, et donc celui de
Crooks, en forcant le corps considéré de maniere tres irréversible (i.e. pour 7/Tyelax << 1)
ainsi qu’a tres forte amplitude entre les états d’équilibre initial et final de la transfor-
mation.

La controverse lancée par E. Cohen et ses collaborateurs n’ayant pas (encore) abouti
au moyen d’arguments théoriques, nous nous proposons de tester expérimentalement
les résultats de Jarzynski et Crooks sur un systéme bien controlé : 'oscillateur méca-
nique amorti auquel nous avons consacré le chapitre 2.

Il est bien évidemment possible de tester ces résultats numériquement, en générant
sur ordinateur une dynamique de Langevin, par exemple. Nous choisissons délibérément
de tester expérimentalement les résultats de Jarzynski et Crooks car ces derniers consti-
tuent, avec le TFD et ses extensions hors d’équilibre, une bonne approche pour I'étude
de la dynamique et des échanges de chaleur de systemes durablement hors d’équilibre,
tels les matériaux amorphes relevant de la matiére molle (plastiques comme le PMMA
ou le PVC, gels comme la laponite) ou de la physique des solides (verres de spin).

La dynamique de ces derniers étant extrémement difficile a simuler numériquement
(essentiellement en raison des capacités de calcul limitées des ordinateurs®), et peu

21Qui est précisément celle que nous avons indiquée au §4.3.1.

227 ce sujet, les réfs. [EE02, Khi49, LP73, Leb93, Leb95, Leb99, Gol01, Bri96, KIUH65, BL67,
BLCT59, KTH98a, KTH98b, Gal99b, Dor99, Rue91] sont particulierement utiles.

23Cette opinion n’engage que moi. Encore une fois, il n’est pas question ici d’affirmer quoi que ce
soit ni de critiquer les résultats de Jarzynski et Crooks, mais de poser des questions que nous jugeons
légitimes.

24Rappelons qu’il s’agit du résultat obtenu par Jarzynski, Crooks et leurs collaborateurs.

250n ne peut en effet actuellement simuler la dynamique hors d’équilibre des systémes mentionnés
que sur quelques microsecondes.
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(voire pas) étudiée expérimentalement dans le contexte des travaux que nous présentons
dans ce manuscrit, il semble pertinent de s’intéresser directement a un systeme physique
réel, sans que nous soyons limités par diverses hypotheses et approximations théoriques.

En outre, s’il est vrai que des expériences de biophysique ont exploité les résultats
de Jarzynski et Crooks, notamment afin d’évaluer la variation d’énergie libre de I’ARN
lorsqu’on étire ce dernier [LDS'02], aucune expérience ne semble avoir été réalisée dans
le but de tester ces résultats.

Pour toutes les raisons mentionnées, un tel test se justifie. Pour pouvoir le réaliser,
il faut disposer d'un systeme suffisamment bien controlé dont on puisse évaluer la
variation d’énergie libre pendant la transformation autrement qu’a partir des formules
de Jarzynski et Crooks.

4.4.1 Principe du test

Des arguments classiques permettent d’obtenir une expression simple de la variation
d’énergie libre AF' de l'oscillateur pendant la transformation réalisée.

Selon la mécanique, la variation d’énergie du corps entre les instants t = 0 et ¢ = ¢,
f(f * 0, Ey(p, q) dt est égale & la somme des variations de 1'énergie cinétique fg *0,Ty(p) dt
et de I'énergie potentielle fg 0;Vi(q) dt. Dans le cas considéré, la variation d’énergie

cinétique entre les états A et B est en moyenne nulle (aux fluctuations pres), de sorte

que { 1" Eu(p, ) dt) = ([ OVila) dt) ot Vilgs \) = 3ha? = Ag.

L’équation du mouvement du degré de liberté ¢ étant de la forme mqg+nqg+kq = A,
sa valeur moyenne d’équilibre, correspondant & Apax, est donnée par (¢max) = ’\’;‘:X et
son carré moyen par (g2,,) = (#222)? (aux fluctuations pres®). La variation d’énergie

du corps vaut donc en moyenne AE = AV = 1k(¢2,.) — Amax (Gmax) = A

1 5 2k
_§k <Qmax> .

On peut identifier la variation d’énergie moyenne AFE ainsi obtenue a la variation
d’énergie libre AF' par le procédé suivant. Comme il est d’usage en thermodynamique,
I'énergie interne du corps F = E(S,V, N) est une fonction de son entropie S, volume
V' et nombre de particules N, ce que nous écrivons en terme de différentielles dFE =
TdS — PdV + udN, ou T désigne la température du corps, P la pression et p le
potentiel chimique.

L’énergie étant une grandeur extensive, 7', P et i sont lies par la relation®” S d7T —
VdP + Ndu = 0, soit en terme de différences finies SAT — VAP + NAu = 0, avec
par ailleurs AF = AE — TAS — SAT. Ainsi, pour identifier la variation d’énergie du
corps AFE écrite ci-dessus a la variation d’énergie libre du corps AF, il faut montrer que
AS = AT = 0. Puisque par hypothese nous avons T4y = T = Tihermostat, NOUS avons
bien AT = Tp—T4 = 0 (ce résultat peut aussi s’obtenir a partir de la relation de Gibbs-
Duhem, en utilisant le fait que nos expériences correspondent précisément a AP =
Ap = 0). Le terme entropique TAS est plus problématique a analyser. Toutefois, si ’on

26Si 1'on désire tenir compte de ces dernieres, il faut ajouter %kBT dans l'expression de {¢2,.), en
vertu de I’équipartition de I’énergie.
2TBaptisée relation de Gibbs-Duhem [Cal85].
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considere que l'on a & faire & un systéme purement mécanique®®, alors AS = 0. Grosso
modo, cela revient a asimiler notre systéme expérimental (I'oscillateur harmonique
amorti viscoélastique) a un systéme a un degré de liberté effectif (macroscopique), ce
qui impose AS = 0 en prenant le logarithme. Ainsi, on a simplement

2

1 A
AE = AF = — =k (quay)? = — -2 4.32
ok ) = =5 (4.32)

Nous disposons donc d'un estimateur relativement robuste de la variation d’énergie
libre du corps pendant la transformation, que nous allons comparer aux valeurs tirées
des relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27).

4.4.2 Travail classique et variation d’énergie libre intrinseque

En réalité, nous disposons d'une autre grandeur pour évaluer la variation d’énergie
libre fournie au corps pendant la transformation : le travail classique W, effectué par
la force extérieure A(t) sur le corps pendant la transformation. Ce dernier est lié au
travail thermodynamique W par la relation suivante®® :

ts ts
W = —/ Agdt = — [Ny = Wa,  Wa= —/ Ag dt. (4.33)
0 0

(Nous affectons le travail classique W, d’un signe moins afin que ce dernier obéisse a
la méme convention de signe que W.)

Cette décomposition est similaire a celle que nous avons effectuée au §4.3.1 en
écrivant W = AF + Wy [cf (4.22)], puisqu’a nouveau nous exprimons W comme la
somme d’une quantité ne dépendant que des états initial et final de la transformation,
— [)\q] gs, et d’une quantité fluctuante, W, qui dépend non seulement des états initial
et final de la transformation mais aussi de la nature précise de cette derniére (comme

Le terme aux bornes —[)\q} g‘g, quant a lui, est simplement la variation d’énergie
potentielle du corps induite par la force pendant la transformation.

Cette observation en appelle une autre® : si I’on désire évaluer la variation d’énergie
libre intrinseque du corps pendant la transformation, il faut soustraire la quantité
— [)\q] és a AF, que cette derniére soit donnée par (4.18) ou par (4.21), ce qui revient
a ne tenir compte que de I’énergie potentielle sans force appliquée V;(q) = %k‘q2 pour
évaluer AF' comme nous 'avons fait plus haut.

Ainsi, si nous notons AFy la variation d’énergie libre intrinseque du corps pendant

la transformation
AFy=AF-®, ot ®=-[\], . (4.34)

28 A ce propos, voir les compléments 2-D et 3-L du livre de Diu [DGLR89].

290btenue par intégration par parties.

30Qu’on peut par ailleurs trouver des les premieres pages des principes élémentaires de mécanique
statistique de J. Gibbs [Gib&1].
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Comme nous ’avons indiqué plus haut, nos expériences correspondent & une équa-
tion du mouvement linéaire de la forme mq + ng + kg = \. Dans ce cas AF' [donnée
par la relation (4.32)] et AF}, coincident au signe pres :
AF, = AF—1k< )2—Af2nax (4.35)

0 — - 2 Gmax - ok . .

Cette différence entre AF et AF, se manifeste de facon particulierement claire
lorsque le systeme est non linéaire : par exemple si son équation du mouvement est de
la forme mq + ng + 3kq* = X, c’est-a-dire pour Vi(¢g; A) = %kq3 — Aq. Dans ce cas, un

calcul simple conduit & AFy = %\/% A2 tandis que AF = —2AF.

Remarquons enfin que le travail classique W, permet de tester les résultats de
Jarzynski et Crooks d’une deuxieme maniere. Nous usons pour cela d’un argument
heuristique et nous notons i et p, les valeurs moyennes des travaux classiques direct
et renversé, de distributions P(W,) et P'(=Wy).

A moins que la force appliquée ne soit conservative (auquel cas le travail classique ne
dépend que des états initial et final de la transformation), le travail classique dépend de
la nature précise de la transformation entre les états d’équilibre initial et final (comme

Aussi, si 'on considere une transformation telle que les travaux classiques direct et
renversé soient radicalement différents, par exemple si le corps considéré dissipe plus
d’énergie durant la transformation de A vers B que durant la transformation de B
vers A, et si les distributions P(W,,) et P’(—W,) sont gaussiennes, il est clair, d’apres
la relation (4.30) du §4.3.2, que le point de croisement des distributions P(Wy) et
P'(—=Wy), s'il existe, coincide précisément avec la variation d’énergie libre du corps
AF, qui est la seule quantité indépendante de la nature de la transformation.

Si les distributions P(Wq) et P'(—W,) sont gaussiennes, le travail dissipé durant la
transformation, quant a lui, doit étre tel que

el + /’Llcl = —2 (Waiss)- (4.36)

En revanche nous n’avons pas de relation du type 0% = puq + 1, qui ne peut
s’obtenir qu’a partir de la relation de Crooks (4.27) dans le cas gaussien.
Dans le cas ou les distributions P(W¢) et P’(—W,) sont gaussiennes de variances

o2 et o2, on peut obtenir des relations analogues a (4.29) et (4.30) pour le travail
classique :
o
AF:w pour o3~ o7, (4.37)

Noter que les observations faites plus haut ainsi que les résultats (4.36) et (4.37),
qui valent pour le travail classique, s’appliquent a fortiori au travail thermodynamique
W, indépendamment de la relation de Crooks (4.27), pour peu que ce dernier ait des
distributions directe et renversée P(W) et P/(—W) gaussiennes.

Nous disposons donc de deux estimateurs de la variation d’énergie libre du corps
pendant la transformation [formule (4.32) et point de croisement des distributions du



110 FLUCTUATIONS DANS DES SYTEMES HORS D’'EQUILIBRE
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FiG. 4.7 — Vérification du TFD. Nous représentons le spectre de fluctuation <|§|2>
obtenu a M, = 0 (ligne continue) ainsi que le spectre de fluctuation % Im X' tiré de
la mesure de la réponse Y’ (o). Les deux spectres se superposent exactement 1'un sur
lautre : le TED est vérifié (cf chap. 2 pour les notations).

travail classique dans le cas gaussien|, que nous allons comparer aux valeurs tirées des
relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27).

4.4.3 Mesures

Le systeme auquel nous nous proposons de faire subir une transformation entre
ses états d’équilibre initial et final A et B est l'oscillateur mécanique amorti auquel
nous avons consacré le chapitre 2. Pour des raisons de facilité de mise en ceuvre et de
reproductibilité, nous portons notre choix sur l'oscillateur en torsion, représenté sur les
figs 2.10, 2.14 et 2.12 des §§2.3.2 et 2.3.4.

Avant toute chose, nous nous assurons que le théoreme fluctuation-dissipation est
vérifié lorsqu’aucun moment de force n’est appliqué a l'oscillateur : c¢’est effectivement
ce que reporte la fig. 4.7.

Afin de déterminer AF' d’apres les résultats de Jarzynski et Crooks, nous appliquons
a loscillateur un moment de force périodique M(t) = > My(t — nTy), de période
Ty = 2t, et de motif My, dans le but de déterminer les distributions du travail direct
et renversée P(W) et P/(—=W).

Noter que AFy = —AF, ou AFy désigne la variation d’énergie libre intrinseque
de l'oscillateur pendant la transformation, puisque ce dernier est un systeme linéaire
[voir le §4.4.2 relations (4.33)-(4.34), pour les définitions de AF, et ®, que nous ne
rappelons pas ici].
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a(*) bH*) c™ d) e(*) £() gt [ w0 |6
vy (Hz) 326.3 | 326.3 | 326.3 | 326.3 | 326.3 | 343.4 | 343.4 | 348.2 | 348.2
Trelax (10S) 235 | 235 | 235 | 235 | 235 | 342 | 342 | 619.8 | 619.8
T/ Trelax 8.49 | 0.86 | 3.52 | 2.79 | 4.2 0.12 | 0.12 | 0.08 | 0.08
To/ Trelax 33.76 | 3.38 | 14.12 | 11.31 | 17.1 | 5.61 | 5.61 — —
|Miax| (pPNm) | 834 | 423 | 428 | 295 | 0.84 | 11.76 | 22.09 | 5.83 | 14.92

TaB. 4.3 — Configurations expérimentales envisagées. Les symboles ) et )
indiquent respectivement si 1'oscillateur est immergé ou non dans un fluide visqueux;
7, désigne la durée d’'un plateau (cf fig.4.6).

Comme l'indique la fig. 4.6 du §4.3.2, le moment de force appliqué se caractérise
par son temps de montée 7 et son amplitude maximale M., ; nous prendrons systé-
matiquement M, = 0.

Le temps de montée 7 doit etre comparé au temps de relaxation de 1'oscillateur 7ye1ax
(cf chap.2) : pour T > Tyelax, les chemins empruntés par le systeme seront réversibles
tandis que pour T < Tielax ils seront irréversibles; le cas intermédiaire 7 < Tpelay Sera
sujet a caution (régime faiblement irréversible).

Nous avons donc effectué trois séries d’expériences correspondant a chacun de ces
cas, ainsi qu’'une quatrieme série d’expériences, plus “exotique”, dont la table 4.3 donne
les caractéristiques essentielles.

Transformations réversibles

Nous commencons par examiner le cas d’une transformation réversible correspon-
dant a un moment appliqué M (t) en forme de rampes et plateaux, comme l'indique
la fig. 4.8(i), conformément & ce que nous avons annoncé précédemment au §4.3.2 (cf
fig. 4.6).

Le temps de montée 7 du moment appliqué M (), indiqué sur la fig. 4.8(i), est donc
tel que T >> Trelax, AVEC Trelax = 23.5 ms. L’oscillateur considéré a une constante (de
rappel) de torsion C' = 5.25 x 107 Nmrad™! et est amorti par une huile minérale
d’indice optique n = 1.65, de coeflicient de viscosité v = 121.3 mPas et de densité
P =0.9pean & T =21.3°C (température de travail).

Nous effectuons quatre expériences, que nous numérotons a), c), d) et e), correspon-
dant a un moment de force appliqué d’amplitude maximale M., = 8.34, 4.23, 4.28
et 0.84 pNm, de temps de montée correspondant 7 = 199.5, 20.2, 65.6 et 99.6 ms,
comme 'indique plus bas la table 4.4.

Dans un premier temps, nous remarquons que l’enveloppe du spectre du dépla-
cement angulaire 6§, qu’indique la fig. 4.8(iii), correspondant a la série temporelle 0(t)
représentée sur la fig. 4.8(ii), n’est absolument pas modifiée par 'application du moment
M(t) : Tenveloppe de \/{|0]?) correspond précisément & celle du spectre de fluctuation
a I'équilibre de 'oscillateur, représenté sur la fig. 4.7. Le spectre mesuré a M (t) # 0 se
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F1a. 4.8 — Transformations réversibles. Oscillateur immergé dans I'huile [cas a)] : (i)
Moment de force appliqué M(t), (ii) Déplacement angulaire induit 6(¢), (iii) Sa densité
spectrale /{|0]?), (iv) Sa pdf P(#) (symboles o; ajustements gaussiens correspondant
aux états A et B représentés en lignes continues), (v) Puissance thermodynamique
injectée W = — M@, (vi) Puissance classique injectée Wy = — M.
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distingue du spectre de fluctuation a I’équilibre seulement par la présence des harmo-
niques du moment appliqué.

La fig. 4.8(iv) reporte la densité de probabilité P(#) correspondant au déplacement
angulaire de la fig. 4.8(ii). Nous remarquons que P(6) est gaussienne aux voisinages des
angles 64 et Op correpondant aux états d’équilibre A et B, indiqués sur la fig. 4.8(i).

Pour les valeurs intermédiaires de I'angle 6 € [0 +¢,04 — ] (e ~ 5 x 107 rad sur
la fig. 4.8(iv)), il est d’ailleurs possible de montrer (cf Annexe F) que 'on a approxi-
mativement

dé
PO)df ~ — 438
A (4.38)

ou A est un parametre d’ajustement.

Enfin, les figs. 4.8(v) et 4.8(vi) reportent les puissances classiques Wy = —M 0 et
thermodynamique W = —M@ injectées dans le systéme lors de la transformation.
Nous remarquons que ces dernieres, bien que n’étant pas indépendantes [cf (4.33)],
sont complémentaires en ce sens que W # 0 pour M # 0 tandis que Wy # 0 pour
M # 0.

Ces figures mettent bien en évidence le fait que c’est le travail thermodynamique
qu’il convient de considérer pour calculer la variation d’énergie libre AF = Fg — Fy
entre les états d’équilibre A et B, puisque ce dernier n’est sensible qu’aux variations
du moment appliqué M, et que c’est précisément lorque ce dernier varie de maniere
appréciable que les échanges d’énergie sont les plus significatifs.

Afin de tester les résutats de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27), nous calculons les
travaux direct et renversé W et —W pour chaque réalisation A — B et B — A, respec-
tivement, comme l'indiquent les figs. 4.6 et 4.8(i). Nous pouvons ainsi déterminer les
densités de probabilité des travaux direct et renversé P(W) et P/(—W), respectivement.
Et nous opérons de la méme maniere pour le travail classique.

Enfin, nous calculons la variation d’énergie libre du corps pendant la transformation
d’apres la formule (4.35), comme nous 'avons indiqué au §4.4.2.

Puisque c’est la variation d’énergie libre intrinseque du systeme AF, pendant la
transformation qui est la grandeur pertinente (cf début de ce paragraphe et §4.4.2),

nous ne nous intéressons qu’a cette derniere [voir la relation (4.34) pour la définition
de AFj et .

La fig. 4.9 représente les fonctions de distribution des travaux thermodynamique et
classique directes et renversées obtenues dans les cas a) et ¢) (voir aussi la table 4.4
plus bas).

Dans tous les cas nous obtenons des distributions gaussiennes, dont les ajustements
sont représentés par les lignes continues (symboles o et [ : données expérimentales
correspondant aux transformations directes et renversées), et dont nous notons Wy et
Wi les points de croisement respectifs.

D’apres la relation de Crooks (4.27), Wy doit correspondre a AF'| tandis que du fait
du caractere gaussien des distributions du travail classique, W ¢ doit correspondre a
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(ii)

ﬁWCl

F1a. 4.9 — Transformations réversibles. Cas a) : (i) P(W) et P/(=W), (ii) P(Wy)
et P/(=Wy); Cas c) : (iii) P(W) et P/(=W), (iv) P(Wa) et P'(=W4) (les pdfs directes
et renversées sont représentées par les symboles o et [, respectivement, tandis que les
ajustements gaussiens sont représentés par les lignes continues).
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’ 7-/7—1relax ‘ Mmax ‘ _<AF+(I)) ‘ AF,+® ‘ _(W0+(I)) ‘ _WCI,O ‘ A% ‘ |AFQ| ‘

853 | 8.3 23.5 23.1 23.5 234 [238] 1.0
3.59 4.3 6.1 5.9 6.5 6.1 6.1 | 04
2.8 3.0 2.8 2.6 3.2 2.9 2.7 | 0.3
4.2 9 0.8 0.21 0.20 0.22 0.21 |0.22 | 0.04

TAB. 4.4 — Transformations réversibles. Energies libres des cas a), ¢), d) et e)

exprimées en unité de kg7 (les valeurs de M. sont indiquées en pNm). AV = Mzig"
désigne Destimateur classique (4.35) [cf §4.4.2; ici C'=5.25 x 107* Nmrad™!].

AF (cf §4.4.2).

Dans le cas a), nous trouvons —(Wy + ®) ~ 23.5 kT pour point de croisement
des distributions P(WW) et P/(—W), tandis que le point de croisement des distributions
P(Wcl) et P,<—WC1) vaut _WCI,O ~ 234 ]{IBT

Ces valeurs doivent étre comparées a notre estimateur classique, qui vaut dans ce
cas AVy ~ 23.8 kgT'. L’application de la formule de Jarzynski (4.18) a I’ensemble des
réalisations du travail thermodynamique correspondant aux transformations directes
et renversées fournit —(AF + @) ~ 23.5 kgT et AF' 4+ ® ~ 23.1 kgT, respectivement.

Nous indiquons dans la table 4.4 les résultats obtenus dans les cas ¢), d) et e), ou
figure en outre l'estimateur |AFis|, correspondant a la variation d’énergie libre calculée
d’apres la formule de Jarzynski (4.18) pour la transformation A — A (nous n’'indiquons
pas la valeur correspondant a la transformation B — B, qui est quantitavement la
méme). Comme nous nous y attendons, ce dernier est nul aux erreurs expérimentales
de mesures pres.

Das tous les cas, les distributions directes et renversées des travaux thermody-
namiques et classiques sont gaussiennes, et les différents estimateurs de la variation
d’énergie libre AFj sont en excellent accord.

Voyons si nous sommes conduits aux mémes observations lorsque nous faisons subir
a l'oscillateur des transformations faiblement irréversibles.

Transformations faiblement irréversibles

Afin de tester les relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27) dans le régime
faiblement irréversible, nous envisageons des transformations telles que 7 < Trelax, €t
pour lesquelles le moment appliqué est toujours en forme de rampes et plateaux, comme
I'indique la fig. 4.8(i). Les valeurs de 7 et de Myax que nous avons considéré sont
indiquées dans la table 4.5.

Noter qu’entre-temps il a été nécessaire de remplacer l'oscillateur, du fait de sa
détérioration par I'huile (cf chap.2) : pour les cas f) et g), ce dernier n’a donc plus la
méme constante de torsion C' que nous avons indiquée plus haut.
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’ 7-/7-relax ‘ Mmax ‘ _(AF+(I)) ‘ AF’+® ‘ _<W0+(I)) ‘ _WCI,O ‘ A% ‘ ‘AFO| ‘

0.85P | 4.2 6.6 6.1 6.0 6.6 6.1 1.0
3.5¢9 6.3 6.1 5.9 6.5 6.1 6.1 | 04
2.8 3.0 2.8 2.6 3.2 2.9 2.7 | 0.3
429 | 0.8 0.21 0.20 0.22 0.21 |0.22| 0.04
0110 ] 11.8 33 30.8 32.54 31.15 | 314 | 3.6
0.119 | 22.1 117.6 110.5 114 110.1 | 111 | 15.1

TAB. 4.5 — Transformations faiblement irréversibles. Energies libres des cas b)-
e), f) et g) exprimées en unité de kg7 (les valeurs de M.y sont indiquées en pNm).

AV = ]\42’%" désigne I'estimateur classique (4.35) [cf §4.4.2; C' = 5.25x 10~* Nmrad ™!

pour les cas b)-e) tandis que C'= 5.5 x 107* Nmrad ™! pour les cas f) et g)].

Cette étude, dont les résultats sont indiqués dans la table 4.5, fournit essentiellement
les mémes résultats que pour les transformations réversibles que nous avons envisagées
précédemment : dans tous les cas, les distributions du travail sont gaussiennes, leurs
points de croisement correspondent a notre estimateur classique AV, lui-méme en ex-
cellent accord avec la variation d’énergie libre tirée de la formule de Jarzynski (4.18).

Transformations irréversibles

Venons-en maintenant au cas le plus intéressant : celui des transformations irréver-
sibles, pour lesquelles 7 < Trelax-

A nouveau, il a été nécessaire entre-temps de remplacer 1'oscillateur, du fait de sa
détérioration par 'huile (les valeurs de la constante de torsion de I'oscillateur sont in-
diquées plus bas dans la table 4.6). Comme dans les deux cas précédents, le moment
appliqué est en forme de rampes et plateaux, comme l'indique la fig. 4.8(1).

La fig. 4.10 reporte les fonctions de distribution des travaux thermodynamique et
classique directes et renversées obtenues dans le cas g) (voir aussi la table 4.6 plus bas),
correspondant & 7/Tyelax = 0.11 et My = 22.1 : encore un fois, il s’agit de gaussiennes.

Signalons qu’il s’agit de la transformation la plus irréversible que nous ayons pu en-
visager avec notre dispositif expérimental (nous verrons plus loin au §4.5 les limitations
expérimentales des résultats de Jarzynski et Crooks).

Nous indiquons dans la table 4.6 les résultats obtenus. A nouveau, nous obtenons
des distributions du travail gaussiennes, dont les points de croisement correspondent a
notre estimateur classique AV}, ce dernier étant en excellent accord avec la variation
d’énergie libre tirée de la formule de Jarzynski (4.18).

Transformations “exotiques”
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“150 ~140 -130 120 ~110 -100 —90 -80 150 ~100 -50
el fWa

F1G. 4.10 — Transformation irréversible. Cas g) : (i) P(W) et P/(=W), (ii) P(Wy)

et P/(—=W4) (les pdfs directes et renversées sont représentées par les symboles o et

[] respectivement, tandis que les ajustements gaussiens sont représentés par les lignes
continues).

|7/ Tretax | Mmax | —(AF + @) [AF' +@ [ —(Wo + @) | —Wayp | AV, | [AFS] |
(085”42 | 66 | 61 | 60 [ 66 |61] 10 |
0119 | 11.8 33 30.8 32.54 31.15 [ 314 3.6
0.11# | 221 117.6 110.5 114 110.1 | 111 | 15.1

TAB. 4.6 — Transformations irréversibles. Energies libres des cas b), f) et g) ex-
primées en unité de kT (les valeurs de M,y sont indiquées en pNm). AV = Aég‘ca"
désigne Pestimateur classique (4.35) [cf §4.4.2; C' = 5.25 x 107* Nmrad~! pour le cas

b) tandis que C' = 5.5 x 107 Nmrad~! pour les cas f) et g)].
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(7 /Trotex | Mo | —(AF +®) [AF +® | —(Wy + @) | —Wayp | AV | [AF] ]
008D | 5.8 10.3 10.0 10.1 10.1 | 10.3] 04
0.08 ) | 14.9 67.4 65.5 66.8 66.4 | 67.5| 2.4

TAB. 4.7 — Transformations “exotiques”. Energies libres des cas h) et i) exprimées

en unité de kgT (les valeurs de M.« sont indiquées en pNm). AV = % désigne
'estimateur classique (4.35) [cf §4.4.2; ici, C = 1.6 x 107* Nmrad™'].

Pour conclure cette étude expérimentale, nous examinons un type de transformation
moins conforme a I'hypothese fondamentale de Jarzynski et Crooks, selon laquelle le
systeme doit impérativement étre dans des états initial et final d’équilibre A et B.

Cette fois-ci, non seulement la transformation est irréversible en ce sens que 7/ <
Trelax (Voir plus bas pour la définition de 7), mais le temps de résidence dans les états A
et B n’est pas suffisant pour que le systeme y atteigne I’équilibre. Pour ce faire, nous
appliquons un moment de force tel que

M(t) = My sin®(wt), (4.39)
et pour lequel 7 = /2w <K Tyelax (voir la table 4.7 pour les valeurs de 7 /Tielax €t Miax)-

Bien que les maxima et les minima du moment appliqué ne correspondent en aucune
fagon a des états d’équilibre de 'oscillateur, nous les définissons comme étant les états
initial A et final B d’une réalisation de la transformation A — B, afin de tester®! les
relations de Jarzynski et Crooks.

Les figs. 4.11 et 4.12 représentent le moment de force appliqué M (t), le déplacement
angulaire induit 6(t), ainsi que les puissances thermodynamique P et classique Py
injectées dans le systeme dans les cas h) et i), respectivement.

Nous indiquons dans la table 4.7 les résultats obtenus. Contre toute attente, nous
obtenons encore une fois des distributions du travail gaussiennes, dont les points de
croisement correspondent a notre estimateur classique AVp, ce dernier étant en ex-
cellent accord avec la variation d’énergie libre tirée de la formule de Jarzynski (4.18).

Résumé des résultats obtenus

Nous rassemblons les différents résultats obtenus dans la table 4.8.

Notre étude expérimentale des relations de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27) permet
de trancher partiellement le débat récemment amorcé par Cohen et ses collaborateurs
[CMO04].

3] s’agit d’un abus de langage, car nous ne testons pas véritablement ici les résultats de Jarzynski
et Crooks, dans la mesure ou la définition des états A et B est affaire de convention, l'oscillateur
n’atteingnant jamais I’équilibre.
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F1G. 4.11 — Transformation “exotique”. Cas h) : moment de force appliqué M(t) (i),
déplacement angulaire induit 6(¢) (ii), puissances thermodynamique P (iii) et classique
P, (iv) injectées dans le systeme.

’ 7—/7_1"elax ‘ Mmax ‘ _(AF+(I)) ‘ AF/_I_(I) ‘ _(W0+(I)) ‘ _Wcl,O ‘ AVvO ‘ ’AFO| ‘

852 | 8.3 23.5 23.1 23.5 234 [238] 1.0
0.85 P | 4.2 6.6 6.1 6.0 6.6 6.1 1.0
3.5 9 4.3 6.1 5.9 6.5 6.1 6.1 | 04
28U | 30 2.8 2.6 3.2 2.9 2.7 1 03
429 | 0.8 0.21 0.20 0.22 0.21 |0.22| 0.04
0119 ] 11.8 33 30.8 32.54 31.15 [ 314 36
0.119 | 22.1 117.6 110.5 114 110.1 | 111 | 15.1
0.08 [ 58 10.3 10.0 10.1 101 [103] 04
0.08 9 | 14.9 67.4 65.5 66.8 66.4 | 675 | 2.4

TAB. 4.8 — Résumé des résultats obtenus. Energies libres des cas a)-i) exprimées

en unité de kT (les valeurs de M.« sont indiquées en pNm). AV, = % désigne
lestimateur classique (4.35) [cf §4.4.2; C = 7.5 x 107* Nmrad™! pour les cas a)-e),
5.5 x 107* Nmrad™! pour les cas f) et g), et 1.6 x 107* Nmrad™! pour les cas h) et

).
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F1G. 4.12 - Transformation “exotique”. Cas i) : moment de force appliqué M (¢) (i),
déplacement angulaire induit 6(¢) (ii), puissances thermodynamique P (iii) et classique

P, (iv) injectées dans le systeme.
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Partiellement, car quelle que soit la nature de la transformation envisagée entre les
états d’équilibre A et B, les distributions du travail classique et thermodynamique sont
gaussiennes, indépendamment de 'amplitude maximale M., du moment appliqué et
de son temps caractéristique de variation 7.

Nous établissons certes la validité des résultats de Jarzynski et Crooks, mais on
pourrait penser que le test expérimental que nous avons réalisé est limité a une classe
de systemes extrémement restreinte. Notamment, la premiere question qui vient a I'es-
prit est “que se passe-t-il pour des distributions du travail non gaussiennes”? Nous
n’apportons pas de réponse a cette question, et le débat reste ouvert.

Dans notre cas, la seule alternative consiste manifestement a forcer 'oscillateur de
facon non linéaire. Or réaliser une non linéarité a ce niveau de sensibilité est une tache
extremement compliquée, que je ne suis pas parvenu a accomplir.

Quant a I'alternative qui consisterait a forcer 'oscillateur a tres grande amplitude,
nous allons montrer dans le paragraphe suivant qu’elle conduit, pour peu que les distri-
butions du travail soient gaussiennes, a 'impossibilité pure et simple de déterminer le
point de croisement de ces dernieres, autrement dit de tester les relations de Jarzynski
et Crooks.

Dans ce méme paragraphe nous démontrons aussi, sur la base d'une dynamique de
Langevin, I'insensibilité du résultat de Jarzynski vis-a-vis du temps caractéristique de
variation 7 de la force appliquée pendant la transformation, si la distribution du travail
est gaussienne : si tel est le cas, 1’égalité de Jarzynski doit étre vérifiée quel que soit 7,
comme nous 'avons observé expérimentalement (par ailleurs, c’est aussi ce que montre
la démonstration de K. Gawedzki reproduite dans I’Annexe E [Gaw05]).

4.5 Dynamique de Langevin dans le cas gaussien

Nos mesures mettent clairement en évidence deux propriétés du systeme étudié®?,

quelles que soient I'amplitude de la force appliquée )\, et sa vitesse de variation A oc 771 :

(i) Les fluctuations du travail W sont gaussiennes (que la force appliquée soit de

W—p)?
faible ou de forte amplitude / vitesse de variation), i.e. P(W) = ﬁ e 7 on

p=EW) et c* = Var(W).
(ii) Les fluctuations des petits déplacements X (¢) de l'oscillateur autour de sa va-

leur moyenne d’équilibre X sont gaussiennes (avec ou sans force appliquée, que
cette derniere soit de faible ou de forte amplitude / vitesse de variation), i.e.

2
P(X) = -L_e "5 ol i = E(X) et 0 = Var(X); autrement dit, le TFD

est systématiquement vérifié dans les états (d’équilibre) A et B.

Nous pouvons préciser ces points en revenant un instant sur les mesures présentées
au paragraphe précédent. Afin d’éviter toute ambiguité, nous portons notre choix sur le
cas g), qui correspond a la transformation la plus irréversible que nous avons réalisée.

32Dans ce paragraphe, A désigne la force appliquée au centre d’inertie X de oscillateur.
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Ce que nous avons énoncé plus haut revient a dire que lorsque 'oscillateur est soumis
a une transformation quelconque, a fortiori irréversible, son déplacement angulaire 6()
peut s’écrire de la maniere suivante :

Oriz0 = (Onrzo0) + Ori=o, (4.40)

ol (frrz0) est la réponse moyenne de I'oscillateur au moment M, et 5= correspond
aux fluctuations a I’équilibre de 'oscillateur, satisfaisant le TFD.

Si tel est le cas, la densité de probabilité du déplacement angulaire 0529 s’écrit
comme le produit de convolution des distributions respectives de (fpz0) et Orr=o
[JP03] :

P(Barz0) = P({Bar0)) % P(Bar0)- (1.41)

Montrons que c’est effectivement le cas pour nos expériences.

La fig.4.13(i) reproduit la densité de probabilité P(6y=) de l'oscillateur corres-
pondant au cas g) du paragraphe précédent, obtenue a M(t) = 0 : il s’agit d'une
gaussienne.

Nous indiquons sur la fig. 4.13(ii) la densité de probabilité P((€xs20)) de I'oscillateur
lorsque ce dernier est soumis aux cycles de transformations correspondant au cas g) du
paragraphe précédent : cette derniere tend vers deux distributions de Dirac centrées
sur les positions d’équilibre initiale et finale de 'oscillateur, correspondant aux états
d’équilibre A et B.

La fig. 4.13(iii) représente la densité de probabilité P(#/2) obtenue en effectuant
le produit de convolution des distributions P(fy=o) et P((frr=0)), conformément a la
relation (4.41) (symboles o).

En comparant cette distribution avec la véritable distribution (mesurée) du dépla-
cement angulaire®*, nous sommes conduits & observer que le déplacement angulaire 0(t)
peut effectivement s’écrire de la maniere indiquée par la relation (4.40) : dans le cas
ot loscillateur subit des cycles de transformations, les fluctuations de son déplacement
angulaire sont des fluctuations a I’'équilibre, statistiquement indépendantes du fait que
I'oscillateur subisse ou non une transformation.

Nous allons montrer, sur la base de ces observations expérimentales, que 1'égalité
de Jarzynski est toujours vérifiée lorsque le travail W a une distribution gaussienne,
quelles que soient Pamplitude Ao et la vitesse de variation A de la force appliquée .

Le point de départ est ’équation (2.10) du §2.3.1, décrivant les petits déplacements
X (t) d’un oscillateur viscoélastique, éventuellement immergé dans un fluide, autour de

sa position d’équilibre moyenne X,. Nous nous proposons de calculer les deux premiers
cumulants, (W) et o3, de 1'égalité de Jarzynski, oun W, = — ft X(t) %(;) dt’.

Afin de simplifier 'analyse, nous négligeons la viscoélasticité de l'oscillateur (qui
complique singulierement les calculs), et nous considérons que ce dernier est immergé
dans un fluide de coefficient de viscosité 7. Dans ce cas, I"équation (2.10) est celle d'un

oscillateur harmonique amorti forcé

mX (t) +nX(t) + kX (t) = Mt) + C(t), (4.42)

33Dont 'expression est analogue & (4.38), cf Annexe F.
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F1G. 4.13 — Indépendance statistique des fluctuations de l’oscillateur. Cas g).
(i) : Densité de probabilité (mesurée) P(0y=o). (ii) : Densité de probabilité (mesurée)
P({Onz0))- (iil) : Comparaison entre les distributions de probabilité mesurée P((6r10))
(ligne continue) et calculée P({Orr0)) * P(Oy=o) [d’apres (4.41), symboles o] .
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ou ((t) désigne la force fluctuante a 'origine des fluctuations thermiques de I'oscillateur.

Intéressons-nous tout d’abord au comportement moyen de la solution de cette équa-
tion, que nous noterons X (). Puisque le bruit ((¢) se moyenne manifestement & zéro
aux temps longs, il suffit d’étudier la solution de (4.42) calculée en absence de bruit
[poser ((t) = 0 dans (4.42)].

Il est bien connu [Pér61, Roc71, Gol80, LL82] que la solution homogene Xo(t) de
I'équation obtenue [calculée pour A(t) = 0] exhibe trois comportements distincts selon
que 7 S wp, ol wy = y/k/m est la fréquence de résonance a vide de l'oscillateur et
v =711 =mn/2m I'inverse du temps de relaxation de l'oscillateur :

relax

C cos (at) e + Cysin (at) e siy < wy,
Xo(t) = Cre= (0! 4 Gy e~ rFolt sty > wy, (4.43)
Cl G_Vt + CQ t 6_% si Y = Wo,

ot a* = +(wg — ~?) selon que v < wy [les constantes C} o sont déterminées par les

conditions initiales X(0) = X, et X(0) = X} de la solution moyenne complete de
(4.42)).

Le cas v < wp est le régime de faible friction (ou régime sinusoidal amorti), le cas
v > wp le régime apériodique et le cas v = wy le régime apériodique critique.

Dans le cas ou une force quelconque A(t) est appliquée a l'oscillateur [toujours a
((t) = 0], on peut montrer que la solution moyenne complete de (4.42), correspondant

aux conditions initiales X (0) = X, et X(0) = X{, est donnée par

X(t) = [Xo cos (at) + %(”yXo + X{) sin (at)} e "+

— [ A(t)sin [a(t — t')]e )t
+ma/0 (') sin [a( )]e ,
dans le cas de faible friction (a = \/w3 —~?), par
- 1
X(t)=- [(7X0 + X{) sinh (at) + aXy cosh (at)} e Mt 4
a
— [ A(t)sinh [a(t — ¢')]e 7 qt’
—i—ma/o (') sinh [a( )]e ,
dans le cas de forte friction (a = /7% — w?), et par
— I :
X(t) = [Xo + (7Xo + Xp) t} e "+ — / At (t —t) ey (4.46)
m Jo

dans le cas critique.

Une grande partie des expériences que nous avons réalisées s’est faite avec une force
appliquée périodique, dont le motif** \() est composé d’une rampe linéaire en ¢ et d'un

34Nous notons ici et dans ce qui suit A(t) le motif de la force appliquée, et non la force appliquée
elle-méme.
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F1G. 4.14 — Motif A\(t) de la force appliquée. Le motif de la force appliquée se
caractérise par son amplitude maximale \g et son temps de montée 7 [sa vitesse de
variation A(t) oc 77']. On s’assure que les états A et B sont des états d’équilibre en
ajustant la durée des plateaux inférieur et supérieur de A(t) de fagon a ce que le systeme
atteigne 1’équilibre en leur milieu. Le chemin reliant les états A et B peut néanmoins
étre de nature irréversible si 7 << Tielax, OU Trelax €St le temps de relaxation du systeme.

plateau (cf fig.4.14) :

Not/r sit
)\(t)Z{ otfr st € (0,7) (4.47)
Ao sit>T,

que 'on peut simplement caractériser par son amplitude maximale Ay et son temps de
montée 7 (et sa vitesse de variation A(t) oc 77'). Comme lindique la fig. 4.14, cette
force appliquée au systeme fait transiter ce dernier d’un état d’équilibre A [ou A(t) = 0]
vers un état d’équilibre B [ou A(t) = Ao # 0.

Il est clair que ’ensemble des configurations étudiées expérimentalement correspond
au régime de faible friction (7 < wp). Nous étudions d’abord le régime de forte friction,
plus simple, puis le régime de faible friction, et montrons que les deux cas conduisent a
une variation d’énergie libre AF' du systeme entre les états d’équilibre A et B identique
et indépendante du temps de montée.

Régime de forte friction

Afin de calculer la variation d’énergie libre AF' du systeme entre les états d’équilibre

A et B d’apres la formule de Jarzynski sous les hypotheses (i) et (ii), nous considérons

dans un premier temps le régime de forte friction, et nous négligeons simplement la

masse m de l'oscillateur dans (4.42). Ainsi, 'équation des petits déplacements X ()
s’écrit | .

X(t)+—X(t) = —[Mt) +¢(1)], (4.48)

To B ko
Ol\l To = ’]7/]{} (noter que To 7é 7—1"616\.)()'

En supposant, conformément a ce qui a été observé plus haut, que les propriétés
statistiques des fluctuations thermiques de X [qui sont dues, dans notre modele, a la
force fluctuante ((¢)] ne sont pas affectées par la force extérieure A(t), le déplacement
X (t) peut se décomposer comme la somme d’un déplacement moyen X (), donné par
la solution de (4.48) calculée a ((t) = 0, et d'un déplacement fluctuant § X (t) :

X(t)=X(t)+5X(t), (4.49)
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Il en va évidemment de méme pour le travail W fourni au systeme durant la trans-
formation de I'état d’équilibre A (ot A = 0) vers 'état d’équilibre B (ot A = A\ # 0),
qui se décompose de la fagon suivante :

/ t
/ x () 2 g o (X0 +0X (1))t =W, + W, (450)
dt’ T Jo

Le travail W est donc linéaire dans la fluctuation 0.X ; cette derniere quantité ayant
une distribution gaussienne (voir plus haut), le travail W fourni au systéme durant la
transformation a par conséquent une distribution gaussienne?.

Le déplacement moyen X (), solution de (4.48) calculée & ((t) = 0 et correspondant
a la condition initiale X (0) = 0, a pour expression

— A
X(t) = k:_o (7'0 et 4 p— 7'0) pour t € (0,7), (4.51)
T
de sorte que le premier terme (W;) de la variation d’énergie libre du systeme AF' vaut
A2 1 1
<Wt> - __/ X dt = _ﬁ ’7'02 e—t/To + é(t - 7'(])2 -+ 57’02 . (452)

Passons au calcul de la variance du travail oj, = (§W,?). Dans le cas ot la force
fluctuante ((¢) est un bruit blanc de variance 2nkgT, c’est-a-dire si (((¢) ((t")) =
2nkpT 6(t — t'), le spectre des fluctuations a I’équilibre de 0.X se calcule d’apres le
TFD, et & la limite ott A(¢) = 0 nous avons>®

4k BT 70
k(14 78 w?)’
I1 est bien connu [BLF53, Max87, Pap84] que la densité spectrale des fluctuations

(06X %) = (4.53)

<|6/)\( ) est la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de § X, Tsy (£, 1) =
E[6X (t) X (t')], qui n’est fonction que de lintervalle de temps t — ¢’ si le systeme
est stationnaire. Cette derniére condition étant manifestement satisfaite (puisque le
systeme est a I’équilibre), la fonction d’autocorrélation de §X correspondant a (4.53)
a pour expression

kT
Ty (t) = 2= e l/m, (4.54)
En outre, la variance du travail est donnée par o3, = (§W;°) = § (Y;?), ou
t
Y; = / X (t')dt. (4.55)
0

Le calcul de variance o}y, se réduit donc au calcul de (Y;?) ; cette derniere quantité
est donnée par’”

! ! 2T
<Y2> = / dty / dts I'sx (t1 - tz) = BTTO (7’0 e /70 +t— 7'0). (4,56)
0 0

35L’intégrale d’une variable aléatoire de distribution gaussienne est elle-méme une variable aléatoire
de distribution gaussienne [JP03, BLF53, Pap91].

36Le résultat (4.53) vaut pour les fréquence positives w > 0.

37Si X est une variable aléatoire et Y = [X(¢)dt, alors |Y[? = [X(t1) X*(t2)dt1dty et

IY‘ fE tl X* tg)} dtldtg = fFX tl,tg) dlfldt27 ou Fx(tl,tg) Fx(tl —tg) si X est station-
naire [Pap91].



4. EGALITE DE JARZYNSKI ET THEOREME DE FLUCTUATION DE CROOKS 127

Nous avons donc

2 2
Ty = OWE) = v = ZELD X (et o), (@8
T k T
de sorte que, lors de la transformation de I'état A vers 'état B, I’énergie libre du
systeme varie de
o _ A
C2kpT 2k
On remarquera que la variation d’énergie libre AF obtenue est indépendante de la
vitesse de variation /\(t) x 7! de la force appliquée pour faire transiter le systéme de
I’état d’équilibre A vers I’état d’équilibre B. Le fait que le chemin reliant les états A
et B soit irréversible (T < Tyelax) OU NON (T > Tyelax) €st donc sans incidence sur AF.
En outre, 'expression de la variation d’énergie libre obtenue correspond précisément
a lestimateur (4.35). Avant de commenter plus en détail ce résultat, montrons qu’on
peut le retrouver dans le cas du régime de faible friction.

AF = (W) (4.58)

Régime de faible friction

Nous examinons maintenant le cas de l'oscillateur harmonique amorti forcé corres-
pondant a ’équation (4.42), dans le régime de faible friction. Le calcul de la variation
d’énergie libre AF entre les états d’équilibre A et B s’effectue comme précédemment.
En posant

k
242 =2 =02 4.59
(0% +7 m wO) ( )

0 ng = ——2

la solution moyenne de (4.42), calculée en I'absence de la force fluctuante (), cor-

_n
Y= om - Trelax’

(4.60)

CoS =

respondant & la force (4.47) et aux conditions initiales X (0) = X(0) = 0, a pour
expression

— A
X(t) = k:_o [sin (at +2p) e + at — sin 2@] pour te€ (0,7), (4.61)
ar
de sorte que le premier terme (W) de la variation d’énergie libre AF s’écrit
A2 i 242
(Wy) = % [sin (at + 3p) e — Jsing + 2at cos p — sin 3p|. (4.62)

La fonction d’autocorrélation des fluctuations 6 X (¢), induites par la force fluctuante
((t), vaut dans ce cas

Tsx(t) sin (at| + @) e M, (4.63)

k sin ¢
de sorte que la variance a%,vt a pour expression

A2 2ksT N2 si
oy, = T—S (V7?) = Bka—onsmSO sin (at + 3p) e + 2at cos o — sin 3p|. (4.64)
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Par conséquent, la variation d’énergie libre AF entre les états d’équilibre A et B
vaut

o _ A

2kgT 2k’

AF = (W) (4.65)

On remarquera que le résultat obtenu est identique a celui obtenu dans le régime de
forte friction, ot nous avons négligé la masse m de l'oscillateur dans (4.42). La variation
d’énergie libre AF entre les états d’équilibre A et B est a nouveau indépendante de la
vitesse de variation )\(t) x 7! de la force appliquée pour faire transiter le systeme de
I’état A vers I’état B, et donc insensible au fait que le chemin reliant les états A et B
soit irréversible (7 < Trelax) OU NON (T 3> Tyeax ). En outre, 'expression de la variation
d’énergie libre obtenue correspond précisément a l'estimateur (4.35).

Le résultat obtenu, tant dans le régime de forte friction (4.58) que dans le régime
de faible friction (4.65), appelle plusieurs remarques.

Tout d’abord, il est clair qu’un tel résultat ne vaut qu’a la condition que le systeme
considéré ne soit essentiellement sensible qu’au bruit thermique ((t) [outre la force
extérieure A(t), bien entendul.

Si la transformation opérée entre les états d’équilibre A et B consiste, par exemple,
en la dilatation (ou la compression) adiabatique d’'un gaz contenu dans un cylindre
a piston mobile, il semble évident que le systeme sera davantage sensible au bruit
“mécanique” £(t) induit par cette transformation “rapide” qu’au bruit thermique ((t) <
e(t), et que la variation d’énergie libre AF entre les états A et B ne sera par conséquent
aucunement donnée par (4.58) ou (4.65).

Comme pour la théorie thermodynamique des perturbation présentée au §4.1, on
peut formuler la condition de validité de 1’égalité de Jarzynski en imposant que ’éner-
gie de perturbation rapportée a une particule soit petite par rapport a kgT', voire de
I'ordre de kgT'. Cette condition peut s’appliquer a des sytémes microscopiques, voire
mésoscopiques, mais en aucun cas a des systemes macroscopiques tels une machine
thermique (un moteur de voiture, par exemple).

D’autre part, si 'on considére les expressions de (W) et o3, données plus haut a
taux de variation de la force appliquée constant (i.e. & 7 = const), nous voyons que
(W) o A2, ce qui implique notamment que 2AF = (W) — (W) o A2, tandis que
ow X )\0.

Cela signifie que la distance séparant les maxima des distributions P(W) et P/(—W)
varie proportionnellement & A2, tandis que la largeur relative |oy /(W)| de la distribu-
tion P(W) varie en raison de 1/)q. Par conséquent, la probabilité que les distributions
P(W) et P'(—W) admettent un point commun varie aussi en raison de 1/)¢; en regle
générale, ces dernieres auront peu de chance de se croiser dans le cas ou une force de
forte amplitude est appliquée au systeme.

Cette tendance est clairement visible sur la fig. 4.10(i), ot nous avons choisi une
amplitude de forgage maximale telle que les distributions P(W) et P/(—W) admettent
un point de croisement ; au-dela de cette amplitude, les distributions P(W) et P'(—W)
ne se croisent plus, et toute détermination de AF' sur la base de ces dernieres est
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impossible (a moins, dans certains cas, de disposer d'une statistique du travail W
extrémement bien résolue pour les événements rares).

Les distributions du travail classique P(W¢) et P'(—=W,), si elles sont toutefois
gaussiennes, sont moins sensibles & cet effet, et leur point de croisement W donne
la bonne valeur de AF' lorsque les distributions P(W) et P’(—=W) n’admettent pas de
point commun.

4.6 Relations de Jarzynski et Crooks et calibration
de la force appliquée

Nous allons montrer que la relation de Crooks (4.27) permet de calibrer la force
appliquée au systeme d’'une facon différente de celle que nous avons indiquée au §2.3.6.
A cette fin, convenons d’appeler f le parametre de controle de la force appliquée Fiy,
qu’il s’agisse d'un courant I, d’une tension V ou de leurs carrés respectifs, de sorte que
Fext = af ou a désigne le coefficient de calibration de la force appliquée Fiy (c’est un
nombre qui a les dimensions du rapport [Fux]/[f])-

Nous avons montré au § 2.3.6 que la réponse de I'oscillateur au parametre de controle
f de la force appliquée F. a pour expression

q a .
q_ ~ax. 4.66
fo—mw? kK — i(K" + nw) ax ( )

ouy=q/ Fiy désigne la réponse “absolue” du systeme, et nous avons indiqué comment
déterminer le coefficient de calibration a a partir de la raideur &'

En outre, nous avons mentionné que la détermination de &’ nécessitait la connais-
sance de la fréquence de résonance a vide wy ainsi que de la masse m de 'oscillateur,
et que la détermination du coefficient de calibration a nécessitait de mesurer tres pré-
cisément le comportement basse fréquence de Re ¥’~!, que 'on évalue en w = 0 afin de
déterminer %

Outre les petites erreurs que 'on peut commettre dans 1’évaluation de la masse
m du systeme, et donc dans I’évaluation de la raideur k’, il peut aussi arriver que la
mesure de Re Y/, soit entachée d’erreur, auquel cas la détermination du coefficient de
calibration a risque d’étre relativement peu précise.

La relation de Crooks (4.27) permet de s’affranchir d’un tel procédé pour déterminer
le coefficient de calibration a. A cet effet, supposons que nous connaissons avec suffi-
samment de précision la raideur £’ de l'oscillateur (autrement dit, nous connaissons la
masse m de loscillateur ainsi que sa fréquence de résonance a vide wy), et considérons
a comme une inconnue. -

Puisque le travail thermodynamique non calibré W fourni au corps pendant la
transformation s’exprime en fonction du travail calibré W d’apres

W= —/q(t) ft)dt = —, (4.67)
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et puisque W = aW satisfait & la relation de Crooks
P(aW) = P'(—aW) PV -2F), (4.68)

le point de croisement aW; des distributions directe et renversée P(aW) et P’ (—aW),
s’il existe, coincide avec la variation d’énergie libre AF du corps pendant la transfor-
mation.

Or nous avons montré au §4.4.1 [cf relation (4.32)] qu'un autre estimateur de AF
est donné par AF = —2k (¢max)? = —% = —%, ol Flax €t fmax désignent
respectivement les amplitudes maximales de la force appliquée (calibrée) Foy et de son
parametre de controle f. .

En identifiant cette expression de AF' avec le point de croisement aWy des distri-
butions directe et renversée P(alV) et P’(—aW), nous sommes conduits au résultat

suivant :

g o <Qmax>2 - 2f/i//o

(4.69)

Kooy fRa

Cette relation indique clairement qu'il suffit de mesurer le point de croisement WO

des distributions directe et renversée du travail non calibré P(W) et P/(—W) pour

déterminer le coefficient de calibration a de la force appliquée. Par ailleurs, puisque
a __ <Qmax>

o= (calibration statique), nous trouvons
max

— 1
WO - _éfmax <Qmax>7 (470)

que nous pouvons comparer a sa valeur mesurée.
Quant a la constante de raideur £/, on peut la déterminer tres simplement d’apres
le théoreme d’équipartition de I'énergie

(60 = 2L (471)

ou dq désigne les fluctuations a I'équilibre du degré de liberté ¢q. D’une fagon plus
générale, on peut déterminer k' en mesurant la fonction de corrélation I's,(¢,t') =
(0q(t) 6q(t')) = (0q(0) dq(t —t')) = T's4(t — t') des fluctuations dq a I'équilibre du de-
gré de liberté ¢; par exemple, si la dynamique du systeme étudié correspond a une
dynamique de Langevin du premier ou du deuxiéme ordre, on a respectivement

Ty (f) = k”,j—,T eIt/ (Langevin 1°" ordre) (4.72)
S kf“gf@ sin (aft| + ¢) e (Langevin 2°™¢ ordre) '

ou les constantes 7y, , a et v ont été définies au §4.5.

S’il est relativement facile de déterminer le coefficient de calibration a dans le cadre
de nos expériences avec une erreur inférieure ou égale a 5%, comme nous ’avons indiqué
au §2.3.6, ce procédé peut s’avérer utile dans un contexte différent, modélisé par le
méme jeu d’équations, ot il est difficile de mesurer Re Y/}, avec précision.
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F1G. 4.15 — Discussion au tableau avec Nicolas Garnier, Lamberto Rondoni
et Stefano Ruffo. Lamberto et Stefano tentent de démontrer le résultat de Jarzynski.
A cours d’inspiration, ils nous parlent des paradoxes de la mécanique statistique et du
gaz de Lorentz.



Chapitre 5

Théoremes de fluctuation de
Gallavotti-Cohen et de Cohen-van
Z.on

Ce dernier chapitre est scindé en trois parties. La premiere (§5.1) est consacrée a
une rapide exposition des théoremes de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-
van Zon. Il est bien évidemment hors de question de détailler ces résultats, qui sont
d’une haute technicité mathématique (et dont certains sont encore a I’état de conjec-
ture), mais d’en souligner les hypotheses et la signification physique afin de les tester
expérimentalement.

Dans une deuxiéme partie (§5.2), nous testons expérimentalement les versions tran-
sitoire et stationnaire de ces théoremes de fluctuation en exploitent les mesures que
nous avons exposées au chapitre 4. L’originalité de nos mesures tient au fait que la
dynamique de notre oscillateur amorti correspond a une dynamique de Langevin du
deuxieme ordre, pour laquelle il n’existe pas de bases théoriques stres des relations de
Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon.

Enfin, dans une troisieme partie (§5.3) nous modélisons la dynamique de notre
systeme expérimental par une dynamique de Langevin du premier et du deuxieme
ordre, en nous appuyant sur les observations expérimentales du §5.2, afin d’analyser
les résultats expérimentaux obtenus eu §5.2.

133
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5.1 Introduction

Les systemes les plus simples et les mieux compris en mécanique statistique sont
des systemes a 1’équilibre, isolés (dont 1'énergie est fixée) ou en contact thermique avec
un thermostat (dont la température est fixée). Les propriétés de tels systemes sont
décrites par la théorie de Boltzmann-Gibbs, qui donne la probabilité d’observer chaque
configuration microscopique du systeme a 1’équilibre.

Lorsqu’en revanche un systeme est loin de 1’équilibre, dans un régime transitoire,
dans un régime stationnaire maintenu hors d’équilibre, ou lorsque sa dynamique n’est
pas définie par une fonction énergie, on ne connait pas la probabilité de chaque confi-
guration microscopique. De tels systemes se rencontrent tant dans 1’étude de modeles
abstraits de la mécanique statistique que dans celle inspirée de situations physiques ou
biologiques.

5.1.1 Généralités

Depuis la fin des années 60, une partie de la communauté des physiciens mathéma-
ticiens étudiant les systemes dynamiques (essentiellement Anosov, Sinai, Ruelle, Bowen
et leurs collaborateurs) s’est posée la question suivante :

(i) Un systeme dynamique dissipatif porté dans un état hors d’équilibre stationnaire
admet-il une fonction de distribution sur ’espace des phases, comme c’est le cas
des syteémes conservatifs a 1’équilibre (tels ceux décrits par I'ensemble microca-
nonique) ?

(ii) Si une telle fonction de distribution existe, les valeurs moyennes temporelles d’ob-
servables caractérisant le comportement macroscopique du systeme s’identifient-
elles avec les valeurs moyennes d’ensemble calculées a partir de la fonction de
distribution! ?

Les motivations d'une telle étude ne sont évidemment pas que d’ordre théorique : en
effet, beaucoup de systemes macroscopiques dissipatifs évoluant hors d’équilibre sont
encore mal compris.

La turbulence, les milieux granulaires, les solides désordonnés (tels les verres de
spin) ainsi que les matériaux amorphes? relevant de la matiere molle (tels les plas-
tiques comme le PMMA ou le PVC, les gels comme la laponite) illustrent parfaitement
ce point.

L’analyse de ce probleéme, difficile?, a été réalisée par Sinai, Ruelle et Bowen dans les
années 70. Dans le cas de systemes dynamiques dissipatifs ayant un grand nombre de

LA ce sujet, les références [EE02, Khi49, LP73, Leb93, Leb95, Leb99, Gol01, Bri96, KIUH65, BL67,
BLCT59, KTH98a, KTH98b, EM90, Gal99b, Dor99, ER85, Rue91] sont particulierement utiles.

2A ce sujet, voir les travaux récents de Cugliandolo, Kurchan, Ritort, Crisanti et leurs collaborateurs
[Kur98, Kur01, ZCKO05, Rit03b, RCR03, Rit03a, RC03, CR04, Rit04a, Rit03c, Rit04b, CV.J03].

38i I’ensemble microcanonique de la mécanique statistique d’équilibre se construit aisément & partir
des lois de conservation (énergie, impulsion et moment cinétique) du systéme considéré, en postulant
Iergodicité de ce dernier, 'analyse d’un systeme dissipatif hors d’équilibre est nettement plus difficile.
En effet, puisque le systéme est dissipatif (i.e. a moins de quantités conservées), son évolution tempo-
relle (qui peut étre régie par une équation différentielle contenant des forces de frottements visqueux)
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degrés de liberté, ces derniers montrerent qu’il existe bien une telle fonction de distri-
bution (baptisée distribution SRB), en supposant que les systémes considérés satisfont
a I'hypothese chaotique* [Ano67], cette derniere assurant grosso modo que le systéme
se comporte de la fagon la plus chaotique qui soit [Sin61, Sin62, Bow70, BR75, Rue76,
Sin77, Bow78, ER85, Rue89).

Ce n’est qu’en 1995, a la suite des observations numériques d’Evans, Cohen, Morris
et Searles [ECM90, ECM93, ES94|, que Gallavotti et Cohen [GC95a, GC95b, GCI8,
ES02] établirent un théoreme de fluctuation, caractérisant le taux de contraction de
I’espace des phases d'un systéeme macroscopique dissipatif porté dans un état hors
d’équilibre stationnaire (cf §5.1.2), se prétant a des tests expérimentaux.

Ce théoreme, ainsi que les versions raffinées qui suivirent, ont donné lieu a toute une
série de tests numériques et expérimentaux, dans le but d’évaluer la production d’en-
tropie des systemes considérés, et de tester les résultats théoriques obtenus (cf §5.1.2).

Les difficultés qui persistent actuellement portent essentiellement sur les points
suivants :

(i) Dans quelle mesure (pour quelle classe de modeles) est-il possible d’identifier le
taux de contraction de I’espace des phases du systeme considéré avec son taux de
production d’entropie ?

(ii) Pour peu qu’une telle identification soit possible, peut-on s’assurer expérimentale-
ment de la validité de la relation de fluctuation de Gallavotti-Cohen : dispose-t-on
en laboratoire de systémes physiques suffisamment bien controlés pour pouvoir
tester ce résultat ?

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons les prédictions principales des théoremes
de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-van Zon, que nous nous proposons de
tester expérimentalement. Nous insistons plus particulierement sur les hypotheses qui
sous-tendent ces résultats, car ces dernieres sont relativement restrictives (du moins
dans le cadre des travaux de Gallavotti et Cohen) et ne sont pas nécessairement satis-
faites par tous les systemes physiques.

est telle que 'extension en phase du systeme n’est pas conservée. Plus précisément, on s’attend a ce
que cette derniere se contracte, de sorte que la fonction de distribution du systéeme se concentre sur
un domaine de 'espace des phases de mesure nulle ('attracteur du systéme dynamique).

4Stricto sensu, I’hypotheése chaotique s’applique aux systemes d’Anosov. L’idée & retenir est qu’en
chaque point z; de I'espace des phases du systeme, on peut construire des variétés stables et instables
évoluant continiment avec z;. Dans ce cas, on dit qu’on a affaire a un systeme d’Anosov. Si ces
propriétés ne valent que sur des sous-espaces (des projections) de lespace des phases complet du
systéme, on dit qu’on a affaire & un systéme hyperbolique [Ano67, Dor99, Gal99b] (voir aussi les
articles “pédagogiques” de Cohen [Coh95, Coh97] et Ruelle [Rue04]).
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5.1.2 Théoréemes de fluctuation de Gallavotti-Cohen et de Cohen-
van Zon

Théoréme de fluctuation stationnaire

En 1995, Gallavotti et Cohen [GC95a, GC95b, GCI8| établirent un théoreme de
fluctuation caractérisant le taux de contraction de I'espace des phases d’un systeme
dissipatif macroscopique porté dans un état stationnaire hors d’équilibre, c¢’est-a-dire
une fois que le régime transitoire du systeme s’est amorti, du fait des processus de
frottements visqueux par exemple.

Le systeme physique que considerent Gallavotti et Cohen dans leur article 5.1 est un
fluide visqueux, soumis a un cisaillement qui le maintient dans un état hors d’équilibre
stationnaire. Moyennant certains arguments, dont un principe di & Ruelle [Rue80] (que
nous ne détaillons pas), ces derniers assimilent ce systeme a un systéeme dynamique dis-
sipatif a grand nombre de degrés de liberté, dont la dynamique est réversible.

Ceci étant, Gallavotti et Cohen considerent le taux de contraction de I'espace des
phases o(z) du systeme®, moyenné sur une trajectoire z; de durée 7

pa) = 2 / o(z,) dt. (5.1)

Avec leur modele, Gallavotti et Cohen identifient explicitement le taux de contrac-
tion de l'espace des phases du systéme avec son taux de production d’entropie®, et
démontrent le théoreme de fluctuation stationnaire (abrégé TFS) suivant :

() esproqi/e)

pour T — 00, 5.2
WT(_p) ( )

ou 7,(p) et m.(—p) désignent respectivement les probabilités d’observer un taux de
production d’entropie p et —p, pour une trajectoire x; de durée 7 (noter que [p| =
[0] = [puissance] ; 37! = kgT). Ce résultat peut aussi s’écrire

G(p) — G(=p) ~ Bp+O(1/7) pour T — o0, (5.3)

ou G(p) désigne la fonction des larges déviations de p, définie par

1
G(p) = lim — Inm,(p) <= 7,(p) ~ P pour 7 — cc. (5.4)

T—00 T

5 Tauz de contraction de l'espace des phases d’un systéme. Considérons un systéme isolé décrit par
un hamiltonien H(q,p). Les équations de Hamilton ¢ = 9,H et p = —9,H donnent 1’évolution d’une
configuration z = (g, p) sous la forme $% = F(z). Cette évolution conserve l'énergie du systéme [E =
H(xt) reste constante au cours du temps] ainsi que son extension en phase (théoreme de Liouville).
Par définition, —div F'(z) désigne le taux de contraction o(z) de l'espace des phases du systéme : si
le systeme est isolé, o(z) = 0 (d’apres les égs. de Hamilton). En revanche, si le systéme est dissipatif
o(x) # 0 [une telle situation est envisagée explicitement dans I’Annexe E, cf éq. (E.1)].

6Une telle identification n’est pas toujours possible, et dépend du modele que 'on choisit pour
décrire la dynamique du systeme étudié.
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Ce résultat a été observé numériquement en 1993 par Evans, Cohen et Morris
[ECM90, ECM93, ES94| dans le cas d'un systeme “thermostaté”. Par la suite, il a été
étendu par Kurchan en 1998 dans le cas d'une dynamique de Langevin [Kur98, Kur01],
et par Lebowitz et Spohn en 1999 dans le cas d'un processus de Markov [L.S99]. Citons
aussi les travaux de Derrida dans le cadre des fluctuations de courant d'un systeme
diffusif hors d’équilibre [BD04, Der04].

Ajoutons que, récemment, Cohen et van Zon calculerent explicitement le terme cor-
rectif en O(1/7) du TFS (5.2), dans le cadre d'une dynamique de Langevin du premier
ordre [vZCO03b, vZC03a, vZCCO04].

Théoréme de fluctuation transitoire

Il existe des versions plus spécifiques de la relation de fluctuation de Gallavotti-
Cohen (5.2), dont sont récemment a ’origine Farago [Far04], Cohen et van Zon [vZC03b,
vZC03a, vZCCO04], et qui caractérisent le régime transitoire hors d’équilibre du systeme
étudié.

Cohen et van Zon montrerent, toujours dans le cadre d’une dynamique de Langevin
du premier ordre, que le théoreme de fluctuation (5.2) est un résultat exact sur un
régime transitoire du systeme [pas de terme correctif en O(1/7)] :

7 (p) _ BT
7 (—p)

quel que soit T, (5.5)

ou p est définie par la relation (5.1). On parle alors de théoreme de fluctuation transi-
toire (abrégé TFT).

Citons aussi les travaux de Zamponi, Cugliandolo, Kurchan, Ritort, Crisanti et
leurs collaborateurs, dans un contexte plus centré sur les systemes vieillissants [CV.J03,
Rit03b, RCRO3, Rit03a, RC03, CR04, Rit04a, Rit03c, Rit04b, ZCKO05].

Motivations des tests expérimentauxr des théorémes de fluctuation

Comme nous l'avons mentionné plus haut [cf points conclusifs (i) et (ii) du §5.1.1],
le principal ennui avec le résultat (5.2) réside dans l'identification du taux de contrac-
tion de I'espace des phases du systeme avec son taux de production d’entropie : cette
identification est, en regle générale, tout a fait arbitraire.

Il s’agit d'un sujet qui est encore fortement débattu et dont I'issue n’est toujours
pas certaine : on parle d’ailleurs plus volontiers du taux de production de la chaleur
que du taux de production d’entropie (voir les références [vZC03b, vZC03a, vZCC04],
qui discutent bien ce point).

Un autre aspect de la question concerne les expériences qui sont réalisées dans le but
de tester le TFS (5.2) et le TFT (5.5) (nous en citons quelques-unes plus bas) : expé-
rimentalement, on peut mesurer (dans les cas les mieux controlés) la puissance fournie
au systeme étudié et /ou la chaleur dissipée par le systeme étudié. Encore une fois,
ces quantités ne s’identifient pas nécessairement avec le taux de production d’entropie
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du systeme étudié, et encore moins avec le taux de contraction de son espace des phases.

Les tests expérimentaux des théoremes de fluctuation (5.2) et (5.5) sont dus a une
petite communauté de physiciens, parmi lesquels comptent Aumaitre, Ciliberto, Gar-
nier, Fauve, Wang, Carberry, Feitosa et leurs collaborateurs [CL98, AF99, AFMPO01,
WSM*02, AF03, AFFM04, CRW*04, FM04, CGH"04, GCO05].

Les systemes physiques considérés sont soit des fluides (expériences de convection,
de turbulence), soit des particules browniennes (piégées optiquement, magnétiquement
ou électrostatiquement), soit des circuits électriques, soit des milieux granulaires.

De paire avec les simulations numériques [BGG97, BCLI8, GRS04, ZRA04], ces
expériences ont donné une vraisemblance physique aux théoréemes de fluctuation (5.2)
et (5.5).

Nous nous proposons d’examiner les relations de fluctuation (5.2) et (5.5) dans
le cas d’un systeme expérimental dont la dynamique correspond précisément a une
dynamique de Langevin du deuxieme ordre : notre oscillateur mécanique amorti.

Ajoutons que dans ce qui suit, nous normalisons p par kg1 = 3! : autrement dit,
nous exprimons p en unités de k1. A cet effet, supposons que p n’est pas normalisée

par 71, comme c’est écrit en (5.1); en vertu de la conservation de la probabilité
7. (p) dp = 7 (Bp) d(Bp), ce qui implique In f(—(_”;) =In ;z&ﬁgg).

Dong, si I'on choisit d’exprimer p en unités de kT (ce qui revient a redéfinir p par
[p dans I'équation précédente, auquel cas [p] = T 1), le TFS (5.2) et le TFT (5.5)

s’écrivent respectivement

[TFS] In adt) ~YXrp+O(1/7) pour T — 00,

T (=p)
() (5.6)

7 (=p)

ou p est exprimée en unités de kg7, et ou X = 1.

[TFT]  In

= Y7p quel que soit T,

Le but de notre test expérimental des TFS et TFT (5.6) consiste donc d’une part
a définir expérimentalement la quantité p, a vérifier si I'on obtient bien pour cette
derniere des relations conformes a (5.6), et si ¥ = 1.

Plusieurs problemes restent ouverts, notamment la valeur précise du préfacteur
numérique 2, sa dépendance vis-a-vis de la variable p considérée, ainsi que son régime
de convergence, en fonction de 7, vers la valeur 1 selon la force appliquée au systeme
pour le porter dans un régime stationnaire hors d’équilibre.

5.2 Test expérimental des théoremes de fluctuation
stationnaire et transitoire

5.2.1 Principe du test

Nous nous proposons de tester les théoremes de fluctuation stationnaire (5.2) et
transitoire (5.5), sous la forme (5.6) que nous venons d’indiquer, en exploitant les
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a® T b0 | ™ | dD | @ | I | g | heo | i
Vo (Hz) 326.3 | 326.3 | 326.3 | 326.3 | 326.3 | 343.4 | 343.4 | 348.2 | 348.2
Trelax (I0S) 23.5 | 235 | 235 | 235 | 235 | 34.2 | 34.2 | 619.8 | 619.8
To/ Trelax 8.49 | 086 | 352 | 2.79 | 42 | 0.12 | 0.12 | 0.08 | 0.08
To/ Trelax 33.76 | 3.38 | 14.12 | 11.31| 17.1 | 561 | 561 | — | —
Twax (ms) [ 992.9 | 99.6 | 414.5 | 331.4 | 735.6 | 196 | 196 | 49.6 | 49.6

|Max| (pNm) | 834 | 4.23 | 4.28 | 2.95 | 0.84 | 11.76 | 22.09 | 5.83 | 14.92

TaB. 5.1 — Configurations expérimentales envisagées. Les symboles ) et )
indiquent respectivement si 'oscillateur est immergé ou non dans un fluide visqueux
(les caractéristiques du fluide ainsi que la constante de rappel de oscillateur sont
indiquées au §4.4.3).

mesures que nous avons exposées au §4.4.3. Les configurations expérimentales de 1'os-
cillateur mécanique amorti sont indiquées dans ce méme paragraphe, et partiellement
résumées dans la table 4.3, que nous reproduisons et complétons ici (table 5.1; voir
paragraphe suivant pour les notations).

Pour ce faire, nous devons tout d’abord définir expérimentalement la quantité p(z)
définie par la relation (5.1) : dans le cadre de nos expériences, il peut s’agir, soit
de la puissance fournie a l'oscillateur durant les transformations (que nous noterons
%WT), soit de la chaleur dissipée par l'oscillateur pendant les transformations (que
nous noterons 1@, ).

Nous allons montrer qu’il existe plusieurs choix possibles pour chacune de ces quan-
tités, que nous avons notée p(x) au §5.1.2 (et que nous noterons ici et dans ce qui suit
pr), et qu'un seul d’entre-eux se préte aux tests des théoremes de fluctuation (abrégés
TF; cf §§5.2.2 et 5.2.4).

Nous avons vu aux chapitres 2 et 4 que notre systeme expérimental n’est pas en
regle générale suffisamment visqueux (dissipatif) pour qu’on puisse négliger le terme
inertiel en 76 dans son équation du mouvement. C’est d’ailleurs une caractéristique
essentielle des spectres de fluctuation de notre oscillateur, comme le met clairement
en évidence la fig.4.7 du §4.4.3. Autrement dit, la dynamique de notre oscillateur
mécanique correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre

16(t) +no(t) + CO(t) = M(t) + ((1), (5.7)
ou la force fluctuante () est assimilée a un bruit blanc gaussien tel que

(€() =0 et (C(t)C(t)) =2nkpT 5(t —1'). (5-8)

Nous négligeons la viscoélasticité de l'oscillateur, qui complique singulierement les
calculs ; autrement dit, I'oscillateur est immergé dans un fluide dont la viscosité n do-
mine totalement la viscoélasticité intrinseque de 'oscillateur (dont le moment d’inertie
et la constante de torsion sont notés I et C, respectivement).

Nous insistons sur ce point en comparant sur la fig. 5.1 les spectres de fluctuation
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1071

102 ordre 2-

1073

<ordre 1

Sy (u.a.)

1074

1075

10*6 et el e N
107! 10° 10 10° 108 10t
v (Hz)

Fi1G. 5.1 — Spectres de fluctuation d’un filtre d’ordre 1 et d’un filtre d’ordre
2. Nous comparons les spectres de fluctuation Sy = (|A|?) d’un filtre d’ordre 1 (Sy =
dnkpT/{I*ws + (nw/I)?]}) et d'un filtre d’ordre 2 (Sy = 4nkpT/{I*[(w? — W3)* +
(nw/I1)*}). (Iei, kgT =1 =1, vy = 100 Hz, n = 100 Pas et [ S,dv =1.)

d'un filtre d’ordre un” et d'un filtre d’ordre deux®.

C’est une remarque tres élémentaire, mais importante car les théoriciens ne peuvent
actuellement mener de calculs analytiques que dans le cadre d’une dynamique de Lange-
vin du premier ordre [vZC03b, vZC03a, vZCC04], ou le bruit ((¢) transmis au systeme
est un bruit blanc a large bande. Ce n’est manifestement pas le cas pour notre oscilla-
teur amorti : le bruit ((¢) est amplifié par l'oscillateur essentiellement au voisinage de
sa fréquence de résonance 1.

Ceci étant, nous avons défini au chapitre 4 les travaux thermodynamique et classique
fournis a l'oscillateur pendant la transformation par les relations [cf §§4.2, 4.4.2 et
éq. (4.33)]

W, = — tM(t’) g(t") dt’ = t 2t dt" = —[Me}f] — Wag
I I oo

t t
Wt = — / M) () dt' = / Pt dt’
0 0

ol P = —M0 et P, = —M8 désignent les puissances thermodynamique et classique
fournies a l'oscillateur pendant la transformation.

La premiere alternative pour tester les TF (5.2) et (5.5) consiste simplement a
identifier la puissance fournie a l’oscillateur pendant la transformation a

1 soitt. L [T () dt
r = _WT = Tt T , 5.10
br=7 {soit 1 tt+ Pa(t')dt'. (5.10)

"Le. un systeme mécanique régi par 1’équation différentielle nfd + CO = M.

81.e. un systéme mécanique régi par I’équation différentielle 10 4+ nf + CO = M.
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Noter que ces deux quantités integrent les variations d’énergie cinétique et d’énergie
potentielle de 1'oscillateur pendant la transformation®. En multipliant chaque membre
de (5.7) par 0 et en intégrant de ¢ & t + 7, nous pouvons donc identifier la chaleur
dissipée par l'oscillateur pendant la transformation a'?

soit L(W, = [T+ V] + [m6];"7),

t

5.11
soit —%(WC1,7+[T+V]:”), o)

1 t+1 .
pr=-Qr = Q/ (1) dt' =
T T J

ou T = %I 02 et V = %092 désignent 'énergie cinétique et ’énergie potentielle de
loscillateur. Cette derniere quantité correpond précisément a la chaleur dissipée par
I'oscillateur pendant la transformation, puisque ce sont les processus de frottements
visqueux qui sont a l'origine de la dissipation.

Quatre possibilités s’offrent donc & nous pour tester les TF (5.2) et (5.5) [cf relations
(5.9) et (5.10) ; nous affublerons W, et @, d'un indice “cl” si ces quantités sont calculées
a partir de la puissance classique].

Nous allons tester chacune de ces possibilités en exploitant les mesures réalisées au
§4.4.3.

5.2.2 Relation de fluctuation transitoire

Nous commencons par examiner le cas des transformations correspondant a un mo-
ment appliqué M(t) en forme de rampes et plateaux, comme l'indique la fig. 4.8(i) du
§4.4.3 : nous considérons donc les expériences a). .. g) indiquées dans la table 5.1 (afin
d’éviter toute ambiguité, nous notons ici et dans ce qui suit le temps de montée du
moment appliqué 7, au lieu de 7 comme c¢’était le cas au chap. 4).

Afin de tester le TFT (5.6), il faut d’abord déterminer la densité de probabilité!'!
P(p,) de la quantité p,, définie par les relations (5.10) et (5.11), que nous identifions
soit a la puissance fournie a l'oscillateur pendant la transformation, soit a la chaleur
dissipée par l'oscillateur pendant la transformation. Pour ce faire, nous procédons de
la maniere suivante :

(i) Comme l'indique la fig. 5.2, apres avoir déterminé les états A et B correspondant
aux extrémités des plateaux inférieurs et supérieurs de M (t) et de 6(t), nous
calculons p, sur chaque motif (réalisation) de M (t) et de 8(t) pour 7 € (0, Tyax) =
(0,79 + 7p), en faisant varier 7 par pas de 67 (07 < Tiax ; Tp désigne la durée de
chaque plateau). On réalise ainsi un ensemble de réalisations de p, pour chaque
valeur de 7 € (0, Tyax), dont on peut déterminer numériquement les fonctions de
distribution P(p,).

(ii) A partir de chaque fonction de distribution P(p,), correspondant aux différentes
valeurs de 7, on calcule la fonction de symétrie

_ 1, Plpr)
Se= 2B (5.12)

9Dont on sait que leur somme s’annule si le systéme est conservatif, ce qui n’est pas le cas ici.

10A un terme ftH_T C(t)O(t") dt’ pres.

Hci et dans ce qui suit, nous notons 7, (p) — P(p,).
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calcul de p; = 1 {?2/7} calcul de p; = 1 {g/T}
M(t) B B
MmaX
Mmin -- -

motif My de la force périodique M (t)

Fi1Gc. 5.2 — Test du TFT. Cette figure indique le protocole pour déterminer les densités
de probabilité P(p,) dans le cas du TFT.

en fonction de p,. Pour que ce calcul ait un sens, il est nécessaire que les fonctions
de distribution P(p,) aient suffisamment d’événements p, = 0, et ce pour une
large gamme de valeurs de 7 si l'on tient a tester le TFT.

Si ce dernier est vérifié pour la quantité p, considérée, on doit obtenir une famille
de droites passant par l'origine, de mémes pentes. En effet, si le TFT (5.6) est
vérifié, on doit avoir

S, = Yp, quel que soit T, (5.13)

ou ¥ est un nombre pur, indépendant de 7 (comme nous l'avons indiqué a la fin
du §5.1.2, nous exprimons p, en unités de kgT').

(iii) En effectuant un ajustement linéaire de la pente de S, pour chaque valeur de
7, en fonction de p,, on peut déterminer le facteur numérique ¥ pour tous les
temps 7 envisagés, et vérifier si ¥ = 1 quel que soit 7 [en réalité, pour les temps
7 qui correspondent a des fonctions de distribution P(p,) qui ont suffisamment
d’événements p, = 0], en vertu du TFT (5.6).

Insistons a nouveau sur le fait que les résultats théoriques que nous mentionnons
aux points (i) et (iii), et sur lesquels nous nous appuyons pour effectuer le test du
TFT, ont étés obtenus dans le cas d’'une dynamique de Langevin du premier ordre,
tandis que la dynamique de notre systeme expérimental correspond a une dynamique
de Langevin du deuxieme ordre.

Les figs. 5.3(i) et 5.3(ii) reportent quelques densités de probabilité'? P(p,) obtenues
dans 'expérience c) avec p, = %WT et pr = %chm respectivement [cf relations (5.10)
et (5.11)]. On peut remarquer sur la fig. 5.3(i) que les densités de probabilité de la
puissance p, = %WT convergent tres rapidement, pour 7 < Tax = 414.5 ms, vers des
distributions n’admettant plus d’événements p, 2 0.

Cet effet se manifeste de fagon encore plus claire sur la fig.5.3(ii), qui reporte
quelques densités de probabilité de la chaleur p, = %QCIJ. Tres rapidement, au fur et a
mesure que 7 croit, la moyenne des distributions P(p,) s’écarte sensiblement de zéro, et

121ci et dans ce qui suit, les distributions de probabilité P(p,) que nous indiquons ne sont pas
normalisées.
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F1G. 5.3 — Densités de probabilité P(p,). Les figures (i) et (ii) représentent respec-
tivement les densités de probabilité de p, = %WT et pr = %QcLT cf relations (5.10) et
(5.11)], obtenues dans I'expérience c) (cf table 5.1).

leur largeur a mi-hauteur décroit fortement. Cet effet est amplifié par la forte asymétrie
des distributions P(p,). Dans ces deux cas, nous ne disposons pas de suffisamment
d’événements p, = 0 pour pouvoir tester le TFT [cf point (ii) ci-dessus].

Nous sommes conduits aux mémes observations en considérant p, = %QT [cf rela-
tion (5.11)] et en examinant les expériences a), b), e), f) et g) (cf table 5.1).

Reste & examiner le cas p, = £W ; [cf relation (5.10)]. Il s’agit en réalité du cas
le plus intéressant : comme nous allons le voir, c¢’est le seul qui dispose d’une statis-
tique adéquate pour tester le TFT [i.e. dont les distributions P(p,) ont suffisamment
d’événements p, = 0, quel que soit 7 € (0, Timax)]- Aussi nous ne considérerons plus
que celui-ci dans ce qui suit, et nous noterons simplement %WT la puissance classique
intégrée entre t et t + 7.

Les figs. 5.4(f-1) et 5.4(g-1) reportent les densités de probabilité P(p,) obtenues dans
les expériences f) et g) (cf table 5.1). On remarque tout d’abord, contrairement aux cas
que nous venons de passer en revue, que les distributions obtenues sont gaussiennes'3
quel que soit 7 € (0, Tymax ). En outre, toujours a la différence des cas étudiés précédem-
ment, ces distributions ont toujours suffisamment d’événements p, = 0, quel que soit
7 € (0, Tmax), afin que nous puissions étudier les fonctions de symétrie S, (5.12).

Ces dernieres sont reproduites sur les figs. 5.4(f-ii) et 5.4(g-ii) : dans chaque cas nous
obtenons une famille de droites passant par l'origine, dont les pentes sont identiques.

En effectuant un ajustement linéaire de chaque fonction de symétrie S, en fonction
de %WT, nous pouvons déterminer si X = 1 quel que soit 7, conformément au TFT
(5.6). Le résultat obtenu est indiqué sur les figs. 5.4(f-iii) et 5.4(g-iii).

Ce que nous observons n’est pas tout a fait en conformité avec le TF'T (5.6) : nous

3Dont nous ne reproduisons pas les ajustements afin de ne pas alourdir les figures.
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Fic. 5.4 — Test du TFT
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expériences f) et g). Cette figure représente (i) les

densités de probabilité de la puissance fournie a 1’oscillateur %WT, (i) les fonctions de
symétrie S, correspondantes, (iii) la convergence du nombre pur ¥ en fonction de 7 [la
numérotation des figures correspond a la numérotation des expériences f) et g)].
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Fic. 5.5 — Test du TFT : expériences a)...d). Cette figure représente la conver-
gence du nombre pur ¥ en fonction de 7 dans les cas a)...d) [la numérotation des
figures correspond a la numérotation des expériences a)...d)].

observons en effet que 3 converge tres rapidement (en un temps 7 fini) vers la valeur
(—0.98,—0.9), indépendante de 7, quel que soit T > Tiin, OU Tmin < To-

Tmin désigne le temps caratéristique de convergence de ¥ vers —1 : par exemple, la
fig. 5.4(f-iii), qui correspond a l'expérience f), indique un temps de convergence Ty, de
l'ordre de 0.7 ms, tandis que le temps de montée d’une rampe vaut 7o ~ 4.1 ms (cf
table 5.1).

D’apres le TFT (5.6), nous ne devrions pas observer un régime transitoire de X
pour 7 < Tpin, comme c’est le cas sur les figs. 5.4(f-iii) et 5.4(g-iii) : ¥ devrait converger
instantanément vers la valeur —1, quel que soit 7. Ceci dit, nous avons bien ¥ ~ —1
aux temps 7 > Tmin ; par ailleurs, les valeurs de 7,;, que nous observons sont extréme-
ment faibles, et 'on voit clairement sur les figs. 5.4(f-iii) et 5.4(f-iii) que 'on dispose de
tres peu de points pour 7 < Tyin. Nous reviendrons plus bas, apres avoir examiné les
expériences a). . .e), sur les causes probables de ce “régime transitoire”.

L’examen des expériences a). . .e) conduit aux méme observations, comme l'indique



146 FLUCTUATIONS DANS DES SYTEMES HORS D’'EQUILIBRE

a b ¢ d e f g
| —-1.03 -097 —-1.01 —-096 -0.98 -0.92 -0.97

TAB. 5.2 — Test du TFT : principaux résultats des expériences a)...g) [cf table 5.1
pour les définitions des expériences a)...g)].

la fig. 5.5, qui reproduit les résultats obtenus dans les expériences a). ..d). Cependant,
on peut remarquer que cette fois-ci 7, ~ 50 ms, tandis que T, =~ 0.7 ms dans les
expériences f) et g) (voir plus haut). Or les expériences a)...g) correspondent a des
oscillateurs dont les temps de relaxation sont comparables; seule 'amplitude |M x|
du moment appliqué et le rapport 7y/Telax varient de maniere appréciable d’'une ex-
périence a l'autre (cf table 5.1). En effet, les expériences f) et g) correspondent a un
moment appliqué de plus forte amplitude, et dont les variations (les rampes) ont lieu
sur des intervalles de temps beaucoup plus courts : (7o/Trelax)1),e) < (70/Trelax)a)...c) €t
‘Mmax‘f),g) > ’Mmax’a).,.e)-

Ainsi, si le régime transitoire de > que nous observons aux temps 7 < Ty, COTTes-
pond & un mécanisme physique, nous nous attendrions plutot a ce que 7% < 7).
Or nous observons précisément le contraire.

Ce régime transitoire de Y aux tres faibles valeurs de 7 est probablement du a la
fréquence d’échantillonnage des signaux 0(t) et M(t), et, dans des proportions moindres,
a la carte d’acquisition que nous avons utilisée (carte NI 4472 PXI 24 bits!?), ainsi qu’a
I'électronique de conditionnement associée a l'interférometre (cf chap.2).

En effet, les expériences f) et g) ont été réalisées en échantillonnant les signaux
O(t) et M(t) a la fréquence v, = 16.384 kHz, tandis que les expériences a)...e) ont
été réalisées avec g, = 2.048 kHz. Toutes ces expériences ont été réalisées avec la
méme chaine d’acquisition. Par conséquent, seule la fréquence d’échantillonnage des
signaux 6(t) et M(t), qui varie d'un groupe d’expériences a l'autre, peut expliquer
I’écart sensible entre les valeurs de 7, observées.

Par manque de temps, nous n’avons pas étudié plus en détail ce point ; il semble
nécessaire de réaliser de nouvelles expériences afin de comprendre davantage cet effet.

Nous résumons les différentes valeurs de ¥ obtenues dans les expériences a). .. g)
dans la table 5.2.

Résumons. Nous avons testé le TFT en examinant les expériences a)...g) définies
par la table 5.1. Les résultat obtenus sont les suivants :

(i) Seule la puissance classique 2W; (5.10) se préte & un test du TFT (5.5).

(ii) Les fonctions de distribution P(p,) ont toujours suffisamment d’événements
pr 2 0 pour qu'on puisse tester le TFT (5.6), quel que soit 7 € (0, Tiayx). Par
ailleurs, les fonctions de distribution P(p;,) sont gaussiennes.

(iii) Le TFT (5.6) est vérifié quel que soit T € (Timin, Tmax) OU Tmin < To, avec de
petites déviations au résultat (5.6) aux temps courts 7 < Ty, qui peuvent étre
attribuées a la fréquence d’échantillonnage des signaux 6(t) et M (t).

4 Cette carte peut échantillonner des signaux jusqu’a vee, = 102.4 kHz.
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Il s’agit d’un résultat nouveau, car il a été obtenu pour un systeme oscillant dont
le terme inertiel 76 ne peut étre négligé, c’est-a-dire pour un systeme dont la dyna-
mique correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre ; or il n’existe pas
actuellement de preuve du TFT (5.6) pour une telle dynamique.

Afin d’analyser ces résultats expérimentaux, nous étudions au § 5.3 une dynamique
de Langevin du premier et du deuxieme ordre, en nous appuyant sur le fait que les
distributions P(p,) sont gaussiennes dans nos expériences, afin de nous assurer que
la dynamique de notre oscillateur, qui correspond a une dynamique de Langevin du
deuxieme ordre, conduit bien aux résultats observés.

5.2.3 Relation de fluctuation stationnaire (1)

Nous examinons maintenant le théoreme de fluctuation stationnaire (5.6), a partir
du méme jeu de données qu’au §5.2.2 [expériences a)...e), cf table 5.1]. Comme nous
I'avons mentionné au début du §5.1.2, le TFS (5.2) caractérise le régime stationnaire
hors d’équilibre du systeme, une fois que son régime transitoire (hors d’équilibre) s’est
amorti, du fait des processus de frottements visqueux par exemple. Ce régime station-
naire hors d’équilibre peut étre obtenu en forgant continument le systeme hors d’équi-
libre, au moyen d’une force appliquée linéaire en ¢, par exemple (c’est précisément la
situation envisagée par Cohen et van Zon dans les articles [vZC03b, vZC03a, vZCC04]).

Dans nos expériences, ces effets de dissipation sont essentiellement diis a la viscosité
du fluide dans lequel I'oscillateur mécanique est immergé, ainsi qu’a la viscoélasticité
de loscillateur (dans des proportions moindres), et sont controlés par le temps de
relaxation 7. de loscillateur. Ainsi, si I'origine des temps 7 = 0 correspond au com-
mencement de chaque rampe linéaire en ¢, nous pouvons étudier le TFS en envisageant
les temps T € (2Tyelax; T0), OU To désigne la durée de chaque rampe.

L’expérience a) se préte bien a une étude du TFS : puisque 7y /Trelax = 8.49 (cf table
5.1), nous pouvons calculer p, sur chaque rampe a partir de 7 = 27y (cf fig. 5.2), en
disposant d'une marge suffisante pour étudier la dynamique stationnaire hors d’équi-
libre de 'oscillateur et calculer les fonctions de distribution P(p,) dans ce régime. Le
protocole que nous adoptons est identique aux points (i), (ii) et (iii) indiqués au §5.2.2,
a ceci pres que lorigine des temps 7 = 0 correspond cette fois-ci a 'instant 7 = 27,ejay :
de cette maniere, nous ne nous intéressons qu’au régime stationnaire hors d’équilibre
de loscillateur sur 'intervalle de temps (0, 79 — 27Tve1ax)-

Comme pour notre test du TFT (cf §5.2.2), seule la puissance classique %WC“ (5.10)
intégrée entre t et t + 7 dispose d’une statistique adéquate pour tester le TFS : c’est la
seule quantité dont les distributions P(p,) ont suffisamment d’événements p, = 0 pour
une large gamme de valeurs de 7. Aussi nous ne considérerons plus que celle-ci dans ce
qui suit, et nous la noterons comme précédemment %WT.

La fig. 5.6(i) reporte quelques densités de probabilité P(p,) obtenues dans le cas a).
On remarque tout d’abord que les distributions obtenues sont gaussiennes'® quel que

5Dont nous ne reproduisons pas les ajustements afin de ne pas alourdir les figures.
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F1a. 5.6 — Test du TFS : cas a). Cette figure représente (i) les densités de probabilité
de la puissance fournie a l'oscillateur LW, (ii) les fonctions de symétrie S, correspon-
dantes, (iii) la convergence du nombre pur ¥ en fonction de 7 (les valeurs indiquées de
7 sont telles que l'instant 7 = 0 correspond & T = 2T;e1ax). En outre, nous représentons
sur la fig. (iii) la courbe théorique de ¥ tirée de 'expression (5.16).
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soit 7 € (0, 7o — 2Trelax ). En outre, ces distributions ont toujours suffisamment d’événe-
ments p, = 0, quel que soit 7 € (0, Tg — 2Tyelax ) : NOUS pouvons donc étudier les fonctions
de symétrie S, (5.12).

Quelques fonctions de symétrie S, sont reproduites sur la fig. 5.6(ii) : nous obtenons
une famille de droites passant par l'origine, en conformité avec le TFS (5.6).

En effectuant un ajustement linéaire de chaque fonction de symétrie S; en fonction
de %WT, nous pouvons déterminer si ¥ = 1 a la limite ou 7 — oo, conformément
au TFS (5.6). Signalons que cette fois-ci, la relation (5.13) doit étre remplacée par la
relation de fluctuation stationnaire

Sy ~YXp, +O(1/7) pour T — 00, (5.14)

ou S; est définie par (5.12).

Le résultat obtenu est indiqué sur la fig. 5.6(iii), qui met assez clairement en évi-
dence la convergence de X vers la valeur —1 dés 7 2 50 ms (i.e. T 2 2Tye1ax + 50 ms, en
unité de temps absolue).

Contrairement au TFT, pour lequel ¥ converge instantanément vers la valeur —1,
le TFS caractérise la convergence asymptotique de ¥ vers la valeur —1 (sur le régime
stationnaire hors d’équilibre du systeme).

La fig. 5.6(iii) met clairement en évidence un régime oscillant amorti de ¥ pour les
faibles faibles valeurs de 7 : ¥ présente en effet presque 3 oscillations amorties pério-
diques dont la pseudo-pulsation est approximativement égale & a = /wi —~? pour
7 < 20 ms, ol wy désigne la fréquence (angulaire) de résonance a vide de 'oscillateur
et v = Tr;llax'

Ce régime oscillant amorti indique que la dynamique de notre oscillateur amorti
correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre, et non du premier ordre.

En effet, dans le cas d’une dynamique de Langevin du premier ordre, Cohen et van
Zon montrent dans leur article [vZCCO04] [cf relation (15)] que
1 :27'12—7’1(7'4—7'1)6_7—/7—1

avec  €(T)

) L.
1—e(r)’ T2 '

(5.15)

ou 11 = n/C [nous redémontrons ce résultat au §5.3.1, cf relation (5.51)].
Une telle expression de ¥ ne peut manifestement pas rendre compte du régime os-
cillant amorti qu’indique la fig. 5.6(iii) aux faibles valeurs de .

A partir d’'une dynamique de Langevin du deuxieme ordre, et en nous appuyant sur
le fait que les distributions de la puissance %WT sont gaussiennes quel que soit 7, nous
montrons au §5.3.2 que ¥ a expression suivante [cf relation (5.63)] :

1
Y)=—————  avec
1 —e(7)
o . e ) (5.16)
() = 2 sin p sin 3¢ — a7 sin (a7 + 2¢) e’ —siny sin (a7 + 3p) e 77
e(1) = ,
(ar)?

ou « et y ont été définies plus haut, et ou ¢ = Arctan (a /7).
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Nous tragons sur la fig. 5.6(iii) le graphe théorique de ¥ en fonction de 7 (en cou-
leur claire). Clairement, la courbe théorique de ¥ en fonction de 7 donnée par (5.16)
ne coincide pas avec la courbe expérimentale de . Néanmoins, on peut remarquer que
I’accord enre les deux n’est pas si mauvais si l'on fait abstraction de la forte déviation
de leur comportement moyen aux tres faibles valeurs de 7. En effet, si 'on supprime
la dérive de Xy, aux faibles valeurs de 7, ou si I'on modifie la relation (5.16) de telle
sorte que Xipe, présente une dérive similaire a celle de Xy, pour les faibles valeurs de
7, les deux courbes de Yy, et Yipeo sont en bon accord.

Résumons. Nous avons testé le TFS en examinant 1’expérience a) définie par la table
5.1. Les résultat obtenus sont les suivants :

(i) Seule la puissance classique LW, (5.10) se préte & un test du TFS (5.2).

(ii) Les fonctions de distribution P(p,) qui permettent de tester le TFS (5.6) sont
gaussiennes.

(iii) Le TFS (5.6) est vérifié pour une valeur de 7 finie : ¥ converge vers la valeur —1
des T 2 27ielax + 50 ms.

Il s’agit d’'un résultat nouveau. Premierement car il a été obtenu pour un systeme
oscillant dont le terme inertiel 16 ne peut étre négligé, c’est-a-dire pour un systeme
dont la dynamique correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre. Or
il n’existe pas actuellement de preuve du TFS (5.6) dans ce cas. Deuxiemement car
le TFS (5.6), méme s’il n’en existe pas de preuve dans le cas d'une dynamique de
Langevin du deuxieme ordre, n’assure la convergence de X vers la valeur ¥ = —1 qu’a
la limite 7 — oo. Or nous observons une convergence a 7 fini.

Afin d’analyser ces résultats expérimentaux, nous étudions au § 5.3 une dynamique
de Langevin du premier et du deuxieme ordre, en nous appuyant sur le fait que les
distributions P(p,) sont gaussiennes dans nos expériences, afin de nous assurer que
la dynamique de notre oscillateur, qui correspond a une dynamique de Langevin du
deuxieme ordre, conduit bien aux résultats observés.

5.2.4 Relation de fluctuation stationnaire (2)

Nous nous proposons maintenant d’étudier une stationnarité d’'un type tout a fait
différent (et nouveau), qui correspond au cas d’un systeme forcé hors d’équilibre dans
un régime stationnaire de facon périodique.

Pour cela, nous examinons les expériences correspondant a un moment appliqué
M (t) en forme de sinusoide [cf (4.39), §4.4.3], comme l'indiquent les figs. 4.11 et 4.12
du §4.4.3 : nous considérons donc les expériences h) et i), qui correspondent a un
oscillateur faiblement amorti (puisqu’il n’est pas immergé dans un fluide) forcé pério-
diquement hors d’équilibre dans son régime stationnaire (puisque 7o/Trelax = 0.08, cf
table 5.1).

Afin de tester le TFS (5.6), nous procédons comme l'indique la fig.5.7. Afin de
déterminer la densité de probabilité P(p,) de la puissance p,, définie par la relation
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t—=

F1G. 5.7 — Protocole pour tester le TFS. Pour déterminer les densités de probabilité
P(p,), nous calculons p, en intégrant les signaux M(t) et 6(t) de A & A', de B a4 B, de
C' a ' et ainsi de suite. On obtient ainsi la densité de probabilité P(p,) correspondant
a 7 = 1 période du moment appliqué M (t) [qui est, par ailleurs, la période de 6(t)].
Nous procédons a l'identique en calculant p, de A & A”, de B a B”, de C' a C" et
ainsi de suite (de A a A”...), afin de déterminer les densités de probabilité P(p,)
correspondant & 7 = 2 périodes, 3 périodes ..., jusqu'a ce que les séries de M (t) et
0(t) soient épuisées.

(5.12), nous calculons p, en intégrant de A a A’ [i.e. sur une période de M(t) et de
6(t)], puis de A a A” [i.e. sur deux périodes de M(t) et de 6(t)] et ainsi de suite. On
obtient ainsi la densité de probabilité P(p,) correspondant a 7 = 1 période du moment
appliqué M (t) [qui est, par ailleurs, la période de 6(t)]. Nous procédons & 'identique
en calculant p, de A a A”, de B a B”, de C' a C” et ainsi de suite (de A a A”...),
afin de déterminer les densités de probabilité P(p,) correspondant a 7 = 2 périodes, 3
périodes ..., jusqu’a ce que les séries de M (t) et 6(t) soient épuisées.

Ici et dans ce qui suit, les temps d’intégration 7 sont donc des multiples de la période
du moment appliqué M (t), qui vaut Ty = 100 ms dans les expériences h) et i).

Les étapes suivantes du test sont identiques aux points (ii) et (iii) indiqués au § 5.2.2,
a ceci pres qu'il s’agit maintenant de tester le TFS (5.6), qui ne vaut qu’a la limite
T — 00, et qui comporte un terme correctif en O(1/7).

Comme pour notre test du TFT (5.6) (cf §5.2.2), seule la puissance classique (5.10)
intégrée entre t et t + 7 dispose d’une statistique adéquate pour tester le TFS : c’est la
seule quantité dont les distributions P(p,) ont suffisamment d’événements p, = 0 pour
une large gamme de valeurs de 7. Aussi nous ne considérerons plus que celle-ci dans ce
qui suit, et nous la noterons comme précédemment %WT.

La fig. 5.8(i) reporte les fonctions de distribution P(p,) obtenues dans le cas h) (cf
table 5.1) : ces dernieres sont gaussiennes. En outre, elles disposent de suffisamment

d’événements p, = 0 pour une large gamme de valeurs de 7 : nous pouvons donc tenter
un test du TFS.
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F1G. 5.8 — Test du TFS : cas h). Cette figure représente (i) les densités de probabilité
de la puissance fournie a l'oscillateur %WT, (i) les fonctions de symétrie S, correspon-
dantes, (iii) la convergence du nombre pur ¥ en fonction de 7 (les valeurs indiquées de
7 sont telles que l'instant 7 = 0 correspond & 7 = 27Tyelax)-
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Les fonctions de symétrie S, (5.12) correspondantes sont indiquées sur la fig. 5.8(ii) :
nous obtenons une famille de droites passant par 'origine, dont les pentes sont iden-
tiques, en conformité avec la relation (5.13).

En effectuant un ajustement linéaire de chaque fonction de symétrie S, en fonction
de %WT, nous pouvons déterminer si ¥ = 1 a la limite ou 7 — o0, conformément au
TFS (5.6). Signalons a nouveau que la relation (5.13) doit étre remplacée par la relation
(5.14) du paragraphe précédent.

Le résultat obtenu est indiqué sur la fig. 5.8(iii), qui met assez clairement en évidence
la convergence de X vers la valeurs —1 des 7 2 1000 ms.

Insistons sur le fait qu’il n’existe pas a I'’heure actuelle de calcul analytique qui
corresponde a notre étude expérimentale : le régime de convergence de ¥ aux faibles
valeurs de 7 [7 < 1000 ms, sur la fig. 5.8(iii)], qui semble étre linéaire en 7 [cf fig. 5.8(iii)]
ne peut étre comparé a aucune expression analytique, et il n’est par ailleurs aucune-
ment garanti que > — —1 pour 7 — oc.

Résumons. Nous avons testé le TFS en examinant le cas h) défini par la table 5.1.
Les résultat obtenus sont les suivants :

(i) Seule la puissance classique 2We,; (5.10) se préte a un test du TFS (5.2).

(ii) Les fonctions de distribution P(p,) qui permettent de tester le TFS (5.6) sont
gaussiennes.

(iii) Le TFS (5.6) est vérifié pour une valeur de 7 finie : ¥ converge vers la valeur —1
des 7 2 1000 ms.

Il s’agit d’un résultat nouveau. Premierement car il a été obtenu pour un systeme
oscillant dont le terme inertiel 16 ne peut étre négligé, c’est-a-dire pour un systeme
dont la dynamique correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre. Or
il n’existe pas actuellement de preuve du TFS (5.6) dans ce cas. Deuxieémement car
le TFS (5.6), méme §'il n’en existe pas de preuve dans le cas d'une dynamique de

Langevin du deuxieme ordre, n’assure la convergence de X vers la valeur > = —1 qu’a
la limite 7 — oo. Or nous observons une convergence a 7 fini.
Afin d’analyser le régime de convergence de ¥ vers la valeur ¥ = —1, nous envisa-

geons au §5.3.3 une dynamique de Langevin du deuxieme ordre, en nous appuyant sur
le fait que les densités de probabilités P(p,) sont gaussiennes (les calculs sont détaillés
dans I’Annexe H).

5.2.5 Limites d’applicabilité des théoremes de fluctuation

Avant d’étudier une dynamique de Langevin du premier et du deuxieme ordre afin
d’analyser nos résultats expérimentaux, nous désirons mentionner un effet étonnant.

L’étude expérimentale des théoremes de fluctuation que nous venons d’exposer né-
cessite de déterminer les bornes d’intégration de p, = %WT = —% :JFT MOdt a partir
des signaux 0 et M. Autrement dit, il faut indicer les signaux 6 et M, comme l'in-
diquent les figs. 5.2 et 5.7 des §§5.2.2 et 5.2.4, afin de calculer la puissance p, ainsi que
les densités de probabilité P(p,) correspondantes.
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Nous allons montrer qu'une variation des conditions initiales de 6 et M (i.e. des
bornes de I'intervalle sur lequel p, est calculé), peut modifier drastiquement les densités
de probabilités P(p,), ainsi que le régime de convergence de X, en fonction de 7, vers
la valeur —1.

La fig. 5.9 reporte quelques densités de probabilité P(p,) obtenues dans I’expérience
h) (cf table 5.1), dans notre test du TFS, et met en évidence la sensibilité de la statis-
tique de p, vis-a-vis des conditions initiales de 6 et M.

La fig. (i) reporte deux densités de probabilité, obtenues en calculant p, a partir des
points x; représentés sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et a partir des points y; représentés
sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant a 7 = 100 ms (symboles o) et 7 = 400
ms (symboles ¢).

La fig. (ii) reporte deux densités de probabilités, obtenues en calculant p, a partir des
points z; représentés sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et & partir des points y,; représentés
sur la fig.5.10 (couleur vert clair), correspondant & 7 = 1100 ms (symboles o) et
7 = 1600 ms (symboles ©).

Clairement, les densités de probabilité calculées a partir des conditions initiales x;
et y;, et correspondant aux mémes valeurs de 7, sont toutes gaussiennes mais présentent
de forts écarts au niveau de leurs variances.

La fig. (iii) indique la convergence de > en fonction de 7 correspondante (condi-
tion initiale z; : symboles o, condition initiale y; : symboles ¢). On peut observer que
le régime de convergence de ¥, en fonction de 7, vers la valeur —1 est radicalement
différent selon que I'on choisit les points x; ou 3 comme conditions initiales pour le
calcul de la puissance p,. Par ailleurs, on peut remarquer que ¥ n’atteint pas la valeur
asymptotique —1 si 'on choisit comme conditions initiales les points y; : dans ce cas,
les distributions P(p,) n’admettent plus d’événements p, 2 0 aux temps longs.

Puisque notre systeme expérimental est peu complexe et bien controlé, cet effet
donne une idée de la difficulté de tester (ou d’appliquer) le TEFS sur un systéme phy-
sique simple, et a fortiori sur des systemes complexes. Plus précisément, nous sommes
conduits a nous poser les questions suivantes :

(i) Est-il réellement possible de déterminer avec certitude le régime de convergence
de X expérimentalement ?

(ii) Les travaux théoriques susceptibles de décrire le régime de convergence de ¥
peuvent-ils s’appliquer en pratique, ne serait-ce qu’a un systeme bien controlé ?

Une argumentation simple basée sur une dynamique de Langevin du premier ordre
permet d’analyser qualitativement cet effet. Considérons I’équation de Langevin

Nty + kxy = Fy (1 + sinwt) + ¢, (5.17)

ou z représente un degré de liberté porté hors d’équilibre par la force oscillante Fy (1+
sinwt), et fluctuant au hasard sous effet de I’agitation thermique, que nous modélisons
par une force aléatoire ¢ (souvent assimilée a un bruit blanc gaussien tel que ((;) = 0

et <Ct Ct’) = 2nkpT 5t,t/)-
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F1G. 5.9 — Sensibilité de la statistique de p,. Cette figure reporte quelques densités
de probabilité P(p,) obtenues dans I'expérience h) (cf table 5.1), dans notre test du TFS,
et met en évidence la sensibilité de la statistique de p, vis-a-vis des conditions initiales
de 0 et M. La fig. (i) reporte deux densités de probabilité, obtenues en calculant p, a
partir des points z; représentés sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et a partir des points ¥,
représentés sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant a 7 = 100 ms (symboles o)
et 7 =400 ms (symboles ¢). La fig. (ii) reporte deux densités de probabilités, obtenues
en calculant p, & partir des points x; représentés sur la fig. 5.10 (couleur rouge), et
a partir des points y; représentés sur la fig. 5.10 (couleur vert clair), correspondant
a 7 = 1100 ms (symboles o) et 7 = 1600 ms (symboles ¢). La fig. (iii) indique la
convergence de ¥ en fonction de 7 correspondante (condition initiale z; : symboles o,
condition initiale y; : symboles ©).
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F1G. 5.10 — Variation des conditions initiales pour le calcul de p,. Cette figure
représente schématiquement deux jeux de conditions initiales x; et y, pour le calcul de
la puissance p,, avec en fond la force appliquée au systeme F; = Fy (1 + sinwt).

Pour étudier I'influence d’une translation du degré de liberté x sur la valeur moyenne
et sur les fluctuations du travail (ou de la puissance) fourni au systeme, il suffit de
remarquer que y; = Ty — Ff est solution de 1’équation de Langevin

Nyt + kyr = Fosinwt + ¢, (5.18)

et correspond au translaté de z;, comme l'indique la fig. 5.10.

Afin de comparer les valeurs moyennes et les fluctuations des travaux fournis aux
degrés de liberté x et y dans l'intervalle de temps (0, 7), nous calculons tout d’abord
les travaux fournis a x et y pour t € (0, 7). Ces derniers valent respectivement W2 =
—Fy [y @ sinwt dt — Fy (¢, — xo) et WY = —F [ 4 sinwt dt. Puisque &, = ¢, nous
avons

En moyenne (x, — ) = 0, et U'on a (W?) = (WY). Passons a 'examen des fluc-
tuations des travaux WY et WY. Nous avons

SW* = §WY — Fy (52, — 60), (5.20)

ou dx; désigne la fluctuation de z; (idem pour y; ; naturellement, (W?) = (§W¥)). En
élevant au carré cette expression et en prenant la moyenne, nous trouvons

((SWE)?) = ((6W¥)?*) + Fy (6, — 6x0)*) — 2Fp (WY (6, — b0)) - (5.21)

Les arguments que nous désirons produire ici ne nous permettent d’analyser le com-
portement du dernier terme en fonction de 7. En revanche, la théorie du mouvement
brownien développée par Einstein et Langevin permet d’analyser qualitativement le
comportement du deuxieme terme en fonction de 7, selon le régime du systeme (tran-
sitoire / stationnaire hors d’équilibre).

En effet ((dz, — 0x¢)?) ~ ((0x,)?) ~ 72 aux temps courts (régime transitoire hors
d’équilibre), tandis que {(dz, — dz0)?) ~ ((dz,)?) ~ 7 aux temps longs (régime station-
naire hors d’équilibre) [Wan87, Lem02, Gil92, Gil93, Gil96, Nel67]. Par conséquent, la
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variance du travail W7 se comporte comme

(6W2)?) ((6W¥)?) + FZ 7%+ ... aux temps courts, (5.92)
! (W) + F27+ ... aux temps longs. '
Quant a la variance de la puissance fournie a l'oscillateur p, = %WT, elle vaut
(6592)?) ((6p)*) + FE+ (...)/7? aux temps courts, (5.23)
b ((6p2)*) + F¢/7+ (...)/7* aux temps longs. '

Les résultats obtenus peuvent se résumer au point suivant'®. Nos expériences et
notre petit calcul semblent indiquer que les conditions initiales jouent un role de premier
plan pour le régime de convergence de ¥, en fonction de 7, vers la valeur —1; c’est
seulement a la limite 7 — oo que les conditions initiales jouent un role secondaire pour

le TES.

5.3 Théoremes de fluctuation et dynamique de Lan-
gevin dans le cas gaussien

Dans les paragraphes qui suivent, nous modélisons la dynamique de notre oscillateur
mécanique amorti par une dynamique de Langevin du premier et du deuxieme ordre

(16(1) +) (1) + CO) = M(1) + (1), (5.24)

ou le déplacement angulaire ©(t) est porté hors d’équilibre par le moment de force
M (t), et fluctue au hasard sous 'effet de I'agitation thermique, que nous modélisons
par une force aléatoire ((t), et que nous assimilons & un bruit blanc gaussien tel que

€() =0 et (C(t)C(t)) =2nkpT 6(t —1'). (5.25)

Nous négligeons la viscoélasticité de l'oscillateur, qui complique singulierement les
calculs ; autrement dit, I'oscillateur est immergé dans un fluide dont la viscosité n do-
mine totalement la viscoélasticité intrinseque de l'oscillateur (dont le moment d’inertie
et la constante de torsion sont notés I et C, respectivement).

Avant toute chose, rappelons que nous nous intéressons aux théoremes de fluctua-
tion stationnaire et transitoire, qui s’écrivent

P
[TFS] In (pr) =Y7p, (1 —€(1)) ~E7p, + O(1/7) pour T — o0,

Plﬁ(_p ;) (5.26)
[TET] In -2 _ Y7p, quel que soit 7.

P<_pT)

16T es observations faites ici ne valent que pour une dynamique de Langevin du premier ordre. Il doit
toutefois étre possible d’arriver aux mémes observations qualitatives en considérant une dynamique
de Langevin du deuxiéme ordre.
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Rappelons aussi que les travaux de Gallavotti, Cohen et van Zon [GC95a, GC95b,
GC98, vZC03b, vZC03a, vZCC04] assurent que, pour une dynamique de Langevin du
premier ordre, ¥ = kBLT et €(1) = O(1/7) pour 7 — oo dans le cas du TFS, et donnent
une expression de €(7) dans le cas d’une force appliquée linéaire en ¢. En revanche,
dans le cas du TFT, et toujours pour une dynamique de Langevin du premier ordre,
Y= ]CBLT quel que soit 7.

Puisque la dynamique de notre oscillateur correspond a une dynamique de Langevin
du deuxieme ordre, nous proposons une méthode de calcul de ¥ dans le cas du TFT,
et de X et ¢(7) dans le cas du TFS, dont le point de départ est 1’équation de Langevin
(5.24). Le but est de tenter une analyse théorique des résultats expérimentaux que nous
avons exposé aux §§5.2.3 et 5.2.4 : il s’agit d’analyser le régime de convergence de 3
en fonction de 7 dans le cas du TFS.

En outre, cette méthode de calcul doit permettre de retrouver, pour une dynamique
de Langevin du premier ordre, les résultats de Cohen et van Zon concernant le TFT et
le TES.

Cette méthode de calcul s’appuie sur le fait que les densités de probabilité de la

puissance fournie a loscillateur p, = LW, = -1 :H M(t') f(t") dt' sont gaussiennes
quel que soit 7. Ainsi
1 (W T m?)
P(+W,) = exp [ - H ) 5.7
) = o e (-0 (5.27

olt u désigne la moyenne E(TV,) du travail W, et o? sa variance Var(W,).

En formant le rapport PP(EM‘;;T)), nous obtenons d’apres le TFT (5.26)'7

PW.) _ Plpr) _ e

20

= = = "Wr fini —= Y=-— 2.28
P(=W:) ~ P(—p;) ©o pemram 2 6B
tandis que d’apres le TEFS (5.26)
P(Ws) WWe SW1—¢(r)] ; 2p
— o = o AT 2 — . 529
P(—WT) ¢ ¢ 02(1 _ 6(7’)) ( )

Nous nous proposons donc de calculer la moyenne p et la variance o du travail W,
[défini par (5.9)] dans le cas du TFT et du TFS, ainsi que le terme correctif ¢(7) dans
le cas du TFS.

Comme nous ’avons mentionné au § 4.5 sur la base des observations expérimentales
du §4.4.3, les propriétés statistiques des fluctuations de ©(¢) ne sont pas affectées par
le moment appliqué M (t) : en d’autres termes, les fluctuations de ©(¢) sont des fluctua-
tions thermiques a 1’équilibre. Par conséquent, nous pouvons exprimer le déplacement
angulaire ©(¢) comme la somme d'un déplacement moyen 6(t), donné par la solution
de (5.33) calculée a ((t) = 0, et d'un déplacement fluctuant 06(t) satisfaisant le TFD :

O(t) = O(t) + 66(t). (5.30)

1"En vertu de la conservation de la probabilité P(p,)dp, = P(W,)dW, = PPE(_”;T)) = P}E(—%B)'
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M

Al | B
OT()'t

Fia. 5.11 — Motif M(t) du moment appliquée. (cf fig. 5.2 pour la définition des
états A et B.)

De méme que 'on peut exprimer I’angle © comme la somme d’une quantité moyenne
f et d’une quantité fluctuante 66, nous pouvons exprimer le travail W, fourni au systeme
dans P'intervalle de temps (0, 7) comme la somme dun travail moyen W, et d’un travail
fluctuant 0W,. En effet

W, = — /TM(t) Ot)dt = — / M(t) <9(t) + 59(t)>dt =W, +0W,. (531

5.3.1 Dynamique de Langevin du 1°" ordre : cas du moment
en forme de rampes et plateaux

Nous commencons par examiner le cas du moment appliqué périodique en forme
de rampes et plateaux, qui correspond aux expériences que nous avons exposées atl
§5.2.2, et dont le motif'® M(t) est composé d'une rampe linéaire en ¢ et d’un plateau
(cf fig.5.11) :

Mo 4 te (0
M(t) = { w b pourt € (0,m) (5.32)
My  pour t > T,

que 'on peut simplement caractériser par son amplitude maximale M, et son temps
de montée 7y (et sa vitesse de variation M o 7, 1).

En outre, nous commengons par étudier le cas du régime de forte friction, ou I'on
néglige simplement le terme inertiel /6(¢) dans (5.24), de sorte que ’équation du
mouvement du déplacement angulaire O(t) s’écrit

O) + rO() = n ' [M(t) + ¢(1)], on 7 = g (5.33)

¥Nous notons ici et dans ce qui suit M (¢) le motif du moment appliqué, et non le moment appliqué
lui-méme.
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Calcul pour ™ < 1

Puisque le TFT (5.26) est vérifié quel que soit 7 € (Tiin, Tmax) OU Tmin < 7o [cf point
conclusif (ii) du §5.2.2], nous considérons tout d’abord le cas 7 < 75, pour lequel?

WE = 0 (+6(r) - / "B at).

To

SWS = —%@59(7) - / " s0(t) dt).

70

(5.34)

Calcul de la moyenne

La moyenne du travail W, est déterminée par la solution moyenne 6 (1), solution de
(5.33) calculée a ((t) = 0 pour ¢ < 79. En choisissant pour condition initiale 6 (0) = 0,

nous avons v
0 (t I—O(T e’t/”—l—t—7'>, 5.35

0= 52 (n 1 (5.35)
de sorte que la moyenne du travail W, vaut

2

— M 1
[le = Wf = —0—7?2<7'1(7' +7)e M 4 572 - 7'12> (5.36)
0

Calcul de la variance

Comme nous allons le voir, la variance du travail W, est déterminée par la fonction
d’autocorrélation de la fluctuation §0. En élevant au carré la fluctuation 6W= et en
prenant la moyenne sur I’ensemble de ses réalisations, nous trouvons une variance du
travail W, qui vaut

2 <\2 MET 5/ h 2 T
oL = <(5WT ) > = |:T <59 (7‘)> + <<£ 00(t) dt) > — 27'({ (00(T)d0(t))dt|. (5.37)
0

Les termes entre crochets peuvent s’exprimer en fonction de la fonction d’autocorréla-
tion de la fluctuation 66

kT /
B;ef‘tft‘

Tso(t, ') = (50() 60(t)) = (50(0) 60(t — ') = Typ(t — t') = M (5.38)

qui est uniquement fonction de ¢ — ¢’ puisque 96 est une fluctuation d’équilibre (cf plus
haut), a fortiori stationnaire au deuxieme ordre. En remarquant que

<(f 50(t) dt>2> — At [ Al Tselt — 1), (5.39)
0 0 0

19Nous notons Wf et W= la moyenne et la fluctuation du travail W, calculées pour 7 < 79. De
méme, nous notons plus loin Wf et dW> la moyenne et la fluctuation du travail W, calculées pour
T > T0.
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nous trouvons une variance du travail W, qui vaut
2

o2 = ((ow=yy = X ( 215 (0 )—QT]F(;g(t—T)dt—l—}dt}dt'f‘w(t—t')). (5.40)
0 0 0 0

Un calcul simple conduit finalement au résultat suivant :
o2 = ((6W5)*) = —2kpT e, (5.41)

ou p< est donnée par la relation (5.36).
Calcul pour ™ > 7

Calcul de la moyenne

La moyenne du travail W, est déterminée par la solution moyenne 0-(1), solution
de (5.33) calculée a ((t) = 0 et pour ¢t < 79. En raccordant () avec la solution 0 (t)
(5.35) obtenue précédemment pour ¢t < 71y [i.e. 0= (1) = 6 (79)], nous obtenons

— M,
() = & (ro+ (1= ey em), (5.42)
de sorte que la moyenne du travail W, vaut
=7 < = T7< Mgﬁ
ps=W_ =W_ —My[0-]7 =W_ — (1- eTO/”) (e_T/T1 — e_TO/”). (5.43)

OTO
Calcul de la variance

La variance du travail W est a nouveau déterminée par la fonction d’autocorrélation
[so (5.38) de la fluctuation §6. Un petit calcul permet d’exprimer la fluctuation du
travail dWW7 en fonction de la fluctuation §Wy (5.34) calculée précédemment pour
T<Tp:

SW7 = oW — M, [06] . (5.44)

En élevant au carré la fluctuation 6W; et en prenant la moyenne sur I’ensemble de
ses réalisations, nous trouvons une variance du travail W, qui vaut

= (W2)?) = ((GWS)) + M <([59} jo)2> — 20y (SW5 [06]7 ). (5.45)

Nous connaissons le premier terme qui est donné par (5.41) [ou pu~ est donnée par
(5.36)]. Quant aux deux autres termes, ils s’expriment simplement en fonction de la
fonction d’autocorrélation I'sy (5.38) de la fluctuation 66 de la maniere suivante :

<([59] ;)2> = 2(T0(0) = Too(7 = 7)),
(oW 1867, = =2 [r(Tan(r = ) = D))+ (5.46)

70 70
~ [Tt = 7)dt + | Top(t - To)dt]
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Un calcul simple conduit finalement au résultat suivant :

M02T1 (eTo/Tl _ 1) (e—T/Tl _ e—TO/Tl)

ot = ((6W7)?) = (BW3)*) — 2ksT 5 (5.47)

- _2kBTM>7

d’apres la relation (5.41).

Théoréme de fluctuation transitoire

Afin de déterminer la valeur de ¥, nous formons le rapport 24 [cf relation (5.28)].

Puisque ((0W,)?) = —2kgTW ., d’apres les relations (5.41) et (5.47), nous obtenons

1
Y= T quel que soit 7. (5.48)

Nous retrouvons donc une valeur de ¥ qui correspond précisément aux résultat de
Cohen et van Zon [vZC03b, vZC03a, vZCCO04], et qui est par ailleurs proche de celles
que nous avons observées expérimentalement au §5.2.2.

Théoréme de fluctuation stationnaire

Afin de déterminer la valeur de 3 lorsque l'oscillateur évolue hors d’équilibre dans
son régime stationnaire, nous calculons la solution stationnaire moyenne 0 (t) de (5.33).
Pour cela, il suffit de poser 7 — oo dans le résultat (5.35) ; nous trouvons

_ B M,

O(t) = C_To(t —71) pour t<Tp. (5.49)

La moyenne du travail W, se calcule & nouveau d’apres (5.34), et vaut

—< M,
pe =W, = — T
2078

(5.50)

La variance du travail W, quant a elle, est toujours donnée par (5.41) ot pu~ est donnée
par (5.36). En formant le rapport 2[% [cf relation (5.29)], nous obtenons ainsi
<

1 2 —7/71
Y=- , avec e(r) =2 o n(r e :
ksT (1 — (1)) 72

(5.51)

Ce résultat correspond précisément a la relation (15) obtenue par van Zon et Cohen
dans la référence [vZCCO04].
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5.3.2 Dynamique de Langevin du 2°™° ordre : cas du moment
en forme de rampes et plateaux

Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents correspondent précisément
aux résultats principaux de Cohen et van Zon [vZC03b, vZC03a, vZCCO04] : notre
méthode de calcul semble donc correcte.

Puisque la dynamique de notre oscillateur mécanique amorti correspond a une dy-
namique de Langevin du deuxieéme ordre, nous examinons maintenant le régime de
faible friction, qui correspond a l’équation de Langevin du deuxieme ordre (5.24), en
reprenant les notations du §4.5 [cf (4.60) et (4.61)].

Calcul pour ™ < 7
Calcul de la moyenne

La moyenne du travail W, est déterminée par la solution moyenne 6 (t), solution
de (??) calculée a ((t) = 0 et pour ¢ < 7y5. En choisissant pour condition initiale

0-(0) = 0(0) = 0, nous avons

M,
= 006(7)'0 <sin (at +2p) e + at — sin 2g0). (5.52)

0(t)

La moyenne du travail W, se calcule comme précédemment [cf relation (5.34)] :
= W = —

Hs T Ca?rd
2

+ %7’2 — sin p sin 390).

<om' sin (a7 4 2¢) e 7" +sin g sin (a7 4+ 3p) e 7T+
(5.53)

Calcul de la variance

La variance du travail W, est a nouveau déterminée par la fonction d’autocorrélation
de la fluctuation 06, qui vaut cette fois-ci

~ kgT
~ Csing

Cso(t) sin (a|t| + @) e M, (5.54)

En élevant au carré la fluctuation 0W.= [qui se calcule comme précédemment, cf re-
lation (5.34)] et en prenant la moyenne sur ’ensemble de ses réalisations, nous trouvons
une variance du travail W, qui vaut [cf relation (5.40)]

o2 = ((6WS)*) = —2kpTu, (5.55)

ou . est donnée par (5.53).
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Calcul pour ™ > 1

Calcul de la moyenne

La moyenne du travail W, est déterminée par la solution moyenne 0~ (1), solution
de (??) calculée a ((t) = 0 et pour t > 7y. En raccordant 6~ (t) avec la solution 6 (t)
(5.52) obtenue précédemment pour ¢ < 7y [i.e. 0= (79) = 0-(70) et 0= (7o) = 0(70)],
nous obtenons

M,
0-(t) = Caio <sin (at +2p) e —sin (aft — 7o) + 2¢) e 77 4 am), (5.56)

de sorte que la moyenne du travail W, vaut

ps =W, =W — My [0 (5.57)

T

Calcul de la variance

La variance du travail W, est a nouveau déterminée par la fonction d’autocorrélation
[sg (5.54) de la fluctuation 66. A nouveau, on peut exprimer la fluctuation du travail
OW7 en fonction de la fluctuation §W5 calculée précédemment pour 7 < 75, comme
I'indique la relation (5.44). En élevant au carré la fluctuation 6W> et en prenant la
moyenne sur l’ensemble de ses réalisations, nous trouvons une variance du travail W,
qui s’exprime d’apres les relations (5.45) et (5.46). Un calcul simple conduit finalement
au résultat suivant :

o2 = ((6W7)*) = ((dW5)*) = 2kpT [0-]] (5.58)

70

ot [f.]7 est donné par (5.57).
Puisque ((6W5)?) = —QkBTWfO [cf relation (5.55), ou Wfa est donnée par la
relation (5.53)], nous obtenons finalement

o2 = —2kgTp-. (5.59)

Théoréme de fluctuation transitoire

Afin de déterminer la valeur de X, nous formons le rapport 3—‘2‘ cf relation (5.28)].

Puisque ((6W;)?) = —2kpTW ., d’apres les relations (5.55) et (5.59), nous obtenons

1
Y= T quel que soit 7. (5.60)
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Nous retrouvons donc une valeur de > qui correspond précisément aux résultat de
Cohen et van Zon [vZC03b, vZC03a, vZCCO04], et qui est par ailleurs proche de celles
que nous avons observées expérimentalement au §5.2.2.

Toutefois, le résultat obtenu differe de celui de Cohen et van Zon : en effet, ce
dernier a été obtenu pour une dynamique de Langevin du deuxieme ordre, tandis que
Cohen et van Zon considerent une dynamique de Langevin du premier ordre.

Théoréme de fluctuation stationnaire

Afin de déterminer la valeur de ¥ lorsque l'oscillateur évolue hors d’équilibre dans
son régime stationnaire, nous calculons la solution stationnaire moyenne 0 (t) de (5.33).
Pour cela, il suffit de poser 7 — oo dans (5.52) ; nous trouvons

B(t) = 20

= Carn (at —sin2¢p) pour ¢ < 7. (5.61)

La moyenne du travail W, se calcule a nouveau d’apres (5.34), et vaut

< Mg 2
pe =W_ = — T
207¢

(5.62)

La variance du travail W, quant a elle, est toujours donnée par (5.55) [ou p< est donnée
par (5.53)]. En formant le rapport 2= [cf la relation (5.29)], nous obtenons ainsi
<

1
X=— , avec
ksT (1 — (1))
_s sin p sin 3¢ — a7 sin (a7 + 2p) e 7" —sin sin (a7 + 3p) e 77

e(r) = (aT)?

(5.63)

Comme nous 'avons montré au §5.2.3, cette expression de > en fonction de 7
décrit relativement bien les valeurs expérimentales de ¥ que nous avons mesurées (la
comparaison theorie / expérience est réalisée dans ce méme paragraphe).

5.3.3 Dynamique de Langevin du 2°™€ ordre : cas du moment

sinusoidal

Nous concluons notre étude des théoremes de fluctuation (5.26) en examinant le cas
des transformations correspondant a un moment appliqué oscillant

M(t) = M, sinwt, (5.64)

ou w désigne la fréquence (angulaire) excitatrice de M(t) et 27 /w sa période.
Cette fois-ci, nous examinons le TFS (5.26) : nous considérons donc des temps 7
tels que
T=2nw/w ou neN. (5.65)
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En outre, nous utilisons les notations suivantes (voir I’Annexe H pour le détail du
calcul) :

i® My
90 e = . )
I(oz2 +92 —w?+ 2ww) (5.66)
oe’ =~ +w? — o + 2iva,

ou «, v (et p, qui apparaitra par la suite) sont définies par les relations (4.60) et (4.61)
du §4.5 (ces notations sont reprises dans I’Annexe H).

Calcul de la moyenne

Dans ce cas, on peut montrer (cf Annexe H) que la moyenne du travail W, vaut

— 1
w=w,= §M090w7'sin D, (5.67)

Calcul de la variance

Quant & la variance o du travail W, , on peut montrer qu’elle vaut (cf Annexe H)

M2 2 2 2
0% = ((OW,)*) = kaT 2 (sin @ 4+ =Lsin (a7 + 20 — )¢ 7" +
C' psinp oT (5.68)

— sin (2¥ — gp)])

Théoréme de fluctuation stationnaire

En formant le rapport 24 [cf relation (5.28)], nous obtenons une valeur de ¥ qui
vaut

1
Y= _k?Bg(l — 6(7_)) pour T — 00, avec 60,
e(r) = ronsing (sin (2¥ — ) —sin (a1 + 2V — o) e_W).
Cette expression se simplifie dans le cas résonnant, ol nous avons
() ~ SN pour w =~ wy, (5.70)

~ wocos(p) T - YT

et dans le cas ou la fréquence excitatrice du moment appliqué est petite devant «, ou

nous avons 42 )
v — w; 5 5

e(rt) ~» ——— our w<Ka=1/wi— "y 5.71

(1) ’}/ng P 0o — 7 ( )
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Concluons en signalant qu'il est possible d’obtenir une expression de ¢(7) dans le
cas d’'un moment de force oscillant de la forme M (¢) = 2 (1 — coswt). Dans ce cas, il

est possible de montrer que le travail W, = — tt+T M(t") G(t") dt’ fourni & Poscillateur
dans l'intervalle de temps (¢,¢ + 7) est tel que

(6W,)?) = —2k5T W, (1 L O T Oy e*W), (5.72)

pour des temps 7 multiples de la période du forgage.

Les constantes C et Cy dépendent (entre autres) de I'instant de départ de l'in-
tégration (via coswt). Les expressions de C; et Cy sont un peu lourdes, et nous ne
les reproduisons pas ici, d’autant qu’elles n’apportent pas d’éléments de comparaison
pertinents pour les mesures exposées au §5.2.4).

5.4 Résumé des résultats obtenus

Dans ce cinquieme et dernier chapitre, nous avons étudié expérimentalement puis
théoriquement les fluctuations de la puissance fournie (ainsi que de la chaleur dissipée
par) a de petits oscillateurs mécaniques dissipatifs portés hors d’équilibre, dans un ré-
gime stationnaire ou transitoire, afin d’étudier expérimentalement les récents théoremes
de fluctuation dus a Gallavotti, Cohen et van Zon.

L’originalité de nos mesures tient au fait que la dynamique de notre oscillateur
mécanique amorti correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre, pour
laquelle il n’existe pas de bases théoriques stires des relations de Gallavotti-Cohen et
de Cohen-van Zon.

Dans nos expériences, seule la puissance classique fournie a l'oscillateur dispose
d’une statistique adéquate pour tester ces théoremes de fluctuation. En outre, ses den-
sités de probabilité sont toujours gaussiennes, que le systeme évolue hors d’équilibre
dans un régime transitoire ou stationnaire.

Les expériences que nous avons réalisées mettent clairement en évidence la validité
du théoreme de fluctuation transitoire. En outre, elles indiquent que plusieurs problemes
restent ouverts en ce qui concerne le théoreme de fluctuation stationnaire, dont nous
proposons par ailleurs une étude expérimentale inédite, en envisageant un type de
stationnarité tout a fait différent.

Enfin, afin de tenter une analyse théorique de nos mesures, nous avons modélisé
la dynamique de notre oscillateur mécanique par une dynamique de Langevin du pre-
mier et du deuxieme ordre, en nous appuyant sur nos observations expérimentales,
qui peuvent se résumer aux points suivants : les densités de probabilité de la puis-
sance classique sont gaussiennes, et les fluctuations de I'oscillateur sont des fluctuations
d’équilibre, quelle que soit la transformation envisagée.

Nous retrouvons ainsi les résultats de Cohen et van Zon, dans le cas d’une dyna-
mique de Langevin du premier ordre, et obtenons des expressions analytiques que nous
pouvons comparer aux expériences réalisées, dans le cas d'une dynamique de Langevin
du deuxieme ordre.

Toutefois, I’accord expérience / théorie n’est pas tout a fait convaincant dans le cas
du théoreme de fluctuation stationnaire; nous avons tenté d’en expliquer les causes
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probables en mentionnant les effets d’échantillonnage du dispositif d’acquisition, ainsi
qu’au moyen d’arguments théorique de nature qualitative.
D’une fagon générale, les résultats présentés appellent de nouvelles expériences, ainsi

qu’un traitement numérique et analytique plus poussé.



Conclusions et perspectives

Ce travail présente une étude expérimentale au niveau fondamental des fluctuations
du travail et de la chaleur dans des sytemes mécaniques hors d’équilibre, en vue de vali-
der les approches théoriques récentes sur le sujet dues a Jarzynski, Crooks, Gallavotti,
Cohen, van Zon et leurs collaborateurs.

Depuis les travaux de Clausius et Boltzmann a la fin du dix-neuvieme siecle, il s’agit
d’un sujet abondamment étudié, tant par intérét scientifique qu’industriel. Pourtant,
les innombrables études qui lui sont consacrées depuis plusieurs années (plus d’un siecle
en réalité!) n’offrent a ce jour aucune méthode satisfaisante pour évaluer 1'énergie libre
et la chaleur d'un systeme porté hors d’équilibre.

Les récents travaux de Jarzynski, Crooks, Gallavotti, Cohen, van Zon et leurs colla-
borateurs offrent de nouvelles perspectives pour 1’évaluation de la variation de 1’énergie
libre et de la chaleur d’un systeme porté hors d’équilibre.

Dans un premier chapitre, nous avons introduit ces nouveaux concepts et motivé la
nécessité de réaliser des expériences afin de tester ces nouveaux résultats, en insistant
sur la pertinence d’une étude expérimentale.

Dans un second chapitre, nous avons détaillé le principe ainsi que la réalisation du
dispositif de mesure : un interférometre différentiel inspiré de la technique de Nomarski,
permettant de mesurer les déplacements thermiques sub-nanométriques de petits os-
cillateurs mécaniques dissipatifs.

Confrontés au probleme du bruit environnemental, nous avons détaillé le principe,
la réalisation ainsi que la mise en application d’une technique de réduction du bruit
s'inspirant du filtrage de Wiener, afin de nous affranchir du bruit environnemental
transmis aux systemes étudiés, et de rendre la mesure de leurs fluctuations thermiques
a ’équilibre possible.

Les principaux résultats des chapitres 2 et 3 montrent que nous sommes effective-
ment capables de mesurer les fluctuations thermiques de petits oscillateurs mécaniques
a 1’équilibre, que ces derniers soient immergés ou non dans un fluide visqueux, et de
vérifier le théoreme fluctuation-dissipation avec une erreur inférieure a 5%.

L’erreur en question est essentiellement due & la calibration de la force appliquée au
systeme. Pour déterminer cette derniere, il est nécesaire de connaitre avec une grande
précision la masse (ou le moment d’inertie) de 'oscillateur. Or, la réalisation des petits
oscillateurs mécaniques est trop “artisanale” pour qu’on puisse espérer calibrer la force
appliquée a ces derniers avec une erreur inférieure a 5%. Notamment, la masse (ou
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I'inertie) des oscillateurs est dominée par la masse (ou l'inertie) du miroir en flexion
(ou en torsion) ; il en résulte que la distribution massique de I'oscillateur est faiblement
inhomogene, du fait du dispositif de forgage solidaire du miroir. Ces inhomogénéités
jouent un role non négligeable au niveau de la sensibilité de nos mesures, et rendent la
calibration de la force appliquée a 'oscillateur délicate.

Une fabrication en série des oscillateurs, avec un design compact, une symétrie par-
faite et des distributions massiques bien controlées peut étre envisagée afin de résoudre
ce probleme. Une telle démarche permettrait du méme coup de résoudre le probleme
du collage de l'oscillateur, qui est a l'origine d’autres problemes (outre la calibration
de la force appliquée au systeme), notamment de durabilité et de stabilité des oscilla-
teurs. Ce point semble d’autant plus important si ’on désire étudier la dynamique hors
d’équilibre de systemes vieillissants.

Un autre aspect de la question concerne la technique de réduction du bruit. Celle-ci
gagnerait en performance si I'on alimentait 'interférometre qui permet de mesurer le
bruit transmis au systeme avec un laser qui se caractérise par les mémes performances
de stabilité que le laser He-Ne Melles Griot que nous avons utilisé pour mesurer les
fluctuations thermiques des oscillateurs mécaniques.

En outre, poursuivre un effort de recherche au niveau de l'isolation du dispositif
expérimental semble indispensable si 'on désire étudier la dynamique hors d’équilibre
de systemes vieillissants. En effet, I’étude expérimentale des modes de relaxation a
basses (voire tres basses) fréquences d'un systeme vieillissant nécessite une excellente
isolation du dispositif expérimental a tres basse fréquence. Combinée a une améliora-
tion de la technique de réduction du bruit, une amélioration des dispositifs d’isolation
“classiques” du montage doit permettre une telle étude, et ouvrir de nouvelles perspec-
tives de recherche, qui ne peuvent actuellement étre envisagées ni numériquement, ni
théoriquement.

Dans un quatrieme chapitre, nous avons étudié expérimentalement puis théorique-
ment les fluctuations du travail de petits oscillateurs mécaniques dissipatifs portés hors
d’équilibre, entre deux états d’équilibre, afin d’évaluer la variation d’énergie libre du
systeme d’apres les résultats de Jarzynski et Crooks. Nous avons comparé cette derniere
a un estimateur classique, en réalisant plusieurs expériences afin de sonder les différents
régimes du systeme expérimental : transformation réversibles, faiblement irréversibles
puis irréversibles.

Notre étude expérimentale des relations de Jarzynski et Crooks a permis de trancher
partiellement le débat récemment amorcé par Cohen et ses collaborateurs : quelle que
soient les transformations envisagées dans nos expériences, les résultats de Jarzynski et
Crooks sont vérifiés avec une excellente précision, aux erreurs de mesure pres (voir plus
haut : calibration de la force, etc.). En outre, les distributions du travail sont toujours
gaussiennes, quelle que soit la nature de la transformation envisagée.

Par ailleurs, nous avons mis en évidence la supériorité du théoreme de fluctuation
de Crooks, qui permet d’identifier le point de croisement des densités de probabilité
directe et renversée du travail avec la variation d’énergie du systeme, et proposé une
méthode alternative pour déterminer la variation d’énergie libre du systeme, en tirant
profit du point de croisement des densités de probabilité directe et renversée du travail
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classique, lorsque ces dernieres sont gaussiennes.

Enfin, nous avons analysé nos résultats expérimentaux a partir d’'une dynamique
de Langevin du premier et du deuxieme ordre, en nous appuyant sur nos observations
expérimentales, qui peuvent se résumer aux points suivants : les densités de probabilité
du travail sont gaussiennes, et les fluctuations de l'oscillateur sont des fluctuations
d’équilibre, quelle que soit la transformation envisagée.

Nous avons ainsi montré que 'égalité de Jarzynski est toujours vérifiée lorsque le
travail a une distribution gaussienne, quelles que soient 'amplitude et la vitesse de
variation de la force appliquée.

Toutefois, on pourrait penser que le test expérimental que nous avons réalisé est
limité a une classe de systemes extréemement restreinte. Notamment, la premiere ques-
tion qui vient a l'esprit est “que se passe-t-il pour des distributions du travail non
gaussiennes” ? Nous n’apportons pas de réponse a cette question, et le débat reste
ouvert.

Dans notre cas, la seule alternative consiste manifestement a forcer 1'oscillateur de
facon non linéaire. Or réaliser une non linéarité a ce niveau de sensibilité est une tache
extréemement compliquée, que je ne suis pas parvenu a accomplir. Il serait toutefois
intéressant de tester les relations de Jarzynski et Crooks dans un tel cas, au moyen
d'un couplage électrostatique ou en exploitant l'effet Casimir.

Quant a l'alternative qui consisterait a forcer 'oscillateur a tres grande amplitude,
nous avons montré expérimentalement, et au moyen d’arguments théoriques de nature
qualitative, qu’elle conduit, pour peu que les distributions du travail soient gaussiennes,
a l'impossibilité pure et simple de déterminer le point de croisement de ces dernieres,
et donc de tester les relations de Jarzynski et Crooks.

Dans un cinquieme et dernier chapitre, nous avons étudié expérimentalement puis
théoriquement les fluctuations de la puissance fournie (ainsi que de la chaleur dissipée
par) a de petits oscillateurs mécaniques dissipatifs portés hors d’équilibre, dans un ré-
gime stationnaire ou transitoire, afin d’étudier expérimentalement les récents théoremes
de fluctuation dus a Gallavotti, Cohen et van Zon.

L’originalité de nos mesures tient au fait que la dynamique de notre oscillateur
mécanique amorti correspond a une dynamique de Langevin du deuxieme ordre, pour
laquelle il n’existe pas de bases théoriques stires des relations de Gallavotti-Cohen et
de Cohen-van Zon.

Dans nos expériences, seule la puissance classique fournie a l'oscillateur dispose
d’une statistique adéquate pour tester ces théoremes de fluctuation. En outre, ses den-
sités de probabilité sont toujours gaussiennes, que le systeme évolue hors d’équilibre
dans un régime transitoire ou stationnaire.

Les expériences que nous avons réalisées mettent clairement en évidence la validité
du théoreme de fluctuation transitoire. En outre, elles indiquent que plusieurs problemes
restent ouverts en ce qui concerne le théoreme de fluctuation stationnaire, dont nous
proposons par ailleurs une étude expérimentale inédite, en envisageant un type de
stationnarité tout a fait différent.

Enfin, afin de tenter une analyse théorique de nos mesures, nous avons modélisé
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la dynamique de notre oscillateur mécanique par une dynamique de Langevin du pre-
mier et du deuxieme ordre, en nous appuyant sur nos observations expérimentales,
qui peuvent se résumer aux points suivants : les densités de probabilité de la puis-
sance classique sont gaussiennes, et les fluctuations de I'oscillateur sont des fluctuations
d’équilibre, quelle que soit la transformation envisagée.

Nous retrouvons ainsi les résultats de Cohen et van Zon, dans le cas d’'une dyna-
mique de Langevin du premier ordre, et obtenons des expressions analytiques que nous
pouvons comparer aux expériences réalisées, dans le cas d'une dynamique de Langevin
du deuxieme ordre.

Toutefois, I'accord expérience / théorie n’est pas tout a fait convaincant dans le cas
du théoreme de fluctuation stationnaire; nous avons tenté d’en expliquer les causes
probables en mentionnant les effets d’échantillonnage du dispositif d’acquisition, ainsi
qu’au moyen d’arguments théorique de nature qualitative.

D’une fagon générale, les résultats présentés appellent de nouvelles expériences, ainsi
qu'un traitement numérique et analytique plus poussé.



Annexe A

Courants de Foucaults et épaisseur
de peau

Considérons un conducteur semi-infini dans la direction z > 0, de conductivité
électrique o et perméabilité magnétique 1 homogenes, comme l'indique la fig. A. Dans
le cas ou un champ magnétique homogene H,(t) = Hycoswt est appliqué dans la
direction = au niveau de la surface z = 0 du matériau, on peut montrer qu’en régime
quasi-stationnaire les champs magnétique et électrique a l'intérieur du matériau valent
respectivement [Jac98, LL84, PP62]

H,(z,t) = Hye *°cos(z/0 — wt) (A.1)
/M’U(; —z/0
—e cos (z/0 —wt + 31 /4), A2
NG (2/ /4) (A.2)
ou ¢ désigne I’ “épaisseur de peau”, définie par
2
0=4/—. (A.3)

pow

Ey<2',t) = HO

L’épaisseur de peau ¢ controle les variations spatiales des champs magnétique et
électrique a I'intérieur du matériau dans la direction z : ces derniers sont essentiellement
localisés dans la région z < O(4), dans le rapport

E,/cuH, = O(wé/c) < 1. (A.4)

T H, = Hycoswt g

Fia. A.1 — Application d’'un champ magnétique homogene H,(t) = Hycoswt a la
surface z = 0 d’un matériau magnétique conducteur semi-infini. Les champs induits
dans le matériau sont essentiellement localisés dans la région z < O(9).
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Le champ induit dans le matériau est donc essentiellement magnétique. Le champ
électrique, quant a lui, a pour effet de dissiper de I’énergie dans le conducteur. En effet,
la densité de courant associée a la petite composante du champ électrique vaut d’apres
la loi d’Ohm

V2

Jy=0E, = THO e /% cos (2/6 — wt + 3m/4), (A.5)

de sorte que la puissance résisitive dissipée en moyenne dans le conducteur vaut
1 _
Présistive = <JE> = 5 MWHg € 2Z/6. (AG)

C’est une fonction qui croit linéairement avec la perméabilité magnétique du maté-
riau et la fréquence excitatrice du champ, quadratiquement avec I’amplitude du champ
magnétique, et décroit exponentiellement avec la distance z sur une distance de I'ordre
de O(9), 0 étant elle-méme fonction de la fréquence excitatrice du champ ainsi que de
la conductivité électrique et de la perméabilité magnétique du matériau [cf (A.3)].

Par conséquent, si 'on tient a maximiser les pertes dans le matériau, il faut que
ce dernier soit un excellent conducteur (i.e. o et u les plus élevées possibles) et que
le champ excitateur soit de forte amplitude et de fréquence la plus basse possible.
Ce mécanisme est, par exemple, a la base du fonctionnement des fours a induction
(généralement réalisés en acier) et des fours a micro-ondes.

Un autre aspect de la question est ’écrantage de champs électromagnétiques exté-
rieurs au moyen du conducteur considéré : dans ce cas, c’est ’épaisseur de peau § qu’il
convient de minimiser. Ce mécanisme est, par exemple, a la base de la réalisation des
cages de Faraday [Ets02]. Cependant, méme avec d’excellents conducteurs (tels que o
et u soient les plus élevées possibles), c’est une tache difficile a réaliser si la fréquence
(ou le spectre de fréquences) du champ excitateur est basse!. Fixons les idées : sous les
hypotheses posées, pour de l'eau de mer § ~ 240/+/v, soit 759 m & 0.1 Hz, tandis que
pour du cuivre & température ambiante? § = 6.52 x 1072/,/v, soit 20.6 cm & 0.1 Hz.

!Cela dépend évidemment du contexte envisagé. Un matériau couramment utilisé dans le blindage
magnétique est le p-métal, alliage doux a haute teneur en nickel (NizzFejsCusMoy) de perméabilité
magnétique p = (6-24) x 10* g [Goo).

2060 =1.68 x 1078 Qm.



Annexe B

Moments et cumulants associés a
une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité Px. On appelle fonction
caractéristique de X (ou fonction génératrice des moments de X), et on note gy, la
transformée de Fourier de Py

oxc () = B(eX) / e Py () da = Py (). (B.1)

Si px (k) admet un développement en série entiere au voisinage de k = 0

k? E™ o
ex(k) = ox(0) +k ok (0) + 5 Gk (0) +- -+ (O ... (B2

alors
(ik)"

n!

Pp(0) =i"B(X") et px(k) =Y B(X"), (B.3)

avec ¢x(0) = 1. On retrouve donc les moments d’ordre n de X, M, = E(X") =
[ 2" Px(z) dz, en prenant la dérivée n®™® de px (k) évaluée en k = 0.

On appelle fonction génératrice des cumulants de X, et on note ¥x(k), le logarithme
népérien de ¢x. A nouveau, si ¥x(k) admet un développement en série entiere au
voisinage de k£ = 0, on a

Yx (k) =Inpx(k) = Z (k)" Ch avec 2/1;?)(0) =1i"C,, (B.4)

n!

ou les coefficients C,, sont les cumulants d’ordre n de X.

'Pour une variable aléatoire X (i) distribuée uniformément sur [—a, a] : px (k) = #22% _(ii) normale

N(0,1) : ox(k) = R /2, (iii) normale N(p, 02) : px (k) = eink—c?k?/2, (iv) exponentielle (\) : ox (k) =

27 (v) gamma (o, B) : ox(k) = o= (cf [JP03, BL67, BLF53, Pap9l], par exemple).
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Par exemple, les six premiers cumulants de X s’écrivent

Cy = M,

Cy = My — M7,

Cs = Ms — 3My M, + 2M},

Cy = My — 4MsM,; — 3MZ + 12MyM? — 6 M7, (B.5)

Cs = My — 5MyM; — 10M3 My + 20 M3 M + 30M3 M, — 60 Mo M + 24 M7,
Cs = Mg — 6 M5 M, — 15My Mo + 30MyM7 — 10M3 + 120 M3 My M,
— 120M3 M} + 30M3 — 270 M3 M7 + 360 My M} — 120M7.

Noter que dans le cas particulier d'une distribution Px gaussienne, seuls les deux
premiers cumulants C; et C5 sont non nuls.

Les moments et cumulants d’ordres élevés servent a décrire le comportement des
évenements rares d’une distribution de probabilité. L utilisation des cumulants est in-
téressante lorsqu’on ajoute des variables aléatoires indépendantes. En effet, si X et Y
sont deux variables aléatoires indépendantes et Z = X+, alors la fonction génératrice
des moments de Z s’écrit

w2 (k) = B(e™”) = E(" ) = E(e™) E(e™) = ox(k) oy (k). (B.6)

L’expression des moments de Z en fonction de ceux de X et Y n’est donc pas simple.
En revanche, nous avons

Yz (k) = Px(k) + ¥y (k), (B.7)

de sorte que le cumulant d’ordre n de Z est la somme des cumulants d’ordre n de X et
Y.



Annexe C

Théorie thermodynamique des
perturbations : cas quantique

A la place de (4.1) on doit écrire une expression analogue pour ’hamiltonien
H=Hy+V. (C.1)

Selon la théorie quantique des perturbations [LL75, Mes95, Mer98], les niveaux d’éner-
gie du systeme perturbé sont donnés, aux corrections de deuxieme approximation pres,
par 'expression

|Vnk|2

A (C.2)

E, _E°+Vnn+z

olt E? sont les niveaux d’énergie non perturbés (par hypothese non dégénérés, de fonc-
tion d’onde ¢?) et Vip = (02|V|p?). L'expression (C.2) doit étre portée dans la formule

—PE — Ze’ﬁEn, (C.3)

puis développée comme on 1'a fait dans le cas classique. Un calcul simple conduit au
résultat suivant :

F=F+Y Viw n+Z|V"k| on ﬁz Vi), + g(ZVnnwn>2+... (C.4)

ol w, = e?F0=Fn) egt 1a distribution de Gibbs non perturbée.
L’¢élément de matrice diagonal V,,, représente la valeur moyenne de 1'énergie de
perturbation V' dans un état quantique n. De ce fait, la somme

> Vinwn = (Vo (C.5)

représente la moyenne totale de V' prise sur I'état quantique du corps et sur la dis-
tribution statistique (non perturbée) suivant les divers états quantiques. Cette valeur
détermine la correction de premiere approximation a l'énergie libre Fy. Ce résultat
coincide formellement avec le résultat classique (4.6).
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Réécrivons la formule (C.4) sous la forme suivante

F=F,+ Z |Vnk| wk wn) g (Vi — <V>0)2>0 4 (C.6)
k;én

Dans cette expression, tous les termes du second ordre sont négatifs (puisque wy—w,, est
du méme signe que E? — E7) ; par conséquent, la correction de deuxieme approximation
a I'énergie libre est négative dans le cas quantique, comme dans le cas classique.

Comme dans le cas précédent, cette méthode n’est valable que si 1’énergie de per-
turbation (rapportée a une particule) est petite devant k7. Or pour que la théorie
quantique des perturbations [qui conduit a I'expression (C.2) pour les niveaux d’énergie
E,] soit valable, il faut que les éléments de matrice de la perturbation soient petits de-
vant les différences des niveaux d’énergie correspondants ; on peut dire que 'énergie de
perturbation doit étre petite devant les différences des niveaux d’énergie entre lesquels
peuvent se produire des transitions quantiques’.

Ces deux conditions ne coincident pas, puisque la température n’a aucun rapport
avec les niveaux d’énergie du corps. Il peut arriver que I’énergie de perturbation soit
petite devant kg7, mais ne le soit pas devant les différences significatives entre les ni-
veaux d’énergie. Dans ce cas, le résultat (C.6) reste valable pour le calcul des grandeurs
thermodynamiques, tandis que la formule (C.2) ne l'est pas pour le calcul des niveaux
d’énergie. Cela signifie que les limites de convergence du développement (C.6) peuvent
étre plus larges que celles de (C.2). (On connait naturellement des cas contraires a
basse température.)

La formule (C.6) se simplifie notablement lorsque aussi bien ’énergie de pertur-
bation que les différences entre les niveaux d’énergie sont petites par rapport a kgT'.
En développant la différence wy — w, figurant dans (C.6) suivant les puissances de
B(E? — E}), on obtient alors

F=F+ (V) — p (Z<|Vnk|2>0 + (Vi — <v>0)2>0> + ... (C.7)

2
k#n

Or, selon la régle de multiplication des matrices® 7, [Vikl? + V2, = >0, [Viil* =
(V2)n, de sorte que

FeFyd (V) — g (V= (V)o)), + ... (C.8)

On a donc obtenu une expression qui coincide formellement avec la formule classique
(4.6). Ce développement de I’énergie libre peut manifestement étre étendu, comme dans
le cas classique, a tous les ordres de la perturbation V', de facon a obtenir une expression
similaire a (4.3) et (4.4). Par exemple, 'ordre suivant du développement (C.8) s’obtient
en portant la correction d’ordre trois

E(3) _ Z Vnmvmkvkzn B Vnn |Vnm|2

v e By - By)(EL - By) e (B - By

1Ce sont en général des transitions qui n’affectent les états que d’un petit nombre de particules du
corps.
2V est auto-adjoint : V,,, = Vi,
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dans l'expression (C.2) des niveaux d’énergie perturbés du corps. Un calcul (laborieux)
permet alors d’obtenir

F=F+ (V) § (V= (V)o)*), + % (Vo =3 (V2)o(V)o +2(V)) + ...
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Annexe D

Travail thermodynamique : exemple
de la pression

L’énergie E du corps considérée comme grandeur thermodynamique possede la pro-
piété d’additivité : I’énergie du corps est égale a la somme des énergies de ses parties
constitutives (macroscopiques)!. L’entropie, qui est une autre grandeur fondamentale
de la thermodynamique, jouit de la méme propriété.

L’additivité de I’énergie et de 'entropie conduit a un résultat important. Lorsqu’'un
corps est en équilibre thermique, on peut affirmer que pour une énergie donnée, son
entropie (ou pour une entropie donnée, son énergie) dépend du volume du corps et ne
dépend pas de sa forme?. Tout changement de forme d'un corps peut étre considéré
comme une permutation de ses différentes parties; 'énergie et l'entropie étant des
grandeurs additives, elles n’en sont pas affectées. On suppose naturellement que le
corps n’est pas soumis a un champ de forces extérieur lors de sa déformation, de sorte
que les déplacements des différentes parties du corps ne s’accompagnent pas d’une
variation de leurs énergies.

Par conséquent, 1’état macroscopique d’un corps immobile se trouvant dans un état
d’équilibre ne dépend que de deux grandeurs : le volume et 1’énergie, par exemple.
Toutes les autres grandeurs thermodynamiques peuvent étre exprimées en fonction de
ces deux grandeurs?.

Calculons la force qu’exerce un corps sur la surface qui le délimite. Selon la méca-
nique, la force appliquée a un élément de surface dS est égale a

OE(p,q;r)
or ’

!Dans la mesure ot I'on néglige I’énergie d’interaction de ces parties; on ne peut le faire lorsqu’on
étudie des phénomenes qui sont liés a I'existence de surfaces de séparation entre les différentes parties
du corps.

2Ces propositions s’appliquent en fait aux liquides et aux gaz, mais ne s’appliquent pas aux solides.
Pour changer la forme d’un corps solide (pour le déformer) il faut dépenser un certain travail, ce
qui implique que son énergie varie. Cela tient a ce qu’a 1’état déformé, un solide ne se trouve pas
en équilibre thermodynamique complet (le temps de relaxation nécessaire pour arriver a 1’équilibre
complet est tellement grand qu’a de nombreux points de vue un corps déformé se comporte comme
s’il était a I’équilibre).

311 est évident que l'existence d’une dépendance mutuelle des différentes grandeurs thermodyna-
miques permet de choisir pour variables indépendantes n’importe quel couple de grandeurs.

F=— (D.1)
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ou E(p,q;r) est Iénergie du corps exprimée en fonction des coordonnées et des impul-
sions des particules ainsi que du rayon vecteur de I’élément de surface considéré; ce
dernier joue ici le role de parametre extérieur. En faisant la moyenne sur cette égalité,
on obtient le résultat suivant :

= OE(p,qr) or\ oE\ oV
F= or B or ) s oV )g or’ (D2)

ou V désigne le volume du corps considéré. Comme une variation de volume est égale

a dS - dr, dS étant un élément de surface, %—‘: = dS et par suite

F=— (g_‘b;)SdS' (D.3)

Cette formule montre que la force moyenne s’exercant sur un élément de surface est
orientée suivant la normale a cet élément, et que sa valeur est proportionnelle a l'aire
de cet élément de surface (loi de Pascal). La valeur absolue de la force s’exercant par

unité de surface définit la pression
oF
P=—(—]) . D.4
(av). o



Annexe E

Dynamique de Langevin, relations
de Jarzynski et Crooks

Dans cet appendice, que je dois intégralement a Krzysztof Gawedzki (résultat non
publié [Gaw05]), nous donnons une preuve claire et (relativement) simple des résultats
de Jarzynski et Crooks dans le cadre d'une dynamique de Langevin.

Nous montrons que ces deux résultats, celui de Crooks impliquant celui de Jar-
zynski, sont la conséquence d’un théoreme plus général de fluctuation détaillé. Cet
appendice se justifie par le fait que la littérature relevant de la question est soit peu
claire (démonstrations peu convaincantes, hypotheses peu claires!), soit trop compli-
quée (relevant de la physique mathématique). En outre, en quelques pages, dont la
compréhension est relativement aisée?, nous démontrons les résultats de Jarzynski et
Crooks, qui sont établis tout au long d’une bonne quinzaine de publications [Jar97a,
Jar97b, Cro98, Jar98, Kur98, Cro99, MJ99, JM99, Jar99, Mae99, Cro00, Jar00, Kur01,
Jar02, Muk03, JW04, CM04, Jar04].

E.1 Dynamique de Langevin

Considérons un corps a n degrés de libertés ¢ = (¢', ..., ¢"), de moments conjugués
p=(p1,--.,Dn), et dont le hamiltonien H,(z) = H;(q, p) peut éventuellement dépendre
explicitement du temps; ce sera notamment le cas si une force variable dans le temps
est appliquée au corps considéré, de facon a le mettre dans un état de mouvement
macroscopique, par exemple. Nous considérons que ce dernier est en contact avec un
thermostat de température 7' (nous notons [ = kBLT), et nous modélisons I’évolution

temporelle de ses degrés de liberté z = (¢, p) par la dynamique de Langevin®

dx?

&:—W@m+wwﬁﬁﬂ, (E.1)

LCette opinion n’engage que moi.

2Techniquement, il suffit de connaitre les équations de Hamilton, la distribution de Gibbs ainsi que
I’exponentielle ordonnée.

3Nous adoptons la convention de sommation d’Einstein : un indice répété deux fois est implicitement
sommé.
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ou ((t) est un bruit blanc, défini par sa fonction d’autocorrélation
E[¢() ()] =287"T7 8(t —1).

Ici et plus loin nous notons 0; = %, ou les indices 7,5 = 1,...,2n, sauf mention
explicite du contraire. La matrice I', de dimensions 2n x 2n, représente les coefficients
de viscosité des forces de frottement visqueux s’exercant sur les particules constituant le
corps tandis que la matrice II, de dimensions 2n x 2n, assure la structure hamiltonienne

OH,

de (E.1) (i.e. ¢" = o et pi = —%I;ﬁ). En écrivant séparément les coordonnées ¢ des

particules constituant le corps ainsi que leurs moments p, nous avons

1 _
r=(9). m=(% 1) H=gp-mp+Vi).

oll les matrices v et m™!, de dimensions n x n, réelles et définies positives, représentent
respectivement les coefficients de viscosité v;; des forces de frottement visqueux s’exer-
cant sur les particules constituant le corps ainsi que les masses m;; de ces dernieres

(i,j =1,...,n; I désigne la matrice identité n x n). L’équation de Langevin (E.1) est
donc une écriture compacte des équations de Hamilton

dqi —1Nid dp; CNkg

a " Rl g = w(m N¥p; = diVila) + G, (E.2)

ou le bruit blanc ((t) est défini par sa fonction d’autocorrélation

E[G(t) ¢(t)] =26y, 0(t — '),

avec 1,7, k=1,...,n.

Ceci étant, une fois la condition initiale zo = £ fixée, I’équation de Langevin (E.1)
définit un processus de Markov z; pour ¢ > 0. Nous notons E, I'espérance mathématique
(conditionnelle) relative a la donnée de cette condition initiale, et nous définissons les
probabilités de transition de I'observable f(z;) de I’état initial £ vers les états finals 7
par

Ee [f(z2)] = / PL(€.n) f(n)dn S (PLf)(E).

ol les probabilités de transition P;(£, n) dn sont normalisées de telle sorte que [ P4(&,7)
dn =1 et définissent de maniere implicite I"“opérateur d’évolution” P;.
On peut déterminer ce dernier en remarquant que l’équation de Langevin (E.1)

implique que 1

37 Be [f (@0)] = Be(Lof) (1),

ol L; est le générateur® de 'équation (E.1)

L, = ﬁ_l(ai - ﬁ(ath)Fijaj - (ath)Hijajv

1Le calcul du générateur L, défini par 9 (f(z)) = ((Lf)(x)), est technique et requiert le choix
d’une convention (It6, Stratonovich, anti-Itd, etc.) pour le calcul des intégrales stochastiques de la
forme fof C%(s) 0; f(zs) ds. Nous choisissons la convention d’It6, pour laquelle fot C(8)0;f(zs)ds =
lim}" f;"“ Ci(s) Dif(ze,)ds, o0 0 =tg < t1 < -+ < t, =t (cf Appendice A de [FGVO01]). Signalons
enfin, afin de faciliter la lecture des calculs qui suivent, que 8’1l existe une mesure invariante P(z) dz telle
que (f(z)) = [ f(z) P(z)dz, alors on doit avoir 9; (f(z)) = [(Lf)(z)P(z)dz = [ f(z) (LTP)(z)dzx =
0, c’est-a-dire LTP(x) = 0 (LT est 'adjoint de L).
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de sorte que I’évolution temporelle de 'opérateur d’évolution P, est donnée par la
relation
atpt — PtLt~

Il est bien connu, notamment en mécanique quantique [Mes95, Mer98|, que la solution
de cette équation correspondant a la condition initiale xq = £ peut s’écrire symbolique-
ment comme ’exponentielle ordonnée

P, = Telo Lsds — > / Ls, ... L, ds;...ds,, (E.3)

=00<s) << <t

ou T désigne le produit chronologique et Py [premier terme du développement (E.3)]
I'opérateur identité.

E.2 Mesures de Gibbs et bilan détaillé

Considérons tout d’abord le cas ou le hamiltonien du corps considéré est indépen-
dant du temps, ce que nous notons H; = H, et supposons que la distribution de 1’état
initial € est une distribution (d’équilibre) de Gibbs

71 o=BH(() d¢,

ou Z = fe*ﬂH(@ d¢ est la fonction de partition. Dans ce cas, la mesure de Gibbs
initiale est invariante sous 1’évolution de x; (c’est le résultat bien connu de Liouville
[LL94, Wan87, Hua63]). Autrement dit, si le processus x; est initialement décrit par
une distribution de Gibbs, il en ira de méme aux instants ultérieurs ou les états n
auront pour distribution

Z V e MO P, (¢,n) de | dy = Z7 e P10 ap,

Cette derniere égalité peut s’obtenir® en insérant dans le membre de gauche I'expression
(E.3) de P;(&,7m), et en remarquant que la quantité e ? est annihilée par le générateur
hermitien conjugué de 'équation de Langevin® (E.1)

LT = 3710,0(9; + BO;H) + (0, H)ITY 9.
En outre, dans le cas particulier ou II = 0, ce dernier satisfait la relation

LT = e PHL ePH (E.4)

®Comme nous l’avons mentionné, ce résultat est une conséquence du théoréme de Liouville; la
méthode que nous exposons servira de base dans le cas ou le hamiltonien du corps considéré dépend
explicitement du temps.

50n obtient ainsi Z ! U e=BH() Telo Lsds d{} dn, de sorte que le générateur L opere & gauche sur

H. Puisque L'H = 0 < HL = 0, seul I'opérateur identité Py = (¢ — n) correspondant & la condition
initiale xy = £ survit dans ’exponentielle ordonnée.
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qui implique
e PH P M =Pl = MO (¢ ) = e D Py(n, 9). (E.5)

Nous reconnaissons la fameuse relation de bilan détaillé [DGLR&9, Der04], qui implique
notamment la conservation de la mesure de Gibbs.

Le cas I # 0 peut se traiter de la maniere suivante [Gal99a, Gal99b]. Nous sup-
posons qu'il existe une application de renversement du temps O : z — z* = (¢, —p)
qui renverse la trajectoire x en laissant invariant H, c’est-a-dire commutant avec I' et
anti-commutant avec II, et telle que ©% = 1 (I'application © préserve la conservation
du volume dans 'espace des phases). Dans ce cas, "équation (E.4) est remplacée par
la relation

OL'O = PHL P (E.6)

de sorte qu’en comparant la distribution d’une trajectoire x avec celle de sa renversée
Ox = z*, nous obtenons la relation de bilan détaillé

e PP, P = OP[O = e PHOP (g, ) = e PAM P, (1" &), (E.7)

qui, comme dans le cas précédent (I = 0), préserve la mesure de Gibbs initiale.

Dans le cas ot le hamiltonien H; dépend explicitement du temps, la mesure de Gibbs
initiale correspondant a la condition initiale zo = & n’est pas préservée par I'évolution
de x; aux temps ¢ > 0. Nous allons montrer comment on peut obtenir dans un tel cas
une relation de bilan détaillé analogue a (E.5) et (E.7).

Supposons a nouveau qu’a l'instant initial ¢ = 0, correspondant a la condition
initiale zy = £, la distribution de ’état initial £ est une distribution (d’équilibre) de
Gibbs

Zy e P q¢, (E.8)

indépendante du bruit ¢, qui s’exerce aux instants ultérieurs ¢ > 0. Par la suite, il sera
commode d’introduire la valeur moyenne d’une observable f(z;) relative a la distribu-
tion d’équilibre initiale de zy = &

<ﬁ=Zf/€M“W&ﬁ%- (£.9)

Remarquons que la distribution de x; aux instants ultérieurs ¢ > 0, qui n’est pas en
regle générale une distribution d’équilibre, est entierement déterminée par la donnée
de I’équation de Langevin (E.1) et de la condition initiale z¢ = &.

E.3 Travail thermodynamique

Comme nous l'avons indiqué au §4.2, le hamiltonien H; du corps considéré peut
dépendre explicitement du temps dans le cas ou une force extérieure dépendant du
temps est appliquée a ce dernier, de facon a le mettre dans un état de mouvement
macroscopique, par exemple. Cette derniere effectue sur le corps un travail W; que 'on
calcule d’apres

t
Wt:/ OsHg(xs)ds.
0
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Proposition 1. Pour tout nombre complexe «
E§ [e_aWt 5(xt - 77)} - P?(f? 77)7 (ElO)

ou
tra
Py = Telo 1545 avec LY = Ly — adsHs.

Corollaire 1. La valeur moyenne (E.9) est telle que

() = 2" [ PO P € n) dedy (B.11)
pour tout nombre complexe a.

Preuve. La relation (E.10) peut s’obtenir en développant en série entiere ’exponentielle du membre

de gauche :
P ([ e o)

Ee¢ [efawt Oz — 7])] = Z (_CT
E¢[0s,Hs, (%) ... 05, Hs,, (w5, ) ds1 ... ds, 6(z — )]

n
0<s1<--<spn <t

n=0

Telo' Lads g H,, Teler bads Os,Hsy ... 05, Hy Telon Lo 45y . ds,, & n)

> (=)

n=0

> ()"

n=0 0<s1< - <sn <t
t —a0sHg)ds

= TeJo(Lemad o) ds (¢ ),

la derniere égalité s’obtenant en itérant la relation

0 t ! s ’ —a s
" TeJi(La—ad Ho)ds _ _/ Tl (Le—aduHods g pr Tty (Le—ad H)d dsy
0

E.4 Renversement du temps

Afin d’obtenir une relation de bilan détaillé analogue a (E.5) et (E.7) dans le cas
ou le hamiltonien H; dépend explicitement du temps, nous considérons maintenant la
dynamique de Langevin (E.1) renversée dans le temps

dm/i
dt’

= —I'Y 9;H), + 11" 0;H,, + (',
ou
H'{")=H(t-1t).

A nouveau, une fois la condition initiale z;, = 7 fixée, '’équation de Langevin renver-
sée définit un processus de Markov x}, pour ¢’ > 0, dont le générateur a pour expression

/
Lt’ - Lt—t/-
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L’espérance mathématique E, relative a la donnée de la condition initiale z{; = 7
peut s’obtenir comme pour le processus direct; par conséquent, les probabilités de
transition P}, (n,£)d{ de I'état initial 7 vers les états finals &, telles que (P} f)(n) =
JP(n,€) f(§) dE, peuvent s’écrire [cf relation (E.3)]

1 Telo ids — rafiy Lads

v

ou T" désigne le produit anti-chronologique. Quant au travail fourni au corps lors de la
transformation renversée, il vaut

t t
W/ :/ OsH.(2))ds = —/ OsH,(x)_,)ds.
0 0
Par conséquent, en appliquant le résultat (E.10) nous obtenons
E [e—aWt’ o(x) — 5)] = P, &) = Telo B4 (5 &) = Telo 1745 () €. (E.12)

En outre, la valeur moyenne (E.9) relative a la distribution d’équilibre de 1’état initial
n = x;, du processus renversé est telle que

—aW! 1 _ / o 1 — + «Q
(coty = 2 [eomm vy ane = 2 [em0prame, (1)
0 t

d’apres la relation (E.11).

E.5 Théoréme de fluctuation détaillé

Nous allons maintenant montrer comment relier les valeurs moyennes (E.10)-(E.11)
et (E.12)-(E.13) du travail fourni au corps lors des transformations directe et renversée.

Proposition 2.
e PO pe (¢ p) = o FH) pi=ea(px ex). (E.14)

Preuve. En remarquant que

Oy e PHo pa ot — =BHo po oSH: (e_ﬁHtL? ePH: 4 ﬂ@th)

] E.15
= e PHopa fHi (i F)fe, (515)

ot (L)t = LI —ad, H, [cf (E.6), nous supposons que Popérateur de renversement du temps © préserve
H; pour tout s], la relation (E.15) implique

e FHo per o — Telo O™ M0ds _ g (T’efot L’ dS>T 0,

qui peut se réécrire en utilisant la relation (E.12)

e~ FHopeoflle — g(piP=)te,
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Nous définissons les fonctions de distribution du travail fourni au corps durant les
transformations directe (état initial : £, état final : 1) et renversée (état initial : 7, état
final : £) par

Py(W:&,m) = E¢ [J(W — W4) 6(z; — )]

pour la transformation directe, et
Pi(Win,&) =B, [6(W — Wy) 6(x — &)

pour la transformation renversée.
Ceci étant, en intégrant la relation (E.14) le long d’un contour dans le plan complexe,

c’est-a-dire en appliquant [ 4% e 4 chaque membre de (E.14), nous obtenons le
Rea=0

résultat suivant.

Corollaire 2 (théoréme de fluctuation détaillé [Gaw05]).

e PH() P, (W;&,n) = e~ PH() Pi(=W;n", &) s (E.16)

Ce résultat est la relation de bilan détaillé attendue, qui étend la relation (E.7)
obtenue dans le cas ou le hamiltonien du corps H; est indépendant du temps au cas
ou H; dépend explicitement du temps. Il permet d’ailleurs de retrouver la relation de
bilan détaillé (E.7), puisque dans le cas ou H; est indépendant du temps

P,(W;&,n) = 6(W)Pu(&,n) = 6(W)Pi(&,n) = P(W;€,n).

E.6 Relations de Jarzynski et Crooks

Nous allons maintenant montrer comment le résultat (E.16) permet de retrouver

les résultats de Jarzynski (4.18) et Crooks (4.27). Les relations (E.14), (E.10), (E.12),
(E.11) et (E.13) permettent d’établir le résultat suivant :

(e — ? <e—(6—a)W{> , (E.17)
0

ot les énergies libres Iy et F; sont définies par Z, = e P+, En posant a = 3, nous
obtenons le résultat de Jarzynski (4.18)

(e Py = e AFi=FD) (E.18)

Enfin, en intégrant la relation obtenue le long d’un contour dans le plan complexe,

c’est-a-dire en appliquant [ % e A chaque membre de (E.18), nous obtenons le

Rea=0
résultat de Crooks (4.27)

P(W) = P'(=W) /W= o) (E.19)

ou les distributions P(W) et P’(—W) sont définies par

P(W) = {6(W =Wy)) et P'(W) = (6(W =W})).
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E.7 Egalité de Jarzynski et théoreme fluctuation-
dissipation

Une application directe de 1’égalité de Jarzynski obtenue dans le cadre de la dyna-
mique de Langevin (E.1) permet de retrouver une expression du théoreme fluctuation-
dissipation.

Supposons que le corps considéré a pour hamiltonien

Hy(z) = Ho(z) — hys O'(x),

ou Hy(x) désigne la partie indépendante du temps du hamiltonien, h; s des fonctions
quelconques (suffisamment régulieres) du temps s’annulant a ¢t = 0 et O*(x) des fonc-
tions quelconques de x (des “observables”). Dans ce cas, le travail thermodynamique
fourni au corps pendant la transformation a pour expression

t
W, = —/ his O3 ds,
0

ott 'on a posé h;, = P et OF = O'(x,). En développant 'égalité de Jarzynski (E.19)

au deuxieme ordre dans les champs h; 5, on obtient

1"‘5} hi,s <O;> ds—{—lﬁQ }j hishj,s’ <O;O],> deS/—f—
0 0T TR g /0
S . o o (E.20)
8T Thia by (O RY )y dsds’ = 14 B hig (0F),+ 58 har hie (008,

olt (f), désigne la valeur moyenne correspondant au hamiltonien indépendant du temps
Hy et & la distribution initiale “gibbsienne” (E.8). Nous définissons les réponses R’ par
la relation

, )
([R)y=—| ()
O Ohis g
ou la valeur moyenne (f), donnée par (E.10), correspond au hamiltonien dépendant du
temps. En vertu de la causalité du processus stochastique considéré, on doit imposer

la condition o
(OLRL),=0  pour & >s. (E.21)

Remarquons que la relation (E.20) limitée au termes du premier ordre dans les champs
hi,s est équivalente & la valeur moyenne indépendante du temps (O%). En exprimant les
termes du second ordre en h; ; comme l'intégrale des quantités h; s, on obtient

tt . . . . . . t . . . .
6 { { hishje (O] Ol — 0L 0% dsds’ =2 Of hishjsr (OL R dsds'ds”.  (B.22)

O
O—

En permutant les intégrales sur s’ et s”, le membre de droite s’écrit finalement

S/

I iy (O R ) dsds'ds” =2 [ T iy (s = o) (0} Rl), dsds'ds”,

, (E.23)

[\
O—
O —
O —

Vo)
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en vertu de la relation de causalité (E.21). Nous obtenons donc le résultat suivant :

BCH(0) = C(s — o)) = B(s — &) X (s — ) + 0 — ) (s =) | (E:24)

en notant la fonction de corrélation
<O§ O§,>0 =CY(s— )
et la réponse intégrée
/ (OLRL), ds" = 0(s — s') x" (s — ).
s/

La relation obtenue (E.24), reliant ces deux derniéres quantités, est 'expression du
théoreme fluctuation-dissipation.
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Annexe F

Oscillateur harmonique en présence
d’un bruit blanc gaussien

Considérons un oscillateur harmonique a un degré de liberté x, de masse m et de
raideur k, dont 1’équation de la dynamique est

mi(t) + kx(t) = 0. (F.1)

La solution de cette équation s’écrit
z(t) = Asin (wt + ), (F.2)
ou w = \/k/m et les constantes A et ¢ sont déterminées par les conditions initiales

l'(t()) et Qf(to)

Nous allons donner dans un premier temps I’expression de la densité de probabilité
P(z) lorsque le degré de liberté z est libre, puis calculer numériquement la densité de
probabilité P’(z) lorsque ce dernier est soumis a un bruit blanc gaussien ((t), c’est-a-
dire lorsque 1’équation de la dynamique est

mi(t) + kx(t) = ((t), (F.3)
ou ((t) est défini par sa fonction d’autocorrélation
E[C(t)C(t)] =ad(t—1), (F.4)

a désignant la variance de ¢ [avec par ailleurs E[¢(¢)] = 0].

Pour calculer la densité de probabilité P(x), il suffit de remarquer que pendant une

période T' = 27 /w Voscillateur passe une fraction de temps %dt dans un intervalle dx
centré autour de x, ou = € (—A, A). Nous pouvons donc affirmer que
2dt
P(z)dr = —. F.5
() de = = (F.5)
Quelques lignes d’algebre! conduisent au résultat suivant :
d
P(z)dz = = (F.6)

A=

Yz = Aw cos (wt + @) dt = Awy/1 — sin®(wt + ) dt = wV/AZ — 22dt = dt = w\/%.

193
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(ii)

R N IR 405 o os 1 is
t x
F1G. F.1 — Oscillateur harmonique en présence d’un bruit blanc gaussien. (i) :
Solution z(t) en présence d'un bruit blanc gaussien ((t) d’écart-type o = /a = 1071
(ii) : Densités de probabilités de xz(t) calculée avec [P'(x), symboles o] ou sans [P(z),
ligne continue| bruit blanc gaussien ((t). Nous indiquons les ajustements gaussiens de
P’'(z) aux voisinages de x = £A (lignes en pointillés).

Cette distribution, qui est telle que ff‘A P(z) dz = 1, est représentée en ligne conti-
nue sur la fig. F.1(ii), ot nous avons choisi A = 1 et ¢ = 0 pour des raisons de
commodité (nous conservons ce choix dans ce qui suit).

Que se passe-t-il si oscillateur est soumis a un bruit blanc gaussien ((¢) tel que
nous 'avons défini plus haut [cf (F.4)]7 Pour répondre a la question, nous calculons
numériquement la solution de (F.3) en générant un bruit blanc gaussien ((t) d’écart-
type o = y/a = 107!, ainsi que la densité de probabilité correspondante P’(x).

La solution cherchée x(t) ainsi que sa densité de probabilité P’(z) sont représentées
sur les figs. F.1(i) et F.1(ii) (symboles o), respectivement. En outre, nous représentons
sur cette derniere figure les ajustements gaussiens de P’(x) aux voisinages de z = +A
(lignes en pointillés).

On remarque que la densité de probabilité obtenue P’(x) est gausienne aux voi-
sinages de x = +A, et qu’elle est correspond en tres bonne approximation a la den-
sité de probabilité P(z) calculée en 'abscence de bruit dans la région intermédiaire
[—A+e,A—c¢],oue~ A/4

Naturellement, si 'on augmente ’amplitude du bruit (sa variance) ¢, les deux dis-
tributions gausiennes indiquées en pointillés se recouvrent progressivement jusqu’a ce
que la distribution P’(z) tende vers une gaussienne centrée en x = 0 (et 'on perd la
correspondance avec P(z) indiquée plus haut).



Annexe G

Différence de deux variables
aléatoires gaussiennes

Soient X et Y deux variables aléatoires (le terme “variable aléatoire” est ici abrégé
v.a.) gaussiennes centrées ((X) = (Y) = 0). Dans cette annexe, nous allons montrer
que la différence A = X — Y n’est pas nécessairement une v.a. gaussienne, en donnant
un contre-exemple!.

Pour monter cela, nous nous appuyons sur le fait que les cumulants C,, d’ordre
n > 2 d’une v.a. gaussienne sont nuls (cf Annexe B). En particulier, nous allons utiliser
le cumulant d’ordre 4 [cf Annexe B, form. (B.5)]

Cy = My — 4Ms My — 3M3 + 12My M} — 6M7, (G.1)

olt M,, = (Z™), qui s’écrit Cy = M, — 3M3 sila v.a. Z est centrée. Puisque les v.a. X et
Y sont gaussiennes et centrées, nous avons

CX = (X" =3(x®"=0 ot Cf =(Y")-3(Y?)* =0, (G.2)

et puisque la v.a. A est centrée, C2 = (A%) — 3 (A2)?,
Donc, si la v.a. A = X — Y est gaussienne, alors C2 = 0, et si C # 0, alors la v.a.
A n’est pas gaussienne (par contraposition). Un calcul simple donne
CL =CF +0Y —4((XPY) + (XY?) +6(X2Y?) - 12(XY)* +
2 2 2 2 (GB)
—6(X*)(Y?) + 12(XY) ((X*) + (Y?)).

Noter que si X =Y, alors on retrouve bien C2 = 0 (pour montrer cela, user du fait
que (X*) = 3(X2)?).

Considérons maintenant que Y = ¢ X, ou € est une v.a. prenant les valeurs 1 avec
une probabilité %, respectivement. Dans ce cas, nous avons

C2 = —4((eX") + (2 X1)) +24(X?) (X?) —12(eX?)* +12(X®)".  (G4)

Le résultat obtenu indique clairement que C%£ # 0, et donc que la v.a. A = X — Y
n’est pas gaussienne.

1Je remercie B. Castaing, qui m’a aidé & trouver le contre-exemple.
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F1a. G.1 — Cette figure indique les densités de probabilité Px(x), P.(¢), Py(y) et Pa(9)
d’une v.a. X gaussienne centrée, d'une v.a. € prenant les valeurs +1 avec une probabilité

%, respectivement, de la v.a. Y = ¢ X, et de la différence A = X — Y.

Pour mettre cela plus clairement en évidence, nous générons numériquement une
v.a. gaussienne X sur dix millions de points, ainsi qu’une v.a. € prenant les valeurs +1
avec une probabilité %, respectivement.

Leurs densités de probabilité respectives Px(z) et P.(€) sont représentées sur les
figs. G.1(i) et G.1(ii), respectivement. Nous indiquons aussi la densité de probabilité
Py(y) de la v.a. Y sur la fig. G.1(iii) : on peut remarquer qu'il s’agit bien d'une distri-
bution gaussienne, identique a celle de la v.a. X. La fig. G.1(iv) reporte la densité de
probabilité PA(d) de la v.a. A = X — Y : clairement, celle-ci n’est pas gaussienne.



Annexe H

Théoreme de fluctuation
stationnaire et dynamique de
Langevin du 2°™€ ordre : cas du
moment sinusoidal

Considérons 1’'équation de Langevin du deuxieme ordre

I16(t) +1O(t) + CO(t) = My sinwt + (1), (H.1)

ou le déplacement angulaire ©(t) est porté hors d’équilibre par le moment de force
oscillant M (t) = M, sinwt, et fluctue au hasard sous l'effet de I'agitation thermique,
que nous modélisons par une force aléatoire ((t), et que nous assimilons a un bruit
blanc gaussien tel que

€() =0 et (C(t)C(t)) = 2nksT 6(t —1'). (H.2)

Nous négligeons la viscoélasticité de l'oscillateur, qui complique singulierement les
calculs ; autrement dit, I'oscillateur est immergé dans un fluide dont la viscosité n do-
mine totalement la viscoélasticité intrinseque de l'oscillateur (dont le moment d’inertie
et la constante de torsion sont notés I et C, respectivement).

Comme nous ’avons mentionné au § 4.5 sur la base des observations expérimentales
du §4.4.3, les propriétés statistiques des fluctuations de ©(¢) ne sont pas affectées
par le moment appliqué M (t); en d’autres termes, les fluctuations de ©(t) sont des
fluctuations thermiques a 1’équilibre.

Par conséquent, nous pouvons exprimer le déplacement angulaire ©(¢) comme la
somme d'un déplacement moyen (t), donné par la solution de (H.1) calculée a ((t) = 0,
et d'un déplacement fluctuant §60(t) satisfaisant le TFD :

O(t) = 0(t) + 66(t), (H.3)

ot le déplacement moyen 6(t) est solution de I'’équation déterministe

10(t) +10(t) + CB(t) = My sinwt. (H.4)

197



198 FLUCTUATIONS DANS DES SYTEMES HORS D’'EQUILIBRE

De méme que 'on peut exprimer I’angle © comme la somme d’une quantité moyenne
f et d’une quantité fluctuante 66, nous pouvons exprimer le travail W, fourni au systeme
dans P'intervalle de temps (0, 7) comme la somme dun travail moyen W et d’un travail
fluctuant 0W,. En effet

W, =— /T M(t)O(t)dt = — /T M(t) <9(t) + 5é(t)>dt =W, +6W.. (H.5)

Afin de calculer le travail 1, fourni en moyenne a l'oscillateur dans lintervalle
de temps (0,7) ainsi que ses fluctuations quadratiques ((6W,)?), nous cherchons une
solution de I"équation (H.4) sous la forme

0(t) = Oy sin (wt + D). (H.6)

En insérant cette expression de 6(t) dans 1’équation (H.4), nous trouvons que 0(t) =
0o sin (wt + P) est solution de I'équation (H.4) si et seulement si

id My M,

0, 0i® = = , H.7
0 C—Iw?+inw I(a?+472 —w?+ 2iw) (H.7)
ou C
n _
Y= ﬁ = 7—rellax et CEZ + ’}/2 = 7 = w(2)7 (H8)

Trelax désignant le temps de relaxation de l'oscillateur et wy sa fréquence de résonance
a vide.

Calcul de la moyenne =W

Un calcul simple donne
__ T - 1
W, = —/ M(t)0(t)dt = §M000w7'sin o. (H.9)
0

Le travail W, fourni en moyenne & l'oscillateur dans I'intervalle de temps (0, 7) est
donc linéaire en 7. Noter que les temps 7 considérés sont des multiples de la période
du moment de force appliqué M (t) = M, sinwt :

T=2nm/w avec n €N, (H.10)
puisque nous examinons le théoreme de fluctuation stationnaire [abrégé TFS ; cf relation
(5.26) et §5.2.4, chap. 5].

Calcul de la variance o* = ((6W,)?)

D’apres la relation (H.5), la fluctuation dW, du travail W, fourni a l'oscillateur
dans I'intervalle de temps (0, 7) s’écrit

SW, = — [ M(t)86(t) dt = —[M 66]] + [ N(£) 36(t) dt = | M(t) 56(t) dit,
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puisque M (0) = M (1) = 0, en vertu de (H.1) et (H.10). Par conséquent, le carré moyen
((6W;)?) du travail fourni & I'oscillateur dans l'intervalle de temps (0, 7) s’écrit

kgT
C'sin

(6W,)2) = g dtof ds M(t) M(s) Tsg(t — 5), on Dselt) =  sin (o] +¢) e

désigne la fonction d’autocorrélation des fluctuations 66(t), et ou

gl . a

COSp = ————— et smgpz\/ﬁ.

(H.11)

Va2 +7?

Ainsi, le carré moyen ((6W,)?) du travail fourni a Poscillateur dans lintervalle de
temps (0, 7) s’écrit

M2 kT
Mo kT 7 [ dt cos (wt)e™ th ds cos (ws) sin (a(t — s) + @) e7®.

((6W,)%) = Come 1

\

Il(t)

Quelques lignes d’algebre donnent pour I (t)

I(t) = j dse™ ( ws 4 ¢ iw5> (ei[a(t—s)+so] _ e—i[a(t—s)-i-cp])
0
1 Vt”wtﬂso iatﬂ'«p) 1 ( Nt —iwt i iat+z‘so>
4 e —¢ — (e —e +
- i + i(w—a) v —i(w+ @)
N S (e7t+iwt—2¢ _ e—iat—w> _ ; (ewt—mt—w - e—mt_w)}
v +i(w+a) Y —i(w—a)
1
=—1
L Dl0).

Ainsi, le carré moyen ((6W;)?) du travail fourni a loscillateur dans l'intervalle de temps
(0,7) s’écrit

MQICBT A . .
6W’T 2\ _ 7057 dt( iwt —zwt) —'ytI ).
<( >> QiC’sincpof e e ¢ 2(?)
I5(t)
En posant
¥ =92 +w? - o+ 2iya, (H.12)

nous trouvons pour [3(t)

2. /a2 2 . 4 1 1
I3(t) = RAVAC [22'7' sin¥ — ¥ <em‘7777 — 1> < , + , )
=Y+

0 (wta) =y —ilw—a)
—v+ilw—a) —y—ilw+a)
2 2 2 44
0 0
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Finalement, nous trouvons un carré moyen ((6W,)?) du travail fourni & loscillateur
dans l'intervalle de temps (0, 7) qui vaut

2 2 2
7 = ((6W2) = kT "2 YT (sinw o+ 22 s a7+ 20 — ) e +
C psingp oT
— sin (2¥ — go)])
(H.13)

Théoréme de fluctuation stationnaire

En formant le rapport 24 [cf relation (5.28), chap. 5], nous obtenons une valeur de
> qui vaut

1
Y= _k?BZ(l — 6(7_)) pour 7 — 00, avec _—
e(r) = s 2o (sin 2V — ) —sin (a1 + 2V — ) e"”).
Cette expression se simplifie dans le cas résonnant, ol nous avons
() ~ v 1 pour w =~ wy, (H.15)

~ wocos ()T - T

et dans le cas ou la fréquence excitatrice w du moment appliqué est petite devant «,

Ol Nous avons
( ) 472 (‘Lg << 2 2 ( 16)
€(1) ——— pour w<Ka=/wi—"> H.
Ywg T P 07
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Résumé

Ce travail propose une étude expérimentale au niveau fondamental des fluctuations
du travail et de la chaleur dans des sytemes mécaniques hors d’équilibre, en vue de vali-
der les approches théoriques récentes sur le sujet dues a Jarzynski, Crooks, Gallavotti,
Cohen, van Zon et leurs collaborateurs. Dans un premier chapitre, nous introduisons
ces nouveaux concepts et motivons la nécessité de réaliser des expériences afin de tester
ces nouveaux résultats.

Le second chapitre est consacré aux principes ainsi qu’a la réalisation du dispositif
de mesure : un interférometre différentiel inspiré de la technique de Nomarski, permet-
tant de mesurer les déplacements thermiques sub-nanométriques de petits oscillateurs
mécaniques dissipatifs. Un troisieme chapitre détaille le principe ainsi que la réalisation
d’une technique de réduction du bruit originale s’inspirant du filtrage de Wiener, dans
le but de s’affranchir du bruit environnemental transmis aux systemes considérés.

Dans les deux derniers chapitres, nous étudions expérimentalement et théorique-
ment les fluctuations du travail ainsi que de la production de chaleur de petits oscilla-
teurs mécaniques dissipatifs portés dans des états hors d’équilibre.

Mots-clefs : mécanique statistique hors d’équilibre, théoremes de fluctuation, proces-
sus stochastiques, dynamique de Langevin, théoreme fluctuation-dissipation, interféro-
métrie subnanométrique, interférométrie différentielle.

Abstract

This thesis presents an experimental study of work and heat fluctuations of mecha-
nical systems driven out of equilibrium. The aim is to test recent theoretical approaches
mainly due to Jarzynski, Crooks, Gallavotti, Cohen, van Zon and coworkers. In a first
chapter, we introduce these new results and motivate the need for performing experi-
ments to test them.

The second chapter is dedicated to the principles and to the experimental appa-
ratus and device : a differential interferometer, inspired from the Nomarski technique,
allows us to measure the thermal sub-nanometric displacements of mechanical dissi-
pative oscillators. A third chapter is dedicated to the principle and to the setup of a
new denoising technique inspired from Wiener’s filtering. This technique allows us to
strongly reduce the environmental noise transmitted to the experimental systems of
interest.

In the last two chapters, we experimentally and theoretically study work and heat
production thermal fluctuations of small mechanical dissipative oscillators driven out
of equilibrium.

Keywords : nonequilibrium statistical mechanics, fluctuation theorems, stochastic pro-
cesses, Langevin dynamics, fluctuation-dissipation theorem, subnanometric interfero-
metry, differential interferometry.



