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Introduction générale

L’étude des transitions de phase est un domaine trés riche et fertile de la physique, et
bien qu’une étude systématique de ces phénoménes ait été entreprise des le début du siécle,
ce sujet est toujours l'objet d’une activité. Cette impressionnante longévité peut étre en
partie expliquée par le fait que ce phénoméne spectaculaire parce que qualitatif est trés

commun dans la nature.

Dans cette thése on s’intéresse a 1’étude de quelques aspects théorique des transitions
de phase dans les réseaux de spins bidimensionnels périodiques. Par exemple dans le réseau
2-D "1/5-depleted" si I'interaction J, dans la plaquette est faible par rapport a 'interaction
Jq entre les plaquettes, on a une phase dimére (phase gapée), par contre si le rapport est
inverse alors on a une phase plaquette (phase gapée), mais dans le cas J, ~ J; on a une
phase Ising (phase non gapée).

On trouvera dans cette thése une partie méthodologique (partie I) consacrée aux mé-
thodes qu’on a utilisées et, pour certaines d’entre elles, développées. La premiére méthode
est la méthode des Equations Perturbatives Autocohérentes [Self—Consistent Perturbation
(SCP)] [1], elle peut étre vue comme une sophistication de la méthode Coupled Clus-
ter (CC) [2-5]. La méthode CC née en physique nucléaire est trés employée en chimie
quantique, mais on en a effectué une transposition dans le cadre de physique du solide.
Elle est consacrée au calcul de I’énergie de cohésion. La deuxiéme approche concerne des
méthodes utilisant des changements d’échelle, a savoir le passage de sites élementaires
(atomiques) & des blocs dans le traitement du réseau périodique. L’une de ces méthodes
le Groupe de Renormalisation dans I’Espace Réel avec Interactions Effectives [Real—Space
Renormalization-Group with Effective-Interactions (RSRG-EI)] [6] , était déja développée
dans le groupe et 1’autre, la Méthode Excitonique Renormalisée [Renormalized Excito-
nic Method (REM)] [7], a été développée par nous. Ces deux méthodes sont basées sur

l'utilisation de la théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch [8].

3



4 Introduction générale

Dans la deuxiéme partie on appliquera nos méthodes a quelques réseaux 2-D de spins
et on identifiera les transitions de phase a partir de trois phénoménes, la discontinuité
de la dérivée de I’énergie de cohésion, la distance minimum entre la courbe du rapport
des interactions effectives entre blocs f(\) et la droite f(A) = X oit A est le rapport des
interactions effectives, et la disparition du gap.

Cette thése a été menée a bien dans un laboratoire de chimie quantique mais elle se
situe dans le domaine de la physique du solide théorique. Nous avons emprunté au bagage
de la chimie quantique lorsque nous avons fait appel aux approches CC et a la théorie
perturbative du probléme a N-corps, ou quand nous avons employé systématiquement la
théorie des hamiltoniens effectifs dans le cadre des formalisme de renormalisation, comme
les chimistes quanticiens le font quand ils établissent des hamiltoniens modéles trés simples
a partir de calcul ab initio trés sophistiqués. A I'inverse je dois avertir le lecteur que je peux
étre resté étranger a bien des concepts, des questions peut étre essentielles et familiéres au
physiciens du solide, au cours de ce travail effectué a la frontiére de deux disciplines, dont

les objectifs sont toujours restes relativement modestes.
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Introduction

Pour étudier les propriétés physiques a basse énergie des systémes fortement corrélés,
diverses méthodes numeériques sont disponibles. En fait, seulement quelques cas peuvent
étre résolus analytiquement par 'intermédiaire de I’ansatz de Bethe pour des modéles uni-
dimensionnels (1-D) de Hubbard et de Heisenberg [9-11] et certaines des méthodes propo-
sées ne peuvent pas étre appliquées universellement. Parmi les plus importantes, on peut
citer la méthode du Groupe de Renormalisation de la Matrice Densité [Density-Matrix
Renormalization-Group (DMRG)] [12,13], pour laquelle une exactitude remarquable peut
étre réalisée pour les systémes 1-D. La généralisation de son applicabilité a plus que des
systémes 1-D reste un sujet de recherche. La méthode de Monte Carlo quantique [Quantum
Monte Carlo (QMC)] [14,15] a été appliquée avec succés a I’étude des systémes bidimen-
sionnels (2-D), mais cette méthode est génée par le probléme de signe des systémes frustrés
quand les fermions sont concernés. On peut également citer la méthode de diagonalisation
exacte [Exact Diagonalization Method (EDM)] des systéme de taille finie [16-18| suivie
d’extrapolations sur les tailles, qui est puissante pour calculer des corrélations dynamiques.
Naturellement la croissance exponentielle du nombre d’états pour les systémes quantiques
en interaction limite cette technique et justifie la tentative générale de développer les procé-
dures ot I'espace de Hilbert est tronqué. Il faut évidement mentionner aussi les traitements
analytiques approchés basés sur la théorie des perturbations et expansions analogues.

Dans cette partie on va présenter les trois méthodes que nous avons utilisées, dont deux
ont été développées au cours de cette thése.

Dans le premier chapitre on parlera de la méthode SCP [1], qui a donné des descriptions
précises des états fondamentaux des plusieurs systémes quand une fonction de référence
adaptée peut étre définie. Cette méthode localise la transition de phase mais ne donne
aucune information sur les états excités, donc sur le caractére gappé ou non-gappé de la

phase.
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Dans le second chapitre on présentera des techniques basées sur les idées de "changement
d’échelle", le passage de sites élementaires a des blocs dans le traitement du réseau pério-
dique. Le Groupe de Renormalisation dans I’Espace Réel [Real-Space Renormalization-
Group (RSRG)] proposé par Wilson [19] en 1975 pose les bases de cette procédure. On
rappellera plus loin les principes et les limites de cette proposition pour le traitement des
réseaux d’éléctrons ou de spins. On exploitera un perfectionnement de cette proposition,
qui repose sur l'utilisation de la théorie des hamiltoniens effectifs [8], qui permet de renor-
maliser efficacement les interactions entre les blocs. C’est pourquoi on présentera d’abord
la théorie des hamiltoniens effectifs. On utilisera ensuite cette théorie dans le cadre de la
renormalisation de deux fagons différentes

- en considérant des blocs & nombre impair de spins et & état fondamental doublet, qui

seront considérés comme des quasi-spins. On utilisera 1a le RSRG-EI |6],

- en considérant des blocs & nombre pair de spins et a état fondamental singlet non-

dégénéré. On utilisera 1a la méthode REM [7].

A la fin du chaque chapitre on va appliquer nos méthodes sur des réseaux de spins
simples 1-D (chaines et échelles) et 2-D (carré simple), comme tests sur la stabilité des
méthodes, et on verra dans la deuxiéme partie des applications sur des réseaux plus com-

plexes.



Chapitre 1

Equations perturbatives autocohérentes

1.1 Introduction

Le probléme quantique a N-corps a été parfaitement clarifié depuis longtemps pour
les approches a simple référence ¢, produit antisymetrisé de fonctions mono-éléctroniques
(les spins, les orbitales simplement occupées). Sa logique est donnée par le théoréme des
diagrammes liés [Lniked Cluster Theorem] [20-22], qui se fonde sur une expansion pertur-
bative et sa représentation diagrammatique. Une panoplie de méthodes qui ont recu des
implémentations informatiques et répondant aux exigences de base de la cohérence en taille

size consistent sont disponibles.

1.1.1 La méthode de Mgller-Plesset

Dés 1934, Mgller et Plesset (MP) [23,24] proposent une méthode qui se situe dans la
lignée des méthodes du probleme & N-corps [25]. Le principe est de considérer I'hamilto-
nien d’un systéme moléculaire 4 comme la somme d’un hamiltonien initial non perturbé
[hamiltonien de Hartree Hy, HO‘(I)S))> = E(()O)‘@éo)ﬂ auquel on applique une perturbation

1% correspondant & la corrélation tel que :

H=~Hy+V, (1.1)
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avec

ZHC +ZZ J;i(6) — K;(1)], (1.2)

Om)
I
= 1 Mz

V- zlz| zlz K00, (13)

ou F(i) opérateur de Fock, H¢(i) hamiltonien de cceur, J (i) opérateur Coulombien et
IC(Z) opérateurs d’échange. CIDé) est donc obtenu par un calcul initial de champ moyen
autocohérent qui a minimisé I’énergie d’ordre zéro.

L’énergie du systéme perturbé et la fonction d’onde perturbée sont développées suivant

le formalisme de Taylor en séries dites de Rayleigh-Schrodinger telque :

o 2 Y > & (1.4)

)~ [a) - 3 [a), (19

k=1
avec
EP = (af|V|ef"), (1.6)
k
o67) = RV[el) =3 R[ei) )
=0
[2i”) (2|
ou R = 1.8
sl (19
EMPn ot ‘\IIMP”> sont ’énergie et la fonction d’onde MP a l'ordre n.
Les expression de I’énergie aux premiers ordres s’écrivent
B — (80|m]el) =3 e (19)
a=1
EMPL E(O) + E(gl), (1.10)
gMr? = g0+ BV + EP, (1.11)

avec

Nocec Noce

> - ZZ abl|ab), (1.12)

a=1 a<b

Nocc Moce Nwirt Nuirt (ab‘ ‘TS) 2

B = (P el) =333y (1.13)
r<s a r s

a a<b r

Eél) _ <<I>éo)
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ou (ab||rs) sont les intégrales bi-électroniques impliquant des orbitales occupées (a,b) et
virtuelles (r, s) et &, est I'énergie de I'orbitales a. Les calculs les plus courants sont au niveau
MP2 et utilisent des configurations di-excitées. Cette méthode souffre de sa convergence

lente et dans certains cas de divergences d’ordre élévé [26].

1.1.2 La méthode d’interaction de configurations

La fonction d’onde est décrite par une combinaison linéaire de déterminants de Slater
[engendrés par les substitutions d’orbitales ou des excitations depuis la configuration ‘<I>0> =

}CD(()O)> de référence| qui forment une base compléte

Nocc Nwirt Nocc Nwirt Nuyirt

)@01> CO‘Q>0>+ZZC’“<1>T>+ZZ rs > Z Y o

a<b<cr<s<t
ol }(I)’“> = a+aa‘(l>0> }(IJ > = a+a+abaa‘<1>0> et }@T“> = ajajafacabaa@@ avec at est

VL) - (114)

abc

I'opérateur de création et a 'opérateur d’annihilation.

Le premier terme correspond au déterminant ‘<I>0> pondéré d’un coefficient Cj, le
deuxiéme ‘<I>’"> correspond aux configurations simplement excitées, le troisiéme ‘CD > aux
configurations doublement excitées, etc. Les coefficients de ’expansion sont optimisés va-
riationnellement.

On parle alors d’interaction de configuration complete [Full Configuration Interaction]
si un calcul prend en compte toutes ces configurations, mais ce traitement est inappli-
cable en pratique. On tronque généralement aux mono-excitées [Configuration Interac-
tion Singles], aux di-excitées [Singles and Doubles Configuration Interaction] [27], aux
tri-excitées [Singles, Doubles and Triples Configuration Interaction] ou encore aux quadri-
excitées [Quadratic Configuration Interaction Singles Doubles with approximate Triples]
[28]. Cette méthode est cependant dans trés coliteuse et ne reste applicable qu’aux petits
systémes. Quand elle est tronquée & un certain niveau d’excitations, I’énergie de corrélation

ne croit pas comme elle le devrait, proportionnellement au nombre de particules.

1.1.3 La méthode coupled cluster

Indroduite il y a prés de quarante ans par Coester et Kiimmel [2] puis par Cizek et
d’autres [3-5], la théorie dite de "Coupled Cluster" est sans doute 'une des méthodes les

plus performantes parmi celle dont dispose le chimiste théoricien.
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L’idée est d’inclure dans la fonction d’onde les configurations excitées non plus par
simple combinaison linéaire, comme pour l'interaction de configuration, mais par le biais

d’une forme exponentielle de I'opérateur d’onde. On a alors
‘\IICC> :eT‘<I>0>, (1.15)

T est defini comme la somme des opérateurs d’excitation 7;, T' =T, + 15+ --- + 1, tel

Toce?

que :

T, = nicf%tga:raa, (1.16)

Noce Nuirt

T, = Z Z tratataya,, (1.17)

a<b r<s
(1.18)
rst... + _+ _+
Thoe = g g lope arala; ...a.ap0g.

a<b<ec...r<s<t...

En pratique on s’arrétera & un niveau donné d’excitations, la troncature par exemple
a l'ordre deux tient compte des doubles excitations. On montre qu’'un développement de
Taylor de I'exponentielle eI permet de retrouver 'expression de la fonction d’onde comme
une combinaison linéaire de déterminants de Slater qui apparaissent dans I'interaction de
configuration. Les amplitudes des excitations multiples étant produit des amplitudes des
excitations les plus basses.

Dans le cas le plus fréquent ot 'on se limite & 7' = T} + T5, la méthode porte le nom
de "Coupled Cluster with Singles and Doubles" (CCSD).

Un raffinement supplémentaire, trés employé, est apporté par la théorie de perturba-
tions, qui permet d’inclure I'effet des triples excitations. On parle dans ce cas de la méthode
"Coupled Cluster Singles Doubles with approximate Triples" [29, 30].

Le travail actuel revient & un développement semi-perturbatif d’ordre réduit du ‘<I>0> [1].
Il méne & un systéme d’équations fixant les coefficients des vecteurs des déterminants
simplement et doublement excités, qui

- n’exige pas d’assumer une structure exponentielle de 'opérateur d’onde,

- présente effet des déviations a I’additivité des énergies d’excitation (déviations qui

soit implicitement supposées négligeables dans CCSD),
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- et incorpore quelques effets d’ordres élévés par des corrections traduisant 1'effet des
principe d’exclusion de Pauli et passant par des corrections dites "Exclusion Principle

Violating" (EPV) aux énergies d’excitation.

1.2 Formalisme

1.2.1 Généralité

Soit @, une référence N-éléctronique simple qui peut étre un simple produit antisym-
metise de fonctions mono-éléctroniques comme précedament, mais qui peut étre différent.
En partique il sera un produit de fonctions localisées [orbitales atomiques, singulets de liai-
sons, fonction singulet de plaquettes| cette référence est supposée étre une approximation
appropriée de I’état fondamental du systéme, développé dans la base de @ et des vecteurs
®,, orthogonaux a @ et régi par I’hamiltonien H.

L’équation aux valeurs propres dans la normalisation intermédiaire est :

Uy =Dy + > Crlp. (1.19)

L’énergie exacte associée a P, est donnée par <<I>0‘I:I — E}\IIO> = 0 et peut étre écrite en

utilisant ’équation (1.19) comme

E = Hy+ Y HoxCh, (1.20)
k

ou H;j = <<I>Z‘I:I ‘<I>j>. Les hamiltonien sont bi-éléctroniques, on appelle h; et hy les parties

mono-éléctronique et bi-éléctronique respectivement de hamiltonien H. Dans ce cas on a
. . . 1

hy = He(i) et ho = S — 1.21

R =303 (121

Dans le suite on travaille avec I'hamiltonien d’ordre-zéro dit "Epstein-Nesbet" [31-33]

qui est la partie diagonale de ’hamiltonien H dans la base des vecteurs N -éléctroniques
{®g, .. D, }
Hy =) | |®n)(@un|H| @) (D], (1.22)
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et la partie diagonale d’ordre-zéro de ’opérator de perturbation V dans cette base est nulle.
~ / R
V=D |0 (@i] ;) (2. (1.23)
( J

[’hamiltonien étant bi-éléctronique, il apparait dans I’équation (1.20), que la connaissance
des coefficients des vecteurs des fonctions simplement et du doublement excitées qui inter-
agissent avec @, est suffisante pour donner I’énergie de 1’état fondamental.
On appele S; I'ensemble des vecteurs ®; de premiére génération agissant sur g, c’est-
a-dire (®;|H|®,) # 0,
S ={P;}, (1.24)

et T.", Iopérateur créant le vecteur ®; de @y,
D, =Tt dy. (1.25)
Ces opérateurs peuvent étre écrits comme

T = a aq[1 — 8,a( @] || Do), (1.26)

7

ou
T, =afatapas[1 — 5m55b<(132§}i12‘<1>0>], (1.27)

ot a’ et a sont les opérateurs de création et d’annihilation respectivement et § le symbole
de Kroneker.

Les coefficients des vecteurs de premiére génération peuvent étre estimés a partir des
équations aux valeurs propres correspondantes. Pour ®; ’équation aux valeurs propres
<(I>Z}1f[ — E|Wy) = 0, peut étre écrite en utilisant les équations (1.19) et (1.20) comme

|Hii = Hoo = > HoCi| Ci + Hig + Y HyCy+ Y HiaCo =0, (1.28)
k jEST agS

Pour déterminer les coefficients C; des vecteurs de premiére génération, il est suffisant

d’avoir une évaluation du coefficient du ®, de vecteurs de la seconde génération, c’est-a-

dire ceux qui agissent avec les vecteurs ®; de S; sans appartenir a S;. Parmi les vecteurs

®, appartenant & la seconde génération on peut distinguer ceux qui sont obtenus a partir

du ®; par les actions des opérateurs T, possibles sur @, (type 1), et les autres qui sont

obtenus a partir de ®; par les actions des opérateurs R, différents des T} (type 2) (voir
figure 1.1), c’est-a~dire R} @y = 0.
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Type 1 Type 2

Fonction de seconde :@: @
génération

TH Tt TH T |R* R}
Fonction de premiére @ @ @ @ @
génération

T T Th| T i
Fonction de référence K@o)

F1G. 1.1: Hlustration de la génération généalogique de Wy de la fonction de référence .

Donc la somme des opérateurs T, et de leurs adjoints T} * donne I'opérateur d’exci-
tation T,

T=> (T +T,). (1.29)
k
et la somme de tous les opérateurs changeant une ou deux fonctions mono-éléctroniques

qui sont différentes des opérateurs T' donne ’'opérateur R.
Pour les hamiltoniens qui seront considérés ci-aprés les vecteurs ¢, de seconde généra-

tion sont de type 1 ou de type 2, c’est-a-dire, sont produits comme
¢, = T];FT?_(I)Ov (type 1)7 (130)

ou comme
@, = R, T;"®o, (type 2). (1.31)

1.2.2 Evaluation des coefficients des vecteurs de seconde généra-
tion

Les opérateurs T, peuvent en général agir sur ®; mais certains d’entre elles sont im-
possibles (7,7 ®; = 0). Soit EPV (i) la quantité |34]

EPV(i)= > HuCh. (1.32)

T 0;=0
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On remarque que si ¢, = T,j@i, et si T,j est une double excitation, H;, = Hp,. On

introduit 1’équation (1.32) dans I’équation (1.28) on obtient

[Hii = Hon — EPV(D)]C:+ Hio + Y HyCi+ > Hok |Crra, — CiCi| +
JEST k
TF @0

+ > (0|H|R®:)Cpi g, = 0. (1.33)
R%‘gjﬁzsl
Pour résoudre cette équation en C; il est suffisant d’avoir une évaluation de second ordre

des coefficients CT:(I,Z_ et CR¢L -

Une évaluation de premier ordre Epstein-Nesbet [31-33| des coefficients C; donne

H
Ci=——. 1.34
Hoo — Hj; (1.34)
L’introduction de corrections d’EPV dans I’énergie au dénominateur donne :
H;
C; (1.35)

" Hg — Hy+ EPV (i)’

Cette correction incorpore une somme infinie des diagrammes d’ordres impairs [35, 36].

Concernant les vecteurs du type 1

Un vecteur de type 1 &, = T,/ ®; = T;*®), = T,/ T;" @, peut étre également atteint de-
puis ¢, par d’autres couples d’excitations 7./ T.F®, (voir figure 1.1). L’expansion du second

ordre de la fonction d’onde donne

HoCi + HoiCy + Z, [HOan + HOnCm]

(m,n)

Crie, = : (1.36)

Hoo — Hiyp it

/
ou Hiipivr = <(I>T,j¢>i H@T,j@) et Z _— parcourt les couples T} T, @y = T," T, &y mais

différents du couple ¢k. Une somme infinie des diagrammes ménerait & I'introduction d’une

correction d’EPV dans I’énergie au dénominateur. Introduisant

EPV(i+k)= Y  HyC, (1.37)
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on remplace Hog — Hj+x vk Par Hog — Hitirr + EPV (i + k) on obtient

HoCi + HoiCy + Z, [HOMCn + HOnCm]

(m,n)

CT+(1> (1.38)

K Hoo — Higisn + EPV(i+ k)

Maintenant prenant avantage de 1’équation (1.35) c’est-a-dire, en remplacant Hy; et
Hoy, par les produits C;[Hoo — Hy; + EPV (i)] et Cy[Hoo — Hy + EPV (k)| dans I'équation

(1.38) on obtient une expression plus proche du développement de CC :

Hoo — Hyi + EPV(i) + Hop — Hy, + EPV (I
Crta, = Cick[ o~ Hu+ PV + Hon = Hut BPV )]

Ho — Hivkive + EPV (i + k)
I Z’Omcn |iH00 — Hmm + EPV(m) -+ Ho() — Hnn -+ EPV(H)
HOO — Hz'+k,z‘+k + EPV(’L + /{Z)

] . (1.39)
(m,n)
La théorie de CC écrit
!
Clecpi = CiCy + Z CmCn, (1.40)

(m,n)
ce qui ignore la déviation possible a 1’additivité des énergies aux dénominateurs, ¢’est-a-dire
qui suppose Hoo — Hitp,ivk = Hoo — Hi; + Hoo — Hyy,

En utilisant la notation compacte A; = H;; — Hoo, Dirr = Hivkivr — Hoo, on obtient

Crin ~CCh — €, Ck{—AiJrEPV(z)—AkJrEPV(k:) - }

“Air + EPV(i 1 k)
/ —A,, + EPV(m) — A, + EPV(n)
mUn , . (141
(%% CmC { “Air + EPV(i 1 k) (141)

T T @o=T, T;t @

On note que s’il y a seulement, un chemin pour créer ®, = ®;, ;. depuis @, en passant par
des déterminants intermédiaires de coefficients non nuls la derniére somme de 1’équation
(1.41) disparait. Si les énergies d’excitation (comprenant eventuellement les corrections
d’EPV) sont additives, le premier terme apér ’égale dans ’équation (1.41) disparait en
accord avec I’annulation des diagrammes non liés. Ce sera le cas dans les applications pour
les réseaux de spins couplés par des interactions entre proches voisins quand les excitations

T:" et T, concerneront des liaisons lointaines.
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Concernant les vecteurs du type 2

Les vecteurs du type 2, R} ®;, peuvent étre également atteints depuis ®, par d’autres
ensembles d’excitation R ®; (voir figure 1.1). L’expansion au second ordre de la fonction
d’onde donne

/
Hz’,RinzCi + Z Hz,RizCl
(n,l)

1.42
Hyo — Hani,R;i ’ ( )

CR%@ =

i

/
ou H, p+; = (O;|H|R}®;), Hpti ey = (R} ®;|H|R}®;) et Z< 5 parcourt les couples
RIT"®y = R} T;"®y mais différents du couple im. Une addition infinie des diagrammes
meénerait a l'introduction des corrections d’EPV dans les énergies au dénominateur
EPV(RLi)= Y HgCp. (1.43)
p
R} R, ®;=0
De fagon analogue a I’équation (1.38) on obtient

Hi,R;iCi X / Hl,R;‘{lCl
—ARi”i + EPV(R;QZ') —ARM + EPV(R;QZ’)’

Crio, = (1.44)

(n,1)
RE®, =R} ®;

1.2.3 Equations finales et commentaires

Si R}, est un opérateur bi-éléctronique, H, p+, = H,, et ’équation aux valeurs propres

relative & ®, sera

[A; — EPV()]C; + Hy + Z Hy;C; +
JES1
A; — EPV (i) + Ay — EPV (k)
H, - 1
* Zk: kG { Arr—EPV(i+h) *

T;F ®;#0

+ Z/ HOkaCn |:

(m,mn)
THTH ®o=T; T;" ®o

H2C; / H,,H,C,
m =0.(1.45
* Xm: —Ap+ EPV(RL) % —Api. + EPV(RL) (1.45)

+ —
R ®0=0 RET @0=R;,T; @0

A, — EPV(m)+ A, — EPV(n)
Avir— EPV(it k)
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Ce sera notre équation de base . On peut la comparer aux équations de CC habituelles.
La similitude et les différences apparaissent clairement si on considére le cas d'un ®, obtenu
par un calcul Self-Consistent Field . Alors les vecteurs de la premiére génération sont tous
les doublement excités (les doubles), par conséquent la méthode devrait étre comparée a
une expansion [Coupled Cluster Doubles (CCD)].

Les différences sont les suivantes :

- leffet des quadruples dans le CCD ne tient pas compte des déviations possibles &

I'additivité des dénominateurs et la somme finie sur k& se réduit a

oo+ Y CuCa (1.46)
k

(m,n)
T @0 T T @o=T; T;F @9
Nous tenons compte de la déviation a I'additivité des énergies aux dénominateurs,

- on garde le couplage avec le simples et le triples par la derniére addition. Par consé-
quent notre méthode serait semblable & un [Coupled Cluster Singles Doubles with
approximate Triples CCD(ST)],

- et notre traitement semi-perturbatif des simples et des triples inclut des corrections
d’EPV dans les énergie aux dénominateurs. Ces corrections apparaissent également
dans D'effet des déviations a 'additivité des énergies d’excitation multiples. La plu-
part de ces effets ont été considérées dans des travaux anterieurs [37, 38|, qui ont
été exprimés dans un formalisme d’hamiltonien intermédiaire, exigeant un habillage
itératif de petites matrices. L’ensemble d’équations non linéaires couplées (équation

(1.45)) est beaucoup plus clair.

1.3 Applications

Comme il sera montré dans cette section la méthode est d’une simplicité extréme quand
on l'applique
- aux réseaux périodiques des spins et d’électrons [39, 40|,
- régis par les hamiltoniens modéles qui présentent seulement des interactions a courtes
distances (habituellement entre les atomes plus proches voisins),
- & condition qu’on parte d’une fonction d’onde totalement localisée (orbitales ato-

miques, singulets de liaisons).
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La méthode CC est en général structurée par une hiérarchie des excitations. On traite
par exemple toutes les excitations simples et doubles. Ici on adopte une stratégie différente,
puisqu’on suit ’engendrement généalogique de W, a partir de &, sous les applications
successives de H. En raison du caractére localisé du @, et de la nature & courte portée
de 'opérateur dans H, les vecteurs de premiére génération impliqueront des excitations a
courtes distances seulement, et dans les systémes périodiques on aura un nombre limité de
types d’excitations de premiére génération. Dans ces conditions le nombre de coefficients a
déterminer est extrémement réduit, et leurs valeurs sont obtenues en résolvant un ensemble
d’équations polyndmiales couplées, ce qui peut étre fait sur une calculette.

Dans cette partie on va prendre quelques exemples illustrant la dérivation des équations
perturbatives autocohérentes pour les réseaux de spin simples (chaine 1-D, réseau 2-D carré

simple) régis par I'hamiltonien de Heisenberg

H=Y" 2, (sisj - 1/4), (1.47)

(i.3)
ou (i, j) repésente le couple en interaction et J;; est amplitude du couplage. Cet hamil-
tonien différe de la forme usuelle de I’hamiltonien du type Z@ i) J;,;9;S; par un décalage
du zéro d’énergie (I'énergie de I'état ferromagnétique étant prise ici comme zéro d’énergie)
et par un facteur de deux. On compare les énergies de cohésion résultantes aux valeurs

exactes ou quasi exactes.

1.3.1 Chaine de spin 1-D

La fonction de référence peut étre soit une fonction d’Ising &, soit un produit des
singulets des liaisons @, on a fait le calcul des énergies de cohésion & partir de deux ces
fonctions. On sait que I’énergie de cohésion dans ce systéme est E¢%¢ = (—21In2)J =
—1.386.J.

Calcul de I’énergie de cohésion a partir d’une fonction d’Ising

Dans ce cas tous les liens sont égaux et il y a une alternance de spin entre les atomes
adjacents, I’énergie par atome d’ordre zéro est EC(S,)1 =—J.
Il y a seulement un type de vecteurs ®; dans S; celui obtenu a partir d’un échange de

spin (T, ®,) sur un lien i (voir figure 1.2), du coefficient C;, couplé par J avec le ®,, par
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F1G. 1.2: La généalogie de la fonction d’onde a partir de la fonction d’Ising ®y pour la
chaine de spin 1-D. ®y= fonction de référence, ®; = T;*®y = fonction de premiére géné-
ration et @,y = T, ®; = fonction de seconde génération. Les barres perpendiculaires auz
liarsons indiquent les furstrations.

conséquent
HiO = J, Ecoh = —J(]_ — 0)7 HZZ — HOO = Az =2J et EPV(Z) = 3JC,

puisque trois processus possibles sur &, sont impossibles sur ®;.

Une évaluation simple de second ordre de I’énergie ménerait a
C; = Hio/(Hoo — Hy) = 2C+1=0=C = 05 et EZ) = —1.5J,

cette valeur est beaucoup plus grande que la valeur exacte £ = —2J1In2 = —1.386.J.

coh

Inclure les EPV dans le dénominateur donnerait

C; = Hyo/[Hoo — Hi + EPV(i)] = —3C2 420 +1=0= C = —0.333 et E/") = —1.333/,

coh

ce qui est déja une meilleure évaluation. Il n’y a aucun couplage entre les vecteurs ®; et
d; € 5.

Les vecteurs de la seconde génération ®;,; sont obtenus par deux échanges de spin sur
des liens i et k (voir figure 1.2). Si les liens i et k sont lointains les vecteurs doublement
excités (T, T;* ) auront un coefficient C; = C;C}, puisque

- iln’y a aucun autre couple d’excitation de la premiére génération 7.} T, @y = T, T, Py,

- les énergies d’excitation sont additives.
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Les seules exceptions concernent les doubles échanges TZ.JFT;r et T,"T," sur les liaisons se-
condes voisines. Pour eux A, = 2J, EVP(i+ k) = 5JC. Leur coefficient peut étre évalué

selon 1'équation (1.39) comme

Ciyp =207 (%) : (1.48)
et 'équation finale qui spécifie ’équation (1.45) est
—302+2C+1+202<2_C):O. (1.49)
2 —5C

On résout cette équation qui donne C' = —0.375 et E.,, = —1.3751.J.

Calcul de ’énergie de cohésion a partir d’une fonction produit des singulets

des liaisons

Ici, ’énergie par liaison d’ordre zéro est EY

iwison, = —2.5J d’aprés 'équation (A.6),
c’est-a-dire ’énergie par atome d’ordre zéro est ESO);L = —1.25J. Il y a seulement un type
de vecteurs ®;; dans S;, ceux obtenus comme produits de deux mono-excitations triplets
sur les liens i et j en interaction (voir figure 1.3), de coefficient C;;. Un tel vecteur interagit

avec & par h = (&p|H|®};), et un calcul montre aisément (voir annexe A) que

Eopn = EY 4 (1/2)H;Cij = —(5 — V/3C)(J/4) (voir Péquation (A.10)),
h = Hy; = (V3/2)J (voir Péquation (A.11)),
A; Hij,ij — H070 =3J (VOiI” l’équation (A15)),

ij

EPV(ij) = 3Hy;Cij = 3hC = (3v/30)(J/2).

I j k (1)6
‘T
i j k (I);J'
\T;;;
!
i i k ik

F1G. 1.3: La généalogie de la fonction d’onde a partir des produits des singulets —=-des
liaisons pour le chaine de spin 1-D. Les symboles sombres —-mm-représentent les triplets
locauz. ®y= fonction de référence, ®;; = fonction de premieére génération et ®;; = fonction
de seconde génération.
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Une évaluation simple du second ordre de I’énergie ménerait a
Cyi = Hoj/[Hoo — Hijij) = 3C +V/3/2 = 0= C = —0.2836 et EZ) = —1.375.J.
Inclure les EPV dans le dénominateur donnerait

Cij = Houj/[Hoo — Hijij + EPV(ij)] = —3v3/20? + 3C + V3/2 =0 = C = —0.2391
et B2 — —1.353..

coh

Les vecteurs de seconde génération sont obtenus par propagation d’une mono-excitation
triplet du lien j vers le lien k& par une desexcitation sur j et une excitation sur £ comme
dans la figure 1.3. Dans ce cas on a Ay, = 4J et EPV (ik) = 4hC et le coefficient Cj; peut
étre évalué selon I’équation (1.38) et on utilise I’équation (A.20) pour évaluer 'amplitude

de la propagation de ’excitation

—2hC
Cip = . (1.50)
(—4J + 4hC)V/3
L’équation finale qui spécifie I’équation (1.45) est
C
—3V3/2C° +3C+V3/24+ ——— =0 1.51
/ / 2V/3C — 4 (L51)

On résout cette équation qui donne C' = —0.2512 et E,,;, = —1.3588J.
On remarque que I’énergie de cohésion calculée en partant de @y qui est fonction d’Ising
est meilleure que la valeur obtenue & partir de ®f. On resume les résultats dans le tableau

1.1, et on les compare avec la valeur de ’énergie exacte.

Ising singulets de liaisons
Approximation Eezacte
C Ecoh C Ecoh
CC —0.5 —-15J  —0.2886 —1.375J —1.3862J
CC + EPV —-0.3333 —1.3333J —-0.2391 —1.353J —1.3862J
CC + EPV +

—0.3751 —1.3751J —0.2512 —1.3588J —1.3862.J
déviation de I'additivité

TAB. 1.1: Calcul de l’énergie de cohésion de la chaine 1-D, & partir des fonctions d’Ising
g, et de produit de singulets des liasions .
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1.3.2 Réseau de spin 2-D carré simple

De la méme maniére que la chaine 1-D, la fonction de référence est soit une fonction

d’Ising soit un produit des singulets des liaisons.

Calcul de I’énergie de cohésion a partir d’une fonction d’Ising

Les énergies de cohésion d’ordre zéro et d’exacte sont EC(SQL =—-2Jet B, = —2J(1-C),
respectivement ou C' est le coefficient relatif & un échange de spin sur un lien.

Si j’ai échangé les spins sur le lien ¢ par exemple on a :

H,y, = J couplage entre @, et P;,
A, = H; — Hy = 6J, frsutré 6 liaisons (voir figure 1.4),
EPV(i) = T7JC, T processus possibles sur ®, sont impossibles sur ®; (voir figure 1.4).

Les coeflicients des vecteurs doublement excités sont C; ., = C;C, excepté ce qui suit

T+ \ - \

Dy T @

Ditk =Pmin  (A) Dk (B)

F1G. 1.4: La généalogie de la fonction d’onde a partir de la fonction d’Ising ®¢ pour le réseau
de spin 2-D carré simple. ®y= fonction de référence, ®; = T," ®y = fonction de premiére
génération et ®, .y, = T, ®; = fonction de seconde génération. Les barres perpendiculaires
auz liaisons indiquent les furstrations.
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- échanges de spin sur le méme plaquette. Il y a deux telles doubles excitations pour
le lien 4, puisque T, T, &g = T,F T, ®, (voir figure 1.4 (A)). Donc on a
Ai-‘rk = 8<]7
EPV(i+k) = 12JC,

12 — 14C
. — 2 J—
Cz-l—k 2C (8_12C) )

- les échanges de spins sur le lien second voisin (voir figure 1.4 (B)). On a

Ai-‘rk’ = 10‘]7
EPV(i+k) = 13JC,

12 — 14C
Cirr ¢ (10 — 130) '

L’équation finale qui spécifie ’équation (1.45) est

16 — 16C' 2—C
— 14207 [ —— 14C? | ——— ) =0. 1.52
(6-7C) + +C(8—120)+ (10—130) (1.52)
La solution donc est C = —0.16327 et E.,;, = —2.3265J a comparer aux meilleures éva-

luations de QMC [41, 42] qui donnent —2.3386.J et —2.3388.J. Les erreurs sont 0.51% et
0.52%. Notre évaluation peut étre comparée aux évaluations classiques de CC [43,44] qui

donnent
—2.2970J avec des opérateur de deux-corps,

—2.3274J avec des opérateur de quatre-corps,

—2.3340J avec des opérateur de six-corps,

—2.3364.J avec des opérateur de huit-corps.
L’utilisation des opérateurs de N-corps rend 1’algorithme beaucoup plus complexe. Nos
résultats n’impliquent que des opérateurs a deux-corps, et nous avons la méme exactitude

qu’en manipulant des opérateurs & quatre-corps.

Calcul de I’énergie de cohésion a partir d’une fonction produit de singulets des
liaisons
On va recalculer I’énergie de cohésion & partir d’une fonction produit de singulets des

liaisons. Il y a deux possibilités de mettre les singulets soit en colonne comme montré dans

la figure 1.5 soit décalés (figure 1.6). Dans le premier cas on a deux types d’excitations soit
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T+

il ij

[ j [ [ ]

it @ Gy @, C,

i’

F1G. 1.5: La généalogie de la fonction d’onde a partir des produits de singulets —=-des
liaisons en colonne pour le réseau de spin 2-D carré simple. Les symboles sombres
—=mmreprésentent les triplets locauz. ®y= fonction de référence, @, ®;; types de fonc-

i’
tions de premiére génération. Les fonctions de seconde génération sont trop mombreuses
pour figurer ici.

superposées de coefficient C', pour les quelles on a un élément d’interaction avec la fonction
de référence @), hy = (®L|H|®!,) = /3J, et le second type, d’excitations colineaires de
coefficient Cy, avec un élément d’interaction hy = (®)|H|®,) = \/3.J/2.

L’énergie de cohésion évaluée selon I’équation (A.10) est

—T7J 4+ 2h,Cy + 2heCy

Ecoh = A 5 (153)
les équations qui donnent C et Cy sont des spécifications de ’équation (1.45)
1 [4R2C + 8hy(h1Cy + hoCh)
2J — 30 Cy — 4hoCo|Cy + by — = | — = 0, (1.54
[ 1G1 = AG]Cr 4 I 3{ 4] — (4h, Cy + 4hyCy) - (154)
1 [8h1(h1Cy + haCh) + 4h3C5
3J —4h,Cy — 3hyCy|Cy + hy — = 0. 1.55
[ 1C1 = 3126o] Co o+ o 3{ A — (4hyCy + 4hyCy) (1.55)

On résout ce systéme d’équations couplées, et on obtient C; = —0.43746, Cy = —0.20254
et E., = —2.21655.J.

Dans le second cas, c’est-a-dire dans le cas décalé, on a un seul type d’excitations
de coefficient C' comme il apparait dans la figure 1.6, a un élément d’interaction avec la
fonction de référence @, h = (®|H|®}) = /3] /2.

L’énergie de cohésion évaluée aussi selon 'équation (A.10)

— h
Ecoh - 7(]%6(]7 (156)

I’équation qui donne est une spécification de I’équation (1.45) C est

4nC 1] 20n*C
[3J—11hc}c+h—W -3 {m} =0. (1.57)
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j 2 j

1 "
o 2

F1G. 1.6: La généalogie de la fonction d’onde a partir des produits des singulets —=-des liai-
sons décalé pour le réseau de spin 2-D carré simple. Les symboles sombres --mm-représentent
les triplets locaur. ®g= fonction de référence, ®}; = fonction de premiere génération. Les
fonctions de seconde génération sont trop nombreuses pour figurer ici.

On résout cette équation qui donne C' = —0.30411 et E.,, = —2.14506J.

On constate que I’énergie de cohésion calculée en partant de &, qui est fonction d’Ising
est meilleure que les deux valeurs obtenues & partir de ®f et @, qui restent trés loin de la
valeur exacte. Il semble donc que les développements partant de @} et ®{ ne convergent
pas vers ¥, mais peut étre, comme on le verra sur le réseau plaquette (chapitre 4) vers des

états métastables.

1.4 Conclusion

La méthode ici présentée est basée sur I’expansion perturbative de la fonction d’onde
mais elle n’est pas strictement perturbative. Elle est perturbative en ce sens qu’elle suit
une génération généalogique de la fonction d’onde et qu’elle emploie (ou s’appuie sur) des
évaluations perturbatives des coefficients des vecteurs de la seconde génération.

Mais elle n’est pas perturbative dans le sens o1 les coefficients des vecteurs de premiére
génération sont obtenus en résolvant un ensemble d’équations polyndémiales couplées. Elle
peut étre comparée a la méthode CC (et en particulier & la version CCD(ST)) dont elle
différe par la considération des déviations possibles & 'additivité des énergies d’excitations
multiples et par I'introduction des corrections d’EPV dans les énergies aux dénominateurs.

Bien que parfaitement applicable aux calculs ab initio, la méthode a été essentiellement
concue pour l'étude des réseaux périodiques et les hamiltoniens modéles. Dans ces cas a
partir de fonctions fortement localisées d’ordre zéro, la méthode est analytique, elle méne

a des expressions polynémiales simples, présentant un nombre trés limité de variables (une
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par type de liaison dans la plupart des cas), qui peuvent étre résolues sur une calculette.
[’exactitude d’'une méthode aussi simple est surprenante, comme illustré ci-dessus. Elle
fournit un outil exploratoire élégant pour ’étude des réseaux périodiques de spin. La mé-
thode est naturellement applicable aux hamiltoniens de Hubbard, dont les solutions exactes
ne sont pas connues (exceptée la chaine 1-D réguliére) et aux réseaux 2-D ou 3-D. Puisque
la méthode explore seulement la physique autour d’une liaison donnée (jusqu’a six liaisons
dans chaque direction) elle peut mener & quelques discussions qualitatives stimulantes pour
évaluer ce qui est local ou régional et veritablement collectif dans I’énergie de cohésion des
systémes delocalisés [39,40]. La méthode actuelle fournit essentiellement une évaluation de
I’énergie de I’état fondamental. Elle peut également fournir des fonctions de corrélation a
courtes distances. Le caractére localisé de @ et le fait que les processus d’excitation jouant
un roéle dans les processus de bas ordre considérés concernent seulement quelques liaisons

empéchent de donner des évaluations de la corrélation au dela de cette limite.



Chapitre 2

Techniques de renormalisation

2.1 Introduction

L’idée qu’on peut voir un réseau de sites périodique comme construit par des blocs
de sites agissants entre eux, plutét qu’en tant que fait de sites agissant I'un avec I'autre,
est informatiquement et intellectuellement attrayante et a recu plusieurs exploitations. Ce
processus consiste a procéder a des changements d’échelle. La proposition par Wilson du
Groupe de Renormalisations dans I’Espace Réel [19] est certainement l'illustration la plus
élégante de cette idée, puisqu’elle peut étre infiniment réitérée et converge asymptotique-
ment sur les points d’accumulation physiquement significatifs. La méthode dans sa version
originale consiste en troncation simple et sévere de I’espace de Hilbert en considérant seule-
ment les plus bas états de chaque bloc et les produits des fonctions propres de bloc choisies
pour approcher les fonctions propres des blocs de blocs. La méthode s’est avérée malheureu-
sement étre numériquement inefficace. Les travaux récents ont prouvé que ses applications
peuvent étre spectaculairement améliorées quand on définit des interactions effectives entre
les blocs. Ces interactions effectives peuvent étre calculées soit en utilisant la théorie des
perturbations quasi-dégénérées, comme pratiqué par M.B. Lepetit et E. Manousakis [45],
soit a partir de la connaissance du spectre exact des diméres (ou des triméres) des blocs en
utilisant la théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch [8], qui permet de renormaliser effica-
cement les interactions entre les blocs. C’est pourquoi on présentera d’abord la théorie des
hamiltoniens effectifs. La technique dite "Contractor Renormalization" (CORE) [46-49|

considére des blocs, conserve quelques valeurs propres ‘I A> de chaque bloc A et définit des

29
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interactions effectives entre blocs <I ad, B}H eff ‘K 4L B>, en utilisant le spectre du probléme
AB et de la théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch. Dans la plupart des applications
la taille des blocs demeure petite, plusieurs états par blocs sont gardés, les interactions
effectives sont tirées de la connaissance du spectre des triméres et ou des tétrameéres des
blocs. La complexité de 'hamiltonien effectif résultant empéche en général de procéder a
des itérations ultérieures. J.-P Malrieu et N. Guihéry ont proposé une variante spécifique
de la méthode sous le nom de RSRG-EI [6], qu’on va présenter dans section 2 du ce chapitre
et qui traite des réseaux de spins en considérant des blocs avec un nombre impair de sites
et un état fondamental doublet. Les blocs sont alors des quasi-spins. A partir du spectre
des diméres ou des triméres des blocs on peut définir un hamiltonien d’Heisenberg entre
blocs. Un dessin approprié des blocs permet fréquemment un isomorphisme entre le réseau
original et le réseau des blocs. Par conséquent le processus peut étre itéré, exhibant des

rapports critiques des interactions et des points d’accumulation élémentaires.

Les études méthodologiques ont examiné le dilemne suivant dans la recherche de ’exac-

titude maximum

- considérer de plus grands blocs et seulement des diméres de blocs (c¢’est-a-dire, inter-
actions effectives a deux-corps seulement), ou
- considérer de plus petits blocs et des triméres ou tétrameéres (c’est-a-dire, trois et

quatre interactions de blocs),

et montré que dans la plupart des cas la premiére solution est suffisante. Dans un esprit
assez semblable on peut mentionner la méthode Block Correlated Coupled Cluster [50] qui
utilise le formalisme de CC [2-5] & partir du produit des fonctions propres de 1’état fon-
damental pour chaque bloc. Une philosophie semblable (avec de petits blocs) est présente
dans les applications du formalisme autocohérent perturbatif [1] aux réseaux périodiques
présenté dans le chapitre précédent. Ces deux derniéres méthodes ne fournissent pas des in-
formations sur les gaps, alors que le CORE et le RSRG-EI apportent de bonnes évaluations

sur eux.

Pour un calcul direct du gap on a développé une méthode basée sur les mémes principes
que le RSRG-EI, mais & partir des blocs constitués d’un nombre pair des sites et ayant un
état fondamental singulet non-dégénéré. C’est la REM qu’on va présenter dans la derniére

section du ce chapitre.



2.2 Les hamiltoniens eflfectifs 31

2.2 Les hamiltoniens effectifs

2.2.1 La théorie des perturbations quasi-dégénérées

La théorie des perturbations quasi-dégénérées [Quasi-Degenerate Perturbation Theory
(QDPT)] permet de traiter les problémes de quasi-dégénerescence. Elle est, comme les mé-
thodes de type CC, size consistente. Son objectif est cependant plus ambitieux : il consiste
a déterminer simultanément 1’énergie exacte et la projection sur un espace sélectionné des
fonctions d’onde exactes de plusieurs états. Elle constitue en quelque sorte une interaction
de configurations tronquée habillée. Il existe diverses formulations de la QDPT, celle qui
est présentée ici a été développée par Lindgren [51,52| & partir des equations de Bloch
généralisées |53, 54].

[’espace vectoriel associé & un hamiltonien H d’équation aux valeurs propres HV,, =
E,,V,, et de dimension p peut étre partitionné en deux sous-espaces : I’espace modéle S
et son complémentaire orthogonal (I'outer space) Sy . Les projecteurs associés a ces deux

sous-espaces sont respectivement, :

pozgz"jl |m)(m| et Qo = Z ) (al, (2.1)

avec Py + Qp = 1.
La méthode consiste 4 déterminer un hamiltonien effectif H¢// défini dans ’espace modéle

So de dimension NV, [55], tel que :

HMY, = E, U, me(l,N,], (2.2)
PW,, = U, (2.3)

ol E,, sont des valeurs propres de ’hamiltonien exact H et U,, sont les projections des
vecteurs propres correspondants sur 1’espace modéle (voir figures 2.1 et 2.2). On appelle S
I’espace cible de dimension N,, des vecteurs ¥,,. On note que Sy est choisi de sorte que
les projections des ¥,, sur Sy soient linéairement indépendantes. Ces projections peuvent
étre exprimées comme une combinaison linéaire des déterminants ¥, formant une base
de Sj. La recherche d’un hamiltonien effectif consiste en la détermination d’un opérateur
pour lequel les sous-espaces Sy et Sy sont découplés (deux matrices blocs). On définit un

opérateur (2 (appelé opérateur d’onde) comme un pseudo-inverse de Fj :
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QU,, = U, (2.4)
QPU,, = QU, =V, me[l,N,], (2.5)
QQy = 0, (2.6)

car () vérifie en normalisation intermédiaire :

0 = Q, (2.7)

Q = QFy= Fy+ QoA (2.8)

Il est désormais possible de définir H¢//. En partant de ’équation aux valeurs propres de
H:

HY,, = E,V,,, me€]|l,p|, (2.9)

et en faisant agir F, par le gauche, on obtient
PyHY,, = E,,ByV,,, m € [1,p]. (2.10)

Lorsqu’on se restreint aux [V, valeurs propres cherchées, I’équation (2.10) est équivalente

a:

P,HQU,, = E,V,, me[l,N,], (2.11)
(PyHQP)(PyVU,,) = En(Py0,,), (2.12)
HY, = E,U,,. (2.13)

L’hamiltonien effectif est donc de la forme

HYT = PyHQP,. (2.14)

Espace complémentaire
orthogonal Sy

A
Qo

2
—-

U,
P() 9

i Y Espace modéle ﬁ)

—
- —

FIG. 2.1: Projections des vecteurs propres ezacts U,, sur ’espace modéle Sy. U,, = Py\U,,
sont les vecteurs projetés.
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A B
f
§-<
.
f
Espace
S < So modéle
.
H Helf
Exact Effectif

Fic. 2.2: L’hamiltonien exact H et I’hamiltonien effectif He// ont les mémes énergies
propres dans les sous-espaces S et Sy, respectivement.

Afin d’obtenir I’équation de Lindgren dite équation aux valeurs propres généralisée, on
repart de I’équation de Schrodinger pour V,,, m € [1, N,,] et on multiplie & gauche par
QF,. 11 vient

QP HY,, = E QP (2.15)
OPHY,, = EnV,. (2.16)

On peut éliminer F,, en soustrayant (2.15) et (2.16) a I’équation de Schrédinger (2.9)

HY,, = QFHY,,, (2.17)
HQPWV,, = QP HQPWY,,. (2.18)
Si l’on écrit H = Hy + V avec
Nom p
Hy = Z Ep|m){m| + Z Eo|a)(al, (2.19)
m=1 a=Npm,+1

et que l'on utilise les propriétés des commutation [Py, Ho| = [Qo, Ho] = 0, il vient

(Ho + V)QPT,, = QPy(Hy+ V)QPT,,,
HoQPW,, + VP, = QPyHyQPyU,, + QP VPV, ,,
HoQU(PyU,,) + VQ(P,,) = QHo(PV,,) + QP VQ(Py,,,),
(QHy — Ho) P W,, = (VQ—QPRVQ)PY,,.
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Etant donné que les N,, vecteurs FyV,, sont linéairement indépendants, ils forment une

base de Sy. D’autre part, il est facile d’établir, puisque 2Q)y = 0, les deux relations suivantes

QHoQo — Hi Qo = [QQo, Ho] = 0. (2.25)

On peut donc écrire I’équation sous sa forme opératorielle
[Q, Hy| Py = (VQ = QRVQ) P, (2.26)

cette équation appelée équation de Bloch généralisée a été établie par Lindgren. La QDPT
consiste a construire une théorie des perturbations en écrivant {2 comme le développement

suivant : o
Q=> o, (2.27)
n=0

avec

Q(O) = P07
QW H|Py = VP — BRVP,
Q@ HO|P, = QYR

D’ou les équations générales

n—1
[, Ho| Py = QoVQ R = > Q= RyQrm-ip, (2.28)

m=1

[Q(”), HO] }m> = Q(”)Eron‘m> — HyQW ‘m>

= (E), — Ho)Q™|m). (2.29)
On a donc
QM |m) = { HJ ViR, — nijl QU PV QIR | m), (2.30)
et
HY = RRHQPy =  HII™), (2.31)
ol

HeI0) — pyoe-Dp,. (2.32)
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Les ordres les plus bas donnant un élément quelconque de la matrice H¢// sont

U|HH T = (1|H, +V}J>+Z<]}V}O‘><O“V}J> ZU}V}QXO{“{(}]SOXBEQ)(D

<I}V\a><a}V}K><K\V\J>
EQ)(E] — EY)

-2

a KeSy

(2.33)

On voit dans cette formule que ’hamiltonien effectif incorpore 'effet indirect des états

propres des blocs qui n’ont pas été choisis dans les fragments.

2.2.2 Hamiltonien effectif de Bloch et de des Cloizeaux

La théorie de hamiltonien effectif de Bloch [8] est basée sur une correspondance biuni-

voque entre les deux espaces Sy (espace modéle) et S (espace cible) c’est-a-dire

~ Q ~
U,, = Ry, € S v,, =QV¥,, € S.
Fo

Bien que les vecteurs W,, soient orthogonaux entre eux, les vecteurs W, n’ont, & priori,
aucune raison de I’étre. Dans ce cas on a le choix entre un formalisme non hermitique
(pseudohermitique) et 'orthogonalisation des projections. On définit alors une matrice de
recouvrement Z entre les U, des éléments (), = <\ifm‘\ifn> Dans ce cas, le projecteur

Py peut étre reécrit :
Ny,
R=3 )\pm><\p;) (2.34)
m=1

ol <@#‘ est le vecteur biorthogonal de }\ffm> défini comme suit :

m

I ED S C

\Ifn> (2.35)

ou (z7')  représente 'élément de la matrice (m,n) de matrice Z~'. Et la décomposition

spectrale de ’hamiltonien effectif de Bloch est

Nm
HS (Bloch) = Efn‘\lfm> <x11;‘ (2.36)

m=1
Les éléments de la matrice H¢//(Bloch) sont tirés de sa décomposition spectrale c’est-a-dire
Non ) )
<<1>1)Heff(Bloch))<1>J> -3 <®1‘mm>Eg<w;‘¢J>. (2.37)
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L’hamiltonien effectif que la QDPT construit ordre par ordre est I’hamiltonien effectif de
Bloch.

[’hamiltonien effectif de Bloch n’a aucune raison d’étre hermitique. Pour le transformer
en hamiltonien effectif hermitique deux méthodes sont en général utilisées :

- la méthode d’orthogonalisation symétrique dite de Lowdin [56], qui est basée sur la

transformation suivante :

Nm Nm
B =30 (7)) = (B ) = D0 (), 9. (2.38)
n=1 n=1
D’aprés ’équation (2.38) on a
Nm
T =3 (=), 9. (2.39)
n=1

On remplace }\flm> et <\TJ#J} par leurs valeurs dans I’équation (2.36) on obtient la

décomposition spectrale de I’hamiltonien de des Cloizeaux [57]

Nm
H%7(des Cloizeaux) = Z E&‘@;& <@/

m

, (2.40)

m=1

- la méthode d’orthonormalisation de Grahm-Schmidt.

Dans le cas non hermitique, on a N2 conditions et ces conditions portant sur les
1. N,, énergies,
2. N, (N, — 1) coefficients des vecteurs de 1’espace cibles dans 1’espace modéle.

Dans la suite on va utiliser I'hamiltonien effectif de des Cloizeaux ou une variante qui ne
différe que par le mode d’orthogonalisation des T,, pour lequel le nombre des conditions
devient N,,(N,, +1)/2.

2.3 La méthode de RSRG

2.3.1 Renormalisation avec interactions effectives

On va maintenant décrire la méthode de RSRG-EI. On peut voir cette méthode comme
un cas particulier de la méthode CORE proposée auparavant par Morningstar et Weinstein

et qui commence & étre souvent appliquée aux réseaux de spin. On considére un bloc de
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Ny sites de spins £1/2, appelé super-bloc (SB), divisé en Ny,. blocs contenant chacun
un nombre impair de sites. Ainsi chaque bloc peut étre vu comme portant un quasi-spin.
On ne retiendra que les découpages en blocs dont ’état fondamental soit un doublet non-
dégénéré, c’est-a-dire de spins £1/2. Le SB est traité exactement et on calcule ses états
propres les plus bas avec 1’algorithme de Lanczos [58] ou de Davidson [59,60] par exemple.
On choisit de garder N,, vecteurs propres ¥,, du SB on discutera plus loin ce nombre
N,,. Ces états doivent inclure les plus pertinents, compte tenu des propriétés physiques
auxquelles on s’interesse, par exemple, en ce qui concerne le gap, on doit conserver ’état

fondamental et le premier état excité. On a
Hgg\\pgg>> — EO ‘w§2>> (2.41)
ou (0) désigne le numéro de 'itération. les IV, vecteurs définissent I’espace cible S
S = {qf;?} dim(S) = N,,. (2.42)

Le projecteur associé & cet espace s’écrit

Np,
Pe=Y )\11;3>><\p;3>‘ (2.43)
m=1

Choisissons maintenant ’espace modéle. Nous traitons exactement les blocs et obtenons
les états les plus bas ¢§°) de ngloo)c

(0)
Hy

oc

o) = e

Nous gardons N; états ¢§°) de chaque bloc et nous considérons I’espace formé par le produit

¢§0)>. (2.44)

tensoriel de ces états. Cet espace est ’espace modéle S
SO = {(I)](CO)} = ®Z¢£O), dlm(S()) = NZ'NHOC. (245)

N, et Ny, sont choisi de sorte que S et Sy soient de méme dimension c’est-a-dire N,, =
0

N;Nvioe  Le projecteur associé & Sy est
N
Ro=>"|ol ) (o] (2.46)
k=1

Plus les valeurs de projections }@7(2)> = PO}\I!S%)> des états \\117(2)) dans I’espace modéle sont
élevées et plus les espaces S et Sy sont en correspondance. Nous devons donc choisir les

}‘Il,(g)> de sorte que leurs projections sur Sy soient importantes.
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Pour calculer les interactions effectives, ¢’est-a-dire les interactions entre les super-sites

a Ditération suivante, nous décomposons H/f comme suit

Nbloc

(Heff>(l) =3 () Z HIND 43 (DO 4 (2.47)

i (ijk)
ou ¢ et 7 sont les indices de blocs. Lorsqu’on utilise un nombre quelconque de blocs, la
somme du second terme est étendue a toutes les interactions a deux blocs entre les blocs.
Nous commencons a 'itération zéro avec Ny sites. Une fois I’hamiltonien renormalisé en
un hamiltonien effectif avec des interactions effectives, il a la forme de I’équation précédente

ol ¢ et j portent maintenant sur les Np super-sites du SB,
1 &
(H@ff) = > (H) Ho 4 Z (1) (2.48)

Remarquons que les hamiltoniens (Hgp) et (Hsp)® n’ont aucune raison d’étre de la
méme nature. (Hgp)") peut étre plus simple que (Hg)?), on pourrait partir d’un calcul ab
initio et produire un hamiltonien de type Hubbard ou Heisenberg, ou aller d'un hamiltonien
de Hubbard vers un hamilonien de Heisenberg par exemple. Mais en général, si on garde
beaucoup d’états par blocs, I’hamiltonien effectif est plus compliqué et on doit s’arréter
au traitement d’un bloc de blocs. C’est le plus souvent le cas dans les applications de
la méthode CORE. La méthode RSRG-EI est une application particuliére de CORE, qui
considére des blocs & nombre impair de sites, a état fondamental doublet, et qui partant
d’un hamiltonien de Heisenberg produit un nouvel hamiltonien de Heisenberg entre blocs,
c’est-a-dire ne monte pas en complexité. Nous verrons qu’il est souvent possible de choisir les
blocs tels qu’un isomorphisme entre (Hgp)® et (Hsg)® soit conservé au fil des itérations.
Cela est pratique car la premiére itération nous donne alors toute I'information (pourvu
que les paramétres itérés restent dans le domaine de départ) et on peut facilement visualiser
les éventuels points d’accumulation.

Insistons sur les degrés de liberté de la méthode :

- nous sommes libres de choisir le nombre de sites Ny du SB, néanmoins nous sommes
limités par la puissance de calcul disponible et donc N est borné (Dans notre pro-
gramme, Nr doit étre inférieur & 24, 25 sites environ pour ’hamiltonien de Heisenberg
et pour des systémes ouverts),

- nous sommes libres de choisir le nombre de blocs Ny, dans le SB. Nous effectuerons
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des calculs & partir de deux ou trois blocs (dimére ou trimére), mais rien n’empéche
de prendre plus de blocs, si ce n’est la limite de Ny,

- nous sommes libres de choisir la forme des blocs,

- nous sommes libres de choisir le nombre d’états gardés par bloc.

La complexité et la nature du hamiltonien effectif dépend fortement des parameétres
indiqués ci-dessus. Nous pouvons diminuer le nombre de blocs dans un SB, en augmentant
leur taille, nous obtenons alors un hamiltonien effectif simple contenant un relativement
petit nombre de paramétres, mais nous nous éloignons ainsi de la réalité. Au contraire, si
nous augmentons le nombre de blocs, en diminuant leur taille, I'hamiltonien effectif devient

trés compliqué et dans ce cas la physique & reproduire devient plus exigeante.

2.3.2 Etudes théoriques des réseaux de spins

Etude a partir d’un dimére

On considére un SB formé d’une portion de Ny spins du réseau de spins et composé de
deux blocs A et B contenant chacun un nombre impair de spins N4 et Np respectivement,
Nt = N4y + Np, on s’assure que 1’état fondamental du bloc soit un doublet, c¢’est-a-dire
de spin +1/2, comme montré dans la figure 2.3 et si possible nettement séparé en énergie
des vecteurs propres suivants. En pratique cela implique que ’énergie du bloc soit aussi
basse que possible. Ce réseau est supposé décrit par I’hamiltonien de Heisenberg définit

précédemment dans ’équation (1.47)

HO = S92 (sisj 1 /4) (2.49)
(1,4

= Z ‘]z'(,(;') [a;ra;rajag + af o aa5 — a;ra;ajai — a;a;rajag] : (2.50)
(i)

ol a; et a; (a et a;) sont les opérateurs habituels du création et d’annihilation de spin
up (spin down) sur le site i.

On note ¥%, et Ul , 'état fondamental et le premier état excité du SB et EY5 et
E 5 les énergies associées. Ces deux états constituent ’espace cible. De chaque bloc nous
gardons I’état fondamental issu d’un traitement exact. Pour le bloc A, on notera a le
doublet fondamental associé a la composante S; = 1/2 et b celle du bloc, on note @ et b les

états associés a la composante Sy = —1/2 et EX et FL les énergies de ces deux blocs dans
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F1G. 2.3: Schéma d’extraction des interactions effectives d’un réseau de spins a partir d’un
dimere.

leur état fondamental, c’est-a-dire HA}a> = Eﬂa> et HB‘b> = Eg}b>. De ces quatre états
on peut construire quatre produit directs, ab, ab, ab, et ab. Les projections des deux états
les plus bas du SB, avec Sz = 0 sur les produits ab et @b sont nulles pour des raisons de
spin. Nous gardons alors les produits ab et ab pour construire I'espace modéle. Ces produits
générent le projecteur
Py = |ab)(ab| + |ab)(ab|. (2.51)
Garder les deux composantes des doublets pour chaque bloc revient a assigner des spins
effectifs up ou down aux sites du SB a la prochaine itération, assurant ainsi un isomorphisme
de ’hamiltonien au fil des itérations.
L’hamiltonien effectif est un hamiltonien de Heisenberg de méme nature. Il peut s’écrire
en fonction de deux interactions effectives seulement
1)
(o) = ) () R
+ I3 [afabasas + afata;Aag — afabagas — atafapas], (2.52)
ol a}; (as) sont les nouveaux opérateurs des création (annihilation) de doublet S, = 1/2

sur le bloc A, Jg% est 'amplitude effective du couplage, égale &,
I\ = (ab|(HFH D ]ab) = —{ab|(HL)D |ab), (2.53)

dans notre convention, et R,(qlé est I’énergie de la solution ferromagnétique [le triplet du

(H% )M moins Dénergie des blocs, égale A,
1 _ _
R} = (ab|(HY)V|ab) — ER — EE = 5 {ab+ ab|(HS])Vab + ab) — EY — EB. (2.54)
La représentation matricielle du hamiltonien effectif est :

1 1 1
(resny _ (B + BB+ Rip = Tl Uy (2.55)
T E + ER + Rilp — T4
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Les interactions effectives J}Ellg et RS}B sont obtenues en remplagant par E4, et El5 les
solutions de I’équation :
det (H/ — ET) =0, (2.56)

oil I est la matrice identité, £5 5 et E% 5 sont les énergies du singulet et du triplet respec-

tivement. On obtient :

E5, = EY+ER+RG), —2J4) (2.57)
EYy = ER+ER+RY). (2.58)

Des deux équations précédentes nous obtenons ’expression des interactions effectives

Ry, = Ejg-E}-Ep, (2.59)
ET _ ES
J BB (2.60)

Si I'état fondamental du SB est un singulet et le premier état excite est un triplet, ¥, =

El _ EO
J) = (AB#AB) >0, (2.61)

et J,p est une interaction Anti-Ferromagnétique (AF). Par contre si I’état fondamental du
SB est un triplet et le premier état excite est un singulet, U9, = U4, = (ab + ab)/v/2,
Ul =05, = (ab—ab)/V?2, ESy = E%; et El 5 = E55 on a alors :

ES, — E!
J) = (ABfAB) <0, (2.62)

est une interaction ferromagnétique (F).

Etude a partir d’un trimére

Nous considérons un SB de Np spins composé de trois blocs A, B, et C' contenant
chacun un nombre impair de spins N4, Ng, et N¢ respectivement, N = Ny + Ng + N¢,
comme montré dans la figure 2.4. On note \I/%BC, \Ingc, et \IJ%BC I’état fondamental et
les deux premiers états excités du SB respectivement et E5% ., EAC;')BC, et E72 ., les énergies
associées. Ces trois états constituent I’espace cible. Comme pour les diméres, on conserve

les doublets associés & Sy = 1/2 et S; = —1/2 pour les blocs A, B, et C, on notera a, a,
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,,,,,,

F1G. 2.4: Schéma d’extraction des interactions effectives d’un réseau de spins a partir d’un
trimére.

b, b c, et ¢ respectivement, et Y, EL et EE les énergies de ces trois blocs dans leur état
fondamental, c’est-a-dire Hala) = EX|a), Hp|b) = ER|b), et Helc) = EE|c). L'espace
modele est défini par les états |abc), |abe), et |abe).

L’hamiltonien effectif s’écrit en fonction des interactions effectives comme suit

erf) ef (1) effy (1) efAD | pl 1 1
() <H )0+ (Y + ()Y + B+ RGL + R+

+ J 5 lahatapas + afata;Aag — alfatagas — atafapas] +

+ J [ aJCraCaB + aca ta;Bag — aBaCaCaB —at aCaCaB} +
+ J [aAaJCCaCaA + agaka;Aag — ajalacas — aAaCacaA} . (2.63)

On note
ESpe = ER + BB + B2 + R, + RS + R (2.64)
o Ehpe — Jap — Jac JaB Jac
e 1 1 1 1
(HH) = Y E%pe — Jah — J5o T - (2.65)
1 1 1 1
Jao The EYpe — e — Tt

Les valeurs propres de cet hamiltonien sont :

1 1 1 1
Efl)Bc - Eg&BC - Jﬁx% - ‘]J(Bg” - Jﬁ;é +
1)2 1) 2 1)2 1 1/2
[ I T = - S — ) (s
ESpe = Edgo (2.67)

D 1 1 1
E2c = Elpc— Jﬁx; - ‘]J(Bg’ - Jﬁxg +

2 2 2 1/2
I IR I = T — IR - IR (268)
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N . . . . 1 1
Nous devons, comme dans le cas du dimére, exprimer les interactions effectives Jg %, Jéé,
et Jﬁ‘é en fonction des énergies des trois états de SB. Or nous avons trois inconnues et
seulement deux équations indépendantes. Les deux équations que nous avons sont les ex-

pressions des différences d’énergie :

Q D
Eipe — Eapes (2.69)
Q D
Eipc — Eape- (2.70)
Pour déterminer la troisiéme équation il est nécessaire d’utiliser les coefficients du premier

vecteur propre doublet, ceux du second étant fixés par I'orthogonalité au premier doublet

et au quartet & cause de I'hermiticité du ’hamiltonien effectif. On peut décomposer les

vecteurs (“I’figc% }‘1’230% et }‘I’fi%c» dans la base {}&bc>, cbe), |abe) }
|UhLe) = Aabe) + p|cbe) + v|abe), (2.71)
|UG5c) = |abe) + |cbe) + |abe), (2.72)
|W30) = Aabe) + fi|cbe) + 7|abe), (2.73)

avec )\, i, et 7 dependent de \, u, et v.

En utilisant 'orthogonalité des vecteurs propres nous obtenons :

M+ pji + v =0, (2.74)
Atji+i=0. (2.75)

Nous normalisons le vecteur “I’%sd ce qui donne ’équation suivante :
N4+t =1 (2.76)

En résolvant le systéme d’équation formé par (2.75), (2.75), et (2.76) nous obtenons :

A= 2 g iy (2.77)
. A—vU
/"L - 6 ) (2'78)
- w— A

- 27 2.

avee = [(A =0 + (v = + (= V7]

Nous pouvons maintenant extraire les interactions effectives comme suit : L’équation (2.40)
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s’écrit dans notre cas de la forme
1
(H)" = (BSpo — Exbo) W Rh0) (93he| + 0198 5e ) (00| +
+ (Bipe — B8bo) [W35e) (Yol (2.80)
On remplace [U7L) et [U]%.) par leurs valeurs on obtient I'hamiltonien effectif dans la
base {|abc), |cbe), [abe)} -
<Heff) @ = [)\}abc> + ,u}cl_Jc> + V}ab5>] (E,?Bc — EQ}BC) [A(dbc} + u(cl_ac‘ + V<ab5” +
o+ [Mabe) + il cbe) + 7|abe) | (Epe — ERge) | Mabel + i{cbe] + #(abe] | (2.81)
D’aprés la representation matricielle du hamiltonien effectif nous avons :
Iy = (abe| (H)|abe) = A(ESpo — EZpe)n+ MESpe — Efpo)in. (282)
J(Blé’ = (abc| (Heff>(1) |abe) = M(Ech - Eféc)’/ + ﬂ(Ech - Effso)’;v (2.83)
T8 = (abe| (HH)V]abe) = N(E%yp — E250) v+ A(ESpe — ER0) 0. (2.84)

On remplace A, fi, et v par leurs valeurs, nous obtenons les expressions des interactions

effectives :
1 = MBS - BB+ ) Fie PG (g
JJ(B% _ N(Ech _ EZIBC)V 4 (>‘ - V) (Ech 5_2 EZ%C) (N - >‘> ’ (2.86)
S = MBSy - B+ L Ene_Eihe) =) o g

On voit clairement sur ces équations qu’alors que les coefficients des vecteurs propres ne
jouaient aucun roéle pour le découpage en deux blocs, ils sont ici nécessaires pour fixer les
trois interactions effectives, et on remarque que l’interaction Jg% incorpore des processus
complexes, y compris l'effet indirect des états propres des blocs qui n’ont pas été choisis
dans le SB, et on remarque aussi que ’'interaction Jﬁx% existe méme quand pas d’interaction
par H en A et C.

2.3.3 Applications

A titre de tests et d’illustrations on applique ici la technique de RSRG-EI a I'étude
des gaps de spin d’une chaine alternée F-AF, des échelles & deux montants et de la chaine

frustrée.
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Nous ferons fréquemment appel, pour des raisonnements qualitatifs, a la régle dite
d’Ovchinnikov [61]. La régle d’Ovchinnikov permet de prédire la multiplicité de spin de
I’état fondamental d’un systéme de spins. Cette régle nous dit que la multiplicité d’un
systéme est donnée par la valeur moyenne de S pour la distribution de spins de plus basse
énergie. On place sur chaque site du SB une étoile par un spin up +1/2 et un rond pour
un spin down —1/2, en essayant de satisfaire les liens F ou AF, ce qui minimise I’énergie.

La valeur moyenne de S correspondante nous donne le spin total S du SB :

S = ”EQ;”R (2.88)

ou ng est le nombre d’étoiles et nr celui de ronds. Puis la multiplicité de spin de I’état
fondamental est donné par 25 + 1. Cette régle n’est pas rigoureuse, elle ne peut pas étre

démontrée, mais les contre-exemples sont trés rares.

Chaine de spins alternée F-AF

Une chaine de spins est un arrangement linéaire d’atomes ou ions présentant des in-
teractions magnétiques. Nous ne considérons que les interactions entre les premiers voisins
d’intensité J et nous utilisons I’hamiltonien de Heisenberg défini précédemment dans ’équa-
tion (1.47) avec terme entre premiers voisins seulement. Chaque site de la chaine représente
un ion, avec un spin +1/2 (spin up ou une étoile) ou —1/2 (spin down ou un rond). Nous
nous intéressons a présent a une chaine avec des interactions F et AF alternativement
Jr < 0 et Jarp > 0 chaine F-AF, et nous présenterons les résultats obtenus a partir d’un

dimére et d’un trimére des blocs & nombre impair de sites.

e Dimére

Soient J\” et Ji” les interactions AF (J\” > 0) et F (J\” < 0) respectivement et

I’hamiltonien qui décrit la chaine de 2Ny sites devient dans ce cas

N N,
(H)© = i 20 <S2iS2i+l - 1/4> + i 27" <S2i—152i - 1/4>- (2.89)

Puisque nous avons deux interactions et nous ne pouvons extraire qu’une seule interaction
a partir d’un dimére, nous avons besoin de deux schémas d’extraction pour extraire les

interactions Jl(l) et JQ(Z) successives entre les blocs au cours des itérations de renormalisation
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a partir d'un dimére. Ces deux configurations sont représentées sur la figure 2.5. Si on
applique les régles d’Ovchinnikov a la configuration 2.5.(a), on trouve ng = 5 et ng = 5
donc S = 0 d’aprés I’équation (2.88), on obtient que 1’état fondamental est un singulet et
I'interaction Jl(l) de nature AF. Pour la configuration 2.5.(b) on trouve un état fondamental
triplet et 'interaction JQ(I) de nature F a 'aide de les mémes régles. Quand JQ(O) = 0, nous
avons des singulets isolés et le gap vaut AE = 2J1(0). Lorsque Jl(o) tend vers 0 la chaine
tend vers une chaine de triplets isolés c’est-a-dire sans gap.

En pratique nous réalisons la procédure comme suit : nous choisissons les valeurs de
Jl(o) et J2(0) comme paramétres d’entrée. Pour chaque type de dimére dans la figure 2.5,
nous calculons les énergies des deux premiers états du SB constitué de 2/Ng sites. Comme
nous sommes limités par la capacité de la machine, Ng ne peut prendre que les valeurs 3,
5,7, 9, et 11. Les équations (2.61) et (2.62) nous donnent JU et J5Y.

Nous avons plus simplement utilisé les valeurs Jl(l) et J2(1) pour calculer des diméres
de fragments & N =7, 9 et 11 supersites et quand on itére ainsi la procédure, JQ(") tend
rapidement vers 0, donc on obtient un gap AFE (N, Ng) = 2J1("). On extrapole les valeurs
pour N = oo selon la loi biquadratique

AE(N, Ng = cte) :ao+%+%, (2.90)
o N est le nombre de supersites et le gap extrapolé vaut AE(N = oo, Ng) = AE(Ng) =
ag. Ensuite nous procédons une seconde extrapolation du AF(Ng) pour Ng = oo selon une
loi biquadratique semblable

AB(Ng) = Ag+ =1 +

—. 2.91

Le gap extrapolé vaut AE(N = oo, Ng = 00) = Ag. Le gap AE(N = 00, Ng = 00) en
fonction du rapport A = [J3|/(J\% + | J{”|) est représenté sur la figure 2.7 [62]. On peut

7" J;"
@ © ) b O ©)

F1G. 2.5: Schémas d’extraction des interactions effectives AF Jl(l) (a) et F Jél)(b) de la
chaine F-AF o partir d’un dimére. Les traits pleins représentent les interactions AF Jl(o)
et les pointillés les interactions F J2(0).
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Ng 3 5 7 9 11
JU 074306 0.67828 0.65372 0.64111 0.63433
JU0.04676 -0.00549 —6.7044 x 107 —8.24 x 107> —1.0135 x 10

TAB. 2.1: Interactions effectives entre les blocs de taille Ng pour la chaine F-AF dans le
cas (Jl(o) = \J§0)| = 1), extraite de dimere.

d’abord se concenter sur le cas isotrope JI(O) = \J§0)| = 1 qui a été étudié par d’autre
techniques. On remarque que Jl(l) et Jz(l) dépendent du nombre de sites dans le bloc, c’est-
a-dire lorsque le nombre de sites Ng dans le bloc augmente, alors Jl(l) et J2(1) diminuent
et ceci apparait bien dans le tableau 2.1. Cette diminution de Jl(l) et JQ(I) est due au fait
que 'augmentation de la taille des blocs conduit & la diminution de l'interaction avec le
second voisin, cet effet sera trés évident dans le cas du trimére dont nous donnerons les
résultats. Le gap extrapolé AE(Ng) est donné dans le tableau 2.2. Le calcul nous a donné
un gap AE(N = 0o, Ng = 00) = 0.596336 et ce résultat s’accorde bien avec les résultats
des autres méthodes par exemple, pour la méthode Pair Dynamical Correlated Effective
Field Approximation (Pair-DCEFA) [63] le gap vaut 0.57333 et avec les EDM |64, 65| le
gap extrapolé vaut 0.62.

En ce qui concerne la projection nous n’avons trouvé aucune ambiguité dans le choix
de 'espace cible, en examinant un grand nombre d’états, et en les projetant sur ’espace
modéle, nous trouvons que seuls les deux états les plus bas se projettent bien et les autres
projections restent quasiment nulles, I’espace cible est donc constitué par ces deux états.

Par exemple dans le cas de I'extraction de Jl(l) ou Ng =9, la projection du fondamental
du SB sur ab vaut 0.69959 et celle sur ab vaut —0.69959. La projection du premier état
excité sur ab vaut —0.408203 et celle sur ab vaut —0.408203. Les projections totales de ces
deux états sur I’espace modéle sont 0.97886 et 0.33325 respectivement. Les valeurs de ces

projections nous indiquent que nous avons conservé suffisamment d’information et que les

Ng 3 ) 7 9 11
AFE(Ng) 0.72008 0.67556 0.65306 0.641061 0.63432

TAB. 2.2: Gap de spin AE(Ng), pour une taille finie Ng des blocs, extrait de dimére.
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interactions effectives calculées a partir de H¢/f ont un sens.

D’autre part, les deux premiers états du SB sont de la forme (ab— ab)/+/Ay, qui est un
singulet dans notre convention, et —(ab-+ab)/+/A;, qui est un triplet. On trouve bien 'ordre
singulet-triplet pour la configuration 2.5.(a), et on trouve de méme ’ordre triplet-singulet

pour la configuration 2.5.(b).

e Trimére

Nous attaquons la procédure comme pour le dimére avec des valeurs de Jl(o), JQ(O) et

Jéo) = 0 comme dans la figure 2.6. Puisque le SB est composé de trois blocs nous ne pouvons
plus calculer que trois tailles, Ng = 3, 5 et 7 sites (vues les capacités de la machine). Nous
n’avons trouvé aucune ambiguité dans le choix de I'espace cible, en partant de n’importe
quel nombre d’états, et en les projetant sur ’espace modéle, on trouve que seuls les trois
états les plus bas se projettent bien et les autres projections restent quasiment nulles,
I’espace cible est donc constitué par ces trois états.

Nous pouvons maintenant calculer Jl(l), Jz(l) et J?El) car nous avons les trois énergies
des trois états déja choisis et les vecteurs propres projetés. Les équations (2.85), (2.86) et
(2.87) nous donnent Jl(l), JQ(I) et Jél), comme il apparait dans le tableau 2.3 dans le cas
isotrope.

On remarque que 'interaction avec le second voisin Jél) diminue lorsque la taille du
bloc augmente, c’est-a-dire que on retombe sur une chaine avec interaction entre les plus
proches voisins comme dans le cas du dimeére. Plutot que de procéder selon la logique
RSRG qui donnerait de toute fagon des J3(n) négligeables, on suit la méme logique que dans
le dimére, c’est-a-dire que, nous avons utilisé les valeurs Jl(l), JQ(I) et Jél) pour calculer des

dimeéres de fragments & N =7, 9 et 11 et itére la procédure. Puis on extrapole les valeurs

Jl(l) Jz(l)
1 1
@] * * O * O O * * O O * *
©) | (*) ()
J5)

F1G. 2.6: Schéma d’extraction des interactions effectives de la chaine F-AF a partir d’un
trimere.
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Ng 3 5 7
J 0.68799 0.64911 0.63546
J 10.05223 -0.01124 —3.75423 x 1073

J 654193 x 1073 —4.38228 x 107%  —2.86712 x 103

TAB. 2.3: Interactions effectives entre les blocs de taille Ng pour la chaine F-AF dans le
©) _ 70 _ ; s
cas (Jy = |Jy"| = 1), extraite de trimere.

obtenues. On voit dans le tableau 2.4 les valeurs du gap extrapolé pour N = oo dans le

cas isotrope.

Ng 3 ) 7
AE(Ng) 0.66084 0.64509 0.63364

TAB. 2.4: Gap de spin AE(Ng), pour une taille finie Ns des blocs, extrait de trimére.

Ensuite on procéde & une seconde extrapolation. Le gap extrapolé est représenté sur la
figure 2.7 |62] et la valeur du gap extrapolé dans le cas isotrope vaut 0.592688 par rapport
a 0.596336 pour le dimére. Les valeurs extrapolées du gap calculé a partir des diméres
et des triméres sont pratiquement indistinguibles (déviation ~ 0.1%). Les résultats de la
méthode rivalisent excellemment avec ceux obtenus par EDM [64,65] et se comportent plus
correctement que le Pair-DCEFA [63] dans la région J3" — 0.

On peut comparer les valeurs de J; ou Jy pour le dimére JﬁQ ou le trimére Jf72 et dire

que la modification de J; et Js :
§Jy=Ji—Jlet §Jy = Jb — J3,

est due & un effet de bord. On peut spéculer que les valeurs de J; et J, pour les liaisons
internes seraient

JM = Ji 4+ 8y et i = T+ §Ja,
et traiter les chaines de blocs avec Ji , sur les bords et J{"} sur les liaisons internes comme

montré dans la figure suivante
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En utilisant cette modification on obtient un gap vaut 0.608388 dans le cas isotrope. Il est

possible de noter finalement que cette modification change peu les résultats du gap.

1® T T T T T
0,8

06
AE

0 0
0,4

0,2

% 02 04 06 08

7371 =0 A 7O —¢

FI1G. 2.7: Gap de spin de la chaine AF-F en fonction du rapport A = |J2(O)|/(J1(O) + |J2(O)|).
(o) RSRG-EI (62|, () EDM [64,65], et (+) Pair-DCEFA [63)].

Echelle de spins & deux montants

Les échelles de spins sont des chaines 1-D réguliéres couplées entre elles et caractérisées
par un couplage J; AF entre les barreaux et un couplage J, AF entre les chaines (entre
les montants). La physique différe selon que le nombre de chaines de 1’échelle est pair ou
impair. Les échelles avec un nombre impair de chaines n’ont pas de gap. Le traitement
de telles échelles avec notre méthode est trivial. Imaginons une échelle de trois chaines,
dans laquelle nous prenons un SB de 18 sites, découpé en deux blocs de 9 sites chacun,
comme montré dans la figure 2.8. Chaque bloc sera assimilé a4 un super-spin up ou down a
I'itération suivante et 1’échelle sera donc projetée sur une chaine réguliére, qui ne présente

pas de gap, pour autant que les interactions entre seconds voisins sont inférieures a 0.24
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J@
I
0 * o) * o) *
]
J
* o) * o) * o)
) * ) * ) *

F1G. 2.8: Mapping d’échelle a trois montants sur une chaine AF de S = 1/2.

fois les interactions entre premiers voisins. On converge ainsi vers un gap nul. Il n’en est
pas de méme pour les échelles avec un nombre pair de chaines. Elles possédent un gap et
leur physique est différente selon que le couplage entre les montants J, est grand ou petit
devant le couplage entre les barreaux J. Le cas des échelles avec un nombre pair de chaines
est donc plus intéressant et nous étudierons I'échelle & deux montants qui présente un gap
en fonction du rapport p = J, /(J + J1) [66-71].

Pour une échelle de spin & deux montants on pourrait définir des blocs ayant un état
fondamental triplet avec (4Ng + 2) sites selon la figure 2.9. Ces triplets locaux seront
couplés antiferromagnétiquement, avec des interactions égales, et 1’échelle est mappée sur
une chaine de spin S = 1 des blocs, présentant un gap de Haldane [74].

Un mapping semblable est possible avec des blocs de 4Ny sites d’une forme différente
menant a la méme conclusion figure 2.10. Il faudrait remarquer que dans de tels blocs I’état
excité singulet est bas en énergie, et dans le spectre d’un dimére, les écarts entre le singulet,
le triplet, et le quintet n’ont pas de raison d’obéir a la relation AEsqg = 3/2AErpg. Il y aura
donc un terme biquadratique dans 'hamiltonien effectif, et on ne peut réduire le réseau au

probléme Haldane simple.

J@ J@
1 1
o) * ) * o) * 0 * 0 *
—.J|
B
Ji
¢
* 0 * 0 * 0 * 0 * o

() (00) ()

F1G. 2.9: Mapping d’échelle o deux montants sur une chaine AF de S = 1.
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J@
1
0 * o * 0 * o) * 0
. J|
'
J1
.
* ©) * O * O * O *

(c0) ()

Fi1G. 2.10: Mapping alternatif d’échelle a deur montants sur une chaine AF de S = 1.

Un mapping plus convenable procéde par la considération des blocs a (2Ng+1) sites. La
solution la plus simple consiste une partition dans des blocs qui ont des tailles et des formes
égales. Comme il apparait clairement dans la figure 2.11 les interactions entre premiers
voisins sont de caractére F et AF alternativement. L’échelle est donc mappée sur une chaine
F-AF, probléme déja discuté dans la partie précedente. Une application quantitative de ce
mapping a été exécutée, en utilisant des diméres ou des triméres des blocs. La taille des blocs
peut étre Ng = 3, 5, 7, 9 et 11 pour les diméres, Ng = 3, 5, et 7 pour les triméres. On peut
voir dans le tableau 2.5 que les principales interactions effectives concernent le couplage AF
de type J; entre blocs, pour une taille donnée des blocs. Les valeurs sont presque identiques
pour des extractions & partir des diméres ou des triméres. La valeur de l'interaction F est
inférieure mais significativement différente quand on travaille avec des triméres. Le gap
calculé pour les mappings des diméres et des trimeéres sont rapportés dans la figure 2.12,
apreés ’extrapolation sur la taille du bloc. On peut d’abord se concentrer sur le cas isotrope
Ji = Jj = 1 qui a été étudié par d’autres techniques. A partir du dimére de blocs aprés
I’extrapolation sur la taille des blocs on obtient une valeur de 0.534.J, . On peut mentionner

ici que la méme valeur, 0.534.J . est obtenus en définissant les blocs alternatifs de (4Ng+1)

Jl(l) JQ(I)
7% Jl _ I - _ 1T - . 1 . .
Ji
:
* O * ©) * O * o
(o) (%) (%)
T

F1G. 2.11: Mapping d’échelle 4 deur montants sur une chaine F-AF de S = 1/2.
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Ng 3 5 7 9 11
JY0.81919 0.71362  0.6512  0.61404  0.58905
JM20.33323 -0.20105 -0.10514 -0.05494 -0.02892
JU0.82430  0.69692  0.6304

trimére  JS"  -0.34464 -0.10636 -0.06020
JM0.27658  0.11168  0.05266

dimére

TAB. 2.5: Interactions effectives entre les blocs de taille Ng pour ’échelle a deur montants
dans le cas isotrope (J. = J = 1), mappée sur une chaine F-AF, extraite de dimére ou de
trimeére.

09
08—
0.7

0.6

AE 05+
Ji o4l o--

0.3 —

02— —

01— —

0 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

J. =0 H J”:O

F1G. 2.12: Gap de spins calculé pour les échelles a deur montants en fonction du rapport
p=J/(Jj+J0). () @QMC [72], (trait plein) méthode perturbative [73], et (o) le travail
du RSRG-EI (62| des diméres des blocs identiques de (2Ns+1) sites mappée sur une chaine
F-AF, (+) méme mapping avec des interactions effectives des triméres.

et (4Ng + 3) sites comme dans la figure 2.13, qui ménent & une chaine AF dimérisée

déja étudiée dans la référence |6] pour une approche de RSRG, et qui présente un gap
AE ~ J§2B3 on J = (JV + UMW) /2 et 6 = (JV = I /(T + JV). Ces résultats illustrent



54 Chapitre 2. Techniques de renormalisation

J(l) J(l)
1 2
 —  —
o) * o) * o) * o) * o)
Ji
I
* ¢) * o) * o) * o) *

(o) (+) (o)

F1G. 2.13: Mapping d’échelle o deur montants sur une chaine AF dimérisée de S = 1/2.

la stabilité de la méthode en ce qui concerne la définition des blocs. Une valeur inférieure du
gap, est obtenue a partir des triméres, 0.500./; [62], qui est plus prés des valeurs rapportées
dans la littérature, 0.502.J; pour QMC [72] et 0.504.J; pour DMRG [66]. L’accord entre
toutes les méthodes est excellent dans la région J, > J; (barreaux faiblement couplés)
comme vu dans la figure 2.12. Il devient plus problématique dans la région J, < J), des
chaines faiblement couplées AF. Le gap calculé a partir des dimeéres augmente au lieu de se
stabiliser prés de 0.41.J, . Il est facile de comprendre que le mapping devient non pertinent
dans ce domaine puisque 1’état fondamental des blocs de (2Ng + 1) sites devient le produit
d’un singulet sur un montant et d’un doublet sur autre (voir figure 2.14). Les interactions
dominantes sont sur les montants et I’interaction de second voisin entre les doublets A et C,
localisés sur le méme montant, devient dominante. Le mapping des triméres tient compte
de cette interaction et le gap calculé a un comportement qualitativement correct, gardant
une valeur constante pour J;, < J|. La valeur calculée, 0.5/ est plus grande que la valeur
correcte (0.41J,) mais le comportement du gap est satisfaisant. C’est un cas ot considérer
des triméres au lieu des diméres améliore les performances quantitatives et qualitatives de

la méthode, mais I'origine physique de la supériorité des trimeéres dans ce cas est claire.

F1G. 2.14: Prédominance des interactions secondes voisines pour les montants faiblement
couplées.
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Chaine de spins frustrée

Nous rapportons ici un travail déja publié qui illustre un mode d’identification d’une
transition de phase qui sera exploité dans les chapitres ultérieurs.

La chaine de spin frustrée, est caractérisée par des interactions J; et Jo AF, avec J;
entre les premiers voisins et J, entre les seconds voisins comme apparait dans la figure

2.15, ’hamiltonien de Heisenberg correspondant s’écrit

Une étude avec le RSRG-EI a été faite par J.-P. Malrieu et N. Guihéry [6] pour localiser la
transition de phase de la maniére suivante. Le calcul est fait avec le trimére, car il a deux
interactions entre les sites, 'une entre le premiers voisins et I’autre entre le seconds. On
considére un SB composé de Ny = 9, 15 et 21 sites c’est-a-dire Ng = 3, 5 et 7 sites. On
commence a la premiére itération avec des valeurs determinées de JI(O) et J2(0) de sorte que
le rapport j© = J2(0) / Jl(o) augmente de 0 & 0.5. On s’est concentré sur ce domaine parce
que des changements interviennent dans la nature de ’état fondamental aprés 0.5 et la
définition d’un nouvel espace modéle devient nécessaire au dela de cette valeur. Pour une
valeur donnée de Ng, Jl(l) dépend faiblement de j© tandis que Jz(l) augmente. Quand la
valeur de Ng augmente, tous les deux tendent vers zéro pour de petites valeurs du rapport
initial 7, alors qu’ils semblent converger vers une valeur finie pour de plus grandes valeurs
de ce rapport. Le rapport j() = JQ(I) / Jl(l) en fonction de j(©) présente un comportement
intéressant, comme il peut étre vu dans la figure 2.16.

Pour chaque valeur Ng, la distance de la courbe correspondante a la ligne droite de la
pente 1 passe par un minimum autour de j© ~ 0.24 et cette distance diminue quand Ng
augmente. La valeurs extrapolée pour Ng = oo de j(© donnant la distance minimale est
jéo) = 0.241915 qui se compare tout a fait bien a la valeur donnée par DMRG 0.241167
[75-77]. La différence minimale |V — j(©| diminue lentement (comme Nz%*) quand le

Jo

F1G. 2.15: Chaine de spin frustrée avec les interactions F J, entre les sites de premiers
voisins et Jo entre le seconds voisins.
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0 01 02 . 03 04 05

FIG. 2.16: Rapport effectif des couplages 7V = Jz(l)/Jl(l) dans la chaine frustrée, obtenu a
la premiére itération en fonction du rapport initial 7@ = J2(0)/J1(0) pour différentes tailles
des blocs. (o) pour Ng = 3, () pour Ng =5 et (¢) pour Ng = 7. La ligne pointillée est
une ligne droite de la pente 1. Cette figure est extraite de [’article de J.-P Malrieu et N.
Guihéry |[6].

Ng augmente. On peut donc compter que le courbe ) = f(;j(©) extrapolée présentera un

point d’accumulation jgo). Ce point sera attractif quand on vient d’une valeur plus basse

du rapport et repulsif quand on part d’une valeur plus grande.
g

o

Commencant le procédé itératif a partir d’une valeur @ < j¢”, un nombre infini

d’itérations est exigé pour atteindre le point d’accumulation. A chaque étape la nouvelle
valeur Jl(nH) est obtenue en multipliant Jl(n) par la valeur Jl(l) (qui est toujours plus petit
que 1) correspondant & une valeur de j(©) égale & j(. Les interactions effectives diminuent
a chaque itération menant a une valeur nulle de Jl(oo). En conséquence le gap, défini comme
différence d’énergie entre le quartet et le plus bas doublet, AEpg = 3J1(°O), est nul.

A partir d’une valeur j(© plus grande que la valeur critique, quelques itérations ménent
au dehors du domaine étudié. La valeur convergée de J7* serait obtenue a partir du prochain
point d’accumulation. Malheureusement, pour obtenir le nouveau point d’accumulation, il
serait nécessaire de définir un espace modéle différent (celui-ci étant non pertinent au dela

de j® = 0.5). Néanmoins, puisque les couplages effectifs Jl(l) semblent converger vers une
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valeur finie quand Ng augmente, un gap fini est attendre. On retiendra donc qu’il est
possible d’identifier une transition de phase comme intervenant pour le rapport j© des

interactions tel que |jV) — j(©] est minimum, c’est-a-dire 9(;V) — j()/9;© = 0.

2.4 La méthode REM

La méthode REM est une méthode étroitement reliée et dédiée & une recherche directe
du gap. On commence maintenant & partir des blocs constitués d’'un nombre pair des sites
et ayant un état fondamental singulet non-dégénéré. Les blocs peuvent étre identiques ou
pas, mais ils doivent mener a4 une image périodique du réseau en termes de blocs (par
conséquent avec de plus grandes cellules d’unité). L’état fondamental sera établi comme
produit des états fondamentaux de bloc. A partir des énergies exactes des diméres ou des
triméres des blocs, on définira des interactions effectives entre les blocs dans leurs états
fondamentaux, produisant une systématique additive d’énergie.

Pour I'é¢tude des états excités, on considérera également les plus bas états des blocs et
des divers diméres et par la suite triméres de blocs. La connaissance des plus bas états des
diméres et des triméres (énergie et des vecteurs propres) permet de définir les interactions
effectives entre un bloc excité et un bloc dans son état fondamental et les intégrales de
transfert d’excitation effective d’un bloc & ses voisins. Ces quantités seront définies par
la théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch. Les plus basses excitations de réseau sont

traitées par la méthode REM [7] qui se sert de ces quantités effectives.

2.4.1 Etudes théoriques
Principe

On considére un réseau de spins constitué des blocs A, B ... ayant un état fondamental

U0 singulet non dégénéré. Soient 19 1'état fondamental pour le bloc A de ’hamiltonien H 4
et £ énergie associée,

HAvS = B (2.93)

La description d’ordre-zéro de l’état fondamental du réseau sera le produit des états fon-

damentaux pour chaque bloc

v =T[5 (2.94)
A
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L’énergie d’ordre-zéro du réseau serait additive
E°=) Ej, (2.95)
A

mais puisque ’hamiltonien fait participer des opérateurs d’interactions entre les blocs,

H= Z Hy+> Y Vas, (2.96)

A <B

I’énergie moyenne implique des interactions entre les blocs

<\DO‘HM}O> = ZEA+ZZ<¢A¢B}VAB}'¢A¢B>

A <B

Z B2 v (2.0)

A <B
Ici v est Dénergie d’interaction d’ordre-zéro entre les blocs A et B. La solution exacte
du probléeme AB
(HY + Hp + Vap) |¥95) = EYp|¥as), (2.98)
permet de définir une énergie d’interaction améliorée vp

vap = By — EY — EY, (2.99)
qui tient compte a tous les ordres de 'effet perturbatif des excitations sur A et B, c’est-
a-dire des vecteurs }¢Z¢%>. Si on considére des triméres il sera possible de définir une
quantité

_ 10 0 0 0
UABc—EABC—EA—EB—EC—UAB—UBc—UAc, (2100)
a partir de I’énergie exacte du probléme ABC, Hapc|¥V%50) = ESscl¥os0)-
L’énergie de I’état fondamental sera additive

E = ZEA+ZZUAB+ZZZUABC+ (2.101)

A <B A <B <C
On peut noter que cette evaluation de I’énergie de 1’état fondamental (donc de ’énergie de
cohésion) représente I’application la plus simple de la méthode CORE, quand on ne garde
qu’un état par site.

Pour la description de [’état excité nous considérerons un espace modele trés limité. Si

on considére le plus bas état excité sur le bloc A, 9% de la multiplicité désirée de spin,

Halgh) =
i) = Txlva),
[Wh) = Talvh),

(2.102)
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le gap de I’excitation locale de plus basse énergie est AE4 = E* — EY. Nous représentons
les plus basses excitations sur un ensemble de blocs a partir de configurations localement
simplement excitées du type U5 = T," W0 = |09 - - - p% 0590y - - - |, ot excitation est localisée

sur un des blocs par exemple I. Ceci ménera a un traitement excitonique de l’excitation

C =S = (Z A?Tﬁ) 70, (2.103)
I I

Afin d’établir 'hamiltonien modéle correspondant, qui prendra la forme

H* =Y AET T+ W, (TF T, + T Ty), (2.104)
I (1)

il faut calculer
- I'énergie d’excitation effective AE7} sur un bloc excité compte tenu de l'interaction
avec les blocs voisins dans leur état fondamental,
- les intégrales de transfert d’excitation A, qui propagent une excitation d’un bloc &
d’autres blocs.
Ces informations seront obtenues & partir des propriétés spectrales des diméres et des

triméres des blocs, en utilisant la théorie des hamiltoniens effectifs.

Extraction du gap a partir d’un dimére des blocs

Pour un dimére AB on peut choisir en tant qu’espace modéle pour la recherche des états
excités de plus basse énergie les deux vecteurs 1%1% et 1/1%. Le projecteur correspondant,

est

Php = W%y (avh] + |94 ) (W) (2.105)

Si on identifie les deux vecteurs propres ¥* 5 et ¥ 5, de valeurs propres E' 5 et E%

HAB}\IJZB> = EZB}\IJZB>7 (2.106)
HAB}\IIZIB> - EZIB ‘I’Z/B>’ (2.107)

qui ont les plus grandes projections sur I’espace modeéle, il est possible de définir un hamil-

tonien effectif construit sur I’espace modéle, et selon la définition de Bloch,

Heff‘PZB\I/ZB> - EZB}PZB\I/ZB% (2-108)
Heff‘PZB *AIB> = E:X/B}P:;B *AIB>- (2-109)
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Afin d’avoir un hamiltonien effectif hermitien ces vecteurs propres doivent étre orthogo-
naux. Nous supposerons que P} B‘\IIZB> est orthogonal ou obtenu par orthogonalisation de
Schmidt a P} B}\D*A B>. On peut écrire, aprés normalisation,
|PipWhp) = a|vheh) +blvies), (2.110)
|PipWip) = —blUivl) +alvivp). (2.111)

La définition spectrale de H¢// méne aux équations suivantes

(avB|H [ Whdy) = @Eip+VEip = B+ B + viaeys, (2.112)
(WUp|HS [Wy) = VPEhp + a*Ehp = ES + Ej + vae), (2.113)
(Wrg|HIT | Wy)y = [Ehp — Exglab= hag. (2.114)

Les termes v(4-)p (resp. va(p+)) représentent les interactions effectives entre A* et B (resp.
entre A et B*) et hap est 'interaction effective responsable du transfert de 'excitation &
partir de A vers B. Si A et B sont des blocs identiques et si le dimére AB présente un
élément de symétrie transformant A en B et vice versa, |a| = |b| = 1/+/2, un vecteur propre
est la combinaison en phase de %4 ¢% et 13, d’énergie E'%, 'autre étant la combinaison

en opposition de phase, d’énergie E’5.

* 1 * *

}PZB\IJAQB = ﬁ [WA¢%> + ‘¢9§¢B>} ) (2.115)
1

|PipWis) = 7 [[vavs) — [vavs)] (2.116)
HaplUly) = Efy| V). (2.117)
Hap| W) = B[ Vy), (2.118)

1 * *U *
Vans = VAB) = 5 [EXp + EXp] — E4 — Ej, (2.119)

1 * *U

hap = i[EA%—EAB]. (2.120)

Il est alors possible de considérer le réseau infini dans lequel chaque bloc est entouré par
les blocs B de premiers voisins avec des interactions qui peuvent étre égales ou différentes.

L’énergie de 1’état fondamental est donnée par I’équation (2.101)

E°=Y"ES+) D vk (2.121)

J <K
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L’énergie locale d’excitation dans I’hamiltonien effectif (équation (2.104)) est
AE; = E; —E}+ > (vgeys —vis). (2.122)
JAI
Cette équation contient I’énergie d’excitation d’un bloc isolé (E} — E?) et la modification
de I’énergie d’interaction entre le bloc I et les autres blocs sous l’excitation du bloc I,
(Z#I (vr+ys — v1s)). Le terme A}, dans équation (2.104) est pris comme le terme hy,
du probléme AB (équation (2.114)).

La matrice hamiltonienne effective a une structure quasi-diagonale, semblable & celle
d’un hamiltonien mono-électronique de tight-binding. Elle produit des bandes qui repré-
sentent seulement les états du réseau ayant de grandes projections sur les vecteurs W7,
c’est-a-dire, sur les mono-excitations intra-blocs de plus basses énergies. Les descriptions
des états les plus bas du réseau devraient étre appropriées. Si les blocs sont identiques et
couplés par les mémes interactions du signe négatif avec leurs premiers voisins, ’énergie
d’excitation relative au plus bas états ? = 0 devrait étre

AEY = (Ef = E)) + > (vaoys —vig) + Y hus (2.123)
JAI JAI
Si les couples I.J présentent un élément de symétrie transformant I en .J, on utilise ’équa-
tion (2.123) on obtient

AEYX =AE+) (AE, —AE)), (2.124)
J

ou AE; = E; — EY, AE;; = E}% — EY, sont les énergies d’excitation sur les blocs et les
dimeéres des blocs respectivement. On note que I’autre racine £} du dimére disparait dans
cette expression.

On voit que la dérivation méne & une méthode excitonique renormalisée, ol les inté-
grales de transfert d’excitation hy; sont renormalisées, donc incluent & tous les ordres des
processus indirects passant par des excitations (multiples) d’énergies plus hautes sur les
blocs voisins ou des excitations entre blocs comme sera montré ci-aprés. Naturellement les

résultats dépendront de la forme et de la taille des blocs.

Extraction du gap a partir d’un trimére des blocs

Il est possible d’utiliser les états propres des trimeéres de blocs pour extraire les in-

teractions entre les trois blocs. Pour une forme donnée des blocs élémentaires on doit
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naturellement considérer les divers types de triméres des blocs. Tandis que pour I’état fon-
damental des trois blocs la correction a trois corps est donnée par 1’équation (2.100), pour
les états excités I’espace modéle implique trois vecteurs. Le projecteur de I'espace modéle

est

Pipe = [Wad5ee) (Wavgee] + [whvmee) (Vhee ol (2:125)
on doit identifier les trois états propres du probléme ABC' ayant les plus grandes projec-
tions sur I’espace modéle. Notez que ces trois états ne sont pas nécessairement les trois les
plus bas. Appelons W 5, W' 5 et U o ces trois états et B o, Efpo et Epo les éner-
gies propres correspondantes. Pour I’hermiticité les vecteurs propres projetés P}V ge,
P BC‘I’:’;{ o et ‘I’ZNBCPX pc sont orthonormalisés, ce qui conduit a trois vecteurs ®% 5, *A' BC

et ®* zo et A la définition spectrale de He/f

HT = (2.126)

on peut calculer les éléments diagonaux de matrice de HZJEC comme suit
<¢Z¢%¢8\H8”W,’Z¢%¢%> =L, + E% + Eg + VB T V(ax)c + UBc + VanBC, (2.127)

ce qui définit une interaction a trois corps v(a«)pc et des intégrales de transfert d’excitation.

<¢Z¢%¢g}ﬂeﬁ‘¢%¢2¢g> = hap + hap(c)- (2.128)

Le dernier terme représente 'effet de C' sur 'integrale de transfert d’excitation entre A
et B. On obtient également I'integrale de transfert d’excitation entre les blocs agissants
l'un sur lautre indirectement (par exemple A et C' a travers B dans une configuration
linéaire de ABC'). Cette propagation indirecte peut procéder, par exemple pour des états
de triplet, par le processus ¢4 %0 «—— YiwpYl «—— %07, Ces interactions effectives
sont utilisées dans le traitement excitonique.

Les éléments du hamiltonien effectif excitonique (équation (2.104)) sont
AE}k :E}k _E?+Z(U(I*)J_UIJ Z Z ’U([* K—’UIJK) (2129)
TAI J(AI) <K (#I)

et
Wy =his+ Z hiyx)- (2.130)
K
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H
L’énergie d’excitation pour le vecteur & = 0 (qui n’est pas nécessairement le plus bas),

quand tous les blocs sont équivalents, est

AE%Ozo = Ly - E? + Z (U(I*)J - UIJ) + Z Z (U(I*)JK - UIJK) +
)

JAI JEI) <K (£T
+ Z (h1s + Z hix))- (2.131)
1) <(#FDK

La méthode d’extraction est généralisable a quatre (et plus) blocs. On devrait cependant
remarquer que quand on augmente le nombre de blocs I'identification des états propres
ayant les plus grandes projections sur I’espace modéle peut devenir ambigiie. En changeant
le rapport des interactions entre sites le meilleur vecteur pour la troisiéme racine peut
sauter du vecteur propre de numéro 3 au vecteur propre de numéro 4. On verra ce probléme
dans les applications de la deuxiéme partie chapitre 4. En ce cas I’hamiltonien effectif sera
une fonction discontinue des interactions entre sites, ce qui est une caracteristique plutot

désagréable.

2.4.2 Applications

Chaine de spins frustrée

Comme déja discute dans la section 2.3.3, La chaine frustrée présentant des interactions
AF entre premiers et entre seconds voisins J; et J, respectivement. Elle présente une
transition de phase du second ordre autour la valeur (J»/J;), = jo =~ 0.24. Il 0’y a pas de
gap pour Jy/J; = j < j. tandis qu’un gap fini existe au dela de ce rapport critique. Prés
du point critique le gap augmente trés lentement, présentant 1a une singularité essentielle.

I1 se comporte a cette origine [77| comme

AE ~ Bexp —. (2.132)

J = Je

On va maintenant appliquer notre méthode REM pour calculer le gap et localiser la tran-
sition de phase.

La REM a été appliquée aux blocs de taille Ng = 4, 6, 8 et 10 sites et nous avons
extrapolé les gaps pour Ng = co. Pour une valeur donnée de Ng le gap calculée AE>(Ng)
pour le réseau, estimé a partir de I’équation (2.124), en utilisant les énergies d’excitation
AFE(Ng) et AE(2Ng), est nettement réduit par rapport aux valeurs AE(2Ng) a cause de
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F1G. 2.17: Dépendance du gap de chaine 1-D frustrée en fonction du rappoert j = Jo/J;.
(——o——) et (——0O——) gaps directs de segments de 16 et 20 sites, (---o---) et
(+--0O---) les gaps obtenus par la méthode REM de blocs de 8 et 10 sites. Les fléches
indiquent ’avantage du traitement de la méthode REM. La ligne pleine donne le gap obtenu
par REM [7| aprés extrapolation.

'annulation du terme en Ng' dans 'énergie d’excitation. En fait dans un probléme aussi

simple
AE*(Ng) = 2AE(2Ng) — AE(Ng). (2.133)
Si
B C
AE(NS)—A+FS+F§+~~, (2.134)

on obtient en appliquant I’équation (2.133)

C

(2.135)
Lerreur est en Ng2. A partir des différents calculs de AE>(Ns) il est possible d’estimer
une valeur extrapolée du gap. Nous avons utilisé un ajustement polynémial

a9 as ay

(Ng+1)2 + (Ns+ 1) + No+ 1F (2.136)

AEOO(NS) =a; +

ce qui donne les résultats rapportés dans la figure 2.17. On peut noter ceci :
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- la valeur extrapolée du gap AE = a; pour j < j. n’est pas strictement zéro. la plus
grande erreur est pour j = 0 ot AE = 0.0068.J;. Cette valeur est comparable aux
erreurs residuelles dans les techniques d’extrapolation de DMRG (voir figure 3 dans
la reférence [77]),

- le gap calculé passe par un minimum a j = 0.24 prés de valeur critique, ou |AE| =
3.107%.J,,

- il augmente pour de plus grandes valeurs de Jy. Immédiatement au dela de (J5).
le gap suit la loi prévue. Nous avons trouvé a = 0.21022 et § = 0.10253 pour les
paramétres de I’équation (2.132),

- le gap calculé pour le point de Majumdar-Ghosh (2J; = J;) est 0.465.J; ce qui se
compare bien avec I’évaluation de DMRG [77] (0.48.J1) et le résultat de traitements
analytiques (~ 0.45.J;) [78].

On voit donc sur cet exemple la pertinence de la méthode que nous verrons de proposer
tant pour 'identification du point critique que pour la dépendance du gap aux paramétres

d’interaction.

2.5 Conclusion

Ce chapitre présente d’abord une amélioration de la méthode numérique de RSRG qui
procéde d’abord au traitement exact de systémes de taille finie (& Ng et 2Ng sites) et qui
tronque l'espace de Hilbert aux produits des plus bas états propres de petits blocs dans
le SB. La différence principale avec la méthode traditionnelle de RSRG consiste dans la
détermination d’une interaction effective entre les états propres choisis de ces blocs, quitte
a considérer des blocs plus petits.

Dans le RSRG-EI nous avons considéré des blocs de (2Ng + 1) sites dont les états
fondamentaux sont des doublets non-dégénérés, donc les blocs peuvent étre vus comme
des quasi spins Sz = F1/2. A la prochaine itération, ces blocs sont considérés comme les
nouveaux sites du systéme et on itére la procédure. En utilisant la théorie des hamiltoniens
effectifs de Bloch, et le spectre exact des diméres ou des triméres des blocs, nous avons
renormalisé & chaque changement d’échelle les interactions effectives entre ces blocs. Il est
possible de vérifier la pertinence de I’espace modéle choisi en calculant les projections sur lui
des états propres intéressants du SB. Le formalisme du hamiltonien effectif a été concu pour

étudier plusieurs états a la fois, de sorte que le calcul des gaps soit possible, comme illustré



66 Chapitre 2. Techniques de renormalisation

dans I’étude des énergies d’excitation de la chaine alternée F-AF, et dans les échelles a deux
montants. En conclusion, I’exemple de la chaine frustrée a montré I'utilisation possible de
la méthode pour I’étude de la transition de phase. Mais comme on le vera plus loin d’autres

usages de la méthode sont possibles.

Dans la REM nous avons considéré des blocs & nombre pair des sites, présentant un
état fondamental non-dégénéré. A nouveau le traitement exact du bloc et des diméres ou
des triméres des blocs est utilisé pour définir des énergies effectives du bloc et des inter-
actions effectives entre les blocs. Les espaces modéles sont choisis de maniére différente
pour 1’état fondamental et pour les plus bas états excités. Pour I’état fondamental, W0 est
construit a partir du produit des états fondamentaux, et 1'énergie est une somme simple
des énergies intra bloc et d’énergies d’interaction entre blocs. Les états excités sont des
combinaisons linéaires des fonctions localement simplement excitées, construits comme les
produits d’un état excité sur un bloc par les fonctions d’états fondamentaux des autres
blocs. La connaissance des états excités de dimeéres ou des trimeéres des blocs permet de
définir les interactions effectives entre un bloc excité et ses voisins dans leur état fondamen-
tal, aussi bien que les intégrales de transfert de I'excitation, qui délocalisent les excitations.
Les interactions effectives incorporent des processus complexes, y compris des excitations
multiples ou / et des excitations entre blocs. Ces informations sont utilisées pour construire

un hamiltonien excitonique pour le réseau infini, et pour estimer le gap.

Naturellement la méthode REM est seulement applicable a I’étude des systémes gappés
et pour localiser la transition de phase entre une phase gappée et une phase non-gappée.
Cette limite est die au fait que différents espaces modéles sont utilise pour I’état fonda-
mental et pour les états excités. La méthode ne peut pas fournir la physique de basse
énergie des réseaux de spins AF non-gappés. Pendant de telles phases la méthode ne peut
pas donner un gap strictement nul ni la densité des états. Comme il sera montré dans
les applications le gap calculé devient extrémement petit et dans certains cas il peut étre
faiblement négatif. Cette limite (qui n’est pas présente dans la méthode CORE) devrait
étre maintenue dans 'esprit.

Nous devons sans doute clarifier la différence qui existe entre la méthode REM et la
méthode CORE. La méthode REM considére deux types d’états sur chaque bloc, ’état
singulet fondamental et un état excité, qui pourrait étre singulet, qui sera triplet dans nos
problémes. Dans ce cas on aurait & priori quatre états, S, T, T°, T~ possibles sur chaque

bloc. La méthode CORE travaillerait, pour Ng blocs dans un espace de dimension 4Vs
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(avec des restrictions sur le spin total), de méme que la méthode RSRG-EI avec des blocs
doublets travaille dans un espace de dimension 2Vs.

La méthode REM

- ne travaille pas avec le méme espace modéle pour 1’état fondamental singulet que
pour les états triplets. D’ou le risque d’avoir en pratique des énergies d’excitation
faiblement négatives dans les situation non-gappées. L’espace modéle pour I'état
fondamental est mono-dimensionnel,

- ne considére pour I’étude des états excités que les configurations mono-excitées (un
seul bloc excité) les autres étant dans I’état fondamental, donc avec un espace modéle
de dimension Ng pour Ng blocs,

- permet d’approcher immédiatement une structure de bande donnant le bas du spectre
d’excitation du réseau infini.

Il peut étre intéressant de noter la flexibilité de RSRG-EI et de REM, puisque les deux
méthodes présentent plusieurs degrés de liberté, la topologie des blocs, le nombre des états
propres gardés par bloc, et la division du super-bloc dans un nombre variable de blocs,
degrés de liberté qui régissent la nature et la complexité de 'hamiltonien effectif. Le jeu
avec ces différents facteurs doit également donner 1’occasion de vérifier la stabilité des

résultats.






Conclusion

Mode d’emploi de nos techniques dans 1’étude des tran-

sitions de phase

Nous voulons résumer ici les usages possibles des trois instruments que nous venons de
présenter dans les deux chapitres qui précédent, en insistant sur le probléme des transitions

de phase et celui des gaps.

La méthode SCP ne fournit que I’énergie de cohésion de 1’état fondamental, et even-
tuellement des corrélations spatiales a courte portée puisqu’on part de fonctions fortement
localisées et qu’on n’introduit que des délocalisation ou des echanges de spin de faible
portée. Elle repose sur le choix d’une fonction @, adaptée a la phase qu’on veut étudier.
Le développement autocohérent génére un fragment de la correction a &, qui nous rap-
proche de W, par le traitement d’excitation locales, et donne une évaluation de I’énergie
E, associée.

o, SCP Oy + 0Dy — Yy,
0 _
Ey.

Partant d’une autre fonction @, supposée mieux adaptée a ’approche d’une autre phase,

on aura un autre développement

/ / /
scp o + 0Py — Wy,
—_—

B

oy

Si pour une valeur définie des paramétres d’interaction A on a E{(\) < Ey(A) on dira qu’on

est dans la phase U{. On considérera que le point critique correspond aux interactions A.
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telles que

Ej(A) = Eo(N).

Deux remarques doivent étre faites ici :

- bien str il n’y a pas de raison pour que
(DO H|P) < (Po|H|Po) = EG(A) < Eg(N),

- il n’est jamais facile d’assurer que partant de deux fonctions ®( et ®f on n’approche
pas le méme état Uy, c’est-a-dire que Ej et Ej ne sont pas deux approximations
de I’énergie de cohésion pour une méme phase. Il sera donc important de croiser
cette approche avec d’autres mais comme on le verra dans nos applications nous
avons toujours en des identications raisonnables des transitions de phase avec cette

méthode.

La méthode RSRG-EI est basée sur une découpe en blocs, replicable d’itération en
itération. La question qui se pose ici est celle du dessin des blocs. Un seul type de blocs
est-il pertinent pour tous les régime d’interactions ?

Un cas ideal serait celui dans lequel le rapport des interactions effectives entre blocs
A = f(\) définit des points fixes AW = A séparant des domaines. Par exemple dans la
figure 1 partant de A < . les itérations conduiront au point d’accumulation A(*) = 0,
tandis qu’on va vers le point d’accumulation \(*) = 1 pour \ > \..

Comme nous I'avons vu dans le cas de la chaine AF frustrée, on peut avoir, pour
des blocs de taille finie, une indication de point fixe par un rapprochement de la courbe
AV = £(\) de la droite AV = ).

Dans I’exemple cité le point fixe ainsi repéré était attractif on peut aussi (voir figure 1
et les applications) avoir un point fixe repulsif, quand les itérations nous éloignent de ce
point fixe pour nous amener vers un point d’accumulation.

En RSRG-EI plusieurs découpes de blocs sont possibles, qui permettent un isomor-
phisme. Toutes ces découpes ne sont pas équivalentes. Il faut se rappeler qu'on ne garde
que I'état fondamental des blocs pour batir I'’espace modéle et il faut que cet état fonda-
mental, pour une dimension donnée des blocs, soit

- d’énergie aussi basse que possible,

- non dégénéré (autrement que par le spin, Sy = +1/2).
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A

05 | |

Phase 1 Ac Phase 2 Al

F1G. 1: Définition de deuzr phases en RSRG-EI. \ caractérise le rapport des interactions
entre sites du réseau, NV le rapport des interactions entre blocs. Ici \. ¢’est un point fize,
A=0 et A =1 des points d’accumulation.

Comme ou le verra dans les applications de la partie II ces critéres conduisent & changer la
forme des blocs dans les divers régimes d’interactions, a prendre une découpe pour A — 1
et une autre pour A — 0, par exemple.

En ce qui concerne les gaps la méthode RSRG-EI

- donne directement une indication du caractére gappé ou non de la phase,

- permet une évaluation quantitative du gap dans les phases gappées.

Le caractére gappé / non gappé de la phase est immediatement donné par la dérivée de la
courbe A = f()\) au point d’accumulation \,.

Si (8)\(1)/8>\)/\a # 0 la phase est non gappée. Elle est gappée si (OA1) /ON) s, = 0. Cet
énoncé est évident au vu de la figure 1 et des figures dans les applications.

En effet dans le premier cas (((‘9)\(1)/ N, # 0) il faut un nombre infini d’itérations
pour atteindre le point d’accumulation. Si comme c’est (presque) toujours le cas les in-
teractions effectives entre blocs diminuent & chaque itération (entre blocs de plus en plus
gros) et tendent vers zéro, le spectre a I'itération (n) est de plus en plus serré. le gap tend
vers zéro.

Si par contre <(8)\(1) / 8)\) N 0) on atteint le point d’accumulation en quelques itéra-
tions, comme il apparait sur la figure 1 dans la deuxiéme phase, certaines des interactions

effectives restent finies on cours de ces quelques itérations et le gap final est non nul. En
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général dans ce cas une des interactions effectives devient nulle, ’autre est finie, le systéme
évolue vers des SB séparés, et gap est celui de chacun des SB. C’est ce que 1’on a vu dans

les exemples donnés plus haut (chaine F-AF, échelle de spin & deux montants).

En ce qui concerne la méthode REM, centrée sur le calcul du gap, c’est 'annulation
du gap calculé qui indiquera le point critique \. entre phase gappée et non gappée. Dans
cette méthode aussi, comme on le verra dans le cas du réseau dit Shastry-Sutherland, il
faut choisir avec soin la forme des blocs, pour avoir un état fondamental non dégénéré de
basse énergie. La forme de ces blocs peut étre différente pour différentes phases.

La méthode REM nous fournit aussi une évaluation simple de I’énergie de cohésion
en terme d’énergie d’'un bloc et d’interactions entre blocs mais elle ne fournit aucune
information sur la physique de basse énergie de systémes sans gap.

Nous devons enfin noter une limite des méthodes présentées dans cette partie. Toutes
ces méthodes présentent de trés sévéres troncations de ’espace de Hilbert, seules les fluc-
tuations autour de fonctions d’ordre zéro sont calculées. On ne dispose donc que d’un
fragment trés restreint de la fonction d’onde correspondant a des échanges de spin a courte
portée. Il en resulte que 1’étude des corrélations spatiales, qui est un instrument d’analyse

trés précieux, ne peut concerner que des paires de sites assez proches.



Deuxiéme partie

Etude de quelques réseaux de spins

bidimensionels
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Introduction

Les chapitres qui suivent rapportent des études de differents réseaux de spin par les
trois méthodes présentées precédement. La plupart de ces réseaux ont déja été étudiés par
des méthodes différentes, analytiques ou numériques. Nous confrontons donc nos résultats
a ceux fournis par des méthodes standard pour discuter les fiabilités relatives. Dans deux
cas, le réseau Shastry-Sutherland et les polybenzenoides, nous apportons des éléments
nouveaux sur des questions ouvertes au débat.

Pour des raisons chronologiques certaines de nos méthodes REM ayant été congues en
2004, nous n’avons pas pu appliquer nos trois méthodes & tous les réseaux étudiés. On
trouvera néanmoins des confrontations des trois approches sur le réseau 2-D 1/5-depleted

et sur le réseau dit "Shastry-Sutherland".
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Chapitre 3

Le réseau 2-D carré anisotrope

Ce chapitre est composé a partir de deuz articles
- "Theoretical studies of the phase transition in the anisotropic 2-D square spin lattice”
par Mohamad Al Hajj, Nathalie Guihéry, Jean-Paul Malrieu et Peter Wind, publié
dans Physical Review B 70, 094415 (2004).
- "A self-consistent perturbative evaluation of ground state energies : application to
cohesive energies of spin lattices” par Mohamad Al Hajj et Jean-Paul Malrieu, publié
dans Physical Review B 70, 184441 (2004).
Le premier rapporte un travail qui confrontait des résultats RSRG-RI avec des résultats
obtenus par les trois autres auteurs, par une méthode originale appelée par eur Dressed
Cluster Method (DCM), et avec des résultats de la littérature. Le second aborde le méme

probléeme comme exemple d’application de notre formalisme SCP. J’ai donc fait un mon-

tage, aussi cohérent que possible de ces deur travaux.

3.1 Introduction

The study of spin or electron lattices, even when they are governed by simple model
Hamiltonians, generally requires approximate methods in order to obtain reliable estimates
of the cohesive energy, excitation gap, spatial correlation, etc. The treatment of phase
transitions is a special challenge for approximate methods, since it is generally not easy to

identify the values of the interactions at critical points, the nature of the phase transition,

7
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and the behavior of the properties on both sides of the phase transition. The purpose of the
present work is to compare the abilities of two methods recently developed by the authors
to study a first-order phase transition.

Despite its rather formal character, the spin 1/2 anisotropic Heisenberg Hamiltonian
on an infinite 2-D square lattice may be used as an excellent model problem to test the
ability of a theoretical method to treat a phase-transition phenomenon. This Hamiltonian
is given by

H=1J) (S/S]+S/SY + AS;S7), (3.1)

(i.9)

where (i, 7) runs over all pairs of nearest-neighbor sites. This 2-D square lattice model has
no exact solution and has therefore been the subject of numerous calculations [14,38,41-44,
79-99] in the recent past, which employ either analytic expansions [88-91], or numerical
algorithms such as CC approaches [43,44, 86, 87], EDM [92, 93] and QMC calculations
[14,41,42,94-99|. At A = —1 a first-order transition takes place between the ferromagnetic
phase and a planarlike phase, in which the spins in the ground state wave function lie in
the XY plane. This so-called XY polarized function @)Y is such that the sites of one
sublattice bear

X = (a+3)/V2, (3.2)

where o and [ are the usual spin-up and spin-down functions, and those of the other

sublattice bear

X = (a—B)/V2. (3.3)

If one works in the basis of (X,Y") functions instead of («, 3) ones, this XY polarized
function will appear as the leading configuration for the —1 < A < 1 domain. At A =1
(isotropic Hamiltonian) a transition to an Ising-like phase occurs. Actually, for A — oo the
Hamiltonian becomes an Ising Hamiltonian and the ground state becomes the Ising fully
spin-alternate function ®, = afaf..., which is also the leading configuration for A > 1.
Early QMC calculations [84] suggested, although with some imprecision, that this transition
is of first-order type. More recent and more accurate calculations (see for instance [42]) have
confirmed its first-order character. One may also quote elaborate CC calculations [43,44,86|
which start from either a planarlike function or the Ising wave function as reference function

®(, and assume an exponential form of the wave operator

|W) = exp S|Py), (3.4)
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where S is restricted to a certain number of local many-body operators (up to six-body
operators). The results agree very well with those of QMC calculations in the two regions
around A = 1, each region being treated using the relevant reference. Although the au-
thors do not conclude explicitly, the results support the first-order character of the phase
transition at A = 1. The extent of the domain of bistability is more difficult to assess,
since it seems to depend on the sophistication of the wave operator. The present work stu-
dies the same problem using two methods that have different characteristics. The methods
employed hereafter are the :
- self-consistent perturbation [1],

- real space renormalization group with effective interactions [6].

3.2 Self-consistent perturbation

Our approach uses tow reference functions for jche A < 1 and A > 1 domains. The
equations derived from ®; = &Y or from &) = @%Smg are given in the appendix B.1.

One may see that they coincide for A = 1, which appears as the critical value of the
parameter. Figure 3.1 and table 3.1 give the evolution of the cohesive energy E, and Ej

calculated from both references and a comparison with the most accurate results. One sees

- That the derivatives of the energies in A = 1 are not identical

_ , 4
oFE _ (9% £ OFq _ (9E , (3.5)
a)\ A—1 a)\ A=1 a)\ A=1 a)\ 1<\

which confirms the first-order character of the phase transition,

- The agreement of the here-calculated cohesive energies with the best QMC calcula-

tions in good, the error being lower than 1% in the —1 < A < oo domain.

3.3 Real space renormalization group with effective in-

teractions

We make explicit hereafter the specification of the RSRG-EI method in its simplest

version for the study of a square spin lattice.
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F1G. 3.1: 2-D square anisotropic spin lattice, evolution of the cohesive energy as a function
of the anisotropy parameter \. (o) QMC [42], SCP results : (...) from XY ®qy, (———) from
Ising ®(. The thick symbols identify the relevant domains from ®, and ® respectively.

A SCP(XY) SCP(Ising) RSRG-EI QMC [42]

0 -0.54672 -0.53966  -0.54882
0.1 -0.55564 -0.54823  -0.55681
0.25 -0.57024 -0.56242  -0.57142
0.33333  -0.57892 -0.57106  -0.57926
0.6 -0.60965 -0.60260  -0.60958
1.0 -0.66327 -0.66327 -0.66615  -0.66944
1.11111 -0.70330 -0.69950  -0.70722
1.2 -0.73727 -0.73072  -0.73920
1.5 -0.86046 -0.85358  -0.86100
2.0 -1.08314 -1.07849  -1.08220

TAB. 3.1: Cohesive energy of the anisotropic 2-D lattice.

The method consists in considering a square (3 x 3) block of 9 atoms. Its ground state
is a doublet with S; = 4+1/2 and it is the only state kept hereafter. Let us call ¢ and a the



3.3 Real space renormalization group with effective interactions 81

Sz =1/2 and S; = —1/2 degenerate doublet ground states of the block A. The block can
therefore be seen as a super-spin. In order to establish the effective interactions between
the ground states of adjacent blocks, one treats exactly the 18 (3 x 6) sites SB AB. One
wants to establish the effective energies of, and interactions between, the four products
of ground state wave functions which define a model space ab, ab, ab, ab. Diagonalizing
the exact Hamiltonian for the AB SB one may identify the eigenstates Wr+(S; = 1),
Ur-(Sz = —1), Uro(Sz = 0), Ueo(Sz = 0), which have the largest projections on the
model space, and their energies Er+ = Ep-, Epo, and Ego. The three energies can be seen

as the eigenvalues of a new anisotropic Hamiltonian

J(l)
HY) = JOAV[S,, Sy, —1/4] + “P[S1S5 + 535E] + Ea+ Ep+ AEap. (3.6)

Hence
Er+ = Eis+ Ep+ AFEyB, (37)
JOND )
ETO = — 9 + 9 + EA + EB + AEJAB7 (38)
JOND )
Bow = —S—— =+ Ea+Ep+ A, (3.9)

From which one obtains

JY = Eg — Fpo, (3.10)
JOAND = 2F — Epo — Ego. (3.11)

These equations define a new anisotropic Heisenberg Hamiltonian between blocks. The pro-
cess may be repeated, treating a block of 9 blocks and a SB of 18 blocks, until convergence
is achieved.
The qualitative key points in that problem are the facts that
- for A =1, A = 1, the problem remains isotropic
- for A > 1, A® > X the anisotropy is increased in the direction of an Ising problem ;
and
- for A < 1, A\ < ), the anisotropy increases in the opposite direction towards a pure
XY problem.

For graphical purposes the anisotropic Hamiltonian may been written as

H = J[(SZSZ) sin ® + (S5, + S,.5,) cos <I>}. (3.12)
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The isotropic case corresponds to ® = —n /4, the XY problem to ® = 7/2, and the
Ising situation to ® = —7/2. On sees that A = tan ®. Figure 3.2 reports the evolution of
dM) as a function of ®. The iterative process, starting from as new value ®, leads to a new
anisotropy angle ®; = ®1)(®). The second step leads to ®, = &) (®,), etc. The qualitative
nature of the phase transition appears dramatically. Starting from ® > 7 /4, ®1) increases
rapidly. As seen from figure 3.3 the process converges in a few steps to the ®,, = 7 /2 fixed
point, i.e., to an Ising problem. Oppositely, starting from ® < 7 /4, ®; decreases. The fixed
point on that side A < 1 is the pure XY problem (A = —1, ® = —7/4), but the curve
®M) = f(®) is tangent to the line of slope one ®1) = & for & = —m/2. Hence, the fixed
point is in principle reached in an infinite number of steps.

The quantity J) is significantly lower than one for A < 1 and tends to zero when
A — —1. It increases with A but remains finite in the region A\ > 1. Figure 3.3 reports
the RSRG-EI calculated cohesive energy. For A\ = 1, as already reported elsewhere [6], the
RSRG-EI cohesive energy is E.,, = —0.666155J. This value is in slightly poorer agreement
with the best QMC value —0.66934.J than the previously reported DCM value, but it is
obtained at a much lower cost. The underestimation of the cohesive energy by the RSRG-
EI method is systematic but never exceeds 2% (cf. table 3.1 and figure 3.3). We have

1.5 —

oM [
0.5 —

F1G. 3.2: RSRG study : anisotropic parameter ® after the first iteration, as a function
of the initial anisotropic parameter ® equation (3.12). The stairs illustrate the convergence
of the iterative procedure to the fixed points, Ising on the right side, XY on the left side
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F1G. 3.3: Cohesive energy around the isotropic point. (o) QMC [42], (O) DCM, (+) RSRG-
EL

carefully checked the existence of a discontinuity of the slopes of the curve E.,;, = f())
around A\ = 1. This discontinuity clearly appears from the insert of figure 3.3. The slope
(0E/ON), s between X = 1.02459 and A = 1 is 0.32 in QMC and 0.26 in RSRG, and on
the A < 1 side the slope from QMC is 0.175 (between A\ = 0.97 and A = 1), while the slope
from RSRG-EI is 0.20 (between A\ = 0.95 and A = 1), 0.21 (between A\ = 0.99 and A\ = 1).
Although weaker than the interpolated estimates from QMC, the discontinuity of the slope
predicted from RSRG-EI is clear. The existence of a discontinuity was not a priori evident,
since the quantities J® and A are continuous functions of \. The discontinuity comes
from the fact that the iterations tend to different fixed points for A > 1 and A\ < 1.
Actually, the method is also able to explain the absence of a gap for A\ < 1 and the
existence of a gap for A > 1. For A < 1, since one must repeat an infinite number of
iterations with decreasing values of J), the lowest states are degenerate. In the \ > 1
domain, the system will be gapped, since the process converges in a finite number of steps,
with finite values of J. Figure 3.4 reports the calculated gap for A slightly larger than 1.
We have checked the behaviors of the gap as a function of . Spin-wave theory predicts
that it should follow the law,
AFE =2()\* - 1)1/2, (3.13)

Previous numerical works [14] have shown that the excitation energies are significantly



84 Chapitre 3. Le réseau 2-D carré anisotrope

0.4

03

AFE |

0.2

01

00.9 0.95 1 A 1.05 11

F1G. 3.4: Appearance of the gap in the X > 1 phase, as calculated from the RSRG-EI. The
full line is proportional to (\> — 1)'/2.

lower, by a factor close to 0.5. Figure 3.4 has used an interpolation 0.86634 ()\2 — 1)1/2

which fits well our calculated values.

3.4 Conclusion

The present paper studies the behavior of a 2-D square spin lattice obeying an anisotro-
pic Heisenberg Hamiltonian. Since it presents a phase transition, this problem can be seen
as a convenient test to compare the abilities of the methods available for the treatment of
2-D (or 3-D) lattices. One may subdivide the methods into the following two groups :

- Methods which rely on (or require the introduction of) a simple zero order wave
function. This wave function may be perturbed, or considered as the reference func-
tion for a CC expansion (i.e., an exponential development of the wave operator). In
such a case, different zero-order or reference wave functions will be used for the two
different phases. This choice of two distinct references may be seen as forcing the
phase transition and presents the risk to impose artefactual discontinuities. The here
employed SCP method belongs to that category.

- Prejudiceless methods, which do not bias the treatment by introducing reference

wave functions. Among them, one may quote finite-cluster EDM, followed by extra-
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polations on the cluster size. For 2-D systems extrapolations are quite difficult to
perform. QMC calculations require both statistics and extrapolation, and the error
bars may prevent a clear assessment concerning the nature of the phase transition,
when for instance the change of the slope of the cohesive energy as a function of the
internal parameter is small. Recent progresses have reduced these uncertainties.
The SCP method, which only gives the cohesive energy from different references, supports
the existence of a phase transition occuring for the isotropic Hamiltonian. The calculated
cohesive energies are surprisingly accurate in view of the simplicity of the calculation.

The RSRG-EI treatment does not enable one to reach such a numerical accuracy but
it presents several advantages :

- It does not introduce the bias of a reference function.

- It visualizes qualitatively the phase transition in terms of a critical value of the

parameter separating two domains with their specific fixed points.

- It offers a simple understanding of the gapless-gapped character of the two phases.
The philosophy of the RSRG method is responsible for this qualitative and pictorial ad-
vantage. The introduction of effective interactions adds a numerical improvement to this
conceptual tool. Of course, as shown for 1-D lattices, the quantitative performance of the
RSRG-EI treatment is much better when it is possible to extrapolate its results with res-
pect to the size of the blocks. This is not presently possible for 2-D lattices, since the next
size of a square block would be 25 (which would require the exact treatment of a 50 sites
problem for the SB). But the accuracy of the results from 9 sites blocks is surprisingly good

and the elegance of the method suggests it be considered an excellent exploratory tool.






Chapitre 4

Les réseaux 2-D 1/5-depleted et de

plaquettes

Ce chapitre reunit lui aussi des résultats originauzr publiés dans trois articles distincts,
l’un relatif a la méthode SCP,
- "A self-consistent perturbative evaluation of ground state emergies : application to
cohesive energies of spin lattices” par Mohamad Al Hajj et Jean-Paul Malrieu, publié
dans Physical Review B 70, 184441 (2004).
lautre a la méthode RSRG-EI
- "Real space renormalization group with effective interactons : applications to 2-D
spin lattices" par Mohamad Al Hajj, Nathalie Guihéry, Jean-Paul Malrieu, et Benoit
Bocquillon, publié dans European Physical Journal B 41, 11 (2004).
le troisiéme a la méthode REM
- "Renormalized excitonic method in terms of block excitations : Application to spin
lattices” par Mohamad Al Hajj, Jean-Paul Malrieu et Nathalie Guihéry, publié dans
Physical Review B, 72, 224412 (2005).
Ils concernent des réseaux issus du réseau 2-D carré non frustré. Le premier est obtenu
en arrachant un site sur 5 (1/5-depleted), l’autre en y distinguant des plaquettes avec des
interactions différentes dans les plaquettes et entre les plaquettes. Le premier réseau a été
étudié par les trois méthodes, le second par SCP (résultats non publiés) et par REM. Une
conclusion en francgais résume ce chapitre et des résultats non publiés (réseau plaquette en
SCP).
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4.1 The 1/5-depleted square 2-D lattice

4.1.1 Introduction

The 1/5-depleted square lattice pictured in figure 4.1 has received interest in the context
of the study of a real material, namely, the C'aV,0Oq lattice. Precise studies of that material
indicated that second-neighbor interactions have to be considered. Nevertheless the physics
of the simple lattice, built of plaquettes and octagons, or of plaquettes connected by bonds
(cf. figure 4.1), appeared interesting by itself. There are two types of spin interactions,
namely, in the plaquette (J,) and in the bonds between the plaquettes (J;). Early studies
did not give evidence of phase transitions, but after some EDM [100], perturbative expan-
sions [101] and QMC calculations [102| indicate the existence of three phases, namely, a
gapped plaquette phase for J,/J; > 1.05 — 1.10, a gapped dimer phase for J,/.J; < 0.65

and a gapless Ising-type phase in the intermediate regime.

Ja

F1G. 4.1: The 1/5-depleted 2-D square lattice.

4.1.2 Self-consistent perturbation

We have reexamined this problem with the SCP equations starting from three different
references @y, namely,
- A product of bond singlets on the interplaquette bonds which is expected to be
relevant in the .J,/J; < 1 regime,
- The Ising function, which should be valid in the J, ~ J; region,
- A product of bond singlets on intraplaquette bonds, relevant in the J, > J; regime.
The corresponding equations are given in Appendix B.2. The results appear in figure 4.2.

One should remark that our SCP equations never diverge, even when applied in paradoxical
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F1G. 4.2: Evolution of the cohesive energy as a function of the A = J,/(J,+ J4) ratio accor-
ding to the SCP method. (— ——) from interplaquette bond singlets @, (---) from Ising Df,
and (—) from plaquette singlets ®;. The thick symbols identify the relevant domains from
the various reference functions. The arrows indicate the phase transition critical values.

regimes, for instance when one enters in the J, < J; regime from interplaquette bonds.
The expansion from Ising tends to an erroneous (—2.J, instead of —1.5.J,,) value for J; =0
(isolated plaquettes). Using the perturbative evaluation of the coefficient of the doubly
permuted vectors [equation (1.38) instead of equation (1.39)}, one reaches the correct
asymptotic value (—1.5.J,) for J; = 0. One must concentrate on the estimates of the
cohesive energy in the relevant domains. As seen from figure 4.2 one notices the existence

of three phases :

- A dimer phase for J,/J; < 0.6563,
- A Ising-order phase for 0.65 < J,/.J; < 1.0105,
- A plaquette phase for J,/.J; > 1.0105.

Using equation (1.38) instead of equation (1.39), the critical ratios remain almost identical.
The method confirms the existence of these three phases and the calculated critical values

of the J,/J; ratios are in good agreement with previously mentioned estimates.
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4.1.3 Real space renormalization group with effective interactions

We first have identified 9-site blocks which maintain the original lattice along the ite-
rations. Three of them are pictured in figure 4.3. The first one preserves the stoichiometric
ratio (equal to 2) of the number of plaquette versus bond interactions, and the simplicity

of the interactions is maintained at each step.

In the second definition the blocks involve 2 plaquettes (8.J, interactions) and two bonds
(2.J; interactions). This definition should be especially convenient for the J, > J; regime
where it lets a unique unpaired electron, and should become irrelevant for weak J,/.Jy
ratios. The third definition is expected to be relevant in the weak .J,/.J; regime since the
blocks involve 4J; and 5.J, and let only one unpaired electron when J, tends to zero. It
should fail in the strong .J,/J, regime. Figure 4.4 pictures the energies of the different
blocks as a function of A = J,/(.J, + J;) and it appears that

- the stoichiometric blocks are never those of lower energy,

- the second type of blocks is the one of lowest energy for A > 0.427.

Figure 4.3 also represents the interactions between the blocks. In the three partitions
the identification of plaquettes of blocks and of dimer interactions between them appears
clearly. However while the stoichiometric blocks do not introduce second-neighbor interac-
tions between blocks this is no longer true for the two other partitions. These interactions
remain much weaker than the nearest-neighbor ones. Notice that in the 2nd and 3rd de-
finitions tetramers of blocks define a kind of vortex, and that in the 2nd definition one
has used vortices of opposite rotation direction. One shall call J,El) the effective coupling
between blocks belonging to the same plaquette of blocks and Jél) the interaction bet-
ween blocks belonging to adjacent plaquettes of blocks. Figure 4.5 represents the ratio

A = Jél)/ (Jé” +J C(ll)) as a function of A. The results deserve the following comments :

- Starting from the stoichiometric blocks, one obtains two zones, one for A < 0.438
in which iterating the process will tend to the A = 0 (J, = 0) accumulation point,
i.e., to non interacting dimers. For A > 0.438 the accumulation point corresponds to
A = 1, i.e., to non interacting plaquettes. For A\, = 0.438 one has a fixed repulsive
point, for which the ratio A is constant at all iterations. Since ngl) and Jél) are
lower than 1, the gap decreases at each iteration, so that there is no spin gap at this
precise point. As clear from figure 4.5, since the attractive fixed points are reached

in a finite number of iterations when A # \., the model predicts non zero gaps for
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F1G. 4.3: Definition of 9-site blocks leading to isomorphic lattices in the 1/5-depleted square

lattice.
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F1G. 4.4: Block energies (per atom) for the 3 definitions of the blocks given in figure 4.3,
as functions A = J,/(J, + Ju). Definition A (4), definition B (¢), and definition C (o).
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FIG. 4.5: Evolution of the ratio \(") = Jél)/(ngl) + Jc(ll)) as a function of A = J,/(J, + Ju),
for three definitions of the blocks (cf. figure 4.8). (— — —) definition A, (o) definition B,
and (¢) definition C. The values \. and N\, identify the critical ratios.
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both the dimer phase 0 < A < A, and the plaquette phase \. < A < 1. The gapless
phase is reduced to a single value of .

- Starting from the second and third definitions of the blocks one observes a non-
monotonic behavior of A = f()). The distance of A" to the straight line of slope
1 (i.e., the quantity |\ — )\|) goes through a minimum for both definitions of the
blocks. We have previously observed such a behavior in the study of the 1-D frustrated
chain, when varying the ratio j = Jy/J; of the second-neighbor interaction Jy to
the first-neighbor interaction .J;. Calculating the effective interaction Jl(l) and Jz(l)
between blocks and the ratio (V) (), the quantity |j™" (j)—7| goes through a minimum
for 7 ~ 0.24, near the well-known second-order phase transition. Increasing the size
of the blocks we observed that the minimal value of [j™)(j) — j| tends to zero. It is not
possible in the 2-D lattices to perform such an extrapolation on the block size, but one
may consider that the existence of a minimum in the quantity |A\(") — )| is a signature
of a phase transition and the extrapolated critical value of the parameter may be
estimated as A, = (A 4+ \)/2 for the value of A which minimizes [A\()) — A| (i.e.,
(A — 1) /dX =0 ). One obtains so A. = 0.398 (J"/JS" = 0.660) and X, = 0.500
(Jlgl)/l](gl) = 1.000) which should be the lower and upper limits of the gapless phase.
These values compare quite well with those proposed from the previously mentioned
perturbative [101] or QMC [102] treatments.

4.1.4 Renormalized excitonic method

We have tested our method on this problem. The simplest block that one may consider
is the octagon (see schema (A) of figure 4.6). It is non-degenerate whatever the J,/.J, ratio.
Actually starting from these blocks, REM provides a correct picture of the physics, since
the gap disappears between \. = 0.40967 and )\, = 0.50945 (cf. figure 4.7). This result is
obtained from 8-site blocks.

In order to check wether this excellent agreement was not fortuitous we have introduced
next-nearest neighbor interactions between octagons, applying the formalism of section
2.4.1.3. Two types of trimers (linear and perpendicular) have to be considered. The results
appear in table 1, and they deserve the following comments :

- The dependence of the gap on the A ratio is almost the same as when working with

dimers only. The gapless domain in slightly reduced to the interval 0.396 < \ < 0.498.
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F1G. 4.6: 1/5-depleted 2-D square lattice, definition of various blocks.

1R \ \ \ \ »

0.8 7 _

AFE 7

Jp + Jy \ il
04 A4 _

0.2 NN N .

F1G. 4.7: Gap in the 1/5-depleted 2-D square lattice. (—) from octagonal blocks (A), (---)
from blocks of type (B), (— — —) from blocks of type (C), (o) QMC calculations [102].
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- The 3rd target vector for the perpendicular trimer (i.e., the 3rd vector presenting the

largest projection on the model space) is the 3rd eigenvector (W3) of the perpendicular

gap number of the third relevant eigenvector

A dimers trimers  linear perpendicular
0 1.0 1.0 3 3
0.1 0.777541 0.794138 3 3
0.2 0.533681 0.561073 3 3
0.3 0.272110 0.289024 3 3
0.39  0.041669 0.015530 3 3
0.39572 0.028882 0.0 3 3
0.4 0.019637 -0.01160 3 3
0.40967 0.0 -0.03536 4 3
0.41 -0.00068 -0.03610 4 3
042  -0.01882 -0.05463 4 4
049  -0.03646 -0.02158 4 4
0.49784 -0.02361 0.0 4 4
0.5 -0.01961  0.005945 4 4
0.50945 0.0 0.027081 4 3
0.51  0.001129 0.028707 4 3
0.52  0.024859 0.057802 4 3
0.55  0.105265 0.139275 3 3
0.7 0.463095 0.461658 3 3
0.8 0.654426 0.648198 3 3
0.9 0.831083 0.830046 3 3
1 1.0 1.0 3 3

TAB. 4.1: Calculated spin gap for the 1/5-depleted square lattice as a function of X =
o/ (Jp + Ja).
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trimer problem for A\ < 0.41 and the 4th (V) one for A > 0.41. This may be seen as
a signature for a finite (24 sites) cluster of the vicinity of the phase transition in the
periodic lattice. A similar phenomenon is observed for the linear trimer between \ =
0.40 and A = 0.41. Regarding the Ising-plaquette phase transition, a similar change
of the target vectors appears for 0.50 < A < 0.51 in the perpendicular trimer SB.
This phenomenon of discontinuity of H¢// does not appear when working with dimers
only. One might eventually circumvent this problem by taking a weighted energy for
the third "root" appearing in the spectral definition of H¢//. If P, is te projector on
the model space a = ||PyVUs|| = (PyVUs|PoVs), B = ||PoV4|| = (PyVy|PoWy) and if
Hapo|Vs) = E3Vs), Hape|Ps) = E4V,), one might define £, = aEs + BEy, i.e.
proceed to a diabatization of the 3rd target vector.
One may alternatively change the shape of the blocks. A stared 8-site block with 4 dimer
bonds around a plaquette pictured in scheme (B) of figure 4.6 is expected to be relevant
for the dimer phase. The gap calculated from these almost coincides with the previously
calculated one, with critical value A. = 0.40 (see figure 4.7).

For the plaquette phase we have considered blocks with two plaquettes, as pictured in
scheme (C) of figure 4.6. The gap is slightly smaller than from the octagons, but the critical
values of disappearance of the gap, A = 0.508, coincide. We have compared our calculated
gaps with the ones reported (in figure 2 of Ref. [102] ) from QMC calculations, and the two
methods practically coincide (within the uncertainties of reading of the above-mentioned

figure).

4.2 The plaquette lattice

4.2.1 Introduction

The square type lattice built from interacting phaquettes is characterized by intra-
plaquette .Jy and inter-plaquette J; AF couplings (cf. figure 4.8). The properties depend on
the J;/Jy ratio. For J; = 0, the plaquettes are independent and the lattice is gapped. It is
not gapped for the J; = Jy 2-D square lattice, and phase transitions as expected to occur for
(J1/Jo). and for (Jy/J1). (this last relation being due to the intrinsic symmetry between J;
and Jp). Several works have been devoted to this problem. Third order series expansions
[103] and QMC calculations [104| suggest that (J;/.Jyp). =~ 0.55. Extrapolations of finite
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Fi1G. 4.8: The plaquette lattice.

size EDM [105] fail to give a zero spin-gap whatever the value of .J;/Jy. A recent work has
used the CORE method [106] together with order parameter susceptibilities, suggesting
a critical behavior between J;/Jy = 0.5 and J;/Jy = 0.6. The problem reexamined here
using SCP and REM.

4.2.2 Self-consistent pertubation

One may start from either the Ising ®(, appropriate for the intermediate phase or from a
product of bond singlets defined on parallel bonds on plaquettes. The equations are easily

derived from the general expressions of Appendix B.3. As seen in figure 4.9 the ground
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F1G. 4.9: Evolution of the cohesive energy as a function of the Jy/Jy ratio according to the
SCP method. (— ——) from Ising ®q and (—) from plaquette singlets ®;. The thick symbols
identify the relevant domains from the various reference functions.
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state appears as Ising supported for .J;/Jy > 0.526, and plaquette for .J;/Jy < 0.526. This
estimate of the critical value is in rather good agreement with the previously reported
values (~ 0.55).

4.2.3 Renormalized excitonic method

Two types of blocks A have been considered.

The first one involves one, two or three plaquettes (Ng = 4, 8 and 12 sites), fragments
of a ladder (see schema (A) of figure 4.10). There are two types of dimers AB, collinear or
side by side. If one calls AE 5 and AE',; the excitation energies for these dimers, AE 4
the excitation energy of the block, our model leads to the following expression of the gap
AE*(Nig, Nog), for a block of N;g sites along the longitudinal direction, Nog sites along

the transverse one,
AE>®(Nig, Naog) = 2AE45(2N1g5, Naog) + 2AE, 5 (N1g,2Nag) — 3AEA(Nig, Nag). (4.1)

Figure 4.11 reports the gap calculated for Nig = 2, 3, 4 and Nog = 2. One sees that
the gap vanishes when J;/.Jy tends to 1. An extrapolation is possible in terms of ngl and

N1§2, for NQS = 2,

Ay Ao
AFE(Nyg, Nog =cte) = Ag + — + — 4.2
(N1g, Nag = cte) o+ Mg + ng’ (4.2)

AFE(Nyg) = Ay is the N; 4 extrapolated value of the gap for a fixed value of Nyg. Assuming

NZS:4

NQS:2

NlS:3

NIS:4

(4) (B)

F1G. 4.10: Definitions of blocks for the study of the plaquette lattice.
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one obtains ;
AE>®(Nig, Nag) = AE — > < (4.5)

2N,% B 2N,% "~ NigNyg
Confronting equation (4.2) and equation (4.5) gives

AE — asy b —as3
Ay=—— Ay =——and A, = —=.
0 2N2§ y A1 Nos an 2 9

Hence the final value of the extrapolation gap is

Ay

28
Figure 4.11 reports the so-calculated gap as well as the values AE(N;g, Nag) for Nog = 2
and Nig = 2, 4, 6 as a function of the J; /.J, ratio. One sees that a gapless phase appears for
Nig > 2. After extrapolation the lattice is found to be gapless for J;/Jy > 2/3 = 0.666. The

value of (J;/Jp). is somewhat larger than the commonly accepted value but it represents
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a considerable improvement over the extrapolations of finite lattices. One may mention
that, as a by-product of the present calculations, one obtains, for J; = Jy, a value of the
gap of the two-leg ladder. The extrapolation leads to AE = 0.47.Jy, close to the best QMC
estimate (0.50.Jp) |72].

A second type of rectangular blocks have been considered, involving odd numbers of
sites in one direction and even numbers in the other one (see schema (B) of figure 4.10). In
such a case there are three types of dimers. These 12-site (N1g = 3, Nog = 4) blocks are
more compact than the previous (N;g = 6, Nog = 2) ones and the calculated gap, which
appears in figure 4.11, is somewhat lower. Extrapolation is difficult in this case, due to the
difference in the physical nature of the dimers, but the evaluations from different blocks

are quite consistent.

4.3 Conclusion

One may appreciate from these two additionnal examples the relevance and consistency
of the proposed methods.

The 1/5-depleted lattice is correctly described as having three phases, a gapless phase
occuring between two gapped phases , according to the three methods, and the phase

transitions are predicted to take place for very close values of the ratio of the magnetic
interactions, (see table 4.2), namely (.J,/J4)1 = 0.67 £ 0.03 and (J,/J4)e2 = 1.01 £ 0.02.

Method  dimer/Ising Ising/plaquette

(Jp/Ja)er (Jo/ Ja)ea
SCP 0.656 1.010
RSRG-EI  0.660 1.000
REM* 0.655 1.038
REM? 0.693 0.991

%extraction of informations from dimers,
bextraction of informations from trimers.

TAB. 4.2: critical Values of the ratio J,/J, in the 1/5-depleted lattice.
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One must remark that in the REM method, the use of trimers from small blocks seems
to give poorer results than the use of trimers, if one accepts the values proposed in the
literature as reliable. One may also notice that the use of the RSRG-EI method with a
stoechiometric (2/1) ratio of intra- and inter-plaquette bonds only predicts a single value
of the ratio .J,/J; producing a zero gap. We have been compelled to introduce alternative
designs of the blocks, appropriate for the dimer and for the plaquette phase respectively, to
make clear the occurence of critical phenomena between these phases and an intermediate
gapless phase, using the criterion [A\() — \| minimum, which had been introduced in chapter
2 for a 1-D frustrated system.

Concerning the plaquette lattice the RSRG-EI method with (3 x 3) blocks also predicts
a unique gapless ratio (J/; = Jy) and we have not been able to design other blocks predicting
phase transitions between the plaquette phases and a broader gapless phase. The critical
value given by the SCP equations J;/Jy = 0.526 is somewhat smaller than the value
predicted by REM (J;/Jy = 0.667) and in better agreement with QMC value (J;/Jy =
0.55). Nevertheles we consider that the disappearance of the gap in a finite domain around
J1 = Jy evidenced by the REM is a dramatic illustration of the potentiality of this method,
especially if one keeps in mind the results of the extrapolated EDM [105], and those of
CORE method [106], which both fail to give a direct evidence of the existence of a gapless
phase.






Chapitre 5

Le réseau 2-D Shastry-Sutherland

Ce chapitre est composé a partir de deuz articles

- "Phase transitions in the Shastry-Sutherland lattice” par Mohamad Al Hajj et Jean-
Paul Malrieu, publié dans Physical Review B 72, 094436 (2005).

- "Real space renormalization group with effective interactions : applications to 2-D
spin lattices” par Mohamad Al Hajj, Nathalie Guihéry, Jean-Paul Malrieu, et Benoit
Bocquillon, publié dans Furopean Physical Journal B 41, 11 (2004).

Le premier étudie les transitions de phase dans le réseau Shastry-Sutherland a partir de
deux méthodes SCP et REM développées par nous, et confronte les résultats avec celle de

la littérature. Le second aborde le méme probléeme comme application de RSRG-EL

5.1 Introduction

Strongly correlated electron systems, and in particular those which can be treated as
quantum magnets, are the subject of a continuous and intense attention from experimen-
talists and theoreticians. They frequently exhibit complex phase diagrams, and non-trivial
low energy physics. Among the spin lattices those presenting spin frustrations both present
unconventional phases and quantum phase transitions and represent a challenge for theo-
reticians. The QMC methods, which may be considered as the most reliable treatment
for non-frustrated 2-D or 3-D lattices, cannot be applied in these cases. Among the 2-D
frustrated lattices one may quote the checkerboard [107|, the Kagome [108] and the tri-

angular [109| lattices, which have been the subject of numerous theoretical works. The

103
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SrCus(BO;3)s lattice [110] is a famous 2-D AF system presenting a spin gap and free from
long range order. The Copper atoms are of d° character and can be seen as S = 1/2 spins.
This lattice may be considered as a realization of the Shastry-Sutherland model [111] which
can be schematized as a square lattice, with J° AF coupling between nearest neighbors,
and diagonal AF interactions J in one plaquette over two, as pictured in figure 5.1. This

system is supposed to obey the corresponding Heisenberg Hamiltonian

H=JY 55+J3 55 (5.1)
[4.] (i.5)

where the couples [i, j| concern the bonds of the square lattice and (i, j) the connected
pairs of next nearest neighbor atoms. The real material has been the subject of intense
experimental studies, showing the existence of a spin gap [112], an almost localized nature
of the singlet triplet excitation [113], and the existence of magnetization plateaux [114,115].
The Shastry-Sutherland Hamiltonian has been widely studied by theoreticians (for review
see S. Miyahara and K. Ueda [116]), varying the .J'/J ratio. For small values of J'/J
the ground state is a product of singlets strictly localized on the oblique bonds. The real
material would correspond to a ratio J'/J = 0.635, close to the critical value where this
phase disappears. Oppositely when J is small, the perturbed 2-D square lattice is gapless
with long range order. Early studies based on EDM [117], Ising expansion [118| or dimer
expansions [119]. Other works have suggested the existence of an intermediate phase. From
Schwinger boson mean field theory [120] this phase would be an helical ordered state,
ranging between J'/J = 0.6 and 0.9 while a plaquette expansion [121,122]| predicts a
plaquette singlet based phase for 0.677 < J'/J < 0.86, a result supported by other EDM
results [123]. Weihong et al. [124] suggested that the intermediate phase between J'/J =
0.69 and 0.83 might be columnar rather than plaquette singlet.

N / N
N
J - .
/ /
’ ’
N N
N
N
N
N
’ ’
/ /
’ ’
N N

F1G. 5.1: The Shastry-Sutherland 2-D square lattice.
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The present chapter employs two recently developed methods to study the phase dia-
gram of this lattice.

We first will consider the cohesive energy of the lattice, using a SCP [1] which may be
seen as a modified CC expansion [2-5]. The method starts from a reference function which
can be the Ising spin distribution or a columnar product of bond singlets. It happens
that the cohesive energy calculated from the latter reference function is the lower one
for 0.66 < J'/J < 0.86, the lowest energy being obtained from the Ising reference for
J'/J > 0.86. The calculated cohesive energies obtained by the RSRG-EI with (3 x 3)-site
square blocks or by the CORE [46] with columnar blocks of (2 x 6) sites agree with the
values obtained from SCP and support the idea of an intermediate phase.

A second section concentrates on the calculation of the gap, using a REM, based on the
scale-change ideas inspiring the renormalization group methods. The methods proceeds
through the definition of blocks with even number of sites. The design of the relevant
blocks is different for the dimer phase and for the other phases. The calculated gap for the
dimer phase is in good agreement with that of previous theoretical study [121,122] and
compatible with experimental evidences [116]|. Approaching the problem from columnar
blocks one obtains a finite gap for J'/J < 0.88. This result confirms the existence of an

intermediate phase.

5.2 Calculation of the cohesive energy

If one defines A = J'/(J'+J) and take J'+ J as the energy unit, the product of singlets
on the oblique dimers (J interactions) is an eigenfunction whatever ), and its cohesive

energy is J' + J = 1.

5.2.1 Self-consistent perturbation

We have used the recently proposed SCP method [1]| to evaluate the cohesive energy
of other phases. The method can be seen as a modified CC method [2-5]. It starts from
a reference function ®,, supposed to be a relevant zero-order function for the considered
phase. This function is highly localized. In practice ®, will be

- the Ising spin distribution on the square 2-D lattice,
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- or a product of bond singlets in a columnar arrangement. On each of these bonds one

may also define a local triplet state. It would have been more satisfying to start from

a product of plaquette singlets. However the number of possible singlet to singlet

excitations in a dimer of plaquette is 13, and the analytic expressions to establish
their amplitudes are too complex.

The action of H on @, generates a first generation of local excited function ®; ((®;|H|Pq) #

0). In the so-called intermediate normalization convention
U=>0g+ Y Cidi+ Y Couly, (5.2)

where the vectors ®, do not interact with ®, ((®,|H|P;) = 0), the knowledge of the

coefficients of the first generation ®,’s is sufficient to fix the ground state energy

E = (Do|H|D) + >  Ci(Do|H|D;). (5.3)

Starting from Ising ®,, the vectors ®; are obtained by a spin exchange on any bond of the
2-D square lattice (figure 5.2). Starting from the product @, of singlets on the X-directed

bonds in a columnar arrangement (figure 5.3), the vectors ®; are excited singlet states

N N
7 I //
. Tt 4.
_
N N + N N
Py : o T \ @,
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F1G. 5.2: Genealogy of the wave function starting from Ising ®y. &y = reference function,
O, = first generation function, ®,, ®., s types of non factorisable second generation
functions.
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produced as products of two triplets on interacting bonds. They are of four different types
in a Shastry-Sutherland lattice, as pictured in figure 5.3.
The determination of the coefficients C; is governed by the corresponding eigenequation,

adopting the compact notation H;; = (®;|H|®;),

J agS
An estimation of the coefficients of the second generation functions ®, (such that H,,)
is only necessary for those which are obtained from ®; by operations in the strict neigh-
borhood of the bonds involved in the process T;" creating ®; from @, (®; = T;"®y). The

spin exchanges or excitations 7,7 on remote bonds cancel, according to the linked cluster

theorem, since in that case

The number of second generation functions to be considered is therefore very limited.
Their coefficient is estimated from the C;’s according to perturbative arguments, with a
systematic consideration of exclusion principle violating corrections of the energy deno-
minators, which introduce infinite summations of diagrams and speed the convergence.
Details of the method are given elsewhere [1]. The equations for the precise problem are

given in the Appendix B.4, the results appear in figure 5.4. One sees that

. = = N
Tii’,ii“,ij,h’i P’ Ch P’ &
P i’ 21"

@/ 03 / C\14
L~ h'i

F1G. 5.3: Genealogy of the wave function starting from columnar product of bond singlets
——=. Dark symbols represent --=m-local triplets. The figure pictures the 4 types of first ge-
neration singlet states. The non factorisable second generation functions are too numerous
to be pictured.
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F1G. 5.4: Cohesive energy as a function of the \ parameter. The horizontal straight line
concerns the dimer phase, (- - -) SCP expansion from columnar bond singlets @, (---)
SCP expansion from Ising ®, (—) SCP expansion from shifted bond singlets ®f).

- the energy calculated from Ising ®q is the lowest one for large values of J'/J. This
energy curve cuts the energy of the localized dimer phase for J'/J = 0.69. This value
compares quite well with other estimates [117-119],

- however the energy calculated from the columnar arrangement of bond singlets on the
2-D square lattice happens to be lower than the preceding one for J'/J < 0.859. The
corresponding energy is the lowest one for 0.661 < J'/J < 0.859. Hence these calcu-
lations support the suggestion of the existence of three phases, with an intermediate
phase between the dimer phase and the Ising phase.

However the fact that one finds two distinct values of the energy from two distinct reference
functions within an approximate algorithm does not prove the existence of two phases. It
is possible that at convergence the two wave operators, €2 from ®, and Q' from P, lead to
the same wave function

Uy = Qby = V) = /P, (5.6)

As an argument in favor of two distinct phases we may mention that starting from an other
function ®f, energetically degenerate with ®; ((f|H|P)) = (P, H|P)), product of bond
singlets on parallel bonds which do not belong to the same plaquette (see figure 5.5), the

calculated energy always remains above that obtained from Ising &, as seen in figure 5.4.
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7
F1G. 5.5: Alternative reference function .

It is not easy, at least from our SCP approach, to determine wether the intermediate phase
is based on a columnar arrangement of bond singlets or is a plaquette phase. The second
one keeps isotropic properties in the X and Y directions, while the former one breaks
this symmetry. It is interesting to remark that our reference wave function ®; is strongly
anisotropic, with a probability zero to find the parallel spins in the X-directed bonds of
a plaquette and a probability 1/2 to find parallel spins in the Y-directed bonds. After
consideration of the possible excitations, the probability to find parallel spins along the
two X-directed bond of an empty plaquette becomes 87% of the probability to find parallel
spins on the Y-directed bonds of the same plaquette. The isotropy is almost restored by the
self-consistent evaluation of the excitation amplitudes. The result, obtained from a highly

broken-symmetry reference function, pleads in favor of a plaquette phase.

5.2.2 Renormalization group methods

The RSRG-EI method has been employed to study the phase transition in this system,
starting from 9-site (3 x 3) square blocks pictured in figure 5.6. They define an isomorphic
lattice at each step. The first iteration of A defines a ratio A() = J'M /(J'@) 4 J) = f()).
Figure 5.7 gives the evolution in the A > 0.4 (J'/J > 0.666) regime.

One sees that, for A\, = 0.41032 ((J'/J). = 0.69583), (A(). = \). This represents a fixed
point of the problem. For A > ). the ratio A\ increases at each iteration, going to the
A = 1 accumulation point in an infinite number of steps since (OA)/OX) # 0 (actually
close to 0.5). Hence the system is gapless for .J'/J > (J'/J).. For J'/J < (J']J)e, J'V /D)
becomes larger than (J'/J)., the procedure diverges since it becomes impossible to identify
the target eigenvectors. This value of the critical ratio (J'/.J). should be compared with

other estimates. Exact diagonalizations [117] up to 20 sites led to 0.70, Ising expansion [118|
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F1G. 5.6: Definition of the blocks and of thier effective interactions.

t0 0.691 and a dimer expansion [119] to 0.697. Further works have suggested that this phase
transition concerns a intermediate phase which would be based on either plaquette singlets
((J'/J). =0.677) according to a plaquette expansion [121] or 0.67 from EDM [123] up to
32 sites, or columnar [124] ((J'/J). = 0.69). Our calculation does not allow us to identify

an intermediate phase, the existence of which remains under discussion [116].

1
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FIG. 5.7: Evolution of the first iteration ratio A\ = J'M) /(J'W) 4+ JOY as a functions of
\. The phase transition appears for X\ = X at \.. The stairs illustrate the steps of the
iteration RSRG-EI toward the (J = 0) non-frustrated 2-D accumulation point, and the
gapless character of this phase.
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F1G. 5.8: Cohesion energy as function of .

We have calculated the cohesive energy for (J'/J) > (J'/J).. The cohesive energy in
the gapless phase is almost a linear function of A, which goes to —2.33231 for A = 1 (the
most accurate QMC values being —2.33868 [41] and —2.33888 [42]). With this definition of
the Hamiltonian the energy of the product of bond singlets is equal to —1 whatever J'/.J.
The energy obtained from RSRG-EI iterations is plotted in figure 5.8. The consistence of
the two independent criteria

- MU = f()) (figure 5.7),

- crossing of the cohesive energies E.,;, = f(\) (figure 5.8) is very good.

The first one gives (J'/J). = 0.69583, which for the second (J'/.J). = 0.67224. The method

does not produce an intermediate phase, when it is applied to these isotropic square blocks.

If one uses 2Ng-site blocks, with a non degenerate singlet ground state 1'% of energy EY,
the ground state of the lattice is studied from the product of the ground state of the blocks
U0 =TT, ¥% according to the simplest version of the CORE method [46]. The knowledge
of the ground state exact energy EYp of the AB dimers enables one to define an effective

interaction v, between the blocks [46] as

vap = ESp — EY — EY (5.7)
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and the energy per block is
Ea :Eg+lzuAB. (5.8)
245

In the research of a tentative columnar phase, we have considered 12 (2 x 6)-site columnar
blocks built from three aligned plaquettes. Interestingly enough the calculated cohesive
energy is the lowest one (cf figure 5.9) in the interval 0.656 < J'/J < 0.845 (RSRG-EI)

-1.05
Ecoh

J+J

-1.15—

a6l N N
045 0455 046  0.465 0.47 0475 048 0.485

F1G. 5.9: Evolution of the cohesive energy as a fonction of A. The horizontal line concerns
the dimer phase, (- - -) SCP from columnar bond singlets @, (---) SCP from Ising ®¢, (—
o—) RSRG-EI from (3 x 3)-site square blocks (cf. figure 5.6), (—3—) CORE with (2 x6)-site
columnar blocks. The lower part is a zoom in the region of crossing between the intermediate
and Ising phases.
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J'/J  SCP(Ising) SCP(Plaquette) CORE® RSRG-EI®

0.65016  -0.97804 -0.99257 -0.99803  -0.98501
0.66667  -0.98987 -1.00355 -1.00787  -0.99609
0.69461  -1.00989 -1.02191 -1.02488  -1.01490
0.72413  -1.03026 -1.04034 -1.04251  -1.03362
0.81818  -1.09291 -1.09604 -1.09783  -1.09510
0.85185  -1.11419 -1.11475 -1.11720  -1.11790

1.0 -1.20061 -1.19028 -1.19478  -1.20920

2from (2 x 6)-site columnar blocks
b(3 x 3)-site square blocks (cf. figure 5.6)

TAB. 5.1: Cohesive energy for intermediate values of the J'/J ratio.

or 0.901 (SCP). This result is in excellent agreement with our SCP result, and supports
the existence of an intermediate plaquette phase. Table 1 reports the calculated values
of the cohesive energy in the problematic domain of the J'/J ratio one sees the good
agreement between the SCP from Ising and RSRG-EI on one hand and between the SCP
from columnar arrangement of bond singlets and CORE with (2 x 6)-site columnar blocks
on the other hand.

5.3 Calculation of the singlet triplet gap

The study of the singlet triplet gap may bring additional informations. It has been
performed according to an other renormalization group technique, the REM [7], which
starts from blocks A with non degenerate ground state singlet ¢/ and an excited triplet
state 9%, and build the excited state from linear combinations of locally excited states,
U* = ¢4 [[5¢%- The knowledge of the exact spectrum of the dimers of blocks makes
possible the calculation of the effective interaction v(4-)p between an excited triplet and
neighbor singlets and of an effective excitation-hopping integral h,p which couples %%
with ¥%¢%.

We first have applied the method to the dimer phase. It is known that in this phase
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the triplet excitation on a given dimer bond can only propagate to a neighbor one through
a 6th-order process involving a vortex of 4 dimers [125,126]. A complete evaluation of the

interaction leads to

2]’6
Jo

<Sachd’H6ff(6) }Tabscd> =

This interaction remains small when J’ increases, and the energy gap slowly deviates from
J. A convenient design of 12-site (6 dimers bonds) blocks involving two vortex have been
pictured in figure 5.10 (A). The gap calculated from the REM are reported in the left
part of figure 5.11, together with those of a dimer expansion [118]. The excitation energy
is tangent to the line AE/J = 1 at the origin, as expected, but falls down rapidly near
the phase transition. It vanishes for J'/J = 0.7006. For the J'/J = 0.635, i.e., the value
proposed for the real material, our calculation gives AE = 0.32J, which satisfactorily
compares with the experimental value (30-35 K) [116] if one accepts the usually proposed
value of J (85 K). For the columnar plaquette phase, blocks built from aligned plaquettes
have been considered (figure 5.10 (B)), together with an extrapolation on the block size [7].
The results appear in figure 5.11 together with those of a plaquette expansion [121,122].
One sees that the system is gapped for J'/J < 0.883, and gapless beyond this value. The

(A) (B)
F1G. 5.10: (A) definition of the periodizable 12-site blocks for the calculation of the ex-
citation gap in the dimer phase, (B) definition of (2 x 2n)-site columnar blocks for the

calculation of the excitation gap in the plaquette phase, and application of the CORE me-
thod.
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F1G. 5.11: Dependence of the singlet-triplet gap on the J'/J ratio. — REM from 12-site
blocks (figure 5.10 (A)) for the dimer phase, - - - results of a dimer expansion [118], o
extrapolated REM from columnar plaquette blocks (figure 5.10 (B)), O results of a plaquette
expansion [121,122].

gap in this phase goes through a maximum for J'/J ~ 0.73, a result also obtained by Koga
and Kawakami [121,122]|. Our results confirm the existence of an intermediate gapped

phase.

5.4 Conclusion

The present work, employing essentially different methods based on either CC type
expansions or renormalization group techniques, present consistent results confirming the
existence of an intermediate phase in the Shastry-Sutherland lattice, and its plaquette or
columnar nature. The results regarding the location of the phase transitions are gathered
in table 2. While the phase transition between the dimer and the Ising phases would
occur at J'/J between 0.67 and 0.70 according our three approaches (including the RSRG-
EI with square 3 x 3 blocks), the intermediate phase is the lowest one from J'/J = 0.656
(CORE 12-site) - 0.661 (SCP) to J'/J = 0.859 (SCP) - 0.901 (CORE/SCP). Obtained from
new methods, these results agree with those of refs. [121-124] and reduce the remaining

uncertainties concerning the existence, domain and nature of the intermediate phase in the
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Criterion Methods J']J

Coh dimer®/SCP® 0.690

(Dimer/Ising)® Coh dimer”/RSRG-EI¢  0.672
Gap  REM® 0.701

Coh  dimer®/SCP/ 0.661

Dimer/Intermediate o} g e CORBS 0,656
Coh  SCP//SCP® 0.859

Coh  CORE‘/SCP? 0.901

Intermediate/Ising Coh  SCP//RSRG-EI’  0.826
Coh  COREY/RSRG-EI’ 0.845
Gap REM?” 0.883

%exact energy,

bfrom Ising ®,

¢due to the existence of the intermediate phase, this is not a physical phase transition,
dfrom (3 x 3)-site square blocks (cf. figur 5.6),

egap vanishing of the dimer phase, 12-site blocks (cf. figure 5.10 (A)),

ffrom columnar bond singlets @),

9from (2 x 6)-site columnar blocks,

hgap vanishing of the Intermediate phase, extrapolations from columnar blocks.

TAB. 5.2: Critical values of the J/J' ratio, based on cohesive energy (Coh) or gap calcula-
tions (Gap).

Shastry-Sutherland lattice.



Chapitre 6

Conjecture d’une lo1 de parité sur les
énergies d’excitation de rubans de

graphite

Ce chapitre présente un travail non publié concernant un probléme interessant la chimae.
Il s’agit de savoir si des rubans decoupés dans le réseau graphite (et saturés par des atomes
d’hydrogéne & la périphérie) présentent une énergie d’excitation singulet triplet finie ou
nulle.

Nous allons aborder ces systéemes comme des réseauz de spin. Chaque atome de carbone
apporte un éléctron w (conjugué) doté d’un spin. Les hydrocarbures conjugués sont considé-
rés comme délocalisés, souvent traités par la méthode de Hiickel (U = 0), ¢’est-a-dire comme
quast métalliques. Pourtant de nombreuz travaur ont montré qu’on peut étudier leur état
fondamental et leurs états excités les plus bas a 'aide d’une decription magnétique, c’est-
a-dire d’un Hamiltonien de Heisenberg [127-129]. Cette approche paradozale d’un systéme
conjugué donne des renseignements fiables sur les énergies d’excitation singulet-triplet (et
méme singulet-singulet) les plus basses. Nous avons utilisé cette approche pour poser et
essayer de vérifier une conjecture qui serait I’analogue a la loi de parité vérifiée par les

échelles de spin a base de carrés.

Des arguments et des calculs numériques sont présentés pour soutenir une conjecture

générale a propos de l’énergie d’excitation du singlet fondamental vers le triplet le plus bas

117
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dans les rubans de polybenzenoides. Ces énergies d’excitations doivent étre finies quand le
nombre d’anneauz superposés dans la largeur est impaire, et zéro quand ce nombre est pair.

L’analogie avec la loi de parité pour les échelles de cuprate est discutée.

6.1 Introduction

In the recent past the properties of some quasi 1-D strongly correlated materials, namely
cuprate ladders, have attracted much interest from solid state physicists. As a major result
they have established that the spin gap (i.e., lowest singlet to triplet excitation energy) of
the ladders presents a parity law : the ladders are gapped (have a finite excitation energy)
when the number of legs is even, and gapless (degenerate singlet and triplet state) for
odd number of legs [66]. This result is not evident, since one may consider the ladders
as intermediate between the simple 1-D chain and the square 2-D lattice, which are both
gapless. Finite ribbons of fused polyacenes can be seen as organic analogs of the cuprate
ladders. They are quasi 1-D fragments of graphite, which is gapless. The non-dimerized
linear polyene is also known to be gapless. Are the fused polybenzenoid ribbons always
gapless ?

Although the m-electrons of the conjugated hydrocarbons are not strongly correlated, it
has been shown twenty years ago that they can be treated accurately through Heisenberg
Hamiltonians, i.e., as spins interacting through AF couplings [127,128]. This view of 7-
electron systems offers simple rationalizations of many of their properties. A geometry-
dependent Heisenberg Hamiltonian has been extracted from accurate calculations of the
singlet and m — 7 triplet states of ethylene and happens to be a quantitative tool for
the ground and lowest excited states of conjugated hydrocarbons [127,128|. The MM-VB
method widely used by Robb and coworkers [129] for the study of their photochemistry is
nothing but a m-electron Heisenberg Hamiltonian plus a o-bond potential. A few years ago
DMRG calculations have been reported, concerning the singlet-triplet gap of the simplest
polyacenic chain, built of aligned fused benzene rings [130]. The extrapolated calculated
gap is finite and close to 0.2 where J is the spin coupling between adjacent atoms. Actually
the polyacene can be viewed as a two-leg ladder in which one rung over two has vanished
(cf. figure 6.1). One might wonder wether there is a similarity between the three-leg ladder
and a fused polyacenic infinite ribbon with two ranks of benzene rings. From qualitative

arguments one may conjecture that the singlet-triplet excitation in such polyacenic ribbons
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F1G. 6.1: Two-leg ladder (A) and n, = 1 fused polyacene (B), and their mapping into spin
1/2 chains.

of graphite is finite when the number of superposed rings in the width of the ribbon n,, is

odd and vanishes when n,, is even.

6.2 Qualitative arguments

Qualitative arguments can be used to rationalize the parity law of ladders, which can
also be applied to 1-D fused polyacenes. They are based on the RSRG, originally proposed
by Wilson [19]. Concerning spin lattices one may consider that they are built from blocks
rather than from sites. Of course these blocks interact. If the blocks do not have a singlet
ground state, but a doublet, or a triplet, they can be seen as interacting effective spins [6].
A quasi 1-D lattice can then be easily transformed [62] into a simple 1-D spin chain, the
properties of which are well known. Considering 2-leg ladders, one may define (2N, + 1)
sites blocks, which have a ground state doublet (Sz = 41/2). But these blocks do not
have equal interactions with their left and right nearest neighbors (cf. figure 6.1 (A)). The
2-leg ladder maps into a dimerized (i.e., bond-alternated) spin chain, which is known to
present a gap. An alternative partition uses blocks with even number of sites. Such a chain
of S; = 1 spins is known to present the so-called Haldane gap [74]. Both partitions predict
a gap.

If one applies the same arguments to the n, = 1 polyacenic chain one obtains a similar
mapping pictured in figure 6.1 (B). The partition into blocks of (4Ng+1) sites and (4Ng+3)
sites produces an alternating dimerized spin chain, which is gapped. The partition into
4Ny sites blocks with triplet ground states (figure 6.2) leads to a Haldane gap |74]. Both
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F1G. 6.2: Mapping of ladder and polyacene into a spin 1 chain.

partitions suggest a finite excitation energy. The ladder with odd number of legs can be
partitioned into blocks with odd number of sites which have equal interactions with the left
and right neighbors, and the ladders is mapped into a non-dimerized gapless 1-D chain, (cf.
figure 6.3 (A)). For the n, = 2 polybenzenoid ribbon the simplest partition defines 9 sites
blocks presenting a S, = 1/2 ground state and equal AF interactions with left and right
nearest neighbors (cf. figure 6.3 (B)). As an AF non-dimerized chain the n, = 2 polyacenic
ribbon should not be gapped. It is quite easy to generalize these various mappings to

n, = 3 or 4 ribbons.

* ° * o * o * ° *
p(e) a(x) p(o)
(A)

F1G. 6.3: Three-leg ladder (A) and n, = 2 fused polyacene (B), and their mapping into
spin 1/2 chains.

6.3 Numerical studies

However the prediction of a gapless character of the even n, ribbons rests on as-
sumptions. A gap appears in a non-dimerized AF 1-D chain when a sufficiently large AF
coupling J, is present between the next-nearest neighbors sites, namely when J,/J; (J;
being the coupling between nearest neighbors) is larger than 0.24 [75]. Solving exactly the

Ng = 3 x 9 = 27 sites problem, trimer of 9 sites blocks, would make possible to extract
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simultaneously the effective interactions between nearest-neighbor blocks (Jff ! ) and next
nearest-neighbor blocks (.J5//), using the Bloch’s theory of effective Hamiltonians [8]. This
computation would allow us to confirm or reject the conjecture of a zero-gap, but it is
not feasible with our computational ressources. We therefore have tried to estimate the
singlet-triplet gap for n, = 1 and n, = 2, using a recently proposed REM [7|. The method
is based again on a partition into blocks, but the blocks ABC now have an even number of
sites, a singlet ground state ¢/ and a triplet lowest excited state ¢%. One defines a model
space for the AB dimers, spanned by local singly excited states ¢%1% and ¥%1%. Knowing
the spectrum of the AB dimer it is possible to define

- the effective energy of 1% ¢% and %,

- the effective interaction between them.
These informations allow one to construct a REM. For the infinite lattice, this method

leads to the following expressions of the excitation energy calculated from Ng sites blocks
AE*(Ng) =2AE(2Ng) — AE(Ng). (6.1)

The method has been applied elsewhere [62] from 8 sites and 12 sites blocks to 2-leg
ladders and the extrapolated gap is 0.47.J;, which compares with the best QMC calculation
(0.50.J7) [72]. It can be applied to n, = 1, and n, = 2 polybenzenoid ribbons using the
design of the blocks pictured an figure 6.4.

X C0X

F1G. 6.4: Definition of blocks for the calculation of the energy gap through the REM.

N, = 2

The calculated gap for n, = 1 polyacene is finite. Using the following definition of the
Heisenberg Hamiltonian [127,128,130]

_22 SiS; —1/4), (6.2)
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we find AE>(8) = 0.137J; for Ng = 8 sites blocks, AE>(12) = 0.188.J; for Ng = 12 sites
blocks. Since the Ng ! composants of the excitation energy disappears in the expression
of AE*(Ng), an extrapolation in terms of Ng? leads to AE = 0.206J,. This value is in
excellent agreement with the extrapolated values of the DMRG calculation [130] which
ranges between 0.195J; and 0.224.J;. For a value of J; = 1.1eV at the 1.395ACC distance
[127,128], the gap of the infinite lattice is small (0.23eV). The result for the n, = 2 lattice
from the Ng = 12 sites blocks is one order of magnitude smaller, AE>(12) = 0.027.J; (=
0.03eV for ree = 1.395A). Extrapolation is not possible in this problem, but this result
strongly supports our conjecture that this fused polybenzenoid ribbon is not gapped and
the speculated parity law. If one sees these ribbons as ladders with one broken rung over
two the parity law for these benzenoids coincide with that on the number of legs in square
ladders. The field of application of the renormalization techniques to the study of periodic
conjugated hydrocarbons is broad, and further studies well be devoted to complex 1-D and

2-D architectures.
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Dans cette thése on a présenté des développements de méthodes applicables au traite-

ment théorique de réseaux de spins périodiques. Les applications ont montré qu’elles sont

relativement performantes et utiles, et qu’elles fournissent un outil exploratoire élégant

pour I’étude des transitions de phase et le calcul du gap.

Résumons quelques points concernant la méthode SCP et ses développements possibles

la méthode SCP méne & des équations polynomiales couplées simples, présentant un

nombre trés limité des variables (une par type de liaison dans la plupart des cas),

qui peuvent étre résolues sur une calculette,

elle exige un certain effort pour établir les équations analytiques,

elle a été appliquée ici au Hamiltonien de Heisenberg mais on peut ’appliquer a

d’autres Hamiltoniens comme le Hamiltonien de Hubbard ou t-J,

elle est parfaitement applicable aux calculs ab initio,

elle utilise des fonctions trés localisées comme des produits d’orbitales atomiques ou

de singulets de liaisons. On peut penser a utiliser des produits de fonctions propres

d’unités plus grosses mais le nombre des opérations d’excitations 1%y — ¥yl =
: A]Bw %4% pour chaque couple AB sera alors plus elevé. Dans ce cas on aura besoin

d’utiliser les ressouces du calcul formel,

on avait pensé & un formalisme SCP basé sur de tels blocs mais contracté, ou 1’on

utiliserait une seule excitation composite )\Z-jﬂ-: j bar couple, qui serait donnée par

la connaissance de la fonction propre exacte du dimére

Wop = Y0v + Z Aii T3 i Do

Nous n’avons pas eu le temps d’explorer ce formalisme prometteur.

Le changement d’échelles par introduction de blocs avec interactions effectives est une

méthode numérique toute récente qui effectue une troncature de ’espace de Hilbert en
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gardant un certain nombre d’états propres pertinents des blocs.

Concernant les méthodes RSRG-EI et REM et leurs développements possibles, on peut

dire que

les méthodes exigent le calcul de quelques valeurs propres exactes du SB et le cotit de
calcul est relativement moderé par rapport a d’autres méthodes (par exemple pour
un SB de 24 sites la durée du calcul est inférieure & 10 minutes) mais puisque la
méthode RSRG-EI est une méthode itérative, la durée du calcul devient & peu prés
a une heure, pour chaque rapport des interactions de départ,

jusqu’a présent les méthodes n’ont été appliquées par nous qu’en gardant un état
par bloc mais elles sont tout a fait généralisables au cas o I'on conserve N états par
bloc, comme il est fait dans la méthode CORE. On perd alors I'isomorphisme que
nous avons exploité,

on peut penser la aussi a utiliser d’autres Hamiltoniens que celui de Heisenberg
comme le Hamiltonien de Hubbard ou le t-J,

on pourrait réduire la taille des blocs et tenir compte d’effets & quatre corps,

on peut penser a utiliser la méthode REM qui fournit un spectre de basse énergie
au dessus du gap de systéme gappés, pour I’étude de propriétés thermodynamiques
comme la susceptibilité magnétique. Dans ce cas il faut eventuellement considérer

plusieurs états excités par bloc et leurs interactions d’un bloc a I'autre.

Cette recherche constituerait I'un des prolongements naturels de notre travail.
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Annexe A

Etudes a partir des produits de

singulets des liasions

A.1 Calcul de I’énergie de cohésion d’ordre zéro

Soit un réseau de spin régi par I’Hamiltonien
H= ZQJ” iS; — 1/4). (A1)

La fonction de référence ®, est formée comme un produit de singulets de liaison tel que

chaque site (spin) appartienne a un singulet de liaison et un seul

N
o =[] S (A.2)
k=1
ou SY = U 1) —| lT}] /v/2, est le singulet sur le liaison &, définie sur les sites k; et k.

L’énergie d’ordre zéro du réseau est

E = (| H| Do) = ZE(O + 5 szkb (A.3)

kE £k

< (0 ) . e , . e ) .
ou E,g ) est I’énergie de liaison isolée et vy, I’énergie d’interaction entre les singulets sur les

liaisons k et [, est égal & la demi somme des interactions entre les atomes des liaisons £ et
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1
Ukl = _§<Jklll + Jkoty + Jrat, + Jk?l2)‘

Dans le cas ou tous les liaisons sont identiques, on a

o) _ (0) ﬁ
E®Q =NE” + 5 > vu

I#k
Donc I’énergie par liaison d’ordre zéro est
(0) 1
(0) E (0)
Eliaison = N = Ek + 5 ;Ukly

et 1’énergie de cohésion d’ordre zéro est

(0)
5O _ Bligison
coh 2 .

A.2 Calcul de I’énergie de cohésion exacte

Chaque liaison a deux états

- un singulet : 5° = [| 1) — | 11)]/V2,

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

- un triplet T triplement dégénéré : T° = [| TOHIDY/V2, T =11 et T~ =]|11).

La fonction de référence @, interagit avec les fonctions ®;; qui sont les états singulets di-

excités obtenus comme produits de deux mono-excitations triplets sur les liens ¢ et j en

interaction telle que (St,7,|H|S?SY) # 0.

N

®j; = H (Slg) (STiTj> ’

k=1#1,]

ot Sz, = [T + 77 T TOTY] V3

Donc I’énergie exacte par liaison est
1
0
Eiiaison = Ejison + 2 > HoiiCij,
J

et I’énergie de cohésion exacte est

Eliaz'scm 0 1
Econ = — = Eéozl + 1 Zj:HO,z’jCija

ot Hy;; = (Po|H|D;;) est I'élément d’interaction entre ®;; et .

(A.8)

(A.10)
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A.2.1 Applications sur les réseaux de spins 1-D ou 2-D

Les interactions entre les états des liaisons ¢ = ab ou j = cd dans la figure A.1 avec des
autres liaisons sont les mémes quels que soient les états, singulets ou triplets des liaisons ¢

et j, et données par I’équation (A.4).

\ /N 7N 7N /N /N e N /N /N /N /N /N s
N4 N2 N N N N NI NI N N2 NI N
/I 2N /X N @ 7N NS ZIN X ZIN /X 7N

s N ’ N Nz N N , N N N s N \

x S X S X x A x N X

N /N N /I\ N 7N ’ N N N i N N 7N ’

Nz N7 N4 Nz N4 N7 A+ N N2 N4 | |/ N4 N7
< S—
7N 2N IR AR 2N IR AR R 7—; s RN N 2N RN AR R

/ Nos N N4 N s N4 N J I N s N2 N2 N2 N2 N

N » N N N N , > » ~ ~ ~ ~
N4 /N /N /N /N , N , VAN VZREEN VRN VRN

N/ N s N N A% N s \ /
78 K
s 7|~ s~ IS s~ N 2N RS s : N R BN

. N o N2 \J\/ N2 4 . N, N2 NV N N7

N » N N < , » ~ ~ ~ <
N ’ 4 N\ 4 N 4 N N , N ’ ’ N\ ’ N\ ’ N\ N\ 7

A% N s N4 N AN N s N4 /
71 N K 7] % N K
N N 4 7/ N 7/
7 7 7 N 7 N\ N N AN N TN
N N N s N L7 N NI NI B2 N4 A
q)(] (I)U

Fi1G. A.1: Illustration de la fonction de référence ®q, et la fonction de premiére génération
;.

Le calcul de (®g|H|®;;) est identique & celui du systéme formé des deux liaisons i = ab et

7 = c¢d comme montré dans la figure suivante

a b
AS 7
N 7 A
N 7 T-‘r
hNp i
/N
7/ AN
7 AN
Ve AN
7 N
d c

- la liaison ab a : S9 = [ab— ab]/V2, TY, = [ab+ ab]/V2 , T); = ab, T, = ab et
EY = -27,,
- la liaison cd a : S% = [cd — &d|/V2, T = [ed+ &d]/V2 , T, = cd, T,; = &d et
EY) = —2J.4.
On a
- Py = 5952 X (Reste),
- iy = Srm, % (Reste) = { [T + TyTh = TOTS) /V3} x (Reste).
On note

1 = abed, 2 = abéd, 3 = abed, 4 = abed, 5 = abéd et 6 = abed, donc on a
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59,59, = [(ab — @)(cd — ed)] /2 = [abed — abed — abed + abed] /2 = [1+2 — 3 — 4] /2,

TOTY, = [(ab+ ab)(cd + ed)] /2 = [abed + abed + abed + abed] /2 = [1+ 2+ 3 + 4] /2,
SOT0 = [(ab — ab)(cd + ¢d)] /2 = [abed + abed — abed — abed) /2 = [1— 2+ 3 — 4] /2,
T9,8% = [(ab+ ab)(cd — cd)}/2 [abed — abed + abed — abed) /2 = [1— 2 — 3+ 4] /2,

Les interactions de couplage en toute généralité sont :

(1|H|2) = (2|H|1) = Hy2 = Hy =0,

(3|H|4) = (4|H|3) = H3y = Hy3 =0,

(5|H|6) = (6|H|5) = Hss = Hg; = 0,

(1|H|3) = (3|H|1) = Hi3 = H31 = Jea,

(1|H|4) = (4|H|1) = Hiy = Hy1 = Ja,

(1|H|5) = (5|H|1) = Hi5 = Hz1 = Ji,

(1|H|[6) = (6|H|1) = His = He1 = Jud,

<Q‘H‘§> = <§>‘H‘é> = Hy3 = Hzy = Ju,

(2|H|4) = (4|H|2) = Hyy = Hys = Jea,

(2|H|5) = (5|H|2) = Has = Hso = Jau,

(2|H|6) = (6|H|2) = Hog = Heo = Ji,

<§‘H‘5> = <5‘H‘§> = Hzs = Hs3 = Jpa,

<3‘H‘6> = <6‘H‘3> = Hss = Hoz = Jacs

(4|H|5) = (5|H|4) = Hys = Hss = Joe,

<ZL‘H‘6'> = <6"H‘Zl> = Hys = Hoy = Jpa,

(1|H|1) = (2|H|2) = H11 = Hoo = — [Jap + Jaa + Joc + Jud],
(3|H|3) = (4|H|4) = H33 = His = — [Jap + Jac + Joa + Jud)
(5|H|5) = (6|H|6) = Hss = Hos = — [Jac + Jua + Joc + Jud] -
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Calcul de H;;

Calcul de Hz'j,z'j

Hoy;; =

Hijij

Calcul de Aj;

ou

HOO

(Dol H|®i5) = [(SSea H| T T + T T = Ty Te)] / V'3
= [(1+2-3-4|H|5+6— (1+2+3+4)/2)]/2v3

= [H15+H16+H25+H26_H35 — H3s — Hys — Hye

—Hy1 + Hag —1L112—i‘1:]34}/2\/§

3
- g [Jad + ch - Jac - de} .

(@i | H|Dy;)

(T Toa + T T — T T H| T T + T, Ty — T Te)] /3
[(5+6—(1+2+3+4)/2/H|]5+6— (1+2+3+4)/2)]/3
[2H35 + 2Hs — His — Hyg — Has — Hog — Hys — Hsg — Hys

—Hyg + (Hll + Hss + Hyo + Hiz + Hig + Hoz + Hay + H34)/2] /3

°l

Jac + Jad + ch + de} .

Aij = Hijij — Hoo,

= (@0 H|) = (S0,5%|H|SDS0) = B + B + e

1
= _2Jab - 2ch - =

9 [Jac + Jad + ch + de};

est I’énergie du systéme d’ordre zéro. Donc

AZJ - 2Jab + 2‘]611 - [Jac + Jad + ch + de] .

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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Calcul de Hj i,

Dans ce cas je vais considerer un systéme formé de trois liaisons ¢ = ab, j = cd et

k = ef comme montré dans la figure suivante.

N s N s N s
N ’ N ’ N ’
N 7 N 7 N 7
N 7 N 7 N 7
N N N
2N 2N 2N
7 N 7 N 7 N
’ \ ~ ’ \ ~ ’ \
s N T+ /s N T+ s N
d s N c ik s N c i s N c
N s N . s N s
N J ’ N J ’ N J ’
N 7 N 7 N 7
N 7 N 7 N 7
N N N
2N 2N 2N
7 N 7 N 7 N
7 N 7 N 7 N
7 N 7 N 7 N
s N s N s N
e f € € I {

On a
- @1 = S Seaer ¥ (Reste),
- ®, = SabefSCOd X (Reste),

avec

SCdef = [Tc—ic_lTe} + Tc;lTe—; - TCOdTEO f } / \/57
Sabef = [Tt:l_)Te} + Ta_bTe—; - Tc?bTeof] /\/g

Hjy, i1 est égal a

Hjviw = (®ju|H|Pir) = (SopSecdes|H |SavesSeq)

= ngchtzTe} + SngCETeJ} — SwTeTor | H|
T[;ztScOdTe} + Ta_bScodTe—i]_‘ - Tc?bSSdTeOf 1/3

= [<SSchZTe}‘H}T;l_)SSdTe_f> + <SSch—¢;Te}}H}Ta_bSSdTe—;>
(ST T H| T SeaTer) + (ST L5 [ H| T35 SedTry)
(S Tea T [ H | T SeaTly) — (ST T [ H | Top Sea Ty
(S TeaTey|H| T ScaTer) — (SapTeaTer | H| T SeaTrly)
+ (S, T T | H| T, S0 T2 )] /3. (A.16)

e

Il ne peut y avoir de difference que sur deux liaisons. Donc on a
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<SSch—ZTe}}H}T(;ZSnge}> = Oﬂ <SSch—ZTe}}H}Ta_ngdT;}> = Oi <SSbTCTiTe—HH}T;l_)Snge}> = 07
<Sngc71Te—HH}T¢gbsng£f> =0, <SngcOdTeOf}H}T(jl_)Snge}> =0et <Sngng£f}H‘T@Sng;}> =
0.

En remarquant que I’état dans lequel se trouve la liaison ef ne joue pas de role, on a

<Sngc-ic_lTe} ‘H‘szl_)SSdTe_f> = <Sngc—ic_l}H}T;l_)Sgd>

— [<a50d — (zbcd}H}abcc] — abédﬂ /2
1

- 5 [Jac + de - Jad - ch}v (A17)

<SSch:1Te—HH}TJ1)SSdTeJ}> = <SSbT:l‘H‘Ta_ngd>

= [(abed — abed|H |abed — abed)]
1

= 5 [Jac + de - Jad - ch]a (A18)

(S TeaTep | H| Ty ScaTer) = (SapTea H| Ty Sca)
= [(I-2+3-4|H[1-2-3+4)]/4
= [Hn — H33 — Hip + H34} /2

1

= 3 [Jac + Jba — Jaa — Joe) - (A.19)

On remplace chaque terme par sa valeur dans I’équation (A.16), et on obtient

1 —1
Hjpiw = —3 [Jad + Joe — Jac — Joa] = ﬁHo,z'j- (A.20)

On resume le calcule de Hjy, ;, dans la figure suivante

i+
T

D
Tl (Do H|®iy) = —V3(®ju| H|Dir) T

Dy Dy
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B.1 Equations for the anisotropic 2-D square lattice

B.1.1 Equation from Ising

12)\J — 14JC ) 12\J — 14JC -
[6)\J—7JC}C+J+2J{2 <m)—1}0 +14J[m—1 C* =0,
(B.1)
Ecoh:J{C—%] (B.2)
B.1.2 Equation from XY
7J J 12J = 7J(1+\)C )
- (1 = 2J |2 ~-1|C
6 — 5 (1+A)C| C+5(1+4)+27 <8J_6J(1+A>C> +
12J —7.J(1 J2(1=)\)°C
ruag | 22 173‘{]( e -1 C* - (J )
1OJ—T(1+)\)O 2{J—§(1+)\)C}
2 1 — 2
B J(J NC (B.3)
8{J—§(1+A)C]
J
Eeon = 5 [(1+X)C—1]. (B.4)
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B.2 Equations for the 1/5-depleted 2-D square lattice

B.2.1 Equations from Ising function

The coefficient C' (resp. C”) is relative to the spin exchange in the plaquette (resp.
between the plaquettes) (cf. figure B.1).

AT, + 44 — 6.,C — 4.J,C"
[2Jp+2Jd—3Jp0—2JdC']C+Jp+Jp[2( p 1 2Ja Oy d )—1}02+

1]y — 4J,C — 4J,C"

4J, +4J; —6J,C — 4J,;C’
g, |2 2)e” 0% 1|+
4J, 4+ 2J4 — 6J,C — 3J4C"
6J,+2J;—7J,C —3J;C’
2.J P P —1|CC" =0, B.5
T2 Lup Y204~ 6,0 — 310" (B-5)
A\ A I A\ A A\ 4
Jp
() Jd Ay 'y TZ _; v CI%' v C v
wﬁ 1% A A A A
A\ @0 A\ A\ 4 A\ 2 A 4 \4
j A\
A\ A\ C, A\ 4
LD

F1G. B.1: Genealogy of the wave function starting from Ising ®o. ®q = reference function,
®;, ®; types of first generation functions, The non factorisable second generation functions
are too numerous to be pictured.
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8.J, — 8.J,C — 2.J,C"
4J, — 41,0 — J,C' O + Jg+ 4y | —1|C”
[y =4, O+ Jat d{6Jp—7JpC—2JdC’ *
6.J, + 2.4 — 7.J,C — 3J,C"
4], |2 L —1{cc =0 B.6
T 1 200 = 60,0 37,07 ’ (B-6)
Eeoh = —[(1=C)Jp + (1 = C") Ja). (B.7)

B.2.2 Equation from inter-plaquette bond singlets

The coefficient C' is relative to the double excitations, as pictured in figure B.2.

/ !/ \/§J
h = <®0}H‘q’ij> = 9 =

1

20h%C 2hC?
4Jy— J, —Th h— = = B.
4y — J, = ThC]C + 3[4Jd_8h0] “ (B.3)
J,
Eeoh = [ — Ja— 5+ hC]. (B.9)
|1 |1
- i j - T i j -
1 T+ 1
Dy 33" 3i’ ik d3;
1 | 1
jl

@ P, I% !

Fi1G. B.2: Genealogy of the wave function starting from product of bond singlets —-.
Dark symbols represent —«mm-local triplets. ®, = reference function, <I>;j = first generation
function, @, @, O} types of non factorisable second generation functions.
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B.2.3 Equations from intra-plaquette bond Singlets

There are two types of double excitations, as pictured in figure B.3. Using the notations

V3Jy

hy = (PG| H |®) = V3T, hy = (®F|H|®fy) = ==,

the two coupled polynomial equations are

1] 4hy(haCy + hiCy)
2.J, — hiCy — 4hyCy|Cy + hy — = =0, B.10
[2Jp = MGy = A Co] G b = 3 [4Jp—(2h1(]1+4h202) (B.10)
1 [ 20y (hoCy + by Cy) + 4h3C,

AT, — Jg — 20 Cy — 3hyCy| Cy + hy — = =0, (B.11
(= Jia = 2 Ch = 3haCa| Ca o ho 3[ 41, — (20 Cy + 4haCy) (B11)
— (5, + Ja) + i Cy + 2hsC:

Ecoh:[ ( P+ d)_;_ 1 2 2}- (B12)
j
>
-
|
- C
J " 1
T 3
: K
o -
T
@, S

F1G. B.3: Genealogy of the wave function starting from plaquette product of bond singlets
——=. Dark symbols represent --=m-local triplets. The figure pictures the 2 types of first ge-
neration singlet states. The non factorisable second generation functions are too numerous
to be pictured.
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B.3 Equations for the plaquette lattice

B.3.1 Equations from Ising function

The coefficient C' (resp. C”) is relative to the spin exchange in the plaquette (resp.
between the plaquettes) (cf. figure B.4).

4J,C
—8J1 +4JyC + 8J,C"

(20 + 45y — 3JC — 41,C")C + Ty + o [ = 02} +

4Jo + 81 — 6.J,C — 8J,C" . [8To+4d —8JC —65C"]
7 1|4 C
o Luo 44 —6J,C — 65,0 LA by ey ey o py el I
4Jo + 81 — 6JoC — 8J,C" ) 6Jo + 6.1 — TJoC — TI,C" ,
6 1|2 44T _1|co
ToJo [4J0 64 —6J,C —TI,C" 6T 4h = TAC — 6 *
6.Jo + 6.1, — TJeC — TI,C" ,
47 _1|cc =0 B.13
! [4J0 +6J; — 6JoC — TJ,C" ’ (B.13)

oy 2
GO

Jia (U

“1i1)

Py
T
i
i
®; ¢ D, o4

F1G. B.4: Genealogy of the wave function starting from Ising ®o. ®q = reference function,
®;, ®; types of first generation functions, The non factorisable second generation functions
are too numerous to be pictured.
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[2J1 + 4Jy — 31,C" — 4J,C]C" + Jy + ]y {—SJO - iﬁg TR 0’2} +
Hasme—e o [ —we e
w65 [P —enc—rae ~ 1| O+ 0 S s —Tao—eae ~1 90
+4.Jy Bi :t gj‘; — gﬁgj — Zj‘;g - 1} CC' =0, (B.14)
Eeoh =—[(1=C)Jo+ (1 = C") J1]. (B.15)

B.3.2 Equations from bond singlets functions

There are three types of double excitations, as pictured in figure B.5. Using the notations
(PG| H|®p) = hy =3y,
(DY H|®L) = ho = V34,

V3Jy
2 )

(@G| H|@};) = hs =
the three coupled polynomial equations are

2hy (haCy + hiCs)
4J0 - (thl + hgcg)

P%—(MQ+@@@+4%%HOHJM—%[

e
1% _

1 [ 8h3 (h3C1 + h1C3) 0 (B.16)

3 |4Jy — (2 C) + 2h3Cs)

2hy (h1Co + haCh)
4J0 - (thl + hgcg)

[4Jo — 2J1 — (201 Cy + hoCy + 4h3C3) ]| Co + hy — % [

2y 2
2% _

1 [ 8h (hsCs + haCs) 0 (B.17)

3 | 4dy — (2hCs + 2h3Cs)

3

1[ 4hy (G + hyCh) ]
3

H%_L—@ma+%ﬂbﬁ%%ﬂ@+%“4%—@ma+%£w

(1| Ahe(heCy+hyCh) |1 4h3Cs N hs[C3+C3] . (B18)
3 |4y — (2hoCs +2h3C5) | 3 | 4Jy — 2h3C5) 3 o '
— (5Jy 4 2J1) + hiCy + hoCy + 2hsC
Ecoh - [ ( 0 i 1) i 1 T 22 i i 3:| . (B]_g)

4
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s T

@i’ i i

i ] ] i
Cs

i ’ 01 02

/ / I
¢Zl/ (I)ii” ®Zj

F1G. B.5: Genealogy of the wave function starting from columnar product of bond singlets
——=. Dark symbols represent --mm-local triplets. The figure pictures the 3 types of first ge-

neration singlet states. The non factorisable second generation functions are too numerous
to be pictured.

B.4 Equations for the Shastry-Sutherland 2-D square

lattice

B.4.1 Equation from Ising function

There is a unique type of spin exchange, as pictured in figure 5.2, and a single coefficient
C.

120" — 4] — 14’
[6J’—2J—7J’C]C+J’+JO+J’{2(J / JC)—l}C%r

8J —4J —12J'C

12J —4J —14J'C 12J —4J —14J'C
! 9 -1 2 4 ! -1 2
”{ (8]’—2J—12J’C) ]C+ JLOJ’—2J—13J’C }C+

12J' — 4] — 14J'C 12" — 4] — 14J'C
1 ! -1 2 2 ! -1 2
o {1OJ’—4J— 13J'C } vl {12] —2J —14J'C ] o
J2C
8727 80 (B.20)

Eeor = —2J'[1 = C]. (B.21)
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B.4.2 Equations from bond singlets functions

There are four types of double excitations, as pictured in figure 5.3. Using the notations

/_
() = n— BRI
(BY|H|P)y) = hy=V3J,
3J
(oplalay) = n=Y2"
3J
(O)|H|®) = m:fT,

the four coupled polynomial equations are

20" = J = (M Cy + 2hoCy + 4h3Cs + 2hyCy) | Cy + by +
1| 20 (haCh + i) + 4h3 (2h3C1 + 2 Cs) + 2ha (haCy + M Cy) N
3 4J" — (201 Cy 4 2hsCy + 4h3C + 2hsCy)
2nC3
T =

0, (B.22)

2[hiCs + hsCi]
V3
2h,C2
2

120" — (2h1Cy 4 hoCl + 4h3Cs + 2h4Cy) | Co + hy —

1 [2h1 (h1C2 + haCh) + 2h3(2h3Ch + 2h2C5) 0 (B.23)

3 | 40 — (2 Cy + 2hsCy + 4h3Cs + 2h,C))

3

h204 + h402
V3
1 lzhl (201.C5 + 2h3Ch) + hy (2hsCs + 2h3Cs) + 4h3C5 + hy(2hsCs + 2h3C,)

[3J" = (2h1Cy + 2hyCy + 3h3Cy + 20y Cy) | Cs + hy —

3 4J" = (2mC + 2hyCh + 4hsCs + 2h4Cy)
hs[C? + C2 + C2
sl 1+32+ 4}:07 (B.24)
2[hyCs + hsC
(4 = J = (201 C + 2hsCs + 4hyCy + hyCy) | Cy + hy — = 3\/5 -
1 [2m (hiCy + haCy) + 2h3(2h3Cy + 204 Cs) 2h,C3 0 (B.25)
3 | 40" — (21 Cy + 2hoCy + 4hsCs + 2h4Ch) B |

— (7T + J) + hiC + hoCy + 2h3C5 + haC.
Ecohz[ @It J) i IZ“+ Co + haCa] (B.26)




