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Notations

λ : longueur d’onde.

θ : angle en azimut.

δθ : ouverture angulaire.

DSAR : dimension de l’antenne synthétique.

δy : résolution transverse.

δx : résolution radiale.

t : temps.

f : fréquence.

fc : fréquence centrale.

B : bande fréquentielle émise.

c : célérité de l’onde émise.

p(t) : impulsion émise par le radar.

P (f) : spectre de l’impulsion émise.

σi : réflectivité du réflecteur #i.

~k = (kx, ky) : vecteur d’onde.

k = 2f/c : module du vecteur d’onde.

~r = (x, y) : vecteur position.

u : position du radar sur la trajectoire nominale rectiligne.

F : transformée de Fourier.

ku : variable duale de u par transformée de Fourier.

X1 : distance de référence selon l’axe radial.

Y1 : distance de référence selon l’axe transverse.

θ1 = arctan(Y1/X1) : angle de squint.

Ψ1 : angle de dépression.

H(~k) : coefficient de rétrodiffusion.

I(~r) : image SAR.
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Notations

φ : ondelette mère.

Kφ : coefficient d’admissibilité sur l’ondelette mère φ.

Ψ
~ro,~ko

: ondelette générée à partir de l’ondelette mère.

C(~ro, ~ko) : coefficient d’ondelette.

I(~ro, ~ko) : hyperimage.

~s(x, y) : vecteur diffusion pour le pixel (x, y).

T (x, y) : matrice de cohérence pour le pixel (x, y).

E(x, y) : entropie pour le pixel (x, y).

γ(x, y) : cohérence interférométrique pour le pixel (x, y).
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Introduction générale

Il existe plusieurs techniques qui permettent d’obtenir l’image d’une large étendue à la sur-
face de la terre. Deux gammes de fréquence sont principalement utilisées : la gamme optique et
la gamme radio-éléctrique (voir figure 1). La gamme optique est utilisée pour obtenir des photos
aériennes mais n’est utilisable que de jour et par beau temps. La gamme radio-éléctrique peut,
quant à elle, être utilisée de jour comme de nuit et même par temps couvert puisque les nuages
et dans une moindre mesure les précipitations sont transparents à cette gamme de fréquence.

Fig. 1 – Spectre des fréquences des rayons Gamma aux ondes radio
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Introduction générale

Le mot RADAR de l’anglais "Radio Detection And Ranging" signifie détection et mesure des
distances par ondes radio-éléctriques. L’imagerie RADAR permet la formation d’images par tous
les temps et de jour comme de nuit. Elle apporte, entre autres, par rapport à l’imagerie optique,
une information polarimétrique de chaque pixel de l’image. De plus, du fait que les signaux sont
récoltés de manière cohérente, l’imagerie RADAR permet d’accéder à des informations interfé-
rométriques de l’image.

Les résolutions radiale et transverse des images sont respectivement proportionnelles à la
bande fréquentielle d’émission et à la dimension de l’antenne radar. Pour améliorer la résolu-
tion transverse, on utilise le déplacement de l’antenne pour former une antenne virtuelle de plus
grande dimension : ce procédé s’appelle Radar à Ouverture Synthétique (ROS en français et SAR
en anglais) qui a, donc, pour objectif de former des images de haute résolution.

L’Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales (ONERA), développe d’ailleurs
depuis la fin des années 80 des moyens expérimentaux d’imagerie SAR aéroportés pour des ap-
plications prospectives dans les domaines aussi bien militaire que civil. Un des pilliers est le
Radar d’Analyse Multispectrale d’Etude des Signatures (RAMSES) dont la mise en oeuvre est
assez rapide pour permettre des campagnes de mesures thématiques très diverses.

Le principe de l’imagerie SAR consiste à illuminer une zone du sol avec le faisceau d’ondes
éléctromagnétiques de l’antenne (voir figures 2, 3). Cette zone se compose d’une ou plusieurs
cibles. Le faisceau de l’antenne est pointée vers la zone à imager, souvent dans une direction per-
pendiculaire à la trajectoire du porteur de l’antenne (mode non squinté). Alors que le porteur se
déplace sur sa trajectoire de vol, l’antenne émet périodiquement des impulsions qui parviennent
à l’ensemble des cibles présentes dans la zone illuminée. Une partie non-négligeable de chaque
impulsion est alors réflechie par les cibles puis interceptée par le radar. L’ensemble des données
collectées par le radar va permettre d’établir l’image de terrain via un algorithme de reconstruc-
tion d’images.

En imagerie SAR, on fait l’hypothèse que la position du radar sur sa trajectoire de vol ainsi
que la fréquence d’émission n’influent pas sur la reflectivité de chaque réflecteur de la zone imagée.
Autrement dit, on suppose que la reflectivité de chaque réflecteur varie très peu dans l’excursion
angulaire du lobe d’antenne radar ainsi que dans la gamme de fréquences émise.

Or, cette hypothèse est peut être à remettre en cause avec l’émergence de nouvelles tech-
niques d’imagerie dites Très Haute Résolution (THR) qui travaillent avec un signal d’émission
large bande et sur un déplacement important du radar (grande ouverture synthétique). Ainsi,
un réflecteur dont la réponse varie dans la bande fréquentielle est dit coloré ; si cette réponse
dépend de la direction d’éclairement de l’antenne, le réflecteur est dit anisotrope.

Cette thèse propose de mettre en lumière ces phénomènes de coloration et d’anisotropie à
l’aide des méthodes temps-fréquence qui permettent une analyse locale du signal. Parmi les mé-
thodes temps-fréquence, on étudiera, tout particulièrement, l’analyse par ondelettes continues

que l’on appliquera à l’imagerie SAR pour mettre en évidence ces phénomènes physiques.

xvi



Transverse y

ra
di

al
e 

x

Trajectoire de vol

Taille de l'antennesynthetique

Fig. 2 – Géométrie SAR en mode stripmap.

trajectoire de
vol

ra
di

al
e 

x

transverse y

Espacement entre
impulsions émises

Fig. 3 – Géométrie SAR en mode stripmap (Vue de dessus).

xvii



Introduction générale

Un premier travail a été effectué sur le thème Imagerie Radar Par Analyse en Ondelettes1.
Ce travail avait montré que décomposer le signal SAR réel en ondelettes continues permettait,
effectivement de mettre en lumière ces phénomènes de coloration et d’anisotropie des réflecteurs.
Néanmoins, la procédure informatique pour appliquer l’analyse en ondelettes était fastidieuse.

Par conséquent, notre principale préoccupation dans cette thèse, était de mettre en lumière
d’éventuels phénomènes de coloration et d’anisotropie des réflecteurs dans les images SAR réelles ;
et ce, en concevant un algorithme qui réalise la décomposition du signal SAR en ondelettes conti-
nues, si possible, dans un moindre coût en termes de temps de calcul afin d’analyser un nombre
convenable d’images SAR en un temps raisonnable.

La seconde problématique consistait à s’intéresser à cette extraction des caractéristiques phy-
siques des réflecteurs afin d’améliorer la reconnaissance et l’identification des cibles réelles.

Le manuscrit, qui va tenter de répondre à ces deux problématiques, se présente de la manière
suivante :

• Un état de l’art est effectué à travers les deux premiers chapitres :

– Le premier chapitre présente le principe de l’imagerie SAR : modélisation du signal SAR,
inversion du modèle du signal SAR et algorithmes de reconstruction d’images.

– Le deuxième chapitre fait quelques rappels sur l’analyse temps- fréquence. Il présente la
classe de Cohen et la classe de Bertrand répertoriant respectivement les représentations
temps-fréquence des signaux bande étroite et large bande. Ce chapitre a été l’occasion
de rappeler certaines propriétés du scalogramme (module au carré de la transformée en
ondelettes) : il appartient à la classe de Bertrand, il définit une distribution d’énergie
dans le plan temps-fréquence puisqu’il est positive, respecte l’inégalité d’Heisenberg et
ne vérifie pas la propriété dite de marginalisation.

• L’analyse par ondelettes en imagerie SAR est traitée dans les chapitres 3 et 4 ainsi que
dans le chapitre 5 :

– Le chapitre 3 détaille la procédure de construction d’une famille d’ondelettes pour ana-
lyser le signal SAR ainsi que l’implantation informatique de la transformée en ondelettes.

– Le quatrième chapitre est exclusivement expérimental dans la mesure où il présente des
résultats d’extraction de caractéristiques physiques des réflecteurs dans une image SAR
grâce à l’analyse en ondelettes. Ce chapitre propose, notamment, d’exploiter ces carac-
téristiques pour discriminer un objet parmi d’autres, dans une image SAR.

– Enfin le chapitre 5 est consacré à l’analyse par ondelettes en polarimétrie et en inter-
férométrie. Plus précisément, on verra la contribution de l’analyse par ondelettes en
polarimétrie pour séparer les cibles aléatoires des cibles déterministes ainsi qu’en inter-
férométrie pour estimer la hauteur des cibles.

1J.C. Castelli, J.P. Ovarlez, E. Thoumie, L. Vignaud, Imagerie SAR par analyse en ondelettes, Rapport d’ac-

tivités ONERA, Branche Physique, 2000.
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Première partie

État de l’art

1





Chapitre 1

Principe de l’imagerie SAR

En radar, l’angle d’ouverture δθ (voir figure 1.1) est inversement proportionnel à la dimen-
sion D de l’antenne [Jak97] :

δθ = λ/D

où λ est la longueur d’onde du rayonnement émis par l’antenne radar.

Par conséquent, la zone éclairée à la distance R du radar aura une étendue transverse δy telle
que :

δy ≈ Rδθ

= (Rλ)/D (1.1)

Cette étendue δy définie le pouvoir de résolution transverse (aptitude à séparer deux réflec-
teurs en distance sur l’axe transverse) : ce pouvoir de résolution transverse sera d’autant meilleur
que l’étendue δy sera petite. D’après (1.1), δy est inversement proportionnelle à la dimension D de
l’antenne : par conséquent, pour une distance R donnée, plus la dimension D de l’antenne sera
grande, plus la résolution transverse sera bonne.

0
Radiale

Transverse

R

Faiseau d'antenne

δθ δy R δθ

Antenne radar

D

Fig. 1.1 – Le pouvoir de résolution transverse est proportionnel à la dimension D de l’antenne.
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Chapitre 1. Principe de l’imagerie SAR

Supposons, par exemple, un rayonnement émis de longueur d’onde λ = 0.03 m et une distance
antenne-cible R = 4000 m. Avec ces paramètres, pour obtenir une résolution transverse δy = 25,
il faut que l’antenne physique soit de dimension :

D = λR/δy = (0.03 ∗ 4000)/0.25 = 480 m,

ce qui est bien sûr non réalisable en pratique.

Les systèmes radar embarqués sur des objets mobiles (avion, satellite, etc, ...) créent, en se dé-
plaçant, une antenne (dite synthétique) de plus grande dimension par rapport à l’antenne réelle.
Ces systèmes appelés SAR (Synthetic Aperture Radar) en anglais et ROS (Radar à Ouverture
Synthétique) en français, permettent alors d’améliorer la résolution transverse, et donc d’obtenir
des images de meilleure qualité.

Le principe de l’imagerie SAR consiste à illuminer une zone du sol avec le faisceau d’ondes
électromagnétiques de l’antenne physique. Cette zone se compose d’une ou plusieurs cibles. Le
faisceau de l’antenne est pointé vers la zone à imager. L’axe antenne-cible constitue l’axe radial

tandis que la direction de vol définit l’axe transverse (ou azimutal). Alors que le porteur circule
sur sa trajectoire de vol, l’antenne émet périodiquement des impulsions se propageant à l’en-
semble des cibles présentes dans la zone illuminée (voir figure 1.2). Une partie non-négligeable
d’énergie de chaque impulsion est alors rétrodiffusée par ces cibles vers le radar. Toutes les don-
nées ainsi collectées par le radar permettent de reconstituer l’image à haute résolution de la zone
imagée.

Parmi les modes d’acquisition des données SAR, on distingue (voir figure 1.3) :

• Le mode stripmap : l’antenne radar garde la même direction de pointage tout au long
du trajet de vol. Ce mode permet de former des images de grande dimension transverse.
C’est, d’ailleurs, le mode principal d’acquisition des données SAR à l’ONERA.

• Le mode spotlight, assez récent : l’antenne éclaire toujours la même zone du sol à mesure
que l’avion se déplace. Ce procédé à pour objectif d’obtenir des images de meilleure qualité
que celles obtenues à partir du mode stripmap [Jak97], c’est à dire de meilleure résolution
transverse puisque l’ouverture angulaire en azimut ∆θ est plus importante2.

Les données SAR, à l’ONERA, sont acquises en mode stripmap. Un exemple de radar, déve-
loppé au département DEMR depuis la fin des années 80, est le Radar d’Analyse MultiSpectrale
et d’Etudes de Signatures (RAMSES) [Bou96]. RAMSES est installé à bord d’un transall C260
(voir figure 1.4). Il subit depuis sa création de constantes évolutions afin d’améliorer ses perfor-
mances et donc la qualité des images produites par l’ONERA. Sa version actuelle est totalement
polarimétrique et multispectrale incluant les bandes de fréquences mentionnées dans le tableau
1.1.

2En effet, on verra dans ce manuscrit que la résolution transverse est proportionnelle au secteur angulaire
azimutal d’illumination : l’angle azimutal est l’angle (décrit dans le plan de l’image) sous lequel est vue la cible.
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Fig. 1.3 – Stripmap et spotlight : deux modes d’acquisitions différents.

Fig. 1.4 – Le transall C260 transportant le radar RAMSES.
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1.1. Modélisation du signal en radar

Bande Fréquence centrale (GHz) Bande émise (MHz) Polarisation

P 0.435 70 fulla

L 1.3 200 full
S 3.2 300 full
C 5.3 300 full
X 9.6 1200 full
Ku 14.3 1200 full
Ka 35 1200 Vvb

W 95 500 LR,LLc

asignifie toutes les configurations polarimétriques possibles : polarisation horizontale (H) ou verticale (V) en
émission, polarisation horizontale (h) ou verticale (v) en réception.

bPolarisation verticale en émission et en réception
cLR : l’extrémité du champ électrique circule vers la gauche en émission et vers la droite en réception.

Tab. 1.1 – Les bandes de fréquences intégrées à RAMSES.

1.1 Modélisation du signal en radar

Avant de décrire le modèle du signal SAR en mode stripmap, il convient de rappeler comment
peut être modélisé le signal radar monodimensionnel d’une manière générale.

1.1.1 Présentation

Le modèle suppose une scène composée de n réflecteurs indépendants. On peut imaginer, par
exemple, que ces réflecteurs appartiennent à une même cible. Le milieu ambiant est l’air, supposé
homogène.

Chaque réflecteur est caractérisé par son coefficient de réflexion σi (qui dépend des propriétés
physiques du réflecteur telles que la conductivité, la permittivité ou la rugosité) et de sa coor-
donnée radiale xi (i = 1, 2, ..., n).

Un exemple de modèle de cible est donné en figure 1.5. Ce modèle est conforme au problème
de l’imagerie radar où la cible peut être considérée comme une collection de réflecteurs sur sa
surface.

Un radar localisé en x = 0 illumine la zone où se situe la cible. Le radar émet une impul-
sion p(t) dont la durée T est, en général, plus courte que le temps mis par le signal pour revenir
au radar.

On considéra que le récepteur et l’émetteur sont situés à la même coordonnée : on dit alors
que le système est monostatique. Ce sera d’ailleurs l’hypothèse retenue dans notre modélisation
en imagerie SAR puisque l’acquisition des données SAR réelles, dans notre cas, sera faite à partir
d’un tel système.
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Émetteur /
 récepteur

p(t)

x
1

x
2

x
3 x

n

. . .

Réflectivité des points
de la cible

Coordonnée spatiale des
points de la cible

1σ 2σ 3σ nσ

Fig. 1.5 – Géométrie en imagerie 1D

1.1.2 Modélisation du signal écho

Le signal émis p(t) atteint le premier point de la cible au temps t1 = x1/c, où c est la vi-
tesse de la lumière. Ainsi, le signal qui atteint ce premier point s’exprime par : p(t− t1). Après
réflexion, comme le montre la figure 1.6, le signal σ1 p(t− t1) revient vers le récepteur et arrive
en x = 0, t1 secondes plus tard. Le récepteur enregistre donc le signal s1(t) = σ1 p(t− 2t1). La
composante non-réfléchie par ce premier réflecteur (et parvenant au second point) est supposée
négligeable. D’une manière générale, on néglige les couplages entre réflecteurs.

Émetteur /
 récepteur

1tt )(p

1tt )(p( )1

x1

p(t)

1σ

1σ

1σ

Fig. 1.6 – Signal renvoyé par un réflecteur

Ainsi, le récepteur enregistre le signal s(t) correspondant à la somme des signaux renvoyés
par l’ensemble des réflecteurs de la cible :

s(t) =

n∑

i=1

si(t)

=

n∑

i=1

σi p(t− 2ti) (1.2)

où ti = xi/c.
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1.1. Modélisation du signal en radar

1.1.3 Reconstruction de l’image 1D

Le principe de l’imagerie est de localiser les réflecteurs à partir de la mesure du signal s(t) dans
le but d’identifier la ou les cibles de la scène illuminée. Pour ce faire, on réécrit le modèle du
système en (1.2) en introduisant le produit de convolution :

s(t) = p(t) ∗ [ (c/2) Io(ct/2) ] (1.3)

où Io(x) =

n∑

i=1

σi δ(x− xi) , avec x = ct/2. (1.4)

Io(x) est l’image 1D qui fournit la répartition spatiale des réflecteurs : elle s’exprime idéale-
ment comme une somme de distributions de Dirac localisées aux coordonnées des réflecteurs et
d’amplitude égale au coefficient de réflexion respectif de ces réflecteurs (figure 1.8).

Notre but est de reconstituer l’image Io(x) à partir du signal observé s(t). La procédure est,
alors, de déconvoluer le modèle (1.3). Cette déconvolution ou inversion du modèle est effectuée
en quelques étapes :

• La première étape consiste à appliquer la transformée de Fourier temporelle à chaque
membre de l’équation (1.3). Le modèle réécrit en fréquence se définit par3 :

S(f) = P (f) ·Ho(kx) (1.5)

où Ho(kx) = F
x→kx

[Io(x)]

avec f et kx = 2f/c les fréquences temporelle et spatiale.

• Ensuite, comme conséquence de la première étape, le spectre Ho(kx) de l’image Io(x) peut
être calculé comme suit :

Ho(kx) = S(f)/P (f) (1.6)

à condition que le spectre d’émission P (f) soit à bande infinie avec toutes ses composantes
non nulles4.

Le spectre Ho(kx) s’explicite, en appliquant la transformée de Fourier temporelle à chaque

3On pourra se reporter à l’annexe A pour la démonstration de la relation (1.5).
4Il est évident que cette procédure n’est pas possible en pratique puisque le spectre réel d’émission peut

prendre des valeurs nulles. Il s’agit, ici, simplement d’expliquer la procédure d’inversion. En pratique, il est courant
d’utiliser le filtrage adapté suivant : HM (kx) = P ∗(f) S(f) = |P (f)|2 Ho(kx). Cette procédure est détaillée en
annexe B dans le cas de l’imagerie 2D.
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membre de l’équation (1.2) :

Ho(kx) = S(f)/P (f)

=
n∑

i=1

σi exp [−j2πf(2xi/c)]

=

n∑

i=1

σi exp [−j2πkxxi]

• La distribution spatiale des réflecteurs Io(x) est alors reconstruite par simple transforma-
tion de Fourier inverse appliquée au spectre Ho(kx) :

Io(x) = F−1

kx→x
[Ho(kx)] (1.7)

=

n∑

i=1

σi δ(x − xi)

En pratique, le spectre d’émission P (f) est centré autour d’une fréquence fc et de lar-
geur ∆f (voir figure 1.7) :

P (f)

{
6= 0 si f ∈ [fc −∆f/2, fc + ∆f/2],

= 0 sinon.
(1.8)

On représente, sur la figure 1.7, un spectre d’émission à bande limitée et centré autour de la
fréquence porteuse fc.

| P(f) |

f ∆

f 
c fréquences f  

Fig. 1.7 – Signal d’émission à bande fréquentielle limitée.
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1.1. Modélisation du signal en radar

Le spectre H(kx) de l’image ne peut plus être obtenu par la formule d’inversion (1.6), mais
déterminé par5 :

H(kx) =

{
S(f)/P (f) si kx ∈ [kc −∆k/2, kc + ∆k/2],

0 sinon.
(1.9)

où ∆k = 2∆f/c et kc = 2fc/c

Par conséquent, l’image I(x), s’explicite par :

I(x) = F−1

kx→x
[H(kx)]

=

n∑

i=1

σi ∆k sinc [π∆k(x− xi)] exp [+j2πkc(x− xi)] (1.10)

Remarque :

L’image I(x) tend asymptotiquement vers Io(x) lorsque la bande fréquentielle transmise ∆k tend
vers l’infini :

lim
∆k→+∞

I(x) =
n∑

i=1

σi

[
lim

∆k→+∞
∆k sinc [∆k(x− xi)]

]

=

n∑

i=1

σi δ(x− xi)

= Io(x)

En effet, la fonction dirac δ(x) peut être obtenue au sens de la convergence faible [Mal98] à

partir de toute fonction g(x) telle que
∫

R

g(x) dx = 1 (ce qui est le cas pour la fonction sinus

cardinal) comme suit :
δ(x) = lim

s→0
[(1/s) g(x/s)] .

La figure 1.8 montre la distribution spatiale d’une collection de réflecteurs localisés dans une
zone X = [X1 − Xo,X1 + Xo]. Cette distribution spatiale est donnée dans le cas d’un signal
d’émission à bande infinie et limitée. Dans les deux cas, la distribution donne la position et le
niveau de réflectivité des diffuseurs.

5En reprenant la remarque faite sur la formule d’inversion (1.6) on utilisera plutôt le filtrage adapté en pra-
tique : HM (kx) = P ∗(f) S(f) = |P (f)|2 Ho(kx).
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Fig. 1.8 – Distribution spatiale des réflecteurs dans le cas d’un signal d’émission à bande infinie
(au dessus) et à bande limitée (au dessous).

12



1.1. Modélisation du signal en radar

1.1.4 Résolution radiale

Le pouvoir de résolution en radar est défini comme l’aptitude à séparer en distance 2 réflec-

teurs. Le pouvoir de résolution radiale est directement proportionnel à la bande B émise par le
radar.

En effet, supposons un réflecteur localisé en x = 0 et de réponse impulsionnelle R(x) comme le
montre la figure 1.9. La distance δx représente la distance en dessous de laquelle deux réflecteurs
ne peuvent plus être résolus, c’est à dire ne sont plus séparés en distance. Cette distance est
définie, au sens de Rayleigh, comme la largeur à -3 dB du lobe principal de la puissance |R(x)|2.
Si l’on note B la largeur du spectre d’émission à -3 dB et ∆k = 2B/c, on a la relation suivante
[Bar88, Weh95] :

δx∆k ≈ 1 (1.11)

Par conséquent, la distance δx est inversement proportionnelle à la bande émise B :

δx = c/(2B) (1.12)

Autrement dit, plus la bande d’émission sera grande, meilleure sera la résolution des réflec-
teurs6 sur l’axe radial.

δx

x

δx

|R(x)|
2

-3dB

Fig. 1.9 – Définition de la résolution distance.

6Á condition que ces réflecteurs soient blancs, c’est à dire qu’ils renvoient de l’énergie dans toute la bande
fréquentielle émise.
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Chapitre 1. Principe de l’imagerie SAR

• Simulation à 2 réflecteurs en bande X

On montre en figure 1.10, une série de simulations décrivant le pouvoir de résolution pour
une bande d’émission B donnée. La largeur de bande est B = 1.2 GHz et la fréquence centrale
est fc = 9.5 GHz (Bande X).

D’après (1.12), deux réflecteurs sont résolus si la distance qui les sépare est supérieure
à c/2B = 12.5 cm (voir figures 1.10 (a) et (b)). Dans le cas contraire, ils seront indiscernables
(voir figure 1.10 (c)).
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Fig. 1.10 – Lorsque la distance séparant les 2 points est inférieure à δx = 12.5 cm : les points
ne sont pas résolus.
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1.2. Modélisation du signal SAR

1.2 Modélisation du signal SAR

Dans ce paragraphe, nous expliquons comment est modélisé le signal SAR. On entend par
signal SAR, le signal collecté par le radar au cours de son déplacement. Le système retenu est
monostatique7 : l’émetteur et le récepteur radar ont la même localisation spatiale. Le mode
stripmap étant le mode principal d’acquisition du signal SAR à l’ONERA, il sera retenu pour la
modélisation du signal.

Dans un premier temps, nous développons le modèle du signal SAR en configuration 3D
(géométrie réelle). Par la suite, nous nous limiterons à la modélisation 2D du signal SAR pour
introduire l’algorithme RMA qui permet de reconstruire mathématiquement l’image des réflec-
teurs à partir du signal SAR 2D.

1.2.1 Modélisation du signal SAR en configuration 3D

Pour développer la modélisation du signal SAR 3D, nous nous appuyons sur les figures 1.11
et 1.12 en posant les hypothèses suivantes :

• Le radar se déplace suivant une direction parallèle à l’axe transverse y et parcourt une
distance D = 2L.

• En milieu de parcourt, le radar est à une distance R1 =
√

X2
1 + Y 2

1 + Z2
1 par rapport au

centre O de la zone imagée ; X1 est la distance séparant le radar et le point O selon l’axe x,
Y1 la distance séparant le radar et le point O selon l’axe y et Z1 l’altitude à laquelle circule
l’avion. On supposera que, X1, Y1 et Z1 et à fortiori R1 sont constantes dans tout le par-
court de vol : elles constituent, donc , des distances de référence (voir figures 1.11 (a) et (b)).

• L’antenne pointe dans une direction θ1 = arctan (Y1/X1) par rapport à la trajectoire de
vol dans le plan (x, y) : ce cas de figure général, correspond en fait au mode dit squint

de l’antenne (voir figures 1.11 (a) et (b)) ; l’angle θ1 est d’ailleurs appelé angle de squint.
Le mode non-squint correspond au cas particulier où l’antenne pointe dans une direction
perpendiculaire à la trajectoire de l’avion (voir figures 1.13 (a) et (b)).

• L’angle Ψ1 sous lequel est vue la cible par rapport à l’horizontale et dans le plan z-radial
est appelé angle de dépression (voir figure 1.11 (c) pour le mode squint et figure 1.13 (c)
pour le mode non-squint)

• La position du porteur de l’antenne radar, sur sa trajectoire de vol, est caractérisée par
la variable u. Cette variable u prend ces valeurs dans l’intervalle [−L,+L]. Pour chaque
position de l’antenne, le radar émet une impulsion et reçoit une somme des signaux échos
provenant des points de la cible (voir figure 1.12). On suppose que l’avion, porteur du ra-
dar, n’a pas changé de position sur sa trajectoire, entre le moment où l’antenne a émis une
impulsion et le moment où elle reçoit les signaux échos correspondants : cette hypothèse
se justifie par le fait que l’avion a une vitesse très petite devant la vitesse de propagation
des ondes.

7Par opposition au système bistatique où l’émetteur et le récepteur sont à des coordonnées spatiales différentes.
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Fig. 1.11 – Imagerie SAR stripmap mode squint en configuration 3D.
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Fig. 1.12 – Acquisition du signal SAR 3D en mode stripmap squint.
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Pour chaque position u de l’antenne, le radar émet une impulsion p(t) et reçoit le signal pr(t, u) cor-
respondant à la somme des signaux échos provenant des points de la cible. Ces signaux échos
sont des répliques retardées du signal émis.

Le retard qu’accuse un signal écho provenant d’un réflecteur positionné en B = (x, y, z) est
fonction de la distance antenne-réflecteur. Lorsque l’antenne est à une position u sur sa trajec-
toire, ses coordonnées dans le repère (x, y, z) sont (X1, u + Y1, Z1). En assimilant l’antenne à un
point A, la distance antenne-réflecteur est :

RAB =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2

=
√

(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2 (1.13)

En rappelant que les signaux se propagent à la vitesse de la lumière c en milieu ambiant
et que le signal parcourt deux fois la distance antenne-cible pour revenir au radar, le retard du
signal écho par rapport au signal émis est : tAB = (2 RAB)/c.

Ainsi, le signal que reçoit le radar et provenant de l’ensemble des réflecteurs de la cible,
lorsque l’avion est à la position u sur sa trajectoire de vol est [Sou94] :

pr(t, u) =

∫

R3

I(x, y, z)

p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2

)

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2

dxdydz. (1.14)

où le facteur
1√

(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2
correspond à un terme d’atténuation

introduit dans le signal de réflexion : cette atténuation est d’autant plus forte que la distance
radar-réflecteur est importante. I(x, y, z) est l’image 3D des réflecteurs qui se formule comme :

I(x, y, z) =

n∑

i=1

σi δ(x− xi, y − yi, z − zi) (1.15)

où n est le nombre de réflecteurs dans l’image ; σi = Ai exp (jϕi) et (xi, yi) désignent respec-
tivement le coefficient de réflectivité8 et la localisation dans le plan (x, y) du réflecteur i ; zi est
l’élévation de ce réflecteur par rapport au sol (voir figure 1.15).

Dans la suite, on néglige le facteur d’atténuation dans (1.14) qui est à variation lente par

rapport au signal p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2

)
lorsque u varie.

Par conséquent, le signal SAR s’écrit simplement :

pr(t, u) =

∫

R3

I(x, y, z) p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2

)
dxdydz. (1.16)

Cette action émission/réception est répétée pour chaque chaque position u de l’avion sur sa
trajectoire de vol. L’ensemble des données ainsi récoltées par le radar {pr(t, u), u ∈ [−L,+L]} va

8Ai est l’amplitude et ϕi la phase propre du réflecteur i.
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Fig. 1.15 – Représentation de l’image 3D.

servir à former l’image de terrain grâce à un algorithme de reconstruction d’images.

L’algorithme RMA, que nous allons détailler ultérieurement, permet de reconstruire l’image
2D des réflecteurs mathématiquement à partir d’un modèle 2D du signal SAR : le paragraphe
suivant fournit le modèle SAR obtenu à partir d’une géométrie 2D (géométrie simplifiée par
rapport à la configuration 3D).
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Chapitre 1. Principe de l’imagerie SAR

1.2.2 Modélisation du signal SAR en configuration 2D

La modélisation du signal SAR 2D est basée sur la géométrie simplifiée suivante :

• On pose Z1 = 0, c’est à dire qu’on suppose l’avion dans le plan (x, y).

• On fait l’hypothèse que les réflecteurs de la zone imagée ont une élévation nulle, autrement
dit zi = 0 ; ∀i ∈ [1, n].

Avec ces hypothèses, on obtient les configurations géométriques des figures 1.16 et 1.17 dé-
crivant respectivement les modes stripmap squint et non squint.

Le signal SAR stripmap 2D en mode squint s’écrit :

pr(t, u) =

∫

R2

I(x, y) p(t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2) dxdy. (1.17)

Pour obtenir le signal SAR 2D en mode non squint, il suffit de poser Y1 = 0 dans le modèle
(1.17).

Il existe plusieurs algorithmes de formation d’images en SAR : Range Doppler Algorithm
(RDA) [Car95], Polar Formating Algorithm (PFA) [Jak97, Car95] qui est adapté au mode spot-
light, Chirp Scaling Algorithm (CSA) [Car95] qui fait l’hypothèse d’un signal chirp en émission,
Range Migration Algorithm (RMA) [Caf91, Car95] adapté au mode stripmap. C’est ce dernier al-
gorithme que nous allons développer puisque le mode stripmap est le mode principal d’acquisition
des données SAR à l’ONERA.
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Fig. 1.16 – Acquisition du signal SAR stripmap squint en géométrie 2D.
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1.3. L’Algorithme RMA pour la reconstruction d’images

1.3 L’Algorithme RMA pour la reconstruction d’images

On aborde dans cette section un algorithme général appelé RMA (Range Migration Algorithm)
pour la reconstruction d’images SAR [Caf91, Sou94, Sou97, Gou97, Pas03]. L’algorithme RMA
a été conçu pour corriger un phénomène de migration radiale des réflecteurs de la scène éclairée.

1.3.1 Phénomène de migration radiale

Expliquons succinctement ce phénomène. Considérons un réflecteur dans une scène éclairée
par un radar en mode stripmap non-squinté (Y1 = 0). La distance séparant le centre de la zone
et le radar, suivant l’axe radial est X1. L’impulsion émise par le radar est p(t).

Le radar se déplace et, pour chaque position u, reçoit le signal provenant du réflecteur posi-
tionné en (xi, yi) et de réflectivité σi. Ce signal est :

pr(t, u) = σi p

(
t− 2

c

√
(X1 − xi)2 + (u− yi)2

)

Pour mettre en évidence la migration du réflecteur en distance radiale, réalisons une carte

distance I(D,u) qui exprime la distance à laquelle se situe le point réflecteur (par rapport au
radar) en fonction de la position u du radar. Cette carte peut être réalisée en utilisant un filtrage
adapté9 suivant la variable temporelle t :

pM(t, u) =

∫

R

pr(t
′, u) p∗(t′ − t) dt′

Parseval
= σi

∫

R

|P (f)|2 exp

[
+j2πf

(
t− 2

c

√
(X1 − xi)2 + (u− yi)2

)]
df

∝ σi δ

(
t− 2

c

√
(X1 − xi)2 + (u− yi)2

)

La carte distance I se définit comme :

I(ct/2, u) = (2/c) pM (t, u)

∝ σi δ
(
ct/2 −

√
(X1 − xi)2 + (u− yi)2

)

Autrement dit, en notant D = ct/2 la variable distance radiale, la carte distance s’écrit
simplement :

I(D,u) ∝ σi δ
(
D −

√
(X1 − xi)2 + (u− yi)2

)

Elle exprime le fait qu’un point localisé spatialement en (xi, yi) décrit une courbe hyper-

bolique dans l’espace (D,u) : le point est donc positionné à différentes cases distance D pour
différentes positions u du radar. Ceci traduit la migration radiale du réflecteur.

En figure 1.18 (a), nous montrons la carte distance I(d, u) pour 3 réflecteurs : u est la position
du radar, d est la variable distance radiale ramenée autour du centre de zone (d = D −X1). La
figure 1.18 (b) montre l’image des 3 réflecteurs obtenue par algorithme RMA.

9Nous nous plaçons, ici, dans le cas idéal où |P (f)|2 est constant sur R.
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(a) Migration radiale des 3 réflecteurs. (b) Application de l’algorithme RMA.

Fig. 1.18 – L’algorithme RMA : une méthode de reconstruction d’images.

À présent, il s’agit de développer l’algorithme RMA de reconstruction d’images. Dans la lit-
térature, cet algorithme est basé principalement sur la décomposition d’une onde cylindrique en
ondes planes [Sou94, Sou97, Gou97] ; deux méthodes sont proposées pour effectuer cette décom-
position :

• la première méthode est fondée sur l’équation des ondes (dite de Helmoltz) et utilise la
théorie des résidus [Sla85, Sou94]

• la seconde manière pour obtenir cette décomposition est d’utiliser la méthode de la phase

stationnaire [Pap84, Haw96].

Que l’on utilise la méthode par résidus ou celle de la phase stationnaire, la décomposition
d’une onde cylindrique en ondes planes reste une approximation valable sous une certaine hypo-
thèse physique.

Il existe, cependant, une méthode exacte permettant d’inverser le modèle du signal SAR afin
d’obtenir l’image des réflecteurs. Cette méthode exprime le fait que l’image I peut être obtenue
en appliquant une transformation dite de Hankel-Fourier au signal SAR [Mil04].

Dans un premier temps, nous développerons l’algorithme RMA tel qu’on peut le trouver dans
la littérature, c’est à dire basé sur la décomposition en ondes planes. On s’appuiera, notamment,
sur cet algorithme pour déterminer le support du spectre de l’image, détailler une procédure
appelée interpolation de Stolt et formuler les pouvoirs de résolution radiale et transverse.

Dans un second temps, il s’agira de montrer que l’image des réflecteurs peut être obtenue
de manière exacte en inversant le modèle du signal SAR par transformée de Hankel-Fourier. On
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1.3. L’Algorithme RMA pour la reconstruction d’images

verra, notamment, qu’en introduisant une approximation dans une des étapes de cette méthode
d’inversion, on retrouve le résultat de la décomposition en ondes planes utilisée dans l’algorithme
RMA.

1.3.2 Les étapes de l’algorithme RMA

Voici les différentes étapes de l’algorithme RMA pour obtenir la répartition spatiale des ré-
flecteurs de l’image :

• On applique la transformée de Fourier au signal pr(t, u) de l’équation (1.17) :

Pr(f, u) = Ft→f [ pr(t, u) ]

=

∫

R2

I(x, y) P (f) exp

[
−j2π

2f

c

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

]
dxdy

(1.18)

• Ensuite, on supprime le spectre d’émission P (f), supposée ici à bande infinie pour des
raisons de simplifications dans les calculs. La procédure est donc la suivante10 :

S(k, u) = Pr(f, u)/P (f)

=

∫

R2

I(x, y) exp
[
−j2π k

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

]
dxdy (1.19)

avec k = 2f/c, module11 du vecteur d’onde ~k.

• La troisième étape consiste à appliquer la transformée de Fourier inverse au signal S(k, u) par
rapport à la variable u. Cette étape provient du fait qu’une onde cylindrique s’approxime
comme une somme continue d’ondes planes12 :

exp
[
−j2π k

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

]

≈
∫ k

−k
exp

[
−j2π

(√
k2 − η2 (X1 − x) + η (Y1 + u− y)

)]
dη (1.20)

Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier inverse au signal S(k, u) par rapport à la

10Il est évident que cette procédure n’est pas possible en pratique puisque le spectre réel d’émission peut
prendre des valeurs nulles. Il s’agit, ici, simplement d’expliquer la procédure d’inversion. En pratique, il est
courant d’utiliser le filtrage adapté suivant : S(k, u) = P ∗(f) Pr(f, u). Cette procédure est détaillée en annexe B.

11En toute rigueur, le module du vecteur d’onde est k = 2π (2f/c) mais pour des raisons de commodité, nous
garderons k = 2f/c.

12Cette décomposition est possible si k
p

(X1 − x)2 + (Y1 + u − y)2 ≫ 1 : dans la plupart des applications
SAR, cette condition est vérifiée. On pourra se reporter à l’annexe C pour la démonstration menant à cette
décomposition à l’aide de la théorie des résidus : on retrouve, d’ailleurs, le résultat (1.20) dans l’équation (C.18).
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variable u, on a :

S(k, ku) = F−1

u→ku

[S(k, u)]

=

∫
S(k, u) exp [+j2πkuu]

≈
∫

R2

I(x, y) exp
[
−j2π

(√
k2 − k2

u (X1 − x) + ku (Y1 − y)
)]

dxdy

(1.21)

Pour la suite, il est plus commode de considérer le couple de variables (
√

k2 − k2
u, ku) au

lieu de (k, ku). Ainsi le signal S(k, ku) peut être renoté S(
√

k2 − k2
u, ku).

• La quatrième étape consiste à ramener le support de l’image I(x, y) autour de l’ori-
gine Ox,y du repère (x, y). Ceci s’effectue, concrètement, en introduisant au signal S, une
phase mettant en jeu les distances de références X1 et Y1. On nomme S′ le signal ainsi
obtenu :

S′(
√

k2 − k2
u, ku) = S(

√
k2 − k2

u, ku) exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

u X1 + ku Y1

)]

≈
∫

R2

I(x, y) exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

u x + ku y
)]

dxdy (1.22)

• On effectue, alors, le changement de variables kx =
√

k2 − k2
u et ky = ku au signal S′13 :

H(kx, ky) = S′(
√

k2 − k2
u, ku)

≈
∫

R2

I(x, y) exp [+j2π (kx x + ky y)] dxdy (1.23)

• Enfin, on obtient la distribution spatiale I(x, y) des réflecteurs de la zone imagée par ap-
plication de la transformée de Fourier au spectre H(kx, ky) :

F
kx → x

ky → y

[H(kx, ky)] ≈ I(x, y)

1.3.3 Détermination du support du spectre H(kx, ky).

D’après la figure 1.19, le spectre H(kx, ky) de l’image I(x, y) est obtenu par changement de

variables (transformation de Stolt) sur le signal S′
(√

k2 − k2
u, ku

)
. Avant de détailler cet étape

en pratique, il convient de déterminer le support du signal S′ dans l’espace
(√

k2 − k2
u, ku

)
.

13Ce changement de variables est plus connu en SAR sous le nom de transformation de Stolt [Sto78, Caf91]
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2S (             ,ku)
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Fig. 1.19 – Reconstruction de l’image de terrain I(x, y) par algorithme RMA.
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Le signal S′ d’après l’équation (1.23) s’approxime une somme continue d’ondes planes pro-
venant des points de la cible :

S′(
√

k2 − k2
u, ku) ≈

∫

R2

I(x, y) exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

u x + ku y
)]

dxdy

avec (kx, ky) =
(√

k2 − k2
u, ku

)
les composantes du vecteur d’onde ~k.

Comme le montre la figure 1.20, les composantes du vecteur d’onde ~k s’expriment à partir de
l’angle azimutal θ (angle sous lequel sont vus les réflecteurs de la zone imagée) et de la fréquence
d’émission f :

kx = k cos(θ)

ky = k sin(θ)

avec k = |~k| = 2f/c et θ = arg
[
~k
]

y

0
xk

θ

Trajectoire de vol

Antenne
 émettrice / réceptrice

θ

ky

sin θk

kx
cos θk

u

uo

ondes planes en

réflexion

Diagramme d'antenne
(lobe principal)

k

Fig. 1.20 – Sommation d’ondes planes en réflexion.

Avant d’aller plus loin, plusieurs remarques sont à faire au vu de la figure 1.20 :

• On fait l’hypothèse que tous les réflecteurs composant une cible sont vus d’un même angle θ.
C’est une hypothèse valable dans la mesure où la distance antenne-cible est largement plus
grande que les dimensions de la cible imagée.
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• La cible est vue sous un angle d’illumination θ différent à mesure que l’antenne se déplace
sur la trajectoire de vol.

• Le diagramme d’antenne illustré dans la figure 1.21 détermine la zone qui sera éclairée
pendant la synthèse de l’image. Ce diagramme représente la puissance émise par l’antenne
radar dans l’espace (x, y). Il peut être représenté en fonction de l’angle de visée θ comme
le montrent les figures 1.21 (a) et (b) dans le cas des bandes X et P.

Puissance émise
(en dB)

θ

Pmax

-3 dB

0

θ∆ = 15 ˚
-3dB

Puissance émise
(en dB)

θ

Pmax

-3 dB

0

θ∆ = 35 ˚
-3dB

(a) Diagramme étroit en bande X. (b) Large diagramme en bande P.

Fig. 1.21 – Exemples de diagramme d’antenne en bande X et P.

Par conséquent, deux grandeurs physiques vont définir le support du signal S′
(√

k2 − k2
u, ku

)
:

• La bande fréquentielle B = [fm, fM ] des impulsions émises par le radar, avec fm et fM res-
pectivement les fréquences minimale et maximale.

• L’ouverture angulaire ∆θ, c’est à dire le secteur angulaire que couvre l’antenne synthé-
tique. La figure 1.22 illustre cette ouverture angulaire dans le cas du mode non-squinté14

avec ∆θ = [−θM ,+θM ], les angles −θM et θM représentant respectivement l’orientation
du vecteur d’onde en début et fin d’acquisition du signal écho.

14L’antenne pointe dans une direction perpendiculaire à la trajectoire de vol.
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Trajectoire de vol
de l'avion

2 
L

radar

+ θM

− θM

 θ ∆

Fig. 1.22 – Exemple de secteur angulaire d’ouverture de l’antenne synthétique en mode non-
squinté.
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Les échantillons du signal SAR S′
(√

k2 − k2
u, ku

)
se situent à l’intersection des lignes hori-

zontales ku (en bleu) et des courbes (
√

k2 − k2
u) (également en bleu). Le support Q du signal,

représenté en jaune, est délimité par les points {A,B,C,D,E, F} comme le montre la figure
1.23. Ces points ont pour coordonnées dans le repère cartésien (kx, ky) :

A = (kM cos(θM ), kM sin(θM ))

B = (kM , 0)

C = (kM cos(θM ),−kM sin(θM ))

D = (km cos(θM ),−km sin(θM ))

E = (km, 0)

F = (km cos(θM ), km sin(θM ))

ku k2
ku

2-

Π

k
x

k croissant

0
 k

M
km

 k
M cos θ

M B

C

F

D

k
y

0

 k
M
 sin θ
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∆θ
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E

Fig. 1.23 – Support du signal S′ dans le domaine (
√

k2 − k2
u, ku).
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Par conséquent, en s’appuyant sur l’équation (1.23) et la figure 1.23, le signal S′ se définit en
pratique comme :

S′(
√

k2 − k2
u
, ku)





≈
∫

I(x, y) exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

u
x + ku y

)]
dxdy si (

√
k2 − k2

u
, ku) ∈ ∏,

= 0 sinon.

(1.24)

Il s’agit maintenant de détailler l’étape permettant d’obtenir le spectre H(kx, ky) à partir du
signal S′(

√
k2 − k2

u, ku). En pratique, cette procédure est connue sous le nom d’interpolation de

Stolt [Sto78, Caf91, Sou94].

1.3.4 Interpolation de Stolt

Dans la dernière étape de l’algorithme RMA, pour réaliser efficacement la transformation de
Fourier bidimensionnelle, nous utilisons l’algorithme rapide de transformation de Fourier discrète
(Fast Fourier Transform). Cet algorithme exige que les échantillons de données soient unifor-
mément espacés sur une grille rectangulaire. Or, les échantillons S′(

√
k2 − k2

u, ku) se situent à
l’intersection des courbes (

√
k2 − k2

u) et des droites ku (voir figure 1.23) : il est alors facile de
constater que leur position ne coïncide pas avec la position d’échantillons régulièrement espacés
sur une grille.

L’idée est alors de construire une grille (kx, ky) rectangulaire avec un échantillonnage régu-
lier15. La procédure consiste à calculer une nouvelle séquence d’échantillons du signal sur cette
grille (kx, ky) à partir des échantillons du signal : ce procédé est appelé interpolation de Stolt.

La figure 1.24 montre l’emplacement des échantillons du signal S′ dans l’espace (
√

k2 − k2
u, ku)

et l’emplacement des nouveaux échantillons interpolés dans la grille cartésienne (kx, ky).

La procédure consiste simplement à interpoler de nouveaux échantillons H(kx, kuo) sur l’inter-
valle kx à partir de la séquence de données S′(

√
k2 − k2

uo
, kuo) (voir figure 1.25). Cette procédure

est à faire pour chaque valeur kuo de l’intervalle ku.

L’interpolation peut être réalisée, par exemple, au moyen d’une méthode de type splines cu-

biques [Bor97] : on détermine un polynôme d’ordre 3 différent entre chaque paire d’échantillons
de données. On peut, alors, évaluer un nouvel échantillon entre 2 échantillons de données (voir
figure 1.26).

Une fois l’interpolation effectuée, la nouvelle séquence de données est H(kx, ku). Comme les
intervalles ku et ky coïncident, on a : H(kx, ky) = H(kx, ku).

Ensuite par simple application de la transformation de Fourier 2D sur le spectre H(kx, ky),
on obtient l’image I(x, y) dont le module fournit la repartition spatiale des réflecteurs.

15Les intervalles kx et ky doivent être d’espacement respectif dkx et dky constants mais non nécessairement
identiques.
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Fig. 1.24 – Emplacement des échantillons de données et des échantillons interpolés sur une grille
régulière (kx, ky).
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Échantillons interpolés

Échantillons de données

Partie réelle

Fig. 1.25 – Interpolation d’échantillons H(kx, ku) sur l’intervalle kx à partir des échantillons de
données complexes S′(

√
k2 − k2

u, ku).
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Fig. 1.26 – Interpolation par splines cubiques.
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1.3.5 Résolutions radiale et transverse

Les pouvoirs de résolution radiale δx et transverse δy sont respectivement déterminés par les
supports ∆kx et ∆ky du spectre H(kx, ky) en kx et ky :

δx = 1/∆kx = 1/∆[k cos(θ)]

δy = 1/∆ky = 1/∆[k sin(θ)]

En faisant l’hypothèse que la bande relative d’émission B/fc est petite devant l’unité (bande
étroite) et que le secteur angulaire d’éclairement ∆θ est peu également petit, on obtient l’ap-
proximation suivante (voir figure 1.27) :

δx ≈ 1/∆k

δy ≈ 1/(kc∆θ)

où ∆k = 2B/c et kc = 2fc/c avec fc la fréquence centrale d’émission.

k
y

0  kMkm kx
kc

∆ k

∆θkc

Support approché

ΠSupport effectif

Fig. 1.27 – Support du spectre H(kx, ky) en bande et secteur angulaire étroits.
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On trouve, avec cette approximation, que la résolution radiale en SAR est identique à celle
obtenue en radar :

δx ≈ 1/∆k

= c/2B

La résolution transverse en SAR est, elle, bien meilleure que celle obtenue en radar. En
effet, en rappelant que la dimension du SAR est DSAR = 2L, en notant R la distance antenne-
cible, en désignant λ = c/fc la longueur d’onde du faisceau d’émission, et avec l’approximation
géométrique ∆θ ≈ DSAR/R, la résolution transverse se réécrit :

δy ≈ Rλ/(2DSAR)

alors que la résolution transverse en radar dans les mêmes conditions (même distance antenne-
cible R et même longueur d’onde λ) est δy = Rλ/D avec D la dimension de l’antenne physique
bien inférieure à la dimension DSAR de l’antenne synthétique.

1.3.6 Inversion exacte du modèle SAR par transformée de Hankel-Fourier

On démontre, dans ce paragraphe, que l’image des réflecteurs peut être obtenue à partir du
signal SAR sans aucune approximation. Précisément, on établit que l’image des réflecteurs et le
signal SAR sont reliés par une transformation bidimensionnelle dite de Hankel-Fourier [Mil04].

a/ Rappels sur la transformée de Hankel

Comme la transformée de Fourier, la transformée de Hankel est caractérisée par un noyau
appelé noyau de Hankel. Commençons par expliciter la transformée de Fourier à partir du noyau
qui la caractérise :

S(f) =

∫ +∞

−∞
KF (ft) s(t) dt

où le noyau de Fourier se définit par KF (ft) = exp [−j2πft]. La transformée de Fourier inverse
s’écrit, quant à elle :

s(t) =

∫ +∞

−∞
K∗

F (ft) S(f) df

où K∗
F (ft) = exp [+j2πft] est le complexe conjugué de KF (ft).

De la même manière, la transformée de Hankel se définit par [Sou94, Bra99] :

S(f) =

∫ +∞

−∞
KH(ft) s(t) dt

où le noyau de Hankel s’exprime par KH(ft) = t H
(2)
0 (ft). La fonction H

(2)
0 (x) est la fonction

de Hankel d’ordre zéro de deuxième espèce. Elle est définie par :

H
(2)
0 (x) =

2

jπ

∫ +∞

0
exp [−jx cosh θ]dθ (1.25)
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La transformée de Hankel inverse est, elle, définie par :

s(t) =

∫ +∞

−∞
K̂H(ft) S(f) df

où K̂H(ft) = f H
(1)
0 (ft) avec H

(1)
0 (x) la fonction complexe conjuguée de H

(2)
0 (x) et appelée

fonction de Hankel d’ordre zéro de première espèce :

H
(1)
0 (x) =

2

jπ

∫ +∞

0
exp [jx cosh θ]dθ

b/ Formation de l’image SAR par transformée de Fourier-Hankel

Le signal SAR se formule, en se référant à l’équation (1.17) et en tenant compte de l’atté-
nuation des signaux échos, comme :

S(t, u) =

∫

R2

I(x, y)

p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2

)

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2

dx dy (1.26)

où
1√

(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2
est un terme traduisant l’atténuation16 du signal écho pro-

venant du réflecteur localisé en (x, y) et reçu par le radar.

Á la fin de l’annexe E, on démontre que l’image
I (x + X1, y + Y1)

x
s’explicite comme trans-

formée de Hankel-Fourier d’un signal HM (kx, ku) qui se déduit du signal SAR S(u, t) :

I (x + X1, y + Y1)

x
∝
∫

R2

HM(kx, ku) KH−F (2πkxx, 2πkuy) dkx dku (1.27)

avec KH−F (2πkxx, 2πkuy) = kxH
(2)
0 (2πkxx) exp [−j2πkuy] et HM (kx, ku) obtenu à partir du

signal S(t, u) en suivant les étapes suivantes :

• D’abord, on effectue un filtrage adapté en se plaçant dans le cas idéal d’un signal d’émission
à bande infinie :

SM (u, t) =

∫

R

S(u, t′) p∗(t′ − t) dt′

• On applique, ensuite, une transformée de Fourier selon la variable f et une transformée de
Fourier inverse selon la variable u au signal SM (u, t) pour obtenir le signal SM (ku, f) :

SM (ku, f) = F−1

u→ku

F
t→f

[SM (u, t)]

• On effectue, enfin, le changement de variable kx =
√

k2 − k2
u avec k =

2f

c
pour obtenir le

signal HM (ku, kx) :
HM (ku, kx) = SM (ku,

√
k2 − k2

u)

16On remarquera que ce facteur est d’autant plus faible que la distance antenne-réflecteur est grande : autrement
dit, l’atténuation du signal écho augmente avec cette distance.
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c/ Remarque

On peut effectuer un rapprochement avec la première version de l’algorithme RMA abordée au
paragraphe précédent. Partant de la relation (1.27), on peut exprimer le signal HM(kx, ku) comme

transformée de Hankel-Fourier de l’image
I (x + X1, y + Y1)

x
:

HM(kx, ku) ∝
∫

R2

I (x + X1, y + Y1)

x
K̂F−H(2πkxx, 2πkuy) dx dy (1.28)

avec K̂H−F (2πkxx, 2πkuy) = xH
(1)
0 (2πkxx) exp [j2πkuy].

Le signal HM (kx, ku) peut, donc, se réécrire :

HM (kx, ku) ∝
∫

R2

I (x + X1, y + Y1) H
(1)
0 (2πkxx) exp [j2πkuy] dx dy

En effectuant un changement de variables, on obtient :

HM(kx, ku) ∝
∫

R2

I(x, y) H
(1)
0 (2πkx(x−X1)) exp [j2πku(y − Y1)] dx dy

=

∫

R2

I(x, y) H
(2)
0 (2πkx(X1 − x)) exp [j2πku(y − Y1)] dx dy

Dans la plupart des applications SAR, on a 2πkx(X1 − x) > 3. Par conséquent, on peut

utiliser l’approximation H
(2)
0 (x) ≈

√
2

πx
exp [−j(x− π/4)] valable lorsque x > 3 [Mil04]. On

obtient, ainsi, l’approximation suivante pour le signal HM(kx, ku)17 :

HM(kx, ku) ≈
∫

R2

I(x, y) exp [−j2πkx(X1 − x)] exp [−j2πku(Y1 − y))]dx dy (1.29)

On retrouve, par conséquent, l’expression de l’équation (1.21). L’image I(x, y) peut alors être
reconstruite en respectant les étapes de la première approche de l’algorithme RMA .

17Dans cette approximation, on a omis le facteur

s

2

2π2kx(X1 − x)
(qui est à variation lente par rapport au

terme exponentiel exp [−j2πkx(X1 − x)] lorsque x varie), et le terme de phase exp [+jπ/4].
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1.3.7 Reconstruction d’images en configuration 3D

En appliquant l’algorithme RMA introduit en 1.3.2 sur le modèle SAR 3D, on obtient une
image des réflecteurs Ĩ(r, y) représentée dans un domaine (r, y) où r définit l’axe radial réel par
opposition à x qui est l’axe radial au sol. En effet, reprenons le modèle 3D du signal SAR squint
de l’équation (1.16) :

pr(t, u) =

∫

R3

I(x, y, z) p(t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + (Z1 − z)2) dxdydz (1.30)

mais en supposant la hauteur de la cible négligeable, autrement dit en faisant l’hypothèse que
la cible appartient au plan (x, y) : I(x, y) = I(x, y, z = 0) (voir figure 1.28), le modèle devient :

pr(t, u) =

∫

R2

I(x, y) p(t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + Z2

1 ) dxdy (1.31)

- L

+ L

u

u

Z1

z

O

 x

X1

y

B =(x,y,0)

A =(X1,u+Y1,Z1)
u=0

Y1

RAB

Fig. 1.28 – Configuration 3D avec I(x, y) = I(x, y, z = 0).

En annexe D, on montre, sous l’hypothèse que la cible est très petite devant la distance
antenne-cible, que le signal reçu par le radar peut s’approximer par :

pr(t, u) ≈
∫

R2

I(x, y) p

(
t− 2

c

√
(R′

1 − x cos(ϕ1))2 + (u + Y1 − y)2
)

dxdy (1.32)

où R′
1 =

√
X2

1 + Z2
1 et ϕ1 = arctan (Z1/X1)
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Par exemple, les images réelles que l’on présentera dans tout le manuscrit ont été acquises
en mode non squinté ( Y1 = 0), c’est à dire que le radar en milieu de parcourt est localisé en
A = (X1, 0, Z1) : par conséquent, l’angle ϕ1 coïncide avec l’angle de dépression Ψ1 (voir figure
1.32 (a))

Ainsi, en reprenant les étapes de l’algorithme RMA au paragraphe 1.3.2 mais en rempla-
çant X1 et x respectivement par

√
X2

1 + Z2
1 et r = x cos(Ψ1), on obtient le spectre :

H(kr, ky) ≈
∫

R2

I(x, y) exp [+j2π (kr x cos(Ψ1) + ky y)] dxdy

avec kr =
√

k2 − k2
y .

En faisant le changement de variable r = x cos(Ψ1), on obtient :

H(kr, ky) ≈
1

cos(Ψ1)

∫

R2

I (r/ cos(Ψ1), y) exp [+j2π (kr r + ky y)] drdy

∝
∫

R2

I (r/ cos(Ψ1), y) exp [+j2π (kr r + ky y)] drdy

=

∫

R2

Ĩ (r, y) exp [+j2π (kr r + ky y)] drdy (1.33)

avec Ĩ (r, y) = I (r/ cos(Ψ1), y).

Le support du spectre H(kr, ky) est représenté en figure 1.29 : les étendues de ce support,
selon les axes kr et ky, sont définies respectivement à partir de la bande émise B à travers
la grandeur ∆k = 2B/c et de l’ouverture angulaire ∆θ ; ce spectre est centré autour de la
valeur kc = 2fc/c selon l’axe kr et autour de l’angle θ = 0, selon l’axe ky, dans le cas du mode
non squinté. D’autre part, si l’on veut représenter le spectre H(kr, ky) dans l’espace [Jak97], il
nous faut expliciter le vecteur d’onde ~k correspondant à un réflecteur de l’image et dirigé vers le
radar (voir figure 1.30). Il s’écrit :

~k = ~kr + ~ky

avec ~kr = kr

(
cos(Ψ1)

~Kx

| ~Kx|
+ sin(Ψ1)

~Kz

| ~Kz |

)
et ~ky = ky

~Ky

| ~Ky|
(voir figure 1.30). Autrement dit,

le vecteur ~kr est incliné d’un angle Ψ1, dans le plan ( ~Kx, ~Kz), par rapport au vecteur ~Kx : par
conséquent, le spectre H(kr, ky) sera dans un plan (~kr, ~Ky) incliné d’un angle Ψ1 par rapport au
plan ( ~Kx, ~Ky) (voir figure 1.31) [Jak97].

Revenons, à présent, sur la formation de l’image réelle ; cette image, comme toutes celles que
nous montrerons et analyserons, dans ce manuscrit, sont obtenues à partir du spectre H(kr, ky),
défini en (1.33), par transformée de Fourier bidimensionnelle :

F
kr → r

ky → y

[H(kr, ky)] ≈ Ĩ (r, y) (1.34)
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kr

ky

∆θ ∆k

kc O

Fig. 1.29 – Support du spectre H(kr, ky) de l’image réelle.

u

0

Kx Ky

Kz

k

Ψ1

θ

ky

O

zone de l image

kr

radar

Fig. 1.30 – Vecteur d’onde ~k en configuration 3D pour un réflecteur au centre de l’image (en
supposant une cible au centre de l’image, tous les réflecteurs composant la cible ont approxima-
tivement le même vecteur d’onde ~k si la cible est petite devant la distance antenne-cible).
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Kx Ky

Kz

Ψ1

O

kr

Fig. 1.31 – Disposition du spectre H(kr, ky) dans l’espace.

Concrètement, un réflecteur B situé sur l’axe x en xo sera localisé en ro = xo cos(Ψ1) sur
l’axe radial incliné r (voir schéma de la figure 1.32). Ainsi, l’image Ĩ(r, y) des réflecteurs repré-
sentée dans le repère (r, y) est contractée d’un facteur cos(Ψ1) selon l’axe r par rapport à l’image
au sol I(x, y).
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B

xo

(a) Géométrie SAR 3D en mode non squinté (coupe y = 0).

x
0

r
0

xo

Point B

ro

Point B

(b) Localisation d’un réflecteur sur l’axe radial au sol x et l’axe radial incliné r.

Fig. 1.32 – Le réflecteur est localisé sur l’axe r dans l’image réelle Ĩ(r, y).
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1.4 Quelques exemples de construction d’images

1.4.1 Construction d’images à partir de signaux 2D simulés en bande X.

On considère le scénario SAR 2D des figures 1.33 et 1.34 respectivement en mode stripmap
non squinté et squinté. On génère le signal S(f, u) reçu par le radar avec les paramètres suivants
[Pas03] :

• On émet en bande X :

⋄ fréquence centrale fc = 9.6 GHz.

⋄ bande émise B=1 GHz : ce qui correspond à une résolution radiale des points de l’image
égale à δx = 15 cm.

• La distance qui sépare le radar et le centre de zone suivant l’axe x est X1 = 4000 m.

• L’antenne synthétique a une dimension de 2L = 416 m afin d’obtenir une résolution azi-
mutale (ou transverse) des points de l’image égale à δy = 15 cm.

• Les signaux simulés en figures 1.33 et 1.34 ont été respectivement construits à partir du
mode non-squinté (θ1 = 0) et du mode squinté (θ1 = 8◦).

• Les dimensions de l’image sont Xo = 50 m et Yo = 50 m.

a/ Première simulation en mode non squinté

On simule le signal acquis par le radar au cours de son trajet de vol à partir du scénario
non-squinté de la figure 1.33. Tous les points de l’image ont été affectés d’un même coefficient
de réflectivité σ = 1. On applique, au signal reçu par le radar, l’algorithme RMA de formation
d’images présenté en section 1.3. On effectue, notamment, l’interpolation de Stolt évoquée en
1.3.4 pour obtenir le spectre H(kx, ky). Finalement, en appliquant la transformée de Fourier
bidimensionnelle au spectre, on obtient l’image I(x, y) dont le module fournit la répartition
spatiale des réflecteurs.

b/ Seconde simulation en mode squinté

De la même manière, on génère le signal acquis par le radar à partir du scénario squinté
de la figure 1.34. On procède également par algorithme RMA pour former l’image de la zone
éclairée. La différence, par rapport à la simulation précédente (en mode non-squinté) réside dans
le fait que l’antenne pointe dans une direction faisant un angle θ1 avec l’axe x : l’axe radial et
l’axe transverse ne sont plus perpendiculaires. Ceci a pour conséquence que l’image obtenue est
légèrement déformée dans ce repère radiale-transverse non cartésien.
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(a) Scénario stripmap en mode non-squinté pour la simulation du signal reçu par le radar.
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(b) Spectre de l’image SAR. (c) Image SAR.

Fig. 1.33 – Spectre et image en mode non-squinté.
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(a) Scénario stripmap en mode squinté pour la simulation du signal reçu par le radar.
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(b) Spectre de l’image SAR. (c) Image SAR.

Fig. 1.34 – Spectre et image en mode squinté.
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1.4.2 Un exemple d’image réelle obtenue par algorithme de formation d’images
à l’ONERA

La figure 3.3 (c) montre le type d’images réelles Ĩ(r, y) qui peut être formé à l’ONERA au
Département ElectroMagnétisme et Radar (DEMR) avec le radar RAMSES [Bou96]. Les ca-
ractéristiques générales sont les suivantes :

• Angle de squint nul : θ1 = 0◦.

• Angle de dépression : Ψ1 = 31◦.

• Bande Ku :

⋄ Fréquence centrale d’émission fc = 14.2 Ghz.

⋄ Bande émise B = 900 Mhz.

• Vitesse de l’avion : v = 82.61 m/s.

• Distance antenne-centre de zone imagée : R = 4083 m.

• Temps d’intégration du signal : ∆T = 2.86 s.

a/ Dimension de l’antenne synthétique

L’avion circule à une vitesse v = 82.61 m/s. D’autre part, le radar intègre le signal écho
pendant une durée ∆T = 2.86 s. Ces deux informations donnent une antenne synthétique de
dimension DSAR = ∆T · v = 236 m.

b/ Résolutions radiale et transverse

• La résolution radiale est δr = c/2B = 16.6 cm.

• La résolution transverse est δy = cR/(2fcDSAR) = 18 cm.

c/ Notations adoptées

Pour des raisons de commodité, dans toute la suite, les variables kr et r seront renotées kx et x :
Ainsi le spectre H(kr, ky) sera renoté H(kx, ky). De plus, l’image réelle sera notée I au lieu de Ĩ :
par conséquent, on désignera par I(x, y) l’image réelle au lieu de Ĩ(r, y).

d/ Modèle des réflecteurs colorés et anisotropes

Jusqu’à présent, on a supposé que le coefficient de réflectivité des réflecteurs était constant
dans la bande de fréquence (les réflecteurs sont dits blancs) et ne dépend pas de l’angle d’illu-
mination θ (les réflecteurs sont dits isotropes) or la réflectivité {σi}i=1..n des diffuseurs dans une
image réelle est suspectée de varier en fonction de la fréquence f (phénomène de coloration) et
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Chapitre 1. Principe de l’imagerie SAR
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Fig. 1.35 – Zone d’un centre sidérurgique du sud de la France.
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1.4. Quelques exemples de construction d’images

de l’angle θ (phénomène d’anisotropie). Autrement dit, le modèle SAR défini en (1.23) :

H(kx, ky) ≈
∫

R2

I(x, y) exp [+j2π (kx x + ky y)] dxdy (1.35)

avec I(x, y) =
n∑

i=1

σi δ(x − xi, y − yi) (1.36)

est remis en cause pour des signaux large bande et grandes ouvertures angulaires. D’ailleurs,
des modèles théoriques expriment le coefficient de réflexion en fonction de la fréquence f et de
l’angle θ : par exemple, en [Trin97], il est proposé une modélisation gaussienne en angle de l’am-
plitude. Un autre exemple est le modèle GTD18 qui prend en compte la géométrie des diffuseurs
[Pot95, Pot97] : il sera évoqué au chapitre 4. Autrement dit, le pouvoir réfléchissant des diffuseurs
est variable dans la gamme fréquentielle d’émission et dépend de l’angle azimutal θ sous lequel
est vue la cible.

Á titre d’exemple et pour illustrer les effets qu’induisent ces phénomènes sur l’image SAR,
on présente :

• dans la figure 1.36 (a), l’image SAR obtenue en faisant l’hypothèse de 5 réflecteurs blancs
et isotropes. On a modélisé le spectre, que l’on appellera dorénavant coefficient de rétro-

diffusion, comme :

H(~k) =

5∑

i=1

σi · e−j2π~k·~ri (1.37)

où l’on a affecté la valeur unité aux coefficients de réflectivité : σi = 1; i ∈ [1, 5]. L’image
SAR est obtenue en appliquant la transformée de Fourier bidimensionnelle au coefficient
de rétrodiffusion défini en (1.37).

• dans la figure 1.36 (b), l’image SAR construite en supposant que les réflecteurs de la
figure 1.36 (a) sont, à présent, anisotropes et soit colorés soit blancs selon les cas : la
réponse |σi(f, θ)| de chaque réflecteur est illustrée en figure 1.37 ; L’ensemble de ces réponses
est basée sur le modèle GTD en angle présenté ultérieurement hormis la réponse en 1.37
(c) qui suit le modèle gaussien en angle proposé en [Trin97]. Le modèle du coefficient de
rétrodiffusion H est :

H(~k) =
5∑

i=1

σi(f, θ) · e−j2π~k·~ri (1.38)

L’image SAR est obtenue en appliquant la transformée de Fourier bidimensionnelle au
coefficient de rétrodiffusion défini en (2.57).

L’essentiel de notre travail est de mettre en lumière ces phénomènes physiques de coloration
et d’anisotropie. Cette mise en lumière est rendue possible grâce aux méthodes temps-fréquence

qui permettent d’analyser le signal SAR localement19. Mais avant d’introduire l’analyse temps-
fréquence en imagerie SAR, il convient de présenter, dans le chapitre suivant, quelques généralités
de l’analyse temps-fréquence dans le cas d’un signal 1D.

18Geometrical Theory of Diffraction.
19Par opposition à l’imagerie classique, décrite dans ce chapitre, qui effectue l’intégration du signal SAR sur

toutes les fréquences et sur tous les angles dans le but d’obtenir la répartition spatiale des réflecteurs.
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Fig. 1.36 – Images SAR dans le cas de réflecteurs isotropes et blancs puis dans le cas de réflecteurs
anisotropes et blancs ou colorés.
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Fig. 1.37 – Réponse |σi(f, θ)| de chaque réflecteur de l’image SAR illustrée en figure 1.36 (b).
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Chapitre 2

Théorie des distributions
Temps-Fréquence

Pour mettre en lumière d’éventuels phénomènes d’anisotropie et de coloration des réflecteurs
en imagerie SAR, il est nécessaire d’effectuer une analyse locale du signal SAR. Ce traitement
local est rendu possible grâce à l’analyse temps-fréquence étendue aux signaux SAR qui sont
bidimensionnels.

La plus grande partie de ce chapitre est consacrée à familiariser le lecteur à l’analyse temps-
fréquence dans le cas de signaux 1D. On rappellera, pour cela, quelques généralités de l’analyse
temps-fréquence en contexte monodimensionnel.

En fin de ce chapitre, nous étendrons les méthodes temps-fréquence 1D au cas de signaux
2D et plus particulièrement au cas des signaux SAR ; on justifiera, notamment, l’utilisation du
scalogramme (module au carré de la transformée en ondelettes continues) pour mettre en lumière
le caractère anisotrope et coloré des réflecteurs.

2.1 Présentation de l’analyse temps-fréquence

L’analyse temps-fréquence a été introduite pour remédier aux limitations de l’analyse spec-
trale classique (transformée de Fourier) à décrire des signaux dont les caractéristiques spectrales
varient au cours du temps. On trouve généralement ces signaux dits non-stationnaires dans les
domaines aussi variés tels que le radar, le sonar, la parole ou les télécommunications.

Dans ce chapitre, on distinguera deux grandes classes de distributions temps-fréquence :

• La classe de Cohen regroupant des distributions temps-fréquence adaptées aux signaux dits
à bande étroite20 (bande fréquentielle relative petite devant l’unité). Dans cette classe, on
trouve, par exemple, le spectrogramme et la distribution de Wigner-Ville.

20Ces signaux obéissent au groupe physique de transformations par translation en temps et en fréquence. La
classe de Cohen a été construite pour être covariante par ce groupe de transformations.
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

• La classe de Bertrand composée de nouvelles méthodes d’analyse plus avancées, spécifiques
aux signaux large bande21. Dans cette classe, on trouve, par exemple, la distribution affine

unitaire et le scalogramme.

En outre, on demandera à ces distributions de respecter certaines contraintes. Par exemple,
pour interpréter la distribution comme une répartition énergétique du signal dans le plan temps-
fréquence, on exigera la positivité de la distribution.

En particulier, on verra que le spectrogramme et le scalogramme, qui définissent des distribu-
tions d’énergie dans le plan (t, f), sont, en fait, des formes obtenues par lissage respectivement de
la distribution de Wigner-Ville et de la distribution affine unitaire (ces deux dernières distribu-
tions n’étant pas partout positives dans le plan temps-fréquence). On dit que le spectrogramme et
le scalogramme sont des formes régularisées de ces dernières distributions. Ils ont, toutefois, l’in-
convénient, de ne pas vérifier les propriétés dites de marginalisation, et d’introduire une inégalité
de type Heisenberg-Gabor entre la résolution temporelle et fréquentielle.

2.2 Le concept bande étroite-bande large

Dans la pratique, on distingue deux types de signaux : les signaux dits à bande étroite et les
signaux dits à large bande .

Ici, on attire l’attention du lecteur sur le fait que le groupe physique qui agit sur les signaux
bande étroite est le groupe des translations en temps et en fréquence, et que le groupe affine
(translation et contraction/dilatation), est, lui, approprié aux signaux large bande.

On montrera, qu’à partir de tel ou tel groupe de transformations, une classe de distributions
temps-fréquence sera construite et appropriée soit aux signaux bande étroite soit aux signaux
large bande.

Mais avant de présenter les concepts bande étroite et large bande, il convient de rappeler
la notion de signal analytique associé à un signal réel quelconque. Cette notion a été introduite
par Ville [Vil48] et Gabor [Gab46] pour tenter d’attribuer des paramètres physiques (enveloppe,
fréquence instantanée) à tout signal réel et en particulier aux signaux non stationnaires.

2.2.1 Définition du signal analytique

Le signal analytique associé au signal réel s(t) de manière bijective, se définit comme :

z(t) =

∫ +∞

0
2 S(f) ej2πft df (2.1)

où S(f) =

∫

R

s(t) e−j2πft dt est la transformée de Fourier du signal s(t).

21Ces signaux obéissent au groupe affine (transformations de translation et compression/dilatation en temps).
La classe de Bertrand a été construite pour être covariante par le groupe affine.
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2.2. Le concept bande étroite-bande large

Il est à fréquences positives22 et prend la forme complexe suivante :

z(t) = |z(t)| ej(2πfct+ϕ(t)) (2.2)

où |z(t)| est l’enveloppe du signal analytique (elle est à variation lente devant le terme expo-
nentiel) et,

fi(t) = fc +
1

2π

dϕ(t)

dt
(2.3)

est la fréquence instantanée.

Il convient, à présent, de définir le concept de signal bande étroite et large bande.

2.2.2 Les signaux bande étroite

Un signal bande étroite est un signal dont la largeur de bande relative (B/fc)≪ 1, avec B,
et fc définissant respectivement la bande fréquentielle et la fréquence centrale du signal.

Ces signaux peuvent généralement être mis sous la forme complexe suivante :

s(t) = |a(t)| cos(2πfct + φ(t)) (2.4)

• Le terme a(t) décrit la façon dont varie l’amplitude du signal.

• La fonction φ(t) représente la loi de modulation de phase (ou de fréquence).

• La fréquence centrale fc est souvent appelée fréquence porteuse du signal.

Considérant l’écriture (2.4) du signal réel bande étroite s(t), la forme complexe s(t) associée
à ce signal s(t) s’écrit :

s(t) = |a(t)| ej(2πfct+φ(t)) (2.5)

En bande étroite, le signal analytique z(t) est une approximation du signal complexe s(t) ca-
ractérisé en (2.2). Autrement dit, on a :

|a(t)| ≈ |z(t)| (2.6)

φ(t) ≈ ϕ(t) (2.7)

à condition que fc /∈ [−B/2, B/2] (théorème de Bedrosian) [Bed63].

Les approximations (2.6) et (2.7) seront d’autant justifiées que (B/fc)→ 0, c’est à dire que
la bande relative sera petite [Boa92].

D’ailleurs, on recourt à cette approximation en radar pour assimiler l’effet Doppler en bande
étroite comme un simple décalage fréquentiel du signal réfléchi (par un point-cible en mouvement)
par rapport au signal d’émission [Kal92]. Autrement dit, le signal réfléchi se présente comme une
version du signal d’émission translaté en temps et en fréquence23.

22Son spectre Z(f) est obtenu en tronquant les fréquences négatives au spectre réel : Z(f) = 2Y (f)S(f).
avec Y (f) l’échelon unité. Le contenu informationnel n’est toutefois pas altéré puisque les composantes fréquen-
tielles négatives du signal réel peuvent être retrouvées grace à la relation S(−f) = S∗(f).

23On trouvera le détail de l’effet Doppler en bande étroite en section (F.2) de l’annexe F.
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À l’image de cet exemple, l’étude des signaux à bande étroite est principalement fondée sur
le groupe des translations en temps et en fréquence qui agit sur les signaux complexes en général
comme :

z(t) −→ z′(t) = ej2πfot z(t− to)

Z(f) −→ Z ′(f) = e−j2πfto Z(f − fo)

avec Z(f) la transformée de Fourier de z(t).

Les signaux analytiques large bande, quant à eux, obéissent à un autre groupe de transfor-
mations qu’est le groupe affine présenté dans le paragraphe suivant.

2.2.3 Signaux large bande

Un signal large bande est un signal dont la largeur de bande relative n’est plus négligeable
devant l’unité.

On rencontre ce type de signaux le plus souvent en acoustique ou en sonar. À titre d’exemple,
l’effet Doppler se traduit par une transformation de translation et contraction/dilatation sur le
temps24 :

s(t) =
√

γ p(γ [t− τ ])

où p(t) et s(t) sont respectivement les signaux réels d’émission et de réflexion [Kal92]. Les
constantes τ et γ sont respectivement le retard du signal et le facteur de compression. Le
terme

√
γ n’existe que pour garantir la conservation d’énergie (définie par le produit scalaire

usuel) entre le signal réfléchi s(t) et le signal émis p(t).

D’une manière générale, le groupe affine (relatif aux transformations de translation et contrac-
tion/dilatation en temps) agit sur les signaux analytiques large bande, en temps ou en fréquence,
de la manière suivante :

z(t) −→ z′(t) = ar z(a−1(t− b))

Z(f) −→ Z ′(f) = ar+1 e−j2πfb Z(af)

où a est un réel strictement positif et b un réel quelconque. Le paramètre réel r est introduit
afin de respecter le dimensionnement physique du signal25, c’est à dire la concordance des unités
physiques entre observateurs ayant subi une contraction ou une dilatation de leur horloge [Ber88,
Ber91b, Ova92, Vig96].

24L’effet Doppler exact, c’est à dire en large bande, est détaillé dans le paragraphe (F.1) de l’annexe F.
25L’introduction de ce paramètre r permet d’élargir le cas classique r = −1/2. En effet, ce cas est rencontré,

notamment, dans les applications radar (comme l’effet Doppler large bande) dans le but de conserver l’énergie
après une transformation affine.
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2.3 Construction de distributions bilinéaires

À chaque type de signaux (bande étroite, large bande), est associé un groupe de transforma-
tions (groupe des translations en temps et en fréquence, groupe affine).

Par conséquent, pour chaque type de signaux, on va chercher à construire une classe géné-
rale de représentations temps-fréquence vérifiant un diagramme de covariance par le groupe de
transformations considéré.

Ces représentations temps-fréquence sont construites à partir d’une structure bilinéaire26 du
signal analytique z(t) associé au signal s(t).

Cette structure est appelée partie utile du signal analytique et peut être définie en temps ou
en fréquence par :

uz(t1, t2) = z∗(t1) z(t2) (2.8)

Uz(f1, f2) = Z∗(f1) Z(f2) (2.9)

Ainsi, la représentation temps-fréquence d’un signal z(t) prendra la forme suivante :

Pz(t, f) =

∫

R

∫

R

k(t, f ; t1, t2) uz(t1, t2) dt1 dt2 (2.10)

ou encore

Pz(t, f) =

∫

R

∫

R

K(t, f ; f1, f2) Uz(f1, f2) df1 df2 (2.11)

où les quantités k(t, f ; t1, t2) et K(t, f ; f1, f2) sont des noyaux qui sont transformées de Fourier
bidimensionnelles l’une de l’autre par rapport aux variables (t1, t2) et (f1, f2). La connaissance
de ces noyaux détermine complètement la représentation temps-fréquence.

Ainsi, selon le type de signal étudié (bande étroite, large bande), on imposera aux signaux
et à leurs représentations temps-fréquence associées de vérifier un diagramme de covariance de
groupe (groupe des translations en temps et en fréquence, groupe affine). De cette manière, on
détermine le noyau défini en (2.10) ou (2.11). Ceci aura pour conséquence la construction de
la classe de Cohen, adaptée aux signaux bande étroite et la classe de Bertrand, spécifique aux
signaux large bande.

Les deux paragraphes suivants sont dédiés à ces deux grandes classes de distributions temps-
fréquence.

26Un signal réel s(t) est toujours mesuré ou analysé à une phase près : le recours à la structure bilinéaire permet
d’obtenir une quantité indépendante de cette phase.
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

2.4 Représentation temps-fréquence des signaux bande étroite

L’étude des signaux à bande étroite est principalement fondée sur le groupe des translations
en temps et en fréquence qui agit sur les signaux complexes, en temps ou en fréquence, en général
comme :

z(t) −→ z′(t) = ej2πfot z(t− to)

Z(f) −→ Z ′(f) = e−j2πfto Z(f − fo) (2.12)

Par action du groupe (2.12) sur les signaux complexes, on demande aux représentations
temps-fréquence I(t, f) de respecter le diagramme de covariance suivant :

z(t) −→ z′(t) = ej2πfot z(t− to)

↓ ↓

Z(f) −→ Z ′(f) = e−j2πfto Z(f − fo) (2.13)

↓ ↓

Iz(t, f) −→ Iz′(t, f) = Iz(t− to, f − fo)

2.4.1 La classe de Cohen

a/ Définition

Les représentations temps-fréquence qui vérifient le diagramme de covariance (2.13) sont
répertoriées dans une classe, appelée classe de Cohen [Coh89, Fla98]. Elle est donnée par :

Cz(t, f) =

∫

R

∫

R

∫

R

ej2πn(u−t) φ(n, τ) z(u + τ/2) z∗(u− τ/2) e−j2πfτ dn du dτ (2.14)

où φ(n, τ) est une fenêtre d’observation telle que :

φ(n, τ) = φ∗(−n,−τ)

φ(0, 0) = 1

Par construction, toutes les représentations temps-fréquences de la classe de Cohen vérifient
le diagramme de covariance (2.13). Ceci étant dit, on demande à ces représentations de vérifier
d’autres contraintes. Les contraintes les plus importantes sont mentionnées dans le paragraphe
suivant.

b/ Contraintes imposées à la classe de Cohen

Pour des raisons de clarté et de commodité, il serait souhaitable que les représentations
temps-fréquence de la classe de Cohen, construites sur le signal analytique z(t) et notées Cz(t, f),
vérifient certaines contraintes dont les plus importantes sont les suivantes :
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2.4. Représentation temps-fréquence des signaux bande étroite

Contrainte 1 Pour définir une densité d’énergie dans le plan temps-fréquence, Cz(t, f) doit
être réelle, positive et vérifier : ∫

R

∫

R

Cz(t, f) dt df = Ez (2.15)

où Ez définit l’énergie du signal donnée par :

Ez =

∫

R

|z(t)|2 dt =

∫

R

|Z(f)|2 df

Contrainte 2 La représentation Cz(t, f) doit vérifier la propriété de marginalisation sur le
temps : ∫

R

Cz(t, f) dt = |Z(f)|2 (2.16)

L’intégration de la représentation temps-fréquence sur l’axe du temps donne la densité spectrale
d’énergie.

Contrainte 3 La représentation Cz(t, f) doit vérifier la propriété de marginalisation sur la
fréquence : ∫

R

Cz(t, f) df = |z(t)|2 (2.17)

L’intégration de la représentation temps-fréquence sur l’axe de la fréquence donne la puissance
instantanée.

Contrainte 4 Définition des principaux moments de la distribution

Si le signal temporel z(t) analytique et sa transformée de Fourier Z(f) sont définis par une
enveloppe et une phase :

z(t) = a(t) ejφ(t) ←→ Z(f) = A(f) ejϕ(t)

alors, les moments du premier ordre de la distribution définissent la fréquence instantanée fi(t) et
le temps de propagation de groupe τg(f) :

∫

R

f Cz(t, f) df
∫

R

Cz(t, f) df

= fi(t) =
1

2π

dφ

dt
(2.18)

∫

R

t Cz(t, f) dt
∫

R

Cz(t, f) dt

= τg(f) =
−1

2π

dϕ

df
(2.19)
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

Contrainte 5 Conservation du support du signal temporel ou fréquentiel

Si le signal occupe une bande de fréquence donnée B ou a une durée T , la distribution
temps-fréquence possède alors le même support fréquentiel ou temporel.

Contrainte 6 Propriété d’unitarité ou de Moyal

∫

R

∫

R

Cz1(t, f) C∗
z2

(t, f) dt df =

∣∣∣∣
∫

R

z1(t) z∗2(t) dt

∣∣∣∣
2

(2.20)

Malheureusement, aucune distribution ne peut vérifier à la fois toutes ces propriétés. Ceci
dit, on demande aux distributions de ne vérifier que les plus importantes.

Une des distributions de la classe de Cohen qui vérifie la plupart des contraintes précédentes
est la distribution de Wigner-Ville [Coh89]. Elle est très populaire et une des plus utilisées en
traitement du signal.

2.4.2 Une représentation t-f particulière : la distribution de Wigner-Ville

a/ Définition

Partant de la formulation de la classe de Cohen (2.14), la distribution de Wigner-Ville est
obtenue, en imposant à la fonction de pondération φ d’être indépendante de n et de τ :

φ(n, τ) = 1, ∀ (n, τ)

Par conséquent, la distribution de Wigner-Ville est définie comme :

Wz(t, f) =

∫

R

z(t + τ/2) z∗(t− τ/2) e−j2πfτ dτ (2.21)

ou encore

Wz(t, f) =

∫

R

Z(f + u/2) Z∗(f − u/2) e+j2πtu du (2.22)

b/ Propriétés de la distribution de Wigner-Ville

Elle vérifie, entre autres, les propriétés suivantes :

(1) La distribution de Wigner-Ville W (t, f) appartient à la classe de Cohen : elle respecte
donc le diagramme de covariance (2.13) basé sur le groupe des translations en temps et en
fréquence.

(1) La distribution de Wigner-Ville W (t, f) est réelle mais non forcément positive pour toutes
les valeurs de t et de f .
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2.4. Représentation temps-fréquence des signaux bande étroite

(2) La distribution de Wigner-Ville W (t, f) satisfait les propriétés marginales en temps et
en fréquence permettant respectivement d’accéder à la densité spectrale d’énergie et à la
puissance instantanée du signal :

∫

R

Wz(t, f) dt = |Z(f)|2 (2.23)

∫

R

Wz(t, f) df = |z(t)|2 (2.24)

(3) Les moments du premier ordre de la distribution permettent d’accéder à la fréquence
instantanée fi(t) et au temps de propagation de groupe τg(f) :

∫

R

f Wz(t, f) df
∫

R

Wz(t, f) df

= fi(t) =
1

2π

dφ

dt
(2.25)

∫

R

t Wz(t, f) dt
∫

R

Wz(t, f) dt

= τg(f) =
−1

2π

dϕ

df
(2.26)

(4) La distribution de Wigner-Ville W (t, f) satisfait la formule de Moyal (2.20).

(5) Elle localise parfaitement les signaux monochromatiques ainsi que les signaux chirps sur
des courbes d’équation f = kt :

Z(f) = δ(f − fo) → Wz(t, f) = δ(f − fo)

z(t) = ej2πkt2 → Wz(t, f) = δ(f − kt)

Á titre d’illustration, on montre en figure 2.1(a), la distribution de Wigner-Ville d’un chirp
de bande B = 1 Ghz et de fréquence centrale fc = 10 Ghz : l’énergie du signal est concentré
sur une courbe f = kt + fmin.

(6) De part sa structure bilinéaire, la distribution de Wigner-Ville crée des interactions entre
les composantes du signal [Kad92]. Soit, par exemple, le signal z(t) = z1(t) + z2(t), la
distribution de Wigner-Ville du signal z(t) est donnée par

Wz(t, f) = Wz1(t, f) + Wz2(t, f) + 2 Re

[ ∫

R

z1(t + τ/2) z∗2(t− τ/2) e−j2πfτ dτ

]
(2.27)

Dit d’une autre manière, deux points dans le plan temps-fréquence génèrent une interac-
tion localisée en leur barycentre. En particulier, si les signaux z1(t) et z2(t) ne sont pas
analytiques, la distribution de Wigner-Ville fait apparaître des interactions entre les com-
posantes à fréquences positives et négatives. Á titre d’exemple, on illustre en figure 2.1(b)
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

la distribution de Wigner-Ville d’un signal somme de deux chirps : on peut effectivement
observé qu’il existe des interactions entre les deux chirps.
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(a) Localisation d’un chirp (b) Interactions entre les 2 chirps.
sur une courbe f = kt + fo

Fig. 2.1 – Distribution de Wigner-Ville d’un chirp puis celle d’un signal résultat de la somme de
2 signaux (existence de termes d’interférences).

2.4.3 Le spectrogramme : une forme régularisée de la distribution de Wigner-
Ville

a/ Construction de la forme régularisée

La représentation W (t, f) n’est pas partout positive. Elle ne peut donc être considérée comme
une densité d’énergie dans le plan temps-fréquence. Un moyen de remédier à ce problème est de
construire une forme régularisée associée à cette distribution en utilisant la formule de Moyal
(2.20).

La distribution de Wigner-Ville étant réelle, la formule de Moyal s’écrit :

∫

R

∫

R

Wz(t, f) Wg(t, f) dt df =

∣∣∣∣
∫

R

z(t) g∗(t) dt

∣∣∣∣
2

(2.28)

Soit le signal analysant gto,fo(t) = h(t − to) e+j2πfot avec h une fenêtre d’analyse réelle. En
utilisant le diagramme de covariance (2.13) (relatif aux translations en temps et en fréquence)
sur la distribution de Wigner-Ville, on a :

Wgto,fo
(t, f) = Wh(t− to, f − fo) (2.29)64



2.4. Représentation temps-fréquence des signaux bande étroite

Par conséquent, la forme régularisée Sz de la distribution de Wigner-Ville s’exprime par :

Sz(to, fo) =

∫

R

∫

R

Wz(t, f) Wh(t− to, f − fo) dt df (2.30)

=

∣∣∣∣
∫

R

z(t) h∗(t− to) e−j2πfot dt

∣∣∣∣
2

(2.31)

=

∣∣∣∣
∫

R

z(t) g∗to,fo
(t) dt

∣∣∣∣
2

(2.32)

La forme régularisée Sz est obtenue par lissage de la distribution de Wigner-Ville d’après
(2.30). Elle est, finalement, d’après (2.31), le spectrogramme, s’exprimant comme le module au
carré de la transformée à court terme [Fla88, Coh89, Ova92, Vig96].

Il faut noter que ce lissage permet de réduire les interférences qu’engendre la distribution
de Wigner-Ville27 [Fla98] mais au prix d’une dégradation de la résolution (voir figures 2.2(a) et
2.2(b)). On perd également les propriétés marginales (2.23) et (2.24) et les résolutions temporelle
et fréquentielle ne peuvent être fixées indépendamment l’une de l’autre du fait de l’inégalité
d’Heisenberg-Gabor.
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de la distribution de Wigner-Ville

Fig. 2.2 – Lissage de la distribution de Wigner-Ville : réduction des interférences au prix d’une
dégradation de la résolution.

27Les deux éléments positivité et lissage sont intimement liés. En effet, les valeurs négatives de la distribution
de Wigner-Ville apparaissent de manière primordiale dans les termes d’interférences qui sont de nature oscillante.
Opérer un lissage réduit ces interférences tout en garantissant la positivité.
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b/ Inconvénient du spectrogramme : compromis temps-fréquence.

Les cellules de résolution temporelle et fréquentielle sont liées par le principe d’Heisenberg-

Gabor28. Pour expliquer ce phénomène, mettons en évidence la dualité temps-fréquence en ré-
écrivant le spectrogramme à partir du signal fréquentiel Z(f). Avec la formule de Parseval29, on
a :

Sz(to, fo) =

∣∣∣∣
∫

R

Z(f) H∗(f − fo) e+j2πfto df

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

R

Z(f) G∗
to,fo

(f)

∣∣∣∣
2

Avec Gto,fo(f) = H(f − fo) e−j2πfto

On définit, alors, les étendues temporelle σt et fréquentielle σf des atomes temps-fréquence :

σ2
t =

1

||gto,fo||

∫

R

(t− < t >)2 |gto,fo(t)|2 dt

σ2
f =

1

||Gto,fo||

∫

R

(f− < f >)2 |Gto,fo(f)|2 df

avec < t > et < f > respectivement les époque et fréquence moyenne définit par :

< t > =
1

||gto,fo||

∫

R

t |gto,fo(t)|2 dt

< f > =
1

||Gto,fo||

∫

R

f |Gto,fo(f)|2 df

Les étendues σt et σf vérifient l’inégalité d’Heisenberg-Gabor dont la démonstration est
fournie en annexe G :

σt σf >
1

4π
(2.33)

La relation (2.33) signifie simplement que les deux paramètres σt et σf ne peuvent être choi-
sis de manière indépendante et que les atomes temps-fréquence ne peuvent être parfaitement
localisés à la fois en temps et en fréquence : les résolutions temporelle et fréquentielle ne peuvent
être fixées délibérement l’une de l’autre.

D’autre part, on peut vérifier que ces deux paramètres σt et σf sont constants dans tout
le plan temps-fréquence : autrement dit, ils ne dépendent pas des paramètres de localisation
(to, fo) des atomes temps-fréquence. La figure 2.3 montre le pavage temps-fréquence dans le cas
du spectrogramme [Mal98].

28Du fait de la dualité des espaces temps et fréquence, on ne peut connaître avec suffisamment de précision la
localisation à la fois en temps et en fréquence d’un signal : par exemple, un signal de très brève durée possède
une densité spectrale très étendue et vice-versa.

29Cette formule exprime le fait que le produit scalaire entre deux signaux se conserve par passage du domaine

temporel au domaine fréquentiel :
Z

R

x(t) y∗(t) dt =

Z

R

X(f) Y ∗(f) df
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Fig. 2.3 – Représentation symbolique des cellules de résolution dans le plan temps-fréquence dans
le cas de la transformée de Fourier à court terme.

2.5 Représentation temps-fréquence des signaux large bande

Le groupe (2.12) des translations en temps et en fréquence n’est pas cohérent avec les signaux
large bande. De plus, il ne conserve pas l’espace des signaux analytiques qui ont pour propriété
d’être à fréquence positive.

Le groupe physique qui est cohérent avec les signaux analytiques large bande est le groupe

affine des translations et contractions/dilations en temps. Ce groupe agit sur les signaux analy-
tiques en général comme :

z(t) −→ z′(t) = ar z(a−1(t− b)) (2.34)

↓ ↓

Z(f) −→ Z ′(f) = ar+1 e−j2πfb Z(af)

où a est un réel strictement positif et b un réel quelconque. On rappelle que le paramètre réel r30

est introduit afin de respecter le dimensionnement physique du signal, c’est à dire la concordance
des unités physiques entre observateurs ayant subi une contraction ou une dilatation de leur

30Il faut mentionner que le produit scalaire invariant par le groupe (2.34) dépend de ce paramètre r :

< Z1, Z2 >=

Z +∞

0

Z1(f) Z∗

2 (f) f2r+1 df

Les définitions usuelles du produit scalaire et de l’énergie sont retrouvés avec la valeur particulière r = −1/2.
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

horloge31.

De ce fait, on impose aux représentations temps-fréquence I(t, f) de vérifier le diagramme de
covariance relatif au groupe affine [Ber88, Ova92, Vig96]. Ce diagramme s’écrit comme suit :

z(t) −→ z′(t) = ar z(a−1(t− b))

↓ ↓ (2.35)

Z(f) −→ Z ′(f) = ar+1 e−j2πfb Z(af)

↓ ↓

Iz(t, f) −→ Iz′(t, f) = aq Iz(a
−1(t− b), af)

où q est aussi un paramètre de dimensionnement physique32, indépendant de r. Pour plus de
clarté, dans toute la suite, on posera r = −1/2 (cas usuel) et q = 0 (interprétation probabiliste
de la représentation temps-fréquence).

2.5.1 La classe de Bertrand

Les représentations temps-fréquence qui vérifient le diagramme de covariance (2.35) sont
répertoriées dans une classe, appelée classe de Bertrand [Ber91a, Ber88, Ova92]. Elle est donnée
par :

Bz(t, f) = f

∫ +∞

0

∫ +∞

0
K(v, v′) Z(fv) Z∗(fv′) e+j2πft(v−v′) dv dv′ (2.36)

où K(v, v′) est un noyau symétrique et réel : K(v, v′) = K∗(v′, v).

Cette famille de distribution respecte le diagramme de covariance relatif au groupe affine
donné par (2.34). Le noyau K(v, v′) dans (2.36) est libre : il existe, de ce fait, une infinité de
distributions appartenant à cette classe. Une des plus connues est la distribution affine unitaire

présentée dans le paragraphe suivant.

2.5.2 La distribution affine unitaire : une solution particulière de la classe de
Bertrand

a/ Définition

Parmi les formes de la classe de Bertrand (2.36), il existe, donc, une distribution appelée
distribution affine unitaire [Ber88, Ber91a, Ova92, Rio92]. Elle est en quelque sorte l’analogue
affine de ce que représente la distribution de Wigner-Ville pour le groupe des translations. Elle
s’écrit à partir du signal analytique Z(f) comme :

Uz(t, f) = f

∫ +∞

−∞
(λ(s)λ(−s))1/2 Z(fλ(s)) Z∗(fλ(−s)) e2iπfts ds (2.37)

31On reviendra sur ce paramètre de dimensionnement au troisième chapitre où l’on étudiera un signal appelé
coefficient de rétrodiffusion qui a la dimension d’une longueur.

32Par exemple, si l’on veut de donner à Iz′(t, f) une signification probabiliste (densité de probabilité),
le choix q = 0 (caractérisant la non-dimensionalité de Iz′(t, f)) est alors imposé.
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2.5. Représentation temps-fréquence des signaux large bande

avec la fonction λ continue, croissante et bijective de R dans R+∗ :

λ(s) =
s

1− e−s

Elle possède des propriétés intéressantes dont certaines sont mentionnées dans le paragraphe
suivant.

b/ Quelques propriétés de la distribution unitaire

En effet, la distribution unitaire compte, entre autres, les propriétés suivantes :

• Elle possède une marginale sur le temps :
∫

R

Uz(t, f) dt = |Z(f)|2

Par contre, la marginalisation sur la fréquence, contrairement au cas bande étroite, est
difficile à calculer ici. Il est, de plus, inconcevable que cette marginalisation puisse donner,
comme dans le cas bande étroite, la puissance instantanée du signal analytique (module
au carré de l’enveloppe). En effet, l’enveloppe définie en (2.2) ne correspond pas à une
quantité physique en large bande [Boa92].

• Elle est réelle mais pas partout positive dans le plan temps-fréquence.

• Elle localise parfaitement les signaux monochromatiques Z(f) = Y (f) f1/2 δ(f − fo), les
signaux chocs Z(f) = Y (f) f−1/2 exp [−j2πfto] et également les signaux dit hyperboliques
(à temps de propagation de groupe hyperbolique) sur des courbes t = to + β/f [Ova92].
La localisation des signaux hyperboliques se traduit par (voir figure 2.4 (a)) :

Z(f) = Y (f) f−j2πβ−1/2 e−j2πfto → Uz(t, f) = f−1 δ (t− (to + β/f))

où Y (f) est l’échelon unité, également appelée distribution de Heaviside.

• Elle crée des interactions entre les composantes du signal (voir figure 2.4(b)).

• Elle est unitaire par construction :

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0
Uz1(t, f) Uz2(t, f) dt df =

∣∣∣∣
∫ +∞

0
Z1(f) Z∗

2 (f) df

∣∣∣∣
2

(2.38)

• Le moment du premier ordre sur le temps de la distribution définit le temps de propagation
de groupe τg(f) : ∫

R

t Uz(t, f) dt
∫

R

Uz(t, f) dt

= τg(f)
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

Par contre, le moment du premier ordre sur la fréquence, contrairement au cas bande
étroite, est difficile à calculer ici. Il est, de plus, inconcevable que ce moment puisse don-
ner, comme dans le cas bande étroite, la fréquence instantanée du signal analytique. En
effet, la fréquence instantanée définie en (2.3) ne correspond pas à une quantité physique
en large bande [Boa92].

• La distribution affine unitaire tend vers la distribution de Wigner-Ville lorsque la bande
relative tend vers zéro [Vig96].

• Elle conserve le support des signaux ; en particulier elle est nulle sur l’espace des fréquences
négatives.
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Fig. 2.4 – Distribution unitaire d’un signal hyperbolique puis celle de la somme de 2 signaux
(existence de termes d’interférences).

2.5.3 Le scalogramme : une forme régularisée de la distribution affine unitaire

a/ Construction de la forme régularisée

Comme la distribution de Wigner-Ville, la distribution unitaire U(t, f) n’est pas positive. Elle
ne définit donc pas une densité d’énergie dans le plan temps-fréquence. Un moyen de remédier à
ce problème est de construire une forme régularisée associée à cette distribution en utilisant la
formule de Moyal (2.38) [Ova92, Vig96].
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2.5. Représentation temps-fréquence des signaux large bande

Soit la fonction Φ0,1(f) localisée autour de la fréquence f = 1 Hz, du temps t = 0 et nulle
pour les fréquences négatives : on appelle cette fonction, ondelette-mère. On construit, alors, une

famille d’ondelettes33 Φto,fo(f) =
1√
fo

Φ0,1(f/fo) e−j2πfto à partir de l’ondelette-mère : l’énergie

de chaque ondelette Φto,fo(f) est alors concentrée autour de (to, fo) dans le plan temps-fréquence,
celle de l’ondelette mère est, elle, concentrée autour de (t, f) = (0, 1).

En appliquant le diagramme de covariance (2.35) relatif au groupe affine sur la distribution
affine unitaire avec (a, b; r, q) = (1/fo, to;−1/2, 0), on a :

UΦto,fo
(t, f) = UΦ0,1(fo(t− to), f/fo) (2.39)

Par conséquent, la forme régularisée Ωz obtenue par un lissage particulier de la distribution
affine unitaire s’exprime par :

Ωz(to, fo) =

∫

R

∫

R+

UZ(t, f) UΦto,fo
(t, f) dt df (2.40)

=

∫

R

∫

R+

UZ(t, f) UΦ0,1(fo(t− to), f/fo) dt df (2.41)

Enfin, en utilisant la formule de Moyal (2.38) avec Z1(f) = Z(f) et Z2(f) = Φto,fo(f), on a :

Ωz(to, fo) =

∣∣∣∣
∫ +∞

0
Z(f) Φ∗

to,fo
(f) df

∣∣∣∣
2

(2.42)

=

∣∣∣∣
∫ +∞

0
Z(f)

1√
fo

Φ∗
0,1(f/fo) e+j2πfto df

∣∣∣∣
2

(2.43)

On reconnaît la transformée en ondelettes continues Tz du signal Z(f) [Mal98, Tor95]. Les
coefficients d’ondelettes Tz(to, fo) sont définis par34 :

Tz(to, fo) =

∫ +∞

0
Z(f) Φ∗

to,fo
(f) df

Par conséquent, Ωz est le scalogramme s’exprimant comme le module au carré de la transformée
en ondelettes continues. Il est positif et définit une distribution d’énergie du signal dans le plan
temps-fréquence.

Avec cette régularisation, on réduit les interactions entre composantes du signal mais on dé-
grade la résolution dans le plan temps-fréquence (voir figure 2.5 (b)) suivant l’inégalité d’Heisenberg-
Gabor et on perd les propriétés marginales.

33On pourra vérifier la conservation de l’énergie entre l’ondelette-mère et les ondelettes ainsi construites :
‖Φto,fo

‖ = ‖Φ0,1‖. La définition de l’énergie est ici, EZ = ‖Z‖ =
R +∞

0
|Z(f)|2 df avec le choix r = −1/2.

34Le signal Z(f) peut être recomposé à partir de ces coefficients d’ondelette par la formule dite de reconstruction :

Z(f) =

Z +∞

0

dfo

Z +∞

−∞

Tz(to, fo) Φto,fo
(f) dto à condition que

Z +∞

0

|Φ0,1(f)|2

f
df = 1

Cette dernière contrainte constitue la condition d’admissibilité sur l’ondelette-mère pour retrouver le signal Z(f).
On pourra se reporter à l’annexe H pour la démonstration.
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Fig. 2.5 – Distribution unitaire et scalogramme.

b/ Inconvénients du scalogramme : compromis temps-fréquence

À nouveau, comme dans le cas du spectrogramme, les cellules de résolutions temporelles et
fréquentielles ne peuvent être choisies de manière indépendante dans le plan temps-fréquence.

Pour expliquer cet inconvénient, mettons en évidence la dualité temps-fréquence en réécrivant
le scalogramme à partir du signal temporel z(t). En utilisant la formule de Parseval35, on a :

Tz(to, fo) =

∣∣∣∣
∫

R

z(t)
√

fo ϕ∗
0,1(fo(t− to)) dt

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫

R

z(t) ϕ∗
to,fo

(t)

∣∣∣∣
2

avec ϕ0,1(t) = F−1

f−→t
Φ0,1(f) et ϕto,fo(t) =

√
fo ϕ0,1(fo(t− to)).

Comme dans le cas précédent du spectrogramme, on définit les étendues temporelle σt et
fréquentielle σf de l’ondelette-mère par :

σt
2 =

1

||ϕ0,1||

∫

R

(t− < t >)2 |ϕ0,1(t)|2 dt

σf
2 =

1

||Φ0,1||

∫ +∞

0
(f− < f >)2 |Φ0,1(f)|2 df

35On rappelle que cette formule exprime le fait que le produit scalaire entre deux signaux se conserve par
passage du domaine temporel au domaine fréquentiel :

R

R
x(t) y∗(t) dt =

R

R
X(f) Y ∗(f) df .
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avec les époque et fréquence moyennes définies par :

< t > =
1

||ϕ0,1||

∫

R

t |ϕ0,1(t)|2 dt

< f > =
1

||Φ0,1||

∫ +∞

0
f |Φ0,1(f)|2 df

De la même manière, on peut définir les époque et fréquence moyennes, ainsi que les étendues
temporelle et fréquentielle pour chaque ondelette localisée en (to, fo) :

σt
2
(to,fo) =

1

||ϕto,fo||

∫

R

(t− < t >(to,fo))
2 |ϕto,fo(t)|2 dt

σf
2
(to,fo)

=
1

||Φto,fo||

∫ +∞

0
(f− < f >(to,fo))

2 |Φto,fo(f)|2 df

avec les époque et fréquence moyennes définies par :

< t >(to,fo) =
1

||ϕto,fo ||

∫

R

t |ϕto,fo(t)|2 dt

< f >(to,fo) =
1

||Φto,fo||

∫ +∞

0
f |Φto,fo(f)|2 df

Contrairement au cas du spectrogramme, les étendues temporelle et fréquentielle localisée
en (to, fo) dépendent du paramètre de localisation fréquentielle fo :

σt
2
(to,fo) = σ2

t /f
2
o (2.44)

σf
2
(to,fo)

= f2
o σ2

f (2.45)

Par contre, l’inégalité d’Heisenberg-Gabor reste vérifiée pour chaque ondelette :

σt(to,fo) σf (to,fo)
= σt σf >

1

4π

À nouveau, ces deux paramètres ne peuvent être choisis de manière indépendante et les atomes
temps-fréquence ne peuvent être parfaitement localisés à la fois en temps et en fréquence : les
résolutions temporelle et fréquentielle ne peuvent être fixées délibérement l’une de l’autre. La
figure 2.6 montre le pavage temps-fréquence dans le cas du scalogramme [Mal98].

Le paragraphe suivant présente quelques exemples de méthodes temps-fréquence étendues
aux signaux bidimensionnels et plus particulièrement aux signaux SAR.
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Fig. 2.6 – Représentation symbolique des cellules de résolution dans le plan temps-fréquence dans
le cas de la transformée en ondelettes continues.

2.6 Quelques exemples d’extension de l’analyse temps-fréquence

aux signaux SAR

2.6.1 Spectrogramme sur signaux SAR bruts

On entend par signal brut, le signal tel qu’il est acquis par le radar : l’équation (1.19) formule
ce signal brut S(k, u) après suppression de la porteuse P (f) et en supposant la compensation de
mouvement du radar effectuée36. En supposant n réflecteurs colorés (l’amplitude dépend de la
fréquence) et anisotropes (l’amplitude dépend de l’angle azimutal d’illumination θ ou de manière
équivalente de la position u du radar sur sa trajectoire), ce signal se réécrit :

S(k, u) =

n∑

i=1

σi(f, u) e−j2πk
√

(X1−xi)2+(Y1+u−yi)2 (2.46)

Ainsi, le premier outil temps-fréquence que l’on peut proposer pour mettre en lumière le
caractère coloré et anisotrope des réflecteurs s’apparente au spectrogramme37 et s’applique au
signal SAR que l’on renomme pour l’occasion H(f, u) de la manière suivante :

SH(xo, yo, fo, uo) =

∣∣∣∣
∫

R

∫

R+

H(f, u) F ∗(f − fo, u− uo) ej2πk
√

(X1−xo)2+(Y1+u−yo)2df du

∣∣∣∣
2

(2.47)

36En effet, dans la réalité, le radar accuse un écart par rapport à la trajectoire nominale. La compensation de
mouvement consiste à corriger cet écart et par conséquent tout se passe comme si le radar se déplaçait effectivement
sur la trajectoire nominale.

37Bien que cet outil ne soit pas au sens stricte le spectrogramme 2D, on l’appellera malgré tout spectrogramme
par abus de langage.
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où F (f, u) est une fenêtre d’analyse.

Le spectrogramme (2.47) se réécrit, dans le cas où le mouvement du radar n’est pas compensé,
comme :

SH(xo, yo, fo, uo) =

∣∣∣∣
∫

R

∫

R+

H(f, u) F ∗(f − fo, u− uo) ej2πk
√

(X1−xo)2+(Y1+u+e(u)−yo)2df du

∣∣∣∣
2

(2.48)

où e(u) est l’écart qu’accuse le radar par rapport à la trajectoire nominale lorsque ce dernier
est sensé être à la position u sur cette même trajectoire (voir figure 2.7). En pratique, cette
écart e(u) peut être calculé et donc est considéré comme connu.

trajectoire nominale

trajectoire r elle

e(u)

u

Fig. 2.7 – Mouvement réel du porteur radar.

Á titre d’exemple, on a considéré une zone constituée de 5 réflecteurs colorés (sauf un qui est
blanc) et anisotropes et imagée par un radar se déplaçant sur la trajectoire nominale rectiligne de
longueur DSAR = 416 m, situé à X1 = 4000 m du centre de zone, en mode non-squinté (Y1 = 0)
et émettant une bande de fréquence B = 1 Ghz autour de la fréquence centrale fc = 9.6 Ghz.
La figure 2.8(a) illustre le module du signal H(f, u) simulé tandis que la figure 2.8(b) montre le
module de l’image reconstruite par l’algorithme RMA développé au chapitre 1. La figure 2.9(a)
montre le caractère coloré et anisotrope que l’on a attribué à chacun des 5 réflecteurs et la figure
2.9(b) illustre la mise en lumière de la coloration et de l’anisotropie des réflecteurs grâce au
spectrogramme : en effet, SH(xo, yo; f, u) fournit la distribution d’énergie, dans le plan (f, u) du
réflecteur localisé en (xo, yo). On constate que la distribution d’énergie des réflecteurs est une
version lissée de la réponse de ces réflecteurs illustrée en 2.9(a).

Cependant, la mise en pratique de cet outil temps-fréquence est coûteuse en terme de temps
de calcul. De plus, bien que cet outil ait été développé, il n’a été appliqué qu’aux seuls signaux
simulés. Pour l’appliquer sur signaux réels, il faut s’assurer qu’un certain nombre de procédures
fastidieuses (compensation de mouvement, refocalisation des réflecteurs, ...) propres à l’imagerie
SAR soient effectuées. Pour s’affranchir de ces traitements, nous nous sommes consacrés à la
recherche d’outils temps-fréquence applicables sur le spectre de petites imagettes sélectionnées
dans l’image reconstruite. Un certain nombre d’outils est présenté dans les paragraphes suivants.
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(a) Module du signal H(f, u). (b) Module de l’image I(x, y)
reconstruite par algorithme RMA.

Fig. 2.8 – Simulation du signal récolté par le radar et provenant de 5 réflecteurs colorés et
anisotropes.

2.6.2 Distribution de Wigner-Ville

La distribution de Wigner-Ville d’un signal 1D définie en (2.22) s’étend naturellement au cas
bidimensionnel comme suit :

WH(~r,~k) =

∫

R2

H

(
~k +

~ξ

2

)
H∗

(
~k −

~ξ

2

)
ej2π~ξ~r d~ξ (2.49)

Comme dans le cas 1D, elle est réelle mais pas partout positive dans l’hyperplan (~r,~k).
De plus, la distribution de Wigner-Ville bidimensionnelle crée des interactions, dans l’hyper-
plan (~r,~k), entre les composantes du signal. En effet, soit le coefficient de rétrodiffusion H reçu
par le radar et résultant de la somme des coefficients H1 et H2 rétrodiffusés par deux réflec-
teurs r1 et r2 : H(~k) = H1(~k) + H2(~k) ; la distribution de Wigner-ville d’un tel signal est :

WH(~r,~k) = WH1(~r,
~k) + WH2(~r,

~k) + 2Re

[∫

R2

H1

(
~k +

~ξ

2

)
H∗

2

(
~k −

~ξ

2

)
ej2π~ξ~r d~ξ

]
(2.50)

2.6.3 Transformée de Fourier à Court Terme et Spectrogramme

La transformée de Fourier à court terme monodimensionnel est définie pour un signal fré-
quentiel comme :

TFCTH(to, fo) =

∫

R

H(f) W ∗(f − fo) ej2πfto df (2.51)

où W est une fenêtre d’analyse.

On peut établir une transformée analogue à (2.51) pour le cas de signaux SAR en écrivant :

TFCTH(~ro, ~ko) =

∫

R2

H(~k) W ∗
(
R−θo(

~k − ~ηo)
)

ej2π~k~rod~k (2.52)
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(a) Simulation de réflecteurs colorés (seul le réflecteur en (x, y) = (−20, 20) est blanc) et anisotropes.
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(b) Distribution énergétique des réflecteurs obtenue grâce au spectrogramme.

Fig. 2.9 – Mise en lumière du caractère coloré et anisotrope des réflecteurs grâce au spectro-
gramme.
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avec ~ηo =

(
ko cos(θ)

ko sin(θ)

)
.

En effet, en réécrivant (2.52) par changement de variables ~k = (kx, ky)
T → (k, θ)T , on obtient :

TFCTH(~ro, ~ko) =

∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
dk k H(k, θ) W ∗(k − ko, θ − θo) ej2π[k cos(θ)xo+k sin(θ)yo] (2.53)

qui s’apparente à la transformée de Fourier à court terme 1D définie en (2.51).

On peut, également, définir le spectrogramme pour les signaux SAR comme le module au
carré de la transformée (2.53) :

SH(~ro, ~ko) =
∣∣∣TFCTH(~ro, ~ko)

∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
dk k H(k, θ) W ∗(k − ko, θ − θo) ej2π[k cos(θ)xo+k sin(θ)yo]

∣∣∣∣
2

2.6.4 Transformée en Ondelettes Continues et Scalogramme

La transformée en ondelettes continues appliquée à un signal SAR prend la forme suivante :

TOH(~ro, ~ko) =

∫

R2

H(~k) Ψ∗
~ko,~ro

(~k) d~k (2.54)

avec Ψ~ko,~ro
(~k) une ondelette déduite d’une ondelette mère φ(~k) par rotation Rθo d’angle θo, par

dilatation 1/ko et par translation spatiale ~ro :

Ψ~ko,~ro
(~k) =

1

ko
φ

(
1

ko
R−θo

~k

)
e−j2π~k~ro

D’une manière plus littérale, la transformée en ondelettes définie en (2.54) se réécrit :

TOH(~ro, ~ko) =

∫
H(~k)

1

ko
φ∗(

1

ko
R−θo

~k) ej2π~k~ro d~k

=

∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
dk k H(k, θ)

1

ko
φ∗(

k

ko
, θ − θo) ej2π[k cos(θ)xo+k sin(θ)yo]

(2.55)

De la même manière qu’on a défini le spectrogramme pour les signaux SAR, le scalogramme
s’exprime comme le module au carré de la transformée en ondelettes continues définie en (2.55) :

ΩH(~ro, ~ko) =
∣∣∣TOH(~ro, ~ko)

∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
dk k H(k, θ)

1

ko
φ∗(

k

ko
, θ − θo) ej2π[k cos(θ)xo+k sin(θ)yo]

∣∣∣∣
2

(2.56)

C’est le scalogramme (2.56) que nous proposons d’utiliser en imagerie SAR pour mettre en
lumière les éventuels phénomènes d’anisotropie et de coloration des réflecteurs de la scène ima-
gée. Ce choix est motivé pour plusieurs raisons :
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• On souhaite mettre en lumière la distribution d’énergie des réflecteurs dans le plan (f, θ) ;
il nous faut donc choisir une distribution qui soit positive dans tout l’hyperplan (~r,~k) : le
scalogramme et le spectrogramme sont de bons candidats puisqu’ils sont positifs contraire-
ment à la distribution de Wigner-Ville qui est, certes, réelle mais pas partout positive dans
l’hyperplan (~r,~k) ; la transformée de Fourier à court terme et la transformée en ondelettes
continues sont également à écarter puisqu’elles sont toutes deux complexes38.

• Pour une bonne lisibilité des résultats, il nous faut choisir une distribution qui ne crée
pas d’interactions entre les composantes du signal : à nouveau, le scalogramme et le spec-
trogramme priment devant la distribution de Wigner-Ville qui engendre des interférences
comme l’indique (2.50).

• Enfin, le scalogramme est un outil théorique adapté aux signaux large bande contrairement
au spectrogramme qui est adapté aux signaux bande étroite. Aussi, bien que les signaux
SAR traités dans ce manuscrit soient à bande étroite, il est à envisager de traiter des
signaux large bande dans un travail futur39 : ceci nous a incité à choisir le scalogramme
plutôt que le spectrogramme.

Pour mettre en lumière le caractère coloré et anisotrope de réflecteurs grâce au scalogramme,
on a imaginé en simulation, le scénario suivant : la zone imagée est constituée de 5 réflecteurs
anisotropes et soit colorés soit blancs selon les cas : la réponse |σi(f, θ)| de chaque réflecteur est
illustrée en figure 2.10 (a). Le coefficient de rétrodiffusion H simulé est donc :

H(~k) =

5∑

i=1

σi(f, θ) · e−j2π~k·~ri (2.57)

On a, alors, construit le scalogramme suivant l’équation (2.56) : ΩH(xo, yo; f, θ) fournit la
distribution d’énergie, dans le plan (f, θ), du réflecteur localisé en (xo, yo). La figure 2.10 (b) met
en lumière le caractère anisotrope et coloré/blanc des 5 réflecteurs grâce au scalogramme. On
constate que la distribution d’énergie des réflecteurs est une version lissée de la réponse de ces
réflecteurs illustrée en 2.10(a).

Le chapitre suivant est consacré à l’imagerie SAR par analyse en ondelettes continues. On
détaillera, notamment, la procédure de construction de la base d’ondelettes ainsi que le calcul
des coefficients d’ondelette. Partant de cette construction, on verra que le scalogramme (2.56) est
effectivement, à une constante près, le candidat naturel si l’on souhaite obtenir une distribution
partout positive dans l’hyperplan (~r,~k) pour que celle-ci définisse une répartition d’énergie.

38On verra, toutefois, dans la partie consacrée à la polarimétrie et à l’interférométrie, qu’il est plus judicieux
d’utiliser la transformée en ondelettes continues (ou la transformée à court terme) plutôt que le scalogramme (ou
le spectrogramme) pour préserver la phase propre des réflecteurs qui est porteuse d’information.

39L’étude des signaux large bande peut se justifier par le fait qu’on suspecte les phénomènes de coloration d’être
plus prononcés en large bande.
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Chapitre 2. Théorie des distributions Temps-Fréquence

−4 −2 −1 0 1 2 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

Position transverse y (m)

P
os

iti
on

 r
ad

ia
le

 x
 (

m
)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

9

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

10

x 10
9

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

                   Réponse 

Angles (Deg)

F
ré

qu
en

ce
s 

(H
z)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

9

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

10

x 10
9

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

                   Réponse

Angles (Deg)

F
ré

qu
en

ce
s 

(H
z)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

9

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

10

x 10
9

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

               Réponse 

Angles (Deg)

F
ré

qu
en

ce
s 

(H
z)

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

9

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

10

x 10
9

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

                 Réponse

Angles (Deg)

F
ré

qu
en

ce
s 

(H
z)

Angles (Deg)

F
ré

qu
en

ce
s 

(H
z)

                  Réponse 

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

9

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

10

x 10
9

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(a) Simulation de réflecteurs colorés ou blancs et anisotropes.
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(b) Distribution énergétique des réflecteurs obtenue grâce au scalogramme.

Fig. 2.10 – Mise en lumière du caractère coloré et anisotrope des réflecteurs grâce au scalo-
gramme.
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Deuxième partie

L’analyse par ondelettes continues en
imagerie SAR
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Chapitre 3

Imagerie SAR par analyse en ondelettes

Pour introduire l’analyse par ondelettes continues en imagerie SAR, nous allons procéder de
la manière suivante : d’abord, nous rappellerons le modèle des réflecteurs blancs et isotropes, puis
nous lui opposerons celui des réflecteurs colorés et anisotropes susceptible de mieux convenir au
cas des signaux SAR réels ; ce dernier modèle va nous permettre de justifier le recours à l’analyse
temps-fréquence en imagerie SAR pour mettre en lumière le caractère anisotrope et coloré des
réflecteurs : on définira une famille de distributions bilinéaires dans l’hyperplan (~r,~k) qui seront,
d’ailleurs, appelées hyperimages ; nous expliciterons, ensuite, le procédé de construction de la
base d’ondelettes à partir d’une ondelette mère ; cette construction va nous permettre, finale-
ment, de montrer par deux approches, que le module au carré du coefficient d’ondelette (à une
constante près) constitue une solution particulière de la famille des distributions bilinéaires qui
définit une distribution d’énergie dans l’hyperplan (~r,~k).

On verra, ensuite, comment implanter informatiquement la transformée en ondelettes conti-
nues en imagerie SAR ; puis nous verrons comment interpréter et exploiter l’hyperimage (module
au carré de la transformée en ondelettes) issue de l’analyse par ondelettes d’une image SAR
réelle.

3.1 Modèle des réflecteurs blancs et isotropes

Le modèle suppose que chaque réflecteur localisé spatialement en ~ri = (xi, yi) a un coefficient
de réflexion σi constant dans toute la bande fréquentielle B émise et ne dépend pas de la position
de l’antenne radar sur la trajectoire de vol de l’avion ; autrement dit, ne dépend pas de l’angle
en azimuth θ sous lequel est vue la cible.

Sous ces hypothèses, le coefficient de rétrodiffusion s’écrit :

H(~k) =

∫

R2

I(~r) · e−j2π~k·~r d~r (3.1)

où ~k est le vecteur d’onde dont les composantes (kx, ky) s’expriment par :

~k =

(
kx

ky

)
=

(
k cos(θ)

k sin(θ)

)
(3.2)

avec k = |~k| = 2f/c, f étant la fréquence, c la vitesse de la lumière et θ l’angle sous lequel
est vue la cible (angle azimutal) ; et où ~r = (x, y) est le vecteur position s’écrivant à partir des
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Chapitre 3. Imagerie SAR par analyse en ondelettes

composantes radiale x et transverse y.

Le coefficient de rétrodiffusion H(~k) a la dimension d’une longueur lorsqu’on se place dans
le plan ; Autrement dit il est mesuré en mètres. On verra dans le paragraphe suivant que ce di-

mensionnement physique du signal a pour conséquence d’introduire un facteur multiplicatif pour
évaluer correctement le coefficient de rétrodiffusion après une transformation de contraction du
signal H(~k).

Par conséquent, l’image des réflecteurs I, qui est obtenue par simple transformée de Fourier
bidimensionelle inverse appliquée au coefficient de rétrodiffusion H, s’écrit :

I(x, y) = F−1

kx → x

ky → y

[H(kx, ky)]

=
n∑

i=1

σi δ(x − xi, y − yi)

Malheureusement, on suspecte ce modèle d’être non valable dans le cas des signaux réels. En
effet, même si l’hypothèse de blancheur reste réaliste en bande étroite, elle est remise en cause
dans le cas des signaux large bande. L’hypothèse d’isotropie est, elle, également susceptible d’être
mise à défaut que ce soit pour de petites ou d’importantes ouvertures angulaires. Par conséquent,
il faut envisager un modèle plus général qu’est le modèle des réflecteurs colorés et anisotropes,
rappelé dans le paragraphe suivant.

3.2 Modèles des réflecteurs colorés et anisotropes

Le modèle des réflecteurs colorés et anisotropes part de l’hypothèse que le coefficient de
réflexion de chaque réflecteur est fonction de la fréquence f et de l’angle θ. Autrement dit, il
est fonction du vecteur d’onde ~k et s’écrit σi(~k). Par conséquent, l’image des réflecteurs dépend,
non seulement du vecteur position ~r, mais aussi du vecteur d’onde ~k : elle est notée I(~r,~k). Le
coefficient de rétrodiffusion se modélise, alors, comme :

H(~k) =

∫

R2

I(~r,~k) e−j2π~k·~r d~r (3.3)

Contrairement au cas du modèle (3.1), l’inversion du modèle (3.3) par transformée de Fou-
rier bidimensionnelle n’est pas possible pour retrouver l’image I(~r,~k). On verra, au paragraphe
suivant, qu’en effectuant une analyse de type temps-fréquence sur le coefficient de rétrodiffu-
sion H(~k), on construit une image autour d’une fréquence fo et d’un angle θo : en considérant
l’ensemble des fréquences fo et angles θo, l’image notée IH(x, y; fo, θo) est appelée hyperimage.

Pour introduire l’analyse temps-fréquence en imagerie SAR, il convient de définir une notion,
propre au radar, qui est la Section Efficace Radar (SER)40 d’une cible. Elle est définie comme
le module au carré du coefficient de rétrodiffusion et a la dimension d’une surface41 lorsqu’on se
place dans l’espace [Ber91b] :

σ(~k) = |H(~k)|2 (3.4)

40En anglais, Radar Cross Section (RCS).
41puisque le coefficient de rétrodiffusion à la dimension d’une longueur lorsqu’on se place dans l’espace.
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3.3. Notion d’hyperimage et groupe des similitudes

La SER est une fonction du vecteur d’onde ~k donc de (f, θ). Elle caractérise le niveau d’éner-
gie renvoyée par la cible à une fréquence et un angle donnés. En d’autres termes, elle fournit la
répartition de l’énergie renvoyée par les réflecteurs de la cible dans l’espace (f, θ). Mais elle ne
donne aucune information sur la position des réflecteurs de la cible qui diffusent de l’énergie.

Une analyse de type temps-fréquence est, donc, introduite en imagerie SAR, pour fournir
non seulement la distribution énergétique des réflecteurs dans l’espace (f, θ) mais aussi pour
accéder à leur position spatiale ~r = (x, y). Ces deux types d’informations sont accessibles grâce à
la construction d’hyperimages IH(~r,~k). Le paragraphe suivant est dédié à la construction de ce
type d’images radar en introduisant l’analyse temps-fréquence associée au groupe des similitudes.

3.3 Notion d’hyperimage et groupe des similitudes

Ces hyperimages sont construites à partir d’une structure bilinéaire du coefficient de rétro-
diffusion H(~k) et définissent, de fait, des distributions bilinéaires dans l’hyperplan (~r,~k) [Ber96,
Ber91b, Ova92, Vig96] :

IH(~r,~k) =

∫
K(~k1, ~k2, ~r,~k) H(~k1) H∗(~k2) dk1 dk2 (3.5)

où K est un noyau hermitien42. Le membre de droite de l’expression (3.5) est, en fait, une géné-
ralisation de la formulation de la SER d’une cible exprimée en (3.4).

Le noyau K n’est pas connu mais peut être déterminé en imposant un certain nombre de
contraintes aux hyperimages dont les plus importantes sont les suivantes :

– Les distributions IH(~r,~k) doivent être positive dans tout l’espace (x, y) pour que l’intégrale
sur toute surface D puisse représenter une partie de la SER due aux réflecteurs contenus
dans cette surface D :

σD(~k) =

∫

D
IH(~r,~k) d~r (3.6)

– Si D représente le plan tout entier, il est souhaitable que les distributions vérifient la
propriété de marginalisation suivante :

∫

R2

IH(~r,~k) d~r =
∣∣∣H(~k)

∣∣∣
2

(3.7)

– On souhaite que les distributions vérifient la formule de Moyal qui relie le produit sca-
laire entre deux coefficients de rétrodiffusion H1 et H2 et le produit scalaire entre leur
distribution associée IH1 et IH2 :

∣∣∣∣
∫

H1(~k) H∗
2 (~k) d~k

∣∣∣∣
2

=

∫ ∫
IH1(~r,

~k) I∗H2
(~r,~k) d~r d~k (3.8)

42c’est à dire K(~k1,~k2;~r,~k) = K∗(~k2,~k1;~r,~k)
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Chapitre 3. Imagerie SAR par analyse en ondelettes

– On demande aux distributions de satisfaire la propriété de covariance par le groupe des si-
militudes S décrite dans l’équation (3.14). Cette propriété est détaillée au paragraphe 3.3.1.

L’analyse temps-fréquence montre qu’aucune distribution ne peut vérifier toutes ces contraintes.
Par exemple, la formule de Moyal (3.8) est contradictoire avec le fait d’avoir une distribution
partout positive. Autrement dit la propriété (3.8) est incompatible avec la contrainte (3.6) [Fla98].

La contrainte la plus importante est d’imposer aux l’hyperimages IH(~r,~k) d’être invariantes

par un changement d’observateur, c’est à dire par un changement de système de référence. Ce
changement de système est effectué au moyen de transformations. Le groupe de transformations
qu’il faut considérer en imagerie radar 2D est le groupe des similitudes dans le plan [Ber94,
Ova92, Vig96]. Cette contrainte de covariance par le groupe des similitudes est détaillée dans le
paragraphe suivant.

3.3.1 Notion de changement d’observateur et groupe des similitudes

En imagerie radar, le changement de système de référence est essentiellement un changement
d’origine (translation ~b), d’orientation des axes (rotation R d’angle ϕ qui sera notée Rϕ), et
d’échelle de longueur (dilatation/contraction par un facteur a > 0). Ce groupe de transforma-
tions constitue le groupe des similitudes et sera noté S.

Il faut ajouter qu’un changement d’échelle de longueur doit être accompagné d’un change-
ment d’échelle de temps de même facteur a de sorte que la valeur de la vitesse de la lumière soit
constante par une telle transformation.

Les coordonnées spatio-temporelles (~r, t) et (~r′, t′) d’un point pour 2 observateurs diffé-
rents A et B sont reliées par :

~r −→ ~r′ = a Rϕ~r +~b (3.9)

t −→ t′ = a t

Les coordonnées du vecteur d’onde ~k se transforment comme :

~k −→ ~k′ = a−1 Rϕ
~k (3.10)

puisque toute transformation d’échelle d’un facteur a en temps se traduit par une transformation
d’un facteur a−1 en fréquence.

Avec le changement de système de référence défini par (3.9) et (3.10), la loi de transformation
du coefficient de rétrodiffusion H(~k) est donnée par :

A −→ B

H(~k)
S

a,~b,ϕ−→ H ′(~k) = a e−2jπ~k·~b H(a R−1
ϕ

~k)

(3.11)

où Sa,~b,ϕ désigne les transformations de contraction a, de translation~b et de rotation d’angle ϕ

du groupe S ; H(~k) est le coefficient de rétrodiffusion mesuré par un observateur A ; H ′(~k) est
le coefficient de rétrodiffusion mesuré par un observateur B et parfaitement cohérent avec le
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3.3. Notion d’hyperimage et groupe des similitudes

coefficient H(~k).

Le changement d’échelle de longueur n’affecte pas seulement les coordonnées (~r,~k) des points
brillants, mais aussi l’unité de longueur pour évaluer H. Le facteur multiplicatif a dans (3.11)43

est un terme qui permet de rétablir l’unité de longueur adéquate pour évaluer correctement le
coefficient de rétrodiffusion H ′(~k).

Pour illustrer l’explication sur le facteur a, supposons une maquette contenant une cible ré-
duite d’un facteur γ par rapport à la réalité : on note H(~k) le coefficient de rétrodiffusion de cette
cible réduite ; on suppose que la SER a été mesurée : par exemple, |H(~ko)|2 = σo (en m2) aux fré-
quence et angle (fo, θo) donnés. En se référant à (3.11) et en ne considérant que la transformation
par contraction a pour simplifier la démarche, la SER réelle aux fréquence et angle (fo/γ, θo) peut
être calculée à partir de la maquette :

|H ′(~ko/γ)|2 = γ2 |H(~ko)|2

= γ2 σo

On obtient donc une SER réelle γ2 fois plus importante que celle obtenue sur maquette : ce
qui est cohérent avec le fait que la surface de la cible réelle est, elle aussi, γ2 fois plus grande que
la surface de la cible sur maquette réduite.

Revenons, à présent, sur la loi de transformation (3.11) du coefficient de rétrodiffusion. Le
produit scalaire invariant par cette transformation est :

< H1,H2 >=

∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
H1(k, θ) H∗

2 (k, θ) k dk (3.12)

Le produit scalaire (3.12) a pour propriétés d’être sans dimension et de se conserver après
une transformation du groupe des similitudes :

H1

S
a,~b,ϕ−−−−→ H ′

1

H2

S
a,~b,ϕ−−−−→ H ′

2

}
=⇒ < H1,H2 >=< H ′

1,H
′
2 > (3.13)

Suivant la loi de transformation (3.11), on impose aux hyperimages définies par (3.5) de
vérifier le diagramme de covariance suivant :

A : (~r,~k) −→ B : (~r′ = a Rϕ~r +~b,~k′ = a−1 Rϕ
~k)

H(~k)
S

a,~b,ϕ−→ H ′(~k) = a e−2jπ~k·~b H(a R−1
ϕ

~k)

↓ ↓
IH(~r,~k)

S
a,~b,ϕ−→ IH′(~r,~k) = IH

(
a−1R−1

ϕ (~r −~b), aR−1
ϕ

~k
)

(3.14)

Un tel diagramme assure d’obtenir des hyperimages sans dimension44 de sorte que l’intégrale
sur un domaine D du plan :

σD(~k) =

∫

D
IH(~r,~k) d~r (3.15)

43En se référant au chapitre 2, ce cas correspond au paramètre de dimensionnement r=0 dans la loi de trans-
formation (2.34) du groupe affine.

44En se référant au chapitre 2, la loi de transformation des hyperimages (3.14) correspond au paramètre de

dimensionnement q=0 dans le diagramme de covariance (2.35) relatif au groupe affine.
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Chapitre 3. Imagerie SAR par analyse en ondelettes

ait la dimension d’une surface et puisse être interprétée comme une partie de la SER due aux
réflecteurs de la cible contenus dans le domaine D.

La contrainte d’invariance des hyperimages (3.14) par le groupe des similitudes n’est pas
suffisante pour déterminer IH(~r,~k) de manière unique. La solution, que nous étudions dans
le paragraphe suivant, est basée sur l’analyse en ondelettes continues associée au groupe des
similitudes dans le plan.

3.4 Imagerie SAR par analyse en ondelettes continues

3.4.1 Procédé de construction des coefficients d’ondelettes

Considérons le coefficient de rétrodiffusion φ(~k) d’une cible de référence. Cette cible est sup-
posée être localisée autour de ~r = ~0 et réfléchir essentiellement dans la direction θ = 0 et à la
fréquence f donnée par k = 2f/c = 1. La fonction φ(~k) ≡ φ(k, θ) est, donc, localisée autour
de ~r = ~0 et (k, θ) = (1, 0).

On construit, alors, une famille de fonctions Ψ
~ro,~ko

à partir de φ(~k) par le groupe des simili-

tudes et suivant la loi de transformation (3.11) (pour a = 1/ko,~b = ~ro, et rotation R d’angle θo)
[Ber94, Ova92] :

Ψ
~ro,~ko

(~k) =
1

ko
e−j2π~k.~roφ

(
1

ko
R−1

θo
~k

)
(3.16)

=
1

ko
e−j2π~k.~ro φ

(
k

ko
, θ − θo

)
. (3.17)

Cet ensemble de fonctions constitue une famille d’ondelettes et la fonction de référence φ(~k) dé-
finit l’ondelette mère. Du fait qu’elle soit construite par le groupe des similitudes, cette base
d’ondelettes est identique pour tous les observateurs définis dans ce groupe45 et ne dépend que
du choix de l’ondelette mère.

Le coefficient d’ondelette CH(~ro, ~ko) est défini comme le produit scalaire entre le coefficient
de rétrodiffusion H et l’ondelette Ψ

~ro,~ko
:

CH(~ro, ~ko) =< H,Ψ
~ro,~ko

> (3.18)

soit en introduisant le produit scalaire (3.12) invariant par la transformation (3.11), et en
introduisant la formulation (3.17) de l’ondelette, on a :

CH(~ro, ~ko) =

∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
k H(k, θ)

1

ko
e+j2π~k.~roφ∗

(
k

ko
, θ − θo

)
dk (3.19)

45Par exemple, supposons une ondelette Ψ~ro,~ko

(~k) définie par (3.16) pour un observateur A. Cette ondelette

devient, par transformation Sa,~b,ϕ définie en (3.11), Ψ~r1,~k1
(~k) pour un observateur B ; (~r1,~k1) sont respectivement

définies par ~r1 = aRϕ~ro +~b et ~k1 = a−1Rϕ
~ko. La famille d’ondelettes reste, donc, inchangée après un changement

de système de référence du groupe S .
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3.4. Imagerie SAR par analyse en ondelettes continues

L’invariance du coefficient d’ondelette par un changement de système de référence se traduit
par :

A −→ B

H
S

a,~b,φ−→ H ′

Ψ
~ro,~ko

S
a,~b,ϕ−→

{
Ψ

~ro,~ko

}′
= Ψ

aRϕ~ro+~b,a−1Rϕ
~ko

CH(~ro, ~ko)
S

a,~b,ϕ−→ CH′(aRϕ~ro +~b, a−1Rϕ
~ko)

(3.20)

et signifie que le coefficient d’ondelette CH′(aRϕ~ro + ~b, a−1Rϕ
~ko) calculé par l’observa-

teur B est cohérent avec le coefficient CH(~ro, ~ko) calculé par l’observateur A.

De plus, on a :
CH(~ro, ~ko) = CH′(aRφ~ro +~b, a−1Rφ

~ko) (3.21)

compte-tenu de la propriété de conservation (3.13) du produit scalaire par une transformation
du groupe S.

3.4.2 Propriétés de la transformée en ondelettes

a/ Reconstruction

il est possible de reconstruire le coefficient de rétrodiffusion H(~k) à partir de ses coefficients
d’ondelette CH(~ro, ~ko) :

H(~k) =
1

Kφ

∫

S
d~ro

∫
CH(~ro, ~ko) Ψ

~ro,~ko
(~k) d~ko (3.22)

avec Kφ défini comme le coefficient d’admissibilité de l’ondelette mère qui doit, pour recons-
truire H(~k) à partir des coefficients d’ondelette, vérifier46 :

Kφ =

∫ ∣∣∣φ(~k)
∣∣∣
2 d~k

k2
< +∞ (3.23)

b/ Isométrie

La relation d’isométrie donne au carré du module du coefficient d’ondelette sur le coefficient
d’admissibilité de l’ondelette un sens probabiliste47 :

1

Kφ

∫

S
d~ro

∫ ∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

d~ko = ‖H‖2 (3.24)

3.4.3 Formation de l’hyperimage à partir des coefficients d’ondelette

a/ Approche probabiliste

En se référant à (3.24), le carré du module du coefficient d’ondelette sur le coefficient d’ad-
missibilité de l’ondelette peut, effectivement, être interprété comme une densité de probabilité

46Se reporter à l’annexe I pour la démonstration de la formule de reconstruction.
47Se reporter à l’annexe J pour la démonstration de la formule d’isométrie.
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dans tout l’espace (~r,~k) [Ova92]. Une hyperimage ÎH(~r,~k) peut, alors, être construite en tant que

moyenne d’états localisés L
~ro,~ko

(~r,~k) avec la densité de probabilité p(~ro, ~ko) =
∣∣∣CH(~ro, ~ko)

∣∣∣
2
/ Kφ :

ÎH(~r,~k) =

∫
1

Kφ

∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

L
~ro,~ko

(~r,~k) d~ro d~ko (3.25)

Ces états localisés L
~ro,~ko

(~r,~k) doivent vérifier :

L
aRϕ~ro+~b,a−1Rϕ

~ko
(~r,~k) = L

~ro,~ko

(
a−1R−1

ϕ (~r −~b), aR−1
ϕ

~k
)

(3.26)

Démonstration :

D’après (3.14) et (3.25), l’hyperimage ÎH′ calculée par un observateur B, cohérente avec
l’hyperimage ÎH calculée par un observateur A, s’écrit :

ÎH′(~r,~k) = ÎH

(
a−1R−1

ϕ (~r −~b), aR−1
ϕ

~k
)

=

∫
1

Kφ

∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

L~ro,~ko

(
a−1R−1

ϕ , (~r −~b), aR−1
ϕ

~k
)

d~ro d~ko (3.27)

Or, l’hyperimage ÎH′ peut aussi être construite par (3.25). En se référant à (3.20), elle s’ex-
prime par :

ÎH′(~r,~k) =

∫
1

Kφ

∣∣∣CH′(aRϕ~ro +~b, a−1Rϕ
~ko)
∣∣∣
2

L
aRϕ~ro+~b,a−1Rϕ

~ko
(~r,~k) d~ro d~ko, (3.28)

ce qui donne en introduisant l’égalité CH(~ro, ~ko) = CH′(aRϕ~ro +~b, a−1Rϕ
~ko) de l’équation

(3.21) :

ÎH′(~r,~k) =

∫
1

Kφ

∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

L
aRϕ~ro+~b,a−1Rϕ

~ko
(~r,~k) d~ro d~ko. (3.29)

Finalement, en identifiant (3.29) avec (3.27), on obtient la condition (3.26) sur les états
localisés L

~ro,~ko
, à savoir :

L
aRϕ~ro+~b,a−1Rϕ

~ko
(~r,~k) = L

~ro,~ko

(
a−1R−1

ϕ (~r −~b), aR−1
ϕ

~k
)

(3.30)

dont les solutions sont données par :

L
~ro,~ko

(~r,~k) = A δ
(
~r − ~ro, ~k − ~ko

)
(3.31)

où A est un coefficient réel quelconque [Ova92].

En conclusion, l’hyperimage ÎH construite en (3.25) s’écrit, à partir des coefficients d’onde-
lette CH(~r,~k), simplement :

ÎH(~r,~k) =
1

Kφ

∣∣∣CH(~r,~k)
∣∣∣
2

(3.32)
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3.4. Imagerie SAR par analyse en ondelettes continues

b/ Approche par régularisation d’une distribution

Une seconde manière de retrouver (3.32) est de construire, par lissage 2D, une forme régula-

risée Ĩ
(r)
H (~ro, ~ko) d’une distribution ĨH(~r,~k) n’étant pas partout positive.

Considérons une distribution ĨH(~r,~k) issue de l’expression générale (3.5) des hyperimages.
On suppose que cette distribution vérifie la formule de Moyal (3.8) et la contrainte de covariance
(3.14) par le groupe S.

Or, comme on l’a dit au paragraphe 3.3, le respect de la formule de Moyal par la distribution
implique que ĨH(~r,~k) n’est pas partout positive dans l’hyperplan (~r,~k). Ceci implique que la
contrainte (3.6) n’est pas vérifiée par la distribution : l’intégration de la distribution sur toute
surface D ne peut, donc, être interprétée comme une partie de la SER due aux réflecteurs conte-
nus dans D.

Un moyen de remédier à ce problème de non positivité de la distribution consiste à construire
une forme lissée de la distribution ĨH(~r,~k) [Ova03] :

Ĩ
(r)
H (~ro, ~ko) =

∫ ∫
ĨH(~r,~k) Ĩ∗φ

(
koR−1

θo
(~r − ~ro),

1

ko
R−1

θo
~k

)
d~r d~k (3.33)

D’après (3.14), le diagramme de covariance que vérifie ĨH(~r,~k) s’écrit :

φ(~k)
S(1/ko,~ro,θo)−→ Ψ

~ro,~ko
(~k) =

1

ko
e−j2π~k.~ro φ

(
1

ko
R−1

θo
~k

)

↓ ↓
Ĩφ(~r,~k)

S(1/ko,~ro,θo)−→ ĨΨ
~ro,~ko

(~r,~k) = Ĩφ

(
koR−1

θo
(~r − ~ro),

1

ko
R−1

θ0

~k

) (3.34)

Donc, en se référant à ce diagramme de covariance (3.34) et à la formule de Moyal (3.8)
avec H1(~k) = H(~k) et H2(~k) = Ψ

~ro,~ko
(~k), la forme régularisée s’écrit :

Ĩ
(r)
H (~ro, ~ko) =

∫ ∫
ĨH(~r,~k) Ĩ∗φ

(
koR−1

θo
(~r − ~ro),

1

ko
R−1

θo
~k

)
d~r d~k

covariance
=

∫ ∫
ĨH(~r,~k) Ĩ∗Ψ

~ro,~ko
(~r,~k) d~r d~k

Moyal
=

∣∣∣∣
∫

H(~k) Ψ∗
~ro,~ko

(~k)

∣∣∣∣
2

d~k

=
∣∣∣CH(~ro, ~ko)

∣∣∣
2

L’hyperimage régularisée Ĩ
(r)
H (~ro, ~ko) s’exprime, donc, comme le carré du module du coef-

ficient d’ondelette CH(~ro, ~ko). En introduisant K−1
φ comme facteur multiplicatif dans (3.33),

l’hyperimage régularisée se réécrit :

Ĩ
(r)
H (~ro, ~ko) =

1

Kφ

∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

(3.35)
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et l’on retrouve exactement le résultat (3.32) obtenue par l’approche probabiliste.

Pour conclure ce paragraphe, on peut dire qu’une solution d’hyperimage IH(~r,~k) issue de
(3.5) peut être proposée : elle est construite à partir des coefficients d’ondelette et s’exprime,
d’après (3.32) et (3.35), par :

IH(~r,~k) =
1

Kφ

∣∣∣CH(~r,~k)
∣∣∣
2

(3.36)

Le noyau K en (3.5) qui correspond à cette solution est :

K(~k1, ~k2, ~r,~k) =
1

Kφ

k1k2

k2
e+j2π(~k1−~k2)·~r φ∗(

k1

k
, θ1 − θ) φ(

k2

k
, θ2 − θ) (3.37)

L’hyperimage IH(~r,~k) définie en (3.36) est positive mais ne vérifie pas la propriété de mar-
ginalisation (3.7). En effet, en intégrant l’hyperimage IH(~r,~k) sur tout l’espace (x, y), on a :

∫

R2

IH(~r,~k) d~r =
1

Kφ k2

∫ 2π

0
dθ′
∫ +∞

0
dk′ k′

∣∣H(k′, θ′)
∣∣2
∣∣∣∣φ(

k′

k
, θ′ − θ)

∣∣∣∣
2

(3.38)

où le membre de droite est une version lissée de la SER. On pourra se reporter à l’annexe K
pour la démonstration de la relation (3.38).

c/ La construction de l’hyperimage en pratique

Pour construire l’hyperimage IH(x, y; f, θ) en pratique, nous appliquons la transformation en
ondelettes sur le spectre H(kx, ky) de l’image complexe I(x, y). Ce spectre est obtenue, à partir
de l’image par transformée de Fourier bidimensionnelle :

H(kx, ky) = F
x→ kx

y → ky

[I(x, y)]
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3.4. Imagerie SAR par analyse en ondelettes continues

Les étapes de l’algorithme pour construire l’hyperimage sont les suivantes [Tri05] :

Pour chaque couple de valeurs fréquence-angle (ki = 2fi/c, θj) ; (i, j) ∈ [1, nko ]× [1, nθo ]
48

(1) On construit la fenêtre d’analyse φki,θj
(k, θ) =

1

ki
φ

(
k

ki
, θ − θj

)
dans le

plan (kx, ky). On rappelle, pour cela, que les composantes (kx, ky) du vecteur
d’onde ~k s’écrivent : (

kx

ky

)
=

(
k cos(θ)

k sin(θ)

)

Par conséquent, la fenêtre d’analyse φki,θj
(k, θ), que l’on exprime dans le

plan (kx, ky), est notée Φki,θj
(kx, ky). Elle s’écrit :

Φki,θj
(kx, ky) =

1

ki
φ




√
k2

x + k2
y

ki
, arctan (

ky

kx
)− θj




(2) On effectue, ensuite, le produit entre H et Φ∗
ki,θj

:

Aki,θj
(kx, ky) = H(kx, ky) Φ∗

ki,θj
(kx, ky)

(3) On applique, enfin, la transformée de Fourier bidimensionnelle inverse
sur Aki,θj

(kx, ky) : le résultat obtenu n’est rien d’autre que le coefficient d’on-

delette CH(~ro, ~kij) pour la fréquence fi et l’angle θj :

CH(~ro, ~kij) = F−1

kx → xo

ky → yo

[
Aki,θj

(kx, ky)
]

FIN.

En sortant de la boucle, on construit l’hyperimage en divisant le carré du module du coefficient
d’ondelette sur le coefficient d’admissibilité Kφ de l’ondelette φ :

IH(~ro, ~ko) =
1

Kφ

∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

Dans l’étape (3) de l’algorithme, pour réduire le temps de calcul, nous utilisons l’algorithme
rapide de transformée de Fourier que nous notons FFT (Fast Fourier Transform). Par consé-
quent, la complexité de l’algorithme s’exprime, approximativement, par le nombre de FFT ap-
pliquées à l’étape (3) de cet algorithme :

Si I(x, y) est une image définie dans une grille de (nx × ny) échantillons : en appliquant,
une transformée de Fourier bidimensionnelle sur cette image, le spectre H(kx, ky) est également
défini dans une grille de (nkx × nky) échantillons où (nkx, nky) = (nx, ny).

48nko
et nθo

étant respectivement le nombre total de fréquences fo et d’angles θo.
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Par conséquent, en se référant à l’étape (3) de l’algorithme, nous avons à appli-
quer nkonθo

(
nkx FFT(sur nky échantillons) + nky FFT(sur nkx échantillons)

)
.

À titre d’exemple, dans le chapitre suivant49, les valeurs utilisées pour les paramètres carac-
térisant la complexité de l’algorithme sont les suivantes :

nx = nkx = 512, ny = nky = 512, nko = nθo = 40.

d/ Interprétation de l’hyperimage

En réécrivant l’hyperimage IH(~r,~k) ≡ IH(x, y; f, θ), on peut dire que :

• IH(x, y; fo, θo) définit la répartition spatiale des réflecteurs qui renvoient de l’énergie à la
fréquence fo et à l’angle θo. Par abus de langage, on dira que cette quantité est l’image

SAR autour de la fréquence fo et l’angle θo.

• IH(xo, yo; f, θ) définit la répartition de l’énergie, dans l’espace (f, θ), renvoyée par le réflec-
teur localisé en (xo, yo).

Pour analyser cette hyperimage, un outil nommé i4d [Cas97] a été développé à l’ONERA. Il
permet la visualisation de structure 4D de manière interactive et dynamique comme l’illustrent
les figures (3.1) et (3.2).

y

x

θ

f

i4d

(xo,yo) 
IH(xo,yo;f,θ)

Fig. 3.1 – En sélectionnant un pixel de coordonnées (xo, yo) dans le plan (x, y), on accède à la
répartition, dans le plan fréquence-angle, de l’énergie renvoyée par le réflecteur localisé en (xo, yo).

49chapitre dédié à l’application des ondelettes sur les signaux réels.
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y

x

θ

f

i4d

(fo,θo) 

IH(x,y;fo,θο)

Fig. 3.2 – En sélectionnant un pixel de coordonnées (fo, θo) dans le plan (f, θ), on accède à la
répartition spatiale des réflecteurs renvoyant de l’énergie à la fréquence fo et à l’angle θo.

3.5 Construction d’une hyperimage réelle

3.5.1 Paramètres SAR pour l’image étudiée

La figure 3.3 (c) montre le type d’image qui peut être formée à l’ONERA au Département
ElectroMagnétisme et Radar (DEMR) avec le radar RAMSES [Bou96]. Les caractéristiques
principales sont les suivantes :

• Angle de squint nul : θ1 = 0̊ .

• Bande Ku :

⋄ Fréquence centrale d’émission : fc = 14.2 Ghz.

⋄ Bande émise : B = 900 Mhz.

• Ouverture angulaire de l’antenne synthétique : ∆θ = 3̊ .
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Fig. 3.3 – Zone d’un centre sidérurgique du sud de la France.

3.5.2 Paramètres de l’ondelette mère pour la construction de l’hyperimage

L’ondelette mère φ(k, θ) est localisée en (k, θ) = (1, 0). Elle est choisie gaussienne (tronquée)
en k et gaussienne en θ (voir figure 3.4) :

φ(k, θ) = rect
[−δ/2 δ/2]

(k − 1) e−(k−1)2/σ2
k e−θ2/σ2

θ

où rect(k) est la fonction porte définie par :

rect
[−δ/2 δ/2]

(k) =

{
1 si k ∈ [−δ/2 , δ/2]

0 sinon
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3.5. Construction d’une hyperimage réelle

Le produit de la gaussienne par la fonction porte selon l’axe k permet d’assurer la condition
d’admissibilité sur l’ondelette mère φ :

∫ π

−π
dθ

∫ +∞

0
dk
|φ(k, θ)|2

k
< +∞
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0.2

0.4
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1

k (m−1)

 

 
gaussienne
rectangle

θ (°)

k 
(m

−
1
)

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
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(a) Ondelette mère selon k. (b) Ondelette mère en (k, θ).
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0.8

1

θ (°)

(c) Ondelette mère selon θ.

Fig. 3.4 – Ondelette mère en pratique.

La largeur de la fenêtre d’analyse φ, est définie comme la bande à -3 dB de la puissance |φ|2 [Mal98],
comme l’illustre la figure 3.5 :

Si on veut telle ou telle étendue de l’ondelette mère en angle et en fréquence, il est très facile
de déterminer les paramètres de la gaussienne 2D, σk et σθ, permettant d’obtenir l’étendue sou-
haitée : c’est la raison du choix de la gaussienne 2D comme ondelette mère.

Un exemple d’ondelette mère gaussienne φ(k, θ) est illustrée en figure 3.6 (b). En pratique, et
d’après l’algorithme en 3.4.3 (c), la transformée en ondelettes est effectuée en domaine (kx, ky) :
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θ

1δk

φ k,
θ

( )| |
2

k

- 3 dB

θ

1

0.5

δθ

φ 1,
θ

( )| |
2

k

0.
5

1

- 
3d

B

|
|2

φ (
k,

0)

δθ

δ k

Fig. 3.5 – Définition des étendues fréquentielle et angulaire de l’ondelette mère.

c’est pourquoi, nous illustrons, en figure 3.6 (a), l’ondelette Φ(kx, ky) définie comme :

Φ(kx, ky) = φ

(√
k2

x + k2
y, arctan (

ky

kx
)

)

Dans cet exemple, on a proposé de construire φ(k, θ) à partir de Φ(kx, ky) par une procédure
d’interpolation permettant le passage du domaine (kx, ky) vers le domaine (k, θ). Le détail de la
procédure d’interpolation est donnée en Annexe L. Dans cette même annexe, on pourra également
voir comment s’étend l’ondelette Φ dans le domaine (kx, ky) pour des secteurs angulaires ∆θ im-
portants.

Le paragraphe suivant illustre quelques exemples de l’utilisation de l’interface i4d pour l’ex-
ploitation de l’hyperimage IH(x, y, f, θ) construite par l’algorithme développé au paragraphe
3.4.3 (c). Il faut, à ce stade, informer le lecteur que tous les résultats d’hyperimages que l’on
présentera dans ce chapitre et dans le chapitre 4 ont été obtenus avec les valeurs de paramètres
d’ondelette suivantes :

• Étendue en k de l’ondelette mère : δk = 0.0095 m−1. Cette valeur de δk permet d’obtenir
une ondelette Ψfc,θo,~ro

(~k) localisée en fc = 14.25 GHz d’étendue fréquentielle δf (fc) =
135 MHz qui correspond à 15% d’une bande d’émission B = 900 MHz.

• Étendue angulaire de l’ondelette mère : δθ = 0.47̊ ; ce qui correspond à 15% d’un secteur
angulaire ∆θ = 3̊ .

98



3.5. Construction d’une hyperimage réelle
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(a) Ondelette mère exprimée en (kx, ky). (b) Ondelette mère exprimée en (k, θ)
(obtenue par interpolation)

Fig. 3.6 – Ondelette mère dans le plan (kx, ky) et dans le plan (k, θ).

3.5.3 Illustration de l’hyperimage par interface i4d

a/ Différentes images SAR autour de différentes valeurs de fréquence et angle.

Les figures 3.7 à 3.16 montrent qu’on peut obtenir une images SAR autour de différentes fré-
quences et angles en fixant la troisième et la quatrième dimension de l’hyperimage I(x, y; f, θ) à
une valeur fréquentielle fo et angulaire θo.

En effet, en sélectionnant un pixel de coordonnées (fo, θo) dans le plan (f, θ), on accède à
la répartition spatiale des réflecteurs renvoyant de l’énergie autour de la fréquence fo et l’angle θo.

On remarquera que les différentes images présentées dans les figures 3.7 à 3.16 ont des ré-
solutions radiale et transverse moins fines que l’image SAR initiale de la figure 3.3 (c) puisque
l’analyse en ondelettes effectue une analyse locale du signal, c’est à dire sur une portion de la
bande totale B et du secteur angulaire total ∆θ ; or la bande fréquentielle et le secteur angulaire
déterminent le support du spectre H(kx, ky) et donc les résolutions radiale et transverse : on
pourra se reporter au premier chapitre et plus particulièrement au paragraphe 1.3.5 pour plus
de précisions.

Les figures 3.7 et 3.8 montrent des images SAR respectivement autour des fréquences fo =
14.52 GHz et fo = 14.33 GHz et autour d’un même angle θo = 0.58◦ ; ces deux images sont
confrontées dans la figure 3.9 : dans la zone indiquée du tuyau, la répartition spatiale des réflec-
teurs diffère d’une image à l’autre.

De la même manière, les figures 3.10 et 3.11 illustrent des images SAR respectivement autour
des fréquences fo = 14.44 GHz et fo = 14.23 GHz et autour d’un même angle θo = 0.66◦ ; ces
deux images sont confrontées dans la figure 3.12 : on constate que ces deux images sont différentes
dans la région indiquée du tuyau.

99



Chapitre 3. Imagerie SAR par analyse en ondelettes

Enfin, les figures 3.13, 3.14 et 3.15 montrent des images autour de la fréquence fo = 14.25 GHz et
respectivement autour des angles d’illumination θo = −1◦, θo = 0.25◦ et θo = 0.65◦. On remarque,
en s’appuyant sur la figure 3.16, que la distribution des réflecteurs de l’image diffère significati-
vement pour ces trois angles. En effet, l’ensemble des réflecteurs renvoie un maximum d’énergie
vers le radar lorsque ce dernier à une direction d’illumination θo = 0.65◦.
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Fig. 3.7 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.52 GHz, 0.58◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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3.5. Construction d’une hyperimage réelle
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Fig. 3.8 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.33 GHz, 0.58◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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(a) Image à (fo, θo) = (14.52 GHz, 0.58◦) (b) Image à (fo, θo) = (14.33 GHz, 0.58◦)

Fig. 3.9 – La répartition spatiale des réflecteurs autour d’un même angle mais autour de deux
fréquences distinctes : on observe des différences significatives sur le tuyau dans la zone indiquée.
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Fig. 3.10 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.44 GHz, 0.66◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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Fig. 3.11 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.23 GHz, 0.66◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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(a) Image autour de (fo, θo) = (14.44 GHz, 0.66◦) (b) Image autour de (fo, θo) = (14.23 GHz, 0.66◦)

Fig. 3.12 – La répartition spatiale des réflecteurs autour d’un même angle mais autour de deux
fréquences distinctes : à nouveau, des différences apparaissent sur le tuyau dans la zone indiquée.
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Fig. 3.13 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.25 GHz,−1◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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Fig. 3.14 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.25 GHz, 0.25◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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Fig. 3.15 – Sélection du couple (fo, θo) = (14.25 GHz, 0.65◦) dans le cadran de droite et visuali-
sation de l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche.
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3.5. Construction d’une hyperimage réelle
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(a) Image autour de θo = −1◦ (b) Image autour de θo = 0.25◦ (c) Image autour de θo = 0.65◦

Fig. 3.16 – Images autour de la fréquence fo = 14.25 GHz et autour de trois angles d’illumination
différents : la répartition spatiale des réflecteurs de l’image diffère à ces trois angles.

b/ Répartition énergétique dans le plan fréquence-angle des réflecteurs.

On peut également, à partir de l’hyperimage I(x, y; f, θ), visualiser la distribution énergétique,
dans l’espace fréquence-angle, des réflecteurs de l’image. En effet, en sélectionnant un pixel de
coordonnée (xo, yo) dans l’espace (x, y), on accède à la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) de
ce réflecteur [Tri05, Tri04b, Tri04a].

Cette procédure est effectuée au moyen d’une interface graphique présentée dans les figures
3.17 à 3.22. Dans le cadran de gauche (on a disposé l’image SAR d’origine dans le fond de ce
cadran pour faciliter la compréhension du lecteur), on effectue la sélection du pixel (xo, yo) dans
l’espace (x, y) et on visualise, dans le cadran de droite, la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) du
pixel sélectionné.

Par exemple, les figures 3.17 et 3.18 montrent la répartition d’énergie de réflecteurs apparte-
nant au tuyau métallique. Les figures 3.19 et 3.20 mettent en évidence la distribution d’énergie
de réflecteurs situés sur l’arête supérieure du bâtiment. Et enfin, on met en lumière, dans les
figures 3.21 et 3.22, la répartition énergétique de réflecteurs localisés sur le toit du bâtiment.
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Fig. 3.17 – Sélection du couple (xo, yo) = (−17.35 m,−5.80 m) dans le cadran de gauche et
visualisation, dans le cadran de droite, de la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) dans le plan
fréquence-angle du réflecteur localisé autour de (xo, yo).

150

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

Position transverse  y (m)

P
os

iti
on

 r
ad

ia
le

  x
 (

m
)

     Plan (x,y)

−20 −10 0 10 20

−20

−10

0

10

20

Angle   θ (°)

F
ré

qu
en

ce
  f

 (
H

z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

Position radiale = - 17.20 m  
Position transverse = + 6.25 m   

Distribution énergétique dans le plan fréquence-angle 

Dynamique palette = 104   Dynamique palette = 114   

Fig. 3.18 – Sélection du couple (xo, yo) = (−17.20 m, 6.25 m) dans le cadran de gauche et
visualisation, dans le cadran de droite, de la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) dans le plan
fréquence-angle du réflecteur localisé autour de (xo, yo).

106



3.5. Construction d’une hyperimage réelle

150

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

Position transverse  y (m)

P
os

iti
on

 r
ad

ia
le

  x
 (

m
)

     Plan (x,y)

−20 −10 0 10 20

−20

−10

0

10

20

Angle   θ (°)

F
ré

qu
en

ce
  f

 (
H

z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

Position radiale = - 2.00 m  
Position transverse = - 12.50 m   

Distribution énergétique dans le plan fréquence-angle 

Dynamique palette = 114   Dynamique palette = 104   

Fig. 3.19 – Sélection du couple (xo, yo) = (−2.00 m,−12.50 m) dans le cadran de gauche et
visualisation, dans le cadran de droite, de la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) dans le plan
fréquence-angle du réflecteur localisé autour de (xo, yo).
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Fig. 3.20 – Sélection du couple (xo, yo) = (−2.30 m,−1.40 m) dans le cadran de gauche et
visualisation, dans le cadran de droite, de la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) dans le plan
fréquence-angle du réflecteur localisé autour de (xo, yo).
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Fig. 3.21 – Sélection du couple (xo, yo) = (1.45 m, 6.55 m) dans le cadran de gauche et vi-
sualisation, dans le cadran de droite, de la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) dans le plan
fréquence-angle du réflecteur localisé autour de (xo, yo).
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Fig. 3.22 – Sélection du couple (xo, yo) = (8.65 m,−17.15 m) dans le cadran de gauche et
visualisation, dans le cadran de droite, de la distribution énergétique I(xo, yo; f, θ) dans le plan
fréquence-angle du réflecteur localisé autour de (xo, yo).

108



3.5. Construction d’une hyperimage réelle

c/ Visualisation de l’hyperimage par interface i4d.

Enfin, on peut, au moyen d’une interface appelée i4d, sélectionner un pixel (fo, θo) dans le ca-
dran de droite et visualiser l’image I(x, y; fo, θo) dans le cadran de gauche et dans le même temps,
sélectionner un pixel (xo, yo) dans ce même cadran et visualiser la distribution I(xo, yo; f, θ) dans
le cadran de droite [Ova03].

Par exemple, les figures 3.23 et 3.24 montrent, dans le cadran de droite, la distribution d’éner-
gie, dans l’espace fréquence-angle, d’un réflecteur du tuyau en (xo, yo) = (−17.35 m,−12.25 m).
En observant la distribution énergétique, on constate que ce réflecteur renvoie essentiellement
de l’énergie pratiquement à toutes les fréquences de la bande d’émission lorsque l’angle d’illu-
mination θ de l’antenne radar est dans l’intervalle [0.25◦, 1◦]. Par conséquent, en se référant à
la figure 3.23, il est tout à fait logique, que l’intensité de ce réflecteur soit faible dans le ca-
dran de gauche puisque ce cadran illustre la répartition spatiale des réflecteurs renvoyant de
l’énergie autour de la fréquence fo = 14.25 Ghz et de l’angle θo = −0.50◦ /∈ [0.25◦, 1◦] sélec-
tionnés dans le cadran de droite. Par contre, le cadran de gauche de la figure 3.24 représente la
distribution des réflecteurs renvoyant de l’énergie autour de la fréquence fo = 14.25 Ghz et de
l’angle θo = 0.68◦ ∈ [0.25◦, 1◦] sélectionnés dans le cadran de droite. Il est à remarquer une forte
intensité du réflecteur considéré : ce qui en concordance avec sa répartition énergétique.

Un dernier exemple, est fourni dans les figures 3.25 et 3.26. Dans les cadrans gauche de ces
deux figures, est représentée une même image de réflecteurs renvoyant de l’énergie autour de la
fréquence fo = 14.30 Ghz et de l’angle θo = +0.17◦. Dans le cadran gauche de la figure 3.25, le
réflecteur en (xo, yo) = (−1.85 m,−18.55 m) a une faible intensité : ce qui est en accord avec le
fait que, dans le cadran droit, son énergie se répartie essentiellement dans un domaine qui n’inclut
pas le couple (fo, θo) = (14.30 Ghz, 0.17◦). Par opposition, le réflecteur localisé en (xo, yo) =
(9.20 m,−17.45 m) dans le cadran gauche de la figure 3.26 a une forte intensité : ceci est en
concordance avec le fait que l’énergie renvoyée par ce réflecteur, illustrée dans le cadran droit de
cette même figure, est forte autour de la fréquence fo = 14.30 Ghz et de l’angle θo = +0.17◦.
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Fig. 3.23 – Illustration simultanée de la distribution énergétique d’un réflecteur et l’image des
réflecteurs autour d’une fréquence et d’un angle donnés par interface i4D.

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

Angle   θ (°)

F
ré

qu
en

ce
  f

 (
H

z)

     Plan (f, θ) / I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

Position transverse  y (m)

P
os

iti
on

 r
ad

ia
le

  x
 (

m
)

     Plan (x,y) / I(x,y;f
o
,θ

o
)

−20 −10 0 10 20

−20

−10

0

10

20

Position radiale = - 17.35 m  
Position transverse = - 12.25 m   

Fréquence = 1.425e+10 HZ   
Angle = + 0.68 °   

Interface I4D

Dynamique palette = 104   

Fig. 3.24 – Illustration simultanée de la distribution énergétique d’un réflecteur et l’image des
réflecteurs autour d’une fréquence et d’un angle donnés par interface i4D.
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3.5. Construction d’une hyperimage réelle
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Fig. 3.25 – Illustration simultanée de la distribution énergétique d’un réflecteur et l’image des
réflecteurs autour d’une fréquence et d’un angle donnés par interface i4D.
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Fig. 3.26 – Illustration simultanée de la distribution énergétique d’un réflecteur et l’image des
réflecteurs autour d’une fréquence et d’un angle donnés par interface i4D.
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Chapitre 3. Imagerie SAR par analyse en ondelettes
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Chapitre 4

L’analyse par ondelettes en imagerie
SAR : un intérêt pour l’extraction

d’objets

Ce chapitre constitue une des parties les plus importantes de ce manuscrit car il met en
évidence, à travers de résultats, l’intérêt de l’analyse par ondelettes à extraire des objets dans
une image SAR. En effet, nous montrons que la connaissance de la répartition énergétique des
réflecteurs d’une image SAR peut être une information très utile pour séparer des objets dans
l’image.

Pour justifier cette idée, on peut, par exemple, s’appuyer sur le modèle paramétrique GTD
[Pot95, Pot97] qui fournit une modélisation de la réponse énergétique en fréquence-angle des ré-
flecteurs en fonction de la géométrie de l’objet dont appartiennent ces derniers. La modélisation
en fréquence d’un réflecteur est fonction de la forme de la surface de l’objet ; par exemple : forme
plate, cylindrique ou sphérique. Le modèle en angle, est lui, fonction de la taille et de l’orientation
des diffuseurs dans le cas de mécanismes distribués (ex : réflexion sur plaque, dièdre, cylindre).

Nous montrons, dans ce chapitre, qu’un réflecteur localisé au sein d’un certain objet peut
avoir une répartition énergétique similaire à celle d’autres réflecteurs appartenant à ce même
objet. Et d’autre part, des réflecteurs appartenant à un premier objet (exemple : tuyau) peuvent
avoir une distribution énergétique très différente de celle de réflecteurs localisés sur un second
objet (exemple : bâtiment) de géométrie différente du premier (voir figure 4.1 (b))[Tri04a].

L’idée de base est, alors, de se fixer une distribution énergétique de référence susceptible
d’être caractéristique de l’objet que l’on souhaite extraire et d’identifier les réflecteurs de l’image
qui ont une distribution d’énergie similaire à cette distribution de référence [Tri04b].

Avant de développer cette idée sous forme algorithmique et les résultats d’extraction d’objets
qui en découlent [Tri05], on propose de présenter brièvement le modèle GTD (Geometrical Theory
of Diffraction) qui formalise la réponse des réflecteurs en fonction de la géométrie de l’objet auquel
appartiennent ces derniers.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets
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Fig. 4.1 – L’analyse en ondelettes : un intérêt pour la classification d’objets.
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4.1. Modèle GTD

4.1 Modèle GTD

Les hypothèses, permettant de définir le modèle, sont les suivantes :

• Un objet, composé de n réflecteurs, est éclairé par un radar aéroporté circulant sur une
trajectoire donnée.

• On se place en hautes fréquences (par exemple fc = 10 Ghz) pour modéliser le signal
renvoyé par un objet comme une somme de signaux individuels (indépendants les uns des
autres) provenant des diffuseurs de l’objet.

• L’objet est supposé de petite taille devant la distance radar-objet.

• La longueur d’onde d’émission est supposée petite devant la taille de l’objet.

Sous ces hypothèses, le signal total reçu par le radar s’écrit comme une somme de n termes
élémentaires. Chaque terme élémentaire est le signal réfléchi par un réflecteur :

H(k, θ) =

n∑

i=1

σi(k, θ) exp (−j2π[k cos(θ) xi + k sin(θ) yi]) (4.1)

où (xi, yi) est la localisation d’un réflecteur dans le plan (x, y) et σi(k, θ) est le coefficient de
réflectivité de ce réflecteur, fonction de la fréquence f = (ck/2) et de l’angle d’illumination θ :

σi(k, θ) = Ai µi(k) ηi(k, θ) (4.2)

où Ai est l’amplitude du signal réfléchi par le réflecteur i.

La relation (4.2) fournit une première dépendance fréquentielle µi(k) = (jk/kc)
γ où γ est

un multiple entier de 1/2 et qui est relié à la géométrie du réflecteur. Par exemple, les valeurs
de γ pour des réflecteurs situés sur des surfaces plate et incurvée sont respectivement γ = 1 et γ =
1/2. On ne s’attardera pas sur cette dépendance fréquentielle car elle est difficile à mettre en
évidence, avec l’analyse en ondelettes, dans le cas d’images SAR réelles à bande étroite.

La seconde dépendance en fréquence-angle ηi(k, θ) mentionnée dans (4.2) se formule en dif-
férenciant deux mécanismes :

ηi(k, θ) =





exp(−2πkνi sin(θ)) (exponentielle amortie) pour des mécanismes localisés tels
que la réflexion sur un trièdre, la diffraction sur un coin et sur un bord d’objet.

sinc [k Li sin(θ − θi)] (sinus cardinal) pour des mécanismes distribués tels que
les réflexions sur une surface plate, un dièdre ou un cylindre.

(4.3)

où νi est un paramètre sans interpretation physique directe, Li et θi sont respectivement
l’étendue et l’angle d’orientation (par rapport à la direction de circulation du radar) du diffuseur.

115



Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets

La modélisation ηi(k, θ) pour les mécanismes distribués sera, d’ailleurs, assez vérifiée pour
certains diffuseurs réels dont nous analyserons la répartition énergétique dans ce chapitre. Cette
dernière modélisation (en sinus cardinal) est illustrée dans les figures 4.2 (a) et 4.2 (b). Ces figures
montrent l’exemple de deux objets d’orientation différente avec un diffuseur sur leur surface : un
premier objet d’orientation θ1 est vu essentiellement sous un angle d’illumination θ1. Par consé-
quent, les deux réflecteurs appartenant respectivement aux deux objets d’orientation différente
ont une réponse angulaire distincte.

L’analyse par ondelettes en imagerie SAR permet de mettre en lumière la répartition éner-
gétique dans le plan (f, θ) de réflecteurs. Le paragraphe suivant, en présentant des résultats
d’imagerie SAR par analyse en ondelettes, a pour objectif de montrer qu’un réflecteur appar-
tenant à un certain objet a une distribution d’énergie qui présente des similitudes avec celle
d’autres réflecteurs composant ce même objet. Et à l’inverse, on mettra en lumière le fait que la
répartition énergétique de réflecteurs composant un objet présente des différences significatives
avec celle de réflecteurs constituant un second objet de caractéristiques géométriques distinctes
du premier objet.

4.2 Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflec-

teurs d’une image.

4.2.1 Réflecteurs d’une image constituée d’un tuyau et d’un bâtiment.

Dans cette première étude, on analyse la répartition d’énergie de réflecteurs appartenant à
un tuyau métallique et à un bâtiment proche de ce tuyau (voir figure 4.3). À travers les figures
4.4 à 4.10, on étudiera la distribution de réflecteurs sur le tuyau (en Annexe M, on trouvera
des résultats supplémentaires de distributions énergétiques de réflecteurs sur le tuyau). Ensuite,
on montrera la distribution d’énergie de réflecteurs sur l’arête du bâtiment et sur le toit avant
de fournir un récapitulatif général de distributions de réflecteurs analysés sur le tuyau et sur le
bâtiment en figure 4.17.

a/ Réflecteurs composant le tuyau métallique.

Dans ce paragraphe, on propose d’étudier la distribution d’énergie de réflecteurs constituant
le tuyau métallique. Les observations sont les suivantes :

• L’ensemble des réflecteurs analysés dans les figures 4.4 à 4.9 a une réponse énergétique
dans le secteur angulaire [0.5◦, 1◦] sauf certains qui ont une réponse énergétique dominante
autour de θ = 0.5◦ (figures 4.5 (a) et (b)). Cette répartition d’énergie dans un secteur
angulaire confiné est conforme au modèle angulaire GTD (4.3) pour les mécanismes distri-
bués : le tuyau semble être orienté, en azimut, d’un angle θtuyau = 0.75◦ par rapport à la
direction de circulation du radar.

• Dans ce secteur angulaire, la réponse fréquentielle est relativement variable dans la bande de
fréquence B sauf dans certains cas (figures 4.4 (b),4.6 (b) et 4.9 (b)). De plus, cette variation
est différente selon les réflecteurs analysés et à fortiori ne suit pas une loi en fγ comme le
prévoit le modèle GTD : on peut en conclure que ces variations sont certainement dues à
des imperfections sur le tuyau qui peuvent être d’ordre géométrique ou autre.

116



4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets

La figure 4.10 résume quelques distributions d’énergie de réflecteurs analysés sur le tuyau et met
l’accent sur les similitudes et différences entre distributions.
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Fig. 4.3 – Image constituée du bâtiment et du tuyau.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.

140

160

180

200

220

240

160

180

200

220

240

160

180

200

220

240

−1
0

1
1.4

1.42
1.44

1.46

x 10
10

100

150

200

250

Angle   θ (°)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

Fréquence  f (Hz)

Position transverse  y (m)

P
os

iti
on

 ra
di

al
e 

 x
 (m

)

    Plan (x,y)

−20 −10 0 10 20

−20

−10

0

10

20

Angle   θ (°)

Fr
éq

ue
nc

e 
 f 

(H
z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

Position radiale = - 16.85 m  

Position transverse = - 21.30 m   

Dynamique palette = 116  

Dynamique palettes = 104  

(a) Distribution du réflecteur localisé sur le tuyau en (−16.85 m,−21.30 m).
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Fig. 4.4 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le tuyau.
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Fig. 4.5 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le tuyau.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.6 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le tuyau.
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(a) Distribution du réflecteur localisé sur le tuyau en (−17.40 m, 4.60 m).
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Fig. 4.7 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le tuyau.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.8 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le tuyau.
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Fig. 4.9 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le tuyau.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.10 – Récapitulatif de distributions énergétiques correspondant à des réflecteurs sur le
tuyau.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets

b/ Réflecteurs composant l’arête supérieure et le toit du bâtiment.

Cette fois, on met en lumière la distribution énergétique de réflecteurs sur une arête et le toit
du bâtiment à proximité du tuyau métallique :

• Les figures 4.11, 4.12 et 4.13 illustrent la répartition d’énergie de diffuseurs sur l’arête
du bâtiment (côté radar) : on observe que ces distributions sont très semblables. En ef-
fet, l’énergie se répartit de manière assez uniforme sur toute la bande fréquence dans
un secteur angulaire très restreint50 : cette répartition est conforme au modèle GTD en
angle pour les mécanismes distribués définie en (4.3) et semble suivre une loi fréquen-
tielle fγ avec γ = 0 qui correspond, dans le modèle GTD, à plusieurs mécanismes possibles
[Pot95] dont la réflexion directe (rectiligne) sur un bord d’objet qui semble être le méca-
nisme à privilégier ici. Les observations qu’on peut tirer de ces figures sont les suivantes :

– Dans les figures 4.11 (a) et 4.11 (b), la réponse angulaire est autour de θ = 1◦.
– Dans les figures 4.12 (a) et 4.13 (b), la réponse angulaire est autour de θ = 0.5◦.
– Dans les figures 4.12 (b) et 4.13 (a), la réponse angulaire est autour de θ = 0.75◦.

Le bâtiment semble, donc, être orienté d’un angle θ (dont la valeur est manifestement com-
prise entre 0.5◦ et 1◦) par rapport à la direction de vol de l’avion.

• Dans les figures 4.14, 4.15 et 4.16, on a choisi d’analyser la distribution d’énergie de quelques
réflecteurs bien particuliers sur le toit du bâtiment :

– Les figures 4.14 (a) et 4.15 (b) montrent des réflecteurs qui ont un caractère coloré bien
particulier : la répartition énergétique est telle que les maximums d’énergie sont loca-
lisés, selon l’axe fréquentiel, à des intervalles réguliers. On attire l’attention du lecteur
sur le fait que l’on retrouvera ce type de répartition, ultérieurement, dans la seconde
image analysée et notamment pour des réflecteurs situés sur des cuves. Par conséquent,
si l’on s’appuie sur la photographie 4.3 (a), il est tout à fait possible que ces distributions
d’énergie correspondent à des réflecteurs constituant les cuves situés sur le toit.

– Les réflecteurs, dans les figures 4.14 (b), 4.15 (a) et 4.16 (b), ont des distributions d’éner-
gie relativement homogènes dans le plan (f, θ) : ce type de distribution est à rapprocher
de la réponse (f, θ) d’un trièdre. En effet, un tel objet présente toujours une face par
rapport au radar ; par conséquent, il renvoie de l’énergie quel que soit l’angle d’illumina-
tion : d’après le modèle GTD en angle (4.3), la réponse en angle suit une loi exponentielle
amortie ; en outre, plusieurs mécanismes de surface existent sur un trièdre : la réponse
en fréquence suit, donc, une loi de type fγ avec γ . −1 [Ful98]. Par conséquent, à bande
étroite, la réponse fréquentielle est peu variable dans la bande d’émission. On peut, donc,
dire que ces réflecteurs ont une géométrie proche du trièdre et sont pratiquement blancs
et isotropes.

– Enfin, la figure 4.16 (a) met en lumière la distribution d’énergie d’un autre réflecteur
sur le toit : l’énergie se concentre autour de l’angle θ = 0.5◦ comme dans le cas de
quelques réflecteurs analysés sur l’arête du bâtiment. Autrement dit, ce diffuseur semble
appartenir à un objet sur le toit qui est orienté parallèlement à l’arête du bâtiment.

50Les réflecteurs possédant ce type de répartition énergétique sont dits directifs.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.11 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’arête du bâtiment.
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Fig. 4.12 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’arête du bâtiment.

128



4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.13 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’arête du bâtiment.
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(a) Distribution du réflecteur situé sur le toit en (−8.55 m,−17.35 m).
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Fig. 4.14 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit du bâtiment.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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(a) Distribution du réflecteur situé sur le toit en (1.45 m, 6.45 m).
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Fig. 4.15 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit du bâtiment.
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Fig. 4.16 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit du bâtiment.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.17 – Exemples de distributions énergétiques correspondant à des réflecteurs sur le tuyau,
l’arête et le toit du bâtiment.
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4.2.2 Réflecteurs d’une image composée de deux cuves, une passerelle et un
escalier.

On se propose, dans ce paragraphe, d’analyser des réflecteurs dans une image composée de
cuves, d’une passerelle et d’un escalier sur le prolongement latéral de la passerelle (voir figure
4.18). On mettra en évidence la répartition d’énergie de réflecteurs sur la paire de cuves, sur
la passerelle et l’escalier (en Annexe N, on trouvera des résultats supplémentaires de distribu-
tions énergétiques de réflecteurs sur ces différents objets) avant de fournir, en figure 4.29, un
récapitulatif de distributions énergétiques sur ces différents objets.
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(a) Photographie aérienne de la région. (b) Image SAR formée par RAMSES.

Fig. 4.18 – Image constituée des cuves, de la passerelle et de l’escalier.

a/ Réflecteurs sur l’ensemble des deux cuves

La distribution d’énergie d’une première série de réflecteurs situés sur les deux cuves est
illustrée dans les figures 4.19, 4.20 et 4.21 (a). La particularité des ces distributions est que la
quantité d’énergie renvoyée par ces réflecteurs est très faible, quelle que soit la fréquence, lorsque
l’angle de vue de l’antenne est dans l’intervalle [−0.5◦, 0.25◦]. L’énergie se répartit, cependant,
plus ou moins uniformément dans les secteurs angulaires [−1.5◦,−0.5◦] et [0.25◦, 1.5◦].

Les figures 4.21 (b), 4.22 fournissent la distribution d’énergie de quelques réflecteurs, situés
sur la courbure gauche des cuves : on observe que les lignes de forte énergie se répartissent,
dans le plan (f, θ), de manière oblique et que les maximums d’énergie sont localisés, selon l’axe
fréquentiel, à des intervalles réguliers. La figure 4.23 illustre la distribution d’énergie de réflec-
teurs sur le côté droit de la cuve supérieure : les pics d’énergie sont également localisés à des
intervalles réguliers en fréquence mais les lignes obliques de forte énergie sont dans une direction
perpendiculaire aux lignes d’énergie des réflecteurs appartenant à la courbure gauche des cuves.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.19 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’ensemble des deux cuves.
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Fig. 4.20 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’ensemble des deux cuves.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.21 – Distribution énergétique d’un réflecteur sur une des deux cuves.
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Fig. 4.22 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’ensemble des deux cuves.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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(a) Distribution du réflecteur situé sur la cuve supérieure en (−14.35 m, 9.80 m).
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(b) Distribution du réflecteur situé sur la cuve supérieure en (−3.55 m, 13 m).

Fig. 4.23 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’ensemble des deux cuves.
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b/ Réflecteurs situés sur la passerelle

Dans les figures 4.24, 4.25, 4.26, on étudie la répartition d’énergie de réflecteurs sur la pas-
serelle. Ces réflecteurs ont une réponse énergétique concentrée autour d’un certain angle sans
réelle dépendance en fréquence (pas de caractère de coloration). À nouveau, cette réponse suit
le modèle GTD en angle pour des mécanismes distribués.
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Fig. 4.24 – Distribution énergétique d’un réflecteur sur la passerelle.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.25 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la passerelle.
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Fig. 4.26 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la passerelle.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.

c/ Réflecteurs composant l’escalier

Enfin, dans les figures 4.27, 4.28, on caractérise la réponse énergétique de réflecteurs compo-
sant l’escalier qui se situe à gauche dans l’image, sur le prolongement de la passerelle. À nouveau,
on peut constater que les réflecteurs sont très directifs : en effet, l’énergie est concentrée dans le
secteur [0.5◦, 1◦]. On peut même dire que les caractéristiques énergétiques de ces réflecteurs sont
très semblables à celles des réflecteurs de la passerelle étudiés en dans le paragraphe précédent.
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Fig. 4.27 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’escalier.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.28 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’escalier.
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Fig. 4.29 – Exemples de distributions énergétiques correspondant à des réflecteurs sur la paire
de cuves, la passerelle et l’escalier.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.

4.2.3 Réflecteurs d’une image composée d’un bloc de bâtiments.

Enfin, la dernière étude concerne un bloc de bâtiments qui se compose d’un gros bâtiment
central et de bâtiments de plus petite taille disposés autour, de manière orthogonale (voir figure
4.30). On montre, dans cette partie, la distribution énergétique de réflecteurs situés sur le toit
des bâtiments latéraux, sur l’arête du bâtiment central et sur le sol autour du bloc de bâtiments.
Ces résultats seront résumés en figure 4.41.
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(a) Photographie aérienne de la région. (b) Image SAR formée par RAMSES.

Fig. 4.30 – Image constituée d’un bloc de bâtiments.

a/ Réflecteurs sur le toit des bâtiments

On propose, donc, d’analyser la réponse énergétique de réflecteurs sur les sommets des bâti-
ments latéraux (ou pourra se reporter à l’Annexe O pour voir des résultats supplémentaires de
distributions énergétiques de réflecteurs sur le toit des des bâtiments). Pour les réflecteurs, que
l’on a choisi d’analyser, l’énergie renvoyée est très importante dans un certain secteur angulaire.
Et pour chaque angle de ce secteur, l’énergie se répartit de manière quasi uniforme dans la bande
fréquentielle. En effet, les réflecteurs analysés dans les figures 4.31 à 4.35 renvoient un maximum
d’énergie autour de l’angle d’illumination θ = 1◦ : ceci n’est pas surprenant si l’on regarde la
photographie de la figure 4.30 (a) et l’image SAR de la figure 4.30 (b) puisque les bâtiments
latéraux sont sensiblement inclinés par rapport à l’horizontale qui est la direction de circulation
du radar.

b/ Réflecteurs sur l’arête du bâtiment central

On étudie, à présent, la répartition énergétique de réflecteurs situés sur l’arête du bâtiment
central. On peut constater, en se référant aux figures 4.36 et 4.37, que cette répartition diffère
significativement de celle des réflecteurs analysés dans le paragraphe précédent qui sont localisés
sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. 4.31 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.32 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. 4.33 – Distribution énergétique de réflecteurs sur les toits de bâtiments latéraux.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.34 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. 4.35 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.36 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’arête du bâtiment central.
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Fig. 4.37 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’arête du bâtiment central.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.

c/ Réflecteurs sur le sol

Enfin, les figures 4.38, 4.39 et 4.40 mettent en évidence la distribution d’énergie de réflecteurs
sur le sol en périphérie du bloc de bâtiments. Comme les réflecteurs de l’arête du bâtiment central
étudiés au paragraphe précédent, ces réflecteurs ont une répartition d’énergie différente de celle
des réflecteurs appartenant aux sommets des bâtiments latéraux.
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(a) Distribution du réflecteur en (−11.40 m,−3.45 m) à la périphérie du bloc de bâtiments.
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Fig. 4.38 – Distribution énergétique de réflecteurs à la périphérie du bloc de bâtiments.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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(a) Distribution du réflecteur en (6.85 m,−12 m) à la périphérie du bloc de bâtiments.
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(b) Distribution du réflecteur en (6.75 m,−5.80 m) à la périphérie du bloc de bâtiments.

Fig. 4.39 – Distribution énergétique de réflecteurs à la périphérie du bloc de bâtiments.
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(a) Distribution du réflecteur en (6.30 m, 6.55 m) à la périphérie du bloc de bâtiments.
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(b) Distribution du réflecteur en (6.30 m, 11.25 m) à la périphérie du bloc de bâtiments.

Fig. 4.40 – Distribution énergétique de réflecteurs à la périphérie du bloc de bâtiments.
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4.2. Comparaison de répartitions d’énergie de différents réflecteurs d’une image.
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Fig. 4.41 – Différence significative entre la répartition d’énergie des réflecteurs sur le toit des
bâtiments latéraux et celle des réflecteurs sur l’arête du bâtiment central.
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4.2.4 Premières conclusions

On peut, d’ores et déjà, tirer quelques points de conclusions : la répartition d’énergie des
réflecteurs nous renseigne sur la géométrie de l’objet qui contient ces réflecteurs. En effet, dans
la première étude, les réflecteurs sur le tuyau métallique et sur l’arête du bâtiment sont très
directifs (ils renvoient essentiellement de l’énergie autour d’un angle d’illumination bien particu-
lier). Ce caractère directif est sans doute dû à la géométrie filiforme de ces deux objets. D’autre
part, la distribution de ces mêmes réflecteurs (tuyau et arête) diffère significativement de celle de
réflecteurs localisés sur le toit du bâtiment. De plus, la distribution de certains réflecteurs sur le
toit est similaire à celle d’un trièdre ou à celle de réflecteurs appartenant aux cuves de la seconde
image analysée : ceci suggère de la présence d’objets sur le toit.

D’autre part, en observant les résultats des trois études, on se rend compte que la réponse
énergétique des réflecteurs varie surtout en angle. En effet, dans la première étude, la réponse
énergétique des réflecteurs du tuyau se concentre dans un petit secteur angulaire où, certes, le
niveau d’énergie varie en fonction de la fréquence mais cette variation est moins marquée que la
dépendance en angle. Toujours dans cette première étude, la réponse énergétique de réflecteurs
sur l’arête du bâtiment se localise, de même, autour d’une valeur d’angle particulière mais se
distribue de manière assez homogène dans la bande fréquentielle. Ce type de répartition éner-
gétique est observé également chez les réflecteurs dans la seconde image situés sur la passerelle
et sur l’escalier et chez les réflecteurs, dans la dernière image, situés sur le toit des bâtiments
latéraux.

Compte-tenu de ces précédentes observations et remarques, on est en droit de se poser la
question suivante : peut-on identifier, autrement dit, extraire un objet d’une image connaissant
la distribution énergétique des réflecteurs qui composent l’image ? Pour répondre à cette question,
nous proposons un algorithme d’extraction d’objets et présentons les résultats qui en découlent
dans le paragraphe suivant.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.

4.3 Algorithme d’extraction d’objets et résultats.

Nous abordons, à présent, ce qui constitue le point le plus important de ce chapitre, à savoir
tenter d’extraire un objet dans l’image SAR grâce à l’analyse en ondelettes. L’idée que nous
proposons est de se fixer, parmi les distributions d’énergie des réflecteurs composant l’objet, une
distribution d’énergie susceptible d’être caractéristique de l’objet à extraire : cette distribution
devient, de fait, une distribution de référence. Il s’agit, ensuite, de corréler cette distribution de
référence avec celle de tous les réflecteurs de l’image : le résultat escompté, est, bien sûr, de ne
trouver une forte corrélation qu’avec la distribution énergétique des réflecteurs composant l’objet
à distinguer.

4.3.1 Algorithme d’extraction d’objets.

On part de l’idée que la caractéristique énergétique essentielle d’un réflecteur se situe dans
une dynamique restreinte de sa distribution énergétique. C’est pourquoi, préalablement, on ef-
fectue un seuillage sur la distribution d’énergie de tous les réflecteurs de l’image. On fixe, pour
cela, une dynamique ∆dB identique pour toutes les distributions d’énergie : le seuil, pour chaque
distribution, est fixée à −∆dB du maximum de cette distribution. Ce seuillage préalable se pré-
sente algorithmiquement de la manière suivante :

Pour chaque pixel de coordonnées (xi, yj) ; (i, j) ∈ [1, Nx] × [1, Ny ]

IMax
i,j := max

f,θ
[ I(xi, yj; f, θ) ]

Si
(
I(xi, yj ; f, θ) ≤ IMax

i,j 10−(∆dB/20)
)

I(xi, yj; f, θ) := 0

Fin

Fin.

Après, cette procédure de seuillage, il s’agit d’appliquer l’algorithme suivant :

(1) Sélectionner un pixel de coordonnées (xref , yref ) dans l’image, susceptible de correspondre
à la localisation d’un réflecteur appartenant à l’objet à extraire : I(xref , yref ; f, θ) repré-
sente, alors, une distribution énergétique de référence.

(2) Calculer, ensuite, la fonction de corrélation bidimensionnelle mettant en jeu la distribution
de référence et la distribution {I(xi, yj; f, θ) ; (i, j) ∈ [1, Nx] × [1, Ny ] } des autres réflecteurs
de l’image :

Pour i := 1 to Nx

Pour j := 1 to Ny

Cref(i, j) :=

∫
I(xref , yref ; f, θ) I(xi, yj ; f, θ) df dθ

√
Eref

√
Ei,j

Fin

Fin
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où Eref =

∫
|I(xref , yref ; f, θ)|2 df dθ et Ei,j =

∫
|I(xi, yj; f, θ)|2 df dθ sont des termes de

normalisation permettant d’avoir Cref ∈ [0, 1].

On propose d’appliquer l’algorithme au moyen d’une interface graphique. Le paragraphe
suivant présente des résultats issus de cet algorithme pour plusieurs types d’objets : tuyau mé-
tallique, cuves, passerelle, escalier, toits de bâtiments.

4.3.2 Résultats d’extraction d’objets.

L’algorithme d’extraction d’objets est appliqué au moyen d’une interface graphique qui se
présente de la manière suivante (voir figure 4.43) :

• La sélection, dans le plan (x, y) d’un pixel de coordonnées (xref , yref ) s’effectue dans le
premier cadran supérieur gauche. L’utilisateur sélectionne un pixel qui correspond à la
localisation d’un réflecteur appartenant à l’objet que l’on souhaite extraire. Pour des rai-
sons de clarté vis à vis du lecteur, on a inséré l’image SAR initial dans le fond de ce cadran.

• Les deux cadrans inférieurs mettent en lumière la distribution énergétique du réflecteur
sélectionné représentée respectivement dans le plan et dans l’espace. Cette distribution
constitue la distribution de référence.

• La barre de glissement central permet de fixer la dynamique ∆dB qui détermine le niveau
de seuillage appliqué à la distribution d’énergie des réflecteurs de l’image.

• Enfin, la carte de corrélation calculée est présentée dans le cadran supérieur droit.

a/ Extraction du tuyau métallique

La première étude concerne, donc, l’image constituée du bâtiment et du tuyau. Les figures
4.42 (a) et 4.42 (b) présentent respectivement une photo aérienne et l’image SAR contenant le
bâtiment et le tuyau.

L’objectif, en appliquant l’algorithme, est d’extraire le tuyau. Des résultats, correspondants
à différentes distributions énergétiques de référence susceptibles d’être caractéristiques du tuyau,
sont présentés dans ce paragraphe :

• En figure 4.43, on applique l’algorithme d’extraction d’objets en choisissant la distribution
du réflecteur localisé sur le tuyau en (xref , yref) = (−17.20 m,−12.30 m) comme référence.
La figure 4.44 illustre la procédure de seuillage pour la distribution de référence et confronte
l’image SAR initiale et la carte de corrélation.

• En figure 4.45, on applique l’algorithme d’extraction d’objets en choisissant la distribution
du réflecteur localisé sur le tuyau en (xref , yref ) = (−17 m,−9.45 m) comme référence. La
figure 4.46 illustre la procédure de seuillage pour la distribution de référence et confronte
l’image SAR initiale et la carte de corrélation.
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(a) Photographie aérienne de la région. (b) Image SAR contenant le tuyau à extraire.

Fig. 4.42 – Le tuyau constitue l’objet à extraire.

• En figure 4.47, on applique l’algorithme d’extraction d’objets en choisissant la distribution
du réflecteur localisé sur le tuyau en (xref , yref) = (−17.45 m,−6.15 m) comme référence.
La figure 4.48 illustre la procédure de seuillage pour la distribution de référence et confronte
l’image SAR initiale et la carte de corrélation.

• En figure 4.49, on applique l’algorithme d’extraction d’objets en choisissant la distribution
du réflecteur localisé sur le tuyau en (xref , yref) = (−17.30 m,−2.40 m) comme référence.
La figure 4.50 illustre la procédure de seuillage pour la distribution de référence et confronte
l’image SAR initiale et la carte de corrélation.
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Fig. 4.43 – Extraction du tuyau en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution éner-
gétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−17.20 m,−12.30 m) comme distribution de référence.

164



4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.

Angle   θ (°)

F
ré

q
u

e
n

ce
  
f 
(H

z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

−1.5
−1

−0.5
0

0.5
1

1.5

1.38

1.4

1.42

1.44

1.46

1.48

x 10
10

120

140

160

180

200

220

240

Fréquence  f (Hz) Angle   θ (°)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

(a) Distribution énergétique de référence dans le plan fréquence-angle.

Angle   θ (°)

F
ré

q
u

e
n

ce
  
f 
(H

z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

−1.5
−1

−0.5
0

0.5
1

1.5

1.38

1.4

1.42

1.44

1.46

1.48

x 10
10

0

50

100

150

200

250

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

Angle   θ (°)Fréquence  f (Hz)

(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.6 dB du maximum.
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Fig. 4.44 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.6 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.45 – Extraction du tuyau en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution éner-
gétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−17 m,−9.45 m) comme distribution de référence.
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(a) Distribution énergétique de référence dans le plan fréquence-angle.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.6 dB du maximum.
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Fig. 4.46 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.6 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.47 – Extraction du tuyau en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution éner-
gétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−17.45 m,−6.15 m) comme distribution de référence.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.6 dB du maximum.
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(c) Image SAR initiale et carte de corrélation dans le plan (x, y).

Fig. 4.48 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.6 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.49 – Extraction du tuyau en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution éner-
gétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−17.30 m,−2.40 m) comme distribution de référence.
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(a) Distribution énergétique de référence dans le plan fréquence-angle.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.6 dB du maximum.
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Fig. 4.50 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.6 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets

b/ Extraction de la paire de cuves, de la passerelle et l’escalier

La seconde étude concerne l’image contenant deux cuves, une passerelle et un escalier. Les fi-
gures 4.51 (a) et 4.51 (b) présentent respectivement une photo aérienne et l’image SAR contenant
ces objets à extraire.
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(a) Photographie aérienne de la région. (b) Image SAR contenant les cuves,
la passerelle et l’escalier.

Fig. 4.51 – La paire de cuves, la passerelle et l’escalier constituent les objets à extraire.

Les résultats se présentent de la manière suivante :

• Pour tenter d’extraire la paire de cuves, on applique, à travers la figure (4.52), l’algorithme
d’extraction d’objets en choisissant la distribution du réflecteur localisé sur la cuve supé-
rieure en (xref , yref ) = (−14.45 m, 10.05 m) comme référence. La figure (4.53) illustre la
procédure de seuillage pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale
et la carte de corrélation.

• Pour tenter d’extraire la passerelle, on applique l’algorithme en choisissant deux distribu-
tions de référence :

– en figure (4.54), la distribution du réflecteur localisé en (xref , yref ) = (−9.35 m, 0.20 m)
sur la passerelle est prise comme référence. La figure (4.55) illustre la procédure de
seuillage pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale et la carte
de corrélation.

– en figure (4.56), la distribution du réflecteur localisé en (xref , yref ) = (8.25 m, 0.10 m)
sur la passerelle est prise comme référence. La figure (4.57) illustre la procédure de
seuillage pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale et la carte
de corrélation.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.

• Pour tenter d’extraire l’escalier, on applique l’algorithme en choisissant deux distributions
de référence :

– en figure (4.58), la distribution du réflecteur localisé en (xref , yref ) = (−4.60 m,−13.40 m)
sur l’escalier est prise comme référence. La figure (4.59) illustre la procédure de seuillage
pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale et la carte de corréla-
tion.

– en figure (4.60), la distribution du réflecteur localisé en (xref , yref ) = (−1.45 m,−15.50 m)
sur l’escalier est prise comme référence. La figure (4.61) illustre la procédure de seuillage
pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale et la carte de corréla-
tion.

• Enfin, pour tenter d’extraire une partie de la courbure gauche des cuves, on applique l’al-
gorithme en choisissant deux distributions de référence :

– en figure (4.62), la distribution du réflecteur localisé en (xref , yref ) = (5.95 m,−4.40 m)
sur la cuve inférieure est prise comme référence. La figure (4.63) illustre la procédure de
seuillage pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale et la carte
de corrélation.

– en figure (4.64), la distribution du réflecteur localisé en (xref , yref ) = (−14.65 m,−5.80 m)
sur la cuve supérieure est prise comme référence. La figure (4.65) illustre la procédure de
seuillage pour la distribution de référence et confronte l’image SAR initiale et la carte
de corrélation.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets
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Fig. 4.52 – Extraction de la paire de cuves en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distri-
bution énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−14.45 m, 10.05 m) comme distribution de
référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.6 dB du maximum.
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Fig. 4.53 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets
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Fig. 4.54 – Extraction de la passerelle en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution
énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−9.35 m, 0.20 m) comme distribution de référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(a) Distribution énergétique de référence dans le plan fréquence-angle.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.4 dB du maximum.
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Fig. 4.55 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets
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Fig. 4.56 – Extraction de la passerelle en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution
énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (8.25 m, 0.10 m) comme distribution de référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.4 dB du maximum.
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(c) Image SAR initiale et carte de corrélation dans le plan (x, y).

Fig. 4.57 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.58 – Extraction de l’escalier en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution
énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−4.60 m,−13.40 m) comme distribution de référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(a) Distribution énergétique de référence dans le plan fréquence-angle.
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Fig. 4.59 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.60 – Extraction de la passerelle en appliquant l’algorithme où l’on choisit la distribution
énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (−1.45 m,−15.50 m) comme distribution de référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.4 dB du maximum.
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Fig. 4.61 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.62 – Extraction d’une portion gauche des deux cuves en appliquant l’algorithme où l’on
choisit la distribution énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (5.95 m,−4.40 m) comme dis-
tribution de référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.4 dB du maximum.
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(c) Image SAR initiale et carte de corrélation dans le plan (x, y).

Fig. 4.63 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.64 – Extraction d’une portion gauche des deux cuves en appliquant l’algorithme où l’on
choisit la distribution du réflecteur en (xref , yref ) = (−14.65 m,−5.80 m) comme distribution
de référence.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.4 dB du maximum.
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(c) Image SAR initiale et carte de corrélation dans le plan (x, y).

Fig. 4.65 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.4 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Chapitre 4. L’analyse par ondelettes en imagerie SAR : un intérêt pour l’extraction d’objets

c/ Distinction d’un sommet d’une arête de bâtiment

La dernière étude concerne l’image contenant un bloc de bâtiments composé de bâtiments
latéraux et d’un bâtiment central. Les figures 4.66 (a) et 4.66 (b) présentent respectivement une
photo aérienne et l’image SAR contenant ce bloc de bâtiments.
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(a) Photographie aérienne de la région. (b) Image SAR contenant le bloc de bâtiment.

Fig. 4.66 – Photographie et image contenant le bloc de bâtiment.

L’objectif, en appliquant l’algorithme, est d’extraire le sommet des bâtiments latéraux et
plus précisément de séparer ces sommets de l’arête du bâtiment central dont les réflecteurs ont
des caractéristiques énergétiques différentes de celles des réflecteurs des bâtiments latéraux (voir
figures 4.31 à 4.37). Autrement dit, le but est, ici, d’extraire le sommet des bâtiments latéraux
tout en soustrayant l’arête du bâtiment central.

Les résultats se présentent de la manière suivante :

• En figure 4.67, on applique l’algorithme d’extraction d’objets en choisissant la distribution
du réflecteur localisé sur un des sommets en (xref , yref ) = (4.55 m,−10.40 m) comme ré-
férence. La figure 4.68 illustre la procédure de seuillage pour la distribution de référence et
confronte l’image SAR initiale et la carte de corrélation.

• En figure 4.69, on applique l’algorithme d’extraction d’objets en choisissant la distribution
du réflecteur localisé sur un des sommets en (xref , yref ) = (−2.25 m, 9.85 m) comme réfé-
rence. La figure 4.70 illustre la procédure de seuillage pour la distribution de référence et
confronte l’image SAR initiale et la carte de corrélation.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.
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Fig. 4.67 – Extraction des sommets des bâtiments latéraux en appliquant l’algorithme où l’on
choisit la distribution énergétique du réflecteur en (xref , yref ) = (4.55 m,−10.40 m) comme
distribution de référence.
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(b) Distribution énergétique de référence après seuillage à 0.9 dB du maximum.
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(c) Image SAR initiale et carte de corrélation dans le plan (x, y).

Fig. 4.68 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.9 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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Fig. 4.70 – Illustration de la distribution de référence avant et après seuillage à ∆dB = 0.9 dB du
maximum puis comparaison image SAR initiale et carte de corrélation.
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d/ Résultats récapitulatifs d’extraction d’objets

On résume, respectivement dans les figures 4.71, 4.72 et 4.73, les résultats d’extraction
du tuyau, de séparation de la paire de cuves et de la combinaison passerelle-escalier, et
l’extraction du toit de bâtiments.
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(b) Première application de l’algorithme. (c) Deuxième application de l’algorithme.
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(d) Troisième application de l’algorithme. (e) Dernière application de l’algorithme.

Fig. 4.71 – Extraction du tuyau métallique.
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Fig. 4.72 – Séparation des cuves et de la combinaison passerelle-escalier.
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Fig. 4.73 – Extraction du toit des bâtiments latéraux et soustraction de l’arête du bâtiment
central.
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4.3. Algorithme d’extraction d’objets et résultats.

e/ Modification de l’algorithme de discrimination d’objets.

Pour tenter d’améliorer la discrimination d’objets, nous proposons, dans ce paragraphe, une
modification de l’algorithme décrit en 4.3.1. La fonction de correlation 2D qui y est introduite
met en jeu la distribution d’énergie des pixels de l’image, autrement dit le module au carré du
coefficient d’ondelette51 :

Cref (xi, yj) =

∫
I(xref , yref ; f, θ) I(xi, yj; f, θ) df dθ

√
Eref

√
Ei,j

(4.4)

avec

I(~ro, ~ko) =
1

Kφ

∣∣∣W (~ro, ~ko)
∣∣∣
2

=
1

Kφ

∣∣∣< H,Ψ
~ro,~ko

>
∣∣∣
2

Autrement dit, on ne prend pas en compte la phase des coefficients d’ondelette. Or la phase
est susceptible de porter un certain type d’information qu’il faut exploiter. C’est pourquoi, nous
proposons de substituer le coefficient d’ondelette W (xi, yj ; f, θ) à I(xi, yj, f, θ) dans (4.4). La
fonction de corrélation devient :

Cref(xi, yj) =

∫
W (xref , yref ; f, θ) W ∗(xi, yj; f, θ) df dθ

√
Eref

√
Ei,j

(4.5)

avec Eref =

∫
|W (xref , yref ; f, θ)|2 df dθ et Ei,j =

∫
|W (xi, yi; f, θ)|2 df dθ.

Un résultat de cette substitution est donné en figure 4.74 : la figure 4.74 (a) illustre le
réflecteur qui est pris comme référence ainsi que le module et la phase du coefficient d’onde-
lette W (xref , yref , f, θ) lui correspondant. La figure 4.74 (b) montre la carte obtenue en corrélant
les distributions d’énergie. La figure 4.74 (c) illustre la carte obtenue en corrélant les coefficients
d’ondelette : on constate que cette carte fournit une meilleure extraction des toits des bâtiments
latéraux que celle de la figure 4.74 (b).

51Le coefficient d’ondelette sera noté W (~ro,~ko) au lieu de C(~ro,~ko) pour ne pas confondre avec le coefficient de
corrélation Cref .
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Fig. 4.74 – Amélioration de l’extraction d’objet en corrélant les coefficients d’ondelette.
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4.3.3 Commentaires et conclusions du chapitre

Concernant la première étude, à savoir l’extraction du tuyau métallique, deux types de ré-
sultats se dégagent :

• En figures 4.71 (b) et 4.71 (c), le tuyau est extrait presque dans sa totalité mais quelques
réflecteurs du toit du bâtiment, certes minoritaires, ont une distribution énergétique qui
corrèle fortement avec la distribution de référence (choisie sur le tuyau).

• Si l’on compare les résultats des figures 4.71 (d) et 4.71 (e) avec ceux des figures 4.71 (b) et
4.71 (c), il apparaît moins de réflecteurs sur le toit du bâtiment ayant des caractéristiques
énergétiques similaires à celles du réflecteur de référence (sélectionné sur le tuyau), mais le
tuyau est extrait sur une plus petite portion.

L’extraction de la paire de cuves, dans la seconde étude, est tout à fait satisfaisante (voir
figure 4.72 (b)) et l’extraction de la passerelle s’accompagne de celle de l’escalier (voir figure 4.72
(c)) : ce qui n’est pas étonnant puisque, si l’on en juge par les figures 4.24 à 4.28, les réflecteurs
sur la passerelle et sur l’escalier ont des caractéristiques énergétiques similaires. Les figures 4.62
et 4.64 illustrent l’extraction d’une portion de la courbure gauche de la paire de cuves ; autrement
dit, ces figures montrent que l’algorithme d’extraction d’objets est capable d’extraire des détails

sur un objet.

La figure 4.73 illustre l’extraction du toit des bâtiments latéraux et plus particulièrement
la disparition de l’arête du bâtiment central dan la carte de corrélation : ceci est conforme aux
résultats des figures 4.31 à 4.37 qui mettent en évidence que la distribution énergétique des ré-
flecteurs du toit des bâtiments latéraux diffèrent de celle des réflecteurs de l’arête du bâtiment
central.

Enfin, le résultat illustré en figure 4.74 (c) et représentant la carte obtenue en corrélant les co-
efficients d’ondelette est très prometteur. L’introduction du coefficient d’ondelette plutôt que de
la distribution d’énergie se justifie par le fait que le coefficient d’ondelette préserve l’information

de phase propre des réflecteurs tandis que la distribution d’énergie ne préserve que les différences
de phase entre les réflecteurs dans des termes d’interférences, comme le montre l’exemple suivant
à deux réflecteurs. Autrement dit, partant de l’idée que la phase propre d’un réflecteur est une
donnée susceptible d’être caractéristique de l’objet à extraire, on peut s’attendre à ce que la
fonction de corrélation 2D définie en (4.5) soit plus efficace pour discriminer l’objet souhaité.

Exemple à deux réflecteurs :

Prenons un exemple simple de deux réflecteurs respectivement de phase propre ϕ1 et ϕ2 in-
dépendantes de (f, θ). Ces réflecteurs renvoient respectivement les signaux H1 et H2 :

H1(k, θ) = A1(k, θ) exp [−j(2π~k~r1 + ϕ1)]

H2(k, θ) = A2(k, θ) exp [−j(2π~k~r2 + ϕ2)]

où Ai, ϕi et ~ri sont respectivement l’amplitude, la phase propre et le vecteur position du
réflecteur i. On note H = H1 + H2 le signal réfléchi par la paire de réflecteurs et on calcule le
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coefficient d’ondelette WH(~ro, ~ko) :

WH(~ro, ~ko) = ejϕ1 M1(~ro, ~ko) + ejϕ2 M2(~ro, ~ko) (4.6)

où

Mi(~ro, ~ko) =

∫
k Ai(k, θ)

1

ko
φ

(
k

ko
, θ − θo

)
exp−[j2π~k(~ri − ~ro)] dk dθ

Par conséquent, on constate, dans la formulation du coefficient d’ondelette en (4.6), que la phase
propre des réflecteurs est conservée alors que l’hyperimage I(~ro, ~ko) donne :

IH(~ro, ~ko) =
1

Kφ

∣∣∣WH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

=
1

Kφ

(∣∣∣M1(~ro, ~ko)
∣∣∣
2
+
∣∣∣M2(~ro, ~ko)

∣∣∣
2
+ 2Re

[
M∗

1 (~ro, ~ko)M2(~ro, ~ko) cos(ϕ2 − ϕ1)
])

où la différence de phase ∆ϕ = ϕ2 − ϕ1 n’est préservée que dans un terme d’oscillations tradui-
sant l’interaction entre les 2 composantes du signal.

Jusqu’à présent, l’analyse par ondelettes a été appliquée à partir d’une imagette SAR où
l’on a tenu compte ni de l’information polarimétrique ni de l’information interférométrique des
pixels de l’imagette. Le chapitre suivant propose d’étendre l’analyse par ondelettes continues en
polarimétrie dans l’objectif d’améliorer la classification des cibles artificielles et naturelles et en
interférométrie dans le but d’obtenir une meilleure estimation de la hauteur des cibles.
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Chapitre 5

Polarimétrie et interférométrie par
analyse en ondelettes continues

Ce chapitre constitue un complément de ce manuscrit dans la mesure où l’on a eu l’oppor-
tunité d’appliquer l’analyse par ondelettes en polarimétrie et en interférométrie. Ce complément
met l’accent sur le fait qu’une analyse locale autour d’une fréquence et un angle du signal SAR
en polarimétrie et en interférométrie est bénéfique pour séparer les cibles aléatoires des cibles
déterministes en polarimétrie et estimer correctement la hauteur des cibles en interférométrie
[Col04a, Col04b, Col04c, Tri04].

Dans un premier temps, on effectuera quelques rappels succincts en polarimétrie ; puis on
montrera comment on a introduit l’analyse par ondelettes dans ce domaine. Plus précisément,
on illustrera des résultats issus de l’application de la méthode par ondelettes sur le paramètre
d’entropie. Dans une seconde partie, on fera également quelques rappels d’interférométrie puis
on combinera l’analyse par ondelettes avec une méthode d’optimisation polarimétrique exploitée
en interférométrie : on présentera les quelques résultats obtenus grâce à cette combinaison.

5.1 Analyse par ondelettes en polarimétrie

5.1.1 Rappels de polarimétrie

Le but de l’analyse polarimétrique est de séparer et d’identifier les mécanismes électromagné-
tiques se produisant pour la cible analysée (exemple : identifier les réflexions par simple et double
rebond sur la cible) en étudiant un certain nombre de paramètres polarimétriques. Avant de pré-
senter certains de ces paramètres, nous proposons de rappeler la définition de la polarisation
d’une onde.

a/ Polarisation d’une onde

La polarisation d’une onde plane est la courbe décrite dans le temps par l’extrémité du
champ électrique ~ξ(t) régnant dans le plan d’onde. Ce champ électrique peut se mettre sous la
forme ~ξ(t) = ℜ(ejωt ~E) où ~E est un vecteur complexe indépendant du temps appelé vecteur de
Jones (ou vecteur de polarisation).

Dans le cas d’une onde dite "complètement polarisée", la courbe décrite par l’extrémité du
champ électrique dans un plan d’onde est une ellipse de paramètres (φ, τ) (voir figure 5.1).
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Fig. 5.1 – Paramètres de l’ellipse de polarisation.

Ainsi, si (φ, τ) = (0, 0), l’onde est dite polarisée horizontalement ; si (φ, τ) = (π/2, 0), l’onde
est dite polarisée verticalement. Par exemple, le radar RAMSES de l’ONERA est totalement

polarimétrique, c’est à dire qu’il est capable d’émettre et recevoir une onde qui est soit polarisée
horizontalement (H), soit polarisée verticalement (V).

b/ Théories déterministe et non déterministe

En polarimétrie, on distingue deux types de cibles :

• Les cibles déterministes dites ”simples" ; elles sont caractérisées par un nombre réduit de
réflecteurs. Les ondes renvoyées par les réflecteurs s’additionnent de manière cohérente.
Chaque réflecteur élémentaire est caractérisé par sa matrice de diffusion [Pot92] (théorie
déterministe). En général ces cibles sont fabriquées par l’homme : véhicules, bâtiments, etc.

• Les cibles aléatoires dites "distribuées" ; par exemple : cultures, prairies, forêts, etc. Le si-
gnal renvoyé par ce type de cible, résulte de l’addition non cohérente d’un nombre indéter-
miné de processus élémentaires. Ces cibles sont caractérisées par une grandeur statistique
du second ordre (théorie non déterministe) [Clou96] : matrice de covariance ou matrice
de cohérence. La théorie non déterministe englobe, en tant que cas particulier, la théorie
déterministe.

Dans toute la suite, on se placera dans le cadre de la théorie non déterministe puisque les
images SAR que nous analysons dans cette partie contiennent, entre autres, des cibles aléatoires.
Une des grandeurs statistiques les plus importantes est la matrice de cohérence dans la mesure où
la plupart des paramètres polarimétriques, susceptibles de séparer ou identifier les mécanismes
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électromagnétiques relatifs à une cible aléatoire, se déduisent de cette quantité. Cette matrice de
cohérence se définit, elle-même, à partir d’une autre quantité qu’est le vecteur de diffusion : ces
deux quantités sont présentées dans le paragraphe suivant.

b/ Vecteur diffusion et matrice de cohérence

Notons S(x, y; kx, ky) le signal reçu par le radar et provenant du réflecteur de coordon-
nées (x, y) pour le vecteur d’onde ~k = (kx, ky) :

S(x, y; kx, ky) = A(f, θ) exp [−j2π(kxx + kyy) + ϕ(f, θ)]

où A(f, θ) est l’amplitude traduisant le caractère coloré (dépendance en fréquence) et non-
isotrope (dépendance en angle)52 du réflecteur localisé en (x, y) ; ϕ est la phase propre du réflec-
teur supposée, également, dépendre de la fréquence et de l’angle d’illumination.

Dans un système SAR, ce signal est intégré sur toutes les fréquences f et tous les angles
d’illumination θ, ce qui donne :

S(x, y) =

∫∫
A(f, θ) exp [−j2π(kxx + kyy) + ϕ(f, θ)] dkx dky

En polarimétrie, ce signal S(x, y), mesuré à une phase près 53, est appelé coefficient de rétro-

diffusion du réflecteur localisé en (x, y). Il est obtenu pour une certaine polarisation d’émission
(H ou V) et de réception (h ou v)54. Autrement dit, si l’onde émise est polarisée horizontale-
ment et l’onde reçu par le radar est polarisée verticalement, le coefficient de rétrodiffusion est
notée SHv(x, y). Á ce stade, il faut rappeler que dans les chapitres précédents où il est question
du SAR non polarimétrique, le coefficient de rétrodiffusion désigne H(f, θ) que nous renommons
ici, pour l’occasion, signal rétrodiffusé ou signal de rétrodiffusion.

On définit, alors, pour chaque pixel de l’image de coordonnée (x, y), le vecteur diffusion de
la manière suivante55 :

~s(x, y) =
1√
2




SHh(x, y) + SVv(x, y)
SHh(x, y)− SVv(x, y)

2SVh(x, y)


 (5.1)

La matrice de cohérence se définit, quant à elle, comme :

T (x, y) =< ~s(x, y), ~s†(x, y) > (5.2)

5.1.2 Introduction de l’analyse par ondelettes en polarimétrie

L’outil ondelette permet de calculer le vecteur diffusion, non seulement autour d’un pixel
de coordonnées (xo, yo) , mais également autour d’une fréquence fo et d’un angle θo donnés
[Col04a, Col04b, Col04c] : ce que ne peut faire la polarimétrie classique. Ce nouveau vecteur
s’écrit, alors, ~s(xo, yo; fo, θo).

52On rappelle que f = (c/2)
p

k2
x + k2

y avec c la célérité de l’onde et θ = arctan (ky/kx).
53En effet, ce signal contient une phase relative et non une phase absolue
54Cette notation est la notation adoptée par l’ONERA : une majuscule représente la polarisation d’un champ

émis, tandis que la minuscule représente la polarisation d’un champ reçu.
55Cette définition est faite sous l’hypothèse de réciprocité SHv = SVh. 201



Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues

En effet, il suffit d’introduire le coefficient d’ondelette s’exprimant comme le produit sca-
laire entre le signal H(~k) rétrodiffusé par l’ensemble des n réflecteurs de l’image et l’ondelette
analysante Ψ ~ro, ~ko

(~k) localisée spatialement autour de ~ro = (xo, yo) et autour de (fo, θo)
56 :

C(xo, yo, fo, θo) =< H,Ψ
~ro, ~ko

>

où H(kx, ky) =
n∑

i=1

Ai(f, θ) exp [−j2π(kxxi + kyyi) + ϕi(f, θ)] pour un modèle de réflecteurs

colorés et anisotropes.

Le signal de rétrodiffusion H est obtenu pour les différentes configurations polarimétriques
Hh, Vh et Vv. Ainsi le coefficient d’ondelette peut, également, être calculé pour ces configura-
tions :

CHh(xo, yo, fo, θo) = < HHh,Ψ ~ro, ~ko
>

CVh(xo, yo, fo, θo) = < HVh,Ψ ~ro, ~ko
>

CVv(xo, yo, fo, θo) = < HVv,Ψ ~ro, ~ko
>

Et ainsi, en substituant CHh, CVh et CVv respectivement à SHh, SVh et SVv dans la définition
du vecteur diffusion en (5.1), on obtient ~s(xo, yo; fo, θo).

De la même manière, tous les paramètres polarimétriques peuvent être obtenus autour d’une
fréquence fo et un angle θo.

L’un des paramètres clés pour distinguer les cibles non déterministes (exemple : forêt) des
cibles déterministes (exemple : bâtiment) est l’entropie E(x, y) : elle est définie comme l’indicateur
du caractère aléatoire du phénomène de rétrodiffusion. Par définition :

E(x, y) = −
3∑

i=1

pi log3(pi), pi =
λi

λ1 + λ2 + λ3
(5.3)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice de cohérence T (x, y) définie en (5.2). L’entropie E
est proche de 0 pour des cibles dites "simples", c’est à dire déterministes. L’entropie est égale à 1
si et seulement si les trois valeurs propres de la matrice T sont égales : cette valeur de l’entropie
correspond à une cible totalement aléatoire.

5.1.3 Amélioration du contraste de l’image d’entropie

L’outil ondelette nous permet, donc, d’obtenir l’entropie non seulement autour d’un pixel (xo, yo)
mais aussi autour d’une fréquence fo et d’un angle d’illumination θo.

En effet, à partir de la matrice de diffusion ~s(xo, yo, fo, θo) et en s’appuyant sur la définition de
la matrice de cohérence en (5.2), on construit T (xo, yo, fo, θo) =< ~s(xo, yo, fo, θo), ~s

†(xo, yo, fo, θo) >.
On calcule, ensuite les valeurs propres λi(xo, yo, fo, θo) de la matrice T (xo, yo, fo, θo). Enfin, en
se référant à (5.3), on détermine E(xo, yo, fo, θo).

56On rappelle que 2fo/c = | ~ko| et θo = arg( ~ko)
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5.1. Analyse par ondelettes en polarimétrie

L’analyse de la variation de l’entropie en fonction de la fréquence et de l’angle pour un pixel
donné montre que :

• sur la majorité des pixels, l’entropie semble varier de manière totalement aléatoire lorsque
la fréquence et l’angle de vue varient.

• sur un petit nombre de pixels (points très brillants de bâtiment, voitures), l’entropie est
faible et quasi-constante dans les intervalles [fomin, fomax] et [θomin, θomax].

Dans le but d’améliorer le contraste de la carte d’entropie, les deux précédents points nous
conduisent à retenir, pour chaque pixel de coordonnées (xo, yo), la valeur maximale de l’entropie
obtenue en balayant toute la plage de fréquences et d’angles :

Emax(xo, yo) = max
fo,θo

E(xo, yo; fo, θo)

Ainsi les cibles déterministes garderont une entropie faible, puisque celle-ci l’est pour tout
angle θo et toute fréquence fo, tandis que les cibles non déterministes auront une entropie très
élevée, correspondant au maximum pouvant être atteint. Cette image d’entropie maximum est
donnée en figure 5.2(b) et comparée à la carte entropique initiale illustrée en 5.2(a) [Col04a,
Col04b] : on remarque, sur la carte d’entropie initiale, que certains champs (cibles aléatoires),
comme celui sur le bas gauche de l’image, ont un niveau d’entropie anormalement faible. Dans
la carte d’entropie, après analyse par ondelettes, ces champs ont un niveau d’entropie élevé
conformément à ce que prévoit la théorie : ceci a pour conséquence de mieux discerner les cibles
déterministes d’entropie plus faible.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

(a) Entropie initiale (b) Entropie maximale
obtenue grâce à l’analyse en ondelettes.

Fig. 5.2 – Amélioration du contraste de l’image par analyse en ondelettes.
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Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues

5.2 Analyse par ondelettes en interférométrie

5.2.1 Phase interférométrique et hauteur de cible

L’interférométrie est un outil permettant de reconstruire la topographie d’une zone donnée.
Cette technique est basée sur la mesure des différences de phase entre deux signaux SAR appa-
riées, obtenus par deux antennes faiblement délocalisées spatialement (voir figure 5.3).

z

x

h

H

r1

r2
ψ

d αI2

Fig. 5.3 – Géométrie du SAR Interférométrique.

Si S1 est le signal collecté par la première antenne, et S2 le signal enregistré par la seconde,
alors la cohérence interférométrique du pixel de coordonnées (x, y) est définie mathématiquement
par :

γ(x, y) =
< S1(x, y)S∗

2(x, y) >√
< S1(x, y)S∗

1(x, y) >
√

< S2(x, y)S∗
2 (x, y) >

(5.4)

L’argument de la cohérence définie en (5.4) est proportionnel à la hauteur du réflecteur
localisé en (x, y) : si l’on note h la hauteur de la cible, Φ l’argument de cette fonction cohérence
que l’on appelle phase interférométrique, on a :

h =
Φ

2π
ha (5.5)

où ha désigne une "hauteur d’ambiguïté" qui dépend de la configuration géométrique du
radar et de la distance antenne-cible.
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5.2. Analyse par ondelettes en interférométrie

Le module de la cohérence, est lui, compris entre 0 et 1, et est d’autant plus grand que les
mesures fournies par les deux antennes sont proches. On peut donc supposer que l’estimation
des hauteurs est d’autant plus fiable que le module de la cohérence est élevé. Les méthodes
d’"optimisation de la cohérence" visent donc à déterminer la cohérence de module maximum, et
d’utiliser l’argument de cette cohérence pour estimer la hauteur des réflecteurs de l’image.

5.2.2 Optimisation basée sur l’analyse par ondelettes

De la même manière que pour les paramètres polarimétriques, il est possible de calculer
la cohérence interférométrique autour d’une fréquence et d’un angle donnés. En effet, si l’on
note H1 et H2 les signaux de rétrodiffusion enregistrés par les antennes 1 et 2, on peut calculer
les coefficients d’ondelettes :

C1(xo, yo, fo, θo) = < H1,Ψ ~ro, ~ko
>

C2(xo, yo, fo, θo) = < H2,Ψ ~ro, ~ko
>

Et ainsi, en substituant C1(xo, yo, fo, θo) à S1(x, y) et C2(xo, yo, fo, θo) à S2(x, y) dans la dé-
finition de la cohérence en (5.4), on obtient la cohérence γ(xo, yo; fo, θo).

L’idée est, alors, de chercher, pour chaque pixel (xo, yo), le couple (f̂o, θ̂o) qui maximise le
module de la cohérence :

{ (f̂o, θ̂o) /
∣∣∣γ(xo, yo, f̂o, θ̂o

∣∣∣ = max
fo,θo

|γ(xo, yo; fo, θo)| }

Cette méthode d’optimisation est appelée, dans la suite, optimisation par ondelettes.

On détermine, alors, l’angle interférométrique (porteur de l’information de hauteur des cibles)
pour chaque pixel de coordonnées (xo, yo) :

Φ(xo, yo) = arg
[
γ(xo, yo, f̂o(xo, yo), θ̂o(xo, yo)

]
(5.6)

L’angle interférométrique se visualise au moyen d’un interférogramme. L’angle interféromé-
trique de l’équation (5.6) est visualisé dans l’interférogramme de droite de la figure 5.4. L’interfé-
rogramme initial, c’est à dire visualisant l’argument de la coherence définie en (5.4), est présenté
dans le graphe de gauche de la figure 5.4. On constate que l’interférogramme obtenu après opti-
misation par ondelettes est de meilleur qualité que l’interférogramme initial dans la mesure où il
"gomme" certains effets parasites et "lisse" l’estimation de hauteur des cibles artificielles.

À présent, on propose, dans toute la suite, de combiner l’optimisation par ondelettes et celle
par la polarimétrie dans le but d’améliorer l’estimation de hauteur des cibles.

5.2.3 Combinaison de l’optimisation polarimétrique et par ondelettes

La première méthode consiste à appliquer l’optimisation par la polarimétrie puis l’optimisa-
tion par ondelettes [Col04a, Col04b]. La méthode d’optimisation par la polarimétrie que nous
avons proposons est une variante simplifiée de la méthode d’optimisation proposée par Cloude
et Papathanassiou [Clou98]. Elle est présentée, brièvement dans le paragraphe suivant.
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Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues

Fig. 5.4 – Interférogramme initial en polarisation hH, et le même après optimisation par onde-
lettes.

a/ Optimisation par la polarimétrie

Pour introduire cette méthode, on définit la cohérence généralisée γ(~ω) suivante :

γg(~ω) =
~ω†T12~ω√

~ω†T11~ω
√

~ω†T22~ω
(5.7)

où ~ω =




ω1

ω2

ω3


 est un vecteur quelconque à 3 composantes. La matrice Ti,j est définie, en se

référant à (5.2), par :

Tij(x, y) =< ~si(x, y), ~s†j(x, y) > ; où (i, j) ∈ {(1, 1); (1, 2); (2, 2)} (5.8)

où l’on rappelle, d’après (5.1) que :

~si(x, y) =
1√
2




Si,Hh(x, y) + Si,Vv(x, y)
Si,Hh(x, y)− Si,Vv(x, y)

2Si,Vh(x, y)


 (5.9)

Si,Hh(x, y) désignant le coefficient de rétrodiffusion du pixel (x, y) reçu par l’antenne i pour
une polarisation d’émission horizontale H et une polarisation de réception également horizon-
tale h : la signification des autres éléments de la matrice se déduit de cette notation.

Par exemple, le vecteur ~ω =




1
0
0


 fournit :

γg(~ω) =
[S1,Hh(x, y) + S1,Vv(x, y)] [S2,Hh(x, y) + S2,Vv(x, y)]∗√
|S1,Hh(x, y) + S1,Vv(x, y)|2

√
|S2,Hh(x, y) + S2,Vv(x, y)|2
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5.2. Analyse par ondelettes en interférométrie

Fig. 5.5 – Optimisation par ondelettes puis optimisation polarimétrique

qui désigne, par abus de langage, la cohérence correspondant à la polarisation Hh+Vv.

De la même manière, les vecteurs ~ω =




0
1
0


 et ~ω =




0
0
1


 fournissent les cohérences corres-

pondants respectivement aux polarisations Hh-Vv et 2Vh.

La méthode d’optimisation polarimétrique consiste à trouver le vecteur ~̂ω qui maximise le
module de la cohérence :

{ ~̂ω /
∣∣∣γg(~̂ω)

∣∣∣ = max
~ω
|γg(~ω)| } (5.10)

b/ Optimisation par ondelettes puis polarimétrique

On effectue une optimisations par ondelettes sur chacune des polarisations de la base (Hh, Vh,
Vv), puis une optimisation polarimétrique. L’interférogramme issu de cette première méthode
est illustré en figure 5.5 : on constate une sous-estimation importante des hauteurs.

c/ Moyennage coefficients d’ondelette puis optimisation polarimétrique

Avant de justifier la démarche de la seconde méthode, il faut savoir, qu’en pratique, tout
calcul de cohérence γ(x, y) se fait à partir d’un moyennage mettant en jeu les échantillons voisins
du pixel (x, y) :

γ̃(x, y) =
< S1(x, y)S∗

2 (x, y) >√
< S1(x, y)S∗

1(x, y) >
√

< S2(x, y)S∗
2(x, y) >

(5.11)
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Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues

où S1(x, y)S∗
2 (x, y) =

N∑

j=−N

N∑

i=−N

S1(x + i, y + j)S∗
2(x + i, y + j),

et Sp(x, y)S∗
p(x, y) =

N∑

j=−N

N∑

i=−N

|Sp(x + i, y + j)|2 ; p = 1, 2.

Par exemple, pour faire le moyennage sur une fenêtre 3× 3, il faut choisir N = 1.

Malheureusement, ce moyennage de pixels dans l’espace (x, y) est inadapté dans une zone
frontalière entre deux différentes cibles.

C’est pourquoi, nous proposons d’introduire dans la cohérence, non pas un moyennage dans
l’espace (x, y) mais un moyennage dans l’espace (f, θ) grâce à l’analyse en ondelettes.

γ(xo, yo) =

∑
(fo,θo)

C1(xo, yo; fo, θo)C
∗
2 (xo, yo; fo, θo)

√ ∑
(fo,θo)

|C1(xo, yo; fo, θo)|2
∑

(fo,θo)

|C2(xo, yo; fo, θo)|2
(5.12)

La méthode (5.12), fournissant la cohérence γ(xo, yo), sera nommée, dans la suite, méthode
"moyennage coefficients d’ondelettes".

En s’appuyant sur (5.12), et en se référant à (5.7), on définit la cohérence généralisée γg comme :

γg(~ω) =
~ω†T 12~ω√

~ω†T 11~ω
√

~ω†T 22~ω
(5.13)

où les matrices de cohérences T 11, T 12 et T 22 sont calculées à l’aide d’un moyennage sur
tous les coefficients d’ondelette :

T ij =




Cij,aa Cij,ab Cij,ac

Cij,ba Cij,bb Cij,bc

Cij,ca Cij,cb Cij,cc


 (5.14)

avec Cij,aa =
∑

(fo,θo)

Ci,a(xo, yo; fo, θo)C
∗
j,a(xo, yo; fo, θo) ; a désignant la polarisation Hh+Vv.

On rappelle que Ci,a(xo, yo; fo, θo) est le coefficient d’ondelette se définissant comme le pro-
duit scalaire entre le signal Hi,a(~k) = Hi,Hh(~k) + Hi,V v(~k) reçu par l’antenne i et l’ondelette
analysante Ψ

~ro,~ko
(~k). En précisant que b = Hh− V v et c = 2V h, les autres termes de la matrice

s’explicitent de la même manière.

Une fois la cohérence γg(~ω) calculée, on effectue une optimisation de cohérence par la polari-
métrie suivant le schéma de l’équation (5.10). Cette méthode "moyennage coefficients ondelettes
+ optimisation polarimétrique" et la méthode "optimisation par ondelettes" sont celles qui four-
nissent les meilleurs cartes d’angle interférométrique, visibles respectivement dans les graphes
(d) et (b) de la figure 5.6.
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5.2. Analyse par ondelettes en interférométrie

(a) Interférogramme initial en polarisation Hh. (b) Interférogramme après
optimisation par ondelettes.

(c) Interférogramme après (d) Interférogramme obtenu par la méthode
optimisation par ondelettes "moyennage des coefficients d’ondelettes

puis polarimétrique. puis optimisation polarimétrique"

Fig. 5.6 – Comparaison des différentes méthodes étudiées pour l’estimation de la hauteur des
cibles : Les méthode "optimisation par ondelettes" et "moyennage coefficients ondelettes + op-
timisation polarimétrique" sont les méthodes les plus performantes.
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Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues

d/ Influence de l’étendue angulaire et fréquentielle de l’ondelette mère sur la mé-
thode.

On rappelle que, dans tout ce manuscrit, l’étendue d’un signal est définie comme la largeur
de bande à −3 dB de la densité spectrale de ce signal. Ainsi les étendues angulaire δθ et fréquen-
tielle δk de l’ondelette mère sont déterminées suivant cette définition, comme le montre la figure
(5.7).

Dans ce paragraphe, la méthode "moyennage coefficients d’ondelette+optimisation polarimé-
trique" est appliquée dans quatre cas différents :

• δk = 30%(Bk/kc) et δθ = 30%∆θ

• δk = 20%(Bk/kc) et δθ = 20%∆θ

• δk = 10%(Bk/kc) et δθ = 10%∆θ

• δk = 5%(Bk/kc) et δθ = 5%∆θ

où Bk = (2/c)Bf , avec Bf désignant la bande fréquentielle d’émission ; kc = (2/c)fc, avec fc dé-
signant la fréquence centrale ; et ∆θ le secteur angulaire d’ouverture du radar synthétique. Il
faut rappeler qu’une ondelette mère d’étendue fréquentielle δk = 30%(Bk/kc) génère une onde-
lette Ψ~ro,fc,θo(

~k) localisée autour de f = fc d’étendue fréquentielle δf (fc) = 30%Bf .

θ
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Fig. 5.7 – Définition des étendues angulaire et fréquentielle de l’ondelette mère.
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5.2. Analyse par ondelettes en interférométrie

Plus on utilise un grand pourcentage de bande, plus l’interférogramme obtenu se
rapproche de l’interférogramme initial. Plus ce pourcentage est faible, plus les images
obtenues sont lissées, comme en témoignent les profils de hauteurs obtenus en figure 5.8.

Moyennage coefficients d’ondelette (30 %) puis optimisation polarimétrique

Moyennage coefficients d’ondelette (20 %) puis optimisation polarimétrique

Moyennage coefficients d’ondelette (10 %) puis optimisation polarimétrique

Moyennage coefficients d’ondelette (5 %) puis optimisation polarimétrique

Fig. 5.8 – profils de bâtiments obtenus avec la méthode "moyennage coefficients d’ondelette
+ optimisation polarimétrique", en utilisant, dans l’analyse en ondelettes, des pourcentages
de bande respectivement de 30 %, 20%, 10 % et 5 %.
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Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues

5.2.4 Carte d’élévation finale

Après toutes ces séries de résultats, on propose de construire une carte d’élévation donnant la
hauteur estimée des différents éléments de l’image. Pour cela, pour chaque pixel (x, y) de l’image,
on calcule la cohérence γg(~ω) définie en (5.13) (dans le calcul des coefficients d’ondelettes, le
pourcentage de bande est 10 %) puis on effectue l’optimisation par la polarimétrie décrite en
(5.10). Ainsi, pour chaque pixel, on prend l’argument Φ̂ de la cohérence optimisée γg(~̂ω) : la

hauteur h est donc calculée, à partir de Φ̂ en se référant à (5.5). La hauteur h étant estimée
pour chaque pixel (x, y) de l’image, on établit la carte d’élévation. A la carte d’élévation ainsi
construite, on peut superposer la composition polarimétrique RGB (Rouge : Hh+Vv, Vert Hh-
Vv, bleu : 2Hv) de chaque réflecteur de l’image57. Le résultat final est donné en figure 5.9 (b)
[Col04a, Col04b, Tri04a] et comparé à la carte d’élévation initiale en 5.9 (a), c’est à dire avant
le traitement par ondelettes.

57La composition RGB est, en fait un codage par couleurs : par exemple, un réflecteur sera codée bleu si pour
une onde polarisée horizontalement (H), il renvoie une onde polarisée verticalement (v).
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5.2. Analyse par ondelettes en interférométrie

(a) Carte d’élévation initiale pratiquement inexploitable.

(b) Carte d’élévation après le traitement par ondelettes :
meilleure estimation de la hauteur des bâtiments et des arbres et différenciation par rapport au sol.

Fig. 5.9 – Carte de hauteur, colorée grâce aux canaux polarimétriques
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Chapitre 5. Polarimétrie et interférométrie par analyse en ondelettes continues
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Conclusion générale

Pour conclure, il faut rappeler les enjeux de la thèse mentionnés dans l’introduction : notre
préoccupation essentielle était de mettre en lumière de possibles phénomènes de coloration et
d’anisotropie chez les réflecteurs contenus dans les images SAR réelles. Pour ce faire, nous avons
proposé d’analyser le signal SAR par ondelettes continues et d’exploiter le module au carré de
la transformée en ondelettes pour montrer la distribution énergétique des réflecteurs dans le
plan (f, θ). On a pu constater, au chapitre 4, que la plupart des réflecteurs analysés étaient
anisotropes et colorés : ces observations viennent, donc, contredire l’hypothèse de l’imagerie clas-
sique des réflecteurs isotropes et blancs.

En outre, on souhaitait que la décomposition du signal SAR en ondelettes continues se fasse
dans un moindre coût en terme de temps de calcul : l’algorithme, que nous avons proposé, s’appuie
sur la transformée de Fourier ; par conséquent, en utilisant l’algorithme rapide de transformée de
Fourier, le calcul de la transformée en ondelettes en imagerie SAR est rapide.

Le second enjeu de la thèse était d’extraire des caractéristiques physiques des réflecteurs pour
les exploiter dans le but d’améliorer la reconnaissance et l’identification des cibles réelles : on a
vu au chapitre 4 que l’idée d’exploiter la distribution énergétique des réflecteurs pour l’extraction
d’objets était encourageante et prometteuse. On a pu également constater, dans la partie com-
plément, qu’une analyse locale du signal autour d’une fréquence et d’un angle en polarimétrie
et en interférométrie était bénéfique en terme de reconnaissance et d’identification de cibles :
d’abord en polarimétrie, cette analyse a permis d’améliorer le contraste, dans la carte d’entropie,
entre les cibles aléatoires et déterministes ; puis en interférométrie, elle a contribué à améliorer
l’estimation de hauteur des cibles dans la mesure où cette estimation est plus conforme à ce qui
est attendu par rapport à l’estimation obtenue par l’interférométrie classique.

On peut, d’ores et déjà, dire que les résultats d’extraction d’objets du chapitre 4 sont pro-
metteurs et donnent beaucoup d’espoir quant à l’utilisation future de l’analyse temps-fréquence
pour la reconnaissance et l’identification de cibles. On peut, toutefois, faire certaines remarques
et proposer quelques améliorations de l’algorithme d’extraction d’objets :

• D’abord, deux réflecteurs peuvent avoir des distributions énergétiques similaires sans que
cela signifie qu’ils appartiennent à un même objet. À l’inverse, deux réflecteurs peuvent ap-
partenir à un même objet et avoir des distributions énergétiques totalement différentes : ces
cas de figures peuvent rendre l’algorithme inefficace pour extraire un objet. L’algorithme
suppose, en fait, que l’objet à extraire est à géométrie suffisamment simple et composé
d’un matériau suffisamment homogène pour que les diffuseurs qui le composent aient des
caractéristiques énergétiques proches.
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• Ensuite, l’algorithme donne un pouvoir de décision trop important à l’utilisateur qui choisit
lui-même une distribution de référence dans l’image étudiée et fixe le niveau de seuillage
des distributions énergétiques.

• Le troisième inconvénient a été évoqué dans le point précédent : il n’est pas acceptable que
la distribution de référence soit choisie dans l’image étudiée ; il faudrait établir une banque
de distributions issues de la théorie et caractéristiques d’objets canoniques (trièdre, dièdre,
sphère, cylindre, surface plate, etc...) où chacune pourrait être utilisée comme distribution
de référence.

• On peut se demander, si les résultats d’extraction ne seraient pas meilleurs en mettant en
jeu, dans la fonction de correlation 2D, non pas les distributions en un pixel (xi, yj) mais
la distribution en un ensemble de pixels Vi,j au voisinage du pixel (xi, yj) :

I(Vi,j ; f, θ) =

∫

Vi,j

I(x, y; f, θ) dx dy

puisque la résolution en distance est dégradée, par le principe d’Heisenberg, en introduisant
l’analyse en ondelettes et que, par conséquent, la position du réflecteur, que l’on souhaite
analyser, est rendu incertaine.

• Enfin, la fonction de corrélation 2D introduite dans l’algorithme met en jeu la distribu-
tion énergétique des réflecteurs où l’information de phase des réflecteurs est pratiquement
perdue. L’idée que l’on a proposée à la fin du chapitre 4 est de remplacer les distributions
énergétiques par les coefficients d’ondelette. Le résultat que l’on a montré à la fin de ce
même chapitre est prometteur et on peut espérer que cette nouvelle fonction de corrélation
va permettre une meilleure extraction des objets dans la mesure où la phase des coefficients
d’ondelette est susceptible d’être porteuse d’information.

D’autre part, on a constaté, dans la plupart des résultats du chapitre 4, que la réponse énergé-
tique des réflecteurs dépend surtout de l’angle d’illumination θ plus que de la fréquence. Cette
constatation doit nous amener à étudier des images reconstruites à partir d’une antenne syn-
thétique de plus grande ouverture angulaire ∆θ. À titre d’exemple, en bande X et en bande P,
cette ouverture peut atteindre respectivement ∆θ = 20◦ et ∆θ = 120◦, or nous n’avons étudié,
au chapitre 4, que des images formées à partir d’une ouverture ∆θ = 3◦. Cette extension à
des ouvertures plus importantes peut être tout à fait intéressante pour classer les objets selon
leur orientation. De plus, l’idée d’étudier des images formées à partir d’une bande relative plus
importante doit également être envisagée pour mettre en évidence la coloration fréquentielle des
réflecteurs de manière plus remarquable : par exemple, nos études ont été effectuées en bande
Ku avec une bande relative de Br = B/fc = 6% alors qu’avec la bande P, on a la possibilité de
travailler avec une bande relative de Br = 16%.

Ensuite, ce souci de séparer les objets traduit, en fait, un problème de séparation de sources :
les sources sont les réflecteurs sur les différents objets qui émettent chacune un signal d’une
couleur fréquentielle et angulaire bien caractéristique. Le signal reçu par le radar constitue un
mélange des signaux émis par ces sources. Par conséquent, ce problème de séparation d’objets
pourrait être repris à l’aide de méthodes de séparation de sources en faisant l’hypothèse que la
distance radar-réflecteur est connue (ce qui est le cas puisque la position des réflecteurs dans
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l’image est connue).

Concernant la polarimétrie et l’interférométrie par analyse en ondelettes, on s’aperçoit que
les résultats obtenus, notamment les résultats d’estimation de hauteur en interférométrie, sont
satisfaisants. La première question qui se pose est de savoir si la qualité des résultats obtenus est
due essentiellement à une analyse locale du signal en fréquence ou au contraire en angle. Ensuite,
il serait intéressant de savoir pourquoi les résultats de l’estimation de hauteur en interféromé-
trie sont meilleurs lorsqu’on utilise des ondelettes de petite étendue fréquentielle et angulaire.
Enfin, avec l’analyse en ondelettes, on a l’opportunité d’obtenir les différents paramètres polari-
métriques et interférométriques en fonction de la fréquence et de l’angle : il serait intéressant de
voir si, en fonction de la fréquence ou de l’angle, ces paramètres suivent une loi particulière.

Enfin, en guise de perspective, il est à envisager de rattacher les ondelettes à d’autres gran-
deurs physiques, autres que la fréquence et l’angle d’illumination. Par exemple, pour analyser les
cibles mobiles, il pourrait être intéressant de relier les ondelettes au paramètre vitesse dans le
but de mettre en lumière la distribution de vitesse des réflecteurs composant une cible mobile58.

58Voir, à ce propos, la thèse de L. Vignaud : "Imagerie Micro-Ondes des Scènes Instationnaires", Thèse de
Doctorat de l’Université Paris 6, 1996.
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Annexe A

Relation entre les
spectres P (f ), S(f ) et Ho(kx)

Il s’agit, ici de démontrer la relation qui existe entre le spectre S(f) du signal écho, le spectre
d’émission P (f) et le spectre Ho(kx) de l’image Io(x). Cette relation se traduit par :

S(f) = P (f) ·Ho(kx)

On montrera, au passage, la relation qui lie la fréquence temporelle f et la fréquence spa-
tiale kx, à savoir :

kx = 2f/c

Démonstration :

On rappelle que le signal écho s(t) s’écrit :

s(t) =

n∑

i=1

σi p(t− 2ti)

On pose, par ailleurs, x = at avec a = c/2 : ceci est dû au fait que l’onde qui se déplace à la
vitesse de la lumière c parcourt deux fois la distance x pour revenir au radar.

Par conséquent :

s(t) =

n∑

i=1

σi [ p(t) ∗ δ(t− 2ti) ]

= p(t) ∗
[

n∑

i=1

σi δ(t− xi/a)

]

soit en utilisant le fait que :

δ(t− xi/a) = a δ(at − xi) [Rei02],
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on a :

s(t) = p(t) ∗
[

a
n∑

i=1

σi δ(at− xi)

]

= p(t) ∗ [ a Io(at) ]

avec Io(x) =
n∑

i=1

σi δ(x − xi) l’image.

Soit, par transformation de Fourier par rapport au temps, on a :

S(f) = P (f) ·
∫

a Io(at) exp [ −j2πft ] dt

= P (f) ·
∫

Io(x) exp [ −j2πf(x/a) ] dx

= P (f) ·
∫

Io(x) exp [ −j2π(f/a)x ] dx

= P (f) ·Ho(f/a)

Ainsi en nommant kx = f/a = 2f/c la variable duale de x par transformation de Fourier,
on obtient la relation liant le spectre du signal reçu, le spectre d’émission et le spectre de
l’image :

S(f) = P (f) ·Ho(kx)
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Annexe B

Filtrage adapté pour la reconstruction
de l’image de terrain

En pratique, pour obtenir la distribution spatiale des réflecteurs, on utilise le filtrage adapté
(match filtering en anglais). Ce filtrage s’exprime, en temps, comme une corrélation entre le
signal émis p(t) et le signal pr(t, u) reçu par le radar :

sM (t, u) =

∫

R

pr(t
′, u) p∗(t′ − t) dt′ (B.1)

Exprimé en fréquence, le filtrage adapté se définit par :

SM (f, u) = Pr(f, u) P ∗(f) (B.2)

Il est, en effet, obtenu en appliquant la transformée de Fourier aux membres de l’équation
(B.1) par rapport à la variable t. On utilise notamment, en vertu du théorème de Parseval, le
fait que :

sM(t, u) =

∫

R

Pr(f, u) P ∗(f) exp [+j2πft] df

= F−1
f→t [Pr(f, u) P ∗(f)]

Ainsi, en combinant les équations (1.18) et (B.2) et en posant k = 2f/c, on a :

SM (k, u) = |P (f)|2
∫

R2

I(x, y) exp
[
−j2π k

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

]
dxdy

À présent, on applique la transformée de Fourier au signal SM(k, u) par rapport à la va-
riable u et en utilisant la décomposition d’une onde cylindrique en ondes planes (voir annexe C),
on a :

SM (k, ku) ≈ |P (f)|2
∫

R2

I(x, y) exp
[
−j2π

(√
k2 − k2

u (X1 − x) + ku (Y1 − y)
)]

dxdy

Par commodité, le signal SM(k, ku) est renoté SM (
√

k2 − k2
u, ku). Il faut, à présent, reposi-

tionner le support de l’image I(x, y) autour de l’origine Ox,y par la procédure suivante :

S′
M (
√

k2 − k2
u, ku) = SM (

√
k2 − k2

u, ku) exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

u X1 + ku Y1

)]

≈ |P (f)|2
∫

R2

I(x, y) exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

u x + ku y
)]

dxdy
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Il ne reste plus qu’à effectuer le changement de variable suivant (kx, ky) = (
√

k2 − k2
u, ku) et

poser HM(kx, ky) = S′
M (
√

k2 − k2
u, ku) pour finalement obtenir :

HM (kx, ky) ≈ |P (f)|2 H(kx, ky)

où H(kx, ky) =

∫

R2

I(x, y) exp [j2π (kx x + ky y)] dxdy est le spectre théorique de l’image I(x, y).

La dernière étape consiste simplement à appliquer la transformée de Fourier bidimen-
sionnelle au spectre HM (kx, ky) pour obtenir l’image complexe IM (x, y) dont le module
fournit la répartition spatiale des réflecteurs :

F−1

kx → x

ky → y

[HM (kx, ky)] = IM (x, y)
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Annexe C

Décomposition d’une onde cylindrique
en ondes planes

On s’intéresse ici, à la décomposition d’une onde cylindrique h(x, y) en ondes planes [Sou94,
Sla85]. Cette onde s’explicite comme :

h(x, y) =
1√

x2 + y2
e
−j2πk

“√
x2+y2

”

(C.1)

Pour illustrer la propagation d’une telle onde dans l’espace (x, y), il suffit de tracer les courbes
d’équiphase, autrement dit les courbes d’équation

√
x2 + y2 = R (voir figure C.1)

x
O

y

(x2+y2)1/2 = R2 (x2+y2)1/2 = R1 

Fig. C.1 – Propagations des ondes cylindriques dans l’espace (x,y).
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La décomposition est basée sur l’équation de Helmhotz suivante59 :

[∇2 + (2πk)2] · s(x, y) = −δ(x, y) (C.2)

où ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
et le second membre correspond à une entrée d’impulsion caractérisée par

la distribution de Dirac.

Le premier point important du raisonnement est que l’onde h(x, y) est une solution de l’équa-
tion (C.2) lorsque k ·

√
x2 + y2 → +∞. Nous reprendrons ce point un peu plus tard dans le

raisonnement.

Le second point d’importance est que la solution générale s(x, y) de l’équation (C.2) est une
somme d’ondes planes. Pour démontrer cela, nous procédons en plusieurs étapes. Écrivons tout
d’abord l’équation (C.2) dans le domaine des fréquences spatiales (kx, ky) par transformation de
Fourier bidimensionnelle :

[(j2π(kx + ky))
2 + (2πk)2] · S(kx, ky) = −1 (C.3)

Le spectre S(kx, ky) se réécrit d’après (C.3) :

S(kx, ky) =
1

4π2(k2
x + k2

y − k2)

=
1

4π2
· 1

(kx − k1) · (kx + k1)

avec k1 =
√

k2 − k2
y

La solution générale s(x, y) peut alors être réécrite comme transformée de Fourier inverse du
spectre S(kx, ky) :

s(x, y) =

∫

R

∫

R

S(kx, ky) · exp [+j2π(kxx + kyy)] dkx dky

=
1

4π2

∫

R

∫

R

1

(kx − k1) · (kx + k1)
· exp [j2π(kxx + kyy)] dkx dky

=
1

4π2

∫

R

{∫

R

exp (+j2πkxx)

(kx − k1) · (kx + k1)
dkx

}
exp (+j2πkyy) dky (C.4)

Avant de poursuivre le raisonnement, il convient de séparer deux cas dans l’expression (C.4) :





s+(x, y) =
1

4π2

∫

R

{∫

R

exp (+j2πkxx)

(kx − k1) · (kx + k1)
dkx

}
exp (+j2πkyy) dky si x > 0

s−(x, y) =
1

4π2

∫

R

{∫

R

exp (−j2πkx|x|)
(kx − k1) · (kx + k1)

dkx

}
exp (+j2πkyy) dky si x < 0

(C.5)

59En toute rigueur, le module du vecteur d’onde est k′ = 2πk : ce qui explique l’écriture (C.2) pour formuler
l’équation de Helmhotz.
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Étudions, dans un premier temps, la solution s+(x, y) : nous voulons calculer l’intégrale
en kx dans l’expression de s+(x, y) de l’équation (C.5). Pour calculer cette intégrale, nous pro-
posons d’utiliser la formule des résidus qui s’écrit dans notre cas (illustré en figure C.2) :

∫

Γ+

f(z) · dz = 0

où f(z) =
ej2πzx

(z − k1) · (z + k1)
avec z = kx + jσ

et Γ+ est un chemin n’incluant pas les deux pôles k1 et −k1.

On décompose le chemin Γ+ selon le schéma de la figure C.2, à savoir :

Γ+ = (I) + (II) + (III) + (IV ) + (V ) + (V I)

+

0 kx

σj

-R +R

jR Γ+

→
+k1

+  εj

(I)

(II)

(III)

(IV)

(V)
→

+  εj

(VI)
1 k

Fig. C.2 – Intégration dans le champ complexe et théorème des résidus.

D’après le lemme de Jordan [Azo95], on a :

lim
R→+∞

∫

(I)
f(z) · dz = 0 si x > 0 (C.6)

et d’après le lemme des petites encoches, il vient que :

lim
ǫ→0

∫

(III)
f(z) · dz = +jπ

exp (−j2πk1x)

2k1

lim
ǫ→0

∫

(V )
f(z) · dz = −jπ

exp (+j2πk1x)

2k1

Par conséquent, lorsqu’on fait tendre R→ +∞ et ǫ→ 0, on a :
∫

(II)
f(kx) dkx +

∫

(IV )
f(kx) dkx +

∫

(V I)
f(kx) dkx = +jπ

[
exp (+j2πk1x)

2k1
− exp (−j2πk1x)

2k1

]
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ce qui se traduit par :
∫

R

exp (+j2πkxx)

(kx − k1) · (kx + k1)
dkx = jπ

[
exp (+j2πk1x)

2k1
− exp (−j2πk1x)

2k1

]
(C.7)

Finalement, en injectant (C.7) dans l’expression de s+(x, y) en(C.5), on a :

s+(x, y) =
j

4

[∫

R

exp [+j2π(k1x + kyy)]

2πk1
dky +

∫

R

exp [+j2π(−k1x + kyy)]

−2πk1
dky

]
(C.8)

Pour étudier la solution s−(x, y) défini en (C.5), il s’agit d’appliquer la formule des résidus
avec :

f(z) =
e−j2πz|x|

(z − k1) · (z + k1)

dans un circuit Ω− symétrique de Γ+ par rapport à l’axe kx et de circulation dans le sens des ai-
guilles d’une montre (voir figure C.3). On obtient, pour s−(x, y), la même expression qu’en (C.8).

+

0 kx

σj
-R +R

-jR

Ω−

+k11 k

Fig. C.3 – Intégration dans le champ complexe et théorème des résidus.

Autrement dit, la solution générale s(x, y) de l’équation (C.2) s’écrit comme en (C.8) :

s(x, y) =
j

4

[∫

R

exp [+j2π(k1x + kyy)]

2πk1
dky +

∫

R

exp [+j2π(−k1x + kyy)]

−2πk1
dky

]
(C.9)

Chacune des deux intégrales du membre de droite de l’équation (C.9) correspond à la som-
mation d’ondes planes : les ondes planes dans la première intégrale évoluent dans le demi-
plan x < 0 et vers les x décroissants tandis que, dans la seconde, les ondes se propagent dans le
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demi-plan x > 0 et vers les x croissants [Sou94, Sla85].

Rappelons, à présent, que l’onde cylindrique h(x, y) définie en (C.1) est une solution asymp-
totique de l’équation (C.2) ; par conséquent, l’onde cylindrique se décompose en ondes planes de
la manière suivante :





h(x, y) =
j

4

∫

R

exp [+j2π(−k1x + kyy)]

−2πk1
dky si x > 0

h(x, y) =
j

4

∫

R

exp [+j2π(k1x + kyy)]

2πk1
dky si x < 0

(C.10)

On s’intéressera, dans la suite, à la portion de l’onde se propageant dans le demi-plan x < 0,
à savoir :

h(x, y) =
j

4

∫

R

exp [+j2π(k1x + kyy)]

2πk1
dky (C.11)

Ce cas permet d’étudier le signal récolté par un radar positionné en (x, y) = (0, 0) et illumi-
nant le demi-plan x < 0 (voir figure C.4). Ce signal s’écrit :

S(k) =

∫

R2

I(x, y) exp [+j2πk(x2 + y2)] (C.12)

où I(x, y) est la zone illuminée qui doit vérifier :

I(x, y) = 0 si x > 0

Revenons, à présent, sur l’onde h(x, y) ; en rappelant que k1 =
√

k2 − k2
y , l’onde s’écrit sous

sa forme finale :

h(x, y) =
j

4

∫ +k

−k

exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

y x + kyy
)]

2π
√

k2 − k2
y

dky (C.13)

où l’on a restreint l’intervalle d’intégration à [−k,+k]. En effet, en dehors de cet intervalle, le
terme exponentiel en x de l’équation (C.13) s’écrit :

exp
(
+j2π

√
k2 − k2

y x
)

= exp
(
+j2π

√
j2(k2

y − k2) x
)

= exp
(
−2π

√
k2

y − k2 x
)

et correspond, donc, à une exponentielle croissante lorsque x → −∞ : ce terme n’a donc
aucune signification physique.
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x
O

y

[x2+y2]1/2 = R 

zone de l image I(x,y)

radar

Fig. C.4 – Onde cylindrique et scénario radar.

Pour résumer : La partie de l’onde sphérique h(x, y) =
1√

x2 + y2
e[−j2πk(

√
x2+y2)] évo-

luant dans le demi-plan x < 0 s’écrit bien comme somme continue d’ondes planes à
condition que le terme k

√
x2 + y2 → +∞ :

h(x, y) =
j

4

∫ +k

−k

exp
[
+j2π

(√
k2 − k2

y x + kyy
)]

2π
√

k2 − k2
y

dky si x < 0

avec
(
kx =

√
k2 − k2

y, ky

)
les composantes du vecteur d’onde.

En pratique, dans la plupart des applications SAR, on a k
√

x2 + y2 ≫ 1. Par conséquent,
pour reconstruire l’image des réflecteurs, on utilise l’approximation suivante :

h(x, y) ≈
∫ +k

−k
exp

[
+j2π

(√
k2 − k2

y x + kyy
)]

dky (C.14)

Le terme
1

2π
√

k2 − k2
y

a été omis dans l’approximation (C.14) car il est à variation lente par

rapport au terme exponentiel lorsque ky varie.
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Utilisation de la décomposition en SAR :

En considérant, par exemple, le système SAR en mode stripmap squint de la figure C.5, le
signal 2D récolté par le radar s’écrit :

S(t, u) =

∫

R2

I(x, y)

p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

)

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

dx dy (C.15)

avec X1 et Y1 respectivement les distances de référence radiale et transverse. L’image I(x, y) est
telle que :

I(x, y)

{
6= 0 si (x, y) ∈ [−Xo,+Xo]× [−Yo,+Yo]

= 0 sinon

avec 2Xo et 2Yo respectivement les dimensions radiale et transverse de l’image. Elles sont
supposées petites devant la distance de référence radiale X1.

En réécrivant le signal SAR comme :

S(t, u) =

∫

R2

I(x, y)

p

(
t− 2

c

√
(x−X1)2 + ({(y − Y1} − u)2

)

√
(x−X1)2 + ({(y − Y1} − u)2

dx dy (C.16)

et en effectuant le changement de variables :




x′ = x−X1

y′ = y − Y1,

le signal S(t, u) s’écrit :

S(t, u) =

∫

R2

I(x′ + X1, y
′ + Y1)

p
(
t− 2

c

√
x′2 + (y′ − u)2

)

√
x′2 + (y′ − u)2

dx′ dy′ (C.17)

On peut remarquer que ce signal correspond à une somme d’ondes cylindriques réparties dans
le demi-plan x′ < 0 (voir figure C.5) puisque :

I(x′ + X1, y
′ + Y1)

{
6= 0 si x′ ∈ [−X1 −Xo,−X1 + Xo]

= 0 sinon

En appliquant la transformée de Fourier au signal S(t, u) par rapport à la variable t et en se
référant à (C.14), on obtient le signal S(k, u) :

S(k, u) =

∫

R2

I(x′ + X1, y
′ + Y1) P (f)

exp [−j2πk(x′2 + (y′ − u)2)]√
x′2 + (y′ − u)2

dx′ dy′

≈ P (f)

∫

R2

I(x′ + X1, y
′ + Y1)

[∫ +k

−k
exp

[
+j2π

(√
k2 − η2x′ + η(y′ − u)

)]
dη

]
dx′ dy′
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Annexe C. Décomposition d’une onde cylindrique en ondes planes

x

u
radar

u

Y1

X1

y

0

A=(X1,Y1+u)

O

y

zone de l image I(x,y)

[(X1-x)2+(Y1+u-y)2]1/2 = R 

0'
x

y

Fig. C.5 – Onde cylindrique et scénario stripmap.

soit en rétablissant les variables (x, y) :

S(k, u) ≈ P (f)

∫

R2

I(x, y)

[∫ +k

−k
exp

[
+j2π

(√
k2 − η2(x−X1) + η(y − Y1 − u)

)]
dη

]
dx dy

= P (f)

∫

R2

I(x, y)

[∫ +k

−k
exp

[
−j2π

(√
k2 − η2(X1 − x) + η(Y1 + u− y)

)]
dη

]
dx dy

(C.18)
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Annexe D

Reformulation du signal SAR 3D

Ce paragraphe a pour but de montrer qu’il est possible de reconstruire l’image I(x, y) à partir
du signal SAR réel (configuration tridimensionnelle).

On se place en stripmap 3D squint : la figure D.1 (a) illustre ce scénario. Les points A et B dé-
signent respectivement les positions de l’antenne et d’un réflecteur quelconque dans le plan (x, y).

Par conséquent, en supposant des réflecteurs contenus dans le plan (x, y), le signal SAR réel
se modélise, en s’appuyant sur l’équation (1.16), comme :

pr(t, u) =

∫

R2

I(x, y) p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (u + Y1 − y)2 + Z2

1

)
dxdy (D.1)

Considérons à présent, le scénario de la figure D.1 (b) : Les points A’ et B’ sont respective-
ment les projetés des points A et B de la figure D.1 ; le point O représente le centre de l’image.

On définit la distance RA′O =
√

X2
1 + Z2

1 la distance séparant le point A’ du point O. La
distance séparant le point A’ du point B’ est

RA′B′ = RA′J + RJB′ (D.2)

=
√

R2
A′O −OJ2 + r ≈ RA′O + r (D.3)

Pour l’approximation dans (D.3), on a utilisé le fait que OJ est inférieur ou de l’ordre de60 x et
que x≪ RA′O

61.
Compte tenu de la géométrie, la distance r peut se réécrire :

r(x) = −x cos(ϕ) (D.4)

À nouveau, en invoquant que x ≪ RA′O, on peut écrire ϕ ≈ ϕ1 où ϕ1 = arctan(Z1/X1).
Ainsi :

r(x) ≈ −x cos(ϕ1) (D.5)

Or, la distance séparant le point A’ du point B’ peut se réécrire :

RA′B′ =
√

(X1 − x)2 + Z2
1 (D.6)

60 OJ = −x tan(ϕ) et par conséquent pour un angle ϕ ∈ [0̊ 80̊ ] : OJ ∼ |x|
61Dit autrement, on suppose que les dimensions de la cible sont très petites devant la distance antenne-cible
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Annexe D. Reformulation du signal SAR 3D

- L

+ L

u

u

Z1

z

O

 x

X1

y

B =(x,y,0)

A =(X1,u+Y1,Z1)
u=0

Y1

RAB

(a) Scénario 3D en supposant la cible dans le plan (x, y).

z

O
x

A =(X1,0,Z1)

B =(x,0,0)

Z1

X1

ϕ

ϕ

r

ϕ1

J

RA O
RA B

(b) Stripmap 3D squint (coupe dans le plan x-z).

Fig. D.1 – Géométrie SAR 3D en mode squint.

234



Autrement dit, en se référant à (D.3), (D.4) et (D.6), on a :

√
(X1 − x)2 + Z2

1 = RA′B′

≈ RA′O + r(x)

=
√

X2
1 + Z2

1 + r(x)

≈
√

X2
1 + Z2

1 − x cos(ϕ1) (D.7)

Enfin, en utilisant (D.7), le signal SAR réel en (D.1) s’approxime comme :

pr(t, u) ≈
∫

R2

I(x, y) p

(
t− 2

c

√
(R′

1 − x cos(ϕ1))2 + (u + Y1 − y)2
)

dxdy (D.8)

où R′
1 =

√
X2

1 + Z2
1 et ϕ1 = arctan (Z1/X1)
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Annexe D. Reformulation du signal SAR 3D
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Annexe E

Reconstruction d’images par
transformée de Hankel-Fourier

Pour plus de clarté dans les calculs, on considère, dans un premier temps, le signal SAR
simplifié (sans introduction des distances de références X1 et Y1) suivant :

S(t, u) =

∫

R2

I(x, y)
p
(
t− 2

c

√
x2 + (y − u)2

)

√
x2 + (y − u)2

dx dy (E.1)

Avant de développer l’algorithme de reconstruction de l’image I(x, y) à partir du signal SAR,
il convient de remarquer que le signal S(t, u) correspond à une somme d’ondes cylindriques se
propageant simultanément vers les x > 0 et vers les x < 0. Pour s’en persuader, considérons le
signal S(f, u) obtenu par transformée de Fourier du signal S(t, u) par rapport à la variable t. Il
s’écrit :

S(f, u) = P (f)

∫

R2

I(x, y)
exp [−j2πk

√
x2 + (y − u)2]√

x2 + (y − u)2
dx dy (E.2)

avec k =
2f

c
.

On reconnaît, en effet, dans le membre de droite de l’équation (E.2), une somme d’ondes

cylindriques. En figure E.1, on illustre la propagation d’une onde
exp [−j2πk

√
x2 + y2]√

x2 + y2
dans

l’espace (x, y). On peut s’apercevoir que l’onde se propage de part et d’autre de l’axe y. Or, un
radar éclaire soit le demi-plan x > 0 soit le demi-plan x < 0. En considérant le scénario de la
figure E.1, il nous faut nous limiter aux ondes se propageant vers les x < 0. Pour ce faire, il
nous faut imposer :

I(x, y) = 0 si x > 0 (E.3)

Ensuite, on introduira le modèle du signal SAR à proprement parlé. On verra, notamment
que cette troncature se fait naturellement dans ce cas.

Développons, à présent, l’algorithme permettant d’exprimer le signal SAR comme transformée
de Hankel-Fourier de l’image I(x, y). Pour cela, reprenons le signal S(u, t) en tenant compte de
la contrainte (E.3).
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Annexe E. Reconstruction d’images par transformée de Hankel-Fourier

x
O

u

y

[x2+(y-u)2]1/2 = R 

zone de l image I(x,y)

radar

Fig. E.1 – Propagations des ondes cylindriques dans l’espace (x, y).

a/ Filtrage adapté

En considérant le cas idéal d’un signal d’émission p(t) à bande infinie, le signal à la sortie du
filtrage adapté est :

SM(t, u) =

∫

R

S(t′, u) p∗(t′ − t) dt′

∝
∫

R

∫

R−

I(x, y)
δ
(

2
c

√
x2 + (y − u)2 − t

)

√
x2 + (y − u)2

dx dy

b/ Changement de variables (x, y)→ (ρ,Ψ)

On introduit les variables (ρ,Ψ) de la manière suivante :





sinhΨ =
y − u

x

ρ =
√

x2 + (y − u)2

Les variables (x, y) se réécrivent :




x = −ρ
1

cosh Ψ
= −ρ sechΨ 6 0

y = u− ρ tanh Ψ

et le Jacobien de transformation est Jx,y(ρ,Ψ) = ρ sechΨ
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Le signal SM(t, u) se réécrit après quelques étapes de calculs :

SM (t, u) ∝
∫

R

dΨ sechΨ

∫

R+

dρ I(−ρ sechΨ, u− ρ tanh Ψ) δ

(
ρ− ct

2

)

=

∫

R

dΨ sechΨ I

(
−ct

2
sechΨ, u− ct

2
tanh Ψ

)

c/ Passage (t, u)→ (f, ku) par transformée de Fourier

On applique, ensuite, la transformée de Fourier bidimensionnelle62 par rapport aux va-
riables (t, u) :

SM(f, ku) =

∫

R2

SM(t, u) exp [−j2π(ft− kuu)] dt du

La variable t, pour correspondre à un temps et être associée à une distance radiale ct/2, doit
être positive. Pour respecter cette condition, il suffit d’imposer :

SM (t, u) = 0 pour t < 0

Par conséquent, le signal SM (f, ku) se formule :

SM(f, ku) ∝
∫

R

dΨ sechΨ

∫

R

du

∫

R+

dt I

(
−ct

2
sechΨ, u− ct

2
tanh Ψ

)
exp [−j2π(ft− kuu)]

d/ Changement de variable t→ x

A présent, on pose x = −ct

2
sechΨ, le signal SM (f, ku) se reformule :

SM (k, ku) ∝
∫

R

dΨ

∫

R

du

∫

R−

dx I (x, u + x sinhΨ) exp [+j2π(kx cosh Ψ + kuu)]

avec k =
2f

c

e/ Changement de variable u→ y

En posant y = u + x sinhΨ, le signal SM (k, ku) s’écrit simplement :

SM (k, ku) ∝
∫

R

dΨ

∫

R

dy

∫

R−

dx I (x, y) exp [+j2π{kx cosh Ψ + ku(y − x sinhΨ)}]

=

∫

R

dΨ

∫

R

dy

∫

R−

dx I (x, y) exp [+j2πkuy] exp [+j2πx(k cosh Ψ− ku sinhΨ)]

62On effectue une transformée de Fourier selon la variable t et une transformée de Fourier inverse selon la
variable u. Cette procédure est identique à celle effectuée dans l’algorithme RMA développé dans ce manuscrit.
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Annexe E. Reconstruction d’images par transformée de Hankel-Fourier

f/ Changement de variables (k, ku)→ (kx =
√

k2 − k2
u, ku)

Finalement, on introduit un nouveau couple de variables (kx, φ) telles que :

k = kx cosh φ

ku = kx sinhφ

avec kx =
√

k2 − k2
u et tanh φ = ku/k

Le signal SM (k, ku) devient HM (kx, ku) qui s’écrit :

HM (kx, ku) ∝
∫

R

dΨ

∫

R

dy

∫

R−

dx I (x, y) exp [+j2πkuy] exp [+j2πx(kx cosh φ cosh Ψ− kx sinhφ sinh Ψ)]

=

∫

R

∫

R−

dx dy I (x, y) exp [+j2πkuy]

{∫

R

exp [+j2πxkx cosh(Ψ− φ)] dΨ

}

=

∫

R

∫

R−

dx dy I (x, y) exp [+j2πkuy]

{∫

R

exp [+j2πxkx cosh Ψ′] dΨ′

}

∝
∫

R

∫

R−

dx dy I (x, y) exp [+j2πkuy] H
(1)
0 (2πkxx)

où H
(1)
0 (z) =

1

jπ

∫

R

exp [+jz cosh Ψ)] dΨ est la fonction de Hankel d’ordre 0 de première

espèce.

A présent, pour faire intervenir la transformée de Hankel-Fourier inverse, nous introduisons
le noyau K̂H−F tel que :

K̂H−F (2πkxx, 2πkuy) = xH
(1)
0 (2πkxx) exp [+j2πkuy]

Ainsi, on constate que le signal HM(kx, ku) s’exprime comme transformée de Fourier-Hankel

inverse de l’image
I(x, y)

x
:

HM(kx, ku) ∝
∫

R

∫

R−

I (x, y)

x
K̂H−F (2πkxx, 2πkuy) dx dy

L’image
I(x, y)

x
est obtenue par application de la transformée de Hankel-Fourier :

I (x, y)

x
∝
∫

R2

HM (kx, ku) KH−F (2πkxx, 2πkuy) dkx dku (E.4)

avec KH−F (2πkxx, 2πkuy) = kxH
(2)
0 (2πkxx) exp [−j2πkuy]

où H
(2)
0 est le complexe conjugué de H

(1)
0 appelée fonction de Hankel d’ordre 0 de

seconde espèce.
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Utilisation de la transformée de Hankel-Fourier en SAR :

Pour finir, considérons le signal SAR en tant que tel. Il s’écrit :

S(u, t) =

∫

R2

I(x, y)

p

(
t− 2

c

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

)

√
(X1 − x)2 + (Y1 + u− y)2

dx dy (E.5)

avec X1 et Y1 respectivement les distances de référence radiale et transverse. L’image I(x, y) est
telle que :

I(x, y)

{
6= 0 si (x, y) ∈ [−Xo,+Xo]× [−Yo,+Yo]

= 0 sinon

avec 2Xo et 2Yo respectivement les dimensions radiale et transverse de l’image. Elles sont
supposées petites devant la distance de référence radiale X1.

En réécrivant le signal SAR comme :

S(u, t) =

∫

R2

I(x, y)

p

(
t− 2

c

√
(x−X1)2 + ({(y − Y1} − u)2

)

√
(x−X1)2 + ({(y − Y1} − u)2

dx dy (E.6)

et en effectuant le changement de variables :




x′ = x−X1

y′ = y − Y1,

le signal S(u, t) s’écrit :

S(u, t) =

∫

R2

I(x′ + X1, y
′ + Y1)

p
(
t− 2

c

√
x′2 + (y′ − u)2

)

√
x′2 + (y′ − u)2

dx dy (E.7)

qui correspond à une somme d’ondes cylindriques situées dans le demi-plan x′ < 0 (voir figure
E.2) puisque :

I(x′ + X1, y
′ + Y1)

{
6= 0 si x′ ∈ [−X1 −Xo,−X1 + Xo]

= 0 sinon

Ainsi, en reprenant tout le raisonnement menant à la relation (E.4) mais en partant du
signal S(u, t) défini en (E.7), on reconstruit l’image SAR I(x + X1, y + Y1)/x par application de
la transformée de Hankel-Fourier au signal SAR HM (kx, ku) :

I (x + X1, y + Y1)

x
∝
∫

R2

HM (kx, ku) KH−F (2πkxx, 2πkuy) dkx dku (E.8)
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Annexe E. Reconstruction d’images par transformée de Hankel-Fourier

x

u
radar

u

Y1

X1

y

0

A=(X1,Y1+u)

O

y

zone de l image I(x,y)

[(X1-x)2+(Y1+u-y)2]1/2 = R 

0'
x

y

Fig. E.2 – Onde cylindrique et scénario radar.
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Annexe F

Effet doppler en bande large et étroite

Pour mettre en évidence, le phénomène d’effet Doppler, considérons un émetteur/récepteur
fixe et une cible mobile localisée à la distance R(t) de l’émetteur/récepteur à l’instant t. Pour
simplifier le problème, on suppose que la distance R(t) varie linéairement avec le temps :

R(t) = Ro + vt

où Ro est la distance à l’instant t = 0 et v la vitesse du mobile. Le scénario est présenté en figure
F.1.

Émetteur /
 récepteur

p(t)

R(t)

v

(t=0)
Ro

Fig. F.1 – Émetteur/récepteur fixe et cible mobile.

F.1 Effet Doppler large bande

L’émetteur émet une impulsion électromagnétique p(t) réelle de durée ∆t quelconque, et de
célérité c dans le milieu ambiant .

En notant T (t) le temps mis par l’onde émise pour arriver à la cible, on a [Sou94] :

T (t) =
R [t− T (t)]

c

=
Ro + v (t− T (t))

c

soit T (t) =
Ro + vt

c + v
(F.1)
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Annexe F. Effet doppler en bande large et étroite

Ainsi le signal écho est de la forme suivante :

s(t) = p(t− 2T (t))

Ce qui donne en combinant avec (F.1) :

s(t) = p

(
t

[
c− v

c + v

]
− 2Ro

c + v

)

Il faut, à ce stade, introduire un facteur permettant d’assurer la conservation de l’énergie
entre l’émission et la réflexion :

∫

R

|e(t)|2 dt =

∫

R

|s(t)|2 dt

Le signal écho prend alors la forme finale :

s(t) =

√
c− v

c + v
p

(
t

[
c− v

c + v

]
− 2Ro

c + v

)

Ce qui donne en changeant les notations :

s(t) =
√

γ p(γ [t− τ ]) (F.2)

Avec γ =
c− v

c + v

et τ =
2Ro

c + v

γ est le facteur de compression et τ le retard du signal en réflexion. Ainsi, le signal de ré-
flexion s(t) se déduit du signal d’émission p(t) par transformation affine (contraction/dilatation
et translation en temps). Cette expression constitue l’effet Doppler exact dit aussi à large bande

[Aus85, Kal92].
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F.2. Approximation bande étroite

F.2 Approximation bande étroite

On montre, dans ce paragraphe, qu’en faisant l’hypothèse de bande étroite dans l’expression
(F.2), le signal de réflexion se définit du signal d’émission par translation en temps et en fréquence.
En bande étroite, le signal d’émission est quasi-analytique (voir (2.5), (2.6) et (2.7)). Sous forme
complexe, il se formule à bande étroite par :

p(t) ≈ α(t) exp [+j2πfo t] (F.3)

où fo est la fréquence porteuse du signal d’émission et α(t) = |z(t)| ejϕ(t) avec {|z(t)|, ϕ(t)} res-
pectivement l’enveloppe et la phase de modulation du signal analytique z(t) correspondant au
signal réel p(t). Dans l’équation (F.3), le terme α(t) a la propriété d’être à variation lente devant
le terme exponentiel exp [+j2πfo t].

Par ailleurs, la vitesse v du mobile est généralement négligeable devant la vitesse de propa-
gation c du signal d’émission. Cette remarque est surtout valable en radar où l’on a :

c = 3e8 m/s

v 6 5000 m/s≪ c.

Par conséquent, en introduisant l’hypothèse de quasi-analyticité du signal d’émission, le si-
gnal s(t) de réflexion s’écrit :

s(t) =
√

γ p(γ [t− τ ])

≈ √
γ α(γ [t− τ ]) exp [j2πfo(γ [t− τ ])].

En ajoutant l’hypothèse v ≪ c, on a :

γ =
c− v

c + v
≈ 1− 2v

c
,

ce qui a pour conséquence directe d’avoir α(γ [t− τ ]) ≈ α(t− τ) puisque α(t) est à variation
lente par rapport au terme exponentiel. Finalement, le signal en réflexion s’écrit :

s(t) ≈ µ p(t− τ) exp [−j2πfdt] (F.4)

Avec fd =
2v

c
fo , appelée fréquence Doppler

et µ = exp [+j2πfdτ ] , un terme de déphasage constant.

Ainsi, en bande étroite, le signal radar réfléchi se déduit du signal d’émission par translation
en temps et en fréquence. Le décalage fréquentiel fd observé dans le signal de réflexion par
rapport au signal d’émission caractérise l’effet Doppler à bande étroite [Kal92].
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Annexe G

Inégalité d’Heisenberg-Gabor

Le principe d’incertitude d’Heisenberg provient de la mécanique quantique et décrit l’impos-
sibilité, par exemple, de connaître avec précision à la fois la position et la vitesse d’une particule.
Dans l’analyse temps-fréquence, du fait de la dualité des espaces temps et fréquence, il existe
un principe d’incertitude similaire. Ce principe exprime le fait que l’on ne peut connaître avec
suffisamment de précision la localisation à la fois en temps et en fréquence d’un signal : un signal
de très brève durée possède une densité spectrale très étendue et vice-versa.

Avant de démontrer l’inégalité d’Heisenberg-Gabor, il convient de définir certaines grandeurs
telles que l’énergie, l’époque moyenne, la fréquence centrale et les étendues temporelle et fré-
quentielle d’un signal :

– L’énergie Es d’un signal est donné par :

Es =

∫

R

|s(t)|2 dt =

∫

R

|S(f)|2 df

– L’époque moyenne < t > et la fréquence centrale < f > d’un signal s(t) sont définis de la
manière suivante :

< t > =
1

Es

∫

R

t |s(t)|2 dt

< f > =
1

Es

∫

R

f |S(f)|2 df

– Les étendues temporelle σt et fréquentielle σf du signal s(t) sont définies de la manière
suivante :

σ2
t =

1

Es

∫

R

(t− < t >)2 |s(t)|2 dt

σ2
f =

1

Es

∫

R

(f− < f >)2 |S(f)|2 df

Ces deux grandeurs peuvent être respectivement interprétées comme la durée moyenne et
la largeur de bande du signal.
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Annexe G. Inégalité d’Heisenberg-Gabor

⋄ Démonstration de l’inégalité d’Heisenberg-Gabor :

On fait les hypothèses suivantes :

– On suppose une époque nulle (< t >= 0) et une fréquence centrale nulle (< f >= 0). On
pourra toujours se ramener à ce cas par translations temporelle et fréquentielle appliquées
au signal s(t).

– Le signal s(t) est supposé d’énergie finie, c’est à dire que soit le signal possède un support
compact fini soit que la décroissance de sa puissance instantanée est plus forte que 1/t à
l’infini ( lim

|t|−>∞
t |s(t)|2 = 0).

Soit la quantité I telle que :

I =

∫

R

t s(t)
ds∗(t)

dt
dt

• En procédant par intégration par partie et en posant u = t s(t) et v′ =
ds∗(t)

dt
, on a :

I = [t s(t) s∗(t)]+∞
−∞︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∫

R

[
s(t) + t

ds(t)

dt

]
s∗(t) dt

Le premier terme du second membre étant nul par hypothèse, il reste :

I = −
∫

R

|s(t)|2 dt−
[∫

R

t
ds∗(t)

dt
s(t)

]∗
dt

= −Es − I∗

On a finalement :

Re(I) =
I + I∗

2
= −Es

2

• Ensuite, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

(Re(I))2 ≤ |I|2 ≤
∫

R

|t s(t)|2 dt

∫

R

∣∣∣∣
ds(t)

dt

∣∣∣∣
2

dt

De plus, la propriété de la transformation de Fourier d’une dérivée donne :

ds(t)

dt
Fourier−→ F

t→f

[
ds(t)

dt

]
= j2πf S(f)

Ainsi, par conservation de l’énergie (Parseval) :

∫

R

∣∣∣∣
ds(t)

dt

∣∣∣∣
2

dt =

∫

R

|j2πf S(f)|2 dt

=

∫

R

4π2f2 |S(f)|2 df
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D’où finalement,

(Re(I))2 =
E2

s

4
≤ 4π2

∫

R

t2 |s(t)|2 dt

︸ ︷︷ ︸
Es σ2

t

∫

R

f2 |S(f)|2 df

︸ ︷︷ ︸
Es σ2

f

L’inégalité d’Heisenberg-Gabor est donc donnée par :

σt σf >
1

4π
(G.1)

Elle montre qu’aucun signal ne peut être caractérisé à la fois par une durée σt = 0 et une
largeur de bande σf = 0.

On ajoutera simplement que l’égalité des deux membres de la relation (G.1) est obtenue pour
un signal gaussien.
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Annexe H

Condition d’admissibilité sur
l’ondelette-mère

Nous démontrons, dans ce paragraphe, la condition d’admissibilité qui permet de retrouver
le signal z(t) à partir des coefficients d’ondelettes Tz(to, fo).

Écrivons tout d’abord la formule de reconstruction du signal Z(f) à partir des coefficients
d’ondelettes Tz(to, fo) :

Z(f) =

∫ +∞

0
dfo

∫ +∞

−∞
Tz(to, fo) Φto,fo(f) dto,

ce qui se réécrit en introduisant l’expression de Tz(to, fo) :

Z(f) =

∫ +∞

0
dfo

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

0
Z(ξ)

1√
fo

Φ∗
0,1(ξ/fo) e+j2πξto dξ

]
Φto,fo(f) dto,

soit encore,

Z(f) =

∫ +∞

0
dfo

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

0
Z(ξ)

1√
fo

Φ∗
0,1(ξ/fo) e+j2πξto dξ

]
1√
fo

Φ0,1(f/fo) e−j2πfto dto

=

∫ +∞

0
dfo

Φ0,1(f/fo)

fo

[∫ +∞

0
dξ Z(ξ) Φ∗

0,1(ξ/fo)

{∫ +∞

−∞
e+j2πto(ξ−f) dto

}]
,

ce qui donne, en intégrant par rapport à to :

Z(f) =

∫ +∞

0
dfo

Φ0,1(f/fo)

fo

[∫ +∞

0
dξ Z(ξ) Φ∗

0,1(ξ/fo) δ(ξ − f)

]
,

puis par rapport à ξ :

Z(f) =

∫ +∞

0
dfo

Φ0,1(f/fo)

fo
Z(f) Φ∗

0,1(f/fo)

= Z(f)

∫ +∞

0
dfo
|Φ0,1(f/fo)|2

fo
.
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Annexe H. Condition d’admissibilité sur l’ondelette-mère

Enfin, en faisant le changement de variable ζ = f/fo , on obtient :

Z(f) = Z(f)

∫ +∞

0
dζ
|Φ0,1(ζ)|2

ζ

D’où la condition d’admissibilité sur l’ondelette-mère :

∫ +∞

0
dζ
|Φ0,1(ζ)|2

ζ
= 1
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Annexe I

Reconstruction du signal à partir de ses
coefficients d’ondelette

Nous montrons, dans ce paragraphe, la formule dite de reconstruction permettant de reconsti-
tuer le coefficient de rétrodiffusion H(~k) à partir de ses coefficients d’ondelette CH(~ro, ~ko) [Ova92] :

H(~k) =
1

Kφ

∫
d~ro

∫
CH(~ro, ~ko) Ψ

~ro,~ko
(~k) d~ko

avec Kφ défini comme le coefficient d’admissibilité de l’ondelette mère φ qui doit, pour re-
construire H(~k) à partir des coefficients d’ondelette, vérifier :

Kφ =

∫ ∣∣∣φ(~k)
∣∣∣
2 d~k

k2
< +∞

Démonstration :

Soit le signal S(~k) tel que :

S(~k) =

∫
d~ro

∫
CH(~ro, ~ko) Ψ

~ro,~ko
(~k) d~ko

Nous allons montrer que :

H(~k) =
1

Kφ
S(~k).

On rappelle que le coefficient d’ondelette CH(~ro, ~ko) s’écrit :

CH(~ro, ~ko) = < H,Ψ
~ro,~ko

>

=

∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
k H(k, θ)

1

ko
e+j2π~k.~roφ∗(

k

ko
, θ − θo) dk (I.1)

où l’ondelette Ψ
~ro,~ko

(~k) est définie par :

Ψ
~ro,~ko

=
1

ko
e−j2π~k.~roφ(

k

ko
, θ − θo) (I.2)
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Annexe I. Reconstruction du signal à partir de ses coefficients d’ondelette

Par conséquent, en remplaçant CH(~ro, ~ko) par son expression (I.1) et Ψ
~ro,~ko

(~k) par (I.2) le

signal S(~k) se réécrit :

S(~k) =

∫
d~ro

∫
d~ko

∫ 2π

0
dθ1

∫ +∞

0

k1

k2
o

H(k1, θ1) e+j2π~ro.(~k1−~k)φ∗(
k1

ko
, θ1 − θo) φ(

k

ko
, θ − θo) dk1

=

∫
d~ko

∫ 2π

0
dθ1

∫ +∞

0

k1

k2
o

H(k1, θ1) φ∗(
k1

ko
, θ1 − θo) φ(

k

ko
, θ − θo)

[∫
e+j2π~ro.(~k1−~k) d~ro

]
dk1

En intégrant par rapport à ~ro et en notant que :
∫

e+j2π~ro.(~k1−~k) d~ro = δ(~k1 − ~k)

=
1

k
δ(k1 − k) δ(θ1 − θ), (I.3)

on obtient :

S(~k) =

∫
d~ko

1

k2
o

φ(
k

ko
, θ − θo)

∫ 2π

0
dθ1 δ(θ1 − θ)

∫ +∞

0

k1

k
H(k1, θ1)

φ∗(
k1

ko
, θ1 − θo) δ(k1 − k) dk1

En intégrant par rapport à k1 puis θ1, S(~k) devient simplement :

S(~k) = H(k, θ)

∫
1

k2
o

∣∣∣∣φ(
k

ko
, θ − θo)

∣∣∣∣
2

d~ko (I.4)

En passant la variable d’intégration ~ko en coordonnées polaires (ko, θo), on a :

S(~k) = H(k, θ)

∫
1

k2
o

∣∣∣∣φ(
k

ko
, θ − θo)

∣∣∣∣
2

ko dko dθo

= H(k, θ)

∫
1

ko

∣∣∣∣φ(
k

ko
, θ − θo)

∣∣∣∣
2

dko dθo (I.5)

Enfin, en faisant le changement de variable (ko, θo) → (k′
o, θ

′
o) = (k/ko, θ − θo), le si-

gnal S(~k) s’écrit :

S(~k) = H(k, θ)

∫
1

k′
o

∣∣φ(k′
o, θ

′
o)
∣∣2 dk′

o dθ′o (I.6)

soit en revenant en coordonnées cartésiennes :

S(~k) = H(~k)

∫
1

u2
|φ(~u)|2 d~u (I.7)

= H(~k) Kφ

Le signal H(~k) peut donc être reconstituer à condition que Kφ < +∞. Il est reconstruit par :

H(~k) = K−1
φ S(~k)
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Annexe J

Formule d’isométrie

Il s’agit, dans ce paragraphe, de démontrer la formule d’isométrie suivante [Ova92] :

1

Kφ

∫
d~ro

∫ ∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

d~ko = ‖H‖2 (J.1)

En remplaçant CH(~ro, ~ko) par son expression (I.1) rappelée à l’annexe I, on a :

‖C‖2 =

∫
d~ro

∫
d~ko

∣∣∣CH(~ro, ~ko)
∣∣∣
2

=

∫
d~ro

∫
d~ko

{∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
k H(k, θ)

1

ko
e+j2π~k.~roφ∗(

k

ko
, θ − θo) dk

}

{∫ 2π

0
dθ′
∫ +∞

0
k′ H∗(k′, θ′)

1

ko
e−j2π~k′.~roφ(

k′

ko
, θ′ − θo) dk′

}

=

∫
d~ko

1

k2
o

∫∫∫∫
dk dθ dk′ dθ′ kk′ H(k, θ) H∗(k′, θ′) φ∗(

k

ko
, θ − θo) φ(

k′

ko
, θ′ − θo)

[∫
e+j2π~ro.(~k−~k′) d~ro

]

En intégrant par rapport à ~ro et en tenant compte de la remarque (I.3) de l’annexe I, on
obtient :

‖C‖2 =

∫∫
dk dθ k |H(k, θ)|2

∫
d~ko

1

k2
o

∣∣∣∣φ(
k

ko
, θ − θo)

∣∣∣∣
2

(J.2)

En reprenant les étapes (I.4), (I.5), (I.6), (I.7) de l’annexe I, on a :

∫
d~ko

1

k2
o

∣∣∣∣φ(
k

ko
, θ − θo)

∣∣∣∣
2

= Kφ (J.3)

Et finalement, en introduisant (J.3) dans la relation (J.2), on trouve la formule d’isométrie :

‖C‖2 = ‖H‖2 Kφ
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Annexe K

Intégration de l’hyperimage dans le
plan (x, y)

Il s’agit, ici, de démontrer que l’hyperimage construite à partir des coefficients d’ondelette de
la manière suivante :

IH(~r,~k) =
1

Kφ

∣∣∣CH(~r,~k)
∣∣∣
2

ne vérifie pas la propriété de marginalisation (3.7) :
∫

R2

IH(~r,~k) d~r =
∣∣∣H(~k)

∣∣∣
2

Démonstration :

La démonstration, correspond, en fait aux premières étapes de la démonstration de la formule
d’isométrie de l’annexe J :∫

R2

IH(~r,~k) d~r =
1

Kφ

∫

R2

∣∣∣CH(~r,~k)
∣∣∣
2

d~r

=
1

Kφ

∫

R2

d~r

{∫ 2π

0
dθ1

∫ +∞

0
k1 H(k1, θ1)

1

k
e+j2π~k1.~rφ∗(

k1

k
, θ1 − θ) dk1

}

{∫ 2π

0
dθ2

∫ +∞

0
k2 H∗(k2, θ2)

1

k
e−j2π ~k2.~rφ(

k2

k
, θ2 − θ) dk2

}

=
1

Kφ

1

k2

∫∫∫∫
dk1 dθ1 dk2 dθ2 k1k2 H(k1, θ1) H∗(k2, θ2)

φ∗(
k1

k
, θ1 − θ) φ(

k2

k
, θ2 − θ)

[∫

R2

e+j2π~r.(~k1−~k2) d~r

]

En intégrant par rapport à ~r et en tenant compte de la remarque (I.3) de l’annexe I, on a :

∫

R2

IH(~r,~k) d~r =
1

Kφ

1

k2

∫ 2π

0
dθ1

∫ +∞

0
dk1 k1 |H(k1, θ1)|2

∣∣∣∣φ(
k1

k
, θ1 − θ)

∣∣∣∣
2

(K.1)

L’intégration de l’hyperimage dans le plan (x, y) ne permet, donc, pas d’obtenir la SER63

∣∣∣H(~k)
∣∣∣
2

mais seulement une version lissée de cette quantité (membre de droite de la relation (K.1))
[Ber94].

63Section Efficace Radar. 261
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Annexe L

Passage du domaine (kx, ky) au
domaine (k, θ) par interpolation.

Il s’agit, dans cette annexe, de détailler la procédure qui permet de convertir un signal S(kx, ky)
exprimé dans un domaine (kx, ky) vers un domaine (k, θ). Cette procédure est utilisée dans cette
annexe, en particulier, pour obtenir l’ondelette-mère φ(k, θ) à partir de l’ondelette-mère Φ(kx, ky).

Cette procédure est effectuée par interpolation. Nous proposons d’effectuer deux interpo-
lations successives : d’abord suivant la seconde dimension du signal puis suivant la première
dimension :

• On construit, d’abord, les intervalles en (k, θ) : k = [km, kM ] et θ = [θm, θM ] avec :

[km, kM ] ⊇
[
min
kx,ky

(√
k2

x + k2
y

)
,max
kx,ky

(√
k2

x + k2
y

)]

[θm, θM ] ⊇
[
min
kx,ky

(
arctan(ky/kx)

)
, max
kx,ky

(
arctan(ky/kx)

)]

• Ensuite, pour chaque valeur kx(i) ; i ∈ [1, nkx ]64, on évalue, par interpolation65 selon la

deuxième dimension du signal, les échantillons S1

(
kx(i), θ

)
à partir des échantillons du

signal S
(
kx(i), arctan(ky/kx(i))

)
.

• Enfin, pour chaque valeur θ(j) ; j ∈ [1, nθ]
66, on évalue, à nouveau par interpolation mais

cette fois selon la première dimension du signal, les échantillons S2

(
k, θ(j)

)
à partir des

échantillons S1

(
kx/ cos(θ(j)), θ(j)

)
évalués dans l’étape précédente.

Au final, on obtient le signal S2(k, θ) correspondant au signal S(kx, ky) par changement de
domaine (kx, ky)→ (k, θ).

Les figures L.1(a), L.2(a), L.3(a) montrent une ondelette mère Φ(kx, ky) d’étendue angulaire
respectivement de δθ = 15̊ , δθ = 7̊ et δθ = 0.47̊ . Les trois ondelettes ont la même étendue

64nkx
étant le nombre d’échantillons en kx.

65On peut utiliser l’interpolation par splines cubiques mentionnée au chapitre 1.
66nθ étant le nombre d’échantillons en θ.
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Annexe L. Passage du domaine (kx, ky) au domaine (k, θ) par interpolation.

en k : δk = 0.0095 m−1 (ce qui correspond à obtenir une ondelette Ψfc,θo,~ro(
~k) localisée en

fc = 14.25 GHz d’étendue fréquentielle δf (fc) = 135 MHz. Cette valeur de δf (fc) correspond à
15% d’une bande d’émission B = 900 MHz.).

L’ondelette mère φ(k, θ) peut être obtenue à partir de Φ(kx, ky) en suivant la procédure d’in-
terpolation précédente. Elle est illustrée dans les figures L.1(b), L.2(b), L.3(b).
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(a) Ondelette mère exprimée en (kx, ky). (b) Ondelette mère exprimée en (k, θ)
(obtenue par interpolation).

Fig. L.1 – Étendue en k de l’ondelette mère : δk = 0.0095 m−1. Étendue angulaire de l’ondelette
mère : δθ = 15̊ .
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(a) Ondelette mère exprimée en (kx, ky). (b) Ondelette mère exprimée en (k, θ)
(obtenue par interpolation).

Fig. L.2 – Étendue en k de l’ondelette mère : δk = 0.0095 m−1. Étendue angulaire de l’ondelette
mère : δθ = 7̊ .
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(a) Ondelette mère exprimée en (kx, ky). (b) Ondelette mère exprimée en (k, θ)
(obtenue par interpolation).

Fig. L.3 – Étendue en k de l’ondelette mère : δk = 0.0095 m−1. Étendue angulaire de l’ondelette
mère : δθ = 0.47̊ .
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Annexe M

Complément de résultats pour la
première étude
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Fig. M.1 – Distribution énergétique d’un réflecteur sur le tuyau.
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Annexe M. Complément de résultats pour la première étude
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Fig. N.2 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la paire de cuves.
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Fig. N.3 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la paire de cuves.
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Fig. N.4 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la passerelle.
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Fig. N.5 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la passerelle.
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Fig. N.6 – Distribution énergétique de réflecteurs sur la passerelle.
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Fig. N.7 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’escalier.
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Fig. N.8 – Distribution énergétique de réflecteurs sur l’escalier.
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Fig. O.1 – Distribution énergétique d’un réflecteur sur un des toits de bâtiment.
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Fig. O.2 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. O.3 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. O.4 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. O.5 – Distribution énergétique d’un réflecteur sur le toit d’un des bâtiments latéraux.
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Fig. O.6 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.

286



160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

160

180

200

220

240

160

180

200

220

240

−1
0

1
1.4

1.42
1.44

1.46

x 10
10

100

150

200

250

Angle   θ (°)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

Fréquence  f (Hz)

Position transverse  y (m)

P
os

iti
on

 ra
di

al
e 

 x
 (m

)

    Plan (x,y)

−10 0 10

−10

0

10

Angle   θ (°)

Fr
éq

ue
nc

e 
 f 

(H
z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

Dynamique palettes = 103  

Dynamique palette = 103  

Position radiale = - 2.05 m  

Position transverse = - 4.80 m   

(a) Distribution du réflecteur localisé sur un des toits de bâtiment en (−2.05 m,−4.80 m).

160

170

180

190

200

210

220

230

240

250

160

180

200

220

240

160

180

200

220

240

−1
0

1
1.4

1.42
1.44

1.46

x 10
10

150

200

250

Angle   θ (°)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

Fréquence  f (Hz)

Angle   θ (°)

Fr
éq

ue
nc

e 
 f 

(H
z)

Distribution I(x
o
,y

o
;f,θ)

−1 −0.5 0 0.5 1

1.39

1.4

1.41

1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

x 10
10

Position transverse  y (m)

P
os

iti
on

 ra
di

al
e 

 x
 (m

)

    Plan (x,y)

−10 0 10

−10

0

10

Dynamique palettes = 103  

Dynamique palette = 103  

Position radiale = - 2.30 m  

Position transverse = + 9.80 m   

(b) Distribution du réflecteur localisé sur un des toits de bâtiment en (−2.30 m, 9.80 m).

Fig. O.7 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. O.8 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Fig. O.9 – Distribution énergétique de réflecteurs sur le toit des bâtiments latéraux.
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Résumé

Les méthodes classiques d’imagerie SAR (Synthetic Aperture Radar) font l’hypothèse d’isotropie

(les points imagés se comportent de la même manière selon l’angle sous lequel ils sont vus) et de
blancheur (les points imagés ont le même comportement dans la bande fréquentielle émise) des
réflecteurs imagés. Néanmoins, ces hypothèses ne sont plus valables avec l’émergence de nouvelles
capacités d’imagerie (large bande fréquentielle, grandes excursions angulaires, ...).

L’objectif du travail de thèse a consisté à développer une méthode d’analyse temps-fréquence
basée sur l’utilisation d’ondelettes continues permettant de mettre en lumière les phénomènes
d’anisotropie et de coloration des points imagés.

Une grande partie du travail a consisté à exploiter le caractère coloré et anisotrope des ré-
flecteurs pour discriminer une cible dans une image SAR.

Enfin l’analyse par ondelettes continues a été étendue à la polarimétrie pour améliorer la
classification des cibles aléatoires et cibles déterministes puis à l’interférométrie afin obtenir une
meilleure estimation de la hauteur des cibles.

Mots-clés: Imagerie SAR, analyse temps-fréquence, transformée en ondelettes continues, pola-
rimétrie, interférométrie.

Abstract

The classical SAR (Synthetic Aperture Radar) imaging methods assume that the reflectors
are isotropic (they behave the same way regardless the aspect under which they are viewed)
and white (they have the same properties within the emitted bandwidth). Unfortunately,new
capacities in SAR imaging (large bandwidth,large angular excursions of analysis) make these
assumptions obsolete.

The purpose of the thesis work consisted in developing a time-frequency method based on
the use of continuous wavelets allowing to highlight the anisotropic and coloration effects of the
irradiated points.

A great part of the work consisted in exploiting the coloration and the anisotropy of the
reflectors to discriminate a target in a SAR image.

Finally, the continuous wavelet analysis has been extended to polarimetric in order to improve
the classification of random targets and deterministic ones then to interferometry with the aim
of obtaining a better estimation of target height estimation.

Keywords: SAR imaging, time-frequency analysis, continuous wavelet transform, polarimetry,
interferometry.




